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INTRODUCTION

Le fondement de la programmation dynamique est constitué

par le principe d'optimalite* qui conduit a4 des équations fonc-

tionnelles du type suivant :

Fy (x) = max [oy (Xy) + Fyig (> %y)]

0 <xy <x (1)

pour N = 2,3,... p,xeO.

La résolution par la méthode classique est la suivante

Les valeurs de fF, ny 6%) dans l'intervalle [0,x,] sont

prises aux points égalienent. espacés

x = 0,4,2A,..,.... RA= Xo

La valeur de chaque élément de la suite {F,(x)} sera
calculée et tabulée en chacun de ces points et seulement en ceux-

14 ; le processus de maximisation se fait par la méthode exhaustive.

La méthode Slassique’ est également applicable a une

fonction FyV) oa Vv est un vecteur 4 n dimensions, mais on ren-
contre des difficultés pour stocker les résultats en mémoire, En

pratique, il est difficile et cotteux d'utiliser une telle méthode

pour une fonction Fy a plusieurs variables. Beliman a suggéré

la méthode d'approximation des fonctions par des polynémes pour

surmonter les difficultés causées par le nombre de dimensions élevé.

Le principe d'optimalité

Une politique optimale est telle que, quels que soient

1'état initial et la décision initiale, les décisions suivantes

doivent constituer une politique optimale par rapport a 1‘état

résultant de la premiére décision.
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La méthode d‘approximation consiste essentiellement, 4a

T'aide d'un polynéme, a représenter sous forme continue un en-

semble de valeurs, Cela entraine d'autres techniques de la recher-

che optimale.

Nous étudions tout d'abord le cas d'une variable, on

utilise ia méthode d‘approximation a une variable avec la recherche

optimalepar la méthode des parties proportionnelles et on la compare

avec la méthode classique. Ensuite, nous étudions le cas de deux

variables dans un domaine rectangulaire, on utilise la méthode

d'approximation a4 deux variables. avec des supports de Tchebycheff

et la recherche optimale par rapport a4 une variable par la méthode

des parties proportionnelles. Pour terminer, nous étudions le cas

de deux variables dans un domaine triangulaire et la recherche

optimale sur deux variables également. On utilise la méthode

d' approximation a deux variables avec un support quelconque ; quant

a la méthode de recherche optimale comme on est Jimité par la capa-

cité de la machine, on reprend la méthode exhaustive,
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CHAPITRE__I

METHODE D'APPROXIMATION
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LA METHODE CLASSIQUE : Enumération directe proposée par

Mr BELLMAN

On utilise une: méthode itérative, permettant de re-
calculer une valeur quelconque a partir de quelques valeurs
soigneusement choisies. Les valeurs de F v(x) dans l'intervalle

[o, x9] » Sont prises aux points également espacés

x = 0,A,2A ,..... RA= Xp

La valeur de chaque élément de la suite {Fy (x)} sera
calculée et tabutée en chacun de ces points et seulement en

ceux-1d, I] est particuliérement commode de considérer les mémes

valeurs pour Xv et pour X. Le processus de maximisation se fait

en @numérant’ directement tous les cas possibles et en comparant

les valeurs. —s_—

Schéma de calcul

Pour N=I , Ja fonction F(x) est déterminée immé-

diatement par la relation Fi (x)=97 (x),

L'ensemble des valeurs {F,(K A)} pour K=0,1,2,...R

est alors stocké en mémoire.

Nous déterminons maintenant F (x) en utilisant la

relation de récurrence pour N=2

Fa (x) = max [g5(X>) + F 1 (x-X9)]

0X5 <x

ol x prend seulement les valeurs 0,A,... RA
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Il vient

x = iA, i= 0,I-4.6. Rs

Fo(ib) = max [gg(K A) + Fy(Ci-K) AD]
K=0,1,,.,7

Pour chaque valeur de x (c‘est 4 dire de i), on

calcule dtabord g,(0) +#,(iA) et go( A) +F,((i-I) A) puis

on les compare et on conserve la quantité la plus grande. On

calcule ensuite la valeur de Jo(2 A) + F,((i-2) A) et on la

compare avec la quantité maximale obtenue auparavant, en gar-

dant la plus grande quantité. Ce processus se poursuit jusqu'a

ce que kK ait pris toutes les valeurs possibles de 0 4 i. On

obtient ainsi la valeur Fo ( i A) qui est donnée par une valeur

particuliére de Xoy par exemple X=J A, j @étant une valeur

particuliére de K,

Au cours de ce processus de recherche, on détermine

non seulement la valeur de F(x) pour les valeurs

0,4,2A,... RA de x, mais aussi pour 1a valeur de X» pour

laquelle le maximum est obtenu 3; puisque cette valeur dépend

de X, notons la Xo(X), Pour chaque valeur de x, on mettra les

deux éléments Xo (X) et F, (x) en mémoire,

En continuant ce processus pour N étapes, on peut

présenter le tableau de valeurs suivant

X x7 (x) Xo (x) ave + ok eB ei oh Xy p(X) Xy (Xx)

0 - - - s

2A = = |, - =

RA - - = =
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Cette table fournit la solution du probléme de maximi-

sation a N étapes de la facon suivante

étant donnée une valeur particuliére de X, i7 lui

correspond la valeur Xy (x). On est alors ramené au probléme de

détermination de l'allocation optimale dans un processus a N-I

étapes, avec une quantité de ressources X-Xy(X). On recommence le

méme procédé, on trouve finalement la solution (Xy oXyipores X7)

qui optimise la fonction R,

METHODES D'APPROXIMATIONS

Une approximation par des polynémes est une représenta-

tion beaucoup plus économique de la fonction Fy(x)s puisqu'il

suffit de mettre en mémoire l'ensemble des coefficients du poly-

nodme et des instructions nécessaires pour pouvoir calculer le

polynéme correspondant.

I. Approximation d'une fonction -A une variable par les

polyndmes de Tchebycheff sur un support de Tchebycheff,

Definition

Lorsque les valeurs de la variable y restent comprises

entre -I et +I, il est possible de définir les polynémes de

Tchebycheff TACy) (n étant entier) par les formules y = cos®@

et Tyly) = cos n@ n= IT,2 ... 7 aee

Ces polynémes vérifient la relation de récurrence

et Tiisrly) = 2 yTyly) - Ty_p(y) quelque soit y,



Soit YF (X) la fonction considérée, l‘approximation de

F (X) par les polynémes de Tchebycheff sur 1l‘intervalle (a,b),
=

consiste a déterminer un polynéme P(X) défini

M | .
Ppa eT (2tb=2)

t=

et tel que P(x) approche f(x) au sens des moindres carrés aux

n+I points

bta (2i+1) 17

xy 7 tpt + Ap? cos HE

L'ensemble de ces points corrspondant a4 des valeurs de 6

équiparties sur O,n est dit "support de Tchebycheff". On sait

que l'on peut mettre le polynéme P(X) sous forme matricielle,

- -

F(Xy)

F(X7)

atb-2x\ atb-2xp(x) = [1.7 (Stee)... 7, (athe ) lo |

F(X,)

avec > im

[ 7 est une matrice rectangulaire 4 m+I lignes et
4 n+I colonnes. Ses éléments sont les valeurs de T,(X),i=0,1,.,.m

aux points d'approximation. En utilisant la notation en®,

ima
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2. Approximation d'une fonction a4 2 variables par les

polynémes de Tchebycheff

Qn propose deux méthades d' approximation > l'une, qui
utilise le produit de Kronecker des matrices, est valable dans un

domaine rectangulaire dont les supports sont les noeuds dé supports

de Tchebycheff respectivement aux variables ; l'autre est valable

pour un support quelconque, Les méthodes s'étendent 4 n variables.

Sew eee eee ee ee see ee see SP ee eee oe ee

On se raméne d'abord aux variables x,y dont les

valeurs sont situées entre -I et +I. On peut utiliser les supports

de polynémes de Tchebycheff de degré P; en x et Py en y.

Le polynéme P approchant la fonction est

Ny - No

P(my) = 2 Do G4, 14,0) TE),
i,=0 i,=0
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P(x,y) s'@crit sous la forme du produit de Kronecker

P( x,y) = [ty Gd5-6Ty G0] ©L.7 750-75, (wll

Es, | ® Ltn, ] [F |

le signe (x) désigne le produit de Kronecker des matrices.

Les matrices | Ly | et [ Ly ] sont rectangulaires
I 2

respectivement de Ny+I et No+1 lignes et de PytI et Pot! colonnes.

(voir annexe).

On se raméne toujours au cas I<) <tl et la fonction

a approcher est connue en P points quelconques dans un domaine.

La méthode des moindres carrés consiste a4 rechercher une

fonction P(x,y) de la forme

nm

P(x,y) = > > i j T(x) T;(y)
i=0 j=0

og les T,(x) et T(y) sont des polynémes de Tchebycheff et les

e.. Jes inconnues.
1J

On peut, ou bien écrire que

P(x,y) = f(xsy)

en p points de coordonnées Xps¥y (po>N, nombre des coer

cients Kiy)s ce qui‘conduit 4 un systéme surdéterminé

Le] [«] - tl
que l'on peut résoudre par la méthode de Fadeeva.
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On peut également déterminer les Xj 5. pour rendre

minimum °

P

I = >. acres 3 P(xqsrg)) | a
K=I-

M M
P oo I 2

z = 2

I] faut remarquer que le systéme ainsi obtenu est le

fey fedt=} + fel? Ee
Les deux méthodes sont donc théoriquement équivallentes

systéme

mais la premiére est moins sensible aux erreurs de chute et c'est

elle que nous utiliserons.
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APPLICATION A UNE VARIABLE
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EXPOSE DU PROBLEME

V

V+ AV Soit une fusée de masse a vide m

décollant verticalement avec une masse de

M- AM propergols Po: On suppose la vitesse

d'éjection des gaz de la tuyére constante W

M et la résistance de l‘air négligeable, On

cherche le maximum de la vitesse v a la fin

AM de la combustion et le programme de- combus-

LS tion correspondant, ;
V-W

Etablir 1'équation du mouvement

On considére la fusée, de masse M et de vitesse V a un

certain instant t (fig.a). Au bout d'un intervalle de temps dt,

une masse de gaz dM a été éjectée vers l'arriére a la vitesse

absolue (V-W) tandis que la fusée, de masse (M+dM), a acquis la

vitesse (V+dV) (fig.b). On calcule la quantité de mouvement au

début et 4 la fin de ce processus élémentaire.

(a)

Au début : (MV); = MV

A la fin: (MV). = (M+dM)(V+dV) = (V-W) dM

(MV), = MV4+MdV+WdM

En négligeant le produit dM.dv

d(MV) = MdV+WdM (al)

D'autre part, la seule force agissant sur la masse

totale M est la pesanteur -Mg, dirigée en sens opposé 4 la vitesse

de sorte que l'application du théoréme de la quantité de mouvement

donne

d (MV
= -Mg ... (a2)
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En utilisant la relation (al), il vient

dSUV) 2 act) Shaw SH = -Mg (a3)

M est une fonction de temps et W est une constante. Cette

équation différentielle définit V(t) lorsque M(t) est fixé.

Détermination de la loi de commande M(t)

On suppose que la masse de propergols Po se consomme

en N étapes, c'est a4 dire en un temps N. aT, aT @tant un inter-

valle de temps élémentaire. A la yteme étape, définie par l‘in-

tervalle de temps [(N-I) AT,NaT]. On affecte l'indice I, de

méme a la jtéme &tape. définie par J'intervalle de temps
[(i-1, aT,i4 FT], On affe'cte T'indice N-i+I, on désigne par p,;

la Consommation de propergols 4 1'&tape ayant l'indice i et par Vy

J'accroissement de la vitesse correspondante, .

On détermine v,; l'aide de (a3)

(N-i+I) at (N-i+1) aT (Nei41) aT

m(t) Satan f du(t) = -9 f M(t)dt

(Nei) aT (N-i) aT (Net) aT

La formule de 1a moyenne donne

«-b b

i Fix) g(x)dx = F(c) J g(x)dx avec acd.
a

4

M(t) Vg4WM((N-i4L) aT)-NM((N-i) aT) = -gM(E) aT

M(E) = FM a Tx(N~141 HGH EA Tx(N-T))

Ve. = wx ATX(N-i))-M( ATX(N-itl
i > - gat

u(t)
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On calcule w(t) ,M( ATx(N-i))»M( a TX(N-i4T))

On désigne par m la masse & vide de la fusée. A la fin

de la premiére étape, la masse de la fusée est m+Po-Py et a la

fin de la jiéme étape, la masse de la fusée devient
m+Po-Py-Py_ pees Py gay ou bien m+Pg- *“ Pie

gj=N-i+I

On aura trés facilement M(t)yM( aTx(N-i)) M( a Tx(N-i41)):

N
MC ATX(N-i)) = m+Pp- EP,

O jeter J

N N

M( ATx(N-i4+1)) = m+P,_- 5 Ps; = m+P,- = P,-P,
0 zi J O jsitr Ji

M(E) = 4 (MC aTx(N-i))#M( a Tx(N-i4T)))

On pose R, la masse de propergols disponible 4 la
-,iéme ~(N-i)! étape

P

i oO”geist S

M(E) = 5 [2m42r,-P, ] =msR,-3P;.

Pe...
' = 4 = =D'ou Vv; 7 W GERG=055xP gAT (a4)

en supposant la consommation instantanée constante pendant

Thintervalle AT.

L'établissement du programme de combustion optimale

consiste & déterminer la masse P, de prepergols qu'il convient de

consommer pendant chaque intervalle de temps depuis le début de

la combustion.
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On applique maintenant le principe d'optimalité en écri-

vant l'expression de la vitesse maximale Vy (P) que peut fournir une

masse P de propergols consommée en N étapes, c'est a dire en un

temps N. AT. Connaissant la fonction Vg (P) préalablement calculée

pour un processus 4 N-I étapes, on remarque que l'on a inséré le

probléme particulier relatif 4 la masse de propergols Po dans un*

probléme plus général portant sur une masse quelconque P comprise

entre 0 et Poe L'application du principe d‘optimalité fournit la

formule de récurrence suivante

~~ a u max [Vy (PysP) + Vy_y(P-Py) J (a5)

f
N

Dans cette équation, Py représente la premiére décision

du processus a N étapes, c'est 4 dire 1a consommation pendant le

premier intervalle de ce processus et Vy (Py oP) la vitesse calculée

a l'aide de 1'équation (a4) ; Vy_(P-Py) représente alors la

vitesse obtenue en (N-I) étapes avec la quantité de propergols

restante (P-Py).

Pour un processus 4 une seule étape, on a ¥,(P) = Vy(P).

Enfin, une borne supérieure Pmax sera imposée 4 Py de sorte que

O< Pys Pmax.

METHODE EXHAUSTIVE

Bellman a proposé la technique de calcul suivante

Le probléme initial comportant des variables continues

a été remplacé par un probléme ne comportant que des variations

discrétes, en discrétisant & la fois en P et en t. On détermine

alors la valeur maximale par une simple énumération des cas puis

par comparaison des différentes valeurs.
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N=]

V,(P) = V,(P) = Woh - gat1 1 m+P 72 g

O <€ P < Pmax

N=2

Vo(P) = max [V,(PsPo) + V,(P(P5)} ..- (a6}

O <P, <P

P
=f 2

Vo(P>Po) = 4 X Ggpepoye ~ SAT

ot P prend seulement Tes valeurs AP.,2 AP,...K AP.

=

K A P correspondant a la valeur maximale disponible de la masse de

=

propergols 4 1'étape considérée. On remplace l'intervalle [0,Pmax]

par un ensemble de valeurs discrétes AP,2 AP ...R AP, d'‘od

RAP = Pmax.

La relation (a6) est remplacée par la relation approximative

V5 (P) = max CV P,i AP) + Vy(P-i AP)]
i=0,1,...R

9 (

Dans celle-ci, l'on calcule d'abord Vo(P.0)+V, (P-0) et

Vo(Ps AP)+V,(P- AP) puis on les compare et on retient Ta quantité la

plus grande. On caicule ensuite la valeur de Vo(P 2 AP)+V,(P-2aP) et

on la compare 4 ta quantité maximale obtenue auparavant, en gardant

Ta plus grande quantité. Ce processus continue jusqu'a ce qui i ait

pris toutes les valeurs possibles, c'est a dire p~-iAP3%O. On ob-

tient ainsi Vo(P) pour une valeur particuliére de P.

Au cours de ce processus de recherche, on détermine non

seulement Vo(P) pour les valeurs AP,2AP,...,R AP de P mais aussi

Ta valeur de Py pour laquelle le maximum est obtenu dans (a6).
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Pour chaque valeur de P, on associe P, et ¥,(P) et l'on

utilise Vi (P-P,) trouvée 4 1'étape précédente.

En continuant ce processus pour N étapes, on peut obtenir

ta solution sous ta forme du tableau

P VCP) Py(P) ¥(P) Po(P) ¥4(P) Pa(P)...

aP _ ~ - - ” -

2aP - ~ ~ - - -

Cette table fournit Ta solution du probléme de maximi-

sation 4 N étapes de la fagon suivante : &tant donnée une valeui

particuliére de P, on parcourt ta colonne de Pry jusqu'a trouver

Ta valeur correspondante de Py(P). On est ramené au probléme de

maximisation & N-I @tapes avec une quantité de prepergols

P-P.(P). En continuant ce mécanisme, on obtient le programme

optimal de combustion et Ta vitesse maximale a4 la fin de chaque

étape.

La méthode de Beliman est trés simple. On sort les résul-

tats de calcul étape par @tape et on les garde en mémoire. Au

cours des opérations, on s‘arrange toujours pour que P-Py ait

exactement Ta valeur qui se trouve en mémoire. Les fonctions

Vy(P) et Py(P) sont stockées sous forme discréte et les préci-

sions de cette représentation sont déterminées par la valeur AP

Par contre, plus | AP est petit, plus les valeurs de ta fonction

8 calenler et A aarder en mémoire sont nombreuses, plus le temp

de calcul est jong.

cette méthode améne des difficultés dies au stockage

d'information en mémoire et au temps de calcul.

Organigramme fig. I et 2.
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II1.3. METHODE D'APPROXIMATION

On approche les fonctions Vy(P) et PCP) par'des poly-

némes dont il suffit de garder les coefficients en mémoire. On

peut obtenir Ta valeur V n(P) pour des valeurs arbitraires de P

dans: 1'intervalle a au prix d'un stockage d'information

en mémoire relativement péu important. Maintenant on a une fonc-

tion continue définie sur un intervalle fini, On recherchera le

maximum par la méthode des parties proportionnelles.

On se fixe pour’ le probléme de degré du polynéme n et

le nombre m+I des points du support d'approximation

pour Ne=I

Tp(P).= Vy(PyoP) = Wx oe - ghT

Os Py =P s< Pmax

On ‘calcule uniquement des P tels que

Pmax a 2d+I Pma

Py = “ze cos (amaem) + “pee dnO,T.. em

n

Tr(P) ©. 5 ary Ty(P)
I Keg 21K IK

T,(P) est un polynéme de Tchebycheff de degré K

Vo(P) = max [Vo (PosP) + Vp(P-P5) J

O< Po <Pmax et 0 = P-Po s Pmax.
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On calcule des Ps

P; = ue cos rep no + a J20;1,,,.. mH

cavec -XM = -min(2xPmax, Pdisponible)

Pour chaque Pas on emptoie la méthode des parties pro-

portionnelles (voir:annexe) pour maximiser Vo(PosP) + ¥(P-P5) dans

l'intervalle. {max[0,P-Pmax -], min [ Pmax,P J]

n n

Alers = AGH) & apy Te(P)s Po(P) = om ay Ty(P}2 Keo 2k KN T 82 Keo 2k K

d'une fagon générale avec N = K

V.(P) = max Pvg(PgaP) + Vy ip (PoPy) J

O< Pes Pmax , O< P-Pys Yu

avec des valeurs P

Py = cos Set + A j=0;1,,.. m

XM. = min [ KxPmax,Pdisponible ]

YM = min [(K-1)xPmax,Pdisponible ]

Pour chaque P on reprend la méthode des parties propor-

tionnelles pour minimiser Vg (Py oP)t¥ 9 (P-Py) dans 1'intervalle

[max [0,P-Yoy ] , min [Pmax,P]]

n

d'ou: Vy(P) = aK; T,(P) et Py(P) = 2 . ap.
0 2

Q ° 7
MsJ
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On stocke seulement les coefficients aK et age Pour

un P donné, on trouve facilement Je programme optimal et la vitesse

maximum atteinte 4 la fin de chaque étape,

Organigramme. .

T1.4, APPLICATION NUMERIQUE

m = 300 kg W = 3000 m/s ' g = 10 m/s

AT = 5s Py = 3000 kg disponible

Pmax = 800 kg .

Vi = (3000 Py) / (300+P-Py/2) = 50

<= iI 3000 P / (300+P/2) - 50

A) Méthode exhaustive

On @tudie l'influence de la variation élémentaire de

propergols P sur les résultats et le temps de calcul.
é

Vy la vitesse maximale 4 la fin de combustion

Py politique optimum de 1a consommation

AP 300 kg 200 kg I00 kg 50 kg

ETAPE | Ph} Yn | Pw] Yh of Pu} Yw f Py ft ¥y
6 600 | 6750 | 800 | 6789} 800 | 6790} 800 |6794

5 600 | 6200] 800 | 6012 | 800 6012 | 800 |60I16

4 600 | 5500 | 600 | 4919 | 500 | 4919 | 600 |4923

3 600 | 4550 | 400 | 3683 } 400 |3935 | 400 |3688

2 300 | 3100 | 200 | 2400 | 300 | 2785 | 250 12404

I 300 | 1950 | 200 |1450 | 200 |1450 | 150 11150

Temps de
calcul 30 sec 37 sec 70 sec 215 sec

Plan en |mémoire I35 mots 207 mots 414 mots 834 mots
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B) Méthode d‘approximation

La méthode dépend de trois paramétres

n degré de polynéme,

m+I nombre des points d‘approximation, .

q nombre d‘'essais pour 1a méthode des parties pro-

portionnelles. ts

(Notons ly l'intervalle initial, L. l‘intervalle d‘incertitude

d'aprés q essais lo/lg = (1.62)97! y,

B.I) On étudie d'abord l'influence de n degré de

polyndme et de m+I nombre des points d'approximation sur les résul-

tats obtenus tout en fixant le nombre d'essais qg=5 pour la méthode

des parties proportionnelles (ceci entraine une incertitude

lolly = (1.62)0F ,

_ min [Pmax,P_] - max [0,P-Pmax ]
ln/L. = 6.85 ==>

o/tg 7G 6.85

et on garde la valeur maximale trouvée d'aprés q essais).

i

Résultats_numérigues : Tableau I

n degré de polynéme 3 . 5 5

m+I nombre de points 7 6 II

ETAPE Py i Py Vy Py Vy
6 788.56 |6984, 43|798,51|6804.03| 784.78 | 6809.37

654.91 /6161.31/792,25|6024.73| 792.85|6037,67

a. ae | i 1 {

485.03 |5359.66|629.42| 4936.70] 680.58 | 4946.47

406,25 |3311.33)230.59| 2438.85] 211.53/2299,15

Temps de -calcul 65 sec 74 sec II3 sec

5

4

3 424,19 |4437.42| 372.99] 3647.94) 368.36 |3540.52

i2

I 241.06 ]1671,76|176.24]1312.94|161.90/1225.52

Plan en mémoire 52 mots 78 mots 78 mots
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Comme on fixe le nombre d'essais q, on a une qualité de

la recherche optimale identique pour trois cas. Plus n augmente, on

a besoin d'un temps de calcul plus long et on occupe plus de place

en mémoire. Mais, par contre, le résultat est plus précis. Plus m+I

augmente tout en gardant n, plus on prolonge le temps de calculi,

mais on améliore le résultat également.

B.2) On fixe le degré du polynéme n=I0 et le nombre

des points d'approximation m+I=II, On fait varier le nombre d'essais

gq. c'est a dire qu'on veut améliorer. la qualité de ta recherche

optimale ; on réduit l‘intervalle d‘incertitude.

pour q=5 lp/lg = 6.85 => Lg = min [Pmax,P ] - max [0,P-Pmax

° , min [ Pmax,P ] ~ max.[0,P-Pmaxq=I0 Tn/La, 2 76 == Len = : 2
0’ ~10 10 16

Résultats _numériques Tableau 2

Nombre d'expériences 5 10 Plan en

a 7 mémoire

ETAPE Pn Vy PN Vy

748.32 | 6790.79 | 791.33 | 6793.70
763.19 | 6073.33 | 93.72 | 6026.22

5068.60 | 622.98 | 4948.99

408.67 | 3785.40 | 386.21 | 3667.38

252.93 | 2522.42 | 245.97 | 2427.80

176.26 | 1314,19 | 159.80 | 1211.86

143 mots

mi[rmlwl plata
a a o w nN

Temps de calcul 180 sec 265 sec

plus q augmente, plus le temps de calcul augmente également et

le résultat s'améliore aussi.

i ki
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PP C) Comparaison de deux méthodes (méme pas de discréti-

sation en t).

- 2. n=5 , q=5Méthode Bo onateil A(ap=50)

ETAPE Py Vy Py | Yn

6 784,78 6809.37 800 6794

2) 792.85 6037.67 800 6016

4 680.58 4946.47 600 4923

3 368,36 3540.52 400 3687

2 211.53 2299,15 250 2404

I 161.90 1225.53 150 1150 .

Temps de calcul II3 sec 215 sec

Plan en 78 mots 834 mots
mémoire

Deux méthodes sont valables. On trouve des résultats
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Conclusion

Les applications numériques, dans notre petit exemple,

montre que la méthode d‘approximation réduit considérablement la

place occupée en mémoire.

Selons des besoins, on peut désirer obtenir un temps de

calcul réduit et occuper trés peu de place en mémoire, 4 liaide du

polynéme de degré faible et d'un nombre d'tessais peu élevé mais le

résultat est moins précis. On peut également désirer que le résul-

tat soit trés précis et il faut y mettre “le prix", c'est a dire

accepter que le temps de calcul soit plus long, occuper plus de

place en mémoire et augmenter le nombre d‘'essais avec un polyndéme

de degré plus @élevé ; il faudra alors plus de points d‘tapproxi-

mation.

On peut comparer le produit de temps de calcul et la

‘place en mémoire de deux méthodes

Méthode classique Méthode d'approximation

caractéristique sec x mots caractéristique sec x mots

AP = 300 4050 n=3,m+I=7,q=5 3380

AP = 100 28980 n=5 s.+1=6,q=5 5572

AP = 50 179310 n=10,m+I=I1I,q=I10 37895

SS Se

La méthode d'approximation est une méthode économique et

elle donne des résultats aussi valables que la méthode classique.

I] faut encore noter que Ja méthode de Bellman donne

toujours une approximation du maximum par valeurs inférieures, alors

que la méthode d'approximation peut conduire a des valeurs appro-

chées nar excés ou par défaut.
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Organigramme : Méthode de Bellman Fig. 1

; estpun tableau
K
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Organigramme : méthode 4'approximation Fig. 2

K=I

|

Xyamin [KxPmax ,
Pdisponible |

|

J=0

2J+Ixa Lees (Gaz) 7 tl ]

oui non

ID(J)=Vy (x) B=min [ Pmax,X ]

IX(d)=X A=max [0,X-Yy |

méthode de parties

proportionnelles

ID(J)=V,(Y)

IX(J)=Y

J=d01 Welw 220

Rome? Vysnay sls oPyana Kal

RANGER ayyoa Kj dans les

mémoires
j

Yaa

none % oN oui
| | K=K+I

us
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XM=min [Pdis,KxPmax ]

2xXi-XM

Xe

TCs Bays 13K)

Py yO= Bays 15 (X)
Imprimer Vue Py

1
XT=X1-Py

K=K-T

Co a

FIN



CHAPITRE_ III

APPLICATION : PROBLEME A DEUX VARIABLES

DANS UN DOMAINE RECTANGULAIRE



III.1 POSITION DU PROBLEME

Soit un chariot de masse M roulant sans frottement, sur

des rails horizontaux sous l'effet d'une force horizontale F.

état a4 un instant donné est compiétement défini par son abscisss
=

par rapport a une certaine origine et sa vitesse xX. Soient x,

sa position et sa vitesse 4 i'instant t=0.

On cherche la condition ad imposer 4a ia force F our

ramener le chariot 4 l'origine avec une vitesse nulle (x*X=0)

temps imposé, en minimisant la fonction de cout

t

Soit S = min Q = min | Fe dt.

Son

ab &

en un

On partage l'intervatle de temps [0,T Jen N petits ine

tervalles @égaux tels que NaAt=P : cela revient a4 chercher la Fone-

tion de cott en N Gtapes. En supposant la force F constante sur

chaque intervalle at. On cherche les valeurs optimales de cette

force pour chaque étape pour que la fonction de coltt soit

minimale

T Nat (N-I) at
2 2 2 -

Fo dt = Fo dt + Fo dt = Fo dt + .
oO _— am i ot — > ct oO oS

Le principe d‘optimalité nous conduit a@ établir fa for-

mule de récurrence

La fonction de couit optimale d'un processus a N étapes



=

partant du point (X92%Xq) est la somme de la fonction de cout au

cours de la premiére étape sous l'effet de la force Fy et de la

fonction de codt optimale d'un processus & N-I @étapes partant du

point (Xo%y) avec

ilXt XgtXg At

Fy.
Ky = kg ap 4h t

Pour un processus a4 une seule étape, on a évidemment

AX = -X et AX = -x

de sorte que AX = Xat , ona Xx... LL
X At

Pour ramener le chariot 4 l’origine avec une yitesse wuile,

il n'y a pas de choix. On a@ directement

I At At Ate

2.2
2 MTM x

S = Q = Fo At = ——s>
I I I At?

Pour un processus 4 deux étapes, le point de la premiére

étape de coordonnées (x+Ax) et (X+A%) doit se trouver sur la

droite de pente a passant par l'origine je fong de faquelia

doit nécessairement se dérouler la seconde étape. On doit donc avoir

X + Xa At



em 4

| =

- 30 -

On en déduit immédiatement ]‘expression de F, en fonction

de x et de k

M ‘
Pe" 7 52 [ xt2x At ]

d'oa le cott So du processus a4 deux étapes

Sn (xX,k) = FS At + S7(XtAX,KEAK)
2 2 I

me 2 2
= ——z [(xt2k At)” + (x#tk At)TM]

At

On voit que les deux premiéres étapes du processus (c‘test

a dire la derni@ére et l‘avant-derniére étape d‘un processus a N

étapes N>2) de calcul ne comportent pas de probléme de minimi-

sation,

d'oG on peut écrire sous la forme d‘équations fonctionnelles

F

oN 3 2 5 2)
S, (xk) = nM (F At + Sy-y(xtk At, kt At))... (A)

Pp

avec p>3 , champ de variation de Fy > Cy = < Co.

CHEMA DE CALCUL

La recherche minimale se fait par la méthode des parties

proportionnelles.

5, (%2%) est définie dans un domaine rectangulaire tel

que As Xs A, : B.< KX < B. . On effectue un changement de

A M W
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variables, en posant y =

Si

Ag thgnex oe BytBo-2k eB sat)

A,nAy By, ~Bo *

sont des variables comprises entre ~-I, +I, du fait que l'on peut

~

utiliser la méthode d'approximation a4 l'aide du produit Kronecker

des matrices. On choisit tas supports de polynémes de Tchebycheff

de degré Py en xX et Po en &,

On calcule seulement des valeurs x st & comme suit

_ Ao-Ay «

Xa = —— cos

B,-B
~ _ semey
x4 = 3 cos

le A ttho
(sn y) + mph nT, Pye!

( 7 = ) + j=1,...Po+l

On note OD (y,¥) un polynéme de Tchebycheff approcher

la fonction Sp (Xk)

Pour P=2

Dolysy) = [ [1.7 ;

@ ttt

f ;

typ, i} ef 0 bp, !

| ](y)> a?

bom (H)---T, (92 1-0f, 1 @ Tk,
? oa

ont deux matrices rectanguiaires d°ardre

respectivement (n +t) X (pyth) 5 (Rot!) xX {p.t1) (forme de ta
a

formule (B) dans la page 6).

[ Bo ] représente ta matritce colonne dont

ob.fonctions So (XK, %) rangé

*

5 es éléments sont (8%

as ainsi
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+

Soit Do(¥sy) = =

on utilise ta

et on pose

Ce rangement est dd au procédé

d'interpolation choisi (voir

annexe),

(2) ,
agy. T4ly) > 150)

ermule de récurrence
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On minimise Ta fonction Q3(%4 2%) A l'aide de 7a méthods

des parties proportionnelles, Sa valeur minimale Q3(xjo%a5F) et F3

correspondante. On la note F3(x 2X.) ou Xioks sont les supports
7?°j 1

de Tchebycheff.

Da(ysy)

On a

= [ Mety(yjee.T, dy) 1 @ [iT Ty IT
re

DF3(ysy) = TET (y)s.++Tp fy) ® TT (HT (VY) 1]

[B83 ]

ainsi

Eby 1@ [ty 1133

et [F3 ] représentent la matrice colonne dont les

éléments sont les fonctions Qa (Xp eks oF a) et Fg(x5ok5) ranqgées

Q3(X_okysF) Fi (X7 0X1)

Q3 (xp ek poF)

- Papp ar?

Q3 (xy ok, ar?!) F(x ax )
2 2. ghee

Q3(Xoekr> )

: ls | ats° 32] = _ .

. . ~~ 4 As (55% )
Og (Koay apeF) seme pat! :
Q3(X3.kyoF } ; i

: B. path ie
Q3(%) areXr oF) I

x sox sP Fe x x 7)| 2a! pyri *po4l | | 3 (Xp at pti -



- 34 -

pytt Pott

soit Ds(yd) = ck aff) Tay), 7519)3h\¥> ij 4\¥ ety y

j=l j=l

pytt Potl

; 3 Paet DFs(yJ) = pg YS? Ty(y)-7 50)
i=I -cjel

Diune fagon générale, pour PK

On pose

PytI pytl

= Fe i = (K-i)Gy (x4 2&5) = Fe At + 5 x at ig

1sI g=I F
; K

z es a" ; Cems)

| : =o. TS

Ay=Ag Z By~8, 4

pour chaque couple wks nloie ta méthode des parties pro-

portioveelies neur ni foi ba(s.o8,) dans T'inter-

valle f Sup((By-%,) x WiC} inf (Cy, (By-k;).M)]. On note

Oy (&y 2% 5oF) sa valeur minimale ot F correspena a Fy (xy oky)-

Ona

D9) = [ELT Ty (I) OLUT Ty I |

. [t tp, 1 @ (tp, | ] : [ex]

et
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avec _ _ —

Fg (X_9X_ oF) F ‘K\XpoAq? K(X ky)
Qe (X72 ko F) Fy (Xk)

fs Oly eke a reF) PKC Xp a1)

J feces TdQc (Xp ky oF) Fe (Xooky)

; PK (Xp area)

QKOXp re Xp oe?) PK (Xp tr Xp et)

prt! Potl

Soit Dy (ysy) = aX) toy), Te (y)
i=l je!

pyt+l Potl

. K .et DFe(ysy) = og BS) Ta(y).T5(9)
isl jel

K-1)On stocke les suites {ot} en mémoire et on garde { al!

et fai) en mémoire pour le procédé d‘itération.

Résolution

Etant données deux valeurs xX et X et on décide en N

étapes pour un intervalle de temps Nat=T, On calcule d'abord
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pytl Pot

DFy(Yos¥,) = b{N) bevy t.(y)
j=I jel

AytAg-2x By+B-2k
avec Yo enn Yo eet

Aya, By~B,

TY nous reste NI @tapes en partent du point

Xy =X + X at

. DFA (Yas ¥q)
x, =e @ N‘0° 0 At

M

On calcule ensuite

p,+I Pol

DF (Y,5¥,) = s bt8"!) toy yr ici)(N-I)S°I? CT 2 mG Pere gh
j=] jez!

A,+A 2X. . B,+B,-2
avec yy, = = » Vy = To 2.

Ay-Ap By, -B,

et il nous reste N-2 étapes, en partant du point

Xo =X, +k, at

DFyiyp(¥ye¥y)Ky My crete | ht
ao M

d'une maniére générale, i? nous reste Nej étapes, en partant

du point
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x; = Kon + Xs I At

soe kg Ce Neg tt VG -1e 5-1)
J gaa M

et on caicule

pytl pot

yo) 2 (N-j)DFy.g(¥se¥j) = x = ‘bly TVs) T1(¥5)

i=l =I

A. +A5-2x. . B.+B,-2x.
avec Y5 = ie 3 ; , 2 2 J

Ay-Ag By -B,

Finalement, on a trouvé les conditions 4 imposer 4 la

force F pour ramener le chariot 4 un endroit déterminé en un temps

imposé T.

ee ee eae are ny aa

M=I , T=5 , at=I , xXp=12 , k)=0

champ de variation de F : -5<F<«5

- organigramme : fig. 3 et fig. 3bis

- résultats numériques

La méthode dépend de 2 paramétres

n degré du polynéme choisi

q. nombre d‘tessais pour la méthode de parties

proportionnelles.
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A) On étudie d'abord ltinfluence de n degré du polyndme

sur les résultats finaux et le cofit du calcul, tout en gardant le

nombre d'essais q=5 (ceci entraine un intervaile d‘incertitude

4 inf(Bo-y,C,)-max(By-y.Cy}
Io/L5 = (1.62)° = 6.85 Le = - an =5 6, te

et on prend la valeur minimale trouvée d'aprés 5 essais}.

Les résultats numériques se trouvent dans le tableau A.

On voit que la fonction de cofit diminue ltorsque je degré du poiy-

néme augmente et en méme temps, la durée du caicul s’allonge

également.

De méme, on fixe le nombre d'tessais g=10, c'est a dire

que 1T'on augmente la qualité de la recherche minimale et l‘inter-

valle d'incertitutde diminue.

inf (By-y,C,)-max(By-ysCy}
'o/trg = 76 Lip = a

-

et on prend ia valeur minimalte trouvée d'aprés IU essais.

Ces résultats se trouvent dans jie tableau C.

°

B) On fixe le degré du polynéme n=3 et on fait varier te

nombre d'essais pour la méthode de parties proportionnelles, ¢

qdirefur ue l'on réduit T'intervalle d'incertitude

a : inf (Bo-y slo )omax(By-y Cy}
= = oOo =

q=5 To/ts = 6.8 5 6.85

inf (Bo-y,C)-max(8,-y5C,}
q=10 Ip/Lyq = 76 bog eo in

5

inf(By-y,C,)-max(Bo~y.0,}

846
Pig

quand l'on auqmente te nombre d'tessais, on auamente également ta

précision des résultats mais en méme temps la durée de calcul se

prolonge.
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C) Comparaison des résultats avec la méthode classique

Nétnode classique Méthode d'approximation

AF ad ns4-4, gic

cout if TA. 11478?

pee a ey ai
i a x xX i é t

I2 -2.3306 | -I.29] I, 669?

fs fs Oo way mj.3 10 | -4 0 9.669|-3.6221 | 0.0043) 0.ccne2

2 6 -4 2 6.047|-3.4178] 1,1883! [.4i19

I 2 ~2 2 2.427/-2,430 2.423 ; 5.9203 |
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Conclusion

La méthode d‘approximation dépend de deux paramétres, le

degré du polynome n et le nombre d'tessais q. Les résultats numé-

riques nous montrent que si l'on veut avoir un résultat précis, 7]

faut bien choisir ces deux paramétres. Dans Je tableau A, le

résultat n=6-6, q=5 avec un temps de calcul de 45 minutes qui est

moins bien qu'au résultat obtenu dans le tableau C avec

n=2-2, q=I0 la durée de calcul est de 3 minutes seulement,

Augmenter le degré du polyn6me peut améliorer le résultat mais ce

n'est pas une facon économique. Selon Ja nature du probléme, la

fonction approchée peut se représenter fidélement par un poly-

nome de degré petit parfois, donc il y a un choix optimal a faire

sur n.

En comparant le tableau CC , avec le tableau A et avec

le tableau B, on peut déduire que deux paramétres réagissent

mutuellement au résultat final. Pour avoir des résultats précis et

la durée de calcul courte, i1 faut choisir nze2 et qzlild.

On les compare finalement avec les résultats obtenus

par la méthode classique. On montre ainsi la validité de notre

méthode d'approximation,
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Organigramme. Deux dimensions Fig. 3 A, sXxs Ay
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CHAPITRE IV

APPLICATION A DEUX VARIABLES

DANS UN DOMAINE TRIANGLE
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IV.I. POSITION DU PROBLEME

(Le probléme du transport de Hitchcock-Koopmans).

Soient D12D5,---Dy les dépéts (les endroits o& se trouvent

les ressources) et PyaPoseeePy Tes points de consommation (les

endroits o&@ existe une demande pour ces ressources).

Xe: la quantité de ressources disponible au i-iéme dépét

i=1,2,...TM

r. : la demande de ressources au j-iéme point de consonima -~

tion

j=1,2,...N

En supposant que l‘offre totale est @gale a4 la demande

totale, si bien qu'il n'y a qu‘un probléme de distribution, nous

avons la relation

x =x3 a

1 J

Soient

X44 > la quantité de ressources envoyée du dépo6t i au

point de consommation j

945 6%45) > le coat de cette opération,

Les quantités x.. doivent satisfaire trois contraintes
VJ

a) Mig 2 0

b) la quantité totale expédiée d'un dép6t quelconque doit &étre égale

M = x MT x de TT — Nh =
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c) la quantité totale expédiée en un point de consommation quel-

conque doit étre égale & la demande en ce point .

M .
= j=1,2,.,.N

i=]

Le probléme est de déterminer les Xa satisfaisant 4

ces conditions, de fagon 4 minimiser le coit du transport total

ij

Résolution par programmation dynamique

Dépots points de consommations

D, : Xy Py yy

D, : Xo Po i Wo

Om: Xe Pet Py-t
Py aay

Nous pouvons satisfaire les demandes Tes unes aprés les

autres, en commencant par la demande en Pye puis en Pyoq etc...

Le cofit du transport en utilisant une politique optimale, partant

avec des quantités Xp oXooeeeXy respectivement aux dépéts

D1 sD5,...Dy et des besoins Pp oPoreeely respectivement aux N points

de consommation PasPoss+s Pus se calculera ainsi
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On satisfait d*abord la demande du N-iéme point de con-

sommation. Cela entraine

M

HE GGy OG)
i=]

Les stocks de ressources aux dépéts sont alors XaoXiy

pour i=1,2,...M. D'aprés le principe d‘optimalité, nous obtenons

1'équation de récurrence

M

Cun (Xp oXoeere Xy d= nin | Zs Din iy d tenn (%qoX Gye e ee
Ry] i=]

a "Xan

avec Ns2 [Ry ] @étant la région 4M dimensions déterminée par

les relations

M

Ds =
j=] XIN YN

0s Xin S Xa 1=1,2,...M

Pour N=1, nous avons

M 2
Cay (X 7 oX aoe eX) = 2 gi4(X;).

i=]

Réduction du nombre de variables

Du fait que l'offre est @gale a la demande, nous avons

M N

a es I
adem
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Pour un ensemble donné de demandes, Xy est déterminé

quand Xy2Xoe-+++Xy__ Sont connues, On peut donc éliminer la variable

d'état Xe

La relation (A) devient

M-1 M-1

Cun (Xp oXoreeeXyig) = min| Zo GENK iQ) tS Cy 2 XyN)
[p> Get i=]

(AT)

+Cy ar pean hg Aner)
3

4

[D] @tant la région & M-1 dimensions déterminée par les

relations

Os Xan © X; 1=1,2,,..M-1 tee tie

M-1 N M-1

Os ry- EF Xay 8 S Fa = & Xs saree K€ dG5>

Nasr 18 es é

le domaine de variation de Cun étant défini par

Xi 2 0 i=1,2,...M-j

M-1 N

=» Xs, § z r

j=1t ! izt |

avec

M-1 M-1]

Cup (Xp oXaeeeeXyaq)= = Gap O%G)t9mp(- Z y.)
is] j=l 2

N.B.<do>assure que les variables de (X47Xay) restent dans le do-

maine défini pour CuN-1°



a a |
my | |aa Ve

On a donc une suite de fonctions a (m-1) variables

(X71 9Xo0X3 +++ Xu) a4 construire, Chaque terme de cette suite sera

déterminé par un ensemble de valeurs de ce terme en plusieurs points

ces valeurs étant celles calculées par optimisation d'une fonction

a (m-1) variables (XayeXoneee Xmaq n) en tenant compte des contrain-
3

tes telles que <d)> ’ <do5> ‘

Exemple d'application

On prend le cas ot il y a trois dépéts et P points de

consommation donc N=P et M=3,

(Al) donne directement

Fy (XoXo) = min | orn (<1n)*9an (Xen HX Xen)
[Dy J

+ N-] (4-49 %27%29)| pee ee (A2)

D

relations

N étant la région a deux variables déterminée par les

0 < Xin s Xj i=1,2

N

Os PyoXiy Xen SEL GTX TTX?
ye 9

et

Fy (Xy 2X0) étant définie dans un domaine

"ON

pour N=2,3,...P

avec F(X 2% — #974 (%]) 4994 (Xp) 499] (1p Xy 7X0)»
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x

ie v4 X12X_ = 0 et X1tXo < TY
N

a i=] Fy (X12Xo) est définie dans le
N-1

oy 5 triangle A‘OB!

Fy 1 (X71 2%) est définie dans le

a triangle AOB

0 m2

IV.2. SCHEMA DE CALCUL

Fy (X2Xo) est définie dans un triangle A‘OB' (fig,a4).

On ne peut pas utiliser un support de Tchebycheff, cela nous con-

duit 4 appliquer la deuxiéme méthode d‘'approximation sur un support

quelconque. Comme nous utilisons des polynémes de Tchebycheff pour

s'approcher les fonctions, i] nous faut tout d‘abord effectuer un

changement des variables

a
T 4 2

he
Hl X17]

{l
1 =YY : (72 y

ELAM PN
pour N=1,2,...)p

\

onal:



a SB eke ea kt He:
=m

mt i t |

yy et Yo se situent entre -1 et +1 et se trouvent dans un

tel triangle (fig. b4),

Avant de commencer le processus itératif, on choisit le

degré D et la silhouette

des polynémes de Tchebycheff, par exemple de degré D=2,

1574 (Yo) oT (Yo) Ty (¥q) 9T] (Y7) T1(Y¥o) oT] (y,) To(Yo) sTol¥z)>

To(y,) Ty (Yo) sTo(y7) To(¥o)-

Il y a (D+1)2 coefficients de polynéme a déterminer par

la méthode d'approximation au sens des moindres carrés et i] nous

faut donc effectuer au moins deux ou trois fois de (D+1)4 expé- ,

riences.

Xo 4 .

Pour faciliter la programmation, on effectue des calculs

uniquement aux noeuds d‘tun grillage a l‘inté-

rieur du triangle (fig, c4),

A chaque noeud (X12X5)> on minimise la

xy fonction : Syn (X uy) Gon (Xan) t9 an (On Xn Xen)

Figure c4 D D 2( 2(
a X17X Xo7X

- 1 2 °2Ntee og alk D p(t) ty -1)
7=0 ,j=0 N-] N-]

x PF mn Yr
; L=1 L L=] 4

dans un domaine défini par

x

Os Xiy S$ Xq <dj>

N-]

Os Xa tXo 7 : Yr; < XantXon <d5>
a. N



se

x
—_—J =

(on remplace Fy (X4 7X1 yo Xo7 Xow) dans 1l‘expression (A2) par un

D D . 2(X1-X 14) 2(X7-Xo5q)

un polynéme z x a( ') Ty (-——-—N 1) T.( | en -1)),
i=0 j=o ‘J N-1 J -]

DH r > 6

gal * t=1 *

a l'aide de la méthode exhaustive, c‘est a dire que l'on choisit

les pas en X yy et en Xon et on forme un quadrillage.

A On effectue la recherche d'un

minimum parmi les noeuds du

quadrillage qui satisfont

<d >) <dy> » <d3> 5

? Xon
Figure d4

On obtient trois valeurs

les politiques X1 (XoXo) et Xoy (XoXo) ; valeurs ou se trouvent

le minimum ; Fy (X1 9Xo)-

Pour chaque itération N, on a un systéme surdimensionné d'équations

linéaires qui ont trois seconds membres. On peut le résoudre par

la méthode Fadeeva par exemple, d'ou on a

. D D 2x 2X

Fy (XoXo) = 3 2h a{N) T. ( , -1) Tal =e -1)
i=0 jz#0 x x

D D 2x 2x
] 2

Kau(XqoX%o) 2 os oe BEN) p(n) 1,21)
abe a _ 7=0 j=zU sw ~ oa at

D D 2X 2x
(N) a 2.
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N
= =

avec = 5 OY

221

(N) (N) deaKiOn range les suites {bis } et {Cis } en mémoire et

on remplace pat), par caf) » puis le processus continue.

Organigramme (page suivante).

IV.3. APPLICATIONS NUMERIQUES

Le tableau suivant donne les valeurs supposées des codts

et des demandes. Chaque fonction de coat 955 (%) a la forme

Les coefficients aaj de x se trouve dans la colonne <x,

celui de xe dans la colonne exs .

nasi inaion bepat 1 | Dépot 2 Dépot 3 Demande (r,)

x xe x x2 xX xe

1 1,0 10,20] 3,1 ]0,10|7;0 |o . 25

2 2,0 |0,06 | 4,1 | 0 3,0 | 0,04 40

3 3,0 |0,01 | 2,1]0 © |9,0 Jo 60

4 1,5 /0 |1,110,10!11,0 |o 30

5 2,5 10,05 | 2,6 | 0 1,0 | 0,20 20

6 5,0 |0,01 | 3,0] 0 2,0 |0 30

7 3,0 |o |1,0]0,20}4,0 |o 35

8 6,0 |0 2,0 | 0 3,0 | 0,10 30

9 6,0 |0,05 | 2,0 |0 5,0 |0 25

10 6,0 |0 © |5,0]0,01]6,0 |0 40| mR Ee Re KH RB HE KB SEHESsE SBA A Sel



Ainsi, expédier une quantité x du ler dép6ét vers Te 5éme

point de consommation (destination-5) "“cotite" 4a 2 ,5x+0,05x°,

xX, = disponibilité au dépot 1=100

Xo = disponibilité au dépét 2= 97

Xg = disponibilité au dépét 3-138,

On choisit le degré D=2 et on calcule 21 points pour dé-

terminer 9 coefficients inconnus du polynome,

Le choix d'un pas de 5 pour Ja méthode exhaustive donne

la solution optimale ci-dessous

4

|

a

u Destination Dép6t 1 | Dépsét 2 | Dépst 3 Coat
| 1 12,71 8,05 4,23 106,12

2 17,23 1,70 21,07 140,21

Z 3 24,70 35,30 0,00 154,34

4 3,91 0,00 26,09 31,96

rf 5 9,64 1,41 8,95 57,39

6 0,00 0,00 30,00 60,00

7 19,32 2,18 « 13,50 115,10

a 8 0,00 24,58 — 5 42 68,36
/ 9 0,14 21,81 3,04 59,70

a 10 12,34 1,97 25 ,69 238,07

Le "cott total" est de 1031,24 et les calculs durent

6 minutes. En utilisant le pas de 2.50 pour la méthode exhaustive,

on obtient la solution optimale ci-dessous

a4 wee 4



pom — em bai aS “ene
a = = -
_ =

TV.

- 57 -

Destination Dép6t | Dépot 2 Dépdst 3 Cott

1 hi2s, 7i2 9,37 2,91 103,28

2 17,36 0,89 21,75 140,62

3 24,28 5512 0,00 153,74

4 Sm, BD 0,00 26,45 31,78

5 9,57 1,53 8,90 BY Ze

6 0,00 — 0,00 30,00 60,00

7 19,96 1,74 3 pO 115,42

8 0,00 23,98 6,02 69 ,65

9 0,17 21,81 3,02 59,74

10 12,39 1,95 25 ,66 238,09

Le "cofit total" est de 1029.53 et les calculs durent 18 minutes,

» CONCLUSION

>

Les essais numériques 4 l'aide d'un faible degré d'un

polynéme de Tchebycheff, nous donnent des résultats assez conve-

nables. Notons que Bellman a pu obtenir par la méthode des appro-

ximations successives un “coat total" de 1005.26 mais la capacité

de notre machine ne nous a pas permis d‘utiliser cette méthode avec

les données du probléme, En utilisant la méthode exhaustive de pas

5, qui demande un temps de calcul de 6 minutes, on obtient un cout

total de 1031.24, soit trois pour cent supérieur a celui de

Bellman. Cela nous montre que la méthode est mieux adaptée a la ré-

solution d'un tel probléme dans une machine de faible capacité.

La qualité de la recherche minimale influence peu les

résultats numériques précédents car les fonctions politiques sont

approchées trés grossiérement.,



Organigramme

Support choisi : PAS choisi

pour la méthode exhaustive

A

T(X5Xe) est un

polynéme de Tchebycheff

Th-1(%s)
Degré du polynéme

de Tchebycheff O

P37] en Xe

Pool en Xq —

Xpand]

Gay (x) fonction de |

cott de L=L+]

transport de K L =]

depot a ieme bt
point consommation. Loe
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4,=(L{-1)xPoths,

QR(L.42)=T(Ly5X4)xT(LosX5)

oe 4 zl . . : 4ee ee ee ee ee ee a a AD=G,,(X)+G,5(y,)+
D,=S-D(K) 114°3 T2*7 1

[ G1 3(D(1)-x3-y,)
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|

non [< oui

a O
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CONCLUSION

Les applications numériques 4 l'aide des techniques

d'approximation en programmation dynamique nous montrent que ces

méthodes d'approximation réduisent considérablement la place occupée

en mémoire centrale et constituent l'une des solutions efficaces pour

surmonter les difficultés causées par le nombre de dimensions, Elles

ont donné les résultats numériques attendus,

L'utilisation d'une méthode d‘approximation demande une

étude un peu plus attentive que la méthode classique de Bellman,

et ne conduisent qu‘a une solution approchée. La qualité de cette

approximation, le codt en mémoire centrale et en temps dépendent

de paramétres et de techniques, qu'il faudra adapter a4 chaque

probléme,

Le fait que cette étude a 6té conduite sur ordinateur de

petite capacité (CAE 510 de 8K mots de mémoire centrale) nous a

obligé a nous limiter 4 un nombre trés faible de variables. I1 est

vraisemblable que l‘intérét de la méthode que nous avons développée

augmente avec le nombre de variables et que ces méthodes prendront

leur plein intérét sur gros ordinateur,
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Résolution d'un systéme d'équations linéaires surdétermi-

nées par la méthode proposée par Fadeeva- Gollip et a l'aide des

matrices de Householder,

Soit un systéme surdéterminé Ax=B
avec A matrice mxn m->0O

B vecteur a m dimensions

x vecteur a n dimensions

La résolution approximatrive en sens de moindres carrés

consiste a trouver X vérifiant Ab ax-a'p # CX=B', C'est une ma-
trice définie positive. On démontre qu'elle est toujours décompo-

Sable suivant

c=RR! ou R est une matrice triangulaire inférieure. La
méthode de Choleski résoud le systéme en deux temps

Ry-A'B. gs Ray

Pour calculer RI directement 4 partir de la matrice A
Sans passer par ATA et Rot, on utilise des propriétés des matrices
orthogonales et la matrice de Householder comme suit

a) Propriété des matrices orthogonales

ee a es
On a donc || B~AX || = || QB-QAX || , on choisit Q telle que

QA=R avec R= | : | of R est une matrice carrée

triangulaire supérieure,

On démontre que si la matrice est carrée, le systéme

linéaire se résoud d'autant mieux que le rapport de la plus grande

a la plus petite valeur propre est petite d'oa l'intérét d'une

t i
mae TI es i a es ~ ane : 1
Ut ai alte GQ une maurice VUrLHvuyotarie,

rans mle
ee ne

Viihae
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b).La matrice de Householder

La matrice de Householder est sous la forme

P= I- guw!

I une matrice unité d'ordre m

8 un scalaire non nul

Wo: un vecteur 4 m dimensions

P une matrice symétrique mxm

Pour qu‘une matrice de Householder orthogonale trans-

forme un vecteur V d'ordre m non nul en un vecteur U dont les com-

posantes sont nulles sauf le premier élément, il suffit que

Ws ; pour i=2,...m

en posant ‘i, = V viy

Wy= Signe (Vi)xXCo + | Vy | )

et B= (co ao +] Vy]))

Démonstration PV=U
ese ee eee DOR

tl <

Cherchons la condition pour que P soit orthogonale,

PxP=I]

PxP=I-2 8 WWi+ BoW(W WW!

a“W'W-2 8 =0 car wl

aW! w=2 d'o la condition d'orthogonalité de P

W est un scalaire

PxV=(I- g WW) )V=V- g W(WV)
tT. = ss :

UV-B W(W'V) => Us=Vi- 8 (W VW,



=
On a alors un systéme

u;=0 1=2,3,...m

pW W=2

. m @quations pour m+I inconnues (8 et Wi)s on peut choi-

sir une nouvelle relation arbitraire

a (WiV)=1

Ona Vl, pour i=2,3,,..m

I] reste a déterminer Wy et 6 a I‘aide de deux relations :

aW W=2Se ee ee a | aw v=

2 Ty vTy v2
fy WiyevivaveeW ey

AT apap 2
WoWeV V-Vi+W I

3en posant o = VV

I] vient : 8 ( ov EsWe a2)

B (0 @-VS4W Val

Loe, 2 eB yl:
d'od : Wr 2WrVy o +V7=0

WreV t&o avec €=+l1

B = I/(o(o + EVr))

pour que gt Evy soit toujours positive (non nul ) on choisit

EV, > 0
I

d'oa : Wr= signe (Vr)x(o + Vr )

B= I/(o (o + Vy ))

y i

h

i

|
i



es

c) Construction RI par la méthode itérative,
Par le processus itératif, on raméne Ja matrice rectan-

gulaire A(mxn) sous 1a forme telle que

soit une sous matrice nxn. trian-

=p! gulaire supérieure et complétée par
m 0 une matrice (m-n)xn nulle.

0

Une matrice mxn peut-étre considérée comme formée par

n vecteurs a4 m dimensions. On choisit P une suite de matrices de

Householder orthogonales et on construit une suite KH telle que

A(t) fA AKT) PUK) A (K) KeI,2,,00n

et # (ml) p(n) A(n) _ gt

n

Dy Chek
Se (K) est la forme m

Ba-K

Pear | Snek=1

J (K+) est la forme

B-K-1

Bek est une matrice (m-K)x(n-K)

Dy est une matrice triangulaire supérieure KxK

C eK est une matrice Kx(n-K)



ia |

ft Rhee eSB Ht He Ke eeBeeeHhehmka ea ma
matrice mxm

Ik matrice unité KxKL(K)

FE(K+I)_ P(K) A(K) _

PaeK transforme la premiére colonne de ByaK en une

colonne qui n'a qu'un premier élément non nul d'oa Ht (K+T) est
de la forme indiquée ci-dessus ; en effet, on utilise directement

la proposition (b) en prenant V comme rere

Bi-k et P=P

colonne de la matrice

m-K*

Résolution d'un systéme tel que AXsB.

On a AO). KR ; QO). B

BMT) PUB (Ky. PUK) BUK) our Ket p2yecen

H(K+T) y BRT)



jusquian: £1") Aly. Pn) B (n) => HT x2 Bl")

avec PK at pw (Ry (KIT

m I/

T= { oy (ah) 2 ) 2

(K)_ pour i=1,2,...K-I

wih). alk) pour i=K+I,,..m

whK) signe (ahh?) (o Kt Jab] )

Ko Co glogt Lage? |)

I] est trés facile de calculer les éléments de la matrice

HK) par la matrice gm en remarquant que si Y est un vecteur

PU ye (1-6 WR WORIT) yay Bw y(KITy

=Y-( ctyyt
_ {y5- Aw lTy ui)

arrivé a KR y= Al(n+l) on trouve trés facilement la solution X.
On note R qui est la sous-matrice nxn triangulaire supérieure

de §@'. On a alors

Ee _.(n+tI)
Ry X y=) n

= a _. (ntl)

He-ton Xnnrt Rankn On -t
itl

, _¢n intl) 2 >soit x= (b3 E, Kip Xy)/ HH:

pour i=n,n-I,...1

d'ou la solution du systéme.



Remargue : La méthode peut se généraliser a des systémes sur-

simensionnés d'équations linéaires qui ont plusieurs seconds

nombres, c'est 4 dire que 8B est une matrice a4 plusieur colonnes,

Méthode des parties proportionnelles

Supposons que la fonction Vy (P) est unimodale dans

lYintervalle [0,Pmax ], il existe un nombre Po» O <P, <Pmax,

tel que Vy Cp) soit strictement croissante pour P <P) et stric-

tement décroissante pour que P> Po ou strictement croissante pour

P<Po et strictement décroissante pour P>Po.

Déterminons l'ensemble des emplacements des expériences

a effectuer pour trouver le maximum,

Posons d'tabord l‘intervalle initial Ly=Pmax-0. Nous

choisissons l'emplacement de la premiére expérience de telle sorte

que Lo=lLy/e ou z est Je nombre d'or

(Ve +1)/2=1.618033989 et I/,= -1=0.618033989,

’ Ensuite chaque expérience est choisie dans l‘intervalle

restant au symétrique de l]'expérience déja effectuée par rapport

au milieu de l‘intervalle.

Les intervalles successifs sont déterminés par

i L. = Ly caeme
2 °? “i viel

expérience)

Etudions la méthode de calcul a l'aide de l'organigramme suivant.

Notations

Dans un intervalle restant, l'expérience déja effectuée

s'appelle Y, celle qui va 1‘'étre s'‘appelle X.

L'intervalle d'incertitude d'aprés q expériences est

-ILg = Ly /(tis 62

on garde la valeur optimale d‘'aprés q essais.



i oo i

u,v sont les mesures algébriques

des vecteurs issus de Y ayant pour

extrémités les bornes de l'inter-

---+ <<
x

- fT

uN v

np valle avec toujours |ul|[>|V |

Kast ; par définition, W=utV, alors X=Y+W
' 1 _

—¥ Vy fonction 4 optimiser
A n nombre d‘expériences (n2 2)

i=I Yu valeur approchée du maximum

Ly=b-a VyY¥y valeur de Vy en Yu

a.b bornes de l‘intervalle

‘|=z mi
c li rc

HW ere)

Weu(2- 2)

i=i+lI Résultats

Vga Yo Vy (Yd



Approximation d'une fonction a 2 variables 4 l'aide du

produit de Kronecker.

was = EE mr HmHiHihHhHHEeieGeiitelilli Gi
'

Produit de Kronecker (Produit tensoriel)

Si Ay et Ao sont deux matrices quelconques d'ordres

respectifs (mrxny)s (m5xNy) >» le produit de Kronecker des matrices

Ay2Ay noté A, ® A, est une matrice d'ordre (m,.m, x nye),

Tay, [Az] aro lAgl eee. “In, [a

A, | AGE & &
[ol = Cay} @ Cap) = | “the

Smt Ag dee » Ego: BE myn Mal

Nous citons seulement des propriétés du produit de

Kronecker qui seront utiles dans la suite

kr TA] ® (81@ (c]= 641 @[fe) ® ce] [ta @ 18j@ 1
co [ear @® 183] [eer @ 001] = [tar ce J@ pei wl]
kK, [fA] © re] - [a]* ® 18 1"
application 4 1'approximation d'une fonction a 2 variables.

Nous utilisons un polynéme P défini ainsi que la



Nous construisons le polynéme P & l'aide des

polynémes de Tchebycheff suivants

n m

P(x,y) = ay -t aj Ts (x) T5ry)

On peut 1'écrire sous la forme du produit de Kronecker

P ary
° a

P(Xsy) =[1,T)(x)sT5(X),- Ty () J@)[I,T (y).- . -Thr-ply) J Te . PD

On prend des supports de Tchebycheff

(21-1)
Xz = cos ( —sp n) VED p2pon oh

(2j-T) 12
Yj = cos ( —y—n J= 3 376 iQ

On note ¥ (x.



II

On cherche 4 déterminer les coefficients ais dans 1'ex-

pression Pr. On établit 1'égalité entre P(Xiy3) =F (x5 s¥5) et on

va garder l‘écriture tensorielle

— —

F(Xy2¥q)

F(X12¥)

¥(X1s¥3)

F(X 5YQ)
ed _—

de méme

LF (xy sy7)

F (Xp)

F(Xo5sYz)

T.T (xy) sTo (xy). -T (xp) (x) T,Ty(¥p) To(¥y)+ Typ (yy)

TT (¥o)sTo (yo)

oe ep he

ep eee

»-T yy (Yo)

JLo



- 12 -

soit [F] = [T(x)] @® [T(y)] bie |

iro @roytcra= [reo @ows} froni@cro | «|

on utilise Ko et K3-

cro ]® x cry) Per d= [letoo # creo Fxfetoy Tttang] | a |

or [T(x) # [T(x] = 5 fo et [T(y)]" [(y)] = af |
. ey

I

0,5 0,5... 0,5 f 0,5 «00,5... 048 Hl gy]

Tyh%_) seine se T(x) Tr(Yy) wseeee- Ty (YQ) Fre

fofee [AP MM @ GRO UA ai

Ter Pyar PD] eae Tn-1Q) 9
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