UNIVERSITE DE NANCY FACULTE DES fsCLENCES

: \ 1
N \

A LN

 USAGE DES TECHNIQUES D'APPROXIMATION
EN PROGRAMMATION DYNAMIQUE

THESE

pour 1'obtention du

BOCTORAT de SPECIALITE MATHEMATIQUES (3éme CYCLE)
Soutenue devant le Jury le 13 septembre 1969

par

YU ZIANG - KUANG

Président
1.- M. BEPRTX Examinateur
i, €., PAIR "

M. HENTZGEN .

Jury



UNIVERSITE BE NANCY FACULTE DES SCIENCES

_ . \
Par Y i /zmwe KUANG |
\»\




- o e - T

e R iyt el

DOYEN : M. AUBRY
ASSESSEUR : M. GAY
el e a3

Doyens honoraires : MM., CORNUBERT - ROUBAULT.

Professeurs honoraires : MM. RAYBAUD - LAFFITTE - LERAY - JOLY -

LAPORTE - EICHBORN - CAPELLE - GODEMENT - L. SCHWARTZ - DIEUDONNE -
DE MALLEMAN - LONGCHAMBON - LETORT - DODE - GAUTHIER - GOUDET -
OLMER - CORNUBERT - CHAPELLE - GUERIN - WAHL.,

Mafitres de Conférences honoraires : MM. LIENHART - PIERRET - Mle MATHIEU.

PROFESSEURS
MM. ROUBAULT Géologie GAYET Physiologie
VEILLET Biologie animale HADNI Physique
BARRIOL Chimie théorique *BASTICK Chimie
BIZETTE Physique DUCHAUFOUR Pédologie
GUILLIEN Electronique GARNIER Agronomie
LEGRAS Mécanique rationnelle NEEL Chimie organique
industrielle
BOLFA Minéralogie BERNARD Géologie appliquée
NICLAUSE Chimie * CHAMPIER Physique
FAIVRE Physique appliquée *GAY Chimie biologique
AUBRY Chimie minérale STEPHAN Zoologie
COPPENS Radiogéologie * CONDE Zoologie
DUVAL Chimie * WERNER Botanique
FRUHLING Physique EYMARD Calcul différentiel et
HILLY Géologie intégral
LE GOFF Génie chimique LEVISALLES Chimie organique
SUHNER Physique expérimentale FELDEN Physique
CHAPON Chimie biologique * GOSSE Mécanique physique
HEROLD Chimie minérale industrielle * DAVOINE Physique (ENSMIN)
SCHWARTZ B. Exploitation minidre HORN Physique {1° cycle)
MALAPRADE Chimie *ROCCI Géologie
* MANGENOT Botanique * Mme LUMER Mathématiques

DELPUECH Chimie physique

Chimie biclogique
Mécanique appliquée

Analyse supérieure

Méthodes mathématiques de la physique
Mécanique rationnelle

z7zzz

(*) Professeur titulaire & titre personnel




PROFESSEURS SANS CHAIRE

Mme BASTICK Chimie P. C. Epinal MM.FLECHON Physique P C.
MM. GUDEFIN Physique Mle HUET Mathématiques C. B. G.
VUILLAUME Psychophysiologie VIGNES Métallurgie
FRENTZ Biologie animale BALESDENT Thermodynarmique,
Chimic appliquée (ENSIC,
MARI Chirrie {ISIN) BLAZY Minéralogie appliquée
. (ENSG)
AUROU ZE Géoloy. - JANOT Physique P. C. Epinal
DEVIOT Physique du solide CACHAN Entomologie appliquée
(ENSA)

MAITRES DE CONFERENCES

MM JACQUIN Pédologie et chimie MM. BAVEREZ Chimie {(ENSIC)
agricoles CHAMBON Exploitation mini®re
MAINARD Physique M. P. (Mines)
MARTIN Chimie P. C, HUSSON Physique (ENSEM)
PAULMIER Mécanique expéri=- GERL Physicue
™mentale WEISSLINGER Paysique
PROTAS Minéralogie ROQUES Chimie mindrale
JOZEFOWICZ Fhysico-chimie PERRIER Mathérratigues
JURAIN Géologie C. B.G. N... Mécanique des fluides
RIVAIL Chimie appliquée (CUCES) {I8IN)
VILLERMATX Génie chimique N, . Mécanigue {ISIN)
METCHE Biochimie appliquée N.. Mathématiques
(Brasserie) N.. Mathématiques P. C.
PAIR Mathématiques appliquées N, Mathématiques C. . G.
BAUMANN Physijue 1° cycle N. . Physiologie animale
DURAND Physique N » Mathématiques M. P.
GRANGE Physique (ISIN)
DEPAIX Probabilités et statistiques

CHARGES D'ENSEIGNEMENTS

MM. AMARIGLIO, COEURE, DAVRAINVILLE, GILORMINI, GIRARDEAU, HILY,
MAURIN, NOVERRAZ, OVAERT, RUYER, WEBER.




Ce Ltrnavail a 818 néalise sous La direction de
Monsieun J. LEGRAS, Directeun de &' Institut Universitaire de
Caleul Automatique.

Je Liens a Lud exprimen icd ma profonde gratitude
pourn L'alde qu'il n'a cesst de m'appornter et La formation &
La nechenche qu'if m'a donnée.

Je nemencie Messieuns DEPAIX et PAIR, Professeuns
a La Faculité des Sciences de Nancy ainsi que Monsieur HENTZGEN,
Ingenieun Mathématicien a La Compagnie Internationale pour
L' Informatique, qud ont blen voulu me fairne L'honneur de panti-
cipen au Junry.

J'adnesse mes vigs nemenciements & tous Les amis
de £'Institut de Caleul qudi m'ont beaucoup aidé.




SOMMAIRE

Introduction

CHAPITRE T

La méthode H‘approximation

I.I. Méthode classique

I.2. Méthodes d'approximation
I.2.I, a une variable
I.2.2. a8 deux variables

CHAPITRE I1I

=

Application & une variable

II.I. Exposé du probléme
I1.2. Méthode exhaustive
IT.3. Méthode d*approximation
I1.4. Application numérique
II1.5, Conclusion

CHAPITRE ITII

Application & deux variables dans un domaine rectangulaire -

IiI. 1.
I11.2,
ITT.3. Application numérique
I1T.4.

Position du probléeme
Schéma de calcul

Conclusion




/
\\
7

CHAPITRE 1V

Application a deux variables dans un domaine triangle

IV.I. Position du probléme (probléme de transport)
IV.2, Schéma de calcul

IV.3. Application numérique

IV.4. Conclusion

Conclusion

Annexes




. pRmen

INTRODUCTION

Le fondement de la programmation dynamique est constitué
par le principe d'optima11té* qui conduit & des équations fonc-
tionnelles du type suivant

ﬂﬁ(x) = max EN(XN) + 5;_I(X-XNH

pour N =2,3,... p,x=>0.

La résolution par la méthode classique est la suivante
Les valeurs de .7N(x) dans 1'intervalle [O,xo]sont
prises aux points é&galement espacés )

x = 0,8,28 ,..,.... RA= x,

La valeur de chaque élément de la suite {5N(x)} sera
calculée et tabulée en chacun de ces points et seulement en ceux-
18 ; le processus de maximisation se fait par la méthode exhaustive.

. La mgihode fgassique'est également app]icab]g a une
fonction JTN(V) ol V est un vecteur & n dimensions, mais on ren-
contre des difficultés pour stocker les résultats en mémoire, En
pratique, i1 est difficile et colteux d'utiliser une telle méthode
pour une fonction 5& a plusieurs variables. Bellman a suggéré
la méthode d'approximation des fonctions par des polyndmes pour

surmonter les difficultés causées par le nombre de dimensions élevé.

Le principe d'optimaliteé

Une politique optimale est telle que, quels que soient
1'état initial et Ta décision initiale, les décisions suivantes
doivent constituer une politique 6pt1ma1e par rapport a 1‘'état
résultant de la premiére décision.




La méthode d'approximation consiste essentiellement, &
1'aide d'un polyndéme, & représenter sous forme continue un en-
semble de valeurs., Cela entraine d'autres techniques de la recher-
che optimale.

Nous étudions tout d'abord le cas d'une variable, on
utilise 1a méthode d'approximation & une variable avec la recherche
optimalepar 1a méthode des parties proportionnelles.et on la compare
avec la méthode classique. Ensuite, nous étudions le cas de deux
variables dans un domaine rectangulaire, on utilise la méthode
d'approximation & deux variables avec des supports de Tchebycheff
et 1a recherche optimale par rapport a une variable par la méthode
des parties proportionnelles. Pour terminer, nous &tudions le cas
de deux variables dans un domaine triangulaire et Ta recherche
optimale sur deux variables également, On utilise la méthode
d'approximation & deux variables avec un support quelconque ; quant
a la méthode de recherche optimale comme on est limité par la capa-

cité de la machine, on reprend la méthode exhaustive,

o —




CHAPITRE I

METHODE D'APPROXIMATION
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LA METHODE CLASSIQUE : Enumération directe proposée par
Mr BELLMAN

On utilise une méthode itérative, permettant de re-
calculer une valeur quelconque & partir de quelques valeurs
soigneuysement choisies. Les valeurs de «fﬁ(x) dans 1'intervalle

[O,XOJ » Sont prises aux points également espacés

La valeur de chaque é&lément de la suite {?h(x)} sera
calculée et tabulée en chacun de ces points et seulement en
ceux-1a, Il est particuliérement commode de considérer les mémes
valeurs pour XN et pour X. Le processus de maximisation se fait
en énumérant directement tous les cas possibles et en comparant
les valeurs.

Schéma de calcul

Pour N=I , la fonction 5rI(x) est déterminée immé-
diatement par la relation -71(x)=gl(x).

L'ensemble des valeurs {TI(KA)} pour K=0,1,2,,..R
est alors stocké& en mémoire.

Nous déterminons maintenant .Té(x) en utilisant 1la
relation de récurrence pour N=2

Fo(x) = max [gz(xz) ¥ 9'1(x-x2)]
Osgxzs;x
ol x prend seulement les valeurs 0, A,... RA
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I1 vient

3'—2(1‘A) = max [gZ(KA) + J‘I((i-K)A.)J
K=0,I,,.,1 - V

Pour chaque valeur de x (c'est & dire de i), on
calcule d'abord g,(0) +6"I(1'A) et g,( A) +F((i-1) A) puis
on les compare et on conserve la quantité la plus grande. On
calcule ensuite Ta valeur de 92(2 A) +~5}((i-2) A) et on la
compare avec la quantité maximale obtenue auparavant, en gar-
dant la plus grande quantité. Ce processus se poursuit jusqu'a
ce que K ait pris toutes les valeurs possibles de 0 3 i. On
obtient ainsi la valeur 6r20iA) qui est donnée par une valeur
particuliére de X2, par exemple X2=j A, j étant une valeur
particuliére de K,

Au cours de ce processus de recherche, on détermine
non seulement la valeur de 5é(x) pour les valeurs
0,A,2A,... RA de x, mais aussi pour la valeur de X5 pour
laquelle 1e maximum est obtenu ; puisque cette valeur dépend
de X, notons 1la XZ(X)' Pour chaque valeur de x, on mettra les

deux éléments XZ(X) et 5}(x) en mémoire,

En continuant ce processus pour N étapes, on peut
présenter le tableau de valeurs suivant

X xI(x) xz(x) ........ . XN—I(X) xN(x)

0 - - - -

2 A o = - =

R A - : - -




Cette table fournit la solution du probléme de maximi-
sation &8 N étapes de la fagon suivante

étant donnée une valeur particuliére de X, il Tui
correspond la valeur XN(x). On est alors ramené au probléme de
détermination de 1'allocation optimale dans un processus a N-I
étapes, avec une quantité de ressources x—xN(x). On recommence le
méme procédé, on trouve finalement la solution (XN’XN-I"" XI)

qui optimise la fonction R,

I.2. METHODES D'APPROXIMATIONS

Une approximation par des polynbémes est une représenta-
tion beaucoup plus économique de la fonction ~TN(x), puisqu'il
suffit de mettre en mémoire 1'ensemble des coefficients du poly-
nome et des instructions nécessaires pour pouvoir calculer le
polyndme correspondant,

I. Approximation d'une fonction -a& une variable par les

polyndmes de Tchebycheff sur un support de Tchebycheff,

Définition

Lorsque les valeurs de la variable y restent comprises
entre -1 et +I, il est possible de définir les polyndmes de
Tchebycheff Tn(y) (n étant entier) par les formules y = cos®
et Tn(y) = cos n@ n = L2 oot A gaw

Ces polyndmes vérifient la relation de récurrence
Toly) = 1, T; (¥} = ¥y

et T .;(y) =2 yT (y) - T, _;(¥y) quelque soit vy,
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Soit % (X) la fonction considérée, 1'approximation de
F (X) par les polyndmes de Tchebycheff sur 1%intervalle (a,b),

=

consiste & déterminer un polyndme P(X) défini

1 a-b

) | ,
P(X) = = X T, (M)
i=N

et tel que P(x) approche f(x) au sens des moindres carrés aux
n+l points

_ b+a b-a (2i+1) 71T
ki = 2t + 27t cos LTl

L'ensemble de ces points corrspondant a des valeurs de 6
équiparties sur O,m est dit "support de Tchebycheff". On sait
que 1'on peut mettre le polyndme P(X) sous forme matricielle.

rt’f(xo)
F(Xp)

P(X) = [I,TI (2rhox T (——5-—“2:2")] [L:]

avec n>=m

[ L ] est une matrice rectangulaire a m+I lignes et

d n+l colonnes. Ses é&léments sont les valeurs de Ti(X),1=0,I,...m
aux points d'approximation. En utilisant la notation en®,




= § =
nous avons
I/2 1/2 LA L T I I I/2
Cos ® 0 Cos BI cresesnss COS Bn
. _ 2 .
['L } = AT . cess (B)

1Cosm 90 Cosm 91 sersnesss COSM en

= e

2. Approximation d'une fonction & 2 variables par les

polyndmes de Tchebycheff

On propose deux méthodes d'approximation : 1‘une, qui
utilise le produit de Kronecker des matrices, est valable dans un
domaine rectangulaire dont les supports sont les noeuds de supports
de Tchebycheff'respéctivement aux variables ; 1'autre est valable

pour un support quelconque., Les méthodes s'étendent & n variables.

o o o - - - o e ke e m mm e mm mn  Be o M0 e me e v

On se raméne d'abord aux variables x,y dont Tles
valeurs sont situées entre -I et +I. On peut utiliser les supports
de polyndmes de Tchebycheff de degré P; en x et P, en y.

Le polynéme P approchant la fonction est

Np - Ny
POay) = 20 20 ey, Ty 00Ty )
=0 i,=0

f
i
i
i
I
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P(x,y) s'écrit sous la forme du produit de Kronecker

poy) = (67005 Ty T @ LT )Ty 0]

[[LNI ] ® [ L, ]] [F ]

le signe: (X) désigne le produit de Kronecker des matrices,
Les matrices [ LN ] et [ LN ] sont rectangu]aires’
I 2

respectivement de NI+I et N2+I lignes et de PI+I et Py+l colonnes.
(voir ‘annexe).

On se raméne toujours au cas -I:;;‘4+I et la fonction
d approcher est connue en P points quelconques dans un domaine,

La méthode des moindres carrés consiste a8 rechercher une
fonction P(x,y) de Ta forme

n

m
P(x,y) = Z Z O(ij T_i(X) Tj(.V)
i=0 Jj=0

ol les Ti(x) et Tj(y) sont des polyndmes de Tchebycheff et les

@gj les inconnues.

On peut, ou bien écrire que

P(x,y) = f(x,y)

~ s
L I}

en p points de coordonnées Aygsyy {p >N, noiibre des coe
cients °%j)’ ce qui 'conduit & un systéme surdéterminé

[+] [«] - [F]

que 1'on peut résoudre par la méthode de Fadeeva.




Cor=rens 5

- I — I

On peut également déterminer les c<1j.pour rendre
minimum ’

P
I = Z [:(g-(XK’yK) . P(XK,yK))]Z =

K=1
p M M,
=Zﬂx,y) ZZ« X )T 5
ko1 K?7K 3 K
I1 faut remarquer que le systéme ainsi obtenu est le
systéme

[+ [+ ][] - [+]" [¥]

Les deux méthodes sont donc théoriquement équivallentes
mais la premiére est moins sensible aux erreurs de chute et c'est
elle que nous utiliserons.

]2
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APPLICATION A UNE VARIABLE
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I1.1I. EXPOSE DU PROBLEME
v
V+ oV Soit une fusée de masse a vide m
décollant verticalement avec une masse de
M- aM propergols Po- On suppose la vitesse

d'éjection des gaz de la tuyére constante W
et la résistance de 1'air négligeable, On

( )' cherche le maximum de 1a vitesse V & la fin

a - ‘

AM de la combustion et le programme de- combus-
[:;g:] tion correspondant, ,
V-W _

Etablir 1'équation du mouvement

On considére la fusée, de masse M et de vitesse V & un
certain instant t (fig.a). Au bout d'un intervalle de temps dt,
une masse de gaz dM a été éjectée vers 1'arriére a la vitesse
absolue (V-W) tandis que la fusée, de masse (M+dM), a acquis 1la
vitesse (V+dV) (fig.b). On calcule la quantité de mouvement au
début et a la fin de ce processus elémentaire,

Au début : (MV)I = MV
A la fin : (MV), = (M+dM)(V+dV) = (V-W)dM
(MV), = MV+MdV+UdM

En négligeant le produit dM.dv
d(MV) = MdV+WdM (al)

D'autre part, la seule force agissant sur la masse

totale M est la pesanteur -Mg, dirigée en sens opposé a Ta vitesse
de sorte que 1'application du théoréme de la quantité de mouvement

donne

d(MV

T = -Mg ... (a2)




En utilisant la relation (al), i1 vient

S LR AL (a3)

M est une fonction de temps et W est une constante, Cette
équation différentielle définit V(t) lorsque M(t) est fixé.

pétermination de la 1oi de commande M(t)

On suppose que la masse de propergols P0 se consomme
en N &tapes, c'est a dire en un temps N. AT, AT étant un inter-
valle de temps &lémentaire. A la N'EME étape, définie par 1%in-
tervalle de temps ((NFI) AT,NaAT]. On affecte 1'indice I, de
méme & la i'°™® gtape. définie par 1'intervalle de temps
[(i-T, aThia ¥], On affecte 1'indice N-i+I, on désigne par p;
la consommation de propergols & 1'é&tape ayant 1'indice i et par v
1'accroissement de la vitesse correspondante, '

On détermine v, a 1'aide de (a3)

(N-1i+1) AT (N-i+1) 2T O (N=i+D) AT
M(t) g5 deew | m(t) = -9 [ M(t)dt
(N=7) AT (N-i)a T CN=1) AT

La formule de 1a moyenne denne

b b
,f F(x) g(x)dx = F(c) j g(x)dx ' avec axcCghb.
a a '

M(t) V. +WM((N-i41) AT)-NH((8-1) 8T) = -gM(E) aT

M(E) = 5 M( A TX(N=1+1))+gh {4 TX(N-1))

o MOATX(N-1))-M( A Tx(N-i+1)) _ gaT

! . T M(E)
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On calcule y(t),M( ATx(N=1)),M( aTx(N=i+I)) :

On désigne par m la masse & vide de 1a fusée. A la fin

de 1a premiére étape, la masse de la fusée est m+PO-PN et a la
.iéme | ’

fin de la i étape, la masse de la f%sée devient
m+Po=Py=Py_ge+ " Py-jpp OU Dien m+Pgy- op Pj.
‘ J=N-i+I

On aura tras facilement M(t),M( ATx(N=i)),M( & Tx(N=1+I)):

N
M( aTx(N=1)) = m+Pg- = P

j=iser J
N N
M( ATx(N-1+I)) = m4P,- T P, = m+P,- T P.-P,
0 =43 0 j=qyr 371

M(E) = 5 (M{ ATx(N-1))+M( ATx(N-141)))

On.pOSe Ri la masse de propngo1s disponible & 1la

(N-1')1éme étape
N
R, = P,- x P
! 0 5=9+1
M(E) = £ [2m42R,-P, ] =m+R, 5P
B iThd iz
P, _
o~ - 1 - -
b od Vi = W meRmo.xp T 94T (a4)

en supposant la consommation instantange constante pendant

1"intervalle AT. : :
L'établissement du programme dé combustion optimale

consiste & d&terminer la masse P.i de propergels qu'il convient de
consommer pendant chaque intervalle de temps depuis le début de

la combustion.
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On applique maintenant le principe d'optimalité en écri-
vant 1'expression de la vitesse maximale VN(P) que peut fournir une
masse P de propergols consommée en N étapes, c'est a dire en un
tempé N. AT. Connaissant la fonction VN—I(P) préalablement calculée

=

pour un processus & N-I étapes, on remarque que 1'on a inséré le
probléme particulier relatif a la masse de propergols P0 dans un’
probléme plus général portant sur une masse quelconque P comprise
entre 0 et P,. L'application du principe dfoptimalité fournit la
formule de récurrence suivante
VN(P) = max [VN(PN,P) + VN_I(P—PN) 1 ~ (a5)

i

Dans cette équation, PN représente la premiére décision
du processus a N étapes, c'est a3 dire la consommation pendant 1le
premier intervalle de ce processus et VN(PN,P) la vitesse calculée
d 1'aide de 1'eéquation (ad) ; VN_I(P—PN) représente alors la
vitesse obtenue en (N-I) &tapes avec la quantité de propergols
restante (P-PN).

Pour un processus a8 une seule é&tape, on a VI(P) = VI(P),
Enfin, une borne supérieure Pmax sera imposée a PN de sorte que

0< Py = Pmax.

METHODE EXHAUSTIVE

Bellman a proposé la technique de calcul suivante

Le probléme initial comportant des variables continues
a été remplacé par un probléme ne comportant que des variations
discrétes, en discrétisant & la fois en P et en t. On détermine
alors la valeur maximale par une simple é&numération des cas puis
par comparaison des différentes valeurs.
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N=1
= p
0 € P < Pmax
N=2
V,(P) = max {vz(P,Pz) + V(PP ) ... (a6)
0 <P, <P

P
= | 2 -
Va(PoPp) = M X gaplpry - g AT

ot P prend seulement les valeurs AP,2 AP,...KAP.

=

K AP correspondant &8 la valeur maximale disponible de la masse de
propergols & 1'étape considérée. On remplace 1'intervalle [0,Pmax]
par un ensemble de valeurs discrétes 4P,2 A P ...R D P, d'ol

RAP = Pmax.

La relation (a6) est remplacée par la relation approximative

V,(P) = max LV, (P,iaP) + V_(P-iAP)]
2 - 2 1
i=0,1,...R

Dans celle-ci, 1'on calcule d'abord V2(P90)+V](P~O) et

VZ(PS AP)+V](P— AP) puis on les compare et on retient Ta quantité la
plus grande. On calcule ensuite la valeur de VZ(P,Z AP)+V](P—2AP) et
on la compare a la quantité maximale obtenue auparavant, en gardant
la plus grande quantité. Ce processus continue jusqu'a ce qui i ait
pris toutes les valeurs possibles, c'est & dire p~i AP %0. On ob-
tient ainsi VZ(P) pour une valeur particuliére de P.

Au cours de ce processus de recherche, on détermine non
seulement ﬁz(P) pour les valaurs AP,2 AP,....R AP de P mais aussi
Ta valeur de P2 pour laquelle le maximum est obtenu dans (ab6).
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Pour chaque valeur de P, on associe P, et ?Z(P) et 1'on
utilise qI(P’PZ) trouvée a 1'étape précédente.
En continuant ce processus pour N étapes, on peut obtenir

ta solution sous la forme du tableau

p VI(P} PI(P)_ V,(P) P,(P) Vi (P) P4(P)...
AP - - - - - -
2P - - - - - -

Cette table fournit 1a solution du probléme de maximi-
sation 4 N étapes de la fagon suivante : &tant donnée une valeu
particuliére de P, on parcourt la colonne de PN jusqu'a trouver
ta valeur correspondante de PN(P). On est ramené au probléme d¢
maximisation &8 N-I Btapes avec une quantité de propergols
P—PN(P). En continuant ce mécanisme, on obtient le programme
optimal de combustion et la vitesse maximale & la fin de chaque
étape.

La méthode de Bellman est tré&s simple. On sort les résul-
tats de calcul étape par &tape et on les garde en mémoire. Au
cours des opérations, on s'arrange toujours pour que P—PN ait
exactement la valeur qui se trouve en mémoire. Les fonctions
Ty(P) et Py(P) sont stockes sous forme discréte et les préci-
sions de cette représentation sont déterminées par la valeur AF
Par contre, p]us' AP est petit, plus les valeurs de la fonction
5 calenler ot & agarder en mémoire sont nombreuses, plus e temp
de calcul est long.

cette méthode améne des difficultés dies au stockage
d*information en mémoire et au temps de calcul.

Organigramme fig. I et 2.
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"I1.3. METHODE D'APPROXIMATION

On approche les fonctions VN(P) et PN(P) par-des poly-
ndmes -dont i1 suffit de garder:]es coefficients en mémoire. On
peut obtenir la valeur V (P) pour des valeurs arbitraires de P
dans: 1'intérvalle cons1deré au prix dun stockage d'information.
en mémoire relativement péu important. Maintenant on a uhe fonc-
tion continue définie sur un intervalle fini, On recherchera le
max1mum par la méthode des parties proportionnelles.

On se fixe pour le prob]eme de degré du polyndbme n et
le nombre m+I des points du support d'approximation

pour N=I
& P
VI(P)= VI(PI,P) =me—gAT
osPI =P < Pmax
On ‘calcule uniquement des P tels que

_ Pmax 2J+1
Py = g cos { Fmzm) *

n
VI(P) = i

a T(P)
K=0 IK 'K

TK(P) est un polyndme de Tchebycheff de degré K

Vy(P) = ma x [ V,(PysP) + Vi (P-Py) ]

0< P2 < Pmax et OsP—P2 < Pmax.
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Alors 'VZ(P) & asy Ty(P)y Po(P) =

- _'[7 =
On calcule des Pj
-~ XM 2J+1 XM " )
Pj = =3~ Co9s WE n + —— . JFO,I},4. m

ravec - XM =rm1n(2meax,;Pdisbonible)

Pour chaque Py, on emploie la méthode des parties pro-

portionnelles (voir-annexe) pour maximiser Vo (PosP) + Vi(P¥Pé) dans

‘1'intervalle. {max[0,P-Pmax ], min [Pmax,P]]

n

aéK TK(P)'

NS

K=0 K=0
d'une fagcon générale avec N = K
TPy = max L V(PE,P) + T (P-Py) ]
0<Py=Pmax , 0= P-Py< Y

avec des valeurs P

‘ XM . 23+1 XM . .
3.7 S AT P 3=0ilsy .. m

XM
YM

min foPmax;Pdisponible ]
min [ (K-I)xPmax,Pdisponible ]

Pour chaque P on reprend la méthode des parties propor-
tionnelles pour minimiser VK(PK’P)+VK—T(P'PK) dans 1'intervalle

[ max [O,P-YM ] , min [ Pmax,P]]

n n
1 . \/ 3 1 . '
d'ol Ve(P) = ~§O 3K T;(P) et-_PK(P) = j?C' aKi T:(P)
Qlii;z;izszmzzzzi:;j
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On stocke seulement les coefficients a5 et akj. Pour
un P donné, on trouve facilement le programme optimal et la vitesse

maximum atteinte & la fin de chaque étape,
Organigramme.

I1.4. APPLICATION NUMERIQUE

=]
1

=
"

300 kg 3000 m/s g = 10 m/s
5 s Po 3000 kg disponible

>
—t
1l

i

Pmax = 800 kg
(3000 Py) / (300+P-Py/2) = 50
= 3000 P / (300+P/2) - 50

< <
T

A) Méthode exhaustive

On étudie 1'influence de la variation élémentaire de
propergols P sur les résultats et le temps de calcul.

v

N la vitesse maximale & la fin de combustion
Py Ppolitique optimum de 1a consommation

AP 300 kg 200 kg I00 kg 50 kg
ETAPE | Pl Yol Pl Yw | P Y | Pa| Yy
6 600 | 6750 | 800 | 6789 | 800 | 6790 | 800 |6794
5 600 | 6200 | 800 |60I2 | 800 |601I2 | 800 |601I6
4 600 | 5500 | 600 | 4919 | 500 |491I9 | 600 |4923
3 600 | 4550 | 400 | 3683 | 400 |3935 | 400 |3688
2 300 | 3100 | 200 |[2400 | 300 |2785 | 250 |2404
1 300 | I950 | 200 |I450 | 200 |I450 | 150 jIISO
T§2$zu$e 30 sec 37 sec 70 sec 215 sec
Plan en

mémoi re I35 mots 207 mots 414 mots 834 mots

i
H
H

K
H
i
|
i
i
[
|
j
I
I
|

R =

el
Wt




B) Méthode d'approximation

La méthode dépend de trois paramétres

n degré de polyndme,
m+I nombre des points d'approximation, ]
q nombre d'essais pour la méthode des partieé pro-
: portionnelles. e
(Notons 10 1'intervalle initial, L_ 1‘intervalle d'incertitude
d'aprés q essais 10/Ld = (1.62)q-I ).

B.I) On é&tudie d'abord 1'influence de n degré de
polyndme et de m+I nombre des points d'approximation sur les résul-

tats obtenus tout en fixant Te nombre d'essais g=5 pour la méthode
des parties proportionnelles (ceci entraine une incertitude

~1
To/Ly (1.62)97%

1 /L = 6.85 | = min [Pmax,P]- max [0,P-Pmax]
07"a .9 6.85

et on garde la valeur maximale trouvée d'aprés q essais).

Résultats numérigues : Tableau I
n degré de polyndme 3 ) 5 5
m+I nombre de points 7 6 II
ETAPE PN Ty PN Uy PN Y
{! 6 788.56|6984,43|798,51|6804.03(784.78|6809.37

5 654.91(6161.31(792,25|6024.73(792.85|6037.67
4 485.03|5359.66[629.42|14936.70(680.58[4946,47
3 424,19 (4437.42|372.99(3647.94|368,36|3540.52
2
I

406,25|3311.33(230.592438.85|211.53|2299.15
241,06 |1671.,76|176,24|1312,94|161.90|1225.52

Temps de :calcul 65 sec 74 sec I13 sec

Plan en mémoire 52 mots 78 mots 78 mots

A AT T T T IO S RN s o e = = = s 2 Ak A e e
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Comme on fixe le nombre d'essais q, on a une qualité de
la recherche optimale identique pour trois cas. Plus n augmente, on
a besoin d'un temps de calcul plus Tong et on occupe plus de place
en mémoire. Mais, par contre, le résultat est plus précis. Plus m+l
augmente tout en gardant n, plus on prolonge le temps de calcui,
mais on améliore le résultat également.

B.2) On fixe 1e degré du polynbme n=I10 et le nombre
des points d'approximation m+I=II. On fait varier le nombre d'essais
g, c'est a dire quon veut amé&liorer.la qualite de Ta recherche
optimale ; on rédﬁitll‘interva]]e d'incertitude.

pour g=5 1g/lg = 6.85 = L - min LPmax,P]B—sgax [0,P-Pmax]
q=10 ]O/LIO < 76 — Ly = min [ Pmax,P ] -~ max.[0,P-Pmax]
. . 76
Résultats numériques s = Tableau 2
Nombre d'expériences 5 10 Plan en
5 o mémoire
ETAPE PN N PN Yy

H & E & & B = . o N & N

748.32 6790.79 | 791.33 | 6793.70 |
763.19 | 6073.33 | 193.72 | 6026.22
650,32 | 5068.60 | 622.98 | 4948.99
408.67 | 3785.40 | 386.21 | 3667.38
252,93 | 2522.42 | 245.97 | 2427.80
176.26 | 1314,19 | 159.80 | 1211.86

143 mots

=
=N |w| s oo

Temps de calcul 180 sec 265 sec

plus g augmenteg-p1ﬁs le temps de calcul augmente également et
" le résultat s'améliore aussi.

-

1
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C) Comparaison de deux méthodes (méme pas de discréti-

sation en t).

R n=5 , g=5 .
Méthode B m+T=11 A(ap=50)
ETAPE PN Vi Pu |V
6 784,78 6809.37 800 6794
] 5 792.85 6037.67 800 6016
: 4 680.58 4946,47 600 4923
3 368,36 3540.52 400 3687
! 2 211.53 2299.15 250 2404
I I161.90 1225.53 150 1150 i .
l Temps de calcul II3 sec 215 sec
] Rl (e 78 mots 834 mots
mémoire

Deux méthodes sont valables. On trouve des résultats
de méme ordre de grandeur.
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Conclusion

Les applications numériques, dans notre petit exemple,
montre que Ta méthode dfapproximation réduit considérablement 1la
place occupée en mémoire.

Selons des besoins, on peut désirer obtenir un temps de
calcul réduit et occuper trés peu de place en mémoire, & J‘ajde du
po]ynbmeAde degré faible et d'un nombre d'essais peu é]evé“ﬁais le
résultat est moins précis. On peut également désirer que le éésu1—
tat soit trés précis et i1 faut y mettre "le prix", c'est i dire
accepter que le temps de calcul soit plus long, occuper plus de
place en mémoire et augmenter le nombre d'essais avec un polyndme
de degré plus élevé ; i1 faudra alors plus de points d'approxi-
mation.

On peut comparer le produit de temps de calicul et 1la
‘place en mémoire de deux méthodes

Méthode classique Méthode d'approximation
caractéristique sec X mots caractéristique sec x mots
AP = 300 4050 n=3,m+I1=7,qg=5 3380
AP = 100 28980 n=5,n+I=6,q=>5 55672
AP = 50 179310 n=I0,m+I=I11,q=I0 37895

La méthode d'approximation est une méthode économique et
elle donne des résultats aussi valables que la méthode classique.
I1T faut encore noter que la méthode de Bellman donne

toujours une approximation du maximum par valeurs inférieures, alors

que la méthode d'approximation peut conduire 3 des valeurs appro-

g

chées par excés ou par défaut.

N
,
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Organigramme : Méthode de Bellman Fig. I
estpun tableau
Vsl —Ne =g AT
V0=0 i K m+X-PK
==
L4 1
XM=m1n[KPmax,Pdis]
J=K_
BE=~m
X=Jdx AP
———
PK=Ix AP
s
> I=I+I
non £ Pma oui
AP !
/\((J)=BE
s L
— =
Ranger X,VK(J)
et GA
X=X+ AP
J=J+]
non - oui
> Ky/ L P————y
ol TRANSFER EN|
Hl |
'3 t
NOR K> N K=K+T } I¥yxy |
N i
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L‘ K=6

!
P=Pdis

vK(P)=\7K
Py (P)=GA

IMPRIMER
K,GA,V,

FIN

|
|
|
|
L
|
i p=p-ca
i
B
H
E
1
q
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Organigramme : méthode d'approximation Fig, 2

K=1
1

XM=min [KxPmax,
Pdisponible ]

l
J=0

2J+1
[cos <2m:2 .

oui non
ID(d)=V{(x) B=min [ Pmax,X ]
IX(J)=X | A=max [0,X-Yy ]

méthode de parties
proportionnelles

ID(d)=T,(Y)
IX(J)=

J=d+1 oui M no

Former VK=ZaKjTj,PK=za‘KjTj

RANGER aKj,a K3 @ans 195
mémoires

]
LTRY

K=K+I n°h§l~/ﬁ({n¢“\ D
e

-
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Fig. 2bis
¢
5
!.
R
% K=N

XI=Pd€spsnib3@~]

XM=min [Pdis,KxPmax ]

Yo 2XXL-XM
- ZxX1-XM

H

I
VN(X)= X"a"ij T,(X)
PN(X)= Lajg Iiix)

J
Imprimer VN’PN

|

XI=XI-Py
K=K-1
| i
oui <iEE:9 non *}
FIN
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APPLICATION

CHAPITRE III

: PROBLEME A DEUX VARIABLES

DANS UN DOMAINE RECTANGULAIRE




ITI.I POSITION DU PROBLEME

Soit un chariot de masse M roulant sans frottement sur
des rails horizontaux sous 1'effet d'une force horizontaie F. Son
état a& un instant donné est compiétement dé&fini par son abscisze X
par rapport & une certaine origine et sa vitesse %X. Soient X at 20

=

sa position et sa vitesse a i'instant t=0.
On cherche 1la condition & imposer & ia force F oour

ramener le chariot & 1‘origine avec une vitesse nulle (x=%=0) en un
temps imposé, en minimisant la fonction de colt

Formule de récurrence

T
Soit S = min Q@ = min f F2 dt.

On partage 1'intervalle de temps [0,T Jen N petits in-
tervalles é&gaux tels que Nat=P : cela revient & chercher la fanc-
tion de colt en N &tapes. En supposant 1a force F constante sur
chaque intervalle at. On cherche las valeurs optimales de cette
force pour chaque étape pour que la fonction de coiit soit
minimale

-y mE . B N B ] M aw e B A A

T Nat (N-I)at . :
2 g 2 ) (2 .
F& dt = F~ dt + F® dt = Fy dt + i Fe dr

( 0

)
(o]

Le principe d'optimalité nous conduit & établir ta for-
mule de récurrence
La fonction de colit optimale d'un processus a N &tapes
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partant du point (xo,k ) est la somme de 1a fonction de colit au

cours de la premiére étape sous 1' effet de la force FN et de la

fonction de colt optimale d'un processus & N-1 étapes partant du
point (xI,XI) avec

XI = XO+RO At
Fy e
Xy = Xgtrat

Pour un processus & une seule étape. on a 8videmment

AX = =X et AX = -X

- L

At

x|
]

de sorte que AX = xat , on a

Pour ramener le chariot a8 1'origine avec une vitesse puile,

il n'y a pas de choix., On a directement

MAx _ M _ Mx
17 3¢t At

_ M

w
i
O
—

i
-1
i N
[
d-

!

Pour un processus & deux étapes, le point de la premiérs
étape de coordonnées (x+ 4 x) et (%+ A %) doit se trouver sur la

droite de pente ——5% passant par 1'origine ie long de laguelie

doit nécessairement se dérouler la seconde étape. On doit donc aveir

!

X + X A0t oL
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On en déduit immédiatement 1'expression de F2 en fonction
de x et de X

M .
F2="Z?2 [X+2XAt]

d'ol le colit S, du processus & deux é&tapes-

S,(xs%) = Fg At 4+ Sp(x+ A X%+ 4 X)
M2 2 2
= —3  [(x+2x 8t)° + (x+%8t)°]
At

On voit que les deux premiéres étapes du processus (c‘est
i dire la derniére et 1*avant-derniére étape d‘un processus a N
étapes N>2) de calcul ne comportent pas de probléme de minimi-
sation,

d'ol on peut écrire sous la forme d‘équations fonctionnelles

F
S,008) = min (F§ Bt 4 S 1 (x#x Bt X 88)) ... (A)
p

avec p>3 , champ de variation de Fp ¢ G st <Cy.

I11.2. SCHEMA DE CALCUL

La recherche minimale se fait par la méthode des parties

proportionnelles.

Sp(x,X) est définie dans un domaine rectangulaire tel

aue AIs X < A2 R éIs X < Bz . On effectue un changement de
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Ap+A,-2X é1+é2ﬂ2x
variables, en posant y = —;KT:KE" s Y= 5 et  y,¥y
17°2

sont des variables comprises entre ~I, +I, du fait que 1'cn peut
utiliser 1a méthode d'approximation & 1'aide du produit Kroneckar
des matrices. On choisit las supports de polyndmes de Tchehychets

de degré PI en x et P2 8f X

On calcule seulement des valeurs x =t % comme suit

A -A 2==I)TT A +A
2 "1 . ,
X3 = ——y== COS (' > "—wmw 1:I§¢n‘PivI
XK. = BZ_BI cos (\(23 i > : +BI j=1 Po+1
j ? Z(P,+T) =S o elg

On note Dp(y,y) un polyndme de Tchebycheff approcher
la fonction Sp(xgk)

Pour P=2

Dolys¥) = [ EsTq(y)s.nn THI(Y) ]

Land
(-
s
IR

n

@ [T Ty (907 1105, 1 @ [

[Lp 1 et [ Lp sont deux matrices rectanguiaires d ordre
d Z

respectivement (nI+I) X (pz+i} s (n2+1) X {p.+1Y (forme de la

formule (B) dans la page 6.

ments sont las

el
D
W
D
and
o

[ B, ] représente ta matrice colonne dont
fonctions S,{x,%} rangésc zinsgi
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Soit

:Pour P=3

et on pose

D,(y,y) =

on utilise

Q3(stkj) =

- 372 -
1)
)
he 5 T
Dot Ce rangement est dd au procédé
SZ(XZPRI) d'interpoliation choisi (voir
‘ annexe).
2°? p2+I)
p+1e 0
pI+ISXp "'rI>
pI+K p2+I (2)
5 3 a”- T1(y) 2 Ta{y)
i=1 j=1

ta formule de récurrence




|

- 33 -

On minimise la fonction Q3(xi,kj) 32 1'aide de ia méthode
des parties proportionnelles, sa valeur minimale Q3(¥i,ing) et F3
correspondante. On la note F3(x1;kj) od Xi’kj sont les supports
de Tchebycheff.

On a

Daysd) = [ ILTy(ylsee Ty &y) TR L1 Tr()0 T 19)]]

DF3(.Y:S/) =[l.I:TI(Y).:---TpI(.V)] ® [I;TI(.S')H-TPZ(S/J.)]]

LIty 1 ® [ty 1IFs)

p

[ B3] et [ F3 ] représentent la matrice colonne dont les
é1éments sont Tes fonctions 03(xi9%j,r3}- et Fs(xi,kj) rangées
ainsi

Q3(XIsiIQF) F3(XISXI)
Q3 {x1s%55F)

6 FS(XI;‘kpz_l,I)
Qg (xpokp w1sF)

Foo [ By iliz )
. 3vh20I
Q3(X29X15F)

"
w
w
[—
]
]
1
w
S—
i

E. . Folx,, % )
Q3(x2,xp2+I,F) 3+72 p2+1)

Q3(X3skIaF)

Pl ri'qi)
sXyoF) 8% By

-1
—
——

p1+15kp?+1’ : Fa XpI+I’xP2+1)
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pI+I p2+I
Soit Do(y,y) = a3 T )T

3\YsY PN % ij i VY ij
i=1 j=1
pI+I p2+I
oy 1S ) .
et DFy(y.¥) = 3 z b4y Ty
=1 - j=1i

D*une Tagon gépérale, pour F=K
On pose

Pyl pytl
Qo (x:ok:) = F2 at + 3 x  alkeD)
KA i3 K A z 2 1,9

1=1 g=I F

< : e s G et
: <ﬁI+A2—2(x1+xj Atf> ; <?I+BZ-2(xj+wﬂ)A?>
] * g & “9

Ap=hy y By=Bg /
pour chanue couple xikijﬁ on emnrinie 1a méthode des parties pro-
portionnalies neour ninimiser Ta fonciicn ;E{‘i’ﬁi) dans }'inter-

valle [ Sup((éI-Xj) X Mgcip;inf(cz,(éz~xj}ﬁmpji On note

QK(Riskj,F) sa valeur minimale ol F corraespend & FK(xisiiS.

w

On a

Des9) = [[1T40)s Ty NI @LLT () eenT, (3] ]

. [[LDI 1 ® (b, ]] : [?K]




dﬁi éﬁﬁ ‘Il "I ‘ii

avec

r‘—

QK(XI’XI’F)
QK(XI’XZ’F)

[B ] QK(XI’kp2+I’F)
K - .
QK(XZ’Z-(;I’F)

¥ i.i 45

.

mm

Q(xp ypo¥gsF)

I

pI+I p2+I

D vsy) = =z ald TL(9)
i=1 =T
pI+I p2+I

0F (v.9) = = =z o) 1 0.T ()
i=1 j=1I

- O R
] | i

oy

i

On stocke les suites {bﬁj} en mémoire et on garde {agﬁ'l)}

et {a(K) en mémoire pour le procédé d'itération.

iJ

Résolution

Etant données deux valeurs
étapes pour un intervalle de temps

et on décide en N
calcule d'abord
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. pI+I p2+I
. N ,
DFy(Yg:¥g) = s o8 Tyt )

. i=1 Jj=1

Aovh,-2% . B 4B,-2%
. avec Y0 =Jil. 2_-»»» 5 YO = ..-,_Iw.wz.m'.

Aphg By-B,
: IT nous reste N-I &tapes en partant du point

>

o
-

=
L)
—<

o
-<

o
N

On calcule ensuite

pD.+1 p2+I
3 J _ (N“I) 7 = Y
;l OF -1y (YY) = s z b T
i=1  j=I
| A A, ~2x B +B,-2%
avec Yy = sor [ s Yy o= _l7_37m_£:
] Ap-h, By-B,

et i1 nous reste N-2 &tapes, en partant du point

X2 = XI + XI At

S BFy_ (Yy,Yy)

X, = X, + Ll DD ID g
2 ! M

d'une maniére générale, il nous reste Nej &tapes, en partant
du point




st

gt
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XJ = Xj—I + Xj [ At
X. = X. + DFN'J+I(YJ_I’YJ-I)
J J-I M
et on calcule
pI+I p2+I
v oy - (N-3)
DFN J(YJ’Yj) = N b bi] Ti(Yj) T](Yj)
i=1 1=1
A +A, -2x. . B +B,-2x
avec Y. = _l__z__._‘l , YJ = I.. 2. J
Ap=Ay Br-B,

Finalement, on a trouvé les conditions & imposer & la

force F pour ramener le chariot & un endroit déterminé en un temps
imposé T. '

e W o e e ma e as wn em tm e e e om W e e

M=1 , T=5 , at=1 , x0=12 o Kow=0

0

champ de variation de F : =5 <F<?5b

- organigramme : fig. 3 et fig. 3bis
- résultats numériques
La méthode dépend de 2 paramétres

n degré du polyndme choisi
q . nombre d'essais pour la méthode de parties
proportionnelles.
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A) On étudie d'abord 1"influence de n degré du polyndme
sur les résultats finaux et le colit du calcul, tout en gardant le
nombre d'essais q=5 (ceci entraine un intervaile d'incertitude

4 inf(ngy,C?)—max(BI—yﬂcY}

15/Lg = (1.62)" = 6.85 Ly = e e

et on prend la valeur minimale trouvée dlapr&s % essais}.

Les résultats numériques se trouvent dans le tableay A
On voit que la fonction de cofit diminue lorsque ie degré du poly-
noéme augmente et en méme temps, la duréde du calcul s’'allonge
également.

De méme, on fixe le nombre d'essais g=10, c'est a dire
que 1'on augmente Ta qualité de la recherche minimale et 1‘'inter-

valle d'incertitutde diminue.

inf(Bz-y,Cz)-max(él—ysgig

et on prend ia valeur minimale trouvée d'aprés 10 essais.
Ces résultats se¢ trouvent dans ie tableau C.

B) On fixe le degré du polynéme n=3 et on fait wvarier ieg
nombre d'essais pour la méthode de parties proportionnselies, ¢'est

a dire que 1'on réduit 1'intervalle d'incertitude i
1nf(82«y,C2)nmax{B§«y,C§}
g=5 Tg/lg = 6.85 Lg = L

_ 1nf(ég—y,c9)—max(él~y,cf}
q=10 10/LIO = 76 LIO v e

i3

i“f(Bg‘J’sCZ}—max(BZﬁy,C.j,._j;
846

i

guand 1'on auagmente le nombre d'essais, on auamente également la
précision des résultats mais en méme temps la durée de calcul se
prolonge.




C) Comparaison des résultats avec la méthode classigue

Métnode classique Méthode d'approximaticn

colit Is j I4.1141¢0°¢
3

gtanpes X %y M
% 12 0 -2

I2(-2.3306 | -1.29] 1.6677

9.669|-3.6221 0.0045 | 0.QQQ07

6.047|-3.4178 1,1883: 1.411¢%

w
by
O
]
FN
[
o+ -+ O By -bi_‘.

2.427(-2.430 2.423 f.6203

P
|

4

3
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Conclusion

La méthode dfapproximation dépend de deux paramétres, le
degré du polyndme n et le nombre d'essais q. Les résultats numé-
riques nous montrent que si 1'on veut avoir un résultat précis, #1
faut bien choisir ces deux paramétres. Dans le tableau A, Te
résultat n=6-6, q=5 avec un temps de calcul de 45 minutes qui est
moins bien qu'au résultat obtenu dans le tableau C avec
n=2-2, q=10 la durée de calcul est de 3 minutes seulement,
Augmenter le degré du polyndme peut améliorer le résultat mais ce
n'est pas une facon économique., Selon la nature du probléme, 1la '
fonction approchée peut se représenter fidélement par un poly-

ndme de degré petit parfois, donc il y a un choix optimal a faire
sur n.

En comparant le tableau C , avec Te tableau A et avec
le tableau B, on peut déduire que deux paramétres réagissent
mutuellement au résultat final. Pour avoir des résultats précis et
la durée de calcul courte, il faut choisir nx>2 et q3»I0.

On les compare finalement avec les résultats obtenus
par la méthode classique. On montre ainsi la validité de notre
méthode d'approximation.
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CHAPITRE__IV

APPLICATION A DEUX VARIABLES
DANS UN DOMAINE TRIANGLE
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IV,I. POSITION DU PROBLEME

(Le probléme du transport de Hitchcock-Koopmans).

Soient Dy,D,,...Dy Tes dépdts (Tes endroits ol se trouvent
Tes ressources) et P]’PZ""PN les points de consommation (les
endroits ol existe une demande pour ces ressources).

i-wqi

X; ¢ la quantité de ressources disponible au i-ieme dépdt

ﬁ

i=1,2,...M

ryoc la demande de ressources au j-iéme point de consomma~
tion
j=1,2,...N

En supposant que 1'offre totale est égale & la demande
totale, si bien qu‘il n'y a qu‘un probléme de distribution, nous
avons la relation

T x. = Z p,
i ! J J
Soient
ST la quantité de ressources envoyée du dépét 1 au

{ B BN B B B

point de consommation

gij(xij) : le colit de cette opération,

Les quantités Xij doivent satisfaire trois contraintes

a) X152 0
b) 1a quantité totale expédiée d'un dépdt quelconque doit étre égale

a 1'offre de ce dépdt

1, =
=

I

>

e

I

——

Y

=
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c) Ta quantité totale expédiée en un point de consommation quel-
conque doit &tre égale & la demande en ce point
M .
P X =gr. j=].’2’-00N
i=1

Le probléme est de déterminer les xij satisfaisant a

ces conditions, de fagon & minimiser le colt du transport total
soit CMN = ? 95 5 (Xij)'
iJ

Résolution par programmation dynamique

Dépots points de consommatibns
Dy = Xy Py oy
D2 X2 P2 P ry
Dy : Xy PN=1 ¢ "N-1
PN TN

Nous pouvons satisfaire les demandes les unes aprés les
autres, en commengant par la demande en PN’ puis en PN-]’ etc...
Le coilit du transport en utilisant une politique optimale, partant
avec des quantités ' Xy respectivement aux dépdts
Fislose oy respectivement aux N points
se calculera ainsi

Xq19Xose o
D]’DZ""DM et des besoins
’PMQ

"N

de consommation P,,P,,..
] [ 5




- 49 -

On satisfait d'abord la demande du N-iéme point de con-
sommation. Cela entraine

M
SR TSR TR
i=1
Les stocks de ressources aux dépdts sont alors X5 XN
pour i=1,2,...M. D'aprés le principe d'optimalité, nous obtenons

1'équation de récurrence
M

CMN(X1’X2""XM)= min [ .Z giN(xiN)+CMN-1(X1_X1N""
[RN] i=1
= . XM-XMNﬂ
avec N=x2 [RN ] étant la région a M dimensions déterminée par
les relations
M
% =
jop CANTTN
0 = Xin S %4 i=1,2,...M
~Pour N=1, nous avons
M .
CM-l(X'ngZ,.oqu) = -iz='| g-l'](x-i)l

Réduction du nombre de variables
Du fait que 1'offre est égale a la demande, nous avons
M N

=, %57 =z,

- a
J=1
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Pour un ensemble donné de demandes, X est déterminé
quand X1sXos o n Xy _1 sont connues, On peut donc éliminer la variable
d'état Xy -

La relation (A) devient

M-1 M-1
Cun(XqoXowe e Xy _q) =-mi”[_ o gin(xgdtayy(ry- = xgy)
(D" =1 i=1
(A1)
+Cy N—](Xl’XiN""XM—L_xM—1N)]

i

[D] étant la région a M-1 dimensions déterminée par les
relations

0= XN = X i=1,2,,..M-1 R

M-1

N
0<ry,- = X. < Py = F Xe veer <d,>
N i1 iN j= 2

le domaine de variation de CMN étant défini par

X5 = 0 i=1,2,..,.M-1

M-1 N

X, = % r

i=1 ! i=1 !

avec

M-1 M-1

Cyp (XqoXpaeeeXyoq)= £ gy (xgdrgy (ry= =y
i=1 j=1 9

N.B.<d,>assure que les variables de (xi'XiN) restent dans le do-
maine défini pour CMN-]'
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On a donc une suite de fonctions & (m-~1) variables
(x1,x2,x3 "'XM—l) d construire, Chaque terme de cette suite sera
déterminé par un ensemble de valeurs de ce terme en plusieurs points
ces valeurs étant celles calculées par optimisation d'une fonction

a (m-1) variables (xlN’XZN""Xm-l N) en tenant compte des contrain-
3
tes telles que <d]> ,<d2> ]

Exemple d'application

On prend le cas ol il y a trois dépdts et P points de
consommation donc N=P et M=3,

(A1) donne directement

Fy(xys%p) = min [91N("1N)+92N(X2N(’”N‘X1N‘X2N)
[0y )

+ N-1 (X]‘X]N,XZ—XZN)] e e (AZ)

DN étant la région a8 deux variables déterminée par les
relations

0 < xiN < X.i —i=-l,2

- N
0 < ry=Xyn~*en = Z. TiTXTX

=1
et
57N(x1,x2) étant définie dans un domaine
"x1 >0 , Xop- 2 0 et X1tXo < igl r;
‘ pour N=2,3,...P
avec F1(xq5%) =977 (x9) 4957 (X5) 49537 (ry=xy=X5).




| | T
X
1A
. X1s%Xp = 0 et X1+X, < Ty
N
i i=1 C?N(x],xz) est définie dans le
N=1
121 " triangle A‘0B*
: ~§N_1(x],x2) est définie dans le
m triangie AOB
0 g

Iv.2. SCHEMA DE CALCUL

5&(x1,x2) est définie dans un triangle A®0B' (fig.ad).
On ne peut pas utiliser un support de Tchebycheff, cela nous con-
duit a appliquer la deuxiéme méthode d'approximation sur un support
quelconque. Comme nous utilisons des polyndémes de Tchebycheff pour

s'approcher les fonctions, il nous faut tout d‘abord effectuer un

changement des variables
a
M

.]
y] :__,____2___.___ x_'—]

b

3 >y ) 2 )
A i-

pour N=1,2,...p
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yq et Yy, se situent entre -1 et +1 et se trouvent dans un
tel triangle (fig. b4d),

Avant de commencer le processus itératif, on choisit le
degré D et la silhouette
des polyndmes de Tchebycheff, par exemple de degré D=2,

1,T1(y2),T2(y2),T](y]),T](y1) T](YZ);T](Y]) Tz(yz),Tz(y]):
Tz(y]) T}(Yz)st(y]) Tz(Yz)-

ITy a (D+1)2 coefficients de polyndme & déterminer par
Ta méthode d'approximation au sens des moindres carrés et il nous
faut donc effectuer au moins deux ou trois fois de (D+1)2 expé-

riences.

3
Pour faciliter la programmation, on effectue des calculs

uniquement aux noeuds d"un grillage a 1%inté-

rieur du triangle (fig, c4),

A chaque noeud (x],xz), on minimise 1la

fonction : g1N(x1N)+92N(x2N)+g3N(rN—x]N—x2N)

%q
Figure c4 b D 2( ) 2( )
S = X=X Xo =X
5 - agN_]) Ti(___;L_ﬁlﬂ_._1 ) 2 ) L
iz0 .j=0 " N-1 I
r by r
H L:] L ,f/:-] L
dans un domaine défini par
.5(
DN < 0 =< Xon S Xp <d2>
N-1
0 £ X %X, - N r. < XqntXoy <ds>
| [ J=-| J VN N o
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(on remplace 3&_1(x]-x]N,x2-x2N) dans 1'expression (A2) par un

D D ] 2(xq-X1y) 2(x7-%py)
un polynome N agw 1) Ti(‘ 1IN -1) T.(____l__gﬂ_-1)),
' i=0  j=0 'J N-1 I N-T
s or T R
=1t p=1 *t

d 1'aide de Ta méthode exhaustive, c'est & dire que 1'on choisit
les pas en XIN et en XoN et on forme un quadrillage.

A \ On effectue Ta recherche d'un
minimum parmi les noeuds du

quadrillage qui satisfont
<d1>,<d2> ,-<d3> .

7 Xop

Figure d4

On obtient trois valeurs
les politiques x1N(x],x2) et xZN(x],xz) ; valeurs ol se trouvent
le minimum ; ﬁm(x],xz). _
Pour chaque itération N, on a un systéme surdimensionné d'équations
linéaires qui ont trois seconds membres. On peut le résoudre par
la méthode Fadeeva par exemplie, d'ol on a

3 D D 2x 2X
‘CFI\I(XPXZ) = Z ox asy) T'l(( 1'» -1) TJ( £ -1)
i=0 Jj=0 53 3
D D 2% 2X
2
Xyu(X15%) = =z bW T 1) T (—2-1)
D D 2X 2X
(N) T 2__
Xon(xpaxg) = o =iyt Tyl Tj(——"1)
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5 N
avec = =

T
L L

1

On range les suites {bgg)} et {C(N)} en mémoire et

1J
on remplace {agg-])} par {a$?)§ » puis le processus continue.

Organigramme (page suivante).

IV.3. APPLICATIONS NUMERIQUES

Le tableau suivant donne les valeurs supposées des colits

S8 MR AR BN N oy e o

et des demandes. Chaque fonction de coit 9ij(x) a la forme

- an. % 2
gij(x) = a4 X + bij X

Les coefficients ayj de x se trouve dans la colonne <« x>,
celui de x2 dans la colonne <:x2>-.

(I

l Destination | DEPOT ] | Depot 2 | Dépst 3 penende (v
| x x2 | X x2 X x2

! 1 1,0 |0,20|3,1]0,70 (7,0 0 25
2 2,0 |0,06 | 4,10 3,0 | 0,04 40

! 3 3,0 |0,01 2,1 |0 _|9,0 |0 60
4 1,510 |1,1]0,10]1,0]0 30

5 2,5 0,05 | 2,6 |0 1,0 | 0,20 20

- 6 5,0 |0,01 /3,00 2,0 |0 30
7 3,00  |1,0]0,20]4,0]0 35
8 6,0 |0 2,0 |0 3,0 | 0,10 30
9 6,0 | 0,05 |2,0 |0 5,0 | 0 25
10 6,0 |0 "~ |5,0|0,01]6,0 |0 40

!
T
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Ainsi, expé&dier une quantité x du ler dépdt vers Te 5&me
point de consommation (destination.5) "colte" a 2,5x+0,05x

X1 disponibilité au dépdot 1=100

Xy = disponibilité au dépét 2= 97

X3 disponibilité au dépdt 3=138,

On choisit le degré D=2 et on calcule 21 points pour dé-
terminer 9 coefficients inconnus du polyndme,

Le choix d'un pas de 5 pour la méthode exhaustive donne
la solution optimale ci-dessous

Destination Dépdt 1 | Dépdt 2 | Depot 3 Coilit
1 12,71 8,05 4,23 106,12
2 17,23 1,70 21,07 140,21
3 24,70 35,30 0,00 154,34
4 3,91 0,00 26,09 31,96
5 9,64 1,41 8,95 57,39
6 0,00 0,00 30,00 60,00
7 19,32 2,18 - 13,50 115,10
8 0,00 24,58 5,42 68,36
9 0,14 21,81 3,04 59,70

10 12,34 1,97 25,69 238,07

Le "colt total" est de 1031,24 et Tes calculs durent
6 minutes. En utilisant le pas de 2.50 pour la méthode exhaustive,
on obtient la solution optimale ci-dessous
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Destination Dépot 1 Dépot 2 Dépdt 3 Colit
1 12,72 9,37 2,91 103,28
2 17,36 0,89 21,75 140,62
3 24,28 35,72 0,00 153,74
4 3,55 0,00 26,45 31,78
5 9,57 - 1,53 8,90 57,22
6 0,00 - 0,00 30,00 60,00
7 19,96 1,74 13,30 115,42
8 0,00 23,98 6,02 69,65
9 0,17 21,81 3,02 59,74
10 12,39 1,95 25,66 238,09

Le "colit total" est de 1029.53 et les calculs durent 18 minutes.

. CONCLUSION

-

Les essais numériques & 1'aide d'un faible degré d'un
polyndéme de Tchebycheff, nous donnent des résultats assez conve-
nables. Notons que Bellman a pu obtenir par la méthode des appro-
ximations successives un "colit total" de 1005.26 mais la capacité
de notre machine ne nous a pas permis d*utiliser cette méthode avec
les données du probléme, En utilisant la méthode exhaustive de pas
5, qui demande un temps de calcul de 6 minutes, on obtient un colt
total de 1031.24, soit trois pour cent supérieur & celui de
Bellman. Cela nous montre que la méthode est mieux adaptée a la vré-
solution d'un tel probléme dans une machine de faible capacité.

La qualité de la recherche minimale influence peu les
résultats numériques précédents car les fonctions politiques sont
approchées trés grossiérement.
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Organigramme

Support choisi

L= 7S
— /
N
A
T(x,x5) est un
polyndéme de Tchebycheff
Tn-l(XS)
Degré du polyndme
de Tchebycheff ()
P3—1 en Xxg

P2—1 en Xy

GiK(x) fonction de
colit de
transport de K

depot a icme

point consommation. @

o
P

H

PAS choisi
pour la méthode exhaustive
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Résolution des systémes [QR] x [4F [x]
d 1'aide de 1a méthode Fadeeva
Ranger les décisions dans
(K)
PxT - {C~'ij }

Px2 - (i)
Transfer
K K-1
(a{f)y o affl)y
[
K=K+1
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CONCLUSION

Les applications numériques & 1'aide des techniques
d'approximation en programmation dynamique nous montrent que ces

méthodes d'approximation réduisent considérablement la place occupée
en mémoire centrale et constituent 1'une des solutions efficaces pour
surmonter les difficultés causées par le nombre de dimensions, Elles

ont donné les résultats numériques attendus,

L'utilisation d‘une méthode d“approximation demande une
étude un peu plus attentive que la méthode classique de Bellman,
et ne conduisent qu'a une solution approchée. La qualité de cette
approximation, le colt en mémoire centrale et en temps dépendent
de paramétres et de techniques, qu'il faudra adapter a chaque
probléme,

Le fait que cette étude a é€té conduite sur ordinateur de
petite capacité (CAE 510 de 8K mots de mémoire centrale) nous a
ob1igé & nous Timiter & un nombre trés faible de variables. I1 est
vraisemblable que 1'intérét de la méthode que nous avons développée
augmente avec le nombre de variables et que ces méthodes prendront
lTeur plein intérét sur gros ordinateur,
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Résolution d'un systéme d'équations linéaires surdétermi-
nées par la méthode proposée par Fadeeva- Goliip et &4 1'aide des
matrices de Householder,

Soit un systéme Surdéterminé Ax=8B
avec A matrice mxn m>0
B vecteur & m dimensions
X vecteur & n dimensions

La résolution approximatrive en sens de moindres carrés
consiste a trouver X vérifiant ATAX=ATB « CX=B', C'est une ma-
trice définie positive, On démontre qu'elle est toujours décompo-
sable suivant _

C=RRT o0 R est une matrice triangulaire inférieure. La
méthode de Choleski résoud le systéme en deux temps

RY=ATB , R'x=y

Pour calculer RT directement a partir de la matrice A
sans passer par ATA et R-I, on utilise des propriétés des matrices
orthogonales et Ta matrice de Householder comme suit

a) Propriété des matrices orthogonales

T o=
0'=0"t et o =
On a donc || B-AX || = ||QB-QAX || , on choisit Q telle que
QA=R avec R= I % l ol E est une matrice carrée

triangulaire supérieure.
On démontre que si Ta matrice est carrée, le systéme
Tinéaire se résoud d'autant mieux que le rapport de la plus grande

=

a Ta plus petite valeur propre est petite d'ol 1'intérét d'une

formation a 1'aide d'une fatrice ortiiugonaie.
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b) La matrice de Householder

La matrice de Householder est sous la forme

P= I- BNWT

I une matrice unité d'ordre m
B8 un scalaire non nul

W : un vecteur & m dimensions

P une matrice symétrique mxm

Proposition

Pour qu‘une matrice de Householder orthogonale trans-
forme un vecteur V d'ordre m non nul en un vecteur U dont les com-
posantes sont nulles sauf le premier é&lément, i1 suffit que

Wj =V1 pour i=2,...m
en posant 6'= \% VTV
W= signe (VI)X(G + | Vi | )
et B=I/(G-'(o+’vll))
Démonstration PV=U

Cherchons la condition pour que P soit orthogonale.
PxP=1
PxP=I-25 WH'+ g 2W (W W)W'
20Ty ~ T -
8 -2 =0 car W'W est un scalaire
BwTw=2 d"ou la condition d'orthogonalité de P
PxV=(I-g WW )V=V-5W(W V)

T 2T
UsV-B W(W V) => uy=Vi-p (W V)W,
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w
i

On a alors un systéme
ui=0 i=2,3,...m
B UTW=2

- m équations pour m+I inconnues (g et wi), on peut choi-
sir une nouvelle relation arbitraire

B (HTV)=1
! On a v1.=wj pour i=2,3,...m
ll I1T reste & déterminer WI et B 'a 1'aide de deux relations :
BWTN=2
| BWTV=1
Py 2 ol T g g P _ 02
. W W=V V'VI+WI s W v=V'V VI+WIVI
en posant o = V’VTV
. IT vient : 8 ( 02—V§+N§)=\2’
2
| 8 (o 2-viau v )=I
_ Do 2 2R
d'ol : Wy ZWIVI o +V7=0
WI=VI+£G avec E=+I

B = 1/(0 (o +EVy))

pour que o+ &V, soit toujours positive (non nul ) on choisit
EVI>0
d'ol : Wi= signe (VI)x(o + vV )

B=1/(c (c+ Vi ))

K
H
i
!
|
|
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c) Construction RT par la méthode itérative,
Par Te processus itératif, on raméne la matrice rectan-
gulaire A(mxn) sous la forme telle que

. soit une sous matrice nxn . trian-
=RT gulaire supérieure et complétée par
m 0 une matrice (m-n)xn nulle.
0

Une matrice mxn peut-&tre considérée comme formée par
n vecteurs a m dimensions. On choisit P une suite de matrices de
Householder orthogonales et on construit une suite j@ telle que

A1) A, A _PK) £ (K) K=1,2,,..n
ot % (n+1) ___y"(n)ﬁ(n) _RT

n
DK Cn-K
J?(K) est la forme m
0 Bn-K
Dyr1 | Cpeg-r
J%(K+I) est la forme
2 Bn—K—I
est une matrice (m-K)x(n-K)
DK est une matrice triangulaire supérieure KxK

Cn—K est une matrice Kx(n-K)

wE s AE N
™
=
1
~
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-5 -
& (K) matrice mxm
IK 0
F(K) IK matrice unité KxK
pm—K matrice de Householder
0 Pm-K (m=-K)x (m=-K)
I 0 D C
A (K1) LK) A(K) _ X I ) K "“Kl
0 I Pk l 0 B, _k
Dy Ch-k
0 Pm-K'Bn—K

P transforme Ta premiére colonne de B en une
m-K n-K
A (K*HD) est

on utilise directement

colonne qui n'a qu'un premier élément non nul d'ol

de Ta forme indiquée ci-dessus ; en effet,

la proposition (b) en prenant V comme jere colonne de la matrice
Bn-K et P=Pm-K'

Résolution d'un systéme tel que AX=B.

On a J%(I)= j% ’ 3B(I)= B

ATy @ (K) 4 (K) g @ (K) B(K)
A (R+T)y B (K+T)

pour K=I,2,...n




i O

jusqu'a n : L) An)y, Pn) 8 (n) = jg K= ﬁ(n+1)

avec  PlK)_1. pKw(K)w(K)T

m I
e (2 alh? )
$ )= pour i=I1,2,...K-I
E ) - agi) pour i=K+I[,,..m
wéK)= signe (a(K)) (o K* laéi)!

AT R YU

IT est trés facile de calculer les &léments de la matrice

A (K) par la matrice ﬁD<K) en remarquant que si Y est un vecteur
\?(K)Y=(I—/5KW(K)W(K)T) Y=Y—ﬁKW(K)W(K)TY
(MY (K)

_ {yi‘/’Kw(K)TY ng)}

arrivé a JHTX ‘@(n+I)’ on trouve trés facilement la solution X,

On note & qui est la sous-matrice nxn triangulaire supérieure
de R'. On a alors

- (n+l)
5?nnxn bn
pe = o {n+1)
égn-l,n Xn-1+ﬁnnxn"bn~l
i+1]
. _nln+I) 3 5

pour i=n,n-I,...]I

d'old Ta solution du systéme.
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Remargue : La méthode peut se généraliser a des systémes sur-

simensionnés d'équations Tinéaires qui ont plusieurs seconds
nombres, c'est a dire que B est une matrice a plusieur colonnes,

Méthode des parties proportionnelles

Supposons que Tla fonction VN(p) est unimodale dans
1%intervalle [0,Pmax ], i1 existe un nombre Py» 0 =Py <Pmax,
tel que VN(p) soit strictement croissante pour P <Py et stric-
tement décroissante pour que P> PO ou strictement croissante pour
p <PO et strictement décroissante pour P> PO.

Déterminons 1'ensemble des emplacements des expériences
a effectuer pour trouver le maximum,

Posons d'abord 1'intervalle initial L;=Pmax-0. Nous
choisissons 1'emplacement de la premiére expérience de telle sorte

que L2=LIh, ol v est le nombre d'or
(Ve +1)/2=1.618033989 et I/,= -I=0.618033989.

Ensuite chaque expérience est choisie dans 1'intervalle
restant au symétrique de 1'expérience déja effectuée par rapport
au milieu de 1"intervalle.

Les intervalles successifs sont déterminés par
LI =

I (ieme

L1=L1-I X = L = 2377 expérience)

Etudions la méthode de calcul & 1'aide de 1‘'organigramme suivant.
Notations

Dans un intervalle restant, 1'expérience déja effectuée
s'appelle Y, celle qui va 1'étre s'appelle X.
L'intervalle d'incertitude d'aprés g expériences est

-1
Ly = Lo/ (1.62)9

on garde la valeur optimale d'aprés q essais,




L

i

- 8 -
< Ly -5
Y X
E L R
v : g
==l )
k—W——»l
[} i
i=1
LI=b_a
T
I
u—LI-Z‘
|
V=u—LI
|
Y=b-u
et VN(Y)
]
|
W=u(2- 2 )
| x=Y+W I
Calcul VN(x)
oul NON
Y=x u=y
VN(Y)=VN(x) ‘ v=W l
u=u-W
V=-W r e~
OUT i<n

u,v sont Tes mesures algébriques
des vecteurs issus de Y ayant poﬁr
extrémités les bornes de 1'inter-
valle avec toujours |u|>]|V |
par définition, W=u+V, alors X=Y+W

VN fonction 3 optimiser

n nombre d'expériences (n=2)
YM valeur approchée du maximum
VyYy valeur de Vy en Yy

a.b bornes de 1"'intervalle

Résultats
Y=YV (Yy

)




Approximation d'une fonction 8 2 variables a 1'aide du

produit de Kronecker.

Produit de Kronecker (Produit tensoriel)

Si AI et A2 sont deux matrices quelconques d'ordres
respectifs (menI), (m2xn2), le produit de Kronecker des matrices
AI’AZ noté AI ® A2 est une matrice d'ordre (mI.m2 X nI.nZ).

|'-aII[AZ] app[Asd. ..., ary, [Aéj

A ses e .

fe] - [a] @ [a,] - | ‘21t :
_amII[Az]..,.,.......,,. amI”I[Azﬂ

Nous citons seulement des propriétés du produit de
Kronecker qui seront utiles dans la suite

kK [AT Q) [B]® [C]=[A] @[{B] @fu} [[AJ ® [Bj@[ﬂ
G M@ e ® (o1] = [1a1 1o @0 0]
K, (1A ® [B]’t UBANONTR

application a 1'approximation'd'une fonction & 2 variables.

, i
. e B N R A A N B B B GE AR aE A

Nous utilisons un polyndme P défini ainsi que la
fonction F i approcher dans [-I,I ],
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Nous construisons le polyndéme P & 1'aide des
polyndmes de Tchebycheff suivants

n m

P(x,y) = iEI JZ=I a‘ij Ti-I(X) TJ'_I(.Y)

On peut 1'écrire sous la forme du produit de Kronecker

P(x,y) =[I,TI(X),T2(X),. "Tn-I(x') ]@[IsTI(Y):-'-Tm_I(Y)]

On prend des supports de Tchebycheff
(2i-1)

x; = cos (_——?P 6) i21,2,..,P
(2j-1) 1o 0
_yj"cos<——2—c——n J=Ll gl gy v

P=n et Q=m

On note 6f(xi yj) = Sﬁj.

[ary]
852

6D
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' On cherche a déterminer les coefficients aij dans 1'ex-
pression Pr. On établit 1'egalité entre P(Xiyj) :f(xi,yj) et on
' va garder 1'écriture tensorielle
- _
f(XIsyZ) B I 7
- F(X12Y ) =U’TI(XI)’TZ(XI)"Tn—I(XI)] @ I’TI(yI)’TZ(‘yI)"Tm-I(‘yI) arr
1°73 .
i I’TI(yZ)’TZ(yz)"Tm—I(yZ) 312
m
. a21
. F(x15¥q) LI,TI(yQ),Tz(yQ)-.Tm_I(yQ) A
. de méme
i : LTxp) e T oot pop] Tagg |
j(xl’yQ) I’TI(XZ) ..... Tn_I(xz) @ aro
m ‘?—(XZ"YI) ; a.
. Im
F (x ’-VI) . . .
B LTp(xp) e To1(xy) LTi(yg)er oo -To 1 (V)| | 2pm
. B B | I
-f(xpsYQ)
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it [F1= [T01® [T |«

[roo1 @ ftrer- (oo @ re® o] |«

on utilise K2 et K3.

(T 18 x 110 OF - [Teo B oireo Ixto) 7t ) [ o

or [T T [T(X)] = 5 [ZIII J et [T Ty ] - %[211 ]
. "I
I

0,5 0,5 0,5 | [ 0,5 0,5 ... 0,5 |[g7]

Tr(xg) veeynns Tr{xp) Tr(yp) Tr(yg) 12

[a } , % T?(XI) To(xy) ® % T?(yl) T?‘(yQ) 9?0
| ||y

Lf;-I(XI) Tn—I(xPl_ __Tm 1(vp) Tm—I(ygi :?é?

Bx,y) -_-[]:I,TI(X),...Tn_I(x) 1 x [I,TI(y),.,.Tm_I(y)ﬂ[[LN ] X [L@ F
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