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INTRODUCTION

L'optimisation du cofit dans un probléme de flot ou de transport
est classique en programmation linéaire, mais a été peu étudiée lorsque

le cotit est fonction non linéaire des variables.

R. BELLMAN [ 1] a donné une solution 2 ce probleme non linéaire
par une méthode d'approximations successives, méthode dont on n'est pas
assuré de la convergence et qui devient extrgmement lourde lorsque le nom-

bre de sources augmente,

Nous nous proposons d'étendre aux problédmes de flot et de transport
non linéaires la méthode classique du gradient projeté en apportant aux
programmes de notre bibliothéque d'optimisation les modifications et sim-
plifications ddes & la spécificité de cette classe de probldme ou la fonction
objectif est non linéaire, mais ol les contraintes sont tr&s particulidres :
elles sont évidemment linéaires et de plus la matrice des dérivées des con-

traintes est unimodulaire,

Ces modifications seront exposées dans la premitre partie de ce

travail, La seconde partie consiste en :
- une application sur un probléme de flot ;

- un exemple d'un probleme de transport déja traité par R, BELLMAN
en utilisant la méthode d'approximations successives ; ceci nous permet de
comparer les deux solutions, ainsi que les valeurs de la fonction objectif

optimale dans les deux cas,

- Un exemnple d'un probleme de transport général, c'est-a-dire dans le

cas ol l'offre dépasse la demande,
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I-1 RAPPEL DES PROPRIETES D'UN OPTIMUM D'UNE FONCTION
B e e

NON LINEAIRE DE N-VARIABLES NON INDEPENDANTES
———— e e
—— e

Dans la suite on cherche le maximum d'une fonction non linéaire
. — n :
f (xl, Xyroos xn) dans un domaine admissible d'un espace E . Deux cas prin-

cipaux peuvent se présenter :

i) le domaine admissible représenté parl'ensemble X = {xl,x 3 ...xn}es

astreint & vérifier l'ensemble des contraintes bilatérales :

CE<X)=O ¢=1,2, ..., petp<n (1)
Une condition nécessaire pour que f admette un maximum 2
* *
X = {xl, Xor ooy xi} vérifiant les contraintes bilatérales (1) est qu'il exis-~

te des nombres A appelés ""coefficients de La range' ; et tele que soient vé-
? i g q
rifiées les n-équations :

af(xl, Xy e X ) p 3 C

n e L 2. n :
= E = 2 s
i e 1 Ae S i ' . vt

A 1'optimurmn )\1, }\2, . A

Lagrange. Ces derniers et les coordonnées de 1'optimum doivent vérifier :

A~ portent le nom de multiplicateurs de
P

- les n-équations :

+*
oS o 1. 2] B ac, (K K K
1 2 Do z A 2 1 2 n i=1. 2 n
a,(i €=1 e aXi ’ EACICN )

- les p-contraintes :
C (x , Bea L. L
¢ 1 2 n

ii) Le domaine admissible est astreint 3 vérifier l'ensemble des con-

traintes unilatérales :




cj(x)ao i=1,2, ..., q (2)

Dans ce cas, on peut appliquer le théordme de Kuhn et Tucker qui
s'énonce comme le suivant: [11] p. 8

I
""Si 1'ensemble X* = {xl, x:. £

traintes (2), il existe, associés & ces derniers, q-nombres {)\1, A

3 . o
AN xn} est optimal et vérifie les con-

co.a A
2, q}
(multxphcateurs de Kuhn-Iuckex) vérifiant les conditions :

A, 0
’ j=lL 2, ..., q
* #
RJ C.(xl. Xy, . xn) =0
et tels que :
n
af (o, ¥, ,x ) 9 3G, (¥, X, .x*)
1 4 n i1 2 n
= A i=1,2,..., n
8 x ; j 3 x,
i j=1 i

Notons qu'il est facile d'étendre ces prorpiétés au cas ol nous avons
simultanément des contraintes bilatérales et unilatérales, comme nous le

verrons aux paragraphes suivants,

I-2 CARACTERISATION DE L'OPTIMUM :

1.2.1 Théoreme de Farkas-Minskowski [ 18 ]

n .
Dans un espace E , on considere :

1) une forme linéaire et donnée W (X)

2) un groupe 8 de p-formes linéaires Ue (X)
3) un groupe g, de g-formes linéaires V, (X)
J

4) I'ensemble de (ptq) formes indépendantes avec p + q< n.

Alors les conditions nécessaires et suffisantes pour que la forme

W (X) soit négative ou nulle pour tout tableau de X vérifiant :

X) =
UE() 0 VesL

X e J
Vj()ZO VJe

sont qu'il existe des nombres Xe et p_ tels que:
J

W(X):Z AU (X)+Z)\_V.(x)
avee gen 8t gy i

r. <0 Y.
J

1.2.2 L'optimum local d'une fonction sous contraintes mixtes :

Soit X un tableau quelconque admissible voisin des coordon-

b . * ¥ o o
nées du maximum X, qui vérifie :

£ (X2 1 (%)
Gy X)=0 (3)
c (X)z0
Ck (X)=D
De plus x* vérifie :
(c] (X*) =0 ¥e ¢ L
S, x*) = 0 vied
ck(X*)>0 ¥YkeK
olt L est l'ensemble des contraintes bilatérales,

J est 1'ensemble des contraintes vérifiées saturées,

et K est l'ensemble des contraintes vérifiées non saturées,




] Rre #*
En supposant que X est suffisamment voisin de X', on peut approcher
les valeurs de :

1-f (X)par :

£(x) = £ (M 0 (xN (x - ¥

o x-x=> B € ).
=] 1)
2 5 Ci (X) par :

¢, (¥ =c, x* + c; " (x-x) i s{LVU Ju K}

ol
n 3 C,
c! ) (x-x%) = > _a_x_l_ x®) (x, - x':)
sl 8

et les relations (3) deviennent :
¥*
X2 1(X) ~ £ (X8 (x%) (X - x¥
soit

P ) (- %% <o

* 3
C;Z X)x-xN=0 V¢ ¢ L (p-formes linéaires en

¥

I X -X)

3 8
C3 (X*) (X-X")z0 vjeJ(g-formes linéaires en

% - x%

5

c (X*)+cl'< () (x-x* 50 Yk ¢ K.

k
o g 7,7 . e . #*
La derni2re inégalité sera toujours vérifie si X - X est assez petit ; dans
ce cas les contraintes unilatérales vérifi€es non saturées n'interviennent pas
dans 1'étude d'un maximum local, En appliquant le théoreme précédent, le

probléme peut &tre résumé comme suit :
Trouver un tableau X* tel que :
* * * TRy #*
f'(X)(X-X*):Z A C(X) L (XX D L CHX) L (x-X)
e L ¢ 4 jed J )

et Ajso Vield

B R T |

La relation précédente peut 2tre vérifiée pour tout X appartenant au domaine

admissible, si:
3* * ;
P =2 2 o e 3T (@)
geL ¢ ¢ ied D
A 1'optimum Ae et A, portent les noms respectifs de multiplicateurs de
J

Lagrange et de multiplicateurs de Kuhn et Tucker,

1-3 TECHNIQUE DU GRADIENT PROJETE

La technique du gradient projeté est une technique itérative,

1.3.1 Initialisation

Nous supposerons connpu le tableau initial d'une itération,
(O . ez 1 . r .
Ce tableau sera soit X , & la premikre itération, soit X , tableau terminal

de 1'itération r,

o . N
Par hypothese nous supposerons que X a été choisi pour vérifier

toutes les contraintes :
Veel
< x%)zo0 Vield

. T e .
Par construction tout terminal X vérifie ces mémes contraintes,




1.3.2 Itérations :

Chaque itération comporte deux étapes :
- choix d'une direction de montée ;

- recherche d'une nouvelle solution.

i) Choix d'une direction de montée locale admissible :

lere phase : Le calcul des coefficients de Lagrange, Kuhn et

Tucker :
Une fois le tableau initial, x° ou Xr, déterminé, il
s'agit d'abord de trouver une direction D admissible telle que :
£(X" +h . D) soit maximum pour h> 0, et [lh . D| donné,

Or, nous cherchons un maximum local, et en choisissant h petit, on

peut linéariser la fonction f (Xr +h . D) etles contraintes,

Ce qui permet d'écrire :

5
n
T T , ey r of
f(X +h.D)wf(X )+h.Df (X )=f(X )w-h.EE:1 dS —-axS
(x’ (x* (x* %5)
C{X +nD)~C (X )+hD ¢! (X' n aC,
2 e e _ r Z —h
p = = _Cl(X)+h's=1ds dx
C. (X" +h.D)vC, (X'} +hD C!(X)
i j j /
vie (L UJ}.

Soit D une direction admissible ; elle doit vérifier :

compte tenu des simplifications obtenues par linéarisation (relation 5),
le probleme devient :

*
maximiser Q=D . (X))

avec les contraintes :

n. Dy =o

T —————————————————  ———

qui devient, pour h fixé :

s =1
ol les (dl' dZ' , d ) sont les él¥ments de D,
r
§ =D.C' (X")=0 Veel
12 g
¢ =D ch(xr)ao ¥ied
J

Rappelons que les inconnues de ce probléme auxiliaire d'optimisation sont

les éléments dl' d2’ 7. .4 dn du tableau D.

r
Supposons que les contraintes qui étaient saturées en X , restent

saturées, alors en appliquant la formule (4) :

i ¥+ PR A A 6
ST eZ L2 N (6)
e L jed
(a0 3f . r] 3y By
=~ B (x") — =d
&
Bdl Bxl adl 1 x1
o0  ef r 3% -1 =
ou '= =T (X)) ol i . = =d et ¥' =2 . D
adz axz 2 ouj adz 2 bxz 0
EL IS By, 4
ad T dx L 3d_  n 3x
n n Jd n n
- J
et 1a relation {6) devient alors
T T
f'(Xr)L2‘°D+=§ 1@0&(}:):? y ¢,
LelL jeld
En posant 2 )\o =1,
alors D=1 (x)-z A € (x") Vie {LUJ} (7)
D doit aussi vérifier les (p + q) équations :
D.C!l(X)=0 Vie{LVJ} (8)

1




Des (7) et (8) :

(A]=[B"][E] (9)
ol [A]:[)\i] Yie{LVU J};
(B]=[c] ‘[c]

dimension (p+ q) X (p+ q) et [ E ] est une matrice colonne d'élément généri-

matrice carrée symétrique de

que
n r
n of (X7)
e,‘_" Z axs

s =1

2c, (x7)

3 x
8

Le passage 3 la deuxitme phase de la premidre étape dépend des
valeurs de A (coefficients de Kuhn et Tucker), Si tous les Ai sont négatifs ou
nuls, ou n'existent pas, on calcule la direction locale de meilleure montée D
en utilisant 1'équation (7). La direction D doit maintenir saturées les contrain-
tes unilatérales qui étzient saturées en son origine X", Pour qu'il en soit
ainsi il faut et il suffit que tous les coefficients de Kuhn et Tucker restent né-

gatifs ou nuls (cf, [ 15 ] ).

En examinant les valeurs absolues des d., i ¢ J deux cas peuvent se
i

présenter :

1} Cas d'optimalité, si :

[d.| =0 Vield.
J
Pour le cas de traitement sur ordinateur, cette condition est difficile & réali-

ser, et on considére que l'optimum est obtenu 8i |d | <& , ok & estun
J

parameétre arbitraire.

2] 51 une ou plusieurs valeurs de |d | sont différentes de zéro, on a inté-
J
réta garder la direction D comme une direction de montée et on effectue la

deuxieme étape du calcul dans cette itération,

e e ey

Revenons & la relation (9), et supposons que un au moins des coeffi-
cients de Kuhn et Tucker soit positif. Cela signifie qu'il y a des directions de
montée locale plus satisfaisantes que D, Dans ce cas, nous chercherons une
direction de montée admissible en ne libérant qu'une contrainte correspondant

a un Ai-positif.

ii) 2&éme phase :

Cas oli une contrainte est libérée

Soit A, > 0, la nouvelle direction locale de montée D doit

vérifier : L
B=r(x")-2% ¢ (x);
b c;(x’):o ¥ig (LU JY)
et Cc. (X"+h.D)=0 I ={3/)

J)

les .7: sont solutions de :
i

= —-1 =
(a}={B ][E] ol
[ B] et | E] sont les deux matrices définies par la relation (9) apres la sup-
pression dans la matrice C' de la ligne :

acC, 9 C, 8 C,
) I )y
d X

axz axn

1
et dans la matrice [ E ] de 1'élzment ej F
1
Apres avoir 1ibéré la contrainte Cj correspondanta A_ >0, on
libére une

a . 1
diminue le nombre des contraintes ''utiles" = par une, et on

variable de base.
Rappelons que [ 15 ]

- D est la direction de meilleure montée locale lorsque tous les coefficients
)\_1 sont négatifs ou nuls ;

- D reste direction de montée si l'un ou plusieurs des Aj sont positifs ;

- D reste direction de montée admissible si nous libérons une (et une seule)

contrainte dont le coefficient de Kuhn et Tucker est positif,
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1.3.3

lere phase-: Recherche d'un tableau Y "meilleur' que Xr z

Le but de cette phase est de faire calculer un tableau Y
3k T .
{(qui ne sera pas nécessairement la nouvelle solution X ) réalisable et meil-
r g
leur que X . Etant donnée une direction de montée locale D, et un pas h stric-

tement positif, on cherche le tableau :

Y=X +h.D

qui doit vérifier :

Ce (Y)=0 Ve el
cj (Y)=0 Ve J; (10)
c (Y)>o0 ¥k ¢ K'
k s

ou J' estl'ensemble des indices des contraintes unilatérales saturées, K'
r r
est l'ensemble des indices des contraintes vérifiées, non saturées, au cours’

de cette étape, et

1Y) > (x") (1)

Si Y vérifie les conditions (10) et (11), alors Y est un tableau admis-
sible et on passe a la deuxieme phase de cette étape. Dans le cas o Y ne véri-
fie pas la condition (1), on divise h par 4 et on recommence le calcul de Y
jusqu'a ce qu'on arrive & un tableau Y réalisable, qui satisfait (11) ; si h devient

. 3
trop petit on arréte le calcul (il y a incident),

Dans le cas oh Y ne vérifie pas toutes les contraintes non saturées :

1
c, (Y)>0 ke K!

on cherche par une technique de dichotomie deux valeurs pour h, h1 et hz

telles que :

-1 -

donné

a) hz-hISE

r P
b) Y=X + hl . D vérifie toutes les contraintes

c) il reste une et une seule contrainte non vérifide par :

52
Y = . D,
X+h2 D

Apres avoir trouvé les valeurs des h1 et hZ qui vérifient les condi~
tions précédentes, on sature la contrainte non vérifide, on fait entrer une
variable hors base dans la base, et enfin on calcule Xr+1 de fagona ce qu'il

vérifie les nouvelles contraintes ainsi que l'inégalité (11).

r+l
2¢me phase : Calcul de X avec détermination automatique du pas :

On considere que la seule variable & déterminer pour
maximiser la fonction f (Xr +h . D) est la variable h. Pour cela, on appro-
che cette fonction par un polynome g (h} du second degré en h, et on cherche
h*qui maximise ce polynéme, Le polynome g (h) peut 2tre obtenu par l'inter-

polation sur le support [ 0, ¢, 2¢] . Posons :

g2=f(Xr+2h. D)
le polyndme sera
2
5 h
h) = += (- +2 - = =
gh)=goty [-J8 +28 -5 8]+ (8, - 28 *8,)
2
et il possedera un maximum si
y 2g v g, <O {1z)
0 1 2
Ce maximum sera obtenu pour :
-3 +4g -
ot TP TR E (13)
T2 -2g +
By "8 T &
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Pour cela, dans la premigre phase de cette étape, apres le calcul du tableau
2

Y qui est considéré comme un tableau meilleur que X avec un pas correspon-

dant & hl’ on calcule le tableau Z de pas 2 hl' En considérant que ce tableau

est admissible et

1
f(zZ)= £ (Y) (sinon, on prend Xr+ = Y et le pas de l'itération suivan-

te hl) nous posons :

g0=f(Xr);gl=f(Y);g =£(2)

2
et nous examinons la condition (12}, Si cette condition est satisfaite, on calcu-

#*
le le tableau U de pas h™ calculé dans (13).

+1
5i U est calculable et admissible, nous prenons pour Xr le meilleur
destroistableaux Y, Z ou U, c'est-A-dire celui pour lequel :

r+l

(X7 = sup[ £(Y), £(2), f(U)].

r+l
Apres le calcul de X et de son pas correspondant, on recommence

le calcul & partir de la premiere phase de la deuxidme étape.

Le processus du gradient projeté sera illustré par les deux organi-

’

grammes suivants,

218 =

"Initialisation”
Le choix d'une solution ad-

r
missible initial X

lere étape
lere phase

Le calcul des coefficients de Kuhn et Tucker

2e¢me phase
La libération d'une contrainte

Le calcul de D

>
e e et - m - e e —— = e wn———— == —aod

Le calcul de D

r
A4
)
]
L]
]
[}
)
1
»
]
'
b
]
)
]
v
'
¥
'
'
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2¥me étape
lére phase
| Calcul de Y

non

Y calculable

oui
non

Y admissible ?

La saturation ZEmeétape h1 = h1/4

d'une nouvelle 2eme phase
trainte et T+l
cog Calcul de X avec détermina-
calcul de L .
) tion automatique du pas

X Calcul de Z

l

Z calculable, admissible
et non

INCIDENT

W

' oui

I
’ £(z)= £ (Y) ? |

@(r) : zuy)n(z)% X"t
oui

-
n
o2

Calcul de U

| U calculable, admissible
et non
f(U)= £(2)
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I1-4 LES SOUS-PROGRAMMES DE BIBLIOTHEQUE UTILISES DANS LA

METHODE DU GRADIENT PROJETE

Le but de notre recherche se limite & l'emploi de la méthode du
gradient projeté pour la résolution des problémes intervenant dans les proble-
mes de flots et de tramsports, problémes ob les contraintes vérifient des con-
ditions linéaires spécifiques - particulidrement simple. Il sera donc néces-
saire de simplifier certains sous-programmes de la bibliotheque d'optimisation
[ 16 ]. Nous commencerons par décrire ces gous-programmes et le réle de

chacun avant de présenter les simplifications introduites,

- Le sous-programme GPR@J (Gradient projeté) :

Il fait le calcul de la premidre étape de la méthode, clest-i -dire
qu'il cherche la meilleure direction de montée locale admissible D ou D selon
les signes des coefficients de Kuhn et Tucker. Dans le cas ou on calcule D, le
sous-programme lib2re la contrainte correspondant 3 A_j le plus grand, libe-
re aussi une variable de base acceptable et enfin diminuelle nombre de varia-

bles de base de 1.

- Le sous-programme MCADIR :

Il a deux réles :

1 - il est indispensable pour calculer les coefficients de T.agrange, de
Kuhn et Tucker, d'ou la nécessité de résoudre un systime lindaire surdéter-
miné tel le systeme (4) :

t #* 3*
(XD AT =[1 (X))

ol la matrice C' (X*) est rectangulaire de m-lignes, n-colonnes et mn ;
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f! (X*) est une matrice colonne de m-€léments ;

et A est une matrice colonne de n-éléments,
2 - 11 cherche la solution du systtme ordinaire :

(4] (x]=[B]

ol la matrice A est carrée,

La méthode de calcul appliquée est celle de GOLUB {multiplication
*
par des matrices de Householder qui diagonalisent la matrice C' (X ) et mini-
misent la norme euclidienne de la matrice des résidus [ 14 ] :

(Rl =Tc &1 (A] -8 &Y

ou [R] =[A][X]-[B].

- Le sous-programme ETAP2 ;

Ce sous-programme effectue le calcul de la deuxidme étape de la
technique en cherchant sur la direction de montée D ou D un tableau admissi-~

ble Y, Z ou U meilleur que Xr.

]
Dans le cas ou Y n'est pas admissible, le sous-programme fait appel
au sous-programme SATUR (saturation d'une contrainte) qui cherche par la

méthode de dichotomie deux valeurs de h, h1 et hz telles que ;
x5+ hl . D vérifie toutes les contraintes ;
- by - hl = E o1 & est un parametre donné ;
- il existe une seule contrainte non vérifiée par x4 hz 2Dy

Le sous-programme sature cette contrainte, augmente le nombre des

contraintes unilatérales aaturées pawr nn, fait entrer en bass u

s T+l Y. 1
libre; enfin il calcule le tableau X qui vérifie les nouvelles contraintes,

- Le sous-programme ELINUM (Elimination numérique)

r P . . s
Le vecteur X' est un vecteur réalisable qui vérifie toutes les con-

traintes utiles du probléme. Apres le calcul de la direction de montée D, on a
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r
intérat a calculer un vecteur Xr‘H réalisable et meilleur que X . Le vecteur
XH'1 sera donné par la relation :

™ xTin. D

h est le pas donné ou calculé par le programme (cf, I-3-2).

Le role essentiel de ce sous-programme est de calculer les n-é1é-
r+l . .
ments du vecteur X qui vérifient les p-contraintes utiles (p<n) :

r+l  rtl

CX, X )=0 (14)

La méthode appliquée est la linéarisation (dae 3 Newton), Le sous-
programme comporte les étapes suivantes :

- la construction de la matrice carrée des dérivées des contraintes utiles

par rapport aux variables de base [ Ch ] ob:

3¢, / ¥x, 3C /dx, .
1 2
8c,/ ax, acz/ ¥, e
1 2
(cgl=
3 3C /3ax. .......
an/ xbl o P,

- Or, les contraintes du probléeme sont non-linéaires, on calcule par une

0 1 8 s+l 0 . R
méthode itérative les vecteurs XBS, XB, R XB. XB ol XB est arbitraire
et X;ﬂ est défini en fonction de X~ comme solution du systeme linéaire :

Fc (%, x° )-1
1 H 7B
8
c, (X, X7)
] s+l 2 H
! X X - X =
[C (X, X2 [ ]
s
X
G, (X X3)
L §

La fin des itérations sera obtenue lorsque :




- 18 -

B)I < & (parametre du sous-programme).

En plus du programme principal qui contient les parametres et les
données (cf. II.1) du probleme, nous avons besoin de sous-programmes qui dé-

crivent la fonction objectif & optimiser, sa dérivée par rapport auxvariables,

lamatricede toutesles contraintes, et enfinla matricedesdérivées partielles des

contraintes par rapportauxvariables, Ces sous -programmes portentles noms

successifs

FUNCTION F(X) ; GRADS ; CONT et DEPCO,

et doivent etre écrits par 1'utilisateur pour chaque application.

I1-5 APPLICATIONS AUX PROBLEMES DE TRANSPORT ET DE FLOT

DANS UN GRAPHE

Nous nous proposons d'adapter, en les simplifiant, les méthodes
génerales précédemment exposées dans le cas de deux familles de problémes

particuliers :

le probleme de transport et celui des flots dans un graphe,

Ces probleémes sont classiques lorsque la fonction objectif est lindaire
(cf.[ 2,8,10,12]), mais nous nous proposons de les étendre & des fonctions
objectif non linéaires, la spécifité du probléme traité venant alors des carac-

téristiques des contraintes, qui se traduisent en fait par le caractére totale~

ment unimodulaire des matrices des contraintes,
Nous considérons pour chaque probléme :
- une fonction objectif non lindaire,
- un ensemble de contraintes linéaires de caractires spécifiques, dévelop-

pés ultérieurement,

Dans la méthode décrite, il est nécessaire de construire et d'étudier

la matrice des dérivées des contraintes 'utiles" de chaque probleme,
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I.5.1 Problemes de transport :

Il s'agit de minimiser le cott du transport entre N points
de distribution P, et M points de consommation R afin de satisfaire, toutes
1
i ité é vers R sera
! les demandes aux points Rj. La quantité x transportée de P "

notée par x , et le cout du transport de cette quantité s'exprime parla

e,k
fonction non linéaire 8y 1k (x‘3 , k)_

Nous considérerons le probléme dans les deux cas suivants :

i i i i ibuti est
1 - la somme des quantités disponibles 9 aux points de distribution Pi
ité aux points R, C'est-
égale exactement 3 la somme des quantités demandées Qj P ;

3 -dire que :

Me

Q..

o -
j=1

1

Me

.
1
-~

ités di i i istribution P,
2 - La somme des quantités disponibles q, aux points de distri ;
i i ation R,, ou
dépasse les besoing aux points de consommat \
| N

M
Z qi>Z Qj,

i=1 j=1

Le probleme peut étre représenté par un graphe simple {fig. 1) dont

i i istributi , soit les points de consom-
les sommets sont soit les points de distribution Pi p

mation Rj, et

-~ R
| o Tl
|
s P, - Ry
r Iy
l R
- ® 3 (iig. 1)
SICE R
' Py Sl © UM
I el RM
|
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dont l'arc Pi Rj représente le chemin entre les sommets P, et R .
i

Dans les deux cas précédents, les inconnues du probléme sont les
quantités transportées *; (i=1,2, ..., Nsj=1, 2, ... M) qui minimisent

la fonction non linéaire : /
1

N M
(%)
> P,

i1

F =
= i

’f.

!

D'autre part, le probléme comporte des contraintes linéaires différentes selon

le cas a traiter. Par la suite, on présente les contraintes que doit satisfaire

chacun des deux cas,

"
M
2_ xij:qi pouri=1, 2,..., N
j=1 i
(15 a)
N
in':Q. pour j=1, 2,..., M f (5)
2y &
- Les contraintes unilatérales :
% Z20 Vi, j (15 b) J

izl j=1
Dane ce czg, on considire que
- les contraintes bilatérales seront :
N \
x,, = Q. i=L 2, ..., M (15" a)
i=1 Y
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- Les contraintes unilatérales :

M N
E X =q i=1,2, ..., N \
j=1 1 1 (15)
ou N >
- = i=1,2,..., N 15' b
q Z xij 0 i ( )
j=1
et
x. =0 Vi, j )
1
1.5.2 Caractéristiques de la matrice des dérivées des contraintes
d'un probleme de transport :
Nous prenons comme inconnues les M N variables
X Xpr o XN qui vérifient le systéme des contraintes (15), rangées dans

un tableau tel le suivant :

1
xl x2 x3 i XM ql
I‘ X
ll
*M+ *Mi2 M3 M | %2
: ; 1 :
. 3 i
o - i .
[
h X
RN-D)M#L | S(N-1) M2 ! My | In
n Q
9 9, 9, M

Le systtme des (M+N) contraintes bilatérales du systeme (15 a) peut

atre représenté par :

- = Q0
xlirx2+ .+xM ql
el P Azt X T %R 70




g,

.22 -
X + x - =
(N-DMiL T (a2 T T X 4y =0
x, +x + =
LM " o T T X vy m R 7 0 (16)
x2+xM+2+x2M+2+ Q =g¢

La linéarité des contraintes ; G (X) ¥e . L

BCZ (X)/axk;k=l, 2l coxe

fait que les dérivées
©» MN se réduisent aux coefficients des incon-
nues x dans les contraintes. La matrice des dérivées du systéme des con-

traintes (16) a (N+M) lignes, M.N colonnes et prend la forme ; (

M fois
SRR
rr- . .1 - N lignes
11 1 (17 a)
1 1
a7)
A
; 1 1 1
g = M lignes
1 il i
& (17 b)
L
J
1 1 il

Il est clair que la matrice (17) :
- ne contient que des ( et des 1,
- dans chacune des colonnes, il yaau plus deux coefficients non nuls.
Cect traduit le fait que chaque variable x est représentée deux fois dans 1'en-

semble des contraintes (16), une fois dans les N premigres équations et 1'au-

tre dans les M équations suivantes,
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Aussi la matrice (17) peut elle étre considérée comme une matrice

d'incidénce aux arcs du graphe de la figure (1), Chaque arc x, (k=1, 2, ...,

k
MN)} relie deux sommets s, t ol :

seilp, P .,PN}ettG{RI,R R

oy PURTETE N )

1.5,3 Problemes de flot dans un graphe :

Supposons un flot § fixe traversant 1'entrée X4 d'un graphe
G (X, U) fini et sans boucle ; on cherche le flot ¢ (u) passant & chague arc u
du graphe qui maximise la fonction :
F= 2 g (u) @ (u)
u €U

en respectant :

i) les contraintes bilatérales :

@ (u) - Z

+
ueUx

@ (u) =0 xi 7 xn

ol x_ estla sortie du graphe, UX l'ensemble des arcs incidents intérieure-
n

+ . e N -
ment & x, et Ux celui des arcs incidents extérieurement & x,

b) & - E 9 (u)=0
+

uegUx
8]

ou x estl'entrée du graphe,
o

ii) Les contraintes unilatérales :

c) plu) -9 (w)z0

ol p (u) est la capacité de l'arc u. (17"

d) @{u) =0,
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Considérons par exemple le graphe particulier suivant (fig. 2), en

notant le flot traversant 1'arc u. par ¢, :
i i

@

(fig. 2)

Le systeme des contraintes bilatérales est :

LA =0
| ‘F’2-¢P5 =0
E 3% =0 (18)
¢4+¢5-rp7 =0
<P1 +<P2 -9 A0,

Le systtme des contraintes bilatérales ci-dessus traduit la "loi des noeuds'

de Kirckhoff en électricité.

En rappelant que les contraintes (18) sont linéaires, les

coefficients i é
des wi dans les contraintes peuvent gtre représentés par :

3C (o)

+
_ 2
ﬁ‘ a(pk VeeL; k:l, 2, .. t

ol t est le nombre des arcs dans le graphe.
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)
Alors, la matrice € des dérivées du systéme des contraintes (18) sera :

( 1 0 -1 -1 o 0 0]
6 1 0 0 -1 0 o0
0 0 1 0 0 -1 o0 (19:2)
o 0 o 1 1 0 -1 (19)

0 0 o0 J (19 b)

En retenant la derniére ligne de la rmatrice (19), on peut constater

sur le reste de la matrice que :

a} elle ne contient comme coefficients que des 0, 1 et -1 ;

b) chaque ligne traduit la conservation des flots aux sommets corres-

pondant & cette ligne sauf pour les sommets entrée et sortie du

graphe ;

c) chaque colonne possede au plus deux éléments non nuls, et les deux

sont opposés,

Les deux matrices (17) et (19) ont en commun les propriétés suivantes:

- le coefficient a, de chaque matrice est égal soita 0, soita +1;
1)

- chaque colonne contient au plus deux éléments non nuls ;

- le déterminant de chaque sous-matrice carrée extraite de la matrice
(17) ou (19) est égal & 0 ou + 1, comme nous allons le démontrer en
I.5.5.aetl.5,5 b,

Ces propriétés sont caractéristiques des matrices totalement uni-

modulaires,

1, S, Matrices totalement unimodulaires




=2 2.6m=

Soit une matrice A = | aij ] 2 n-lignes et p-colonnes dont chaque
coefficient aij est un élément de l'ensemble {0, 1, -1}. A est dite totalement
unimodulaire si le déterminant de toute sous-matrice carrée extraite de A

appartient 3 cet ensemble d'entiers.
Définition 2 :

La sous matrice A' de A est dite Eulérienne 8i elle a un nombre

pair non nul de coefficients non nuls dans chaque ligne et dans chaque colonne.

YieI‘:z a.,'jso,modz

jedn ®
et
VYiel: Z a;'jao, mod 2
iel
ol I'e 1 ; < 7,
I1=A1,2, ..., n} et J={1 2, ..., p}

Les propriétés des matrices totalement unimodulaires ont fait 1'ob-

jet de nombreuses études (cf, [ 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10 1).

Deux théorémes importants concernent ce type de matrice, ce sont

les suivants :

Soit A une matrice de coefficients 0, 1 ou -1, telle que toute colonne
contienne au plus deux coefficients non nuls, alors A est totalement unimo-
dulaire si et seulement si ses lignes peuvent etre réparties en deux ensem-

bles disjoints I1 et IZ’ avec les deux conditions suivantes :

(1) si deux coefficients non nuls d'une meme colonne ont le mame

signe, l'un est dans Il et l'autre dans I2 2

(2) si deux coefficients non nuls d'une méme colonne ont des signes
g

contraires, ils sont tous deux dans I1 ou tous deux dans 12.
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1

1
Théoréx_{ig 2{4] :
|

A est ullxe matrice totalement unimodulaire si et seulement si toute

sous-matrice carrée Eulérienne est singulidre.

i 1.5.5.a Cas du probleme de transport

D'aprés le théoreme de Heller-Tompkir{s et
Gale, on peut démontrer qu'une matrice définie comme celle de (17) est une
matrice totalément unimodulaire, Par exemple, pour un probléme dé trans-
port avec M = 3 et N = 5, les (M + N-1) contraintes bilatérales peuvednt tre
considérées comme : .
xl+x2+x3+x4+i1xs-ql=0

tx _-q =0
x6+x7+x8+x9 xlO q2

-q 4o
x b X E X Q

17 % 1 ‘
x2+x7+xlz-Q2'=0

R T Bl Bl S B R B
R L Y A Y N e T
xg gt x = Q=0 | x| F g X 1% 4y

Q
Ql QZ Q3 Q4 5

et la matrice des dérivées des contraintes sera ;

1 1 1 (20 b)
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It est clair que la matrice ¥'a les propriétés suivantes :
1) chaque coefficient C;j de la matrice ‘glappartient 4 l'ensemble {0, 1, -1}
2) chaque colonne de ¥contient au plus deux €léments non nuls égaux 1 ;

3) il est possible de répartir les lignes de € ‘en deux sous-ensembles I, et

I2 disjoints tels que :
- I1 est l'ensemble des lignes correspondant & (20 a)
- IZ est 1'ensemble des lignes correspondant 2 (20 b).

- ’ )
Donc la matrice ‘€ représentée par (20) est totalement unimodulaire.

En considérant 1'exemple précédent dans l'autre cas du probleme de

transport (I.5.1.b), le systéme des contraintes (15') peut s'écrire sous la

forme :
X XX -9 =0
x2+x +x12-Q =0
RS TR TR
9, —(x1+xz+x3+x4+x5)2 0
qz-(x6+x7+x8+x9+x10)20 (21)
4y - (x11 + X, L Xy, t x15)2 [0}

et -

xiEO izl 2 m 1i5);
Considérans d'abord 12 matrice des dérivécs 3¢ contidinies bilaic-

rales, Cette matrice prendra la forme :
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L -

Il sera facile, en appliquant la définition 1, d'assurer qu'une matrice

comme celle ci-dessus est totalement unimodulaire,

Au paragraphe I, 9.1, nous démontrerons qu'une telle matrice restera
totalement unimodulaire aprés la saturation d'une ou plusieurs des contraintes

de signe,

Examinons maintenant la matrice ci-dessus aprés avoir saturé une
ou plusieurs des contraintes de type (21). Considérons qu'apres quelques ité-
’
rations les contraintes (21) sont devenues saturées, La matrice € prendra

la forme :

-1 -1 -1 -1 -1

En appliquant le théorgme 1, on peut constater que la matrice €
ci-dessus reste totalement unimodulaire aprés chaque saturation d'une con-

trainte du systeéme (21).




- 30 -~

[.5.5.b  Cas de flot dans un graphe
La matrice f'représentée par (19) est aussi
totalement unimodulaire car :

1) chaque coefficient C;J. €{0,1, -1} VYiel, Vjel;

2) on peut répartir les lignes des ¥ en deux sous-ensembles Il et 12 dis-
joints tels que :
- I1 est l'ensemble des lignes représenté par (19 a), ot dans chaque

colonne il y a au plus deux éléments non nuls de signe contraire,

= 12 est la ligne représentée par (19 b) et chacun de ces éléments

appartient a l'ensemble {0, 1, -1},

Alors la matrice €'représentée par (19), sera aussi totalement

unimodulaire.

I-6 SIMPLIFICATION DE QUELQUES SOUS-PROGRAMMES DE LA

BIBLIOTHEQUE

Le fait que les contraintes soient linéaires et que la matrice des
¢
dérivées des contraintes & dans les deux problemes soit totalement unimo-
dulaire, nous permet de simplifier les traitements d'élimination, ce qui en-

fratne 1a madification de cerfaine sone-pragrammes de 1a hih]inﬂw?aqnn

I.6.1 La résolution d'un systéme d'équations linéaires

r+l
Pour la recherche sur la direction D d'un vecteur X
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réalisable vérifiant toutes les contraintes utiles (non linéaires) fournies par
le systéme (14), on applique dans le cas général la méthode d'élimination nu-

mérique (sous-programme ELINUM) décrite en (I-4).

Lorsque les contraintes sont linéaires, il suffit de résoudre un sys-
téme lindaire de p-équations & p-inconnues, En considérant que le systeme

N s r+l
des contraintes utiles & vérifier par le vecteur X est sous la forme :

Ce systzme peut s'écrire sous forme matricielle comme

A Xr:+1 + K, Xr+1 _

5 g =D (22)

ol A est une matrice carrée d'ordre p représentée par :

3C,/ 8%, aC/ /%, ... 3G,/ &%, |
acz/ dx, acz/ 3%, e acz/ ox,
A= 2 2 . P
3C /¥ aC [Jex, ..... . 9C /ax
p bl p b2 p bp
- -
et K la matrice d'ordre p X (n-p) représentée par :
3C /8x,  3C/ax, ... acl/ ax,
1 2 n-p
..... G
3C,/ 3%, 3C,/dx . 3G,/ ¥y
K = 1 2 . n-p
3C / ax 3C [ ... 3C /[ ax
P T P h, ks
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1.6.2, Le cas d'une matrice unimodulaire

Les p-colonnes de la matrice A constituent alors p-colon-
nes de la matrice e'représentée par (17) ou (19), et les (n-p) colonnes de la
matrice K sont les (n-p) colonnes qui restent de 1a matrice €' En supposant
que la matrice A soit inversible, le systéme des variables de 1a base Xr+l qui
vérifie le systdme lindaire (22) sera donné par : ?

r+l -1
X =A" (D -KX;I“)_

B (23)

Or, les coefficients de la matrice A appartiennent & 1'ensemble
{0, 1, -1}, on peut constater que les coefficients de A—l appartiendront au
méme ensemble car :

-1

ALAT =1
d'oh détAxaét A - agr=1
alors détA'1=1/détA =41
aussi A-1 a comme élément a' _ ob

ay o= (-1)]+J L
i, dét A

" . . .
ou M', . est la matrice carrée formée avec les cofacteurs de la matrice

. o
transposée A, associéed son élément de la i2me ligne et de la jitme colonne

t
Comme A est aussi une matrice totalement unimodulaire, alors :

a! =0o0u+l.
Isql -
D h i o i
onc, chaque ligne de A * ne contient comme éléments que 0, 1 et

-1. Le systeéme (23) peut s'écrire sous la forme matricielle :

r+l -1
XB =A " R (24)

a538) -
ou Restun vecteur d'ordre p, d'élement générique o

n-p
=d - i=
r =4 Z ko.ox i=1,2, ..., p (25)

i=1,2,...,p (26)

Il est clair que r, calculé par (25) et x, calculé par (26) résultent des seules

b,
oy . 1 .
opérations d'additions et soustractions (selon les signes de k, ; et ai j).
)

)

-1
Cette méthode nécessite le calcul de A , qui apparait fastidieux et
cofiteux pour une matrice d'origine A qui ne contient que 0, 1 et -1 comme

coefficients,

-1
En fait, nous éviterons le calcul de A et calculerons directement
. +1 M N X 14
la solution X; par élimination, ol les calculs seront simplifiés par le ca-
racteére unimodulaire de A,

1.6.3 L'application de la méthode d'élimination complete :

Une méthode directe est celle de Jordan dite aussi métho-
de d'élimination complete [ 14 ] . En groupant les coefficients de la matrice A
et le vecteur R du systéme (24) dans une matrice A' de dimension (p, ptl),
les inconnues X peuvent &tre calculées par les seules opérations d'additions
et de soustractions sur les lignes de cette matrice Al afin de transfarmer 1a

matrice A qui ne contient que 0 ou + 1 en une matrice unité,

Nous allons démontrer qu'apres chaque opération de transformation,

la matrice A reste totalement unimodulaire,




T
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Proposition 1 :

Un systeme linéaire peut &tre transformé en un systeme linéaire

équivalent par :

- la permutation de deux lignes,
- l'addition & une ligne des éléments correspondants d'une autre
ligne,

- la multiplication d'une ligne par -1,

Or, la matrice A de départ est totalement unimodulaire, les éléments
des lignes satisfont aux théorémes (1) et (2). En prenant deux lignes de A, le
déterminant de chaque sous-matrice carrée extraite de ces deux lignes sera

égala 0, 1 ou -1,

Nous voulons démontrer que l'addition de deux lignes ou la soustrac-
tion de deux lignes d'une matrice totalement unimodulaire, laisse la matrice
totalement unimodulaire, Pour appliquer la méthode de Jordan, on cherche
un élément (pivot) positif sur la diagonale principale de A, et on élimine les
coefficients non nuls qui se trouvent dans la méme colonne du pivot par l'ad-
ditionoula (soustraction) des deux lignes, La matrice A de départ est totale-
ment unimodulaire, Supposons qu'elle reste totalement unimodulaire 2 1'étape

¢ de transformation. En considérant que le pivot a, =1 ; deux cas possibles

42

peuvent se présenter :

a)il y a un deuxigme coefficient nor nul (noté par a, 8) dans la méme colon-
1

ne du pivot qui se trouve dans la ligne i et a, e 1. Alors, on peut éliminer
1,

2 par la soustraction des coefficients de la ligne i 2 ceux de la ligne £
i,

b} Le deuxigme coefficient non nul 2, ,

- 1. C'est-a-dire qu'on peut €liminer a,
1

dans la mé&me colonne du pivot se

trouve dans la ligne i, et a,

Begt |
par l'addition des coefficients de la ligne i & ceux de la ligne 8.

3

Un élément a' _ dans la nouvelle ligne i peut etre défini par la rela-
1)

tion :
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= 0 avant la trans-

= 0. Il est clair que, si a,
i; €

Apres la transformation, 2,
,

formation, le coefficient a, i ne changera plus,

Proposition 2 :

En considérant que les coefficients a, j g &1‘2 ; et Y ea.ppartiennent a
1, ) ;

{0, 1, -1}, alors le coefficient :

al ' =a . -a _ ¥a
Lj o L) e.d i, 8
sera un élément du méme ensemble si et seulement si le produit des trois

coefficients a,  ¥#a
1, )

L a, est positif ou nul,
1,

Démonstration :
Le produit :

a, . *a . wa
1) 2] i,2

-1 -1 -1 d'ou a;’j=-z {0, 1}
1 1 - =2
1 =) 1w =2 v
-1 1 o =2 "

alors

afje{O, 1, -1} => a_, #a_ *ai,ezo,

1,
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Réciproquement

0

Si a!  ¢{0,1, -1} alors a'  =0ou+t!l
) i, -
a, =0 &»a -a .xa =0=>» a _ 5 roe
i,j iL,j e i, ¢ s g Tl G gl ae,j#ai,e—O#ai,j*ag,j*ai,gz
a, .=leta, = =
i, K e, a,E L= ... o =
a, ,=-leta ¥a =-] =
w0 0, 3T T eoan =1
a' =1 & a, -a * a = = -
iy ¥ YR Y T gy O a, LRSS =0
a =1et-a ¥*a, =0 =3 =
i) e, 1,20—3 ......... =0
a!  =-1 & a, -a = = -
i3 i, E.j*ai,e 1 = ai'J—Oeta ,J*ai,Z-l =Mpn,, ... .. =0
a, =-leta  sa, =Q =
i, I i,p =2 . 0

alors

al e{0,1, -1} = a %xa _ *a =0
i i,] 2, iy '

Revenons & la fig. 3, en considérant le cas ou a, 3= +1, la trans-
i +

»

formation (27) sera équivalente 3 :

a! =a Ta
1,) i, €.
le signe est pris selon le coefficient a,
1

0 qui se trouve dans la méme colonne
,

du pivot,

Proposition 3 :

Le produit des coefficients de chaque sous-matrice carrée A' extrai-
te de deux

lignes d'une matrice totalement unimodulaire A est positif ou nul
car ;

a) si un coefficient de A' est égal 2 zéro, alors le produit des quatre

coefficients de A' est égal & zéro,

b) Si les quatre coefficients sont non nuls, alors les coefficients
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positifs (ou négatifs) seront de nombre pair, et alors le produit des quatre
coefficients sera positif. Sinon, le déterminant de cette sous-matrice A'
sera égal & + 2 ce qui contredit la définitionl de I.5,5. Par exemple, les sous-

matrices suivantes :

En suivant les propositions 2 et 3, les coefficients de la ligne trans-

formée seront 0, 1 et -1.

Il nous reste 3 démontrer que le déterminant de chaque sous-matrice
carrée A' extraite de la ligne du pivot et de la nouvelle ligne transformée
reste toujours égal & 0 ou + 1. Pour cela, deux cas possibles peuvent se pré-
senter :

i) au moins un des quatre coefficients de A' est égala

zéro alors :
Dét (&) = 0 ou + 1.

ii) Les quatre coefficients de A' sont non nuls {cas d'une
matrice Eulérienne) ; c'est le cas quandles deux coefficients qui se trouvent
sur la ligne du pivot sont non nuls, tandis que les deux autres coefficients
avaient les valeurs zéro avant la transformation. Soit les quatre coefficients

qui se trouvent sur les deux colonnes h, k (fig. 4) ; la relation (28) donne :
a

o

a

2,8 %¢,h e,

=

¥
A

Y

o
=ied
~
)
oL
=
Y
e
=
»
-
<

si a, _=1 (28)
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al
i,h

'
%k
Dans les deux cas (28) et (29) :
Dét (A') = 0.
Alors les coefficients de la nouvelle ligne transformée sont 0, 1 et -1 ; de plus
le déterminant de chaque sous-matrice A' est égala 0, 1 ou -1, C'est-a-dire

que la matrice A restera une matrice totalement unimodulaire apré&s transfor-

mation,

Revenons au systeme (24), en considérant que la matrice A est tota-
lement unimodulaire ; il sera plus facile de trouver la solution (s'il y en a)
de ce systeme par les seules opérations d'additions et de soustractions sur
les lignes de A en appliquant la méthode d'élimination compldte décrite en
I.6.3. Cette méthode a été mise en application dans un sous-programme de

bibliothtque qui porte le nom RESYS (cf. 1I-3).

I-7 LA SATURATION D'UNE NOUVELLE CONTRAINTE

r+l ,
Lorsque nous avons obtenu le vecteur X par les techniques précé-

demment décrites, techniques qui n'ont pas fait intervenir les contraintes

r+l;

r
unilatérales vérifiées, mais non saturées en X , il reste & étudier si X

vérifie ou non ces dernidres contraintes, Deux cas peuvent se présenter :|

1) toutes ces contraintes restent vérifiées, et nous enchai-

nons les itérations ;

2) une contrainte au moins devient saturée, dans ce cas,
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les programmes de bibliothtque utilisent une méthode de dichotomie ; dans
les problemes particuliers que nous étudions, cette méthode est trop lourde
et nous utiliserons une méthode mieux adaptée et plus rapide en cherchant

l'intersection de la demi-droite décrite par X (avec h > 0) avec chacune des

contraintes non saturées,

Rappelons que le vecteur :

r+l

T
X" =X"+nh.D h>0 (30)

doit vérifier :

- l'ensemble L des contraintes bilatérales :

r+l
Ce X"™=o0 ¥e ¢ L
- l'ensemble J' des contraintes unilatérales saturées :
+1
c.(x™ =0 jeJ '
f ) Vied, I
- l'ensemble K des contraintes unilatérales non saturées :
c, (x50

Kk VkeK thz{J/J'r}.

Lorsque les contraintes sont linéaires, 1'ensemble K peut s'écrire
sous la forme matricielle :

A . xx'-i-l

i . VieK.

Des (30) :

A X t+h.A D2,
i _ [l i
d'ol

r
h. A ,D2b -A . X
i i i

(31)
Puisque h est strictement positif, et X" est un vecteur réalisable, donc :

<0,

Alors, parmi l'ensemble des contraintes unilatérales non saturées, on cher-

che l'ensemble des contraintes qui vérifie la condition :
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A . D<o,
i

Soit S 1'ensemble de telles contraintes ol :
S=(seK/Ai. D < 0}.

La condition (31) devient :
-h,As.DSA,X-b VseS

d'ol

Au moins une contrainte de 1'ensemble S sera saturée en posant :

2o

A ,X-bS
e s
h = Min (———.A.D ).
seS 8

La nature de la matrice des dérivées des contraintes permettra d'al-
leger le calcul des termes de la forme As'D par les seules opérations d'addi-

tions ou soustractions,

Cette méthode a remplacé la recherche par dichotomie dans le
sous-programme SATUR de la bibliotheque, De plus, les deux sous-program-
mes de bibliothtque SATUR (apres la modification) et ETAP2 sont réunis dans

un sous-programme nommé ETAPL,

1.7.1 Cas d'incident :

En examinant les contraintes des signes des deux probla-

mes de flot et de transport, on trouve qu'ils prennent la forme :

xiE 0 (32)

Supposons que le vecteur Xr, de n-éléments est réalisable 2 1'itéra-

tion r, la direction de montée associée est représentée par le vecteur
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+1
D=d (i=1,2,...,n), et le vecteur X ' sera calculé par la relation (30).

Deux cas peuvent se présenter :

r+l
1} le vecteur X'~ st réalisable et satisfait la condition

r+l

£(XTTy > (xY)

r+l " ;
2) le vecteur X ne vérifie pas toutes les contraintes non satu-
rées, d'oh la nécessité de calculer le pas h' qui sature au moins une contrain-

te de l'ensemble {S}.

En effet, pour l'ensemble des contraintes unilatérales représenté
par (32):

Vs ¢ (S} x:”<o = = +h.d <0

r .
Puisque X et h sont positifs, alors :

oo = d <0et [h.d|>x
s s 8 8

et la valeur de h' choisie sera :

r
X

: 8
h'= Min ().
s8¢ S 8
I =m o "
Pour des ordinateurs de faible précision, si xs était trop petite, h'

r+l

peut prendre la valeur zéro. Cela signifie que le nouveau vecteur X ne sera
r o
que le vecteur X , et on retombe 2 la mé&me valeur de h', Dans ce cas, on

sature cette contrainte et on fait entrer dans la base variable xs.

CHANGEMENT AUTOMATIQUE DES VARIABLES D BASE

—
1
o

1l sera nécessaire de changer le choix des variables de base chaque

fois que l'ancienne n'arrive pas & résoudre un systeéme comme (9) ou (14). Il




_—
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est facile de remplacer une liste de variables de base par une autre manuel-
lement au début du calcul pour démarrer le programme, mais il sera difficile
de faire ce changement aprds quelques itérations, Par exemple, dans un es-
sai pour arriver & 1'optimum d'un probleme de transport, nous avons trouvé
qu'il faut changer les variables de base une vingtaine de fois, Dans d'autres
problemes plus importants, le nombre de changements des variables de base
sera peut 8tre beaucoup plus grand, d'oh la nécessité d'antomatiser le change-
ment des variables de base, Une technique est mise en ceuvre par le sous-pro-

gramnme CRBAS (correction de base) pour choisir automatiquement la liste des

variables de base,

L'algorithme commence par placer dans la base les variables qui
interviennent seules dans certaines contraintes "utiles", Le reste de la liste

des variables de base est choisi parmi les autres variables par une permuta-

tion circulaire,

En supposant que nous avons q' contraintes "utiles! et gue le nombre
des variables est n, on choisit parmi les n-variables les q' variables de base

de fagon 2 satisfaire aux deux conditions suivantes :

1) si une contrainte saturée ne dépend que d'une seule variable.

Cette variable doit nécessairement &tre variable de base ;

2) chaque contrainte doit nécessairement faire intervenir au
moins une variable de base,
La premikre condition est facile & réaliser en considérant deux tableaux de
réperage :

a) ILU : tableau de repérage des Indices des Liaisons Utilisées ;
ol le i-#me élément a la valeur 1 si la i-tme contrainte est bilatérale ou uni-

latérale saturée, la valeur 0 si la contrainte est unilatérale non saturée,

b) IVX : est un tableau défini comme suit :
IVX (I) = J, sila contrainte numéro I ne dépend que de X (J) ;

3

IVX (I) = 0, si la contrainte numéro I est quelconque,
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Apres avoir retenu les variables J correspondant aux ILU (iy=letIVX (I)=7J
pour toutes les contraintes, on peut chercher le reste des variables en res-

pectant la deuxieme condition.

1.8.1 La premi2re technique du changement des variables de

Considérons que toutes les variables qui se trouvent dans

les p-contraintes bilatérales sont rangées dans un anneau de facon que les p-
premidres variables (en choisissant la premieére variable dans chacune des p-
contraintes bilatérales) soient rangées successivement suivies par les p-deu-
xitme variables (en choisissant la deuxitme variable dans chacune des p-
contraintes bilatérales) et ainsi de suite,

Au début du calcul et apres avoir satisfait la premitre condition, on
cherche le reste des variables en commengant par la premiére position de
1'anneau (fig. 4). A chaque changement on commence la recherche dans l'an-

neau d partir de la case correspondant au nombre des essais.

Par exemple, soit le systeme des contraintes bilatérales d'un pro-

blzme de transport de deux sources et quatre destinations :

=8
x1+x2+x3+x4 1

x5+x6+x7+x8 2

I
«

S
a0 -4 * x2|x3‘x4 1
Jil ) A5 "l (34)
S
x, % = d; X5 %6 | %7 T8 | "2
= rdl d
%y + x, 3 d1 dZ d3 4




- 44 -

Les variables de base de la premidre itération

seront !

X Xy Xy, %

1" ¥5 *

3" 76"
5i nous supposons que la premieére détermination

3 .
a €échoué, nous ferons un deuxizme essai en com-

mengant par la seconde case de l'anneau, et les

variables de base seront : ~
le début de 1a

fig, 4
(fig. 4) lere itération

Xeord) N X, , BEly

50 X ¥ % ¥ g

6
Si nous avons épuisé toutes les cases de 1'anneau sans trouver une

solution de base, on changera les contenus de l'anneau en supposant des chan-

gements dans les composantes de quelques contraintes, Par exemple, la

deuxitme contrainte peut &tre transformée en :

X, tx, tx_4+x_ =8 ;
g g UTg T ¥ gy
et la troisieéme contrainte en :

+ =
At B

Le contenu de 1'anneau sera comme ci-contre
(fig. 5). Les variables de base de la premigre
itération seront :

X Xgo Xg X, x, (35)

et les variables de base de la deuxitme itéra-

tion seront : é
le début de la
o leére itération

3" 76
(fig. 5)

%= 5 bE

g ¥s* ¥p ¥
Supposons que le changement de base s'effectue du point de départ

jusqu'a l'arrivée en saturant la contrainte numéro I oh : IVX (I) = 2 par exem-

ple. En recommengant la recherche des variables de base & partir de la pre-

miere case de l'anneau (fig. 5), les variables seront :

X, suivi pa i é
2 PAr X): Xg, X, ¥3s %+ ce qui représentent une nouvelle base
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différente de la base (35), Si la contrainte saturée [ est du type : IVX (I) = 0,
le sous-programme ETAPL choisit une variable hors base et la fait entrer
dans la base ; on recommence alors la recherche des variables comme dans

le cas précédent,

1.8.2 La deuxiéme technique du changement de base (CRBAS2)

Une autre méthode directe, mais qui nécessite un calcul
plus compliqué et plus lourd, est de faire changer les variables de base par
des '"boucles' successives en nombre égal au nombre des contraintes bilatéra-
les ; chaque boucle changeant un nombre égal de fois au nombre des variables
qui se trouve dans la contrainte correspondant & cette boucle. Par exemple,

pour le systeéme (34), on peut changer les variables de base par les instruc-

tions :
D@ 1 Il =1, Nl ot Nl : nombre de composantes de la leére contrainte
DPH 1 I2=1, N2ouN2: " ” " 2&me u
D1 13=1, N3 o N3: " g " 3¥me L
D@ 1 14 =1, N4 ou N4 : . i "' 4¥me U
DP 1 I15=1, N50u N5: " o " Stme

CALL CRBASZ.

Le sous-programme commence par examiner parmi les contraintes
utiles, celles qui dépendent d'une seule variable XJ. c'est-a -dire les contrain-
tes qni vérifient :

ILU (1) = 1,

WX (1)=1J
et la fait entrer dans la base. Or, dans notre cas les contraintes unilatérales
sont de la forme (15 b) ou (17'), le nombre de ces variables est égal au nombre

des contraintes unilatérales saturées, et en conséquence il reste a2 faire entrer
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dans la base un nombre de variables égal au nombre des contraintes bilatéra-

les, Ces derni®res variables seront choisies & condition que :

- il existe au moins une variable de chaque contrainte bilatérale,
- la variable n'a pas encore figuré dans la liste des variables de
basge, c'est-a-dire que toutes les variables seront distinctes.
La premitre condition peut &tre vérifiée en retenant dans chaque contrainte bi-
latérale, la premitre variable libre rencontrée, Cela sera effectué en choisis-
sant la premiegre contrainte bilatérale par la technique précédente (la permuta-
tion circulaire) par rapport aux contraintes bilatérales et aux composantes de
chacune. Apres avoir choisi dans chaque contrainte bilatérale, une variable
libre (si possible), et sile nombre de ces variables est inférieur au nombre
des contraintes bilatérales, on recommence la recherche & partir de la pre-

migre contrainte examinée.

Par exemple, dans le systdme (34), pour choisir les variables de
base de la premidre itération, on introduit dans la base :

- % de la premigre contrainte,

xg de la deuxieme contrainte,

on saute la troisidme contrainte, parce que les deux

variables de cette contrainte ont déjd été choisis,

%, de la quatritme contrainte,

x, de la cinquizme contrainte,

3
On recommence la recherche de la cinquitme variable parmi les variables
I
de la premigre contrainte en choisissant la A)remiére variable libre rencon-

trée (x ) et la liste des variables de base sera :

4

X X, X, X, X

1778 Z: 37 T
La recherche de la deuxitme liste des variables de base sera commencée &
partir de la deuxieme contrainte et sera composée de :

- XS de la 2&me contrainte ;

- X de 12 3&¢me contrainte ;
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- xz de la 4eme contrainte ;

& i du change-
- x_ de la 5eme contrainte, et non X, a cause g

ment de la dernigre boucle ;
- %, de la lere contrainte,

et la ligte des variables de base de la 2&me itération sera :

y X,
Xp By T

Les listes des itérations qui suivent seront @

Xy Xy Xgr X0 Xg

y X
Xer X0 ¥y Fgr %

X

x,X.X,XZ,,]

3’ "1f 5
etc. ..

Le nombre des permutations possibles pour changer la liste des

E 3 bre des contraintes bilaté-
variables de base est T“ Ni’ ou P est le nom

aies autre part, en a iguant cette méthode nous serons obligés
1 D' ' lq g

inci tableaux suivants :
d'introduire dans le programme principal les deux

1 - un vecteur colonne NVB de dimension P ; dans lequel se trou-

ve le nombre des variables de chacune des P-contraintes.

2 - Un tableau entier LT de dimension (P x K), ol

= - (] ariables des con-
K Max N 1 . P, Ce tableau contiendra les var ab des

traintes bilatérales différentes.

1-9 LE CAS DE SATURATION OU LIBERATION D'UNE CONIKAIINL &

I: i 1latérales
Considérons dans les deux problémes, les contraintes uni

qui dépendent d'une seule variable
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- les conditions de signe représentées par (15 b}, dans le pro-
bleme de transport ; '

- les conditions de signe et les contraintes de capacité sur chaque

"arc représentées par (17'), dans le cas d'un probleme de flot dans un graphe,

La saturation ou la libération d'une contrainte de ce type signifie 1'ad-

dition ou la dupprgssion d'une ligne et d'une colonne de la matrice des déri-

vées des contraintes par rapport aux variables de base, Cette ligne comporte

un seul coefficient + 1, correspondant & la variable entrante ou sortante,

I.9.1

La matrice carrée f'k de départ est totalement unimodu-

laire, Cette matrice est de dimension (k X k), ot k est le nombre des contrain-

tes bilatérales, Les coefficients dans la colonne i de cette matrice représen-

tent les dérivées des contraintes bilatérales par rapporta la variable de base
Xy choisie (fig. 6},
; .

3 3C [ ox 8 ... aC /@
€,/ ¥, f Oy e 3G,/ ox, 1/ *y
1 2 i k
. acz/axb ac‘z/axb acz/axb' acz/axb
g - T, e ' < (g 6)
k .
3¢,/ o 3C, [ax, ... ac, / x, ... ack/ o,
i P i kJ
= o
ob | Lo, -y veg, 2,..., k)
3%
b,
1
I
Soit x'b la variable entrant dans la base aprés avoir saturé la con-
trainte ; e
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x =0 1< g = MN dans (15 b)
I3
ou ele)=0 dans (17 ')
ou @ fe)=mp(e) : dans (17').

" ! {ables
La matrice gl'( devient de dimension (k +1, k +1), le nombre des variable

g .
de base augmente de un, et €' prendla forme :

k+1
= . ,
L1 8C /ex ', 3C /ex W
ac,/ axbl 3,/ axb2 PO T U
’ 1
5 1
i 3¢,/ #x
C_/3x .1 8C _fax, ‘... oC
aCz/a"b1 3C,/3 b, Rt U A 2’ %o,
1
24 . ) :
= 3 : .
k+l : : :
L. 3C /e 3C. / ax
¢C,/ox,  oC,/ axbz S S K %,
; -- -;- ----------- la con-
................ L _ 2=
o . : o trainte
0 0 . +1 ' (k +1)
H ' o
- £-itme colonne
i ! imodulai-
On peut constater que la matrice €k+l reste totf'stlement unimodulai
re car !

en considérant que la contrainte unilatérale saturée était du type : x_& 0,
alors le coefficient qui se trouve dans la ¢-ime colonne et la (k+l) itme
ligne sera + 1. Considérons maintenant qu'il y 2 un ou plusieurs coefficients

dans la p-itme colonne différent de zéro (fig. 7).

2
-
8C /o ...+ 1, 3G,/ 8x
raci/ axbl / Bl il
el S sl £ -
““““““““““ [l I
1 t
! i 3C / Ox
8C ./ °x 3C / 8x RS N VS
e - 4 b by g K+l (fig. 1)
1S N v _ll v e _ _mp
C
: 3C /¥x
3 3C /8x. ..., 1
3¢,/ *b, W/ B,y T K o,
_______ S NN Y SR P
___________ ot
0 0 V1 0 |
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i $ 1
: :
! Les coefficients de la matrice de départ Q' forment une matrice

totalement unimodulaire, ¢'est-i-dire que ces coeff1c1ents satisfont aux con-

ditions du théoreme 1, D'apres la proposition 1, on peut transformer les coef-

f1c1ents qu1 se trouvent dans la £-itme colonne en des coefficients qui véri-
fient le théoreme 1 par des opérations d'addition ou de soustraction de la ligne
(k +1) aux autres lignes. Les autres coefficients de la mat,lxjice ne changent
pas, puisque les autres coefficients de la (k + 1)-itme lign‘e‘ sont des zéros,

Aussi, il est clair que !

Dét ( ‘ekﬂ = + LDét (e'k) = + Dét (“ e'k)

¢

(en calculant le déterminant de la matrice ? 1 Par rapport aux coefficients

de la dernidre ligne},

1.9.2

H
' Nous avons démontré que la matrice @'

k+l
des contramtes par rapport aux variables de base reste totalement unimodu-

des dérivées

laire apres la saturation d'une contrainte unilatérale, La libération d'une de

ces contraintes peut arriver par la suppression d'une ligne et d'une colonne

de la matri @'
ce ;
ktl

La suppression d'une ligne et d'une colonne d'une matrice totalement
unimodulaire laisse les autres colonnes de la matrice vérifier les conditions
du théortme 1, ¢'est-i- dlre que la matrice reste totalement unimodulaire,
C'est évident, puisque la matrice e est déduite de la matrice ek qui Jetait

it unimodulaise,
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1-10-  LE CHOIX INITIAL DES VARIABLES DE BASE :

Pour commencer le calcul dans chaque probléme, nous avons besoin :

1 - d'un vecteur initial X°,

2 - d'un choix initial des variables de base,

o 1
En ce qui concerne le premier point, le vecteur choisi X doit vérifier
toutes les contraintes du probleéme, et le nombre des itérations pour atteindre

o
l'optimum de la fonction objectif sera plus ou moins dépendant du choix de X ,

L'importance du deuxi®me point apparaitra en cherchant un vecteur
XN1 meilleur que Xr, Pour cela, il faut que la matrice des dérivées des con-
traintes utiles par rapport aux variables de base "61'3 soit inversible (cf,
I.6.1). On tiendra alors compte des théorémes et remarques classiques qui

concernent chacun de ces probldmes pour choisir des variables de base con-

venables,

1.10,a  Cas du probleme de trans
La solution de base dans le cas classique du
probleéme de transport, est une solution qui comporte exactement (M - 1}

(N - 1) valeurs nulles, Autrement dit une solution comportant :

- (M-1) (N=1) = M + N-1  valeurs positives,

Cette solution de base constitue un arbre dans le graphe non orienié
correspondant aux arcs (P, R ) seulement, Cet arbre contient M+ N -1
arsgtes et entre deux sommets non adjacents, il existe une chaine dont les
sommets sont alternativement pris dans l'ensemble Pi et dans 1'ensemble

Rj (cf. 1.5.1),
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En considérant que chaque arate de l'arbre représente une variable
de basve, alors les variables (areates) choisies doivent vérifier (15 a) et (15 b).

Par exemple, soit le tableau suivant :

R R
1 2 Ry Ry
X
B, I *4 15
5 10
X X X
5
P, P 8 20
10 5 5
*1o
P3 10
10
15 10 5 15 (fig. 8)

t
La matrice €B ne sera pas inversible si nous prenons x = 5) isi ki =005
3

XS =10 ; x7 =5; xw =10 ;x12 = 0, comme variables de base ; bien que les
variables vérifient toutes les contraintes du probléme. Ces variables ne cons-

tituent pas un arbre, mais possédent plus d'une composante connexe.

[.10.b Cas du probleéme de flot dans un graphe :

Soit un graphe G (X, U) orienté fini et sans boucle,

et un sous-ensemble de sommets AC. C, on note par :

UA+ : l'ensemble des arcs incidents intérieurement & A :
UA‘ :l'ensemble des arcs incidents extérieurement & A,

Définition 1 [ 8 ] :
L'ensemble d'arcs U (A) est un cocycle et 1'on a :

UA)=U,: U U,-

et ¢ :UA+ N UA"
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Définition 2 :
Un cocyle est élémentaire s'il est formé par l'ensemble des arcs qui
relient entre eux deux sous-graphes connexes non vides, disjoints et dont la

réunion constitue une composante connexe du graphe,

Considérons que le flux traversant chaque arc u, du graphe G est
i
borné par un couple de valeurs (ai. b,) réelles ou entizres tel que a, = bi.
1 1
le théoreme suivant donne la condition pour qu'un flot puisse traverser le

graphe,

Théoreme [ 7]
Soit G un graphe orienté et valué par des entiers (ou réels). Pour
qu'il existe un flot entier (ou réel) respectant les contraintes de capacité :
asg<hb
il faut et il suffit que 1'une des conditions suivantes soit satisfaite :
a) quelle que soit la tension 0 il existe un vecteur Ig orthogonal
2 @ et compatible avec les limites (a, b)
<f,6>=0
0

Sf{ <b,
"
b) Quel que soit le cocycle élémentaire UA H

Z a - Z b S0

1

1eUA+ 1eUA'

et
>— a - s < 0
i i g
1eUA_ IGUA+

Le théoreme est une généralisation du théortme de Hoffmann [ 2 ] .

De la 2e@me condition du théoréme précédent, on peut dire que la

conservation du flot exige que le flux minimum entrant dans tout ensemble
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de sommets A soit inférieur au flux sortant et il suffit de vérifier cette condi-

tion & travers les seules coupes du graphe pour 1'existence d'un tel flot.

Alors, on choisit les arcs qui constituent un chemin ou plusieurs qui
relient l'entrée du graphe avec sa sortie et vérifient la condition précédente,

Ces arcs représentent les variables de base de début,

Dans notre probleme, la contrainte (cf, 1,5,3) :

nous oblige 2 choisir au moins un arc (une variable) parmi U 4 1'ensemble
des arcs qui sortent de 8y l'entrée du graphe, Le reste ®0  des variables
sera choisi entre les autres contraintes bilatérales du probleme & condition
que chaque contrainte soit représentée au moins par une variable ; et que les
varizbles (arcs) choisies forment entre-elles, un chemin reliant s avec s

0
la sortie du graphe,

Par exemple, considérons que le graphe suivant respecte les condi-

tions du théorgme précédent :

On peut constater que chaque ensemble d'arcs qui représente les

variables de base XB et relie l'entrée du graphe avec sa sortie rend la

matrice

tel que :
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f]; inversible. Une solution peut &tre trouvée en choisissant XB

Epr Har Xy X Xgr X
Xl, xsn xg, ng x6’ X
Xog Xe, X 0 X9 XX 5

1" 74" To' 72" T3 T

1 xZ' x8’ x9, xlO’ x4i

s X 3 X0 X

*pr Xgr Xgr Fjqe Xg

Xy Xps Xy Xy X

17 727 78" 79 10’ 77

Ce ne sera pas le cas si les arcs choisis ne contiennent aucun arc

de U .. Par exemple :
8

6

X, X

P X X

4’ Xs, xﬁ’ X7;

oy X 6,x7'

2t X3 ¥y ¥ X




PARTIE 1II

BIBLIOTHEQUE DES SOUS-PROGRAMMES
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I -1 DESCRIPTION DU PROGRAMME PRINCIPAL ET DES SOUS-PRO-

GRAMMES UTILISES :

La mise en ceuvre de la technique du gradient projeté demande 1'uti-
lisation de dix sous-programmes dont quatre sous-programmes caractérisent
le probléme & traiter., Ces quatre sous-programmes doivent 8tre réecrits
pour chaque probleme. Le programme principal et ces sous-programmes
sont écrits en FORTRAN IV de base, Iis ont été testés sur un ordinateur
MITRA 125. Malgré les dimensions réduites de la mémoire (32 K mots), nous
avons pu traiter des problémes importants en utilisant les techniques du

recouvrement,

II.}.a  Sous-programmes de description du probléme :

Les quatre sous-programmes sont :
- FUNCTION F (X) ! qui calcule la fonction objectif
- GRADS : qui calcule le gradient simple de la fonction objectif
- CONT : selon l'indicateur K, il calcule :
- les valeurs prises en X par les contraintes non saturées,
siK=1;
- les valeurs prises en X par les contraintes ''utiles',

si K = 0.

Les valeurs des contraintes calculées seront rangées en séquence
dans un tableau C. Il calcule aussi pour chaque contrainte la somme des gra-
dients simples de la fonction objectif par rapport aux variables de cette con-
trainte, JJ_‘a valeur sera rangée dans le tableau DD, Par exemple, soit la con-~

trainte I sous la forme :

= + X -
C(1)=X +X, +X, -X_ alors
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DD (1) = 3f/ ¥, + 3t/ ¥, af/ ox, - af/ 3x7.

Nous aurons besoin de faire ce calcul, pour le calcul de la valeur de

h qui sature une contrainte (cf, I-7).

- DEPC® : Il range par colonne les dérivées d'une m&me contrainte utile. La

matrice G contiendra t[ BCi/ Bxs ]

Les six autres sous-programmes sont :

- GPR@J } (cf. 1-4)

- MCADIR
- ELNUML
(cf. 1-6)
- RESYS
- ETAPL (cf. 1-7)

- CRBAS1louz2 (cf, I-8).

Rappelons que le sous-programme ETAPL comprend deux sous-
programmes !
a) le sous-programme modifié SATUR de la biblioth&que, apres le rem-
placement dé la technique de dichotomie par la méthode décrite en

(1-7), qui correspond au type des contraintes linéaire ;

b) le sous-programme de bibliotheque ETAPZ,
|

Des instructions "COMM®N'" étiquetées contenant les paramefres,
les tableaux de travail et les identificateurs globaux du probleme, seront
ajoutées pour relier tous les sous-programmes entre eux et ceux du program-
me "appelant', Nous indiquerons d'abord le r8le des paramétres utilisés et

donnerons ensuite les listes d'instructions des divers sous-programmes,
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I-2 LISTE DES VARIABLES ET TABLEAUX UTILISES

A - Les Variables

N : nombre de variables,

NT : nombre total de contraintes,

M * nombre de variables de base {(ou également le nombre de contraintes
utiles),

INCI : indicateur d'incident,

IFI ¢ indicateur de fin d'itération. Il prend la valeur 0 lorsque le maxi-

mum est atteint.
ICL ¢ indicateur de contrainte libérée et a la valeur | si une contrainte a
été libérée et 0 dans le cas contraire,
NA ! parametre de surdimentionnement (= Max (N, NT)).
Indispensable pour MCADIR,
P : nombre de contraintes bilatérales ; il doit atre déclaré "entier',
NCVB : nombre de changements de la liste de variables de base (égalea 0
au début du programme).
NREP : nombre de cdses de l'anneau (cf, 1-8),
FX : contient en permanence la valeur f (Xr) du premier itéré obtenu.
QE : le flux entrant dans le graphe.
H et Hl; Pas de montée. H est fixe ; Hl évolue par le programme.
NS ! nombre de sources {pour le probleme de transport},
ND : nombre de demandes ou points de consommation {pour le probléme

dc transport).

B - Les Tableaux
D (N) : contient la direction de montée,

ILU (NT) : ILU (I) =1 si la contrainte Ci est bilatérale ou unilatérale saturée.

ILU (K) = 0 si la contrainte Ck est unilatérale vérifiée non saturée,
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IVL (N) : IVL (H)
VL (B)

0 si xh est variable hors-base

1 si xb est variable de base,

IVX (NT) : IVX () = J
IVX (1) = 0

si la contrainte C, dépend de la seule variable x_.
i

dans les autres cas,

EPS (2) :&1, &2 utilisées dans les tests des sous-programmes CPR®J et
ETAPL.

G (NT, NT): contient les dérivées aC, / Bxs des contraintes utiles par rap-
1

port & toutes les variables,

r
X (N) : contient en permanence le dernier itéré X . Il doit &tre initialisé

par le programme principal,

Cl (N} et C2 (N) : Deux coefficients utilisés dans la fonction objectif représen-
tant le gain ou la perte (selon la nature du probldme Max , F

ou Min . F) pour chaque arc du graphe.
IS (NREP) : le contenu des cases de l'anneau (cf, 1-8).

NVB (M) nombre de variables dans chaque contrainte bilatérale (3 utiliser

avec CRBAS2 (cf, 1-8)).

LT (M,K) : tableau pour ranger les variables qui se trouvent dans les con-

traintes bilatérales (cf, I1-8).

C (NT)

Y (N), Z (N}, U (N)

FP (N) Tableaux de travail,
IP (NA)

W (NT,NT)
Ul (NA), U2 (NA), U3 (NA) tableaux de travail (utilisés en MCADIR).

DD (NT) : tableau de travail utilisé en CONT,

C - Les instructions COMMPN

Nous indiquons ci-apres les identificateurs de chaque instruction

gramme,

CAMM@N |A|N, NT, M, INCI, IFI, ICL, D(N), ILU(NT), IVL(N),
IVX(NT), EPS(2), C(NT), G(N, N}, UL{NA), FP(NT), W(N, N),

- 6l =

COMMPN, et donnons la liste des COMM@PN utilisés dans chaque sous-pro-

U2(NA), U3(NA), IP(NA), NA.
COMMPN | Al] X (N)
COHMM@PN |B| FX, H, H, Y(N}, Z(N), U(N)
CPMM@PN |DI|{NVB(P), LT(P,K), P,IS(P)
COMMSN |E |FY, FZ, FU,DD(NT),QE
CPAMM®PN |EO|FY, FZ, FU, DD(NT)
CAMMEN | E1/CL(N), C2(N), IS(NREP)
CPAMMGN |E2|CL(N), C2(N), NS, ND

Probleme
Sous- de Transport flot

Programme
CONT A,E0 AE
CRBAS1 A A
CRBASZ A A
DEPCY® e -
ELNUML A A
ETAPL A,Al, B, EQ A,AlLB,E

FUNCTION F(X) E2 El
GPR@J A, Al A, Al
GRADS E2 El
MCADIR - —_
RESYS -_— =
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I-3 DESCRIPTION DES SOUS-PROGRAMMES DE BIBLIOTHEQUE

Dans cette partie, nous décrivons les sous-programmes de biblio-

theque qui mettent en ceuvre les techniques décrites en (1. 6.3), (I-7) et (I-8).

Les sous-programmes sont :

- RESYS

- CRBASI
CRBAS2
- ETAPL

et - ELNUML,

Les deux sous-programmes (GPRPJ et MCADIR) sont ceux de la
biblioth2que [ 16 ] .

Le sous-programme RESYS :

Ce sous-programme résoud un systtme W # X = C de M équations

linéaires & M inconnues lorsque la matrice W est unimodulaire,

Paramastres utilisés :

M Nombre des variables de base.

W Matrice carrée d'ordre M. Les coefficients de la matrice sont les
dérivées partielles des contraintes utiles par rapport aux variables
de bage,

C: Vecteur d'ordre M qui contient les valeurs prises en X par les con-
traintes utiles., En fin d'exécution et en cas de déroulement normal,
la solution du systéme sera rangée dans C,

LP: Indicateur d'incident

LP=0 en cas de déroulement normal

LP =1 indique que la matrice W est non inversible.

(=

o

s NeNel

a o

-

'S
16

1/
1]

19
2u

2l
2e
23

cd
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Sous-programmes appelés : aucun

SUBRUUTINE RESYS(W,C,M,LP)
DIMENSIUN w(30,1),C(1)
WPaM+1

LG 1t I=t,M

WL, NP)=CC())

Ul @3 K=l M

IF(W(K,K) .nEL0,) GU TO 16

LE PIVOT EST EGAL A (LERU,

NNzK

ANINN+]

IF (NN, LE.M) LU Tu 14

LP=1

RE TURN

IF (w(NN,K) EU,0.) GU TO 13

LE REMPLACEMENT DE LA LIGNE K PAK LA LIGNE MM,

DO 15 L=k, NP

R=w (K, L)

N L)Sh(NN,L)

WINN, L) =R
IF(W(K,K},6T,0) 60O Tu 18
DO 17 I=K,iP

WK, [)S=w(K, ()

LU 23 Ki=1,4

IF(K1.EW.K) U TU ¢3
IF(N(K1,K))19,23,21

LYAODITIUN DE LA LIGNE Ot PIVOT A LA LIGNE Ki,

DU 20 L=1,nP
WKL, L)=w(KL,L)+n(K,L)
60 TO 2%

LA SUUSTRACTION wE LA LIGNE K1 A LA LIGNE DU PIVOT,

vl 22 L=1,NF

ALK, L)Ew(KL, L) =a(K,L)
CUNTINUE

VO 24 I=1,M
C(l)=w(l,nP)

LP=U

RE TURMN

END
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Le sous-programme CRBAS]

Ce sous-programme change la liste des variables de base automati-

quement en appliquant la premidre méthode décrite en (1-8).

Param?tres utilisés :

T : Numéro de la case de 1'anneau d'ou on commence la recherche des
variables de base,

P : Entier, représente le nombre des contraintes bilatérales, Sa valeur
doit gtre fixée dans le programme principal,

NREP : Nombre des cases de 1'anneau, c'est-i-dire le nombre des varia-
bles présentes dans les contraintes bilatérales. On compte R cases
si une variable est répétée R fois dans ces contraintes,

1S ! Vecteur de dimension NREP qui contient les variables qui se trou-

vent dans le systéme des contraintes bilatérales, rangées comme

indiqué en (I-8),

Sous-programmes appelés :

aucun,

oo

ocoocao

]

=N x]

1Y

10

19

20
39
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SUBRUUTINE CRBASI(ITT,P,NREP,1S)
CUMMUN/A/N,NT,M,INCI,IFI,ICL,DUO);lLU(30),IVL(lOJ,IVX(30J,EPS(E);
10(50),6(30;30)'UL(SO),FP(lO);W(30,30),U2(30):U3(30).IP(30)rNA
DIMENSION 1IS(1)

INTEGER P

=0

REMISE A ZERO LE TABLEAU QUI CONTIENORA LES VARIABLES DE HBASE,

DG 1 [=1,N
Ivi(1)=0

LA RECHERCHE DES CONTRAINTES BILATERALES ET UNILATERALES SATUREES
WUl DEPEND D'UNE SEULE VARIABLE ET LA METTRE DANS LA BASE .

DU 100 I=1,ntT
IFCILU(I) JERLO0) GO TO 100
IF(IVX(I).EQ.0) GO Tu 100
KEn+)

JJ=Ivx(l)

vl (JJ)=t

CUNT [wut

L=LTle=

LA RECHERCHE A PARTIR DE LA CASE ITT DE L°*ANNEAU.
vd 20

L=L+l
IF (LLLEJNREP) GO TQ 10

I=1,NREP

UN RECUMMENCE LA RECHERCHE A PARTIR DE LA | ERE CASE DE L ANNEAU,

L=y

K1=18(L)

IF(IVL(K1) ., EG,0} GU TO 1S
GO Tu 2¢

Ivi(K1)=1

KEK+]

IF (KJEQ.M) GU TO 30

LE NUMBRE DES VARTARIFS DE BASE INFERTEUR Al NOMABE
UTILES,

CONTINUE
RE TUKN
Enp
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25
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Le sous~programme CRBAS2 :

Ce sous-programme change les variables de base en appliquant la

deuxitme méthode décrite en (I-8).

Parametres utilisés :
NVB
LT
IS
P

{cf, 1I-2)

Sous-programmes appelés :

aucun.

SUBRUUTINE CRBAS2(NVB,LT,18,P)

CUsMUN/A/ 1T My INCT, TFL, TCL,D(30), TLU(42), TVL (30), IVX
lC(ueJ.u(SOISOJ;Ul(30}rFP(GE)-W(30,30}pUZ(30)pUS(SOS.nggg;:SiS(a)‘
ULMENSTON NVB (1) LT(12,1),15(1)

INfEGER P

15Ws0

INCIzy

VO 1 I=t,N

vl (1)=0

DUy I=1,00

FLILNCT) .EQ,0) 60 TU 100

FFCIVX (D) GEQ.0) 60 Tu 100

JJI=ivx(I})

LvL (JJd) =1

CONTiNUE

K1)

wu 2¢ l=1,P

I85=13(I)

K1=LT(I,188)

IFCIVL(KE) JEW,0) 6O TO 1S

_ I553[835+1

TF(I85.61,8vB(1)) 60 TO 20
IS(I)=156(1)+1

GO Tu 10

Ivi(Kky) =i

K=k +1

FE(hoEH,P)Y GU TO 35
COnTINyE

LE(Ion.EU,1) GU TO 3y
L 25 1=t,P

Is¢l)=)

ISw=1

GU T Y

INCI=2]

RETURN

(T8
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Le sous-programme ETAPL :

Le sous-programme suppose une direction de montée D connue et

r+l

+1
calcule un vecteur X tel que f (X° )>f (Xr) et le pas h1 correspondant,

r+l ? X >

Dans le cas o X ne vérifie pas toutes les contraintes unilatérales non sa-
r+l i

turées, le vecteur X sera obtenu par la saturation d'une nouvelle contrain-

te en calculant le pas h1 comme expliqué en (1-7).

Ce sous-programme regroupe les deux sous-programmes de la bi-
bliotheque :
- SATUR : apres la modification qui consiste 2 remplacer la méthode de
dichotomie par la méthode décrite en (I-7) ;

- ETAP2 : sous-programme de la bibliothéque sans modification,

Parameatres utilisés :

aucun,

Sous-programmes appelés :

ELNUML - CONT - F,

Indicateur d'incident INCI qui vaut :

0: en cas de déroulement normal ;
: i £ E ;
51 si h1 >
52 & en cas d'incident dans le calcul de Y par ELNUML ;
6 dans le cas ol aucune contrainte n'a été saturée, le pas calculé

étant égal & oo ;
b2 en cas d'incident dans le calcul de Y par ELNUML, ol Y a été calcu~
1€ par le pas hl trouvé par la méthode décrite en (I-7).

sLorROLVOTINE E14aPL )
LOmMiUMNZAZit BT 4, INCT, IF T, ICL,D(30), LLU(42) , IVL (30}, LVXLd2),eF5 L),
1L Lue) 6 l30,30),U1(30),FP(42),w(30,30),u2(30),U3(30),1P (50}, 1A
LorikuNZALZ X 0S0)

LOARUN/BAF R 1, YL30),2(30),u(30)

LT /01 /nvb (12) sl i Lie, 10),P,18012)

Lunt i JEU/FY b Ly p U0 (42)

fnleubr ¥

BT

[PIS I e A

yOL}=xul)+riaii (1)

CALL cLNUML(Y)

et eClanb ) w0 Tu 101
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NI =m
IF(HTLERNLO) LU TU 19
LAt Cunti (Y,1)
vl 5 K=i,nN]
LF(L(KjLLT,0.) GU TU 20

s Cuntlimuk

19 FY=FY)
LE(FY, ol oFX) LU TO Su
Al=ifl*0 .29
IF bt bEGEPS(2)) 6V TO 190
Lu Tu ]
C
L CALCHUL Du PAS Hi,
[
2u vl 1S L=l N1
V3 rbkl)se(l)
LALL CuNT(X,1)
15C=y
[t
t KEMloe A ZERU LE NOMBRE VES COWTRAINTES NON VEKIFIES,
e BT ARV AT ]
" LA KeCnerCHE Dbt Mg B
EEELVEM RS
L=l
[PV S RTINS = W T
IR CILd (T) L Efal) wU TU L1y
HEEE L) dbtoUe) BU Tu 109
HLWVEaL v +)
wE=L L} /Zub L)
LEtoatb ue) U Tu tlu
IrtonelTaS) U Ju {1y
PRt
LR =W
[TV
1oy LsL+)
Vv Lo bruk
Elab.by,0) Gu TU fulu
MNSHd
LELabavetdel) GU Ty 44
FE Lo, bT PO (2)) LU U a4
DA VY]
vy e ¢
ydouti e ist,w
14 yY(Qui=iilY+rHxo(l)
LALL Bl ()
1P Elallank V) GO TU Lugo
LAk Cuwi(yY,l)
il in o nEp,]
LE A (N ) dLE U 00001) GU Tu L6
NKZE
ALIhE+]
lo vieal Lt
It ghC L 1 )ul Ty 1o
Gl 20
%
C oflurAliun Dfunk CunlTRAINTE,
L
l2v FYSF(Y)

Ittt Y LEFX) Gu [0 folu

s ¥ ek e

aY
300
Y]

1000

lulv

o
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K=u

VU by L=1,NT

IFCILU(L) sEUW1) BU Tu 60
1=l

A=A+

IF (K EWLKK) 60 TU 200
CUNT I[NUE

ILu(Kl) =1

WKECHERCHE U'uUNE VARIABLE ENTRANTE,.

M=M+

J1=IVXEKL)

1IFLJ1.LEL0) 60 Tu 210
IF(IVLUJL) e LU) GU 10 210
vi(d1)=1

eu Tu 300

VXV AV 3 R

TF (IVL(I) ERG1) 60 TU 70
v ()=t

LU 10 3040

CUNTLINUE

v b0 IE1eN

x(1)=Y{I)

Hlshn

Fx=F(X)

“ETURN

luCl=6e

RElurn

Incl=sl

RE [TURMN

H2=@,nh]

ut 9 I=1,N
LCL)=X(I)+H2*D (1)

Cabl ELNUML(Z)
LF(INCI.EQ,0) 60 TO 511
FX=FY

LU & I=L,N

x(1)=y(l)

INCI=0

RETURN

IFin1.EU.0) 60 TO 22
CALL CUNT(Z,1)

DU T KS1,Nd
LF(C(K)}LTe0) GO TO 15
CONTLNUE

FZ=t{2)
JbL=FA=gaxi VI L

IF (el LT ue) GO TU 295
LFFY 6T FZ) Gu 10 15
Fx=F2

Hl=ne

Jutf=v

ol B I=1,0

x{(1)=2(1)

Kt TiskN
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HERREX (3, #F X=d  xFY+FZ) %0 ,5/DEL
JuU 9 I=i,N
UlL)=X (L) +rE*xD (L)

CALL BLHLML (u)

LE AL kL 0) 60U TY S6
LEtlekia0) 60 TU 23
CALL CUNT(U,1)

vl 1y k=l g
LELCUK)LT,.0.) GU TU Se
Cunwl 1ot

Fst (it}

FE(FULLTLFZ) GU TO S6
LEFJeLT,FY) 6O 10 Se
Fxz=F U

H1zHE

Lntf=u

[ O ]

Ael)y=udl)

LT NVEH

Ly l=Y)

AL

LiLl=he

ek Ry

(A

w

100
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Le sous-programme ELNUML :

Ce sous-programme calcule les valeurs des variables de base X;:l
+1
3 partir des variables indépendantes X:I pour le systéme des contraintes bila-

térales et unilatérales saturées

r+l T+,
B, X)) =0 (34)

La technique du calcul est décrite en (I-6).

Paramgtres utilisés :

X 2 Un tableau d'ordre N qui contient les variables de base et celles hors

base, Aprés 1'exécution et en cas de déroulement normal, le tableau X con-

tient la solution du systéme ci-dessus,

Sougs-programmes appelés :

C®NT, DEPC®, RESYS,

SUBROUTINE ELNUML(X)
CUMMON/ZA/ZN,NT My INCI,IFI,ICL,D(30),ILUC42),IVL(30),1VX(42),EPS(2),

1C(a2),6(30,30) U1 (30),FP(42),W(30,30),U2(30),U3(30),IP(30),NA

LIMENSION X (1)

IF(M,EQ,.0) 60 TO 5

CALL CONT(X,0)....... ... Le calcul des valeurs des contraintes utiles.
CALL VEPCO(G,ILGY | Le calcul de & pour toutes les contraintes,

K20

DY 2 1I=1,N

IF(IVL(I).EG,0) GO TG 2

KsK+1

DO 3 J=1,M ,

EYEN ST ¢ T ) P Le rangement de gB en W,

CONTIIUE

CALL RESYS(W,C,M,LP)

IF(LP,NE.0) GO TO 100

w=y

ud 4 I=1,N

IF(IVL(I)JEW.0) GO TO 4

K=K+l r+l
X(I)=x(1)=C(K). . ........ Le calcul de XB .
CONTINUE

InCi=0

RETURN

INCI=11

RETURN

END
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II -4 APPLICATION DETAILLEE SUR TROIS EXEMPLES :

Trois exemples sont choisis A titre d'application. Le premier exem-
ple traite un probléme de flot de 10 variables (arcs). Le deuxizme exemple
représente un probléme de transport de trois sources et dix points de consom-
mation déja traité en utilisant la technique de la programmation dynamique
[1] p. 92. Le troisitme exemple traite le cas général du probléme de trans-
port, dans lequel : |

N M
g P ¢ ; R;.

Nous nous limiterons dans ce paragraphe & 1'étude des programmes

de description (cf. II.1.a), et des programmes généraux pour les deux pre-

miers exemples. Les résultats des trois exemples apparaitront en (1. 6.1,

11.6.2, I1.6.4).

II.4.1 Enoncé du probleme de flot ;

Etant donné un flux fixe QE entrant dans un graphe orienté

(fig. 9) dans lequel :

1 - chacun de ces arcs est limité par une capacité donnée ;

2 - pour chaque arc, il existe un coqt,

(fig. 9)
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Le probléme est de trouver le flux xi qui traverse chaque arc u , de
1

facon 3 minimiser la fonction objectif :
10
1 2 2
F:E (C, x,+C x_).
3= 1 3o J )
j=
Bien entendu la somme des flux sortant du graphe est égale 3 QE.

Les autres contraintes de ce probldme sont décrites en (I.5.3).

1 2
Nous avons pris les dix premiéres valeurs de C et C du probleme
de transport pour les utiliser comme données dans le probléme actuel (cf.

1I.4.3) représenté par le graphe de la figure (9).

11.4.2 Phase d'initialisation du probl®me dans le programme prin-

Les données du probleme seront :
N =10, NT =26, M =P = 6, &l = 0.01, &2 =1,E-10, NA = 30, NREP =17,

Les tableaux ILU, IVX, IVL seront initialisés comme suit :

M fois (NT-M) fois
f—‘ ——— ! ﬁ——-‘_’ N
ey 1 1., 0 0 0..... 0,

Le nombre des contraintes unilatérales est le double du nombre des arcs
(voir relation (17')).
M fois
IVX:m 12 3... 10 A 2 Bs, 10
IVL : Le sous-programme CRBAS (1 ou 2) choisira M variables et
les fera entrer dans la base en posant IVL de chaque variable

choisie égal a 1, et 0 ailleurs,
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1I.4.3 Programmes de description du probléme de flot :

FUNCTIUN F(X)
COMMUN/EL/C1(30),C2(30),18(17)
DIMENSION X (1)
Fzu,
DB 10 y=1,10

10 F:F-Cl(J)tX(J)-CE(J)WX[JJ*X(J)
RETURN
END

SUBRUUTINE GRADS(X,FP)
COMMON/EL/C1(30),C2(30),15(17)
DIMENSION X(1),FP(1)
DO 1 Jd=1,10

P FPJ)==C1(J)=2.2C2(J) *X(J)
RETURN
ENU

En considérant le graphe de la figure (9), les contraintes bilatéra-

les seront :

xl—x3-x4-x5=0
Yo T ¥g m % =0

x3 - x8 =0

x4 - X9= 0

¥g T Xg mxp =0
x1+x2 -QE =0

Pour écrire les contraintes unilatérales réprésentées par (17'), il
sera nécessaire de connaftre la capacité p (u) de chaque arc u du graphe. On

AAAAA idire guc les capadiids des arcs du grapne precedent seront successive-

plu)=35-30-15-10-15-20-15 15 - 25 - 25,
i

i=1,..., 10,

- 75 -

Les contraintes unilatérales seront :

-x, +tplu)=0
= ! i=1,2,...,10

et ) 20
1

SUBRUUTINE CONT(X,K)
LUMMUN/A/N,NI,M,INCI.[FI,ICL,O(!O),ILU(BD)pIVL(!OJ.IVX(SO):EPS(E)p
1C(30),h(30,3u).U1(30):FP(10).W(30,30J.UE(SOJ;U3(30).IP(3U),NA
CUMMUN/E/ZFY ,FZ,FU,DD(30) ,0E
DIMENSION x(1)

CO1)3X (1) =X (3)=X(4)=~X(5)
VLE)=0(L)=D(3)=0(4)=D(5)
Cl2)=x(2)~x(6)=x(7)
ub(2)=b(2)=D(6)=D(7)
LL3)=X(3)=X(8)
LL(3)=0(3)=0(8)
Cla)=X(d4)+X(6)=X(9)
BD4)Y=D(4) +b (b)) =L (9)
C(S)ISX(9)+X(T)=X(10)
LD(S)=D(5)+L(7)=0(10)
Clo)=x(1)+X(2)=0E
vh{e)su(1)+b(e)
C(7)==X(1)+39,
Cla)zex(2)+30,
C(9)==x(3)+15,
Cl10)==x(u)+10,
C(11)==X(5)+19,
C(1e2)==X(h)+20,
Cl13)=ex(7)+15,
C(14)==X(B)+15,
CL15)5=X(9)+25,
Cllel==x(10)¢25,

J=i7

ve 1 I=t,10

L=l+16

DO(J)==0C(I)

C(L)=x(n)

BOLY=0 {1

Jed+l

LUNT INUE

L=v

VO % I=1,NT

[FLILU(T) oK) GO TU 3
L=l

c(L)=cI)

BO(L)=DD(T)

CONT INUE

RETURN

ENU




10y
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SUBRUUTINE OEPCO(G,ILU)
DIMENSION 6(30¢,1),ILUCL)
DO 1006 I=1,30

bo 100 J=1,30

(I, J)=0,

I=1

IFCILU(1) «e@,0) 6O TO 1}
L(1,I)=1,

6(3,1)=~1,

6(4,1)=za],

G(35,[)==1,

1=1+]

IF(ILU(2) (EW,0) GO TO 2
G(e,I)=1,

Glb,I)==1,

G(7,1}==1,

I=l+1

IF(ILU(3),EQ.0) 60 TO 3
G(3,1)=1,

(s, l)=-1,

I=I+1

IFCILU(4) EQ.0) GO TU 4
L(4,I)=1,

BlosI)=1,

6(9,0)==1,

l=]l+]

[FCILU(S) LE TO S
k’ls' o
G(7,1)=1,

L{10,I)==1,

I=l+i

IF(ILU(6) EN,0) 60 TU 6
UL, L) =1,

6(2,1)=1,

I=I+1

K=7

Ld 8 L=1,10
IFCILU(K) BB Q) GO TU 7
Gll,I)s=1,

I=1+1

KaK+1

CUNTEINUE

k=17

LO 10 L=1,10

b AR T i ) Y
slbL,I)=1,

I=I+1

K2+l

CunTInMUE

KEJTURN

LhU

<3
<
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II.4.4 Programme principal dans le cas du probleme de flot :

On utilisera dans ce programme la premitre méthode de
changement de base CRBAS], Les données et les parametres sont les mémes

qu'en (II.4,1) et (IL, 4. 2).

Le programme principal sera écrit comme suit :

COMMON/A/ZNGNT M, INCIoIFI, ICL,DC10),ILUC30),IVL(10),1VX(30),EPS(2),
1C(30),6(30,30),UL(30),FP(10),W(30,30),U2(30),U3(30),IP(30),NA
COMMON/ZAL/X(10)
COMMON/B/FX, B, H1,Y(10),2(10),U(10)
COMMON/E/FY,FZ,FU,DD(30),0€E
CUOMMON/EL/C1(30),C2(30),1I5(17)
3 FORMAT(2513)
13 FORMAT(® IVL=*,1013,9X%,13,5%,13)
1000 FURMAT(® ICT=',13/" X=',10F10.,6/* D=',10F10,6//"' FXs',F15.7/7° ILU
1=*,2612/° IVL=’,1012/)
2000 FORMAT (16F5,2)
3000 FURMAT(' MAX. OBTENU *,/° X OPT,=',10F8.4//° F OPT.=2',F20.8//°
, I 8u, DES ITERATIONS =',14,5X, 'NCVB=’,I3/' 0=*,10F10,.6)
S00U FURMAT(“xxxxx PLUS DE CHANGEMENT DE VAR, DE BASE’)
C
(] PAKAMETRES ET DONNEES DU PROBLEME .
c
INTEGER P
NAZ 30
NT=2h
N=10
NREP=17
P=6
MzP
NCve=0
FYS0,
F1=0,
FU=0,
EP5(1)=0,01
EPS(2)=1.E=10
DO 17 Isi,M
17 TvX(I)=0
H1sr+e]
MaaMeN
DU 88 1=M), M2
Jalem
88 Ivx(I)=d
M3IIM2%1
DU 99 I=M3,NT
J=le=M2
99 Ivx(Il)=J




oo

oo

o

e N eRel

oo o o on

o0
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DU 4 I=i,M
4 Jru(ly=1
B0 S I=ML,NT
5 ILu(I)=0
ITi=v
ICT=0
1M
REAU(L105,2000)H,HL
WRITE(108,2000)H,H1

LECTURE DES CUEFFICIENTS €1 ET C2 DE LA FONCTION ECONOMIQUE .
READ (105,2000) (C1(J)sJ=1,0)
READ (105,2000) (C2(J),d=1,N)
WRITE(108,2000) (C1(J), d=1,N)
WRITE(108,2000) (C2(J)sJd=14N)
LECTURE DU FLOT ENTRANT DANS LE GRAPHE,
READ(105,2000)QE
LECTURE D'UN VECTEUR X COMPATIBLE AVEC LES CONTRAINTES,
READ (105,2000) (XCJ)pJ=1,N)
ARLITE(108,2000) (X(J),J=1,N)
00 6 1=1,N
IF(X(L).6GT.0.0) 60 TO 6
M=+
M=ttt 4l
ILu(Mel =t
6 CONTINUE
LECTUKE DU CONTENU DE L°ANNEAU,

READ(105,3) (18(1),1=1,NREP)
WRITE(108,3) (IS(I),1=1,NREP)

LPAPPLICATION OE LA 17ERE METHODE DU CHANGEMENT DES VARIABLES DE
BASE,

1L IT7=17T+1
IF(ITT LE,NREP) G0 TO 7

| *AWKRYVFF A LA DERNIERE CASE DE L'ANNEAU,

TesT &I LE NOMBRE DES CONTRAINTES UTILES M NE CHANGE PAS,
IF(mt Bl M) GO TO 190

M=

ITT=1TT=NREP

UN RECUMMENCE A LA 1 ERE CASE DE L°ANNEAU.

7 CALL CRBASI(IYT,P,NREP,IS)

[sEeNel
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LE NUMBRE DE CHANGEMENT DES VARIABLES DE BASE AUGMENTE D'UN,
NCVBINCVB+1
1 CALL GPROJ(P)
[F(INCI.NE,0) 60 TO 100
FXsF(X)
IF(IFI.EQ,0) 6O TO 10
CALL ETAPL
IF (INCI.NE,0) GO TO 100
ICT=ICT+)
ARITE(L108,1000)ICT,(X(I),I=1,N),(DCI)oI=1,0),FX, (ILUCI), I=1,NT), (I
IVL (L) I=1,N)
60 10 1
10 FX=F(X)
ARITE(108,3000) (X(I),I=21,N),FX,ICT,NCVB,(D(I),I=1,N)
GO TO 19
100 WRITE(108,13) (IVL(I),1=1,N),INCI,NCVB
GO TO 1§
190 WRITE(108,5000)
19 STUP
END
I-5 ENONCE DU PROBLEME DE TRANSPORT
11 s'agit de trouver les inconnues Xi' i=1, 2, ..., 30 qui minimisent
la fonction :
30
1 2 2
¥ =
E (Ci % + Ci x )
i=1
sous les contraintes représentées par (15) en (I.5.1.2) ot
ql =100, qz = 97, q3 =138 et
Qi (t=1, 2,..., 10) ont les valeurs : 25, 40, 60, 30, 20, 30, 35, 30, 25, 40, .
Les coefficients C1 et C2 sont :
112 | 3|Ls|2.5]5|3]6]|6 |6|3.1]4arf21|Lrfze{3)1]|2(2]5 (7] 3 |9[1]1|2]4])3]|5]|6
21.06(,01l0 |.05 0100950100_100._200010 04|0]0(.2{0f0|.1]0]0
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La fonction objectif devient :

30

1 2 2
Max - F = -
= 1=Z1 (= + 0 =)

Le vecteur initial X est :

8l20(35| 5( of 5|10 5| 7| 5] 100

10 51151510 |17 5 0]10)10 97

7115110 (10|10 820 25| 825 138

25 40 60 30 20 30 35 30 25 40

Les données du probléme seront :
N =30, NT=42, M=P =12, N§ = 3, ND = 10, El= 0.005, &2=0.01,
NA =42, (NVB (J), J=1, 12) = (10, 10, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3.3, M.

Le tableau LT (I, J) sera donné comme suit :

I 2 ¥ 10
112 13 ..., 20
11 2
2 12 22
10 20 30

Les tableaux ILU, IVX, et IVL seront initialisés selon le type de
contraintes (bilatérales et unilatérales saturées ou unilatérales non saturées)
et le type de variables (celles qui sont choisies pour entrer dans la base et

le reste des variables). Dans notre probléme les tableaux seront initialisés

comme suit :

=81 =
ILU : 1 1....1 0 0....0 (les M premikres contraintes sont de type
e 4 \___r—_/ 1
téral
Mfois  (NT-M) fois Clatérales)
f'—A—\ P

IVX : 0 0::-.0 1 2...30 (les contraintes de signe qui ne dépendent

que d'une seule variable)
IVL : Comme dans le cas du probleme de flot,

Enfin, on donne les 30 valeurs de X qui sont compatibles avec les

contraintes bilatérales,

11.5.2 L'écriture des quatre sous-programmes d'entrée de

I.es quatre sous-programmes qui caractérisent le pro-

bleme seront écrits comme suit :

FUNC N F(X)
nghéieEZ/él(Bo)-C2(30).NS'NO
DIMENSION X (1)
L=nsanD
F=0, L
J=1
10 ESFlgl(J);X(J)'CE(J)*X(J)ﬁX(J)
RETURN
ENU

SUBRULTINE GRADS(X,FP)

COMMUN/E2/CL1(30),C2(30),NS,ND

DIMENSION X(1),FP(1)

LanNGxiD

po 1 J=1,L

FRP(J)==Ct(J)=2enC2(J)*x(J)
RETURN

END

-




1ov

a6
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SUBRUUTINE CONT(X,K)
COMMUN/A/N,NI,M,INCI,IFI.ICL,D(SO),ILU(aal.IVL(SOJ.va(aa) EPS(2)
1C(42)'5(30,30),U1(305.FP(42) w(30,30 . '
COMMON/ZEO/FY,FZ,FU,Du(42) e R Ol TP g
UIMENSION X(1)

L(1)=x(1)»x(é)+x(3)+x(a)+X(5)+x(b)¢x(7)+x(e *+X{(9)+ -
UO(I)=v(l)+D(2)*D(5)¢D(aJ+D(S)+D(6)#0(7)+D(;)¢é(;):é:?3)100'
*gtd)=x(11)¢X(12)#Xll§)*x(14)+X(1S)+X(16)+X(17)+X(16)*X(19)0x(20)-9
VD(2)=D(11)+D(12)+0(13)+D(14)+0(15)+D *
CO3)=X(1)+x(11)+x(21) =25, ViR SRR eI SO TR
DUC3)=u(1)+D(11)+D(21)

Cla)=x(2)+x(12)+x(22) =40,

DL (4= (2)+D(12)+D(22)

CU9)=X(3)+X(13)+X(23) =60,

LU(S)=0(3)+0(13)+0(23)

Clb)=X(a)+x(14)+x(24) =30,

LO(6)=L (W) +DCLU)+D(24)

LT)=X(9)+X(15)+x(29) =20,

DOLT)I=U(5)Y+0(19)+D(25%)

Clu)=x(6)+X (16} +X(2b6) =30,

BLB)I=U (0)+U (1b) +D (26)

CL9I=X(1)+x(17)+x(27) =35,

vL(9)=0(7)+0(17)+D(27)

CLLO)=X(8)+X(18)+X(28)=30,

BOC10)=0(8)+0(18)+D(28)

COIL)=x(9)+X(19)+X(29)~25,

VO(1L)=0(9)}+0(19)+D(29)

c(1&)=x(10)¢x(20)+x(301-00.

BL(12)=0(10)4+0(20)+0(30)

LG 1 1=13,nT

L=l=1¢

Celyax(L)

Ub (1)=0(L)

L=y

UU ¢ 1=s1,al

FFOILUCL) JEULK) sU TU 2

L=L+]

Clu)=ceL)

vu L) =0n (1)

LONTINUE

RE TURN

ENU

vuoiuul INe UEPLU L, L) |
UIMEWNSLON L (30,1),1LU(1) |
OU Lo 121,30

DO 160 J=1,30

Gil,Jd)=0,

1=1

IFCILU(L) out,0) GU TU
V0 a6 J=i,1t0

Gld,iy=y,
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I=I+}
1 IF(ILU(2) .EB.0) GO TO &
v 47 J=1t,20
47 6J,L)=t,
I=1+1
2 K=3
V0 4 L=1,10
IFCILU(K) EG,0) 60 Ty 3
G{L,1)=1.
L1=L+10
G(L1,I)=1,
Le=l1+10
6Lz, D=1,
1=1+1
3 K=K+l
4 CUNTINUE
Ks13
Lo 6 L=1,30
IF(ILU(K) . BE.0) 60 Tu §
G(L,1)=1,
I=1+1
5 KSK+1
6 CONTLINUE
RETHRN
EnNU

IIk 53 Programme principal dans le cas du probléme de

Dans la suite, on donne la partie du programme princi-
pal, ainsi les instructions indispensables pour appliquer la deuxizme méthode

du changement des variables de base CRBAS2,

Les données et les parametres sont les mé&mes qu'en (II - 5) et

(IL - 5 - 1),

Le programme principal sera écrit comme suit :
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< 8du= ¢ 2 WRITE(108,3) (LT(X,Jd),J=1,K)
c LECTURE DES CUEFFICIENTS C{ ET C2 DE LA FONCTION ECONOMIGQUE ,
CUMMON/A/NGNT My INCI, IFI, ICL,D(30),ILU(42) ,IVL(30),1VX(42),EPS(2), c
1C(42),6(30,30),UL(30),FP(42),n(30,30),U2(30),U3(30),IP(30),NA READ(105,2000) (C1(J),J=1,N)
CUMMUN/ZAL/X(30) READ(105,2000) (C2(J),J=1,N)
COMMON/B/F X, M, H1,Y(30),2¢30),U(30) ARITE(108,2000)(C1(J),J=1,N)
CUMMON/D1/NVB(12),LT(12,10),P,IS(12) WRITE(108,2000)(C2(J),Jd=1,N)
CUMMON/EO/FY,FZ,FU,DD(42) ¢
COMMUN/E2/C1(30),C2(30),NS,NOD (] LECTURE DUN VECTEUR X COMPATIBLE AVEC LES CONTRAINTES,
EGUIVALENCE(NVBI,NVB (1)), (NVB2,NVB(2)), (NVB3,NVB(3)), (NVB4,NVB(4)), ¢
*p (NVBS,NVB(5) ), (NVBO,NVB(6)), (NVBT ,NVB(T7)), (NVBB,NVB(8)),{NVBI,NVB READ(105,2000) (X(J),J=1,N)
*(9)), (MVBLO,NVB(10)), (NVB11,NVB(11)),(NVB12,NVB(12)) WRITE(108,2000) (X(J),J=1,N)
3 FURMAT(2513) M1=NTeN
13 FURMAT(’ IVL=',3013,9%,13,5X,13) DO & I=1,N
L1000 FURMAT(® ICT=',13/" X=',10F10,5/° X=',10F10,5/* X=3',10F10,5/' D=", IF{X{I).6T,0,0) GO TU &
119F8.57° D=’ ,415F8,5//" FX=2',F15,.6/° ILU=’,4212/° IvVL=°,3012//) MM+
2000 FURMAT(16F5,2) M2zMY+]
3000 FORMAT (' MAXIMUM OBTENU®,/* X OPT.=’,15F8,4/8X,15F8,.4/7/" F ILu(Me) =1
*QPT.2",F20,8//° NO, DES ITERATIONS =°,14,5%,'NCVB=',13/" D=’,15F8, 6 CONTINUE
XS/*' D=’,15F86,%) c
SU00" FORMAT(“#xxx% PLUS DE CHANGEMENT DE VAR, DE BASE®) c L'APPLICATION DE LA 2 EME METHODE DU CHANGEMENT DES VARIABLES DE
c (¢ BASE,
[ PARAMETRES €T DONNEES DU PRUBLEME, &
1 11 VU 65 IS1=1,NVBY
INTEGER P Is(1)=181
HAZ30 DL 6% IS2=1,NVB2
NYs42 1s(2)=1s2
N=30 DO 65 IS3=1,NVB3
vxtg [5(3)=183
M=p DO 65 154=1,NVBY
NCVIs =0 15(4)=154
FY=y, DU 65 185=1,NVRS
Fi=g, I5(5)=185
Fu=0, VU 65 I86=1,NVB6
EPS(1)=0,01 IS(6)=156
EPS(2)=1.E=10 DU &5 IS7=1,NVB7
NS=3 I18(7)=157
nU=10 DO 65 IS8=1,NVB8
Du 77 I=1,M 15(8)=158
77 1vyx(l)=0 DU 6% I89=1,NVBO
M=t g I1S(9)=159
DO b T=z=mMy,NT D0 65 IS10=1,NVB10O
JEleM 16(10)=1810
88 Ivx(ly=sJd DO 65 ISii1=1,NVBLL
00 4 I=z1,M 15(11)=1811
4 ILu(l)y=1 00 65 ISie=1,nveie
MizMe ] Is(i2)=Isg12
OU 5 LA NT LALL LRBASEINVB, LI, Ld,F)
S ILucl) =0 IF (INCI.,NE.0Q) GO TO 190
ICT=0

REAL(105,2000)H, A1
AKITE(108,2000)H, HY

REAG (105, 3) (NVB(J) J=1,M)
DO 2 L=i,u

K=nvs (1)
READ(10S,3) (LTI, J),d81,K)

o0

LE NUMBRE DE CHANGEMENT DES VARIABLES DE BASE AUGMENTE D°UN,

MCVB=NCVB 41
CALL GPROJ(P)

IF(INCI.NE,0) GO TO 100

FX=F (X)

IF(LIFI.EQR.0) 60 TO 10
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Nous trouverons au tableau suivant les valeurs de la fonction objectif
optimale pour les valeurs de QF de 15 & 60 de 5 en 5.

€ | rowmn | e
15 163.589 9
20 224,637 13
25 288,502 12
30 362.223 13
35 443,490 11
40 528.506 10
45 616.637 7
50 707.711 7
55 804.110 11
60 911.002 12

Ces résultats apparaissent &également sur la courbe suivante
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I1.6.2 Les_résultats de_ 1'exemple du_probliéme de transport

Les résultats suivants ont obtenus pour le probléme traitéd
en [ 1] . Chaque tableau représente les résultats d'une "itération" du calcul.
| On donne quelques résultats intermédiaires entre la lére itération et la derniére.

X X X
1 10,5867 11 8.8067 21 5.6066
2| 19.7865 | 12| 3.4067 | 22| 16.8067
| 3| 37.5867 | 13| 18.8065 | 23 3.6067
' 4 6.5199 | 14| 9.3601| 24| 14.1400
' 5 1.6533 | 15 | 9.6732 | 25 8.4734 1768 1
! 6 1.6533 | 16 | 15.8738 | 26 | 12.4733
7| 10.7867 | 17| 3.8067 | 27| 20.4066
8 3.7867 | 18 | 4.8067 | 28| 21.4066
9 2.8534 | 19 | 13.273¢ |* 29 8.8733
10 4.5867 | 20 | 9.2067 | 30| 26.2066

Variables de base :
Xg i X1s Xps X35 X130 X143 Xi5s Xigs Xp1s Xp7s Kogs Xpgo *30°

Contraintes "utiles"

| 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12.

| Valeur de 1a fonction ohjectif -

F(xY) = 1204.6188,




|
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: |
ITER_10 |
ITER_ 20
1 13.199% | 11 9.7950 | 21 2.0056
2 20.1974 | 12 0.8313 | 22 | 18.9713 f 1 13.8490 | 11 11.1510 | 21 0.000
3 | 38.3082 | 13 | 21.6918 | 23 0.000 2 19.5360 | 12 0.000 22 | 20.4640
4 7.7708 | 14 2.8727 | 24 19.3565 f 3 | 30.2509 | 13 | 29.7491 23 0.000
5 42221 | 15 8.6483 | 25 7.1296 4 1,5056 14 0.000 20 | 28.4944
6 0.000 16 11.6172 | 26 18.3828 | 5 10.9195 15 1.7567 | 25 7.3249
7 12.0933 17 3.3903 | 27 19.5164 ! 6 0.000 16 0.000 26 | 30.000
8 0.000 18 13.4936 | 28 16.5064 7 | 20.1827 17 2.8478 | 27 11,9695
9 0.000 19 | 16.6090 29 8.3910 | 8 0.000 18 | 26.4233 28 3.5767
10 4.2089 | 20 8.0508 | 30 | 27.7403 9 0.000 19 | 25.000 29 0.000
10 3.7564 | 20 0.0731 | 30 | 36.1705
Variables de base : ‘
|
XB DX Xps X3y Xgs Xgo Xgs X131 Xqg, X150 X160 Xo00 X0 Xp7s Xogs : Variables de base :
"29* a0 Xg @ XP> Xp2 Xg2 Xg» Xg» Xgs Xgs X1p0 X130 X1gs Xygs Xig» Xqgs Xqg»
Contraintes "utiles" : 200 %210 X230 X241 %o60 Xapr Xp9-
1, 2,3,4,5,6,7,8,09,10, 11, 12, 17, 19, 20, 35. | Contraintes "utiles" :

Valeur de la fonction objectif : 11 2r 3’ 4: 5: 6: 7: 8’ 9: 10; 11, 12; 189 20: 21: 24’ 26’ 281 33’ 359

39.
F (x1% - 1106.1888.

Valeur de ia fonciion objectirf :

F (x%0) - 1016.0172.
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ITER..32
1 13.3352 1 9.3424 21 2,3224
2 17.8832 12 0.000 22 22.1168
3 23.4246 13 36.5754 23 0.000
4 0.000 14 0.000 24 30.000
5 11.7786 15 0.000 25 8.2214
6 0.000 16 0.000 26 30.000
7 33,5785 17 1.4215 27 0.000
8 0.000 18 24.6607 28 5.3393
9 0.000 19 25.000 29 0.000
10 0.000 20 0.000 30 40.000
Variables de base :
X

Contra

1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 23, 24,

B X10 Xpr %30 Xg» Xgo Xgs Xga Xgs Xy Xyps Xygs Xqus X5 Xygs Xp70
*19° *20° %210 *23° X240 %260 Xo70 *280 %200 X3¢0

intes utiles :

26, 27, 28, 29, 30.

Valeur de la fonction objectif :

22
FxT)

= 1U0%.1b.
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1I.6.3 Comparaison avec la méthode de Bellman 1]

1) L'essentiel de la méthode de Bellman est que cette mé-
thode est une suite itérative d'étapes, 2 chaque étape on se ram¥ne & un pro-
bléme 2 deux points de distribution (les flots relatifs aux points de distribution
restent bloqués) ; probléme qui se résoud simplement par programmation
dynamique. Dans cette phase Bellman s'est limité & des inconnues 4 valeurs

entidres,

2) Nous avons repris le méme probléme par la méthode
du gradient projeté, nos inconnues peuvent alors prendre des valeurs quel-

conques, non entidres,

Les résultats des deux méthodes apparaissent dans le tableau ci-
dessous, en notant par P, D, pour les résultats obtenus par la méthode de

programmation dynamique, et par G.P, pour la méthode de gradient projeté,

x| P.D G.P x | P.D. G.P x| P.D G.P
1 13 13.34 11 9 9.34 21 3 2.32
2 18 17.88 12 0 0.00 22 22 22.12
3 24 23.42 13 36 36.58 23 0 0.00
4 0 0.00 14 0 0.00 24 30 30.00
5 12 1078 15 0 0.00 25 8 g.z22
6 0 0.00 16 0 0.00 26 30 30.00
7 33 33.58 17 2 1.42 27 0 0.00
8 0 0.00 18 25 24.66 28 5 5.34
9 0 0.00 19 25 25.00 29 0 0.00
10 0 0.00 20 0 0.00 30 40 40.00
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Valeur de la fonction objectif obtenue par (P,D, )
=1005. 26.

Valeur de la fonction objectif obtenue par (G, P.)

=1005. 16,

On remarque {a bonne concordance des résultats ; en général la

valeur obtenue par Bellman est 1'entier le plus proche de notre solution.

Les valeurs a l'optimum de la fonction objectif sont également voi-
géines, le minimum obtenu par Bellman étant tras légerement supérieur au
nodtre, ceci étant conséquence des contraintes introduites implicitement par

Bellman en supposant les variables entidres.

Notons enfin que la méthode du gradient projeté permet de traiter
un nombre quelconque de points de distribution, alors que la méthode d'ap-
proximation successive de Bellman, pour laquelle nous n'avons aucun théorg-
me de convergence devient extrémement lourde si le nombre de points de

distribution dépasse trois.
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1I.6.4 Exemple de probleme de transport (cas ol l'ofire dépasse

la demande)

Dans la suite, on donne les résultats de 1'exemple énoncé

en (II-5), en considérant que :

3 10
>
2_ P> 2R
i=1 j=1
On considere que

i0

x = Moy
i=1
20

% = 100 ;
i=11
20 x, <145 ;
i=21

et la gsolution initiale était choisie comme suit :

8115 | 20| 10

wm

10 | 12 5 51 15| = 110

7110 | 20| 10 51 10 8110 51 10| = 100

1015|2010 })lo)10] 15|15 ]| 15] 15 = 145

25 40 60 30 20 30 35 30 25 40

On considere aussi que les autres parambdtres et données ont 6té les

memes qije dans (IT - 8} T.es tahleaux ruivants aont des réeultate chtanne

entre la premigre itération et la derniere.
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1TER 1 ITER__15
|
. 8.5916 | 11} 7.4198 | 21 | 8.9886 1 | 129641 | 11 | 10.0385 | 21 1.9975
2| 15.1336 | 12| 9.9618 | 22 | 14.9046 2 | 19.0308 | 12 1.1570 | 22 | 19.8036
3 20.8206 13 | 21.5649 23 17.6145 3 27.3751 13 32.6249 23 0.000
4 | 102099 | 14| 9.2439 | 24 | 10.4962 4 | 96105 | 14 | 0.000 24 | 20.3895
5 5.3053 15 5.5344 25 9.1603 5 8.6934 15 4.1644 25 7.1422
6 | 8.9695 | 16 | 10.2290 | 26 | 10.8015 ‘ s t oo | e | o6 | 26 | 206688
7 12.4199 17 7.7328 27 14.8473 7 18.1322 17 3.4594 27 13.4084
8 | 4.2366 | 18| 11.5267 | 28 | 14.2367 | d 1 6o e | ses 4 @ 1 s
9 3.8550 19 6.4313 29 14,7137 | 9 0.000 19 17.5059 29 7.4941
10 | 14.8473 | 20 | 10.3058 | 30 | 14.8473 0 | 181853 | 20 20177 1 30 | 18.7070

Variables de base :

Variables de base :

Xp i X1» Xps Xgs Xgs Xgs Xgs Xgs Xqgs X115 X130 Xpqs Xpg0 X170 Xygs
K ¢ X1 Koo X3 X4 Xge Xgs Xgs Xjga Xyg Kygs X)ge

X190 %227 *p3

Contraintes "utiles" :

Contraintes "utiles"

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 12.
1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 19, 21, 22, 27, 36.
Valeur de la fonction objectif :

Valeur de la fonction objectif

F(xly = 1200.3207.
F (x1%) - 1038.5037.
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ITER 45
1TER__30
1 13.9198 11 10.7688 21 0.3114
1 13.9654 11 11.0346 21 0.000 2 18.8365 12 0.000 22 21.1635
2 19.2738 12 0.000 22 20.7262 i 3 24.4279 13 35.5721 23 0.000
3 25.8139 13 34.1861 23 0.000 4 0.000 14 0.000 24 30.000
4 0.9020 14 0.000 24 29.0980 | 5 12.1049 15 0.000 25 7.8951
5 11.8500 15 0.5317 25 7.6183 6 0.000 16 0.000 | 26 30.000
6 0.000 16 0.000 26 30.000 7: 32.4804 17 2.3911 27 0.1285
7 24,3510 17 2.7534 27 7.8956 8 0.000 18 26.2680 28 3.7320
8 0.000 18 26.4941 28 3.5059 ' 9 0.000 19 25.000 29 0.000
9| 0000 f 19 ) 25.000 | 28 | 0.000 10 | 8.2304 | 20 | o0.000 | 30 | 31.76%
10 13.8454 20 0.0640 30 26.0906

Variables de base :

Variables de base :
Laf’dbles de base X

0B R 7 X 5 " « . 3 . . . B d Xza ng X4s XS’ X6; Xsa pr Xll, Xlz, X14, Xls‘ Xls, X17, X18
B * 1° 29 3! 4’ 53 6° 8 g’ 11; 2! y X s X s X s
1 13° *14° *16° 17 X195 Xog2 Xp1s Xpos Xogs Xogs Xo6* Xogs X3q°
18> *19° *20° X210 Xpp1 Xp30 Xpgs Xpq-
Contraintes "utiles" :

Contraintes "utiles" :

1,2,3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12, 17, 19, 21, 22, 25, 27, 28, 29,
1, 2,3,4,5,6,7,8,09, 10, 11, 12, 19, 21, 22, 25, 27, 29, 33, 36, 42.

33, 34, 36, 42.
Valeur de la fonction objectif :

Valeur de Ja fonction objectif : ( 45) 1
AL F (X™) = 998.7198.

F (x%0) - 1006.797.
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1TER 63
La convergence de cette méthode apparaitra clairement en tracant la
valeur de 1a fonction objectif en fonction des itérations correspondantes.

1 14,2051 11 10.7949 21 0.000

2 21.0015 12 0.000 22 18.9985
Nombre des F (X)

3 25,0684 13 34.9316 23 0.000 itérations
4 | o000 f 14 | o000 |2 | 30000 ([  TTTTTTTTITTTTTTOTTTT

)] 1290.32

5 13.000 15 0.000 25 7.000
5 1167.77

6 0.000 16 0.000 26 30.000
10 1077.76

7 33.5625 17 1.4375 27 0.000
15 1038.50

8 0.000 18 27.8359 28 2.1641
20 1024.15

9 0.000 19 25.000 29 0.000
25 1011.31

10 2.4788 20 0.000 30 37.5212
30 1006.80
35 1003.92
Variables de base : | 40 1001.29
XB : Xl, X4, X5s X6’ XB; Xgn Xlls xlz’ X13, X14; XB’ xlﬁ’ x17s Xls’x19, 45 998.72
X207 217 *22* %230 *24> *26> X27° *29° *30° _ 50 99gale
55 997.36

Contraintes "utiles" :
60 997.35
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 12, 17, 19, 21, 22, 25, 27, 28,
29, 33, 34, 36, 40, 42. 63 §97.348

Valeur de la fonction objectif :

F(x®3) = 997.3477.
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F(X)
&
1280
1200 <
- 1100 =
1000 |
900 .
10 20 30 40 50 65 n° des
itérations
L= ——




‘ CONCLUSION

Compte tenu du caractire d'unimodularité de 1a matrice des con-~
traintes, il nous a donc été possible d'adapter la méthode du gradient

projeté et d'écrire un programme d'optimisation efficace, qui permet par

exemple de traiter un probleme de quarante variables sur un ordinateur
de 32 K mots de mémoire centrale ; le temps correspondant & une itération

est alors de cinq 2 sept secondes sur un Mitra 125 & virgule flottante

micro-programmeée,




(3]

[5]

(8]
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