


UNIVERSITE DE NANCY 1

THESE

Mohamed Yehia YOUSSEF

SUJET :

METHODES ET PROGRAMMES D'OPTIMISATION

DANS LES PROBLEMES NON LINEAIRES

DE FLOT ET DE TRANSPORT



A La Némoine de Mes Parents.



L'étude qui fait l'objet de la présente thése a été effectuée sous

la direction de Monsieur le Professeur J. LEGRAS, de l'Université de

NANCY 1A qui j'exprime toute ma reconnaissance et mon respectueux at-

tachement, pour la bienveillance et l'aide incessante qu'il m'a toujours

prodiguées,

C'est grace A ces conseils, ses encouragements, sa bonté que

ce travail a pu étre réalisé,

Je remercie trés vivement Monsieur le Professeur C. GILORMINI

et Monsieur M, CASTAGNE, Matftre de Conférences pour avoir accepté

d'etre mes rapporteurs, et de me faire l'honneur d'etre membres du Jury.

Que Monsieur J, P, HATON et Monsieur P, BOYER soient assu-

rés de ma reconnaissance pour avoir bien voulu examiner mon travail et

me faire l'honneur de participer au Jury de cette thése,

Mes remerciements vont aussi& Monsieur POTDEVIN et Monsieur

SANCHEZ du Laboratoire d'Informatique de l'Université de NANCY I, pour

leurs précieux conseils et pour le temps qu'ils ont bien voulu me consacrer.

a

Je remercie également Madame D. MARCHAND pour le soin et

la gentillesse avec lesquels elle s'est chargée de la réalisation matérielle

de cette thése,

Enfin, j'exprime ma trés sinctre amitié aux chercheurs Frangais

et Etrangers, qui travaillent sous la direction de Monsieur le Professeur

LEGRAS,



Page 6

Entre la cinquitme et la 6ame ligne en bas de la page, on ajoute :

C, (X" th. D)=0 Weel;

C,(X" +h. D) 20 Wied.
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INTRODUCTION

L'optimisation du coat dans un probléme de flot ou de transport

est classique en programmation linéaire, mais a été peu étudiée lorsque

le coat est fonction non linéaire des variables.

R,. BELLMAN [1] a donné une solution& ce probléme non linéaire

par une méthode d'approximations successives, méthode dont on n'est pas

assuré de la convergence et qui devient extremement lourde lorsque le nom-

bre de sources augmente,

Nous nous proposons d'‘étendre aux problémes de flot et de transport

non linéaires la méthode classique du gradient projeté en apportant aux

programmes de notre bibliothéque d'optimisation les modifications et sim-

plifications des & la spécificité de cette classe de probléme ot la fonction

objectif est non linéaire, mais ot les contraintes sont trés particulitres ;:

elles sont €videmment linéaires et de plus la matrice des dérivées des con-

traintes est unimodulaire,

Ces modifications seront exposées dans la premitre partie de ce

travail. La seconde partie consiste en:

- une application sur un probléme de flot ;

- un exemple d'un probléme de transport déja traité par R. BELLMAN

en utilisant la méthode d'approximations successives ; ceci nous permet de

comparer les deux solutions, ainsi que les valeurs de la fonction objectif

optimale dans les deux cas.

- Un exemple d'un probléme de transport général, c'est-a-dire dans le

cas ot l'offre dépasse la demande,





I-1 RAPPEL DES PROPRIETES D'UN OPTIMUM D'UNE FONCTION

NON LINEAIRE DE N-VARIABLES NON INDEPENDANTES
—— eee
——oo——==__—=E=ana_—E——————=—=—=———_____

Dans la suite on cherche le maximum d'une fonction non linéaire

. sons Th :f (x), Xgreve x) dans un domaine admissible d'un espace E". Deux cas prin-

cipaux peuvent se présenter :

i) le domaine admissible représenté par l'ensemble X= {x,1%,, xX des

astreint 8 vérifier l'ensemble des contraintes bilatérales :

C, (x)= 0 e=1, 2, ..., petp<n (1)

Une condition nécessaire pour que f admette un maximum A
* *

X = {x)) Xr ivees <} vérifiant les contraintes bilatérales (1) est qu'il exis-
te des nombres a appelés "coefficients de Lagrange" ; et tels que soient vé-

rifiées les n-€quations :

BE ys Rye eee) P , BC, UX) xy. .- *) imi a .

ax, + > e 3 x. 1 , Deces
i g=1 i

A l'optimum a aa 1... A= portent le nom de multiplicateurs de
P

Lagrange. Ces derniers et les coordonnées de l'optimum doivent vérifier :

- les n-équations :

fex % *ato, x") p ac, x, ..., x)1 nL a Die tL 2 Me ie)2 n
= Bl2,...5

ay ri ° o*]

- les p-contraintes :

% * _ _
Co, x» mx ) =O @=1, 2, ..., p

ii) Le domaine admissible est astreint & vérifier l'ensemble des con-

traintes unilatérales :



GC, (X)2 0 jl, 2, ...,4 (2)

Dans ce cas, on peut appliquer le théoréme de Kuhn et Tucker qui

s'énonce comme le suivant: [ll] p. 8

¥ x + .
"Si l'ensemble XTM = (x) Hr cnes x est optimal et vérifie les con-

traintes (2), il existe, associés & ces derniers, q-nombres {A} ho . A

(multiplicateurs de Kuhn-Tucker) vérifiant les conditions :

4, $0

; Jel 2, 0.0.4
* * %

A.C » Xp ceed aJ MY =2 x,) .

et tels que:

tl

af (xTM, a , x) q 6c, (x*, x*, . ’ x*)J 2 n 1 2 n

ox * oF ax teL2,.., 0i jel J

Notone qu'il est facile d'étendre ces prorpiétés au cas ot nous avons

simultanément des contraintes bilatérales et unilatérales, comme nous le

verrons aux paragraphes suivants,

1-2 CARACTERISATION DE L'OPTIMUM :

1,2,1 Théoreme de Farkas-Minskowski [ 18 ]

n :
Dans un espace E , on considére :

1) une forme linéaire et donnée W (X)

2) un groupe 8) de p-formes linéaires o, (X)

3) un groupe g, de q-formes linéaires My (X)

4) l'ensemble de (ptq) formes indépendantes avec p + qsn.

Alors les conditions nécessaires et suffisantes pour que la forme

W (X) soit négative ou nulle pour tout tableau de X vérifiant :

X)=U, (x)= 0 VoeL

Vv. (X)2 0 vj,e7

sont qu'il existe des nombres ro etp. tels que:
J

W(x)=> kU (x) + D> av. (X)
avec ten § : Jed ,

<9 Vij.

1.2.2 L'optimum local d'une fonction sous contraintes mixtes :

Soit X un tableau quelconque admissible voisin des coordon-

nées du maximum X , qui vérifie :

£ (X*)= £ (Xx)

De plus x vérifie ;

et

Cc (X)=0 VleL

c, (X") = 0 yied

X")> 0 YkeK

L est l'ensemble des contraintes bilatérales,

J est l'ensemble des contraintes vérifiées saturées,

K est l'ensemble des contraintes vérifiées non saturées.



‘ a5 HtEn supposant que X est suffisamment voisin de X » On peut approcher

les valeurs de:

1- £ (X) par:

£(X) = (x) 4 £1 (x) Ox - x¥)

ot n

(xX) (xx) a> nf (x),
fel 7%

2 -C. (X) par:
1 

% % &

C, (X) = C, (x )+ Cc) (X") (X-X } ¥ViesLu Ju kK}

ot
gk * n oc. * rz

Cc (X ) (¥-x ye oo 3x, (X )(X, - X))

et les relations (3) deviennent :

£(X")a £(x) w fC) 4 £ x) (x -
soit

f(x") (x - x*) <0
*

& (X ) (X - x*) =0 Ve e L (p-formes linéaires en
%

: X-X)

% * :
C; (X") (X- X")s 0 Wje J (q-formes linéaires en

x - xy

- * % .Ce") + ch OX) Ox - x) 5 0 Wk eK,

as Xe ne : Pe : *La derniére inégalité sera toujours vérifiée si X - X est assez petit ; dans

ce cas les contraintes unilatérales vérifiées non saturéeg n'interviennent pas

dans l'étude d'un maximum local, En appliquant le théoréme précédent, le

probléme peut etre résumé comme suit :

%
Trouver un tableau X tel que:

r(x) x- x)= Da co) ex) 4 a cre’), x - x")

*t As 0 Wied.

a La relation précédente peut ttre vérifiée pour tout X appartenant au domaine

admissible, si:

eeL & & jet 7 2

A l'optimum ro et A, portent les noms respectifs de multiplicateurs de
J

Lagrange et de multiplicateurs de Kuhn et Tucker,

1-3 TECHNIQUE DU GRADIENT PROJETE

La technique du gradient projeté est une technique itérative.

1.3,1 Initialisation

Nous supposerons connp le tableau initial d'une itération,

Oo 4 . +4 ; : a .Ce tableau sera soit X , 4 la premiére itération, soit X , tableau terminal

de l'itération r.

Par hypothése nous supposerons que X°a été choisi pour vérifier

toutes les contraintes :

Cc (X"y=0 VeeL

Cc, (X je 0 ¥YjeJ

7 r ota q
Par construction tout terminal X vérifie ces mémes contraintes,



1.3.2 It€rations ;

Chaque itération comporte deux étapes :

- choix d'une direction de montée ;

- recherche d'une nouvelle solution. |

i) Choix d'une direction de montée locale admissible :

lére phase : Le calcul des coefficients de Lagrange, Kuhn et |

Tucker :

. a ° r .
Une fois le tableau initial, X° ou X", déterminé, il

s'agit d'abord de trouver une direction D admissible telle que:

£(X" +h, D) soit maximum pour h>0, et Jb . Di donné,

Or, nous cherchons un maximum local, et en choisissant h petit, on

peut linéariser la fonction £ (X* +h , D) et les contraintes,

Ce qui permet d'écrire :

2
r r Ly r at£(X" 4h Djs (X") #h.D F(X") = EK) ERD a, =

sl s }

(x? (x? r (5)C(X +h,D)we (X")+h.D C! (x7) n ac.
e e e r 8G,

Ho, OE) Fhe 2a, a,

c, (xT h.D)ve, (X*)+h.D ¢ (x*)

vie(Lus}. }

Soit D une direction admissible ; elle doit vérifier ;

compte tenu des simplifications obtenues par linéarisation (relation 5), _

le probleme devient : 
|

= 

|

maximiser a=D, £' (xX) 1
avec les contraintes : 

|

Wh. Dy = 6

qui devient, pour h fixé :

0

ou les (4), 4), ..., d.) sont les éléments de D,

r

=D.C'(X)=0 v L', 2%) ee

=D. C'(X")20 Vjes
J J

Rappelons que les inconnues de ce probléme auxiliaire d'optimisation sont

les éléments dys 4a), eee a du tableau D.

r

Supposons que les contraintes qui étaient saturées en X , restent

saturées, alors en appliquant la formule (4) :

\a 6

oad, (6)

3a Sf yr at oya: (x") Sea
&Bd) Ox, a “1 Bx,

: 20 @ vr 2b oe 5ot A= == (x’) 7H = ed. et Wo=2.Dad, ax, 2 ovj aa, “2 ax, 0

2 yt 2¢, 3b
ad 7 Ox aa = Sn Ox

n n n in

r

4, oO"),

En posant 2 Ae el,

alors D=f (x"). EA C(M) Vie (LU J} i)

D doit aussi vérifier les (p + q) équations :

D. cr (x")=0 Yie(LU 5} (8)



Des (7) et (8) :

[A] =[B7} [2] (9)
ou [AJ =f] Vie{LUJ};

(BL efor] Toy
dimension (p + q) xX (p + q) et[ E] est une matrice colonne d'élément généri-

matrice carrée symétrique de

que :

r2 Bioc’ ac, (x’)

tas ax, : ax,

Le passage a la deuxitme phase de la premitre étape dépend des

valeurs de i, (coefficients de Kuhn et Tucker), Si tous les ae sont négatifs ou

nuls, ou n'existent pas, on calcule la direction locale de meilleure montée D

en utilisant 1'équation (7), La direction D doit maintenir saturées les contrain-

tes unilatérales qui étaient saturées en son origine X*, Pour qu'il en soit

ainsi il faut et il suffit que tous les coefficients de Kuhn et Tucker restent né-

gatifs ou nuls (cf, [15] ).

En examinant les valeurs absolues des d., i¢ J deux cas peuvent se
i

présenter ;

1) Cas d'optimalité, si:

la[ =o Yied.
j

Pour le cas de traitement sur ordinateur, cette condition est difficile A réali-

ser, et on considére que l'optimum est obtenu si I4| s& , ot & est un

paramétre arbitraire,

2) Si une ou plusieurs valeurs de [d.| sont différentes de zéro, on a inté-
j

rét& garder la direction D comme une direction de montée et on effectue la

deuxieme étape du calcul dans cette itération,

ey Revenons & la relation (9), et supposons que un au moins des coeffi-

cients de Kuhn et Tucker soit positif, Cela signifie qu'il y a des directions de

montée locale plus satisfaisantes que D. Dans ce cas, nous chercherons une

direction de montée admissible en ne libérant qu'une contrainte correspondant

Aun A, -positif,

ii) 2@me phase:

inte est libéréeCas ot une contri

Soit }. > 0, la nouvelle direction locale de montée D doit

vérifier : 1

Bee (x") - BU, 1 (x");

B. ci (x")=0 Vie (bus)

et c. (X"+h, B)2o J (If)
1

les X. sont solutions de:
1

= a

[AJ] =(B][E] ot

[B] et[ E] sont les deux matrices définies par la relation (9) aprés la sup-

pression dans la matrice C' de la ligne:

ac. ec. ac.
iN i i

ax, ax ax,

et dans la matrice [ E] de 1'élément e

L

Aprés avoir libéré la contrainte S; correspondant& A. >0, on

libére une
F 1

diminue le nombre des contraintes "utiles'' par une, et on

variable de base.

Rappelons que[{ 15] :

- D est la direction de meilleure montée locale lorsque tous les coefficients

A, sont négatifs ou nuls ;
i

- D reste direction de montée si l'un ou plusieurs des as sont positifs ;

- D reste direction de montée admissible si nous libérons une (et une seule)

contrainte dont le coefficient de Kuhn et Tucker est positif.
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+

1,3,3 Recherche d'une nouvelle solution réalisable x* sur

lére phase»: Recherche d'un tableau Y "meilleur" que x" '

Le but de cette phase est de faire calculer un tableau Y

r4l Beas :
(qui ne sera pas nécessairement la nouvelle solution X ) réalisable et meil-

r

leur que X . Etant donnée une direction de montée locale D, et un pas h stric-

tement positif, on cherche le tableau :

Y=X +h.D

qui doit vérifier :

G, (Y) =0 Vee L

c, (Y) =0 vie J (10)

Cc, (Y)>0 ¥k e K'
k r

ou J' est l'ensemble des indices des contraintes unilatérales saturées, K'
r r

est l'ensemble des indices des contraintes vérifiées, non saturées, au cours’

de cette étape, et

£(Y) >£(X) (it)

Si Y vérifie les conditions (10) et (11), alors Y est un tableau admis-

sible et on passe & la deuxiéme phase de cette étape, Dans le cas ob Y ne véri-

fie pas la condition (11), on divise h par 4 et on recommence le calcul de Y

jusqu'&’ ce qu'on arrive & un tableau Y réalisable, qui satisfait (11) ; si h devient

‘ ‘

trop petit on arréte le calcul (il y a incident),

Dans le cas ob Y ne vérifie pas toutes les contraintes non saturées ;

1C, (¥)>0 k ¢ Kt

on cherche par une technique de dichotomie deux valeurs pour h, hy et h,

telles que:

-ll-

h,-h SE éa) 2 i donné

r

b) Y=X + hy . D vérifie toutes les contraintes

c) il reste une et une seule contrainte non vérifiée par:

i

Y=X _ dD.+h, D

Aprés avoir trouvé les valeurs des hy et hy qui vérifient les condi-

tions précédentes, on sature la contrainte non vérifiée, on fait entrer une

variable hors base dans ja base, et enfin on calcule xt de fagon 4 ce qu'il

vérifie les nouvelles contraintes ainsi que l'inégalité (11).

5 rt]
éme phase: Calcul de X avec détermination automatique du pas:

On considére que la seule variable & déterminer pour

maximiser la fonction £ (x" +h. D) est la variable h. Pour cela, on appro-

che cette fonction par un polynéme g (h} du second degré en h, et on cherche

he qui maximise ce polynéme, Le polynome g (h) peut @tre obtenu par l'inter-
polation sur le support [ 0, @, 2¢]. Posons:

g, = (X" + 2h, D)

le polynéme sera

2
3 1 h

h) = t—= [-= +2 -> =; -g(h)=e ty l-78 tte, -2 8] +5 (ey - 28, +8,)
22

et il possédera un maximum si

26,+6,<0 ries)
59 1° "2 ee)

Ce maximum sera obtenu pour :

Beeae =
Bo 7 * 8, * 82

> Del &
By * 87 Bo

%

nt 03)
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Pour cela, dans la premitre phase de cette étape, aprés le calcul du tableau

cs

Y qui est considéré comme un tableau meilleur que X avec un pas correspon-

dant a hy on calcule le tableau Z de pas 2 hy. En considérant que ce tableau

est admissible et

1f(Z)2= £(Y) (sinon, on prend ge Y et le pas de l'itération suivan-

te hy) nous posons :

r
=£(X")ig =sf(¥);g. =£(zBy -f(K) se =f (¥) ie, = £ (2)

et nous examinons la condition (12). Si cette condition est satisfaite, on calcu-

#
le le tableau U de pas h calculé dans (13),

r4+l
Si U est calculable et admissible, nous prenons pour X le meilleur

destroistableaux Y, Z ou U, c'est-A-dire celui pour lequel ;

c(xtthy Sup[ f(¥), £(Z), £(U) J.

r+l
Aprés le calcul de X et de son pas correspondant, on recommence

le calcul & partir de la premitre phase de la deuxiéme étape.

Le processus du gradient projeté sera illustré par les deux organi-

‘

grammes suivants.

ee re ee
= 4

"Initialisation"'

Le choix d'une solution ad-

r

missible initial X

lére étape

lére phase

Le calcul des coefficients de Kuhn et Tucker

2eme phase

La libération d'une contrainte

Le calcul de D

Le calcul de D

Pome ee ee eee eee eee ee

ee ee i ee ee
1

‘

'

!

'

|

1

'

t

\

I

'

i)

'

'

'

‘

'

‘

al



x

La saturation

d'une nouvelle

contrainte et

calcul de

rtl

=) Fa

2eme étape

lére phase

| Calcul de Y

Y calculabl

oui

i

non

Y admissible ?

oui

£(Y)>.F (X*) ?

oui

2eme étape

2éme phase

+]
Calcul de X" avec détermina-
tion automatique du pas

Calcul de Z
INCIDENT

Z calculable, admissible

et

{(Z)2 £(¥)?

oui

£(X") -24(¥)+£(Z)<0?

Calcul de U

U calculable, admissible

et

f (U)e £ (2)

——— 7
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1-4 LES SOUS-PROGRAMMES DE BIBLIOTHEQUE UTILISES DANS LA

METHODE DU GRADIENT PROJETE
SSS

Le but de notre recherche se limite & l'emploi de la méthode du

gradient projeté pour la résolution des problémes intervenant dans les problé-

mes de flots et de transports, problémes ot les contraintes vérifient des con-

ditions linéaires spécifiques - _particuligrement simple. Il sera donc néces-

saire de simplifier certains sous-programmes de la bibliothéque d'optimisation

{ 16]. Nous commencerons par décrire ces sous-programmes et le r6le de

chacun avant de présenter les simplifications introduites,

- Le sous-programme GPRGJ (Gradient projeté) :

Il fait le calcul de la premitre étape de la méthode, c'est-A-dire

gu'il cherche la meilleure direction de montée locale admissible D ou D selon

les signes des coefficients de Kuhn et Tucker, Dang le cas ou on calcule DB, le

sous-programme libére la contrainte correspondant & ar je plus grand, libe-

re aussi une variable de base acceptable et enfin diminualle nombre de varia-
bles de base del,

- Le sous-programme MCADIR :

Tl a deux r6les :

1 - il est indispensable pour calculer les coefficients de Lagrange, de

Kuhn et Tucker, d'ot la nécessité de résoudre un systéme linéaire surdéter-

miné tel le systéme (4):

t % +,

Lo (x)] fA] =f (x)

ot la matrice C' (x*y est rectangulaire de m-lignes, n-colonnes et m2n;
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f' (x*) est une matrice colonne de m-éléments ;
et A. est une matrice colonne de n-éléments,

2 ~ Il cherche la solution du syst&me ordinaire :

[A] (X] =[B]

ot la matrice A est carrée,

La méthode de calcul appliquée est celle de GOLUB (multiplication

¥
par des matrices de Householder qui diagonalisent la matrice C! (X } et mini-

misent la norme euclidienne de la matrice des résidus [ 14 |:

t %

[RI = TOR) [A] -[8 @)]

ou [R] =-[A] [xX] -[B}.

- Le sous-programme ETAP2 ;

Ce sous-programme effectue le calcul de la deuxiéme étape de la

technique en cherchant sur la direction de montée D ou D un tableau admissi-

ble Y, Z ou U meilleur que x",
'

Dans le cas ou Y n'est pas admiasible, le sous-programme fait appel

au sous-programme SATUR (saturation d'une contrainte) qui cherche par la

méthode de dichotomie deux valeurs de h, hy et hy telles que:

-X + hy, . D vérifie toutes les contraintes ;

- hy - hy S & ot & est un param’tre donné ;

r
- il existe une seule contrainte non vérifiée par X + h, . oD,

Le sous-programme sature cette contrainte, augmente le nombre des

contraintes unilatérales eaturées nar un, fait entrer en baes

rt1
libre; enfin il calcule le tableau X qui vérifie les nouvelles contraintes,

~ Le sous-programme ELINUM (Elimination numérique)

r ae i etLe vecteur X est un vecteur réalisable qui vérifie toutes les con-

traintes utiles du probléme, Aprés le calcul de la direction de montée D, ona
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r

intérét & calculer un vecteur xtt réalisable et meilleur que X . Le vecteur

xrtl sera donné par la relation :

xt lxFanip

h est le pas donné ou calculé par le programme (cf, I-3-2),

Le role essentiel de ce sous-programme est de calculer les n-élé-

r+1 . .
ments du vecteur X qui vérifient les p-contraintes utiles (psn):

rtl rt
C(x X, )=0 (14)

La méthode appliquée est la linéarisation (dae & Newton), Le sous-

programme comporte les étapes suivantes :

- la construction de la matrice carrée des dérivées des contraintes utiles

par rapport aux variables de base [ Cc. ] ot:

ac, / ax, ac, / a
1 2

8G./ ax» w.Maia:ac,/ at C,/ am, D

[c, 1 =

8C /ax, .......ac / a »! om,

- Or, les contraintes du probléme sont non-linéaires, on calcule par une

0 1 8 8+1
méthode itérative les vecteurs x," x, wes x! x ot x est arbitraire

s : : eas .
et m est défini en fonction de X comme solution du systéme linéaire :

c, (X, x8)
[O,(& x Ex xR) = | PM

Co (Xp Xp)

La fin des itérations sera obtenue lorsque :
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|c, (X x) S & (paramétre du s0US-programme).

En plus du programme principal qui contient les paramétres et les

données (cf, II,1) du probl&’me, nous avons besoin de sous-programmes qui dé-

crivent la fonction objectif& optimiser, sa dérivée par rapport aux variables,

la matrice de toutes les contraintes, et enfinla matricedes dérivées partielles des

contraintes par rapport aux variables, Ces sous -programmes portentles noms

successifs :
FUNCTION F(X) ; GRADS ; CONT et DEPCO,

et doivent etre écrits par l'utilisateur pour chaque application.

IT-5 APPLICATIONS AUX PROBLEMES DE TRANSPORT ET DE FLOT

DANS UN GRAPHE

Nous nous proposons d'adapter, en les simplifiant, les méthodes

générales précédemment exposées dans le cas de deux familles de problémes

particuliers :

le probleme de transport et celui des flots dans un graphe,

Ces problémes sont classiques lorsque la fonction objectif est linéaire

(cf. [ 2,8,10,12]}, mais nous nous proposons de les étendre A des fonctions

objectif non linéaires, la spécifité du probléme traité venant alors des carac-

téristiques des contraintes, qui se traduisent en fait par le caractére totale-

ment unimodulaire des matrices des contraintes,

Nous considérons pour chaque probléme :

- une fonction objectif non linéaire,

- un enisemble de contraintes linéaires de caractéres spécifiques, dévelop-

pés ultérieurement.

Dans la méthode décrite, il est nécessaire de construire et d'étudier

la matrice des dérivées des contraintes "utiles" de chaque probléme.
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1,5. Problémes de transport :

Il s'agit de minimiser le coat du transport entre N points

i i ion R, afin de satisfaire, toutesde distribution P. et M points de consommation j * ‘

i ité sportée de P_ vers ser
les demandes aux points I La quantité x transpo ' =

notée par x et le coat du transport de cette quantité § exprime ar la
@ } , P Pp

fonction non linéaire Bok (x, or

Nous considérerons le probleme dans les deux cas suivants :

i i i istribution P, est1 - la somme des quantités disponibles q, aux points de distributio i

ité aux points R,, C'lest-égale exactement & la somme des quantités demandées Q; P j

a-dire que:

ités di i i istribution P,2 - La somme des quantités disponibles qa: aux points de distri i

i i ation R,, oudépasse les besoins aux points de consommatio i

N M

> a> 2 ae

j=li=l

Le probleme peut étre représenté par un graphe simple (fig. 1} dont

i i istributi , soit les points de consom-les sommets sont soit les points de distribution P. Pp

mation Ry et

eoy R
ere 1

“7? at

Plo ogteteee »R,
A + SER

R

Po 3 (fig. 1)

ener? _R
Py ee M-1

Rk
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dont l'arc P R représente le chemin entre les gommets P. et R

1 J

Dans les deux cas précédents, les inconnues du probléme sont les

quantités transportées *j (i=1, 2, ..., N gjel, 2, . M) qui minimisent

la fonction non linéaire : |

i

N M

* Bia 2 8,5 b,;)
= jal {

ph

j

D'autre part, le probleme comporte des contraintes linéaires différentes selon

=]

— SSS enele casa traiter, Par la suite, on présente les contraintes que doit satisfaire

chacun des deux cas,

N M |
I.5.l.a Lepremiercas (Pq. = > Q,)

| = i ¢ j
i=l j=l

- Les contraintes bilatérales i
at i

> = i=l, 2,...,iy qa pouri=l N

jel

(15 a)

N

? x, = Q, pourj=1i,2,...,M (15 )
izi *% J

- Les contraintes unilatérales :

x,. 20 Vi, j
ij |

|

N M

1.5.l.b Le deuxitme cas ( q, > 2 Q,)
‘ i . Ji=l jel |

t

\ Manis (Fe (oes), In Sohsidere que

- les contraintes bilatérales seront : |

N

2 x, = Q ; jel, 2,...,TMM (15! a)

isl J s

=a} =

- Les contraintes unilatérales :

> x, Sq i=l, 2, ,N ;
1j =1 1} 1 ( 5)

ou M

- 20 i-1, 2, ; N (15' b4, > i )
jai

et

x,, 20 Vi, j
YJ

1.5.2 Caractéristiques de la matrice des dérivées des contraintes

d'un probleme de transport :

Nous prenons comme inconnues les M_N variables

Kp Xgr cee ay qui vérifient le systéme des contraintes (15), rangées dans
1

un tableau tel le suivant :

1
x x *, *M 4)

4 x a

*Mt1 “M42 *M+3 ; 2M | “2

: ; : ‘ :
a : i d

j x q.

*(N-1)M+1 | °(N-1)M+2 : MN | °N

» @
2 Ge 3 M

Le syst@me des (M+N) contraintes bilatérales du aystéme (15 a) peut

étre représenté par ;:

4 =0x + x, + . + Xu 4

ti... 4 0
*wtl ’ *M42 “2m ~ 42
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x +x - =(N-1)M+l ” *(Ne1)Me2 7 17+ * yg 7 Sy = 9

x, +x + -
1” *Me1 * “aman ++ * Xag ay 7 2 = (16)
x,+x + 

=2° “M+2 " “ama2* ++ * Xv ayaa 7 22 = 0

+ 
-Xu “om * Xa t + an 7 yy =O

La linéarité des contraintes : @ (X) Ve .L_ fait que les dérivées

3 e (xX) /a x3 k=l, 2, ..., MN se réduisent aux coefficients des incon-

nues x dans les contraintes, La matrice des dérivées du systéme des con-

traintes (16) a (N+M) lignes, M.N colonnes et prend la forme ;

M fois

me ce

F Leo el ~ N lignes
11 1 (17 a)

rl, 1

| (17)

1 1 l

M lignes

l 1 1

(17 b)

1 ] 1

Ml est clair que la matrice (17) :

- ne contient que des 0 et des 1,

- dans chacune des colonnes, il yaau plus deux coefficients non nuls,

Ceci traduit le fait que chaque variable x, est représentée deux fois dans l'en-

semble des contraintes (16), une fois dans les N premiéres équations et l'au-

tre dans les M équations suivantes,
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Aussi la matrice (17) peut elle &tre considérée comme une matrice

d'incidénce aux arcs du graphe de la figure (1). Chaque arc x, (k=1, 2, ...,
k

MN) relie deux sommets s, tou:

seiP, P »Pypet t e{R,R Ratte a

1,15, 3 Problémes de flot dans un graphe :

Supposons un flot § fixe traversant l'entrée xq d'un graphe

G (X, U) fini et sans boucle ; on cherche le flot (u) passant & chaque arcu

du graphe qui maximise la fonction :

F= > g(u)@(u)
ue U

en respectant :

i) les contraintes bilatérales :

p (u) - > , (a) =0 x # x,
ug Ux

ot x_ est la sortie du graphe, UX l'ensemble des arcs incidents intérieure-
n

* + ; ws ' :
ment ax, et Ux celui des arcs incidents extérieurement A x,

+

ug Ux
°

ou x est l'entrée du graphe,
°

ii) Les contraintes unilatérales :

c) p(u) -@ (u)2 0

ot p (u) est la capacité de l'arc u. (17')

d) {u) 20,



r°
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Considérons par exemple le graphe particulier suivant (fig. 2), en

notant le flot traversant l'arc u, par @ :
i i

(fig. 2)

Le systéme des contraintes bilatérales est :

% 7 %3-%, =o
¥, -%s =0

/ %5 -% =0 (18)

44 + %s - % =0

% +4, 8 = 0,

Le systéme des contraintes bilatérales ci-dessus traduit la "loi des noeuds'!
de Kirckhoff en électricité.

1.5.4

En rappelant que les contraintes (18) sont linéaires, les
coefficients des a i é

% dans les contraintes peuvent Etre représentés par:

ac. (9)f
7 2@ = 20, WeeL; k=1,2,...,¢

ou t est le nombre des arcs dans le graphe, pt
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i

Alors, la matrice e des dérivées du systéme des contraintes (18) sera :

ron Qo ' — 1 pay OQ Qo Oo

60 1 0 6 - © 0

0 0 1 0 0 «1 (9 a)
09 9 Oo 1 21 0 «1 (19)

1 1 0 0 0 0 0 (19 b)

En retenant la dernitre ligne de la matrice (19), on peut constater

sur le reste de la matrice que:

a) elle ne contient comme coefficients que des 0, 1 et -1;

b) chaque ligne traduit la conservation des flots aux sommets corres-

pondant 4 cette ligne sauf pour les sommets entrée et sortie du

graphe ;

c) chaque colonne posséde au plus deux éléments non nuls, et les deux

sont opposés,

Les deux matrices (17) et (19) ont en commun les propriétés suivantes:

- le coefficient a,, de chaque matrice est égal soita 0, soita +1;
1J

- chaque colonne contient au plus deux éléments non nuls ;

- le déterminant de chaque sous-matrice carrée extraite de la matrice

(17) ou (19) est égal & 0 ou +1, comme nous allons le démontrer en

I.5,5.a et 1.5.5.6.

Ces propriétés sont caractéristiques des matrices totalement uni-

modulaires,

Matrices totalement unimodulaires1), Sep5l,

Définition 1:
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Soit une matrice A = [ aij ] @n-lignes et p-colonnes dont chaque

coefficient aj) cat un élément de l'ensemble {0, 1, -l}. A est dite totalement

unimodulaire si le déterminant de toute sous-matrice carrée extraite de A

appartient A cet ensemble d'entiers,

Définition 2 :

La sous matrice A' de A est dite Eulérienne si elle a un nombre

pair non nul de coefficients non nuls dans. chaque ligne et dans chaque colonne,

Vier: D_ a! = 0, mod 2

jest 0

et

views 2 ay
ie?

ot rer ; peg;

T= (1, 2,..., nbet J=(, 2, ..., pp

Les propriétés des matrices totalement unimodulaires ont fait l'ob-

jet de nombreuses études (cf, [ 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10]),

Deux théor&mes importants concernent ce type de matrice, ce sont

les suivants :

| Soit A une matrice de coefficients 0, 1 ou -1, telle que toute colonne

contienne au plus deux coefficients non nuls, alors A est totalement unimo-

dulaire si et seulement si ses lignes peuvent etre réparties en deux ensem-

bles disjoints 1 et L avec les deux conditions suivantes ;

(1) si deux coefficients non nuls d'une meme colonne ont le meme

signe, l'un est dans I, et l'autre dans I, ;

(2) 6i deux coefficients non nuls d'une méme colonne ont des signes

contraires, ils sont tous deux dans L ou tous deux dans 1.
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i

Théorerje 2( 4] :

A est ube matrice totalement unimodulaire si et seulement si toute
sous-matrice carrée Eulérienne est singulitre.

| 1.5.5.a Cas du probléme de transport

D'aprés le théoréme de Heller-Tompkins et

Gale, on peut démontrer qu'une matrice définie comme celle de (17) est une

matrice totalement unimodulaire, Par exemple, pour un probléme dd trans-

port avec M = 3 et N= 5, les (M+ N-1) contraintes bilatérales peuvent etre

considérées comme :

x, tx tx, tx, tm, -
PX ty tay tes 0

Xe te, ty ty tH _ > d= 0

x, tx, +x, -9,40

* 1% tH, 7 9

x3 + %g 4 - Q 0 Pail %5 x4 Xs 4,

Hy ty tye 29 | ETT 1 My 1X4 | “ol 2

59 57 8579 | Pe |%13 [4 |*5 | 93

Q 2, Q, a, 2,

et la matrice des dérivées des contraintes sera ;

1 1 1 1 1 (20 a)

hrdada coat

Sz]. l 1

‘ 1 , 1 , 1 (20 b)
1 1 i

1 1 1
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Ii est clair que la matrice ®'a les propriétés suivantes ;:

1) chaque coefficient oF de la matrice € appartient & l'ensemble {0, 1, -1}

2) chaque colonne de €contient au plus deux éléments non nuls égaux 3 1 ;

3) il est possible de répartir les lignes de @’en deux sous-ensembles I. et

L disjoints tels que:

- a est l'ensemble des lignes correspondant & (20 a)

- 1, est Lensemble des lignes correspondant & (20 b).

: g sDone la matrice € représentée par (20) est totalement unimodulaire.

En considérant l'exemple précédent dans l'autre cas du probleme de

transport (I.5.1.b), le syst&me des contraintes (15') peut s'écrire sous la

forme :

mt) 7 0) = 0

x, + x +x, -Q,=0

59 * 5° 9 = 9

q (Gta tx tut xe 0

92 Mt x, +, +e, +344) 20 (21)

43 - (4 + Xo t Xa t %yq + x )2 0

et:

x, 20 i! = Uy 2 » 15,

Considérank diabord la matrices des dérivécs des contiaiates bilaid-

rales, Cette matrice prendra la forme:

‘o
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Il sera facile, en appliquant la définition 1, d'assurer qu'une matrice

comme celle ci-dessus est totalement unimodulaire,

Au paragraphe 1.9.1, nous démontrerons qu'une telle matrice restera

totalement unimodulaire aprés la saturation d'une ou plusieurs des contraintes

de signe.

Examinons maintenant la matrice ci-dessus aprés avoir saturé une

ou plusieurs des contraintes de type (21), Considérons qu'aprés quelques ité-
‘

rations les contraintes (21) sont devenues saturées, La matrice @ prendra

la forme:

-l -l1 -1 -1 -l

En appliquant le théoréme 1, on peut constater que la matrice e-

ci-dessus reste totalement unimodulaire aprés chaque saturation d'une con-

trainte du systéme (21).
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1.5.5.b Cas de fot dans un graphe

La matrice @'représentée par (19) est aussi

totalement unimodulaire car:

1) chaque coefficient Ci e{0,1, -l} Viel VieJd;

2) on peut répartir les lignes des €'en deux sous-ensembles iu et 1, dis-

joints tels que:

- 1 est l'ensemble des lignes représenté par (19 a), ot dans chaque

colonne il y a au plus deux éléments non nuls de signe contraire.

= t est la ligne représentée par (19 b) et chacun de ces éléments

appartient & l'ensemble {0, 1, -l}.

Alors la matrice @’représentée par (19), sera aussi totalement

unimodulaire,.

1-6 SIMPLIFICATION DE QUELQUES SOUS-PROGRAMMES DE LA

BIBLIOTHEQUE

Le fait que les contraintes soient linéaires et que la matrice des

‘

dérivées des contraintes 6 dans les deux problémes soit totalement unimo-

dulaire, nous permet de simplifier les traitements d'élimination, ce qui en-~

fratne la modification de certains sqne-nragrammes dela hibliath@ane

1.6.1 La résolution d'un systeme d'équations linéaires

r+1
Pour la recherche sur la direction D d'un vecteur X
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réalisable vérifiant toutes les contraintes utiles (non linéaires) fournies par

le systéme (14), on applique dans le cas général la méthode d'élimination nu-

mérique (sous-programme ELINUM) décrite en (1-4).

Lorsque les contraintes sont linéaires, il suffit de résoudre un sys-

teme linéaire de p-équations & p-inconnues, En considérant que le systéme

. rt]
des contraintes utiles 4 vérifier par le vecteur X est sous la forme :

Ce systéme peut s'écrire sous forme matricielle comme

A. ttl + K. xrth _
5 HTD (22)

ot A est une matrice carrée d'ordre p représentée par :

aC, / ex, ac / ax... aC, / ax,
1 2 P

ac,/ ox, ac,/ ax, +e ac,/ ox,

A= é _ & P

3 . 8ac / b, ac / a, oe c/ my

et K la matrice d'ordre p X (n-p) représentée par :

aC) /ex, aC, fax, os... ac, / ax,
i 2 n-p

aC,/ ax, aC, / ax, ee ac,/ ax,

1 2 fie
K =

ac /ax, aC / ax... aC / a,
1 a n-p
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1.6.2, Le cas d'une matrice unimodulaire

Les p-colonnes de la matrice A constituent alors p-colon-

nes de la matrice @‘représentée par (17) ou (19), et les (n-p) colonnes de la

matrice K sont les (n-p) colonnes qui restent de la matrice $'. En supposant

que la matrice A soit inversible, le systéme des variablea de la base xt qui

vérifie le systéme linéaire (22) sera donné par: °
yrtl -l Yt hy
p 74 (D-KX, (23)

Or, les coefficients de la matrice A appartiennent & l'ensemble

{0, 1, -l}, on peut constater que les coefficients de aT} appartiendront au

méme ensemble car:

A. Ale]

dot dét Ax dét Aw! = aét 121

alors a& Av lf détA=+1

aussi A acomme élément at. ot

al = (-1)'1J —iLi
i,j dét A

x q - .

ou M, . est la matrice carrée formée avec les cofacteurs de ia matrice
t

transposée A, associée &@ son élément de la igme ligne et de la jigme colonne

t
Comme A est aussi une matrice totalement unimodulaire, alors:

a’ sQoutl,
1] ~

D h i 7 ionc, chaque ligne de A ne contient comme éléments que @, 1 et

-l. Le systéme (23) peut s'écrire sous la forme matricielle ;

r¢1 ol
x, =A’ |R (24)
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ot Rest un vecteur d'ordre p, d'élément générique ri

n-?
=xd- icsroad, > koe ffl 2 i. P (25)

a eee (26)

Il est clair que r calculé par (25) et %, calculé par (26) résultent des seules

ae wd :
opérations d' additions et soustractions (selon les signes de k, j et a i)

-1
Cette méthode nécessite le calcul de A , qui apparait fastidieux et

codteux pour une matrice d'origine A qui ne contient que 0, 1 et -1 comme

coefficients,

En fait, nous éviterons le calcul de A et calculerons directement

+1
la solution xe par élimination, ot les calculs seront simplifiés par le ca-

ractére unimodulaire de A,

1.6.3 Liapplication de la méthode d'élimination complete :

Une méthode directe est celle de Jordan dite aussi métho-

de d'élimination compléte ( 14]. En groupant les coefficients de la matrice A

et le vecteur R du systéme (24) dans une matrice A' de dimension (p, pt),

les inconnues X peuvent étre calculées par les seules opérations d'additions

yactions sur les lignes de cette matrice Al afin de tranafarmer laEsl Laueiea
ét dé soustract

matrice A qui ne contient que 0 ou +1 en une matrice unité,

Nous allons démontrer qu'aprés chaque opération de transformation,

la matrice A reste totalement unimodulaire,
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Proposition 1 :

Un systeme linéaire peut étre transformé en un syst®me linéaire

équivalent par :

- la permutation de deux lignes,

~ l'addition 8 une ligne des éléments correspondants d'une autre

ligne,

- la multiplication d'une ligne par -1,

Or, la matrice A de départ est totalement unimodulaire, les éléments

des lignes satisfont aux théorémes (1) et (2), En prenant deux lignes de A, le

déterminant de chaque sous-matrice carrée extraite de ces deux lignes sera

égal A 0, 1 ou -1,

Nous voulons démontrer que l'addition de deux lignes ou la soustrac-

tion de deux lignes d'une matrice totalement unimodulaire, laisse la matrice

totalement unimodulaire, Pour appliquer la méthode de Jordan, on cherche

un élément (pivot) positif sur la diagonale principale de A, et on élimine les

coefficients non nuls qui se trouvent dans la méme colonne du pivot par I'ad-

dition ou la (soustraction) des deux lignes, La matrice A de départ est totale-

ment unimodulaire, Supposons qu'elle reste totalement unimodulaire a l'étape

g de transformation, En considérant que le pivot ay) 1; deux cas possibles

peuvent se présenter :

a) il y a un deuxidme coefficient non nul (noté par a. g) dans la meme colon-
ay

ne du pivot qui se trouve dans la ligne i et ara 1, Alors, on peut éliminer

a, , par la soustraction des coefficients de la ligne ia ceux de la ligne 2
4

b) Le deuxiéme coefficient non nul a, , dans la méme colonne du pivot se

trouve dans la ligne i, et a,
ie.

par ]'addition des coefficients de la ligne i& ceux de la ligne 2,

= - 1. Clest-4-dire qu'on peut éliminer a.
i

Un élément a! , dans la nouvelle ligne i peut @tre défini par la rela-
i oJ

tion ;

573005 #4 (27)

Aprés la transformation, a. | = 0, Il est clair que, si aes 0 avant la trans-
i, ,

formation, le coefficient ay j ne changera plus,

En considérant que les coefficients a j 5 a j et a, g 2Ppartiennent a

{0, 1, -l}, alors le coefficient :

inj

sera un élément du méme ensemble si et seulement si le produit des trois

coefficients a, #2 .#a, . est positif ou nul,
ij ej ie

Démonstration :

Le produit :

Ha a <0 >a, a a,

“i es * Fie ij 78j Tie

-1 -l -l

1 1 -1

1 -l 1! =2

-1 a 1 ' ae

alors

e{0,1,-1} => a. #8. Ha. 20.at

ij
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Réciproquement :

,e€{0, 1, -l}alors a’ =0ou41
J i,j a

=O gpa -a #2 =0=> a seta wa, je 0 Be, wa, ta
i, je
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positifs (ou négatifs) seront de nombre pair, et alors le produit des quatre

coefficients sera positif, Sinon, le déterminant de cette sous-matrice A!

sera égal& +2 ce qui contredit la définition 1 de 1.5.5, Par exemple, les sous-

matrices suivantes ;

ij i} “Qj” “ie it ei om

a ,=leta, #a =1 a1 pol »ou 11
ui ee | =F 4 : : ,

a, s-leta’ #a=-1 = rod pot fo} 1st
ii jet 4

a Pa a Ha sl as 0et-a wa xe En suivant les propositions 2 et 3, les coefficients de la ligne trans-

’ yo J J ie vos formée seront 0, 1 et -1.

a, .=let-a, a =0=>.....,... =0
i,j J ie ° Il nous reste & démontrer que le déterminant de chaque sous-matrice

' carrée A' extraite de la ligne du pivot et de la nouvelle ligne transformée

95 Le Mien) ayo eta, wa Se. =0 ¢ z °
7 Jou ij fj ie reste toujours égal& 0 ou+1, Pour cela, deux cas possibles peuvent se pré-

aera, ea RO, ° senter :
alors

° i) au moins un des quatre coefficients de A' est égal a
0,1, - éped 1} => ay eg wa. zéro alors;

| . ‘ pét (A) = 0 out].
| Revenons & la fig. 3, en considérant le cas ob a. 7 +1, la trans-

4 1, 7
formation (27) sera équivalente & : ii) Les quatre coefficients de A' sont non nuls (cas d'une

a! rt matrice Eulérienne) ; c'est le cas quandles deux coefficients qui se trouvent
!sa Fa.

ilo ij ej sur la ligne du pivot sont non nuls, tandis que les deux autres coefficients

le signe est pris selon le coefficient a, 2 Wi se trouve dans la meme colonne avaient les valeurs zéro avant la transformation. Soit les quatre coefficients
i,

| du pivot, qui se trouvent sur les deux colonnes h, k (fig. 4) ; la relation (28) donne :

a a a a

ee eyh vk e,
Proposition 3: '

i
Le produit des coefficients de chaque sous-matrice carrée A! extrai- t (fig 4)

te de deux lignes d'une matrice totalerment unimodulaire A est positif ou nul

car: 
ale ah aie al

. i, i, ' ,a) si un coefficient de A’ est égal& zéro, alors le produit des quatre , we

coefficients de A' est égal a zéro, 
a! = ea
ish 2h

b) Si les quatre coefficients sont non nuls, alors les coefficients si as p= (28)
j .

} 
a! =a

i,k ak

—
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y

ah 7 e,h
si a .=-l

a

ag Foe

Dans les deux cas (28) et (29) :

Dét (A') = 0

Alors les coefficients de la nouvelle ligne transformée sont 0, 1 et -1 ; de plus

le déterminant de chaque sous-matrice A' est égal& 0, 1 ou ~-l. C'est-A-dire

que la matrice A restera une matrice totalement unimodulaire aprés transfor-

mation,

Revenons au systéme (24), en considérant que la matrice A est tota-

lement unimodulaire ; il sera plus facile de trouver la solution (s'il y en a)

de ce systéme par les seules opérations d'additions et de soustractions sur

les lignes de A en appliquant la méthode d'élimination compléte décrite en

1.6.3, Cette méthode a été mise en application dans un sous-programme de

bibliothéque qui porte le nom RESYS (cf. II-3).

1-7 LA SATURATION D'UNE NOUVELLE CONTRAINTE

r+l . 5
Lorsque nous avons obtenu le vecteur X par les techniques précé-

demment décrites, techniques qui n'ont pas fait intervenir les contraintes ,

7 ro . . orth
unilatérales vérifiées, mais non saturées en X , il reste & étudier si X ! ry

vérifie ou non ces derniéres contraintes, Deux cas peuvent se présenter :; |:

1) toutes ces contraintes restent vérifiées, et nous enchai-

nons les itérations ;

2) une contrainte au moins devient saturée, dans ce cas,

ix
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les programmes de bibliothéque utiligent une méthode de dichotomie ; dans

les problemes particuliers que nous étudions, cette méthode est trop lourde

et nous utiliserons une méthode mieux adaptée et plus rapide en cherchant

l'intersection de la demi-droite décrite par X (avec h> 0) avec chacune des

contraintes non saturées,

Rappelons que le vecteur :

r+l Tr

xX =X th. D h>0 (30)

doit vérifier ;

- l'ensemble L des contraintes bilatérales :

C, (xtthy TT

- ensemble J' des contraintes unilatérales saturées ;

veel

rtl
C(x = 0 jeg; ' dj ) Vi Ji J. c J

- l'ensemble K des contraintes unilatérales non saturées I

rt+l
C, (x )>0 Vk eK ot K= (3 /S'}.

r

Lorsque les contraintes sont linéaires, l'ensemble K peut s'écrire

sous la forme matricielle :

A. yttl
: } Vie K.

Dés (30):

A X"+h. A D2b.
i _ il i

d'ot

r

h.A,,D2Bb -A.. xX (31)
L 1 1

F fs ats rPuisque h est strictement positif, et KX est un vecteur réalisable, donc:

b-A .X' <0,
1 L

Alors, parmi l'ensemble des contraintes unilatérales non saturées, on cher-

che l'ensemble des contraintes qui vérifie la condition :
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A.. D<0.
i

Soit S l'ensemble de telles contraintes ot :

S={seK/A,. D<O}.

La condition (31) devient :

-h. A .DSA |X -~b VseS
s 8

d'ot

h = Min (—2

ses

La nature de la matrice des dérivées des contraintes permettra d'al-

leger le calcul des termes de ia forme A,B par les seules opérations d'addi-

tions ou soustractions,

Cette méthode a remplacé la recherche par dichotomie dans le

sous-programme SATUR de la bibliothéque, De plus, les deux sS0uS-program-

mes de bibliothéque SATUR (aprés la modification) et ETAP2 sont réunis dans

un sous-programme nommé ETAPL,

1.7.1 Cas d'incident :

En exarminant les contraintes des signes des deux problé-

mes de flot et de transport, on trouve qu'ils prennent la forme :

x. = 0 (32)
1

T
Supposons que le vecteur X , de n-éléments est réalisable A l'itéra-

tion r, la direction de montée associée est représentée par le vecteur

i
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r+1
.»R), et le vecteur X sera calculé par la relation (30).

Deux cas peuvent se présenter :

r+]
1) le vecteur X “ est réalisable et satiafait la condition

rtl
£(X"" )>£ (x’)

nl oes ;2) le vecteur X ne vérifie pas toutes les contraintes non satu-

rées, d'ot la nécessité de calculer le pas h' qui sature au moins une contrain-

te de l'ensemble {S}.

En effet, pour l'ensemble des contraintes unilatérales représenté

par (32):

¥s ¢ {S} arth <o > xith. ad <o

q r ete
Puisque x eth sont positifs, alors:

xt eg =p da <o et |h. d | >x-
s 8 8 s

et la valeur de h' choisie sera:

r

x

h'= Min (—%),
s8¢ S 8

soe 5 vee FPour des ordinateurs de faible précision, si cc était trop petite, h'

rtl
peut prendre la valeur zéro, Cela signifie que le nouveau vecteur X ne sera

r 5
que le vecteur X , et on retombe 4 la m@me valeur de h', Dans ce cas, on

sature cette contrainte et on fait entrer dans la base variable x

CHANGEMENT AUTOMATIQUE DES VAKIASLES DE BASHmt 1 oo

ll sera nécessaire de changer le choix des variables de base chaque

fois que l'ancienne n'arrive pas & résoudre un syst#me comme (9) ou (14). Il
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est facile de remplacer une liste de variables de base par une autre manuel-

lement au début du calcul pour démarrer le programme, mais il sera difficile

de faire ce changement aprés quelques itérations. Par exemple, dang un es-

8ai pour arriver & l'optimum d'un probléme de transport, nous avons trouvé

qu'il faut changer les variables de base une vingtaine de fois, Dans d'autres

problemes plus importants, le nombre de changements des variables de base

Sera peut @tre beaucoup plus grand, d'ot la nécessité d'automatiser le change-

ment des variables de base, Une technique est mise en ceuvre par le sous-pro-

gramme CRBAS (correction de base) pour choisir automatiquement la liste des

variables de base,

L'algorithme commence par placer dans la base les variables qui

interviennent seules dans certaines contraintes "utiles", Le reste de la liste

des variables de base est choisi parmi les autres variables par une permuta-

tion circulaire,

En supposant que nous avons q' contraintes "utiles" et gue le nombre

des variables est n, on choisit parmi les n-variables les q' variables de base

de fagon 4 satisfaire aux deux conditions suivantes :

1) si une contrainte saturée ne dépend que d'une seule variable.

Cette variable doit nécessairement étre variable de base 5

2) chaque contrainte doit nécessairement faire intervenir au

moins une variable de base,

La premiére condition est facile & réaliser en considérant deux tableaux de

réperage ;

a) ILU : tableau de repérage des Indices des Liaisons Utilisées ;

ot. le i-eme élément a la valeur 1 si la i-tme contrainte est bilatérale ou uni-

latérale saturée, la valeur 0 sila contrainte est unilatérale non saturée,

b) IVX : est un tableau défini comme suit :

IVX (I) = J, si la contrainte numéro I ne dépend que de X (J) ;
’

IVX (i) = 0, si la contrainte numéro I est quelconque,
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Aprés avoir retenu les variables J correspondant aux ILU (i) = let IVX (I) = 5

pour toutes les contraintes, on peut chercher le reste des variables en res-

pectant la deuxiéme condition,

1.8.1 La premiére technique du changement des variables de

Considérons que toutes les variables qui se trouvent dans

les p-contraintes bilatérales sont rangées dans un anneau de facon que les p-

premiétres variables (en choisissant la premiére variable dans chacune des p-

contraintes bilatérales) soient rangées successivement suivies par les p-deu-

xigme variables (en choisissant la deuxitme variable dans chacune des p-

contraintes bilatérales) et ainsi de suite,

Au début du calcul et aprés avoir satisfait la premitre condition, on

cherche le reste des variables en commengant par la premiére position de

qd ”~
l'anneau (fig. 4). A chaque changement on commence la recherche dans l'an

neau & partir de la case correspondant au nombre des essais.

: ; i .

Par exemple, soit le systeme des contraintes bilatérales d'un pro

blame de transport de deux sources et quatre destinations :

=s8x + X2 + Xs ty l

inx, +X, +X, t Xe S5

S. 4 1% 151%] §
A, Bs a (34)

sx, + %, = 4, *5 |*6 |*7 [*3 | 72

zd 
dx, + x, 3 de a, 4, 4
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Les variables de base de la premiére itération

seront :

Xs Xpy Xs Xqy Xe1’ %5 X20 Xs

Si nous supposons que la premitre détermination

a échoué, nous ferons un deuxitme essai en com-

mengant par la seconde case de l'anneau, et les

variables de base seront :
le début de la

fig,(HE. 4) eee iterationXe XX, Ky, Xj ete,51 Myr Mgr Myr He i ete

Si nous avons épuisé toutes les cases de l'anneau sans trouver une

solution de base, on changera les contenus de l'anneau en supposant des chan-

gements dans les composantes de quelques contraintes, Par exemple, la

deuxime contrainte peut @tre transformée en :

Xgt xp tx, tx, =S);

et la troisitme contrainte en ;

+x =xe tx 4.

Le contenu de l'anneau sera comme ci-contre

(fig. 5). Les variables de base de la premitre

itération seront :

yr Xge Kye Koy Ky (35)

et les variables de base de la deuxitme itéra-

ti tion seront : 
le début de la

Xess Kip ot lere itération
g's" 2" 3" XG:

(fig. 5)

Supposons que le changement de base s'effectue du point de départ

Jusqu’a larrivée en saturant la contrainte numéro I ob ; IVX (I) = 2 par exem-

ple. En recommengant la recherche des variables de base & partir de la pre-

mitre case de l'anneau (fig, 5), les variables seront :

x, suivi par Xr Myr Xe X40 Xp» ce qui représentent une nouvelle base
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différente de la base (35), Si la contrainte saturée I est du type : IVX (I) = 0,

le sous-programme ETAPL choisit une variable hors base et la fait entrer

dans la base ; on recommence alors la recherche des variables comme dans

le cas précédent,

1.8.2 La deuxigme technique du changement de base (CRBAS2)

Une autre méthode directe, mais qui nécessite un calcul

plus compliqué et plus lourd, est de faire changer les variables de base par

des "boucles' successives en nombre égal au nombre des contraintes bilatéra-

les ; chaque boucle changeant un nombre égal de fois au nombre des variables

qui se trouve dans la contrainte correspondant & cette boucle, Par exemple,

pour le systéme (34), on peut changer les variables de base par les instruc-

tions :

DG 1 I= 1, Nl ot NI: nombre de composantes de la lére contrainte

DG 1 I2=1, NZohN2: " i " 2tme

DO 1 13=1, N3okN3: " # " 3eme

DO 1 14=1, N4ohN4: " " " 4eme

DO1 15=1, NSokN5: " in " 5eme

CALL CRBAS2.

Le sous-programme commence par examiner parmi les contraintes

utiles, celles qui dépendent d'une seule variable Xp c'est-a-dire les contrain-

tes qui vérifient +

ILU (I) =1,

IVX (I) = J

et la fait entrer dans la base, Or, dans notre cas les contraintes unilatérales

sont de la forme (15 b) ou (17'), le nombre de ces variables est égal au nombre

des contraintes unilatérales saturées, et en conséquence il reste a faire entrer
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dans la base un nombre de variables égal au nombre des contraintes bilatéra-

les, Ces dernitres variables seront choisies % condition que;

- il existe au moins une variable de chaque contrainte bilatérale,

- la variable n'a pas encore figuré dans la liste des variables de

base, c'est-a-dire que toutes les variables seront distinctes.

La premiére condition peut etre vérifiée en retenant dans chaque contrainte bi-

latérale, la premiére variable libre rencontrée, Cela sera effectué en choisis-

sant la premiere contrainte bilatérale par la technique précédente (la permuta-

tion circulaire) par rapport aux contraintes bilatérales et aux composantes de

chacune. Aprés avoir choisi dans chaque contrainte bilatérale, une variable

libre (si possible), et si le nombre de ces variables est inférieur au nombre

des contraintes bilatérales, on recommence la recherche & partir de la pre-

miére contrainte examinée.

Par exemple, dans le systéme (34), pour choisir les variables de

base de la premitre itération, on introduit dans la base:

- x de la premiére contrainte,

~ X, de la deuxiéme contrainte,

~ on saute la troisiéme contrainte, parce que les deux

variables de cette contrainte ont déj& été choisis,

- x de la quatrigme contrainte,

- x, de la cinquitme contrainte,
3

On recommence la recherche de la cinguiéme variable parmi les variables

de la prermiére contrainte en choisissant la bremitre variable libre rencon-

trée (x4) et la liste des variables de base sera:

X,, X¥,, X,, X,, X
17 8? 2? 3? 4?

La recherche de la deuxiéme liste des variables de base sera commencée

partir de la deuxieme contrainte et sera composée de :

~ %, de la 2eme contrainte ;

“ x de la 3&me contrainte ;
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-%, de la 4eme contrainte ;

i change--x_ dela 5eme contrainte, et non x, & cause du g

ment de la derniére boucle ;

- X, de la lére contrainte,

et la liate des variables de base de la 2eme itération ser
a :

» x,

ey eB

Les listes des itérations qui suivent seront |

> &

yr Ker Xa pr M5

> KX, XL,

Her Mar Ay 5’ M2

%a! me Xo? Xo? Xa

etc..,

Le nombre des permutations possibles pour changer la liste de
s

P u bre des contraintes bilaté-variables de base est TT No ou P est le nom

et i éthode nous serons obligés
rales, D'autre part, en appliquant cette m

dtintroduire dans le programme principal les deux tableau
x suivants :

1 un vecteur colonne NVB de dimension P ; dans lequel se trou-

ve le nombre des variables de chacune des P-contraint
es.

2 - Un tableau entier LT de dimension (P x K), ot

= = ’ P Ce ariables des con-1 ls eye ees . tableau contiendra les var ab’
K Max N

traintes bilatérales différentes.

LE CAS DE SATURATION OU LIBERATION D'UNE GON. RAINS &
1-9

é i ilatérales
Considérons dans les deux problémes, les cont

raintes um

qui dépendent d'une seule variable
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~ les conditions de signe représentées par (15 b), dans le pro-

bleme de transport ;

- les conditions de signe et les contraintes de capacité sur chaque

arc représentées par (17'), dans le cas d'un probléme de flot dans un graphe,

La saturation ou la libération d'une contrainte de ce type signifie l'ad-

dition ou la suppression d'une ligne et d'une colonne de la matrice des déri-

vées des contraintes par rapport aux variables de base. Cette ligne comporte

un seul coefficient + 1, correspondant & la variable entrante ou sortante.

1.9.1

La matrice carrée e. de départ est totalement unimodu-

laire cata matrice est de dimension (k ‘ k), ot k est le nombre des contrain-
tes bilatérales, Les coefficients dans la colonne i de cette matrice représen-

tent les dérivées des contraintes bilatérales par rapport A la variable de base

x, choisie (fig. 6),
b,

i

ac ac / a aC,/ dx, f OR ee ac,/ x ac/ ax,
1 2 i k

aac,/ * aG,/ am, me ac, /ax, vee 8C,/ a,

. x (fig. 6)

a
ac, / my ac, / my Le ac, / a ac, / a 7

ac

ob ae %-1 Veje (0...

j

Soit * la variable entrant dans la base aprés avoir saturé la con-
trainte ; ie

- 49 -

x =0 1<?@5 MN dans (15 b)
e

ou op (e)=0 dans (17 ')

ou @ (2) = p (2) dans (17').

i i iablesLa matrice devient de dimension (k +1, k +1), le nombre des varia

de base augmente de un, et e 41 prend la forme:

ac / axicac,/ my a / x fe

a 8C,/ ax,ac, / 2, ac,/ my, 7 Fe
2

kt :

ac / axaC, / 2m, ac, / ax 3 «Dy
wee ee ee er er ee ee er rene la con-

a trainte
0 0 0 (k +1)

: @-itme colonne

i imodulai -On peut constater que la matrice Pia reste totalement unimodulai

re car:

i i étai 1x 20,en considérant que la contrainte unilatérale saturée était du type x

alors le coefficient qui se trouve dans la @-ime colonne et la (k+l) itme

ligne sera + 1, Considérons maintenant qu'il y a un ou plusieurs coefficients

dans la g-itme colonne différent de zéro (fig. 7).

k+l
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| Les coefficients de la matrice de départ e. forment une matrice

fotalément unimodulaire, ¢'est-&-dire que ces coefficients satisfont aux con-
ditions du.théoréme 1, D'aprés la Proposition 1, on peut transformer les coef-

ficients qui se trouvent dans la ?-itme colonne en des coefficients qui véri-
fient le théoréme 1 par des opérations d'addition ou de soustraction de la ligne

(k +1) aux autres lignes, Les autres coefficients de la matrice ne changent

pas, puisque les autres coefficients de la (k + 1)-ieme ligne sont des zéros

Aussi, il est clair que:

Dét ( Cast + 1Dét (ey tpe(¢))

(en caiculant le déterminant de la matrice Cat par rapport aux coefficients

de la dernitre ligne),

19.2

| Nous avons démontré que la matrice @/ | des dévivées

des contraintes par rapport aux variables de base reste sie oroett unimodu-~
laire aprés la saturation d'une contrainte unilatérale, La libération d'une de

ces contraintes peut arriver par la suppression d'une ligne et d'une colonne
'

de la matrimatrice 8) 4).

La suppression d'une ligne et d'une colonne d'une matrice totalement

unimodulaire laisse les autres colonnes de la matrice vérifier les conditions

du théortme 1, c'est-&-dire que la matrice reste totalement unimodulaire,

Crest évident, puisque ia matrice Cue 41 Ost déduite de la matrice @ qui Ktait
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1-10 LE CHOIX INITIAL DES VARIABLES DE BASE:

Pour commencer le calcul dans chaque probléme, nous avons besoin :

1 - d'un vecteur initial X°,

2 - d'un choix initial des variables de base,

°

En ce qui concerne le premier point, le vecteur choisi X° doit vérifier

toutes les contraintes du probléme, et le nombre des itérations pour atteindre

°
l'optimum de la fonction objectif sera plus ou moins dépendant du choix de X

L'importance du deuxitme point apparaitra en cherchant un vecteur

xT] veilleur que X", Pour cela, il faut que la matrice des dérivées des con-

traintes utiles par rapport aux variables de base €, soit inversible (cf,

1.6.1), On tiendra alors compte des théoremes et remarques classiques qui

concernent chacun de ces problémes pour choisir des variables de base con-

venables,

1,10,a

La solution de base dans le cas classique du

probléme de transport, est une solution qui comporte exactement (M - 1)

(N - 1) valeurs nulles, Autrement dit une solution comportant :

MN - (M-l) (N-1) = M+N-l valeurs positives,

Cette solution de base constitue un arbre dans le graphe non orienvé

correspondant aux arcs (Pp RB) seulement, Cet arbre contient M+ N-1

arétes et entre deux sommets non adjacents, il existe une chame dont les

sommets sont alternativement pris dang l'ensemble P. et dans l'ensemble

R, (ef. 1.5.1).
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En considérant que chaque aréte de l'arbre représente une variable

de base, alors les variables (aretes) choisies doivent vérifier (15 a} et (15 b),

Par exemple, soit le tableau suivant :

1 2 3 4

x

Py 1 *4 15
5 10

x x x

5P, e. 8 20
10 5 5

x
10P, 10

10

15 10 5 15 (fig. 8)

t

La matrice ea ne sera pas inversible si nous prenons x =5;x. =0 ;
3

x, =10; asm =o, *0 =10; 19 = 0, comme variables de base ; bien que les

variables vérifient toutes les contraintes du probléme, Ces variables ne cons-

tituent pas un arbre, mais possédent plus d'une composante connexe,

1.10.b Cas du probléme de flot dans un graphe:

Soit un graphe G (X, U) orienté fini et sans boucle,

et un sous-ensemble de sommets AC. Cc, on note par;

U At : l'ensemble des arcs incidents intérieurement & A ;

Ui ge ; l'ensemble des arcs incidents extérieurement 2 A,

Définition 1 [ 8 ]

L'ensemble d'arcs U (A) est un cocycle et l'ona:

U{A)= U4 U Uae

et $ = Unt f\ U,-
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Définition 2:

Un cocyle est élémentaire s'il est formé par l'ensemble des arcs qui

relient entre eux deux sous-graphes connexes non vides, disjoints et dont la

réunion constitue une composante connexe du graphe,

Considérons que le flux travergant chaque arc u. du graphe G est
i

borné par un couple de valeurs (a, b.) réelles ou entigres tel quea S be
1 1

le théoréme suivant donne la condition pour qu'un flot puisse traverser le

graphe,

Théoréme [ 7 ]

Soit Gun graphe orienté et valué par des entiers (ou réels),. Pour

qulil existe un flot entier (ou réel) respectant les contraintes de capacité :

il faut et il suffit que l'une des conditions suivantes soit satisfaite :

a) quelle que soit la tension @ il existe un vecteur fy orthogonal

& @ et compatible avec les limites (a, b)

<i, @>=0
6

Sf <b.
amo

b) Quel que soit le cocycle élémentaire UA '

2 2-2 bs0
: i : =.
ieU,+ ie U,

et

> a - > <0
— i a
ie U,. te U,y

Le théoréme est une généralisation du théortme de Hoffmann [2].

De la 28me condition du théoréme précédent, on peut dire que la

conservation du flot exige que le flux minimum entrant dans tout ensemble
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de sommets A soit inférieur au flux sortant et il suffit de vérifier cette condi-

tion 4 travers les seules coupes du graphe pour l'existence d'un tel flot,

Alors, on choisit les arcs qui constituent un chemin ou plusieurs qui

relient l'entrée du graphe avec sa sortie et vérifient la condition précédente,

Ces arcs représentent les variables de base de début,

Dans notre probleme, la contrainte (cf. 1.5.3):

nous oblige & choisir au moins un arc (une variable) parmi U 4? l'ensemble

des arcs qui sortent de Bo? l'entrée du graphe, Le reste *0 © des variables

sera choisi entre les autres contraintes bilatérales du probléme & condition

que chaque contrainte soit représentée au moins par une variable ; et que les

variables (arcs) choisies forment entre-elles, un chemin reliant 8_ avec s

la sortie du graphe.

Par exemple, considérons que le graphe suivant respecte les condi-

tions du théoréme précédent :

On peut constater que chaque ensemble d'arcs qui représente les

variables de base Xx, et relie l'entrée du graphe avec sa sortie rend la
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matrice €5 inversible, Une solution peut étre trouvée en choisissant x,

tel que:

Myr Ayu Age Hye Ree Ahg F

x, X., X

17 %5* ¥gr %os %

Hye X yr Xe Mos Myr XS
1 4°59 2 3

4 x ;
9

Xx, %,%,, %., %,%X

1 %2* %gr *q? gt *4 i

x > X,, Xo, x
91 gr Xqr Rigi Xs i

1?

3g Xp Key KG ROG He
V2? “gi “gy? “10’ 7"

Ce ne sera pas le cas si les arcs choisis ne contiennent aucun arc

de UL. Par exemple :

6

Xp Xo xy X51 Xe Xo

Xi, x

2! %3) ¥4! ¥5: * er *o-



PARTIE II

MISE EN CEUVRE
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1-1 DESCRIPTION DU PROGRAMME PRINCIPAL ET DES SOUS-PRO-

GRAMMES UTILISES :

La mise en ceuvre de la technique du gradient projeté demande L'uti-

lisation de dix sous-programmes dont quatre sous-programmes caractérisent

le probléme & traiter, Ces quatre sous-programmes doivent étre réecrits

pour chaque probleme, Le programme principal et ces sous-programmes

sont écrits en FORTRAN IV de base, Ils ont été testés sur un ordinateur

MITRA 125, Malgré les dimensions réduites de la mémoire (32 K mots), nous

avons pu traiter des probl@mes importants en utilisant les techniques du

recouvrement,

Il.l,a Sous-programmes de description du probleme :

Les quatre sous-programmes sont :

- FUNCTION F (X) : qui calcule la fonction objectif

- GRADS : qui calcule le gradient simple de la fonction objectif

- CONT : selon l'indicateur K, il calcule:

- les valeurs prises en X par les contraintes non saturées,

siK=1;

- les valeurs prises en X par les contraintes "utiles",

sik =0,

Les valeurs des contraintes calculées seront rangées en séquence

dans un tableau C. Il calcule aussi pour chaque contrainte la somme des gra-

dients simples de la fonction objectif par rapport aux variables de cette con-

trainte, la valeur sera rangée dans le tableau DD, Par exemple, soit la con-
trainte I sous la forme:

= +X -C(I)=X,+X,+%X,-X) alors
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DD (I) = af/ ax, + af/ ax. + af/ ox, - af/ ox,

Nous aurons besoin de faire ce calcul, pour le calcul de la valeur de

h qui sature une contrainte (cf, I-7).

- DEPC@ : Il range par colonne les dérivées d'une m&me contrainte utile. La

t
matrice G contiendra [ ac./ ax, ]

II,l.b Autres sous-programmes

Les six autres sous-programmes sont :

- GPROIJ } (ef, 1-4)

- MCADIR

- ELNUML

(cf. 1-6)
- RESYS

- ETAPL (cf. 1-7)

- CRBAS1lou2 (cf. 1-8).

Rappelons que le sous-programme ETAPL comprend deux sous-~

programmes :

a) le sous-programme modifié SATUR de la bibliothéque, aprés le rem-

placement dé la technique de dichotomie par la méthode décrite en

(I-7}, qui correspond au type des contraintes linéaire ;

b) le sous-programme de bibliothéque ETAP2,

|

Des instructions "COMMON" étiquetées contenant les paramétres,

les tableaux de travail et les identificateurs globaux du probléme, seront

ajoutées pour relier tous les sous-programmes entre eux et ceux du program-

me '"'appelant'', Nous indiquerons d'abord le réle des paramétres utilisés et

donnerons ensuite les listes d‘instructions des divers sous-programmes.
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Il - 2 LISTE DES VARIABLES ET TABLEAUX UTILISES

A - Les Variables

N i nornbre de variables,

NT ; nombre total de contraintes,

M > nombre de variables de base (ou également le nombre de contraintes

utiles},

INCI: indicateur d'incident,

IFI : indicateur de fin d'itération, Il prend la valeur 0 lorsque le maxi-

mum est atteint.

ICL : indicateur de contrainte libérée et a la valeur | si une contrainte a

été libérée et 0 dans le cas contraire,

NA * paramétre de surdimentionnement (= Max (N, NT)),

Indispensable pour MCADIR,

Pp : nombre de contraintes bilatérales ; il doit atre déclaré "entier",

NCVB : nombre de changements de la liste de variables de base (égalea 0

au début du programme),

NREP : nombre de cases de l'anneau (cf, 1-8),

FX > contient en permanence la valeur f (x*) du premier itéré obtenu.

QE : le flux entrant dans le graphe,

H et Hl; Pas de montée. H est fixe ; Hl évolue par le programme,

NS : nombre de sources (pour le probleme de transport).

ND * nombre de demandes ou points de consommation (pour le probleme

dc transport},

B- Les Tableaux

D (N) : contient la direction de montée,

ILU (NT): ILU (I} = 1 si la contrainte Cc. est bilatérale ou unilatérale saturée,

ILU (K) = 0 si la contrainte C.. est unilatérale vérifiée non saturée,
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IVL (N): IVL (H} = 0 si x, est variable hors-base

IVL (B) =1 gi x, est variable de base,

IVX (NT): IVX (I) =J si la contrainte C. dépend de la seule variable x.,
J

IVX (I) = 0 dans les autres cas,

EPS (2) :&) é, utilisées dans les tests des sous-programmes CPR@J et

ETAPL.

G(NT, NT): contient les dérivées 8C,/ Ox des contraintes utiles par rap-
1

port & toutes les variables,

r
X(N): contient en permanence le dernier itéré X . Il doit etre initialisé

par le programme principal,

Cl (N} et C2 (N) : Deux coefficients utilisés dans la fonction objectif représen-

tant le gain ou la perte (selon la nature du probléme Max , F

ou Min . F) pour chaque arc du graphe,

IS (NREP): le contenu des cases de l'anneau (cf, I-8).

NVB (M) nombre de variables dans chaque contrainte bilatérale (4 utiliser

avec CRBAS2 (cf, I-8)).

LT (M,K): tableau pour ranger les variables qui se trouvent dans les con-

traintes bilatérales (cf, I-8).

Cc (NT)

Y(N), Z (N), U (N)

FP (N) Tableaux de travail,

IP (NA)

W (NT, NT}

U1 (NA), U2 (NA), U3 (NA) : tableaux de travail (utilisés en MCADIR),

DD (NT) : tableau de travail utilisé en CONT.

C - Les instructions COMMON

Nous indigquons ci-aprés les identificateurs de chaque instruction
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COMMEN, et donnons la liste des COMMG@N utilisés dans chaque sous-pro-

gramme,

CZMMON |A|N,NT,M, INGI, IFI, ICL, D(N), ILU(NT), IVL(N),

IVX(NT}, EPS(2), C(NT), G(N, N), UNA), FP(NT), W(N, N),

U2(NA), U3(NA), IP(NA), NA.

COMMON | Al] X (N)

COMMEN |B| FX, H,HI, Y(N}, Z(N), U(N)

COMMON |Di|NVB(P), LT(P, K), P, IS(P)

COMMEN |E |FY, FZ, FU,DD(NT),QE

COMMEN |EO| FY, FZ, FU, DD(NT)

COMMEN | E1/C1(N), C2(N), IS(NREP)

CYMMEN |E2|C1(N), C2(N), NS, ND

Probleme

Sous- de Transport flot

Programme

CONT A,EO A,E

CRBAS1 A A

CRBAS2 A A

DEPCO om ~

ELNUML A A

ETAPL A,Al,B, EO A,A1,B,E

FUNCTION F(X) E2 El

GPROI A,Al A, Al

GRADS E2 El

MCADIR _ =e]

RESYS os an
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II] - 3 DESCRIPTION DES SOUS-PROGRAMMES DE BIBLIOTHEQUE

Dans cette partie, nous décrivons les sous-programmes de biblio-

théque qui mettent en ceuvre les techniques décrites en (I. 6.3), (I-7) et (I-8).

Les sous-programmes sont:

- RESYS

- CRBASI

- CRBAS2

- ETAPL

et - ELNUML,

Les deux sous-programmes (GPR@J et MCADIR) sont ceux de la

biblioth@que { 16].

Le sous-programme RESYS:

Ce sous-programme résoud un systeme W * X = C de M équations

linéaires A M inconnues lorsque la matrice W est unimodulaire,

Paramétres utilisés ;:

M: Nombre des variables de base.

WwW: Matrice carrée d'ordre M. Les coefficients de la matrice sont les

dérivées partielles des contraintes utiles par rapport aux variables

de base,

Gi Vecteur d'ordre M qui contient les valeurs prises en X par les con-

traintes utiles, En fin d'exécution et en cas de déroulement normal,

la solution du systéme sera rangée dans C.

LP; Indicateur d'incident :

LP =0 en cas de déroulement normal

LP =1 indique que la matrice W est non inversible.

aAam

NOOO

aa
cc

i)

16

if

16

ly

eu

el

ee

es

ed
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Sous -programmes appelés : aucun

SUBRUUTINE RESYS(W,C eM, LP)

OIMENSTION w(30,1),0(01)

WPSM+}

DO lt [aim

w(L,NPJ=C CL)

UO &S KAlyh

IF (W(K,K) NEO.) GU TO 16

LE PIVOT EST EGAL A ZERO,

NNSK

NNENW41

IF (RN.LE eM) 6 TU 14

LP2h

RETURN

TF Cw(NwyeK).EU,0.) GO FO 13

LE REMPLACEMENT NE LA LIGNE K PAK LA LIGNE MM,

v0 15 LenK,NP

R=w(K,L)

w(K, L) SW CNN,L)

W(NN,LJ=R

IF (WC(K,K},GT.0) GO Tu 14

OU L? LeK,nP

w(K el) S-w(K, L)

LO 23 Kisi,a

IFCK1.EN.K) GU TU es

IF (W(K1,4))19,23,21

L*ADDITIUN DE LA LIGNE OU PIVOT A LA LIGNE Ki,

DU @U L=l,NP

WCKL,LJ=W(Ki,LJ w(K.)

60 TO 23

LA SUUSTRACTION VE LA LIGNE K1 A LA LIGNE DU PIVOT,

uU ede LeL,NF

ACKI,LISWCKL LJ aWCKeL)

CUNTINUGE

vO 24 [=1,M

CCL) Sw C1, NP)

LP=U

RETURK

END
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Le sous-programme CRBASI

Ce sous-programme change la liste des variables de base automati-

quement en appliquant la premitre méthode décrite en (1-8).

Paramétres utilisés :
azarametres utilisées

ITT : Numéro de la case de l'anneau d'oh on commence la recherche des

variables de base.

P : Entier, représente le nombre des contraintes bilatérales, Sa valeur

doit &tre fixée dans le programme principal,

NREP : Nombre des cases de l'anneau, c'est-A-dire le nombre des varia-

bles présentes dans les contraintes bilatérales, On compte R cases

si une variable est répétée R fois dans ces contraintes,

IS : Vecteur de dimension NREP qui contient les variables qui se trou-

vent dans le aysteme des contraintes bilatérales, rangées comme

indiqué en (1-8).

Sous-programmes appelés :

aucun,

an

aaAan

c

a

NoOan

ito

lu

20

Su
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SUBROUTINE CRHAS] (ITT, P,NREP,I3S)
COMMON/AZNG NT» My INCI, IFT, 1CL,0 (10) 1LU(30) LVL (10) p LVX(30) ,EPS(2),1U (30) 46 (30,30) /U1(30) FP (10) »W( 30,30) .U2(30) -U3(30},1P(30) NA
DIMENSION IS(1)

INTEGER P

KEU

REMISE A ZERO LE TABLEAU QUE CUNTIENORA LES VARTABLES DE BASE,

OG 1 {[51,N

IviL(1)50

LA RECHERCHE DES CONTRAINTES BILATERALES ET UNILATERALES SATUREES
WUl DEPEND O’UNE SEULE VARIABLE ET LA METTRE DANS LA BASE,

DU 100 La1,nt

IFCALUCI).ER.0) GO TO 100

IFCIVX(I).EQ.0) GO Tu 100
Kone)

JSZIVXCT)

ivi (JJ) =4
CUNT LWue

L=lTlel

LA RECHERCHE A PARTIR VE LA CASE ITT OE LS ANNEAU,

vd 20

LSLel

IF(L.LE.NREP) GO TO 10

1=1,NREP

UN RECUMMENCE LA RECHERCHE A PARTIR DE LA 1 ERE CASE DE L°ANNEAU,

L=}

KISIS(L)

IF CAVE (Ki) .E€G.0} GU TO 15

GO TU eu

IVE (K1)=1

KEK+h

IF (K.EQ.M) GU TO 30

LE NUMBRE DES VARTABLFS DE BASE INFERTEUR Au M

UTILES,

CONTINUE

RETURN

ENU
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Le sous-programme CRBAS2 :

Ce sous -programme change les variables de base en appliquant la

deuxitme méthode décrite en (I-8).

Paramétres utilisés :

NVB

LT i
(cf. 11-2)

Is 3

P

Sous-programmes appelés :

aucun.

SUBRUUTINE CRBAS2(NVB,LT,15,P)
CUMMUNZAL AUT Me INCI, TFL, TCL (30) p LLU(42) p1VL (30), 1VX(42) pEPS(2)

IC (42) 4 (304630) ,U1 (30) -FP (42) (30,30) 7 U, ‘UIMENS TOW AVBCL) LTS 1) 18 Ch) WS MERE NAS TSON AAP USOT GNA
INfEGeR P

Lowsy

INCLSy

vu t

LVL (1)

OU LOO LE1,NE

TFCILUCI) E90) GO TU 100

JF CIVX(L).£0,0) GO Tu 190

JJSIVX(1)

LVL (Js) =

lou CONTINUE

KEO

5 uu ed f=1,P

to [Ss=1$(1)

KISLT(1,1SS)

IFULVL(K1).EU,0) 6O TO 15
_ USSsLSS+1

TFCISS.GF WVB(1)) GO TO 20
I9tI)e1s(i)ea

GD Tu 10

| 19 IVU(K1)=1
| KoKeL

TF (hoEW.P) GU TO 35
20 CONTINUE

1F(Ioa.EU,1) GU TO 3u

UU 2S L1,P

eo (51) 2)

ISwe4

GU Ta 5

Su INCLE21

SS RETURN

tno
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Le sous-programme ETAPL:

Le sous-programme suppose une direction de montée D connue et

r+1 rtL r.
calcule un vecteur X tel que f{(X__) > f (X) et le pas hy correspondant.

rt
Dans le cas ot X 1 ne vérifie pas toutes les contraintes unilatérales non sa-

r+ 7
turées, le vecteur X sera obtenu par la saturation d'une nouvelle contrain-

te en caiculant le pas h) comme expliqué en (I-7),

Ce sous-programme regroupe les deux sous-programmes de la bi-

bliothéque :

- SATUR : aprés la modification qui consiste 4 remplacer la méthode de

dichotomie par la méthode décrite en (I-7) ;

- ETAP2 : sous-programme de la bibliothtque sans modification.

Paramétres utilisés :

aucun,

Sous-programmes appelés :

ELNUML - CONT - F.

Indicateur d'incident INCI gui vaut :

0: en cas de déroulement normal ;

: ins &Sl: si hy 5

52: en cas d'incident dans le calcul de Y par ELNUML ;

61: dans le cas ot aucune contrainte n'a été saturée, le pas calculé

étant égal A ow ;

62: en cas d'incident dans le calcul de Y par ELNUML, ot Y a été calcu-

1é par le pas hy trouvé par la méthode décrite en (I-7).

eboXOUTTOFE EL APL

LUMNUN/ ALi WT 7 ty LWT, LET, LCL, 0030), LLU(42) pLVL (30) pLvX (a2) EPO Le),

LL £42) (BU, SU) UIC 30) FP (Ge) pW (30, 50) -U2 (30) -US(30) LPC SU) ,ua
CurihUN ALK (SO)

LUsUN/ B/E Re Me Le VSO) 2030) USO)
Levis s01/M¥bCLAd PL ECL, 10s ,Pe LS C12)

Cutis ZEU/E YP pr U,UO (G2)

Jvlebkr F

sat

va ¢@ Lely

TCLIER UL hae)

CALE ELNDAL(Y)

LECT eCL.ee.U) el Tu 101
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ylsutes

Tr ON} .t0.0) bo Tu 19

CALL Cunt (ysl)

ul $ K=L,N1

JF(L(K).LILO.) GU TO eu

$ CunTinue

19 FYSFiy)

JFCFY,OT.FX) GU TO Su

HISHL*AUL!S

TF ab LE.ERS(2)) bY TO 100

bu fu |

CALCUL Gu PAS Hi,

ev vu 1S Loi,Wwi

Va rhaljyszucs)

LaLlL CUuGT(X,1)

hCsu

KeMlot A ZERU LE NOMBRE VES CONTRAINTES NON VERIFIES,

CN WOLVES Y

CA We€nerCnhe Ut MIN, 4

aOB949 Eb +09

Lal

uu liv Tet, kT

JF CLLUCITS 666.1) wo Tu iy

PELE UL) bt...) GU Tu 109

HOAVENL IY e]

see UL 70 (L)

trlo we .u.J 60 Tu blu

Ir lovebT.S) GU Tu flu

vom

ar aL

tous}

Puy Corel

The CoP EAUE

lt liuG.tbu,u) Gu TU fulou

mnsoo

LF laldvetWe)1) bU Tu 44

LE day bT.EPO(2)) GU Fu aq

Wed S0.0

pu duo e's

4d ut fa Loiyw

14 YCLISACT ) eethaud dy

GALL EL MUML Ot}

drtleliawe ev) GO TU Luud

LALL Cuwl oye)

wil fa nts)

le (Sso(C (hs) .G6,U,UuV0L) GU Tu 16

sKat

NESKL +]

To virdl toilet

Ir Qnu lr, ljou Tu tei

Gu fd 2

oAfuraAtiuu O'Une CunTRalwte.

leu FYSF CY)

leat yY.lLe.F xX) Ge TO lulu

aoa

elu

#U

SU

ow

19

ahi

od
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K=U

vU 69 Asi, NT

iF CILUCL) 6eUed) GU Tu 60

K1SL

A=A+)

AF AR.EWLKK) GO FO edu

CunT [NUE

ILu(Kb)=1

RECHERCHE U*UNE VARIABLE ENTRANTE.

Meret

JLSIVXORL)

JE(J1.LE.0) 6G TU elo

JFCLVL (Jk) E60) GU 10 210

bye (Ji) 21

bu TU 300

vy Fu Lela

TF CLIVE C1) -ER.1) GO Tu 70

ive (1) =1

bU 10 $00

Cunt iaueé

vl &0 Lely

«(1 =YCT)

1 Stiri

F XSF CX)

KETURN

Lwll=62

Re TUR

“Encl sol
RETURN

Heese ean

vu 5 Tei,

ECL) EXCL) eHexd (1)

CALL ELWUML(Z)

LFCIWCL.E0.0) GO TO 511

FX=FY

vg 6 Tsl,N

x(i) 271)

INCL=0

RETURN

IFiNL.EU.0} GO TO 22

CALL CUNT (2,1)

vO 7 KSi,Ni

LECCOK}.LT.0.) GO TO 15

CONT LNUE

FzZsF (2) _.

JELErF At eerie

IF (MeLeLT.eue) GU TU 95

LELEY.GT.FZ) GU FO 15

FxefZ

Alane

lwo feu

ule & T=,

x(i)=Z201)

Kt Tiukn
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lu

és

di

luy

rel
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MEAL RCS. HFX=4 WF Y OFZ) RULS/DEL

vU 9 T=i,n

UCLJSXCL)+HE xD CL}

CALL ELRUML (uy)

LFCENCL.NE.U) GU TU 56

LF (ul eku.0} BO Tu es

CALL CUNT (Uy 1)

vu LU KEL NL

IFCCUK) LT.0.) GU TU So

Cun fb iWue

rijst Cit}

LF (FUGLILFZ) GU TO 56

{Fur U.LT.FY) GU T0 5

PARSRU

LSE

iiwebsou

vu ti Llei,is

RULD=UC1)

RE Tun

fnuls)

whl res

Liulese

mb fines

thew

ne
100
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Le sous-programme ELNUML:

rtl

rtl B
& partir des variables indépendantes Xy pour le systéme des contraintes bila-

Ce sous-programme calcule les valeurs des variables de base X

térales et unilatérales saturées

r+1 rti,
C(x X,) = 0 (34)

La technique du calcul est décrite en (I-6).

Paramétres utilisés :

oe fe Un tableau d'ordre N qui contient les variables de base et celles hors

base, Aprés l'exécution et en cas de déroulement normal, le tableau X con-

tient la solution du systéme ci-dessus.

Sous-programmes appelés :

CONT, DEPCY, RESYS.

SUBROUTINE ELNUML (X)

COMMON/A/NpNTp Mp INCI, IFI, ICL, D( 30) ILUC42) pTVL C350) ,1VX(42) ,EPS(2)e
10(42),6(30-30) -UL(30),FP (42) »W(30,30) ,U2(30) ,U3(30), IP (30) ,NA

UIMENSTON X(1)

IF(M.EG.0) GO TO 5

CALL CUNT(X,0)....... ... Le calcul des valeurs des contraintes utiles.

CALL VEPCO(GrILU) Le calcul de €' pour toutes les contraintes,
Ks0

bu 2 121,N
IFCIVL(I).EG,.0) GO TO 2

Ksk+1

DO 3 J21,M '

ACJKIBCCLAI) 0... Le rangement de 6, en.W,
CONTIWUE

CALL RESYS(W,C,M,LP)

IF (LP.NE.O0) GO TO 100

K=¥

uO 4 Lei,N

IFCIVL(I).EG.0) GO TO 4

KeR4l rtl
X(T) axl) eC(K).....e.. Le calcul de Xp .

CONTINUE

INCL=0

RETURN

INCI=11

RETURN

ENO
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II - 4 APPLICATION DETAILLEE SUR TROIS EXEMPLES :

Trois exemples sont choisis & titre d'application, Le premier exem-

ple traite un probléme de flot de 10 variables (arcs), Le deuxiame exemple

représente un probléme de transport de trois sources et dix points de consom-

mation déja traité en utilisant la technique de la programmation dynamique

[1] p. 92. Le troisitme exemple traite le cas général du probléme de trans-

port, dans lequel : \

N M

Zz Pf 2 R.

Nous nous limiterons dans ce paragraphe & l'étude des programmes

de description (cf. II.1.a), et des programmes généraux pour les deux pre-

miers exemples, Les résultats des trois exemples apparaitront en (II. 6.1,

11, 6.2, 11.6.4),

Il, 4,1 Enoncé du probléme de flot:

Etant donné un flux fixe QE entrant dans un graphe orienté

(fig. 9) dans lequel :

1 - chacun de ces arcs est limité par une capacité donnée ;

(fig. 9)
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Le probléme est de trouver le flux x, qui traverse chaque arc u,, de
i

fagon& minimiser la fonction objectif :

10
1 2 2

F= > (Cc. x,+C x),
re ql J ood J oJ

ie

Bien entendu la sormme des flux sortant du graphe est égale 4 QE.

Les autres contraintes de ce probléme sont décrites en (I. 5.3).

1 2
Nous avons pris les dix premiéres valeurs de C et C du probléme

de transport pour les utiliser comme données dans le probléme actuel (cf.

11,4,3} représenté par le graphe de la figure (9).

Il. 4,2 Phase d'initialisation du probléme dans le programme prin-

cipal

Les données du probléme seront :

N=10, NT = 26, M=P= 6, = = 0,01, &, =1,E-10, NA = 30, NREP =17.

Les tableaux ILU, IVX, IVL seront initialisés comme suit:

M fois (NT-M) fois
vr —— ‘ Ce oe ~

ILU: 1 1,...1 0 0 0..... 0,

Le nombre des contraintes unilatérales est le double du nombre des arcs

(voir relation (17')).

M fois

(ten ee

IVX: 0 0....0 12 3... 10 2) Se. een LO

IVL: Le sous-programme CRBAS (1 ou 2) choisira M variables et

les fera entrer dans la base en posant IVL de chaque variable

choisie égal 4 1, et 0 ailleurs.
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11.4.3 Programmes de description du probléme de flot :

FUNCTION F(X)

COMMUN/E1/C1(30) -62(30),18(17)
DIMENSION X(1)
Fou,

OL 10 JE1,10

10 FEFeCh Cd) ak (J) CaCI) xX (S) ex)
RETURN

END

SUBRUUTINE GRADS(X,FP)
COMMON/E1/€1(30),C2(50)-IS(147)
DIMENSION X(1),FP(1)
OG 1 J51,10

PFPCJ)@Cl(J)=204CeCsyax(d)
RETURN

END

En considérant le graphe de la figure (9), les contraintes bilatéra-

les seront :

4 7 ¥3 7 Ky - 5 0

*2 7 Mp 7%, = 0

%, Xe = 0

X47 %y = 0

5 * % -%g=0

*% + x, -QE=0,

Pour écrire les contraintes unilatérales représentées par (17'), il

sera nécessaire de connattre la capacité p (u) de chaque arc u du graphe, On

acne tere guc les Cdpaciiés des arcs du graphe precedent seront successive-

p (u.) = 35-30-15 ~10-15 - 20-15-15 -25 - 25.
i

i=l,..., 10.

- 75 -

Les contraintes unilatérales seront:

-x, + p(u,je 0

: : i=l, 2,..., 10
et x, 20

1

SUBRUUTINE CONTCX,K)
LOMMUNSAZNe NT eM, INCI, TFL, ICL, O( 40), ILU(30) pIVL (10) eIVX(30) pEPS(2),HE (30) 66 (3030) UL (30) FP C10) 6H ( 30530) -U2( 30) ,U3(30),1P (30) ,NA
CUMMUN/E/FY /FZeFU, 00 (30) , Ge
DIMENSION x1)

UCASX(1)"X 03) =x (4) =x (5)

VD CIJE0 (1) -D(3)-0(4) 4D (5)
Cl2)=K (2) =x (6)-x(7)

VU (2) 50 (2) =D (6)=0(7)

CLSIEX(3) =X (8)

DUCR)SD(3)20(8)

Cl4)=xX (4) 4X (6) =x (9)

VD (4)=0 (4) 4) (6) U9)
CCSISK(S)X(7) =x C10)
LO (5)80(5) +U(7)"0(10)
Clo)=EX(L) +X (2) -0E

UD (6) eU (1) +b(2)

UC7)==X (1) 435.

Clayeex(2) +30.

C(9)S-x(5) 415,

CCLOJ SX (4) +0,

COLI) S+X (5) +15,

C(le)e=X (6) +20,

C(LS)=8xX(7) 415,

C(i4)s=x(8)415,

CliS) e=xX(9) +25,

Cllo)s-xX(10) 25,

J=?7

vo | [e1,10

Lel+16

BOS) ==0(1)

C(LSX(1)

Jessel

CONTINUE

L=u

UO 3 b£ai,NT

(CFCILu(h) .c9.K) GO Tu 3
Lele]

C(L)=SC(1)

bD(LISDD C1)

CUNT LNUE

RETURN

END
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SUBROUTINE OEPCO(G,ILU)
DIMENSION 6(30-r1),ILUCL)
DO 100 [21,30

OU 100 J=1,30

G(I,J)50,

i=1

TF CILUC1) 60.0)

GCi,TI)=1,

G(4,I)s*1,

6(4,1)==1,

G(5,1L)s-1,

l=I+]

IF CILUC2) .EG,0)

G(é,I)st,

Glo, fjz=-.,

G(7-1}ee1,

fal+1

TF CILU(3) .EU.0)

G(3,1)=1,

b(6, Le],

Lele.

IF CILUC4) .69.0)

&(4,0)31,

Blo,I)21.

G(9,{)=-1,

Lal+1

LF (CILUC5S) .EG.0)

b(5,L)=1,

G(7,1)F1.

b(10,TI) 1,

T=le1

LF CILU(6) 68,0)
b(L,L)=i,

Gl2,I)81,

I=f+1

Ko?

v0 8 L=1,10

iF CILUCK) .£0,.0)

GCL, T)2—1,

T=1l+1

KEK+}

CONTINUE

Ka17

vo 10

Ip tity

w(kyt)

leI+1

Keke

CUNT INUE

KE TURN

END

=1,10
wy cn
Fomew <2 we"

{

L
t
\

60

GO

60

GO

GO

GO

Ooca

TO

TU

Tu

TY

TO

“4 et a

3

1s

1006

2o0u

3000

‘5000
c

Cc

Cc

17

88

39
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11, 4,4 Programme principal dans le cas du probléme de flot :

On utilisera dans ce programme la premiére méthode de

changement de base CRBAS1. Les données et les paramétres sont les mémes

qu'en (II,4,1) et (II. 4. 2).

Le programme principal sera écrit comme suit :

COMMON/A/N NT Me INCL, IFI, ICL eD (10) pe LLUC30) p LVL (10) 1VX( 30) -EPS(2),
1C(30),6 (30430) ¢UL (30) -FP(10) ¢W( 30,30) ,U2(30) ,U3(30),1P(30),NA
COMMON/A1L/X (10)

COMMON/B/FX,H,H1-¥(10),2(10) -UC10)
COMMON/E/FY,FZ-FU,00(30),0E

COMMON/E1/C1(030),C2(30),18(17)

FORMAT (2513)

FORMAT(’ IvL=*,1013,9X,13,5X%,13)
FURMATC’ ICTz*,13/" K=',10F10.6/% De’, 10F10,6//" FXS"pFISe7/*% ILU
12°,e6la/" IVL=E’, 10T2/)
FORMAT (16F 5,2)

FURMAT(S MAX. OBTENU °,/° X OPT.=’,10F8.4//% F OPT.E",F20.8//°
Lau. OES ITERATIONS =°,14,5X,NCVB=",I3/% OF", §0F 10,6)
FURMAT(’xxeee PLUS DE CHANGEMENT DE VAR, DE BASE’)

PARAMETRES ET DONNEES OU PROBLEME,.

INTEGER P

NAZSU

NT=26

N=10

WREP=17

Pz6

MeP

NCVBEO

FY=0,

FZ=0,

FURBO,

EPS(1)=0.01

EPS(2)21.,E€=10

OO 77 Jsi,M

Ivx (I) =0

MLsh+1

MAEMEN

ba 6& L=M1,mM2

J=lom

Ivx(I)=J

MSSM241

OU 99 ITSM3,NT

JalemM2

Ivx (led



ood

Oanwn

ranrrwtna
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Ou 4 I=i,M

4 ILu(I)}s1

bo S TemMt,NT

5 ILU(I)=0

Itfsv

ICT=0

Mise

REAU(105,2000)H/ AI

WRITE (108,2000) HHI

LECTURE DES CUEFFICIENTS C1 ET Ce DE LA FONCTION ECONOMIOQUE,

READ(105,2000) (C1(J) -J51,N)

READ (105,2000) (C2(J) -J=1,N)
WRITE (108,2000) (C103), J=4,N)

WRITE (108,2000) (C2(J) JEL oN)

LECTURE DU FLOT ENTRANT OANS LE GRAPHE,

READ (105,2000)GE

LECTURE D°UN VECTEUR X COMPATIBLE AVEC LES CONTRAINTES,

READ (105,2000) (XC) -J=1,N)

ARITE(108,2000) (X(JS) ,J21,N)

OU 6 1L=4i,N

IF (X(L1)-GT.0.0) 60 TO 6

Monet

Me=tibel

ILu(Meja)

6 CONTINUE

LECTURE DU CONTENU DE L°ANNEAU,

READ (105-3) (IS(2) ele ,NREP)
WRETE(108,3) C15S(1),$=1,NREP)

L‘ APPLICATION DE LA 1°ERE METHODE OU CHANGEMENT DES VARIABLES DE
BASE.

LL Livsltt+i

IFCITT.LE.NREP) GO TO 7

i aWRYVFE &A LA DERNIERE CASE DE L’ANNEAU,

TEST SI LE NOMBRE DES CONTRAINTES UTILES M NE CHANGE PAS.

IF (mi,€0,.m) GO TO 190

MY) =SH

LT Ts] TTeNkeEP

UN RECUMMENCE A LA 1 ERE CASE 0E& L*ANNEAU.

7 CALL CRBASLCITT,P,NREP, 1S)

aaa
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LE NUMBRE DE CHANGEMENT DES VARIABLES DE BASE AUGMENTE D’UN,

NCVBENCVB +1

1 CALL GPROJ(F)

IF CINCI.NE.O) GO TO 100

FXSF (CX)

IFCIFI.E&8,0) GO TO 10

CALL ETAPL

IF CINCI.NE,G) GO TO 100

ICTSICT+)

ARITECLO8, 1000) ICT, (XCI)-ISisN)-(OC1),IS1,N),FX, CILUCI) oTe1,NT), (1

1ViCL), TSt-N)

GO 10 1

10 FXEF(X)

ARITE C106, 3000) (XCI) + 1S1,N) FX, ICT,NCV8, (O(1),121,N)

GU TO 19

100 WRITE (108,13) (IVLCI),151,N),INCI,NCVB

GU TO Ii

190 WRITE (108,5000)

19 STOP

END

Il - 5 ENONCE DU PROBLEME DE TRANSPORT

Il s'agit de trouver les inconnues X,, i=1, 2, ..., 30 qui minimisent
i

la fonction :

30
1 2 2

Fe a (Cox tor x)
iel

sous les contraintes représentées par (15) en (1.5.1.a) ot:

q, #100, 4, = 97, 4, = 138 et

m@. (si, 2,.. ., 10) ont ies vaieurs
i

: 25, 46, 66, 36, 20, 30, 55, 30, 25, <5,.

1] 2
Les coefficients C et C sont:
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La fonction objectif devient :

30
2

M - Fea -ax 2 (Gxt x,).

Le vecteur initial X est;

8 ]20/35] 5] Oo] §] 10 5] 7 5 100

10 5 | 15/15] 10]17 5 0 |}10] 10 97

7)15 |}10)10)10] 8] 20]25] 8 }25 138

25 40 60 30 20 30 25 40

Il, 5.1

Les données du probleme seront :

N = 30, NT = 42, M=P= 12, NS =

NA = 42, (NVB (J), J =1, 12) =

3, ND = 10, 5 = 0.005, & = 0.01,

(10, 10, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3,3), 3).

Le tableau LT (I,J) sera donné comme suit :

lo 2 3......,. 10

No 12 13 ........ 20

1 ow 2)

2 12 22

10 20 30

Les tableaux ILU, IVX, et IVL seront initialisés selon le type de

contraintes (bilatérales et unilatérales saturées ou unilatérales non saturées)

et le type de variables (celles qui sont choisies pour entrer dans la base et

le reste des variables), Dans notre probléme les tableaux seront initialisés

comme suit :

ILU :

IVX:

IVL:
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1 o1..,1 0 0....0 (les M premiéres contraintes sont de type
——

bilatéralesM fois (NT-M) fois Pilatérales)

ern’

0 0....0 1 2,.,.30 (les contraintes de signe qui ne dépendent

que d'une seule variable)

Comme dans le cas du probléme de flot,

Enfin, on donne les 30 valeurs de X qui sont compatibles avec les

contraintes bilatérales.

11.5.2 Liécriture des quatre sous-programmes d'entrée de

Les quatre sous~programmes qui caractérisent le pro-

bléme seront écrits comme suit:

PUNE N F(X)

Daniele 74 (30) ,C2(30) -NS,NO
DIMENSION X(1L)
LenSanbd

Fro,

0 Jai,t

10 Per eCH CI) ek Cd) #62 C0) #XUSD ARES)
RETURN

END

SUBRUUTINE GRADS (X,FP)

COMMUN/E2/C1 (50) -C2030),NS,ND

DIMENSION X(1)-/FR C1)

LEwnSahb

OO 1 Jel,b

L FP(J)BeCE CJ) meer Ce (Jax Cl)

RETURN

END



4o

- 82-

SUBRUUTINE CONT (X,K)

COMMUN/A/N NT, M, INCL, IFT, ICL, 0(30),ILU(42),1VL (30) p TVX (42) £PS(2)1C (42) ,6( 30, 30) ,U1 (30) ,FP (42) ow ; ,
Botany Use eves apace nan J+N(30,30),U2(30),U3(30),1P(30),NA

UIMENSION X(1)

CCLISX C1) +X (2) eX CBD 4X (4) X15) 4X (6) 4X07) X08 eX O9)+ -DO(1) =U (1) #0(2) +0 (5) 40 (4) #0 (3) #0 (6)40(7) 90 (BoD EI eOLroy nnn
gp RCL 9X12) 4X15) 4X14) 4X (15) #X (10) 4X (17) +X (18) #X (19) x (20) 9

UO (2)20 (11740 (12) 40013) 0014) 40 +
EENEX (ha Mleecbtheoe. 2+0(15) +0 (16) 40017) +0 (18) #0019) 40 (20)

VUC3)=U(1) #0011) +021)
Cl4)=X(e)ek(12) 4x (22) -40,
bO(4)2u(2) 40 (12) +0(2e2)

CCOVSX CS) +X (13) #X (23) "60,
VU (5) =0 (3) 40 (45) 40023)
Clb)EX(4) +X (14) +x (24) =30,
VB(6)20(4) 40014) +0024)

UCT EX(S) +#X(15)4#x(25)=20,
UO(7)5u(5)} 40 (19) 4D (25)
CUBI=ZEK (OJ 4X ( LO} +X (26) "50,
UD (8) =U (6) +) (16) +0 (26)

CCOVEXC7 HK (17) 4K (27) =35,
vu (9)su(7)40(17) 40 (27)

UCULGSX (8) +N (18) eX (26) @30,
BOCL0) 

20 (8) +0 (18) 4D (26)

COLLIEX(9) HX (19) 4X (29) @25,

VO CIE) S009) 40019) 4029)

CCLEV=x (10) ex (20) +x C50) “40,
Bu (1e} 20 (10740 (20) 40 (30)

UG 1 1213,0T

Lele-te

CCL)#x(uy

Ub CL) SDL)

Lzu

UU 2 Lsl,wt

AFCTLUCI).EUK) Gu TU 2
Lele]

CCL)2CCL)

vu(L soo (T)

CONT TUE

RE [Uri

ENU

vuuonuubine UCrUU tte, thu)
VIMENSLON & (3004) ,ILUCL)

DU 100 121,30

UU 100 J=1,30

Gel,»J)s0.

121

TF CILUC1) 68.0) GU TU i
UU 46 J2],10

G(J,i) 24,
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T=T+1

1 ITF (ILU(2).E9.0) GO TO 2

vU 47 J=14,e0

a7 GlJ,L)Ft.

Lai]

2 453

vO 4 L=1,10

IF CILUCK).EG.90) GO Tu 3

G(t,1)F1.

LI=L+10

6(L1,1I)=1,.

Le=Li+10

G(Le, Tel. te

i=I+1

3 KEKel

4 CUNTINUE

Ke13

VO 6 £31,350

LF CILUCK).€0,0) GO Tu §

G(L,I)F1.

lel+i

5 KzK el

o& CONTINUE

RETURN

EWU

11.5.3 Programme principal dans le cas du probléme de

Dans la suite, on donne la partie du programme princi-

pal, ainsi les instructions indispensables pour appliquer la deuxiéme méthode

du changement des variables de base CRBAS2,

Les donnéee et les paramétres sont les mémes qu'en (II - 5) et

(Il - 5 - 1),

Le programme principal sera écrit comme suit :



C

c

c
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CUMMON/A/N,/NT,M,INCI,IFI,1CL,0(30),ILUC42) - IVLC30) pIVX (42) ,EPS(2),
iC (42) ,6 (30,50) ,Ui (30) FP (42) ,W(30,350),U2(30),U3(30),IP(30),NA

COMMUN/AL/X (30)

CUMMON/B/FX,H,HL,¥ (30) 42630) ,U030)

CUMMON/DI/NVB(12}-LT(12,10),PF, 18 (12)

CUMMUN/EQ/FY,FZ,FU,0D (42)

CUMMON/E 2/01 (30) ,C2(30),NS,ND

EUUIVALENCE (NVBL-/NVB(1))- (NVB2,NVB(2)) 5 (NVB3,NVB(3))¢ (NVB4,NVB(4)),
er (NVBS,NVB C5) ) » (NVBO/NVB(6)),(NVB7,NVB(7)) + (NVBG,NVB(8)) , (NVBO,NVE

#(9)), (NVELO;NVBC10)), (NVB11,NVB(11)). (NVB12,NVB(12))
3 FURMAT( 2513)

13 FURMAT(’ IVES", 3013,9%-135-¢5X,13)

1000 FORMATC’ ICTS*,13/" XB’, L0F10.5/% XS, 10F10.5/% XB°,10F10.5/" Ds",
41SF8.5/° DE’, 15F8.5//" FX2°,FiS.6/° ILus’,4alas? IvLa’, 3012//)

2000 FURMAT(16F5,2)

3000 FORMAT(’ MAXIMUM OBTENU',/* X OPT. 3's 15FO.4/8X,15FO4SS" F
xOPT.=°,F20,8//° NO, DES ITERATIONS 2°, 14,5X,*NCVB=",13/" D=*,1568,
XS/° D=’,15F6,5)

5000 FORMAT (’axeae PLUS DE CHANGEMENT DE VAR, DE BASE’)

PARAMETRES ET DONNEES DU PRUBLEME,

IWTEGER P

NAZSO

NTsa2

N=4g

Pate

MsP

NCVis0

FYSu,

FZ=d,
Fuso,

EPS(1)=20,01

EPS(2)=1,.¢ 10

WSS

wO=10

DO 77 [ei M

IVX¢1) 50

|

OO 6H TeM{,NT

Jelem

Iv (0) 8J

OU 4 [=l,M

4 ILUCI)&]

MLSM+ L

OG Lela NT

5S ILuci)se

Ic tsa

REAU CLINGS, 2000)H,x1

WKITE(108,2000) HHL

REAG (105+ 5) (NVE (J) JzLeM)

O00 2 L#i,

KENVB C1)

READ(1LUS, 3) (L TCL, J), J81,8)

1?

6

4

on

ann

aAagan

ang
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2 WRITE (108,3) (LT(Ied) -Ja1,K)

LECTURE DES COEFFICIENTS C1 ET C2 DE LA FONCTION ECONOMIQUE.

READ (105,2000) (C1(J) pJ=1,N)
READ (105,2000) (C2(J),Jz1¢-N)
WRITE (108,2000) (C1(J),Js4,N)
WRITE (108,2000) (C2(J),u=1,N)

LECTURE D*UN VECTEUR X COMPATIBLE AVEC LES CONTRAINTES,

READ (105,2000) (X(J},-J1,N)

WRITE (106,2000) (XCJ),J21,N)
MLaNTe@N

00 6 [=t,N

IF (X(1).G61T.0.0) GO TO 6
Mame}

MP=Mi+I

ILU(M2) 21

CONTINUE

L°APPLICATION DE LA 2 EME METHODE OU CHANGEMENT DES VARIABLES DE
BASE,

UU 65 IS1s1,NVBi

IS(1)s1S8t

OL 65 ITSe=i,NVbe

1$(2)=1S2

DO 65 [S3=1,NVB3

(503) 2183

DO 65 IS4=e1,NVB4

1S(4)s184

vU 65 LS5=1,NVA5

1$(5)=185

UU 65 I$6=1,NV66

1S (6) 2156

QO 65 IS7=1,NVB7

IS(7)=s157

DG 65 [S8i,Nveas

1$(6)=188

DU 65 IS9=1,NVB9

IS(9} 2189

DO 65 I510=1,NVB10

19(10) #1810

bO 65 ISLis1,NV8it

LSCALISISLA

OO 65 ISte=i,NVele2

Ts(ie@)218te2

CALL CRBASPCUNVB LE p kd, Ph)

IF CINCI.NE.0) GO TO 190

Le NOMBRE DE CHANGEMENT DES VARIABLES DE BASE AUGMENTE D°UN,

NCVB=NCVB41

CALL GPROJ(P)

IF CINCT.NE.O) GO TO 100

FX=F (xX)

IF CLFILEQ.0) 60 TO 10
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CALL ETAPL

TF CINCT.NE.0) GO TO 100

ICTSICT+3

WRITE (108, 40003 ICT, (X(I),121,N), (DCI), T&1,N) ,FX, CILUCI),I21,NT), (1
AVL CI), LE1,N)

GO Tu 1

10 FXSF (xX)

ARITE(106,3000) 
(X(1),151,N) FX, ICT, NCVB, (D(1),1st,N)

GU TU 49

100 WRITE (108,13) (CIVLC1),124,N),INCI,NCVB

65 CONTINUE

- 6UTO 14. 2
190 WRITE (108,5000)

19 STOF

ENn

II - 6 LES RESULTATS

Les résultats qui suivent ont été obtenus, en appliquant l'algorithme

du gradient projeté sur le probléme de flot énoncé en (Il. 4.1) ; ainsi qu'au

probleme de transport énoncé en (II - 5},

Une solution pour le méme probléme de transport est obtenue en

considérant que :

N M

2. P. # ee R, (cf, 1.5.1.8).

It. 6.1 Exemple de probleme de flot :

Le probleme de flot énoncé en (II. 4,1) a été résolu pour

différentes valeurs du flot QE,

FX 311.90 296.70 293.28 292 .32 290.85 290.05 290.03 289.14 288.511 288.510 288 .508 288.502
10 11.02 13.07 13.22 13.66 14.43 15.00 15.01 15.31 15.33 15.32 15,29 15.16

8.47 7.35 7.41 7.45 7.58 7.59 7.61 8.63 9.67 9.68 9.71 9.84

5.51 4.57 4.37 3.88 2.98 2.40 2.38 1.06 0.00 0.00 0.000.00

6.97 12.14 13.22 13.66 14.43 15.00 15.00 15.00 15.00 15.00 15.00 15.00

4.47 1.07 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.002 |0.00 0.007 |0.00 0.312 |0.004.05 0.93 0.00 0.00 0.00 0.33 0.32 0.29 0.16

4.00 6.28 7.41 7.45 7.58 7.59 7.61 8.63 9.67 9.68 9.71 9.84

5.51 4.57 4.37 3.88 2.98 2.40 2.38 1.06 0.00 0.00 0.00 0.00
QE = 25

10 11.44 13.21 13.22 13.66 14.43 15.00 15.00 15.00 15.00 15.00 15.00 15.00

15 13.56 11.79 11.78 11.34 10.57 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00

9 Nombre des changements de base = 4uw " tt ” "2,5,6,7,8,10 1,2,3,4,5,6, |1,2,3,4,5,6, 7,97,10 Lghe8 sare
23, 3s

Contraintes utiles 1,2,3.,4,5,5 1,2,3,4,5,3, 21,22 1,2,3.,4,5 13,22 1,2,3,4,5 13 ,22,24
10 11 12Itéra- tion N°
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Nous trouverons au tableau suivant les valeurs de la fonction objectif

optimale pour les valeurs de QE de 15 & 60 de 5 en 5,

ce |r eotinm | tere

15 163.589 9

20 224.637 13

25 288.502 12

30 362.223 13

35 443.490 11

40 528.506 10

45 616.637 7

50 707.711 7

55 804.110 ll

60 911.002 12

Ces résultats apparaissent également sur la courbe suivante
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11.6.2 Les _résul

Les résultats suivants ont obtenus pour le probléme traité

en [ 1]. Chaque tableau représente les résultats d'une “itération" du calcul.

On donne quelques résultats intermédiaires entre la lére itération et la derniére.

x x x

1 10,5867 11 8.8067 21 5.6066

2 19.7865 12 3.4067 22 16.8067

3 37,5867 13 | 18.8065 23 3.6067

4 6.5199 14 9.3401 24 14,1400

5 1.6533 15 9.6732 25 8.4734 ITER 1

| 6 1.6533 16 | 15.8734 26 12.4733

7 10.7867 7 3.8067 27 20.4066

8 3.7867 18 4.8067 28 21.4066

, 9 2.8534 19 | 13.2734 |" 29 8.8733

10 4.5867 20 9.2067 30 26.2066

Variables de base :

XB t Xy> Xp» Xyo X39 Xiqe Xyg9 Kags Kops Kaze Kage Xoge X3q-

Contraintes “util

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12.

Valeur de la fonction ohjectif +

F (x) = 1204.6188.
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i 13.1994 11 9.7950 21 2.0056

2 20.1974 12 0.8313 22 18.9713

3 38.3082 13 21,6918 23 0.000

4 7.7708 14 2.8727 24 19.3565

5 4.2221 15 8.6483 25 7.1296

6 0.000 16 11.6172 26 18.3828

7 12.0933 17 3.3903 27 19.5164

8 0.000 18 13.4936 28 16.5064

9 0.000 19 16.6090 29 8.3910

| 10 4.2089 20 8.0508 30 27.7403

Variables de base :

Xp Xys go Xgo XG Xgo Xgo Xygs Kags 15° %16* X2q> Xap» Kaz» Xogs
*29° *39°

Contraintes "utiles" :

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 17, 19, 20, 35.

Valeur de la fonction objectif :

F (x!) = 1106. 1888.
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ITER_20

1 13.8490 il 11.1510 21 0.000

2 19.5360 12 0.000 22 20.4640

3 30.2509 13 29.7491 23 0.000

4 1,5056 14 0.000 24 28.4944

5 10.9195 15 1.7557 25 7.3249

0,000 16 0.000 26 30.000

7 20,1827 17 2.8478 27 11,9695

8 0.000 18 26.4233 28 3.5767

9 0,000 19 25.000 29 0.000

10 3.7564 20 0.0731 30 36.1705

Variables _de base :

Xp t Xy> Xp Xgo Xqs XGo Xgo Xge Xyo» Xyg» Xyqs pee Xygs Xyge Xygs

Xaq+ Xar> Xo3» Xaqs Xog» Xa79 Xagq-

Contraintes "utiles" :

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 18, 20, 21, 24, 26, 28, 33, 35,

39.

Valeur de ia fonction objectif :

F (x2) - 016.0172.
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TER ade

1 13.3352 11 9.3424 21 2.3224

2 17.8832 12 0,000 22 22.1168

3 23.4246 13 36.5754 23 0.000

4 0.000 14 0.000 24 30.000

5 11.7786 15 0.000 25 8.2214

6 0.000 16 0.000 26 30.000

7 33.5785 7 1.4215 27 0.000

8 0.000 18 24.6607 28 5.3393

9 0.000 19 25.000 29 0.000

10 0,000 20 0.000 30 40.000

Variables de base :

Xp i Xys Xp» Xgs Xqo X5> Xe» Xgs Xqo Xyqs Xyo9 Xypgs Xygqe Kags Xygs Xyzo

X1g> Xaq> Xais X32 Xoa> Xag2 Xap» Xoge Xaq» Xaq:

Contraintes utiles :

1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 23, 24,

26, 27, 28, 29, 30.

Valeur de ta fonction objectif :

2
rb (X°~) = LUUS. 16,
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II,6,3 Comparaison avec la méthode de Bellman fi]

1) L'essentiel de la méthode de Bellman est que cette mé-

thode est une suite itérative d'étapes, A chaque étape on se raméne A un pro-

bleme &@ deux points de distribution (les flots relatifs aux points de distribution

restent bloqués) ; probléme qui se régoud simplement par programmation

dynamique, Dans cette phase Bellman s'est limité& des inconnues 4 valeurs

entitres,

2) Nous avons repris le méme probléme par la méthode

du gradient projeté, nos inconnues peuvent alors prendre des valeurs quel-

conques, non entiéres,

Les résultats des deux méthodes apparaissent dans le tableau ci-

dessous, en notant par P,D, pour les résultats obtenus par la méthode de

programmation dynamique, et par G.P. pour la méthode de gradient projeté,

x | P.D G.P x | PLD. G.P x | P.O G.P

a 13 13.34 il 9 9.34 21 3 2.32

2 18 17.88 12 0 0.00 22 22 22.12

3 24 23.42 13 36 36.58 23 0 0.00

4 0 0.00 14 0 0.00 24 30 30.00

5 12 Lils?8 ae 0 0.00 25 8 5.22

6 0 0.00 16 Q 0.00 26 30 30.00

7 33 33.58 17 2 1.42 27 0 0.00

8 0 0.00 18 25 24.66 28 5 5.34

9 0 0.00 19 25 25.00 29 0 0.00

10 0 0.00 20 0 0.00 30 40 40.00
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Valeur de la fonction objectif obtenue par (P.D.)

= 1005. 26,

Valeur de la fonction objectif obtenue par (G.P,)

= 1005.16,

On remarque 1a bonne concordance des résultats ; en général la

valeur obtenue par Bellman est l'entier le plus proche de notre solution.

Les valeurs @ l'optimum de la fonction objectif sont également voi-

sines, le minimum obtenu par Bellman étant trés légerement supérieur au

notre, ceci étant conséquence des contraintes introduites implicitement par

Bellman en supposant les variables entigres,

Notons enfin que la méthode du gradient projeté permet de traiter

un nombre quelconque de points de distribution, alors que la méthode d'ap-

proximation successive de Bellman, pour laquelle nous n'avons aucun théore-

me de convergence devient extremement lourde si le nombre de points de

distribution dépasse trois.
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II, 6.4 Exemple de probléme de transport (cas ot l'offre dépasse

la demande)

Dans la suite, on donne les résultats de 1'exemple énoncé

en (II-5), en considérant que :

3 10

>> P. > R
i=l jel

On considére que

10

x = 0;

isl

20

x, Ss 100;

i=il

30 x, S145;

i= 2]

et la solution initiale était choisie comme suit :

8} 15] 20] 10 5] 10] 12 5 5] 15 = no

71 10 | 20} 10 5 | 10 8} 10 5] 10 = 100

10 | 15 | 20] 10 | 10} 10] 15 | 16 | 15] 15 = 145

25 40 60 30 20 30 35 30 25 40

On considére aussi que les autres param&tres et données ont été les

maémes qe dane (iT - 5). Les tableaux suivants sont deg réeultate chtennea que ¢ (7T- 5}. Lee

entre la premiére itération et la derniére,
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ITER. J ITER. 19

: 8.5916 | 11] 7.4198 | 21 | 8.9886 1 | 12.9641 | 11 | 10.0385 | 21 1.9975

2 15.1336 le 9.9618 22 14.9046 2 19.0394 12 1.1570 22 19.8036

3 20.8206 13-7 21.5649 23 17.6145 3 27.3751 13 32.6249 23 0.000

4 10.2099 14 9.2439 24 10.4962 4 9.6105 14 0.000 24 20.3895

5 5.3053 15 5.5344 25 9.1603 5 8.6934 15 4.1644 25 7.1422

6 8.9695 16 | 10.2290 26 10.8015 6 0.000 16 0.3356 26 29.6644

7 12.4199 17 7.7328 27 14.8473 7 18.1322 17 3.4594 27 13.4084

8 4.2366 18 } 11.5267 28 14.2367 8 0.000 18 23.6965 28 6.3035

9 3.8550 19 6.4313 29 14.7137 9 0.000 19 17.5059 29 7.4941

10 14.8473 20 | 10.3054 30 14.8473 10 14,1853 20 7.0177 30 18.7970

Variables de base :

Variables de base :

XY:x hg, + Mgr igs Digan Rem Age Xge Mge Spe Bane Mags “ya pee “gz Swe
B * *1> *2> gr %qr 5» Xge Xge Xyqe Xygs Xygs Xy7-

*19° X2a7 23°

Contraintes "utiles" :

7 W 4 "

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12. Contraintes "utiles"

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 19, 21, 22, 27, 36.
Valeur de la fonction objectif ;

F x) = 1290.3207. Valeur de la fonction objectif

F (xi®) = 1038.5037.
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ITER_45ITER__30 PS
| 1 | 13.9198 | 11 | 10.7688] 21 0.3114

1 13,9654 11 11.0346 21 0.000 2 18.8365 12 0.000 22 21.1635

2 19.2738 12 0.000 22 20.7262 3 24.4279 13 35.5721 23 0.000

3 25.8139 13 34.1861 23 0.000 4 0.000 14 0.000 24 30.000

0.9020 | 14 0.000 24 | 29.0980 5 | 12.1049 | 15 0.000 25 7.8951
5 | 11.8500 | 15 0.5317 | 25 7.6183 6 0.000 16 0.000 | 26 | 30.000
6 0.000 16 0.000 26 | 30.000 7 | 32.4804 | 47 2.3911 | 27 0.1285
7 | 24.3610 | 17 2.7534 | 27 7 8956 8 | 0.000 18 | 26.2680} 28 | 3.7320
8 0.000 18 | 26.4941 | 28 3.5059 9 0.000 19 | 25.000 29 0.000

9 | 0.000 19 | 25.000 | 29 0.000 10 | 8.2304 } 20 0.000 30 | 31.7696
10 7 13.8484 | 20 0.0640 | 30 | 26.0906

. Variables de base :
Variables de base : ar aa

Xp i Xys Kye Rye Xqs Xes Keo Kos Kgs Xpys Xpp» Kray Xyqe Kee x Xp i Xgo Xgo qo X52 XG» Xge go X11» Xp> Kags yg» Xyg> Xy7> Xyg

ens? Ne 6" “1? X19» X29 Xar> X29» X23» Xoqs X2g> Xoq» X3q°
*18> “19> ¥20° Xai» Xo> Xp3+ Xggs Xog-

Contraintes "utiles" :

Contraintes "utiles" :aSteraintes “utilesTM 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 17, 19, 21, 22, 25, 27, 28, 29,

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 19, 21, 22, 25, 27, 29, 33, 36, 42.

33, 34, 36, 42.

Valeur de la fonction objectif :
SS

= F(x") = 998.7198.

F (x99) = 1006.797,



- 103 - 
- 104 -

ITER.63

La convergence de cette méthode apparaitra clairement en tragant la

valeur de la fonction objectif en fonction des itérations correspondantes.i 14.2051 ll 10.7949 21 0.000

2 21.0015 12 0.000 22 18.9985

Nombre des F (X)3 25.0684 13 34.9316 23 0.000 itérations (

4 | 0,000 } 14 | 0.000 | 24 | 30.000 fo 00 pomnsesnsnnneseneeceoesanccns

1 1290.325 13.000 15 0.000 25 7.000

5 1167.776 0.000 16 0.000 26 30.000

10 1077.767 33.5625 V7 1.4375 27 0.000

15 1038.508 0.000 18 27.8359 28 2.1641

20 1024.159 0.000 19 25.000 29 0.000

25 1011.3110 2.4788 20 0.000 30 37.5212

30 1006.80

35 1003.92

Variables de base : 
‘ 40 1001.29

Xp i Xy> Xqe Xpp Xp Xgo Xqo Xyy> Xyo9 Xyg> Xyyo Xygo Xy 69 X17? X19°%)o" 45 998.72

X2o> 217 *22> 23> X2qe Xog> Xo7> Xags *3q° a abe

55 997.36Contraintes "utiles" :

60 997.351, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 17, 19, 21, 22, 25, 27, 28,

29, 33, 34, 36, 40, 42. 
63 997.348

Valeur de la fonction objectif :

F (x83) = 997.3477,
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Compte tenu du caracttére d'unimodularité de la matrice des con-

traintes, il nous a donc été possible d'adapter la méthode du gradient

projeté et d'écrire un programme d'optimisation efficace, qui permet par

exemple de traiter un probléme de quarante variables sur un ordinateur

de 32 K mots de mémoire centrale ; le temps correspondant & une itération

est alors de cing & sept secondes sur un Mitra 125 virgule flottante

micro-programmée,
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