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INTRODUCTION

Le travail présenté dans cette thése se divise en deux parties
distinctes.

Dans une premi&re partie, nous examinons une technique d’estimation
de la densité multivariée. Cette méthode est d'une efficacité assez faible.
Nous tachons de remédier a ce désavantage en rendant la méthode plus souple.
En particulier nous adaptons cette technique de fagon 3 ce qu'elle tienne
compte des paramétres empiriques.

Dans une deuxi&me partie, nous examinons des applications possibles
de la technique précédente en analyse des donnée. Nous traitons en particulier
les problémes de la classification et de la régression sous cet angle. Enfin
a2 travers la notion d'indicatfice floue induite naturellement par 1'estimation
de la densité, nous proposons un nouveau formalisme et des applications heuris-

tiques.
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Chapitre I : ESTIMATION DE LA DENSITE MULTIVARIEE PAR LES

=¥ NOYAUX DE PARZEN

i. Introduction

3 a) En 1956 Murray Rosenblatt proposa un estimateur non paramétrique d'une

| merpr

densité réelle continue [9] sous la forme d'une généralisation du concept d'histo-

gramme appelé histogramme décalé (shifted histogram).

fn(x) _# points de données dans ]x-r‘hn,‘x,+_hn[

2n h
n

= T

: ou hn est une constante dépendant uniquement de n, nombre de points de donnée.

Rosenblatt montra entre autre que la convergence vers la densité sous-jacente était

W
} plus rapide que celle de l'histogramme classique.,
5 Une autre écriture de 1l'histogramme décalé de Rosenblatt est la suivante :

n

| 2 _ 1 8 X=X,
oo = 15§ el
‘ J= n h
i n
| ot w (j) = 1  sifu| <1
L 2

= 0 sinon

Cette écriture amena Parzen [8] & proposer 1l'estimateur suivant :

R g e it

= k BBy
j=1 h h n

oll K est une densité de probabilité encore éppelée noyau hn est alors appelé€e
fenétre (ou largeur de la fenétre) fn(x) est 1l'estimation de la densité par les
noyaux de Parzen.

Bepuis plusieurs éénérations ont &té proposdées, en particulier celle de

Deheuvels [2] dans le cas multivarié .

; R |aet A f n
: £ (x) = —u=2 )3 K (A (Xi=x))
n n N n

i=1

ot An est une matrice pxp inversible,
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b) Nous étudierons et utiliserons dans ce qui suit essentiellement

cette derniére forme gue nous transformerons légérement.

=
3 En effet, posons hpn = S
. det A_|
n
An
T_ et 1}1 = =
5 n
3 el
- - 1 = i —
: Alors £ (x) = = z x (r
=i nhp i=d hn
s n
avec  |det (Tn)l =1

o]

Cette décomposition de la matrice An a une signification intuitive : hn est

=i

un paramétre de "taille" du noyau : pour les noyaux a support cohpact, hpn est
proportionnel & la surface du support de chaque noyau.

Tn est alors un paramétre de forme.

4 ¢) Dans le cours de cette étude nous serons fréquemment amené & mettre

e

en évidence les moments d'ordre 1 et 2 des noyaux, qui pour tous les types usuels
de noyaux les déterminent entiérement.

Nous noterons alors

; |
;F fn(x) = = i . A (x |xi, c,)

o A(x |xi, c)) = |det Anl X [An(xi = x)]
:; et % Ax/xi, Cn) dx = xi
i
s (x - xi)(x - xi) A(x/xi, Cn) dx = Cn

- Un cas particulier important est le cas du noyau gaussien

K {x) = i exp (- 1.t %]
(2m) /2 S

1 i
ou Mx/xi, ¢y = —— exp {~ 5 (x
n 2?2 \get & 2

i s

- xi)t Cn'1 éx - xi)}

R e

5
O SR N RS |
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Nous pouvons alors donner une relation entre An (ou hn, Tn) et Cn

W’ = det cC
n n

Ce choix d'un moyen multinormal n'est certes pas optimal au point de
vue de l'efficacité asymptotique (voir [ 2] p 14) néanmoins ses propriétés de
régularité (continuité uniforme, dérivaﬁilité) et ses propriétés de calculabilité
pratique et théorigue (moments, moments conditionnels) font qu'il vérifie les

hypothéses de la majorité des théorémes de convergence et rendent son maniement

agréable.

d) Nous allons dans un premier temps proposer un théoréme de convergence
uniforme avec une matrice forme dépendant des données puis en donner les géné-
ralisations heuristiques.

Dans un deuxiéme temps nous proposerons un algorithme du choix de la
fendtre gui optimise asymptotiquement 1'erreur moyenne gquadratique intégrée

(M I S E) dans le cadre d'une estimation avec des noyaux gaussiens.
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=1 2. Un théoréme de convergence

a) Dans [14] Wagner souligne un défaut de l’estimation de densité
usuelle : le coefficient de lissage hn est choisi indépendamment des points
de donnée observés. Ce point de vue a été généralisé dans [4] oli Devroye et
Wagngr qbtiennent le résultat suivant.

Théoréme 1
Soit £ uniformément continue. Soit K une densité de probabilité sur rP 5ornée,

Riemann intégrable telle que

P Le) at < w ot L(t) = sup K(x)

: 4 =]l >t

% . Soit Hn (X15..., Xn) une variable aléatoire fonction des variables aléatoires
£ mutuellement indépendantes X1,...,Xn issus de f.

alors si Hn~—> 0 vpresque surement @ (respectivement en probabilité)

TSR

H

; n HZP n 2p

: et n —> ® ps (respectivement an —> ® en probabilité)
E log n

E on a sup fn(x) - f(x)[ —> 0 ps(respectivement en probabilité)
i X
. n

: - - 1 T

£ ol fn(x) = = z K (E—*—Eiﬁ

i neY i=1 H

! n n

E Remarques

i) L'hypothése d'uniforme continuité de la densité f(x) peut paraitre trés
lourde, cependant dans le cas unidimensionnel Schuster [12] montre gue cette

hypathése est nécessaire pour une convergence uniforme.

o0

e . - -1 .

ii) Le noyau normal vérifie 1'hypothése 5 tP L(t) dt < ® ains que tout noyau
0

a support compact.

iii) Pour un choix raisonnable de Hn' Hn(xi,..., xn) est invariant par toute

permutation de ses variables.

iv) Un choix de Hn proposé par Wagner et vérifiant les hypothéses du théoréme
€st le suivant :

| 3

| Soit k(n) = [59} (le crochet désigne la partie entiére)

0 <da <1, soit Djn la distance de Xj & son k(n)-iéme plus preche voisin.

Hn est alors choisi au hasard paimi Dln""’ D

nn

@) Dans tout e I 2. x désianerz sup {Ix) ]}
i=1p
® Par la suitz nous utiliserons 1hbréviation uswlleps
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s Dans l'optique du 1.b le théoréme 1 permet donc un choix de la
ntaille” de la fenétre en fonction des données.

L'idée du résultat suivant est de permettre & la "forme" de le fe-
nétre de s'adanter aux données, en introduisant la matrice de covariance

B empirique globale de l'échantillon.

e

b) Théoréme 2

T

Soit XI”"’ Xn une suite de vecteurs aléatoires, indénendants, iden-

3 . = - = » sp= AT
tigquement distribués & valeurs dans R~ avec une densité de probabilité f aue

1'on supposera uniformément continue.

Soit Tn (Xl,..., Xn) une suite de matrices aléatoires o x p telles

ot b 3 Ao Y 1 el A

que det(Tn) = 1 qui converge prescque sirement vers une matrice T constante.
Soit K une densité de probabilité uniformément continue vérifiant

les, conditions suivantes :

B e B LR T

L(t) = sup K(T.x) vérifie /[tn—l L(t) dt < =
x| >t

Ln(t)= sup K(Tn.x) vérifie ;tp—l Ln(t) at< o«
Il >t

e S

Soit (hn) une suite de réels positifs telle que

h —0 n}izp
n n o
n —ow log 3
“n
E ey
E ‘ & 10 x-Xi
Alors f(x) = — L K (T B (——)) converge uniformément presque
n o n
nhh i=1 hn

stirement vers f(x) c¢'est~a-dire

E

g sup le(x) - fn(x)l — 0
{ x€WR n— o
{ Apolication

L

b

Avant de démontrer ce théoréme, donnons en l'application annoncée :

£ Soit Crl la matrice de covariance empirigue du nuage des points de donnée.
Nous supposerons que Cn est inversible, elle le sera & rartir d'un certain rang
i si f admet une matrice des moments d'ordre 2 inversible. (Si cela n'était pas

: le cas, il existerait un sous espace propre de Wp contenant tous les vpoints de
= donnée que 1l'on pourrait déterminer oar‘une analyse en composantes principales,

On chercherait alors une densité dans ce sous—espace) A
1
~

Soit A = C = P D Pn avec D = ~
n n




P ) 6)

0 N \\5;

ol Pn est la matrice orthogonale des vecteurs propres.

Donc d'aprés la loi forte des grands nombres, si f admet une matrice inversible

des moments d'ordre 2

P PS, P

s
C = C de méme que P_*—> P D —> D
n n. n
n —> « n-—> ® n—y ©
I s -
Donc Tn E—} T donc 'I‘n ainsi définie vérifie les hypothéses du théoréme.
n—» «®

t
Notons que si K admet des moments du second ordre tels queJ'x X K(x) dx = 1
matrice identité d'oxrdre p alors

1 ¢

t TS T T T I S e N
Jxx K (Tx) dx—J(Ty.)(Ty)K(y)dy—T I, () (T = F C)l/p

TR

Nous avons donc intégré la covariance globale dans la covariance locale

de chagque noyau.

Démonstration du théoréme 2

Pour la démonstration du théoréme nous utiliserons 2 lemmes fondamentaux et

1 un lemme de calcul,
Lemme 1

Soit £ une densité de probabilité uniformément continue sur &Y
Soit K une densité de probabilité sur IRP

Soit (hn) une suite de réels positifs tendant vers O

Soit 1 e
9, %) = 3 fK E=Y ) £y ay
h h
n n
Alors sup [gn(X) -~ f(x)] =0
: xElRp n —»
= Démonstration

Posons t =x -y

L _t 1 t _ .t
f gn(X) = . jx( ) fi(x t) a4

£ or £(x) = f(x). & SK (%;:) at

T Y
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ponc |£(x) - gn(x)] < Ilf(x -t - £00] lp K(%) dE

o hn n
scit § >0
4 sup |£(x) - g_(x)] <sup flf(x)— t) - £(x) | % K (%) at
1 x €RP xe®® lell< 6 " n
: 2 sup][f(x - t) -f(x)l i K (%—)dt
x€ ®’ ||t] > 6 " n
Dans le premier terme nous pouvons majorer |[f(x - t) - f(x)l par
sup sup [f(x - t) - f(x)l
x [e] < 6 8
Dans le deuxiéme terme [f(x - t) - f(x)l est majoré par M oi M est un
majorant de f(x).
1 sup [f(x) - gn(x)l <sup sup If(x - t) - f(x)]+ M I K(y) dy
,z xe P xe e [e] <5 fel>g
n

Sc?it € > 0, comme f est uniformément continue en choisissant § assez petit,

le premier terme est inférieur & %
Comme hn——-> 0, pour § fixée on peut choisir h assez petit pour gue le deu-
n
€

xiéme terme soit aussi inférieur a 5

donc v €>0,dN > O,Vn > N, sup If(x) - gn(x)l < €

xé‘.lRp

c'est-a-dire sup |£(x) - gn(x) I —~> 0
xE [Rp n —> ©
Lemme 2

Soit K une fonction uniformément continue intégrable sur lRp, positive ou

nulle,
Soit (Tn) une suite de matrices inversibles p X p convergeant vers une
matrice T inversible.
Alors V' .8,p >0
N, EWN et IK (%) = i.I. . (x), ApcrR
i=t Al
tel queVn N

+
i) 0’.1,...,0, € R
N

ii) Al""' AN pavés disjoints dans [—p,p]p

T T =S T I —— )

114) K 0 o k(T | < sur ([-p,+pIP- D)
iv) K*(x) € sup K{x) = sup K (Tn.x) Vn
x€RP x
: v) DB = U Bs Bry..-s By pavés disjoints dans [—p,p]p et
i=1

TR

A(B)< §, ot A désigne la mesure de Lebesgue

.
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pémontrons d'abord un résultat partiel de topologie.
{j Résultat : Sous les hypothéses du lemme 2 (K(Tn.x)) est une suite de
fonctions uniformément convergente vers K(T.x)
La démonstration de ce résultat se fait en trois é&tapes mais fixons d'abord
quelques notations. ‘

Si AciRp, Ac désignera le complémentaire de A dans RP
soit € > 0 fixé.

lére étape : Montrons gu'il existe un compact CE tel que v xélcz
on ait K(x) < g€

or K est uniformément continue donc J > O tel que VX,x' vérifiant
L
2

or on peut construire un recouvrement de ® de pavés Pn de la forme

“x - x'“ - <n -on ait ]K(x) - K(x')l <

P
. [x(i) - Z’l

x(i) + —] tels que A(P NP ) =0 pour n # n'
101 4 n n

Soit Pn un de ces pavés, s'il existe xp€ Pn tel que K(xp} > € on a Vx€Pn, X(x) >

comme K(x) est une fonction positive ou nulle intégrable, ces pavés sont en
nombre fini, leur réunion est donc impacte d'od l'existence de CE
Considérons maintenant les ensembles Cn( £) = T;l (CE) = {x,Tn.x CCE}

2&me étape : Montrons que U iCn (€) est contenue dans un compact.

n€mN
T est une application linéaire en dimension finie, elle est donc bicontinue

et par conségquent Cn(a) est compact.

Comme Tn — T . on a lim Cn(e) = T_I(CE) = Cg (g) compact
n —® n —>»> o

donc 3M > 0 tel que Vxéco(ﬁ), l]xﬂ <M

donc Ye' > 0, 3new, ¥n >N xecn(e)' = x| < +e

Posons C'; = {x, "K” <M+ g'}
d'aprés la définition de N et de C, on a donc
ci> C (e) Vn>n
donc la réunion de tous les Cn(e:) est contenue dans un compact, son adhérence

est donc compacte,

C {e)

posons C'z (g) =
=1 "n

5C8

3éme étape ~: convergence uniforme
o v B
Soit x&€Cy (&}

be ox = zoxll <lllz - ofl . HBeli<llle - =l sup (1]
XEC'z(‘z')

donc Tn.x converge uniformément vers T.x sur C% (—2&:)

comme K est uniformément continue on a de méme K(T .x) converge uniformément
n

Aylm
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" pémonstration du lemme 2
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a0

N ’ E X ’ E
en X vers K(T.x; sur Ca (—2~) or si x€& C» (E_)c par construction Tn.xéc

C —_
et T.X CE 2
2
s % £
ctest-a-dire K (Tn.x) <Eet K(T.x) € — donc IK(Tn.x) - K(T.%) ] <€

2 2
. - £€.C
donc K(Tn.x) converge uniformément en x vers K(T.x) sur Clz ('2-')

donc K(Tn.x) converge uniformément vers K(T.x) sur R’ tout entier.

Soient 1, 6, p > 0 fixés

K (Tx) est continue intégrable, elle est donc Riemann intégrable en par-

f P i
ticulier sur [.g ,+9] , il existe donc un partionnement de [-9,+59 en pavés
disjoints tel que les sommes de Riemann supérieures définies par une fonc-

tion en escalier majorante Kl et une fonction en escalier minorante Ko,

différent d'au plus .§31

‘-

c'est-a-dire (K; (%) - Ko(x))dx < 63T'I ¢

avec¥x € ["D:D]p Ky (%) 2 K(T.x) > Ky (x)

)

Posons maintenant

K'; (x)

it

n
K + —
1 (%) 4

K', (x) = sup(0, K, (x) — %)
Comme K(Tn.x) converge uniformément vers K(T.x), dNo tel que V/n > No,
IK(Tn.x) - K(T.x)l < 2— \W’XEIRp or K(Tn.x) > 0, nous avons donc les inégalités
suivantes : !
K';(x) > K (Tn,x) 2> K'y (%)
Montrons que K¥ = K', vérifie les propriétés i) & v) du lemme 2, en effet i)
et ii) sont vérifiées par construction.

{x, K(Tn.x) - K'o(x) 2ntc {x, K';(x) -~ K',(x) >n}

C{x, K'3(x) - Ky (%) >/-731}U{x, K; (%) = Kp(x) >—;1} U {x, Kj(x) - K',(x) >

wld
[

n
)
) 20} S {x, K x) - K > B

or K'; (x) - Kj (x) =%< et Ky (x) = K's(x)g <%

X Wiz

donc {x, K(Tn.x) - K", (

A ({x, K1(x) - Ko(x) 2

wiz

1) s% (K1 (x) - Kp(x)) dx ¢ § (d'aprds ¥)

Les Bi sont donc les pavés disjoints du partitionnement tels que

Ky (x) - K2 (x) >/2—
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La mesure de leur réunion est donc inférieure a § d'ol les propriétés

(iii) et (v). (iv) enfin est vérifié car K(T.x) 2 Kp(x) > K',(x)

Lemnme 3
Notons S(x,ph) la sphére centrée en x, de rayon ph pour la norme du sup,
s(x,ph)c son complémentaire dans RP.

Soit M} un majorant de f£(x), L(t) une fonction positive de la variable

g réelle t.
alozs
-pP n X=Y p—'l
sup  |hT L(ZE) £(y) ay < 2p 2677 L(y) at
h
x,h S(x,ph) +p

si cette derniére intégrale existe

Démonstration du lemme 3

£(x) € My ’
donc :h“P IA”ZiEH) fly) dy € M P Linzizﬂ)dy
s(x,ph) € ' Y sx,pm €
posons [ = kLéijE
_ I N e . o rdieh az
:% S(x, Oh) 5(0,p)
: +oo. x (1) x (i)
: d x(1)... .[ dx(p)] L(x(i)) dax(i)
E - x (1) - x(i)

= ,p J (0P Lie) ae
P
d'old le résultat

Démonstration du théoréme

Pour la démonstration du théoréme fixons quelgues notations..Notons

F la fonction de répartition associée a £(x), et U la mesure correspondante.

MeR7) TAFTTYE T T

Notons Fn la fonction de répartition empirique et un la mesure correspondante.

Si Ac:RP, notons A(x,h) = {z,z = x + th, t€ A}

Notons M; un majorant de f(x) et M, un majorant de K*¥ (x) (donné par le lemme 2),

T AT e

Notons encore @& la classe d'ensembles de tous les pavés de m?,

Avec ces notations nous pouvons écrire £ (x) sous la forme suivante
: n
=

- e ‘p y [
; £ (x) = fhn K(r X=X - =) ar v

E

e
= [ | N R TN
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Enfin posons
gn(x) = hn fK(T( h_ Y= X))y ar(y)

S;lp lfn(x) - £(x)] < sip Ifn(x) = gn(x)!+ sup Ign(X) - £(x)]
X

or d'aprés le lemme 1

sup |g_(x) - £(x)] > 0

X n > o
i1 suffit de montrer que sup |£ (x) - q (x)|P3 0
X = L n - o

Pour cela majorons

sup ]gn(x) - £ x)| = h;p sup
X X

fK(T( Y Xy ar(y) -jK(T =2y ar_ V)
n n hn n

En applicant le lemme 2 nous avons 1l'inégalité suivante

3
sup lg (x) - £ (x)| < Z sup Ui (x)
X X :
avec Uy (x) = f]K(T (Y — Xy - kX (L-;—-X-)l ar (v)
n
Up(x) = h* lf ==(3—-’-—;1—3‘~> ar (v) —fo(- %) ar_(v)]
n n h
_ - y - % _ ey - X
Us(x) = h_ JIK (T ( h )) - K¥( h ) lar_(v)

Majorons successivement U;, Uz, Uz, pour cela posons :
1

c
Ci S(x,phn)

il

it

C
> = Stx,ph) N D(x,h )

ft

C3 D(x,hn) ,

ol l'ensemble D est donné par le lemme 2

1) Uy (x) = lp j ke E=5) - w T H| ar(y)
h~ Cl n n
n

}:xe [~0.pi° donc K* (L}:—x) = 0

n n

si y€o,, L

Ugs (x) < £ sup (K(T X)) ar(v)
P X n n
h~ n
n
-p vV - X v ¥V - X
U X = h (T . - K Y| AF(v)
12 (%) ) |k(_ . ) (] v
C2 n n

4 ;‘ X e [f-p-,+p]p donc d'aprés iii) du lemme 2
n

|x x ) - wteH| <n

n n




o

-

s T

B

.

12)
M M

donc Urz (x) < ML gup A(c2) < ML sup A(S(x,ph))
hp x h x
n n
M

Uiz (x) < 2L (on )P = nmypP

hP &
n

1 - . -
U13(x) = = f k(T . &) - k¢ 5] aF ()
) n h h
h C n n
n 3
or d'aprés iv du lemme 2 K(x) € My et K¥(x) < M2

2Mj M,

donc Uiz (x) < P K(D(x,hn))
n
< 2M1M26 -
- N N
2) Up(x) =h Y [ fai aF(y) - I fai ar_(y) |
o Ci=1 Jai(x,h ) i=1 Jai(x, B
n n
or ai g My
Up (x) = MMzh;p sup ]ur} (a) - p(A)l
Ae X
- nP Y = X, _ el X
3) Us1(x) “hn f !K(T.( 5 )) K¥*( h ) an(Y)
C n n
-p y - x T Xy o
< hn f K(T. (———h )) an(y) car K ( n )] 0
C n n
=n P Y - Xy _ope X
Us2(x) =h_ f |K(T. () - ®E(E] aF @)
C2 n n
sur DN f—p,p]p ]K('I‘.y——-;l—i)) - kX }_1 x)l <
N n I

Usa (%) < ﬂp o (8 (x,ph)) < D lun(s(x,pR)) - uisS(x,pn)) | +D~§ 1 (s G ph))
h

h! nP
n n n

8

L sup Jun@ -p@| + & m(2pn)P
hﬁ A hﬁ

I'N

’ip sup |un(a) - u(a)| + np 2o)

h- A
n

Uss () = & ( |x(r. &) - wEd=5H] ar

hn JGCs n n
1
£ —_ 2M2 sup (un(D(X,hn))

hg ' X

M

or D = U Bi ol Bi sont des pavés disjoints

S1E=

2M2 2M2
U3z (x) < —— sup hln(D(x,h ) - u(b(x,h ))I + sup u(D(x,l'h))

P n n
hn X . hn X
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comme les pavés Bi sont disjoints

" . .
vss (x) < —Mgﬂ sup |un(a) - p@)| + 2mime 8
h A
n

Majorons maintenant la quantité H o

H = —I—D sup c K(Tn. & ; Xyy  ar(y) + lp sup f K(%‘.y ~ XyaF (v)
h;] x S(x,phn) n h‘n X S (x,ph) hn n

d'aprés leur définition

L{t) = sup K(T.x)

=]l >¢
L (t) = sup K(T .x) -
n

=] >«

L(t) et Ln(t) sont des fonctions décroissantes de t, en effet
sit>t' =l > < {x,]x| > ¢}

donc K(T.x) < L(]x[h

et K(T_.x) < Lndlxﬂ)

i v - X ' "vl—l ;1
. sup I, (“ ﬂ) ar(v) + 1 sup L(ﬂ— ‘) dar (y)
h’ X ,f;(x,ph )c = hn B x S(x,ph ) n

n n n

sup | LU ar ) - f .ch]Y [l) ar (v) |
n

H

/A

1
hP x s(x,ph_ ) S(x,ph )
n n

En applicant le lemme 3

o0 +oo
" < 2p (26)°7 Voo ae + my J 2p (2t)® L_(t) dt + H1
P
Hy = —D sup | LUE==1 ar ) - S ar
h* X s(x,ph )€ n S(x,ph ) n
n n
posons L' (t) = L(t) I{t s p}
mo= L sw | rBiED ar o - (D e |
h‘r'1 x n ’ n

Soit 1€WN arbitraire
L(p)

Notons alors pour j £ 1 Sj = {x,(j - 1)——9—l < L(|x]) g %L(p)}
1) 2.
et T = {x, - Lip) < L{xh <L} = U s,
j=t *
! L (p)
Si on pose L"(x) = I (3 - 1 _TQ- I..(x)
jet a
on a | (Hx") - (x| < I‘;(—g‘.i
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compte tenu de ces notations
-— ' — x -—
m < hP (sup flL (I - D] ar
X n n
wY - X - y - x
+ sule-L (5 dF_ () JL" =5 @ ]
X n n
w,V — X IV - X
+ sup j lL'('h—) - L'(‘ ™ H)ldF‘(y))
X n n
> 2L(p) |, L(D) . = .
£h~ (—— + —=— sup I Z (7 -~ 1) Un(s.(x,h )) - u(s.(x,h )))l)
n 1 1 . J n J n
X j=1
1
= 2L L
€n® (ERL L IO o |2 unrix,h)) - wT3x,h 1))
n 1 1 R n n
X j=1
~ D'aprés la définition des ensembles Tj' ces ensembles sont la différence de
2 pavés centrés en O.
2L 2L
pone By g 221 (2) sup  |un(a) - p(m)]
inP ho ae QL
n n
finalement
L p-1 2]
sup £ (x) - g ()] g 2pM (L(t) + L () (26)7 "dt + 2nM; (2p)°
X p
1
s ammps + 20y g, 4o+ 2y + 20T sup [unta) - w@) |
hh1 n® Asd
n Al .
1 étant arbitraire on peut choisir 1 comme étant la partie elr;tié_re de h;p
Donc comme L(p) = 0 on peut choisir p assez grand pour gue Lip) soit petit
P
p>+o h .1
n
+ © 1
de méme que (L(£) + L_(¢t) ety rar
+p
En choisissant 1 et § suffisamment petit on a pour € >0 donné et en posant
C= NM, + 11 + 2MM; + 2L(p)
sup [fn(x) - gn(x)l <& + & sup |Jund - um] ' (1)
x 2 Y aca
n
or C.sup |un(a) - wia) | < C'. sup IF“(X) - F(x)l
A b4 o
ol C' est une constante inférieure ou égale a 2"DC, donc 5
' €h
C
p[< sup hm(A) - u(A)I >/-E—] £ Plsup ]F (x) - F(x)al }v———r.l] (2)
hp A 2 “x n C
n

D'aprés une inégalité de Kiefer et Wolfowitz (voir [6]) qui s'écrit :

‘V‘P,E co, C1 > 0,—‘y[r> O,<Y~P,-¥n

P (sup ‘Fn(x) - F(x)] > E—) < c exp(—-c1r2)
x n
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Nous pouvons écrire

. ,ehp
P (sup IFn(X) = F(x)[ >~—'n-) < co exp {-ec1nn?P}
x c' i
nth
or An = = tend vers 1'infini par hypothése
- 1ogn

donc en tenant compte de (1) et de (2}, c'o,c'1£Rﬁ

: P[sup [fn(x) - gn(X)l?E]SC'o exp {-€c'1An logn}
= | X
3& " €c'i1An
: cot ek
< 0 (n)
Or cette derniére expression est le terme général d'une série convergente, en

applicant le lemme de Borel-Cantelli nous pouvons conclure :

I

0

g (0] 7€ T

T T

P [limsup sup lfn(x)
n x

c'est-a-dire

P [sup Ifn(x) -~ gn(x)l + 0] =1
n > o

Ce qui démontre le théoréme 2

c) Vitesse de convergence pour une fonction lipschitzienne

Nous nous proposons de majorer asympotiquement la guantité

sup lfn(x) - f(x)l et d'en déduire un ordre de convergence de hn optimal dans ce

x
sens.
; sup Ifn(x) - £(x)| € sup |£(x) ~g_(x)| + sup lg ) - £60) ]
: x x x ..
: en appliquant le lemme_1 du théoréme 1 - 2, nous obtenons
sup [£f (x) - g, (x)] < sup sup [f (x-t)-f (x)]| + ZMJ;“:”.5 K (y)dy
x x [lell<s Te—
n

i Considérons un & dépendant de n et notons onj pour que le 2&me terme tende vers O,
fﬁ il faut la condition on — 0
1 h n—> %

]

-~

Si f est lipschitzienne de rapport A(cette condition n'est gudre plus forte que
1'uniforme continuité) alors

sup sup £ (x - t) - £ (x)| <A S,
x  Jlel <8,
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ceci majore le premier terme, majorons le deuxitme terme dans deux cas particuliers
- Si K est de support compact alors comme dn _, =

hy
le deuxitme terme est nul & partir d'un certain rang.

- 8i K est le noyau gaussien

[e ]
i_'
K (y) dy 1
fiell > 8n — B L 2
h 27 h CXp 3 dt
n n
¢ 1 ew {2
v 271 h2
n
Or, dans la démonstration du théoreme 1 - 2, nous obtenons le résultat suivant

si €n-An — @

c'est a dire n
log n

hlp.
ooy

alors P {suplfn (x) - gg (X < €, } - 1

X

donc avec une probabilité tendant vers 1

sup 1f, (x) - £ (x) | <0 (8,)+ 0 (€y)
X

supposons hy = 0 (n~%)

It

Sn 0 (nh)

]

€, = 0 (a°¥)

I Les différentes conditions s'expriment alors en inégalités sur ,

0< pCa < _2;?

0<y < 1-2 pux
Avec inf (p ,p ) le plus grand possible. Au vu des inégalités précédentes, ceci

est réalisé quand @= 1 - 2pa, c'est a dire

b

1
2p + 1
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la meilleure majoration est donc réalisé pour r

sup 1fy (x) - £(x)] < o(n™™) , r < 1
X 2ptl

p) Justification du choix précédent

Dans [ 2] Deheuvels examine les propriétés du MISE (voir 3) et obtient en par-
ticulier la propriété que si f (x) admet les hyperplans de coordonnées comme plan de
symétrie alors la matrice Tn optimale est diagonale. Cette propriété est conservée
'si 1l'on considere le noyau proposé dans 1l'application du théoreéme ; en effet, sous

la condition précédente, la matrice de covariance est diagonale.

E) Généralisations heuristiques

c%Considérons maintenant deux généralisations des méthodes précédentes avec des
noyaux variant avec les points de donnée.
@) Si f est un mélande de deux lois symétriques, alors le résultat précédent cité en
d) conduit & utiliser deux noyaux différents qui rendent compte des symétries de
ﬁhaque composante. Cela est d'autant plus évident que les composantes sont bien sé-
parées. Etant dohné cette remarque, nous proposons la méthode suivante : ajuster f
Par un mélange de lois symétriques par exemple multinormales en procédant & une
classification préalable des points de donnée, puis choisir une fenétre par classe

qui rendent compte de la forme de la classe. Nous obtenons 1'estimation de la den-

sité suivante ou C (1), --. , C(N) sont les classes obtenues.
N
f = k
n (x) 2, 2:; —~%— K  (Tn. (x - xi))

)
h=1 x;eck)™™n h

i1

ﬁ)Estimateur de Breiman et généralisation

La division en classes proposée au «) peut cependant &fre artificielle. Présen~-
tons maintenant un estimateur de la densité tel que la fenétre change en chaque

Point. Cet estimateur a été proposé dans 1 par Breiman, Meisel et Purcell.

v
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n

_ 1 . -P x=-Xj
fo 0 = 2o G dghk) x(d—lkdj,k>

-

ot dj,k est la distance de Xj & son k-iéme plus proche voisin ap est une constante

multiplicative dépendant de k .

Le choix proposé pour k et ajp est fondé sur une statistique d'ajustement mul-

tivarié que nous présenterons au chapitre II.

Des simulations de mélange de lois normales bivarides ont été effectuées et

ont donné des résultats significativement meilleurs que l'estimation par les noyaux
g q P y

de Parzen usuels.
Cependant aucun résultat de convergence théorique n'est donné.

Nous en proposons maintenant une modification dans 1'esprit du théoréme 1 ~ 2

f . -P . g

1 Qik dJ,k) K (TJ,k ( x-Xj ))
dk d, k
Ky Js

ol Tj,k est une matrice p x p telle que

A .t -1 ¢ .-k
(TJ’k TJ: k) "= 1s
(det Cj,k)lfP

Cj,k est la matrice de covariance empirique des k plus proches voisins de Xj. L'es-

timateur ainsi défini introduit localement la forme de la densité ce que 1'extima-

teur du théorene 1 - 2 fait globalement.

= T

En utilisant 1a notation définie au lc mettant en évidence les 2 premiers

moments de chaque noyau, nous pouvons écrire

f0 =1 B A(x | oxg, Tk 93k

n i=1 det(Cj’k)

/p Ci.k)

1
R

]

3 - Choix de la fenétre par le critére du MISE

5 Dans ce paragraphe, nous proposons un algorithme pour obtenir hp asymptotique-

ment optimale pour le critére du MISE (mean integrated square error : erreur
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quadratique moyenne intégrée) dans un cadre restreint aux noyaux produits gaus-
siens.

Nous n'utiliserons donc pas les résultats les plus généraux obtenus notam-
ment par Deheuvels 2 .,

a)Résultats

Nous donnons ici un résultat d'Epanechmikov 5 que nous avons légérement dé-

veloppé dans le cas de noyaux gdussiens

Théoréme 1 - 3

soit f : RY +— R une densité multivariée admettant des dérivées du premier

et du second ordre continues.

soit Xj,------, X, un échantillon issu de £
X = X3 (D)
Xi(p)
1 n
soit £ (x) = z K (x-Xi_ )
nhf,  i=1 by,

ol K est une densité de probabilité paire admettant des moments du second ordre

non nuls

soit D2f la matrice p x p des dérivées secondes de f

M2 (K, f)(x) = f .. I K(y) yt D2f y dy
si hy — O etnh, — %
n ., ©O n — oo

alors 1'écart quadratique moyen (mean square error)
MSE (x) = E (£, (x)-f (x))?

4)

=.__l_f__ TE (). J-Kz(y) dy + hp% 4 (K,f) (x) + , ( 1 4+
n.hf & n.hg
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Démonstration .

Comme f admet des dérivées premidres et secondes continues, on peut écrire son

développement de Taylor au voisinage de chaque point.

€ yt D2¢ y + o (€2)

Jk (x-y) £(y) dy
h

hP fK(y) f(x+hy) dy

£ (x+ €y)= £(x) +€Dg y +

E (K (x-X))
c h -

]

hP Jf(x) K(y)dy + hDg¢ fy K(y)dy + pﬁfx(y)yt]ﬂf y dy + o (h2)
2

4Comme K est paire le moment d'ordre 1 est nul

donc E (K (x_-iz_(j)) = hP (f (x) + h2 M2 (R,£) (x) + o (h2))
2

d'ot E (fp(x)) =1 i E (R (x=Xi)) = £ () + hZ_ M2 (R,f) (x) + o (n2))
n hP “hy, &

i=1 hy, 2.

=]

et E (f, (x)) - £(x)) ~ b2, ‘MZ (K, £)
2

E (£,(x) - £(x))2 = E (fn(x)) - 2f (x). E (£,(x) + £(x)2

1l

MSE

—zl—zp [ n E (K2 (x=X)) 4+ n (n-1) E (K (x-Xi), K (x-Xj))]

hy hy hy

-2 £(x) E (K (x-X)) + f (x)2
n P

Posons E £,(x) - £(x) - hy? . M2 (K, £) (x) = L (x)
B

MSE (x) : —%- [ jKZ (y)dy + 0 (hzn)] B 1 [f (x)2 + £(x).hy2 M2 (R, ) (%)
" n

4 '
F h%_ M (K, E)(x) + 2f(x) L (x) + o (hn‘+)J -2 £(x)2 - £(x)hy? M2(K,f)(x)

-2 f(x) L (x) + £(x)2

= 1 £ (%) sz(y)dy + hpt Mt (R, E)(x) +o (L1 4+ ny%)
% n h

Proposition 1

Sous les hypothéses du théoréme 1 - 3

IISE =fg (fFp(x) - £ (x))2 dxa, 1 fxz (y)dy + hp% ¢ M% (K, £)(x)dx
n hP 4
n
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Prosposition 2

1) 8i K (x) = k (x(1))... k (x(p))

tel que '[ t2 k(t)dt = 1
R

2
alors M2 (K,f)= 2? £
i=1 ¥x(i)?

2) si K (x) = 2 exp {- 1 xt Cx'l}

emP?  Jire . &

alors M2 (X,f) = tr (c. D2f)

Remarque
Dans 1) les conditions K (x) = k (x(1))... k (x(p)) etu{.tﬁ k(t)dt = 1
R2

fixent le paramdtre de forme. Dans 2) ce parométre dépend de la matrice C.

Démonstration

1) M2 (K, £)(x) - ./;(y)ytsz y dy

=}§}- K ) (2 ¥f ypzeg £ ¥F y(iy(3')d
) & y
ity =1 3x2(j) 3G wxGex(GY)
comme k(x) est paire les termes en y(j), y (j') s'annulent
p 32f
donc M2 (K,f) = L II? k (y(3)) y(i)2 day(1)... dy(p)
| i=1 SxZ(i)- j=1
' s ¥ fk(y(j))dy(j)) J-k (5(1))y(1)2dy(1)
i=1 3x2(1) . .
j¥i .
P 2
e P )
i=1 O x2(i)
2) M2 (R,f)(x) = J-K(y) yt sz y dy
1 ) -
- jyt D2f y . exp {-5_1- thly} dy

(2 T)HP/2 \[det ¢

soit T tel que D2f= Tt , yt DZf y = (Ty)t (Ty)

posons Y = Zy
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1
M2 (K, £)(x) = vf;t y exp {-l yt C'ly} dy
|det T| (21T)p/2\/det C 2
ou ¢'"1 = (T~ ¢-1 p-1 c'=TcCTt

M2 (K, £)(x) = Vdet C' —

|det T| Ajdet C

or det C' = (det T)2 det C
et tr C' = tr (T.C.T.t) = tr (T.Tt.C) = tr (C.D?f)

donc M2 (K,f) (x) = tr (C. D2f)

Application
Si K est un noyau produit tel qu'il est défini dans la proposition 2, alors la

fenétre h, minimisant asymptotiquement le critére du M I S E

est h, = p K2 (y) dy L/pth

*
n f( g .ng_ )2 dx <
L i=1 d(x(i))2

démonstration

I1 suffit de dériver 1'expression du M I S E donnée par les propositions 1 et 2

B) Algorithme

(%Principe et justification

Dans [11] montre que pour r entier supérieur ou égal & 1 et p = 1 si les dérivées
successives de K, k() , j< r vérifient certaines conditions de régularité (qui
sont vérifides par le noyau gqussien)

si £(r) est uniformément continue

si hy - 0 et Log hy . 0 quand n -~ @
h Zr+1
nfn
alors sup Ifn(r)(x) -f ()~ o0 presque siirement et en probabilité
x € R

Donc sous certaines conditions, les dérivées de l'estimation de densité convergent
uniformément presque siirement vers les dérivées de la densité.
La convergence est uniforme donc si r=2 et si f vérifie les conditioms Cile

dessus, nous avons aussi
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iH
]fn(x) dx converge presque sifirement vers ]k"(x) dx.
La supposition heuristique 2 la base de 1'algorithme suivante est que ces

propriétés sont conservées pour des densités multivarides. Notons alors :

p(r) = ](Z"l 320 )2ax)
=1 9x(i)?

sz(y)fiy

a (K)

On obtient l'algorithme itératif suivant fondé sur la relation (%)

1) initialisation

soit h = hgy
2) Boucle

FAIRE  hjy ;= (g @ (k) )1/p+4

. B(hi)
JUSQU'A
3) Test d'arrét lhjqq- hil < ¢
n e

Mise en oeuvre de 1l'algorithme pour K noyau gdussien réduit

notons Alx|xi) = K (E%?i)
Nous avons remplacé h par o , car c'est la notation usuelle pour un noyau gaqussien

isotrope.

Proposition 3

a(k)= (1 Hp

2/ b

en posant Aj ;= | Xi'le[z et aij(k)= (Xi(k) - xj(k) )2
2 _ 20
alors plo) = 1 (%EE:* 2 ;E. e Aij (éil (_%_- 3 a;3(K)+ azij(k))
nZ (2, /7)P gbtp & -

+ 2 }; ajj (k). aij(k'))
1€ k<k'Kp
)]
Démonstration

a) K (y) = 1 L exp { -1 gt y}
(2 7)P/y 2
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JKZ (y)dy) = 1 exp {—yty} dy = 1 exp {'l xtx} dx  (ou x= \2y)
(27)P 2p/2(2 % )P 2
_ (2 n )p/2 = 1
2P/2 (27 )P (2y/7 )P
p )
b)(Z 32f )2=l (ZP (;: (2 B(xlxi) ) 4 o 5 BZAGIX) 32 A (xIx)) )
k=1 x(k) nZ \i=1 k=1 32 x(k) k<k'  ¥x (k)2 > x (k')*

+23 £ N Ax|xi) | $AGlx) + X R Alxlxg) . P AKxxy) )>
1Gi<¢n - k=1 > x(k)?2 ® x(k')2 KEK »x (k)2 »x (k')2

Pour connaitre (o) il suffit donc de pouvoir calculer 1l'expression suivante dans

tous les cas de figure

I...[azA(xna) 32A (xIb)  dy (1).. dy(p)

dx (k)2 ¥ x(k')?
or 3% A(xla) - 1 (¢ x(k) - a(k)? . 1) exp {-_1.. (x-a)t (x-a)}
Bt €k oP+2 (27)P/2 d 2 a2
a) kg k!
f 32 A(xla) 22 A(xIb) dy (1) .. dy (p)
3 x(k)?2 ax (k')2 |
.1 b ] L exp{_i (x(r)-a(r))? + (x<r)—b<r>)2}dx <r>>
(2 n)P/Z. oitp ( r=1 oVZn 202 -
rgk
l r#k.

1
X[ ((x(k)-a(k))z - 1) exp { L xrr-a(x))2e (x(k>—b(k>)§} dy (1)
oY2 7 o2 202 .

1
Xf ((x(k‘)-a(k‘))z - 1) exp { A [ -20) 2+ (x(k')-uk‘))z]} dye (1)
o2 7 -

o 202

a(r)+b(x) P 4 (a(r>-b<r)>2)

o (x(r)-a()? + ()b = 2(( x(o)-
2 4

E)
{
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donc

1
g ] L exp|- ol [(0-atn? + G)be)T}ay () = exp {-(@lb@))?

oy2=n

et [1 (((0:200)2 - 1) exp -1 [ (0-aGZ + GCO-bGNT}  ax(i)
of2n v 202

= 1 exp {-(’%‘%)—;‘2(.@)2§ @UI-BIE) )7
2
En résumé si == k'gk

=

(Z)I]z (xla) 22 (xlb) 4, (1).. dy(p)=
2x(K)2 3x (k)2

f 1 exp {- (a~b)t(a-b)} (a(k)—b(k))2 (alk')-b(k'))2
(2Yx )P 4t 202 ) o T

B k=K

s

ff 3 (xla) ¥ (xIb)  dy (1).. dy(p)
3 x(k)2 S x(k)

- 1 e .ﬁ- 1 exp{ _ (a(r)-b(r))z} '] l__- ((x(k{;a(k))Z = 1)
(27 )P/% o™ =l s 20 o VZn
rek -

g

X ((M_k_)) 2 - 1) exp { - L 9-a00)2 + x(O-b)Z ) dy(io)

202
) notons m(k) = a(k) + b(k)
: 2
g alors
: () - a(k),, 509 = bUO)2 1) = (emGO )b - (1) =b (k) 2>
r (el s alidy )( (* 1) (el pt =2 (1 - 12002000

x-m(k) |2 o1 ,a0)-b(k)\2 4+ 1 calk) - b(k)\4
o 2o+ (1 L @ihyPy L @R »).>

| </

IS
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ddnc
x(k)-alk) 42 _1) ((M))z -1) eXP{ L (x(k)-a(k))Z

o o
202

1 ((

V2

+ (x(k)-b(k))2 } dy (k)

{_ (a(k)-b(k))Z} (i S+ @0-b0) 42 o 1 alk)-b(k) 2
A

g (24

4 2

exp

.
V2 20

ool (a(k()r—b(k) )4)
16

En résumé

2 2
f/ 324 (xla) AGIB) g (1) 4, ()
S x(k)?2 dx(k)2

= L exp {-

(24/n )P a4tp 4 2 2

obtenues dans les formules (2)

(a-b)t (ab)y (3 - 3 (Lali) - b(l)? 4 (202U y4
4

En remplagant dans la formule (1) les expressions

et (3), nous obtenons le résultat annoncé dans la proposition 3.

y) Initialisation de l'algorithme

Comme initialisation de cet algorithme, nous utilisons la fen&tre asymptoti-

quement optimale au sens du MISE dans le cas ol la densité i estimer f est celle

de la loi normale centrée réduite? .

P 2
CS 3% )7 de(D).. dp(i) =
k=1 “3 (k)2 4 (3/m)P

donc ho= (4R) 1/4+p
>n
8 )Remarques

%Si on veut utiliser un autre noyau K' que le noyau.normal K, on peut tou-

jours appliquer 1'algorithme précédent puis calculer ainsi que le'suggére la re-

lation (%)
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h - j?(K'))l/P+4D—opt
opt a(K )
ou hopt désigne la fenétre optimale pour le noyau K'

et Topt désigne la fenétre optimale pour le noyau normal K

*Tapia et Thompson L}i} proposent le principe de cet algorithme en dimension
1, sans donner de détails de mise en oeuvre ; Deheuvels et Hominal [3] proposent
une version modifiée de cet algorithme en dimension 1, en utilisant des noyaux

polynomiaux. R

* Nous avons obtenu une relation fonctionnelle U;+1= (G}) une amélioration

Y

de cet algorithme pourrait &tre d'appliquer une méthode de NEWION 3 la recherche

du point fixe.
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Chapitre II : APPLICATIONS

A - Introduction : ensemble DP (2,7, P) et indicatrices floues)

Les notations définies dans ce paragraphe ont été proposées dans [17]

1) Ensemble DP Q,ad m»

Définition :

Nous désignerons par DP (Q, O, P) 1'ensemble des variables aléatoires X définies
sur (2, , P) & valeurs dans RP et possédant une densité fy satisfaisant aux 3
conditions ci-dessous

1) fy est de la forme suivante ol néN et xj, ..., X, une suite de n points de rRP

n
fixlx) = E; _Pi A(x[xy, C;), ¥ € rP
i=1

2) Chaque fonction A(x|xj, Ci) est une densité de probabilité de moyenne x; et de
matrice de covariance Cj
ie .yx Alxlxi, C3) dx = Xq R
J (x-x3) (x-x3 )E A(xlx4,C)dy=Cy
telle que 0 < A(xlx;, €;) < Alxjilx;, €;) <

3) pj > 0 et 'E%- pi = 1
1:

Dans la suite, nous étudierons les variables aléatoires de cet ensemble.

En effet, tous les estimateurs de la densité présentés au Chapitre I :
estimateurs de Rosenblatt, Parzen, Deheuvels, Breiman et sa modification proposée
ainsi que l'histogramme classique peuvent &tre mis sous la forme d'une densité
d'une variable aléatoire de DY (!2,(1, P).

D'autre part, les théorémes de convergence existants montrent qu'une

densité réguliére (les conditions de régularité dépendent du mode de convergence

considéré : ex. continuité uniforme pour la convergence uniforme) peut &tre
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approchée d'aussi prés que 1l'on veut par une densité d'une variable aldatoire

de DP (@, d, p).

Exemples de fonctions

a) Noyau constant

F('§+ 1)
Alx|x;) = si || x-x;1 < T (%)
O(x;)P 1P/?
= (0] s8i non
b) Noyau normal
( H)—n/Z

1 t
———  exp {- = (x-x3) " ;71 (x-xp)}
(det Ci)1/2 Z

ol C; est une matrice carrée symétrique, définie, positive.

2
Souvent C; = G;_.Ip et I, = matrice identité d'ordre p.

2) Propriétés de DP (92,64, p)

NP & =t (@, P
2) soit X €DP telle que

n
fx = Z pi Alxlxi, C3)
. i=

n
on  x E(X) = >

1 Pi . {Ci + Xixit}

n n n
pi Ci+ [ 5 pioxixi® - (}:1 Pi xﬂ(_Zl pi xi® ]
1= 1=

= 1 i=1
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Ainsi, si la densité d'une variable aléatoire est la somme de n noyaux
centrés en xij, son espérance est la moyenne des xj et sa matrice de covariance
est égale & la moyenne des covariances des noyaux plus la matrice de covariance

empirique des xj.

Démonstration

n
fx(x) = 2. pi A&lxlxi, C3)
i=1

En appliquant la formule du transfert, on peut écrire

qu @ 1P (dw) = [ Ihx 12 P, (ax)
9 RrP

n
i=

A 2
L Pi j I x 12 Alxlxg, ¢;) dx
RP
or A admet des moments du second ordre donc la derniére expression a un sens
P 2 1
D (@ ,C{, P) CcL” (Q,0, P)

. n
E (X) = fox(x) dx = §1 Pi f xAlxlxy, €3) dx = 1}2:1 Pixj
rP

E (XXt)= [ xxbE (x)dy= il P; L xx® Alxlx4,C45)dy
i= P
RP

nop( Lp(x-xi)(x-xi)t Alxlxg,C5) dygkxsxt)

g =

n
N Pi $Ci F Xixit}
1=1 . '

3) Indicatrices floues

Définition
Soit un ensemble E ; la donnée d'un sous-ensemble flou est la donnée

d'une fonction P : E —> [0,1]

A = SDA(x) est 1'indice d'appartenance de x au sous-ensemble flou A
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- soient A, B deux sous-ensembles flous de E on dit que

*ACB <> P < eu(x) Yy cE

* ANB est défini par %N B (x) = inf (?A(x), oy (x))
A UB A UB (x) = sup ((pA(x), % (x))

%ﬁx) est aussi appelé indicatrice floue de 1'ensemble flou A

Pour des développements plus récents, voir [27]. v

Définition
On appelle indicatrice floue de s toute fonction ¢g (.) telle que

0< ps(x) < @s) < 1

. En général, on choisit ¥ (.) de telle fagon que la valeur @3(x) puisse &tre

interprétée comme un "indice de proximité" entre le point courant x et le point s.

c) Fonction aléatoire associée a une famille d'indicatrices floues

Soit une famille F de points dans rP =
Soit %L=( ¢,(.) s€ F) une famille d'indicatrices floues
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R

. 4 q cs 1 . X
on appelle fonction aléatoire associée a la famille 79 le processus P tel que

g @ = 9 (X @)

¢, (X (w)) représente 1l'indice de proximité entre un point s fixé dans F et un
L
point aléatoire issu de X.

x )
L'étude de qg est 1'8tude locale de la variable aléatoire X au voisi-

i
nage du point s fixé dans F.

On peut dire que ¢§ est un processus de comportement local de X.
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n
soit X ¢ DP (2,0, P), la donnée d'une densité sous la forme Z:I ri Axlxi, Cy)
1=

induit naturellement deux familles d'indicatrices floues des points xj.

Indicatrices disjonctives floues

Nous appellerons indicatrices disjonctives floues assocides & X les
D (xlxi, €i)
fy(x)

n fonctions Ixi(X) = pj vx € RP

. . ; x .
La fonction aléatoire associde sera notée Ix et nous conviendrons de poser
i

e = [1° s oeeees IN
@ = [ @) g, @]

Le qualificatif de disjonctif sera justifié ultérieurement.

Indicatrices canoniques floues

Nous appellerons indicatrices canoniques floues associées 3 X les n
fonctions Ixg (x) définies comme suit :

Alxlxi, Ci)

* x € RP, i=1, ..., n Jy. (x) =

1 A(xilxi, ci)
La fonction aléatoire associée sera notée J:‘
i
Nous conviendrons de poser
X X X X
w) = v o = e w
J% () = [ e (w), > Ty , an( )| .

Remarque 1

La connaissance des fonctions in(.) permet de reconstituer la densité

de X d'ol le qualificatif de canonique.

Remarque 2 ~ .
I ¥) =1 &= x = x4
X

A . X
Nous pouvons aussi définir un processus complété de Jx que 1l'on note JX
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soit s appartenant & l'enveloppe convexe de F, il existe des réels e G
PP q1» > On

tels que s

il
M
ey
Nal
=
b
o

n
avec qj > O et 2 qi = 1

i=1
n
posons Cg = P q; €
i=1
Alors J =J si s = x4
s s
= &(X's, CS) si F
A (xls, Cs)
si cCj =C % =1, ..., n

X
on peut définir J, pour tout s appartenant a rP

*_ ails, ©
s Alsls, C)

4) Plan du chapitre II

Nous allons dans un premier temps étudier comment réduire le nombre
de noyaux d'une densité de DP et établir un lien canonique avec la classification
floue. Nous obtenons plusieurs critéres d'optimalité pour une classification.

Nous étudions ensuite différentes applications d'une densité & noyaux a
la régression.

Nous examinons ensuite plus particuliérement les deux familles d'inca-
trices floues introduites précédemment et la fonction aléatoire qui leur est asso-
ciée,

Finalement, nous proposons un nouveau coefficient que nous utiliserons

pour étudier les correspondances entre variables et données.
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B - Réduction du nombre des noyaux

Cette démarche a un double fondement :

- 1'estimation de la densité par des noyaux est une méthode non para-
métrique, son efficacité surtout dans le cas multivarié est assez faible, il
faut donc un grand nombre de points de donnée pour obtenir une bonne approxi-
mation de la densité, le calcul de l'estimation de la .densité revient donc cher
au point de vue temps machine d'ol 1'intérét de réduire le nombre de noyaux

tout en conservant le maximum d'information.

- D'un autre point de vue, l'estimation obtenue par les noyaux est
dépendante de 1'échantillonnage, mais la distribution de la variable aléatoire
n'en dépend pas. Il est donc naturel d'essayer d'ajuster la densité par un nom-
bre fixé de noyaux liés intrinséquement & la densité de la variable aléatoire
observée. Enfin, il est préférable que 1'étude locale par les indicatrices

floues ne dépende pas de 1'échantillon observé.

Nous chercherons donc une fonction

K
g(x) ==§:1 g Alxlmy, Ci) qui approche au plus prés de l'estimation de la
k=1- :
densité par les noyaux de Parzen
n 1 B
f(x) = 2 = Alx|xi, C).
i=] B

K
1) Lien canonique entre une fonction g(x) = > 9% Alx|my, G

et une K-partition floue

Une K-partition foue de § = {Xl’ , ope Xé} est la donnée de K sous
ensembles flous de S : Cj, ..., Cg
ou C; = (x1, pi(x1))s «+.s (xp, Pi,>(xp))
pi est la fonction de S —> [0,1] qui & chaque point x; associe son degré

d'appartenance & la Kiéme classe de la partition.
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Pour rester cohérent avec la définition d'une partition "dure" (les

indices d'appartenance étant des fonctions caractéristiques), nous exigeons d'au-

tre part que :

K
j =1, ..., n 2: Prixi) =1
k=1

autrement dit : les fonctions Pi(.) forment une partition de 1l'unité.

Ceci nous améne & préciser les notations suivantes :

b) Notations

* &, masse de Dirac en x
* pdistribution de masse sur rRP chargeant les points de S

p= X = 8,

soit my et C les 2 premiers moments

"

* th distribution de masse sur rP chargeant les points de la k-iéme classe de la

partition floue

N =

Xjés pk(Xj) ij

L et Cyk les 2 premiers moments

* f(x) est la densité de la distribution continue sur RP engendrée par la mé-

thode des noyaux de Parzen et les points de S
f(x) = b L ZS(xlxj, c)

xj€S n

* fi(x) est la densité de la distribution continue sur RP engendrée par la mé-
thode des noyaux de Parzen par les points de la k-iéme classe de la partition

floue

fi (x) = Pk(xj) é&(iIXj, c)

#y (RP)
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k=1 n

or
K

g(x) = ¥ qp Alximg, C)
k=1

Sous cette forme si nous voulons rendre g{(x) "proche" de f£(x) nous sommes

b

amenés a identifier les 2 fonctions terme par terme. En identifiant les moments

des premiers et seconds ordres, nous avons les relations suivantes :

: P
e = M (RY) (o)
n
gx Alx|mg, C) dx = jx fre(x) dx (1)
Sxxtzﬁ(xlmk, Cy) dx = Sxxt fi (x) dx (2)

Proposition 2-1

1) Sous les conditions (0), (1),'(2) les deux premiers moments de f et de g

sont égaux

2) (1), (2) & me = my

R T T S e

Cx C + Gy i

Démontration

K K ux (RP
1) sx £(x) dx 5;11- Sx (5, M) B ) ax = 5 ’i_t(:__’ Sxfk(x) dx
m -
= W qk'4§X A(x|my, Ck) dx = SX (2 G (xImy, Cg)) dx
k=1 o k=1
= [x g (x) dx

de méme pour le deuxiéme moment.
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1 S
= e— . FAY .
2) (1 = my R xi— s Pk(XJ) g'x (xli C) dx

1
= — (x:). x5 = m
11y (RP) %:és PkAXj j Mk
1
(2) :? Cx + mkmkt = ——==— Z— Pk(xj) (xxt A(xlx-, C) dx
/‘lk(Rp) Xje S
1
-— 2 Pk(x5) (x5x5t + ©)
= ¢ + 1 Z_ pk(Xj) ijjt
#y (RP) xj;€S8

donc Cyp = C + CHk

Nous avons ainsi & partir d'une K-partition floue donnée trouvé
K
une fonction g(x) = 2 q Z&(xlmk, Cyx) de fagon & ce que les deux premiers
k=1 n n
moments soient égaux globalement et localement.

Le probléme consiste maintenant 2 obtenir une '"meilleure'" partition

floue suivant des critéres & définir.

2 - Différents critéres pour une '"meilleure" partition floue

Dans la forme générale d'une aensité de DP, la forme du noyau n'est
pas précisée, cependant nous avons signalé que la qualité de 1'estimation n'est
pas trés dépendante de cette forme. Pour la suite des calculs. nous n'hésiterons
donc pas a particulariser la forme des noyaux quand les calculs le demandent en

choisissant notamment des noyaux gaussiens.
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b) Critére I] des moments d'ordre 3

Pour obtenir une bijection entre 1'ensemble des partitions floues
et 1'ensemble des fonctions g(x), nous avons égalé les deux premiers moments

des deux distributions définies par f(x) donnée par les noyaux de Parzen et par

glx).

Un critére naturel pour une meilleure partition floue est donc la

norme de la différence des moments d'ordre 3

17 = Il M3 ]

ol M3 =  xxbx (f (x) - g(x) ) dx

Proposition 2-2

Si les fonctions sont des fonctions paires (c'est le cas pour tous les noyaux

usuels et pour chaque noyau raisonnable), alors

n K
1= g

e

Remarque 1

t
c x Tk est le produit d'une matrice et d'un vecteur tr (C k4—mk.mk).

my est le produit d'un scalaire et d'un vecteur.

Remarque 2
3 n
t t -
tr (€, +meme ) = —— 7 prlxy) xi x5
qx i=1

Démonstration de la proposition 2-2

Nous citons d'abord le lemme suivant :

Lemme : soit X un vecteur aléatoire ayant une distribution symétrique

{(i.e P(Xe&A)

P(-X& A) VA de moyenne m

2 (EXH - mn®) m + mE(xX)

1]

Ialors E(XXtX)

1
L

2 (E(X-m) (X-m) %) m + mE(x"x)

It
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2 Coxy + x5 tr (C + xyxi )

donc SxxtxA(x]xi, C) dx

fxxtxb(xlmk, Cildx = 2 Cymy + my tr (Cp+ my mlg )

Posons

K
A = (c.m -~ T qg Cx my)
k=1

Az':

K
x; tr (C + xixg) = z;l qr mp tr (Cp + my mﬁ )

IME

1 n
Alors M3 = 2A1+ AZ

Calcul de Al : par la proposition 2-1 Cy = C + C,uk

K K n
et Z qg mg = Z Pk (Xj) x5 = Z(Zpk(xj))xj =m
k=1 k=1 j=1 T M
K
donc Al = Cmy, - 2. ax (¢ + C:uk) my
k=1

[}

K
_Z qx Cpy m
=1 k Tk

calcul def) g ¢

n K
= 1 t t
sz = 2~ - Xj tr (c + xixi) - §; qg mg tr (c + Cﬁtk + myp my )
i=1 o k=1
e 1 t e t
=m, tr C - g mp (£rC) + = P xix{ %3 - o qpmg tr (C,u ke mi )
k=1 nooi=] k=1
= % L mgima = % qe mp tr (Cpy  + m my )
; = i%i Ri k Tk Mo k Mk B
i=1 k=1

d'oll le résultat

Démontration du lemme

E (X-m) (X-m)t(X~@) = 0 car la distribution est symétrique

xxt% - xx%m - xm'X - mxX + X 4+ mxm + Xmtm - mmtm

If

or(X-m) (X-m) * (X-m)
t 3 P4 Y t
X m est un scalaire donc égal a m X
et E(X) = m
t ' t t t t
donc E(X-m)(X-m) (X-m) = 0 = E(XX X) - 2 E{XX )m ~ mE(X X) + 2 mm m

d'oli le résultat.
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Remarques
Le critére I posséde les avantages suivants
1) il ne dépend pas de la forme de noyau (si celui-ci est symétrique)

2) il ne dépend pas du paramétre de lissage C

: 3) Le volume de calcul utilisé est raisonnable
4) I7 a le désavantage suivant :

I; = 0 n'implique pas que f = g

¢) Critére I de l'écart quadratique intégré

I, est la norme au carré dans L2 de f -~ g

1, = fgp (00 - g6 )% ax

Pour obtenir une expression de ce critére, nous devons préciser la forme des
noyaux : nous les choisissons gaussiens.

On a alors
é&(xlxl, Ccyp) = 1 exp i’- % (x-xl)t C;l(x-x1%

?'- 27)%"% Vaer ¢

Notons <., .> le produit scalaire dans L2

alors I, = f(x)2 dx - 2 < f, g > + g(x)2 dx

n
=Y Ay, 0, AG, 0> 2 L L Ay, 0, Ak, 0
i=1 n? 1<i<j<n n?

K
2
+ % dk <A(mg, Cx), Alme, Cx) > + 2 2 Ak < Blmye, ), Ay, €0
=1 Ik <k

n
< —— as, .

L 2 = < A, Gy Alxg, © >
i=l k=1 n

1
[3§]

Proposition 2-3

<Zl(x1, Cc1), é)(xz cp) >

= ! : { L Yt ey =+ (:2)'1 (xq - xz)}
7 exp = == Xl-xz 1
CP’? | det (cp + Cj) 2
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Démonstration de la proposition 2-3

soit A et A' matrices symétriques telles que A+A' soit inversible
(x-m)% Alx-m) + (x-m")Y A'(x-m")
L [x - (a7t (am+A'm") " (A+A") [x-(A+A')'1(Am+A'm')]

t

+ (@-m")t AGA+AD) Y A (m-m') ‘

-

donc <Q(x1,01), A(Xz,Cz) >

/ -1 -1 -1
‘/det (Cy1 + Cy ) ‘1 t -1 -1 -1 -1

= e — expz‘i (x1-x2) " C1 (¢1 + ¢y )'1 Co (xl-xz%
(21T)p J;et C1Co

- -1 -1, -1 -1 -1 -
or Cll (Cl + Co ) Cyr = [ Co (Cl + €y ) C]»] 1

-1 -1 4
et det (€7 + Cp ) ’ 1

det Cj1 C» det (Cl + Cz)

d'ol le résultat

Démontration lemme

(x—m)t A (x-m) + (x-m')t A’ (x-m'j

]

2° (Aa? Ve = b CAmEATH"Y = GmCA 2 et EA" Yo ctowm Stg = ol Pl *

= (x- (A+AY) " (am+a'm') ) (A+A') (x-(A4A") "L (AmtA'n') )

- (Am+a'm"')"T (A+A')-1 (Am+A'm') + m Am + m' "A'm’ '
posons 2 = - (Am+A'm')t (A+A')-1(A.m+A'm') 4 [ Chm 4 @ T
= nb-aaran) larmdm - ot aaran) am?
- m (At ara) )+t At - At Tahm!
or A=A A = A - (aran A i + At aran ta
= A" (ava) 1A
= A - AGA+A") " T(atA") + ACa+at) A
= A (a+a') lar

A" - A'(a+a') Lar

]
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Donc 2Z = (m-—m')t A(A+A')_tA' (m-m")

1

A(A+A') A"

It

finalement en posant B

(a+A") " (Am+A'm")

M
(x-m)F A (x-m) + (x-m")F A" (x-n')
= (x-MA+A ) (x-M) + (m-m")° B (m-m')

ce qui était le résultat annoncé.
Commentaires

Ce critére a l'avantage d'avoir une signification intuitive et de

vérifier la propriété 12 = 0-=p f = g que ne vérifie pas le critére Il’ il a
c . : ; K(R+1) -
cependant un défaut majeur : il faut inverser —7;——— + K + 1 matrice pxp et
+ K(K+1 ,
calculer n(a+1) + (R+1) + Kp exponentielles. Un autre désavantage de I, par

2 2

rapport & I, est sa dépendance du paramétre C et de la forme gausienne du noyau.

1

On peut cependant réduire le volume du calcul de I2

1) f(x)2 dx ne dépend pas de la partition il suffit de minimiser
g(x)2 dx - 2 f(x).g(x) dx
2) Avant d'effectuer un produit de noyaux, faire un test préalable s'il n'est

pas négligeable.

Dans ce cas de figure <Njp, N3> << <Nj, No>

o ’ 2
3) Remplacer I, par I, = EL1 qK S (£ (x) - (xlmg, Ck) D7 dx
= RP

4) Si on n'a pas besoin d'une forme fonctionnelle de I, on peut utiliser des mé-

2

thodes numériques pour le calcul de I le noyau n'a plus besoin d'@tre

25

gaussien.
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La statistique employée par Breiman pour optimiser son estimateur
(voir Ch. I) est la suivante :
;0 W, - - . .
si ¥y = exp 5 n £(x).V (dJ_1§
ol f est la densité que 1'on ajuste et

r(g + 1)
v (dj.l) =

dj.1 7Tp/2
dj,1 distance de x; a4 son plus proche voisin
D'aprés Breiman, les w3 suivent approximativement une loi uniforme.
En considérant 1'échantillon ordonné
w(l) < w(2) < ... <w (n)

Le critére d'ajustement est

B(E) =5 (w(§) - D2
=1 n

Nous disposons ainsi én prenant I, = B(g) d'un critére & minimiser, mais aussi

3
d'un seuil (B(fn) ) & partir duquel 1l'ajustement peut &tre considéré comme satis-
faisant. .

Notons que ce critére pourrait &tre utilisé pour déterminer la fen&tre dans une

estimation par les noyaux de Parzen.

e) Critéres de 1'écart quadratique pondéré intégré ,

-
]

S(f(x)"g(x))::Z f(x) dx

I|

] S'(f(x>—g<x»2 S0, %

Ces critéres ont & peu prés les mémes qualités et les mémes défauts que IZ'
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Leur calcul utilise les mémes résultats que I, et n'est donc faisable que
dans le cas gaussien. De plus ces critéres exigent un temps de calcul encore net-

tement plus important que Io.

Ces critéres mettent 1l'accent sur 1'ajustement des modes et donneront donc
de bons résultats si les données sont fortement structurédes et si 1'on connait

le nombre optimal de classes.

Cependant, si le nombre de modes est inconnu, ces critéres risquent de ne

pas étre satisfaisants.

Exemple :

s

Si on pondére 1'écart quadratique par la fonction bimodale, 1'écart dd au
troisiéme mode est éliminé.

3 - Algorithmes d'optimisations d'un critére I

a) Préliminaires

On peut représenter l'ensemble des partitions floues de 1l'ensemble des n

points x; en K classes par un simplexe compact de l'espace vectoriel de dimen-

sion Kxn des matrices P = [Pk (Xiﬂ .
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Les limites de ce simplexe étant les hyperplans d'équation pp (xj) = 1 et
Py (x;) = 0. Comme d'autre part les partitions floues vérifient les n équa-
X
tions 2{: Pyr(x4)=1, on pourrait plonger l'ensemble des partitions floues dans

k=1

un espace vectoriel de dimemsion (K-1).n.

L'ensemble des partitions floues considéré comme sous ensemble de RD-k

est un compact car il est fermé borné ; tout critére continu admet donc un mi-
nimum sur cet ensemble, nous pouvons ainsi appliquer toutes les techniques usuel-

les d'analyse numérique & la recherche d'un minimum d'une fonction.

On peut par exemple utiliser la technique du gradient prcjeté en présen-
tant le probléme sous la forme d'une optimisation d'une fonction deux fois dif-

férentiable sous les contraintes mixtes suivantes :

0 < Pp(x3) <1 pour tout k,i vérifiant 1 <k <K
1<i<n

K
et 5 pe(xy)= 1 pour tout i
k=1

Cette méthode a été proposée par Ruspini {?3 pour optimiser entre autres le

critére suivant

z & X o 2 2
J = Z Z.. g[ z U. (Pk(xi)-Pk(Xj) :l - d ij
; L

k=1 -

c) Remarques_et proposition

Les méthodes développées ci-dessus ne présentent cependant gudre plus qu'un
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intérét théorique. Hors des cas triviaux, la dimension de 1'espace des partitions
floues est trop grand pour pouvoir obtenir une convergence dans un temps de cal-
cul raisonnable. De plus, l'ensemble des partitions floues ayant la puissance

du continu, obtenir une partition floue optimale au sens d'un critére parait plus
difficile qu'obtenir une partition optimale 'dure" dont il n'existe qu'un nombre
;

fini.

Enfin, nous avons obtenu le résultat suivant :

Proposition 2-4

Si I est un critére convexe sur l'ensemble des partitions floues, la partition

optimale au sens du critére I est une partition dure.

I1 apparait donc qu'il est nécessaire de chercher une partition dure opti-

misant les critéres proposés, quitte 3 les affiner dans le cas flou.

Démonstration de la proposition 2-4

Soit une partition floue P
Pl(xy)~=~ = P1(xy)
1 '

P : :
Pr(x1) -- . Pg(xy)

Notons Pkl, ko» ky? la partition dure suivante

Prys-ces kp = 85,i 45,4 = 1 si ky =1

{o 0---- P1(xy)
K t
= 1
= kzz Pkl(xl)kg'; Py, (x2) ‘
1 1
0 0- - Pglxy)
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finalement
K K
P= 7 ....7 Prq(x1) .- o -P (xn) o Pigse kg
k=1 k=1
K K
or 2? L E: Pkl(xl)- B Pkn(xn) =1
k1=l kn=1

Une partition floue quelconque peut donc €tre exprimée comme barycentre de par-
titions dures.

Comme I est convexe

K K
Ty F S gl Pl T G,
k1=1 k=1

7 inf T (Pg, . k)

Donc pour toute partition floue P, il existe une partition dure au moins aussi bonne

au sens du critére convexe I

Dans [?é} F.H.C. Marriott propose l'algorithme suivant optimisant un critére
sur 1'ensemble des K partitions dures.

1 ~ Initialisation

Diviser 1'ensemble des données en K groupes ,
2 - Boucle
Enlever chaque point & tour de rdle de 1'ensemble des données.
L'assigner au groupe tel que I soit optimal.
3 -~Test d'arrét
Continuer jusqu'a ce-qu'aucun point ne soit réassigné.
La partition ainsi obtenu est localement optimale dans le sens que le critére

ne peut &tre amélioré en transférant un seul point.
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Remarque : il n'est pas nécessaire de calculer le critére & chaque étape, il

suffit de connaitre la variation du critére si on ajoute un point x; au groupe

g

Application au critére Iy

La variation du critére Iy est connue dés que l'on connait la variation de quk

et de my, si on rajoute le point x au groupe k.

*

K les valeurs

Or, si on note ny le cardinal de k-iéme groupe et'C*r et m
de la covariance et de la moyenne aprés ajout du point x, nous avons les rela-

tions suivantes :

o= _ 1 (ny mytx)
k
ng+l
c¥ = cu+ 2K (xmmp) (x-my)t
S s L

e) Méthodes hiérarchigues
Nous pouvons adapter les méthodes classiques de classification hiérarchique i

1'optimisation d'un critére. Au lieu de fusionner les 2 classes les 'proches',

nous fusionnons les 2 classes telles que le critére soit optimal.

4 - Approche alternative : estimation paramétrique d'un mélange

a) Dans ce paragraphe, nous proposons une approche alternative au probléme de
réduction du nombre des noyaux. Jusqu'd présent nous partions de 1l'estimation
non-paramétrique f£(x) de la densité par les noyaux de Parzen et cherchions &
i'ajuster par une fonction g(x). Les méthodes proposées dans ce paragraphe
r'd ’ K A
sont des méthodes paramétriques : soit g(x)= 7 qx Zk(x)lmk,ck) ou ZX(xlmk,Ck)
k=
est la densité multinormale de moyenne my et de matrice de covariance Cy. En

supposant que g(x) est la densité dont sont issus les points de domnnée, nous

cherchons & estimer les paragétres mp et Cx, Plusieurs méthodes ont été proposées




T m'—ﬂ
L

=
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pour ce probléme de reconnaissance d'un mélange. Citons notamment :

* les méthodes graphiques,
* approximation stochastique,

* déconvolution.
Signalons l'article de Cazes Lﬁ] qui donne une review de ces méthodes
dans le cas unidimensionnel.
La méthode qui a été la plus étudiée est celle du maximum de vrai semblan-

ce, les premiéres références étant les articles de Day [é] et de Wolfe L?G] .

Dans ce qui suit, nous détaillerons cette méthode.

La fonction de vrai semblance s'écrit :

L (x3, s Xp) = 2? g{x;)
i=1
K-1 K-1
ou g(x) = EZ qie £\ (xlmg; G) + (1= 5 7 qg) A\ (xlmg, Cg)
k=1 k=1

En annulant le gradient de Log L (xji, sXp) par rapport aux paramétres qy,

my, Cy, nous obtenons les relations suivantes en posant

9k . A\ (x3lmy,Ck)

I (xq)=
glxi)
w= = F T Gxy)
n j=1
1 n
my = T Tk (xidxy
E:Ik(xi) i=1
&y
1 n
Cx = — 2:.Ik(xi)(xi"mk)(xi'mk)t
Z T (xy)  i=1
i
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Dans ces relations nous tirons 1'algorithme d'estimation séquentielle suivant :

c) Algorithme

1 - initialisation

soit une matrice KXn initiale [ IK(O)(xii} telle que

K
Z Ik(o)(xi)=1 i= 1, ,n
k=1
2 - Boucle
FAIRE
i) qk(m)= 1 Zj Ik(m)(xi)
n Xi
Ck(m) L 2: Ik(m)(xi)xi
2z L™
251
o (m) = ! 2 Ik(m)(xi)(xi—mk(m))(xi-mk(m))t

Z: Ik(m)(xi) b’

Xi

q (M é&(xilmk(m),ck(m))
g (m) (x1)

ii) Ik(m+1)(xi) =

JUSQU'A

3 - Test d'arrét

" I(m) - 1(m+1)” < E

Wolfe [26] qui proposé cet algorithme parle des quantités Pp(xi) comme
probabilité d'appartenance de x; & une k-idme classe, reliant ainsi ce probléme

34 la classification automatique.
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Bezdek et Dunn.[é] proposent une approche voisine en posant Ik(xi) comme
indice d'appartenance & la K-idme classe floue, établissant un autre bien cano-
nique entre une partition floue et une fonction g(x). Notons qu'asymptotiquement
les deux approches sont les mémes (voir P.38) la fenétre C tendant vers O quand

n tend vers 1'infini.

e)Remarques

i) la méthode du maximum de vraissemblance a une interprétation bayesienne:
si on comnsidére Ik(m)(xi) comme une probabilité i priori d'appartenance 2 la

k-iéme classe, Ik(m+l)(xi) peut &tre interprétée comme la probabilité i postériori.

ii) Dans le cadre des nuées dynamiques de Diday [ii], Schroeder [k&] obtient
comme cas particulier un algorithme équivalent & celui qui précéde avec la diffé-
rence qu'd chaque itération, les points sont associés de fagon dure & la classe

de plus grande probabilité. (voir aussi [éi] ). Mais Br yant, généralisant les

travaux de Marriott montre qu'une telle approche introduit des biais dont ne

souffre 1'algorithme du maximum de vraissemblance. (voirquj )

5 - Conclusion

Un probléme qui n'a pas été abordé est le choix du nombre K de noyaux (ou de
classes). Dans le cas d'une classificatioﬁ optimisant un critére, la démarche sui-
vante semble s'imposer : pour K fixé trouver la meilleure partition au sens du
critére, pour faire varier K et prendre le K minimisant le critére. Cette démarche
comporte néanmoins deux défauts : d'une part il se peut que le critére soit unme
fonction décroissante de K et d'autre part cette démarche est trés couteuse au point
de vue temps machine. Ce rep roche peut d'ailleurs étre adressé & toutes les métho-
des de classification présentées en particulier & la métﬁode du maximum de vrai sem-
blance. On aura intérét a utiliser des méthodes de classification rapides telles

les méthodes du type nuées dynamiques (voir aussi {Z], [1€]et utiliser les critéres

présentés comme critére de validité.
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C - Application a la régression

Dans ce paragraphe, nous allons examiner le probléme de la régres-
sion dans le cas de variables aléatoires de la classe DP (Q, A, P). Nous allons
d'abord présenter une méthode d'analyse des données proposée notamment par Cazes
[7] appelée régression par boules. Nous donnerons ensuite un théoréme cité par
Mallet [}i} qui obtient 1'expression de 1'espérance conditionnelle pour des va-
riables appartenant & un sous ensemble de DP ( Q,A,P). Nous en déduirons ume jus-
tification de la régression par boules. Puis nous généraliserons ce théortme
dans le cas de noyaux multinormaux que nous interpréterons comme une extension

du modele linéaire. En dernier lieu, nous examinerons la qualité de la regression.

1 - Regression par boules

soit n réalisations d'un vecteur aldatoire

(vl, -.,va, x1, . ,xp)

notées

Ol vy x5 %P 5= Lo

xl,...,xp sont des variables explicatives.

Pour prédire les valeurs des composantes au vecteur y correspondant & un point

x de RP,Cazes'propose 2 méthodes

soit 1€ N fixé on recherche les 1 poiﬁts de 1'échantillon les plus proches de x
dans 1l'espace des variables explicatives RP. On calcule alors la moyenne arithmé-
tique les vecteurs yy correspondants. La précision de cette regression peut-étre

surveillée en calculant la matrice de covariance empirique des VI -

Remarque

N

Cazes conseille un choix de 1 de l'ordre de 1 & 10 % de la taille de 1'échantillon.

soit r > O fixé, on recherche tous les points de 1'échantillon qui sont & une dis-

tance inférieure a r dans l'espace des variables explicatives.

Sre e g e
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De méme que précédemment, on calcule la moyenne arithmétique des yy corres-
pondants :

Remarque : aucun choix de r n'est donné

2 - Régression avec densité pseudo-factorisée

a) Théoréme 2-1

~
soient X et Y deux vecteurs aldatoires & valeurs respectivement dans RP et RY,
telles que le couple (X,Y) appartienne a pPtd (Q, A, P) en admettant une den-

sité "pseudo-factorisée' du type suivant :

fyy (x, ¥)= §__‘_1 e Ay xlxg. Ay lygs Y

Dans ces conditions

X appartient & DP ( Q , A, P) et admet la densité suivante

fx (x) = 2% P L% (x| xp)
k=1

Z}X(x | xy)
fX (X)

De plus si on pose Iy, (x) = pp

on a
z %
E(Y | X) = T yk I"xg
k=1
ou IX désigne le processus aléatoire associé a la famille des indicatrices floues
s
disjonctives Ig.

n
si on note my (x) = 1 (x)
'y . ééi Yk “txi

on a
Cyyt|x (x) = E { [x-eX(0)} fr-sX) ]t | x = x}
4 = i (CY-K o /yk-m-f(x)/\ /yk'-:*:.y(x)\g e Ty, (=)
L eS| \ \ /) J T

Démonstration

Calculons d'abord la densite marginale de X

n
fy (x) = ral VA JRATEN¢ , cY) ) 4
x (x SR‘* (1%?1 pr DOx (xIx) Oy (ylyk Kk ) y
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D Pr O (xlxy) AY (ylyk,c¥y) dy

5 plxlxo
=1 X

La densité conditionnelle de Y par rapport & X s'écrit alors

f s
frix - @) 2 XY YR A6 1, o
fx (x) k=1

i

donc my(x) = f y. fyjx=x (¥) dy

R4
n
- Z‘_ {{ y. Oy (ly.c¥p) dy} Iy (x)
k=1 R4
n
) Z Yk ka

on vérifie d'autre part quetfa &€ Rr9
qu (y—a)(&-a)tZXY(ylyk,CYk) dy = cYy + (yk~§)<§k-a)t

donc

Cyyt|x(x) = 5- [y-mY(xi][y~my(xi]t fy|x=x (¥) dy.
Rq

ft

n
2: IXk(X) ( (y—mY(x»(§—my(x» t [5y(ylyk,CYk) dy

Ly, (x) {CYk + (yg-my (%)) (yg-my(x) i}
1

b) Commentaires

La condition de pseudo-factorisation de la densité peut sembler assez restric-
tive, elle signifie une espéce d'indépendance locale entre X et Y. C'est pourtant
sous cette forme que se présente la plupart du temps l'estimation de la densité

par les noyaux de Parzen : si les nombres des points de donnée est tr2s grand on

—
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peut faire 1'approximation de cette indépendance locale. Ce théoréme n'est pas

applicable si on réduit le nombre de noyaux.

Considérons 1'estimation de la densité par les noyaux de Parzen dans RPT4

avec le noyau cylindrique suivant
Dyy Goylxeyi) =BGz . Oylylyi c¥io)

ou Zﬁx(xlxk) =€%h) si [lx-xpl|<h

O sinon

ou V(h) est le volume de la spheére enclidienne de rayon h

fylx) = 1 FAY( )
= g, o

donc ka(x) =k v{h) si ,lx—xk}!<h
n 1

— FFxg, hxi-xl <)
nV(h)

C'est le cas de la régression & boules avec rayon h fixé.

Cette interprétation de la régression & boules fournit des criteéres de choix pour
h, en prenant celui-ci optimal du sens de l'estimation de la densité par les
noyaux de Parzen.

Notons que l'estimateur de la régression donné par

my (x) = éﬁl ka(x)yk avec le noyau quelconque a été proposé dés 1976 par
Collomb ES] et que les propriétés de convergence sont bien connues maintenant

(voir [10] ).
La régression a boules par les plus proches voisins peut aussi étre piacé
dans le cadre du théoreme 2-1 en considérant l'estimateur de la densité de

Breiman (voir Chapitre I).
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3 - Extension du modéle linéaire

—- a) Théoreme 2-2

soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs respectivement dans
RP et R telles que le couple (X,Y) appartiennent a DPY4 (Q, A, P)

et admette la densité de probabilité suivante

fxy(x,y) = anx A,y lmy, )

k=1
ol Zl est une densité gaussienne
11 12
X C C
mE= k Cx= k k
y 21 22
k ()k ()k

alors

B5GO = 2 me A GlneciD)

et si on pose ka(x)= Pk L&(X]Xk,C%})
fX (X)

on a

E (YIIX——-X):HTY(X) = il Iy () Y1)

avec 9L(x) = yx - C%} (C%} )L (x-x)

de méme '
Cyyt|x(x) = E{ [_Y-EX(Y)] [Y-EX(Y?jt |X=x}

@ 1ol e22] 621 611ym1 ¢12 4 (G () -my(x)) (op(x)-my (x))E
| %xkx[k 1 el)7l ol + (il -my(x)) (i) -my ()]
;E 5

Démonstration

~

Dans [%J Anderson donne les distributions conditionnelles d'une variable aléa-
toire multinormale.

si (X,Y) suit une loi normale multivariée de paramdtre

DR | AR A e
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cll cl2
o o

Yo c21 c22
o] o

A
alors [ Yixex] = y, + ¢21 (clD) "1 Geox )=y, ()
=g Syt % _ n22 _ 21 @1l @12
E[(Y ¥.) (¥-y,) |xX] c2 c21 ¢l ¢l

donc si (X,Y) admet une densité

fxy(x,y)= Z’;l pr ANGr,ylmye, €

on a
my (x)= (y fy|x ;g) dy
- S& fxy(x,y) d
fx (x)
n pk
= y Nx,yImg,Cy) d
Z;l fx(x) { 4
n pk ll(xlxk,C%l) I’ (X;Ylmk,Ck)
y dy
{ K=l £x(x) (xlxg, L)
| = f_" Lo () 3)
| k=1
i Fyy (x,5)
| Cyyt[x(x) = g(y-my(xn e e L ay
fx (x) =

y

n Pk Gelmeil) g?y‘Yk) (y=y1) - (yx-my) (Yk'"ﬁQ]ZX(X’YImk’Ck
A Gl 61D

"

k=1 fx (x)

= i’: Ly (%) {(cﬁz - SRR (EIOFT dR2) (;'Jk(x)-my(x)) ('y”k(x>-mY<x>>i(
k=1

B) Application

Ce théoréme contient comme cas particulier le théoréme 2-1 avec noyaux normaux
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il permet donc d'obtenir la régression non-paramétrique dans le cas de 1'estima-
teur de la densité proposé par Deheuvels et en particulier proposé dans le

théoréme 1-2.

Notons que la généralisation proposée de l'estimateur de Breiman rentre

aussi dans ce cadre,

L'application la plus importante vient de la remarque suivante : si n=1
et C{ est la matrice de covariance empirique, la regression proposée est la ré-

gression dans le modéle linéaire (voir par exemple [@2] ).

Ainsi, si on considére la densité obtenu dans le cadre du 1I1B, réduction
du nombre des noyaux par une méthode de classification ou comme analyse en mé-
lange de composantes gaussiennes, nous obtenons une méthode de régression semi-
paramétrique, qui contient & la fois le modéle linéaire et le modéle non-para-

Ly s . N
métrique de la regression a noyaux.

Cette méthode ne suppose pas l'hypothése trés restrictive de linéarité.
Cependant, si.le caractére de linéarité est apparent, il sera reconnu par une
bonne classification. D'un autre c&té, cette méthode ne demande pas le volume

important de temps calcul exigé par la régression non-paramétrique.

4 - Qualité de la régression : calcul approché du rapport de corrélation

soit Y une variable aléatoire scolaire (gq=1)
Le rapport de corrélation de Y avec X est défini par

E (_(Y—EX(Y))Z) _  E (EX(¥)-E(Y))?
0y? E (Y-E(Y))2

7(Y|X)=1
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E (EX(Y))2 - E(Y)2
E (Y2) - E(Y)?

n(Y|x)=

C'est le carré du cosimus quand on considére 1'espérance conditionnelle

comme projection dans 12.

Plagons nous dans le cadre général du théoréme 2-2

n
fxy(x,y) = 57 Py D Gy lmy, C)
k=1
a 22
E(Y) = 5}7 Z Pk/—\—(YIYkaCk )dy
k=1 :
n
= 2 Pxuyk
=1
= 29
E(¥2) = \y2 3 P (ylyr,Ci)dy
| k=1

n
22
= > Pk [Ck +'Yi]
k=1

n

v
Z Ty, (x). yic ()

1t

EX (Y)

AY {FEy a A R = R e of o L -
J d'un point de vue numérique. En efifet

E(EX(Y)2)~=‘; my(x)2 £ (x) A%
rRP

I1 est possible d'en donner une expression approchée dans certains cas.

Si les I sont bien séparées, c'est & dire si ka(x) vaut 0 ou 1 on a

Xk

) I

™ ok TR

ka
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ou § est le symbole de Kronecker.
Ceci se produit en particulier dans le cas ou le nuage de points de donnée
est séparé en composantes normales, bien différencées et ol on effectue une clas-

sification préalable.

n
Alors E(EX(N)2) = | T I () 5200 gy

k=1

n -~ 11
= Z Py S}ﬂk DN(xlxy,Cx)dy
k=1

donc si on pose

n
ap= C%?(C%g ) letys= 5:1 Px vk

n n
E (EX(D)2)= T P ve + ¥ Pkl Tlxmx) Gexdt ag Axlxg ot b )dy
&
k=1 k=1 k

23 11
= Z__Pk[yi-i'aﬁ cy akJ
k=1

En particulier : dans le cas pseudo-factorisé avec composantes disjointes

sy o
g Py v - 57
=1

-2

n
2 Pk(yiﬂiz)-y
k=1

n(Y{x)=

D - Indicatrices floues et fonctions aléatoires assocides

Dans 1'introduction de ce chapitre, nous avons présenté la notion d'in-

dicatrice floue et de fonctions aléatoires correspondantes associées a4 une va-

~

riable aléatoire X de DP( Q , A, P) c'est & dire admettant une densité de la

forme :

n
£ = 3 Pi A (xlxq,04)

i=1
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Nous avons en particulier mis en évidence 2 familles d'indicatrices floues que

nous allons étudier plus en détail (voir aussi [17] ).

1 - Indicatrices floues disjonctives

Nous appelons indicatrices disjonctives associées & X les n fonctions

suivantes :

Iy, (x) = Pi[X(xlx',C-) ou x € RP
fy(x)
Ces fonctions sont apparues plusieurs fois au courant de cette étude : comme

indices d'appartenance dans la classification floue, comme fonctions pondéran-

tes dans la régression...

Ces indicatrices ont donc une grande importance pratique d'olu 1'intérét de

leur étude.

s

Propriété 1

Soit Ap= x €RP, I, > 1 -
k__
2
Alors si k'%# k A () Agr = 9@
Commentaire : Les ensembles Ap ainsi définis peuvent &tre vides

Démonstration

n A . N
f(x) = 5 Pi Qxix;,04)
i=

n n .
done Z Iy, (x)= Z =1
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soit X, & Akn Akl

ka(xo) >,:21_ et I (xo) > % impossible

Xk !

donc A ) Ayr = ¢

Remarques

* posons Byp= {x &€ RP, ka(x) > ka,, ¥ K'# k}
alors A € By et By [‘Bk' = @

* gi f(x) est une estimation par les noyaux de Parzen c'est a dire

1
£0) =— 3 D(xlxi,0)
i=1

n

avec /A noyau normal
alors x €Bg et |} By= RP-D ou A(D) = 0
k=1

’

Propriété 2
o~

soit X € pp (2 ,A,P)
IXk(x)'sa famille d'indicatrices floues disjonctives associde
soit A une matrice carrée (pxp) inversible
et B un vecteur (pxl)
si Y = AX + B alors Y € DP(Q ,A,P )
La famille d'indicatrices floues disjonctives associde & Y vérifie
I (7)) = Ty (%) ou  yi = Ay +B

et y = Ay +B

De plus o (w)=I;Y, (w) ‘b’{wéﬂ
s XK k .
Démonstration
n
soit f,(x) = 7 Fi A(x|x;,C;) la densité de X
i=1




i
i

Alors la densité de Y s'écrit
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fy(y)= 13(y)]| fx(A'l(y-B)) ol J(y) est le jacobien du changement de variable,

J(y)=
det A

posons yy= Ay + B
D= A Cp At

1 “1(ya
alors A(Y|YksDk)=—A-(A (y-B) Ixy,Cy)
det A

en effet

1
A(y Yy ,D )d =

gyA(A-l(Y‘B) |45 Cre )y
t A

1]

J(Ay'i-B) A(lek,ck)dy

A fy A (ylxE,Cldy + B = Ag + B

j(y Yk)(y yi)E A (ylyrsDi)ddy

= j(y yi) -yt D (A7 1(y-B) Ixg,C)dy
det A

= K(AY+B-yk)(Ay+B-yk)t A (ylxg,Cr)dy

or B - yk= -AXk

gA(y_Xk)(Y'Xk)t at A ylxg,Crldy

]

A cp At

n
Donc fy (y) = Z P; /A\(yly;,D;) donc Y € DP (Q ,A,P)

i=1
¥ (w) = P DY (W) |y, Dy)
Vi -~ 7N
= iy \yJ

131 ACA (Y (@)-B) %y, Crc

= Pk =
131 5= py A 1(¥(w)-B)IxiC5)
=i
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Py DX () | xy,Cy)

= a =, Ii (w)
Zl PiA(X(wHXi,Ci) i
1= -

Remarque
Soit ® bijection contrairement différentiable non linéaire

Y= ¢(X)
L -1

fy(y) = |J(y)|Z_1 P; NAC 9 "(y)Ix3,C4)
1=

Pour que Y &DP (Q ,A,P) il faut que A ( ¢'1(y)|xi,ci)admette des moments

d'ordre 2

Alors I¥k= I§k mais yp = |JI S-¢'1(y)l}(y|xk,0k)dy #Z?(xk)

soit X & DP(Q ,A, P) et Iy, les indicatrices disjonctives associées

Xk

alors I§k = IXk(X) est la fonction aléatoire associée
on a

n

> =1

k=1

X =
E (Ik) Py

o

E (xxt 1X) = P (Cpxy th)

Démonstration

La premiére propriété a été déja montrée au courant de la démonstration de la

propriété 1
P A (x]xy,C)
E (1X) = glk(x) dpX(x)= g £(x) dy
£(x)
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= Py fA()ka,Ck)dx: 9K

E (x.1{§)= Jx.Ik(x)dPX(x)= ngx Axlxy,Cddy = Py xi

B (xxt 1) = jxxt L GOaPE )= ijxxt el €= Pre(Oyet E)

2 - Indicatrices floues canoniques

a) Pour 1'étude des indicatrices canoniques plagons nous dans le cadre
d'une estimation de la densité obtenue par les noyaux de Parzen avec noyau

multinormal

1 n
f(x) =— 3 Axlx,0)

a i=1
D'autre part considérons la densité g(x) obtenue par les techniques présentées
aujIB

K
g(x) = > Oxlmg,Cy)
k=1

Nous obtenons-ainsi deux familles d'indicatrices canoniques

Jy. (x) = {Efflfiifz_ = exp ;_ l,(x-xit) C'l(x—xi{} ; i=1, .- ,n
N A(Xilxi,C) C 2

A(xlmg,Cy) Z(
—ETE a e Js

JI = =

s (x-mk)tC£1(x-mk{} ; k=1,...,K

N

Pour examiner les propriétés de J¥(x), mettons d'abord une structure algébrique

sur l'ensemble des indicatrices canoniques.

]

Remarque : une indicatrice canonique J est entiérement déterminée par une matrice

symétrique, définie positive C et un vecteur m

J (x) = exp f’- % (x~m)t ¢~1 (x-mi}
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Définition d'une indicatrice produit

Soit J' (x) donnée par (C', m')
et J" (x) donnée par (C", m")
alors J = J' * J" est appelée indicatrice produit de J' et de J"

J est donné par (C, m)

(c-1 4+ gr1)-1

t

ou C

c (C‘_lm' + Cn—l m')

m

Propriété 1

J' (x).J"(x) = exp {-.%_(m' = m”)(C’+C")—1(m'-m"{} (3% I"M(x)

dem : c'est une conséquence immédiate du lemme d'albébre linéaire de]IB 3c

1.'ensemble des indicatrices canoniques muni de la loi % est un semi-groupe commu-

katif qui n'admet pas d'élément neutre

Démonstration
J' 5 J" = J" & J de facon immédiate
or

1

(J %= J") & J" (c,m)x(Cc',m') % (C",m")
(C"l+c'"1>'l, (C‘1+Cl-1)"1(c-lm+cl-lml) % (C",m")

1

(c-lic'-Leem=1)-1, (c-l+c'"H7F (c7lm + ¢'"lm' + ¢ Im'™)
d'ol l'associativité.
I1 n'y a pas d'élément neutre.

En effet, supposons que (C_,m ) soit un élément neutre alors (C,m)x(C_,m_ )=(C,m)

(c71 + Co"l)'1 =Cc =Z C;l = 0 ce qui est impossible car C_ doit étre inversible.

On peut se poser la question suivante :

soit J_ = (C¢_,m_ ) et J3= (Cy,m1)
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Dans quel cas existe-t-il J tel que J_ » J = J1 (1)
c1= [col + 0'1] -1

m;= €1 [c;l m, + C’lm}

(1) =

C"‘l = C"’l e C"].
o

=

m = mj + C]_ C;l (m]_ = mo)

Donc si Cil - C;1 est une matrice définie positive alors (1) admet la solution

unique

1

J= (¢, m) =((c;1 - C, y Y, my + ¢ c:l(my - m, ))

c) Propriétés des fonctions aléatoires associées

Nous a}lons donner queiques propriétés des fonctions aléatoires associées
aux deux familles d'indicatrices canoniques présentées. Nous calculerons notam-
ment les "moments locaux' de X (E(X.JX), et une proximité entre deux indicatri-
ces moyenne au sens de X:E(J§ JE). Ces moments sont donnés avec les deux esti-~

-

mations de la densité f et g.
Propriété 3

Soit J_ et J,, deux indicatrices définies respectivement par (¢ ,m ) et (Cy,my)

1 E -1(m -
exp { -k G mDECr0) T, ny)}

1’

Notons a(JO,J1)= i o~
Ydet (Tptc,coh)

= -1 -1 (¢~ -1
et m (J_, Jl) Cot + Gy (C°1m°+C1 my)
Alors
1 .
f Xy = —
D Bt (3 =— i§=]31 a(Jx 59,0
£ Xyt & (Jg:sJd ) m Iy, ,T)
ELT (X Jo)"'—;—' 12=:1 o Xi’vo m b FE R

“1(m - £ X
. (J§ Jﬁ) - exp 57'%"(m0_m1)t (CO+C1) Fmo ml)}..E L}Jo* Jl) ]
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|
| K
'| 2) 8 (JX) = 1?—:1 Pl ,J,)

n
g XY= ' '
E8 (X JX) kZ=_'1 Py a(Jmk, J)m (Jmk,Jo)

X jX ) = -l - ~1(g - « JOX
E8 (J Jl ) = exp { 7~ (m,-m )E(C 4+C, )™ (m, ml)} EE [(JOA Jl)J

- =

Démonstration

Démontrons le 2)

1 } K p 1 -1 ;
E8 (JX) = lexp y-— (x-m)tC l(x-m ) ok exp § - & (x-my)tCK (x-my
| o 2 o o o k
| k=1 (22)E/,|det ¢ 2 , J
X
K .
-5 _k §J°(X) T (0 dy ‘
k=1 (2n )P/Zl/det Cr
K P y 1 _ -1 _ 1 ,
=5 exp {_7 (m,-m ) (€ +¢ )™ Hm,om ) o )P/Zg(JO*J ) (x)dy
k=1 det Cy

'

; - Z - {_L (mo—mk)(C°=Ck)"1(mo-mk§
k=1 Vdet(I,+cic;h) z

K Pr -1 (m -m )t(c +c )1, - 1 x(J_%3' )d
EE JX)= exp{ o mk o (mo D} A= o™ X
(x J%) Z:l},det Ck 2 3 " (2m)%/5 Mg

K
= P @ (3,30 m (3 ,3)
k=z:1 "k ™

3,603 ) = exp § - (mo-ml)t-Co-i—Cl)‘l(mo-ml)} SRS

1
donc EE (J§ J>1() = exp {-—5—(mo-ml)t(C?+Cl)‘1(mo-ml)} E8 [(Jo* Jl)X]

E - Applications heuristiques des indicatrices canoniques

1) Un coefficient de corrélation entre points

Ce coefficient a été proposé et étudié par Mallet dans [18]

’
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Définition

E(JX J§
RX(a,b) =

(E(3%)2 E(IX)2)%
a b

Pour calculer ces espérances, on suppose que X admet la densité f (x) obtenue par

la méthode des noyaux de Parzen et on utilise la propriété 3 du D.

Un choix possible des indicatrices est celui donné par le processus complété

défini au J|A3d

Propriétés
* 0 R(a,b) {1

% R (a,b) est d'autant plus grand que la densité est grande entre a et b.

2) Un coefficient de corrélation entre variables et données

o . . | . P .
Ce coefficient et son application ont été présentés dans Ll9j soit n réalisations

X1s--- » Xp du vecteur aléatoire X
X(1)
1 n :
X = soit f(x) =—— Z_ A (xlxi,0)
n i=1
X(p)

L'estimation de la densité de X par les noyaux de Parzen avec Z& gaussien.

soit Jg(x)= exp {-.}.(x-s)t ¢ L(x-s) » 8 €RP
2
La famille d'indicatrices floues canoniques associées a f(x) soit Jg la fonction

aléatoire associée.

Alors ' ' h
Définition
X
E(X(i). Jg )
RX(R(1),8) = — B
(Var(x(i).E(Jg)2)%

est appelé coefficient de corrélation entre le point s et la variable X(i).
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Remarques

* Le coefficient RX (X(i),s) peut &tre considéré comme la moyenne normalisée

de X(i) dans un domaine flou autour de s.

* Pour avoir une stabilité vis & vis d'un changement de variable linéaire, il

faut centrer et réduire les données variable par variable.

.

3) Proposition d'une analyse des correspondances

X11 - - - *nl

Un tableau de données quantitatives.

La méthode proposée est la suivante :

a) Centrer et réduire le tableau de données variable par variable, soit X' le

tableau obtenu.
b) Effectuer une analyse en composantes principales sur le tableau X'.
c) Estimer les densités marginales sur les plans factoriels.

d) Projeter les points de donnée sur les diagrammes de corrélation obtenus par

les coefficients de corrélation définis précédemment.

Nous obtenons ainsi un moyen de projeter variables et données sur un méme
diagramme. En relevant les proximités, nous examinons les correspondances entre

variables et données.

Un exemple sur données réelles sera présenté en annexe.




Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié un modéle non-paramétrique que
nous avons entre autres approché par un modéle paramétrique souple, tenant
compte des paramdtres empiriques d'un ensemble de données (moments, moment
locaux, plus proche voisins). Ce sont ces idées qui, peut-&tre en parallele
avec d'autres techniques (telles Jackknife ou Bootstrap), nous semblent débou-

cher sur une recherche future.
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ANNEXE

Dans cette annexe nous avons testé les méthodes proposées dans notre

travail. Les calculs ont été exécutés sur IRIS 80 & 1'Institut Universitaire

de Calcul Automatigue de Lorraine.

Nous avons utilisé la bibliothéque de cartographie automatique "cartolab"
dévelovpée par Monsieur MALLET. Le générateur de nombres au hasard ainsi que
le programme de simulation d'une loi normale sont ceux proposés dans l'ou-

vrage "traitement des données statistigues" par Messieurs LEBART, MORINEAU et

FENELON.

d

Les programmes ont été écrits en FORTRAN 1IV.
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Y. ESTIMATION AUTOMATIQUE DE LA DENSITE MULTIVARIEE

1) Nous avons testé dans cette partie les méthodes proposées dans le pre-
mier chapitre de notre travail ; le but de ce chapitre étant de passer d'un
ensemble de données & une bonne estimation de la densité sous-jacente sans 1'in-
tervention de l'utilisateur. Ceci implique la détermination automatique du
paramétre de lissage que nous avons décomposé en un paramétre taille et un

paramétre forme de la "fenétre".

Le paramétre de taille est obtenu par notre subroutine IMSE 1
qui applique 1'algorithme présenté au I3. (Rappelons que cet algorithme géné-
ralise au cas multivarié un algorithme proposé par Tapia et Thompson ([13]ch. I)

optimisant le critére du MISE asymptotique d'Epanechnibrov.

Les paramétres de forme testés sont d'une part la matrice identité (corres-—
pondant aux noyaux produits usuels) et d'autre part le paramétre proposé en ap-
plication du théoréme 2 prenant en compte la covariance globale de 1'échantillon.

Nous parlerons alors de noyaux covariants.

2) Simulations

Nous avons tiré au hasard 10 séries de 100 points au cours d'une
simulation d'une loi normale bivariée de matrice de covariance identité.
Le tableau 1 contient les tailles des fenétres correspondantes

obtenues par la subroutine IMSE 1.

n°® de 1'échan-

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tillon
tallle .158 .148 .136 .164 .162 .158 .165 .175 .169 .178
IMSE 1

b) Influence des paramétres taille et forme

Nous avons tiré au hasard 100 points au cours d'une simulation

d'une loi normale bivariée de matrice de covariance

7 3v3
1 16
3/3 13

i6 16
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La figure 1 représente le nuage des points. La figure 2 est un
bloc-diagramme de la densité théorigue correspondant & cette loi binormale

que nous vous proposons d'estimer.

Les figures 3 montrent les estimations de cette densité, obtenues
avec ces nuages par des noyaux produits (isotropes) avec différentes tailles

de la fenétre.

La figure 3a correspond & la taille obtenue par la subroutine
IMSE 1 (soit 0 = .122)

La figure 3b correspond & la taille double (0 = .244)

La figure 3c correspond & la taille quadruple (o = .488)

Les figures 4 montrent les estimations de la densité obtenues
pour des noyaux covariants (= anisotropes) avec les mémes tailles que dans les

figures 3.

3) Conclusion
a) Les résultats du tableau 1 montrent que la subroutine IMSE 1 donne
des résultats stables par rapport & 1'échantillonage. Cependant la valeur thé-

orique étant 0 = .546, celle-ci est nettement sous-estimée.

Cette tendance semble &tre confirmée par les figures 3 et 4. La
meilleure taille de la fenétre (guelle que soit la forme du noyau) est comprise

entre 2 et 4 fois la valeur obtenue par l'algorithme IMSE 1.

La détermination d'une taille optimale reste donc un probléme

ouvert.

b) Le choix d'un noyau covariant semble avoir des conséguences heu-
reuses : en comparant les figures 3 et 4 et en particulier la figure 3¢ avec
la figure 4c, on constate qu'en dépit d'un trop grand lissage (gui est appa-
rent si 1'on compare avec la densité thdorique de la figure 2) 1a figure 3c

semble légérement bimodale ce qui n'est nlus le cas avec un noyau covariant.

D'autre part le mode est moins sous-estimé dans le cas de la figure 4c que

dans la figure 3c.
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II. APPLICATIONS

A) Classification

Nous avons écrit un programme effectuant la classification au sens

du maximum de vraisemblance présenté dans II B.

1) Pour sacrifier & la tradition, nous avons d'abord effectué la clas-
sification sur le fichier des iris de Fisher (cf [2]). Ce fichier est cons-
titué de trois groupes de 50 fleurs dont on a mesuré la longueur et la largeur

des pétales et des sépales.

Aprés classification seules les fleurs n® 69, 71, 73 et 84 sont mal clas-

sées. La fleur n® 78 est douteuse.
Le pourcentage d'erreur est donc inférieur & 3%.

2) Nous avons d'autre part simulé un mélange de 3_lois normales bivariées

~1.2] !
de poids respectifs : ly ly l-; de centres fti.Z;' 0 i, 1'2§
3 3 3 Loodl.1i7d Lol

de matrices de covariances :
156  .094 .25 o.] ‘flss -.094
’ !
.094 .156 0. .0625] i--094 .15¢
Nous avons tiré 300 points au hasard issus de cette loi. (voir figure 6)

Nous avons classé ces points en 3 grouves. Nous obtenons les paramétres suivants.

poids : . 329 N T SN . 254

centres :

matrices de covariances :

iflas .092'} Fa78  .002] | .132 —.08-‘!
’ !
Loo2 .146!  l.002 .os;J !— 083  .125

Compte tenu de 1'interpénétration de ces groupes (aucune classification &

vue n'est possible), cette classification est trés bonne.

3) Nous pouvons néanmoins regretter que cette méthode utilise un temos

machine plus grand que par exemple les procédures de la famille des nudes dyna-

migues. De plus ce temps augmente sensiblement avec le nombre des points a
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classer. Ainsi une série de 10 itérations de 1l'algorithme sur les 300 points

du deuxiéme exemple utilise 25 secondes de temps de calcul d'un ordinateur

IRIS 80.

B) Régression
Nous avons testé les méthodes de régression proposées au IT C sur le

méme fichier de données simulées présentées précédemment (voir figure 6).

Etant donné que nous connaissons la densité sous-jacente nous avons pu
effectuer le calcul exact de la moyenne conditionnelle, c'est cette courﬁg
qui est tracée sur la figure 6. Remarquons aue sur les 5ords de la figure,
cette courbe ne correspond pas tout & fait & la solution intuitive que 1l'cn

a envie de tracer.

a) Les figures 7 représentent les courbes de régression obtenues par

la méthode du noyau présentée au paragraphe II C 2 :

- La premiére courbe représente la régression correspondant & une
taille de fenétre obtenue par la subroutine IMSE 1.
- La deuxiéme courbe correspond & trois fois cette taille.

- La troisiéme courbe correspond & six fois cette taille.

Nous constatons que la deuxiéme courbe est une bonne estimation de la regres-
sion ce qui confirme le point que la subroutine IMSE 1 sous-estime la taille du
noyau. Les figures 7a et 7c¢ nous montrent néanmoins gue cette méthode de regres-

sion est peu robuste envers un mauvais choix de la taille de la fenétre.

b) La figure 8 donne la régression obtenue par le théoréme 2-2 avec clas-

sification préalable par le maximum de vraisemblance.

Notons que cette méthode ne dépend plus d'un paramétre de lissage et que

le résultat obtenu est tout a fait satisfaisant.

Un point qui reste & étudier est la robustesse de cette méthode par rap-

prort au choix du nombre de classes.
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C) Corrélations entre points de données

Cette technique présentée au II E 1) et proposée par MALLET dans la
référence [18] du chapitre II est illustrée par la figure 11. Notons qu'a
1'aide de ces coefficients de corrélation nous pourrions définir des corréla-

tions multiples entre groupes de points.

ﬁn

© Rx(a,b) > Rx(b,c)
e ® ©
oeﬁoe Xic.d) > R (b
s "¢ e R (c,d) R (b,c)
° sk *
ea ® @ k-
e \o6 *
©
b
5 &
2 v
' %% d

D) Corrélations entre variables et données

Pour montrer le comportement des "“corrélations" entre variables et
données, nous avons étudié celui-ci sur un ensemble de 20 points de données

artificielles que nous avons centré et réduit (cf tableau 2).

Gata i 1.1)1.42]1.15]1.16]1.1

o
~
Py

5 1.17’1.175 1.13)1.13 I.ZIF.ES l.':Ol i.6 !.6} 2 '2.1 l?.iif

|2.2
1.5‘51.55{1.77
!

Centered
reduced data

b8 |- 62]-.E0)|~.55]-.46]-.240-,11] .36[1.30 2.0¢

-1.09 -.81«.7(4 -0.69-0.64-.&6 [~.65

Les figures 9 et 10 représentent respectivement 1'estimation de la den-
sité univariée et la fonction y = R(X,x) ol R(X,x) désigne la corrélation entre
la variable aléatoire X et le point x telle gqu'elle a été définie au II E 2.

Notons que les extrema des deux fonctions coincident.

E) Projection des corrélations

Dans ce paragraphe nous allons tester la méthode proposée au II E 3
sur un fichier proposé var Benzecri dans [ 11 cui donne le comportement hydro-
logique de 10 fleuves au Liban. (voir tableau 3)

~

Dans un premier examen de ce tableau de données, nous constatons que tous

les fleuves ont & peu prés le méme comportement excepté El Assis dont le débit

ne varie gue légérement au courant de 1l'année.

1) Dans un premier temps considérons les mois comme les points de donnée

et les fleuves comme variables.
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Aprés centrage et réduction nous obtenons le tableau (4). En effectu-
ant l'analyse en composantes principales de ce tableau nous obtenons les
diagrammes de corrélation de la figure sur lesquels nous avons projeté les points

de données (les mois) par la méthode annoncée.

Excepté El Assis tous les fleuves sont trés corrélés avec le premier fac-
teur. On peut donc interpréter ce facteur comme étant caractéristique de la
variation saisonniére du débit. De fait, les mois projetés sur ce diagramme

sont divisés sur le premier facteur en mois secs et mois humides.

Le second facteur est trés corrélé avec El Assis, en conséquence les mois
projetés se divisent en mois pendant lesquels El Assis a un plus grand débit

gu'en moyenne et les autres.

Proximités :
Janvier-Février sont proches de Demour, Litani et Beyrouth,

Avril-Mai sont proches de Abou-Ali et Ibrahim sur les deux diagrammes de corré-

lation.
2) Considérons maintenant les riviéres comme point de donnée.
Aprés centrage et réduction nous obtenons le tableau (5).

La figure 12 montre les diagrammes de corrélation obtenu par 1'analyse en
composantes principales sur lesquels nous avons projeté les points de donnée

(i e les fleuves). &

Toutes les variables sont bien corrélées avec le premier facteur : les
points de donnée correspondant se divisent en grands fleuves et petits fleuves :
le rapport des fleuves entre eux est respecté quelle que soit la saison. Le

second facteur divise les mois en 3 groupes :

~ un groupe : été-automne correspondant aux débits faibles.
— un groupe : hiver-printemps correspondant aux débits élevés.

- deux~mois intermédiaires.

Les riviéres sont divisées dans les mémes groupes cue sur le premier
facteur avec l'exception significative d'El Assis gui est plus proche des

mois d'été : ce fleuve a un plus grand débit que les autres fleuves pendant

ces mois.
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Nous constatons d'autre part que les proximités signalées lors de l'ana-

lyse duale sont conservées.

3) Comparaison avec l'analyse des correspondances de Benzecri

Nous constatons dans un premier temps que les proximités signalées
dans ce qui précéde se retrouvent sur le diagramme de l'analyse des corres-—

pondances. (voir figure 13)

En particulier sur ce diagramme El Assis est trés prés des mois d'été, mais
ainsi que nous l'avons signalé cette propriété n'est pas significative si 1'on
considére les fleuves comme variables : dans ce point de vue El Assis ne dis-

crimine pas du tout entre les fleuves.

4) Conclusion
Nous avons ainsi obtenu une technique heuristigque dont les résultats
sont (du moins sur l'exemple considéré) cohérents avec les techniques exis-

tantes tout en les offinant.
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Tableau 3

Rivers | OUST.  ahoa RO REOU Kbrs  BEYR. DEMOUR aeols  LITANI
SEPTEMBER | 2.7 2.8 9.1 4.6 7.2 3.2 6 16 375 121
OCTOBER 3.0 33 107 59 7.3 3.3 B 2.2 3.2 4.9
NOVEMBER | 4.8 4.9 153 9.1 jo. 4.9 3.5 6.0 337 9.1
DECEMBER | 5.3 5.4 47.4 2010 148 15.0 9.2 18.3  34.7 326
JANUARY 7.9 8.0 25,5 27.8  38.8 3.7 20,9 33.0  35.0  g5.5
FEBRUARY 7.6 7.8 242 47.9  46.5 41,0 28.2  38.0  33.9  89.1
MARCH 10.7 10,9 3459 75,4 762 49.0  29.5  32.5  39.3  g2.5
APRIL 0.6 10.7 362 83.4 112.4 423 29.3  20.2  40.2  56.9
HAY 9.6 9.7 3.9 80, 934  22.0 6.0 7.8 42.7  36.8
JURE 5.4 5.5 233 28,8 3.3 17.4 1.7 34 416 207
JuLy 3.9 40 4.7 9 447 1.8 9 2.6 424 13.9
AUGUST 3133 0.7 5.8 9.2 42 7S a5 11L3
\




Tableau 4
|
Rivers SEPT. oCT. NOV. DEC. " JAN, © FEB.  MARCH  AFRIL MAY
OUSTOUWENE -.252 ~-.224 -.098 -.072 .107 .073 .294 .289 .235
AROA ' -.255 -.219 -.101 ~.075 .105 .079 .299 .286 .23
EL~BARED ~.264 -.229 -.129 -.093 .073 .033 .260 .291 .285
ABOU~ALI -.193 -.187 -2 -.092 -.069 080 .264 .325 .324
1BRAHIM -.178 -.181 -.172 -.155 -.024 .019 .185 415 .37
EL~KELB -.220 -.223 -.212 ~.083 123 244 .332 .243 .054
BEYROUTH -.173 ~-.173 -.133 ~.026 161 .292 .296 .297 -.122
DEMOUR -. 186 - 179 -.125 .076 .299 .372 264 .065 -.122
EL~ASSIS -.052 -.073 -.322 ~.252 -.225 -.297 L0714 128 .300
LITANL -.185 ~-.167 - 147 -.055 .328 .342 L274 .086 -.043
Rivers JUNE JULY AUG.
OUSTOUWENE -.065 -.169 -.225
s AROA -.0638 -.172 -.219
EL-BARED .048 ~. 144 -.230
ABOU-ALT -.035 =173 -.189
IBRAKIM -.031 -.143 -.170 ]
EL-KELB -.046 -.110 -.210
BEYROUTH - 178 =177 =173
DEMOUR ~.175 -.175 -.181
EL-ASSIS .235 .292 .158 .
LITANI -.141 -.179 -.193
Tablear 5
Rivers OQUST. AROA aiégo Aigg* IBRA. xitg BEYROUTH DEMOUR Agg;s _LITANI :
SEPTEMBER ~.525 -.515 .093 -.342 -.091 ~.477 -.728  ~.631 2.883 .382
OCTOBER -.561  -.541 178 -.289 -.153 ~-.541 ~.784  -.648 2,754 .586
NOVEMBER -.789 -.897 481  -.227 127 -.897 -.854 .74 2,327 .8%2
DECEMBER -1.274 ~1.263 .003 .385  -.276 -.256 -.812 L0971  1.813 1,593
JANUARY -1T14o -1.135 .287 -.175 .358 .04 -.510 -.077 176 2,622
FEBRUARY -1.302° -1.293 .552 .518 L45S .206 -.367 L0710 -Lhl& 2.379
MARCH -1.343 -1.335 .370 1.259  1.291 .197 -.587 -.466  -.193  1.545
APRIL ~1.092 -1.089 .260 1.272 2,214 -.062 -.485 -.780 ~.13} L4z
HAY -.868 -.864 .003 1.560 2.017 -.269 -.992  -.930 272 .069
JUNE -.963 ~.956 383 .796  1.210  -.061 - 1242 1,11 1,759 L187
Juny -.695 -.6B6 .255 ~.238 .255 .000 -.959 ~.810 2.693 . 185
AUGUST -.540  ~.522 .148 -,296 012 -.441 -.758  -,649  2.845 .202
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Figure 13
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