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INTRODUCTION

Le travail présenté dans cette thése se divise en deux parties

distinctes.

Dans une premiére partie, nous examinons une technique d'estimation

de la densité multivariée. Cette méthode est d'une efficacité assez faible.

Nous tachons de remédier & ce désavantage en rendant la méthode plus souple.

En particulier nous adaptons cette technique de fagon & ce qu'elle tienne

compte des paramétres empiriques.

Dans une deuxiéme partie, nous examinons des applications possibles

de la technique précédente en analyse des donnée. Nous traitons en particulier

les problémes de la classification et de la régression sous cet angle. Enfin

a travers la notion d'indicatrice floue induite naturellement par l'estimation

de la densité, nous proposons un nouveau formalisme et des applications heuris-

tiques.
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Chapitre I : ESTIMATION DE LA DENSITE MULTIVARIEE PAR LES

NOYAUX DE PARZEN

i, Introduction

a) En 1956 Murray Rosenblatt proposa un estimateur non paramétrique d'une

densité réelle continue [9] sous la forme d'une généralisation du concept d'histo-

gramme appelé histogramme décalé (shifted histogram).

£ (x) _i points de données dans ]x + hy. .x.+ nl

2n h
n

ou ho est une constante dépendant uniquement de n, nombre de points de donnée.

Rosenblatt montra entre autre que la convergence vers la densité sous-jacente était

plus rapide que celle de l'histogramme classique,

Une autre écriture de l'histogramme décalé de Rosenblatt est la suivante :

3 n =
f(xy = tog db we PP%)
n . 14h

j= n h
n

of w(j) = 1 si [u] <1

= O sinon

Cette écriture amena Parzen [8] 4 proposer l'estimateur suivant :

“ n 1 oy, -

f(x) = = 2 = i Ca =)
3=1 ho hn

ou K est une densité de probabilité encore appelée noyau o est alors appelée

fenétre (ou largeur de la fenétre) £ (®) est l’estimation de la densité par les

noyaux de Parzen.

Depuis plusieurs généxations ont 6té proposées, en particulier celle de

Deheuvels [2] dans le cas multivarié .

- | det aa{ n

f£ (x) = ——-— Ps K (A. (Xi<x))

" ” i=l ”

ou AL est une matrice pxp inversible,
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b) Nous 6étudierons et utiliserons dans ce qui suit essentiellement

cette derniére forme que nous transformerons légérement.

En effet, posons nP = i
7 det A_|
* n

p A

et T - —F
n h

n

: n
re = 1 = Xi-

Alors £o*) 2 z K (TO (=)
; i=4 nh? i=i ho

“f n

. Avec [det (TI =)

E

i °

Cette décomposition de la matrice AL a une signification intuitive : ho est
f .

f un paramétre de "taille" du noyau : pour les noyaux 4 support compact, nP est
f . c
f proportionnel a la surface du support de chaque noyau.

Th est alors un paramétre de forme.

t c) Dans le cours de cette étude nous serons fréquemment amené 4 mettre

; en 6vidence les moments d'ordre 1 et 2 des noyaux, qui pour tous les types usuels
}

: de noyaux les déterminent entiérement.

4 Nous noterons alors :

| Lo
t f(x) = = A (x |xi, C)
’ n n n

ist

of A(x |xi, C.) = ldet A | xk [A (xi - x)]
; yn n n

.

: et x A(x/xi, c dx = xi

; (x - xi) (x - xi) Alx/xi, c.) ax = om

;

: Un cas particulier important est le cas du noyau gaussien

K (x) A exp { 1 a x)
= pep(om) P/?

f 7
1 1 wt -1 ;

{ ou Atx/xi, C.) = —— exp {- 5 (x - xi)" Cc tx - xi)}
a 2 nB Q2wP/? \aet C,

:
|
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Nous pouvons alors donner une relation entre AL (ou hn, T)) et c,

-1 t 1 t
c = A.A = > TS Tv
n n n 2 n n

h
n

nP = detc
n n

Ce choix d'un moyen multinormal n'est certes pas optimal au point de

vue de L'efficacité asymptotique (voir [ 2] p 14) néanmoins ses propriétés de

régularité (continuité uniforme, dérivabilité) et ses propriétés de calculabilité

pratique et théorique (moments, moments conditionnels) font qu'il vérifie les

hypothéses de la majorité des théorémes de convergence et rendent son maniement

agréable.

d) Nous allons dans un premier temps proposer un théoréme de convergence

uniforme avec une matrice forme dépendant des données puis en donner les géné-

ralisations heuristiques.

Dans un deuxiéme temps nous proposerons un algorithme du choix de la

fenétre qui optimise asymptotiquement l'erreur moyenne quadratique intégrée

(M I S E) dans le cadre d'une estimation avec des noyaux gaussiens.
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2. Un théoréme de convergence

a) Dans [14] Wagner souligne un défaut de l’estimation de densité

usuelle : le coefficient de lissage h, est choisi indépendamment des points

de donnée observés. Ce point de vue a été généralisé dans [4] oti Devroye et

Wagner obtiennent le résultat suivant.
Théoréme 1

Soit £ uniformément continue. Soit K une densité de probabilité sur RP bornée,

Riemann intégrable telle que

A
tP

L(t) dt < om ot L(t) = sup K(x)

[lx |] >t
Soit HL (Xip--e,7 x) une variable aléatoire fonction des variables aléatoires

mutuellement indépendantes Ri y.-- 7%, issus de f.

alors si a QO presque surement (respectivement en probabilité)

n—> ©

n H2P n : 2p eE aey ae
et n-— © ps (respectivement nA —> © en probabilité)

log n

ona sup fs) - £ (x) | —>0_ ps(respectivement en probabilité)
x

a n
7 1 - xi

ott £ Os) = = z K a=
nH i=1 H

n n

Remarques

i) L'hypothése d'uniforme continuité de la densité f(x) peut paraitre trés

lourde, cependant dans le cas unidimensionnel Schuster [12] montre que cette

hypathése est nécessaire pour une convergence uniforme.

od

ag a ages ~ -i .ii) Le noyau normal vérifie 1l'hypothése 5 tP L(t) dt < © ains que tout noyau

0a support compact.

iii) Pour un choix raisonnable de Hoe Hi (Xpress x) est invariant par toute

permutation’de ses variables.

iv) Un choix de Ho proposé par Wagner et vérifiant les hypothéses du théoréme

€st le suivant :

Soit k(n) = nd (le crochet désigne la partie entiére)

0<a< 1, soit Pag la distance de Xs a son k(n)-iéme plus preche voisin.

H, est alors choisi au hasard parmi Daintree D
nn

GQ) Dans tout @ I 2. 2x déstanerr sup {lx¢i) |}
i= tp

@) Par la suite nous utiliserons 1 abréviation usulie ps
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Dans l'optique du 1.b le théoréme 1 permet donc un choix de la

"taille" de la fenétre en fonction des données.

L'idée du résultat suivant est de permettre 4 la "forme" de le fe-

nétre de s'adapter aux données, en introduisant la matrice de covariance

empirique globale de l'échantillon.

b) Théoréme 2

Soit X,,---, X, une suite de vecteurs aléatoires, indénendants, iden-~

tiquement distribués a4 valeurs dans R” avec une densité de probabilité f cue

l'on supposera uniformément continue.

Soit Th (Xpreeee x) une suite de matrices aléatoires o x p telles

que det (T.) = 1 qui converge presque sitirement vers une matrice T constante.

Soit K une densité de probabilité uniformément continue vérifiant

les, conditions suivantes

L(t) = sup K(T.x) vérifie jer L(t) at <
x} >t

Lo (t)= sup K(T,-x) vérifie per L(t) at< ©

I|<|] >t

Soit (hy) une suite de réels positifs telle que

h —>0 ye?
n n =

n-——>o0 log ,
*n

n—»> ©

Ee 1 n X-Xi
Alors f(x) = — =f K (T_ ¢ )) converge uniformément presque

n Dp 4 n
nhe i=1 ho

sGrement vers f(x) c'est~d-dire

sup _|£(x) - £ (x) | —> 0
xe IR? n n— ©

Application

Avant de démontrer ce théoréme, donnons en l'application annoncée :

Soit Ch la matrice de covariance empirique du nuage des points de donnée.

Nous supposerons que Ch est inversible, elle le sera 4 partir d'un certain rang

si £ admet une matrice des moments d'ordre 2 inversible. (Si cela n'était pas

le cas, il existerait un sous espace propre de Rr? contenant tous les points de

Gonnée que l'on pourrait déterminer par une analyse en composantes principales,

On chercherait alors une densité dans ce sous-espace), x Q

1
~41 ~1 was.

Soit A = C = p D Pn avec D = N
n n n n n ~~

Nn

0 “dp
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Posons Ty = Py Ay 0

0 ~ Wap

ot Po est la matrice orthogonale des vecteurs propres.

Donc d'aprés la loi forte des grands nombres, si f admet une matrice inversible

des moments @d'ordre 2

PS PR PSs s
ct; c de méme que P_=-> P Do-> D
n 7 n n

n—> © n-> © n-y ©

s : . = s : = : >Donec Th BS T donc TO ainsi définie vérifie les hypothéses du théoréme.

n-> ©

t
Notons que si K admet des moments du second ordre tels que f x x K(x) dx = I

matrice identité d'ordre p alors

ioct fan, nds t awd yt mtdje K (Tx) ax = (a) ry) "Kay = 2 1(r") (Ben) =a oy,

Nous avons donc intégré ia covariance globale dans la covariance locale

de chaque noyau.

Démonstration du théoréme 2

Pour la démonstration du théoréme nous utiliserons 2 lemmes fondamentaux et

un lemme de calcul,

Lemme 1

Soit f une densité de probabilité uniformément continue sur IRP

Soit K une densité de probabilité sur IR®

Soit (hy) une suite de réels positifs tendant vers 0

Soit 1 —

9 (x) == yr =X) fly) ay
n® h
n n

Alors sup Ig, (x) ~ £(x)| ~- 0

x [RP n—> ©

Démonstration

Posons t=x - y

1 t otaie = 4 Je ©) f(x - t) a
n Pp

h h
n n

ot Ey = to. 2 §x e) at
he n
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pone | £ (x) - g,, (x) | < flees - t) - £ (x)| o KG) at
n

soit 5 > 0

sup |£(x) - g (x) | <sup fleco- t) - £(x) | S K (5) at
x€R? xer”” llell< 6 a n

+ sup |l#( ~ t) -f (x) | & K (=) at
Bx€ om’ lle] > 6 my n

Dans le premier terme nous pouvons majorer [f(x - t) - £ (x) | par

sup sup [f(x - t) - £(x)|

x [th <6 :
Dans le deuxiéme terme [f(x - t) - £ (x) | est majoré par M oti M est un

majorant de £(x),

sup [ £ (x) = g(x) | <sup sup [£(x -~ tj) - £ (x) [+ M | K(y) dy
xe ir xr? [tl] <6

Soit € > 0, comme f est uniformément continue en choisissant 6 assez petit,

: ee pels - £
le premier terme est inférieur 4a >

Comme h-> 0, pour 6 fixée on peut choisir h assez petit pour que le deu-
n

+ = ‘ ee -~ €
xiéme terme soit aussi inférieur a 2

donc V €>0,4N > 0,Vn > N, sup | £ (x) - gO) | <e

xéR
c'est-S-dire sup |f(x) - g(x) | —> 0

x€ RP n—> ©

Lemme 2

Soit K une fonction uniformément continue intégrable sur RP, positive ou

nulle.

Soit (Tt) une suite de matrices inversibles p x p convergeant vers une

matrice T inversible,

Alors WV -6,p > 0

SN,€N et 3K%(x) = . , it. (x), 3DcRP
i=1 Ai

tel que Wn N
+

i) al,... €R) ’ 0h,

ii) Ayreees A pavés disjoints dans [-p,p]”

iii) |[x* (x) a kK (Tax) | < sur ([-p,+p]’- p)
iv) K*(x) < sup K(x) = sup K (T-*) Va

x EIRP x

v) DCB = ij Bi BY, eee Be pavés disjoints dans [-p,p]” et

i=t
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pémontrons d'abord un résultat partiel de topologie.

Résultat : Sous les hypothéses du lemme 2 (K(T.x)) est une suite de

fonctions uniformément convergente vers K(T.x)

La démonstration de ce résultat se fait en trois étapes mais fixons d'abord

quelques notations,

Si ace’, ac désignera le complémentaire de A dans RP

Soit € > O £ixé.

lére étape : Montrons gu'il existe un compact e tel que V x co

on ait K(x) < ¢€

or K est uniformément continue donc J >0 tel que Vx,x! vérifiant
=
2

or on peut construire un recouvrement de RP de pavés 2 de la forme

(|x - x' || - <n-on ait [K (x) - K(x") | <

Pp

ae ~ qr *G) + @ tels que (ef Pi) =O pour n # n'

Soit P_ un de ces pavés, s'il existe x 9€ Po tel que K({xo} 2€ ona Vxep, K(x) > Kalm

comme K(x) est une fonction positive ou nulle intégrable, ces pavés sont en

nombre fini, leur réunion est donc impacte d'ot l'existence de c.

Considérons maintenant les ensembles c.f e) = ttc) = {x,T.x€c_}

2éme 6tape : Montrons que U -C. (€) est contenue dans un compact.

nein

T est une application linéaire en dimension finie, elle est donc bicontinue
n

et par conséquent cf) est compact.

Comme TO —>T on a lim cf) = tT i(c,) = Cg (€) compact

n Fe n—>o

donc SAM > 0 tel que Vx€co (e) P | xf <M

donc We' > 0, ane, ¥n >N x€C_ (Ee) => [|x] <m +e"

Posons C'; = {x, [lx | <M+eE'}

d'aprés la définition de N et de C,-on a donc

chD C (e) Wn >N

donc la réunion de tous les cf) est contenue dans un compact, son adhérence

est donc compacte,

Co

posons C'y (€) = v Cc (€)

3éme étape ~: convergence uniforme

. ”&.
Soit xECck (>}

llr x - vex ll <ille, - ofl. Helisilie, - rill sup . dx|
x ECL)

donc oe converge uniformément vers T.x sur Cb oS

comme K est uniformément continue on a de méme K(T .x) converge uniformément
n

4
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en x vers K(T.x) sur Co >) or si xE Co GB par construction T xece
n ces =

ra Ccet T.x € 2

2

= 7 € €
c'est-a-dire K (T +x) € — et K(T.x) < — donc IK(T x) - K(T.x) | € Ee

n

2 2

donc K(T +x) converge uniformément en x vers K(T.x) sur C2 Gr

donc K(T x) converge uniformément vers K(T.x) sur RP tout entier.

’ pémonstration du lemme 2

Soient n, 6, 9p > 0 fixés

K (Tx) est continue intégrable, elle est donc Riemann intégrable en par~

ticulier sur [-¢ +e} , il existe done un partionnement de [e+e] en pavés

disjoints tel que les sommes de Riemann supérieures définies par une fonc-

tion en escalier majorante Kl et une fonction en escalier minorante Kj,

différent d'au plus 22

c'est-a-dire (K, (x) - Ko(x))dx < oo

| avecVx € [-p,p]® Ky (x) > K(T.x) > Kz (x)

Posons maintenant

K', (x) "
YnK =1 (Xx) + 4

K' (x) = sup(0, Kp (x) — D

Comme R(T, - x) converge uniformément vers K(T.x), 4No tel que Vn > No,

_ n[K(t 0) - K(P.x)| < a YxerR? or K(T +x) 2 0, nous avons donc les inégalités

Suivantes :

K', (x) > K (Tx) > K'o (x)

Montrons que K* = K'» vérifie les propriétés i) 4 v) du lemme 2, en effet i)

et f+ + \ ” grat OA BAe mA 3A) sont véritiées par construction.ee TT yrs re Pt rar en
{x, K(T.x) ~ K'o(x) 2 nbc {x, K'1 (x) - K'2(x) 2n}

C{x, K(x) - Ki (x) > DY (x, Ki) = Ko() > TV (x, Ko(x) - K(x) 2D

or K'y (x) - Ky (x) -2 a et Kz(x) - K'n(x< >< FP

| done {x, K(T_-x) - K'o(x) >n} C {x, Ky (x) - Ko (x) >

X UG, KO) - Koo > By < 3 (Ky (x) = Ky(x)) ax < 6 (d'aprés *)

Les Bi sont donc les pavés disjoints du partitionnement tels que

: Ki (x) - Ke(x) > 2
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La mesure de leur réunion est donc inférieure a4 6 d'ot les propriétés

(iii) et (v). (iv) enfin est vérifié car K(T.x) => Ko (x) > K'»9 (x)

Lemme 3

Notons S(x,Ph) la sphére centrée en x, de rayon Ph pour la norme du sup,

s(x, ph) ° son complémentaire dans RP,

Soit M, un majorant de f(x), L(t) une fonction positive de la variable

réelle t.

00

sup fo? LIL.) f(y) dy < M op (2t)?7? net) at
x,h S (x, Ph) +9

si cette derniére intégrale existe

Démonstration du lemme 3

£(x) < Mi 
,

donc noe L (| [h fly) dy < M nP 1 (||) ay

S(x,ph) © ” s(x, ph) °

posons ¢ = Y —_%

nPop de) w = RUS) az
S (x, ph) S(0,p)

Pp +0 AX (i) x(i)
= 2 2 if dad x(1)... j adx(p)] L(x(i)) dx(i)

i=lJop - x(i) - x(i)

$00

= 9p { (etyP7? net) at
p

d'ota le résultat

Démonstration du théoréme

Pour la démonstration du théoréme fixons quelques notations. .Notons

F la fonction de répartition associée a f(x), et = la mesure correspondante.

Notons Fh la fonction de répartition empirique et Bs la mesure correspondante.

Si AcrR’, notons A(x,h) = {z,z = x + th, té aA}

Notons Mj un majorant de f(x) et Mp un majorant de K* (x) (donné par le lemme 2),

Notons encore @ la classe @'ensembles de tous les pavés de RP,

Avec ces notations nous pouvons écrire f (x) sous la forme suivante
: n

£ = “Pp Y=1), prs K(T b )) a F ty)
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Enfin posons

g(x) = h- ? fea Y——)) ar (y)
n n ho

Aue le (x) = £ (x) | < sup J£ x) = g(x) | + sup Ig, (x) - £ (x) |
x

or G'aprés le lemme i

sup Ig, (x) - £(x)| > 0
x n> oo

il suffit de montrer que sup lf. (x) - a, (x) |® 3
x n > ©

Pour cela majorons

—psup Io, (x) - £ (x)| = hy sup
x x

feoe = *)) aF(y) - fxcr, oO )) ar (v)
nn

En applicant le lemme 2 nous avons l'inégalité suivante

: 3

sup Ig (x) - £ 2) | < : sup Ui(x)
x n x

avec Uy(x) = ne? {xcr, eee 7 “a = iS OF! dF (vy)
n

Us(x) = h” | hed dF (y) Sees *) aF nf) |
n n ny

U3 (x) = ns? [x (rh) - KC) Jar (vy)
n aa

Majorons successivement U1, U2, U3, pour cela posons :

\

c
Cc; = S(x,oh.)

c

Co = stx,ph_) f] D(x,h,)

C3 = D(x,h_) ,

oti l'ensemble D est donné var le lemme 2

1) Uy, (x) = = i |xq7,. 2) - we 5] arty)
JBL Cy n n n

si y€c, v—*é¢ [-p-p3* donc K* 2) = 0
n n

tiitxy < t sup (cco, (Loy) ari)
~ pa J rt

“P Vet = og Gehe I. [K(r ARS) - | ae)
2 n n

Uy 2 (x) tt

Ba " ¥eE [-p-tp}]® done d'aprés iii) du lemme 2
n

yx (YXIk @ AES) - BEES <n
n ; n
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M

donc Uj2 (x) < nM sup A(C2) < mu sup A(S(x,ph))
hP x nP x
n n

M

Ure (x) < 2 (on_)P = nip?
nP m
n

1 sUi3 (x) = — J |xcr,. %)) - KX -—* Xy | aF (y)
ne c, n A

or d@'aprés iv du lemme 2 K(x) < Mz et K*(x) < M2

2M) Mo

h®

n

donc U13(x) < A(D(x,h))

< 2M\M26 -

N N

2} Ug(x) =n” [FE fos aF(y) - 2 fe: ar (y) |
Diet Jai(xyh) ist Jai (x, 3

or aL € Mo

Us (x) = még P sup Juin (A) - uA) |
AeQd@

-h ?P Y"%)) _ xx XO3) U31(x) = ho f IK(T. ( h )) K* ( h ) | dF (y)
Ci n n

< hP K(T. = %)) ar (y) ear KX(2— — = 0
2 Ci I a

Us2 (x) = nP |xcr. 2) “ Ke (La ¥) | ar (y)
C2 n BS

sur D°AL-p,p]® |x(r. 2) ) - K(x = ~)[ <n
. n n

U32 (x) < a pn (S(x,ph)) < a Jun(S(x,ph)) ~ Lis (x, oh) ) | + y (S Cx, ph))
hn? h h® nh?

n n

an 0 sup Jun(a) - cay] + a Mm; (2ph,)P
he aA
n n

oe sup |[yn(A) - H(A)] + nM (2p)
nP oa
n

Usa (x) ==, ( Jer. ZE4)) - | ary)
E h
ha JC3 n n

1
< —_ 2M2 sup (un (D(x,h_))

ne : x
M ‘

or D= U Bi of Bi sont des pavés disjoints

i=

2M M
Usa (x) <2 sup |un(p(x,h_) - u(D(x,h))) | 2 sup y(D(x,4))

Pp n n
hh x . nt x
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comme les pavés Bi sont disjoints

2M2M sup [un (a) = way] + 2MiM2 6
nh? A
n

u33 (x) <

Majorons maintenant la quantité H ot

i ; youx 1 yruxHe - sup K(T_.( )) arly) + —. sup [ K(T. JdF_ (Cy)nh? x foc. ph y° nm ne he x S(x,ph)° ho n
a'aprés leur définition

L{t) = sun K(T.x)

x][ >t

L (t) = sup K(T_.x) -
n

xl] >t

L(t) et Lf) sont des fonctions décroissantes de t, en effet

sit >t! {x,]]xl}> +} < {x,|x] > t'}

donc K(T.x) < u(fx{h)

et K(r_.x) < L, dlxb

H< A sup i, ob ar(y) + 1 sup (fz = =|!) aF (y)
h7 x S(x,ph ) n ho x S(x,ph_) n
n n n

a i Sup, | EL ari - d=) aw |
hP x S(x,ph_) n S(x,ph_) n
n n n

En applicant le lemme 3

400 “4.00 5

H< 2p (2tyP) net) at + om 2p (2t)? L(t) at + mn
p

m= = sup | dl |) ar, - pdb em
he x S(x,ph_) n S(x,oh_) A
n n n

posons L'(t) = L(t) Try > p}

m= + sup] uid 2=p aw - othe) eo |
hr x Be n
n

Soit LEW aXbiltraize

Notons alors pour j < 1 8, ={x,@j- ito) < u(|x]) < 2 Llp)}

4-1) *
et v, = {x, t= L(p) < Lx) < LG} = US,

3 1 q-1

, ae L(g)
Sion pose L"(x) = £ G-nD> Tg, (x)

geal

ona jut (fix - L"(x)] < 2{p)
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Compte tenu de ces notations

-p ' - x =

#1 <b) (sup fie (2~) - ut (Ppl ew
x n n

ny 7 % n V- x+ sup | f —) ar ty) - fz ‘ona, ar (y) |
x n n

u7¥ 7 ' v- xX+ cup f [u CE) - up larw))
x n n

-p ,2L(p) , L(o) =
<n? (A +S sup | 2 Gj - 1) in(s,(x,h)) - 1s, (x,h_))) 1)

n 1L 1 . j n 5 n
x j=1

1
-p ,2L L : ,€nP (2B) 4 BLO) ou | oe funtry(x,h)) - wlrsx,h_))7])
n 1 1 . n n

x j=1

D'aprés la définition des ensembles T5 ces ensembles sont la différence de

2 pavés centrés en 0.

2 2Donc Hy, < 2u(py + FD). sup [un (A) - wa) |
in? h- AEA

n n

finalement

- p-i p
sup J£, (x) - g(x) | < 2pM) (L(t) + L(t) (2t)” at + 2nM, (2p)~
x p

2L (0) 1
+ 4M;Mo6 + ——- + (NMy + NO + 2MMo + 2L(p))—, sup Jun{a) - pa) |

nh h® aed
n a .

1 étant arbitraire on peut choisir 1 comme étant la partie entiére de hn”?

Donec comme L(p) + O on peut choisir op assez grand pour que L(o) soit petit
Pp

poteo hot

+ 2 1

de méme que — (L(t) + L(t) (2t)P Cat _

+p

En choisissant n et 6 suffisamment petit on a pour € >0 donné et en posant

C = NMo + 7H + 2MMo + 2L(9)

sup [£ (x) - g, |< &, & sup |un(a) - p(a)| (1)
x 2 nPo aca

n

or C. sup [un(A) - ua) | < C'. sup [F (x) ~ F (x) |
A x ~

ol C' est une constante inférieure ou égale a 2Pc, done 5
, eh

c
PI= ss sup_-_ fun(a) - w(a)] > £1 < Plsup |F (x) - F(x).| > =P] (2)

pe A 2 % n Cc

n

D'aprés une inégalité de Kiefer et Wolfowitz (voir [6]) qui s'écrit :

VYoo,y co, Cl > 0,¥r > O,¥F, ¥n

P (sup |r Gx) - F (x) | > zm <oc exp (~c; x7)
x n
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Nous pouvons écrire

eh?
P (sup [PL (x) - F(x) | >=) « co exp {-ec1nh?P}

x ct a
nh2?

or An ® 7 tend vers l'infini par hypothése
log.

donc en tenant compte de (1) et de (2), clo ,c'1€RS

P[sup [£, (x) = g,, (x) [Rel<ec'o exp {-ec'1\n logn}
x

~€e'yAn

Se'o (5)

Or cette derniére expression est le terme général d'une série convergente, en

applicant le lemme de Borel-Cantelli nous pouvons conclure :

ItpP [limsup sup jf, 8) - g,, =I DE V=0
n x

c'est-a-dire

P [sup |[£ (x) ~ og (x)| + 0] = 1
n *+ ©

Ce qui démontre le théoréme 2

c) Vitesse de convergence pour une fonction lipschitzienne

Nous nous proposons de majorer asympotiquement la quantité

sup |£ (x) - £ (x) | et d'en déduire un ordre de convergence de ho optimal dans ce
3 ;

sens.

sup [fF () - £ (x) | < sup | € (x) ~a (x) | + sup Io (x) - £(x) |
x x x F

en appliquant le lemme_1] du théoréme 1 - 2, nous obtenons

sup [f (x) - g, (x)| < sup sup lf (x-t)-£ (x)[ + 2 Vet K (y)dy
x x ffel[<s a

n

Considérons un 86 dépendant de n et notons 6n} pour que le 2éme terme tende vers 0,

il faut la condition ©n —» O

h co
s n--

~

Si f est lipschitzienne de rapport A(cette condition n'est guére plus forte que

l'uniforme continuité) alors

sup sup lf (x - t) - £ Gx)! < A. 6,

x fel 1<d,
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ceci majore le premier terme, majorons le deuxiéme terme dans deux cas particuliers

- Si K est de support compact alors comme dn _, @

hh

le deuxiéme terme est nul & partir d'un certain rang.

- Si K est le noyau gaussien
co

£

K f(y) dy ¢ 1

fell > dn — bn L gi
h 2% h exp ; dt
n n

< 2 exp {- Sn’}
y 27 ho

n

Or, dans la démonstration du théoréme 1 - 2, nous obtenons le résultat suivant

si €n'An —- o@

c'est a dire n

log n

2p.
nhe

alors P { supl fn (x) - gy (X)I << & ; — 1
x

done avec une probabilité tendant vers 1

sup If, (x) - £ (x) | <0 ¢ 6,) + 0 (€y)
x

supposons h, = 0 (nTM%)

0 (n“f)Ut

dn

€, = 0 (n°?)

Les différentes conditions s'expriment alors en inégalités sur , ,

o< p<a < 1

2P

O<p < 1-2 pa

Avec inf (py, ) le plus grand possible. Au vu des inégalités précédentes, ceci

est réalisé quand @= 1 - 2pa, c'est a dire

. 2

a
2pt+il
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ja meilleure majoration est done réalisé pour r

x 2ptl

;

:

:
| sup If, (x) - fG)! < O(n") , or <1

i

| D) Justification du choix précédent

i Dans [2] Deheuvels examine les propriétés du MISE (voir 3) et obtient en par-

ticulier la propriété que si f (x) admet les hyperplans de coordonnées comme plan de

symétrie alors la matrice Tn optimale est diagonale. Cette propriété est conservée

‘si l'on considére le noyau proposé dans l'application du théoréme ; en effet, sous

la condition précédente, la matrice de covariance est diagonale.

E) Généralisations heuristiques

a) Considérons maintenant deux généralisations des méthodes précédentes avec des

noyaux variant avec les points de donnée.

a) Si f est un mélande de deux lois symétriques, alors le résultat précédent cité en

d) conduit & utiliser deux noyaux différents qui rendent compte des symétries de

fphaque composante. Cela est d'autant plus évident que les composantes sont bien sé-

parées, Etant drewal cette remarque, nous proposons la méthode suivante : ajuster f

par un mélange de lois symétriques par exemple multinormales en procédant & une

classification préalable des points de donnée, puis choisir une fenétre par classe

qui rendent compte de la forme de la classe. Nous obtenons l'estimation de la den-

sité suivante ou C (1), --., C(N) sont les classes obtenues.

N

£ = 1 kn (x) Zs o ane K (Tn. (x - xi))
h=1 xyEC(k) ~n h

i

B) Estimateur de Breiman et généralisation

La division en classes proposée au @) peut cependant étre artificielle. Présen-

Cons maintenant un estimateur de la densité tel que la fenétre change en chaque

Point. Cet estimateur a été proposé dans 1 par Breiman, Meisel et Purcell.

v

i
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£ (x) = + x (edgy? xe Et |)
n n j=1 k %j>k Ay dj, k

ou dj>k est la distance de Xj A son k-iéme plus proche voisin a, est une constante

multiplicative dépendant de k .

Le choix proposé pour k et a, est fondé sur une statistique d'ajustement mul-

tivarié que nous présenterons au chapitre II.

Des simulations de mélange de lois normales bivariées ont été effectuées et

ont donné des résultats significativement meilleurs que l'estimation par les noyaux

de Parzen usuels.

Cependant aucun résultat de convergence théorique n'est donné.

Nous en proposons maintenant une modification dans l'esprit du théoréme 1 - 2

n

(x) = 1 -

fa Tl a el, 4j,) PUK (Tj,k ( x-X# ))
d, k

» J>

ou T3,k est une matrice p x p telle que ‘

a . te -1 cC.k
(Tj,k Tj,°k) = _ “ase3

(det Cz K)1/P

C5,k est la matrice de covariance empirique des k plus proches voisins de Xj- L'es-

timateur ainsi défini introduit localement la forme de la densité ce que 1'extima-

teur du théoréne 1 - 2 fait globalement.

En utilisant la notation définie au le mettant en évidence les 2 premiers

moments de chaque noyau, nous pouvons écrire

£,(x) = 1 5 , Ax | X45 dy dgyk
vip © 4.)

j=1 det (Cj 4)
ase

3 - Choix de la fenétre par le criteére du MISE

Dans ce paragraphe, nous proposons un algorithme pour obtenir h, asymptotique-

ment optimale pour le critére du MISE (mean integrated square error : erreur
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quadratique moyenne intégrée) dans un cadre restreint aux noyaux produits gaqus-

siens.

Nous n'utiliserons donc pas les résultats les plus généraux obtenus notam-

ment par Deheuvels 2 .

a)Résultats

Nous donnons ici un résultat d'Epanechmikov 5 que nous avons légérement dé-

veloppé dans le cas de noyaux gqussiens

Théoréme 1 - 3

soit f : RP ,. R une densité multivariée admettant des dérivées du premier

et du second ordre continues.

soit Xj,------, X, un échantillon issu de f

i C1X= X;(1)

Xi(p)

1 n

soit £,(x) = x K (x-Xi_)

n he, i=l hy

ot K est une densité de probabilité paire admettant des moments du second ordre

non nuls

soit D2f la matrice p x p des dérivées secondes de f

M2 (K,£)(x) = [- - | K(y) yt p2£ y dy

sih, ~- 0O etnh, ~ ©

n —» © n — oc

alors l'écart quadratique moyen (mean square error)gq y q

MSE (x) = E (fy (x)-£ (x))4

4)
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Démonstration .

Comme f admet des dérivées premiéres et secondes continues, on peut écrire son

développement de Taylor au voisinage de chaque point.

£ (xt €y)= f(x) +eDe_y + eo y= D¢ y + oe)

E (K (x-X)) fe (x-y) fly) dy
h h

hP fc E(xthy) dy

u hP fico K(y)dy + hD¢ fy K(y)dy + n2 fcydyto?e y dy + 0 (h2)
2

‘Comme K est paire le moment d'ordre 1 est nul

donc E (K oe) ) = hP (£ (x) + h2 M2 (K,£) (x) + 0 (h2))
2

d'ot E (f,(x)) =_1_ = E (K (x-Xi)) = f£ (x) +h? M2 (K,£) (x) + 6 (h2,)

et E (fy (x)) - f(x) AW h2, M2 (K,£)
=

EB (£,(x) - £€x))2 = EB C£hCx)) - 26 (x) E (Eg (x) + £(x)2tlMSE

n E (K2 (x-x)) ~1) E (K (x-Xi). K (x-Xj— +n (n-1) (K (x-Xi), (ex)?oy. |
n*hy*P hy

- 2 £00) & (K (x-x)) + £ (x)?
hy “hy

Posons E f£,(x) - £(x) - hy? . M2 (Ky £) sey = L (x)
2 -

MSE (x) ake [ fe (y)dy + 0 (n,)| Ee [ £ (x)? + £(x).ny?2 M2 (KR, £) (x)

4 . i* “a MY (KE) Cx) + 2£Cx) L(x) + 0 Chyf)} = 2 £6x)2 = £0) ng? MACK, £) Cx)

- 2 £(x) L (x) + £(x)2

= Lf (x) fee +hy)* M4 (kK,f£)(x) +0 CL_ +n)
n hP | n hP

Proposition 1

Sous les hypothéses du théoréme 1 - 3

1ISE - fr (£n(x) - £ (x))2 dxw 1 fe (y)dy + h,4 (4 (K, £) Cx) dx
n hP 4
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Prosposition 2

1) Si K (x) = k (x(1))... k Cx(p))

tel que t2 k(t)dt = 1

IR

Pp 32
alors M2 (K,£)= = £

i=l OxG)2

2) si K (x) = : exp {- 1 xt oxi

(2m )Pl IEEE -?

alors M2 (K,f) = tr (Cc. D2£)

Remar que

Dans 1) les conditions K (x) = k (x(1))... k (x(p)) ff t2 k(t)dt = 1
R2

fixent le paramétre de forme. Dans 2) ce parométre dépend de la matrice C.

Démonstration

1) M2 (K,£)(x) = frcorytnrs y dy

AP kK GyG)) (xP Ve yop242 E VE y(9G" ay
Mh. j=l 3x7(4) JS5" 9x GPBx(5')

comme k(x) est paire les termes en y(j), y (j') s'annulent

P at
donc M2 (K,£) = [i k (y¥GG)) yG)2 ay(1)... dy(p)

i=l Sx2(i): jzl

-5 of TT J koGeG fi (yi) yG)2dy (i)
i=1 dx2Gi) 1.

j#i .

P O2¢£
= ——— .

i=l dx2(i)

2) M2 (K,£)(x) = fro yt D? y dy
1 . == fv D?f£ y , exp re yt oly} dy

(27 )P/2afdet c

soit T tel que D?¢= TtT , yt D2¢ y = (Ty) (Ty)

posons Y = Ty
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1m2 (K,£)(x) = [x y exp {2 yt oly} dy
Idee tT] (271)P/*afaet ¢ 2

o Col = (DE cl rl c'= Tc Tt

M2 (K,f£)(x) = ydet c' tr c'
[det Tl] ~WJdet Cc

or det C' = (det T)2 det C

et tr C' = tr (7.C.T.t) = tr (t.Tt.c) = tr (c.D?£)

donc M2 (K,f) (x) = tr (C. p2£) .

Application

Si K est un noyau produit tel qu'il est défini dans la proposition 2, alors la

fenétre h, minimisant asymptotiquement le critére duMISE

est hy = pK? (y) ay 1/pr4
, —=_ py =< *

n FC B BE )2 dx TM
i=1 DCx(4))2

démonstration

Il suffit de dériver l'expression du M I S E donnée par les propositions 1 et 2

B) Algorithme

a) Principe et justification

Dans [a1] montre que pour r entier sn pee ou égal 2 1 et p = 1 si ies dérivées

successives de K, KC) , j< x vérifient certaines conditions de régularité (qui

sont vérifiées par le noyau gaqussien)

si £(*) est uniformément continue

sih, ~ 0 et Log hy ._ Oo quandn —~ %®%
h,2rtl

n®p

alors sup lf, 65) Cx) - £ (x){)] — 0 presque sGrement et en probabilité

xER

Done sous certaines conditions, les dérivées de l'estimation de densité convergent

uniformément presque siirement vers les dérivées de la densité.

La convergence est uniforme done si r=2 et si f vérifie les conditions Cie

dessus, nous avons aussi
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3

fence dx converge presque sfrement vers feroo dx,

La supposition heuristique & la base de 1'algorithme suivante est que ces

propriétés sont conservées pour des densités multivariées. Notons alors

plh) = ( foe 7fn 24x)
i=l 9x(i)2

a(K) = | key

On obtient l‘'algorithme itératif suivant fondé sur la relation (*)

1) initialisation

soit h = hy

2) Boucle

FAIRE = hg4q= ( @(k) yin

nf Chi)

JUSQU'A

3) Test d'arrét lhy4q- hil < «

an

Mise en oeuvre de l'algorithme pour K noyau gaussien réduit

notons A(x|xi) = K Gat)

Nous avons remplacé h paro , car c'est la notation usuelle pour un noyau gdussien

isotrope.

Proposition 3

“(x)= ( 1 )P

A/a ‘

en posant Aj j= || *i7*j 112 et aj 4(K= (ak) - x 4(k) 2

2 20

alors pCa) = 1 (Seat 2 Ze Aij = (2-3 ay q(K+ a4 5(k))
n2 (2, /7)P o4tP 4 i<j k=l ° 4

+ 2 i, aij (k). e5k'9)
1l¢ k<k'<p

J

Démonstration

a) K (y) = 1 __ exp { - fh spt y}

(2 2)P/o 2
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fe (y)dy) = = exp { -yty} dy = 1 exp {7 xt dx (ou x= j2y)
(2 )P 2P/2(2 4 )P 2

- (2a yp/2 = l

2P/2 (2_)P (2a )P

Pp .

w(x Bin)? = ° (= Cf (AGI xs) yp 4g Sl OZ AG 22 A Cal xy) )
k=1 x(k) n2 \i=l k=l a2 x(k) K<k' Sx (k)2 ax (k')*

p
+27 ( x. 2 ACxlxi) | PACGIxy) + 2 ACxixy) . OA CxIx4) ))
1Ki<jgn | Kl x(k)2 3 x(k')2 k#k' bx (k)2 Bx (kt)2

Pour connattre B(o ) il suffit done de pouvoir calculer L'expression suivante dans

tous les cas de figure

fo d2A(x)la) S2ACxlb) dy (1).. dy Cp)
ox (k)2 ox(k!)2

or a2 A(xla) = te (¢ x(k) - aic)4) - 1) exp foe (x-a)t Gna)

dx (k) oP t2 (2n)P/2 7 20?

a) kf#k'

[.. 32 A (xla) 32% Alxlb) dy (1) «. dy (p)
d x(k)2 ax (k')2

- oil R | L exp { (x(r)-a(r))? + Gxle)-b(2) 2b, (x))
(2 a )P/2, oStPp ( r=1 oV2n 2 02 -

ry¢k

az rf£k'

1

x | ((d=200)? - 1) exp {- [aCe -a (ke) 24 (xc(e)~b (4) dy (ec)
oY2 7% :ot 202

1

{ {ath 0))? - 1} exp \- + [xd -a led) ) 2+ (x(x) 0) dy (kK)
oY27 7 gs - 2G2

a(r)tb(r) P 4 &(r)-w(r))?)or (x(r)-a(r))2 + (x(r)-b(r))2) = 2(( x(r)-
2 4
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donc

L

| exp f- 2, [(x(e)-a(e))2 + (x(2)-b(2))J} ay OH) = > exp { -(aCx)=bO) 9
oy2n 20 2

et [3 ( =a) )2 ~ 1) expf -2 f (xCd-a(k))? + (x(k)-bCK)) Ft dye)
o\2n o, aoq2

= a(k)-b(k) a(k)-b(k) \9

Lexy {= EPEBOO 2} caOgAOD
yz

En résumé si’ kk '# k

off 22 (xla), 2? Gelb) a ).. dy (p=

Dx(k)2 8x (k"')2

+ exp {- Carb)ECarb); a) -BOK))2 (aCe! )-b(K'))?
(2a )P oMtP 262 - Oo

p) k =k!

f--f S2 (xla) lb) dy (1). dy (p)

3 x(k)2 & x(k)

- 7 D -

" [2 ht rou exp { - (BEEES) yd [2 es :)
(2m PES oP eB 20 o Vin

rek 
-

x (eee 2 - 1) exp { - L Gx(k)-alk))2 + (x(k) -b(k))2 } dx (ik)
oC

202

notons m(k) = a(k) + bCc)
2

alors

= s = 2(xG0 = a0) y2 - 1) (ER ERM? 4 = (zemlic) y4 2 (2 + 1(aG)=b(e)) )

« emt) y2 + ( - L (200 =B 0) 92 4 2 (ac)_- Bik
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ddnc

Go o

a, (Hea 2 -1) (eae =b(k) 2 -1) exp] “lL (x(k)-a(k))2

V2 . 2 02

+ (x(k)-b(k))2 \ dy (k)

exp {. (2k) -b (ke) 2} (2 - (1+ a AUD=ROD 52 4 Gt @UO=bOH) 2

20 4 4 2

u

S|

+ ( a
1 ,a(k)-b(k) r*)

16

En résumé

2 2ff 874 (ela) BM AGID) a (1) ay Gp)
d x(k)2 ox(k)?

. 1 exp ifi- (a-b)t (ab) G - 3 (Calk) - b(k)% 4 (aed (bk) 54 (3)

(2\/n)P ottp 4 G2 20 20

En remplagant dans la formule (1) les expressions obtenues dans les formules (2)

et (3), nous obtenons le résultat annoncé dans la proposition 3.

py) Initialisation de 1'algorithme

Comme initialisation de cet algorithme, nous utilisons la fenétre asymptoti-

quement optimale au sens du MISE dans le cas ott la densité & estimer f est celle

de la loi normale centrée réduite®.

P 2
Cy xo 0 ay 4)... dy lk) =
k=l X(k)2 4 (aA/n)P

done ho= (42) 1/4+p
on

5 )Remarques

*Si on veut utiliser un autre noyau K' que le noyau.normal K, on peut tou-

jours appliquer l'algorithme précédent puis calculer ainsi que le suggére la re-

lation (*)
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h - {K')t 1/pta opt
oP a(K )

ou hopt désigne la fenétre optimale pour le noyau K'

et Tope désigne la fenétre optimale pour le noyau normal K

*Tapia et Thompson [13] proposent le principe de cet algorithme en dimension

1, sans donner de détails de mise en oeuvre ; Deheuvels et Hominal [3) proposent

une version modifiée de cet algorithme en dimension 1, en utilisant des noyaux

polynomiaux. <

* Nous avons obtenu une relation fonctionnelle Fa () une amélioration

de cet algorithme pourrait étre d'appliquer une méthode de NEWION & la recherche

du point fixe.
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Chapitre II : APPLICATIONS

A - Introduction : ensemble pP (2,4, P) et indicatrices floues)

Les notations définies dans ce paragraphe ont été proposées dans [17]

1) Ensemble DP (2, @& p)

Définition :

Nous désignerons par DP (2,4, P) l'ensemble des variables aléatoires X définies

sur (92,(, P) & valeurs dans RP et possédant une densité f, satisfaisant aux 3

conditions ci-dessous

1) f,, est de la forme suivante ot né€N et xy, ...,; X, ume suite de n points de RP
n

fy(x) = > “py ACxlxy, Ce), RE RP
i=l

2) Chaque fonction A(x|x;, Cy) est une densité de probabilité de moyenne x; et de

matrice de covariance Cj

ie {- ACx|xq, Cy) dx = xj ‘

| (x-xy) (x-xy)t A(x] xy 0p) d,=Cy

telle que 0 << A(xlxjz, Cy) < ACxylxy, Ci) < @

3) py > O et > ppzl

Dans la suite, nous étudierons les variables aléatoires de cet ensemble.

En effet, tous les estimateurs de la densité présentés au Chapitre I :

estimateurs de Rosenblatt, Parzen, Deheuvels, Breiman et sa modification proposée

ainsi que l'histogramme classique peuvent étre mis sous la forme d'une densité

d'une variable aléatoire de DP ca, a, P).

D'autre part, les théorémes de convergence existants montrent qu'une

densité réguliére (les conditions de régularité dépendent du mode de convergenceSSS ee
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approchée d'aussi prés que l'on veut par une densité d'une variable aléatoire

de DP (9,d, P).

Exemples de fonctions

a) Noyau_constant

A(x|x;) = si |] x-xs{] < TU (xs)/2 L L

O(x;)P mP

= oO si non

b) Noyau_normal
( mm) n/2

exp { - ; (x-x;)* c,71 (x-x;)}

ot Cy est une matrice carrée symétrique, définie, positive.

2
Souvent Cy = G;.1p et I, = matrice identité d'ordre p.

1) oP (2, & py)” (2,0, P)

2) soit x EDP telle que
n

fy, = >. Pi A(x|xz, Cx)
i=

n

ov x E()= >
i=

n

t r= .E (xx") 24 Pi. fo + xix; th

n A n n

d' ou Var(X) = > py opt fF Spi xaxi® - CY pa xg dD py xy ©) q
i=1 G=1 i=l i=l
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Ainsi, si la densité d'une variable aléatoire est la somme de n noyaux

centrés en xj, son espérance est la moyenne des xj et sa matrice de covariance

est épale A la moyenne des covariances des noyaux plus la matrice de covariance

empirique des xj.

Démonstration

n

fy (x) = 2. py Alxlxjy, Cz)
i=l

En appliquant la formule du transfert, on peut écrire

[ux @) 12 P (dw) = | x 2 Py (ax)
ID RP

n

7 2 Pi | Hox tl? ZXNxl xy, Cz) dx
RP

i=l

or A admet des moments du second ordre donc la derniére expression a un sens

pP (2 jc P) cL’? (2,0, P)

SI n

E (X) = [xe (x) dx = 2. Pi | xACx|x;, Cy) dx = x P4Xy
x i=l " i=l

R

n

E (xxtj)= | xxl £,(x)d,= oo Px [ xxt A(x|x;,C;z)dy
i= P

RP

BR p,( [paw Cora® Axl x5 504) dygheqxt )

nN

- 2 Pi fos + axi'}

3) Indicatrices floues

Définition

Soit un ensemble E ; la donnée d'un sous-ensemble flou est la donnée

d'une fonction We : E—> [o, 1]

kL = % Cx) est l'indice d'appartenance de x au sous-ensemble flou A
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- soient A, B deux sous-ensembles flous de E on dit que

* ACB <> Pre) < ORC) WEE

* AB est défini par 9 (x) = inf CP, Gx), o, (x))
ANB B

A UB AUB (x) = sup (p, (x), g. (x))

Remarque

9, Cx) est aussi appelé indicatrice floue de L'ensemble flou A

Pour des développements plus récents, voir [27]. / v

Définition

On appelle indicatrice floue de s toute fonction 9% (.) telle que

0< ox) < @(s) < 1

_En général, on choisit 9% (.) de telle fagon que la valeur 9% (x) puisse étre

interprétée comme un "indice de proximité" entre le point courant x et le point s.

c) Fonction aléatoire associée 4& une famille d'indicatrices floues

Soit une famille F de points dans RP =

Soit P- ( 9,(.) se€ F) une famille d'indicatrices floues

Soit X une variable aléatoire 32 valeurs dans RP

“ - =? « : + xon appelle fonction aléatoire associée 4 la famille /~ le processus %5 tel que

9 (w) = 93 (& (w))

9,(% (w)) représente lL'indice de proximité entre un point s fixé dans F et un

t

point aléatoire issu de X.

x .

L'étude de ®, est l'étude locale de la variable aléatoire X au voisi-

i

nage du point s fixé dans F.

5 x
On peut dire que @. est un processus de comportement local de X.
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n

Soit X€ DP (Q2,Q, P), la donnée d'une densité sous la forme Z, py Alxlx;y, Cz)
1=

induit naturellement deux familles d'indicatrices floues des points xj.

Indicatrices disjonctives floues

Nous appellerons indicatrices disjonctives floues associées & X les

ACxl[xi, Ci)

£y (x)

n fonctions Ty, () = pi vx € RP

. . F x .
La fonction aléatoire associée sera notée I et nous conviendrons de poser

i

x

= = [r* rr 3I~ (w) Ir w) _@4

Le qualificatif de disjonctif sera justifié ultérieurement.

Indicatrices canoniques floues

Nous appellerons indicatrices canoniques floues associées & X les n

fonctions Js (x) définies comme suit :

A(x|/xi, Ci)
* x E RP, i=l, ..., 0 Jx5 (x) = A(ailxi. ci)

xilxi, Ci

. 5 . x
La fonction aléatoire associée sera notée J,

i

Nous conviendrons de poser

SX w@ = w, ...,%,..., % @&] .
Xi x} Xn

Remarque 1

La connaissance des fonctions Ix, 0) permet de reconstituer la densité

de X d'ou le qualificatif de canonique.

Remarque 2 ~ .

Jx, OO = 1S x= x

x
. aie as x

Nous pouvons aussi définir un processus complété de Le que l'on note Jy
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soit s appartenant & l'enveloppe convexe de F, il existe des réels qj, «++; dn
n

tels que s = 2. qi *%i
i=l

Meavec qy > O et qae=l
i=l

n

posons Cg, = > qi Cy
i=l

Alors J = J si s = xq
s s

- Oxls, Cs) F

A xls, Cs)

si Cj =C *WFil, ..., 0

_x

on peut définir J pour tout s appartenant & RP

ACXls, C)

s A(s}s, Cc)

4) Plan du chapitre II

Nous allons dans un premier temps étudier comment réduire le nombre

de noyaux d'une densité de DP et établir un lien canonique avec la classification

floue. Nous obtenons plusieurs critéres d'optimalité pour une classification.

Nous étudions ensuite différentes applications d'une densité & noyaux 4

la régression.

Nous examinons ensuite plus particuliérement les deux familles d'inca-

trices floues introduites précédemment et la fonction aléatoire qui leur est asso-

s2

ciee.

Finalement, nous proposons un nouveau coefficient que nous utiliserons

pour étudier les correspondances entre variables et données.

~
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B - Réduction du nombre des noyaux

Cette démarche a un double fondement :

- l'estimation de la densité par des noyaux est une méthode non para-

métrique, son efficacité surtout dans le cas multivarié est assez faible, il

faut donc un grand nombre de points de donnée pour obtenir une bonne approxi-

mation de la densité, le calcul de l'estimation de la densité revient done cher

au point de vue temps machine d'ot l'intérét de réduire le nombre de noyaux

tout en conservant le maximum d'information.

- D'un autre point de vue, L'estimation obtenue par les noyaux est

dépendante de 1L'échantillonnage, mais la distribution de la variable aléatoire

n'en dépend pas. Il est donc naturel d'essayer d'ajuster la densité par un nom-

bre fixé de noyaux liés intrinséquement 4 la densité de la variable aléatoire

observée. Enfin, il est préférable que l'étude locale par les indicatrices

floues ne dépende pas de 1'échantillon observé.

Nous chercherons done une fonction

K

g(x) = 2. qx ACxlmy,, Ci) qui approche au plus prés de l'estimation de la

densité par les noyaux de Parzen

= al
f(x) = >) = Axlxi, c).

i=l ®

K

1) Lien canonique entre une fonction g(x) = a 9k A(ximp, G)

et une K-partition floue

Une K-partition foue de § =a, h <n “nl est la donnée de K sous

ensembles flous de S : Gy, «0, Cy

ot Cy = (xz, pq (x1)), ---5 Cx, pis (xp))

pi est la fonction de § —> [o,1] qui & chaque point x; associe son degré

d'appartenance 4 la Kiéme classe de la partition.
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Pour rester cohérent avec la définition d'une partition "dure" (les

indices d'appartenance étant des fonctions caractéristiques), nous exigeons d'au-

tre part que :

K

jul, ...,n > Py (xy) = 1

k=1

autrement dit : les fonctions P,(.) forment une partition de l'unité.

Ceci nous améne & préciser les notations suivantes

b) Notations

* 6, masse de Dirac en x

* ydistribution de masse sur RP chargeant les points de §

bs i dy
<€S onx 5! J

soit my et Cy les 2 premiers moments

* , distribution de masse sur RP chargeant les points de la k-iéme classe de la

partition floue

k= >x jeS Px (x5) 8x;

m et Chi. les 2 premiers moments
Mk

* £(x) est la densité de la distribution continue sur RP engendrée par la mé-

thode des noyaux de Parzen et les points de S

f(x) = 2. + Aalx;, ©)
x45 n

* f,(x) est la densité de la distribution continue sur RP engendrée par la mé-

thode des noyaux de Parzen par les points de la k-iéme classe de la partition

floue

PK (x4) A (xlxj, c)



38

Avec ces nouvelles notations, nous avons la propriété suivante :

Propriété

K n
Hk (RS£ = f(x) o1 Kk Ox)

or

K

six) = SS qx Alxlmp, Cy)

k=1

Sous cette forme si nous voulons rendre g(x) "proche" de f(x) nous sommes

amenés a identifier les 2 fonctions terme par terme. En identifiant les moments

des premiers et seconds ordres, nous avons les relations suivantes :

: Pp
ak = Mee (RED (0)

n

(x A Gel, Cy) dx = fe £,(x) dx (1)

fox A Gclm, C,) dx = (nxt f(x) dx (2)

Proposition 2-1

1) Sous les conditions (0), (1), (2) les deux premiers moments de f et de g

sont égaux

2) (1), (2) &> Me

Q=
' C+ Cu. .

Démont ration

K Kok (RP1) Jx £60 dx = f ¢ 2, My (RP) f(x) ) dx = oo, “IN (eA dx

(1) n K
= >. ai $x A(x|m,, Cy) dx = {x (>. qh (x[m,, Cy)) dx

k=l = k=1

= {> g (x) dx

de méme pour le deuxiéme moment.
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I-—i_ > .2 () > 7, (RP) Ges Px (x5) (x AGIx5, Cc) dx

= 1, (RP) fas PK Oxy). x5 = My

1

2) 97 Tt mmS = a PK (x4) { xxt A(xlx:, C) dx
(RP) xj€ S

1= > Px (x4) (x 5x4 +6)

HyCRP) 
xj€ 8 

(

= ¢ 4H > mx) xyx4¢

Hy CRP) x,€S

donc Ch = C + Cu,

s

Nous avons ainsi a partir d'une K-partition floue donnée trouvé

K

une fonction g(x) = > qx A (xlmy, C,) de fagon & ce que les deux premiers

kl n n
moments soient égaux globalement et localement.

Le probléme consiste maintenant & obtenir une "meilleure" partition

floue suivant des critéres 4 définir.

2 - Différents critéres pour une "meilleure" partition floue

Dans la forme générale d'une densité de DP, la forme du noyau n'est

pas précisée, cependant nous avons signalé que la qualité de l'estimation n'est

pas trés dépendante de cette forme. Pour la suite des calculs. nous n'hésiterons

donc pas 4 particulariser la forme des noyaux quand les calculs le demandent en

choisissant notamment des noyaux gaussiens.
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b) Critére I, des moments d'ordre 3

Pour obtenir une bijection entre l'ensemble des partitions floues

et l'ensemble des fonctions g(x), nous avons égalé les deux premiers moments

des deux distributions définies par f(x) donnée par les noyaux de Parzen et par

g(x).

Un critére naturel pour une meilleure partition floue est donc la

norme de la différence des moments d'ordre 3

Ty = Il M3 I

ott M3 = xxtx (£ (x) - g(x) ) dx

Proposition 2-2

Si les fonctions sont des fonctions paires (c'est le cas pour tous les noyaux

usuels et pour chaque noyau raisonnable), alors

n K
1 t tM3 = > — Ky Xi yO > q 2 Cu. m + tr (C + mpm, ).m ‘|3 & n i *i Fi ral k L M. k My kMk k 3

Remarque 1]

te
C rm est le produit d'une matrice et d'un vecteur tr (C wt MM) «

m, est le produit d'un scalaire et d'un vecteur.

Remarque 2

4 n

t t -
tr (Cc x + TM TM ,= == ua Pulxy) XZ XZ

qk i=l

Démonstration de la proposition 2-2

Nous citons d'abord le lemme suivant :

Lemme : soit X un vecteur aléatoire ayant une distribution symétrique

j(i.e P(XEA) P(-XG@A) VA de moyenne m

{

L

alors E(xx°x) = 2 (e(xx')- mm*) m + mE(x'x)

2 (E(X-m) (X-m)*) m+ mE(x'x)iH
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donc rxtx AGeleg, C) dx = 2 C.xj + xj tr (C+ xiX¢ )

(x's A GeImy, CyJdx = 2 Cym, + my tr (Cyt my my )

Posons

K

QO, = (c.m - 5 ay Cy m)
k=1

2 t x tfA, = =, Ky tr (C + xyxz) - 2, qx m tr (Ch + my, my )
1= =

Alors M3 = 24 + A,

Calcul de A : par la proposition 2-1 Cy, = C + Cry,

K K n

et 2 ae m= > 2 Pk Oxy) x4 = 2 OZ pKlay) x5 = hy,
k=1 k=1 j=l 7 ok

K

donc A = Cm, - 2 dx (C + Cu) me

It

K

- 2. Qk Cu omcel k Mk

Calcul def\,

Kn
= i t 

-

A, = 2. — xy tr (Cc + x4xq) - >. Qk Mm tr (c + Cu, + My My )

i © k=1

K 1 n 7 K :

=m, trc - qx m (tre) += FD. xyxqG xy - > dk Mm tr (Cy, tk MK )

k=1 Nn {=] k=1

= E 1 t S . t
=F > xixgxi - D ok Mm tr (Cu + me my ) ;

: n
i=l k=1

d'ot le résultat

Démontration du lemme

0 car la distribution est symétriqueE (X-m) (X-m) *(x-m)

xxtx - xx - xméx -mxtx + mmx + mx’m + xmom - mm‘ior (X-m) (X-m) © (x-m)

t 2 - “ t
Xm est un scalaire donc égal 4m xX

et E(X) =m

t . t t Cc t
done E(X-m) (X-m) “(X-m) = 0 = EC(XX-X) - 2 ECXX )m ~- mE(X°X) + 2 mam

d'ot le résultat.
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Remarques

Le critére Ij posséde les avantages suivants

1) il ne dépend pas de la forme de noyau (si celui-ci est symétrique)

2) il ne dépend pas du paramétre de lissage C

3) Le volume de calcul utilisé est raisonnable

4) Izy a le désavantage suivant

Izy = 0 n’implique pas que f = g

c) Critére I de l'écart quadratique intégré

I, est la norme au carré dans 1? de f - g

I, = if (f£(x) - gx) )? dx

Pour obtenir une expression de ce critére, nous devons préciser la forme des

noyaux : nous les choisissons gaussiens.

On a alors

1 1 -1LX(x}xy, Cy) = ——————__——. exp f- 5 (x-x,)° Cc, Gx}
(2n)P/? Vaet cy

Notons <., .> le produit scalaire dans L?

alors Ly = £ (x)? dx - 2<f, g>+ ts” dx

= 2. 1
Ir = 2 = <AGxy, 0), AGy, 6) > +2 — <AGx;, 6), ACx;, 6) >

i=, 0? 1¢4<j&_ 0? -

x 2
+ k=1 qk <ACn,, Ch), Atm, , Cy) > + 2 2. ak I< Ata, ; C.), Atm, C,)>

7 1k <rSK

K—_ a
-2h > — « AG,, &), AN(xz, C) >

i=l k=l] 7

Proposition 2-3

<ACxy, Cp), ACxo Cy) >

: ; 1 t -1
~ /2 7 exp $2 (yp) (cy + Co) (xz - x2)

(277)P \ det (Cy + C9 2



Démonstration de la proposition 2-3

soit A et A' matrices symétriques telles que A+tA' soit inversible

(x-m)® ACx-m) + (x-m')® A'(x-m')

[x - Carat} (Am+A'm')]" (AtA') [ x-(ata')”*Camtatm'))

t+ (m-m')TM aCata') © At Gnem')

done < A(x1,C}), A (x9,C9) >

| -T=T 4

_ Wace Corto" ea tert ett y cha gl= mai r exp}-> Cx1-x2 C1 (Cy + C2 ) Co Cxy-x2)
(2m)P’* Vdet CC

- = - = -1 ~l ~

or cj (cj! + 657) cpt = L Co (Cy + Co ) C1 ] I

-1 -1 24

et det (Cy + Cy ) : 1

det Cj C9 det (Cy + C>)

d'ot le résultat

Démontration lemme

(x-m) © A (x-m) + éx=m'd © A' (x-m')

= xt (AtA')x - a (AmtA'm') - Ga + m'"A')x oom “Am “F mt tatm!

= (x - (AtA') *Camta'm') © (ata) Cx- (ata!) Camta'm') )

1- (AmtA'm')© (AtA') > CAmtA'm'!) + méém + m' tam!

— (amta'tm')© (A¢a') Cameatim') + m@Am + m' tat!posons Z@

1 1mé(-A(AtA') AtA)m - m& (A(AtA')~“A')m!

t (At - at(ata') ta')m!

1

m'(A'(A+tA') 4a) + a!

1A(AtA') ~ A rA - (AtA') (AtA') “A + A'(AtA') OA

At (Ata') la

or A

u

A - ACAtA') (AtA') + ACA+A') At
1

tt

A (AtA') “A!

At ~ at(ataty tatfl

43)
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Done Zz = (m-m')* ACAtA') "A (m-m")

1
Itfinalement en posant B A(AtA') “A!

M = (AtA') (am+A'm')

(x-m)° A (x-m) + Gan” A' (x-m')

= (x-M)"(A+A') (x-M) + (m-m')® B Gn-m')

ce qui était le résultat annoncé.

Commentaires

Ge critére a l'avantage d'avoir une signification intuitive et de

vérifier la propriété I, = 0-= > f = g que ne vérifie pas le critére Ty: ila

‘ . : 3 K(K+1) 3
cependant un défaut majeur : il faut inverser -—————~ + K + 1 matrice pxp et

2
+1 K(K+1 4calculer n(nt1) + Ee) + K, exponentielles. Un autre désavantage de I, par

2 2

rapport A I, est sa dépendance du paramétre C et de la forme gausienne du noyau.
1

On peut cependant réduire le volume du calcul de I,

1) £ (x)? dx ne dépend pas de la partition il suffit de minimiser

oka)” dx - 2 £(x).g(x) dx

2) Avant d'effectuer un produit de noyaux, faire un test préalable s'il n'est

pas négligeable.

Dans ce cas de figure <Nqz, N3> << <Nqy, No>

a r 2
3) Remplacer I, par Ty = Z, qk \ . (f£y€x) - (xim,, Ch) 07 dx

a R

4) Si on n'a pas besoin d'une forme fonctionnelle de I, on peut utiliser des mé-
2

thodes numériques pour le calcul de I le noyau n'a plus besoin d'étreia

gaussien.
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La statistique employée par Breiman pour optimiser son estimateur

(voir Ch. I) est la suivante :

* Ww _ a . .si “y = exp f n £(x;).V (a5.

ot f est la densité que l'on ajuste et

r& + 1)
Vv (dj 14) =

dj.1 “pP/?

d;,1 distance de xj & son plus proche voisin

D'aprés Breiman, les Wy suivent approximativement une loi uniforme.

En considérant 1'échantillon ordonné

wl) < w(2) < 1... < w Mm)

Le critére d'ajustement est

B(f£) -> (wj) - Ay?
jel e

Nous disposons ainsi én prenant I, = B(g) d'un critére A minimiser, mais aussi
3

d'un seuil (B(fn) ) a partir duquel l'ajustement peut étre considéré comme satis-

faisant. :

Notons que ce critére pourrait @tre utilisé pour déterminer la fenétre dans une

estimation par les noyaux de Parzen.

e) Critéres de l'écart_quadratique pondéré intégré ;

e Hl (ceG0-aG? P(x) doe

I!; ((£G0-s607 Be. a

Ces critéres ont & peu prés les mémes qualités et les mémes défauts que Io
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Leur calcul utilise les mémes résultats que Ig et n'est donc faisable que

dans le cas gaussien. De plus ces critéres exigent un temps de calcul encore net-

tement plus important que I9.

Ces critéres mettent l'accent sur l'’ajustement des modes et donneront donc

de bons résultats si les données sont fortement structurées et si l'on connait

le nombre optimal de classes.

Cependant, si le nombre de modes est inconnu, ces critéres risquent de ne

pas étre satisfaisants.

Exemple :

a

Si on pondére 1l'écart quadratique par la fonction bimodale, l'écart di au

troisiéme mode est éliminé.

3 - Algorithmes d'optimisations d'un critére I

a) Préliminaires

On peut représenter l'ensemble des partitions floues de l'ensemble des n

points x; en K classes par un simplexe compact de l'espace vectoriel de dimen-

sion Kxn des matrices P = [ Px Gx) .
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Les limites de ce simplexe étant les hyperplans d'équation p, (xj) = 1 et

Py, (xj) = 0. Comme d'autre part les partitions floues vérifient les n équa-

K

tions 2 Py, (xj)=1, on pourrait plonger l'ensemble des partitions floues dans

k= 1

un espace vectoriel de dimension (K-1).n.

We ee ewer ee ewe we wwe eee KK

-

L'ensemble des partitions floues considéré comme sous ensemble de Rn-k

est un compact car il est fermé borné ; tout critére continu admet done un mi-

nimum sur cet ensemble, nous pouvons ainsi appliquer toutes les techniques usuel-

les d'analyse numérique 4 la recherche d'un minimum d'une fonction.

On peut par exemple utiliser la technique du gradient prcejeté en présen-

tant le probléme sous la forme d'une optimisation d'une fonction deux fois dif-

férentiable sous les contraintes mixtes suivantes :

O < Py(xy) <1 pour tout k,i vérifiant 1l<k<kK

l1<ic<n

K

et 2. Py (xy )= 1 pour tout i

k=1

Cette méthode a été proposée par Ruspini [23] pour optimiser entre autres le

ecritére suivant

= y ¥ $
i=l (

Ms
s r 2 2[ STOP) ] - 425,

K=1 -_
amt
t e

~

ot @ est une constante réelle et qi, un indice de dissimilarité entre xj et X5e

Les méthodes développées ci-dessus ne présentent cependant guére plus qu‘un
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intérét théorique. Hors des cas triviaux, la dimension de l'espace des partitions

floues est trop grand pour pouvoir obtenir une convergence dans un temps de cal-

cul raisonnable. De plus, l'ensemble des partitions floues ayant la puissance

du continu, obtenir une partition flove optimale au sens d'un critére parait plus

difficile qu'obtenir une partition optimale "dure" dont il n'existe qu'un nombre
‘

fini.

Enfin, nous avons obtenu le résultat suivant :

Proposition 2-4

Si I est un critére convexe sur l'ensemble des partitions floues, la partition

optimale au sens du critére I est une partition dure.

Il apparait donc qu'il est nécessaire de chercher une partition dure opti-

misant les critéres proposés, quitte a les affiner dans le cas flou.

Démonstration de la proposition 2-4

Soit une partition floue P

Pl(xy)--- = Py(xp)
t i

P ’

Py (xq) = 2 Py (xq)

Notons Py ko? ky? la partition dure suivante

Payots > ky = Sys 53,1 = si kj, =i

= 0 sinon ‘

K 0 Py (x9) P4(xp)

P= =. Px Oxy) '

ky=1 . mages mo te ys cay cme ceemwnns| 1S

| 0 Py (x) Px (xy) |

; |
Oo O---- Py yx)

K R 1 t

= Pa Pay Ge) 2. Px (x2) t

1” ml

0 O- -- Pyxy) |
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finalement

K K

pe Fe MgO e Peg hind + Pr erky
kj=1 0 ky=l

K K

or 7 .. 2 Py, (x1)- --- Px Gey) = 1

ky=l ky=1l

Une partition floue quelconque peut donc étre exprimée comme barycentre de par-

titions dures.

Comme I est convexe

K K
I (P) > ier >a Pq, (x1)--- Py (n) I (Pky ,--+ yk?

ky =1 k=l

>? inf I (Pky ,.-) ky?

Donec pour toute partition floue P, il existe une partition dure au moins aussi bonne

au sens du critére convexe I

Dans [20} F.H.C. Marriott propose l'algorithme suivant optimisant un critére

sur l'ensemble des K partitions dures.

1 - Initialisation

Diviser l'ensemble des données en K groupes ,

2 - Boucle

Enlever chaque point A tour de réle de l'ensemble des données.

Liassigner au groupe tei que I soit optimal.

3 -~Test d'arrét

Continuer jusqu'a ce qu'aucun point ne soit réassigné.

La partition ainsi obtenu est localement optimale dans le sens que le critére

ne peut 6tre amélioré en transférant un seul point.
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Remarque : il n'est pas nécessaire de calculer le critére & chaque étape, il

suffit de connaitre la variation du critére si on ajoute un point xj au groupe

Be

Application au critére Ij

La variation du critére I, est connue dés que l'on connait la variation de Cu.

et de m,, si on rajoute le point x au groupe k.

Or, si on note n, le cardinal de k-iéme groupe et c et ms. les valeurs

de la covariance et de la moyenne aprés ajout du point x, nous avons les rela-

tions suivantes :

m* = _ + (ny, mtx)
ntl

Nk
= C,+

My Pe Tyetl
(x-my) (x-m,)t

e) Méthodes_hiérarchiques

Nous pouvons adapter les méthodes classiques de classification hiérarchique 4

Ll'optimisation d'un critére. Au lieu de fusionner les 2 classes les "proches",

nous fusionnons les 2 classes telles que le critére soit optimal.

4 - Approche alternative : estimation paramétrique d'un mélange

a) Dans ce paragraphe, nous proposons une approche alternative au probléme de

réduction du nombre des noyaux. Jusqu'éa présent nous partions de l'estimation

non-paramétrique f(x) de la densité par les noyaux de Parzen et cherchions 4

i‘ajuster par une fonction g(x). Les méthodes proposées dans ce paragraphe

- 4 K ‘
sont des méthodes paramétriques : soit g(x)= 3 qx ACs) lm, 0.) ou ACx] mp, Cy)

k=

est la densité multinormale de moyenne m, et de matrice de covariance Cy. En

supposant que g(x) est la densité dont sont issus les points de donnée, nous

cherchons 4 estimer les paramétres m, et Ck, Plusieurs méthodes ont été proposées
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pour ce probléme de reconnaissance d'un mélange. Citons notamment :

* les méthodes graphiques,

* approximation stochastique,

* déconvolution.

Signalons l'article de Cazes Le] qui donne une review de ces méthodes

dans le cas unidimensionnel.

La méthode qui a été la plus étudiée est celle du maximum de vrai semblan-

ce, les premiéres références étant les articles de Day [s] et de Wolfe [26] :

Dans ce qui suit, nous détaillerons cette méthode.

La fonction de vrai semblance s'‘écrit

n

L (x1, > Xn) = DF glxq)

i=l

K-1 K-1

ou g(x) = 2? ak CY Cximg, C,) + O1- > “and AN Cximg, Cx)

k=1 k=1

En annulant le gradient de Log L (xq, sX,) par rapport aux paramétres qx,

my, Cy, nous obtenons les relations suivantes en posant

Gk . A (xy | my, Cy)
Ty (xq =

g(x) ‘

a= SF Ty Oxy)
n G=1

1
my = = Ix (xg xy

Z 1, Cy) i=l
Xi

1 n
Cc, = ————— >. Ty (xq) Oxy my) (xy -m,) t

2 Iy(xy) i=4
Xi
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Dans ces relations nous tirons l'algorithme d'estimation séquentielle suivant :

1 - initialisation

soit une matrice KXn initiale I 6°) G5) J telle que

2 - Boucle

FAIRE

i mM. 2 1,6) (xz)
n XZ

C,, (TM) = ts 2 Ty TM (x5 xq
> Tx 6TM (x5) *4

ay

ccm) = 1 2 Ty (25) Cag mg TM ) (2g my, Cm) yt

2. 1 6TM (x5) *4
Xi

(m) A (xs pm, (TM ,¢, (@))

gi) re Cmt1) Gg.) = SE A Gam EE
k + (m)g\TM/ (x)

JUSQU'A

3 - Test d'arrét

ij y(m) - y(m+1)}f z €

Wolfe [26] qui propose cet algorithme parle des quantités P,(x;j) comme

probabilité d'appartenance de x; A une k-iéme classe, reliant ainsi ce probléme

& la classification automatique.
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Bezdek et Dunn [ 3] proposent une approche voisine en posant I, (xq) comme

indice d'appartenance 4 la K-iéme classe floue, établissant un autre bien cano-

nique entre une partition floue et une fonction g(x). Notons qu'asymptotiquement

les deux approches sont les mémes (voir P.38) la fenétre C tendant vers O quand

n tend vers l'infini.

e )Remarques

i) la méthode du maximum de vraissemblance a une interprétation bayesienne:

si on considére Ty, TM) (x; ) comme une probabilité 4 priori d'appartenance & la

k-iéme classe, Ty, (mt) (x; ) peut 6tre interprétée comme la probabilité 4 postériori.

ii) Dans le cadre des nuées dynamiques de Diday fir, Schroeder fea] obtient

comme cas particulier un algorithme équivalent 4 celui qui précéde avec la diffé-

rence qu'a chaque itération, les points sont associés de fagon dure 4 la classe

de plus grande probabilité. (voir aussi ]25] ). Mais Br yant, généralisant lesPp P y &

travaux de Marriott montre qu'une telle approche introduit des biais dont ne

souffre l'algorithme du maximum de vraissemblance. (voir [5] ).

5 - Conclusion

Un probléme qui n'a pas été abordé est le choix du nombre K de noyaux (ou de

classes). Dans le cas d'une classification optimisant un critére, la démarche sui-

vante semble s'imposer : pour K fixé trouver la meilleure partition au sens du

critére, pour faire varier K et prendre le K minimisant le critére. Cette démarche

comporte néanmoins deux défauts : d'une part il se peut que le critére soit une

fonction décroissante de K et d'autre part cette démarche est trés couteuse au point

de vue temps machine. Ce rep roche peut d'ailleurs étre adressé & toutes les métho-

des de classification présentées en particulier & la méchalie du maximum de vrai sem-

blance. On aura intérét A utiliser des méthodes de classification rapides telles

£ , . - : w. : s 2 x‘les méthodes du type nuées dynamiques (voir aussi [2], [16] et utiliser les critéres

présentés comme critére de validité.
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C - Application 4 la régression

Dans ce paragraphe, nous allons examiner le probléme de la régres-

sion dans le cas de variables aléatoires de la classe DP (Q, A, P). Nous allons

d'abord présenter une méthode d'analyse des données proposée notamment par Cazes

[7] appelée régression par boules. Nous donnerons ensuite un théoréme cité par

Mallet {17] qui obtient l'expression de l'espérance conditionnelle pour des va-

riables appartenant a un sous ensemble de DP (2,A,P). Nous en déduirons une jus-

tification de la régression par boules. Puis nous généraliserons ce théoréme

dans le cas de noyaux multinormaux que nous interpréterons comme une extension

du modéle linéaire. En dernier lieu, nous examinerons la qualité de la regression.

1 - Regression par boules

soit n réalisations d'un vecteur aléatoire

(vl, -.¥9, xl, ..,xP)

notées

Cytjs-s py%ys xtyy- yxPQ) 9 = Ayn

xt, ...,xP sont des variables explicatives.

Pour prédire les valeurs des composantes au vecteur y correspondant &4 un point

x de RP, Cazes. propose 2 méthodes

soit 1€N fixé on recherche les 1 points de 1'échantillon les plus proches de x

dans l'espace des variables explicatives RP. On calcule alors la moyenne arithmé-

tique les vecteurs y; correspondants. La précision de cette regression peut-étre

surveillée en calculant la matrice de covariance empirigue des Vio

Remarque

Cazes conseille un choix de 1 de l'ordre de 1 & 10 % de la taille de 1'échantillon.

soit r > O fixé, on recherche tous les points de 1l'échantillon qui sont & une dis-

tance inférieure 4 r dans l'espace des variables explicatives. eRe er en ere
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De méme que précédemment, on calcule la moyenne arithmétique des y, corres-

pondants

Remarque : aucun choix de r n'est donné

2 - Régression avec densité pseudo-factorisée

a) Théoréme 2-1

soient X et Y deux vecteurs aléatoires & valeurs respectivement dans RP et R4,

telles que le couple (X,Y) appartienne a pPtd (Q, A, P) en admettant une den-

sité "pseudo-factorisée" du type suivant

fyy (x, y= z Pk A y (xix,). Ay Cylyks c%,)

Dans ces conditions

X appartient & DP (Q , A, P) et admet la densité suivante

fy (x) = 5 Pk L, (x | XK)
k=1

Ayl« | xp)

fy (x)

De plus si on pose Ix, (x) = Pp,

on a

2 xE(y¥ | xX) = Xl yy, I*x,
k=1

ou IX désigne le processus aléatoire associé & la famille des indicatrices floues
s

disjonctives Ig.

n

si on note my (x) = I (x)YY ay Yk Xk

on a

Cyyt|x (x) = E { fy-eXcx)] fx-eXqr) ft | X=x

DBD CY og lg ome a) fouem Get lr &)= OY, + fyi nmmy (x) fyynmmy Ge) Eo (eS

wil \ vA 4, YON

Démonstration

Calculons d'abord la densite marginale de X%

n

fy (x) = 2 A aN , c%,) } dx (x e (2, PE Ox (xix, Oy Cylyx k } y
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tl
a Pk A(x1x,) Dy CylynsC%)) dy

> pe ACxl x)
k=1 a

La densité conditionnelle de Y par rapport & X s'écrit alors

f (x,y)
fy|x =x Cy) _ %¥ ONT y ACylys€%) Tx, Ox)

fy (x) k=l

done my(x) = { y- fy|x=x Cy) dy
Rd

" Ms nest nw y OQ

el o>nd “-o ke NeS OQHex ~~ fu
<< Lo) ra

*he
-o~ 4 —_—

1 M te ~ TM
*~

on vérifie d'autre part que t/a E R4q

fea (y-a) (y-a)t Ay(ylyxs6%%) dy = CY + (vx-a). Gra)

donc

IlCyyt | x(x) f { y-my (x)] [y~my (x)] ¢ fy|x=x Cy) dy
Rq

tt

n

FS Tay 6) { (y-my ()} (y-my Go) © DyCylyns 0%) dy
k=1 Rd 

.

= Tx, Cx) fer + Cyyomy (x)) Cy_-my (x)) "
k=1

b) Commentaires

La condition de pseudo-factorisation de la densité peut sembler assez restric-

tive, elle signifie une espéce d'indépendance locale entre X et Y. C'est pourtant

sous cette forme que se présente la plupart du temps l'estimation de la densité

par les noyaux de Parzen : si les nombres des points de donnée est trés grand on
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peut faire l'approximation de cette indépendance locale. Ce théoréme n'est pas

applicable si on réduit le nombre de noyaux.

Considérons l'estimation de la densité par les noyaux de Parzen dans RPtd

avec le noyau cylindrique suivant

Dyy Gyles) = Ox Cela) Sy Gly 0% EQ)

ou Ay (xl xy) = Jin) si ||x-x,||<h

j= O sinon

ou VCh) est le volume de la sphére enclidienne de rayon h

fy(x) = LL. = A(xl x)
n =1 1

donc Tx, (x) =i Vth) si [| x-24 ]| <p

a ($# x45 Ixq-x l} <h)
nV(h)

C'est le cas de la régression & boules avec rayon h fixé.

Cette interprétation de la régression & boules fournit des critéres de choix pour

h, en prenant celui-ci optimal du sens de L'estimation de la densité par les

noyaux de Parzen.

Notons que L'estimateur de la régression donné par

my (x) = SS Tx, COYK avec le noyau quelconque a été proposé dés 1976 par

Collomb [8] et que les propriétés de convergence sont bien connues maintenant

(voir [10] ).

La régression 4 boules par les pius proches voisins peut aussi étre piacé

dans le cadre du théoréme 2-1 en considérant l'estimateur de la densité de

Breiman (voir Chapitre I).
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LO, 3 - Extension du modéle linéaire

= a) Théoréme 2-2

soient X et Y deux variables aléatoires 4 valeurs respectivement dans

RP et R¢ telles que le couple (X,Y) appartiennent A DPTI (Q, A, P)

et admette la densité de probabilité suivante

fyy(x,y) = Spx A(x, y lng, CK)
k=1

ot /\ est une densité gaussienne

ae cll sc l2
my> Cy= k k

y oh 22k C4. c k

alors

fy(x) = z re 2 (xl cht)

et si on pose Tx Cx)= Pk A (xlx,,c11 )

fy (x)

on 2

a
B Ce [Kex)=my Ge) = 92 Tage Ge) Fie)

=

avec vn (x) = YK - c4t (cll YL (x- x)

de méme

Cyyt|x(x) = ey | x-EX¢y) | j -EXcy)} t Ixex

- Bory (x) c22_ c2h colly=2 022 + Gyelx)-my(x)) Gy(x)-my(x))tge Pe] CR KOR) k Yk\X/ ~My \x ye (x)-my (x))*]

Démonstration

~

Dans [A] Anderson donne les distributions conditionnelles d'une variable aléa-

toire multinormale.

si (X,Y) suit une loi normale multivariée de paramétre

erent. ao:
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cll cl2
° °

Yo c2l 22
o °

nv

alors B[ ¥ixex|] = y,t ea (cit) -1 (x-x = y Cx)

wv nw

= - t = = 722 _ c21 ell 12E [@ yo) (Y-y,d& | xX x | cz c21 gli gl

donc si (X,Y) admet une densité

fyGay= pk AGuylms cy)

on a

my (x)= (y fy |x Sy) dy

fy (x)

= 2 Pk (y A Cxsylmy, Cy) dy
=] fy(x)

It

n PK L\Gl x, CE) {> (x, yl mp, Cy)

k=1 fy (x) (xl xz,¢}4)

_ S Tye 8) Fie)

k=1

fyy (x,y)
Cyyt i x(x) = {c-ayoo) Cy-my (x) )* cca dy

fy (x) .

y
ii

1 Pk (xl xz, 041 ) (O-w Cy-yn) t+ (yy-my) Cy_-my) AGxsyl mys CK

=, fy (x) Aalx,, ett)

af ws

= Se Lay) cee? - c4b CohL -1 cl) + (yy) -my (x) Gid-m GO)
k=1

B) Application

Ce théortme contient comme cas particulier le théoréme 2-1 avec noyaux normaux
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il permet donc d'obtenir la régression non-paramétrique dans le cas de 1'estima-

teur de la densité proposé par Deheuvels et en particulier proposé dans le

théoréme 1-2.

Notons que la généralisation proposée de l'estimateur de Breiman rentre

aussi dans ce cadre.

L'application la plus importante vient de la remarque suivante : si n=l

et C; est la matrice de covariance empirique, la regression proposée est la ré-1 pirig g prop

gression dans le modéle linéaire (voir par exemple [12] ).

Ainsi, si on considére la densité obtenu dans le cadre du I18, réduction

du nombre des noyaux par une méthode de classification ou comme analyse en mé-

lange de composantes gaussiennes, nous obtenons une méthode de régression semi-

paramétrique, qui contient 4 la fois le modéle linéaire et le modéle non-para-

f : * ‘

métrique de la regression a noyaux.

Cette méthode ne suppose pas L'hypothése trés restrictive de linéarité.

Cependant, si.le caractére de linéarité est apparent, il sera reconnu par une

bonne classification. D'un autre cdté, cette méthode ne demande pas le volume

important de temps calcul exigé par la régression non-paramétrique.

4 - Qualité de la régression : calcul approché du rapport de corrélation

soit Y une variable aléatoire scolaire (q=1)

Le rapport de corrélation de Y¥ avec X est défini par

n(YIX)=1 - E (y-EX(y))2 _ E (EX(y)-E(y))2

Ty2 E (Y-E(y))2
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E (EX(y))2 - E(y¥)2

E (¥2) - E(y)2

n(Y|X)=

C'est le carré du cosimus quand on considére l'espérance conditionnelle

comme projection dans 12,

Plagons nous dans le cadre général du théoréme 2-2

n

fyy(x,y) = x. Py A (x,y lm, Cx)

k=1

ig 22E(Y) = fy 2 Pr Ay lyn 6% dy
k=1 :

n

= 2 Pe Yk
=1

B 22
E (¥2) = \y2 DPR Cylygs CK dy

I k=1

n

2)=> Px [ ck + y2|
k=1

n uv
EX (Y) = >. Tx), Cx). yx (x)

k=1

| On peut calculer E(EX(Y)2) d'un point de vue numérique. En effet
E(EX(y)2).= my (x)? fx (x) dy

RP

Il est possible d'en donner une expression approchée dans certains cas.

Si les I sont bien séparées, c'est A dire si Ty (x) vaut O ou l ona
Xk

Ix= 6
Tx Tq k,k k
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ou 6 est le symbole de Kronecker.

Ceci se produit en particulier dans le cas ot le nuage de points de donnée

est séparé en composantes normales, bien différencées et ot on effectue une clas-

sification préalable.

n

Alors E(EX(¥)2) 5 Tay (x) 97 a) Ex Gdy

1k=

Px (%, AG x40) dy
k= 1

donc si on pose

n

aye ci? (e432) 71 et y=). Pk Yk
k=1

= 2 t 11
E (EX(y)2)= 9 PR yk + D- *« ( (x-x,) (xx, E ay Aalxys CK dx

a

k=1 k=1 k

ne 2 t 11= va pe | v2 + af Cy ax. |
k=1

En particulier : dans le cas pseudo-factorisé avec composantes disjointes

B =2
ge, Pk YR -Y

n(Y1X)= Do

2, aa. Fe

2. PRG te ey
k=1

D - Indicatrices floues et fonctions aléatoires associées

Dans l'introduction de ce chapitre, nous avons présenté la notion d'in-

dicatrice floue et de fonctions aléatoires correspondantes associées a une va-
~

riable aléatoire X de DP( Q , A, P) c'est & dire admettant une densité de la
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Nous avons en particulier mis en évidence 2 familles d'indicatrices floues que

nous allons étudier plus en détail (voir aussi [17] ).

1 - Indicatrices floues disjonctives

Nous appelons indicatrices disjonctives associées A X les n fonctions

suivantes :

- Cz

Iy,(x) = p,OGlx 2€4) ou x € RP
i

f(x)

Ces fonctions sont apparues plusieurs fois au courant de cette étude : comme

indices d'appartenance dans la classification floue, comme fonctions pondéran-

tes dans la régression...

Ces indicatrices ont donc une grande importance pratique d'ot l'intérét de

leur étude.

Propriété 1

Soit A,= x © RP, I > 1 ~
x we

K 2

Alors si k'#i k An f) Ant = @

Commentaire : Les ensembles A, ainsi définis peuvent étre vides

Démonstration ‘

n
= Aros =

E(x) = 5 Pi CQbxI xis Gq)

i=l

n n Py Axl xz,C;z)

done Da. Ty, (x)= ——s-1>-_~—
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soit x, GAR Ax!

Tx, (%) > et I (x5) > 1 impossible
XK! 2

donc Ay /) Ayr = @

Remarques

* posons B= {x € RP, Tx, 60) > Taye Vite if

alors A, C By et By {1 By! = 9

* si f(x) est une estimation par les noyaux de Parzen c'est A dire

1

f(x) =— > A (x1 x7,0)
i=1n

avec JV noyau normal

n

alors x, © B, et {f B= RP-D ou A(D) = 0

k=1

s

Propriété 2
—

soit x Epp (2,A,P)

Ix), (%) sa famille d'indicatrices floues disjonctives associée

soit A une matrice carrée (pxp) inversible

et B un vecteur (px1)

si Y = AX + B alors Y € DP(Q,A,P}

La famille d'indicatrices floues disjonctives associée 4 Y¥Y vérifie

Ty, 07) = Tg, GD) OU YR = Ax, +B

et y = Ay +B

De plus De (w) = Ly. (w ) Vos Q
ho

Démonstration

n

soit fy(x) = 27 Py Atxlxj,Cy) la densité de xX

i=l
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Alors la densité de Y s'écrit
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fy(y)= |JCy)| f,.(A71}(y-B)) ou J(y) est le jacobien du changement de variable,

JI(y)=
det A

posons y= Ay + B

D,= A Cy At

1 -lyy-
alors DGlyesd= — Oo 4 (y-B) Ixy. Cy)

det A

en effet

hy A(ylyx sD) dy= (Au2o-8) 1x10 dy
det A

ul { cayem Aly lx, Cx) dy

A fy A Cyl xp. Cy )dy + B= Ay t+ B

for yO yu ® AC lyns DE) dy

2 for yk) Cy-yn EA (AT y-B) [xy Ox dy
det A

- CaytByie) (aytB-yi)* A (yl xs CK dy

or B- yy “Ax,

“ (cy-4) (yma) at ACyl xx, CK dy

= A Cy, At

n

Donec fy (y) = JY Py Acylyy,Dq) done Y € DP (2 ,A,P)
i=l

PY Cw) = Fk OOO) WP?
“Kk Ce Many Wy

ry \ys

Is) ACA7 LY (@)-B) [xy Cy
= PE a

Il So Py ACA h(y(w )-B) 1 x4C3)
i=l
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Py ACX(w) | x,y, CK)

= = 1% (ww)

s Py A(K(w )1xz,C;4)
i=l .

Remarque

Soit % bijection contrairement différentiable non linéaire

Y= (xX)

fy(y) = ISI 2 Py AC oy) Ixy 504)
i=

Pour que Y EDP (2 ,A,P) il faut que AC p-1(y)|x4,Cz)admette des moments

d'ordre 2

‘

Alors y= 1%, mais y, = {JI (92) AG Ia. CK dy F 9(x,)

soit X€ DP(Q,A, P) et Ix, les indicatrices disjonctives associées

alors 1H = Tx, (©) est la fonction aléatoire associée

on a

n

> Rel
k=1

Xx =zE (Ie) P_

E (x.1) = Py xx

E (xxt IX) = Py (Ctx, x?

Démonstration .

La premiére propriété a été déja montrée au courant de la démonstration de la

propriété 1

PLA (xl xs CK)
E (1) = {reco dPX(x)= oe f(x) d,

E(x)
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= Py [A Geli Cieaae qk

E (x. 18 )= [xe G0aPXG0= (Pie ACal xp, Cy )dy = PK XK

E (xxt a) = fot Ty OEPKG= Pye fot (x[ xz, Cy) dy= PR (Ctx, xt)

2 ~- Indicatrices floues canoniques

a) Pour l'étude des indicatrices canoniques plagons nous dans le cadre

d'une estimation de la densité obtenue par les noyaux de Parzen avec noyau

multinormal

1 n

f(x) =— FF Aalx;,0)

i=ln

D'autre part considérons la densité g(x) obtenue par les techniques présentées

au [[B
K

a(x) = FS OCxl mp, Cy)

k=1

Nous obtenons’‘ainsi deux familles d'indicatrices canoniques

Jy. (x) = A Cxlxj 6) = exp f L (x-x;*) cL Gent ; i=l, -- n
* AA(«4 17,0) 2

( CiJey, ex) = AGM Oe) exp {- a Cm) *C, Mm) | 3 k=1,--.,K
Ke AGm, ings CK) 5 k

Pour examiner les propriétés de J*(x), mettons d'abord une structure algébrique

sur l'ensemble des indicatrices canoniques.

Remarque : une indicatrice canonique J est entiérement déterminée par une matricepemangue :
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Définition d'une indicatrice produit

Soit J' (x) donnée par (C', m')

et J" (x) donnée par (c", m'")

alors J = J' * J" est appelée indicatrice produit de J' et de J”

J est donné par (C, m)

(ct7l + orl)ttou CG

c (c'7lm' + ctl mt")3
I

Propriété 1

J’ (x).J"Cx) = exp { == (n' = at (oro") Unt" )} (J'x J')Cx)

dem : c'est une conséquence immédiate du lemme d'albébre linéaire de |] B 3c

Tensemble des indicatrices canoniques muni de la loi x est un semi-groupe commu-

lcacit qui n'admet pas d'élément neutre

Démonstration

J' x» J" = J" « J de fagon immédiate

or

Hi(JI x J') x J" (C,m)x(C',m') « (CC ,m")

(c~ lig 1y-l, (c7lecgt-1y-Loe- mic! = tm') * (c' ym")

1
comlect-Lect1y-1, cet '=1)7* (Cott + c's ta! + co" In")

d'ot L'associativité.

Ti n'y a pas d'élément neutre.

En effet, supposons que (C,,m,) soit un élément neutre alors (C,m)x(C,,m,)=(C,m)

(cv l + gb od =C «= col = 0 ce qui est impossible car C, doit étre inversible.

On peut se poser la question suivante

soit J, = (C,,m,) et Jy= (Cz,m1)
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Dans quel cas existe-t-~il J tel que J, x J = Jy (1)

cy= [orl + c1] -1

my= Cj [ozt m, + cnn
(1) =

m= mj + Cy cot (mj = m,)

Done si cj} - cot est une matrice définie positive alors (1) admet la solution

unique

J= (c, m) =(con2 - oo") i my + Cy cot (mz - TM, ))

Nous allons donner quelques propriétés des fonctions aléatoires associées

aux deux familles d'indicatrices canoniques présentées. Nous calculerons notam~

ment les "moments locaux" de X (E(X.J%), et une proximité entre deux indicatri-

ces moyenne au sens de X: E(J% Jj). Ces moments sont donnés avec les deux esti-~

*

mations de la densité f et g.

,

Propriété 3

Soit J, et Jj, deux indicatrices définies respectivement par (C,,m,) et (Cy,m,)

y+Ydet (1p+C col
o"7

Notons a(J,,5,)=

- -1 -1 (cl viet m (J,, Jy) cyt + Cpe (cyimtcy m1)

Alors

1 .

£ (7X) =ef GX) == Baldy, J)

£ x. 2 (Sy.sJ3.) m (Jy,55,)E (Xx Joo" zy a Xp? o m Xi? °

“lm - fT XBf (5% 3%) = exp fag app (C,+C,) (n, mf -E | Jos J,) |
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K

2) EB (5%) = = Py a(S J,)

n

& X)= 5 'E& (x J) Pa Px ats Ji) m (The Fo

X 5X) = -+1a@- -l(m - . 4BE (IE IE) = exp f- Z-(aym EC 40, Mmm} Bs [ys 3%]

Démonstration

Démontrons le 2)

1 - kp 1 =1 eadES (5%) = fox ‘= Geom, )€C,Ee-m, I 2 ke exp {2 (xc-m)®Ck (x-m))
K=1 (27 )P/yfaet Cy 2 ; 4

a

K a
-> k ‘con Ty, (2) dx

k=l (27 )P/oVdet Cy

K P ( 1 2 -1 - 1 1= ¥ k exp f— @ mere 2 Gn, Be J 5), (0 Cx)dy

k=1 det Cy

KO PK 1 _ =c.)-l(m -m.
a 7 at exp {—- (m, mC, c.) im, my

k=1 Ydet (1,+¢,c7+)

K P 1 - -1 1 attEe (x JX)= Ee k exp fad (m, m°(C,+6 ) (n,-1, 50) Foot

3,60. 5,60) = exp {-— (m,-m, )¢-C,+¢, )“Um,-m, )f (S545) 0)

1

donc E& (Crs m = exp f- > (az-m (0,40) Man -m)t Es | (Jax 5*|

E - Applications heuristiques des indicatrices canoniques

1) Un coefficient de corrélation entre points

Ce coefficient a été proposé et étudié par Mallet dans } 18]

’
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Définition

x XxE(J Je

RX(a,b) = —2——2____

(E(I%)2 £(3%)2)%
a b

Pour calculer ces espérances, on suppose que X admet la densité f (x) obtenue par

la méthode des noyaux de Parzen et on utilise la propriété 3 du D.

Un choix possible des indicatrices est celui donné par le processus complété

défini au [[A3d

Propriétés

x Of R(a,b) ¢ 1

* R (a,b) est d'autant plus grand que la densité est grande entre a et b.q &

2) Un coefficient de corrélation entre variables et données

7 7 7 a r 7 s
Ce coefficient et son application ont ete preéesentes dans {19 | soit n réalisations

X]s-"" 5 XX, du vecteur aléatoire X

X(1)
1 n

X= soit f(x) =-—— 2 A (x1x730)
n i=l

XCp)

L'estimation de la densité de X par les noyaux de Parzen avec A gaussien.

soit Jg(x)= exp {- = Gest cl(x-s)$ , s €RP
2

; . : : . os . x :
La famille d'indicatrices floues canoniques associées a f(x) soit J, la fonction

aléatoire associée.

Alors : ~

Définition

E(XCGi). Je)
RXCX(i),s) = x

(Var (X(i).E(55)2)%

est appelé coefficient de corrélation entre le point s et la variable X(i).
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|

|

|

:
:

Remarques

|

* Le coefficient RX (X(i),s) peut @tre considéré comme la moyenne normalisée |
|

de X(i) dans un domaine flou autour de s.

|

|

* Pour avoir une stabilité vis 4 vis d'un changement de variable linéaire, il

faut centrer et réduire les données variable par variable.
»

3) Proposition d'une analyse des correspondances

X12 --- ° Xn

soit X :
Ni

Xl] p oe Xn p

Un tableau de données quantitatives.

La méthode proposée est la suivante :

a) Centrer et réduire le tableau de données variable par variable, soit X' le

tableau obtenu.

b) Effectuer une analyse en composantes principales sur le tableau X'.

c) Estimer les densités marginales sur les plans factoriels.

d) Projeter les points de donnée sur les diagrammes de corrélation obtenus par

les coefficients de corrélation définis précédemment.

Nous obtenons ainsi un moyen de projeter variables et données sur un méme

diagramme. En relevant les proximités, nous examinons les correspondances entre

variables et données.

Un exemple sur données réelles sera présenté en annexe.



Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié un modéle non-paramétrique que

nous avons entre autres approché par un modéle paramétrique souple, tenant

compte des paramétres empiriques d'un ensemble de données (moments, moment

locaux, plus proche voisins). Ce sont ces idées qui, peut-étre en paralléle

avec d'autres techniques (telles Jackknife ou Bootstrap), nous semblent débou-

cher sur une recherche future.
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ANNEXE

Dans cette annexe nous avons testé les méthodes proposées dans notre

travail. Les calculs ont 6été exécutés sur IRIS 80 a l'Institut Universitaire

Ge Calcul Automatique de Lorraine.

Nous avons utilisé la bibliothéque de cartographie automatique "cartolab"

dévelovpée par Monsieur MALLET. Le générateur de nombres au hasard ainsi que

le programme de simulation d'une loi normale sont ceux proposés dans 1l'ou-

vrage “traitement des données statistiques" par Messieurs LEBART, MORINEAU et

FENELON.

Les programmes ont été écrits en FORTRAN IV.



1)

I. ESTIMATION AUTOMATIQUE DE LA DENSITE MULTIVARIEE

1) Nous avons testé dans cette partie les méthodes proposées dans le pre-

mier chapitre de notre travail ; le but de ce chapitre étant de passer d'un

ensemble de données 4 une bonne estimation de la densité sous-jacente sans l'in-

tervention de l'utilisateur. Ceci implique la détermination automatique du

paramétre de lissage que nous avons décomposé en un paramétre taille et un

paramétre forme de la "fenétre".

Le paramétre de taille est obtenu par notre subroutine IMSE 1

qui applique l'algorithme présenté au I3. (Rappelons que cet algorithme géné-

ralise au cas multivarié un algorithme proposé par Tapia et Thompson ([13]ch. I)

optimisant le critére du MISE asymptotique d'Epanechnibrov.

Les paramétres de forme testés sont d'une part la matrice identité (corres-

pondant aux noyaux produits usuels) et d'autre part le paramétre proposé en ap-

plication du théoréme 2 prenant en compte la covariance globale de 1'échantillon.

Nous parlerons alors de noyaux covariants.

2) Simulations

Nous avons tiré au hasard 10 séries de 100 points au cours d'une

simulation d'une loi normale bivariée de matrice de covariance identité.

Le tableau 1 contient les tailles des fenétres correspondantes

obtenues par la subroutine IMSE 1.

n° de 1'échan-
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tillon

taxite .158 .148 .136 .164 .162 .158 .165 .175 .169 .178
IMSE 1

b) Influence des paramétres taille et forme

Nous avons tiré au hasard 100 points au cours d'une simulation

d'une loi normale bivariée de matrice de covariance

7 3¥3
6 16

3¥3 13.
16 1
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La figure 1 représente le nuage des points. La figure 2 est un

bloc-diagramme de la densité théorique correspondant 4 cette loi binormale

que nous vous proposons d‘estimer.

Les figures 3 montrent les estimations de cette densité, obtenues

avec ces nuages par des noyaux produits (isotropes). avec différentes tailles

Ge la fenétre.

La figure 3a correspond 4 la taille obtenue par la subroutine

IMSE 1 (soit Oo = .122)

La figure 3b correspond 4 la taille double (0 = - 244)

La figure 3c correspond a la taille quadruple (0 = - 488)

Les figures 4 montrent les estimations de la densité obtenues

pour des noyaux covariants (= anisotropes) avec les mémes tailles que dans les

figures 3.

3) Conclusion

a) Les résultats du tableau 1 montrent que la subroutine IMSE 1 donne

des résultats stables par rapport 4 1'échantillonage. Cependant la valeur thé-

orique étant 0 = .546, celle-ci est nettement sous-estimée.

Cette tendance semble &tre confirmée par les figures 3 et 4. La

meilleure taille de la fenétre (quelle que soit la forme du noyau) est comprise

entre 2 et 4 fois la valeur obtenue par l'algorithme IMSE 1.

La détermination d'une taille optimale reste donc un probléme

ouvert.

b) Le choix d'un noyau covariant semble avoir des conséquences heu-

reuses : en comparant les figures 3 et 4 et en particulier la figure 3c avec

la figure 4c, on constate qu'en dépit d'un trop grand lissage (qui est appa-

rent si l'on compare avec la densité théorique de la figure 2) la figure 3c

semble légérement bimodale ce qui n'est olus le cas avec un noyau covariant.

D'autre part le mode est moins sous~estimé dans le cas de la figure 4c que

dans la figure 3c.



II. APPLICATIONS

A) Classification

Nous avons écrit un programme effectuant la classification au sens

au maximum de vraisemblance présenté dans IT B.

1) Pour sacrifier 4a la tradition, nous avons d'abord effectué la clas-—

sification sur le fichier des iris de Fisher (cf [2]). Ce fichier est cons-

titué de trois groupes de 50 fleurs dont on a mesuré la longueur et la largeur

des pétales et des sépales.

Aprés classification seules les fleurs n° 69, 71, 73 et 84 sont mal clas-

sées. La fleur n° 78 est douteuse.

Le pourcentage d'erreur est donc inférieur 4 33%.

2) Nous avons d'autre part simulé un mélange de 3 lois normales bivariées
1 1 1 [-1.21 [To | pe

de poids respectifs :—, —, — ; de centres I,

3°03 3. [ of [. 19"
de matrices de covariances :

156.094 250. | pes -.094
, s

-094 156 0. .0625) i -094 156

Nous avons tiré 300 points au hasard issus de cette loi. (voir figure 6)

Nous avons classé ces points en 3 grouves. Nous obtenons les paramétres suivants.

poids : - 324% , FAR, 6285

je “%
-1.is} Pa2y Fa. 26]

centres : ab” ie-0.02} j.18} {-o. 03]

Matrices de covariances :

fase 09a] Fa7e .002, | .132 ~.083
é092.146) |, 002 fed .os3 2125

Compte tenu de l'interpénétration de ces groupes (aucune classification 4

vue n'est possible), cette classification est trés bonne.

3) Nous pouvons néanmoins regretter que cette méthode utilise un temos

machine plus grand que par exemple les procédures de la famille des nuées dyna-
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classer. Ainsi une série de 10 itérations de l'algorithme sur les 300 points

du deuxiéme exemple utilise 25 secondes de temps de calcul d'un ordinateur

IRIS 80.

B) Régression

Nous avons testé les méthodes de régression proposées au II C sur le

méme fichier de données simulées présentées précédemment (voir figure 6).

Etant donné que nous connaissons la densité sous-jacente nous avons pu

effectuer le calcul exact de la moyenne conditionnelle, c'est cette courbe

qui est tracée sur la figure 6. Remarquons aque sur les bords de la figure,

cette courbe ne correspond pas tout 4 fait A la solution intuitive que l'on

a envie de tracer.

a) Les figures 7 représentent les courbes de régression obtenues par

la méthode du noyau présentée au paragraphe II C 2:

~ La premiére courbe représente la régression correspondant 4 une

taille de fenétre obtenue par la subroutine IMSE 1.

~ La deuxiéme courbe correspond 4 trois fois cette taille.

~ La troisiéme courbe correspond 4 six fois cette taille.

Nous constatons que la deuxiéme courbe est une bonne estimation de la regres-

sion ce qui confirme le point gue la subroutine IMSE 1 sous~-estime la taille du

noyau. Les figures 7a et 7c nous montrent néanmoins que cette méthode de regres-—

sion est peu robuste envers un mauvais choix de la taille de la fenétre.

b) La figure 8 donne la régression obtenue par le théoréme 2-2 avec clas-

sification préalable par le maximum de vraisemblance.

Notons que cette méthode ne dépend plus @'un paramétre de lissage et que

le résultat obtenu est tout 4 fait satisfaisant.

Un point qui reste a &étudier est la robustesse de cette méthode par rap-
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C) Corrélations entre points de données

Cette technique présentée au II E 1) et proposée par MALLET dans la

référence [18] du chapitre II est illustrée par la figure 11. Notons qu'a

l'aide de ces coefficients de corrélation nous pourrions définir des corréla-

tions multiples entre groupes de points.

RR"

= R* (a,b) > R* (b,c)
eo Ss e

2 oe. x > X
e® 6 ee R (c,d) R’ (b,c)

s ee oc
oe ® 6 *

e es *
©

b

F x

31 ex
e Yd

D) Corrélations entre variables et données

Pour montrer le comportement des “corrélations" entre variables et

données, nous avons étudié celui-ci sur un ensemble de 20 points de données

artificielles que nous avons centré et réduit (cf tableau 2).

T

Gata i LTP dD b2, UES E16) LES) LF) Les 1g patslt.zi[t.zs i.4 1.6 2 {2.1¢
|

|
|

Les figures 9 et 10 représentent respectivement l'estimation de la den-

eli] .36/2.30]2.54;1.
Centered ~.66}-.3

reduced data
1.64 aril ahd a a ~.66 |~.65) ~.645)-.62]-.60)-.55

4

sité univariée et la fonction y = R(X,x) ot R(X,x) désigne la corrélation entre

la variable aléatoire X et le point x telle qu'elle a &6té définie au II E 2.

Notons que les extrema des deux fonctions coincident.

E} Projection des corrélations

Dans ce paragraphe nous allons tester la méthode proposée au ITI E 3

sur un fichier proposé var Benzecri dans [11 aqui donne le comportement hydro-

logique de 10 fleuves au Liban. (voir tableau 3)
~

Dans un premier examen de ce tableau de données, nous constatons que tous

les fleuves ont 4 peu prés le méme comvortement excepté Fl Assis dont le débit

ne varie que légérement au courant de l'année.

1) Dans un premier temps considérons les mois comme les points de donnée
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Aprés centrage et réduction nous obtenons le tableau (4). En effectu-

ant l'analyse en composantes principales de ce tableau nous obtenons les

diagrammes de corrélation de la figure sur lesquels nous avons projeté les points

de données (les mois) par la méthode annoncée.

Excepté El Assis tous les fleuves sont trés corrélés avec le premier fac-

teur. On veut donc interpréter ce facteur comme 6tant caractéristique de la

variation saisonniére du débit. De fait, les mois projetés sur ce diagramme

sont divisés sur le premier facteur en mois secs et mois humides.

Le second facteur est trés corrélé avec El Assis, en conséquence les mois

projetés se divisent en mois pendant lesquels El Assis a un plus grand débit

qu'en moyenne et les autres.

Proximités :

Janvier-Février sont proches de Demour, Litani et Beyrouth,

Avril-Mai sont proches de Abou-Ali et Ibrahim sur les deux Giagrammes de corré-

lation.

2) Considérons maintenant les riviéres comme point de donnée.

Aprés centrage et réduction nous obtenons le tableau (5).

La figure 12 montre les diagrammes de corrélation obtenu par l’analyse en

composantes principales sur lesquels nous avons projeté les points de donnée

s(i e les fleuves).

Toutes les variables sont bien corrélées avec le premier facteur : les

points de donnée correspondant se divisent en grands fleuves et petits fleuves :

le rapport des fleuves entre eux est respecté quelle que soit la saison. Le

second facteur divise les mois en 3 groupes :

- un groupe : été-automne correspondant aux débits faibles.

- un groupe : hiver-printemps correspondant aux débits élevés.

~ deux~mois intermédiaires.

Les riviéres sont divisées dans les mémes groupes que sur le premier

Facteur avec l'exception significative d'El Assis qui est plus proche des

mois d'été : ce fleuve a un plus grand débit que les autres fleuves’ pendant

ces mois.
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Nous constatons d'autre part que les proximités signalées lors de l'ana-

lyse duale sont conservées.

3) Comparaison avec l'analyse des correspondances de Benzecri

Nous constatons dans un premier temps que les proximités signalées

dans ce qui précéde se retrouvent sur le diagramme de l'analyse des corres-

pondances. (voir figure 13)

En particulier sur ce diagramme El Assis est trés prés des mois d'été, mais

ainsi gue nous l'avons signalé cette propriété n'est pas significative si l'on

considére les fleuves comme variables : dans ce point de vue El Assis ne dis-

crimine pas du tout entre les fleuves.

4) Conclusion

Nous avons ainsi obtenu une technique heuristigue dont les résultats

sont (du moins sur l'exemple considéré) cohérents avec les techniques exis-

tantes tout en les offinant.
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Tableau 3

Rivers | OusT. KoA EE ABOU pha. Kits BEYR.-DEMOUR assis LETANE

SEPTEMBER 2.7 2.8 9.1 4.6 7.2 3.2 -6 1.6 37.5 12.1

OCTOBER 3.1 3.3 10.7 5.9 7.3 3.3 -8 2.2 37.2 14.9
NOVEMBER 4.8 4.9 15.3 9.1 10. 4.9 3.5 6.0 33.7 19.1
DECEMBER 5.3 5.4 17.60 2h 14.8 15.0 9.7 18.3 34.7 32.6
JANUARY 7.9 8.0 25.5 27.8 38.8 31.7 20.9 33.0 35.0 85.5
FEBRUARY 7.6 7.8 24.2 47.9 46.5 41.0 28.2 38.0 33.9 89.1
MARCH 10.7. 10.9 34.9 75.4 76.2 49.0 29.5 32.5 39.3 82.5
APRIL 10.6 10.7, 36.2 83.4 «182.6 = 42,3 29.3-20.2 40.2 56.9
HAY 9.6 9.7 34.9 80.1 93.4 27.0 6.0 7.8 42.7 36.8
JUNE 5.4 5.5 23.3 28.8 364.3 17.4 1.7 3.4 41.6 20.7
JULY 3.9 4.0 16,7 9.1 14.7 11.8 9 ‘2.6 42.4 13.9

° AUGUST 3.1 3.3 10.7 5.8 9.2 4.2 7 1.9 40.5 3



Tableau 4

|
Rivers SEPT. oct. Nov. DEC. JAN, FEB. MARCH APRIL MAY

OUSTOUWENE ~.252 ~.224 -.098 = ~,072 107 :073 294 289 -235

ROA =.255 9 =.219 =. 101 ~.075 = 105 1079299. 286 +233

EL~BARED ~.264 9 =,229=.129 = .093 073 :033 260.291 +285

ABOU~ALI -.193 ~.187 =.172, -,092 ~.069 -080 = 264.325 326

IBRAHIM --178 =.181 972-2155 = 024 2019 18515 237

EL~KELB -.220 00 ~.223° 0.212, =,083 2123 2463322243 054

BEYROUTH -.173 0 =,173-=.133 =.026 -16t +292 6296297, =, 122

DEMOUR -.186 =.179 = .125 076 -299 -372 4264065 =. 122

EL~ASSIS ~.052 9-073 -.322, 252,225 1297 07k 28 +300

LITANT -.185 =.167=.147 -.055 -328 +342 .274 086-043

Rivers JUNE JULY AUG.

OUSTOUWENE -.065 -.169

. ‘AROA ~.068 -.172,-.219

EL-BARED 1068 = ~.144 =.230

ABOU-ALT 2035-2173 =.189

IBRAHIM -.031=.163 170 |

EL-KELB -.046 -.110 ~.210

BEYROUTH -.178 0 =.177 = 173

DEMOUR wN7S=N7S 181

EL-ASSIS +235 +292 158 :

LITANE -M4l=.179 =, 193

Tableal: 5

Rivers oust. anon err “POU ana. ELS pevnoutH DENOUR Aggis -LETANI

SEPTEMBER 1525 -.515 9.093 -.342 =.091 = .477 -.728 ~.631 2.883 +382

OCTOBER -1561 0 -.541 4178 =.289 1153-1541 =.784 1648 «2,754 586

NOVEMBER =. 209 697.467 -.227 897 854 «874 2,527 +892

DECEMBER 1.274 -1.263 .003 .385=.276 «-.256 = -.812, 09) .813 1.593

ganvary “| 10140 1.135 287-2175 3580181510077 474 2,622

FEBRUARY 1,302 -1.293 1552 518 +455 +206 ~.367 2071 =. 114 2.379

MARCH 1.343 -1,335 237000 1.259 1.291197 =,587 = .466 ~.193 1545

APRIL ~1.092 -1,089 .260 1.272 2,214 =~ .062 ~.485 -.780 ~.131 412

MAY ~.868 -.864 003 1,560 2.017 ~.269 -.992 -.930 272.069

JUNE --963 =.956 383 6796 1.210 = 061-1262 -1.t1 1.759. 887

JULY ~.695 -.686 .255 -.238 = «255.000 -.959 ~.810 2.693.185

AUGUST ~.540 1522 148 -.296 O12 = .441 7.758 -.649 2.845 «202
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Figure 12
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