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Résumeé de la these.

Cette thése présente les algorithmes classiques de factorisation des polynémes 2 une et
plusieurs variables. Dans le cas des polyndmes a une variable, deux nouvelles méthodes
sont proposé€es. Dans la premiére, on calcule un facteur linéaire modulo un nombre
premier p, puis on définit unh multiple de ce facteur qui divise P sur Z[X]. Dans la
seconde méthode, le calcul des produits des facteurs de P modulo p* est remplacé par
le calcul des sommes des images de ces facteurs de P.

Dans le cas des polyndmes a plusieurs variables, on donne deux méthodes pour diminuer
les calculs de la derni¢re étape de la factorisation avec les algorithmes classiques. On
utilise la représentation polyédrale et la notion de polynémes "normalisés".

La demniére partie de la thése donne une méthode pour diminuer le degré total du
polynéme donné, lorsque c'est possible. Cette méthode utilise la programmation linéaire

entiére.

Mots-Cles.

Polynémes a une variable, Polynémes a plusieurs variables, Factorisation, Méthode de

Berlekamp, Algorithme de Lenstra, Polyédre, Programmation linéaire entiére.







Présentation

Introduction.

La factorisation des polyndémes est I'un des problémes importants que doivent résoudre
les grands systémes de calcul formel, comme Macsyma ou Reduce. C'est un probléme
difficile qui n'a été résolu de fagon satisfaisante que récemment, grace a l'algorithme de
Berlekamp (1967). Le cas le plus complexe est celui des polyndmes a plusieurs
variables, notamment lorsque le nombre de variables devient grand. Le calcul formel en
général et la factorisation en particulier, trouvent de nombreuses applications en
robotique. Quelques exemples en sont donnés dans le livre récent (1987), intitulé
"Calcul Formel", de J. Davenport, Y. Siret et E. Tournier, pages 126-127. En effet, les
trajectoires et les contraintes du robot sont définies par des syste¢mes d'équations
polynOomiales. L'un des problémes est traité par I'équipe du Professeur René Schott; la
question posée est, d'une part de savoir si on peut ou non déplacer un objet dans un
environnement donné et d'autre part, si la réponse est positive, de trouver le déplacement
le plus rapide. Les réponses a ces questions nécessitent la résolution de systémes
semi—algebriques, qui utilise les bases de Grobner et les techniques de factorisation des
polyndmes a plusieurs variables. L'étude méme de ces problemes serait presque
impossible sans le secours des grands systtmes comme Macsyma ou Reduce. Les
fondements mathématiques du calcul formel sont empruntés a l'algebre et 2
I'arithmétique; une présentation de ces mathématiques a fait I'objet d'un livre récent
(1989) de M. Mignotte, intitulé "Mathématiques pour le Calcul Formel".

Plan de la theése.

La thése comprend trois parties. La partie A traite le cas des polyndmes a une variable,

qui est le plus simple. On commence par présenter en détail les méthodes classiques, a
savoir 1'algorithme de Berlekamp, suivi de 1'algorithme de.raffinement de la factorisation
basé sur le lemme de Hensel et enfin la méthode de Lenstra dont le coiit est polynomial.
Cette partic A traite ensuite deux méthodes originales. La premicre consiste a
rechercher une racine simple « du polyndme donné P, puis a utiliser la méthode de
Lenstra pour trouver le facteur de P admettant o comme racine. Cette méthode est

exposée dans [V4]. La deuxiéme méthode proposée a pour but de diminuer le coit
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théorique de la derniére phase de la méthode classique de factorisation. Dans le pire
cas, ce colit est exponentiel suivant le degré du polynéme. La nouvelle méthode consiste
a transformer P et ses facteurs a 'aide d'un monomorphisme; cette transformation nous
donne un critére pour choisir les facteurs de P, et diminue ainsi le colt dans le pire cas.
Cette deuxieme méthode est exposée dans [VS] et [V6].

La partic B traite le cas des polyndmes 3 m+1 variables, a coefficients entiers. On
présente d'abord la méthode classique avec notamment l'algorithme amélioré de Wang.
Ensuite trois méthodes originales sont données. La premiére est fondée sur la
décomposition des entiers dans une base symétrisée; cette décomposition permet de
"supprimer" une variable, et ainsi de se ramener a la factorisation d'un polynéme a une
variable. Cette méthode est exposée dans [V1].

La deuxiéme méthode de B utilise un changement de variable transformant le
polyndéme donné ainsi que ses diviseurs en polyndmes "normalisés" ayant des propriétés
caractéristiques. Cette notion de polyndéme "normalis€” est fondée sur une
représentation géométrique du polynéme sous forme d'un polyedre. Elle permet de
donner un critére pour choisir les facteurs de P; elle diminue ainsi le codt dans le pire
cas. Cette méthode est exposée dans [V2].

La troisiéme méthode proposée dans B consiste a généraliser aux polyndmes a
plusieurs variables, le monomorphisme défini dans la partie A. On obtient comme dans
la méthode précédente un critére pour choisir les facteurs de P.

La partie C présente une méthode originale pour "simplifier" un polynéme a plusieurs
variables. Cette "simplification" peut étre définie suivant plusieurs sens: diminution du
degré suivant I'une des variables, diminution du nombre des variables dans certains cas
favorables, transformation du polyndme en polyndme unitaire, ... Ces "simplifications”
sont fondées sur la représentation polyedrale des polynoémes et elles sont obtenues par
la résolution d'un programme linéaire en nombres entiers.

Les algorithmes de factorisation de la partic A pour les polyndmes a une variable et
ceux de la partic B pour les polyndmes a plusieurs variables ont une approche
semblable. On présentera donc le processus général de factorisation en traitant

simultanément les deux cas. Pour cela, on considére un polynéme P de Z[X,X,,..,X,]

comme un polynéme en X a coefficients dans l'anneau K, ou K est soit I'anneau Z,
soit l'anneau Z[X,,...,.X_].
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Les problémes traités concernent les polynOmes a une ou plusieurs variables a

coefficients entiers. L'objectif est la factorisation de ces polynomes.
L'idée essentielle des nouvelles méthodes proposées est de donner des outils, permettant
de transformer le probléme en le simplifiant. Parmi ces outils, il y a la représentation des
polynémes a plusieurs variables par des polyedres, déja utilisée par Ostrowski dans [Os],
la programmation lin€aire en nombres entiers, la décomposition des fractions rationnelles
en éléments simples, le développement logarithmique, qui définit un monomorphisme
transformant les produits en sommes.
Les algorithmes classiques de factorisation ont comme origine l'algorithme de Berlekamp
[Be], puis l'adaptation du lemme de Hensel a la factorisation des polyndmes a
coefficients entiers par Zassenhaus [Za]. Ensuite 'algorithme a été adapté au cas des
polyndmes a plusieurs variables par Wang et Rothschield dans [WR], et par Musser dans
[Mu]. Enfin une amélioration a été donnée par Wang dans [Wa], pour le cas des
polyndmes a plusieurs variables.
Ces algorithmes ne sont valables que si le polyndme donné P n'a pas de facteur carré;
on étudiera plus loin comment on se rameéne a ce cas. On suppose donc dans la suite que
P n'a pas de facteur carré, et on le note sous la forme

P=a X'+a X'+ ... +a,, X+a,
On adopte dans la suite les notations suivantes pour les logarithmes: Log désigne le
logarithme dans la base 2, log le logarithme népérien et Log, le logarithme dans la
base b.

Meéthode classique de factorisation.

Le processus général de factorisation comporte trois étapes et ce processus est le méme
dans le cas de polynOmes a une variable et dans le cas de polyndmes a plusieurs

variables.
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On se propose de présenter l'algorithme sur un exemple, de fagon & mettre en évidence
les étapes de I'algorithme. On traite en paralléle un polyndme de Z[X] et un polyndme
de Z[X,Y], pour montrer la similitude des calculs dans le cas d'une variable et de

plusieurs variables.

Exemple.

Considérons les deux polyndmes suivants P = X® + 2X* +4X*+3 et Q = X* - 2Xx*
-X+2+Y2X -3X*+2X) - Z(2X* + 2X* + X*® + 5X - 2) - 2XZ? - 2X*YZ.

Etape 1.
On projette respectivement P sur Z/(S)[X] et Q sur Z[X,0,0]. Notons
P,=X+2X'-X?*-2 et Q =X -2X*+ X + 2, ces projections. Le polynéme P,
est factorisé€ sur Z/(5)[X] grace a l'algorithme de Berlekamp. On trouve

s = (X+IXX-1)(X+2)(X-2)(X? + 1). Le polyndme Q, est factorisé sur Z[X,0,0]
grace a l'algorithme de factorisation des polynomes a une variable. On trouve
Q=X+ I)X-1)X-2X(X*+1).

Etape 2.

On note P,, P,,... les projections de P sur Z/(5%)[X], Z/(5%)[X],... On peut factoriser
P,,, a partir de la factorisation de P, grice au Lemme de Hensel. On obtient ainsi

P, = (X - 4X(X + 4)(X + 7)(X - T)(X? - 8), puis

P, = (X — 29%X + 29%X + 182)(X — 182)X* + 217). On arréte ce raffinement de la
factorisation de P a P, car ses cocfficients sont écrits dans l'intervalle ]-%5*, 45%).
Si les coefficients des diviseurs de P sont compris entre -%5* et %45 alors la
projection de Z[X] sur Z/(5*)[X] laisse invariants les diviseurs de P. Par suite, 2
I'étape 3, la factorisation de P, sur Z/(5‘)[X] permettra de trouver celle de P sur
Z[X].

Dans le cas de plusieurs variables, on note Q,, Q,,... les projections de Q sur
Z[Y,ZJA, [X], Z[Y,Z)A; [X], ... ou A, A,, ... sont les idéaux de Z[Y,Z] engendrés
par les monomes de degré total 2, 3, ... La factorisation initiale de Q, sur Z[X,0,0]
=Z[Y,ZJA, [X] a ét€ définie a 1'étape 1. On peut factoriser Q,,, a partir de Q, grice

a une généralisation du Lemme de Hensel. On obtient successivement




3

Q=X +1+%Z-%Y)(X~-1+2Z) (X -2-4Z)(X* + 1 - B(X-1)Z +%(X+1)Y),
Qz=(X+1+%Z—%Y—%ZZ+%YZ)(X-—1+2Z—8Y2)(X—2—4Z+8Y2)
X+ 1 - BX-1DZ + BX+1)Y + %UZ>X + %Y? - W“(X+1)YZ).
On s'arréte a la factorisation de Q sur Z[Y,Z)/A, [X], car si Q est réductible, ses
diviseurs ont un degré en Y et Z majoré par celui de Q, i savoir 2. La projection
de Z[X,Y,Z] sur Z[Y,Z)/A, [X] laisse donc invariants Q et ses diviseurs. A I'étape
3, la factorisation de Q, permettra de trouver celle de Q sur Z[X,Y,Z].
Etape 3.
Pour trouver les diviseurs de P sur Z[X], on calcule tous les produits possibles des
facteurs de P, sur Z/(5%)[X], c'est-a—dire tous les sous—produits de
(X = 29(X + 29)(X + 182)(X - 182)(X* + 217). Si P est réductible sur Z[X], alors
chacun de ses diviseurs s'identific 4 I'un de ces sous—produits sur Z/(59[X]. On trouve
ainsi que (X - 182)(X + 182) = X’ + 1 modulo 5*, et on vérifie que X2+ 1 est bien
un diviseur de P sur Z[X].
Pour trouver les diviseurs de Q sur Z[X,Y,Z], on calcule tous les produits obtenus 3
partir des facteurs de Q, sur Z[Y,Z]/A, [X]. On trouve ainsi
X+ 1+ %Z - 1KY - UZ? + UYZ)
(X2 + 1 - BX-1)Z + BX+1)Y + %Z2X + %Y? - W(X+1)YZ)
=X+ X+ X +1+Z+ XY modulo A,,
(X = 1+2Z - 8Y’X+~"2= 4Z + 8Y?) = X* - 3X + 2 - 2XZ modulo A;. On obtient
ainsi les diviseurs de Q sur Z[X,Y,Z].

On a supposé pour simplifier 'exemple que les polyndmes P et Q sont unitaires.
Supposons maintenant que ce ne soit pas le cas. Prenons par exemple
P=64X°+32X*+16 X>+3 et
Q=(1-2Z)X° - 2X* - X + 2 + (2X* - 3X% + 2X)Y — (2X* + X* + 5X° - 2X)Z - 2X*Z7?
- 2X°YZ.
On écrit P sur Z/(5%[X] sous la forme
P = 64(X® - 312 X* - 156 X* + 127) = 64 P*. On factorise P* comme on l'a fait plus
haut sur Z/(5*)[X]; on trouve

= (X + 298X - 298X + 91X - 91X X2 - 102) modulo 5*.
A I'étape 3 on calcule tous les produits possibles des facteurs ci—dessus de P*, en leur

adjoignant le facteur 64. Puis on vérifie si certains de ces produits divisent 64 P sur
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Z[X]. On obtient ainsi 64(X + 91)X ~ 91) = 64 X*> + 16 modulo 5* on peut vérifier
que 64 X* + 16 divise 64 P. En rendant primitif 64 X* + 16 on obtient 4 X* + 1
qui est le diviseur correspondant de P.

Dans le cas de plusieurs variables, le polyndome Q donné ci-dessus peut s'écrire sous
la forme suivante sur Z[Y,Z}J/A, [X] (en remarquant que l'inverse de 1 - 2 Z est égal
a 1+ 2Z +427%,

Q=(1-2Z)( X° -2X*- X +2 +2XY + 4Z + 4XYZ + 8Z%) = (1-2Z) Q*.

Comme dans le cas d'une variable, on factorise Q* sur (Z[Y,Z])/A,)[X], puis on
calcule tous les produits possibles de facteurs en leur adjoignant le facteur 1-2Z. On
obtient ainsi le produit

(1 -2Z)(X - 1+ 2XZ - 8XZ*}X - 2 — 4XZ + 16XZ?) qui est égal 2

X -3X +2-2X°Z sur Z[Y,ZJA, [X] et qui divise Q sur Z[X,Y,Z].

Algorithme général de factorisation.

L'algorithme général présenté ci—dessous s'applique a un polyndme P a coefficients
dans un anneau K. On étudiera en détails les deux cas les plus intéressants, a savoir
K=2Z et K =Z[X,..,X,] Mais l'algorithme est valable pour tout anneau K, a
condition de savoir factoriser la projection de P sur K [X] et de définir des
homomorphismes permettant de "remonter” de la factorisation de la projection de P
sur K [X] a la factorisation de P sur K[X].

L'algorithme comporte les trois étapes suivantes :

Etape 1.

On considére la surjection canonique &, de K dans un anneau. On choisit K, tel
que a, soit inversible sur K. La surjection canonique m, induit un épimorphisme de
K[X] dans K,[X]. Notons a,P, l'image du polyndme P dans K [X], P étant
supposé sans facteurs carrés. De plus, m, et K, sont choisis de fagon que P, soit
encore sans facteurs carrés sur K [X], et de fagon qu'on sache factoriser P, sur K [X].
Dans la suite on notera Q, ..., Q; la factorisation de P_; remarquons que les facteurs

Qj sont unitaires, alors que les facteurs de P sur K[X] n'ont aucune raison d'étre

unitaires. La factorisation de P sur K[X] exigera donc de calculer les coefficients
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dominants des facteurs Q. Pour cela on remarque que a,Qj doit diviser a, P; on
obtient donc un diviseur de P en rendant primitif le polynéme a, Q5.
Cependant, on verra plus loin que Wang propose une autre méthode dans le cas des
polynémes a plusieurs variables.

Polynéme & une variable.
On aK =7Z, et on prend K, = Z/(p) ot p est un nombre premier non diviseur de a,
et tel que P, soit sans facteurs carrés sur Z/(p); la méthode de factorisation de P, sur
Z/(p)[X] est diic a Berlekamp.

Polyné N variabl
On a K = Z[X,,..,X,] et on choisit K, = Z; alors P, = P(X,a,,..,a,) appartient 2
Z[X]. Les nombres a,, ..,a, sont choisis de fagon que P, reste sans facteur carré sur
Z[X], et que-le coefficient dominant de P, a savoir aj(ay,..,0,) ne s'annulle pas.

Ensuite, P, est factorisé sur Z[X] comme un polyndme 2 une variable.

Etape 2.

- On considere une suite de surjections canoniques % de K dans K= K%, ou R,
est une relation d'équivalence telle que a R, b = a R, b. On note 8; la surjection
canonique de K,,, dans K; elle induit un épimorphisme 6, de K, [X] dans KjX].
Cette suite d'homomorphismes permet de "remonter” de la factorisation Q-Q? de

P, sur K[X] a la factorisation Q}Q® de P sur K,[X] comme dans le schéma
suivant :

K[X]
(@ T T,
o~ j eo
K.[X] > .. > K|[X] > .. > K [X]

Notons €, le sous-ensemble de K[X] formé de P et de ses diviseurs R,,..,R, sur

- K[X]. On arréte la remontée dés qu'on a la propriété suivante:

(b) La surjection canonique : K[X] > K [X] laisse Q, invariant.




Dans le schéma (a) ci-dessus notons P; la projection de P dans K|[X]. A la
factorisation de P, sur K [X] donnée a I'étape 1, on associe successivement la
factorisation de P, sur K [X], puis la factorisation de P, sur K,[X],... jusqu'a la
factorisation de P, sur K. Cette derniére factorisation permettra a I'étape 3 de trouver
la factorisation de P sur K[X].

Polvnéme 3 variabl
Ona K=ZetK, =Z/p); onprend K; = Z/(p") ot N =2 avec j=1,.n; les
coefficients de P; et de ses diviseurs sont alors écrits comme des entiers compris entre
-¥pN et Y%pN.

Si B, désigne une bome des coefficients des diviseurs R,,..., R, de P, on arréte la

remontée dés que p* devient supérieur 2 2-B,. Alors la condition (b) est satisfaite.

Polynéme a m variables.

Ona K=Z[X,,...X,] et K, = Z; on prend K = Z[X ~a,.... X =g J/A; ot A est I'idéal
engendré par p" et par les mondmes de Z[X,-a,,...,X,~a,] de degré strictement
supérieur 3 j, p" étant un entier supérieur 2 2-B, (B, désigne toujours une bome des
coefficients des diviseurs de P). On peut représenter le polynéme P; a l'aide des
variables Y, =X, - a;, ..., Y, = X_ — a,. Alors P; s'écrit comme un polynéme en X
dont les coefficients sont des polyndmes en Y,,..,Y, de degré total majoré par j et
dont les coefficients sont compris entre —%p™ et %p*.

On arréte la remontée dés que j devient supérieur au degré de P. Alors la condition

(b) est satisfaite.

Etape 3.

Quand la condition (b) est satisfaite, on cherche a identifier tout diviseur Q; de P
sur K[X] a un polynéme de K[X]. Les diviseurs de P; sont obtenus en considérant
tous les produits extraits du produit Qj,..., Q) de P, en facteurs irréductibles.

Mais on ne connait pas le coefficient dominant de Q,; on sait seulement qu'il divise

a,; par suite, on cherchera un diviseur de a, P parmi tous les produits a, Q = a,
Q',-Q’,-Q’,. On vérifiera si a, Q; divise a, P sur K[X] en effectuant la division
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de a, P par a, Q. Cependant, on doit considérer tous les produits extraits de
Q,--Q’, a savoir 2" produits, r étant majoré par le degré d de P. Si aucun de ces
2’ produits a, Q; n'est un diviseur de a, P sur K[X], alors P est imréductible.

Le coiit de cette troisiéme étape est exponentiel en I, comme 1 peut €tre égal a d,

ce colit est donc exponentiel en d.

Généralisation de I'algorithme 3 un anneau

factoriel K.

L'algorithme de factorisation présenté ci-dessus peut se généraliser 3 un anneau factoriel
quelconque, a condition de trouver un sous—anneau K, de K sur lequel on sache
factoriser le polynéme donné P. On doit supposer que K est factoriel pour que P ait
une. factorisation unique sur K[X] de ia forme « Q,-Q . Ou o est une unité de
K etou Q,..., Q, sont unitaires.

L'étape 1 consiste 2 projeter P sur un sous—anneau K,, puis a factoriser P sur
K,[X]. L'étape 2 consiste 3 définir une suite d'anncaux K, et une suite
d'épimorphismes ©; de K,,[X] dans Ki[X] permettant de passer de la factorisation
sur K[X] a la factorisation sur K,,,[X].

Ce type de généralisation pourrait par exemple €tre appliqué a la factorisation des
polynoémes sur C[X,X,....X_]. L'étape 1 consiste a choisir un m-uple (a,,..,a,), puis a
factoriser P(Xa,,...,a,) sur C[X] en calculant ses racines a I'aide d'une méthode de
calcul numérique. Ensuite les calculs sont identiques a ceux de la factorisation sur
Z[X,X,,...X ]




Variantes et améliorations classiques.

Polynomes a une variable de petits coefficients.

Signalons que dans le cas des polyndmes a une variable, on peut s'arranger pour
qu'aucune remontée ne soit nécessaire. Pour cela K, doit vérifier la condition (b),

c'est—a—dire que les coefficients des diviseurs de P doivent étre compris entre —%p et

¥p.

Algorithme de Lenstra.

L'algorithme moins classique de Lenstra donné dans [L3], permet de supprimer I'étape
3 et ainsi d'éviter la complexité exponenticlle, mais il exige que les calculs de I'étape
2 soient effectués avec une valeur de p™ beaucoup plus grande que dans l'algorithme
classique. Ce dernier algorithme de Lenstra a une complexité polyndmiale en d, mais

son exécution pratique est le plus souvent plus lente que celle de l'algorithme classique.

Récursivité sur la suite des variables X, ,...,X,.

Pour les polynémes 2 m variables, Wang a proposé dans [Wa], une amélioration de
son algorithme initial. Cette amélioration consiste & effectuer la factorisation de fagon
récursive sur la suite X, ., X, des variables. Plus précisément, on définit la
factorisation de
P(X, X, - Xo gus - ag) sur Z[X, X, .., X ] a partir de la factorisation de P(X, X,,
s Xg1r G o o) SUr Z[X, Xy, .., X ]
Le processus est initialisé en partant de la factorisation de P(X, a,, .., o) sur Z[X],
a l'aide de l'algorithme de factorisation des polynémes a une variable. Le principe de
l'algorithme est donc le suivant :

A l'étape 1, on choisit K, = Z et P, = P(X,X,,.,X_,00.40,). P, est factorisé sur
K[X, X,, .., X,,] en utilisant la récursivité de 1'algorithme.

A I'étape 2, on prend K| = K [X,-a J/A; ou A est I'idéal engendré par p" et par

les mondmes de K [X —a,] de degré supérieur ou égal 3 j. Cette étape consiste a
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factoriser P, = P(X, X,, .., X % s &) sur KX, X, .., X41), P; étant considéré
comme un polyndme de variables X, X,,.. .., X1 a coefficients dans K.

A I'étape 3, on détermine les facteurs de P(X, X, X, Ogy1ses Oy) SUT
Z[X, X,, ..., X ).

Elimination des facteurs parasites.

On appelle facteurs parasites, les diviseurs de P sur K,[X] qui ne sont pas des
diviseurs sur K[X]. Pour diminuer la probabilité d'avoir des facteurs parasites, on peut
factoriser P sur une dizaine d'ensembles K. [X] et ne conserver que la factorisation
ayant donné le nombre minimum de facteurs.

Dans le cas de polyndmes a plusieurs variables, on a K, = Z et la probabilité d'avoir
des facteurs parasites est plus faible qu'avec K, = Z/(p).

Ensuite, on factorise Py (X X1y Xgir @ oy @) sur K [X, X15-Xg1), en utilisant la
récursivité sur la suite des variables. La probabilité d'avoir des facteurs parasites est

encore plus faible, dés que q > 1, puis elle diminue jusqu'a q = m-1.

Calcul des coefficients dominants des diviseurs @ m variables.

Ce calcul proposé par Wang dans [Wa], n'est valable que si la factorisation de I'étape
1 sur K[X] ne donne aucun facteur parasite.

Supposons que ce soit le cas et notons b,(X,-.X,) le coefficient dominant d'un
diviseur Q de P. Considérons la factorisation en facteurs irréductibles du coefficient

dominant de P,

a(XyXa) = Xy, Xm)™ee | (X0, X )N
Alors Wang donne un critére simple qui permet de dire si un facteur de la forme
Xy X )Y divise by(Xy,-.,X,). On obtient ainsi les coefficients dominants des

différents diviseurs de P. La connaissance de ces coefficients améliore beaucoup le

temps de calcul. I’étude détaillée de cet algorithme est faite en (B.I).
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Variantes et améliorations personnelles.

Les différents algorithmes présentés dans les pages qui suivent proposent des
modifications originales et personnelles de l'algorithme classique. Certains des résultats
proposés ont déja été publiés et sont référencés sous la forme [V1,...,V6]. Dans le cas ®

des polyn6mes a une variable, on propose deux variantes:

(A,). Suppression de I'étape 1 en donnant sans calculs une racine simple
de P sur Z/(p)[X]. On en déduit une racine de P sur Z/(p™)[X] par une méthode
analogue a celle de Newton. L'algorithme de Lenstra permet d'en déduire un
facteur de P sur Z[X]. Cette méthode est présentée dans [V4]. L'étude détaillée
est faite ci—dessous en (A.IV). o

(A,). On transforme P(X) en un polynéme P'(X) représentant la dérivée
logarithmique de P(X). On obtient ainsi des majorations qui doivent étre
vérifi€es par les diviseurs de P sur Z[X]. En déterminant la factorisation de
P sur Z/(p™) avec N suffisamment grand, tous les calculs de produits de

polyndmes de I'étape 3 sont remiplacés par des calculs de sommes.

En fait, on propose une solution intermédiaire qui n'augmente pas la complexité de
I'étape 2, mais qui diminue le nombre de produits a calculer. La complexité reste donc
exponentielle en d. Cette méthode est présentée dans [V5] et [V6]. L'étude détaillée est
faite ci-dessous en (A.V). by

Dans le cas des polyn6mes a plusieurs variables on propose trois variantes:

(B)). Le changement de variables de la forme Y, = X, - o, de l'étape 1
dans l'algorithme classique peut étre remplacé par le changement
Y; =X - o X,. Alors P(X,X,,..,X,) est transformé en un polynéme unitaire

ayant une propriété caractéristique qui doit aussi étre vérifiée par ses

diviseurs. ®
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Cette transformation de P permet sans beaucoup changer le coit des calculs,
d'obtenir un critére de reconnaissance des facteurs de P sur K[X], ce qui

accélere les calculs de 1'étape 3. Cette méthode est présentée dans [V2].

(B,). Rappelons que dans le cas des polyndmes 4 une variable, on peut

s'arranger pour qu'aucune remontée ne soit nécessaire (Voir le paragraphe 1
de la page 8). On peut aussi supprimer cette remontée pour les polyndmes a
plusieurs variables. Pour cela il suffit de vérifier la condition (b') suivante qui

est analogue a (b):

Il existe un homomorphisme @: K[X]

> K [X]
®")

[ dont la restriction 3 Q, est injective.

Cette condition (b') est vérifiée si on substitue aux variables X,,..,.X_ des
entiers a,,...,a, suffisamment grands. On verra qu'alors la factorisation du
polyndme a une variable P(X,a,,..,a,) permet de retrouver les facteurs de
P(X,X,,.,.X,) sur Z[X,X,,..,X_]. Cette méthode est présentée dans [V1].

(B3). On applique la technique de (A,) au cas d'un polynébme P(X) a

" coefficients dans Z[X,,..,X]. On obtient une relation que doivent vérifier les

diviseurs de P sur K[X]. Ce critére permet de diminuer le nombre de

produits a calculer dans I'étape 3 de l'algorithme.
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Algorithme de simplification des polynémes a

plusieurs variables.

Le but de cet algorithme est de transformer le ou les polynomes étudiés en vue de

faciliter les calculs ultérieurs, qui peuvent étre par exemple, leur factorisation ou le
calcul de leur PGCD.

(C). Notons le polyndéme donné P = 2 aX,"..X,*™; on transforme P

en un polynéme P, = 2 aX,”..X,™ tel que l'application

¢: (d1,..,dn)

transformation permet de diminuer le degré du polynéme générique ou de le

> (D1,..,bm) soit une application linéaire. Une telle

rendre unitaire. Elle permet aussi chaque fois que c'est possible de diminuer

le nombre des variables. Cet algorithme est présenté dans [V3].
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Partie : A.

Avant d'aborder le probleme de la factorisation d'un polyndéme P a
cocfficients entiers, on doit étudier plusieurs questions annexes comme
le calcul du plus grand diviseur commun, l'évaluation d'une bome des
coefficients des diviseurs du polyndmie “'P, ainsi que la transformation de
P en un polynéme unitiaire.

Donnons quelques définitions utiles pour la suite :

Le polyndme P est noté a, X* + ... + a,. On dit que P est primitif si
ses coefficients a,, ..., a; sont premiers entre eux.

Supposons P non primitif; on peut rendre P primitif, en le divisant
par PGCD(a,, a,, ..., a,). Le polynéme primitif ainsi obtenu sera noté
prim(P).

Le coefficient a, de P s'appelle le coefficient dominant; si a, = 1, on

dit que P est unitaire.
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I. PROBLEMES PRELIMINAIRES
A LA FACTORISATION.

1°) Calcul du plus grand commun diviseur de

deux polynomes.

Toutes les propri€tés et définitions de ce paragraphe sont empruntées a l'ouvrage de

Knuth [Kn].

Calcul du PGCD de deux polynomes de K[X] ou K est un corps.
Soient deux polyndbmes A et B unitaires de K[X]. L'algorithme d'Euclide pour le

calcul du PGCD de A et B consiste a construire une suite de couples (A,, B,)
définis comme suit :

1) (A, B,) = (A, B);

2) on effectue la division de A, par B,; soit R le reste; alors on prend (A,,,, B,.,)
égal a (B, R);

3) le dernier couple (A,, B,) est tel que B, = 0; alors PGCD(A, B) = A,.
Le coit de la division de A, par B, est celui du produit de (d°B,)(d°A, - d°B,)
coefficients (en négligeant les additions). Si on note d,, et dy, les degrés de A, et
B,, le calcul du PGCD de A et B revient a effectuer N produits, avec :
N = dg(d, ~ dg) + dg,(dg — dgy) + ... + dp(dy, — dg) + ...

=d,ydg — dp(ds — dp) — ... — dau(da — dgy) — ..

<d, dg

Si on suppose que la taille des coefficients est majorée par la taille du mot machine de

l'ordinateur utilisé, le coit du calcul du PGCD est donc donné par : d,- d.
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[
Division de deux polynémes de Z[X].
Soient A et B deux polynémes de Z[X]. Si B n'est pas unitaire et s'écrit
B=b, X%+ .. + b, etsi b, ne divise pas le coefficient dominant de A, alors on ne
L4 peut pas définir la division de A par B. On peut cependant définir une autre opération
appelée pscudo-division de A par B. Pour cela, on rend le polyndme B primitif, puis
on calcule deux polynémes Q et R tels que :
® AL2) (b)™ ™ A = B-Q +R avec d°R <d°B - 1.
On peut vérifier facilement l'existence et l'unicité des deux polynémes Q et R.
®
Calcul du plus grand diviseur commun de A et B noté PGCD(A,B).
On peut opérer comme dans 'algorithme classique d'Euclide. Pour cela, on remarque
que tout diviseur de A et B divise aussi R.
® Réciproquement tout diviseur A de B et R divise (b)™“®* A, mais puisque B
est primitif, ce diviseur A ne peut étre que primitif, donc il divise A. On a ainsi
I'égalit¢ PGCD(A, B) = PGCD(B, R), a condition que B soit primitif. Pour pouvoir
° continuer le processus, il faut donc rendre R primitif. En conséquence, on obtiendra

PGCD(A, B), en calculant la suite des couples (A,, B,)) définis comme suit :
1) (A, B) = (A, B);
2) on effectue la pseudo—division de A, par B,; soit R l¢ reste;
® alors on prend (A,,;, B,,,) égal a2 (B,, prim(R));
3) le dernier couple (A,, B)) est tel que B, = 0.
Remarquons que d°B,,, < d°B, - 1; par suite on aura B, = 0 au plus tard pour

n=d°B - 1. Lorsque B, =0, il est clair que

® PGCD(A, B) = PGCD(A, ,, B_,) = B,,, = A,
L'opération la plus cofiteuse de cet algorithme est celle qui doit rendre primitif le reste
R de la division de A, par B, Les améliorations de l'algorithme consistent 3
°® supprimer ce calcul.
Examinons l'amélioration la plus simple; elle a été proposée par Collins dans [C1].
Avant de définir ce nouvel algorithme, étudions deux pseudo—divisions successives
b)" A, =B, Q +R ou NI =d°A,-d°B,+1,
L (r.)¥ B, =R Q1 + R1 ou N2 = d°B,-d°R+1.
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On peut démontrer que R1 est divisible par « = I et que:
PGCD(A,, B,) = PGCD(B,, R) = PGCD(R, R1/(b.)"™).
On en déduit le nouvel algorithme de Collins :
1) (A, B,) = (A, B); on prend a = 1;
2) on effectue la pseudo—division de A, par B,, notée
()" A, =B, Q +R ou N=d°A, - d°B, + 1;
alors on prend (A,,;, B,,;) égal 3 (B,, R/a), puis
a égala (b)%;
3) le dernier couple (A,, B, est tel que B, = 0.
Les algorithmes usuels de calcul du PGCD de deux polyndmes ont profité d'autres
améliorations; Collins propose un algorithme utilisant les "sous—résultants” des couples
(A,, B,), dans [C2]; Brown propose dans [Bo] un algorithme fondé sur I'arithmétique
modulaire.

Les coits de ces algorithmes pour des polynémes de degré d sont de l'ordre de

(A.L3) @ Log(d).

Factorisation d'un polynéme P ayant au moins un facteur carré.

Supposons que P ait un facteur carré noté Q% alors P = Q>R. Par suite la dérivée
P' de P scrit P'=2 QQ"R + Q*R. Donc P et P ont un PGCD de degré
minoré par d°Q. Il en résulte que le discriminant A de P, a savoir A = PGCD(P,P"),
est un diviseur non trivial de P. D'autre part, on peut montrer que P/A n'a plus de
facteur carré. Pour factoriser A, on peut lui appliquer le méme traitement qu'a P. On

peut donc toujours se ramener au cas suivant :
(A.L4) P n'a pas de facteur au carré.

Dans la suite, on suppose que P vérifie (A.L.4). Le codt de ces calculs est celui du
calcul du PGCD de deux polyndmes de degré d et d-1; ce coiit est donc de l'ordre
de d* Log(d).
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2°) Majoration des coefficients des diviseurs
de P.

La plupart des résultats de ce paragraphe sont dis a3 Maurice Mignotte. Ils figurent
notamment dans le Chapitre IV, paragraphe 4, de son ouvrage [M1]. On peut les trouver
€galement dans [M2], [Gu], [Du] et [CMP].

Le polynéme donné P est écrit sous la forme
ALS) P =aX+..+a =a,(X-2)..X-z),

et 'un de ses diviseurs Q sur Z[X] est écrit sous la forme
AL6) Q =b,X"+b, X'+ ... +b, =b, (X - zy) ... (X -2zy,).

Le polynébme P s'écrit Q'R oi le degré de R vaut q = d — n. Donnons quelques

définitions, pour présenter les différentes majorations des coefficients b;.

Définiti
On appelle mesure de P le nombre M(P) égal au produit de | a, | et des nombres
max(1, |z |), les nombres z étant les racines de P.

On appelle hautcur de P le nombre H(P) = max(|a,|, .., |a,|). On.appelle

norme de P le nombre | P = \/|a°|2+...+ | a4 | %

On appelle longueur de P le nombre L(P)= |a,| +..+ |a,|.
Enfin, onnote |P |, le nombre max | P(z) | .

|z]=1

Eu!pn.é!g,S s
D HP) = |P| = |P| = L(P) = (d + 1)-H(P).
2) M(P) = | PJ.

Les inégalités de 1) sont évidentes, sauf ||P|| < | P| qui résulte de la formule de

Parseval : 1 )
fp|* = Jro | P(e*) | ?dt.
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L'inégalité 2) est die 2 Landau; elle a été redémontrée entre autre par Mignotte dans

[M2].

Dans la suite du paragraphe, le polyndme P est égal au produit Q-R et Q s'écrit

b, X"+b, X' +...+b,.
N

arn  Inl = ()ME
AL8) LQ) s 2*M®P)

[¥n]

ALY HOQ = ( )-IIPII

(AL10) L(QYLR) = 2°M(P)

d!
(AL11l) L(Q'MQR) = I(P) pour d=sn+3
n!
d!
AL12) |Q|L(R) = | P |
n!
d-1 1

AL13) [|Q| MR) = H — | P

(Mignotte [M1])
(Mignotte [M1]).

(Landau—Mignotte [M1]).

(Mignotte [M1]).

(Giiting [Gu]).

(Durand [Du]).

(Donaldson et Rahman

= sin(m/(k+2)) [DR]).
dd
ALY |Q|-MR) = R (Mignotte [Md]).
n"q?
Si on note z,,..., z, les racines de P, alors on a
b | = pX |za |- |2e | ]2z4] ol on fait la somme de tous les produits
|za |~ |z4] de j facteurs. Comme le nombre de ces produits est égal a (3),
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et que chaque produit |z, | - |z, | est majoré par la mesure M(Q) du polynéme
Q, alors on obtient I'inégalité | b; | = (}) M(Q). Il est clair que M(Q) = M(P). On en
déduit donc la premicre inégalité.

La deuxiéme inégalité se déduit aussitot de la premiére. On obtient facilement I'inégalité
suivante, grice a l'inégalit¢ M(P) < || P ||, donnée ci-dessus page 17. En combinant
l'inégalité | b, | = (}) M(Q), démontrée ci-dessus, 2 I'inégalité correspondante pour le
diviseur R, on obtient la quatriéme relation.

Plusieurs questions peuvent se poser pour choisir la meilleure majoration. Rappelons
les comparaisons suivantes effectuées dans [M4] :

Les deux premires inégalités de Mignotte (c'est-a-dire | b | = () M(P) et
L(Q) = 2" M(P) ) sont les meilleures pour d = n + log(n) := M; par contre les
inégalités de Giiting et Durand sont meilleures que la deuxiéme inégalité de Mignotte
pour d <= M, mais dans l'intervalle I'inégalité de Donaldson ¢t Rahman est meilleure que
les inégalités de Giiting et Durand. Enfin la derniére inégalité de Mignotte, a savoir

dd

| Q[ MR) = (R

n"q?
est meilleure que celle de Donaldson et Rahman pour d = n + 10.
D'autre part, on peut se demander si ces majorations ne sont pas trop restrictives. Une
premiére réponse est que la deuxi¢me majoration de Mignotte 1(Q) =< 2" M(P) est la
meilleure majoration possible écrite sous cette forme. En effet, dans [M4], Mignotte
montre qu'on ne peut pas remplacer 2 par 2 - o, quel que soit a > 0. Cependant
lorsque la mesure M(P) n'est pas grande, on peut obtenir une meilleure borne. Mignotte

donne dans [M4], la majoration suivante :
ALLS) Q] =se*(d+2vd +2)* MP)* odado=vd.

En comparant grossi¢rement cette majoration avec la majoration L(Q) = 2" M(P), notée

ci~dessus (A.L.8), on peut dire que le coefficient 2 de (A.L8) est remplacé dans
(AL1S) par 2%08 90 MPMe2 Comme do = vVd la majoration est meilleure que
(A.L8) lorsque (Log d)(Log M(P))/(log2) = vd.

D'autre part, il est presque toujours possible de donner une meilleure majoration de
H(Q) en combinant (A.L.8) avec la méthode de Graeffe. La méthode de Graeffe

consiste a considérer le polyndme :
PO)P(-X) = (X - 2) (X - 2)(-X - z)(-X -2)




20

= @@ - Xz - X).

En notant P,(Y) le polyndme (a,)%(z,* = Y)(z - Y), il est clair que M(P)) =
M(P)*. On calcule les polynémes suivants P,, ..., P, tels que

M(P) = M(P,,)* = ... = M(P)" ou N =2~',
On obtient donc les majorations M(P) = ||P,||'% ..., M(P) = || P, || . Cet
algorithme est présenté dans [CMP]; on y démontre en particulier, que || P, || ¥ tend
vers M(P) lorsque k devient infini (Proposition 1).
En calculant la suite des polyndmes P,, ..., P,, on obtient donc un algorithme qui calcule
un majorant de M(P) qui tend vers M(P).
Considérons par exemple le polynéme écrit en REDUCE sous la forme
P(X) := 6 X**5 - 8 X**4 + 6 X**3 + 9 X**2 - 5 X - 3.
Si on définit une procédure REDUCE notée Mesure(P,m), qui calcule la norme du
polynéme P, alors en tapant Mesure(P,1), Mesure(P,2), Mesure(P,3) et Mesure(P,4),
on obtient successivement Mes =< 15,84, Mes < 15,5, Mes < 13,14 et Mes =< 13,01.
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3°) Factorisation d'un polynéme non unitaire.

Les méthodes de factorisation étudiées dans la suite ont comme point de départ, la
factorisation du polyndme P sur I'anneau Z/p[X] = F,[X]. Le nombre p est un
nombre premier choisi de fagon que a, soit inversible sur F, (soit 5= 0). Alors I'image
de P=a, X'+ ..+a, sur F[X] peut s'écrire a( X? + a(a,) X+ + ... + ag(a))
= a,P, ol P, est unitaire. On est donc ramené i la factorisation sur F,[X] dun
polyndme unitaire P,. Notons cette factorisation Q-Q3% A partir de cette
factorisation sur F,[X], on déduit la factorisation Q,~Q, de P, sur Z/(p™)[X], soit
P = a-Q,~Q, modulo p=. Il en résulte que si le produit Q;,~Q;, correspond
a un diviseur de P sur Z[X], alors Q = 3,Q;,Q;, divise a, P sur Z[X]. On
peut donc obtenir un diviseur de P sur Z[X], en rendant primitif le polynéme Q.
Ainsi, la factorisation du polyndme unitaire P, permet de trouver les facteurs de P
sur Z[X].

Dans la suite on déterminera donc la factorisation d'un polynéme unitaire. Puis dans la

phase finale de la factorisation, on multiplie chaque diviseur potentiel Q par a, puis

on effectue la division de a,P par a,-Q. On trouvera ainsi tout diviseur de P.
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II) METHODES CLASSIQUES DE
FACTORISATION.

1°) Factorisation de P sur F,[X] par la
méthode de Berlekamp.

Introduction.

L'algorithme de Berlekamp est d'abord présenté dans l'ouvrage de Berlekamp, Chapitre
6 dans [Be], puis par Knuth dans [Kn], au paragraphe 4.6.2. La présentation adoptée
ici est voisine de celle de l'ouvrage de Mignotte [M1].

La premiére étape consiste a choisir un nombre premier p tel que le polyndme P reste
sans facteur carré sur Z/(p)[X] et conserve son degré d.

Tous les calculs sont ensuite effectués sur le corps F, = Z/(p). L'étape principale de
l'algorithme est la recherche d'un polyndme A défini modulo P et vérifiant la relation
A® - A = 0. Cela revient 2 résoudre un syst¢tme homogéne de d équations a3 d
inconnues. On obtient ensuite les facteurs de P en calculant tous les PGCD de P et
des polyndmes A - o pour 0 < a < p-1.

Cette derniére étape est la plus longue.

Choix du nombre premier p.

Rappelons que P est supposé sans facteur carré sur Z[X]. Cette propriété est essentielle
dans l'algorithme de Berlekamp et elle doit rester vraie sur F,[X]. Comme P est sans
facteur carré, il est premier avec sa dérivée P'. D'aprés l'identité de Bezout, on peut
donc trouver deux polyndémes primitifs uniques U et V de Z[X] de degrés respectifs

majorés par d°P -1 et d°P tels que :

AILl) UP+VP=0€7Z
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ol & est le discriminant de P. Il est clair que P et P' auront un diviseur commun sur
F, si et seulement si & est nul sur F,, c'est-a-dire si p divise 8. On devra donc
choisir un nombre premier p qui ne soit pas un facteur de 9.

De plus, on veut que a, soit inversible sur F,[X]; le nombre p devra donc étre choisi

en dehors des facteurs premiers du coefficient dominant a, de P.

Etude de l'anneau <, = F, [X]/(P).
L'algorithme de Berlekamp utilise l'algébre Q, = F JAX]J/(P) ol P est égal au produit
Q"Q;+Q, de polyndmes iméductibles. Quelques propriétés de cet anneau €,

seront utiles dans la suite.

Soient Q,,...,Q, des polynoémes de F,[X] deux a deux premiers entre eux, de produit
P. LthQmprhxsmc_namde; Q, = F,[X]/(Q,-Q,) dans
EIXIA(Q) x - x F,[X]/AQ,) est un isomorphisme.

Dé .
Notons f I'homorphisme canonique de F,[X] dans F[X](Q) x - x F,[X](Q).
I est clair que son noyau est égal a I'idéal (Q,-Q ). Donc I'homorphisme canonique
de l'énoncé est bien injectif. Pour montrer que f est surjective considérons des
polyndémes P,, .., P, de F,[X]/(Q)), ..., F,[X](Q)). Comme Q,,...,Q, sont deux 3 deux
premiers entre eux, alors on peut décomposer la fraction rationnelle 1/P en éléments

simples; on obtient :

1 S, S
(A.IL.2) = — 4+ .+ —,
Q,Q, Q, Q,
Sl Sr
Posons A= (P,— +..4+P,—)Q,;~Q, Alors A est congru modulo Q; a
Q, Q,
S.

P; EJ Q,~Q,, donc d'aprés (A.Il.2), A est congru 2 P, modulo Q. Le théoréme
3

est donc démontré.
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Dans la suite, on suppose que P = Q;Q,~Q, est un produit de facteurs

irréductibles et deux a deux distincts. Il résulte du théoréme chinois que tout polynome

A de Q, peut s'écrire comme un r-uple (A, ..., A) ou A; € F,[X]/(Q).

D'autre part, il est clair que tout élément de F,[X]/(Q;) est défini par un polyndme de

degré qj - 1, ot qj est le degré de Q. Par suite, F,[X]/(Q;) est isomorphe a (F,)%,

et il en résulte que , est isomorphe au produit (F,)* x (F,)* x-x (F,).

On considere l'application f de Q, = F,[X]/(P) dans lui-méme, définic par

Q) = Q° - Q; on peut écrire f sous la forme (f,,..., f,..., f) ou f, est définie sur

F,[X]/(Q). On peut vérifier facilement que f et f; sont des endomorphismes. En effet,

si a et b sont deux €léments de F, , alors
@X+bYy=22X+bPY =aX+b Y.

Par suite f(a X + b Y) =af(X) + bf(Y) et f; est bien un endomorphisme. On en

déduit que f est également un endomorphisme.

P ition 1
1°) Ona pourtout X de F,[X)/(P):

AIL3) X-X = X(X -1)(X —o)(X -p-1).

2°) Le noyau de l'endomorphisme f est isomorphe a3 (F,), ol r est le nombre de
facteurs irréductibles de P.

3°) Le nombre de facteurs irréductibles de P est égal 4 la dimension du noyau de .

Dé :
Tout élément o de F, vérifie 'équation X° — X = 0. On peut donc mettre X - «

en facteur pour o | [0, p—1], et la relation (A.IL.3) en résulte. D'aprés cette relation

(A.JL.3) le noyau de f; est égal a F,, donc le noyau de f est égal a (F,)"

Recherche des facteurs irréductibles de P.

Notons A un polyndme du noyau de f de degré > 0; comme il est défini modulo P,
A sécrit a,+a, X+ ..+a,, X*\

D'aprés (AI1.3), A(A - 1)~(A - p - 1) est un multiple de P, donc tout facteur
iméductible Q; de P divise le produit A-(A-1)(A-p-1), donc l'un des
polyndmes A —a pour 0 < a < p-1. Le calcul de PGCD(P, A-e) pour o« =0,..., p-1
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fournira donc des diviseurs non triviaux de P; malheureusement deux facteurs
irréductibles Q; et Q, peuvent diviser le méme polynéme A - «, donc les diviseurs
de P ainsi obtenus ne sont pas nécessairement irréductibles.
La cennaissance d'un polyndme A de degré > 0 du noyau de f permet donc de
donner une factorisation particlle de P. Pour trouver un tel polyndme A, on calcule
A’ ~ A modulo P, ol A s'écrit sous la forme a, +a, X + ... + a,, X,
On calcule ensuite A? - A, en remplagant dans A?, X?,... X@r par les restes de leurs
divisions par P. On écrira donc X sous la forme A;, + A, X + ... + Agy 3 X,
Le coefficient de X’ dans le développement du polyndme A? — A s'écrit

a A+ A+ +aA; - D)+ .. +a,, Agyje
En écrivant que les d coefficients de X°, X!, ..., X*' sont nuls on obtient un systéme
‘homogene de d équations linéaires 3 d inconnues a,, a;, .., a,,. Notons ce systéme

(S). Si ce systéme est de rang t, alors la solution générale s'écrit :
All4) A=u A +..+u A avec 0s u < p-1.

Rappelons que la recherche des diviseurs de P se fait ensuite en calculant le PGCD de
Petde A, — a pour tout nombre o de [0, p-1].

Coiit de l'algorithme.

La méthode de Berlekamp comporte plusieurs étapes. La premicre étape consiste a
calculer les mondémes X’* modulo P. Le calcul de X? peut étre obtenu en effectuant
Log(p) élévations au carré, ayant chacune un coit de d? produits de coefficients. Le
produit de deux coefficients a un coiit égal 2 Log?p. Le coiit du calcul de X? vaut donc
d’ Log’p.

Le calcul de chacune des autres puissances Xi® exige seulement le calcul d'un
nouveau produit de polyndmes, donc il a un coit égal 2 d* Log?p. Cette premicre étape
a donc un coit total égal 2 d’ Log’p + d® Log?p.

La deuxiéme étape exige de résoudre un systéme de d équations 3 d inconnues. En

utilisant la méthode du pivot, on doit effectuer %d* opérations €lémentaires sur les

- coefficients. Comme les coefficients sont définis modulo p, le cofit est donné par %d’*
Log’p.
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Dans le cas oli le polynéme P n'est pas irréductible, on doit calculer jusqu'a p PGCD
de polynémes de degré d. D'aprés l'étude faite plus haut, le calcul du PGCD par
l'algorithme d'Euclide a un cott de  d* Log’(p) Log(d).

La factorisation partielle de P a donc un coiit total égal a
(AIL5) p d* Log’p Log(d) + d’ Log’p.

Pour obtenir une factorisation compléte, on peut considérer plusieurs polyndmes A, puis
en effectuant pour chacun d'eux les p calculs de PGCD. On peut espérer ainsi trouver
rapidement les r facteurs irréductibles de P. En effet on sait que tout nouveau

polyndme A donne une factorisation différente. Le coit est alors de l'ordre de
(A.I1.6) p & Log’p.

Une autre possibilité est d'appliquer 1'algorithme a chacun des facteurs de la factorisation
particlle obtenue. Le cofit est du méme ordre que si on prend plusieurs polynémes A,

a savoir p d® Log’p.

Exemple.

Considérons le polynébme P =X’ +3X' -X*+2X - 1.

Choisissons p = 5. Calculons A(X) =a, +a, X + 3, X* +a, X’ + a, X*.
A-A=a,X®+a,X"+a, X°+a, X*~a, X -2 X -3, X" - a X.On calcule X’,
X X et X? modulo P. On obtient :

X = 1 -2X + X -3%X ,
X 2X 42X +2x + X ,
X¥ = -2 + X -=2xX +2X 3
X = 1 -2Xx - X -2X - X
On en déduit :
A’ - A = a, 2 a, + a)+
X (33 +2a + a; -2a) +
X ( a + a -2a - a) +
X (2a +2a + a -2a) +
Xt 3 -2a)
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®
Le tableau des coefficients du systéme d'équations qu'on doit résoudre s'écrit :
a4 3 4 a4 3
® 0 1 0 -2 1
0 =3 2 1 -2
0 1 1 =l -1
0 -3 2 1 -2
0 0 1 0 -2
¢
Apres la résolution on obtient le tableau suivant :
a, 3 a a; a
0 1 0 -2 1
® 0 0 1 1 =2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
P Le systéme est donc de rang 3 et ses solutions s'écrivent:
1| 0 0
0 2 -1
S = u 0 + v 0 + w 2
0 1 0
¢ 0 0 1
Le polynéme donné P admet donc 3 facteurs irréductibles sur F,. Si on prend la
solution A =2X + X* le calcul des PGCD donne
® PGCD(P, X’ +2X ) = I
PGCD(P , X* + 2X + 1) = 2
PGCD(P, X* + 2X + 2) = X+2
PGCD(P , X* + 2X + 3) = X-2
® PGCD(P , X® + 2X + 4) = X2 o2 1
Donc P =(X*+2X - 1XX + 2XX - 2) sur F,.
®
®




2°) Etude d'une autre méthode de

factorisation de P sur F,[X].

Plusieurs autres méthodes sont fondées sur le méme principe que la méthode de
Berlekamp, mais cherchent a diminuer les calculs de PGCD de la derniére étape. L'une
des plus intéressantes de ces méthodes est celle qui a été proposée indépendamment par
Cantor et Zassenhaus dans [CZ], et par Camion dans [Ca]. La présentation adoptée ici
est celle de l'ouvrage de Mignotte [M1].

Présentation de l'algorithme.

On note comme ci-dessus, P le polyndme a factoriser et on suppose que p est un
nombre premier impair. On considére comme plus haut, I'endomorphisme f de
F,[X]/(P), tel que f(A) = A” — A pour tout A € F,[X]/(P); d'aprés l'isomorphisme du
théoréme chinois, A s'écrit (A,,..A,,...,A)) ou A € F,[X]/(Q,). Dans la suite on note
A, un élément du noyau de f. D'aprés le 2°) de la Proposition 1, A, s'écrit (a,,...,a,)
ou a € F, . La méthode de Berlekamp consiste a prendre un polyndme A, du noyau
de f, puis a calculer tous les PGCD de P etde A, - a avec o =0,.., p-1. Il en
résulte que le coit de ce calcul est proportionnel 3 p, ce qui oblige a choisir une valeur
de p qui ne soit pas trop grande. Le lemme suivant permettra d'éviter ces nombreux
calculs de PGCD.

Lemme.
Soit p un nombre premier impair, f l'application définie sur F,[X]/(P) par

Q) =Q°-Q et A, un polynéme du noyau de f.
Alors tout diviseur irréductible de P divise l'un des trois polynémes A,, A - 1 et
A+1,00 A=(A)

Dé :
Comme A, appartient au noyau de f, alors d'aprés le 2°) de la Proposition 1, il s'écrit
A, = (a,,..,3;,-,3) € (F,)". Il en résulte que A*? s'écrit sous la forme (a,"",..,a"",..,a*");

comme af = a;, alors af” =1 (ou O sia = 0). Par suite A =(3,,..,5,..,8) ou
& ==+1 (ou O si a=0).
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Comme A, appartient au noyau de f, alors AZ - A, est nul modulo P. Par suite
Af - A, = A (A - 1)(A + 1) est un multiple de P. Le lemme est donc vérifié.
L'algorithme de factorisation consiste & résoudre le systtme d'équations définissant le
noyau de f comme dans la méthode de Berlekamp. Ensuite on calcule les trois PGCD
suivants PGCD(P,A,), PGCD(P,A-1) et PGCD(P,A+1).

On obtiendra donc un diviseur non trivial de P, sauf si A-1 ou A+1 sont nuls modulo
P. On obtient ainsi une factorisation partielle de P, a condition que la condition suivante

soit vérifiée
(AIL7) A ===x1 modulo P.

Calculons la probabilité pour que (A.IL.7) soit vérifié. Considérons un polyndme A, =
(31,--,3) du noyau de f; calculons A = (A" = (5,,..,..,8) oi § = =1. La
probabilité pour que A, soit tel que A = (1,...,1) ou pour que A = (-1,..,-1) est
égale 3 2.a” ol o est la probabilité pour que 8, = 1. I est clair que o« = (p-1)/2p.

Il en résulte que la probabilité pour que (A.IL7) soit vérifié est supérieure a 1.

Etude du coit.

Le calcul de A, exige les mémes calculs que dans l'algorithme de Berlekamp, a savoir
d® Log’p + d* Log?p.

Le calcul de A ®™? exige d'effectuer Log(p/2) produits de polyndmes, 2 savoir
d’(Log’p)-(Logp - 1) produits élémentaires. En ajoutant les 3 calculs de PGCD on
obtient un coit de d’ (Log’p)(Logp + 2). Comme la probabilité d'obtenir ainsi une
factorisation non triviale de P est supérieure 3 %, le coiit moyen d'une factorisation
partielle de P est de l'ordre de

(A.IL8) d’ Log’p + d* Log?p,

ce qui est meilleur que le codt de l'algorithme de Berlekamp surtout lorsque p devient

grand.
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3°) Factorisation de P sur Z/( p?)[X].
( Méthode de Zassenhaus )

Cette méthode est notamment présentée par Zassenhaus dans [Za] et par Wang et
Rothschild dans [WR]. On suppose que P est unitaire comme dans le paragraphe
précédent, et on reprend les notations de I'étape 2 de l'introduction.

Dans cette deuxi¢me €tape on considere la suite d'anneaux K; = Z/(p™) oit Nj = 2'. Cette
suite permet de remonter de K, =F, a K,,.

Notons P; la projection de P sur K[X]. Pour chacune des surjections canoniques
0;: Ki.[X] —> K|X], on doit construire I'image réciproque P,, de P, Pour

simplifier les notations, posons q = p™, R* = P,

.15 de plus notons R,...R, la factorisation

de R =P;sur Z/(q) obtenue a partir de la factorisation de P sur Z/(p) trouvée a I'étape
1. Notons R,*...R* la factorisation correspondante de R* = P,,, sur Z/(q?).

On peut écrirc R* =R +qS et R*=R;+qS; ou S, R, §et R; appartiennent a
Z/(q). Les polyndmes S et S; sont appelés les coefficients de q du polyndme P et
de ses diviseurs sur Z/(q")[X].

On connait P et les projections de ses diviseurs sur Z/(q)[X], a savoir R,,..., R. On
veut calculer les coefficients de q des diviseurs de P. Le lemme ci-dessous nous

donne un moyen d'obtenir ces coefficients.

Lemme.
La factorisation de P est notée R,'R,"R, sur Z/(q)[X] et R*R,*R.* sur
ZAQ)X] oit R* =R +qS;
I Iynd s, ¢ ; fe la dé - 96 il
g . S - et
_de la fraction rationnelle p ol S estlaprojectionde P sur Z/(q)[X].
D¢ ;
Comme R* et ses diviseurs R* sont unitaires, alors on a (A.JL.9) deg S < deg R;

deg S, < deg R;;...;deg S, < deg R.. On peut écrire R* sous la forme

(AIL10) R+qS = (R, +gS) (R, +gS,)..(R, + qS)) sur Z/q).
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Il en résulte les relations

J R =R,R,"R,

(A.IL.11) sur Z/(q)
l S=S,R,;R, + R;'S;R;R, + ~ + R;“R 'S,
S
Si on note F la fraction —, les relations (A.IL11) ci-dessus impliquent :
R
(A.IL.12) F=—+—34+ ..+ —.
R, R R,

D'aprés les majorations de degrés (A.IL.9), on peut obtenir S,,.» S, en décomposant la
fraction rationnelle F en éléments simples. Le lemme est donc démontré.

En fait l'algorithme classique résoud directement (A.I1.11) sans passer par les fractions
rationnelles. Cette technique a &té présentée pour la premiére fois dans [V2], puis elle
a été reprise par Lugiez dans [Lul]. Il semble -qu'en utilisant I'algorithme de
décomposition des fractions rationnelles. trés efficace donné par Kung et Tong dans
[KT], on obtienne grice a cette technique une méthode de factorisation plus rapide que
la méthode classique.

Le processus général de remontée quadratique est di a Zassenhaus- et figure dans [Za];
un algorithme analogue, mais linéaire avait été donné par Hensel. L'algorithme de
remontée permet ainsi de définir la factorisation de P sur l'anneau Z, des nombres
p-adiques.

Notons n le plus petit entier tel que les coefficients des diviseurs de P sur Z[X]
soient compris entre -%p™ et Y%p", sachant que N = 2° On arréte la "remontée" 3
l'anneau K, = Z/(p"); alors les diviseurs de P sur Z[X] sont définis par leur
projection sur K.

Pour majorer les coefficients des diviseurs, utilisons I'une des bomes de Mignotte
données dans II.2, par exemple B, = 2'M(P) ot M(P) est la mesure de P. On
choisira donc p" = B,, soit

(A.IL13) N = (d + LogM(P))/Logp.
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Etude du coit.

A chaque étape on doit d'abord effectuer le produit des diviseurs qui ont été définis
modulo p™ al'étape précédente. Ensuite on doit décomposer une fraction rationnelle en
éléments simples.

Le calcul du produit de r polyndmes de degrés d,, .., d, exige de calculer d,-d,
produits de coefficients, donc le coiit de ce calcul vaut

[d;d; + (dy+d,)dy + =+ + (d,+-+d ,))-d,]'N’Log’p.

Comme d, + - + d, = d, ce colit est maximum lorsque d, = .. = d_ = d/r; il est donc
égala d’[1+2+ - + (r-1))r* Log = % d’N?Log’p. La décomposition des fractions
rationnelles exige d-Log®d produits de coefficients d'aprés Kung et Tong [KT]. Le
colit de cette décomposition est donc donnée par d-Log?d-N*Log’p. Au cours des
étapes successives, N prend les valeurs 2, 2%.., 2.

Le coit total pour obtenir la factorisation de P sur Z/(p™)[X], a partir de la factorisation
de P sur Z/(p)[X] est donc majoré par d*Log’p-( 4 + 4> + ... + 4') dont l'ordre

de grandeur correspond aux calculs de la derniére étape, a savoir
(AIL14) d*Log*(p").

Pour que les diviseurs définis modulo p" puissent étre idenifiés aux diviseurs de P sur
Z[X], on doit choisir un entier N vérifiant (A.I1.13), a savoir
N = d-Logp-LogM(P). Alors le coit total de cette deuxieme étape est égal a

(AIL1S) & (d + LogM(P))>

Remarquons que si on cherche seulement une factorisation partielle de P, alors on peut
ne considérer que les diviseurs de P de degré majoré par !d. Les coefficients de ces
diviseurs sont majorés par 2%* M(P). Alors le coit total de la deuxiéme étape de

l'algorithme de factorisation partielle est égal a
(AIL16)  d (%d + LogM(P))%.

Ces coiits dépendent donc trés directement de la borne prise pour majorer les coefficients
des diviseurs de P. Il est donc utile d'utiliser les majorations les plus fines proposées par
Mignotte et analysées en A,1.2°).
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3°) Factorisation de P sur Z[X].

Méthode classique pour une factorisation partielle ou compléte.
Notons Q,..Q;...Q, la factorisation de P sur Z/(p™)[X], obtenue au paragraphe
précédent, avec p" > 2' M(P).

La troisieme étape de la factorisation consiste 3 calculer tous les produits Q;,...Q,
extraits du produit Q,...Q,, puis a vérifier si I'un d'eux divise P sur Z[X]. Une méthode
consiste a construire la liste L des polynémes égaux aux produits Q,...Q, qui ont un
degré majoré par 2 d et qui sont formés uniquement des facteurs Q,, s Qe

On peut utiliser l'algorithme suivant qui construit la

liste L:

Initialisation: L := {1}, Diviseur := ¢;
Itg’mtignl
Pour j de 1 jusqu'a Fin faire
[L*:={QQ/QEL et d°Q=%d-d°Q };
L := LUL*"
Pour Q-Q parcourant L* faire
{ R := Reste de la division de P par Q;Q;

Si R=0 alors Diviseur := Diviseur U {Q;Q};
Fin := (j = r) ou (Diviseur non vide);
Résultat:
La liste L de tous les produits Q,...Q, calculés.

L'ensemble Diviseur contient des diviseurs de P, mais reste vide si P est irréductible
sur Z[X]. Remarquons que si I'ensemble Diviscur n'est pas vide, les polyndmes qu'il
contient sont des produits Q;...Q; minimaux; ce sont donc des diviseurs irréductibles

de P. Pour trouver les autres diviseurs de P, on peut donc appliquer & nouveau
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l'algorithme ci-dessus au quotient de P par le produit des polynémes de 1'ensemble

Diviseur. On peut ainsi obtenir la factorisation compléte de P.

Etude du Coiit.

Pour la recherche de tous les diviseurs de P sur Z[X], le cofit est dominé par le calcul
des sous—produits de Q,-Q;~Q, sur Z/pPM[X] avec p" > 2° M(P). Dans le cas
ou le polynome est irréductible, il y a 2" produits a calculer, ainsi que 2' divisions; au

total, le coiit est de l'ordre de
(AI1.17) 2" d* [d + Log M(P)]>

Dans le cas d'une factorisation partielle, il suffit de prendre p™ > 2%¢ M(P), et il n'y a

que 27! produits et 2" divisions 2 calculer. Le coit est donc égal a
(A.IL18) 2 & [% d + Log M(P)]>

Le cofiit est donc exponentiel. Mais le nombre r est "en général" trés petit devant d,
bien qu'il puisse atteindre la valeur d. Berlekamp signale dans [Be], page 86, que pour
d "suffisamment grand", une valeur approximative de r est donnée par log(d). Un
résultat précis est donné par M. Mignotte et J.L. Nicolas dans [MN]. Pour cela on
majore le nombre de polynémes P vérifiant

| r~log(d | > A Vieg(d).
Un majorant vaut C A”%p¢ pour tout A = 0. D'aprés Mignotte, on peut prendre C = 4.
Faisons donc cette hypothése. Remarquons que le nombre total de polyndbmes P de
Z/(p)[X] ayant un degré majoré par d, est égal a2 p°. Si on prend donc A =V'8, on
peut affirmer qu'un polyndme sur deux au moins, vérifie la relation

| r-logd) | = v8 logd.
On a donc au moins une fois sur deux r < log(d) + V'8 log d. Avec cette approximation,

le cott usuel est égal a

@ @2 [d + Log M(P)]%

Essais d'amélioration de la méthode classique.
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Signalons aussi une autre approche de l'algorithme classique, visant 3 diminuer la
complexité de la derniere étape. Pour ccla on se donne une suite d'entiers premiers

S, ={py -, p;, ...}. Ensuite, on exécute l'algorithme de Berlekamp successivement avec
P =Py, - P;, ---; ON arréte dés qu'on trouve un nombre de facteurs r "petit" ou lorsque
j est supérieur a une certaine valeur. Dans ce dernier cas, on continue les calculs des
€tapes suivantes en choisissant celui des entiers p; qui a donné un nombre r minimum
de facteurs. Alors r est trés souvent égal au nombre exact de diviseurs de P sur Z[X]
et si c'est le cas la derniére étape disparait.

Cependant, Musser signale dans [Mu], p. 301, que pour tout d qui est une puissance
de 2, il existe un polynéme irréductible de degré d qui a au moins %d facteurs
modulo p pour tout nombre premier p. La factorisation de ces polynémes a donc un
coit qui est réellement exponentiel.

Remarquons aussi que dans le cas général, pour un degré élevé le nombre r de facteurs
modulo p est au moins une fois sur-deux voisin de log(d). Lorsque d est grand, les
différents choix de p dans S, = {p, ., P; .-} donnent donc le plus souvent des

valeurs de r voisines, méme pour un polyndme irréductible sur Z[X].

Exemple.

P=X+2X"+4X*+3.

Etape 1:

On choisit p = 5. La méthode de Berlekamp donne
P,=(X+1)(X~-1)(X+2) (X -2) (X +2) sur F,[X].

Posons R=P,=X*-3X'-6X*+8 R, =X+1, R,=X-1, R, =X +2,
R,=X-2et Ry=X*+1. Onen déduit: 58 =P-P, =5X*+ 10 X* - 5.

On calcule la décomposition en éléments simples:

X4 2RPE ] S, S, S, S, Ss
= + + + +
KHIXX-D(XH+2)X-2)(X*+1)  X+1 X-1 X+2 X2 X42

On obtient:
R, + 535, = X+1 +5(-1) = X -4
R, + 58, = X-1 +5+1) = X +4;

R, + 55, = X+2 +5(+1) = X +7,;
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R, + 58, = X-2 +5(-1) = X -7

R, + 58, = X42 +5(-2) = X*-8;

Posons U =P, = (X - 4XX + 4)X + TYX - TX(X* - 8)
=X*-73X*+54X*-23,

U =X-4 U,=X+4,0U,=X+7,U,=X-7,U;=X*-8.

On en déduit: 5V=P-P, =523 X* -2 X* + 1).

On calcule la décomposition en éléments simples:

3 X4 e 2x2 + 1 Vl V2 V3 V4 Vs
= + + + +
(XHAX-4)X+TNX-THX>-8) X+4 X-4 X+7 X-7 X>-8

On obtient:

U, +5.V, = X+1 +5(-1) + 5%-1) = X - 29
U, +5V, = X-1 +5(+1) + 5%(+1) = X + 29,
U, + 5V, = X+2 + 5(+1) + 5%(+2) + 5°(+1) = X + 182;
U, +5V, = X-2 +5(-1)+5(-2) +5(-1) = X - 182
Us + 5.V = X42 +5(-2) + 5%(-1) + 5°(+2) = X®+ 217,

Doit—on continuer encore la remontée? Supposons qu'on ne cherche qu'une factorisation
partielle de P, c'est—a—dire qu'on ne cherche qu'un diviseur de degré majoré par 4d. Les
coefficients d'un tel diviseur de P sont majorés par : B=2%* || P|| . Dans cet exemple
B = 44. On doit donc avoir p™ > 2:44 = 88, avec N =2°, ce qui est vérifié avec n = 2.
On construit la liste de tous les sous—produits de

(X — 29X + 29XX + 182)(X - 182)(X* + 217) de degrés inférieurs ou égaux a 3. On
construit la liste:

L={1,X-29, X+29 X +182, X - 182, X* + 217, X* - 216, X*- 278, X* + 278,
XP-29X*-43, X*+1,..}.

Seul X?>+ 1 égala (X + 182X - 182) modulo 5% divise P. On a donc trouvé un
diviseur de P sur Z[X].
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IIl. ALGORITHME DE LENSTRA.

1°) Présentation de 1'algorithme de Lenstra.

L'algorithme de Lenstra tel qu'il est présenté dans [L3] se décompose en trois étapes:

Etape 1.

Factorisation du polynome donné P dans Z/(p) par la méthode de Berlekamp sous la
forme Q;-QF ou QF est irréductible sur Z/(p).

Etape 2.

Remontée de la factorisation QFQ3 de Z/(p) jusqu'da Z/(p*) avec p* = B; la borne
B étant nettement supérieure a la borne de la méthode classique, soit 2¢ || P || . En effet
on doit prendre ici B = 2"?? || P || ** si on cherche un diviseur de P sur Z[X] ayant
un degré q. Cette étape 2 est donc nettement plus longue que I'étape 2 de 'algorithme

classique.

Etape 3.

Recherche d'un facteur Q de P sur Z[X], dont la projection Q* sur F,[X] soit un
multiple de  Qf. Pour cela, on étudiec I'ensemble I des multiples de Q¢ sur Z/(p*)
dont le degré est inférieur 2 d. Si P n'est pas irréductible sur Z[X], alors l'un de ses
diviseurs P, appartient a cet ensemble . En fait si I contient un tel diviseur P, de
P, alors P, est I'élément de I dontlanorme | P, || est minimum. L'étape 3 consiste
donc a rechercher un élément de ¥ de longueur suffisamment petite. Le calcul de cet
élément petit de I a un colt polynémial, alors que dans l'algorithme classique, 1'étape

3 a un coiit exponentiel.

2°) Définition des bases réduites.

Une définition géométrique et triés compléte des bases réduites est donnée dans [Va].

Ce qui suit a pour but d'introduire la notion de bases réduites pour la recherche d'un

diviseur de P sur Z[X], puis de donner les grandes lignes de l'algorithme de
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construction de Lenstra et enfin de rappeler les résultats sur les coiits. Les polyndmes
de Z[X] de degré majoré par d = deg P, forment un module sur Z. En particulier
I'ensemble noté I des multiples de Q définis modulo p* est un sous—module de
dimension d. Une base évidente de ce sous— module est :

B ={Q, X-Q, .., X**'Q, p, p*X, .., p*X*'}, avec q = deg Q.
Le probléme posé est de trouver un élément de ce sous—module dont la norme est
"petite”.
L'idée est de transformer cette base en une base formée de "petits” vecteurs. Pour cela
considérons une base quelconque B = {V,,..,V,}; le volume engendré par le
parallélépipede défini avec les vecteurs de cette base est égal au déterminant
AY) = | ViV 4| . Si la base est orthogonale, alors ce volume est égal au produit
Vi)l | V4l . Dans le cas d'une base quelconque non orthogonale, on a la relation

suivante, appelée inégalité de Hadamard
AILD  [Vill IVl = ARY).

Il en résulte que dans une base orthogonale, le produit des normes des vecteurs de la
base est minimum. Si de plus on trie les vecteurs de cette base de fagon que leurs
normes soient croissantes, alors on est assuré que le premier vecteur de la base
orthogonale a une longueur "assez petite”. Pour obtenir de "petits” vecteurs de <, on
pourrait donc penser a construire une base orthogonale.

La méthode habituellement utilisée pour construire une base orthogonale est appelée
méthode d'orthogonalisation de Schmidt; elle définit les vecteurs orthogonaux par

récurrence a l'aide des formules :

fT1=V1

(ATIL2) <V,T,>

iTj=Vj‘ 2 AT, ot Ay, = EVE
k

O<ksj-1

Mais les vecteurs T; ainsi construits n'ont aucune raison d'appartenir 2 3. En général
le sous—module ¥ n'a pas de base orthogonale. On peut cependant construire une base
{R;} qui soit "proche" de la base orthogonale {T;}. Une telle base est appelée base

réduite. De plus on voudrait que les normes des vecteurs de la base réduite soient si
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possible "croissantes” ou au moins pas trop décroissantes. Notons S; le sous—module

engendré par les j premiers vecteurs R,, .., R; de la base construite.

dc_SﬁhmML?LL'mdc_dcs_memlgs (A.II1.2). Qn_appcllc_lzaae_neiumg; 3 une base
{R;} vérifiant les relations suivantes

<R, T,>

(AIL3) A, =

<% ou 1=sks<jsd
(e

ALY 507 = % Ipsll®  pour 15j=d,

ou les vecteurs p°; et p;, sont égaux respectivement i T; + N5 Ty et @ Ty, et sont
les projections de R; et R, sur l'espace orthogonal 3 R

Dans la suite, on exprimera l'inégalité (A.IIL3) cn_dxsam_qys_lgs_zegmus R; sont
pscudo-orthogonaux et on exprimera (A.IIL4) en.disant que les vecteurs R; sont
pseudo—croissants.

Vérifions maintenant que la base réduite {R;, R,..., R;,...} contient effectivement des

vecteurs "petits”. On a plus précisément la relation suivante :
AIILS) ||R, [|*=2*" |UJ* pour tout vecteur U de .

Nous démontrons ci-dessous cette inégalité de fagon mettre en évidence I'importance des
deux propriétés de la base réduite, a savoir la pseudo—croissance (relation (A.IIL4) )
et la pscudo-orthogonalité (relation (A.ITL3) ). Cette démonstration figue dans [L3]
sous une autre forme.

Comme les vecteurs T; sont orthogonaux, les relations (A.IIL3) et (A.I11.4)

impliquent que | T;|* = /4, - A\ D) I T 122 % || T;u | > On en déduit par

récurrence que || T || = 2 || T,||?> pour k = j. Il résulte des formules

dorthogonalisation (AML2) que R [|* = [T,%+ 2 () [T.|°
Oxksj-1
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majoré par || T, || > + o‘é_l % 27 Ty ||% doncpar 27 || T, || ou encore par
27 I T ||* pourk =j.
Sij=1,onobtient ||R, ||*=<2“" | T,)|* pour tout k = 1. D'autre part on a

U=0‘§d }\,Rk=o‘k2‘d w T, avec A, w, €Z.

D'aprés (A.IIL.2), si k est le plus grand entier tel que u, == 0, alors u, = o,; par suite
fUll?z0® | T, ||*= || T. || > pour un entier k = 1. Comme || R, || 2 s 2" I Tl %
on obtient || R, || > < 2" || U || % L'inégalité est donc bien vérifiée.

3°) Construction d'une base réduite.

Considérons une base B = {V,,...,V,} de 3, etnotons {T,.,..., T,} labase orthogonale
associ€e. On construit de fagon récursive une base B/ = {R;--sR;, V,,..,V,} telle que
{R,,..,R;} soit une sous-base réduite, c'est-a—dire pseudo-orthogonale et pseudo~
croissante. Pour j=1, B! = {R;} = {V,}. Supposons que la base B/’ soit déja
construite, et déterminons B* 2 partir de B/.

Rendre la base pseudo-croissante.
Considérons les deux vecteurs p° = T+Mu T =V, - 2 AT, et

O<ksj-2
Pu=T, =V, - OE_Z MiT, . Onasoit, ||p%]l2=¥4 | p |2 soit

e I* > % Il % Sila premitre inégalité n'est pas satisfaite, on échange les
vecteurs V; et V,, dans la base donnée. Alors, les vecteurs T; et T,, sont
également échanggés, et il en est de méme des vecteurs P% et p;,. Par suite, la
sous—base Bj = {R;;--,R;5, V;, R;,} est pseudo—croissante; on I'écrit comme ci~dessus
\ A2

sous la forme B; = {R,,..,R,,,

Rendre la base pseudo-orthogonale.
Pour tout k € [1,j-2], transformons le vecteur V; en V,-rR, avec r égal a l'entier

le plus proche de | A, | . Les nouveaux coefficients A, seront égaux a

<V;-rR, T,> b . L l o
Ntz Mo~ TAh, Pour m=k,ona A, =1, donc le nouveau coefficient
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A, sera égal a A, -1, donc vérifiera | Ay, | = %. D'autre part, remarquons que les
nouveaux vecteurs V; — r R, ont une projection inchangée sur le sous-espace
orthogonal a {V,,..,V;,}, donc T; reste inchangé et la base reste pseudo-croissante.
Par contre, la transformation analogue pour k = j-1, rendant | A,;, | <% modific
T; et la base risque de ne plus étre pseudo—croissante. La transformation correspondante
de V; en V; -1 Ry, sera donc exécutée en premier, avant de rendre la base pseudo—
croissante.

Lenstra démontre dans [L3] le résultat suivant :

Lemme 1.

i ée véri | Vi{ = B, alors la complexité de
lalgorithme de construction de la base réduite est dc l'ordre de  d* Log(B)
multiplications portant sur des enticrs de grandeur d Log(B).

Programme REDUCE du calcul d'une base

réduite.

Le programme récursif suit de trés prés l'algorithme de Lenstra. L'intérét d'un tel
programme est de mettre en évidence la structure de l'algorithme; la base donnée est
formée des vecteurs R(0),..,R(n) qui seront transformés de fagon a obtenir une basc
réduite. On note comme dans l'algorithme T(0),...,T(n) la base orthogonale associée.
On utilise la procédure Affichebase(n) qui affiche les n premiers vecteurs de la base
réduite et la procédure Reduis(n,a,j) qui transforme le vecteur R(n) en R(n) - r R(G)

ol r est la partie enti¢re de a, de fagon que la base soit pseudo—-orthogonale.

Procedure Bred(n);
Begin Scalar k, j, m, q, c, I;

% Initialisation :
If n>0 then << T() := R(0); Bred(n-1); Affichebase(n); T(n) := R(n);

% Orthogonalisation de la base R(0),...,R(n) :
For j:= 0:n-1 do << Alpha(j) := Prod(R(n),T(j))/Norme(T(j));
Poj := T(n); T(n) := Poj — Alpha()xT() >>;

% Vérification de la pseudo-orthogonalisation des deux derniers vecteurs:
If Abs(Alpha(n-1)) > 1/2 then << R(n) := Reduit(n,Alpha(n—-1),n-1); Bred(n) >>
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®
else
% Vérification de la pseudo—croissance :
<< If Norme(Poj) < 3xNorme(T(n-1))/4 then << Echange(n,n-1); Bred(n) >>
else << j 1= n-2;
9% Si la base est pseudo-croissante, on examine si le vecteur R(n) est ®
% pseudo-orthogonal aux vecteurs précédents :
While j >= 0 and Abs(Alpha(j))<=1/2 do j :=j - 1;
If j>=0then << R(n) := Reduit(n,Alpha(j),j); Bred(n) >> >>
>> >>  End; L J
Exemple:
Considérons la base suivante :
B(0) := 625; B(1) := 244 + X; B(2) = 244xX + X**2; ®
L'exécution du programme REDUCE ci-dessus donne les 24 bases suivantes :
Base N° 1 Base N° 2 Base N° 3 Base N° 4 Base N° 5
{625,0} {244,1} { 244, 1} {-107,-3} {-107, -3} =
{244,1} {625,0} {-107,-3} {244, 1} { 30, -5}

Les calculs concernant les quatre premiéres bases, consistent en échanger les deux
vecteurs pour les ordonner suivant les modules croissants, et a retrancher du deuxiéme

vecteur, r fois le premier vecteur pour que les deux vecteurs soient pseudo—orthgonaux.

Base N° 6
{ 30,-5}
{-107,-3}

Base N° 11
{-17,-18}
{ 13,-23}
{91,83,1}

Base N° 16
{6,-7, 1}
{-17,-18}

Base N° 7
{ 30, —5}
(-17,-18}

Base N° 12
{-17,-18}
{ 13,-23}

Base N°17
{6,-7, 1}
{ 13, -23}

Base N° 8
{-17,-18}
{ 30’ —5}

Base N° 13
{-17,-18}
{91,83,1}

Basc N° 18
{6,-7,1}
{=5,~2;=3)

Base N° 9
{-17,-18}
{ 13,-23}

Base N° 14

{-17,-18}
{6’—7’ 1}
{ 13,23}

Base N° 19
{-5,-2,-3}
{6,-7,1}

Base N°10
{-17,-18}
{ 13,-23}

Base N° 15
{6,-7, 1}
{-17,-18}

Base N° 20
{-5,-2,-3}
{6,-7,1}
{-17,-18}
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Base N° 21 Base N° 22 Base N° 23 Base N° 24
{-5,-2,-3} {-5,-2,-3} {-5,-2,-3} {-5,-2,-3}
{6, -7, 1} {6,-7, 1} {6,-7, 1} {6,-7, 1}

{-23,-11,-1} {-3,-3,11}

4°) Diviseur de P défini par la base réduite.

Soit Q un diviseur de P sur Z/(p*). Notons B = {R,,..,R,} une base réduite du
module I des multiples de Q de degré majoré par le degré d de P. En fait, si la
norme de R, est suffisamment petite par rapport a p*, alors R, n'est pas premier avec

P sur Z[X]. Cela résulte du Lemme suivant:

Lemme 2.
Supposons que P ne soit pas divisible par X. Soit Q un diviseur de P sur Z/(p"[X]
de degré q. Notons S le module formé des polyndmes de Z/(P"[X] multiples de

ng_dggmmfénﬁuuu_d;gmdngSgananmchmmemcium_basg
réduite de 3. Supposons qu'on ait

(AIIL6)  pre = 2%W2 2@ | p| 21,
Alors R, n'est pas premier avec P sur Z[X] si et seulement si

kq
4
(A.I11.7) R ¢ = .
" 1 " " P " d-1

La démonstration de cette propriété est donnée dans [L3] ou elle fait I'objet de
plusieurs lemmes; bien que la propriété de R, donnée dans ce Lemme est plus faible
(R, non premier avec P) que celle donnée dans [L3] (R, divise P), la démonstration
est plus instructive et elle figure dans une version antéricure de [L3]. Cette
démonstration est également intéressante, car clle est le fondement de la méthode de
factorisation de Lenstra et elle montre l'origine de la complexité de la minoration
(A.IIL.6); or cette minoration (A.IIL6) est la cause de la grandeur du coiit de cette
méthode de factorisation.
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Supposons que les relations (A.IL.6) et (A.JIL7) soient vérifiées, mais que R, et
P soient premiers entre eux sur Z[X].

Supposons qu'il existe une combinaison linéaire

AP+ MXP + .+ Ny XH'P - p X°R, - i X*R, - ... — p, X* 7R, = 0.

Alors P diviserait (u, + i, X + ... — p,X*")X'R’; donc P ne serait pas premier avec
R,. Par suite, la famille B° = {P, X'P, .., X*'P, X'R,, X*'R,, .., X®*?R,} est libre. Clest
donc une base du module J°, formée des polynomes de degré = 2d-2, qui sont

combinaisons linéaires de P et R,. Il est clair que J° est un sous-module de 3.

Donc tout polyndme X'P ou X*R, de B° s'écrit sous la forme 21 A,b, ol

B={b, ..,b,, ..} estune base de . Par suite le déterminant A(B°) de la base B° est
€gal a ( 2 Zﬂ A)DB) ou ( 7.3. En: A;,) est un entier non nuls; ainsi

A(B°) =2 A(B). D'autre part 'inégalité de Hadamard implique que

AB°) = |[P||*[[R, || *'. Enfin, on peut calculer facilement A(B) en rendant
orthogonale la base {Q, X-Q, .., X™** Q, p, p*X, .., p*X*'}; comme les polynémes
X'Q sont unitaires on obtient la base {X?, X*, .., X%, p*, ..., p*X*'}. Donc A(B) = p".
Par suite p“ < A(B°) < || P||¢|| R || **, ce qui est contraire 3 (A.IIL7).

Il reste a démontrer la réciproque en supposant maintenant que R' ne soit pas premier

avec P. Notons Q, = 2 b X’ un polynéme de degré m, qui soit un diviseur commun
)

a R, et P sur Z[X]. D'aprés la majoration de Landau-Mignotte, on a:

1o = () IPN. Parsuite Q1% = () B2 donc
2d
Ho 2 = (%) I1PIl% Dapresle Lemme 1, R, || = 2** || Q, || I en résulte -

IR, || # = 2% (2:)d || P || ; par hypothése la minoration (A.IIL6) est vérifiée,

donc la majoration (A.IIL7) est vérifiée; par suite le Lemme est démontré.
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5°) Description de I'algorithme de Lenstra.

L'algorithme de factorisation résulte directement du Lemme 2. L'étape 2 de l'algorithme
classique est effectuée avec p* suffisamment grand pour que la minoration (A.IIL6)

ci—dessus soit vérifiée, c'est-a— dire avec

ALY  p* = 2%m ()™ | p e

L'étape suivante consiste a choisir un diviseur Q de P modulo P* qui soit
irréductible, puis a construire une base réduite du sous-module engendré par

{Q, X-Q, ., X™' Q, p" p*X, .., p*X*'}.
Ensuite, on regarde si le premier polynéme R, de cette base réduite a sa norme qui est
majorée par la relation (A.IIL.7); si c'est le cas, alors R, n'est pas premier avec P, et
on obtient un diviseur de P en calculant le PGCD de R, et P. Silanorme de R, ne
vérifie pas la majoration (A.IIL.7), alors P est irréductible sur Z[X].

o A ' ®
6°) Coiut de I'algorithme.
Les calculs doivent étre effectués modulo p" et d'aprés la relation (A.IIL8), on est
obligé de choisir p¥ de l'ordre de 2%-VA (ZZ)dI2q ||| B &,

D'apreés le Lemme 1, la réduction de la base exige d'effectuer d* Log(p"™) multiplications
portant sur des entiers de taille d-Log(p™). Le coit est donc de l'ordre de d° Log’(p").
Or p" est bomé par l'inégalité Log(p™) = (d/q)* + (d/q)Log || P || . On obtient donc

comme coiit :
(ALY &g (&/q + Log’ | P ).

Le cofit est maximum lorsque q = 1 et on obtient alors

(AJIL10) d2 + d&°Log’ | P .




V. NOUVELLES METHODES DE
FACTORISATION.

a) Factorisation partielle obtenue a partir

d'un facteur linéaire.

La méthode proposée ci—dessous est originale; elle figure dans [V4], et c'est sans doute
la seule méthode rapide de factorisation n'utilisant pas l'algorithme de Berlekamp. Cette
méthode consiste a chercher un seul facteur sur Z/(p)[X], puis sur Z/(p™)[X] a l'aide
de la formule d'approximation des racines de Newton. Ainsi les deux premicres étapes
de l'algorithme classique se réduisent a des calculs trés simples.

Cependant la majoration de p™, est celle de l'algorithme de Lenstra. Et I'étape 3 exige
le calcul d'une base réduite et le cofit de cette derniere étape est celui de l'algorithme de
Lenstra.

1°) Introduction.

L'un des inconvénients de l'algorithme de Lenstra est qu'il exige des calculs trés longs
au cours de I'étape 2, pour trouver la factorisation du polynéme donné P sur Z/(p“).
Or au cours de I'étape 3, un seul des diviseurs trouvé est utilisé.

La méthode proposée ici consiste 2 ne calculer qu'un seul diviseur Q de P sur Z/(p).

Le diviseur calculé est de degré 1, ce qui rend les calculs beaucoup plus rapides que

ceux de I'étape 2 de l'algorithme classique.
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2°) Calcul d'une racine simple de P sur Z/(p)[X].

On considére un polyndéme P = a,X* + ... + a,,X + a, et on veut trouver un diviseur
de P sur Z[X].

Dans toute la suite, on suppose que P n'a pas de facteur carré; si ce n'était pas le cas
on trouverait facilement un diviseur de P en calculant le PGCD de P et de sa dérivée
P'. Considérons le résultant de P et P', noté Res(P,P’) :

(AIV.1) Res(P,P) = UP+VP = § | Z

La méthode de Berlekamp consiste a choisir un nombre premier p, puis a calculer les
diviseurs de P sur Z/(p)[X]. La méthode proposée ici consiste a choisir un nombre
oy comme racine de P, puis a déterminer un nombre premier p pour que o, soit
racine de P sur Z/(p)[X]. On obtient ainsi un facteur linéaire de P sur Z/(p)[X].
Mais comme dans la méthode de Berlekamp, le carré de ce facteur ne doit pas diviser
P sur Z/(p)[X]. Il faut donc que «, soit une racine simple de P sur Z/(p)[X]. Le

lemme ci—dessous montre qu'il existe toujours une racine simple, pour un certain entier

premier p.
Lemme 1.
C 2, ls I l i # d b EE' -4 I 1 Z’ f I rd l rd

P=aX + ..+ a,X + a,
Il existe un nombre premier p = 2, ne divisant pas a, ettel que P admette sur Z/(p)
une racine simple oy.

Dé .
Considérons les nombres o = A a, 2,8 avec A | Z et & = RES(P,P). Alors P(«)
est égal a

A = a(\¥'(a)" (@)™ + -+ +a,Mhaa,8+1) = a(\a,dB+1).

Remarquons que A a, 8 B + 1 est premier avec & et a, pour toute valeur de A.
Comme P est de degré d, il y aau plus d valeurs de A qui rendent P(a)/a, égal

a 1 oua -1. Par suite, il existe une valeur A, de A comprise entre ~d et d, telle
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que P(«)/a, contienne un facteur premier p supérieur ou égal a 2. Notons o, le
produit A, a,a, 8. Alors o, est une racine de P sur Z/(p). Comme p divise
P(a)/ag = X a, 8 B + 1, il est premier avec & et avec a,.

Rappelons que d'aprés (A.IV.1), ona  U-P(ao) + V-P'(ao) = 8. Donc p ne peut pas
diviser P'(og). D'autre part , il est premier avec a,. Ainsi o, est une racine simple de
P qui vérifie le Lemme.

Dans la méthode classique de factorisation, on doit trouver un nombre premier p qui
ne divise pas §, ni a,. Mais on évite de calculer 8. On prend une suite de nombres
premiers p non diviseurs de a, et on calcule le PGCD de P et P' sur Z/(p)[X]. On
choisit le premier nombre p pour lequel ce PGCD est un polynéme constant non nul.
Comme le résultant n'a qu'un nombre limité de facteurs premiers, on est assuré de
trouver un tel nombre p au bout d'un nombre fini d'essais.

A chaque essai le coit est celui du calcul du PGCD de deux polyndmes; d'aprés (A.1.3)
il est de l'ordre de d* Log p.

De plus le coiit de la factorisation de P par la méthode de Berlekamp est de I'ordre de
p d’ Log’p.

Dans la méthode proposée ici, on recherche une racine simple de P modulo un nombre
premier p. Pour cela on essaie différentes valeurs «, pour cette racine; on prend la
suite des nombres 0, 1, -1, ...,10, -10, .... Pour chacun d'eux on calcule P(ay) et P'(ay),
puis le PGCD & de P(ag), P'(og) et a, sur Z. Dés qu'on trouve une valeur o telle
que P(cp)/d soit distinct de 1 et -1, alors on choisit p égal 3 I'un des facteurs
premiers de P(a,)/0.

D'aprés le lemme, on est assuré de trouver une valeur o, qui convienne en un nombre
fini d'étapes.

Etudions le coit de l'une de ces étapes. Le coit est dominé par le calcul de P(ag) et
P'(op). Si on utilise la méthode de Homer, les calculs reviennent a effectuer d
multiplications de a, par des entiers de taille H(P) ap, H(P) ay?, ....,H(P) a’. Le temps
du calcul de P(a) est donc majoré par  d”Log’a, + d Log a, Log H(P); (on suppose
pour simplifier que o, est positif).

De méme que dans l'algorithme classique de Berlekamp, le nombre fini d'étapes est trés

souvent réduit a un ou deux. Dans le cas ou le nombre d'étapes serait important, la

méthode proposée devrait étre abandonnée au profit de la méthode de Berlekamp.
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3°) Remontée de la racine o, de Z/@)[X] sur Z/p"[X].
a) Formule de Newton.

Soit « laracine de P sur l'anneau Z, des entiers p-adiques, dont la projection sur
Z/(p) est o Soit Q le quotient de P par X — a sur Z,. Notons respectivement «,,
P, et Q, les projectionsde o, P et Q sur Z/(p%), o q=2* On a donc la relation
suivante sur Z/(p%):

AIV4) P, =X-0q)Q

On a les relations suivantes sur Z/(p®) :

[ Py = P+ qP°,
(AIV.5) l Qu = Q+q0Q°%
oy = o +qoa’,

Le but de ce paragraphe est de définir o,,, en fonction de o,. On peut écrire I'égalité
suivante sur Z/(p®) :

(AIV6) P, +qP° = (X-a -qe)(Q +qQ°).

On en déduit la relation suivante sur Z/(p%) :

AIV.7) P, = (X-4)0Q% -« Q.

On remplace X par o dans (A.IV.7), et on remarque que Q,(o,) = P' (o) ot P

est la dérivée de P,. On obtient - a°, P',(a)) = P°,(a)) = Py(a).
On en déduit, en utilisant (A.IV.5) la formule de Newton :

Pk(“k)
P'(ay)

(AIV.8) o, = a -
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Ol o, estdéfini modulo p* avec q =2*'. Remarquons que le quotient du second

membre doit étre défini modulo pd.

b) Coiit des calculs.

Le calcul de o,,, en fonction de «, exige le calcul de P(a,) et de P'(e,) modulo p*,
puis le calcul du quotient. Ce calcul revient a calculer 2 d multiplications et additions
et une division.

La taille des coefficients est majorée par p*; or a chaque étape, p* est élevé au carré.
Le coiit est donc majoré par deux fois les calculs de la derniére étape. Cette derniére

¢tape doit définir «,,, modulo p™, ol p™ est majoré par la relation (A.IL.8), dans
laquelle on a remplacé q par 1, a savoir p™ > 2%-12 (2:)"/2 P 2.

Pour obtenir «,,, modulo p™ il suffit d'effectuer les calculs modulo p™?. Le nombre
de chiffres des nombres que nous avons a multiplier est donc de 'ordre de

Log(p™) = % d(d-1) + % d + (d-%) Log|[P|, soitencore & +dLog| P].
Les multiplications correspondant au calcul des coefficients o, ont donc un cofit qui

est de l'ordre de

(AIV.9)  Max( d*, & Log? | P| ).

4°) Recherche d'un multiple de X - o, qui divise P sur Z[X].
Dans la suite, on suppose que tous les coefficients sont écrits a l'aide de nombres
compris entre —%p™ et Y%p™.

Notons Q=(X=-a) Q = ¢, X'+.. +¢X"™ + . +c, unmultiplede X -« de
degré q. Puisque Q divise P sur Z[X], alors on peut utiliser la bomne de
Landau—-Mignotte, a savoir :

A1) ol = () ey

On en déduit que Q7 =2 [ [2=2 () Iph2=(%) 1P puisque

2 (:) (q ° k) est le coefficient de X* dans le produit (1 + X)¥1 + X)?, donc il est
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égal 3 (7). Ainsi

@iy fof = (%) yp) = B

Il en résulte que si nous choisissons P” > 2 B, alors les coefficients de Q définis
modulo p™ seront égaux aux coefficients de Q sur Z. Cependant la condition
(A.IV.10) est nécessaire, mais non suffisante pour que Q divise P sur Z.
Pour obtenir une condition suffisante, nous devons prendre une plus grande valeur pour
p". Comme nous ne connaissons pas le degré du diviseur Q = (X - «) Q, de P, nous
devons prendre q = d-1. Ecrivons la relation de la division de Q par X -~ o, sur
Z[X] :

Q = X =) (7, X+ .. +y, X +y) + Qo)
ot Qay) = yop™ puisque o, est une racine de Q modulo p". Par suite :

Q = y(X' - X™) + .. + y,(X - ) + y,p°
appartient a I'idéal engendré par la base I = { X*- Xy, ..y X - &, p™ }. Notons
Sn  cet idéal. Dans l'algorithme de Lenstra défini en II paragraphe 5, on doit
transformer la base IT en une base réduite notée

L={m,m,.,m}

formée de polyndmes =, relativement petits. Plus précisément, d'aprés (A.IL.5), on doit
avoir

(A.IV.12) lmll =2 Q]

pour tout polyndme Q de l'idéal 3. En fait, on ne cherche pas directement Q, mais
un polyndme R qui n'est pas premier avec P sur Z[X]. Lorsqu'on obtient un tel
polyndme R, il reste a calculer le PGCD de P et de R. On a vu dans II, paragraphe

4, Lemme 3 que P ct R ne sont pas premiers entre eux a condition que
(AIV.13) IR P+ < p=

Si on choisit comme polynéme R le premier polynéme m, de la base réduite, alors on
déduit de (A.IV.11) et de (A.IV.12) que

(AIV.14) ||R|| =< 2%» |p|.

Il en résulte d'aprés la relation (A.IV.13) qu'on doit choisir
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AIV.15) pr= 25602 | p| 2,

Supposons donc que p™ soit supérieur a cette borne; alors la connaissance de m, nous
permet de conclure :

Si R = n, vérifie la majoration (A.IV.14), alors R et P ne sont pas premiers
sur Z[X] et le calcul du PGCD de P et R nous donnera un facteur de P sur
Z[X};

Si au contraire R = m, ne vérifie pas la majoration (A.IV.14), alors P est
irréductible.

Remarquons que rien ne permet d'affirmer que le facteur obtenu, a savoir le PGCD de
R et P soit irréductible.

Etudions la complexité de cette derniere étape de l'algorithme. Le temps de calcul vient
du calcul de la base réduite. D'aprés le Lemme 2 de AJIL.4 ce temps de calcul vaut
(d*Log ]| Q) (d Log || Q| )* ou dapres (AIV.15), Log|| Q| est majoré par
3d(d-1)/2 + (2d-1)Log || P || - On obtient donc comme cofit de cette étape

d®* Log’ || Q|| = d°Bd(d-1)/2 + (2d-1)Log || P || )’, ce qui est de l'ordre de

(AIV.16) Max (d? d°Log’ | P ).

5°) Exemple.

Considérons le polynéme P=6X-8X'+6 X' +9X*-5X-3.

a) Recherche d'une racine simple p—adique de P.

Oncalcule PP=30X‘-32X>+18X*+ 18 X - 5 et on trouve que P(1) =5,

P'(1) = 29. Donc on prend «, =1 modulo p = 5. On calcule a 'aide de la formule de
Newton

1-1029 = 6 modulo 5%

6 — 250/219 = -244 modulo 5%

]
il

o = P(“x)/P'(al)
a, = P(0,)/P'(ay)

o

o,

Donc o, = —244 est une racine simple 5-adique de P définie modulo 5* = 625.

b) Recherche d'un diviseur de P qui soit un multiple de X + 244,

Cherchons un diviseur de degré 3; on part de la base IT ci-dessous :
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p" X + 244 X*+244 X  X'+244 X
625 244 0 0

0 1 244 0

0 0 1 244

0 0 0 1

On calcule ensuite la base réduite IT, qui s'écrit :

P 2 P ps

3 2 =3 1

2 0 3 -4

-2 5 4 0

2 ) 1 3
4

On peut vérifier que m, et P ne sont pas premiers entre eux sur Z[X]. On a plus
précisément P = (3 + 2X - 2X* + 2X°) (-1 - X + 3XP).

¢) Programmation de 1'algorithme en REDUCE.

L'algorithme a ét€ programmé en REDUCE en utilisant le programme donné en
AJIIL3 pour le calcul d'une base réduite. L'exécution de ce programme n'est pas
rapide, a cause de la longueur du calcul de la base réduite. L'intérét de cet
algorithme est d'avoir un colit polynomial suivant le degré, et d'étre plus simple

que celui de Lenstra.




b. Factorisation utilisant

un monomorphisme.

Introduction.

La méthode proposée ci—dessous est originale; elle a été d'abord présentée a 'TEUROCAL
87 [VS5], puis clle a été reprise dans un article qui va paraitre dans la RAIRO [V6].
Cette méthode de factorisation utilise un monomorphisme ®, qui transforme un produit
en une somme. Ce monomorphisme sert dans la troisi¢tme étape de la factorisation, a
savoir dans la recherche d'un diviseur du polyndme P donné, a partir de la factorisation
de P sur Z/(p™)[X]. Si on note Q,Q, cette factorisation, on doit calculer tous
les sous—produits extraits de Q,-Q , et vérifier si I'un d'eux divise P sur Z[X].

La méthode proposée ci—dessous consiste a calculer les images des facteurs Q; de P
par ®,. La recherche des sous-produits de Q,'Q, de l'algorithme classique est
remplacée ici par la recherche des sous-sommes de @,(Q, + - + P,(Q,). On
obtient ainsi un critére de reconnaisance des diviseurs de P sur Z[X].

Dans la méthode classique, le colit est dominé par le calcul des sous—produits de
QQ;Q, sur Z/(p™)[X] avec p= > 2'|a|-||P||. Comme il y a 27
produits a calculer, ainsi que 2" divisions, le coiit est donné par

2°d¥(d + Log |l a, P )"

Avec la méthode proposée le facteur (d + Log || a, P || )* est remplacé par

2 + Log || P || . Mais l'utilisation du monomorphisme @, augmente les calculs de la
factorisation sur Z/(p™)[X], car les calculs doivent étre faits modulo p™ avec
pm>@]rly.

Cependant, au total le colt du nouvel algorithme est meilleur que celui de l'algorithme

classique, lorsque le degré d de P est suffisamment grand, par rapport 2 || P || .
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Un tel monomorphisme @, permet également de calculer des expressions algébriques,
comme le quotient de produits de puissances de polynémes comme on le verra dans le
paragraphe 2°).

Le monomorphisme transforme une telle expression en une combinaison linéaire de
polyndmes ce qui permet de diminuer le cotit du calcul de ce quotient.

L'usage du monomorphisme &, pourrait se généraliser pour calculer une expression
algébrique plus complexe contenant des radicaux, ou méme pour le calcul du

développement limité d'une expression contenant des logarithmes et des exponentielles.
1°) Définition du monomorphisme ®,.

Considérons le polyndme suivant de Z[X],
P(X) =a, X*+a, X*' +  +a,, X +a,

dont les coefficients a,, a,, ..., a, sont premiers entre eux; un tel polynéme est appelé
polynome primitif.
Remarquons qu'on peut facilement transformer P en polyndme unitaire, en remplagant
X par X/a, dans P, puis en multipliant I'expression obtenue par a,"'; on obtient le
polynéme

P(X) = a,"" P(X/a,)
X'+ a, X*' +a,8 X2 + - +a, at
X'+ X+ oy X+

On peut également retrouver P a partir de P,, ou trouver un diviseur Q de P apartir

d'un diviseur Q, de P, en remplagant X par a, X dans P, oudans Q, puis en
rendant primitif le polynéme obtenu.

Signalons que dans la méthode classique de factorisation, le polyndme P est rendu
unitaire sur Z/(p™) en mettant a, en facteur (p étant choisi de fagon qu'il ne divise
pas aj). Alors P a ses coefficients majorés par p™. Cette mise en facteur de a, n'est
pas possible ici, car le calcul de @, exige que le polyndme de départ soit unitaire sur
Z[X] pour qu'aucun dénominateur n'apparaisse dans le calcul de ®,. Evidemment, P,
a des coefficients beaucoup plus grands que ceux de P. Si on veut comparer les deux
méthodes, on devra donc effectuer les calculs du coit en fonction des coefficients de

P et non pas en fonction de ceux de P,. Ces calculs de coiit seront effectués plus loin.
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Le monomorphisme @, sera défini ci—dessous pour un polynéme P unitaire. On
suppose donc dans la suite du paragraphe que P est unitaire.

Notons P'la dérivée de P et considérons la division euclidienne définie par
(AIV.17) X*'P' = PP* +R ou degR <degP.

On écrit P* sous la forme P* = a§ X* + at X*' + - + a%, et on note @ (P) le
polyndme réciproque de P*, noté @ (P) = a + a* X + - + a* X"

Ce polynéme @,(P) sera appelé développement logarithmique de P 2 l'ordre n, car
il est obtenu a partir de la dérivée logarithmique de P. L'application que ®, vérifie la

relation:
(AIV.18) @ (P-Q) = D (P) + D (Q).

Dans la suite, on exprimera cette propriété en disant que @, est un homomorphisme.
On vérifie facilement cette relation. En effet, d'aprés la définition de @,(P) et de
®,(Q), on obtient

X*'P' = PP* +R ou degR <degP et

X" Q = QQ* +S ou degS <deg Q. Par suite
X (P-Q) = X™ (P-Q + P-Q)

=(P-Q-(P* +Q*) + RQ +SP,

ot deg (R'Q + S'P) < deg P-Q. Donc (A.IV.18) est satisfait.
De la relation (A.IV.17) définissant P*, on déduit les relations suivantes :

(AIV.19) a}=d pour j=0;
(AIV.20) a} +a},a + - +ata,+ja =0 pour lsjsd;
(AIV.21) a} +a¥ a + - +at,a, =0 pour dsj=n.

Notons z,, ...z, les racines de P (distinctes ou non). Alors
P=X-2z)«(X - z); par suite P* = (X - z)* + - + (X - z)*. On déduit des
trois relations ci—dessus que ®(X -2z)=1+12 X + - + (z) X + --. Par suite

les coefficients a* de P sont égauxa s;= 2 ).
1sk<d

Les relations (A.IV.20) et (A.IV.21) définissent donc la somme a¥ des puissances

p*™ des racines d'une équation en fonction de a,, a,,.., a; . Ces relations ne sont donc

rien d'autre que les formules de Newton.
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La deuxiéme de ces relations, a savoir (A.IV.20) définit aussi j a; comme une
fonction linéaire de a}, a3, ..., a¥ pour j = 1. Par suite les n premiers coefficients de
P, a savoir a,, ..., a, sont définis par les n premiers coefficients de P*. Doncsi n =
d, la connaissance de ®,(P) suffit a définir P de fagon unique.
Si on note IT’ I'ensemble des polyndmes unitaires dont le degré est majoré par d, alors
®, est un monomorphisme de IT* dans lui-méme, pour n = d. Evidemment, ®, n'est
pas surjectif, car la relation (A.IV.20) définit j a, comme un entier qui n'a aucune
raison d'étre divisible par j.
Etudions le colt du calcul du développement logarithmique jusqu'a l'ordre n d'un
polynome de degré d. Dans les formules de Newton données ci—dessus le nombre total
de multiplications de coefficients est égal a

S=1+2+ +d+d+- +4,
ol le nombre de termes de S est égal 3 n. Le coiit relatif au calcul des coefficients
a} est donc majoré par d n multiplications de coefficients, c'est—a~dire que le coit est

donné par d n Log’p™ si les calculs sont effectués modulo p®.

2°) Utilisation de &, pour calculer une expression algébrique

rationnelle.

Si le polyndme B divise le polyndme A, alors comme @, est un homorphisme, on
a la relation @ (A/B) = ®,(A) - ®,(B). Pour obtenir Q = A/B a partirde A et de
B il suffit donc de connaitre le développement logarithmique de Q jusqu'a l'ordre

n = deg Q = deg A — deg B.

On se propose de généraliser la relation ®,(A/B) = ®,(A) - ©,(B) 2 tout couple de
polyndmes (A, B) en désignant par [A/B] le quotient de la division euclidienne de

A par B, a savoir

(AIV.22) @(A/B]) = D,(A) - DB).

Pour montrer cette relation, utilisons la relation (A.IV.17) définissant ®,(P) = P*, pour
les polyndmes P = A, B et Q = [A/B]; on obtient

X" A'= A'A* + R, avecdegR, <deg A,

X" B'= BB* + R, avecdeg R, <deg B et

X" Q= QQ* + R avecdegR < degQ.
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On a d'autre part A = B‘Q +S ou deg S < deg B. Calculons X™' A' qui vaut
X™ (B"Q + B-Q' + S'); enremplagant X' Q' et X™' B' par leurs valeurs :
X" A'=Q(BB* +R)+B(QQ* +R)+ X" §

=QB(B*+Q*) + QR,+RB +X* &

=(QB +S)(B*+Q*) + QR,+RB + X™ S - §(B* + Q%).
Comme les développements logarithmiques sont faits a I'ordre n = deg Q, on a
deg B* =deg Q* =n etdeplus degS' = degS -1 < deg B - 1. Par suite
deg (QR, +RB + X™' S'-S (B* + Q*) < deg B + deg Q.
Il en résulte que B* + Q* est le quotient de la division enclidienne de X™' A' par
A = QB + S. La relation (A.IV.22) est donc bien vérifiée.

Exemple.

N . : X -7 (X +3)
Calcul de la partie enti¢re de la fraction rationnelle F =

(X _ 2 13
Pour obtenir la partie enti¢re de F, on a besoin de son développement logarithmique a

l'ordre n =17 — 13 = 4. On calcule donc successivement
DX -7=X"+7X+49 X%+ 343 X + 2401
PX+3)= X'-3X+9X*- 27X+ 81
PX-2)=X'+2X'+ 4X*+ 8X+ 16.
On en déduit
10 D,X -7 +7 (X +3)-13 DX -2)
=4 X*+23 X+ 501 X?+ 3137 X + 24369.
=4X' +b*X*+b,* X*+ b,* X + b,*
On utilise la formule de Newton (A.IV.20) pour calculer les coefficients b,, b,, b, et
b, de F. On obtient

b, = - b* =-23

2b, = - b} - b, bt = -~ 501+ (23)* = 28

3b, = —b%—b, b ~b,b? = - 3137+ 50123 - 2314 = 8064
4b, = —b% —b,b¥ —b, b — b, b¥ = 24369 + 23-3137 — 14-501 - 232688

= - 21056.
On en déduit que la partie entiére de F est égale a
X' -23X’+14 X* + 2688 X - 5264.
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3°) Factorisation des polynémes.

Considérons la factorisation de P sur Z/(p™)[X] en facteurs irréductibles, qui s'écrit
P = a, Q, ~- Q et supposons que P ne soit pas irréductible sur Z[X] et s'écrive
P=QR, o0 Q=b,Q-Q, Q, et R=¢,Q,,~ Q.

Considérons les développements logarithmiques des polyndémes Q,,..., Q, a l'aide du
monomorphisme @, avec n = d. Le développement de Q est donc égal a
F=®,Q,) + + ®,Q,) etceluide R estégala G = D,(Q,,) + - + D (Q).
Factoriser P sur Z[X] revient donc a définir deux sommes F et G extraites de
PQ) + - + ®(Q). Mais F et G doivent étre les développements
logarithmiques de polynomes Q et R de Z[X]. Le théoréme ci—dessous donne des

conditions pour que de telles sommes F et G correspondent a des polynémes de Z[X].

Théore
Soit P = aX’+ - +a, unpolynome primitif de Z[X], tel que || P/a, || = 5,3 et
soit P,= X+ o X*' + - +a, le polyndme unitaire associé.
Soient deux polynémes Q = X8+b X +..+b, et R=X+¢, X +...+c de
degrés q et r telsque P,= QR sur Z/(p™)[X] avec p®> (@ || P|)*

On suppose que les coefficients de Q et R sont calculés dans l'intervalle J-%p®, Yp©]
cton note b* et c* lcsﬁmﬁﬁmnﬁ_dﬂs_de_clﬂpmmmnilggamhmmgs_d; Q etde
R. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes:

1) P, = QR sur Z[X];
2 |b3| =n(|a| +HP)Y +(q-n)]|a|’
et ] = n(la| +HP@Y +@-n)|a|’ pour 1sjsd,

Log || P/a, ||

\ - .
ol n estlapaticentitrede y s PR

Remarque:
L'hypothése || P/a, || = 5,3 ne sert qu'a simplifier la borne de p™. Si on la supprime

on obtient pour p™ la bome suivante (5,65 || P | )°.
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La démonstration du théoréme utilise les deux lemmes suivants:

Lemme 1.

Soit (u;) lasuite définie par u, =1 et

juy=@QA +8)u +(qA" +S)uy ++ (QA+S)u,, pour j =1, les nombres
q, A et S ¢tant des entiers positifs. Alors:

D S + (‘:)-A-S"‘1 + o 4 (@;:-1) A,

) u = (A+Sy(1+2)

Dé .

Considérons le polyndme unitaire A = gk‘jvk X* dont le développement logarithmique

est égal 3 D (A) = 0§n - q A" X*. La formule de Newton (A.IV.20) permet de

calculer les coefficients v,. On obtient ainsi v, = 1 et
kv, =q(vo A"+ v, A" + -+ + V¥ A). Par suite, kv, est égal 2
k-1 viuA+qv, A, soita (g +k-—1)v,, A Il en résulte que

o meE ol - WA L

(g+k-1)q+k-2)-q q#k-1
Vi K -D)-21 ( x ) A~

Considérons maintenant, le polynéme B = g‘j w, X* de développement logarithmique

égal a E ~-S* X*. La formule de Newton (A.IV.20) permet de calculer facilement

les coefficients w,; on trouve w, = S*.

La formule du lemme définissant u; par récurrence s'écrit sous la forme

: = * * * = j - &
Jy=-u*-u*, oy - - ut U, avec u*y =g A+ S = v* + w*. D'aprés la

propriété d’homomorphisme de ®,, (A'B)* = A* + B*, donc les termes u; sont les
coefficients du polyndme A-‘B; ils s'écrivent donc y = g,, v, W;,. Par suite :

=8+ () Aas™+.+ (") A et @) est bien vérifie.
. . - qtk-1
I reste & majorer u;. Pour cela remplagons dans le second membre de (i), ( x ) par

(q’i_l) pour 0 <k <. Puis multiplions les deux membres par S™. On obtient

S u; = (A+S)™7, donc le lemme est bien vérifié.
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Lemme 2.
Le plus petit commun multiple des nombres 2, 3, .., n noté m(n) est majoré par

(2,826)".

Dé "
Si on note W(n) le logarithme népérien de m(n), alors d'aprés [RS] on a
W(n) =< 1,03883 n. Donc, m(n) s ()" < (2,826)".

1) =>2)

Le polynébme Q étant un diviseur de P,, notons Q° le diviseur de P associé 3 Q
et b% les coefficients du développement logarithmique de Q°. Notons Zy, .y Zg les
racines de P, distinctes ou non et z,, ..., z, celles de Q°. Le changement de variable
substituant X a X/a, et rendant P unitaire transforme les racines z de P en a,z.
Onauradonc |bt| = |a |’ |bS].

Considérons la somme  f(z;,...z) = [z |’ + ..+ |z | et notons | z,z,....z, |
le produit des racines de Q° de module minoré par 1. Le produit | a, z, z,....z, |
noté M(Q°) est appelé la mesure de Q° et on a évidemment M(Q°) < M(P).
Rappelons le résultat suivant démontré par Mignotte dans [M2], M(P) = ||P|. La
somme f(z,,...,z;) ci-dessus est majorée par la somme

lz. [P+ [z '+ + |z |7 +1+...+1
dans laquelle on a remplacé par 1, les racines | z, | majorées par 1. Comme le produit
lag | |z.| ]2z, ]|z, | est majoré par M(Q°), f sera maximum lorsque
ce produit sera égal a M(Q°). Or chaque racine a une valeur maximum donnée par
l'inégalité de Cauchy |z, | <1+ H(P/a,), H(P) étant la hauteur de P (maximum de
la valeur absolue des coefficients). Les sommes f(z,, ...,Z;) sont donc majorées par
B =f(1 + H(P/a;), ... , 1 + H(P/ay), 1, ..., 1)

ou on a remplacé le plus grand nombre possible de racines z, ..., z, par leur valeur

maximum 1 + H(P/a,); notons n le plus grand entier tel que (1 + H(P/a,))" < || P/a, || ;
Log || P/a, ||

Log(1 + H(P/ap))

alors n est la partie entiére de
On a de plus

(AIV.23) 1+ H(P/a) < || Pla, || ™.

On obtient ainsi | b§ | = n(1 + H(P/ag))’ + q — n. Il en résulte que
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|b¥ | = n(lag | +HP) +(q-n)|a |’ et
et = n(la | +HPY +(@-n)|a|"
L'assertion 2) du théoréme est donc satisfaite.

Remarque.
On pourrait donner un meilleur majorant pour | b¥ | et |c*| enremplagant n
Log(M(Q°)/a
par la partie entiére n, de B(M(Q)/a,) ~ 1 dans l'expression majorant
Log(1 + H(P/a,))
Log(M(R®)/a,)

| b* | et par la partie enti¢re n, de

-1 dans l'expression
Log(1 + H(P/a,))

majorant | ¢} | . En remarquant que M(Q°)-M(R°) = M(P), on obtient n = n, + n,;
donc l'un des nombres n, ou n, est majoré par % n. Mais cette majoration est moins

facile a utiliser.

2) =>1).
D'aprés 2), [ b} | = (n(l + H(P/a,)Y +q-n)|a,|’; donc daprés la majoration
(A.IV.23), démontrée dans la premiére partie de la démonstration,
b3 | = (|| P/ag[|* +q-m)|a |’ Or n=<Logl|Pla| et n|Pla]|*+q-n
est une fonction décroissante de n pour ces valeurs dz n. On obtient donc
o3| = IPIP+@-1)]a]"
Utilisons les formules de Newton (A.IV.20) et (A.IV.21) pour majorer les coefficients
de Q. La premiére formule donne pour j = 1,
[b | = |51 < 1Pl +(@-1)|a], ecteclle donne pour j > 1,
i Ib ] s IbE[- b | 4+ 7).
Commeona |[b}| = [[P||'+(q-1)]a, |’ on obtient :
Pl l = (IPh+@-Dlal) b |+ + [Pl +@-1)]a]
Notons u; la suite définie par les relations :
u= P +@-1)]a]| et
=PI +@-1) ] a | Du o+ [P+ (@-1) |2
Il est clair que pour 1<jsd,ona j | b;| = ju, Or, d'aprés le lemme 1, on a :
y <L+ |a|/IP))?(]a | + ||P|)’ Il en résulte donc :

AIV24) j [b] =i+ [al/IP)*([a] + [P])"
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On obtient évidemment une majoration analogue avec les coefficients C :
(AIV2S) j || = i@+ la|/IPI)Y*(fa| + [|P]IY.

Malheureusement on ne peut pas "simplifier" par j, car on est sur Z/(p™) et que j b;
n'a aucune raison d'étre divisible par j sur Z.

Notons N le plus petit commun multiple de 2, 3, ..., ¢ et M le plus petit commun
multiple de 2, 3, ..., r. D'aprés les hypothéses du théoréme on a

N'MP, = NQMR sur Z/(p")[X].

Le k*™ coefficient d¢ N-Q-M-R noté d, s'écrit

d= NM(b,c+b. ¢+ +b ¢, +bc), avec b=0 (resp ¢, =0) pour
j>q (resp j >1). Majorons d, en utilisant les majorations (A.IV.24) et (A.IV.25),

démontrées ci—dessus; on obtient

do= NM(L+ |, | /P Lo |/IPIY? 2 s, ob S,= 2 s, ave

s;=(lag| + IPIY(la| + HPJ) pour jsq et k=j=r et 5,=0 pour

j > q et k—j > r. On vérifie facilement que S, est une suite croissante, donc sa valeur
maximum est atteinte pour k =d etvaut (| a, | + || P|| ) Les coefficients d, sont
donc majorés par NM-(1 + |a [/|P[I)™(|a | + | P).

D'apres le lemme 2, on a N < (2,826)* et M = (2,826)". On a donc

d "< (282601 + |a |/IPI)* (T2l + IPUY PP Sion suppose
| P/ag || supérieur ou égal 2 5,3, alors 1+ |a, | /|| P| est majoré par 1,189, donc
(2,826)°(( 1 ap | + IPJ) NI PJ|)® s 4° Dautre part, la valeur maximum de

A+ Ta /0PI *Claol + NPUY NP )™ est obtenue pour | P/a, || =53 (en
supposant d = 2), et danscecas (1 + | a, | /]| P )™ < %. On obtient donc finalement
d = WP = %

Les polyndbmes N-M:P, et N-Q‘M'R ont donc leurs coefficients compris entre
—¥p™ et Yp®. Comme ils sont égaux modulo p~, ils sont donc égaux sur Z[X] et le

théoréme est vérifié.

Remarque:
On pourrait améliorer la bome de p™. Pour cela on ne calcule les développements

logarithmiques de Q et R que jusqu'a l'ordre %d, ce qui définit les %d premiers

coefficients de Q et R. Mais on calcule en plus les développements logarithmiques des
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polyndmes réciproques de Q et R toujours a l'ordre Y4d; alors tous les coefficients
de Q et R sont définis a partir de ces deux types de développements logarithmiques.
Cependant il faut généraliser la définition de ®, au cas des polyndmes non unitaires
ce qui rend plus complexes les formules de Newton, (A.IV.20) et (A.IV.21). Cette
généralisation est faite dans [V5]; elle donne une bome de p™ de la forme B* au lieu
de B

4°) Etude du coiit du nouvel algorithme.

La premicre étape de l'algorithme est la factorisation de P sur Z/(p)[X] par la
méthode de Berlekamp. Elle exige d’p Log’p opérations élémentaires, comme on l'a
vu dans A.IL
Les calculs de la deuxiéme étape sont dominés par le calcul de produit de polyndmes de
degré d, ce qui correspond 2 d* produits de coefficients. Comme les coefficients sont
majorés par p™ le coit de la deuxiéme étape est donné par d’> Log*(p™).
Dans l'algorithme classique on a p™ < 2¢ || a, P ||, donc le coiit est égal a
d* (d+ Log(|[a P|))-
Dans le nouvel algorithme, les coefficients sont bornés par (4 || P || )°, donc le coit est
égala d* (2 + Log || P || )*. Le coiit du calcul des images @,(Q)), ..., D(Q,) a été étudié
dans le premier paragraphe. Ce coiit est égal a d®> Log’(p™), soit encore & d* (2 +
Log || P || )*. Le coit total du nouvel algorithme est donc donné par
2d* @+ Log || P|| )

Pour la demicre étape de l'algorithme classique, on doit dans le cas ou P est
irréductible, calculer 2 produits de polynémes sur Z/(p™)[X], puis 2! divisions; le
nombre total de multiplications de coefficients est de I'ordre de 2* d*. Le produit de deux
coefficients définis modulo p™ a un coit égal 3 Log’p™ = (d + Log | a, P || ). On
obtient donc pour la derniére étape un coiit égal 2 2°d* (d + Log || a, P || )>.
Dans le nouvel algorithme, la derniére étape exige le calcul de 2° sommes de
polynémes sur Z/(p™)[X]; le coit est donc donné par 2°d* (2 + Log || P ] ).
Pour comparer les deux algorithmes il faut donc comparer le cofit de la derniére étape
de l'algorithme classique avec le coit de I'étape précédente du nouvel algorithme. Le
nouvel algorithme n'est donc intéressant que si

2d'2 +Log||P|l)* s 2'd%(d + Log( |l 2 P | ))*
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@2+ Log | P||)* = 2" (d + Log( | a, P || ))?,
Supposons pour simplifier que Log || a, P|| soit négligeable par rapport 3 d. On
obtient 2 + Log || P|| = 2", soit encore :

(A.IV.26) r > 2Log(2+Log|P|)

Pour étudier cette inégalité, on doit comparer r et d. D'aprés M. Mignotte et J.L.
Nicolas dans [MN], le nombre de polynémes P vérifiant | r-logd)| = Viegd
est majoré par C A p° pour tout A = 0. D'aprés M. Mignotte, on peut prendre C =
4. Faisons cette hypothése pour la suite. Remarquons que le nombre total de polynémes
unitaires de Z/(p)[X], ayant un degré s d, est égal a p®. Si on prend donc

A = V'8, on peut affirmer qu'un polynéme sur deux au moins, vérific la relation

| r~log(d) | =V 8logd. On a donc une fois sur deux :

r =2 log(d) - vV 8logd.

En utilisant, la relation (A.IV.26), ci-dessus minorant 1, on obtient la condition

log(d) - v 810gd—2Log(2+Log||P||) > 0.

I est clair que cette inégalité est vérifice pour d suffisamment grand. Cependant les
valeurs de d vérifiant cette inégalité sont de I'ordre du million. On est donc siir que
pour ces valeurs de d, la minoration de 1, a savoir, (A.IV.26) est satisfaite au moins
une fois sur deux et qu'alors le nouvel algorithme est le plus performant. Mais Ia
minoration (A.IV.26) peut étre satisfaite pour des degrés beaucoup moins élevés et si
C'est le cas on a intérét a utiliser le nouvel algorithme.

5°) Nouvel algorithme de factorisation.

Le nouvel algorithme comporte les étapes suivantes:

1. Factorisation de P sur Z/(p)[X] o p est un nombre premier choisi de fagon

que P n'ait pas de facteur carré;
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2. Raffinement de la factorisation pour obtenir la factorisation de P sur Z/(p™)[X]
avec p=>2' |la, P|; soit Q,~-Q, cette factorisation; si
r <2 Log(2 + Log | P || ), alors, on passe a I'étape 3, sinon on passe a I'étape 4;

3. Calcul de tous les sous—produits Q,-Q, et division de P par ces
sous—produits; Fin de I'algorithme.

4. On vérifie si I'un des facteurs Q; divise P sur Z[X]; si c'est le cas, Fin de
l'algorithme, sinon on passe a I'étape 5.

5. Raffinement de la factorisation pour obtenir la factorisation de P sur Z/(p™)[X]
avec p"> (4 [IP|)}

6. Calcul des r+1 développements ®,(Q,), ..., ®.(Q), ®,(P) jusqu'a l'ordre d;

7. Calcul des 2° sommes F extraites de S = ®,(Q,) +..+ ®,(Q,), puis calcul de
G=9oP) -F
Si les majorations 2) du théoréme sont vérifiées, alors on calcule le produit

Q =Q, -~ Q, correspondant a la somme F.

D'aprés le théoréme, on est certain que Q est un diviseur de P sur Z[X]. Le nouvel
algorithme n'exige des calculs supplémentaires a ceux de I'algorithme classique que dans
le cas ol d'une part le nombre de facteurs r modulo p est grand, a savoir supérieur
a 2Log(2 + Log || P ), et ou d'autre part aucun facteur modulo p™ n'est un facteur
de P sur Z[X]
Proposons une variante de l'algorithme ci—dessus, consistant a effectuer les calculs
modulo p™>2* || a, P|| comme dans la méthode classique, puis a considérer le plus
grand entier ko tel que n( | a, | + H(P))* + (q - n) | a, | ® =< p™. Cette variante
comporte les étapes suivantes :
1'. Identique a I'étape 1. ci—dessus;
2'. Identique a I'étape 2. ci—dessus;
3'. Calcul des r+1 développements ®,(Q,), ..., ®,(Q), ®,(P) jusqu'a l'ordre d
modulo p™> 2 [|a P|;
4'. Calcul des 2" sommes F extraites de S = ©,(Q,) +..+®,(Q,), puis calcul de
G=®,P) -F.
5'. Calcul des produits Q = Q,...Q, correspondant aux sous-sommes de S

qui vérifient les majorations 2) du théoréme pour 1 =j < ko.

Ainsi les étapes 2' et 3' de l'algorithme auront un colit du méme ordre de grandeur

que dans l'algorithme classique. Mais a I'étape 5' on ne calcule que les sous—produits
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Q,...Q, vérifiant les majorations du théoréme. On diminue ainsi le coiit de I'algorithme

classique en diminuant le nombre de produits Q,...Q, a calculer.
6°) Conclusion.

La bome prise pour p™ dans le théoréme est trés souvent excessive. On peut en fait
prendre une borne beaucoup plus raisonnable. Par contre la borne donnée pour p™ dans
l'algorithme classique est indispensable, quel que soit 1'algorithme utilis€. Si on prenait
une bome trop petite pour p®, c'est-a—dire inféricure & 2° || a, P ||, alors on pourrait
passer a c6té d'un facteur, qui aurait un coefficient supérieur a p”. En effet dans ce cas
on aurait P = Q'R modulo p® avec les coefficients de Q et R réduits modulo p©,
par suite P = QR ne serait pas vrai sur Z[X].

Par contre, dans le nouvel algorithme on peut choisir p™ trés inférieur a la borne
théorique (4 || P ]| )%, mais supérieur a la bome classique 2° || a, P || . Si on désigne,
comme dans le paragraphe précédent, par ko le plus grand entier tel que

n( | a, | +H(P))* + (q—n) | a, | ® -soit majoré par p=, alors tout produit Q = Q,...Q,
qui divise P sur Z[X], doit vérifier les majorations 2) du théoréme pour 1 < j < ko.
On obtient ainsi un critére de reconnaissance des diviseurs de P sur Z[X], avec un cofit
analogue a celui de 1'algorithme usuel.

Rien ne nous permet d'estimer le gain par rapport a l'algorithme classique, mais on peut
espérer qu'ainsi le calcul de nombreux produits Q,...Q, sera €vité, notamment dans le
cas d'un polyndme irréductible.

Remarquons d'autre part que si | a, | < | a |, ol a, est le terme constant de P, on
a intérét a remplacer P par son polyndme réciproque. La borme donnée pour p®
devient alors 2° || a, P || .

7°) Exemple.

On donne le polynéme P =3 X* -4 X*- 8 X* - 1. On rend le polyndme unitaire en
calculant P,(X) = 3° P(X/3) = X® — 12 X* - 216 X? - 243,

Si on choisit p = 5, on doit faire les calculs modulo 5", avec, dans l'algorithme
classique 5™ > 2° || a, P|| = 1824; on doit prendre m = 8 (pour m = 4, p™ = 625).
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On factorise donc P, sur Z/(5%)[X], en utilisant la méthode classique. On obtient
successivement les factorisations sur Z/(S)[X], ..., Z/(5))[X] :

P, = (X - 1) (X +1) (X -3) (X +3) (X2 - 2) sur Z/A(5)[X], puis
P,= (X +4) (X -4)(X-8)(X+8) (X-2) sur Z/(5)[X], puis
P, = (X + 167XX - 167X + 79X - 7IXX* - 257) sur Z/(5%)[X], puis

P, = (X + 155458)(X — 155458)(X — 59296)XX + 59296)(X* + 2243) sur Z/(5%)[X].
On obtient donc les facteurs suivants :

Q = X + 155458, Q, = X - 155458, Q, = X - 59296,

Q, = X + 59296, Q = X+ 2243,

On calcule les développements logarithmiques des polyndmes Q; jusqu'a l'ordre

deg P - 1 = 5. Les coefficients de ®,(Q;) sont évalués grice aux formules de Newton;

on obtient :

aj = degQ;

al = - a;;

a} = @) -23ay;

al =-(a) +3 a4 a;

al = (a)' -4 afa)’a, + 2 (3)°(a)
Par suite :

OQ,) = 1- 155458 X + 2264 X2 — 3787 X* + 47571 X5,
O(0Q,) = 1+ 155458 X + 2264 X2 + 3787 X* + 47571 X*,
D(Q) = 1+ 59296 X - 9X*-143039 X+ 81 X%
P0Q)= 1- 59296 X - 9X*+ 143039 X* + 81 X%
D Q) = 2 ~ 4486 X* — 94152 X*.
On calcule toutes les sous-sommes F, = ®4Q)) + ®4Q,) et F, = ®(Q,) + P(Q,) +
®,(Q,) sous la forme A*;+ A* X + A*, X+ A*, X* + A*, X, puis on examine les
majorations 2) du théoréme :
| A* | sn(|a, | +HP®)Y +(@Q@-n)]a]’
1B | =n(la | +HEY +(¢-n)lal’
avecici q et r majorés par 4, |a,| =3, |a,| + HP)=11et n=1.Ici ko est
le plus grand entier tel que 11' + (4-1)3' soit majoré par 5% donc ko = 5.
Les seules sous-sommes de ®(Q,) + ... + P(Q,) qui vérifient les majorations 2) du
théor¢me sont
F, = ®,(Q,) + ®,Q,) =2X - 18 X* + 162 et
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F, = ©4Q) + ®4(Q,) + P(Q,) =4 X* + 42 X? + 990
On ne calcule donc que les produits
Q, Q, Qs = (X - 155458)(X + 155458)(X* + 2243) = X*-21 X* - 27,
Q,Q =(X+59296)(X - 59296) = X*+09,
On vérifie que P, =(X*+9)(X*'-21X*>-27).
En remplagant X par 3X, puis en rendant primitifs les polynémes obtenus, on obtient
la factorisation P=(X*+1)(3 X'-7X?-1).

8°) Application.

Le monomorphisme utilisé dans I'algorithme proposé pour améliorer la factorisation des
polynémes peut aussi étre utilisé pour effectuer d'autres calculs. On a vu au paragraphe
2, comment utiliser ce monomorphisme pour calculer le quotient de deux polynémes.
On peut généraliser I'utilisation du monomorphisme a des expressions plus complexes

contenant des produits, des quotients, des logarithmes et des exponentielles. On pourrait

alors calculer par exemple, les développements limités de telles expressions.




Partie : B.

Avant d'aborder le probléme de la factorisation d'un polyndme, on va étudier plusieurs
questions annexes comme dans le cas des polynémes a une variable. Le polynéme donné
P appartienta Z[X, X,, ..., X;] et on le considére comme un polynéme de K[X] avec
K =Z[X,, .., X_]-

Pour étudier le polynome P, le premier travail est donc d'écrire P sous la forme

a, X +..+a X"+ .. ta, o a €Z[X,..X,]

Dans les algorithmes utilisés, a,, ...,a, doivent étre des polyndmes premiers entre eux.

On devra donc calculer le PGCD & de a,,..., a, puis diviser chacun des coefficients

a,,..,ay par d.
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I) PROBLEMES PRELIMINAIRES A LA
FACTORISATION.

1°) Calcul du plus grand commun diviseur.

On peut adapter l'algorithme d'Euclide, défini pour les polyndmes a une variable dans
la partie A. On peut en particulier, utiliser I'amélioration de Collins, étudiée dans (A.I).
Une autre technique a été proposée par Collins dans [C2]; elle utilise la notion de
"sous-résultant” de deux polynémes. Un autre algorithme de type modulaire est proposé
par Brown dans [Bo]. Les cofits de ces deux algorithmes pour des polyndmes de degré

d a m+1 variables sont de l'ordre de

( Log®H(P) + m (d + 1) LogH(P) )(d + 1).

2°) Factorisation d'un polynéme ayant au moins un facteur carré.

Comme on I'a vu dans (A.I), on calcule le PGCD du polynéme donné P et de sa
dérivée P' par rapport a la variable principale X. Si P a un facteur carré, alors le
PGCD ainsi obtenu est un diviseur non trivial de P. On suppose donc dans toute la suite

que

MB.I1.1) P est sans facteurs carrés.

3°) Majoration des coefficients des diviseurs de P.

Les résultats de ce paragraphe sont dis a Mignotte et figurent dans son ouvrage [M1],
au Chapitre IV. Un polynéme P de Z[X)X,,...,.X,], peut étre écrit sous la forme

P= 2 a,, XX. X

3 1o jum
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la somme étant étendue a tous les indices j, j1, ..., jm tels que a,; ;, soit non nul.

On appelle hauteur de P le nombre H(P) = max |a; ;|-

j it jm
On appelle norme de P le nombre ||P|| = V X |a,,. |2

Les majorations des coefficients des diviseurs de P utilisent la notion de mesure,
comme dans le cas des polyndmes a une variable. Rappelons la définition de la mesure
donnée en (A.L.2).
On appelle mesure du polynéme P = a X" + ... + a,, le nombre

MP)= la | |z |~|z],
ou z,..., z, sont les zéros de P de modules supéricurs a 1.
Malheurecusement, cette définition concréte de la mesure ne se généralise pas aux
polynoémes a plusieurs variables. On va donc donner une autre formulation de M(P) qui
pourra se généraliser. Cette nouvelle formulation de M(P) utilise la formule

de Jensen, appliquée aux fonctions holomorphes.

Formule de Jensen.
Si i(z) : —_— he 3 lintési 1 di ité. alors:
1

B12) log|f0)] = | log|fe™)| dt + 2 log ||
0

31 i £, les zéros de f situés A l'intérieur du di e

Appliquons cette formule au polyndme réciproque de P, qui est égal a
X P(1/X) = a, + a, X + ... + a, X". Alors les zéros de ce polynéme réciproque de
module inférieurs a 1, sont les zéros de P de module supérieur 3 1. Notons ZiyeoeZy

ces z€ros. La formule de Jensen donne la relation

1
log|a | = J010g|P(e"""‘)| dt + log |1/ | + + log|1/z|.

Il en résulte la relation :
1

(B.L3) log M(P) = I log | P(e**) | dt.
0

On en déduit la définition suivante, qui généralise la relation (B.I.3) ci-dessus.
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Définiti
On considére le polynéme & m+1 variables P(X,X,,..,X,), ol m = 1. La mesure de

P est définie a partir de la mesure du polynéme 3 m variables P(X,X,,...,X,_,e%*) par
la_formule suivante

1
(B.1.4) M(P(X,X,,....X,)) = exp( J’O log M(P(X,X,,...,.6*))dt.

Pour m = 0, la mesure de P est donnée par la relation (B.I.3).

A partir de cette définition de la mesure, on peut démontrer comme dans le cas des
polyndmes a une variable que :

(B.L5) { MPXX, X)) ¥ Il PCX, Xy, X |l et

M(Q(X, X R(X,..X,)) = MQ(X;.. X)) M(R(X,..X ).

Dans la suite, on notera d, dl, ..., dm les degrés partiel d'un diviseur Q de P, par
rapport aux variables X, X, ..., X_; on notera q le degré total de Q, soit

q=d +dl + .. + dm. On peut vérifier la majoration suivante :
d dl dm

®L6) HOQ = ())& moxx,..x.).

On en déduit donc que :

@17 HOQ) = ())& 1pexx,.x ).

On obtient en particulier :
(B.I8) HEQ) = 2* | (X X,.. X .

C'est cette derniére majoration qui sera utilisée dans la suite. Une autre majoration avait

été€ donnée auparavant par Gel'fond dans [Ge]. Si P = QR, alors :

(B.I9) H(Q)H(R) = e H(P).

Cette majoration est moins bonne que celle de Mignotte, car
IPll =v'q HP) et (e/2)'= vq désque q=2.
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4°) Factorisation initiale sur Z[X].

On a vu dans l'introduction, que la méthode classique de factorisation consiste a choisir
des nombres ay, ..., o, € Z, puis a factoriser le polynéme P, = P(X, ay, ..., o) sur
Z[X]. On note cette factorisation P(X, a,, .., o) = Q°%(X) - Q°(X).

On en déduit que
B.19) PX X, ., X) = QX) - Q°(X) modulo A,,

ou A, estl'idéal engendré par les polyndmes X,-a,, ..,X,—a,. Cette factorisation (B.1.9)
est le point de départ de l'algorithme de factorisation des polyndémes a plusieurs
variables; comme on I'a vu dans I'Introduction, page 5, a I'Etape 1 de l'algorithme la
factorisation initiale doit étre sans facteurs carrés et le degré du polyndme doit étre

conservé dans la projection. Les deux propriétés suivantes doivent donc étre vérifiées :

a) les diviseurs Q°%X) de P(X, a, .., «,) doivent étre
deux a deux distincts;
b) le degré de P(X, a, .., a,) doit étre égal au degré d de P(X, X,, .., X,)

suivant X.

Les nombres a,, .., o, devront donc étre choisis de facon que a) et b) soient
satisfaits. D'aprés le paragraphe 2°) on suppose que P n'a pas de facteur carré. Donc
P et P' sont premiers entre eux; par suite, on a la relation :

AX)PX, X,, .., X,) + BOPX X, ., Xo) = &X,, -, X,),
ol & est un é€lément non nul de K. Il suffit donc de choisir des nombres a, ..., o
qui n'annulent ni &(X, .., X_), ni le coefficient dominant de P qui s'écrit
a(Xy, -, Xu)- Comme & et a, sont des polyndmes non nuls, ils ne peuvent pas
s'annuler partout. Par suite, on pourra trouver des nombres o,,.., a, Vérifiant les
propriétés a) et b). Cependant, il est important de majorer le nombre de m-uples
(a;,.., am) ne vérifiant pas a) et b), c'est-a—dire le nombre maximum d'essais
infructueux. On peut le faire grice au lemme suivant, qui se démontre par récurrence sur

le nombre m de variables :

Lemme 1.
Soit A un anneau et Q(X,, .., X,) un polyndme non nulde A[X,, .., X,] de degré
d; suivant la variable X;.
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Soit. E un pavé de A™ de la forme E,x..xEx.E, oule cardinal de E, est égal 2
(d+1). Alors, il existe un élément (ay, -, o) de E telque Q(ay, .., o) 5= 0.

Dé .
Le théoréme est évident pour m = 1. Supposons-le vrai pour les polynémes 3 m-1
variables et écrivons Q comme un polynéme en X_ 3 coefficients dans AlX,, .., X,].
Supposons que le Lemme ne soit pas vérifié. Alors pour tout (ay, .., a, ,, X) €E, le
polyndbme Q(a,,...,a,;,X) est nul; ses coefficients doivent donc s'annuler. En utilisant
I'hypothése de récurrence, on en déduit que ce sont des polynémes nuls. Le polynéme

Q est donc le polyndme nul, ce qui est absurde. Le Lemme est donc démontré.

Sionnote d, d,,.., d, les degrés de P suivant X, X,,.., X, alors &(X,,..,.X,) est de
degré maximum (2d-1)d,,...(2d-1)d,, suivant X,, .., X,. Le produite 8.a, a donc des
degrés majorés par 2d.d,, ..., 2d.d,. Le lemme permet donc d'affirmer qu'apres avoir
effectué au maximum
(2dd, +1)(2d d, + 1)~(2d d  + 1)

essais avec des m-uples (ay, .., a,), On trouve un m—-uple qui n'annule ni 8, ni a,.
On suppose qu'on a trouvé un tel m~uple. Remarquons que pour la suite des calculs on
a intérét a avoir le maximum de nombres o nuls. On évite ainsi des calculs complexes
de coefficients. La recherche de ces nombres o telle qu'elle est définie par Wang et
Rothschield dans [WR], consiste a effectuer tous les essais possibles en commengant par
o = oy = ... = a, = 0, puis a essayer de choisir l'undes o égal 3 1 ou -1. Aucune
stratégie particuliére n'est adoptée, car trés souvent les premiers m-uples choisis

conviennent.

Exemple.

P=6X‘+2X3+5X2-—4+2Y(3X2—2X)+Z(2X“+2X3+3X2+5X—2)
+XZ*+2XYZ.

Le coefficient dominant de P s'écrit a,(Y,Z) = 6 + 2 Z. On peut donc prendre ici

o, = a, = 0. Alors on obtient P(X,a;,0,) = P(X,0,0) =6 X* +2 X* + 5 X? - 4 qui est

de degré 4 comme P et n'a pas de facteur au carré.
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II) PROBLEMES RELATIFS AUX
POLYNOMES NON UNITAIRES.

1°) Méthode classique.

On peut utiliser une technique analogue a celle des polynémes a une variable.
Considérons le polyndme donné P de coefficient directeur a,(X,,...,X,). On a vu dans
I'Introduction, que les calculs de factorisation sont effectués sur K;[X], avec
K = Z[X,~a,, ..., Xg=o,JA;. Or A; est I'idéal engendré par les polyndmes en
X,~a,, ..,X —a, de degrés majorés par j et par p" ou p" majore les coefficients des
diviseurs de P sur Z[X,X,,...,X,]. Comme pour les polyndmes a une variable, p doit
étre choisi de fagon que les diviseurs Q°(X), ..., Q°%(X) de P sur K| restent deux a
deux distincts. De plus, on doit choisir un nombre premier p qui ne divise pas
a(o,,...,ay). D'autre part, comme on l'a vu au paragraphe précédent, a, .., a, sont
choisis de fagon que ay(a,,...,an) = 0. Il en résulte que le polyndme a(X,,...,.X,) est
inversible sur K = Z[X,~a,, ..., X;~a,}/A;
Supposons donc que P ne soit pas unitaire. On peut alors procéder comme dans le cas
des polyndmes a une variable, c'est-a—dire écrire P sur K|[X] sous la forme
P=a(X"+a (@) X" +..+a(a,)") = a, P, ou P, est unitaire.
On est donc ramené a la factorisation sur K[X] d'un polynéme unitaire P,. Notons
Q,....Q, la factorisation obtenue aprés la derniére étape de "remontée”, c'est—a—dire
pour j = n; ainsi, P = a, Q,...Q, sur K[X]. Par suite, si le produit Q,...Q,
correspond 2 un diviseur de P sur K[X], alors le produit Q = a, Q;,...Q; calculé sur
K,[X], puis identifi€ a un polynéme de K[X], divise a, P sur K[X]. On peut donc
obtenir un diviseur de P sur K[X] en rendant primitif le polynéme Q, c'est-a-dire
en divisant Q par le polyndme & qui est le PGCD des coefficients de Q.
Ainsi, la factorisation du polyndme unitaire P, permet de trouver les facteurs de P sur
K[X]. On convient donc pour la suite, de factoriser un polynéme unitaire. Puis dans la
phase finale de la factorisation, on multiplie chaque diviseur potenticl Q par a,, puis

on effectue la division de a, P par a, Q. On trouvera ainsi tout diviseur de P.
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Mais ce procédé est- plus lourd que dans le cas des polyndmes & une variable. Il exige
en particulier de multiplier chaque diviseur potentiel Q par le polyndme a .

Un exemple d'un tel calcul a été donné dans I'Introduction page 3.

2°) Algorithme de Wang pour le calcul des coefficients

dominants.

Elimination des fact it

On appelie facteurs parasites, les diviseurs de P sur K,[X], qui, aprés la "remontée”
de K|[X] dans K X], ne corespondent 2 aucun diviseur de P sur Z[X,X s X )
Pour diminuer la probabilité d'avoir des facteurs parasites, on peut factoriser P sur une
dizaine d'ensembles K [X] et ne conserver que-la factorisation ayant donné le nombre
minimum de facteurs.

Dans le cas de polyndmes a plusieurs variables, la factorisation initiale est faite sur
Z[X,ay,...;a,]. La probabilité d'avoir des facteurs parasites est plus faible que dans le cas

des polyndmes a une variable, avec K, = Z/(p).

Présentation de I'algorithme de Wang.
Wang propose dans [Wa], une méthode de traitement des polynémes non unitaires,
nettement plus efficace que la méthode classique exposée plus haut. Elle consiste 2
factoriser a(X,,..,X,) sur Z[X,,...,X,], puis a répartir les facteurs trouvés entre les
différents diviseurs de P. On obtient ainsi les coefficients dominants des diviseurs de
P.
Rappelons qu'au départ on doit factoriser P(X,a,,...,a,) sous forme d'un produit de
facteurs irréductibles primitifs de Z[X]; notons cette factorisation

P(X,opyeemsn) = 8 Q°(X)...Q%(X),
ou 3 est le PGCD des coefficients du polyndme P(X,a,,...,a,). Malheurcusement la
variante proposée par Wang exige que la factorisation ci-dessus ne contienne aucun
facteur parasite. Supposons pour la suite du paragraphe, que ce soit le cas. Cette méthode
exige aussi de choisir a,.., @, de fagon qu'ils vérifient une condition supplémentaire,

ce qui augmente le coit de la phase d'initialisation de l'algorithme de factorisation.

Dans tout le paragraphe, on utilisera les notations suivantes :
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1) on appelle coefficient dominant de P(X,X,,...,.X,) et on note a,(X,,...,X,), le
coefficient de la plus grande puissance de X;

2) ce coefficient ay(X,,...,X,) s'écrit d'une part sous la forme a(X,,....X,) =
(X X ) oo €l XKpyees X ) 01 €(XKyee; Xi)yoosCi(Xye, X ) désignent les

coefficients dominants des diviseurs de P;

3) d'autre part, a(X,,...,X,) s'‘écrit sous la forme
a (X Xw) = B by(Xppeeos XM b(Xyy--s X )™ 0Ol les polynémes by(X,...,X,,)

sont irréductibles et primitifs et ot B € Z;

Conditi sliminai

Comme on I'a dit plus haut, on doit choisir a,,..,a, de fagon plus restrictive que dans
la méthode classique. Plus précisément oy,...,a, doivent étre choisis pour que la

condition suivante soit vérifiée :

la suite des nombres b(a,...,n,) est telle que, pour 1 <j <t, bey,...;an)

(B.JI.W) ait un facteur premier p; qui ne divise ni S, ni B, ni aucun des nombres
b(a,s---sa,) pour k <j.

Dans la suite, cette condition sera appelée condition de Wang. On peut vérifier
facilement qu'il existe une infinité de m-uples (a;,...,a,) qui vérifient la condition de
Wang. En effet, comme les polynémes b,(X,...,X,), ..., b(X,,...,.X,) sont premiers entre
eux, l'identité de Bezout s'écrit B, bi(X,,.... X,) + ... + B; b(X,,....X,) = o5 € Z.
Faisons varier X, = a,, ..., X, = o, dans Z. Supposons que le nombre bya,,...,a,) n'ait
qu'un nombre fini de facteurs premiers. Dans ce cas, il existerait un facteur premier p
tel que bya,,....,a,) =0 sur Z/(p) pour (ay,..,a,) € E, E étant un pavé vérifiant les
conditions du Lemme 1. D'aprés ce Lemme le polynéme b,(X,,...,X,) serait nul sur
Z/(p)[X,,-..,X ), il ne serait donc pas primitif sur Z[X,,...,X,], ce qui serait contraire aux
hypothéses. Il en résulte que b(a,,...,a,) aun nombre infini de facteurs premiers lorsque
ay,---, 0y varient dans Z.

En retirant de ces facteurs premiers les diviseurs de o,,..., oy, B et 0, il reste une infinité
de facteurs ne divisant aucun des nombres b, (o,,...,a,) pour k < t. On a donc
finalement une infinité le choix possibles pour le m-uple (ay,...,a,).

L'algorithme de recherche d'un tel m~uple qui est donné par Wang dans [Wa], est fondé
sur des calculs de PGCD, de fagon a éviter des factorisations d'entiers. Dans cet

algorithme, qui est donné ci—dessous, la recherche des facteurs premiers p; est
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remplacée par celle de facteurs quelconques d; > 1. Si une telle suite (d,, d,,.., d)
vérifie la condition de Wang, alors on obtient une suite (Pos Py, --P) en choisissant des
facteurs premiers autres que 1, dans la suite (d,, d,,.., d).

On donne ci—dessous les étapes de 'algorithme vérifiant si un m-uple donné (a,,..., a,)

vérifie la condition de Wang :

Algorithme:
1)d, :=8¢;
2)pour j:=1,2, ..t faire:
a) d; := b(a,,...;ay);
b) on divise d; par les facteurs communs a d,,...d;
it : pour k:=j-1, .., 0:
supprimer de d; tout facteur figurant dans d,
pour cela :
Tant que & = PGCD(d,, d) > 1, diviser d; par §;
Si d; est réduit a 1, Aller a 4);
3) Fin avec la réponse VRAI et la suite {d,,..., d};
4) Fin avec la réponse FAUX.
Dé ination d flicients dominants des divi

Cette détermination est fondée sur le lemme suivant donné par Wang.

Lemme 2.
Considérons le produit suivant P(X,X,,.,X,) = Qu(X,X,,-X0)..Q%,X,,...X.), et
8 Q°(X)...Q°(X), la factorisation de P(X,a,,...,x,) en facteurs imréductibles primitifs,
avec 8 | Z. Notons C(X,,....X,) le coefficient dominant de P(X,X,,. X
Alors, on a d'une pat  ((ay,.-,@,) = & q,...q, ol les nombres q,,..., q, sont les
cocfficients dominants de Q°,, .., Q°, et d'autre part,
C(Xpyr X)) = ©KpyerrX ) orr €K oo X )

olies ¢(X,,...X,) sontles coefficients dominants des diviseurs Q,(X,X,,...X,) de P.
Notons B by(X,,...X)"...0(X,,....X)", la factorisation de C(X,,..,X,) en facteurs
irréductibles primitifs, avec B € Z.
Soit (ay,--2,) un m-uple tel que, pour 1 <j =<t byay,...,a) ait un facteur premier

p; quine divise ni 8, ni B, ni aucun des nombres b,(a,...,x,) pour k < j.
AlQch_dcmcr_fachm_dg C ¢levé a la puissance N, a savoir b(X,,...,X,)", divise
¢(Xy,--»X,), si et sculement si bay,....0,)" divise 8 g
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Dé :
Il est clair que si b(X,,...,.X )" divise ¢(X,,...,X,), alors b(a,,...,a,)" divise c(ay,...,a,),
qui lui-méme divise & q;.

Supposons qu'au contraire, b(X,,...,X,)" ne divise pas ¢(X,,...,.X,). Alors ¢(ay,...,a,)
est de la forme B; by(ay,...,0n)".b(ay,...;.a)" avec B, qui divise B et Ut < N. Par
suite, le facteur premier p, défini dans le lemme ne figure dans c(a,,...,a,) qu'avec
la puissance Ut. Comme & ne contient pas le facteur p,, alors p, ne peut pas non plus
figurer dans O q; avec la puissance N. Par suite, b(ay,..,a,)" ne peut pas diviser &

G;- Le lemme est donc vérifié.

Le lemme 2 permet de répartir les puissances de b(X,,....X,) entre les différents
coefficients dominants ¢(X,,...,X,) des diviseurs de P. Lorsque cette répartition est
terminée, on applique a nouveau le lemme 2 au produit des coefficients dominants,
divisé par b(X,,...,X,)"". On obtient ainsi la répartition des puissances de b, ,(X,,...,.X_).
En continuant ce processus, on obtient la répartition des puissances de tous les
by(Xyye ey X )

Par suite on peut écrire chaque coefficient ¢(X,,...,X,) sous la forme

(XX = By by(X, ., X ) b(X e XM = 1y X, X0,

ou les puissances Ul, .., Ut sont déterininées. Il reste a définir les coefficients
numériques ;.

Supposons que & = 1. Alors C(ay,...,0) = qpee.q, = Cy{@pyeees@)-e-COgyenesan),

donc c¢(ay,-..,a,) = q;. On obtient donc w; = q; / b(wy,...,a,).

Supposons maintenant que 8 > 1. Alors 8 q,...q, = €(agyeey@g)-+-C{pyerryap),

donc ¢ays...san) = §; q; = W b(ay,...,0,) est le PPCM de q; et b(ay,...,a,). Par suite,
W =gq;/d, ou d; estle PGCD de g; et de b(ay,...,a,).

Remarquons que s'il existe des facteurs parasites, alors le lemme ne permet pas toujours
de répartir toutes les puissances des b,(X,...,X,). Dans ce cas, on ne peut pas trouver
les coefficients dominants ¢(X,,...,X,) des diviseurs de P. On devra alors choisir un
autre m-uple (a,,...,a,), puis recommencer jusqu'ad ce qu'on puisse trouver les
coefficients ¢(X,,...,X,) a l'aide du lemme. Dans ce demnier cas, on n'est

toujours pas certain qu'il n'y a pas de facteurs parasites.
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Exemple.
Reprenons I'exemple donné par Wang, dans [Wa].
P(X,Y,Z) = 4Y'Z’ + 4Y°Z° - 4Y°Z* - 4YZ) X® +

Y'Z° + 12Z° + 12Y°2% - Y?Z° - 12YZ’ - 127%) X° +
BY* + 6Y°Z? + 8Y’Z - 4Y?Z* + 4Y*Z® - 8Y?Z? - 4YZ® - 2YZ* - 8YZ’) X* +
QY'Z + Y’Z’ - Y’Z° + 9Y*Z - 12YZ® + 12YZ2 - 12Z* + 3Z2%) X* +
(6Y° - 6Y°Z* + 8Y’Z - 2YZ* - 8YZ® + 2YZ?) X2 +
QY’Z - 2Y°Z* - 3YZ + 32> X + 2YZ? - 2Y2
Le coefficient dominant C(Y,Z) se factorise sous la forme
C(Y,Z) =4YZ(Y + ZY(Y -Z) =4 b, b, b, b,.
Par suite C(-14,3) = 4 (~14) 3? (-11)? (-17).
La recherche de couples (ay, o,) satisfaisant la condition de Wang donne par exemple
(=14, 3), (5,-12) et (-23, 3). On utilise trois couples pour vérifier que P(X,a,,a,) donne
chaque fois le méme nombre de facteurs, ce qui est bien le cas. On en
conclut qu'il ne doit pas y avoir de facteurs parasites. Avec le premier couple o, = -14,
o, = 3, on obtient
P(X,-14,3) = 1036728 X* + 915552 X* + 55748 X* + 105621 X® ~ 17304 X*
- 26841 X - 644
=187 X2 - 23)(44 X* + 42 X + 1126 X2 - 9 X + 28)
= Q°%(X).Q°%(X).Q%(X).

On a donc C(Y,Z) = ¢(Y,Z) c(Y,Z) ¢,(Y,Z). D'autre part,
Clay,0) = 8 q; g, g5 = 1-187-44-126. On place d'abord le facteur b, =Y - Z qui vaut
-17 en (a,,a,). Comme 17 divise 187, b, divise c¢,(Y,Z). On place ensuite b, =Y + Z
qui vaut -11 en (o,a,). Comme 11 divise 187 et 44, b, divise c, et ¢. On
obtient finalement :
aY,)=(Y+ZXY -2), (Y, 2)=-4Y+2Z) et c(Y,Z)=-YZ2
qui sont les coefficients dominants de Q,(X,Y,Z), Q(X,Y,Z) et Q(X,Y,2).

3°) Transformation de P en polynéme unitaire.

On propose ci-dessous une alternative a 'amélioration de Wang, qui ne dépend pas de

l'existence ou non de facteurs parasites.
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La solution consiste a transformer P en polyndme unitaire; alors les diviseurs de P
sont également unitaires. Tous les problémes posés par les coefficients dominants sont
donc résolus. Introduisons quelques notations. Si Q est un polyndme de
Z[X,X,,...,X ], son degré suivant X est noté Q. D'autre part, le degré suivant X du
polynéme donné P est noté d, son degré total suivant X, ..., X, est not¢ do et son
degré total suivant X, X, .., X, est noté Do. Le polyndme P peut s'écrire sous la
forme P = PO+PY+ .. +P%+ .. +P* ol P9 estunc forme de degré j de
K[X,,....X.], o K =Z[X]. Alors j=<8P%<j+d.

Rappelons que l'algorithme classique de factorisation défini dans I'Introduction consiste
a factoriser successivement la suite des polyndmes P;, ol les P; sont les projections de
P sur K = Z[X,~q,,....X;—a,JJA; o A; est I'idéal engendré par p™ et par les
monodmes de Z[X,~a,,...,X,—a,,] de degré strictement supérieur 2 j; p™ étant supérieur
aux coefficients des diviseurs de P. Pour simplifier I'écriture de P; on utilise
habituellement le changement de variables suivant Y, = X; — a;, ..., Y, = X, ~ o
Alors P; s'écrit comme un polyndme en X dont les coefficients sont des polynomes
en Y,,.,Y,_ de degré total majoré par j et dont les coefficients sont compris entre
-1p" et ¥p".

Remarquons que le polyndme P(X,X,,..,.X.)A,, qui est noté comme auparavant
P(X,X,,....X,) sécrit P(X,o,...,0,). On a vu ci—dessus que a,, .., o, doivent étre
choisis de fagon que la propriété suivante soit vérifiée :

P(X,X,,..,X,) n'a pas de facteur carré et son
(B.IL.1)

degré est €gal a d.
Considérons un autre changement de variables, 3 savoir :

Y, =X - X, oy, Y =X, —a, X.
Alors P(X,X,,....X,) est le polyndme P(X,Y,+a, X,...,Y, +a, X) noté pour la suite
Pu(X,Y,,...,Y,) (car un tel polyndme scra dit normalis€). La projection P, de P sur
K = Z[X,~a,,...,X,—0,J/A; donne pour j =0, le polyndme P(XX,,...,X,) qui est égal
a P(X,q, X,..,a, X). La propriété (B.IL.1) signifie donc que P(X,a, X,..,a, X) n'a pas
de facteur carré€ et que son degré est égal a Do.

Vérifions le lemme suivant :

Lemme 3.
Considérons le polynéme P(X,X,,...X,) et le changement de variables suivant :




83

Yo=K, i X, oo Wi, = X0 - 59K
1) Il n'existe QH'!H] nombre fini de m-uples (‘11:---:‘lm) tel que (B.IL1) ne soit_pas
vérifie
2) Notons Py(X,X,,-..,X,) le polyndme unitaire transformé de P(X,X,,...,X,) _parun
tel changement de variable vérifiant (B.I1.1). Alors P, vérifie l'inégalité suivante:

BIL.2) JdP® <8P -k pour k=0.

En particulier Py® =0 pour k =8 P©.

Dans la suite, un polyndme Q de Z[X,X,,...,X,] vérifiant l'inégalité

5Q¥ <8Q” -k pour k=0 et .5.09=0 pour k= 8 Q® gst appelé polyndme
lisé

Dé .

1) Ona & P(X,e; X,...,a, X) = Do, a condition que les monémes de degré Do ne

s'annulent pas entre eux. Notons A(a,,...,.a;) la somme des coefficients de

P(X,o, X,...;ay X) de degré Do. Alors P(X,a, X,..,a, X) ale méme degré en X que

P(X,X; + o, X,...,.X,, + o, X) a condition que Ao,,..,a,) 5= 0.

D'autre part, notons §(a,...,a,) le discriminant du polynéme P(X,o, X,...,a,, X). La

propriété¢ (B.IL.1) sera donc vérifiée si le m-uple (o,,...,a,) est choisi de fagon que le

produit Ay(a,...,a4)-8,(ay,..;0,) s0it non nul. D'aprés le lemme 1 il n'y a donc qu'un

nombre fini de m-uples (a,,...,0,) tels que (B.IL1) ne soit pas vérifié.

2) Supposons maintenant que A(ay,...,a,) ne soit pas nul.

Considérons le polyndme Py(X,X,,...X,) égal 3 P(X, X +a, X,...,X +a, X); alors

8 P =8 P(X, o; X,..., o, X) = Do; d'autre part, P, est égal 3 une somme de

polyndmes homogénes de la forme m; = pX(X;+a, X)™)... (X, +o, X)™).

Notons m® la forme de m; de degré k suivant X,..,X,. On a donc la relation &

m;=3m® + k Alos 8 P,®=8>m, )= & >m®¥) + k. De plus il n'y a dans

Py aucun mondme de degré supérieur 3 & P,® suivant X,,..,X_. Donc P, est

normalisé et le lemme est vérifié.

Glfit des oalial ire P tinital

Remarquons que le nombre d'essais pour trouver un m-uple (ay,...,a vérifiant le
q 19000

Lemme 3 est du méme ordre de grandeur que celui des essais de la recherche classique
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d'un m-uple tel que P(X,a,,...,a,) soit sans facteur carré et ait un coefficient dominant
a(ay,..,a,,) non nul.

Rappelons que dans le recherche classique du m-uple (a,,...,a,), on fait des essais en
prenant le maximum de nombres o; nuls. On procéde donc de la méme maniére ici,
c'est-a—dire qu'on prend d'abord «, = ... = a, = 0, puis on prend I'un des nombres

o; non nul, puis deux nombres o non nuls, ... Le colt de chaque essai est celui du
calcul des coefficients du nouveau polynoéme

Pu(X,X,,.... X)) = P(X, X+, X,...,.X,+a, X), c'est—a—dire du calcul des produits

X, + o, X)..X, + o, X). Le nombre de ces produits, c'est-a—dire le nombre des
coefficients de P est de l'ordre de

d+ 1=
(B.I1.3) .
(2m)!
Elimination du coefficient constant a,.

Supposons dans la suite que P(X,X,,...,X,) ait été normalisé par un changement de
variable de la méme forme que dans le lemme 3. Alors le coefficient dominant a, de
P(X,X,,...,X,) est constant.

Si on choisit p non diviseur de a, on peut mettre a, en facteur dans P et déterminer
les diviseurs unitaires de P/a,.

On trouvera ensuite le coefficient dominant de tout diviseur Q de P de la méme
manicre que pour les polyndmes a une variable, c'est-a—dire en rendant primitif le
polynéme a, Q.

On peut aussi rendre P unitaire par un nouveau changement de variable, en remplagant
par exemple X par X/a, puis en multipliant P par a*'. Si d et a, sont petits,
alors ce nouveau changement de variable ne fait pas beaucoup croitre la taille des
cocfficients de P.

Dans la suite, on supposera que P est normal et unitaire.

Exemple.
P=6X"+2X+5X*-4+2X,(3X-2X)
+X, X +2X+3X+5X-2)+XX2+2X X, X,

Calculons la somme des mondmes de degré total maximum, 2 savoir
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AX,X},X,) = 2 X* X,. On peut donc prendre ici o, = 0 et o, = +1. Le nouveau

polyndme Py s'écrit donc par exemple

Pu(X,X, X)) = P(X,X,X, - X) =
-2X+4X42X-4+42X (22X +3X2-2X)
+X, 22X 42X +X+5X-2)+ X X2 +2X X, X,.

On peut dans cet exemple, rendre Py unitaire sans augmenter réellement la taille des
coefficients, en changeant X, en 2 X,, puis en divisant le polynéme obtenu par —2. On
obtient le polynéme :
Pr=X-2X'-X+2+X, (22X -3X2+2X)

-X, X +2X+ X +5X-2)-2X X2 -2X X, X,.
La factorisation de P revient donc a celle de P*. Notons @ [Il'application de
Z[X,X,)X,] dans Z[X,X,,X,], définie par les changements de variables ci-dessus, qui
transforme P en P*. Aprés avoir factorisé P* sur Z[X,X,,X,], on devra transformer
chacun des diviseurs Q* de P*, a l'aide de l'application réciproque de @, notée P

Dans cet exemple, @™

est définie par le changement de la variable X, en %X, suivi
d'une multiplication du polynéme obtenu par 2, suivi du changement de X, en

X, + X.
4°) Calcul des coefficients d'un produit de polynémes.

Au cours des algorithmes de factorisation on doit souvent calculer les coefficients d'un
polyndme défini comme un produit. Pour connaitre les coefficients, on peut évidemment
développer ce produit, mais pour les polynémes 2 plusicurs variables les calculs sont trés
longs. Le développement du produit donne en fait, tous les coefficients du polyndme,
alors que souvent on n'a besoin que des coefficients de degrés donnés.

La méthode utilisée, qui a été proposée par Wang dans [Wa], repose sur la formule de
Taylor. D'aprés cette formule le coefficient du polyndbme P de degrés j, jl,..., jm
suivant X, X,,..., X,, est obtenu en dérivan-t P, j fois suivant X, j1 fois suivant X,,...,

jm fois suivant X, puis en remplagant X, .., X, par 0 dans la dérivée ainsi obtenue,

et enfin en divisant le nombre obtenu par le produit j! j1! ...jm!.
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Cette méthode est intéressante car les calculs relatifs a la dérivation et a l'évaluation
d'une expression en un point sont plus rapides que les calculs de développement d'un
produit.

Exemple,

On considére le polyndme défini par le produit suivant :
PXY)=X*Y+X-4X+4HX+XY+1).
On veut calculer le coefficient de X* Y dans P, sans effectuer le produit. Pour cela on
calcule la dérivée :
1 &P

Le coefficient cherché vaut donc -3.

5°) Algorithme d'Euclide généralisé.

On se place sur l'anneau K[X] ol K = Z[X,,...,X,]. Considérons des polynoémes de
K[X], notés Q,,...,Q, dont le PGCD vaut 1 et soit P un autre polyndme de KI[X].
On note dans ce paragraphe, d°Q le degré de Q suivant X,,..,X_ et 9,Q le degré
de Q suivant X
On se propose de déterminer des polynémes A,,...A, de K tels que

I ArQrQ,+AQQ;Q,+... +AQQ ., =P,
(B.IL.4)
[ avec d°A; < d°Q, pour 1<j=r.
Le probléme est possible, car pour tout couple de polyndmes A et B de K[X], il
existe deux polyndmes R et S de degrés majorés par d°B et d°A, tels que
A-S + BT =res(A, B), o res(A, B) est le résultant de A et B (Voir par exemple,
Collins [C2], p. 516).
La méthode présentée ci—dessous est celle donnée par Wang dans son article [Wa]. Cest
une méthode qui est récursive, a la fois sur le degré des variables X,,..,X, et sur le
nombre r de polynémes Q.
On initialise I'algorithme en considérant les deux membres de (B.IIL.4) comme des
polynémes de K [X], ot K, = K/A, 00> Dpog €tant l'idéal engendré par les éléments
de K, qui sont des mondmes en X, .., X, de degrés strictement positifs. Les deux
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membres de I'équation (B.II.4) sc réduisent donc i des polyndmes de Z[X]. Les
projections des polyndmes A,, Q,, P de (B.IL4) sur Z[X] sont notés A°, Q° et
P°.

On peut alors résoudre cette équation (B.II.14) en utilisant I'algorithme d'Euclide
généralisé. Plus précisément, on définit une suite de couples de polyndmes (A°;, B%),

(A%, B%), .., (A®_, A°) vérifiant respectivement les équations suivantes

A°1°Q°2"'Qo r + Bol'Qol = P

A®:Q°%;-Q°, + B%Q° = B%,
B.ILS) 2’3 2’ 1

Aor—l Qor + Aor.Qo r~-1 = Bor—l'

Chacune des équations ci-dessus peut étre résolue avec l'algorithme classique d'Euclide;
on peut par exemple utiliser l'algorithme de Knuth défini dans [Kn]. Les polyndmes
A®, ..., A° obtenus vérifient (B.IL4) sur K,[X]. Supposons qu'on ait construit les
polynémes Alj,.., Al qui vérifient (B.IL4) sur K[X], ot K = K/A,.., l'idéal

Ay v €tant engendré par les mondémes de K de degrés suivants X, ., X,

respectivement supérieurs 3 u, v, ., wW,aveC U+ v+ . + w= j- On a donc la relation
(B.IL6) A'-Q,Q,+ A,Q,Q;+Q,+..+ A-Q~Q,, = P.

qui est vérifiée sur K[X]. On veut définir les polyndmes A",..., A™, qui vérifient

(B.IL.4) sur K,,[X], ou par exemple, K, = K/A,, ,..- On a donc pour tout k,

A", = Al +a, X" X,""..X,"". En reportant ces valeurs dans (B.IL6), puis en réduisant
po p

on obtient la relation
(BIL7) a, QQ,+23,QQ;Q,+..+20Q,Q,,=b

ol b est le coefficient dans K, du monéme X,° X,*'..X_.*' du polynome
D=P- Ajl'Qz"'Q  + Ajz'Ql’Qs“'Q I ij'Ql'"Q e

Pour obtenir les coefficients a, il suffit d'utiliser (B.IL.7) sur K,. On obtient donc les
coefficients a, en résolvant les équations (B.IL.5) pour P° = b. Pour le calcul de b,
aucun développement n'est nécessaire; on utilise la méthode du paragraphe précédent
pour obtenir le coefficient du mondme X" X,*"..X_"" dans D en calculant la dérivée

de D alordre u+l suivant X,,.. etalordre w suivant X_.

Le coiit de cet algorithme est donc proportionnel au nombre de monomes
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u=bX"X,"..X,"" de D.Comme les degrés des mondmes pu sont égaux a j, alors
le nombre total de monémes p est majoré par (i;m), qui est majoré par 2™ ou par
(G + m)”, m étant en général petit par rapport 3 j. Si d est le degré moyen de P
suivant  X,..,X, alors le coit total est proportionnel 3 m d (d + m)”. Chaque

dérivation coite la division d'un coefficient, donc le coiit maximum est de (d + 1)®. Le

cout général est donc

(B.IL.8) md(d + 1)™
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111) METHODE CLASSIQUE DE
FACTORISATION.

L'algorithme originel donné en méme temps par Wang et Rothschield dans [WR] et par
Musser dans [Mu] a bénéficié d'améliorations importantes qui ont été données par Wang
dans [Wal].
On a étudié en (B.I) l'une des améliorations qui consiste a calculer les coefficients
dominants des diviseurs. Ce nouvel algorithme di 8 Wang permet en pratique d'éliminer
les probleémes posés par la factorisation des polynémes non unitaires.
La méthode originelle qui consistait 3 mettre en facteur le coefficient dominant
conduisait a des calculs importants pour retrouver les vrais diviseurs de P i partir des
diviseurs trouvés qui sont définis modulo A,.
On proposera plus loin, dans B.IV une alternative 3 la méthode originelle de Wang,
consistant a rendre le polyndme unitaire, ce qui évite les calculs complexes de cette
premicre méthode.
Dans ce paragraphe, on présente la méthode améliorée de Wang, en supposant que les
cocfficients dominants des diviseurs ont déja été déterminés.
Rappelons que pour calculer ces coefficients dominants, on a di définir un m-uple
(ay,--a5) tel que le polyndme P(X,a,,..,a,) soit sans facteur carré et de méme degré
d que P suivant X. On considére ensuite le changement de variable

Y, =X, -y ey, Yo =X, — a,
et dans la suite on utilise les nouvelles variables Y,,...,Y, pour simplifier les notations,
mais, a aucun moment, on n'aura besoin de développer le polynéme
P(X,,+Y),...,an+Y,). Les valeurs de coefficients dont on aura besoin seront obtenues par
des dérivations successives, comme on 1'a montré au 1.4°).

La processus général de la méthode consiste a itérer pour j variant de 1 a m,
l'algorithme suivant :

1°) On suppose connue la factorisation du polynéme
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P, = P(X,a1+Y‘,...,aj_l+Yj-,,uj,ajﬂ,...,um) sur Z[X,Yl,...,YJ-_I];
cette factorisation ayant €t€ obtenue en utilisant la récursivité de l'algorithme;
au départ, pour j =1, P, s'écrit P(X,a,,...,a,) et il est factorisé comme un

polyndéme a une variable;

2°) La factorisation obtenue a I'étape 1°) est considérée comme la factorisation de
P; sur Z[X)Y,,...Y;J(Y;), (Y;) désignant l'idéal engendré par Y;;
On détermine ensuite la factorisation de P; modulo Y}, pour k =2, ., dk+l,
dk étant le degré de P suivant Y;;

3°) A partir de la factorisation de P, modulo Y;*", obtenue au 2°), et notée
Q,'Q,, on déduit la factorisation de P; sur Z[X,Y,,...,Y]].

Dans tout le paragraphe, on note K[X;] l'anneau des polyndmes en X; a coefficients
dans Z[X,X,...,.X;,], et le polyndbme P; considéré comme un polyndme de K[X] sera
noté simplement B(X)) et s'écrira B(X) =b, + b, X; + b, X* + ... + b, X*.

Les diviseurs de B sur K[X;] seront notés de maniére analogue, a savoir A(X)), ...,
A(X)). Les coefficients du diviseur A,(X;) seront notés a,,...,a, ,. La factorisation
cherchée de B(X)) s'écrit

by+b, X, +b, X*+ ... + b, X =
(B.IIL.1) @o+a,;X+a,X +..+a,X").
v @ota, Xj+a,X*+..+a,X")

Cette égalité est €équivalente au systéme de relations suivantes:

a,0 343,90 = by

) 308,90 + 319 Ay BygBgt .. = by
(B.I11.2) - S ——

o

Ay 3y¢-48,9 + 319 35y 34..-8,9 + ... = b,

ou
o

®)  b%=bo- X 4y an.a

La premiére égalité représente la factorisation de b, sur K = Z[X,X,,... X, ]. Cette

factorisation est réalisée grace au processus récursif de l'algorithme. C'est I'étape initiale
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qui définit les termes a, y,...., a,, qui sont les projections des diviseurs Q,,...,Q, sur K.
Ala k*™ étape on détermine les termes a, ,,...., a,,, grice a I'équation

3, 8,0...3,9 + 3¢ 4, A34..3,9 + ... = b,
ol b° est défini en fonction des termes des diviseurs précédemment déterminés, mais
le polynéme b°, n'est pas développé.
Les €éléments a,,...., a,, de l'anneau K sont définis par un algorithme dérivé de celui
d'Euclide. Cet algorithme a été défini en B.I.5°. Clest sans doute I'étape la plus longue
de l'algorithme.
Le coit de cette étape est dominé par les calculs des dérivées successives. Si le nombre
de dérivations atteint la taille maximum possible du polyndme, a savoir (d + 1)=, alors
le coiit total est donné par d (d + 1)®2. Comme l'algorithme est récursif, on doit
factoriser P, m fois en introduisant chaque fois une variable supplémentaire. La

complexité totale de la factorisation sur Z[X,X,,...X.] est donc donnée par
(BJIL3) md(d+ 1)™2

L'algorithme originel était plus intéressant, pour un polynéme dense, c'est—a—dire
comportant (d + 1) monomes. En effet, les coiits théoriques sont a peu prés les mémes
dans les deux cas et l'algorithme originel était beaucoup plus simple.

Cependant, trés souvent les polyndmes donnés ne sont pas denses; c'est notamment le
cas de tous les exemples qui sont habituellement donnés. Le nouvel algorithme est donc

trés souvent meilleur que l'algorithme originel.

Recherche des diviseurs de B sur KIX|].

Considérons la factorisation de B sur KX (X)™*, notée Q,...Q, et supposons qu'on

ait supprimé de ces diviseurs tous les monoémes en X; de degré supérieur a dk.

S'il n'y a aucun facteur parasite, alors Q,...Q, est la factorisation cherchée de B sur

Z[X,X,,...,.X;]. Sinon, tout diviseur Q de B sur Z[X,X,,....X]], est égal 2 ur produit

de un ou plusieurs des polyndmes Q,...,Q..

La phase finale de l'algorithme peut étre présentée comme suit

1°) On effectue la division de P par chacun des polynémes Q,, ..., Q; si les restes

des divisions sont nuls, on peut affirmer qu'il n'y a aucun facteur parasite et la
factorisation est terminée; si au contraire il y a des facteurs parasites, on

considere I'ensemble D des polyndmes Q, n'ayant pas donné un reste nul.

2°) Tant que D n'est pas vide, on calcule tous les produits Q,...Q, ou
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Q,,...,Q, € D, ainsi que les divisions de B par chacun de ces produits. Si un
nouveau diviseur Q = Q,...Q, est trouvé, on retranche de D les polynémes
Q,,...,Q, de ce produit.

Le coiit des calculs dépend beaucoup du nombre des facteurs parasites. Pour cette raison,
on considére plusieurs m-uples (a,,...,a,) Vérifiant la condition de Wang (B.IL.W), puis
on garde le m-uple tel que P(X,a,...,¢,) ait le moins de facteurs possibles sur Z[X].
Remarquons cependant que la condition de Wang est assez restrictive, donc d'une part,
la recherche systématique de plusieurs m—uples aura un cofit non négligeable, d'autre
part elle sera inutile la plupart du temps.

Dans l'algorithme proposé ci—dessous, on ne détermine qu'un seul m-uple avec une
propriété moins restrictive; le m~uple sera donc plus facile a obtenir et les calculs de la

derniére étape seront trés réduits grice a un critére permettant de regrouper les

facteurs parasites, correspondant a un méme diviseur de P.
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V) NOUVELLES METHODES
DE FACTORISATION.

Trois nouveaux algorithmes sont proposés ci—dessous pour améliorer l'algorithme
classique. Le premier algorithme apporte une amélioration aux étapes 2 et 3, en utilisant
la décomposition des fractions rationnelles en €léments simples pour accélérer 1'étape 2,
et en donnant un critére pour regrouper les diviseurs trouvés a I'étape 2 et obtenir ainsi
les facteurs de P sur Z[X,X,,...,.X,]. Ce critére est obtenu en utilisant la notion de
polyndme normalisé introduite plus haut dans II.3°).

Le deuxiéme algorithme détermine la factorisation de P(X,X,,...,X,) a partir de celle
de P(X,a,,...,a,); les étapes 2 et 3 de l'algorithme classique sont donc supprimées et
le nouvel algorithme se réduit a la factorisation d'un polyndme a une variable, ayant de
grands coefficients.

Le troisi¢me algorithme a pour but de diminuer le cott de I'étape 3 dans le cas ou il
y a beaucoup de facteurs parasites a l'issue de I'étape 2. Les facteurs obtenus a 1'étape
2 sont transformés ce qui exige un calcul supplémentaire, dont le coiit est du méme
ordre que celui de I'étape 2 classique. Mais ensuite, 'étape 3 n'exige plus le calcul

d'aucun produit de polynomes.
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a) Polynomes normalisés et décomposition de

fractions rationnelles.

L'algorithme présenté ci-dessous utilise le changement de variable défini plus haut en
B.1.3°), qui rend le polyndme P unitaire. Mais le principe de l'algorithme est le méme
que celui de I'algorithme classique. La différence essentielle est que 'algorithme présenté
utilise la décomposition des fractions rationnelles en éléments simples. Cet algorithme
a été présenté pour la premiere fois dans [V2], puis a été repris par Lugiez dans [Lul].
Rappelons certaines notations qui seront utilisées dans tout le paragraphe IV. On suppose
que le polynéme donné P a été transformé en un polynéme normal et unitaire, comme
on I'a vu dans I1.3° a l'aide du changement de variable qui substitue X, +oy-X a X,
Dans ces conditions, P(X,0,...,0) est un polyndme de degré d sans facteur carré et de
plus 8P¥ sd -k pour k=0.

On note comme plus haut P sous la forme P = PO +P® 4+ . + PO 4+ . + P9 on
P? est une forme de degré j de Z[X,,...,X,]. Les diviseurs de P sur Z[X,X,,...,X, VA,
sont notés Q,, .., Q, ou A est I'idéal engendré par p™ et les mondmes de
Z[X,,..,X,] de degré total supéricur a j. Chaque diviseur Q, s'écrit sous la méme
forme que P a savoir

Q =09+Q"%+..+Q%+ ..

1°) Factorisation de P sur Z[XX,,...X VA,

Considérons la factorisation de P sur Z[X,X,,... X J/A;, qui s'écrit sous la forme

suivante

(B.IV.1) PO+ . +PP+ ..=(Q+.+0Q%+.) ..(Q° +..+Q% +..).

Cette égalité est équivalente au systéme des relations suivantes
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Q,9-Q,9--Q © = p©

Q1u)'Qz(°)"'Q r(o) + 01(0)'020)'03(0)"'0 r(o) +.. = PO
() 0 Tritesssesiiessufinsesss TS enstessituss

Ql(D.Qz(o)...Q r(o) + Qx(o)'Qz(’)'Qs(o)"'Q ,(0) + ... = PO(J)
ol
R) PO= PO - 2  QMQ®-Q®

Jle4jr=j

La premitre égalité Q,9-QQ® = P9 représente la factorisation de

P(X,0,...,0) sur Z[X]. Cette factorisation sera donc la premiére étape de l'algorithme et
elle est réalisée grace a l'algorithme de factorisation des polynémes 2 une variable. La

j*™ étape consiste calculer Q,%, Q9,.., Q, 2 l'aide de I'équation
(E) Q1®'Qz(°)"'Q r(0) + Qx(o)'QzO'Qa(o)'"Q r(o) + ... = PO(D,

ot P est défini par la relation (R) en fonction des polynémes Q,® o 0 = jk <
j—1. En résolvant les équations (E) successivement pour j =1, 2,..., g, on obtiendra
pour tout k lasuite Q°, Q% .., Q9, ., Q.

On va donc étudier la résolution des équations (E). Remarquons que les polynémes
cherchés Q@ s'écrivent sous la forme d'une somme de mondmes

Bon s D X e D,

L'équation (E) se décompose donc en une suite d'équations de la forme

) bx'Qz(o)"’Q I(0) + Ql(°)'b2'03(°)"'Q r(0) +..= ¢,

ou les deux membres sont des polynémes en X. Divisons les deux membres de (F) par
P®. On obtient la relation

c b b b,
BIVY  55= 5o+ o6 * - * g

Comme 8c < 8P et &b, < 8 QX, le second membre de (B.IV.2) est la
décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle ¢/P®. Appelons b,,..., b,
les composantes de c. Il est évident que b,,..., b, sont des fonctions linéaires de c. En
conséquence, on calculera les composantes b/%,..., b* de X* pour k = 0. On obtiendra

donc les polyndmes Q,%, ..., Q2, en remplagant X* par b, .., b* dans P,9.
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Par suite, les calculs essentiels sont les décompositions en éléments simples des fractions
rationnelles X*/P®. Pour effectuer ces décompositions on peut utiliser I'algorithme
proposé par Kung et Tong dans [KT].

On obtient ainsi a partir des diviseurs Q, de P, les sommes Q@ + Q¥ + ... + Q©,

qui représentent les diviseurs de P sur Z[XX,,. . X VA,

Evaluation du coiit.
La décomposition des fractions rationnelles X/P® avec l'algorithme de Kung et Tong
exige d Log’d opérations élémentaires. Comme il y a au plus d décompositions, le coiit
total des décompositions est donc égal a d* Log’d.
La résolution des équations (E) exige aussi le calcul des polynémes P9, c'est-a—dire
le calcul des sommes (R). Pour ce calcul on peut effectuer les r-1 produits
QO+.+Q%+.)..(Q°+..+Q0%+..),
en ne gardant que les mondmes de degré k suivant X,,...,X,. Mais les calculs sont trés
longs, de l'ordre de (d + 1)*2. On peut donc procéder comme dans I'algorithme de
Wang et calculer la dérivée partielle correspondant a chaque monéme X,*--X . désiré.
Les calculs sont alors du méme ordre que ceux de l'algorithme amélioré de Wang.
Cependant l'algorithme de Kung et Tong pour la décomposition des fractions
rationnelles, qui a ét€ testé par Lugiez [Lul], parait plus rapide que I'algorithme utilisé
par Wang et présenté en B.I1.5°).
Exemple.
On continue l'exemple du paragraphe précédent, a savoir la factorisation du polyndme
suivant
6X'+2X'+5X*-4+2X,(3X*-2X)
+X2X+2X+3X+5X-2)+ X X2+ 2 X2 X, X,,
qu'on a transformé en un polynéme unitaire, et qui est noté P pour la suite :
P=X-2X'-X+2+X, 22X -3X*+2X)
- X 2X+2X + X +5X-2)-2XX?-2X2 XX,
La premiére étape est la factorisation de P = P(X,0,0) = X* -2 X*- X +2 2 l'aide
de l'algorithme classique de factorisation des polynémes 2 une variable, ce qui donne
P9 = Q9Q,Q9Q° = X+ 1) X-1)(X-2)(X*+ 1).

La deuxiéme étape consiste a calculer les décompositions des fractions suivantes en

€léments simples
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1 B 11 i L, X+2
XP-2X-X+42 12(X+1)  4(X-1) 15(X-2) 10(X%+1)
X _ -1 I . 2, _2X-1
Xo-2X4-X+2 0 12(X+1) 4(X-1) 15(X-2) 10(X*+1)
X _ 1 g LI 4 _ X+2
XP-2X4-X+2 0 12(X+1)  4(X-1) 15(X-2) 10(X*+1)
X I . g 8 . —2X+1
Xo-2X4-X+2 12(X+1)  4(X-1) 15(X-2) 10(X*+1)
X 1 1 16 X +2

XX X+2 120D &X-1) T 15(X-2) | 100C+1)

On détermine les mondmes en X, et X, des diviseurs Q, Q,, Q; et Q, en
remplagantdans P’ = X, 2 X -3X*+2X)-X,2X*+2X*+X*+5X-2), X
par le numérateur A, de la fraction A,/Q, du développement de X/P® en éléments
simples calculé ci—dessus. On obtient
QP+Q® =X +1 + %X, - ¥“X,
QP+Q® = X -1 + 2X,
QY+QM =X -2 - 4X,
QP+ QL = X2+1 +%(-X+DX, + HB(X+1)X,.
On calcule P,? = P® — mondmes en X2, X, X, et X;? de QQ,Q,Q,.
On obtient
PO = - 2XX,;? - 2X?X,X, - X,(33X¥/4 + TX? + 37X/4 + 15/2 + 2X)
- X Xy( - X2 +3X%2 - 2X* - X) - X A(X%/4 - X2 - X/4 + 1/2)
= X,X(33X%/4 + 7TX* + 37X/4 + 15/2)
+ XX~ X2 + 3X%2 - X) + X(XY4 - X2 - X/4 + 1/2).

On détermine les mondémes en X/ X,;-X, et X,? des diviseurs Q,, Q,, Q, et Q, en

remplagant dans P,®, X' par le numérateur A, de la fraction A/Q,? du
développement de X/P® en éléments simples. On obtient :
Q =09+0Q0%%+0Q0P% =X +1 + %¥»X, - %X - X7 + X, X,/4,

Q =Q2+Q°+Q? =X -1 + 2X, - 8X2
03 = Qg(o) + Qg(l) + ng = X == 2 - 4 X2 + 8 X22,
Q = QY+ QY+ QR = X*+ 1+ %B-X+1)X, + BX+1)X, + XX, /4 + X,*/4 -

X+1)X, X, /4.
Les polyndmes Q,, Q,, Q; et Q, sont les diviseurs cherchés de P sur Z[X X, X,}J/A;.
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2°) Factorisation de P sur Z[XX,,..,X_].

Comme on l'a vu dans la méthode classique de factorisation, tout diviseur de
P(X,X,,..,X,) sur Z[XX,,...,.X,] est égal a un produit Q¥-Q9--Q @

qui est un sous—produit quelconque de Q,“-Q,?-Q ©.

L'algorithme classique consiste simplement a calculer tous ces sous—produits. Trés
souvent l'un des diviseurs Q@ de P sur Z[X,X,,...,X, VA, divise réellement P sur
Z[X,X,,...,X,]. Dans ce cas la recherche des autres diviseurs est simplifiée. Dans le cas
ot il n'y a pas de diviseurs parasites, la factorisation Q,9-Q, Q@ st la
factorisation cherchée sur Z[X,X,,...,X_], et aucun calcul de produit n'est nécessaire.
On propose ici un critere pour qu'un produit Q¥-Q9-~Q,9 corresponde a un
diviseur de P sur Z[X)X,,...,X,] sans avoir a effectuer le produit. Ce critére repose
sur la notion de polyndme normalis€ introduite en (B.L.3). Il utilise aussi la notion
représentation polyédrale des polyndmes présentée dans la partie C. Notons m(P) le
polyédre associé au polyndbme P et m(P), la face définie par I'hyperplan d'appui
directement perpendiculaire & V. Ces polyédres appartiennent a l'espace affine Z*
ayant comme repere les axes de coordonnées (Ox, Ox,, .., Ox,).

Le résultat essentiel concerne la représentation du produit de deux polynémes Q et R

(B.IV4) n(QR)y = m(Q)y + ®(R),.

La suite du paragraphe utilise aussi la notion de monéme extrémal. Un mondme extrémal
est un mondme associ€ a un sommet du polyédre, et on a le résultat suivant, démontré
dans la partie C :

Lemme 1.
Soit P un polynéme égal au produit Q'R ou P, Q et R apparticnnent 3
Z[X,X,,.... X, ).

T 5 dial de P ¢oal 3 fiit uni i 3 tré i
Q etR.

On utilisera également la notion de polyndme normalisé introduite en B.I, qu'on

généralise comme suit :

On di 0 lisé iusau’ o si '
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BIV4) 86Q% < 86Q® - k pour O<k=n.

La relation ci—dessus signifie que le polyédre m(Q) associ€é a Q est situé en dessous
de I'hyperplan d'équation x + X, + .... + X, = & Q“.

On obtient ainsi une méthode de recherche des diviseurs, grace au lemme suivant :

Lemme 2.
Soit P un polyndéme normalisé¢ de Z[XX,,...X.] e Q,'Q,Q, la factorisation
du polynéme P sur Z[XX,,...X_ /A,
Considérons le produit Q = Q;,~Q;, ot 1=jl,j2,.,jt =1 et R le produit des
diviseurs Q;, ne figurant pas dans Q.
1) Sil'un des produits Q ou R est normalisé jusqu'au rang n, alors l'autre produit
est également normalisé jusqu'au méme rang n.
2) Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

() le produit Q estundiviseurde P sur Z[XX,,...X.];

(i) Q est normalisé jusqu'au rang & P9;

(iii) les mondmes de Q etde R dont les degrés suivant X,,...,X,, sont compris

respectivement entre 8 Q© et d etentre 8 R® ¢t d sont nuls.

Dé .
1) Vérifions 1) en montrant que si Q n'est pas normalisé, alors R ne l'est pas non

plus. Par hypothése, il existe donc ko tel que
BIV.5) Q¥ >8Q“ -k,

pour k = ko, ko étant le plus petit entier vérifiant (B.IV.5). Calculons P* en
effectuant le produit (Q© + .. + Q® + ..) (R? + .. + R* + .. ). On obtient

P™ = QRO 4 Q®VR® 4+ .. + QOR™. Les polyndmes P®™, Q= RO,
Q®-R™D ont tous un degré en X majoré par SP® — ko. Donc puisque Q vérifie
(B.IV.5), alors R doit aussi vérifier 8R™ > 8R® - ko. Donc R n'est pas normalisé.

2) Supposons que Q divise P sur Z[XX,,.,X,] etni Q, ni R ne soient

normalisés. Notons respectivement p, et u, les valeurs maximum de Q™ + k1 et
SR™ + k2 pour
1 < k1, k2 < d. Considérons les hyperplans d'appui H;, H, et H de n(Q), ©(R) et

(P) perpendiculaires au vecteur V = (1, 1,...,1); ils ont comme équations
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[ x+x+ .. +X, =1,
1 X+X +..+X,= W,

X+X, + .+ Xy = 1

D'aprés (BIV4), ona p =p, + p,. Soit m un monéme extrémal de P associ€ a un
point de H. Alors d'aprés le lemme 1, m s'‘écrit de fagon unique m;'m, ot m, et
m, sont des
mondmes associés a des points de H, et H,. Comme on suppose que Q et R ne sont
pas normalisés, p, > 8 Q® et p, > 8 R. Par suite,

o= +p > 8Q9+8RA = § PO,
Si k désigne le degré de m suivant Xx;,...,X, et d m le degré de m suivant Xx, alors
onobtient w = k+8m < k+8P¥ Parsuite 8 P? < k+0P® cequiest
contraire a 'hypothése du lemme qui considére P normalisé.
Supposons maintenant que Q soit normalisé jusqu'au rang d = & P®. D'aprés 1) le
polyndme R est également normalisé jusqu'au méme rang. On a donc 8Q® = 8Q© —
k et 3R® < 8R® —k pour O =<k s d. En particulier, Q¥ =0 pour 8Q® <k =d
et R® =0 pour 8R® <k <d. Donc (iii) est vérifié.
Si (iii) est vérifié, alors le polyndbme P - Q-R ne peut contenir que des mondmes
de degrés supérieurs a d suivant X,,...,X,, . Comme d'autre part ona P - Q'R =0 sur
Z[X,X,,.... X J/Ay, alors P — Q'R est nul sur Z[X,X,,....X_].

Algorithme de recherche des diviseurs de Z[X,X,,...,X_].

Soit Q = Q;,Q;, ou 1 =< jl, j2,.,jt <1, un sous—produit de Q,‘Q,~Q, qui
correspond a un diviseur de P sur Z[X,X,,...,X,]. D'aprés les relations du systeéme (S)
du IV.1°), Q(J) = Qj({).Qj(;)""Q J_(c:) + Qj(cl’).Qj(;)....Q j((:) + ..

Les polynémes Q) sont obtenus a l'aide de décompositions de fractions rationnelles
en éléments simples; en notant q leur degré suivant X,,...,.X,, ils s'écrivent sous la

forme suivante

Q% = > (A% X*' + B, X¥2 + ..+ C)o.

) d°c = j

Comme Q doit étre normalisé, Q® = 0 pour & Q© < j = d, donc pour ces valeurs de

j, la somme des mondémes de QP de degré maximum suivant X est nulle. Or ces

mondmes de degré maximum ne peuvent provenir que des produits
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Qj(tl’)...Q J{Oz_l.Qj(i).Qgﬂzﬂ...Q j(?),
les autres produits étant de degré inférieur suivant X. Comme les polynémes Q,...,
QY sont unitaires, les coefficients des monomes de Q° de degré maximum sont

égaux a la somme des coefficients A°,. On a donc la relation :

B.IV.6) IE A%, = 0.

pour les mondmes o des polyndmes Q, tels que 3Q® < j =< d. Dans la suite cette
relation sera appelée condition d'annulation. On obtient donc l'algorithme suivant de

recherche des diviseurs de P en deux étapes

Al On détermine les sous—ensembles F = {Q,,,...,Q;,} de E = {Q,,...,Q,} vérifiant
la condition d'annulation (B.IV.6) pour un produit Q de degré minimal suivant

Xiyees X s C'est—a—dire majoré par %d;

AIL On vérifie que Q est normalisé en effectuant le produit Q;,Q;,, uniquement

pour les sous—ensembles F définis dans Al

Dans la partie Al, le diviseur cherché Q a un degré suivant X,,...,.X, majoré par 'd.
Les mondmes o pour lesquels la condition d'annulation est vérifiée, ont un degré

suivant X,,...,X, noté d°o; ils sont donc caractérisés par la relation suivante
B.IV.7) %d s d°0 = d.

Construisons la matrice M de termes A°, a n lignes et r colonnes. Le nombre n
de lignes est égal au nombre de monémes o vérifiant (B.IV.7). L'étape Al de
l'algorithme revient donc a trouver les sous—ensembles d'indices {j1,...,jt} de {1,...,r}

dont les colonnes C;,,...,C;, dans la matrice M ont une somme G, + ... + G, nulle.

3t
Pour cette recherche de colonnes dont la somme est nulle, on peut remplacer une ligne
par une combinaison linéaire des autres; on peut donc utiliser la méthode du pivot dans

le but de faire apparaitre le maximum de O dans M. Lorsque les pivotages sont

terminés on obtient une matrice M' de la forme suivante
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00 1 ... A,y Ay eeenn a,
100 ... by bup e b,
M = 010 .... (T . Sp— c,
00 0 ... i Loz £

Comme r est le plus souvent, trés inférieur 3 n, le nombre u de lignes linéairement
indépendantes est majoré par r et 2 partir d'un certain rang toutes les lignes de M’ sont
nulles. On ne fait donc des calculs de pivotages que pour r lignes au plus. Notons M°
la matrice obtenue a partir de M' en supprimant les lignes nulles:

M?® est une matrice carrée d'ordre r et les calculs de la transformation de M en M’
sont de 'ordre de r’.

L'algorithme de recherche des diviseurs de P se décompose donc comme suit.

Agorithene déallié de recherche dai st

Al1l. Transformation de la matrice M en M°;

A.JI.2. Recherche d'indices jl,..., jt tels que la somme des colonnes Cii+..+G,
soit nulle.

AJIL1. Pour chaque ensemble {jl,...,jt} défini en A.L2, calcul de chaque
produit Q;, Q;, en ne gardant que les mondmes de degré suivant ), SR, &
inférieurs ou égaux a d;

A.IL2. On vérifie que le produit Q = Q;, Q,, est normalisé; si c'est le cas

Q est I'un des diviseurs cherchés.

Exemple.

On continue I'exemple du paragraphe précédent, a savoir la factorisation du polynéme
suivant P=X°-2X'-X+2+X, 2X*-3X*+2X)

- X 2X 42X+ X +5X-2)-2X X2 -2X2 X, X,
La factorisation de P sur Z[X,X,,X,}/A, donne les diviseurs suivants

Q =X+1 + %X, - %X -%X: + %HXX,
Q =X -1 + 2X, - 8X}
03=X'2 - 4X2 + SXZZ,

Q = X+ 1+ % (-X+1)X, + % (X+1)X, + % XX,2 + % X2 - % (X+1)X.X,.

La matrice associée M s'écrit :
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X2 0 0 0 0
M = XX, Y% 0 0 Y%
X2 -% -8 8 Y%

0 0 0
M = 1 0 0 -1
-1 1 0

La seule partition de {Q,, Q,, Q;, Q,} vérifiant la condition d'annulation est {Q,, Q,},
{Q,, Q;}; donc les seuls diviseurs possibles de P sont donnés par les produits
Q Q0,= X+X+X+1+X,+XX,

R = QQ,= X*-3X+2 - 2XX,.
On peut vérifier que le produit Q-R est bien égal a P.
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b) Substitution de X, ...,.X_

par des entiers a,, ...,a_.

L'algorithme proposé ici a été présenté pour la premiére fois dans [V1]. La méme
technique a été reprise plus tard pour la factorisation des polynémes & deux variables par
Lugiez dans [Lu2] et pour le calcul du pged des polyndmes a plusieurs variables par
Geddes dans [CGG].

Rappelons d'abord qu'avant les méthodes modulaires basées sur le lemme de Hensel et
sur l'algorithme de Berlekamp, il existait une méthode diie a2 Kronecker et présentée
par Van der Waerden dans [VW].

Cette méthode consiste a factoriser un polynéme de K[X], ot K est un anneau
factoriel, sur lequel on a déja défini une algorithme de factorisation. Si le polynéme
donné est de degré d, on cherche un diviseur Q de P de degré = %d. Pour
déterminer Q, on considére r éléments de K, o 1 > %d, notés a,, ..., «. Puis on
calcule P(a,),..., P(e,) qu'on factorise sur K. On considére ensuite tous les r-uples
(i P) OU Py, ..., p, sont respectivement des facteurs de P(a,),..., P(a,). Ensuite, pour
chacun de ces r-uples, on calcule le polydme d'interpolation, par exemple par la méthode
de Lagrange. Si P admet un diviseur Q € K[X], ayant un degré majoré par %4d, alors
ce diviseur sera obtenu par interpolation. Mais pour trouver Q on devra aussi diviser
P par chacun des polynémes obtenu par interpolation.

On obtient ainsi un algorithme de factorisation sur Z[X,X,,..,X_]. En effet, I'algorithme
présenté ci—dessus fait passer de la factorisa-tion sur Z[X,X,,...,.X;], 2 la factorisation
sur Z[X,X,,..,X;..]. Rappelons qu'on peut factoriser tout élément n de Z, en essayant

de diviser n par tout nombre premier majoré par sa racine carrée. On pourra donc en

déduire la factorisation des €éléments de Z[X], puis de Z[X,X,],... et enfin de
Z[X,X,,....X.]-
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Le coit d'un tel algorithme est énorme, car le nombre de polynémes 2 interpoler est
trés grand; en effet, si P est de degré d et si chaque élément P(o;) admet au plus
K facteurs, premiers ou non, alors le nombre de r—uples possibles est majoré par K%,
Rappelons I'idée générale de cet algorithme de Kronecker; elle repose sur le fait que,
si on considére r projections de P sur K, on peut en déduire les projections de I'un
des diviseurs Q de P, puis en déduire Q- par interpolation, a partir de ses projections
sur K.

Le nouvel algorithme proposé ici est basé sur un principe analogue, mais il propose
deux idées nouvelles :

1°) Ne considérer qu'une seule projection de P, puis en déduire une projection de Q
qui soit suffisante pour déterminer Q;

2°) Commencer le processus non pas avec K = Z, car le nombre de facteurs d'un
entier est grand, mais avec K = Z[X], en utilisant 1'algorithme.de factorisation des
polynémes a une variable.

Remarquons qu'une seule projection de Q sur K peut étre suffisante pour déterminer
Q, a condition de connaitre une bome B des coefficients de Q. En effet, supposons
pour simplifier que K = Z[X] et que P, Q € Z[X,X,]. Le polynéme Q s'écrit donc
QX X)) = AX) + AX)X + ... + A(X,)X

Considérons Q(X,a) = Ay(e) + Aj(a) X + ... + A(e) X%, avec o > 2-B. Le k*™
coefficient de Q(X,a) s'écrit donc sous la forme

(B.IV.8) Afa) = b, +bra + ... + bra”.

Si on suppose que —-%a < b, b,,..., b, < %a, alors le second membre de (B.IV.8) est
I'écriture du nombre A,(a) dans la base o, avec la convention de choisir les "chiffres"
de la base dans l'intervalle ]-Y%a, %a] au licu de lintervalle habituel [0, o[. Avec ce
choix particulier des chiffres dans I'intervalle ]-'4a, %p], on dit que le nombre est écrit
dans la base symétrisée a.

Dans ces conditions, la connaissance du polyndéme A, (c) permet de déterminer A,; il
suffit d'écrire les coefficients de A,(a) dans la base symétrisée o, puis de remplacer
o par X,. Ainsi, a tout diviseur Q(X,a) de P(X,a), on associe un polyndme Q(X,X,).
Mais ce polynome Q(X,X,) n'est pas toujours un diviseur de P(X,X,) sur Z[X,X,].
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-

Comme dans l'algorithme classique de factorisation, la phase finale consistera a
considérer tous les produits possibles des polyndmes Q(X,X,) ainsi obtenus, puis 2

effectuer les divisions de P par ces produits.
1°) Suppression des diviseurs ayant moins de m+1 variables.

Supposons que P ait un diviseur Q ne contenant pas la variable X;. Le polynéme P
s'écrit donc P = QR, par suite 8P = Q:9R oit 9P et R désignent les dérivées
particlles de P et R par rapport 3 X,. Par suite, si on divise P par le polynome

A; = PGCD(P, 9,P), alors tout diviseur de P/A, contiendra la variable X;.

En divisant P par A,, .., A, on supprime tous les diviseurs de P contenant moins
de m+1 variables. On supprime en méme temps les diviseurs de la forme Q° qui
sont des puissances d'un diviseur Q.

Le coiit du calcul du PGCD de deux polyndmes 3 m+1 variables, de hauteur H et
de degré dj suivant X, a été donné en B.I.1°); il est de l'ordre de

(Log’H + m«(dj + 1)Log H)(dj + 1)™ Donc, si d désigne le degré maximum de
P suivant ses variables X, X,,..., X, alors le coiit total des suppressions des diviseurs
ayant moins de m+1 varjables est majoré par m* Log?H (d + 1)™.

Ce cofit est inférieur au coit de recherche des autres diviseurs de P. En conséquence,
les calculs de ce paragraphe permettent de trouver d'éventuels diviseurs de P, plus
rapidement que par l'algorithme classique.

Dans la suite on supposera donc que tout diviseur Q de P contient chacune des m+1
variables X, .., X, et on notera d,..,dm les degrés de P suivant les variables X, =
X, Donc tout diviseur Q aura des degrés suivant X, .., X, majorés respectivement
par d-1, .., dm-1.

2°) Suppression des diviseurs homogénes.

Remarquons que si le polynéme donné P est homogene, alors ses diviseurs sont aussi
homogenes. On peut alors simplifier P et ses diviseurs en supprimant une variable,
n'importe laquelle. On a donc ainsi diminué le nombre des variables. Lorsque la

factorisation du nouveau polyndme est terminée, on doit rajouter la variable supprimée

en rendant les diviseurs obtenus homogénes.
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Supposons donc que le polyndbme P ne soit pas homogéne, mais qu'il contienne un
diviseur homogene. Alors P s'écrit P = Q'R ot Q est homogene. Calculons les
dérivées premiéres de P par rapport aux variables X, X,,...,.X_; on note ces dérivées
oP, 9,P,..., 9,P. On a donc 9P = 9;Q'R + Q-9;R. Par suite le polynome

XoP+X 9P+ .. +X,9,P estégala

X0Q + X,9,0+ ... +X,9,QR + Q(XdR + .. + X,d,R). D'aprés l'identité
d'Euler, X 9Q + X, 3,Q + ... + X, 9,Q = n Q, donc le PGCD des polynomes P et

X P +X,0,P+..+ X, 0,P contient le facteur Q. On obtient donc ainsi un diviseur
non trivial de P, et en divisant P par ce PGCD, P ne contient plus de diviseurs
homoggénes.

On suppose donc que c'est le cas dans la suite.

Grace au paragraphe précédent on peut méme supposer que P ne contient plus de
facteur linéaire. En effet, si c'était le cas, alors ce diviseur serait soit homogene, soit
privé d'une des variables de P. Les diviseurs cherchés seront donc de degré au moins

égal a 2.
3°) Isomorphisme ® de Z,[X] dans Z.

Soit b € N et considérons 'homomorphisme f de K[X] dans K défini par
f(P) = P(b). Il est clair que f est surjectif, mais non injectif. On peut rendre f injectif,
en le composant avec la surjection canonique o: Z[X)/R —> Z[X], R étant la relation

d'équivalence définie comme suit :

Il existe S € K[X] tel que

BIVY PX)RQX) < POH)=0Qb) < {

PX) = OX) + X-b)S
Dans la suite on notera @ l'isomorphisme de Z[X}®R dans K induit par f. Notons
C(P) la classe de P, et choisissons un représentant de C(P) ayant les plus petits
coefficients possible. Le lemme suivant nous permet de choisir ces coefficents inférieurs

en valeur absolue a %b.

Lemme.
Considérons l'anncau Z,[X] = Z[X)/R ol R est la relation d'équivalence définie par
(B.IV.9).
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Ia class: d'éqllilfaliﬂ:: d: P FDSEEj: :E t t] : :Ir Po j. ! ] S
coefficients a; appartiennent a l'intervalle ]-%b, %b].
Dé .

Soit P(X) =a, X"+ .. + & X +a},, X' + ... +a, ol {a, .., a} estlaliste des
coefficients de téte n'appartenant pas 2 l'intervalle ]-%b, %b]. Si cette liste est vide le
lemme est vérifi€. Sinon, il existe une division de a, par b qui s'écrit

a; = b-q; +a] ou aj € ]-%b, %b]. Par suite, on a

a; X* = a} X* — q(X- by X + g; X¥*.

En remplagant a; X*? par a} X*’ + q; X** dans P(X), on obtient un nouveau
polynéme équivalent 2 P dont le nombre des coefficients n'appartenant pas a

]-%b, ¥%b] a diminué de 1.

On a donc défini un algorithme permettant de passer du polyndme donné P au
polyndme P° de coefficients aj majorés en valeur absolue par %b.
Supposons maintenant que P ait deux représentants P° et P* de coefficients a° et
a*; compris entre —%b et b, et supposons que P° = P*. Le polynéme P° - P* a
ses cocfficients dans l'intervalle ]-%b, b}, donc

P°-PHDb)=c,b*+¢c, b +..+¢c, =0, avec c, = 0.

Or on a, d'une part | c, | -b* 2 b*, et d'autre part

| e, b™ +..+¢c, | = %bB(b™ +...+1) < b*- 1. On obtient donc une contradiction
et le lemme est vérifié.

Le corollaire suivant est une conséquence directe du lemme :

Corollaire.
Soit b € N et P un polyndme de Z[X]. Alors P s'écrit de fagon unique sous la
forme suivante:

P =P +X-byP'+X-b>P?+ ..+ (X-b)»P"
ou P°, P', .., P" ont tous leurs coefficients dans l'intervalle ]-%b, %b].
De plus, si on note Log, le logarithme dans la base b, alors d° PP < Log,P(b) et
N = Log, ,H(P).

Dé .

D'aprés le lemme P s'écrit de fagon unique
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(B.IV.10) P = P°+(X-b)Q" avec H(P°) s %b.

Comme on I'a vu dans le lemme les mondmes 2, X*?' de P s'écrivent sous la forme
a% X* - g(X- b):X¥ + g X' et les mondmes de Q' sont de la forme gq;X%,
avec g; < ayb. On en déduit que les coefficients de Q' sont majorés par
H(P)/b + H(P)/b” + ..., donc par H(P)/(b-1).
On peut écrire de maniére analogue, Q' sous la forme P' + (X - b)-Q? oil
H(P") = ¥%b et H(Q? s H(P)/(b-1)>
On arréte le développement lorsque H(Q") = %b, c'est-a—dire lorsque H(P)/(b-1)" <
2b. Si on suppose b = 2, ceci est réalisé si N est la partie enti¢re de Log, ,H(P).
D'autre part, si on note 8 le degré de P° et d celuide P, ona b® < P°(b), donc
8 et d sont majorés par Log,P(b). Il en est donc de méme du degré de (X - b)Q'.
Donc le degré d1 de d° Q' est majoré par Log,P(b) — 1 et par suite,
Q'(b) = %bb" < 1 P(b). Le degré d1° de P' est donc tel que b*" < % P(b), donc
d1° < Log,P(b).
Supposons que P ait deux développements distincts égaux :

P° + (X-b)-P' + .. + (X-b)"P* = Q° + (X-b)-Q! + .. + (X-b)™Q™.
Notons j l'indice du premier polynéme P’ distinct de Q. On a donc (X-byP’ + .. +
(X-b)'P* = (X-byQ + .. + (X-b)"Q™. En calculant la dérivée j*™ des deux membres
on obtient P + (X-b)R = Q' + (X-b)S, donc Pi(b) = Qi(b). Les coefficients des
polynémes P’ et Q sont donc les "chiffres” du développement dans la basc b du

méme nombre; ils sont donc égaux. Le corollaire est donc démontré.
4°) Diminution du nombre d'indéterminées.

Notons Z.[X], I'ensemble des polynémes de Z[X] dont les coefficients appartiennent
a ]-%b, ¥b]. Le lemme nous permet de définir une bijection de Z,[X] dans Z. Tout
polyndme de Z[X], dont les coefficients sont suffisamment petits peut donc étre
représenté par un nombre de Z.

Considérons un polynéme P de Z[XX,..,X,] = A[X,X,,....X,], ot A = Z[X_]. On

peut écrirc P sous la forme

P= 2 a5 XPX . XP, ol n=m-1 et a,, €A

jil-jm
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Au lieu d'écrire a;;; ;, sous forme polynOmiale, SOit ;.5 = oo + ... + un X* on peut
grice au lemme, le représenter par le nombre  a, + ... + a4, b®. Le polyndme P s'écrit
donc comme un polyndme P, de Z[X)X,,..,X,,]. On a ainsi supprimé une variable,
a savoir X, en augmentant la taille des coefficients. Si on note 4B une borne des
coefficients du polyndme donné P, alors la taille des coefficients de P, est majorée par
%¥B®™*! ot dm est le degé de P suivant X .

Comme cette représentation des polynomes est destinée a trouver les diviseurs de P,
on devra choisir une base b de taille supérieure a deux fois les coefficients des
diviseurs de P.

On utilise la borne de Mignotte donnée en B.I.3°); si P = QR, alors

L(Q)L(R) =2¢|| P||, ot D est le degré totalde P et || P|| la norme euclidienne
du vecteur dont les coordonnées sont les coefficients de P. L'un des diviseurs, Q ou

R vérifie donc
B.JIV.11) 2-H(Q) = 2P| L

Notons pour la suite, B la partie enti¢re du second membre de cette inégalité; alors
H(Q) s %B. On doit donc choisir une base b, telle que b, = B; prenons pour
simplifier b, = B. D'aprés le paragraphe, tout diviseur a un degré suivant X, majoré
par dm-1. Les coefficients des diviseurs du nouveau polynéme P sont donc majorés par
14B**, donc pour éliminer une nouvelle variable, soit X, ;, on peut choisir une nouvelle
base b, , = B™.

On peut ensuite continuer le processus et ainsi éliminer successivement toutes les
variables X_, X__,, ..., X,. Les bases successives utilisées seront alors b, = B, b, =
B™,..., b, = B*¥2. Le polynome obtenu, noté P(X) a donc ses coefficients majorés
par %(b)®, soit par %BB"¥ .

Le polynéme P (X) est ensuite factorisé sur Z[X]. Puis, en partant de chacun des
diviseurs Q. (X) obtenus, on doit trouver le polyndme Q(X,X,,...,X,) qui lui

correspond en utilisant I'application réciproque de ®. Pour déterminer Q, on calcule
d'abord Q,(X,b,) = Q,(X), obtenu en écrivant les coefficients de Q, dans la base
symétrisée b,. On en déduit Q,(X,X,), puis on continue les calculs jusqu'a
Q.(X, X, X ), qui est égal a Q(X,X,,...,.X,).
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5°) Algorithme de calcul des images

et des images réciproques.

Considérons comme ci-dessus I'anneau A = Z[X,], et notons A[X,X,,..,.X,] I'anneau
A[X,X,,.,X 4] Soit P un polyndme de A[X,X,,..,X,], B la borne définiec ci—dessus
par (BIV.11) et {d,,...d.} laliste des degrés de P suivant X,...,X_.

Algoritbme du calcul de P, = ®(P).

On initialise 1'algorithme en posant

uprr = B, dypey = 1 €t Po(X,X,,....X,) = P(X,X,,.... X,).

Pour j décroissant de m jusqu'a 1, faire :
prendre & = d,,,, puis poser b, = (b;,))%
remplacer X; par b; dans le polynome P(X,...,X,);
noter P, (X,.. ,X,,) le polyndme obtenu;

Le résultat est le polynéme P (X).

Algorithme du calcul de Q = ®7(Q,).

Pour chaque coefficient ¢ € Z de Q,(X),

[ écrire ¢ dans la base symétrisée B, sous la forme suivante
a,+aB +. +a;B'+ .., 00 -%B <o <¥%B, puis écrire chaque

1 exposant D de B dans la base composée {d,, d,d.,, ..., d,-d ,},
c'est-a—dire sous la forme D=8&m + .. + E2d,d, +El dd,.
Remplacer le monéme o, BY par o, X,* X,% -+ X 5

.

La somme de tous les mondmes ainsi obtenus a partir des mondémes o, B? est le
polynéme Q(X,...,X,).

6°) Exemple.
PX,Y,Z) = X°Y? + XNY'Z+ 2%+ 1)
+ X(Y+YZ' +2) + X*Y(Z° + Z)
+ X(Z'+ )Y+ ZY+Z7 + ) + ZY* + Z°.
Le degré total étant 8, ona B =2° |P|| ¥ = 64. Le degré de P suivant Y vaut

dy = 4; donc il est majoré par 3 dans chaque diviseur. On remplacera donc Y par
64 = 2%, puis Z par 64°=2%
Si on programme en REDUCE, on obtient :
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P=XY+X'YZ+XZ'+ X'+ XY+ XYZ+XZ+XYZ
+XYZ+XYZ+ XY+ XYZ*+XZ +XZP+Y*Z + Z°.
P° := SUB(Y=64, Z=64**4, P);

Pe = 4096 X° +  79228162514264341991590461441 X* +
19342813113834066828853248 X* +
85070591730234615865843651859015794688 X* +
374144419156711147384661870838517564312342906277888 X +
79228162514264337662263427072.
On factorise le polyndme Po en utilisant la méthode classique de factorisation des
polynémes a une variable. On trouve
P° = Q>R° = (X* + 1073741824 X + 4722366482869645217792)
(4096 X + 79228162514264337593543950337 X + 16777216);
Chacun des cinq coefficients des deux diviseurs doit maintenant étre écrit dans la base

64. On trouve

1073741824 = 64° = 6464;
4722366482869645217792 = 642 + 64 = (64°) + 643
4096 = 64 = 64%
79228162514264337593543950337 = 64°+1 = (649 +1 ;
16777216 = 64 = 64°,

Par suite Q° = X* + (64%)-64-X + (64%) + 64% et

R° = 64*X° + ((64%* + 1)'X + 64°.
En remplagant 64* par Z, puis les autres "64" par Y, on obtient
Q=X*+ZYX +Z°+Y* et R=Y>X*+(Z+1)X + Z.

7°) Etude du coiit.

Les calculs sont dominés par la factorisation du polynome P° dont les coefficients sont
trés grands. La factorisation modulo un nombre premier p par l'algorithme de Berlekamp
exige p d® (d + Logp ) opérations, ou d représente ici le degré de P suivant la

variable X. Le coiit de cette factorisation reste donc faible. Par contre son raffinement

grace au lemme de Hensel, exige comme on I'a vu en (A.Il.14), de faire d* Log® (p)
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opérations, ol p" majore les coefficients des diviseurs de P°. On a vu ci—-dessus au
paragraphe 4°) que ces coefficients sont majorés par %B***  ou

B=2""|pP|"™

Le cofit total est donc de l'ordre de

(d-d1-d2-+-dm) *(d+dl + -~ +dm+ Log| P )

Majorons d-dl-d2--dm par ™' ou O est le degré moyen des variables. On

obtient alors comme coit total

(B.IV.12) &= ((m+1)d + Log || P| )~

Ce cofit est donc du méme ordre que celui de l'algorithme originel de Wang et de
Musser, qui exige pour le raffinement des diviseurs le calcul de produits de polynomes
a m+l variables, qui donnent des calculs de l'ordre de 8> (m-d + Log || P | )
Cependant l'algorithme proposé est moins complexe et il devient intéressant lorsque la
bome %B"*™* des coefficients du polynéme a une variable qu'on doit factoriser

est relativement petite. Le coiit de la factorisation est alors celui de la factorisation d'un

polyndme a une variable.
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c¢) Factorisation utilisant un monomorphisme.

1°) Introduction.

On se propose d'utiliser un monomorphisme @, analogue a celui qui a été défini dans
(A.V) et qui transforme un produit en une somme. On utilise ce monomorphisme pour
éviter le calcul des produits de polyndmes de la forme Q;,Q;, ala troisi¢me étape
de l'algorithme, lorsqu'il y a des facteurs parasites. Le calcul de ces produit est remplacé
par le calcul des sommes des images de ces polyndmes, 2 savoir D(Q;,) + - +
P(Q;.)-

Cet algorithme ne sera donc utilisé que lorsqu'aucun diviseur de P  sur
Z[X,X,;.- . X A, ne divise P sur Z[X,X,,.,X_]. De plus, le critére donné évitera
d'avoir a effectuer la division de P par le diviseur présumé, et en premier licu les
divisions de P par Q,,...,, Q..
On utilise la notion de polyndme normalisé introduite en II, et on suppose que le
polynéme donné P a été normalisé. L'algorithme présenté ici, s'applique aprés la
deuxiéme étape de la factorisation; on connait alors la factorisation de P sous la forme
Q,Q;+Q, oules Q; sontdes polyndbmes normalisés de Z[X, X 5, X VA,

Le monomorphisme & doit donc étre défini pour un polyndme normalisé de
Z[X,Xl,...,Xm]/Aj. Pour définir @, on reprend les mémes notations que dans (B.V), en
notant le polynome U dont on calcule I'image sous la forme U(X,X,,..,X,) = X* +
b, X + ... +b,avec b,.,b, € Z[X,...X. VA,

2°) Définition du monomorphisme.

Dans la suite, on notera K l'anneau Z[X,,...,X_]/A,. Rappelons qu'on peut définir,

comme on I'a vu en I, le quotient de tout polyndme de K[X] par un polyndme unitaire
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U de KJX]. Plus précisément, a tout polyndbme V de K[X], on peut associer deux
polyndmes Q et R tels que

BIVi13) V =UQ + R ou dR=sn-1

Notons d un entier fixé, qui dans la suite sera égal au degré suivant X du polyndéme

P qu'on veut factoriser.

Définiti
On considére le polynéme unitaire U(X) de K[X], et onnote U'(X) sa dérivée.

0 lle dével logarithmiquéaTondes d de U(X), le i ealsEd
X*-U'(X) parle polyndme U(X).

Le développement de U(X) est un polyndéme de degré d noté

U°(X) =b°, X* +b°, X**' + ... + b°,.

Par exemple, le développement a l'ordre 3 du polyndme U(X,Y,Z) =X +Y +Z + 1
estégald U°(X,Y,Z) =3 X -(Y+Z+ D)X+ (Y +Z+1)’X-(Y+Z+1)
On retrouve sans difficultés les mémes propriétés que dans (A.V), qu'on rappelle dans

la proposition suivante :

P ition 1
Soient U ¢t V deux polynémes unitaires. Alors ®(U-V) = P(U)-D(V).
Les cocfficients b°, de ®(U) sont définis par les relations:

b°, = d;

b°1=_bl;

b%=-jb-b,b°-...-b b, 1lsjsgq;
b°)=-bdb°5-d—"'—b1boj‘l quSd.

On peut déduire des relations ci-dessus que b; est défini comme une suite récurrente
linéaire en fonction de ®(U). Par suite & est un monomorphisme défini sur l'ensemble
des polynémes unitaires de K[X].

L'algorithme de recherche des diviseurs de P est bas€ sur la notion de polynéme

normalisé. Commengons par donner un critére simple pour vérifier si un polynéme est

normalisé.
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p ition 2
Considérons le polynéme Q un polynéme de K[X], qui s'écrit sous la forme :

X'4+b, X + .. +b,X™ + . +b, etnotons d°b, le degréde b, suivant X,,...X,.
1°) Q est normalisé si et seulement si

(B.IV.14) d°b, < k pour 1=<ksgq.

2°) Si Q et R sont deux polynémes normalisés de K[X], alors Q +R et QR
lisé

Dé .
1°) Dire que Q est normalisé, signifie d'apres (B.I.12), que 8 Q\® =8 Q.® — k
pour k =20, & étant le degré suivant X. Cela signifie que le degré total de Q\®, a
savoir 8 Q\® + k est majoré par le degré q suivant X, ou encore que

d°b, + q - k < q, soit d°b, < k.

2°) Notons R sous la forme X®+b, X¥' + ... + b,, et supposons Q et R normalisés.
Alors d°b, sk et d°c, s k. Par suite le k*™ coefficient de Q + R, a savoir b, - ¢,
vérifie (B.IV.14). Donc Q + R est normalisé. Le k*™ coefficient de Q'R s'écrit

& = > ab, etil vérifie également (B.IV.14); donc Q-R est bien normalisé.

Rappel:
Rappelons quelques résultats démontrés au B.I11.2°), Lemme 2 :
1°) Si P = QR est normalisé et si Q est normalisé, alors R
est également normalisé.
2°) Le polynébme Q de K[X] divise P sur Z[X,X,,...,X_]

si et seulement si Q est normalisé.

La proposition suivante nous permettra de vérifier si Q divise P sur Z[X,X,,...,.X_],

en vérifiant la normalisation de ®(Q).

P ition 3
Soit P un polynoéme normalisé de K[X], qui est factorisé sous la forme Q,~Q,

sur K[X] et Q un sous-produit Q;,Q;,~Q;, de Q~Q, de degré majoré
par %d.

L . -
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@i Q est normalisé;
(i) ®(Q) est normalisé.

Dé .
Notons R le polyndme de K[X], quotient de P par Q. Notons Q sous la forme
X%+ b, X¥' + ... + b, et son image par @ s'écrit Q° = q' X+ b° X*' + ... +b°,
Supposons d'abord que (ii) soit vérifié.

D'aprés le lemme, on a d°(b,) <k, pour 1 =k <q. Montrons qu'on a également
d°(®°) <k pour 1 =<k =d. L'inégalité est vraie pour k = 1. Or d'aprés la Proposition
1, d°(b°) = max( d°(b), d°(b,.,) + d°(b°)),....d°(b,) + d°(°,_,) ), pour 1 =<k =<q, et
d°(b°) = max(d°(b,) + d°(b°,),...,d°(b,) + d°(b°,_,), pour q =< k =< d. Il en résulte donc
que d°(b°) =k pour 1 =<k < d. Par suite, &(Q) est normalisé.

Supposons maintenant que d°(b°) <k pour 1 <k <d. Alors on a d°(b,) = 1; d'autre
part, pour k > 1, d°(b,) < max( d°(b°), d°(b,) + d°(b°,.,),...,d°(b,,) + d°(b°,) ), pour
1 sk < q,donc d°Db,) <k. Il en résulte que Q est normalisé.

L'intérét essentiel de ce résultat est qu'on peut déterminer ®(Q) en calculant la somme
D(Q;,) + ... + ®(Q;,). Il n'y a donc plus aucun produit de polyndmes a calculer, mais

uniquement des sommes.
3°) Algorithme utilisant le monomorphisme .

Supposons qu'on écrive les coefficients b°, de Q° sous la forme suivante

b= kzn:_mﬁk i X X", Alors Q est normalisé si et seulement si B, ,, ,.. =0 pour

tout m-uple (kl1,...km) tel que k1 + ... + km > k, pour 1 < k < d. Si on écrit les
coefficients des polyndmes Q°,,..,Q°, sous la forme B',, ,.,..., B s v alors le produit
Q,;,'Q;, correspond a un polynébme normalisé, si et seulement si on a les relations

suivantes :
(B.IV.15) B', ..+ ..+8B" .. =0 pour k1 +..+ km > k.

La recherche des polynémes Q,,...,Q;, qui satisfont (B.IV.15) peut se faire en

résolvant le systéme suivant, dans lequel les inconnues e,,...,e,, valent 0 ou 1:
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(B.IV.16) B vixm €1+t By 4w € = 0 pour tout m~uple (k1,...,.km)
o tel que k1 +..+ km >k, avec 1 <k <d.

Dans la suite, ce systéme sera appelé systéme de normalisation. Notons t le rang de
ce systéme et soit o =1 - t. Notons E le sous—espace vectoriel de Q" formé par les
solutions du systtme de normalisation (B.IV.16); en résolvant ce systéme par la

méthode du pivot, on obtient une base de E de la forme :

(bu\ (bli\ (b

e.
&g
g

by by

B, = ) eeeeeeren ,Bi= | 0|, . ,B,. | 0
0 0 0

\ 0 \ 0 J \ 1)
Notons B la base {B,, ..., B.}.

Considérons un divisecur Q de P sur Z[X)X,,..X,] quis'écrit Q,Q,~Q, sur
Z[X,X,,...X.]/Aq. D'aprés le Rappel, 2°) ci—dessus, Q est normalisé. Par suite, le vecteur
V = (e,...,e,) associé a Q, dont les coordonnées e; vérifient ¢, =¢, =.= ¢, =1 et

¢; = 0 pour les autres valeurs de i, doit étre engendré par la base B. Donc Q doit
contenir I'un au moins des facteurs Q,,,...,Q,. Comme P est sans facteur carré, le
vecteur V est donc obtenu en faisant la somme de un ou plusieurs des vecteurs de B.
L'une des solutions du systéme de normalisation est donnée par le vecteur

B, = (1,1,...,1), qui est obtenu en faisant la somme de tous les vecteurs de B. Cette
solution correspond au polynéme P lui-méme.

Si certains des vecteurs B, ont toutes leurs coordonnées égales a3 0 ou 1, alors ces
vecteurs B; correspondent a des produits Q,Q,--Q, qui sont normalisés, donc
qui sont des diviseurs irréductibles de P sur Z[X,X,,..,X,]. On dira dans la suite, qu'un
tel vecteur ayant ses coordonnées égales 3 0 ou 1 est binaire et on notera B°
l'ensemble des vecteurs non binaires de B.

Tout autre diviseur irréductible de P (ne correspondant A aucun vecteur de B), est
associ€ a une autre solution du systéme de normalisation; cette solution est obtenue en

effectuant une somme de vecteurs de B°. Il est clair que le nombre des diviseurs de

P sur Z[X)X,,.,X,], noté 1° est majoré par o. Si 1° = o, alors tous les vecteurs de
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B sont binaires et la factorisation de P est obtenue en calculant les produits
Q. Q,Q,, associés aux vecteurs de B.

Remarquons aussi que tout vecteur de B; est associé a un diviseur irréductible de P
égal a un produit Q,-Q,--Q, contenant un et un seul des diviseurs Q,,,, .., Q,. Donc
si P ne contient aucun diviseur de ce type, alors aucun des vecteurs B; ne correspond
a un diviseur de P.

Le nombre d'équations du systéme de normalisation est trés grand. Ce sont les équations
qui vérifient k1 + ... + km > k, avec 1 =< k =< d; leur nombre est donc majoré par

(d + 1)". Mais parmi elles, t seulement sont linéairement indépendantes. Comme la
plupart de ces équations sont inutiles, on pouirait n'en choisir qu'un nombre limité, par
exemple d. Mais, alors les solutions du systéme pourraient correspondre a des produits
Q.-Q,-Q , non normalisés, qui ne seraient donc pas des diviseurs de P.

Le nombre d'équations du systéme de normalisation, donne un colt de résolution de
l'ordre de (d + 1)™r2

Le nombre maximum de sommes de vecteurs a calculer est égal a 2, ot s° désigne
le nombre des vecteurs de B°. Comme les vecteurs ont chacun t coordonnées, le
nombres total d'additions d'entiers est donc majoré par le produit t2%, avec
s°<r-t.

Au lieu de limiter le nombre d'équations du syst¢éme de normalisation a %4(d + 1)*,
imaginons qu'on résolve ce systéme avec toutes les équations telles que

k > k1 + ... + km (le nombre de ces équations étant arbitrairement grand). On peut
ensuite transformer la base B de fagon a rendre ses coefficients entiers; il suffit de
multiplier chacun des vecteurs B,, .., B, par le nombre 8 égal au PPCM des
dénominateurs des coefficients b;. On peut enfin rendre positifs les coefficients de
chacun des vecteurs de base B; en lui ajoutant le vecteur n;B,, n; étant le plus grand
coefficient négatif de 8-B,. Notons B'; les nouveaux vecteurs obtenus, qui forment une
nouvelle base B', dont les coefficients sont dans N, 1'un au moins de ces coefficients
étant nul, dans chaque vecteur B,

Notons (ml,...,mr) les coefficients de B'. Le polynome associé a B', & savoir

R; = (Q)™(Q )™ est normalisé, a un ordre quelconque, puisqu'on a supposé que le

nombre d'équations du systéme de normalisation n'est pas limité. Si on pose,
mo = max ( ml,..,mr ), alors R; divise P™ sur Z[XX,,..,X_J/A; D'aprés la

Proposition 2 ci—dessus, P™ est normalisé. Il en résulte, d'apres le 2°) du Rappel donné
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ci-dessus, que R; divise P™ sur Z[X,X,,.,X,], par suite R; n'est pas premier avec
P. Le PGCD S de R, et P doit étre égal sur Z[X,X,,..,X,]/A, a un produit
Q)"(Q)* ot n, ., n valent 0 ou 1. Par suite R°% = R/S divise toujours
P™, alors qu'il est premier avec P; donc R° = 1. Par suite, ml = ... = mr = D + n;
donc n; =0, D =1 etles coordonnées non nulles de B; sont toutes égales a 1.

La conclusion est que si on prend suffisamment d'équations dans le syst¢eme de
normalisation, les vecteurs de base des solutions de ce systéme sont binaires et donnent
directement les diviseurs irréductibles de P sur Z[X,X,,...X,].

Alors, la dimension de l'espace des solutions est égale au nombre de facteurs
irréductibles de P. De plus, comme P n'a pas de facteurs carré, la base B est
orthogonale.

Par contre, si on ne résoud le systtme de normalisation qu'avec un nombre limité
d'équations (de l'ordre de %(d + 1)™), la résolution du systéme peut donner d'avantage
de solutions. Une solution supplémentaire non binaire correspond a une relation linéaire
parasite entre les €quations du systéme; chaque équation qu'on ajoute au systéme aura
donc tendance a augmenter le rang t du systéme et ainsi 8 diminuer le nombre des
vecteurs non binaires de la base B.

Rappelons qu'on doit effectuer toutes les sommes de vecteurs non binaires de B et
déterminer celles qui sont égales a un vecteur binaire. Le coiit est alors majoré par
t-2%, s* étant le nombre des vecteurs non binaires.

En fait, on peut diminuer le colt de ce calcul en partionnant l'ensemble B* des
vecteurs non binaires de B. Pour cela, on introduit la définition suivante concernant les
vecteurs non nuls de Q' :

Un vecteur V est dit positif si sa premiére coordonnée non nulle est positive; dans le
cas contraire, le vecteur est dit négatif. On note B* et B~ les vecteurs respectivement
positifs et négatifs de B*. De plus, notons B° I'ensemble obtenu en adjoignant 2 B*
'ensemble des opposés des vecteurs unitaires de Q". Le calcul des sommes des vecteurs
de B* qui sont binaires revient alors au calcul des sommes des vecteurs de B° qui
sont nulles. L'algorithme de recherche de ces sommes consiste a partir d'un vecteur
quelconque de B*.

S'il est négatif, on lui ajoute un vecteur de B* et s'il est positif, sa i** coordonnée

étant positive, on lui ajoute soit un vecteur de B, soit I'opposé du i*™ vecteur unité.




121

On désigne par n, et n, le nombre d'éléments de B* et B; comme n, + n, = s*,
on considére que n, = n, = % s*. Alors la recherche d'une solution qui est la somme

de j vecteurs de B° conduit a effectuer un nombre de sommes approximativement
égal a %St.%(s*_l)...%(st_j)/j!’ Soit (%)J (:.)

Le nombre total de sommes a calculer est donc de l'ordre de (3/2)".

Le coit total de la troisitme étape de la factorisation du polyndme P, consistant a
déterminer les produits Q,Q,~Q, qui divise P sur Z[X,X,,..,X_], est obtenu
en ajoutant le colt de la résolution du systéme de normalisation par la méthode du
pivot, et le coit de la recherche des sommes des solutions du systéme de normalisation

qui sont binaires. Ce coit total noté CT est donc égal a
(B.VL5) CT = (d+1)™® multiplications d'entiers + t-(3/2)* additions d'entiers.

Le coit reste donc exponentiel suivant le degré d, car on ne peut majorer s* que par
d; mais il est nettement meilleur que le cofit de l'algorithme classique qui est de 2°

produits de polyndmes 3 m variables.

Algorithme de recherche des diviseurs de P.
1*~ étape:
On calcule la factorisation de P sur K[X], notée Q,-Q..
2%= étape:
On calcule des images Q°,..,Q°, de Q,..,Q, par @ etonnote B , ,.
X1..X"™ les mondmes de Q° les polyndmes Q°,..., Q°, étant de degré d.
3*= étape:
On résoud le systéme de normalisation par la méthode du pivot, puis on effectue
toutes les sommes des vecteurs de base non binaires de la solution.
Chaque vecteur binaire obtenu correspond a un produit Q,Q,Q, qui est
un diviseur de P sur Z[XX,,....X,].

Etude du coiit,
Le coiit de la premiére étape est celui de l'algorithme classique, a savoir
m-d-(d + 1)>™2
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Le nombre de produits a calculer pour trouver les images ©(Q,),...®(Q,) est majoré
par %(d + 1)’. Comme il s'agit de produits de polyndmes 2 m variables de degré d,
le coiit de ce calcul est majoré par (d + 1)™*2.

L'ordre de grandeur du coiit est donc du méme ordre que celui de l'algorithme classique.
Pratiquement, l'algorithme proposé devient intéressant s'il y a beaucoup de facteurs
parasites et si le nombre des produits de polyndmes Q;,"Q;, qu'on doit calculer est
grand. Par contre, le colt théorique des calculs est devenu presque polyndmial, puisque

-t

la partie exponentielle du coft, t-(3/2)"" représente des additions d'entiers.

4°) Exemple.

Considérons le polyndme suivant, qui est normalisé
P = X'42X°-X-2X+(9X+10X+X-2)Y+9XY2
On factorise P = P(X,0) = X* + 2 X* — X* - 2 X; on obtient
P? = X (X - 1) (X + 1) (X 4 2) = 01(0)'02(0)'03(0)’Q4(°)-
Calculons les remontées des diviseurs Q° jusqu'au degré 4 suivant Y. On obtient ainsi
la factorisation de P sur Z[X,Y]/(Y?):
Q =X+Y+Y’+2Y' +5Y%

Q =X-1+3Y-6Y*+6Y*+6Y%
Q =X+1-Y-Y*-2Y'-5Y%
Q =X+42+6Y+6Y*-6Y -6Y"

On constate sans calcul qu'aucun de ces quatre polyndmes n'est normalisé, donc aucun
ne divise P sur Z[X,Y]. Pour éviter de calculer les produits Q;'Q,, déterminons les
images @(Q,) jusqu'a l'ordre 2, puisqu'on recherche un diviseur de degré maximum
égal a 2. On obtient Q° =b° X* +b° X + b°, ol b°, =d°Q, b°, =-b, et

b°, = (b))> On trouve

Q% = X-XXY+Y+2Y+5Y)+ Y +2Y +5Y"

Q°, = X*+ X (1-3Y46Y*-6Y’-6Y") + 1 - 6Y + 21Y? - 48Y® + 60Y*;
Q% = X* - X (I-Y-Y-2Y*-5Y%) + 1 - 2Y - Y2 - 2Y® - 5Y*

Q°, = X? - X (2+6Y+6Y-6Y’-6Y") + 4 + 24Y + 60Y? + 48Y° — 60Y".

Les polynémes de la forme Q° + Q° sont normalisés si et seulement si leurs
coefficients des monémes XY? XY?, XY*, Y* et Y* s'annulent.
Les ensembles d'indices {j, k} correspondant a des polynémes Q°; + Q°, normalisés,

sont donc solution du syst¢me suivant dans lequel e,, e,, e,, ¢, sont égauxa 0 ou 1
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~-e + b6e, + e; — b6e = 0
-2¢ - ©6e + 2¢ + 6e = 0
-5e - 6e, + 5e + 6e = 0
2e, - 48e, - 2e + 48e¢, = O
. 5 81 + 60 62 = 5 83 - 60 84 = 0
e, + 60e, - 5S¢ - 60e, = O
Les solutions sont {e;, e,, €;, €,} = {1,0,1,0},{0,1,0,1} et {1,1,1,1}. Nl ya
donc trois diviseurs de P, a savoir Q,'Q,, Q,Q, et Q,-Q,'Q,-Q,. En effectuant les
o deux premiers produits on trouve les deux diviseurs suivants
Q=0QQ;=X*+X+Y et R=QQ,=X*+X-2+9XY.
®
o
®
@
o
L
L J







Partie : C

INTRODUCTION.

Dans toute cette partie, les polyndmes appartiennent a I'anneau Z[X,,..,.X,], des
polyndémes a n varaibles, a coefficients entiers.

On considére m polyndmes de Z[X,,...,X,], notés P,,...P_ sur lesquels on veut
effectuer un calcul ne faisant intervenir que des produits, par exemple le calcul du PGCD
de P,...,P_ ou la factorisation de l'un des polynémes P;.

Le but de ce chapitre est la recherche d'une application ¢ qui transforme P,,..,.P_ en

polyndmes plus "simples", suivant certains critéres. Par exemple, l'un des transformés
de P, .., P, aura un degré diminué par rapport a une des variables X, .., X,.
Mais, l'application ¢ doit étre injective, pour que les calculs qui sont effectués sur
&(P,), .., ®(P.) et qui donnent le résultat V, permettent de trouver sans ambiguité le

résultat ¢~'(V), qui aurait été trouvé en effectuant les calculs sur P,,...,P,. Par contre, il

n'est pas nécessaire de supposer ¢ surjective.
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La premiére partie de ce chapitre reprend l'article [V3]. Comme les calculs envisagés

(calcul de PGCD, factorisation) ne font intervenir que le produit des polyndomes,

I'application doit simplement conserver les produits, c'est-a—dire vérifier la relation
®P-Q) = ¢P) Q).

Pour des raisons techniques, on considére dans la suite des polynémes généralisés, dont

les exposants des mondmes peuvent étre négatifs. D'autre part, on utilise la

représentation des monémes des polynémes par des points de Z". On obtient les

définitions suivantes :

Définiti
On appelle polyndme généralisé, un polynéme P = a;m, + ... + a,m,, ol
a,-, 8 € Z ot ou les monébmes my,., m, ont leurs exposants dans Z. On pote
Z{x,,...,x,} l'anneau des polyndmes généralisés.

Pour chaquc monéme a'm; de P, on note M; le point de Z" qui a comme
mmmmmsmﬂmmmmng.gnmmmmm@m
au point M; de Z°.

0 lle polyéd €3 P lenvel e TI(P) d .

M; = u'(m;) de l'espace affine Z*.

On appelle sommet du polyédre convexe TI(P) un point de II(P) qui n'appartient a
aucun secgment [A, B] avec A, B e II(P).

On appelle mondéme extrémal de P un monéme m; dont le point associé dans Z" est
un sommet de TI(P). Si IT ¢t II" sont des polyédres convexes de Z°, on appelle
somme de IT' et IT" etonnote IT +IT" l'enveloppe convexe des points M + M";
ol M,ell et

M" e II".

On appelle face du polyédre IT lintersection de IT avec un hyperplan d'appui ( les
points de IT sont tous situés du méme coté de I'hyperplan ). Un sommet est une face
de dimension 0. Si V est un vecteur de Z°, on note I, la face définic par
11 lan d'appui H ficulaire 3 V, V St dicicé extérione @ nolvadis.

Un résultat essentiel est la relation suivante :

(C1) I+, = IT, + II",.
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Cette notion de polyédre associé a un polynéme a été définie par Ostrowski dans [Os],
puis utilisée pour donner des critéres d'irréductibilité des polyndmes. Le résultat essentiel

est donné dans le lemme suivant :

Lemme.

Sojent deux polyndmes P et Q de Z[X,,....X,]. Alors:
1) II(P-Q) = II(P) + I(Q).

2) Tout mondéme extrémal de P-Q s'écrit de facon unique sous la forme m'm”
ol m' et m" sont des monémes de P ¢t Q; de plus m' ¢t m" sont
nécessairement des mondmes extrémaux de P et Q.

DI I I' "

1) Si M e II(P-Q), alors (M) = m"m" ol m' et m" sont des monémes de P
et Q. Donc M = p'(m') + p'(m") € II(P) + TI(Q).

Montrons maintenant que tout sommet M de II(P) + II(Q) appartient 2 II(P-Q). On a
M=M+M" ou MeIl(P) et M" e II(Q). Si m'm" qui s'écrit w(M')-u(M")
n'était pas un monéme de P-Q, il devrait s'annuler avec un autre produit m''m",.
Alors M serait le milieu du segment d'extrémités M, = M' + p'(m",) et

M, = p(m',) + M". C'est contraire au fait que M est un sommet, donc m'm" est un

mondéme de P-Q et 1) est vérifié.

2) Soit m un mondéme extrémal de P-Q associé a un sommet M de II(P) + II(Q).
Alors M=M'+M" ou M'et M" sont des sommets de II(P) et I1(Q) d'apres (C.1).
Si on avait aussi M = A'+ A", o A' e II(P) et A" € I[I(Q), alors M appartiendrait

au segment [M'+M";, M',+M"], donc il ne serait pas un sommet.
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I. APPROCHE THEORIQUE.

1°) Définition de l'application ¢.

Au départ les polyndmes donnés appartiennent a Z[X,,..., X, mais au cours des calculs
de simplification on obtient des polynomes généralisés appartenant 3 Z{X,,...,X,}. On
est donc amené a définir une application notée ¢, ., Z{X,,.,X,} dans Z{X,,...,X.}.
Remarquons que si P ¢ Z{X,,...,X }, on peut l'écrire de fagon unique sous la forme
mP, oo m=(,M) avec aeZ et Me Z" et o P, est un polyndme primitif de
Z[X,,...,.X,]. On dira que P, est réduit.
Si on représente P, par l'ensemble {(a;M,),...,(a,M)} , alors m'P, est représenté par
{(@-a; ,M+M,),...,(a-a,,M+M,)}. Donc les poly&dres associés 3 P eta P, sont égaux
a une translation prés de vecteur AM ou A = (0,...,0).
On peut vérifier facilement que I'(P,) a au moins un point dans chacun des hyperplans
de coordonnées d'équations X; =0 (1 <j = n).
L'application ¢, définie sur Z{X,...,X,} doit vérifier les deux conditions suivantes :

M) $,(P-Q) = 9,(P) (Q).

@ ¢, =1
D'autre part on ne veut pas que ¢, modifie le nombre des mondmes des polynémes, ce
qui est le cas des changements de variables X; = X; + X, (2 si=n) utilisés pour
rendre un polyndéme unitaire et qui conduisent 4 une explosion du nombre des mondmes.
On impose donc la condition supplémentaire suivante :

3) ¢,P) et P ont le méme nombre de mondmes.

Cette condition entraine que ¢, définit une application ¢, sur l'ensemble des mondmes

a n variables
$,: a,M) — (p(a),o(M)) ou p:Z = Z etoa o:Z° — Z".
Pour simplifier ¢,, on prend pour p l'identité. D'aprés (1) on a
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&, (LM)-(1,M) = ¢,(1,M,) ¢ ,(1,M,). Par suite, o(M;+M,) = o(M,) + o(M,). D'aprés
(2) on a o(-M) = - o(M). 1l en résulte que O est une application linéaire du module

Z° dans lui-méme. Notons la matrice de o sous la forme

u U, ... u,
T = Vi Vo A
W, W, ... w,

ol le déterminant de T est non nul. L'image de M = (d1,...,dn) par O s'écrit

M' = (d1,...,dn) OU di=vidl + ... + vo dn. L'application ¢, s'écrit donc

b Ei a X*.X* — 2 aX".x"o

oll d1=uldl + ... + undn, ..., dn = wl d1 + ... + wn do. En remplagant d1,..., dn par leurs
valeurs, les produits X, ... X, s'écrivent X, %*-*=@ X vdr-+"ma soit encore
X X1 e X e (X X X)®. Par suite, ¢, transforme

P(X,, Xpeoo » X)) en P(X™ X, XML, XM X" 0 X,™). Comme ¢, (P) est
un polyndme généralisé de Z{X,,..,X,}, on doit le multiplier par un mondéme p pour
obtenir un polynéme de Z[X,,...,X,]. L'application de simplification, notée ¢ définic
sur Z[X,,...,.X,] s'écritdonc ¢ =N,.¢,, o N (Q)=pnQ.

Si ¢ n'est pas surjective, alors ¢~ n'est définie que sur ®(Z[X,,...,X,]). Supposons
que dans ces conditions un polyndme P soit simplifié en ¢(P) et que ¢(P) soit
factorisé en ¢(P) = P,-P,. Alors ¢7'(P,) et ¢'(P,) ne sont pas nécessairement définis
(les exposants des variables X; sont fractionnaires). Si, par contre

o7 '(P,) & Z[X,,..,X,], alors on a aussi ¢7'(P,) ¢ Z[X,,..,.X,]; par suite ¢7(P,) et
¢7'(P,) sont des diviseurs de P.

Exemple.

Considérons les deux polyndmes suivants dont on veut calculer le PGCD:
P=XY +XY+X + ¥+XY-XY-XY et
Q=XY+X-XY'-Y"

Représentons les polygones associés :
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24 nee)
J
1 A
4 L
O 1 2 3 4

Cette représentation polygonale met en évidence le repére (I, J) dans lequel les

polynémes seront simplifiés. La matrice de passage de (I, J) a (i, j) s'écrit

L'application ¢, correspondante transforme X* Y2 en X%*®2 Y29-2 (p obtient
donc P =XY(Y+Y+Y+Y' +XY-X-X et

$,(Q =XY( Y +1-X2-XY?)
Les polynomes réduits correspondants s'écrivent

WP =Y'+Y +Y+Y+X(Y-1)-X et

Q) =Y+1-XY-X2.
Ces polynOmes sont unitaires en X et la division de §(P) par ¢(Q) s'écrit

P =Y + XYW+ Y-D+Y'+ Y +Y-1.
Le reste s'écrit sous la forme R = (X + Y? + 1) (Y?>+ Y - 1). Par suite
A=X+Y+1 estle PGCD des polyndmes ¢(P) et ¢(Q). Calculons $7(A) en
utilisant la matrice inverse de T, a savoir
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On transforme donc X" Y? en X #-® Y29+% A est donc transformé en
XA(XY + Y +X*). Donc ¢7'(A) est égal 3 X Y?+ Y? + X% comme
¢7'(A) € Z[X,Y], c'est bien le PGCD de P et Q.

2°) Simplification d'un polynéme a l'aide du

polyédre associé.

On a montré au 1°) qu'une application ¢ définie sur Z[X,,...,X,], correspond a un
changement de repére de I'espace affine Z". La recherche de telles applications ¢
revient donc a définir des changements de repére de Z°. Le fait que P soit simplifié
apparait dans la représentation polyédrale comme un rapprochement du nouveau repére
et du polyedre associé TII(P). Le sens d'un rapprochement devra étre précisé.
Remarquons que les coordonnées des points de II(P) doivent étre positives dans le
nouveau repére R.

Examinons quelques exemples de simplications :

a) Simplification de P faisant disparaitre des variables.
Si le polyédre II(P) de Z" est de dimension m inférieure 3 n, alors on peut choisir
un nouveau repére R tel que les coordonnées X,,,,....X, des points de II(P) soient

nulles. Ce rapprochement de 3 et de II(P) correspond a une simplification de P

diminuant le nombre des variables.

Le rapprochement considéré ici consiste a prendre un point de II(P) comme origine
A du nouveau repere R. Le mondéme de P associé a ce point est transformé en
mondme constant. Comme les coordonnées de II(P) doivent rester positives, II(P) doit
étre contenu dans le premier "quadrant" du repére R. L'origine du nouveau repére doit

donc étre I'un des sommets de TI(P). Donc tout mondme extrémal, c'est—a—dire associé

a un sommet peut étre tranformé en mondme constant par une application ¢.
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o) Tiinsbionstion de. B - itai

Le polyndme P est unitaire suivant la variable X, s'il contient un mondéme m, de la
forme a X" ol ae Z et ol les autres mondmes de P ont un degré suivant X,
inférieur a2 d1. Le point M, de II(P) associé 3 m, doit donc appartenir a l'axe de
coordonnée AX, du nouveau repére, les premitres coordonnées ( suivant X, ) des
autres points de II(P) étant inférieures  la premiére coordonnée de M..

Il est clair que tout sommet de II(P) peut étre un tel point M, dans un certain repére
R. En effet il suffit de prendre l'axe AX, porté par une aréte de II(P) passant par M,
et de choisir I'hyperplan H contenant les autres axes de coordonnées tel que II(P) soit
contenu dans l'espace compris entre H et I'hyperplan parallele 3 H et passant par M,,
ce dernier hyperplan ne devant pas contenir d'autre point de II(P) que M,. Pour
simplifier P, on doit choisir H de fagon a ce qu'il contienne une face de dimension
maximum; mais il est possible que H ne puisse rien contenir d'autre qu'un sommet de
I1(P).

C'est le cas par exemple, si II(P) est un cube.

d) Simplification de P _dimi {16 deeré suf I jable X,

On veut que le polynéme P soit simplifié au maximum en tant que polynéme en X,.
Une telle simplification correspond 2 la recherche d'un hyperplan de coordonnée H du
nouveau repere qui soit le plus proche posssible de TI(P) ou plus précisément de
'ensemble A(P) formé des points de Z® associés aux mondémes de P. De plus les
points de  A(P) doivent étre situés du méme coté de H.

On peut exprimer que A(P) est proche de H en définissant une distance d dans Z°.

On choisit pour la suite une distance qui s'exprime simplement, i savoir la distance

GCMN = 2 [X-Y, | od M=(X,.X) et N= (YY),
1sjen

On peut exprimer la distance entre H et A(P) de deux maniéres :

GAPLH) = 2 d'ME)  ou  d(AR),H) = max d(MH)

sachant que d,*(M,H) = r}?}{n d,°(M,N) est la nouvelle coordonnée

X; de M qu'on notera dans la suite 5,(M).

L'avantage de la distance d, est qu'elle est linéaire suivant les coordonnées des points

M, ce qui simplifie la résolution i l'aide de la programmation linéaire.
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L'avantage de la distance d. est qu'elle définit des polyndmes de degré minimum. La
résolution peut encore se faire a 1'aide de la programmation linéaire, mais les calculs sont
plus longs.

Notons V; le vecteur de coordonnées 8,(M,),...,8,(M,). Le probleéme a résoudre est alors

le suivant: trouver un nouvel hyperplan H tel que

{ | Vil soit minimum, avec les contraintes

V,20, clest-a-dire §(M;)=0 pour 1<j=<p.

Les nombres §,(M,),...,6,(M,) sont les mesures algébriques des distances de M,,...,.M,

a H mesurées le long de I'axe AX.

On reprend l'algorithme précédent successivement pour chacune des variables X,,...,X,.
A la i*™ étape, on définit I'hyperplan H; d'équation X; = 0, en résolvant le
programme linéaire suivant :

Min || V;|| (c'est-a—dire que l'objectif est de rendre V; minimum)

V=0
V, étant lin€airement indépendant de V,,...,V,,.

La derniére contrainte oblige les hyperplans de coordonnées, d'équations X, = 0, notés
H; a former un repére de Z°. Si au cours de la résolution le programme devient
irréalisable, cela signifie que la troisi¢me contrainte ne peut pas étre satisfaite, donc que

II(P) est de dimension inférieure a3 n. Dans ce cas la variable X; peut étre supprimée.

On définit une nouvelle distance entre M = (X,,...,X;) et N = (Y,,...,Y,), notée

d,(M,N) égale au nombre de coordonnées distinctes de M et N (ce qui pourrait

donner un sens 2 la somme 2 | Xi-Y;1°%).
1sjsn

On noteradonc || V||, le nombre de coordonnées non nulles du vecteur V. On verra
au paragraphe suivant que pour tout polyédre convexe I, il existe un repére R dont
la distance d, a II est minimum; on dira dans ce cas que le repére R est adhérent
a IL
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La simplification de P consistant 2 diminuer le nombre de variables apparaissant dans
les monomes revient donc a trouver un repére R le plus proche possible de II(P)
suivant la distance d,, c'est-a—dire un repére N adhérent 3 TI(P). Le repére RN sera
défini en déterminant successivement les hyperplans de coordonnées de 2R notés

H,,...,.H,. A la i* étape on cherche le i** hyperplan H; en résolvant le programme

linéaire suivant :
[ Min | Vi,

V,z20, C=20,..,C =0,

1

ol C, 20,.., C, =0 sont des contraintes supplémentaires pour que les hyperplans H;

forment un repére de Z° adhérent a II(P).

3°) Repere adhérent a un polyedre.

Le dernier programme linéaire proposé ci—dessus, pour diminuer le nombre de variables
apparaissant dans les mondmes, conduit a des calculs complexes. On propose dans ce
paragraphe une autre approche du probléme. Pour cela, on introduit quelques définitions
sur les poly&dres, qu'on peut trouver notamment dans Griinbaum [Gr].

L'étude théorique comprend un théoréme d'existence (et d'unicité); la résolution effective
sera étudiée dans la partie approche pratique qui suit ce paragraphe. Cette résolution

pratique donne un algorithme détaillé pour le cas d'un polyndme a trois variables.

Soit IT un polyedre convexe de Z" ol n z 2. On notera S = {M,, M,,..., M_;} une
suite de points de points de II tels que {M,, M,,.., M;} définisse une face de
dimension i de IT pour 0 <i=<n-1. Une telle suite de points sera appelée une suite
caractéristique de II.

Rappelons quelques définitions et quelques propriétés sur les faces d'un polycdre
convexe. On a vu dans l'introduction qu'une face est l'intersection du polyédre avec un
hyperplan d'appui. Une face est donc encore un polédre convexe. On appelle hyperface

une face de dimension n—-1. Un sommet et une aréte sont des faces de dimension

respectives 0 et 1. Enfin le résultat suivant sera utilisé dans la suite :




134

Lemme.

Soit IT un polyédre convexe.

L Si F est une face de TI, alors toute face de F est une face de II.
I Si f est une face de dimension n-2 de TI, alors il existe exactement deux_ ¢
hyperfaces de IT gqui contiennent f.

Donnons maintenant la définition d'un repére adhérent :

@
Définiti
Soit S une suite caractéristique de II. Un repére R = {BX,,...B.X,} de Z° est
appel€ repére adhérent 3 IT suivant S si:
®
(i) langle polyédre de M contient IT;
(i) pour tout i€ [0, n-1] et tout k € [0,i], lhyperface M, du repere R,, =
{B.X,,...BX;,.} de Z"' contient une face I, de dimension i de IT; de plus, la face
R, contient les i+1 premiers points de S, i savoir M,, M,,..,M.. o

Etudions la propriété (ii) pour les premiéres valeurs de i. Cette propriété signifie que:

pour i =0, l'origine B, de R est le point M,;

pour i=1, lesaxes BJX, et BX, contiennent respectivement l'aréte MM, et une ®
autre aréte de II;

pour i =2, d'une part R,, contient la face définie par les points M, M, et M,, et

d'autre part ®,, et R, contiennent deux autres faces de IT de dimension 2.

®
Exemple. Considérons le polyédre IT ci—dessous.
A
X3
¢
[
> X, @
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On veut construire un repére R dont les faces, (c'est—a—dire ici les axes et les plans de
coordonnées), contiennent le maximum de faces de II. Pour cela, on choisit comme
origine B® un sommet de II, puis on prend les axes de coordonnées B°x, et Bk,
le long de deux arétes d'une méme face de TII, de fagon que le plan de coordonnée
B°x,x, contienne une face de II. On peut en plus imposer aux deux autres plans de
coordonnées B°x,x; et B°x,x, de contenir deux autres faces de IT. Mais il est
impossible d'imposer que le troisitme axe B°x, soit porté par une aréte de II. Le
repere défini sur le croquis ci—contre vérifie la définition d'un repére adhérent 4 II. Il

est dans un certain sens, le plus proche possible de II.

Théor
Soit IT un polyédre convexe de Z°(n = 2) de dimension n et S = {M,, M,,.., M, ,}
mwmnmnmmmmmwzw
adhérent 3 IT suivant S.

Démonstration.

Raisonnons par récurrence sur n.

Supposons n =2 etnotons S = {M,, M,}. D'aprés le (ii) de la définition ci—dessus,
les axes B°x, et B°x, de R doivent contenir deux arétes de II et la nouvelle
origine B° doit étre confondue avec M,. Les axes B°x, et B°x, sont donc définis
de fagon unique.

Supposons n > 2. Notons IT* I'hyperface de IT définie par les points

{M,, M,,.., M.} de S. Lasuite S* = {M,, M,,.., M_,} est une suite caractéristique
de II*. D'aprés I'hypothése de récurrence, il existe un repcre unique R* de Z**
adhérent a TI* suivant S*. Notons M1 les hyperfaces de R* pour 0 <j <n-1.
D'apres le (ii) de la définition ci—dessus, R?* contient une face ITY de dimension
n-2 de IT*, donc de II. D'apres le (IT) du Lemme ci-dessus, il existe deux hyperfaces
de IT contenant IT%; l'une est IT*, notons IT; l'autre face. Au total, chacune des
n-2 hyperfaces 7 de M* contient une hyperface I, de II Or dapres (ii),
I'hyperface de M autre que R*, contenant R*, doit contenir une telle hyperface I,
de TI. Les hyperfaces de ! sont donc définies par les hyperfaces IT*, IL,.. ., 1,
de Il

Vérifions que ces n hyperfaces IT*, I,,.. .., IT,, sont linéairement indépendantes, ce

qui prouvera que R est un repére de Z°. Soit R° un repére de Z® obtenu en
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complétant R* avec un vecteur supplémentaire. Les €quations des hyperfaces I
dans le repére R° s'écrivent a i X1t +2,;x, = 0. Les intersections R* de ces
hyperfaces avec R* s'obtiennent en faisant x, = 0. Or I'équation de Rt dans R*
est x; = 0. L'équation de II, dans $R° est donc X; + a,; X, = 0. Ces hyperplans sont
donc bien linéairement indépendants. L'axe B°x, ajouté a 9M* pour obtenir R est
lintersection IT, N ... N IL,,. On convient de diriger B°x, vers le demi-espace
contenant II. Ainsi les coordonnées x, des points de IT seront positives.

Il reste a vérifier que R est adhérent 3 I1 suivant S. Considérons une hyperface %,
de R; elle contient une hyperface IT; de IT, donc IT est situé d'un méme coté de R;:
les coordonnées x; des points de IT sont toutes positives ou toutes négatives. Or les

points de IT* vérifient x; = 0 par hypothése de récurrence. Donc R vérifie la

propri¢té (i) dec la définition du repére adhérent. Par hypothése de récurrence, la
propriété (i) est vérifiée pour 0 <i = n-2, car R, = {B°x,,.., B°x,,,} est contenu
dans R*. Pour i=n-1, les hyperfaces R, ,, de M contiennent les hyperfaces II,
de II par construction de . Donc la propriété (ii) est vérifiée.
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II. APPROCHE PRATIQUE.

1°) Présentation générale des algorithmes.

Considérons un polynéme P de Z[X,,...,.X,] noté sous la forme ; 2 a, X, ®.X %
si<p

On appelle matrice associée a P, la matrice suivante :
M(P) = SR ot d;eN.

D'apres le paragraphe sur la définition de I'application ¢, page 125, une simplification

correspond a un changement de variable qui est défini par une matrice de passage notée

e Z.

i

Rappelons la définition d'un polynéme réduit, vue page 124. Le polyndme P qui qui
appartient a priori 3 Z{X,,...,X,}, est dit réduit si c'est un polyndme primitif de
Z[X,,...,.Xn]. L'opération de réduction notée N, (définic page 125) consiste a multiplier
P par un mondme p de Z{X,,....X,}.

Si P est réduit, alors chaque ligne de M(P) a au moins un coefficient nul. Dans ce
cas, on dira que M(P) est réduite. On note v I'application réduisant une matrice
M(P); on a donc la relation v(M(P)) = M(N,(P)). Le polyndme simplifié (suivant les
différents sens donnés pages 127, 128 et 129) aura donc une matrice de la forme
v-T-M(P). En fait, I'opération de réduction peut se faire simplement, en ajoutant a
M(P) une ligne de 1 notée £, On obtient ainsi une nouvelle matrice associée a P

de la forme

ou d;e N etou

M°(P) = °
® e ot dy= LR A=
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De plus, on ajoute une colonne a la matrice T qui s'écrit sous la forme :

X0 Xip e Xin
T = B ot x; & Z
I R X,

La simplification de P consiste donc a chercher une matrice T° telle que

T°-M°(P) soit petit
T°-M°(P) soit positif.

En fait, la matrice T° sera définie ligne par ligne. On notera £,, £,,..., £, les lignes
de M°(P) et x,, ., X, les coefficients de la ligne de T° qu'on veut définir. La

simplification cherchée revient a transformer £; = (d,, ..., d,) en £/= (8, ..., §,) ou

i prendra successivement les valeurs 1, .., n etol §; = o‘g dy Xy

avec comme objectif que || £'|| soit minimum, et avec comme contrainte £;' = 0

(c'est-a-dire §; =0 pour 1 =<j =< p). On doit ajouter d'autres contraintes, en particulier

pour exprimer que les nouvelles lignes ¢ de M(P) soient linéairement indépendantes

(pour que ¢ soit injective). Notons ces contraintes supplémentaires sous la forme
G=z0.,C =0

La simplification du polyndme donné P s'exprime donc sous la forme d'un programme

linéaire, qui s'écrit :

Min | £/

------------------------- Ol\l xij E Z

Si ce programme linéaire admet comme solution £ = 0, cela signifie qu'on peut
supprimer la variable X; dans le polyndme P.

Pour des raisons techniques relatives a la résolution du programme lin€aire, on suppose
que les variables x; sont minorées par un entier connu —M. En conséquence, on utilise

pour les calculs les variables positives x;' = x; + M. On utilise, dans la suite la méthode

de résolution exposée dans Simonnard [Si]. On adopte en particulier les notations de
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cette méthode qui nous oblige a rechercher un maximum et a changer le sens des
inégalités des contraintes. Avec ces nouvelles conventions le programme linéaire s'écrit
sous la forme suivante

MaX " —2;' "
(_xij'so pour O<j=<n
9, = 2 -d X’ s-M Zd)-k pour 1<sksp
b osjsn oxjsn
-G =<0 pour 1sj=<gq
[ X'  entier.

Pour résoudre une tel programme linéaire, on I'écrit sous forme d'un tableau, comme ci~
dessous :

(A l a, 4 Qe a,
X, 0 -1 e
X, 0 0 0. v e |
8, - M, -d, —-d; ... -d,
6Ip == M.Sp _dlp —db ..... —dll)
G Co G G . Cu
C, ot & - BF Ca
i
On verra que pour chacune des deux normes || £/ ]|, et Il &' ]| ., les coefficients

a,, .., &, sont positifs. Ce programme linéaire est donc dual-réalisable. La résolution
telle qu'elle est définie dans Simonnard [Si], consiste a choisir une ligne d'indice i, dont
le premier coefficient est < 0. On déduit de cette ligne une nouvelle ligne obtenue en

divisant chaque coefficient de la ligne i, par un certain nombre A, puis en prenant la

partie entiére. Cette nouvelle ligne a un coefficient €gal a -1 qu'on choisit comme
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pivot. Amprés le pivotage, les coefficients du tableau restent donc entiers. On sait
qu'aprés un nombre fini de pivotages, on obtient un programme réalisable qui est

optimal.

2°) Simplification suivant les degrés.

On procéde par étapes successives en remplagant progressivement les lignes £,,...,€;,...
de M°(P) par £,,.., £,.. ou £, =£'= 1,..,1). A la i*> étape les lignes de
M°(P) sont égales a £, ..., £, £;,..., £, et on calcule
0 = Xp Bot . + Xy By X 6+ H Xy, 2,

qui sera substitué a £;.

On suppose qu'au départ, les lignes de M°(P), a savoir £,,..., £, sont linéairement
indépendantes (si ce n'était pas le cas, on pourrait supprimer une variable de P). Pour
que les nouvelles lignes de M°(P) restent linéairement indépendantes, on impose au
coefficient x;; de ¢, d'étre non nul, c'est-a-dire x;; =1 ou X; ! < -1. Le programme

linéaire qu'on doit résoudre, s'écrit donc a la i*™ étape :

Min [ £/ |
9, = 2 dp x4 =2 0 pour 1sks=p
osjsn
x; 21 ou x; = -1 X; € Z pour 0 <j=<n

Les calculs de la résoultion de ce programme linéaire vont dépendre de la norme
Il e/ | choisie, || '], ou || £ || .. Examinons ces calculs dans chacun des deux
cas.

A. Résolution du programme linéaire avec la norme || &', = &, + .. + &,

La fonction économique du programme linéaire s'écrit :
Z = "_Ei'“ = —gkspaik = - 2 djk X
- 2 (2 d)x+ M 2 2 4

osj<n

Les contraintes supplémentaires, xii = 1 ou x;; < -1 s'écrivent -X; /s-M-1
ou x,’ <M - 1. La résolution de ce programme linéaire sera composée de deux parties;

au cours de la premiére partie on ne choisit aucune des deux dernicres lignes comme

ligne i, pour engendrer une nouvelle contrainte. On aboutit ainsi au tableau suivant :
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Il -2 | 0 3, Ay e 2
X' M a, A 4,
Xin' M a, - -
3, 0 A1 A e L
o, 0 oy Bppz e A,
X; i21 = Aupi1 Apar2 s Bninitn
x;s=1 " Appi21 Bpizz e Aoupe2n

La deuxi€éme partie de la résolution consiste a choisir la premiére des deux derniéres
lignes et a exécuter des pivotages pour rendre positifs tous les termes de la premiére
colonne (en excluant du tableau, la derni¢re ligne). Ensuite, on recommence les calculs
en échangeant les rdles des deux derniéres lignes, et 2 la fin on choisit la meilleure des

deux solutions obtenues.

Exemple.
Considérons le polyndbme P = Y*Z? + XZ + X Y? + X*Y*.

La matrice associée s'écrit :

u; 1 1 1 1
oron X o "1 1 p2
M*(P) = Y, 2 0 2 3

z 2 1 1 0

Admettons que u;, Xx;, y; et z soient minorés par —10 et posons u;' =u; + 10, ....

. » Z' =z, + 10. La résolution du programme linéaire rendant minimum la somme des

degrés || £4' ||, donne successivement les tableaux suivants :
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0 et z = -10. On peut donc

On obtient donc €4 = 0 pour u, = 20, x, = -10, y,

supprimer la variable X ou la variable Z dans P. On obtient alors le polyndéme

PP =Y +X + XY + XY
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e Reprenons le calcul de simplification avec ce polyndme P°, dont la matrice associée
s'écrit :
u, 11 1 1
M(P°) = x, 011 2
— vo\ 20 2 3
La recherche de simplification de la ligne des x donne les tableaux successifs suivants
». ] =
Il -2, || 150 4 4 7 70 4 0 7
u,’ 0 |-1 0 0 20 |-1 1 0
X, 0 0-1 0 0 0-1 0
® v, 0 0 0-1 0 0 0-1
Oy, =30 -10 1 -2
Oy, -20 0 00
® Oys -40 =20 0 -2
x=1 -11 0-1 0 -11 0-1 0
x,<-1 9 01 0 9 0 1 0
® -10 -1 0 -1
I -2x' I 30 4 0 3 0 1 0 3
® u, 30 |-1 0 O 20 |-2 1 1
x,' 0 0-1 0 0 0-1 0
y, 0 0 0-1 0 0 0-1
[ 0 10
L Sy, 10 0
8 |-10 0
84 -30 -10
® x,z1 -11 0-1 0 -11 0-1 0
x,s~-1 9 01 0 9 01 0 -]
@
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o
=25 |l 0 1 0 3 0 1 0 3
u,’ 10 (-1 1 -1 9
x{ 10 [-1-1 2 11 ®
Y, 10 1 0-1 10
1 0 1 1-3 -1
Oy 0 |-2 0 1 0 ®
Oy 0 0 0-1 0
Oxq 0 0-1 0 1
x,z 1 -1 0 0-1 0
x,s-1 -1 ] - L
|l -2¢ |l -3 1 3 3— -4 1 3 3— B
u,’ 8 |-2 2 1 10 [-2 2 1
X,' 11 0-1 0 11 0-1 0
v, 11 1-1-1 10 1-1-1
B 7 ®
O, 0 0 0 0-1
O -1 1 |-2 11
Oxs 1 1 0-1-1
Ox4 3 2 1-3-2
- - ®
x=1 0 0-1 0 0 0-1 0
.
-1 -1 0 0
®
Le résultat x; = 1,u, =0 et y, = 0 signific qu'on doit conserver la ligne des x.
Ensuite, on reprend le tableau de la fin de la premiére partie en choisissant cette fois la
dernicre ligne; on ajoute la contrainte déduite de la derniére ligne : ®
| -1 ] 0 0O
L

Les pivotages donnent les tableaux suivants :
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Il -2 |I -3 1 0 3 -4 1 0 3
u, 11 2 J=<1L 1 -1
X, 8 9 [-1-1 2
v, 11 10 1 0-1
Sy 3 2 1 1-3
Sy =1 1 f=2 0 1
Sy 1 1 0 0 -1
Oxa 0 0 0-1 0
Xz 1 0 0 0-1 0 [-1 0 0
-1 =1 0 0 =

La conclusion de cette premiére étape est qu'on peut remplacer £, par

£y' = 2 £, — £, mais la somme des degrés n'est pas améliorée. On conserve donc le
tableau de départ M(P°) pour la deuxiéme étape de la simplification. La premiére partie
donne les mémes tableaux qu'a la premiére étape, a part les deux derniéres lignes qui

sont modifiées. A la fin de la premiére partie, ces deux lignes s'écrivent :
-1 1 0
-1 |-1 0 1

En choisissant la premiére de ces deux lignes on obtient les tableaux suivants :

I -2 |l -3 |4 0 3 -4 |4 0 7
u, 11 |-2 1-1 13 |-2 1-3

X, 8 | 1-1 2 7 11-1 3

v, 11 |0 0-1 11 |0 o0-1
3y, 3 5 |-2 1-5
By -« i =1 0 |-1 00
8y 1 2 |-1 0-2
Bys 0 |0-10
vz 1 0 |0 0-1 0 |0 0-1
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La conclusion est que la ligne des y de M(P°) peut étre remplacée par

i =

mais la somme des degrés n'est pas améliorée. On reprend donc les calculs a la fin de

la premiére partie en choisissant cette fois la derniére ligne. On obtient :

| -2, | -1 1 01 -5 1 0 4
u,’ 11 13 (-1 1 -2
x;' 11 10 (-1 -1 1
y,' 9 9 1 00

-
-1 1 1 1-2
Oy, 2 3 1=2 0-1
Oys 0 1 0 01
Oys 0 0 0-1 0
y,z 1 0 |-1 00 0 |-1 0 O
-1 0 0-1 -

La conclusion de la deuxi¢me étape est qu'on peut simplifier la deuxiéme ligne de

M(P®); la nouvelle matrice de P s'écrit :

Ry 0112 010
M(dP)) = avec T° =
2y 1310 3 .0-1

Le polynéme simplifié correspondant s'écrit: ¢&P) = Y + XY + XY + X%

B. Simplification avec la norme | £ || . = Max §,,, ..., §,).
La fonction économique s'écrit Z = - Max(d;,, .., §;,) = — m. On en déduit les
contraintes :

H» m=3,.,m=9,

ou m est considéré comme une nouvelle variable. Supposons qu'on connaisse un

majorant D des degrés. On en déduit les contraintes :

@M m=<y, + D1-¢),.., m =<, + D(1~-e,)
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ol e, .., e, sont de nouvelles variables entieres = 0. Il résulte de (I et (1) que

e, =1, .., e, s 1; dautre part §,, =0, ..., 8;, = 0. On ajoute enfin la contrainte :
i e+ ..te 21

pour que m soit égal a I'un au moins des degrés §,,, .., 9, ,. Il est clair que (I), AD) et
() impliquent que m est bien égal 3 Max(9,,, .., 8;,). Le programme linéaire s'écrit
donc :

Max Z = - m
0 <9, sm=<3§, + D(1-¢e)
0 <9, =m=<3$, + D(1-e)

et..+e 21

La simplification se fait en deux parties; dans la premicre partie on résoud le programme
linéaire défini au paragraphe précédent A. avec la norme Il ] ;- On obtient ainsi la
valeur minimum de || £, || ,. Dans la deuxi¢me partie, on compléte le tableau optimal
de ce programme linéaire en ajoutant les colonnes correspondant aux nouvelles variables
€y, .., €, M et en ajoutant les lignes correspondant aux nouvelles contraintes (I), (IT)
et (III); puis on prend une nouvelle fonction économique, a savoir Z = - m.

En résolvant ce programme linéaire avec le polyndme P traité dans l'exemple
précédent, on trouve le méme polynéme simplifié P°= Y + XY® + XY + X2,
qu'en utilisant la norme || ¢, || ,. Cela signifie qu'il n'est pas possible de trouver un
polynéme simplifié de P de degré inférieur a 2.

3°) Simplification faisant apparaitre un monéme constant ou
rendant le polynéme unitaire.

Remarquons qu'on peut passer facilement d'un polynome ayant un monOme constant a
un polyndéme unitaire et vice-versa.
En effet, si P admet le mondéme constant a, alors on peut rendre le polyndme

homogene, puis supprimer l'une quelconque des variables. Alors le nouveau polyndéme

est unitaire.
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Si le polyndme donné est unitaire et si son mondme de plus grand degré s'écrit a X¢,
alors on rend le polyndme homogene, puis on supprime la variable X. Le polynome
obtenu admet le mondme constant a.

Dans chacun des deux cas, on peut vérifier facilement que l'application associant au
polyndme son transformé est bien un homomorphisme ¢.

Dans la suite, on ne traite donc que I'une des deux simplifications, a savoir celle qui fait
apparaitre un mondme constant.

On utilise la simplification suivant les degrés des variables et a partir de la deuxi¢cme
étape (c'est—a—dire pour la résolution du deuxiéme programme linéaire), on ajoute les

contraintes correspondant a la condition suivante

© L'un au moins des degrés nul au cours de toutes les étapes précédentes est
encore nul.

Il est clair, qu'aprés la derniére étape, 'un des mondmes aura tous ses degrés nuls: ce
sera un mondme constant.

Considérons la i*™ étape de cette simplification. Notons 3, , ..., 8, les degrés nuls
au cours des étapes précédentes et e; (1 < k = q) une nouvelle variable qui vaut 1
si §;, reste encore nul et qui vaut O sinon. Soit D un majorant des degrés §,;. Les

variables e; doivent vérifier les contraintes suivantes :

M 1 - =8, =sD(-¢) oulsks=g
@2 e + .. v+ 21
(3) e, entier positif pour 1sks=gq.

Remarquons que (1) et (3) impliquent que e, = 0 ou 1, donc que (1), (2) et (3)

équivalent bien a (C). On obtient donc le programme linéaire suivant :

Min | £ ||
g, = 0

X, 21 ou x5 s -1

@, @, 3.
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Exemple.
On considere le polynéme P = Y?> + X + XY* + X2Y® des exemples
précédents, qui a été simplifié suivant les degrés.

Le programme linéaire faisant apparaitre un monéme constant s'écrit :

Min || 4 ||

8, =20, 8, = 0, 8, 20,6, =20
l1-e <3, <=10(1-¢)

e =1

y=1l ou ys-1

On obtient ¢, = (0,3,1,1 ), par suite le polynéme simplifié correspondant s'écrit
PP=1+XY +XY + XVY.

On obtient facilement le polynéme unitaire associé qui s'écrit :
P=T +X+ XT> + X*T.

5°) Simplification obtenue a 1'aide d'un repere adhérent.

Cette simplification est basée sur la recherche d'un repére adhérent et elle n'utilise pas
la programmation linéaire. Les calculs se feront comme ci—dessus sur le tableau T des
coordonnées des points M, qui sont les images des mondémes du polynéme donné.
Les calculs consisteront a effectuer un changement de repere pour que le nouveau repére
soit adhérent a II suivant une suite caracteristique qu'on devra déterminer. Ce
changement de repére sera obtenu en effectuant une suite de transformations simples qui
consistent remplacer une ligne de T par une combinaison linéaire des autres lignes. Une
telle transformation sera notée ¢, — a, £, + ... + 36 +..+a £,00 a,.,acZ
etou a = 0.

Il n'est pas nécessaire d'imposer a, = +1 car comme on I'a remarqué dans I'Introduction,
l'application ¢ n'a pas besoin d'étre surjective, mais uniquement injective. Il suffit donc
que le déterminant de la matrice du changement de variable soit non nul.

Le tableau final donne les coordonnées des points M.,..., M, dans le nouveau repére.
Supposons pour simplifier que la suite caractéristique soit formée de M, (nouvelle
origine), du point M, (situé sur le premier axe B°x,), du point M, (situé sur le

deuxi®me axe), puis des points M,' et M," (situés dans les plans B°x;x, et B°x,x,),

- et enfin des points M,'M,", .., M, (situés dans les hyperfaces contenant le dernier
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o
axe B°x).
1l en résulte en particulier que dans le nouveau repére, les coordonnées de M, sont
nulles, que M, et M, n'ont qu'une coordonnée non nulle. Les propriétés caractérisant
le nouveau repére adhérent apparaissent donc sur le nouveau tableau T° qui donnent ®
les coordonnées des points M,, M,, .., M, dans le nouveau repére.
On a représenté ci-dessous ce tableau T° avec les conventions suivantes :
la valeur O représente une coordonnée nulle, la valeur 1 une coordonnée non nulle
et le symbole * représente une coordonnée qui est soit nulle, soit non nulle. ®
Tableau T° dans le nouveau repére adhérent a I1.
Mv Ml M2 M3' MJ" M4| M4" M4"| Mnl Mn" Mn(n-l) .
x, |0 1 0 0 € 0 * oo . 0 * 2 4
x, |0 0 1 * 0 * o * . & 0 - %
X, [0 0 0 1 . * 0 & E *
®
x, |0 0 0 0 1 ¥ & ¥
x| 0 0 0 0 0 0 0 > K o
x. |0 0 0 0 0 0 0 o0 1 1 1 ®
Remarquons que les lignes du nouveau tableau T° sont linéairement indépendantes, ce
qui n'est pas forcément le cas du tableau donné T. L'algorithme présenté ci—dessous
construit T° colonne par colonne. Si les lignes de T sont liées, alors a la i*™ étape, ®
on ne pourra pas trouver de colonne dont le i*™ terme soit non nul; c'est-a—dire que
la i*™ ligne du tableau sera nulle. Dans ce cas, on supprime du tableau la ligne nulle,
ce qui revient a supprimer une variable du polynéme donné. °
®
®
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Algorithme de recherche d'un repére adhérent dans Z*

L'ensemble des points M,,..., M, est donné par le tableau suivant :

[M; M, M, Mi M, M, M, M, M., M,
e, a, a a a a a 3 a,; a
2, b, b, b, b, b, by b, b, b, b,
2, c, c c c, C, Cs C C C1 C
2 t 1 1 1 1 1 4 1 1 1

On a adjoint au tableau une ligne de 1 qui permettra de translater le repére. Ainsi en
retranchant un multiple de £, a chacune des trois lignes, on peut supposer que chacune
d'elle contient un ou plusieurs termes nuls.

Supposons par exemple que a, =a, =.. =3 =0, avec b, <b, < ... <b, Alors, on prend
comme nouvelle ligne £,, laligne 2,'=£,+ A £, — b, £, o A est suffisamment
grand pour que tous les termes de £,' soient positifs. On procéde de la méme manigre
pour annuler c,. Notons toujours £,, £, et £, les trois lignes du nouveau tableau
dans lequel la premiére colonne est nulle.

Pour annuler b,, on peut remplacer ¢, par £,'=a, £, — b, £,. Mais la nouvelle ligne
£,' doit rester positive; il faut donc que a, /b, soit égal au plus grand quotient

a; / b;; supposons que ce soit le cas.

Pour annuler c,, on procéde de la méme maniére, aprés avoir ajouter A £, a £,, avec
A suffisamment grand pour que le quotient a, / ¢, majore les quotients a, / c,.

On peut ensuite annuler, I'un des deux termes b, ou ¢, de la méme maniére que I'on
a annulé b, Supposons donc que c, = 0. Pour pouvoir ensuite annuler a, de maniére
analogue, il faut que le quotient b, / ¢, majore les autres quotients b; / ¢,. Pour cela il
suffit d'ajouter A £; alaligne €, avec A suffisamment grand.

Il reste enfin a annuler par exemple a; et b,. On annule a, en supposant que le
quotient ¢, / a, majore les quotients ¢; / a, et on annule b, en supposant que le
quotient ¢, /b, majore les quotients c; / b;. '

Il peut arriver que les points M, et M, soient confondus et qu'il appartienne au

troisi¢me axe B°x; du repére adhérent. La colonne de M, a alors deux coordonnées

nulles, mais les coordonnées des autres points M,, ..., M, sont quelconques.
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On obtient ainsi le tableau suivant correspondant a un repére adhérent :

IM, M{ M; My, M, M, M, M, M., M,
2 0 4 0 0 a, as a A = Ay A
2, 0 0 b, b 0 bs by b, . b,, b,
£, 0 0 0 G Cs C C < . Coi Ca
Exemple.

Considérons le polynéme suivant P = Y*Z? + X Z + X Y?Z + X*Y?, qui sera utilisé
dans la suite pour les autres types de simplification. La tableau T de départ s'écrit :

IM, M, M, M,
e, |1 o 1 2
Oy vliOse 2 .2 3
Gutlillzi2 1. 0

En faisant apparaitre des zéros dans la premigre colonne, la premiére ligne s'annule; cela
signifie qu'un repére de Z* suffira pour représenter le polyédre, qui est en réalité un

polygone. On obtient ainsi les tableaux suivants :

M, M, M, M, M, M, M, M,
£, 0 2 2 3 . 0 0 4 10
puis
2, 0 3 2 2 0 3 2 2

Le polyndme simplifié s'écritdonc P = 1 + Y® + X*Y? + X
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IIl. CONCLUSION.

On peut imaginer d'autres simplifications que celles qui ont été définies ci-dessus en
utilisant les mémes principes et en résolvant des programmes linéaires. Le principe
général de ces algorithmes est de décomposer la simplification du polyn6me, variable
par variable: il y a n étapes pour un polyndme 2 n variables. Cette décomposiion
rameéne la simplification a la résolution de programmes linéaires de taille raisonnable.
Mais les propriétés recherchées pour le polyndme simplifié: posséder un mondme
constant, diminuer le degré suivant certaines variables,... doivent étre elles—~mémes
décomposables variable par variable. On pourrait envisager des simplifications plus
générales, par exemple on pourrait rechercher un polyndme simplifié qui soit unitaire et
qui posséde un mondme constant (ce qui n'est possible que si le polyédre associé au
polynéme se projette a l'intérieur d'une de ses arétes). Une telle simplification faciliterait
beaucoup la factorisation du polynéme en facteurs irréductibles. Mais le programme
linéaire correspondant a cette simplification serait trés gros: il y aurait déja n® variables
et n’ contraintes pour traduire que les coordonnées des points restent positives.

En conclusion, les algorithmes proposés peuvent étre généralisés pour transformer un

polynéme donné en un polyndme ayant des propriétés quelconques portant sur les degrés

des mondmes, mais la résolution a l'aide de programme linéaire n'est simple et rapide
p P

que si ces propriétés sont décomposables variable par variable.
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En conclusion de cette thése, on peut dégager deux idées nouvelles qui ont été utilisées,
a savoir le développement logarithmique, et la représentation polyedrale pour les
polyndmes a plusieurs variables. On a ainsi mis en évidence deux outils qui ont permis
de simplifier partiellement les algorithmes de factorisation.

Mais ces outils pourraient certainement étre utilisés pour résoudre d'autres problémes.
Examinons d'abord le développement logarithmique. On a vu au B, Chapitre V qu'on
pouvait généraliser la définition aux polyndmes a plusieurs variables et en déduire des
propriétés intéressantes sur les diviseurs du polynéme. On a pu ainsi donner un
algorithme de factorisation de coit presque polyndmial suivant le degré, ce cofit étant
du méme ordre (2 un coefficient d prés), que celui de I'algorithme classique dans les
autres étapes de l'algorithme.

On a vu également comment définir le développement logarithmique d'une fraciion
rationnelle au A, Chapitre V, 2° et on en a déduit un algorithme de calcul du quotient
entier de deux polynémes écrits sous forme de puissances. On pourrait définir de fagon
analogue le développement logarithmique d'une exponentielle ou d'un logarithme. L'une
des applications possibles serait le calcul du développement limité d'une telle expression
comportant des produits, puissances, quotients, logarithmes et exponentielles.
Examinons maintenant la représentation polyédrale des polynomes a plusieurs variables.
Ce type de représentation des polyndmes a permis de mettre en évidence des propriétés
intéressantes sur les polyndmes a plusieurs variables, notamment la notion de polynéme
normalisé, qui caractérise les diviseurs d'un polynome. Cette représentation a montré
aussi l'existence de mondmes spéciaux, appelés mondémes extrémaux jouant un role
intéressant dans le produit des polyndmes: tout mondme extrémal du produit est égal a
un produit unique de mondmes extrémaux des diviseurs. La derniére partic C a montré
une autre utilité de la représentation polyédrale, celle de simplifier un ou plusieurs

polynémes qu'on veut étudier. On peut simplifier dans un sens précis, par exemple pour

obtenir un polynéme unitaire, abaisser le degré, diminuer le nombre de variables lorsque
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c'est possible. Dans chaque cas, on doit résoudre un programme linéaire, et on est assuré
de trouver la meilleure solution qui existe. On pourrait utiliser cette représentation
polyédrale dans le calcul du PGCD de plusieurs polynémes, pour simplifier les
polyndmes étudiés.

Ostrowski, qui a introduit cette notion dans [Os], I'a utilisée pour obtenir des critéres
d'irréductibilité de polyndmes, et pour étudier certaines factorisations particuliéres. Ce
type de représentation des polyndmes 2 plusieurs variables peut donc étre utile dans
beaucoup de domaines.

Pour terminer remarquons une caractéristique commune a ces deux outils que sont le
développement logarithmique et la représentation polyédrale. Si on note P(P) le
développement logarithmique d'un polynébme P et TI(P) la représentation polyedrale
de P, alors ®(P-Q) = ®(P) + B(Q) et II(P-Q) = IN(P) + I(Q). Chacun transforme
donc un produit en somme; pour cette raison, ils permettent tous les deux de simplifier
I'étude des produits, et par suite I'étude de la factorisation.
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