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CHAPITRE 3 ; IMPLANTATION D’UN LANGAGE FONCTIONNEL

INTRODUCTION
§3.1. De la théorie au langage

|

|

§3.2. La notation de de Bruijn .

Le A-calcul est idéré le fondement mathématique des |. de progr ion fonction-

nels. L’objet principal du A-calcul est de formaliser la notion de substitution. Cela ne s'est pas fait sans

t&tonnements comme en témoignent les premiers travaux qui remontent aux années 30, puis plus récemment

§3.3. Optimisation de la substitution

§3.4. B-, 7- et e-, machines paRaRSTR es 81 les recherches sur les modéles et les extensions de la théorie. On pourrait dire en une seule phrase que

“le A-calcul est un systéme formel qui permet de définir une théorie consistante de la substitution”. Or

§3.5. Un exemple d’application : lévaluation partielle .... _ 85 justement le mécanisme de passage de paramétres, surtout dans les langages fonctionnels, peut étre défini

|

| comme une substitution d'un argument aux différentes occurrences d’un paramétre formel qui lui est lié &

| V'appel. Ainsi la plupart des langages fonctionnels (mais pas tous) se réclament du A-calcul en construisant
CONCLUSION le noyau de leur évaluateur autour d’une implantation plus ou moins efficace (voire plus ou moins correcte)

de la réduction d’un A-terme représentant le programme & interpréter.

BIBLIOGRAPHIE Le travail présenté dans cette thése, essentiellement théorique, élabore des moyens pour la réalisation d'un
langage fonctionnel qui implante le A-calcul pur et plus précisément l'un de ses modéles. L’approche que

nous avons choisie différe de celles qui ont vu le jour a travers des langages de programmation comme

INDEX CAML, HOPE, MIRANDA, ou LISP (pour n’en citer que quelques uns), Nous allons indiquer dans cette
introduction en quoi et pourquoi.| Commencons par dire un mot sur LISP oi la 4-notation est explicite dans ce langage. Avec la syntaxe
de LISP, il est possible d’écrire une expression qui ressemble de trés prés & un terme du A-calcul. La

| maniére dont cette expression est évaluée s’écarte de la B-réduction en A-calcul & cause d’une gestion des
| environnements trop simple. On se heurte alors en LISP au probléme de variables capturées dans les “f-exp”.

Ainsi, si l'on définit id par (flambda (x) (eval x)) c’est Adire par une \-expression n’évaluant pas son

argument &l’appel, puis que l’on donne & une variable (libre) nommée aussi x la valeur 4 par exemple, alors

| (id x) retournera x (ou X) et non 4 comme on pourrait s'y attendre. L'interpréte LISP aurait da faire

| une a@-conversion pour rendre un résultat correct, mais ce n'est pas prévu dans le cahier des charges. Ce

| probléme n’est pas lié uniquement a la présence d'une f-exp: il se rencontre aussi dans ce que l’on appelle

“le funarg descendant” (funarg voulant dire “argument fonctionnel”). Définissons la fonction truc par:

I

{

|
|

(de truc (f x)

(funcall f x) )

la liaison globale de x valant encore 4. Alors |’évaluation de :

(truc. (lambda (y) (cons x y)) ’a),

~ en liaison dynamique, donnera pour résultat: (a . a) et non (4 . a). En effet, le deuxiéme argument x

} de truc est lié & a et cette liaison masque la liaison globale de x. En définitive, c’est & l'utilisateur de gérer

lui-méme les cas d’a-conversion, s'il veut produire des programmes corrects.

LISP s*écarte aussi du A-calcul dans ce que V’on appelle le “funarg ascendant” ; en LISP il y a une différence

entre (Lambda (f) (lambda (x) (f(f x))) et (lambda (f x) (f(f x))), le paramétre fonctionuel f ne

“passe” pas dans le premier cas, Nous n’insisterons pas sur ces aspects qui sont bien connus. Enfin, on

le sait bien, une lambda-expression en LISP évalue d’abord ses arguments avant de les lier aux paramétres

formels, et ceci est une stratégie incorrecte en théorie du d-calcul.
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Done, du moins & Vorigine, “LISP n’est pas du A-calcul” (et n’a jamais prétendu I’étre). On peut con-

sulter l'article de J.F Perrot [33] pour un exposé plus approfondi de cette question, notamment des tech-

niques d’appel par “valeur et environnement”. L’ouvrage d’Abelson et Sussman [1] traite aussi en détail la

sémantique d’un interpréte LISP. Des LISP modernes, a liaison dite lexicale, ont depuis vu le jour, comme

par exemple le Meta-Vlisp de Saint-James [36], qui gére avec plus de rigueur les environnements et remédie

par la aux problémes d’a-conversion soulevés ci-dessus (il subsiste néanmoins le choix de l’appel par valeur,

Friedmann & Wise [18] ont décrit un évaluateur LISP oi la fonction CONS est non-stricte).

On peut se demander pourquoi LISP abandonne aussi vite une théorie qui fournit le moyen rigoureux de

calculer les \-expressions. Il y a & cela plusieurs raisons. La premiére est probablement historique, la génése

de LISP s’est faite & partir d’un “Fortran List Processing Language” collant le plus possible a la syntaxe de

Fortran puis progressivement, en recherchant des solutions pratiques, LISP a adopté la forme d’un interpréte

avec la syntaxe actuelle, sans jamais avoir pour but de créer un langage purement fonctionnel. La deuxitme

raison est un souci d’efficacité, l’appel par valeur étant en général plus efficace que l’appel par nom. Enfin,

il n’est pas simple comme on va le voir, d’implanter le 4-calcul ; l’interpréte LISP a Pavantage d’étre simple.

Nous présenterons notre travail d’implantation sous la forme d’une modification (profonde) de l'évaluateur

de LISP. II est en effet assez naturel d’adopter la syntaxe de LISP (ou une syntaxe proche) pour faire du

A-caleul.

Des langages comme CAML ou MIRANDA sont des langages purement fonctionnels (ou presque) fondés sur le

A-calcul typé et prenant en compte l’a-conversion en traduisant les A-expressions en terme de combinateurs.

C'est une maniére d’éliminer le nom des variables et ainsi tout probléme avec l’a-conversion. L'évaluation

dans ces langages se faisant dans une théorie consistante permet d’ailleurs, en conjugaison avec le mécanisme

de typage de faire des preuves de programmes. Nous n’aborderons pas cet aspect qui est actuellement

un domaine de recherche trés actif. Ce qui nous intéresse plus particulitrement est de regarder comment

s’effectue la gestion des environnements quand les variables ont disparu explicitement. Le cas de CAML et

celui de MIRANDA sont trés différents : alors que l’approche de MIRANDA développée par Turner ((42] (43]

[45]) est plus traditionnelle et convertit une \-expression en un terme équivalent de la logique combinatoire,

les combinateurs de CAML sont des “combinateurs catégoriques”, définis dans Cousineau et al. [14] ou

Curien [16] ou encore Mauny [31], et suppriment les noms des variables liées par une traduction en notation

de Bruijn (11) [12].

Nous rappélerons dans annexe du premier chapitre comment s’effectue le passage entre A-calcul et logique

combinatoire. Disons simplement que les implantations réalisées jusqu’ici ont toujours construit leur éva-

luateur autour d'une notion de réduction plus faible que la B-réduction. Il en résulte que tout langage

fonctionnel réalisé & partir de la logique combinatoire ne posséde pas en pratique une puissance d’expression

aussi grande que le A-calcul.

Le langage CAML est fondé sur l’approche de Curien [16], & la suite des travaux de Lambek [48] mettant en

évidence un lien étroit entre A-calcul et théorie des catégories. Nous rappelons sa démarche au chapitre 3

quand sera définie la notation de Bruijn qui est ala base du mécanisme de traduction entre A-expressions

et “combinateurs catégoriques”. L’opération de substitution peut étre entitrement définie dans ce nouveau

cadre, et chaque étape de transformation d’un combinateur catégorique correspond & des propriétés ou dé

finitions de morphismes canoniques. Qui plus est, une notion de réduction faible peut étre définie (elle ne

coincide pas avec la réduction faible de la logique combinatoire) et s’exécute efficacement sur une machine

abstraite trés simple, appelée machine CAM (Categorical Abstract Machine). C’est Pun des avantages de

cette approche que de permettre l’implantation aisée du calcul de de Bruijn, ott les environnements sont

gérés en toute rigueur.

OH
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Notre travail vise également 4 réaliser un langage fonctionnel a partir d’une implantation du A-calcul. Mais

a Vinverse des langages que l’on vient de mentionner, notre évaluateur effectuera des f-réductions dites

“fortes” (ou d’autres réductions équivalentes comme on va le voir) selon une stratégie correcte pour calculer

une valeur dans un modéle que nous considérons comme “minimal”, en ce sens que si un terme (c.a d. un

programme) n’a pas de valeur dans ce modéle, il n’aura pas de valeur dans aucun autre modéle du A-calcul.

Ce modéle est le modéle de Lévy ; ses éléments (arbres de Bohm) ont été introduits par Bohm [9] au cours

d’une démonstration d’un théoréme concernant la consistance du X-calcul, et Lévy [30] les a étudiés dans sa

thése en tant que modéle du X-calcul.

La réduction forte se distingue de la réduction faible en réduisant sous les abstractions (régle (€)). Un

interpréte fonctionnant ainsi aura une puissance d’expression plus grande. Il est en effet capable de trans-

former des programmes par évaluation partielle. On trouvera dans les articles de Futurama [19], Jones et al.

[25] ou Beckman et al. [5] des détails concernant les applications de cette technique.

De plus, la stratégie de calcul que nous emploierons est “paresseuse”. Cela signifie qu’une sous-expression

n’est calculée que si sa valeur est indispensable pour la suite du calcul. Comme conséquence pratique, nous

obtenons la possibilité de définir des structures de données infinies qui ne sont construites qu’au fur et &

mesure des besoins et dont les éléments ne seront évalués qu’aprés avoir été extraits de la structure a laquelle

ils appartiennent. Nous renvoyons & l’ouvrage classique d’Abelson & Sussman (1] ou l'article de Turner [44]

pour y trouver de nombreux exemples.

Notons que programmer avec un interpréte paresseux oblige & changer de (mauvaises) habitudes prises avec

d’autres langages de programmation. L’ordre dans lequel s’effectue les opérations n’est pas en effet prévisible.

Tant que le programme n’a pas d’effets de bord, cela ne pose aucun probléme, mais si l'on veut “sonder”

le calcul en imprimant des résultats intermédiaires, il faudra s’attendre quelques surprises dans certains

cas. En ce qui concerne les opérations dites “destructives”, elles ne sont pas permises en principe dans un

langage purement fonctionnel. Seule peut-étre une approche “orientée objets” peut traiter avec rigueur une

gestion des environnements prenant en compte ces aspects non “purement fonctionnels”. Nous n’avons pas

néanmoins exclu les primitives a effet de bord dans notre langage, étant donné que le A-calcul reste avant

tout une théorie “du passage des paramétres” entre objets qui ne sont pas toujours des fonctions (le modéle

de Lévy n’est pas un modéle fonctionnel comme, par exemple, le modéle Doo de Scott).

Le probléme qu'il faut résoudre dans une telle approche est essentiellement celui de I’efficacité de l’implan-

tation. C’est en effet un exercice facile d’implanter une stratégie correcte en \-calcul, si l'on accepte que

Vinterpréte passe 90% de son temps & faire des recopies, avec tout ce que cela entraine ensuite comme calculs

inutiles. Une implantation fine doit réussir 1° & ne faire que les calculs nécessaires (c’est la régle du “retard” ),

2° & éviter de dupliquer un objet dont les copies devront étre calculées plusieurs fois. Nous verrons que

la théorie du A-calcul ne nous donne pas tous les moyens nécessaires pour atteindre ces buts. Elle n’est

dailleurs pas faite pour cela a l’origine. Elle sera “enrichie” de nouvelles notions de réduction permettant de

ne faire que les substitutions nécessaires pour calculer une valeur dans le modéle de Lévy, puis le mecanisme

méme de substitution sera étudié en le traduisant dans une algébre abstraite de sorte qu’il sera possible de

loptimiser et de justifier certaines structures de partages des objets en mémoire.

La démarche que nous avons suivie peut se résumer aux points suivants :

1° Le langage que nous définissons ne calculera que des formes normales de téte. Il n'est en effet pas
judicieux de chercher a calculer des formes normales, comme nous le rappelons dans le résumé du chapitre 2,

en reprenant l’argumentation de Wadsworth [46]. En fait, nous calculerons quelquefois un peu plus qu'une

forme normale de téte: si la fonction au sommet de l’arbre de Bohm est une primitive ou une constante

définissant une 6-régle stricte, les arguments seront évalués en forme normale de téte & concurrence de l’arité.

Ce dernier point est expliqué au chapitre 3 (§1).
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La notion de forme normale de téte permet d°éclaicir le concept de “programmation fonctionnelle” de la

maniére suivante: un programme fonctionnel est de la forme FA; ++> An, et la contrainte est que l'information

contenue dans les arguments A;,...,A, est perdue si F n’existe pas. Or, dans tout modéle du A-calcul, dit

taisonnable, les termes sans forme normale de téte sont identifiés & l’indéfini, et l’on sait que si un terme F

n’a pas de forme normale de téte, alors VA,,...,4, FA, ~++A, n’a pas non plus de forme normale de téte,

cela correspond donc bien 4 la contrainte ci-dessus. Inversement, si un terme clos F a une forme normale de

téte, alors VB 3A,,...,Aq tels que FA; ---A, = B. On peut dire en gros que !’image d’un terme (clos) F

est égale ou bien & tout l'ensemble des termes si F a une forme normale de téte, ou bien & Vindéfini si F n’a

pas de forme normale de téte. Le choix du modéle implique donc cette dichotomie grossitre, du moins tant

que l'on introduit pas de constantes, de 6-régles ou de “primitives strictes” (ce que nous avons fait ensuite).

Une autre maniére d’affiner le modéle consiste a introduire le typage — chose que nous avons exclue de notre

étude.

2° En A-calcul, une forme normale de téte peut se calculer correctement par la stratégie “de téte” qui
contracte le 8-radical le plus 4 gauche tant que celui-ci existe. Nons avons remarqué qu'il pouvait y avoir de

nombreux calculs (i.e. d’appels de fonctions) inutiles pour obtenir un tel résultat, ceci & cause de la localisa-

tion des B-radicaux. C’est la raison pour laquelle nous avons défini deux nouvelles notions de réduction, que

nous avons appelées -y et 6. On retrouve avec ces réductions, les théorémes classiques du -calcul (théoréme

de Church-Rosser et théoréme des développements finis), ainsi — et c’est ce qui a demandé le plus d’effort

— que la correction de la stratégie de téte pour calculer une forme normale de tate, d’autre part que ces

réductions permettent de calculer plus efficacement et plus naturellement dans le modéle de Lévy.

Loriginalité de ces nouvelles réductions est qu’elles permettent de définir une stratégie correcte avec appel

par valeur (la valeur étant la forme normale de téte) et que cette stratégie est unique. On notera qu’aucune

stratégie correcte avec la 3-réduction ne permet de calculer la valeur d'un argument avant de le substituer.

Ce point est important en ce qui concerne lefficacité.

3° Pour implanter avec réalisme un langage de programmation fondé sur le A-calcul, il est nécessaire de

définir une extension du modéle en lui ajoutant des constantes et des 6-ragles, ca d. en gros, un ensemble

de primitives. Ces primitives ont toutes une “arité” (finie ou variable) et sont strictes, c.a d. que tous

leurs arguments doivent étre disponibles (arité) et calculés (stricte) avant de pouvoir appliquer la primitive

concernée. Comme on évalue éventuellement sous des abstractions, nous avons introduit un attribut qui

permet de décider si le calcul d’une primitive sur ses arguments est autorisé. I] en résulte que le mécanisme

d’évaluation partielle d’un programme est complétement intégré au langage et peut se faire plus facile-

ment (sans l'aide d’annotations comme dans Consel [13}) et surtout que le probléme de terminaison lié au

dépliement d’une fonction récursive est automatiquement réglé. De plus, les effets de bord éventuels de

certaines primitives peuvent ainsi étre retardés pendant une évaluation partielle.

4° Liimplantation de stratégies de calcul est décrite au moyen de machines abstraites. Nous avons d’abord

proposé un certain nombre de moyens pour optimiser l’opération de substitution, qui est a la base de tout

calcul, que ce soit avec 8, y ou +. En A-calcul, la substitution se fait en un seul coup, en pratique c’est

une opération complexe qui doit étre décomposée au moment d’une implantation. Nous avons introduit une

algebre, appelée Algébre de de Bruijn, qui permet d’étudier en détail le mécanisme de substitution. Ainsi, la

correction des différents algorithmes de substitution a été démontrée de maniére purement algébrique grace

a leur traduction dans cette algébre ([49}).

Des machines abstraites sont décrites au chapitre 3 (§4). Nous nous sommes limité aux cas les plus simples.

L’étude la plus prometteuse est celle de la iota-machine que nous n’avons pas encore achevée A ce jour.

Signalons enfin quelques autres résultats épars que nous avons pu obtenir au cours de ce travail : le premier

(en date) a été une démonstration plus courte du théortme de Church-Rosser ; en second lieu, la démons-

tration que nous donnons du théoréme des développements finis (et en corollaire de la terminaison forte
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du A-calcul typé) est & notre connaissance originale (et plus courte également). Ces résultats sont exposés

au premier chapitre qui constitue une introduction bréve mais concise de la théorie du A-calcul pur. Au

chapitre 2, nous obtenons une démonstration beaucoup plus simple du théoréme de continuité dans le modéle

de Lévy, grace 4 la correction de la +-réduction de téte.

Une vue d’ensemble de chaque chapitre est donnée en en-téte de ceux-ci. Le plan de la thése est le suivant:

Chapitre 1: Nous y exposons la théorie élémentaire du A-calcul pur, notamment les théor’mes de Church-

Rosser et de standardisation. Nous avons détaillé la démonstration de Mitschke du théoréme de standar-

disation (en coupant au plus court) afin de pouvoir généraliser certaines de ses étapes aux autres notions

de réduction du chapitre suivant.

Chapitre 2: On commence par donner la définition de la forme normale de téte, des arbres de Bohm et

du modéle de Lévy (§1 et §2). La y-contraction est ensuite définie et étudiée (§3), le but étant avant

tout de montrer la correction de la stratégie de téte. La démonstration — trés courte — du théoréme

de continuité suit (§4). La “linéarisation” de y, appelée «, est ensuite considérée, et la correction de la

réduction de téte est & nouveau montrée (§5). Ce chapitre se termine par une discussion 4 propos du

probléme de Voptimalité od nous avons avancé une conjecture d’optimalité du calcul de Ja forme normale

de téte par Ja ¢-réduction de téte sur une structure de donnée des termes en graphe.

Chapitre 3: Extension du modéle de Lévy par 6-régles et calcul avec un ensemble de primitives strictes

(§1). La représentation abstraite des A-expressions (notation de Bruijn) et son lien avec les combina-

teurs catégoriques est ensuite décrite (§2). Les optimisations de la substitution et leurs démonstrations

algébrique dans l’algébre de de Bruijn font l’objet du paragraphe suivant. Les machines abstraites cal-

culant la forme normale de téte avec les différents choix de substitution et de notion de réduction sont

succintement décrites au paragraphe 4, Enfin quelques exemples d'évaluation partielle et un exemple des

limites d’un tel mécanisme de transformation de programmes sont traités au dernier paragraphe (§5).



VUE D’ENSEMBLE DU CHAPITRE 1

Ce chapitre est un exposé concis des résultats essentiels du 4-calcul pur. Nous avons donné les démons-

trations détaillées des théorémes suivants : théoreme de Church-Rosser, théoréme de standardisation (et son

corollaire, le théoréme de normalisation), théoréme des développements finis. Le paragraphe sur les modéles

est extrait d’Aczel [2], d'autres approches de ce sujet trés vaste sont possibles mais celle-ci nous a paru

séduisante 4 cause de sa simplicité et de l'intérét de l'article d’Aczel concernant !’introduction de la logique

(pattie que nous n’avons pas exposée). L'ouvrage désormais classique de Barendregt [4] a constitué une

référence presque constante pendant la rédaction de ce chapitre ot ne figure aucun résultat nouveau de la

théorie. Seuls certains points dans leur présentation, ou quelques démonstrations, peuvent étre considérés

comme originales.

Le théoréme de Church-Rosser est démontré deux fois. Les deux démonstrations ont chacune leur intérét

et c'est pour cette raison que nous les avons exposées. La deuxiéme démonstration, originale, est la plus

courte et est une simplification de celle de Tait et Martin-Lof (qui est exposée par exemple dans Barendregt,

op.cit. pp 59-63), la premiére est plus classique et utilise la technique du marquage des radicaux, nous

en avons un peu modifié la présentation en insistant sur certaines propriétés de ces “marquages”, utiles

pour démontrer les théorémes suivants (théoréme des développements finis et théoréme de standardisation i}.

La réduction qui contracte tous les radicaux marqués est ce que l’on appelle une “réduction compléte par

rapport a une famille”. Mentionnons qu’a partir de cette application une relation d’équivalence peut étre

définie sur l'ensemble des réductions partant d’un terme M et aboutissant a un terme N, et que des versions

dites “fortes” des théorémes fondamentaux ont été démontrées par Lévy [29}{30]. Nous n’avons pas exposé

ces notions qui sortent du cadre élémentaire de ce chapitre.

La démonstration que nous avons donnée du théoréme des développements finis (et au passage du théoréme

de convergence forte du \-calcul typé) utilise le fait que l’ordre multi-ensemble associé a un ordre neethérien

- est aussi noethérien, et s’en trouve trés simplifiée par rapport aux démonstrations connues.

Le théoréme de standardisation a été démontré en détail. Les lemmes permettant de repousser en queue

les réductions internes seront généralisés 4 la -y-réduction dans le chapitre suivant.

Enfin, annexe fournit quelques compléments ou éclaicissements sur des points que nous avons préféré ne

pas inclure dans le corps de l’exposé : sa lecture en est déja assez technique pour ne pas l’encombrer de trop

de digressions.

See tr ae
Chapitre 1, LE LAMBDA-CALCUL PUR

1.1 Lambda-expressions

Lalphabet du A-calcul est constitué d’un ensemble dénombrable V (les variables), des parenthéses “(” “)”,

du point “.” et du symbole “A”. L’ensemble A des A-expressions (on dira aussi indifféremment \-termes

ou encore “termes”) est défini par récurrence, et provisoirement (voir le paragraphe suivant), de la maniére

suivante :

(@) Wrev, zed,

(ii) VM,NEA, (MN)EA,

(ii) Vee VetVMEA, (ArM)EA.

(“par récurrence” signifie le plus petit langage sur l’alphabet ci-dessus et satisfaisant 4 ces trois conditions).

Un terme de la forme (Az.M) s’appelle une abstraction, ceux de la forme (MN) sont les applications. Un

A-terme est donc soit une abstraction, soit une application, soit une variable. Il arrivera que des constantes

soient ajoutées & A: si C’ est un ensemble (dénombrable) de constantes, on introduira ces constantes avec

Vaxiome supplémentaire :

(it) Ve EC, ce A.

Pour alléger l’écriture, les notations suivantes seront utilisées :

e les parenthéses extérieures peuvent étre omises,

e le symbole = désigne le métasymbole de définition ou lidentité syntaxique,

e le parenthésage de l’application est implicitement “gauche-droite”, c.a d.:

My My -+- Ma = ((---(MiMa)---)Ma),

e les abstractions multiples \x1.(Azg.(---(Atn-M)++:)) seront écrites plus simplement Az) +--2,.M (on a

supposé que les x; étaient tous distincts bien que le terme Ax.(Az.z) soit bien formé ; on en verra bientét

la raison).

EXEMPLES : Introduisons & cette occasion quelques “combinateurs” (ce mot sera défini un peu plus loin) et

leurs notations classiques :

b=edacea (Videntité),

KT =Acy.z (le “kestrel”, ou éliminateur, ov “true”),

Fe dry.y (“false”),

W = Azy.zyy (le “warbler” ou duplicateur),

L= Acy.zry (Pentier “un” de Church),

S = Aryz.z2z(yz) (ie “starlingTM),

C= Anyz.czy (le “cardinal” ou permutateur),

B = Aryz.x(yz)

2 = (Az.zz)(Az.zr)

Y = Af.(Ax.f(zz)) (Az. f(zz))

@ = (Axf.f(xxf)) (Acf.f(czf))I

(le “bluebird”, ou opérateur de composition),

(Vindéfini),

(lopérateur de point fixe de Curry),

(Vopérateur de point fixe de Turing).
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1.2 Substitution

Soit M €A et x une variable. Définissons, par récurrence sur la structure des termes, Vapplication y, de
A dans A’, oi: A’ a pour ensemble de variables VUY., V étant un ensemble de variables “soulignées” en
bijection avec V:

(i) ge(z)=z, et pely)=y sizZy,

(ii) y2(MN) = ge(M)p2(N),

(tii) gs(Ar.M)=2.M, et g.(Qy.M)=dy.p.(M), siz #y.

Liapplication yz souligne certains x, par exemple:

2 (Ay.2((Az.2x)yz)) = dy.z((Az.cz)yz)
Etant donné une variable x, et un terme M, les occurrences de r soulignées dans y,(M) sont appelées
occurrences libres de z (dans M ), les autres occurrences de z sont dites liées.

Par abus de langage, on dira que z est libre dans M s'il existe au moins une occurrence libre de x dans

M ; s'il existe (au moins) une occurrence de x dans M qui n'est pas libre on dira que z est liée, ainsi une
variable peut étre a la fois libre et liée dans un méme terme (comme dans l’exemple ci-dessus).

On notera FV(M) l'ensemble des variables libres de M , et on dit qu’un terme est clos, ou est un combinateur,
si FV(M) = 8, l'ensemble des combinateurs se note A°.

Les variables liées jouent Je réle des variables “muettes” que l'on rencontre en mathématiques dans des
$ Ss

formules telles que f[ F(t) dt ou} ay ou encore Vz P(z). Les A-expressions sont en fait celles que l'on a
fe

définies plus haut modulo uz changement de nom des variables liges. On utilisera encore le symbole = pour
désigner cette relation d’équivalence, appelée égalité syntaxique.

Par exemple, Az.zz = Ay.yz : Vopération qui consiste & changer le nom d'une variable liée s'appelle
“a-conversion”. En pratique, on a le droit de changer le nom de toute variable liée, pourvu qu’on ne choi-
sisse pas un nom parmi les variables libres du sous-terme dans lequel cette -conversion est effectuée (dans
Vexemple on n’aurait pas pu changer z en z). Il est clair que l'on a défini ainsi une relation d’équivalence
sur A, et le quotient A/= se note encore A par abus de notation.

Soit N € A et x une variable. Définissons l’opérateur de substitution [z := N] — application de A dans A
notée en “postfix” qui substitue toutes les occurrences libres de z dans M par N — par récurrence sur la

structure de M :

@ sfe:=N]=N, et yee N=y siy#z,

(i) (Mi Ma)[z = N] = (Mile := N)) (Ma[z := N]),
(iti) (Ae.M)fe = N] = Az.M,

et (Ay.M)[z == N] = dy.M[z = NJ, en supposant y ¢ FV(N).

La condition de (iit) est essentielle et signifie que les variables libres du terme substitué (V) ne doivent pas
étre capturées par une abstraction. Elle est toujours réalisable moyennant une a-conversion et interdit que
on puisse écrire par exemple (Ay.yz)[z := y] = Ay.yy, le résultat correct de cette substitution est Az.zy si
Von a choisi de renommer y en z dans Ay.yx avant de faire la substitution.

On peut vérifier que cette définition “passe bien au quotient”, c.a d. que la classe d’équivalence modulo a
du résultat M[z := NJ ne dépend que des classes d’équivalences de M et de N.

3] AXIOMES 15§

Dans tous les calculs qui suivront, les variables liées seront implicitement renommées quand cela s’avérera

nécessaire.

Il existe un moyen simple de représenter de maniére unique les classes d’équivalences de termes modulo

Vee-conversion : c'est la notation dite de “de Bruijn” inventée a l'occasion du projet AUTOMATH. Cette

notation supprime tout nom de variable liée et sera décrite en détail au chapitre 3. La notation habituelle

sera néanmoins conservée pour exposer la théorie car d’une part elle reste plus “parlante”, d’autre part il

est toujours facile de vérifier que ce que l’on dit a un sens dans l’ensemble des classes d’équivalence.

Le lemme suivant sera utilisé fréquemment dans la suite :

Lemme Il (“lemme de substitutivité”) Siz #y et z¢ FV(L), alors:

M[z:= N]ly = 1} = Mly == L[e = Nly:= D).

La démonstration se fait facilement par récurrence sur la structure de M.

La définition de la substitution se généralise au cas ot l'on voudrait substituer plusieurs arguments simul-

tanément: Soient N = N,...,Nq et Z=21,...,2,. La substitution simultanée est définie par lopérateur
(postfixé) [Z:= N],de A dans A, par récurrence sur la structure de M :

@ 2ff= N=, et yz N]=y siy#zi,

(i) (Mr M2)[# M, [2 == N))(M2[#:= N)]),

(iii) (Az;-M)[é == N] = Ax).M[# = N,

ob BS 21,0. 25-1, 2:41. tn et NS Ny... Ninny Nintyeeey Ney

et (Ay.M)[Z := N] = dy.M[z:= N], en supposant y ¢ UFV(Ni).

REMARQUE : Avec les mémes notations que ci-dessus, en supposant en outre qu’aucun des z; n’est une

variable libre d’un N; (pour tout j), alors M[z1 := N,]---[zq := Nn] me dépend pas de ordre dans lequel

on a effectué les substitutions, et vaut M[Z:= N}.

1.3 Aziomes

DEFINITION I.2 La théorie A est constitude de l'ensemble des formules M = N o% M et N sont dans

A, avec les schémas d’aziomes suivants (oi les lettres majuscules désignent des métavariables ayant pour

domaine A):

(1) (z.M)N = Miz = NJ,

(2) M=M;
@) M=N3N=M;

(4) M=N,N=L>M=1L;

(3) M=N = MZ=NzZ,

(6) M=N » ZM=ZN,

(7) M=N > Xx.M=Az.N,

(B-conver sion);

(régle €).

Pour exprimer qu’une équation est démontrable dans cette théorie, on écrira AF M = N, on dira aussi que

“M et N sont égaux”, ou bien encore “convertibles”, et Je plus souvent on écrira simplement M = N. La

relation = se dit aussi “relation de conversion”. On remarquera que A est une théorie équationnelle.
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On n’utilisera les symboles de quantification V et 3 que pour s'exprimer au niveau du métalangage.

Par exemple, prouvons que WM,3A MA = A (“théoréme du point fixe”) : en effet, posons A =YM, en

appliquant l’axiome (1) on voit que A = (Az.M(zz))(Az.M(zz)) qui est égal, avec une nouvelle application

de (1), 8 M((Az.M(2z))(Az.M(zz))) et qui est donc égal, par Paxiome (6), a MA.

REMARQUE : On verra que cette théorie est consistante, dans le sens suivant : il edste au moins deux

termes clos inégaux. Si la substitution avait été définie l’a-conversion, la théorie aurait été inconsistante

(ceci est démontré en annexe). On peut montrer aussi que A est une théorie indécidable et méme qu'il

n’existe pas d’extension consistante de la théorie qui soit décidable. De plus le \-calcul représente une classe

de fonctions (partiellement définies) sur les entiers qui se trouve étre exactement la classe des fonctions

partielles récursives (théoréme de Kleene). Dans V’histoire de informatique, le A-calcul a joué un réle

important puisque la premigre démonstration de I’équivalence entre fonctions calculables par une machine

de Turing et fonctions partielles récursives a été faite via le A-calcul. Nous ne développerons pas ces aspects,

et renvoyons & [3] ou [4] pour plus de détails.

Signalons, que pour tout terme M, il est d'usage de noter M, un terme égal A Ml, par exemple C, = Azy.yz,

S, = Afe.e(fz).

Il est possible de montrer que A° est engendré par S et K (en utilisant seulement l’opération application
(M,N) - MN). Un seul combinateur suffit d’ailleurs : si l’on définit X= Az.zKSK, alors XXX=K et

X(XX)=S.

Une autre curiosité : un terme M est un opérateur de point fixe si et seulement si M est un point fixe

de $,. On peut ainsi vérifier que pour chaque M, le terme Yy = Af.WWM ot W = Azz.f(zz2), est un

opérateur de point fixe.

Lrégalité est “substitutive” :

ProposivionI.3 M=M', N=N' => M{. = N]= M2

Demonstration: Montrons d’abord que M=M’! => M[z:=N]=

En effet :

M=M! = d2.M = dz.M! (6

=> (At. M)N = (A2.M)N (5)

+ M[z:=N]=M'[e:=N] (8).

Puis, par récurrence sur la structure de M, il est immédiat que:

N=N > M[z:=N]

la proposition en résulte.

RECAPITULATIF SUR LES NOTATIONS “ Il n’est peut-étre pas inutile de rappeler que =

s’emploiera dans trois circonstances (et leurs combinaisons) :

1° Dans une définition, telle que A = Azyz.z(yy) par exemple.

2° Pour indiquer que deux termes sont identiques modulo les diverses conventions d’éczitures :

(Az.(Ay-2y((zy)z))) = Azy.zy(ay2).
3° Quand il y a une a-conversion: Az.(Az.z) = z.(Ay-y)-

En revanche, quand on verra M = N avec le symbole

servir aussi des axiomes de la théorie,

, c'est que, pour passer de M a N, il faut se

§4] MODELES Ww

1.4 Modeéles (Aczel (2])

Nous allons considérer des familles F = Fp, F;... ot Fo est un ensemble “d’objets” et pour chaque entier

n=1,2,... Fp, est un ensemble de fonctions 4 n variables de Fg x... x Fo dans Fy. On dira que F est

explicitement fermée, si elle contient toutes les fonctions constantes, les projections sur Fo et, de plus, qu'elle

est fermée par composition. Cela signifie, autrement dit, que pour toute expression e(z),...,2] construite

comme un terme de l’algébre libre sur la “signature” (c.a d. l’ensemble des symboles) de ¥, la fonction

21,-++;2n 9 €[71,..-,2n], O8 les métavariables z; prennent leurs valeurs dans Fo, est une fonction de Fq.

L’algebre est dite triviale si Fy n’a qu’un élément, les F, n’ont alors qu’un élément également.

Derinition 1.4 Etant donné une famille ezplicitement fermée F, on dit qu'une fonction F:Fa, X ...X

Fa, + Fo est une F-fonctionelle si, pour tout m > 0 et pour toutes fonctions f, de Fmeni,---sfa de

Finny (a fonction :

TO P(A AG)... Fe eG Ze)

est dans Fm.

DEFINITION 1.5 Un modéle du -calcul est une famille ezplicitement fermée F , avec en outre deux fonc-

tionnelles \: Fy + Fo et App: Fo x Fo + Fo telles que:

App(Az.f(z),4) = f(a)

pour tout f dans F; et tout a dans Fo.

Il faut expliquer la convention d’écriture Az.f(z) qui n’a, a priori, rien a voir avec le lambda calcul : on

aurait da écrire (z+ f[z]).

Pour comprendre dans quel sens on entend qu’une telle structure F est un modéle du A-calcul, on va associer

& chaque terme M de A et a chaque valuation p, application de l’ensemble V (les variables de A) dans Fo,

un élément ||M|| de Fy de la manidre suivante :

ll2ll? = (2),

WEN)IZ = ApptMIZ NIIP),
Oe MIF = 81M iets

ott p(x = 6) est la valuation p! qui coincide avec p partout saufen z ott 'on pose p'(z) = b. Ici “b” est une

variable du métalangage parcourant Fo, alors que “x” est une variable du A-calcul. En fait, cette définition

a un sens & condition de savoir que b+ |[M|lZ..u15) est bien dans F;, donc le résultat suivant doit étre

démontré en méme temps que la définition de ||MjI? :

LEMME 1.6 Pour toute suite z,,...,2, de variables distinctes du -calcul et toute suite bj,...,b, de

métavariables, la fonction b,...,bn ++ [IMllj2,-b,,.,20-b,) est dans Fy.

Démonstration : Par récurrence sur la structure de M, en utilisant le fait que 4 et App sont des fonction-

nelles.
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Avec ces définitions, on obtient le théoréme fondamental suivant :

THEOREMEI.7 Soit F un modéle, si A+ M = N, alors:

(ae? = LN

pour toute valuation p.

Démonstration : Par récurrence sur la longueur de la preuve de Ak M = N.

REMARQUE: ||M|7 = |||? s’écrit aussi parfois F (M = N)[p], et se lit “la valuation p satisfait
Végalité M = N dans le modéle F”.

Nous allons donner maintenant deux exemples de modéles du lambda calcul. Le premier, T, est appelé

“modéle syntaxique” (term model, en anglais), le second, G, est le “modéle de Plotkin-Scott” (graph model).

Lrensemble Jo du modile syntaxique est l’ensemble des classes d’équivalences modulo la relation de conver-

sion (ca d. l'égalité de la théorie). On notera M la classe d’équivalence du terme M. Ainsi, pour tous

termes M et N, M=Nv siet seulement si AH M=N.

Les ensembles J,(n > 0) des fonctions & n variables sont les fonctions f:%p x... x To — Jy telles qu'il

existe un terme M et des variables distinctes 7 = 2 ,...,2, de sorte que pour tout n-uple N = Nj,...,Np

on ait par définition :

I(M1,...)¥ a) = Mz = Ni).

Nj], alors \(¢) “/ (iz.M), et
App(M,N) “! (MEN). U est ensuite facile de vérifier que ces applications sont bien définies et que les deux
derniéres sont bien des fonctionnelles.

Il reste & définir A et App : si f € 7; est telle que f(N) = Mle

Comme T est explicitement fermé, cette construction définit bien un modéle du A-calcul. Il résultera du

théoréme de Church-Rosser que ce modéle n’est pas trivial. On remarquera que la réciproque du théoréme ci-

dessus est vraie dans le modéle syntaxique, c’est ce qui fait que ce modéle a pen d’intérét puisqu’il n’apporte

rien de plus que la théorie.

Passons maintenant & la description du modéle G de Plotkin-Scott. L’ensemble Gp est Pw, ensemble des

parties de l'ensemble des entiers naturels. Les ensembles G, sont constitués des fonctions continues de

GG (= Go x... x Go) dans Go, oh GF est muni de la topologie produit, et la topologie sur Go est définie &

Vaide de la base formée des ouverts suivants: O, = {a € Pu le Ca, othe désigne une partie finie de Pw }

(c'est bien une base car O, Oe = Ou").

Une application f de Pw dans Pw est continue en un “point” a € Pw si et seulement si pour toute partie

finie e’ C f(a) il existe une partie finie e Ca telle que e’ C f(e).

De plus, si f est continue alors elle est monotone (i.e. Cy = f(z) C fly)): soit n € f(z), f étant

continue, il existe un voisinage de z, Og, tel que f(Oc) C Ofnj, car O(n} est un voisinage de f(z). Par

conséquent, Wy, Cy > f(y) € Onj, ie. n€ f(y) et donc f(x) C f(y). On peut également démontrer
la réciproque.

Une autre propriété intéressante de cette topologie est qu'une fonction plusieurs variables est continue si

et seulement si elle est continue séparément par rapport & chacune de ses variables. On pourra consulter

Varticle de Barendregt (3] pour plus de détails.
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lest clair que G est une famille explicitement fermée (puisque les fonctions constantes, les projections et la

composition de fonctions continues, sont continues).

Définissons \ et App. Pour cela, notons (, ) un codage bijectif (et primitif récursif) des couples d’entiers

naturels, par exemple en énumérant les diagonales finies de Veusemble des points 4 coordonnées entiéres

(et positives) du quart de plan. De plus, on notera en une énumération (bijective et récursive) des sous-

ensembles finis d’entiers, par exemple en = {k1,--.,kp} sim = 2" $++-424 off ky < +++ < hp (ie. Pécriture

de n en base 2).

Posons :

MS) = { (m,n) | me Flew) },

et:

App(a,6)={m|4nenCb et (m,n) Ea},

pour toute f dans G, et a,b dans Go.

Il est facile de vérifier que l’on a bien défini ainsi un modéle du lambda calcul. Ce modéle est évidemment

non-trivial.

REMARQUE : La terminologie “graph model” provient de ce que f est connue dés que l’on se donne les f(en)

pour chaque n, autrement dit son graphe dans N x N formé de tous les couples (m,n) tels que m € f(en),

comme chaque couple est transformé en un entier (via (, )), ce graphe devient un sous-ensemble de N, et

a été noté A(f). App est application réciproque du graphe: soit a € Pu fixé, posons fung(b) = App(b, a),

fung est une application de Pw dans Pw et il est immédiat de vérifier que funa(A(f)) = f(a) :

funa(Af)) = {m|3nen Ca etme f(en)} = f(a), puisque f est continue.

Au chapitre suivant, nous définirons et étudirons plus particuliérement le modéle de Lévy.

1.5 Beta-réduction

Soit r une relation binaire quelconque sur A. On dira que c’est une “notion de réduction”. Sa fermeture

compatible, notée —,., est obtenue de la maniére suivante :

Q) (i,f)€r > t,t,

Q) M,N + ZM-—, ZN,

3) Ma,N > MZ—,.NZ,

(4) M,N 3 duM—,AeN (€).

On dira qu’un terme est contracté (ou r-contracté) quand on applique la relation +, de la gauche vers

la droite, +, s’appelle r-contraction. La fermeture réflexive-transitive de +, se uote —», et s’appelle

rréduction, si M —», N on dira que M est réduit en N. La fermeture symétrique de —, est une relation

déquivalence et se note =,, il est facile de vérifier que =, et ~», sont compatibles (c.a d. satisfont aux

axiomes (2), (3) et (4) ci-dessus), La Jongueur d’une réduction M —», N est le nombre > 0 de contractions

effectuées. De méme, si M =, N, sa longueur est le nombre d’étapes +, ou ,+- pour passer d’un membre

a Pautre. Enfin —s, est la fermeture réflexive de >, .

Un r-radical est un terme qui figure & gauche dans la relation r: si (t1,t2) € F alors ¢, est un r-radical. Un

terme est une (ou est “en") r-forme normale s'il ne contient aucun sous-terme qui est un r-radical, un terme

M aune forme normale s'il existe un terme N en r-forme normale tel que M =, N.
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Dérinition 18 La notion de réduction B est la relation binaire constituée de Uensemble des couples

suivants :

(02.P)Q, Pir =).

Un A-tadical est donc un terme de la forme (Az.P)Q. Dans ce chapitre, les radicaux que nous aurons &
considérer seront toujours des f-radicaux, nous omettrons donc le plus souvent le préfixe 3.

Sil'on adopte un point de vue plus “informatique”, la présence d’un radical (Az.P)Q correspond & un appel

de procédure oit le paramitre formel z sera lié & Q. Si la régle (£) (axiome (4) ci-dessus) est supprimée,
on obtient ce que l’on appelle la réduction faible: ce qui signifie qu’on ne réduit pas sous une abstraction

(il n'y a pas de radicaux !). Les implantations du A-calcul n’envisagent en général de ne réduire qu’avec

cette définition faible. Comme nous !’avons dit dans l’introduction générale (et dans le titre de cette thése)

notre objectif est d’implanter la version dite “forte”, c.a d. celle que nous avons donnée avec les 4 axiomes

ci-dessus. Quand on parlera dans la suite de 6-réductions (ou de 9-contractions), ce sera sous-entendu de
B-réductions “fortes” (ou de -contractions fortes) qu'il s’agita toujours.

Comme le suggére la notation, +g s'utilise intuitivement comme une régle de contraction, de la gauche vers

la droite, par exemple: SF = (Azyz.z2(y2)) (Azy.y) +p (Avz-(Azy.y)z(y2)) 1p (Ayzy2) S1

La notion de réduction f est fort utile car d'une part =p caractérise I'égalité dans la théorie A, d’autre part
tp est confluente,

PropositionI9 = M=s,N <> X}+M=N

Démonstration : (<=) Par récurrence sur la longueur de la preuve de M = N.

(=) Par récurrence sur la définition de la relation =.

Le lemme technique suivant sera souvent utile dans les démonstrations :

LEMME L10 — est substitutive, c.dd.:

(MN) € 6 > WL, (Miz := L],N[z:=L) € B.

Démonstration : Nécessairement M = (dy.P)Q et N = Ply = QJ, dou:

1) (le = 4),

4

fe = par le “lemme de substitutivité”.
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1.6 Théoréme de Church-Rosser

1 — Enoncé

On dira qu’une relation binaire —+, satisfait la propriété du losange si:

YM,M',M" tels que: M-—+,M! et M-+,M", 3Z telque: M'—,ZetM"—,Z.

Ce que ’on traduit aussi par le diagramme :

On dira que —, est confluente si —, posséde la propriété du losange. Enfin, une notion de réduction r

posséde la propriété de Church-Rosser, (C-R en abrégé), si:

M=,N = 32 telque M—»,ZetN—», Z.

Signalons le résultat classique :

PROPOSITION I.11 Une relation r est C-R si et seulement si —, est confluente.

Démonstration : ( => est trivial), (¢=) Par récurrence sur la longueur de M =, N: si (M =, Let

L=,N) + M=,N alors, en appliquant la confluence aux couples (M,Z) et (L,N) on obtient Z;,, resp.

Zz, et V'on termine en appliquant la confluence & nouveau a ce couple.

CONVENTION : Dans les diagrammes, les fléches en gras (généralement en haut) désignent les hypotheses,

les autres la conclusion.

Nous allons maintenant démontrer que f posséde la propriété de Church-Rosser. C'est un théoréme central

de la théorie. Hl en existe de nombreuses démonstrations, nous allons en donner deux (en fait trois compte

tenu de la remarque qui termine ce paragraphe). La premiére se sert de la notion intéressante de “mar-

quage” (ou de maniére équivalente de “réduction compléte par rapport a une famille de radicaux”), c'est

une technique classique pour obtenir d’autres théorémes fondamentaux du A-calcul, comme les théorémes

des développements finis et de standardisation. La deuxiéme est une démonstration directe, plus courte et

originale.

Donnons déja deux conséquences importantes de cette propriété de Church-Rosser :

Proposition 1.12 (i) Si M a une forme normale N, alors M —»g N.

(33) Un terme a au plus une forme normale.

Démonstration : (i) est une conséquence immédiate de la proposition précédente, (ii) si Ny et Np sont deux

formes normales de M , d’aprés (i) M —*g N; et M —»g Nz, et par laconfluence 3N, Ny —»g N, Np —»g N,

or N, et N2 sont irréductibles, ceci n’est donc possible que si N = N, = Ny.
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THEOREME 1.13 La théorie 2 est consistante.

Démonstration : K #1, ce sont deux formes normales et donc A¥ K=I.

La difficulté de la démonstration de cette propriété de C-R tient au fait que l'on n'a pas la propriété de

normalisation forte en A-calcul non-typé (en d'autres termes la relation —1p n’est pas ncethérienne), donc

la “confluence locale” (définie par le diagramme ci-dessous) n'implique pas la confluence (par exemple KIN

a une forme normale et un chemin de réduction infini).

Indiquons néanmoins comment s’obtient la confluence locale. Remarquons que, dans un terme M, les

positions relatives de deux radicaux A, = (Az).P))Qi et Ap = (Az2-P2)Qz ne peuvent étre que parmi les

suivantes :

(i) ANA, =8, (cad. Ay et Ap disjoints),

(ii) A= 42,

(ili) Ay C Ap et Ar C Pe,
(iv) Ay C Az et Ar C Q2,

(v) A2c A, et 2 CP,

(vi) Ap CA, et ALC Qs.

En regardant cas par cas, il est facile de voir que:

(ov d’ailleurs, lune au moins des fléches du bas est

THtorbMe 1.14 (“de Church-Rosser”) a la propriété de Church-Rosser..

2 — Premiére démonstration

Ce théoréme découle — par récurrence — du lemme suivant :

Lemme 1.15 (“Strip lemma”)

M

4
Mu! mM"

» 4
Zz

(On remarquera que la fléche sud-ouest de ce diagramme qui part de M est une contraction.)
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La démonstration de ce lemme va occuper trois pages. L'idée est de faire commuter le diagramme ci-dessus

en marquant le radical de la branche de longueur 1, et de le “suivre” ainsi (avec ses duplications éventuelles).

Marquer un radical (Az.P)Q consiste & marquer son “A” a l'aide d’un indice, par exemple : (Agz.P)Q.

Etant donné un terme, on peut ainsi marquer un certain nombre de ses radicaux, éventuellement avec des

indices différents.

EXEMPLE:

A= (Aoz-2z)(Az.z2),

B= (Art(Aoz.t)e2) ((Aoz.2)(Az.2)).

(Dans ces deux termes, tous les radicaux ont été marqués).

On va en fait considérer une définition du marquage un peu plus générale que ci-dessus: la “marque” sera

un élément d’un ensemble donné I. On dira que le terme est marqué dans I.

Ainsi, pour les termes de Vexemple, A peut étre considéré comme marqué dans I = {0}, et B marqué soit

dans I = {0,1}, soit “doublement marqué” : dans Ip = {0} pour certains radicaux et dans J, = {1} pour

les autres.

REMARQUES ; 1° Un terme marqué est en réalité un couple formé d'un élément de A (le terme oii toutes
les marques ont été effacées...) et d’un ensemble de “marques” qui sont elles-mémes chacunes un couple

(occurrence du radical, nom de l'indice). Si M est un terme marqué, il induit trivialement un marquage

sur un quelconque de ses sous-termes; de méme s'il est substitué, il sera marqué en tenant compte des

changements d’occurrences. I] est évidemment plus clair et moins lourd de noter ces marques comme on I’a

fait — c.ad. sur un “X” en téte d’un radical — sans expliciter occurrence correspondante (sous forme d’un

mot décrivant l’accés au sous-terme).

2° On constatera que ce qui compte est la famille de radicaux marqués plutét que les noms des marques

sur ces radicaux. On observera que tous les résultats démontrés ci-dessous concernant cette notion sont

indépendants de la nature des marques.

DEFINITION 1.16 Pour chaque ensemble I, il existe une application e;, de A dans A, qui contracte tous

les radicaux marqués dans I :

(i) er(z) =2,
(i) ep(Az.P)=Aze;(P), (A éventuellement marqué dans un autre ensemble que I),

(iti) €1(My Ma) = €1(Mi)er(M2), si My #A:2.Mj, aveci€ I,

(iv) er((iz-P)Q) = (Plz = e(Q)], di ET.

On remarque que la contraction des radicaux marqués se fait de l'intérieur vers I'extérieur (il n’y a ainsi

aucune duplication, ni création, de radicaux marqués). Pour simplifier la notation dans le cas o J n’a

qu’un élément 7, on écrira ¢; au lieu de e,i}- D’ailleurs, pour cette démonstration du théoréme de Church-

Rosser, nous n’aurons besoin que de ce cas particulier. En revanche, pour la variauie qui sera dounée en

remarque et pour les autres théorémes fondamentaux que nous démontrons dans la suite de ce chapitre, cette

généralisation est indispensable.

Si l'on reprend les termes A et B de lexemple ci-dessus, on obtient :

€9(A) = (Az.zz)(Az.ez),
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€o(B) = (Aiz.zz)(Az-z),

€1(B) = (Aor-z) ((Aow-2)(Az.2)) ((Aoz-z)(Az.z)),

€0(ex(B)) = €1 (co(B)) = €(o.1(B) = (Az-2)(Az-z).

REMARQUE: On peut “séquentialiser” l’application ¢, et la traduire par une réduction: si N =¢;(M), alors

en convenant de calculer le terme de gauche avant celui de droite dans les cas (iii) et (iv) de la définition,

on définit bien ainsi une réduction M +g N.

On notera f; la notion de réduction qui n’a le droit de ne contracter que les radicaux marqués dans J :

soit i€I,si M = (Az-P)Q alors N = Q[z := P] est muni du marquage induit. Comme d'habitude, +,

désigne la fermeture compatible de 8.

Les applications €, possédent quelques propriétés intéressantes :

Lemme Li? ¢s(M[z:= N]) =er(M)[z:=er(N))-

Démonstration : par récurrence sur la taille de M[z := N] en considérant les quatre cas de la définition de

ey (implicitement i € J):

Les trois premiers cas sont immédiats. Si maintenant M[z i= N] = (Aiz-Mi[z := N])(Mo[z == NJ) on

obtient ¢7(M[z := N]) = ex(Mile == N])[z = €1(Male <= N))] puis avec Vhypothése de récurrence

(er(Ma)[z s= ex(N)]) [2 = e1(Ma)[z = e7(N)]] qui est identique & (€/(Mi)[z = €1(Ma))) [z= e(N)] &

cause du lemme de substitutivité, d’ot le résultat.

LEMME I.18 Soient deux familles disjointes de radicauz dans un terme M, notons I et J les deuz ensem-

bles (supposés disjoints) de leurs marques, alors cy et € commutent, cd d. : €7(e2(M)) = ey(es(M)).

Démonstration ; par récurrence sur la taille de M, en considérant les différents cas (implicitement i € J et

ged):

© Si M est une variable, c’est évident.

© Si M est une abstraction, c’est également immédiat en appliquant ’hypothése de récurrence.

© Si M= MM; et que M n’est pas un radical marqué par # ou par j, alors:

ere s(My M2) = €1(es(Mi)es(M2)),

= eres(Mi ere s(Mz2),

= eye1(My)eser( M2),

(car nécessairement ¢)(M1) # \7-M{)

(hypothese de récurrence)

et on aboutit au méme résultat en faisant le calcul dans l'autre sens.

© Si M=(\i2.P)Q :

eres ((Aiz-P)Q) i ex(esQst-P)es(Q)),

e1((Ait-ex(P))e5(Q)),

=er(ea(P)) [z= er (es(Q))],

= eyer(P)[z = €s€1(Q)), (hypothése de récurrence)

et:

eger((Az-P)Q) =e (ex(P)le = €1(Q)]),

=eyer(P)[z = es€1(Q)], (par le lemme 1.17)

© Le dernier cas (c.a.d. M = (Ajz.P)Q) est symétrique.
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LemMEe 1.19 Soit un terme M et A= (Aiz.P)Q un de ses radicauz margué dans I, notons M! le terme

obtenu en contractant A, alors: ¢;(M) = ¢1(M’).

Démonstration : par récurrence sur la taille de M, en considérant les différents cas de la définition de e, :

« Si M est une abstraction (nécessairement non-marquée), c'est immédiat en appliquant I’hypothése de

récurrence.

© Si M =A, alors M’ = P[z := Q] et on applique le lemme 1.17.

© Si M = M,Mp avec My # (Aoz.A)B, alors e7(M) = e7(M)es(Mz), et comme soit A C My, soit

AC Mh, il suffit d’appliquer l’hypothése de récurrence.

¢ Si M = (Aj2.A)B, alors 7(M) = €,(A)[z := €7(B)] et M’ = (\;z.A’)B ou bien M’ = (Ajz.A)B’ suivant

Ia position de A, d’o 7(M") = €7(A4’)[z == €7(B)] (resp. €1(M’) = €y(A)[z == €7(B’)]) et on conclut

avec Vhypothése de récurrence.

CoROLLAIRE 1.20 Soit I= (In, réunion disjointe d’un nombre fini d’ensembles, alors : €; = []er,-

Démonstration : I suffit de faire une récurrence sur la longueur d’une #-réduction quelconque traduisant la

composition []ey, des applications cy, , en appliquant le lemme précédent.

CoROLLAIREI.21 8 a la propriété de Church-Rosser.

Démonstration : Une conséquence du lemme 1.19 (par récurrence sur la longueur) est que tous les termes

du 8 ;-graphe de réduction d’un terme M peuvent éfre liés & ¢7(M). Le corollaire en résulte. Une autre

démonstration possible de ce corollaire est de tenir compte du théoréme des développements finis (§7) et de

montrer directement la confluence locale de B;-

LEMME 1.22 Soit M un terme margué, et une réduction quelconque M —»g M’, alors le diagramme

suivant commute :

M —* M!

e(M) —*_ €1(M’)

Démonstration : il suffit pour cela de raisonner par récurrence sur la longueur de M ~» M’‘ en appliquant

les lemmes 1.18 ou 1.19 suivant que le radical contracté n'est pas marqué dans J (et on le marque autrement,

par exemple avec V’indice "0") ou bien qu'il est déja marqué. Ce qui se traduit respectivement par les

diagrammes suivants :

M —% (M) —*, M’

| temas 1 hype.

eM) —+ exeo(M) —%3 €x(M')

M —5, M" —»3 M'

{temo | type, |

e(M) = e7(M") —*g €1(M’)

Le lemme annoncé au début (“strip lemma”) — et le théoreme de Church-Rosser — en résultent : le radical

de la branche de longueur 1 est marqué avec l’indice 0, puis on applique le lemme précédent.



26 LE LAMBDA-CALCUL PUR [cha

3 — Deuxiéme démonstration

Nous allons donner une démonstration directe du théoréme de Church-Rosser, en définissant une contraction,
notée —+4, possédant la propriété du losange et dont la fermeture réflexive-transitive coincide avec —»s . Par

une récurrence facile, on voit alors que ~r3 est confluente.

La contraction —, est définie inductivement. Posons +, = 4g Uy, U5, Ug, U 4, avec:

b1 = {(odh, PI) si My —»p P},

bo = (Modi, MoQ) si Mi Qh,
M[z:=N] 1, M[z:=N’] si N,N! ct M#z,

M{z = N]—4, M'[z:=N] si M-»M' et N w’est pas une variable.

On remarquera que —5, et 5, sont réflexives, mais que ni 3 ni —», ne le sont, ceci permettant d’avoir

une définition correcte de —, : en effet les définitions de +, et 4, sont récursives et terminent & cause

de la taille strictement décroissante.

La signification de —+4 est Ja suivante: on compte un “coup” une 3-réduction quand toutes les contractions
ont lieu dans un méme facteur. De méme, dans un terme M ayant une variable libre z, sil’on substitue a z

un terme N et si N — N’ alors M[z == NJ se contracte en un coup (ce qui permet de traiter en paralléle

des sous-expressions identiques quand z a plusieurs occurrences). Enfin si M +, M’, tout terme obtenu

par substitution dans M se contracte en un coup.

On peut néanmoins remarquer que I’inclusion +5 C —»g est stricte :

(Azy.A)BC + (Ay.Alz = BIC 4 Alz := B]ly = Cl].

LEMME 1.23 —»5 est subatitutive (c.d d. My N => Mz = P] 5 N{

Démonstration : évidente car +» contient 4,

LEMME 1.24 —, = 4g

En effet: + C +, C —*p, la deuxiéme inclusion se montre par récurrence sur la définition de —+
en utilisant la propriété de substitutivité de +», dans le cas suivant: si M[x := N] +4, M'[z = NJ, alors

M —»g M! par l’hypothése de récurrence, et par conséquent M[z := N] —»g M'[x := NJ, (les autres cas

sont immédiats),

Tl ne reste donc qu’a montrer :

Lee 1.25 +5 posséde la propriété du losange.

Démoustration : Supposons que MM’ et M -»M” , on va démontrer ce lemme par récurrence

sur la taille (c.a d. le nombre de symboles) de M, en distinguant les différents cas de la structure de M :

cas 1— M est une variable, c’est immédiat,
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cas 2— M est une abstraction, soit: M =Az.N , alors (puisque les radicaux ne peuvent étre contenus

que dans N):

dAz.N ~~,» L > L=dz.J, avec Ny J,

et le losange se referme en appliquant l”hypothése de récurrence & N :

N dr.N

é N &

J K > A Ark

N 6 NS 4
Zz 22

cas 3— M est une application — la démonstration commence vraiment ici, Soit: M = MoM,, il faut

distinguer plusieurs sous-cas correspondant au choix de 8, 6, by 6; ou by pour contracter les branches du

losange. En principe, on dénombre 15 possibilités (nombre de combinaisons avec répétition de 2 éléments

parmi 5), en fait on s'apergoit que seuls 10 d’entre elles sont discernables, dont une est triviale (3), il reste

donc 9 diagrammes & considérer, qui ont été regroupés en 4 sous-cas :

sous-cas 3.1— + est appliquée sur un M: de chaque cété, alors le losange se referme soit grace &

Vhypothese de récurrence si c'est le méme indice, soit en commutant les réductions sur My et My :

MoM, MoM, MoM,
N 4 N 6 N

JM, KM, MoJ MK JM MoK

» & N 6 N 6

2M, Moz JK

sous-cas 3.2— My =(Az.P), M!= P[z:= Mj], et M’ = M’oM; = (Az.P’)M, ow bien

= MyM,

(z.P)My (z.P)M,

N 6 >

Ple:= My] (Qz.P)M, Piz := Mi] (Qz.P)M

S é N &

Pllz:= Mi] Plr:=M'\]

sous-cas 3.3 — ici on n’a pas besoin d’expliciter M sous forme d’un produit puisque I'on a :

(MoM,)[z =
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(pour le losange de droite, cela résulte de la propriété de substitutivité de b).

sous-cas 3.4— on pose Mo = (Az.P)[y = N] et My = Qly = NJ.

(x Piiy= Naty =m]
N

(QzPiy = w)Q= ¥] (Pls ND Is = Oy
. ree ah

(Pe = Q))ly = 4]

(Q.Pyly = N)Qy:=]
& d

(Ply = NI) [z= Qly = NI]

Pir = Q)ly:=
(QeP ily = N)Q'y:

(Pe = Ql = N)

(les identités dans les termes de gauche résulte du “lemme de substitutivité’

Ceci termine donc la démonstration du lemme, et par la-méme cette deuxiéme démonstration du théoreme
de Church-Rosser.

4 — Remarque

Une autre maniére de terminer la démonstration du théoréme de Church-Rosser en combinant l'idée de la
deuxitme démonstration et les propriétés des applications ¢;, consiste a introduire la relation 7+ suivante:

M2. <> 3F, famille de radicauz de M, marqués, telle que: N= e1(M).

(la notation F fait référence & la famille des radicaux qui sont marqués dans ).

= F
On remarque alors que +g C “+ C —»g, et donc que la fermeture transitive de + est vy.

Il suffit donc de montrer le:

Lemme 126 7+ a la propriété du losange.

Démonstration : Soient My = £1(M) et Mz = ¢y(M), si les familles correspondant aux marquages I et
J étaient disjointes, la confluence serait une conséquence immédiate du lemme de commutativité (lemme
1.18); dans le cas général, changeons la marque des radicaux appartenant a la fois aux marquages I et J et
marquons-les autrement, par exemple avec “0”, M est donc maintenant marqué (simultanément) par {0},
7 et J. Avec ces nouvelles marques, il est clair que My = epujay(M) et Ma = esujo)(M), et si lon pose
Ms = r354{0}(M), on en déduit (grace au corollaire 1.20) :

5 .
My > My (en appliquant ¢y) et Mz -7+ Mg (en appliquant €7).
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1.7 Théoréme de standardisation

Le théoréme de Church-Rosser assure que la forme normale d’un terme — si elle existe — est unique. On

se pose maintenant le probléme de la calculer. Il existe bien sir un algorithme simple pour parvenir A ce

résultat : il suffit de construire le graphe de réduction du terme et explorer en largeur d'abord, ce qui

est possible puisqu'il n’y a, dans un terme donné, qu’un nombre fini de radicaux. Si le terme a une forme

normale, on finira bien par Vobtenir ainsi. La trés grande inefficacité de cette méthode en général est une

motivation partielle de ce qui suit.

Nous allons montrer un autre théoréme fondamental du A-calcul : le théoréme de standardisation [15]. La

démonstration que nous donnons est directement tirée de ouvrage de Barendregt [4]. L’intérét principal

de ce théoréme est de permettre de définir des stratégies de réduction particuliéres, dont l’une d’entre elles

(la réduction “leftmost”) est correcte, c.4 d. qu’elle aboutit toujours a la forme normale d’un terme si elle

existe (théoréme de normalisation).

Une autre application importante du théoréme de standardisation concerne la notion de forme normale de

téte qui sera introduite au chapitre suivant.

Les quelques lemmes démontrés plus haut sur les applications ¢y, vont & nouveau nous servir pour la dé-

monstration de ce théoréme, néanmoins nous aurons aussi besoin du théoréme des développements finis que

nous allons commencer par démontrer,

On rappelle qu’un multi-ensemble sur les entiers N est un ensemble fini d’entiers. Un entier pouvant étre

répété, on a l’habitude de noter les éléments avec leur “ordre de multiplicité”: A= {(5,2), (4,1), (2,3)}

est équivalent & ensemble {5,5,4,2,2,2}. On définit une relation d’ordre strict sur les multi-ensembles

comme suit : un multi-ensemble est strictement inférieur & un multi-ensemble donné A en remplagant un

entier de A par un nombre quelconque (éventuellement nul) d’entiers strictement inférieurs. Exemple :

B = {(5,1), (4, 10), (3,20), (2,8)} est strictement plus petit que A puisque l'on a remplacé un “5” par neuf

“4”, vingt “3” et cing “2”. Une définition plus mathématique est la suivante : un multi-ensemble est un

polynome & coeficients entiers positif (I’exemple A serait le polynome 2x5 + 2‘ + 3x7), et P< Q siet

seulement si, lim (P—@Q) = —oo. On démontre facilement que cet ordre est neethérien, c.ad, qu'il n’existe

aucune suite infinie strictement décroissante de multi-ensembles.

DEFINITION 1.27 Soit M un terme dont un seul radical A a été marqué, soit oc: M —*g N une réduction,

alors, par définition, les radicaux marqués de N sont appelés résidus de A relativement ao.

TutoREME 1.28 (“des développements finis”) La relation B, qui ne contracte que les radicaur marqués

dans I est fortement normalisante (c.d d. que tous les chemins de réduction aboutissent & une forme normale,

cette forme normale étant d’ailleurs unique 4 cause de la propriété de Church-Rosser de B ).

Démonstration (originale & notre connaissance) : On change le marquage de la famille (mais pas la famille) :

on peut mettre des nouvelles marques (4 la place des anciennes) de 'intérieur vers l’extérieur avec des entiers

et ceci de manitre croissante, c.i.d. que si (Aiz.P)Q est marqué avec i € N, tous les radicaux marqués de

P et de Q le seront avec des entiers strictement inféricurs.

A chaque terme ainsi marqué, on peut associer un multi-eusemble sur N, coustitué de toutes les marques,

comptées avec leur multiplicité.
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1 est immédiat de vérifier qu’une Gy -contraction d'un terme ainsi marqué produit un terme dont le multi-
ensemble associé est strictement inférieur : en effet, une marque i disparait et il n'y a que les résidus des
radicaux marqués de Q qui peuvent étre éventuellement plus nombreux, or toutes leurs marques sont par
hypothése < & 1, Le nouveau multi-ensemble obtenu est done bien strictement inférieur & celui du départ.

Mais cela n’est pas suffisant pour la démonstration: il faut en outre que la propriété imposée sur le marquage
soit conservée, et l’on voit que ce n’est pas le cas en général. En effet, avec les mémes notations que ci-dessus:
si P contient un radical marqué A Cjy-Pi)P2 et qu’il existe des occurrences de x dans P, le résidu
de ce radical (Ajy.Pi[z = Q])Pa[z = Q], ne vérifie plus nécessairement la condition que tous ses radicaux
marqués le sont avec des marques <j : il n’y a aucune hypothése sur les marques de Q qui permette de
les comparer celles de P, (et & j en particulier). Imposons done la condition supplémentaire que dans un
radical marqué (\yr.P)Q, toutes les marques de Q sont strictement inférieures A celles de P. Mais ce n'est
pas encore suffisant pour la démonstration, car la conservation de cette condition pat By -contraction n'est
pas garantie: par exemple, dans (A;yPi[z = Q))P2[z := Q], si x a une occurrence dans P; ainsi que dans
Pa, et que Q posséde un radical marqué, alors il y aura deux marques égales dans Pi{z := Q] et Plz == Q).

En définitive, cette analyse nous conduit & imposer sur le marquage d’une famille les deux conditions sui-
vantes :

Soit un radical marqué (A;z.P)Q, (oi i est un entier naturel),

1° les radicaux marqués de P et de @ le sont avec des entiers strictement inférieurs & 5

2° les marques des radicaux Q sont < a celles des radicaux de P ayant au moins une occurrence de z.

Vérifions que ces deux conditions se conservent dans la contraction d’un radical marqué: soit M py N,
en raisonnant par récurrence sur la structure de M, on constate (a cause de la condition 1°) qu’il sufit
de regarder le cas ot M est le radical contracté: M = (i2.P)Q. Nous allons vérifier que le marquage de
N = Piz := Q] satisfait encore les deux conditions ci-dessus.

Soit A’ un radical marqué de N, il est résidu d’un radical A marqué de M. Distinguons les deux cas A € P
ct AQ. Si A= (Ajy-Pi)Ps € P, alors A’ = (Ayy.Pilz := Q)) Pilz = Q]. Tous les radicaux marqués de
Pi{x := Q] ont bien une marque strictement inférieure & j, puisque d’une part cela est vrai pour les résidus
des radicaux de P, et d’autre part tous les radicaux marqués de Q (s'il en existe) ont des marques strictement
inférieures & j (4 cause de la condition 2°). Le cas de P,[z := Q] est analogue : toutes ses marques sont
bien strictement inférieures a j. (Ajy.Pi[z = Q])P2[x == Q] satisfait donc la premiére condition. Vérifions
maintenant la deuxiéme qui s’exprime ainsi: “les radicaux marqués de P,[z := Q] ont leurs marques <
& celles des radicaux de P,[z := Q] qui ont au moins une occurrence de y”. Les radicaux concernés de
Pile = Q] ne peuvent étre que des résidus de radicaux marqués de P, car les résidus marqués de Q ne
Peuvent avoir d’occurrence de y. Considérons un résidu d’un radical marqué de Q appattenant & Pa[z := Q).
Il a nécessairement une marque < A toutes celles de P,, car la condition 2° s’applique. Considérons ensuite
un résidu marqué de P (appartenant & P,[z := Q]). Sa marque vérifie bien la deuxiéme condition puisque
c'était le cas avant la contraction de M. Ceci termine la démonstration du cas A € P. Et si A € Q, cest
évident.

Linitialisation du marquage consiste & marquer les radicaux de la famille en respectant les conditions 1° et
2°. Ceci est toujours possible, comme on peut le voir en partant de l’intérieur vers l'extérieur.

En définitive, on a prouvé qu’a toute By-réduction, on pouvait associer une suite strictement décroissante
de multi-ensembles (sur N). Une telle suite ne pouvant qu’étre finie, le théoreme des développements finis
en résulte.
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REMARQUE: L’idée d'introduire des multi-ensembles peut étre reprise pour donner une démonstration trés

simple de la normalisation forte du \-calcul typé. En effet, un type est un terme de l'algébre libre construite

sur la signature {—}, et ordre “sous-terme” est neethérien, donc également l'ordre multi-ensemble qui en

est déduit. A une A-expression typée, on peut comme ci-dessus associer un multi-ensemble sur l’alge¢bre

des types, et il est facile de vérifier que la B-réduction d’un radical produit un terme (typable) dont le

multi-ensemble est strictement inférieur. (Cette démonstration est plus simple que celle qui est donnée

classiquement, voir [21)).

Ces préliminaires étant faits, revenons au théoréme de standardisation :

On dit qu’un radical A; est a gauche d’un radical Ag si le A de A, est & gauche du » de Ap.

DEFINITION 1.29 Soit

o:My “% My “4 My Ah -

une réduction. o est appelée réduction standard si:

Vig <i, A; n’est pas le résidu (relatif 4 la réduction donnée) d’un radical 4 gauche de A;.

Une réduction standard sera notée M —» N.

Cette définition signifie ceci: & chaque fois qu’un radical est contracté, tous les radicaux qui se trouvent a

sa gauche sont marqués, il est ensuite interdit de contracter un radical marqué (au début aucun radical est

marqué).

EXEMPLE: Soit M = (Az.(Ay.zy)(1K)) |, alors :

M = (Ay. ly)(tK) gl(IK) gl KK est standard,

M 4 (Az.(Ay.2y)K)I est standard,

M +g (Ax.(Ay-zy)K) +g (Az.zKK)I n'est pas standard.

Enongons le résultat qui va étre démontré :

THEOREME 1.30 (“de standardisation”) Soit M —»; N, alors il eziste une réduction standard M —» NV.

ConoLtaire 1.31 (théoreme de normalisation) La stratégie “leftmost” (c.d d. celle qui réduit toujours le

radical le plus 4 gauche) est correcte, c.d d. produit la forme normale d’un d-terme ai celle-ci existe.

REMARQUE: La stratégie leftmost correspond 8 l’appel par nom d’ALGOL 60.

Démonstration du corollaire: On rappelle qu’une stratégie est dite “correcte” (ou normalisante) si pour tout

terme ayant une forme normale, cette forme normale est calculée par l’algorithme définissant la stratégie. Si

M a une forme normale N alors M -»g N et par le théoreme de standardisation, on peut supposer que

cette réduction est standard. Or une telle réduction est nécessairement leftmost puisqu'il ne doit subsister

dans N aucun radical.
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La démonstration du théoréme de standardisation est assez longue et il faut encore donner quelques défini-

tions classiques

Observons que toute A-expression est nécessairement sous l'une des deux formes suivantes :

(1) az

(2) Agi

Zq.(Az.Mo)My +++ Mm avecn>0 et m>0,

TetMi++-Mm avec n >0 et m>0,

dans le cas (1), on dit que l’on a un radical de téte (Ax.Mo)My. La réduction de téte est celle qui contracte

le radical de téte tant que celui-ci existe, on la notera +. La contraction du radical de téte (s'il existe) se
Ad

notera “+,

Un radical est dit interne s'il n’est pas le radical de téte. Soit M —»g N, une réduction, on dit qu’elle est

interne si tous les radicaux qui y sont contractés sont internes, on la notera —».

Lemme 132 Soit o:M +N of A est un radical interne.

() N aun radical de téte, si et seulement si M ena un,

(ii) Si M aun radical de téte A’, alors le radical de téte de N est le seul résidu de A’ relativement

(ti) Les résidus d'un radical interne sont internes.

Démonstration : évidente.

LEMME 1.33 Soit M un terme marqué dans I, posons N = €;(M), alors il existe M’ tel que M ts M’

et N = ¢;(M') s’obtient par réduction interne.

Démonstration : On commence par réduire les radicaux marqués et en téte, ce chemin de réduction termine

puisque By est fortement normalisante. Le terme M’ obtenu n’a donc plus de radical de téte marqué, il est

ensuite réduit par “b, et d’aprés le lemme précédent, tous les radicaux contractés sont internes.

REMARQUE : Etant donné un terme M marqué (dans [), ayant un radical de téte, et tel que seuls des

radicaux internes soient marqués, posons M’ = ¢(M). Alors, d’aprés le premier lemme (i), M’ a un

radical de téte qui est le seul résidu du radical de téte de M, réduisons ce radical dans M’, soit M’“$ N’,

il est clair que N’ = epygo)(M) si l’on marque par “0” le radical de téte. Appliquons maintenant le lemme

précédent : il existe N tel que M ~+ N et N’ =e7(NV) oi seuls des radicaux internes sont contractés.

LEMME 1.34 Si MM! et M’ 4. N’, alors il existe N tel que MN et NN’.

, : F A BoBDémonstration: Par récurrence sur la longueur de M’ “» N’, compte tenu de la remarque qui précéde.

Nous pouvons maintenant énoncer le “lemme principal” :

LEMMEI.35 Si M —»g N, alors il existe M’ tel que M » M' —» N,, en d’autres termes, toute B-réduction
peut se factoriser en une réduction de téte suivie d’une réduction interne.

Démonstration: Dans le chemin de réduction M —»g N,, on part de la fin, et 8 chaque fois que l’on rencontre

la contraction d’un radical interne suivi d’une réduction de téte, on applique le lemme précédent qui “tire”

devant cette réduction de téte, on continue ainsi & reculons jusqu'S ce que tous les radicaux internes se
trouvent repoussés en queue.
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Ceci s‘illustre par le diagramme suivant :

M

qe

Ss

ye

——

Tout est maintenant en place pour la démonstration du théoreme de standardisation de Curry & Feys [15]:

Par récurrence sur la taille de N : par le lemme précédent, il existe Z tel que M ~» Z —» N. Si N
est une variable, c’est terminé car une réduction de téte est clairement une réduction standard. Sinon

N = Axy+++tn.No+++Nm et Z est nécessairement de la forme Z = Azy+++2n.Zo---Zm et Pour tout i

compris entre 0 et m: 0;:Z; —» N; grace a 'hypothése de récurrence. Finalement, en posant 0: M ~» Z, la

réduction o¢+¢9+-+-+0m est standard (ott la notation o +0’ désigne la réduction o suivie de la réduction

o').

1.8 Anneze

Ici figurent un certain nombre de points techniques qui n’avaient pas bien leur place en cours d’exposé mais

auxquels on a pu faire allusion (comme la consistance du A-calcul, la logique combinatoire). L’y-réduction

est traitée trés succintement et “pour mémoire” : nous |’avons systématiquement évitée dans toute notre

démarche. A notre avis elle ne doit pas étre prise en compte dans une implantation du 4-calcul, les modéles

extensionnels étant plus difficiles & construire que ceux que l'on a considérés (voir [4]}. Enfin, le théoréme

du point fixe multiple est un exercice intéressant, dont le résultat sera utile au chapitre 3.

1 — Eta-réduction

Considérons le terme Az.Mz, ot z ¢ FV(M), alors pour tout N ona (Ac.Mz)N = MN. Ceci conduit &

introduire un axiome supplémentaire dans la théorie, I’p-conversion :

Ae.Mz=M, otz¢ FV(M), (a).

La théorie ainsi étendue se note An. On remarquera que si M est une abstraction, alors Az.Mz —3 M,

si z ¢ FV(M). L'introduction de cet axiome supplémentaire ci

*fonctionnel”. En effet, définissons l’axiome d’extensionnalité :

Mz=Nz + M=N, oiz¢FV(MN), (ext),

et notons A+ext la théorie A étendue par cet axiome. On remarquera que si A et B sont des abstractions,

telles que pour tout terme M, AM = BM alors A= B.
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PROPOSITION I.36 Les théories An et A+ext sont éguivalentes.

Démonstration : Montrons que 9 peut se démontrer dans A+ext. En effet,

(\z.Mz)z = Mz,

donc, si z ¢ FV(M), par ext:

dz.Mz=M.

Inversement, montrons ext dans An. Soit Mz = Nz oil z ¢ FV(MN), par l'axiome €, il en résulte que

Az.Mz = Az.Na et M=N avec n.

La théorie Ay est consistante. De la méme maniére que pour A, cela résulte de la propriété de Church-

Rosser de 7 (dont les radicaux sont ceux de f et l'ensemble des couples (Az.Mz, M) avec la condition

= ¢ FV(M)). Pour la démonstration de C-R, voir [4].

On remarque ensuite que $ et K sont en $y-forme normale et qu'ils sont distincts.

2 — Point fixe multiple

Le théoréme du point fixe multiple a une importance pratique pour la définition de é-régles (voir le

chapitre 3).

On a vu que toute A-expression admettait un point fixe. Ce résultat peut étre généralisé de la manitre

suivante :

Tutortme 1.37 (du point fixe multiple).

V Foy.) Fn 300,.0-;Cn —_tels que:

Cy = FoCy-+Cy

Cy = FyCo* Cn

Démonstration : On pose Z = @(Az. (Fy(Pi'z):--(PBz),..., Fa(Piiz)-++(P&2)))

ot: (Mo,...)Mn) = Az.zMo+-+Mg, et PY

coordonnée: P (Mg,...,M,) —» Mi.

On constate que Z —» (Fo(Pi'Z)-+-(P2Z),...,Fu(P§Z)-- (P22), il suffit donc de choisir C; = PAZ et

Pon a bien Cj —» F,(P§'Z)-++(P2Z) = FiCy---Cy.

= (Azo+++tq.zj) , de sorte que P est la projection sur la igme

REMARQUES : Les opérateurs de point fixe et le théoréme ci-dessus servent & résoudre des “équations” dans

4. Par exemple, Xa = aX a une solution X = @(Ary.yr), dont l’arbre de Bohm (voir chapitre suivant)

est: (Ay.y(Ay-y(+--))). On remarquera d’ailleurs qu’il y a une autre solution: X’ =a.

On n’a pas restreint la généralité des second membres en les écrivant sous la forme F;Cy-++Cq, A cause de

la propriété de “complétude combinatoire” du A-calcul: toute expression du -calcul ayant Jes C; comme

variables libres est égale une expression de cette forme.

88] ANSEXE Ss

3 — Consistance

La consistance du A-calcul est relativement “fragile” :

1° (a-conversion) :. Nous allons montrer, ce que nous avons signalé au paragraphe 3, & savoir que le A-calcul

devient inconsistant si la substitution n’est pas correctement définie :

Soit A = Azy.yz. Pour tous M et N, on a AMN = NM et en particulier Ayr = zy.

D’autre part, calculons directement Ayz sans faire d’a-conversion :

(zy-ye)y2 = (Ay.yz)[z = y}e = (Ay.yy)z = 22.

Tlen résulte que zy = zz, d’od avec l’axiome (£):

Ay.yr =Ay.cx > (Ayyr)l= (Ay.zz) > Iz => Azdz =z > (Aztz)M = (Az.I)M

et finalement M =I pour tout M.

2° (Introduction de l'indéfini) : On peut se demander également s'il est possible d’identifier certains termes

tout en restant consistant. Par exemple, si tous les termes n’ayant pas de forme normale sont tous rendus

égaux (& “I'indéfini”), alors la théorie obtenue est inconsistante : en effet, soient A = Az.z(zz)N et B=

Az.2(yz)M, ni A ni B n’ont de forme normale (on remarquera qu’ils ont une forme normale de téte), si l’on

ajoute l’axiome A = B, alors AK= BK d’oil’on déduit rz = yz et l’inconsistance.

3° (Extensions de la théorie) : Par ailleurs, il résulte d’un théoréme (non trivial) de Bohm, que toute

extension de la théorie par une égalité N = M ou N et M sont deux formes normales distinctes, est

inconsistante. En revanche, si ’on identifie & I’“indéfini”, disons @, tous les termes n’ayant pas de forme

normale de téte (cette notion sera définie au chapitre suivant) alors on obtient une extension consistante de

la théorie. Ces questions sont traitées dans [4] (partie IV).

4 — Logique combinatoire

Rappelons comment s’effectue le passage entre A-calcul et logique combinatoire. Les termes appelés combi-

nateurs sont les éléments d’une théorie équationnelle CL construite sur le langage C constitué d’un ensemble

de variables, des constantes K, S — et éventuellement d’autres constantes — et tel que si MEC et NEC

alors (MN) € C. Les axiomes de CL sont: SABC = AC(BC) et KAB = A, (le parenthésage est

implicitement “gauche-droite” comme en A-calcul).

Si x est une variable, on définit lopérateur d’abstraction [z} de CL dans CL comme suit:

{z]z =SKK (on pose habituellement I=SKK),

[ely = Ky si y est une variable différente de x ou bien si y esi une consianie,

[z](M) = S((z]M)({[2]).

EXEMPLE: (z][y|(yz) = S(S(KS)(KI))(S(KK)I).
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Il est maintenant possible de définir les applications canoniques ( joy de A dans C et ()a de C dans A:

(lo, ==

(AN or = (M)cr(N Jer

(At.M ot = [2]}(M)ox,

et:

(z),=a

(K), = Azy.c

(8), = Aryz.zz(yz)

(MN), =(M)\(N)y.

Il est facile de montrer que CLE P = Q > ALP=Q, mais la réciproque est fausse comme le montre
Vexemple A+ SK = KI alors que CLY SK = KI. La réduction sur CL déduite des axiomes orientés de
gauche a droite est appelé réduction faible, notée w. Ou démontre qu'elle a la propriété de Church-Rosser
et que CLE P=Q <> JR, P—, Ret Q—,, R.

Un certain nombre d’optimisations peuvent étre faites au niveau de la traduction réalisée par l’application
(Jon, par exemple on remarque que WC, S(KA)(KB)C = K(AB)C (= AB), donc les deux combinateurs
S(KA)(KB) et K(AB) sont extensionnellement égaux, c'est ce qui justifie une redéfinition “optimisée” deVopération d’abstraction [z] par:

[z]z =I,

(tly = y,

[z](KM)(KN) = K(([2]M)({2]V)),

[z](M.N) = S([z].M)([2]¥).

D’autres optimisations sont possibles comme celles que Turner [43] a étudiées dans sa these.
On peut aussi se représenter un combinateur de mawniére plus imagée: s'il est. de la forme SAB , UD argument
C de cette expression sera “distribué” sur A et sur B, les deux expressions obtenues AC et BC seront
calculées puis les résultats appliqués l'un sur l'autre. Si le combinateur est de la forme KA, alors sa valeur
sur n'importe quel argument C est A: KA teprésente donc la fonction constante égale 4 A. Enfin I est
Videntité. Cette vision des choses a été développée pour faire des implantations “dataflow” du A-calcul (voir
(26).

Les deux axiomes de la logique combinatoire introduits précédemment sont insuffisants pour définir un
modéle du d-calcul. Il est possible de leur adjoindre d’autres axiomes pour simuler la §-réduction, comme
cela est traité en détail dans la thése de Mezghiche [47]. En pratique, ils sont peu commodes et ne sont pasimplantés.
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5 — Radicaux de la méme famille (Lévy [30])

DEFINITION 1.38 Soit une réduction M —»g N. On dit que deuz radicauz A, et Ay de N sont de la

méme famille s’tl existe P tel que M —»3 P +g N et un radical A € P tel que A, et Ay en sont des

résidus.

Dans la définition ci-dessus, P n’est pas nécessairement unique, on dira que P est minimal si la longueur

de M —»g P est minimale. Quand P est minimal et que la réduction M -», P est standard, le radical

A €é P est appellé représentant canonique de A, et Ag.

Proposition J.39 Le représentant canonique est unique.

Démonstration : (difficile) voir [30].

CoroLtaIRE 1.40 La relation “étre de la méme famille” est une relation d‘équivalence.

Démonstration : (transitivité) notons ~ cette relation. Soit Ay ~ Ag et Az ~ Aa, les ecpaerentanis canon-

iques des couples (A,,A2) et (Az, A3) sont nécessairement confondus d'aprés la proposition précédente.

é i i h é ion donnée, ont donc unTous les radicaux de la méme famille contenus dans un terme N issu d’une réductio: *

représentant canonique commun. Ces notions nous seront utiles au chapitre suivant (§6).



VUE D’ENSEMBLE DU CHAPITRE 2

Ce chapitre introduit d’abord (§1 et §2) Ia notion de forme normale de téte et le modéle qui en dérive, appelé

modeéle de Lévy. L’importance de cette notion vis 4 vis de la théorie des fonctions partielles récursives et

de la thése de Church est amplement discutée dans l’ouvrage de Barendregt [4] (ot d’autres références

bibliographiques sur ce sujet sont données) et dans la thése de Wadsworth [46]. Le résultat de ce débat de

fond peut se résumer 4 l’abandon de la forme normale au profit de la forme normale de téte pour représenter
les expressions “ayant un sens”.

Ayant fait le choix du modéle pour poursuivre notre étude du A-calcul, nous introduisons deux nouvelles

réductions, appelées y et «. Comme nous l’avons dit dans l’introduction générale, notre but sera de montrer

en fin de compte qu'il est possible de réaliser un langage fonctionnel qui réduit complétement les expressions

sous forme normale de téte. Il n’est donc pas question pour cela de les convertir en terme de combinateurs,

et il faut chercher des moyens efficaces, voite optimaux, de calcul en conservant les A-expressions.

Un premier pas est franchi (§3) avec la y-réduction qui permet de “voir” dans un \-terme donné plus de

radicaux que ne le permet la 3-réduction. Il y a alors un gain net sur le coat du calcul de la forme normale de

téte. Nous redémontrons tous les théorémes fondamentaux avec +. La propriété de Church-Rosser est facile.

En revanche, pour réussir 4 montrer que la réduction de téte avec 7 est correcte, il nous faut repasser par

toutes les étapes que nous avions exposées avec B, et généraliser les démonstrations. Une des conséquences

intéressantes de cette notion est qu’il est possible de définir une stratégie correcte de calcul de la forme

normale de téte avec un appel par valeur (“valeur” signifiant ici “forme normale de téte”). Avec B, une telle

chose était impossible. Nous obtenons au passage ($4) un résultat classique du modéle de Lévy, & savoir le

théoréme de continuité, dont la démonstration est plus simple.

Le paragraphe suivant (§5) est consacré a la u-réduction, qui formalise Pétape minimum qu'il faut faire pour

avancer dans le calcul de la forme normale de téte. C'est cette réduction qui parait Ia mieux adaptée (il y

a encore plus de radicaux dans un terme donné) pour mettre en ceuvre une stratégie efficace. Le probléme

de l'optimalité est ensuite rapidement exposé (§6), la thése de J-J. Lévy [30] lui est consacrée entiérement
et il semble qu’en généralisant & la s-réduction les techniques qui y sont développées, une stratégie optimale

puisse étre définie et réalisée concrétement. A l’appui de cette conjecture, des exemples aussi convaincants
que possible sont détaillés.

Chapitre 2. EVALUATION DANS LE MODELE DE LEVY

2.1 Forme normale de téte

1 — Termes résolubles

Cette notion est due 4 Barendregt. Ce sous-paragraphe a surtout un intérét technique: par le théortme de

Wadsworth, la notion de terme résoluble et de terme ayant une forme normale de téte coincident, et il est

souvent commode de montrer qu’un terme a une forme normale de téte en montrant qu’il est résoluble.

DEFINITION IL1 (i) Soit M € A°, on dit que M est résoluble si:

JM1,..-,Nn € A MN,+--Nq =I

(ii) Si M © A, on dit que M est résoluble quand une fermeture \Z.M est résoluble (et cela ne dépend pas

du choiz de cette fermeture grace au prochain lemme).

Par exemple, K est résoluble car KiI=I. Y est résoluble: Y(KIJ=KI(Y¥(KI))=1. En revanche, Q n’est pas

résoluble. En effet, toute réduction de QN aboutit nécessairement sur un terme de la forme QN’ avec

N— Ne,

On remarquera aussi que M € A° est résoluble si et seulement si, VP IN MN =P. On dit que MTM est

une instance close de M s'il est obtenu en substituant des termes clos & toutes les variables libres de M.

LEMME IL2 Soit MEA,

(1) M est résoluble si et seulement si, il existe une instance close M* de M et des termes N € A° tels que

M*N =1.

(ii) M est résoluble si et seulement si Az.M Vest.

Démonstration: (¢) : Soit Az, -+-2n-M une fermeture de M. Si M est résoluble, alors il existe des termes

N,,.--,Nm, que l’on peut supposer clos, tels que :

(At, tp MN LN, =,

de plus, en ajoutant des I, on peut supposer que m > n. Il en résulte que:

M[é = NyNag. Nm ol,

et M* = M[z:= N] est Vinstance close cherchée.

Réciproquement, si M[Z := NNaai +++Nm =I est vrai, alors il en est de méme de l’égalité suivante

(Aty + ++2_-M)N, ++ Ny =let M est donc résoluble.

(iz) : Si M est résoluble, alors d’aprés ce qui précéde :

M[z = N] Nags Nm =,

d’ou, en posant 2 = 22+--z, et N’=Ng:--N, :

(Ary MZ = NN Nag Nm ah,

donc d2.M est résoluble.
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2 — Forme normale de téte

La notion de terme résoluble peut se caractériser d'une autre maniére: par l'intermédiaire de ce que l'on
appelle la forme normale de téte. Le théoréme de Wadsworth énonce que ces deux notions sont équivalentes.

Lors de la démonstration du théoréme de standardisation, nous avions fait remarquer que toute \-expression

était nécessairement sous l'une des deux formes suivantes :

(1) Ati ++sa_.(Ae-Mo)Mi-+-Mm avec n> 0 et m>0,

(2) Aa s++tntMi+++Mm avec n >0 et m>0,

dans le cas (1), on dit que l’on a un radical de téte (Az.Mo)M1, dans le second cas, on dit que le terme est

en forme normale de téte.

La réduction de téte a été notée +s, et consiste réduire le radical de téte tant que celui-ci existe. On
rappelle également que “# désigne la relation qui contracte le radical de téte. Le théoréme suivant est une
conséquence immédiate du théoréme de standardisation :

THEOREME II.3 Un terme M a une forme normale de téte si, et seulement si, sa réduction de téte se

termine.

Démonstration : Supposons que M ait une forme normale de téte Z. Alors, il existe 2’ tel que M —» Z!
et Z —» 2’. De plus, Z’ est nécessairement en forme normale de téte. Or il existe une réduction Standard

M ~y 2, et cette réduction peut se décomposer en M > M, —» Z’, il est clair que M —» M, est la
réduction de téte de M. La réciproque est triviale.

Lemme IL4 Si MS M', alors M[z = N] 4 M'fe Ni}.

Démonstration ; évidente.

Proposition IL.5 (i) Ax.M a une forme normale de téte si, et seulement si, M ena une.

(ii) M[z:= NJ a une forme normale de téte > M a une forme normale de téte,

(iit) MIN a une forme normale de téte = M a une forme normale de téte.

Démonstration : (i) est trivial, (ii) résulte immédiatement du lemme précédent, montrons (iii): soit M =

My “S M, “4... la réduction de téte de M, supposons qu’aucun des M, ne soit une abstraction, alors
MN = MN *S MNS «.. est la réduction de tite de MN qui se termine par hypothése et M a donc une
forme normale de téte ; supposons au contraire qu’il existe un k tel que My soit une abstraction, prenons le

plus petit k. Ainsi M, = Az.M’ et la réduction de téte de MN débute par:

MN = MN 'S...¥ MN = (Ac.M)N MM",

Or, MN a une forme normale de téte implique que M’[z := N] a une forme normale de téte, d’oit M’ a

une forme normale de téte par (ii) ; puis My, = Az.M' a une forme normale de téte par (i), et donc M (qui

est égal 8 My) a une forme normale de tate.
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On peut maintenant démontrer le :

THEOREME II6 (Wadsworth [46]) M est résoluble si, et seulement si, M a une forme normale de téte.

Démonstration : Si M est résoluble, soit M* une instance close de M, et N tels que M*N =. M*N a

une forme normale de téte, d’oi, par le (iii) de la proposition précédente, M* a une forme normale de téte,

enfin par (ii) de la méme proposition, M a une forme normale de téte.

Réciproquement, si M a une forme normale de téte, on peut supposer, par (i) de la proposition, que M

est clos, posons M = zy ++-tq.2;My-++Mm, 08 0 <i <n. Ul est alors immédiat de vérifier, en posant

A= dyo-Ym-Yo) que M (Al) ---(AP

n fois

2.2 Modeéle de Lévy

1 — Notations

© Seq désigne l'ensemble des suites finies de N, qui seront notées : (m1,...,nx)-

© () désigne la suite vide.

* si o et 7 sont deux éléments de Seq, on note ¢ +7 la concaténation de ces deux suites.

esi k EN et o € Seq, alors o -k est la suite oi l’entier & a été ajouté en bout & o.

enfin, o <7 signifie que o est un facteur gauche dans 7.

2 — Domaine d’arbre

Un domaine d’arbre T est un sous-ensemble de Seq qui satisfait aux deux axiomes suivants :

{(Al)oe€Tetr<o > reT,

(A2) ¢S0'-kET = o'-7E€T pour tout j, O<j<k.

Sia €T, ensemble T, = {r € Seq| +7 € T} est un domaine d’arbre, appelé sous-domaine d’arbre de

T aYoccurrence o.

3 — Arbres partiellement étiquetés

Soit B un ensemble d’étiquettes. A toute application y: Seq + © xN_ partiellement définie, de domaine

dom(y), on associe ensemble |p| € Seq des branches indéfinies de y comme suit :

cE lo] => (0 ¢ domly) et J 7 € dom(y) tel que y(r) =(a,n) ef o=7-k

On dit alors qu’une telle application est un B-arbre (partiellement étiqueté) si ensemble dom(y) Uly| est

un domaine d’arbre. On remarquera qu’il suffit pour cela que dom(y) satisfasse a l'axiome (A1) précédent.

Intuitivement, si v(x) = (a,n) Ventier n désigne le nombre de branches définies ou indéfinies, attachées au

noeud d’étiquette a, ces branches étant numérotées de 0 2 n —1.
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NOTATION: Si dom(y) =, on écrira p=L.

Soit y un D-arbre et ¢ € Seq, alors on peut définir un Z-sous-arbre y, & Voccurrence a :

Yolt) = g(a *T) pour a7 Edom(y),

(évidemment si o ¢ dom(y), y, =1).

EXEMPLE: Soit & = {a,b,c,d}, définissons un E-arbre sur D = {(),(1),«2) (1,0) } :

({)) = (2,3),

((1)) = (6,2),

((2)) = (c,0),

(1, 0)) = (d,1).

On voit que |y| = {(0) , (1,1) ,{1,0,0)}, et que DU |p| est un domaine d’arbre.

Illustrons cette définition avec un diagramme :

HIN

/\

RELATION D’ORDRE : I existe une relation d’ordre partiel sur l’ensemble des Z-arbres, c'est la relation

“moins défini que ...”. Ainsi, on dira que y < y si et seulement si dom (~) © dom({q) et la restriction de y

a dom(y) coincide avec y. On dit qu’un arbre est fini si son domaine de définition est fini.

Il est important de remarquer que faire croitre % consiste & l’étendre sur ses branches indéfinies. En effet,
si y() = ¥(c), le nombre de branches est nécessairement identique a cette occurrence o, donc }’extension
du domaine de définition n’est possible que sur lel.

4 — Arbres de Bohm

Soit By = {Az +++ any | ot 2j,y sont des variables et n > 0}, on appelle arbre de Béhm un ¥y -arbre.

L’ensemble des arbres de Bohm sera noté B.

DEFINITION IL.7 Soit T un arbre de Bohm, T* désigne I’arbre de Bohm obtenu a partir de T en coupant

ses branches 4 la profondeur k, plus formellement : si Seq* désigne le sous-ensemble de Seq formé des
suites de longueur au plus k, T* est la restriction de T & Seq*~) .
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On va définir maintenant une application, notée BT’, de A dans B.

Soit MEA:

(i) si M est non-résoluble, BT(M) = 1,

(ii) si M est résoluble, soit M = AZ.yM,---Mm, on pose BT(M)((}) = (AZ.y,m) et pour tout 7,

O<i<m, BI(M)((i)) = BT(Mis1).

L’application BT est bien définie car on a vu au paragraphe précédent que si M = N et M est non-résoluble

alors N est non-résoluble, et si M est résoluble— soit M = Aa, ---2_-yM,---Mm — alors N est également

résoluble — soit N = Az, --+2tp.2N,---N, — avecn=p,m=q, y=zet Mj =N,, Vi. Done BT((i)) ne

dépent pas de la forme normale de tete choisie.

La proposition suivante résulte également de cette remarque :

Proposition IL8 M=N => BT(M)=BT(N).

La réciproque est fausse, comme on le verra dans les exemples ci-dessous, ou en remarquant que tous les

termes n’ayant pas de forme normale de téte ont tous le méme arbre de Bohm (= 1).

Les (8)-formes normales peuvent étre caractérisées par leur arbre de Bohm:

PROPOSITION IL9 M aune f-forme normale si et seulement si BT(M) est fint et n’a aucune branche

indéfinie.

Démonstration : (<) est trivial. (=>) Supposons que M ait une forme normale N. Il suffit de remarquer,

grace & la proposition précédente, que l’arbre de Bohm de N est obtenu directement a partir de N, qu'il est

nécessairement fini et n’a aucune branche indéfinie.

NOTATION: BT(M)* = BT*(M).

EXEMPLES: 1° Soit $= Azyz.zz(yz), on obtient :

BI(S) = dx yz.

i\

z oy

|
&

BT?(S) = Ag yz.
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2° Soit F un opérateur de point fixe quelconque, il vérifie donc VM FM = M(FM), or F est résoluble,
et on s‘apergoit donc quill est égal & une abstraction. Posons F = Af.F’, puis en choisissant M = f, on en
déduit que F’ = fF’, ce qui détermine immédiatement l’arbre de Bohm de F’, et aussi celui de F:

BI(F) =f. f

+ me Sie
Cet exemple montre au passage que deux termes non convertibles de A peuvent avoir le méme arbre de
Bohm : les combinateurs ¥ et @ sont deux opérateurs de point fixe tels que Ak @Y. Ce résultat se
Prouve en comptant le nombre de “A” dans les termes du graphe de réduction cle chacun de ces points fixes,
et l'on constate que la parité est différente, l'intersection de ces deux graphes est donc vide.

5 — Modéle de Lévy

Nous allous présenter ce modale dans le cadre qui a été décrit au chap.1, §4. Pour une étude plus complete
nous renvoyons & la thése de Lévy [30].

On rappelle qu’un ensemble D € B est inductif si T;,Tz € D, 3Ty tel que T; < Ts et T; < Ty.

Nous avons défini ci-dessus une relation d’ordre partielle sur B, la relation “moins définie que”, qui sera
notée <. L’ensemble B ainsi ordonné posséde un plus petit élément 1 et tout sous-ensemble inductif de B
a une borne supérieure.

Il est alors classique de définir une topologie sur B & l'aide de la base d’ouverts suivantes :

Org ={T! | T'>T*).

Les propriétés de l'espace topologique B sont analogues & celles que l'on a déja rencontrées lors de la dé-
finition du modéle de Plotkin-Scott : Pw et B sont deux des cas particuliers d’ensembles “partiellement
ordonnés complets et algébriques” munis de la “topologie de Scott” (nous ne définirons pas ces notions, on
peut consulter & ce sujet (3] ou (4)).

Enongons sans démonstrations quelques résultats importants :

PROPOSITION II.10 Soit une application {:B — B, les propriétés suivantes sont équivalentes :

() f est continue,

(it) f est monotone,

(Hi) F(T) = FP) | TST, T fini},
(iv) pour tout ensemble inductif D, f(D) =(J f(D),

(ou L] désigne la borne supérieure, et f(D) = Uren f(T); f(D) eat un ensemble inductif puisque f est
monotone et D inductif).

L’ensemble {B — Bj des applications continues de B dans B peut étre ordonné “point par point”: f < g
si et seulement si VT f(T) < g(T). Ul est alors facile de vérifier que la fonction constante égale & 1 est
Nélément minimal de [B — B] et que tout ensemble inductif admet une borne supérieure (calculée point par
point).
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Proposition II.11 f:Bx--- x B — B est continue (B” est muni de la topologie produit) si et seulement

st elle est continue séparément par rapport 4 ses arguments.

Définissons le modéle de Lévy B: By = BT(A), c.ad. l'image de A dans B par l'application BT définie plus

haut (on peut montrer que cette image n’est pas un ouvert). Les familles B, sont les fonctions représentables

de Bj(= Bo x --- X By) dans By.

Comme pour le modéle syntaxique, f est représentable si, par définition, il existe M et des variables

distinctes 21,...,2,, tels que f(BT(N;),...,BT(Nn)) = BT(M[z := N]). Les projections sont représen-

tables ainsi que la composition d’applications représentables. Au §4, on montrera que les B, sont composés

exclusivement de fonctions continues.

On peut remarquer (exercice) que les fonctions continues ne sont pas toujours représentables, et que l’en-

semble des fonctions représentables de (B — B] n’est pas dense dans [B — Bl.

Au chapitre 3, il sera nécessaire d’enrichir B en y incluant un certain nombre de fonctions continues mais

non représentables (appelées “5-régles non-définissables”).

Il reste & donner les définitions de App: By x By + Bo et \:B, + Bo :

App(Ti,Te) BT(MiMz), ob T; = BT(Mi),

Af) & BT(Az.M), si f(T) = BT(M[z :=N)), pour un T de la forme BT(N).

Ces deux fonctions sont évidemment représentables. On remarque que la continuité de est immédiate,

celle de App V’est beaucoup moins et sera vue au §4.

Enfin, ilest clair que App(A(f),T) = f(T), pour tout T € Bo.

2.3 Gamma-réduction

1 — Introduction

La f-réduction de téte permet le calcul de la forme normale de téte. Ce calcul va étre abordé de maniére

différente par Vintroduction d’une autre notion de réduction — la y-réduction — qui va aboutir au méme

résultat plus directement.

L'idée est de se libérer d’une contrainte qui est imposée par la B-réduction : celle de substituer les arguments

dans un ordre fixé, et imposé par la localisation des B-radicaux.

Considérons le terme suivant: M = (Az.(Azy.P})P:)AB od Pi, Pz, A et B, sont des termes quelcon-

ques. Ce terme est évidemment égal & N = (Az.(Az-Pily := B])P2)A. En effet, ni z ni z ne peuvent

avoir d’occurrence dans B (a cause de I’a-conversion) et il suffit de réduire M et N respectivement en

(Pilz = Pa))fz = Alfy = B) et (Pily = B))[z = Palle
tutivité. On voit bien que la J-réduction ne permet pas de passer

B ne pourra étre substitué qu’aprés avoir créé le radical (Ay.(Pi{

B-radicaux.

Cette “anomalie” n’existera plus pour la -réduction, la notion de réduction 7 étant plus riche en radicaux

Al, qui sont égaux & cause du lemme de substi-

tement de M3 N car Pargument

P,)){z := A])B en contractant deux

et permettant de substituer les arguments dans n'importe quel ordre. Pour cela, nous généraliserons la

notion d’argument. Une plus grande liberté dans le choix d’une stratégie de calcul résultera de la présence
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d'un nombre plus important de radicaux. Par rapport aux #-radicaux, on remarquera que les y-radicaux
se trouvent souvent délocalisés.

On congoit que le calcul de la forme normale de téte puisse étre plus court de cette manidre : la ~/-réduction
de téte opérera nécessairement une substitution sur la variable de téte (par définition, celle-ci correspond.
au premier sous-terme qui n'est pas une abstraction et que l'on rencontre dans la lecture de gauche a droite
d’un terme donné). On sait, par l'étude des termes résolubles, que si l’argument substitué & cet endroit n’est
pas résoluble, le terme que l’on calcule ne peut l’étre uon plus. Il est donc naturel de considérer en premier

lieu cet argument quand on veut calculer une forme normale de téte.

Pour le calcul d'une valeur dans le modéle de Lévy (arbre de Bohm), cette réduction s'avére plus adaptée
que la 8-réduction, comme en témoigne la démonstration plus simple du théoréme de continuité qui sera
vue au paragraphe suivant.

2 — Factorisation d’une abstraction

Proposition II.11 (Azy.P)Q = (Ay.(Az.P)Q)

Démonstration : Chaque membre se contracte en (Ay.P[z := Q]). On notera qu’a cause de l’a-conversion
(implicite), Q ne contient pas d’occurrence libre de y.

NOTATION : L’égalité ci-dessus permet de définir une notion de réduction (par les couples formés des deux

membres de légalité), appelée . Sa fermeture compatible, définie au chapitre 1 §5, sera donc notée =.

EXEMPLE : (Az, (Az2@3.(Azq25.4)B)C) DE +g (dz.(Aza7325.(A24.A)B)C)DE

we (Ati 2925.(Az2.(Az4.A)B)C) DE» dzs.(Azy25.(At2.(Az4-A)B)C)DE

yp Ats.(Aza (Avr .(Az2-(Az4.A)B)C)D)E.

(le dernier terme est en y-forme normale),

Liintroduction de g nous permet de définir avec précision ce qu’est un argument :

Dérinition II.12 Soit M € A, et soit (Az.P) un sous-terme de M. On dit que le sous-terme A est
Vargument de x, ou de (Ax.P), s'il existe M —», M’ od M’ contient un -radical de la forme (Az.Q)A.

Dans exemple, D est argument de z,, C de zz, E de zs, B de x4, et zs n’a pas d’argument. On
remarquera que si y est sans argument dans M et que M —g M’, il se peut que y ait un argument dans

M! (exemple: (Az.zA)(Ay.y)). Toutefois :

LEMME II13_ Soit M en p-forme normale, posons M = dz1---2_.P avec n > 0 et P qui n'est pas

une abstraction, alors les variables z1,...,, n'ont pas d’argument et pour tout M’, si M —»» M’, les
Z),-.52_ Wont pas d’argument dans M’.

Démonstration : évidente, puisque M’ est de la forme Az; -+-29.P’.

PRopostrion II.14 $i A est Vargument de (\z.P) dans un terme M, alors il existe M’ tel que M —»y M’

et M’ contient un B-radical de la forme (Az.Q)A.

Démonstration : Si N —»y (Az.N'), alors N = (Az.N') et donc par le théoréme de Church-Rosser, il existe
Z nécessairement de la forme (Az.Z') tel que N ~»g Z et (Az.N') —wg Z. La proposition en resulte puisqu'l
suffit de regarder le cas on M = NA.
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Proposition IL15 (i) ala propriété de Church-Rosser,

(ii) BU ala propriété de Church- Rosser.

Démonstration : (i) en effet, +, est localement confluente et ncethérienne.

(i) résulte du théoréme plus général ci-aprés (qui sera utile & plusieurs reprises).

Conottatne IL16 Si M = Az-++29.P, alors {21,...,20} est contenu dans l'ensemble des variables

sans argument de M.

(démonstration immédiate en y-normalisant les deux membres et en tenant compte du lemme 13),

THéoRPME IL.17 Soit une notion de réduction r telle que :

Q) Ma,N + AR M=N,

(2) A Cr,

alors —, est confluente.

Démonstration: Remarquons d’abord que (1) implique :

M—,N

» 6
Zz

en effet, il est évident que M—», N > AF M=N. Doi grace encore & la propriété de Church-Rosser

de B:

M #— M—, M2

» 6h
yy 2

no
Zz

et il ne reste plus pour terminer cette démonstration qu’s remplacer tous les —»g par des —»,, puisqu'll

résulte de (2) que »gC—»,.

En fait @U gy ne sera pas utilisée dans la suite, mais contient l'idée de la y-réduction qui va étre maintenant

définie.
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3 — Définition et Propriétés

Il est commode d’avoir la notion de contexte avant de donner la définition de la y-réduction :

On a indiqué tout au début comment étaient construites les \-expressions — par les deux opérations
d’abstraction et d’application appliquées sur des termes déja construits — un contexte est une suite de telles
opérations décrivant la construction d'un terme. I se visualise habituellement comme une A-expression
contenant un certain nombre de “trous”. Par exemple, (Azy.r{}){} est un contexte C{_,-}, et cela signifie
que si A et B sont deux termes C{A, B} est le terme (Azy.2A)B.

NOTATION: Si C{_,..., -} est un contexte, dont un trou correspond & une application, on peut définir un
nouveau contexte oi cette application a été supprimée, il sera noté fo) roc | m hs

Dans Pexemple ci-dessus C{9, B} = (Azy.2)B, de méme C{A,0) = (Azy.2A) puisque le deuxiéme trou est
aussi le facteur d’une application.

La notion de contexte permet de noter les sous-termes d’un terme donné: si M est un terme et N un de
Ses sous-termes, on écrira M = C{N}. Il existe en effet un contexte C{} & un trou tel que cette identité
soit vérifée.

REMARQUE: A et B ne sont pas substitués dans le contexte au sens de la définition de la substitution
du A-calcul : aucune @-conversion n’a lieu, et au contraire les variables libres des termes placés dans le
contexte sont capturées le cas échéant. Pour éviter toute confusion, on emploiera l’expression “placer dans
un contexte” et non “substituer dans un contexte”,

DEFINITION 11.18 La notion de réduction 7 est définie par la relation binaire suivante :

7= { (Chas }A, Cf Ple = A] }), si Aest argument de +}

Ainsi, un y-radical est un terme de la forme C{ Az.P}A, oi A est Pargument de z. Comme pour 6, —,
sera la fermeture compatible de 7, c.a d.:

Q) (uke y > yb,

(2) M,N + ZMH, ZN,

(3) M,N = MZ, NZ,

(4) M,N = dx.M—, Az.N.

Comme annoncé dans l'introduction de ce paragraphe, 7 substitue un argument sans avoir eu besoin de
créer le B-radical correspondant.

Eviderment, —», est la fermeture réfiexive-transitive de —+,, et =, la relation d’équivalence associée,

EXEMPLES: 1° En soulignant ce qui est contracté chaque étape:

(e.(Ayst t(2y))@A) BC +, (Az.(yz.C(zy))2A)B >, Qz.Qy.C(Ay))2)B +, (Ay.C(Ay))B >, C(AB)
(seules les deux derniéres contractions sont aussi des 8-contractions),
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2° Montrons comment on peut tirer profit du choix de l’ordre dans lequel on effectue les contractions,

Avec =

(Ani -+-eny-g2(t1---2n)) Ars Ag K 0

9 K2(Ay ++ An) 9 2,

mp (Ay.ye(Ai-+ An) K

et avec 7:

(Qazi s-tay.ye(ti-+tn))Ar-AnK 9, (Agi +++ 2py.K2(ey +++ tq)) Ato aa K
my (Ary tay.2z)Ay An K ry 2

Et il y a moins de substitutions avec 7 qu’avec B.

REMARQUE : Par abus de langage, quand une -réduction s’applique, on dit qu'elle s’applique sur les

occurrences de la variable substituée.

Proposition I1.19 (i) M=,N <=> APME=N,

(ii) tout B-radical est un -radical,

(iii) les y-formes normales coincident avec les 3-formes normales.

Démonstration : Evidente.

THEOREME IL.20 + posséde la propriété de Church-Rosser.

Démonstration: En effet, 6 C7 et M+, M' => 3Z M wg Z et M' —wy Z. La propriété résulte donc

du théortme précédent IL.17.

L’objectif est maintenant de définir une y-réduction de téte et de montrer qu’elle termine si et seulement si le

terme a une forme normale de téte. Ce résultat ne peut pas étre déduit directement du résultat correspondant

que ’on a déja montré avec 8 au chapitre précédent. Il va falloir généraliser & +7 toutes les étapes qui nous ont

conduit & la démonstration de la correction de la f-stratégie de téte: marquage des y-radicaux, théoréme

des développements finis, confluence des réductions marquées et enfin “lemme principal” de permutation des

radicaux internes et du radical de téte. (Nous n’avons pas trouvé analogue d’une définition de “réduction

standard” pour +7 & cause de la délocalisation des y-radicaux).

Remarquons 1a propriété évidente suivante sur la -réduction : soit un B-radical M = (Az.P)Q, si

(Az.P) —¥g P’, alors P! = (Az.P”) et donc M —»g M’ = (Az.P”)Q est encore un radical. Le résultat

analogue pour la -réduction est moins immédiat :

Proposition IL.21 Soit M= NA, of A est un argument. Supposons que N —», N’, alors A eat encore

un argument dans M' = N'A.

Démonstration : D'aprés la définition d'un argument, NA —», (Az.P)A, et les y-contractions n'ont porté

que sur N. La variable z n'a donc pas d’argument dans N et donc pas non plus dans N’ (corollaire 16).

La proposition en résulte, car Az se trouve en téte dans la y-forme normale de N’.

Dans la suite de ce paragraphe, on ne parlera que de y-réduction et “y” ne sera plus systématiquement

mentionné ( un “radical” est donc implicitement un “y-radical”, etc... ).
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4 — Confluence des réductions marquées

Soit M = C{Az-P }A oli A est largument de z. On peut toujours supposer, moyennant une a-conversion,
que x n’a pas d’occurrence libre dans C{ Az.P)A,

Dans ce cas, C{ Plz := A]} =C{ P}{x := A}. Cette remarque est importante pour la définition suivante.

Nous allons montrer que les résultats sur les 6-réductions marquées se généralisent avec 77. Comme pour
» cette technique est le point clé pour démontrer que la y-réduction de téte (définie un peu plus loin) se

termine si et seulement si le terme considéré a une (pseudo-)forme normale de téte.

Compte tenu de la définition de la -réduction, les marques des radicaux seront placées sur les arguments
(et non plus sur le A correspondant). Commengons par définir 'analogue des applications ¢, :

DEFINITION II.22 Soit I un ensemble de marques :

() ex(z) =2,
(ii) €1(Az.M) = Az.ex(M),

(iit) €7(My Mz) = e1(M;)es(Mz), si Mp n'est pas margué,
(iv) e1(C{AzP }A') = ey(C{ Phx = e4(A)], si A’ est Vargument margué de 2.

On obtient les mémes propriétés qu’au paragraphe §1.6:

Lemme 1.23 e/(M[y:= N]) =e1(M)ly = €1(N)).

Démonstration : identique, quasi mot pour mot, & celle du §1.6. Ecrivons néanmoins ce qui a changé, Soit
L= (C{Az.P}A')[y = N] = (C{Az.P )ly := N]) A'[y == NJ, alors:

€1(L) = €1(C{ P }ly = N))[z = er(Aly := N))], puis avec Phypothése de récurrence :

e1(L) = e1(C{P Sly = ex(N)] fo == e( Ally = er(N)]],
qui, grace au lemme de substitutivité, est identique a:

(ex(C{P })fz == ex(A)})[y = e7(N)], doit le résultat.

Les lemmes 1.18 et 1.19 du §1.6 se généralisent aussi directement que ci-dessus pour la ~-réduction :

Lemme IL24 Soient deus familles disjointes de -radicauz dans un terme M, notons I et J lea deus en-
sembles (supposés disjoints) de leurs marques, alors €; et commutent, c.4 d.: e7(€s(M)) =€5(es(M)).

Démonstration : par récurrence sur la taille de M, en considérant les différents cas (implicitement i € J et
j€J):

© Si M est une variable, c’est évident.

© Si M est une abstraction, c'est également immédiat en appliquant hypothase de récurrence.
* Si M est une application, distinguons trois sous-cas :

— M=M,M et Mz v’est ni marqué par i ni par j, alors:

€1€3(Mi Ma) = ey (€5(Mi)es(Ma)),

= 16 y(Mi)eres(Mz}, (car es(Mz) ne peut étre marqué),

= e3e1(Mi)eze1(Mz), (hyp. de récurrence)

et on aboutit au méme résultat en faisant le calcul dans l'autre sens.
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— M=C{dz.P}Ai

eres(C{ Az-P }A') = e1(e3(C{ Az.P })e2(A')), et €y(A) argument de 2,

= e1(ex(C{ P})) [z= er(es(A))],

= e7e(C{ P})[z = €s2;(A)], (hyp. de récurrence)
et:

exer(C{Az.P JA’) = es(ex(C{ Pe s= €1(A)}),

= eye1(C{ P})[z = eser(A)], (par le lemme 23)

— Le dernier cas (c.ad. M = C{ At.P }A#) est symétrique.

LemME II.25 Soit un terme M et A= C{Az.P}A! un de ses radicauz marqué dans I, notons M! le
terme obtenu en contractant A, alors: ¢7(M) =€;(M’).

Démonstration : par récurrence sur la taille de M, en considérant les différents cas de la définition de e, :

¢ Si M est une abstraction , c’est immédiat en appliquant l’hypothése de récurrence.

© Si M est une application, distinguons trois sous-cas :

— MBA, alors M' = C{ P }{z := A] et on applique le lemme 23.

— M=M Mz avec Mz non marqué, alors €1(M) = €7(M,)e;(M2), et comme soit A C M,, soit A cM,
il suffit d’appliquer ’hypothése de récurrence.

M = C{dy.Q}B', B argument de y. Alors ¢1(M) = €1(C{Q})[y = €1(B)] et M’=C'{Q}Bi ou
bien M' = C{ Ay.Q! } Bi ou bien M’ C{ Ay.Q }B", suivant la position de A, d’ot:

e1(M') = e1(C{Q})[y = €x(B)] (resp. e7(M") = €1(C{ Q'}) [y = €1(B)] ou:
e1(M') S er(C{Q}) [y = €1(B))]),
et on conclut avec I'hypothése de récurrence.

Notons 77 la notion de réduction qui ne contracte que des radicaux marqués, le corollaire immédiat de ce
lemme est :

Corottate 11.26 1 a la propriété de Church-Rosser.

5 — Théoréme des développements finis

On se souvient que ce théoréme est fort utile.

THEOREMEIL27 La relation 7; est fortement normalisante.

La démonstration suit exactement celle qui a été donnée au §1.7 pour 6. Soit M un terme marqué, les
radicaux de M sont supposés ére marqués avec des nombres entiers (positifs) vérifiant les deux conditions
suivantes, soit A = C{Az.P}Aé un radical marqué:

1° Les radicaux marqués de A et de C{Az.P} le sont avec des entiers <i,

2° les marques de A sont < a celles des radicaux de C{Az.P} ayant au moins une occurrence de x.

On vérifie qu'il est possible d’initialiser un marquage quelconque en satisfaisant ces deux conditions. Celles-ci
restent satisfaites aprés y-contraction, et les multi-ensembles formés de ensemble des marques & chaque
étape forment une suite strictement décroissante. Le théoréme des développements finis en résulte (car
Vordre multi-ensemble est ncethérien).
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6 — Pseudo forme normale de téte

DéFiniTION [1.28 Soit M un terme, sa variable de téte, notée vt(M) est définie par récurrence de la

maniére suivante :

(1) vt(M) =y, si M est en forme normale de téte et M

(2) vt(M) = vt(Mo), si M = Azz +--ay.(A0.Mo) My

1° tnyMy Mm,

Mm, (m>0).

DEFINITION II.29 On dit qu'un terme est en pseudo forme normale de téte si une +y-réduction ne peut étre

appliquée sur sa variable de téte, autrement dit, si sa variable de téte n'a pas d’argument.

Cette terminologie se justifie car on verra que si un terme est en pseudo forme normale de téte, on peut en
“extraire” une forme normale de téte sans effectuer de substitution. Le lemme suivant est une conséquence
immédiate de la définition :

Lemme II.30 M est en pseudo forme normale de téte, si et seulement si, ow bien vt(M) n’est pas une
variable lige, ou bien la y-forme normale de M est sous la forme Ary -++25.N et vt(M) € {21,.-.,2p}-

Un radical est dit interne s'il n'est pas le radical de téte, et l'on obtient le corollaire suivant :

Coroxtame IL31 Soit M+, M! of M est en pseudo forme normale de téte, alors M' eat en pacudo

forme normale de téte.

REMARQUE: Nous ne chercherons pas a généraliser la notion de réduction standard pour +. Ceci pour deux

raisons : premiérement, la notion de “radical & gauche d'un autre radical” n’existe pas pour les 7-radicaux,
Ja définition d’une réduction standard n’est donc pas naturelle avec -y. Deuxigmement, ce qui est important
est de calculer l'arbre de Bohm d’un terme et donc de commencer par essayer de calculer une forme normale
de téte. Si celle-ci existe, le calcul de larbre de Bohm peut se poursuivre de la méme maniére. Or pour
démontrer analogue du théoreme IL.3, nous n’avons besoin que de savoir repousser en queue les contractions
des radicaux internes.

Signalons au passage qu’une stratégie normalisante s’en déduit puisqu'un terme ayant une forme normale a
un arbre de Bohm fini.

7 — Calcul de la pseudo forme normale de téte

La notion de résidu se généralise a la y-réduction :

DEFINITION IL32 Soit M un terme dont un radical A a été marqué, soit M! tel que o:M —», M’, alors
les radicauz marqués de M’ sont appelés les résidus de A relativement é la réduction o.

La +-réduction de téte est celle qui réduit la variable de téte tant qu’un -radical s’y trouve. Nous reprenons
les mémes notations que pour B.

Il est immédiat de constater que les trois lemmes qui ont servi & démontrer le théoréme de standardisation
au chapitre 1, peuvent s’énoncer et se démontrer mot pour mot en sachant que “radical” veut maintenant
dire “y-radical”.
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Rappelons le résultat du dernier de ces lemmes (lemme principal), reformulé avec y :

LEMMEIL33 Si M —», N, alors il eziste M’ tel que M » N’ +x N, en d'autres termes, toute y-réduction

peut se factoriser en une réduction de téte suivie d’une réduction interne.

TutoréMe 1.34 Un terme M a une pseudo forme normale de téte si et seulement si sa y-réduction de

téte se termine.

Démonstration : Il est clair que si la ~y-réduction de téte se termine, le dernier terme obtenu est en pseudo

forme normale de téte. Réciproquement, supposons que M ait une pseudo forme normale de téte Z, il existe

N tel que M -», N et Z—», N. N est en pseudo forme normale de téte d'aprés le corollaire ci-dessus. Or

M —», N peut se décomposer en M “> M; ~» N et il est clair que M -'» M, est la réduction de téte.

Tutortme IL35 IM existe une stratégie correcte de calcul de la pseudo forme normale de téte par appel

par valeur. De plus, cette stratégie est unique.

Démonstration : On sait, d’aprés le théoréme précédent que la y-stratégie de téte est correcte, or une

-contraction de téte substitue un argument & la variable de téte, par conséquent cet argument doit avoir

une pseudo forme normale de téte si l’on veut que le terme calculé en ait une aussi, on verra en effet ci-dessous

qu'un terme a une forme normale de téte, si et seulement si, il a une pseudo forme normale de téte. L’appel

par valeur, c.ad. le calcul de la pseudo forme normale de téte de l’argument avant d’effectuer la contraction

de téte est donc correct. L’unicité est évidente.

REMARQUE: Quand on ne dispose que de la -réduction pour faire du -calcul, il est impossible de trouver

une stratégie correcte qui puisse calculer, avant d’effectuer la contraction du f-radical de téte, la valeur

de l'argument. Rien ne garantit que la valeur de cet argument sera nécessaire a la valeur finale que l’on

calcule. Insistons encore : c’est la contrainte de localisation des J-radicaux (que l’on a pu lever grace & la

notion de réduction 7) qui empéche de faire un appel par valeur. On pourrait aussi dire cela autrement : en

B-réduction, il est quelquefois nécessaire de créer des radicaux avant de substituer en téte. Le résultat du

théoréme a bien sir une conséquence pratique importante : celui de rendre plus efficace une implantation

correcte du A-calcul. On verra au chapitre 3 que des problémes d’efficacité d’une autre nature devront

atre examinés : il s’agit de lopération méme de substitution, que l'on a notée M[z := NJ. En effet, dans

une implantation, cette opération correspond a plusieurs étapes plus élémentaires qui ne sont pas prises en

compte dans Ja théorie que nous étudions: en A-calcul, c'est d’un coup que l'on obtient le terme M[z := N].

Quand on se met & vouloir programmer, ce n’est plus aussi simple.

8 — Passage de la pseudo forme normale de téte a la forme normale de téte

Nous avons vu que la +-réduction de téte ne fournissait pas directement la forme normale de téte mais un

terme dont la variable de téte n’a pas d’argument. Or a partir d’un tel terme, on peut “extraire” la forme

normale de téte sans effectuer de substitutions supplémentaires.

Donnons un exemple : soit M = Az.(Ar.zAB)C, la variable de téte de M est 2 et n’a pas d’argument,

M est donc en pseudo forme normale de téte. Il est clair qu’une forme normale de téte de M est

Az.2((Az.A)C)((Az.B)C). On I’a obtenue en fabriquant les abstractions Az.A et Az-B puis en “distribuant”

Vargument C. Nous allons maintenant donner une définition précise de cette transformation.
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DEFINITION 11.36 Tout terme M peut étre écrit (de maniére unique) sous une forme canonique :

M (AE. (+ (An. (AFn-y My) Mya) +++ i )Mo,

avec n 20, et Vi, 1€ [1,n] : (#4) > 0, Vi, ¢€ [1m — i] : €(Mh,) > 0. L’entier n s’appelle Ia profondeur

de téte de M et sera noté prof(M).

La notation Az,.yM, est un peu abusive et signifie dEnyMaar*' Map si My = Maa---Mny. De plus,
(GU) désigne la longueur du vecteur U.

On remarquera que la variable y qui apparait dans la forme canonique ci-dessus est la variable de téte de
M définie plus haut.

Soit un terme M dont la variable de téte n’a pas d’argument. Nous allons montrer par récurrence sur
prof(M) que l’on peut en écrire une forme normale de téte:

— si prof(M) =0 ou prof(M) = 1 on a déja une forme normale de tate.

— si prof(M) > 1, écrivons M = (Az,.NMy)Mo. En appliquant V’hypothése de récurrence a N on se
raméne & une profondeur égale & 2. Soit M = (Az,.(AZ.yMz)M,)Mbo, distinguons deux cas :

© ¢(My) >0, alors (en posant My = Many +++May):

(\82-yMha)My = y((Ads-Ma)Mi)---((z2.May)Ih) ai (22) = CN),

(Af.yta) th = y((A82.Maa)M) «++ ((A%2.Mzy)M) MH! ai My = AILAH et (22) = (aH,

(dp ys) Why = Af y (AZ Maa)Wh)+~- (AB May)dh) at y= HH et (#4) = (Ah),

et l’on a obtenu dans chacun des cas une forme normale de téte.

© &(My) =0, alors:

(Ag2y)th = yl’ si (0h) > (#2) et th = MAY,

(Agay)My =AF-y si (Wh) < ea) et H = Hz.

(dans ce dernier cas, il y a certes des contractions de radicaux, mais sans substitution).

Comme inversement, toute forme normale de téte est aussi une pseudo forme normale de téte, nous avons
obtenu le théoréme suivant :

THEOREME II37 Un terme a une forme normale de téte si et seulement oi il a une pseudo forme normale

de téte.
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2.4 Théoréme de Continuité

1 — Valeurs Partielles

Soit A un arbre de Bohm fini, par récurrence on peut lui associer un A-terme, qui sera noté A®, et dont A

est l’arbre de Bohm:

(i) si dom(A) = @ alors AP 22,

(ii) si dom(A) = {( )} et A(()) = (AZ-y,0) alors A" = dAZy,

(iii) si A(()) = (Ady, n) alors AP = AZYAR,... AB)

Plus généralement, soient o1,...,0 € |A| (l'ensemble des branches indéfinies de A) et n termes P;,...,Pa,

on définit un A-terme A®[P),...,P,] de la méme maniére que ci-dessus mais avec A®, = P; au lieu de 2,

en d’autres termes, on accroche P; a certaines branches indéfinies de A.

On peut admettre que l’ensemble fini |A] est totalement ordonné, de sorte que 0; désignera le i-iéme élément

de [A], on peut alors aussi supposer que n = card(|A|) en complétant éventuellement par des termes égaux

& Q, et on écrira plus simplement A[Pj,...,P,] — ou méme A{P] — au lieu de A®[P,,..., Pa]-

DEFINITION II.38 Soit M € A, on dit que AEB, A fini, est une valeur partielle de M si:

3Ny,...,Nn € A telsque A[N,,...,N,

PROPOSITION II.39 Les valeurs partielles d’un terme donné forment un ensemble inductif.

Démonstration : Cela résulte immédiatement de l’unicité du sommet de l’arbre associé a la forme normale

de téte.

2 — Théoréme de Continuité

La démonstration de ce théoréme classique est longue quand on ne dispose que de la -réduction. Nous

allons voir que la y-réduction rend ce résultat presque trivial.

X, tY=%,LEMME II40 Soient A et B deux arbres de Bohm finis, X = X,,.. Yim des nouvelles

variables. Alors, si A{X]B[¥] n’a pas de forme normale de téte :

VP=P\,...,Pa,¥G=Q1,..-;Qm € A, A[P}B[G) n'a pas non plus de forme normale de téte.

Démonstration : I] résulte de ’hypothése que l’algorithme de calcul de la pseudo forme normale de téte

(c.ad. la y-réduction de téte) ne se termine pas en partant du terme My = A[X]B[V]. Par conséquent, la

variable de téte n’est jamais égale 8 un X; ou un Yj; au cours du déroulement de l'algorithme. Soit :

My) My My oy

la (7-)réduction de téte (infinie). Alors, la réduction suivante :

M[X := BLY = G) > MX = BY = GJ 9 M,[X = BY = G]=-

est la réduction de téte du terme A[P]B(Q], et elle est également infinie. (cqfd)
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NOTATION: fnt(M) désigne la forme normale de téte de M quand celle-ci existe, et @ sinon.

LemMEe IL.41 Soient M, N €A, il existe A, B deux valeurs partielles de M et N respectivement, telles

que fnt(MN) = fnt(A[X]B(¥}), X et ¥ étant deux ensembles de nouvelles variables.

Démonstration : Si A[X]B{Y] n’a pas de forme normale de téte, alors MN n’en posstde pas non plus
d'aprés le lemme précédent et la démonstration est terminée. Dans le cas contraire, la variable de téte de

fnt(A[X]B[V]) est ou bien un X; ou ¥;, ou bien une autre variable et le lemme est démontré dans ce
dernier cas. Notons C = fnt(A[X]B(V]) et supposons donc que la variable de tte Z de C soit un X; ou

Yj. Puisque A (resp. B) est une valeur partielle de M (resp. de N), il existe des termes P = P,,..., Py

(resp. des J = Qu,-.-)Qm) tels que A[P] = M (resp. A[O] = N). Si l'on substituait ces termes dans la
réduction de téte (finie) de A[XJB[Y], le dernier terme serait: C[X := B,¥ := G] et deux cas se présentent:
ou bien le terme P; ou Q; — notons-le H — qui a été substitué a la variable de téte Z n'a pas de forme

normale de téte et MN ne peut en avoir non plus (et la démonstration est terminge), ou bien H a une

forme normale de téte et on peut prolonger A (ou B) en remplagant H par sa forme normale de téte. On

essaye alors de calculer la forme normale de téte de MN avec le nouveau couple de valeurs partielles. Il est

clair que cette stratégie est correcte pour calculer la forme normale de téte de MN et que le calcul — s'il

se termine — ne nécessite que la connaissance de valeurs partielles de M et de N. Ceci démontre donc le

lemme.

On munit A de la topologie la moins fine rendant continue l’application BT définie au §2.

THEOREME [1.42 (de continuité) L’application (M, N) > MN de Ax A dans A est continue.

Démonstration : Ce résultat, annoncé & la fin du premier paragraphe de ce chapitre, est une conséquence

immédiate du lemme précédent. En effet, il s’agit de montrer qu’étant donnée une valeur partielle de MN,

il existe des valeurs partielles de M et de N qui sont “suffisantes” pour Vobtenir. Il suffit de reprendre le

taisonnement du lemme : une fois calculée la forme normale de téte de MN, on continue la construction de

Varbre de Bohm de MN 1a oi la valeur partielle donnée est définie, en prolongeant le cas échéant les valeurs

partielles de M et N.

Coroiaire 11.43 L’application (M, N) > M[z = NJ est continue.

Démonstration : En effet, M[z := N] = (Az.M)N et le deuxitme membre est la composition des deux

fonctions continues: M — (Ar.M) et (M,N) MN.

Coro.tarne II.44 Les fonctions représentables sont continues.

Démonstration : Cela résulte immédiatement du corollaire précédent compte tenu de la définition qui a éé

donnée au §2.

§5] IOTA-REDUCTION 8?

2.5 TIota-réduction

1 — Définition

La notion de réduction que l’on va introduire maintenant va jouer un réle essentiel dans la conjecture

d'optimalité du §6.

La définition informelle de cette réduction est la suivante: on part d’un y-radical C{Az.P}A, et au liew

de le contracter en substituant toutes les occurrences de la variable z, on ne substitue qu'une seule de

ses occurrences (s’il en existe au moins une). S’il n’existe aucune occurrence de z dans P, on effectue la

y-contraction du radical. Nous distinguerons ces deux cas pour donner la définition précise.

DEFINITION II.45 La notion de réduction 4, est définie par la relation binaire suivante :

“= {(e¢ At.P{2}}4, C{ Az-P{z}[0, — A}}4),

si A est Vargument de x et o, est occurrence du trou du contexte P{ }

Les 1 -radicaux sont donc exactement les mémes que les -radicaux, au choix de occurrence og prés. Ce

qui change est le résultat de la contraction, qui dépend de l’occurrence choisie oi s’effectue la substitution.

L’argument A et l’opérateur d’abstraction correspondant Az ne disparaissent pas. De plus, pour qu'il yait

un 4-radical, il faut qu’il existe au moins une occurrence — notée explicitement dans le contexte P{}—

de la variable z 4 substituer. La substitution d’un terme N sur une occurrence a été notée [oz — N] pour

ne pas la confondre avec la substitution du A-calcul, elle se définit de la méme maniére, c.

compte d’éventuelles a-conversions.

d. en tenant

DEFINITION I1.46 La notion de réduction t» est définie par la relation binaire suivante :

ee {(c( dz.P}A, C{P }), si Aest Vargument de x et quez ¢ Fury}

Ainsi une ¢2-contraction est une y-contraction particuliére.

Enfin:

DEFINITION IL.47 b= 6) Ube.

REMARQUE: Nederpelt avait déja défini dans sa thése [32] (pour des raisons différentes des nétres) une notion

de réduction analogue, ob une -réduction est effectuée tout en conservant l’argument. Ici le point de vue

adopté est plus général pnisque, d'une part, on n'est pas obligé, comme avec B, de contracter les radicaux

dans l’ordre ot apparaissent les abstractions, d’autre part, une seule occurrence a la fois est substituée &

chaque étape — ce qui est le moins que l’on puisse faire — (la terminologie “iota” vient de 1a).

Comme d’habitude, —, désignera la plus petite relation compatible qui contient l’ensemble de radicaux « ci-

dessus (fermeture compatible), ~», est la fermeture réflexive-transitive de —,, et =, la relation d’équivalence

associée.



58 EVALUATION DANS LE MODELE DE LEVY [ch.2

EXEMPLE: (les parties impliquées dans chaque ¢-contraction sont soulignées)

(nyz.(Mtyy t)ezy)AB —,,
(Azy:.(Aty.2t )z zy) AB —,,

(Azyz.(Aty.22)2 zy)AB ,,

Oayz.(Ay.z2)zy)AB —,
(Azyz.zay )AB —,,

(zyz.z2 B)AB—,,

(Azyz.zAB)AB-,,

Qyz.24B)B >,

(A2.24B)

2 — Propriétés

DéFinition 11.48 On dira qu’une occurrence d'une variable est substituable quand il est possible de faire
une t-contraction sur cette occurrence.

Par abus de langage, on parlera de «-radical “& une occurrence” donnée quand cette occurrence est substi-
tuable. Dans l’exemple ci-dessus, il n’y avait aucun radical “4 occurrence z”.

On remarquera le résultat (évident) suivant :

Proposition IL.49 Si une occurrence est substituable, elle le reste aprés contraction & une autre occur-
rence.

Proposition [1.50 (i) M=,N = ARMEN,

(ii) tout B-radical est un t-radical,

(iii) les e-formes normales coincident avec les 8- et y-formes normales.

Démonstration : Evidente.

Coroutarre IL.51 4 a la propriété de Church-Rosser.

Démonstration : Cela résulte du théoréme 11.17 (début du paragraphe 3), déja utilisé pour démontrer cette
méme propriété avec -y.

3 — Réduction de téte

Ils'agit de calculer une forme normale de tate avec +. La méthode reste toujours la méme: il faut définir une
réduction de téte qui peut ne terminer que sur une forme normale de téte (ou une pseudo forme normale de
téte), puis montrer que tout terme ayant une forme normale de téte a une réduction de téte qui se termine,
4 Vaide d'un “lemme principal” qui repousse en queue les réductions internes. Au lieu d’essayer employer
1a méme démarche que pour f et 7, & savoir d'introduire des «-radicaux marqués, nous allons exploiter la
similitude de ¢ et de 7 pour donner une démonstration directe qui utilise les résultats de +.
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DEFINITION IL52_ On dira qu'une réduction — eat n-confluente si pour tous M,M;,Mz tele que M —» My

et M + Ma, ileziste Z tel que M; -» Z et Mz —» Z oi ces réductions ont une longueur au plus égale &

n (éventuellement 0).

Lemme IL53 =, est 2-confluente.

Démonstration : Nous noterons P{---oz---] un couple (P,oz) formé d'un terme P et d’une occurrence o;

de une de ses variables libres (ce que nous aurions pu aussi noté C{z} avec un contexte). Considérons dans

un terme M deux e-radicaux Ay = Cy {Az.P,[/--02---]}A; et Ap = Caf Ay.Pal--+0, -+-]} Aa, leurs positions

relatives sont nécessairement parmi les suivantes :

@ And. =9,

(ii) 41 =A,

(ili) CLL} = Caf} (= Ar = Aa Pi = Pe et z = y) mais l'on suppose que or # 0,

(iv) ALCP,

(v) 41 C Aa,

(vi) Ai C Co{Ay.Pa} et ACK{_,-} tel que Ca{Ay.Pa} = CL{Ar, Ay.Pa},

(vil) O2 CPi,

(viit) Oo C Ai,
(ix) Az COy{Az.P)} et 3C{{-,-} tel que Ci{Az-P)} = Ci {Az, Az.Pi}.

Pour ne pas oublier le cas de #2, on ne supposera pas que les occurrences 0, ou o, existent nécessairement.

D'autre part, comme il est impossible que Ay = Ay.P; ou que Az = Az.P; toutes les positions relatives ont

bien été envisagées.

Soient M 24 M, et M 2% Mz, déterminons Z tel que My ~», Z et Mz —», Z, en au plus deux

étapes. Dans les cas (i) et (ii), cest évident, pour (iii) il suffit de poser Z = C{Az.P[-+A-++A+-}A (od

Cy =O, =C, Ay =A, SA et Pi = P; =P). Passons au cas (iv): si oy € A; il y aura une duplication

de oy si og existe et il faudra deux c-contractions avec l'argument Az pour refermer le diagramme. Si oz

n’existe pas ou si oy se trouve dans C,{Az-P,}, il suffit de 0 ou 1 ¢-contraction pour refermer le diagramme

de chaque coté, Le cas (v) est analogue : il peut y avoir duplication et 2 “coups” sont alors nécessaires pour

assurer la confluence. Le cas (vi) est trivial et se traite comme si A; et Ao étaient disjoints. Enfin, les cas

(vii), (viii) et (ix) sont symétriques.

DEFINITION II.54 Un ¢-radical de téte est un ¢-radical dont l’occurrence est en téte, les autres 4-radicaur

sont dits radicaux internes.

On notera “S une contraction d'un radical de téte, et 4 celle d’un radical interne.

LEMME IL55 Si M ++ My “$ Mp alors:

M'SMi4 My, — oubien: MAS MIMS Mi 4+ Ma, — ou bien: MS MIS ME Mp.

La démonstration se fait cas par cas en considérant toutes les positions relatives du radical interne et du

radical de téte (qui ne peut étre créé par la contraction du radical interne).

D’oit le “lemme principal” :
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Corotrame sé MOM, “S Mp > MS Mi My.

Démonstration par récurrence sur la longueur de M, “4 Mz.

THEOREME II.57 Un terme a une pseudo forme normale de téte si et seulement si sa c-réduction de téte

se termine.

Démonstration : La ¢-réduction de téte est bien sir celle qui contracte un radical de téte tant que celui-ci

existe. Si cette réduction se termine, le dernier terme est en pseudo forme normale de téte, en effet s'il n’y

a pas de s-radical en téte, il n’y @ pas non plus de 7-radical en téte. Réciproquement, soit un terme M

ayant une pseudo forme normale de téte N. On peut supposer que M —», N cette +-réduction étant la

y-réduction de téte. Or, toute y-contraction se décompose en une 1-réduction (dont Ja longueur correspond

au nombre d’occurrences substituées). On obtient ainsi une s-réduction qui aboutit & une pseudo forme nor-

male de téte de M mais qui n'est pas nécessairement la ¢-réduction de téte. Il suffit néanmoins d’appliquer

le corollaire précédent pour en obtenir une.

En ce qui concerne le passage de la pseudo forme normale de téte & la forme normale de téte, c’est le méme

Procédé que pour -y, avec la nuance suivante : il reste & contracter, le cas échéant, tous les 12-radicaux qui

subsistent au bout de la réduction de téte. Enfin, de la méme maniére que pour +, la stratégie qui consiste

a calculer la valeur de l’argument & substituer en téte avant d’effectuer cette substitution est correcte et

unique. Nous l’appellerons “(1-)réduction de téte avec appel par valeur”.

2.6 Optimalité

1 — Le probléme

Une stratégie optimale pour le calcul de la forme normale de téte est une procédure qui fournit une forme

normale de téte de tout terme résoluble M en choisissant dans le graphe de réduction de M le chemin le

plus court. La longueur d’un chemin dans un graphe est le nombre de noeuds traversés et on calcule donc le

coitt d’une réduction par le nombre de contractions effectuées. On remarquera d’autre part qu'une stratégie

optimale est nécessairement correcte.

Le théoréme suivant donne une premiére réponse :

Tuéoréme 1.58 Ml n’eziste pas de stratégie optimale en d-calcul.

Démonstration : Nous renvoyons a [4] pour la démonstration. Bien que celle-ci soit faite dans le cadre de la

A -contraction, le résultat est le méme avec la -y- ou la t-contraction,

Les quelques exemples suivants suffiront & comprendre pourquoi. En f-réduction nous avons vu deux

stratégies correctes de calcul de la forme normale de téte : la contraction du radical le plus A gauche, et

la stratégie cofinale dite de “Gross-Knuth”. Cette dernitre n’est visiblement pas optimale. Considérons la

stratégie “leftmost”. Avec le terme A= (Az.zz)(II) la B-réduction de téte est :

A-sgil(H) +g 1(Ib) Sp hgl.

Test clair que ce n’est pas la plus courte, puisqu’en contractant d’abord le radical interne Il on aurait obtenu

la forme normale de téte en 3 étapes au lieu de 4.
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Il existe des stratégies correctes qui contractent d’abord un radical interne si celui-ci est reconnu “nécessaire”

au calcul de la forme normale de téte, Les détails peuvent étre trouvés dans le chapitre V de la thése de

J-J. Lévy [30]. Une stratégie peut se définir en indiquant le radical que l'on contracte, ainsi c’est une

application de A dans l’ensemble des radicaux.

Citons-en deux:

fi(M) =6 si M est en forme normale de téte,

fi(M) = (Az.A)B si (Ar.A)B est le radical de téte de M et A est en forme normale de téte,

fi(M) = fi(A) si (Az.A)B est le radical de téte et A n'est pas en forme normale de téte,

mais elle fournit la méme réduction (non optimale) avec l’exemple précédent.

f:(M) =0 si M est en forme normale de téte,

fo(M) = fo(A) si (Az.A)B est le radical de téte et A n’est pas en forme normale de téte,

fo(M) = fa Pi) si M = AF. (Ag. ADP, si 1 <i < EG), si CCP) >i et si P, n'est pas en f

f:(M) = (Az.A)B sinon, ot (Az.A)B est le radical de téte de M,

avec cette stratégie, le radical interne I de l’exemple ci-dessus est contracté d’abord et la forme normale de

téte de A est obtenue par le chemin le plus court.

Néanmoins, la deuxitme stratégie qui semble la meilleure n’est pas non plus optimale : considérons en effet

le terme B = (Az.zl) (Ay.(Az.2z)(yl)),, alors la stratégie fo calcule la forme normale de téte en 6 étapes :

Bg (Az.zl) (Ay-yl(yl)) +p (Ay-yA(yl)) Ip (1) a IM) pla.

et la réduction suivante est plus courte :

Bp (y-(Az.22)(yl)) Ig (Az.z2)(M) 4 (Az.22) Igy.

On voit bien sur ce dernier exemple que le probléme est complexe puisque ce qui a fait quela stratégie fy n'est

pas optimale est la duplication d’une structure (yl) qui n’est pas un radical. De plus, pour obtenir le chemin

optimal il a fallu choisir d’abord le radical de téte puis, & la troisiéme étape, le radical interne. Remarquons

aussi qu’une stratégie fy fondée sur la 7-réduction et ot l'argument du -radical de téte est réduit d’abord

est correcte mais — bien que meilleure que fy — non optimale, a cause du méme contre-exemple B.

Le résultat négatif du théoréme peut étre remis en cause si l’on calcule le cout d’une réduction de maniére

différente, En effet, il est réaliste de considérer la contraction simultanée de plusieurs radicaux quand ceux-ci

peuvent partager la méme structure physique dans une implantation. On ne comptabilisera qu’une seule

étape dans ce cas. Le nouveau probléme qui se pose — et qui est loin d’étre simple — est de savoir comment

définir et gérer de tels partages de radicaux étant donné que l’on peut imaginer des structures de données tres

variées et que des radicaux peuvent étre créés & n’importe quel moment. Jusqu’a présent les termes étaient

implicitement représentés par des chaines de caractéres ou bien par des arbres. On envisage maintenant

de les voir comme des graphes (acycliques). L’optimisation suivante a été proposée par Wadsworth dans

sa these [46]: quand un radical est contracté, les occurrences de l’argument substitué sont partagées, les

radicaux contractés ensuite & l’intérieur de l'argument réalisent l’optimisation. Toutefois un partage doit

atre détruit (partiellement) si un radical que l'on veut contracter a l’une de ses composantes (ou les deux)

partagée & Vextérieur du radical ; une copie est alors nécessaire. Quelques exemples vont rendre ceci plus

clair.
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Revoyons ce que cela donne avec le terme A du début :

A= (Az.22)(M) plI(M) gl gl.

Les deux radicaux Il ont éé partagés, puis contractés en méme temps. Le coiit a ainsi été ramené a 3, et
c'est le mieux que l'on puisse faire. De la méme maniére, le terme B = (Az.zl)(Ay.(Az.2z)(yl)) peut étre
réduit en un coiit optimal & l’aide de la stratégie fp combinée avec l'optimisation de Wadsworth :

Bp (Av.zl)(Av-yl(yl)) +5 (Ay-yl(yl)) op (H) ap lgh.

Tci ce sont les deux structures (yl) qui ont été partagées, puis la substitution de | a y est correcte sans
détruire ce partage (qui est interne au radical). Les deux radicaux HM sont done créés puis contractés en
méme temps grace ce partage. Soit enfin un terme C de la forme (Az.2C,r)(Ay.Cp) ott (Ay.Cy) est en
forme normale de téte, alors C —rg (Ay.Cz)C;(Ay.Cz) et les deux occurrences de (Ay.C;) sont pour instant
partagées. Mais & la prochaine étape, il n’est plus possible de conserver ce partage quand C, est substitué
dans (Ay.Cz) et aucune optimisation ne peut avoir lieu sur des résidus de radicaux de (Ay.C2), du moins
sur ceux qui ont subi une modification & cause de la substitution de C).

Loptimisation de Wadsworth ne fournit pas de stratégie optimale comme il I’a montré lui-méme. En re-
vanche, Lévy, en généralisant au A-calcul les travaux de Vuillemin sur les schémas de programmes récursifs,
4 montré comment on pouvait poser convenablement le probléme de l’optimalité (voir [8]).

2 — La solution théorique de Lévy

Nous allons rappeler informellement (et trés succintement) la théorie de Lévy, en reavoyant & [30] pour
les détails et démonstrations. Il est naturel d’essayer de partager tes résidus d’un méme radical et de les
contracter en méme temps (si cela s’avére nécessaire), cela n'est pas toujours possible dans l'optimisation de
Wadsworth car le partage de deux résidus peut étre détruit par la suite & cause d’une substitution “externe”.

Prenons un exemple, soit :

M = (z.2tz) (Ae.2(1z))

4g (Az.x(Iz)) 1(Az.2(12))

~91(I1) (Az-2(I2))

a la deuxitme ligne les deux radicaux (Iz) sont partagés mais ne peuvent le rester longtemps comme on le
voit. Pourtant, (II) et (Iz) sont deux résidus du radical (12) de M.

Comme le partage des résidus n’est pas sulfisant de toute fagon (comme l’a vu avec exemple B ci-dessus),
rappelons (voir l'annexe du chaptre 1) que Lévy introduit la définition suivante :

DEFiniTIon II.59 Soit une réduction o: M 5 N, on dit que deuz radicauz de N sont de la méme famille
s'il existe une réduction o': M +g N telle que ces deux radicaur soient résidus d’un méme radical crée le
long de o'.

Dans B 9 (Az.21) (Ay.yl(yl)) ~ (Ay-yl(yl)) I+plI(H), les deux radicaux Hf sont de la méme famille
Puisqu’ils sont résidus d’un méme radical, créé & la deuxiéme étape, dans la réduction suivante :

B +g (Ay.(Az.22)(yl)) Log (Az.zz)(M) op t(H).

Si l'on admet que tous les radicaux d’une méme famille peuvent étre contractés simultanément, alors Lévy
démontre qu’il existe des stratégies optimales (en comptant un coiit unitaire pour chaque réduction simul-
tanée). Comme nous ne nous intéressons qu’au calcul d’une forme normale de téte, nous ne formulerons le
théoréme d’optimalité de Lévy que dans ce cas :
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TuHtoRéME II.60 La stratégie de téte qui contracte simultanément tous les radicauz de la famille du radical

de téte est optimale pour le calcul de la forme normale de téte.

Il reste encore le probléme pratique de trouver le moyen de partager tous les radicaux d'une méme famille.

Il semble qu’a ce jour la structure de donnée adéquate n’ait pas été encore trouvée.

3 — Conjecture avec la iota-réduction

Nous allons exposer ce qui nous semble étre de bonnes raisons de croire que l'approche par la ¢-réduction

fournit la possibilité de partager trés simplement tous les radicaux de la famille du radical de téte.

Voyons déja sur un exemple simple que les choses s'améliorent avec 7.

Soit M = (Az.AAI)I, avec A= (Az.rz) et A= (Azy.2(zy)). Appliquons la stratégie f, définie plus haut,

avec des optimisations de Wadsworth si possible :

M ~19(Xz.AAI)I

+g (Az.(Ay-A(zy))I)1

5 (Az.Ayy!-zy(zy')) DL
og (Az.(Ay! 21 (zy’))1

a (Ay! I(Ly’))
ep Ay’ 1y’))

ep Ay’ ly’)

a y'y’)

& la cinquiéme étape, les radicaux (tI) et (Iy’) appartiennent & la méme famille, mais ne peuvent étre réduits

en méme temps.

Si l’on exécute maintenant la y-réduction de téte, ces deux radicaux vont étre réduits en méme temps car

la contraction du radical qui a cassé ce partage est retardée :

M +, (Az.AAIt

—, (Az.(Ay-A(zy)) I)

4, Az. (yyzy(zy'))I)I

my yy! ty(1y'))

>, gy! yy’)

yy! ty)

1 Oy‘ y')

et l'on a gagné une étape en contractant simultanément les deux radicaux (Iy) et (Iy’).

Crest la régle du retard qui a permis l'optimisation ci-dessus, et le retard est maximum avec -y quand il s‘agit

de calculer une forme normale de téte. Mais il faut encore une autre condition pour réaliser en pratique cette

optimisation : les radicaux d’une méme famille doivent avoir une forme syntaxique identique. Nous allons

montrer sur un exemple que + n’est pas suffisant alors que tout semble bien se passer avec ¢. La raison

intuitive en est la suivante: Avec la c-réduction de téte on ne modifie syntaxiquement le terme qu’a un seul
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endroit, en téte, tout le reste du terme que l'on calcule est inchangé car on conserve la trace de l’argument
pour d’éventuelles substitutions ultérieures.

Nous allons considérer le terme M = (Az.AAIl)f avec 4 = Azy.c (y(zy)}. Commencons par observer que 7
ne ferait pas mieux que # :

M —, (Az.AAIDI

wy (Az-CAy. A(y(zy)) IDL

Fy C2.Ogy! y(zy)(y'(zy)) IDL

sy Az.Ay HzIy/(2y)) HE

sy (Oz.Oyh ly’ (zy) OI

ay Ay My’ (yD) I

ay (Ay Ey/(ly))t

ay Ay’ y/(ly’))I

ICH)
=,

7,1

ll est facile de vérifier que les deux radicaux eréés par la substitution aux occurrences de 2 sont de la

méme famille. Or ils ne pouvaient pas étre contractés en méme temps puisqu’ils n’avaient la méme forme

syntaxique. Une 6-réduction de téte aurait fourni le (méme) résultat avec un coat identique.

En revanche, avec ¢ cela se passe mieux. Pour faciliter la lisibilité des calculs, nous avons effectué une ¢2-

contraction aprés chaque 4 -contraction portant sur la derniére occurrence de la variable. De plus, comme

nous le montrerons au chapitre suivant, il n’y a pas d’obstacle a considérer que deux structures (zy) et

(zy') sont partagées quand les deux variables y et y’ ne sont syntaxiquement distinguées ici qu'A cause de
Paq-conversion : c’est la représentation interne de “de Bruijn” conjuguée avec un algorithme de substitution
out le recodage des variables libres est retardé qui permet ce partage. Notre conjecture d’optimalité s’appuie
sur cette remarque essentielle.

Les ¢-contractions se déroulent de la maniére suivante :

—, (Az.(Au.AuJAH)E

=, (Az.(Au.(Ay-u (y(zy)) AID

1 (Az.(Ay-A (y(zy)) IDE

1 (Az.y-(y’. (ulzy)) (y'(zy’)) UI

— (Az(Ay (ry! (zy) (9! (2y’) ID
a (Ay.(Ag’- (zy) (vy! (zy’))) IE)

a (Ay Ory. (ty) (y! Cy)
Oy gl y(y’y))) il
Ay Uy’y/))t

(Ay! y’y’)I

(

(
—, 1

—, (Ayo ty’) I

—, (Ay! y'yt

Les sous-expressions soulignées sont partagées (a la deuxitme et troisiéme étape, la sous-expression (y(zy))
est partagée avec la sous-expression correspondante incluse dans A) . Par conséquent, la substitution de !
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& z qui s’effectue dans notre syntaxe concréte A deux endroits, a un cout unitaire. Les radicaux créés ainsi

ont ensuite été contractés en méme temps. On peut vérifier qu'il n'y a pas d’autres optimisations possibles

et si l’on mesure le coat en nombre de substitutions effectuées (avec évidemment un coat unitaire quand il

y a partage), cette réduction est optimale (on peut compter 13 substitutions ici, alors qu'il en a 14 avec B

ou ¥).

mowNous conjecturons que les radicaux de la méme famille peuvent “naturellement” étre partagés pourvu que

Von effectue des ¢-contractions.

Pour résumé cette discussion autour d'exemples, nous formulerons notre conjecture d’optimalité de la maniére

suivante :

CONJECTURE II.61 La t-stratégie de téte avec appel par valeur est optimale pour le calcul de la forme

normale de téte si les expressions ont une représentation interne en graphe dont la racine est la variable de

tate.

ARGUMENTATION: A chaque étape, seule la racine du terme est modifiée et toute la structure restante qui

est “au dessous” peut conserver tout partage de radicaux de la méme famille, méme s’ils sont crées “plus

tard” comme on vient de le voir dans l'exemple précédent. Il semble donc que le représentant canonique de

la famille du radical de téte soit intact et en téte. Il est d’autre part facile de décider si un partage doit ou

ne doit pas étre détruit au moment de la substitution en téte: on doit conserver le partage si et seulement

si la variable de téte est libre dans l'expression partagée.

Cette argumentation restera néanmoins trés vague tant que la iota-machine abtraite ne sera pas explicitée.

Cette étude est actuellemment en cours, et devrait conduire au résultat espéré.
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Le passage de la théorie 4 la pratique n’a jamais été une opération trés facile. Ce chapitre tente de décrire

comment cette étape peut étre franchie. Tout d’abord, méme si un théoréme de Kleene montre que toutes

les fonctions récursives peuvent étre définissables dans la théorie 4 (et méme dans le Al-calcul), personne

ne pense sérieusement a calculer tout ce qui est calculable sans sortir du \-calcul.

Nous avons donc commencé (§1) par étendre le modéle de Lévy avec des constantes, des 5-régles et des

primitives. Moyennant quelques précautions, les résultats théoriques que nous avons patiemment élaborés

dans les chapitres précédents subsistent : le langage dont nous proposons l’implantation calculera des formes

normales de téte suivant l’une des stratégies de contraction du radical de téte que nous avons étudiées (avec

8, y, ou 8).

La deuxiéme étape (§2) consiste 4 se débarrasser des problémes d’a-conversion. La représentation interne

(ou “abstraite”) sera celle que de Bruijn a définie dans [12], elle présente l'intérét supplémentaire de permettre

facilement la réduction forte 4 l’inverse de la traduction en combinateurs de la logique combinatoire. Nous

avons écarté la méthode qui consiste a faire pointer chaque occurrence d'une variable liée x sur la structure

correspondante “d.2”. Elle présente l’inconvénient suivant : le partage de sous-termes qui donneront des

radicaux de la méme famille n’est pas toujours possible, comme on peut facilement s’en convaincre en

examinant (4 nouveau !) I’exemple donné a la fin du chapitre précédent. De plus, Je code de de Bruijn

sInterpréte naturellement dans le formalisme de la théorie des catégories cartésiennes closes comme l’a

montré Curien [16]. Cette interprétation s’avére précieuse pour aller plus loin dans |’étude de Ja substitu-

tion, en montrant algébriquement la correction de plusieurs options d’optimisation (§3 et [49]).

Ceci étant posé, nous pouvons décrire (§4) les différentes machines abstraites avec lesquelles on calcule une

forme normale de téte. Cette partie n’a pas encore atteint une forme définitive.

Ce chapitre — et cette thése — se terminent par un exemple d’application et une discussion (§5) & propos

dune technique puissante de transformation de programmes : |’évaluation partielle. Cette technique a

néanmoins ses limites, comme le montre son incapacité a décider de |’équivalence de deux langages réguliers.

Chapitre 3. IMPLANTATION D’UN LANGAGE FONCTIONNEL

3.1 De la théorie au langage

Nous allons examiner comment compléter la théorie exposée dans les chapitres précédents pour réaliser un

langage de programmation fonctionnel. Certaines précautions doivent étre prises d'une part pour ne pas

tomber dans l’inconsistance (comme dans certains LISP) et d’autre part ne pas dénaturer le modéle que l'on

s’est fixé. L’ajoiit de coustantes est indispensable en pratique. I] est certes possible de définir les entiers par

des A-expressions (ainsi que l’arithmétique), mais les calculs seraient beaucoup trop longs. Nous montrerons

d’abord comment introduire les constantes dans le modéle, puis nous définirons un ensemble de “commodités

d’écriture” (en anglais “syntactic sugar”) permettant a l'utilisateur de s’exprimer plus agréablement, ce sera

ensuite le réle du programme de lecture — appelé lecteur dans la suite — de traduire un texte source en une

A-expression & évaluer. Deux points de l’implantation seront traités en particulier dans ce paragraphe : la

récursivité et les listes. Le langage que nous décrirons ainsi reste néanmoins embryonnaire: nous n’aborderons

pas les entrées-sorties, le traitement des erreurs et les échappements, pour ne citer que les aspects les plus

importants. Sa syntaxe est celle de Lisp, c.a d. que toute expression bien parenthésée est syntaxiquement

correcte. De plus, les conventions de simplification de parenthéses du A-calcul sont applicables :((A B) C),

et (A B C) auront une représentation interne identique. Enfin, une abstraction Azy.A est entrée sous la

forme (lambda (x y) A). Elle sera ensuite traduite par le lecteur en un code qui sera expliqué au paragraphe

suivant.

1 — Delta-régles

L’ensemble A peut étre enrichi d'un certain nombre de constantes, avec certaines desquelles on définit

éventuellement des é-régles. Les constantes qui ne définissent pas de 5-régles sont “inertes” du point de

vue du A-calcul, on peut en ajouter autant que l’on veut sans que la théorie s’en trouve menacée. Nous

disposerons donc au moins des entiers et des chaines de caractéres. Les primitives classiques sur ces objets

(opérations arithmétiques, traitement de chaines de caractéres) sont supposées étre disponibles également.

Ce sont des cas particuliers de 6-régles et il faudra donc indiquer comment les utiliser dans le modéle.

On notera AC l’ensemble des -expressions contenant des constantes appartenant & un ensemble C donné.

Nous distinguerons trois catégories de 6-régles: les exteasions définissables, les extensions non-définissables

et les primitives.

Les extensions définissables (voir Klop {27]} sont des systémes de réécriture linéaires gauche de la forme :

Cy X1 +++ Xa, > ty (X1,0++, Xn)

Ayo Xn, > tp(X1,-++, Xn)

ott les ¢; sont des termes de l’algébre libre définie sur AC et les X; sont des méta-variables prenant leurs

valeurs dans AC. Si les termes de droite t; ne contiennent pas d’abstraction, on obtient un schéma de

programme récursif, dont le calcu! optimal (du moins dans l’interprétation de Herbrand) est possible, voir

Berry & Lévy [8].
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EXEMPLE: C = {A,B,C}

AXYZ -+ XA(XZB)

BX — Ar.aXAC

CXYZU 4 XZ(A(Az.2C))XC

Par le théoréme du point fixe multiple 1.35, de tels sytémes peuvent tre résolus, et les constantes peuvent
étre remplacées par les A-expressions trouvées. Toutefois, l'introduction de telles constantes dans un modéle

non-extensionnel (comme le modéle que nous avons choisi) peut compliquer inutilement les choses. En effet,

prenons l’exemple de K, qui jusqu’a présent était une abréviation de Azy.z. Si, en revanche, on le définit

par la 6-rdgle suivante:

KxXY + X

alors KA et Ay.A (oi y n’est pas libre dans A) sont extensionnellement égaux mais non égaux dans 4

(ni dans le modéle de Lévy). Une facon de résoudre ce probléme est de remplacer les constantes par leur

A-expression équivalente quand la 5-régle ne s'applique pas faute d’un nombre suffisant d’arguments (s'il

n'y a pas argument la constante joue le réle d’une “macro” comme on va le voir ci-dessous). L’application

d'une 6-régle sera appelée aussi une 6¢-contraction, si C est la constante concernée.

Un autre exemple que nous aurons & considérer est celui des opérateurs de points fixe. On a vu qu’ils avaient

tous le méme arbre de Bohm, et on peut les définir par la 5-régle:

YX — X(YX).

Dans ce cas, il n'y pas de difficulté car l’arbre de Bohm (ow la forme normale de téte) que l'on obtiendrait

avec n’importe quel opérateur de point fixe défini par une A-expression serait identique A celui que l'on

obtient avec la 5-régle ci-dessus. On ne sort donc pas du modéle en introduisant une “constante de point

fixe”.

Les cas de F= Azy.y et I= Az.z sont similaires, et Pon peut, sans changer de modéle, définir F par:

FX 1

et | par:

IX 4 x

Le nombre de constantes définissables est fixé au départ dans le langage. Nous nous sommes limité a K, F

et I, On peut en effet se passer de Y, comme on Ie verra. D’autre part, permettre a Putilisateur du langage

Gintroduire lui-méme de nouvelles 6-régles serait lui permettre de modifier l’évaluateur, cela semble a priori

difficile.

Les extensions non-définissables (ou non-représentables) sont des applications continues de B dans B,

vérifiant le théortme de Mitschke (voir [4] p.401) de maniére & assurer la propriété de Church-Rosser ainsi

que la correction de la stratégie de téte pour la théorie étendue par ces 5-régles. Rappelons ce théortme :

THéoRbME IIL.1 Soit LEC une constante. Soient Ry,...,Rm des relations n-aires sur AC, disjointes

et fermées par substitution et réduction. Soient Ni,...,Nm des termes de AC. Alors, en définissant la

5,— contraction par :

IM—N, si R,(M),
6,
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Lrentier n ci-dessus sera appelé l’arité de L. Nous renvoyons a [4] pour la démonstration.

Les 5-régles suivantes entrent dans cette catégorie :

if M—+K_ si fnt(M) =nil,# if Parité 1, par: { :AE Came by PATE Ve M4 sinon.

ae . feqMN—K_ si fnt(M) = fnt(N),© eq d’arité 2, par: (a Fl ice,

© car darité 1, par: car M—> My si fnt(M) = cons M, Mz.

¢ cdr d’arité 1, par: car M—+ Mz si fnt(M) = cons MyMp.

Ot nil et cons sont des constantes inertes. Compte tenu de ces définitions, on peut dire que if, eq, car

et cdr sont des fonctions strictes, puisque les relations u-aires s’expriment a laide des formes normales de

téte des arguments qui doivent étre calculées au préalable.

Enfin, les primitives sont des fonctions strictes et diarité finie ou variable, dont les domaines de défini-

tion sont nécessairement des ensembles de constantes. Soit f une primitive, pour déterminer si un terme

V =(f a; ap-+-ay) peut étre calculé, un attribut, appelé wait, est synthétisé au cours du calcul de la forme

normale de téte a de chacun des arguments a; de la maniére suivante: si a est une variable, vait est

synthétisé, si ai est une abstraction Az.b, wait disparait s'il a été synthétisé sur b. V est calculé si les deux

conditions suivantes sont réalisées :

1° il y a assez d’arguments (c.ad. un nombre supérieur ou égal a l’arité de f si celle-ci est fixe),

2° Pattribut wait n’a été synthétisé sur aucun des arguments. Le calcul produit alors une constante (ou

une erreur) sur laquelle wait n’est pas synthétisé.

En revanche, si l'une au moins de ces conditions n’est pas réalisée, (f a az---a,) n’est pas calculé et

synthétise wait si cet attribut I’a été sur l'un au moins des arguments. Sinon, wait n'est pas synthétisé &

ce niveau quand il n’y a pas assez d’arguments (voir & ce propos le paragraphe 3).

EXEMPLES : 1° (lambda (x) (+ x (* 2 3))) est calculé dans l’ordre suivant : l'interpréte calcule sous

Vabstraction et rencontre la primitive + d’arité 2. Les deux arguments x et (* 2 3) sont calculés “en

paralléle” : le premier est une variable et !’attribut wait est donc synthétisé, le deuxiéme argument est

réduit en 6 et ne synthétise pas l’attribut. Finalement, + n'est pas appelé et synthétise wait (qui disparait

aussitét & cause de I’abstraction). Le résultat de cette évaluation est donc: (lambda (x) (+ x 6)).

2° Si Von avait évalué plutdt le terme: (lambda (x) (+ (lambda (y) x y) (# 2 3))), alors + aurait été

appliqué (et aurait retourné une erreur), en effet "argument (lambda (y) x y) ne synthétise pas d’attribut.

3° (+ (# 2) 3) est calculé et provoquera une erreur, alors que (lambda (x) (+ (* x) 3)) attend (mais

provoquera une erreur quand un argument sera appliqué).

D’autres exemples, moins triviaux, seront donnés plus loin.
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2 — Macros (ou Définitions)

Nous avons souvent fait Pusage du symbole “=” pour nommer une A-expression. Une A-expression contenant

ainsi des “définitions” était prise comme un contexte dont les trous au lieu d’étre anonymes sont repérés par

des noms (symboles). Par exemple, soit A = (Az.zy), A contient une variable libre y et si l'on considére

B = (Ay.Ay), la variable y de A est capturée par le contexte a un trou (Ay.{ Jy), de sorte que B vaut

(y.Qz.zy)y).

Cette gestion des contextes peut se faire dans un langage de programmation & condition de ne pas les

confondre avec le mécanisme de substitution du A-calcul, 1 y a néanmoins une exception importante :

si la définition n’a pas de variables libres, alors la substitution contextuelle et la substitution du A-calcul

coincident.

Nous verrons au prochain paragraphe que la représentation interne des \-expressions n’est pas la repré-

sentation “concréte” que nous avons employée jusqu’ici. Ainsi, & chaque fois qu’un terme est présenté a

Pévaluateur, il devra étre codé au préalable de sorte que les noms de variables disparaissent. A cause de

cela, un contexte ne peut étre traité dynamiquement comme le sont les “paramétres” d'une A-expression.

D’un point de vue syntaxique, les noms de définitions sont des chaines de caractéres qui ne sont pas reconnues

comme des nombres et que l’on distingue des constantes chaines en mettant ces derniéres entre guillemets.

DEFINITION III.2 Un symbole est une macro (ou une définition) quand il apparait en tant que variable libre

d'une -expression. Sa définition est prise en compte au moment de la lecture qui précéde l’évaluation.

Une variable libre qui n’a pas été définie provoque une erreur & !’évaluation et non a la lecture. Ceci permet

en pratique de ne pas étre obligé de définir préalablement toutes les variables libres d'une expression (ou

de pouvoir les redéfinir). Cet environnement de macros ne peut donc étre défini (ou redéfini) qu’au nivean

global (ou par une gestion des “objets” ; mais la, nous nous écartons de la programmation fonctionnelle).

La syntaxe adoptée est la suivante :

(def (nom) (corps) )

REMARQUE : Nous conservons le caractére purement fonctionnel du langage malgré l'introduction de ces

macros puisqu’il n'y a aucune possibilité de redéfinition dynamique (c.a d. en cours d’évaluation). La

souplesse de programmation propre aux langages “impératifs” sera retrouvée grace & introduction des flux

(streams en anglais : voir {1] ou [18}) qui sont définis ci-aprés.

3 — Commodités d’écriture

Nous venons de voir que def permettait de définir une macro, cette instruction est indispensable pour définir

un environnement. A l’inverse, les instructions que I’on va décrire maintenant ne sont pas indispensables pour

la programmation mais permettent d’exprimer de maniére plus concise une construction souvent employée.

Nous ne signalerons que les deux principales “commodités d’écriture”, (I’expression anglo-saxone plus imagée

est: “syntactic sugar”) :

1° dl — permet de définir une A-expression suivant la syntaxe :

(dl (nom) ((paramétres)) (corps) ),

et sera lu comme si l’on avait écrit:

(def (nom) (lambda ((paramétres)) (corps))).
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2° let — nous adopterons la méme syntaxe qu’en Lisp :

(let (((nomi) (argi))---((nomy) (argp)))

(corps)),

sera lu comme si l’on avait écrit :

(Qambda ((nom,)-++(nom,)) (corps)) (argi)---(argy)),

oi les variables libres apparaissant dans le corps du let peuvent étre capturées le cas échéant par une

abstraction 4 un niveau situé au dessus du Let. Celles qui ne se trouvent pas ainsi liées & la lecture, doivent

correspondre & des macros (au moment de l’évaluation).

Liintérét du let, outre d'étre d’une écriture plus “naturelle”, est de permettre de définir plus clairement des

fonctions récursives Jocales comme on va le voir plus loin.

4 — Listes et Flux

En A-calcul, une expression de la forme (My Mz Mz --- Mg) est implicitement parenthésée “gauche-droite”,

cid. qu’elle est syntaxiquement équivalente & (++-((My Mz)Ms)-+-M,).

Une liste ne peut donc pas étre représentée de cette manitre car on ne pourrait pas distinguer par exemple

les deux objets suivants: ((ab)c) et (abc). C'est d’ailleurs pour cela (entre autres) que la constante nil est

introduite en LISP.

Pour ne pas créer d’ambiguité au niveau syntaxique, les listes seront notées entre { }. Une facon classique

de les définir en A-calcul consiste & se donner les deux constructeurs cons et nil respectivement égaux &

(Azyz.zzy) et (Az.K). En posant maintenant, ¢ Az.zK et cdr= Ar.zF, et en définissant le prédicat

null par Az.2(Ayz.F), on vérifie facilement les équations habituelles qui définissent le type abstrait “listes”.

a(Az.2b(Az.ze(Az.2 K)))).

En pratique, cette représentation des listes est trop encombrante, on a choisi de les construire a l'aide des

deux constantes cons et nil. Ainsi, (cons a (cons b nil)) est <a b>.

Ainsi, (a bc) serait syntaxiquement équivalent a (

Il est important de noter qu'une liste est toujours en forme normale de téte et donc (car (A BC)) retourne

A sans calculer sa valeur : seul l"unique argument de car est calculé pour construire la liste, aucun élément

de la liste n’aura été évalué.

Si 'argument d’un car ou d’un car est autre chose qu’une liste (c.i d. n’est pas un “cons”) les 6-régles car

et cdr ne peuvent s’appliquer.

Un flux est une liste infinie, Pratiquement, ses éléments sont définis par un algorithme, et calculés au fur et

& mesure des besoins. Comme l’ont montré Abelson et Sussmann [1], cette possibilité de programmer avec

des listes infinies permet dans la majorité des cas de “simuler” l'affectation, chére aux langages impératifs.

Notons que plus généralement des structures d’arbres reconnaissables (c.4 d. ayant un nombre fini de sous-

arbres distincts) peuvent étre définis 8 l'aide d'un systéme d’équations régu

Xy = th(Xiy-++, Xn)

Xn = ty(X1y°++s Xn)

Oi t1,...,fp sont des arbres finis et étiquetés sur un ensemble de constantes.



72 IMPLANTATION D'UN LANGAGE FONCTIONNEL {chs

Cependant le parcours d'une liste infinie (fiux) est plus simple (grace aux fonctions car et ear) que celui
d'un arbre reconnaissable quelconque. A l'heure actuelle nous n’avons encore que peu d'expérience dans
Mécriture de programmes prenant comme arguments de telles structures infinies. Il est néanmoins prévisible
que certains algorithmes auront une réalisation plus limpide en utilisant cette facilité.

5 — Récursivité

La récursivité pourrait étre traitée & Paide de la -régle ¥ comme on I’a vu au début de ce paragraphe, mais
ily a plus simple. Il faut distinguer deux cas: celui ot Ia fonction récursive est une définition (macro), et
celui ot le nom de la fonction récursive apparait dans un let.

Le premier cas implante directement la récursivité au sein de l'évaluateur puisque celui. templace les
symboles par leur définition au moment oi il les rencontre. Le deuxiéme cas est différent car les noms
apparaissant dans un let deviennent des variables (liges et anonymes). Le lecteur détecte automatiquement
qu'une définition locale est récursive (en maintenant une table des noms déja rencontrés) et construit un
sraphe cyclique dans lequel chaque occurrence d’un nom déclaré est remplacée par un pointeur sur le début
du corps (voir par exemple Turner [42] ou Mauny [31]).

REMARQUE : Nous n’imposons pas a Vutilisateur demployer un “letrec” pour avertir le lecteur de la
récursivité au niveau d’un let.

3.2 La notation de de Bruijn .

Jusqu’a présent nous avons toujours tacitement renommé une variable lige quand il fallait éviter un conflit
de “noms”. La représentation interne des A-expressions évite automatiquement ce probléme en utilisant un
codage des variables liges di & de Bruijn (12).

1 — Définition

Une A-expression peut étre représentée par un arbre binaire dont les feuilles sont des variables {ou des
constantes) et les autres noeuds étiquetés soit par le symbole “@” qui désigne 'application de ses deux sous-
arbres, soit par le symbole “A” dont le sous-arbre gauche est le nom de la variable abstraite et le sous-arbre
droit le corps de l’abstraction :

x

/\
y @

i \

x y

/\
z @

i \
z z

représente le terme (Ay.(Az.rz)y).
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Le codage de de Bruijn consiste & supprimer le nom des variables liées (et du méme coup les problémes

d’a-conversion) de la maniére suivante: étant donné un terme représenté par un arbre comme ci-dessus,

chaque occurrence de variable liée est codée par un entier (que l'on soulignera pour le distinguer des constantes

entiéres) qui correspond au nombre de symboles “\” reucontrés sur le chemin qui la lie a son propre opérateur

d’abstraction.

EXEMPLE: Soit le terme Azy.(Az.22)2(ty), il contient une variable libre ¢ qui ne pourra pas étre codée dans

la notation de Bruijn, on vérifie que ce terme se code en: AA.(A.02)1(t0). Les noms de variables liées

attachés aux “A” n’ont plus lieu d’étre, de plus, les différentes occurrences d'une méme variable peuvent

devenir des entiers distincts suivant leur profondeur dans arbre définissant le terme (c'est le cas de la

variable z ci-dessus).

Inversement, partant d’un terme “de Bruijn”, il est possible de I’écrire sous forme classique en nommant les

variables liées, (1.0.0)(AA.0(0.1)) pourra devenir par exemple :

(Az.zz)(Azy.y(yz)).

REMARQUE ; Dans un sous-terme, si l’on rencontre un entier supérieur au nombre de 4 qui se trouvent

“au-dessus” dans ce sous-terme, alors la liaison de cet entier est hors du sous-terme. Par exemple, prenons

(4.02), sous-terme du premier exemple ci-dessus, “Q” est lié au A immédiatement supérieur, alors que

“2” est lié deux A au dessus, donc hors de ce sous-terme, “2” est en quelque sorte une variable libre du

sous-terme.

Donnons une définition informelle de la substitution : le principe est simple, les variables liées dans le sous-

terme substituer ne changent pas de code alors que les variables libres et codées voient leur code augmenter

en fonction du nouveau nombre de 2 qui se trouvent au dessus d’elles. En ce qui concerne la #-contraction,

un radical est maintenant de la forme (A.M)N et l’on va substituer N & tous les entiers liés au du radical.

EXEMPLE : Soit 4.(AX.012(A.02))(A-01) qui correspond & Xu.(Azy.yru(Az.zz))(Az.zu). Effectuons la

P-réduction du (seul) radical, on obtient :

AA.0(A.02) 1 (4.0 (4.03).

On remarquera qu’il y a eu recodage de la variable libre u du radical.

L'algorithme de substitution — que nous appellerons “standard” — est le suivant :

on(M,k) = on(Mi,k)ow(Mz,k) si M

= Aon(M',k +1) si M

=M-1 siM >k,

= pe(.N,0) si M=k,

=M si M <k ou bien M est une constante.
oi:

pa(Nsk’) = pe(Ni,k') pe(Na,k') si N= NiN2,
= Apa(NR +1) siN=X.N',

=N+k siN>k,

=N si N < k' ou bien N est une constante.

et pour contracter le radical (A.M)N, il suffit de faire ov(M,0).


