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-- INTRODUCTION --
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Le présent mémoire est consacré & la réalisation pratique d'un probléme de

programmation non linéaire applicable & l'Analyse Opérationnelle,

La solution du probleme, due A Monsieur le Professeur Douglass, J. Wilde,

a été objet d'un article dans le ''Journal de la Société Américaine de Recher-~

che Opérationnelle" sous le titre ;

"Comment rendre minimax une fonction quadratique par morceaux

apparaissant dans la planification de la production," ?

("The Journal of the Operations Research Society of America'', Septembre-

Octobre 1960 - page 652)

Dans le Chapftre 1, quelques aspects théoriques de l'algorithme proposé ont été

développés,

Le deuxiéme Chapitre est consacré & la réalisation pratique proprement dite

tandis que le troisitme fait état des résultats,

79-0+0-0+0-0-
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CHAPITREI - ASPECTS THEORIQUES du PROBLEME -

METHODE de RESOLUTION

ORR

- Soit un syst@me physique ou économique possédant :

...J variables aléatoires dites d'entrée in (1 Lj £49);

Variables

indirectement

contrélables

Variables

indirectement

contrélables

une seule variable w directement contrélable et que l'on peut ajuster

& volonté,

Il variables critiques dites de sortie Vv, (1 < i £ 5) supposées fonc-

tions linéaires de wet desu,,
- J

variables aléatoires non contrélables

] uO Bs Ua

| a

: \

=f Me wee} ¥2 ey 3

| _| “6

7 Me tees
Fs

variables aléatoires non contrélables

-- Figure 1 --



- La figure 1 représente un tel systéme ot :.

les 6 variables y sont les quantités offertes de certains produits ;

les 6,variables Vv, Sont les niveaux dans les différents réservoirs,

On suppose que chaque variable aléatoire 4, est une variable de Gauss possé~

dant une valeur moyenne 4a et un écart-type
j

On appellera vi la valeur moyenne de la variable v, et T, son écart-type ;
i

‘w la valeur moyenne de la seule variable que l'on contréle di-

rectement, vy, 3on €cart-type,

De I'hypothése que les v, sont fonctions linéaires de w et des a, il ressort

aisément que si l'on fixe la valeur moyenne de w, soit W, les valeurs moyennes

v, des variables critiques de sortie sont également vérifiées, Si 
:

., ta, telles
ij i

Ov,=
i

= L256

we QQ)

Supposons maintenant que la variable directement contrélable w soit fonction

linéaire des variables d'entrée a e

On peut alors écrire :

at

ee (2)
Bwe Tha

ot les P; sont des constantes a déterminer,

atefsa.

-3-

L'équation (2) peut étre eppelée la "réponse de contréle", car elle représente

la réaction de la variable contrdlée directement aux fluctuations des variables

incontrélables d'entrée,

Reportant (2) dans (1)

I I I
PS 2 * 4 * sa S(e.-p)ua & a, oy 4; ) 7a, hy B; 4; ay fr! i P}) jl

, Gi=1,2,... 0

5
7 P| u, 2,.,1 © (3)
Py) 4

G..7 Py u.”.!
a i

et prenons l'espérance mathématique des deux membres :

r 27 2,2
E|(Ov)¥] =Ba

Supposons, afin de simplifier le probléme, que les variables d'entrée u, soient

stochastiquemen! indépendantes,

alors E(w vp) = 0 pour tout k différent de f

Diautre p

: w 5 Z eat
ce qui ert norma! puisque u ; est une variable centrée, réduite.

Finalement :
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Les y étant fonctions linéaires des variables 4 normales sont ‘elles-mémes

normales,

Les J + 1 équations expriment la variance des variables critiques ¥; et dew

en fonction de la ''réponse de contréle"', Dans le cas de 7, les Cy sont nuls

quelque soit’ j.

Ii est raisonnable de peneer que certaines valeurs des variables critiques sont

plus désirables que dautres,

Dans la majovité des cas, l'ensemble des valeurs désirables pour chaque va-

viable critigue forme un intervalie continu que l'on appellera "intervalle ou

bande de contrdle",

Les limites des bandes de contrdle ne doivent pas étre considérées comme

intransgressables dans la mésure ob l’on doit considérer lés valeurs apparte-

nant & la bande de contréle souhaitables et non interdites, »

S'il arrive que la bande de contréle pour une variable ve n'est pas symétrique

per réppert & sa valeur moyenne, on simplifiera le probleme en considérant

une bance de contréle plus petite mais symétrique, Ainsi, si la limite la plus

proche pour v, est cistante de bh unités de la valeur moyenne Vio on considérera

lintervalle Iv.- vj 2h,.
i il i

Le quotient »nombre d'écarts-types contenu dans la bande de contréle de

la variable v,, détermine la probabilité pour la variable v, d'appartenir & sa

bande de contréle,

La eiraplificatioa qui néglige une partie de la queue de la Distribution de Gauss
est Cautant plus justifiée que la probabilité pour une variable vi d'étre dans sa

bande de contrdle croft, :

De fagon générale , la probabilité de garder vy dans sa bande de contréle est
i

proportionnelle & —— , et I'égalité (4) donne :

izsw, 1], 2,..1

), clest rendre mini-

Définition : On appelle ''Constantes "Minimax" de Contréle'' l'ensemble de valeurs

particulitres de Pj (j= 1,2,..,. J) qui rend minimum l'expression

Te
max (

i,w h,

).

o,2
- Pour obtenir la valeur de cette fonction max ( 5

v2 i

: & l'aide des formules :

) pour une suite quelconque

de p., on calcule les expressions
J

(c.. - p) et Yon choisit la plus grande,

Courke

Figure 2 CEnsewli. de valeves %)
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La fonction est quadratique par morceaux, chaque morceau étant une partie des

diverses fonctions quadratiques définies semi-positives :

2

w, 4
—- 6? de
2 e yal N

La figure 2 montre la fonction max (

i, h
) en traits continus,

En un nombre fini de points, y compris le minimum cherché, ‘la fonction max

A i,w
(+> ) a ses dérivées premitres et seondes discontinues ce qui empéche

4; Memploi du calcul différentiel pour la résolution du probleme...

La "réponse minimax" clest-a-dire l'expression : Sw P; a®
iG

ot les p; sont les constantes "minimax" de controle rend maximum la plus

petite probabilité de garder chaque variable A l'intérieur de sa bande de con-

tréle,

Cette probabilité est une lirnite inférieure dela probabilité maximum de garder

toutes les variables a l'intérieur de leurs bandes respectives,

-7%

ALGORITHME PROPOSE POUR RENDRETM

MINIMA LA FONCTION @UADRATIQUE PAR MORCEAUX

~0+0-0-0-

I - PROPRIETES de la SOLUTION:

A ~ Interprétation Géométrique :

Soit I l'ensemble d'indices (w,1,2,.,, I) et soit un espace euclidien a

J dimensions,

On peut alors considérer les vecteurs ¢. et p dans cet espace tels que :
i

Blas a1 ¢, 3) pour tout i €13c,
idad 2

2 (Pys Pyreeee Py)
i? (P2 33

nnats 2 SahlLes équations ({c.,- p,)” peuvent s'écrire sous forme

2°

vectorielle comme il suit ; pour tout i €1;

la quantité |o - Pl représente en effet le carré du module de la différence.de
a 2 ae

deux vecteurs appartenant & un espace euclidien de dimension J, et l'ona

J .

>” fer pif :
i ij *jlg -3l? *

j

Remarquons que c_ : {05 0; «++, 0) est done un vecteur qui a toutes ses
}

comfosantes nulles ; c'est l'origine,

sees Y " he ya)
On a défini plus haut ies “constantes minimax" de contréle"comme liensembie

de valeurs rendant minimum l'expression :



=a

3k :
Appelongs alors p © le vecteur qui admet pour composantes les ''constahtes

minimax de contréle",

>

On peut alors écrire que 2 * ost tel que : max (x, tc - py 2) = min max
\ / >

(62 1 - PI)

Définition ; On dira que p* est le vecteur "minimax",
coe ; 4 be: d

Le vecteur cherché p apparaft ainsi comme étant le vecteur de les-

pace euclidien & J dimensions, R’, qui rend minimum la plus grande
valeur de k, fois la distance de pt ac.

i

On peut définir la distance :

4, (3)? 1e-pl?

Ainsi max d, (p*) = min max di (p)
i,w poi

B - Espaces affins - Vecteurs associés ~ Solutions de base :

Soit A un sous-ensemble del : ACI,

Définition ; Les vecteurs ¢, pour tout i © A sont dits associés A A,
SEE i

= >
On peut choisir parmi les vecteurs Cc associés & A un vectenr o,

comme point initial,

Définition A : Les vecteurs associés & A sont affinement indépendants si et seule-
. 5 5

ment si les vecteurs (¢?- G”) pour tout i dans A, saufh, sont liné-

airement indépendants.

En dautres termes : il est impossible de trouver des \. fon tous

nuls tels que *_ LS bre:

Définition : Tout vecteur EP est dit sngendré par les vecteurs associés si (p - )

L'ensemble des vecteurs engendrés par les ‘Vetteurs associés forment un

J
: Pepace vectoriel affin qui est un sous- apace de espace euclidien a Cet

espace vectorie] affin ne contient pas nécessairement lorigine de RY,
- =

La définition A est équivalente & la condition suivante ; tout vecteur p engen-

dré par les — associés s'écrit d'une maniére et d'une séule :----~~

- Fe Pre en
. -”Définition : Les constantes p sont appelées coordonnées barycentriques de p «

Tout ensemble de vecteurs associés & un sous-ensemble A de ais et

affinement indépendants ,constitue une base affine ou plus simplement

une base,

> >

Tout vecteur engendré par les vecjeurs de base et tel que d.] (A) |= 4, [b (|,
pour tout i et j dans Ast dit solution de base associée a A,

Les vecteurs de toute base dont les coordonnées barycentriques sont posi-

=

tives constituent un simplex; c'est-a-dire si les vecteurs c’ pour tout i dans
—- i

A éont affinement indépendants, tout vecteurnbd —

i Za Pye
oa Ue p, > 0 pour tout i€ A

est dans le simplex S (A),

Au point de vue géométrique, les vecteurs “s sont les points intérieurs de la

généralisation & plusieurs dimensions d'uri triangle.

La frontire du simplex S (A) étant l'ensemble des ‘points pour lésquels au

moins une des coordonnées barycentriques est nulle ne peut appartenir & S (A).

En Conséquence, S (A) est un ensemble ouvert.

wba fees
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C - Théortmes fondamentauy :

. + Deux théortmes suivent qui constituent le fondement de l'algorithme.

Le théortme 1 établit l'unicité de la solution cherchée et 3 conditions que

tout vecteur minimax p doit satisfaire, Ces conditions sont suffisantes,

Théoréme 1: L'unique vecteur p * est minimal si et seulment il poastde les pro-

priétés suivantes ;

1°) p * appartient & un simplex ouvert S (A) *

2*)p ® ost une solution de base pour les vecteurs associés A A a

clest-a-dire p * = b (A*)
oot .

3*) la fonction distance atteint son maximum pour les vecteurs as+
onsen g mm eng TE >SOUETLA*, clesta-dire a, (B*) > 4..(2%) et ceci pour

. &
tout j dans A ~ et tout k appartenant & l'ensemble complémentaire

de ATM par rapport Al.
> s .

d(p’) > ay (p °) pour tout j dans A et touf k dans I mais non
J Fe

dans A,

Si l'on se souvient que,pour une solution de base associée & A * on

a conservation de la distance, a savoir a,[g* (a)| = dy FP* (A)jqueique soit j,
[Pty

(a) "

* -

k appartenant 3 A *, et si l'on pose a, | 3 4 (A *) pour tout j dans A*

alors la condition 3 s'écrit :

x, ag
4(A*) > 4, (A *) et ceci pour tout k appartenant dans }'ensemble

complémentaire dans I de A’

Le théoréme 2 établit l'existence d'une solution finie, ce qui, & priori,

nlétait pas évident,

Théoreme 2; La fonction f () = max 4, ($') admet un minimum fini,Théoreme 2° 4 ara

Elle atteint son minimiimi pour un vectour p* fini,

Ces deux théoremes permettent de dégager les grandes lignes de lalgorithme :

alk U/ARe

~ ll.

En premier lieu nous savons que le vecteur Pp» que nous cherchons dune part

existe, d'autre part est unique et fini, done notre recherche a un sens,
En second lieu la condition 2 du théoréme 1 indique que p * est une des solutions

de base positives, —

Il suffit done de calculer les solutions de base, de regarder si elles sont posi-

tives, puis de tester la condition 3,

L'algorithme exposé plus loin fait exactement ce travail mais réduit la lon-

gueur des calculs : il évite de calculer les solutions de base non positives et non

réélies

D - Calcul des Solutions de Base :

Dx

Puisaque le vecteur minimax p ~ est une solution de base, il nous faut donc

savoir calculer les solutions de base associées 4 des ensembles de 2,3,

4,5 indices et plus,

CAS de DEUX INDICE,‘S

Soit A un ensemble de 2 indices *,.g Aa} ty%yh

2) Le vecteur cherché satisfaii d'abbrd a la condition 2 du théoreme 1:

Appelons b (f. g) tout vecteur vérifiant cette condition,

woe (e.g) ei Be. ye 4
f g g

!

J
Dans l‘espace euclidien a J dimensions R° , k

=

le point b (f. g) apparaft comme

> =>s

appartenant au lieu dont le rapport des distances & deux points fixes c, et c, est

k
constant

Ce lieu est en général une hr rsphére ,

(cf: per exemple, "Roux et Miellou" Géométrie - Classe de seconde - p:



ae amare iaicy
Cette hypersphére se dégéntre en un hyperplan dans le cas ob k,=k . Cet hy-

: 8
perplan est petpendiculaire au segment ,? en son miljeur I comme le

Tout point = {£. g) de Vhypexplan age tel que:
Be. g)-e| =[ac] =[Atareé

iad) fet eT.
= At. AB+IC, AB
ara ws

= AIL AB =o} AB AB,
1 abi
2

d'ot l'on obtient la relation ;

(1) | Fee. Bl? |
|

Dans le cas ob ke est différent 7 le lieu est une hypersphére dont il nous faut

trouver le rayon et le centre: x (fg), 9 (f. 2)

Figure 4

- Th.

Nous raisonnerons dans un plan passant par la droite L qui porte le segment

(ce ). Ce plan P qui est le plan de figure, coupe I'hypersphére suivant un
g

cercle (C), :

Appelons A et B les points c, et cy 3 L, la droite qui porte A et B. Soient C et D

les intersections de la droite L et du cercle (C), Soit I le point représentatif de

+, hyp ree ary _ oo
a" (ig).
— sas k

CAeee et PA Lak ouk= 52 50,41
cB BB : £

Le’s points C et D sont conjugués harmoniques par rapport A A et B dans le

rapport k,

SA. aon SA. CB ._CB-CA AB cae yp AB
ors} -k 1 lk ltk lek

DAs don DA. DB ~_DB-DA AB oy vient DA =k, AB
DB k 1 l-k 1-k l-k

alot :

CD =CA+AD=Ap |—~*=-. _k - 3k ‘AB
l+k l-k lek

Le rayon r (f,g) est done donné par | GDI

ee |= Make oe
Ji-K"] kf -k’g g

j > —> —Soit O l'origine de l'espace R?, écrivons Ol =X. OA + B. OB ot X et B
sont 4 déterminer et exprimons que le point I est porté par la droite AB.

=a ~sS 
> >A= Ad +Oh= C+ a. Oe B. OB Ag: cap OA + AB

AY= ho Pfi-a - p] + ; Q)
1°) Lorigine 0 n'est pas sur la droite AB:

==
De fagon générale, AI, étant

—_ —_
et d'une seule ; AI = {- AB’

porté par AB, on peut écrire d'une maniére
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" °Identifiant (1) et (2), il vient [1-% - p

dtp =i

2°) Ltorigine 0 appartient & la droite AB:

— Fed .Alors la relation 1 = %.0A + B. 0B exprime en elle-méme que le point I

est porté par la droite AB, Mais l'on peut toujours écrire d'une manigre
~ > .

et d'une seule Al=P. AB d'obilvientencore KA + P zl.

Ainei dane tous les cas A +B = -—> Bel.
> ~~ ieot =e, A+B. OB=o OA+(1 a yiB ofa ob] +

Oi ol. BATE OP _ 2 =f = . 2 a =
i = ———" = ( - =O. +Mais Of = 0A + AG + z OAF+ itk AB Te

dlod :

2S oS k > k >

A. BA = (0A - 0B) + 47 AB - ———> AB

l-k

An aan by a
& BA=BA [1-5 |

Les points A et B n'étant pas confondus : A

2
1 - ket Ba1-d = 1-3 =-

l-k 1-

l=, 2 kmaemo) 8 (f, 8) = & a

L'équation de l'hypersphére s'écrit :

[Vee g-et. | 2227. 8) :

- 15 -

b) Le vecteur cherché vérifie la condition 1 du théorame :

n: Tout vecteur satisfait les conditions 1 et 2 du théoréme 1 pour un en-

semble est dit solution de base positive, notée bt (A),

ty Hp dy i,
+ z _ ~ yvad Boe baPas B,>o ,1€4

Ces conditions définissent de fagon unique la solution de base pour tout ensemble

Ade deux éléments f, g.

Diaprés linterprétation géométrique énoncée plus haut, les conditions équivalent

a dire que le point cherché appartient au segment (&?, &.

Le point b 4 appartient ainsi a l'intersection de l'hypersphére et du segment (cy . cy)

Ce point existe toujours dans le cas d'un ensemble A de deux éléments,

=> a ee)
oé= &, BA+0B=0A4CA

~ Se ee Lek
&. BA= (0A - 0B) + CA=BA+CA= BA =,

i+k

~ 1 >
A a(t,. BA=(+1~). BA

Les points B et A étant distincts ; ol = te:

=> ko k =z
bt@.g =f ot g cy

kt k, Ket ky
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Il- CAS de TROIS INDICES

Soit A un ensemble de 3 indices f. g. h.

On ne peut affirmer l'existence de solutions de base b{f, g. h) et'encore

moins celle d'une solution de base positive,

Le lieu des solutions de base peut 6tre interprété comme l'intersection, si elle
= >

existe, des lieux de solutions de base b (f. g) et b (f. h).

Mais, méme s'il existe des solutions de base, il n'est pas certain que l'on puis-

se en trouver & l'intérieur du simplex S (A), clest-a-dire que l'existence d'une

solution de base n'est pas établie,

=> pe)
Si les lieux de b (f. g) et b (f. h) sont des hyperplans, alors l'intersection existe

toujours : c'est un hyperplan de dimension de une unité inférieure & la dimension—> >
des lieux de b(f. g) oub (f. h).

> ~~

Si.au moins un des lieux de b (f. g) et b (f. h) est une hypersphére, on ne peut

affirmer queces lieux se coupent ainsi que le montre la figure qui suit ;

>
pn ~" alE,g)

Tr

eu aes points
>

b (f,g)

22 ves

e ig=

Exemple ike ky ke Bi

Il est 4 noter que la non existence de solutions de base positives pour certains

' "
ensembles d'indices est appréciable en ce sens qu elle réduit le nombre de

Se
vecteurg 4 examiner dans la recherche de la solution "minimax" p -.

> ~> an > aSupposons que ot (A) existe pt (A) = rea By c ay A= 1

ey. —~» Po > > v7 > 7 —>oo. + => >On peut alors écrire : b (A) - ot feR Pie, - eran B, See By ce
fete ttn

+ =>. t- } > 3 || b (A)- ep = Tey B, fe -@) | (2)
Sa

4»

Oéterminer 6* (A) cela revient & déterminer les constantes By dont le nombre
est égal au nombre d'indices de l'ensemble A,

Si l'on revient a l'équation (1) établie dans le cas de deux indices £ et get ky =k

[ew eh fe pe fet?
, — > > al
ra Be 2-6 - oe desea? | (3)

Ce résultat est en tout point général, il est valable pour tout indice j dans A tel

que kK = k, .

Dans le cas ob tous les k sont égaux, cas dit linéaire, nous avons assez d'équa-

tions pour déterminer tous les B, pour iff,

En effet, les diverses €quations forment alors un systéme de (n - 1) Equations

indépendantes & (n - 1) inconnues, systtme qui admet une solution unique,

Il reste donc & déterminer . Acet effet, on écrit que: 8
!

£
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Cette solution peut ou non 6tre une solution de base positive,

Revenons au cas ov ky, Ak, dans le.cas.d'un ensemble de 3 indices,
=

Le lieu des solutions b (f, h) est une hypersphére que nous supposerons de

dimension n,
| =>

Le lieu des solutions b (f. g) est une hypersphére au un hyperplan suivant que

ky 7 - ou non,

>Liintersection sera une hypersphtre (S) de dimension (n - 1), de certre q (A)

et de rayon r (A), i

Ecrivant que le point b (A), solution de base pour 3 indices, appartient & (Ss),

(ay : (4)
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L'équation (4) ne définit pas complétement le lieu cherché (8),

Il nous faut dérérminer ce lieu dans l’espace ; on exprime que la ligne joignant

les centres TE - g) et q (A) est perpendiculaire a l'hyperplan (P) contenant (S),
Soit ; . : a

Peay -aial] [ee ») aay =0

[Pm -p-@w-e))] (ee. o-aa] =o

[Pw -2) fee. oT] =[aw-e]. (ee. » ee]

dam B, ard) (We. -atanl = fee -2 I. [ew Te) | (5)
valable pour tout j€ A tel que k; 7 ky i

Cette dernitre relation est absolument générale, on peut l'écrire chaque fois

que j dans A est tel que kK #k,.

oa

Cette équation, associée & TEA p yal (6) , forme un systéme de deux équa-

tions linéaires, liant les 3 inconnues Bes B, > Pn .

Eliminant deux des 3 inconnues en fonction de la 3eme grace & (5) et (6) et re-

portant les valeurs dans (4), on obtient une équation du second degré & une in-

connue que l'on résoud,

Cette équation peut avoir deux racines réelles distinctes, une racine double ou

deux racines complexes, selon qu'il y a deux, un ou aucun point d'intersection,

Diaprés l'unicité de la solution cherchée b* (A), il ne peut y avoir plus d'une

racine conduisant A une solution de base positive,

De fagon tout & fait générale, les équations (2) et (5) permettent d'éliminer toutes

les inconnues sauf une dans 1'équation (4) que l'on résoud alors,

ere Bs
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ay

Déterminons q (A) et r? (A).
: ; = =) :

Le point’ (A) est sur le segment joignant q (f. g) et q(f. h) ; on peut écrire:

) Pe. gem - ate. e)= Ve. ) [@. w)- ae. 2) J

ot ¥ (£. g. h) est une constante & déterminer dont la valeur dépend des positions

ives des points c., e, ©”relatives des points £7 Sg? nt

Le point q (£,g,h) étant la projection orthogonale sur l"hyperplan (P) de q(f,g)
la relation de Pythagore donre : :

Fegan) + (@ Evgsh) - Tle) | P= 2” (a.
soit:

(7) +? (fygsh) =r? (fg) - §° (fgsh) [@UEh) ~ ates) f°

De méme le point 4 (f,g,h) étant la projection orthogonale sur (P) de q (£,h) il

vient 5? (task) + [PU gah) ~ VEER) | =e” (Eb)
? (é,g.h) +[ @ UE) 2 Eh) ) = a8) - 4 (Eg. h) i? =r? (fh)
2 (gon) + (2m) ~@ (f.9)]7 [1 - Yisgm)] 2 = 27 a)

@) =? Wener? (ny -f1- een]? fe eny-Pe, a]?
| 2

Eliminant r” (£,g,h) entre (7)'et (8) an obtient :

re ee |2 2 [> or) 2
(9) | ¥ Geen) = Eee) om) +] Pie) - ew)

2 fatén) - @e,e) |?

; > 2

(9) permet de calculer XY (f,g,h) d'ot q (£,g,h) grace & (6) et r° (£,g,h) grace &

“al (7).

nyse?
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e) Lialgorithme proprement dit :

Nous avons vu que les théor¢mes 1 et 2 garantissent et l'existence et l'uni-

* cité de la, solution cherchée oh . .

Cette solution, faisant partie des Solutions de base’ positives, il suffit de les
examiner toutes et de les tester,

Lialgorithme qui suit évitant de calculer les solutions de base non positives et

complexes réduit sensiblement les calcule,

Soit un sous-ensemble A de I,

=>

Définition : Le vecteur S (A) est "subminimax" pour A si et seulement si pour un

sous-ensemble B de A,

eS F ma Say oat1°) S (A) est une solution de base positive, clest-a-dire $(A) = b (B)

2°) La fonction distance atteint son maximum pour tous les vecteurs as-

sociés & B, le

En d'autres termes d (B) % a, (B) pour j appartenant 8 A mais nona B

=>

Liexistence et l'unicité du vecteur S (A) résultentde la simple application des

théorémes 1 et 2 au sous-ensemble,

Proposition : Tout sous-ensemble A de I admet un vecteur "'subminimax" et un seul,

> 3 =
Selon lescas, il est vrai ou faux que S (A) = b» (A), mais S (I) =

Lalgorithme, partant d'un ensemble de 2 indices nommés (1,2) introduit, si

besoin est, de nouveaux indices nommés 3,4,5... etc

A chaque fois qu'un indice nouveau est introduit, nous dirons que nous passons

& une nouvelle étape : ainsi l'étape 1 est (1,2)

l'étape Zest (1,2,5).

are fart
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Ces ensembles seront appelés A, ot n est le nombre dindices quiils comportent

(2,385 °par exemple, A, = (1,2); A, =(1, 2,3); Ay

Nous serons amenés & considérer les sous-ensembles des Ay: obtenus en éli-

minant un ou plusieurs indices,

Tout sous-ensemble a p éléments de A, sera appelé a? ; plus précisément on

appellera AL P+? le sous-ensemble & p Siena de A. obtenu en supprimant le
; ome indice.

2 2,1
exemple 1A, = (1,2,3) 5 Ay Poca), a2 2,3), A477 = (2,3)

i i t
Enfin le t#®'TM° indice de tout ensemble ape sera appelé i.

2,3 2 at :
exemple: A," = (1,2), i =2 0, ip #1

Le processus de recherche est le suivant :
2

Supposons que nous nous e_proposine de calculer S (A) ).

On ne cherche pas & calculer o ure ) avant d’avoir examiné les fonctions "dis-
<1 7 .tance" pour tous lea yecteure’s (a, n°"), car il peut arriver que l'in d'entre

-1,eux, par exemple 3 (aTM “f soit "subminimax" pour AL :
n

2 YP), arty
S(A) = S (A,

2

‘ , s F F ba, +
Dans ce dernier cas, ) et il est inutile de considérer b (A)

qui neas pas d'aprés le théoreme 1, D'autre part, si aucun soue-engemble

(a a) de AL n'engendre un vecteur gerne’ pour (A ) alors on peut
n :

affirmer, dtapres le théoréme 2, que b (A,) existe et ona:
me +‘s =b(A) (a)

att m ae.
On peut alors calculer b (A) en toute sécurité,

Ainsi l'algorithme procéde de la fagon suivante :

Etant donné un ensemble quelconque A, d'au moins trois indices, on regarde
_—> 1 OUL, 1

s'il n'existe aucun sous-ensemble engendrant S (A). c'est donc que le vecteur

t

i

ota) existe : on le calcule, Dans le cas contraire, on passe & l'étude de

+ Sanh
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lensemble suivant, as

La restriction 'au moins 3 indices" est due au fait que tout ensemble A de deux

indi . 5 1? >t
. indices admet une solution de base positive : on a toujours S (A) = b» (A),

Pour résoudre ‘complétement le probléme, il faut définir un ordre de recherche

des solutions de base, ‘-

On commence par calculer la fonction distance d (3) pour tout couple d'indices

{i,j}. Dane co-bus; din'est pate nécesgaire de déterndiner toutes tes solniians
de base de car:

=K? | BG Pex

7 k k, Ff 2

a (ii) = ea
ws

Tl est raisennable de penser que les indices f et g rendant maximum le fonction

Cn
(i,j)

"distance" font partie de l'ensemble minimax a® puisqu'ils correspondent &
> => “ Y

deux vecteurs cet les plus éloignés I'm de l'autre : l'algorithme les prend

_corame points de départ ;

f et g sont tels que :

Poi. 2

|
c's > =

| tke [*e-°
Feat LaseelA Be 9 5,28 £F

Caleulant alors b* (1;2) = b” (a), on regarde si bY (1,2) =p",
Si l'on n'a pas cette dernigre égalité c'est que nécessairement il existe au moins

un indice h tel que : dy (A,) >a (4,)

“2 ad
=, i a ae . + +On choisit dlidentifier 8 3 indice h tel que: 4,[b* (a,)] = max a, |b* (a,)]

= - rel * -

== 3! ida,
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i = détermine le vecteurOn obtient ainsi un nouvel ensemble A, = (1,2,3) dont on dé
=>

"subminimax" S (A). a

- si $(A,) =8 (1) le probléme est résolu : le vecteur cherché est S (a, )

- siS(a,) n'est pas "subminimax'' pour I on introduit un nouvel indice,

De fagon générale le nitme indice introduit est Ptel que :

4 [sa )] = max d [st |. : La

Bb n-1".. ier 3 n-V |

RAL
et on fait Nidentification fan.

= ; . iz |
S'il existe plusieurs vecteurs ¢, rendant maximum la fonction a} 5 ad]

on en choisit arbitrairement un pour nouvel indice,

Soit, par exemple, un ensemble I de 4 indices, Supposant le cas le plus défe-

vorable, a savoir at =I, les étapes du calcul sont les suivantes,

Etape 1: Déterminer les indices let 2.Btape 4
Calculer b* (A,) = (1,2).

Etape 2: Déterminer l'indice 3,
Te + + * 12,3)

Ranger A, = (1,2,3) Calculer b (1,3), b (2,3), b (1,2,3)

Etape 3; Déterminer l'indice 4,

3,3
Ranger A, = (1,2,3,4) Former A," = (1,2,4) -)4555 

+ = Bt (1,2,4)Ranger A, °’> = (1,2,4) Calculer b” (1,4), b (2,4) , b» (1,2,
4 3,2

Former A, = (1,3,4)

ae +
Ranger ape = (1,3,4) Calculer b” (3,4) , b* (1,3,4)

3,1
Former A = (2,3,4)

5
4 

7

Ranger ao? = (2,3,4) Calculer b” (2,3,4) - Prendre A, = (1,2,3,4)
ot

Calculer b” (1,2,3,4).

Pour conclure, il faut noter qu'il est plus probable que quelques sous-eusembles

engendreront des vecteurs "subminimax", et que, en conséquence, une recher-

che complete ne sera pas nécessaire,

ay
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CAS de QUATRE INDICES:

Soit AL unensemble de 4 indices (f,g,h,k), On peut toujours le considérer com-
me la réunion de deux ensembles » l'un de 3 indices, l'autre d'un seul indice,

= (£,g,h) U (k) = AU (k),

Considérons l'intersection du lieu des solutions de base pour l'ensemble A et

des solutions de base de l'ensemble B = (f,k),

Dans l'espace engendré par les vecteurs de base relatifs & Ay le lieu des solu-

tions de base de A doit étre situé dans un plan (P) perpendiculaire a toute ligne
=

[ Vé.3) -T(a)] , et cect pout tout j dans A,
Ce lieu est un cercle (c) dans le plan (P), de centre q (A) et de rayon r (A),

Considérons maintenant 1! hypersphére,
i 

: 
>

lieu des solutions de base b (£,k) od seul
~

fest dans A, Le point b (A) que nous cherchons, appartient au plan (P) : nous

ne considérons ainsi que l'intersection

intersection est un cercle de centre q

(c,) de I'thypersphére et de (P), Cette

(£,k) et de rayon r * (£,k),

La figure ci-contre, ob le plan (P) est

je plan de la feuille, montre les cer-

adncles (c,) et (C,)ste point b " (A_) cher-1
ché est l'ian des deux points Met N,

intersections de (c)) et (c,).

Le point q (A) est & l'intersection de

Ja droite joignant les centres @ (A) et
—,
a" (Ek) de (C,) et (C,) respective

ment et de la droite joignant les points

MetN,

are apf tar
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Figure 8

La figure ci-dessus est dans l'espace : les points ©;, €., ©) sont supposés dans
. g

le plan R.

Supposons connus 4 Bt), fm (Ag ) etq q° (f,%) proection sur le plan (P) du centre

de Vhypersphtre, @ (f,k), lieu des solutions b (£,k), et proposons-nous de dé-

<2 A,tu b A.ermine (A, ).
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Tout point du plan (P) a des coordonnées barycentriques vérifiant les relations

suivantes: (a) ), oY, =1
i€ Ak ‘

eS) ¥ FREY Pew Fe) =1Pe - Fe [are -
: i€ Ak ra)

relation qui exprime que le plan (P} est ‘perpendiculaire & la droite joignant
> zd

q (A) et @ (£.g). Remarquons quecette équation, valable si E 7? Ke peut -étre

remplacée dans le cas contraire par :

oy 2 YES oe ed
i€Ak

Tout point du plan a deux degrés de liberté, ainsi que le montrent les équations

(ay et (b).

Le point ot (A, 1) appartenant 3.(P) vérifie (a) et (b), Il faut maintenant le situer
dans (P).

> — p=.
1°) Le point q (A, )-est la projection sur le segment q (A), q_‘(£,k) de

D+ ~
B* (a,).

dot la relation vectorielle

pot => | ‘Px Syl
p> (Ad - aA.) a (Ay) - q (al =9

soit :

tay] =F aay - e][F @) )-F ay]

sate Ga} Tay -a\[2 (a) Fea]
a>

1) est distmt de la quantité r (A,) du point q (A) 7

vr

fa) | B* Agee lay]? =
2

=r (a)



~ 2B

Les équations (a), (b), (c), (d) permettent de résoudre le probléme : & l'aide

‘des trois premitres on détermine trois des inconnues en fonction de la qua~

trime et l'on porte ces valeurs dans (d), On obtient ainsi une équation du second

degré & une seule inconnue que l'on résoud, On prend la racine qui donne nais-

sance & des coordonnées barycentriques toutes positives, On a vu que une seule

des racines peut convenir ; il n'y a donc aucune ambiguité quant & son choix,

nde d (Ay)

Le rayon r* (f,k) du cercle (C,) est tel que :

> =>, %

2 (2K) = “te »)- [aon (|

Si nous susy>sons conn: le point q qo © k), alors on peut calculer r 2 (£,k).

Hypothése : . On connaft le caine q° (£,k)

Le point q (A, <) appartient A la Groite définie par les points q a (A) et 2 (£,k)
donc il existe une constante ¥ (A. a et une seule telle que ;

2% ti YA . J“a a= (A) + (a) [eo (fk) -@ ay]

On définit, comme dans le cas de 3 indices, Y (A,,) par les deux équations :
2 24

s3 _ £1)(a) (ay -? apf a “(EK) -@ (A) )} ?
2, yeu? r ro(ayer Gk) fa ¥ in [@

dot il vient ;

Couclasion | Ainsior pourra détermincr q ct'r (A, ) si l'on connaft le point

ws . ‘>
q° (f,k), projection orthogonale sur (>) du point q (f,k).

e et ;

On écriza que le vecteur[@" (,k) -'¢ (£,kfest orthogonal A deux droites con-

wf.»

wale

concourantes du plan (P),

- Mune de ces droites est évidemment celle qui joint les points b ” (A) et q (A).

~ Vautre doit étre choisie le plus simplement possible, Bile sera issue de b *(a),

Pour la déterminer, il nous faut choisir un autre point b '(A)’dans le plan (P).

>

Il est clair que l'on peut toujours trouver un point b '(A) dans (P) satisfaisant

a la condition suivante : 5
4

3 (A) n'est pas porté par la droite joignant b* (A) et q (A).
—

4

a (f,k)| est S [e : ay - ota]

[a" x) a9] {be (ay - *ta) ] <0
S34 1r- 4 md 3a'(eay-e, |] bt tayo! | fatem-e, [ote * ay}
—

= Pk € fe , il vient
SH > [+ a

fe) ce, elle Ma) = (a) | a) aE.k) = & [[ (ay -b* wa |

= 4 —F zs

[ a (f,)) est orthogonal fs (A) -b?* r |
J “ 2 oe

[a ca sl q(A)-b (A) =0
__dlot : an

; ; ; _ 5 a
(f) ae ie (a) -b wy) |= [stay =e laid) -» P|

Les équations (e) et (4) lient tes 4 inconnues © 6, & , & yo St.
g h

Les deux autres éguations permettant la résolution du probléme sont (a) et (b)

puisque le point q* (f,k) appartient au plan (P),

sag hyey
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Conclusion générale de l'étape : "4 indices",

On peut determines & a’ (£,k), x (£,k) et on déduire q aia) et x (A,).
Le probléme de la recherche du point b * a) est résolu,

=

Choix du point b (A).

>

1°) Galculs préliminaires : Détails du calcul du point b

r _ relative & un ensemble 4 3 indices (f,g,h).

>t 4 p >

bla) = oh i
ov les B, sont tels que :

+ (A), solution de base

fa) veh P=

(b,) up, [2-2] [Pte -@ ll - Fae] Pee dal

[Pia dia}? =e? ay,

Ici il n'est pas question de plan (P), car le point cherché appartient au

fa o>
plan déterminé par les points ce cy et ce

Gonsidérons (2 ,) et (b,), on peut écrire :

wy) Ppt Be B -
(b',) ae 3 pb, * a a By

AS = | a | iz (ee) - F(a]
aoe fe A ie. 8) F(A]
a= (va) - eh i2 P(f,g) Fy]

-He

(a! ;) permet alors de déterminer fi fonction de A,

fe Prot Bait” Ba

| ob t= - (Ut tetty=(1-t,)

+
Le Point b (A) peut finalement s'écrire :

y=, Bae) e «fs, Prsad C “+f eeoot Pat Sy

: . =

2°) Choix proprement dit de b (A) dans (P) ;a

a

 

p

i

 pr

e

m

e

n

t

 aitide b

 (

A

)

 d

a

n

s

 (

P

}

Le point appartenant au plan (P), ses coordonnées barycentriques x,

satisfont les relations (a)et (b) ou (a) et (o' 1s

Hace Xoo.
(a) Tae 8 td

(b,)

soit ;

' X ¥(a!) tt the Se

(oy) L3 ¥ 4 x3 ¥
2 g
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Les coefficients a, ~3 3
os m .sont bien les mémes que ceux qui apparais-

sent dans le calcul de b *(A), Seul’apparaft un terme en x dans chacune des

équations, On peut donc utiliser la résolution du systeme

Owen ai . an? 3 hee ; xn i"

8g he Hy Ke

; yt Aa
(g)) eh Batty oF wet ot a

Bear sod [s, Batt | h Ye
Br -G4e,) Betty %,.

Tout point du plan ayant deux degrés de liberté, on peut choisir des va-

leurs arbitraires de s net . Nous les choisirons comme suit :¥

k

vou, XY Lf

Ces valeurs définissent un point b' (A) du plan (P) grace A (g,) et (n)). Les

coordonnées barycentriques de ce point sont

- zt =)
ie

byte A,
Vy oypoe
Lye i
87 Ph

> >
Evaluons alors le vecteur b' (A) -b* (A),

we Jad

O(a) bays [e- 2-24] b wep (rst

a3 =

Ye (A) tafe -1) Barts B.- 4] ale, . Beet, A, “le

h

mais r-1-t : r-lt(1tt)) srtt
1

d'ou finalement : -

Peay bt (ay =! | B a +t) (ays te tty] 9 Pps Spe Letty
43 al + _mais B est strictement positif, donc le vecteur b (A) - (A) est colinéaire

auvecteur U.
> oP c a a

U= [ree] ep = fate | ¢ e+e

> =Ce victeur n'a en général aucune raison d'étre nul on colinéaire al a’ (A) -4 ia) |
ll présente l'avantage d'étre relativement simple,a calculer,

aight
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CAS de CINQ INDICES: et plus

Soit Ap un ensemble de 5 indices (f,g,h,k,1), On l'écrit sous la forme :

=| \ ipl. (A= foenkl uli} eau ff}.

1°) Equations liant les coordonnées barycentriques de tout point du plan (P),

(a)

() [aie ea).

a sta ti] Fa \[riap Fel].
(b) exprime l'orthogonalité du plan (P) a la droite (q “CE, be), a (A)).
(c) exprime Morthogonalité dei (P) & la droite (q { (A). a q (A) ).

Tout point du plan a, 1a encore, deux degrés de liberté,

. j er2°) Equations permettant Je calcul de b (A) i

, (c) sont valables.

)- Pap] = [Reape] faay “Feay)]

Cette relation exprime Morthogonalité dans le plan (P), def (ag -4 (ag) et

le (Ag - a ad].

@ [3 tag Stag)? 52

(h)

relation qui exprime que les points b (ap etq q an Y sont distants de la quantité (A)

La résolution du cas de 5 indices suit, en tout point , celle du cas de

4 indices,

|
1

|

|

cL
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On considére Vinter section as liew des solutions de base de A, (cercle (C,)

dans un pee ®), ‘de centre q Gta 1 et rayon t rt t (Ay) et du lieu ass scigltian de
base b * (£, vj, hypersphare (S) de centre - (£,1), rayon r (f,1)
On s'intéresse toujours &:]'intersection de (c)) et de (c,), cercle de centre

qc (£,1), rayon r ‘ (£,3) découpé sur Mhypersphére (S) par le plan (P);

La détermination de a4) et x (A,) démarque celle faite pour @ (A,) et x (A))
dans le cas de 4 indices,

11 faut connaftre q ‘ (f,1) et r (£,1) ce que l'on peut faire & l'aide des équations

(e) et (£) généralisées au cas de 5 indices, et pour cela choisir un point b! (A)

du plan (P),

Généralisation : Dans le cas d'un ensemble A, de n indices (f£,g5... (n-2)

n), on disposera du systéme d'équations suivant :

ae) - F4)]

a (A,) - oT i a (A) - Ta]
#4) -%] a) Way]

Les (n-2) premitres équations définissent tout point d'un plan (P), les deux

dernitres le particularisent,

On remarquera qu'a chaque étape (introduction d'un nouveau vecteur), le sys~

teme R permettant le calcul de la solution de base se voit augmenté d'une nuu-

velle Equation que chaque équation du systéme T déterminant le plan (P).,, a

seulement un nouveau terme en plus, tous les autres étant demeurés invariants;
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Ceci permet une simplification notable des calculs : pour résoudre le syst8me

T_diun ensemble, on utilise la résolution du systéme § de-l'étape précédente,

Les calculs qui suivent montrent cette simplification dans le cas d'un ensem-

ble de 5 indices,

—_

Choix de b' (A) dans le cas d'un ensemble de 5 indices.

- Soit A, cet ensemble,

1°) Etude du systeme R ;

Ce systéme a permis le calcul deb” (A a 
xyy ai 

= 5 1) ¥em ay ‘ (sy My tog) # tye (end) XY7 de ey my ey | [a = | 
a

27! - = - . 
1

iéxe [4° %] 9@e-aay] =[aay)-<) [Pee -eay| Xt 85 |
wea, [6-1 [a° (tn) - aa.) =la¢a.y <1 fh) <q {A }eRe [G7 F ple om - aay) -[a tay 2 fe" oem) Tay) Fis a” me, 4%,

soit, en se reportant aux notations définies plus haut :
\y + ‘, + x # Sued 

2°) Etude du syst&me T ;
3 34 y 44

ae ‘, tN Sy rk On obtient le systéme suivant :
4 \,4¥ 400] 

z) a £4 1K XK =}
4, Noted Mote ey k ct HK ty

Rial ek = = 4 
3 ay g 4 - 3a Sf fF ~ (Tien) ea! ie gshk, 6 Nt My yee, - a,

; Ara cevee éeuaes . C4 yy b44¥ , gp 4y = §4
On avait trouvé que les deux premitres équations permettaient de calculer : : Ng : es Oy ek = §,

=t Voth ar¥,

On peut écrire les deux premitres équations sous la forme suivante :=t, ¥ 4 t, + (r-1) x.
, Le , ng

=1-¥),

3h 

Yt Yr ht vy L

3 3y ay 3 5X
Reportant tes valeuns dans la dernitre équation, il vient : 

Ay a tN, t ASX = AF. Bog:j

I.
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soit : tts x - ky Les coordonnées barycentriques dé b (A,) sont ainsi :

U,s9gt Pyvee- 2] i

ob u = . .Tat 84t [tye 2] x

Ti se,4+v x
h °2 het =t, Xo ee a1) X -1) ¥.3 kn gt GN 8 + (uel) t v <0

/ | k

On reporte ces valeurs de ¥, ct X dans la dernidre équation, ce qui pore ' v-%
metide cstealer ¥', ensfoucti de X et Xo: fefen fonctionde Yet Mis += a

Evaluons b (A,)-b’ * (A,).

= => _ ] ~ 1} =>
b'(A,)-b (Ay) =[tvte-t-s,]. Yo. eft tye ass, Yet

= => —
ee 8 Gh gt LG

Ys

Remarquant que :y¢ & p est strictoment positif

aK thy-u-e,st v-u-t)s,+r

zt, (v-8,)-(u-r)=-m

K tyvtu-l-s, 5 tyvtu-T-tys,-rt)

ety (v-s))tu-r=-(1+t) (v-s)tu-r

(v= 8))-(v-s,)+(e- x)

| ‘=m ton

ob m=! t, (v~ 93) +(e -r)

n = -(v-s))

ee + =>
Il résulte que le vecteur b (A,) -b (Ay) est colinéaire au vecteur V

|

| | Pr alnepd “Grom at- haat, owe® |
wn | | °F g no KT e |

3
|
4

om posant .3) .

y (coordonnée barycentrique enh de b *
Ke
a)
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CHAPITRE - Il -

APPLICATION PRATIQUE

-O-0-0-

GENERALITES, -

Le chapftre précédent, consacré A l'exposé de l'algorithme et & quel-

ques aspects du probléme qu'il permet de résoudre, propose une suite de cal-

culs somme toute simples eu égard a une démarche logique assez complexe,

En général, un ordinateur peut effectuer facilement des calculs méme longs

et complexes mais perd totalement cette aisance lorsqu'il s'agit de prendre
des décisions logiques.

Tout ordinateur posséde certains ordres logiques élémentaires tels :

"cette quantité est-elle négative 7"

"cette quantité est-elle nulle ?''

"y-a-t-il un 9 en une certaine position d'une mémoire ?"'

ordres qui permettent d'aiguiller le calcul dans une voie ou une autre suivant

la nature des réponses,
aS.

Par contre, pour déterminer les vecteurs ¢, et ecikele Que 2
4 - &

k,- k 2 k 2
f[ro | le.-¢ |? | | le -e,1 2

|
i

Let, | HIEL| & |

eek.
3d,

+k,
a Jj

soit d(f, g)= max 4d (i,j)

ifj€I

ats foie
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Vordinateur calculant les diverses quantités d (i,j) relatives aux indices dis-

tincts i et j, les comparera deux & deux alors qu'un opérateur déterminera les

indices f et g cherchés & la simple lecture des d (i,j).

De méme, étant donnés deux ensemble's, l'un de n, l'autre de (n-1) indices pris

parmi les n, par exemple (I,2,3,4) et (1,3,4), il faut un véritable programme

pour faire comprendre & l'ordinateur quel indice différencie ces deux ensem-

bles, Ce programme envisageant évidemment tous les cas possibles, suit la

démarche de notre pensée qui, elle, résoud le probléme de fagon quasi instan-

tanée,

Liidée essentielle de l'algorithme est, on l'a vu, de trouver le vecteur

subminimax de l'ensemble total I Dans cette recherche, on crée et manipule

des ensembles d'indices qui, s'ils ont plus de deux éléments, sont décomposés

en sous-ensembles dont on étudie d'abord les subminimax, On peut étre ainsi

amené A considérer un ensemble dont on a déj& calculé le subminimax, Par

exemple, on calcule au début b'*(1,2) mais l'étude de (1,2,4) exige A nouveau

Vétude de b’*(1,2). :

On ne peut raisonnablement concevoir un programme qui, ayant étudié un en -

semble, reprocéderait A son étude peu apres,

L'algorithme!; par ailleurs; ie demande de calculer la solution de base

positive d'un ensemble qu'aprés s'étre assuré que cette solution existe : en

d'autres termes que si ct seulement si l'ensemble considéré n'admet pas de

subminimax, (autre que sa solution de base),

Ainsi se trouvent dégagés deux traits essentiels du programme, faire

comprendre & l'ordinateur :

que telle étude a déjA été faite d'une part,

que telle étude ne doit pas étre entreprise d'autre part.
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A chaque fois que l'on étudie un ensemble d'indices, il faut garder

un certain nombre d'informations qui sont :

- "l'étude a €té faite"

- "les résultats de cette étude”,

Clest l'exploitation de ces données qui permettra A l'ordinateur de

prendre une décision quant & la suite des calculs,

A chaque tape du calcul (introduction d'un nouvel indice), il faut, en

outre, faire en quelque sorte la synthése des informations déj& obtenues, Les

résultats de cette synthtse doivent étre consultés par la suite et doivent, en

conséquence, @tre conservés,

Une difficulté apparaft lorsqu'il s'agit d'exploiter les informations dont

il vient d'étre question : l'ordinateur ne peut, & priori, savoir ob les prendre,

Il est alors apparu nécessaire de faire correspondre une mémoire bien définie

& chaque ensemble d'indices, mémoire ot l'on emmagasinera tous les rensei-

gnements relatifs & cet ensemble,

Cette correspondance, pour étre efficace, doit étre telle quia deux en-

sembles distincts correspondent deux mémoires distinctes,

Numéroter les ensembles d'indices en affectant un numéro et un seul

a un ensemble donné, c'est réaliser la correspondance cherchée, En effet, a

chaque numéro il est facile de faire correspondre une mémoire bien déterminée,

ware (ear
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‘Une numérotation évidente est/la suivante :

& chaque ensémble {f,g,h,k,... ,1) on fait correspondre le nombre f,g,h,k,.. sh

“Par exemple, 4 (1,2) correspond le nombre 12, 8 (1,2,3,4,5) le nombre 12, 345,

Etant donné un ensemble initial de n vecteurs, on peut @tre, dans le cas

le plus défavorable’, amené 4 calculer la solution de base positive pour un en-

semble de n indices, Cet ensemble peut étre décomposé en sous-ensembles dis-

tincts de (n= 1), (n - 2),..,. 3,2 indices,

si n Cp

si np
e

ip}(n - p)!

Ce nombre de sous-ensembles dinstincts de (n - 1), (n-2),.. 3, 2 indices

est égal a:

- n-lf-¢ fe Ga ahppage, + Ext & HGFy an n

Tl peut @tre évalué plus implement,

En effet, on a la relation :

Lonel -2 ne(ee Pec eee ty Faas‘a n n n
Faisant.x = 1, il vient:

dot
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Définition 1: Etant donné un ensemble.I de n indices, on appellera image de I

llensemble des 2” - (r¢]) nombres qui numérotent et ensemble

1 lui-méme et ses sous-ensembles distincts de (n - 1), (n - 2),

«ee, Bet 2 indices,

Définition 2: Soient i et j, i.€ j,deux nombres entiers, On appellera Ni len-

semble de tous les nombres entiers t tels que i & tg).

Ny est un sous-ensemble f irmé de l'ensemble N des nombres

entiers,

L'image d'un ensemble I est la réunion de certains nombres pris parmi

l'ensemble des entiers, Soient m le plus petit et n le plus grand de ces nombres,

On remarque que si tout élément de l'image de I appartient bien & Na =

en revanche tout élément de Na n n'appartient pas nécessairement & image

de IL. ‘

En terme mathématique, l'image de I et l'ensernble No nne peuvent étre

identifiés, ‘

Du point de vue réalisation sur ordinateur de la correspondance ensem-

ble-mémoire, la numérotation donne naissance & deux possibilités,

lére Possibilité ;

On sait que les mémoires d'un ordinateur sont numérotées, le numéro

constitue l'adresse de la mémoire,

On peut concevoir alors la correspondance suivante :

le numbre correspondant & chaque ensemble d'indices constitue liadresse de

la mémoire,

wee fans
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Par exemple, la mémoire 12 correspond & I'énsemble’ (1,2), la mé-

moire 134 & l'ensemble (1,3,4). Ltinconvénient de cette correspondance est

que le nombre des mémoires d'un ordinateur est limité : ainsi une 650 1. B, M.

n'a que 2000 mémoires, numérotées de 0 a 1999, la mémoire 12, 345 corres~-

pondant & (1,2,3,4,5) n'existe pas,

On peut imaginer un programme qui affecterait une mémoire réelle

bien déterminée & un ensemble corresporidant normalement & une mémoire

qui n'existe pas, Les adresses possibles seraient inchangées.

Un tel programme a été écrit pour le cas d/un ensemble I de 5 indices

et ordinateur 650 I, B, M. En effet, toutes les adresses sont possibles sauf

2345 correspondant & (2,3,4,5) et 12345 correspondant &(2,2',3,4,5) respec-

tivement, Ce programme fournit l'adresse de la mémoire cherchée : il ne

change pas les adresses possibles et fait corréspondre des mémoires A et B

distinctes aux ensembles (2,3,4,5) et (1,2,3,4;5).

2érne Possibilité :

On range tous les nombres constituant l'image de I par ordre de gran-

deur croissant & partir d'une mémoire connue A
Par exemple : 1200000000 en A

1230000000 en (A + 1)

1234000000 en (A + 2)

1234500000 en (A + 3)

1240000000 en (A + 4)

On fait correspondre & l'ensemble (f,g,h,... 1) contenu en (A +r) la mémoire

(B +r) ot B se déduit aisément de A par une relation de la forme :

B=A+ nombre entier,

+ shirlt ore
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On construit un programme qui, étant donné le nombre f gh,,.1 con-

sulte le contenu de toutes les mémoires & partir de (A), La consultation s'ar-

réte dés que l'on rencontre la valeur f gh.., 1, Un compteur de boucles per-

met alors de déterminer le nombre "r'', d'ot adresse B + r de la mémoire

cherchée,

Ce programme est facile & rédiger car il se préte & bouclage, Il est

peu encombrant en lui-m@me mais nécessite une double bande de mémoires ;

celle des mémoires A, celle des mémoires B,

La 650 I, B, M, fait automatiquement et instantanément le travail du

programme qui vient d'étre proposé et ce, grace A un ordre interne dit :

"consultation de table’, Clest cet ordre qui a été utilisé,

Rappelons les définitions suivantes :

Soit f une application d'un ensemble E dans un ensemble F, Cette application

fait correspondre & tout éiément x de E un élément y de F, appelé image de x,

1 ) £ est biunivoque si tout élément de F est image d'au plus un élément

de E,

Ce qui est équivalent A dire qu'a deux éléments distincts de E correspondent

deux éléments distincts de F, ‘

2°) fest surjective si tout élément de F est image d'au moins un é61é-

ment de E,

Nous avons vu que tout élément de-Vensemble N niest pas néces-
m,n

sairement image d'un ensemble d'indices : il existe au fond une application

biunivoque mais non surjective de l'ensemble image del dans Ny
mn
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Une numérotation a été trouvée qui, étant donné un ensemble I den

indices, définit une application de l'image de I sur l'ensemble N, j dfini par

= let j=2"-(n+1),

Tout ensemble d'indices correspond alors & un, squl nombre de I'in-

tervalle (1,2" - (n + 1) ) et tout nombre de cet intervaile est image d'un seul

ensemble d'indices,

Cette numérotation quoique compliquée, peut étre intéressante en ce

sens quielle définit un ensemble de nombres consécutifs dont chacun est

image d'un ensemble d'indices et d'un seul,

Elle permet d'identifier lensemble image delet N, ,: c'est la raison

qui nous pousse A la développer.
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~ 48 - | TABLEAU 1

NUMEROTATION des ENSEMBLES d'INDICES

Ensembles & : | 2 indices 3 indices 4 indices | 5 indices 6 indices

: -0-0-0-0~ + ~ --

Btape n°.2 | (1,2),

I - INTRODUCTION, - Btapen? 2 | (1,5) (2:3), | (1,253),

Le tableau 1 montre les différents ensembles d'indices qu'il faut con-

15354
Btape n° 3 | (1,4), {2-46 {e264},

he (ay5a)2, | (2034)
sidérer dans le cas d'un ensemble initial 1 de 6 éléments,

Ce tableau expose le cas le plus défavorable A savoir celui od il n'y a

aucun subminimax, ce qui n'est pas absurde dans la mesure od un programme Etave n° 4 (5) {23s 252,5)a4

15355,doit faire face A toutes les éventualités, 
is 35 (25508 | (,2055)6

Nous numéroterons les ensembles & la suite les uns des autres au fur- (4.5)9 iat ee (1,254,5)o5> ee 1204set-A-mesure qu'ils se présenteront, Toutefois, un méme ensemble pouvant 34/5035 fsa (242131415) 9grevenir plusieurs fois on lui affectera un numéro la prémigre fois qu'on le

|rencontrera formellement,

tape n° (1,6) 55 (2,6) 12,6). ee
RT (S68) (13,6)5

+
. 243,6)35 (2,213,6)35

HI - La NUMEROTATION proprement dite, - i (4841 Cy4s6 a

244,6)56 1121418) ay

544,635 3431 46)30A priori, on peut numéroter les ensembles de plusieurs facons, ! 
25354y6)49 | (142)344s6) 49

1,546Nous considérons : | (6,2) 2 2sS)as 125546
| 35,6) 1455516 ieA - La numérotation par catégories, clest-A-dire que l'on range les ensembles asa) 92731506 48 (1,23556)4g

41526) p 254555ayant un méme nombre diindices & la suite les uns des autres, porn'50 bee os eke
‘ r 

99556 
4955 

aoe

"BY La numérotation de tous les ensembles 3 la suite les uns des autres sans 
FR Oe mg Pe (3124549536

considération du nombre d'indices, 

:

wtle Jue |
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A - Numérotation par catégorie : a Nous allons déterminer ¢e pombre q. ;
De fagon générale, étant donné un ensemble de r indices (a pyres a.)

1 Si l'on remarque que ;

on appellera q le rang de cet ensemble,calculé en numérotant tous les en- - 8 chaque ensemble de 3 indices (a,b,c) correspond un

sembles de r indices de l'étape n° (a_ - 1) au fur-et-A-mesure qu'on les étudie, ensemble et un seul de 2 indices (a,b), obtenu en éli-r

: minant l'indice le plus a droite donc l'indice le plus1°) Ensembles de 2 indices : fu “ , ae ;

- “ : élevé,
Soit (a,b) un ensemble de deux indices, ast. wee te

- cet ensemble (a,b) ainsi déterminé est étudié avant
a,b) apparaft au cours de l'étape n° (b ~ 1), étape au début de laquelle on o> i

P (a,b,c)
introduit l'indice bh,

- ainsi le nombre total d'ensembles de 2 indices étudiés

- Au cours de cette étape, (a,b) est le qi®TM© ensemble de deux indices UES aN at ' avant (a,b) est égal au nombre d'ensembles de 3 indices
aStre étudié, obqza. 

whe » -€tudiés. avant (a,b,c) au cours de l'étape n° (c - 1).

~ Avant cette étape, on.a étudié C, 1 ensembles distincte dé 2 indices, Il résulte que le rang q (a,b,c) calculé depuis le début de 1'étape n° (c ~ 1)

est égal au rang p (a,b) calculé en rangeant tous les ensembles de 2 indices

Ainsi, en numérotant tous les ensembles de 2 indices A la suite les uns . 4 la suite les uns des autres, '

2des autres, le rang p de (a,b) est : . opha! fu, ;t Al {a,b,c).= P (abh=.Cy 4 ta.Pdayte. Z

pases oy 24 ob C,. v =0sibL 3 . ' - Avant hie étape, on a étudié ol) ensembles distincts de 3 inilices.

d'od finalernent : pare, eee Pasty e-4 fone é =p (a,b) + cy

Exemples : p(1,2)sO+1=1 5
p(3.4)= 6,7 4326 . p (a,b,c) = C +O, ta

p (2,6) = 0,7 42= 104 2= 12, oc Dorie Lag
col “db

2°) Ensembles de 3 indices : | Exemples: — p (1,3,4) = c,” + 6,” $123

Soit (a,b,c) un tel ensemble. p (2,4,5) = Cy) + C3 $2=9

(a,b,c) apparaft, pour la premiére fois, comme ensemble de 3 indices P(4,5,6)=C. +O," +4= 20,

de Iétape n* (c - 1), au début de iaquelie on introduit i!indice c.

3°) Ensembles de 4

- Au cours de cette étape, clest le qi@TM° ensemble de 3 indices 4 étre
Soit (a,b,c,d) un tel ensemble, Il apparaft la premitre fois au couss de

cad gc. Métape n® (d= 1),

calculé,

sevens cele
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tien deme ' (b. ,b b.) = ci, 4b sii Lj- Au cours de cette étape, ‘c'est le q’°TM® ensemble de'4 indices A étre | Pgs Peal” dea eel bn 772° ‘:
étudié, | : 0:4

. 
ok CJ = {+2 sii ys.

On remarque que : 
‘ dile-al

csert 7,8 Chaque ensemble de 4 indices (2,b,c,d) correspond un On vient de voir que cette relation est valable dans le cas d'ensembles de
ensemble et un seul de 3 indices (a,b,c) obtenu en élimi- 2,3,4 indices,

nant llindice le plus @ droite de (a,b,c,d). Nous allons montrer quielle est générale, et ce grace A un raisonnement
- cet ensemble (a,b,c) ainsi défini est étudié‘avant (a,b,c,d) par récurrence,

a lati bl bl -1) indices,- le nombre total d'ensembles de 3 indices étudiés avant Sn suppose gong [relation valable Eour aarenseaible den(ecil)rindices,, fon
tr ‘elle Mest ble di indices,(a,b,c) est égal aunombre d'ensembles de 4 indices étu- cee Ag eg BO am nenataanag oe F-HICces

i indi ft
digs avant (a;by0,d) au cours de I'étape n° (a - 1), Soit done un ensemble de r indices (a,,a,,2,... a,), Cet ensembleappara

a . ea tot cee 3 le premitre fois au cours de l'étape n° (a, - 1),

d'ot il vient : q (a,b,¢,4) = p (a,b,e)'= 6 yt, ) ta. iame*
: c~ , ; - Au cours de cette étape, clest le q ensemble de r indices & @tre

. 4 . a~ Avant cette étape C,_,” ensembles:distincts de 4 indices ont été étudiés, | étudié,

Finalement + 4 4 j Utilisant & nouveau la remarque suivante :P (asb,c.d) = 4 (a,b,c.d) + Cy, =p(arb.c) + Cy) 5 |

- a l'ensemble (aya yarn a.) correspond un ensemble unique
2

(a).a55 +a ) obtenu en éliminant l'indice le plus a droite

de (ay.a. 4.0. : 3, 2 ; gees a, ).
ob Cg, = Os8id C5; C s0sic 443 6 “sosin ds,

- cet ensemble (2) :agses a, ) ainsi défini, est étudié avant

Exemples : p(1,2,3,4)=0+0+0+1=1 (ayaznee ag)
4 3 2

p(1,3,4,5)=C, +6, 40,"+ 124 | - le nombre total d'ensembles de (r-1) indices étudiés avant
p (2,4,5,6) = Ceo oe + c,” 42=14 | (aya, = ay) est €gal au nombre d'ensembles de r in-

‘of dices étudiés avant (a),a,,... a.) au cours de l'étape n°

4°) Généralisation 4 un ensemble de r indices : 
(a, - 1).oneraltesttonia: unjengemble decnindices |

Soit un ensemble de (r - 1) indices ; (by sda, Ave ) et supposons que Il résulte que ;
r~

5 

VW @pagies a

son rang’est donné par la relation: 
wee

seefees sorhies
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wate + ‘ iam # andi indi i érifi les inégalité ivantes :
La formie tant. supposée yraic pour un etistmble de (r=) indices, on peut Les indices a, sont des nombres entiers vérifiant les inégalités suiv

gécrire : ( 23 ci ga : ; gay Ka, Ka, tees Cay <4, Sr
Pleat 20 Sie2, eer Sa, 1 1

Nous examinerons tout d!abord le cas oli le dernier indice de l'ensemble A,

- Avant cette étape cf } ensembles de r indices ont été étudiés, soit a_, est égal au nombre d'indices r, Ce fait particulier facilite la détermi-. 
- ‘ ‘ - 

me tut 

vr

Twin dees: , : nation du rang R (A) =R (21,2)... 2)., P (22) a, Dea layagn. ade yy i :

- 
r 

1°) Casoba =r:BB agree a) P(ayayn. Se +S, a —T

Les a, tant r nombres entiers vérifiant les inégalités 1 Ly da, Qj
=f, oivtade? i* iene a-1 ay a,-l fay g a. & et puisque a_ =r,

nT on a nécessairement : avec a= 0.

a relation valable pour i = nr

Liensemble A, s'écrit donc AS (1,2,3,4,... r-1,r).
sii dj

hfe - j iyi Clest le dernier ensemble de l'étape n° (r - 1) ou encore le premier ensemble

de r indices & @tre étudié par l'algorithme,

1a formule es: vraie pour un énsemble de r indices si elle l'est pour un Déterminer le rang R (H,2,.., x) revient A énumérer tous les ensembles

distincts de 2,3,,,. (r-2) indices étudiés avant (1,2,...r).
de (r-1) indices ; étant v4rifiée pour x = 2,3,4, elle est toujours vérifiée,

; ~ - Ainsi: 2,23, 4 °-MTR 23.0 eC ecacts cect act,
ry FS r r

Remarquons pour ccnclure que ‘cette numérotation revient, sur le tableau 1,
. 

R (1,2,3 rt) = 2" - (r+)
& numéroter les ensembles par colonne; rerdiee

. . 

Exemples: | 

oo Bieeh anB - Numérotation de tous 1@é ensembles A:la suité les uns des autres sans considé- Bee R (1,2) = (2) -3=1

4ration du nombre d'indices 
rade R (1,2,3,4) = (2)"-5= 11

TT 
6

r=6 #(1,2,3,4,5,6) = (2) - 7557.
Soit un ensemble quelconque de r indiees tel que le crée l'algorithme, |

Tl est de la forfne ; a \
pag grAgreee a)
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| (ipouri 4j
2°) Cas Général / / | pics { oy AL= (22, .a5r6. ay pda pe ee a)

: ai : : : # jpouri=j
Liidée directrice, dans la recherche du rang R (aya na M, a.) est la .a 3,... (j-1), i, aire a)

suivante 10%.

2 5 yhaque mble A, est obtenu a partir de A, actement de 1 éme fi :on énuintre fous les ensembles étidiés avant (ay.ay a a), Cheque ensem| i puesP! imi °*" ment se tearm ago.

- les ensembles de r,(r-1); (r+2),... 2 indices d'une part, Nous apvellerons S. le rang de l'ensemble A, compté par catégorie : en d'autres

- les ensembles de (r¢4), (r+#2),.... a_ indices d'autre part, termes A est le 8. iéme ensemble de (r-+i) indices introduit par l'algorithme,
r

A cet effet, il convient de bien remarquer la fagon dont opére l'algorithme : Le nombre d'ensembles de (r#1),(r#2),... (r4i) 0.0, z, indices, étudiés avant

avant d'étudier 'ensemble B_ de p indices, on étudie dans l'ordre les A_, est, sil'on remazque que tous les A. sont aprés A, a

rt ARES
ensembles de (p-1) indices suivants,

1,1 12 dyke: Alt Hs = 1)
BP BP BP; m=B Prlep-2

P P P

ob, rappelons-le, l'ensemble 3, Polk ot obtenu A partir de Ben
Z oeb 

P

ares ime... y 7 .
éliminant le k’ indice & partir de la droite.

a) Epumération dee ensembles de plus de r indices étudiés avant A_: : :
rm a o b) Enumération des ensembies d'au pius r indices écudiés avant A:

= °
Liensemble considéré Ay = (Ap ages a ) peut tre interprété comme
Shes 

BS

‘S> réf6ranz tcujouru & la fagon dont optre Malgorithme, il apparatt que :

sous-ensembles “e r indices de m-=a_- r ensembles A\,A‘,...
. F r ¢ etible dé (r-1) indices tudié avent /1

5 con one . . 
B = (a,,a,, a,c...

A,, ole dernier ensemble A est AL = (1,2,3,4,... (al), as p= gs Agr ag eee aL)

= (ayes a,) est:

Chaque ensemble A, a un nombre (r + i) d'indices permi lesquels figurent le dernier enserable de (r-2) indices étudié avant A. est :

les (x +i - i) de ensemble Ajj: Ulensemble Ay est obtenu, & partir Boe a.)

de A , de la manitve suivarte :) Tere ee enn ee een teats e eee sate eter ease eee
°

si ay #1 A,= (hapay oa) le dernier ensemble de (:-i} indices étudié avant A, cst:

, Sos xl Dot Bi tages ad
i é alc, pee ms Gy yaa awk ata ina ’a? (a) ay ae a, a.)

| le dernier ensemble de 2 indices étudié avant A, est:

we(1,2,3, agree aL) |

sinfese 
san feve



- B -

Nous appellerons t, le rang de l'ensemble B, compté par catégorie : en d'autres

termes B, est le te ime ensemble de (r-i) fnaides introduit par l'algorithme,

Le nombre d'ensembles de (r-3), (r-2)... (x-i),.., 2 indices, étudiés par

Valgorithme avait A), est, si l'on remarque que :

—tous les B, te sont avant A.

— Il faut compter les ensembles de r indices étudiés avant A, (on appellera t,

le rang de A_, compté par catégorie) :

=t t t omeTato tty tt2+ r-2

Conclusion Générale , -

Le rang cherché R (ay,a),... a.
12

(v) | R(A)= Repay b =
i* jedrere2 ht?

Rappelons que les 8, et , sont donnés par la relation établie plus haut :

par,exemple, posant s, = p(b,, by... b,,.), il vient :
2" rti

al(n-n)!
ws Se

Remarquons enfin que la relation’ est’ abadlument générale ; elle est valable

en particulier dans le cas ot l'ensemble A, est de la forme (1,2,..-r=1, r)

ainsi que le montrera l'exemple 1,

a srey/A m3

—

Example
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Proposons nous de déterminer le rang de l'ensemble A, = (052,35

4,,,. r-1,r) par la formule générale,

Ensembles Ay :llyena Beets ie FF 0. Ainsi il n'existe aucun

ensemble A,,’ La formule s'écrit ;

RUZ 3,00 = oF ty
Ensembles A et B, :
Oi

t =p (1,2,3,... r) = 14#C aad oo Oe
° 3 rely

= sBrneaes = 2+ + metet= Pp (2 r) = 2 c, cy + toy
t= P(B.4..066 2) = 340, ede no waky

2
=p (r-1, + = 4figs Pak } (r yr

Associons les termas comme suit :

1 =1

2
24+, =1+2

3 3340,746, = 342° - (1+C,) 342>-4

a+C tc 4c =44+2 (1+C)) =4 24 54 tS, t+Cg = Seirrat >

2 3 4 r-1 r i
(r-1) + 6, 7 Fete, Fue FOL ys rire ~ (46,1) =

(rea) 42772 Ly

Il vient ;
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R(1,2,3 .. 7) reteze3e2aateada. gah tly

ae ee a tote
On obtient ainsi les r premiers termes d'une série géométrique de raison 2

on °
dont le premier terme est 2°, Sa somme est :

dot finalement :

R(1,2,3,... x)= 2°. 1-3r= 27 = (rt)

clest bien la relation obtenue directement,

Exemple 2; Déterminer R (1,3,6)

8, =p (1,2,3,6) F140404+6 "214526

8, =p (1,2,3,4,6) F1+040404C,°=1¢122

=p (1,2,3,4,5,6) =14+040+04+040=1

6+241=9,

Ensembles B, et A
SSS ae

t =p (1,3,6)=140,%+ 6221414 19=12
° a 5

‘ 2 -

tp =p (3,6)=3+0,°=3410= 13

~

fo t. = 124135 28
FOL j

r-ao= +3
€

I vient finalement: R (1,3,6) = 9425-3 = 31,

Clest bien le numéro qu'indique le tableau 1,
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Conclusion Générale sur la Numérotation

La formule (T) a le désavantage d'étre assez lourde mais a l'avantage
daffecter des numéros qui se suivent aux divers ensembles,

Dans le cas d'un ensemble I de 6 éléments, la formule permet de définir

l'intervalle (1,2,.... 57) possédant les propriétés suivantes :

~ 4 deux ensembles d'indices distincts, créés au cours de l'étude de la

solution, correspondent Z entiers distincts dé lintervalle ;

- tout entier de l'intervalle est image d'un ensemble,

Du point de vue calcul sur ordinateurs, il suffirait de réserver we

seule bande de mémoires. Le programme en lui-méme serait assez compliqué

mais réalisable,
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Il - LE PROGRAMME PROPREMENT DIT, <

Le programme résoud le probleme de recherche du minimax dans

les conditions suivantes ;

- le nombre a de vecteurs est au plus égal a 5,

- la dimencion de l'espace euclidien dans lequel on travaille est au

plus €gale & 5.

C'est la capacité de ordinateur 650 LB. M, q est & l'origine de

ces limitations, Les mémoires sont en effet presque toutes occupées par unt

progremme : il est méme nécessaire d'avoir un programme distinct qui calcule

la solution de base relztive & un easomble de 5 indices.

Zeiss 
; , a‘utilisation du programme est relativement sirnple : on fournit un

certain nombre ce données qui sont :

~ le nombre n de vecteurs ;

- la dimension r de espace

- les vecteurs,

Liordinateur donne alors la solution du prooléme, Av cours de la

cherche du minimax, gublque. os sultats intermédi, ires sont perforés qui per~

mettent de se rend:e compte des différentes phases du calcaleul, ce sort:

s (premieres ¢ roposantes des vecteurs auxquels ils cor-

recponder.t) av fur-et -mesure gu'ils s'introduisent ;

ates socutions de base positive qui ont été calculées et
'

étudiées avant 'obtention du subminimax
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Le programme a été initialement écrit en langage symbolique PASO,

de fagon & optimiser le temps de calcul, Ii est assemblé en n mots par carte,

Au lieu de suivre la vosition de la virgule tout au Jong du prograrnme,

on utilise le procédé dit de "virgule flottante'", On affecte & chaque nombre une

"caractéristique" et une 'mantisse'", Ctest la caractéristique qui permet de d

terminer la position de la virgule, Certains ordinateurs sont dotés de la’ virgule

flottante automatique ; en d'autres termes, ordinateur posstde des ordtres in-

vernes qui effectuent certaines opérations élémentaires sur des nombres écrits

en virgule flcttante,

Ne disposant pas de la virguie flottante automatique, on a fait appel

& des programmes qui réaliscnt cen opérations élémentaires : addition, scus-

traction, muliiplication, division et racine carrée,

Ces programmes utilisent la virgule flottante flair qui s'obtient d=

la fagon suivante

tout nombre est ec it sous le forme :

(0, xxxexxxx) . rol,

@ décimatles

ot OX est va nombve entier, positif, négatif ou nul,

- le caractér! que ast; (80+ X )

- la mantisse est constituée nav les huit-décimales,

La nécessité de la virgule flottante apparaft d'autant mieux qu'un programms

écrit en virgule simple limite le champ des valeurs de chaaue variable, ce qua

gue uous ne nouvons concevei~ dans le probléme aui nous intérésse,

Un organigramme général du programme est donré A la page suivante,

Th permet de svivre les différentes étapes de la recherche.
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i
On peut distinguer deux grandes parties : ‘ Former le nouvel eel Faire bammie

- une premitre partie logique ; Poser ensemble Aq

~ une seconde partie consacrée aux calculs effectifs des solutions dc ire ¥ non

gee i A-t-on calculé
base d'ensembles de 2,3,4 et 5 indices, ; g : + Pp p> 2 peesten

sé i b (A*)? aPoser : q 
aNous examinerons successivement la partie logique et celle consacrée aux a= 2 A x

¥ i : a eeerataee stecalculs, . : Poser i i (

Remarquons, avant, qu'a des stades différents de la recherche du minimax on pea : Pp pil
Fl : Calculer i =e ia besoin de calculer des expressions analogues ou de réaliser des processus Yi Former A, : t=t-1 t t+ 1

logiques semblables, 
; ;

ROR. Soles

Adin d'éviter les répétitions dans le programme, on utilise des "souc- Vv ¥v _——— =: ee
: 

a Faire:programmes", Ce sont des programmes qui effectuent un travail bien détermiié Aller en 1400 + p i i p pil

>| t= 1? iv siet que l'on peut utiliser of lon veut au cours du calcul, Ils supposent lee données ry ; ; t t+

en certains endroits et possédent un ordre de sortie variable, d'ot leur vient a ta :

cette faculté d'adaptation & des moments c.fférents du calcul, Calculer [| :

i considérer l'ens, d! 5 A
b 2 indices ay Faire t =

indices contenu en (p
Nous examinerons successivement les parties logique et de calculs,

A - PARTIE LOGIQUE 
Galsutey bt(a?) = pt? =a

325 SSS Ss SRS = = sla 
b 3 indices Ge Oe aml Slee :

| ! {

: ioul1°) Idée Générale ;

Nous allons, dans ce premier paragraphe, envisager certaines situatior:

créées par l'algorithme, et déterminer ce qu'il convient de faire en de telles cane ped
circonstances, Le second paragraphe montrera la réalisation de cette partic b 4 indices i

logique, S ARRET ai oee

i sep

: Calculer

ver leee hey b* 5 indices
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i

b Former le nouvel |, J Calculer |p... un{ Ranger AQ en

Poser ensemble A§ p=p-!} memoire P

olutions de fe ; al
B= yon calculé ap Ree iD asi he

z 

P 

Jesvee

Poser B Gan )? subminimax 7? oui
“6e aux q=2 =

¥ :

Poser

iinimax or PE i a
Calculer iP = aP 2 Calculer

rocessus 4 Former A, Me, a t ttl t=t-1
: Faire p=q

e des "souc- v ¥v Calculer i
. me qg=aqt+) |i

in déterminé Aller en 1400 + p mon

it lee données % iu oui

eur vient *

Calculer Exploitation des in-

i as fatb* 2 indices ceneldérer jens) “lPaire t= p ev] Calculer formations dé obtenus
indices contenuen (p p=ptl

le caiculs, |

| oui i
Calculer # A Choisir h dans I tel que

+ b7 (AP) = pb * 3 indices q a, [sta, )]= max, fata, J
| Tiel aq 9

situation ¥

de telles Giemet S= pl Sestl
b 4 indices Former 4G Former 4G <

ARRET

Calculer

mar/ wee b* 5 indices
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Situation 1; On considére un ensemble d'indices A,

+

Avant d'entreprendre le calcul de la solution de base positive b (A), il faut

s'assurer de ‘son existence,

On commience dont par se poser la question suivante ;

question 1:

~>
"Le calcul de b’ (A) a-t-il déja été effectué 2"

- Si oui, il n'y a aucune ambiguité : on consideére un autre ensemble d'indices,

- Si non, on ne peut procéder directement au calcul sauf pour des ensembles de

2 indices,

+ :
En effet, b (A) existe si et seulement si An' admet pas de subminimax, et

l'on a vu qu'un ensemble de 2 indices admet toujours une solution de base positive.

Ainsi, dans le cas d'une réponse négative A la question 1 et d'un ensemble de

plus de 2 indices, on se pose la question 2.

"Lt'ensemble A admet-il un subminimax ? "'

- Si oul, on considere un autre ensemble d'indices. Il est vain, en effet, de cal-

culer la solution de base de A qui ne peut étre positive et qui par conséquent

ne peut tre le vecteur minimax cherché,

3+- Si non, on sait que b (A) existe qui peut éventuellement étre le vecteur mini-

max p E, On procéde & son calcul,

Situation 2: Réponses négatives aux questions let 2,

\

On range AP et l'on forme le sous-ensemble de A? obtenu en éliminant l'indice

le plus & droite de A Pp
n

On considére ce nouvel ensemble et l'on se trouve alors dans la situation 1,

ares Ya
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Situation 3: Réponses : positive & la question 1 , ou

négative a la question 1 et positive & la question 2,

On introduit un nouvel ensemble d'indices B, Pour le déterminer on compare
' Pp ai il'ensemble AL que j'on vient de considérer & l'ensemble Ay dot il est issu,

Situation 4: On vient de procéder au calcul effectif deb * (AP),Situation 4 a
On se demande alors : (question 3),

+ :“Le-vecteur b”(A ) estail le vecteur minimascp’* cherché 2"

Remarquons, une fois encore, que : le vecteur minimax est une des solutions
de base positive, 

ccm amit

une seule solution de base positive entrafera

une réponse affirmative & la question 3.

~ Si oui, le probléme est résolu, “P*LE* (a P) ;
n

- Sinon, deux cas seprésentent,

# A” est le dernier ble dune é ' ‘EAL nier ensem! le d'une étape, c est-a-dire que le nombre

d'indices de a? est égal au nombre d'indices déj& introduits,

On introduit un nouvel indice (cf,. situation 5)

* Le nombre dlindices de a? est inféricur au nombre d'indices déja

introduits,

Ona vu que a? apparaft comme sous-ensemble des ensembles A_,A.,.,, A
cf, la définition d'untel ensemble & la rubrique ''Numérotation des ensembles")

On sp pose la question ‘suivante, question 4 ;

wept ca PB Abo (A,") est-il subminimax pour ensemble A." ?
i

wef wt
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dlabord pour ApSS A,

~ Si oui, on se pose la question 4 pour A, 3

- Si non, on passe & la considération d'un autre ensemble d'indices (situation 3).

Tant que l'on obtient une répanse positive 4 la question 4, on se repose cette

méme question. Ainsi, si l'on vient de s'interroger sur l'ensemble A, , on

s'interroge sur A Lat Si l'on répond par affirmative & ;

met (a?) est-il subminimax pour A?
n

on introduit un nouvel indice ( ef, situation 5),

Situation 5; On décide d'introduite un nouvel indice.

Si l'on a d&j& introduit un nombre q d'indices, on identifie le nouvel indice

heath

hest telque:d [S%A.)] = max 4, [Fe |
n 4 t j 4

jet

qa

ot A (1,2,3,4,... q-l,q)

8 (A,) est le evbminimax de l'ensemble A,, On notere qu'il peut arriver
4

=> +
A jee b A).ques (A,) (A)

Sityation 6: On vient d'introduire un nouvel indice h,

ll faut avant toute chose, exploiter les informations déja obtenues,

La nécessité de ce travail est justifiée par le fait suivant ;

#1, e5¢ Sartain Gulune, solution da bake b (A) aéja calculée ntengen-

ave pas le minimam p*, il aad, par contre, pas du tout certain qué

cette solution ne soit pas subminimax pour l'ensemble d'indices a? U {rn}



~ 68 =

Or, l'on va peuttétre étre amené A considgrer cet ensemble, donc & ré-

pondre & la question 2, (cf, situation 1),

—.
Donc, étant donné une solution de base b (a?) déj&a calculée, on se pose cette

question, question 5:

"Le vecteur'b* (A,,) est-il subminimax pour l'ensemble a?u {a} an

—_On répond & cette question en considérant les résultats de l'étude deb * (A, ),

étude réalisée dans le but de répondre A la question 3,

Remarquons que l'exploitation des données obtenues en vue de la réponse

& la question 5 ne peut se faire avant l'introduction du nouvel indice h, Avant cette

introduction les ensembles a? u {»] ne sont en effet pas définis,

2°) Réalisation

A# chacun des 26 ensembles d'indices susceptibles d'étre examinés, on affecte

une mémoire & laquelle on pourra se référer gr&ce & l'ordre "consultation de table"

(ci. Chapitre Il, "Généralités", "seconde possibiliné's),

Numéretons les positions de toute mémoire comme suit’:

site{af2zfi qo]lo Js] 7fe]

Nous allons énoncez un certain nombre de conventions qui vont permettre d'exprimer

divers états, Considérons la mémoire correspondant a ensemble A »,
n

- La position 9 indique si ;

ily aun: quel! été calculé,*

% ily aun 9: que l'ensemble n‘a pas encore été calculé,
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- La position 8 indique si:

* ily aun8 : gue l'ensemble admet un submininiax,

« ilywaun 9: que l'ensemble n'admet pas de subminimax,

1 é . . .
La position 4 correcyond au vecteur c " rangé le premier & partir de la eet’

Elle indique si:

>, Ieee

* ily aun8 : que a[o* a?) 4 ap ay]

se WT Ipyt,. p,
# ilyaun9:que 4 (» a] 7 4 [eta]

~» >
172 1, Py Ly 2

ot at Ip * a?) fk J |v (a,P) -e |

=

a(b * al] est la valeur de l'expression,
5 |=

a, [> (a "= x? | (a?) - C7], caloulée pour le vecteur c, contespon-
j n 3 n j

dant & l'indice j pris arbitrairement dans Ae. On a vu, en effet, que cette quan~
ras P

tité est invariarte pour tous les vecteurs correspondants & des indices de AL :

Les positions 3,2,1,0 jouent le méme rdle que la position 4, Elles correspon-

— 32 93 etdent aux vecteurs¢, © 2 vangés les deuxitme, troisidme, quatritme

et cinguigme respectivement.

i . . PRemarquons quo si@’ (i= 1,2,3,4,3) correspond a un indice de AP, on a alors
= Fh,

a*fo a) ] = 4 [e (A 1]
a) a

et, dans ce cas, d'aprés ce qui précbde il faudrait mettre un 8 en position (5 ~ i).

Mégalits :

En fait cela n'est pas nécessaire car le contenu de la position (5 - i) n'est con-
—>i n

sulté, par la suite, que si le vecteur ¢ “ne correspond & aucun indice de A, :

within
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L'ordinateur, au début du programme, envoie la quantité 9.°9.0.0.0. 9. 9.

9. 9. 9. dans toute: mémoire correspondant A un ensemble d'indice,

Soustraire 1 en-une position bien déterminée revient alors % mettre un 8 en cette

position,

Liordre créé par l'algorithme en identifiant les indices n'est pas celui - arbitraire -

qui permet de ranger les vecteurs & partir de la mémoire 1700.

Afin de rendre l'ordinateur capable de déterminer les vecteurs qui interviennent

dans le calcul d'une solution de base bt (i, j,k), par exemple :
& chaque fois que l'on introduit un nouvel indice identifié Ai, on met en

(1826 + i) la premigre composante du vecteur qui lui correspond,

Le choix de la bande 1827 - 1831 est di a des considérations de commodité : ce

sont des mémoires de sortie dont on peut - directement - perforer le contenu,

Tout au long du programme l'ensemble d' indices sur lequel on travaille directe-

ment se trouvera placé en une mémoire indice "ANP", positionné comme suit :

fo gohi oj 0 00 0 0

Apres choix des vecteurs initiaux on introduit en ANP le premier ensemble

1200000000.

De fagon générale, on appellera :

r : la dimension de l'espace 00.... 07

n : le nombre total de vecteurs 00.... On

q : le nombre d'indices déj& introduits 00.... 04

p : le nombre d'indices de AP 00... Op.

Rappelons, enfin, que:

—
la premitre composante du vecteur c 1 rangé le premier est 1700,

la premitre composante du vecteur © rangé le 2tme est (1700 + r + 1) etc.,

eut/sas

Bs

+ TL

Un certain nombre dé sous-programmes ont été rédigés qui vont étre commentés,

Sous-Programme 1:

Il calcule dans un espace euclidien de dimension r, la distance de deux

aly E, 2
vecteurs, soit: c, + = a: -le; 1 (Sisk 7 Six

- en 8001 (distributeur) l'ordre de sortie,

~ en 8002 (accumulateur droit) 00. (sexx). (xxx) of

A B >
A est l'adresse de la premi&re composante du vecteur ©

ee aieegaclod

B l'adresse de la prernitre composante du vecteurc.
J

- en 8003 (accumulateur gauche) 00, 0000. 0000.

* Résultat : Aprés le caleul, ilya:

-engooz [e7- 27]?
1 J

~en8003 00, 0000. 0000,

Ce sous~programme ne nécessite aucune remarque particulitre si ce n'est que le

test porte sur la dimension r de l'espace, dimension qui est une donnée du problame,

Sous-Programme 2:
B
e

->,

Il calcule expression: d. [s Ya kek’?
j not

Ce sous-programme fait appel au précédent, ”

# Utilisation: On met:

- en 8001 l'ordre de sortie,

- en 8002 00, (xxxx). (xxxx).

A B
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—y

A est l'adresse de la premiére composante deb (A Fy
> n

B celle de la premitre composante de ey

# Résultat: Aprés le calcul, ilya:Résultat ot

-en8002. d, [ (A Py]
J n

- en 8003 00. 0000. 0000.

On notera simplement qu'ici ordre des vecteurs est essentiel : il n'y a plus la

7 2
symétrie de l"expression | ; <7

Sous-Programme 3:

Il isole une position bien déterminée d'une mémoire parmi les positions

9,8, 7, 6, 5

# Utilisation: On met:

- en 8001 l'ordre de sortie,

-en8002 00. (xxxx), 0000 ot

A

Aest adresse de la mémoire considérée,

-~en 8003 00. 0000. o00t,. ot

t détermine la position 4 isoler comptée & partir de la gauche de la

mémoire. On aurat=1, 2, 3, 4, 5 pour les positions 9,8, 7, 6, 5

respectivement,

* Résultat ; Ala fin, on trouve ;:

-en 8002 00. 0000. 0000

- en 8003 x0. 0000. a00t ot

x est le contenu de la position t de la mémoire A,

aman Yrs

a a

Liutilité de ce sous-programme est justifiée par la remarque suivante :

l'algorithme , afin de former un nouvel ensemble, compare les indices de A P
n

et ceux de l'ensemble AY dot aP est issu, Ce sous-programme permet d'isoler

Mindice voulu,

Sous-Programme 4 ;

Soit un ensemble J de p indices et I' un ensemble de (p - 1) indices pris

parmi les p, Ce sous-prograrnme détermine l'indice k de I qui manque dans I',

x Util isation: On met:

~ en S001 llordre de sortie

-en8002 O00. (xxxx). 0000 ot

~ B

B est l‘adresse de la mémoire contenant I',

-en&003 00. (xxxx). 0000 ob
« ‘ A

A est l'adresse de la mémoire contenant 1,

~en une mémoire "ALPHA" le nombre p d'indices de I! positionné ainsi ;

00. 0000. 000 p.

= Résultat : On trouve a ia fin:

- en 8002 00, 0000. 0000

-~en&0023 kO., vO00. 9000.

% Méthode:

On compare lec premiers indices iy et i', deletI', S'ils different, c'est
nt

donc que kz=i, . Sinon, on compare i, et i, , Slily a égalité des p premiers

indices de let I', on peut alors affirmer que k==i aye
pth

(cf. - ° organigramme 1,’ page suivante) . seefiae



Isoler uh de I

Isoler i

jOrdre de sortie

——

oui

Jajtl non oui
L 

oO

Ordre de sortie | CTR+1—)CTR

On utilise ce sous-programme dans la réponse a la’ question 4, On doit alors

comparer a? et A, par exemple, Il permet de déterminer la position que l'on
_ doit considérer dans 1a mémoire correspondant 8A P, Suivant qu'il y a un8 ou

9 en cette position, b* (A,?) est ou n'est pas subminimax pour A.
On Mutilise aussi av début du calcul d'une solution de base relative 4 des ensem-

bles de 4 et 5 indices,

Sous-Programme 5

Il permet, étant donné un 9 en une certaine position d'une mérhaire de lo

remplacer par un 8,

% Utilisation: On met:

- en 8001 VWordre de sortie,

-en8002 00. 0000. o0ot ob
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t est la position considSrée, t = i pour la position i.

- en 8003 contenu de la mémoire,

« Résultat; A la fin, on trouve ;

-en8002 le nouveau contenu,

- en8003. 00. 0000. 0000.

Ce sous-programme est employé dans la codification des résultats des diverses

études entreprises,

a) Programme déterminant les indices fet htels que d (f,h) = max d (i,j)

ifj€l

(cf, Organigramme 2)

Le résultat est en "RESERVE" sous la forme 00. (xxx). (xxxx). ob

A
e >

A et B sont les adresses des premitrescomposantes des vecteurs ce etc’

&

La méthode est celle qu'indique l'organigramme.

Le but cherché est de déterminer les premitres composantes des vecteurs ren-

dant maxima la fonction d (i,j).

La logique est la suivante, on associe :

I 31°) ec" & tous les! autres vecteurs @”, °,..; Cela fait, siin est le nombre

total de vecteurs, (n-1) expressions d (i,j) & calculer,

= 3 42°) c” aux vecteursc,c*,,,, ce qui fait (n-2) quantités & calculer,

On arréte le processus lorsque l'on a effectué c =

On détermine av fur-et-a-mesure la plus grande valeur de d (i,j) et l'on prend

soin de placer en lie” s@ les vecteurs qui l'engendrent,

2 Z
Il y a en effet C_“ facons distinctes d'associer n éléments deux & deux,

n



= 76-

[Fosse ||
=

« Faire GTRA = TRAVC ='6

+
{(n-1) 5 me et CTRBCalculer{n (ei)?

“tT
Former Liordze 90°. 1700-(1700+r+1)5 ©

(ieentigue & OO.AAAA (AAAA + r + 1))

la, - 25} * extce aD et au sp 2

Caloulery (k, k. \}2 .

Ei] erlice & D+ 00 (coar) (oor)
*| u.

4 (i,3)/— TRAV

TRAVB <<) TRAVC ?

=

pe oyniin

6 @ en "RESERVE"J eae neraine met ‘ onvoyer{ TRAVB en TRAVC
neh

“Tt
CRA+1—> oma

1

‘ CTRA = TRAVA ?
et

—— raott nén

, ® + 00.0000 (oocr) 4G

ah

+
Résultat’ en! "RESERVE" TuVA- 1 HAYA

= CTRE + mkv _—4 oTRE.
Forwer’ i'ordre 00. (AMAA + © + 1).(AAAA + 2r 4 2) — 0

b) Programme rélaisant les réponses aux situations 1 et 3, (cf, organigramme

11 suppose Hensemble A? placé initialement en mémoire indice "ANP", 3)

DEBUT

/
| Tester la position 9 de la mémoire correspondant & Al |

Tny alma (calcul aéj& effectué) Iya un 9 (calcul non effect

‘| | Aller & la comparaison de aP eta, |

Aller & la partie commune aux

calculs des solutions de base.

Tester la position 8 de la mémoire correspondant & a? |

Ilya uh 8(aP admet un subminimax) 0 yu un 9(AP n'admet
| pas de sub, ) é

Transférer a en mémoire (000 p)

Former le nouvel ensemble obtenu

en éliminant l'indice le plus & droite

| dea P
n

| Le mettre en mémoire "ANP"
| 

Vv

I psp-t

| te

ORGANIGRAMME 3

a
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c) Programme €tudiant une solution de base que l'on vient de calculer,

(permet de répondre a la question 3) (cf, organigramme 4)

AP lar F f i |. selsa, : : _. Wpgpyr | |

Oe ET ena 8082 Cm = “tenor” = Tra =.0
v

Calculer @ =n- p

b
Calculer al 4) (grace au S.P.2)

ee

Déterminer un vecteurTM@? ne correspondant & aucun indice de a?

> Calculer ae (A?)] (grace au S.P.1) —y TRAVA
ee.

ava cd ot (a?) 2

—$—$$ >

non

calouler x = adresse de 33} - 1700 Bnvéjer 1 en
g = red “TENOIN"

Mettre un 6 en position (4-x) de la mémoire 17B5
ce 1

oui go non
TRAWA ——pTRAVB

=

] bd (4?) n'est pas minimax et |
i

adresse de co. “NOUVEL INDICE"
si p=q, le vecteur corr au

nouvel indice est nat Y ——, r

"NOUVEL INDICE" lore b*(a,P) = +1, cr }

7
—teas ai omR =nate = = oui CIR = 8

'TEMOIN" = 0 ?

oh oe pon |
Faire en sorte que l'on

ait un agtre vecteur

ORGANIGRANME 4 \
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Ce programme suppose :

- le contenu de la mémoire correspondant & A P en mémoire 1735,
: n

+ les adresses des premitres composantes des vecteurs correpondant aux

indices de A P rangés de la fagon suivante :

sia Br, g,h,..
n

en 1730 adresse de cy 00. 0000. (xxxx).

en 1731 adresse de> a
g

en 1732 adresse de a "

-,
Ila été jugé préférable de déterminer parallélement A l'étude de (b * (a,”),

la quantité : max d, [et (A 7]
: j n
jer 3

iBA,
Si le nombre p d'indices de aP est égal au nombreld'indices déj& introduits,

—>.

ou sib’ (a?) s'avére étre subminimax pour l'étape n° (q - 1) alors l'adresse

de la premiére composante du vecteur correspondant au nouvel indice est dans

la mémoire "NOUVEL INDICE",

La détermination d'un vecteur 6, ne correspondant & aucun indice est relative-
ment compliquée, (cf. organigramme 5),

Le processus logique en est le suivant; on compare la quantité P : 1700 & toutes

les adresges des vecteurs correspondant aux indices de ALP, Si f différe de

toutes les adresses, alors le vecteur ne correspond pas A un indice de a.

Si P est égdl & une adresse et ce, quelle que soit cette adresse, on fait f +

(r+ l)jon recommence la comparaison avec cette nouvelle valeur,
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Envoyer 00, 0000, 1700 __sTRAVD

“nt Envoyer 69, 1730. 2000 —s@
€

CTR =0

3 i
TRAVD + 00, 0000 (r+1) 5 TRAVD

La premiére composante

du vecteur ne correspondant

“|| & aucun indice est en TRAVD

ORGANIGRAMME 5

Ajoutons pour conclure ce paragraphe que dans l'organigramme 4, si CTR dif-

fére de & , on va a la branche "oui" du test "TRAVC - TRAVD = 0?"

4) Programme permettant de répondre a la question 4, (cf. organigramme 6),

Ce programme suppose le contenu de la mémoire correspondant & a? en

1735.

Il exploite les informations recueillies lors de l'étude de AP.
n

‘ apn

Faire (1+ 00, (r+1), 00003)

-81-

| DEBUT

_—>

calculer x =?

t

I
\

lly ¥ un8

i
(Alors b (a?) est submin, pour A.)

: correspondant A A
i ‘S-p

| eat]
non Sout

Mettre un 8 en position 8 de la mémoire |

Calculer s=p+l

(Alors b

Aller & la comparaison de a? a'A|

s'=s+tl—ys
Aller & Mintroduction d'un

nouvel indice

4

ORGANIGRAMME 6

Former lordre 00, (adresse de ANP}(000s)

Déterminer Vindice j apparatenant & A, 5 et'non a AP (grace au SP 4)

Déterminer l'adresse du vecteur g; correspondant a j

_(adresse de o}) - 1700
~ r¢4l

[ Tester la position (4 - x) de la mémoire 1735

Ty dun 9
—_

* (A, P) ntest pas sub, pour A )
n s-p

t= p-=i(s-1)

Transfert de 000(s-1) en ANP
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e) Programme introduisant le nouvel indice et répondant & la question 5,

(cf, organigramme 7)

Supposons que l'on vienne de finir l'étude de l'étape n°(q - 1) et soit

s(A :a)

On identifie le nouvel indice hag +1. h z= (q+ 1), La premigre compo-

(1,2,3,...q) le subminimax de cette étape,

sante du vecteur qui lui correspond est en mémoire ''NOUVEL INDICE" » dont

on transfert le contenu en 1826 + (q + 1).

On range les ensembles dont on calcule effectivement la solution de base dans

une bande de mémoires consécutives commengant en AAAA z= 1835, et ce au

fur-et-a-mesure qu'ils se présnntent, Cela est réalisable grace & un ordre va-

riable qui permet ainsi, & tout moment, de connaftre le nombre de solutions de

base réellement calculées,

‘Afin dé répondre & la question 5, on teste la position affectée au vecteur cor-

respondant au nouvel indice, On est ainsi améné & considérer une méme posi-

tion d'une suite de mémoires, Selon qu'il y a un 8 ou un 9, la solution de vase

relative & l'ensemble A _P = (f,g,h.,),contenu dans la mémoire,est ou n'est

pas subminimax pour Ag Py {a + 1 a

Ce programme ne tient pas compte de certaines particularités & savoir qu'il est

impossible que le subminimax de l'étape n‘ (q - 1) soit subminimax pour l'étape

n° q, Clest la fagon méme d'introduire un nouvel indice qui exclut cette possi~

dilité,

hyAinsi b © (1,2) ne peut étre subminimax pour (1,2) U {3} == (1,2,3).
Afin d'éviter trop de lourdeur dans le programme, on a négligé de telles eon-

sidérations ; ce qui est d'autant plus justifié que le temps nécessaire A un test

est tres court,

Ponies
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qa=qaF lq

4

Former le nouvel ensemble A

Le mettre en, 7 ANP
(1,2,..4,4+#1)

Envoyer le contenu de 'NOUVEL INDICE" en (1826 + q + 1)

v
p=q;t=p

correspond’ a atl | - 1700
h

r¢+l

Calculer [adresse du vecteur ©,”
x=

Déterminer l'adresse BBBB ou se trouve la dernitre solution de base calculée

AAAA 5 TRAVA

[ Tester la position [4 - x] de la mémoire indiquée par TRAVA |

Hy aun8g——— ya
==—?. yAlors b *a.?) est subm, pour ay U farr} Alors b “(A Pyntest pas subm, pour A Pu

° “fry
Former l'ensemble a? U {art}

v
Mettre un 8 en position 8 de la mémoire

correspondant & al U ati}

"—~—SCTR + (r+1)__5CTR —oo
a _ |

\ CTR = BBBB ?

pie ee
7 at es v

Aller ranger Ay | | TRAVA + (x +1) TRAVA
——— 

y

ORGANIGRAMME 7
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£) Programme comparant les ensembles d'indices (organigramme 8) :

Déterminer P le titme indice de I'ene, contenu en "ANP"

Déterminer pl Je (t#1) ime indice de ens, contenu en [000(p+2)|

ptiobey ?fa? aes :
oui non ise

= ph Nouvel ensemble en ANP

non

Aller a
t=t- list

u&-t-on‘caleulé b * (AP). gu
4

=

. M

Transférer en "ANP" le contenu de 000 P

to
[ farts ‘Aller & la partie commune aux | |

des solutions de base,

ORGANIGRAMME 8
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B - CALCUL DES SOLUTIONS.DE BASE, -

Immédiatement avant de passer au calcul effectif d'une solution de base

d'un ensemble P= (f.g,h,...), Hordinateur déroule un ensemble d'ordres

communs aux ensembles de 2,3,4,5 indices,

~ On transfert le contenu de la mémoire correspondant & a’ en mémoire

1735,

- On prépare l'ordre de transfert de la mémoire 1735 en mémoire corres-

pondant a al.

- Enfin, on se rend en (1400 + p) ot p est le nombre d'indices de l'ensemble,

On place alors les adresses des premitres composantes des ''vecteurs de base"

(ceux qui correspondent aux indices de l'ensemble considéré) en 1730, 1731,...

1735, Liordinateur les utilisera pour le calcul,

On a fait appel a divers sous-programmes que nous allons commenter,

Sous-Programme 6 :

Il range les adresses des vectemrs de base en 1730,31,., etc,

li suppose l'ensemble en mémoire indice "ANP" et le nombre d'indices

p en mémoire P,

Sous~Programme 7 :

>
Il calcule le produit scalaire de deux vecteurs a et b dans un espace eucli-

dien de’ dimension z,

% Utilisation: Mattre en:

- en 8001: ordre de sortie

- en 8002: 00 (xxxx) (xxxx)

A B

eran itera
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ot A est l'adresse de la lére composante du vecteur a’

B est l'adresse de la lére composante du vecteur b

- en 8003 oo. 0000. 0000.

# Résultat ; A la fin du calcul, on trouve :

—> —>

- en 8002 a. ob

- en 8003 00. 0000. 0009

Ce sous-programme est trés utile, clest lui qui permet le calcul des coefficients

des équations (b), (b'), (c), etc...

Sous-Programme Btn

k

Il calcule l'expression ze a. a ot
= py

—_?>

- les c, sont des vecteurs dans un espace de dimension r,
i

- les & sont des coefficients numériques donnés,
i :

- le nombre de vecteurs est k,

* Utilisation : On range :

Pe ty,les premitres composantes des vecteurs c. dans des mémoires consécu-
i

tives 4 partir de AAAA, . ‘eres

lee coefficients correspond- ts -€dans des mémoires consécu-
I

tives & partir de BBBB, le nombre d'indices k en mémoire K,

La dimension r est supposée en mémoire R,

#% Entrée : On met:

~en800i lordre de sortie.

-en8002 90. BBBB. AAAA, ob

AAAA et BBBB déterminent les boucles précédemment définies,

-en8003 00. CCCC. 0000 ot

CCCC définit la bande de mémoires of lon veut placer le vecteur résultat,

are twat 2
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Ge sous-programme ade multiples applications: il facilite le calcul des solutions

de base connaissant les coordonnéee barycentriques ; on l'utilise pour déterminer

la différence de deux vecteurs, ect...

Sous-Programme § ;
— 2 2

a is f ~> iS g —>
Calcule l'expression q (f,g) = ———s— oc, - =e See

2 2 f 2 2 g
k’.-k k .-k

f g £ g

2 | k Ke 2 ney as ary

ainsi quer (f,g) =} c.+¢
2 2 f g

| ~k
f g

ll emploie le sous-programme 7,

% Utilisation : On met :

-en8991 lordre de sortie

~en800% O00. FFFF. GGGG. ot

—_>
FEFF et GGGG définissent les vecteurs c

—> .
t et °y respectivement,

- en 8003 99. CCCC. 0000

CCCC est l'adresse du résultat,

~—_— 
sot me

Le vecteur q (f,g) est ainsi placé & partir de (CCCC) tandis que la quantité x (f, 2)

se trouve rangée en (CCOCC ir),

Sous-Programme 10 :

> —> a! +Il détermine le vecteur q (f£,g,h) = q (f£,g) + X (f£,g,h) (ater) -q (f.8) |
22 —, => 2et la quantité ©" (f,g,hp-4r° (f,g) + | q (f.g,h) - ¢ (f,g) | .

fl emploie les saus-programmes 1! et 8 et détermine d'abord la constante Ye ,g,h)

grace Ala formule /'\, (cf. Calcul des Solutions de base de 3 indices),

myren/ tes
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% Utilisation: On met;

-en€001 lordre de sortie

en8002 90. (AAAA). (BBBB). od
~ —

AAAA et BABB définissent les vecteurs q (f,g) et q (f,h) respecti-

vement,

-en8002 90, CCCC. C000 ot

CCCC est l'adresse du résultat,

La quantité r? (£,g,h) est placée en mémoire 1801 pour des raisons de

commodité.

Quatre Programmes calculent les solutions de base:

a) Solution de base d'un ensemble de 2 indices ;

7 + ji
On détermine simplement : b'” (f,2) = [=~

fg

b) Solution de base d'un ensemble de 3 indices :

Oa suppose les vecteurs de base affectés de coefficients k, distinets,

le détail des calculs est donné au Chapftre 1, "3 indices",

in ensemble de 5 i

Le détail des formules est donné au Chapitre 1.

On netera seulement ur le calcul d'une solution de base de 4

=.

indices b “(A,), on considére A, = (A,) 0 {} ot A, est le dernier

sons-ensemble & 3 indices de A, dont on a effectivement calculé la

solution de base,

+0-0-0-0-

arora

EXEMPLE I:

~89-

CHAPITRE II] - EXEMPLES NUMERIQUES -

-0-0-0-0-

Colonne a distillation,

Considérons le syst#me suivant, dit systtme 1, Il est représenté sous la

figure ci-dessous,
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Soit une colonne & distillation dont le débit d'alimentation est W. On contréle

directement ce débit,

Les variables non contrélables sont :

- le débit GW, d'entrée du produit 1 dans le réservoir 1,_

- le débit WU, d'entrée du produit2 dans le réservoir 2,
n

- bitle débi a3

+ le débit U, de sortie du produit fabriqué 4 (provenant du réservoir 4),

de sortie du produit fabriqué 3 (provenant du réservoir 3),

Ces quantités sont aléatoires. On les suppose normales ,(de Gauss),

possédant une moyenne et un écart-type connus,

Les variables indirectement contrdlables sont ;

- les niveaux Vy1¥g0¥3+V, dans les réservoirs 1,2,3,4 respectivement,

- les débits Ver%GVar%g a la sortie des réservoirs 1,2,3,4 respectivement,

On suppose que ces 8 variables indirectement contrélables, de méme

que le débit contrdlable \/, sont toutes critiques,

En d'autres termes, on considérera que le systtme op’re de fagon sa-

tisfaisante si et seulement si chacune de ces variables restent entre certaines

limites,

On supposera que:

- le débit W est constitué pour un quart par le débit Vg: Pour trois quarts par v,,

- pour chaque unité distillée, on fabrique une demie unité de produit 3, une demie

unité de produit 4, :

- iln'y a pas d'accumulation nette dans les réservoirs,

La figure montre le systéme & l'instant initial; Nous voulons connaitre

son €tat aprés 39 jours de marche, L'unité de temps pour les débits est un jour,

ses five

Bie

Mise en équation du systéme ;

On écrit :

- l'équilibre du syst®me de part et dlautre de chaque réservoir ce qui donne

4 équations,

- les hypothéses relatives au débit \W/ et aux proportions de produits 3 et 4

fabriqués,

Appelant vi pM oY y. les niveaux des réservoirs a l'instant initial, il vient :

Q (+ vy) 5 30 u, + 30¥, = 0

(2) -30u,+30v, = 0

(3) - 30v, +394, = 9

(4) vy ~30v, +304, = 0

(5) -¥, 49.2W= 0

(6)

(7)

(8)

On posera: (vy

wv,

(v,

(v4

5 Wyo)

atlas
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que
On notera puisqu'il n'y a pas d'accumulation nette dans le systéme les moyennes

des niveaux dans les réservoirs coincident avec leurs valeurs initiales,

Les équations (1) a (8) s'écrivent :

(9) Av, ~30 AG + 39 Av =o

(10) Av, - 30 Au, +3 Ave =o

(11) Av, - 30 Av, + 30 Au, = 0

(aay Ay - 30 AY, + 39 Au, = 0
4

(13) Av,+0,2 Aw = 0

(14) Av Aw =0

(15) Av,-0,5 Aw =0

(16) Av,- Av,- Aw =o

D'aprés I'hypothése que nous avons faite au Chapftre I, il existe une relation

linéaire entre w et les U5 soit:

_ Oy, Aw, AG AG,
(17) Aw-p,. +p. +P.

7 2 3°

aT, o, i t les écarts-types des u,uo gS q G, sont les écarts-types des a

C2

Substituant (4) dans les équations (9),... (16), il vient :

Py _ _ i(2) 4,230] (1-0, 2h), Ad - 0,2 AG - 0,2. a Aa 0 2
SB 30C«S

- = Pp Py(9) dv, «30 foe ; A, +(1- 08-2) BG, 08 Aw,

P

(20) Av - afo.s
ys oy ! S2

=, P — Pp = PB, =—tsAw '+0,5— 27 (1-052) ha, 3 O08 as, \

saafoes

mil a,Au, -(1-9,5 5y]

8<I

. les, limites de l'intervalle souhaitable pour la variable ve
vi

Elevons les équations (17),(18),... (25) aubarré, Prenons l'espérance mathématique

des deux matabres, Divisant enfin chaque Squation par hy 7 on peut 6crire si
est l'écart-type de la variable vit



2 2
2(31) _ vo _ act >, +p, ty? + p42

h v6 v6 |

2 2
2 2(32) — = _ Py +P, Pz *P4h v7 v7

2 2(33) o “v8 0,5 Dee a tp2tp2
2 h 1 2 3 4h” v8 | v8

ow ry 2 2 2 20) | io +P. +Pz +P, |hw Low

Les spécifi cations dy syst’me sont données par le tableau 2,

Nous nous proposons de déterminer les constantes Py ‘Py »P3 Py: telles que, pour

30 jours de marche du systéme, chaque variable critique reste entre ses limites,

Nous examinerons la méthode de "Recherche du minimax" telle qu'elle est dé-

veloppée dans le présent mémoire,

Nous considérons aussi la méthode dite des 'Moindres Carrés Pondérés" et ce afin
dlavoir un élément de comparaison,

Q) Recherche du Subminimax :
e
e
 
a

n

a

 x

La dimension r de l"espace euclidien dans lequel on travaille est 4 (nombre

de variables non contr6lables),

Le nombre de vecteurs (cf, tableau 3) est, & priori, égal & 9, (nombre de variables

contrélables directement ou indirectement),

; 
CPP DP .aSEn fait, on remarquera que les vectenrs Ce. Cg: Ca c et c’ ont des composantes

w

égales, Il suffit alors de considérer le seul vecteur cp dont la constante kh, est la
1

plus grande ;

+ /tes

}—
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3 — 
T| valeur valeur | lumite Linite | Pua (f,,2',) Eeart

iEtanle moydnne. initiale inférieure b supérieure f. type

Débit d'entrée wy 3400 100

Débit drentrée w, |5600 100

Débit de sortie By 3000 100

Débit de sortie a, 6000 100

Quantité de pro-

dgit (réservoirl)v,| 3500 35 000 0 1500

uantité de produit

Cebaaeee 2 Vy 17600 20 000 0 2400

antité de produit

i réservoir 3 Vs 1878 15 900 0 1875

Quantilé de produill

(réservoir 4 v4 300 3 000 0 300

Débit Ys 1620 2 120 1000 500

|

Dédit Ye 6480 9 000 4780 { 1700

|Dépit vo 4050 6 000 2950 | 1100 |

Débit vy 4050 5 050 2000} ~—-1000 |

| |
Débit w 8100 10 350 6000 2100 |

-- TABLEAU 2 --
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~en effet, queifue soit le vecteur p= (p), Py, Py, P,) on aura : >,
Avant de trouver la solution p ~ = b "(1,2,3,4) les solutions de base qui ont été

2 2 . ;ove > ow > Tv? SV ous calculées sont relatives aux ensembles (1,2); (1,3); (1,2,3) 3 (1,4); (2,4); (1,2,4)
hn? ve hn? w n2 v7 n? v6 n? v5 (3,4) 5 (1,3,4) 5 (2,3,4).

on a donc n = 5, 
j On remarquera qu'il n'a pas été nécessaire d'introduire un cinquitme indice.

Le temps de calail est inférieur A 5 minutes,
Dk

Le vecteur p' étant trouvé, on a calculé les probabilités pour chaque variable d'étr«Vecteur | Constante ky lére Composante| 2&me Composante | 3éme Composante | 4@me Composante a l'intérieur de la bande qui lui est assignée,

a 4.109 500 0,00 0 0,00 h, min | h, max Probabjlité d'étre & l'intérieur de | Probabilité a'étre
Variable a" see & l'extéricur de la

= = 

4 la motié {In moitié
os 10 0,00 125,00 0 0,00 i inférieure| supérieure total = bande
or 8. 10> 0,00 0,00 200 0,00
“eS aie S00 o100 0 xt vy | 492 | 10,9 0,268 0,500 nv 0,688 0,32‘4, 

.=> : + 00 y 
.e 4. 10 : 0,00 9,00 0,0 0,00 ¥5 0,491 3,60 0,188 0,500 *u 0,688 Vv 0,31“ee” 4,44. 10 6,00 0,00 0,00 0,00

est pris cat a0 a O00 v, | 0492 | 3,43 0,168 0,500 “0,688 0,327 ; j 
;

nares —
cB eee 9100 E00 O00 ops v, | 040 | 4542 0,188 0,500 | ~ 0, 688 U 0432
ST Ie 3,00 3,00 3,00 { ,

2 
vs | 3408 18,4 0,500 0,500 vi vo

a Beles B= Ye 353 | 38,7 0,500 0,50 | wa vo
anne > 1 2 ined —On & considéré les vecteurs :¢) SE" (rangé le premier sur Doxahyateim) en 1700, %, | 30 23,1 0,500 6,500 wT soni

1701, 1702, 1703,k, en 1704) i €,= € (de 1705 & 1709) : yx ©” (de 17102 1714);
3 : =

Bee (de 17158 1720) ; co, B? (de 17208 1725), Vg 11,8 24,3 0,500 0,500 vil vo

ry w | 1244 13,3 0,500 0,500 | VaR voLlordinateur a introduit d'abord les indices 1 et 2 correspondant 4c? et ¢! puis

\ i leg ‘chabilités ne! Q.oo83 correspondant & ¢”, enfin 4 relatif A’, Le vecteur minimax cherché est : i Produit dee Probebilités 0224,
=

p'== (19,28 3 10,24 ; 9,044 ; 166,8)
Tableau des Probabilit zinimar"

seshis



<y

On remarque que les 4 variables VyrVarVgiMy ont une méme probabilité d'étre

A Vextérieur de leur bande:; c'est normal car la solution de base est rélative aux

4 vecteurs correspondants,

@ Méthode des moindres carrés pondérés :
2
i i

On rend minima la somme des quantités

h.
i

Pour avoir la composante p, duvecteur py on égale & zéro la dérivée

partielle de la somme = rapport & Py

a ov syr? to =24-k, (500-p) tk, pp tise tk, py

k k

dod : 001. - 2,692 p, = 125 2 = 16,82 !
a Bk,

xy
= 21,54 — p, = 200 = 13,46

Grace 4 ce vecteur, on peut former un tableau de probabilités, (cf. tableau 5, page

suivante),

Conclusions sur les deux méthodes ;

Appelons p, (v,) la probabilité totale que la variable V, appratienne @ la

bande qui lui est assignée, P la probabilité que toutes les varia tes appartiennent

a leurs bandes,

Une limite supérieure de P est donnée par la Plus petite des quantités p, (v,).

PZ min P, (v,)

i=1,2,..,w

Une limite inférieure de P est donnée par le produit des quantités P, (v, ) (cas ob

toutes les varia ts seraient réellement indépendantes, ce qui n'est pas réalisé

-99-

| hy nin Probabilité alétre & Probabilité d'étre
Variable ea | itkntéricur de: & L'axtériour de

“Gntéricare’| “eupecsoure | ‘tt | ta bane

%y 0,502 11,2 0,192 0,500 0,691 Vv 0,31

Y% 0,899 6,59 0,314 0,500 0,814 Vv 0,19

%5 0,695 4,86 | 0,255 0,500 |-v0,755 0,25

‘% 0,106 0, 954 0,041 0,328 V0, 368 “0,63

5 81,7 101 0,500 0, 500 vol Yo

%G 7345 103 0,500 0,500 |v 1 v0

v, | 149 127 0,500 en v0 7

‘Vg 65,3 134 0,500 0,500 |v a vo

. 68,6 7355 0,500 0,500 fv 2 vo

7 Produit des Probabili tés 0,167

~ Tableau des Probabilités (moindre carrés pondérés)

ware latars



généralement en pratique),

On peut donc écrire :

Appelant P (minimax) la quantité P donnée par la méthode du minimax, P

(moindres carrés pondérés) celle donnée par la méthode des moindres carrés

pondérés, on trouve :

9,224 & P (minimax) & 9,688

et

4,167 & P (moindres carrés pondérés) & 9,368

La conclusion apparaft alors nettement : la méthode du "minimax"! donne ¢ 3

résultats sensiblement meilleurs que celle des "moindres carrés pondérés",

La méthode des "moindres carrés pondérés" a, il faut le reconnaftre, l'avan-

tage d'étre plus simple que l'autre, Elle donne d'assez bons résultats, mais il

convieat cependant de remarquer que les probabilités auxquelles elle aboutit

sont f.également réparties, Ainsi la variable v, - quantité de produit 4 dans

le réservoir 4 - a environ 63 % de chance d'étre & lextérieur de sa bande alors

que les autres variables ont des probabilités convenables,

Avec I méthode du "minimax", cette méme variable v, n'a que 31 % de chance

d'étre & i'extérieur de sa bande, ce qui constitue un gain sensible,

Le méthode du "minimax'', en rendant minima la moins bonne des quantités ;

"'Probabilité que la variable v5 appartienne & sa demie bande inférieure"

a un effet qui porte sur toutes les variables vy Cet effet est global alors que

la méthode des "moindres carrés pondérés" semble favoriser cettaines varia-

bles an détriment des autres,

- lol-

Pour faire une analyse compléte du probléme, il convient de regarder ce que de-

vient le systéme dans le cas ob ;

- w est fixé & sa valeur moyenne; c'est-A-dire qu'il n'y a pas de contréle d'une

part,

- ou le niveau v, ¢8t maintenu constant 4 sa valeur initiale d'autre part,

ee dau, ; 5Ces deux cas sont fréqu nts dans l'industrie, Le réservoir % est la source prin-

cipale des ennuis : on le congoit fort bien puisque le niveau dans ce réservoir est

la variable astreinte aux plus fortes conditions, Il est naturel de considérer l'état

du syst®me lorsqu'on laisse “4 constant,

Q Le aébit w est fixé A sa valour moyenne :
Le débit w est fixé A sa valeur moyenne

Le tableau des probabilités correspondantes est le tableau 6,

0,141 & P K 9,356

Ctest 18 un résultat moins bon que ceux qui préctdent, Ce n'est pas étonnant puis-

Dans ce cas:

qu'il n'y a pas de contréle,

@) Le niveau 4 ost fixé & ea valeur initiale ;L

e

 niveau 4

 est fixé &

 sa

 valeur initiale

Le tableau 7 montre les probabilités correspondantes et l'on trouve :

9,28 < P L 0,661RPK
On remarquera que ce résultat est un des meilleurs de ceux que nous avons obtenus

Jusquiici, En fixant le niveau 4 - cause d'ennuis - on a augmenté la probabilité que

toutes les variables appartiennent & leurs bandes respectives,
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nh, nin | h, max | probabilité a'étre & ‘babi ' ; h, min} h, nax | Probabilité d'étre & Probabilité d'étro &Variabie | Liintéricur de Paphensité, d'etre variable | +4 | “i intériour dot MextériCi | oi a l'extéricur de Til C3 zierhenndela 1/2 bande| 1e 1/2 bande 3 1a 1/2 vande | la 1/2 dante] totay la bandetntéricure | curds} tota2 1a bande inféricure | supéricure

% 0,500 | 22,3 0,191 0,500 | v0, 691 ~ 0,32 1 0,464 | 10,36 | 0,277 0,500 |x. 0,677 ry 0,22

% 0,800 | 5,86 | 0,268 0,500 | 0,768 v OAL ¥ 0,423 | 310 | 0,262 0,499 |-w 0, 661 ~ 0,34

%5 0,625 | 4,37 | 0,232 0,500 | vo,732 A 0,27 Ys O44 | 3,09 | 0,270 0,498 | 0,668 ~ 0,33

; { .% 0,100} 0,900]. 0,040 9,316 | -v0,356" ~V 0,65 | % oo oo 0,500 0,500 1 0
|

¥5 so oo ©,500 6,500 = 0 | Ys 12,5 15,5 0,500 0,500 ae wo

WG = © 0,500 04500 1 0 ve | 25 | 15,7 0,500 0,500 fui wo

vy ee ~ 0,500 0,500 1 “0 vy, [11,0 | 19,5 0,500 0500 wa 0

- eo 2 0,500 0,500 z 0 | vy [100 | 20,5 0,500 0,500 wa vio

¥ = “a 0,500 0,500 2 0 ¥ 10,5 11,2 0,500 0,500 va. vio

Produit des Probebilités 0,141 fe, Beiter pero298

6 - Tableau des Probabilités - Wrixé -

7 - Tableau des Probabilités - v, fixé ~
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Conclusion Générale de l'exemple 5, -

La méthode "minimax" donne de bons résultats, meilleurs que les autres

procédés semble -t-il,

‘ x ‘ £ : oye
Etant donné le vecteur p”~ calculé, on évalue facilement la variation w de w due

aux fluctuations des variables aléatoires a, a, us, wy grace a la relation :

As Ai, Ni, LN, AG,

ae “ey, 7% v3 c, | 7 Ga
On peut concevoir ainsi le systéme suivant : des appareils mesurent Au, ; Da, .

u,, fu, transmettent les valeurs 4 un ordinateur qui calcule la variation

AW a faire subir & WW afin de maintenir constantes les probabilités Py (v,). Aw

est transmis a un appareil qui porte w A sa nouvelle valeur,

ae,
Remarquons, pour finir,que le plan étant prévu pour 30 jours on. ; peut faire le

calcul de Aw que de temps en temps; un ordinateur n'est donc pas essentiel,

mesure de & mesure de 7
pie Ss it SAS Se oe ee = 2 cf ==. = \
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