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-~-INTRODUCTION - -

-c0=0-0-

Le présent mémoire est consacré & la réalisation pratique d'un probleme de

programmation non linéaire applicable & 1'Analyse Opérationnelle,

La solution du probleme, due & Monsieur le Professeur Douglass, J, Wilde,
a été l'objet d'un article dans le "Journal de la Société Américaine de Recher~

che Opérationnelle sous le tftre :
"Comment rendre minimax une fonction quadratique par morceaux

apparaissant dans la planification de la production, " ?

("The Journal of the Operations Research Society of America', Septembre-

Octobre 1960 - page 652)
Dans le Chapitre I, quelques aspects théoriques de 1'algorithme proposé ont &té
développés,

Le deuxitme Chapitre est consacré i la réalisation pratique proprement dite

tandis que le troisitme fait état des résultats,

0 ~0=0=-0=0=-0-=

ope fore §
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CHAPITREI - ASPECTS THEORIQUES du PROBLEME -
METHODE de RESOLUTION
RS

- Soit up systzme physique ou économique possédant :
J variables aléatoires dites d'entrée o (1 é;j £ 3)s
une seule variable w directement contrdlable et que 1'on peut ajuster

a volonté,

1 variables critiques dites de sortie Vi (L <1 ¢79) supposées fonc-
tions linéaires de w et des uj .
variables aléatoires non contrdlables
{l;" uy u, a,
] = .
‘Variables - S, .
indirectement —_— A
contrélables | —————] Vi '-:::*-/') Y2 o _7 3
g wi“ : /
i I 5
T
\}\J Variable directement contrdlable
e
( E r !
Variables /—\ N,
indirectement W - LIPS Y% ( v
contrdlables K - —)v 4 i T ' = 6
- i = \“ /

i, P

variables aléatoires non contrdlables

-- Figure 1 --
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- La figure 1 représente un tel systeéme ou :. ) .

les 6 variables ud,sont les quantités offertes de certains produits ;

les 6 variables v, sont les niveaux dans les différents réservoirs,

On suppose que chaque variable aléatoire u, est une variable de Gauss possé-

. A~
dant une valeur moyenne 'ﬁj et un écart-type Lj 3

On appellera 71' la valeur moyenne de la variable v, et 7" son écart-type ;
i
W la valeur moyenne de la seule variable que l'on contréle di-

rectement, J:V son écart-type,

De 1'hypothese que les v, sont fonctions lindaires de w et des u,, il ressort
1 J
aisément que si l'on fixe la valeur moyenne de w, soit W, les valeurs moyennes
v, des variables critiques de sortie sont également vérifides, .
i .

Posant Ax=x-%, on peut alors trouver des constantes c__ et a, telles
ij i

J A llj
Ny =, - Ia
violz. s &y ) -a Bw ‘
j=1 j B2 12 00s 1)
o JARRI
Si l'on définit u, = = 2 , il vient alors
J T 5
J
i g
L\v.=(/ a,c.ou " y-a Nw, (1)
i SRR i

Supposons maintenant que la variable directement contrélable w soit fonction

L . . b *
linéaire des variables d'entrée u.
J

On peut alors écrire :
J
hws=Y p.. U =
Dows= Lo,
j[:l J J (2)

ou les pj sont des constantes i déterminer,

L'équation (2) peut &tre appelée la "réponse de contrdle', car elle représente
! FeE
la réaction de la variable contr6lée directement aux fluctuations des variables
incontrslables d'entrée,

Reportant (2) dans (1)
C g

* ‘ ;‘I. o ,‘?_ ]
AR =(\—w'a.c._u )-a, Y Upou, =a, S '(c..-p) u,
BT S A j Lo i £t i
A R Lo 55 S S R
I (i=1,2,.,..1)
Soit Ay =a “ ;—c -p,] u.k il s o0 0l (3)
i i f— U7ij i
=1
Elevons au carré les deux membres de 1'équation 3 :
-3 = )
2 ) = =! 2
{(hv) =2, },. le..-py u .t
i Y h] T e

et prenons l'espérance mathématique des deux membres :

- - J -
ro. 21 | 2 p v . %\ 2
2 \ - [ = & 4 - P s
E|(8v)] E; e Ly e =P v )§
. F T ‘] i o, h
T RPN PANE IS SR
- : 3 o} . wir2a“E 2 (e (c..-pgu v
E (A v =2 E| L (clj pj) ! P ik ey Py vy LJ
v
E
B 2 -, Z : O A ) ] | B _ * u?
¢ T 2 em ) £ (u j‘) v 2ey 2 (cik Dk) (c £ PL))(u K Y
_}:1, 3 N }\,»,wl.

Suppesons, afic de simplifier le probléme, yue les variables d'entrée uj soient

stochastiquemen! indépendantes.

alorez & (ugik u?.{‘s) =0 i pour tout k différent de I,
g 2 e 2
D'autre pazrt : e P2 w;u‘ wa ] q J
E@ Bz J . Er] s = - 75.
J Lt I3 i
J J w J

, R . o
ce qui ert normal puisque u ; @8t une variable centrée, réduite,

3

X io . :
Finaleraent : | F ] 2




“Les v étant fonctions linéaires des variables uj normales sont elles-mémes
normales,

Les J + 1 équations expriment la variance des variables critigues vj et de w
en fonction de la "réponse de contrdle’, Dans le cas de ’):Vz_. les ij sont nuls
quelque soit'j.

11 est raisonnable de pencer que certaines valeurs des variables critiques sont
plus désirables que d'autres,

Dans la majo-ité des ca-.s,.l‘ensemble des valeurs désirables pour chaque va-
viable critigue forme unintervalle continu que llon appellera "intervalle ou
bande de contrile", )

Les limites des bandes de contrdle ne doivent pas étre considérées comme
intransgressables dans la mésure ol I'on doit considérer lés valeurs apparte-
nant & la bande de contrdle souhaitables et non interdites, ~

§'il arrive que la bande de contrdle :plour une variable v n'est pas symétrique
per répport 2 sa valeur moyenne, on simplifiera le probléme en considérant
une bance de contrdle plus petite mais symétrique, Ainsi, si la limite la plus
proche pour b est distante de hi unités de la valeur moyenne ;i' on considérera

I'intervalle Iv, - v, | < h, .
1 ol | 1
L,
i . o«
,nombre d'écarts-types contenu dans la bande de contrdle de

Iy,
o5

Le quotient

la variable Vi détermine la probabilité pour la variable v, d'appartenir 3 sa
bande de contrdle,

La simplification gui néglige une partie de la queue de la Distribution de Gauss
est c'autant plus justifiée que la probabilité pour une variable v d'gtre dans sa
bande de contrdle croft, il

De fagon générale, la} probabilité de garder v, dans sa bande de contrdle est
: 1]

_/1——— , et l'égalité (4) donne :
O

proportiénnelle a

.t x 2%
i _ i N [C p-‘ 2
. = — Py .7 =
ho 2wl Fr VH O
1 1 t v
i ‘
ou en posant ki=
i = 2
T 5 A s
x2 = k, v ;rcl ~p.! i=w, 1, 2,.,1
1 =y
h. = J J
: 2
h

Définition : On appelle "Constantes ""Minimax'' de Controdle'" l'ensemhle de valeurs

particuligres de pj (j=1,2,.., J) qui rend minimum l'expression
(in 2 . ‘
2 ).

max (
i, w hi
0,2

2

- Pour obtenir la valeur de cette fonction max ( ) pour une suite quelconque
, h
. 2 i

de p., on calcule les expressions 3 l'aide des formules :
j ‘

c,. - pj)2 et l'on choisit la plus grande,

////(
~

.\urkt
/

/
/
!
by g
(W
o) s
//’."“
Pl T
/ vy
P
~ ,’(
= >

(Eu Aew b de valewes p;)
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La fonction est quadratique par morceaux, chaque morceau étant une partie des

diverses fonctions quadratiques définies semi-positives :

2 J
a4 = 2
— - k% ) (e - ) ' o
- . —| gs = .
h 2 i 1 ij '
! 2

’ i
La figure 2 montre la fonction max ( 5~ ) en traits continus,

i, h,
i

Le minimum de .cette fonction est atteint au point M,

En un nombre fini de points, y compris le minimum cherché, ‘la fonction max

Q’iz i,w

{ 5 ) a ses dérivées premidres et seondes discontinues ce qui empé&che
i I'emploi du calcul différentiel pour la résolution du problegme,. ) .
. J
La "réponse minimax' c'est-i-dire I'expression : Ow = T ' Py u*.
e LA
v I

ol les pj sont les constantes ''minimax" de contrdle rend maximum la plus
petite probabilité de garder chaque variable 2 l'intérieur de sa bande de ‘con-
tréle,

Cette probabilité est une lirnite inférieure de la probabilité maximum de garder

toutes les variables & l'intérieur de leurs bandes respectives,

ot /A G

ALGORITHME PROPOSE POUR RENDRE

MINIMA LA FONCTION @QUADRATIQUE PAR MORCEAUX
~0-0=-0-0~=

I - PROPRIETES de la SOLUTION :

A - Interprétation Géométrique :

Soit I l'ensemble d'indices (w,1,2,.,, I) et soit un espace euclidien 2
J dimensions,
On peut alors considérer les vecteurs c. et_f;dags cet espace tels que :
i

(AN IS .. ¢, _)pourtouti €I
i i, 1

27" 1,J
P (P pyees By) ’
S F 1 3 2 o
Les équations = = ki S“ (cij - pj )" peuvent s'écrire sous forme
|
By =5 U T
) . . Gy 2. —» —» 2 .
vectorielle comme il suit : —rmyer S ki i ¢ - pj | pour tout i (S
h !

la guantité -c) -pl 2 représente en effet le carré du module de la différence.de
i~ P N c

deux vecteurs appartenant & un espace euclidien de dimension J, et 1'on a

Remarquons que Cy {0;0;

§ -
comfosantes nulles : c'est l'origine,

o

—~ .z 3 < ! 0 T ' o " 4 ira
Un a deiinl plus haut les ""constantes minimax'’ de controle comme l'ensembile

de valeurs rendant minimum l'expression :

2 )
max ——— = max k > e - p,J
1,w b, i,w oo J

e NET




ke }
Appelons alors p . le vecteur qui admet pour composantes les ''constahtes
minimax de contrdle',

On peut alors écrire que ;’ * est tel que : max (k‘z (?. fﬁ*; 2) = min max
i R . ) 1

: (215 -31%)
Définition : On dira que ;* est le vecteur "minimax",
Le vecteur cherché “13”‘ apparaft ainsi comme étant le‘vectéllr d;e l'es-
pace euclidien & J dimensions, RJ, qui rend minimum la plus grande
valeur de ki fois la distance de-f;ﬂf a c"\l‘
On peut définir la distance :

i 2,7 2

d, (p) Kk lciv-p(

- * T
Ainsi max d, (p ) = min max 4 (p)

i,w P i

B - Espaces affins - Vecteurs associés - Solutions de base :

Soit A un sous-ensemble del : A CI,

Définition : Les vecteurs El pour tout i £ A sont dits associés a A,

! FEX
On peut choisir parmi les vecteurs ¢, associés & A un vectenr c,
p

h

comrme point initial,

N

Définition A : Les vecteurs associés 3 A sont affinement indépendants si et seule-

ment si les vecteurs (c";’- c?) pour tout 1 dans A, sauf h, sont liné-
airement indépendants,

En d'autres rermes : il est impossible de trouver des /\ non tous
1

\"' .
nuls tels que \, E‘E', - E"‘ g=0)
gsg T T
g ayn -3 . L =5
Définition : Tout vecteur p est dit engendré par les vecteurs associés si (p - ;-:1 )
est une combinaison linéaire des L Car EL ] .
.1

3. e r o i et e
L'ensemble des vecteurs engendrés par les vecteurs associés forment un

J
] espace vector:el affin qui est un sous- espace de 1'espace cuclidien RY, Cet

J
eSpace vectoriel affin ne contient pas necessaxrement l'orlgme de R

: —
La définition A est équivalente a la condjtion suivante : tout vecteur p engen-

dré par les vecteurs associés s'écrit d'une manitre et d'une seule & - -~ -

SN N S

i€A

: -
Définition : Les constantes Pi sont appelées coordonnées barycentriques de p .

Tout ensemble de vecteurs associés a un sous-ensemble A de T, et

affinement indépendants constitue une base affine ou plus simplement

/
une base,
oo =+
Tout vecteur engendré par les vecfeurs de base et tel que di[b (A)]: dj [b (A)]/

pour tout i et j dans A/est dit solution de base associée & A,

Les vecteurs de toute base dont les coordonnées barycentriques sont posgi~
tives constituent un simpkex ; c'est-a-dire siles vecteurs c pour tout i dans

A sont affincment mdependants tout vecteur
—3 5§ <y "\'—' N

= L= i 5 > I i EA
s fe i & P Pi il fi>0pourtout1v

est dans le simplex S (A).

i ‘

— )
Au point de vue géométrique, les vecteurs s sont les points intérieurs de la
généralisation & plusieurs dimensions d'url triangle;

La frontitre du simplex S (A) étant l'ensemble des points pour lesquels au

moins une des coordonnées barycentrigues est nulle ne peut appartenir & S (A}

Ea Conséyuence, 5 {A) cst un ensemble suvert,
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C - Théoremeas fondamentaux :

+ Deux théortmes suivent qui constituent le fondement de l'algorithme,
Le théortme 1 établit 1'unicité de la solution cherchée et 3 conditions que

g Sk, e -
tout vecteur minimax p ~doit satisfaire, Ces conditions sont suffisantes,

P % =y i
Théoregme 1 : est minimal si et seulment

L'unique vecteur f)) il possede les pro-

priétés suivantes ;

* I .
1°) p appartient & un simplex ouvert S (A) *
t

2% p est une solutmn de base pour les vecteurs assomés a A

cestachrep b(A)

3') la fonction distance atteint son ma.x_imum pour les vecteurs as«

% 3
,cesté.du'ed( ) 2 d (p )etcec1pour

tout _] dans A et tout k appartenant a l'ensemble complémentaire

de A * par rapport & I,
3k
dilp) 2 4 (

- L
P ) pour tout j dans A et touf k dans I mais non

dans A,

S I'on se souvient que,pour une solution de base associée i A

<-<e~.~“cr'.'

a conservation de la distance, a savoir d, Lp (A)]

, et sil'on pose dj k 5* (A)}

"

dE l:p (A)_Jquelque soit j,
k appartenant 3 a*

il

*
d (A7) pour tout j dans A’f
alors la condition 3 s'écrit ¢
*
d(a’y > d " (A~ ) et ceci pour tout k appartenant dans 1'ensemble
. complémentaire dans I de A
Le théoréme 2 établit l'existence d'une solution finie, ce qui, & priori,

n'était pas évident,
’ g3 T
La fonction _f (p) = max dj (p) admet un minimum fini,
J . ;
Elle atteint soh minimum pour un vecteur p flm.

THéoréme 2%

Ces deux théorémes permettent de dégager les grandes lignes de l'algorithme

A

MOy LI

*

{

w11 -

En‘prernvier lieu nous savons que le vecteur;}t que nous cherchons d'une part
existe, &’autre part est ulnique et fin'i, donc notre re'cherche a un sens,

En second lie'zu la condition 2 du théoreme 1 indique que?* est une des solutions
de Base positives,

1l suffit donc de calculer les soluiiops de base, de regarder si elles sont posi-

tives, puis de tester la condition 3,

L'algorithme exposé plus loin fait exactement ce travail mais réduit la lon-

gueur des calculs : il évite de calculer les solutions de base non positives et non

réélies

D - Calcul des Solutions de Base :

-
Puisgue le vecteur minimax p ~ est une solution de base, il nous faut donc
savoir calculer les solutions de base associées 3 des ensembles de 2,3,

4,5 indicee et plus,

CAS de DEUX INDICES

Soit £ un ensemble de 2 indices 7, g A= /: fa% &

a) Le vecteur cherché satisfait d'abbrd 4 la condition 2 du théorgme 1 :

Appelons Ef (f. g) tout vecteur vérifiant cette condition,
2§z vy 12 2 KT =2
k B (f, g} -~ i =k b (f. -c
P R R R S
I —+
Dans l'espace euclidien 2 J dimensions R", le point b (f. g) apparaft comme
appartenant au lieu dont le rapport des distances 2 deux points fixes c)f et c/g est

!
constant | —5F—
K1

Ce lieu es* en général une hypersphere ,

cf : par exemple, "Roux et Miellou'" Géométrie - Classe de seconde - p :

vae frae

o




- Jhe

Cette hypersphire se dégéntre en un hyperplan dans le cas ol kf =k ., Cet hy-
perplan est petpendiculaire au segment c—f . EZ ,» en son miljeur I comme le

i

maontre la figure 3, .

ik
b
>
W

1

Nlr--

-
»

>

: ) >
i i f ) B =
/ {4B) 2
i . 2
// t ko=
x [~ Figure 3 : kf kg

d'ol 1'on obtient la relation :

o [ea ]2 125 |

. Cas de la dimension 3

Dans le cas ou kf est différent kg, le lieu est une hypersphére dont il nous faut
trouver le rayon et le centre : r (f, g), ;(f . g

—— .\M

/‘?3/7 2

o

Figure 4

e

Tout point b (f . g) de l’hyperplan est tel que :
s ¢
(f.g)-cf_jlzlAC 1AI+IC7
ol
= v "] 3 —3 w"{
AC !, laBl=laT+1C||aB
. iy
= AL, AB+IC. AB
o 2
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Nous raisonnerons dans un plan passant par la droite L qui porte le segment

(cf,c ). Ce plan P qui est le plan de figure, coupe l'hypersphére suivant un
g

cercle (C). \

Appelons A et B les points < et cg ; L, la droite qui porte A et B, Soient C et D

les intersections de la droite L et du cercle (C). Soit I le point représentatif de

q (f gk - :

— — . k
& sk e 2R L% onk= —E— S0, L
CB DB :

Les points C et D sont conjugués harmoniques par rapport 3 A et B dans le

rapport k,

____(—J_A-&‘ =~k d'ou & = (2 = S - E £8 il vient CA = - k—————AB
CB -k 1 l+k 1+k 1+k
. = Kk d'olt DA = ne = o s Df; = AE{ il vient DA = k, b
DB k )] 1-k 1-k 1~k

d'ol : " .

CD =CA+AD = AB e LS = 'Zkz AB

1+k 1-k 1-k
Le rayon r (f,g) est donc donné par IEI
=
k Kf . kg —? =

r{f,g) = ————s— ’c _— ' = 2

o ll _ kZ’ f g sz _ ng f
ke kg 5, Gy
r(f,g):—_—2 > cp- ¢
; k° -k g
f g

. - i . == =7 h =2
Soit O l'origine de 1'espace R, écrivons Ol = X . OA + /J . OB ol £ et /3

sont & déterminer et exprimons que le point I est porté par la droite AB,

-~ > — =5 >
Al = Ao+oI—Ao+o< oA+/3.OB AO+o<.OA+P 0A + AB

AI_AO [1-0( (3] : (1)

1°) Llorigine 0 n'est pas sur la droite AB :
—>

&t

De fagon générale, AI, ét

t porté par AB, on peut écrire d'une manidre

2l

—_—
et d'une seule ; Al = T

we o furera
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Identifiant (1) et (2), il vient [1 SIS fi‘J =9
L, o o+ F L b) Le vecteur cherché vérifie la condition 1 du théordme :
2°) L'origine 0 appartient i la droite AB : Définition : Tout vecteur satisfait les conditions 1 ot 2 du tl"xémiéme 1 pour un en-
o . . i RN
e BT e "\61 2 F' ‘Jg exprime en elle-méme que le point I semble A est dit solution de base positive, motée b ' (A),
. : i ; ; i =/ Nz * —3 N
est porté par 1‘f,dr°‘te_ﬁB' Mais l'on peut toujours écrire d'une manizre 5 +(A) . LA F 1 c_-) ?_-JR /3 - ﬁ >0 ,iea
et d'une seule Al =P. AB d'o il vient encore A + F =1, ig A i ig i
Ces conditions définissent de fagon unique la solution de base pour tout ensemble
A.in51 dans tous les ca.aok + {3 =1 »~~{; =1~ = A de deux éléments £, g.
01 e OA L (3 OB = OA +(1-) 0B _D{OA - OB] F0E D'apres linterprétation géométrique énoncée plus haut, les conditions équivalent
01 °< BA v OB__.) == — K — K — ST S 2 dire que le point cherché appartient au segment (E_f,. c_>)
Mais 01 = 0A + AG + —2 = 0A + o AB -—S_ AB =o(.BA + 0B . ,
1-k Le point b appartient ainsi & 'intersection de I'hypersphere et du segment (<:f 2 cg).
d'ou : .
— - —g k Xg k A—g Ce point existe toujours dans le cas d'un énsemble A de deux éléments,
d\.BA—(OA-O)‘\LW l-kz
— — o - I — —=
= - BA 0C= BA + 0B = 0A + CA
X PA-PA|1- —E_ 4 K = iy e Al A B e B 1-k
= S 1+k 2 2 k. BA =(0A -0B)+ CA=BA+CA = BA —_—
1-k 4 1-k 2 l1+k
1 k f. o == i =)
Les points A et B n'étant pas confondus : O( = 2 5 kz kz BA = (—1—+—k—-—) . BA
1 -k -
; f g
2 2 k k
1 el k ¢ . . ¥, oL 1 { g
et {3 =1-A =1- = - = - > Les points B et A étant distincts : = = et =+
l-k2 1-1<2 1-k 1 +k k +k kf+k
o 4TI K % 7 k % e .
D'ou finalement : | q (£, g) = Z 2 f kz L2 ¢ _Zr- kf - kg —
g £ g€ i bo(f,g) = g ¥ ——— c
; . k. +k k +k g
L'équation de 1'hyperspheére s'écrit : [ g
‘ —> =5 2 2
[, g-adt. )] =", g) :
o o ol PHET
e o e e
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II - CAS de TROIS INDICES

Soit A un ensemble de 3 indices f, g, h.
On ne peut  affirmer 1'existence de solutions de base b {f | g . h) et encore
moins celle d'une solution de base positive. !
Le lieu des solutions de base peut &tre mterpréu comme llintersection, si elle
existe, des lieux de solutions de base b (f. g)et b {(f. h).
Mais, m&me s'il existe des solutions de base, il n'est pas certain que 1'on puis-
se en trouver a l'intérieur du simplex S (A), c'est-a-dire que l'existence d'une
solution de base n'est pas établie,
- -

Siles lieux de b (f.g) et b (f. h) sont des hyperplans, alors l'intersection existe
toujours : c'est un hyperplan de dimension de une unité inférieure 3 la dimension

- -
des lieux de b {f. g) oub (£. h),

- -

Si.au moins un des lieux de b (f. g) et b (f. h) est une hypersphere, on ne peut

affirmer queces lieux se coupent ainsi que le montre la figure qui suit :

Figure 5

\__/ lieu des points

b -
=
ég lieu des points b {f,h} b {f,g)
Eeerhple s RSy By - oflin

= 17 =

E;femple : kfekh> kg .

Il est a noter que la non existence de solutions de base positives pour certains
]
ensembles d'indices est appréciable en ce sens qu elle réduit le. nombre de

. - %
vecteurs 3 examiner dans la recherche de la solution "minimax" p

>4 - 5 - o
Supposons que b’ (A) existe bt (A) = TE f—}i ¢ B s 0 /:;i =1
PR AR I T p >
On peut alors écrire : b (A) - ¢ = {& 16 %= 1:' ﬁl S = B /él <
+ = Yt - -3 1
ORIy B, (%3] (2)

-y
Déterminer b (A) cela revient & déterminer les constantes /3 dont le nombre
est égal au nombre d'indices de 'ensemble A,

Sil'on revient & 1'équation (1) établie dans le cas de deux indices f et g et kf = kg

[b A).CTI"* J=;t?g__c’f‘2 (1)

i

Lo 5 e P =5 g
G PAFIE-- T 5] e

Ce résultat est en tout point général, il est valable pour tout indice j dans A tel

ue k, = k_,
q 7%
Dans le cas ol tous les k, sont égaux, cas dit lindaire, nous avons assez d'équa-

] [fealre
tions pour déterminer tous les P . pour i #f,
i
En effet, les diverses équations forment alors un systeme de (n - 1) équations
N

indépendantes & (n - 1) inconnues, systtme qui admet une solution umque.

Il reste donc & déterminer {gf . A cet effet, on écrit que : ,}ar =1~ .>.— | [:3 ,
[+ ERE 2 8 t 4

iff
A
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Ainsi, dans le cas lindaire, il existe toujours une solution de base et une seule,

Cette solution peut ou non &tre une solution de base positive..

Revenons au cas ol kh ;(kf dans le,cas d'un ensemble de 3 indices.,
B ~3
Le lieu des solutions b ( f. h) est une hypersphere que nous supposerons de
dimension n,
—
Le lieu des solutions b (f. g) est une hypersphdre au un hyperplan suivant que

ke 7 kg ou non,

L'intersection sera une hypersphére (S) de dimension (n - 1), de certre g (a)

et de rayon r (A),

Ecrivant que le point b (A), solution de base pour 3 indices, appartient 3 (s),

il vient ;| > =T A 2 |
!tb(A)-q(A).‘ =r"(a), (4)
Exemgle 3}: :

K, =3k =ib.x T

£ g 2 "h /\

Figure 6
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L'équation (4) ne définit pas completement le lieu cherché (8),

Il nous faut dérérminer ce lieu dans l'espace : on exprime que la ligne joignant
- ~

les centres q.(f. g) et q (A) est perpendiculaire & I'hyperplan (P) contenant (S).

Soit

Fw-qw] [de. o-Tw) =0
(e -9 - @@ -] [qk o-g@ -0
(Fw-3] 4. o-Tw] = [3w-3].[7T¢ o -Tw]

s

'

— . e s [ -1 [ .
i/*‘_:A:‘ Fi !4"‘?1 i C:_’ qu(f . g - q>(A)j = lq>(A) - ch . [?(f~ g) '?(A)ji (5)

valable pour tout j& A tel que kj # kf P

Cette derniere relation est absolument générale, on peut l'écrire chaque fois

que j dans A est tel que kj ?! kf .

\ 1
Cette équation, associée a iLfJA P g =1 (6) , forme un systtme de deux équa-

tions linéaires, liant les 3 inconnues /-’»f, Fg 3 /Zh F

Eliminant deux des 3 inconnues en fonction de la 3&me griace i (5) et (6) et re-

portant les valeurs dans (4), on obtient une équation du second degré 3 une in-

connue que l'on résoud,

Cette équation peut avoir deux racines réelles distinctes, une racine double ou
deux racines complexes, seiéy;x..—qll; il ya déux, un ou aucun point d'intersection,
D'apres 1'unicité de la solution cherchée bt (A), il ne peut y avoir plus d'une
racine conduisant 2 une solution de base positive,

i ’
De fagon tout & fait générale, les équations {1) et (5) permettent d'éliminer toutes

les inconnues sauf une dans 1'dquation (4) que l'on résoud alors,

o iR
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st o =
Déterminons q (A) et ¢~ {A) .

5 ' A a2 . )
Le point’cf’(A) est sur le segment joignant q (f. g) et g (f. h) ; on peut écrire :
e i

© T, g m) - o) - Y g b) [T W) -a (. g) ]

o ¥ (f. g. h) est une constante & déterminer dont la valeur dépend des positions
- =

. -
relatives des points ¢ cg . ch .

I
Le point—r?(f,g,h) étant la projection orthogonale sur I'hyperplan (P) de_;;(f,g)
la relation de Pythagore donne : \ :

g+ 1@ gk -Tg) ] P = (1)
soit :
) (e =2l () - 5 (L) [T T |
De méme le point E—>(f,g,h) étant la projection orthogonale sur (P) de—q_}(f,h) il

vient :

r (f g,h) + [q (f,g h) f h)J -f ,h) .
r% (£,g,h) +|<q (t.) -7 (£.1) )-(q (t.g) - q fgh))J r? (£,h)
L en + @ -TEH] [1-Yeen] < e
® e =t en) - [1-Yeen | f fan) -at ol ®

Eliminant r* (f,g.h) entre (7)'et (8) on obtient :

- | Y (101 = e ) - st ) + [T - gt

| 2 |30 - 3%t g) | 2

3 - 2 R
(9) permet de calculer X (f,g,h) d'olt q (f,g,h) grace & (6) et r™ (f,g,h) gréce &
! (7).

A §
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e) L'algorithme iarOpfe}nent dit

)
[

Nous avons vu que les théorémes let2 garantxs sent et l'existence et 1'ugi-
" cité de da solution cherchée p*. ‘ ¢
Cette solution, faisant partie des ‘so’llufgiox.'.xs‘ de base positives, il suffit de les
examiner toutes et de les tester,
L'algorithme qui suit évitant de calculer les solutions de base non positives et

complexes réduit sensiblement les calculs,
Soit un sous-ensemble A de I,

>

=5
Définition : Le vecteur S (A) est "subminimax" pour A si et seulement si pour un
sous-ensemble B de A,
= ; s Ty o
1°) S (A) est une solution de base positive, c'est-3-dire S (A) = b (B)
2°) La fonction distance atteint son maximum pour tous les vecteurs as-
sociés & B, i

En d'autres termes d (B) )/ dj (B) pour j appartenant 3 A mais non & B,

=
L'existence et l'unicité du vecteur S (A) résulientde la simple application des

théorémes 1 et 2 au sous-ensemble,

Proposition : Tout sous-ensemble A de I admet un vecteur "subminimax" et un seul,

> e T
Selon lescas, il est vrai ou faux que S (A) = bt (A), mais S(I) =S (A") =p
L'algorithme, partant d'un ensemble de 2 indices nommés (1,2} introduit, si
besoin est, de nouveaux indices nommés 3,4,5,.. etc.
A chaque fois qu'un indice nouveau est introduit, nous dirons que nous passons
a une nouvelle étape : ainsi l'étape 1 est (1,2)

l'étape 2 est (1,4,3).
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Ces ensembles seront appelés A ol n est le nombre a! md:ces qu'ils comportent

parexemple,AZ- (1,2); A g ( 1,2,3), - (I 2 r 4y -

Nous serons amenés i considérer les sous-ensembles des An, obtenus en éli~

minant un ou plusieurs indices,

Tout sous-ensemble a p éléments de A sera appelé A P, ; plus précisément on

appellera A P le sous-ensemble & p élements de A . obtenu en supprimant le
n

ém
indice,

253 2,2 2,1

exemple : A_=(1,2,3) , A =(1,2), A =(1,3) , A, =(2,3)
3 ! 3 '3

Enfin le tlém

3
- I— p,i .t
indice de tout ensemble An sera appelé lp .

23 ) 2 e 4

exemple : A (1,2) , 1 =2 / i, =1

3

| v

Le processus de recherche est le suivant :
-3
Supposons que nous nous ero;;osuns de calculer S (A s

On ne cherche pas & calculer b (A ) avant d'avoir exammé les fonctions "'dis-

"n-1

-
tance' pour tous les vecteurs S (A ), car il peut arriver que 1'in d'entre

eux, par exemple S (A' - )1 soit ''subminimax' pour An .

—3

n
— -z - .
S n 1'1) et il est inutile de considérer b* (An)

(A)=5(a

Dans ce dernier cas, A X
qui n' e,xiste pas d'apres le théoréme 1. D'autre part, si aucun soue-ensemble
(An ) de A n'engendre un vecteur "sx;bmmxmax” pour (A ) alors ah peut
affirmer, d'apres le théordme 2, que b (An) existe et l'on a :

+
5 =b
(a)=b"(a)
On peut alors calculer b+ (An) en toute sécurité,

Ainsi l'algorithme procgde de la fagon suivante :

Etant donné un ensemble quelconque A, d'au moins trois indices, on regarde
e ioui,

. s ‘

s'il n'existe aucun sous-ensemble engendrant S (A). c'est donc que le vecteur

—+*
..b..(A) existe : on le calcule, Dans le cas contraire, on passe & 1'étude de

o
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l'ensemble suivant, S

La restriction ""au moins 3 indices' est due au fait que tout ensemble A de deux

’ I3 s s > ‘é
. indices admet une solution de base positive : on a tOUjO\ll]'S S (A) = Bt (A).

Pour résoudie"complgtement le probleme, il faut définir un ordre de recherche
des solutions de base, ' -

On commence par calculer la fonction distance d .3 pour tout couple d'indices
g. i ,j? . Dans ce but, il n'est pas nécessaire de detéimmer toutes les solutions

de base b 1,J), car :

— —>
h k e I
5 _k [’>+ ) -?lz:kz icl+kj Cj _;_) 2
(1,3 i i Kk :
(I o I R P
d(i,j) = [—-k 1 T -
i i ! J

Il est raisennable de penser que les indices f et g rendant maximum le fonction
"distance' font partie de l'ensemble minimax a* puisqu'ils correspondent &

-~ ——y u 1
deux vecteurs < et ¢ les plus éloignés T'in de l'autre ; l'algorithme les prend

. comme points d¢ départ :

f et g sont tels que :

k.. k T2 o

r oK 2 o, 2 Pk, kj 2 = __)2
l rcf-cg’=max } 1c"cj'
| . . 1
3 1<f+kg + ifj Lki+kj

f est identifié 3 1 5 € a2; f=1;g=2,

» i
Calculant alors b (1 2) = bF A)‘, on regarde sib (1,2) = ;&

. P " : . . . :
Sil'on n'a pas cette dernpidre égalité c'est que nécessairement il existe au moins

un indice h tel que : '
ice h tel que dh (AZ) > d (AZ) . -
On choisit d'identifier & 3 1'indice h tel que : 4, } vt (A,)] = max d, (b{h (A )I
= 4 1610 - 7
h=3 LgA




s 2d=

= détermine le vecteur
On obtient ainsi un nouvel ensemble A3 = (1,2,3) dont on

—
"subminimax' S (A3). o
- Si?(A3) =_;(l) le probléme est résolu : le vecteur cherché est S (A3 Js

- Si?(A3) n'est pas "'subminimax" pour I on introduit un nouvel indice,

De fagon générale le nitme indice introduit est Ptel que :
i % d 5@ )
a, | Sa )] = mm dy [ T _‘
i [ n-1". jep L n-1' |
i aAn- 1

et on fait l'identification f = n .

T ' jon d, |5 (a__)]
S'il existe plusieurs vecteurs < rendant maximum la fonction i[ ( - 1)— ]
on en choisit arbitrairement un pour nouvel indice,

Soit, par exemple, un ensemble I de 4 indices., Supposant le cas le plus défa-

vorable, & savoir A¥ - I, les étapes du calcul sont les suivantes,
)

Etape 1: Détermine_rples indif:;)s let2,
Calculer b (AZ) = b1 {2
2z . 13 - 1
Etape 2 : Déterminer l'indice 3, . p N e
Ranger A3 =(1,2,3) Calculer b (1,3) ,b (2,3) ,b (1,2,3),

Etape 3 : Déterminer l'indice 4.

853
Ranger A4 =(1,2,3,4) Former A& = (1,Z>;4) iy
By .
Ranger A 33, {1,2,4) Calculer b (1,4), b (2,4) , b (1,2,4)
4 2
Former A43 =(1,3,4)
7% P
Ranger A43’2 = (1,3,4) Calculer b (3,4) , b (1,3,4)
3,1
Former A4 = (2,3,4)
Ranger A dpd (2,3,4) Calculer b\+ (2,3,4) - Prendre A, = (1,2,3,4)
4 —_

i
Calculer b = (1,2,3,4).

1.
i = S€L11ULEE
Pour conclure, il faut noter qu'il est plus probable que quelques sous-eusenbl
ini her-
engendreront des vecteurs ''subminimax', et que, en conséguence, une rec

che complite ne sera pas nécessaire,

<55 oo
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CAS de QUATRE INDICES :

Soit Ak un ensemble de 4 indices (f,g,h,k). On peut toujours le considérer com-
me la réunion de deux ensembles » l'un de 3 indices, 1'autre d'un seul indice,

A= (g B) U() =AUk,

Considérons l'intersection du lieu des solutions de base pour l'ensemble A et
des solutions de base de 1'ensemble B = (f,k),

Dans l'espace engendré par les vecteurs de base relatifs 2 A](’ le lieu des solu-

tions de base de A doit &tre situé dans un plan (P) perpendiculaire i toute ligne

[l?(f,j) -af(A)J » et ceci pout tout j dans A,

Ce lieu est un cercle (Cl) dans le plan (P), de centre—q)(A) et de rayon r (A),

‘9
Considérons maintenant I'hypersphere, lieu des solutions de base b (f,k) o seul
—»
fest dans A, Le point b (Ak) que nous cherchons, appartient au plan (P) : nous
ne’considérons ainsi que lintersection (CZ) de 1'hypersphere et de (P). Cette

-
intersection est un cercle de centre q ° (f.k) et de rayon r * (f,k),

La figure ci-contre, ol le plan (P) est

Figure 7

le plan de la feuille, montre les cer-
cles (Cl) et (CZ);le point'g * (Ak) cher-
ché est 1'iin des deux points M et N,
intersections de (C ) et (C_).

- 1 2
Le point q (Ak) est & l'intersection de
la droite joignant les centres_c?(A) et
T (£, de (C)) et {C,) respective-
ment et de la droite joignant les points

M et N,



Pla},.n, l

= 2=

PP - :
(. P \

Figure 8

La figure ci-dessus est dans l'espace : les points _c—-:, —c—'\, ?Zsont supposés dans
: g
le plan R. '

-3 =21,

Supposons connus q (Ak) s (Ak) et g ° (f,k) projection sur le plan (P) du centre
- —

de I'hypersphere, q (f,k) ,Heu des solutions b (f,k), et proposons-nous de dé-

ter rb —
L
ermine (A ). — PR
b (A 2

Wi e Tk Y Gt

Il nous faut trouver 4 équations indépendantes liant les 4 inconnues X :
i

=

5 Zp'e

Tout point du‘plan (P) a des coordonnées barycentriques vérifiant les relations

(a)>,, ¥, =1

suivantes : /o i .
i€ Ak . r
== , Ted =T > BT B b
B ST v, I%-T R 7w =W -] [T -
;s A £1{ g il
i¢ Ak i , : -
. : q (A)]

relation qui exprime que le plan (P} est perpéndiculaire & la droite joignant
— -y
q (A) et q}(f,g). Remarquons quecette éguation, valable si kg # kf, peut-&tre

remplacée dans le cas contratre par :
w2

< 5 3¢ |
1 - = = -
(b") L_ Yi [Ci € Icg c4 ‘ cg ch
i€ Ak - :
Tout point du plan a deux degrés de liberté, ainsi que le montrent les équations
(Ia)' et (b)
>4
Le point b (A
dans (P),

k) appartenant 3.(P) vérifie (a) et (b), Il faut maintenant le situer

- —> T
1°) Le point g {A ) est la projection sur le segment q (A), q " (f,k) de

—
vt (a

k)'
d'ou la relation vectorielle :
. ["“3’ + L3 I ' l—,,,-, —_— -
(37w Ty [Tup-T @l =0

soit

- —3
2°) Le point b * (Ak) est distant de la quantité r (Ak) du point q (Ak) .
¢y = q
i + 4 i 2 r]
(.o (a) «

17t




Les équations (a), (b), (c), (d) permettent de résoudre le probleme : & l'aide
"des trois premigres on détermine trois des inconnues en fonction de la qua~
tridme et 1'on porte ces valeurs dans (d), On cobtient ainsi une équation du second
degré 3 une seule inconnue que l'on résoud. On prend la racine qui donne naic-
sance é.des c‘oordonnées barycentriques toutes positives, On a vu que une seule

des racines peut convenir : il n'y a donc aucune ambiguité quant & son choix,

—_—
Détemination de q (Ak) et de la distancé r (Ak) :

Le rayon v~ (f,k) du cercle (CZ) est tel que :

230 T ey 5
2er = et (01 - |60 - (61

.
Si nous su r~gons conn: le point q° (f,k), alors on peut calculer r (£,Kk).
-.%0
Hypothese :  On connait le point q * (f,k)
= ) i -
Le voint g (Ak) appartient & la droite définie par les points q (A} et q © (f,k)
donc il existc vne constante (\)/ (Ak) et une seule telle que :

G (e =+ e [T -Tw]

On définit, comme darns le cac de 3 indices, \L’\ (AL) par les deux équations :

2

2 2 g e <> b 2
A==t A=Y T (] 1 ER - )

L2 (A,k) e 2 ‘( 1= Y (Ak)] 2 iq (f,%) -T; (A)] 2
d'ou il vient ; > e d
¥(a)=- r._L__z A) i.[i.' (5] o \a (£, - )
O WAy

78

2[a" (1 -9 (8]

2

] . §
>
Couclusion | Aunsi™dm pourra déterminer g ‘\'1\1() s \’.‘\k) 5i l'on connaft le point
- =
q " (f,k), projection orthogonale sur (7} du point q (f,kJ.

ey - ‘ )
On écrira que le vecteur}? (i,k) - g (f,k)‘}est orthogonal & deux droites con-

concourantes du plan (P).

- l'une de ces droites est évidemment celle qui joint les points b © (A) et g (A).
~ l'autre doit &tre choisie le plus simplement possible, E._1_17e gera issue de b +(A).

Pour la déterminer, il nous faut choisir un autre point b '(A)'dans le plan (P),

—

Il est clair que l'on peut toujours trouver un point b '(A) dans (P) satisfaisant
3 la condition suivante : i .

- T T —j

b '(A) n'est pas porté par la droite joignant b ' (A) et q (A).

—! -
7
Connaissant le point b '(A), on écrit que :
3

—7' v 1 r— b
1°)[ q ' (f,k) - q (}',k)_‘ est orthogonal & I b*'(A)-b (A)]

(a)] =0

—_

P = o=y )
[a" e -ateu) o @ -v"

soit,

i =81 ==3 - ' . — —
I‘Q-(f,k) - ¢ _I [ b (A) -b*’(A)] :L q(f,k)_cf“-b.(A)_bw*(Aﬂ
Posa‘ri;; Sea R - F
\_—q ' (f:k) = i%ﬁ:k g_i ci’ , il vient
B S — )
() 1/‘g*“1< 2 J S " S )lP(A) - D ' (&) ] :l. q(f.k) - c, [b (a)-b " (A)]

RS} N
7 >

— — 1
q°"(f,k) - q (f,k)] est orthogonal é( q(A)-b X (A)J

[+
g

' =
Q'(f,k)-q(f,k)H q(A)-bJ'(A)‘] Lot -
e [~ =)= — ) —\ —3 =y
(f) .ZT.E-Akéi[ci-ch[q(A)-bﬂ‘(A)}!:!\q(f,k)_cfl[q(A)_bi-(A)}

R

Les équations (e) et (f) lient les 4 inconnues < & N
g 1

e
Les deux autres éguations permettant la résolution du problé¢me sont (a) et (b}

puisque le point q * (f,k) appartient au plan (P),

cag oty
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Conclusion générale de 1'étape : "4 indices" ,

- -
On peut déterminer q * (f,k), r (f,k) et en déduire q (A etr (Ak).

Le probléme de la recherche du point b (Ak) est résolu,

-
Choix du point b (A).

—
1°) Calculs préliminaires : Détails du calcul du point b * (A), solution de base

relative & un ensemble & 3 indice s (f,g.h).

>+ S -2
B S P

ou les F . sont tels que :
i

P 5% CJ [?(f'g) ‘?{(A)_A r\_ (4) '?] [?(f.g) a (A)]

@) [ am)? .

Ici il n'est pas question de plan (P), car le point cherché appartient au

S -y
plan déterminé par les points c> el eties %

f' g h

Considérons (al) et (b ), on peut écrire :

1

(a‘l) Pf+ F’g+ Ph =tk
3.

(b'l) * g f” ' d\h3 féh - ,*Ca
a o= -"f] [q (f.g) ?A)J
g5 - & -
dy =[5 - cf“] Lq (£,¢) -4 (A)]
s = [T -3 s Tw)]

N AT

- 3.

1
De (b’ l) ontire F' fonction de /3 .
‘g A

e, B c
T o g O S
g g 3
A,
; 1y »h
t =t 3 -
sol (g)”ag i [’h-t-tzl outl~— — et t
=N L “g

(a' ) permet alors de déterminer /:5 fonction de /.3
B 1. f - -
/f 1 ./g ,/3}1 1 (tl/dh+t /3
S m
/f_—(l+t1)' .Fh +.(-1”t2)

(h) f ﬁf:t3 Fh“;f on t - -

-
3 >
Le point b~ (A) peut finalement s'écrire :

= . = ‘u %

1 =
(1+ .tl) ett,

(J-tz)

+ : —3 -3 :
b A) =]t - P /3 ’ - ="
R Y N

=7

2°) Choix proprement dit de b (A) dans (P) ;

H

. Le point appartenant au plan (P}, ses coordonndes barycentriques B

satisfont les relations (a} et (b) ou (a) et (b').
T
N SR
i€Aak g
=

L F TR ’FE: '?i_‘l El—:(f’g) - ;’(A):} ) [Tf (4) - )

£ F’(f,g) ~7{>(A)J
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Les coefficients o 3, ’»’(h3, iﬁcs,sont bien les mé&mes que ceux qui apparais-
g

sent dans le calcul de b +(A). Seul apparaft un terme en \L(k dans chacune des

équations. On peut donc utiliser la résolution du systeme (a'l), (b! 1).

On a en effet ; o, 3 3 o 4 »
X - “h 4 s(CB_ ) ..xh3 z\k
. *g *g A g
T b St
(gl) Xg—t,l £h+t2-r Xk ; ol rff;...g—?_—-
a1- X % ¥ o ¥ XY Y
§=1 . Xh =L [tl AN
- X _ _ .
}5{, (tee) X +(-t) e (-1,

Tout point du plan ayant deux degrés de liberté, on peut choisir des va-

leurs arbitraires de >§ et .‘l . Nous les choigirons comme suit :
<

Voo Yo _k
Ml k’Fh*

Ces valeurs définissent un point b' (A) du plan (P) gréce 3 et (h ).
P g gy 1

coordonnées barycentriques 'de ce point sont :

(8=t 461 8

] f fne
PN s - f
R R

Vo

, =9

i

Ly - B

kT In

5
Evaluons alors le vecteur b' (A) - b * (A)..
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b' (&) - b (A) :[t4+ (r-1 Ph -ty /ubh -tJ 'c—;:{tz 3 r/gh--tl [Bh tzj’fg

= —y s o A T S
b' (A) -b  (A) = [r -1 —t3;! Fh'- e - (r+t1) /—‘h. Cg - ,}V’h' ey * ‘}Jh' .

n

mais r - 1-t r—l+(l+t1)=r+t

3 i
d'on finalement : | :
e ey F b i - J’ = 3 BN .. s RN
' . - 3 - W .
b (A) b (A) !_A»r + tl_’ J / h* cf e i tlJ / h* Cg /lh Ch * k ck

—~>

mails /3h est strictement positif, donc le vecteur b (A) - bt {A) est colinéaire

~

>

au vecteur U,
S 5 =23 - i e -
U:Lr+tlch—J‘r+t!rc -c, tc

[ —
Ce victeur n'a en général aucune raison d'8tre nul on colinéaire 4| q ¥ (A) - q (A):l

1l présente l'avantage d'gtre relativement simple & calculer.
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CAS de CINQ INDICES' et plus

Soit APu,n.en'semble de 5 indices (f,g,h,k,l). On 1'écrit sous la forme :
: f oY)
Ay= 1g.hk)l U 1} =

1°) Equations liant les coordonnées’ be;rycentriques de tout point du plan (P),

(a)

{b) exprime l'orthogonalité du plan (P) & la droite (q (f,g), q' (A) )
Y :
{¢) exprime l'orthogonalité de: (P) & la droite (g (Ak), ;’(A) )

Tout point du plan a, 13 encore, deux degrés de liberté,

-
2°) Equations permettant le calcul de b i’

(8) .

Les trois équations (a), (b), (c) sont valables.

T .
(h) pa—— \( \— =7 =

= h =9 s -
{7 AL cf 1 (&) - q’(Ak)J = [q (ap) - ch i_q (a9 - cf(Ak)J -'

- = 7
Cette relatlon exprime l'orthogonalité dans le plan (P), de[b +(Aj;) -q (Aﬂ/r et

[q 7 )1 .

. g 2 _ 2

() / b Ay -Tay] ® =ty
relation qui exprime que les pomts-—t—;+

La résolution du cas de 5 indices suit. en touk point , celle du cas de

4 indices,

& /A

(A ) et q q (AI‘) sont distants de la quantité (Al)

- 35 -

On cons1dére 1'1nlersectlon du lieu des solutions de base de A {cercle (C )

dans un pla.n (P) de centre q (A ) et rayon r ( l{)) et du lieu de 5 s!ozllultxons de
base B (f,l) hypersphére (s) e ek q (£,1), réyoﬁ r (£,1)

On s'intéresse toujours & l'intersection de (C ) et de (C ). cercle de centre

f,1), rayon r ° (f,I) découpé sur 'hypersphere (S,par le plan (P),
b P P

La détermination de‘_{(Al) etr (Al) démarque celle faite pé)ur_;)(Ak) et r (Ah)
dans le cas de 4 indices,

11 faut conna.:"tre_q:) " (f,1) et r (f,1) ce que l'on peut faire 4 1'aide des équations
(e) et (f) générélisées au cas de 5 indices, et pour cela choisix-' un point b’ (Al)

du plan (P).

Généralisation : Dans le cas d'un ensemble A de nindices (f,g,.+. (n-1)

n}, on disposera du systdme d'équations suivant :

1;}\ D(i = 1 R

—n - - S BT [ —

% [ - T FeeTw] - [q’(A) - C;J; g ~a ()]
L T SR N BT N R Y
fia i 7 - gy e -Tia) = [Tla) -] Fa) -8y
2y &< [T, -ata N (a) -?(An-xﬂ

b - = .
|27 a) -9 e [ 2= 2P )
Les (n-2) premidres équations définissent tout point d'un plan (P), les deux

dernieres le particularisent,

On remarquera qu'a chaque étape (introduction d'un nouveau vecteur), le sys-

teme R permettant le calcul de la solution de base se voit augmenté d'une nou-

velle équation que chaque équation du systeéme T déterminant le plan (P), a

seulement un nouveau terme en plus, tous les autres étant demeurés invariants;

&5 [ n
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Ceci permet une simplification notable des calculs : pour résoudre le systéme

T d'un ensemble, on utilise la résolution du systeéme S de l'étape précédente,

Les calculs qui suivent montrent cette simplification dans le cas d'un ensem-

ble de 5 indices.

. —>
% Choix de b' (A) dans le cas d'un ensemble de 5 indices.

- Soit A5 cet ensemble.

1‘;) Etude du systzme R :

Ce systéme a permis le calcul de br+

1€ A4 X

)

n-1

i= k- an
g 54 [e- 5] faleig) - 3ay ] = [T1ay - <] [T -]

¥y oy - ~ . _:“‘ = —
seRe [T e - Tag] =[Sy 7] e -Thay)
soit, en se reportant aux notations définies plus haut :

] ek A FBo,e
¥f+ Xg+ p R 8=

3 I 4 3
) X A e TUL wi= X
f-’l\g \vg + ‘i Jh + k X z
4 T4y 4 L4
). ¥ SR = 0
ﬁg..Xgm l'h h+. L " ’c
- 4 e e s g R -
ol éi i;ci-cf1.. }q(f,h)-q(A)' i=g,h, k, ¢

On avait trouvé que les deux premigres équations permettaient de calculer :

X:tlxh+t2+r\(§k
X =t, X +t4+(r-l)Y

¥ 3 h k

Reportant ces valeuns dans la dernitre équation, il vient :
Emee e R

1
; e LY Y !
. j E o
‘ tTh T %1k T
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rcg4_ o ¥ (’4—L4t
ou s :-——'j_.‘k_ et s = p C z
1 (4t +{\4 2 (4t +34
‘g 17 %h Yg 1 h
11 résulte que

ou 63—tlsl-r et sq~'t152+t

et que

gy e ‘{{f:g (s1 \_(k+sz) + t4+(r-1) Yk
Jemn Nere

ol sS:t3sl+r-l et 56=t3 2+t

2°) Etude du systeéme T ;

On obtient le systtme suivant :
= Ix =3 i3 “(A =
gt Akt EL "’(k + Ry =
3 ir 3y E 4 5 v 3
‘/ o BN . X J N, = v
s Yg +ed TN Ap St Ay V= A

4 \ 4 v Vo4 v 5 \a/ { 4
| " I3 | ) -;. o o r.'
‘ g g * h  al k k * L 1= c

il

On peut écrire les deux premigres équations sous la forme suivante :
v " ! \
X ; = 1- 1
‘\'{f + \‘g + A h + Kk 1 P
33y 2 3 4y 43 5 %
SRR S Ry N = K7 o

g a k < T

VLR
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soit ‘...Xg -:;_a..:-_-t—i-—‘x R

et X =t X & t4 + (r-1) \}‘k + (u-1) 'yll'

On reporte ces valeurs de Xf et § dans la dernidre équation, ce qui per-

met de calculer Y en fonction de K et ¥

. b S W
(4 (4 "4 (a2 T4 5
r ¢ -~ U . - i u .
%h: £ F4 Xk+. < & 2, g L Yi
{ CC 4 ( 4 (4
£+
[S 1 Ug t1+ Uh bg tl+&)h
fn ] . X
801 __Mh 51 x + SZ + v £
u 23 4. LS 5
. . g r
ou v = (4 4
ug t1+ \{h
Alors ( =t s Y +s + ¥ +t X’ - X
g ( M f) I &
Y L. ¥,
! 5 By K + 8, +(t1v-u) \\{i!
X ¥ e ' Y
et f-1:3(5l ¢ k.+52+vXL)+t4+(r-l)Yk+(u—l))51:_
¥ t'g o +85, + (t,viu-1) \s
f 5 k 6 3 4
On détcrminc le pomtvvb'(A )} i posant .
¥ ¥ 2 Sy
'\k = 0 ]:::Y (coordonnée barycentrique en h de b (A4)
S
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e —31 T -
Les coordonnées barycentrigues de b (A5)' sont ainsi :

T:S +[t3v+u-1] Xh

£ 6

+[t1v-u] X}x

,t :sz+vxh

h
T.=0
Tp= ¥,
Evaluons —‘?I (A ) _b>+ (A4).

b(A)- :[t v+\1-1-55] X.c+[t v-u-s-)
[v-sl:l k' € X .”>.

Remarquant que : x est strictement positif
*tlv-u-s3—tlv-u-t1 1+1'
=t1(_v-.sl)‘-l_(u‘-r)=-m
*t3v+u-1-ss=t3v+u-1—t3sl-r+l
:t3(v-sl)+u-r:—(1+tl)(v-s])+u-r
:-tl(v-sl)—(v-sl)+(u-r)
‘=" tun
oll m :--tl,(v—-sl)+(u-r)
no=-lv-s)

> i ) —>
11 résulte que le vecteur b (AS) - b> * (A4) est colinéaire au vecteur V

I i I R S i <
I —mn_J cf—mc-n,c-k-r‘.ﬁl
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CHAPITRE - II -

APPLICATION PRATIQUE

-—Q0~0 =0~

I - GENERALITES . -

Le chapitre précédent, consacré a 'exposé de 1‘:algorithme et a quel-
ques aspects du probleme qu'il permet de résoudre, propose une suite de cal-
culs somme toute simples eu égard & une démarche logique assez complexe,
En général, un ordinateur peut effectuer facilement des calculs méme longs
et complexes mais perd totalement cette aisance lorsqu'il s'agit de prendré
des décisions logiques,

Tout ordinateur possede certains ordres logiques élémentaires tels :

"cette quantité est-elle négative ? V'

""cette quantité est-elle nulle ? "

""y-a-t-il un 9 en une certaine position d'une mémoire ? "
ordres qui permettent d'aiguiller le calcul dans une voie ou une autre suivant
la nature des réponses,

p —%
Par contre, pour déterminer les vecteurs coete tels que :

= g
k., -k 2 k
[__f__g_ | 2 l_ i‘kj—] 2y P2
cf-cg‘ = max | e -c. |
Lk£+ng 8 . i#jéILki+ij [
soit d(f., g)= max 4 (i,}))
ifje1

ott o Heroe
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l'ordinateur calculant les diverses quantités d (i,j) relatives aux indices dis-
tincts i et j, les comparera deux & deux alors qu'un opérateur déterminera les
indices f et g cherchés & la simple lecture des d.(i,j). !

De méme, étant donnés deux ensemble's, 1'un de n, autre de (n-1) indices pris
parmi les n, par exemple (I,2,3,4) et (1,3,4}, il faut un véritable programme
pour faire comprendre & l'ordinateur quel indice différencie ces deux ensem-
bles. Ce programme envisageant évidemment tous les cas possibles, suit la
démarche de notre pensée qui, clle, résoud le probléme de fagon quasi instan-

tanée,

L'idée essentielle de 1'algorithme est, on l'a vu, de trouver le vecteur
subminimax de l'ensemble total I, Dans cette recherche, on crée et manipule
des ensembles d'indices qui, s'ils ont plus de deux éléments, sont décomposés
en sous-ensembles dont on étudie d'abord les subminimax, On peut &tre ainsi
amené 3 considérer un ensemble dont on a déji calculé le subminimax, Par
exemple, on calcule au début__‘t;)+(l,2) mais 1'étude de (1,2,4) exige & nouveau
1'étude de B (1,2).

On ne peut raisonnablement concevoir un programme qui, ayant étudié un en -

semble, reprocederait & son €tude peu apres.

L'algorithme’; par ailleurs; rie demande de calculer la solution de base
positive d'un ensemble qu'aprés s'€tre assuré que cette solution existe : en
d'autres termes que si et senlement si l'ensemble considéré n'admet pas de

subminimax, (autre que sa solution de base),

Ainsi se trouvent dégagés deux traits essentiels du programme, faire
comprendre A l'ordinateur :
que telle étude a déja été faite d'une part,

que telle étude ne doit pas &tre entreprise d'autire part,
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A chaque fois que l'on étudie un ensemble d'indices, il faut garder
un certain nombre d‘informations qui sont : '

- "l'étude a été faite"

- "les résu..ltats de cette étude’,

C'est I'exploitation de ces données qui permettra & l'ordinateur de

prendre une décision quant & la suite des calculs,

A chaque étape du calcul (introduction d'un nouvel indice), il faut, en
outre, faire en quelque sorte la synthése des informations déjx obtenues, Les
résultats de cette synthese doivent &tre consultés par la suite et doivent, en

conséquence, 8tre conservés,

Une difficulté apparaft lorsqu'il s'agit d'exploiter les informations dont
il vient d'&tre question : 1'ordinateur ne peut, & priori, savoir ol les prendre,
1l est alors apparu nécessaire de faire correspondre une mémoire bien définie
a chaque ensemble d'indices, mémoire ou l'on emmagasinera tous les rensei-

gnements relatifs & cet ensemble,

Cette correspondance, pour &tre efficace, doit &tre telle qu'a deux en-

sembles distincts correspondent deux mémoires distinctes,
Numéroter les ensembles d'indices en affectant un numéro et un seul

4 un ensemble donné, c'est réaliser la correspondance cherchée. En effet, 3

chaque numéro il est facile de faire correspondre une mémoire bien déterminée,

- 43 -

'Utie numérotation évidente est la suivante :

3 chaque ensémble {f,g,h,k,. .. ,I) on fait corfespondre le nombre f,g,h,k,.. ,L

Par exemple, 2 (1,2) correspond le nombre 12, 3 (1,2,3,4,5) le nombre 12, 345,

Etant donné un ensemble initial de n vecteurs, on peut &tre, dans le cas

le plus défavorable’, amené & calculer la solution de base posgitive pour un en-

"semble de n indice-s, Cet ensemble peut &tre décomposé en sous-ensembles dis-

tincts de (n' - 1), (n - 2), ... 3,2 indices,

a4 si =n
b (p
Soit C |
n n. .
' y si n>/p
pl(n - p)!

Ce nombre de sous-ensembles dinstincts de (n - 1), (n-2), .. 3, 2 indices
est égal & 2 y
2 3 n-2 n-1

r=c 4G ek + G "o
n n n n

11 peut &tre évalué plus simplement.
En effet, on a la relation :

1 n-1 2 n-2

n-
(x+l)n:00xn+C X +C " x +34.4C xt+C x+C .
n n n n
Faisant x = 1, il vient :
3 -2 n-1
2n=l+Cl+[C2+C o+ 6 + C + 1
n n n n n

i

2" (m+2) 1

d'ou f’

Pour commenter clairement la numérotation énoncée.plus haut, nous
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Définition 1 : Etant donné un ensemble I de n indices, on appellera image de I
l'ensemble des 2" - (r+1) nombres qui numérotent et l'ensemble
I lui-méme et ses sous-ensembles distincts de (n - 1), (n - 2),

v+ 3 et 2indices,

Définition 2 : Soient i et j, i.{ jdeux nombres entiers. On appellera N'j l'en-
O e — 1
semble de tous les nombres entiers t tels que i é t é o
Nij est un spus-ensermble f )rmé de l'ensemble N des nombres

entiers,

L'image d'un ensemble I est la réunion de certains nombres pris parmi
I'ensemble des entiers, Soient m le plus petit et n le plus grand de ces nombres,

On remarque que si tout élément de 1'image de I appartient bien 2 Nm -
en revanche tout élément de Nm n n'appartient pas nécessairement & 1'image ,
de L '
En terme mathématique, I'image de I et 1'ensemble Nm o 1€ peuvent &tre
identifiés, ,

Du point de vue réalisation sur ordinateur de la correspondance ensem-
ble-mémoire, la numérotation donne naissance & deux possibilités,

s

lzre Possibilité :

On sait que les mémoires d'un ordinateur sont numérotées, le numéro
constitue l'adresse de la mémoire.

On peut concevoir alors la correspondance suivante :
e numbre correspondam a chaque ensemble d'indices constitue l'adresse de

la mémoire,

oo
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Par'exemple, la mémoire 12 cérrespond & T'énsemble’ (1,2), la mé-

" moiré 134 & 'ensemble (1,3,4). L'inconvénient de cette correspondance est

que le nombre des mémoires d'un ordinateur est limité : ainsi une 650 L B, M.
n'a que 2000 mémoires, numérotées de 0 1999, la mémoire 12, 345 corres~
pondant & (1,2,3,4,5) n'existe pas,

On peut imaginer un programme qui affecterait une mémoire réelle
bien déterminée & un ensemble corresporidant normalement & une mémoire

qui n'existe pas, Les adresses possibles seraient inchangées.

Un tel programme a été écrit pour le cas d'un ensémble I de 5 indices
et ordinateur 650 I B, M. En efféet, toutes les adresses sont possibles sauf
2345 correspondant 4 (2,3,4,5) et 12345 correspondant & (1,2,3,4,5) respec-
tivement, Ce programme fournit 'adresse de la mémoire cherchée : il ne
change pas les adresses possibles et fait corréspondre des mémoires A et B

distinctes aux ensembles (2,3,4,5) et (1,2,3,4,5).

2erne Possibilité :

On range tous les nombres constituant l'image de I par ordre de gran-
deur croissant 3 partir d'une mémoire connue A.

Par exemple : 1200000000 en A

1230000000  en (A + 1)
1234000000 en (A + 2)
1234500000  en [A + 3)
1240000000 en (A +4)

D IR Sk AL R R

On fait correspondre & l'ensemble (f,g,h, .., 1) contenu en (A + r) la mémoire
(B + r) oh B se déduit aisément de A par une relation de la forme :

B = A + nombre entier,

votife o
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On construit un programme qui, étant donné le nombre f gh,,.1 con~
sulte 1e contenu de toutes les mémoires & partir de (A), La consultation s'ar-
réte dés que 1'on rencontre la valeur'f.g h,., 1 Un compteu'r de boucles per-
met alors de déterminer le nombre "r'', d'oh l'adresse B + r de la mémoire
cherchée, )

Ce programme est facile & rédiger car il se préte 3 bouclage, Il est

peu encombrant en lui-m&me mais nécessite une double bande de mémoires :

celle des mémoires A, celle des mémoires B,

La 650 I. B, M. fait automatiquement et instantanément le travail du
programme qui vient d'&tre proposé et ce, grice 2 un ordre interne dit :

"consultation de table", C'est cet ordre qui a &€ utilisé,

Rappelons les définitions suivantes :
Soit f une application d'un ensemble E dans un er;semble F. Cette application
fait correspondre 3 tout élément x de E un élément y de F, appelé image de x,
1) f est biunivoque si tout élément de F est image d'au plus un élément
de E.
Ce qui est équivalent & dire qu'd deux éléments distincts de E correspondent
deux éléments distincts de F, "
2°) fest surjective si tout €lément de F est image d'au moins un é1é-
ment de E,

3°) Une application biunivoque et surjective de E dans F est appelée

applicdtion de E sur F,

Nous avons vu que tout élément de.lensemble Nm n'est pas néces-
n

B

sairement image d'un ensemble d'indices : il existe au fond une application

biunivoque mals non surjective de l'ensemble image de I dans N )
. “ “m,n

LI

.47 -
Une numérotation a été trouvée qui, étant donné un ensemble I de n

indices, définit une application de l'image de I sur l'ensemble Ni j défini par
)

f=dety=2 =du+ ).

Tout ensemble d'indices correspond alors a un,§g,qu}19mbre de 1'in-
tervalle (1,2" - (n+ 1) ) et tout nombre de cet interv;;l_l'e est image d'un seul
ensemble d'indices, J

“
Cette numérotation quoique compliquée, peut &tre intéressante en ce

sens qu'elle définit un ensemble de nombres consécutifs dont chacun est

image d'un ensemble d'indices et d'un seul,

Elle permet d'identifier lensemble image de I'et N,  : c'est la raison
2 i

r
qui nous pousse a la développer,

oy
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~ 48 - TABLEAU 1

NUMEROTATION des ENSEMBLES d'INDICES

Ensembles & : 2 indices 3 indices 4 indices T § indices 6 indices
! vy B ' T i -
Btape o1 |(1,2);
I - INTRODUCTION, - ‘ ‘ Brapenc 2 | (1,3), (2,3)5 | (1L,2,3),

Le tableau 1 montre les différents ensembles d'indices qu'il faut con- Etape no 3 (1,4)5 (2,
sidérer dans le cas d'un ensemble initial I de 6 éléments, )?O (1,2,314)11
Ce tableau expose le cas le plus défavorable & savoir celui ouiln'ya '

aucun subminimax, ce qui n'est pas absurde dans la mesure ol un programme

Etape n? 4 | (1,5),, .Ez.sgw 1,2,5),

doit faire face & toutes les éventualités, 3 15 ;:g:g ig (1,2,3.5)18

Nous numéroterons les ensembles 4 la suite les uns des autres au fur- (4'5)19 é;iigg 0 (1,2,4,5 22
et-a-mesure qu'ils se présenteront. Toutefois, un mérme ensemble pouvant ‘ 31455, % &:g:i:g 24 {132’3.4,5)"5
revenir plusieurs fois on lui affectera un numéro la prémiegre fois qu'on le = 12 i

-1.. -]
‘it

rencontrera formellement.

Etape n° § (1,6)27 (2,6%28 i,z,ggz
(376 30 !3! 2]
i s 2,3,6)32 (17273p6)33
I - La NUMEROTATION proprement dite, ~ (4’6)34 (l,iyggﬁ e
2,4, 1€341 92
Grine - 51,3,4,6, 59 | (La5a6)
A priori, on peut numéroter les ensembles de plusieurs facons, ; B 3 2,354,686 20 1213544 41
i 5,6 1,5 :
Nous considérons : : 42 2,5:6 43 1,2,5,6
55! gt 1,%,5,6142
325, 46 2’3,5'6 47 (1 2,5,5 6)
A - La numérotation par catégories, clest-i-dire que l'on range les ensembles (4,5,6) l’zl,S'G 48 S AENLZIC UG
3Dy [kt 1
ayant un mé€me nombre d'indices & la suite les uns des autres, 50 2,4‘.2,2 22 %i:%:i,gvggﬁ
N FrliaSs =, s Jsti9 s . 5
""" B W La numérotation de tous les ensembles 2 la suite les uns des autres sans 54 2,%,4,%,6 2 (172,)!475é$)

considération du nombre d'indices.

.../...
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A - Numérotation par catégorie :

. De fagon générale, étant donné ur ensemble de r indices (al,a a )

g A
on appellera q le rang de cet ensemble,calculé en numérotant tous les en-

sembles de r indices de 1'étape n° (ar - 1) au fur-et-2-mesure qu'on les étudie,

1°) Ensembles de 2 indices :

Soit (a,b) un ensemble de deux indices.
(a,b) apparaft au cours de l'étape n° (b - 1), étape au début de laquelle on

introduit 1'indice h.

« Au cours de cette étape, (a,b) est le qléme ensemble de deux indices
A stre étudié, ou q = a.

P p P 2 - N
- Avant cette étape, on a étudié Cb-l énsembles distincts de 2 indices,

Ainsi, en numérotant tous les ensembles de 2 indices & la suite les uns

des autres, le rang p de (a,b) est :

2 .
b1 + a oqu_1

p(a,b)=¢C Z:Osib<3.

Exemples : p(l,2)s0+1=1
p(3.4) = c32+3: 6

2
}9(2,6)205 +2=10+2=12,

oo
o
—

Ensembles de 3 indices :

Soit {(a,b,c) un tel ensemble.
(a,b,c) apparaft, pour la premitre fois, comme ensemble de 3 indices

de 1'étape n® (c - 1), au débur de iaquelle on introduit l'indice ¢,

&

- Au cours de cette étape, c'est le q1 ™ ensemble de 3 indices & &tre

calculé,

N &

'
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Nous allons déterminer ¢e pombre g,

Si l'on remarque que :

- & chaque ensemble de 3 indi‘ces (a,b,c) corre spond un
ensemblﬁflet un seul de thir'z_dices (a,b), obtenu en éli-
minant l'indice le plus & droite donc 1'indice le plus

. b ;élev_lé..v s :
- cet ensemble (a,b) ainsi déterminé est étudié avant
(a,b,c).
- dinsi le nombre total d'ensembles de 2 indices étudiés
avant'(a,b) est égal au nombre d'ensembles de 3 indices
£y = . ‘. étudiés. avant (2,b,c) au'cours de 'étape n° (c - 1),
I1 résulte que le rang q (a,,b,lc) ca.lcu_lé depuis_ le début de 1'étape n° (c - 1)
est éga:l au rang p (a,b) calculé en rangeant tous les ensembles de 2 indices
2 la suite les uns des autres,
2

A fa,be)=pfa,b}=C. “+a.
§ ' Wl (L M

1 {0y T

13 ensembles distincts de 3 indices.
bix 1 ‘ \
1

- Avant cette étape’, on a étudié Cc )
d'ot finalernent : e B
O Tromerii e v i (e, sl Q-(arbye) 4G, 4" =p (ab) + C__

b,c) =
p {a,b,c) Cc-l +Cb_1 +a.

< 3 s Z_‘ )
ol cc-l =0sic {4et 'cb‘-‘l‘ =0sib <3_

Exemples : p(],3,4):C33+C22+1=3
p'(2,4.,5)=c43+c32+'2'='9
3
p(4,5,6):c5 +c42+4=zo.

3°) Ensembles de 4 indices :

Soit {a,b,c,d) un tel ensemble,’ I apparait la premié:rlel fois au couss de

... 1*étape n°® (d - 1).

A A
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gme

- Au cours de cette étape, ‘c'est 1& q' ensemble de'4 indices & &tre

étudié,
On remarque que :
) ' - & chaque ensemble de 4 indices (a,b,c,d) correspond un
[RSX ! 4 (
ensemble et un seul de 3 indices (a,b,c) obtenu en €limi-

nant l'indice le plus & droite de (a,b,c ,d).
- cet ensemble (a,b,c) ainsi défini est étudié avant (a,b,c,d)

- le nombre total d'ensembles de 3 indices étudiés avant
(a,b,c) est égal au nombre d'ensembles de 4 indices étu~
diés ‘avant (a;bjc,d) au cours de 1'étape n° (d - 1).
d'ow il vient : q (a,b,¢,d) = p (a)b, = & Src. Pta.
- ' c-1 b-1
4
- Avant cette étape Cd 1 ensembles:distincts de 4 indices ont §té &tudiés,

Finalement 3 4

- 4
p (a;b,c,d) = q (a,b,c,d) + C4.y =P (a,b,c) + Cd—l .

4 oy s -]
+ C 3+C 2+z11.

lb| :d =
plabc,d)=C, ) c-1 bl

.. 4 . . 3 ) ) 2 .
r:rqu_1 -Osr.dl(5, F:c-l =0sic L4 ; Cb—l —091b<3,

Exemples : p(1,2,3,4)=0+0+0+1=1
4 3 2
p(1,3‘,4:,5)-,C4 +G3 +C2 +1=4

) 4 3 2
p(2,4,5,6) = IC-5 S+ §4 +C, t2=14

i -~

4°) Généralisation 3 un ensemble de r indices :

Soit un ensemble de (r - 1) indices : (bl,.ba_, It et supposons que

o r-l)
son rangest donné par la relation :

'
A

2arik

s 53

_5 i o
Py By ) m it ©b,-1 o sii i
. o
oﬁCi‘]= > sii>/j.
ita-al

- On vient de voir que cette relation est valable dans le cas d'ensembles de

2,3,4 indices.

Nous allons montrer qu'elle est gé'néralle,, et ce grice a un raisonnement
par récurrence,

On suppose donc la relation valable pour un ensemble de (r-1) indices, on
ve montrer qu'elle l'est pour un ensemble de r indices,

Soit donc un ensemble de r indices (a_,a,a_ ... ar). Cet ensembleapparaft

irz2" "3
le premi2re fois au cours de 1'étape n° (ar - 1),

. idme ° _ u
- Au cours de cette étape, c'est le q ensemble de r indices & &tre
étudié,

Utilisant & nouveau la remarque suivante :

- 4 l'ensemble (al,az,. i a.r) correspond un ensemble unique

(al,az,. .\ ar-—l) obtenu en éliminant 1'indice le plus & droite
de (al’az"" a ).

- cet e.rgsemble (al 1@y0nes ar-l)' ainsi défini, est étudié avant
(al,az,_ .. af_).

- le nombre total d'ensembles de (r-1) indices étudiés avant

(al’az,. .. a 1) est égal au nombre d'ensembles de r in-
Dor-
dices étudiés avant (al,az,. .B ar) au cours de l'étape n°

I résulte que :

oAl
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La formile ‘étant supposée yraie pour un enserable de (r-1) indices, on peut

i
Plagaymee a2, ) =2, 1ol Ca.i iy

écrire :

.~ Avanf cette étape CaA 1 ensembles de r indices ont été étudiés,
: : = N e iR s

<
= H i

I} vient donc : : r .
N o p_.(ﬁl:az’-«~ a,) —q(al,éz,.. a )+ car_1 ;
(2,2 aj)=pla a y+c T
P e U " =p 1,32... ooy -
=< b cliusaisct
Ti=2, -1 Ta-l TR1T M. o
1 T
o = @t
P(élfaz“ . ar)~i=2,.,r_cairl + 2y )
°“’Cg'= Y siid g
il e -y siiy g

La formule es: vraie pour un énsemble de r indices si elle 1'est pour un

de (r-1) indices ; Gtant vérifide pour r = 2,3,4, elle est toujours vérifide,

Remarquons pour ccnclure que cefte numérotation revient, sur le tableau 1,

& numéroter les ensembles par colonne;

B - Numérotation de tous les ensembles 3:la suite les uns des autres sans considé-

ration du nombre d'indices

Soit un ensemble quelconque de r indiees tel que le crée l'algorithme,

Il est de la forrae .

(al,az,aa,a4,... 2 )

A..
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Les indices a_ sont des nombres entiers vérifiant les inégalités suivantes :
i

I\<al <a.2 <a3 ... <ar-l <ar sr.

Nous examinerons tout d'abord le cas ol le dernier indice de l'ensemble Ao,
soit a_, est égal au nombre d'indices r, Ce fait particulier facilite la détermi-
T

nation du rang R (A) = R (al’az-""" i ar).

1°) Cas ou a =t:
Les 3 étant r nombres entiers vérifiant les inégalités 1 éal (az < v
<ar-l < 2 é r et puisque a_=r,
on a nécessairement : d =a, | avec a, = 0.
relation valable pour i =1,2,... r.
L'ensemble A s'écrit donc A= (1,2,3,4,... r-1,r).

C'est le dernier ensemble de 1'étape n° (r - 1) ou encore le premier ensemble
de r indices a 8tre étudié par l'algorithme,
Déterminer le rang R (I,2,.., r) revient & énumérer tous les ensembles

distincts de 2,3,,.. (r-1) indices étudiés avant (1,2,... ).

A .': 2 -
PR (1,23, )=l et vt
T hig fis| K T
l R(1,2,3,.., r)=2" - (r+ 1)
LRGRlel i L e R (1,2) = (224 3= 1
r =4 R (1,2,3,4) =@*-5- 1

j ) 6
P (1,2,3,4,5,6) =(2) -7=57,

H
n
[eg

aamfling
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2°) Cas Général :

L'idée directrice, dans la recherche du rang R (a.l AT S SO ar) est la

2

svivante '

on éhwakre tous les ensémbles étudiés avant (‘a.l It a.r),

’az
- les ensembles de r,(r~1}; (r-2),... ” indices d'une part,

- les ensembles de (r+%), (r+2), .... a_indices d'autre part,
r

A cet effet, il convient de bien remarquer la fagon dont opere l'algorithme :
avant d'étudier l'ensemble B de p indices, on étudie dans l'oxrdre les
enserables de (p-1) indices suivants,

p-1,1 p-1,2 B p-l,k’,

-1,p-
B o gy ,.....;Bp p-2
p p p

ol, rappelens-le, 'ensemble 3 .p-l,k
- v P

B
p
est obtenu & partir de B en
ry
PR itme . .. | : ’
éliminant le kl o indice a partir de la droite.

a) Enumération dee ensembles de plus de r indices &tudiés avant Ao H

L'ensemble considéré Ao 3 (al,az,. .. a_) peut &tre interprété comme
. Be ~ b

vy ,"...Ai,...

sous-ensembles “e r indices de m = a_ - r ensembles Al 5
. o T L

A _oule dernier easemble A est A =(1,2,3,4,...(a -1}, a ).
m m m T r

Chaque ensemble A, n un nombre (r + i) d'indices parmi lesquels figurent
les (r +1i - 1) de Vensemble Ai 1 L'ensemble Al est obtenu, & partir

de A , de la manidve suivante ;'
5}

ia 1 A =
s1e17( I (l,al,az, ar)
sia;sER @ @ lifz A =(a_,z,a a )z (L,¢,2 a )
1 : 2 7 1 ety ad@mldag, i a
51a1:1;a2=2;33;!3 Alz(al,a2,3,a4,... ar)

==(1,2,3, a0 )

snmfirs .

,ipcuri.’;j
siz, = A ={a_,a,a_,... 2, ,ja, .,...a)
. . ; 1 172773 -1 +1 T

# jpouri=j ) ) J J
_‘:‘:‘,(1,2,3,... (j“l)r j; a

4

A1 ar)

Chaque ensemble Ai ect obtenu & partir de Ai exactement de la m&me fagon,

1
Nous appellerons Si le rang de l'ensemble 'Ai compté par catégorie : en d'autres
termes A, est le S, itme ensemtle de (r+i) indices introduit par l'algorithme,
a 1
Le nombre d'ensembles de (r+l1),(r+2),... {r+i),..., & indices, étudiés avant
T
A , est, sillon remarque que tous les A, sont apres Ao :
o i ——

S=(s, - 1)+ (sz~2)+(s3-3)+.n.. +(sm— 1)

w
I
[
»
g

b) Fnumération des ensembles d'au pius r indices 8:udiés avant A :
= o]

8> référans tcajours ¥ la fagon dont opire l'algorithme, il apparail que :
le dernisr enserable de (r-1) indices 4tndié aven: A = (a,.., a j est :
[e] X co

Blz(az, Bgr B, e ar)

le derniexr enseralle de (r-2) indices Studié avant £ est :
. o

Iz dernier ensemible de (r-i} indices §tudié avant A cst :
o
D o.={a. ., 8., ... a)} J .
Tt A ive. b

L I R e R R R T I A,

le dernier ensemble de 2 indices &tudié avant A est .
o

!
PR .
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Nous appellerons 1:_i le rang de l'ensemble Bi compté par catégorie : en d'autres

termes Bi est le t, itme cnsemble de (r-i) indices introduit par 1'algorithme,
. i

Le nombre d'ensembles de (r-1), (r-2) ... (r-i), ... 2 indices, &tudiés par
Valgorithme avaiit A . est, sil'on remarque que '

) . —tous les Bi le sont_aLa.ntAo ¥
= I.l faut compter les ensembles de r indices étudiés avant Ao (on appellera to'
le rang de Ao’ compté par catégorie) :

T=t +t +t +...t
s

1 2 r-2

Le rang cherché R (al,az,.. . ar) =8 + T
— =
(’t’) R(A)=R (2.2, ... a) = L A s, + j=0%.—.'r-2 bi+r-a

Rappelons que les & et tj sont donnés par la relation établie plus haut :

) ats, =p(b, b, ,... !
par exemple, posant s1 p( 1 b2 br+1) il vient
s = c k ;! L 0 si m <n
i k=2,..(r+i) b -1 1 ou C = [
k m m} mSa
= 51
] { ~
n!{m-n)

(a4 v .
Remarquons enfin que la relation U est’absslument générale : elle est valable
en particulier dans le cas ol l'ensemble Ao est de la forme (1,2,.. r-1, r)

ainsi que le montrera l'exemple 1.

=59+

Exemple 1 : Proposcns nous de déterminer le rang de l'ensemble Ao = (258

4,.,. r-1,r) par la formule générale,

Ensembles A, :Ilyena a -r=r -r =0, Ainsi il n'existe aucun
—_—— T
ensemble Ai.' La formule s'écrit ;

R(1,2,3, ... ,0)=, 24 t,
(1.2,3 7) =01 TE-2 )

Ensembles A et B, :
——o—i

3
to—p(l,2,3,... r) = 1+CIZ+C2;.. +Cr_.1 e
tl'p(2,3. ..... r) = 2+C +C3 S S + Cr_I
2

tz—p(3,4, o r)—3+C3 +C Y
t =plr-1, 1) = (x-)+C ¢
r-2 ! ’ r-1
Associons les termas comme suit :
4 . iy

2
2+C? =142
3+(332+.c33 :3+23-(1+C31) :r3+23—4

2 3 4 4 1 4
: L = - =4 -
&+C4+C4 ‘C4 4+ 2 (1+C4) 4 + 2 5

2 4 r-1 F 1

(L—l)+cr PG G0 +Cr_lA(r-l)+Z -(1+Cr_1)-

Il vient :
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R (1,2,3 .. r)=1+1+z+3+z3+z4+25+.., g " o g

i, .2 03 - '
2% 2420204, L, cigeee 2 T o
On obtient ainsi les r premiers termes d'une série géométrique de raison 2

e - o
dont le premier terme est 27, Sa somme est : o | 2 1 =
; : 2, ——— =2 -1

d'ou finalement :
R(1,2,3,... ) =2 = 1-r=2" ={(r+l)

c'est bien la relation obtenue directement,

l

s

1 p(1,2,3,6) =1+0+0+654:1+5:6

1

8

, =P (1,2,3,4,6) =1+o+o+o+055:1+1=2

s3=p(l,2,3,4,5,6) =1+04+0+0+0+0=1

d'ot : ; sj:6+2+l:9.

Ensembles Bi et A

=== )
. R TR AR = 5 g
t = 1,3,6) s 1+C - 3
o =Pl 6‘)A 1+c, +‘c5 1+1+10=12
] 2 '
t1=p(3,6)=3+C5:3+10:13
ml
Lt = 124 13=25
Lo by = 12+
r - a = -3
S

Il vient finalement : R (1,3,6) = 94+425-3 = 31,

C'est bien le numéro‘qu‘indique le tableau 1,

6V =

Conclusion Générale sur la Numérotation.

. L
La formule ( C/) a le désavantage d'8tre assez lourde mais a 1'avantage

d'affecter des numéros qui se suivent aux divers ensembles,

Dans le cas d'un ensemble I de € é1éments, la formule permet de définir

l'intervalle (1,2,.... 57) possédant les propriétés suivantes :

- & deux ensembles d'indices distincts, créés au cours de 1'étude de la
solution, correspondent z entiers distincts de l'intervalle g

- tout entier de l'intervalle est image d'un ensemble,

Du point de vue calcul sur ovdinateurs, il suffirait de réserver une

seule bande de mémoires. Le programme en lui-mérae serait assez compligué

mais réalisable,
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OPREMENT DIT. L

. Le programme résoud le probléme de recherche du minimax dans

les conditions suivantes ;

- le rombre n de vecteurs est au plus égald 5,

- la dimension de l'espace euclidien dans lequel on travaille est au

plun €gale & 5

C'est la capacitf de l'ordinateur 650 L B, M. qui est 2 l'origine de
ces limitations. Les mémoires sont en effet presgue toutes occupées par un tel
programme : il est méme récessaire d'avoir un programme distinct qui caleule

la solution de base reletive & un ensemble de 5 indices.

Ziutilisation du programme est relativement eiraple : on fournit un

certain nombre ce données qui sont :

- le norchbre n de vecteurs ;

;
- la dimension r de l'espace ;

b

- les vecteurs,

L'ordinateur donne alors la solutior du prodléme, Av cours de la o

cherche du minimax, gublques résultats intermédiaires sont perforés qui per.-

mettent de se rend=e compte des différenies phases du calcul, ce sornt :
- les indices (premieres composantes des vecteurs auxquels 1ls cor.

recpondert) av fur-et-i-mesure qu'ils s'introduisent

“

¥

les différentes solutions de base positive qui ont été calculées et

étudiées avant l'obiention du submivimax
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Le programme a été initialement écrit en langage symbolique IPASPD ,

de fagon & optimiser le temps de calcul, I est assemblé en n mots par carte,

Au lieu de suivre la position de la virgule tout au Jong du prograrmme,
on utilise le procédé dit de "virgule floitante', Oa affecte & chaque nombre une
'caractérictique" et une ''mantisse'’. Ctest la caractéristique oui permet de dé-
terminer la poeition de la virgule, Certains ordinateurs sont dotés de la virgule
flottante automatifque ; en d'autres termes, l'ordinateur possdde des ordres in-
vernes qui effectuent certaines opérations élémentaires sur des nombres Scrits
en virgule flottante,

Ne disposant pas de la virguie flottante automatique, on a fait appel
3 des programmsas qui réaliscnt ces opérations élémentaires : addition, scus-

H
traction, muliiplication, division et racing carxzée,

Ces programmes utilisent la virgule flottante flair qui s'obtient d=
la facon suivante

tout nembre est ecrit sous le forme

(0, xxxxxxzx) . 10 o,

2 décimalec
ol O< est ua nombze entier, positil, négatif ou nul,

-1z carastéristiouc est : { 50 + o )

- la mantiese est constitude nar les huit-décimales,

[N

La nécessité de la virgule flottante apparaft d'autant micux qu'un programme
écrit en virgule scirmple limite le champ des valeurs de chaaue variable, ce quz
Gu2 uous ne nouvons conceveir dans le probleme oui nous wntéresse

.

Ur organigrarame général du programme est donré A la page suivante,

11 permet de svivre les différenter étapes de la recherche,
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QL On peut distinguer deux grandes parties Former le nouvel iy
- une premitre partie logique ; P:ser ensen:xble A:
- une seconde partie consacrée aux calculs effectifs des solutions de v —
base d'ensembles de 2,3,4 et 5 indices : g:= & ey no“
v ’ : 7 ' : P‘;:Jser b+ ( qu) %
Nous examinerons successivement la partie logique et cell‘c consacrée aux q.= 2 A
calculs, . ;oaer :,
Remarquons, avant, qu'a des stades différents de la recherche du minimax on P=9 P p ¥
Calculer i = i
a besoin de calculer des expressions analogues ou de réaliser des processus 1 Former AZ t=t-1 t b
logiques semblables,
. = B 700
IAfin d'éviter les répétitions dans le programme, on utilise des "souc- v ¥ :
programmes', Ce sont des programmes qui effectuent un travail bien détermiié Aller en 1400 + p { 18w f:lie 1 p+}
et que l'on peut utiliser ol M'on veut au cours du calcul. Ils supposent lee données A t 0 e
en certains endroits et poss&dent un ordre de sortie variable, d'oh leur vient l 4 ! .
cette faculté d'adaptation & des moments c.fférents du calecul, i Caleuler | ) -s‘d’ e
| ot 2o [ [omeder fone & ke fratres
Nous examinsrons successiverment les parties logique et de calculs,
A - PARTIE LOGIQUE ; Calculer
SEEsssEss=sss==== A 573 indices
1°) Idée Générale ; /
Nous zllons, dans ce premier paragraphe, envisager certaines situatior-
créées par l'algorithme, et déterminer ce qu'il convient de faire en de telles hey ?alculer
circonstances, Le second paragraphe montrera la réalisation de cette pactie § ingices
logique,
Calculer
VAY | e b * 5 indices




olutions de¢

‘fe aux

1nimax on

rocessus

e des "'souc
in déterminé
it lee données

eur vient

le calculs,

situation-
de telles

e partic

Former le not;vel . Fatet sty it " Calculer Ranéger 'A:‘ en
BoBer ensemble Agq p=p-1} mémoire p
f="1 Y non i
=2 “t-
g. Artegn Elonls non 5 AP admet - 11 un non
v b+ (A P ) ? o q o
Poser q oul subminimax ? oui
q=2 x x Former
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Situation 1: On consid&re un ensemble d'indices A,

-
Avant d'entreprendre le calcul de la solution de base positive b ~ {A), il faut
s'essurer de son existence,
On commience dont par se poser la question suivante :

question 1 :

- -
"Le calcul de b ' (A) a-t-il déja 6té effectué 2 "

- Si oui, il n'y a aucune ambiguité : on considere un autre ensemble d'indices,
- Si non, on ne peut procéder directement au calcul sauf pour des ensembles de
2 indices,

En effet, b~ (A) existe si et seulement si A n' admet pas de subminimax, et

I'on a vu qu'un ensemble de 2 indices admet toujours une solution de base positive,

Ainsi, dans le cas d'une réponse négative & la question 1 et d'un ensemble de

plus de 2 indices, on se pose la question 2.
""L'ensemble A admet~il un subminimax ? "

- Si oui, on considére un autre ensemble d'indices. Il est vain, en effet, de cal-
culer la solution de base de A qui ne peut &tre positive et qui par conséquent

ne peut &tre le vecteur minimax cherché.

et

- Sinon, on sait que ¥ (A) existe qui peut éventuellement &tre le vecteur mini-

max p *. On procéde a son caleul,

Situation 2 : Réponses négatives aux questions I et 2,

On range Anp et 'on forme le sous-ensemble de Anp obtenu en éliminant 1'indice
le plus & droite de A p'
n

On considere ce nouvel ensemble et 1'on se trouve alors dans la situation 1,

o [ 5
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Situation 3 : Réponses : povéif:i;re a la question 1 , ou
négative & la question 1 et positive a la question 2,

On introduit un nouvel ensemble d'indices B. Pour le déterminer on compare |

t ¢ e
l'ensemble An que 1'on vient de coénsidérer & I'ensemble AI d'ol il est issu,

. . . 7
Situation 4 : On vient de proceder au calcul effectif de b " (A p)_z
T me— n

On se demande alors : (question 3),

—>+ —
. o "Le-vecteur b '(Anp) est-il le vecteur minimax P & cherché 2"

Remarquons une fois encore que s le vecteur minimax est une des solutions |

'de base posnwe,

ol il € i e . s WY e

une seule solution de base positive entrafnera
une réponse affirmative & la question 3. Ay : ,

- 81 oui, le probleme est résolu. p: = b W (A p) " 5 % |
n

- 5i non, deux cas sepréséntént,

. p ! f '
* A est 1e dermer ensemble d'une étape, ¢ est -a-dire que le nombre

d'mdlces de A P est egal au nombre d'indices dé_}a introduits,
On introduit un nouvel indice (cf. situation 5)
# Le nombre d'indices de Anp est inféricur au ncmbre d'indices déji

introduits,

On avu q_u;e Anp apparait comme sous-ensemble des ensembles A A A |
3 . iy .
(cf. la définition d'untel ensemble 3 la rubrique ''Numérotation des ensembles't) |

On se pose la question suivante , question 4 ;

b (Anp) est-il subminimax pour l'ensemble A " ? |
i

A o0t
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d'abord pour A Al

- Si oui, on se pose la question 4 pour Ai—E_—“— Ao

- Si non, on passe i la considération d'un autre ensemble d'indices (situation 3).

—

Tant que l'on obtient une répanse positive & la question 4, on se repose cette

méme question. Ainsi, si l'on vient de s'interroger sur l'ensemble Ai’ on
. Sil'on répond par l'affirmative 2 ;

stinterrogd sur A
g i+ 1

5 (A P} est-il subminimax pour Am” ?
n

on introduit un nouvel indice { cf. situation 5).

Situation 5 : On décide d'introduire un nouvel indice,

St l'on a dé€j2 introduit un nombre gq d'indices, on identifie le nouvel indice

h=q+ 1,
h est tel que : d [—s-;’(A )] = max d, [_)(A J
n q
j €L
igA
ol AqE (1,2,3,4,... a-1,q),
—>
s (A ) est le subminimax de I'ensemble Aq On notera qu'il peut arriver
q
— >4
ue s (A Jz==5b A )
q (Ag) (Ag)
Sitpation 6 : On vient d'introduire un nouvel indice h,

11 faut avant toute chose, exploiter les informations déji obtenues,
La nécessité de ce travail est justifiée par le fait suivant :
—Fy B LU
s'il est certain gu'une solution dg base b (Anp)_ déja calculée n'engen-
‘ - —>% N .
dre pas le minimum p =, il n'est, par contre, pas du tout certain que

cette solution ne soit pas subminimax pour l'ensemble d'indices Anp U {h?
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Or, 1'on va peutZ&tre &tre amené i considérer cet ensemble, donc & ré-

pondre a la question 2. (cf, situation 1),

—>,
Donc, étant donné une solution de base b (Anp) déja calculée, on se pose cette
question, question 5 :

"Lé vecteur b ¢ (Anp) est~il subminimax pour 1'ensemble Anp U {h} 28

v

' —
On répond & cefte question en considérant les résultats de l'étude de b i (Anp)

1

étude réalisée dans le but de répondre & la question 3,

Remarquons que l'exploitation des données obtenues en vue de la réponse

& la question 5 ne peut se faire avant l'introduction du nouvel indice h, Avant cette

introduction les ensembles App U {h} ne sont en effet pas définis,

2°) Réalisation

s

A chacun des 26 ensembles d'indices susceptibles d'étre examinés, on affecte
une mémoire & laquelle on pourra se référer gréce a l'ordre ""consultation de table

(ci. Chapitre II, "Généxalités", "seconde possibilibé'),
Numérotons les positions de toute mémoire comme suit :

| 2 [ v ]o]

Nous allons énoncer un certain nombre de conventions qui vont permettre d'exprimer

i9|8]7'6!5|4~]3

divers €tats, Considérons la mémoire correspondant 3 P'ensemble A F,
n

- La position 9 indique si :

o
[N
BEEN

# il y a un8 ; que 'ensemble a&ja ét

calculé,
d

% il ';r aun 9 : que l'ensemble n'a pas encore &té calculé,

o v .

- 69 -

- La position § indique si :

% ily a un8 : que 'ensemble admet un subminimax,

% il yaun 9 : que l'ensemble n'admet pas de subminirmax,

' = J . . P .
La position 4 correrpond au vecteur ¢ = rangé le premier a partir de la men:)cnre
- 1700.

Elle indique si :
e 1T D
% ilyaun8:que d[b (Anp)] £ 4 [b (A )]

e T 1+
% ilyaun9:que d EbL(Anp;J v d [b (Anp)l

—2 -—
172 + p, ~71( 2
I
3+ p .
d Eb (A ‘,] est la valeur de l'expression.
n

'/ 2 —y —>
d [b * (A p) =k, , b (A P) - c_7| , calculée pour le vecteur ¢, correspon-
J n it n i j
dant 2 l'indice j pris arbitrairement dans Anp. On a vu, en effet, que cette quan-

moan P
tité est invariarte pour tous les vecteurs correspondants & des indices de An .

Les positions 3,2,1,0 jouent le mé&me rdle que la position 4, Elles correspon-
-$2 -3 4 35 . 3 N ]
dent aux vecteurs ¢ 2, c7 '? ,? rangés les deuxigme, troisidme, quatrizme

et cincuidme respeciivement.

=i, o N - p lors
Rerarquons que si ¢ (i = 1,2,3,4,5) correspond & un indice de An ,onaa

1'€galits :

a® l[?F(¢an)~} . [: A P)j

n
et, dans ce cas, d'aprés ce qui précede il faudrait mettre un 8 en position (5 ~ i).

H 1t1 1 | 3 -
En fait cela n'est pas nécessaire car le contenu de la position (5 - i) n'est con
—_—

n
sulté, par la suite, gue si le vecteur ¢  ne correspond & aucun indice de An 3

VAR
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Liordinateur, au début du programme, envoie la quantité 9,9, 0, 6. 0.. 9. 9 N
9. 9. 9. dans toute-mémoire correspondant & un ensemble d'indice.
Soustraire 1 en-une position bien déterminée revient alors 3 mettre un 8 en cette

position,

L'ordre créé par l'algorithme en identifiant les indices n'est pas celui - arbitraire -
qui permet de ranger les vecteurs & partir de la mémoire 1700.
Afin de rendre l'ordinateur capable de déterminer les vecteurs qui interviennent
dans le calcul d'un.e solution de ba.se”‘t?ub (i, j, k), par exemple :

a chaque fois que l'on introduit un nouvel indice identifié & i, on met en

(1826 + i) la premikdre composante du vecteur qui lui correspond,

Le choix de la bande 1827 - 1831 est dii & des considérations de commodité : ce

sont des mémoires de sortie dont on peut - directement - perforer le contenu,

Tout au long du programme 1l'ensemble d'indices sur lequel on travaille directe-
ment se trouvera placé en une mémoire indice "ANP", positionné comme suit :

f g h i j 0 0 0 0 o

Apres choix des vecteurs initiaux on introduit en ANP le premier ensemble

1200000000,

De fagon générale, on appellera :

r : la dimension de l'espace 00,... 01

n : le nombre total de vecteurs 00.... 0n

q : le nombre d'indices déj introduits 00..., 0 q
p ! le nombre d'indices de A'np 00,... 0p.

Rappelons, enfin, que :
N) N
la premitre composante du vecteur ¢ ! rangé le premier est 1700,

2
la premitre composante du vecteur—? rangé le 2¢me est (1700 + r + 1) etc, .

o alrfoms

L 7%

Un certain nombre dé¢ sous-programmes ont été rédigés qui vont &tre commentés,

Sous-Programme 1 ;

Il calcule dans un espace euclidien de dimension r, la distance de deux

r
. - =2 - 2
vecteurs, soit : .- C. = 2_ =,
[ CJ‘ =) [Ci,k Cj,k]

% Utilisation : On met ;

- en 8001 (distributeur) 'ordre de sortie,

- en 8002 (accumulateur droit) 00 . (sexxx). (xxxx) ol
A B >
A est l'adresse de la premiére composante du vecteur .c",

B l'adresse de la premi¥re composante du vecteur ¢
: J

- en 8003 (accumulateur gauche) 00, 0000 . 0000 .

# Résultat :  Apres le calcul, il ya:

-en8002 (o - E'J.}j 2

-~ en 8003 00 . 0000 . 0000,

Ce sous-~-programme ne nécessite aucune remarque particuliére si ce n'est que le

test porte sur la dimension r de l'espace, dimension qui est une donnée du probléme,

Sous-Programme 2 :

- e
Il calcule l'expression : d, [b * (A p)}:kzi J b (A P) -c
J L R | n
Ce sous-programme fait appel au précédent, i

* Utilisation : On met :

- en80011'ordre de sortie,

-en8002 00, (xxxx). (xxxx).
A B

. )i,
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—>,
A est l'adresse de la premidre composante de b (Anp)

>

B celle de la premigre composante de c—J

# Résultat : Apres le calcul, ilya:

....... >,
-en8002 d, [b (A P)]
J n
-en 8003 00. 0000. 0000.
On notera simplement qu'ici l'ordre des vecteurs est essentiel : il n'y a plus la

- 2
symétrie de l'expression ' e -'c?; d

Sous-Programme 3 :

1l isole une position bien déterminée d'une mémoire parmi les positions

9,8,7,6,5

# Utilisation : On met :

- en 8001 l'ordre de sortie,

-en8002 00, (xxxx). 0000 ol
A

A est l'adresse de la mémoire considérée,

N

-en8003 00. 0000. 000 ¢t. ou

u

t détermine la position & isoler comptée i partir de la gauche de la
mémoire. On aurat=1, 2, 3, 4, 5 pour les positions 9,8, 7, 6, &

respectivement,

% Résultat A la fin, on trouve

-en 8002 00. 0000. 0000
- en 8003 x0. 0000. 000t ol

x est le contenu de la position t de la mémoire A,

o ferahd

Y o

L'utilité de ce sous-programme est justifiée par la remarque suivante :

'algorithme , afin de former un nouvel ensemble, compare les indices de Anp

et ceux de l'ensemble Al dlour A P est issu. Ce sous-programme permet d'isoler
n

'indice voulu,

Sous-Programme 4 ;

Soit un ensemble I de p indices et I' un ensemble de (p ~ 1) indices pris

parmi les p. Ce sous-programme détermine 1'indice k de I qui manque dans I',

% Util isation : On met :

~en&001 l'ordre de sortie

-en8002  00. (xxxx). 0000 ou
© B
B est l'adresse de la mémoire contenant I',
-en 8003  00. (xxxx). 0000 ot
- A

A est l'adresse de la mémoire contenant L
--en une mémoire "ALPHA" le nombre p d'indices de I' positionné ainsi

00 . 0000 . 000 p .

= Résultat : On trouve 3 la fin :

- en 8002 00 . 0000 . 0000
- en 80032 k0 . U000 . 0000 .

% Méthode

On compare lec premiers indices il et i'l de IetI', S'ils différent, c'est

donc que k==i Sinon, on compare i,eti',, 8ily aégalité des p premiers

-
indices de I et I', on peut alors affirmer que k=1

.

ptl

{cf. - * organigramme 1, page suivante) are e s
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non

k=1,

Ordre de sortie ]

. CTR =0 ;
g 43 . .
s 7

Isoler i'j de I' I iOrdre de sortie I
i T

Isoler i', de I' k=i
J p+1

0

Isoler i de I
pt+i

J:I
.1,-

non oul

\ .
CTR + 1 —3 CTR > CTR =p ?

On utilise ce sous-programme dans la réponse 3 la' question 4, On doit alors
comparer Anp et A1 par exemple, Il permet de déterminet la position que l'on
. doit considérer dans la mémoire correspondant & Anp, Suivant qu'il y 2 un 8 ou
9en ce‘tte pos.ition ,?+ (Anp) est ou n'est pas subminimax pour AI 1
On l'utilise aussi au début du calcul d'une solution de base relative & des ensem-

bles de 4 et 5 indices,

Sous-Programme 5 :

Il permet, étant donné un 9 en une certaine position d'une mérhaire de lo

v

remplacer par un 8,

. % Utilisation : On met :

-en 8001 lordre de sortie,

- en8002 00. 0000. 000t od

Y-
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t est la position considérée. t = i pour la position i,

-en 8003 contenu de la mémoire,

% Résultat ;' A la fin, on trouve :

- en 8002 1le nouveau contenu,

- en8003. 00. 0000. 0000.

Ce sous-programme est employé dans la codification des résultats des diverses

études entreprises,

a) Programme déterminant les indices f et h tels que d (f,h) = max d (i,})
ifjel

(cf. Organigramme 2)

Le résultat cst cn "RESERVE" sous la forme 00 . (xxxx). (xxxx). ou
A B

X v
A et B sont les adresses des premigrescomposantes des vecteurs C et c’,

=)

La méthode est celle qu'indique l'organigramme,

Le but cherché est de déterminer les premitres composantes des vecteurs ren-

dant maxima la fouction d (i, j).
La logique est ia suivante, on asscocie :

\—)2’-C->3

~¥1
1%} ci 2 tous les autres vecteurs c Cela fait, si n est le nombre

TR

total de vecteurs, (n-1) expressions d (i,j} & calculer,

=5 —
Zip) e 2 aux vecieurs c 3,7:),4,. .. ce qui fait (n~2) quantités a calculer,
On arréte le processus lorsque l'on a effectué an = n(;——l) calculs,

On détermine au fur-et-3-mesure la plus grande valeur de d (i, j) et I'on prend
soin de placer en lie” s@r les vecteurs qui l'engendrent,

fe ~ 2 ok . {14 s
Iy a en effet C " fagons distinctes d'associer n éléments deux 2 deux,
n

ne, w3
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B
o Fa‘ire GTRA = TRAVC ='C

b) Programme rélaisant les réponses aux situations 1 et 3, (cf, organigramme
- 3)

11 suppose l'ensemble A placé initialement en mémoire indice "ANP",
(in-1) — THIVA et CTRB n

Caleuler{n n—-l} .
‘f' » iDEBUT

| Tester la position 9 de la mémoire correspondant 3 A 4
Formez 1'ordre 00 . 1700 (17004r+1) g @ [ _ .
(ldenthue 4 00,4804 (AMAA + T + 1)) Ily aun 8 (calcul déja effectué)

§ !
t(‘ -c/1? grice & (et ' P

1T % ! ce alyel au 5P 1 Aller 2 la comparaison de A Tet A '
Calculer k k, 2 : N
T Bk grice & @+ 00 (000r) (o00r)

Aller a la partie commune aux
J, calculs des solutions de base,

Il y 2 un 9 (calcul non effect

d (i,3) — TRAVE \

Tester la position 8 de la mémoire correspondant 3 Anp ,
RAVE < TRAVC ? ' Ilya uL S(Az admet un subminimax) 11 ya! un 9(A§ n'admet

oti — N \L pas de sub, ) /
fibn

@ en "RESERVE"
L\ '- e’“"’ye"{ TRAVE en TRAVC
N b

3
CIRA + 1 ——> CTRA
i

' CTRA = TRAVA ¢ Former le nouvel ensemble obtenu
T

N Wil en éliminant l'indice le plus a droite
- e
oux nn ]

de Anp,
e J CTRB = #15‘2;11 J i B @ + 00,0000 (000) —(} Le mettre en mémoire "ANP"
e

A~

Transférer Ai en mémoire (000 p)

T m

, v
oul non i SRy !

: 4 R — ‘ : \L

|réouttat en RESERVE" || TRAVA - AT i ' ¢
OTRE 4+ TRAVA — OTHE 3 ]

v ‘
Formez' iordre 00.(MAL + T + 1).(a0AA + 2r + 2) — (@) i ¢
. W =y T o . !

2

ORGANIGRAMME 3

- ORGANIGRAMME 2
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¢} Programme étudiant une solution de base que 1'on vient de calculer,

(permet de répondre a la question 3) (cf, organigramme 4)

" —— -} . Y
. }{pEBUT ' : Ly
CTR = “TENOIN® = TRAK =0

Calouler 8 =n - p

!

Cakeuler d[bﬁ(kﬂp)J (gréce au 5.p.1)

Déterminer un vecteur

le

¢
_c; ne correspondant & aucun indice de _Anp'

Y

- Calculer dit—}’:* (%P),l (gréce an S.P.1) — TRAVA

Y

TRAVA ¢ 4 BF (Anp) ?

N2

oul ¥

Calculer x =

T ——————1on.
&
RAVA = d d* (4 P) q

T

ladresse de Z::)]] ~ 1700 mer 1 en
r+1 WIEOTN"

Mettre un 8 en position (4-x) de la mémoire 1785

ouiy Tynon
TRAVA ——TRAVB
= i
v'(4,7) n'est pas mininax et | adresse de ¢, ~3 "NOUVEL INDICE"
si p = q, le vecteur corr au | _,1;7
nouvel indice est plamné pamer’ . —————y
"NOUVEL INDICE" i \Aloru vr ) P W W £ L, +5TUIR
T —
non T —— S
"TEMOIN" = O ?
—_— S O e ———_TOn
Faire en sorte que l'on
ait un agtre vecteur c.
J, 1
ORGANIGRAMME 4

il
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Ce programme suppose :
- le contenu de la mémoire correspendant 3 A P en mémoire 1735,
. n
- les adresses des premitres composantes des vecteurs correpondant aux

indices de Anp rangés de la fagon suivante :

.. P
Af, g, h,...):
sih ={f, g, b,..y)

en 1730 adresse de <y 00, 0000, (xxxx).
en 1731 adresse de r> l
en 1732 adresse de < > "
%
Il a été jugé préférable de déterminer parallélement & 1'étude de (b (Anp),
la quantité : max d, E?+ (A p)]
jer ! n

i &af
5i le nombre p d'indices de Anp est égal au nombreld'indices déja introduits,
ou si—b—>+ (Anp) s'avere 8tre subminimax pour l'étape n° (q - 1) alors 'adresse
de la premigre composante du vecteur correspondant au nouvel indice est dans

la mémoire "NOUVEL INDICE",

= I == 11 .
La détermination d'un vecteur ¢, ne correspondant & aucun indice est relative-
ment compliquée, (cf. organigramme 5),
Le processus logique en est le suivant] on compare la quantité r : 1700 a toutes

les adresees des vecteurs correspondant aux indices de Anp, Si f differe de

toutes les adresses, alors le vecteur Y ne correspond pas 3 un indice de Anp.

S1 ‘Dest égdl & une adresse et ce, qu.elle que soit cette adresse, on fait ? +

(r + 1);on recommence la comparaison avec cette nouvelle valeur,

oif o Mg
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Envoyer 00, OIOOO. 1700 — 3TRAVD

P ' Envoyer 69, 1‘730. XXXX —'_>®
£

L e : \L, -

CTR = 0 ] A

Grace é@transfert de la""mémoire facteur' en TRAVC

1

I'TRAVl-C - TRAVD =0 ? |
’

4 v

DL oui non

' 14 ! 4 b ]
‘TRAVD + 00,0000 (r+1) —s3 TRAVD crr | 1.—5CTR

—\lz
" non
B . l
La premigrc composante Faire ®+ 00. (r+1), 0000—‘;@
du vecteur ne correspondant ‘

#| | & aucun indice est en TRAVD 3

ORGANIGRAMME 5

’

Ajoutons pour conclure ce paragraphe que dans l'organigramme 4, si CTR dif-

fere de & , on va a la branche "oui'" du test ¥ TRAVC - TRAVD =0 2"

d) Programme permettant de répondre A la question 4, (cf. organigramme 6),

Ce programme suppose le contenu de la mémoire correspondant & Anp en
1735,

11 exploite les informations recueillies lors de 1'étude de Anp.

Y
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[ DEBUTf

Calculer s = p + 1
: o)

W

Former l'ordre 00, (adresse de ANP}(000s)

Déterminer 1'indice j apparatenant & A
s

et'non 2 Anp (grace au SP 4)

Déterminer l'adresse du vecteur ¢, correspbndant & j
J

_(adresse deT_]}) - 1700

calculer x

V

r+1

LTester la pdsition (4 - x) de la mémoire 1735 ;

1
Iy¥uns
-
(Alors b (Anp) est submin, pour A p)

Mettre un 8 en position 8 de la mémoire
correspondant & A
$-p

s=q ?
!

non & ~3oui
d \

Iy g/un 9
-
(Alors b+(Anp) n'est pas sub, pour As-p)

l

Anp) sub, pour un ens, ? <l

,,-,---—‘\\‘
noﬁ’—.-/ ol _

Aller & la comparaison de Anp et”Az'

s

s' =5+ 1.->s i

nouvel ‘indice

Aller 2 1__'in_troduct_ion d'un

t=ps(s-1)

T
Transfert de 000(s-1) en ANP

ORGANIGRAMME 6
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e) Programme introduisant le nouvel indice et répondant & la question 5,

(cf. organigramme 7)

.

Supposons que l'on vienne de finir 1'étude de 1'étape n (q - 1) et soit
— —
s (A ) $71(1,2,3,...q) le subminimax de cette étape,

On identifie le nouvel indice ha g+ 1. hz=(q + 1), La premigre compo-
sante du vecteur qui lui correspond est en mémoire "NOUVEL INDICE" , dont
on transfert le contenu en 1826 + (g + 1),

On range les ensembles dont on calcule effectivement la solution de base dans
une bande de mémoires consécutives commencant en AAAA == 1835, et ce au
fur-et-a-mesure qu'ils se¢ présantent. Cela est réalisable graée 3 un ordre va-
riable qui permet ainsi, & tout moment, de connaftre le nombre de solutions de
base réellement calculées, ‘

‘Afin de répondre i la question 5, on teste la position affectée au vecteur cor-
respondant au nouvel indice. On est ainsi améné & considérer une méme posi-
Selon qu'il y a un 8 ou un 9, la solution de base
(f,g.h
pas subminimax pour Aq Py iq + 1} .

tion d'une suite de mémoires.

relative & l'ensemble A F = . ),contenu dans la mémoire,est ou n'est

Ce programme ne tient pas compte de certaines particularités & savoir qu'il est
impossible que le subminimax de 1'étape n* {q - 1) soit subminimax pour l'étape
n°®q. C'est la facon méme d'introduire un nouvel indice qui exclut cette possi~
bilité,

—
Ainsi b (1,2) ne peut &tre subminimax pour (1, 2} U { } =(1,2,3).
Afin d'éviter trop de lourdeur dans le programme, on a négligé de telles eon-

sidérations ; ce qui est d'autant plus justifié que le temps nécessaire 4 un test

B8t tres court,
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i ,
a=q9+ 1-q

7
Former le nouvel ensemble A P== (1,2,.. q,q+1)
Le mettre en E ANP

Y

Envoyer le contenu de "NOUVEL INDICE" en (1826 + q + 1)

%

p=q;t=p

/ — ¢
Calculer x = [adresse du vecteur LN correspond 3 q+1] - 1700

r+1

Déterminer l'adresse BBBB ol se trouve la dernidre solution de base calculée

AAAA S TRAVA
|/
<

Tester la position |4 - x [ de la mémoire indiquée par TRAVA
p p

IlyaunBL——""’/ \

+(Anp}n est pals subm. pour A Pu

&

Alors b (A )est subm, pour qu U {q+1}

Former l'ensemble qu u {qH}
Mettre un 8 en position 8 de la mémoire ;

correspondant & Aé) u {q+l} )

TTT—CTR + (r+1)—5CTR L//
1‘ CTR = BBBE ?

I |

(203 nan

v Ry
1 Aller ranger qu ‘ ‘ TRAVA + (x+1) —_STRAVA

!

Y

ORGANIGRAMME 7
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f) Programme comparant les ensembles d'indices (organigramme 8) :

P

Déterminer it

pt+l
t+1

Déterminer i

] 1B P

[oesut] |

le tidme indice de l'ens, contenu en "ANP"

t+1

le (t+1) itme indice de l'ens, contenu en [000(p+ lﬂ

p_ ;ptl
t+1

Faire it =

Aller a
4 4 !
"A-t-on'calculé b (qu) it

R

non e

J

Nouvel ensemble en ANP

non

t=t-1_ st

—_— 5

Ay
Transférer en "ANP' le contenu de 000 P

|

Aller 2 la partie commune aux calculs
des solutions de base,

ORGANIGRAMME 8
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B - CALCUL DES SOLUTIONS.DE BASE, -

Immédiatement avant de passer au calcul effectif d'une solution de base
d'un ensemble qu — (f,g shzs . ) 1'ordinate'ur de’r:'oule un ensemble d'ordres
communs aux ensembles de 2,3,4,5 indices,

- On transfert le contenu de la mémoire correspondant 3 qu en mémoire
1735,

- On prépare l'ordre de transfert de la mémoire 1735 en mémoire corres-
pondant a qu.

- Enfin, on se rend en (1400 + p) ol p est le nombre d'indices de 1'ensemble,

On place alors les adresses des premigres composantes des "'vecteurs de base'
(ceux qui correspondent aux indices de l'ensemble considéré) en 1730, 1731,,..

1735, L'ordinateur les utilisera pour le calcul,
On a fait appel a divers sous-programmes que nous allons commenter,

Sous-Programme 6 :

Il.range les adresses des vectemrs de base en 1730,31,. . etc.
11 suppose l'ensemble en mémoire indice "ANP" et le nombre d'indices

p en mémoire P,

Sous~Programme 7 :

—
d

I1 calcule le produit scalaire de deux vecteurs a et b dans un espace eucli-

dien de’ dimension r,

% Utilisation :  Mallre o ‘
-en8001 : l'ordre de sortie

-en 8002 : 00 (xxxx) (xxxx)
A B

sxm Ares
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ou A est l'adresse de la lerc composante du vecteur q_,;
B est l'adresse de la lére composante du vecteur b

- en 8003 00. 0000 . 0000,

% Résultat : A la fin du calcul, on trouve :

—_— >
- en 8002 a ., b
- en 8003 00, 0000 . 00090

Ce sous-programme est trés utile, c'est lui qui permet le calcul des coefficients

- des équations (b), (b'), (c), etc...

Sous-Programme 8 :

k
I1 calcule l'expression § O(i C_i> ol

—
- les ¢, sont des vecteurs dans un espace de dimension r,
i
- les of sont des coefficients numériques donnés.
1 .

- le nombre de vecteurs est k,

* Utilisation : On range :

T =%

les premi®res composantes des vecteurs ¢, dans des mémoires consécu-
i

tives & partir de AAAA, . R

lew cocfficients correspond- +s cfdans des mémoires consécu-
1 i
tives & partir de BBBB, le nombre d'indices k en mémoire K.

La dimension r est supposée en mémoire R,

# Entréc : On met :

~en800. l'ordre de sortie.

-en8002 00, BBBB., AAAA, ol

AAAN et BBBB déterminent les boucles précédemment définies.
-en8003 00. CCGCC. 0000 ol

CCCC définit la bande de mémoires ol l'on veut placer le vecteur résultat,

S ASE
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Ce sous~-programme a de multiples applications: il facilite le calcul des solutions
de base connaissant les coordonnées barycentriques ; on l'utilise pour déterminer

la différence de deux vecteurs, ect, .,

Sous-Programme € :

2 2
Y e f b k g —
Calcule l'expression g {f,g) = ———=— ¢, = ——20—
2 2 f 2 2 g
kW, -k k-
f g £ g
2 l kR |2 1> o2
ainsi que r~ (f,g} = l—g— ¢, -c
2 2 £ g
k', -k
f g
I1 emploie le sous-programme 7,
% Utilisation : On met :
-en8001 lordre de sortie
-en8002 00. FFFF. GGGG. ol

— .
FEFF et GGGG définissent les vecteurs < et cg respectivement,

en 8003 00. CCCC. 0000

CCCC est l'adresse du résultat,
—_ 2
{

Le vecteur qlvv(l',g) est ainsi placé & partir de (CCCC) tandis que la quantité r~ (f,g)

se trouve rangée en {CCCC + 1),

Sous -Programme 10 :

— —> = —
11 détermine le vecteur q (f,g,h) = q (f,g) + X (f,g,h) [q?f,h) -q (f,g)A{
2 N 2 —> - 2 -
et la quantité " (f,g,h) =x " (f,g) + | Q(f,g.h) -q(f:g)‘ .
I1 emploic les sous-programmes ! et 8§ et détermine d'abord la constante X(f,g,h)

grice 3 la formule /), (cf. Galcul des Solutions de base de 3 indices).

epren/i
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# Utilisation : On met

-en€00l 1lordre de sortie

-enB8002 00. (AAAA), (BBBB). ob

—_ —
AAAL et BOBB définissent les vecteurs q (f,g) et q (f,h) respecti-
vement, i

-en8002 00, CCCC. €000 ou

CCCC est I'adresse du résultat,

La quantité r” (f,g,h) est placée en mémoire 1801 pour des raisons de
commodité. -

Quatre Programmes calculent les solutions de base :

a) Solution de base d'un ensemble de 2 indices

k k
— —>
On détermine simplement : b i (f,g) = L

¥ x & P
f g

b) Solution de base d'un ensemble de 3 indices

Oa suppose les vecteurs de base affectés de coefficients ki distincts.

T.e détail des calculs est donné au Chapftre I, '3 indices",

c} Solution de base d'un ensemble de 5 indices

Le détail des formules est donné au Chapitre I,

On nctera seulement gu: pour le calcul d'une solution de base de 4

—>,
indices b +(Aﬁt), on considére A4 = (A3) U {1} oll A est le dernier

sons-ensemble 2

% 3 indices de A4 dont on a effectivement calculé la
solution de base,

~0=0-0=0=

srern/Adn
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CHAPITRE III

EXEMPLES NUMERIQUES -

-0-0-0-0-

EXEMPLE I:

Colonne a distillation,

Considérons le systéme suivant, dit systeme 1, Il est représenté sous la
figure ci-dessous,

B | —— 5 Ok Patom

. W
) M. boo ;EO'Z‘{__ N S0% a @\ ‘m@‘f
vy, | < ]

A ‘il . ,
6 % T Rosvuoin, H
%Hoo

N T Réwwoin ¥ P!
Yoo
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Soit une colonne & distillation dont le débit d'alimentation est W . On contrdle

directement ce débit,

Les variables non contrdlables sont ;
Rl L Ll

- le débit Fl d'entrée du produit 1 dans le réservoir 1,

- le débit™a  d'entrée du produit2 dans le réservoir 2,

n

- le débit F3 de sortie du produit fabriqué 37(provenax.1t du réservoir 3),

- le débit —54 de sortie du produit fabriqué 4 (provenant du réservoir 4),

Ces quantités sont aléatoires. On les suppose normales,(de Gauss),

possédant une moyenne et un écart-type connus,

Les variables indirectement contr&lables sont ¢

- les niveaux vl,vz,v3,v4 dans les réservoirs 1,2,3,4 respectivement,

- les débits 3_5,;;,77,% 2 la sortie des réservoirs 1,2,3,4 respectivement,
.

On suppose que ces 8 variables indirectement contr8lables, de méme
que le débit contrdlable W/, sont toutes critiques,

En d'autres termes, on considérera que le systeme opére de facon sa-
tisfaisante si et seulement si chacune de ces variables restent entre certaines
limites,

On supposera que :

- le débit W/ est constitué pour un quart par le déhit vs, pour trois quarts par Ve
- pour chaque unité distillée, on fabrique une demie unité de produit 3, une demie
unité de produit 4, ‘

- il n'y a pas d'accumulation nette dans les réservoirs,

5

La figure montre le systtme & 1'instant initial, Nous voulons connaftre

son état aprés 30 jours de marche, L'unité de temps pour les débits est un Jjour,

AR VA Y

==

=9l =

Mise en équation du systdme :

On écrit :
- l’e’q'uilibre du systeme de part et d'autre de chaque réservoir ce qui donne
4 équations,

- les hypothéses relatives au débit W et aux proportions de produits 3 et 4

fabriqués,
Appelant vl(J ,vzo_ ,v3o,v4 les niveaux des réservoirs & l'instant initial, il vient :
< o = -
(1) (vl—vl)-30u1+30v5—0
- — —
- - =0
(2) (v2 vy ) - 30 u, +39 e

o i - -
(3 (v3-v3) 30v7+30u =0

3
@ (v, - v4°) = 3078 + 3oT4 =0
(5) -_v—5 £9,2W = 0
(6) -:5 - v6+-\3(_/= 0
(7) Vo - 05W = 0
© B« B Bim o
On posera : (vl - vlo) »: A vy (\T1 - Elc) = Ail
(vz - vzo) = b v, (:2 -EZO)E A—JZ
v3-¥5) = by, (g - = O
(g v V= 4 V4 (2, - ) = A,
AV (g -V BV = (v, - V)5 AV, =6 -7 Dy = (g - vg")s
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) ) que
On notera puisqu'il n'y a pas d'accumulation nette dans le systéme les moyennes

des niveaux dans les réservoirs coincident avec leurs valeurs initiales,

Les équations (1) a (8) s'écrivent :

(9) Avl-soAu—l+3o AV;:o
(10) sz-so&?z'+ 30 A36“= 0
(11) Av3-3oA7;+3oAE;=o
(12) Av4-301378' +39 8% =0
(13) Av5+o,z AT =0
(14) -[_\;‘S_A;;.q. A_v7=o
(15) Av—7-o,5 Aw =0
(16) A_;s' w =9

D'apres 1'hypoth&se que nous avons faite au Chapftre I, il existe une relation

linéaire entre w et les u, ; soit :
3

Ay AT R I
a7 Aw- = "2 i By
) w=p . Pyt == Py P, .
71 a2 03 ooy
o €, 4, Q. (", sont les écarts-types des u,
17V Y30 Oy i
Substituant (4) dans les équations (9),...(16), il vient : -—]
P _ P
(IS)AVI:M)[(I-O,Z.;).Aul-O,Z 2 AT 20,2, Au “0,2——
a7 a2 g ‘4
P - p P
n — = p, =
(19) Av, = 30 [-o,e = ul+(1-o,8—2—)Au2-o,a——§— AW, - 0,8 —% AT
1 ) < 63 0 Ty 4
- F — P == P T
(zo)lh:ao{:os A wo0,5—2 Do c(1-0,5—-2) A ¢ AG
{ 3 " ) . ) Bu, +0,5 — Au
oy ! T 2 3 ! Gy 5

LEVLFE

z 93'=
Py P BN e
21y v, =30 05———Au +05—Au+05~Au-(1-05————)Au}
o] 4 [ 67 1 @, 2 a3 T 4
(22) G‘=02[ Au +——A~ 73 AT3+ ":}
& @ T3 “‘4
P . P _-
= 1 4
(23) 7, =0,8|—x Au+ AV, + = AT
6 g 1 6/3 3 6’4 4
p P
- 1 —_ 2. A A A-_
(24) v=o,5—Au+———Au+———— g u
7 LG—I 1 S‘Z 2 3 0’4 4
— " p — P =
(25) v, =0,5 Ll A +——-— A3 +___.3 Au +———-—- A Uy
8 | 61 RIS T3 P
Soient P . et f’ . les limites de l'intervalle souhaitable pour la variable ‘vi.
vi vi
- 9 1 1 -
Appelons hvi = min (Pvi ,‘E Vi) eth ks max (Pvi 5 ﬁvi)'

Elevons les équations (17),(18),...

des deux membres,

est l'écart-

vi-l srlgme F

~-type de la variable vy

Divisant enfin chaque équation par hvi

(25) au’carré. Prenons l'espérance mathématique

a

, on peut écrire si
vi

2 .
gVl 6 2 2 2 2
(26) = 1' } % tp, +pg +p4}
vl Vl
2 24 2 2 2
7 L_vZ ol : ] §pl (1,25 G, - ) + P, +p4}
h v2 v2 | L
2 2
5 2 2
(28) ¢2V3 1 pl 20/-p +p.3 +P4}
h v3 v3
—15 2) S 2 (2 E - )22 '
(29) h P, 2 PR ¥ 4 p4
h v4 L
(30) Gv5 _ 0,2 plz 32+p42}
h v5 v5

sy foen




- 9% - - 95 -
g 3 ' SPECTFICATIONS & SYSTl:'ME
2 2 2 2 2 SCIFI u
(30) S5 . |2 P, +p, +p, +p :
he 5 h 5 1 2 3 4 i
v v valeur veleur | limite linite nig (f.,f'_) Ecart
q ¢ v6 0,8 F 2 s 2 2 Varisble moyénne initiale inférieure fi supérieure f'i Y gype
(31) —5— =} P, +p,“+p.“+p
2 h 1 2 3 4
h™vé vé :
2 2 Débit d'emtrée uy 3400 100
2 2 2 !
(32)%: 0,5 pZ+p +p, +p - 1
h™v7 J v7 L - B ¢ _Débit d'entrée uy 5600 100
sis To,57°2 2, 2, 2 100
— = : Débit de sortie 3000
(33) =5 b Py ¥Pp +Py *p2 3
h™ v8 v8 ) LI S _
. T Débit e sortie U, | 6000 100
(34) O w .- daptap um,? b :
2o | Py TPy *P3 tpy . LI
Y &Y Guantité de pro-
dgit (réservo:.rl)vl 1500 35 000 . 0 1500
Les spécifi cations dy systéme sont données par le tableau 2, ;
Nous nous proposons de déterminer les constantes P, 'pZ’P3'p4' telles que, pour antité de produit
réservoir 2 V2 17600 20 000 0 2400
30 jours de marche du systeme, chaque variable critique reste entre ses limites, -
Nous examinerons la méthode de '"Recherche du minimax' telle qu'elle est dé- Quantilé de prodult
. . . (réservoir 3) v, 1878 15 000 0 1875
veloppée dans le présent mémoire, 3
Nous considérons aussi la méthode dite des '"Moindres Carrés Pondérés" et ce afin Wi .
Quantilé de produit| | ) 2 300
d'avoir un élément de comparaison, (réservoir 4 5 300 5 000
@ Recherche du Subminimax ; | Débit Ty 1620 2120 2009 500
La dimension r de I'espace euclidien dans lequel on travaille est 4 (nombre DEbit iy 6450 9 000 4780 | 1700
de variables non contrdlables), 2 :
Le nombre de vecteurs (cf, tableau 3) est, & priori, égal 3 9, (nombre de variables Débit V7 4050 i 6 000 2950 i oY
contrSlables directement ou indirectement), ‘
- Débit v, 2050 5 050 2000 i 1000
En fait, on remarguera que les vectenrs r~5, r:6, 07, C8 et cw ont decs composantes j
[
égales. Il suffit alors de considérer le seul vecteur C8> dont la constante b, est la Débit w 8100 | 10 350 6000 2100
4 .
plus grande ; : — : =
. /A l
~~ TABLEAU 2 --

},
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. -»
en effet, que]éue soit le vecteur p = (pl, pz, p3, p4) on aura : . _>:t -.>+ 5
‘ Avant de trouver la solutionp = b (1,2,3,4) les solutions de base qui ont été
2 2 2 . . ; * ]
GZVBU_ S G W > S vl i G whis S 6'%*/.5 calculées sont relatives aux ensembles (1,2); (1,3); (1,2,3); (1,4); (2,4); (1,2,4
B By n? v w8 v6 B2 vl v (3,4) 5 (1,3,4); (2,3,4).
on a doncn = 5, ' On remarquera qu'il n'a pas été nécessaire d'introduire un cinquizme indice,
' Le temps de calal est inféricur & 5 minutes,
-y =3 . 3
- - Le vecteur px- étant trouvé, on a calculé les probabilités pour chaque variable d'&tre
Vecteur | Constante ki lére Composante| 28me Composante | 3eme Composante | 42me Composante a l'intérieur de la bande qui lui est assignée,
Tf 4. 1073 500 0,00 0 0,00 he min [ b max Probabjlité d'&tre i 1'intérieur do | Probabilité a'Stre
Variable 0z T & 1'extérieur de la
= =z . aQ s la motié |la moitié ]
X 10 0,00 125,00 0 0,00 0’ i i inférioure|supérioure | tO8EL bande
i 8. 107 0,00 0,00 200 0,00
T4~> 5. 102 0,00 0,00 0,00 200 vy 0,491 10,9 0,188 3,500 ~ 0,688 v 0,31
= = - 00 .
> 7.4 L s 9208 Or v, | o | 360 0,188 0,500 | 40,688 v 0,31
*?6“? 4,44, 10 0,00 0,00 0,00 0,00
%> TR R S oS s 5700 vy 0,49 3,43 0,188 0,500 v 0,688 v 0,31
oo +
% LR & 0,00 i i oM v | ot | 4,42 0,188 0,500 | as 0,688 U 0,31
"‘“%—W“s—“?ﬁr. Fo ) 5,00 0,00 0,00 _, — =
: v5 34,8 18,4 0,500 0,500 v 1 ., Vv 0
== {ablean e Ve | 13,3 18,7 0,500 0,500 vl v o
Ao > _1 . , — ' =
On a considéré les vecteurs : c ;_;_-c> (rangé le premier sur 1 o)srdmateur) en 1700, v, 13,0 23,1 0,500 0,500 v 10
- 2 - =
1701,1702,1703 k| en 1704) ; ¢, = c* (de 17053 1709) ; ¢, == ¢~ (de 1710 & 1714); —
:;5‘54 (de 1715 3 1720) ;?’5;"?5 (de 1720 3 1725). R 243 0,500 0,500 vl Voo
=y ] W 12,4 13,3 0,500 0,500 AV o
L'ordinateur a introduit d'abord les indices 1 et 2 correspondant & ¢~ et ¢ puis
—> 3 i . : it dee Probsbilitds B o0
3 correspondant & cz, enfin 4 relatif 4 ¢ . Le vecteur minimax cherché est : Produit des Probebilit 0,224
%
p ==(19,28 ; 10,24 ; 9,044 ; 166,8)
Tableau des Probabilités " minimax"
SEVAL




On remarque que les 4 variables VirYaVaiYy ont une mé&me probabilité d'étre

& l'extérieur de leur bande:; c'est normal car la solution de base est rélative aux

4 vecteurs correspondants,

@ Méthode des moindres carrés pondérés : -

'
On rend minima la somme des quantités

Pour avoir la composante p; duvecteur_};;: on égale & zéro la dérivée

partielle de la somme par rapport & P

D) (\n
3 % = =2 -kl(soﬂ—pl)+k2pl+...+kwpl
pl ¢ h wi . .
k k
dlov: I p, =125 —E— = 16,82
¥ ¥ E‘ki
k3 k E
= 200 = 21,54 p4 = 200 = 13,46
Zk 21k,
il v 2

Grice a ze vecteur, on peut former un tableau de probabilités, (cf, tableau 5, page

suivante).

Conclusions sur les deux méthodes :

Appelons P, (v.l) la probabilité totale que la variable A appratienne a la
bande qui lui est assignée, P la probabilité que toutes les varia b%s appartiennent

a lenrs bandes,

Une limite supérieure de P est donnée par la Flus petite des quantités P, (Vi)'

P 4 min ) P, (Vi)

i=1,2,..,w
Une limite inférieure de P est donnée par le produit des quantités P, (v.) (cas on
i

toutes les varia b@s seraient réellement indépendantes, ce qui n'est pas réalisé

avara 1o

|
|
L

-9

9 -

b, nin | b, naxr | Probabilité d'Stre & Probabilité d'étre
Variable - ) 1'imtéricur de : % 1'éxtériour de
la 1/2 bande| la 1/2 bande total e el
inféricure supérieure g oot
vy 0,501 | 11,2 0,161 0,500  |v0,691 v 0,31
vy 0,899 6,59 0,314 0,500 ~Q,814 0,19
V3 0,695 4,86 0,255 0,500 V0,755 0,25
T 0,106 0,954 0,041 0,328 v0,368 v 0,63
75 81,7 101 0,500 0,500 v 1 Voo
76 73,5 103 0,500 0,500 v o1 N0
77 71,9 127 0,500 0,500 v o1 LU
Vg | 653 134 0,500 0,500 |v 1 ~ 0
& 68,6 3,5 0,500 0,500 v o1 v 0
[ |
Produit des Probabili tés 0,167

5 - Pableau des Probabilités (moindre carrds pondérés)
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généralement en pratique),

On peut donc écrire 3
]

p, (v.) (P < min p, (v.)
=1,2,...,w  © PN Ny £

12)' . Jw

Appelant P (minimax) la quantité P donnée par la méthode du minimax, P

{(moindres carrés pondérés) celle donnée par la méthode des moindres careés

pondérés, on trouve : o A
0,224 4 P (minimax) S 0,688

et

1,167 4 P (moindres carre‘?s pondérés) 4 9,368

La conclusion apparaft alors nettement : la méthode du "minimax" donne ¢ s

résultats sensiblement meilleurs que celle des "moindres carrés pondérés',

Lz méthode des ";rnoindres carrés pondérés' a, il faut le reconnaftre, l'avan-
tage d'étre plus simple que l'autre. Elle donne d'assez bons résultats, mais il
convisat cependant de remarquer que les probabilités auxquelles elle aboutit
sont inégalement réparties, Ainsi la variable %A - quantité de produit 4 dans
le réservoir 4 ~ a environ 63 % de chance d'étre & lextérieur de sa bande alors
que les autres variables ont des probabilités convenables.

Avec 12 méthode du "minimax", cette méme variable v4 n'a que 31 % de chance

d'8tre 3 l'extérieur de sa bande, ce qui constitue un gain sensible,

Le méthode du "minimax', en rendant minima la moins bonne des quantités :
"Probabilité que la varizable v, appartienne & sa demie bande inférieure'

a un effet qui porte sur toutes les variables v Cet effet est global alors que
la mithode des "moindres carrés pondérés” semble favoriser cettaines varia-

bles 21 détriment des autres,

S Jovows
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Pour faire une analyse compléte du probleme, il convient de regarder ce que de-

vient le systeéme dans le cas ol :

- w est fixé 4 sa valeur moyenne; c'est-a-dire qu'il n'y a pas de contrdle d'une
pa‘rt.

- ou le niveau Yy est maintenu constant & sa valeur initiale d'autre part.

. 2 : .
Ces deux cas sont fréqu nts dans l'industrie, Le réservoir v, est la source prin-
4 8
cipale des ennuis : on le congoit fort bien puisque le niveau dans ce réservoir est
la variable astreinte aux plus fortes conditions, Il est naturel de considérer 1'état

du systéme lorsqu'on laisse A constant,

@ Le débit w est fixé A sa valeur moyenne :

Le tableau des probabilités correspondantes est le tableau 6,
0,141 L P é 0,356

Clest 13 un résultat moins bon que ceux qui précedent, Ce n'est pas étonnant puis-

Dans ce cas :

qu'il n'y a pas de contrdle,

@ Le niveau 4 est fixé i sa valeur initiale :

Le tableau 7 montre les probabilités correspondantes et 1'on trouve :

0,298 < =) \<0,661

On remarquera que ce résultat est un des meilleurs de ceux gue nous avons obtenus
Jusqu'ici, En fixant le niveau 4 - cause d'ennuis - on a augmenté la probabilité que

toutes les variables appartiennent & leurs bandes respectives,

13 Paniy,
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B E b s . s . . 7’ t
By min | b max | Probabilité d’éire & Probabilité d'8tre Ve el o x| PRGOS Tk ‘ Efohpliiluts 9% §
Variable | —=— |—>—r 1'intérieur de ' S o EECaEEs . s ; e : l'extérieur de
. . a l'extérieur de T i 1 ;
i | ¢ i la 1/2 bande | 1a 1/2 bande ,
la 1/2 bande| 1a 1/2 bande tokal 15 e inférienre | supieionre | total a bande
inféricure | supéricure | s © Pe ‘
v 0,500 | 11,1 0,191 - 0,500 v 0,691 X 0,31 v, 0,464 | 10,36 0,171 0,500 ~ 0,677 ~ 0,22
b =
v, 0,800 5,86 0,288 0,500 0,788 v og,a1 vy 0,423 3,10 0,162 0,499 ~v 0,661 ~ 0,34
Vs 0,625 | 4,37 | 0,232 0,500 V0,732 ~r 0,27 vy 0,441 | 3,09 0,170 0,498 v 0,668 ~ 0,33
v, 0,100.| 0,900|. 0,040 |- 0,516 | 0,356 N 0,65 v, oo oo 0,500 0,500 1 0
--75 o o 0,500 6,500 -1 0 vy 12,5 15,5 0,500 0,500 Al ~ 0
v o oo 0,500 0,500 1 o . : vg 1,25 | 15,7 0,500 0,500 vl ~ 0
77 =B . 0,500 0,500 | 1 o v, 11,0 19,5 0,500 0,500 ] N0
—8 e v 0,500 0,500 | .1 : 0 vg 10,0 20,5 | .. 0,500 0,500 vl O
W ] 50 0,500 0,500 1 0 W 10,5 11,2 0,560 0,500 vl RV
. s s
Produit des Probabilités ~0,141 Produit des Probabilités 0,298
1 1 v
7 = Tablecau des Probabilités - v 4 fixé -~
6 ~ Tablcau des Probgbilités - _\)T‘f:r.xe -
sl e
|
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Conclusion Généralc de l'exemple 5, -

La méthode "minimax' donne de bons résultats, meilleurs que les autres
procédés semble-t-il,
Etant donné le vecteur p * calculé, on évalue facilement la variation w de w due

aux fluctuations des variables aléatoires u_, u_, u3, u4 gréce 3 la relation :

17 72

K A AN L\*u‘3 ANy
w = p +p = + + p

1 G, 2 g, P3 G, 4 &a

On peut concevoir ainsi le systéme suivant : des appareils mesurent T u L\u A
L_\u3, L}, u4, transmettent les valeurs 3 un ordinateur qui calcule la variation
AW 3 faire subir 3 W afin de maintenir constantes les probabilités P, (vi)' INw

est transmis a4 un appareil qui parte W & sa nouvelle valeur.

Ate,
Remarquons, pour finir,que le plan étant prévu pour 30 jours on . : peut faire le

calcul de A'w que de temps en temps ; un ordinateur n'est donc pas essentiel,

-
Variation A;; 3

mesure de U mesure de U
7T R B s e e = 2 S g T 2
I !
| - —— - ————— ——-~—~ 3 ORDINATEUR [K----=~- ﬁ_{
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! e ffaire subir 3w,
! .8 N ! J\
| N : s
!
|
! I
|
|

|
|
|
|
|
¢
I
i
] |
(Réservon‘ 13 = Rés. 3 :
| 1
5 !
N W,
\)NIV \ S ? } :
i
N‘W‘y ) 77N | '
4 |
2 )&/- [ ) : A ]
ST Réservoir L R-ﬁf)
) 2 * -~ |
| ":\‘w‘ i
! |
s | ' ; %"('Avi'}'




