UNIVERSITE de NANCY « FACULTE des SCIENCES

-

PRESENTEE 2 la FACULTE des SCIENCES de NANCY

pour obtenir le titre de
DOCTEUR de SPECIALITE en MATHEMATIQUES

(mention MATHEMATIQUES PURES)

par
Maryse TOMMASINI

B I )

Sur la Théorie des Fonctions Sphériques

Soutenue le 4 Juin 1966 devant la Commission d'Examen :

M, DELSARTE Président

M, TAKAHASHI

M, EYMARD Examinateurs




{ y /M_.-

i

“ UNIVERSITE de NANCY « FACULTE des SCIENCES N

. THESE -

\‘} PRESENTEE 2 la FACULTE des SCIENCES de NANCY

pour obtenir le titre de
DOCTEUR de SPECIALITE en MATHEMATIQUES

(mention MATHEMATIQUES PURES)

par )

Maryse TOMMASINI

A P M vy em e W e e e e o e e

Sur la Théorie des Fonctions Sphériques

Soutenue le 4 Juin 1966 devant la Commission d'Examen :
M, DELSARTE Président

B, TAKAHASHI |

.
AL TANPA R A v Examinatense
4vi g A aavVagaknas




UNIVERSITE de NANCY - FACULTE des SCIENCES

THESE

PRESENTEE & la FACULTE des SCIENCES de NANCY

pour obtenir le titre de
DOCTEUR de SPECIALITE en MATHEMATIQUES

(mention MATHEMATIQUES PURES)
paxr

Maryse TOMMASINI

Sur la Théorie des Fonctions Sphériques

Soutenue le A4 juin 1966 devant le Commission d'Exanen :

M. DELSARTE Président

M, TAKAHASHI )

Exaninateurs
M. EYMARD (




e AN WE TS A A S O R dEE R S B R B T EE EEE O

UNIVERSITE de NANCY — FACULTE des SCIENCES

Doyen : M. AUBRY
Assesseur : M, GAY

Doyens honoraires : MM, CORNUBERT — DELSARTE - URION ~ ROUBAULT.

Professeurs honoraires 3 MM, CROZE - RAYBAUD - LAFFITTE - LERAY - JULY =

LAPORTE ~ EICHHORN ~ GODEMENT - DUBREUIL - L. SCHWARTZ - DIEUDONNE — DE MALLEMANN -
LONGCHAMBON ~ LETORT - DODE —~ GAUTHIER - GOUDET -~ OLMER ~ CORNUBERT - CHAPELLE -
GUERIN -~ WAHL.

Mattres de conférences honoraires : 1

MM,

URION
DELSARTE
ROUBAULT
CAPELLE
VEILLET
BARRIOL
BIZETTE
GUILLIEN
GIBERT
LEGRAS
BOLFA
NICLAUSE
FATVRE
AUBRY
COPPENS
DUVAL
FRUHLING
HILLY
LE GOI'F
SUHNER
CHAPON
HEROLD
SCHWARTZ

PROFESSEURS

Chimie biologique
Analyse supérieure MANGENOT
Géologie GAYET
Mécanique rationnelle BONVALET
Biologie animale HADNI
Chimie théorique * BASTICK
Physique * KERN
Electronique
Chimie physique GARNIER
Mécanique rationnelle * WEPPE
Minéralogie et cristallographie NEEL
Chimie BERNARD
Physique appliquée ¥
Chimie minérale * GAY
Radiogéologie *
Chimie STEPHAN
Physique * CONDE
Géologie * WERNER
Génie chimique EYMARD
Physique expérimentale
Chimie biologique Mme HERVE
Chimie minérale industrielle
Bxploitation miniére * GOSSE

FELDEN

ANNEE SCOLAIRES 1965-1966

* MALAPRADE

DUCHAUFOUR

CHAMPIER

REGNIER

LEVISALLES

* Professeur titulaire & titre personnel

. LIENHART - PIERRET.

Chimie

Botanique

Physiologie

Mécanique appliquée

Physique

Chimie

Minéralogie

Pédologie

Agronomie

Minéralogie appliquée

Chimie organique industrielle
Géologie appligquée

Physique

Chimie biologique
Physico~chimie

Zoologie

Zoologie

Botanique

Caleul différentiel et intégral
Chimie organique

Méthodes mathdmatiques de la
physique

Mécanique physigue

Physique




L
I

N N aEm N EE N S S S JAE I AN R aam o

i B I

Mme BASTICK
GUDEFIN
RUCCI
VUILLAUME
FRENTZ
HORN
LAFON
MART
AUROUZE
DEVIOT
FLECHON

Neoew
Neewoo
Neoao
Nevos
Neaos
Nll.‘
Neves
N.l.'
Neeoo

MAITRES de CONFERENCE

Chimie M.P.C, (Epinal) Mle
Physique

Géologie
Psychophysiologie
Biologie animale
Physique Propédeutique
Physique (I.S.I.N.)
Chimie (I.S.I.N.)
Géologie

Physique du solide
Physique M.P.C.

Probabilités et statistiques
Mécanique (I.S.I.N.,)
Mathématiques

Génie chimique
Mathématiques M.P.C.
Mathématiques S.P.C.N.
Mathématiques appliquées

Mécanique des fluides (I.S.I.

Physiologie animale

P
=l am® m
« =

HUET Mathématiques S.P.C.N.

VIGNES Métallurgie

BALESDENT Thermodynamique chimique appliquée
BLAZY Minéralogie appliquée (E.N.S.G.)
JANOT Physique M.P.C. (Epinal)

JACQUIN Pédologie et chimie agricole
MAINARD Physique K.G.P.

CACHAN  Entomologie appliquée (E.N.S.A.)
MARTIN Chimie M.P.C,

PAULMIER Mécanique expérimentale

N.)




L .

TABLE des MATIERES

Introduction,

Prenitre Partie., Fonctions sphériques et représentations unitaires

de classe X. des groupes localement corpacts.

$ 1.
§ 2.

Rappels des notations et des définitioms.

Définition des fonctions sphériques et des repré-
sentations de classe X par rapport & un sous—

groupe compact.
§ 3, = Cas des groupes compacts.

§ 4, = Cas de classe 1 .

Deuxidme Partie. Application au groupe des rotations so(n) .

§ 5, = (alcul des fonctions sphériques zonales ;

Théoreme de Hecke.

§ 6, = Théoréne de Herglotz concernant les fonctions

sphériques de dimension 3 .

Bibliographie.




I EE -
!

R N .

INTRODUCTION

Le but de la premiére partie de ce travail est d'exposer dans un cadre un peu
plus général des résultats connus sur les fonctions sphériques et les représentations
unitaires d'un groupe localenent compact G par rapport & un sous-groupe compact H ,
du point de vue de R. Godenent ( [4], ol le cas de classe 1 est considéré) ; nous
considérons en effet le cas ol H possdde des caractéres X tels que 1'algdbre
(de convolution) Ax des fonetions continues f(g) sur G vérifiant
f(hgh') = m) f(g)??&l_;) quels que soient h , h'e« H, est counutative. Ceci
s'applique par exemple au cas du groupe nodulaire SL(2,Z) (Voir [10]).

Nous citerons ensuite quelques propriétés relatives au cas ol G est compact,
en vue des applications au groupe des rotations, qui seront données dans la
deuxidme partie ; plus précisément nous dommerons, du point de vue de la théorie des
représentations, des démonstrations d'un théoréme de Hecke sur les équations inté-
grales invariantes sphériques (théoréme (5,24) du § 5), et d*un théoréme de Herglotz
sur le trensformation des fonctions sphériques harmoniques classiques sur la sphere

82 gans TR (5 6) .

-

Nous tenons & exprimer notre vive gratitude & Monsieur TAKAHASHI, qui a eu
1'idée de ce travail, et dont les nombreux conseils nous ont été de la plus grande

utilité lors de sa mise en forme,
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Premi®re partie : Fonctions sphériques et représentations unitaires de classe X

des groupes localement compacts.

§ 1., — Rappelons tout d'abord quelques définitions générales sur les représentations, Pour

(1;1)

(1,2)

les démonstrations des résultats énoncés, le lecteur se reportera a [2,7] .

Soit G wun groupe localement compact unimodulaire, soit dg sa mesure de Haar.

Désignons par L(G) 1l'algtbre sur (€ des fonctions continues & valeurs complexes et

3 support compact sur G , munie du produit de oconvolution défini par la formule :
~1
ooy = [ o@™) ym e sew o, yei .
G

Rappelons que sur cette algdbre, on définit une involution en posant 3

s

¥x) =271

Désignons par LP(G) 1l'espace de Banach des fonctions de puissance p~idéme
intégrable (on rappelle que L2(G) est un espace de Hilbert).

On notera L% (@) 1'espace de Banach des fonctions essentiellement bornées

sur G »

Soit ’2\? un espace vectoriel sur T . Soit A une algebre associative sur ((

Définitions : une représentation du groupe G (resp. de l'algebre A) dans ’36 est

un homomorphisme du groupe G (resp. de 1l'algeébre 4) dans le groupe des éléments

inversibles de 1l'algébre des opérateurs linéaires dans 98 (resp. dans cette algébre).
Supposons gque ’98 soit un espace de Hilbert, G un groupe topologique, et A

une algdbre de Banach involutive. Une représentation unitaire de G (resp. de 4)

dans '38 est une représentation T dans ’3@ telle que, pour tout g& G(resp. pour

tout f&€ A) .
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1) Tg est borné et, pour tout E&& ’a€ , L'application g»> Tg & est continue

(resp. T est borné, et f —> T, § est continue).

5 2 *
2) Tg est unitaire (resp. Tox = Tp 1%

Deux représentations unitaires de G, T, ot T, dans des espaces de Hilbert Qﬁ

et %2 sont dites unitairement équivalentes s'il existe une isométrie v de %1

sur 962 tel que voT1=T20v,

(1,3) Remarque : toute représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert gg s'étend

en une représentation unitaire de 1'algeébre L(G) dans % , par la formule

T, & = Lf(g) Tg&dg.

La dimension de T est par définition la dimension de ?g.

On dit qu'un sous~espace J% de gg est stable pour la représentation T si-
'_I‘g J%C (J%, pour tout g€ G (définition analogue dans le cas d'une algdbre). |

Rappelons que toute représentation unitaire T est semi-simple, c'est-a~-dire
que pour tout sous-espace fermé Ng de ’3@ stable pour T , il existe dans {;18 un
supplémentaire topologique de LMJ stable pour T (3 savoir son orthogonal).

On dit qu'une représentation unitaire T est irréductible si elle posséde une
des trois propriétés équivalentes suivantes :

i) aucun sous-egpace fermé non trivial de /36 n'est stable pour T 3

ii) le sous-espace engendré par les éléments Tg , €& G, est fortement dense

dans 1l'algtbre des opérateurs lindaires de g'g r

iii) tout opérateur linéaire borné commutant a tout Tg , €& G, est scalaire.

F_ ]

| -
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On dit qu'un sous-espace UAL de g@ est irréductible s'il est stable powr la
représentation T et si la restriction de T 2 opé est irrvéductible.

Rappelons enfin ce dernier résultat :

une représentation unitaire T de G daus un espace de Hilbert Qﬂ est irréductible
(1,4) | si et seulement si la représentation correspondante (définie par (1,3)) de 1'algdbre

L(G) 1'est.

*
* *

§ 2. ~ Soit maintenant H un sous—groupe compact de G , et j{ un caracteére de ce sous-

groupe, c'est-a-dire un homomorphisme continu de H dans @ . Soit dh la mesure

de Haar normélisée de H (i.e. (Jﬁ dn =1 ).
H

(2,1) Définition ¢ on notera Ax la sous-algebre de L1(G) formée des fonctions ¢ telles

que ¢

olhght) = X(n) olg) X(n') pour tout h , h!' € H
g e Q.

- X .
Dans tout ce chapitre, on supposera A commutative,

{2,2) Définition : une fonction £ de L% (G) est dite sphérique de classe X (par rapport

A4 H ) si elle est non nulle et vérifie les deux assertions suivantes :

i) f(ngn') = X(n) £(g) X (n') pour tout §€G, h et W &H ;

s el r PGS Y ) D o gom s P DR s
isn P - IN\NQ, = J PAE/ S/ v oWl SalGTWCIT LT 4 GLZEi iyl

5




(2,3)

(2,4)
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Remarque s ii) équivaut & 1'équation Ffonctionnelle (ef, [:5])

5 £(ane'n™) an = £(g) £(g*) pour tout g , g' € G .
H

Définition : on dit qu'une représentation unitaire (T,G&) de G est de classe X
(par rapport & H ) s'il existe un vecteur non nul, totalisateur, &0 E’JG tel que

T, & = X (n) §, pour tout hEE .

Remarqgues :
1) "totalisateur" signifie que jag est engendré par les vecteurs de la forme

o ! 2€G .

Tg g
2) cette définition signifie que la restriction de la représentation T au
sous—groupe H Ycontient" la représentation X de dimension 1 dans le sous-espace
engendré par &.o .
Nous allons établir quelques résultats reliant entre elles ces deux notions,
On sait que, prenant un vecteur ¢§ e@@ , la fonction continue gg(g) = (E,}Tg &)
est de type positif ; réciproquenent, toute fonction continue de type positif, non
nulle, s'éerit sous cette forme, et si on impose & § d'étre totalisateur, la re-
présentation T est entiérement déterminée, 3 une équivalence unitaire preés, par

cette fonetion. (cf. [21, [71).

On a de plus la proposition :

la fonction ‘f& satisfait & (2,2), i) si et seulement si §& est tel que

T €= X(h) ¢ pour tout h&H .,




(2,5)

Démonstration 3

La condition est suffisante ; en effet,

& (neh') = (| Tpgpe &) = (6| T 7, %y &) = (T 4 §| T, Ty, 8)

Il

(X | 7, X008 = X@) (gr, & K@)

il

X(n) f&(g) X(h'-) quels que soient h , h'e H, g8 &G .
La condition est nécessaire ; supposons que
f&(hgh') = X(h) f&(g) X(nt) quels que soient h , &€ H, g€ G .

Soit (& | Tpgt &) = X(x) (g, &) X

faisons alors h' = e 3 on obtient :

(4 &[] 7, 8 = (X)) g}, &)
soit
(Thg—)((h)e,\mgg)=o *pour tout hE&EH, g &€G .

Or & est totalisateur, donc les vecteurs Tg & engendrent % quand g

parcourt G . On a donc
T, &= X(n)e pour tout h &H ,

On peut alors énoncer le théoreme suivant s

Soit (T, %) une représentation unitaire du groupe G, de classe X par
rapport & H . Les assertions suivantes sont équivalentes ¢
i) (1,88) est irréductible ;
(o]}
ii) le sous-espace ‘38 des vecteurs §& tels que Th &= X(h)& pour tout

h&H est de dimension 1 3

N N R [P~ BN 2 PN . am N o = M
ii1i) la fonction L,g\g) = \‘;l‘rg £) esi sphérique Ge Classs ,n e




Démonstration :

o]
Supposons que ’(}8 soit de dimension 1 .
. n° . ,
Seit & e ’Qu » et soit A un opérateur sur '3@ commutant & chagque opérateur

Tg’ g€ G . Posons ’)Z=A&,Onaalors:

= = £ - —
T, =T, AE=AT & X(h) A€ X_(h)/rl pour tout he H .

Donc n est de la forme CE& , ol C est scalaire ; alors, pour g £€G , on a
A(Tg &) = Tg (A &) = C(Tg &) ce qui signifie que A est scalaire, puisque le vecteur
¢ est totalisateur. Par conséquent la représentation T est irréductible.

Pour démontrer la réeciproque, remarquons que l'opérateur ¢
s = f X (h) T, dh
H
o}
est le projecteur orthogonal de 38 sur le sous—espace B@ , et on a par suite :

te® ¢=> T, £=¢.
De plus on a @
cPeAx<=> h}E-.vfcp«xJ‘C =9 .
On a alors T(p ’E}eo c. %0 pour ©& A:y' 2 en effet, on a ¢
Ty T, 6= Ty, E=T & powr ec® .
Si meintenant T est irréductible en tant que représentation de G , elle l'est en
tant que représentation de 1l'algebre L(e) (1,4), D'apreés ce qui précdde, Tf laisse
stable 9@,0 si fe Axﬂ L(G) , d'od une représentation de l'algebre &0 L(g) , qui

est encore irréductible j en effet, soit B un opérateur linéaire borné quelconque

- e P W DR GRS E e e felsmomoaced  m o o SRS e
aans o s Dt peut etre approvine 10LLsuEiy Pl ues upsrauveuws Lpop = N ’

X
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par suite B peut &tre approché par les restrictions de TX-x-f*X a qe , ce qui

démontre 1'irréductibilité, car la représentation est unitaire. Comme Axﬂ L(a)
. . o]
est commutative, dim ’J& =1,
Pour démontrer 1'équivalence de ii) et iii), montrons d'abord que si

g&(g> = (& \ Tg &) est sphérique de classe X , on a :

1l

(T,& 1 Ty8)

On a en effet :

(16 |8) (5] 2y8)  pour tout ¢, ye aA'NLE) .

]

(2,8 | y8&) = (T, E8) = fG P ole) (T, €)) de

It

[ oot G- [ Hlo 86 o [ olo)Eleise

car ¢ , ¢ & A% et 9o 5@(3) “(g) dg est un

homomorphisme.,
= (15, &l&) (z, €|e) = (r, &19) (E]ry &) -

o !
On en déduit que f}]@ est de dimension 1 . En effet, soit ‘a-@ le sous~
r
espace des Tf £, fe L(g) ; il est partout demse dans aix’i , donc tout élément

M de P{ﬂ est de la forme lin T, £, avec f & (@) »
n

0 -
En particulier, pour un élément 9 & 616 . on peut supposer que les fn satisfont
~ ) o B — - - — Ry ol —_ . . -
2 la relation Xx £ xX =1£f , car 4 ="05 7 =1mn T Tfn 5 & = lin ’.[‘7(_)\&f o

On peut donc supposer que fné 13:'< {6V «

On a alors, pour f quelconque & 5lq) »

]
SRR
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il

(n| 2 &

lin (Tfn &]Tf §) = lin (Ti Tfn £1% 7% €)

it

e (Tfn & ) Ti*f*i £)

i

1im (7. &]€) (€)T5,pu78)

It

(nle) (] 1, &) = ((n]e) &Te &)

soit f= (’TL’ &)& , donc notre assertion, puisque § est totalisateur.
Réciproquenment, supposons gque 980 est de dimension 1 . Alors, quells que

soit ¢ & & , On a T(p Geo C ggo , clest-a-dire que pour tout § & 960 , i1

existe une fonction A telle que T(,o § = A ((p)& , ce qui donne, en faisant le

produit scalaire par § :
A = (T = o( dg .
(‘P) 0 &l&) f o(g) Eg(g) g

E=X(psy) §=1 T, 8= Aly) Alple 5 o= (o)

Or on sait que T
oxy
est donc un homomorphisme, de plus unitaire, de A% . En regroupant ce résultat
avec (2,4), on obtient 1'équivalence des propridtés ii) et iii), ce qui achdve notre

démonstration.

(2,6) La fonction sphérigue Ele) = (¢ !Tg ¢) caractérise la représentation unitaire

irréductible T (& une équivalence unitaire pres) ; on l'appellera fonction

sphérique associde 3 la représentation (T, 99) de classe X par rapport & H .




§ 3, = Nous allons maintenant démontrer des résultats particuliers au cas ol le groupe G
est compact. On supposera la mesure dg nornalisée.
On sait que toute représentation unitaire irréductible de G est de dimension finie.
Soit B‘@x le sous~espace de L2(G) formé par les fonctions f telles que
'f(gh):)z—(;) f(g) pour heH, g&C.

C'est un sous—espace stable pour la représentation régulidre & gauche de G dans

L2(G) . On a alors la proposition :

Soit (T,Z@ ) une représentation unitaire irréductible d'un groupe compact G ,

de classe X par rapport & un sous—groupe H ; alors il existe un sous-espace

Getd | S o
irréductible V' de %2 tel que la représentation (T,E}?,) soit unitairement

équivalente & la restriction 3 V de la représentation régulidre a gauche de G .

On rappelle que la représentation réguliére & gauche de G est donnée paxr

(3,2) (5()2)(e) = £2(s'e) pour tout £&1%(6) , sEGC .

Soit n 1la dimension de la représentation T . T est de classe X donc il
existe un vecteur totalisateur &oé 'gﬂ tel que Th &o = X(n) &o pour tout h &H .

Supposons que || &, =1

Considérons 1'application U de 9‘@ dans LZ(G) définie par la formule :

g s fo(e) = VE (5] 7, &) -

£ est continue et appertient a L2(G) . On a

g

tp g(0) = VR (18|, &) = VG LIPEREEACES

4 -E -

pour tout g& G .

donc  Uo Tg = U(g) o

SN e




(3,3)

2 =

En outre :
ufani = fG 1fg(g)[2 dg = j; n|(gfr, eo>12 dg
= LB e - et

en vertu des relations d'orthogonalité. Donec U est une isométrie de g’@ sur le

sous—esgpace V de LZ(G) défini par @
¥ = {f& ;& e'd].
De plus on a :

2o(ah) = V& (g7, &) = X(0) VRl | 1, £)) = X(0) £.(0)

-

pour tout s& G, helH, ge’g}@.
On voit done que V& ’38 , ce qui démontre la proposition.

Le réciproque est encore vraie ; de fagon plus précise, on a la proposition suivante :

Si J{; est un sous-espace irréductible de 387& , alors la représentation (?S 3 J’(;)

est de classe X par rapport & H .

En effet, on sait que L/% est formé de fonctions continues (cf. [7] ).

I1 contient par conséquent une base orthonormée {fj} i=1 n de fonctions continues
— LN

sur G , et telles que fi(gh) = X(r3) fi(g) pour tout h & H . Posons :

. Il
3(3) fj = 1; cij(s) £, .
. o -1y . .
La matrice (Cij) est unitaire, donc Cij(s ) = Cji(s) . On a alors :
2
_ -1 _ -1




aE O &=
4 |
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ce qui montre gque les nombres complexes fi(e) ne sont pas tous nuls

j:1,-a.,n

simultanément, sinon f. serait identiquement nulle pour j = 1,...,0 .

n J
Soit fo = 5 fi(e) f 3 c¢'est un vecteur non nul de J/l.),et on a ¢
n n n
s 2 0 i A
K(h) £o=£ 1 e) Zs(h) £,o=£& fi(e) 4 Cji(h) fj

NSRRI
L\']u

[
1l
—
.
il
——

o, ) £,(eD) £, = &4 (& 0,07) 1,00 1

J=1
I

ACTAESIORS L ime

- =t J

T™Me

or fj(h) = i-(;) fj(e) , donc

zh) £ = 2} x(h) f—;;) £, = X(n) £, CQID.

(3,1) et (3, 3) caractérisent les représentations unitaires irréductibles de classe X

par rapport & H

(3, 4) Remargue @

Soit M un sous-espace irréductible de gex ; comnme on vient de le voir, la

représentation (b' ,.,M,) est de classe X par rapport & H , donc le sous-espace
o
J’L des & tels que zs(h)& = X(h)&, , pour tout heH , est de dimension 1 3
(]
on peut choisir une base orthonormée {f1 0 f2 3 PTaxsly fn-’f de QMJtelle que f1e-()([) $

on a alors @
n

£,(8) = 25 £,(e)0 () 4 i y5(6) = (o) 7] 2,)

2 5 (o) M
dtautre part, on a vu que = fi‘e)fi est dans : on a donc :

n

f.(e)fi=;:,f1 s A &&,

i=1 i




e i

“ 13 =

dtolu :E‘i(e) =0 pouwr 1i=2,.,.,03%

par conséquent, on a :

£,() = £,() oy, () 5
en calculant la norme, on trouve f:la relation d'orthogonalité donne “c.j "=

que \f1(e)[ =Vn ;

B

on voit done que l'ensemble

pe—

{\/—ﬂ ci1(g) ; i=1,...,n-}

{ o
est une base orthonormée de M , telle que Vn 41 < LMJ .

Corollaire. - La fonction sphérique E(g) associée a (Zf ,J’L) est elle-néme

(3,5) | dans oMuo ; on a donc :

Ele) = (€]e) &(e) , =i e, Yei=1.

0 —
En effet, si £ M , [[E€|=1, & =2AVn C,q s avec {Al=1; on a done

Z(e)

(¢ ] y(&)8) = n(eT; | 5(0) &7,

il

2 j; o) o4& o) as = n {5 J;c?!) 0y (s) a5 4 ey (E)

MM

= 5;1 ci1(e) = cpy(a)

o
ce qui montre bien que (:é_JVL °
En vertu de 1l'équation fonctionnelle de f: , On a :

(3,6) e B = |EFE.

En effet, on a :

f f € (sntYan. () at = E(s) f et) €t) av ;
G H G




i
g
.\-.I
._m.
.n;
nﬁ.‘—
L=
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or le preumier membre donne & * 6 (s) , en faisant le changement de variable :

t --->h"1 th ; coume on a E: f , on trouve (3,6) .

Ceci a une conséquence intéressante :

Soit J\'L un sous—espace irréductible de ng , et soit ff la fonction sphérigue

(3,7)| associée & (5 ,cM)) . On a alors :
M - {f » & ; feL(G)} .

En effet, notons J\/L,Ele second nembre ; cl'est un sous-espace de fjw.; car

£ *fsa(f)f R (fe;/\(b ; i1 est non nul, car f="€“hzf * ZferL,Eg il est

stable pour % donc il est égal & c)\'I) , & cause de l'irréductibilité,

On peut donc énoncer le théoreme suivent :

Pour qu'une représentation unitaire irréductible (de @ ) soit de classe % (par
rapport & E ), il faut et il suffit qu'elle soit unitairement équivalente a

wne sous-représentation de (25 . B@x) . On a de plus

(3,8) e
X

= g (M)E , somme hilbertienne, fparcourant 1l'ensemble des

fonctions sphériques de classe X par rapport & H,

et J’%: {f & 5 feu@)] .

(3,9) Définition
Soit M) un sous-espace irréductible de 'a{{x ; soit X 1le caractere de la
représentation irréductible (X . (M;) : les élénents de JVL sont alors appelés
"fonctions sphériques de classe)(, (par rapport & H ) et de type L " .
Remarquons que cette terminologie ne contredit la définition précédente (2,2),

a cause de (3,5).




!
ﬂ
i
A b

< 45

Lorsque G = SO(n) , H=50(n - 1) (plongé dans @ convenablement), on verrs que
les fonctions sphériques de classe 1 par rapport & H ne sont autre que les

fonctions sphériques au sens classique.

*
* *

§ 4, — Cas du caractére trivial X = 1 du sous-groupe H :

Les fonctions définies sur l'espace homogéne X = G/H peuvent 8tre identifides
aux fonctions définies sur G et invariantes par les translations & droite (ou
encore constantes dans chaque classe gH de G suivant H ). On sait de plus qu'il

existe une nesure invariante (pour 1'action de G ) dp(x) sur X , telle que

Lﬂg@=£m@>£ﬂMma (. [11]) 3

par conséquent, l'espace hilbertien L2(X,p) gtidentifie au sous-espace EH31
correspondant au caractére trivial X = 1 . La représentation correspondante dans

L2(X) est la représentation quasi-régulidre définie par

-1
(5()0)x) =27 x)  powr s€6,xeX, feli(Xp) .
Si on traduit les résultats obtenus précédenment, on a les propositions

suivantes (en supposant toujours gue 1'algebre correspondante A1 est commutative) :

Pour qu'une représentation unitaire irréductible de G soit de classe 1 par

(4,1) | rapport & H , il faut et il suffit gu'elle soit unitairement équivalente & une

sous-représentation de la représentation quasi~réguliere (3’, L2(X) .




(4:2) On a : LZ(X) = ®I S; , oU I
Xe

tations unitaires irréductibles de
fonctions sphériques de classe 1

Les fonctions sphériques £

5(h)f = £ sont appeldes gonales.

tations unitaires irréductibles de

- 16 -

désigne 1l'ensemble des caractéres des représen—

classe 1 , et ng désigne le sous—espace des
et de type X »

(de classe 1 par rapport & H ) telles que

Les fonctions sphériques assocides aux représen—

classe 1 sont done zonales,
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Deuxiéne Partie : Application au groupe so(n) .

§ 5., = Théorene de Hecke.

Dans tout ce paragraphe, le groupe G sera le groupe compact SO(n) des
natrices orthogonales de déterninant 1 , d'ordre n .

Alors S0{(n - 1) s'identifie & un sous-groupe ferné H de G grfce & 1l'application

1 0
h > ( ) . Nous allons déterminer les représentations irréductibles de G
0 h

qui sont de classe 1 par rapport 3 H ; en corollaire, nous démontrerons de notre

BN

L'espace honogene X = G/H = {SH ; S & G} s'identifie & la sphdre unité
n~1 el . N
28 de '[R ; en effet, si g = (gij) & G, on fait correspondre a la classe
&
) . n-1
g 1le point x =[ 21 de S .

g oas

1
n1 841 €14
1 €1 €51

On a alors gH = g'H{=>g g'& B <&=> l

i

&1

par conséquent 1'application est bijective ; elle est en outre bicontinue (c'est

péne un isonorphisne de variétés analytiques).

Dérontrons d'abord que 1'algebre A1 définie en (2,1) est commutative. Pour

cela, Ou a4 besOin du leinie o

l point de vue un résultat classique dfi & Hecke (voir [61).
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tout élément g de s0(n) - n>3 - s'écrit sous la forme g = hug h* , o0 h

et h!' sont des élénents de S0(n - 1) , et ol Ug est une matrice de la forme

cos © ~gin ©

(571) , Uy = sin 9 cos @
0

0&£ 0 «9T

1 n-2

o étant défini par €44 = ©OS 6 , alors g n'appartient pas &8 H si et seule-

rment si © est strictement positif.

Soit © tel que =cos ® (0«8 <ar) ; alors sin @ est égal a

11
(1 - g2 )1/2 soit (g2 + g2 +oaot g2 )1/2 , donc est positif ou nud ; par suite
) " 21 31 ni

on peut trouver (n - 1) vecteurs nornés deux & deux orthogonaux

}.1). = (h, h >

5y 10 ? h:i.3 geeey B tels que @

j-=2, aessIl

(g21 ’ g31 peeny gn1) = Sll'lg (h22 I3 h23 g essy h2n) °

L
1 9_>
0 h2
La matrice h = \ ‘ est orthogonale, et le produit hg est de la forme :
0|
7n

CcOS 9 *-o.*
Sin © ¥eee¥

0

g F
|
0 * *

En multipliant & droite, on peut trouver h'e S0(n - 1) tel que hgh' soit

de la forme ¢
ycos © =-sine 0-—O0\

sin © cos © H o ®

0 * X —— 2
| \ b

0 * * o ¥




i3
e

(5,2)

(543)
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1

Tag 0 2™, o, w

dtol il résulte que u_g(hgh') < SO(n—1) , donc g = h
et h" appartiennent a so{(n - 1) , CQFD.

On est alors en mesure d'énoncer le résultat :

1

L'algdbre A' relative 3 S0(n) et SO(n - 1) est comnmutative.

~ = ¥

Si on pose f(x) = f(x 1) , l'application £« f est une involution sur

L1(G) . I1 suffit donc de démontrer que si f& A1 ,ona = ; . Pour cela, il
suffit de nontrer que f(u:) = f(ug) , pour tout © .

] ] -1
. <) = = o
Or il existe h0 = H tel que Uy u_g ho Uy ho pour tout © : par exemple

On peut donc écrire, dtapreés (4,2) =

(e H - @ 31 ,
Xel

olt (25 5 SX) est irréductible, et ot I désigne l'ensemble des caractéres de

représentations irréductibles de classe 1| par rapport & H .

Pour chaque caractere ¥& Il , il n'existe qu'une seule fonction sphérique

zonale, & un facteur constant prés, Nous allons la calculer explicitenent.




e B R kO E EE e : ‘

o B IR O .

.

(5,4)
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1

Pour cela nous allons introduire les coordonnées sphériques dans s par

les formules :

%, = cos 91
x, = sin 91 cos 92
%, ¢ = sin 91 sin 92 ese Sin Gn_2 cos @

x =sin 91 sin 92 ees Sin Qn__2 sin @

ol Oégiéfn‘ et O£ £27r .
Une fonction f définie sur G et invariante & droite par les élénents de H ,

A . e n-1 o
clest-a-dire une fonction définie sur S , s'éerira alors :

f(g) =f(g11 » Boq reeer gm) = f(@,l ’ 92 yescy 9n—2 , ©)
lorsque (91 . 92 suees Gn_2 7 (p) sont les coordonndes sphériques de
(611 » €59 12eer 8y) -

Si de plus f est invariante & gauche par les &lérents de H, f(g) ne
dépend que de g4 = COS 91 (cela justifie la définition de fonction sphérique
zonale).

Si on note 4o(n) 1'algdbre de Lie de S0(n) (en ce qui concerne la théorie
des algébres de Lie, on consultera 81 ), elle est fornée des matrices réelles

anti-symétriques ; par suite, une base de #0(n) est donnée par les matrices suivantes

X..=8B.. -E.. 1lgi<jgn ,
ij ij ji

oh B . dégigne 1a matrice (e ) . e = S . 5. (notation de Kronecker).
ij rs’ ¢ rs ri “sj




L Gk A BN B SR AaE EE O .

(5,5)

(5,6)

(5,7)
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[Xi,j ? er-}= 531' Xis + 5:js Xri - (S;r st - ‘S:js Xir =

Désignons par @(sn -1) 1l'espace vectoriel sur @ des fonctions indéfiniment

différentisbles sur S .
On sait que SLCD(Sn—Jl) pour tout X eI (cf. [5]).

Pour tout X ¢ 4o(n) , l'opérateur 4 K(X) - cette notation désigne la représentation

infinitésinale associde 3 y = est dc¢fini dans 2](5“‘1) , et on sait, d'aprés la

théorie des algdbres de Lie, que l'opérateur de Casimir :

T--, 2 (g (x;,))°

1¢i<j<n
commute & tout 4 U(X) , powr X & 4a(n) ; par conséquent, sur chague sous-espace
S)ﬁ’ T est scalaire, soit égal & c(X) , et SXC:CDC(,X) , ol :D?\ désigne le

sous-espace formé des fonctions propres de T a valeur propre A @

D={edE™) ;5 Tr=ar}.

Les sous-espaces :O;\ gont caractérisés par le lemue

:D;\ est différent de &O} si ot seulement si A =p(p + n - 2) o p est

entier > 0 . Le sous-espace @ est irréductible.

p(ptn-2)

En effet, comme [ & comrmute & tout d?S(X> , X & 40(n) , 1'adhérence :D) de
j)?‘ est un sous-espace stable pour r il est donc somme directe hilbertienne de
sous-espaces irréductibles j; @:\ sera lui-mdme irréductible, s'il ne contient gu'ume

seule fonction zonale normée,
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Montrons donc gque si Q ;é {0] . A = p(p +1n =2) avec un entier px» 0, et que
toute fonction sphérigue zonale contenue dans @7‘ est proportionnelle & une fonction
bien déterninée. Soit done E une fonction zonale ; on sait qu'elle est dans

:D (Sn-1) 3 calculons T 8:

a) pour 2 £i<jan, exp tXij&:SO(n— 1) , donc

ag (4 )€~ um L Gglom w2 ) §-8) =05

b) pour i=1, 2 <j<n, calculons dlf(XU)z : on a par définition

[t 5, ) €)@ =] 5 G lom v 2 )0 ]

~[ & Cloml-t ;)6 | ;

t=0

coune 5 ne dépend que de 8194 il vient @

(15 x,)€)@ = & &1 (9 ] 'z?f (g) , avec
gj1(t) = (exp txw) (gﬂ) =g,y cos t + gy sin t 3
on a done d6(X1j)€ = g —BQ;% :
Par suite , dy (x1j)2cf = g32,1 _a_zgi - &, _g_;% ,
11

compte tenu de la relation

gi + g; +osot g1211 =1 , il en résulte que

2
STE-(1-2) 2E - m-1 e, 22
B deyy Jey,
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Conne tq(g) ne dépend que de 84 = cos 91 s, posons @

Ele) = 2(eyy)

La fonction % (x) est donc solubtion de 1'équation différentielle :

(5,8) (1 =x)z"(x) - (n=-1) x 8 (x) + c(®) 2(x) =0
telle que 7Z(1) =1 ; on sait qu'elle n'adnet des solutions bornées dans [—1 ,+1]

que si c(@) =plp +n -2) , pour un entier p =0 , et alors ees solutions sont

données par ¢ . C; (x) , o C?(x) désigne le polyndme de Gegenbauer de degré

p défini par la formule :

Q
=)
(5,9) (1 = 2tx + t2) = PZ Cg(x) P , pour t assez petit.

=0

Remargue $ pour n =3 , ce n'est autre que le polyndne de Legendre de degré p .

On déduit de (5,9) facilement que :

(5,10) I CROL )
P (29)p!
dtotl ¢
1
1 -(n—2)
(5,11) €(g) = Ll -2l (2 (g, «

;D_)\ ne peut contenir qu'un seul sous—espace irréductible, c'est—a-dire est lui-néme

———

irréductible ; m\ est donc de dinension finie, dene ;D?\ = @)‘ . On peut donc

/

dnoncer le résultat @

Il existe un entier p >0 tel que c@) =plp +n - 2) et :

(5,12) Sx': @I)(pdrn_g) 5

1a fonction sphérique zonale normée est donnée par la formmle (5,11).




(5,13)

(5,14)
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Désignons par Q’&p 1'espace vectoriel sur & des polynbnes homogenes harmo-
nigues P(x1 ? Xy 9000y xn) de degré p . Corme le laplacien & est invariant par
rotation, on a une représentation évidente P de S0(n) dans E}@ ; elle peut
8tre rendue unitaire par un choix convenable du produit scalaire dans @gp .

L'application T : P +~> P ] Sn"‘l (restriction de P & Sn—1) est une bijection

car si £=1(p) =P, ona:

1 2 2 2.1/2
P(x1 s By geens xn) = P f( e —;—l ) avec T = (x1 Fooot xn) .

On a de plus T o P(S) = U(s) o T, pour s &G . Montrons que T Z}@p) =8_'£’

pour XK tel que (Y =plp+n - 2) . alors la représentation (P’ sz) sera de

S

classe 1 par rapport & H , puisque unitairement équivalente & une composante de

ST ACN

On connait llexpression de A\ en coordonnées polaires (r, 91 yosoy Qn_2 ’ (p)

A

X X
ot (91 FYeNG 3T Qn 5 1 @) désignent les coordonnées sphériques du point (-—-1- 2B < lp -—1-1)
& \. T r

ge &1

ol £} est un opérateur différentiel du second ordre, dépendant des variables

(@1 peeer 8 5 v) , de la forme suivante :

n=2
2 2 2
L= —Q—§ + (n - 2) cotg 91 -—Q-— + 52 (oc. —-?-- + (5 3 —-Q-z ) + —‘—a-2- ’
oe Joe, I J Do, ' 06t Do
1 i 3 J
% s (g et yx étant des fonctions de O, yeeer O 5 - (er. ([3])

Twrm P e o o m ommime e

I =




-25 =

Soit naintenant P un polynfme dans ZXQ tel que P(h) . P =P pour tout
he H ; alors f = T(P) = PlSn—1 cst une fonction zonale et

X X
1 0
P(X1 g ecsy Xn) = IP f("r— I RNY] -I"‘) = rp f(91 g0y Qn_2 ,Q)) v dlol

(5,15) AP =plp+n - 2)rn~2 f + rn’z.flf =0 3

B Mk I Ik T
;

Comme f mne dépend que de cos ©, , on tire de (5,14) le résultat :

-

2
(5,16) g—g + (n - 1) cotg 91 =, +plp+n -~ 2) £ =0
de dae
1 1

ou encore, pour f(Q1 yeeer O 5 ©) = F(cos 91) = F(x)

(5,17) (1 - 22) P(x) - (n=1)x F*(x) + p(p + n - 2) Flx) =0 3

il en résulte que P(x) = ¢ Z(x) , donc f =¢c& CQFD.

LY

En résuné, on peut donc énoncer le théoréne suivant :

i

(n) ol
Soit p un entier » 0 . Soit E;p = {f ; £ =P|S o P est un polyndme

n
honogeéne harmonique de degré p} . Alors ffp est stable et irréductible pour
2

LK

est sorme directe hilber-

Sn-1 )

la représentation quasi-réguliére 5 et L

(n)
tienne des égp s =0,

L

Une représentation unitaire irréductible est de classe 1 par rapport a H si

(n
(5,18) et seulement si elle est uniteirenent équivalente & une représentation (U"ggp )>_

(n) n
La fonction zonale nornée C%) contenue dans éip est donnée par la

N

formule suivante

n=2

(n) T(n - 2)p! -5~
(8, 5e0es © , ©) = B IR I 2 (cos ® ) .
fp 1 n—-2 T(p+n-—2) b 1




I '

|
,.|~
t:_l
-

- 26 -

Remargue : On peut calculer d'une fagen élénentaire la dinension de 2%% , clest-a-

dire le nombre de polyndues homogénes harmoniques lindairenent indépendants ; comne:
(n)

dimn, SP = din Eep , 11 vient :

(5,19) din Sén) _(zp+n-2 2xB=3 (e, 3],

Les fonctions se Slin) ne sont autre que les "fonctions sphériques d'ordre
p et de dimension n " au sens classique. Ceci va nous pernettre de démontrer un
résultat dft & Hecke (cf. [6)s [3]) ot dont nous donnerons tout d'abord 1'énoncé
classique

"Pour toute fonction '\.P(t) continue d'une variable réelle, on a @

+1
X Y dw = Y 2ing t) P (t) dat
S B 1,600 s = v 02m [y 20 et
ol x , y désignent des points de la sphére unité S2 , © la nesure invariante

usuelle de S2 " (X]y) le produit scalaire x1y1 + X, v, + X3y3 de X,5¥ 3

Pp est le polyndne de Legendre de degré p , tandis que Yp désigne une fonction

sphérique de Laplace d'ordre p ".

En vertu des résultats (’5,6), (3,7) on voit que

fe Sén) ¢==> T % fp: “f:;“zf ,

pour f & Lz(Sn_1) ; on en déduit la proposition suivante :

(n)
Pour toute fonction biinvariante ¢ et pour toute f & Sp , on a

52200 f %o = ffp(cp) £,
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En effet, on a :

tao= €7 (£ x &) xo= IGI™ £ x (€, »0);

AN ik B B an

or ¢

i

g oo = Gl ole) as= [ (s ofe) oo

It

I IR-XCENER ORI AC S &6 oo o

C &,

ce qui donne irmédiatenant le résultat cherché.

Pour obtenir le théoréne de Hecke, il suffit de traduire (5., 20) en termes de

: T n-1 oz :
fonctions définies sur S ; considérons en effet, un noyau continu F(x,x‘)

T el , invariant par les rotations, i.e tel que :

-

p(g.x , g.x') = F(x,x') , pour g &G =S0(n) .

1

-

= G/H . Alors la fonction (I)

Soit Y l'application canonique de G sur s

définie par @(s,s') = P(w(s) , w(s')) , pour s, s' dans G, vérifie :
@(sh , s'ht) = @(s,s') quels que soient h , h'g H,

@(gs , gs') = ?Q(s,s‘) quel que soit g & G 3

. ;

par suite, on a @(s,s') = @(s'"1 s,e) ; si on pose (p(s) = @(s,e) »

on obtient donc une fonction continue telle que :

( o(hsnt) o(s) si h,h'egH,

il

(5421)
1F(X,X') = LD(S'—1 s) si x=x(s), x' =1(s') .

| — 1) ¥
.

!
e
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5 (n)
On a donc pour YPESP y £=Y o1,

j;nq F(x,x') YP(X') do(x') = o(s™™) fG o(s™ ") £(s)ast = w(s™1) £ % ols) =

. e EE BN BN B

-1
= w(E)E (o) £(s) ,
d'apres (5,20) ; w(S;-1) désigne la nasse totale de sh1 pour la mesure W
n/2
(3.0 w(SnF1) 2 )

T(n/2)

.

On a donc :

L

(5’22) j‘sn_1 F(ny') Yp(X') dw(x') = YP(X> ’ pour Ype Sp ’

avec :

o = o(s™) MON
On peut calculer o , en utilisant (5,11) :
renarquons que d'apres (5,21), q)(g) ne dégend que de gH , donc F(x,x') ne
dépend que du produit scalaire (x{x') = 12=\1 z, xi ; il existe done une fonction
continue J(t) dans R, telle que I(x,x') = Q?((X[X')) , olg) = @F(g11) g
D'autre part, on a la formule d'intégration suivante, pour les fonctions biinvariantés

pour H sur G (cf. par exermple [9] ) :

n=3

1 =3
(o ase TG0 [y -7 a
¢ A2pEsty Y-

.o

pour toute fonction ¢ biinvariante pour H , q? désignant la fonction d'une

ve olg) = f'rf(g“) :

variable rdelle telle

- T




- am & .

}- | i | } I
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.
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f
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On obtient ainsi le résultat suivant :
n=1 1 n-2 n-3
(5,23) %= 27T 2 - “_fg;:(” p! : j ORNORE DI
) n-2+0p -1
2

On peut donc énoncer le théorene :

Soit P(x,x') une fonction continue sur Sn‘_‘l x Sn-1 , invariante par rotakione ;

on a : f
Plz,x') ¥ (x') dw(x') =« ¥ (z) ,
(5,24) 5o P P
pour toute fonction sphérique YP dtordre p sur S ' ; « est donné par la

formile (5,23) , ol 'g{(t) est la fonction telle que F(x,x') = W((x[x')) .

§ 6. = Théorene de Herglotz,

Dans ce paragraphe, nous allons nous préoccuper de démontrer & 1'aide de la
théorie des fonctions sphériques précédemment exposée, un théoréme dl & Herglotz sur
1a transformation des fonctions sphériques sur 82 (voir [1] ou [3] ).

Considérons le groupe S0(3) , le sous-groupe so(2) , et la sphere $° de

TR , identifiée au quotient SO(’)’)/SO(Z) . Considérons la représentation quasi~
réguliere 5-(3> de S0(3) dans LZ(SZ) . En vertu des résultats précédents (5,18)

(pour n = 3) , L2(Sz) est somme hilbertiemne des sous—espaces irréductibles

3
S(),pour p>0, ol

P
o al3)
\Op i/ ot

13

(o . o 'rxlcz 3 4
= \J- 9 L — L0 g 2o Ane Aa Appgréd D

P
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(6,2)

(6,3)
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. : (3)
Soit {fi 3 1=1 500y 2p 1} une base orthonormée de Sp , telle

que f1 soit zonale, et posons :

ZS(3)(g) £, = )M c;;(8) £, , pow & €s0(3) ;

en remplagcant g par g—1 , ceci équivaut &

£, (gex) = ZJ: cfj(_é) fj(x) , pour g &So(3) , res® .

Les fonctions cj1(g) sont sphériques de classe 1 , par rapport & s0(2) «

Le théoreme de Herglotz affirme que les fonctions Ci5 ¢ pour i, J=1,eeey 22+ 1,
4

peuvent &tre considdrées canoniquenent corme fonctions sur la spheére 33 de TR

14
t qu'ell t al héri d'ord (ctest-a-di t d 8(4)
et qu'elles son ors spheriques ordre 2p ctest-a-dire elles sont dans oo ),

De fagon plus précise, soit U le groupe nultiplicatif des quaternions de

3

norne 1 o On identifie U & s’ par la correspondance 3

X, +x21+x33+x4k Loty (x,‘ 2 Xy x3 v x4) .

On identifie de plus 82 3 "1'équateur” de 83 défini par X, = 0 , & savoir

1'ensemble des quaternions de norme 1 4 partie réelle nulle,

Pour v , x& 82 , x! =uxu est encore dens 82 , d'oh une rotation x —»x"

dge & qu'on note w(w) ; on sait néue que TC est wn honomorphisnme continu de

1J sur 50(3) , le noyau étant forné par T 1 . Nous allons montrer que les fonctions
CTLS o 77 sont sphériques d'ordre 2p sur {9 ~s
Congidérons pour cela le groupe WU ; pour v, w < U , l'application

gqui associe & ueU , le produit vuW est une rotation de U = 33 , ctest-a-dire

un élément de S0(4) , que nous noterons o(v,w) o On sart que T est w hoLouor-

phisme continu de Ux U sur s0(4) , dont le noyau est forné par (1,1) et (=1,=1) &




il B B . .

4 r - - f J
JE M 2B AR & 2 AR 2N AR =

= .

(6,4)
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I1 est évident que llimage par ® du sous-groupe diagonal O (isomorphe & U) est

SO(B) plongé dans so(4) , car &(v,v) = ((1) T(?v)) . On a donc le lerme suivant :

Soit i) 1'espace vectoriel soutendu par les fonctions 5:; o 7C dans L2(U) .
X, est alors stable pour la représentation P = 5(4) o & de U « U dans LZ(U)

et (?, ;6) est irrdductible de classe 1 par rapport & O ,

Démonstration : Pour fe®, v,n) el x WU, ona [P(v,w)f] (u) = f(vuw) . Posons

ij=é;.;o7r;onaalors, en posant x = W(u) , y= n{v), z= w(w) ,

[pGrsm) by, ] (w) = by 4 (Fu)

e
cij(y %2)

Z'l 209 b () b )

’

ll

= L LT o) o)
ce qui déuontre que %, ost stable pour P . la représentation (F, Y)) est de
classe 1 par rapport & A ; en effet, la fonction ‘t(u) = Zbii(u) = Tr( 25(3)('!?(1_1)))
vérifie p(v,v)t =t , pour tout velU , car

1 (@) 5P (@) o g ()

£ (Tuv)

il

re( ) (@) =+

Cette fonction t n'est pas identiquement nulle, sinon la représentation
( 5(3 8(3) ) serait nulle. Pour montrer enfin 1'irréductibilité, il suffit de
montrer que toute fonction f dans 'B% telle que ?(v,v)f = f , quel que soit
ve U , est proportionnelle & la fonction 1t ci-dessus (théorene (2,5)). Or si

f_Zloc

, .. ,ona f(u) = £(vuv) , pour tout veWU , donc

ij lJ
o
— -1
f(u) = 12—-"3 % 5 cij(g . w(w.g) , pour tout g &so(3) ,
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dtol 2

f(u)

Z‘ o, . 5\ 6‘.—.(g_1 .t (w).g) dg

.
ey L@(B) (&) () d6 o (T(w)
- Lo Loe (ww)

= (———1——-— Z;) aii) t(u) ’
2p + 1

en vertu des relations d'orthogonalité, CQFD.
(4)
(6,5) Corollaire : On a ¢ ;E= SZP

En effet, le lerme entraine que 'ﬁ est un sous—-espace stable de Lz(U)

pour la représentation 5(4) de so(4) , 1rreduct1ble et de classe par

. : : . (4
rapport & SO(3) ; 11 existe donc un entier g >0 tel que
comne les fonctions bij , 1%i, J=2p+ 1, sont linéairenent 1ndependantes
2
)

(car elles sont deux & deux orthogonales !), dinm £= (°p + 1 s dtautre part

din S{(;l) = (q + 1)2 , Ao q=2p .

*

e~
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