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INIRODUCTION

Le but de la premiére partie de ce travail est d'exposer dans um cadre un peu

plus général des résultats connus sur les fonctions sphériques et les représentations

unitaires d'un groupe localenent compact G par rapport & un sous-groupe compact H,

au point de vue de R. Godenent ( [4], ot le cas de classe 1 est considéré) ; nous

considérons en effet le cas ob H posséde des caractéres X tels que l'algébre

(de convolution) x des fonctions continues f(g) sur G vérifiant

f(hgh!) = x(n) f(z)XK(h') quels que soient h, h'@H, est commutative. Ceci

s'applique par exemple au cas du groupe modulaire SL(2,'Z) (voir [1o}).

Nous citerons ensuite quelques propriétés relatives au cas ot G est compact,

en vue des applications au groupe des rotations, qui seront données dans la

deuxiéne partie ; plus précisément nous donnerons, du point de vue de la théorie des

représentations, des démonstrations d'un théoréme de Hecke sur les équations inté-

grales invariantes sphériques (théoréme (5,24) du § 5), et d*un théoréme de Herglotz

sur la trensformation des fonctions sphériques harnoniques classiques sur la sphére

3
s* dans TR ($6).

Nous tenons & exprimer notre vive gratitude 4 Monsieur TAKAHASHI, qui a eu

l'idée de ce travail, et dont les nombreux conseils nous ont été de la plus grande

utilité lors de sa mise en forne.
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Premiére partie : Fonctions sphériques et représentations unitaires de classe xX

des groupes localement compacts.

§ 1. - Rappelons tout d'abord quelques définitions générales sur les représentations. Pour

les démonstrations des résultats énoneés, le lecteur se reportera & [2,7] .

Soit G un groupe localement compact unimodulaire, soit dg sa mesure de Haar.

Désignons par L(G) l'talgtbre sur ( des fonctions continues 4 valeurs complexes et

& support compact sur G, munie du produit de oonvolution défini par la formule :

=oe ye = f oar) yh) an pour 9 ene) .
G

Rappelons que sur cette algébre, on définit une involution en posant 3

F(x) = £(e') .

Désignons par LP(G) l'tespace de Banach des fonctions de puissance p-iéme

intégrable (on rappelle que L*(¢) est un espace de Hilbert).

On notera LTM (G) l'espace de Banach des fonctions essentiellement bornées

sur Ga.

Soit “He un espace vectoriel sur ( .Soit A une algébre associative sur Cc.

Définitions : une représentation du groupe G (resp. de l'alg’bre A) dans 4H est

wn homomorphisme du groupe G (resp. de l'algébre A) dans le groupe des éléments

inversibles de l'algébre des opérateurs linéaires dans Ae (resp. dans cette algebre).

Supposons que “de soit un espace de Hilbert, G wun groupe topologique, et A

une algebre de Banach involutive. Une représentation unitaire de G (resp. de A)

dans do est une représentation T dans "Wb telle que, pour tout ge€é G(resp. pour

tout fEA).
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4) Tg est borné et, pour tout €¢€ ie , L'application gr> as — est continue

(resp. Tp est borné, et ftreys Tp & est continue).

wos *
2) a est unitaire (resp. T.* = Tp )e

Deux représentations unitaires de G, qT, et tT, dans des espaces de Hilbert a,

et db, sont dites unitairement équivalentes s'il existe une isométrie v de &,

sur a. tel que voT,=T,0V.

(1,3) Remargue : toute représentation wnitaire de G dans un espace de Hilbert 16 s'étend

en une représentation unitaire de l'algebre L(G) dans de » par la formule

T §= Jt) tT. § de -

La dimension de T est par définition la dimension de 4.

On dit qu'un sous~espace M de ee est stable pour la représentation T si

T. IMbc M, pour tout geéG (définition analogue dans le cas d'une algebre).

Rappelons que toute représentation unitaire T est semi-simple, c'est-a-dire

que pour tout sous-espace fermé M, de 6 stable pour T , il existe dans ad un

supplémentaire topologique de A stable pour T (& savoir son orthogonal).

On dit qu'une représentation unitaire T est irréductible si elle posséde une

des trois propriétés équivalentes suivantes ;

i) aucun sous-espace fermé non trivial de “Ae n'est stable pour T 3

ii) le sous-espace engendré par les éléments ie > g€G, est fortement dense

dans l'algébre des opérateurs linéaires de m4 H

iii) tout opérateur linéaire borné commutant a tout a, » g€EG, est scalaire.

|
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On dit qu'un sous-espace M, de HE est irréductible s'il est stable pour la

représentation T et sila restriction de T A M est irréductible.

Rappelons enfin ce dernier résultat ;

une représentation unitaire T de G dans un espace de Hilbert ne est irréductible

(1,4) si et seulement si la représentation correspondante (définie par (1,3)) de L'algébre

L(G) lest.

§ 2, ~ Soit maintenant H wn sous-groupe compact de G, et x un caractére de ce sous=

eroupe, c'est-a-dire un homomorphisme continu de H dans G@. . Soit dh la mesure

de Haar normélisée de H (i.e. f dh=1).
H

(2,1) Définition ; on notera aX la sous-algébre de L'(@) formée des fonctions » telles

que 3

o(ngh') = Xn) o(e) X(a') pour tout h, h'@u
geG.

: x :
Dans tout ce chapitre, on supposera A commutative.

(2,2) Définition : une fonction £ de LTM (G) est dite sphérique de classe x (par rapport

a ) si elle est non nulle et vérifie les deux assertions suivantes :
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(2,4)
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Romarque : ii) équivaut A 1'équation fonctionnelle (ef. [5))

J e(ghe'h') an = f(g) £(et) pour tout g, giEG.
H

Définition : on dit qu'une représentation unitaire (7, 8) de G est de classe X

(par rapport 4 H ) stil existe un vecteur non nul, totalisateur, ge tel que

T & = X (nh) &, pour tout hEEH

Remarques :

1) "totalisateur" signifie que “ab, est engendré par les. vecteurs de la forme

a” GS » €eCG.

2) cette définition signifie que la restriction de la représentation T au

sous=-groupe H “contient" la représentation xX de dimension 1 dans le sous-espace

engendré par 55 e

Nous allons établir quelques résultats reliant entre elles ces deux notions.

On sait que, prenant un vecteur § a He » la fonction continue $ (a) = (g}, &)

est de type positif ; réciproquement, toute fonction continue de type positif, non

nulle, s'écrit sous cette forme, et si on impose & &€ d'@tre totalisateur, la re-

présentation T est entiérement déterminée, & une équivalence unitaire prés, par

cette fonction. (cf. [2], (7]).

On a de plus la proposition :

la fonction Ge satisfait & (2,2), i) si et seulement si € est tel que

T &= X(h) € pour tout he.



(2,5)

Démonstration :

La condition est suffisante ; en effet,

& (nen!) = (8 | Ter 6 = (6 [YT The 8) = Gy 8] Me 8)

I (XGag | 2, X(atg) = XH) (e]z, €) XH")

i X(h) G (8) X(nt) quels que soient h, h'eH, EGG.

La condition est nécessaire ; supposons que

nen") = X(n) G68) (nt) quels que soient h, h'eH, geG.

Soit : (é | Teh! &) = X(n) (g{, é) X(n')

faisons alors h' = e 3 on obtient ;

(ay §] ty 8) = (KX) 842, 8)

soit

(n, §- XCh)e|T, 6) = 0 ‘pour tout hGH, gé&G.

Or € est totalisateur, donc les vecteurs oe & engendrent a quand ¢

parcourt G. On a done

T &= X(hé pour tout h@H.

On peut alors énoncer le théoréme suivant 3:

Soit (7, 6) une représentation unitaire du groupe 6G , de classe K par

rapport & H. Les assertions suivantes sont équivalentes ;

i) (7,32) est irréductible ;

7 o

ii) le sous-espace ‘e des vecteurs § tels que Th &= Kine pour tout

hE@H est de dimension 1 3

fos . . aa \ t=. _oN i 3A 5 2.0 .. W
i211) La fonction bog \8) = \étt &) St spérique ae Ciabse -uL eo
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Supposons que Fp soit de dimension 1.

. ne .Soit €¢€ ae » et soit A un opérateur sur 0 commutant 4 chaque opérateur

T , g©G. Posons mM =A. Ona alors +

= = E= =Ty=WASHADE X(h) AE a(n) n pour tout heH.

Done ” est de la forme C& , ob C est scalaire ; alors, pour g€@G, ona 3%

ACE, &) = mh (Ag) = c(t, &) ce qui signifie que A est scalaire, puisque le vecteur

& est totalisateur. Par conséquent la représentation T est irréductible.

Pour démontrer la réciproque, remarquons que l'opérateur :

TH = f V(h) T, dh
H

0

est le projecteur orthogonal de ng sur le sous—espace a ; et on a par suite :

ce <a> B& E=8;

De plus on a ¢

_ =

Q9ENM cero Xx G4eX = ©

° 0 %.

On a alors I we C. 2 pour o€ Av 3; en effet, on a 3

mn r = aeTy i. o= Zp © = Ty § pour €€ .

Si maintenant T est irréductible en tant que représentation de G, elle l'est en

tant que représentation de L'algébre L(c) (4,4). D'aprés ce qui précéde, Tp laisse

oO

stable Ye si f& ax a L(G) , d'ot ume représentation de l'algébre XO L(@) , qui

est encore irréductible ; en effet, soit B um opérateur linéaire borné quelconque

= n° == BG ef. SLOSS WEE Ie GnReetaiae I oe EAN ok
dans 3 3B y peut 6tre approvhé fortewent par ues operaveuts 16 , +o uss >
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par suite B peut étre approché par les restrictions de TX yEHX a we , ce qui

démontre l'irréductibilité, car la représentation est unitaire. Comme AN L(G)
. oO

est commutative, din de = 14.

Pour démontrer 1'équivalence de ii) et iii), montrons d'abord que si

Ga) = (E | t.. &) est sphérique de classe X , ona:

i(6 [Tyé) = (| 6) (E[ ys) Pour tout 9, we A*N L(G)

On a en effet :

q(155 |Ty8) = Beye 18) = i Vx ole) (@, S]8) de

Ut (joe Gwen [ Yo Heo f oe eee
vg

car 9, W&M et Or Vote) €(g) dg est m
homomorphisme »

= (Tey, é|é) (2, é|g) = (2, 616) (s]2y &) .

Oo t

On en déduit que ie est de dimension 1. En effet, soit ¥ le sous-

y
rn

espace des T, é. £6 L(G) +; il est partout dense dans su , done tout élément

y de i est de la forme Jin T 6 , avec £E€ L(@) 4

? 9 .

En particulier, pour un élément 4 & ab . on peut supposer que les f. satisfont

a i a ¥ = = = = i _E€& = i a =, & aAla velation Xx fen =f, car % TR % ia % *f, TS * 1g Tyat oe >

On peut done supposer que ric ax iC) we

On a alors, pour f quelconque ZU@ 5
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tl(| 7, €) Lim (Ty & |Z, &) = Lit (tS Be &| 7, c &)

tt iis (Te 6 ie LxfxX 6)

tt lim (T, ole (8 | Tiere

It (mle) (| 2, 6) = (mis) elt, 8) »

soit (a (2 | E)E , done notre assertion, puisque & est totalisateur.

Réciproquement, supposons que e° est de dimension 1. Alors, quelle que

soit oe x , ona 5 6° Cc 6° , ctest-A-dire que pour tout §€ € ree » il

existe une fonction A telle que ty —E= A (oe , ce qui donne, en faisant le

produit sealaire par €:

Ale) = (a gle) = f° ole) Cxle) ae.

Or on sait que T = =T T E= A ;we Toys Ape y) = 1, TYS= Alo) ACHE 5 ge» AC)

est done vn homomorphisme, de plus unitaire, de at . En regroupant ce résultat

avec (2,4), on obtient L'équivalence des propriétés ii) et iii), ce qui achéve notre

démonstration.

(2,6) La fonction sphérique @(g) = (E |, &) caractérise la représentation unitaire

irréductible T (& une équivalence unitaire pres) 3 on l'appellera fonction

sphérigue associée 4 la représentation (t,o ) de classe X par rapport a4 H.

a
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§ 3. -— Nous allons maintenant démontrer des résultats particuliers au cas ot le groupe G

est compact. On supposera la mesure dg nornalisée .

On sait que toute représentation unitaire irréductible de G est de dimension finie.

Soit a. le sous~espace de L(@) formé par les fonctions f telles que

(gn) = X(n) f(g) por h@éH, gG&G.

Ctest un sous-espace stable pour la représentation réguliére A gauche de G dans

1°(¢) . On a alors la proposition :

Soit (7, ) wne représentation unitaire irréductible d'un groupe compact Gj,

de classe X par rapport 4 un sous-groupe H ; alors il existe un sous-espace

(3,1) irréductible V’ de a, tel que la représentation (2, ) soit unitairenent

équivalente & la restriction & V de la représentation réguliére & gauche de G

On rappelle que la représentation réguliére & gauche de G est donnée par :

~j 2

(3,2) (x(s)f)(g) = f(s) pour tout FEL (G), sEG.

Soit n la dimension de la représentation T. T est de classe X done il

existe un vecteur totalisateur SOS We, tel que Th 55 = X(h) Bo pour tout he.

Supposons que || g, =i

Considérons l'application U de We dans L°(a) définie par la formule :

E> fg(s) = Va (6] 2, &) »

f. est continue et appartient a L°(@) - Ona?
§

pour tout g&Ge



(3,3)
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En outre :;

I

2

eet’
2 ; 2J lel dg = j af (é]t, &| dg

ne AUSF wow’ thew’ = velIt

en vertu des relations dtorthogonalité. Done U est une isométrie de ae sur le

sous-espace V de L(g) défini par :

a ~ feVv = if. x, & Se 8} °

De plus on a:

f_(sh) = VE (6) y, &,) = XG) Vale | 2, &,) = XG) tls) !

pour tout s@G, hel, sek.

On voit done que VC ae , ce qui démontre la proposition.

La réciproque est encore vraie ; de fagon plus précise, on a la proposition suivante :

S21 J, est un sous-espace irréductible de de, , alors la représentation (x 5 M)

est de classe X par rapport A H.

En effet, on sait que Mf, est formé de fonctions continues (cf. [7] bre

Il contient par conséquent une base orthonormée ff i=! n de fonctions continues
— 3 eeeap

sur G, et telles que f , (gh) = X(t) £, (e) pour tout he@H . Posons :

n

se) £, = 2 G(s) 4, -
i=1

La natrice (c. ) est unitaire, done GC, (s7!) = c..(s) - On a alors :
ij ij gi
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ce qui montre que les nombres complexes f, (e) ne sont pas tous nuls
1=1,6..,n

simultanément, sinon f. serait identiquement nulle pour j = 1,.6..,n .
a

Soit fy = bs f, (e) f 3 clest un vecteur non nul de Ms vet ona?

x0) #,= 2 BO) x 4-2, Fe) Bone ¢,

Lib a0) #,(0)) 2, = 25 (2 os") 2,(0)) 2,

= 2 (x) £,)(e) £, = 2 £(n) 2,

or f (a) = X(n) f (2) ’ a

gh) f, = z %(h) #.(e) f,= X(h) £4, CORD.

(3,1) et (3,3) caractérisent les représentations unitaires irréductibles de classe x

par rapport & He

(3,4) Remargue :

Soit M un sous-espace irréductible de de. 3 comme on vient de le voir, la

représentation (y yo) est de classe X% par rapport 4 H , donc le sous-espace
0

Ab des € tels que x (alg = X(h)E » pour tout h EH, est de dimension 1 +;

on peut choisir une base orthonormée {f, 5 f, 9 aay f nt de M, teile que f eM ;

on a alors :

n

£,(s) = 24 £,(0)6j;08) » st oy5() = (xls) £5] 2%)

TMs MHd'tautre part, on a vu que f, (ete est dans : on a done :
1=1 L

n

f,(e)f, = Af, ? A Et,
i=1

) ) 1 ||

|

| || t

| "
| | !'

||
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diot f, (e) =Q pour i= 2,...,n 3

par conséquent, ona:

f,(s) = £,(e) ¢, 24, (8) ;

en calculant la norme, on trouve “la relation d'orthogonalité donne lea \=

que |#, 62) =Vn ;

on voit done que l'ensemble

1z?

{ va 04, (e) : im fly soama 5

\ 0

est une base orthonormée de M, » telle que Vn C44 S MM

Corollaire. -— La fonction sphérique @(g) associdée & (x 3 M,) est elle-méme

(3,5) | dans M,” 3 ona donc :

Ele) = (€]s) ele), si seM, Uell=1.

En effet, si ceM » elle t, &=Avne, a1 7 avec jA|= 13 on a donc

€(e) (8 | y(e)s) = 28, [x (e) &))
n

FT ~ = Ws -1n i, c, ,(s) c,(8" s) ds=n 2 J: ce, ,(s) c: 469) ds . c,,(8)

25.3
i=1 {i at

Ul

(2) =e.) »

Oo

ce qui montre bien que € eM

En vertu de 1'équation fonctionnelle de & » ON As

(3,6) €.e@=- ere.
En effet, on a:

J ! € (sntnTM')an. Kt) at = (s) few Zt) at ;
G H G
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or le premier membre donne e % @ (s) , en faisant le changement de variable :
1 NT

t -—>h th 3; comme ona & ec , on trouve (3,6) .

Ceci a une conséquence intéressante :

Soit M, un sous-espace irréductible de db, » et soit c la fonction sphérique

(3,7) associée & (x »AMb) » On a alors :

M = {z x@ ; £ e1(c) } .

En effet, notons M,, re second nembre ; c'est un sous-espace de M car

: -2
f£ + G=x(£)8 : FeM ; il est non mul, car © =O TE x Wed; il est

stable pour y ; done il est égal 4 AM , a cause de L'irréductibilité.

On peut done énoncer le théoréme suivant :

Pour qu'une représentation unitaire irréductible {de G ) soit de classe x (par

rapport & EH ), il faut ot il suffit qu'elle soit unitairement équivalente 4

une sous-représentation de (x 7 a, e On a de plus

(3,8) Np
x
= e MN, , soume hilbertienne, © parcourant l'ensembie des

fonctions sphériques de classe X par rapport & H,

et Ma= fz x@ 3 £e1(c)}.

Soit eM) un sous-espace irréductible de ey ; soit K le caractére de la

représentation irréductible (y vo) s les éléments de M, sont alors appelés

"fonctions sphériques de classe 1 (par rapport & H ) et de type ¥ ".

Remarquons que cette terminologie ne contredit la définition précédente (2,2),

A cause de (3,5).
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Lorsque G= $0(n) » H= SO(n - 1) (plongé dans G convenablenent), on verra que

les fonctions sphériques de classe 1 par rapport &4 H ne sont autre que les

fonctions sphériques au sens classique.

*

* *

§ 4, - Gas du caractére trivial X= 1 du_sous-groupe H:

Les fonctions définies sur l'espace honogéne X = G/H peuvent 8tre identifiées

aux fonctions définies sue G et invariantes par les translations X droite (ou

encore constantes dans chaque classe gH de G suivant H ). On sait de plus qu'il

existe une nesure invariante (pour l'action de G ) ap (x) sur X , telle que

J ste dg = J ave fee) dh (cf. [11] )

par conséquent, l'espace hilbertien L(x, 1) s'identifie au sous-espace de,

correspondant au caractére trivial xX = 1. La représentation correspondante dans

L(x) est la représentation quasi-réguliére définie par

(x (s)e)(x) = 2(e' x) pour se, xEX, FEL (Gy).

Si on traduit les résultats obtenus précédemment, on a les propositions

suivantes (en supposant toujours que l'algébre correspundante rN est commutative) :

Pour qu'une représentation unitaire irréductible de G soit de classe ji par

(4,1) | rapport A H, il faut et il suffit qu'elle soit unitairenent équivalente 4 une

(sous-représentation de la représentation quasi~réguliére (y > L
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(4,2) On a: L(x) = @ S. , o& I désigne l'ensemble des caractéres des représen-
uel

tations wnitaires irréductibles de classe 4, et oh désigne le sous-espace des

fonctions sphériques de classe 1 et de type K »

Les fonctions sphériques f (de classe 1 par rapport a H ) telles que

3 (n)f =f sont appelées gonales. Les fonctions sphériques associées aux représen-



= Ty =

Deuxiéme Partie : Application au groupe so(n) .

§ 5, — Théoréme de Hecke.

Dans tout ce paragraphe, le groupe G sera le groupe compact SO(n) des

natrices orthogonales de déterminant 1, d'ordre n.

Alors SO(n-1) stidentifie & un sous-groupe fermé H de G gr&ce & L'application

1 0

here> ( | . Nous allons déterminer les représentations irréductibles de G
0 h

qui sont de classe 1 par rapport & H 3; en corollaire, nous démontrerons de notre

point de vue un résultat classique dfi & Hecke (voir [6]).

L'espace honogene X= G/H = {sH ;86é Gt stidentifie & la sphére unité

n=4 n

25 de R 3; en effet, si g= (g,,)€ G , on fait correspondre A la classe

a
: &: n-1

gH le point x=, “21 ade § .

t

“nt ei B14
= & gt

On a alors eu = gilic= 58 laf & H <=> i = f' ,
1

Ent ent

par conséquent L'application est bijective ; elle est en outre bicontinue (clest

méne un isonorphisne de variétés analytiques).

Dénontrons dtabord que l'algébre al définie en (2,1) est conmutative. Pourme me em «(6 nt HHH He HE HF FEF EF HF
] =e

é
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S

tout élément g de SO(n) -n23- s'écrit sous la forme g= hug h! , ot h

et h' sont des éléments de SO(n - 1) , et ot Ye est une matrice de la forme :

cos 8 -~sin ©
oO

(5,1) . Ug = sin 9 cos @

0 ' n=2

@ étant défini par 8,4, = 60s Q@, alors g a'appartient pas & H si et seule-

nent si @ est strictement positif.

Soit 9 tel que 844 = cos @ (0480 <r) ; alors sin @ est égal a

yi/2 2 1/2
soit (5, + ey +ooot En4 , done est positif ou nud ; par suite2

on peut trouver (n - 14) vecteurs nornés deux 4 deux orthogonaux

tels que :
—>

hy = (his Ris reece Bin)in2s veeyn

(Saq ? S34 peo? 4) a sin 9 (n,, ? bos peeoo?e hy) od
tv

1 0.

0 hy

La matrice h= \ | est orthogonale, et le produit hg est de la forme :

o| kh
n

cos © ¥.0e*

sin @ *e..%

0
g 3

Jos:
0 ¥ x

En nultipliant & droite, on peut trouver hie so(n - 1) tel que hgh' soit

de la forme ¢

yoos@ -sin@ O--0\

sin 9 cos 8 %—— ¥
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1Nu nv nt! , ot bh, htdtot il résulte que U_g (hgh! ) e so(n=1) , done g= h_

et h" appartiennent 4 SO(n - 1) , CQFD.

On est alors en mesure d'énoncer le résultat :

(5,2)| L'talgébre al relative A SO(n) et SO(n - 1) est commutative.

v = ¥

Si on pose f(x) = f(x ) » l'application ferf est une involution sur

1
wv

u'(q@) . Il suffit done de démontrer que si fEA , ona F=f. Pour cela, il

suffit de uontrer gue £(uy') = £(ug) » pour tout 8.

Or il existe hoe H tel que Uy = Ug = ho Wy ho pour tout @ : par exemple

On peut done écrire, d'aprés (4,2) :

w(s"!) = @ Sy ,
Kel

(5,3) ot (x 5 Sy) est irréductible, et ot I désigne l'ensemble des caractéres de

représentations irréductibles de classe 1 par rapport a H.

Pour chaque caractére RET, il n'existe qu'une seule fonction sphé
rique

gonale, & un facteur constant prés. Nous allons la calculer explicitenent.
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Pour cela nous allons introduire les coordonnées sphériques dans gal par

les formules :

x, = cos 9,

Z, = sin 8, cos 8,

x4 = sin 8, sin 9, eee Sin 6-0 cos @

x, = sin 8, sin 8, ess Sin 92 sin o

ot 0<0,47 et O49 <2 .

Une fonction f définie sur G et invariante A droite par les éléments de H ,

Ror: . Tox n-{ met
clest-A-dire une fonction définie sur 58S , s'écrira alors :

f(g) = (a), > Boy rere Gqq) = £00, > Oy reer Oy

lorsque (9, f 9, peecs 0-2 7 p) sont les coordonnées sphériques de

(fyq 7 Boy reee7 Ey)
Si de plus f est invariante 4 gauche par les éléments de H, f(g) ne

dépend que de B44 = cos 8, (cela justifie la définition de fonction sphérique

zonale)

Si on note 4o(n) l'talgébre de Lie de so(n) (en ce qui concerne la théorie

des algebres de Lie, on consultera (8) ), elle est fornée des matrices réelles

anti-synétriques ; par suite, une base de 40(n) est donnée par les matrices suivantes

X..=E,.-5,, {eiejen,
ij “ig “aa
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(5,6)

(5,7)
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Ona:

(4, , Kg |= Os hus + D5 Rei ~ Oiy Xe ~ 255 Bi :

Désignons par Degen) l'espace vectoriel sur @ des fonctions indéfiniment

sfPorenfebles sum 3! .

on sait que Se Ds") pour tout XeI (cf. [5]).

Pour tout Xe 4o(n) , L'opérateur d x(x) - cette notation désigne la représentation

infinitésimale associée & y - est dcfini dans D (st!) , et on sait, d'aprés la

théorie des algébres de Lie, que l'opérateur de Casimir :

T-Sh eq (yh)?
1é4il<j <n

commute A tout d y (X) » pour Ke Adin) 3; par conséquent, sur chaque sous-espace

Dy T est scalaire, soit égal 4 e(K) , et S64 ) » ot DD, désigne le

sous-espace formé des fonetions propres de T a valeur propre A 3

D, = ee D(s") ; If

Les sous-espaces VD, sont caractérisés par le lemnue

af}.

wD, est différent de {0} si et seulement si A=p(p+n-2) ot p est

entier >0O . Le sous-espace uD) est irréductible.
p(ptn-2)

En effet, come [° commute a tout 4d x (x) , X€Ad(n) , l'adhérence 0, de

dD, est un sous—espace stable pour wo? il est done somme directe hilbertienne de

sous-espaces irréductibles ; OD, sera lui-néme irréductible, s'il ne contient qu'une

seule fonction zonale normée.
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Montrons done que si dL Zé {o} p A = p(p +n- 2) avec un entier pO, et que

toute fonetion sphérigue zonale contenue dans a, est proportionnelle 4 une fonction

bien déterninée. Soit done & une fonction zonale ; on sait qu'elle est dans

Dist!) 3 calculons Te:

a) pur 2gig¢jan, exp tx; , & Son - 1) , done

dy (X,5)6= Lin . (x (exp 4%,,) €_€)=0;
t—O

b) pour i=1, 24ja4n, caleulons a (%,5)° : on a par définition

[ay (H,,) See) =| oe (g (om * x, EV) |
t=0

“es=[SClom-+ x0]

comme & ne dépend que de B44? il vient :

ad O€. =\— - —-2. (g) , avec(dy (x, ,)€)(e) \4 4 (-t) |. 5 g

8,1) = (exp eX, 4) (g,,) = 81, 608 t+ 854 sin t ;

= oe,on a donc dy % 5 = “B54 De 2

11

2

Par suite , dx (x, ,)°S = ey ae _ B44 vt :
g

coupte tenu de la relation

2 2 2 ; ‘
= tB44 + B54 teeet Boy 4 , il en résulte que

3

~Te- (41 -g,) 22 - (n-1) 44 O28,
" Oss, Og, ,
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(5,8)

(5,9)

(5,10)

(5,11)

(5,12)
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Conmne €(e) ne dépend que de 844 = cos 9, » posons :

(ge) = Z(e,4) 3

La fonction Z(x) est donc solution de 1'équation différentielle :

(1 = x°)z"(x) = (n - 1) x 2'(x) + 0(%) 2(x) =

telle que Z(1) = 1 3 on sait qu'elle n'admet des solutions bornées dans [-1,4+1]

que si e(X) = p(p +n-2) , pour un entier pO, et alors ces solutions sont

données par ce Cr (x) » ou o(x) désigne le polynéme de Gegenbauer de degré

p défini par la formule :

3

-v
(1 - 2tx + +°) = Z Ox) +P , pour +t assez petit.

Remarque : pour n= 3, ce n'est autre que le polynéne de Legendre de degré p.

On déduit de (5,9) facilenent que :

a1) - (2. B+P)
P (2D)p!

dtot :

1
; (n-2)

G2) - Lan 2)pt ¢2 g,,)°

D ne peut contenir qu'un seul sous-espace irréductible, c'est-a—dire est lui-méne

irréductible ; 2, est donc de dinension finie, dene a, = D . On peut done
a

énoncer le résultat ;

Tl existe un entier p %O tel que o(X) =piptn- 2) et:

o,= Dx Mp(ptn-?)

la fonction sphérique zonale normée est donnée par la formule (5,11).

wo
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Désignons par a, l'espace vectoriel sur {. des polynédnes homogenes harno-

niques P(x, 1 Xy peers x) de degré p . Comme le laplacien & est invariant par

rotation, on a une représentation évidente P de SO(n) dans a, : elle peut

&tre rendue unitaire par un choix convenable du produit scalaire dans a, .

L'application T: Pwr>P| gTM-! (restriction de P a ght) est une bijection

car si f= (Pp) = P| st! , ona?
x 1/2

2 2

P(x, 9 Xp reeee x) =r? £( ~ peeves = ) avec r= (x4 teoeet x) °

On a de plus To p(s) = 4 (s) oT, pour s@G. Montrons que T( a.) oy ’

pour XK tel que c(¥) = p(ptn- 2) . alors la représentation (pe, ue.) sera de
A

classe 1 par rapport A H , puisque unitairenent équivalente 4 une conposante de

( % (ge )) .

On connait l'expression de A en coordonnées polaires (xr, 8, »Fons¥s.9 o-2 ’ o)
X

x x

ot (9, guaKa 515 e. >? yo) désignent les coordonnéges sphériques du point (+ Gh =)
+ \ @ r

ae sul,

ot CL est wn opérateur différentiel du second ordre, dépendant des va
riables

(9, guorerery on? : 0) , de la forne suivante 3

ne

2° 2 Q On a
Begg TNO Oe” Be ya tO sag) * PDF"

3 , 5)

au.» B, et x stant des fonctions de 0, s+++1 Sips (ef. [3] )
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Soit naintenant P wun polynéme dans x, tel que p(n) « P=P _ pour tout

heH ; alors f = T(P) = piso est une fonction zonale et
x x

1 Th
P(x, reeer H) =P (CS pees S) = xP £(0, seers QO,» 29) » dod

(5,15) AP =p(ptn- 2)xe-@ f+ g2 OF =0O ;3

Conne f ne dépend que de cos 8, , on tire de (5,14) le résultat :re ek HE| 2

(5,16) af s(n - 1) cote 0, + plp+n- 2) £=0
de de

4 1

ou encore, pour £(9, 9% 08D C42 ; o) = F(cos 9,) = F(x)

(5,17) (4 = x2) PM(x) = (ne-t)x Fix) + p(p + n= 2) Fx) = 05

il en résulte que F(x) =e Z(x) , done fF=c& , CQPD.

= En résuné, on peut done énoncer le théoréne suivant :

i (n) =A

Soit p wun entier>O . Soit 5, = \f ; f= P\s ot P est um polyntme
n

honogéne harmonique de degré Pp} « Alors 5, est stable et irréductible pour

la représentation guasi-réguliére wo et i2(s') est sonme directe hilber-
(n)

tienmne des Dy » pao.

Une représentation unitaire irréductible est de classe 1 par rapport & H si
(n

(5, 18) et seulenent si elle est unitairenent équivalente & une représentation (y te y.
(n) n

La fonction zonale nornée C contenue dans Dy est donnée par la

fornule suivante ;

n=2

(n) Tn - 2)p! “37
OF (@, gecves e, 2 , ) = Fin?) c, (cos 0,) e
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Renargue : On peut calculer d'une fageon élénentaire la dimension de of, » clest—a-

dire le nonbre de polyndmes homogénes harmoniques linéairenent indépendants ; comne:

(n)din. 3, = din dK, >» il vient :

(5,19) din Se = (2p + n - 2) (pem-3)h (op, (3).

Les fonctions se sé ne sont autre que les "fonctions sphériques d'ordre

p et de dimension n" au sens classique. Ceci va nous pernettre de démontrer un

résultat di A Hecke (cf. [6], [3]) et dont nous donnerons tout d'abord 1'énonecé

classique :

"Pour toute fonction w(t) continue d'une variable réelle, on a :

+

Lo Plo) HO) aly) = x,0.20 J YO) BO) ae

ot x, y désignent des points de la sphére unité 3° , © la nesure invariante

usuelle de se ’ (x]y) le produit scalaire x4, + X Vo + XaVg de x,y 3

= est le polynédne de Legendre de degré p , tandis que x désigne une fonction

sphérique de Laplace d'ordre p ".

En vertu des résultats (3,6), (3,7) on voit que

(n) 2
ce SQ’ commer x EF = Olt,

Pp Pp Pp

pour f£¢E 12(s°°1) 3; on en déduit la proposition suivante :

(n)
Pour toute fonction biinvariante © et pour toute fe 5, , on as

(5,20) 6 we @ = 669) f.
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En effet, on a:

=2 =

fxo= (GI @* @) x o= II t* (E,* 0):

or 3

tt@ x o(g)
P

~i 
-4

5. C7 (es ) o(s) ds J (ens) o(s) as

J. 5, @(ensTM')an o(s) ds = C8) J E(s"") o(s) ds
Kt

Clo) Ete) »

ce qui donne inmédiatenant le résultat cherché.

Pour obtenir le théoréme de Hecke, il suffit de traduire (5, 20) en termes de

: ae n-1 a 5

fonctions définies sur $ ; considérons en effet, un noyau continu F(x,x')

n=1 n—-1
sur 8 x 5 , invariant par les rotations, i.e tel que :

Flex , ex!) = F(x,x'), pour gé@G=So(n).

c sur $7! = G/H. Alors la fonetion $Soit TW l'application canonique de

définie par (s,s') = F(w(s) , w(s')) , pour s, st dans G, vérifie :

O (sh ? sth!) O(s,s')

O(gs , est) = O(s,8')

par suite, on a Q (s,8") = G(s! s,e) ; si on pose o(s) = d(s,e) .

quels que soient h, h'éul,

quel que soit g€G 3}

on obtient done une fonction continue telle que :

o{s)

o(st7! s)

( o(nsht) si h, h'eH,

} wax") si x=*x(s), x! = Tt(s') °
tt



an
m_ a

~ 28 -—

(n)
f=Y ow,On a done pour Y G&pow Leo. , Pp

J F(x,x") ¥ tz!) du(xt) = o(sTM") i o(st7's) £(st)ast = w(s!) £ * o(s) =
= o(s"") (9) #(s) ,

dtaprés (5,20) ; w(so!) désigne la nasse totale de gnc! pour la mesure wW
2

(i.e. w(S2!) = BO

On a done ¢:

J F(x,x') ¥ dw(x! ) = a 4 (s) a pour Ye 5, :

o = u(s*!) mC :

On peut calculer a, en utilisant (5,11)

renarquons que d'aprés (5,21); ole) ne dépend que de B44? done F(x,x') ne
n

dépend que du produit scalaire (x] x!) = 2a, a x 3 il existe done une fonction

continue Ws) dans TR, telle que F(x,x') = Y ((x[x")) » o(g) = Yle,,) ;

Diautre part, on a la formule dtintégration suivante, pour les fonctions biinvariantés

pour H sur G (cf. par exemple [9] ) :
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te iaz=
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On obtient ainsi le résultat suivant :

ai ~ 1 ae ne
l= !(5,23) caer? —tin= 2p i Y(t) o* (t)(1-8°) * at .

TES-Dr@-2+2) v4

On peut done énoncer le théoréne :

Soit F(x,x') une fonction continue sur gut x gil , invariante par rotations ;

on as; i

F(x,x') Y (x!) aw(x!) =a yr (x) ’

(5,24) gut P P
pour toute fonction sphérique XB dtordre p sur gut ; a est donné par la

formule (5,23) , ot Y(t) est la fonetion telle que F(x,x') = Y(Ce[x")) .

§ 6. - Théoréme de Herglotz.

Dans ce paragraphe, nous allons nous préoceuper de dénontrer a ltaide de la

théorte des fonctions sphériques précédenment exposée, um théoréme df a Herglotz sur

la transfornation des fonctions sphériques sur 3° (voir Ct) ou {3] ).

Considérons le groupe 30(3) , le sous-groupe so(2) , et la sphére 3° de

TR , identifiée au quotient g0(3)/so(2) . Considérons la représentation quasi-~-

réguliére 3 de $0(3) dans L°(s°) . En vertu des résultats précédents (5,18)

(pour n= 3), L“(s°) est soume hilbertienne des sous-espaces irréductibles

(3)
p » pour peo, ot

9
a 5 - 2
Amn hanna cana NMMYIANT M17E3 ea ore

pgene hermonique de deste 2
on ON < <P Ul romKh K: I
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. . (3)
Soit {f; 3 L=1 sooor Dt 13 une base orthonornée de 5, , telle

que f, soit zonale, et posons :

| mt

| (6,2) sls) 2,= Lo4(e) £,, pour @ €80(5) 3

0 en renplagant g par = , ceci équivaut a:

) (6,3) tex) = 2D oy) t,x), vow # e505), res".

= Les fonctions o5, (8) sont sphériques de classe 1, par rapport a4 g0(2) °

Le théoréme de Herglotz affirne que les fonctions C5 » pour i, j=l yee, Pt,
4

peuvent 6tre considérées canoniquenent comme fonctions sur la sphére 3° de TR- ?

. ; . alt)
et quiclles sont alors sphériques d'ordre 2p (otest-&-dire elles sont dans > ys

De fagon plus précise, soit U le groupe nultiplicatif des quaternions de

3= norne 1. On identifie Ui a s’ par la correspondance :

x, + Xpi + Xj + x,k Lome G, 2 E59 Xs 5 x,) .

On identifie de plus s° a "L'équateur” de 3° défini par x, = 0, A savoir

l'ensemble des quaternions de norne 1 a partie réelle nulle.

Pour uegU, xé€é s* » x' = uxu est encore dens 3* , dtot une rotation x > x!

de s qu'on note Tt (u) 3 on sait néne que T est un honomorphisne continu de

UW sur g0(3) , le noyau étant forné par t 4. Nous allons montrer que les fonctions

Ca, of sont sphériques d'ordre 2p sur U xs? °

Considérons pour cela le groupe Ux. U 3; pour v,; w <U , l'application

3
, ctest-a-direqui associe & uéU , le produit vu¥ est une rotation de Ux s

< ee ‘ As a 7 _— ’ .
un élément de S0(4) , que nous noterons Olv,w) . On salt que W eS’ Ul Hubiouos~

Pae phisne continu de Ux U sur 90(4) , dont le noyau est forné par (1,1) et (=4,=4) ©
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IL est évident que l'inage par @ du sous-groupe diagonal & (isomorphe A U) est

g0(3) plongé dans so(4) , car O(v,v) = ( 5 niv)) . On a donc le lemme suivant :

Soit - lL'espace vectoriel soutendu par les fonetions Ci; o Tt dans L7(U) °

€, est alors stable pour la représentation P = 3” ° Oo de U x U dans L°(U)

et (0, a) est irréductible de classe 1 par rapporta OO,

Démonstration : Pour re’; v wed * uU » ona [e(v,w)t] (u) = £(vuw) - Posons

by 5 = S45 ow 3 ona alors, en posant x= Tu), y= Mv), 2 ww) ;

—/ =1
a (tx)[p(vaw) by] (a) = b, , aw)

i} 2, b,, (+) b,(0) by g(u) »= oy) oj) Se = 2

ce qui démontre que ao est stable pour P . ba représentation (ps ee) est de

classe 1 par rapport A A; en effet, la fonction t(u) = Dab, (a) = Tr( 37) (18)

vérifie e(v,v)t = t , pour tout ve U » car

vlan) = tel gF) Cae (yt 6g Crea) «gh? (retw)))

= tex (wea) = te) «

Cette fonction + n'est pas identiquement nulle, sinon la représentation

( fm . ge) ) serait nulle. Pour montrer enfin l'irréductibilité, il suffit de

montrer que toute fonction f dans x telle que o(v,v)z = f , quel que soit

véU , est proportionnelle & la fonction t ci-~dessus (théoréne (2,5)). Or si

f=), 5 5 bs; ; “j,E€ , ona f(u) = (vu) , pour tout veU , done

sv — —_
f(u) = , O55 c;ls 1 e(u) eg) » pour tout ¢ €&90(3) ,
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ru) = Da. i se! . 1 (u).e) de
so(3) 49

= P, « oy cna Joey (a) &,(8) ae 6), (76(0))

--t- Sa, & & (rw)
2p + 1

7 u “4: ) tu)
2p + 1

en vertu des relations d'orthogonalité, CQFD.

(4)
(6,5)|conoltaize : ona: Gq On

En effet, le lemme entratne que £ est un sous-espace stable de L-(U)

(4)
pour la représentation yx de 80(4) , irréductible et de classe par

n

rapport A S0(3) ; il existe donc un entier q>0O tel que 3!
comme les fonctions by; >» 114i, J 2p+1, sont linéairenent indépendantes

(ear elles sont deux A deux orthogonales i), din f a (2p + 4)° 3 dtautre part

ain Se = (q+ 1)* , dtot q= Qe

*



1]

[2]
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