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L'EQUATION DE LA CHALEUR

~0-0-0-0-0-

METHODE DES DIFFERENCES FINIES ce

APPLICATION A UN PROBLEME CONCRET

POSITION DU PROBLEME :

On se propose d'étudier l'évolution des températures dans un

lingot d'acier au cours de son refroidissement en lingoti@re, puis 4 nu aprés

démoulage et enfin au cours de son conditionnement dans les fours Pits

avant laminage.

L'ordinateur utilisé pour les calculs étant un 650 1.B.M. a

2.000 mémoires de travail, il était impossible pour des raisons de capacité

de traiter le probléme a4 trois dimensions,

On a donc simplifié le probleme en le ramenant au cas bi-di-

mensionnel. Pour se faire, on a considéré que le lingot était un parallélépi-

pede rectangle de longueur infinie dont il suffisait d'étudier une section

drpite. Enfin, des raisons de symétrie nous autorisaient a ne considérer

que le 1/4 de cette section,

Dans ce dernier cas, ]'équation de la propagation de la chaleur

en régime variable s'écrira donc :

JO txyh- 2D (KIA®\ +2 (K 3%cry op RBG s KEE) + OCT)

ot © (x, y, t) est la température A l'instant t du point de coordonnées (x, y)
d'un matériau de chaleur spécifique c, de densité F et de conductibilité

thermique K.

Dans quelques cas simples, la solution de 1'équation (1) peut

s'exprimer assez facilement sous forme de série de fonctions connues, mais

dans le cas présent, l'existence notamment du phénoméne de chaleur latente de

fusion rend la solution théorique pratiquement inaccessible,



On a donc été obligé d'avoir recours 4 une méthode numérique pour

résoudre le probléme posé, la méthode classique des différences finies,

Utilisant pour la premiére fois cette méthode, il s'averrait nécessaire, d&

faire quelques essais préliminaires pour avoir une idée assez précise de

sa qualité,

Ces essais portent sur l'étude de l'évolution des températures dans

une plaque rectangulaire avec des conditions aux limites simples (Conditions

de Dirichlet et de Fourier) en dehors de toute considération de convexion,

de rayonnement et de chaleur latente de fusion, et avec des distributions

initiales choisies afin d'obtenir facilement une solution théorique.

Le compte rendu de ces essais,avec comparaison des résultats

théoriques et numériques constituent la premiére partie de cet exposé,

Une seconde partie traitera de la résolution du probléme concret.

lére partie

ESSAIS PRELIMINAIRES

La plaque considérée est une plaque d'acier de conductibilité K,

chaleur spécifique c et densité © supposées constantes au cours du conditian-

nement. Dans ces conditions, l'équation (1) s'écrit :

g oD 2Al § \ - NID fas a” ar. |(ey | ge gts DAW) (esse So |

avec D= = diffusivité thermique du matériau.K

Pe

A - METHODE GENERALE DE CALCUL DE LA SOLUTION THEORIQUE :

O SY
9
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Cherchons des solutions particuliéres de la forme : :

a (x y.b) 3 AO) Uy) wilt) .

ou u,v ,w, sont des fonctions d'une seule variable,

Ecrivons que @ (x, y, t) = U(x) v(y) w(t) est solution de l'équation (E)

Ceci se traduit par:

u(x) v(y) w'(t) = D fie") v(y) w(t) + exe) vi(y) w(t)!

d'ot, en divisant par D.u(x).v(y). w(t).

, " "i

Lowe) = Avy + Lyy)
_ c

DP w wa v

Cette égalité devant étre vérifiée pour toutes les valeurs des variables, il

est clair que ceci n'est possible que si chacun des rapports est égal A une

constante,

On posera donc:

, 4

{ veo) = _\*
iv

"4 4

Ly) = -¥
:

{

ity e-wa-e pd
w

On est donc ramené A résoudre le systéme (S)

“wU) ee =O Wy)

) ¢ SY)*R MOY =o

wit) «vo wt) = 0 QB)



seen et on obtient sans difficultés :

lux) = A cot4Ax% + BAM AK

(S14 Sy) = NOS pry +8 Any
Wy putt
2nwilk J

Donc, toute fonction © (x, y, t) =U (x) v(y) w(t) telle que u,v, w,
vérifient (S'), est solution de (E).

Le probléme se complique si l'on considére que la plaque est en outre

soumise @ deux sortes conditions.

1°) Des conditions initiales : 9 (x, y, 0) =‘"(x, y) fonction donnée.

2°) Des conditions aux limites

La considération de ces conditions raméne le systéme (S') A un

systéme linéaire d'équations aux valeurs propres \ _ 2/4, associées aux
fonctions propres u_(x) ; Vin) qui permet de construire des solutions

n
articuliéres *P : wit)

yiB, AYE) = VX) vet)
}

On a envisagé deux sortes de conditions aux limites :

1°) Conditions de Dirichlet: © (x, y, t) = Constante sur les bords de la
plaque.

2°) Conditions de Fourier :2 0 (x, y, t) ~%9 = f (t) sur les bords de
la plaque 2 étant la dé#vée normale intérieure, be coefficient %
pouvant éV¥éntuellement dépendre de t,

swerease



I) CONDITIONS DE DIRICHLET :

On montre facilement qu'on peut toujours se ramener au cSs
ot © (x, y, t)=0 sur les bords de la plaque.

Le probléme & résoudre est alors:

f 26 = pag{

i 6k

hog -9 - Qwyt)=o 4 |{ Hlsyt) =o 5 Oey t) | Ein th “htt

| Qe ob) = & i Ofa bt) =o J

\ Quy 0) =Y(*Y) ) Cond - reve.

D'apreés ce qui précéde, on est ramené A résoudre le systéme (T)

( WR |e A ees Ax «fp ain AX li}

My) = Reospy + Bisin RY (2)

pow) = A eer (2)
(7) 2 Qloy,r) = 0 j Qo.yt) = 0 (4)

Opyt)=9 5 OPM 2 o (5)

Olk yo) = Way) (@)

Ona (x, y, t)= wx) viy) w(t).

Les équations (T) (4) donnent immédiatement (0}=0 et w(a)=0
de méme (T) (5) donnent: V(0)=0 ; v(b) = 0,
d'ou, en tenant compte de (T) (1)

f A=O.

. BsinA a=0 avec B# 0



‘ iaCe qui n'est possible que pour“ = \ = nay
OL

n

_ aK

ry e Au est une valeur propre de (T) (1) et (4) et la fonction propre

associée 3 A_ est u(x)=Bsin “IT x
4 n Q

On vérifie aisément que les u nl®) forment un systéme orthogonal sur

l'intervalle (0, a) c'est-a- dire’ que :

a

} tae oe a AX =0 pour n # m,
9

et en prenant B = \2 on obtient UX) aVEA Ain ME x
Oo CL Qa

et puisqu'alors {», hk) Ax = by, He on a obtenu un systéme
o

orthonormal sur (0, a)

Par le méme procédé on obtient un autre syst®me orthonormal

iy oe : wi
Voly\ = \pe sin 8nly un OO. y

On a ainsi obtenu ( UAV = a tan WA x S.O.N, sur (0, a)

} Se
: -- maw

a = sin — .| tin Y = Vee . y S.O.N. sur (0, b)

Il est alors facile de montrer que la suite (u_(x) v (y) = f£. (x, y) forme
n m n,m

un systéme orthonormal sur le rectangle axb =~.

On montre d'autre part que ce systéme est complet sur le domaine J+

donc, sur-toute foncticn ae (x, y) peut s'écrire

i

i 1 ’

| WY 2 kt
\ ‘

|

YY (x yj) , co Sr \ (sy) | awed Cy nm = J YX y fry) Se lig



nena
= 1G 

_ 
t ; 5 Sts

On a donc obtenu : ‘re? y, t) u (x) v_ Ay) Wn, mi ) solution particulitre

de (T) (1) (2) (3) (4) (5).

Or, il est facile de vérifier que si % i et & 2 sont solutions de TU\(2Zjajis)

: my

f +% en est encore solution, On peut donc écrireT (1) (2) (3) (4) (5) ©

que sous réserve de la convergence uniforme de la série

iT a a,

ox 7 Nn mm
-q De, +B JE

CL ele) A ov wy) 2 ere)
PARRY eT A!

AM <0

est solution de (T) (1) (2) (3) (4) (5).

Ecrivons maintenant que © (x, y, t) doit aussi vérifier T (6), il vient

alors

if

ZA voavy) = Yy} sur axb=2rmOs y >) -

Or, ona vu qu'on peut écrire que iy (x, yf = 5 Cam 5 ry) Sura
RTS

{

|

(Xs = NS C xy) jarVoy) Cs Vt y) sura
nN 4

On doit donc avoir 2 A
na

YY,

d'ot on tire immédiatement A"! =buom
n,m }

Finalement, on a obtenu une solution du probléme posé, qui est:

~ - pee7 7 |

py) MAA) VAY ) Ax ey uO vay) &



Et comme d'autre part on démontre que la solution de ce probléme est

unique, on a ainsi obtenu la solution générale du probléme posé,

la série converge,

Il) CONDITIONS DE FOURIER :

Traitons le cas ot f(t) = 0.

Le probléme & résoudre est alors:

vx) a AeosAx 5 Boinx wl

Vly) -Acosye + Bsinwy — &)
j aL -Dvtt

(u) wit} < Az -

£9 ~ | =0
diy r

Ofeyo) = vy)

(4)

(S)
b >y

ec —>
nt

== —
“ *

. > i
oO | uw >V

V/
f

Wy x

\ ~ E > A 5

Ona: ¢ Q(x yt) = 08 . cosln, Ox] oa 36 » CO sf ny
aM OX oY

= yO IW. cur by” v&
donc : sur ox oS ) sur x aoe

DR “OY Un

—_— ‘ XN sy =z) y ds ba
sur oy O95 _ 8 j Sur ny 8

Ya 3* OH

oy)

Si toutefois
“3g,

»



(4) donne immédiatement ;

2 (a)

Q'yt) ~% Gloyt) ya Gale ooi

Jl

=> vila) + K V{O)—>il fr7_ Joyt) —4 Qa \ t)

(a) s'écrit encore AB - pA = 0

A (cosa - sin \ a) +B (X sin \ at \cos \ a)? a Oy(b) s'écrit aussi:

On a donc 4 trouver A et B non identiquement nuls et solution du syst®me ( V)

(¥ A-Atb =90

WL Ald cosa. ~\sinda. ) 4 BUX Sinko. + Acosdax) =O

Or, ceci n'est possible que si le déterminant de (#) est nul. Ce qui s'€crit,
apres simplification :

(y-u' tao _ ion \ ~O :

Or, ceci n'est vérifié que pour un ensemble discret ( \.) tel que AN
n

(Po AO FF — a
| > " zu g

! Aya
De méme, on aboutit & la conclusion qu'il n'existe A! et B' 7 0 tels que

Vy) vérifie (2) et (4) que si \’ est élément de l'ensemble discret (rv )

vérifie la relation

(< )

tel que:



Aprés réduction on obtient alors :

(cos hy. + Se[ Ub) a A.
n 

Cy |
Ay Awe ¥ veriFiank(c) e(d)

| ' vo . mM,
| VY] — AA £04 Py + s yay vy)

vy

Les u(x) et v,(y) forment un syst®me orthogonal sur (0, a) et (0, b)
respectivement , qu'on normalise en posant :

y ob
, 4 . 4

A. = a ) A m > b 2
eas )) ax J (Ment) ) Ay

JN

Et en raisonnant comme au paragraphe I) on aboutit A la conclusion que
sous réserve de la convergence de la série double la fonction

od prep Je
Qlx yt) = Brin Cae) Me) ge “TM

“ym

est solution de (U) (1) (2) (3) (4)

Ecrivons maintenant que (-) (x,y,t) doit aussi vérifier (5)

Oixyo) = Yay).
AN mF \ Yepy) Vo vty) Ax dy Gi A,1\

tL

On détermine ainsi



On obtient ainsi la solution théorique du probléme posé ,toujours sous ré serve

de la convergence de la série, ast

Note : Une difficulté qui n'apparaissait pas pour des conditions de Dirichlet
~ se présente ici, c'est le calcul des valeurs propres An et ae qu'on

doit calculer graphiquement.

B - CALCUL NUMERIGUE DES TEMPERATURES : _METHODE DES DIFFEREN -
CES FINIES :

On a vu, que pour des raisons de symétrie on ne considérait que le quart

bde la plaque a, &

O 2 Va.
| a
|

fe

|
i

|
a = eh ——
2 tT | |

K

On commence par décrire la plaque par un réseau de mailles

feetang Gaines aux noeuds duquel on se propose de calculer les températures
a l'instant t +1, connaissant la température des noeuds voisins A l'instant t.

On procéde par étapes dans le temps.

eonrefrere



evince, = t= 0. qui permet de calculerOn connait la répartition\ (x Y) a l'instant
la méme répartition a l'instant 1 cette dernitre permettant de calculer |

la méme répartition a l'instant 21, » =et ainsi de suite.

La méthode consiste 4 remplacer 1'équation de la chaleur par une équation

approchée aux différences finies.

I) NOEUDS INTERIEURS AU RESEAU :

Soient x et y les coordonnées du noeud considéré (0)

>
QO

(Z)}
x

It
i, i

(>) (oy Kt)
h

(sy
x

On connatt les températures § & l'instant ,t des noeuds (0), (1), (2), (3),

et (4) et on veut calculer la température 9 (0) du point (0) Al'instant t+ 1

Les noeuds considérés sont :

(oO) x y

ui) x i yet
() x—h, y

(3) x jp ¥a

Wd path | oy

secfove



=u Ge

~ )
Développons 2 = ~ Of» NY) b+ fh en série de Taylor, il vient ;

= Gey + & 2X ayy) e ~~ =~ =et comme (\* doit vérifier (EPr

¥ . -

(= Gl) + & DAO)

Il s'agit maintenant d'expliciter /\ ©

Développons Q(1), () (2), () (3), (3 (4) en série de Taylor.

Il vient, en négligeant les termes non écrits

NOs OW) KW a WL.
by 2 90 dye

, uN!

@) OW) = Ow) - bh WW eh VA
Ux dx"

| - #29 + RG --2 = oO =(3) OH) = Ol) 3y ray!

ie %

: YO LW VO, ee
As) = Ge) +h Dx a a > xt

En combinant (2) et (4) on obtient sans difficultés

Ve 0) - Z [in ( Ox - Hw) + ) + (Ae 910))|
Dx nh, (hah) =

De méme en combinant (1) et (3) on obtient :

Be) ¢ \K (ae) G0) +h. (Ou) |~ A)
mr yt Kw [ete

SAS eds
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~*~

sec A ESD y Bs wkd
bh, Ch,th) KL +1)

(4)) Q*- Ow) 4 ACh etn ~ G©}) h/Ow - -Aeoh| » BI «(01 Gel) (9, -6,]

d'ott finalement le pochoir de calcul de 6

En utilisant ce pochoir, l'erreur commise sur le Laplacien porte sur les

dérivées partielles d'ordre 3,

Sile réseau est A mailles égales, (k = kK) > he h,) le pochoir se simplifie

et donne :

(5) Q'= Bio) + 2 (Ber ede Qui] + 2 2 {aur sHoy- 2 Hol]
|

Remarquons que dans ce cas, l’erreur commise sur le calcul du Laplacien

porte cette fois sur les dérivées d'ordre 4,

II) NOEUDS DE BORDURE : CONDITIONS AUX LIMITES :

1°) Conditions de Dirichlet :

Ii n'y a aucune difficulté ici.Il suffit, au cours des calculs de laisser

les noeuds limite a une température constante.

2°) Conditions de Fourier :

06 \ ~ Oe— 6 = Ye}(6) Dy (7 3

Dans ce cas, il est nécessaire de construire un nouveau pochoir pour le

calcul des températures aux noeuds situés sur les bords de la plaque. Ce

calcul se fait aprés le calcul des noeuds intérieurs,



Liao tae
. ee : g

a) Noeuds situés sur ox: (confére schéma).

9 ae ) (}

Ko OK

v

Xx . ;
On connait les températures B(0) et Qa) a l'instant t, et on se propose
de calculer * au méme instant, et répandant A la condition (6).
Habituellement, le calcul d'un tel pochoir se fait a l'aide d'un seul point

voisin, le point (o). Ce qui donne :

x

Oo) = Aa, KE) =O + «28 (nor) too:
| Vy

et en fonction de (6) il vient puisque OF = 08
On YY

ce

~<

* Se ee On.Qo = 0H) FAKO Ie Me)

d'ot. le pochoir

QO? Qo) -\K Cr )

le AK
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On a donc rejeté ce pochoir pour le remplacer par un autre un peu plus

compliqué, mais ot l'erreur est rattachée A la dérivée 3@me, c'est-a-dire

du méme ordre que celle commise sur le calcul des points intérieurs : ce

nouveau pochoir utilise 2 points voisins()(o) etQO(1).

On a donc en développant en série de Taylor

. . ; iF eet

fF Qo) = Care K o8 +S 24 $rccn—_—

Dy, Ly"
\* a GH

| ovr = of +2028 , i 8
oy Oy

D'ot il vient immédiatement le pochoir utilisé :

* Lk Q(o) — Bul ~ 2 KV)
Pn

5+ 4\ie

b) Noeuds situés sur oy:

O | Na oe v

h |

XK (9)

\"
x)

iV

On obtient de la méme maniére, le pochoir :

4" — 4 Ge) — ON) - dW Ste)

| 3% bh
c) Stabilité de la méthode des différences finies :

|

Ow démontre par le calcul, que la méthode d'intégration des diffé-
rences finies utilisées ne donne avec certitude des résultats corrects que si

le pas 1 dl'intégration dans le temps ne dépasse pas une valeur maximum L
liée, d'une part, au pochoir de calcul utilisé, d'autre part, aux dimensions
des mailles du réseau, Ona d'ailleurs retrouvé expérimentalement ce
résultat dans un cas simple que nous rapportons plus loin.

weefoee
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On démontre que dans le cas présent, pour un réseau de mailles

inégales (de dimensions h, k,h , ky) et avec le pochoir (4) construit —<

précédemment, on doit avoir, pdur que la méthode donne des résultats
stables.

Pel =. 1 _

ol tae) |
Retrouvons cette foumamic dans le cas plus simple ot l'on a un réseau de
mailles égales (h x k). (hy =h ; ky = k)

Dans ce cas, le pochoir utilisé est le pochoir (5)

&

(3) Q% = Alo) + L2[ Ow +O) ~t He») Ae )4 80-2 68)
we

avec le schéma suivant :

des indices “,P,Q aux températures 6) , indiquant leur place dansAffectons

le réseau et dans le temps.

Ql. yt) = On pa



esse

ptr ere rete pepe
a

CM aver ery

APIA TUPR Pe tebtp teats
RMR

TE Airey

te :
ATES ne pee pit aoe

V1 AYE

Fe

Onaalors:

wt(0) = oq
(1) = Ov pra

2) = Bypget

(3) = Pp 9

(4) = On, p, 4-1

5 = (j® = e.g

MM : ’

rpg = t SinpB. Ain gcCherchons des solutions de la forme 0
Ss.Bet C &tant des variables quelconque

Il vient, en portant dans le pochoir (5 )

OU) + 6)-10e) = Lv ain a, Ain p3( Ces B-1)

QQ) + OWI -2 90) = 2 2" Ain a G .Ainp 8 (cos C- \)

Ants

y An Pp - Ain aeO76
Wey 5 =

rn .
et en divisant par 4% Am Pd. Avy q Cc il reste

i pet(8) tT. 44 S4D (cr@-i)e 2 (cos -t)
ie L

K"

R a1! ion OQ YN dag ©evenons a expression ~ a = An eS: AW Q

Il est Evident que la convergence est assurée sila raison r est en module

inférieure a 1,

Ce qui se traduit d'aprés (8)

EO), Rfsup ? (Coa B-1] + EY (wore -1) £2
ef ’ we }

Eee ies



TG

Or, sup (cos x - 1| = 2
“te,

Il suffit donc d'avoir Zs Q ) ( J + \ Z|
t z\ Ke

Soit finalement :

(9) | Pg
Ld 7 + t)

WKS

On retrouve la formule annoncée et modifiée en posant h, =h ; ky = k.

Remarque importante :

Pour construire le pochoir (4) on a adopté la formule approchée :
7 

= . Are) wo) < BE)-O©} — B*~ Ow)

Dk e e
et on a trouvé la formule (7) nous assurant la stabilité du pochoir.

Par contre, sioncalcule IO (O)par la formule plus précise
Ot

“28 (5) Os) ~b(6)

te
le pochoir (5) devient :

’ ae , (Nt 21 i.) _ 9Ro0Ay. QC) + <P (oe) Ot) ~2 A) + —e ( 80) +b) -264

et on va montrer que la méthode est toujours instable. En procédant

comme précédemment on aboutit cette foig A une équation du second degré en r.

(8 ) devient (8' )

2
(8') wr =1+4+2r 20 Di cact 92d 1,ee SO Be 2 fo)



9g © ZO

d'ot on tire : en posant re D = ol ek AX y =. fe
L L oe

\h K A

re=
X (Loa 8-1) +p (core -1) £\/ 1 + | x(cos D-0) “plesc~y’

sup {r| <1.Pour que la convergence soit assurée, il suffit que

\soit: Llu ps) + Vie epi Zi

Xr <0Ce qui conduit immédiatement a

& G Dn t jsoit Leo(t +t) LO
bo K

ce qui est manifestement impossible puisque 1 et D sont positifs. La

méthode est donc bien toujours instable,

D - RESULTATS NUMERIQUES : COMPARAISON AVEC LES RESULTATS

£

:

I THEORIQUES.

f
Les différents essais portent sur une plaque de dimensions 120 cm x80 cm

que l'on a décrite par un réseau de mailles égales,

Essai N° 1:

On a adopté pour répartition initiale

Y(ey)= 1000 AT x. Am Ts
’ OL \>

sur les bords,.

f

#

4

; Conditions de Dirichlet : O[xyt) - Oo
: :

En se référant aux résultats du paragraphe A, I et pour des

raisons €videntes d'orthogonalité, la solution théorique se réduit a

+4)!avi 5 i
Qe

:

ij

; M4-Wil

Looo Ain LX Ain Wy 2| Qxyt) = i -!
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I - Réseau de 81 points intérieurs au 1/4 de plaque a_ x 2 z

EO EO ee oe) 6 2 Wok

Schéma du réseau :

12 24 36 48 60 72 84 96 108 12072 132

13 vt a7 49 61 73 85 | 97 109 121 133

14 26 38 50 62 74 86 98 110 122 134

| 15 27 39 51 63 75 87 99 lil 123 135

16 28 40 52 64 76 88 100 112 124) 136)

17 29 41 534 65 77 89 101 113 125], 137

18 30 42 54 66 78 90 102 114 126 138

19 31 43 55 67 79 91 103 115 1274 139

20 32 44 56 68 80 92 104 116 12%) 140

2) 33 45 57 69 81 93 105 117 129} 141

22 34 46 58 70 82 94 106 118 130] 142

23 35 47 59 71 83 85 107 119 131

mr. Pa

TTA thine as x
Les points 11, 23, 35 eer e eee 131 et 132, 133 oe ee enone 142 sont nécessaires
pour le calcul des températures sur les médianes de la plaque, c'est-A-dire
aux noeuds 22, 34,..,...130 et 120, 121

que pour les autres noeuds intérieurs., Les points 11, 23

142 vérifiant l'hypothése de symétrie faite au début,’ c'est-A-dire que l'on a:

G4) = O19) 5 - 28.

eo vp ee ee 130 par le méme pochoir (5)

et 132, 133 ....

QU 31) = Antz)

Q(1o8) - BU 1); - — — - - Gur) - O18)



Pour un tel réseau, et avec les dimensions ax b choisies, la limite diins-

tabilité L est:

Q 4 fH et dea

Reb Lm
\mi a. 2 |

Lo | yp = 9)
Tableaux des résultats pour 1 = 30 secondes ,

Les températures sont toutes en degrés C.

1°) Point 26:

t en heures théorique calculée | /\

1/2 63,96 63,92 0,04

i 42 ,84 42,78 0, 06

‘f
1 1/2 28,70 28 ,63 0,07

2 19,22 19,16 0,06

2 1/2 12,88 12,83 0,05

3 8,62 8,59 0,03
i



2°) Point 65 :

t en heures théorique calculée {\
|

1/2 334,92 334,67 0,25

1 224,34 224,01 0,33

1 1/2 150,27 149,93 0,34

2 100,66 100,36 0,30

2 Hz 67 ,42 67,17 0,25

3 45,16 44,96 0,20

3°) Point 70 :

t en heures théorique calculée /S.

1/2 473,65 473,29 0,26

1 317,27 316,79 | 0,48

1 1/2 212,52 212,04 | 0,48

2 142 ,35 141,93 0,42

2 1/2 95,35 95,00 | 0,35

3 63,87 63,58 / 0,29



4°) Point 103 :

t en heures théorique calculée L\

1/2 567 ,62 567 ,20 0,42

1 380,21 379,54 0,57

1 1/2 254,68 254,11 0,57

2 170,59 170,08 0,51

2 1/2 114,27 113,84 0,43

3 76,54 76,20 0,34

5°) Point 130: .

t en heures | théorique calculée {\

1/2 669 ,84 669, 34 0,50

1 448 ,68 448 ,O1 0,67

1 1/2 300,54 299 ,87 0,67

| 2 201,32 200,71 0,61

|
| 2 1/2 134,85 134,34 0,51

3 90,33 82,92 0,41

|



-~- 25 ~

On constate que l'écart maximum pour les 5 points précédents est obtenu

pour le point 130, c'est-a-dire au centre du rectangle a x b.

D'autre part cet cart est inférieur A O,7 sc

Pour chacun des points étudiés, les courbes donnant en fonction de t ont

toutes la m@me allure et présentent un maximum entre I1het 1h1/2.

Allure de ces courbes:

iN As

ae
,

oO + + + + t >

\, Ss \ Ly g 3 : L-
u u ¢ C4 2 2

A partir de 1 h1l/2l'écart décroit binéairement.

Il - Réseau de 16 points intérieurs au 1/4 de rectangle a b

Réseau a mailles égales j h = 8 cm
\k = 12 |
= |

9 7 14 21 28 35 42

| ny
1} 8 15 22 29 36 43

2 9 16 23 30 37 44

» 3 10 17 24 31 38 45

4 11 1g] 25] 32 39) 46

5 wz] 19] 26} 33} 4} a
rel —

6} 13 20] 27 34 4

wi

Méme remarque que précédemment pour les points extérieurs au 1/4 rectangle.

wifaee



Gna ici:

Ce qui nous permet de faire une gamme d'essais plus variés.

Les différents essais effectués correspondent successivement a

l=1'; 1=2';

Lb - 1 - 221,58, # 3,6!

1=3',

1= 30s;



. «

POINT &

Les résuliats de ces essais ont été présentés groupés 1=30s; l' =

p= 2'; yim = 3',

= N . . cD - i QO “ti a4 “

BIR/S|SPR]_ RLS] A) sl als) 8] 8
- + = = 9 ° o o oO o

si NI oj i aM wy ~ 0 nw 5

a OF t ‘ ‘ c w cy

Qu * ~~ h 2 ” ” ~ ~ \ SO rd é
cf OG ielfelwqs et os f hl oe

ret

= st ao | oO ~ 
|

mt wy Tod oO on Ww “HH cf ~w

<a r ~ = mz = = eo © OQ O° oO oO
© Oo © a oO Oo = = = Ss a ee

aA q mo | o | iw ee) = ©2 oO x! o an Ly
x tt E ‘Oo Ww oO iS Ly so co wD é rr ~

= oy a co lw rol co wy oy a yl mo oO
= Ne} ~ NX m al

SU wt oy cy NM “l mt OQ ol oO on Qo
aA oO oO Q oO oO oO Oo © oO oO OQ o

Sloleloelele}le]lele]e6é|
 4] ¢

= : - OQ s oO co © 4 “4 co)

= 3 3 Roi o so é cD D aS a, i
iW 5 S - ~ a . * - . ~ i :

43 x! “a co cn MN co wD “ aN] m4 a oO
oe <9 x! A o met

r 7: wo 2 =i mo o TM xo nu “ a oO

a afte fa fs 4 O ° 3S 3} 3 = S
oO oO oO oO eS oO oO Oo kos Zs & iS

o
sO wn

TM GN Wy sD iN = 1D eS)
a “7 as C

g 4 ~. ° ~ ” = co a Xo TM rd &
ee etd 5 a = > “ = = m ” os 7

a7 igigis lef s]e]} sje] a | a] a] c¢
Oo a1

3 : a A oD
oO at nN co iy co <2 os sii 2

a o e) = Ol cD so ~ co w é ae
uy ~ S . 5 = ~ « 5 i. - = .
° ron) “ 6D oO NA co -o °« roel ne] coal ©
oO a) xs TM ron Coal

me
=

> !

1

‘ a ae a od 2
o > wl j = z < xl = =

t “~ | a C o z

= a! m4 ea cy ! =) " in S
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EssaiN® 2: :

\

On prend comme répartiticon initiale : Wy (x y) = 1099 sin LX An, >ily

he

Conditions de Dirichlet: OQ (x,y,t) = 0 sur 1
La solution théorique est cette fois: (cf ¢ I.

oa

Q (x,y,t) = 1000 sin UX Am eLY 2
Ov =

Réseau ds 16 points intérieurs : c'est le m$me que précédemment (Essai I, II),

Résultats : 7

POINT 8. -

AB: Bineorique 12508! AL ON Ay Ol: By spel Aye

1/2: 6239: 66.77:4,38 :65,78 : 3,39: 63,77: 1,38 761,69: 0.10:

1: 1587: 17,83:2,26 117,31: 194; 16,261 0,69 15.08 2 OLS.
/1y: «389: 4,760,877 4,55 5 066, 4s, 026, 876. OD
2: 0,97: 1,27:0,30 ; 1,20, 623. 1,06, 0,09, 0.95 2 oLoF
(2%: 0,24 =: 0,34:0,10 : 0,31 : 0,07: 0,27: 0,03, 003 . DOL

“3: 0,06: 0,09:0,03 : 0,08 ; 0,02: 9,07. 0.01, 0.06 2 0.00

wife.



POINT 12:

Ke

ten rpthéorique 2) S20: hr BMD ay OI A BIA ya

“1/2: 201,93: 216,06:14,13 :212,88 : 10,95 206,36: 4,43:199,63 , 2,30

bo 50.40: 57,70: 6,30: 56,01: 5,61: 52,63: 2,23: 49,26 : 1,26

“Vy: 12,58: 15,41: 2,83: 14,74: 2,16: 13,43: 0,85: 12,16: 0,42

Bo. | 314: 4,12: 0,98: 3,88: 0,74: 3,42: 0,28; 3,00: 0,14

oy: 078 1,10: 0,32: 1,02: 0,24: 0,87: 0,09: 0,747 0,04
ek 019: 0,29: 0,10: 0,27: 0,08: 0,22: 0,03: 0,18: 0,01

POINT 24: (On retrouve numériquement, le fait que les points

8 & 24 ont des températures identiques).

ae Piméorique fy Pyog! O 1 Ey Ohh Ba Sk Bue Ges Bae
1/2 66,77 oo 65,78 63,77 61,69

1 17,83 17,31 Lo 16,26 a 15,22

Diy: 476: 0: 2555000: BIS 376:

O26 8 g 127: s 420: 1,06: 3: 0,93:

ah: 034: O31: 027: 023:

rr 0,09: os 008: ot 007: 0,06:

. Jj.



POINT 29 :

a ' 3) M" nt Vhom.
fa O théorique 1] = ie Ay 1 Sa Ai wish Ayn ped Ayn

1/2 - 45,34 - 48,51: 3, _ ~47,79: 2,45 : -46,33: 0,99: -44,82 0,52

1 - 11,32 - 12,95 1 163: -12,57- 1,25 :-11,82 0,50: -11,06 0,26

1 li - 2,82 - 3,46° 0,64°- 3,31' 0,49 :- 3,01 0,19° - 2,73 0,09

2 -~ 0,70 - 0,92: 0,22*- 9,87* 0,17 *- 0,77 0,07: - 0,67 0,03

2 ‘hy - 0,17 - 0,25° 0,08: - 90,23: 9,96 *- 0;20 0,03* - 0,17 0,00

3 - 0,04 - 0,07° 0,03*- 0,06: 0,02 :*- 0,05 0,01- - 0,04 0,00

POINT 32

ten ba. +: Ota: Os an: Owe x». 2 Bit. al. i. O théorique 1< Fie Ay l= A Ay Ie m Ay we Aq :

1/2 - 139,53 -149,29: 9,76: -147, 091 9,76 :-142,59: 3,06 :-137,94: 1,59

1 - 34,83 - 39,87: 5,04: - 38, 10 3,87 :- 36,37: 1,54 :- 34,04: 0,79
ee ee ee ee Pe ee ete et tet

: 

meee ee

eT Tm mm 
eee Ge He fe Re ee te ee ee mem ee fe ee ee ee Pe ee eee te ee tt



POINT 37 :

1/2 : - 146,71 :-156,98: 10,27: SNS), 66: 7,95 :-149,93; 3,22 2-145, 04: 1,67

3 - 0,14 :- 0,21: 0,07:- 0,19: 0,05 '~ 0,16: 0,02:- 0,13: 0,01

POINT 40

a ee Op Oy TTT ay WIT TT TTT yy TTT
H. : 8 théorique 1 = 30s Ay L=l! Ay vse Ayn ped Ayu

1/2 - 249,60 267, O07: 17,47:-263,13: 13,53'+255, 07 5,47 ?-246,76' 2,84

1 - 62,30 ‘- 71,32! 9,02:- 69,24: 6,94:- 65,06° 2,76 :~ 60,89: 1,41

we ee ee fee ee He ee Fe eH ee Pe eee PO ee tn = 7 % :D i eee ae ee oom



On prend comme répartition initiale : Y (x, y) = Constante = T800°C

Conditions aux limites : On maintient les bords & une température

constante de 100°C

Solution théorique :

On cherche ( (x, y, t) Solution de :

Posons L (x, y, t)= & (x, y, t) - 100,

? (x, y, t) vérifie alors le systéme :

Oe | DAL
pit

Av Y Ve$eye
dont nous avons trouvé la solution : (3 A.) “y(a, yt

~it — $ ==

i eeOn a obtenu : Y (x, y; t) ———_ 2. aa Re 4,0) J ye)
Blo ny

eves _ | Of as -) A) uty] Ax dy
cm ) \s / “ “2" )

YY ,
Or = G -100 dot: (x, ¥,0) = G (x,y,0) - 100 = 1500 - 100 = 1400 °c

Et en écrivant maintenant que 5 (x,y,t)= \O (x,y, t) + 100 il vient sans
difficultés

L

—_— —, oy

B[xyt) = 100 > (iiss ee? sey e
Ou »

Ol we ths
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Calculons C “ay :

a ~@& 5 “ , eR

}Faineb ass _- 3 toot = (\-ty )
O vi Dw we

°o ' o .

= ~ al m|

dot : C = ak i —{-4) s-e9 |
mam am TT o\. 4

Tl est évident que les C sont nuls, pour toute valeur paire den, ou dem,
n,m

et valent 4 ab pour les autres valeurs.

nm

§ (x, y,t) se réduit donc a: _ ay at an ;
nly | milly (ra yk

— sy SIN ay
© (x, Yind) = Too, % 22,0 5 ono b 2, ?

\ May ym 3

L VMPA RS

A Ain = Aw EY

_— , nb __persons Thm =

et & _*
my

d'ot (\ (x, y, t) = 100 + 22.400 > Aan Bam
7

if AN son pairs
On a caiculé la solution théorique en ne prenant que les 4 premiers termes,

Cette approximation étant justifiée par la décroissance rapide des termes

Bhim d'une part, et l’alternance du signe des Ay my, d'autre part.
saa ?

+ staf ois



Essai N° 4:

Prenons comme distribution initiale y (x y) . “SR

yoy) = 1oleos Aer 2 sin (< Cos eee Y) +
M ZA, er M, solution de :/\ \, Nas “adh et ra A, b eet

! BS VEE prou®
les bords de la plaque €tant soumis 4 des conditions de Fourier

En se référant au paragraphe A.II La solution théorique est :

5 . oD re
Ok yt) = _ ofa, Xn = sind aff | os M, y + — ons y\e

i

Calcul de A, et M

On a caiculé \, et V, par tAtonnement.
Posons Ne X on est alors amené Atrouver j) vérifiant

“ N

On localise grossiérement x) entre Xo et x, par exemple.

: j 9 \QXOn calcule alors, a l'aide de l'ordinateur l'écart 5 = (te x - | aux
2

xX ~ oe /

points Xoo X th, ..e0.. , x ph (p S$ \) . On trouve ainsi l'abscisse
x + ih pour laquelle 3 est le plus faible. On a alors encadré xy entre 2
nouvelles valeurs qui sont * oth Oh et x5} | i) et qui vont servir de nouvel
intervalle pour recommencer le processus en prenant un pas h plus faible

que le précédent, et ceci jusqu'a ce qu'on ait la précision désirée.

Le calculi de Xr, et N, a été mené semi-automatiquement, (Le calcul
a duré environ 1/4 d'heure dont deux minutes de calcul sur machine) et on

s'est arrété a S$ Lio

On a obtenu pour al /d §

‘ RSL | RAT

\ = X& 2 gore teits

\y - 2 0 OUWTERSIN=
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Réseau de 16 points :

RESULTATS : POINT 8 ,

Gen? méorique walculée: pte he aa
H. : 71 = 30s: a — fae © oo eet = 5

: 1/2 81,83 : 82,61 0,78 : 82,53 : 0,70 : 82,37 0,54 82,21 : 0,38

1 : 58,35 59,15 0,80 : 59,04 : 0,69 58,81 0,46 pega 0,23

1 . 41,61 : 42,31 : 0,70 : 42,19 0,58 : 41,95 0,34 SLi 0,10

2 29,67 : 390,26 : call 30,15 : 0,48 29,92 0,25 29,68 : 0,01

2 : 21,16 21,64 : 0,48 : 21,54 0,38 21,33 0,17 21,13 0,03

3 15,09 15,47 0,38: 15,39 0,30 15,21 0,12 15,04 0,05

ee ee ee ee fe ee ee ee ee erie es
we te ee ee fe ee Se et Pe Re



POINT 12:

we ee te ee ee ee ee ee ee ee eee eee oo .----

ten 1 1 i" nt gs

H théorique .] = 30 5 1 silts l' y= 2? i" 1'1=3! yt

1/2 197 ,30 198,22 : 0,92 : 198,03: 0,73 : 197,64: 0,34:197,24: 0,06

1 140,69 : 141,82: 1,13 141,55: 0,86 : 141,01 0,32 : 140,46: 0,23

1 100,32 101,44: 1,12 101,15: 0,83 : 100,57 0,25 99,98: 0,34

2 71,54 72,55: 1,01 72,27: 0,73 71,72: 0,18 71,16: 0,38

2 51,01 51,88 ; 0,87 51,63: 0,62 51,14: 0,13 50,65: 0,36:

3 36 ,37 37,09 : 0,72 36,89: 0,52 36,47: 0,10 36,04: 0,33

POINT 24:

cn’ 3862 OU ep eens po yn ee per

H. théorique 1 =30s locl' =i! i! i! =2! yi wrest yrs

21/2) «2 360,72 : 361,57 : 0,85 :361,22 : 0,50 :360,51 : 0,21 :359,79: 0,93:
te me ee cee ee Pe ee ee ee te ee ee te te ee tee

1 257,22 258 ,56 1,34 :258,06 : 0,84 :257,07 0,15 : 256,06 1,16

:1 + (183,42: 184,89 : 1,47 :184,37: 0,95 1183/31 0,11: 182,24: 1,18

12: -130)79 +: 132,21: 1/42 :131,71: 0,92 130,71 1 0,082 129,69: 1,10

12: ~«93,26 94,54: 1,28: 94,10: 0,84: 93,20: 0,001 92,30: 0,96

:3 66,50: 67,61: 1,11: 67,22: 0,72: 66,451 0,05: 05,68: 0.82

safeee
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POINT 29:

HEED: po FS a a ey Doom:
H. théorique ;1 = 30s toate Myivs 2! yume 3! my

Ve 204,75 1 206,08 11,33 120588 1,13 205,48: 0,73 1 205,08: 0,33 :

146,00? 147,41 #1,41 £147,135 1,13 146,56 10,56 1 145,991 0,01 #

F 1 104,11 105,41 1,30 *105,11° 1,00 104,81 O.d0 1 103 189 “0,22 #

2 74.24 75,37 11,13 75,09! 0,85: 74,51: 0,27 : 73,94: 0,30;

vr 52,94: 59,90 20,96 : 53,64! 0,70 53,13: 0,19 1 52,621 0,32 %

2 oa 37,75 1 38,54 0,79 a 3 Sie OST tw BEG. & Sees Bole|
POINT 32

Vir TBs SY
H, = 305 :lb=1) 1's 2! ts 3!

TDS er Para ae oea :a7a 00 + 0,38 1473,08: 0,53: 472,14: 1,475

Pho 337,72 339,16 : 1,44 2338,52 ¢ 0,80 337,21: 0,51: 335,89: 1,83

tot 340,82: 242,50 : 1,68 :241,81 : 9,99 : 240,42: 0,40: 239,01: 1,81

a 8 Vii #173,40 + 1,68 :172,74 + 1,02 :171,42: 0,30: 170,09: 1,63

2 122,45 123,99 + 1,54 £123,412 0,96? 122,23: 0,22: 121,05: 1,40

ae b732 : 88,66 : 1,347 88,16: 0,84: 87,15! 0,17: 86,14: 1,18
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POINT 37 :

ee fe ee en ee fe ee en fe ee Lee ee et een Tee eng ecces

oa théorique l= ys 1 we i : re i = a uf ‘a oy : py

[je 2337061: 338,73 21,12 1 338,40: 0,79 337,75: 0,48 : 337,08: 0,53 ;

po 240,74, 242,22: 1,48 241,76: 1,02 1 240,83: 0,09 : 239,89: 0,85 :

oon 171,67: 173,20;1,53 :172,70: 1,03 : 171,71: 0,04 : 179,712 0,96 :

2: 122,41; 123,84 21,43 : 123,37: 0,96 122,43: 0,02 : 121,48: 0,93 ;

2 87,29. 88,55;1,26 : 88,14: 0,85: 87,29: 0,00 ; 86,45: 0,84:

3; 62,24; 63,32:1,08 : 62,96: 9,72: 62,24: 0,0) : 61,52: 0,72:

POINT

‘iH. théorique 1 ~~ 1p oa Mya s pits ax m

V/2: 515,86? 516,70 1 0,84 1516,21' 0,38' 515,20: 0,66 ? 514,18! 1,68.

1 _ 4 36H.84 369,32 1,48 368 ,61 Os, 0 367,193 0,65 365,75! 3,05"

1 oor 262 ,30 264,05 1,75 + 263,30 1,00 : 261,78: 0,52 : 260,25: 2,05

2 187,04: 188,80 1,76 1 168,09: 1,05:186,65 : 0,39 : 185,20: 1,84

Db 133,37 2135,00 : 1,63 1 134,37 1,00:133,09 : 0,28 : 131,80: 1,57 :

Bo 95,11: 96,54 21,43: 95,997 0,88: 94,89 : 0,22: 93,79: 1,32 §



CONCLUSIONS : 8

Il ressort des résultats obtenus au cours des différents essais précé-

dents que les courbes représentant l'écart /\ en fonction du temps tt du

refroidissement correspondant ont toutes sensiblement la m@me allure i

partir de t = 1 heure. Ceci quel que soit le pas 1 choisi.

fA

oo,

j ee

oO Fete secre einem a ee ee eee ee ea a ete ee opempeerray=~

L'écart /\décroit quand le temps augmente.

Il ressort également que la valeur optimum Aa choisir pour 1 n'est pas néces-

sairement la plus petite.

Ainsi, pour l'essai avec Conditions de Fourier, on constate que c'est 1 = 2!

qui donne la meilleure précision,

Ii semblerait que la valeur optimum pour 1 soit liée & la nature de la répar-

tition initiale : Ainsi pour les conditions de Dirichlet :

Répartition 1900 sin(Tx sin Wy : 1 optimum = 1!
a ba

" 1090 sin Tix sin3{Ty : " = 3!

a “bh

m 1590° et 100° sur 7 : " 30 s,

On ne peut donc pas savoir A priori quelle valeur donner Al pour avoir la

meilleureprécision.

tl est 4 remarquer cependant que les écarts /\ deviennent rapidement

inférieurs a 10° C, dans les cas les plus défavorables.

Siun réseau trés fin donne une meilleure précision, cet avantage est

contré par un accroissement considérable du temps de calcul, donc du prix de

revient, alors que le réseau de 16 points utilisé donne une précision qui nous

semble satisfaisante, compte tenu de la précision des mesures qui peuvent étre

faites expérimentalement 4 des températures aussi élevées que celles que nous

rencontrerons dans le probléme réel.



we 4 a le w 1

EXEMPLS dlINSTAEBILITE de la METHCDE des DIFFERENCES FINI

On &tudie une plaque d'acier de 12° x 82 cm-

‘'Y Ge y} = Constante = 1590° C

O (x y t} = Constante = C sur les bords (condition de Dirichlet).

Le réseau utilisé est le réseau ' 25 mailles sour le quart de ja plaque.
7

Ona h=5,2 cm Ke -- gal ae
: a BD. Spo ae = = 0,05208
c-ainac: - ‘ le: a i fSx aa c fe. r, he * @ 4%

d'ot la limite d'instabilité i= ——L—-— #7 ze
het ° 4%)‘

sour 1= 7' les résultats sont encore corrects alors que gour 1 = 9! l'instabilité
%

apparait dis que t= 2h.

Résultats : p =o > L

5 eaISUACE @ calculge

t Foint 4 Point 12

Zh. V.813,5° °C 255°C

2h. 26! 1,623,9 404

ah, 15! S49, 2 128,7

Zh. 24! 1.¢13,6 538,5

3h. 1,427,4 947,06

3h. c9! - 427.4,9 - 747, .5

3h, 18! + 2.195,6 +1,465,3

3h. 27! - 1.725,3 - 1.5¢5,%6

3h. 36! + 3.863,5 + 2.426, 66

3h. 45! - 4,39) - 7,856,4

4h, 54! + 7.392 + 4.2401

4h. c3! - 9.428,8 "

Sh. iz! +14.515,7 "

4h. 27! - 16,631,9 a

hh, 33! + 28.794,5 | Ju

t

-O~0-0-0-0-
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2eme PARTIE
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RESOLUTION DU PROBLEME CONCRET

POSITION DU PROBLEME :

Le but de cette étude concréte est de trouver le conditionnement

idéal (temps de séjour en lingotitre, temps de séjour sur Car, temps de

réchauffage en Pitts) permettant d'obtenir 4 la sortie des Pitts une répartition

aussi homogéne que possible des températures 4a l'intérieur du lingot.

La solution ne pouvant étre trouvée directement, il fallait

procéder par tatonnement, c'est-a-dire calculer plusieurs conditionnements

jusqu'a en obtenir un qui soit satisfaisant, le choix de ces conditionnements

étant laissé au flair de l'opérateur.

Le calcul d'un conditionnement complet est en réalité constitué

par 3 problémes différents. Celui du séjour en lingotiére, celui du refroidis-

sement du lingot nu pendant son séjour sur Car et enfin celui du réchauffage

en Pitts.

D'autre part, pour les points du réseau situés sur les faces exté-

rieures de la lingotiére et A l'interface lingot/lingotitre se pose un probléme

qui présente certaines difficultés mathématiques du fait que les calculs

conduisent & résoudre un systéme de 2 équations du 4@me degré & 2 inconnues

dont on ne peut donner de solution formelle.

C'est la résolution de ces 2 derniers problémes qui est exposée

dans ce qui suit

I) PROBLEME DE LA CHALEUR LATENTE DE FUSION :

Ce probleme se pose dés qu'on se trouve en présence d'un point

du métal qui vient d'atteindre la température de fusion de ce métal.

Si clest au cours d'un échauffement, le phénoméne de la chaleur

latente s'interpréte de la fagon suivante :

nia wif rox 3
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Dés qu'un point du métal atteint la température de fusion, il cesse

de s'échauffer tant qu'il n'a pas regu une certaine quantité de chaleur C ...

appelée chaleur latente de fusion. Dans le cas d'un refroidissement, c'est

le phénoméne inverse qui se produit. Dés que le point atteint la température

de fusion, il cesse de se refroidir tant qu'il n'a pas évacué la méme

quantité de chaleur C précédente.

Dans le probléme qui nous est posé, cest & ce dernier cas que l'on

a affaire. On a résolu ce probléme en bloquant la température du point consi-

déré, A la température de fusion, et ceci, le temps nécessaire 4 l'évacuation

de la quantité C.

Cependant, au lieu de considérer une perte de calories, ona

préféré considérer une baisse de température fictive qui se prétait mieux

aux calculs.

Soit c la chaleur spécifique du métal et C sa chaleur latente

de fusion . Sile phénoméne de la chaleur latente ne se produisait pas,

l'évacuation de C calories provoquerait, pour une masse de un gramme de

métal, une baisse de température sensiblement égale a C°C (Il est

facile de voir, ici, que la masse n'intervient pas dans le calc§),

Donc, si on associe au point considéré une température fictive

(obéissant a l'équation de la chaleur), on devra bloquer ce point Ala

température de fusion tant que sa température fictive n'aura pas accusé

une baisse totale au moins égale 2 C °C

ry

Exemple : Soit 1 le pes d'intégration (1 = 60 secondes par exemple) eth

aaeses== la température de fusion du métal atteinte 4 l'instant t et supposons

de plus le métal coulé 4 une température supérieure a Bae On a

alors le graphique suivant: ‘) étant la température réelle du

point considéré,

weefeee
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----~ “+t réelle 
:

4 ar.~ ~-température fictive

On bloque le point 4 la température ep tant que Ak = , par
exemple, la courbe ci-dessus correspond a‘. z 5. ‘\) mais le programme

, .

tient compte du fait que pratiquement ona jamais
-

He pee:, =mi

Remarque : (les accroissements fictifs Ls vont en croissant car, tandis que

le point considéré reste bloqué & la température (1, , les points voisins

utilisés dans le calcul de a’ se refroidissent, augmentant ainsile gradient

de température au voisinage du point).

\

Pratiquement, 4a chaque pas d'intégration 1 au lieu de considérer ? Le on
modifie la quantité C

c

Initialement, on a affecté 4 chaque point intérieur du lingot, une

mémoire dans laquelle on a placé le nombre C.

c .

Au ler pas d'intégration, on calcule A, que l'on retranche de C_

et que l'on met Ala place de C qui devient donc wy i c
ec .

’ f i a a

De méme a la seconde intégration och? — 7h =fe fete et on

bloque le point Ala température :}, tant que la quantité © _ 2. a;

reste positive. °



Des que cette quantité devient négative, =— Cc on met le point

considéré Ala température 6,-7 et on ne repasse plus, du moins pour ce

point, par l'intermédiaire de ei!

c t

Le pochoir de calcul de done de A- est exactement le

pochoir 5, indiqué dans la premiére partie, °

Il) DIFFERENTES PHASES DU REFROIDISSEMENT ET DU RECHAUFFAGE.

1) Premitre phase : lingot dans sa lingotitre.

Probltmes de l'interface et des faces extéricures de la lingotiére.

Donnons tout d'abord le schéma du réseau de point utilisé avec

la numérotation correspondante,.

Cette numérotation ne correspond pas exactement 4 l'ordre dans

lequel se font les différents calculs, mais elle permet par un simple courk-
circuitage des instructions de passer immédiatement de la leére phase

“Jingot dans la lingotitre'' & la seconde phase "lingot nu".

Réseau utilisé : & l'interface, les noeuds sont représentés distincts mais

BESSSSSS5==== js sont géométriquement confondus, le retrait du métal

étant négligeable par rapport aux dimensions du lingot.

weefeee
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A) PROBLEME DE L'INTERFACE : ait

Calcul du flux calorifique.- Nous admettrons dans tous les calculs,

que le décollement du lingot dans la lingotitre est instantané, ce qui, d'aprés

les résultats de M.M. SARJANT & SLACK ("Journal of the iron and steel

institute'' Aofit 1954 N° 4), n'introduit pas de différences appréciables avec

les résultats obtenus en considérant un décollement progressif.

On a pris pour valeur du flux calcrifique rayonnant 4 travers

l'interface lingot/lingotitre la quantité Q.

bo

\Gi= LA - a= TE | Te Te |

27 | A a af
ou: & est la constante de Stéfan qui vaut ici C= F STSUSY 33d cat] wife K)’

© estle facteur d'émission effectif.

T indique qu'il s'agit de températures absolues.

Les indices aetf se rapportent au lingot et 4 la lingotitre respecti-

vement,

Il y a lieu de tenir compte du signe de la quantité

os!
~ kt 4
v =<ael ees ) flux sortant > 0

pour l'établissement des équations suivant qu'il s'agit d'un point du réseau

situé sur la lingotitére ou sur le lingot.

Calcul de £

Si Set E€ sont les facteurs d'émisssions respectivement deQ

l'acier et de la fonte oul ‘
Ea Ke

ey S
Sort = Tag

. A mE ei ,
Side plus on considere que €, - es l'égalité ci-dessus devient .

a ce
qt ad =
cS & a = =

Z-fe2 En- ee
Diautre part, on voit qu'ery prenant pour valeur du flux la quan-

tité Q précédente, on n'a pas tenu compte du phénomeéne decunvexion a

l'interface,

ea wos
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Nous prendrons désormais pour notation, @ = WE Oe

4On a donc Q = cad - Ty

Différentes €quations a4 l'interface :

Le calcul des noeuds A l'interface lingot/lingotitre, ainsi que

des noeuds des faces externes de la lingotitre A l'instant t, se fait aprés

avoir calculé les noeuds intérieurs au lingot et & la lingotiére au méme

instant.

ler Cas:

oO

Pong ober pe ; { waot

‘ xeth Me Ae K “ x
Yu? yoo yep ed Guy ae)

— =

“ io

Xx

a) pour le lingot :

On connait les températures sbsolues YU Vp ), Ol) GM), a ltnstant t
et on se propose de calculer Ye!=* et Mw!- y au méme instant. Ona,

si KK, est la conductibilité de l'acier :

Q= kK, 8 . <, Phy,

YF °°

et en écrivant AO sous forme de différences finies, on obtient sans
difficultés : ay

Holy, x] + Sy so
_

avec :

Fhe bOu)- QU) ~*~ 4



b) pour la lingotitre : 22

On obtient de méme 1l'équation :

q \ i

Kely -x) ~3x a

Lao!

Kg

avec B= We) Oy] 5 i =

Donc, pour calculer xety onada résoudre le systeme

% a. yt- x) 634-4 = O

(Ss)

“ge lyi oc) -3# eb =O

Zeéme Cas:

| Feu) 7
Enackoae fe

oo iy log AR _

untog |

»* —>ot 2 | Vee
Masyal i Qu

| ‘i

\ ~QV)Vy I

>

On obtient de méme le systéme 4 résoudre :

Ka (ae <) + >y- A =a)
( Ss! ) oe "ee See

‘ \ ‘

polyt. x) ax. ae -4
AN) / ie

oaeR



wens

oO
1 4

- 53 .-

‘ 7, Oo a . ng

avec Xgs HHS 5 are LOW ~O)
K,

vo - oh,a7 . B= ly By) ~ Ki)

Kg

B) PROBLEME DES FACES EXTERIEURES DE LA LINGOTIERE.

Calcul du flux calorifique :

Au cours du refroidissement en lingotiere, la lingotiére rayonne de la

chaleur vers l'atmosphére extérieure et le flux rayonnant peut alors

s'écrire si T_ est la température ambiante (température absolue) supposée

constante au cours du refroidissement

X 4 = = “wt,
@, £2 liek } on GY = UaTGUb.a ARS
<A iyi fhe : RQ» / Jy

3 4

On a d'autre part évalué les pertes de chaleur par convection, parla

quantité
~\

Qe = Gr0 (TM-Te)

ah -4 a a
Le coefficient 6.10 ~ a été calculé expérimentalement.

Finalement, la perte totale de chaleur die au rayonnement et A la convection

s'écrit :

Q a Sig Te - To) + kro ITs “Ta )

soit, en posant T. = x
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Etablissement des différentes équations :

ler cas : concernant les points 50, 51, 52, ........ 57

| ad
Hie

Y¥

On connait les températures absolues Wi ) et 0 (2) & l'instant t et on se
propose de calculer la température % ite =x au méme instant t.

On a encore: Q= Ko YO
3 yy

Soit encore :} Q= I “08
%D

4 ee
cu encore |< g 28 - Slag mw -Te)) + G.\0 (x ~To |

Ory ,

9

“OO
et en écrivant Ou, sous forme de différences finies, on obtient sans difficultés,

en tenant comptede : HYG) -““WA) = be + Za “OO )
Dy

Leto YR, LR Say Te?

“yw
ie seldto R\Y 2+

bk Oul-UQ@) = eee “eh ee Cla7
‘$



Pre rr wT ew

i ~ _&

Soit en posant ly WU) _ KE) = Ly, CR Tee = 28 rer 12 ty ke, x ft
Ke Ke (*

4 —_ Vo or IS

dem rpg) TM -Taligte «p,\-8 = 0
Soit encore

__

(E) Poyr + P+pe\ » =P 25

On a cette fois A résoudre qu'une seule €quation du 4@me degré a une

inconnue x,

2eme Cas : Concernant les points 59, 69, ...eeee. »» 105

Air ¥(2)

bg ati ee @ 1

gu)
y,|

rey)
uy

Le probleme est exactement le précédent, en remplagant

k, parh, et YA par OQ et on aboutit sans difficulté & l'équation :
OY OK

on ae r( 4 *py) =p =O
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_4 , 
.

avec} ¥, a a Vero hie ek D a4 WE) - YR) 75 (fF ; )§ « = Pg Ke ) 0 (Se * Per),

2 : deuxieme phase : Lingot 4 nu.

Dans cette seconde phase, le lingot qui est resté un certain

temps en lingotiére, est mis 4 refroidir sur plateforme avant son enfourne-

ment dans les Pitts.

C'est ce refroidissement qu'on se propose d'étudier ici.

: Le calcul des points intérieurs du lingot est inchangé. C'est

i le méme qu'au ccurs dela léere phase. Il n'en est pas de méme pour les

points du réseau situés sur les faces.

Cependant, ce probléme ne pose plus de difficultés puisqu'il

a été résolu pour les faces extérieures de la lingstitre, au cours de la

i lére phase, Seules les notations changent :
{

x devient y

Ky WY k

“ae " Gl = 1,35646.10 xe

et on obtient ainsi, en faisant les transpositions convenables :

ler cas:

)

avec _ hm : con 2 . _ 4

S = fa ) (> Se , E24 Oe be) eT (Sata tha)



°Y
Zeme cas : 7

3: Troisiéme phase : réchauffage en Pitts.

On a considéré que le four Pitts était une paroi rayonnante

aA une température qui, aussitdt l'enfournement, croissait jusqu'a devenir

constante, au bout d'un temps convenu d'avance,

L'examen de nombreux relevés de températures A l'intérieur du

Pits montre que la montée de la température aussit3t l'enfournement est

tres sensiblement linéaire.

On a donc résslule prebléme en considérant une croissance

linéaire pendant un certain temps convenu d'avance : & partir d'une certaine

température initiale.

Deonc, si cette fois on appelle Tv. la température absolue des

parois de la cellule, sn constate qu'on est rigsureusement ramené au

probléme de la 2@me phase, avec la seule différence que le flux est cette

fois ©-= (om. | “oT 1 et quion doit, & chaque intégration, modifier

T. et ceci pendant la durée de la montée de la température du Pits.

See
“sananon:



ler cas:

On a alors les équations ;

>Y

RAS Ig Ro
a) ;

! ee yD
| wo

Vy nea ol”
S

Vr

3 aw ODL a wy Lkoma: (28 oo (72)
\s a

“Dh zz :
diot il vient immédiatement

; 4 . TYR & ae
UGy _Qe)s we + Ke Teh -T.)

soit finalement y =

avec

Deh Qu) -Gu) «5, 7

> .2eme cas:



On a cette fois l'équation , 5 Ss Se 4

A
avec Ds 4 Oa) ~O@) + dv. Fie,

& 4: Résolution pratique des différentes Equations rencontrées précédemment,.

Le fait que l'on se trouve en présence d'équations du 4@me degré

posait certaines difficultés mathématiques. En effet, on ne peut donner 4 ces

équations, des solutions formelles. On a donc été amené A utiliser une

méthode numérique se prétant facilement au calcul sur machine et de plus,

ne demandant pas trop de temps d'exécution afin de ne pas trop allonger

le temps global nécessaire 4 la résolution du probleme complet.

On avait d'abord pensé a la méthode de Newton, mais elle

conduisait @ l'écriture de formules trés compliquées qui auraient pris un

temps considérable sur machine,

Finalement on a adopté une méthode d'apprsximations successives

facile 4 programmer et 4 convergence rapide.

Nous avons & résoudre d'une part un systéme (S) et d'autre

part une équation du type (E)

1) Commengons par résoudre l'équation (E).

Cette Equation peut immédiatement se transformer pour donner

uy

Ve = DK uy
Ba (Ps

elle est de la forme x = f (x)



SS

Or, 23n sait qu'on peut résoudre une telle équation par approximation

successives,

On considére une suite x = f (x _)
n n-l

Jl est clair que sila suite (x) est convergente, on aA la limite

x = f (x)

Il est d'autre part facile de montrer que la suite {x_) est

convergente si { £"(x) {<1 au voisinage de la solution et qu'elle l'est d'autant
plus rapidement que f!(x) est voisine de 0.

On msontre aussi que méme si \f! (x) | ,» on peut toujours
transformer l'équation x = f(x) en une équaticn écnivetere qui, elle, peut
se résoudre par la méthode précédente. Ce dernier procédé permet aussi

de transformer la suite (x,) en une suite plus rapidement csnvergente, si
besoin est, en s'arrangeant pour que la dérivée considérée soit aussi petite

que possible.

Exemple : suppusons f' (x)| >1 l'équation x = f (x) est Equivalente a

am aaees= 1'équation 2x =x + f(x)
i

me Q\ ! 7 {os A}soit x = m+ Aw) = Ata | = oA) = = if
zZ a.

‘ + x ISoit encore plus «énéralement x - Ga) x = Se BAW] =p Qi) = ie not Ge
“

an

On choisit alors, nitel que n- 1 + f' (x) #0

n est ici un nombre entier positif ou négatif suivant que f' est négatif ou

positif, mais il est bien évident que n peut étre un nombre réel quelconqgue,

ce qui peut donner exactem ent n- 1+ f£' (x) = 0

Zz *

D- dex Sex”Dans le cas qui nous intéres 3, f(x) = 27? dot f(x) = —-— ~~

? * hg «Pg
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On sait, d'autre part, a ex, dans le probleme des faces externes

de la lingotitre ne dépasse pas 10° + 273°K ce quiestlecasle plus ~*

y défavorable pour la convergence de la suite (x a Or, on vérifie, que méme dans

ce cas, ona { £! (x) | Zz

On est donc assuré de la convergence de la suite (x,,)

ne Dd ~Lg *, i
A + Ps

C'est par ce procédé que l'on a résolu l'équation (E) relative A la lingotiére

en prenant comme valeur initiale x= la température du point considéré

calculé au cours de l'intégration précédente, 4 l'instant t-1 (1 pas d‘in-

tégration).

x

On a vérifié expérimentalement que la convergence était trés

rapide et que 2 apprcximations étaient suffisantes pour la précision que nous

désirions, Cependant, étant assuré de la convergence, onne s'est pas fixé

le nombre d'approximations 4 effectuer, mais on a introduit dans le pro-

gramme un test ordonnant 4 la machine de stopper le bouclage dés que deux

valeurs successives x et x différaient de moins d'une certaine
Waowad Fae Mae SY tar oa n+l

quantité \aen modifier la précision & obtenir, ce qui efit été impossible si on
s'était fixé un certain nombre de boucles).

ALLTEL TET TAT REA ASIP Y PTT IE TTY RE eT:
Dans le cas des faces du lingot, on 8 di utiliser le procédé

z : op & : vos

d'accélération de convergence x = = ek’ bs ee -}| afin d'éviter des
a4 Bgennuis dis au fait que l'on y rencontre des températures plus élevées (dans

les Pits notamment).

2) Résolution du systeme S:

Ce systeme peut facilement se transformer en:

(8, ) ”
ce Barkly =)



S. est de la forme 3g,

(y = f (x, y)

lane)

et on peut résoudre ce systéme en considérant cette fois 2 suites (x)

et (y,) telles que:

\n = 8 (y.1>¥, 4)

vn = £ (xp), Yn-1)

On montre de méme que dans le cas de l'équation (EF) que pour que ces

suites soient convergentes, il suffit d'avoir au voisinage de la solution : "Le

module de la plus grande des valeurs propres de la matrice suivante est
>

inférieur 3 1

*

et que la convergence est d'autant plus rapide que cette plus grande valeur

propre est voisine de 0,

On a adcpté le systeme Equivalent,

~ 2
2

4 " ~,

| For % We cuTM x)seth 2]
o
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qui, bien que ne répondant pas au critére précédent, a la chance de converger

quand méme, et rapidement. (on l'a vérifié expérimentalement).
&

Note : ce cas particulier prouve que la condition de convergence énoncée

Le test d'arrét de bouclage porte cette fois sur les 2 valeurs

xy et Yn:

{

On arréte le bouclage dés que l'on a simultanément| x anit \eh \ “4
tm a

inférieurs a une certaine quantité fixée au préalable et suffisante pour

la précision désirée,

L'équation utilisée sur les faces du lingot dans le Pits est

résolue par la méthode accélérée :
< s :

y = r(s + Data sues aba Bato}
n AAG i



65 : Pochoirs utilisés : Stabilité,

Pour les points intérieurs au lingot et a la lingotiére, les pochgirs

utilisés sont tous 3<«.vesdu pochoir général calculé dans la lere partie. Seuls

les indices aetf ainsi que les dimensions des mailles changent suivant la

position du noeud considéré sur le réseau. On a choisi comme limite de

stabilité L ume limite inférieure & la plus petite des limites correspondant

a chaque pochoir.
u C - L iu

wh Uk ty ) |
Soit L=- aaa (D, diffusivité des matériaux considérés)

l, Tye (d., 5

Q 6 : Rappel sur la convergence des méthcdes de résolution par approximations

successives.

4

1°) Approximation 4 une seule variable :

i On veut résoudre l'équation x = f(x)q

en étudiant la suite (x) telle que :

f Ii est évident que sila suite (x,,) converge vers X, X est solu-

tion de l'€quation posée.

Il s'agit d'étudier la convergence de la suite (x_). Pour ce,
n

on se rambne A l'étude de la série } w telle que w= ~~ *,
— a “a “A -\

On a immédiatement : Sy we ALVA eo TM MOM
t Ay vu

Be

Donc la convergence dela série @ 4, entraine la convergence de la

suite (x)

= .) {Mansy

Pour que la série } wv converge il suffit que tim | g 4
~ Mp oe f wey |

Or, “ = *y - Ves) ~ Vea)

. Wha.Or weniate Seba] Mae Gs len) RISES)



’

Donc il existe “S telque wi =) / ) SW) = =. 8G)

Donc fe» Gu. real _

Donec, pour que > uw, converge il suffit que | \ \ & |

la solution.

2°) Approximation & deux variables :

On veut résoudre le systéme (S ).

\*
Ly

en €tudiant les 2 suites (x) et (y_)

(S )
i

f (x, y)

g (x, y)

au voisinage de

n

= bf( x my

(1) |
; Yn i & 1) Yat)

Comme précédemment on se raméne 4 l'étude des séries > A et >

: Cy, 1.eS ae Z acs \ Ga i Sa) ~ \ ‘—e } S na)
(2)

~ S|" - ; ner)
2
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La convergence de ces 2 séries entraine celle des suites (xp et

Ecrivons (2) scus la forme (3)

\s “> Aw wey 1 > J Wea
(3). ; -

lu = Se co © fs Vane,AN

Lpa pCalculons if X ) i :

(3) est Equivalent a (4)

et en développant les seconds membres de (4) en série de Taylor jusqu'A

l'ordre 2, on voit immédiatement que :

(ka: Bar
pea PSG
L ws EA.

(5 )

Je
tl

at My -
Cherchons des solutions dela forme u = 4 ) No = Wrhn



ro: : = = oF
Il est Evident que si |[r\ 41 , 2 4X ae 2 Van sont convergentes.

6n portant dans (5) il vient *

Systéme qui n'admet de solutions non nulles que si son déterminant

est nul. Ce qui s'écrit:

i

Ay ‘Sy ~t f ‘

On s'apergcsit que “CU est valeur propre de la matrice

Se By

d'ot. la conclusion : pour que les séries Y My et e Jy et par
conséquent les suites (x) et (y,) convergent il suffit que le module |

de la plus grande valeur propre de la matrice précédente soit inférieur 41.

cte : La démoanstration a été faite dans le cas de 2 variables, mais la

= généralisation est immediate.
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a

UNE METHODE DE CALCUL NUMERIQUE

DE LA TRANSFORMER: DE FOURIER

D'UNE FONCTION

-0-0-0-0-

: Définition :

“~y

On adostera pour désigner la transformée de Fourier f (y)

d'une fonction f(x) « L% (- 70, + 50) au point y, la définition

A ty Po Uk
fly) = = | & d K(x) dy

Van 4} S
~

et par inversion: ;

A
a G, . ,f (x) = | kh a

Objet de l'étude :

A

On se propose de caiculer numériquement f (y) sachant que

l'on dispose d'um sous-programme permettant de caiculer f(x) en un

point x quelconque

Pratiquernent cette dernitre assertion se traduit par le fait que

f (x) est vratiquement nulle pour x extérieur = un certain intervalle (a, b).

Ce sous-programme caiculera f(x) (x € (a,b) soit 3 partir d'une défi-

nition mathématique de f(x) (si c'est possible), soit par interpolation

dans une table de valeurs numériques de f(x) données en des points équi-

distants, (si la fonction f(x) est donnée sous forme de courbe).

Riéthode de Calcul:

A

Tous allons utiliser pour le calculde f(y) une propriété des

fonctions de Hermite.



TSS Tre reper

SS eet carer

Rappel sur les polynémes et fonctions de Hermite.

1) Polynémes de Hermite.

Définition : On adoptera pour désigner ces polynomes, la définition

2 2a Tim, =

H (x) = (-1)) e* D- (eTM*)
n x

Le symbole DY désipnant l'opérat@ur av

n

dx L

; 2 2
tl, o; n ' ~Caleulons D_H (x) =(-1)) e&* De (eTM* 4 (-1)" ay &% De”)

x Nn >

(1) soit D H (x) = 2x F(x) Ag) (1)

1°) F(x) est un polyndme de d° n. de méme parité que n. et le ler terme

est 2°,” q

Ceci est vrai pour H, (x) = i et H, (x) = 2x

Supposons la propriété vraie pour H (x)

n-1]

par hypothadse H (>) est ide degré n-1
n- :

ce parité n-1

et le coefficient de x7! = ge

d'aprés (1) ona

HL (x) = 2x H_ 1) - DH (x)



tt 22xH (x) estde d° nt1+#1
n-1

DH (x) est de d®° a-l-1l=n- 2,

n-1l

donc HL) estde d° n. et saparité est maintenant celle de n.

n n-l n
De plus, le coefficient de x” est 2x2 = 2.

Donc, par récurrence, HC) posstde les propriétés annoncées.

2°) Les H() sont solution de l'équatioa différentielle :

(- D*+ 2x D)H, =2a H,

d'aprés (1) ona:

p’H_ =D(DH) = 2xDH.+2H -DH
n n n n n+l

dow (-D*+2xD) H, = DH. - 2H

d'autre part, d'aprés (1)

D Ati = sf Boi ~ Aa

2 Z 2
+1 +1 - £2 ase

= (-1)°") &* (axDTM”" (0 * ) + DD” (e ) (a)

ee x2 4 “x2 My ase 2
or pe (c* ) = prt (-2x e°*") = ~ 2x pnt (e* ) - 2(n#1) D'(e x")

en appliquant la formule de Leibcintz.



d'ot, en portant dans (a)

DH.) = (-" ox" | - 2(n¢1) DTM e*)| = 2 (ntl) HL

(2) DE tl = 2 (n+#1) H, (2)

il vient finalement

2 :(-D° + 2xD) H, = DH, 7 2H, = 2(n#1) H,- 2H,=2nH,

(3) (-D* + 2x D) H (x) = 2n H,(x) (3)

3°) Les H (x) vérifient la formule de récurrence suivante.
Ir

—_~ ns ~~ H (x) = 2x fila) - 2 (n-1) Ho (4)

Démonstration :

(1) = H,,(x) =2xH(@® - DH)
n-l

et d'aprés (2) DH) =2 (n-1) HY),

diot: Hyl= 2x His) - 2 (n-1) Hy,

2) Fonctions de Hermite :

Définition : On adoptera la définition

_.2

po) _— H(x) = ("eZ vB (e*)



1°) Les (x) vérifient la relation évidente déduite de (4).
~tt

(5) Ye (x) = 2x acs) ~ 2 (n-1) ¥ ,

2°) Les 0 (x) sont solution de 1' éauation différentielle.

(-p? + x?) a =(2n1) Y

Démonstration : .

Calculons DY =D(e 2 H ) = -xHe *%4#e 2D
In n n

et d'aprtés (1)

ae

sr ~ == _uin os x +e (2x H. H aD

= xD -
In nl

(6) D = x -
se tn Poel

D4y = D(DY) =x DY Fy -DY (d'aprds (6)
n n ue n n#1

st



-D?y tx yp = 2x . “Y = antl) - fa = (2n+1) a (cf 5)
n+l

(7) (- D@ oe = (2n+ ye. |

Yoo v2 oak & os Youdko wa asaya ja eR wat o. vp asi PO jeae Ut ef

|

|

sahotedi aang Gatos prope us {4 wer) ;
f t . t

3°) Les (x) Soman un _systtme ortogonal sur l'intervalle }-, oo)\n S & |

{Po

clest-a-dire Te ¥ bx) dx=Osim ~n
-

en effet ona:

_p2y xyYn ** ©, (2ne1)Y,

flDip x 2mt 1)\ Cm Me

En multipliant ces 2 équations pary et O respectivement et en intégrant
‘mm n

il vient : ra Pad

; 2 > Ve 219 _

D°y - D dx = 2 "mj)io w dx.ta Yn bn | . (n its Yon *
I - 30

7

it Y D -¥ DO | =0 = 2(n- dx.soi Yn We bn Aa (n - m) a x

le 7 pe

i done si m# n \ Cw dx, = 0
| } n T th
1 =

(3) sim Zn f (x) th ibe) dx. = 0

i = m
j 7

| 2 |

| /
of «



—

presmemaere

a2

2

4°) Ona \* (x) dx = 2" abvgT
Qn

» Best
om

Démonstration : * els se fait habituellement & l'aide du théor8’me de Watson,
a et est assez compliquée. Les diverses propriétés établies

précédemment nous ont permis d!en donner une autre

plus simple.

2 : x" na! ae? n 7Ona Y (x) dx = P () Yc) dx = 2 D(eTM ) D(eTM ) dx =
J *n 

]
-Q@ .

oo =~
- 

5 

Zz 
22 n-1 x2 2 _,2 2 2 2 - n+] ~= |e D (e = ) D (c “ | — Ip" Ligx | [ oxo D “(co = oe {e | dx

- ge a
L | est €videmment = ¢€

a

donc

n-1-x% <2 ret 2 ae ne +)\y ax = =| De) 2xe D (e ) dx -\ e* bj Dp ) dx
n

f

\ 02 dx = | OK ¥. Ys _ S\ WP eb rd beae

/

p 
é

il reste do: Dax = | (2xu dx,il reste donc ( P \ ( \) Pog



Se otters epee cee
yar

Or diapros ( 5 ) 2x) (x) = Y + 2n f.
‘a oe ie il

d'ou :

> dx =| dx + 2 x(e. hen P wel cor en Fn OBE ws:
¢

et d'apres la remarque précédente, on obtient :

” e
2 a, ie

(gs ) " (x) dx = 2n YP (x) dx
a n-1

fe -

2 2 Le
nw ==d'autre part (ep (x) dx = \ e dx = YX

!o

2 2 i

| oY 0 de = 2x. ly = 2Ve = 2 at) ve
] oO

, n wae

Ona \~ dx = 2 ni Vit formule vraie pour n = Oetl,
n

2 ne 1

Sion la suppose vraie pour n- il soit dx = 2 (n+1) 4 —
n -1



On adonc:

> 2 a

(10) Cp () dx = 2 nt fT
n

-1/2

5°) Si on pose Y= d= nt (wv) (x) ilies 4 (x) forment un S.O.N.
= nn? n

sir }- aa pel

( 10 bis ) et | \ yw &) YW &) =

soit f(x) une fonction de l’espace 4 (espace des fonctions indé-
finiment différentiables et 3 décroissance rapide).

On a alors les propriétés suivantes, relatives 4 sa transformée

de Fourier: a
a \. a

n JN ; n NS ; n n %

In*)) DY f(y) = (-ix) f(y). = (i) = ff) )

en effet, ge

nm “A n -ix
D y fly) = Dy 1 e ’ £ (x) dx.

fi _—
J

4,

et en vérifiant n fois sous le signe \ ce qui est permis du fait que f(x) eA

on obtient ; 7 .

vy) 2 c (nix) £ (x) dx.
y (20



n n n “\
(il) donc : x f(x) (y) = (Fi) D_ f(y) :

7

— ”n \ _ yn “N
2°) Di) (y) = GH y) £ (y)

en effet :

\ -“1TxyY on
D" f(x) (y) = i \ e D_ f(x) dx.

as joc f ah

Y4 NOS be tok

enintégrant n fois par partie et en tenant compte que f(x) ¢ A Aone ave
f(x) > O, il vient:

Vel

aN “ n aw,
Dea) (y) = L | G1) Giy)" £6) dx = () &)

att
=

donc :

a ai /TM |
(12) Dix) fy) = (iy) £ G)

t

o 5 4 “, = . *

3°) Appliquons ces résultats & la transformle de Fouricr des deux membres

de l'équation (7). Les ¥_(:) tant évidemment dans A. il vient .
n

ws, aN.

2. 2 “N
- D Ta fy) +x 6) = (2n #1) P (y)

et (11) et (12) ==

2 2 ¢* os
-(iy) Yty) +#G) Dd y f wf = ( én4#1) T (y)

a ee ee



soit

y" Y (y)

soit enfin:

2-N

= DY (y) =
n

“A

(2n + 1) Yo (y)

2 om 2 “os aN

(13) -DY PO) ty Y &) = (am+1) ~ (y)
n n ‘n

A

On voit que les (y) sont solution de la m&me équation (7) que
les Ys): Et comme d'autre® part la solution de (7) est unique a une constante

multiplicative pres, on en déduit que .

e

Yon
(14) (y) = x ~ 0)

Calcul du coefficient k.

On a Po we

oN A ~ixy n xe. ixy axe

f (y) = © " x) dx = (-1) e@ Di (e) dx
n Ven fn *

Or

rm {x



d'ot: s 1 D
“NN yea xe —(x~- i> x 7 5 y)
Y (7) = ee e e D,. {e cx

rn Vix ze

~ ge

D'autre part, on montre facilement par récurrence que:

Aig -iy)® 1 2
n gt y) mon 3 (x - iy)
De =(i) D e
x y

“onc: 2,7
A x ._\a

A ar OF | tn bboy)
" (y)=_~ e e De dx,

— y

n an i
LF 2 2

(+i) WY nh -x" $+ (x-iy)
= 7
= TT e D e dx

“7°

2 ~ 1 2
n ; : . f ix_(+i) wh > wy2 2 ee y)
= y dx

Wud ye

: 70 2ml . A .

(4). tA n | “| ~i(x + iy)
=e D | e e © dx
an yo 2Ni oe

(i)? ‘ -y2

rf 0
ae Oo

5

3] oO

Ul o 0, @ itt

iz -



se

Donc:

(15) f 0) = (- 3)"

aN

IV - Application de la relation (15) au calculde f(y). f(x) El Je~, wh

4 a ‘
On adémontré que les fonctions Ye Cx) = Goat vRye ¥ Ox)

FD eye \forment un syst>me orthonormal (cf (8) et (10 bis) wand
ts Ee systome Bost Gag: complet on ne peut pas

s : 2 aN 12écrire qu'une fonction f f(x) est égale ‘exactement & son développement en
série de fonctions WV 3

n

Il y a seulement convergence en moyenne quadratique

nd

; 
i

Soit lim E(x) - 2. \ LY w) | Ax = © (cf Titchmach)
> oe pee Oe be

~ YY

Mais ceci n'est pas un obstacle pour le calcul numérique approché de f (y)

et on écrira que

2?

(x) -L SS f . ¥ (xx)
_ n

(16) ss

A = ( ; adavec A f(x \' 69) dx.

Donec, en vertu de 15 et sous réserve de convergence de la série, on écrira:

= OY 2 gs



A - Po
(19 ) fy) =D (4) £, WY &)

aad

fFormons une loi de récurrence pour ies Y (2c).
n

(5) stécrit:

Mi ¢ a= ean 4 a __ Bi Mt ty iy
2/4 Fa Ye) = lee WG Puy — dedee We WL)AL 4 ~

Soit :

a aFa Qed e 2 Ye) EVO
Ae my

Soit finaiement :

cy) = x rey x) -|/n- x r a( 20) Yb) =x YEYo9 -fEaT Wy pom ef
n ~ ne-2 “

t

- %
z

we (x) = Jt. e pour n=C
oO Tt uy

Cette relation (20) va nous permettre, connaissant WY (xx)

de calculer \) (x) et ceci quel que soit x, °

/TM oe mv

Relation entre f(y) et f (y) f (x) étant le transformée de f (x) par

SR ESS SoSH SBSESsssssessEsss lhamothétie de rapport k.

MX
Ona: f(x) = k £ (| -\

Ltr



D'autre wart:

“a

E(y)=

wy

Posons x=ky¥ ilvient (ky)

“A 6, y- a -

f(y) = & | e ix(ky) i(ky) dx =
Ca

-"

Done

-—m Be x
(21) f(y) = k f (k

oP

dx.

15

z



34 : Méthode numérique de Calcul:

Pratiquement, la relation (16) s'écrit:

v

( 22 ) f(x) vy a ce Ye) avec
A

n
‘

}

N étant choisi suffisamment srand pour que la contribution des termes oubliés

soit népligeable.

On supposera d'autre part gue f(x) est & support compact, c'est-i-dire,

nulle en dehors d'un certain intervalle (a, b) ce qui permet d'écrire :

i &
Ca z \eu rye ax = Veer) wjyelx

a

Il est évident que, pour une fonction f(x) donnée, le calcul des c se fera

une fois pour toutes, es

On écrira alors:

Ls ad

,

;

o

( 23 ) SO) = Pi-') Ca WAS) |

La principale difficulté est done ie calcul des coefficients c . D'autre part,
: : . . n
il est facile d'écrire une fonction quelconque f{x) sous la forme de la somme

des deux fonctions G(x) et H(x) paires et impaires respectivement.

Ona

f(x) + £(-x)— Qne i

f(x) - £(-x)aa Hl



d'ot: on tire immédiatement :

“\ “~ sn

f(y) = Gly) + Hy)

On peut donc se ramener au calcul de la transformée de Fourier de fonctions
“eS . 2 .

paires, et impaires, G(x) et H (x). “G(y) est une fonction réelle et paire ;
om oN s . a . 5 sj E, =, _
H (y) est une fonction impaire ect imaginaire pure.

On écrira donc: wy

”~ — tp

1°) f(x) paire: f(y)=7 & ) Cape oe (N paire)

N “|
\ we.. [oa 7,

( 24 ) soit: Yay = 26 ) Cup We

>

2°) £ (x) impaire: f {y) est imaginaire pure.
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25 Slay au 2’) C, iy) |
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Celcul des coefficients c

ey

, 4 a
On doit calculer c= z \ oe ameremmennan
On a calculé ces intégrales pour une méthode clintégration approcnée dérivée

de la méthode de Newton-Cotes, qui consiste 3 approcher la fonction f x) x
a n

par un polynome de dcegré 7 passant par 8 points Gquidistants :



On écrit:

# , i

a Zz = -» (751 + 3577 + 1323 + 2989 + 2989 +1323 y_+) 4 “ene 28 i ¥2 7" Sm, "4 "5
+3577 + 751By ¥,)

(Confére H. Mineur : 'Techniquesde calcul numérique"),

Calcul pratique des coefficients c.

Hn vertu de la relation ( 21), on s'est borné 3 calculer

a
i

2\ Senda ay
G

a I

en €écrivant que:

Le calcul de v (x) pour x fixé Gtant trés long, on a di fabriquer des tables
n

deY ,WY, WU c..eee yl pour xn =O? 0,1; 0,2;..... ~.-3 10,5,Yo 1 t Thao
Ces fonctions ont été calculées 4 l'aide de la relation de récurrence ( 20) et

virgule flottante double-précision pour éviter une trop grande répercussion

des erreurs dfie &@ la loi de récurrence elle-méme pour les indices n d'ordre
2 At

élevé -.



~ 19 -

Les tables des Y sont aussi disponibles en virgule flottante
O, 1.....1460 s é

simple précision, et en virgule fixe & 10 décimales. (on a pris les 10 premiers

chiffres de leurs valeurs en double-précision).

19,0

Pour calculer c = 2 £( f(x) — (x) dx il suffit donc de disposer d'une table
des valeurs de ® f(x) “(paire,’ ou impa ire) pour x = 0; 0,13... 10,5.

aN

Calcul pratique de f (y):

Ayant calculéles c précédents, oncalcule c* =) (-i) Gs
n n n

et on applique le relation (24)

/
A oe
f(y) = O oY ly!

Les mémes tables Yo: cus Seuds 5 permettent ainside calculer f(y) pour
50

y 20; 0,13 e.c.0.03 10,5,

Résultats pratiques :

ler exemple: f (x) est la fonction paire représentée par la courbe suivante



v0

coe 18,609

Nas ny Pu
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Py

\
? z fos ‘ we aan : , ‘syte Aufl oppumenrt en AA d. Kouclrows Ww rou ge (Paes eee 74

‘ Q

Cy 279, V4 “2 2,416 Cue = 7 2th

Hy FO, 548 Ga = 3, 3U6 ‘ay LORS

gs Cb Cag = 4,94} bye = 70,946

Se 2 Ue Crys = 1,te4 Cre "E 0, 40d

Gy eB TeL Cy, Lyi th Reg = 91910

ff, = 3,901 Cyg = NSS Ky = 9 FOU

G5 a Att | fy, 2 -O, 46 Sey = 0,109
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A partir de la courbe fty) obtenue, on a par le méme procédég
régénéré f(x) = fy)> ()

La nouvelle courbe f(x) ainsi obtenue est pratiquement identique a4 la

courbe f(x) de départ.

zéme Exemple :

Soit la fonction f(x) .= 1 pour O<\xi< a et O ailleurs.
w

7) 5 Ky OLNOna: 4Xy) = { od AY AX = \J x. SAYS
Van 4 d we Nl

A On est parti de la fonction f(x) = \ L om 5% dont la transformée
f(y) est Fy) = (4 vb INI <5 %

Oo oil bourse
aie

La courbe obtenue numériquement est la suivante : | avec 4 6 oakl -fo.2,-- 10)
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