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| L'ECUATION DE LA CHALEUR
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APPLICATION A UN PROBLEME CONCRET

l METHODE DES DIFFERENCES FINIES ~ £‘
|
{
|
|

1 POSITION DU PROBLEME :

|

{ On se propose d'étudier 1'évolution des températures dans un
lingot d'acier au cours de son refroidissement en lingotidre, puis a nu apres
démoulage et enfin au cours de son conditionnement dans les fours Pits

avant laminage.

L'ordinateur utilisé pour les calculs étant un 650 I.B. M. a
2.000 mémoires de travail, il était impossible pour des raisons de capacité
de traiter le probléme a trois dimensions.

On a donc simplifié le probléme en le ramenant au cas bi-di-
mensionnel. Pour se faire, on a considéré que le lingot était un parallélépi-
pede rectangle de longueur infinie dont il suffisait d'étudier une section
drpite. Enfin, des raisons de symétrie nous autorisaient a ne considerer
que le 1/4 de cette section,

Dans ce dernier cas, 1'équation de la propagation de la chaleur

en régime variable s'écrira donc :

30 (xq b)) - 2 (k2% 2 (K 39
(1) cpsy yP s 5 M) +3% Q ?g)

o 7 (x, y, t) est la température & l'instant t du point de coordonnées (x, y)
d'un matériau de chaleur spécifique ¢, de densité f et de conductibilité
thermique K.

Dans quelques cas simples, la solution de 1'équation (1) peut
s'exprimer assez facilement sous forme de série de fonctions connues, mais
dans le cas présent, l'existence notamment du phénomene de chaleur latente de
fusion rend la solution théorique pratiquement inaccessible.

sl oms




On a donc été obligé d'avoir recours 2 une méthode numérique pour

résoudre le probl éme posé, la méthode classique des différences finies,
Utilisant pour la premitre fois cette méthode, il s'averrait nécessaire, d&-
faire quelques essais préliminaires pour avoir une idée assez précise de
sa qualité,
Ces essais portent sur 1'étude de 1'évolution des températures dans
une plaque rectangulaire avec des conditions aux limites simples (Conditions
de Dirichlet et de Fourier) en dehors de toute considération de convexion,
de rayonnement et de chaleur latente de fusion, et avec des distributions
initiales choisies afin d'obtenir facilement une solution théorique.

Le compte rendu de ces essais,avec comparaison des résultats
théoriques et numériques constituent la premigre partie de cet exposé,

Une seconde partie traitera de la résolution du probléme concret.

lére partie

ESSAIS PRELIMINAIRES

La plaque considérée est une plaque d'acier de conductibilité K,
chaleur spécifique c et densité ¢ supposées constantes au cours du conditiom-
nement. Dans ces conditions, 1'équation (1) s'écrit :

7 2, 2
R y = NP [ o= 3\ 27 )
(5) | oy imwtl o BB ) VT Syt ]

avec D = i S diffusivité thermique du matériau.
C
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Cherchons des solutions particulieres de la forme : ;
, R
B (x }j‘t) WD) (&3) wiE)
ouu,v ,w, sont des fonctions d'une seule variable.
Ecrivons que € (x, y, t) = H(x) v(y) w(t) est solution de 1'équation (E)
Ceci se traduit par :

u(x) v(y) w'(t) = D [(x) viy) w(t) + wx) v'i(y) w(t)]

d'ol, en divisant par D.u(x).v(y).w(t).
! Pl 1
dowak) = e )
D oW AL V(
Cette égalité devant &tre vérifiée pour toutes les valeurs des variables, il
est clair que ceci n'est possible que si chacun des rapports est égal 4 une

constante.
On posera donc :

Ve f
[ o) = «/\,z
v
g <
p
L) = - ¥

9 , e >
{(t> = - \)41"!\A = VL—)

On est donc ramené & résoudre le systeme (S)

‘\JVUL)‘) —r/\zu.u) e )
(S) J’(»CS) Y =0 ()
Wit «Y'we) =0 ()

.




et on obtient sans difficultés :

W) = A CodA R + B dw A K

/-\’u.m rA‘j Y AL MY
ik,
i -Dv
Q.

i

COREICY

"

wlk)

Donc, toute fonction O (x, y, t) =W (x) v(y) w(t) telle que u, v, w,

vérifient (S'), est solution de (E).

Le probleme se complique si l1'on considere que la plaque est en outre
soumise a deux sortes conditions.

1°) Des conditions initiales : B (x, y, o) =¥ (x, y) fonction donnée.

2°) Des conditions aux limites

La considération de ces conditions ram&ne le systeéme (S') 2 un

systéme linéaire d'équations aux valeurs propres > , » /7., associées aux

fonctions propres un(x) ; vm(y) qui permet de construire des solutions

particulieres !

Qn,wv vt = L YY) W";"&"\r)

On a envisagé deux sortes de conditions aux limites :

1°) Conditions de Dirichlet : (x, y, t) = Constante sur les bords de la
plaque.

2°) Conditions de Fourier :4 9 (x, vy, t) =48 = f (t) sur les bords de
la plaque ‘12’, étant la dé¥ivée normale intérieure , te coefficient X

pouvant é¥&ntuellement dépendre de t,




I) CONDITIONS DE DIRICHLET :

- Ag
On montre facilement qu'on peut toujours se ramener au cis

ou U (x, y, t) =0 sur les bords de la

Le probleme 3 résoudre
f/ ,}O = DY
Bloyk) =0 ; Oleyt
| Qmon s b
K Oxy o) =\W(*Y)

plaque,

est alors :

):Cl

{

J =0 J

Y Coadd o ek,

¥ (.,C’ﬁd - \. .\\"'\‘\\.Tﬂ')

D'apreés ce qui précede, on est ramené & résoudre le systeme (T)

’

i '\f(\/) = A LOSPY "‘,."?-'

i Ny etk
WU—) e,_)u

(‘ vl = AeesAx

I}

(T) J\ G(\’))y_"_) =0 }' (’)({x. y j“) - [ (L,
Okpt)=0 5 Oxet) < o

L Oxyo) - Yiry)

Ona F(x, vy, t) = ux) viy) w(t).

SR A X )
sopy )
(7)

)

Les équations (T) (4) donnent immédiatement u (0)

de m&me (T) (5) donnent : Vv (0) = 0 ;
d'ol, en tenant compte de (T) (1)

( A=0
. BsinA a=0

v(b) =0,

avec B# 0

0

et

via)=0
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| \ gl

]' Ce qui n'est possible que pour N = >\n = j

| oL

|

;/ /\“ SRMAL est une valeur propre de (T) (1) et (4) et la fonction propre
| - . -

' associée 3 A est u (x) =B sin "1 x

" On vérifie aisement que les un(x) forment un systéme orthogonal sur
1'intervalle (0, a) c'est-a-dire que :

| J Unl"\ o 4R A x =0 pour n # m,
i 9
’ \[3 - S
! et en prenant B = \J-—-— on obtient v X) = \l‘_%_ A L
[ o o a
a
et puisqu'alors JU\,« Yl AX = Sn’ e on a obtenu un systéme
9

orthonormal sur (0, a)

Par le m&me procédé om obtient un autre systdme orthonormal

vyl = \)’é 5iq MR y

(o8
On a ainsi obtenu ( U\ = L uin Nt S.O.N. sur (0, a)
) -
-’,— r;'\w
| =\l Sin ==
! \ Yo Y = ) S.0.N. sur (0, b)

Il est alors facile de montrer que la suite (u_(x) v (y) = £ (x, y) forme
n m n,m

un systéme orthonormal sur le rectangle axb = ..

On montre d'autre part que ce systéme est complet sur le domaine /-
donc, sur.-toute fonction ' (x, y) peut s'écrire

i
i

: W(X % ) = ‘/\,A, “vima ,\),Q“V

M T W
.

g { . {

) 1 anex C\’H’Y\ =
!




=T i =

R [ A

til

G = t : . s
}n,n(lx’ v, t) un(x) (y) Wn,m( ) solution partgcu\here
(

(T) (1) (2) (3) (4) (5).

On a donc obtenu :

Or, il est facile de vérifier que si U I et & 5 sont solutions de T (1)(2)(3)W)

en est encore solution. On peut donc écrire

15

T (1) (2) 3) 4) (5) & +©
1 2

que sous réserve de la convergence uniforme de la série

N L AR
=, (e ¢
N / = il.z \3‘—‘
x\/ F) = / A ‘-’no" ‘\;‘EY ) e
l A =0

est solution de (T) (1) (2) (3) (4) (5).
Ecrivons maintenant que © (x, y, t) doit aussi vérifier T (6), il vient

alors
it

< . :
L A KA v \J/("y} Sur Axb =N

g

Oy o) =

Or, cn a vu qu'on peut écrire que ‘&{) (x, vy Catn % U‘y) Sur
R 8¢ <

On doit donc avoir ? (‘* = \/ SV L
\\w\ e ﬂ ™Y
l’\\”\
d'olt on tire immédiatement A" = C m
n,m )

Finalement, on a obtenu une solution du probleme posé, qui est

= - by

[ 4 . .
@) Olry ) = Z,U¢WH%W%M’“GVUN“%”&
- & |
{

\
(6555 1 \\’\ =0




Et comme d'autre part on démontre que la solution de ce probleme est
unique, on a ainsi obtenu la solution générale du probléme posé, si toutefo1s
K‘\

3

la série converge,

II) CONDITIONS DE FOURIER :

Traitons le cas ou f£(t) = 0,

Le probleéme & résoudre est alors :

Ux) = AcosAx + B oinpx ul
VIy) = A cospy B"“W &)
.' . i DV y
| (\U) W“') k= (.\ <~ (j))
49 _ \0‘ (W)
bn V

Olrye) = wisy) (5)

C -—
Y\‘l,
. <
a n
N =D /
(_l I\\ | 7\/
/
a '3
o N Vo S - D g2 s
na: Yyt < 29 cos [v,0x) + 22 . cos{w oy
ON o X% 0y
== - 3 et A 0
donc : sur ox ?_@ - D_&’ . sur bx L - 3 e
R ay kA Oy
e R : L e
sur ay> \j_(l :wﬁ ; VA O\\/, ?39 - _.\L_Q
Ve 2X on 0%

ATE



{1

1
O = JE)-dup) - o (@)

0 (oyv) ~ & Qfoy')

[

t (J(4) donne immédiatement
(

|

f Vi) =K vl
{ L
|

—Q’Q&\/\—) —¥ L—)(o.\\, k) =0 =
(a) s'écrit encore )\B -dA =0

A (Xcos ) a - >\sin/\ a) +B (()(sin/\a+ >\cos /\ a) =0,

l (b) s'écrit aussi :

On a donc a trouver A et B non identiquement nuls et solution du systéme ( \/)

’ (¥ A-A5 =0

{ V) 4 3 5y e NCosA G O
U‘\(o(p<>“>>\9~\/\<.nr\)\.&>4,—_\5(“43“’\%0&”/QO“)’U‘) = !

Or, ceci n'est possible que sile déterminant de (h/) est nul, Ce qui s'écrit,
{ apres simplification :

i

(/\Z*b(i\l'fj/\ad~2b</\:o ll
|
|

Or, ceci n'est vérifié que pour un ensemble discret ( /\n) tel que >\ .

vérifie la relation B
d %Ay,
2 <)

v apm—

' \'a /\ 0. =T —
| g
P X

De mé&me, on aboutit & la conclusion qu'il n'existe A' et B' 7 0 tels que
v (y) vérifie (2) et (4) que si f est élément de l'ensemble discret ((\Jm)

tel que :

{ o) v
i \'c\ T/m b - ”_.L—“ri\::" 1 ku\ )
l 5 \\JN\ - E

o g
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Apres réduction on obtient alors :

| U“LXJ = A\,\(LOS?\“?\* ;—g\'n/\n*\) |
' /\ha\' v verifiant (<) o\ (d)

Lvgy) = B Leospy s Y

Wy

Les un(x) et vn(y) forment un systeme orthogonal sur (0, a) et (0, b)
respectivement , qu'on normalise en posant :

2/ 2 ’-2: _/{

4 :
An = b, ) H Mo~ b ]
E(unm) 3 x J L\/mw)> dy

Al
Et en raisonnant comme au paragraphe I) on aboutit & la conclusion que
sous réserve de la convergence de la série double la fonction

T |
I o ~DIA P )t
Olxyt) =2 Aﬂ,m Ve e T

-
™M

'l

Y,

est solution de (U) (1) (2) (3) (4)
Ecrivons maintenant que /> (x,y,t) doit aussi vérifier (5).
Olxyo) = Yiy).
. N [ : W T
On détermine ainsi Al m = /‘\' \W\X \/) %P‘) \:‘[\\/\ A x u\\/ (‘»\— A,l\

o

e wfwa s
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On obtient ainsi la solution théorique du probléme posé,toujours sous reserve

de la convergence de la série,
e 1

Une difficulté qui n'apparaissait pas pour des conditions de Dirichlet
se présente ici, c'est le calcul des valeurs propres /\ et \V me+ Qu'on

doit calculer graphiquement.

B - CALCUL NUMERICUE DES TEMPERATURES : METHODE DES DIFFEREN -

CES FINIES :
On a vu, que pour des raisons de symétrie on ne considérait que le quart

de la plaque a b
0 : i 7
| 7Y
= L - W
2 |
Fx

On commence par décrire la plaque par un réseau de mailles
rectangulalres aux noeuds duquel on se propose de calculer les températures
2 l'instant t + 1, connaissant la température des noeuds voisins l'instant t,

On procede par étapes dans le temps.

e v o/ 2.




a 1l'instant

t = 0. qui permet de calculer

On connaft la répartitionY (x V)
1 cette dernikre permettant de calculer

la m&me répartition a 1'instant
la m&me répartition a l'instant 21, et ainsi de suite.

5

La méthode consiste 2 remplacer 1'équation de la chaleur par une équation

approchée aux différences finies.

1) NOEUDS INTERIEURS AU RESEAU :

Soient x ety les coordonnées du noeud considéré

(0)
> )

0O

(W

X

On connait les températures () a
et (4) et on veut calculer la température 8 (0) du point (0

(1), (@),

l'instant t des noeuds (0),
) & l'instant

Les noeuds considérés sont :

(o) X Y
L X ) Y+ ﬂ
() x~h, 7
(3) X | Y-F
O | xeh |y

(3),

t +

s o/ s 0

1
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* 3
Développons (- = @ XN F+f en série de Taylor, il vient
1) y .

0% gy & W -

et comme (‘)* doit vérifier (E?

0 < BL0) + DN

O

I1 s'agit maintenant d'expliciter

Développons (1), O (2), () (3), (~> (4) en série de Taylor.

Il vient, en négligeant les termes non écrits

(1) (~>U) -~ ()&O) + ¥ D(‘) B \\ b G L
CEERT

@) OQ) = Oy - h 28 o h ?°Q+“"
RE B RS

(U
Yol = Oo) - K 20 2K YO
3) Q1 = 0L oy

\ S0 LW e,
GU‘) = (‘)(O) +h {; + Z ‘,XL+

(2) et (4) on obtient sans difficultés

2 [M@m Ow©)) + h‘@\m- 8] @)}

En combinant

T
B__Sl (1 =
4t h hah) =
De m@&me en combinant (1) et (3) on obtient :
B Q (\ oé \}/ S - 9\0) (6\.‘ ) - Ble >]
~ \/ W ( WX \)
cged e




S . ] J

*-

. e} e
d'olr finalement le pochoir de calcul de 9 © adec /\ = }_\_D__ ) B: ¥ D
o b))

(41 '~ o) +HQ«((—\E«)_G@)) *\‘M‘“%’j* 3"\%(\(:\@)-@,{0,)«‘[(.)'~90ﬂ

En utilisant ce pochoir, l'erreur commise sur le Laplacien porte sur les
dérivées partielles d'ordre 3,

Sile réseau est & mailles égales, (k = kl ; h= hl) le pochoir se simplifie
et donne :

()] 0= B« ’\g@m bel-c0w]) 3 o +B6) - 2 Ofol]

Remarquons que dans ce cas, l'erreur commise sur le calcul du Laplacien
porte cette fois sur les dérivées d'ordre 4.

II) NOEUDS DE BORDURE : CONDITIONS AUX LIMITES :

1°) Conditions de Dirichlet :

Il n'y a aucune difficulté ici.Il suffit, au cours des calculs de laisser
les noeuds limite a une température constante.

2°) Conditions de Fourier :

o) 22 -q6] -8

- l A

Dw r
Dans ce cas, il est nécessaire de construire un nouveau pochoir pour le
calcul des températures aux noeuds situés sur les bords de la plaque, Ce

calcul se fait apres le calcul des noeuds intérieurs,

B




. 7 < 2
a) Noeuds situés sur ox : (confere schéma).

|

2y i
™~ |

; |

|

A
A ARG

K e

On connaft les températures G(o) et 6(1) 2 l'instant t, et on se propose
de calculer @y au m&me instant, et répandant & la condition (6).

~

\
Habituellement, le calcul d'un tel pochoir se fait a 1'aide d'un seul point ‘
|

voisin, le point (o). Ce qui donne :

0) = Bpkk) = 8" ¢ W2 (xot) e -~
et en fonction de (6) il vient puisque \i_Q - B\Q

o '})Y

2

LN . LT o
A = B FIKO + IS

d'ou le pochoir
ot O K g
|+ AK

L'erreur commise avec ce pochoir est rattachée a la dérivée seconde, Si
on veut en améliorer la précision on est obligé de prendre k assez petit, |
ce qui par ailleurs, comme nous le verrons plus loin, impose des restrictions
gé&nantes sur la valeur maximum a donner au pas d'intégration 1,
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On a donc rejeté ce pochoir pour le remplacer par un autre un peu plus
compliqué, mais oli l'erreur est rattachée & la dérivée 3&me, c'est-a-dire
du m@me ordre que celle commise sur le calcul des points intérieurs : ¢&
nouveau pochoir utilise 2 points voisins(~)(o) et®(1).

On a donc en développant en série de Taylor
RN
( (\LO)‘O + K ML v -- -
‘ Bey Loyt
T q
1 OL) = 8% v xR 2Tl
~ 7
0y B\/
D'ou il vient immédiatement le pochoir utilisé :

gr Moo - Bul = 2w i)
B 3+ 4/\\’(

b) Noeuds situés sur o vy :

O Y -\
| l o /
A ()
\.'\I
)\U)
X/

On obtient de la m&me manigre, le pochoir :
)
@ b Qo) - B0 = I KE)
S+ LAk

) Stabilité de la méthode des différences finies :

On» démontre par le calcul, que la méthode d'intégration des diffé-
rences finies utilisées ne donne avec certitude des résultats corrects que si
le pas 1 d'intégration dans le temps ne dépasse pas une valeur maximum L
li€e, d'une part, au pochoir de calcul utilisé, d'autre part, aux dimensions
des mailles du réseau. On a d'ailleurs retrouvé expérimentalement ce
résultat dans un cas simple que nous rapportons plus loin,

o/




e

g

P o

e

= ¥ -

On démontre que dans le cas présent, pour un réseau de mailles

inégales (de dimensions h, k, h , kl) et avec le pochoir (4) construit -«
r que la méthode donne des résultats

précédemment, on doit avoir, p

stables.

(1) | S - -

Retrouvons cette formule dans le cas plus simple oli1 l'on a2 un réseau de
mailles égales (h x k). (h) =h ; k, = k)

Dans ce cas, le pochoir utilisé est le pochoir (5)

(5) Q*‘: LV@) \ ‘/LOU) + Oly) - 0(0) P K@QHEV ~1 @@>

W

avec le schéma suivant :

)
¢ \
//

K <
¥ W 0)

o

)

(b)

Affectons des indices 4P, q aux températures Q , indiquant leur place dans

le réseau et dans le temps.

OU\ _) = \\rol

i+ rex




i

On a alors :

@ = 0, P9

(1) & @h‘ au)o\

(2) = y\/‘P)L‘(‘.;,\

(3) = 9“}‘(‘“)0\

(4) = Gn,\o,q-‘ |
|

5 = ()

(5) K,m‘/ e 9 |

Cherchons des solutions de la forme GP =
B et C étant des variables quelconques Y’q

|
1M5in\:>E>,A(no\C
|

Il vient, en portant dans le pochoir ( 5 )

OUL) + D) -100) = L4 AnqC, Ain e o {(asB 1)
B+ O -2 00) = 27" Ataa C - Amp B (e C

TR Vo ae

X / Mgt .
S - = _ ] Ty . ,A\n Q
) O””‘/\fﬂ -1 AmpD 9
I .
et en divisant par A\/Y\F&‘ Ay q C il reste

(8) T = 4+ QD(CQO\O{L‘AD(QGAC—Q

\

Revenons a l'expression O,,,\Y 3\ i A‘W\ F(::) , ,b\\\/\ = C

Il est évident que la convergence est assurée si la raison r est en module

inférieure a2 1.
Ce qui se traduit d'apres (8)
|
|

o] E0(ers0) + E2fnc )] ¢ 2

B & Mt




or, sup (cosx—1§=2

I1 suffit donc d'avoir oZ/ 0 D k Lﬁ- + L) I

Soit finalement :

(9) "2 1

Lol L. o
DL\{L k1>=

On retrouve la formule annoncée et modifiée en posant h1 =h ; kl =k,

Remarque importante :

Pour construire le pochoir (4) on a adopté la formule approchée :

VoYL OBk | 6%~ Bw)
o

et on a trouvé la formule (7) nous assurant la stabilité du pochoir.
Par contre, si on calcule 2@ @)par la formule plus précise
A )
NO L eE) —B)
— (L, = .-~ °
S 7 R
le pochoir (5) devient :

B2 D) + <€ (00)+ Al <2 Q) + 15D (60)48)-789
N "

et on va montrer que la méthode est toujours instable. En procédant
comme précédemment on aboutit cette foig & une équation du second degré en r,

(8 ) devient (8')

2
(8") r =1+2r

0D~ 90 |,
\ft@m‘j»\)ﬂ» E?be(;Cg\‘)}

P -




g 90
d'ol on tire : en posant Li_\l — o b % = (_‘3
- T
y K

j r= o(e0d C)—\) + /DJ (QD’AC-‘> Ve +\—_K(®4 B-1) ffs(wGCi,z

Pour que la convergence soit assurée, il suffit que : sup ( r} 4 1.

soit : Z:[b(f/f))%-\/: ﬁ+(n(+i3)3 2\

Ce qui conduit immédiatement 2 o+ /") L0

soit ZQD(J_ 1._\_> L O

Y

*’ \L K T

ce qui est manifestement impossible puisque 1 et D sont positifs. La
meéthode est donc bien toujours instable.

I

f D - RESULTATS NUMERIQUES : COMPARAISON AVEC LES RESULTATS

! THEORIQUES,

4 Les différents essais portent sur une plague de dimensions 120 cm x 80 cm
¥ que l'on a décrite par un réseau de mailles égales,

¥
4

Essai N° 1 :

On a adopté pour répartition initiale :

Ylry)= 1000 ATLX L Am T
’ v \=
Conditions de Dirichlet : Q(xy\~> - O sur les bords.

Py

En se référant aux résultats du paragraphe A, I et pour des
raisons évidentes d'orthogonalité, la solution théorique se réduit a :

R

|
by

R T
1000 Al X A LYy o
a o

I

I TRyt

Ay t)
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I - Réseau de 81 points intérieurs au 1/4 de plaque a . b
<. pedepadad ettt Tt S T T 2 2 v._{\{
Schéma du réseau :
4
0 12 24 36 48 60 72 84 96 108 12072 132 pA
| i T | ; 7
: |
L 1 13 25 37 49 61 73 85 97 109 121 133
2 14 26 38 50 62 74 86 98 110 122 134
3 15 27 39 51 63 75| 87 99 111 123 135
4 16 28 40 52 64 76 38 100 112 124 136
5 17 29 41 53, 65 771 89 101 113 125 137
i
4 6| 18 30 42 54 66 78 90 102 114 126 138
¥ 7019 31 43 55 67 79 91 103 15 127§ 139
fF
: 3 20 32 44 56 68 80 92 104 116 12% 140
’ 9l 21| 33 45| 57| 69 81| 93] 108 117] 129 141
o 10 22 34 46 58| 70 82 94 106 118 130 142
§ 7
3 11 23 35 47 59 71 63 85 107 119 131
I
!‘ Les points 11, 23, 35 ,..,.... 131 et 132, 133 ......... 142 sont nécessaires
i pour le calcul des températures sur les médianes de la plaque, c'est-a-dire
aux noeuds 22, 34,..,..130 et 120, 121 ..,,... 130 par le méme pochoir (5)
¥ que pour les autres noeuds intérieurs. Les points 11, 23 ..... et 132, 133 ....
i 142 vérifiant 1'hypothese de symétrie faite au début,  c'est-a-dire que l'on a :
f - - o) - . Ol 31 = Al
E 6@ D= B4) S | (- R ) (\!L\‘LJ)
f
Oftog) B0, - - _ _ -guy) - (g
L : - - 4 /




Pour un tel réseau, et avec les dimensions a x b choisies, la limite d'ins-
tabilité L est:

g /I ’” Q\’\:L!V/VV\
P AL ‘ 2950 kLo
\ \

DI L

Tableaux des résultats pour 1 = 30 seccondes ,

Les températures sont toutes en degres C.

1°) Point 26 :

t en heures théorique calculée ‘ /\
1/2 63,96 63,92 0,04
1 42,84 42,78 0,06
%r
1 1/2 28,70 28,63 0,07
2 19,22 19,16 0,06
2 1/2 12,88 12,83 0,05
3 8,62 8,59 0,03




2°) Point 65 :

t en heures théorique calculée [ L\\
|
|
1/2 334,92 334,67 0,25
1 224,34 224,01 0,33
1 1/2 150,27 149,93 0,34
2 100,66 100,36 0,30
2 bfe 67,42 67,17 0,25
3 45,16 44,95 0,20
3°) Point 70 :
t en heures théorique calculée A
1/2 473,65 473.2¢9 0,26
1 317,27 316,79 0,48
1 1/2 212,52 212,04 | 0,48
l
2 142,35 141,93 0,42
2 1/2 95,35 95,00 | 0,35
r
3 63,87 63,58 . 0,29

ool nen




4°) Point 103 :

t en heures théorique calculée /\
1/2 567,62 567,20 0,42
1 380,21 379,54 0,57
1 1/2 254,68 254,11 0,57
2 170,59 170,08 0,51
2 1/2 114,27 113,84 0,43
3 76,54 76,20 0,34
5°) Point 130 : ‘
t en heures | thécrique calculée ﬂ
1/2 669,84 669,34 0,50
1 448,68 448,01 0,67
1 1/2 300,54 299,87 0,67
2, 201,32 200,71 0,61
| 2 1/2 134,85 134,34 0,51
3 90,33 82,92 0,41

24




- 25 .2

On constate que 1'écart maximum pour les 5 points précédents ast obtenu
pour le point 130, c'est-a-dire au centre du rectangle a x b.

D'autre part cet écart est inférieur 2 0,7 oc

Pour chacun des points étudiés, les courbes donnant en fonction dz t ont
toutes la m8me allure et présentent un maximum entre 1 hat 1 h1/2,

Allure de ces courbes :

AT
/1\_—\)6\‘\,\‘
\
0 ; ¥ -+ + + ¢ >
by & | L ) 7 ; -
v v E 3 B

A partir de 1 h 1/2 1'écart décroit binéairement.

II - Réseau de 16 points intérieurs au 1/4 de rectangle a b
Részau a mailles égales J h = 8 um
\k = 12
0 7 14 21 28 35 42 <
| S
1 8 15 22 29 36 43
2 9 16 23] 30 37 44
.3 10 17 24 31 38 15
4 11 18 215 32 39.£ 46
5 12 19| 26| 33  aof a7
6 13] 20l 271 3d  a
\If
X

M3me remarqus que précédemment pour les points extérieurs au 1/4 rectangle.

N -




Cn a ici : L - 1 T 221,55, # 3,6

Ce qui nous permet de faire une gamme d'essais plus variés.
Les différents essais effectués correspondent successivement 2 1 = 30 s;
1=1' 1=2"; 1=3", .




- 2T =
Les résuliats de ces essais ont ¢té présentés groupés 1 =30 s; 1’ =1';
" :21; m =3t‘
: 1
o)
= ~ lal o (=] 53] i) Lo =} i o]
é‘;' [33] =7 == f"\‘ 5z ] ™ £ &1 il ‘E; o é}
o (=] . (=) © - c; (;.“ (_; C; L;
z - ! r~ &~ M <0 >~ (@] [ =)
oM i ¢ < Ly (e}
@D o0 = Mo 2 < 2 - N i = SHOES
. ¢ s N » - - -
S TSR I I PP R IE B N L R P Q)
p
= ! d O o~ y
1 — o [ ) ~3
<"|' — — [N — — ) = }) (Lg &S o o
o o = ! o o o I3 = =y < =
EIRN a n | o | w % — ca o - = "~
& " 23 Na) re) o~ L 0 (<} LD ~ ~— r~
= r « ) 7 3 © 10 (5] « " — <
= O <H ~ = —
<t <H oy ) g ] — N — -~ D
5 S S o o o o © © o o = =
O |lo |o |o = o © o 3 = o
- g ~ o <! o ) o < ™ €
-, — g E‘J) ~ ﬁ o~ Nel ~ e NG ~ — o~
'l v |l |a || & | @ w0 ) o —~ | - o
- ] <{! = —
, — W) el -4 o~ o~ o) i 32} (2]
< o |o | o ; o ) o o 3 o
o
O
o~ w0 o o~ — v e
. 3 ~ ~ D~ c
'EU =] < ¢ @D | ™ o o~ ) o NS o~ v £
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3 ; : “ =
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Ioe)
|
e 2
=g . 3 .- o} (D]
% o o o I o3 ) N N <t
8 = -~ e 7y N S o) ~ o w0 o~ =i b=
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NG O < =~ - —
ol
R
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Essai N° 2 : :
= ’J{{Z

On prand comme répartiticn initiale : L( (x y) = 1000 sin'l X ,&,\‘,\‘3\_‘\/
a- {

o
Conditions de Dirichlet : (“\ (x,y,t) =0 sur lss bords.
La solution thésrique est cette fois :  (cf ¢ I1.4a)

2

= 3\t
¢ = R ¥ *-*}L
( &G

/5 (x,y,t) = 1000 sin =% Aw -1V o

bl

O

Réseau dz 16 points intéricurs : c'est le m3me que précédemment (Essai I, II),

Résultats : a

POINT 8. -
4R Dumborique 123000 A1 1104 ¢ AL 00 ¢ Agn 1 ELF 1 Ay
1/2: 6239 66 77:4,38 165,78 : 3,39 ¢ 63,77+ 1,38 < 61.69 ¢ 0.0
T L T S S Al
Ty 389 460,87 1 as s 0ee . ais: oe e o
2 ot 1 1a7:0.50 4 1,00 s oms s 106t 009 oan oiex
2% 024 i 0341010 4 0,31 5 0,075 0.3 0,00 023 aon
5 o0 0,09:0.05 ¢ 0,08 4 0001 .07 oons a0 000

/e




- B _
POINT 12 :
R N N N (o T S e
1/2 i 201,93 :216,06:14,13 212,88 : 10,95 :206,36 : 4,43 119963 2,30
% & 50,40  : . 57,705 6,30 © 56,011 5,611 52,635 2,231 49,26 + 1,26 1
U 15,41 2,83 : 14,74 2,16: 13.43: 0,85: 12,16 + 0,42
EE 304 : 412: 0,98 : 3.88: 0,74: 3.42: 0.28: 3,00+ 0.14
oy o os i 1,105 0,32: 1,02: 0,24: 0,67: 0.09: 0,74+ 0,08
e p 019 0,295 0,10 0,27: 0,08: 0.22: 0,05 0,18 0.01
POINT 24 : (On retrouve numériquament, le fait que les points
8 & 24 ont des températures identiques).
. Omeoriane ) Pl BL a2 A S e G A
1/2 _6~6_,_7_7 _______ 65,78 63,77 61,69
——l—— 17,83 —1-71_3_1 ________ :-1;;,:&6- 15,22
e 16 . 155 oaas . 5760
2 ¢ i 1270 ¢ o0 106 s 093
oy T 0341 i 0os1 .. 027 . i 0,23 : .
S 0,09: . 008 : 007 i . 0,06 :
/.




POINT 29 :
------------------------------- R e E Iy USSR PGP S R g -______;ffﬁi____
a . 9] . ' Oqn o
tI_i"n ;gthécrique 1 —]Z;)Os Al 1 Sll Ay luzzly /‘\41” 1!!%131 Al'”
1/2 - 45,34 - 48,51 3,17 -47,79: 2,45 : -46,33: (G,99: -44,82 0,52
1 - 11,32 - 12,95 1,63:-12,57: 1,25 :-11,82 0,50: -11,06 0,26
1y - 2,82 - 3,46° 0,64°- 3,31 0,49 :- 3,01: 0,19: - 2,73 : 0,09
2 - 0,70 - 0.,92° 0,22:- 9,87 0,17 +- 0,77 0,07 - 0,67 0,03
2‘/21 - 0,17 - 0,25 0,08:- 0,23¢ 2,96 ¢ - 0;20 6,03: -0,17 0,00
3 - 0,04 - 0,07 0,03°- 0,06 0,02 ‘- 0,05 0,01 - 0,04 0,00
POINT 32 :
e . P . ::‘ ! ) O r
L Hrf :cheor1que 1 _63]‘08 A,y 1 = IJ; By = 21' JAREL lu‘t?_;g'” Al"' :
1/2 - 139,53 :-149,29: 9,76: -147,09: 9,76 :-142,59: 3,06 :-137,94 1,59 &
1 - 34,83 - 39,87: 5,04: - 38,70 3,87 :- 36,37:1,54 :- 34,04: 0,79

- e e .- = o . N . .
- L —— - ~ - . = - 1 4
. A . 5 ot = - e e o te e e e

T e T e e e e e e e e e e e e e e ke e e e e e e e e e e e f e e e o e e e e e e,
s 2 Dt R R S e I i o U T 3




POINT37 :

1/2 @ - 146,71 —156 98: 10,27 : —154 66 7,95 :-149,93: 3,22 :-145,04: 1,67

____________________________________________________________________________
T SRR UDURII DU IR I U U S e R e
P ST SRR U JU N R B e I i i B R g
L S e e e i et

: 2 g g e m P e e e e e e e e
[ SRS PR S e et T R B T e i M e A et Y

3 - 0,14 - 0,21 0,07:- 0,19: 0,05 '~ 0,16* 0,02 ‘- 0,13° 0,01
POINT 40
“fen e T TTTTTTTTR S1 T AT o1 LT TTTTTYY T TGy T T
i etheorique 1 = 30s A]_ 1 =1 Dy 1!1_{2311 AN TT l'”@%’ Al’”
1/2 - 249,60 -267,07 17,47:-263,13% 13,53:-255,07: 5,47 :-246,76° 2,84
1 - 62,30 - 71,32 9,02~ 69,24 6,94'- 65,06° 2,76 - 60,89 1,41

_______________________________________________
4 N : ) s - - - R P U e e T

I e i T T T R i el T T T T e e S

v U R g S ISl T i = s e SIS S e s B sl
M = G —_————— e e e e e e e e ==

M e e e e T T T G e e e T e e e T T T




On prend comme répartition initiale : (_\) (x, y) = Constante 5 I800°C

Conditions aux limites : On maintient les bords & une température
constante de 100°C

Solution théorique :

On cherche 3 (x, y, t) Solution de :

Sﬁlﬁ )
Dt
L @ny\-_)\r: 100

Posons &? (2, y, t) = @ (x, vy, t) - 100,

LP (x, y, t) vérifie alors le systéme :

M opag

e
Qv o
0

dont nous avons trouvé la solution : A,T) t T &

(é ey y(%ﬂ iL"%)t

7 v ) 2 ’ \
On a obtenu : \P (x, y, t) = LN 2 nra %R \1/\-\(\/) =

g nw

avee: _ { Olay ) wir) v ty) C'\ X J\ y
/)
LY'*W\ B > \ “ a /

Y .
ory = B - 100 aon: \ (x,y,0) = 8 (x,y,0) - 100 = 1500 - 100 = 1400 °C

Et en écrivant maintenant que 6 (x,y,t) = \?(x,y,t) + 100 il vient sans
difficultés

&

e = W -
P — T\QM | ) . ‘nova
9[x7\~) - 100 + L5 KS\W@ Avg MILX Ay o\xé\/]ugww) e /

4
o i e L

g/ o »




Calculons C

\’\]YV'\ ’ r
128 -l . “ <M
S)\;V\“Exéx:*g"‘"””""lrxj = = (\~tl)
oo Wi o '(_'.T-
o S
“k' -
d'ou : Cn,m = =T | *(* \) ) (" - K ‘J |

Ay e L

Il est évident que les Cn m sont nuls, pour toute valeur paire de n, ou de m.

et valent 4 ab pour les autres valeurs,

- |

(~) (x, y,t) se réduit donc EL: sz Ml, W\Z !
ATY ., MUY N (“’T"'&)‘_’
—_— Sy e Qg
E)(x,y,t)=1oo+22.4ioo 5 AR e b "
“ -/"\\)\N\ ) n W‘ J
e \f‘/\Pa‘RS

\ A "* Aw BTV
Pt sons /—lr\ = - 2
™ w0

f‘.' 'L‘ "L

-1 )(\ &,LJ..—"%>}Z
N Q. i

et _8 = < >

ﬁ)m

diot B (x, v, t) = 100 +22.400 5T

[ A

Aoy B

2 N v (8824
A :

ﬂ- “’m|mpa\r5

On a calculé la solution théorique en ne prenant que les 4 premiers termes,

Cette approximation étant justifiée par la décroissance rapide des termes

B d'une part, et l'alternance du signe des A d'autre part,

n,m n,m

S 3




Essai N° 4 :

Prenons comme distribution initiale (x y) X
W(xy)~!0(¢o>/\>w_»“\> g »/+? 510 M Y) Ly
A‘qk\,solutwnde:/\\”\\l_ ’\ et ‘;_»)r/\,b—;f__.r_-‘_'_

e rx;)' W
les bords de la plaque étant soumis a des conditions de Fourier
En se référant au paragraphe A,II La solution théorique est :

A o< e + _‘ 510 \) i ((\Zlﬂ,‘f)
Oyt = ofoehs- L e Jfestay » npa)

Calcul de A, et M

On a calculé /\\' et\\’[ par titonnement.

Posons Q>\“: )(N\ on est alors amené 3 trouver A vérifiant
i
- Y I a X
9y N S
; K ¢
A .
On localise grossierement BS entre X et X, par exemple.
‘ s 1o . . j LA
On calcule alors, a 1'aide de l'ordinateur 1'écart S = Q:g X - —q—~—7—\—1 aux
x"- o/
oints x X +h x - gh (ﬁ & \) On trouve ainsi l'abscisse
p o3 Mo H By somn ey X5 :

X, + ih pour laquelle 2 estle plus faible. On a alors encadré X1 entre 2

nouvelles valeurs qui sont >‘~o+b- h et X+ (.,w)‘q et qui vont servir de nouvel

intervalle pour recommencer le processus en prenant un pas h plus faible
que le précédent, et ceci jusqu'a ce qu'on ait la précision désirée,

Le calcul de K et ‘\' a €té mené semi-automatiquement, (Le calcul
a duré environ 1/4 d'heure dont deux minutes de calcul sur machine) et on
s'est arrété 2 5 <10 i

On a obtenu pour =174 &
¢ NS FTVFAT
(2= ke goaTIII




Réseau de 16 points :

RESULTATS : POINT 8
------------------- G, B e SRS TSR =g oy SES B el
t en théopique :calculée: 1; ¢ 1 4 g l”: i P
3 21 =30s: 1= 1 $1tt= 20 aAtt= 3!
1/2 . 81,83 : 82,61 : 0,78 ; 82,53 : 0,70 : 82,37 0,54 : 82,21: 0,38
1 58,35 : 59,15 : 0,80 : 59,04 0,69 : 58,81 0,46 58,58 0,23f
1 41,61 ' 42,31 . 0,7C : 42,19 0,58 ; 41,95 : 0,34 : 41,71: 0,10
2 : 29,67 : 30,26 : 0,59. 30,15 0,48 : 29,92 : 0,25 29,68f 0,01
2 21,16 21,64 0,48 : 21,54 : 0,38 : 21,33 : 0,17 : 21,13 : 0,03
3 : 15,09 15,47 0,38: 15,39 0,30 : 15,21 : 0,12 : 15,04 : 0,05:

. 3 . .
[T SIS UGS g PSR U L R T e R I e S aiha it Sl iindi i S
-----
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POINT 12 :
S YU S
t en 1 1 1! in Jiih w3
H. théorique 1=30s s 1t = 1t 1 i o= 21 1 1M =3¢ 1”':
i 1/2 197,30 198,22 : 0,92 :198,03: O, 197 64 0,34 197, 24 0,06
! 1 2 140,69 ¢ 141,82 : 1,13 141,55: 0,86 : 141,01: 0,32 :140,46: 0,23
et e R mmmm - e el g
L 1 100,32 101,44 : 1,12 :101,15: 0,83 :100,57: 0,25 : 99,98: 0,34 :
| T T T T M A s
I 2 H 71,54 72,55 : 1,01 : 72,27: 0,73 : 71,72: 0,18 71,16: 0,38 :
E
A NN it T RIS SOpUpu Y S S O e e L L T ey fmmm——— :
2 : 51,01 51,88 : 0,87 : 51,63: 0,62 : 51,14: 0,13 : 50,65: 0,36 :
f e T T Tt :
3 36,37 37,09 : 0,72 36,89: 0,52 : 36,47: 0,10 36,04: 0,33 :
i POINT 24
: ten . A S v R
| | H. théorique l 30 s . 1 "1t =1 1 i =21 1 mnr=3t LN
s 1/2 360,72 361,57 : 0,85 :361,22 0,50 360 51 0,21 :359,79 0,93
M | : 257,22 258,56 1,34 :258,06 : 0,84 257 07 0,15 : 256,06 1,16
5 1 : 183,42 184,89 1,47 :184,37 : O 95 183 31 0,11 : 182,24 1,18
2 130,79 132,21 1,42 :131,71 0,92 130 71 0,08 :129,69: 1,10:
2 6 93,26 94,54 1,28 94,10 0 84 93,20 0,06 92,30 0,96
. 3 3 66,50 67,61 1,11 67,22 72 66 45 0,05 65,68 0,82
|
ey i == e O S S T i
ciifsii
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POINT 29 :
%
e i S S S PR
H, : théorique .; =305 Dar= o Va2 SETITE Y =
S P SO N St g P
1 146,00 ¢ 147,41 "{,41" 147,13 'IfI;'.l;Z,},Z'E,"sZ '2'{;5”,_;9‘1"0','01'2
%l 104,11 105,41 .1,30 , 105,11+ 1,00 104,—5—1-.-O-,—;O--:-l-(;?:,-B-‘)_ --O-,-Z;_:
A P R ey
S e a0 ot & aeat 0,701 55,131 0.19 52,6+ 0,32 4
T i as i 38,54 10,79 ¢ 38.32: 0.57: 37.88:0,13 : 37,44 : 0,31 :
POINT 32 :
S L S TP R P T R Y
: H, :1=30s 1 =1 1= 2! 1= 3 :
T e e o0 o L4708 s Oen s a7 1, 1,475,
M 7Tz 1539,16 5 1,48 ’3}2{,;{:’5','85""3!{,‘2"{ "o",},'{ ';;;?é; 185
PR S0 82 24350 ¢ 1.68 424L.8L 5 0,99 : 240,42, 0,40 239,00 1,81
P 1172 173,40 ¢ 1,68 172,74 1,02 £ 171,42+ 0,30: 170,095 1,63
e 4 132 45 112399 : 1,54 :123.41 : 0,96 ¢ 122,23¢ 0,227 121,05: 1,40
U 27 32 4 88.66 : 1.34: 85,161 0,84 87,15: 0,17: 86,14: 1,18

FE T S et it Rttt il J e e e e S I M I T R i ettt e
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POINT 37 :

T e R et L T e bk 3
t:In théorique 1= 3013 . zl' = 11" H 1" = 2]::l ; 1 -1;': 1 :
1z s 3761 L 338,73 L 1,12 338,401 0,79 137,75+ 0,14 ¢ 337,08: 0,53 :
PR 720,70 L 242,22 11,48 1241761 1,02 240,851 0,09 : 239,89: 0,85 :
T 7167 173,201 1,55 1 172.70: 1,03 £ 170,715 0,04 : 173,711 0,96 :
PR 22 a1 23,84 11,43 1 123,371 0,96 122,43 : 0,02 ¢ 121,48: 0,93
PR §7.29 . 88,55:1,26 : 88 14: 0,85: 87,29: 0,00 : 86,45: 0,84 ;
s 62,24 : 63.32:1.,08 i 62,96: 0.712: 62.24: 0,00 : 61,521 0,72

POINT
L S U U
H 1=30s ' =1 o= 2! 1= 3
PP Ryl T O AR S S e
-1 -------- ;f—ﬂ:é;—-“ '3:6‘;,32 -1,48 368,61 0,77 : 367,19' 0,65 : 365,75. 2,09 :
-l* L 262,30 264,05 1,75 .263,30. 1,00:261,78: 0,52 260,25. 2,05 :
P 167,04 ¢ 188,80 * 1,76 © 188,09 1,05:186,65 0,39 i 185,20 1,84
B 3537 £ 135,00 ¢ 1,63 1 134,37¢ 1,00:133,09 ¢ 0,28  131,80¢ 1,57 :
5 95,11 96,54 i 1,43 5 95,99: 0,88 94,89 ¢ 0,22 93,79 F 1,32 :

2 - o ® e e ot vt e i mt * e e et e e e e o e e M mammim e e e = m e e e e e
- e = — - - e et e e e e e e e e e e e e e ke e s D s e (e




CONCLUSIONS : g

X

Il ressort des résultats obtenus au cours des différents essais précé-
dents que les courbes représentant 1'écart /\ en fonction du temps t du
refroidissement correspondant ont toutes sensiblement la m&me allure 3
partir de t = 1 heure. Ceci quel que soit le pas 1 choisi.

Fal

§

o e e e o e e e e e oo SR

L'écart Z\décroit quand le temps augmente.

Il ressort également que la valeur optimum & choisir pour 1 n'est pas néces-
sairement la plus petite,

Ainsi, pour l'essai avec Conditions de Fourier, on constate que c'est 1 = 2'
qui donne la meilleure précision.

Il semblerait que la valeur optimum pour 1 soit liée 3 la nature de la répar-
tition initiale : Ainsi pour les conditions de Dirichlet :

Répartition 1900 sin(Tx sin Wy ¢ 1 optimum = 1°

3 a

i A 1090 sinTix sin3[[y L = 3
= " -

E " 1590° et 100° sur [ : " =30 s,

On ne peut donc pas savoir a priori quelle valeur donner a 1 pour avoir la
meilleurepmécision.

Il est 32 remarquer cependant que les écarts /\ deviennent rapidement
inférieurs a 10° C. dans les cas les plus défavorables.

Si un réseau tres fin donne une meilleure précision, cet avantage est
contré par un accroissement considérable du temps de calcul, donc du prix de
revient, alors que le réseau de 16 points utilisé donne une précision qui nous
semble satisfaisante, compte tenu de la précision des mesures qui peuvent &tre
faites expérimentalement 2 des températures aussi élevées que celles que nous
rencontrerons dans le probleme réel,
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®
ENEMPLE A'INSTALEILITE de la METHCDE des DIFFERENCES FINIES :
B 2l
Cn &tudie une plaque d'acier de 127 x 8Z cma-
Y {x y) = Coastante = 1520° C
7} (x yt) = Constante = C sur les bords (condition de Dirichlet).
Lie rdseau utilisé est le réseau ! 25 maezilles pour le quart de la plaque.
Ona - hk=0,2cm K e "
o= 1z D, s=p——= g% — = 2, 06208
k=17 ¢ ¥%\Q, Fooxe 46
d'ob 12 limite d'instabilité L= — 1 A 7 200
A S i/
E zour 1 = 7' les résultats sont encore corrects alors gue zour 1 = §' M'instabilité
apparait &3s que t = Z h.
Résultats : f =9 > L
¥ calculée U calculée
B t Toint 47 Toint 12
:
' Z h. 1.213,5° C 255° C
2 h., 26 1,023,9 £L4
Zzh, 15! 849, 2 128,7
2 h., zZ&! 1.£212,6 538,5
| 3 h. 1,420, 4 947, C6
ﬁ 3 h, &9 ~ 472, 9 - 747,.5
i 3 h, 18 + 2.195,6 +1.465,3
3 h. 27 - 1.725,3 - 1.505,6
3 h. 36 + 3.083,5 + 2.426,66
3 h. 45! - 4.301 - 2.856,4
i 4 h, 54! + 7.39Z + 4. 201
i 4 h, 030 - 9.428,¢C i
{ 4 h, 12 +14.515,7 "
! 4h, 27 - 16.631,9 a
4 h, 30! + 28.794,5 ! i

-0~0-0-0-0-




]

e—

2eme PARTIE

2

~0-0-0-

RESOLUTION DU PROBLEME CONCRET

FOSITION DU PROBLEME :

Le but de cette étude concréte est de trouver le conditionnement
idéal (temps de séjour en lingotiere, temps de séjour sur Car, temps de
réchauffage en Pitts) permettant d'obtenir a la sortie des Pitts une répartition
aussi homogene que possible des températures a l'intérieur du lingot.

Lia solution ne pouvant 8tre trouvée directement, il fallait
procéder par titonnement, c'est-a-dire calculer plusieurs conditionnements
jusqu'a en obtenir un qui soit satisfaisant, le choix de ces conditicnnements
étant laissé au flair de l'opérateur.

Le calcul d'un conditionnement complet est en réalité constitué
par 3 problemes différents. Celui du séjour en lingotiere, celui du refroidis-
sement du lingot nu pendant son séjour sur Car et enfin celui du réchauffage
en Pitts.

D'autre part, pour les points du réseau situés sur les faces exté-
rieures de la lingotiere et & 1'interface lingot/lingotitre se pose un probléme
qui présente certaines difficultés mathématiques du fait que les calculs
conduisent & résoudre un systeme de 2 équations du 4&me degré a 2 inconnues
dont on ne peut donner de solution formelle.

C'est la résolution de ces 2 derniers probleémes qui est exposée
dans ce qui suit

1) PROBLEME DE LA CHALEUR LATENTE DE FUSION :

Ce probleme se pose des qu'on se trouve en présence d'un point
du métal qui vient d'atteindre la température de fusion de ce métal.

Si c'est au cours d'un échauffement, le phénomene de la chaleur
latente s'interprete de la fagon suivante :

S
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Des qu'un point du métal atteint la température de fusion, il cesse
de s'échauffer tant qu'il n'a pas regu une certaine quantité de chaleur C .,
appelée chaleur latente de fusion. Dans le cas d'un refroidissement, c'est
le phénomene inverse gqui se produit. Des que le point atteint la température
de fusion, il cesse de se refroidir tant qu'il n'a pas évacué la méme
quantité de chaleur C précédente.

Dans le probleéme qui nous est posé, c'est & ce dernier cas que 1l'on
a affaire., On a résolu ce probléme en blecquant la température du point consi-
déré, a la température de fusion, et ceci, le temps nécessaire a 1'évacuation
de la quantité C,

Cependant, au lieu de considérer une perte de calories, on a
préféré considérer une baisse de température fictive qui se pré&tait mieux
aux calculs.,

Soit ¢ la chaleur spécifique du métal et C sa chaleur latente
de fusion . Si le phénomene de la chaleur latente ne se produisait pas,
1'évacuation de C calories provogquerait, pour une masse de un gramme de
métal, une baisse de température sensiblement égale a C°C (11 est
facile de voir, ici, que la masse n'intervient pas dans le calc?h).

Donc, si on associe au point considéré une température fictive
(obéissant & 1'équation de la chaleur), on devra bloquer ce point a la
température de fusion tant que sa température fictive n'aura pas accusé
une baisse totale au moins égale a2 C °C
)
Exemple : Soit 1 le pre d'intégration (1 = 60 secondes par exemple) et |5 &
STESSSESF 0 la température de fusion du métal atteinte 2 l'instant t et supposons
de plus le métal coulé i une température supérieure a fg‘a. On a
alors le graphique suivant : i} étant la température réelle du

point considéré,




© bt Frst

35 T
e 27 préelle :
- - ~ -température fictive °

e

i.
3

On bloque le point a la température . tant que ,,v "\ A, -3* , par
exemple, la courbe ci-dessus correspond a % - L_ ;\- mais le programme

i ¥
tient compte du fait que pratiquement on a Jamals ST . m

2 e

P

i

Remarque : (les accroissements fictifs /3- vont en croissant car, tandis que

le point considéré reste bloqué a la température 1, , les points voisins
utilisés dans le calcul de i'}} se refroidissent, augmentant ainsi le gradient
de température au voisinage du point).

[}

Pratiquement, & chaque pas d'intégration 1 au lieu de considérerz Q; on

modifie la quantité C

C

Initialement, on a affecté a2 chaque point intérieur du lingot, une
mémoire dans laquelle on a placé le nombre C.

C .
Au ler pas d'intégration, on calcule A, que l'on retranche de C_
et que 1'on met & la place de C qui devient donc & . p' c
e &

v | { 10 !
De m&me 2 la seconde intégration =~y > T-%-%7.....¢etc et on
bloque le point a la température ), tant que la quantité % _ ‘-\’L
reste positive. )

s o lf 20




Des que cette quantité devient négative, = - 4 on met le point
considéré i la température @ - T et on ne repasse plus, du moins pour ce
point, par l'intermédiaire de &'

4 . 1

L.e pochoir de calcul de © donc de A est exactement le

pochoir 5, indiqué dans la premigre partie.

1I) DIFFERENTES PHASES DU REFROIDISSEMENT ET DU RECHAUFFAGE.

1) Premigre phase : lingot dans sa lingotie¢re.

Problemes de l'interface et des faces extéricures de la lingotiere.

Donnons tout d'abord le schéma du réseau de point utilisé avec
la numérotation correspondante.

Cotte numérotation ne correspond pas exactement 2 l'ordre dans
lequel se font les différents calculs, mais elle permet par un gimple courd-
circuitage des instructions de passer immédiatement de la lere phase
"lingot dans la lingotigre' & la seconde phase ''lingot nu'',

Réseau utilis€ : 3 l'interface, les noeuds sont représentés distincts mais
_____________ ils sont géométriquement confondus, le retrait du métal
étant négligeable par rapport aux dimensions du lingot,

ot exf e B 3
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A) PROBLEME DE L'INTERFACE : it

Calcul du flux calorifique.- Nous admettrons dans tous les calculs,
que le décollement du lingot dans la lingotidre est instantané, ce qui, d'apres
les résultats de M.M. SARJANT & SLACK ("Journal of the iron and steel
institute'" Aoft 1954 N° 4), n'introduit pas de différences appréciables avec
les résultats obtenus en considérant un décollement progressif.

On a pris pour valeur du flux calcrifique rayonnant a travers
l'interface lingot/lingctitre la quantité Q.

T
\Gi= 12 -9 = TENTL =T \

B . Y 1 ' w, ol
o : U estla constante de Stéfan qui vaut ici G = ! 536459 3% cae/ u}/@\ K)1

& estle facteur d'émission effectif.
T indique qu'il s'agit de températures absoslues.

Les indices a et f se rapportent au lingot et a la lingstidre respecti-
vement.,
Il y a lieu de tenir compte du signe de la quantité

oz

O-=ce(TYTo fl 0

W = e, - ) ux sortant >

pour 1'établissement des équations suivant qu'il s'agit d'un point du réseau
situé sur la lingotiere ou sur le lingot,

Calcul de © .

Si & et &

a ¢ sont les facteurs d'émisssions respectivement de
l'acier et de la fonte oné $

& O, =
Tz = s
[ Y - T
. IS T Ty e o . A .
Si de plus on considére que €5 = E; l'égalité ci-dessus devient .
= SR
< X =
< 1= == =
?- -z -] 7 - "-'(:’

Dlautre part, on voit qu'ent prenant pour valeur du flux la quan-
tité Q précédente, on n'a pas tenu compte du phénomene de ¢.nvexion a
l'interface.

o w g Eos




N A gt

Nous prendrons désormais pour notation, & = o & IR

4
f

On a donc Q = G‘(Téla - T

Différentes équations a l'interface :

Le calcul des noeuds 3 l'interface lingot/lingotidre, ainsi que
des noeuds des faces externes de la lingotiegre 3 l'instant t, se fait apres

avoir calculé les noeuds intérieurs au lingot et 2 la lingotiere au méme
instant,

ler Cas :
o

Domaotine gt L. !
3 \.:\Nao\ (LW & w.\uf[) 1 \A\ao\"
)(--\-(.L.)\.l-i a\i ® W =
WG e By Euyoa)
‘?—,\—R" —‘“-'>
X

a) pour le lingot :

On connait les températures sbsoluesk?U )}\? (), B B®), 3 1'instant t
et on se propose de calculer Y'=x etfiw!'-y  aum@me instant. On a,
si K, estla conductibilité de l'acier :

Q = \Tq_w.i\_ —~ \/‘2 CD_Q
, 7 d
et en écrivant RIS sous forme de différences finies, on obtient sans
difficultés : i

KQU'_{"} ¢354 ¢F = o

avec .

F{:. Ll(j)b)wok() /‘ V(C«.:

. o o f s




b) pour la lingotidre :

On obtient de mé&me 1'équation :

D((Q(\;~x“) -bx +2 =0

svec B = LUy - Ul s dg = LT
| &

x ety on aa résoudre le systéme

Donc, pour calculer

X 3\—1\")«—‘3 ~-d =0
' o\ b

¥ %LL:)L‘—'}C()-BQC «—B :O

2eme Cas :

\ XL )
(:::7\1'\.0 Ol_\_‘:.\:ﬂ- N %\'()Uj
== PR
Wl g -
'w\ton{
P -
LY &
U\'\f\;‘)-oi : G/
o
")

¥y
On obtient de m&me le systéme a résoudre :

(5') b— e
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B) PROBLEME DES FACES EXTERIEURES DE LA LINGOTIERE.

Calcul du flux calorifique :

Au cours du refroidissement en lingotiere, la lingotiere rayonne de la
chaleur vers l'atmosphere extérieure et le flux rayonnant peut alors
s'écrire si T_ est la température ambiante (température absolue) supposée
constante au cours du refroidissement

\ -_.-(‘ - e =2 B
Q(\ = CKCISLT{\—I‘ \) o G; = 23 bbb vo f\‘é
§

On a d'autre part évalué les pertes de chaleur par convection, par la

quantité
-y

: Q¢ = 6ao ’(--—"\—a>
: )
E Le coefficient 6. 10-4 a été calculé expérimentalement.

Finalement, la perte totale de chaleur diie au rayonnement et & la convection
s'écrit

|
P ; N N = __,"ﬂ-,‘——\ i
:} &?:G;&k\g_\e)+é.\o k\S ~)
\

s0it, en posant T . = x

Q= ng‘\‘ﬁ‘:) t 6”"—“@“ ) T‘°‘> |
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Etablissement des différentes équations :

ler cas : concernant les points 50, 51, 52, ........ 57

F] (. Pl QU"’\-'ESO&\.Q‘:L
I, '\-3.

o) Pl )

=

>
v it i
On connait les températures absolues \'{(1) et \Q (2) a2 l'instant t et on se

propose de calculer la température \€ (¢) = x au méme instant t.

On a encore : Q= KSBQ
R
Soit encore : Q= I A

R

- v o— Y -4
ou encore KQFDG = G, ™ “\Q)*r L.\o

—_— =

O \u“& £

)

et en écrivant -(‘-) sous forme de différences finies, on obtient sans difficultés,

en tenant comp?«?:jde D LUG) -9y = v o+ TRk RO
) =3¢ P ©)
)

Lul-Y@) =

i N (seieagtR). - Sk ko 2
L1 Cae o +( LuAg ->~>a- (Q(““ R, *DL\Q"’&CXTQ>
% \

S

« K I
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MR SRR peegts

. o~ A =Y
Soit en posant b kQU) - \QKZ) 3 D/f L—\:\—'j}"& ;ﬁdg /‘,e.‘r \_?l._.l.g_ !Q\ = S
. Kg K(O FX\

b o N e A
R e e AR

Soit encore

.

(E)

R e BERREAN XY

On a cette fois & résoudre qu'une seule équation du 4eme degré 2a une
inconnue x.

2&éme Cas ; Concernant les points 59, 69, ........ .. 105

Hir‘ | Qo)

\-\ngol'{ér e W
)

|

f 42/

ny

4

RN
Le probleme est exactement le précédent, en remplagant
et DO par ° ) et on aboutit sans difficulté a 1'équation :

k1 par h
”Bj 0K

1

\ ) 0 _ _‘\-’\
By % +(54(':.Q% D =

<
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2 : deuxieéme phase : Lingot a nu,

Dans cette seconde phase, le lingot qui est resté un certain
temps en lingotiere, est mis a refroidir sur plateforme avant son enfourne-
ment dans les Pitts,

C'est ce refroidissement qu'on se propose d'étudier ici.

Le calcul des points intérieurs du lingot est inchangé. C'est
le m&me qu'au ccurs de la lere phase. Il n'en est pas de m&me pour les
points du réseau situés sur les faces.

Cependant, ce probleéme ne pose plus de difficultés puisqu'il
a été résolu pour les faces extérieures de la lingotiere, au cours de la
lere phase, Seules les notations changent :

x devient y

k, " ok

by ® b

Cq U =1,35646.1071% x ¢
g o a

et on obtient ainsi, en faisant les transpositions convenables :

ler cas :
/
T w,ui O/;,_
f2 I
' Liug\o\'
XV | _
\| 15 i
%qd& k,:*—fb@\)g—F—:o !
1 | ;
avec - %




2eéme cas : . d R
E— Qg ot | >
AAARD, “

o) \ |
f‘""v\()
i
Vv X AN e
K8w)
2 L‘I I 9

3 : Troisieme phase : réchauffage en Pitts.

On a considéré que le four Pitts était une paroi rayonnante
a une température qui, aussitdt 1'enfournement, croissait jusqu'a devenir
constante, au bout d'un temps convenu d'avance,

L'examen de nombreux relevés de températures & l'intérieur du
Pits montre que la montée de la température aussit3t l'enfournement est
trés sensiblement linéaire.

On a donc résclu le probléme en considérant une croissance
linéaire pendant un certain temps convenu d'avance : 2 partir d'une certaine
température initiale.

Donc, si cette fois on appelle Ta la température absolue des
parois de la cellule, on constate qu'on est rigoureusement ramené au
probleme de la 2éme phase, avec la seule différence que le flux est cette
fois (= Gz, \‘_.Tgl_" et qu'on doit, a chaque intégration, modifier
Ta et ceci pén ant la durée de la montée de la température du Pits.

Ry =




On a alors les équations :

ler cas :
5>\
| /
/Rl; L.))LL A : ,v.
| o)
i W CM,Q(XO\

v

ona: |, )‘(‘} -G &‘\L\ T \ )
AT Taghd T e
Dy Q :
d'ou il vient immédiatement
L ¢ : 7N -
LGy cBe) < 3y« == Ga (4 \>

Ka

(/’__f'

= S ™ C
l‘é < . —_ Q2 \
soit finalement y = U s Lo o

avec

b .
2&me cas :
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On a cette fois 1'équation | J =

<

avee D10 00 -OQ) ¥, T,

% 4 : Résolution pratique des différentes équations rencontrées précédemment.

Le fait que 1'on se trouve en présence d'équations du 4&me degré
posait certaines difficultés mathématiques., En effet, on ne peut donner a ces
équations, des solutions formelles. On a donc été amené 2 utiliser une
méthode numérique se prétant facilement au calcul sur machine et de plus,
ne demandant pas trop de temps d'exécution afin de ne pas trop allonger
le temps global nécessaire a la résolution du probléeme complet.

On avait d'abord pensé a la méthode de Newton, mais elle
conduisait & 1'écriture de fcrmules treés compliquées qui auraient pris un
temps considérable sur machine.

Finalement on a adopté une méthode d'approximations successives
facile a programmer et & convergence rapide.

Nous avons a résoudre d'une part un systéme (S) et d'autre
part une équation du type (E)

1) Commengons par résoudre l'équation (E).

Cette équation peut immeédiatement se transformer pour donner

< Y
’ o= D____&_\‘bf i
?"L‘FJA

elle est de la forme x = f (x)

oy TR




Or, on sait qu'on peut résoudre une telle équation par approximation
successives.
On consideére une suite x =1 (x

Il est d'autre part facile de montrer que la suite (x_) est

convergente si (f'(x) }(1 au voisinage de la solution et qu'elle 1l'est d'autant
plus rapidement que f'(x) est voisine de 0.

On montre aussi que mé&me si \f'(x) lZl , on peut toujours
transformer 1'équation x = f(x) en une équation équivalente qui, elle, peut
se résoudre par la méthode précédente. Ce dernier procédé permet aussi
de transformer la suite (xn) en une suite plus rapidement convergente, si
bescin est, en s'arrangeant pour que la dérivée considérée soit aussi petite
que possible.

Exemple : suppusons (f' (x)] y1 1'équation x = f (x) est équivalente 2
SEEEES=SS 0 1téquation 2x = x + f(x)
i
a0 - £ )
soit x = =k g ®! = ! = ‘S\h
7 - " /i

!

i @ t o
y - X -1 {
Soit encore plus ~4néralement x = (=) X Gl =Qu) = %U(] :M“_‘;S\f_)-
N
M

| On choisit alors, ntel que n -1+ £ (x) 5% 0

n est ici un nombre entier positif ou négatif suivant que f' est négatif cu
positif, mais il est bien évident que n peut &tre un nombre réel quelconque,

ce qui peut donner exactement n-1+f£ (x)=0
D ?‘/DO % ™ 5
Dans le cas qui nous intéres =2, f(x)= = "> Aol f(x) = — =
S 4 Se (>
3 I's
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On sait, d'autre part, q3 e x, dans le probleme des faces externes
de la lingoti®re ne dépasse pas 10° + 273°K ce qui est le cas le plus &
défavorable pour la convergence de la suite (x '\, Or, on vérifie, que méme dans
ce cas, on a (f' =) <

On est donc assuré de la convergence de la suite (xn)
- "
D -Xg A

o
'}4\ - A n~1
ea

7\**{’\%

C'est par ce procédé que l'on a résolu 1'équation (E) relative & la lingotiere
en prenant comme valeur initiale x = la température du point considéré
calculé au cours de l'intégration précédente, a l'instant t -1 (1 pas d'in-
tégration).

On a vérifié expérimentalement que la convergence était tres
rapide et que 2 approximations étaient suffisantes pour la précision que nous
désirions., Cependant, étant assuré de la convergence, on ne s'est pas fixé
le nombre d'approximations a effectuer, mais on a introduit dans le pro-
gramme un test ordonnant a la machine de stecpper le bouclage dés que deux

valeurs successives x et x différaient de moins d'une certaine
W D.‘.Jle e P \\\..'v-\AM,Ln n+1
quantité V'de modifier la précision & obtenir, ce qui efit été impossible si on

s'était fixé un certain nombre de boucles).

Dans le cas des faces du lingot, on g di utiliser le procédé
d'accélération de convergence x = ~( P f; ~“~——)  afin d'éviter des
ennuis diis au fait que l'on y rencontrs des iemf)ér tures plus élevées (dans
les Pits notamment).

2) Résolution du systéme S :

Ce systéme peut facilement se transformer en :

\\j = H - X c\tk‘g\“ ﬁk‘i),
() -
' Ll By n)

2
J




e b

S1 est de la forme
(Y =f(x,y)
s ks

et on peut résoudre ce systeme en considérant cette fois 2 suites (xn)
et (yn) telles que :

)

an - f (xn‘l’ Yn-1

b’n = £ (xp.1» Yn-1)

On montre de m&me que dans le cas de 1'équaticn (E) que pour que ces

suites soient convergentes, il suffit d'avoir au voisinage de la solution : "Le
module de la plus grande des valeurs propres de la matrice suivante est
inférieur 3 1

et que la convergence est d'autant plus rapide que cette plus grande valeur
propre est voisine de 0,

On a adcpté le systeme équivalent,

L,

@ o L \ . B »xgbmil_—ﬁ;,:‘_d
R I 5
/
_ e IR
A = {—\L\ + H ‘D(O‘kb"""'- 7‘—;\_‘) /
T Limm, 3
L 3 |

T ALY
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qui, bien que ne répondant pas au critére précédent, a la chance de converger
quand m8me, et rapidement. (on l'a vérifié expérimentalement). )
Note : ce cas particulier prouve que la condition de convergence énoncée
===== précédemment n'est que suffisante.

Le test d'arrét de bouclage porte cette fois sur les 2 valeurs
x et y,.
k\ -4y
N

oL

!
On arr@te le bouclage dés que l'on a simultanément|x -* ‘[ \\
inférieurs a une certaine quantité fixée au préalable et suffisante pour
la précision désirée,

L'équation utilisée sur les faces du lingot dans le Pits est
résolue par la méthode accélérée :

. Y .
(L L T T PV )

y, = =% )
g 4 =0 > P
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§'5 : Pochoirs utilisés : Stabilité.

Pour les pomts intérieurs au lingot et & la lingotigre, les poch%irs
utilisés sont tous 3.¢ivesdu pochoir général calculé dans la lere partie. Seuls
les indices a et f ainsi que les dimensions des mailles changent suivant la
position du noeud considéré sur le réseau. On a choisi comme limite de
stabilité L ure limite inférieure & la plus petite des limites correspondant

S

a chaque pochoir.

R V\JDL ‘\ \ ’-.| ) .
Soit Iy = =SS (D. diffusivité des matériaux considérés)
L Sop QD&,KEK)

é 6 : Rappel sur la convergence des méthcdes de résolution par approximations

successives.

°) Approximation & une seule variable :

On veut résoudre 1'équation x = f(x)

en étudiant la suite (xn) telle que :
D
R

I1 est évident que si la suite (xn) converge vers X, X est solu-

tion de 1'équation posée.
Il s'agit d'étudier la convergence de la suite (x_). Pour ce,

p e g n

5n se ramdne a 1'étude de la série > .  telle que w = » - x_
— Y A A -1

On a immédiatement : SM T M T Ve o xY = X Ry

e

——

Donc la convergence de la série ¢« entraine la convergence de la

suite (xn)

— O L My
Pour que la série ) u_converge il suffit que Cim ) : ‘ < 4

A2 D&

Or, w S - X \ \

Nt = L N \

O il existe T < \J kil e \x ) = (3ex ) Sg)




Donc il existe “\'; tel que W :(’&4"1‘ . ) g\f) SRR Q\G) '

Donc b qua . \ "'_\_«_g\ _ g

'

Donc, pour que & w,  converge il suffit que \ % \ 0 au volisinage de
la solution, ‘

2°) Approximation 3 deux variables :

f(x, Y)

»
t

0

g (x,y)

/\/'\/-‘
o
1

en étudiant les 2 suites (xn) et (v.)

n
= f
: \ *n (xn-I/ Yn—l\/ '
] (1) Z : )
y = g y

. -1 -

L n n / n-1

Comme précédemment on se ramene a 1'étude des séries z EN et o \&n

\

& ST S %{x“"jﬂ> - §{74 % n_'\
(2) '
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La convergence de ces 2 séries entraine celle des suites (x-n’%‘ et
y)

Ecrivons (2) scus la forme (3)

gk\“ - L«,M“ v /5 dr\‘\
(3). , .
Ld“ S S [3 Y-,

.' ,,‘
Calculons v(//{\) X /5 :

(3) est équivalent a (4)

j v((‘ﬂ“‘ "r.*,> *('5 (\_\)“_;\,“.‘) »\f"“ "3“\ - S{;’m. LA»«.--.\
(4) 3 |
L—( ()\,\w&“ﬂ) “ ’5 L\)n-\)‘\—\\) 3 \skxmj“\} _(‘j(x .,1_~,,)‘j“_‘>

et en développant les seconds membres de (4) en série de Taylor jusqu'a
l'ordre 2, on voit immédiatement que :

D |
{

| : Sr\/>\
S)x )/ \é)

|

A}
'

) |
A w2 CE D
L \/ CB}, ' /: = Q

Donc, 2a la limite, (3) devient (5

(5) k

__—
Cherchons des soluticns de la forme u = H kY J J
n




S ———

Il est évident que si |r| £ 1 ) E W o Z Ny sont convergentes.
&n portant dans (5) il vient %

| .
wooi \ R t
3 - PO o @
\ N 7 -L_‘\ T NJ\‘\ h'(\ 4\»“3)2 = ©
Vo 3 Y A
1
3,

i 9 - {
\
vy i ) . _' M- ‘ N \
% -+ ‘_) ay’b \ ﬁ 0‘5 ‘ 5 \3(0{5 _11): o

B
(6 v =K

Systéme qui n'admet de solutions non nulles que si son déterminant
est nul. Ce qui s'écrit :

i
q\\v\ %“} h-)L 3 '

On s'aperc¢sit que " est valeur propre de la matrice

d'ol la conclusion : pour que les séries 3. “w, et 7. Jv\ et par
conséquent les suites (xn) et (yn) convergent il suffit que le module
de la plus grande valeur propre de la matrice précédente soit inférieur a 1.

cte ¢ La démonstration a été faite dans le cas de 2 variables, mais la
généralisation est immddiate.
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UNE METHODE DE CALCUL NUMERIQUE
DE LA TRANSFORMEEL DE FOURIER

D'UNE FONCTION w
~0-0-0-0-
: Définition :
N
On adostera pour ddésigner la transformdée de Fourier f (y)
d'une fonction f(x) & LY (- 20,45 au point y, la définition
A ‘] A §X
fly) = —. | & c) \*\\(x) d ¥
Vo v
et par inversion : B
P
4 ( [ ‘.F-\J AN Cl
s o e, \ AN
f(x) - Y" ( 0\ C\
TN~

l'on dispose d'un sous-programme permettant de calculer f(x) en un
point x quelcongque

Pratiquernent cette derni®re assertion se traduit par le fait que
f (x) est pratiquement nulle pour x extérieur i un certain intervalle (a, b).
Ce sous-programme caiculera f(x) (x & (a,b)) soit X partir d'une défi-
nition mathématique de f{x) (si c'est possible), soit par interpolation
dans une table de valeurs numériques de £f(x) données en des points équi-
distants, (si la fonction f(x) est donnée sous forme de courbe).

iiéthode de Calcul :

A
Tloug allons utiliser pour le calcul de £ (y) une propriété des
fonctions de Hermite.




Rappel sur les polyndmes et fonctions de Hermite.

1) Polyndmes de Hermite.

Définition : On adoptera pour désigner ces polynomes, la définition

Le symbole Dx désignant l'opératavr a°

h

n
ax
2

2 i
- n ™M :
(™ +(-1) 2x& D e‘xi’)

; +1
Calculons DXHn(x) = (--l)rl &

P-4

(1) soit DHn(x) = 2x Hn(x) (x) (1)

H
n+l

1°) H_(x) est un polyndme de d° n.de m&rae parité que n. et le ler terme

est 2P x" .
Ceci est vrai pour Ho(x) = 1] et Hl(x) = 2x
- Supposons la propriété vraie pour H (x)
E n-1
Z par hypothise H (Al) est lde degré =n -1
17 - !
jde parité n -1
L
et le coefficient de x™"1 = 2Bl
i d'apres (1) on a
i _ = N
Hn(x) = 2% Iin_l(k) DH ;51-)1




2xH (x) estde d° n+1+1
n-1

1t
B

DH (x) estde d° n~-1-1=n-2,
n-1

donc Hn(x) est de d° n. et sa parité est maintenant celle de n.

n n-1 n

De plus, le coefficient de % est 2 x 2 = 2.

Donc, par récurrence, Hn(x) possdde les propridétés annoncées.

2°) Les Hn(x) sont solution de l'équation différentielle :

(-D%+2xD)H, =2n Hj

d'apres (1) on a:

p?H =D(DH ) = 2xDH_+ 2H_-DH
n n n n n+l
d'ou (-D24+2xD)H._ = DH - 2H
Tl ntl n
] dfautre part, d'apres (1)
] -
B Hn-i—l = 2% Hn+l - Hn-i-z
i 2 B 2
i P ‘H"l +1 - n-i-Z -
! = (-1 & @xD () # DT (e™F) (a)

.- 52 « -x2 n, -x2
D™ (o7%%) = DL Lok ¢ 7FY) = - 2x D™ (e7F) - 2(n#1) D (e TFT)

en appliquant la formule de Leibeintz,




d'ol, en portant dans (a)

DHpy1 = (-1 e E- 2(n+1) D (e'XZ)J = 2 (n#1) H_

(2) DH = 2 (ntl) H
ntl n

il vient finalement

(z)

2 : .
(-D°+2xD) H =DH_,, - 2H_=2(n+l) H - 2 H, = 2n Hy

(3) (-D + 2x D) H_(x) = 2n H_(x)

—

3°) Les H (x) vérifient la formule de récurrence suivante.
o}

(2) H (x)

1"

2x H(x) - 2 (n-1) H
n-1 n-2

Démonstration :

(1) = Hn(x) =2x H

D Hi)
n-1 n-~1

et d'apres (2) DHpY =2 (n-1) HX,

1Ay - ix)= . . - 3
dlot : Hrk{() 2x Hrli'-—}l 2 (n-1) H,

2} Fonctions de Hermite :

Définition : On adoptera la définition

(3)

<2 n x2 2
W e - H(x) = (-1) e Z D" (™)

n
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1°) Les \Pn(x) vérifient la relation évidente déduite de (4).

(5) ¢ o(x) - 2k g_(:f) -~ 2 {(n-1) \ﬂ) 1

2°) Les \()n(x) sont solution de 1'équation différentielle,

(-D% + x2) P =(2n+D) ¥

Démonstration : 2 ~
Z

-2 -x -x
Calculons D\‘T) =D(e 2 H ) = -xHe % +.e¢ 2 DH
n n n
et d'apres (1)
-~y
e 5 =& T
D‘f‘n = XPn + e (2x Hn H +1)
= xP -
In kPn+l
(6) D = 3 -y
. SPn ‘)n \Vn+1
i ;
E
DX =D(MY¥Y)=xDY +¥ -DY (drapres (6)
n fa \{)n \{Jn n+l

2 - - ]
* \{)n i X\(Jn-l-l ) X*n—i‘-l X n+2 ‘#\en

5 _2p o . ,
DA, =%, 29 Py F P

e T SR S

- Nopn




ey

‘D?"?n“sz‘ﬁ) i \@HZ -gﬁn = 2(n+l)Y - kﬁn = (2n+1) kr/n _.(_cf 5)

(7) (- D% & xz)\i.'n = (2n + l)\ga

i J = X 1 . -
&e,._. K\". ATk N s \va:,t.o Ry \"}v;l!-u 2 A2 N &R u—ixtu»‘\\ S E‘sl.S\IJU—-‘J\} \'wl""}“’w U} \’ 5’-‘}
l_q,( J'qt«f A A i \;:L\]_ AV (e LRSS {‘/‘, i ) i
‘ ! ) -
3°) Les \{g_ (x) formen!: un systéme ortogonal sur llintervalle | )
il 2 o

ctest-2-dire &\rgx) &Q x) dx=0sim £ n
en effet on a :

- D2y 4t
Yot =y,

1
™

=}
+
—
N
—

fl

2 2, ,
- D I,(f,,mﬁ-gpx (QI“ (2m+ 1) L

En multipliant ces 2 équations pary et O respectivement et en intégrant

‘m {n
il vient : 7 SK"
; 2 1S 2\ =
D4y - D dx = 2 - o md.  Icisey
\\f)n \fm {A,'n anj a ( m)J \ln\(m *
g =
-4 7
it ¥ D - DY { =0= 2(n- dx.
soi \K/n \?m - enl ¢ (n - m) 2" = x
= /.;;I&
donc si m# n (\( v dx, = 0
} ' n fzn
s
(38) sim # n>%‘(x) \.(«’(x)dx = ¢
n m
L
/
-'/-




P

Démonstration : Elle se fait habituellement 2 1'aide du théordme de Watson,
::::: et cst assez compliquée. Les diverses propriétés é&tablies
précédemment nous ont permis d'en donner unc autre
plus simple.

2
zj.°> On a ke (X) dx = Zn al Yy
A
=

2

’ 2 ’ —2 ol n x2
On a \‘on(x) dx = &\():({X) Lg_l(x) dx = S e D (g ) D (e™ )Ydx =
" -

P -

2 - 2 2 w2 & n+l ox?
{Dn l(e"X )l (Zxcx Dn(e_" )-{—e‘{D (e X) dx

i x2 n-1 _x n -XZ
= Le D (e }) D (c ):i -
L]
- >

est évidemment = {

donc

. 2 n-1-x ‘—2 il _:2 ‘2. n- +1
g‘—? dx = ~§D (e) . 2% o D (e )dx—-ge‘{ D(S D™ ) dx.
n

ce qui s'écrit aussi

7
\&?j dse = <2x \\0:: \911_1 — I.;&\?n-l \92_}1 szis

\ en vertude (O
Y2
1 sl

) \\[ —
3 ? /
il re 1oz P 7 odax = 23\ y oz,
il reste donc g %: g (2x \( n) \V o




Cr d'apris { 5 ) Zx.\f)_l(x)

it
-
L
t
—
.|.
™
o]
—c
1}
p—

dlou :
2 . . a
\J sz ‘ X + Zn j dx .
tn \V n-1 Pruﬁ-l an-l

et d'apres la remarque précédente, on obtient :

- 7
2 R &
( ¢ ) U\) (x) dx = 2n \‘)(x) dx
n n-1

_/VJ - e

2 2 - o—

-z V=

d'autre part QKQ (x) dx = S e dx = Y™

‘e

S

. , .
(fl(x)dx =i le.g\g) = 2 V¢ 21 (ll)ﬁ

2 n P
On a g'«t) dx = 2 n '.\/ﬁ' formule vraie pour n = 0 et 1,

n

2 n-1
Si on la suppose vraie pour n - 1 soitg\f) dx =2 (n-1) } V7w
n-1
2 o2 n~1 , n =

alors ( 9 ) \( dx:Zn% dx = 2nx 2 (n-1) L\ =2 n! V0

JVn n-1




On a donc :

y 2 ]
(10) (\4( () dax = 20 m T

“1/2
g n
5°) Si on pose \{Jﬁ(x) = (2 n! (%) \T (x) les ‘T/ (x) forment un S. O.N.

an) >, sl

n
n 22 \/n' i
(10 bis ) ot | { W) W) =
) \Vn k/x'n , m

III - Transformée de Fourier des fonctions % (x).

goit f(x) une fonction de l'espace /) ( espace des fonctions indé-
finiment différentiables et d décroissance rapide).

On 2 zlors les propriétés suivantes, relatives & sa transformée

de Fourier : o

// \\ /\\
oo/ _oam N AN i

Ir=) = £(y) = (-ix) £(y). = (-1 = i(x) ()

en effet, e
n A n -ix
Py f(y) = DO 1 \ Y f(x) dx.

T
et en dériﬂant n fois sous lec signe K\ ce qui e¢st permis du fait que f(x) c./\
on obtient : d :
n A 1 (7 Lixy n
D ify) - L \ " (i) 4 ) e
y yav

4




- 10 =

' n n _n N
(11) donc : x f(x) (y) = (#i) D_ f(y) )
J
/ h
n \\ n N\
2°) D f(x) (y) = (Hy) £ (y)
en effet :
- -ixy
D f(x) (y)= __\.—. \ e D flx) dx.
x ) 3
\/1‘,\‘ - /*<' . = \
Juyorb
en intégrant n fois par partic et en tenant comp%@ f(x) e A doue ave
f(x) > o, il vient :
Al = e
{\ ’ i n - A N
DY i) (y) = L\ (1) (-iy) fx) dx= (y) £ (y)
&y
s ¥
donc :
{/\ N
(1z) D i{x) (y) = (y) £ ()

© D " - — o N
3°) Appliquons ces résultats & la transformle de Fourier des deux membres

de 1'équation (7). Les \{)n(;-;) 4tant évidemment dans ). il vient .
2N L7 -
‘:, DY (g4 P (y) = 2n+l) P (v
j! P ) = @n ) P W)
et (11) et (12) ==
AN AN Z
. 2 P B . 2 2 Lt - ~
-iy) Y(y) +G) D ; 4 ) = (ens 1) ()
n I \ 2
— -




soit =

2~ 2 N /;\
y \(-n(y) - Dy tfl (v) = (2n + 1) ¥ (y)

soit enfin :

2 N 2 N PO
13 | P29 M+ e s @) @
n n \n

A\

~

On voit que les f (y) sont solution de la m&me équation (7) que
les \{)n(x). Et comme d'autre @ part la solution de (7) est unique X une constante
multiplicative pres, on en déduit que :

(14) Y (y)

H

kn \En(y)

On a » i
A o X2 _ixvy 2
. A -ixy n\ == YV n ex
\O (v) = gc ¢ (%) dx = (-1) c? D (e ) dx
n Qﬂ\“v n \CEa x
7 -x2 n 22 -ixvy)
= ¢ ( e D (e dx
= ) X
\RiT 7 e §
2 Y
Or 52 iy = L (x“ -2ixy) = 1((x ~iy) -t-y) e ¥ oy (x-ly)_
2 i i/ 2 2




. &
N : y2 -5 . _é.(x— iy) =
&F (y) = ! eT e D (e dx

\ x
o Vs v

Ny«

D'autre part, on montre facilement par récurrence que :

Y 1 2
n z\o v) n n 5 &-1iy)
D e ={i) D e
28 y
onc : 27”7
A o = -x2 2(x-i )2
. (+1) 2 n , ¥
\f ( ) _— e e D e dxs
F—— 3,
n \{1\-\' ’I,l 4

(BT ¥ -
? 7 = i 2
; ) 3wy -yz =y (x-iy)
= < e S e e dx
Vo ’ o
- 2 2
n e 2 e . ~
/4 n -y ‘r(**"'lY)
1 3
3(’)—~c : D \ e ( e & dx
— v ool J
i 7 . g
- o
(1) y/ n -y2
R E U e
Jiw y
7
2
(1)11 j/? -y = ,
= e "D e =(-3) Y




e .

Donc : &
N n o
(15) ¥ = (=970
n n
) n N
P = (1) Y @
B 1
i
A\ .
IV - Application de la welation (15) au calculde £ (y). f(x) &l }»‘—'P, PR
On a démontrd que les foncuon., ‘1),p (%) = (?,n_ - “:)Yg, :%’rvb( )
& @i [ n

forment un systdme orthonormal (cf (8) et (10 bis)

m €e vyuture Jest“ compleu % on ne peut pas

™~

écrire qu'une fonction f (x). est égale ‘exactement X son développement en
série de fonctions y

Soit

Mais ceci n'est pas
écrira que

L&
et on

(16)

Doxnc,

Il y a2 seulement convergence en moyenne guadratique

: L
lim () - Z g W U)\ Ax = ¢ (cf Titchmach)
{\‘1' ( pE

avec f = (\ f(x \Jr" (x) ax.

en vertu de 15 et sous rédserve de convergence de la série,

cef2a

un obstacle pour le calcul numdérique approché de f (y)

on écrira :



E,

-z

A — n .

(19) £(y) =2 (<) £ Y )

Tormons une loi de rdcurrence pour ies kt/ (x).

n

(5) s'écrit :
mle ) \M_-»;‘! _ B Mmooy
28 T AT W) =2 T TR W — )z T el W)

Aoy -

Soit :

V:L k-\)/'}i ) = \{j?: L\) (_‘A) ~ h"i"‘u\ -1) \\J “( "-)L

Ay

Soit finalement :

(20) Li) (x) = x ’i— (x) -|Ja-1 (x) pour n > 1
o %1’1 N n-2

n
T
-
¢
K\) (x) = »L e pour n = C
O ‘W Yy

Cette relation (20) va nous permettre, connaissant \‘} (%)
de calculer \\) (x) et ceci quel que soit . o

/‘\ (4" Ay
Relation entre f(y) et f (y): f (x) &tantle transformde de f (x) par
—=z=cosss=SSSSSSSSSsSEISS 'hamothdtie de rapport k.




Posons x =k ¥

A
f(y) =

(21)

D'autre nart :

-
il vieat (k 7 )

s

¢ C Lk 2\ -ix(ky) ~
Va2 4 iX(ly) £ (k) dx i \ Il ¥) ¥
J

i

15




%Z : Méthode numdrique de Calcul:

Pratiquement, la relation (16) s'écrit :

\
(22 ) £(=) v 2_ &, \\)&\}O avec
NAn

{

N é&tant choisi suffisammeoent grand pour que la contribution des termes oubliés
soit négligeable.

On supposera d'autre part que £(x) cst 2 support compact, c'est-i-dire,

nulle en dehors d'un certain intervalle (a, b) ce qui permet d'écrire :

- ¢
g, 3 x'iu iR dy = ‘)%Q 1) ol x

4

Il est évident que, pour une fonction f(x) donnée, le calcul des c se fera
une fois pour toutes. =

On écrira alors :

e

(23) | NO) = 2877 cawlyy |

La »rincipale difficulté est donc le calcul des coefficients ¢ . D'autre part,
. . s . n

il est facile d'écrirc unc fonction quelconque £(x) sous la forme de la somme
des deux fonctions G(x) et H(x) paires et impaires respectivement.

On a
f(x) + £(-x)

=

-}

&
1]

L Hix) = (=) - £(-x)




d'olu on tire immédiatement :

A N
G

A
f(y) = (y) + H{y)

On peut donc se ramener au calcul de la tr ansformde de Fourier de fonctions
paires, et impaires, G (x) et H (x). 'Gly) est une fonction réelle et paire ;

ey , : : . " o I
H (y) est une fonction impaire et imaginairc pure.

On écrira donc : \*"/_
A < W
1°) f(x) paire: f(y)=/ { -) C'LP k{)&(,) ( N paire)
N B
A _/b v I
( 2¢ ) soit: ’ ¢

=y

[N

Wiro
i ('LP

2°) f (x) impaire : f (y) est imaginaire pure.

K’VL fpe 1 !

Tl - 2 e )
( 25 ) S %_‘\YM‘?\_‘

Celcul des coefficients ¢

n
o)

) i syl d
On doit calculer S 4 5 fgk’) ‘\»“,f;’-" e
On a calculé ces intégrales pour unc mdéthode d'intégration approchdée dérivée
de la mdéthode de Newton-Cotes, qui consiste 2 approcher la fonction f(x)w.y’n(x)
par un polynome dc degré 7 passant par 8 points équidistants :




On dcrit :
7
' 7
U7 = -+ (751 + 3577 + 1323 + 298590 + 2989 + 1323 +
§ 8, g o 70 71 Vo T TR, 74 Vs
+ 3577 + 751
%, ¥
(Confere H. Mineur : "Techniquesde calcul numdrique).

Calcul pratique des cocfficients c,

i
(.
IC, = {‘/: .\ x&xl‘i‘\! ‘)x
n o
en écrivant que :
':)}}~ (‘}(. )=
c = SR\_JE Ay ’L.\il R - 42 L ‘gﬂ;c
n 4 4 ;7
] =7 A

Le calcul de k,d (x) pour x fixé Gtant tres long, on a dit fabriquer des tables
n

dey ,% , Y s..:.. pour x =0 O,1; 0,2; ..... o REOEY
To Y, Ts0

Ces fonctions ont été calculées a 1'aide de la relation de récurrence ( 20 ) et
virgule flottante double-prdcision pour éviter unec trop grande répercussion

des erreurs dlie & la loi de rdcurrence elle-m@me pour les indices n d'ordre
7 s
élevé -




- 19 -

Les tables des L*) sont aussi disponibles en virgule flottante
05 Vi o sun B0 ;
simple précision, et en virgule fixe & 10 décimales. (on a pris les 10 premiers
chiffres de leurs valeurs en double-précision).
ro,
Pour calculer ¢ =2 g x) L(, (x) dx il suffit donc de disposer d'une table
des valeurs de T f(x) (paire, ou impa vire) pour x = 0; 0,1 ; ....4 10,5.

L8

Calcul pratique de f {y) :

Ayant calculé les ¢ précédents, on calcule c: =2(-i) ‘¢
n

et on applique la relation (%)
L/
N / e
f(y) = & \() !

Les mémes tables \P ...... H permettent ainsi de calculer f (y) pour
50
y=0;0,1;.....,..;10,5,

Résultats pratiques :

ler exemple : f (x) est la fonction paire reprdésentée par la courbe suivante




/A
-0~
) a
/A
|
v - 5 / - —-10 13 ;

l‘l AUSQ,QO\'\‘!'\";}(\\.’UKX N AJU;L J \<%L(.u04‘vb \s)&

Cp = ‘5,“‘3 ¢y ==0,%\9 i T 2106 Cop = = l)?,(h
Ly 2 ’3" W1 ~:._b:0,c)"3{f Chg T 3,506 - i}o‘l*@
€ = - 0,118 cig= L,0TL e = 2,9%} ey g2 =BT
L= = ,804 G =L, 8¢ ey, =L, 16} R ™ 0,4o%
Cg x = D,148 g, =2,74L by = 4,1l Cop= 9310
Cip = = 1,H05 Gy = 3,%01 Gy = CRTEY o= 2 JoY
i = — 1, R0 ¢ = B Cug = -0, 156 G, = 0,108




~ e

- o8 ‘ ©
" \wjp W de QA < i
[ L we_&\wuw San O o%m Qmu»w&;o. q ;
= MM%W\‘

30 -




A partir de la courbe ﬁy) obtenue, on a par le méme procédég
régénéré f(x) ;—‘?(y)" (=)

L.a nouvelle courbe {(x) zainsi obtenue est pratiquement identique 2 la
courbe f(x) de départ.

2&¢me Ex emple :

Soit la fonction f(x) = 1 pour 0<I\<a et O ailleurs.

) _ 2 -\ Al
Ona./f\(y) —mstob%é dx _\’% e &

N\

N ) .
On est parti de la fonction f(x) = \} %,‘— 2w 94 dont la transformée

-/\ \
f(Y) est ﬂy) = (4 ')\_, ‘\o[‘ <5 X
O ouuug
- Nt
La courbe obtenue numdériquement est la suivante : {Ck)a(, } 6‘&,&%‘\ By -:‘\U)
A n
i
4 |
!
!
Q L
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