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2 D ON

Cette thése présente des méthodes de preuves automatique de théorémes, favorisant I'usage
des €égalités comme régles de simplification, ainsi qu'une nouvelle technique pour prouver la
complétude de ces méthodes.

Pour que la mécanisation du raisonnement ne demeure pas 2 jamais le réve de Leibniz, la mise
en code des lois logiques doit s'accompagner de stratégies pour guider la recherche des meilleures
déductions. Le souci permanent d'orienter la production des conséquences vers le but a motivé la
plupart des recherches en démonstration automatique. Celles-ci ont souvent dii leur succés 3 une
étude fine de la structure des preuves.

Rappelons qu'un théordme admet par définition une preuve formelle et qu' un énoncé valide
reste vrai, quelle que soit 'interprétation de ses symboles non logiques. Le théoréme de complétude
de Gtde! établit I'équivalence de ces notions dans les théories du premier ordre. Mais les travaux
de Church (1936) et Turing (1936) montrent qu'il n'existe pas d'algorithme qui puisse déterminer
si une formule est un théoréme. Néanmoins, il est possible de construire des procédures qui
s'arrétent avec suceds uniquement sur les théorémes: la validit€ est une propriété semi-décidable. En
montrant qu'il suffit de tester la validité d'une formule dans une classe particuliére de modgles, dits
modeles canoniques, J.Herbrand (1930) a proposé la premiére méthode effective de démonstration
automatique.

RESOLUTION

Pour démontrer une formule, on peut procéder par réfutation, c'est-a-dire montrer
l'inconsistance de sa négation, en déduisant une formule contradictoire de cette dernidre. J.A.
Robinson (1965), s'appuyant sur les résultats de Herbrand, a construit une régle d'inférence
appelée résolution, qui combine plusieurs régles classiques de la logique, et permet de prouver
Vinconsistance des formules qui le sont effectivement. La régle de résolution restreint
considérablement le nombre de conséquences & produire avant d'obtenir une réfutation : seules, sont
engendrées les instanciations minimales permettant I'application immédiate de 1a régle de coupure,
qui est une généralisation du modus ponens. Les instanciations minimales sont calculées au moyen
de l'algorithme d'unification.

Les raffinements nombreux de la résolution permettent de restreindre encore l'ensemble des
déductions possibles, comme la résolution sémantique (Robinson 1965b), la résolution linéaire
(Loveland 1970; Luckam 1970), 1a lock-résolution (Boyer 1971), la résolution unitaire (Wos et al.
1964) et de contrbler l'ordre dans lequel elles sont construites, comme la SLD-résolution
(Kowalski Kuhner 1971). Pour chaque raffinement se posent :

1. le probléme de la correction: une formule réfutée est-elle effectivement inconsistante 7
2. le probléme de la complétude: une contradiction est-elle dérivable de toute formule inconsistante ?

Ce dernier probléme est I'objet essentiel de notre recherche. J.A. Robinson (1968) a prouvé la
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complétude de Ia résolution par la méthode des arbres sémantiques, qui permet d'organiser de
maniére systématique I'ensemble généralement infini des interprétations de Herbrand. Cette
méthode a ét€ raffinée par R. Kowalski et P.J. Hayes (1970) pour s'appliquer 3 de nombreuses
stratégies.

PARAMODULATION

Larelation d'égalité intervient fréquemment dans les théories mathématiques. L'axiomatisation
de cette relation conduit 4 Ia traiter uniformément comme les autres prédicats, sans considération du
type de raisonnement concis, naturel et efficace qui lui est attaché, 2 savoir le remplacement d'un
égal par un égal. Suivant les mémes principes d'efficacité qui ont conduit 2 la résolution, L. Wos et
G.A. Robinson ont introduit la régle de paramodulation, qui remplace plusieurs étapes de résolution
par une instanciation suivie du remplacement d'un sous-terme. La paramodulation permet d'éviter
T'utilisation de la plupart des axiomes d'égalité qui, sinon, produiraient de nombreuses formules
intermédiaires inutiles. L.Wos et G.A Robinson ont montré la complétude de la résolution associée
4 la paramodulation en présence des axiomes de réflexivité fonctionnelle, Brand (1975) a prouvé
que toute réfutation peut éviter l'usage de ces axiomes. G.Peterson (1983) a formalisé 1a notion d'
interprétation canonique égalitaire et généralisé la méthode des arbres sémantiques pour obtenir la
complétude d'un raffinement essentiel de la paramodulation: il n'est jamais nécessaire de
paramoduler dans une variable. Cette restriction supprime un nombre considérable d'inférences,
puisqu'une variable peut s'unifier avec n'importe quel terme ne la contenant pas.

Dans cette thése nous avons introduit une nouvelle technique pour prouver la complétude d'un
ensemble de régles d'inférences. Cette méthode permet de raisonner sur des arbres sémantiques
transfinis. Nous l'avons appliquée avec succes 2 plusieurs stratégies de paramodulation, comme la
paramodulation ordonnée ou la paramodulation positive.

Ces stratégies, ainsi que toutes celles qui seront considérées plus loin,

- n'utilisent jamais les axiomes d'égalité (sauf x=x)
- n'appliquent jamais la paramodulation dans une variable

La notion essentielle qui sous-tend ces stratégies est celle d'ordre sur I'ensemble des termes et
des formules: il s'agit de construire les conséquences logiques minimales des axiomes initiaux,
avec pour but ultime de produire la plus petite formule, & savoir la clause contradictoire. Pour
accélérer les preuves, en diminuant l'espace de recherche, toutes les stratégies considérées évitent de
remplacer par paramodulation un terme par un terme plus grand (pour un ordre sur I'ensemble des
termes donné en paramétre 2 la procédure). L'introduction des arbres sémantiques transfinis s'est
justifiée pour pouvoir utiliser comme critére de comparaison des termes, les ordres de
simplification, qui se sont avérés trés puissants dans le contexte des systémes de réécriture
(Dershowitz 1982).

B —
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SIMPLIFICATION

Tl est fondamental en démonstration automatique de maintenir I'information disponible sous la
forme la plus compacte possible. Des régles d'inférence spéciales permettent de réduire la taille des
formules traitées, 2 chaque étape du processus de déduction. La régle de subsomption permet de
supprimer les formules redondantes. La régle d'élimination des tautologies écarte les trivialités, qui
ne contribuent jamais 3 une preuve.

La régle de démodulation, qui consiste 2 utiliser les équations dans une seule direction pour
réécrire les termes en des formes plus simples, est abondamment utilisée comme une heuristique
tres efficace (Wos, et al. 1967). En fait, l'influence de la démodulation sur la complétude des
systémes d'inférence est fort mal connue.

Nous avons démontré de maniére trés simple, par notre méthode de preuve, que la complétude
de toutes les stratégies décrites dans ce travail est conservée en présence des régles de démodulation
et de subsomption.

SUPERPOSITION

Cependant, dans le cadre plus restreint de la logique équationnelle, les travaux de Knuth et
Bendix (1970) et ceux, nombreux, qu'ils ont suscités (Huet 1980) ont fourni des fondements
théoriques & la régle de démodulation. Dans les théories qui sont présentées par des ensembles dits
canoniques d'équations orientées, les termes sont égaux si on peut les simplifier jusqu'a obtenir des
écritures identiques. Décider la validité dans ces théories est donc 4 la fois simple et efficace. La
procédure de complétion de Knuth et Bendix permet de construire des systémes canoniques A partir
d'ensembles d'équations. Des catalogues de systémes obtenus par cet algorithme sont présentés
dans (Hullot 1980) et (Le Chenadec 1986).

Des auteurs ont remarqué depuis longtemps que la régle de superposition de I'algorithme de
complétion n'est autre qu'une restriction de la paramodulation (Lankford 1975) (Brown 1974).
Mais 2 la différence des stratégies de paramodulation, un probléme essentiel de la procédure de
complétion est celui de l'orientation, souvent impossible, des équations.

Par extension de la régle de superposition aux équations non orientables, nous avons pu
obtenir un systéme d'inférence réfutationnellement complet pour la logique du premier ordre avec
égalité. Lorsqu'on le restreint & traiter des ensembles formés uniquement d'équations, ce systéme
fonctionne comme une procédure de complétion. Nous obtenons donc, en prime, une nouvelle
preuve de correction de I'algorithme de Knuth et Bendix (sous réserve d'utiliser un ordre de
simplification). Puisque l'orientation des équations importe seulement au moment de leur utilisation,
lorsqu'elles sont instanciées, notre approche permet d'obtenir des systémes canoniques contenant
des équations non orientables. Elle s'applique également avec succes 2 la complétion des systémes
de réécriture conditionmels.
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L'idée de remplacer certains axiomes par des régles d'inférence afin d'éviter la génération, par
résolution, d'une kyrielle de formules non significatives, a té développée par Slagle (1972),
notamment pour la théorie des ordres ou la théorie des ensembles. Plotkin (1973) a proposé de
simuler des axiomes équationnels, comme I'associativité ou la commutativité, au moyen de
nouveaux algorithmes d'unification. De nombreux travaux récents suivent la voie ouverte par
Slagle, par exemple (Bledsoe et al. 1985) (Stickel 1985) (Manna et Waldinger 1986). Cependant
les preuves de complétude, lorsqu'elles existent, sont toujours ardues. En adaptant la notion
d'interprétation de Herbrand 2 d'autres théories axiomatiques que I'égalité, notre méthode fournit le
cadre adéquat pour poursuivre le programme entrepris avec la paramodulation, 3 savoir la
construction de systémes de régles complets, remplagant l'usage des axiomes. Ainsi, nous avons
substitué aux axiomes de régularité (exprimant par exemple la possibilité de simplifier dans un
groupe, un terme apparaissant de chaque c6té d'une égalité) de nouvelles régles d'inférence, et
prouvé leur complétude.

Plan de Ia thése.

Le chapitre O introduit la logique du premier ordre ainsi que les systémes de réécriture.

Le chapitre 1 est une étude comparative de certains ordres de simplification, utilisés en
réécriture. Nous leur donnons des définitions plus simples et les étendons de manire 3 pouvoir
comparer plus de termes.

Le chapitre 2 présente une nouvelle méthode pour prouver la complétude d'un ensemble de
régles d'inférences, Aprés une définition constructive des interprétations de Herbrand égalitaires,
nous définissons la notion d'arbre sémantique transfini et donnons un schéma de preuve de
complétude.

Le chapitre 3 applique la méthode du chapitre précédent aux stratégies de paramodulation
ordonnée et paramodulation positive.

Le chapitre 4 étend 1a technique du chapitre 2 au cas ou I'on ajoute des régles de réduction
comme Ia subsomption ou la simplification.

Le chapitre § introduit une stratégie compléte pour la logique du premier ordre avec égalité,
construite sur la régle de superposition. Restreint 4 des équations, ce systéme d'inférence généralise
l'algorithme de Knuth et Bendix (sous réserve d'utiliser un ordre de simplification total sur les
termes clos). Appliqué A des clauses de Horn, le systtme d'inférence est interprété comme une
procédure de complétion de régles conditionnelles.

Le chapitre 6 propose une méthode générale pour remplacer des axiomes par des régles
dinférence completes. Cette méthode est appliquée aux axiomes de régularité,

bt i

CHAPITRE 0

Introduction a la Logique du Premier ordre et

aux Systemes de Réécriture.
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7 CHAPITRE 0

1. Termes
Nous présentons les objets formels de la logique du premier ordre.

Définition L.1: Signature.

Soit F un ensemble fini ou dénombrable. Une signature o est une application de F dans N. Les
€léments de F sont appelés symboles de fonctions. L'entier a(f) s'appelle arité de f; lorsque o (£)
estnul, on dit que f est une constante.

Définition 1.2: a- algebre.

Etant donné une signature o , une a -algébre A est une paire (M aFa) formée d'un ensemble
non vide M, et dune famille de fonctions F,, telle qu'a tout f de F on peut associer une fonction f A
deFy

fu:M, 0 M,

Définition 13: Termes.

Etant donné une signature 0. de domaine F et un ensemble  dénombrable V d'éléments appelés
variables, nous appelons ensemble  de termes et notons T(e, v) la o -algébre libre engendrée parV,
c'est-a-dire le plus petit sous-ensemble de mots T sur le vocabulaire FU VU { ( , ) Jtel que:

1.VeT

2. pour tout symbole f & F et toute suite t;, t)...., to, ¢ délémentsde T, £}, ty,..., ty mET

Par abus de notation on écrira parfois T(F,V) au licu de T(,,V). L'ensemble des variables qui
figurent dans un terme t sera dénoté par V(t). Un terme sans variable s'appelle un terme clos..
L'ensemble des termes clos de T(F, V) sera noté T(F). On supposera toujours qu'il est non vide.
Afin de repérer les symboles figurant dans un terme, nous utilisons le systéme des occurrences.

Définition 1.4: Occurrence.
Soit N* 'ensemble des suites finies d'entiers naturels; la suite vide est notée A et l'opération de
concaténation est notée par un point. L'ensemble des occurrences d'un terme t de T(0t, V) est :

Asite V
oce(t) 1= 3

{A}u(ip:I<i<n pe occtp) sit=1t),....t,)

Pour toute occurrence o dans occ(t), nous définissons :




a- le sous-terme de t & I'occurrence o noté t /o par :
t/n=t
£ty bt o=t fo

b- le terme issu de t en remplagant son sous-terme 2 l'occurrence o par ', noté t{o«— t'] par
tlaet]=t
£ty ) [0 & €)=ty glo & 0

Définition 1.5 ; Substitution )
Une substitution & est une application de V dans T(F, V), telle que 6(x) = x sauf pour un
ensemble fini de variables noté Dom (o).

Les substitutions sont étendues en des endomorphismes de T(F,V) par les régles :
O(f(ty,..., 1) = f{ o)., 6(1,)

Le résultat de I'application d'une substitution & 2 un terme t sera parfois noté 10 ; on aura :
top =p(a(t)).

Une substitution qui est une permutation des variables s'appelle un renommage. On utilisera
souvent 1a propriété suivante sans la mentionner :

Propriété 1.6 : Soits, te T (F, V), r € occ (s) et 6 une substitution.
Alors o(s[r ¢ t]) = o(s) [r « o(t)].

La preuve procéde par récurrence sur la longueur der.

Définition 1.7: Instance, Filtre,

Soitsette T (F, V). On dit que t est une instance de s (ou s filtre t) s'il existe une substitution
o telle que o(s) = t . La substitution ¢ s'appelle filtre de s vers t. La relation "est une instance”,

dénotée par < est un pré-ordre sur T (F, V) appelé pré-ordre de subsomption..

Propriété 1.8: sis <tett <s alors il existe un renomage 6 tel que t ¢ = 5. On dit alors que s et t
sont des variantes.

Définissons la relation de stricte subsomption <par:s<tsi s<tett4s

———

=y

Propriété 1.9: > est une ordre noethérien sur T (F, V). (il n'y apas de chaine infinie t) > t,>...).
La preuve de ces propriétés se trouve dans (Huet 76).

Définition 1.10; Unification
Deux termes s et t sont dits unifiables s'il existe une substitution o, appelé unificateur, telle que
$6 =10.

Propriété 1.11: Si deux termes s et t sont uaifiables, il existe un unificateur o tel que pour tout
autre unificateur 8, on peut trouver une substitution p vérifant: 0 = poc

o s'appelle unificateur principal de s et t. Il est unique 3 un renomage prés des variables. De
nombreux algorithmes pour trouver un unificateur principal ont été proposés. (Robinson 65) (Huet
76) (Martelli Montanari 76).
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10 CHAPITRE O

2. Logique du premier ordre
Les faits élémentaires de la logique s'expriment par les notions d'atome et de littéral.

Définition 2.1: Atome, Littéral, Clause.
On considere un ensemble R de symboles de relations, une application d'arité B : R — N et une
algébre de termes T(F, V).
L'ensemble des atomes noté A R, F, V) est
{P (... t)):Pe R,n=Pp P))

Un littéral est soit un atome (littéral positif), soit sa négation (littéral négatif). Une clause est une
disjonction de littéraux. On identifiera une clause avec I'ensemble de ses littéraux. De méme un
ensemble de clauses sera considéré comme une conjonction de clauses, dont toutes les variables
sont universellement quantifiées. La clause ne contenant aucun littéral est la clause vide . Elle est
notée O,

Les notions d'ensemble des variables, de substitutions, d'unificateur principal s'étendent aux
atomes et aux littéraux. On supposera toujours que deux clauses distinctes ont leurs ensembles de
variables disjoints.

Si Cest une clause, et 6 une substitution, 6(C) est la clause

{o(L):Le C}.
Remarquons que 6(C) peut contenir moins de littéraux que C.

Pour chaque formule logique du premier ordre, on peut construire une formule simple, appelée
forme standard de Skolem, qui est une conjonction de clauses et dont la consistance est équivalente 2
celle de la formule initiale. Une forme standard de Skolem peut s'obtenir par algorithme (voir par
exemple (Loveland 1978) (Marchand 1986)). Cela justifie notre intérét essentiel pour les ensembles
de clauses.

Pour donrer un sens & une formule du premier ordre, il faut I'interpréter comme une assertion
dans une structure:

Définition 2.2: Interprétation, Assignation

Soit: une signature relationnelle f : R = N
une signature fonctionnelle ¢ : F - N
et un ensemble de variable V.




On appelle interprétation I la donnée :
d'un ensemble non vide Dy (domaine de I'interprétation)
pour chaque symbole R de R d'une application I(R) : DIB ® 5 (V,F)
pour chaque symbole f de F d'une application I(f) : D® — Dy

Une assignation v de I est une application v : V- Dy qu'on étend par morphisme 2 T (F, V)et
A (R, F, V) par les régles suivantes:

VAE R ) =IO @ eV (1)
VR e ) =T R) ¥ (e V ()

Par conséquent v associe 2 chaque atome une valeur de vérité. L'assignation v peut s'étendre aux
littéraux et aux clauses par les régles :

v(1a)y=1v @)
V(AVB)=v(A) V v(B)

Definition 2.3: Consistance
Un ensemble de clauses S est consistant (ou satisfaisable) s'il existe une interprétation I telle que,
pour toute clause C de § et toute assignation v de I, ona: v (C)=V.

En logique du premier ordre, une formule admet en général un nombre infini d'interprétations. On
ne peut donc pas vérifier l'inconsistance d'une formule par évaluations successives de toutes les
interprétations de la formule. Nous allons voir qu'il suffit de considérer des interprétations définies
sur un domaine fixé, 2 savoir T (F).

Définition 2.4: Interprétation de Herbrand
Une interprétation de Herbrand est une interprétation I dont le domaine est T(F), et telle que pour
tout symbole de fonction f d'arité n :

1(0: TESTE
(hgyer, B) > by, b )

(Aucune condition n'est imposée sur l'interprétation des symboles de relations).

Théoréme 2.5: Un ensemble de clauses § est consistant si il existe une interprétation de Herbrand
I, telle que pour Ce$ et toute assignationvdelona v (C)=V.

12 CHAPITRE Q

3. Systémes de Réécriture

Lorsqu'une théorie est présentée par un ensemble d'équations, le probléme de la validité d'une
égalité dans cette théorie est semi-décidable par raisonnement équationnel: en substituant des termes
par des termes égaux, on essaie de construire une suite allant d'un membre de I'égalité 2 I'autre. Cette
méthode, justifiée par un théoréme de Birkhoff (1935), est grossi¢rement inefficace. D'od
l'introduction du raisonnement par réécriture, qui considére les équations comme des régles de
simplification, utilisables dans une seule direction. Pour que cette méthode soit correcte, il faut que
I'application des simplifications aboutisse toujours & une forme irréductible (propriété de
terminaison), et que deux termes égaux dans la théorie puissent se récrire en un méme troisiéme
(propriété de Church-Rosser). Cette dernitre propriété n'est, en général, pas vérifiée par les équations
qui présentent la théorie. Cependant, la procédure de complétion de Knuth et Bendix (1970) permet
parfois de construire un syst¢me "de Church-Rosser”, en ajoutant de nouvelles équations déduites
des régles dont les membres gauches se superposent, et en orientant ces équations.

Avant de présenter formellement la réécriture, citons quelques unes de ses nombreuses
applications: probléme du mot en algébre universelle (Evans 1951) (Bergman 1978) (Knuth et Bendix
1970), probléme du mot dans les algdbres finiment présentées (Le Chenadec 1983), unification
(Hullot 1980) (C. Kirchner 1986), preuves par induction (Huet et Hullot 1980) (Jouannaud et
Kounalis 1986), programmation logique (Dershowitz 1985).

3.1 Propriétés abstraites de la réécriture

Nous nous intéressons aux congruences induites par des équations sur un ensemble de termes

TE,V).
Soit une relation binaire — . Son inverse est notée .

Les symboles —+, =", <> dénotent sa fermeture transitive, réflexive-transitive, symétrique
respectivement.

Principe d'induction noethérienne: soit — une relation noethérienne et P une propriété, Alors,
Sivx[vy:x—y=P(y)]=P(x) alors ¥xP(x)
Larelation — définie sur un ensemble de termes est monotone si s — t implique u [s] —uft],
pour tous les termes u, s et t. Elle st stable par substitution si s — t implique s6 — to pour toute

substitution ©. Si — est un ordre noethérien, monotone et stable, on dit que — est un ordre de
réduction.
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Une équation est une paire de termes (s, t) écrite s = t. Pour tout ensemble d'équations, le
symbole ¢3 représente la plus petite relation symétrique contenant E, stable et monotone. Ainsi s
gt si et seulement si s est de la forme C [p « uo] et t de la forme C [p « vo] ol r est une
occurrence de C, 6 une substitution et soit (u, v), soit (v, u) appartient 2 E. Donc <> E‘ est la plus
petite congruence stable qui contient E. Une congruence est monotone par définition.

Un régle de réécriture est un couple de termes noté s — t tel que toute variable de t figure dans s
¢également. Un systéme de réécriture estun ensemble de régles de réécriture,

La relation de réduction —p est la plus petite relation stable et monotone qui contient R.

Ainsi, s —» gt (s seréduit At ou se réécritent) si s est de la forme Clp « lo] ett dela
forme C[p ¢ 16] pour une occurrence p d'un terme C, une substitution G et une régle l-r e R.

Un systéme de réécriture R est Church-Rosser si, pour tout terme sett, s <> R‘t implique qu'il
existe un terme u tel que s —)R" u gé *t. 1l termine si —g est noethérien. Donc un systtme de
réécriture termine si et seulement s'il est contenu dans un ordre de réduction. Un systéme de
Church-Rosser qui termine est appelé canonique. Un terme est irréductible par R s'il n'existe aucun t
tel que t —pt'. Une forme normale de t pour —p est un terme irréductible t' pour lequel t —)R*t'.
Lorsque R est canonique, chaque terme t admet une unique forme normale pour —g notée t LR

3.2. Complétion.

L'idée centrale des procédures de complétion est d'ajouter aux axiomes orientés en régles
certaines conséquences critiques, obtenues par superposition des membres gauches des régles.

Définition 3.1: Paire critique (Knuth et Bendix 1970)

L'équation ro = lo[p«dao] est une paire critique entre les régles I—r et g—>d (dont les variables
sont supposées distinctes), si ¢ est I'unificateur principal de g et d'un sous-terme non variable 1 /p
del,

On désigne par CP(R) l'ensemble des paires critiques entre des régles non nécessairement
distinctes de R. Suivant la présentation de Bachmair, et al. (1986), nous décrivons la complétion
comme un ensemble de régles d'inférence soumises 4 un contréle équitable. Ces régles d'inférence
ont pour objets des paires (E;R) constituées d'un ensemble d'équations E et d'un ensemble de régles
de réécriture R. Nous supposons que > est un ordre de réduction.
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Effacer Eu (s=s};R) + (E;R)
Orienter (EuU(s=thR) - ERu(s>1}) si s>t
Déduire (ER) = (EU {s=t} ;R)  si s=tappartient 2 CP(R).
Simplifier ]~ (E U (s=t};R) = (EuU {s=u};R) sit—gu.
Simplifier2 (E;RU {s=t}h) - ERuU{sou}) si t—gu.
Simplifier 3 ERU(s=1}) - (BuU (u=thR) sis—gu
Commentaires:

Effacer: supprime les équations triviales, dont la contribution 3 une preuve équationnelle est
toujours évitable.

Orienter transforme une équation orientable en une régle de réécriture.

Simplifier: réduit les termes du systtme i l'aide des régles disponibles. Pour prouver la
correction de la procédure de complétion, Bachmair et al. (1986) imposent certaines restrictions
supplémentaires pour appliquer Simplifier3.

Une procédure de complétion est un programme qui, partant d'un ensemble fini d'équations Ej et
deregles Ry, et d'un ordre de réduction > contenant R, construit une dérivation suivant les regles
d'inférences précédentes:

(EgRg) = Ep R = ...

La complétion réussit s'il existe une étape n ot E est vide et R  est un systéme canonique. En
fait si toutes les paires critiques possibles ont été considérées, dés que E_ est vide on peut assurer que
R, est canonique.

Nous dirons qu'une dérivation est éguitable si:
CPU pg M pifj) € Vin K

Le résultat fondamental de Huet (1981) exprimant la correction de la procédure de Knuth et
Bendix peut alors s'énoncer:

Théoréme 3.2: l'ensemble final de régles d'une dérivation équitable est canonique (pour Ia
théorie initiale Ey U Ryy) si l'ensemble final des équations est vide.

Exemple 3.3: L'exemple le plus fameux de systdme canonique obtenu par complétion est celui
dérivé des axiomes de la théorie des groupes par Knuth et Bendix (1970):
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axiomes: e*x=x x-l¥x=¢ (x*y)*z=x*(y* z)

Ces axiomes sont orientés de gauche 4 droite. Aprés une complétion, voici I'ensemble final R de
régles de réécriture :

e¥x—rx eloe

xlex e (x"ylox
(x*y) ¥z x*(y* 2) xrx-ls e
xle@ry) oy x*(x ey oy
x*e— x x*y)loyls 1

Pour prouver, par exemple, que:

¥ x ty))-l = (x71 *y)-l*x-l
dans la théorie des groupes, il suffit de montrer que chacun des membres de 1'égalité peut se réécrire
par R en la forme normale y” 1

CHAPITRE 1

Etude de Quelques Ordres de Simplification.
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Nous souhaitons construire des systémes d'inférence qui traitent, autant que possible, les
équations qu'ils dérivent comme des régles de simplification. Celles-ci permettent de maintenir
toutes les expressions sous forme réduite, sans perte d'information, limitant Ia taille des clauses
engendrées par une procédure de preuve ou de complétion. L'orientation de ces rdgles est un
probléme délicat, car il est essentiel que les réductions successives d'un terme conduisent 4 des
formes irréductibles. 11 est également souhaitable de pouvoir orienter le plus grand nombre
d'équations . Les critéres basés uniquement sur la taille des termes sont en général trop grossiers.

Rappelons qu'un systéme de réécriture R termine s'il n'y a aucun terme t A I'origine d'une suite
infinie de réductions: t=t; =g t, =y ... . Laterminaison d'un systéme de réécriture est indécidable
en général ( Huet et Lankford 1976) . Puisqu'il est donc impossible de vérifier a posteriori qu'un
systéme de régles termine, il est nécessaire de choisir des orientations prévenant la non-terminaison.

Pour qu'un ensemble de rdgles R termine, il suffit de trouver un ordre noethérien > sur
T'ensemble des termes, contenant la relation de réécriture -, (Manna et Ness 1970). Afin de
pouvoir vérifier cette inclusion en examinant uniquement les régles de R, on s'intéresse aux ordres de
réduction. Rappelons que ces ordre sont noethériens et vérifient les propriétés de

monotonie : s>t implique f(...s...)>f(...t...) pour tous les termes de T(F,V),
stabilité s>t implique sG>tG pour tous les termes s, t et pour toute substitution 6.

Le résultat suivant qui localise le test de terminaison est dd 2 Lankford (1977).

Théoréme: Le systéme de réécriture R termine si et seulement si il existe un ordre de réduction > tel
que toute régle 1r de R vérifie I>r .

Dershowitz (1982) a remarqué qu'une relation d'ordre contenant le plongement est
nécessairement noethérienne d'aprés le théoréme de Kruskal. Il a également donné une condition
suffisante trés simple pour qu'un ordre monotone > contienne le plongement, 4 savoir la

propriété de sous-terme :  f(...s...)>s pour tous les termes de T(F,V).

Un ordre monotone possédant la propriété de sous-terme s'appelle ordre de simplification.
Remarquons qu'un ordre monotone total et nocthérien est toujours un ordre de simplification. 11
existe plusieurs méthodes pour construire des ordres de simplification.

Méthode des interprétations.

Cette méthode consiste A construire un morphisme de 1a o-algébre T(F) vers une o-algébre ordonnée
(W,>) telle que I'image 7(f) de chaque opérateur f de F soit une application strictement croissante en
chacun de ses arguments, vérifiant de plus T(f)(...x...) > x pour tout x de W. Par exemple, il est
possible d'interpréter les symboles de F comme des fonctions polynémiales sur R (Dershowitz
1979, BenChérifa et Lescanne 1986).

Méthode de Knuth et Bendix.




Dans les chapitres suivants nous nous intéresserons 2 des ordres de simplification qui sont totaux sur
les termes clos. La construction de Knuth et Bendix permet d'obtenir assez facilement de tels ordres.
Remarquons d'abord que les ordres de simplification peuvent se généraliser aux pré-ordres (i.e.
relations réflexives et transitives). Soit > un pré-ordre sur T(F,V) satisfaisant les conditions
suivantes;
monotonie ; s2t implique f(...s...)>f(...t...) pour tous les termes de T(F,V),
propriété de sous-terme : f(...s...)>s pour tous les termes de T(F,V).

Nous direns que 2 est un pré-ordre de simplification. Définissons s>t par s>t et non t=s. Alors
si toute les régles d'un systéme de réécriture sont orientées par la partie stricte > d'un pré-ordre de
simplification stable , il termine (Dershowitz 1982).

Décrivons maintenant la construction de I'ordre de Knuth et Bendix (1970):

Nous noterons n(x,t} le nombre d'occurrences de la variable x dans le terme t. Soit >pun ordre
sur F I'ensemble des symboles de fonctions et 2 un pré-ordre de simplification sur l'ensemble des
termes. Notons = l'intersection des relations > et <. On suppose que £(...t...) = t implique que f est
unaire et maximal pour > L'ordre de Knuth et Bendix >, est défini récursivement par :

S=f(S10 0 8m) Sypo Epreenty)=t
si  pour toute variable x, n(x,s)>n(x,t) et
soit £t
soits=tetf>pg
soit s=tet f=get (sy,..s8:) >ppe* (toenty)
avee >yp,* dénotant l'extension lexicographique de >y,

L'ordre >, est un ordre de simplification (Dershowitz 1982). La méthode originale de Knuth
et Bendix utilise un ordre total > sur F et attribue un poids strictement positif 3 chaque symbole de
constante et un poids positif aux autres symboles fonctionnels. Dans ce cas, 'ordre >, obtenu est
stable et total sur I'ensemble des termes clos.

Dans ce chapitre, nous étudierons des ordres noethériens sur les termes induits par une
précédence et définis de maniére récursive comme le RPO (Dershowitz 1982), le PSO (Plaisted
1978), le RDO (Jouannaud et al. 1984) et l'ordre décrit dans (Kapur et al. 1985),

=S ~——-.—.-\--=-¢1
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The relationship between several simplification orderings is investigated: the path of sublerms
ordering, the recursive puth ordering and the recursive decomposition ordering. The recursive
decomposition ordering is improved in order to dea! with more pairs of terms, and 8 nade
more eflicient and casier to handle, by removing useless compultations.

Introduction

Rewriting systems enable one to prove equalitics in systems described by cquations. Their
principle is based on orienting axioms (and some of their consequences called critical
puirs) so that they arc always applied in the same direction. Oriented cquations are called
rewrite rules and applying them is called rewriting. Each term is associated with a normal
Jorm, that is, a term that cannot undergo more rewriting. Equality between two terms is
then equivalent to identity of their normal forms, provided the system is confluent. See,
for example, Huet & Oppen (1980).

To be able to compute normal forms, rewritings must terminate. This is usually
demonstrated by exhibiting a well-founded ordering that contains the rewriting relation.
Dershowitz (1982) has shown that the simplification orderings arc well founded.

In the following, we study four simplification orderings:

the Path of Subterms Ordering (PSO) of Plaisted (1978);
— the Recursive Path Ordering (RPO) of Dershowitz (1979, 1982);
— the Recursive Decomposition Ordering (RDO) of Jouannaud et al. (1982);
— the Path Ordering (KNS) of Kapur er al. (1985).

All these orderings are defined by extending a basic ordering on function symbols,
called a precedence.

In the first purt of this work, we recall the definition of PSO and show that it contains
RPO. Then, following the remarks of Dershowite (1982, p.293), we get, as a
consequence, that PSO is well founded if and only if the precedence is well founded. A
counterexample which shows that PSO is not included in RDO is given. By a slight
change in the definition of PSO, we get a new ordering which possesses the following
property called incrementality (see Jouannaud e al., 1982): given two terms, the
precedence can be automatically extended in order to orient them.

Our goal in the second part is to improve the implementation of RDO by eliminating
many unnecessary comparisons. For example, comparing the terms a(h(c)y and A(b(c))
with the precedence @ < A, generates four checks of “a < 4™, The idea is to lirst simplify
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the terms by their common suffix, then compare the left parts of these terms: the result is
now obtained with a single use of “'a < 4. The same remark is truc for KNS. Based on
this idea, a simplified version of RDO is proposed, one that does not require the fourth
component of the elementary decompositions (called the “context” in Jouannaud et al..
1982). We prove that the ordering thus obtained is equivalent to RDO. But this definition
of RDO generates less computations than the previous ones. The section ends with an
extension of RDO which is proven equivalent to KNS.

1. Preliminaries
1.1, MULTISET ORDERINGS

A multiset is a set with possibly repeated elements (see Dershowitz & Manna, 1979, or
Jouannaud & Lescanne, 1982 for a full description). More formally, a multiset M is a
mapping E-» N, where E is a set and N is the set of natural numbers. The set of all the
multisets on E with finite carrier is denoted by M(E). For x in E, we say that M(x) is the
number of occurrences of x in M, and we write xe M instead of M(x)> 0. The sum of two
mullisets M and N is the multiset M+ N such that M+ N(x) = M(x) + N(x) for all xe E.
Mare generally, if My, M,, ..., M, arc multisets,

k 3
(Z Ms) ()=} M(x).
s=1 =1
Each ordering on E can be extended to M(E):

DEFINITION 1.1. Let <E be an ordering on E. We can define an ordering on M(E) by:
MI«<E M2iff M1 # M2
and
VxeE (M2Ax)<Mi(x)=3yeEx<Ey and MI(y)<M2y)).

If we denote the minimum of two mappings M1 and M2 by MInM2, we get a
generalisation of the intersection of two sets. The next lemma states that, to compare
multisets, we may first delete their common instances:

Lemma 1.2.
MIKEM2iff (M2#Q and ¥V xe M1 —(M1AM2)3 ye M2—(M1AM2) x <E y).

Inclusion of orderings is preserved when they are extended to multisets:

LEMMA 1.3. The multiset extension of an ordering is monotonic, that is to say:

(Vx,yeEx<Ey=x<'Ey)=(Y M, M2e M(E) M1 « E M2=>M1 < E M2).

We can use this property to prove that well foundedness is preserved, too, by the
multiset extension. Our proof does not use Konig’s lemma as others usually do.

LEMMa 1.4, «E is well founded iff <E is well founded.

PrROOF. <E can be extended to a total well-founded ordering <'E; now, «'E Is well
founded because it can be seen as a lexicographical ordering on ordered words on E.
Since «E is included in «'E by Lemma 1.3, it is also well founded.
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1.2. TERMS—OCCURRENCES

In the following, F denotes a finite set of function symbols, and ar is the arity of symbols
in F. X is a set of variables. For any set E, E* is the set of all finite sequences of elements

of E. The empty sequence is denoted by &. Concatenation of sequences is indicated by a
dot:

(Xpeeoaxd B py) = (e X Vi e 1)

Thus, N* is the set of all finite sequences of positive integers. Let T(F, X) be the set of
terms, that is the set of functions:

t: N* - FUX whose domain occ(t) is finite and satisfies:
{se oce(t)

u.ieocc(t) iff ueoce(t) and ie[1, ar(t(u))].

Let t/u be the subterm of 1 at occurrence u, t{u) the function symbol at & in ¢ and
[t] = card(oce(t)) the size of t. T(F) is the set of closed terms.

ExampLE. If t = f(g(a), g(h(a, b, ¢))) and u =213, then thu=c.

1.3. SIMPLIFICATION ORDERINGS
Simplification orderings have been introduced by Dershowitz (1979, 1982).

DefINITION 1.5, An ordering < on T(F, X) is a simplification ordering i it has the
following properties for every function symbol f:

compatibility property:  ty<ty=f(....t,,..)<f(..  ts...)

subterm property: [ [ (S AP 8
Orienting rules from left to right according to a simplification ordering ensures that the
rewriting process terminates:

THEOREM 1.6 (Dershowitz, 1979). A rewriting system with Sfinitely many symbols is
terminating if there exists a simplification ordering < such that for all substitutions s and
Jor all rule g—d, s(d) < s(g).

Now, we are going to study two particular simplification orderings: the path of
subterms ordering (PSO) and the recursive decomposition ordering (RDO).

2. Path of Subterms Ordering

Rather than comparing two terms directly, PSO compares two data structures built up

from these terms: their paths of subterms. A path of subterms is the sequence of subterms
on a path from the root Lo a leaf.
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2.1. PATHS OF SUBTERMS
DerFNITION 2.1, Path of subterms.
The multiset of paths of subterms of ¢ is

{t} il ¢ is a constant or a variable

SPATH(1)= )
._Zl {t} SPATH() if t=f{t), t5r .. 0 t,),
where
{t} .SPATH(t) = esp‘;;ﬂm{t.g}.
g x
We define also:
. @ if ¢ is a constant or a variable
PSPATH(1) =

n

IZI SPATH() il t=flt,.....1,).

EXAMPLE:
t=fla, a,¢(c))
SPATH(1) = {(1, a). (1, a), (t, y(c), ¢))
PSPATH(t) = {(a), (a), (y(c), o)}
DEFINITION 2.2. Permutative congruence ~ .
‘/.(Sl""1Su)~.‘/(ll!"” In) iﬁ/= Y llﬂd S~

for some permutation 7 of {1,2,.. ., n}.

nif)

DeriNviTioN 2.3, Let « be a sequence of terms, then SUBSEQU(x) is the multiset of
subsequences of «

@ if o is empty

RUBSEQU o= {{r. ¢} .SUBSEQU(f) = . SUBSEQU(f) +SUBSEQU(R) if a = 1. .

REMARK 2.4. If « is a path of subterms of ¢, then SUBSEQU(a) is actually a set, since
cvery subterm of the path is distinet.

DEFINITION 2.5. If < is an ordering on terms, then <, is a lexicographic-like ordering on
sequences of terms defined by:

§<tiff s=0 and (#0

or
5y <1y
or
Sp~tpoand (S0 8,) <plltae o0ty
where

S=80.8 0008, and =101, .00

< tine
We are going to use the lexicographic extension of an intermediate ordering <1 on
terms to get an ordering on paths of subterms, used in the definition of PSO.
2.2, THE PATH OF SUBTERMS ORDERING ON T(F)
DEANITION 2.6. Let < be a precedence on F, <pso is delined recursively by:

s<pyo A SPATH(s) « SPATH (1),

5
|
]
:[i
|
d
|
|
i
)

e =

]
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where <1 is an ordering on paths of subterms with:
a< | bifl SUBSEQU(u) «ilex SUBSEQU(b),
where <i1s an ordering on terms with:

u=fuy, .. o) <iv=g@,,...,0) il f<gor(f=g and PSPATH(u) «1 PSPATH(1)).

EXAMPLE 2.7.

©

l
s= 4+ r= A+ with the precedence 0 <+, g <f
N N
0 gy 0 !

SPATH(s) = {(5.0+¢,0), (s, 0+g.¢9)}  SPATH(t) = {(, 0), (. /)}(5. 0+, 0) < (1, /)
because s<if,0+g<it, 0<it(s,0+g,g)<1(t,f)in a similar way and then s < psor.
We can prove this exactly as in Plaisted (1978):

PROPOSITION 2.8. <pso is a simplification ordering.

Moreover, <pso satisfies a compatibility property stronger than the one which is
required in the definition of a simplification ordering;

PROPOSITION 2.9. If
(S0 wsay<psofty, ..., t,} then f(s), ..., 5,) <psof{t;,.. ., t,)
<pso is also monotonic with respect to the precedence:
PROPOSITION 2.10. If < is included (as a relation) in <', then <pso is included in <'pso.
2.3. COMPARISON OF PSO AND RPO
Let us now recall the definition of RPO (cf. Dershowitz, 1979):

t=g(t, ty . ) <rpos = f(8y, 83, .. ., Sp)

iff
(rpol) f=gand {1, t;, .., t,} «rpo{s;,ss, ..., sp}
or
(rpo2)g </ and for all t;:(;<rpos
or

(rpo3) not(g < f) and for some 5,2 t <rpos,.
The main rcsuli of this section is.
THEOREM 2.11.
t<rpos=-1<psos.
SKETCH OF THE PROOF. By induction on |s|+¢}. If t <rpo s by:

rpol: then {t, ty, ...} «rpo {s.s,, ...}, and by induction hypothesis {t,, (5, ...} «pso
{81, 82, ... }s we can conclude 1 <pso s from f= ¢ and the generalised compatibility
property of <pso.
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rpo2: then g <f and.for all t,, ¢, <rpos. We have SPATH(s) » SPATH(t;))=9, since
s#i. So, by induction, for each aeSPATH(t;), there exists be SPATH(s) with
a<lb. Note that t.a<lb, by the following linc of rcasoning:
t.SUBSEQU(a) «ilex (s) since t<is duc to g <fi"; SUBSEQU(a) «ilex
SUBSEQU(b) because u <1 b; so,

SUBSEQU(t.a) = t.SUBSEQU(a)+SUBSEQU(a) «ilex SUBSEQU(b)
because (s) belongs to SUBSEQU(b), but not to SUBSEQU(t. a).
From this we get SPATH(t) «1 SPATH(s) and so, t <pso s.

rpo3: then t < rpos;; by induction ¢ < pso 5;; we conclude from the subterm property and |

the transitivity of <pso.
COROLLARY 2.12. If the precedence < is total, then <rpo and <pso are the same ordering.

PROOF. If < is total, then <rpo is total on T(F)/~, and so is <pso from the last theorem.
And, if s~t, s and t are neither comparable by <rpo nor by <pso.

COROLLARY 2.13. If < is well founded, then <pso is well founded.

PROOF. < is included in a total well-founded ordering <’. It is known that <'rpo is well
founded (cf. Dershowitz, 1979); but <'rpo= <'pso and <pso is included in <'pso from
the monotonicity property of PSO; the corollary follows as in Lemma 1.4.

REMARK 2.14. It will be shown in the next section that PSO is not included in RDO.

2.4. A VARIANT OF PSO

In most cases, the use of subsequences for comparing paths of subterms yields
redundant computations. Considering paths of subterms as multisets provides a simple
variant of PSO, with an additional property of incrementality.

DEFINITION 2.15. Let < be a precedence. We define < ps recursively:

s<pstiff SPATH(s) «2 SPATH(1),

where a <2 b iff @ «j B (2 and f denotes the multiset of subterms occurring in the path a
and b, respectively) and

u<jriff (f<g) or(f=gand PSPATH(u) «2 PSPATH(v))

where u=f(u,, ..., u,) and VgV, ..., ).

It can be proved that <ps is also a simplification ordering, which is monotonic, and
contains RPO. The next example shows that <ps is also easy to use. Moreover, the
precedence required to orient a rule can be easily computed. We conjecture that < ps and
PSO are the same ordering,

ExaMPLE 2.16. Let us consider the rewriting system:

(N T((x) - x
() xvy) = x) A Y)
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3) AxAayy=(x)v(y)
) xAa(yvz) > (xApV(xAaz)
5) (yvz)ax = (yax)v(zax).

An empty precedence is enough Lo orient (1), because of the subterm property of <ps.
To orient (2) we need to have:

{7x) A ), ), x} < {(xv ) x vy, x},
but 1(x) <j x v y). . .
Hence (2) is oriented with <ps iff (A < 71) or (A <V). By exchanging the §ymbols A
and ‘v’ we get the condition for (3): (v< 1) or (v<A). In order to have (4) directed with
<ps, we need to have:

{(xay)vixnaz), xny, x}<jixalyvaz), x},

but (x A y) <j(xA(yvz)). To bound (x A y)v(x az) for <j, the necessary and sufficicnt
condition is v<a. Then the other paths of the right-hand side of (4) are bounded too.
Let us finally summarise the conditions v<a~".

3. RDO Revisited
3.1, DEFINITION OF RDO

A full description of RDO can be found in Jouannaud et al. (1982) or Lescanne (1982).
The set T(F, X, [J) contains terms with at most one terminal occurrence of [J, where []
is a symbol not in F that can be viewed as the empty term. If X is empty, we denote this
set as T(F, (). If u and v belong to N*, then u/v is the word we N* such that v. w= 1w,
Let t/u be the subterm of ¢ at occurrence u, and t[u+« '] the term obtained by replacing
tfu by t" in ¢. If t belongs to T(F, X, J)

lltll = {ueoce(t); t(u) #01 and t(u)¢ X}
A path p of a term ¢ is an occurrence such that ar(t(p)) = 0. Let p be a path of ¢, u a strict
prefix of p, i the integer such u.iis a prefix of p; u.iis denoted by suc(u, p).

DEFINITION 3.1, Elementary decomposition.

Given te T(F, [}, p, a path of t and u, a prefix of p, the elementary decomposition d?(t)
of t in u along the path p is:
@ if t(u) = O; otherwisc it is the quadruple: (g, a, ¥, C), where
g = 1{u)
a = dPR P fsuce(y . phy
¥ is the multiset of other subterms of t/u, that is:
{tju.j: 1<j<ar(t(u)) and u.j+# suc(u, P}
C=d*¢efu—0D),
where d?(t) is the decomposition of t along the path p, that is the set
{dB(t): u is a prefix of p}.
We define also the multiset d(1) = {d”(1): p is a path of t}.
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REMARK. The term t[u«[1] is called the context of u in t. Y is called the neighbouring
part.

Drrnirion 3.2, RDO.

Given a partial ordering on F, we define the recursive decomposition ordering in the
following way: s<rdot iff d(s)<«x «x d(t), where «*<«x stands for the multiset of
multisets ordering extending <=, and < is defined in the following way:

di(s) = <fa, ¢, c) <x difty = (g, b, Y, d)
ifl onc of the following holds:

decl: f<y

dec2: f=gand axsb

dec3: f=gand a=band ¢ «rdoy

decd: f=ganda=band ¢ =y and c«sd.

REMARK. PSO is not included in RDO. As shown in a previous example;

9
[

AN
0

s <pso t= 4+

\ .
y 0 S

whercas s and ¢ arc incomparable under the definition of <rpo.

with 0 <+ and g <,

But we do not have s<rdot because it is impossible to bound 4'!(s) with a
decomposition along a path of ¢. A consequence is that PSO strictly contains RPO. The

following example, given in Jouannaud et al. (1982) shows that RDO is not included in
PSO:

We take un empty precedence on F = {fra,b),

s =f(fla, b), f(a, b))

and
t=f{f(/a, a), fa, a)), /(1 (b, b}, f(b. b))).

It is not possible to compare s and ¢ with PSO: nevertheless, we have s <rdo 1.
However, il is possible to prove that PSO, RPO and RDO are the same ordering when
restricted to monadic terms.

3.2, REMOVING CONTEXTS FROM THE DEFINITION OF RDO

EXAMPLE. Suppose we want to show:

s=f <rdo t=g¢ with the precedence f< g

|
h
/\/ / \
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To get d'*(s) «»d"}(t) we have to prove:

dii(s) <#d}i(t) with dec4

d
" dil(s) <=d!'(t) with dec4.

Bul this computation is useless, because the last inequality is, in fact, a consequence of the
previous one. Indeed:

dl(f)<<*d'(iq)=>d“({)<<*d”(£|/)
|
N O h h
/N /N
O b O b

In (he following, we give u new (cquivalent) definition of RDO that gets rid of this
redundancy, by climinating ull contexts from decompositions. Clearly, terms can be
reconstructed from their decompositions with contexts, but they can be reconstructed
without contexts as well. As a consequence, contexts are not really needed, as we show
next.

DEFINITION OF RD.
DEFINITION 3.3. Simple decomposition.

Given te T(F), p, a path of 1 and u, a prefix of p, the simple decomposition D2(t) of 1 in u
along the path p is the triple g, a, ), where

g = t{u)
a = DPE P (t/suc(u, p))
Y is the multiset {t/u.j: 1 <j < ar(t(w)), u.j # suc(u, p)}

and the simple decomposition of t along the path p is the set
Dr(t) = {Di(t): is prefix of p}.
Let us also define the multisct: D(¢) = {D’(t): p is path of t}.

DeriniTION 3.4. RD.

The simplified recursive decomposition ordering RD is defined as follows:
s<rd t iff D(s) «O «O D(1)
Dilsy = (fra.dy <O Di(t) = Ly, by p>
iff onc of the following holds:

DECl: f<g
DEC2: f=gand axOb
DEC3: f=ganda=band ¢ «rd .

with

Remark 3.5. Note thut we use a small d Lo denote elementary decompositions, while a
capital D is used to denote simple decompositions.




126 M. Rusinowitch

RDO AND RD ARE EQUIVALENT.

If we need the contexts when comparing two paths p and g, using RDO, this implies
that the two paths end with the same subsequence of subterms. Therefore, the last simple
decompositions cncountered on p are equal to the last simple decompositions of 4. Hence,
we do not need them when comparing p and g with RD, unlike RDO. This is the key
aspect of our proof that RDO = RD. We state the previous remark more formally in the
next lemma.

LEMMA 3.6. Let p be a path of s, and q a path of 1. Suppose that D2(s) = D3(r), where u and v
are prefixes of p and g, prespectively. Then:

D¥(s) «O Dty iff D*(s[u[0]) «O D*(t[v(13).

We can now state the main result.

THROREM 3.7. Given p and g, two paths of s and t respectively, we have:
dP(s) «<*di(t) iff DP(s) «O D).

Sketch of the proof. by induction on Il =+ {lel].

First case: the paths p and g end with the same subsequence of subterms. So we can
simplify p and g by their common suffix and are brought back to compare two paths u
and v of s[u«[] and ([p[7]], respectively, with u and v prefix of p and g, respectively.
The result follows from the induction hypothesis,

Second case: p and g do not have the same tail, Hence, we never need contexts when
comparing the elementary decompositions of p with those of 4. Therefore, we could just
as well perform the comparison with simple decompositions.

The last theorem yields immediately.

CoroLLaRrY 38.s<rdot iff s<rd t.

When comparing two terms with RDO, we just need to compare the maximal
decompositions of each term; this is the called ++strategy in Jouannaud et al. (1982).
This improvement is not possible with RD. However, Pierre Lescanne, who implemented
both RD and RDO in his REVE system, noticed that, even with the + +strategy, RDO
appeared to be less efficient than RD, in most cases.

3.3. IMPROVING RDO

ExampLE 3.9. Given the terms:

§ 7*\

¥4

and t =3
A
7\ |
x y Xy

with the precedence < —, we can show that s <rdo t is false. It is sufficient to prove that
we have not d'(s) «xd'(¢). But

B = (G2, (L D), B0 = (¢nz, 1= -} D)
N T

Y <)

e —-u-—--=-1
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and

However, we have:
d(x) <= < d(-)+d(-).
VN 1 \
X ") x y

On the other hand, we could verify: s <pso t and s <pst, so we have another counter-
example showing that PSO is not included in RDO.

RDO fails to order s and 1 because it requires paths to be gathered in the neighbouring
part of decompositions, so neither —x, nor —y can boung xy and they cannot help each
other to do that. More generally, if ¢ and  are two multisets of terms, then:

¢ «rdoy implies Y d(r) «» «x Y d(q)
ree e
but the converse is false. So, if the last condition is taken instead of dec3 in the definition
of RDO, the comparison should be more successful,

The previous example suggested to us an easy way to improve RDO. Instead of
comparing the multisets of subterms that constitute the third part of decompositions, we
compare the multiset sums of the paths of these subterms, without taking into account the
original subterm they belong to.

In the following we shall extend RD in that direction. However, the same could be
done with RDO itself.

DermviTION 3.10. IRD.

We define on T(F) the ordering IRD in the following way:
s<ird { it D(s)«< @ «@ D(1),
Dis) = {fia,¢) <@ Di(t) = (4. b, ¢)
iff one of the following holds:

DECl: [f<g

DEC2: f=gandax@b

DEC3b: f=ganda=band ) D(r) «® <@ Y. D(g).
reg gey

where

Now, with this slight change in the definition of RD, we get in Example 3.9: s <ird t,
and we can prove straightforward that RDO is strictly included in IRD:

THEOREM 3.1 1. s <rdo t =5 <ird 1.

In Kapur et al. (1985), an ordering which we call KNS is described, and the authors
give the following example of two terms that can be compared with their ordering, but for
which RDO does not apply. This example is quite similar to Example 3.9.:

s = hla(2), gla(a(x)), x), g(b(b(»)), y))
t = hia(z), gla(x), b(y)), gla(x), b(y)
and we may prove that ¢ <ird s.
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As a matter of fact, it will be shown in the next section that IRD and KNS are the same
ordering. Now, if we compute the complexity of comparing two terms s and ¢ using the
definition of IRD, by the method described in Kapur et al. (1985), we get an upper bound
O([s|*+[t]*). With KNS, the upper bound is 0(|s|>«|t|*). This is not surprising, since this last
ordering uses contexts.

3.4. IRD AND KNS ARE EQUIVALENT

We proceed as follows:

(A) We give an alternative definition of KNS, which we think is simpler and more
cfficient.
(B) We show that IRD and KNS are equivalent.

(A) ALTERNATIVE DEFINITION OF KNS

In this subsection, the notations and definitions are taken from Kapur er al. (1985). We
suppose, for simplicity, that no variable is involved.

DEerFNITION 3.12. A K-path is a sequence of two-tuples, with the following properties:
Let P={f,T\)...{/,, T,) be a K-path. Then

L. f; is the top level symbol of T, for 1 <i<n.
2. T, is an immediate subterm of 7,.

With every couple {f;, T;) in the K-path P we can associate a left-context (LC) and a
right-context (RC) defined as:

eifi=n
Sivn T Ty il i<
cifli=1
ST e Ty ili> 1

The K-path P is a full K-path of a term t if T, =t and T, is a constant. The multiset of the
full K-paths of a term ¢ is denoted by MP(t). The KNS ordering is defined by s <knst if
MP(s) «p MP(t), where <p is an ordering on the K-paths and is defined above:

Let Pl=<ky, 7)) . Cky, Ty o Kk, T and P2=(h,, S,). . h,, S, be two K-paths.

We shull say that Pl = P2 if m=nand k, = h, and T;~ S, for all ie {1,... n}. The K-path
comparison is performed as follows:

P2 <p PLiff for all {h;, S;) in P2 there is <k;, T;> in P1 such that;

LC(/ T, Py = {

a. <k, or
b. k=K, and
I. RC(<hy, S, P2) <p RC((ks, T, P1) or

2. RC(Kh;, 5, P2) = RC(<k;, T, P1) and S, <kns T; or
3. RC({M;, S, P2) = RC(<k;, T, P1) and ;=T and
LC(<h;, S0, P2) <p LC(Kk,, T, P1).

Now let us have a closer look at condition 3. This condition plays the role of the
““context comparison” in RDO. If P1 and P2 have no common suffix. then we never have
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to use the test b.3. We can always reduce the situation to the previous one, thanks to the
next result, which states a converse of Lemma § of Kapur et al. (1985).

LEMMA 3.13.: Let P1, P2, P3, P4, P5 be K-paths such that P4= P1 . P3 and PS — PR.P3,
Then P5 <p P4 iff P2 <p PI.

This leads (o a more efficient definition of <p and the KNS ordering.

PROPOSITION 3.14. Let P1’ and P2’ be the K-paths we get from P1 and P2 by deleting their
common suffix. Then P2 <p P\ iff for all Iy, Sp in PY there exists (k;, T, in PV’ such that
a.orb.l.or b2, is true.

We are now ready to prove:

{B} IRD AND KNS ARE EQUIVALENT

It is sufficient to prove that the path comparisons using «@ or <p always yield the
same result.

PROPOSITION 3.15. Let P and Q be two JSull K-paths of s and t, respectively. Then P <pQif
D*(s) « @ DA(t), where p=u, .. . u, and g = Uy ... 0, are paths-of s and t, respectively, that
verify:

P=Csle) sy (suy), sfuyy . Cs(p), s/pd

Q= <t(e), . Ctwy), tfoy) ... <1(q). 8/g).

and

PROOF. (By induction on |s| +|z{) assume P <p{, and let P’ and Q' be the K-paths we get
by deleting the common suffix of P and Q. Let <h;, 5 be in P', with u such that S;=s/u.
We suppose that the (k;, T.) in Q' takes care of By, 8, and v is such that T; = t/v. Let us
show that Di(s) <@ Di(1). The only non-trivial case to consider is b.3, that is, b =k, and

RC((h;, S P) = RC(<k;, T, Q)

and S; <kns T,. We have by definition of (kns: MP(S;) «<p MP(T)). The relevant K-paths
of this last inequality belong to smaller terms. Therefore, we can apply the induction
hypothesis:
Z Dia) «@® «@ Z
aeMB(s)) beMP(Ty
The relation above is nothing clse but DEC3b,
A similar argument proves the converse.

D(b).

3.5. INCORPORATING STATUS IN RI)

In the ordering RDOS defined by Lescanne (1984), when comparing two clementary
decompositions having the same “leading symbol”, the status of this symbol gives
information about how to go on with the comparison: by comparing the “neighbouring
part” as multisets or as lexicographically ordered sequences. The lexicographic statuses
are very uscful to orient associativity laws. They were first introduced by Kamin & Levy
(1980) in order to extend RPO.

We suggest genceralising the notion of status to include more strategics than the two,
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_—

multiset and lexicographic, We may, for instance, assign a “depth-tirst™ or “breadth-first™
slatgs to some symbqls according to how we handle the components of decompdsitions.
First, we modify slightly the definition of simple decompositions,

DgFlNlTlON 3.16. Given p a path of t and an occurrence of p, we define D?(t) as the triple
{Iva ), where
J=1u)

4 = Drisuctep)
¥ is the sequence {tfujil <j<ar(f))d,
where D?(1) and D(t) are defined as usual.
DeriNITION 3.17. Given an ordering <x on the elementary decompositions, the recursive
decomposition ordering with status is defined in the following way:
s<rds 1 1T D(s) «x «<xD(1).
The only property required for < is:

t; <rdst; implies (f, a, (ot )y <x fatey.. .., L.

Then, wit_hout any other condition, we can prove that <rds is a simplification ordering
(see Kamin & Levy, 1980). Now let us give a good candidate for <y
Drrniion 3.18.

Di=C{fia ¢y <xDi= (g b y)ifi f<gor f= ]
and case status of f js:

multiset-depth-first: axxbor
(RDO-like) da=band Y d(S)«x<«x Y d(T)
Se¢ Tey
multiset-breadth-first: Y d(S) «x «x Y A7)
Seg Tey
lexicographical-ir: o <iry

(KAMIN&LEVY-like) where <Ir is the left to right lexicographic extension of rds

to sequences of term
and so on. . . .

We can add other cases as long as the property in Definition 3.17 is satisfied. By varying
the glloxgcs of status for function symbols, RDS can take on features of the previously
studied simplification orderings.

ProrosiTion 3.19,

LA all the statuses are multiset-depth-first, then RDS = KNS =1IRD, but the time

8(77;@[«.\'1;/)' of comparing s and 1 with RDS has an upper hound O()s|*«[11*} instead of
(5] 1), ‘

200 the statuses are nudtiset depth first or lexicographic, then RDS properly containg
RPOS and RDOS, respectively, '
REMARK. We do not know of any example that PSO can handle, but RDS cannot.

SOI RDS is made more practicul than others by it ability (o include semantics for each
function symbol by a generalised notion of status.,
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Conclusion

PSO and RDO have many common features: both of them work on paths of subterms,
and extend RPO. Furthermore, PSO can be easily expressed in terms of decompositions,
They essentially differ when comparing subterms with the same roots: PSO splits the
paths and compares, in parallel, all paths of subterms issuing from the root; on the other
hand, RDO goes on with the same path and checks the other paths later on. In other
words, PSO works breadth first, and RDO works depth first. This is why these two
orderings do not always give the same result. But we have been able to improve RDO by
incorporating some ideas of PSO. We can sum up our results in the following diagram:

PSO = RPO < RDO = RD = IRD = KNS
N
PS

An interesting feature of RD is its conceptual simplicity, which makes modifications
easier. In particular, we can incorporate “status™ & la Kamin & Levy (1980) in RD by
comparing decompositions in a lexicographic way (instead of using multisets). Besides
symbols with lexicographical status, one may have symbols with “depth-first™ status or
“breadth-first™ status. So, according to the choice of the status of the function symbols.
one can make RD more or less similar to cither RDO or PSO.

1 would like to thank Pierre Lescanne for his helpful guidance, and Jieh Hsiang, Jean-Picrre
Jouannaud, Emmanuel Kounalis, Alain Quere and Jean-Luc Remy for reading the manuscript.
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CHAPITRE 2

Arbres Sémantiques Transfinis.
I ,- | Applications a la Preuve de Complétude des
| Systémes d'Inférence.
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Le probléeme de la complétude des stratégies de démonstration automatique est considéré comme
délicat, d&s que la relation d'égalité se trouve traitée de maniére spécifique. Par exemple, la
complétude de la résolution et de la paramodulation sans les axiomes de réflexivité fonctionnelle
admet une preuve indirecte dans Brand (1975), comme corollaire de la complétude de la méthode
de modification. Peterson (1983) en donne une preuve directe, s'appuyant sur un ordre de
simplification isomorphe 2 @ sur I'univers de Herbrand. Cependant les ordres les plus utilisés pour
orienter les équations en régles de réécriture sont transfinis. Les arbres sémantiques obtenus en
ordonnant la base de Herbrand avec ces ordres sont donc, eux aussi, transfinis. Mais 1a méthode de
Peterson, qui dérive de celle de Kowalski et Hayes (1970), repose sur la finitude des arbres
sémantiques fermés: un nombre fini d'inférences doit permettre de réduire Ia taille d'un arbre
Jusqu'a zéro. La méthode de Peterson est donc inadaptée pour la plupart des stratégies traitant les
équations de maniére unidirectionnelle,

Nous proposons d'éviter ces difficultés en considérant "statiquement” I'ensemble (limite) de
toutes les clauses inférées au cours d'une dérivation, et l'arbre sémantique fermé qui leur est
associé. Pour une stratégie compléte, cet arbre est vide chaque fois que l'ensemble initial des clauses
est inconsistant. Partant de cette remarque, notre technique de preuve est la suivante: nous
supposons que [l'arbre associé 2 l'ensemble (limite) des clauses engendrées n'est pas vide; nous
montrons que I'extrémité de sa branche droite est un noeud d'inférence, puis qu'une £étape
d'inférence permet de réfuter I'un de ses prédecesseurs, en contradiction avec I'nypothése de non
vacuité de l'arbre.

1. Introduction

Non seulement les ordres de simplification que nous utilisons permettent d'obtenir des preuves
de complétude, mais ils servent aussi 2 raffiner les régles d'inférence de deux maniéres:
premiérement, il suffit seulement de résoudre/paramoduler sur les littéraux maximaux;
deuxizmement, lorsque I'on utilise une équation pour paramoduler, il suffit de considérer le plus
grand des deux membres. Cette stratégie ordonnée, quand elle est restreinte au calcul des prédicats
sans égalité est compatible avec la stratégie d'ensemble support (Wos Robinson 1968) (2 l'inverse
d'autres stratégies d'ordre/indexation). Elle peut s'étendre de maniére naturelle au calcul des
prédicats avec égalité. Et surtou, elle est compatible avec les régles d'inférence réductrices telles
que la démodulation (simplification), la subsumption, et la régle d'élimination des tautologies.

Le plan de notre travail est le suivant: dans la Section 2, les notions préliminaires sont
introduites ainsi que la définition des ordres de simplification complets. Ces ordres sont utilisés
pour construire des interprétations égalitaires (E-interprétations) et des arbres sémantiques transfinis
(arbres E-sémantiques) dans la Section 3. Dans la section 4 nous introduisons notre méthode de
preuve fondée sur les arbres E-sémantiques, Nous appliquons cette méthode dans le Chapitre 3
pour prouver la complétude d'une stratégie de clauses ordonnées dans le cadre de la logique du
premier ordre avec égalité. Nous présentons d'autres raffinements tels que les inferences bloquées et
une étude comparative avec d'autres stratégies d'ordre/indexation. Comme autre exemple, nous
introduisons la stratégie positive: cette stratégie combine la P1-strategie et la stratégie des clauses
ordonnées. Nous en donnons la preuve de complétude. La complétude de la stratégie unitaire
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positive pour les clauses de Horn avec égalité est un simple corollaire du résultat précédent.

Nous rappelons qu'aucune des stratégies envisagées dans cette these n'utilise les axiomes
réflexifs fonctionnels ni la paramodulation dans les variables.

Notre méthode de preuve a également été utilisée pour construire une procédure de type Knuth-
Bendix complete pour la réfutation (Hsiang Rusinowitch 1987a) qui est présentée dans le Chapitre
5. Elle peut s'étendre 2 un cadre plus général, pour des régles d'inférence construites sur d'autres
axiomes, Le Chapitre 6 applique notre technique aux axiomes de régularité,

2. Préliminaires

Dans cette section, nous rappelons quelques notations. Nous supposons que l'ensemble des
prédicats P contient un symbole binaire particulier: "=", L'ensemble des atomes sans variables (la
base de Herbrand) est noté A (P,F). Un atome égalitaire est un atome dont le symbole de
prédicat est =. Nous supposerons toujours que = est commutatif, En d'autres termes, les atomes
s=t et t=s sont considérés comme identiques.

2.1. Axiomes d'égalité.

La relation d'égalité est une relation de congruence; elle vérifie donc les axiomes suivants:
Vx (x=x).
Vxy (x=y oy =x).
Vxyz (x=y Ay=z)>x=z).
Pour tout P, Vxy (x=y AP(x)DP(y)).
Pour tout h, Vxy (x=y Dh (.. %, .)=h (.. 3, ..)).

Cet ensemble d'axiomes sera noté K (d'aprés Chang Lee 1973), L'usage, sans restriction, de
ces axiomes avec I'unique régle de résolution engendre une somme considérable de clauses non
significatives, ou redondantes. Des efforts considérables ont ét€ consacrés 3 construire des égles
d'inférences permettant d'éviter I'axiomatisation de I'égalité. La régle de paramodulation (Wos
Robinson 1968) en est 'exemple le plus notable.

2.2, Ordres sur les termes et les atomes.

2.2.1. Rappels sur les nombres ordinaux.

Avant d'introduire les ordres que nous servent A comparer les termes, nous rappelons quelques
propriétés élémentaires des nombres ordinaux, qui seront utiles dans la suite.

Un ensemble bien ordonné est une paire (A, >) ol A est un ensemble et > est un ordre bien
fondé et total sur A. Deux ensembles ordonnés (A, >4) et (B, >p) sont isomorphes s'il existe
une bijection h de A vers B telle que pour tout aj, ay € A, a;<s ap si et seulement
st h(ay)<p h(ay).

P e
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Un ensemble a est un ordinal si
(i) < o,€ > est un ensemble bien ordonné, et
(ii) Be o implique cor.

Par définition I'ensemble vide, noté 0, est un ordinal. De méme 1={0}, 2={0,1}, ..., et
©={0,1,2, ...}, @+1=0u{w}, etc... Un ordinal qui est fini (comme un nombre naturel) est un
ordinal fini. Sinon (comme e, @+5), C'est un ordinal transfini.

Théoreme: Tout ensemble bien ordonné (A,<) est isomorphe & un unique ordinal.

Ce nombre est appelé l'ordinal ou l'ordinalité de (4,>). Soit . un ordinal, alors at={nmsa}
est le successeur de a, et o est le predecesseur de o+, Le predecesseur d'un ordinal o sera noté
. Un ordinal non nul est un ordinal limite s'il n'est le successeur d'aucun ordinal, Autrement on
dit que c'est un ordinal successeur. Par exemple, 0, 20, 02, 09, ... sont des ordinaux limites,
tandis que 4, @3+11 sont des ordinaux successeurs. Soit A un ordinal, sa borne supérieure est
définie par supA ={n: 3§ A, n<&}. Par exemple, sup5 = 4. Soit & un ordinal, nous utiliserons
les propriétés suivantes: :

Lemme: (1) Si 0 est 0 ou un ordinal limite, alors supo = (L.

(2) Si o est un ordinal successcur, alors supl = o~

L'arithmétique sur les ordinaux est définie comme une extension de l'arithmétique sur les
nombres naturels:
a+0=0
o+ Bt =(a+ B+
o+ Y=sup{C+n:n <7y} ol yest un ordinal limite.
ax0=0
axfr=axf+a
X y=sup{a X7 :1 <7} od yest un ordinal limite.

Notons que o + 1= art= o U {@}. Une différence intéressante entre Y'arithmétique ordinale et
Varithmétique naturelle est que Ia premidre n'est pas commutative,
Ainsil+o=0# o+l

2.2.2. Ordres de simplification complets.
Pour traiter 1'égalité de maniére efficace, nous proposons une construction par induction des
modeles de Herbrand de K. Nous commengons par introduire des notions d'ordres sur les

structures de termes et d'atomes.

Un ordre < sur T(F X)UA(P,F.X) est un ordre de simplification complet (CSO) si c'est un
ordre vérifiant:
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O1: (bonne fondation):
< est bien fondé.
O2: (linéarité sur les objets clos)
< est total sur 'ensemble des objets clos: T(F JUA(P,F)
O3: (stabllité):
pour toutw,v € T(F X)UA(P F X) et toute substitution 8, w<y implique wB<8.
04: (monotonie):
pour tout ¢, § € T(F X) et w & T(F X)UA(P,F X)), t<s implique w[t}<w(s].
OS: (propriété de sous-terme):
pour tout £,5,a,b €T(F), ol t< 5, a < b uc T(F)UA(P, F), et w e A(P, F),
1. si 5 est un sous-terme propre de 4, alors s<u,
2. si 5 est un sous-terme de w et w n'est pas un atome égalitaire, alors (s=t)<w,
3. si s est un sous-terme propre de a ou b alors (s=t)< (a=b).

Les conditions O1 and O2 permettent de construire les modéles de Herbrand par induction. La
Condition O1 est en fait une conséquence de 02-05 (Dershowitz 1982). Nous l'avons ajoutée aux
autres pour insister sur son importance. La Condition O4 permet d'assurer que la valeur de vérité
d'un atome est consistante avec les valeurs des atomes plus petits, et OS5 force 1'apparition d'un
atome égalitaire avant tout atome qu'il peut réduire.

Une autre propriété importante d'un CSO est Ja suivante:

Proposition: SiA(P,F) est infini et > est un ordre de simplification complet, alors
(T(F)UA(P, F), >) est isomorphe 2 un ordinal limite.

La preuve, élémentaire, est laissée au lecteur,

Un CSO est une simple extension aux structures du premier ordre des ordres de simplification
définis dans (Dershowitz 1982). Notre définition impose cependant quelques restrictions sur I'ordre
entre un atome égalitaire et les autres atomes; la totalité sur les objets clos est également requise
(Plaisted 1978). Une définition analogue a 6té proposée par (Peterson 1983). A la différence de
celle-ci, la nétre considere s=t et t=s comme le méme atome. Nous avons seulement besoin de Ia
totalité de < sur les objets clos T(F) U A(P, F), alors que l'ordre de Peterson doit étre isomorphe &
@, pour que les arbres sémantiques obtenus soient finis. Malheureusement, cette demiére condition
T'empéche d'utiliser la plupart des ordres de simplification issus de la réécriture. Notre méthode, au
contraire autorise n'importe quel ordre isomorphe 2 un ordinal sur A(P, F, ). Ainsi, nous pouvons
traiter l'ordre original de Knuth-Bendix (Knuth Bendix 1970), le recursive path ordering de
(Dershowitz 1982), le recursive decomposition ordering de (Jouannaud et al. 1984}, le path of
subterm ordering de (Plaisted 1978). Pour un survol, consulter (Dershowitz 1985). En effet, A de
légeres adaptations prés, la plupart d'entre eux vérifient cette propriété.

2.2.3. Exemples

Dans la svite nous donnons deux exemples. Dans le premier, les atomes sont comparés d'abord
par leur symbole de prédicat puis par leurs arguments. Nous Supposons que > est un ordre total sur
les symboles de prédicats, = étant le plus petit. Nous supposons de plus que >f est un ordre de
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simplification sur les termes qui est total sur les termes clos. Nous définissons >p sur A(P,F X)
comme suit:

P(s1, o o) >p O(t1, oo Jtm) si

* P> Q, oubien

¢ P=Q, P est le prédicat d'égalité, et (51,52 } >>r {1182} ont >>r est I'extension multi-
ensemble de >f, ou bien

e P=0, P n'est pas le prédicat d'égalité, et (51, ... ,5n) >f (t1, ... \tm) sont comparés
lexicographiquement

Intuitivement, pour >, tous les atomes égalitaires sont plus petits que les autres. Comme nous
le verrons plus loin, de tels ordres limitent considérablement le nombre d'inférences.

Tl est facile de vérifier que >, est effectivement un CSO. En général, il n'est pas isomorphe 2

®. Supposons qu'il y a seulement deux symboles de prédicats = et P, une constante g, et deux
fonctions unaires g et k. Supposons de plus que le RPO (Dershowitz 1982), avec a < g< h sert
a ordonner les termes de T(F,X). Autrement dit, 'univers de Herbrand est ordonné de 1a maniére
suivante (rappelons que les atomes s=1 et ¢=s sont considérés comme identiques).

@ <f8a <fg8a <rgeea <s... <rha <sgha <rggha <r ... <rhga <rhgga<s...
Alors la base de Herbrand est ordonnée par <, de la maniére suivante:

3=0 <p ga=a <p §a=8a <p 8a=a <p ... <p ha=a <p ha=ga <p ha=gga <p .
«<pha=ha <y gha=a <p.. <pPa<p Pga<y .. <, Pha <p Pgha <, ...

Remarquons aussi que pour >p, des atomes ayant des variables différentes peuvent étre
comparables. Par exemple,
PQ) >p glgx)=x.

Malheureusement, il existe des ordres de simplification qui ne peuvent s'étendre en CSO.
Considérons par exemple la signature {g,i,a,b }. Nous définissons un ordre de type RPO par:

§s>t si

¢ s=g(a) et t=g(b), ou

+ s=h(b) et t=h(a), ou

¢ { estun sous-terme propre de s, on
¢ 5=g(s1), 1=g(t1), et s1>4, ou

& s=h(s1), t=h(11), et s1>t1.

11 est impossible d'étendre > 4 g et b sans détruire la monotonie.
2.2.4 . Incrémentalité des ordres.

La plupart des ordres utilisés en réécriture (e.g., recursive path ordering, recursive
decomposition ordering, path of subterm orderings) sont de nature syntaxique. Voir (Dershowitz
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1985) pour un résumé et (Rusinowitch 1986) pour une étude comparative. Iis sont construits 2
partir d'une précédence sur les opérateurs, et comparent les termes par leur structure syntaxique.
Is possedent en général une propriété qui est trés utile en démonstration automatique. Clest une
propriété de monotonie par rapport & la précédence; nous I'appelons incrémentalité, Intuitivement,
un ordre pocséde cette propriété, si, lorsque la signature est étendue, il est possible de construire
une relation d'ordre (de simplification) contenant I'ancienne. Ainsi I'ordre n'a besoin d'étre
recalculé que sur les termes contenant de nouveaux symboles.

Pour apprécier Iimportance de cette propriété, rappelons que l'introduction d'une formule dans
un environnement, nécessite souvent l'addition de nouvelles constantes de Skolem.

3. E-Interprétations

Soit > un CSO sur la base de Herbrand A(P,F) dont la suite des atomes est {Ai}icy, A étant
son ordinalité. Etant donné un atome clos A, nous notons Wy le segment initial {A: i<},
Donc, W contient tous les atomes clos d'ordinalité inféricure 2 &, Ay étant exclus. Par exemple,
Wo=10, et W), =A(P,F).

Une E-interprétation partielle sur Wy, est une application I de Wi, dans {V,F} vérifiant:
¢ I(s=s)=V sis=5s € Wy
¢ si(s=t), Bls], Bt} e Wy et (s =t) =V, alors (B[s]) = I(B[s]).

Une E-interprétation estune E-interprétation partielle définie sur Wy, la base de Herbrand, II
est élémentaire de vérifier qu'une interprétation est une E-interprétation si et seulement si elle valide
les axiomes d'égalité K.

Les E-interprétations peuvent s'étendre aux clauses sans variables de maniére classique. Soit /
une E-interpretation sur D, A un élément de D, et € = L1V..VL, une clause sans variables
dont tous les atomes sont dans D. Alors I (—A) =—I(A) et I(C) = I(L1)V .VKLyp). Nous
écrirons parfois /1=C pour I(C)=V et I 1#C pour I(C)=F. Etant donné une E-interprétation et
une clause C, I satisfait C (ou C est valide dans /) si pour toute instance close C' de C,I=C",
C est E-consistante si C est valide dans au moins une E-interprétation. Autrement elle est E-
inconsistante. Le théoréme suivant éclaire la relation entre la notion d'E-interprétation et celle de
validité d'un ensemble de clauses,

Théoréme: (voir, par exemple, Chang et Lee 1973): un ensemble de clauses S est E-inconsistant
ssi § UKest inconsistant.

3.1. Relations de Réduction Définies par des E-interprétations

Comme les termes clos sont totalement ordonnés, un atome égalitaire clos s=t peut s'orienter
par exemple en 5—¢ (lorsque 5>1) et s'utiliser comme une régle de réduction,

Soit w et v deux atomes clos et J une E-interpretation partielle sur D. Nous dirons que w
est [-réductible en v par s=t (dénoté parw—p ) sil yaunatome (s =t) e D tel que:

B e ———— e ——
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w=w[s], s>t, w>(s =1}, I(s=t)=V, et v=w[1].
La cl6ture réflexive-transitive de — sera notée —1 *, Un atome qui n'est pas /-réductible sera

dit J-irréductible. La proposition suivante affirme que pour tester 11-irréductibilité d'un atome, it
suffit de considérer les égalités I-irréductibles:

Théoréme de Réduction: w est I-réductible ssi il est I-réductible par une &galité qui est I-
irréductible.

Preuve: supposer que w est I-réductible et considérer 1a plus petite &galité qui I-réduit w.
3.2 Arbres E-sémantiques Transfinis,

Comme dans (Peterson 1983), il est possible de construire par induction les E-interprétations.

Théoréme: Soit /: W, — (V,F) tel que I est une E-interprétation sur W . Soit J la
restriction de / & Wee. Alors / est une E-interprétation sur Wy, ssi:
(1) Ay estJ-réductible en C et HAy) = I(C), ou
(2) A est J-iméductible, de la forme =1, et I{A)=V, ou
(3) A est J-irréductible et n'est pas de la forme t=t.

Remarquons que le cas 3 entraine que /(A ) peut prendre aussi bien la valeur V que la valeur
F. Le résultat précédent peut s'interpréter comme une propriété de convergence; en effet le cas (1)
affirme implicitement que tous les C obtenus en réduisant A, possédent la méme valeur de vérité
dans L

Preuve: La nécessité de la condition est une simple conséquence de la définition des E-
interprétations. Montrons la suffisance de la condition. Pour simplifier les notations, renommons B
I'atome Ay. Supposons (1), (2), (3) vérifiés. Prouvons les résultats suivants:

P1: si B=(t=t) alors I(B)=V.
P2: si B=(s=t), I(B)=V, A[s]<B et A[t]<B alors I(A[s)=I(A[t]).
P3: si B=B[s], B[t]<B, s=t <B, et I(s=t) =V alors I(B)=I(B[t]).

Prouvons d'abord P3. Comme B[t]<B(s}, nécessairement s>t. Mais B est J-réductible (car
I(s=t)=V). It existe donc C tel que B —y C et I(B)=I(C). Il reste & démontrer que I(B[t])=I(C). La
technique utilisée est celle des preuves de confluence de systémes de réécriture (Knuth Bendix
1970)(Huet 1980). Supposons que B se J-réduit en C par l=r, avec I>r. Soit n et m les occurrences
respectives de s et | dans B. Nous pouvons écrire: B = B[nés, m¢1].

Cas 1: aucune des deux occurrences n et m n'est préfixe de l'autre.

Alors C=B[n¢s, mér] et B[t]=B[n«t, me1]. Par définition des E-interprétations,

I(B[t])=I(C). Par conséquent, I(B)=1(B[t]).

Cas 2: n est préfixe de m.

Alors 1 est un sous-terme de s. Donc, B=B(s[l]] et C=B[s[r]]. Comme I(l=r)=V, nous avons

Ks[l]=t)=Ks[r]=t)=I(s=t)=V. De méme: (B[s[r]])=I(B[t]). Donc I(B)=I(B[t]).

Cas 3: m est préfixe de n.

Ce cas se résout comme le cas 2.

Prouvons P1, Si B=(t=t) et B est J-réductible, alors B peut-étre I-réduit en un atome I-
irréductible r=r. D'aprés P3, I(t=t)=I(r=r)=V. Si B est J-irréductible, P1 est trivial par (2).

Prouvons P2. Supposons que s>t. Comme s est un sous-terme de A, d'aprés la propriété 05
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des CSO, Afs)<B implique que A[s) est de la forme s=r avec r<t. Donc A[t] est de la forme t=r.
Montrons que I(A[s])=V ssi IA[t)=V. Si I(A[s])=X(s=r)=V, alors B est J. -réductible et donc par
P3, I(l=r)=I(B)=V. D'oa I(A[s])=I(A[t])=V. D'autre part si I(A[t])=V, alors B est J-réductible en
S=I par t=r et de nouveau, P3 implique I(s=1)=I(B)=V. Nous avons ainsi montré que si I'une des
égalités I(As])=V ou I(A[tD)=V est vérifiée, I'autre Fest également, QE.D.

Un arbre sémantique transfini est simplement l'ensemble de toutes les E-interprétations partielles
ordonnées par la relation de prolongement des applications 4. De maniére plus formelle, soit / et J
deux interprétations partielles, de domaines We et Wy, alors

T4Jsix <Bet T =1.8i14J, on dit que J est une extension de I. L'ordre 4 a les
propriétés suivantes:

(1) 4 est bien fonds.

(2) Si 7 est une E-interprétation partielle sur W, alors Ia un ou deux successeurs
(selon ta I-réductibilité de Ay,

(3) Si 1 est une E-interprétation partielle sur W et & admet un prédecesseur pour <,
alors Il est le prédécesseur de J pour l'ordre <,

(1) est évident, car I'ensemble des segments initiaux de l'ensemble bien-fondé A(PF) est
aussi bien-fondé pour 1a relation d'inclusion des ensembles. (2) est une conséquence simple de la
construction inductive des E-interprétations; en effet toute E-interprétation sur Wy, peut s'étendre
d'au plus deux maniéres 3 Wat1

Par convenﬁon, lorsqu'une E-interprétation partielle I sur W admet deux descendants, celui

de gauche (resp.droite) attribue la valeur V (resp.F) a 'atome W, La Figure 1 représente un
exemple d'arbre E-sémantique transfini,

Résumons les propriétés des arbres E-sémantiques transfinis:

Proposition :
¢ Pour un CSO sur A (P.F), I'arbre E-sémantique associé est unique.
¢ Si l'ordre est transfini, I'arbre est également transfini.

¢ L'arbre E-sémantique contient toutes les E-interprétations partielles, chacune étant représentée
par un chemin de I'arbre ayant pour origine la racine,

Comme chaque E-interprétation partielle / représente une unique branche dans l'arbre
sémantique transfini, on utilisera le méme symbole / pour dénoter un noeud dans V'arbre, qui se
trouve A l'extrémité de la branche représentée par l'interprétation L.
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ga=a v\ "/\F

Pga

Figure 1

4. Une Méthode pour établir la Complétude Réfutationnelle.

Nous présentons maintenant une méthode de preuve utilisant les arbres sémantiques transfinis
déerit plus hant.

Une stratégie de démonstration automatique P = </,% > est formée d'un ensemble de régles
d'inférence I, et d'un plan de recherche £ (Kowalski 1970). Les régles d'inférences stipulent les
conséquences qui sont immédiatement déductibles des données, et le plan de recherche spécifie sur
quelles données et dans quel ordre sont appliquées les régles d'inférences.

Dans cette section, nous considérons seulement des régles qui construisent de nouvelles
conséquences (et donc ne suppriment ni alterent les données antérieures). Un ensemble de régles
d'inférence est complet pour la réfutation (complet, pour abréger) si, quel que soit l'ensemble
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inconsistant de clauses S, la stratégic de recherche en largeur d'abord admettant / comme ensemble
de régles d'inférences engendre une contradiction. D'autres stratégies de recherche et des régles
dinférence qui peuvent altérer les données, comme la simplification et la subsomption seront
considérées plus loin.

La recherche en largeur d'abord revient A considére 1a fermeture du processus d'inférence. Soit
INF un ensemble de régles d'inférence et Sun ensemble de clauses. INF(S) dénote l'ensemble
des clauses obtenu en ajoutant 4 § toutes celles que 'on peut engendrer en appliquant INF 3 S.

Soit INFP*1(S) = INF(INF(S)), et INF*(S) = \J LINF(S). Quand il n'y a pas
d'ambigiiité sur INF, on écrit S* au lieu de INF¥(S).

Proposition: INF est complet pour la réfutation si pour tout ensemble inconsistant de clauses,
NIL (la clause vide) appartient 3 S*,

4.1. Arbres Sémantiques Consistants.

Soit un arbre E-sémantique ET, l'arbre sémantique consistant de S, noté MCT(S), est le
sous-arbre maximal de ET tel que :

pour tout noeud / de MCT(S), toute clause C de S, et toute substitution close 8, si les
atomes de CB appartiennent au domaine de /, alors /(CB)=V.

Si I falsifie un C8 mais aucun de ces ancétres (pour l'ordre ¢) ne falsifie une instance d'une
clause de S, alors I est un noeud d'échec. En particulier, si J est le demier noeud d'une branche
de I'arbre sémantique consistant, alors toute extension de J est un noeud d'échec.

Une suite croissante de noeuds d'un arbre E-sémantique est un ensemble de noeuds {Ii}icx
ol <A, A étant l'ordinalité de la base de Herbrand, tel que chaque J; est défini sur Wj, et Jjest
une extension de J; si i<j<«. La limite d'une suite croissante de noeuds est la E-interprétation
partielle /mup, extension des /;, pour i<, Une propriété importante des MCT's est le

Lemme de Cléture: la limite d'une suite croissante de noeuds de MCT(S) appartient 2
MCT(S).

Corollaire 1: si l'interprétation particlle /, de domaine Wee» est un noeud d'échec, alors « est
soit 0 soit un ordinal successeur.

Corollaire 2: soit S un ensemble de clauses, alors S est E-inconsistant ssi toute branche de
MCT(S), considérée comme une interprétation particlle, admet une extension stricte,

Les deux corollaires sont des conséquences faciles du lemme de cléture. Le corollaire 2 signifie
que toute extension d'une branche maximale de MCT(S) doit étre un noeud d'échec. Le Corollaire
1 signifie quun noeud d'échec ne peut apparaitre 4 la limite. Par conséquent, quand un noeud
d'échec figure dans I'arbre, il admet toujours un prédécesseur immédiat. Ce fait sera utilisé dans nos
preuves. Le Corollaire 2 joue dans notre méthode un réle analogue au Théoréme de Herbrand pour
les autres méthodes 2 base d'arbres sémantiques. Remarquons encore que, d'aprés ce corollaire, s'il
existe une branche maximale / de MCT(S) qui n'admet pas d'extension, alors § doit étre

r
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consistant, car ce I ne falsifie aucune clause de § et se trouve défini sur toute Ia base de Herbrand,
4.1.1. Une Remarque sur les Arbres Transfinis.

Dans la méthode classique des arbres sémantiques (Kowalski Hayes 1970) (Peterson 1983), les
auteurs introduisent habituellement une notion d'arbre sémantique clos, qui est essentiellement le
plus petit sous-arbre de 'arbre sémantique permettant de montrer I'inconsistance d'un ensemble
donné de clauses. Si, nous ajoutons 3 un arbre sémantique consistant l'ensemble des noeuds
d'échec nous obtenons la notion d'arbre sémantique fermé, sur laquelle s'appuient les autres
méthodes.

A la base de la plupart des méthodes de preuve par réfutation se trouve le théoréme de
Herbrand, qui assure qu'un ensemble de clauses est inconsistant ssi il existe un ensemble fini
d'instances de ces clauses qui est inconsistant au sens du calcul des propositions. Le théordme de
Herbrand permet donc de traiter un domaine infini par des méthodes finies. Pour prouver la
complétude d'une stratégie de démonstration automatique, on commence, en général, par supposer
Texistence d'un ensemble fini d'instances, comme ci-dessus, puis on applique les régles d'inférence
pour faire décroitre l'ensemble suivant une mesure bien fondée. Comme le Processus ne peut se
poursuivre indéfiniment, Ia stratégic envisagée est donc complete. Dans les méthodes classiques
d'arbres sémantiques, les inférences se traduisent par un rétrécissement de I'arbre fermé construit
partir de I'ensemble fini d'instances, La taille de l'arbre sert de mesure bien fondée. S'il est toujours
possible de rétrécir l'arbre, alors, par induction, la stratégie est complite.

Pa
Pfa

Pffa

Figure 2

Notre méthode interdit l'usage du théoréme de Herbrand. En effet, les arbres sémantiques
consistants peuvent étre infinis. Il en va de méme pour I'ensemble des instances de clauses qui leur
correspond. Considérons, par exemple, l'ensemble de clauses S ={=P(g(x), P(y)}.
Supposons que le langage admet deux symboles de fonctions unaires fet g, une constante g, et
que les objets sont comparés avec le RPO construit sur la précédence a<f<g. Alors la base de
Herbrand s'ordonne comme suit;
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(P(a),P(fa) P(ffa), ...P(ga), P(gfa), P(gffa), .., P(gga), ... }.
La Figure 2 représente V'arbre sémantique consistant associ€, avec I'ensemble infini de clauses
{P(a),P(fa), ..., P(ga), —P(ga)} réfutant les noeuds d'échec, D'autre part, les deux instances

closes {P(ga), ~P(ga)} suffisent 3 prouver l'inconsistance de §, mais I'arbre fermé associé
n'est plus minimal,

Notre méthode n'utilise que le corollaire 2, qui est plus faible que le théoréme de Herbrand.
Remarquons enfin qu'en I'absence du prédicat d'égalité, méme lorsque la base de Herbrand est
ordonnée de maniére transfinie, il est inutile de construire des arbres sémantiques infinis.

4.1.2. Le Plan de Preuve.

Rappelons que S* représente INF*(S). L'étude précédente conduit 2 1a définition suivante de
la complétude par les arbres E-sémantiques :

Théoréme fondamental: INF est compléte ssi MCT(S*) est vide quand S est E-inconsistant.

Le théoréme suggére la méthode suivante de preuve par contradiction: supposons que INF
n'est pas complte; alors il existe un ensemble E-inconsistant de clauses § tel que MCT(S*) n'est
pas vide. Nous définissons par induction (transfinie), une suite croissante particuliére de noeuds de
MCT(S*), de limite 1, (Cette construction varie suivant INF), Comme S est E-inconsistant, toute
extension de 7 falsifie une clause C de § *, Nous appliquons une régle de INF pour déduire une
autre clause D qui est falsifiée 7. Mais comme S* est 'ensemble de toute les conséquences que
T'on peut déduire de § (par INF), I, appartenant 2 MCT(S*), ne peut pas falsifier D. Nous
obtenons une contradiction, & moins que MCT(S*) ne soit vide.

Ce raisonnement peut aussi bien s'appliquer aux autres méthodes d'arbres sémantiques
(Kowalski Hayes 1970). Inversement, le raisonnement par récurrence applicable aux arbres
sémantiques conventionnels ne peut s'appliquer aux arbres transfinis, car ils sont transfinis non

seulement en longueur, mais aussi en largeur. Dans la suite, nous appliquons cette technique 3
différentes stratégies.

CHAPITRE 3

Stratégies de Paramodulation,
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La méthode de preuve du chapitre précédent sera appliquée dans ce chapitre A deux stratégies de
paramodulation. Avant de les décrire, notons leurs points communs qui sont fondamentaux pour
l'efficacité:

(a) les axiomes de réflexivité fonctionnelle ne sont pas requis,

(b) la paramodulation est utilisée sous une forme raffinée : un terme ne peut étre remplacé par un
terme plus complexe au cours d'une étape de paramodulation; en particulier, on ne paramodule
jamais dans une variable,

(c) les stratégies restent complétes en présence de régles d'inférence réductrices comme la
démodulation ou la subsomption. Ce dernier point sera traité au chapitre 4.

La premiére des stratégies que nous appelons paramodulation ordonnée exploite l'ordre sur
T'univers de Herbrand, pour limiter le nombre d'inférences possibles. Les ordres de simplification
sont utilisés pour comparer les littéraux 2 l'intérieur d'une clause et les membres dune équation. La
stratégie de paramodulation ordonnée peut se décrire de la manire suivante: une résolution ou une
paramodulation doit toujours concerner les littéraux maximaux des clauses parentes. De nombreux
auteurs ont obtenu des raffinements de Ia résolution en attribuant des priorités aux littéraux dans
chaque clause: ces priorités sont définies A I'aide d'un ordre stable par instanciation (A-ordering)
sur l'univers de Herbrand dans (Slagle 1967)(Kowalski Hayes 1970)(Joyner 1976)(Reiter 1971);
des poids arbitraires sont affectés aux littéraux dans la méthode de locking de Boyer (1971). La
méthode de locking a été étendue 2 la paramodulation par (Lankford 1972) et (Fribourg 1983) .

La deuxieme stratégie, dite stratégie positive, exige que I'une des deux clauses impliquées par
une résolution ou une paramodulation soit positive. Cest un cas particulier de stratégie sémantique
ou stratégie avec ensemble de support (Wos Robinson 1968). La restriction d'une stratégie
positive & un ensemble de clauses de Horn est une stratégie unitaire (Henschen Wos 1974). En
corollaire nous obtenons la complétude de la stratégie unitaire pour les clauses de Hom. Ce résultat
a été obtenu indépendamment par (Bachmair et al.1987) . Les auteurs, 2 la suite des travaux
d'Etienne Paul (1986), utilisent une représentation équationnelle des clauses de Horn, 2 laquelle ils
appliquent un algorithme de complétion sans échec.
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1. Régles d'Inférence,

Introduisons maintenant les régles d'inférence de la stratégie de clauses ordonnées. Comme
d'habitude, nous supposons que > est un ordre de simplification complet.

O-Factorisation:

Si Ly,....Lx sont des littéraux d'une clause C qui sont unifiables avec pour unificateur
principal o, et si pour tout atome A de C—(L1, L3,..., Lx}, L16 $ Ad, alors D =Co—
{L20,...,LxG) est un O-facteur de C.

O-Résolution:

Soit C1=L1VDyet Cg=-LyV Djdeux clauses L1 et L, unifiables, dunificateur
principal 6. Supposons de plus que, L16 $ Ac pour tout atome A de Dy et Ly £AG pour
tout atome A de D 2, alors D = D16 V D26 est un O-résolvant de C et Cz

O-Paramodulation;

Soit C1 =(s=t) VD1 et Cy = Canéer], od 7 est un sous-terme non-variable 2
F'occurrence n du littéral L de Cy. Si

(1) 56 = ro avec © unificateur principal de s et 1,

(2) 56 % 1o,

(3) (s=n)0 A0, VA€ Dy, et

@ LotAo,VAe Cy—(L),

alors C'= C [ne1] 6 VDy G est un O-paramodulant de Cy dans Co a l'accurrence n.

1.1. Remargque.

Comme un CSO est total sur les objets sans variables, on peut remplacer ¢ dans la définition
des régles d'inférence ci-dessus par > quand les clauses n'ont pas de variables. Dans ce cas, toute
clause déduite est plus petite qu'au moins l'un de ses parents. (Les clauses sont comparées par
I'extension multi-ensemble de > sur leurs ensembles d'atomes.) D'aprds la bonne fondation de >,
seul un nombre fini de clauses peut étre engendré 2 partir d'un ensemble fini de clauses closes. En
admettant que la stratégie est complete (nous le prouvons plus tard), on en déduit facilement qu'elle
fournit aussi une procédure de décision pour les clauses closes.

1.2. Exemples

Si les prédicats sont ordonnés de la maniére suivante:
Pp>Pp1>.>=

et st le CSO compare les symboles de prédicats d'abord, alors tout atome égalitaire est plus petit
que n'importe quel atome non égalitaire. Donc il n'est jamais nécessaire d'appliquer une O-
paramodulation avec une clause active contenant un atome non égalitaire. De méme, une O-
résolution s'applique seulement sur les littéraux ayant les plus grands symboles de prédicat dans
leurs clauses respectives.

Considérons par exemple l'ensemble de clauses :
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RaVb=a cl
—a c2
-Ra c3
~Pa 4
PbV Qb c5

avec la précédence suivante sur les prédicats P > 0 > R > = et b>a sur les fonctions, nous
obtenons la réfutation suivante:

b=a O-res. entre ¢l et c3 cb
PbV Qb O-para. de c6 dans c5 7
ob O-res. entre ¢7 et c4 c8
Oa O-para. de c6 dans c8 c9
NIL O-res. entre ¢9 et ¢2 cl0

Une autre maniére de parvenir 3 une contradiction est d'utiliser ¢6, b=a, comme une régle de
réécritureb —>a, pour remplacer chaque occurrence de b para juste aprés avoir engendré c6.
Ainsi, c5 sera remplacé par Pa VQa avant que 7 ne soit engendré. Ce type de régle qui supprime
une clause ou la remplace par une clause plus simple, améliore considérablement I'efficacité de la
procédure. Ces stratégies seront étudiées plus en détail au Chapitre 4.

Considérons maintenant les clauses ;

P(0) cl
=P (x)VP(sx) 2

Si la régle classique de résolution est appliquée, on produit une infinité de clauses: P(s(0)),
P(s(5(0))),..., P(si(0)),.... La stratégic des clauses ordonnées, par contre, ne produit aucun
résolvant. Car P(x)<P(s(x)) que! que soit le CSO utilisé. Donc, la procédure s'arrétera toujours
en détectant la consistance,

Dans l'exemple suivant, on compare les arguments d'abord, et on suppose que 1>0.

X=X c0
f D)= x cl
O, x>0 c2
Q) Vexy) -0 c3
“Q (x. y) v S(Z, )’)—* 1 c4
“QENVo®I) c5
Q1) VQ*hx),1) 6
Fg@b). g (h(a)l) =g (ab) 7

Le symbole — est logiquement équivalent 2 =. Nous écrivons — au lieu de = quand un membre
de I'équation est plus grand que 'autre pour l'ordre considéré. Notons que dans c3, ¢4 et ¢6, un
seul des littéraux peut intervenir dans une O-résolution ou O-paramodulation.
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Voici la preuve:

gy ->0Vegxy o1 O-res. entre ¢3 & c4 c8
=Q@nVghx))-1 O-res. entre o4 & c6 9
g h(@.) > 0Vf(g(ab))2g(ab) O-par. de c8 dans ¢7 cl0
g (h(a),1)>0 O-res. entre c1 & c10' clo
f(g(a,b),0)+ g (ab) O-par.de 10 dans ¢7 cll
2(xy)-0Vg(h(x),1) -1 O-res. entre ¢9 & ¢3 cl2
g@y)-0V1-0 O-par.de c10 dans c12 cl3
f(0,0)20V1-0 O-par.de c13 dans ¢11 cl4'
1-0 O-res. entre ¢l & c14' cl4
fxO)—>x O-par. c14 dans c1 cls
gab)=g(ab) O-par. c15 dans c11 cl6
NIL QO-res. entre ¢16 and c0

1.3. Complétude des Stratégies de Clauses Ordonnées.

Nous prouvons que la O-résolution, O-factorisation, et O-paramodulation forment une stratégie
compléte pour le calcul des prédicats du premier ordre avec égalité. Appelons cet ensemble de régles
ORP. Rappelons que pour un ensemble de clauses S, $* représente sa cléture par l'application
des régles , c'est-a-dire ORP*(S).

Théoréme: Soit S un ensemble E-inconsistant de clauses contenant la clause x=x. Alors §*
contient la clause vide NIL.

Signalons l'absence des axiomes réflexifs fonctionnels. De plus il est inutile de paramoduler
dans une variable.

Preuve :

Supposons que ORP n'est pas complte, alors par le Théortme Fondamental il existe un
ensemble E-inconsistant S tel que MCT(S*) est non vide. Suivant le plan de démonstration établi
dans une section précédente, nous définirons par induction, une suite de noeuds de MCT(S*).
(Pour la stratégie considérée, 1a branche droite). Nous montrerons ensuite que cette suite est vide,
ce qui achévera la preuve.

Soit Ag le plus petit atome clos. Nous construisons a suite de E-interprétations partielles de la
maniére suivante. Soit d'abord fy =@ (V'interprétation vide). Supposons que ; a été définie ponr
tout A; avec i < & (ce qui implique qu'ils sont tous dans MCT(S*)). Définissons Iy, si
possible, par:

Supposons que & n'est pas un ordinal limite. Autrement dit, ot admet un prédécesseur ¢ -1,
Soit K l'interprétation /1. Plusieurs cas se présentent:

(1) Si K n'a aucun successeur dans MCT(S*), alors la suite est achevée.

(2) Si K aun successeur J dans MCT(S*), I 4 estégal 3 J.

(3) Si K a deux successeurs L et R dans ET, avec L(Ay .1)=V et R(Ay.1)=F, alors :
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(3.1.)siR est un noeud d'échec, alors Iy =L
(3.2) siR n'est pas un noeud d'échec, alors Iy =R.

Supposons que & est un ordinal limite. Nous définissons simplement /o comme lim ;_,oJ;
ou, plus précisément /o (Aj)=l;+1(A;) pour i<et. Cette définition est licite car pour i plus petit
que &, i+1 est aussi plus petit que & (car < est un ordinal limite). Iy est une E-interprétation

partielle car {/;}ic, est une suite croissante de E-interprétations partielles. D'aprés le lemme de
cléture, I appartient 3 MCT(S¥).

La suite ainsi construite n'est pas vide car MCT(S *) n'est pas vide. Elle n'admet pas non plus
d'élément défini sur toute la base de Herbrand. Sinon soit [ un tel élément de MCT(S*). Comme
S est E-inconsistant, alors il existe une clause close C dansS ayant une instance D telle que

I1#D. Soit Ap le plus grand atome de D, Soit p+1= Ilp +1. Comme I est une extension de

Ig+ret 1p+1 est défini sur tous les atomes <B, Ig+1 [# D. Cela contredit I'hypothése selon
laguelle / (et donc Ip +1) est dans MCT(S*) .

Soit K=l la E-interprétation définie ci-dessus. Donc, X est définie sur tous les A; od i<q,

K est dans MCT(S*), et toute extension de K est un noeud d'échec, Notons I'atome A, par
B, D'aprés le lemme de cl6ture, 'un des trois cas suivants doit avoir lieu (Figure 3):

i I
|

|
|
K ! i

| |
a=a V B \ E B
| L R

a=a @st K-Irréductible B est K-irréductibie B est K-réductible

figure 3

Cas 1: K admet une extension/ et B est X -irreducible.

(Ainsi, B est de la forme g=¢, pour uncertaina )

Cas 2: K admet deux extensions L et R (donc, B est K-irréductible).
Cas 3: K admet deux extensions et B est K-réductible.

Nous devons prouver que dans chaque cas il existe une clause de S* qui falsifie l'interprétation
K, contredisant I'appartenance de X i MCT(§*). Nous présentons d'abord la preuve dans le
cas clos. Autrement dit, toutes les clauses de § sont supposées sans variables.(En particulier §
contient tous les atomes égalitaires a=a, obtenus par instanciations de x=x). La preuve sera ensuite
étendue au cas général grice A des lemmes de relévement.
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L'atome B est une égalité a=a K-irréductible (et I(a=a)= V, par définition), a. étant un
certain terme clos. Comme / est un noeud d'échec pour §*, il y a une clause C e § telle que
I(C) =F. Comme K ne falsifie pas C (K e MCT(S*), C = —(a=a)VD pour un certain
D, dont les atomes sont plus petits que a=a . Il est clair que X (D)= F car K et / différent
seulement par leurs valeurs sur B . Puisque a=a appartient 2 § *, g=a et =~(a=a VD
engendrent un  O-resolvant D. D est donc dans S* (S* contient toutes les conséquences
obtenues par itération des régles d'inférence) . Donc K ne peut appartenir 3 MCT(S¥) (car
K(D)=F), ce qui est contradictoire. Le Cas 1 n'a donc pas lieu.

Cas 2

L R

En

Le noeud K a deux extensions qui sont des noeuds d'échec pour S*. Ainsi,
L(CL)=R(Cyr)= F pour des clauses Cp, Cg de S. Comme X ne falsifie pas C|, ou CR, on a
CL ==B VDL et CR =BVDR. De plus, tous les atomes de Dy, et Dg sont plus petits que B,
et K(D)=K(DR)=K(DyVDR)= F. Par O-résolution de Cr et Cr, DL V Dg est un O-
résolvant de C, et CR. Donc Dy VDR appartient 2 S*, et K ne peut appartenir 2 MCT(S*) .
Le Cas 2 ' a pas lieu.
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Cas 3

B I
Blsl VG

L'atome B est K-réductible. Soit s=t la plus petite équation telle que s >4, B =B[s], et
K(s=1)=V. On vérifie que l'atome s=t is K-irréductible. Soit B lindice de I'atome s=r etJla

restriction de X 2 Wy (définie sur les atomes plus petits que s=t). Soit M le successeur droit de

J . D'aprés la construction de K (branche droite de MCT: (§*%)), M est un noeud d'échec. On
peut établir les faits suivants: .

(1) M falsifie une clause s=tVCly de S*, et chaque atome de CM est plus petit que s=t .

(2) I falsifie une clause B[s]VC}e S*, o B[s] représente B[s] siI(B[s])=F, et
—B(s] si I(B[s}) = V. De plus tout atome de Cy est plus petit que B[s].

(3)J(Cm)=K(Cm) = K(CD=F.

(4) IBLs]) = IBLA) = K(Bl1]) = F.

(2) et (3) sont obtenus comme dans les cas précédents. Expliquons (4), I(s=t)=V implique que
la valeur de vérité de B[s] pour / est égale 2 celle de B[f] pour I. Comme B[t]<B[s], B[1]
doit appartenir au domaine de K. Par compatibilité de K et 7, on obtient les €équations de (4).

Par  O-paramodulation , comme s>¢, s=tVCy et BIs][VC] engendrent B[AVCMVC
qui appartient & S*. Par (3) et (4) ci-dessus, K(B[]VCMVCp=TF, en contradiction avec
I'hypothése selon laquelle K n'est pas un noeud d'échec. Dong le Cas 3 est aussi impossible,

L'impossibilité des trois cas entraine une contradiction avec: MCT(S*) # @. Donc
MCT(S*) est vide, et par conséquent, ORP est compléte.

2. Les Arguments de Relévements.

Siles déductions effectuées sur les termes clos sont des instances de déductions effectuées sur

les termes avec variables, alors la complétude sur les termes clos pourra immédiatement s'étendre
au cas général avec variables, Les lemmes de relévement montrent justement que chaque inférence
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sur des instances closes de clauses reflete une inférence possible sur les clauses elle-mémes.
2.1, Substitutions Irréductibles,

Alors que le relévement de la résolution est facile, celui de la paramodulation est plus complexe.
Ilustrons le par un exemple. Soit P(x,x,c) une clause ¢t c=a (avec c>a) une équation.
Considérons I' instance P(c,c,c) de P(x,x,c). La paramodulation de c=g sur le troisiéme
argument de P(c,c,c) engendre P(c,c,a). Une paramodulation analogue de c=a sur la clause elle
méme P(x,x,c), produit P(x,x,a) qui admet P(c,c,a) comme instance. Par contre si on effectue
une paramodulation sur le premier argument de P(c,c,c) on engendre P(a,c,c). Comme le régle
de paramodulation interdit de remplacer une variable, aucune inférence sur les deux clauses avec
variable ne peut produire une clause ayant P(a,c,c) comme instance. Cela motive la définition
suivante.

Définition : Soit / une E-interprétation (partielle) et o et 6 deux substitutions. On dit que &
est I-réductible en 8 et on le note 618, si 0 est identique 2 @ sauf pour une variable x, et
I(o(x)=0(x)) = V, et 6(x)>6(x). Si & n'est I-réductible en aucune substitution, alors &
est I-irréductible.

Théoréme de la Substitution Irréductible: Supposons que / est une E-interprétation (partielle),
o une substitution close, et C une clause telle que les atomes de Coappartiennent au domaine de
1.8i 010, alors [(Co)=1(CH

Preuve:

Soit 8 une substitution telle que 6—18. Par définition de la I-réduction, tous les termes de 8
sont plus petits que les termes de 6. Donc tous les atomes de C8 appartiennent au domaine de /.
Par définition d'une E-interprétation, un terme s de Co peut étre remplacé par (I-réduit en) un
terme t de 6 seulement si I(s=t)=V, et la valeur de vérité de C6 ne change pas au cours de ce
remplacement. Donc la valeur de vérité de CBreste égale & celle de C6. QED.

Corollaire: Soit / une E-interprétation (partielle) et Coune clause dont les atomes sont dans le
domaine de /. Alors il existe une substitution I-irréductible 8 telle que (CH=K(CG.

Preuve:

Comme -3 est une relation noethérienne sur les termes, elle est aussi noethérienne sur les
substitutions. On peut donc obtenir 8 en normalisant ¢ par la refation de réduction —7, Q.E.D.

‘ Le corollaire montre que I'on a seulement besoin de considérer les substitutions irréductibles.

Cette propriété permet de relever la paramodulation, car elle permet de considérer dans les clauses
closes uniquement les occurrences qui existaient au niveau général. Avant de détailler ce point,
reprenons l'exemple avec P(xx,c) et c=a . Soit I une E-interprétation dont le domaine contient
P(c,c,c) et c=a. Comme c>a , le domaine de I contient aussi P(a,a,c). Donc, si on utilise
l'instance P(a,a,c) plutdt que P(c.c,c), toute paramodulation de c=a dans P(a,a,c) est instance
d'une paramodulation de c¢=a dans P(xx,c} .
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2.2. Les Lemmes de Relevement.
Nous énongons le lemme de relévement pour Ia résolution.

Lemme de Reldvement de la Résolution (J.A. Robinson 1965): Soit C) et C3 deux clauses
sans variables communes, et Dy =PVDy' et Dy =—PVDy deux instances closes de Cj et Cy
respectivement. Soit D = Dy'V Dy (un résolvant de Dy et D3), alors de Cy et Cz on peut
déduire une clause C par résolution et factorisation telle que D est une instance de C .

Preyve

La preuve est standard. Supposons que C16 = Dy et C30 = Dy, De plus, supposons que
Cr=PV . VPNVCy etCa=LiV .VLVCy' avec P16 =..=PyG =P et L0 =..
=LnG =—P. Alors il existe un unificateur principal & tel que P18 = ... =Pyg = =L1§ = ... =

—Lyd. De plus, il existe une substitution p telle que 8p = 6. Maintenant, par factorisation sur C;
et C2, nous obtenons Ey = P18VC1'§ et E3 = L18VC9'8. Comme P18p = —L16p, P18 et
—L18 sont unifiables avec pour unificateur principal @ et donc, il existe une substitution 1 telle que
8 n=p. Par résolution entre E; et £ nous construisons le résolvant C = €1'88 VC556, qui a
D comme instance puisque Cn = D. QED,

Le relévement de la paramodulation est analogue. Cependant, une étape de paramodulation ne
peut pas se relever si le terme clos que 1'on remplace dans Ia clause instanciée a une occurrence qui
n'existe pas dans la clause générale. Nous énongons un lemme de relévement de la paramodulation
qui tient compte du raffinement de l'ordre imposé aux termes et aux littéraux Pour simplifier, nous
ne considérons pas les éventuelles étapes de factorisation requises.

Lemme de Relévement de la O-Paramodulation: Soit C1 et Cg deux clauses sans variables
communes et A une position non-variable dans C3. Soit D un O-paramodulant de Cy6 dans Cr0

en 5, 00 © est une substitution close, alors il existe un O-paramodulant C de C; dans Cyenn
tel que D est une instance de C .

Preuve:

Soit Cy laclause (s=1)VCy', C3 la clause LVCy', et 8 une substitution close telle que
L6 > €76, 56 >18, et (s=1) 8 >C1'8. De plus, nous supposons que n est une occurrence du
littéral L . Soit C 1'O-paramodulant C28[n«16]VC1'0. Comme n est une occurrence de Ca,
C20/n = (C2/n)B. Ainsi, (C2/n)® =56 car 58 = C28/n. Donc C1/n et s sont unifiables.
Soit o leur unificateur principal; alors il existe une substitution y telle que 8 = oy, De plus, nous
avons 50 $t0 (sinon, s0<to impliquerait 5oy < 1oy, en contradiction avec I'hypothése selon
laquelle 56>18). Par le méme type d'argument, Lo $Cy'c. Donc il existe un O-paramodulant C
de C1a I' occurrence n de C7 tel que C = (Ca[ne—AVC1) 0, et Cy = (Ca2[n]VCroy
= Co[n—1VC1)8 = C20[n10]VC1'0 =D. QED.
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2.3. Relévement des Stratégies de Clauses Ordonnéees.

Pour utiliser le lemmme de relévement de la paramodulation, il faut que chaque O-
paramodulation sur une instance close C8 d'une clause C, s'applique 2 une occurrence non-
variable de C. Par le corollaire de la section précédente, cette propriété sera satisfaite si I'on
considére des substitutions irréductibles. Pour étre plus précis, soit C une clause, CO une instance
close, et I une E-interprétation partielle telle que J(C6) = F. On suppose de plus que 6 est I-
irréductible, et qu'il existe une équation s=¢ telle que I (s=¢) =V (et s >1). Supposons que s est
un sous-terme de CO 4 I' occurrence n, c'est-3-dire, C6 est I-réductible par s=t. Comme 6 est
I-irréductible, s ne peut pas étre un sous-terme de I'image d'une variable de C par la substitution.
Ainsi, l'occurtence » appartient déja  C. En d'autres termes, chaque paramodulation dans C8 a
lieu au-dessus de la partie substituée de C6. Donc nous pouvons appliquer le lemme de relévement
de la paramodulation,

Appliquons Fexplication précédente au Cas 3 de la preuve de complétude. Supposons que B[s]
ou Cy dans la preuve est une instance C6 d'une clause C de l'ensemble des clauses données.
Supposons que 8 est I-iméductible (sinon, par le Théoréme de la Substitution Irréductible nous
pouvons choisir une autre instance avec une substitution I-irréductible qui falsifie aussi /. Ainsi, le
relévement de la paramodulation est possible.

Le lemme de relévement de la résolution ne peut pas s'appliquer directement & la O-résolution.
Cependant, la propriété de stabilité O3 des ordres utilisés permet de I'adapter en conséquence.

2.4. Autres Stratégies basées sur un Ordre,

L'idée de raffiner la résolution en imposant un ordre sur les termes est trés ancienne (Reynolds
1966, selon Loveland, 1978). A c6té des méthodes simples comme l'ordre sur les symboles de
prédicats, il y a des schémas plus complexes (Reiter 1971) et (Slagle Norton 1971) (clauses
ordonnées), (Kowalski Hayes 1969) et (Luckham 1968) (A-orderings), et (Boyer 1971) (locking).

2.5, Inférences Bloquées,

Le blocage est un raffinement des régles d'inférence d'abord imaginé par (Slagle 1974) puis
étendu par Lankford (Lankford 1975). 1l sert également & obtenir des critéres de paires critiques en
théorie de la réécriture (Kapur et al. 1985) (Bachmair Dershowitz 1986). Intuitivement, le blocage
n' autorise une inférence que lorsqu'(une partie d') une clause parente n'est pas réductible par une
équation du systéme. De manidre plus précise, un atome A est réductible par /=r si A contient un
sous-terme s tel que s = [0, lo>r0, et A > (J=r)G, ob > est le CSO utilisé par le systéme.

O-Résolution Bloquée

Soit C1=L1 VD1 et Cy =—L; V Dadeux clauses admettant un O-résolvant D. Alors D
est un O-résolvant bloqué si L16 n'est réductible par aucune clause unitaire /=r de S (S étant
l'ensemble des clauses du systéme au moment de l'inférence).
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O-Paramodulation Bloquée
Soit C1 =(s=)V Dy etCy = Ca2[ner), ol rest un sous-terme non-variable 3 I'
occurrence 7 du littéral L (¢ C2). Supposons de plus que C'= Ca[ne1]oVD6 est un O-

paramodulant de Cy dans C3 en . Alors C est un O-paramodulant bloqué si (s=t)o n'est
réductible par aucune clause unitaire I=r de S.

Le théoréme suivant montre que les inférences bloquées sont suffisantes pour avoir la
complétude.

Théoréme: La O-factorisation, la O-résolution bloquée, et la O-paramodulation bloquée
constituent une stratégic compléte pour la réfutation,

Preuve:

La preuve est en fait déja dans la preuve de complétude de la stratégie des clauses ordonnées.
Etudions d'abord le cas 2 de cette démonstration. Comme Ie noeud K admet deux extensions,
l'atome B doit étre K-iméductible. Si il existe une ¢quation (close) I=r dans S* telle que B est
réductible par I=r, alors K(l=r)=F, sinon B serait K-réductible. Cependant, cele implique que S*
aurait un noeud d'échec au-dessus de K, en contradiction avec I'hypothése selon laquelle K
appartient 3 MCT(S*).

Le cas 3 est analogue . L'atome (s=t) est M-irréductible, S'il existe I=r dans dans S* qui réduit
s=t, alors de nouveau, M admet un prédecesseur qui est un noeud d'échec, en contradiction avec
son appartenance 3 MCT(S*).

2.6. Une Restriction supplémentaire de Ia Factorisation

Une analyse détaillée de la preuve de complétude montre que les étapes de factorisation sont
nécessaires seulement lorsqu'elles précédent des étapes de résolution ou de paramodulation
(Kowalski Hayes 1970).

3. Stratégies Positives.

Les stratégies positives imposent qu'une des clauses parentes de chaque résolution ou
paramodulation soit positive. Elles sont des cas particuliers de stratégies sémantiques, ou avec
ensemble de support (Wos Robinson 1968). Quand on Ia restreint 2 des clauses de Hom clauses,
une stratégie positive se réduit 2 une stratégie unitaire, car toute clause de Hom positive est unitaire
(Henschen Wos 1974).

Dans cette partie, nous montrons la complétude de la résolution positive et de la paramodulation
positive sans les axiomes réflexifs fonctionnels. Nous pouvons méme surimposer quelques
restrictions dues & l'ordre utilisé. Ce résultat entraine la complétude de la stratégie unitaire positive
pour les clauses de Horn. E.Paul (Paul 1985) a relié cette stratégie  la procédure de Knuth-Bendix
et prouvé sa complétude sous réserve que chaque équation apparaissant dans la systéme soit
orientable. Sa preuve n'est pas satisfaisante, car les équations non-orientables sont trés fréquentes.
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3.1. Régles d'Inférence.

Une clause est positive (P-clause) si elle n'a que des littéraux positifs. Comme d'habitude
nous supposons que < est un CSO. La stratégie positive comporte les régles d'inférence suivantes:

O-Factorisation

Si Ly,..., Lx sont des littéraux d'une clause C ayant un unificateur principal @, et pour tout
Ae C—(Ly, La,..., Lk}, L16$Ac. Alors D = Co—{L3G,..., Lk} est un O-facteur
de C.

PO-Résolution

Soit C'1=—Ly VD) et C2=Ly VD, deux clauses telles que
(1) C7 est une P-clause,

(2) L 1 et L 2 ont un unificateur principal ¢ , et

(3) VA eDj, Lyo $4c,

alors D10 VD26 estun PO-résolvant deC) et Cy,

PO-Paramodulation

Soit €1 = (s=t) VD une P-clause et C2 = C3 [né=r], ol r est un sous-terme non-
variable & I' occurrence n de Ca, Si

(1) 56 = ro avec o unificateur principal de setr,

(2)sc$10,et

(3) VAe Dy, (s=t)c $ Ac

alors C = Clne~1l6 V D16 estun PO-paramodulant de C dans Cyen n.

Remarquons que les stratégies positives, A l'opposé des stratégies de clauses ordonnées,
n'impose l'ordre que sur les littéraux de la clause parente positive.

3.2. Exemples.
Considérons I'ensemble de clauses cl,...,c4, ol a, b, ¢, d sont des constantes, f est une

fonction unaire, et Q est un prédicat unaire. Nous utilisons l'ordre RPO avec la précédence
Q>"=",a>b>c>d :

f(a) = f(b) V Q(c) ct
c—dV -Qc) c2
a— bV Q) c3
fe) # £(d) V =Q(c) o4
c—-dVa-sb PO-res. ¢2 &c3 c5
c—d V Q(c) PO-par. de c5 dans c1 et res. avec x=x c6
c—d PO-res. de ¢6 & c1 et O-fact, c7
e PO-par. de c7 dans ¢4 et res. avec x=x  ¢8
a—b PO-res. c8 &c3 c9
Q(c) PO-par. de ¢9 dans 1 et res. avec x=x  ¢10

NIL PO-res. ¢8 &cl10
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3.3. Complétude.

Montrons que la PO-résolution, PO-paramodulation, et O-factorisation forment un systéme
complet. Nous appelons cette stratégie POS. Rappelons que pour un ensemble de clauses S, $*
représente la fermeture POS*(S).

Théoréme: Soit S un ensemble E-inconsistant de clauses contenant I'atome x=x. Alors $*
contient la clause NIL .

Preuve:

Supposons que § soit E-inconsistant et MCT(S*) non vide. Nous construisons la branche
droite / de MCT(S*) comme dans la preuve de complétude de 1a stratégie des clauses ordonnées.
Rappelons que pour chaque noeud K précédant 7, si K admet un successeur droit R, alors R est
un noeud d'échec. Supposons que nous puissions montrer que ces R falsifient toujours une clause
positive K-irréductible, alors on peut reprendre mot pour mot la preuve de la stratégie des clauses
ordonnées, avec pour seule différence que I'on utilise les clauses positives falsifiées par R. I rest
sculement & démontrer le lemme suivant:

Lemme: Soit S un ensemble E-inconsistant de clauses contenant l'atome x=x. Soit R un
noeud d'échec qui est le successeur droit d'un noeud K de la branche droite de MCT(S*). Alors
R falsifie une clause positive K-irréductible de S$*.

Preuve:

La preuve du lemme procéde par induction sur le domaine de R.

Base de l'induction :

Si R est définie sur Wy (Wo est l'ensemble vide et n'a pas besoin d'étre considéré), R est
seulement définie sur Ag avec pour valeur F. Donc la seule clause close qui puisse étre falsifiée par
Rest Ag, et R(Ag) =F.

Etape d'induction :

Comme nous l'avons vu, si R est un noeud d'échec de domaine W, alors o doit étre un
ordinal successeur. Nous pouvons donc supposer que le domaine de R est W1 pour un certain

Soit Cg = Ag VD la clause minimale (pour l'ordre < sur les objets clos) parmi toutes les
clauses de §* falsifiée par R . Nous montrons d'abord que CR est K-irréductible, puis que CR
est positive. En notant que Ap est 2 la fois K-irréductible et positive, il suffit de prouver ces deux
propriétés pour D,

Si D est K-réductible. Soit Ay = (s=1) (b s>t) la plus petite équation qui K-réduit D. Soit
N l'ancétre de K dont le domaine est Wy. Alors par minimalité de s=1, N a un fils droit M et
M est un noeud d'échec (voir Figure 5).
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Par hypothése d'induction, M falsific une clause (s=1)VCy qui est N -irréductible, positive,
Par PO-paramodulation de (s=2) V Cyt dans un sous-terme de D, nous engendrons une nouvelle
clause CR' = Ap VD'V Cy. CR' appartient 2 S*, est plus petite que C g, est falsifiée par R.
Cela contredit le choix de Cg. Ce qui montre que CR est K-irréductible.

Nous montrons maintenant gue CR =4Ag V D est positive. Sinon, soit —Ay un littéral négatif
de D (ie. D = —Ay V D'). Soit N I'ancétre de K dont le domaine estWy . Par K-irréductibilité
(et donc N-irréductibilité) de Ay, N aun fils droit M qui est un noeud d'échec. Par hypothese
d'induction, M falsifie une clause positive N-irréductible AXVCM. Par PO-résolution de
Ay VCy et Cg (qui contient —dAy ), nous obtenons la clause Ag V Cm V D' qui est plus petite
que CR et est falsifiée par R . De nouveau, cela contredit le choix de Cr. Donc Cy est une
clause positive.

3.4, Stratégie Positive Unitaire pour les Clauses de Horn.

Uneclause unitaire est une clause n'ayant qu'un littéral. Une cleuse de Horn est une clause
ayant au plus un littéral positif. Les régles d'inférences précédentes deviennent pour les clauses de
Hom:

UP-résolution:
Soit P et C = —LVD deux clauses, et PG = LG avec 6 unificateur principal, alors Do est un
UP-résolvant de P et C.
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UP-paramodulation:

Soit (s=¢) une clause unitaire et C =C[}1(—r] oll r est un sous-terme non-variable de C3. Si
$G = ro avec O unificateur principal, et so$to, alors D =C{n«t]0 est un UP-
paramodulant of (s=t) dans C en n.

Ces deux régles forment une stratégie complte pour la réfutation. Remarquons que la régle de
factorisation est inutile.

CHAPITRE 4

Complétude en présence de_ré"gles de

réduction.
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Nous appelons régles de réduction les régles d'inférences qui permettent de supprimer certaines
clauses ou de les remplacer par des clauses plus simples. Ces régles sont essentielles pour
améliorer les performances des procédures de démonstration automatique: Jeur rle est de maintenir
l'information sous une forme compacte (si possible, canonique), en écartant les redondances et les
tautologies. Elles conduisent souvent 3 des preuves directes, Des régles de réduction, comme la
subsomption ou la démodulation sont utilisés par de nombreux systdmes de preuve de théorémes
(TP, SLOG,...) comme de puissantes heuristiques.

La régle de démodulation (appelée aussi simplification) consiste & remplacer dans une clause une
instance du membre gauche d'une équation orientée par l'instance correspondante du membre droit,
Nous généralisons cette définition pour pouvoir utiliser des ¢équations non-orientables comme
démodulateurs: l'orientation d'une équation est définie seulement aprés son instanciation, juste avant
son éventuelle utilisation,

Bien que son intérét ait £té reconnu depuis longtemps (Wos et al. 1967)(Slagle 1974), les
fondements théoriques de la démodulation se sont développés surtout 2 partir de la procédure de
complétion de Knuth et Bendix (Lankford 1575) (Huet 1980,1981) (Bachmair et al. 1986). La
notion de simplification est au coeur méme des procédures de complétion: lorsqu'un systéme
d'équations est canonique, cette seule rigle d'inférence suffit pour résoudre le probléme du mot.

Dans le cadre général de la logique clausale du premier ordre, trés peu d'études envisagent la
complétude des stratégies qui comportent des régles de réduction. L'aspect "non-monotone" de ces
stratégies (certaines clauses peuvent disparaitre) est 1a source des difficultés rencontrées dans les
preuves de complétude. Les ordres de simplification qui nous servent & orienter les équations, nous
ont permis de traiter de manidre rigoureuse la simplification, gréce notamment 2 leur propriété de
bonne fondation.

La régle de subsomption consiste 4 supprimer toute clause qui contient une instance d'une autre
clause. Elle s'apparente 2 la démodulation car elle repose également sur la notion de filtrage et
restreint la taille de l'espace de recherche, Loveland (1978) et Kowalski (1970) l'ont étudiée du
point de vue de la théorie de la preuve, qui est bien plus délicat que le point de vue sémantique.
L'approche que nous proposons permet de traiter simultanément la démodulation et la
simplification, ainsi que quelques régles de réduction voisines: simplification clausale, subsomption
fonctionnelle
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Dans ce chapitre, une régle d'inférence est une régle qui remplace un ensemble de clauses par un
ensemble de clauses équivalent (dans la théorie de 1'égalité).

1. Simplification et Subsomption.

Avec cette définition, nous pouvons considérer deux nouvelles régles d'inférence: la
subsomption et la simplification.

1.1. Définitions.
Soit S un ensemble de clauses.

Subsomption: Si Ci et C2 sont deux clauses de S.telles que C1 a moins de littéraux que C2et
C16 ¢ C2 pour une substitution 6, alors on dit que C2 est subsumée par Ci. La régle de
subsomption s'applique en supprimant de S une clause qui est subsumée par une autre clause de
S.

Certaines difficultés peuvent survenir du fait que la relation de subsomption n'est pas bien-
fondée sur les clauses, méme si elle est quotientée par la relation de renommage des variables: ainsi

P(f(x)) V P(f(z)) et P(u) V P(f(w)) s¢ subsument mutuellement sans étre des variantes. Pour
cette raison nous préférons utiliser une variante de 1a subsomption.

Stricte Subsomption: La clause C1 subsume strictement 1a clause C2 si C1 subsume C2 et C2 ne
subsume pas Cy. La régle de stricte subsomption s'applique en supprimant de S une clause qui
est strictement subsumée par une autre clause de S.

Lemme (voir Loveland 1978): il n'existe pas de de suite infinie Co, C1,... telle que la clause
d'indice i+1 subsume strictement la clause d'indice i, pour tout i.

Preuve

Supposons qu'il existe une suite comme dans le lemme. Chaque clause Ci subsume Co.
Cependant le nombre de clauses qui subsument une clause Co est fini, au renommage prés des
variables: en effet, le nombre de symboles d'une clause subsumant Cp est borné par le nombre de
littéraux de Co que multiplie le nombre maximal de symboles dans un littéral de Co. La suite contient
donc deux clauses variantes, disons Cn et Cn+k (k>0). Or, par transitivité de la relation de stricte
subsomption, Cn+k subsume strictement Cn. Nous avons ainsi une contradiction. QE.D.

Pour la régle suivante, < représente un CSO.

Simplification: Si une équation s=t appartient a S et C2[s6] est une clause de S qui contient une
instance $6 de s et s6>t6 et il existe un atome A de C2[s8] tel que A>(s6=10), alors la clause
C2[t6] est une simplification de C2 par s=t. La régle de simplification consiste 4 remplacer une
clause par sa simplification.

Le format restrictif de 1a régle de simplification est nécessaire pour appliquer notre technique de
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preuve de complétude. La restriction sur I'atome A n'est probablement pas utile comme le fait
remarquer (Peterson 1983). Une restriction analogue apparait étrangement aussi dans des travaux
récents sur 1a complétion (Bachmair et al. 1986),

Nous pouvons remarquer que, notre définition permet d'utiliser des équations non orientables
pour simplifier: en effet il arrive que des équations non-orientables le deviennent aprés instanciation.
Par exemple : f(x,x,y) =f(x,y,y), bicn que non-orientable, peut simplifier P(f( g(a),g(a),a) en
P(g(a),a,a).

1.2 Preuve de Complétude.

Nous considérons I'ensemble INF formé par les régles d'inférence suivantes: {O-résolution,
O-factorisation, O-paramodulation, simplification, stricte subsomption}. Mais Ia technique
s'applique aux autres systémes considérés dans cette thése. Nous supposons que les inférences sont
appliquées de maniére équitable (définition rigoureuse plus loin). Soit So,51,52,... une suite
d'ensembles de clauses obtenue par application équitable des régles de INF. Nous appellerons une
telle suite une dérivation issue de So. Comme certaines régles sont des régles de réduction, cette
suite n'est pas croissante. On ne peut plus supposer qu'elle admet une limite. Donc 1a méthode du
chapitre 2 ne s'applique pas directement. En effet si deux clauses permettent d'en inférer une
troisi¢me, il se peut que ces clauses n'appartiennent jamais au méme Sy, donc que I'inférence n'ait
jamais lieu. Pour éviter ce probléme, nous allons montrer qu'une clause impliquée dans une
réfutation peut étre choisie de manidre & ce qu'elle ne soit jamais simplifiée ou subsumée.

Hypotheses d'équité.
Comme dans I'algorithme de Knuth et Bendix, nous avons besoin d’hypothéses d'équité
assurant qu'aucune inférence significative n'est éternellement différée.
Une dérivation Sg,S1,.... est équitable si:
s'il existe j tel que R € Nixj RP(S;) alors R est subsumé par C € Uig S;

ol RP(T) représente l'ensemble total des résolvants, paramodulants et facteurs que l'on peut
obtenir (en une étape d'inférence) 2 partir de I'ensemble T.
La condition d'équité est classique dans le contexte des sytémes de rééeriture,

Nous dirons qu'une clause C est persistante (dans une dérivation Z) si il existe un entier k tel
que C appartient 2 tous les €léments de rang supérieur 3 k dans la suite E.

Notre preuve de complétude repose sur la proposition suivante:
Proposition: tout nceud d'échec de Ujxg S; falsifie une clause persistante.
Admettons pour I'instant cette proposition. On en déduit le

Théoréme: soit S un ensemble E-inconsistant de clauses contenant x=x. Alors toute dérivation
équitable issue de S contient 1a clause NIL.

Preuve du théoréme:
Reprenons la preuve de complétude de la stratégie des clauses ordonnées. Soit une dérivation
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équitable S0,51,52,... issue de S un ensemble E-inconsistant de clauses contenant x=x.

Posons $*= U;»g Si. Supposons que MCT(S*) ne soit pas vide. Soit K le demier noeud de la
branche droite de MCT(S*). Supposons que K admet deux successeurs L et R dans ET, qui sont
des noeuds d'échec pour $*. Soit C une clause de S* falsifiée par L et F une clause de S* falsifiée
parR.

Nous savons qu'il existe une clause RES dans RP({C,F)) falsifiée par K. Cette clause peut
étre obtenue par résolution de C et F. Gréice 4 1a proposition ci-dessus, nous pouvons supposer que
C et F sont persistantes, c'est-3-dire que :

CF € NS
On en déduit que
RES € N RP(S)
L'hypothése d'équité nous assure que RES est subsumée par une clause RES' de $*. Donc K
falsifie Ia clause RES' de S* en contradiction avec le fait que K appartient 23 MCT(S*). Lorsque K
admet seulement un seul successeur, la preuve est analogue.

Preuve de la proposition:
Soit GR I'application qui associe 2 tout sous-ensemble de clauses de $* = U;yg S; 'ensemble
de ses instances closes. Soit I un noeud d'échec de S* et S I'ensemble des clauses qui étiquettent 1,
c'est-a-dire:
Z={G; G € S*etilexiste G1 € GR(G) tel que (G1) = F}

L'ensemble des éiément minimaux de GR(S) pour 'extension multi-ensemble << de <, qui sont
falsifiés par [ est noté TG.

L'ensemble des clauses de X qui ont une instance dans TG est donc GR™I(TG); nous le
noterons TI. Le sous-ensemble des clauses de TI qui sont minimales pour I'ordre de stricte
subsomption sera not€ TI" (i.e. 'ensemble de toutes les clauses de T qui ne sont pas strictement
subsumées par une autre clause de II). Remarquons que GR(TT) = GR(II")=TG.

Nous aurons besoin du Jemme suivant:

Lemme: Si C appastient & IT' alors C est persistante.
e

Preuve du lemme:
Prouvons d'abord que C, un élément quelconque de TI', n'est jamais simplifié. Sinon, il existe
j tel que Ce Sj.sat € Sj, C contient un sous-terme instance de s, ce que I'on note C = C{sc],
pour une substitution O et
Sjr1=(§5-(ChH U {Clta)}
Comme C appartient 2 T1, il existe une substitution close 8 telle que
1(CB)=F et CB est une clause minimale dans GR(Z).




68 CHAPITRE 4

Par définition de la régle de simplification, (s=t)c < C; donc, par stabilité de <, nous avons
également (s=t)ot <CO. Cependant nous ne pouvons pas avoir I{(s=t)ot =F: en effet, I est un
noeud d'échec de §*, et, donc aucun prédécesseur de I dans ET ne peut falsifier une clause de S*,

Donc

I(s=tjor)=T

Comme I est une E-interprétation, nous en déduisons:

I(C[to]6) = (C[s5)8) = F
Mais
Clto]8 < C[sol8

Nous obtenons donc une contradiction avec 'hypothése selon laquelle C8 est minimal dans

GR(Z). '

Montrons maintenant que C n'est jamais subsumée. Supposons que C et CC appartienment 3 Sj,
que CC subsume strictement C et que Sj+1 = §§-(C). Par définition, C ne subsume pas CC. Nous
pouvons remarquer que CC appartient & Z. Comme toute instance close de C contient une instance
close de CC et C appartient 2 11, CC appartient également 3 T1. Cependant C est dans TT' et donc ne
peut étre strictement subsumée par un autre membre de 11, Ceci achéve la preuve du lemme.

1.3. Remarques.

T est possible dutiliser Ia régle de subsomption sans danger pour la complétude, en I'appliguant
systématiquement 2 toute nouvelle clause apparaissant dans le systéme: chaque fois qu'une clause
est sur le point d'étre ajoutée aux données, on teste si une clause antérieure la subsume, I est
possible de modifier chacune des régles d'inférence pour que toute clause engendrée soit normalisée
par les démodulateurs disponibles et non redondantes avec d'autres clauses. Soit X une régle
dinférence quelconque de type factorisation, résolution ou paramodulation. Il est toujours possible
de remplacer cette r3gle X sans dommage pour Ia complétude parla:

NL_X_Régle: Soit C une clause obtenue par la régle X. Soit C' une clause obtenue en itérant la
régle de simplification sur C jusqua ce qu'elle ne soit plus applicable. La régle NL_X permet
d'ajouter C' (au lieu de C) & I'ensemble des clauses S s'il n'existe pas d'autre clause de S qui
subsume C'.

2. Autres régles de réduction

Elimination des Tautologies: Une tautologie est unc clause qui contient un littéral et sa négation,
Larégle d'élimination des tautologies autorise Ia suppression des tautologies.

En ajoutant cette régle, on ne détruit la complétude d'aucune des stratégies étudiées. En effet une
tautologie n'est jamais falsifiée par une interprétation. Elle n'est donc jamais nécessaire pour
construire une réfutation.

Simplification Clausale: Si un litteral négatif —L. appartient 2 S, alors on peut supprimer dans
toute clause de S, une instance de L,
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La rgle de simplification clausale peut étre simulée par une étape de résolution suivie par une
étape de subsomption. Cependant lorsqu'on utilise un format raffiné de résolution, certaines
simplifications clausales peuvent devenir impossibles 4 simuler de cette manidre. Il est donc
avantageux d'ajouter la régle de simplication clausale explicitement dans le systetme d'inférence. La
complétude d'une stratégie est préservée lorsqu'on ajoute cette régle de réduction si I'application des
regles non réductrices est équitable au sens vu dans la section précédente.

Subsomption Fonctionnelle;
Si une clause C de I'ensemble S contient le littéral gls]=g(t], et I'équation I=r de S vérifie I6=s
et rS=t, alors on peut supprimer C de S.

La complétude est encore préservée, lorsqu'on ajoute cette régle. La démonstration est identique
A celle utilisée dans la section précédente: il suffit de prouver que si C appartient 3 TI', elle n'est
jamais subsumée fonctionnellement. Sinon, il existe un jtelque C € §j, l=r € Sj, C contient un
littéral de la forme gflo)=g[rc], pour une substitution & et
Sj+1= §j-{C}.
Comme C appartient & TI, il existe une substitution close 6 telle que I(CO)=F et CB est une
clause minimale dans GR(Z). Par monotonicité de <, nous avons (I=r)o6 < CO. Cependant nous ne
pouvons pass avoir I{(I=r)o8)=F car I est un nocud d'échec de $*. Donc:

K(=r)o8)=V
Par conséquent, puisque C6 admet unlittéral vrai dans l'interprétation I, nous avons aussi:
KCo)=vV
Ceci est en contradiction avec I'ypothise selon laquelle C est falsifiée par le noeud d'échec 1.

La régle de subsomption fonctionnelle peut se généraliser en la régle de:
Subsomption de Preuve Equationnelle:

Si une clause C contient un littéral f(sy,...,sp) = £(t1,-...tn) tel que pour tout i, E|=(si=t;), ot E
représente I'ensemble des équations de S, alors on peut supprimer C de I'ensemble des clauses.
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Stratégies de superposition.
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Dans ce chapitre, nous étudions un systéme d'inférence complet pour la réfutation qui étend la
procédure de Knuth et Bendix . Dans le la cadre de la logique clausale du premier ordre avec
€galité, ce systéme a &€ proposé par Lankford (1975) sous le nom de "derived reduction
algorithm". Voir également (Brown 1974). Il admet essentiellement deux régles dinférence: la
résolution et la superposition généralisée. Cette dernidre est une version trés raffinée de la
paramodulation. Admettons que certaines littéraux équationnels (positifs) sont orientés par un ordre
de réduction. Alors un sous-terme d'une clause différent d'une variable peut étre remplacé par un
égalsi (i) il est filtré par le membre gauche d'un littéral équationnel positif et (i) s'il est sous-terme
d'un littéral équationnel positif orienté, alors il doit appartenir au membre gauche de ce littéral.
Comme dans la paramodulation classique, les autres littéraux des clauses parentes sont ajoutés  la
clause résultat, aprés instanciation. Nous prouvons que cette stratégie est compléte lorsque l'ordre
de réduction utilisé est total sur l'ensemble des termes clos. Nous montrons également que la
complétude est préservée en présence des régles simplification et de subsomption,

Lorsque toutes les clauses engendrées par le systéme sont des équations orientables, la stratégic
précédente se réduit 2 la procédure de Knuth et Bendix. Cependant, méme lorsque certaines
équations ne sont pas orientables, il arrive que l'algorithme termine sur un ensemble fini
d'équations dont toutes les instances closes sont orientables. Nous démontrons que ce systéme final
est encore canonique, ce qui généralise Ia preuve de correction de 1'algorithme de Knuth et Bendix
due & Huet (1981), toujours sous réserve que l'ordre utilisé puisse étre étendu en ordre total sur les
termes clos. Un résultat analogue a €té obtenu par (Bachmair et al. 1987)(voir aussi Bachmair
1987) par la méthode des ordres bien-fondés sur les preuves.

Lorsque les données sont des clauses de Horn, la stratégie de superposition généralisée
s'apparente 2 une procédure de complétion conditionnelle, Si partant d'un ensemble consistant,
T'application itérée des régles d'inférences conduit 2 un systéme fini, ce demier peut étre utilisé pour
résoudre le probléme du mot par normalisation (dans la théorie axiomatisée par l'ensemble initial).
Ala différence de la réécriture conditionnelle “classique”, nous autorisons les paramodulations dans
les conditions d'une régles lorsque celles ci ne sont pas plus petites que la conclusion. Cette
technique nous a permis de compléter de nouveaux syst2mes d'axiomes.

D Lankford a démontré la complétude de la paramodulation généralisée dans le cas ob les
littéraux équationnels positifs n'apparaissent que dans des clauses unitaires et 'ensemble initial
d'équations est canonique. Une procédure analogue est décrite dans (Fribourg 1985); celle-ci
autorise n'importe quel ordre pour orienter les équations; cependant la complétude n'est obtenue
qu'au prix des axiomes de réflexivité fonctionnelle et de la paramodulation dans les variables. Par
ailleurs, I'auteur ne montre pas que cette complétude est préservée en présence de régles de
subsomption <t d simplification. C.Paul (1986) a &iudié le cas des clauses de Hor: cependani sa
procédure échoue comme la procédure de Knuth et Bendix lorsqu'une équation non-orientable se
présente. Par ailleurs le type de superposition qu'il utilise est moins raffiné puisqu'il peut
paramoduler dans les sous-termes de membres droits d'équations apparaissant dans des clauses non
unitaires. Cette derniére remarque s'applique également 2 la stratégie proposée par (Bachmair et al.
1987) qui est une variante compléte de celle de E.Paul,
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SECTION 1: UNE STRATEGIE DE SUPERPOSITION

Introduction.

Le point de départ de ce travail est la remarque suivante de (Peterson 1983): *....no one has
developed a refutation complete set of inference rules for all of first-order logic with equality which
reduces to the Knuth-Bendix procedure when restricted to equality units.”, Nous présentons ces
régles dinférence et montrons leur complétude dans le cas ol un ordre de simplification complet est
utilisé pour comparer les termes.

Une procédure de démonstration automatique est décrite dans (Lankford 1975)(voir aussi
Fribourg 1985) (appelée derived reduction algorithm) comportant essentiellement deux ragles
d'inférence: la résolution et 1a superposition généralisée. Cette dernidre est une version trds
restrictive de la paramodulation. Etant donné un ordre de réduction sur les termes, on suppose
certaines équations orientées de la gauche vers la droite (du membre le plus complexe au moins
complexe).

Un sous-terme non-variable s d'une clause C peut étre remplacé par un égal seulement si:

condition a: s est filtré par le membre gauche d'un littéral équationnel positif.

condition b: si s est un sous-terme d'un littéral équationne! positif de C, alors il appartient au
membre gauche de cette équation.

Les autres littéraux des clauses parentes sont simplement ajoutés 2 la clause obtenue comme
dans la version classique de la paramodulation,

Dans la suite nous montrons la complétude de cette stratégie, méme lorsque l'on ajoute des
régles réductrices comme la démodulation, la subsomption et la régle d'élimination des tautologies.

Quand toutes les clauses sont des équations orientables, la stratégie précédente se réduit A
V'algorithme de Knuth-Bendix, Notre résultat est donc une extension des procédures de complétion
sans échec de (Hsiang Rusinowitch 1987) ou (Bachmair Dershowitz Plaisted 1987) au calcul des
prédicats du premier ordre avec égalité.

Nous soulignons que cette procédure n'utilise pas les axiomes de réflexivité fonctionnelle, et
n'‘applique jamais la paramodulation dans des variables (paramodulation speciale). Ces restrictions
sont essentielles pour l'efficacité d'un démonstrateur construit sur la régle de paramodulation.
Lankford a prouvé la complétude de cette stratégie dans le cas particulier o le symbole d'égalité
n'apparait pas dans un littéral positif d'une clause non unitaire et de plus I'ensemble initial des
équations forme un systéme canonique.

Paul (Paul 1985) a étudié Ie cas des clauses de Horn: cependant son algorithme échoue tout
comme l'algorithme de Knuth-Bendix, lorsqu'une équation non-orientable apparait. Sa stratégic
admet aussi un espace de recherche plus grand car elle n'empéche pas de remplacer des termes dans
les membres gauches des équations qui apparaissent dans des clauses non-unitaires. Cette derniére
remarque est encore valable pour la stratégie vnitaires sur les clauses de Horn proposée par
(Bachmair Dershowitz Plaisted 1987).

Une procédure analogue décrite dans (Fribourg 1985) permet n'importe quelle orientation des
équations (pas seulement des ordres de réduction). Cependant les axiomes de réflexivité
fonctionnelle, et la paramodulation dans les variables sont nécessaires pour démontrer la complétude
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de la méthode. L.Fribourg ne montre pas non plus que la complétude est préservée lorsqu'on ajoute
des régles de réduction,

Notre preuve de complétude repose sur la méthode des arbres sémantiques transfinis (comme au
Chapitre 2) et aussi sur une extension de la notion de noeud d'échec que nous appelons noeud de
quasi-échec. Un noeud de quasi-échec pour un ensemble de clauses S est une interprétation I qui
falsifie une clause obtenue en simplifiant un élément de S par les équations orientées valides de I.

1. Regles d'inférence.

Introduisons maintenant les régles d'inférence de la stratégie de superposition. Comme
d'habitude, nous supposons que > est un ordre de simplification complet.

O-Factorisation

Si Ly ,..Lx sont des littéraux d'une clause C qui sont unifiables avec pour unificateur
principal o, et si pour tout atome A de C—{(LyLa,..., Ly}, L16 $A0, alors D=C—
{L20,....Lxo} estun O-facteur de C.

O-Résolution

Soit C1=L1 V Dy et Co==Ly V D deux clauses telles que Ly et Ly soient unifiables,
d'unificateur principal 6. Supposons de plus que, L;c $ Ac pour tout atome A de D et
Ly0$AG pour tout atome A de Dy, alors D=D1o V D76 estun O-résolvant de Cy et Cs.

Paramodulation Orientée:
Soit C1=(s=1) VD) et C3 = Cylne=r), od r est un sous-terme non-variable 2 l'occurrence
ndulittéral L de Cy. Si

(1) so=ro avec ¢ unificateur principal de setr,
(2) sotro,

(3) L n'est pas une équation.

() Lo$Ac, VAeCo—(L},

alors C = Cy[nétlo VDo est un paramodulant orienté de Cy dans Cy & l'occurrence n.

Superposition Généralisée:

Soit Cy une clause (s=t) V Dy, Soit C; une autre clause et a=b un littéral de Cs. Soit r un
sous-terme non-variable de a  l'occurrence n de C; tel que:

(1) 50 =ro avec o unificateur principal de setr,

2) sotto

(3) actho

(4) (a=bjo % Ao, VA e Cr—{a=b),

alors C = Colnetlo V DiGestun superposant généralisé de C; a l'occurrence nde Cs.
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Remarque:

Lorsque C1 et C2 sont des régles de réécriture, un superposant généralisé de C1 dans C2 n'est
autre qu'une superposition au sens de Knuth et Bendix. Dans le cas oil toute clause est soit une
égalité soit une inégalité, les seules régles applicables sont la superposition étendue et la résolution
avec x=x. La stratégie que nous obtenons alors est la S-stratégie de (Hsiang Rusinowitch 87). De
plus, quand il n'y a pas d'inégalité dans le systéme et chaque égalité est orientable, Ia procédure
coincide exactement avec I algorithme de complétion de Knuth et Bendix.

Nous ajouterons une légdre restriction sur les ordres de simplification complets utilisables dans
la définition des régles d'inférence; nous supposerons désormais qu'ils satisfont la propriété
suivante, qui signifie que toutes les égalités closes de membre gauche identique sont adjacentes:

06: si (u=w) <A <(u=v),u>w et u>v, ol u,v et w sont des termes clos, alors il existe un
terme clos t tel que A est égal Al atome (u=t).

Soulignons que cette condition est satisfaite par tous les CSO's considérés dans les Chapitres
précédents .

2.Exemples
2.1.Exemple

L' exemple simple qui suit illustre nos régles d'inférence. Il montre la transitivité de INF en
supposant I'associativité de max. La négation skolémisée du théoréme est la conjonction des clauses
5,6,7. Nous utiliserons un ordre qui compare d'abord les prédicats comme dans la section 2.2.3 du
Chapitre 1, avec la précédence suivante sur les symboles de fonctions; max>a>bsc.

1. INF(x,y) V INF(y,x).
2. —INF(x,y) V max(x,y) = y.
3. —INF(y,x) V max(x,y) +x.
4, max(max(x,y),z) = max(x, max(y,z)).
5. INF(a,b).
6. INF(b,c).
7. —~INF(a,c).

8. max(a,b) -» b par résolution de 5,2.

9. max(b,c) = ¢ par résolution de 6,3.

10. INF(x,y) V max(x,y) - x. par résolution de 1,3.
11. max(a,c) -+ a par résolution de 7,10.

12. max(a,max(b,z)) - max(b,z) par superposition de 8 dans 4.
13. max(a,c) -» max(b,c) par superposition de 9 dans 12.
14, max(b,c) - a par superposition de 11 dans 13.
15.a= ¢ par superposition de 9 dans 14.

16, —INF(c,c) par paramodulation de 15 dans 7.

17. INF(x,x) par factorisation de 1.

18.{} par résolution de 16 ¢t 17,
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2.2, Exemple

Donnons maintenant un exemple plus complexe, emprunté 4 (Brown 1974). 1l montre que le
quotient des carrés de deux nombres premiers entre eux n'est pas premier . Bien sir, il existe un
résultat plus general , mais sa preuve nécessite un raisonnement par induction. Nous utilisons la
précédence suivante sur les symboles de fonction: />.>+>b>c>a; le status des opérateurs binaires
est gauche-droite.

Axiomes pour I'addition et la multiplication:
L. (x+y)}+z=x+(y+z).

2. X+y=y+x.

3. o+x=x

4. x+(-x)=0.

5. (x.y).z=x.(y.z).

6. x.y=yx.

7. w.(x+y)=w.x+w.y.

8. (-x).y=-(x.y).

9. x.yzo V x=0 V y=o.

Propriétés des prédicats "DIVISE" et "PREMIER" :
D1. =D(x,y) V (ylx).x=y.

D2. D(x,y) V (ylx).x #y.

D3. —P(0)

D4. —P(1).

D5. —P(-1).

D6. —P(z) V-D(x,z) V x=1V x=-1V x=z V x=-z.
D7. —P(z) V-D(z,x.y) V D(z,x) V D(z,y).

D8. (x.y)ly=x V y=o.

Négation du théoréme:
Hi. P(c).
H2. (b.b).c=aa.

H3. —|D(z.a) \ ﬁD(Z.b) Vz=1 \ z=-1.

P1. (a.a)le=b.b Vc=0 par par. de H2 dans D8.

P2.-D(c,x.y) V D(c,x) V D(c;y). par res. de D7,H1

P3. ((x.y)lc).c # x.y) V D(e.x) V D(c,y) par res. de P2,D2

P4, ((x.x)lc).c 2 x.x) V D(c,x) par fact de P3

P3. ((x.x)lc).c #x.x V (xlc).c=x par res. de D1,P4

P6. (b.b).c #a.aV (alc).c=a V c=0 par par. de P1 dans P5.
P7.(alk)c=aVc=0 parpar. de H2 dans P6 (et res. avec X=X)
P8.c.(alc)=aVc=o par par, de 6 dans P7 (status de . est I-r)
P9. c.((alc).zy=a.z V c=0. par super de 5 et P8

P10. zx+2.y #0 V z=0 V x+y=0 par par. de 7 dans 9

P11. cx+a.z #0 V c=0 V x+(alc).z=0. par par. de P9 dans P10
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P12. x.c+a.z 20 V c=0 V x+(ak).z=0 par par. de 6 dans P11.

P13. a.a+az #0 V c=0 V b.b+(alc).z=0 par par. de H2 dans P12

P14, a.a+(-(a.w))zo V c=0 V b.b+(-(alc).w)=0 par par. de 6 et 8 dans P13

P15. a.a+(-(a.w))=o V ¢c=0 V b.b+((-(alc).w)+z)=z par super de 1 et P14,
et reduction par 3. '

P16. a.a+(-(a.w))#o V c=0 V b.b=(alc).w par super de 2,4 et P15,

P17. c=0 V (alc).a=b.b par par. de 2,4 dans P16,

P18. D(z,x.z) V x.z#x.z V z=0 par par. de D8 dans D2.

P19.D(c,x.a) V c=0 par par. de P9 dans P18

P20. D(c,b.b) Vc=o par par, de P17 dans P19

P21.—P(c)V D(c,b) V c=o0 par res. de D7 et P20

P22. D(c,b) V ¢=0 par res. de H1 et P21

P23.=D(c,a) V c=0 V c=1V c=-1 par res. de P22 ct H3

P24, (alc).c #a V ¢=0 V ¢=1 V c=-1 par res. de P23 et D2.

P25. ¢=0 V ¢=1V c=-1 par par. de P7 dans P24 et res. avec x=x

P26. P(o) VP(1) V P(-1) par successive par. de P26 dans H1.

P27. [] par successives res. de P27 et D3 D4 DS.

Montrons maintenant que la paramodulation orientée, la superposition généralisée, la o-
factorisation et la o-résolution forment une stratégie de réfutation compléte.
Nous appellerons cette stratégie RP.

3. Théoréme de Complétude.

Théoréme 3.1: Soit S un ensemble E-inconsistant de clauses contenant x=x alors S* contient la
clause vide.

Preuve:

La preuve que nous donnons est analogue 2 la preuve de complétude de I'algorithme de
complétion sans échec de Knuth-Bendix-Huet (Hsiang Rusinowitch 87). Cependant, comme nous
considérons maintenant des clauses multi-littérales, de nouvelles difficultés apparaissent, L'essentiel
de notre effort sera consacré aux clauses du type:

s=aVs=b V..

Supposons, par l'absurde, que RP ne soit pas une stratégie compléte; alors il existe un
ensemble E-inconsistant de clauses S tel que MCT(S*) n'est pas vide. Nous définissons une suite
de noeuds dans MCT(S*) par induction transfinie et montrons que Ia branche obtenue est vide, en
contradiction avec les hypotheses.

Introduisons 1a notion de noeud de quasi-échec: c'est une interprétation R qui falsifie une
clause obtenue en simplifiant un €lément de S*, avec les &quations valides de R:
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Définitions 3.2:

Soit R un noeud de MCT(S*) défini sur W(B+1). Ce noeud R est un noeud de quasi-échec
(pour S) si: {

1. R(B)=F

2. B is une égalité s=t (avec s>t) )

3. il existe une instance close D d'une clause C de S telle que tous les atomes de D sont
strictement plus petits que s=s, et telle qu'il existe une clause D' vérifiant R(D)=F et D»*@R) D",

Nous dirons alors que la clause C quasi-étiquette le noeud R. Nous dirons aussi que D est
quasi-fausse pour R,

Remarquons que lorsque 3. est vérifié pour une clause D', alors pour toute clause D" telle que
D-*R)D" et D" est dans le domaine de R, nous avons aussi R(D")=F. En effet R peut se prolonger
en E-interprétation.

Soit o le plus petit atome de A(P,F). Nous construisons une suite &, de E-interprétations indicée
par I'ensemble bien ordonné A(P,F). Posons d'abord; Iy = @ (interprétation vide). Supposons
maintenant que Ig~ soit défini pour tout B" de l'intervalle W(B').

Plusieurs situations sont 3 examiner pour définir 'élément d'indice B' de Ia suite:

Premier cas: B' n'est pas un ordinal limite.
Donc, B' 2 un prédécesseur dans A(P,F), que nous noterons B, Supposons que K' est le
dernier élément de la suite, que nous ayons défini. Alors W(B) est le domaine de l'interprétation K',
Plusieurs cas peuvent se présenter:
(1) si K'n'aaucun successeurs dans MCT(S*) alors la suite est achevée.
2) si K'a exactement un successeur J dans ET et J appartient aussi 3 MCT(S*) alors
c'est I'élément suivant de la suite.
3) si K" a deux successeurs L et R dans ET avec L(B)=T et R(B)=F alors
(3.1) siRestun noeud de quasi-échec ou un noeud d'échec et L est dans MCT(S*) alors
I'élément suivant est L.
(3.2) siR n'est ni un noeud d'échec ni un noeud de quasi-échec, c'est I'élément suivant,

@ J i.~/\ﬁ° L RS

w (2) (3-1) (3-2)

Second cas : B' est un ordinal limite,
Nous définissons simplement Ig' comme la limite de Ig" quand B" tend vers B'.Par
conséquent, dans ce cas il est toujours possible de définir 'élément d'indice B'.
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La suite de nocuds I n'est pas vide car MCT(S*) est supposé non vide. Mais elle ne peut étre
définie pour tous les indices de A(P,F). Sinon sa limite (inductive) serait définie sur A(P,F) et
constituerait un modele égalitaire pour S, qui est par hypothése E -inconsistant.

Soit B le plus petit atome pour lequel Ig n'est pas défini, Nous avons vu dans le second cas ci-
dessus que, lorsque B' est un ordinal limite et la suite est défini sur W(B"), nous pouvons toujours
définir I, Donc B n'est pas un ordinal limite et, par conséquent Ia suite termine toujours de 1'une
des manidres décrites ci-dessous, ol K est le dernier élément de la suite, dont le domaine est W(B):

casl: K posséde exactement un successeur I qui est un noeud d'échec et B est K
irréductible.

cas2: K adeux successeurs, L et R qui sont des noeud d'échecs.

cas3: K posséde exactement un successeur I qui est un noeud d'échec et B est K-réductible.

cas4: K adeux successeurs, L et R (L(B)=T et R(B)=F ), avec L noeud d'échec et R nocud
de quasi-échec.

K K
[ L RO
Cas 1 Cas 2
K
K
! L RO
Cas 3 Cas 4

Nous prouverons dans tous les cas qu'il existe une clause de $* qui est fausse dans
l'interprétation K, en contradiction avec I'ypothesc selon laquelle K appartient 3 MCT(S*).

Cas 1 et 2: Ces cas ont été traités au chapitre 2. Une étape de résolution sur les clauses de S* qui
sont falsifiées par les successeurs de K engendre une clause de S* qui est falsifiée par K.
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Avant de considérer les autres cas, nous allons démontrer quelques lemmes techniques précisant
la structure des clauses qui (quasi-)étiquettent les (quasi-)noeuds d'échecs.

Lemme A:

Soit K' un noeud de la suite X, qui admet deux successeurs L et R, tels que W(K')= [o0,(s=t)[ et
tel que R (celui de droite) est un noeud d'échec ou un noeud de quasi-échec, Alors, pour toute
clause C qui (quasi-)étiquette R, et pour toute instance close D de C qui est (quasi-)fausse pour R, il
n'existe aucun terme u tel que s#u soit un kittéral de D.

preuve: Soit D' tel que R(D")=F et D->*(K')D". Supposons que (s=u) est un atome de D, et
(s'=u') est I'atome de D' qui vérifies: (s=u)->*(K')(s'=u'). Remarquons d'abord que nous ne
pouvons pas avoir §' différent de s, sinon s=t serait réductible par une égalité de K': ce cas est
exclus car K' a deux successeurs. Ainsi s est identique & §', et, comme (s=u') < (s=t), nous avons
aussi u'<t. Montrons maintenant que R(s=u')=F. Si u' est le terme t, R(s=u")=F car R est le
successeur droit de K'. Si u'<t, cela vient du fait que s=t est K-iréductible et donc s=u' ne peut
servir & K'-réduire s=t. Comme R(D')=F, R(s'=v’) étant égal A F, nécessairement s'=u' est un
littéral positif de D', Donc le littéral correspondant de D doit étre aussi positif: en conclusion s=u est
un littéral positif de D. Ceci achéve la preuve du Lemme A.

Ainsi D peut s'écrire:
" s=upVs=up V.V s=up Vos=up V..V s=up V D"
avec  s=u—*(K')s=t  pour I<i<m et
s=u; =*(K') s=vj pour m<i<k et
s n'est pas un sous-terme de D" .

Avant de continuer, nous remarquons que chaque littéral de D" est strictement plus petit que
toute égalité avec s dans un membre.Sinon si Le D" vérifie L>s=u, alors d'aprés I'hypothése selon
laquelle L<s=s (rappelons que K' est un (quasi-)noeud d'échec), nous obtenons une contradiction
avec 'hypothése 06,

Lemme AA : sous les hypothéses du Lemme A, il existe un i tel que s=uj —*(K"s=t.

Le Lemme signific que m est différent de 0 dans l'expression de D. Prouvons le. Si m=0, soit
s=v la K'-forme normale maximale des atomes s=u;. Nous notons que v<t et K'(s=v)=F.

Soit K" la restriction de K' au domaine W(s=v) et R" le successeur droit de K" dans ET.
Comme chaque égalité utilisée pour K'-réduire D est strictement plus petite que s=v, nous avons
aussi D—*(K") X ot X est une clause vérifiant R(X)=F et X est K-irréductible. Comme chaque
K'-forme normale des atomes de D est plus petite ob égale 2 s=v (cf. la remarque avant le Lemme
AA), nous avons aussi R"(X)=F. Nous avons ainsi démontré que K" vérifie la condition 3.1.
Cependant, ceci est impossible car R" appartient A la suite £ (comme restriction de K').

Ces lemmes nous permettent de discuter les autres cas.

Cas3

Nous savons que I, le successeur du dernier noeud K de X, est un noeud d'échec, qui falsifie
une instance close d'une clause C de S*.

sous-cas 3.1 : B n'est pasun atome d'égalité.

Soit s=t un atome d'égalité I-irréductible tel que s>t, s est un sous-terme de B, et K(s=t)=T. 11
existe un élément de ce type car B est K-réductible; il est donc possible d'appliquer le théoréme de
réduction du Chapitre 2,

Soit K' la restriction de K au domaine W(s=t), et soit J le successeur droit de K’ dans ET.
comme J n'est pas dans la suite £ que nous avons construite, K' vérifie la condition 3-1. Par
conséquent, il existe une instance close D d'une clause de S* tel que D—*(K')D", J(D'y=F et tout
atome de D est strictement plus petit que s=s, Nous pouvons choisir D minimale (pour l'ordre <<,
qui est, par définition, I'extension multi-ensemble de <).

s=t

Si nous appliquons le Lemme A avec K, J et D nous pouvons écrire D:
s=uy Vs=up V..V s=uy V s=up4qV..V s=uy VD"

Remarquons que C s'écrit L{s] V C", olt L[s] représente soit le littéral B soit le littéral B,

Apits queiques €iapes de pararmodulation orieniée et de faciorisation, nous obienons ia ciause P
(qui appartient, par définition & $*):

Lluj] VL{up] V..V Llup} V s=upm V..V s=up V C' VD"

La déduction de P est détaillée dans l'arbre suivant:




Lspver s=iV..Vs=up Vssup V.V s=ug VD"
f
Lup] VC'V s=upV ..V s=up, V s=um41V..V s=u VD"
|

L{uf] VL{wg] V C" V..V s=u, V s=um1V..V s=up V D"

- eas

Liui} VL] V..V Llup] V s=upy V..V s=y VC'V D"

Nous avons construit un paramodulant dont tous les littéraux sont faux dans I'interprétation K:
Lemme B: K(P)=F

Preuve:
K(C")=F comme nous avons K(C)=F.

Chacun des atomes de D" est strictement plus petit que s=t; par conséquent, D" est dans le
domaine de K' et K'(D")=F. Mais K est une extension de K'; donc, K(D")=F.

Pour i>m nous avons s=u;—*(K') s=vj et K'(s=vj)=F. Chaque atome d'égalité valide pour K!
est aussi valide pour K.

Nous pouvons donc remplacer K' ci-dessus par K. Mais s=u; est dans le domaine de K car il
est strictement plus petit que L{s). Nous en déduisons I'égalité K(s=uj)=F,

Pour 1<i<m nous avons s=uj—*(K') s=t. Donc K(s=up=V et IL[y;]) = I(L{s]) = F. Mais
L[u;) < L[s), donc chaque littéral de P est dans le domaine de K. Comme I est une extension de K,
par consistance, nous avons K(L{uj])=F. Le Lemme est démontré,

sous-cas 3.2: B est un atome d'égalité "a=b" avec asb et I(B)=T.

Soit s=t I'égalité minimale telle que I(s=t )=T et s est un sous-terme de B. Si s est un sous-terme
strict de a ou s est un sous-terme de b alors nous procédons comrme avant,

Montrons maintenant que s ne peut pas €tre égal 2 a. Si c'était le cas, de Ka=t)=V et I(a=b)=V
nous déduirions I(b=t)=Y. Comme b>t, b=i permet de I-réduire B; c'est impossible, car aucune
égalité plus petite que s=t ne peut I-réduire B.
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asb v

sous-cas 3.3: B est un atome d'égalité "a=b" avec a>b et I(B)=F.

S'il existe un sous-terme strict @’ de a tel que K(a'=b')=V pour un b'< &, il suffit de reprendre
la preuve du sous-cas 3.1,
Nous supposerons désormais qu'un tel a' n'existe pas.

sous-cas 3.3.1: pour tout d<b nous avons I(a=d)=F.

L'hypothése 3.3.1 implique que tout atome de C du type a=d apparait sculement dans un littéral
positif. Donc, C peut s'écrire a=by V a=by V...V a=by, V C" et a n'a pas d'occurrence dans la
sous-clause C".

Nous utiliserons I'hypothése (O6) sur l'ordre < :

i (u=v) > A > (u=w) alors il existe un terme clos x tel que A est égal @ u=x.

Cette hypothese nous permet de reformuler l'affirmation précédente: chaque atome a=d de C est
strictement plus grand que n'importe quel atome de C". ‘ .

Scit a=c la I-forme normale maximale (pour <) des atomes a=b; ol i<m; avtrement dit : ¢ est
sup{kj : 1<i<m} ol ki=inf{k :I(k=b;)=V}.

a=b,
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Soit J la restriction de I 3 W(a=c). Tout égalité utilisée pour I-réduire un des bj est
nécessairement strictement plus petite que a=c.

En effet, il n'y a pas d' égalité a=z telle que I(a=z)=V (hypothése 3.3.1) et il n'y a pas d'égalité
s'=t' telle que s' est un sous-terme strict de g et Ks'=t)=V (hypothése 3.3), par conséquent nous
pouvons I-réduire un atome a=b; seulement avec une égalité dont le membre gauche estun sous-
terme de bj; unc égalité de ce type est toujours plus petite que a=c. Ces remarques assurent
I'existence d'une clause close C! telle que C—*(J) C! et chaque littéral de C! est inférieur 3 (a=c).
Donc, I vérifie la condition 3.1. Aussi, le successeur de J ne peut appartenir 3 la suite de noeuds

que nous avons définie dans MCT(S*). Mais comme K(a=c)=F, K ne suit pas J dans X. Donc le
sous-cas 3.3.1 est impossible,

Sous 'hypothése 3.3 nous aurons toujours :
sous-cas 33.2: il existe un terme c tel que c<b et I(a=c)=V.
Prenons pour ¢ le plus petit terme vérifiant 3.3.2.

Soit K' la restriction de 1 au domaine W(a=c), et soit J le successeur droit de K' dans ET.
Comme J n'appartient pas 4 la suite £, K' vérifie la condition 3-1. II existe donc une instance close
D dune clause de $* telle que D~*(K')D', X(D')=F et tout atome de D est strictement plus petit que
a=a.. Nous pouvons supposer que D est minimale (pour <<),

D'aprés le Lemme A, et le Lemme AA, toute égalité a=u ayant une occurrence dans la clause D
apparait dans un littéral positif.

asb

Ainsi D peut s'écrire;
) e Va=uy V..Va=up V a=ug, V..V a=up VD"
avec a=uj-*(K') a=c  pour I<i<m et
a=uj =*(K') a=vj pour m<i<k et
an'est pas un sous-terme de D" .

Nous savons que I est un noeud d'échec, qui falsifie une instance C d'une clause de S*,

L'hypothése entraine que C (ouun facteur de C) peut s'écrire a=b V C" ol tous les atomes de C”
sont strictement plus petits que a=b.

Supposons d'abord que C>D.

Quelques étapes de superposition généralisée (et factorisation) avec C et D comme clauses
initiales engendrent la nouvelle clause P :

[ug=b] V [uz=b] V..V [up=b] V a=ugy, 1 V.V a=u VC' VD"

L'arbre de déduction est identique  celui du sous-cas 3.1.
Pour m+1si<k , a=uj —*(I) a=v; car I est une extension de K'. Mais I(a=v;)=F. Mais a=u; est
dans le domaine de I, car a=uj<a=b d'aprés I'hypothese "C>D". Donc nous avons aussi I(a=u;)=F.

Pour i<m+1, a=uj—*(1) a=c car I est une extension de X'. Dong I(uj=c)=V. Mais I(a=c)=V, Par
conséquent nous avons aussi I(uj=a)=V. Puis de I(a=b)=F nous déduisons I(u;=b)=F. Comme dans
le Lemme B, il est facile de voir que I(C"VD")=F pour conclure avec I(P)=F. Comme chaque atome
de C est strictement plus petit que a=b, nous avons aussi K(P)=F. Cela signifie que K est un noeud
d'échec: c'est contradictoire avec le fait que K appartient 2 MCT(S¥).

Supposons maintenant que C<D:

Pour distinguer les atomes contenant le sous-terme a, nous &crirons C sous la forme suivante :
Lifa} V Lp(a] V..V L{a] V C" o1 Lpa] est soit a=by, soit a#by, et a n'a pas d'occurrence dans
C". Nous supposerons aussi que Lj[a] > Ly[a) >,..., > Ly[a].

De chaque égalité a=uj (i€m) de D nous paramodulons ou nous superposons successivement
dans chaque occurrence de a dans C pour obtenir une nouvelle clause LP:

Lj[ul] VLjlup] V.VLi[uy V
Loful} V Lafu) V.V Lyfup] V

Lr{ul] VL lup] V..V L{u] V

a=umeq Vo.Va=y VC' VD"




qui peut s'obtenir par la déduction suivante:

Lyfal VLyfa] V..V L{a] V C"

\-'// a=uj V..Va=u, VD"

Lilug) VLgfup] V.VL{u] VC" Va=up V..V a=yy VD"

1[01] VLa[u] V..V Lefuy] V
Liluz] VLpluwpl V.V Lw] VC" V a=u3 V..V a=uy VD"

Lifu1] VLalug] V.VL uy] V
Liluz] V Lafup] V..V L [ug} V

Lilum] V Lolug] V..V Llum} V €' V a=ugy V..V a=uy VD"

Lemme C: il existe une clause LP' tel que LP—*(K)LP' et JLP")=F.

Preuve:

Pour i<m+1, I(uj=c)=V. Mais I(a=c)=V. Par conséquent nous avons aussi I(uj=a)=V. Mais
I(Lj[a])=F, pour j<r , entraine I(Lj[ui])=F et aussi K'(L;[u;])=F. Comme C" et D" sont plus petits
que (a=¢), la sous-clause (a=umq V..V a=u V C" V D") peut &tre K'réduite en une clause X
telle que J(X)=F. Donc LP elle-méme est K'-réductible en une clause falsifiée parl.

Comme m est différent de 0, LP est strictement plus petite que D. Nous obtenons une
contradiction avec le fait que D est une clause minimale vérifiant la condition 3.1 au noeud K",

Casd4

Le dernier noeud K de la suite X a deux successeurs L et R: L est un noeud d'échec et R est un
noeud de quasi-échec. Dong, il existe une égalité s=t telle que le domaine de K est W(s=t). Le

Lemme A et le Lemme AA appliqués 3 K et R impliquent I' existence d'une clause D pouvant
s'éerire:

™ sy Vssp VoV s=ug V ossug V..V s=y VD"
avec s=ui—*(K')s=t pour I<i<m et

s=u; =*(K') s=vj pour m<igk et

§ n'est pas un sous-terme de D" ,

Comme L est un noeud d'échec (mais pas K), il existe une clause C pouvant s'écrire s2t V C"
qui est une instance close d'une clause de S* telle que L(s#t V C")=F.
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Pour €liminer certaines occurrences de s, nous appliquons une suite de paramodulations 2 partir
de D et C, et nous obtenons la clause LP;
t=u1 Vt=up V..V t=up, V s=up 1V..V s=up V.C" VD"

Pour i<m nous avons K(uj=t)=V (rappelons que s=u;—*(K) s=t ).

Aprés quelques factorisations éventuelles, nous pouvons supposer que C" et D" sont dans le
domaine de K et vérifient K(C")=K(D")=F.

Pour i>m, s=uj—*(K) s=vj avec vj<t. Par conséquent, LP—*(K) LP' et K(LP")=F. Comme
chaque littéral de LP' est plus petit que s=t, nous avons également R(LP")=F. Cependant, aucun
Littéral de LP ne peut étre K-réduit en s=t. Nous obtenons donc une contradiction avec le Lemme
AA, car K appartient 2 S et vérifie la Condition 3.1.

4. Lemmes de Releévement.

Pour relever notre preuve du cas clos au cas variable, nous remarquons d'abord que chaque
instance CB d'une clause C de S* qui étiquette ou quasi-étiquette un noeud I, 6 peut étre choisie I-
irréductible. Nous utilisons alors simplement les lemmes de relévement pour la o-factorisation, la
o-résolution, la o-paramodulation donnés au Chapitre 2. Pour relever la régle de superposition
généralisée, I'argument est analoque  celui de la o-paramodulation (voir aussi le Lemme des Paires
Critiques dans l'algorithme de Knuth ¢t Bendix):

Lemme de Relévement de la Superposition Généralisée;
Soit C1:: (s=t) V C et C2:: (a=b) V D deux clauses et n une occurrence non-variable de s. Soit
SG:: s6[n<-b0)=16 V C6 V D8 une superposition généralisée des instances closes (s=t)8V C8et

(a=b)8 V D de C1 et C2. Alors il existe une superposition généralisée S de C1 et C2 telle que SG
est une instance de S.

preuve: comme n est une occurrence de s, s8/n = (s/n)8 = ab. Ainsi, s/n et a sont unifiables.
Soit & leur unificateur principal; alors il existe une substitution ¢ tel que 8=6¢. De plus, nous avons
50 $ to (sinon so < to impliquerait s0¢<tc¢, en contradiction avec I'hypothése selon laquelle
s6<t). De méme as ¢ bs. Donc nous pouvons construire une superposition généralisée S de C1 et
C2 a1' occurrence n de s: (s[n<-b] V C V D). 1 suffit alors de vérifier que S¢=SG.

5. Complétude en présence de régles de réduction.

Nous supposerons maintenant que les régles de réduction données au Chapitre 4 sont ajoutées 2
l'ensemble des régles d'inférence et que seules les dérivations équitables sont engendrées. La preuve
de complétude s'étend exactement de la méme maniére qu'au Chapitre 4, une fois que nous avons
démontré le lemme suivant:

Lemme 5.1: tout noeud de quasi-6chec peut étre quasi-étiqueté par une clause persistante.

ldée de la preuve:
1l suffit de reprendre la preuve du Chapitre 4 sur les noeuds d'échec en considérant I' ensemble




X' des clauses qui quasi-étiquettent 1.

Nous montrons ensuite que lorsqu'une clause C qui quasi-étiquette T est simplifiée, nous
obtenons une clause qui posséde aussi cette propriété. Si une clause C subsume C, alors elle
quasi-étiquette aussi I,

6. Conclusion.

La stratégie décrite dans cette section se raffine lorsque nous traitons uniguement des clauses de
Horn. Nous pouvons, par exemple, appliquer les paramodulations ou superpositions uniquement
dans les littéraux maximaux de chaque clause. Cela sera détaillé dans Ia section 3 de ce chapitre. Il
est aussi possible de montrer la complétude d'une stratégic unitaire comme au chapitre 3, section 2.
Nous ne développerons pas ce point.
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SECTION 2: PROBLEMES DE MOTS DANS LES THEORIES
EQUATIONNELLES.

Introduction

La procédure de Knuth et Bendix permet de compléter les systémes d'équations en ensembles
canoniques de réductions, permettant de décider le probléme du mot par simple normalisation.
Rappelons que cette procédure consiste  trouver des paires critiques divergentes (i.e. dont les
membres sont différents aprés normalisation), 2 les orienter en régles, et 3 maintenir les termes
complétement réduits par le systéme courant de régles. Nous abrégerons "procédure de complétion
de Knuth et Bendix" en "procédure KB".

La procédure KB échoue

¢ lorsqu'elle engendre une paire critique non-orientable ou

+ lorsqu'elle engendre une infinité de régles.

Le premier probléme est en général indécidable (Huet Lankford 1978). Pour certaines théories,
comme la commutativité, il peut s¢ résoudre en incorporant un algorithme spécial d'unification dans
la procédure de complétion (Lankford Ballantyne 1977) (Peterson Stickel 1981) (Jouannaud
Kirchner 1986).

G.Huet (1981) a proposé une semi-solution pour le second probléme. En effet, en corollaire de
sa preuve de correction de fa procédure KB, G.Huet montre qu'elle fournit aussi une procédure de
semi-décision pour le probléme du mot. Plus précisément, supposons que la procédure de
complétion est équitable et que les paires critiques engendrées sont toujours orientables (pour le
méme ordre de réduction), alors s=t est valide dans la théorie considérée si et seulement si il existe
une étape ol § et £ se réduisent au méme terme.

Nous allons montrer que la restriction des régles d'inférences de la section 1 2 des ensembles
formés uniquement d'équations permet de construire une procédure de complétion sans échec, que
nous appelons UKB; cette procédure ne s'arréte pas en échec lorsqu'elle rencontre une équation
non-orientable, et présente les mémes fonctionnalités que la procédure KB:

¢ si la procédure UKB s'arréte, elle fournit un systime canonique,

¢ sinon elle fournit un algorithme de semi-décision pour le probléme du mot.

1. Une procédure de complétion sans échec.

Nous supposerons que I'ensemble des prédicats est réduits au seul élément = et que toutes les
clauses sont unitaires. Dans la suite, < est un ordre de simplification complet.

Exprimons les régles d'inférence de la section 1 dans ce cas particulier :

(larégle de factorisation n'a plus de sens pour des clauses unitaires).
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Surréduction Généralisée (= Paramodulation Orientée):

Soit deux clauses s=t et g[r}#d, ol r est un sous-terme non-variable 2 l'occurrence 1 dans
ged. Si

(1) so = ro avec ¢ unificateur principal de s et r,

(2)sot 10,

alors (g[t]#d)o est une surréduction généralisée de s=t dans g#d & l'occurrence n.

Superposition Généralisée:

Soit deux clauses s=t et a[r]=b ol r est un sous-terme non-variable de & A I'occurrence n. Si
(1) 56 = ro, ¢ étant l'unificateur principal de setr,

(2)so$to

3 actbo

(alr]=b)o est une paire critigue généralisée de s=t & l'occurrence n de a=b.

Remarque fondamentale: lorsque les équations s=t et a=b sont orientables, alors les conditions
(2) et (3) ci-dessus deviennent:

2Ysc>to

(3)ac>bo

L'équation engendrée (a[r}=b)c est une paire critique, exactement comme dans I'algorithme de
Knuth et Bendix.

Nous allons maintenant montrer qu'il est possible d'économiser la régle de Résolution, en la
remplagant par la régle plus simple de Réfutation Réflexive.

Considérons deux clauses s=t et azb unifiables, d'unificateur principal ¢. Elles admettent un
O-résolvant qui est 1a clause vide. Il n'est pas restrictif de supposer que, dans cet exemple, s ¢ t et s
est unifiable avec a, l'unificateur principal étant 8. Comme © est aussi un unificateur de s et a, il
existe une substitution x telles que 6=0x. II est également possible d'appliquer la régle de
surréduction généralisée sur les clauses s=t et a=b pour obtenir la clause t8#b6. Comme t0x est
identique 2 box, la clause tB+#b6 peut s'unifier avex x=x pour produire la clause vide. Le systéme
de régles reste donc complet si nous remplagons la résolution par la:

Réfutation Réflexive:
Si dans la clause g#d, g et d sont unifiables alors nous pouvons inférer la clause vide.

Tntroduisons également des régles de réduction dans ce cadre:

Simplification.

Voir Chapitre 4.

Subsomption Stricte.

Voir Chapitre 4.

Subsomption Fonctionnelle:

Si gls}=glt] et I=r sont deux éguations telles qu'il existe une substitution ¢ vérifiant l16=g et
ro=d, alors g[s]=g[t] peut &tre supprimé.

Remarquons que la subsomption avec x=x correspond 2 la suppression des paires critiques
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triviales dans l'algorithme KB,

Nous appelerons S-stratégie I'ensemble des régles d'inférence: Superposition Généralisée,
Surréduction Généralisée, Réfutation Réflexive, Simplification, Subsomption Stricte, Subsomption
Fonctionnelle.

La complétude de la S-stratégie est un corollaire direct de la complétude des régles d'inférence
de Ia section 1. Nous nous contentons de I'énoncer:

Théoréme 1.1: Soit un ensemble E-inconsistant de clauses unitaires U ayant pour symbole de
prédicat = et contenant la clause x=x. Toute dérivation équitable issue de U et obtenue par la S-
stratégie contient la clause vide.

2. Une extension de I'algorithme de Knuth et Bendix.

Nous pouvons en particulier appliquer la stratégie précédente pour démontrer la validité d'une
égalité s=t dans une théorie équationnelle A. En effet, soit § # T la clause obtenue en remplagant
chaque variable de s#t par une nouvelle constante (skolémisation); alors:

Al=s=tssi A U {6 #t} est E-inconsistant,

Supposons donc que la théorie U soit constituée uniquement d'un ensemble d'équations A et
d'une clause sans variables 6 #T. Appliquons la S-stratégie 2 U pour construire une réfutation.
Montrons d'abord quil est toujours possible de contrdler I'application des régles d'inférences pour
que le systéme ne contienne qu'une seule inégalité:

Supposons qu'il soit possible d'appliquer une surréduction généralisée 4 6 #1. Donc il existe
un sous terme r de § (ou T) et une équation a=b vérifiant:

(1) a6 = r avec 6 unificateur principal de aetr,

(2) ad $ b6,

Remarquons que af est un terme clos. En examinant la preuve de complétude de la stratégie,
nous pouvons préciser les conditions (1) et (2) en:

(1'-2') il existe une substitution close % telle que an = rr et ax >bx.

Done 8 et m coincident sur les variables de a, et a6=ar. Prolongeons 0 aux variables de b qui ne
sont pas dans a, en leur associant la plus petite constante de l'univers de Herbrand. Par monotonie
de l'ordre <, nous avons be>b8 et donc aussi: a8 > b.

Par conséquent lorsqu'une surréduction généralisée est possible, une simplification est
également possible. Nous choisirons d'appliquer cette derniére car eile réduit la tailie du systéme 2
traiter, et permet de ne conserver qu'une seule inégalité.

Dans cette situation, les seules inférences possibles sont les suivantes:

Génération d'une équation.

1. Construire une paire critique généralisée entre deux équations, la simplifier le plus possible
par les équations disponibles.

2. La supprimer si elle est subsumée par une autre équation, sinon (on dit que la paire critique
diverge) essayer de l'orienter en régle de réécriture .
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Réduction du but.
Simplifier 8'#t" avec une équation:
1. si r est un sous-terme de s unifiable avec le membre droit de I'équation a=b, d'unificateur

principal 8, étendre 8 aux variables de b qui n'appartiennent pas 2 a en leur associant la plus petite
constante.

2. si a6>b8, remplacer §'[r]#t' par '[bO]=t’

Réfutation finale.
Lorsque @4 est engendré, s'arréter avec succes.

Nous appellerons procédure UKB tout algorithme appliquant de maniére équitable les régles
précédentes (aucune régle ne reste indéfiniment applicable sans étre appliquée).

La procédure UKB est compléte pour le probléme du mot dans les théories équationnelles;

Théoréme 2.1: Soit A une théorie équationnelle, s=t une équation valide dans A, et 62T la
négation skolémisée de s=t. Alors UKB appliquée 2 A U {8 #T} s'arréte avec succes.

Nous allons maintenant retrouver les propriétés de I'algorithme de Knuth et Bendix. Admettons
qu'il soit impossible de construire une paire critique généralisée non triviale A partir des équations
de A. Supposons que s=t est valide dans A. Le systéme A U {627} est E-inconsistant . 1l en est de
méme pour le systéme A U {8'#T'} ol &' et 7' sont obtenues en en normalisant & et T par A, clest-
a-dire en réduisant tant que c'est possible & et T par les €quations de A. La seule régle d'inférence

pouvant maintenant s'appliquer 2 A U {&'#1'} est la régle de réfutation finale; autrement dit &' et '
sont identiques,

Définissons pour tout ensemble d'équations A une relation de réécriture =4 sur les termes clos
comme la plus petite relation monotone contenant:

{(lor0) ; (Lr) € A, O est une substitution close, lo>16)
Les résultats précédents peuvent donc s'énoncer:

Théoréme 2.2: Si aucune paire critique généralisée de A ne diverge, alors la relation de réécriture
= est canonique sur les termes clos. Autrement dit, deux termes clos sont égaux dans la théorie A
si leurs formes normales sont égales.

preuve: il suffit de remarquer que lorsque s=t est clos, sa négation skolémisée est s#t,

Exemple: soit la signature F={a,b,*} ol a et b sont deux constantes et * un symbole d'arité 2.
Soit la théorie A={x*y=y*x}. Puisque les paires critiques de A sont subsumées par la seule
€quation de A, -4 est canonique sur les termes clos. Si l'ordre de simplification utilisé < est le
RPOS de status gauche-droite et a>b alors Ia forme normale de a*b est b*a.

Supposons maintenant que toutes les équations de A sont orientables en un systéme de régles R
par >, et que A n' a pas de paires critiques (au sens classique) divergentes. Si I'équation s =t est
valide dans A, alors en remplagant les variables de s et t par de nouvelles constantes nous obtenons
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les termes clos S et T. Les formes normales de & et T pour -5 sont identiques. Comme > est
incrémental et 6 et T sont des instances de s et t, la normalisation de § et T peut se relever en une
normalisation de s et t. Donc s et t ont également des formes normales identiques. Nous avons ainsi
retrouvé le résultat classique:

Théoréme 2.3 (Huet 1981): Si le systeme de réécriture R n'admet pas de paires critiques
divergentes, alors il est canonique. Autrement dit, deux termes égaux (dans la théorie R) ont les
mémes formes normales.

2. Une implantation et quelques exemples.

Nous décrivons dans cette section une implantation de la S-stratégie et de la procédure UKB et
nous montrons quelques exemples.

Cette implantation (appelée Sbréve) a été réalisée par Jalel Mzali sur un Sun3/75 en langage
CLU (Mzali 1986) A partir du laboratoire de réécriture Réve 2.4 (Forgard 1984).

Il contient toutes les régles d'inférence de cette section, sauf la subsomption, dont une version
simplifiée a ét¢ implantée.

En général, les procédures de Knuth-Bendix traitent les équations ayant des variables différentes
dans chaque membre par la technique du splitting. Supposons que les deux membres de I'équation
I=r partagent les variables x,...,Xp, et que 1 posséde des variables qui ne sont pas dans r et
réciproquement. Alors un nouveau symbole de fonction f est créé, ainsi que deux nouvelles régles
121(x1,....,%p) €t 1=£(x1,...,xy). Cette technique est programmée dans Reve. Elle n'est pas
nécessaire pour la procédure UKB, puisque cette dernidre peut traiter les équations non orientables.
Cependant le splitting peut réduire rapidement la complexité des termes en €liminant les variables
non significatives.

Donnons d'abord un exemple d'application de la S-stratégie. Le probléme est 40 2 Smullyan,
selon Overbeek (Association of Automated Reasoning Newsletter 1985). Soit la théorie:

S(x,8(y,x)) = S(f(x,y),2) el
S{mx) = $(x,x) €2
S(a,x) #x e3
SiTordre < est le RPOS 2 status gauche-droite, la premidre équation peut étre orientée en régle:
S(f(x,y).2) =S(x,8(y,x)} 1

La seule paire critique généralisée entre rl et e2 s'obtient en superposant le membre gauche de
11 et S(x,x); en prenant m comme le plus petit symbole:

S(x,S(.£(x,y))) ~ S(m,{(x,y)) 4
Par surréduction généralisée entre r4 et €3, nous dérivons;
S(m,f(x,y)) # S(y, f(x,y)) €5

Les deux membres de €5 s'unifient (y/m). La régle de réfutation réflexive s'applique et permet
de conclure 2 I'inconsistance.

Si el est ordonné dans I'autre sens (status gauche-droite), alors l'espace de recherche est plus
grand car il y a plus de superpositions généralisées. Cependant la preuve est achevée aprés la
génération de 6 équations, dont deux seulement sont utiles.

La preuve est obtenue par Sbreve en 4 secondes de CPU.

Donnons un exemple de complétion par la procédure UKB. 11 s'agit de la théorie des
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groupoides entropiques, complétée par une autre technique dans (Pedersen 1985).

Ces structures sont définies par les deux axiomes:

x.y).(z.w) = (x.2).(y.w) el

(x.y).x =x e2

Remarquons que le premier axiome est permutatif et ne peut pas étre orienté. La procédure KB
€échoue sur ce probléme, de méme que les procédures de E-complétion (Jouannaud Kirchner 1986).
La deuxiéme équation s'oriente:

(uv)u —u 2

En unifiant u dans 12 avec (z.w) dans le membre gauche de e1, nous engendrons la paire
critique:

((z.w).z).y.w) = z.w

qui donne la régle:
z.(y.w) = z.w 13
13 simplifie el en:
xy)w = (x.z).w e4

Le systéme suivant est obtenu finalement:

(uvie—u /1
z(y.W) = z.w 3
xy)w = (x.z).w 4
((xy)z).w = xw 15

D'apres le théoréme ce systéme est canonique sur les termes clos. Sbreve a complété ce systéme
en 6 secondes de CPU.Si nous utilisons la technique de splitting pour scinder I'équation e4 en deux
regles, alors le programme diverge: il engendre une infinité d'équations. De nouveaux symboles de
fonctions équivalents & des symboles déja dans le systéme sont constamment introduits par
splitting, indiquant que le processus boucle.

D'autres exemples sont donnés dans l'appendice de cette section.

3. Discussion.

Comparons notre approche avec celle de (Knuth et Bendix 1970) ou (Huet 1981) et leurs
extensions.

1. Nous ne demandons pas d'avoir A chaque &tape de 1'algorithme UKB un systéme de r2gles
orientées. Nous permettons méme la présence d'équations ayant des variables différentes dans
chaque membre. Si l'algorithme diverge, alors il fournit néanmoins une procédure de semi-décision
pour le probléme du mot, comme dans KB (Huet 1981).

Si le systéme final est fini alors il est canonique sur les termes clos; si de plus ses régles sont
orientables, alors il est canonique.

2. Nous utilisons des ordres de simplification complets pour comparer les termes. La procédure
KB utilise n'importe quel ordre de réduction bien fondé.

3. Pour traiter les équations non-orientables, les méthodes de E-complétion (Jouannaud
Kirchner 1986) utilisent des algorithmes d'unification dans des théories contenant ces équations.
Les procédures de E-complétion réussissent parfois & compléter des systémes modulo une sous-
théorie équationnelle. Cependant les algorithmes d'unification équationnelle sont rares et difficiles &
trouver. Méme lorsqu'aucun mécanisme spécial d'unification n'est connu, notre méthode peut
obtenir des syst2mes canoniques sur les termes clos (voir l'exemple des groupoides entropiques).
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Cependant pour les théories associatives-commutatives (Peterson Stickel 1981)(Lankford
Ballantyne 1977), les procédures de E-complétion s'arrétent plus souvent avec succés que UKB.
Nous pensons qu'une combinaison des deux méthodes (UKB + E-complétion) devrait allier leurs
avantages respectifs.

4. Des résultats analogues 2 ceux de cette section ont été obtenus dans (Bachmair et al. 1986)
par la technique des ordres bien-fondés sur les preuves. Etrangement, cette technique nécessite
également des ordres de simplification totaux sur les termes clos, ainsi que des restrictions
analogues aux nétres sur la régle de simplification.

4. Appendice.

Les exemples suivants de systémes canoniques comportant des régles non orientables ont été
obtenus par Jalel Mzali sur Sbreve.

Exemple 1.
x*(x*x)=e
e*x=x
i(x)*x=¢e
x*y = y*x

h{xy)=x* @y * ((x) * i)

UKB termine avec le systéme:
i(ey—e

e*x X

x*e=y

x¥i(x)—-»e

x*y =y*x

x*(x*x) - e

hix,y} = x * (y * (ix) *i(y))

Exemple 2
E*N&*a)=x*&x*y)
x&y=y&x

précédence & > * et les denx symboles ont un status ganche-~droite,

Le systéme termine avec:
x&y=y&x
G*N&y*)=Gx*z)&x*y)
x*&x*y)=(y*D) &(x*y)
x*N&y*z)=(x*y)&(x*z)
F*&E*Y)=x*Y)&(x*z)
E*)&E*Y)=@F*y)&{F*x)
G*N&Y*y=Gx*2)&(z*y)




CHAPITRE 5

E*N&E*2)=*Y)&(y*2)
G*N&G*=*y) &x*2)
G*D&x*y)=2*y)&(x*z2)
G*N&EE*R)=F*)&(y*y)

Exemple 3.

(a*a) + (a*a) = (b*a) + b
x*]=x

a*b=a+1

X*y=y*x

X+Y = y4X

Le systéme termine avec:
x*¥1>1

1*x—>1

Xty =y*x

Xty = y+x

b*a - a+l

(a*a) + (a*a) = (a+1)+ b
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SECTION 3: PROBLEMES DE MOTS DANS LES THEORIES DE HORN.

1. Introduction

La logique de Horn, qui est une restriction du calcul des prédicats du premier ordre, a fourni les
bases théoriques de nombreuses applications en informatique: systémes expexts, spécifications
algébriques, programmation logique, calcul formel ...Le langage Prolog a été developpé dans ce
cadre puissant. Il y a eu plusieurs tentatives d'incorporer 1importante relation d'égalité dans Prolog:
EQLOG (Goguen Meseguer 84) ou des équations sont ajoutées aux Clauses de Horn, SLOG
(Fribourg 85) qui autorise des clauses équationnelles. Toutes ces approches imposent de séricuses
restrictions aux programmes logiques qu'elles peuvent interpréter, Elles utilisent les équations
comme des régles de récriture pour simplifier les buts. Notre méthode est fondée la stratégie de
réfutation complete de la section 1 de ce chapitre: une équation est considérée comme une régle de
réécriture lorsqu'elle est orientable et quand ses pré-conditions lui sont inférieures, pour un ordre de
simplification complet. Cette technique est plus souple que les approches classiques de réécriture
conditionnelle, car

1. elle n'échoue pas lorsqu'apparait une régle non-orientable,

2. elle ignore les régles ayant des pré-conditions supérieures 2 leur conclusion.

De plus, un ensemble de clauses de Horn admet un modéle initial dans lequel un fait est vrai si
et seulement si il peut étre prouvé par les régles de déduction classiques de 1a logique du premier
ordre. C'est le modele le plus intéressant pour les bases de données (closed-world assumption (voir
Reiter 78)), les types abstraits (algdbre initiale (Remy 82)(Padawitz 85)).

Larégle de négation par échec (Clark 78) permet de raisonner dans ce modale particulier. Nous
proposerons une alternative & cette régle en étendant aux clauses de Horn la méthode de (Jouannaud
Kounalis 86) pour démontrer des théordmes inductifs dans les théories équationnelles.

2. Regles d'inférence pour les théories de Horn.

Nous avons démontré dans la section 2 que I'algorithme de Knuth et Bendix engendre toutes les
conséquences d'un ensemble initial d'équations, au moyen d'un ensemble de régles d'inférence
complet pour la logique équationnelle. La procédure de complétion peut donc s'interpréter comme
une tentative de saturer un ensemble d'équations par un ensemble de régles d'inférence, en espérant
obtenir un ensemble fini dont toutes les conséquences sont triviales (confluence locale).

L'intérét de cette remarque est qu'elle peut s'appliquer aux clauses de Horn. Partant d'un
ensemble de clauses de Hom et d'un ensembles de régles d'inférence, nous itérons ces régles sur
les clauses. Si la procédure s'arréte, elle fournit un moyen trés efficace de résoudre Ie probidme du
mot par normalisation conditionnelle, combinant  la fois le chafnage arritre (vérifier les pré-
conditions avant d'appliquer une régle pour simplifier) et le chainage avant (appliquer une régle
pour simplifier).

Le littéral positif d'une clause de Horn est considéré comme une régle de simplification dont les
pré-conditions sont rassemblées dans les littéraux négatifs.

E. Paul (1986) a construit un algorithme de saturation sur la base d'une stratégie unitaire. Mais
des expériences montrent que sa procédure échoue méme sur les ensembles les plus simples de
clauses de Horn.

Nos résultats sont & rapprocher des techniques de réécriture conditionnelle (Remy 82) (Kaplan
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87) (Jouannaud Waldmann 86) (Ganzinger 87) (Choquer 86). Mais 3 la différence de ces dernieres,
nous pouvons traiter des équations non-orientables ou des régles conditionnelies dont les pré-
conditions sont plus complexes que la conclusion.

Les régles d'inférence que nous utiliserons dans cette section sont simplement des versions
raffinées des régles de la section 1: la paramodulation et Ia superposition concerneront toujours les
littéraux maximaux des clauses parentes. Pour simplifier nous condenserons ces deux régles en une
seule appelée paramodulation.

O-Factorisation
O-Résolution

Paramodulation ;

Soit Cy =(s=t) VD et C3 =Cy[nér], ot r est un sous-terme non-variable 2a
Yoccurrence n du littéral L de Cs. Si

(1) 56 = ro avec © unificateur principal de set r,

2)50 % 10,

B)(s=t}ot Ao,VAe D

(4) Lo $ Ao, VA e C2—{L},

(5) si L est une équation a=b et n est une occurrence de a, alors ac £ bo

alors C = Cy [né—tlo VD16 est un paramodulant de Cy dans C & l'occurrence n.

Remarque: I'application des régles précédentes & des clauses de Horn engendre toujours des
clauses de Horn.

Remarque: considérons la clause — s(a)=s(b) V a=b. Il est interdit de 'utiliser comme une
clause active dans une paramodulation, car son littéral positif est plus petit que sa partie
conditionnelle. L'intérét de cette restriction est de ramener le probléme de Ia preuve d'une égalité a
des sous-problémes plus petits. Au contraire la régle de paramodulation régle favorise I'application
de la clause — a=b V s(a)=s(b) car elle fait décroitre la taille des problemes.

Nous pouvons ajouter également les régles de réduction vues au Chapitre 4: Subsomption
Stricte, Simplification, Elimination des Tautologies, Simplification Clausale, & condition d'imposer
une hypothese d'équité. Nous appellerons RP l'ensemble formé des régles de o-factorisation, o-
résolution, paramodulation et INF l'ensemble obtenu en ajoutant 2 RP les régles de réduction
précédentes.

Nous dirons qu'une clause est normalisée par l'ensemble de clauses S si elle est complétement
simplifiée par les équations disponibles de S. Nous supposerons également qu'une clause est
ajoutée au systéme courant uniquement si, aprés avoir été normalisée, elle n'est pas subsumée par
une clause déja présente dans ce systéme (forward subsumption).

Théoréme de Complétude: toute dérivation équitable issue d'un ensemble E-inconsistant de
clauses de Horn contenant x=x, contient la clause vide.
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3. Ensembles de Horn saturés

Définition 3.1: ensemble saturé,

Un ensemble de clauses de Hom S est saturé pour INF si S est E-consistant et si aucune
nouvelle clause ne peut étre inférée 4 partir de S. Plus précisément, toute clause de RP(S), aprés
normalisation, est une tautologie ou est subsurnée par une clause de S.

La notion de saturation peut étre considérée comme une généralisation de la notion de locale
convergence des systémes de réécriture. L'algorithme de saturation consiste 2 itérer I'application
des régles d'inférences de INF 3 un ensemble initial S.

Exemple 1. L'ensemble de clauses suivant est saturé:

1. P(0) 2. P(x) V P(s(x))

En effet nous avons vu dans la section 1.2 du Chapitre 3 qu'aucune résolution n'est possible
sur ce systéme car P(x) < P(s(x)) pour tout ordre de simplification complet.

Exemple 2. Considérons maintenant une spécification du prédicat inférieur ou égalnoté i dans
I'ensemble des entiers (s et p sont les fonctions successeur et prédecesseur) (Kaplan 87):

0. x=x. 5.-i(o.x) =t V i(o,5(x)) =t.
1. s(p(x)) = x. 6. —i(ox) = £ V i(o,p(x)) = f.
2. p(s(x)) = x. 7. ils(x)y) = ix, p(y)).
3.i(o0) =1 8. i(p(x).y) = i(x, s(y)).

4. i(o,p(o)) = f. 9, —t=f,

L'algorithme de saturation appliqué 2 0..9 avec le RPO lexicographique de (Dershowitz 87) et la
précédence [I>p>s>0>t>f, s'arréte aprds avoir engendré deux nouvelles clauses:

10. —i(0,s(x)) = f or i(0,x) = f. par paramodulation de 2. et 6.
11. =i(o,p(x}) = t or i(0,x) = t. par paramodulation de 1. et 5.

Remarquons que les méthodes de rééeriture conditionnelles sont incapables de traiter les ragles
10. et 11. car leur pré-condition est plus grande que leur conclusion. Un autre aspect important de
notre approche est I'utilisation de clauses négatives telles que 9. pour éviter la divergence du
processus de saturation. Sans 9., une infinité de clauses serait engendrée; cependant, en présence
de 9., ces clauses sont immédiatement subsumée. La clause —t=f est un théordme inductif de la
spécification 1,...,8. L'adjonction de théordmes inductifs 3 une spécification, peut étre considérée
comme une manidre d'approcher le modele initiel par des formules du premier ordre. Cotte idée
aussi été exploitée dans (Ganzinger 86).

Exemple 3. Tout systéme de réécriture convergent dont les régles sont orientées par un ordre de
simplification complet.

D'autres exemples sont présentés en appendice.
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Définition 3.2: Input dérivation.

Une input-dérivation D, d'un ensemble de clauses S, est une suite de clauses {C1,...,Cp) such
that C1€S and each Cj4.] est soit un facteur de Cj, soit un résolvant de C; et d'une clause de S, soit
un paramodulant d'une clause de S dans Cj. Cy s'appelle la clause-sommet . Si Cyy est 1a clause
vide alors D est une input-réfutation de S.

Théoréme 3.3: Soit C une clause négative et S un ensemble de Horn saturé (contenant x=x).
Alors S U {C} est E-inconsistant ssi il admet une input-réfutation de clause-sommet C.

preuve: la validité du systéme INF démontre 1a suffisance de Ia condition.

Supposons maintenant que S U {C} est E-inconsistant, ol S est un ensemble de Horn saturé
(contenant x=x). Comme INF est complet, il existe une réfutation § U {C). La réfutation contient
au moins une occurrence de C car S est E-consistant. Toute clause dérivant de C est nécessairement
négative. Comme aucune inférence n'est possible entre des clauses négatives, C n'apparait qu'une
fois dans la réfutation, Soit (Cy,...,Cj,....Cy) la suite des clauses dérivant de C dans la réfutation
(C1=C et Cy=[]). Si Cj n'est pas un facteur de Cj.1, alors un au moins des parents de Cj est une
clause non-négative Pj; une clause de ce type ne peut s'obtenir qu'a partir de clauses de S (C n'a
que des descendants négatifs). Cependant d'aprés I'ypothese de saturation, aucune clause ne peut
se déduire de S. Donc la clause P; appartient 4 S, ce qui signifie que Ia réfutation est une input-
réfutation.

4. Sémantique opérationnelle.

D'un point de vue formel, la version raffinée de paramodulation que nous utilisons s'interpréte
en terme de réécriture conditionnelle. Cependant, nous appliquons une clause 3 un terme clos
comme une régle conditionnelle , uniquement si la clause admet une condition qui n'est pas plus
grande que la conclusion.

Par exemple, les clauses 10, et 11. de l'exemple 2 ne seront jamais appliquées comme des
régles de rééeriture. Donc un ensemble saturé de clauses peut se décomposer en deux parties

1. La partie statique qui est 'union des clauses négatives et des clauses dont les conditions sont
plus grandes que la conclusion. Aucune de ces clauses n'est jamais utilisée pour normaliser les
termes.

2. La partie opérationnelle formée des clauses pouvant servir éventuellement de régles de
rééceriture,

Définitions 4.1:
Soit S un ensemble de Horn, nous définissons STAT/C(S) comme I'ensemble suivant de
clauses {— C V D € $ tel que pour chaque substitution close 6, D8 < C8) et OPER(S) comme le

complémentaire de STATIC(S) dans S. En particulier, STATIC(S) contient toutes les clauses
négatives de S.
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Définition 4.2: relation de réécriture conditionnelle,
Soit S un ensemble de Horn, A et B deux termes clos ou deux littéraux clos.

Soit —=C V s=t un élément de S, oi C est une conjonction de littéraux positifs. Alors
A - B par =C V s=t dans le contexte S
s'il existe une substitution 6 telle que A= A[s6], B=A[t8], s6>t0
et une substitution close 6 telle que 1.5 = (CO)o,
2.Dom(0) N (V(s) U V(D} =0,
3.(s6=t0) ¥ Co

Soit A un littéral et ~C V A' un élément de S, od C est une conjonction de littéraux positif et A'
est un littéral positif. Alors

A — VRAI par ~C V A’ dans le contexte S
s'il existe une substitution 0 telle que A = A'®
er une substitution close 6 telle que 1.8 |= (C6)o.
2.Dom(c) N V(A) =0
3.A'0% Ce

Nous écrivons A -5->B au lieu de A->B par une clause de S (dans le contexte de la théorie S).
La cléture reflexive-transitive de -S-> est notée -S->*.
Remarquons que -S'-> et -S-> sont égales lorsque S' = OPER(S).

Définition 4.3:
Un ensemble de Horn préserve les termes clos si tout littéral équationnel positif s=t appartenant
aune clause de S est orientable ou bien vérifie V(s)=V(1).

Dans la suite nous ne considérerons que des ensembles de Horn qui préservent les termes clos.

Remarque 4.4
La relation -S-> n'est pas décidable en général, car elle nécessite de vérifier la consistance d'une
clause dans le contexte S.

Proposition 4.5:
Soit A un littéral positif clos et S un ensemble de Horn saturé (contenant x=x). Alors les deux
propositions suivantes sont équivalentes:
1.Si=A
2. A -§->* VRAI

preuve: Supposons 1. Alors {—A}U S est E-inconsistant. D'aprés le théoréme 3.3, 1 existe
une input-réfutation de {—A} U S de clause-sommet —A. Raisonnons par induction noethérienne
sur A, pour l'ordre de simplification <. Plusieurs cas sont a distinguer, selon la premigre régle
d'inférence utilisée dans la réfutation.

cas 1: la premiére inférence est une résolution entre —A et une clause A' V D od D est une
disjonction de littéraux négatifs et A' un littéral positif. Soit 6 le filtre le plus général de A' vers A,
Alors le reste de la réfutation est une réfutation of D8. Par conséquent, il existe une substitution ¢
telle que S I= —DOc. Donc A -S->VRAI par A'V D.




100 CHAPITRE 5

cas 2: il existe un sous-terme s8 de A telle que la premigre inférence est une paramodulation
entre —Afs6] et la clause s=t V D, ou 0 est le filtre le plus général de s6 vers s. Comme A est clos,
6 est close également; donc nous avons s6>t0. La clause obtenue aprés cette premiére inférence est:
—A[t8] V D8. Comme le reste de I'input- réfutation est une input-réfutation de cette clause, il existe
une réfutation de —A[t0] et une réfutation of D8. Nous en déduisons immédiatement:
(1) S I= A[10] (rappelons que A[t0] est clos)
(2) S I=-Dbc
pour une certaine substitution close ©.

Remarquons que A[t6)<A[s6] par monotonie de <. Donc, d'aprés 'hypothése d'induction:
(3) Altg] -S->* VRAI

La relation (2) valide la réécriture conditionnelle suivante:
(4) A[sB] -> A[t6] par s=t V D.

En rassemblant (3) et (4) , nous obtenons une dérivation de A vers VRAIL

Corollaire 4.6:
Si S I=s=t, ol s et t sont clos, alors il existe un terme clos B tel que
§-S->% B *<-S-t.

Clest la propriété de Church-Rosser pour les ensembles de Horn saturés.

preuve: d'aprés la proposition, s=t -S->* VRAIL Nécessairement il existe une étape de
réécriture 2 la racine du littéral s=t. Cette étape correspond 2 une résolution dans I' input-réfutation,
et C'est la dernigre étape. Donc, nous avons s=t -S->* a=b -S-> VRAI Cependant une résolution
sur un littéral d'égalité n'est autorisée que si l'autre clause est x=x. Cela implique que g est
identique 2 b. Par conséquent nous pouvons prendre f§ égal 2a .

Corollaire 4.7;
Sis *<-S- t-S->* u, ol 5,t et u sont clos, alors il existe un terme clos v tel que
§-S->%y *<-§-u.

Clest la propriété de confluence sur les termes clos.

preuve: sit-5->* s et £ -5->* u alos § |- s=u par validité de la relation de 1éécriiuie. Nous
pouvons alors conclure avec le corollaire précédent.

Corollaire 4.8:
Soit A1V Ag V..V Ay une disjonction de littéraux positifs clos et S un ensemble de Horn
saturé (contenant x=x), Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes:
LSI=AI VA V.VA,
2. A1V Ag V..V Ag -S->* VRAI

preuve: une propriété connue des ensembles de Homn est que leurs conséguences logiques sont
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toujours (équivalentes ) des clauses de Horn, Donc la condition 1. est équivalente A:
3.ilexiste i€ {1,..,n} tel que S I= Ai.
Le résultat s'en déduit par la proposition 4.5.

5. Problémes de terminaison

Nous pourrons résoudre le probléme du mot dans une théorie de Horn saturée par normalisation
si nous éliminons les deux problémes de terminaison suivants:

1, Terminaison de la réécriture.

2. Décidabilité de chaque étape de réécriture.

Le premier revient & montrer qu'il n'existe pas de chafne infinie de réécriture par -S->. Avec nos
hypothéses, nous évitons ce probléme, car nous utilisons des ordres noethériens pour orienter les
€équations, a savoir les ordres de simplification, .

Pour appliquer une régle conditionnelle, il faut prouver les pré-conditions de la régle. Donc,
nous avons besoin de prouver la terminaison des appels récursifs 2 notre démonstrateur.

Pour assurer I'arrét de ce processus, nous ajoutons une nouvelle restriction sur I'ensemble S
étudié, & savoir que les conditions d'une régle n'introduisent pas de nouvelles variables:

Définition 5.1: ensemble étroit

Un ensemble de clauses de Horn est éroit si pour toute clause C de S, nous avons
V(COND) € V(A)

ol A est le littéral positif de 1a clause C et COND est la disjonction des littéraux négatifs de C.

Sous des hypoth&ses analogues, des systémes de ré€criture conditionnels ont été étudiés par
(Remy 82)(Remy Zhang 84)(Kaplan 87) et (Jouannaud Waldmann 86).
L'importance des ensembles de Hom étroits apparait dans la proposition suivante:

Proposition 5.2:
La réductibilité d'un terme clos par -S-> est décidable quand S est un ensemble étroit saturé.

preuve: supposons que A soit égal 3 A', ot 8 est le filtre le plus général de A vers A'; testons
si A peut 8re réduit par —~C V' A", Cela revient & prouver que S = C6. Remarquons que CO est clos
(d'aprs la condition 1.). Supposons, pour simplifier, que C ne contient qu'an littéral. D'aprés Ia
proposition 4.5, § |= C6 est équivalent 4 C6 -S->* VRAL

Cependant, CO< A'9, et donc CO<A. Par hypothese d'induction (nocthérienne), nous pouvons
décider si C@ -S-> * VRAI La proposition s'en déduit.

Corollaire 5.3:
Sous les hypoth&ses de la proposition précédente, tout terme clos admet une unique forme
normale pour lIa relation -S->.

Nous aurons besoin d'une hypothése supplémentaire sur les ordres de simplification complets
utilisables. Cette propriété a deja été mentionnée dans la section 2.2.4. du Chapitre 2:
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Définition 5.4: Incrémentalité

Soit GT(F,P) la réunion des termes clos et des atomes clos construits sur les symboles de
fonctions F et les symboles de relations P.

L'ordre de simplification complet <, défini sur GT(F,P), est incrémental si, pour tout
ensemble de nouveaux symboles de constantes F', il peut étre prolongé en ordre de simplification
complet sur GT(F UF'.P)

La plupart des ordres utilisés en réécriture posséde la propriété d'incrémentalité: RPOS, RDOS,
PSO ... Nous supposerons dans la suite de ce travail que les ordres de simplifications complets ont
cette propriété peu restrictive.

Proposition 5.5:
Le probléme du mot est décidable dans les théories axiomatisées par des ensembles de Horn
étroits et saturés qui préservent les termes clos.

preuve: soit S un ensemble de Hom étroit et saturé, et a et b deux termes.

Remarquons que S |= a=b ssi S |= ap=by , olt |t est une substitution qui remplace chaque
variable de a=b par une nouvelle constante. Nous pouvons prolonger < a I'univers de Herbrand de
(S,ap=bp} car < est incrémental. D'apres Ie corollaire 5.3, il existe des termes clos irréductibles
par -S>, a' et b', tels que:

a-S->*a’ et bu-S->*b' .

Comme S est étroit, la relation de réécriture sur les termes clos est décidable; donc, les termes
a'et b sont accessibles. La proposition S |= apu=by est équivalente 4 S |= a'=b'". La propriété de
Church Rosser des ensembles saturés implique:

S = a'=b' ssi a'=b' (syntaxiquement).

Quand le syst¢éme S n'est pas étroit, nous pouvons tester les pré-conditions des régles
conditionnelles par narrowing conditionnel comme dans (Kaplan 87) ou (Jouannaud Waldmann
86). Bien sfir, nous perdons alors la complétude.

Cependant, lorsque l'ordre de simplification est linéaire, (i.e. tout terme clos admet un nombre
fini de minorants, comme la variante de I'ordre de Knuth et Bendix donnée dans (Peterson 83)),
alors nous pouvons résoudre le probléme du mot sans supposer que les ensembles saturés sont
étroits. En effet il suffit d'essayer toutes les substitutions closes qui rendent ses pré-conditions plus
petites que sa conclusion, pour savoir si une régle conditionnelle s'applique. Bien entendu, cette
méthode énuméralive est trés inefficace.

6. Comparaison avec les autres approches.

A la différence des autres approches conditionnelles les pré-conditions de nos régles sont
(équivalentes 2) des conjonctions de littéraux positifs: les régles sont avant tout des clauses de
Horn. Nous sommes donc assurés de l'existence d'un modele. De plus il existe un modele minimal
analogue & 1'algebre initiale des théories équationmelles.

Le mécanisme de saturation est identique 4 la complétion conditionnelie. Cependant, notre
procédure n'échoue pas en présence d'une équation non orientable ou lorsque le systéme n'est pas
étroit. Ce qui importe, pour obtenir une procédure de décision, est de terminer sur un ensemble
saturé, étroit, qui préserve les termes clos.
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7. Preuves dans le modele initial

Les ensembles de Horn admettent un modsle de Herbrand minimal, le modéle initial qui est le
plus intéressant pour de nombreuses applications.

Définition 7.1:
Le modéle initial d'un ensemble de Horn est I'interprétation de Herbrand vérifiant pour tout
atome clos A:
I(A) = VRAIssiS [= A

Une clause C est valide dans le modele initial de S ssi toute instance close de C est un théoréme
de S. I est en général impossible de prouver qu'une clause est valide (ou invalide) dans le modéle
initial en utilisant seulement le systéme d'inférence INF: une forme de raisonnement par induction
est également nécessaire,

Nous montrons dans cette section comment construire des preuves dans le modgle initial par une
extension trés simple de notre systéme d'inférence. Comme dans (Jouannaud Kounalis 86), nous
exprimons la validit€ dans le modele modgle initial de S par la relation de réduction induite par S. La
clause C est valide dans le modele initial de S ssi S et SU{C} ont le méme modgle initial; mais ce
modele est caractérisé par les formes normales closes de -S->. I nous suffit donc de montrer que la
relation de réduction associée 3 SU{C} associe & chaque terme clos la méme forme normale que par
la relation de réduction -S->.

Avant d'étudier le cas général, nous considererons des ensembles de Hom sans égalité.

7.1. Ensembles de Horn sans égalité.

Définition 7.1.1:

Soit un ensemble de Horn S (sans égalité), une clause C est inductivement réductible par
rapport & S ssi pour toute substitution close 6: .

soit il existe un littéral positif P de C tel que PO est réductible par rapport 3 S,

soit il existe un littéral négatif —N de C tel quet N© est irréducible par rapport & S.

Exemple 7.1.2;
Soit § I' ensemble{P(0), —P(x) V P(s(x))). Alors I'atome P(x) est inductivement réductible par
rapport a S.

Le théoréme clef de cette méthode est:

Théoréme 7.1.3;
Soit S un ensemble de Horn saturé (sans égalité) qui préserve les termes clos. Alors une clause
Cest valide dans le modgle initial de S ssi C est inductivement réductible par rapport 2 S.

Exemple 7.1.4:

Soit § I'ensemble saturé { Eq(x,x), i(0,s(x)), —i(x,y) V i(s(x),s(y))}

ou i représente la relation inférieur sur les entiers naturels. Les formules suivantes sont valides
dans le modéle initial de S, car elles sont inductivement réductibles:
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i(x,s(x)) , —i(x,x) , i(x,y) V i(y,x) V Eq(x,y) (loi de trichotomie).
Noter que la demiére formule n'est pas une clause de Hom.

7.2. Ensembles de Horn avec égalité,

I JEER]

Etendons 1a méthode précédente afin de pouvoir traiter 1'égalité. Rappelons que les formes
normales closes pour la relation -S-> ne sont pas modifiées lorsque S est augmenté d'une clause
valide dans son modgle initial.

Définition 7.2.1:

Soit un ensemble de Horn S. Un littéral A positif non équationnel (resp. une équation s = t avec
s > t) est inductivement réductible par rapport S ssi toutes les instances closes de A (resp de s)
sont réductibles par rapport 4 S.

Lemme 7.2.2:

Soit § un ensemble de Horn qui préserve les termes clos et A un littéral positif qui est
inductivement réductible par rapport & S. Alors un terme clos ou un atome clos est en forme
normale pour S ssi il est en forme normale pour S U {A}.

Si nous considérons seulement des ensembles saturés, les propriétés de confluence de la section
4 montrent que I'adjonction d'un atome inductivement réductible ne modifie pas le modgle initial:

Théoréme 7.2.3:

Soit § ensemble de Horn saturé qui préserve les termes clos et A un littéral positif. Supposons
que S U (A} est saturé aussi. Alors A est valide dans le modgle initial de S ssi A est inductivement
réductible par rapport 2 S.

7.3. Vérification de la réductibilité inductive,

La réductibilité inductive est en général indécidable. Pour quelques classes intéressantes
d'ensembles de Horn (sans €galité) nous avons construit un algorithme de décision fondé sur la
notion d'ensemble test, telle qu'elle est décrite dans le cas équationnel (Jouannaud Kounalis 86):
vérifier la réductibilité inductive d'un objet revient 2 tester la réductibilité d'un nombre fini
d'instances closes de cet objet. Les instances closes a examiner ont une profondeur déterminée par
la profondeur des littéraux de S. Voir (Kounalis Rusinowitch 1987).

Exemple 73.1:

Soit S I'ensemble{ P(0) , —P(x) V P(s(x)) }. Pour I'atome P(x) , nous pouvons prendre pour
ensemble test {P(0), P(s(0)). P(s(s(0))), P(s(s(s(0)))}. Chaque atome de I'ensemble test est
réductible et donc P(x) est inductivement réductible par rapport 2 .
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8.Appendice

8.1. Voici une spécification des listes ordonnées. Les flaches indiquent les clauses
opérationnelles; ces clauses sont les seules nécessaires pour normaliser les termes clos; elles
forment un systéme convergent sur les termes clos:

0.x=x

1. —t=f.

2. —i(x,y)=t V —i(x,y)=f.
> 3 -ixy)=f V i(y,x)=t.

4. —i(x,y)=f V —i(y,x)=f .

5. —i(x,x)=f.

2> 6.=i(xy) =t V max(x,y)=y.
> 7.-i(xy) =f V max(x,y)=x.
2> 8. i(x,max(x,y))=t.
> 9. i(y,max(x,y))=t.

> 10. ordered(nil).

= 11. ordered(cons(x,nil)}.

> 12.-i(x,y)=t V —ordered(cons(y,z)) V ordered(cons(x,cons(y,z))).
13. —i(x,y)=f V —ordered(cons(x,cons(y,z))).

> 14. insert(x,nil)=x.
> 15, =i(x,y)=t V insert(x,cons(y,z))=cons(x,cons(y,z)).
> 16, -i(x,y)=f V insert(x,cons(y,z))= cons(y,insert(x,z)).

Nous avons démontré la convergence de cet ensemble de clauses en orientant les termes par le
RPOS de status gauche-droite et la précédence:
insert> cons > max >1 >t >f >nil.

8.2. Voici une spéeification des fonctions pair et impair sur les entiers:
0. x=x
1. even(o)=t.
2. even(s(o))=f.
3. even(s(s(x)))=even(x).
4. —even(x)=t V odd(x)=f.
5. —even(x)=f V odd(x)=t.
6. —t=f.

Si nous essayons de saturer cet ensemble de clauses, par le RPOS et 1a précédence:
odd > even > s > 0 >t >f, nous obtenons la clause

7. —even(x)=t or —~even(x)=f or t=f.
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Cette clause est simplifiée (simplification clausale) par 6. en:

T'. —even(x)=t or —even(x)=f
Les clauses 1..5 forment un systéme convergent sur les termes clos.

CHAPITRE 6

Ensembles complets de régles d'inférence pour
les axiomes de régularité.
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1. Introduction.

L'introduction de la paramodulation pour éviter d'appliquer la résolution avec les axiomes
d'égalité peut se généraliser, Il est en effet possible d'incorporer d'autres théoxies que 1'égalité dans
des mécanismes d'inférences ad hoc, de sorte que leurs axiomes ne soient jamais requis dans une
déduction. L'espace de recherche et 1a longueur des preuves en sont considérablement réduits. La
procédure de preuve peut simuler ainsi un raisonnement 4 deux niveaux:

- un niveau spécialisé relatif 2 la théorie construite dans le mécanisme d'inférence, par exemple

le raisonnement équationnel,

- un niveau universel pris en compte par la régle de résolution,

Stickel (1985) a développé une étude systématique de cette approche, appelée "theory resolution.".

De nombreuses théories axiomatiques appellent des schémas de raisonnement d'usage fréquent,
Par exemple en théorie des ordres, on infére a<c de a<b et b<c par transitivité. Si I'on exprime ce
raisonnement par la seule régle de résolution, on obtient:

a<b —(x<y ) Valy<z) Vs
|
b<c - (b<z)Va<
|
a<c

Remarquons également que de a<b et de I'axiome de transitivité, on peut engendrer une infinité
de conséquences par résolution. Il est plus nature] et plus efficace de construire une régle du type:

usy VR yew VO
u<w VR VQ

et d'exclure la transitivité de I'ensemble initial des clauses. Cette fois, on ne peut engendrer qu'une
seule conséquence et a déduction ne comporte qu'une seule étape.

Des régles d'inférence compiétes sont connues pour les ordres et la théorie &lémentaire des
ensembles (Slagle 1972) (Slagle Norton 1975), pour les ordres totaux denses (Bledsoe Hines 1980)
(Bledsoe et al. 1985), pour les relations binaires spéciales (Manna Waldinger 1986).

Plotkin (1972) a montré comment incorporer des axiomes équationnels, comme 1a commutativité
ou l'associativité dans le processus d'unification, qui est 4 la base de la résolution, pour obtenir des
procédures completes. Slagle & proposé de construire les théories équationnelles dans le processus
de déduction par la régle de surréduction ("narrowing"), qui n'est autre que la paramodulation
orientée suivie de normalisation. Comme le remarque Fages (1983), la procédure de Slagle est une
instance de ceile de Plotkin, avec pour algorithme d'unification équationnelle celui de Fay (1979),
qui procéde justement par surréduction.




Nous allons considérer maintenant le point de vue sémantique, en cherchant 2 construire les
modeles adaptés aux théories que I'on souhaite incorporer dans les régles d'inférence. Nous avons
remarqué, en logique du premier ordre avec égalité, qu'il suffisait de raisonner sur les modeles de
Herbrand égalitaires ou E-interprétations. En effet un ensemble de clauses est consistant avec la
théorie de I'égalité si et seulement si il est validé par une E-interprétation (cf. Chang Lee 1973 ).

Considérons plus généralement un ensemble d'axiomes C. Définissons une C-interprétation
comme un modele de Herbrand qui valide C. Par exemple, pour C = {x.y=x.z = y=z] UE, une
C-interprétation est une E-interprétation I qui vérifie de plus I(a.b=a.c) = I(b=c) quels que soit les
termes closabetc.

Comme pour I'égalité le théoréme de Herbrand s'adapte immédiatement: un ensemble de clauses
est consistant avec la théorie C si et seulement si il est validé par une C-interprétation . Pour obtenir
une construction incrémentale des C-interprétations, nous supposerons l'existence d'un ordre sur
l'univers de Herbrand, tel que que la valeur d'un atome pour une C-interprétation ne dépende que
des valeurs des atomes le précédant,

Si nous reprenons I'exemple précédent, nous remarquons que les C-interprétations incrémentales
ne peuvent se définir simplement comme des ET-interprétations (cf. chapitre 2):
Supposons qu'une interprétation I soit définie pour tout atome strictement inférieur & (a.b=a), et que
b>a (pour un ordre CSO). Supposons également que I(b=2)=F , [(a.a=a)=V et que (a.b=a) ne soit
pas réductible par une équation valide de 1. Dans la construction classique des E-interprétations, la
valeur de I(a.b=a) peut étre prise aussi bien égale 4 V ou F. Cependant si I(a.b=a) vaut V, il sera
impossible de prolonger I de maniére consistante avec C : par les axiomes d'égalité I(ab=a.a)=V, et
par I'axiome de régularité I(b=a)=V. Par conséquent dans la situation décrite par les hypotheses, il
est nécessaire de donner 3 (a.b=a) lavaleur F.

L'analyse de la construction des C-interprétations nous a permis de découvrir des régles
d'inférence suffisantes pour circonvenir complétement 1'axiome de régularité. De nombreux autres
axiomes autorisent des constructions semblables.

2. Regles d'inférence pour les axiomes de régularité.

Nous présentons trois types de régles de régularité: régularité simple, régularité avec identité,
régularité sanf pour 1'élément nul.

2.1. Régularité a droite,
Une fonction f est réguligre & droite si elle vérifie la loi de régularité & droite:

Yayz (fox)=f @x)oy=z).
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Pour simplifier nous ne considérerons que ce type de régularité. La régularité A gauche peut étre
traitée de maniére symétrique. Cet axiome, s'il est juste ajouté & l'ensemble de clauses donné, peut
engendrer de nombreuses nouvelles clauses par résolution et paramodulation. En le remplagant par
des régles d'inférence, nous n'engendrerons que les clauses les plus significatives. Dans la suite
nous donnons une version peu raffinée des régles d'inférence. Une version optimisée, introduisant
un ordre CSO sur les termes sera donnée plus loin. Deux listes (s 5,... .5 ) et (£, .. ,¢ ;) sont
unifiables avec pour unificateur principal o, ce qui s'écrit: (s 3,...,8 Jo= (1, ...t )0, o est
V'unificateur le plus général vérifiant s jo=t ;6 quel que soit i .

(s=t YVC (s=t )VC, (I=r YVD
y=z)oVCo (y=z)aVCoVDgo
on (s;t) o=(fiyx), fizx) ) o ot (stlr)o=(flyx), u fizx), u)c

La validité des régles d'inférences C1 et C2 est facile 2 établir. Ces régles, avec la résolution, la
factorisation et la paramodulation forment une stratégie compléte pour le calcul des prédicats du
premier ordre avec égalité et avec des symboles réguliers a droite . Le seul axiome requis est x=x.

Montrons F'utilisation des axiomes sur un exemple trés simple. Soit les deux clauses:
(b+y yra=y d

et
b+a+a)yra Q@

avec + régulier 2 droite. La seule régle applicable est C1 sur la clause c1, produisant:
b+(x+a)=x.
Par résolution de c3 et c2, on obtient une contradiction .
2.2. Régularité avec Identité.
Des regles d'inférence analogue s'obtiennent pour d'autres axiomes de régularité, Par exemple, il
est fréquent de rencontrer en algébre un élément identité e pour un opérateur, satisfaisant la loi de

régularité suivante:
Vxy (fyx)=x 2y =¢ )

Bien que cette loi résulte de la régularité 2 droite et de I'axiome d'identité  gauche, il peut étre
intéressant de I'étudier indépendamment, comme un axiome, sans les deux autres, L'opérateur +
dans la théorie des anneaux satisfait cet axiome, et Stickel 2 montré le gain d'efficacité considérable




lorsqu'il est exprimé par des régles d'inférence(Stickel 1984).
Laregle C1 peut étre modifiée en:

(s=t )VC
Cll
oc(y)=eVCo
o (st)o=(f (yx)x)o

Cette seule régle, et, bien sir la résolution, la factorisation et la paramodulation forment une
stratégie compléte pour le calcul des prédicats avec égalité et certains opérateurs réguliers 2 droite
avec identité, Remarquons qu'un axiome du type de CI1 est introduit pour chacun de ces opérateurs.

Larégle C2 peut aussi étre modifiée en:

(s=t)VC, (l=r VD
C1z

(y=e)oVCoVD ¢
o (srlryo= (fyx),uxu )o

Cependant elle n'est pas nécessaire 2 la complétude.

2.3. Régularité sauf I'élément nul.

Dans de nombreuses théories (domaines d'intégrité, corps) la loi de régularité d'un opérateur est
vérifiée sauf pour un élément nul.
Soit f un opérateur et O son élement nul (autrement dit, £(0,x )=0 pour tout x ), la loi de
régularité sauf 'élément nul est:
Vayz (x20 Af@x)=f @x)oy =2)

En modifiant les régles d'inférences de 1a régularité 4 droite pour tenir compte de la condition x
#0 nous obtenons les régles d'inférence suivantes:

s=t)VC
CN1
(y=z)oVCoV (x=0)c

ok (st )o=(f (yx)f(zx)) o
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(s=t)VC, (I=r)VD
CN2

O=z)oVCo V (x=0)o
o (5,t,Lr)e =(f(yx)uf(zx)u)c

Comme exemple simple, nous montrons qu'un anneau commutatif est un domaine intégre si*
est régulier & droite sauf '€lément nul. En d'autres termes, nous voulons prouver que:

Vxy (x "');=03x=0Vy=0)

Aprés skolémisation du but, les données contiennent:

0*x=0 al
a*b=0 c2
a#0 c3
b0 c4

En appliquant CN 2 sur ¢ 1 et ¢ 2, nous obtenons
a=0Vb=0, c5

ce qui, avec ¢ 3 et ¢ 4, conduit immédiatement 2 une contradiction.

3. Regles d'Inférences avec Ordre de Simplification Complet.

Les régles d'inférence décrites plus haut peuvent étre améliorées considérablement (tout en
conservant la complétude) si l'on introduit un ordre CSO sur les termes. De plus, l'utilisation des
regles de O-paramodulation et démodulation contribuent encore A l'accroissement de I'efficacité.

Les CSO permettent de comparer les littéraux dans une clause et les membres d'une équation. Iis
permettent de limiter les inférences aux éléments maximaux des données. Au Chapitre 3 la
paramodulation, la réselution et la factorisation ont 6t raffinés grice aux CSOs. On pout restreindic
de la méme manitre les régles d'inférence pour les axiomes de régularité. Les régles d'inférence C 1
et C 2 deviennent:
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(s=t\VC
SC1
=z)oVCo

on (s2)6=(f(yx)f(zx))o, (s=t)64 Lo YLeC

(s1=1)VCy, (s 9=t )VC;
SC2

O=2)cVC,6VCy0
ol (5,15, )0 = (Fyx )uf(zx)u) o, et (s;=t;)o$Lc YVLeC;

1l faut noter que si le CSO utilisé compare les prédicats d'abord (= étant le plus petit de ces
prédicats) aucune inférence de type SC1 ou SC2 ne sera appliquée 2 une clause contenant d'autres
prédicats que I'égalité ( car tout littéral égalitaire est plus petit que tout littéral sans égalité, voir
Chapitre2).

Les régles ci-dessus, plus les raffinements de la résolution, factorisation et paramodulation
construits sur l'ordre forment une stratégie complete:

Théoréme 3.1: Soit un ensemble de clauses S contenant x=x, S n'est valide dans aucun modele
de la théorie formée des axiomes d'égalité et de I'axiome de régularité 2 droite ssi on peut engendrer
NIL 3 partir de S avec les régles SC 1-SC 2, O-résolution, O-par dulation, O-factorisation.

La preuve nécessite d'introduire des arbres transfinis représentant I'ensemble de tous les modeles
canoniques de l'axiome de régularité (et de la théorie égalitaire). Remarquons que ni les axiomes
réflexifs fonctionnels ni I'axiome de régularité ne sont requis.

Les autres régles d'inférence pour la régularité peuvent aussi étre modifiée pour tenir compte du CSO.

Dans ce chapitre nous avons présenté plusieurs ensembles complets de régles d'inférence qui
remplace les axiomes de régularité. L'avantage de ces régles spécialisées est qu'elles engendrent
moins de conséquences redondantes et conduisent & des preuves plus directes. Nous avons amélioré
ces régles en utilisant un CSO. 1l est également possible d' ajouter des régles de réduction, comme au
Chapitre 4, sans perdre la complétude. Les régles d'inférence de la régularité se sont aussi révélées
précieuses pour accélérer la convergence de la procédure de Knuth-Bendix. L'implantation d'un
prototype a permis d'obtenir un systéme canonique pour les groupes aprés génération de 14 équations
au lieu des 17 habituelles. (Le systéme final contient 10 régles comme dans (Knuth Bendix 1970)).
La cause principale de cette amélioration est la dérivation immédiate de la régle (-x )}+(x +y)— y, qui
s¢ trouve dans le systéme final, & partir de l'équation x+{(-x }+y ) =y et d'une régle de
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distributivité gauche,

Dans (Knuth Bendix 1970) les axiomes de régularité simple sont construits dans un cadre
€équationnel, en ajoutant un nouveau symbole de fonction pour chaque opérateur régulier. Cette
méthode s'étend facilement au premier ordre. Comme cette approche permet de simuler nos régles
diinférence, elle est également compléte, mais il semble qu'elle engendre plus de clauses.

Une régle d'inférence appelée paramodulation négative pour traiter la régularité 2 ét6 introduite par
(Wos MacCune 1986). Cette régle ne permet pas d'éliminer complétement les axiomes de régularité,
Un simple contre-exemple est I'ensemble inconsistant {a+c =b+c, h(a ) # h (b )},00 + est régulier 2
droite. Ni la paramodulation négative, ni Ia paramodulation, ni la résolution ne sont applicables
aucune clause. Cependant la paramodulation négative est compatible avec les régles d'inférence pour
la régularité que nous avons introduites. Cette rgle devrait améliorer les performances de nos
stratégies car elle introduit une certaine forme de recherche en chainage arritre.




4, Preuve de complétude des régles d'inférence pour les axiomes de régularité.
4.1. Régularité a droite.

Soit f un symbole de fonction qui vérifie I' axiome:
©€) ¥xy.z fOxf@x) =y=z
Pour simplifier les notations, nous omettrons le symbole f et nous écrirons ab au licu de f (a,b).

Théoréme 4.1: Un ensemble de clauses S est inconsistant par rapport aux axiomes d'égalité et de
régularité A droite si et seulement si une contradiction peut étre obtenue de S U {x=x] avec les régles
d'inférence SC1, SC2, O-résolution, O-paramodulation et O-factorisation.

La preuve suit le schéma habituel. L'ensemble des régles d'inférence sera noté CRP.
4.1.1. Construction de Modeéles Canoniques pour I'Axiome de Régularité 4 Droite,

Une interprétation de Herbrand I est une C-interprétation si c'est une E-interprétation telle que:
YV a,b,c €T (F), I{ac =bc)=I(a=b).
Notons qu'une C-interprétation n'est autre qu'une interprétation de Herbrand qui est un modele
de K L{C} ol X est l'ensemble des axiomes d'égalité. Nous pouvons établir une version du
Théoréme de Herbrand pour la théorie K U{C }:

Théoréme 4.2: Soit S un ensemble de clauses. Alors S U K U (C } est inconsistant ssi § n'est
valide dans aucune C-interprétation.

preuve: voir (Chang Lee 1973).

Nous supposons donné un ordre complet de simplification < sur 7' (F,X) U A (P,F X). Cela nous
permet de construire les C-interprétations par induction, par rapport & cet ordre bien fondé:

Définition 4.3: Une interprétation I est une CT-interprétation si c'est une E-interprétation et si
pour tous les termes ¢, @, b, ¢ de T (F) vérifiant les 4 conditions suivantes:

1. ac=t est I-irréductible

2.t <ac

3. f(t=bc)=V

4.bc <ac

nous avons également [{ac =t)=F

Lemme 4.4: [ estune C-interprétation ssi I est une CT-interprétation.

=> Supposons que ac =t est I-irréductible, t <ac, I(t=bc=T, bc <ac .
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Supposons que l(ac=£)=T, comme I (bc=t)=T alors l(ac=bc)=I(t=1)=T. D'od I{a=b)="T, car/
est une C-interprétation. Mais cela contredit I'hypothése selon laquelle ac=t est I-irréductible.

<= Soit ] une CT-interprétation. Montrons que
VY a, b, ¢ Ifac=bc)=l (a=b). (*)

Supposons que cela soit faux, Soit alors ac =bc le plus petit atome tel que (*) n'est pas vérifié.
Plusieurs cas sont 3 considérer: (nous supposons que ac >bc)

cas 1: l{ac=bc)=F et I{a=b)=V. Ce cas ne peut avoir licu car I est une E-interprétation.

cas 2: I(ac=bc)=V et I{a=b)<F.

Par définition d'une CT-interprétation, ac=bc est I-réductible.

cas 2.1: a=b estl-réductible.

Notons que le terme g peut étre / -réduit en un terme @’ . Nous avons

(a'c=bc) < (ac=bc), l(a'c=bc)=V et l{a=b)=F.

Cela contredit I'hypothése selon laquelle ac=bc est le plus petit contre-exemple de (*).

cas 2.2: ¢ est J-réductible: comme en 2.2 nous pouvons construire un contre-cxemple plus petit.

cas 2.3: a, b, ¢ sont I-irréductible et ac=bc est I-réductible.

cas 23.1: il existe ad <be tel que I(ac=d)=V.

Prenons pour 4 le plus petit terme vérifiant lés hypothéses.
De I{ac=bc)=V nous déduisons /(bc=d)=V et ac=d est I-iméductible.
Ceci est impossible car la définition dune CT-interprétation implique /(ac=d)=F.

cas 2.3.2.: il n'existe pas de d, tel que d<bc etlfac=d)=V.

Comme ac=bc est I-réductible, il existe un terme d’ (<bc) avec I{bc=d’)=V. Prenons d' le plus
petit possible. Alors be=d’ est I-irréductible. Donc il en est de méme pour ac=d’, ce qui permet de
conclure comme dans le cas précédent.

Définition 4.5: arbre C-sémantique transfini.
L'arbre C-sémantique transfini est I'ensemble de toutes les C-interprétations gue nous pouvons

définir sur l'univers de Herbrand, ordonné par l'ordre de prolongement des applications.

Soit un arbre C-sémantique transfini CT, nous appelons arbre C-sémantique consistant maximal




d'un ensemble de clauses S, noté MCCT(S), le sous-arbre maximal de CT tel que pour tout noeud
I de MCCT(S), toute clause C de S et toute substitution close 0 tels que les atomes de C6 sont
dans le domaine de 1, /(C6)=T.

4.1.2. Preuve dans le cas des termes clos.

Supposons que CRP n'est pas une stratégie compléte, alors il existe un ensemble de clauses S
qui n'est valide dans aucune C-interprétation et tel que MCCT(S *) est vide. Considérons la branche
droite de MCCT(S*) et/ le demier noeud de cette branche. Chaque successeur immédiat de/ est un

noeud d'échec. Soit B un atome qui est la borne supérieure du domaine de 7

cas 1. si/ adeux successeurs immédiats, alors par O -résolution sur les clauses qui étiquettent
ces noeuds d'échec, il est possible de produire une clause de S * falsifiée par un ancétre de /.

cas 2. si [ a sculement un successeur et B est I-réductible, alors une étape de O-paramodulation
engendre une clause de § * falsifiée par un ancétre de /.

cas 3. supposons que / admet un seul successeur J et B est I-irréductible.

Nécessairement, il existe des termes @, b, ¢, ¢ tels que:
B = (ac=t), bc <ac, I(ac=t)=F et I(bc=t=V.

Supposons quebc est le plus petit terme vérifiant I'hypothdse précédente.

casdl:z=be

figure 1

Le noeud d'échec I peut étre étiqueté par une clause ac=bc V C1 de S *. Notons que ac=bc >
C1. Sinous appliquons la régle SCI , nous obtenons la clause a=b VCI.

Remarquons que /(C1}=F. Comme ac=bc est L-irréductible, alors /(a=b)=F. Donc a=b V CI es
falsifiée par un ancétre de / .

cas3.2:bec<t

118 ITRE
a=b F
1
ac=t
F
ac=tVC1
figure 2

Le noeud d'échec J peut étre étiqueté par une clause ac=t VC1 de § *. Comme ac=t est
I-irréductible, nous avons I(a=b)=F.

Lemme 4.6: il n'existe pas de terme a' tel que a’<a (resp. b’ <b, resp. ¢’ <c) et l{a=a’)=V
(resp. I(b=b')=V, resp. I(c= c')=V).

preuve: sil{a=a’)=Vou I(c=c¢')=V,ac=t serait I-réductible. Sil (b =b")=V, b’c seraitun
terme plus petit que be vérifiant les hypothéses.

Soit N larestrictionde & W(bc=t).

a=b

Lemma 4.7: be=t est N-irréductible.

preuve: Supposons qu'il existe un terme g tel que g <t et N (bc =g)=V. Alors
N (be =t )=N (bc=g)=N (t =g)=V.
Cela implique que ac=t est [-réductible. La méme conclusion reste valide si I'on suppose qu'il
existeun gtelque g <t etN (t=g)}=V.




figure 4
Comme b=t est N-irréductible, N admet deux successeurs. Le successeur droit M est forcément
un noeud d'échec car la branche droite méne 2 7. Donc M peut étre étiqueté par une clause be=t V
C2. Par application de la régle SC2 A bc=t V C2 et ac=t V CI, nousobtenonsa=b V CI V C2.
Il est facile de vérifier que /(a=b V C1 V C2)=F. Un ancétre de I falsifie donc une clause de S*, ce
qui est contradictoire.

4.1.3. Relévement des Inférences.

Nous devons montrer que chaque clause inférée A partir d'instances closes de clauses est une
instance d'une clause obtenue au niveau général.

Lemme de Relévement de SC1: Soit C laclause g=d V C". Supposons que (g ,d) et (xz,yz) ont
pour unificateur principal ¢ . Supposons que 8 est une substitution telle que g8 =ac, dé=bc.
Alors la clause a=b V C’8 est une instance de o (x )=0(y )V C'o .

preuve: remarquons simplement qu'il existe une substitution p telle que 8= ap, d'aprés la
propriété de I'unificateur principal.

Le relévement est analogue pour SC 2 .

4.2, Régularité sauf pour I'élément nul,

Théoréme 4.7: Un ensemble de clauses S est inconsistant par rapport aux axiomes d'égalité et de
régularité sauf 'élément nul si et seulement si une contradiction peut étre obtenue de § U {x=x }

avec les régles d'inférence CN1, CN 2, O-résolution, O-paramodulation et O-factorisation.

Definition 4.8: N-interprétation
I estune N-interprétation si c'est une E-interprétation vérifiant:
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Vx x0=0
Vxyz (x #0 Nyx=zx)=y=z

Définition 4.9: NT-interprétation

I est une NT-interprétation si/ est une E-interprétation vérifiant:
condition 1: V a, /{2 0=0)=V

condition 2: pour tous les termes a,bct vérifiant les 6 conditions
1.ac >t

2.ac =t estLirréductible

3. ¢ estdifférent de 0

4. ac >bc

5. I(bc=t)=VY

6. I{ac=t)=F

nous avons [ (ac=t = F

Lemma 4.10: / est une N-interprétation ssi c'est une NT-interprétation,

=:siac=t est I-iméductible et I(bc=1)=V. Alors I{c= 0)=F. Si K(ac=t)=V alors [(ac=bc)=V, et
donc I(a=b)=V en contradiction avec le fait que ac=t est I-irréductible.

¢=: Montrons que lorsque /(c=0)=F nous avons /{ac= bc)= I{a=b). Sinon soit ac=bc I'atome le
plus petit tel que /(c=0)= F et I(ac=bc) # I{a=b).

cas 1. 8i / (a=b)=V et lac=bc)=F nous avons une contradiction car / est un modele de la théorie
de I'égalité.

cas 2: supposons que /(a=b)=F et I{ac= bc)=V.

Sil(a=a')=V avec a>a’ ou I(b=b")=V avec b>b' ou I(c=c")=V avec ¢ >¢’ nous pouvons
construire un contre-exemple plus petit. Supposons donc a, b et ¢ L-irréductibles. La preuve se
termine comme dans la section précédente.

La preuve de complétude s'achéve comme pour la régularité 2 droite. Soit , B etJ définis
comme dans la section sur la régularité A droite. Considérons juste les cas ol la régle qu'il faut

appliquer est CNI ou CN2. AinsiB est supposé /-irréductible.

cas 1: B = (a0=0) et J (a0=0)=V
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figure 5
alors une paramodulation avec x 0=0 engendre une clause falsifiée par un ancétre de /.

cas 2:B = (ac=t)avecac >t etJ(ac=t)=F ,ac=t V C étiquette J.
Les hypothéses entrainent I(c=0)=F.

cas2.1: t=be.

I
acsbe F

ac=becVC

figure 6
Appliquons CN1, ainsi nous obtenons a=b V C V ¢=0 falsifiée par un ancétre de /.
cas 2.2: ¢ =bc. Dans ce cas on procéde comme dans la section précédente.
4.3, Régularité avec Identité.

Théoréme 4.11: Un ensemble de clauses S est inconsistant par rapport aux axiomes d'égalité et
de régularit€ avec identité si et seulement si une contradiction peut étre obtenue de § U {x=x } avec
les régles d'inférence CI1, O-résolution, O-paramodulation et O-factorisation.

Définition 4.12: I-interprétation
I estune l-interprétation si C'est une E-interprétation vérifiant
¥Yx, ex=x
Yxy, (x=x) = y=e.
Dans la suite nous supposons que e est le plus petit terme pour I'ordre de simplification complet
défini sur 1'hypothése de Herbrand.
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Définition 4.13: IT-interprétation

I estune IT-interprétation si c'estune E-interprétation vérifiant: Va,c e T(F)
condition 1: 1 (ea=a)=V.

condition 2: ac=c est J-irréductible = Kac=c)=F.

Nous ne démontrons pas le lemme suivant, dont la preuve est facile.

Lemma 4.14; I est une /-interprétation ssi c'est une /T-interprétation.

Esquissons le reste de la preuve, en prenant /, B et J comme 2 la section précédente. Nous
considérons juste les cas o B est irréductible. Avec cette hypothése nous avons I/(a=e)=F.

cas1: B = (ea=a) et J(ea=a)=V etJ estétiqueté par eaa V C .

ea=a v

figure 7
Une paramodulation avec ex=x permet de terminer.

cas 2: B = (ac=c) etJ (ac=c)=F estétiqueté par ac=c V' .

ac=c F

figure 8

Nous appliquons CII  pour obtenir a=e V €. Mais I(a=e V C)=F car I(a=e)=F. Nous avons
ainsi une clause falsifiée par un ancétre de L
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CONCLUSION

1. Résultats.

L'argument essentiel du travail que nous avons présenté est la notion d'éguation orientée . Elle
s'exprime dans des régles d'inférence qui sont des raffinements de la paramodulation privilégiant les
membres les plus complexes des équations. Ces régles permettent de minimiser le nombre
d'inférences, de simplifier les expressions et, par conséquent, de maintenir I'information sous une
forme compactes et d'obtenir des preuves directes.

L'usage des équations comme régles de réécriture nécessite:

- des ordres puissants pour comparer les termes

- une technique pour prouver la complétude des stratégies fondées sur la réécriture.

En considérant la totalité des clauses apparaissant dans une dérivation, plutdt que les
ensembles successifs produits par inférence, nous avons évité le raisonnement par récurrence sur les
arbres sémantiques. Nous avons pu d2s lors appréhender les arbres sémantiques transfinis qui
poussent naturellement d&s que I'on choisit d'orienter les équations avec les ordres de simplification
courants de la ré&riture,

Cette technique réussit & démontrer la complétude de plusieurs stratégies intéressantes de
paramodulation: paramodulation ordonnée, paramodulation positive méme en présence de régles de
démodulation ou de subsomption, "derived reduction algorithm" de Lankford.

Nous avons interprété la procédure de complétion de Knuth et Bendix comme une stratégic de
réfutation articulée sur la régle de superposition, Partant d'un ensemble de clauses de Horn
consistant, l'ensemble final engendré permet de décider le probléme du mot par normalisation. Nous
avons ainsi prouvé indirectement la correction de la procédure de Knuth et Bendix et obtenu de
nouveaux systimes canoniques, comportant méme des équations non orientables.

D'autres axiomes que 1'égalité sont aussi plus efficacement traités lorsquiil sont incorporés aux
régles d'inférence. L'approche des arbres sémantiques se généralise facilement pour prouver la
complétude de ces systtmes : il suffit de remplacer les interprétations de Herbrand égalitaires par des
interprétations de Herbrand qui sont des modéles de la théorie envisagée.

2. Perspectives.

11 devrait étre possible d'adapter notre technique de preuve pour incorporer, A la manitre de
Plotkin, des axiomes dans les algorithmes d'unification. Cette démarche permetira peut-étre
d'éendre certains résultats sur 1a complétion modulo une théorie équationnelle . Voir par exemple
(Jouannaud Kirchner 1986).

Des travaux récents (Reddy 85) (Dershowitz Plaisted 87) (Rety et al. 1985) proposent
d'utiliser la régle de surréduction, qui n'est autre que ce que nous appelons la paramodulation
orientée, comme la base d'une méthode de programmation logique. Les résultats de cette thése
présentent un intérét certain pour cette approche, puisqu'ils permettent de sortir du cadre strictement
équationnel.

Une autre technique pour appliquer la réécriture a la démonstration automatique consiste 4
coder les formules sous une forme équationnelle gréice au systéme canonique booléen découvert par




J.Hsiang (1983). E.Paul (1984) a également interprété 1a résolution en terme de complétion
équationnelle. D.Kapur et P.Narendran (1984) représentent de maniére analogue les formules du
premier ordre par des polynSmes et utilisent Ia technique des bases de Gr6bner (Buchberger 1976).
1I semble possible d'adapter la méthode des arbres sémantiques transfinis 2 la preuve de complétude
de ces stratégies non clausales. Cette idée est confortée par un résultat de complétude que nous avons
obtenu avec J.Hsiang concernant }a EN-stratégie décrite dans (Hsiang 1986). A notre connaissance,
la seule stratégie fondée sur le systéme canonique booléen pour laquelle il existe une preuve de
complétude en présence de régles de simplification est celle présentée dans (Bachmair Dershowitz
1987).

Enfin, le probléme reste ouvert de savoir si la totalité des ordres de simplification utilisés est
indispensable & la complétude des stratégies de paramodulation orientée.
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RESUME

Cette thése présente des méthodes de preuves automatique de théorémes, favorisant I'usage
des égalités comme régles de simplification, ainsi qu'une nouvelle technique pour prouver la
complétude de ces méthodes. Cette technique permet de raisonner sur des arbres sémantiques
transfinis. Nous I'avons appliquée avec succés a plusieurs stratégies de paramodulation, comme la
paramodulation ordonnée ou la paramodulation positive.

Ces stratégies,

- n'utilisent jamais les axiomes d'égalité (sauf x=x)

- n'appliquent jamais la paramodulation dans une variable

De plus, pour accélérer les preuves, en diminuant 1'espace de recherche, toutes les stratégies
considérées évitent de remplacer, par paramodulation, un terme par un terme plus complexe.
L'introduction des arbres sémantiques transfinis s'est justifiée pour pouvoir utiliser comme critére
de comparaison des termes, des mesures de complexité d'ordinalité supérieure a .

La régle de subsomption, qui permet de supprimer les formules redondantes et la régle de
démodulation, qui consiste 2 utiliser les équations dans une seule direction pour réécrire les termes
en des formes plus simples, sont abondamment utilisées en démonstration automatique comme des
heuristiques trés efficaces (Wos, et al. 1967). En fait, l'influence de la démodulation sur la
complétude des systémes d'inférence est fort mal connue. Nous avons démontré de maniére trés
simple, par notre méthode de preuve, que la complétude de toutes les stratégies décrites dans ce
travail est conservée en présence des régles de démodulation et de subsomption.

Des auteurs ont remarqué depuis longtemps que la régle de superposition de 1'algorithme de
complétion de Knuth et Bendix n'est qu'une restriction de la paramodulation (Lankford 1975)
(Brown 1974). Mais 2 la différence des stratégies de paramodulation, un probléme essentiel de la
procédure de complétion est celui de l'orientation, souvent impossible, des équations. Par extension
de la régle de superposition aux équations non orientables, nous avons pu obtenir un systéme
d'inférence réfutationnellement complet pour la logique du premier ordre avec égalité. Lorsqu'on le
restreint 2 traiter des ensembles formés uniquement d'équations, ce systéme fonctionne comme une
procédure de complétion. Nous obtenons donc, en prime, une nouvelle preuve de correction de
l'algorithme de Knuth et Bendix (sous réserve d'utiliser un ordre de simplification). Puisque
l'orientation des équations importe seulement au moment de leur utilisation, lorsqu'elies sont
instanciées, notre approche permet d'obtenir des systémes canoniques contenant des équations non
orientables. Elle s'applique également avec succés a la complétion des systémes de réécriture
conditionnels.

En adaptant la notion d'interprétation de Herbrand a d'autres théories axiomatiques que
1'égalité, notre méthode fournit le cadre adéquat pour la construction de systémes de régles
complets, remplagant I'usage des axiomes. Ainsi, nous avons substitué aux axiomes de régularité
(exprimant par exemple la possibilité de simplifier dans un groupe, un terme apparaissant de chaque
coté d'une égalité) de nouvelles régles d'inférence, et prouvé leur complétude.

MOTS-CLEFS: démonstration automatique, résolution, paramodulation, subsomption,
démodulation, algorithme de Knuth et Bendix, arbres sémantiques.




