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a
SYSTEMES DIFFERENTIELS NON ANTICIPATIFS

O.1.- INTRODUCTION

I] semble naturel de penser que la vitesse 4 l'instant t d'un

véhicule spatial, commandé depuis la terre, dépende de sa position a

l'instant t-t , of t représente le temps mis par un signal (radio)

pour couvrir deux fois la distance séparant cet engin de son centre de

contréle au sol.

Ainsi la modélisation d'un systéme consiste souvent a4 exprimer la

variation de ses paramétres 4 l'instant t comme une fonction de leurs

valeurs antérieures 4 t . Cette approche traduit, en fait, le détermi-

nisme des phénoménes et conduit 4 des équations différentielles que l'on

peut qualifier de "non anticipatives".

Volterra fut le premier a étudier de maniére systématique de telles

équations, en particulier pour décrire 1'écologie des systémes proie-prédateur.

Depuis, les équations non anticipatives sont apparues dans 1'étude de la

propagation des épidémies, de la circulation du fuel dans les centrales

nucléaires, de la viscoélasticité...

Dans le premier chapitre nous nous sommes attachés a des problémes

d'existence sous des conditions de Carathéodory concernant les systémes

non anticipatifs. Plusieurs méthodes ont été envisagées : solutions appro-

cnées, point fixe et point fixe pour la fonction dérivée ; cette derniére

s'est avérée conduire aux généralisations les plus intéressantes. Nous

avons ensuite considéré dans le second chapitre des équations linéaires

non anticipatives, faisant apparaitre de nombreuses similitudes avec les

équations différentielles ordinaires, et notamment 1'existence d'un noyau

résolvant, fort utile lorsqu'il s'agit d‘'étudier les problémes de contréle

qui sont l'objet du troisiéme chapitre. Enfin, nous inspirant des travaux

de Grimmer et Seifert sur la stabilité des équations intégro-différentielles,

nous avons dégagé, dans le dernier chapitre, des conditions suffisantes

pour que des perturbations non anticipatives n'affectent pas la stabilité

ou le comportement asymptotique de systémes ordinaires.
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QO.2.- DEFINITION - EXEMPLES

DEFINITION : Soit I un intervalle réel et n,m € N*

On dira que J'application f : C(I ; R") x 1— > R" est une

fonctionnelle non anticipative si

vxy €C(1;R") , vtel ;

( woe Iu jee, t]) x(t) = y(t)) > Ff(x,t) = Fly.t)

Dans les exemples suivants nous prendrons

f : C(f0,T] ; R")x [0,T] ——R"

EXEMPLE 1: (x,t) = x($)

EXEMPLE 2: (cf systémes intégro-différentiels de Volterra)

t

(x,t) = A(t)x(t)+ I, g(t, x(t) st) dr

ou :g:Rx«R" xR ——\ R"

A: R —— 1L,®)

EXEMPLE 3: (cf systémes retardés).

Fixons 7 € [0,T] et h [0,7] +R” , CEL)

f h(t) si O<t<t

F(xst) = 1 6 x(ter) A tee

Soit H€ AC([O, 1, R") . Prenons h = H

Alors les systémes suivants sont équivalents

px(t) = f(x,t) pep
Lx(0) = H(0)

x(t} = x{t-t}) p.p pour tor

Ux(t) = H(t) pour te [0, 1]



Cette remarque nous montre que les systémes retardés a condition

initiale suffisamment réguliére entrent dans le cadre des. systémes non

anticipatifs.

EXEMPLE 4 :

Pour té{[0,T] , on note Ep l'application définie par

x € C{0,T] — x(t)

Dans C[0,T] on considére la tribu) Fy, = o(et > O<u<t)
u

Soit f C{0,T]=x [0,T] —R_ telle que

vt e€ [0,7] f( ,t) est Fe mesurable

Alors f est une fonctionnelle non anticipative.

Démonstration :

Soit Op : €{0,T] —- plat] T'application qui 4 une fonction
de C{[0,T] associe sa restriction 4 [0,t]

Comme la fonction x € C{0,T] — f(x,t) est F, mesurable
t

il existe, d'aprés le théoréme de Doob une application

h: plot] —R mesurable et

telle que f(x,t) = (ho 24) (x) vx € C[0,T]

Si x et y coincident sur [0,t] , py(x) = o4(y)

et donc f(x,t) = f(y,t) . o

La proposition explicite le rapport qui existe entre les fonc-

tionnelles non-anticipatives étudiées ici et celles qui interviennent

en théorie des probabilités (cf LIPTZER [1]).



TST me eee em ae | 0.3.- NOTATIONS

Soit T ER, ne N* , p € N*

On désigne par

(.5.) et |.1 respectivement un produit scalaire et la norme

associée dans R" L,(R) l'ensemble des applications linéaires de R"

dans lui-méme.

Pour x € C([0,T] ; RB") on note

Ix}, = Sup {Ix(t)] 3 0< t<t}

ix1P = sup {I x(t) | 3 a< tT<b }

ot teé[0,T] , a,b€ [0,T] ,a<b

I.- RESULTATS D'EXISTENCE

On se propose d'étudier les équations différentielles du type :

x(t) = f(x,t) p.p.

{ x(0) = X,
ot f est une fonctionnelle non anticipative sur

C({0,T] ; R") x [0,T]

THEOREME 1.1.

Soit une application f : C({0,T], R") x [0,1] —» R" ayant

les propriétés suivantes :

hl : f est non anticipative.

h2 : wy € C((0,T] ; R") l'application t-— f(y,t) est mesurable

h3 : vt € [0,1] l'application x > f(x,t) est continue sur

C({0,T], R")

h4_: il existe une fonction positive € L'(0,T) telle que

we € (O,TI vx € C(fO,T] ; RT) Lely t)! < stan
Lvs

I+ txt)
tl



(iis taneous Si — inlet Alors le systéme

fx(t) = f(x,t) p-p.

Lx(0) = x
0

posséde au moins une solution. Si de plus ona

h5 : vxsy € C({0,T] ; R") 1f(x,t)-F(y,t)1 < k(t) Ix-y ly

alors la solution est unique.

Démonstration :

Considérons une subdivision A de ([0,T]

A: ty) = O< ty..-< tp <...<ty = T de pas |Al

Pour t € [0,T] on pose A(t) = Max {t, 3 t, < t}

Pour x €C([0,T], R") et se€[0,T] on définit :

x(t) si O<t<sS

{ x(S) si S<t<T
Enfin on définira une fonctionnelle “approchée" f, de f par

tj ,
F(x, t) = f(x ,t) si t;<t< teay

ce qui, en tenant compte des notations précédentes, peut s'écrire aussi

f.(x,t) = F040"), ty
A

Comme : Vt € [0,T] jA(t) < > on remarque que f, possédeIs IXly A

les mémes propriétés hl-h2-h3-h4 que f.

Construisons maintenant une solution x de 1'équation
A

t

1-2 x(t) = xX + \, £,(xq28)ds

il suffit de poser x,(0) = Xy puis par récurrence sur i

arsi te [t,, ti] alors x, (t) = x,(t;) + [. F(x,» t)dt
“4

On a la majoration suivante pour Xa d'aprés h4 :

t

Yt € [0,7] ixg(t)l < tei + J k(e)(IHT Kl, Dee
0



FE Pee peon ete eRe EN OFTHE AU SETI re a et par suite que :

t

VtE(0,T] Ix,ly < [Xgl + I, k(t) (1+Ix,l_)dt

Rappelons le lemme suivant de Gronwall

Siu, a€ L(0,T) , bE L'(O,T) et b>O p.p
t

J et u(t) < a(t) + lo b(s)u(s)ds p.p
t it,

| Alors u(t) < a(t) + I, a(t)b(t) exp( | b(s)ds)dr p-p.

Appliquons ce lemme a u(t) = (Itt xsl) F

t

vt € [0,1] ItIXAly < 1+1XQ1 + I, k(t) (141xX,AL. )dt

t t

It1XAle < (4x1) + | (Hix IK r)exp(| k(s)ds)dt
Tv

t

1.3. I+I1xaly < (I+1Xo1) exp( | k(s)ds)
~ 0

t

On posera K(t) = | k(s)ds et M= (141X,1)K(T) > donc :
0

vt € [0,T] I+ [x,l, <M. On a également si O<t' <t<T

t

beg(t) xt 01s | fg Qxgerd ier

t

Ix,(t) - x(t") (11X91) le k(t) k(t) gelA

rek(t ) _ Q(t"),
[A1.4. Ix,(t) - x (t')I < (1+Ix5!)

Si on appelle S l'ensemble des subdivisions de [0,T] , on

remarque que les majorations 1.3 et 1.4 sont indépendantes de AES.

par conséquent la famille OA)a es de fonctions est équicontinue,

a a n Tait 4 Anva 1 aAlaios F + wavyornéc. Nous pouvons Tut appliquer le thécréme d'Ascoli ti existe ume

sous suite (a") de S telle que x converge uniformément vers
neéeN An



x* sur [0,T] et {Al tend vers 0.

Nous allons montrer maintenant que x* est solution du probléme

initial. Fixons +t e€ [0,T] . Par abus d'écriture on notera encore (A)

la suite (A)

a) Montrons que A(t) converge uniformément vers x* sur [0, T] .

x(t) -~ x*(t) si t < A(t)

GAT) _9*)(t) =
x(A(t)) - x#(t) si Ar) <t

Mais x,(A(t)) - x*(t) = x,(A(t)) ~ x*(A(T)) + x*(A(T)) — x*(t)

et Tim A(t) =T

[Al + 0

La convergence uniforme de x, vers x* associée a la continuité

- A(t)uniforme de x* , entrainent la convergence uniforme de XA vers xX

sur l'intervalle [0, Tt] .

b) Montrons que lim F CXa> t) = F(x*, T)

JA! > 0

En effet FOG 07) - f(x*, tT) = £(xS07) ) - f(x*, tT)

Le résultat précédent et I'hypothése h.3 permettent de conclure

immédiatement.

c) On a également la majoration suivante, d'aprés 1.3 et h4 :

If, (xT) | <_ Mk(t)

On peut alors grace a b) et c) utiliser le théoréme de convergence dominée

de Lebesgue pour passer 4 la limite dans 1.2 ce qui donne pour te [0,1] .
t

x¥(t) = x) + | F(x, t)dr
0

x* est bien solution du probléme initial.

Si de plus h5 est vérifiée et si X, et X5 sont des solutions du

probléme on a, pour t€ [0,T]

t

1x (t) ~ x(t) <|, If(xzs t) - FO%s t)I de

t

et IX, — Xyle < I, k(t) 1X, - Xl, dt



=m me ime il Le lemme de Gronwall montre immédiatement que IXy- Xole = GO 5

Quelque soit teé[0,T] , ce qui prouve T'unicité sous l'hypothése h5.

Une autre approche consiste 4 utiliser un théoréme du point fixe

dans C((0,T], R") . Le résultat obtenu est méme un peu plus général

THEOREME 2.1 :

Soit f vérifiant les hypothéses hl - h2 - h3 - h4 et

h € C({0,T], R"). Alors il existe x € C({0,T], R") tel que
t

vte [0,7] x(t) = h(t) + \, f(x,s)ds

Démonstration :

On construit une suite croissante d'intervalles (0,7 ,.] et une

suite de fonctions Xm E C({0,T 1, R") tels que Xm soit solution du

probléme sur (0,11 . On remarque au préalable que le caractére non

anticipatif de f permet de définir f(y,t) pour y € C([0,t] , R") .

Nous utiliserons dans la suite cet abus d'écriture.

a) Construction de la suite _ i

a

Soit q tel que O0<q<1 et N J'entier naturel défini par :

n= [SO] 41

La fonction t — K(t) étant croissante continue, i] existe une suite

finie (Tio <i<N vérifiant :

*« T, = 0 Ty =7

*« Si 1l<i<N-1~ alors K(T;) - K(T;_4) =q

* K(Ty) - K(Ty_4) <q

b) On définit ensuite une suite de majorants Mn

Notons d'abord [hl+ =A

On pose Ne = [h(O)! et on définit par récurrence :

My > 1 ¢ 2A +4q) x

(1-q)



re eeaecei:
1

Sur [0,7] le probléme admet une solution évidente que l'on

notera x, - Soit m> 1. Supposons par hypothése de récurrence, que

nous ayons trouvé une solution x14 sur (0.74) vérifiant en outre

1x4] <—M
m-1 Tel m

Posons :

= n =Vy = ty € C(f0,T 1, R )/ aa <M, et Wot 4] = Xneit

Pour yeéec ({0,T,,3, R") on définit :
t

only)(t) = n(t) + | flyss)ds , 0d O<t<T
m 0 m

Etudions t'application o, : C({0,T,], R") > C([0,T,], R")

* On est continue

En effet si (Ydy cn converge uniformément vers y sur [0,7]

Fly, e+) converge simplement vers f(y,.) 3 et comme

vs € [0,7] f(y, ss) 1 <k(s) (Il+ly¥y tg) >

le théoréme de convergence dominée de Lebesgue montre que F(Yps+)

converge vers f(y,.), en norme dans L'([0,T,], R’) . Donc OalY)
converge uniformément vers Onl¥) sur [0,7]

* OVA) SV
t

En effet vte (0,7, 4] @,(y)(t) = h(t) + lo fly, s)ds
t

si y€V, alors wa(y)(t) = h(t) + j. f(x,_198)ds

Comme x, est solution du probléme sur [0,7 ,] ona :

vt € [0,T a4] Gg(¥)(t) = X7(t)
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I] reste 4 majorer Ip,(y)!l; - Mais on a pour t € (0,7 4]

m-1 m

Om (¥)(t) = h(t) h(Tyyg)4h(Tp_g)+ \, f(X__198)ds + |, Flys) ds
m-1

ce qui peut s'écrire encore :

Th
Olt) = RCt)=W(T a )*% yoy (Tn) I, f(y48)ds

m-1

Donec en utilisant la propriété h4 de f et la majoration de Xe.

Tn
lo(y)(t)l < 2A+M 4 + (ly +1) ( I, k(s)ds)

m m-1

D'aprés Je choix des 1; et la majoration de y :

lon(y)(t)1<2A+M,_ 1+ (Mi+1)q

Par construction des (M;) cela entraine :

gly) (t) |< My

et l'inclusion est démontrée.

* On

En effet On Vin) est borné car @(V,) < V,,

(V,) est relativement compact dans C(f0.T 1, R")

De plus Gn Vin) est un ensemble €quicontinu, car pour y € V, et pour

t, tie (0,7) ona:

t!

lag (VV(t) = yf (E) Lz mC) “ACEI # 1] Flys8)¢sI

et donc

logy) Ct) ~ Only) (tt) Es ta(t)-h(t )1 + (14M) 1KCt")-KCt) |

Notons F la fermeture de @(V,,) dans C({0.T, 1, R")

L'enveloppe convexe fermée de F est compacte d'aprés un théoréme de

Mazur (DUNFORD [1] p. 416). On peut lui appliquer le théoréme du point

fixe de Schauder (DUNFORD [1] . p. 456)
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"Un sous-ensemble compact convexe d'un espace topologique localement

convexe posséde Ja propriété du point fixe".

Il existe donc x, € V, tel que Xm = Om Xn)

La récurrence est ainsi démontrée. On remarque alors, pour finir, que

Xy est bien solution du probléme sur [0,7]

Remarque 2.2 : i] est facile d'adapter le théoréme au cas ot f est

une fonctionnelle définie sur C([0,+[, R") (muni de la topologie

de la convergence uniforme sur les compacts) et of k € L' [O,t+o[),

he C([0, to[, R") . I] suffit de construire une suite

(T tendant vers +o , avec K(T ag) 7 K(T,,) <q _ et de construire

loc!

m)m eN

comme précédemment des solutions sur les intervalles [0,1] , chacune

prolongeant la précédente.

Au lieu de considérer 1'équation

{x0
ou f vérifie hl, h2, h3, h4, on cherche a résoudre :

f(x,t)

i x“

ou Ty(t) = X> + | y(u)du pour t € [0,7]

dans L'({0,T], R")

Pour cela, posons F(y,t) = f(Ty,t) pour y €L'([(0,T], R") 3

te [0,7] . Etudions les propriétés de F .

HL F est non anticipative i.e: si Yy> Yo € L'(f£0,T], R") :

teé [0,7] et y, ig t1 7 Y2 Most] p.p.
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H2: wy €L'((0,T],R") t —+Fly,t) est mesurable.

Hl et H2 sont des conséquences immédiates des hypothéses hl et h2 sur f .

. 7 7 '"67€é F nH3: Si (Yin mn en est une suite d'éléments de L'({0,T], R’)

vérifiant

. wm eN ve € [0,t] ly ,(&) | < g(&) ou g € L'([0,t])

est fixée.

. (Yen Viotym eN tend faiblement vers y Wot] dans

L'({0,t], R") . Alors lim = F(y,,,t) = Flyst).
moo

Démonstration :

La famille (TY) m so est équicontinue sur [0,t]

Comme Yn ost] — Yr ¢] pour la topologie of L'([0,t], R"), L°({0,t] ,R")

ona : vr € [0,t] lim Ty,,(t) = Ty(v)

mm >+0

Le théoréme d'Ascoli assure alors la convergence uniforme sur

{0,t] de (TY) m CN vers Ty

Donec lim F(Ty yt) = f(Ty,t) et H3 s'ten déduit
m—7>+0 oO

H4: il existe Ke L'((0,T], R") telle que

vy € L'({0,T], R") , vt € [0,7]

t

IF(yst)l < K(t) (4+ I, ly(c) Ide)

Demonstration :

I] suffit de prendre K(t) = k(t) (1+ 1x91)

oOet d'appliquer h4.

On est donc ramené a démontrer le
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THEOREME 3.1 :

Soit F : L'({0,T], R") x [0,7] +R" une application vérifiant

Hi, H2, H3, H4. Alors il existe y* € L'([0,T], R") tel que :

y*(t) = F(y*,t) p.p.

Ce théoréme sera une conséquence du théoréme 4.2 démontré au para-

graphe suivant. Pour l'instant, notons un corollaire immédiat du théoréme

3.1:

Corollaire 3.2.

Soit f : C({0,T]. R") x [0,1] +R" une application vérifiant
hl, h2, h3, h4. Soit G une fonction réelle, mesurable sur

by = {((ts) ERO /0<s<t<T}

avec Sup = {G(t,s) / (t,s) € A,} < +

et lim Sup {1G(t5,s)-G(t,,s)1/0 < s <t, et 0 <ty-t, <6} =0

§ + 0

Alors le systéme

~ ~~ ct ~~ W f(z,t) p-p.

oon! N . = + ~
I

t

=X + | G(t,s)x(s) ds
9 Jo

admet une solution (x*, z*) € L'([0,T], R") x C({0,T], R")

4.- Une généralisation.
ta og tel ee tt

Nous allons démontrer les résultats précédents dans un cadre

plus général. Introduisons d'abord quelques notations :

m représente un entier positif et on note (t,x) les éléments

de Rx R"

= {(t,x) ERx* RY t > Vx qt. 6 +XE }

= R, xR"

= m =Ey = [0,t] xR X, = Mey

Te= EM (ENV) of ECE 5 & = 1

de maniére plus explicite : ly = {(t,x) € E /E -(t,x) € V} .



Syste or

- 14 -

Définition 4.1:

On dira qu'une application F : Ly (E> R") x —E —+R" est non

anticipative si F(y4& } = F(Yo5 —) lorsque ae = Yair, p.p.

¥yz, et Yo €tant des éléments de Lig (E> R")

Notons que pour m= 0 on retrouve la propriété H1 du paragraphe 3.

Si F est non anticipative, u € L’(t,) (ol nEE), et EC ry 3

pour deux prolongements quelconques u, et Uy de u 4a Lt ye (E> R") ’

on a toujours F(uy5 Ee) = F(Uys &) . Dans la suite, on convient de

noter cet élément par : F(u, &) . Le résultat principal est le suivant :

THEOREME 4.2 :

Soit F: Lytoc (E> R") x £ >R" une application vérifiant :

Pl : F est non anticipative.

P2 : vy eli (E, rR") l'application & > F(y, €) est mesurable sur E
loc

7 \ n : ay«

P3: STE EE ,ue Li oc (E> R ) et (Ud s 9 une suite d'éléments

' n .
de Li oc (E> R ) tels que :

a) il existe g€ L'(T,) avec [u,y! <g sur ry >» quel que soit k

b) Ue ae Yu dans L' (Te) faible

Alors Tim F(up, &) = Flu, &)
k > ©

P4 : i] existe AE Ly gc (E) tels que :

VEE E we Lig (ER) IF(yse) < (E)(14 | ty(n)ldn)
Toc ry

Alors i1 existe y* € Lt oe (Es R") tel que y*(n) = F(y*, n) p.p.

Notation : on désignera par Ln l'ensemble U(r,» R") ou

— = ({t, 0), teER
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Démonstration :

Soit Ty2 To? CER avec 0< Ty ST et C>0

Soit €(k' (rT =L' .0 ( (t,,0)) Ty

On notera K(t, Tos 9, C) Te sous ensemble suivant de L?

2

{u € Lt / WIT Co, 0) =@ et Ju(n)! < CA(n) p.p. sur "(ty 20) > "(11 .0) \

LEMME 4.3.

K(ty> To» ®, C) est convexe faiblement compact dans Le

Demonstration :

La convexité est évidente

Posons = (&) = MACE NT MN ST ES (4,0)
CrA(§) Si BE "(ty ,0) \ "(14 50)

Alors wWeL! et :

2

K(t,, To, 9, C) < tue Ln / \ulE)i< W(E) p.p

Ce dernier ensemble, que nous appelerons H , est faiblement

relativement compact, d'aprés le critére de DUNFORD-PETTIS (GENET [1],

p. 183). Montrons qu'il est méme faiblement compact. Soit f* appartenant

a l'adhérence faible de H 3; prenons v€ (20)? R") tel que

Ivi<1l p.p. La fonction (f*, v) appartient a4 l'adhérence faible de

{(f.v)/f € H} dans Lt . On considére maintenant un sous ensemble

2

mesurable A de ry ; ona:
Ty 0)

Vf EH I, (f(n), v(n))dn <|) w(n)dn

donc :

| (Fn), vin) yen < | v(njen
A A
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A étant quelconque, on en déduit : (f*, v) < p.p. sur Es 0)
??

_ #*(x)Prenons v(x) = eT lI {a ; f*(a) # 0} (x)

on a alors [fF] <p et donc f* € H

En raisonnant de maniére analogue on peut montrer que K(Ty> Tos @, C)

est faiblement fermé dans H et le lemme 4.3 s'en déduit o

LEMME 4.4 :

L'application o: be eeay yl
T Tv
2 2

U t——> (€ ——> Flu, &))

est faiblement continue sur K(ty> Tos 0, C)

Démonstration :

Soit (ur) >0 une suite de K(t] To. Bs C) qui converge

. nN 5)

faiblement vers u_ dans Ey . SI EE (ty 0) alors

vk EN luL(E)l < w(é&) . Appliquons 1l'hypothése P3 sur Tf
k — 

(tT, 50)

ve er Tim F(u,, &) = F(u, &)(tT, 0) os Geos k

Mais d’aprés l'hypothése P4 :

vee T Vk EN [F(u,, €)1<A(E) (+ | ly(n) dn)(To 50) k = r

E

En appliquant le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions

(F(u,s-)) on en déduit qu'elle converge en norme dans Ln vers F(u, )
2

n
et donc a fortiori pour la topologie faible de L, . On a ainsi prouvé

2

aque o est séquentiellement faiblement continue. Comme K(tas To: @. C)

est métrisable pour la topologie faible (car faiblement compact dans un

Banach séparable - DUNFORD [1] p. 434), o est aussi faiblement continue.

9
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On définit maintenant pour t>0O A(t) = | (ny) dn
*(t,0)

La fonction A est croissante continue , A(O) =0 . Soit qe j0,1i[

il existe donc une suite (ti), eN tendant vers + telle que

A(t. 44) - A(t.) <q quel que soit i et t, = 0 ~. Supposons que

nous ayons constuit une solution un de

u(—) = F(u, &) dans uy
m

(uy existe de maniére évidente).

Considérons K(t > tel? Un? Cel) ou Ctl sera déterminé

plus loin.

Si ueé K(t_, tm? “m+l? Un? C lors € TTmej) alors pour = & (ty 9) .

F(u, &) = F(u.s E) = u,(é)

De plus veer

(tit ,0?

IF(u,é)l < ACE) (1 + | lu(n).f dn)
T

(tnt ,0?

Mais dy eb | lu(n)Idn< 1+ | lu_(n) Idn +| lu(n) Idn
r OF r T
(ti1,0? (tno) (ta 20) (t.0)

ett | lu(n)idn< Coy CE Altggg) - (tg)?

(tri,0)> (no?

D'aprés le choix des t;

IF(u, El ME) (1+ { tug(n)idn + C449)

" (t,o)
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Choisissons maintenant C de maniére 4 avoir :
m+1

1+ j. lu.(n) tdn + q Cael < Cay
(to!

ce qui est possible car q€ JO,1[

Alors VE € T(tn+1,0) IF(u, E)I<C iy (E)

On a ainsi démontré que l'image par l'application u — F(u,.) de

K(t_, t C est incluse dans lui-méme. Comme cette applicationmel)
est faiblement continue sur K(t.» t

m? m1? Une

C qui est convexem+]? Um? m1)

a faiblement compact, le théoréme de Schauder s'applique : i] existe une

solution u de ou = F(u .) sur r . Parm+1 m+1 m+1l, (to1,0)

récurrence on a une solution sur tout ensemble Nt )-° Comme

1,0

U Pet ) = E , on obtiendra une solution U* pour le probléme

1é€N 1,0

initial, en choisissant pour U* 1a fonction de Ly oc (E> R") qui

coincide avec u. sur T quel que soit i€N .a

| (t3 10)
j

5.- Une_généralisation _du_lemme_de_Gronwal]

Notations : Loc (E) désigne l'ensemble des fonctions mesurables définies

sur £ dont la restriction 4 tout compact est essentiellement bornée.

Il désigne la norme de L°(K) , of K est compact.

Soit kEL'(E) ,k>O p.p. et a€ LT oc (E) . Alors il existe

une unique fonction u € Loc (E) vérifiant u(&) = a(&) + iF k(n)u(n)dn p.-p.
E

De plus [ul < lalo exp(} k{n)dn) , pour tout EEE
E

co.

E Vz
al
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Démonstration :

Fixons bo = (85> Xo) et cherchons une solution de ]'équation

dans le céne Pe - Pour t>0O on pose V(t) = k(n) dn

0 r
Ene

v(9,) et
Il existe un entier N tel que q = <1. On peut construire

N

une suite finie t, = 0 < t,...<t; <...<ty = 6, telle que V(t;) = iq

Posons M= lalo or
©, E

Oo

Montrons par récurrence sur n_ qu'il existe une unique solution

du probléme sur r, A E. notée Uy? vérifiant de plus

0 m

M
lute r a et Un > 0 p.p. lorsque a>O p.p.

> yf E, (1-q)
m

Pour m= 0 c'est évident. Supposons 1]'hypo

vérifiée pour tout m inférieur ou égal a nn. Une

thése de récurrence

solution du probléme

sur TL, Ne coTncide nécessairement avec u_ sur T, NE

So Cel 7 B9 tn

Ti est donc @6quivalent de chercher w € (re nN E. ) vérifiant
0 m1

w(E) = a(&) + | k(n)w(n)dn p.p. ou vérifiant
Tr
E

wes) = a(s) +] kimugindan + | ogklnnt ne
re if TL,” ~

g tn tned th

vEe€ TL, ne on pose A (&) = a(&) + | k(n)u_(n)dn.
Bg timed art TNE e

E ta

ve L(r NE ) on pose oo. ,(w)(&) = | k(n) w(n)dn
Bo tm md ren (E, NE, )

E m1 m
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De maniére évident And € bre Ee) et Onpy @St une application

de L(g NE, _) dans lui-méme.
oO m+1

Estimons [A | > re neg

ml 5 ted
m-1

Tanti! 00, Tp MEt = Ja(é) + a I. n (E, XE Kindupsam)enlosre NE
o ‘ml éE tad t, 0 m+1

m-1 M

lA | <M+ 5 qx selon I'hypothése de récurrence
m1! oT, NE = a kEy timed k=0 (1-q)

1m

q be GqlArtt! oo, ry NE, = nfr+ ) 1 |
0 m+1 1- (<=(=)

M
IA 4] <

mtl° «©, T. ne— = m

Go Sed (1-a)

Montrons maintenant que med est contractante. Soit Wy> Wo € L (T, NE, )

Id a(wy) - 6 4 (Wo) | < ( k(n) dn IW4-Wo |me 1 mila) oy re ney S (Jeg eghirdr )) Ma Wolar, ne
gE t ~ ) ts
0 m+1 bo tal ty 0 m

Et d'aprés le choix de Ja suite (tos--es ty)

omit (q) - Per Wl. Th one <4 Wy-wWloo or one
bo Cel bo tnt

Le théoréme du point fixe assure alors 1'existence de Uned
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m
. _ (k) =De plus ao led =a mtd (Ane)! oo, Ty al Ey =

= 0 m+1

oll ok) est la k-iéme itérée par composition de One

Cette derniére relation montre que si u,2 O p.p. et a>O p.p.

alors Une 2 QO p.p. car 6 transforme toute fonction positive en
m+ 1

fonction positive.

On a aussi lu < IA x
| 1

mtl'co,r neE ‘I-qE t
mL leo, r ne,

0 m1 bo m+1

M
soit encore | < ———_

(1-q)TM?Und! o, T. NE
bo Ctl

La récurrence est ainsi démontrée.

On remarque alors que Uy est une solution du probléme sur Pe

0

On a donc démontré l'existence et l'unicité d'une solution du probléme,

> sur T - De plus u vérifie pour N assez grandnotée u

E9 bo So

OM

Eo tp K N

0-2)
Faisonstendre N vers +o 3; on obtient :

& < M exp (| re, k )

1A

Ie wo, T

qui est la relation cherchée.

Montrons que l'on peut définirune solution globale du probléme.

Il suffit de vérifier que si Ue est solution sur ry et Ure est

j 1 5 alors et u.,, cotncident sur fT, mr., . Maissolution sur re a Uz rE , WT,

cette propriété est évidente car Ur et Urs coTtncident respectivement

sur a et Tes avec Uru ou E" est choisi tel que

Teun > T UT, . QO
is E E
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Soit keEL'(E) ,k>0 et aeLl> (E)

Si ue Ly oe (F) vérifie :

ule) <a(é) + | k(n)u(n)dn pep.
Ts

Alors :

u(&) < lal. r. exP (| k(n)dn ) p.p.
2°E r

E

Démonstration :

Soit a, € Toe fE) vérifiant u(&) = a,(&) + I. k(n) u(n) dn
E

alors a-a, >O0 pp.

Soit v la solution de : v(E) = a (&) + | k(n) v(n) dn
i
E

dans Loc (E) . D'aprés la proposition 5.1 ona:

IvV(g)l < laly r exp ( | k(n) dn ) p.p.
> E r

Eg
Mais :

(v-uy(E) = (a-ay)(6) + J k(n) (vou) (mde.
E

Comme a-a, > 0 p.p. on a aussi Vv >u p.p.

et finalement u(&) < tal ex k(n)d -p.oT, P |, (n)dn p.p

Nous pouvons déduire de la proposition 5.2 une majoration pour

les solutions d'@équations non anticipatives :

Application 5.3 :

Prenons F comme dans le théoréme 4.2 .

Soit y €Li,.(E,R") une solution de y(&) = Fly, &) p.p.

Alors ly(&)l < A(é) (1 + ( ly(u) du) p.p.
’T

&
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Posons :

g(é) = 1+ iF ly(u)t du pour €€E
g

En intégrant 1'inégalité précédente sur a on obtient :

+ wyeyias < 1+ fx) ef ty(uytduyae
qh rh, Ty

Appliquons la proposition 5.2 4 ©

w(n) < exp ( | A(E)dE )
Bh

Reportons cette relation dans la premiére inégalité :

ly(E)I < ACE) exp (J. A(u)du ) p-p-
E

Corollaire 5.4 :

Si rE L'(E) alors yeLl'(—e ;R")
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IiI.- ETUDE DES SYSTEMES LINEAIRES NON ANTICIPATIFS

Notation :

G, (resp ‘3 ) désigne l'ensemble des fonctions continues sur

R, (resp IR) a valeurs dans mR"

On considére une application f : G, xR, ——>R" vérifiant

Ll: WteER, f(.,t) est linéaire sur G,

L2: wre 'G vte R, [f(x,t)] < k(t)(1+ Ixl,)

ol ke Ly oc Re) est fixée une fois pour toute.

Si f vérifie Ll et L2 alors f est non anticipative. De plus,

t @tant fixé, f(.,t) se prolonge en forme linéaire continue sur % muni

de Ja topologie de Ja convergence uniforme sur les compacts.

Demonstration :

VA > 0 If(Ax,t) 1 < k(t) (14a IXI4) d’aprés L2

donc IF(xst)1 < k(t)($ + Ixl,) d'apres LI

Faisons tendre 2X vers +o 3 on obtient :

L2': vxeS, vt e RY | f(x,t)! < k(t) Ixty

On prolonge f(.,t) sur G en posant pour x €%&:

f(x,t) = f(x, .t) o@ x est la restriction de x 4 R

R, R,

L2' montre immédiatement que f est non anticipative et continue

sur % a. On supposera également dans 1a suite de ce chapitre que f

vérifie

[3 Wx € Gy f(x,.) est mesurable sur R,

+t
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Definition 1.2 :

On dira que l'application f : ‘G, x R, —>+R" est LNA si

elle vérifie L1-L2-L3

Notation : Si g est 4 variation bornée sur R on désigne par V+9

la variation totale de g sur R.

Le théoréme 2.3 qui suit permet de représenter les fonctionnelles

LNA a l'aide des fonctions 4 variation bornée.

THEOREME 1.3 :

Soit f une fonctionneile LNA. Alors il existe une application

A:R, xR— L,(R) possédant les propriétés suivantes :

1) A est mesurable

2) Pour teé R, fixé A(t,.) est a variations bornées

3) Pour s>t A(t,s) = 0

4) Pour s <0 A(t,s) = A(t, -o).

5) Pour teR, Vr A(t,.)< k(t)

6) Pour teR, , xe f(x,t) = | a(tsds)x(s)

Cette application A est unique si on lui impose de vérifier en

outre :

7) Pour te R, A(t,.) est continw a gauche.

Démonstration :

Pour t €R, fixé, on peut considérer f(.,t) comme une mesure

de Radon vectorielle et lui appliquer le théoréme de représentation de

Riesz (cf RUDIN [1] p. 173) : i] existe une fonction a variation bornée

notée A(t,.) , qui vérifie :

1-4 yee f(x,t) = J A(t,ds}x(s)

R

1-5 A(t, +0) =0.—

1-6 Sup lf x,t){ = Vy A(t,.)

xee XI,
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A(t,.) est unique si on lui impose de vérifier également :

1-7 A(t,.) est continue a gauche.

D'aprés L2', 1-6 entraine : Vy A(t,.) < k(t)

Et toujours d'aprés L2', A(t,.) est constante sur J-~, O[

et sur ]t, + of. La condition 3) résulte d'un choix de normalisation.

Tl reste a démontrer 1a mesurabilité de A . Pour cela on posera :

pour toute fonction g 4 variation bornée sur R.

lim + g(t) = g(t+0) Tim _ g(t) = g(t-0)
t-+0 t>0

On remarque que t —> g(t+0) (resp g(t-0)) est continue 4 droite

(resp & gauche).

L'ensemble {s € R/A(t,st+0) # A(t,s)} est dénombrable car A(t,.)

est a variation bornée.

Donc {(t,s) € R, x R/A(t,s+0) # A(t,s)} est de mesure de Lebesgue nulle.

I] nous suffira par conséquent de montrer la mesurabilité de la fonction

B définie par B(t,s) = A(t,st+0) sur R, xR. Commengons par montrer

que pour o fixé B(., 0) est mesurable.

Soit ye Li gc (> R") dont le support est inclus dans R,
u

Soit y€R" . On définit x sur R par x(u) =y+t | y(v)dv
0

NWSi te R, alors f(x,t) | A(t,ds)x(s)

| B(t,ds)x(s)

Nous allons utiliser la formule d'intégration par parties suivantes

(cf. VERLEY p. 138).

Soit a (resp B ) une fonction localement 4 variation bornée sur

R et a valeurs dans R" (resp L( R”, R")). Pour a<b ona:

mais également f(x,t)

1-8 : B(st+0)da(s) + | dB(s)a(s-0) = B(b+0)a(b+0)-B(a-0)a(a-0)Ft [a,b]
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Prenons m=n B=B(t,.) a= x et [a,b] = [0,t] , tout en remarquant

que x est continue et B(t,.) continue 4 droite :

B(t,s)dx(s) + | B(t,ds)x(s) = B(t,t)x(t)-B(t,0-0)x(0Jost [0,t] (0)
Mais dx(s) = y(s)ds x(0) =y et B(t,t) =0

Donc | B(t,s)y(s)ds + | B(t,ds)x(s) = -B(t,0-0)y
[0,t] [0,t]

et f(x,t) =- | B(t.s)y(s)ds - B(t,0 -0)y
[0,t]

Soit o> 0 . Posons yo = JJ 6
6 €R" 7 lot es +o [

o = !
y= Vigter$

u

lu) = ye] (vey

u

tu) = y +] y(v)av
0

Alors

F(X°,t) - F(x8,t)

F(x°,t) - f(x0,t)

n [f(x°,t) - F(x?) ] ( n |

Pour tout

Ta limite du second membre pour

car B(t,.)

n € N* le premier membre est mesurable en

est continue a droite. On en déduit que

+S)6 ds

oid
B(t,s)ds) &

oO

t . Quel. que soit t

n tendant vers +o est Blt.a)d

B(.,0)6 est
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mesurable, et comme 6 peut étre choisi arbitrairement finalement :

Vo > 0 B(., o) est mesurable.

Prenons maintenant pour y 1a fonction constante 0 3; x est alors

la fonction constante y et f(x,t) = B(t, 0-0)y

Pour o <0 B(t, o) = B(t, 0-0) ; y pouvant &tre choisi quel-

conque, et d'aprés I'hypothése L3 assurant la mesurabilité de F(x,.),

on a également la mesurabilité de B(., co) pour o <0

Montrons maintenant que B est mesurable sur tout pavé

Ja,b[ x Ja,b[. 11 suffit de montrer que chacune des composantes de B

est mesurable. Soit donc yt une composante de B . Posons P = Ja,b[ x Ja,bl .

Soit I un intervalle ouvert et L une suite d'intervalles ouverts telle

que I cI vm et U 1. = a

m men TM

Pour n,m e€N on définit :

= . 1
Shem = JU i{t,s) € P 3 0 és co a5 et u(t5S,) eI}

s. € Q
oO

-1
Montrons que PNu (I) oc nN S

m nen om

Soit (t, S) € wi(L) QAP . Comme u(t, .) est continue a droite et
r est ouvert on peut prendre S, EQN [S,b{ tel que sy- 3 <4

et u(t, s)) € 1, . Done (€, 3) € Sa

-1,7

Montrons que Pnu “(I_j)> A S
m nen mm

Si (t, S)e€P et (t, S) ¢ wT) , d'aprés la continuité a droite
de u(t,.) il existe NEN tel que:

vse [3,34 “] N Jabl u(%.s) ¢ 1,

Donc (t, S$) ¢ Sym > ce qui démontre 1' inclusion.

Pour conclure on a

- -1wlajpnaP= 8 (I, oP)e U (na sy
meéN meEN one€EN :

et ou (9 S ye ul (Paw(E)) = wht) np
méeEN oneéN z meéeN

Comme Sn est un borélien i] en est de méme pour

wry A9Pe= YU ( 9 Sy m . En conclusion, uw est mesurable. a
meéeN neéW
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On considére ici une fonctionnelle f de type LNA et une fonction

u€ Ly ( R,,. R")
loc

ACI Gc ( R,; R") désigne l'ensemble des fonctions localement absolument

continues de R, a valeurs dans R"

Les théorémes du chapitre précédent permettent d'affirmer ]'existence

et l'unicité d'une solution du systéme :

x(t) = f(x,t) + u(t) — p.p.

x(0) = x, (x, € R")

dans AC, ( R,, R")
Toc

Nous allons montrer qu'il est possible a 1‘instar des équations

différentielles linéaires ordinaires d'exprimer Ja solution de 2-1 4

l'aide d'un noyau résolvant © , solution d'une équation intégrale. Dans

la suite nous supposons n=1 mais les raisonnements sont similaires pour

n quelconque.

Rappelons d'abord une variante du théoréme de Fubini, connue parfois

sous le nom de "théoréme de Bray", dont nous aurons besoin dans la suite

(cf HONTG [1] p. 69).

THEOREME 2.2 :

Pour tout te€ R, 5 soit ¢, une forme linéaire continue sur

CR) » ensemble des fonctions réelles continues 4 support compact sur

R , et

de Riesz.

Soit a, be R, . On suppose que l'application

t — $,(x) est mesurable, pour x€ C.(R) et que

We la mesure réguliére qui lui est associée par le théoréme

Holl, = IRL (CR) < K(t) of K€ L'(R,)
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b
On peut alors définir une forme linéaire continue 9 = | o,dt sur

a

C.{R) en posant

b

(x) = | 4 (x)dt pour x € C(R)
a

Siu est la mesure associée 4 » et f une fonction réelle

mesurable bornée sur R alors :

t— | f du, est Lebesgue intégrable

et :

2-3 | fdu = | dt | Fd, -

Nous pouvons écrire le systéme 2-1 sous la forme

k(t) = | x du, + u(t) pep. 3 t>0
2-4

[ x(0) = Xo

ou Me est la mesure bornée portée par [0,t] associée 4 la forme

linéaire continue : x —> f(x,t) sur C.(R)

On a par hypothése |[u,! (R) < k(t) 3 t>0t ie =

Considérons maintenant 1'“@équation adjointe" de 2-4:

t

2-5 {ve = J, Ve ({t,t]) LL, dt + 54

ou t est un réel positif fixé, Vz; une mesure bornée et Se la

mesure de Dirac en t.

THEOREME 2.6 :

2-5 admet une solution unique.
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Démonstration :

Toute solution de 2-5 est portée par [0,t]

Dém : Soit une fonction continue 4 support compact inclus dans

Jt, tm~[ . Ona:

t

| oO dv, = | Ve ({[t ,t]) dt | @ du = 0

car IE du = 0 pour t >t

On a le méme résultat si le support de © est inclus dans

J-0, 0 [

Pour démontrer 2-6 i1 suffit de montrer qu'il existe une unique

fonction db, € VB ({0,T], R) (espace des fonctions réelles a variation

bornée sur [0,1T]) vérifiant :

t

2-8 oa) = J, o(t) u, (lath) de +1;

En effet Ja relation " v, lat] = ,(a) 3; aeé [0,t] n

définit une bijection entre les solutions de 2-5 et celles de 2-8.

Avec les notations du chapitre II-1l ona:

w.(fa,t]) = A(t,t+0) - A(t, a-0)

wu (fa,t]) = ~A(t, a-O) lorsque t € [0,t]

2-8 devient alors

t

2-9 (a) = | b,(T)A(tS a-O)dt + 1
0

Soit t, € [0,t] . Munissons VB([t,.t], R) de la norme H.W, telle

O

que

Wixi = j{x(t)i + V x
ty [t,>t]

ou Via by] * désigne la variation de x sur [a,b]
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On rappelle que VB([ t,t], R) muni de 1a norme Me Wy est un espace
Oo

de Banach.

Posons t

Fx(s) = - I. x(t) A(t, s-O)dr + 1

ou x € VB(L0,T], R) et sé€[0,t]

'Soit s,s' € [t,t] avec S<sS alors :

t

|Fx(s) - Fy(s) - Fx(s') + Fy(s')t < | IA(t,S-0)-A(t,8'-0)I1x(t) - y(t) dt
to

s

+ | Ix(t) - y(t) 1IA(t,s-0)1 dt
s

Mais pour t>0O ona Vit t] A(t,.) < k(t)
fold

en particulier pour s €R_ JA(r,s-0)1 < k(t) .

Par conséquent :

t
Vit t] (Fx- Fy) < Sup Ix(s)-y(s)I x2 | k(t)dt.

0° sé [t,t] t
0 0

Comme Fx(t) = Fy(t) = 1 on en déduit facilement :

/ t

IWFX-Fylll, << (2) k(t)de }illx-yltto \ t to
0

Comme k € Ly oc (IR) il existe ¢ >0 tel que:

ee

vt! € [e,t] | k(s)ds <4
ti-e

F est une application contractante de E = {x 3 x € VB([t-e,t],R),x(t) = 1}

dans lui-méme. Comme E est complet, F admet un unique point fixe. En réitérant

cé procédé sur [t-2e,t-e], etc... on trouve une soiution uniyue de 2-3 sur

[0,t]. o
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Remarquons que Veo solution de 2-5 est également solution de

is: i. f*2-5 bis : Yt = Jo v, t,t] )udt+d,

ct

En effet ] ve ({t})u dtr = 0 car vz ({t}) = 0 presque partout.
0 T

Enfin si dans 2-5 on remplace 5, par une mesure bornée p_ portée par

[0,t], on a encore existence et unicité d'une solution.

THEOREME 2.10 :

La solution de 2-1 vérifie :

t

x(t) = v4 (10,t1)x(0)+{ v,({t.t])u(t)dr.
0

Démonstration :

Soit x Ja solution de 2-1, et t>0

t

js dv, = lo de{ [x-vg (Er st1) du, }ex(t)

ot l'on a utilisé 2-3 avec i, = valtstlu,.

t

|x dv, = \, ve (tt t)){ fx du, dcx (t)

t t

2-10-1 : = Jo ve (Itst] x(t) de - Jo vg ( [tat] u(t) de+x(t)

Par ailleurs

S$

fx dv, = JeresrQe(e] X(t)de)

: vg (L0st])x(0)+] X(e)def dv, (s)
T<S<t

d'aprés le théoréme de Fubini.
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t

210-2 : fx dv, = v4({0,t1)x(0) +f vy(Erst))x(x) de.ty) UE Jo “t

Si on compare 2-10-1 et 2-10-2 on obtient :

it

2-10-3 : x(t) = v_(COst1)x(0)+ v(Itst])u(r)dr. oo

ulPosons 6(t,s) v,({s.t]) pour s<t

t

a(t,s) = fi st] = | o(tst)dr( {1 ts,t7¢_}#-
0

d'aprés 2-3 et en remarquant que 5, (1 [s ty) = 1. C'est-a-dire :

t

@(t,s) = 14] a(t,t)u,([s.t])de
Ss

f O si t<s

car u_([s,t]) =

t \ u({st]) si s<t<t.

Les résultats obtenus sont résumés dans le :

THEOREME 2-11 :

La solution de 1'équation 2-1 est caractérisée par :

t

2-12 x(t) = 0(t.0)x(0)+{ o(tst)u(t)dr 3 t>0
0

ou o(t,.) est la solution dans VB([0,t],L,(R)) de

t

2-13: 6(t,s) = | 8(t.t)u_(Ls.t])dt+Idpn
Ss

Si l'on suppose que A(t,.) est continue 4 gauche pour +t > 0, alors on

it

2-14 : o(tss) = -| a(t.r)A(tss)detldpn »
Ss
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Il est parfois intéressant de réécrire 2-12 sous une autre forme 3 en

utilisant la relation

t

6(t,0) =| 8(t.t)u ({0,t])dr+Idpn
0 Tv

on obtient

t

2-15 : x(t) = x(0)+4 a(t.) [u(c)+u, ([0,¢]) Ide.

Remarque :

A la différence des systémes linéaires ordinaires, le noyau résolvant 6

n'est en général pas inversible, comme Je montre le contre-exemple suivant :

(cf. HALE [1], p. 70)

Considérons le systéme LNA suivant (c'est méme un systéme retardé) dans RR?

x(t) = 2y(t)

. x(t-1) si t>1

y(t) = -2(t)+{
sinon

. éy(t-1) si t>1

z(t) = {
0 sinon

On peut alors montrer qu'il existe un plan P dans IR? tel que, quelle

que soit la donnée initiale (X52V9 2Zq) et quel que soit t>1 ona

(x(t),y(t),z(t))€ P. Donc pour ce systéme et pour t > 1, 6 (t,0) n'est pas

inversible.

Le systéme suivant fournit un contre exemple encore plus simple

x(0)(-sin t)Ipee)

(0) ul Xx
0

En effet un calcul immédiat montre que a(5 20) = 0.
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Exemple 2-16 :

On considére le systéme LNA suivant of ve L: (R,)
loc

[ xe) (z)+v(t) p-p.
\ x(0) =1

(

tt

Posons A(t,s) = 1

o n =i “n Vv Do} ct Dol ct
La matrice fondamentale © associée au systéme vérifie donc

t

pl O(t,t)dt si 2s<t
(S) : 6(t,s) = 1 2s

1 si 2s>t

Par récurrence sur m _ on vérifie alors :

s¢ [et + gm |= ets) = Eo(tys! 00
\=

a3 = 1

i-1

/ et pour m>1 i>1 a(t) --2 7 of r(t)-

m-1 i
m m-1 i Nye tm>1 ot) = 5 af (t)(5) [1+ - |
2 izo | a 2m-1 (441)

La proposition suivante fournit quelques propriétés de la matrice fonda-

mentale 6:

a) 6 est bornée sur tout ensemble Ay = {(t,s) € R7/O<s<t<T}

b) Si A(t,.) est continue 4 gauche quel que soit t > 0, il en est de

méme pour 6(t,.) sur j0,t].

c) 6(.,S5) est localement absolument continue pour s > 0.
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Démonstration :

t

a) Pour s € [0,t] 6(t,s) = -| A(t.t)A(t,S)dttIdipn
Ss

Mais :

2-17-1: [A(t s)I < k(t).

t

Done le(tas)I < | le(ter)Ik(c)dr+l.
0

Remplagons s par t-s puis appliquons le lemme de Gronwall

le(t.t-s}l < (f k(t) Jar) k(x)dr)

d'oi T'on déduit immédiatement a).

b) Soit s et h tels que s € J0,t] s-h € J0,t].

t t

a(t,s)-8(t,s~-h) = | o(tsr)A(rss)de+| 6(t,t)A(t,S-h) dr.
Ss s-h

s-h t -.

2-17-2 : 6(t,s)-6(tss-h) = -| a(t t)A(ts)dr+ | (t,t) [A(t,S-h)-A(t,8) ]dt
s sch

Si s,te Ay le(tsr)A(tss)1 < Mk(t)

et 16(t,t)[A(t,s-h)-A(t,s)]1 < 2Mk(t)

ou M est une constante positive ne dépendant que de T.

La premiére intégrale de 2-17-2 tend vers 0 lorsque h_ tend vers 0.

De méme pour Ja seconde par le théoréme de convergence dominée et la continuité

& gauche de A(t,.) (t > 0). Cela montre b).

c) Soit s<t'<t. Ona:

it t'

e(t,s)-e(t'.s) = J aQCbrdACras ace [o(t.t)-e(t' st) JA(tss) dt



- 38 -

Posons o(s) = 16(t,s)-e(t',s) |

it

et G -{ 16(t.t) 1 k(t) dr
t'

D'aprés 2-17-1 ona

(*o(s) < Gt o(t)k(t)dt

Ss

et comme en a) :

+ lve (rtp(s) <1] k(v)ar enol k(t)dr)

Pour t<T:

ct

2-17-3 : 16(t,s)-8(t',s)] < OP Uhen El

(M' constante qui ne dépend que de T).

L'inégalité 2-17-3 entraine facilement c). o

A l'instar de Grossman et Miller [1] pour les équations intégrodifféren-

tielles, nous allons déduire du a) de la proposition 2-17, une condition suf-

fisante pour qu'un sous-espace fF de Ly oe (IR42IR") soit envoyé de maniére

continue dans lui-méme par l'application o qui 4 v associe la solution du

systéme

f(x,t)+v(t) p.p.

0

nrt we CO x “* —~ aOo + ~~ tt i
Rappelons que par : 2-12:

t

Z-19 : p(v)(t) = ho 8(t,t)v(t)dt.

Soit ‘F un sous espace de L!_ (IR IR”) muni d'une métrique d qui le
loc\ "+?
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rend complet et le munit d'une topologie plus forte que celle de Ly c( Ry R")-

Alors si p(*®) <#, p est continue comme application de F 3 “¥

Démonstration :

‘n RO Y et e(v,) Ey

Comme la topologie de “F est plus forte que celle de Li 4¢(R4-R")

ona:

Soit maintenant o > 0.

dtPi ffocesn Lv, (t)-v(x) Ide
(°

J le(Yn) (t)-e(v) (t) fat
0 0'-0

A

oO ( oO

J lon) (ED-eCw (td lat = (Y Iyq()-vCe) Le C0)

ou K(o) est une constante qui ne dépend que de o, cette inégalité étant jus-

tifiée par a) de la proposition 2.17.

De ce qui précéde on déduit que p(vy) o(v) puis par uni->
; n

cité que y = o{v). Loc( RR )

Le théoréme du graphe fermé permet alors de conclure. o

Appliquons la proposition 2.20 au cas particulier ou “F = L°UR

La solution de 2-18 est bornée quel que soit v, € L7CR,.IR") si et seu-

JTement si

. \sup} | le(t.t)Idt 35 t> OF < to,
0
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Démonstration :

Comme l'application p est linéaire continue de L°(R,,R") dans lui-

méme, il existe M>0O tel que, pour tout ve L°(IR, IR").

lo(v)|, < Miv|.-

Done pour tout t>0:

t

i, a(tsr)v(r)de] < Miv|_.

Fixons t. Soit i un entier tel que l<i<n.

Prenons pour v_ la fonction dont chaque composante vérifie :

(l<k <n) ve (er) = sign 8; x(t»)

ou! les 95 4 sont les éléments de la matrice 6.

On a alors :

ton

| x= |e
k=1

(t.t)|dr < M.
0 k =

j

D'ot l'on déduit :

t

| [e(t,t)|dt < M'
0

M' @tant une constante indépendante de t. o

Remarque 2.22. :

On aurait pu prendre pour * 1'ensemble COUR IR") des fonctions con-
n

+?

tinues bornées sur IR, a valeurs dans IR

Remarque 2.23. :

Une condition telle que celle intervenant dans la proposition 2.21 s'appelle

parfois "condition de Perron" dans la littérature sur les équations différen-

tielles.
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Soit f une fonctionnelle LNA et A_ T'application qui lui est associée

comme dans le théoréme 1-3. On supposera que A(t,.) est continue 4 gauche

pour t > 0. Considérons 1‘équation intégrale suivante :

,

3-1; y(t) = | A*(s ,t)y(s)ds-v(t)

of v € VB([0,T],R").

L'@quation 3-1 admet, comme 1'équation 2-8, une solution unique dans

VB({0,T],IR"). Il est possible d'exprimer cette solution 4 l'aide de la résol-
vante 6 associée a f :

THEOREME 3-2 :

La solution de 1'équation 3-1 vérifie :

3-3 y(t) = -0*(T,t)v(t)+] e*(r,t)dv(t) 3 O<t<T
.

Démonstration :

Montrons que le second membre de 3-3 vérifie 3-1.

En utilisant la relation intégrale 2-14 vérifiée par 9, on peut écrire :

it)

T T .

| A*(s,t)@*(T,s)v(T)ds [| 0(Tss)A(s.t)ds| v(T)
t t

- [-e*(T.t)}#Id gn |v(T).

Par le théoréme de Fubini on a également :

Too
Si ATM(sst)}

rt

[-[ AP (sot 9" (eos )ds fav0° (148) dv(r) [ds
.

1

Seen Jtt,73

- i lott nav(c)
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Ajoutons les relations obtenues membre 4 membre :

_f a¥(s,t)[-o*(T.s)v(T)4{ o*(c55)dv(z) [ds
Jt Jet T]3

i -@ (TotDV(T) A] 1 (etl ne’?

ONT tW(T)H] oa st)av(c) v(t)

On obtient bien | 'équation 3-1. a

Si l'on cherche a étendre la notion d'autonomie aux systémes linéaires non

anticipatifs, une premiére idée consiste 4 imposer 4 f de vérifier :

Vist" vx € C(IR,) Ff(x,t) = f(x,t').

Mais cette condition est trés restrictive car elle conduit 4

vt f(x,t) = f(x,0) = K6, (K fixé, élément de IR")

et donc uniquement 4 des solutions affines pour les systémes LNA.

Les systémes obtenus sont plus intéressants avec la condition suivante de

"presque autonomie".

| Quel que soit t,t avec t>t>O et x continue 4 support

L dans It,4~l, on a F(x st-r) = f(x,t), of x_(&) = x(tté)

(— >0, r> 0).

(PA)

T

t

Prenons f(x,t}) =C x(t)+| B(t-s)x(s)ds
0

La vérification de (PA) est immédiate. a
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Traduisons maintenant la condition (PA) sur une fonction A qui repré-

sente la fonctionnelle f comme précédemment (§ 1).

Si t>t et Supp xc ]r,te[ alors :

[a(t=e.ds)x(s+r) [actsds)x(s)

et, par changement de variable :

[a(t-r.ds-e)x(s) [a(tsds)x(s).

Par conséquent, les fonctions de s : A(t-t,s-t) et A(t,s) définissent

la méme mesure sur l'intervalle Jrt,+e[. On a aussi

Vs >t A(t-t,s-t) = A(t,s) = 0.

Il est possible de choisir A continu 4 droite par rapport a sa deuxiéme

variable et nous supposerons qu'il en est ainsi dans la suite.

Alors, ce qui précéde implique :

VS >T A(t-t,s-t) = A(t,s).

Faisons tendre s vers t par valeurs supérieures :

(t > 1 > 0) : A(t-t,0) = A(t,r).

Posons pour t>0O K(t) = A(t,0). On obtient finalement :

4-2: vs € [0,t] A(t,s) = K(t-s).

A partir de 1a, on obtient facilement la :

f vérifie (PA) si et seulement si il existe une fonction K localement

a variation bornée sur IR,, continue 4 gauche, telle que
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vs € [0,t] A(t,s) = K(t-s)

(oi A représente f et est continue a droite par rapport a sa deuxiéme va-

riable).

Considérons maintenant le systéme suivant ot f vérifie (PA) et

g€ Ly (IR, IR")

X(t) = f(x,t)+g(t) pp.

x(0) =x

4-4 :

Oo

On peut lui associer un systéme adjoint (cf. 2-5 bis)

T

Vv. = J vs(1S+tD ng ds +6, Idpn (t > 0)

ou us est Ja mesure associée a la forme linéaire x > F(x,s).

Posons v,(1s>t]) = 6(t5S) 3 alors pour te€ [0,T]

(r,t) = al 8(tss)ug (It.S])dstTdipn
t

Mais ug(It.s]) = -A(s,t+0) = -A(s,t).

Utilisons la proposition 4-3 :

Ae

B(x>t) = -| B(x 45)K(s-t)dstIdp n
t

t€ [0,1]

Remplagons t par vt-t puis effectuons Te changement de variable s' = t-s

fw -t

O(tst-t) = “| O(t.t-S')K(t-s')ds'+Idypn

4-5 : 7

t € [0,¢]

Fixons +t. 4-5 montre que l'application t + 8(t,t-t) vérifie 1'équation
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t .

intégrale o(t) = - | o(s)K(t-s )ds+I dion sur [0,t]. Il est aisé de montrer
0

que cette équation admet une solution unique. Donec si t € [O,inf(t,t')]

tl6(t,T-t) @(t!,t'-t)

En particulier si t € [0,7]

8(t,t-t) = 8(t,0)

et quitte d remplacer t-t par t:

4-6 : 8(t,t) = 8(t-t,0).

Introduisons alors une fonction A définie par :

vt>0 A(t) = 8(t,0)

On a alors

q-7 ; (t € [0,t]) 8(t,t) = A(t-t).

Le systéme 4-5 devient :

t

4-8 : A(t) = -| A(s)K(t-s)ds+I dip n
0

D'aprés le théoréme 2-10 ona: (t > 0)

t

x(t) = v4 (10,1) x(0)+0, (£01) x(0)4/ Vv, (It, t])g(t)dt +
0

t

+| v,({th)g(t) dt.
“0

La derniére intégrale est nulle car Ve charge un nombre au plus dénom-

brable de points. Donc

t

4-9 : x(t) = _(10st1)x(0)+] ve (It t]) Colt) HH, (10) Ja} dr.
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Puis finalement, avec 4-7 on peut énoncer la

La solution du systéme 4-4 est :

t

x(t) = Aa(t)xoef alter) fa(e)4u, (COP) Ay]ée

ot A est l'unique solution de 1'équation intégrale sur R,:

t

A(t) = ‘{ A(s)K(t-s)ds#Idipn «
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III.- APPLICATION A DES PROBLEMES DE CONTROLE

Grace 4 la formule 2-12 du chapitre II, 1'étude du contréle des systémes

non anticipatifs linéaires, ou "linéaires perturbés", se réduit souvent a une

simple transposition des résultats sur les systémes ordinaires ; nous allons

le montrer sur deux exemples. De nombreux autres problémes de contréle sont

traités par Delfour-Mitter [1] dans le cadre des systémes affines héréditaires

qui sont une classe particuliére de systémes LNA perturbés.

Considérons le systéme :

x(t)

l-l: { x(0)
Ml f(x ,t)+g(t)+B(t)u(t) p-.p.

Xo
ui

ou f est une fonctionnelle LNA

1 n
g € L'({0,T];R )

@ est un convexe compact de IR”

Quitte 4 diminuer m on supposera que & est d'intérieur non vide.

tw = {u_ mesurable ; u(t) € 2 pour tout t € [0,T]}

tb est l'espace des contréles

B€L'(f0,T] ; LURTM,R"))

On notera x(u) la solution du systéme |-| pour ué€é Wy.

Définition 1.2:

L'ensemble d'atteignabilité en &€ € [0,T] est K(é) = {x(u)(E) ; ue WI}.

THEOREME 1.3. :

Pour £ € [0,1], K(&) est compact, convexe et varie contintment avec €&.
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Démonstration :

Soit 6 la résolvante associée 4 f. D'aprés 2-12-II :

ve € [0,1] x(u) (é)
E

9(E.0)Xo#] 0(645)[9(s}4B(s)u(s) Ids.

Il suffit ensuite de poursuivre comme dans la démonstration du théoraéme 1

p. 69 de LEE-MARKUS [1]. o

On note 98G la frontiére (topologique) d'un ensemble G.

Définition 1.4.

Un contréle u est extrémal en T si x(u)(T) € aK(T).

THEOREME 1.5.

u est un contréle extrémal en T si et seulement si i] existe Mey: R"

tel que :

1-6 : n*6(T,t)B(t)u(t) = Max n*6(T,t)B(t)u
. ue 2

presque pour tout te€ [0,T].

Démonstration :
wow ee eee ee

Soit u un contréle extrémal. 11 existe un hyperplan d'appui 4 K(T)

en x(u)(T) done il existe n, € IR"\ {0} tel que

1-7 : vz € K(T) ng (x(u) (T)-2) > 0.

Supposons que ng9(T >t)B(t)u(t) < max no0(T.t)B(t)u sur un sous-ensemble

de mesure non nulle de [0,T]. nen

Posons

g(t,u) = no0(T.t)B(t)u

Max g(t,u).
uER

v(t)

Alors v(t) € g(t,2) y est mesurable et d'aprés le théoréme 1-2 p. 220
de EKELAND-REMAM [1], il existe ue w, tel que :
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w(t) = g(t,G(t)).

T T

Donc : | ngo(T.t)B(t)u(t)dt < | ngo(T»t)B(t)u(t)dt
0 0

et ngx(u)(T) < ngx(u)(T).

Comme x(u)(T) € K(T), on a une contradiction avec 1-7.

Réciproquement, si u vérifie 1-6, comme précédemment x(uU) vérifie

ngx(u) (T) > ngy pour tout y appartenant a K(T).

On en déduit x(u)(T) € 3K(T). a

Définition 1.8.

Le systéme |[-| est dit "normal" sur [0,7] si, quel que soit le vecteur

Ny non nul de IR", la fonction nsa(Ts.)B(.) n'admet aucune ‘composante s‘an-

nulant sur un sous ensemble de mesure strictement positive de {[0,T].

THEOREME 1.9. :

Si le systéme |-| est normal et 2 contient plus d'un point alors K(T)

est strictement convexe d'intérieur non vide. De plus, si u, et u, sont des

controles ayant pour réponses respectives x, et x, avec x,(T) € aK(T) et

x, (7) = x,(T) alors u,(t) = u,(t) presque pour tout te [0,T].

Démonstration :

* Si x,(T) € dK(T) et x,(T) € aK(T) o& x, et x, sont les réponses

associées 4 u, et u, et si le segment [x,(T),x,(T)] est inclus

dans 9K(T), alors m, milieu de ce segment, appartient 4 9K(T) et il

existe Ng € IR"\ {0} tel que

1-10 : vz € K(T) ng (z-m) <0

Si ng (m-x, (T) >0 et ng (Mx, (T)) > 0 on aboutit 4 une contradiction

car ne (m-m) = 0. Donc, par exemple, n&(m-x, (T)) < 0. En comparant avec

1-10, on obtient :
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ng(m-x,(T)) = 0 puis n*(m-x,(T)) = 0 et

1-11 : vz €K(T) n&(z-x,(T)) <0 et ng(2-X»(T)) < 0.

Comme dans le théoréme 1-5, ona:

ngo(T»t)B(t)u, (t) = ng0(T.t)B(t)u,(t) = Max ngo(T.t)B(t)u
uEQ

et, le systéme |-| 6tant normal, u, coincide avec U2 presque partout.

Donc x,(T) = x,(T). Cela prouve que K(T) est strictement convexe.

* Pour montrer que K(T) est d'intérieur non vide, il suffit de montrer

que K(T) n'est pas réduit 4 un point.

Si cela n'était pas le cas on aurait

;

1-12 : vu € Ww, | 8(T,t)B(t)u(t)dt = Z of Z est un vecteur fixé
eo de IR.

Définissons :

4° si O<t<s

ene = 4 .
B si s<t<T

od o,8 € IR” , s € 10,TL.

(fs (t"Alors (| (Tt) B(t) dr Jar | 0(T,c)B(t)dr)B = Z par 1-12
0

Et en dérivant :

8(T,S)B(s)a-@(T,s)B(s)B = 0 p.p.

On en déduit aisément que pour presque tout s € [0,T]

(1-13 : 8(T,s)B(s) = 0
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Cela contredit la normalité. Donc K(T) n'est pas réduit a un point.

* Siu, et u, sont des contrdéles extrémaux avec X,(u)(T) = x, (u)(T)

le théoréme 1-5 et I'hypothése de normalité entrainent :

u,(t) = u,(t) p-p.

THEOREME 1.14. : (contréle en temps optimal)

Soit une application G: IR, > PIR") telle que pour t > 0, G(t) soit

un compact non vide de IR". On Suppose G continue. S'il existe ueé Ww, et

t, € [0,1] vérifiant x(u)(t,) € G(t,) alors il existe t,, (temps minimal)

et ule iby (contréle en temps optimal) tels que x(u,) (t € G(t,)-m

De plus tout contréle optimal est extrémal i.e.

Lal

an € IR” n*9(t,st)B(t)u,(t) = Max n*e(t, t)B(t)u p.p.
UEQ

Démonstration :

cf. LEE-MARKUS [1] p. 127. o

THEOREME 1.15. : (principe bang-bang)

Soit Q={ue RTM; lull < 1, i = 1,2,...m} et G(t) convexe pour t> 0

1) Si le systéme |-| est normal, le contréle en temps optimal est unique.

2) Soit ui oun contréle en temps optimal ta 3; alors il existe

neé clO.t_] tel que u(t) = sgn[n(t)B(t)] p-p.

of sgn(h) = (sgn(h'),... sgn(h"))* pour he IR”,

Démonstration :

1) est une conséquence des théorémes précédents.

Pour 2) il suffit de prendre n(t) = n*(t, ,t) avec n comme dans 1-14. o
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Dans ce qui suit, nous adaptons aux systémes non anticipatifs une méthode

dérivée du théoréme des fonctions implicites, et déja utilisée par MAGNUSSON -

PRITCHARD [1] dans le cadre des équations aux dérivées partielles.

Considérons le systéme suivant sur [0,T]

> Z(t) = f(z,t)+Bu(t)+F(z,u)(t) p.p.
~1:

z(0) = 0

ot f est une fonctionnelle LNA ; pour t>O et z € C([0,T];R")

If(zst)1 < k(r)I ZI, (k € L'[0,T] est fixée)

ué LTM([0,T];IR?) (1 <m< +0, peé N*)

Be L(IRP,iR").

F : C(£0,T];IR")xtTM((0,T1;R?) + L°(10,7];R")

avec F contindment différentiable

F(O,0) = 0 et dF(0,0) = 0.

Le systéme linéarisé associé a 2-1 est:

z(t) = f(z,t)+Bu(t) p.p.
2-2:

z(0) = 0

Nous supposerons de plus que, pour ul, < 9 (0 > 0) le systéme 2-1

admet une solution unique. (Il tt, désigne la norme dans LTM({0,T];RP)).

On notera z(u) cette solution.

THEOREME 2.3. :

Si jie systéme 2-2 est contréiable en T, alors ii existe un voisinage v(0)

n
de 0O dans IR vérifiant :

vn € v(0) au e€LTM([0,T];R) tel que z(u)(T) =n.
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Démonstration :

Soit z€C({0,T];R") et ue€LTM(f0,T];IR°).

On notera MM(z,u) l'unique solution du systéme

’

¢

| Z(t) = #(Z,t)+Bu(t)+F(z,u)(t) p.p.
2-4: x

] Z(0) = 0

Posons T(z,u) = z-M(z,u).

On vérifie immédiatement que T applique C(£0,T];R")«LTM( (0,71; 1R°) dans

c([0,T];R").

Si 98 est la résolvante de f ona:

t t
vt € [0,T] T(z,u)(t) = z(t)-| 0 (ter)Bu(r)-[ oC tse) F(2.u) (e)e

Notons BF =f{u;ue€ LTM(C0,T];1RP) et tut < p}

Définissons une application @ :

bo: Bh + C({0,T];IR")

Ve ove Yy

ou y est l'unique solution de T(y.v) = 0.

. aT aT
Calculons maintenant jy (Zg2Uy)u et 37 (Z52U,)zZ-

Ona:

F(z, sugtu)-F(zysu,)- 2h (z55u,)-ul, = O(iul.)

Posons :

rt

G= [zp sugtu) (t)-T(e9 sup) (t)+{ (tos )Bu(s)as +

‘ oFa o(tss)[3e (z5.u )-u](s)ds|

Alors :

G < ({, 1o(t,s)!}ds Ot ut)
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et par la proposition 2-17-a du chapitre II, il existe K>0 tel que :

2
G < KTO(Ilul)

On a ainsi démontré que # existe et que :

t t
2-5 : aT(z stig) u(t) 7 -] 0(t»s)8u(s)ds-|

De la méme maniére a nous est donné par :

oF
t

2-6 : BT (z5su,)-2(t) = z(t)-| 9(tes)ap (Z5sU,)-2(s)ds.

Il est facile de vérifier sur les expressions précédentes que at et

sont continues en u et z. De plus:

2-7 : 8T (9,9) = Ide
oz (0,T];IR")°

D'aprés Je théoréme des fonctions implicites, @ est de classe C?

un voisinage (0) de O dans LTM({0,T]3IRP).

En dérivant T(dw,w) = 0 en w= 0 on obtient :

. ot
* 92 (0,0)9'(0)v+ 24 (0,0)v = 0.-8: m -IRP228) £ vv € L ({0,T];IR*) su

Appliquons 2-5 et 2-7 :

vv € LTM(L0,T]3IRP) : vt € [0,7]

t t

2-9 : 6'(0).v(t) = \, 0 (t48)Bv(s)ds+] a(t.s)2£ (0,0) .u(s)ds
0

Comme dF(0,0) = G, 2-9 se simplifie en :

t

2-10 : $'(0).v(t) = J, 6(t,s)Bv(s)ds

3 ¢98}5ulZo Ho) ul 8)

oT

oz

sur
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Considérons 1l'application by

. pm

u_» $(u)(T)

n

ainsi que a

> : C(L0,T];R") + R"

z z(T)

On a alors :

2-11: oy = Yr o 6

Par conséquent :

vu € LTM({0,T];IR?)

2-12 : (0) .u = Vp o o'(0).u

Et par 2-10 :

T

P-18) : 67(0).u = | 6(T,s)Bu(s)ds.
0

+(0) est surjective, par I'hypothése sur la contrélabilité en T du

systéme linéarisé 2-2. Comme l'application uv 7 (u) est continue sur un voi-

sinage (0) de 0, le résultat suivant s'applique a or.

| Soit V et W des espaces de Banach, G une application de
classe C' d'un voisinage de 0, dans V 4 valeurs dans W

telle que G(0.) = O.- Si G' (0) est surjective alors 1]'image

de G est un voisinage de O°
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IV.- ETUDE DE LA STABILITE D'UN SYSTEME PERTURBE PAR UNE FONCTIONNELLE NON

ANTICIPATIVE

O.- Introduction

Dans cette partie nous adaptons des résultats de Grimmer-Seifert [1] 4

notre présentation des systémes non anticipatifs. I] s'agit de conditions suf-

fisantes pour avoir divers types de stabilité, se basant sur une variante due

a Razumikhin de la méthode de Liapunov.

Considérons un systéme non anticipatif dans IR" ;

0-1: x(t) = (x,t)

et une fonction W: IR" > IR contindment différentiable.

La dérivée de W le long d'une solution de 0-1 est donnée par :

0-2 W(x(t)) = SY (x(t) FO).

La stabilité se démontre, en général, en prouvant que 0-2 est négative

pour toute donnée initiale (cf. HIRSCH-SMALE [1] p. 192).

Cette condition est assez restrictive sur f. En fait, si une solution

de 0-1 est a l'instant initial dans une boule centrée en 0 et quitte cette

boule 4 l'instant t, on a Ix(t)I < Ix(t)! pour t € [0,t]. 11 suffit donc de

vérifier que 0-2 est négative pour de telles solutions, uniquement. C'est cette

idée que nous exploitons dans Ja suite.

En particulier les théorémes 4, 5, 6 de l'article de Grimmer et Seifert

précité, concernant la stabilité d'équations intégro-différentiellesde Volterra,

sont généralisés pour s’appliquer 4 des équations of interviennent des fonc-

tionnelles non anticipatives ; sous des conditions de Carathéodory.

1.- Une condition suffisante de stabilité uniforme

Dans ce paragraphe X désigne une partie de C([0,+4f 5IR"). En pratique,

X est l'ensemble des solutions d'une @quation différentielle. Le résultat es-

sentiel est le suivant :
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THEOREME 1.1. :

On suppose qu'il existe des fonctions u,v,f € C([0,+o[3IR ) et

Ve C(LO,+0fx IR"; IR ) vérifiant les hypothéses suivantes :

hl : u est strictement croissante, u(0) = v(0) = 0,

vs > 0 f(s) > s.

h21 : v(t,x) € IR,xIR" u(Ix1) < V(tsx) < v(Ix1)

h22 : vx € X T'application t + V(t,x(t)) est localement absolument

continue et pour presque tout t ¢€ IR, ona:

[vs € [0,t] F(V(t,x(t)) > visax(s))| = VW(t.x(t)) <0

Alors Ve > 0 Sn > 0 tel que (xe€X et |[x(0)1 <n)

=> (vt [x(t)] < ¢)

Démonstration :

Soit «> 0. Prenons 6(e) tel que 0 < d(e) <e et v(s) < u(e) pour

s € [0,5(e)], ce qui est possible car v_ est continue.

Soit x €X tel que {x(0)| < 6(e).

Supposons qu'il existe t, > 0 tel que {[x(t,)] =e et vte [0,t,[

Ix(t}] < e.

Si V(t,,x(t,)) < V(O,x(0)), on a alors par 1'hypothése h21

1-2: u(ix(t,)1) < V(t, .x(t,)) < V(O,x(0)) < v(1x(0)]).

Mais d'aprés le choix de 6(e) :

1-3 : v(1x(O)1) < ule).

Comme u est croissante, 1-2 et 1-3 impliquent : Ix(t,)1 < e.

Ce qui contredit le choix de t,-

Donec V(t,,x(t,)) > V(0,x(0)).

Comme t > V(t,x(t)) est continue, il existe t, € ]0,t,] tel que

1-4: O<t< t, V(t,x(t)) < V(t,.x(t,)) = V(t, sx(t,))
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Posons ‘N= {1 € [0,t,] 3 V(t,x(r)) > 0}

Montrons que vt € [0,t,[ Mn [t,t,f est de mesure strictement posi-

tive. Par l'absurde, s'il existe te [0,t,{ tel que V(t,x(t)) <0 pour pres-

que tout te [t,t,], cela implique :

ti.
1-5 -V(t.x(t))4#V(t, .x(t,)) = | V(t.x(t))dr < 0.

t

Mais 1-5 contredit le choix de t,.

Posons

Wi = {te M3 vs € [0,t] F(V(t,x(t)) > V(s,x(s))}.

Supposons qu'il existe t, € (0,t,{[ tel que : J? - Ma [t,,t,] est de
mesure nulle.

Donec vre ({t,,t,] nM) \U? a0(t) € [O.t] verifiant :

1-6: F(V(tsx(t)) < V(a(t),x(o(r)))

Considérons une suite (ti)icn telle que wim tT; = t, et

tT; € (Mn [t,,t,]) \W?. Une telle suite existe d'aprés les propriétés de MM.
Quitte 4 extraire une sous-suite, on peut supposer que

lim o(t;) = 8, € [0,t,]
Tt

Par continuité, on a également, en passant a la limite dans 1-6 :

l=7 : F(V(t,.x(t,)) < V(s)>x(S,))-

Comme V(t,,x(t,)) > 0, 1l'hypoth&ése hl entraine :

L-8) : F(V(tyx(t,)) > V(t,,x(t,)).

et V(t, .x(t,)) < V(s92x(SQ))

ce qui contredit le choix de t,.
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Donc vt € [0,ti[, W' n [t,t,[ est de mesure strictement positive.

Mais d'aprés I'hypothése h22, pour tout élément +t de "ona“he

V(t,x({t)) < 0.

Comme ‘%' est de mesure strictement positive, on a une contradiction

avec Mic W.

On en conclut que vt > 0 Ix(t)! < e€, ce qui démontre le théoréme. o

On va appliquer le résultat précédent au systéme suivant : (x € AC
7 Toc

({0,+[,IR’))

Ax(t)+#(x,t) p.p.
1-9 : i

xs —~ ct et It

x(O) = Xo

ou A est une matrice n-n réelle dont les valeurs propres sont 4 partie réelle

strictement négative et f est une fonctionnelle non anticipative avec :

1-10 : vx € C(IR,,IR") tr (x,t) est mesurable

1-11 : Vt > 0 Xe (xt) est continue sur C(IR, .IR")

1-12 : vt > 0 vx € C(IR, IR") |F(x,t)l <ulxl, o& pe IR, est fixé

Le systéme 1-9 admet des solutions, selon les théorémes du chapitre I.

Prenons pour X_ J'ensemble de ces solutions.
+co

Posons B = | exp(A*t)exp(At)dt. Alors :
0

1-13 : BA+A*B = “Idian et Best symétrique réelle définie positive.

Soit A*(A > OY et A*(A > 0) respectivement ]

grande valeur propre de B.

On a vx € IR" dA? (XX) < (x,BxX) < A? (x,x).

Posons V(t,x) = (x,Bx) t>O xe IR"

u(s) = As? s > 0

v(s) = As? s > 0.
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L'hypothése h21 du théoréme 1-1 est vérifiée.

Si x €X, t > V(t,x(t)) est localement absolument continue et :

V(t.x(t)) = (x(t), (A*B+BA)x(t))+2(F (x,t) Bx(t)) p-p.
et par 1-13

V(t,x(t)) ~1x(t) |24+2(F(x,t) Bx(t)) p.p.

Soit qe IR tel que q>l.

Posons : f(s) = q?s (s > 0).

Supposons que :

vs € [0,t] q?(x(t),Bx(t)) > (x(s),Bx(s))

Comme (x(s),Bx(s)) > A*1x(s)1?, cela implique :

1-14 : q? (x(t) Bx(t)) > A? Ix1z

L'inégalité de Cauchy-Schwartz appliquée au produit scalaire associé a

permet d'écrire :

~ oe 1 l/o l/o
1-15 : (f(x,t) Bx(t)) < (f(x,.t),Bf(x.t)) (x(t) ,Bx(t))

donc : (F (x,t) ,Bx(t)) < A21F (xt) 1x(t) 1.

Par 1-12 ona

(F(x,t) ,Bx(t)) < Am UIX| _1x(t) L-

En utilisant 1-14 on obtient :

(F(xot) Bx(t)) < nM 1x(t)12

3

Si 2 fu < 1 on peut choisir q>J1 tel que 2 oq <1.

On a alors

B
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L'hypoth€se h22 du théoréme 1-1 est donc satisfaite. En conclusion on a

3

Si 2 Au < 1, alors quel que soit «> 0, il existe n>0 tel que

(1X91 <n) = (vx € X vt > 0 Ix(t)l < e).

Une simple modification de 1'argument du théoréme 1-1 va nous fournir une

condition suffisante pour que les solutions du systéme :

Ax(t)+¥(x,t)+9(t) p.p.
2-1: i a

x(0) I x
Oo

of A et f sont comme précédemment et g € L°(IR,3IR"), soient bornées. (Des
solutions existent, d'aprés les théorémes du chapitre I).

THEOREME 2.2. :

Prenons u,V,f,V comme dans le théoréme 1.1.

On suppose hl et h21 vérifiés, ainsi que les hypothéses suivantes :

h23 : vx € X t + V(t,x(t)) est localement absolument continue

et il existe un réel M>O tel que vx € X, pour presque tout

t>0O on ait

[ix(t) >M et vs € [0,t] F(V(t,x(t)) > V(sax(s)) | =

> V(t,x(t)) < 0

h3.: lim u(r) = + et v_ strictement croissante.

Alors va > 0 aK > 0 tel que vx € x] 1x(0) I< 4 2 IxXlo< k].

En particulier tout élément de X est une fonction continue bornée.
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Démonstration :

Soit x € X. On se propose de démontrer

2-3 : vt>O u(Ix(t)l) < v({x(0)1)+v(M)

Si 2-3 n'est pas vérifié, il existe t, > 0 avec

u({x(t,)1) > v(1x(0)1)+v(M)

Donc V(t, »x(t,)) > V(O,x(0))+v(M)

On définit t,, M% et %' comme dans la démonstration du théoréme 1-1.

On obtient de la méme maniére :

vte [0,t,[ TM' 1 [t,t,[ est de mesure strictement positive.

Mais V(t, sx(t,)) = V(t, .x(t,)) > v(M)

donc |xX(t,)| > M d'taprés h3.

Posons MM" = {te M' 3 Ix(t)] > MP.

M7" est de mesure strictement positive car dans un voisinage de t, ona

1x(t)| > M.

Or d'aprés h23 tout élément t de " vérifie V(t,x(t)) <0.

C'est contradictoire avec le fait que M"cTM.

Donc 2-3 est vérifié.

Par cons@quent vt >0 = |x(t)} < uv (v(1x(0)1)+v(M)).

Et par 1'hypothése h3 le théoréme 2-2 se trouve démontré.

Revenons au systéme 2-1.

On prend B,v,u,V,f,X comme au paragraphe 1. On a

V(t.x(t)) = -1x(t)]2+2(F(x,t) .Bx(t))+2(g(t) ,Bx(t)) p.p.

Supposons que vs € [0,t] q*(x(t),Bx(t}) > (x(s),Bx(s)).
3

Mors W(t.x(t)) < -1x(t)12+2uq A> 1x(t) 12421x(t) AZ Ig IL
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3) 
3Si 2u a 1 on peut choisir g>1_ tel que 2uq f< 1.

2

Alors si Ix(t)| > 2A Ndlee, ona V(t,x(t)) < 0.
1-2uq Ty

2A* Igl
L'hypothése h23 du théor€me 2-2 est vérifiée avec M = ———— i

1-2uq >

3)

Si 2u ~ < 1, toute solution de 2-1 est bornée.

Remarque 2.5.

En fait on n'utilise pas u(0) = v(0) = 0 dans ce qui précéde.

La proposition 2-4 peut étre améliorée par un affaiblissement des hypothéses
sur ¥. I] suffit en effet de supposer la condition sur yp "vraie pour t>T
seulement". Remplacons donc 1'hypothése 1-12 par 1-12 bis :

1-12 bis : vt >0 IF (x,t)I < u(t) Ix1,

ol we Toc (IR 4) et p>O p.p.

Tout demeurant identique par ailleurs, on ala:

Si 2u(t) fen <1 pour t > T, les solutions de 2-1 sont bornées.

Plus précisément : Va >0 aK(a) > 0 tel que (x vérifie 2-1 et

1x(0)1 < a) > (Ix, < K(a)).

Démonstration :

Posons X = {x 3 x vérifie 2-1 et {x(0)I <a}.

Si x est solution de 2-1 alors x est également solution de

p H(t) = #(x,t) CT ytool EVFICE)M pp soap (t)AR(E) I og p(t)
2-7 :

Ux(o) = x
Oo
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Posons : F(x.t) = F(x,t)Ul py goof (t)

et G(t) = g(t) LT, goof (t) +x (t) U to, Tt {t)-

Majorons IGI_ en fonction de Ixgt-

t

Ix(t)1 < (ACE)HAL xg t+ Ix(c) Ide) #14(t) 1 5 t > 0

Donec :

. t *2-8 : Ix(t)I < (H(EDHALIG 1) 41 XQ 1) (4) Ix(t) Ide) 3 t 50

~~

Posons pour a € Ry :

ma) = (1ull rg pp lgtHAL+I I.) (14a)

Par le lemme de Gronwall on déduit de 2-8 :

IX Wg tpleg < MUIXg! )exp(Tm(Ix51))-

et donc :

2-9 : IGlo< m(IX,1 Jexp(Tm(1x,1) )+I gl,

On est en position pour appliquer le théoréme 2-2 avec :

2n?
I

2-10 : M = [m(a)exp[Tm(a)]+I1 gi] * Tag °

I] suffit de raisonner comme pour la proposition 2-4 avec F a la place

de f et en remarquant que pour t >0:

= r2-11 : IF(y.t)l < Upp op (tu(tiiviy <a ly,
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On désigne par ‘CB([0, +f ;IR") les fonctions continues bornées de [0, tof
a valeurs dans IR” et par X une partie de CB(({0,+ef 51R"). En affinant la
méthode utilisée en 2 on peut obtenir une condition suffisante pour que les
éléments de X tendent vers 0.

THEOREME 3.1. :

Soit des fonctions h,a,b,V vérifiant :

A: h est continu de IR, dans IR, 3 h(s) > s pour s>0 3 h(0) = 0.

B: V est continue de IR, xR” dans IR

v(t.x) € IR,xR" a(Ixl) < V(t,x) < b(Ix]).

a et b sont strictement croissantes de IR, dans IR,. continues.

C : vx € X t + V(t,x(t)) est localement absolument continue.

D : Quel que soit M>0O il existe :

- une suite de réels strictement positifs, strictement décrois-(Uj)jen
sante et tendant vers 0.

- une suite (T3) jem de réels strictement positifs, strictement crois-

sante et tendant vers +0.

de fonctions continues sur R a valeurs dans IR.
- une suite ( 

+“j/JEN
strictement positives sur [u;/oM] et telles que

si X EX, IXl <M, ta ry, uy < Ix(t)l,

V(t,x(t)) existe et

(vs € [t-r,.t] V(s5x(S)) < h(V(t,x(t)))

on a: V(t,x(t)) < -W5(1x(t)1).

Alors tout élément de X tend vers 0 lorsque t tend vers +o.

Plus précisément : yM > 0 vn > 0 3aT(n,M) > 0 tel que

(x €X et Ixl <M) ~ (t > T(nsM) = Ix(t)] <n).

Démonstration :

Soit x €X,M>0,n>0 tels que n<M et Xl <M,
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D'aprés l'hypothése A il existe Ey > QO tel que

Baie wt a(n)/> < 8 < b(M) » h(s)-s > Eo

Quitte a4 prendre E, assez petit on peut supposer qu'il existe un entier

N positif tel que a(n) > b(M)-Ne, > a(n)/o-

Posons eR = b(M)-ke, et prenons J>O tel que

-1
3-3 : uj <b (ey)

Nous allons montrer par récurrence que Vk € {1,2...N} ;

€

3-4 : t > k(rj+ i ) V(t.x(t)) < ey

ou y est un minorant strictement positif de Wz sur ({U,.M].

Si 3-4 est démontré, on aura en particulier pour k a 2

€

t > N(ryt 2 ) = V(tax(t)) < ey < a(n)

et donc, avec I'hypothése B :

£0
te N(ryt ) > Ix(t)1 <n.

Le théoréme 3-1 s'en déduira immédiatement.

Vérifions 3-4 pour k = 1 A

Montrons d'abord qu'il existe t, ¢€ [rj sryt 7 tel que V(t,.x(t,)) <e«

Sinon, par l'absurde :

é

vt € [rj .rj+ +I V(tsx(t)) > €,

ais Vitsx(t)) > & > a(n)/2 < V(t,x(t)) < b(t

Donec, grdce 4 3-2 ; pour se [t-rj.t] ona:

3-5 : h(V(t,x(t))) > e,te, = b(M) > V(s.x(s))
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Donc

3-7 :

3-8 :

3-9 :

et 3-
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Mais

€

vt € [rjsrjt a J b(Ix(t)1) > V(t.x(t)) > &) > &y

€
-1vt € [rj.rj+ = J Ix(t)i > b (ey) > Uy

Par conséquent si V(t,x(t)) est défini ona:

V(tsx(t)) < “Ww (1x(t)1) <-y (car Uy < Ix(t)] <M)

Comme, par I'hypothése C :

Eg Ey fat o/y .
Nifitat = oX(r yt ~~ V(r -x(r3)) = J, V(t,x(t))dt

J

Grace 4 3-7 on a finalement :

& € &

V(rst e ox(ryt 2 ))-B(M) < 2 x(-y) = -e,

Mais :

£9 Eo
V(rgt + X(T yt + ))-b(M) 2 €,~b(M) = ~EG

8 et 3-9 sont contradictoires. €

Par conséquent il existe t, € [rysrjt > ] tel que V(t,,x(t,)) < e,-

Montrons ensuite que t > ryt + > V(t,x(t)) <e,.

Sinon i] existe t, >t, avec V(t, .x(t,)) > €,-

Posons t, = sup{t 3; t<t, et V(t,x(t)) < €,}.

Alors t, >t, et vte Jt,,t,]V(t,x(t)) > e, et V(t,,x(t,)) = g,-

Si t€ ]t,,t,] Ix(t)l > bTM'(ey) > Uy comme en 3-6 et

h(V(t,x(t)) > V(t,x(t) te, > E, +e, = b(M). Donc :

VS € [t-r,,t] h(V(t,x(t)) > V(s,x(s)).-
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| Par l'hypothése D cela implique :

V(t,x(t)) < -wy(1x(t)1) < -y < 0 presque partout sur [it, tz].

Par 1'hypothése C on en déduit :

V(t, x(t,)) < V(t, .x(t,)) = gy

cela contredit V(t,,x(t,)) > ey:

D'ou t> r,t a V(t,x(t)) <6,

Montrons que si 3-4 est vrai pour k < N-1 alors 3-4 est vrai pour k+l.

Supposons par 1'absurde que

“o “0| vt € [k(rj+ = J+ry.(ktl) (r3+ - )1 V(t,x(t)) > Eka]

Alors comme précédemment

h(V(t,x(t)) > V(t,x(t))te, > Epi tes = ey

&

Donec pour s € Ck(rj+ Y ) ot] et d'aprés l'hypoth@se de récurrence :

3-10 : h(V(t,x(t)) > V(s,x(s)).

€

Comme try > k(ryt 2 ), 3-10 est également vérifiée pour s ¢€ [t-r,.t].

V(t,x(t)) < “Wy (1x(t) 1) presque partout sur J'intervalle consi-

déré. Puis (cf. 3-7, 3-8, 3-9) :

car ek < MeL) (nyt <2) XC (k41) (ryt 2 )1)

EG Eg

-V(K(r + FF Urge x[k(rj+ a dtrg ht
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*o
3-11 : Epi 7ey < (-y) x = = -e..

Y 0

3-11 contredit la définition des Epes ‘

Par conséquent i] existe t, € Ck(rj+ <P )trys(k+1) (ryt +) tel que

V(t, 9x(ty)) < egy

En suivant alors le raisonnement précédent, on achéve de démontrer 3-4 pour

k+l. o

Revenons au systéme 2-1. Nous allons montrer que lorsque la fonctionnelle no:

anticipative F dépend de maniére prépondérante du passé récent, dans un sens

que nous préciserons, le comportement asymptotique des solutions de 2-1 est

guidé par celui de g. Nous conservons pour A les mémes hypothéses qu'aupa-

ravant, et pour f les hypothéses 1-10, 1-11.

Dans la suite W désigne une fonction de IR, dans R, qui vérifie

3-12 : lim W(t) = 0 et W continue

tota

THEOREME 3.13. :

On suppose que : VT > 0 vt>T YX € C({0,+f IR").

ro t
3-14 : lf(x,t)l < WIXT gy + WT) EXT, p.p.

et que :

: Ae3-15) 3 2u zy < 1.

Alors si g est continue, bornée et tend vers 0 lorsque t + +m, il en

est de méme pour toute solution de 2-1.

Plus précisément : Etant donné a>O et n>O il existe S(asn) > 0

tel que si x est solution de 2-1:

(1x(0)1 < a) = (vt > S(asn) Ix(t)i <n).
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Démonstration :

Soit x une solution de 2-1 vérifiant Ixlo <M.

On définit u,v,V comme au paragraphe 1 de ce chapitre.

Soit t>0O tel que V(t,x(t)) soit défini. Alors :

W(tax(t)) <-Ix(t)1242(F(x,t) Bx(t))#2(g(t) ,Bx(t))

Prenons q>1 et K>0O.

Si T<t, par 3-14, ona:

3-16 : VCtax(E)) << ~1x(t) 1421 (t) 1A? Lubad pA (T) Lol, 42 1x (t) 1A? 19 (t)

Supposons que ys € [t-T,t]q?V(t,x(t)) > V(s,x(s))

alors vs € [t-T,t] q 4 Ix(t)] > Ix(s)]

Par suite :

2 A3 2 om2 n2 23-17 : V(t,x(t)) < -Ix(t)I°+2uq sz Ix(t)I +2M*A7W(T)+2A7MI g(t) 1.

_2 *Posons u, = — pour ke IN.

Comme Jim W(t) = lim g(t) = 0, on peut construire une suite strictement
tata toto

croissante de réels positifs (TE) keIn* telle que

t > ry => 2M2W(r,)4+2MIg(t)| <= ‘k k g 2k2

u

Par conséquent si t >ry, et ze + < |x(t)| <M ona

W(tax(t)) < (2uq A -ayix(tyi?+ Ak.
2k

3

Choisissons q tel que 2yq — 1 ce qui est possible grace 4 3-15, alors

. ' BL 1, Ak3-18 : V(t,x{t) < (2yq = 1) x ‘ze + ami

3

Prenons K = = (1-2 q a). 3-18 se réécrit en:
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. ; _i As, 13-19 : V(t,x(t)) < ? (1-2uq iw ee

Si _ 1 Ae 1 .i on pose W,(u) = - 3 (1-2uq >) * ~_ Pour u > 0 et si on prend

pour X l'ensemble des solutions de 2-1, on constate que toutes les hypothéses

du théoréme 3-1 sont satisfaites. Donc si x € X et Ixij <M, i] existe

T(n.M) > 0 tel que

t > T(nsM) = Ix(t)l <n.

Il reste 4 montrer que sous les hypothéses du théoréme 3-13 toute solu-

tion de 2-1 est bornée.

Prenons T tel que 2(w#W(T) AS <1 (cf. 3-12)
Alors vt>T 1#(x,t)I < (u4W(T)) 1x1,

La proposition 2-6 s'applique avec :

i utW(T) pour t >T

t
u(t) =

utW(0) si O< t<T

Donc si x €X et {x(O0)] <a, ona: Ix < K(a) et avec ce qui précéde

{t > T(n,K(a))] = [Ix(t)l <n ]

ce qui démontre le théoréme 3-13. a

Corollaire 3.20.

Les hypothéses sont celles du théoréme 3-13. On suppose de plus

3-21 : f(x,t) est linéaire par rapport a x.

3-22 : jim f(e,,t) =e, 1 € {1,2,...,n}
1 1

to+2

ou e; représente la fonction constante égale au i-éme vecteur de

la base canonique de IR”.
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3-23 : At+f(~) est inversible

ob f() est la matrice n-n dont les vecteurs colonnes sont les com-

posantes des &5 dans la base canonique.

Alors si g admet une limite lorsque t tend vers +, toute solution

de 2-1 vérifie :

. ~-1 :
lim x(t) = -[A+f(o)]> lim g(t).
tro+o tr+0

Démonstration :

Posons =. & = -[A+f(e)]7* lim g(t)
toto

et w(t) = x(t)-% ot x est solution de 2-1.

Alors w(t) vérifie

3-24 : w(t) = Aw(t)+f(w,t)+A2+F(2,t)+g(t)

Par I'hypothése 3-22 ona

3-25 : lim f(2,t) = f(e)2
trt+a

done lim A&+f(2,t)+g(t) = 0
to+o0

Appliquons alors le théoréme 3-13 3; on en déduit

3-26 : lim w(t) = 0
tr+a0

et par conséquent lim x(t) = 2. oO
to+30
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Dans le premier chapitre nous nous sommes attachés a des problémes

d'existence sous des conditions de Carathéodory concernant les systémes

non anticipatifs. Plusieurs méthodes ont été envisagées : solutions appro-

chées, point fixe et point fixe pour la fonction dérivée ; cette derniére

s'est avérée conduire aux aénéralisations les plus intéressantes. Nous

avons ensuite considéré dans le second chapitre des équations linéaires

non anticipatives, faisant apparaitre de nombreuses similitudes avec les

équations différentielles ordinaires. et notamment 1'existence d'un noyau

résolvant, fort utile lorsqu'il s'agit d'étudier les problémes de contrdle

qui sont l'objet du troisiéme chapitre. Enfin, nous inspirant des travaux

de Grimmer et Seifert sur la stabilité des équations intégro-différentielles,

nous avons dégagé, dans le dernier chapitre, des conditions suffisantes

pour que des perturbations non anticipatives n'affectent pas la stabilité

ou le comportement asymptotique de systémes ordinaires.

MOTS=-CLES :

-équations différentielles

fonctionnelles

-—théoréme de Schauder

-stabilité

-méthode de Liapunov.


