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SYSTEMES DIFFERENTIELS NON ANTICIPATIFS

O.1l.-— INTRODUCTION

I1 semble naturel de penser que la vitesse & 1'instant t d'un
véhicule spatial, commandé depuis la terre, dépende de sa position a
T'instant t-t , o0 T représente le temps mis par un signal (radio)
pour couvrir deux fois la distance séparant cet engin de son centre de
contrdle au sol.

Ainsi la modélisation d'un systéme consiste souvent & exprimer la
variation de ses paramétres a4 1'instant t comme une fonction de leurs
valeurs antérieures a3 t . Cette approche traduit, en fait, le détermi-
nisme des phénoménes et conduit & des équations différentielles que 1'on
peut qualifier de "non anticipatives".

Volterra fut le premier @ étudier de maniére systématique de telles
équations, en particulier pour décrire 1'écologie des systémes proie-prédateur.
Depuis, Tes équations non anticipatives sont apparues dans 1'8tude de la
propagation des épidémies, de la circulation du fuel dans les centrales
nucléaires, de la viscoélasticité...

Dans le premier chapitre nous nous sommes attachés & des problémes
d'existence sous des conditions de Carathéodory concernant les systémes
non anticipatifs. Plusieurs méthodes ont été envisagées : solutions appro-
chées, point fixe et point fixe pour la fonction dérivée ; cette derniére
s'est avérée conduire aux généralisations Tles plus intéressantes. Nous
avons ensuite considéré dans le second chapitre des équations Tinéaires
non anticipatives, faisant apparaitre de nombreuses similitudes avec les
équations différentielles ordinaires, et notamment 1'existence d'un noyau
résolvant, fort utile lorsqu'il s'agit d'étudier les problémes de contrdle
qui sont 1'objet du troisiéme chapitre. Enfin, nous inspirant des travaux
de Grimmer et Seifert sur la stabilité des équations intégro-différentielles,
nous avons dégagé, dans Te dernier chapitre, des conditions suffisantes
pour que des perturbations non anticipatives n'affectent pas la stabilité
ou le comportement asymptotique de systémes ordinaires.




O0.2.—- DEFINITION - EXEMPLES

DEFINITION : Soit I wun intervalle réel et n,m € N¥
On dira que T'application f : C(I ;]Rn) x I — R"  est une
fonctionnelle non anticipative si

v,y € C(I 3 R") , wvtel ,
( Vit €T U J-o, t] x(1) = y(1t)) = f(x,t) = f(y,t)
Dans les exemples suivants nous prendrons

f: C(10,71 ; RMx [0,T] — > R"

EXEMPLE 1 @ f(x,t) = x(—12-l)

EXEMPLE 2 : (cf systémes intégro-différentiels de Volterra)
t
f(x,t) = A(t)x(t)* J g(t, x(1),t)dr
0

o0 :g:RxR"xR— R

EXEMPLE 3 : (cf systémes retardés).
Fixons 7t € [0,T] et h [0, ] »R" ,Ce L, R)

f h(t) si 0<t<r1
f{x,t) - 1 C x(t-71) si t >

Soit H e AC(I[0, T]i an) . Prenons h = H

Alors les systémes suivants sont équivalents

[x(t) = f(x,t) p.p

1x(0) = H(0)

Jf,;\(t) = Xt B PETr >
lx(t) = H(t) pour t € {0, T}




et = T -,hu-f-—u---mwﬁ

Cette remarque nous montre que les systémes retardés a condition
initiale suffisamment réquliére entrent dans le cadre des. systémes non
anticipatifs.

EXEMPLE 4 :

Pour te[0,T] , on note &, T1'application définie par

t
x € C[0,T] — x(t)

Dans C[0,T] on considére la tribu Ft =o(e, 5 0 <u<t)

u

Soit f CI[0,T]1x[0,T] — R telle que
vt € [0,T] f( ,t) est Ft mesurable

Alors f est une fonctionnelle non anticipative.

Démonstration :

Soit Oy * €i0,7] — ZR[O’t] 1'application qui & une fonction
de C[0,T] associe sa restriction a 1[0,t]
Comme Ta fonction x € C[0,T] — f(x,t) est Ft mesurable

il existe, d'aprés le théoréme de Doob une application
h : R[O’t] — R mesurable et
telle que f(x,t) = (h o ) (x) vx € C[0,T]

Si x ety cofncident sur [0,t] , py(x) = pyly)
et donc f(x,t) = f(y,t) . o

La proposition explicite le rapport qui existe entre les fonc-
tionnelles non-anticipatives étudiées ici et celles qui interviennent
en théorie des probabilités (cf LIPTZER [11).
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0.3.~ NOTATIONS

Soit T €R+,n €N* , p € N*

On désigne par

(.,.) et 1.1 respectivement un produit scalaire et la norme
associée dans R" Ln(]R) 1'ensemble des applications Tlinéaires de R"

dans lui-méme.
Pour x € C([0,T] ;IRn) on note

Ixly = Sup {Ix(1)l 3 0< 1<t}
ixI2 = sup {ix(t)l s a< T<b}

ou te [0,T] , a,b€e[0,T] ,ac<hb

I.- RESULTATS D'EXISTENCE

On se propose d'étudier les équations différentielles du type :

x(t) = f(x,t) p.p.
{ x0

%o

o f est une fonctionnelle non anticipative sur
C([0,T] 3 R") x [0,T]

THEOREME 1.1. :
Soit une application f : C([0,T], IRn) x [0,T] — R" ayant
Tes propriétés suivantes :
hl : f est non anticipative.
h2 : vy € C([0,T] ;IRn) 1'application t— f(y,t) est mesurable
h3 : vt € [0,T] 1'application x - f(x,t) est continue sur
c(fo,T1, RM)
h4 : il existe une fonction positive € L'(0,T) telle que
wt € [0,T1 wx € C(I0,TT 5 RMY 1f(x, )1 <« k(t)(1+ | x!.)

LYy e \
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Alors Te systéme

[%(t) = f(x,t) p.p.
Lx(0) = x

0

posséde au moins une solution. Si de plus on a

h5 : Vx,y € C([0,T] 3 R") 1f(x,t)-f(y.t)I < k(t) Ix-y 1
alors la solution est unique.

Démonstration :

Considérons une subdivision A de [0,T]
Aty = 0 < i ty<aa <ty = T de pas A|

Pour t € [0,T] on pose A(t) = Max {t; ; t, <t}

Pour x € C([0,T], R") et se€[0,T] on définit :

S
S
X7 |

x(t) si 0 <t
t) {

x(S) si S <t

tA TA

Enfin on définira une fonctionnelle "approchée" f, de f par

t;

fA(x,t) = f(x ,t) si t, <tx< ti

ce qui, en tenant compte des notations précédentes, peut s'écrire aussi

fA(x,t) = f(xA(t), t)

Comme : Vvt € [0,T] le(t)lt<5 lxlt ., on remarque que f, posséde

A
les mémes propriétés hl-h2-h3-hd que f .

Construisons maintenant une solution x de 1'équation

A
t
1-2 xy(t) = x + Jo £, (x,.5)ds
il suffit de poser xA(O) = Xy o puis par récurrence sur i

t tx

alors  x,(t) = XA(ti) + J f(xAT, T)dr

si t € [ti’ t. A

1+1]
On a la majoration suivante pour N d'aprés h4 :

t
VEET0,T] ()1 < Ixgl + | k(@141 %] Yde
0
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et par suite que :

t
vEE [0,T1 Ix by < IXj1 + JO k(t) (!+leIT)dr

Rappelons 1e iemme suivant de Gronwall
{ Si u, a€l®0,T) ,belL'(0,T) et b>0 p.p
t
et u(t) <a(t) + JO b(s)u(s)ds p.p

t t
Alors u(t) <a(t) + JO a(t)b(t) exp( L) b(s)ds)?r p.p.

Appliquons ce lemme & u(t) = (!+|xAIt) :

vt € [0,T] X1y < DXl + J; k() (1+1x, 1 )dr
t t
RAP IR f_(l+lxol)+-J0 (I+lxol)k(T)exp(J k(s)ds)drt
N T
1.3, [1xgl < (1+1x1) expl [0 k(s)ds)

t
On posera K(t) = J k(s)ds et M= (|+]x0[)K(T) , donc :
0

vt € [0,T] |+ lelt <M. Ona également si 0 <t' <t <T

t
|XA(t)'-XA(t')I_5 Jt' IfA(xA,T)ldr
t
Ix,(t) = x, (t")] Jf k() e Tar

tl

IA

(1+1x,1)

1.4. X (8) = x (81 < (1+xg1)  ef(E ) - Kt

Si on appelle S 1'ensemble des subdivisions de [0,T] , on
remarque que les majorations 1.3 et 1.4 sont indépendantes de A € S .
de fonctions est équicontinue,

par conséquent la famille (xA)A €s
borngc. Nous pouvens lui appliguer le thdcordme d'Asceli @ i1 existe une
3 g n S =
sous suite (A )n cN de S telle que x n converge uniformément vers
A
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x* sur [0,T] et [A"[ tend vers O .
Nous allons montrer maintenant que x* est solution du probléme
initial. Fixons =t € [0,T] . Par abus d'écriture on notera encore (A)

la suite (An)

a) Montrons que xg(T) converge uniformément vers x* sur [0, 1] .

x,(t) - x*¥(t) si t < A(7)

A
04T ) (e) =
XA(A(T)) - x¥(t) si A(t) <t <7
Mais  x,(A(T)) - x*(t) = x,(A(1)) - x*¥(a(1)) + x*(A(T)) - x*()

et Tim Alt) = T
fal - 0

La convergence uniforme de X, vers x* associée a la continuité
. - . A
uniforme de x* , entrainent la convergence uniforme de xA(T) vers X

sur 1'intervalle [0, T1] .

b) Montrons que 1im fA(xA, T) = f(x*, T) .
fal - 0

A
En effet fA(XA,T) - f(x*, 1) = f(XA(T),T Yy - f(x*, 1)
Le résultat précédent et 1'hypothése h.3 permettent de conclure
immédiatement.
c) On a également la majoration suivante, d'aprés 1.3 et h4 :
{fA(xA,r)l < Mk(t)

On peut alors grdce & b) et c¢) utiliser le théoréme de convergence dominée

de Lebesgue pour passer & la limite dans 1.2 ce qui donne pour t € [0,T]

it
X¥(t) = x, + j £(x*, T)dr
0

x* est bien solution du probléme initial.
Si de plus h5 est vérifiée et si Xq et x, sont des solutions du

probléme on a, pour t € [0,T]
t
lxl(t) - x2(t)l E'JO lf(xl, T) - f(xz, )| drt
t

et Xy = %01y < [O k(t) Ixq=x,1. dt
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Le lemme de Gronwall montre immédiatement que lxl— X2|t =0
Quelque soit te€ [0,T] , ce qui prouve 1'unicité sous 1'hypothése h5.

Une autre approche consiste & utiliser un théoréme du point fixe
dans C([0,T1, Rn) . Le résultat obtenu est méme un peu plus général

THEOREME 2.1 :

Soit f vérifiant Tes hypothéses hl - h2 - h3 - h4 et

h € C([0,T], R"). Alors i1 existe x € C([0,T], R") tel que
t
vte [0,T]  x(t) = h(t) + J £(x,s)ds
0

Démonstration :

On construit une suite croissante d'intervalles [O,Tm] et une

suite de fonctions Xy € C([O,Tm], Rn) tels que X soit solution du

probléme sur [0,T,1 . On remarque au préalable que le caractére non
anticipatif de f permet de définir f(y,t) pour y € C([0,t] , R") .
Nous utiliserons dans la suite cet abus d'écriture.

a) Construction de la suite T_

[n]

Soit q tel que 0 <q<1 et N 1'entier naturel défini par :

N=E[K8J]+1

La fonction t — K(t) étant croissante continue, i1 existe une suite

finie (T. vérifiant :

N
*« Si 1 <1i<N-1 alors K(Ti) - K(Ti—l) = q
* K(Ty) - K(Ty-1) <4

b) On définit ensuite une suite de majorants Mm

Notons d'abord Ih!T = A
On pose Mo = [h(0)! et on définit par récurrence :
1

(1-q)




Sur [O,TO] le probléme admet une solution évidente que 1'on
notera x . Soit m > 1 . Supposons par hypothése de récurrence, que

o
nous ayons trouvé une solution x sur [O,Tm_lj vérifiant en outre

m-1
<My

Ix__q1
m-1 Tm—l

Posons :

X 1}

- n
V, = {y € C(10,T T, R7)/ lyITm <M, et Yot -

m—1]
Pour y € C ([0,T 1, R") on définit :

t
@ (y)(t) = h{t) + [0 fly,s)ds , o0 0<t<T,

Etudions 1'application @ : C([0,T ], R") > C([0,T 1, R")
* 0 est continue
En effet si (yk)y e converge uniformément vers y sur [O,Tm]
f(yk,.) converge simplement vers f(y,.) ; et comme
vs € [0,T 1 1f(y.s)l <k(s) (I+lyls)
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue montre que f(yk,.)

converge vers f(y,.), en norme dans L'([0,T_1, Rn) . Donc ¢h(yk)
converge uniformément vers ¢h(y) sur [O,Tm]

* @V =V

En effet vte [0,T, ;1 @ (¥)(t)

t
h(t) + JO f(y, s)ds

si y €V alors ¢h(y)(t)

t
" h(t) + [O f(xm_l,s)ds

Comme Xe1 est solution du probléme sur [O,Tm_l] on a :

vt € [0,T, 11 @, (y)(t) = x,_,(t)
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IT reste a majorer lc,c:m(y)lT . Mais on a pour t € [O,Tm]
m T T
m-1 m fly,s)ds
0p(¥)(t) = h(t)-h(T__)+h(T )+ Jo F(x_1,s)ds + fT
m-1

ce qui peut s'écrire encore :

T

Gy} (8) = h(E)-h(T ax (T v [ f(y,s)ds
Tm-l
Donc en utilisant la propriété h4 de f et la majoration de Xm1 °
Tm
lon(I(E) 1 < 2A+M 4+ (lyig +1) ( J k(s)ds)
m T
m-1

D'aprés le choix des Ti et Ta majoration de y :

o (Y) (£) 1 <2A+ M+ (M +1)q
Par construction des (Mi) cela entraine :
oY) (£) 1 <M
et 1'inclusion est démontrée.
*(qn(vm) est relativement compact dans C([O,Tm],IRn)

En effet wh(vm) est borné car mm(Vm) < Vo

De plus wm(vm) est un ensemble équicontinu, car pour y € Vm et pour

t, t' € [O,Tm] on a :

tl
(V) (8) = (£ 1IN h(E )1+ 1| Fly,s)ds]

et donc
oY) (E) = @ (¥) (£ )T < Th(£)=h(t')1 + (1+M) IK(t")-K(t)I
Notons F la fermeture de @h(vm) dans  C([0,T1, RrR")
L'enveloppe convexe fermée de F est compacte d'aprés un théoréme de
Mazur (DUNFORD [17 p. 416). On peut lui appliquer le théoréme du point
fixe de Schauder (DUNFORD [1] , p. 456)
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"Un sous-ensemble compact convexe d'un espace topologique localement
convexe posséde la propriété du point fixe".

IT existe donc x_ € Vp, tel que x_ = ®p(x

=)

La récurrence est ainsi démontrée. On remarque alors, pour finir, que
xy est bien solution du probléme sur (0,71

Remarque 2.2 : i1 est facile d'adapter le théoréme au cas oud f est
une fonctionnelle définie sur C([0,+w=[, Rn) (muni de la topologie

de Ta convergence uniforme sur les compacts) et ol k € LI]OC([O’+°°[)’
h e C([0, + [, Rn) . I1 suffit de construire une suite
(Tm)m ¢ tendant vers +e , avec K(Tm+1)- K(T,) <q et de construire

comme précédemment des solutions sur les intervalles [O,Tm] , chacune

prolongeant la précédente.

Au Tieu de considérer 1'équation

f(x,t)

%o

H

x(t)
{ x(0)
ot f verifie hl, hZ, h3, h4, on cherche & résoudre :
y(t) = f(Ty,t)
{ ol Ty(t) = Xg t J;- y(u)du pour T € [0,T]
dans L'([0,T], R")

Pour cela, posons F(y,t) = f(Ty,t) pour y € L'([0,T], Rn) s
t € [0,T] . Etudions les propriétés de F .

HL F est non anticipative i.e : si Y1» ¥p € L'(fo,71, Rn) .
tel0,T) et yylig vy =Y Ypo,ey PP

alors F(yl,t) = F(yz,t)
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HZ : vy € L'([0,T], R™) t — F(y,t) est mesurable.

H1l et H2 sont des conséquences immédiates des hypothéses hl et h2 sur f .

H3 : Si (ym)m ¢ st une suite d'éléments de L'([0,T], RrR™
vérifiant
-vmeN vE e [0,t] Iy (E)I < g(¢) o ge€L'([0,t])
est fixée.

- Ay ”[0 t])m ¢ tend faiblement vers y ”[O t] dans
L'({O,t],ﬁRn) . Alors Tim F(ym,t) = F(y,t).

m - o

Démonstration :
La famille (Tym)m > o est équicontinue sur [0,t]

Comme ym]J[O,t] — y U g 7 Pour Ta topologie of L'([0,t1, R"), L*(10,t1 ,R™)

ona : Vvt € [0,t] Tim Tym(T) = Ty(t)

m -+

Le théoréme d'Ascoli assure alors la convergence uniforme sur

[0,t] de (Tym)m Y vers Ty
Donc 1im f(Tym,t) = f(Ty,t) et H3 s'en déduit
m =+ o a
H4 : i1 existe K € L'([0,T],R") telle que
vy € L'([0,T]1, R") , vt € [0,T]

I
IF(y,t)1 < R(t) (1+ jo ly () 1de )

Démonstration :
IT suffit de prendre K(t) = k(t) (1+1x,1)
[m}

et d'appliquer hé4.
On est donc ramené a démontrer le
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THEOREME 3.1 :

Soit F : L'([O,T],ZR") x [0,T]1 >R"  une application vérifiant
H1, H2, H3, H4. Alors il existe y* € L'([0,T], Rn) tel que :
y*(t) = F(y*,t) p.p.
Ce théoréme sera une conséquence du théoréme 4.2 démontré au para-
graphe suivant. Pour 1'instant, notons un corollaire immédiat du théoréme
3.1 :

Corollaire 3.2.

Soit f : C([0,T1. R") x (0,T] —R" une application vérifiant
hl, h2, h3, hd4. Soit G une fonction réelle, mesurable sur

Ap = ((t,s) €ER® /0 <s <t<T)
avec Sup ={G(t,s) / (t,s) € AT]» < +

et Tim  Sup {IG(tZ,s)—G(tl,s)l/O <s<ty et 0<ty-t) <6} =0
§ -0

Alors Te systéme

= f(z,t) p.p-

ped
—
o+
~
|

{ t
z(t) = Xo + [O G(t,s)x(s) ds

admet une solution (x*, z*) € L'([0,T]1, R") x C({0,T1, R")

4.- Une aénéralisation.

Nous allons démontrer Tes résultats précédents dans un cadre
plus général. Introduisons d'abord quelques notations :
m représente un entier positif et on note (t,x) Tles éléments

de R xR"
= {{t,x) ER ¥R t > vkt )
= R, xR"
B m -
Et = [0,t] xR Xt = llEt
Te= E N(ENV) ol E€EE ;5 6 =1
de maniére plus explicite : Fg = {(t,x) € E /& -(t,x) € V} .




- 14 -

Définition 4.1 :

On dira qu'une application F : L! (E,an) x £ — R" est non

Toc
anticipative si F(yl,g ) = F(yz, £) Tlorsque Yilp_ = Yolp  P-p.
€ £

y; et y, étant des éléments de Llloc(E’ ]Rn)

Notons que pour m = 0 on retrouve la propriété HI du paragraphe 3.
Si F est non anticipative, u € L‘(I‘n) (ol n €E) , et g€ Fn s
pour deux prolongements quelconques u; et w, de u a L]'OC(E, IRn) s
on a toujours F(ul, g) = F(u2, £) . Dans la suite, on convient de
noter cet élément par : F(u, &) . Le résultat principal est le suivant :

THEOREME 4.2 :

Soit F : L]'OC(E,]Rn) x £ > R" une application vérifiant :
P1 : F est non anticipative.

P2 : vy € L]‘OC(E, IRn) 1'application & - F(y, &) est mesurable sur E

. o8 1 n . 127 &
P3 : Si£€kE ,uc L1oc(E’ R') et (uk)k >0 une suite d'éléments

de Li_ (E,R") tels que :

Toc
a) il existe g€ LI(PE) avec lul <g sur 1“E , quel que soit k

b) U TS5 Y dans L'(Tg) faible

Alors Tim F(uk, g) = F(u, &)
k - e

P4 : i1 existe X € L1oc(E) tels que :

VEEE Wy e Lo (B B IFW,E1 < A [ Iyl
£

Alors i1 existe y* € L]'OC(E,]Rn) tel que y*(n) = F(y*, n) p.p.

Notation : on désignera par L? 1'ensemble L'(Tr,an) ol
=)
£ =(t,0), t€eR




—————
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n
{u € LT

= 55 =

Démonstration :

Soit T1> Tp» C €R avec 0 < T < 1, et C>0

Soit @ € L'(T (Tl’o)) = L'Tl )

On notera K(Tl, Tos @, C) 1le sous ensemble suivant de Lg E
2

o [ UT(cy,0) = 0 et Ul < ) pepe s sur T gy Iﬂ(11’0>}

LEMME 4.3.

K(Tl, Tos £, C) est convexe faiblement compact dans L?
2

Démonstration :

La convexité est évidente
Max(|@ (&)] , CA(&)) si £ € T(11,0)
Posons (&) = 1
CA i
(€) si g€ F(TZ,O) \ T(TI,O)

Alors y € L' et :
T2

K(tys 155 B, C) = {ue LQZ / lu@)ls  w(E) pop )

Ce dernier ensemble, que nous appelerons H , est faiblement
relativement compact, d'aprés le critére de DUNFORD-PETTIS (GENET [1],
p. 183). Montrons qu'il est méme faiblement compact. Soit f* appartenant
a 1'adhérence faible de H ; prenons v € L°°(1‘(T 0)° Rn) tel que
29
Ivl<1l p.p. La fonction (f*, v) appartient & 1'adhérence faible de

{(f,v)/f € H} dans L% . On considére maintenant un sous ensemble
2

mesurable A de F(TZ,O) ; on a :
vf € H jA (£(n), v(n))dn s_JA W(n)dn

donc :
[ ey, vimdn < | w(man
A
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A etant quelconque, on en déduit : (f*, v) <¢ p.p. sur P(T 0)
2:
(%)
Prenons v(x) = —=— 1 X
(x) L5 (x) | {a 5 f*(a) # 0} (x)
on a alors [F*] <y et donc f* ¢ H

En raisonnant de maniére analogue on peut montrer que K(Tl, Tos @, C)
est faiblement fermé dans H et le lemme 4.3 s'en déduit o

LEMME 4.4 :
L'application o : ALY, |
T T
2 2
u — 4 (g F(u, E))

est faiblement continue sur K(Tl, Tos g, C)

Démonstration :

Soit (uk)k >0 une suite de K(Tl, Ty B €) qui converge

. n g
faiblement vers u dans LT2 . Si EE F(T2,O) alors
vk € N lu ()1 < Y(&) . Appliquons 1'hypothése P3 sur T
k (T2,0)
vE €T 1im F(u,, &) = F(u, &)
(TZ,O) K > 400 k

Mais d'aprés 1'hypothése P4 :

vVEE T vk €N [F(u,, £)1 <A(E) (1+[ ly(n) dn )
(1,,0) k = r
€
En appliquant 1e théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions
(F(uk,.)) on en déduit qu'elle converge en norme dans L? vers F(ui)
2

et donc & fortiori pour la topologie faible de L? . On a ainsi prouvé
2

que o est séguentiellement faiblement continue. Comme K(Tl, Tos 8. C)
est métrisable pour la topologie faible (car faiblement compact dans un
Banach séparable - DUNFORD [1] p. 434), o est aussi faiblement continue.

0




b
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On définit maintenant pour t >0 A(t) = J
T
(

La fonction A est croissante continue , A(0) =0

A(n)dn

t,0)
. Soit q € 10,1[

i1 existe donc une suite (t')i €N tendant vers +« telle que

i

A(t1‘+1)

nous ayons constuit une solution U, de
u(g) = F(u, &) dans Lg
m

(u0 existe de maniére évidente).

- A(ti)_g g quel que soit 1 et to = 0 . Supposons que

Considérons K(tm, tm+1’ Upo Cm+1) ol Cm+1 sera déterminé
plus toin.
Si u€ K(tm, tm+l’ U Cm+1) alors pour & € F(tm O) .
F(u, &) = F(u ., £) = u (&)
De plus VE €T
(tm+1,0)
Fue)l < M) (1+ ] fu(n). 1 dn)
T
(the1,0)
Mais 1+ J fu(n)ldng 1 + f Ium(n)[dn +f
r r T
(tm+1,0) (tm,O) 3
et J i (e < Coop [ At ) = (t)]
(tye1,00> (ty,0)
D'aprés le choix des ts
Flu, 6)1 <) (14 [ dug(m)idn + Cpa)

Jr(tm,o)

[u(n) ldn

7
m1°0> (¢

m,O)
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Choisissons maintenant C de maniére a avoir :

m+1

L {F !um(n)idn 9 Cm+1 §-Cm+1
(tn.0)

E ce qui est possible car q € 10,1[

Alors VE € F(tm+1,0) IF(u, g)|_gcm+1 A(&)

On a ainsi démontré que 1'image par 1'application u - F(u,.) de

f K(tm, tm+1, u., C est incluse dans lui-méme. Comme cette application

me1)

est faiblement continue sur K(tm, t C qui est convexe

m+1? Ym m+1)

faiblement compact, le théoréme de Schauder s'applique : il existe une

solution u de u = F(u .) sur r . Par
m+1 m+l m+l, (tm+1,0)
récurrence on a une solution sur tout ensemble F(t y Comme
i,0
u T(t ) = E , on obtiendra une solution U*¥* pour le probléme
i €N i,0

initial, en choisissant pour U* 1la fonction de LiOC(E,an) qui

coincide avec u; sur P(t quel que soit 1 EN . o

i,0)

Notations : L]oc(

sur E dont la restriction & tout compact est essentiellement bornée.

| l.1, ¢ désigne Ta norme de L¥(K) , ol K est compact.

E) désigne 1'ensemble des fonctions mesurables définies

| Soit k € L'(E) , k>0 p.p. et ac€ ETOC(E) . Alors il existe

f une unique fonction u € LT (E) vérifiant u(g) = a(g) + k(n)u(n)dn p.p.
: loc . Pg

exp(J k(n)dn) , pour tout £ € E
g Fg

De plus |ul < lal

oa,Fg

ol

Enfin si a >0 p.p. alors u>0 p.p.
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Démonstration :
Fixons EO = (60, xo) et cherchons une solution de 1'équation
dans le cdne FE . Pour t >0 on pose V(t) = J k(n)dn
0 T
£E NE
V(o) o
IT existe un entier N tel que ¢ = ——— < 1 . On peut construire
N
une suite finie t =0 <t;...<t, < s <ty =8 telle que V(ti) = iq
Posons M=lal o
> EO

Montrons par récurrence sur n qu'il existe une unique solution
du probléme sur Fg n Et notée Uy vérifiant de plus
0 m
M

m co r = m
* g, NE (1-q)
m

Pour m = 0 c'est évident. Supposons 1'hypothése de récurrence
vérifiée pour tout m inférieur ou égal @ n . Une solution du probléme

sur FF n Et coincide nécessairement avec u, sur Fg n Et
0 m+1 0 m

11 est donc équivalent de chercher w € U”(r neE ) vérifiant
go tm+1

et u, >0 p.p. lorsque a >0 p.p.

w(g) = a(g) + Jr k(n)w(n)dn p.p. ou vérifiant

k(n)up(n)dn + J k(n)w(n)dn
e NEy Te

m m+1 m

3
w(E) = a(@) + |
T

vEE€E T, NE on pose A_ .(g) = a(g) + k(n)u_(n)dn.
o ‘mel Bl Lgn E, 4

vw € L°°(1“g nEt +1) on pose ¢m+1(w)(£) = J k(n w(?)dn
0 m
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De maniére évident A, € Lw(FEO(WEtm) et ¢, est une application
de L°°(FE NE, ) dans Tui-méme.
0 m+1
Estimons [A | , r'. nktE
m+1 oo EO tﬂH‘].
| m-1

T - late) + = | () Uy ()

m+l o, I'. NE i k+1 o,'. NnE

5o tme1 k=0 FE n (Etk+1\\Etk) £ m+1
m-1

| A ! <M+ = q«x selon 1'hypothése de récurrence

m+l «,I'. NE — 5 k

"ty K0 (1)
1 m
¢, g
Ans1! o, r, nE, < M [1 * i) ] ]
M

TA o <

m+l o, . NE — m

0 tm1 (1-q)

Montrons maintenant que ¢m+1 est contractante. Soit Wi, Wy € L°°(1"g n Et )
0 m+1

1) = O (W ¢ g, 2 (L, LT )'Wl'wzz'oorE nE

a t (E ~E,. ) t
o} m+1 Eo tm+1 tn 0 m-
Et d'aprés le choix de Ta suite (to,..., tN) :
go tm+l Eo tm+1

Le théoréme du point fixe assure alors 1'existence de Um+1




=t 3l -
De plus Tim  lu_, - r olk) (A 1y =0
P m' - m+1 k=0 m+1 m+1 oo, l‘g N Et -
- 0 m+1
ol ¢é§% est Ta k-iéme itérée par composition de P

Cette derniére relation montre que si Uy > 0 p.p. et a>0 p.p.

alors Une1 2 0 p.p. car ¢ transforme toute fonction positive en

m+1
fonction positive.

< |A

. 1
On a aussi lu m+1|m, r e X TTE

|
+1 ', . NE
" 3

Z \t

0 mt+1 t

0 m+1

. M
soit encore Wil o, e NE, S'IIT—FEIT
0 m+1 4

La récurrence est ainsi démontrée.

On remarque alors que Uy est une solution du probléme sur I‘g
0

On a donc démontré 1'existence et 1'unicité d'une solution du probléme,

notée u . De plus u vérifie pour N assez grand

, sur T
g0

£ g,

< M
go IF k N

(1£°—N>

Faisonstendre N vers +o ; on obtient :

IUEOI o, FEO < Mexp (J Fg k )
o
qui est la relation cherchée.
Montrons que 1'on peut définirune solution globale du probléme.
IT suffit de vérifier que si Ug est solution sur Tg et Ug' est

S i s e Tncident sur nr . Mais
olution sur Tg' alors ug t Ug' co1 u Fg 3
cette propriété est évidente car Ug et U coTncident respectivement
sur Fg et Tg. avec Ugn ot &" est choisi tel que
F n = F U ].-' 1 . [m]
£ 4 3
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Soit ke L'(E) , k>0 et ace L]oc(E)

Si u € L10c(E) vérifie :

u(g) < a(g) + J k(n)u(n)dn p.p.
le
Alors :
u(€) <tal o exp (J k(n)dn> p.p.
) g r
g
Démonstration :

Soit a1 € L?;C(E) vérifiant wu(g) = aq(g) + J k{n)u(n)dn

alors a-aq > 0 p.p.
Soit v la solution de : v(§) = a (&) + I k(n)v(n)dn

g

dans LTBC(E) . D'aprés la proposition 5.1 on a :

Iv(g)l < Tlal_ r exp ( J k(n)dn ) p.p.

) a T
£

Mais :

(u)(E) = (a2 () + | k() (v-u) (man pep.

g

Comme a-a; >0 p.p. on a aussi v >u p.p.

et finalement wu(g) < fal_ r exp JF k(n)dn p.p.
g

Nous pouvons déduire de la proposition 5.2 une majoration pour

les solutions d'équations non anticipatives :

Application 5.3 :

Prenons F comme dans le théoréme 4.2 .
Soit y € Lioc(E’ Rn) une solution de y(&) = F(y, &) p-.p.

Rlors 1y(E)1 < A(E) (1+ | Iy(uwidu)  p.p.
T
g




- P3LE

Posons :

&) =1+ J fy(u)ldu pour £ € E
1§
3

En intégrant 1'inégalité précédente sur Fn on obtient :

1+ JF ly(E)I1dg < 1 + JP AEY (1 + IF ly(u)!ldu)dg

n n 3

Appliquons Tla proposition 5.2 8 o

®(n) < exp (J A(g)de )
FT]
Reportons cette relation dans la premiére inégalité :

fy(E)1 < X(E) exp (JF A(u)du ) p.p.
g

Corollaire 5.4 :

Si A€ L'(F) alors y € L'(E ; RM
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II.- ETUDE DES SYSTEMES LINEAIRES NON ANTICIPATIFS

Notation :
Y§+(resp %5 ) désigne 1'ensemble des fonctions continues sur
R, (resp R) a valeurs dans Rr"

xR, — R" vérifiant

On considére une application f : G,

L1 = vt eR, f(.,t) est linéaire sur Y3+
L2 : vx €G vt €R. [f(x,t)] < k(t)(1+ Ix1y)

ol k € Lioc(R+) est fixée une fois pour toute.

Si f vérifie L1 et L2 alors f est non anticipative. De plus,
t étant fixé, f(.,t) se prolonge en forme linéaire continue sur G muni

de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.

Démonstration :
YA >0 HEOXGE) T < k(t) (1+a Ixly) d'aprés L2
donc 1F(x,t)1 < k(t)( + Ixi,) d'apres L1

Faisons tendre X vers + o ; on obtient :
L2' : wx €6, vte R [f(xt)l <k(t) Ix1y
On prolonge f(.,t) sur %% en posant pour x € %:

f(x,t) = f(x]R+,t) ol x]R+ est la restriction de x & R, .
L2' montre immédiatement que f est non anticipative et continue
sur % o. On supposera également dans la suite de ce chapitre que f
vérifie
L3 : wvxe G, f(x,.) est mesurable sur R,
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Définition 1.2 :

On dira que 1'application
elle vérifie L1-L2-L3

Notation :
Ta variation totale de g

Le théoréme 2.3 qui suit permet de représenter les fonctionnelles

: 6, x R, — R" est LNA si

Si g est a variation bornée sur R on désigne par V9

LNA a T'aide des fonctions & variation bornée.

THEOREME 1.3 :

Soit f une fonctionnelle LNA. Alors i1 existe une application
A:R, xR — Ln@?) possédant les propriétés suivantes :

1) A est mesurable

2) Pour t € R, fixe A(t,.) est a variations bornées

3) Pour s >t A(t,s)
4) Pour s <0 A(t,s)

6) Pour t €R, , x € B f(x,t)

Cette application A est unique si on lui impose de vérifier en

outre :

0
A(
5) Pour t €R, Vi A(t.)

_w).

= J A(t,ds)x(s)

7) Pour t €R_ A(t,.) est continwea gauche.
+

Démonstration :

Pour t €R_ fixé, on peut considérer f(.,t)

de Radon vectorielle et lui appliquer le théoréme de représentation de

Riesz (cf RUDIN [1] p. 173)

notée A(t,.) , qui vérifie :

1-4  wx €8 f{x,t) = Jr Alt,d
R
1-5 A(t, +0) =0
1-6 Sup Gt Vo A(t,.)
X €6 1 %]

: i1 existe une fonction & variation bornée

comme une mesure
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A(t,.) est unique si on lui impose de vérifier également :

1-7 A(t,.) est continue & gauche.
D'aprés L2', 1-6 entraine : Vi A(t,.) < k(t)
Et toujours d'apres L2', A(t,.) est constante sur ]-«, 0O[
et sur Jt, + «[. La condition 3) résulte d'un choix de normalisation.
Il reste a démontrer Ta mesurabilité de A . Pour cela on posera :
pour toute fonction g & variation bornée sur R .

Tim g(t) = g(t+0) Tim _ g(t)

g(t-0)
t 0" t - 0

On remarque que t — g(t+0) (resp g(t-0)) est continue & droite
(resp & gauche).

L'ensemble {s € R/A(t,s+0) # A(t,s)} est dénombrable car A(t,.)
est d variation bornée.
Donc {(t,s) € R_ x R/A(t,s+0) # A(t,s)} est de mesure de Lebesgue nulle.
I1 nous suffira par conséquent de montrer la mesurabilité de la fonction
B définie par B(t,s) = A(t,s+0) sur R, xR . Commengons par montrer
que pour o fixé B(., o) est mesurable.

Soit y € LiocﬂR,]Rn) dont le support est inclus dans R,

u
Soit Yy €R" . On définit x sur R par x{u) =y + J y(v)dv
0
Si t €R, alors f(x,t) = J A(t,ds)x(s)

+
J B(t,ds)x(s)

Nous allons utiliser la formule d'intégration par parties suivantes
(cf. VERLEY p. 138).

Soit a (resp B ) une fonction lccalement & variation bornée sur
R et & valeurs dans R" (resp L{ Rr", Rn)). Pour a <b ona:

mais également  f(x,t)

1-8 :

B(s+0)da(s) + J[ b]dB(s)a(s—O) = B(b+0)ax(b+0)-B(a-0)a(a-0)
a,

J[a.b]
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Prenons m=n B=B(t,.) a=x et [a,b] = [0,t] , tout en remarquant

que x est continue et B(t,.) continue & droite :

B(t,s)dx(s) + J B(t,ds)x(s) = B(t,t)x(t)-B(t,0-0)x(0)

J’[0,’61 [0,t]

Mais  dx(s) = y(s)ds x(0) =y et B(t,t) =0

Donc j B(t,s)y(s)ds + J B(t,ds)x(s) = -B(t,0-0)y
[0,t] [0,t]
et f(x,t) = - J B(t,s)y(s)ds - B(t,0 -0)y
[0,t]
Soit c>0 . Posons yU = 1 8
§ €R" . lo+ % +oo [
{of
y I 10 +eo] 8
u
Xo(u) = v o+ Jo Yo (v)dv
u
XT(u) = v + J yo(v)dv
0
Alors
FOCSE) = F08.8) = | B(6,5) 1v(s) - y3(s)) ds
[0,t]
G+%
f(x7,t) - £(x7,t) = J B(t,s)s ds
o

X
n [f(x%,t) - f(xg,t)] = ( n.[Z 2 B(t,s)ds) 8

Pour tout n € N* le premier membre est mesurable en t . Quel.

que soit

Ta Timite du second membre pour n tendant vers + o est BR(t.a)§
car B(t,.) est continue & droite. On en déduit que B(.,0)8

est

t
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mesurable, et comme & peut étre choisi arbitrairement finalement :
vo > 0 B(., o) est mesurable.
Prenons maintenant pour y 1la fonction constante 0 ; x est alors
la fonction constante y et f(x,t) = B(t, 0-0)y
Pour o <0 B(t, o) = B(t, 0-0) ; Yy pouvant &tre choisi quel-
conque, et d'aprés 1'hypothése L3 assurant la mesurabilité de f(x,.),
on a également Ta mesurabilité de B(., o) pour o <0
Montrons maintenant que B est mesurable sur tout pavé
Jla,b[ x Ja,b[. I1 suffit de montrer que chacune des composantes de B

est mesurable. Soit donc u une composante de B . Posons P = Ja,b[ x Ja,b[ .

Soit I un intervalle ouvert et Im une suite d'intervalles ouverts telle

que I <1 vm et U I =
m meN

Pour n,m € N on définit :

- . 1
Sn,m = U {(t,s) €eP ;0 <SgTs <y et u(t,so) €1, }
s €Q
0
-1 .
Montrons que P nu (I ) < n S
m nen M0
Soit (%, S) € u_l(Im) NP . Comme u(t, .) est continue a droite et
I, est ouvert on peut prendre s € Qn [S,b[ tel que so-§'< %
et w(t, s,) €I . Donc (%, %) ¢ .
-1,
Montrons que Pnu (I )o> n S
m n €N sl
ST (E.5)eP et (%,9)¢ u-l(f%) , d'aprés la continuité a droite
de  u(t,.) 11 existe N €N tel que :

vs € [S,5+ %J n  la,bl u(t,s) ¢ Tm

Donc (T, %) ¢ SIS qui démontre 1'inclusion.

Pour conclure on a
-1

Tl ars v (I)nP e U (n s )
meEN meEN n€eN 2
et U n s ye u (Paw i) = iy ae
meEN ne€eN ? meN
Comme Sn m est un borélien il en est de méme pour
u_l(I) nNP= u (n Sn m) . En conclusion, u est mesurable. o
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On considére ici une fonctionnelle f de type LNA et une fonction

u€Li (R,R" .

loc

AC, ( R+, Rn) désigne 1'ensemble des fonctions localement absolument

Toc
continues de R, & valeurs dans R"

Les théorémes du chapitre précédent permettent d'affirmer 1'existence
et T'unicité d'une solution du systéme :

{ x(t) = f(x,t) + u(t) p.p.
2-1
X(0) = x, (x, €RM)
dans AC; (R, R")

Nous allons montrer qu'il est possible & 1'instar des &quations
différentielles Tinéaires ordinaires d'exprimer la solution de 2-1 &
1'aide d'un noyau résolvant © , solution d'une équation intégrale. Dans
la suite nous supposons n=1 mais les raisonnements sont similaires pour
n quelconque.

Rappelons d'abord une variante du théoréme de Fubini, connue parfois
sous le nom de "théoréme de Bray", dont nous aurons besoin dans la suite
(cf HONIG [1] p. 69).

THEOREME 2.2 :

Pour tout t € R, , soit ¢y une forme linéaire continue sur
CCOR) » ensemble des fonctions réelles continues & support compact sur
R , et ﬁE la mesure réguliére qui lui est associée par le théoréme
de Riesz.

Soit a, b € R, . On suppose que 1'application

t — ¢t(x) est mesurable, pour x € C.(R) et que

o lly = 1l (R) < K(t) od KeL'@®R,)
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b
On peut alors définir une forme linéaire continue ¢ = J ¢tdt sur
a

CCGR) en posant
b

¢(x) = J ¢t(x)dt pour X € CCGR)
a

Si 1 est la mesure associée @ ¢ et f une fonction réelle
mesurable bornée sur R alors :

t - J f dﬁt est Lebesgue intégrable
et &

2-3 J fdu = Jdt [ fd’Jt-

Nous pouvons écrire le systéme 2-1 sous la forme

W) = J x dup + u(t) p.p. 3 t>0
2-4
[ x(0) = X
ol My est la mesure bornée portée par [0,t] associée a la forme
linéaire continue : x — f(x,t) sur CCGR)

On a par hypothése el (R) < k(t) 35 20

Considérons maintenant 1'"équation adjointe" de 2-4 :

t
2-5 {vt = JO Vi ([t,t1) o dr + Gt

od t est un réel positif fixé, Vi Uune mesure bornée et 6t la
mesure de Dirac en t .

THEOREME 2.6 :

2-5 admet une solution unique.
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Démonstration :

Toute solution de 2-5 est portée par [0,t]
Dém : Soit « wune fonction continue & support compact inclus dans
Jt, 4o . On a :

t
J ® d\)t = IO Vi ([t ,t1) dt J ® duT =0

car Jw duT =0 pour Tt >t

On a le méme résultat si le support de ¢ est inclus dans
I -, 01

Pour démontrer 2-6 i1 suffit de montrer qu'il existe une unique
fonction by € VB ({0,T1, R) (espace des fonctions réelles & variation
bornée sur [0,T]) vérifiant :

t
2-8 0,(a) = jo 0(0) u ([a,t]) dr +1
En effet Ta relation " vt[a,t] = ¢t(a) 5 a € [0,t] Y

définit une bijection entre les solutions de 2-5 et celles de 2-8.
Avec les notations du chapitre II-1 on a :

uT([a,t]) = A(t,t+0) - A(t, a-0)
uT([a,t]) = ~A(1, a-0) Tlorsque T € [0,t]
2-8 devient alors
t
2-9  ¢i(a) = - [ o (T)A(T, a-0)dt + 1
0
Soit t € [0,t] . Munissons VB([tO,t], R) de la norme HE telle
0
que
il xifi = ix(t)yi + v x
t [t,,t]
ol V[a b x désigne la variation de x sur [a,b]
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On rappelle que VB([tO,t],]R) muni de la norme lIl-IHt est un espace

0
de Banach.
Posons M
Fx(s) = - J x{t) A(t, s-0)dt + 1
S

ol x € VB([0,T], R) et se[0,t]

Soit s,s' € [t ,t] avec s <s' alors :

t
IFx(s) - Fy(s) - Fx(s')+—Ey(s')I§gj [A(T,5-0)-A(1,s'-0)1Ix(7) - y(1)ldt

t

S
+ J 1x(1) - y(1) 1 1A(T,5-0) | dr
S
Mais pour T > 0 on a V[t t] A(t,.) < k(1)
05

en particulier pour s € R |A(T1,s-0)1 < k(1)
Par conséquent :

t
Vit ,t7 (FX-Fy) < Sup Ix(s) - y(s)I x2 J k(t)dr.
o’ SE [to,t] to

Comme Fx(t) = Fy(t) = 1 on en déduit facilement :

t
FxFyil < (2] kiode )iy,
0 to 0

Comme k € LI

1oc(IR+) il existe ¢ > 0 tel que :

tl
Vt' € [e,t] J k(s)ds < 7
t'-¢
Fest une application contractante de E = {x ; x € VB([t-¢,t],R),x(t) = 1}
dans Tui-méme. Comme E est complet, F admet un unique point fixe. En réitérant
ce procédé sur [i-Ze,t-¢], etc... on trouve une soiution uniyue de 2-5 sur

[0,t]. [a)
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Remarquons que Vis solution de 2-5 est également solution de

. / Jt
2-5 bis ¢ v, = v, (It,t)u_dt+d
Ut~y 7t 4%

it
En effet J vt({r})quT =0 car vt({r}) = 0 presque partout.
0

Enfin si dans 2-5 on remplace &t par une mesure bornée p portée par
[0,t], on a encore existence et unicité d'une solution.

THEOREME 2.10 :

La solution de 2-1 vérifie :
t
x(t) = vt([O,t])x(O)+J vt([r,t])u(r)dT.
0

Démonstration :

Soit x 1la solution de 2-1, et t >0

t
{x dv, = Jo dT(JX.vt([T,t])duT>+x(t),

ou 1'on a utilisé 2-3 avec ﬁ} = vt tlu .

t
}x dvt = JO Vt([T,t])(JX dur>dt+x(t)
t t
2-10-1 : - Jo v ([T tx(t)dr - JO v ([Tt u(c) drax(t)

Par ailleurs
S
Jx dv, = jdvt(s)<x(0)+JO X(T)dT)

+

. vt([O,t])x(0)+Jo k(T)dTJ du (s)

T<s<t

d'aprés le théoréme de Fubini.
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t
2-10-2 : Ix dv, = v, ([0,t1)x(0) + [ Ve ([T5t1)x(t)dr.
t t JO t
Si on compare 2-10-1 et 2-10-2 on obtient :

t
2-10-3 : x(t) = vt([O,t])x(O)+JO ve([T,thu(t)dr. @

Posons 8(t,s) vt([s,t]) pour s < t

t

o(t,s) = ju st = Jo

e(t,r)dr<}ﬂ [s’t]duT>+1,

d'aprés 2-3 et en remarquant que ét(ll[s t]) = 1. C'est-a-dire :

t
8(t,s) = 1+J 9(t,m)n ([s,71)dr
S

j 0 si 1<

car u_([s,tl) =
* 1 UT([S,T]) si s<tT<t.

Les résultats obtenus sont résumés dans le :

THEOREME 2-11 :

La solution de 1'équation 2-1 est caractérisée par :

£
2-12 x(t) = e(t,O)x(O)+JO o(t,t)u(t)dt 3 t >0

od o(t,.) est la solution dans VB([O,t],Ln(BQ)) de

t
2-13 : B(t,s) = J 8(t,0)u, (s dr+ldpn
S

Si 1'on suppose que A(t,.) est continue d gauche pour

t
2-14 : o(t,s) = -J 8(t,t)A(T,s)dr+Idpn -
S

t > 0, alors on
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IT est parfois intéressant de réécrire 2-12 sous une autre forme ; en
utilisant la relation

t
6(t,0) = Jo 8(t.7)u_([0,7])dr+Idpn

on obtient

[t
2-15 x(t) = x(O)+JO e(t,T)[U(T)+UT([OaT])]dT-
Remarque :

A la différence des systémes linaires ordinaires, le noyau résolvant o
n'est en général pas inversible, comme le montre le contre-exemple suivant :

(cf. HALE [11, p. 70) :
Considérons le systéme LNA suivant (c'est méme un systéme retardé) dans R?®

x(t) = 2y(t)
y(t) = -Z(t)+1
0 sinon
2y(t-1) si t>1
2(t) = {

0 sinon

On peut alors montrer qu'il existe un plan P dans IR® tel que, quelle
que soit la donnée initiale (xo,yo,zo) et quel que soit t>1 on a
(x(t),y(t),z(t)) € P. Donc pour ce systéme et pour t > 1, 6 (t,0) n'est pas
inversible.
Le systéme suivant fournit un contre exemple encore plus simple
px(t)
x(0)

1]

x{0)(-sin t)

i

X
0

En effet un calcul immédiat montre que 8(% ,0) = 0.




e
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Exemple 2-16 :

On considére le systéme LNA suivant ol v ¢ Lioc(ﬂQ+)

J x(t) = x(%>+v(t) p.p.-
<\ x(0) = 1
{

[ -1 si s <
Posons Alt,s) = il -

0 si s

]
Nt rof e+

La matrice fondamentale 6 associée au systéme vérifie donc

t
I1+J 6(t,r)dt si 2s < t

(S) : 8(t,s) = 2s

8} si 25>t

Par récurrence sur m on vérifie alors :

=3

t t ] m i N
S € r————-, — I =06(t,s) = = a;(t)s ol
L2m+1 oM ] o |
ag =1
i-1
et pour m>1 i>1 aT(t) - =k : a?:%(t).
m-1 i
m m-1 t t
a1y =z () [ o |
= i=o ! 2 2" (4+1)

La proposition suivante fournit quelques propriétés de la matrice fonda-
mentale o :

a) 6 est bornée sur tout ensemble A; = {(t,s) € R?/0 <s <t<T}

b) Si A(t,.) est continue & gauche quel que soit t > 0, il en est de
méme pour 6(t,.) sur 10,t].

c) 0(.,s) est localement absolument continue pour s > 0.
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Démonstration :

t
a) Pour s € [0,t] @a(t,s) = -J e(t,T)A(T,s)dT+IdIRn
s

Mais :
2-17-1 : FA(T,s)| < k{T).
t
Bone l6(t,s)l 5_f l6(t ) k(r)de+l.
0

Remplagons s par t-s puis appliquons le lemme de Gronwall
t t
octts)t < 1] ke Jous{ [ ki)
Slt-tos)l < 1), Klzddrjexp] K
d'old T'on déduit immédiatement a).

b) Soit s et h tels que s € ]0,t] s-h € 10,tl.

£ it
6(tss)=0(t.s-h) = - J 0(ts0)A(T,s)dre|  6(t,1)A(r,5h)dr.
S s-h
s-h t o
2-17-2 : 6(t,s)-0(t,s-h) = -J e(t,T)A(T,S)dT+J 8(t.7) [A(T,5-h)-A(T,s)]dT
s s-h

Si s,t € Ar te(t,t)A(t,s)l < Mk(t)
et 1o(t,t)[A(t,s-h)-A(T,s)]l < 2Mk(1)

o0 M est une constante positive ne dépendant que de T.

La premiére intégrale de 2-17-2 tend vers 0 lorsque h tend vers O.
De méme pour la seconde par le théoréme de convergence dominée et la continuité
a gauche de A(t,.) (1t > 0). Cela montre b).

c) Soit s <t' <t.Ona:

t t!
[ e(t,T)A(T,s)dT+J [6(t,7)-6(t",r)IA(T,s)dr
Jt' s

g(t,s)-6(t',s) =
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Posons ©(s) = 18(t,s)-6(t',s)I

t
et G = Jt'|6(t,T)|k(T)dT

D'aprés 2-17-1 on a

tl
o(s) < G+J o(t)k{t)dr
S

et comme en a) :

©(s) < G[1+(J; k(T)dT)EXp(J; k(r)dr)}

Pour t<T:

t

2-17-3 : 18(t,s)-8(t",s)I 5'M'J k(t)dt

t
(M'  constante qui ne dépend que de T).
L'inégalité 2-17-3 entraine facilement c). o

A 1'instar de Grossman et Miller [1] pour les équations intégrodifféren-
tielles, nous allons déduire du a) de la proposition 2-17, une condition suf-
fisante pour qu'un sous-espace F de Lioc
continue dans lui-méme par 1'application o qui & v associe la solution du

systéme

2-18 : <<

Rappelons que par : 2-12 :

(IR+,IRn) soit envoyé de maniére

x
—
o+
S

i

f(x,t)+v(t) p.p.

x
—_
(]
~

(]

0

t
2219 o(V)(t) = {o o(t.t)v(T)dr.

IRn) muni d'une métrique d qui le

Soit “F un sous espace de Lioc(R

+9
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rend complet et le munit d'une topologie plus forte que celle de L! (IR ,H?n).

loc
Alors si p(F) =« ®, p est continue comme application de F »F

Démonstration :

Soit v, ,v,y des &léments de F avec :

Vo >V et po(v,) = y

Comme la topologie de ‘% est plus forte que celle de L1OC(H2+,HQH)
on a :
v >v et p(v,) >y
n . n il n
L]OC(IR+,H2 ) L]OC(IR+,IR )
Soit maintenant o > 0.
['O' o)t
J Iotv) (et (8 [¢t = [ |[ a(t.r)tv, (0)-v(x)1ar
0 0'’0

o
/J |v (1)- IdT\K (o)

J[p(v )(£)-0(v) (8)]dt < (

I A

ol K(o) est une constante qui ne dépend que de o, cette inégalité étant jus-
tifiée par a) de la proposition 2.17.
De ce qui précéde on déduit que p(v )——-—————-—————> p(v) puis par uni-
" (R,,R")
cité que y = p(v). 1oc

Le théoréme du graphe fermé permet alors de conclure. o

Appliquons la proposition 2.20 au cas particulier o F = E”(H2+,1Rn).

La solution de 2-18 est bornée quel que soit v, € U”(HQ+,D2n) si et seu-
Tement si

t
sup{{o fe(t,t)ldr 3 t 3_0} < +oo,
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Démonstration :

Comme 1'application p est linéaire continue de L“(H2+,H2n) dans lui-
méme, il existe M > 0 tel que, pour tout v ¢ L“YIR+,IRn).

lo(v) |, < Mlv|_-
Donc pour tout t > 0 :
t
]Jo 6(t,r)v(r)de| < Mv|_.

Fixons t. Soit i wun entier tel que 1 < i <n.
Prenons pour v Ta fonction dont chaque composante vérifie :

(1 <k <n) Vk(T) = sign ei,k(t,T)

ol les ei K sont les éléments de la matrice 6.
On a alors :

t n
¥ |8 (t,t)|dt < M.
Jo oy OBl <

D'olt 1'on déduit :

t
J lo(t,t)|dt < M’
0

M' &tant une constante indépendante de t. o

Remarque 2.22.

On aurait pu prendre pour ‘F 1'ensemble Cb(D2+,IRn) des fonctions con-
tinues bornées sur IR, & valeurs dans R".

Remarque 2.23.

Une condition telle que celle intervenant dans la proposition 2.21 s'appelle
parfois “condition de Perron" dans la littérature sur les équations différen-

tielles.
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Soit f wune fonctionnelle LNA et A 1'application qui Tui est associée
comme dans le théoréme 1-3. On supposera que A(t,.) est continue a gauche
pour t > 0. Considérons 1'équation intégrale suivante :

3-1: y(t) = 7] A*(s,t)y(s)ds-v(t)

od v € VB([0,T1,R™).

L'équation 3-1 admet, comme 1'équation 2-8, une solution unique dans
VB([O,T],IR"). 1T est possible d'exprimer cette solution a 1'aide de la résol-
vante 6 associée & f :

THEOREME 3-2 :

La solution de 1'équation 3~1 vérifie :

3-3 y(t) = -e*(T,t)v(t)+J o*(t,t)dv(t) 3 O <t<T

3

Démonstration :

Montrons que le second membre de 3-3 vérifie 3-1.
En utilisant la relation intégrale 2-14 vérifiée par 6, on peut écrire :

il

T T *
j A*(s,t)e*(T,s)v(T)ds [J e(T,s)A(s,t)ds] v(T)
t &

{-e*(T,t)+1dIRn]v(T).

Par le théoréme de Fubini on a également :

T

_Jt A*(s,t){J[t T]e*(T,s)dv(r)]ds N 1

[-JtA*(s,t)e*(T,s)dstv(

[
Jre,m

J[t T][e*(T’t)_Idﬂin]dv(T)
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Ajoutons Tes relations obtenues membre & membre :

-

A*(S,t)['e*(TaS)V(T)J 9*(T,S)dV(T)]dS
Jt ]

Jre,m

b

i

-9 (T,t)v(T)+{[t Tle*(r,t)dv(T)+v(T)—J[t T}dV(T)

—8*(T,t)v(T)+J[t T]S*(T,t)dv(r)+v(t)

On obtient bien 1'équation 3-1. o

4.- Systémes _linéaires_autonomes

Si 1'on cherche a étendre Ta notion d'autonomie aux systémes 1inéaires non
anticipatifs, une premiére idée consiste a imposer & f de vérifier :

vt,t' Vx € C(IR,) f(x,t) = f(x,t").
Mais cette condition est trés restrictive car elle conduit a
vt f(x,t) = f(x,0) = K&, (K fixe, &lément de R")

et donc uniquement & des solutions affines pour Tes systémes LNA.
Les systeémes obtenus sont plus intéressants avec Ta condition suivante de

"presque autonomie".

[ Quel que soit t,t avec t> 71 >0 et x continue a support
L dans lt,+o[, on a f(x »t-1) = f(x,t), ol x (&) = x(r+g)
(¢>0, v >0).

(PA)

Exemple 4-1 :
t
Prenons  f(x,t) = C x(t)+J B(t~s)x(s)ds
0

La vérification de (PA) est immédiate. o




- 43 -

Traduisons maintenant la condition (PA) sur une fonction A qui repré-
sente la fonctionnelle f comme précédemment (§ 1).
Si t>1 et Supp X < Jt,tef alors :

{A(t—T,dS)X(S+T) = JA(t,ds)x(s)
et, par changement de variable :
JA(t—r,ds—r)x(s) = JA(t,ds)x(s).

Par conséquent, les fonctions de s : A(t-t,s-1) et A(t,s) définissent
Ta méme mesure sur 1'intervalle Jt,+o[. On a aussi

Vs > t A(t-t,s-1) = A(t,s) = 0.

It est possible de choisir A continu & droite par rapport a sa deuxiéme
variable et nous supposerons qu'il en est ainsi dans la suite.
Alors, ce qui précéde implique :

Vs > T A(t-t,s-1) = A(t,s).
Faisons tendre s vers =t par valeurs supérieures
(t>1>0) : A(t-1,0) = A(t,T1).
Posons pour t > 0 K(t) = A(t,0). On obtient finalement :
4-2 vs € [0,t] A(t,s) = K(t-s).

A partir de 1&, on obtient facilement la :

f vérifie (PA) si et seulement si il existe une fonction K Tlocalement

a variation bornée sur IR_, continue & gauche, telle que
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vs € [0,t] A(t,s) = K(t-s)

(o A représente f et est continue i droite par rapport a sa deuxiéme va-
riable).

Considérons maintenant le systéme suivant od f vérifie (PA) et

\ n
g €Ly, (R,,R")

x(t) = f(x,t)+g(t) p.p.
x(0)

4-4

it

%o

On peut Tui associer un systéme adjoint (cf. 2-5 bis)

T
v, = JO\)S(]S,T])ust +6_ Idpn (> 0)

ol ug est la mesure associée & la forme linéaire x - f(x,s).

Posons vT(]S,T]) = §(t,s) ; alors pour t ¢ [0,71]

25 T =
e(t,t) = _Jt S(T,S)us(]t,s])ds+IdIRn

Mais ps(]t,s]) = -A(s,t+0) = -A(s,t).

Utilisons la proposition 4-3 :

[ . I .
o(t,t) = -[ G(T,S)K(s—t)ds+Iden
t
t € [OsT]
Remplagons t par t-t puis effectuons Te changement de variable s' = T-¢
fl = -t

O(tst-t) = -] 0(t,t-s')K(t-s')ds'+Id,,n
0 IR
4-5
t e [0,7]

Fixons 1. 4-5 montre que 1'application t - g(r,r-t) vérifie 1'équation
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t .
intégrale ¢(t) = - J ¢(s)K(t—s)ds+IdIRn sur [0,t]. I1 est aisé de montrer
0

que cette équation admet une solution unique. Donc si t € [0,inf(T,T')]

g(T,T-t) = E(T',T'-t)
En particulier si t € [0,1]

8(t,T-t) = 8(t,0)

et quitte a remplacer 7T-t par t :
4-6 : 8(t,t) = 6(1-t,0).
Introduisons alors une fonction A définie par :
Vt >0  A(t) = 6(t,0)
On a alors

3-7 : (t € [0,T])  B(1,t) = A(T-t).

Le systéme 4-5 devient :
t
4-8 A(t) = —[ A(s)K(t—s)ds+IdD2n
0

D'aprés le théoréme 2-10 on a : (t > 0)

t
x(t) = vt(]O,t])x(0)+vt({0})x(0)+J0 Vi (Jt,tl)g(T)dr +

t
+[ vi(tth)g(T)dr.

F;

La derniére intégrale est nulle car Vi charge un nombre au plus dénom-

brable de points. Donc

t
4-9 : X(t) = vt(]o,tl)x(0)+j0vt(]r,t]){g(-r)wT({o})xo}dT.
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Puis finalement, avec 4-7 on peut énoncer la

La solution du systéme 4-4 est :

E
x(t) = A(t)xo+JO A(t-1) [9(T)u_(10})x,1de

o A est 1'unique solution de 1'équation intégrale sur R, :

t
A(t) = -JO a(s)K(t-s)ds+Idpgn .
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IIT.- APPLICATION A DES PROBLEMES DE CONTRGLE

Grace a la formule 2-12 du chapitre II, 1'é@tude du contréle des systémes
non anticipatifs Tinéaires, ou "linaires perturbés”, se réduit souvent a une
simpie transposition des résultats sur les systémes ordinaires ; nous allons
le montrer sur deux exemples. De nombreux autres problémes de contréle sont
traités par Delfour-Mitter [1] dans le cadre des systémes affines héréditaires
qui sont une classe particuliére de systémes LNA perturbés.

Considérons Tle systéeme :

f(x,t)+g(t)+B(t)u(t) p-p.

%o

1-1 :

——
X X
N
O
—
i 1

ol f est une fonctionnelle LNA

g €L ([0,T;RM

2 est un convexe compact de IR"

Quitte @ diminuer m on supposera que £ est d'intérieur non vide.
{bT = {u mesurable ; u(t) € 2 pour tout t € [0,T1}

%LT est 1'espace des contrdles
B € L' (0,71 ; L(R™RM))

On notera x{u) Tla solution du systéme |-1 pour uE€ 1LT.

Définition 1.2 :

L'ensemble d'atteignabilité en & € [0,T] est K{(&) = {x(u)(&) ; u € %bT}.

THEOREME 1.3.

Pour £ € [0,T), K(g) est compact, convexe et varie continldment avec &.
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Démonstration :

Soit 6 la résolvante associée a f. D'aprés 2-12-IT :

g
ve € [0,T1  x(u)(g) e(g,O)xo+jOe(g,s)[g(s)+s<s)u(s)]ds.

IT suffit ensuite de poursuivre comme dans la démonstration du théoréme 1
p. 69 de LEE-MARKUS [1]. o
On note 3G 1la frontiére (topologique) d'un ensemble G.

Définition 1.4.

Un contréle u est extrémal en T si x(u)(T) € 3K(T).

THEOREME 1.5.

u est un contréle extrémal en T si et seulement si il existe My & RrR"
tel que :

1-6 : ng8(T,t)B(t)u(t) = Max n;e(r,t)s(t)u
uen

presque pour tout t € [0,T].

Démonstration :

-t o~ - —

Soit u un contréle extrémal. I1 existe un hyperplan d'appui a K(T)
en x(u)(T) donc il existe ng € R™\ {0} tel que

1-7 : vz € K(T) n;(x(u)(r)—z) > 0.

Supposons que n*0(T,t)B(t)u(t) < max n'o T,t)B(t)u sur un sous-ensemble
0 )

de mesure non nulle de [0,TI. ea
Posons
g(t,u) = n3e(T,t)B(t)u
P(t) = Max g(t,u).

UeR

Alors @(t) € é(t,Q), $ est mesurable et d'aprés le théoreme 1-2 p. 220
de EKELAND-REMAM [1], i1 existe 4 € 10T tel que :
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U(t) = g(t,u(t)).

Donc :

ey

o ¥ O

.
ns8(T,t)B(t)u(t)dt <J ny8(T,t)B(t)u(t)dt
0

* =]
et nex(u) (T) < max()(T).
Comme x(u)(T) € K(T), on a une contradiction avec 1-7.
Réciproquement, si u vérifie 1-6, comme précédemment x(u) vérifie
n;x(u)(T)Ai n;y pour tout y appartenant & K(T).

On en déduit x(u)(T) € aK(T). o

Définition 1.8.

Le systéme [-| est dit "normal” sur [0,T] si, quel que soit le vecteur
n, nhon nul de IR", 1a fonction n;e(T,.)B(.) n‘admet aucune ‘composante s'an-
nulant sur un sous ensemble de mesure strictement positive de [0,T].

THEOREME 1.9.

Si le systéme |[-| est normal et @ contient plus d'un point alors K(T)
est strictement convexe d'intérieur non vide. De plus, si wu; et u, sont des
contrdles ayant pour réponses respectives x, et x, avec x,(T) € aK(T) et
X, (T) = x,(T) alors wu (t) = u,(t) presque pour tout t € [0,T].

Démonstration :

* ST x,(T) € 9K(T) et x,(T) € 3K(T) ol x, et x

associées & u; et u, et si le segment [x,(T),x,(T)] est inclus

dans 9K(T), alors m, milieu de ce segment, appartient a o8K(T) et il
existe ng € IR\ {0} tel que

, sont les réponses

1-10 : vz € K(T) n:(z—m)<§ 0

Si n;(m-xl(T) >0 et n;(m—xz(T)) > 0 on aboutit a une contradiction
car n¥(m-m) = 0. Donc, par exemple, n?(m-x (T)) < 0. En comparant avec
1-10, on obtient :
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ng(m=x,(T)) = 0 puis ni(m-x,(T)) = 0 et
1-11 : ¥z € K(T)  n¥(z-x,(T)) <0 et ng(z-%,(T)) < 0.
Comme dans Te théoréme 1-5, on a :

ng®(Tst)B(t)u, (t) = ngd(T,t)B(t)u,(t) = Max ng®(T>t)B(t)u
ueq
et, Te systéme |-| &tant normal, u; coTncide avec u, presque partout.
Donc x,(T) = x,(T). Cela prouve que K(T) est strictement convexe.

* Pour montrer que K(T) est d'intérieur non vide, il suffit de montrer
que K(T) n'est pas réduit a un point.
Si cela n'était pas le cas on aurait

T
1-12 : Yu € iUT J O(T,t)B(t)u(t)dt = Z ol Z est un vecteur fixé
0
de 1R.
Définissons :
I si @=tizs
u(t) =4

B si s<t<T
ot o, € R", s € 10,T[.
(° ("
Alors \J G(T,T)B(T)dT)G+\J 8(T,T)B(T)dT>B =7 par 1-12
0 S
Et en dérivant :
O(T,5)B(s)x-6(T,s)B(s)B = 0 p.p.

On en déduit aisément que pour presque tout s € [0,T]

(1-13 : 9(T,s)B(s) = 0
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Cela contredit la normalité. Donc K(T) n'est pas réduit & un point.

* ST u; et u, sont des contrdles extrémaux avec X (U)(T) = x, (u)(T)
le théoréme 1-5 et 1'hypothése de normalité entrainent :

up(t) = uy(t) p.p.

THEOREME 1.14. : (contrdle en temps optimal)

Soit une application G : IR+ - UD(IRn) telle que pour t > 0, G(t) soit
un compact non vide de IR". on suppose G continue. S'il existe u € 1UT et
t, € [0,T] verifiant x(u)(t,) ¢ G(t,) alors il existe ty (temps minimal)
et u. € %bT (contrdle en temps optimal) tels que x(um)(tm) € G(tm).

De plus tout contrdle optimal est extrémal i.e.

an € R n*(t ,t)B(t)u (t) = Max n*o(t_,t)B(t)u p.p.
m m m
UueR
Démonstration :

cf. LEE-MARKUS [1] p. 127. o

THEOREME 1.15. : (principe bang-bang)

Soit o ={ue R™; ju'l <1,1=1,2,...m et G(t) convexe pour t > 0
1) Si Te systéme |[-| est normal, le contrdle en temps optimal est unique.

2) Soit U, un controle en temps optimal tm ; alors i1 existe
n € C[O,tm] tel que um(t) = sgnn(t)B(t)] p.p.

ol sgn(h) = (sgn(h'),... sgn(hm))* pour h € R™,

Démonstration :

1) est une conséquence des théorémes précédents.

Pour 2) i1 suffit de prendre n(t) = n*e(tm,t) avec n comme dans 1-14. g
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Dans ce qui suit, nous adaptons aux systémes non anticipatifs une méthode
dérivée du théoréme des fonctions implicites, et déja utilisée par MAGNUSSON -
PRITCHARD [1] dans le cadre des équations aux dérivées partielles.

Considérons le systéme suivant sur [0,T]

z(t) = f(z,t)+Bu(t)+F(z,u)(t) p.p.
2-1 :

z(0)

0
o f est une fonctionnelle LNA ; pour T >0 et z€ C([O,T];HQ”)

1F(z,0)1 < k() 1zl (k € L'[0,T] est fixée)
ue L™([0,T1;RP) (1 <m<+o, pe N¥)

Be L(RP,R").

F oo C(o,T1;IRM)xL™([0,T1;RP) » 12(10,71;R™)

avec F contindment différentiable
F(0,0) = 0 et dF(0,0) = 0.

Le systéme linéarisé associé a 2-1 est :

1l

z(t)
z(0)

f{z,t)+Bu(t) p.p.
0

Nous supposerons de plus que, pour Huﬂm <p {p>0) le systéme 2-1
admet une solution unique. (H.Hm désigne la norme dans Lm([O,T];BQp)).
On notera z(u) cette solution.

THEOREME 2.3.

Si le systéme 2-2 est conirdiable en T, alors i1 existe un voisinage v{0)
n

de 0 dans IR vérifiant :

vn € v(0) Ju € Lm([O,T];Hip) tel que z(u)(T) =n.
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Démonstration :

Soit z € C([0,TI;R") et u e L™([0,T1;IRP).
On notera M(z,u) 1'unique solution du systéme

'
¢

- ] 2(t) = F(Z,t)+Bu(t)+F(z,u)(t) p.p.
' 1 Z(0) = 0
Posons T(z,u) = z-M(z,u).

On vérifie immédiatement que T applique C([O,T];HQn)me([O,T];IRp) dans
c(lo,T1;R™).
Si 6 est la résolvante de f on a :

t t
vt € [0,T] T(z,u)(t) = z(t)—JOG(t,T)Bu(T)—JOe(t,T)F(z,u)(r)dr

Notons B'g = {u; u € L™I0,TI;RP) et Hul < p)
Définissons une application ¢ :

b B'g - C([0,TT1;R™
V b gV =y

oG y est 1'unique solution de T(y,v) = 0.

: 3T 3T
Calculons maintenant Tq (zo,uo)u et 52-(zo,uo)z
On a :
oF 2

HF(ZO,UO+U)-F(20,UO)— w5y (Zgoug)-ull = OCiul )

Posons :
ft
G = 'T(zo,u0+u)(t)—T(zO,uo)(t)+J08(t,s)Bu(s)ds +
+J e(t,s)[%%—(zo,u ).u](s)ds’
0

Alors

6 < (Jt le(t,s)DdS ofiul)
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et par la proposition 2-17-a du chapitre II, il existe K > 0 tel que :
2
G < KTO(HuHm)

On a ainsi démontré que %%» existe et que :

t t
2-5 8Tz, ,u,).u(t) = -Joe(t,s)Bu(s)ds—JOe(t,s)g—E(zo,uo).u(s)ds

~ o T -
De la méme maniére 81 nous est donné par :

3z
3T E oF
2-6 : 55 (zo,uo).z(t) = z(t)—Joe(t,s)EE—(zo,uo).z(s)ds.
. e : L 3T 3T
IT est facile de vérifier sur les expressions précédentes que U et 57

sont continues en u et z. De plus :

2-7 : 3T (0,0) =

32 e o, 11;R ")

D'aprés le théoréme des fonctions implicites, ¢ est de classe C! sur
un voisinage AW(0) de 0 dans L"™([0,T];IRP).
En dérivant T(¢w,w) =0 en w =0 on obtient :

2-8 - wv € L™([0,T];RP) - % (0,0)6" (0)v+ % (0,0)v = 0.
Appliquons 2-5 et 2-7 :
vv € L™(10,71;IRP) : vt € [0,T]
t i SF
2-9 : ' (0).v(t) = J 6(t,s)Bv(s)ds+J e(t,s)gﬁﬂ(0,0).u(s)ds
0 0

Comme dF(0,0) = 0, 2-9 se simpiifie en :

t
2-10 : ' (0).v(t) = JO 6(t,s)Bv(s)ds
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Considérons 1'application b1

. pM

u = 9(u)(T)

n

ainsi que wT

Up ot C([0,TI;R™) » R

z~ z(T)
On a alors :
2-11 : ¢T =VYp o b
Par conséquent :

vu € L™(10,T1; IRP)

2-12 : ¢+(0).u = ¥r o ¢'(0).u
Et par 2-10 :
T
2-13 : ¢+(O).u = J 8(T,s)Bu(s)ds.
0

¢+(O) est surjective, par 1'hypothése sur la contrglabilité en T du
systéme Tinéarisé 2-2. Comme 1'application uw~ ¢+(u) est continue sur un voi-
sinage 4(0) de 0, Te résultat suivant s'applique a d7-

classe C' d'un voisinage de 0, dans V & valeurs dans W

telle que G(OV) =0, Si G'(0,) est surjective alors 1'image

de G est un voisinage de OW.

J Soit V et W des espaces de Banach, G une application de

Donc {¢Tu ;U E BE} est un voisinage de 0 dans IR'", ce qui prouve
2-3. o
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IV.- ETUDE DE LA STABILITE D'UN SYSTEME PERTURBE PAR UNE FONCTIONNELLE NON
ANTICIPATIVE

0.- Introduction

Dans cette partie nous adaptons des résultats de Grimmer-Seifert [1] i
notre présentation des systémes non anticipatifs. I1 s'agit de conditions suf-
fisantes pour avoir divers types de stabilité, se basant sur une variante due
a Razumikhin de 1a méthode de Liapunov.

Considérons un systéme non anticipatif dans RrR" -

0-1 : %(t) = f(x,t)

et une fonction W : R" = IR contintment différentiable.
La dérivée de W Tle long d'une solution de 0-1 est donnée par :

0-2 H(x(1)) = oF (x(1)).F(x.t).

La stabilité se démontre, en général, en prouvant que 0-2 est négative
pour toute donnée initiale (cf. HIRSCH-SMALE [1] p. 192).

Cette condition est assez restrictive sur f. En fait, si une solution
de 0-1 est & 1'instant initial dans une boule centrée en 0 et quitte cette
boule & T'instant t, on a Ix(t)l < Ix(t)! pour t € [0,t]. I1 suffit donc de
vérifier que 0-2 est négative pour de telles solutions, uniquement. C'est cette
idée que nous exploitons dans la suite.

En particulier les théorémes 4, 5, 6 de 1'article de Grimmer et Seifert
précité, concernant la stabilité d'équations intégro-différentiellesde Volterra,
sont généralisés pour s'appliquer & des équations ol interviennent des fonc-
tionnelles non anticipatives ; sous des conditions de Carathéodory.

1.- Une condition suffisante de stabilité uniforme

Dans ce paragraphe X désigne une partie de C([O,%m[;IRn). En pratique,
X est 1'ensemble des solutions d‘une équation différentielle. Le résultat es-
sentiel est le suivant :
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THEOREME 1.1.

On suppose qu'il existe des fonctions u,v,f € C([0,+wo[;IR ) et
V€ C([9,+w[xIRn;IR ) vérifiant les hypothéses suivantes :

hl : u est strictement croissante, u(0) = v(0) = 0,
vs >0 f(s) > s.
h21 : v(t,x) € R xR" u(1x1) < V(t,x) < v(Ix})

h22 : vx € X 1'application t - V(t,x(t)) est localement absolument
continue et pour presque tout t ¢ IR+ on a :

{vs € 10,t] F(V(t,x(t)) > V(s,x(s))} < V(t,x(t)) < 0

Alors ve > 0 In >0 tel que (x e X et [x(0)] <n)

= (vt Ix(t)] < ¢)

Démonstration :

Soit & > 0. Prenons &(e) tel que 0 < &6(¢) <& et v(s) < u(e) pour
s € [0,6(e)], ce qui est possible car v est continue.

Soit x € X tel que [x(0)I < &(¢).

Supposons qu'il existe t, > 0 tel que Ix(t,)l = ¢ et vte [0,t,[
Ix(t)] < e.

Si V(t,,x(t,)) < V(0,x(0)), on a alors par 1'hypothése h21

1-2 : U(IX(t,)1) < V(t,.x(t,)) < V(0,x(0)) < v(Ix(0)1).
Mais d'aprés le choix de 6&(¢) :

1-3 : v(ix{0)1) < u(e).
Comme u est croissante, 1-2 et 1-3 dimpliquent : Ix(t,)1 < e.
Ce qui contredit le choix de t

Donc V(t,,x(t,)) > V(0,x(0)).
Comme t - V(t,x(t)) est continue, il existe t, € 10,t,1 tel que

5

1-4 : 0 <t <ty = V(t,x(t)) < V(t,,x(t,)) = V(t,,x(t,))
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Posons M= (e [0,t,7 3 V(T,x(r)) > 0}

Montrons que vt € [0,t,[ M n [t,t,[ est de mesure strictement posi-
tive. Par 1'absurde, s'il existe t ¢ [0,t,[ tel que V(T,X(T))li 0 pour pres-

que tout T € [t,t,], cela implique :

t

1-5 SV(t,x(t))HV(t, ,x(t,)) = j V(t,x(1))dr < 0.

t
Mais 1-5 contredit le choix de t,.
Posons

M' = {t e M ; vs € [0,t] FV(t,x(t)) > V(s,x(s))}.

Supposons qu'il existe t, € [0,t,[ tel que : A= M [t,,t;] est de

mesure nulle.
Donc vt € ([t,»t, 1 nM)\N”  30(1) € [0,7] vérifiant :

1-6 : FV(t.x(1)) < V(o(1),x(o(1)))

Considérons une suite (Ti)i€ml telle que Tim T; =t et

jotoo

T3 € (M [t,,t,3) V. Une telle suite existe d'aprés les propriétés de M.

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que

lim o(t;) = s, € [0,t,]

T+

Par continuité, on a également, en passant & la Timite dans 1-6 :

1-7 : FV(E, X (E,)) < V(syx(s,))

Comme V(t,,x(t,)) > 0, 1'hypothése hl entraine :
1-8 : FOV(tx(t,)) > V(t,,x(t,)).
et V(t,x(t;)) < V(s .x(s,))

ce qui contredit le choix de t,.
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Donc vt € [0,t;[, M' n [t,t;[ est de mesure strictement positive.
Mais d'aprés 1'hypothése h22, pour tout élément =t de ' on a

L

V(t,x(1)) < 0.

Comme M' est de mesure strictement positive, on a une contradiction
avec M' <M.

On en conclut que vt >0 Ix(t)! < e, ce qui démontre le théoréme. o

On va appliquer le résultat précédent au systéme suivant : (x € AC]oc
(10,4 ,R"))

o [ X(t) = Ax(t)+F(x,t) p.p.
9 {

x(0) = Xo

ot A est une matrice n-n réelle dont les valeurs propres sont a partie réelle
strictement négative et f est une fonctionnelle non anticipative avec :

1-10 : vx € C(IR+,IRn) t»»lF(x,t) est mesurable

1-11 : vt

v
{am)]

Xt»'F(x,t) est continue sur C(IR+,IRn)

~

=18 ¥t >0 vx € C(IR,R™) [f(x,t)l <nlxl, ol we€ R, est fixe

Le systéme 1-9 admet des solutions, selon les théorémes du chapitre I.
Prenons pour X T1'ensemble de ces solutions.

+co
Posons B = J exp(A*t)exp(At)dt. Alors :

0

1-13 : BA+A®B = —IdIRn et B est symétrique réelle définie positive.

Seit 2%(x > 0) et A*(A > 0) respectivement !

grande valeur propre de B.

On a vx € R" AZ{X,x) < (X,Bx) < A%(X,X).
Posons  V(t,x) = (x,Bx) t>0 x€ R"
u(s) = As? s>0
v(s) = As? s > 0.
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L'hypothése h2l du théoréme 1-1 est vérifiée.
Si x € X, t - V(t,x(t)) est localement absolument continue et :

V(t,x(t)) = (x(t),(A*B+BA)x(t))+2(F(x,t).Bx(t)) p.p.

et par 1-13

1-14 :

V(t.x(t)) = -1x(t)12+2(F(x,t),Bx(t)) p.p.

Soit q € IR tel que q > 1.
Posons : f(s) = g%s (s > 0).
Supposons que :
vs € [0,t]  g*(x(t),Bx(t)) > (x(s),Bx(s))
Comme (x(s),Bx(s)) > A%Ix(s)|?, cela implique :

9% (x(t),Bx(t)) > A%Ix|2

L'inégalité de Cauchy-Schwartz appliquée au produit scalaire associé a

permet d'écrire :

1-15 :

donc :

N ~ ~ 1/, 1/5
(FOx1),Bx(t)) < (F(x,t),BF(x,t))  “(x(t).Bx(t))

(Fx>t),Bx(t)) < A21F(x,t) 1 Ix(t)].
Par 1-12 on a

(F(x,1) B () < AZulxl Ix(t)1.
En utilisant 1-14 on obtient :
(Fx.t).Bx(t)) < 128 ix(t)12

= =

3 3
Si 2 %T'“ < 1 on peut choisir g > 1 tel que 2 %(-Uq < 1.
On a alors

U(tx(t)) < (2 A2 g-1)1x()12 < 0 p.p.

B
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L'hypothése h22 du théoréme 1-1 est donc satisfaite. En conclusion on a

R e Bl S Uty

3
Si 2 %r-u < 1, alors quel que soit ¢ > 0, il existe n>0 tel que

(lxoi <7n) = (vx € X vt > 0 Ix(t)l < g).

Une simple modification de 1'argument du théoréme 1-1 va nous fournir une
condition suffisante pour que les solutions du systéme :

f x(t)
L x(0)

AX(t)+Ff(x,t)+g(t) p.p.
2-1 :

X
o]

ot A et f sont comme précédemment et g € Ew(IR+;IRn), soient bornées. (Des
solutions existent, d'aprés les théorémes du chapitre I).

THEOREME 2.2.

Prenons u,v,f,V comme dans le théoréme 1.1.
On suppose hl et h21 vérifiés, ainsi que les hypothéses suivantes :

h23 : vx € X t - V(t,x(t)) est localement absolument continue
et il existe un réel M > 0 tel que vx € X, pour presque tout
t>0 onait

[lx(t)| >M et vs € [0,t] F(V(t,x(t)) > V(s,x(s))} =
> V(t,x(t)) <0
h3 : Tim u(r) = +w et v strictement croissante.
Alors va > 0 aK > 0 tel que vx € X[Ix(O)Ig_a = Ixl_ < K}.

En particulier tout &1ément de X est une fonction continue bornée.
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Démonstration :

Soit x € X. On se propose de démontrer
2=3" & vt > 0 u(Ix(t)l) < v(Ix(0)[)+v(M)
Si 2-3 n'est pas vérifié, il existe t, >0 avec
u(Ix(t,)1) > v(Ix(0)])+v(M)

Donc V(t,,x(t,)) > V(0,x(0))+v(M)
On définit t M et M' comme dans la démonstration du théoréme 1-1.
On obtient de 1a méme maniére :

vt € [0,t)[ M' n [t,t,[ est de mesure strictement positive.

Mais V(t x(t,)) = V(t,,x(t,)) > v(M)
donc Ix(t;)I > M d'aprés h3.

Posons m" ={te m ;5 Ix(t)l > M}.

M" est de mesure strictement positive car dans un voisinage de t, on a
[x(t)] > M.

Or d'aprés h23 tout €lément t© de M" vérifie V(t,x(t)) < 0.

C'est contradictoire avec le fait que M" <M .

Donc 2-3 est vérifié.

Par conséquent vt > 0 IX(t)] < u_l(v(lx(0)3)+v(M)).

Et par 1'hypothése h3 le théoréme 2-2 se trouve démontré.

Revenons au systéme 2-1.
On prend B,v,u,V,f,X comme au paragraphe 1. On a

V(t,x(t)) = -1x(t)12+2(F(x,t),Bx(t))+2(g(t),Bx(t)) p.p.

Supposons que Vs € [0,t] g% (x(t),Bx(t)) > (x(s),Bx(s)).
o 3
Alors  V(t,x(t)) < -Ix(t)]%+2uq %— IX(t) 12+21x(t) 1A% 1G] .
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3 3
Si 2“'%7 < 1 on peut choisir g > 1 tel que 2ugq %r-< 1.
20219l

Alors si [x(t)| > on a V(t,x(t)) < 0.

© 1-2uq %;
20% gl
L'hypothése h23 du théoréme 2-2 est vérifise avec M = ————
1-2uq =¥

3
Si 2u %T'< 1, toute solution de 2-1 est bornae.

Remarque 2.5.

En fait on n'utilise pas u(0) = v(0) = 0 dans ce qui précéde.

La proposition 2-4 peut &tre améliorée par un affaiblissement des hypothéses
sur T. I1 suffit en effet de supposer la condition sur u ‘'vraie pour t > T
seulement". Remplagons donc 1'hypothése 1-12 par 1-12 bis :

1-12 bis : vt >0 If(x,t)l < u(t)Ixiy

<

ol u € L]oc(

IR+) et u>0 p.p.

Tout demeurant identique par ailleurs, on a la :

3
Si 2u(t) ér-f_n <1 pour t > T, Tes solutions de 2-1 sont bornées.

Plus précisément : va > 0 IK(a) > 0 tel que (x vérifie 2-1 et
IX(0)1 < o) = (IxI_ < K(a)).

Démonstration :

Posons X = {x ; x vérifie 2-1 et Ix(0)I < a}.
Si x est solution de 2-1 alors x est également solution de

x(t) = F(x,t) 1 [T oo (OO [ (ER(E)Y g 1 (E)

2-7 [
Lx(0) = x

o]
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Posons : F(x,t) = ?(x,t)ll[T +D°[(t)

et G(t) = ()W [ o (t)+x ()1 to,rr(t)-

Majorons IGLao en fonction de lxol.

t
IX(t)1 < (u(t)+|Al)(|x0|+JfO I%(t) 1de)+14(t) 1 5 t > 0
Donc :
. t .
2-8 X(0)1 < (u(t)+IAl+lgIm)(l+Ixol)(I+JO IX(T)1dt) 5 t > 0

Posons pour ; € IR+ H
mo) = (Il o 7lHAI+IG] ) (143)
Par le lemme de Gronwall on déduit de 2-8 :
Ix ll[o,T[lm.E m(1x,1)exp(Tm(1x,1))-
et donc :

2-9 : IGlmgm(lxol)exp(Tm(IxOI))+!glm

On est en position pour appliquer le théoréme 2-2 avec :

202
1

2-10 : M= [m(a)exp[Tm(a)]+IgIm] X Tong -

Il suffit de raisonner comme pour la proposition 2-4 avec F a la place
de f et en remarquant que pour t >0 :

~

A
2-11 : IFyst)l < 1 (Bu(t) iyl < 53 Iyl

quel que soit y € C([O,*n[,ﬁ(n)- o




S

On désigne par 'CB([O,hw[;IRn) les fonctions continues bornées de [0, 4]
a valeurs dans R" et par X une partie de CB([O,+»[;H2”). En affinant 1la
méthode utilisée en 2 on peut obtenir une condition suffisante pour que les
éléments de X tendent vers 0.

THEOREME 3.1.

Soit des fonctions h,a,b,V vérifiant :

A : h est continu de IR, dans IR, 5 h(s) >s pour s> 03 h(0) = 0.
B : V est continue de IR,xR" dans IR

v(t,x) € R xR" a(Ixl) < V(t,x) < b(Ix]).

a et b sont strictement croissantes de IR+ dans IR+, continues.
C: wxeX t - V(t,x(t)) est localement absolument continue.

D : Quel que soit M > 0 141 existe :

- une suite ( de réels strictement positifs, strictement décrois-

Yi/jen
sante et tendant vers 0.

- une suite (rJ.)J.EIN de réels strictement positifs, strictement crois-
sante et tendant vers +o.

- une suite (wJ.)J.E]N de fonctions continues sur R, a valeurs dans RR.
strictement positives sur [Uj/z’M] et telles que
si % €X, IXl_<M, t 2 Tys us < Ix(t)!,

V(t,x(t)) existe et
(vs € [t—rj,t] V(s,x(s)) < h(V(t,x(t)))
on a : V(t,x(t)) < —wj(lx(t)l).

Alors tout élément de X tend vers O lorsque t tend vers +o.
Plus précisément : vM > 0 vn > 0 3T(n,M) > 0 tel que

(x € X et IXI < M) = (t>Tm,M = Ix(t)l <n).

Démonstration :

Soit x € X, M>0, n>0 telsque n<M et Ixl < M.
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D'aprés 1'hypothése A i1 existe £y > 0 tel que
Bl2n a(n)/y < s < b(M) = h(s)-s > €4

Quitte & prendre €, assez petit on peut supposer qu'il existe un entier
N positif tel que a(n) > b(M)-NgO > a(n)/»-
Posons gy = b(M)—ksO et prenons J > 0 tel que

=i
3-3 : uy < b (ey)

Nous allons montrer par récurrence que Vk € {1,2...N} ;
€o
3-4 : t> k(rJ+ — ) = V(t,x(t)) < £y

ol vy est un minorant strictement positif de Wy sur [UJ,M].
Si 3-4 est démontré, on aura en particulier pour k

i
=

(2
t > Nrgr =2 ) = V(£,x(t)) < ey < a(n)

et donc, avec 1'hypothése B :
o
t > N(r;+ =~ ) = Ix(t)] < n.

Le théoréme 3-1 s'en déduira immédiatement.

Vérifions 3-4 pour k =1 g

Montrons d'abord qu'il existe t, € [rJ,rJ+ 1?] tel que V(t, ,x(t,;)) < ¢
Sinon, par 1'absurde :

€
vt o€ Irngargt 21 V(tx(t)) > e,

’ - - o ! AR L7
5 {t.x{t)) > €, = a(r])/z < V{t,x{t)) < DV

Donc, grdce & 3-2 ; pour s ¢ [t—rJ,t] on a :

3-5 : h(V(t,x(t))) > e,+e, = b(M) > V(s,7(s))
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Mais
‘o
3-6 vt € [rJ’rJ+'TF Iob(ix{t)1) > V(t,x(t)) > €, > &y
80 _1
Donc vt € [rJ,rJ+ — 1 Ix(t)l > b (sN) > UJ

Par conséquent si V(t,x(t)) est défini on a :

3-7 : V(t,x(t)) < -wJ(lx(t)])_S -y (car UJ < Ix(t)l < M)

Comme, par 1'hypothése C :

SO 50 rY‘J+ O/Y .
V(rJ+'7F ,x(rJ+ f?-))—V(rJ,x(rJ)) = Jr V(t,x(t))dt
J
Grace 3 3-7 on a finalement :
3 € €
o} 0
3-8 : Virgt = sx(rgt =2 ))-b(M) < 70 x(-v) = =g,
Mais :
€ €
3-9 : Virgt = »x(rg+ =2 ))-b(M) > &, -b(M) = &,

et 3-8 et 3-9 sont contradictoires. ¢
Par conséquent il existe t, € [rd,rJ+ fg-] tel que V(t,,x(t,)) <e¢,-
Montrons ensuite que t > ryt f§~ = V(t,x(t)) < € -
Sinon 11 existe t, > t, avec V(t,,x(t,)) > e,.
Posons t_ = sup{t ; t <t, et V(t,x(t)) <€}
Alors t, > t, et Vvt € 1t,,t,IV(t,x(t)) > &, et V(t,x(t,)) = €, -

Site It,,t,] Ix(t)l > b_l(aN) > Uy comme en 3-6 et
h(V(t,x(t)) 2_V(t,x(t))+ao > e,+e, = b(M). Donc :

Vs € [t—rJ,t] h{V(t,x(t)) > V(s,x(s)).
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Par 1'hypothése D cela implique :
V(t,x(t)) < ~Wy(Ix(t)1) < -y < 0 presque partout sur [t,,t,].
Par 1'hypothése C on en déduit :

V(t,,x(t,)) < V(t,.x(t,)) = ¢

1

cela contredit V(t,,x(t,)) > ¢ .

1

D'ol t> ryt ¥ ® V({t,x(t)) < £,

Montrons que si 3-4 est vrai pour k < N-1 alors 3-4 est vrai pour k+1.
Supposons par 1'absurde que

[ Eo

0
vt € [k(rJ+-;; )+rJ,(k+1)(rJ+-;; )1 V{Ex()) > ey
Alors comme précédemment
h(V(t,x(t)) > V(t,x(t))+aO > gy q1teg = gy
o
Donc pour s € [k(rJ+ ¥ )>t] et d'aprés 1'hypothése de récurrence :
3-10 : h(V(t,x(t)) > V(s,x(s)).
o
Comme t-ry > k(rJ+ f?-), 3-10 est également vérifiée pour s € [t-r;,t].
V(t,X(t))_ﬁ —wJ(Ix(t)l) presque partout sur 1'intervalle consi-
déré. Puis (cf. 3-7, 3-8, 3-9)
v (k1) (r 4 <2 ) kD (kt1) (r gt <2 )]
8k+1—8k < \( + )(Y‘J 7 )’X J Y

£q €4
-V(k(rJ+';7 )+rJ, x[k(rJ+ 7?-)+rJ])
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o
3-11 : €p117Ek < (-y) XY= ey
3-11 contredit la définition des SR

€
- . . 0
Par conséquent i1 existe t, € [k(rJ+-;7 )+rd,(k+1)(rJ+ 1?—)] tel que

V{tx(t)) < g4

En suivant alors le raisonnement précédent, on achéve de démontrer 3-4 pour
k+1. o

Revenons au systeme 2-1. Nous allons montrer que lorsque la fonctionnelle no
anticipative F dépend de maniére prépondérante du passé récent, dans un sens
que nous préciserons, le comportement asymptotique des solutions de 2-1 est
guidé par celui de g. Nous conservons pour A les mémes hypothéses qu'aupa-
ravant, et pour f les hypothéses 1-10, 1-11.

Dans la suite W désigne une fonction de IR, dans IR+ qui vérifie

3-12 : Tim W(t) =0 et W continue

L )

THEOREME 3.13.

On suppose que : vT >0 vt > T VX € C([O,+m[;IRn).

. t
3-14 : If{x,t)l < uixiy ¢ + W(T)IXIt p.p-
et que :
3
3-15 : 2u -AT < 1.

Alors si g est continue, bornée et tend vers 0 lorsque t - +w, il en
est de méme pour toute solution de 2-1.

Plus précisément : Etant donné o« >0 et n >0 il existe S(asn) >0
tel que si x est solution de 2-1 :

(I1x(0)} < a) = (vt > S{a»n) Ix(t)i < n).




= g =

Démonstration :

Soit  x une solution de 2-1 vérifiant Ixl_ < M.
On définit wu,v,V comme au paragraphe 1 de ce chapitre.
Soit t >0 tel que V(t,x(t)) soit défini. Alors :

V(tx(t)) <-Ix(t)1242(F(x,t),Bx(t))+2(g(t),Bx(t))

Prenons g >1 et K > 0.
Si T <t, par 3-14, on a :

3-16 : V(t,x(t)) < -Ix(t)|2+21x(t)IA2[uMlE_T+W(T)let]+2lx(t)IAzlg(t)l

Supposons que Vs € [t-T,t]q?V(t,x(t)) > V(s,x(s))

alors Vs € [t-T,t] q-% IX(t)1 > Ix(s)]
Par suite :
N . . _ 2 A3 2 242 2
3-17 V(t,x(t)) < -Ix(t) 1 +2uq o IX(E) 1 +2MEATW(T)+20°Mg(t) | .

2 *
Posons U, = pour k € IN".

Comme 1im W(t) = 1im g(t) = 0, on peut construire une suite strictement
ts+m to+w

croissante de réels positifs (rk)keIN* telle que

K
2 —
t > " = 2M W(rk)+2Mlg(t)l < -

u
Par conséquent si t >r et %—z —%» < Ix(t)] <M ona

. 3 2
V(tx()) < (2uq &= -1y ix(t) 1%+ QT K.

3
Choisissons q tel que 2ug %T'< 1 ce qui est possible grdce a 3-15, alors

2
1, K

. . A3_
3-18 : V(tsx(t) < (2uq &= -1) « € * i

Prenons K = %5 (1-2 q-%; ). 3-18 se réécrit en :




S 7l =

. : 1 A%y 1
3-19 : V(tx(t)) < - 5 (1-2uq 5) Pe3

. 3
Si on pose wk(u) = - %-(1—2uq %(-) x %?

pour u > 0 et si on prend
pour X T'ensemble des solutions de 2-1, on constate que toutes les hypothéses
du théoréme 3-1 sont satisfaites. Donc si x € X et [xI <M, il existe

T(n,M) > 0 tel que
t > T(n,M) = Ix(t)l <n.

IT reste & montrer que sous les hypothéses du théoréme 3-13 toute solu-
tion de 2-1 est bornée.

Prenons T tel que 2(u+H(T))A- < 1 (cf. 3-12)

Alors vt > T IF(x,t)l < (WH(T)) Ix]

La proposition 2-6 s'applique avec :

f utW(T) pour t>T

t) =
k) 1 utW(0) si 0<t<T

Donc si x € X et [x(0)l < a, on a : IxI < K(a) et avec ce qui précéde
[t > T(nK(ax))] = [Ix(t)l <n ]
ce qui démontre le théoréme 3-13. o

Corollaire 3.20.

Les hypothéses sont celles du théoréme 3-13. On suppose de plus

3-21 : f(x,t) est linéaire par rapport a x.

3-22 : dim T(e;,t) = e, i€ {1,2,...,n}
i 1
to+

ol e; représente la fonction constante égale au i-&me vecteur de

la base canonique de Rr".




= VP w

3-23 : A+f(e) est inversible
ol f(~) est la matrice n-n dont les vecteurs colonnes sont les com-

posantes des ¢; dans la base canonique.

ATors si g admet une Timite lorsque t tend vers + e, toute solution
de 2-1 vérifie :
- —1 -
Tim  x(t) = =[A+f(x)]  Tim g(t).
to+ to+
Démonstration :

Posons % = -[A+f(«:o)]—1 Tim  g(t)

to>+
et w(t) = x(t)-2 o0 x est solution de 2-1.
Alors w(t) vérifie

3-24 W(t) = Aw(t)+f(w,t)+A%+f(2,t)+g(t)

Par 1'hypothése 3-22 on a

3-25 Tim  f(2,t) = f(=)2
t->+0
donc Tim  AL+f(2,t)+g(t) = 0
to+x

Appliquons alors le théoréme 3-13 ; on en déduit

3-26 : Tim w(t) =0
t-> 4
et par conséquent Tim x(t) = 2. o
t—> 4+
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Dans le premier chapitre nous nous sommes attachés a des problémes
d'existence sous des conditions de Carathéodory concernant les systémes
non anticipatifs. Plusieurs méthodes ont été envisagées : solutions appro-
chées, point fixe et point fixe pour la fonction dérivée ; cette derniére
s'est avérée conduire aux généralisations les plus intéressantes. Nous
avons ensuite considéré dans le second chapitre des équations linéaires
non anticipatives, faisant apparaitre de nombreuses similitudes avec les

équations différentielles ordinaires, et notamment 1'existence d'un noyau

résolvant, fort utile lorsqu'il s'agit d'étudier les problémes de contrdle
qui sont 1'objet du troisiéme chapitre. Enfin, nous inspirant des travaux

de Grimmer et Seifert sur la stabilité des équations intégro-différentielles,
nous avons dégagé, dans le dernier chapitre, des conditions suffisantes

pour que des perturbations non anticipatives n'affectent pas la stabilite

ou le comportement asymptotique de systémes ordinaires.
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