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CHAPITRE I

GENERALITES.

[I - POSITION du PROBLEME|

Considérons une suite SI formée de n termes ays Ayr the

ays chaque a, étant repéré par un indicatif I(a,), clest A dire, en général, un

nombre, :

Trier(ou ordonner) cette suite, consiste A la réarranger

de fagon & obtenir une suite SR, que jlappellerai "suite résultat" (ow encore

"guite finale") elle-méme composée de n termes Tye Pores hs Cette suite est
2 Q

une permutation de SI, et, si nous avons choiai pour ordre de tri la relatinr /

d'ordre & elle est telle que :

(r 5) < Ur

Chaque ee provient d'un a, et d'un seul, Nous appelle-

) pour j=1,2,.., ,n-h

rons p(a,) le rang d'un élément a, dans la suite résultat SR,

La quantité i, = i-p(a,) représente donc lécart dun é1é-

ment a, & sa position *éfinitive dans la suite 5R,

If - TERMINOLOGIE

Afin d'alléger la notation dans la suite de cette étude,

nous remplacerons l'écriture Ia.) qui est lindicatif ("key" en anglais" associé

a élément a, par l'élément a, lui-méme, ;

J'appellerai SI la suite initiale des éléments Atrier, suite

qui sera composée des éléments ay

Un passage dans SI sera une exploration de tous les é16-

ments de SI (ou dtune certaine partie de SI ce que je préciserai alors le cas
échéant) afin d'extraire un (ou plusieurs) éléments de SI et de le (tes) transfé-

rer & une place déterminée (en général, ce sera sa place définitive dans la

suite finale SR), Il est clair qula Missue d'un passage,SI va se trouver modifié,

Le terme "'étape"' sera utilisé comme synonyme du mot "passage",
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Au début du k° passage, je note s la suite issue de SI et LL TT
2

4 nae : : ° .| "formée des éléments ee chaque e, provenant d'un seul ais A la fin de ce k® pas- IV - TEMPS de TRI

Sage, 8 se transforme en une suite que je note s', suite formée des éléments

ey chaque ae provenant d'un seul e..

Pour qu'un élément ey de s' soit "bien rangé", il faut

que i-p(e!,)=0 en appelant ple") le rang de et dans la suite SR,

Comme e' provient de e, ple!) = p(e.).

L' élément ey de s' provenant par transposition de 1'é1lé-

ment e. de s sera dit "mieux rangé" (ou "mieux classé") que e. si

|i-vle))| < li-ple)|
clest & dire que cet élément s'est rapproché de sa position définitive dans SR,

(Dans le cas contraire, les éléments oar et e. seront dits "plus mal classés"’),

Diautre part, deux éléments a. ete, de s seront dits
k

"bien classés (ou bien rangés ) l'un par rapport A l'autre’ si

Es € e lorsque j ¢ k .

De la méme facon, deux éléments 4 et e. de s seront

"mal classés" si

e, > & lorsque j< k,

Je n'ai envisagé dans cette étude que les méthode de tri

interne (Internal sorting .), On suppose dans ces méthodes que les n éléments

a. de SI se trouvent dans la mémoire centraledu calculateur et que le nombre de

mémoires disponibles est suffisant pour que le tri s'effectue sans avoir recours

aux organes de stockage annexes du calculateur tels que les bandes ou disques

magnétiques,

[Ill - CLASSIFICATION des MinTHODES|

Une telle classification est délicate pour ne pas dire

arbitraire, J'ai retenu la classification suivante :

a) les méthodes de transposition,

b) les méthodes de sélection,

c) les méthodes d'inter-classement,

d) les méthodes d'insertion

e) les méthodes utilisant des piles simnles

Lorsque les éléments a, de SI sont chargésdans la mé-

moire centrale ainsi que le programme lui-méme, le temps de tri est le temps

au bout duquel la suite SI est totalement triée,

Le temps ( est fonction, d'une part du nombre total

C(n) de tests a effectuer sur les n éléments a, (et aussi sur lea. indices de ces

éléments), et d'autre part du nombre total t(n) de transferts nécessaires pour

trier ces nombres,

Nous avons T (n} = a C(n) + bt(n)

a et b étant des constantes qui dépend-nt du calculateur,

Remarque : Nous appelons nombre théorique de tests d'une méthode

le nombre de tests & effectuer sur les a, pour trier SIA l'exclusion des tests

sur les indices, Par contre, le nombre théorique de transferts est le nombre

de transferts vests ‘es a effectuer pour que tous les a, soient triés,
Les essais de ces méthodes ont été effectués sur le

calculateur IBM 650 du Centre de Calcul Automatique de NANCY,
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Si ay & ain les éléments sont inchangés et nous allons con-

CHAPITRE II ulter les elémente aay et a, ‘a2

LES METHODES DE TRANSF OSITION ‘Soit $ le plus grand des éléments de SI,
£ si é n'est pas le dernier élément de SI, c'est A dire s'il n'est

be ay il le deviendra : en effet supposons que é= an
; La comparaison de a et ay 4, Va amener la permutation de

Soit SI= a), 4p) ..+5 4) la suite initiale des n nombres a tig act a; ce qui nous donnera ae = ayy et Meat ae é . Au test suivant portant sur
A llissue de k transformations sur S1 nous obtenons une mes et ati) et ae vont & fidiveau permiter etc,,, jusqu'a ce que d occupe

s formée des éléments ep eo ee es la place de a4 é devetiant vt

Les méthodes de transposition consistent & choisir deux élé- D'autre part si § est déj& le dernier élément de SI, il le

ments déterminés de s, soient ®; ete, a les comparer, & les permuter si fester Nous voyons donc qu'a l'issue de ce premier passage un élément au moins

°j B2 %%, loxeaue j < k jera classé, ‘ ~
et nous allons consulter deux autres éléments en et ey j De la méme fagon chaque nouveau passage dans la suite s .

Sie, oo }, Hous les laissons en place et nous allons consulteflassera au moins un élément de sorte qu’au bout de n passages au plus les n élémente
deux autres €léments at a ey de la suite « , ie SI seront classés, Il convient de remarquer que puisqu'A chaque passage un é1é-

Les différentes méthodes se distinguent par te choix d'une pakent au moins se trouve rangé définitivement nous pourrons ne plus en tenir compte
de &; et eo et Egalement par le choix des éléments suivants : ey et es ie sorte qu'au premier passage nous aurons n-l tests, au second passage n-2 tests,

Liintérét de ces méthodes réside dans le fait que. le tris ‘effets, .
D'autre part si un passage dans s ne donne lieu & aucune trans-tue en utilisant une seule mémoire auxiliaire de travail ; celle qui sert & la trans-

dosition, ilen résulte que e, € &,,, quel que soit i et les nombres seront donc triésposition, ; iN “itl
Citons parmi ces méthodes celle de Bubble, celle de Shell, #¢ qui suggtre le test de fin de tri,

celle de Nelson Bose, et une méthode issue de celle de Von Neumann, i 2,2, organigramme et exemple
+

Il - METHODE de BUBBLE

1°) Généralités

nous avons posé ;

i = indice de l'élément e

dans la suite s
La méthode de Bubble [J est une des plus naturelles qui soit indice du dernier é1é-

puisqu'elle consiste & extraire le plus grand élément de la suite s et A le transporte: 
ment de la suite s (s est

en queue de liste en utilisant des transpositions portant sur des éléments consécutifi

2°) Exposé de la méthode

21, Soient deux éléments a, et aun de SI au cours du premie fi = jt
passage, Si a> aay alors nous les permutons et nous allons consulter les élémet

formé de Cpr Cg reee re.)

le symbole := est le symbo-

@ le "affecté 4" du langage

ALGOL,al. ,eta. ,oba', | est en fait l'anciena., :itl i¢2 i+] i
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Donnons un exemple : chaque ligne représente 1'évolution du contenu d'une mémoi:

au cours du tri,

Notation; - les colonnes repérées par les numéros 1, 2, 3, etc.,. représentent

l'évolution des mémoires au cours du premier passage, deuxitme

passage, troisiéme passage, etc...

- les colonnes notées 1B, 2B, 3B, etc...

. Or comme ot provient de e, par transposition, nous avons
5

i

'
représentent l'état des mémq

res 4 l'issue du premier passage, du deuxiéme passage, du troisitme

passage, etc...

or: a
dre des|tial

m

Nous voyons donc sur cet exemple que ce n'est qu'a issue

du neuvigme passage que nous n'avons plus de transpositions, ce qui est considé-

rable,

Soit p (e,) le rang de 1'élément e; de s dans la suite finale

SR des éléments triés, c 'est & dire pour fixer les idées

gut p(e)=2

donné e!a donné e¥

f5=|9-p (eg) {= 8lorsques = 1B e

s'= 2B

- que

-ll-

p(e’ ;? = ple, ), Posons toujours 4 Fe le plus grand élément de s (dans l'exemple
ental = en = 8 car nous ne tenons plus compte de e109 = 9). Tous les éléments
e tels que k ¢€ i « j sont décalés d'une mémoire ¢~ c?

aX la suite du passage dans s, weront mnie classés les
éléments e de s pour lesquels

ae ple.) > 0

Ce ne sont pas, d'ailleurs, les seuls,

aveck ign

Seront au contraire plus mal classés les éléments e; tele

dr ple) ) € 0 aveck¢ ign

et ce ne sont pas non plus les seuls 4 étre plus maliclassés, ~
Nous pev--7-9 done prévoir'que la méthode ne sera nae

excellente car elle réalise des opérations qui sont contraires & l'ordre de tri,

2,3. Nombres de tests théoriques nécessaires pour trier

= nombres ;

a) Supposons tout d'abord que la suite initiale SI soit tots!
=ont rangée, Un seul passage dans s est nécessaire et le nombre de tests est

donc : N = n-l
a

b) Envisageons A présent la suite SI telle que

a < aid pouri=1,2,,..,n-1

et a soit le plus petit des ai

Soit s la suite formée des éléments e. a issue du k® pase7ge ;

nous avons i= 1,2,.,., n-k, Seront rangés les éléments a P a neon? a kK
n-

Par contre, Cuek 7 yi ane s'est rapproché de son rang neere que de k posi-
_ tions, Nous voyons donc qulili.-»s faudra r soit

| définitivement rangé !

}

Le tri sera d'autant plus valable qu'il y aura un grand nombr)

de valeurs i pour lesquelles | i-p

lintroduction),

(e,){ < | i-p te" If (pour les notations, vir —
:

passages dans s pour que a
n

Le nombre de t..-> >st alors ;

n-l 2E's = (n-1) no -nt2
~Z tle ae

Au nombre de transferts pres, ce cas est identique A celui
“ws eutte SI totaloment rangée ewe *

y Fan

‘ordre inverse de tri, c'est A dire telle que

avec i=1,2,,..m
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c) Soit une suite initiale SI qui n'est pas totalement rangée

il existe alors des indices i tels que i-p(a,) soit positif, Soit 1 l'indice qui reali

|Appelons & 1'élément provenant de ay a issue du k® pas)

le maximum de i-p(a,); posons m=1- P(ap ).

sage, j
7, 

1 
‘ ‘ 

i

Sie & ey en est pas déplacé |

, so

et > %K e, va se trouver décalé d'une position

seulement vers la gauche,

Nous voyons donc que m décroit au plusd'une unité & chaqu

passage de Sorte qu'il faudra au moins m passages pour mettre en place ag dans”

SR (c'est ce qui se passait en b, ob il fallait n passages pour que a soit placé a”

sa position définitive dans SR), '

Le nombre de tests Ny sera tel que:

__m (m#l)
nxm

2
Ny > (n-l) + (n-2) +... + (nem) =

m (2n-m-1)

2

Pour étudier cette quantité, évaluons la valeur moyenne

dem:

nous avons i - pl2,) & max, (i-p @;)

loh Rlie ..

dot E(i-p (a;) ) & E (max, (i-p (a,) )

max, Eli-p(a.)) Ez (max, (i-p (a,) )

lorsque i est fixé nous avons E(i-p (a;) E (pla,))

mais E(p(a,)) 21 ¢ y= BelPes n = “3
1

Vou E(i-p(a)) = i- 3
i 2

Cette quantité est maximum pour i =n et est égale ast
thy n-l
dot m y =

Remarque Afin de remédier a un inconvénient analogue a celui signalé

au b, j'ai envisagé une méthode dans laquelle la suite s est explorée dans le sens"

e,e1 , &, et la suite s' dans le sens e'. V eyo veer eh.gree j i

Au cours des passages impairs, ce sont donc les plus gran

éléments qui sont extraits et, en inversant les bornes du test Sin < er au cours

- 13-

des passages pairs les plus petits le sont 4 leur tour : les résultats expérimen-

taux ont été alors améliorés dans le rapport ; per rapport 4 la premitre mé-

thode,

3°) Programme ALGCL

PROCEDURE Bubble (A,N); VALEUR N; ENTIER N; TABLEAU A; |

DEBUT ENTIER I,J; REEL 1, Test;

POUR J:=N PAS -1 JUSCUA O EAIRE

DEBUT T := Test;

POUR I:=1PAS1JUSQUA J-1_FAIRE

si aft+1] <afr] aLors

Depur T= aft}; [t}= afi}; a [Ht] = TED

SL T= Test ALORS ALLER A Sortie

FIN

Sortie ; FIN de la procédure Bubble ;

4°) Programme pour IBM 650 écrit en PASG

ef, au programme n° 1

Ce programme occupe 53 mémoires,

5*) Résultats expérimentaux

Le nombre de tests réels Nest différent du nombre de

tests théoriques Ny (test n° 1 sur l'organigramme) car il comprend en plus pour

chaque test Q@) un test @ portant sur l'indice i mais également pour chaque
passage un test G) test de fin, (nous verrons dans d'autres méthodes l'impor-
tance que peuvent avoir les tests sur les indices),

Nous avons alors N, & 2N, +m.

Les essais sur calculateur ont été faits avec deux types

de suite SI afin de déterminer l'influence de la distribution sur le nombre de

tests :
S11 est une suite de nombres répartis au hasard

£12 est une suite de nombres pratiquement triés,

L'équation du temps de passage est de la forme :

® fe, kk N +k, M +e
r 25 2

en appelant M, le nombre de transferts, Elle est donc enn‘,
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Nous avons obtenu les résultats suivants :

Temps de passage n= 128 n= 256 n= 512

avec Stl 720" 29 115! i

javec SI2 28" 2'30"

i

Ul - LA METHODE de SHELL

1°) Généralités

La méthode de Bubble est une méthode trés simple et trés |

naturelle, mais, malheureusement, son efficacité est médiocre, et nous sommes)

amenés A considérer des méthodes beaucoup plus élabor es et beaucoup plus con

plexes, On s'est apercu qu'il était toujours trés intéressant de diviser la suite ink

tiale en plusieurs sous~suites st de les traiter d'abord séparément, La méthode @

Shell [2] [>| utilise cette constatation et prend & son compte les avantages de!
la méthode de Von Neumann sur laqueile nous reviendrons 3 propos des méthodes

dlinterclassement,

Shell l'a mise au point en 1959 et les performances obtenuef

sont trés intéressantes dans le cas d'une suite SI quelconque, |

2°) Exposé de la méthode

Four rencre plus clair cet exposé, supposons que vous avd

n= 2° nombres A trier (la méthode elle-méme n'est pas aussi restrictive),

a) Soit donc SI la svite initiale des nombres A trier. Divisor

la en 3 = gpl = m sous-suites formées de 2 éléments seulement qui ne sont #)

consécutifs, Appelons f ces sous-~suites avec 1 g j >

f est formé des éléments aeta,
stl2 +

1
£, est formé des éléments a, et ay

zt2

di est formé des éléments a; et an

zt:

7 j

1 ‘
f£ est formé des éléments a_ eta ;
n Bb n :

2 2

- 15-6

A llissue du premier passage dans la suite SI nou obte-

nans donc une suite on formée de = sous-suites oe ordonnées comprenant 2 élé~
2

ments, Appelons 5 les n éléments de 8) ils sont tels que
1 1 n8 < ‘a8 avec lekes

b) La suite 8, est a présent divisée en 3 sous-suites

formée de 4 éléments et que nous appellerons ;

£2 formée des éléments a! : a i o +8 7
1 1 n 2n 3n

a +1 Y +1 r +1

2 1 1 rl L
f, formée des éléments 8s, , 8 8 8

a 2 Bee) 22) 3h,
. 4 4 4

2 1 1 i
' “a formée des éléments °n +8907 83598

4 4 4 4

Chaque sous-suite 2 est triée par transposition, Shell
avait le choix entre ; d'une part, trier f puis, 2 étant totalement rangée,

passer au tri de g » puis & celui de @ eter.d., angles part, imbriquer les
tris des ¢ les uns dans les autres,

Afin de simplifier les tests sur les indices, il a préféré

adopter la deuxitme solution : trier les deux premiers éléments de 2 » puis les

deux premiers éléments de 2, ete, et ecfin les 2 1°TS Sléments de fp, ensvi*. trier

les 3 1°T© <.<ments de 2, puis les 3 1°75 éléments de et enfin les ere éléments

de & etc, A l'issue de ce second passage, la suite s, est transposée

en une suite 8, formée det sous -suites £'* comprenant 4 dtéments qui sont ran-
gés entre eux,

, c) La suite 8, est 4 présent divisée en : sous~suites e

non ordonnées formées de 8 éléments et qui par transposition donneront £ sous
n

3°

Nous voyons donc qu'a lissue du p® passage nous obtenons

+ 3 7
Suites ordonnées e avec 1 < j<

une suite s_formée d'une seule sous-suite f'? et dans laquelle les éléments sf

P Pp ;se < avec 1 <3 quelsont tel.ny 8 que j Si
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Remarques ; 

H
Saeaes

Nous avions supposé pour simplifier l'exposé que n = 2P.
=17<

En fait, la méthode est valable quel que soit la valeur de n, En effet, soit au k*. Donnons également un exemple qui fixera les idées, soit,
Passage m = partie entigre de *) + Nous formerons alors la sous-suite f 

i
avec les éléments sf tels que ;

t* sera f é di aX pak , 3,* $ ;s_* 1p des 8:
1 ‘a formé de 1? mt] ? amt] free 5 Samal avec pxmt moires

caesk; gk . Gk. te
g sera formé de 8,3 542 ; 8 omnt2 Bios wen ; Saxm+2 avec qxm+2
etc...

Le nombre d'éiéments dans chaque sous-~suite est supérikk . 5 
2

ou égala 2, Le tri sera terminé lorsque nous aurohs une seule sous-suite, ©
clest a dire lorsque m-=1 (ou encore partie entiére de 5 = 0)

3°) Organigramme ;
S
e
m

 e

fLiorganigramme ci-dessous permet de bien comprendre @ la lo ja le jo [ro loprocessus,

Les éléments & trier a, sont rangés dans n mémoires co,i
cutives, so [SOs Jo fare |rB® 1E ja fo le loin [axlua le londice de l'élément sf dans la sous-suite r 

10indice qui appartient 4 & puis & of ete.,, et qui réa=
{

lise la simultanéité du tri des ¢&
e ; f Nous avons dans cet exemple FF] = 5 au premier tour

4 formée de apo, agF 3, ayt4
} 

1 
_ _1 

h formée de a,=lo, age
j

Les fl&ches ——? symbolisent la permutation des éléments
“a.eta 1 lorsque celle-ci s'ayére nécessaire;par exemple dans le cas présent

Ay permute avec a

lo.y A Uissue du premier passage, nous obtenons les f qui sont

1 1 1ra formé de sy = 0; 85 =3, 5) = 4;

fl formé de st = 1; sh = 10;2 2 "1
: 

2 m; Dans la suite 5) nous obtenons les sous-suites f avec [3] 2252 1 1 1 Ley. Jie. 121 formée de FOF 83555 SEH 2G 8 = WG SoH 7; Bad
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A lissue du second passage 5 est transposée en 85. les ¢

donnant des sous-suites a2 ordonnées ; 'Jj
2 

:par exemple : f est formée de sf = 05 of 23 see 4s soe Bh i
i

2* =7; “i = 10 }
2 

4et f est formé de s,=1;s > =3; 2 :es js =f2 2 4 #67 65 8 Bi sige
age Le troisitme passage, [=] = 1, nous donne une seule i

suite, ob tous les nombres sont triés, clest ce que nous appelons la suite éeuled

tat Ry !

4°) Programme ALGOL

PROCEDURE Shell (A,N); VALEUR N ; TABLEAU A ;

DEBUT ENTIER M,I,J,K ; REELA 1;

M:=N ;

Bl: M := Entire (M/2) ; Sl M=o ALORS ALLER A Sortie SINON K:

POUR J=1PAS1 TANTOURJCK FARE fee
POUR I:= J PAS -M TANT QUE I 21, Alt] > A[ItM] FAIRE

bepur At alr] ; a1] = alia; alum) s= a4
FIN

ALLER A B1;

-ENTIER_N ;

titat Desiiniaceea ow

Sortie : FIN de la procédure Shell 3

5°) Programme IBM 650 éciit en PASBEAT 
A
M

 090 Ccrit en PASS

cf, programme n° 2

Il n'occupe que 66 mémoires et il est trés simple A mettre en ceuvre,
6°) Résultats expérimentauxSS 
experimenta ux

Shell a donné comme résultats expérimentaux un temps de '‘ . 5 1,226tri proportionnela n’ et Hibbard [e la relation n[A(tog n)* + Blogn
2En ce qui nous concerne, nous avons obtenu :

Temps de passage 128 Nb 256 Nb 512 Nb 4

avec $1 T, = 1139" T) = 4130" T, = 14'45""

4
avec S52 

Pt 143" T, = 3'42" i

+
¥

£
z
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En faisant l'hypothése que le temps de tri T est propor-

tionnel & a’, ontrouve x 41,6,

[IV - METHODE ISSUE de la METHODE de’ VON NEUMANN]

' 1") Généralités

Partant de la m@me idée que Shell, j'ai essayé dans cette

méthode d'associer les qualités de la méthode de Von Neumann que je vaie expo-

ser ci-dessous 4 celles des méthodeste trangpaition, En effet, le gros avantage

de la méthode de Von Neumann est sa rapidité relative, mais par contre, elle

utilise, pour trier n nombres,n mémoires auxiliaires, les méthodes de transpo-

sition n'en utilisant qu'une seule,

24) Exposé du principe de la méthode de Von Neumann

2.1, Nous ne ferons qu'un exposé succinct de cette méthode

‘de Von Neumann, car.nous y revieridrons longuement au chapitre V;

Supposons toujours que le nombre d'éléments a trier soit

n= 2P

La méthode de Von Neumann différe de la méthode de

Shell précédemment décrite en ce sens qu'elle utilise des sous-suites formées-

& ‘éléments consécutifs et non distants de [FI comme dans la méthode de Shell.

Au cours du premier passage, les éléments a de SI sont

comparés de la facon suivante ;: soit a tel que i=1,3,5,,.,, n=l; si a > aay

nous permutons a et aye

A l'issue de ce premier passage, nous obtenons 5 sous

‘ Z ‘ — . isuites ordonnées, formées de deux éléments cons€cutifs j soient fi ces sous

n
Suites ob i=1, 2,..6.,

Au cours du deuxitme passage, nous fusionnons deux a

5 ; 2 in teedeux ces sous-suites, afin d'obtenir Z sous-suites ordonnées, formées de

quatre éléments, ce que nous symboliserons par ;

1 1
f +f — > £

3 4 2fi + fy aa f,

‘ny 7 n

f2 4 f ——— > £4
1 1 2



' 
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A llissue du p* passage, nous obtiendrons —— = 1, sous) <

suite unique ordonnée ; c'est donc la suite finale SR formée de n éléments,
Le tri est alors terminé,

Remarque : Le. fusionnement dé8déux sous-suites f et a est obteny
par une méthode d'insertion (cf, chapitre VI), : .

Donnons un exemple pout fixer les idées :

Nous avons symbolisé

chaque sous~suite pal
un rectangle vertical ;

r

«21%

3°) Organigramme

Cet organigramme a été congu pour un programme écrit

dans le langage PASG IBM. , Q

/ Soit fy et af les deux sous+suite’ consécutives,

avant de commencer lé k* passage,

i représente l'indice du dernier élément de fea et dans

la suite du tri, il sera remplacé par 1, lequel sera décroissant,

it]
j représente l'indice du premier élément de fy » et

il sera croissant,

2,2, Nombre de tests théoriques dans la méthode de Von {

Neumann ; a |

Dans la méthode de Von Neumann, le nombre de passages

dans la suite est égal & psin= 2°. piautre part, un test permet de classer au

moins un élément, de sorte que le nombre de tests N est

N$
Nous verrons dans les résultats que nous sommes loin de

nxp avec p= log, n,

ce résultat, (Cais teenie eet
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4‘) Programme PASD

Clest le programme n° 6, Ii occupe 147 mémoires,

Clest le seul programme &a ne pas avoir été écrit sous

forme de sous-programme en raison, d'une part de son encombrement, et,

d'autre part, des résultats expérimentaux décevants obtenus,

5°) Résultats expérimentaux

256 Nb 512 Nb '

i

avec SI 1 16! 68! ;

avec St 2 32" 3! ;

Ces résultats sont assez décevants, tout €u moins en

fonction des résultats théoriques de la méthode de Von Neumann,

En effet, en faisant I'hypothése que l'équation du temps ¢

passage est de la forme T=kn log, n avec 256 nornbres, nous obtenons :

. = A; _ 16
T= kx 256x8=16' ==> k =55 05

avec 512 nombres, nous devrions obtenir un temps de passage T2 tel que :

|
16 ' 5Toes a ;2 "Bb x25 * 512 x 9 36 |

Or, le résultat obtenu est trés supérieur ; cela s'expliqui

e+ {
en utilisant la méthode dlinsery

tion et qu'un seul test ne permet pas de classer au moins un élément, Nous very
f

rons que pout la méthode de tri par insertion, l'équation du temps de passage j

par le fait que nous fusionnons les # et f

2 <est enn’, et c'est ce que nous constatons dans le cas présent également. ¥
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CHAPITRE Il

LES METHECD!S DE SELECTION

GENERALITES

Les méthodes de transposition ont l'avantage de ne deman-

der qu'une seule mémoire de travail pour trier la suite initiale SI formée de n

éléments ap a in ay Par contre, elles ne sont pas rapides,
z

ont des performances nette-Les méthodes de sélectior

ment meilleures ; par contre elles nécessitent mnombre de mémoires de travail

dépendant de n, Elles consistent & extraire, d'aprés certains critéres, un (ou

plusieurs) éléments e; de la suite s et ale (ou les) transférer A une (ou des)

place déterminée(s),

' élément a...

Il - METHODE de SELECTION ORDINAIRE |

1°) Généralités

L'élément e extrait sera le plus petit (ou le plus grand)

j=1,2,...

tie, que nous noterons r, ot il sera mis 4 sa place définitive dans la suite SR,
1

des °; avec »n, Cet élément est alors transféré dans une zonede sc

2°) Exposé de la méthode

Au premier passage, plagons a dans la mémoire T, et

comparons T & ay avec j=2,...,m

Si T x a; , nous allons consulter l'élément suivant iar

sit> a; , cn T nous placgons a et nous allons consulter

int Aprés avoir examiné tous les ap 1'élément al » tel que
at <3; pour j=1, 2,..,, n vase trouver dans T, et nous aurons bien sélec-
tionné le plus petit de tous les 3; que nous transférerons en Th

Pour sélectionner 4 l'issue du second passage un nouvel

élément ae (le second plus petit des a)» il faut remplacer al par un élément M

cee Betelque M =a, quel que soit j=1, 2,



lente, car il nous faut n passages dans SI pour classer les n éléments » dot un
tnombre de tests N = n(n-1), ce qui est beaucoup, De plus, nous avons besoin, i
5pour trier n nombres, de n mémoires auxiliaires, servant de zone de transfer,

pour les éléments sélectionnés,

Nous éliminons ce dernier inconvénient en combinant la

zone de stockage des éléments A trier (initialement SI) avec la zone de sortie Ste reewe ll lmeeepour les éléments sélectionnés, Pour cela, il suffit de libérer une mémoire all

début de chaque passage, et d'y transférer alors l'élément sélectionné,

Or, au cours du premier passage, en placant ay dans T,~
nous libérons la mémoire TMm). Soit a le premier des éléments a suivants a

sth ire1’

tel que ay. << T (nous avons a. j= a, pour j=i,2,..., k-1), Nous permutong
alors a et apc ‘est A dire ame ay. a aly =a, et que T contient ae Lors:
que les éléments a (j=1,2,... » n) auront été examinés, T contiendra le plus1petit de tous les a, soit a. Ia mémoire ayant contenu ay étant libre, nous y tran

1 

j
férerons alors l'élément a.

Au second passage, nous placerons alors a, dans T, au
troisiéme :a3 etc,..

A l'issue de n passages, tous les éléments seront classés
2°) Organigramme

est le numéro du f- passage i
Les éléments a [4], a (2j,.-.,a rf. 1 sont donc les days

<a [2]... & a fey]
* plus petit élément de:

plus petits éléments de SI rangés dans l'ordre a {1]

J est tel que Lose i < n le

SI est donc un des a

~ 25 -

Remarquons que sous cette forme, cette méthode aurait

pu &tre classée parmi les méthoces de transpositions, car elle n'utilise que deus

mémoires auxiliaires de travail,

3°) Nombres de tests théoriques et de transferts

Ceux-ci sont indépendants de la distribution initiale des

éléments a, dans SI, Soit N le nombre de tests, nous avons
i

~1

oo . _ n(n-l)
N = 1 = 3

Le nombre de transferts T, par contre, dépend de llarran-

gement initial T; nous avons T = 2n + 3No en appelant No le nombre de tests )

répondant non,



i
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4°) Programme ALGOL t

PROCERURE Sélection linéaire (A,N) i; VALEUR N; TABLEAU A ; ENTIER

DEBUT ENTJER J,1; REEL T,T1; i

POUR {:+ 1PAS 1 JUSQUA N EAIRE f

DEBUT T := a(@ ; POUR J = 41 Pag 1 JUSQUA N FAIRE

_SL T= als] ALORS DEBUT T1:=A[J] ;

A[s] :=T ;

T := Tl FIN;

FIN ;

FIN Sélection linéaire ;

5°) Programme PAS

Clest le programme n° 7,

Il occupe 49 mémoires, La mémoire NSELE contient-

le nombre n d'éléments & trier, lesquels sont rangés en séquance en A0001)

ee. , A000 2,

6°) Résultats expérimentaux

J'ai obtenu les résultats suivants :

| 256 Nb 512 Nb
| 4
{

avec SI1/ 21! Bit

avec S12! 16! 62!

Ces résultats confirment les résultats théoriques et

donnent une équation du temps de passage f(t) de la forme

f(t) = ken’,

Les résultats obtenus avec Sl2 sont assez proches dé:

[ Ss eyes oe
ceux obtenus avec SI], et les performances sont donc trés peu améliorées

lorsque la suite initiale est déjA plus ou moins triée, Les méthodes précé-.

: ; zis ane,
dentes étaient sensiblement plus rapides, avec des suites déja arrangées,

= 27 =

[ tl - SELECTION CUADRATIOUBS |

Nous avons vu & propos de la méthode de Shell que le
fait de diviser la suite initiale SI en plusieurs sous-suites rendaitcate méthode

beaucoup plus rapide,

Partageons donc la suite initiale SI, formée de n élément
F n y ,a,, en m sous-suites, formées de = éléments et soient s +» 8 ces sousi “age *”

suites,

Pendant une premitre phase de tri, nous allons extraire

. , : : 4 oele plus petit élément de 8,1 soit | + puis le plus petit élément de 85, soit 85
. om pe 1 atetc.,, et enfin le plus petit élément de s , soits ,

m m

Nous obtenons alors une sous-suite s, comprenant les

m éléments définis ci-dessus, Il nous suffira d'extraire le plus petit de ces m

éléments pour avoir le plus petit élément de SI, que nous. appellerons ry Suppo-

sons quiil appartient & la sous-suite F ; clest donc l'élément que nous avons
2 It

appelé s,,

d Au cours du second passage, pour obtenir le deuxime
plus petit élément de SI, clest A dire Ky) il suffit d'extraire le deuxiéme plus

petit élément de S53 soit 3 afin qu'il vienne remplacer 5, dans la sous-
suite s, Le nouveau plus petit élément de s sera le deuxiame plus petit élément

de SI, clest A dire +,

A l'lissue du k° passage, nous avons donc sélectionné les

k premiers plus petits éléments de SI, soit er Supposons quer2rerere Uys
kest le f- plus petit élément de la sous-suite s., clest X dire s- d'aprés nos

notations, Pour obteniry+ etl? il faudra sélectionner s; , le transférer dans s,

& la place de 5; , et extraire le plus petit élément de s, c'est & dire ead
Cet élément sera done obtenu A llissue de (+ m) tests,

54 Soit f(m) = = +m le nombre de tests sera minimum

pour 377 QO ,cltestadire m= Vr

Nous obtenons alors le nombre de tests N pour trier n

Nen+¢2(n-l) Vr ,

et 2Vi x (n-l) pour obtenir les (n-1) autres éléments,

éléments clest a dire n tests pour obtenir le plus petit
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Ces résultats sont nettement supérieurs & ceux de la z

méthode de sélection ordinaire,; Néanmoins, la sélection quadratique présente

un grave défaut, de sorte qu'elle est peu utilisée, f

En effet, i1 n'est plus possible d'imbriquer la zone ins
tialement occupéé par SI avec la zone de sortie des éléments ay sélectionnés |

+définitivement,; Pour constituer la suite s, il nous faut également Vi mémoi.;

res auxiliaires, celles-ci oe soit les éléments eux-mémes, soit leurs,
~adresses; Lea éléments 8, des guites a peuvent étre sélectionnés, soit par 4

tla méthode de sélection ordinaire dans ea premiére version (9; sera alors trap
féré dans la zone s, et remplacé dans 8, par M défini plus haut), ou dans sa

rTseconde version (les Vimémoires auxiliaires contenant les adresses des Si

la sous-suite s est formée de telle fagon que j° élément soit inclu dans la j° sioeartind atin Shaiia tebesous-~suite s.),

J Il nous faut donc au total n + Vi” mémoires auctlialggy

et clest un trés gros handicap pour cette méthode,

Je n'ai pas personnellement essayé cette méthode sur

calculateur, tlemreieoorrarneus[IV - METHODE de THOMAS N, HIBBARD |

1°) Généralités

La méthode de Thomas N, Hibbard [6] est une des

approches du probléme du tri les plus récentes, A une grande rapidité du tri,

elle allie un nombre réduit de mémoires auxiliaires de travail,

2°) Exposé de la méthode :

La suite initiale SI de premier élément a est scindée ©

en deux sous-suites 1 et S. L est formée a partir des éléments a, gq ay» que:

3 A 5 S, est formée &nous notons i i partir des éléments a; 2 ay et2’

nous la notons s,, 8,,..., 8 ; a, lui-méme n'appartenant nia a ,nia 5, Ce+—__1’ 2 m 1 1
partition est effectuée de telle fagon qu'A l'issue du premier passage i. et 5) t

solent séparées par une position de mémoires, cette (k+1)° mémoire va recev

aye Or, (k+1) est, par définition, le rang de ay dans SR, a, est donc mis en plat
i

définitivement,

- 29 -

es Le processus va alors s'appliquer & iF et 5 séparémo:

et non & leur réunion , car iy < oF quels que.soient j et 4,

Si, par exemple, nous choisissons de placer i, a gon

rang définitif dans SR, nous scinderons IV en deux nouvelles sous-suites 1, et

5, mais cela impose de conserver les sdregéde des bornes de S., Nous allons, 
.

dane constituer une pile (#) dans laquelle nous mettrons A cage BtSe les
adresses des bornes des sous-suites s, laissées pour compte, Une sous-suite

I, sera totalement triée au cours d'un passage, lorsqu'elle ne comportera plus

que deux éléments, Il ne restera plus qu'A repartir en sens inverse en allant

chercher dans le dernier étage de la pile les bornes de la sous-suite & scin-

der, :

Pour constituer les deux sous-suites L et Si et libérer

In (k+1)° ‘mémoire devant recevoir a), nous opérons de la facon suivante ;

a) a, est transféré en T, ce qui lib’re la lére mémoire
1

b) nous commencons l'exploration des ay a partir de an

puis a el etcy,. soit ay le premier de ces éléments inférieur A T (a; z as

pour ft1 £5 Sn)

devenant libre, nous recommengons l'exploration des a, & partir de as a, etc,

j ap est transféré dans la premitre mémoire, la f° mémoire

Soit alors an le premier élément supérieur & T

(a,< T pour 2 Si < m-1); an est alors transféré dans la f° mémoire, ce

qui libére la m°® mémoire etc... Chaque fois qu'un transfert s'avére nécessaire

nous inversons le sens d'exploration des élémients de la suite,

Soient alors i llindice de ces éléments lorsque nous les

explorons par indice croissant, et j Vindice décroissant : lorsque i=j tous les

éléments ont été examinés, et éventuellement transférés et T sera transféré

dans cette i° mémoire,

* La notion de pile a été essentiellement utilisée en compilation des langages

[9] « Il s'agit en gros d'un mode de stockage analogue & une pile d'objets
on ne peut a chaque instant qu'enlever le sommet de la pile, ou placer un nou-

vel élément en son sommet,



Donnons un exemple : chaque colonne 1, 2, 3,... .repré

sente le contenu des mémoires & l'issue du ler, 2@me, 32Me |, passage, La -

La lignelteprésente le contenu de T (c'est & dire l'élément qui sert A partay

ger chaque suite), Dans la pile, les bornes sont notées (e,k), l'évolution d'un

étage de la pile se lisant de gauche & droite,

14} 7} 1} o/ fo] ;

4} fia 3

dant,

(3,7); (5,7); (6,7) | 2®TM° étage

(9, 10) 18" étage

Evolution de la

pile

-31-

a Dans les colonnes, je n'ai indiqué que le contenu des mé-

moires sur lesquelles je travaille effectivement au cours du passage correspon-

Le tri est terminé lorsque la pile est vide, aprés avoir

trié une sous-suite, formée sculement de deux éléments,

3°) Organigramme

eeth sont les *ornes inférieures et supérieures de

chaque sous-suite & s-‘nder,;

i correspond aux indices qui varient en croissant & part!

dee + 7 a. Bj é :j correspond aux indices qui varient en décroissant &

partir deh



Remarque

“rait & réservér pour la pile’ n mémoires auxiliaires (la pile atteindrait la haifl

teur n dans le cas d'une suite SI rangée par exemple dans l'ordre de tri),

Montrons comment le test @ :iee < h-i qui, parmi ley

deux sous-suites i et 55 qui viennent d'étre obtenues, partage A nouveau la TM

petite des deux, permet de réduire la hauteur maximum de la pile de na log ah

Par récurrence ;

Cette propriété est vérifiée pour n= 1,

Supposons qulelle le soit pour n=1, 2,..., (m-1),

Lorsque le programme trie une suite de longueur m, il

détermine le rang du premier élément a de cette suite, puis il scinde la suite

en deux, et trie une sous-suite de longueur my, S > La pile a comme hauteu?

lorsque débute ce tri,

Diaprés notre hypothése, il n'y a pas plus de

logom, £ log, m-1 nouvelles entrées dans la pile, entrées nécessitées par le

tri de cette premitre sous-suite, c’est & dire pas plus de log,m entrées au totil

pour trier la sous-suite de longueur m,, Lorsque débute le tri de la seconde er
1

suite de longueur m,=m-m), la pile est vide, car nous n'avons plus qu'une oat

suite de longueur m., atrier, Or, m, < m-l Vhypothése, selon laquelle la ———hauteur de la pile est inférieure ou égale a log, (m-1) pour une suite de longueut
i

t

m-l, est encore valable,

oeDonc, en aucun cas la hauteur de la pile ne dépasse log

‘

(Setar
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a7
4°) Norobre de tests théoriques

Hibbard [6] donne pour une suite de nombres répartis

au hasard un nombre de tests Nu =1,4n log, n,

Nous verrons que pour une suite SI, déj& totalement

ordonnée, le nombre de tests est trés supérieur a Nie

5°} Programme ALGOL

Ce programme est extrait de l'article de Hibbard fe].

PROCEDURE P(a,n); VALEUR n; TABLEAU a; ENTIER n;

DEBUT ENTIER e,h,i,j,k;_ENTIER TABLEAU f,g(1:log.n);_REEL T;

ers lj hisn; kis 1;

B;Sl e%h ALORS ALLERA C; T:saf

e:st afj]@r,

ALORS DEBUT afi] :=af{j]; i:= i+1; SI isj ALORS ALLERAD FIN

SINON DEBUT j:= j-l;_Sli=j ALORS ALLER A D; ALLER A E: FIN;

F:sl ali] >T |

ALORS DEBUT a[j]:= afi]; j:= j-1; SLisJ ALORS ALLERA D;

ALLER A E FIN; id

SINON DEBUT i := itl; SLisj ALORS ALLERA D; ALLERA F EIN ;

D: a[i] c= TMs

SI ise € hei

ALORS DEBUT f[kj:= itl; g[k]:=h; hi=i-l FIN;

SINON DEBUT f[k] :=e; f[k]:isi-l; e:=i+i FIN;

kis k+l ; ALLERA B ;

C:k:= kel ;

SL k >» 0 ALORS: DEBUT e:=f[k];h:= g(k]; ALLERA B FIN;

*

FIN de la procédure P(a,n) ;

6°} Programme PASG

ef, au programme n° 8,

Ce programme occupe 124 mémoires,
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7°) Résultats expérimentaux

n 128 | 256 | 52

SU 32" 1 2too"| 4's

sI2 5'20"| 23' | 86!

Si nous comparons ces résultats avec ceux des méthaj

précédentes, nous voyons qu'il sont pratiquement inversés,_ }

En effet, la méthode est extr€émement rapide dans le ¢

diune suite initiale d'éléments répartis au hasard, Des que la suite devient_

plus ou moins arrangée, le temps de tri augmente de plus en plus, pour dey

nir aussi médiocre, dans le cas d'une suite totalement ordonnée, que, par q

exemple, celui de la méthode de sélection ordinaire, dans le cas d'une suite

d'éléments répartis au hasard,

a) Montrons, par exemple, ce qui se passe dans le ca

d'une suite totalement ordonnée, so
Soit SI=1,2,3,4,5,6,7,8,% i

Au cours du premier passage e=1, h=9, et T contient:

SI est alors partagée en

a l'issue de n-l testsi =1

et \S = 2,3,4,5,6,7,8,%A (dans cet ordre),

Au second passage, e=1, h=1; q est totalement trié,

nous allons trier 8S. Au cours du troisitme passage : e=2, h=9, T contient 2

et nous obtenons

I, = 2

S, = 3,4,5,6,7,8,%

Pour trier n nombres totalement ordonnés, nous wl
alors un nombre N de tests tel que

n(nt1)

2

A chaque passage, la suite ne subit aucune modificatig

et le nombre de transfert est donc nul,

2
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b) Envisageons & présent le cas d'une suite totalement

rangée dans l'ordre inverse de tri,

Soit SI = 9,8,7,6,5,4,3,2,1,

Au premier passage, T contient 9,

Nous obtenons :

1,8,7,6,5,4,3,2 , 9
yt et

ST Ss)

A issue du second passage, 8) est triée totalement,

A l'issue du troisiéme passage, T contenait 1, et

nous obtenons ;

L, 8,7,6,5,4,3,2
eet

"5 55

La suite ne subit aucune modification,

Nous obtenons le méme nombre de tests que dans le

cas a) avec, en plus, n transferts,

Ces seuls exemples suffisent 4 montrer que la méthod:

de Hibbard est sensible & la distribution des éléments dans la suite SI,

Afin d'éviter cet inconvénient, sipnalons la méthode

de Hoare (Algorithmes n° 63 et 64 ; Communications of ACM - avril 1961),

: Cette méthode, dans son principe, est la m@me que

celle de Hibbard, mais au lieu de prendre systématiquement le premier

élément de chaque suite s pour la scinder , elle choisit un élément quel-

conque de la suite, soit afalet ot q est un nombre choisi au hasard, tel

que ¢ < q <h e et h étant les indices des bornes inférieures et supérieu

res des,
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CHAPITRE IV

LES METHODES D'INTERCUASSE MENT

I - GENERALITES 
Lint

ConsidSrons deux suites £ et s' déj& ordonnées, et soient

é.,¢€i ,» @ les éléments de s et e'_,iin CNe ne -
2’ n 1’ ~ 2’ k

Interclasser ces deux suites consiste & les fusionner de

,e' ceux de s'!,

fagon & obtenir une seule suite SR également ordonnée et formée de ces ntk

éléments, que nous noterons Tye

Nous voulons, d'autre part, que la comparaison d'un

élément e. de s avec un élément e, de s' permette de placer définitivement

dans SR l'un ou autre de ces éléments au moyen d'un seul test et d'un seul

'

transfert,

Supposons que nous avons obtenu les p premiers éléments

de SR; le (ptl)° sera alors, soit 1'élément e, de s, soit 1'él4ment ar de s',

(i et j sont tels que i+j = p+l),

- si 2 el 1 =sie ge j alors "4 e,

et nous comparerons ensuite e.
is

25
- si e. el; alors * Hl = or

et nous comparerons ensuite ora a %,

Nous devro.s donc explorer s et s' par indice croissant,

etborner s et s' par deux éléments e . = F tels que . avec l ip m ntl que F > e; avec & i <n

e' = tels que F e' avec l j k,k+l que F> KIS
Pour obtenir S, nous aurons besoin de n+k+2 mémoires

auxiliaires,

Enfin, & Vissue de n+k+l tests, tous les éléments de s

et s' seront classés,

Bien entendu, cette méthode se généralise & un nombre

quelconque fae suites s ’ spa fusionner en une seule suite SR,8 eae
1? 72?

Nous voyons tout de suite les limitations qui apparais-

sent avec ces méthodes : il nous faut d'une part avoir des sous-suites s et s!

déja ordonnées, et d'autre part, utiliser un nombre de mémoires auxiliaires

au moins égal au nombre total d'éléments A trier,



Néanmoins, elles seront intéressantes chaque fo)

la suite initiale SI sera formée d'un nombre suffisamment. grand de sd

suites adjacentes triées,

Il - METHODE de VON NEUMANN

1°) Gén€ralités

Au cours de chaque passage, cette méthode con

un nombre donné P des sous~-suites triées et adjacentes,.de longueur t

interclasse pour donner 3 sous-suites adjacentes et triées, de longue

En it€rant le processus, & l'issue d'un nombre fini de passages, nous

nons plus qu'une seule sous-suite SR totalement triée, ‘et formée den

2°) Exposé de la méthode

Le probléme est donc de construire puis de fusi

les sous-suites précédentes, Supposons, pour simplifier l'exposé, que:
4
z

Choisissons dans SI-n sous-Suites adjacentes for

d'un seul élément, Nous les noterons ° et nous avons spa, pour i=1,2)

Elles sont toutes forcément triées puisqu'elles ne comportent qu'un sé

ment. Interclassons alors at et ° nous obtenons une seule sous -suite tf
1

4 2
formée de deux éléments et nous la notons § (la notation °; représél

donc la j° sous-suite au début du i° passage), ‘

Nous interclassons donc au cours du premier Pa

1 AL, : : 2
set S, ce qui nous donne la sous-suite 8

lio . Tee attoye sy ce qui nous donne la sous-suite 8

1 1 , 2
Sop-1 et Sap

1
s ets " 3?
n-1 n n

2

A Vissue de ce premier passage, nous obtenons

“ sous-suites adjacentes formées de 2 éléments (1 < igF) (lesquellé

trouvent en fait dang les mémoires auxiliaires),
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Au cours cu second passage, nous interclassons les

2 3 ‘sous -suites sf et 85> pour obtenir la sous-~suite s r

. 2 2 : 3
clest & dire que. 8; ets, nous donne 5)

2 z 3
" "825-1 et 520 85

Y ae et 32 u na
2<i & iV
2 2 4

Nous obtenons donc a présent = sous-suites triées roé
4

(l & i¢ =) et formée de 4 éléments,

~ sous-suitesA llissue du j* passage nous aurons"

triées formées de 2) éléments de sorte qu'a la suite du k® padsage (n=2*)
tous les éléments as de SI seront triés et formeront SR,

Donnons un exemple dans lequel chaque sous-suite est

encadrée dans un rectangle.vertical,

Liaccolade symbolise l'interclassement des deux sous

suites qu'elle relie,

Diautre part, sik est pair, la suite SR se trouve dans

les mémoires qui contenaient initialement Si,

Sik est impair, la suite SR se trouve dans les mémoi-

res auxiliaires,.
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z my ry a

3 2 2 2 Liorganigramme est alors le suivant

} 1 3 3 3

4 4] 4 4

8 [3] 5 5

16 8 8 6

3] 5 9 9 7
\ t= altjk

9 [16 J [16] 8 f1V te atid

fe] 6 9 gl t= ayhit2k—d

Ca py 7 10

| 7 ll 10 ll

11 (15) il 12

—

| 12. 12 10 12 13

z 

non

} 10 13 4 15 5
’ oud: 

> fv)
10 13 4 zu 16[9] Le} [a3] [36] aA

oun f i= f+
bel

3°) Organigramme ; FVGY
. 3. —— ;

Nous ne pouvons plus, ainsi que nous l'aviensfait dans
i

les généralités sur les méthodes d'interclassement, borner chaque sous | y_..
j oud

suite 5 par l'élément F que nous avions introduit alors, Cet élément était ;

simplement destiné dans le cas ob e, x ey (cfparagranteA per mettre le i

transfert total jusqu'en e', de s' dans la suite SR, Dans le cas présent, nous

k :
le remplacerons par un calcul sur les indices n et k de eh et ee indices nda a2 i= Permu

que nous noterons respectivement flV et glV.

Liindice des éléments dans la sous-suite 2p 1 est <>
repéré par f, celui des éléments dans la sous suite °o5 par g.

La suite SI est initialement stockée dans les n mémoi- ~

res consécutives commengant en ap les n mémoires auxiliaires commengant ©
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j est Windice qui, au cours du i? passage, permet de passer de l'interclas-

sement des sous-suites a 1 et “on & l'interclassement des sous
3 i i

suites Sap4l et s apt2

k est la longueur des sous-suites so au cours du i® passage (k=2°)

4°) Nombre de tests et de transferts théoriques

Le nombre de transferts au cours d'un passage est

égal an, dlot le nombre de transferts T= n log, ny

Au cours d'un passage, le nombre de tests sur les

éléments eux-mémes est inférieur 4 n, par suite de la suppression de l'élé- q

ment F de chaque sous-suite, En effet, Supposons que tous les éléments de
i . sed :Sap aient été examinés (ce que nous savons par le test f° f1V); il ne reste’

ijplus alors qu’ transférer les éléménts de oe qui n'ont pas encore été exa- 5
minés, sans avoir A effectuer de tests sur ces éléments, car nous savons 3

priori qu'ils sont triés également, - . a

Diol le nombre total de tests A I'issue du k® passage E |
N < nxk 

i

< n log, n

5°) Programme ALGOL

PROCEDURE Interclassement (a,al,a2,n); VALEUR n,al,a2; TABLEAU a;

ENTIER al,a2,n;

DEBUT. ENTIER ikfig,h,flv,glv ,Permu; k:=1 sal is

Bl: j:=0; h:= a2:

a2 i= ntl;

B2if:= altj; g i= altjtk; flv := g-1; glv := flv+k;

F:Sif > flv ALORS’ ALLERA FV;

FF : Sig » glv ALORS ALLERA FFGV;

st afi] afe] ALORS DEBUT afb] := aff]; £:= 81; hes nit;
ALLERA F FIN;

SINON DEBUT afh] = ale}: gis gtl; h:= htl;
ALLERA FF PIN 3

FFGV : afh] := aff}; f:= fH; his htl;
ALLERA SI f > flv ALORS FVGV SINON FFGV;
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FV: SI g > glv ALORS ALLERA FVGV;

ath] := afg)s g = gtl; his htl; ALLERA FV;

FVGV : SI h = a2+n-1 ALORS ALLERA Modik; j := j+2xk ; ALLERA B2;

Modik : k :=,kx2;

SL_k <n ALORS DEBUT Permu := al; al /= a2; a2 := Permu; ALLERA Bl

FIN ;

FIN Procédure Interclassement ;

Cette procédure correspond A l'organigramme du para~

graphe 3, Elle est relativement longue, car, sous cette forme, elle reprend

plusieurs fois des éléments du programme qui existaient déjA ; ceci est simple-

ment destiné éviter des tests, soit sur g (soit sur £) dont on connait & priori

la réponse, du fait que lindice g (ou f) n'a pas été modifié,

Donnons un second programme ALGOL, dont l'écriture est

plus condensée, mais qui fait intervenir un plus grand nombre de tests,

PROCEDURE Interclassement (a,al,a2,n) ; VALEUR n,al,a2;

ENTIER n,al,a2; TABLEAU a;

DEBUT ENTIER j,f,g,h,flv,glv,Permu; k:=l; al :=

Bl: -

Ba: f:= altj; g := al+jt+k; flv i= g-1; gly := flv+k; '

F:SIf> fiv ALORS ALLERA SI g > glv ALORS FVGV SINON M;

Sl g> glvALORS N : DEBUT afh] := aff); fi= £41; ALLER AR FIN;
SINON ALLER A SI aff} ;¢ alg} ALORS N SINON M;

M: afr] = a(g} g i= gtl;

pihi=htl; ALLERAF;

FVGV: Sl h = a2+n-1 ALORS ALLER A Modik ;

0; his a2;

=j+2xk ; ALLER A B2

Modik: k := kx2; !

SL k « n ALORS DEBUT Permu := al; al i= a2; a2 := Permu;

ALLER A Bl FIN;

FIN ;



6°) Programme PASG

C'est le programme n° 9, Il occupe 147 mémoires,

7°) Résultats expérimentaux

Les essais ont été faits avec une méthode ne permetta

de trier n nombres que si n= 2, Nous verrons comment il est possible de clagy

ser n nombres lorsque'n n'est pas égal & a

128 Nb 256 Nb 512 Nb

alt? =2'17" =5t5usil Tialt2 Tia2'ly TA55'5

S12 2' 4'28"'

sont transférés 4suite SI totalement rangée lorsque tous les éléments de So 1

dans les m‘moires auxiliaires (c'est A dire A la suite du k° test sur f et sur a

i

2p
ment un test sur g et un transfert,

si k est la longueur de s p> il n'y a plus un seul test sur les ais mais uniq

Cas ot n est différent d'une puissance entire de 2 4

> k-1 . kel i
Posons alors n= 2 +o ob © & 2

1 k i
€n 2,

a) on peut, soit compléter SI avec des éléments M tels ae

. k-
clest & dire que nous avons 2

M S a, quel que soit i,> a quel q x

Le nombre de tests sera alors au plus égala 2 xk,

Liinconvénient de ce procédé est de nécessiter un nombré

de mémoires auxiliaires supérieur A n,

b) on peut diviser SI en deux sous-suites s, et 85) telles
1

des & derniers é1é-_
a ol ; Agr ait ique s, soit formée des 2k premiers éléments de SI et. 85

1

ments de SI,

Nous trierons alors 5 jpar la méthode de Von Neumann, %

Soit sRl la suite obtenue de sR1, nous extrayons les & premiers éléments, nowt
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appelons sRl' la sous-suite obtenue, et nous formons une seconde sous-suite

avec les ae éléments restants auxquels nous ajoutons les éléments de
85 Nous obtenons alors une nouvelle sous-suite s, formée de 2k} éléments,

et que nous trions par la méthode de Von Neumann, Nous obtenons alors une

seconde sous-suite ordonnée sR2,

Il ne nous reste plus qu'a interclasser sRl' et sR2 (en

utilisant gel +& =n mémoires auxiliaires) pour obtenir la suite finale SR,

issue de n éléments de SL.

Le nombre de tests est alors au plus égal a}

k-1
2 x (k-1) pour trier 5

2 x (k-1) pour trier 8'5

»2kol oh pour interclasser sRl et sR2,
dou NK 2 xk+a

Tl est supérieur & celui obtenu en a), néanmoins, cette

seconde solution est intéressante car elle n'utilise que n mémoires auxiliaires,

c) on peut €galement trier les & derniers éléments par

une méthode différente de la méthode de Von Neumann,

Soit sR2' la sous-suite obtenue, il ne reste plus alors qu'& interclasser

sR1 et sR2',

(i + IDEE d'UNE AUTRE METHODE de TRI par INTERCLASSEMENT |

On recherche dans SI les sous-suites 8; maximales formées

d'éléments consécutifs, et déja ordonnés,

Par exemple, soit SI = 1,2,3,7,9,5,2,4,8,6.

Nous avons dans SI les sous~suites ordonnées suivantes ;

2, - 1,2,3 -1,2,3,7, -1,2,3,7,9-5- 2,4, + 2,4,8 -6-

Sont maximales les sous-suites suivantes :

1,2,3,7,9, = 8

5 78,

Fras 2,4,8 = 83

6 = Sy
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passage n'auront pas une longueur constante, Au cours du premier passage, yy

i i Mm é i r que cette méthode soit plus intéres-interclasserons 8) et 85> puis 83 et s, etc... Nous obtiendrons > +1 sous Déterminons m pour qu p

5 ‘est 2 dire c ON.suites 4 l'issue de ce premier passage, En itérant le processus, la suite SI sante que la précédente, c'est & dire que No & Ny

: ir Vnsera totalement triée 4 l'issue du k® passage, k! étant défini par la relation — 2n log, m x niog,n ciest adire m ¢
k'-1 k!

2 <om < 2

Ti nous faut alors procéder de la facon suivante :

Q ) Dans le cas général, clest & dire
cel k}n= 2 l +o et n362

a) déterminer les extrémités de deux sous-~suites consé: Nous avons + Ny SB 2 x(k") ((oe,2] + i + of
ie

= kel ry

. 

‘ , : 

_ 
4 

1

tives = oul et Sop! (un 7. de la forme a & ait permet de déterminer ces € NS =, 2 @ +a) x{ [log,m| + )
trémités,) Soiént alors Let p les longueurs respectives de S55 et Feat : i La valeur de m pour laquelle N, & N, est alors fonction

fy tests seront nécessaires pour obtenir ces extrémith) . ;
° ° J de % et, de toute facon, elle est supérieure A celle obtenue dans le cas of );de sorte que n tests sur a,, au cours d'un passage, permettront de déterminer. . . saga i’ P > de sorte que cette deuxitme méthode peut devenir trés intéressante,

s

nue a partir de SI,

Pour les k' passages, nous obtenons un nombre N! de

tests sur les a, tel que:
i

No = ki xn = fice.ms| +1) xn
b) interclasser ae et Sop en £sp tests au plus sur lesa

Pour lés k passages, cela nous donne un nombre N'"! de ;

tests sur les ass tel que ;:

Ni

ay‘
K' xn we a

£ (floe,m] + i xn ;
Le nombre total N de tests & effectuer sur les a. est dong!

= 1 ttN= N4N" € 2 n ([log,ra] +1)
Quant aux nombres de transferts T, il est encore Egala-

+ lay

wa

[1>2,] + ‘ xn,
Comparons ces résultats & ceux obtenus avec 18 raéthodell

Von Neumann :

S 1 :ol, ) supposons pour cela que n = Ze et m= ak t
Posons Ni = nombre total de tests sur lés a, avec la méthode de Von Neumann

N_= n avec cette nauvelle méthode,
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CHAPITRE V

LES METHODES D!'INSERTION

Soit toujours SI la suite initiale formée des n éléments

a, A trier, A llissue de la j° étape, la sous «suite e obtenue a partir des j

premiers éléments de SI est triée, On place alors aay par rapport aux élé-

ments e, de Si clest A dire que nous allons "insérer" a, dans a de facon a
jt

obtenir une sous-suite Set également triée, et composée des (j+l) premiers

éléments de SI (nous noterons les éléments de Si el. pour les distinguer

des e,), o :
i

Il slagit donc de déterminer l'élément en de 5; tel que

e <a,
moo jel

e a...

mt > 7541
Cet élément en étant déterminé, il suffira de déplacer

e € aes 2 Cn, at iti la droit tdet férera, a lamel? °me2? re, une position vers la droite, et de transfére jel

place de e :
m+] : ;

La suite Bey est alors construite, et nous pouvons alors

j . Ff

lacera. . dans s,.; .
P jt2 HH a Aa

Le tri sera totalement terminé lorsque nous aurons

placé a_ dans la suite s Y et nous avons alors SR=s ,
n n- n

[II ~ La METHODE d'INSERTION ORDINAIRE|

Le classement de ai est fait, théoriquement, par un

produit de transposition, Mais nous verrons dans l'exposé de la méthode que

ces transpositions ne sont pas complétement effectuées, Ces transpositions

incomplétes permettent de déplacer les e, d'une position vers la droite, et

nous allons donc comparer Bag successivement ae., ein. Ce ares etc,
2 ae

usqu!J ae,



2°) Exposé de la méthode

a) Plagons ia dans une mémoire de travail T,

Nous comparons alors Ta es

—siT< ep °; est décalé d'une position vers la droit,

clest a dire qu'il devient e! Puis T est comparé & & e. 4, ete... jusqi
et 1) "5-2

ce quee << T soit déterminé,
sees

pléte, puisque le test T < ep répondant oui améne un transfert de & en fea, Q
pas de transfert de T en t, ‘lequel est inutile tant que e, nest pas déterming,
e étant déterminé, T est transféré en m+l, La sous-suite s est alors co;

#1 i]

|truite et nous pouvons alors recommencer le processus avec a,
2

Si aucun ene peut @tre déterminé, alors ie est pia
dans la premitre mémoire, les & devenant des et tel que ey 3 es !

Remarque : Ce résultat peut @tre obtenu par un test sur lindice i

ej, et clest la méthode que j'ai utilisée ou dunefacon plus astucieuse en borni

& gauche SI par un élément a (qui n'appartiendra donc nia SI nia 5) et tel
°

que a soit inférieur A tous les ay de sorte que le test T > a répondra tou:
ea

jours oui, 4

—si T €., alors a.2 j jt
Sia est construite, Nous pouvons alors aller recommencer le procéssus av:

a 
|

reste en place, et la sous -st

Vélément Aine etc... jusqu'a ce que a, soit inséré 4 sa bonne place, +

b) Organigramme :

dtl est le m@éme indice que ci-dessus

fej, g-l,... ym rent i
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Donhons un exemple | chaque colonne représente l'état

des mémoires & la fin de chaque étape, l'élément encadré étant 1/élément a,
d+

de l'étape suivante, les fléches verticales symbolisant les transferts,

lere y
Si é 2@me | 3%me | 4¢me | 58me| 68me| 7eme| Same | 9%metape

7 4 4 Oa: 0 e 0 0 0 0

@®| 7 7 4 2 2 2 2 2 1

9 3) 9 7 4 4 4 4 S 2

0 © 9 7 6 5 5 4 3



‘) Nombre de tests et admbres de transferts théoriques ,

Soit SI la suite initiale des n éléments & trier, Soit, au

passage, N; le nombre de tests nécessaires pour placer le (j+l)° élément de Sl,

le nombre de transferts ‘ correspondant est égal a No-b Envisageons les a?

rents cas qui peuvent se présenter (le nombre de passages dans SI est toujourg’|

égal a n-1), Z

- Sl est une suite totalement rangée,

Nous avons, en appelant N le nombre de tests totaux, et]

le nombre de transferts associés :

N = nel

T = (n-1)-(n-1) = 0

— Sl est-une suite totalement rangée dans l'ordre inverse

Il faut ltest pour trier le 2me élément

2 tests pour trier le 3me élément

n-l tests pour trier le nM élément

_n(n-1) _ née n= 2(nel). n2 - 3a 42
i =2 ee Ts 2 - 2

~- Sl est une suite quelconque de nombres :

Soit f(j) le nombre total de tests nécessaires pour trier

tous les j! arrangements possibles des j premiers éléments de SI, Pour cla

aia ily a j+l places possibles dans la sous-suite s', | correspondant a e!
jel 1:

Fans Oty Pour chacun des j!} arrangements possibles, ces j+l places possibli
Y

nécessitent respectivement j tests, j-ltests,..,, 1 test, D'ot le nombre total ia

f(j+1) de tests correspondant aux jtl possibilités de placement de aia parmi 1e8

ji arrangements possibles des j premiers éléments de SI, ;

£(j+1) = (jel) £G) + 5! ~ i |
i=l

= (#1) 4) + (Gj)! x(4)

PROCEDURE Insertion (A,

~ 53 -

La fonction est solution de cette
‘ jt (j-1) j
a = LEGS

équation , et elle correspond aux j! arrangements possibles, D'ot le nombre

de tests N,-correspondant a un seul d'entre eux

_ #) _ iliet)
j jt «

D'ot, pour n éléments a trier, nous obtenons le nombre

de tests 2

N = et T= apes

3°) Programme ALGOL

N); VALEUR. N; TABLEAU A; ENTJERN}

DEBUT ENTIER 1,J; REEL T;

POUR J:= 1 PAS 1 JUSQUA N-1 FARE

DEBUT T:= A [J+1];

POUR I:= J PAS -1 JUSQUA 1 FAIRE

DEBUT gL T< Afi] ALORs A[t+] := a[t]

SINON DEBYT Aft+l] := T;

ALLER A B FIN ;

EIN; ALL] = Ts

B:FIN;

FIN de la procédure d'insertion ;

4°) Programme PASG pour IBM 650

Le programme n'occuve que 49 mémoires,Prog’ i:

5°) Résultats expérimentaux

J'ai obtenu les résultats expérimentaux suivants

Temps de passage avec 128 Nb | 256 Nb | 512 Nb

SL1 2' 55" 12! 44!

S12 20"' 2! 30"

Ces résultats nous montrent que la méthode d'insertion

est sensible & la distribution, et que ses performances sont trés nettement

améliorées lorsque la suite SI est déja "un peu arrangée", Ceci est en accord

avec le calcul précédent du nombre de tests théoriques,



D'autre part, en comparant cette méthode A la métho

de Bubble, il n'existe pas dans le cas présent d'éléments ap (cf, au chapitr

Ul §) tel que cet élément puisse imposer un nombre de passages m> ap- Pp
comme cela se passait avec cette méthode, La méthode d'insertion sera da

tous les cas meilleure que celle de Bubble,

[Il METHODE @INSERTION DICHOTOMIQUE |

1°) Généralités

Cette méthode différe de la précédente dans la fagon de

déterminer la place de Fiat dans la sous-suite 5 En effet, le nombre de tes Hl

nécessaires pour déterminer 1'élément en (tel que en & rel et ema > *

sera rendu plus faible si, au lieu de comparer a1 aux éléments de 8; dans

aalordre décroissant systématiquement, nous divisons s. en intervalles partielg|

, Succe§sifs de longueur sensiblement égale & + : > ve. 1, et si nous déten

|

Bornons nous dans cet exposé & donner un organigramn"

minons a chaque fois dans quel intervalle are viendra se placer,

2°) Exposé de la méthode

possible de la méthode,

jest l'indice de élément & insérer

is jel, j-2,..., p

Pp et q sont les bornes de chaque intervalle partiel

lorsque p = q l'intervalle ne comprend plus un seul!”

seul élément ;

_ il-feste alors & déterminer si

a[p] « afi] si oui p=m

si non p=mtl

f es] signifie partic entire de Pa

- 55 =
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Nombre de tests et de transferts théoriques :

Le nombre de transferts est bien entendu le m@éme dans

cette méthode que dans la méthode d'insertion ordinaire, c'est 4 dire :

2
hnoe-n

T = Z

Iverson (fa] page 236) a donné un nombre de tests égal

an log, n, Malheureusement, chaque test fait intervenir un calcul d'indice

compliqué m = [ets ce qui vient beaucoup alourdir la méthode, D'autre
iy

part, il convient de remarquer que lorsque en est déterminé, il reste encore —

a effectuer le décalage de tous les e; tels que mtl K igj . Ces transferts |
S

dans la méthode d'insertion ordinaire se font trés facilement, juste aprés les

tests,de sorte que les calculs d'indice correspondant sont trés rapides,

Je n'ai pas personnellement essayé cette méthode, et

personne, A ma connaissance, n'a obtenu de résultats trés intéressants sus-

ceptibles de venir concurrencés ceux de la méthode de Hibbard (cf, chapitre IV),

[IV - METHODE d'INSERTION et METHODE de SHELL |

Nous avons supposé, dans les généralités sur les mé-

thodes dlinsertion, que la suite s était formée d'éléments consécutifs ey ea:

Fy oF et que élément 4 insérer était aes

Nous pouvons concevoir une méthode dans laquelle les

éléments sont e yee, @ ,, l'élément A insérer étant Cait i indice hje

hl’ “h2 hj.

symbolisant "certains" indices particuliers et non le produit d'un indice h par

un autre indice j et tel\que hk+f = hk+l, f étant un entier constant,

Nous pourrons par cette méthode trier une premiére

sous-suite issue de SI, et commencant en ay a f ayant une cer-a

: l¢fy’ 142,’

taine valeur fs nous obtenons alors 8) premiétre sous-suite ordonnée, puis

f ayant toujours cette méme valeur fy une seconde sous-suite, commengant

: ei : 2,
en a,, ce qui nous donnera une seconde sous-suite ordonnée Be etc... clest

a dire que nous obtiendrons f sous-suites ordonnées s, avec 1 x ig f :
i ~

tous les éléments a. de SI ayant été examinés,

canes; 1
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Nous pouvons alors recommencer le processus avec

une nouvelle valeur de f, soit f< fo pour obtenir fn sous-suites ordonnées

2
Sis

Le tri sera alors totalement terminé lorsque f sera

égal a 1, la sous-suite ordonnée obtenue ayant n éléments,

Ceci est exactement le principe de la méthode de Shell

dans laquelle nous avons f = partiére ae( 5) et i, = partie entire de (4)

Les résultats expérimentaux obtenus montrent que dans

le cas d'une suite initiale SI de nombres répdrtis au hasard, la méthode de

Shell est meilleure que la méthode d'insertion ordinaire,
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CHAPITRE VI

METHODES UTILISANT DES PILES SIMPLES

'

C, PAIR {7] [3] a introduit la notion de ''pile simple" et

a montré qu'une pile simple fait passer d'une permutation donnée d'un ensemble

“} fini E (permutation d'entrée) A une autre permutation de E (permutation de sortie),

Z Soient P et S les ordres totaux de E définis respectivement par les permutations
d'entrée et de sortie, Nous dirons que P et § sont llordre d'entrée et l'ordre de

sortie de la pile,

On associe & la pile simple l'ordre partiel R de E tel que

i ARB &—= > APR ect BSH

. On déduit de cette définition 5

APP 3 AR (>. ge (a Pp et BR) (1)

As 0% an (GR. ou (% P(t et KARA )

Le passage de la permutation d'entrée & la permutation de

sortie est décrit par l'organigramme ci-dessous :

Li=0 u, est le premier élément sus-

ceptible d'entrer dans la pile

— . entre a , Zaleai ae | Mu, entre’! veut dire que 1'élé-

ment a, entre dans la pile,
. oul

eRu, : :. ( x puis que i augmente d'une
J unité

Out, aiA ) e

Aid po A= YW, et il est tel que
Le scrt }—— / LB Ru, quel que soit i

"e sart' veut dire que le sommet

est le sommet de la pile

de la pile sort, puis que la

hauteur de la pile décroit

d'une unité,

\ Nous diron: que u est un R-successeur de e lorsque dlune

_— et, d'autre part eRvRu entraTMne e=v ou v=u,

ki; . i.
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Enfin, on montre :

Théoréme 1: ~ 4

Pour qu'il existe une pile simple sur E dont un ordre

total donné P soit un ordre d'entrée et un ordre donné R soit l'ordre associé,

SIil faut et il suffit que pour tout (, appartenant A E, R( O% ) (2) soit un P-inter-

valle de premier élément Q ,

: Théoréme 2

Pour qu'il existe une pile simple sur E dont un ordre

total donné S soit un ordre de sortie et un ordre donné R soit l'ordre associé,

il faut et il suffit que pour tout & appartenant A E, R( QW ) soit un S-intervalle

mere bhde dernier élément a . :

Il n'existe pas en général de pile simple faisant passer de |

SI, permutation d'entrée, & SR, permutation de sortie, Mais on peut :

1 - Soit s'arranger pour que SR soit la permutation de 1 las aad
sortie, Alors, en général, les éléments n'entrent pas dans ordre ot ils sont

donnés dans SI ;

2 - Soit choisir SI pour permutation d'entrée, Alors, en |
i}

général, SR ne sera pas Ja permutation de sortie, mais on montrera qu'on peut

parvenir 4 SR en itérant le processus,

I - PREMIERE METHODE l'ordre de tri est l'ordre de sortie S. z

Soit une suite u, u,,..., u_ d'éléments & trier,
n

Nous pouvons remmanitee une pile telle que l'ordre de
sortie S soit l'ordre de tri cherché, c'est & dire dans le cas présent <x .

On démontrerait que dans ces conditions, l'ordre R est

ARP H— XP ct ASK et

(Wo x 2 JP.df, APY)
DA r désigne un intervalle pour ordre 8,Us P

tel que

ot la notation

L'ordre d'entrée associé n'est pas l'ordre P précédent,

mais un autre ordre Pl, Il est tel que

APP ——HARH ou (Ks Het PRA) ®

(2) R(X) est ensemble des tels que \ RQ
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1°) Soit e le sommet de la pile : le probléme est de savoir sie sort ou si

un élément u entre, et lequel :

Or, uentre == eRu et u pag entré

sO . == ePu et uSe et u pas encore entré

S'il n'existe pas untel u, e sort,

2°) Supposons qu'un tel u entre : nous dvons :

ePu et uSe et u pas encore entré .

Or, pour que eRu, il faut et il suffit que quel que soit

ve Teel,» eP 8,
Soit uS¥Se, Si eP Y alors ¥Pe,

Sse ==> eRY ==> Pie d'apres ()

x entre avant e; donc g est sorti quand e est au sommet

mais X Pe et

de la pile et par suite uest sorti car uSe ce qui est impossible car un'est pas

encore entré, d'oh eRu (==

Donc, stilexiste un & tel que \

ePu et uSe et u pas encore entré,

ePu et uSe et u pas encore entré, ene sort pas, L'un

des u entre reste 4 savoir lequel,

3°) Ordre dans lequel entrent les successeurs de e

Les successeurs de e ne sont pas comparables par R,

D'aprés Q, les successeurs de e entrent donc dans l'ordre S,

Soit 6 un successeur de e et &% le premier des succes-

seurs de e qui entre aprés & :

Montrons que 6 Peck 5 sinon X Pp mais 6 Sdet AW RG.

D'aprés la définition de R, il reste x tel que

5k sd et Sea rd = ARY ect ¥RB
De plus, eR et eRO& == eRY

Il existe donc & successeur dee, tel que eR 4 RY ete FO

= 3fhs ¥sdsxK

ce qui est impossible, car (\ par hypothése est le premier successeur de e qui

suit 6 dans l'ordre S,

Donc, 0 P oo , ce qui montre que les successeurs de €

€ntrent dans l'ordre P,



4°) Soit u 1'élément qui entre et A tel que :

eP et \Se et non entré

Nous avons vu en 2°) que eR A ;e # ) car A n'est

pas entré,

Or, siu, l'élément qui entre, est le premier des succes

seurs de e non entrés, dans l'ordre P, é n'est pas entré, sinon il serait sorti

et Acerait sorti aussi, donc uP d et uPA.

En résumé, 1'élément u qui entre est le premier, dans

Vordre P, des A tels que

eP) et ASe A nonentré,

5°) Organigramme :

Soit SI la suite initiale des nombres & trier formée des

éléments a obi=1,2,...,m, Nous l'encadrons par deux éléments d et f tels

que : aS
- quel que soit i

a Rf J> fea
n-

Soient toujours :

e[j] sommet de la pile ;

a {i} élément susceptible d'entrer ;

Ve) indice de e dans la suite SI;

Lorsque efj sort, il est tranaféré en bfx]
S la relation €

P esttelque (e) ¢ i
q

Ceci nous conduit & l'organigramme ci-contre,

d=a
°

+1

Bo
i

dt de

Donnons un exemple

0

22

44 4

6 6 6

bod Dd

fe

: soit SI: 6,4,2,0,5,7,9,1,8,3, nous lencadrons parDet F:

2 3

4 4 4 5

6 6 6 6 6 6 1

ee eas -
Evolution de la pile pendant le tri

- 63 -
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Donnons également l'arbre de SI pour la relation R
défini par ;

aRb & aPb) et bea

Liordre d'entrée Pl dans la pile est D,6,4 2,0,1,3,5,7, ak, ity

Liordre de sortie est ordre de tri 0,1,2,3,4,5,6,7,8

Pour nous placer dans les mémes conditions de calculs |
du nombie de tests théoriques que pour les rhéthodes précédentes (ctest &
dire que nous négligeons les tests portant sur les indices) nous ne tiendrons
pas compte des tests as fetes q,

Par contre, en fonction du calculateur utilisé, nous
sommes obligés de faire intervenir deux sortes de tests : les tests de la
forme "a. non entré!!i 

re’ que nous noterons N, et les tests sur les a, eux-mémes
1de la forme "a aik e" que nous noterons N',

a) Soit une suite totalement rangée dans l'ordre inverse
de tri (a. a, iti élé

( iD i41 quel que soit i) et nle nombre d'éléments & trier j au premier
assage, t 

i i i

Pi ge, tous les a; rentrent dans la pile qui atteint alors la hauteur ntl,
Nous avons alors No =n

a n-1

b) Soit une suite totalement rangée dans l'ordre de tri:
la pile & chaque étape ne comporte qu'un seul étage (un seul élément entre
puis sort avant qu'un autre ne rentre dans la pile)

Nous avons alors

N E

Nu > yo= Bat

i= 2
4 Sie

Ny

NEE ee

c) Soit une suite SI d'éléments répartis au hasard :

> nombre de tests "a, est-il entré ?" ; chaque élément

OL quand il est au sommet de la pile, est comparée dans le test Nay est-il

entré ?"' une fois et une seule & tous les éléments qui le suivent puisque si

8 vient au dessus de Q dans la pile nous repartons, aprés la sortie de ® ,

a 1'élément qui suit p dans l'ordre P, Le nombre de tests N, Nay est-il

entré ?" est donc:

. n(n-1)
te TSNy = 2

n-l

i=l

- nombre de tests 'a,Se" : il est gal au nombre de

tests Na, est-il entré ? '' qui répondent non.

Le nombre de tests Na Se" qui répondent oui est évi-

demment égal au nombre d'entrées dans la pile, c'est A dire n,

"Le nombre de tests May Se" qui répondent non corres-

pond aux couples d'éléments tels que ePa, et eSa,. D'ot le nombre de
tests Na, Se! & réponse non est égal au nombre de combinaisans (a, ,e) tels

que ePa, et eSa,.

Calculons le nombre moyen de combinaisons tels que

ePa, et eSa, : Supposons tous les ordres F ''également possibles"'; ya

autant d'ordres P tels que ePa, et eSa, que d'ordres tels que ePa, et a Se,

La probabilité pour un couple donné d'étre dans P or-

donné dans lordre S est a » d'ot le nombre moyen de tests a,Se a réponse

non est égal& a .

Le nombre moyen total de tests "a,Se" est donc ;

alae) _ n(n+3)
or ae a

Dans tous les cas, le nombre de transferts est cons-

tant et égal& 2n (n transferts pour transférer les éléments dans la pile et

n autres pour les en sortir),

Longueur de la zone de travail:

Nous avons besoin de conserver intégralement tous les

ay. Comme, d'autre part, la pile est susceptible d'avoir une hauteur €égale

a n+l, il nous faut une zone de travail de ntl+2=n+3 mémoires en plus des



n mémoires contenant les a. Pour construire la suite résultat SR (lorsque

e sort), il nous faudrait en plus n mémoires, mais celles-ci sont obtenues

en imbriquant la zone réservée.A la pile et la zone de rangement B lors- :

que les’e sartent (l'extrémité de l'une prise avec un indice croissant, étant
égale lorigine de l'autre, prise avec un indice décroissant),

Programme PAS@ pour IBM 650

Cf, au programme n‘ 4

Nous avons placé les éléments a, a trier de u0002 a

udd0N+l, n0001=D, u000N+2 = F,

Le fait d'imbriquer la zone réservée 4 la pile par ,

numéro te mémoires croissant et la zone de sortie des nombres triés par

numéro de mémoires décroissant nous donne en fait une suite SR rangée

dans l'ordre inverse de tri,

~ Le programme ainsi congu utilise 116 mémoires,

Résultats expérimentaux

Pour réaliser le tes Na, est-ilentré ?", j'ai utilisé

sur le calculateur IBM 650 du Centre de Calcul dé Nancy, un test SDO, c'est

a dite que ce test donne également deux sorties "oui, non" mais il est plus

rapide qu'un test de la forme a Se

‘Voici les résultats que j'ai obtenus :

256 Nb 512 Nb

avec Sil ; 22'30"' 88!

[l-SECONDE METHODE : lordre de tri est l'ordre d'entrée P dans la pilel

Construisons une pile dans laquelle l'ordre d’entrée

est 'ordre P, On démontre qu'il faut alors choisir R de telle sorte que:

ARB s—=) KPB et so et

(y ¥ € 146 1, b sa)
ot | Os, 6 Lb désigne un intervalle pour l'ordre P;

Liordre de sortie n'est plus S, mais un ordre 5) tel que!

ok 3,6 — Br ou (APD et AR (5) @

ak
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1°) Soit un couple déja rangé & entrée dans l'ordre S,

clest & dire tel que & pb et Ls ® .

Le probléme est de savoir s'il le restera dans l'ordre

5s, & la sortie ? La réponse est oui ; en effet :

APR et d sp ==> AR 6 ‘

Comme AP ==) Xs, ® daprés ©).

2") A quelles conditions un couple non encore rangé

peut-il le devenir 4 ta sortie ?

Nous avons donc AP et bso.

Or psa HH &RA ou (APA et (GRol )

= 4R B car LPR

mais BRR — dPP et Bsa et (VYE ] %@C,. ¥ sa)

Pour qu'A la sortie le couple (M4, 8 ) devienne bien

rangé dans l'ordre S_, il faut et il suffit qu'aucun des éléments x de l'inter-

valle | A ; Pl pesoit bien rangé avec a a entrée,

Autrement dit, si X est le premier élément bien rangé

avec suivant dans ordre P, tous les éléments compris entre oO et x

seront bien rangés avec Ol dans l'ordre 5.

Les conséquences sont nombreuses :

a) Le dernier élément 6 de E pour S sera aussi le

dernier pour l'ordre S, En effet,
q

- si ap J det } restent bien rangés dans l'ordre

3
- si Oph entre é et 6 aucun élément n'est bien

rangé avec é donc 6 5 $.

b) Si 3} est déja le dernier élément dans l'ordre P, il
le restera, Mais alors, si 3} est l'avant dernier élément de E pour S, il

reatera bien rangé avec é et le deviendra par rapport & tous les Q@ tels que

ake & ' et Aa tous les Pteis que & Pp.

c) Plus généralement, si les q derniers éléments de E,

pour l'ordre S, sont déja bien rangés, c'est le (q-1)° qui sera rangé,
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Nous voyons donc qu'il y a toujours au moins un

élément de plus qui vient se placer au bon‘endroit en queue de liste, Par
conséquent, si nous reprenons ensemble E, avec pour nouvel ordre P,

ltordre 5 précédent,nous obtenons un nouvel ordre de sortie Ss, etc... et

il est clair qu'au bout d'un nombre fini d'itérations (au plus égal An, si

E comporte n éléments) tous les éléments de E seront bien rangés dans

Vordre 5
3°) Test d'entrée dans la pile :

Soient e le sommet de la pile, et ule premier
élément de E susceptible d'y entrer :

) uSe

Réciproquement, supposons uSe ; or, ePu

eRu

puisque e est entré avant u; soit alors e PY montrons que J Se

t est entré puisque e est encore dans la pile,

mais comme e est le sommet de la pile, ¥ est sorti, dot ¥Se,

Donc, le test e Ru est équivalent& uSe,

4°) Organigramme :

Donnons pour l'instant l'organigramme qui permet

rv

L'ensemble E est composé des éléments u(ij » la

le passage d'un ordre P au suivant Py
i

pile est désignée par ef jJA leur sortie de la pile, les éléments e {i} sont

transférés en ufQ; ils ne peuvent pas venir se substituer & des u(i}
non encore examinés, car nous avons ;

idi+epith

(La suite est toujours encadrée par uf] =D et u [nee] = Fy

j= jn id= ah
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ufZl = ef]

du passage et

‘atour du passage suivant

Il nous manqué pour l'instant un testde fin : voyons

sur un exemple quelle forme nous allons lui donner,

Soit SI la suite des nombres & trier, telle que

7,54,9,1,3,0,2,8 ,6

Nous l'encadrons par Det F, tels que F > D, et

Yaxr, dD >a et DR KR et ARF,
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Etat de la suite aprés le ler passage D4,5,7,1,0,2,3,6,8,9, F

2eme : D4,5,0,1,2,3,6,7,8,9, F-

3eme : D4,0,1,2,3,5,6,7,8,9, F

4eme D0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, F

5éme D0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, F

#946 Q

Sige Lees bias

79 #34 £9 43 7

D D D

Evolution de la pile au Evolution de la pile au Evolution de la pile au

cours du ler passage cours du 2éme passage cours de 3éme passage

gud a

4 $6768 OL A44Ed 8 ddS

Evolution de la pile au Evolution de la pile au

cours du 4éme passage cours du 5éme. passage

Nous voyons donc que l'ensemble E sera totalement or-

donné lorsque tous ses éléments seront entrés dans la pile, puis sortis immé-

diatement, c'est & dire qu'a aucun moment la hauteur de la pile n'excéde deux:

il suffit donc de mettre un indicatif I quelconque au début d'un passage dans

e [3] , clest a dire aprés i:= js fs 1, et de garder & la fin de ce passage
si cet indicatif s'y trouve encore : donnons la transformation de l'organigram-

me & partir de A

B

~ U -

5°) Reprenons plus en détail l'étude du paragraphe 2

Nous constatons que, moins il y a de couples bien rangés

au début d'un passage, et plus il y en aura de bien rangés & l'issue de ce passa-

ge, de sorte qu'au passage suivant, nous rangerms moins de couples que pen-

dant ce méme passage,

Il va done se produire un freinage d'autant plus efficace

qu'il y a plus de couples rangés,

Pour éviter cet inconvénient, nous pouvons repartir &

chaque fois dans l'ord#e inverse de sortie, c'est A dire que P, (ordre P aui®

1Pi = [5,4]

Montrons quiici encore, si les q S-derniers éléments de

passage}est tel que

i, -1ou encore [P,] = Soy

E sont déja & leur place dans lordre [P; | a il le seront également dans

ordre S . .

ordre P, Soient é 4, ses éléments,

$a. 5,8,

SEE?

ordre (Pi a

ree

nous ayons

SiS... s 6,8 on

Heyy Pour py tout élément 4, est mal rangé avec tout

ordre, donc, d'aprés les résultats du paragraphe 2°) il deviendra bien rangé

avec tout attre ala sortie 5, , et avec le précédent 4 atl également, Le pro-

cessus convergera donc également, et permettra de ranger tous les éléments
au bout d'un nombre fini d'itérations,

Longueur de la zone de travail

Pour mettre en oeuvre cette méthode, il nous faut réser-

ver nt3 mémoires de travail pour ranger n éléments : n+l mémoires pour la

pile elle-méme, et 2 mémoires pour encadrer SI par D et F, £

D'autre part, afin d'économiser des transferts, nous

avons été conduits & envisager une seconde pile P2 imbriquée dans la premiére,

son extrémité colncidant avec le second étage de la pile Pl, Elle est telle que

Vordre de sortie de la premiére pile P] est l'ordre d'entrée dans la seconde

pile P2,



af
Exemple + | . ' Soit SI: 7,5,4,9,.1,3,0,2,8,6}; que nous encadrons

par Det F,

P2 P2

|
~w ~

0

1L

24

a5

6

4 P26 1

gY3 8 8

Nig 3
D D

eT Pal

Evolution de Pl et P2

au cours du 2éme passage

Evolution de Pl et P2

au cours du ler passage

initialement —~ > D,7,5,4,9,1,3,0,2,8 64

arrés le ler passage gf. D,4,5,0,1,2,3,6,7,8,94
apres le 28me passage =P & D,9,8,7,6,5,4,3,2,1,08

Etat de la suite s

Test d'él? aination des éléments déja rangés :

Tous les éléments a qui, & partir du dernier élément

sorti de P2, sont entrés dans P2, puis sortis immédiatement, sont bien

rangés,

Ces éléments sont tous supérieurs au dernier élément

v entré dans lé 38me étage de P2, et le test a pormet donc de les

éliminer,

Programine PASG

Afin de tenir compte de tous les résultats de l'étude

précédente, jlai été amené & Scrire plusieurs programmes, dont voici les

principaux : a
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a) Le programme n° 5 (dénommé P2) et qui ne pos-~

séde aucun des perfectionnements mientionnés dans cette étude, Il corres-

pond simplement & l'organigramme du paragraphe 4°),

Ce programme occupe 95 mémoires,

b) Le programme n° 5-bis, dont Vorganigramme

figure ci-dessous, Il occupe 177 mémoires,

Dans ce programme, l'ordre de sortie Si est le

nouvel ordre d'entrée Pai nous inversons donc le sens de lecture & chaque

fois, “Tutilise deux piles Pl et P2; Les u> v he sont éliminés qu'au

cours d'un passage sur deux pour des raisons de commodité de mise en

ceuvre de la méthode,

A leur sortie de P2, les éléments sont transférés

dans les mémoires libérées par les a, qui sont entrés, soit dans Pl, soit
dans P2, La suite Sl est encadrée par deux éléments D et F (définis comme

dans la premitre méthode), mais, comme jlinverse & chaque fois le sens

de lecture, il m'a fallu prendre D = F,

Donnons un exemple :

SI ——-_» F ,6,4,2,0,5,7,2,9,1,8,3,F

Etat de SI a Wissue du ler passage €——— F,0,2,4,5,2,6,1,3,F,7,8,9

2eme ——— F,6,5,4,3,2,2,0,1,F

3eme &——— _ F,0,1,F,2,2,3,4,5,6

4éme ——» F,1,0,F,

5éme —— FF',,0,1,

NB : La fl@che du j° passage représente le sens de lecture des éléments

pour le passage suivant,
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Liorganigramme est le suivant :

u, est l'élément susceptible d'entrer dans Pl
i

e, est le sommet de P 1 i ae

f, est le sommet de P 2

wo e. veut dire ; uy vient au sommet de P1, la hauteur de P1 augmente

d'une unité

ey _ f, veut dire : e. vient en fer la hauteur de P1 diminue d'une unité, celle

de P2 augmente d'une unité

"h. sort en 8," f, est transféré en 8, et la hauteur de P2 diminue d'une unité

Passage d'ordre

impair

Passage d! ordre pair
Elimination des uy) v

m dernier élimindg
Unt

oud

vider les 2 piles
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c) Le programme n° 5-ter et qui occupe 223

- mémoires :

J'ai encore utilisé les deux piles Pl et P2, Le

sens de lecture est inversé 4 chaque passage, et les a sont éliminés &

chaque passage également, Pour obtenir ce résultat, j'ai été obligé de dépla-

cer A chaque passage, soit le symbole F supérieur (a la fin des passages

impairs), soit le symbole F infériour (& la fin de chaque passage pair),

/ Nous voyons alors qu'il n'est plus possible de

transférer les a définitivement triés dans la zone qui initialement contenait

SI, car nous obtiendrions plusieurs suites rangées en ordre croissant ou dé-

croissant, et séparées les unes des autres par le symbole F, Nous avons

choisi de transférer ces éléments dans la zone occupée par la premiere pile,

l'origine de cette pile étant alors décalée & chaque passage.

; Reprenons l'exemple donné en b):

SI * :— > F,6,4,2,0,5,7,2,9,1,8,3,F

Etat de SIA l'issue du ler passage : €——-_—s- F,,0,2,4,5,2,6,1,3,F,89

—,2eme F,6,5,4,F2,2,0,1F

3eme F0,1,2,2,F

P2 P2 P2

D2 D2 D2

92456789 | ¥S d€¥6 | pLge

2 3) 2B) - @
A &

{ oF ‘
Vv ov Vv

gi 0
2 1

QO 2 2
2 DL 2

4 3 3
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L'organigramme est le suivant

n = indice du dernier élément éliminé au cours d'un passage impair

m = indice du dernier élément éliminé au cours du passage pair

Les autres notations sont les mémes que dans l'organigramme précédent,

{
Passage impair : 7 Passage pair :

élimination des u, > V élimination des u,> V

Wea F .
iva

wi t= 41

vider les 2 piles



Avec SI1, jlai obtenu ;

256 Nb 512 Nb

Programme n° 5 65!

Programme n° 5-bis 20145" 79!

Programme n° 5-ter 20! 75!
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CHAPITRE VII

COMPARAISON DES METHODES

. La comparaison peut porter par exemple ;

- sur le nombre total de tests

- sur le nombre total de transferts

- sur le nombre de mémoires auxiliaires nécessaires

- sur la complexité des calculs d'indice

La suite SI étant donnée, il s'agit'de déterminer la méthode

qui nous donnera la suite SR dans le minimum de temps et en tenant compte, évi-

demment, du nombre n d'éléments & trier et des particularités éventuelles de Sli

Nous pourrions penser qu'il suffit de choisir la méthode

qui nous a donné les meilleurs résultats expérimentaux, En fait, il n'en est rien,

En effet, le temps € (n) nécessaire pour trier les n éléments dépend d'une part
du nombre total C(n) de tests A effectuer sur les éléments an ét du nombre total

t(n) de transferts,

Nous avons ; ¢ (n) = a C(n) + bt(n)
a et b étant des constantes, fonction du calculateur, La connaissance de C(n) et

t(n) est donc du plus grand intérét,

Diautre part, il nous faut tenir compte du nombre n d'élé-

ments & trier, En effet, soit N le nombre de mémoires disponibles dans le cal-

culateur, et soit Nl le nombre de mémoires nécessaire & l'utilisation d'une mé-

thode donnée pour trier les n nombres,

Supposons que, dans une premiére analyse, ce soit la mé-

thode que nous appellerons @) qui est la plus rapide, Et que, d’autre part, cette
méthode nécessite Nl mémoires, mais que Nl soit supérieur 4 N, Pour trier SI

totalement, il nous faudra alors avoir recours & des organes annexes de stockage,

ce qui risque d'augmenter considérablement le temps de tri, Il sera alors peut

étre possible de trouver une méthode @ a priori moins rapide que la méthode
@ mais nécessitant un nombre N2 de mémoires tel que N2<¢ N et il est pos-

sible que dans ces conditions, le temps de tri total obtenu soit inférieur & celui

de la méthode 7) .
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Avantages et inconvénients de chaque méthode

1°) Méthode de Bukble

La méthode est simple et n'utilise pas de mémoires auxi-

liaires de travail,

Malheureusement, elle est trés lente, par suite du nombre

élevé de tests & effectuer pour trier SI, La rapidité est tres améloirée lorsque

Sl est arrangée, mais l'influence de l'élément ap, dont nous ayons parlé au cours

de l'exposé sur la méthode, ne permet pas 4 cette amélioration d'étre vraiment

importante, La méthode d'insertion est supérieure 4 cette méthode, quelle que

soit la suite initiale SI,

2°) Méthode de Shell

Cette méthode est relativement rapide et n'utilise aucune

mémoire de travail, De plus, ces performances sont trés nettement améliorées

lorsque la’ suite SI est déja plus ou moins triée, La méthode d'inter~classgment

et la méthode de Thomas N Hibbard sont plus rapides, mais font. usage de mémoi-

res auxiliaires, i le nombre N de mémoires disponibles sur le calculateur

est tel qu'il permet de trier les n éléments de SI par la méthode de Shell sans

avoir & faire appel aux organes annexes de stockage, alors que les deux autres

méthodes y auraient recours, la méthode de Shell peut devenir trés intéressante,

3°) Méthode déduite de celle de Von Neumann

Je ne la cite que pour mémoire, car elle présente peu

dlintérét,

4°) Méthode de sélection linéaire

Elle est trés simple, et n'utilise pas de mémoires auxi-

liaires, Néanmoins, elle est tellement lente, que son emploi ne présente aucun

intérét, ,
5°) Méthode de Hibbard

Dans le cas d'une suite d'éléments répartis au hasard,

clest une des meilleures méthodes disponibles actuellement, en dépit de ses

deux défauts : d'une’ part elle utilise logon mémoires auxiliaires de travail,

d'autre part, et cela est plus grave, elle est sensible A la distribution des é1é-

ménts dans ‘la suite SL Ainsi, pour une suite SI totalement rangée initialement,

le temps dé tri est considérablement augmenté, a tel point que la méthode perd

tout intérét,

eSl=

6°); Méthode d'insertion

Si la suite SI est déj& plus ou moins rangée, cette méthode

est vraiment rapide, D'autre part, elle n'utilise aucune mémoire auxiliaire de

travail, de sorte que chaque fois quion aura des raisons de penser que la suite

est un peu rangée, cette méthode sera intéressante,

7°) Méthode d'insertion dichotorrique

Tous les résultats que nous venons d'énoncer & propos de

la méthode d'insertion ordinaire sont valables dans le cas présent, Le nombre

de tests théoriques est inférieur & ceux de la méthode précédente, et elle devrait

donc & priori 6tre meilleure, En fait; ce n'est pas certain, car les calculs d'in-

dices sont longs et compliqués, car ils font intervenir l'opérateur

lex
2

"ge) Méthode d'inter-classement de Von Neumann

Elle est au moins aussi rapide que la méthode de

Monsieur Hibbard, et, de plus, contrairement & celle-ci, ses performances

sont améliorées lorsque la suite SI est déj& un peu arrangée, Toutefois, elle

présente l'inconvénient de nécessiter n mémoires auxiliaires pour trier n

nombres, de sorte que, pour n suffisamment grand, il faudra avoir recours

aux organes annexes de stockage, et cela ralentit beaucoup le processus de tri.

9°) Méthode utilisant une pile simple, dans laquelle l'ordre

de sortie est l'ordre de tri

Cette méthode est lente et utilise n mémoires auxiliaires,

Le temps de tri diminue trés peu lorsque la suite est plus ou moins arrangée,

de sorte que l' utilisation de cette méthode. est & déconseiller,

10°) Méthode utilisant une pile simple dans laquelle l'ordre

d'entrée est l'ordre de tri

Elle est beaucoup plus intéressante que la précédente,

bien qu'elle utilise également n mémoires auriliaires, En effet, ses résultats

sont bien meilleurs lorsque la suite SI est déjA un peu arrangée. De plus, elle

permet d'obtenir de nombreuses sous-suites ordonnées, et les résultats pour-

ront tre trés bons en combinant cette méthode avec une méthode d'inter

classement telle que celle exposée au chapitre IV uu,


