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CHAPITRE 1

GENERALITES

[T - POSITION du PROBLEME |

Considérons une suite SI formée de n termes al, az,. X
a i chaque 2, étant repéré par un indicatif I(a.i), c'est & dire, en général, un

nombre,
Trier{ou ordonner) cette suite, consiste i la réarranger

de fagon a obtenir une suite SR, que j'appellerai "suite résultat" (ou encore

"suite finale") elle-m&me composée de n termes r Tyt Cette suite est

une permutation de SI, .et, si nous avons choisi pomtr ordre de tri la relatinr /
d'ordre :\( elle est telle que :

I(rj) XY I(rj+1) pour j=1,2,.,, ,n-L

Chaque rj provient d'un a, et d'un seul, Nous appelle-
rons p(a.i) le rang d'un é1ément 2, dans la suite résultat SR,

La nuantité fi = i-p(ai) représente donc 1'écart d'un é1é-

ment a, 3 sa position éfinitive dans la suite SR,

[ - TERMINOLOGIE |

Afin d'alléger la notation dans la suite de cette étude,
nous remplacerons I'écriture I(a.i) qui est l'indicatif ("key" en anglais')aésocis
3 1'élément a.i par 1'é1ément ai lui-méme, :

J'appellerai SI la suite initiale des é1éments & trier, suite
qui sera composée des éléments ai,

Un passage dans SI sera une exploration de tous les é1€-
ments de SI (ou d'uﬁe certaine partie de SI ce que je préciserai alors le cas
échéant) afin d'extraire un (ou plusieurs) éléments de SI et de le (les) transfé-
rer 3 une place déterminée (en général, ce sera sa place définitive dans la
suite finale SR), Il est glaii’ qu'a 1'issue d'un passage,SI va se trouver modifi%,

Le terme 'étape' sera utilisé comme synonyme du mot "passage",
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Au début du k° passage, je note s la suite issue de SI et

formée des éléments e chaqu.e e provenant d'un seul aj. A la fin de ce k° pas- m ~ TEMPS de Tm

L

B et
i
L

sage, s se transforme en une suite que je note s', suite formée des éléments
Lorsque les éléments a, de SI sontchargésdans la mé-

e'. chaque e', provenant d'un seul e,,
] J 1 moire centrale ainsi que le programme lui-m&me, le temps de tri est le temps

Pour qu'un élément e', de s' soit ''bien rangé", il faut ) L
J au bout duquel la suite SI est totalement triée,

que j-p(e'.)=0 en appelant p(e' ) le rang de e', dans la suite SR,
J) J J Le temps T est fonction, d'une part du nombre total

Comme e', provient de e, p(e'.) = p(e,). d
1 J & C(n) de tests a effectuer sur les n éléments a (et aussi sur les indices de ces

L'élément &' de s' provenant par transposition de 1'é1é- . :
J é1éments), et d'autre part du nombre total t(n) de transferts nécessaires pour

ment e, de s sera dit "mieux rangé" (ou "mieux classé") que e, si
t 3 trier ces nombres,

Ij-p(ej)‘ < ‘i_p(ei” ; Notils avons T () = acln) + btln)

c'est 2 dire que cet élément s'est rapproché de sa position définitive dans SR,
a et b étant des constantes qui dépend~nt du calculateur,

(Dans le cas contraire, les éléments e'. et e. seront dits ""plus mal classés'’), .
J 1 Remarque l Nous appelons nombre théorique de tests d'une méthode

D'autre part, deux éléments e. et e. de s seront dits
J k le nombre de tests & effectuer sur les a, pour trier SI A l'exclusion des tests

"'bien classés (ou bien rangés ) l'un par rapport i l'autre' si
sur les indices, Par contre, le nombre théorique de transferts est le nombre

e, e lorsque j k
J \< k e I < ! . de transferts vérit. ‘es & effectuer pour que tous les a, soient triés,
De la m&me fagon, deux éléments e, et e de s seront L
J k Les essais de ces méthodes ont été effectués sur le
"mal classés" si
- calculateur IBM 650 du Centre de Calcul Automatique de NANCY,

ej > e lorsque j £ k,

Je n'ai envisagé dans cette étude que les méthode de tri
interne (Internal sorting.), On suppose dans ces méthodes que les n éléments
a de SI se trouvent dans 12 mémoire centraledu calculateur et que le nombre de
mémoires disponibles est suffisant pour que le tri s'effectue sans avoir recours
aux organes de stockage annexes du calculateur tels que les bandes ou disques

magnétiques,

III - CLASSIFICATION des MI'THODES |

Une telle classification est délicate pour ne pas dire
arbitraire, J'ai retenu la classification suivante :

a) les méthodes de transposition,

b) les méthodes de sélection,

c¢) les méthodes d'inter-classement,

d) les méthodes d'insertion

e) les méthodes utilisant des viles simules :
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Si a, (‘ a1 les é1éments sont inchangés et nous allons con-
CHAPITRE II sulter les élém?nta a\i+1 et a, 142"
‘Soit 6 le plus grand des &léments de SI,
LES METHODES DE TRANSF DSITION .
g si & n'est pas le dernier élément de SI, c'est & dire s'il n'est
i ; .
- %gs a il le deviendra : en effet supposons que § = 24
rI = GENERAL'ITEST | La comparaison de 2 et 2, Va amener la permutation de
; 2 o 5 B A :
Soit SI = an ays ey a la suite initiale des n nombres. a trig et a, . ce qui nous donnera alk = ak+1 et a'k+1 = é . Au test suivant portant sur
. A l'issue de k transformations sur F1 nous obtenons une suit&i i g ak+2’ et ‘ak+2 vont & xfbu\teau permuter etc,,. jusqu'd ce que J occupe
s 'forme'e des éléments €10 €y e €L E"‘* Hladdde B & Foveiiant a'n- 1.,
Les méthodes de transposition consistent & choisir deux 61&- D'autre part si ‘g est d€ja le dernier 6lément de SI, il le

. o % ! R .
oA, HTSEniiNR iknd,, F15B0 ej = Cx’ 3 les comparer, & les permuter si J:zaate':ra. Nous voyons donc qu'a 1'issue de ce premier passage un élément au moins

% > & lovsque' <k gera classé, : 3 -
et nous allons consulter deux autres éléments e, 1 et L De la m&me facon chaque nouveau passage dans la suite g .
J
Si < e, nous les laissons en place et nous allons consulteﬁlassera au moins un €1ément de sorte qu'au bout de n passages au plus les n élémenta
deux autres €léments e, et e de la suite & , le SI seront classés, Il convient de remarquer que puisqu'a chaque passage un €16-
it H

Les différentes méthodes se distinguent par le choix d'une pai=ent au moins ge trouve rangé définitivement nous pourrons ne plus en tenir compte

de e, et ek’ et également par le choix des €léments suivants : e._ete i‘e sorte qu'au premier passage nous aurons n-1 tests , au second passage n-2 tests,
J

jl kl'
L'intérét de ces méthodes réside dans le fait que. le tri s effe#tcn .

a3 . N : D'autre part si un passage dans s ne donne lieu & aucune trans-
tue en utilisant une secule mémoire auxiliaire de travail : celle qui sert 3 la trans-

L sosition, il en résulte que e, < e, . quel que soit i et les nombres seront donc triés
position, 1N il
Citons parmi ces méthodes celle de Bubble, celle de Shell, € qui suggdre le test de fin de tri,

celle de Nelson Bose, et une méthode issue de celle de Von Neumann, : 2, 2, organigramme et exemple
+

{II - METHODE de BUBBLE] nous avons posé

i = indice de 1'élément e

1°) Généralités dans la suite s

La méthode de Bubble I’l] est une des plus naturelles qui soit

L j = indice du dernier é1é-
puisqu'elle consiste & extraire le plus grand éiément de la suite s et & le transporte: ment de la suite s (s est

en queue de liste en utilisant des transpositions portant sur des é1éments consécutift formé de e]' ez" s .ej)

2°) Exposé de la méthode

le symbole := est le symbo-

R 2 2 I — --l
2, 1. Soient deux éléments a et 31 de SI au cours du premu_z,l Ld ] | @ le "affecté 3" du langage
. PR | \a) o '
passage, Si a..1 > aH_1 alors nous les permutons et nous allons consulter les élémet m ALGOL,
2l et a, ,oua i1 est en fait l'ancien 2. : : @
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Donnons un exemple : chaque ligne représente 1'évolution du contenu d'une mémoir,

au cours du tri,

Notation : - les colonnes repérées par les numéros 1, 2, 3, etc,,. représentent
1'évolution des mémoires au cours du premier passage, deuxizme
passage, troisieme passage, etc... |

- les colonnes notées 1B, ZE;, 3B, etc,.. représentent 1'état des mémqj-l_
res & l'issue du premier passage, du deuxieme passage, du troisiémt!'
passage, etc,.,. -

% dTor-jEfal ini-

dre des|{tial des| 1 [LB| 2 (2B 3 |3B| 4 |4B| 5 (5B 6 |6B| 7|78 8 |&B 4

émoires|mémoires. :
1 7 14 Jal4 falo fofo Jolo [oJo [ofo |olo o b
2 4 7 710 [olazl2l2 |2l2 |2lz |l2l2 |2|{21]1
3 2 0 0/72l2(4 |44 |4(4 41435 31351/ 1]2 2
4 o J92|af76l6l65[5l5 |5(53|35/aa]ils |33 |3 ;
5 2 g6l6l7515)16 |6]/63 3|51 1]4 414 414 | 4 |
6 6 Joslslr lulrslslealals |sls |sls |s)s |5 ‘
7 5 9881833171116 616 616 616 616 6
8 8 9315/811117 7 77 117 717 747 T :
) 3 91118 8 8l 8 8| 8 8|18 818 818 8 .
10 1|9 |9 9 919 1919 | 919 9|9 |99 |9 1

‘
§

Nous voyons donc sur cet exemple que ce n'est qu'a l'issue -
du neuviéme passage que nous n'avons plus de transpositions, ce qui est considé- '
rable,
Soit p (e,) le rang de 1'é1ément e de s dans la suite finale
il

SR des éléments triés, c 'est & dire pour fixer les idées

ple)=2

lorsques = 1B € " 1

'= 2B e
s 9

f9=\9—p(e9){=8 |

é t
a donn e8

Le tri sera d'autant plus valable qu'il y aura un grand nombr.
de valeurs i pour lesquelles ’ i- ‘ < } j-p (e )\ (pour les notations, voir -

l'introduction), !

. que e

- définitivement rangé !

-11-

Or comme e'J provient de e, par transposition, nous avons
p(e'j) = p(eir). Posons touJours é = e, le plus gra.nd élément de s (dans l'exemple
choisi 4 =e, = 8 car nous ne tenons plus compte de €0 = 9). Tous les éléments
e, tels que k ¢ i € j sont décalés d'une mémoire 7+ ¢ »

A la suite du passage dans s, seront“mieux classésllles
é1éments e, de s pour lesquels

(e)» 0

Ce ne sont pas, d'ailleurs, les seuls,

aveck € i ¢ n

Seront au contraire plus mal classés les éléments ej tele
<= ple 0 aveck g j ;

Jd=ple) &£ veck ¢ jg n
et ce ne sont pas non plus les seuls 3 &tre plus mal.classés,

Nous pev--s=a  donc prévoirique la méthode ne sera mae

. excellente car elle réalise des opérations qui sont contraires & 'ordre de tri,

2, 3. Nombres de tests théoriques nécessaires pour trier
» nombres

a.) Supposons tout d'abord que la suite initiale SI soit toi>?

. .acnf rangée, Un seul passage dans s est nécessaire et le nombre de tests est
donc N = n-1
a
b) Envisageons & présent la suite SI telle que
a, < a pouri=1,2,,.., n-1

H ~
B Sk

et an soit le plus petit des a._,
1

i+l

Soit s 1a suite formée des éléments e, & 1'issue du k° pass~ge :
1

nous avons i = 1,2,.,., n-k, Seront rangés les éléments a o e (&

n-1’ %n-2 n-k
Par contre, Cnak = 3,0 2 me s'est rapproché de son rang définitif que de k posi-

:ions, Nous voyons donc qu'il 1, ~s faudra r.

vassages dans s pour que a soit

Le nombre de t.. - ~st alors :

n=1

2
~1 ' -
= 200 0 nTonie

z!N = —_——
b “ 2 2

Au nombre de transfexts pres, ce cas est identique i celui

TN euita ST totalament ranveo '4“ ar Yordre inverse de tri, c'est A dire telle que

2, >, avec i=1,2,,..n

a
i+l
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c) Soit une suite initiale SI qui n'est pas totalement rangée

il existe alors des indices i tels que i—p(ai) soit positif, Soit 1 1'indice qui réalig,

le maximum de i-p(ai) ; posons m=1- p(ag).

Appelons . 1'é1ément provenant de ag a l'issue du k* paS:

sage,
5i €1 £ ey e n'est pas déplacé |
el > %k e, va se trouver décalé d'une position

seulement vers la gauche,

Nous voyons donc que m décroit au plusd'une ’lrlnité 4 chaqu
passage de sorte qu'il faudra au moins m passages pour mettre en place ap dans |
SR (c'est ce qui se passait en b, ol il fallait n passages pour que a soit placé a |
sa position définitive dans SR), :

Le nombre de tests Nc sera tel que :

N, 3 (p-1)+ (n-2) +... + (n-m) = nxm- m(;nﬂ)

. m(2n-m-1)

2

Pour étudier cette quantité, évaluons la valeur moyenne
de m :

nous avons i - p(ai) ‘s max, (i-p (ai)

d'od Efi-p (ai) ) g E (maxi (i-p (ai) )

max, E(i-p(ai))< o (maxi (i-p (ai) )
lorsque i est fixé nous avons E(i-p (ai)) =i-E (p(a.i))
mais E(p(a,)) = £ i 5 o
i nl S 2

d'ol E(i-p(ai)) = i- Ezﬂ-

Cette quantité est maximum pour i =n et est égale én—;‘

d'oll m 2 nz_-l
Remarque : Afin de remédier 4 un inconvénient analogue 2 celui signalé

au b, j'ai envisagé une méthode dans laquelle la suite s est explorée dans le sens

PRI et la suite s' dans le sens elj-l' e‘j-Z’ 5615 e'l,

Au cours des passages impairs, ce sont donc les plus gran

2

éléments qui sont extraits et, en inversant les bornes du test ej+1 e, au cours
J
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des passages pairs les plus petits le sont 3 leur tour : les résultats expérimen-
taux ont été alors améliorés dans le rapport % par rapport & la premigre mé-
thode, .
3°) Programme ALGCL
PROCEDURE Bubble (A,N); VALEUR N; ENTIER N; TABLEAU A
DEBUT ENTIER .I’ J; REﬂ T, Test;
POUR J:=N PAS -1 JUSCUA O LAIRE
DEBUT T := Test;
EQUR I:=1PAS1JUSQUA I -1 FAIRE
st Al1+1] <af1] ALoms
DEBUT T '= A [1] 4 [1}:= A[m} i A [1+1] = TEIN;
9 T =Test ALORS ALLER A Sortie

FIN;
Sortie : FIN de la pro'cédufe Bubble ;

4°) Programme pour IBM 650 écrit en PAS(

cf, au programme n® 1
Ce programme occupe 53 mémoires,

5°) Résultats expérimentaux

Le nombre de tests réels Nrest différent du nombre de
tests théoriques Nc (test n° 1 sur l'organigramme) car il comprend en plus pour
chaque test @ un test portant sur l'indice i mais également pour chaque
passage un test @ test de fin, (nous verrons dans d'autres méthodes 1'impor-
tance que peuvent avoir les tests sur les indices).

Nous avons alors N o™ 2 N, + m,

Les essais sur calculateur ont été faits avec deux types

de suite SI afin de déterminer l'influence de la distribution sur le nombre de

tests :

511 est une suite de nombres répartis au hasard

EI2 est une suite de nombres pratiquement triés,
L'équation du temps de passage est de la forme :
T = k1 Nr + kz

Mr + c
en appelant Mr le nombre de transferts, Elle est donc en nz.




Nous avons obtenu les résultats suivants :

Temps de passage n= 128 n = 256 n= 512
avec SI1I Tant 29! 115! !
avec SI2 28" 2'30"
II - LA METHODE de SHELL)|
1) Généralités ol

La méthode de Bubble est une méthode trés simple et tres
naturelle, mais, malheureusement, son efficacité est médiocre, et nous sommes
amenés A considérer des méthodes beaucoup plus élabor $és et beaucoup plus coh
plexes, On s'est apercu qu'il était toujours tres intéressant de diviser lz suite ing

|
La méthode rIj
|

tiale en plusieurs sous-suites »t de les traiter d'abord séparément,
Shell [2] [3—} utilise cette constatation et prend % son compte les avantages dei-

la méthode de Von Neumann sur laqueile nous reviendrons 3 propos des méthodes

d'interclassement,
Skell 1'a mise au point en 1959 et les performances obtenuet

sont trés intéressantes dans le cas d'une suite SI quelconque,

2°) Exposé de la méthode

Four rencre plus clair cet exposé, supposons que vous avi

n = 22 nombres 3 trier (12 méthode elle-méme n'est pas aussi restrictive),
a) Soit donc S5I la suite initialc des nombres & trier, Divisor
ol : 7 iz : i
la en —121 = 2P = m sous-suites formées de 2 éléments seulement qui ne sont B
. . . 1 e . n
consécutifs, Appelons fj ces sous-suites avec 1 g < 5
1 2 2oz
f] est formé des €léments 2y et a
L 1
= +1
1 . <14
f, est formé des éléments =a_ et a
2 2 D5
2
1 % 1z
f. est formé des éléments a, et a
J J n
7 T
1 < 214
f  est formé des §1éments a_ et a
n : n n
2 2

- 15 -

A l'issue du premier passage dans la suite SI nou obte-
nons don¢ une suite 5 formée deg sous-suites f'; ordonnées comprenant 2 1€~
1 ]
ments, Appelons s.i les n éléments de s ils sont tels que

1 1 n
Sy <L sk*%x avec l\<k€-§

b) La suite s, est 3 présent divisée en E sous-suites

formée de 4 éléments et que nous appellerons :

fz formée des éléments sl 1 sl H 1 , 8 !
! 7 ot @y’ By
4 zi( 4
2 1 1 1
f_ formée des éléments s_ , s , 8 , 8
= ¢ 2, &y, Ay,
; 7 7 )
2 1 1 1l 1
. 'fH formée des &1éments SE 5 S_Z_n’ S Sn
4 4 4 4

Chaque sdus-suite f,z est triée par transposition, Shell

avait le choix entre : puis ,Af2

1 1
etc,,, , d'autre part, imbriquer les

d'une part, trier f étant totalement rangée,
passer au tri de fi , puis 3 celui de fi
tris des sz les uns dans les autres,

Afin de simplifier les tests sur les indices, il a préféré

adopter la deuxidme solution : trier les deux premiers éléments de f2

, puis les
deux premiers éléments de fg, ctc. et oxfin les 2 1°7% Sldments de fh , ensuvit . trier
les 3 18T° 7. ments de flz, puis les 3 1°7% gléments de f;,et enfinlesg T8 §1éments

2 : "
de 1 etc, A 1'issue de ce second passage, la suite s_ est transposée

1
P J " n . 2 b s
en une suite 52 formée de yi sous-~suites f'j comprenant 4 éléments qui sont ran-

gés entre eux,
c) La suite s, est & présent divisée en g— sous-suites f?

non ordonnées formées de 8 éléments et qui par transposition donneront% sous
n

'g .

Nous voyons donc qu'a 1'issue du p° passage nous obtenons

suites ordonnées f‘; avee 1 £ j &K

une suite s formée d'une seule sous-suite £'¥ et dans laquelle les éléments s?

P P f ; )
Sj £ sj+1 avec 1 <\:J gn-l.

sont tels que




v iR

Remarques :
===izeueiies

Nous avions supposé pour simplifier 'exposé que n = Zp, 1

En fait, 1a rnétAhode est valable quel que soit la valeur de n, En effet, soit ay k°

ik

et

passage m = partie entidre de E%—) + Nous formerons alors la sous-suite fi( g
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Donnons également un exemple qui fixera les idées, soit,

bar exemple, n= 11,
avec les éléments sf{ tels que : 8 o
fk . k k k k i .
sera formé de s HEET: ) S e . 2 8 g * des '
1 o 1 m+l '’ 2m+l " Tpxmil avec pxm+l . oires SI s1 s2 v
)
& cq. .k k k —
sera forméde 's_ : g ;s St s i
% 2 m+2 2m+2 ©7 Tgxmit2 avec qxm+2 g 1 0 0 0 0
ete.... 2 10| 1 1 1 ]
: ' Le nombre d'é1¢ 3 i :
: €ieéments dans chaque sous-guite est supérief 3 9 5 5 2 2 2
oEl égal a 2, Le tri sera terminé lorsque nous aurohs une seule sous-suite, 1 4 6 M‘ 6 f3 E 2
c'est'd dire lorsque m = 1 (ou encore partie entidre de = = 0), !5 8 //Z 2 /}’I5 4 |4 4
3°) Organigramme : 6 3 }/7‘ 3 / 6 ;/ 6 /.ﬂ5 5
—_—— ; 3
L'organigramme ci-dessous permet de bien comprendre 1 L 1 {//10 LA 10 7 ' 4 5 15 £ . 6
processus, : ' g 5{/[ 9 9| /8 i 8| ,7 7
P . . i
Les €léments 3 trier a, sont rangés dans n mémoires consé 9 7 / 7 /ﬂO 4 7 7 / 8 5
cutives, RS Giond K fk i 10 2 8 8 ¥ 9 /’ 9 9
1 = indice 1'é1¢ B
e e. €lément si dsns la sou}i suite e i 11 4 4 / 10 10 10
J = indice qui appartient 3 ff puis & fﬂ-ﬁ»l etc.,, et qui réa-
. . |
lise la simultanéité du tri des fk, ,
¢ Nous avons dans cet exemple [%1] = 5 au premier tour
fl formée de a.1 =0 , a6 =3 , au =4
1 ’4 — - .
fz formée de a, = 10, a, = 1
i Les flaches _—7 symbolisent la permutation des &léments
;’-aj eta lorsqué celle-ci s'avere nécessaire;par exemple dans le cas présent
LBk
-2, permute avec 2,
i A llissue du premier passage, nous obtenons les f'} qui sont
1 1 1 1
1 4 - 0 = 3 0
fl formé de s1 > 99 56 3, su 4
f“; formé de sl2 = 1; 517 = 10 ;
A A . 5 2 m
1 Dans la suite s, nous obtenons les sous-suites f avec |
2 1 1 v 1 1 1
i ) f : - . = . - . = . = . - .
; % formée de 51—0,53—”5, 55—2,37-10, 59-7, su-4.
| 1




- 18 - |

==

A 1'issue du second passage s, est transposée en SZ’ les £&

. 2 .
donnant des sous-suites f'j ordonnées :

4

. |

_ ) 2 2 2 2 ¢

ar e le : y =073 = =4 = !

P xemple f1 est formée de sI 0z s3-2, 85-4-, s7- 5; ;
2

82—7,szl=10 t

2 2 ;

et f! est forméde s°=z1; =3; =i 2= z .9

2 27 70 %4 =3i8,=06; 0 B’Slo“ﬁI

2
c'est ce que nous appelons la suite résul-

s m
Le troisidme passage, [—] = 1, nous donne une seule

HHARE S

suite, ol tous les nombres sont triés,

tat R,

U=

4°) Programme ALGOL '

PROCEDURE  Shell (A,N); VALEUR N ; TABLEAU A ; ENTIER N ; -
DEBUT ENTIER M,I,J,X ; REELA 1;

M:=N ;
B1l: M := Entiere (M/2) ;

-

SL M=0 ALORS ALLER A Sortie SINON K:=}

POUR J:= 1 _PAS 1 TANT QUE J K FARRE

POUR 1:=J PAS -M TANTQUE 1 > 1 A AlT] > A[HMJ FAIRE
DEBUT At=af1] ; af1] = ol alnu] = an

i

_FIN;
ALQE_R_A& B

Sortie : FIN de la procédure Shell ;

5°) Programme IBM 650 écrit en PAS(J E

cf, programme n° 2 -
Il n'occupe que 66 mémoires et il est tres simple & mettre en ceuvre

6°) Résultats expérimentaux t

Shell a donné comme résultats expérimentaux un temps de |
1,226 _ '

n’ et Hibbard [6) la relation n [A(log n)Z + Blogzn +£
2 g

En ce qui nous concerne, nous avons obtenu :

tri proportionnel 3

Temps de passage 128 Nb 256 Nb 512 Nb
avec S 1 T1 = 1'30" TZ = 4'30" T3 = 1474 5" ‘

i

avec 52 T = 143" | T = 31400 4

2 Ty :
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En faisant I'hypothdse que le temps de tri T est propor-

tionnel & mx, on trouve x @ 1,6,

|IY - METHODE ISSUE de la METHODE de' VON NEUMANN]

' 1*) Généralités
Partant de la fnéme idée que Shell, j'ai essayé dans cette
méthode d'associer les ciualités de la métbode de Von Neumann que je vais expo-
ser ci-dessous a celles des méthodesde trangosition, En effet, le gros avantage
de la méthode de Von Neumann est sa rapidité relative, mais par contre, elle
utilise,pour trier n nombre:-s)n mémoires auxiliaires, les méthodes de transpo-
sition n'en utilisant qu'une seule,

2‘) Exposé du principe de la méthode de Von Neumann

2, 1, Nous ne ferons qu'un exposé succinct de cetté méthode
‘de Von Neumann, car.nous y reviendrons longuement au chapitfe A\
Supposons toujours que le nombre d'é1éments A trier soit
n=2P
La méthode de Von Neumann différe de la méthode de
Shell précédemment décrite en ce sens qu'elle utilise des soug=-suites formdes-
d 'éléments consécutifs et non distants de [—Yzl} comme dans la méthode de Shell,
Au cours du premier passage, les éléments a; de SI sont
comparés de la fagon suivante : soit ai telquei=1,3,5,,.. ) n-l; si a‘i > ai+1
nous permutons ai et ai+'l'

A l'issue de ce premier passage, nous .obtenons % gous
suites ordonnées, formées de deux éléments consécutifs; soient fi ces soué
suites ol 1=1,2, .0, % '

Au cours du deuxitme passage, nous fusionnons deux &

. : .. n L
deux ces sous-suites, afin d'obtenir 7 sous-suites ordonnées, formées de

quatre éléments, ce que nous symboliserons par :

1 2 1

£, 04 £ T fZ

3 4 2

f1 + f1 —— fz

'_’,‘_1 B n

f12 + 2 — f%
1
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- = g 3°) Organigramme
‘ i été r un programme écrit
A lligssue dup* passage, nous obtiendrons —e = 1, sous | ° Cet organigramme a été congu pou prog
' \ 5 Sigments.. 1B
suite unique ordonnée ; c'est donc la suite finale SR formée de n é1éments, dans le langage PASY M'p 941 . Stabivas
Soit £~ et 1 les deux sous~suite$ consécutives,
Le tri est alors terminé. ) 7 k-1 k-1
oirgee AV cIES Es i i ‘ & e,
Remarque Le-fusionnement dés deux sous-suites £ et f,J+.1 est obteny avant de commencer lé k° passag o s
éthode d'i tion (cf. chapitre VI) N | ' i représente 1'indice du dernier é1ément de fk-l et dan
par une méthode d'insertion (cf, chapitr . . | ;
' i,1 lacé par 1, lequel sera décroissant, )
Donnons un exemple pout fixer les idées : la suite du tri, il S?Ta remp P . f1+1 t
! j représente l'indice du premier élément de - ka1 ' ©
: ' il sera croissant,
B dmi & 1 2 3 4 :
mémoires ! —
L1 51 2 [ 1] 1 1 t | ji=
2 r—ﬂj ’ 1 2 2 2 Nous avons symbolisé f <0 HoT - l
3 G\ [T J 3 3 2 chaque sous-suite fi(pazt LT.E;—_-aCj]m
' alff:=a
4 [ Elj 4 4 4 4 un rectangle vertical ; | (i) =T
6 w1 ] L[y 8 8 6
1 s = s 9 1
8 o) 16 16 8
9 51 | [(B] (2] A g
10 Cetl] lis 7 10
11 rn | 1 10 1
12 | 1 . f15] 11 12
13 [i2) 12 [15] 12 13
14 g 14 12 13 14
15 ¥ [10] | 13 14 15
16 13] 114 | 15 16

2.2, Nombre de tests théoriques dans la méthode de Von

Neumann :
Dans la. méthode de Von Neumann, le nombre de passages
dans la suite est égal 3 p sin = 2P, Dlautre part, un test permet de classer au

moins un élément, de sorte que le nombre de tests N est

nx avec = lo
N £ P vec p = log, n.
Nous verrons dans les résultats que nous sommes loin de

ce résultat,

i e i
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4*) Programme PASP

C'est le programme n° 6, Il occupe 147 mémoires,

C'est le seul programme A ne pas avoir été écrit sous
forme de sous-programme en raison, d'une part de son encombrement, et,
d'autre part, des résultats expérimentaux décevants obtenus,

5°) Résultats expérimentaux

256 Nb 512 b i
avec SI 1 16 68 !
aved St 2 32 3! :

Ces résultats sont assez décevants, tout #u moins en

fonction des résultats théoriques de la méthode de Von Neumann,

En effet, en faisant 1'hypothése que 1'équation du temps ¢

passage est de la forme T =kn 1og2 n avec 256 nombres, nous obtenons : |
16
=k = I N =
T1 x 256 x 8 = 16 » k 555

avec 512 nombres, nous devrions obtenir un teraps de passage T2 tel que :

i

16 l i

T F- Y = 4
2 “EaaEg ¥ 512 x ¢ 36 |
Or, le résultat obtenu est trés supériéur ; cela s'expliqut

e+l

: : e .|
par le fait que nous fusionnons les fl et f: en utilisant la méthode d'inser:

tion et qu'un seul test ne permet pas de classer au moins un élément, Nous ver:

rons que pout la méthode de tri par insertion, 1'équation du temps de passage 1

2 .
est enn, et c'est ce que nous constatons dans le cas présent également,

s
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CHAPITRE IlI

LES METHC3YS DE SELECTION

[ T - GENERALITES |

Les méthodes de transposition ont l'avantage de ne deman.
der qu'une seule mémoire de travail pour trier la suite initiale SI formée de n

éléments a;; @,,..., 2, Par contre, elles ne sont pas rapides,

2’

Les méthodes de sélectior »nt des performances nette-

ment meilleures ; par contre elles nécessitent nnombre de mémoires de travail
dépendant de n, Elles consis‘ent & extraire, d'apres certains critéres, un (ou

plusieurs) éléments e, de la suite s et 3 le {ou l¢s) transférer & une (ou des)
i o

place déterminée(s), |

" 1'élément a | .,

II - METHODE de SELECTION ORDINAIRE |

1°) Généralités
L'élément e extrait sera le plus petit (ou le plus grand)
des ej avec j=1,2,,..,n Cetélément est alors transféré dans une zonede sc
tie, que nous noterons r, ol il sera mis & sa place définitive dans la suite SR,

2°) Exposé de la méthode

Au premier passage, plagons a dans la mémoire T, et
comparons T & aj avec j=2,...,n,
51T « a,, nous allons consulter 1'élément suivant a, _,
' ~N jH

CS1T > aj , cn T nous plagons aj et nous allons consulter

1 L - 214 1
I Apres avoir examiné tous les aj, l'é1ément a,, tel que

ai saj pour j=1, 2, ..,, nva se trouver dans T, et nous aurons bien sélec-
tionné le plus petit de tous les aj que nous transférerons en .

Pour sélectionner 2 1'issue du second passage un nouvel
élément ai2 (le second plus petit des aj), il faut remplacer a: par un élément M

telque M -;.,aj quel que soit j=1,2,...,n,
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1

Ce transfert nous oblige & conserver 1'adresse de a.

Sous cette forme, la méthode est donc trés lourde et trh{g

lente, car il nous faut n passages dans SI pour classer les n éléments, d'ob un_?

nombre de tests N = n(n- 1), ce qui est beaucoup, De plus, nous avons besoin, |

pour trier n nombres, de n mémoires auxiliaires, servant de zone de transferf
pour les éléments sélectionnés,

Nous éliminons ce dernier inconvénient en combinant 1a,
zone de stockage des éléments & trier (initialement SI) avec la zone de sortie
pour les é&léments sélectionnés, Pour cela, il suffit de libérer une mémoire ay

début de chaque passage, et d'y transférer alors 1'élément sélectionné,

o e i bt e e et

Or, au cours du premier passage, en placgant a dans T,

nous libérons la mémoire m,. Soit a le premier des éléments aJ suivants 2

tel que ak << T (nous avons aj? a, pour i=1,2,..., k-1), Nous permuton

W bt e

alors a, et as clest 3 dire que ap devient a'k =2, et que T contient a Lors-

s ey

k'
que les éléments aj (G=1,2,..., n) auront été examinés, T contiendra le plus

1
petit de tous les a, soit a. Ia mémoire ayant contenu a, étant libre, nous y trami

férerons alors l'element a1

Au second passage, nous placerons alors a2 dans T, au |
|

troisigme : a_ etc,, .

3 . - ’
A llissue de n passages, tous les éléments seront classé‘&i

S

2°) Organigramme

E est le numéro du f" passage £
Les éléments a [4], a [2], .., a [f— 1} sont donc les Q—l "
plus petits é1éments de SI rangés dans l'ordre a [1} g a [2] 8 [E- _J

j est tel que plus petit é1ément d ;

1Sanle

SI est donc un des aj.

SN Y

T
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realie
A
Y| non
AN T = a3 : U\

aljfe= T E]
=T,

Remarquons que sous cette forme, cette méthode aurait
pu Etre classée parmi les méthoces de transpositions, car elle n'utilise que deux

mémoires auxiliaires de travail,

3°) Nombres de tests théoriques et de transferts

Ceux-ci sont indépendants de la distribution initiale des
Soit N le nombre de tests, nous avons

v -5 L pe
- - 2

Le nombre de transferts T, par contre, &épend de l'arran-

éléments a, dans SI,

gement initial T ; nous avons T = 2n + 3Nn en appelant Nn le nombre de tests @

répondant non,




4°) Programme ALGOL

RROCEDURE Sélection linéaire (A,N); YALEUR N ]
ER J,1; REEL T, Tl;
DEBUT ENTIER ) E

; TABLEAU A ; ENTIER

POUR {:= 1 PAS 1JUSQUA N EAIRE i

DEBUT T := A[ : POUR J := 01 PA5 1 JUSQUA N FA.IRE;:E

81 T = A[J] ALORS DEBUT T 1:=A[J]; }

J”L[.T] 1= TF :

T := T1 FIN; =

FIN ;

1

FIN Sélection linéaire ;
5°) Programme PAS{

C'est le programme n° 7, 'L

Il occupe 49 mémoires; La mémoire NSELE contient,'gif

le nombre n d'éléments & trier, lesquels sont rangés en séquance en AOOOI'E_
i

ve., ADOO n.

6°) Résultats expérimentaux

J'ai obtenu les résultats suivants :

i 256 Nb 512 Nb ]
1 E
i

avec SI1 ! 21! 81t

avec SI2 | 16! 62'

Ces résultats confirment les résultats théoriques et |

donnent une équation du temps de passage f(t) de la forme
£(t) = kn |
Les résultats obtenus avec SI2 sont assez proches de
ceux obtenus avec SI1, et les perf.ormances sont donc tres peu améliorées
lorsque la suite initiale est déja plus ou moins triée, Les méthodes précé-"}

: : g4 2
dentes étaient sensiblement plus rapides, avec des suites déja arrangées;

=2 =

[l - SELECTION CUADRATIOUE |

Nous avons vu A prc.)pos de la méthode de Shell que le
fait de diviser la suite initiale SI en plusieurs sous-suites rendaitcete méthode
beaucoup plus rapide,

Partageons donc la suite initiale SI, formée de n élémen

. n :
a,, enm sous~suites, formées de A éléments et soient s el smces sous

1’ %2
suites,
Pendant une premidre phase de tri, nous allons extraire

. 1
, soit s

le plus petit élément de 5 soit s{ » puis le plus petit élément de s 20

2
. sy 212 .
etc... et enfin le plus petit élément de s , soit s,
m m
Nous obtenons alors une sous-suite s, comprenant les
m éléments définis ci-dessus, Il nous suffira d'extraire le plus petit de ces m

éléments pour avoir le plus petit élément de SI, que nous appellerons e

sons qu'il appartient & la sous-suite s‘j ; c'est donc 1'é1ément que nous avons

Suppo-

.1
appelé s,
J Au cours du second passage, pour obtenir le deuxizme
plus petit élément de SI, c'est & dire ry il suffit d'extraire le deuxi®me plus
petit é1ément de sj, soit s'j'. afin qu'il vienne remplacer s; dans la sous-
suite s, Le nouveau plus petit é1ément de s sera le deuxieme plus petit élément

de SI, c'est 3 dire .,
A l'issue du k° passage, nous avons donc sélectionné les

k premiers plus petits éléments de SI, soit T e s T Supposons que r

k
est le f' plus petit élément de la sous-suite s, c'est } dire s d'apres nos

notations, Pour obtenir » k4l’ il faudra sélectionner sj , le transférer dans s,

3 la place de s;j » et extraire le plus petit élément de s, c'est & dire LC
Cet €lément sera donc obtenu & 1'issue de(?x:l--# m )tests,

. n P
Soit f(m) = o tm le nombre de tests sera minimum

pour é;f = 0 , clesta dire m= VT

Nous obtenons alors le nombre de tests N pour trier n
€léments N =n+ 2(n-1) Vi , c'est 2 dire n tests pour obtenir le plus petit
et 2 VI x (n-1) pour obtenir les (n-1) autres &1éments,




méthode de sélection ordinaire, Néanmoins, la sélection quadratique présente
un grave défaut, de sorte qu'elle est peu utilisée,
En effet, il n'est plus possible d'imbriquer la zone ini

tialement occupée par SI avec la zone de sortie des §léments 3 sélectionnés E

o=

res auxiliaires, celles-ci contenant, soit les éléments eux~-mémes, soit leurs

définitivement; Pour constituer la suite s, il nous faut également V& mémoi?E
1 ; = e gl i@
adresses, Lecs €léments S.i des suites sj peuvent &tre sélectionnés, soit par &

la méthode de sélection ordinaire dans sa premitre version (s; sera alors tr

iy -sﬂa%r-‘

féré dans la zone s, et remplacé dans sj par M défini plus haut), ou dans sa
1

seconde version (les Vi mémoires auxiliaires contenant les adresses des Sj.__l-'

la sous-suite s est formée de telle facon que j° élément soit inclu dans la j°

sous-suite sj).

Il nous faut donc au total n + Vi~ mémoires au.xiliairelé

et c'est un tres gros handlcap pour cette méthode, 5
X 4
Je n'ai pas personnellement essayé cette méthode sur

calculateur,

[(IV - METHODE de THOMAS N, HIBEARD |

1°) Généralités
La méthode de Thomas N, Hibbard [6] est une des

approches du probléme du tri les plus récentes, A une grande rapidité du tri,

L LA TS

elle allie un nombre réduit de mémoires auxiliaires de travail,

2°) Exposé de la méthode it

La suite initiale SI de premier élément a est scindée rf

en deux sous-suites I1 et Sl. I1 est formée & partir des éléments a, %< a que’-"r

!
nous notons il' iz, SR (N S1 est formée & partir des éléments aj 3, al, et |

nous la notons Sy sz, CE ok} sm; 2 lui-m&me n'appartenant ni 3 Il' ni i S1 :
partition est effectuée de telle fagon qu'a 1'issue du premier passage ik et 8, ¢
§

a. Or, (k+l) est, par définition, le rang de a, dans SR, a, est donc mis en pla-_f‘;

1
définitivement,

2
S

Pimratas 4
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i Le processus va alors s'appliquer 2 I1 et S1 séparémsa:
et non§ leur réunion, car ij' < s; quels que soient j et i

Si, par exemple, nous choisissons de placer i1 a son
rang définitif dans SR, nous scinderons I1 en deux nouvelles sous-suites I2 et
SZ’ mais cela impose de conserver les adresses des bornes de SI' Nous allons
donc constituer une pile (%) dans laquelle nous mettrons A chaque étape les
adresses des bornes des sous-suites Sj laissées pour compte, Une sous-suite
Ik sera totalement triée au cours d'un passage, lorsqu'elle ne comportera plus
que deux éléments, Il ne restera plus qu'a repartir en sens inverse en allant
chercher dans le dernier étage de la pile les bornes de la sous-suite 3 scin-
der, .
Pour constituer les deux sous-suites Il et Sl’ et libérer
11 (k+1)® mémoire devant recevoir a , nous opérons de la fagon suivante :

a) a, est transféré en T, ce qui libére la ldre mémoire

b) nous commengons Vexploration des a.j a partir de a,
puis an”1 etc;, . soit af le premier de ces éléments inférieur 3 T (a.j ,2 a?
pour T+1 Lign); ap est transféré dans la premi2re mémoire, la £* mémoire
devenant libre, nous recommengons l'exploration des a 3 partir de a,, a, etc,,

Soit alors a le premier élément supérieur 3 T
(ais T pour 2 {: i S m-1) am est alors transféré dans la {° mémoire, ce
qui libere la m°® mémoire ete,,. Chaque fois qu'un transfert s'aveére nécessaire
nous inversons le sens d'exploration des élémients de la suite,

Soient alors i l'indice de ces éléments lorsque nous les
explorons par indice croissant, et j l'indice décroissant : lorsque i =j tous les
€léments ont ét€ examinés, et éventuellement transférés et T sera transféré

dans cette i® mémoire,

% La notion de pile a été essentiellement utilisée en compilation des langages
[9] . . Il s'agit en gros d'un mode de stockage analogue & une pile d'objet s
on ne peut 3 chaque instant qu'enlever le sommet de la pile, ou placer un nou-

vel élément en son sommet,
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A

Dans les colonnes, je n'ai indiqué que le contenu des mé-

moires sur lesquelles je travaille effectivement au cours du passage correspon~

Donnons un exemple : chaque colonne 1, 2, 3, ... .repré- dant,

Z R h: 3 Le tri est terminé lorsque la pile est vide, aprés avoir
sente le contenu des mémoires A l'issue du 18T, 2zéme, 3éme | passage, La ¢ q p , ap

colonne SI représente la suite initiale et la colonne O le numéro des mémoires,

trié une sous-suite, formée sculement de deux éléments;
!

i 3 i ; 3°) Organi e
La lignér‘représente le contenu de T (c'est & dire 1'élément qui sert & parta._-.\ ) Organigramm

ger chaque suite), Dans la pile, les bornes sont notées (e,k), 1'évolution d'un 3 eeth sontles™ornes inférieurcs et supérieures de

3 § haque sous-suite & s-'nder,
étage de la pile se lisant de gauche a droite, cnhaq niler

i correspond aux indices qui varient en croissant & part’.

olst|1|2314[5|6|7 8| 9|8R Jale

j correspond aux indices qui varient en décroissant 3

P
-~
—
(=
[=]
o
FrTTaes

ti e h
par 1r-d k estle somret de la pile f et g qui contient e et h,

&N

N

~
=

—

—
bl 2

4lofolaf |Bs 3 3 Q

F]
g Lk |

(0]
([t

o
<
=

w|1]9 9 9

(3,7): (5,7); (6,7) | 2°M€ étage

(9,10) 1T Gtage

Evolution de la
pile

.

LA Pt e | ot PLSEE, groi ! it e
P e R e e I R it § ey e T« A i R e TR o




La méthode telle qu'elle est exposée en 2°) nous oblige,

Remarque 3
“'rait a réserveér pour la pile' n mémoires auxiliaires (la pile atteindr;.it 1a ha.u_:
teur n dans le cas d'une suite 5 rangée par exemple dans 1'ordre de tri),
Montrons comment le test @ ti-e < h-i qui, parmi 1a
deux sous-suites Ij et Sj qui viennent d'€tre obtenues, partage & nouveau la p]._ti;
petite des deux, permet de réduire la hauteur maximum de la pile de n 2 1ogzn;'
Par récurrence :
Cette propriété est vérifiée pour n = 1, l
Supposons .qu'elle le soit pour n=1, 2, .., , (m-1),
Lorsque le programme trie une suite de longueur m, ils
détermine le rang du premier élément 2 de cette suite, puis il scinde la suite
en deux, et trie une sous~suite de longueur m, \g —:—1- La pile a comme hauteug!

lorsque débute ce tri,

D'apres notre hypothese, il n'y a pas plus de
yp yapasp

10g2rn1 £ 1og2 m-1 nouvelles entrées dans la pile, entrées nécessitées par le

tri de cette premidre sous-suite, c'est & dire pas plus de 1og2m entrées au totil
pour trier la sous-suite de longueur m,. Lorsque débute le tri de la seconde so
suite de longueur m, = m-m, la pile est vide, car nous n'avons plus qu'une se

suite de longueur m, a trier, Or, m, < m-~1 D'hypothese, selon laquelle la

S

hauteur de la pile est inférieure ou égale a 1og2(m—-1) pour une suite de longueuf

g

m-1, est encore valable,

Donc, en aucun cas la hauteur de la pile ne dépasse log_;‘!l

<
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i

4°) Nomhre de tests théoriques

Hibbard [6] donne pour une suite de nombres répartis
au hasard un nombre de tests NH =1,4n log2 n,
Nous verrons que pour une suite SI, déji totalement
ordonnée, le nombre de tests est tres supérieur 2 NH'
5°) Programme ALGOL
Ce programme est extrait de l'article de Hibbard [6]_;

PROCEDURE P(a,n); VALEUR n; TABLEAU a; ENTIER n;
DEBUT ENTIER e,h,i,j,k; ENTIER TABLEAU f,g(ll:logzn) . REEL T;
ew=lihi=n; ki=1; )
B:SL ej3h ALORS ALLERA C; T:=afe]iii=e;ji=h;
E:sla[jl€T, ' j -
ALORS DEBUT afi) :=afj];i:=i+l; SIi=j ALORS ALLERAD FIN
SINON DEBUT j := j-1; SIi=j ALORS ALLER A D; ALLER A E' FIN;
F:8 afi] > T '
ALORS DEBUT a[j]:=a[i}; j:= j-1; Sli=J ALORS ALLERA D;
ALLER A E FIN; ™
SINON DEBUT i := i+l; Sli=j ALORS ALLERA D; ALLERA F EIN ;

D:a[iJ::T:

_SI i-e < h-i
ALORS DEBUT f[k]:=i+l; g[k]J:=h; h:=i-l1 FIN;

SINON DEBUT f[k]:=e; f[k}:i=i-1; e = i+l FIN
ki=ktl ; ALLERA B ; ' '
C:ki=k-1;
SLk » 0 ALORS DEBUT e:=f[k]; h:= g[k]; ALLER A B FIN;

FIN de la procédure P{a,n) ;

6°) Programme PASY

cf, au programme n° 8,

Ce programme occupe 124 mémoires,
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7°) Résultats expérimentaux

P 128 256 512
511 32" | 2'00M| 4'1st
SI2 5'20"1 23" | 86!

5i nous comparons ces résultats avec ceux des méthd]
précédentes, nous voyons qu'il sont pratiquement inversés.' !

En effet, la méthode est extrémement rapide dans le "
d'une suite initiale d'616ments répartis au hasard, D¥s que la suite devient‘-l_
plus ou moins arra.ngée,' le temps de tri augmente de plus en plus, pour dev;
nir aussi médiocre, dans le cas d'une suite totalement ordonnée, que, par |
exemple, celui de: la méthode: de sélection ordinaire, dans le cas d'une suitgjl

d'éléments répartis au hasard,

: é.) Méntfons , par exemple, ce qui se passe dans le cae
d'une suite totalement ordonnée, . .
Soit S1=1,2,3,4,5,6,7,8,9.
Au cours du premier passage e=l, h=9, et T contient
S1 est alors partagée en . '

3 l'issue de n-l tests

1

I =1
et{s = 2,3,4,5,6,7,8,9,

! (dans cet ordre),

Au second passage, e=l, h=l; J'.1 est totalement trié,
nous allons trier Si. Au cours du troisitme passage : e=2, h=9, T contient &
et nous obtenons .

IZ:Z

SZ = 3:4:516:778:9- b

Pour trier n nombres totalement ordonnés, nous auroct

alors un nombre N de tests tel que

NZJZ;U

A chaque passage, la suite ne subit aucune modifica}ﬂﬂ

et le nombre de transfert est donc nul,
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b) Envisageons 3 présent le cas d'une suite totalement
rangée dans l'ordre inverse de tri,

Soit 8I = 9,8,7,6,5,4,3,2,1,

Au premier passage, T contient 9,

Nous obtenons :

1,8,7,6,5,4,3,2 , 9
W St
Il Sl.

A l'issue du second passage, S1 est triée totalement,
A l'issue du troisieme passage, T contenait 1, et
nous obtenons :

1, 8,7,6,5,4,3,2
e ot \0----‘(.-._....4"

I3 53

La suite ne subit aucune modification,

Nous obtenons le méme nombre de tests que dans le
cas a) avec, en plus, n transferts,

Ces seuls exemples suffisent & montrer que la méthod
de Hibbard est sensible & la distribution des éléments dans la suite SI.

Afin d'éviter cet inconvénient, sipnalons la méthode
de Hoare (Algorithmes n® 63 et 64 : Communications of ACM - avril 1961),

‘ Cette méthode, dans son principe, est la m&me que
celle de Hibbard, mais au lieu de prendre systématiquement le premier
élément de chaque suite s pour la scinder , elle choisit un é1ément quel-
conque de la suite, soit a[q]et ol q est un nombre choisi au hasard, tel
que € \-\( q ‘gh e et h étant les indices des bornes inférieures et supérieu

res de s,
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- 37 -

CHAPITRE IV

LES METHODES D'INTERGLASSE MEN'f

[1- GENERALITES |

S

R e e vt i o vl s e

Considsrons deux suites ¢ et &' d€ja ordonnées, et soient

e, e

1 ,e! ceux de s',

1
1€y

ca e les éléments de s et e!
Interclasser ces deux suites consiste 3 les fusionner de

2

fagon & obtenir une seule suite SR également ordonnée et formée de ces n+k
éléments, que nous noterons .

Nous voulons, d'autre part, que la comparaison d'un
élément e de s avec un élément e‘.j de s! permette de placer définitivement
dans SR l'un ou l'autre de ces éléments au moyen d'un seul test et d'un seul
tfansfert. '

Supposons que nous avons obtenu les p premiers éléments
de SR ; le (p+l)° sera alors, soit 1'élément e; de s, soit 1'é14ment e'j de s',

(i et j sont tels que itj= p+l)
- si e \< e:'j alors rP“ = e
et nous comparerons ensuite ei+1 ae'j
- si e ).e'j alors rpH = e'j
et nous compareerns ensuite e'j+l Y e

Nous devrewus donc explorer s et s! par indice croissant,

etborner s et s' par deux éléments ex.1+1 = F tels que F }» e, avec IS i én

e! =7 tels que F e' avec 1l j k,
k4l que F > e, <K
Pour obtenir 8, nous aurons besoin de n+k+2 mémoires
auxiliaires,
Enfin, 2 1'issue de n+k4l tests, tous les éléments de s
et 8! seront classés,

Bien entendu, cette méthode se généralise & un nombre

T PR sgé fusionner en une seule suite SR,

Nous voyons tout de suite les limitations qui apparais-

quelconque ede suites s

sent avec ces méthodes : il nous faut d'une part avoir des sous-suites s et s!
déja ordonnées, et d'autre part, utiliser un nombre de mémoires auxiliaires

au moins €gal au nombre total d'éléments & trier,
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Au cours cu second passage, nous interclassons les
2

la suite lnitiale 51 sera formée d'un nombre syffisamment gr?.nd de ﬂ' sous-~suites s].2 et's;, pour obtenir la sous-suite si’.-
suites adjacentes triées, .

. 3
c'est & dire que SIZ et sf nous donne N

Ihi5e - [T - METHODE de VON NEUMANN |

1°) Généralités _ " 2 Lot sip " 5
7 e ) . p-
Au cours de chaque passage, cette méthode c:on__T
un nombre donné P des sous-suites triées et adjacentes, de longueur ?.J‘- .
. P 2 2 3
interclasse pour donner % sous-suites adjacentes et triées, de longue " B 1et o= " &=
En itérant le processus, & l'issue d'un nombre fini de passages, nous 1 2 z 4

nons plus qu'une seule sous-suite SR totalement triée, et formée de n Nous obtenons donc & présent B s st e e e et
- 4 .

¢

2°) Exposé de la méthode

r,

n e
(1 \< i\< —) et formée de 4 éléments,
Le probleéme est donc de construire puis de fusi ) A llissue du jéj passage ézqg's auroris?—?—. sous-suites
d

les sous-suites précédentes, Supposons, pour simplifier l'exposé, ques triées formées de 2° Sléments e BoTts ‘qu'a 12 suite du k* ;Zn‘assage (n=2")

PR NI . .
Choisissons dans SI'n sous-Suites adjacentes fors tous les éléments a, de ST seront triés et formeront SR,
i

1 1 .
d'un seul €lément, Nous les noterons s, et nous avons s, =a, pour i=1,2 Donnons un exemple dans lequel chaque sous-suite est

Elles sont toutes forcément triées puisqu'elles ne comportent qu'un sél encadrée dans un reotangle,vertical,

1 1 .
ment, Interclassons alors s1 et 52 nous obtenons une seule sous-suite

. 212 2 3 i 2 ol
formée de deux éléments et nous la notons s (12 notation s; représe

L'accolade symbolise 1'interclassement des deux sous

suites qu'elle relie,
donc la j° sous-suite au début du i° passage). D'autre part, si k est pair, la suite SR se trouve dans

Nous interclassons donc au cours du premier pasi les mémoires qui contenzient initialement SI,

L 1 : . 2 )
s et Siyi&efq Tous donne la sous-suite 51 5i k est impair, la suite SR se trouve dans les mémoi-
1 1 , 1 N .
s,et s, ce qui nous donne la sous-suite s, res auxiliaires,
1 I h
8 et s " g i
2p-1 2p P
1 1
s et s " 52
' n-1 n n
2
A l'issue de ce premier passage, nous obtenons dj
2 . 3 o P . n i
s, sous-suites adjacentes formées de 2 éléments (1 & Lé—z—) (Iesquell:
trouvent en fait dans les mémoires auxiliaires), :
4
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[ NN T N
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13]
14
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[
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=l e

10 13 14| 15
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3°) Organigramme
Nous ne pouvons plus, ainsi que nous 1'avinns fait dans
les généralités sur les méthodes d'interclassement, borner chaque sous
suite s§ par 1'élément F que nous avions introduit alors, Cet élément était
simplement destiné dans le cas ou L < e‘k (cfparagraptel}d permettre le

transfert total jusqu'en e‘k de s' dans la suite SR, Dans le cas présent, nous

le remplacerons par un calcul sur les indices n et k de ° et e'k, indices
que nous noterons respectivement flV et glV,

L'indice des éléments dans la sous-suite SZ; 1 est

g , . i
repéré par £, celui des éléments dans la sous suite SZp par g.
La suite SI est initialement stockée dans les n mémoi-
res consécutives commencant en ap

en az.

L'organigramme est alors le suivant

ke tecn 1
I
T
'k = 85
Ir
[
f t= al+j
g = al+jvk

£1V sm al+j+1€-l
gl o 22 911+j+2k-l

]

£ > 717 ) y CE
F¥ i a0 A non .
{g> ED) N .
oy afh] := afg]
non = bl
A afll = afg) g o= gl
aff] € ag] = g+l
< ef] J— s=el

alhj = a[f])
f = f4l
h = h+l

les n mémoires auxiliaires commencant

= J2xk
R Perma := al
..‘__.%l_ al = -
a2 := Permu
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j est l'indice qui, au cours du i® passage, permet de passer de l'interclas-

sement des sous-suites 812p 1 et slZp a l'interclassement des sous
i i '
suites s et s
* 2p+l 2p+2

k est la longueur des sous-suites sin au cours du i° passage (k=21)

4°) Nombre de tests et de transferts théoriques

Le nombre de transferts au cours d'un passage est
égal 3 n, d'ob le nombre de transferts T= n log2 ng
Au cours d'un passage, 1¢ nombre de tests sur les

€léments eux-mémes est inférieur 3 n, par suite de la suppression de 11616~

ment F de chague sous-suite, En effet, supposons que tous les §1éments de
512p-1 aient été examinés (ce que nous savons. par le test £ > fIV), il ne reste
plus alors qu'a transférer les é1éménts de>s-1Zp qui n'ont pas encore été exa-
minés, sans avoir & effectuer de tests sur ces éléments, car nous savons & 1
priori qu'ils sont triés également, AR 3
D'ol le nombre total de tests & 1'issue du K° Vpassag‘e :: '!
N é nxk ‘ ' !
g n Iog2 n,
5°) Programme ALGOL

PROCEDURE Interclassement (a,al,a2,n); VALEUR n,al,a2; TABLEAU ajy
ENTIER al,a2,n; ) ) :
DEBUT ENTIER Jik,f,g,h,flv,glv ,Permu; k:=1 ;ali=1; a2 1= ntl;
Bl :”j = 0; hi=a2;
B2 : f:=al+j; g = altjtk; fiv := g-1; glv := flv+k;
F:8f » flv ALORS ALLERA FV;
FF : Sig % glv ALORS ALLERA FFGV ;
51 aff]g afg] ALORS DEBUT afh] i= aff]; £ := £41; b o= hat;
ALLERA F FIN;
SINON DEBUT a[h] S a[g}; g = gtl; h := htl;
ALLERAF F py ;
FFGV : afh] := aff]; £1= £41; h 1= hil;
ALLERAE f > flv % FVGV SIN__OI_\I FEGV;

Bl
U
E

.
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FV:5L g > glv ALORS ALLERA FVYGV;

)a[hj:= a{g]; g:=g+l; h = htl; H&FV;
FVGV :_Si h=2a2+n-1ALORS ALLERA Modik; j := j+2xk ; ALLERA Br2us
Modik : k 1= kx2;

SI k < n ALORS DEBUT Permu := al; al i= a2; a2 := Permu; ALLER A Bl
FIN;

FIN Procédure Interclassement ;

Cette procédure correspond & l'organigramme du para-
graphe 3, Elle est relativement longue, car, sous cette forme » elle reprend
plusieurs fois des éléments du programme qui existaient déja : ceci est simple-
ment destiné & éviter des tests, soit sur g (soit sur f) dont on connait & priori
la réponsel, du fait que"l'indice g (ou f) n'a pas été modifié,

Donnons un second programme ALGOL, dont 1'écriture est
plus condensée, mais qui fait intervenir un plus grand nombre de tests,

PROCiEDURE Interclassement (a,a},aZ,n) ; VALEUR n,al,a2;
EN’i‘IER n,al,a2; TABLEAU a;
DEBUT ENTIER j,f,g,h,flv,glv,Permu; k:=l; al := 1; a2 ;= n+l;
Bl = ju20y he=@2; ) .
B2 :f:= al4j; g = al+jtk; flv i= g-1; glv i= flv+k; .
¥ :LS_I_ f» fiv ALORS ALLERA §_I_ g > glv ALORS FVGV SINON M ;
Sl g» glvALORS N : DEBUT afh] := aff]; £ := £41; ALLER A R FIN;
SINON ALLER A ST aff} ;L alg] ALORS N SINON M
M : a[hl = a(g], g = gtl;
R:h:=h+1;%F;
FVGV :8l h =a2+n-1 ALCRS ALLER A Modik; ji=j+2xk; ALLERA B2
Modik : k := kx2; ! ‘
SI k « n ALORS DEEUT Permu := al; al := a2 ; az ;= Permu ;
ALLER A BI FIN ;.
FIN ; !




6°) Programme PAS@

C'est le programme n° 9, Il

7°) Résultats expérimentaux

ser n nombres lorsque n n'est pas égal a Zk.

128 Nb 256 Nb 512 Nb
Siton =211 —gigu

SI1 Tllt. T2217 T355

SI2 2! 4128"

Nous voyons donc que la méthode est trés rapide et trés‘lg
intéressante, De plus, le temps de tri, comparé, par exemple, 3 la méthode t-:

Monsieur Thomas N. Hibbard, au lieu d'8tre allongé lorsque la suite est d6ja -

plus ou moins arrangée, est, au contraire, 1égérement plus court, Cela pro-

vient de la réduction du nombre de tests sur les a, :en effet, dans le cas d'uni

suite SI totalement rangée lorsque tous les éléments de lep 1

la suite du k° test sur f et sur a,

sont transférés |

dans les m?moires auxiliaires (c'est & dire & 1,

. i
si k est la longueur de s , il n'y 2 plus un seul test sur les al, mais unique-t

2p- 1) )
ment un test sur g et un transfert, ',
Gas ou n est différent d'une puissance entitre de 2

il b k-1
+ ol ob OL 4 2°

. k_
Posons alors n=2

REEEY

a) on peut, soit compléter SI avec des éléments M tels qnﬁ

c'est & dire que nous avons

My a; quel que soit i,
Le nombre de tests sera alors au plus £gal a Zk x k,
L'inconvénient de ce procédé est de nécessiter un nomb!_‘g

de mémoires auxiliaires supérieur ¥ n, ;

b) ot peut diviser SI en deux sous- suites s et 82' telle's"'

1

soit formée des Zk des O derniers €1é-

1
ments de SI,

que s premiers elements de SI et s,

Nous trierons alors e par la méthode de Von Neumann,

Soit sRl la suite obtenue de sR1, nous extrayons les & premiers éléments, ngt#

L

- 45 -

appelons sRl' la sous-suite obtenue, et nous formons une seconde sous-suite

avec les 2 - 0( éléments restants auxquels nous ajoutons les OL éléments de

212

s_. Nous obtenons alors une nouvelle sous-suite s‘z formée de Z éléments,

2
et que nous trions par la méthode de Von Neumann, Nous obtenons alors une
seconde sous-suite ordonnée sR2,

Il ne nous reste plus qu'a interclasser sR1' et sR2 (en

k-1
+a =

issue de n éléments de SI.

utilisant 2 n mémoires auxiliaires) pour obtenir la suite finale SR,

Le nombre de tests est alors au plus égal a ¢

Zk-1 x (k-1) pour trier s,
Zk-1 x (k-1) pour trier s'z
‘qu} o pour interclasser sRI et sR2,

diot N & 2°xk+ ok
Il est supérieur & celui obtenu en a), néanmoins, cette
seconde solution est intéressante car elle n'utilise que n mémoires auxiliaires,
c) on peut également trier les Ok derniers éléments par
une méthode différente de la méthode de Von Neumann,
Soit sR2' la sous~-suite obtenue, il ne reste plus alors qu'a interclasser

I

sR1l et sR2!,

[IIf - IDEE d'UNE AUTRE METHODE de TRI par INTERCLASSEMENT |

On recherche dans SI lés sous-suites s, maximales formées
d'éléments consécutifs, et déja ordonnés,

Par exemple, soit S =1,2,3,7,9,5,2,4,8,6.

Nous avons dans SI les sous-suites ordonnées suivantes :
,2,-1,2,3-1,2,3,7, -~ 1,2,3,7,9=5-2,4, - 2,4,8 - 6 -
] Sont maximales les sous-suites suivantes :

1:2{3:7{9: =8 ;

1

5 =8, '
ooy of 2,4,8 =s3
6 =5,




SI, Pour trier 5I. nous pourrons alors procéder comme dans la méthode de Vel

Neumann, a cette différence pres, que les sous-suites obtenues au cours d!

passage n'auront pas une longueur constante, Au cours du premier passage,

interclasserons s et 8,0 puis s,

. suites & l'issue de ce premier passage, En itérant le processus, la suite ST

. m i
et s, etc... Nous obtiendrons 3 +1 sous
.54 "

sera totalement triée & 1'issue du K° passage, k' étant défini par la relation
k-1 k! :
2 m S 2

Il nous faut alors procéder de la facon suivante :

tives SZp-l et sZp' (un test de la forme a, 6 a1 permet de déterminer ces ex

trémités.) Soient alors {et p les longueurs respectives de SZp et SZp =

£+ p tests seront nécessaires pour obtenir ces extrémit

de sorte que n tests sur &, au cours d'un passage, permettront de déterminer

les extrémités de tovtes les sous-suites maximales incluses dans la suite o

nue & partir de SI,

Pour les k' passages, nous obtenons un nombre N' de

tests sur les a_, tel que :
i

N' = k'xn = P‘ogzrnJ +l) xn
b) interclasser sZp-l et SZp en £+p tests au plus sur lesl_
Pour lés k‘passages ; cela nous donne un nombre N" de
tests sur les a, tel que :

NU

s E

. \( ([bg.zm] it 1) Xxn A
Le nombre total N de tests & effectuer sur les a, est don:'
- i In ‘ "

N =N+ L Zn([logzm}+l)

Quant aux nombres de transferts T, il est encore égald
_ o ]

M

k' xn Lo

[logzml + l)x n,

Comparons ces résultats 2 ceux obtenus avéc 1a méthodet
Von Neumann : :

- ! 2
ok, ) supposons pour cela que n = 2 et = i I
Posons N1 = nombre total de tests sur les a, avec la méthode de Von Neumann

NZ = " avec cette nauvelle méthode,

- 47 ~

Déterminons m pour que cette méthode soit plus intéres-
sante que la précédente, clest & dire que Nzé N,.

anogzménlogzn c'est & dire m,‘é Vo

(5 ) Dans le cas général, clest 2 dire

n=2kh1+oL et n;ézk

HDE vens Nl = 2 x(-‘?.k-l) ([logsz + 1) + ol
k-1 <

N, = 2(2 +d )x(Llogzrn] + 1)

La valeur de m pour laquelle N2 ‘5 N1 est alors fonction
de & et, de toute facon, elle est supérieure & celle obtenue dans le cas &, ),

de sorte que cette deuxitme méthode peut devenir trés intéressante,
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CHAPITRE V

LE3S METHODES D'INSERTION

| [~ GENERALITES |

Soit toujours SI la suite initiale formée des n éléments
2 a trier, A llissue de la j° étape; la sous=suite sj obtenue & partir des j
‘ <" premiers éléments de SI est triée, On place alors aj+1 par rapport aux é1é-
I rr{e'nts'ei de sj, c'est & dire que nous allons "insérer" aj+l dans Sj de fagon a
obtenir une sous-suite sj+1’ également tride, et composée des (j+l) premiers

é1éments de SI {nous noterons les éléments de s, e'i pour les distinguer

! o1
des e‘i), !
I1 s'agit donc de déterminer 1'é1ément e de sj tel que
| e < a,
il m =l
<] a. .
mil = 21
Cet élément e étant déterminé, il suffira de déplacer
e , € y ..., €, d'une position vers la droite, et de transférer a, = 2 la
m+l’ m+2 J jHl
place de e

mitl La suite s,

11 est alors construite, et nous pouvons alors
J i

placer a.+2 dans s e .
J I Le tri sera totalement terminé lorsque nous aurons

placé a_ dans la suite s v et nous avons alors SR = s ,
n n- n

Ii- La METHODE d'INSERTION 'ORDINAIRET
1°) Généralités 4
Le classement de aj+1 est fait, théoriquement, par un
produit de transposition, Mais nous verrons dans l'exposé de la méthode que
ces transpositions ne sont pas complétement effectuées; Ces transpositions
incompletes permettent de déplacer les e d'une position vers la droite, et

nous allons donc comparer a, etc, ..

= successivement d e, e
4 j+l j’
p jusqu'a e .,
Jusq »
R

j-l' ej-2' .o




2°) Exposé de la méthode ?

a) Plagons aj_'_1 dans une mémoire de travail T,

Nous comparons alors T a eJ_; r
—siT L ej, eJ, est décalé d'une position vers la droita

4
1 ej_za ete. .. juﬂq@l

c'est & dire qu'il devient e‘j+1. Puis T est comparé & ej

ce que ¢ < T soit déterminé,
q oS

=

Nous voyons que nous n'avons pas une transposition cg
y q P P

pléte, puisque le test T < ef répondant oui améne un transfert de ejen f+1 i

pas de transfert de T en f, lequel est-inutile tant que . n'est pas déterminé{é’.

em étant déterminé, T est transféré en m+l; La sous-suite Bj+1

truite et nous pouvons alors recommencer le processus avec a4 4
2. 1

Si aucun e ne peut &tre déterminé, alors a.
m j+l

dans la premigre mémoire, les e devenant des &', tel que e'i+1 = 8
i : i

Ce résultat peut Etre obtenu par un test sur llindice i dé
!

est alors cons

est pla._é;i
I
Remarque H
e, et c'est la méthode que j'ai utilisée oudunefacon plus astucieuse en bornmﬁ
4 gauche SI par un élément a (qui n'appartiendra donc ni % 85I ni & sj) et tel
L :

que a_ soit inférieur a tous les a., de sorte que le test T > a_répondra tou-
(o] 1 » O g
jours oui, !

—s8i T ?, ,ej, alors a, . reste en place, et la sous-suite;

jHl |
ej+1 est construite, Nous pouvons alors aller recommencer le processus avet

1'élément aj+2 etc,.. jusqu'a ce que a, soit inséré 4 sa bonne place,

b) Organigramme :
j#l est le m&me indice que ci-dessus o

i=j, J=l,. .., m,

des mémoires & la fin de chaque étape, 1'é1ément encadré étant 1'élément a,

Dontions un exemple |

chaque colonne représente 1'état

de l'étape suivante, les fldches verticales symbolisant les transferts, dh
51 ,lére 2tme | 3¥me | 4¥me | 58me | 6&me| Téme| &dme 9eme
étape »
7 4 4 o ik &0 ¢ 0 0 0 0
@ 7 7 4 2 2 2 2 2 1
9| ()| o 7 4 4 4 4 3 2
0 © 9 7 6 5 5 4 3
2 @ Il 7 6 6 5 4
6 @© | 9 gl 7 6 5
5 O] | e 7 6
8 9 \L 8 i
3 @ v 9 8
1 m 'V 9




g

et ! c) Nombre de tests et ndmbres de transferts théorigues i

ST i
i
Soit SI la suite initiale des n éléments & trier, Soit, au 3‘%

passage, Nj le nombre de tests nécessaires pour placer le (j+1)° élément de j
le nombre de transferts tj correspondant est égal Nj-l. Envisageons les difi_"é ;

rents cas qui peuvent se présenter (le nombre de passages dans SI est toujour‘i?ﬁ

égal a n-1),

L

- SI est une suite totalement rangée.

-

Nous avons, en appelant N le nombre de tests totaux, et
le nombre de transferts aseociés :

N = n-l

T = (n-1) - (n-1) = 0

— SI est‘une suite totalement rangée dans l'ordre invers

oE g I1 faut 1test pour trier le 2¢me &lément 3
2 tests pour trier le 3d¢me élément
1 n-l tests pour trier le neme élément . 2
! _.i“ e 21, i d e - y 1
~dlott ‘N = - i.An(n 1) aF T = n n = 2(_]’1 ‘1) - né - 3n :t y .
e 2 2 2
i=1
~ SI est une suite quelconque de nombres : o

Soit {(j) le nombre total de tests nécessaires pour trier :.
tous les j! arrangements possibles des j premiers éléments de SI, Pour clas;l:'g
aj+ _____ i1 correspondant a e'l_',_‘e'f;']
1. e’j+1. Pour chacun des j! arrangements possibles, ces j+l places possiblE‘E—
nécessitent respectivement jtests, j-1ltests, ..., ! test, D'ol le nombre total =
£(j+1) de tests correspondant aux j+l possibilités de placement de 0 parmi lé.ﬁ,.

j! arrangements possibles des j premiers &léments de SI.

(1) £(3) + 51 5—:: i - !
)

) £6) + GH) ¢ x(

£(3+1)

i

'ﬂﬁ""" TR et
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TR
La fonction £(j) = _J__(i_l_)L est solution de cette
équation , et elle correspond aux j! arrangements possibles, D'ou le nombre

‘de tests Nj.corres'pondant 3 un seul d'entre eux

£G) _ 3G-Y

j gt 4
D'ol, pour n éléments A trier, nous obtenons le nombre

de tests 2 :
n(n«1) et T = D_-5nt4

WP A

3°) Programme ALGOL

PROCEDURE Insertion (A,N); VALEUR N; TABLEAU A ; ENTI_ER N

' DEBUT ENTIER I,J; REEL T;
POUR J := 1 PAS 1 JUSQUA N-1 FAIRE
DEBUT T:= A [J+1];
POQUR 1I:=J PAS -1 JUSQUA 1 FAIRE

DEBUT SIT< Aff] ALORS Af1+] := Af1]
SINON DEBYT Af1+1] := T ;
ALLER A B FIN :

EIN ; A1) = T ;

By Wi 5

FIN de la procédure d'insertion ;

—

4°) Programme PAS( pour IBM 650

Le programme n'occude que 49 mémoires,

5°) Résultats expérimentaux

J'ai ob*enu les résultats expérimentaux suivants

Temps de passage avec 128 Nb 256 Nb 512 Nb
SI1 2' 55" 12! 44!
Sl 2 : 20" 2' 30"

Ces résultats nous montrent que la méthode d'insertion
est sens ible a la distribution, et que ses performances sont trés nettement
améliorées lorsque la suite SI est déja ''un peu arrangée', Ceci est en accord

avec le calcul précédent du nombre de tests théoriques,




D'autre part, en comparant cette méthode 3 la méthe
de Bubble, il n'existe pas dans le cas présent d'éléments ag cf, au chapitre
II g) tel que cet élément puisse imposer un nombre de passages rn> a,f P (;
comme cela se passait avec cette méthode, La méthode d'insertion sera da

tous les cas meilleure que celle de Bubble,

| II - METHODE d'INSERTION DICHOTOMIQUE |

1°) Généralités

Cette méthode différe de la précédente dans la fagon dq

déterminer la glace de aj+1 dans la soust,suite sj.- En effet, le nombre de teg“ i
nécessaires pour déterminer 1'élément S {tel que e < a et e

& % m+1>
sera,rendu plus faible si, au lieu de comparer a;ﬂ_1 aux éléments de sJ dans

succeqslfs de longueur sensiblement égale & —JZ— 5 i—, .+., 1, et 5i nous détﬂ.
minons 3 chaque fois dans quel intervalle aﬁ_1 viendra se placer,

2°) Exposé de la méthode

Bornons nous dans cet exposé & donner un orgamgramé

i

possible de la méthode,
j estllindice de 1'élément & insérer
is= j’—l,j-Z,...,p

p et g sont les bornes de chaque intervalle partiel

e

S Py e [ ey g

lorsque p = gq l'intervalle ne comprend plus un seul!

seul élément ;
{5 . . ilTeste alors & déterminer si
. ~oalp] g2fi]  siow pem

si non p=m+l

i

o e

[PZQJ signifie partie entizdre de ﬂzq-

!

SFI i L

.

2

m@m— A A

oui

(pi=n A

afi+l) = afil

1= i-)
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Nombre de tests et de transferts théoriques :

Le nombre de transferts est bien entendu le m&me dans

cette méthode que dans la méthode d'insertion ordinaire, c'est a dire :
2

n -n

T = 7

Iverson ([l] page 236) a donné un nombre de tests égal

3 n log_ n, Malheureusement, chaque test fait intervenir un calcul d'indice

compliqué m Pi; ce qui vient beaucoup alourdir la méthode, D'autre

oy
part, il convient de remarquer que lorsque e est déterminé, il reste encore

s e

a effectuer le décalage de tous les e tels que m+1l {.\( i 3:« j . Ces transferts
dans la méthode d'insertion ordinaire se font tres facilement, juste apres les
tests,de sorte que les calculs d'indice correspondant sont trés rapides,

Je n'ai pas personnellement essayé cette méthode, et

personne, i ma connaissance, n'a obtenu de résultats trés intéressants sus-

& |

ceptibles de venir concurrencés ceux de la méthode de Hibbard (cf, chapitre IV:},'-‘:‘ i

IV - METHODE d'INSERTION et METHODE de SHELL | -

Nous avons supposé, dans les généralités sur les mé-

Ui bty e

thodes d'insertion, que la suite s était formée d'é1éments consécutifs e €y

N ej et que 'élément 3 insérer était aj+1’ i

Nous pouvons concevoir une méthode dans laquelle les i

éléments sont e yeus s €, , I'6lément & insérer étant e_ . ., l'indice hj

e
hl” "h2 hj hj+1l
symbolisant "certains" indices particuliers et non le produit d'un indice h par
un autre indice j et tel'que hk+f = hk+1, f étant un entier constant, il
~Nous pourrons par cette méthode trier une premitre .

sous-suite issue de SI, et commencant en al, a f ayant une cer-

- 16’ 1426y’
taine valeur fl' nous obtenons alors 81 premi2re sous-guite ordonnée, puis

f ayant toujours cette mé&me valeur f,, une seconde sous-suite, commengant

1

ena,, ce qui nous donnera une seconde sous-suite ordonnée s, etc,., c'est

4 dire que nous obtiendrons fl sous-suites ordonnées s, avec 1 £ i fl s
1 ~

tous les éléments a; de SI ayant été examinés,
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Nous pouvons alors recommencer le processus avec

ulee nouvelle valeur de f, soit f2< fl' pour obtenir fZ sous~-suites ordonnées
sy
Le tri sera alors totalement terminé lorsque f sera
égal & 1, la sous-suite ordonnée obtenue ayant n éléments,

Ceci est exactement le principe de la méthode de Shell

) et fi = partie entiere de (—flz—'ll—)

dans laquelle nous avons fl = partiere de(-—;—
Les résultats expérimentaux obtenus montrent que dans
le cas d'une suite initiale SI de nombres répdrtis au hasard, la miéthode de

Shell est meilleure que la méthode d'insertion ordinaire,
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CHAPITRE VI

METHODES UTILISANT DES PILES SIMPLES

v

" - C. PAIR [7] ; [8] a introduit la notion de 'pile simple' et
f': 3 montré qu'une pile simple fait passer dlune permutation donnée d'un ensemble

:f fini E (permutation d'enttée) & une autre permutation de E (permutation de sortie),
% Soient P et S les ordres totaux de E définis respectivement par les permutations

d'entrée et de sortie, Nous dirons que P et S sont lordre d'entrée et 1'ordre de
sortie de la pile,
On associe a la pile simple l'ordre partiel R de E tel que
ARP &3 oPH et fs e
On déduit de cette défini;iop 2 |
’iP(b e CAR@. ou (Q(_Pp et g_Pth\) m
XS P & PRA® ou (AP et AR )

Le passage de la permutation d'entrée 2 la permutation de

'n".;.-.-.A-_','_;'__'.n ]|k

| sortie est décrit par Vorganigramme ci-dessous :

i=0 u. ect le premier élément sus-
Lt = i P

ceptible d'entrer dans la pile

"u, entre' veut dire que 1'é1é-
i

ment u, entre dans la pile,
1
puis que i augmente d'une

unité

2= 4 e est le sommet de la pile

4= u, et il est tel que

@_ ) 0 Rui quel que soit i

""e sart" veut dire que le sommet

de la pile sort, puis que la
hauteur de la pile décroit

d'une unité,

Nous diron: que u est un R-successeur de e lorsque d'une

] Part e Ry, et, dlautre part eRvRu entra®™ne e=v ou v=u, :
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Enfin, on montre :
Théoréme 1

Pour qu'il existe une pile simple sur E dont un ordre
total donné P soit un ordre d'entrée et un ordre donné R soit l'ordre associé,
il faut{ et il suffit que pour tout (4 appartenant 2 E, R{ & ) (2) soit un P-inter-
valle de premier é1ément X , .

. Théoreéme 2

Pour qu'il existe une pile simple sur E dont un ordre
total donné S soit un ordre de sortie et un ordre donné R soit l'ordre associé,
il faut et il suffit que pour tout ({ appartenant 3 E, R( ¢{ ) soit un S-intervalle
de dernier é1ément (X .

Il n'existe pas en général de pile simple faisant passer de ""
SI, permutation d'entrée, & SR, permutation de sortie, Mais on peut :

1 - Soit s'arranger pour que SR soit la permutation de T
sortie, Alors, en général, les éléments n'entrent pas dans 'ordre ol ils sont

donnés dans SI ; -!i
2 - Soit choisir SI pour permutation d'entrée, Alors, en

général, SR ne sera pas Ja permutation de sortie, mais on montrera qu'on peut

parvenir & SR en itérant le processus,

fI - PREMIERE METHODE I'ordre de tri est l'ordre de sortie S. l

Soit une suite ul’ uz,. .

Nous pouvons construire une pile telle que l'ordre de

cruy d'éléments & trier,

sortie 5 soit l'ordre de tri cherché, c'est & dire dans le cas présent g .

On démontrerait que dans ces conditions, l'ordre R est

tel que &R(C)é—:}@(P& et @sog et
, (V. ¥ 1p.oaf, . ar¥)
ol la notation (5 LN ES désigne un intervalle pour l'ordre S,

L'ordre d'entrée associé n'est pas l'ordre P précédent,

mais un autre ordre P1, Il est tel que

A Pl(\)) 6=>(7(R(5 ou(()(SfJetE?)‘id,)@

) R {0\ )est l'ensemble des Ok tels que fX R(b

~ 61~

1°) Soit e le sommet de la pile : le probléme est de savoir si e sort ou si
un élément u entre, et lequel :
Or, uentre ===% eRu et upas entré
=== ePu et uSe et u pas encore entré
S'il n'existe pas un tel u, e sort,
2°) Supposons qu'un tel u entre : nous dvons :
‘ ePu et uSe et u pas encore entré .

Or, pour que eRu, il faut et il suffit que quel que soit
¥e ]u,e(:s, ep ¥,

Soit uSY¥Se. Si eP & alors ¥Pe,
mais § Pe et § Se = eRY¥ =—= ¥ P e

d'apres @
b' entre avant e ; donc 6 est sorti quand e est au sommet

de la pile et par suite u est sorti car uSe ce qui est impossible car un'est pas

encore entré, d'ou eRu ¢=—) ePu et uSe et u pas encore entré,

Donc, s'il existe un .ﬁ tel que - i
ePy et uSe et u pas encore entré, ¢ ne sort pas, L'un
des u entre reste a savoir lequel,
3°) Ordre dans lequel entrent les successeurs de e
Les successeurs de e ne sont pas comparables par R,
D'apres @, les successeurs de e entrent donc dans l'ordre S,
Soit {5 un successeur de e et % le premier des succes-
seurs de e qui entre apreés (’\ i
Montrons que (,’) Bagd ‘; sinon O{ P (?) mais @ S o et G R@,
D'apres la définition de R, il reste X tel que
sy sd et XP&P{S} ——> L RY et ¥ RY
De plus, eR(’) et eR O 5 eRY
Il existe donc 8 successeur de e, tel que eR é Rb’ eté 750{«
——Ps¥sdsw
ce qui est impossible, car (h par hypoth&se est le premier successeur de e qui

suit ﬁ) dans l'ordre S,

Donc, (:5 P /JL , ce qui montre que les successeurs de e

€ntrent dans l'ordre P,
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3=1
4°) Soit u 1'é1ément qui entre et A tel que : J
3
eP XA et ASe et A\ non entré 3
Nous avons vu en 2°) que eR A ; e # )« car A n'est ; e[j] B3 a[i]
| . .
pas entré, : 2 I
11 existe cS successeur de e tel que eR (S R A _ éP F T B A
Or, siu, 1'élément qui entre, est le premier des succes- i=d4l
seurs de e non entrés, dans l'ordre P, é n'est pas entré, sinon il serait sorti
et >\ serait sorti aussi, donc uPa et uPA. b Lo 4
A | LJ’ =gt ( a[i] non entré ? )
En résumé, 1'élément u qui entre est le premier, dans =
l'ordre P, des A tels que 7
I :
eP) et ASe A non entré, : ( ali] g e[ ‘
5°) Organigramme : oud . non.
Soit 81 la suite initiale des nombres 3 trier formée des _ Y
éléments a; oti=1,2,,.., n;, Nous l'encadrons par deux éléments d et f tels 3
que ai‘i . 1 quel que soit i L ao |
ain_j ) f:an+l
Soient toujours :
e [J] sommet de la pile ;
a {1} élément susceptible d'entrer ;
¥ (e} indice de e dans la suite SI; -
Lorsque e[j]sort, il est transféré en b[k] i |
S la relation & P
P esttelque ~V(e) < i Donnorns un exemple : soit SI: 6,4,2,0,5,7,9,1,8,3, nous l'encadrons parDet F :
-
Ceci nous conduit & 1'organigramme ci-contre, 0 1
2 2 2 2 2 3
4 4 4 4 4 4 4 4 4 5 8
' 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 7 ¢ 9 9
D'DDDDDDDD‘DDDDDDDIDDDD
3 ]
| — s el o
e Evolution de la pile pendant le tri
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Donnons également 1'arbre de SI pour la relation R

défini par :

aRb ¢ ) aPb et by a

AN

L'ordre d'entrée Pl dans la pile est D,6,4,2,o,1,3,5,7,.:-‘-

L'ordre de sortie est 1'ordre de tri 0,1,2,3,4,5,6,7,8

Nombres de tests et de transferts théoriques

Pour nous placer dans les m&mes conditions de calculs _
du nombie de tests théoriques que pour les rméthodes précédentes (clest 3

dire que nous négligeons les tests portant sur les indices) nous ne tiendrons

pPas compte des tests a, = f etea g

Par contre, en fonction du calculateur utilisé, nous

sommes obligés de faire intervenir deux sortes de tests : les tests de la

f 1t tréh t a
orme 'a, non entre que nous noterons N, et les tests sur les a, eux-mémes
1 1

n
de la forme ais e' que nous noterons N,

a) Soit une suite totalement rangée dans l'ordre inverse

de tri (a it i E1e
( i?. Bt quel que soit i) et n le nombre d'éléments 3 trier : ay premier

3
assage, to i i i
P ge, tous les 2, rentrent dans la pile qui atteint alors 1a hauteur n+l,

Nous avons alors Nt = p
a N
N = % . anln-l)
a - 2
=

—

b) Soit une suite totalement rangée dans l'ordre de TR

. ~ :
la pile 3 chaque étape ne comporte qu'un seul étage (un seul élément entre
¥

Puis sort avant qu'un autre e rentre dans la pile)

Nous avons alors N'b - i - n(n+1)
1= .
oL (] -
Np = Ny
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c) Soit une suite SI d'éléments répartis au hasard :

- nombre de tests "ai est-il entré 2" ; ch_aque élément
ol quand il est au sommet. de la pile; €st comparée dang le test ”a.i est-il
entré ?" une fois et une seule 2 tous les é1éments qui le suivent puisque si
(5 vient au dessus de @\ dans la pile nous repartons, apres la sortie de (b s
a 1'élément qui suit @) dans l'ordre P, Le nombre de tests NC "a.i est-il

entré ?' est donc :

.n-l n(n-l) '
Ne = g i W -3

- nombre de tests "aiSe” : il est égal au nombre de
tests ”a:_l est-il entré ? ' qui répondent non.

Le nombre de tests "ai Se" qui répondent oui est évi-
demﬁent égal au nombre d'entrées dans la pile, c'est & dire n,

. [ " Le nombre de tests ”a.i Se' qui répondent non corres-

éond aux coui:les d'éléments tels que ePa:_L et eSai. D'od ]".e nombre de
tests "ai Se'' & réponse non est égal au nombre de combinaisnns (ai,e) tels
que ePaLi et eSai.

Calculons le nombre moyen de combinaisons tels que
epai et eSa.i ¢ supposons tous les ordres F '"également possibles', Il y a
autant d'ordres P tels que ePai et eSai que d'ordres tels q;.le ePai et aiSe.

La probabilité pour un couple donné d'étre dans P or-
donné dans l'ordre S est L ; d'ou le nombre moyen de tests aiSe a réponse
non est égal & @ .

Le nombre moyen total de tests ”aiSe” est donc :

, _ n(n-1) B r;(n+3)
Ne = —4 + n = —‘—r

Dans tous les cas, le nombre de transferts est cons-
tant et égal & 2n (n transferts pour transférer les éléments dans la pile et
n autres pour les en sortir),

Longueur de la zone de travail :

Nous avons besoin de conserver intégralement tous les
a,, Comme, d'autre part, la pile est susceptible d'avoir une hauteur égale

a ntl, il nous faut une zone de travail de n+1+2 =n+3 mémoires en plus des
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n mémoires contenant les a,, Pour construire la suite résultat SR (lorsque
i

e sort), il nous faudrait en plus n mémoires, mais celles-ci sont obtenues

‘en imbriguant la zone réservée i la pile et la zone de rangement B lors-

‘que les'e sartent ('extrémité de 1'une prise avec un indice croissant,étant
Y

‘

égale a V'origine de l'autre, prise avec un indice décroissant),

Programme PASQ pour IBM 650

Cf, au programme n* 4

Nous avons placé les éléments a, 4 trier de u0002 2
u000N+1, w000l =D, uw00ON+Z=F,

Le fait d'imbriquer la zone réservée 4 la pile par
numéro Tle mémoires croissant et la zone de sortie des nombres triés par
numéro de mémoires décroissant nous donne en fait une suite SR rangée
dans l'ordre inverse de tri.

- Le programme ainsi congu utilise 116 mémoires,

Résultats expérimentaux

Pour réaliser le tes ”ai est-il entré ?'", j'ai utilisé
sur le calculateur IBM 650 du Centre de Calcul dé Nancy, un test SD0, c'est
3 dire que ce'test donne également deux sorties "oui, non" mais il est plus
rapide qu'un test de la forme u, e

"Voici les résultats que j'ai obtenus :

256 Nb 512 Nb |
22'30" 88’

avec SI1

I - SECONDE METHODE l'ordre de tri est l'ordre d'entrée P dans la piI;[

Construisons une pile dans laquelle l'ordre d'entrée
est 'ordre P, Orl1 démontre qu'il faut alors choisir R de telle sorte que :

o RP = APB et (Ssd et

(v ¥ € 1B {, ¥sd)

ol } d\, (:5 désigne un intervalle pour l'ordre P;

L'ordre de sortie n'est plus S, mais un ordre S1 tel que :

o 31.@ <; > B roL ou(dhpP et AR () @
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1°) Soit un couple déja rangé a l'entrée dans l'ordre 5,

‘c'es't a dire téi que.(ﬁ. P(’) et ol S (5

Le probléme est de éavc;ir s'il le restera dans l'ordre
<Sl- % la sortie ? La réponse est oui ; en effet :

dPpH et dsfi =—=dR D,

Comme A PP == o5 (B dapres @

2") A quelles conditions un couple non encore rangé

peut-il le devenir & ta sortie ?
Nous avons donc O(P@ et @SOL.
Or pSIG{ (ﬁ&R@ ou (ﬁPd\ et ﬂi{i)
<—>mR@ car O, P
mais W R == PP et Bsdk et (V ¥ &€ [ o {P, Y si)

Pour qu'a la sortie le couple ( @, , Q) )} devienne bien

rangé dans l'ordre S_, il faut et il suffit qu'aucun des éléments § de 1'inter-
valle ] O( : pﬁpnesoit bien rangé avec (5( a l'entrée,
) Autrement dit, si ¥ est le premier élément bien rangé

avec 0L suivant U\ dans l'ordre P, tous les éléments compris entre 0( et ?f
seront bien rangés avec OL dans l'ordre Sl'

Les conséquences sont nombreuses :

a) Le dernier élément é de E pour S sera aussi le
dernier pour l'ordre S, En effet, h

-sidp (B , ol et CS restent bien rangés dans 1'ordre

Sl
- si é; Pt& entre é et (3) aucun élément n'est bien
rangé avec ;5 donc P S1 é
b) Si CS est déja le dernier élément dans l'ordre P, il
le restera, Mais alors, si é' est l'avant dernier élément de E pour S, il
restera bien rangé avec (S et le deviendra par rapport & tous les O tels que
d\P 5 ' et a tous les ptels que (g' P&,
c) Plus généralement, si les q derniers éléments de E,

pour l'ordre S, sont déji bien rangés, c'est le (g-1)° qui sera rangé,
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. . Nous voyons donc qu'il y a toujours au moins un
élé-meni de plus qui vient se .placer au bon‘endroit en queue de liste, Par
conséquent, si nous repreno‘ne l'ensemble E, avec pour ‘nouvel ordre Pl
l'ordre SI précédent,nous obtenons un nouvel ordre de sortie SZ etc,.. et
il est clair qu'au bout d'un nombre fini d'itérations (au plus égal & n, si
E comporte n €1éments) tous les éléments de E seront bien rangés dans
l:‘.ordre 5, .

3°) Test d'entrée dans la pile :

Soient ¢ le sommet de la pile, et u le premier
élément de E susceptible d'y entrer :

eRu

> uSe

. Réciproquement, supposons uSe ; or, ePu
pu‘i:squ‘e e est entré avant u; soit alors e P ¥ montrons que § S e
. 6 est entré puisque e est encore dans la pile,
mais comme e est le sommet de la pile' b’ est sorti, d'otr ¥ Se,
Donc, le test e R u est équivalent .é use,
4°) Orgénigramme E
Donnons pour 'instant l'organigramme qui permet

le passage d'un ordre Pi au suivant P,
: i

L'ensemble E es+tl composé des éléments u{_i} , la
pile est désignée par e{ j],é leur sortie de la pile, les éléments e t_]} sont
transférés en u{?}; ils ne peuvent pas venir se substituer & deé u[i}
non encore examinés, car nous‘ avons

i3 i+ L
(La suite est toujours encadrée par u[l] =D et u [N+23 = Fy

d=j =P

§ =34 i= 34l

du passage et

atour du passage suivant

sur un exemple quelle forme nous allons lui donner,

69 -

= 3-1

= Bl

ulf] == e[}

Il nous manqué pour l'instant un testde fin : voyons

Soit SI la suite des nombres & trier, telle que

775)4'9,113’0’278)6|

Nous l'encadrons par D-et F, tels que F 3 D, et

VCL,D >()( et DR 0L et OLRF.
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Etat de la suite aprés le ler passage : D 4,5,7,1,0,2,3,6,8,9, F

2&me : D4,5,0,1,2,3,6,7,8,9, F "
3eme : D4,0,1,2,3,5,6,7,8,9, F
4eme : Do0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, F
5¢me : D0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, F

£ 2 0
31738 1¢7% ¢ g177%

79 £ 37 £ 9 49 g 7

D D D

Evolution de 1a pile au | Evolution de la pile au Evolution de la pile au

cours du ler passage cours du 2&me passage cours de 3&me passage

R
¢ 467 124494744
D D :

Bvolution de la pile au Evolution de la pile au

cours du 4&me passage cours du 5Séme. passage

Nous voyons donc que l'ensemble E sera totalement or-

donné lorsque tous ses éléments seront entrés dans la pile, puis sortis immé-

diatement, c'est & dire qu'd aucun moment la hauteur de la pile n'excede deux :

il suffit donc de mettre un indicatif I guelconque au début d'un passage dans
e [3] , c'est & dire aprés i:= j:= ﬂ:: 1, et de garder 2 la fin de ce passage
si cet indicatif s'y trouve encore : donnons la transformation dé'.i'grgénigram—

me 2 partir de A

B

= A -

57) Reprenons plus en détail 1'étude du paragraphe 2

Nous constatons que, moins il y a de couples bien rangés
au début d'un passage, et plus il y en aura de bien rangés a l'issue de ce passa-~
ge, de sorte qu'au passage suivant, nous rangeras moins de couples que pen-

dant ce méme passage,

Il va donc se produire un freinage dlautant plus efficace
qu'il y a plus de couples rangés,

Pour éviter cet ihconvénient, nous pouvons repartir a

chaque fois dans llordte inverse de sortie, c'est 4 dire que P, (ordre P au i’

P = 1-5. .}-1 ou encore I‘PA]_I E &
i L i-1 i i-l

Montrons qu'ici encore, si les g S-derniera éléments de

passage)est tel que

E sont déja 3 leur place dans l'ordre [Pi] -1, il le seront également dans

l'ordre § . ,

ordre Pi Soient él' v é)q ses éléments,
<&

nous avons
da Azél § §
. s5...5 &_s
N q 2 1
-1 4
ordre [Pi]
v -1 e 5 =
4y B Pour PJ' tout élément g est mal rangé avec tout

ordre, doné; d'apris les.résultats du paragraphe 2°) il deviendra bien rangé

avec tout adtre i la sortie 5, , et avec le précédent é ] également, Le pro-

+
cessus convergera donc également, et permettra de ranger tous les éléments
au bout d'un nombre fini d'itérations,

Longueur de la zone de travail

Pour mettre én oeuvre cette méthode, il nous faut réser-
ver n+3 mémoires de travail pour ranger n éléments : ntl mémoires éour la
pile elle-m&me, et 2 mémoires pour encadrer SI par D et F, ;

D'autre part, afin d'économiser des transferts, nous
avons €té conduits & envisager une seconde pile P2 imbriquée dans la premitre,
son extrémité colncidant avec le second étage de la pilné Pl. Elle est telle que
l'ordre de sortie de la premikre pile Pl est l'ordre d'entrée dans la seconde

pile P2,




Exemple : - __ ' Soit SI : 7,5,4,9,1,3,0,2,8,6; que nous encadrons
par D et F,
P2 P2
\!/ D

N o
AR

g 9 6 1Zs
6

0
1
Z 4
75
6
1 ¢ ¢ 7
9713 8 8
N g 9
D D
P 1 Pl

Evolution de Pl et P2

au cours du 2éme passage

Evolution de PL et P2

au cours du ler passage

D:7’514)971:3;0>278Is!
arres le ler passage ¢ D,4,~5,0,1,2,3_,6_,7,8,?’j
aprés le 2éme passage L‘) D,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0

Etat de la suite s : initialement L}

Test d'éli=1"nation des éléments déja rangés :

Tous les é1éments u qui, & partir du dernier &lément
sorti de P2, sont entrés dans P2, puis sortis immédiatement, ~sont bien

rangés,
Ces €léments sont tous supérieurs au dernier élément

v entré dans l¢ 32me étage de P2, et le test u »v permet donc de les
éliminer,

Programime PASQ

Afin de tenir compte de tous les résultats de 1'étude

précédente, jlai.£té amené 4 Scrire plusieurs programmes, dont voici les

principaux : . "
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a) Le programme n° 5 (dénommé P2) et qui ne pos-
séde aucun des perfectionnements mientionnés dans cette étude, Il corres-
pond simplement & l'organigramme du paragraphe 4°),

Ce programme occupe 95 mémoires,

b) Le programme n° 5-bis, dont l‘orga:nigra.mme
figure ci-dessous, Il occupe 177 mémoires,

Dans ce programme, l'ordre de sortie Si-l est le
nouvel ordre d'entrée Pi; nous inversons donc le sens de lecture & chaque
fois, Tutilise deux piles P1 et P2, Les ui) v he sont éliminés qu'au
cours d'un passage sur deux pour des raisons de commodité de mise en

ceuvre de la méthode,
A leur sortie de P2, les éléments sont transférés

dans les mémoire.s libérées par les u qui sont entrés, soit dans P1, soit
dans P2, La suite SI est encadrée par deux éléments D et F (définis comme
dans la premikre méthode), mais, comme j'inverse i chaque fois le sens
de lecture, il m'a fallu prendre D = F,

Donnons un exemple :

ST — F,6,4,2,0,5,7,2,9,1,8,3,F
Etat de SI 2 l'issue du ler passage &———— F,0,2,4,5,2,6,1,3,F,7,8,9

2eme — 3 F,6,5,4,3,2,2,0,1,F

3eme & F,0,1,F,2,2,3,4,5,6
4eme —_— F,1,0,F,
5&me ———— FF,0,1,

NB : La fléche du j° passage représente le sens de lecture des éléments

pour le passage suivant,
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P2 P2 P2
D D D
gZ436717 49|71 £ 356 | 72Z Z2349%c¢
¢ 10 2 ¢ (3
0]
v
g1
0 Z 2

0 2 3
Z 3 4 4
#8218 75 5
4 79 7 6 =g
D D D
P P1 P13
Evolution des 2 pilés au 28me passage 3eme passage
cours du ler passage

P2 P2
y D D

g 01

ix k) ;

0 o

1 01

D D

P1i ¥

4éme passage Séme passage

= 75, -

L'organigramme est le suivant
u, est 1'élément susceptible d'entrer dans Pl
e. est le Sommet de B 1 ; Cober wel b sweno g
fk est le sommet de P 2
u —> ej veut dire : u viegt au sommet de P1, la hauteur de Pl augmente
d'une unité .
ej —_ fk veut dir_e . e, vient en fk’ la hauteur de P1 diminue d'une unité, celle
de P2 augmente d'une unité

"-fk sort en Se" fk est transféré en Se et la hauteur de P2 diminue d'une unité

i | . l
Passage d'ordre Passage d'ordre pair
impair Elimination des uj » v
I g nglrnier éliminé
=1 e s
ull = 41 i=mn
N ull = -1
i
oui u, = F
N
oui
g
%
[vider les
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c) Le programme n° 5-ter et qui occupe 223

© mémoires : .

J'ai encore utilisé les deux piles P1 et P2, Le
sens de lecture est inversé & chaque passage, et les u, sont éliminés &
chaque passage également, Pour obtenir ce résultat, j'ai été oHigé de dépla-
.cer 3 chaque passage, soit le symbole F supérieur (2 la fin des passages
impairs), soit le symbole F inféricur (3 la fin de chaque passage pair),

- Nous voyons alors qu'il n'est plus possible de
‘transférgr les u définitivement triés dans la zone qui initialement contenait
‘ SI, car nous obtiendrions plusieurs suites rangées en ordre croissant ou dé-
croissant, et séparées les unes des autres par le symbole F. ‘Nous avons
choisi de transférer ces éléments dans la zone occupée par la premigre pile,
1 'origine de cette pile étanﬁ alors décé.lée 2 chaque passage,

Reprenons l'exemple donné en b) :

SI & : _'% F,6,4,2,0,5,7,2,9,1,8,3,F
Etat de SI & 1'issue du ler passage : &—— F,0,2,4,5,2,6,1,3,F,89

2&me :—y F,6,5,4,F2,2,0,1F

3&me —_— EO,],Z,Z,F
P2 P2 P2
D2 D2 D2
gZds6189 |13 496 | gif2

21(3) dH - ®
1 of §
v "V w
g1 0
2 1

Q 4 2

2 D1 2

4 3 =3

125 4 4 .

0 76 5 5 E
i % n 6 6.
{gils 7 7 7"
6 79 8 8 8
D1 9 S 9
PY A Pl Pl
Rralutian dea wilea i?Eﬂ.mP. nassRaoa l Zima nass. |
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L'organigramme est le suivant
n = indice du dernier élément éliminé au cours d'un passage impair
m = indice du dernier élément éliminé au cours du passage pair
Les autres notations sont les mémes que dans l'organigramme précédent.
l 1
Passage pair :
élimination des u,’» v

Passage impair :
élimination des 1 » ¥

ulIl—_l' = um"j- = F
i=n i=m
ul = +1 w = =l

|




Résultats expérimentaux :

Avec 811, j'ai obtenu :

256 Nb 512 Nb

Programme n’ 5 65!
Programme n® 5-bis 20' 45" 79!
Programme n°® 5-ter 20" 75!
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CHAPITRE VII

COMPARAISON DES METHODES

) La comparaison peut porter par exemple :
- sur le nombre total de tests
-~ sur le nombre total de tranéferts
- sur le nombre de mémoires auxiliaires nécessaires
- sur la complexité des calculs d'indice

La suite SI étant donnée, il s'agit' de déterminer la méthode
qui nous donnera la suite SR dans le minimum de temps et en tenant compts, évi-
demment, du nombre n d'éléments a trier et des particularités &ventuelles de SI;

Nous pourrions penser qu'il suffit de choisir la méthode
qui nous a donné les meilleurs résultats expérimentaux; En fait, il n'en est rien,
En effet, le temps (% (n)- nécessaire pour trier les n éléments dépend d'une part
db nombre total C(n) de tests & eff‘ectuer sur les éléments a, &t du nombre total
t(n) de transferts,
Nous avons : @ (n) = a C(n) + bt(n)

a et b étant des constantes, fonction du calculataur, La connaissance de C(n) et
t(n) est donc du plus grand intérét,

Dfautre part, il nous faut tenir compte du nombre n d'é1é-
ments a trier, En effet, soit N le nombre de mémoires disponibles dans le cal-
culateur, et soit N1 le nombre de mémoires nécessaire & 1'utilisation d'une mé-
thode donnée pour trier les n nombres.

Supposons que, dans une premidre analyse, ce soit la mé-

thode que nous appellerons @ qui est la plus rapide, Et que, d'autre part, cette

méthode nécessite Nl mémoires, mais que Nl soit supérieur & N, Pour trier SI
totalement, il nous faudra alors avoir recours i des organes annexes de stockage,
ce qui risque d'augmenter considérablement le temps de tri, Il sera alors peut
&tre possible de trouver une méthode @ a priori moins rapide que la méthode
@ mais nécessitant un nombre N2 deA mémoires tel que N2 < N et il est pos-
siEle que dans ces conditions, le temps de tri total obtenu soit inférieur & celui

de la méthode @ .
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Avantages et inconvénients de chaque méthode

1°) Méthode de Bukble

La méthode est simple et n'utilise pas de mémoires auxi=-

liaires de travail,
Malheureusement, elle est trés lente, par suite du nombre

élevé de tests A effectuer pour trier SI, La rapidité est trés améloirée lorsque
SI est arrangée, mais l'influence de 1'élément a.ﬂ, dont nous avons parlé au cours
de l'exposé sur la méthode, ne permet pas a cette amélioration d'étre vraiment
importante, La méthode d'insertion est supérieure A cette méthode, quelle que
“soit la suite initiale SI,

2°) Méthode de Shell

Cette méthode est relativement rapide et n'utilise aucune
mémoire de travail, De plus, ces performances sont tres nettement améliorées
lorsque la suite SI est déja plus ou moins tride, La méthode d'inter-classgment
et la méthode de Thomas N Hibbard sont plus rapides, mais font usage de mémoi-
res auxiliaires, €i le nombre N de mémoires disponibles sur le calculateur
est tel qu'il permet de trier les n éléments de SI par la méthode de Shell sans
avoir a faire appel aux organes annexes de stockage, alors que les deux autres
méthodes y auraient recours, la méthode de Shell peut devenir tris intéressante,

3°) Méthode déduite de celle de Von Neumann

Je ne 12 cite que pour mémoire, car elle présente peu

dlintérét, .
4°) Méthode de sélection linéaire

Elle est trgs simple, et n'utilise pas de mémoires auxi-
liaires, Néanmoins, elle est tellement lente, que son emploi ne présente aucun

intérat,
5°) Méthode de Hibbard

Dans le cas d'une suite d'éléments répartis au hasard,
c'est une des meilleures méthodes disponibles actuellement, en dépit de ses
deux défauts : d"uﬁe‘part elle utilise Iogzn mémoires auxiliaires de travail,
d'autre part, et cela est plus grave, elle est sensible 3 la distribution des &1é-
meénts dans ‘la suite SI. Ainsi, pour une suite SI totalement rangée initié.lement,
le' temps dé tri ést considérablement augmenté, a tel point que la méthode perd

tout int2rét,
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6°); Méthode d'insertion

Si 12 suite SI est déja plus ou moins rangée, cette méthode
est vraiment rapide, D'autre part, elle n'utilise aucune mémoire auxiliaire de
travail, de sorte que chaque fois quion aura des raisons de penser que la suite
est un peu rangée, cette méthode sera intéressante,

7°) Méthode d'insertion dichotecrique

N

Tous les résultats que nous venons d'énoncer 3 propos de

la méthode d'insertion ordinaire sont valables dans le cas présent, Le nombre

de tests théoriques est inférieur A ceux de la méthode précédente, et elle devrait
donc & priori 8tre meilleure, En fait; ce nlest pas certain, car les calculs d'in-

dices sont longs et compliqdéa, car ils font intervenir l'opérateur

i+
2

"8°) Méthode d'inter-classement de Von Neumann

Elle est au moins aussi rapide que la méthode de
Monsieur Hibbard, et, de plus, contrairement a celle-ci, ses performances
sont améliorées lorsque la suite SI est déja un peu arrangée. Toutefois, elle
présente l'inconvénient de nécessiter n mémoires auxiliaires pour trier n
nombres, de sorte que, pour n suffisamment grand, il faudra avoir recours
aux organes annexes de stockage, et cela ralentit beaucoup le processus de tri,

9°) Méthode utilisant une pile simple, dans laquelle l'ordre

de sortie est l'ordre de tri

Cette méthode est lente et utilise n mémoires auxiliaires,
Le temps de tri diminue trés peu lorsque la suite est plus ou moins arrangée,
de sorte que 1' utilisation de cette méthode. est & déconseiller,

10 °) Méthode utilisant une pile simple dans laquelle l'ordre

d'entrée est l'ordre de tri

Elle est beaucoup plus intéressante que la précédente,
bien qu'elle utilise également n mémoires auxiliaires, En effet, ses résultats
sont bien meilleurs lorsque la suite SI est d€ji un peu arrangée., De plus, elle
permet d'obtenir de nombreuses sous-suites ordonnées, et les résultats pour-
ront @tre treés bons en combinant cette méthode avec une méthode d'inter

classement telle que celle exposée au chapitre IV §III,
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Néanmoisn le nombre important de mémoires occupées
par le Iprogramme correspondant (c'est le programme le plus volumineux de
tous ceux qui ont été essayés), est un obstacle 3 une telle conception de 1'usage
de cette méthode, car le nombre de mémoires utilisables se trouve tres i"éduit.

Tous ces résultats se trouvent résumés dans le tableau
ci s joint;

En conclusion, nous pouvons dire que la méthode d'inter
classement de Von Neumann sera intéressante chaque fois que le nombre de
mémoires disponibles sera suffisant, Si ce n'est pas. le cas, nous pourrons
alors envfsager 1'utilisation de la méthode de T, N, Hibbard, ou, & la rigueur,
celle de Shell; Finalement, lorsque nous aurons de sérieuses raisons de penser
que la suite initiale est plus ou moins triée, nous pourrons avoir recours 2 la

méthode d'insertion;

Programme n° 1

SUBLE

TATL
BTES 1

BSUI 4
B8C oMU

CTES
i1CcoLu
COR D
CORD
CORD
BTES
CORD

NG DN>UN

Méthode de Bubble

TO
A A
TR
ED
TD
£ 0
TO
ED
TO
ED
TO
ED
TD
FD
AN
TO
E B
R A
AA
TR
ED
sB
R A
A A
TR
BB
sB
S A
AN
R A
S A
AN
R A
S A
T
RA

TD
TD
S A

UHHOOOGCZDOOO-F‘MUD:-H—‘OODH.—‘Q—‘HHHHH”H—"HHOD“'

RAD

rRURBS
CTES
BTES
BTES
BAIL

CORD
RORD
e 0RO
PRORD
CORD
RORD
CORD
BORD
PATL

A

All
oORD
& @il=
ORD
ORD
ORD
ORD
coL
aRrRD
ORD
PORD
B TE'S
HORD

BET.ES

BETES
1COL
B TIE &
AODO

000
AOOQOQ
AOCC
AOQO

999
AOCOO

~-N N O

BPAUQNNPR &

= NMM g UWANAN

—

NYOr PN~ =,NON

es1

BORD1
BORDZ2
gaCc oMU
BRORD 4
BORD3

sBUBS O

831
TAT1
000
BSUI 4
saCcCOoOMU
BTES1
9999
TAIL




Programme n° 2

SHELL

SHEL 1

IJ

mun-H-
ccmzg
b= ) >
N Z

TAIM
TAT

coL s
coL 5
SAL

RAIM
JPLU1

OON+=>» OO0

Méthode de Shell

TO 1
TRD
TD 1
RAD
DRR
DAG
TRD
A NN
RS D
AAD
TRD
EDI
TD 1
RAD
AAD
EDI
SBF
EDI
SBF
AAD
EO!
S8F
ED1
sB8F
TD1I
ANG
ED I
RAD
SAD
SAD
ANG
AAD
TRD
EDI
SBF
AAD
EDI
SBF
EDI
SRBRF
TOD I
TD I
[SNe]
o
Q0
SAD
RAD
RAD
AAD
TRD
RS D
AAD
ANG

SHL S

2CcOoL
[s e Xe]
M

<
m

mTMmomme
X

- C o

[ccs

AATDXTAAPOLCOINPAPH40L0ZIA00OO0OP>P T ZLT~I I
X

e B R R B - S R S QR SO I T

o}
@ 2

>
O00QCoO
OO00O0

@
o
= e N=0O0O0

(o]
us

N =
I'ICOI"]O!'IOOOOOOO>>J>J>ﬂ'l)>l>>(ﬂ‘U(D!'1)>HJ>'-*>—!J>IJI"1>—{)>(DOI

A

QC
e}

SHie 1

Q

SHELY

SSRGS ©

1y

RAIM
S Al
JPLU1
TAI

n T
cCr
—
N =X

00N
(oo N6}
T'ES'T
TRANS

Programme n° 3

: Méthode d'insertion

INSER

[}

—
—
[0}
N =

TES TS

ocuTr

=f 2
UN
IC1
1Cce
1IC53
ICa4

e a
TRG
AAG
TO 1
SAG
TRG
RAD
ED I
SHBF
AAD
TROD
£E01
SBF
RAD
SAD
ANG
TD I
ANG
RAD
ED1
sB 1
ED 1
RAD
SAD
ANG
RAD
ED L
SRBF
SAD
TROD
RAD
ED 1
18
SAD
Qo0
RAD
SAD
RIS
[oNe)

I1SORT
NINSR
1 &4
ORD1
U N
TEST 1
ORD 1
Icz
oORD2
UN
ORD1
1c3
ORD?3
TESTI
ORD1
ISORT
Al
ORD3
I1Ca4
ORD?D3
ORD 4
Al
ORDZ2
o2
oul
ORDZ2
ORDD3
ORD3
U N
ORDZ2
Al
Al
AQQOO1
AOOOZ2
0001
AQOQ0O1
(o eoRONs]
0000
[eXoRaN ]

01

ORD1
oORrRDZ2

ORI 4

ORDZ2

=]
11852
00
1151
Irrsz
TEST3
B1




=l =
14 AAD 10
AAD U1
Programme n® 4 : Premitre méthode des piles : ordre de tri = ordre ANG B2
de sortie de la pile, RAD ORDZ2
) AAD UN
TRD ORDZ2
EDI1 NENT
SBF NENT B 1
ENTRE SAD F
P11 TD 1 P130R ANN P2
TRG CNK RAD NENT
AAG CsSTFE sAaD ED
TRG TRANF AN N F13SOR
RAD Cs RAD C10
TD 1 ORDS8 ED1 N=NT
AAD CNK SBI ORD11 8001
TRD C18 110 EDI C11
EDI Co9 ! sB8F oROD11 8001
TDL ORDS9 L Al : SUIT1 TDI POOOL
INIT RAD cCc18 PFO POOO1!1 sSUIT2
SAD ORDS | SUIT2 RAD ORD7Y
ANG DEBUT ORDSB SAD UN
18 AAD B ORDO9 | . TRO ORD7
19 RAD ORDS | RAD ORDZ2
AAD UN SAD UN
TRD ORDB® TRD ORDR2
EDI ORDS EDI NENT
SBF ORDGQY INIT SBF NENT
DEBUT EDI F TRANF | RAD ORDI1 1
IF EDI D . AAD UN
TOI UOOO1 EDI ORD?3
RAD CNK SBF ORODD3
AAD C7 | EDI ORDS
TRD ORD?7Y | SRF ORDS B0OO1
EDI C1 c2 TDI E0001 12
TDI ORD1 | c3 TRO UDOO1 B2
= B (I c2 i C 4 RS D 0000 1 4
TR I ORDZ2 cs RAD 000 15
EDI C3 i c7 TDI EOQOQO03 sulTi
TO!l ORD3 | csa RAD UOOQ2 18
EDI ED. co TRD UOOO2 19
TOI NENT c10 o) 110
£ED1 UOoOO0O1 | c11 ED I 00C0 ORD7Y
TD I U I 81 D 8a 9999 9999
B EDI ORDD3 oRrNDZ2 | : F 99 9999 9999
12 RAD Ul | CsSTF TDI uoo02 IF
AAD 1O ORDD3 £ 0D RAD EOO0OO01 SUIT
J B2 RAD ORDD3 8 80 o0
AAD UN UnN 00 c001 000
TRD ORD?3 I 10 10 00
EDI Cs5 |
SBF ORDS ORDS |
15 SO HUIT ENTRE
HUIT TD1 Ut NENT
SUIT EDI Ca4
SBF ORDG4 8001
)




Programme n°® 5

Tri par pile : l'ordre d'entrée est l'ordre de tri.

1F

12

-
S

NON1

I5

NONZ2

TD 1
TRG
AAG
TRG
TROD
ED
ED
TD
€D
TD
ED
TO
ED
TOD
ED
TOD
€0
TO
RA
AA
TR
£O
S B
TD
TO
AN

AA
TR
ED
sSB
R A
s A
AN
gD
R A
s A
TR
ED
s8
RA
A A

UO0M—~00U~ZJ0 M- 00T~ T 03T+, oreovt et e e e e e

RAD
EDI
SsB1I
RAD
ED1
sB I

P28
CNK
csT
TRA
POO

Uuoo
cli
ORD

E'0,C
c2
ORD
c' 5
ORD
C a4
ORD
ORD
UN
ORD
c3
ORD
Ul
Ed

ORD
UnN
ORD
ORD
ORD
Ul

EJ
ORD
UN
ORD
ORD
ORD
ORrRD
UN
ORD
ce6
ORD
ORD
c7
ORD
ORD

oOR

NF
01

o1

o3

NN

[P V] N

U

N

TRANF

DEB

cRD1

ORD?3
ORDA4

NON1

ORD1

NONZ2
ORDS

ORD3

-

[ 5

NMzZ—-COMOMOOCOO0OOQ

NS WNEN -

N3

TF

EDI
RAD
SAD
TROD
RAD
TO 1
ANN
RAD
AAD
TROD
"\AD
SAD
ANN
ED I
TD I
RAD
SAD
130 1

M@ L
89
o2
TOD 1
(e}l
ART

E 2
ORDG6
UN

ORDG
E00CO1

ORD?7
UN
ORD?7
EQOO3

DE&2
Uuooo1
EQ001

Q000
EOOO1
S0001

EO0OO0O
99
999
uUuooo
coo
111

=, NOON

ORD?7

ORDG6

NOND

P2S0OR
ORDZ2

P OTMTOONNSOOS VN
= 0
=0

=g e

999
999



Programme n°® 5 bis : Méthode de tri par pile : ordre de tri est l'ordre

P29

ALORS
IF

RUIT

DANN
SULT

N ON

ENSU I

d'entrée dans la pile,

TO 1
TRG
AAG
TR
R A
AA
g
AA
ED
sR
€D
sa
RA
AA
TR
ED
sB
ED
s8
ED
TD
ED
ED
TD
ED
TOD
ED
sD
ED
TD
ED
D
E£D
TD
ED
AN
TOD

[olN"

T

wWmmaupo
>@mCrm
D"'I»—‘DO—AQu—4»—-t-‘---»-q»—cp—»»«Hw'—oH—tHHTI»—«TIHOUD“’]H"'I'—‘OOOD

m D~
g >» x o3
~ 00

sB1
EDI
ED1
TO 1
RSD
TRD
RAD
ED I
SBF
EDI
SBF

H—403"1—133(17!"1'—*1]:01"1'0'0DC—{'\DOOCHI-!ﬂ«’DC‘ﬂUmU—|O—~|OZOO—40:UOHWI

P2so
CNK
cTo2
Toe2
CNK
CEL 1
LImM
coL
R AN
ANG
sTF
RAN
N K
NE U
EUF
TRA
RAF
TES
ST

co

N O M

[eRe]
oL
ST
ST
1T
oL

D1
oL
ST
00
NG
ao
co
™
N G
NG
oL
IM

N G
FE

D>Cro>»>ro00>»0MOT»ZO0CMMOO0

Q
O
i~

R

mopuomzx

-

7

@ 4w

-

MamMMmMe = MmN L

am

TODZ2
TRANF

NEUF

COMUN
NON

NEUF

TRFER

8001

COoOMUN

SUI3

B 1

PROGI

TEST?3

TESTA4

85

TESTS

SVUITe@E

BC L&
SUIL T4

NON 4

momzT 4
cCrDo»Q0

ED

>0 A4M4
>»>» 000

-
x
MuO0MmI M= JU0D00U00M=000 NI I000Z03« Me00U00 =003 =0 00— m ee e < O

>~ —42>»20M
ZO0zxT>»>»0
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£0
sB
TO
R A
S A

R A
AN
RA
SA
TR
E0
s8
ED
RA
S A
TR
ER
s8
RA
AA
TR
RA
A A
TR
R A
ED
sB
RA
&0
s8
R A
ED
S8

Ul
ORD1
C4
ORD 4

c2
ORDRZ2
c3
ORD3
c7
CNK
ORD?7
LT,
ORD1
U N
ORD1

TEST
ORDZ2
1coL
ORDZ2
ORD3
ORD3

Mmoo Cm

(GRS}

o7
oL
D7
E <

D2
oL
RD2
RD3
RD3
RO 7
coL
RO 7
RD 4

OBLCM-4DBOT

RD 4
RD3

OQ0CO0O0OrRrO2020FPOMAOQO» O

ORDS
ORD?7
cs
ORDB8&
ORD 4
c6

ORDGE

TRAFD

B i
oRrRDZ2

8002
ORD3

N ON4
OCRD7
ORD4

TEJ

BCLE
ORD1

ORDS
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Programme n°® 5ter : Méthode de tri par piles : l'ordre de tri est

SUITsS TDI EJ ORDS l'ordre d'entrée dans la pile
TEST6 ANG TEST7 Nombre de mémoires occupées : 226,

RAD ORDS

SAD 1CcOoL S : P2gB 1 TOD I P2SOR

TROD ORDS | TRG CNK

EDL CTEJP 2 AAG CTDZ

SBF T=zue ‘ TRG TDR2

ED B J TEJP RAD CSTF
1FpP RAD ORDS AAD CNK

SAD 1coL S TRD UOM

TRD ORDS 8002 AAD 1COLSB
TEST7 TDI FK TRO - TRANF

RAD 8001 EDI CUON

SAD D2 TD!I UON

ANN TESTS : RAD CNK

EDI FK oRDG - AAD CSF3
1F6 RAD ORDS TRD SF3

AAD 1GOLS ED! CFINS

TRD ORDS8 SBF FINS

RAD ORDSG EDI CTRAF

AAD UN SBF TRAFD3

TRD ORDSG ORDS . EDI CTRF
ENFIN SAD F SBF TRF3

ANN H4 EDI CRANG

RAD UN TDI RANGE

ANG B4 e2S50R EDI D2 TD2
CTEJ TDI EQ0O02 SUITO ALORS EDI F TRANF
oy, SAD EQQQ2 TESTS I F TDI UOOO1 TRF3
&2 TDL EQOO02 PROGI INITE EDI D2
c B AAD EO0O02 TESTS TO! TEST B 4
C 4 TO 1 0000 sSUIT4 F 99 9999 09999
CINIT EDI 0000 CAOMUN | D2 88 9999 9999
gcoL 1 (o%o) s . CRANG TDI EOOO01 TPFO
SUI o0 0000 ENSUTI CUON 00 uUooo2 000
i RSD UQOOZ2 TUI CFINYS RAD 00006 sUITO9
tcoLs oo 0001 000 CTRAF TDI 0000 sUIT2
acolL 1 oo a _ 8 CTRF TO 1 0000 INITSB
F 99 9599 9999 CSF3 RAD EOOO3 ELIME
P2S0R ART 1234 1234 CSTF TDI UoOOO1 IF
CNK 0o 0016 000 1coLs 0.0 0001 oon
D1 89 9999 9999 CELIM SAD 0000 TESTR2
CSTF TD1 Uoooz2 I1F cTD2 TOI EOOO5 ALORS
CELIM SAD UOOO1 DANN P2SOR ART 1234 1234
CNEUF RAD FO0OOOO ELIME C NK a0 0256 000
CRANG TDI UODo0Oo2 SUIT S €01 TEST
crTo2 TDI EO0O0QO2 ALORS SDo HUILT “NEUF
CTRAF TDI! EQOCO sSUI3Z HUIT RAD UON
CTEST RAD E0OO0O ENFIN EDI CEZLIM
cs TD I 0000 1F6 SBF ELIME
D2 ‘a8 999 P ED!I 1CcOLS
CTEJP TDI 0000 IFP TO 1, UN
cea SAD 0oooo TESTE RAD CUONP
cs RAD 0000 SUITS , EDI CORD

{ SBF ORD
ED1 F

{ o S TR el = a1 SF 3
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cm
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0000000

o w

£ST
PFO

ONZ2

ORD
ORD
QRD
ORD
uom™
UON
TFE

U

ROG

2

o

= NG

TTU

RAD
ENB
SBF
RS D
TRO
RAD
ED1
sSB8F
B D i
TDI
ANG
TO I
PFO
RAD
AAD
TRD
RAD
AAD
TRD
TO I
RAD
SAD
EDI
sSB
ED
RA
gD
sa
ED
sB
RA
ED
sB
ED
sB
AA
TD
kS
TOD

i
ED
sB
R A
AA
TR
ED
ED

= 000 M= ~«00 =T =0T =TT T N T

AAD
TRD
EO 1
SBF
ED1I
RAD

DH4H0Oo0QO0CeMOC
C
(o]
<

cmcmCmMmar D
Z

»,O00OTMO0OO0OAHO
py
]}
~

MmMmMmuyumIam amx

= m

N

U

(ool oNe]

SF3
NONZ2

SF3

TRFER
ORD

TEST 4
PROGI
TUlI

SuUIT1

REINTI

TRAFD3

ORDZ2
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—

ESTA4

SUIL T3

SUITa4

CORDA4
CTE J
D1
CTO1
cCoRrRD7

NONS

S B

T = U TN~ Me~CNM—=3TJ0

UN
ORD 1
UI

ORD 7
1coL
ORD 7
CTEJ
TEJ
EJ
ORDZ2
1coL
ORD?Z2
ORD3
ORD??
ORD 7
1oL
ORD 7
o000
000
999
000
E0O0O
ORD 4
UN
ORD &
ORD3
CORD
ORDS
ORD7
CORD
ORDS
CTEJ
TEuP
ORD 4
CORD
ORDGE

uo Yoo

8002
ORD3
81

NONS
ORD 7
ORD4

TEJ

ORD1

UIT4
wd T
9999

mm

- @
-

EST7

ORDS5

= 1h3| =
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Programme n°® 6 : Méthode issue de celle de Von Neumann
SUITS TDI EJ ORDS
TEST6 ANG TFK 1
RAD ORDS | DEBUT EDI C3
SAID tcoL s | TDI ODRE?3
TRD ORDS | EDI C4
RAD Teup | TD! ODRE4 ODRES3
SAD 1coLs S5 TDI T2 . ODRE 4
EDI EJ 3002 S 4 TDI T1
TFK TO1 FK ANG oOUI
RAD 8001 ANN oul
SAD D2 RAD ODRES3
ANN FING EDI C5
RAD ORDSB SBF ODRES
AAD 1CcOLS AAD CST1
TRD ORDS EDI Cs
E01 TZJP sBF ODRE 6
SBF Teup EOI T1 ODRES
EDI Fk ORDG 185 EDI T2 ODRES6
SUIT6E RAD ORDSG6 ouiI RAD ODRES3
AAD UN AAD C2
THD ORDS ORDS TRD ODRE?3D
SUITY9 SAD F . RAD ODRE 4
ANN B4 AAD C2
EDI T=s8T TRD ODRE 4
S00 RHUITP NEUFP RS D 8001
HUITP RAD UuonN AAD cJ
EDI CFIN ANG D=8 ODRE3
S8F FIN cea oo ooo=2 000
EDI 1coLS5 €3 " RAD ADDOO1 1S3
TDI UN COMUN C a4 SAD A00Q002 1S4
NEUFP RAD UOM cs TO 1 0000 1S5
EDI CFIN c6 TO 1 oooo oOul
SBF FIN CJ SAD A1024 1S4
RSD 1coL>5 DERB RAG C2
TRD UN COMUN TOI 2Ki1
CTUJ TO I 0000 TES11 MUL CST2
CORD6 TDI 0000 sUITSE TRD 2Kz B 1
CORDB8 SAD 0000 TESTS B 1 RAD CAO
CORDS RAD 0000 SUITSH AAD 2K1
COMUN RAD RANGE EDI CsST3
Eel ©RUD SBF ORD3
SBF Tuvuu FIN AAD CST1
TES11 SAD F EDI CSTa4
ANN P2SOR SBF ORDA4% ORD 3
RAD TUuJ AlSa ANG OouUln1
AAD 1coLS ANN oOuUlz oOuUTIz1l
TRD Tuu oOuUIl1 RAD CNUJ
RAD FIN SAD 2K1
AAD UN SAD ORDGA4%
TRD FIN 8002 ANG O0OULl3
CTEJP TOD1 Q000 ORDGS RAD ORDD3
CFIN RAD 0000 TUJ AAD 2K?2

TRD ORD?3

RAD ORDG4

AAD 2K2

I TRD ORDGA4 ORD?3




SCUI3

ourz2

A T1S6E

CU 14

AIs 7

AIS10
B3

RA G
SAG
GNN
RA G
MU L
TRD
RAG
MU
'fr‘l
RAN
E'D 1
SBF
AAD
EDI
SBF
RAD
SAD
TRO
RAD
SAD
TRD
RAD
SAD
ANG

Om®n e
ToOo»>»z
oz

0> 1
>»Zr 0

wm
]
"'U"""—‘UHT]'-*UZDDTIHD

n
o1]
O =TT

2K2
CNK

2K 1
CsT2
2K 1
2K @
cCeT2
ZK2
T

-~y

csT
ORD
csT
cCsT
ORD
ORD
csT
ORD
ORD
csT
ORD

OO\'—‘O}U]"‘U‘IG)O\'-“JIU!-*

ORD4
oK1

ORDS
T1

80
ORD
B2

ORD
csT
ORD 7

g o

~N 0

cCsT
ORD
ORD

@0

ORD
csT
ORD
csT
T1

gl O

ORDGS
CsT1
ORDY

PFO

41

ORDS

Al1IS7

ORD?7Y

ORrRDS8

8001
B3

ORODGQO
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OOOOOOOOOOOOOOZ

I

ZZPH000000 00060

w
O

S11

MUN

TOD 1
SAD
ANG
RAD
SAD
ED I
SBF
B DE1
RAD
AAD
END T
SBF
RAG
SAG
GNN
AAD
ED I
SBF
ED I
RSO
o0
0o
RAD
SAD
ED L
TD I
TD 1
RAD
ED,.I
TOD 1
TD 1
[s¥e]
SAD
[sle]

ORD
CsT
egT
ORD
T2
ORDS3
2K 1

ORDS9
T2

800
ORDS9
B3

ORD Q9
CsT1
ORD1

0

SRS

CsST1
[sNeNs}

[eNeRe}
000
[ eNe]
000
[eNsXe]
[eeNe]
000
[oNeNe]
[oNexe}
AOOO
A1 OZ2
AlOZ

MrOOOOOOOOOO

NON6

ORD1 1

COMUN

ORD12
COMUN

N

ORD
AIS
ORD
AIS
AIS
A LS
A IS
AIS
ORD

G2 gano s
=0

A TS 4
[eNeNs]
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Programme n° 7 - Sélection ordinaire

SELEE

TES T2

SC1
scez
SCc3
SC4
UN
A O

TO 1
TRG
SAG
AAG
TD 1
TRG
SAG
SAG
AAG
TRG
ED I
TO 1
RAD
ED!1!
SBF
TO 1
RAG
AAG
TRG
RAD
ANG
TD 1
RAD
E1D" I
SBF
ED 1
EDI
TD 1
RAG
SAG
ANG
ED1
RAD
SAD
ANG
RAD
AAD
TRD
ED I
SBF
SAD
ED1I
TD 1
TO 1
Go
Qo0

SSORT
NSELE
UN

S 1E 12
SoRD2Z2
SCNU
sSgz
UnN
SC1
SCNI
sca
SORODO 4
SORD2
SI@ 1
SORD1
AJ
SORD 1
UN
SORD1
AJ
TEST®Z2
Al
SORD 1
sSc3
SORD3
A

Al

AJ
SCNT
SORD1

Ad
SCNJ
SORD?2
SSORT
SORD2
U N
SORD2
SORD4
SORD 4
AO0OO 1
AOOQOC 1
AOO0OO 1
AODO1
co0o0t
AOQOOCO 1t

SORDZ
sB2

SORDI1

SORD3

TESTZ2

32
ORD 4

m w

Mmw|monnn
e o 0
PUNP

Qoo
AO0O0OO01
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HIMRAR

B3

TRAD

BE
T ES T
REGR J

IEGJ

CREGR
TESAJ
AFECUJ
TES AL
AFECTI
CTRAD
UNS

PROGTI

TD 1
TRD
ED1
TO 1
TD I
RAD
SAD
ANG
RAD
AAD
TD I
SAD
ED I
sBF
EDI
SBF
RAD
£D 1
SBF
ED I
saF
RS D
ANG
RAD
SAD
TRD
ED1
SBF
RAD
ED I
S8 1
RAG
SAG
GNN

[elfe}
AAD
TD I
SAD
TD 1
ED I

co
RAD
AAD
TRD
CED I
SBF
RAD
EDI

sB,I
RAG
SAG,

GNN

CTRAD

CTRAD
AFEC 1
AFEC I
TeEsA i
TESAL

AFECUJ

AFECJ
TESAJ
TESAJ

AFEG
TESAJ
UNS
TESAJ
AFECJ
AFECJ
CREGR
AFECTI
QCcnA
8001
AFECJ

000O0C
0000
coo0o0
0000
0000
ADOOO
0001
TESAL
UNS
TESAI
AFEC 1
AFEC I
CREGR
AFEC I
aca
8001
AFECJ
B8F

MODIK

8002

B8 E
TESAJ
REGRJ

1EGJY

B O
REGRJ
TEST
REGRJ
T IEST B
PROGI
TRAD
(e eNe]

JEGI

80
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T
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S

S
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O000-4d

=4
FBire
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Ul

UIN
UINP

OMUN

EUXS
GKNO
FKNO
AL1D
Ul

G C

o0

0D I K

DIE

DIH
G K
F K
GKOU
FKOU

RAD
ANG
RAD
ED I
SBF
ED I
€01
SBF
RAD
AAD
SAD
SAD
AN G
RAD
AAD
TRD
SAD
AAD
TRD
ED I
RAD
SAD
AAD
TRD
RAD
AAD
TRD
oo
TRD
TO I
TOD I
RAD
AAD
TRO
SAD
AAD
TRO
RAD
AAD
E0 1
SAD

TrD '

RAD
SAD
TRD

ANG'

ANN
AAD
TDO 1
SAD
AAD
TD1I
E® 1
ED1
TD 1
TRD

[}

AFEC

TESA

CALD

CAILD

D

N

1
ao0o0
800

Oul

CFKN
FKNO
CFKN
CGKN
GKNO

UNS
DEUX

UNSB

000
GOOO
FOOO

000

CFKO
FKou
CFKO
cCGKQO
GKOoOU

UNS
DEUX

K-
UNDB

HiIBgs
CFK

CFK
CGK

GOoOOoOO
FOoOO
Gooo
FQQOO

J
I

aooOnN ] Z002zZ0O

~CC—=C

(o elNe e

TESA
PROGI

CAID

FKNON
GKNON
COMUN
B8
000

SUINP
SUIN

FKOoOUI
GKOUI

COMUN

HRIBSO
8oo2

wmn-~+0
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Programme n’® ¢ - Interclasscment par la méthode de Von Neumann

NEUMA

INIT

BCLE

TEsT

TB

TRD
AAD
TD 1
TRD
ED 1
TOD1
ED I
TD1I
RAD
AAD
TROD
AAD
SADRD
TRD
£ED1
TD I
RAD

A A D

TRD
AA
ED
sB
S A
TR
AA
£0D
s 8
R A
S A
AN
R A
S A
AN
R A
ED
S B
R A
ED
s B
AN
RA
ED
SB
A A
TRO

O0M-=00MT—~0M=~0000030TMT~003T TM=0O

> 1
= (3
0]
Q

ZiA

IzXmM

N

[ B o i ) |
.

o) = Z 0
=

MAOMTIAMOOAMNMCOOXTOPP2>2>2ITO0OZIOQO>P»NIXCY»2>»OZZ
<
0]
Rl

> > @@ e

GV
oo 1
ADA
DAG

A DA
DAF

LOomMmuno

= 4
CH 1P
H1P
UNGS
H 1

INIT

BCLE

8001

G1




SUI1lP

SUIT1

FFGV

surIr2P

FVGF

FVGYV

ouI

RAD
AAD
TRD
RAD
AAD
TRO
RAD
AAD
TRD
RAD
ED1
SBF
AAD
TRD
RAD
E.D! I
SBF
AAD
TRD
RAD
SAD
ANG
RAD
SAD
ANG
RAD
EDI
SBF
AAD
TRD
RAD
EDI
SBF
AAD
TRO
RAD
SAD
ANG
RAD
AAD
TRO
RAD
TO I
AAD
TRD
SAD
SAD
ANG
EmT
T
EDI
TO 1
EDI
TD1

G4 1
UNS

CIOCOM
Z R 7 e

guaon

XN)N)OIIICIOIOCOOO"TOO'ﬂ'ﬂﬂICIOI"IC"}OﬂI
AR XPrCrZrZNIPrPrZNOPRCPrRr IR PR ZNIRRE ZN T

0C1

ZXN
X2

ERMU
AN1

PERMU
AN1L

_‘J
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PR

FFGV

BCLE

NON

INIT

OO0 0000000
T
>
O
>

RAD
AAD
S A
DA
A A
TR

ED
TD
ED
TD
RA
S A
ED
ED
TO

000~ =00~ =0000

AN1L

UNS
(e e Ne]
ANI1
NTRI
[eNeNe)
000
000
0oo
000
[eeNe)
[eNeNe;}
o000
00O
000
000
00
AOQOO

»

=R NOOOOCOOOO0OOM

NEUSO
FVGF
H2
SUIzP
H2P
SWilk 1 P
SADAG
TS T
H1
H1P
suUli
[eNeye]
000
000
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