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INTRODUCTION.

Une méthode classique de résolution des équations linéaires

aux dérivées partielles (équations de Laplace, de la chaleur ou

d'élasticité) consiste a4 chercher des solutions particuliéres

singuliéres dites sources et 4 en faire une sommation continue sous

la forme de "simple" ou “double couche". Cette méthode a été

employée en mathématique sous le nom de théorie du potentiel et

conduit, dans le cas de ]'équation de Laplace a déterminer la densité

de la couche par une équation intégrale. La mise en oeuvre numérique

de cette méthode a conduit a des résultats satisfaisants, car la

résolution de cette équation est aisée [ré fay 4g - La méme méthode

peut s'étendre au probléme de la chaleur et la premiére partie de ce

travail est consacrée a 1'étude de l'application numérique de la

méthode du potentiel dans un probléme évolutif de chaleur a deux

variables d'espace.

Cette méthode a été également développée par les physiciens

sous Te nom de méthode des sources et elle conduit dans certains cas

& la solution formelle du probléme posé, Nous nous sommes proposés

de l'appliquer 4 un probléme d‘élasticité dont on connait la solution

formelle mais qui conduit 4 des intégrales de calcul numérique

délicat. Nous avons ensuite étendu cette solution a des domaines

nouveaux en ajoutant a Ja solution initiale un terme correctif tenant

compte des limites.

La formulation théorique relative a la méthode du potentiel

utilisée dans la premiére partie pour résoudre un probléme plan du

type de la chaleur est anciénne [ref 2.4 |} Mais les intégrales qui

interviennent ont des noyaux singuliers et ce fait rend délicat leur



calcul numérigue, Aussi notre effort a-t-il essentiellement porté

sur la mise au point de techniques originales pour le calcul

numérique de ces quadratures, La méthode consiste a chercher d'tabord

une solution particuliére de valeur initiale donnée. Les densités

sont connues dans ce cas et 1‘on a une expression formelle de la

solution sous forme d‘une intégrale double singuliére. Pour

satisfaire les conditions au contour on superpose 4 la solution

précédente un terme dont l‘expression fait intervenir des sources

inconnues, La densité de ces sources est déterminée comme solution

d'une €quation intégrale qui est 4 la fois de Fredholm par rapport

aux variables d‘tespace et de Volterra par rapport au temps.

Dans la deuxiéme partie nous appliquerons la méthode des

sources a un probléme thermo-élastique ot elle permettra une étude

fine des zones voisines des singularités, Nous définirons d'abord

l'expression formelle de la solution dans Je cas d‘un domaine infini.

Une telle recherche associe la méthode des sources tant pour le

probléme thermique en permettant une étude approfondie du champ des

températures que pour 1]1‘étude des déformations é@élastiques en donnant

une représentation des contraintes, méme dans les régions out celles-ci

varient brusquement. Pour nous ramener ensuite a un domaine fini

rectangulaire et satisfaire les conditions au contour nous

récédante un terme correctif. Ce terme
©erposerons A la solution |

sera @crit sous la forme d'une somme de produits de polyndémes de

Tchebicheff,



PREMIERE PARTIE

I - Rappel de Ja méthode des sources

1,1, Intégrale de double couche sur la surface,

Soit un domaine D limité par le contour C régulier (sans

point anguleux) 3; on sait que [ réf's 1

— 4

ré
-kM

4(1) %,(4,t) + | e g(M') dM!
amt “4

t=
ut

représente la solution du probléme de la chaleur défini par

les deux conditions

ay,

2

= 7 (M,9) = 9(M) Wwe d
-kMM '2

“AELe noyau Gy (M,M‘',t) = ~ e est la fonction de Green

du domaine infini. Rappelons ses principales propriétés

[ret 22-20]

- Etant donné un nombre 4 arbitraire il est toujours possible

de trouver t( a» &) tel quelr = MM § 2 >

t <t(»,&)

entraine |G(M,M',t)}< €

Sam

- 31S yeprésente un domaine entourant Te puine m,

Tim f Goo (MaMS,t) aut = 1
toampO0

- Si f(M) est une fonction bornée et définie dans un domaine

D

lim j F(M') G_s(M,M',t) dM' = f(M)
t —» 0 ~

D



i Probléme de donnée initiale nulle

dn.
j

t

Posons | ,(M,t) = 2 J ie J Goo (M,P,t- &) pe (P.%) aP

ol Gy (M.P,t- &) représente la fonction de Green que nous

avons précédemment citée, On peut expliciter Ba et
j

écrire

t - kip ©
‘ q(t- S)

k roos ¥(3) ¥(M,t) = | dz | ———-", e (P,%) dP
2 a1 (t- 2)? P

0 c

7a >

W est l'angle des deux vecteurs (PM,n) 3; n étant la

normale intérieure 4 la surface au point mobile P.

x

M

wr

r= mp2 : distance du point fixe M au point mobile P du

contour C.

py(P,t) represente la densité inconnue des "doublets" que

l'on a répartis uniformément sur le contour C du domaine D.

Lorsque M tend vers un point Po du contour on sait que

Lréf 22.24 4

t -kr?

li : d s¥ ma (P,%) dPim z rco e——— : =

Mop, 7% | \ (eee
0 Cc

t -kr?
4(t-%)(Py st) ak | dt | neodar ze (P,&) 4P

0 c (t- %)

-_ —_ <= === == SSS



En écrivant que ‘%(P,t) est connue au contour et vaut

O(P,t) = h(P,t) - ,(P,t), nous obtenons pour définir

w(P,t) 1*@quation intégrale.

ft ake

V(P,,t) + 48 de — =0? Tr rcos ye (t-te P(P, &) dP =

0 Cc

8 (Py,t) = h(Po,t) - ¥1 (Po >t)

Notons que cette équation intégrale est simultanément

"@équation de Volterra" pour t et “équation de Fredholm" en

P, Elle est des plus singuliérespour t® tet Ps Po:

Si P(M,P) est solution de 1‘équation intégrale, Po (Mt)

définie par (3) représente la solution du probléme de la

chaleur, lui-méme défini par Jes trois conditions

a”

AP (Mt) = k —se-4 (M,t) Yen

(4) Po(M,0) = 0

?5(P.t) = §(P,t) WPEC contour de D

1,3,Superposition des solutions

Considérons maintenant le probléme général défini par

| a seom2) = k =P (M,t) YWmueo
t

(5) P(M,0) = g(M)

(P,t) = h(P,t) YPEC contour de D.

Pour résoudre (5) i1 suffira de superposer (Mt) défini

par (1) 4 @,(M,t) défini par (3), of jr7(P,t) est Ta

solution de



t ~kré

A(t-%

P (Post) + ete | de | reese To (Pp, &) dP =

0 C

5(Pp,t) = h(Py,t) - P)(PQ.t)

1 (Post) représente la valeur de ) (M.t) lorsque M vient en

Py sur le contour C,

I] _- Technigues numériques de résolution du probléme

2.1. Méthode de pas a pas

Afin de suivre 1‘évolution des températures nous cherchons

a représenter la répartition de ces températures dans D i

des instants T, 2T, 3T,...mT,... . Pour résoudre ce

probléme il suffit de pouvoir calculer la répartition 4a

l'instant T connaissant la répartition a l‘instant initial

zéro et les conditions aux limites et d'utiliser ce mode de

calcul comme technique de pas 4 pas en prenant successive-

ment T, 2T, 37 ... comme instants initiaux. Nous chercherons

donc &(M,t + T) sous la forme A (M,t + T) + fo(M,t + T),

t, valant successivement 0, T, 2T, .., mT, ... . Une

conséquence de ce changement de notation est qu'il nous

faudra remplacer Ja variable t du paragraphe précédent par

t +@(@variable), éventuellement par t + s, lorsque le

temps "“s" est variable d‘intégration.

(My t + T), définie par (1), devient

-kr?

4 (M,t + 7) = ——“*__ { et(t + T) gm) am
4Aw(t + T)

D

ou g(M) est une fonction donnée. (Mt + T) nécessitera le

calcul d‘intégrales doubles “pseudo-singuliéres", cotiteuses



amen e ~~

2 dela

a calculer par les techniques classiques et qui nécessiteront

la mise au point de méthodes particuliéres (premiére partie

de ce chapitre),

Nous aurons besoin de calculer :

- ¥,

ultérieur de la solution compléte,

(M,t + T) aux points intérieurs a D, ceci pour Je calcul

= (Mat +2) aux points du contour C, pour différentes

valeurs @, ceci afin de calculer le second membre de 1‘'équatic

intégrale, qui devient compte tenu du remplacement de t par

t+ e¢l(ou t +A)

& 2
akr

(Post sey 4 ok isfe HEED veosy eine os d
4n 0 (*- s)

= h(Pp,t +) - Pi (Py,t +)

Le calcul de 4, (Mt + T), en particulier la résolution de

l'équation intégrale (6) et la détermination de la densité

yy (P, t + s) présente de nouvelles difficultés numériques

qui font Ttobjet de la seconde partie de ce chapitre.

Calcul de l'intégrale de double couche

2,2,1, Décomposition en intégrales simples.

I] stagit de calculer numériquement des intégrales du type

-kr?

Py (M,t) = K \ e TE g(mty) amt,
Ant

D
-k 2 2

; , ((x =)" + (y -B)")
Le"noyau exponentiel"peut s‘écrire e
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en désignant par («, A) les coordonnées cartésiennes du point

fixe M et en désignant par (x,y) celles du point courant M'.

On peut écrire

x a f(x)n k 2 2 -k 2
—(x- &) —re-(y- B)UP (M,t) = e tt dx e *t P g(xsy)d:

4wt

XQ F(x)

Xq et x, désignent les valeurs des bornes en x du domaine D,

F1(x) et Fo(X)> celles des bornes en y pour une valeur x de

l'abscisse entre x, et x.,
0 n

L'intégrale double se décompose donc en deux intégrales simples

f(x) -k 2
2 (y- B)

yy efo oe PT ates) fy
Fa (x)

et

1 =k 2
- %

P(M,t) | e we) J, (x) dx
x

y = A +

2 2

+1 fy - f, +f
-k 2 1 1 2 2

Fo(x) - f4(x) “ae (a At a 8)
J1(x) = e

2

-]

fo - f fo +2 ] 2 ]
g(x, 3 rN + 5 ) dn



9.

En posant

fo(x) - F,(x) fy(x) + f9(X) Of
eso “fk = t o 2 kK 2 WV

+1

f ~f -(MA -8)% — fo-f f +f
J, (x) = Fla) = By feo e “TM ) g(x, So In, “21 da

=i

]
2

intégrale simple du type e — fe =) g*() ddr dontaN ]

nous verrons un mode de calcul dans le paragraphe suivant. De la

méme facon dans P) (Ms t) nous ferons le changement de variable

xX, 7 Xo X, + Xqg

a e + eee XQ & xs Ky eS >-1¢ - < 41

+1 x - X X. + X

Xn 7 XO ne
Y(M,t) = e

2

-]

X, = X Xx, + X
n 0 ni 0

J\(—z— + 3a) ¢P

V k(x - Xq) xX. + X
En posant a ee L | et Vs ( & - 1?) vk

ant 2 Vt

+] o 9

KX, - XK ‘ -( "O ~ X\ XY oo= Xn X + Xa
n 0 VU v9 n

f(t) = —ty—8 |e Jy (By 9 te) 4

(Mt) se réduit aussi au calcul d'une intégrale simple du type

précédent,



10.

+]

2.2.2, Intégrales du type I = j
=1

2
- -v

e m* g(x) dx,

~(Mx -)?
La fonction e est "pseudo-singuliére" dés que

2

devient grand : dans ce cas en (UX - 8)" ost tras petit sauf au

voisinage immédiat de Ja valeur x = a valeur pour Jaquelle la

fonction est égale 4 un, Une telle fonction ayant j‘allure de la

figure ci-dessous, est difficile 4 approcher par un polynéme de

degré raisonnable, Pour alléger les calculs nous serons alors

conduits 4 approcher la seule fonction d(x), laissant au noyau
2

e (tx - 8) son @écriture mathématique stricte,

|

Pour pouvoir approcher g(x) avec une qualité et une stabilité

satisfaisantes, nous ]‘interpolerons dans une base de Tchebicheff

{réf 17,21,11 ]- Nous sommes alors conduits au calcul d'intégrales

de la forme

+

4 = |

2.2.3, Intégrales I, = \ TA (%) e

1 2

a VO Tx) ax.

1



om ——— Tl.

2.2,3.], Formule de Récurrence

Nous calculons les r par récurrence, Le changement x = cos 8

transforme T(x) en cos néet
a

n 2 2
I, en | e (1 60SO- B)” cos nade = | ev (Yoos®-*)

0 0

sin(n + 1) © ~ sin(n - 1646 |

2

mat

Posons J, = { sin nO dO, Ona 2I, = Jnat 7 Jned
0

Intégrons Ji, par parties

2 2 w

(-1)7 ev (UF) 4 o(1-®) sung
Jn = + 44 cos n® cos® sin®

n 
n

0

2 n 2e (Lcos®-¥)" gg _ 2U¥ | e7 ( cpSlO'= Tyas nO sind cé
n

0

On remarque que

2, inet + Ini 24 v n “(t+¥)? “(U-¥)
rn an i

En @crivant Jina Ct J,.] 4 partir de la formule précédente et

en remplacant Jn] - Jd par 21, on obtient sur I, la
n-]

formule de récurrence suivante



2...

A cette formule on associe les termes initiaux Iy> I,> Io I,

définis par :

| +] ~(mx -¥)? +] ~( x - x2

Ig = | Ty{x) e dx = | e dx

| -] =]

| #1 2 “l 2
| “(4x -¥) “(qx -)

I, = | T, (x) e dx = xe dx
2 =]

+1 +1 2

i, | T(x) ¢ CYR BE Oe | (2x° - 1) e 1% dx =
=1 =

+] + 9

= 2 | x2 e OU dx - Ig
-]

+] 9 +] x 2

= - W = =

I, = | T3(x) e OU dx = ( (4x? - 3x) e OU dx =
-4 J,

+]

-(yx -¥)?
= 4 x? e dx - 31,



Calcul de Iy : Faisons le changement de yariable 4= (y x - 8)

“(4+ ¥)

X 22

Rappelons que 2 \ e du = ERF(x) {Fonction Erreur - réfl,
ww

0

1 2 Ve (ERF("- 8) + ERF( M+ ¥))
0 24

Calcul de I, : Le méme changement de variable que précédemment

nous donne

Uv b “- 8

=! “s v =il2
Ty = 2 ue du + qo e du.

-(W+¥) -(Q+¥)

“(me w)e -(q- 0)?
I, = &£ == +

24°

I
S
X 0

Calcul de I, et I, Nous le ferons par une récurrence sur 1es

+] 2

, “(YX - 8) n . .
intégrales Jy, = e x dx, gui s'intégrent par

-}

parties

(yew)? (yes)? 1. - 7 +0 2 _ _ 2
5 -2 \ + (-1)" e t A ey ynt2 4 (x v)
n n+ 1 n+ ]

-]

+]
—_ x -

26 yntl (4 ve
n+ 1



Ce qui se transforme pour donner

2 w 2

be My eT | eT rh OU,
n+2 y n+] 5 n2 n 9 1°

avec Jo = Ty et J; = T, déja calculés.

Nous aurons ainsi I, par I, = 205 - Jogi et [13 = 403 - 3d,

2.2.3.2. Stabilité de la formule de récurrence vis a vis des

erreurs de chute,

La formule de récurrence é6établie n'est pas partout stable du

point de vue numérigue, Nous ne connaissons pas de technique

mathématique rigoureuse qui permette d'étudier la stabilité

d'une forme non linéaire de récurrence, Aussi avons nous dé

en référer a4 l'expérience : nous avons constaté que

lSinstabilité des résultats varie avec la grandeur dem. Si

1 ¢€1 et Yo Via divergence des résuitats est trop rapide pour

que l'on puisse utiliser cette méthode. Si > 1 la formule

est stable jusqu'a des rangs m d‘'autant plus élevés que W est

grand. D'une maniére générale ja précision du calcul des

intégrales simples I, sera suffisante avec une valeur de WN de

l'ordre de 10 a 15,

Voici quelques résultats concernant les calculs des 1,

Successifs. Nous les avons comparés avec le calcul de I,

[réf. 17) par la méthode qui utilise l'interpolation de tout

le noyau f(x) = e7(L% -¥) T, (x). Cette technique nécessite

l'emploi de polynémes de degré élevé atteignant 150. Elle est

valable mais extrémement cotiteuse.



2.2.3,3, Résultats numériques

1 w n IT) par récurrence I, par interpolation |

numérique directe

0,05 | 0.05 ] 1.9933 71,9933

2 -0,0033 ~9.0033
3 -0.6653 -0.6653
4 -0,0025 -0,.0019

5 -0.1416 =). 1326

6 -1.7 -0.0004

| 5 6 1 0.027880 0.027880
2 0.026099 0.026099
3 0.021157 0.021157
4 0.014139 0,014139
5 0,006484 0.006484
6 -~0,000414 -0,000414
7 -0.005562 -0.005562
8 -0,008534 -0,008534

9 -0.009464 -0.009464
10 -0.008871 -0.00887]
11 -0,007421 -0.007421
12 -0,005722 -0.005723
13 -~0,004188 -0.004192

20 15 1 0.088622 0.088622

2 0.066467 0.066467
3 0.011299 0.011299

4 -~0.048853 -0.048853
5 -0.083745 -0.083745
6 -0.076412 -0.076412
7 -0.031576 -0.031576
8 +0.027283 +0.027283
9 +0.070411 0.070412

10 0.077073 0.077073
1] 0.045680 0.045680

16 -0.05175€ ~0.051756
2] -0,015833 -0.015833

23 -0.04332] -~0.04332]
25 +0,003610 +0.003610



he.

2.2.3,4. Conclusion

Paradoxalement Ja méthode de récurrence qui a priori devrait

étre valable dans tous les cas n'est utilisable que dans le

domaine o@ le noyau exponentiel e (YX 8) oct difficile
a approcher. Elle ne j‘est plus dans les cas o@ ce noyau est

tout a fait régulier. Nous utiliserons alors Ja méthode

+] 2

générale pour calculer I = f a (WX = %) f(x) dx, méthode
~] _¥\2

basée sur ]‘interpolation de tout le noyau f(x) = 7 4X") g(x)

Ltinterpolation se fait dans ces cas 1a (yw petit) avec une

bonne précision pour peu de points. Le programme utilisé dans

, +1 (wx - ¥)*la suite de ce travail calcule donc j e SM g(x) dx
=]

par la méthode classique (approximation de toute la fonction

a intégrer) lorsque 41 et par la méthode déyeloppée au

paragraphe 2,2,3 lorsque 4 >1. Les résultats suivants

montrent gue cette technique est suffisante.

g “ e n valeur exacte valeur approchée

g(x) = x 0.5 0.2 10 11092926 . 11092926

0.05] 0.02] 10 00133064 .00133080

0.1 ] 5 - 74067375 74067377

a(xjzet® 0.05} 1 |10 | ,73698576 . 73698579

0.5 ] 5 .86466472 -86466569

10 .86466472 -86466472



| 2.2.4. Résultats

| Voici quelques résultats de calcul de lT'intégrale de double

couche dans un domaine D elliptique

k ff. ~ gh (Cx &)? # (y- 6 )*) 5

ellipse

I = X,y) dx dy

Nous avons choisi pour g(x,y) la fonction

{cos Tx + £08 3RX) (cosmy + cos ery ) . Nous avons comparé

les résultats obtenus par la méthode évoluée que nous venons

d'exposer 4 ceux que nous fournit Ta technique classique

appliquée 4 chacune des intégrales simples résultant de la

décomposition de I: Cette derniére méthode est valable mais

nécessite un trés grand nombre de points.

Re

Nous noterons par Ny le nombre de points d'interpolation

nécessaires au calcul de I par Ja méthode Gyoluée, dans tout le

domaine ; par No le nombre de points correspondants pour la

méthode de comparaison.

k = 1.

t N1 | Méthode évoluée N2 Méthode classique

0,25 50 0.059928 1500 0.059908

60 0.059901

0.1 45 0.173417 1800 0.173416
50 0.173423

60 0.173468

0,05 50 0). 39 13 55 2000 0,311378

60 0.311375

=
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2,2.5. Choix du réseau

Nous avons vu au paragraphe 2] qu'il était nécessaire de calculer

Pi (Mst + T) aux points intérieurs au domaine qui servent a la

discrétisation de l‘intégrale afin de pouvoir obtenir

Y(m,t + 7) a ltinstant t + T et I‘utiliser comme "valeur

initiale" a4 ltinstant suivant. Ce sont les noeuds du quadrillage

nécessaire ad la discrétisation de l'intégrale double que nous

allons préciser. Nous l'avons décomposée en deux intégrales

simples : pour chaque valeur de x comprise entre Xo et Xn le

calcul de J, (x) nécessitera Jes valeurs de

rx. + fa) 2 Se V5; = 0, 1, 2,...n.
2 2

ou r; désigne la racine d'ordre i du polyndéme Thay ly)- Pour

chaque x nous devons connaitre en conséquence les valeurs de la

Fo(x) - . Fi(x) + f5(x) @

2 2

ne sont pas des valeurs équidistantes : dans la transformation qui

Fonction aux points y; =

raméne l'intervalle (Ff, (x), fo(x)) a l'intervalle (-1, +1) ce

sont les racines du polyn6éme de Tchebicheff d‘'ordre n. Dans

P(M,t) nous avons besoin des valeurs de

x, 7 XQ vy , int *o VV;

Jy(—5z—_ 8, + a) = 0, 1, 2, ,..m avec 8, = racine

d‘ordre i du polynéme THA): x peut prendre les valeurs Xs

X, 7 X Ke ote a :

définies par x, = n , 0 %, 4 2 5 0 Wi = 0, 1, 2,..-.m qui

correspondent 4 des valeurs non équidistantes entre Xy et xX,

telles que, dans la transformation qui raméne (XQ > Xn) a (-1, +1)

ce soient les racines de T X ys
m+1

En résumé, les valeurs de g(M') nécessaires au calcul de

l'intégrale de double couche sont donc les valeurs de g( Xa, vy)
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racines de Tay (0:

racines de Tha (Y):

Deux conceptions peuvent, 4 ce stade, &tre envisagées. On peut

- prendre toujours Je méme nombre de points sur chaque verticale,

gui simplifie la programmation maiS introduit des points qui

deviennent trés voisins lorsque (f5(x) = Fi(x)); longueur de

la

MIM. ; le rendre proportionnel, par exemple 4 cette longueur.

On

on

verticale MIM, devient trés petite (fig.1).

modifier le nombre de points en fonction de la ongueur

obtient alors un partage un peu plus régulier (fig.2) et

peut réduire je nombre de points sans réduire la qualité

de l'approximation.

*

*

7

5

>

y

3

jnan nr KR A nN
figure 1 figure 2

Resolution numérique de ]'équation intégrale,

La solution @(M,t + T) est obtenue en superposant 4 (Mt + T)

que nous venons d‘étudier une nouvelle fonction ‘fo (Mt + T)

définie par : 9
il kr

T-sMO(M st + T) - x ds | r cosy @ ————y [7 (P,t +s) aP.
(T - s)

0 c



——————y Nd (P,; t + s) représente Ja densité inconnue des doublets que

lton a répartis sur le contour C du domaine D, Elle est définie

par ]'équation intégrale (6)

kr

k v ~ C¥= sy
(Po, t +%) + ar fas | r cosye (ye se p(P,t + s) dP

- §

0 iG

= h(Pg, t +) - f (Po, t +) Pec.

Sous la forme précédente 1'équation intégrale se préte mal 4

une résolution numérique et i] est oréferable de la transformer.

Nous utiliserons pour cette transformation des méthodes déduites

de 1'étude du noyau au voisinage de la singularité s = Y, P =Po>

singularité qui n'empéche pas a l'intégrale d‘avoir un sens

[réf 22-24 J.

2.3.1, Etude du noyau : Contribution d'un petit domaine autour

du point P=P, et s = 7,

Soit le domaine D' défini par Yv- &, €s<v¥

Gq ~& <SK% + &

S désignant l'abscisse curviligne de Po.

Posons 9

v Got é, _ _kr

k att 8) 252
I(Po.t) = er ds r cos ¥ &TE= Sye d& r =PoP

& -E, So- €

Par suite de la régularité du contour C, il existe un

nombre A tel que 2258S Ven quand P_yP, (P et P,éC).
0 0r

2
On a alors Sot&> . _kr

a f 5. RCRR Ss)
J 1(P5.t) I i a ds r e ————) ds

0
Go-£0 (Y- s)



2).

Faisons le changement de yariable G= 6) +z = - Eq ze &

2 2

¥- § = KZ kz ¢u<+o
4u 4 €,

os as

az du

d€ds = = ~kz* dugz
32¢ 96
az au

+ E, +00

A -u_2 kze 16 uet |I(Py,t) < tae dz e 5 du dz
. 4u k°z

7 E, kze

TE, 9
+ + +&, _kz

A 2 ° -u A esoit II(Py,t)| < — | dz | e du = 7 e dz
af kze ~&

2 q £ 2

Posons vk z= V
2VE,

Vk &

2 VE

Ir(P,.t)I < 2AV E, eve dv = 2a Ve, (venr YKEZ)-
Vku WVk 2VE

“KK E>

2VE

. ~ VEEERF ( ))).

xX

ERF (x) désigne la fonction erreur
-ue

e du, fonction

- 69

rT

bornée par 1.

Jr(Py.t) | < SAE VE,en VEY soit li(p),t)| <B VE,
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}I1(M,t)| ————» 0 comme Ve, : la contribution d'un petit

domaine autour du point singulier P=Py, et s = Y dans le calcul

de l'intégrale 2

-kr

v= S ; E

| ds | rocosy e (we s)e dP tend vers zéro comme &).

0 c

Introduisons alors f(P,s) et regardons la contribution du domaine

D' dans le calcul de lV’ ingégrale
-_kr

its a(w- s
| ds | r cos ¥ @€ ———z— f(P,s) dP.

(V- s)
0 c

Supposons f(P,t) bornée dans D‘' par M(D').

Les calculs précédents entrainent que

v Got €, - kr?
| | ds | r cosy eAL¥= 8) £(p,s) oP] ¢B f& mM(0')
ve & Go - ® aa

Pour rendre la contribution d'un domaine D' aussi faible que

possible nous avons intérét a introduire une fonction f(P,s) qui,

sur D', reste aussi petite que possible. Un moyen simple est de

faire apparaitre 4 la place de f une fonction s’annulant en Po:

C'est ainsi que nous remplagons

Y _ kr

a
a. Yn

ec
=< = - . o +

ms
'

wn ~
Mm



“~~

2
kpar Jes | (p(P,t + s) -P(Po,t +1) a ee e ar eT dP

=. S

0 c

Remarquons de plus que négliger un petit domaine au voisinage

de la singularité @quivaut dans un traitement numérique 4

rendre égale 4 zéro Ja valeur du noyau 4 la singularité. Dans

les calculs de discrétisation ultérieurs nous poserons donc

re

(jr(P,t + s) - p(Po,t +%)) ricos® . “P= ) - 0
(ws)? =k

pzPy

2,3.2. Transformation de ]'équation intégrale.

Compte tenu des remarques précédentes, nous mettrons 1 ‘équation

intégrale sous la forme

pe

k ve: FeRTS)Ph (Pg,t +) + aye | ds JircPose +7) wean?” dP
0 iC}

~ . kr@

+ _ ds | (P(P,t + s) ~P(Pg,t +%)) f COE e “es dp
w ) (vy - -s)?

0 c

=h(Po,t +P) - YP (Py,t +)

is kre ap
k rcosv .° (zs)

Posons Ly, = ds (P,,t +) ——~ se1 ta | lp 0 (v-s)2
0 c

¥ kr?
k a AUY=S) ap= (Py ,t +%) ds | r cos We .

= TH PlPo 22 (¥-8)2
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Malgré sa singularité l'intégrale est absolument convergente.

Nous permutons les signes d'intégration et écrivons

as kr?
& (P,,t +7) ~

Ly = PtP get + r cos ¥ dP a A(T-s) ge =
411 Cc 0 (y-s)?

Q ’ : kre v
(Past 4+ _

- Sot Se rcos¥|- ae 40s) dP
4yt c kr 0

2
kr

(Post +) cos - gan. _ ¥Soit Ly = P = e 47 dP.

Cc

Cette expression se préte encore mal au traitement numérique

car l'exponentielle est “Pseudo singul tere’ lorsque r est

voisin de zéro. En effet e- ad est petit si West petit

sauf au voisinage immédiat de r= 0 of la fonction égale

l'unité. En utilisant un procédé analogue au précédent nous

écrirons

(P,,t +”) _ kr? (P,,t +%¥)2 >

L, =p — SSE fe 4r-1]dp +p —2__| £2s¥ dp
] a . w r

c

; _—
en isolant l'intégrale singuliére j <V=¥ dP dont nous

r
c

connaissons la valeur stricte [ref 26 ‘| égale a

27% si M est intérieur a D

0 si M est extérieur a D

yw si M est sur C, cas gui nous intéresse.



(Cette intégrale représente l'angle sous JTequel on voit C

depuis M). D'oa la forme définitive de Ly

2(Pot +) | cos ¥ _ kr
= ele ee a_i yy -! dP + P t vy1 7 : (e ) PP, t+)

kr@
- @¥ -1) est réguliére et le calculLa fonction SOs, (e

r

numérique de ]‘intégrale ne présente plus de difficulté.

La forme définitive de l]'équation intégrale (6) est alors

2
Payt 

k

c

" akre
oor+ | ds | (P(P,t+s) - P(Py,t+)) con The (v -s) ‘~

: F (v¥- s)

= h (Post +) - *, (Py, t +)

2.3.3. Discrétisation du probléme

Pour résoudre numériquement l]'équation intégrale (7) nous

procédons par une double discrétisation dans ]'espace et dans

le temps. Nous obtiendrons alors une @équation de la forme

fic* (P>Y)I Lp ]= f (P,¥) oW te vecteur Ly contient zmn

inconnues pr (P., t + Vp) pour i= 0, 1, 2, ... 2m-T et

€ = 1, 2, ... n (ces notations seront précisées ultérieurement).

Il nous faudra donc @écrire 2mn é6quations. Pour cela nous rempla-

cerons dans 1]*équation discrétisée Je point courant P et le

temps ¥ , respectivement par des points P. et des valeurs vy

déja utilisées dans la discrétisation.



2.3.3.1. Discrétisation sur le contour

On choisit sur le contour C du domaine un certain nombre de

points P (j = 0, 1, 2,..-.ém-1) correspondant a des valeurs de

l'angle polaire © réguliérement espacées.

Comme nous avons une intégrale de fonction périodique [réf 17 ‘|

nous remplacons Tt'intégrale curvilignep g

_ kr@

Preseye © TTS) Cw tase +s) - wert +49) a0
c

que nous noterons faire, Ve s)(pr(Q,t +4) - B(P,t +) dQ par
c

vo . 1G- - Tt . . . 'd 7 =

Ta somme mn «f= K(P Pa, V~ s}( (Pg ot + s} =p(P,t +TM)) GS Pi”

=

L'équation intégrale sera approchée par sa forme discrétisée

suivante

2em-1
n ; : . me dGTn | j=0 K(P,P 5, - s)( \r(P aot + S) CP, t + ©) (ee) p 48 *2P BH

5 0

+ pitt ©) | C05. E (¢ “Wo - 1) dQ = h(P,t +e) - % (Pt +).
G

_ kPQ?
En posant B(P,¥) = a cos (eg 7 4) age 2

C

F(P,pw) = h(Pat +¥) - “(Pt +¥)

L'expression précédente devient:

2m-1l 7 “? . oa f 4 ha 4 ae(8) 2 m Jxcrae.s, S)( fr (P55% +s) - P(P,t +W) (a5 3 +
0

+ B(P,W)jo(P.t +¥) = F(P,¥)

i se



2.3.3.2. Discrétisation dans le temps

| Rappelons qu'au cours de notre calcul T et t sont des constantes:

| on calcule en effet la solution 4 l‘'instant t + T par une

méthode de pas a4 pas (T est le pas) 4 partir des valeurs de la

solution obtenues 4 l‘instant t. t prend successivement les

valeurs 0, T, 2T, ,..nT. Nous désignons par W1la variable temps

gui varie de 0 4 T lorsque t varie de t 4 t + T, et par s la

variable d‘'intégration de 0 4%.

kb te T p> t

= i A = —yy

Yoo «A Vi Va w

Pour calculer chaque intégrale

v

n d ¢=a" frcrsry V- sy) wr (P jet + s) ~ P(P.,t + “Creme, ds
0

nous approchons [( (P,t + s) par un polynéme d'interpolation en s

défini sur le support % = 0, ¥) = —L, Vo = er... Vv, = 7. Au

cours de ce calcul interviendront des intégrales de la forme
“’

(PsP5, ¥) = \ sTK(P,P5,¥- s) (42), ds dont le calcul expliciteit
g ‘ j

sera développé ultérieurement (par na graphe 2,3.3.5).0n peut alors

approcher chaque intégrale -— [cr K( - s)( jr (P5 >t + s) -
0

7 d & 7
- (Pst +V) (re) p, ds par une expression de la forme

J

[1,(P,7)) [OS p5(P.¥)

ae ee



. 1,(P, ¥)] représente une matrice ligne dont les é61éments

sont des combinaisons linéaires des I P»P5, V) et des termesq (

de la matrice de Lagrange de dimension (n + 1, n + 1) [ref 25 ‘|.

. Lap (P.v)j est une matrice colonne dont les termes

| correspondent aux valeurs jr (Pot + Ty) - p(P,t +%) pour

| P= 0, 1, 25...n,

Aprés cette nouvelle discrétisation (8) se met sous la forme

ape fr, (P.¥)) [4p,(P,7 )) + B(P,¥) p(P,t +) = £(P,%)

pour tout point P de C et tout instant t +3

Soit sous forme matricielle

[oie vo] [1,0P, Yi) [1,(P. yy]. Lrg (Po ¥ J fap (P.vil

| 16 py (PY)

TI

| [A Pam-1(? >)
+ B(P,) Ww(P,t +) = F(P,%), — na

Rappelons que [1,(P,¥ Jest elle-méme une matrice ligne de (n + 1)

éléments et [opj(P.v)} une matrice colonne de (n + 1) éléments.

Nous mettrons en évidence des matrices respectivement ligne ou

colonne de 2m éléments dont chacun d'eux est lui-méme une sous-

matrice de n + 1] termes respectivement ligne ou colonne.

I] faut remarquer que parmi Jes 2m(n + 1) termes du vecteur [ap]

certains jy (P; >t + ‘p) sont déja connus. En effet chaque valeur

initiale d'un pas est identique 4 la valeur finale du pas

précédent. Donc, 4 chague pas (autre que le pas initial) les

éléments P(P5,t) calculés au pas précédent sont connus. L'instant

BE]



initial t = 0 pose un probléme particulier. Supposons qu'il n'y

ait pas de choc thermique ctest a dire que CP; ,0) = g(P.)=lim g(n)
J J

(la valeur est la méme 4 l‘instant initial au contour et en

un point intérieur infiniment voisin),

Dans 1'@équation intégrale (6) (ot l‘intégrale est nulle puisque

T= 0) pP(P;,0) = h(P;,0) - ¥)(P;,0). Or 1 (P 5,0) = 9(P;) =h(P5.9

Par conséquent (P5509) est connu et égal a zéro a l'instant

initial. Dans les 2m(n + 1) P(P54t + Vp) > en fait, 2mn sont

inconnues et 2m donnés,

Remarquons que les termes connus sont ceux dont les indices

valent 1, 2 + n, 2n + 3, ...2m(n + 1) - n, Nous désignerons

pan 1'ensemble de ces indices.

Notons enfin par {c(P, )\ la matrice ligne formée de 2m sous-

matrices du type (5 (P»¥)) ;

[c(P,v}] = [eKuaaa) [r,(P,¥) Cryer. yy. Lager? j]
et JAp(P, Y) le vecteur [Ar y(P.¥))

Top, (P,v) 3

[AP 2m-1(P > ¥ )]

La discrétisation de 1‘@équation intégrale nous conduit, pour tout

point P du contour et tout instant t + Yentre tet t+t+y a

[ccp, vy} (arc, vy] + BCP, Y) (Pot +) = F(R).

2.3,3.3, Forme du systéme approché.

Puique nous avons 2mn inconnues nous écrirons 1'équation

précédente aux 2m points P; (pour i = 0,1, 2,...2m-1) et pour
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les n valeurs , (pour k = 1, 2,.,,n) d@éja utilisées pour la

discrétisation. Pour chaque groupe (i,k) 1'équation précédente

s‘écrit

[c(P;,t + )) CAp(Ps,t +, )) + B(P.,t +¥,) (Pat +¥,) =

= F(P.,t + vy.)

Le vecteur Ap(P.,t +, ) est formé de sous-matrices

Apj(Py>t +.) dont les éléments sont des différences

P(P;,t + ‘p) -P(P;.t +),

On peut en fait se ramener a un vecteur [plde 2m éléments tr; ]

et composé chacun de n + 1 termes de la forme P (P55t + Yp)

e = 0, 1, 2,...n. I] suffit d'écrire le produit matriciel

précédent sous la forme

[ErotP st +] Fy (Pyst ae) ree re: +) _ .s-

vee Lager (Py rt + “| [Po]
[Pi]

[F 2n-7]
= f(P,,t + vy)

of la matrice [c*(P.4t +) = [BoP yet + ¥,)] [1,(P; >t +TM%)]
a

»Cam-1(Pyet + % J) se déduit de la matrice

[c(P,.t + ¥,)\ . Elle s'obtient en remplacgant dans [c(P,.t +7)

le (i + iene élément I, + {Past + v,) par la sous-matrice

[x(P; >t + ¥ J] . Cette derniére se déduit de 1'é1ément

correspondant en ajoutant au dernier terme le nombre B(P;,t + k)
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diminué de 1a somme des é]@éments de Ja matrice C(P.,t +¥,)-

Nous avons montré au paragraphe précédent que le noyau peut étre

remplacé par zéro dans Je calcul numérique lorsque i = j et

=k

éme
l'exception du (n + 1) '

tous les éléments de [x(P 2b +, )] sont donc nuls 4a

En regroupant toutes les lignes du type précédent pour tous les

couples (i,k), i = 0, 1, 2,.,,2m-] et k = 1, 2,...n, on

obtient le systéme :

(9) | fal fel - OF)

ot (A) est une matrice rectangulaire (2mn - 2m(n + 1))

[%o] or} foe]:
io} BEng),

Pao} Eel Pe]

‘loem-1]

‘ [Fy om-1

‘[Fo2m-1|

‘[Kom-1 |

sont des sous-matrices
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ou [1,(P,,t +), [x,(t + %,)) et f(P;,t +) ont les

significations données précédemment.

Ly] est le vecteur des 2mn inconnues

[Po
[Pa] P(P; st +1)

[pl-=| 2 avec [pi] = |

[P on-1| Psst +)

2.3.3.4. Mise sous forme canonique

Rappelons que les éléments (P;.t) sont connus. Le systéme (9)

ne peut @tre résolu sous cette forme. I] faut modifier [Al,(y]

et (f en faisant passer au 2° membre les termes connus.

Dans le cas génral ot l'on peut faire apparaitre dans [A

deux sous-matrices contigués fa} et Ca) et dans Ce] deux

sous-vecteurs [7] et [Pjon écrit —

Cal (r] =2(h ALPE) = tlt) + CA TF)

et [A] (p] = [f] est équivalent a fay(P l= [rl - Falter)

Généralisons cette notion de sous-matrices, dans notre cas et

désignons parle | le vecteur dont les termes sont obtenus en

prenant dans Ly] (et dans l'ordre croissant des indices) les

termes dont les indices appartiennent 4 ¥ (que nous avons

défini précédemment). De méme CPI est le vecteur des termes

restants de [p].

Désignons de méme par [A] la matrice obtenue en prenant dans

A et dans l'ordre croissant des indices, les colonnes dont les

indices appartiennent au méme ensemble Set par [A] Ja matrice
=

A tronquée des colonnes figurant dans A. I1 est facile de
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vérifier que, comme dans Je cas général le systéme (9) se met

sous la forme

(A\el]= (e) - Calfel= (F1

[Al est alors une matrice carrée (2mn, 2mn), [pjest le vecteur des

2mn densités inconnues et [f] le vecteur des 2mr données.

2.3.3.5. Eléments de A

Tous les éléments de la matrice [A] sont obtenus par les sous-

matrices ligne que nous avons notées (1 5 (P.¥)) dont les éléments

sont obtenus a partir des

nr

-¥ - q ,d¢I (PP ¥) - | K({P,P.,¥-s) s (qe), ds
0 j

2
~ kr

Ces intégrales sont de la forme Jp = | st a 4 1s) ds
0 (v-s)

+00
2

1 a _ ( ~ku yy 1b _ kr
Posons woes U d'ou Jp = (v rP. du avec “= =

l/*

+o
n=

, [ex (Bat cn ste
t n=

1/y

+00

J = uc! (73° ce neon i aver i, at ao em Ku Se
L n=0 t 7 a

1/%

Intégrant I, par parties on trouve

1 oY ye

No qen oI Ten

formule de récurrence dont les termes initiaux sont
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- x
+ 00 vy

o> | e 4 du =

1/*¥

+ 09

- of= | e du = - EI(- -S-)
1/9

-t

-EI(-x) = | e dt [refi J.
- o®

Toute intégrale Jp est la somme d'intégrales I,

Jp = >. (-1)" chp ween I
n

La matrice [r,(P, vy est alors définie par le produit matriciel

- —i[1,(e, vj} =r cos¥ [ug 0, vy... Jn [Mi agrange 1

ou Me agrangel est la matrice de Lagrange de dimension (n + 1,

n+ 1).

2.3.4. Inversion du systéme

Nous sommes en mesure de calculer les éléments de [e):

Il suffit pour cela de résoudre le systéme [A | fe] = LF].

Cette résolution ne présente pas de difficultés en général : la

matrice [A] est franche et les méthodes classiques de résolution

donnent de bons résultats. [xéf 17].

2.4. Recherche de la solution ‘W(M,t + T)

2.4.1. Calcul de Y(M,t + T)

Nous cherchons f, (Mt + T) aux noeuds du quadrillage défini dans

D.[ PJétant déterminé le probléme est pratiquement résolu puisque
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nous avons

_ kr

4 (Mt +T) = 7e- | ds iF P= 8) p(p,t +s) ap.
0 c (t -s)*

Nous remplacgons l'intégrale curviligne, comme dans le chapitre

précédent, par une somme finie

t ome-1 - kt :
Y(M,t +7) = a | ds (Z, e a) r cos wp(P,t+s) (9S),

4 © (T-s) ‘

que nous traitons sous la forme

2m-1 T kr?

Yo(M,t + 7) = uo pa r cos Y (| 2 p(P,t + s)($e)p 45
0

On discrétise ensuite l'intégrale dans le temps suivant la

technique exposée aux paragraphes 2,3.2,

,(M,t + T), pour tout point M; intérieur au domaine se met

alors sous Ta forme d'un produit matriciel {ligne} [colonne]}

Les termes de la matrice ligne sont du type 1,(P;,T). Le vecteur

colonne {plest le vecteur des densités,

On écrit Y,(M,t + T) pour tous les points M, choisis dans le

domaine D et ceci a l‘instant t + T qui nous intéresse.

9 + a aral alors sous a orme un yecteurYo(M,t + 7) apparait al la f d‘ t

Po (Mg st + T)

Y, (Mz ,t + T)

[Y,] =| Po (My,t + T)
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[fp] est le résultat du produit matriciel [B][ploalb lest le

vecteur des densités et {B) une matrice en général rectangulaire

de 2mn colonnes et de z lignes.

2.4.2. Calcul de Y(M,t + T)

Pour avoir la solution(¥]Jcherchée, aux divers points M.

( V; = 0, 1, 2, ... z) dans le domaine D a l'instant t + T, il

suffit d'ajouter 4 [¥,] le vecteur [+]

Y (Most + T) Le, (Ma st + T)

P(My,t + T) (Myst + T)

[yl 4(M,,t + T) (v1. ?)(M5.t + T)

PUM, ot + "| FM, ot + "4

chacun des termes de te] est le résultat d'une intégrale double

du type 6étudié au paragraphe 22.

2.4.3. Résultats numériques.

2.4.3.1. Domaine circulaire.

Pour tester la méthode nous avons choisi un domaine circu-

laire pour lequel nous avons pris la solution particuliére suivante

(n) | = ya)Prk = J (Pay /R)(A sin n@+ B cos n®)e

A et B sont des constantes, R le rayon du cercle, Jy, la fonction

fn)

de Bessel de premiére espéce d'ordre n et aps’ le zero d‘ordre k

de cette fonction. Nous avons choisi en particulier

(a-8s17)’ |

Y(M,t) = J, (3.8317 @/R) cosee VM(e,8) €0
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solution du probléme de la chaleur défini pour les 3 conditions

ii}AY(M,t) 7 (M,t) YMé cercle de rayon R = 1
t

P (M,0) u J, (3.8317 €/R) cos 8

(P,t) = 0 YP EC

Cette solution correspond 4 un champ de températures constamment

symétrique par rapport 4 Ox. I1 suffira donc de se placer dans le

demi-cercle supérieur. Le cas traité servant essentiellement de

vérification numérique 4 la méthode , nous n'avons cherché la

solution qu'aux points indiqués sur le schéma ci-dessous aux

trois instants ty = 0, ty = 0.02, t = 0.06.

4 My 4

La discrétisation de l'intégrale curviligne s'appuye sur 2m = 6

points P; réguliérement espacés de W/3 en 1/3.

Etant donné le vecteur initial [eu 0) = 51,69
25,84

- 25,84

- 57,05

48,3]

24,15

- 24,15

- 48,34

Voici les résultats obtenus



Points;iInstants Valeur Valeur |Points|ITnastants Valeur Valeur
approcnée| exacte approchée exacte

6.02 38.54 38,54 0,02 35.77 36.02

Mo 0,04 28.77 28,73 Ma 0.04 25.26 26,85

0.06 21.46 21,42 0,06 18.54 20,02

0.02 19.27 19.27 0,02 17.88 18,01

My 0.04 14,38 14.36 Me 0,04 12.63 13.42

0.06 10.73 10.71 0.06 9,27 70.01

0.02 -19.27 -19.27 0.02 ~17.88 -~18.01

Mo 0.04 ~14,38 -14.36 Me 0.04 -12.63 ~13.42

0.06 -10.73 -J0.71] 0.06 - 9.27 -10.07

0.02 -38.54 -38.54 0.02 -35.77 -36.02

M, 0.04 -28.77 -28.73 Mo 0.04 -25.26 =~26,05

0,06 -21.46 -21.46 0.06 -18.54 ~-20.,02

~

Ces résultats ne constituent qu'un test de Ja méthode, le

nombre de points de ja discrétisation au contour est en

particulier insuffisant.

2.4.3.2. Domaine elliptique

Nous avons ensuite résolu le probléme dans je cas général d

domaine elliptique de grand axe a = i et de petit axe b = Q.

) bs on Fk sees il =) 3 ae tow
Le ete Yu a4 Gea

l'ellipse ntenléve rien a 1a généralité de 1a méthode et n°apporte

Je one ow Nm A
v ro

-~

Ube pepet) Po en ee wt te ee

a : ~ 4. 2 on 4
aN PA AIA NTN OWT Om crImn ma

RS, 3

gt

qu'une commodité d‘écriture en programmation,

La discrétisation au contour s‘appuye sur 2m = 12 points Pas

correspondants 4 des valeurs de l'anglie paramétrique telles

que les points associés sur le grand cercle soient réguiiérement

espacés de W/6 enw/S (figure 3).
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Pour construire une solution particuliére qui nous permettra de

caractériser la qualité de la solution numérique, nous opérons

comme suit : placons 1'ellipse dans le carré unitaire

(figure 4). x

figure 4, “4

On connait dans un domaine carré une solution stricte du

probléme de Ja chaleur

. . ; Wome ¢
(M,t) = sin TTX sinwy e 7 i

Il suffit donc de choisir comme condition initiale

(M,0) = sin Wx sinwy

et comme condition au contour
2

P(P,t) = sin Mx sinnye ent (avec x2 + ay* = 1)
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pour avoir en tout point intérieur a4 l'ellipse la solution stricte

du probléme de Ja chaleur défini par les 3 conditions

AV(M,t) = SE (m,t)

~(M,0) = sinnyx sinny

2

(P,t) = sinm sinny g oe t avec PECempx® + 4y?=1

" one

sous la forme ?(M,t) = sintx sinny e amt

La solution présentant des symétries, nous ne l'avons calculée

que dans un quart de Jl'ellipse et aux 21 points M placés sur

les 3 ellipses concentriques de grands axes respectifs 0.25, 0.5

et 0.75.

Pour chaque point M. nous donnons la solution aux trois instants

0.05 _ 0.05 -
a, tp = 2x2, ty = 0.05.

ty 3 3
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Tenos|Points Valeur |Va’eur |Tenos | Points| Valeur Valeur |Tenos|Points] Va' eur | Valeur
approchée! exacte annimchée exacte anomehée exacte

tL 0.11390 0.11390 ty 0,34472 0,34472 ty) 0.44651 0,44795

ty My 9.11022 |0.11022) t, Me 0.33360 0.33358 t, My, |0-43112 | 0.43258

t, 0.10665 0.10665 t, Q.32082 0.32078 t, 0.42056 0.41858

t} 0.13920 [0.13920] #, 9.46365 0.46361] t, 0.75632 | 6.75196

t 0.13469 0.13469] +t M 0.44858 0.44860) £ M 0.72118 n. 72762
2 M, 2 9 2 16

t, 0.13037 | 0.13037) t, 0.43294 0.43305| t, 0.70876 | 0.704N7

ty 1.71455 |0.11455| ty G.40409 0.40406] t, 0.73314 | 0.73117

114.09 ' d . . its M, 0.11084 |0.11094| t., Myq | 0.39078 0 39088 t, My7 [9.70284 | 9.79751

t, 0.10727 0.10726 t, 0.37830 0.37623 t, 0.68356 9.68461

ty 0.07705 0.07704 ty 0.27967 0.27971 t) 0.53848 0,53252

t, Wr 0.07455 0.07455 t, Mid 0.27057 0.27066 t, Mig 0.51038 7.51528

ts 0.07224 | 0.07223) t, 0.26180 0.26190] t, 0.49655 | 0.49861

e 0.03824 | 9.03923) t, 0.14058 0.14069 | t, 0.27893 | 0.27395

t. M, 0.03699 0.03698 t, Mio 0.13600 0.13613 to Mig 0.26686 0.26509

t, 0.03580 | 9.03579) t, 0.13160 0.13173 | t, 9.25865 | 0.254651

Les résultats sont trés satisfaisants dans la zone centrale mais

un peu moins sur l‘ellipse la plus proche du contour. Nous

retrouvons le fait qui est déja apparu dans l‘application de la

méthode du potentiel 4 des problémes permanents [14,16] : le

calcul de la densité des simples ou doubles couches se fait avec

une précision satisfaisante, mais le champ est difficile a

calculer au voisinage du contour.

2.4.4, Conclusion

Les résultats précédents montrent que, malgré les difficultés du-

calcul des intégrales intervenant dans ce probléme on obtient la

valeur numérique de 1a solution avec une approximation ——-

satisfaisante. La premiére programmation peut paraitre assez

lourde mais il suffit de mettre au point les procédures
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correspondantes. Sur gros ordinateur (essais faits sur Univac

1108) les temps de calcul pour un pas dans le temps sont alors de

quelques dizaines de seconde,

La méthode des sources présente en outre par rapport aux

méthodes classiques de réseau un double intérét. Elle permet

d'une part d'introduire des domaines de forme quelconque (il

suffit par exemple d'avoir une représentation paramétrique

approchée du contour) sans aucune difficulté supplémentaire. Elle

s'impose, d'autre part, pour 1‘étude de régions fortement

perturbées of Ja solution par réseau n'a plus grande significatic

Ctest dans cette direction que nous l'avons développée dans la

erore partie o@ elle permettra une étude fine des problémes

thermo-élastiques lorsque les conditions au contour présentent

des discontinuités.

Notons enfin l'intérét que présente cette méthode pour Jes

problémes "extérieurs", lorsque Je domaine est infini.
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Deuxiéme Partie

Introduction au probléme

Nous cherchons a déterminer les contraintes thermo-élastiques qui

naissent dans un parallélépipéde rectangle d‘épaisseur infinie sous

l'effet des dilatations dies 4 1'échauffement partiel d'une de ses

faces. Nous nous Jimiterons 4 un probléme bi-dimensionnel et

n'étudierons que les déformations planes. Le plan de figure est le

plan de section droite of nous mettons en évidence le rectangle

ABCD, section du parallélépipéde, et les axes Ox et Oy.

- Nous supposons que la température initiale du rectangle est nulle

@(x, ys, 0) = 0

- tout le contour reste 4 la température zéro sauf une portion du

cété AD définie de la maniére suivante : introduisons le

segment E'E de bornes variables (-a, ta) ol a = Vot, segment qui

se réduit au point 0 4 l'instant initial. Vo est une constante

qui caractérise 1'évolution du segment E'E. Nous supposons que

sur ce segment @(M,t) est une constante ko.

e

is 0

RL 8} mhe— (—H| @ >» ir
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Ce probléme est inspiré de 1‘étude des contraintes dans la paroi d'une

lingotiére lors de la coulée de l'acier en fusion. L'axe de symétrie

Ox correspond au fond de 1a lingotiére et Vp est la vitesse de

montée de l'acier liquide dans la lingotiére,

Les contraintes comme la température dépendent du temps mais nous

nous intéressons seulement au phénoméne 4 un instant fixé JT, Nous

cherchons donc, d‘abord, 4 suivre 1'évolution des températures pour

O€t<T, puis 4 l'instant T, 4 calculer les contraintes correspondante:s

au champ des dilatations,

1 - Formalisation de la solution

1.1, Détermination de Ja température,

La méthode développée comporte deux phases

1) 1ltextension du probléme au demi-plan des x <0 ol nous

supposons Ja température initiale nulle, Sur Ja droite y'y

ldmitant le demi-plan la température est nulle sauf sur

le segment de bornes variables (-Vot, Vot) ot elle est

constante et égale 4a Kg:
Ag —

1 ol win,

we ge
a

Ltintérét dtune telle extension est que la méthode des

x

> x

i

sources ref 19,24 nous permet d‘obtenir directement la

solution formelle du probléme. Notons la différence avec

les problémes traités en premiére partie ou la méthode du
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potentiel conduisait 4 une équation intégrale dont il fallait

i chercher numériquement Ja solution,

2) L'adjonction 4 1a solution du probléme précédent d'un terme

correctif qui permet de tenir compte du contour réel du

rectangle*

1,1,1, Cas du demi-plan

La fonction @(M,t) est la solution du systéme d'équations

@im,t) = k 2 (Mot) WMéo

(10 GP,t) = h(P,t) WPEC contour de D

@)(M,0)

k est une constante thermique égale 4 @c/> [rer 7 lj.

On connait la solution d'un tel probléme de donnée initiale

nulle dans le cas d'un domaine D de contour C et nous

l'avons définie 4 l'aide de la méthode du potentiel dans

la premiére partie. {réf 4,2].

Ltexpression de la solution se simplifie dans le cas du

demi-plan et l'on sait [ref 12} que

t +00 k(x2+(y-4)?)
4(1) | @.y,t) = - xe | d¥ h(y%) e A(t) dy

(t-¥)*
0 ~ oo

Dane natyn nenhlaAmn navtinulian
Dans notre problame particulier

h(m>¥) = ky si Te [v5 %, vo vi)

= 0 si w & ]-~ , -vorC , ov, +l

x Notons que dans l'application numérique gue nous ferons, ce

terme correctif n'intervient pas dans Je calcul de la

température mais seulement dans celui des contraintes.
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L'expression de G)(M,t) se simplifie donc en

t Vov. k xe+ yr" 2)

(12) | @(x.y,t) = -k pe | d¥ | e ana dy
0 =V GY

nous pouvons intervertir les signes d'intégration

oO

Vat t0 — kee -1)2
a(t-¥

d e dy.| 1 (t- ¥)
0 UW/V5

2, }
~ KO (y- 1

he 4(t- ¥)

k(x@4(y- 4) OL

o

e dV s'intégre strictement
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d‘'ou

Vat 0
0 2 2

kX k(x? + (y= )*) a a TT_ . 50 a(t- U/Vo) X/"0© (x,y,t) = => + e + dn
xot(y- 1) xt(y-®)

0 “Vogt

En changeant TM“ en | dans la deuxiéme intégrale on obtient

finalement comme expression de la température

Vot

kx _k xe4 - < _ k xe4 yt 2)

(13) |@(xy.t) = - o (© 5 EVN) +e wtb EV) Jay
x"+(y- )) xo+(y+ Y)

0

Détermination des contraintes

1.2.1. Mise en @équation : Gas de la déformation plane.

Des contraintes peuvent naitre dans un corps élastique par suite de

la non uniformité de la température. Si l'on désigne par ¥ la

dilatation ou variation unitaire de longueur au point (x,y) et si

l'on suppose que les liaisons extérieures ne provoquent aucune

réaction, les composantes du tenseur de déformation &' due a la

variation WY sont

e', = e', = %W Q' 0
1 Go

ny =
be co

Si les composantes satisfont aux conditions d'intégrabilité aucune

contrainte ne prend naissance dans le corps, mais si les

composantes de la déformation &' ne vérifient pas les conditions

d'intégrabitité, il se superposera 4 la déformation thermique @'une

déformation élastique&" telle que la déformation totale O=8' +0"
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vérifie les conditions d'intégrabilite. On peut alors trouver le

déplacement (u,v) et le tenseur des contraintes (n]sNp.ng,ty.ty,t)

vérifient les équations d'équilibre. On connait {rer 6 J les

composantes de la déformation totale sous leur forme simplifiée

dans le cas d'une déformation plane.

ey = ~(E8)((1- ¢) ny - Sng) + (l4e)¥ 9, = 0

e, = -ULS) ((1- ¢) ny - Gny) + (149) Go = 0

Réciproquement on obtient le tenseur des contraintes

1-Ge

n= — tre + =) +, = @(1-2 ¢) 14¢

Ge
¢ ny = —__ —L+i£.,, -¥) to = 0

(1-26) 146 14¢

-£ Ge, +e, : “E

93 Fae Oe t3 * Te 93

La dilatation cubique @ se réduit 4 © = €; + @, et les formules

précédentes deviennent

a: @8 , (1-26 )e1 . _E -T-te) Gre" + *1¥Fe] ¥) % +9
-E 66 1-26 )e -

"2 (-2e) He t Fe - 7%) t, = 0

=E & 8 = 7lE"3° te Gre ~ 7) t3 = Tre 93°

Les composantes de la déformation (€].€5593) et le tenseur des
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les @quations d‘équilibre

< la condition d'intégrabiliteé

les conditions aux limites

1) Les équations d'@équilibre.

2)

X,Y,Z désignent les composantes de la force de volume, les

équations se réduisent dans le cas d'une déformation plane

(Z est nul) [ref ¢ ].

ony ots
—=— + = X
OX Oy

ots + nD = Y
ox ay

En supposant X et Y nuls le systéme précédent devient

on, ot,
+ = 0

‘ OX ay

at, en,

:

Le systéme des relations précédentes entraine l]'existence

d'une fonction “ (fonction d'Airy) telle que.

aéy ay ary
(14) | nw = Sh no = Of i= <

ayé 2 ox . ax dy
| J

Les conditions d'é@quilibre sont alors automatiquement vérifiées

La condition d'intégrabilite

Elle se réduit [réf 6 ‘|, dans le cas d'une déformation

plane a
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Un calcul élémentaire conduit 4

(15) Aky= fe Av

Le probléme se raméne a la recherche d'une solution de cette

équation vérifiant les conditions aux limites convenables.

Conditions aux limites

On établit que {ref |

><)An, + Ptz +X = 0

~<)At + PN + = 0

Ket P sont les composantes de la normale extérieure 4 la

surface externe. Dans le cas particulier d'un contour libre,

le systéme précédent se réduit 4

Sn, + pt, 0

"“t, + Bn, )

W devra donc satisfaire

A ap _ pry
ay? ~ ex ay

x aye _p a
ax ay axe

Le contour étant rectangulaire.

ov
G — 20 D

)

$e.

®z0) Peo

oF. 5 a0
ax Ox

Wzo
8 A

oP

%
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Elles se réduisent 4a

2 2
oY a4s— = = 0 sur BC et AD

oy ax oy

Z
\

2 2

ot ee 0 sur AB et CD
Ox Ox dy

En intégrant le long du contour du rectangle on peut les transforme

en

Y- 0 of = 0 sur BC et AD

(16)

a of .P= 0 $y 70 sur AB et CD

Rappelons enfin que la dilatation Yest reliée 4 la température

@ par Ja relation v= kK Doin est une constante).

En réunissant les résultats obtenus en (14), (15), (16) on voit

que le probléme posé se raméne 4 la recherche d'une fonction

d‘'Airy vérifiant

AfXw _ _E&P= =S 1O

YP. g |
pour tout point de BC et de AD

17) oY _( S 0

Y = 0
our tout point de AB et de CD

3” = 0
ay |

J

Nous poserons par la suite K = Ee

Rappelons que E est le module d'Young, Gun coefficient sans
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dimension ou coefficient de Poisson et % une constante.

k Les contraintes sont exprimées par

2

ny, = of
1 aye

2
- 9¥

(4%) "2 * “yy2

a
_._3

nz = Ox oy

1.2.2. Méthode de calcul de Ja fonction d'Airy

Nous procédons ici encore en deux phases : extension au demi-plan

des x négatifs, puis adjonction d'un terme complémentaire

tenant compte des conditions au contour

1) Extension du probléme au _demi-plan des x¢ 0

Nous cherchons a déterminer une fonction vérifiant les

conditions : AY

Adp- K AC Ymeo a
19 - 0 a

(9) Yy€x = 0
ax

© \

Cette extension a l'avantage ici encore de permettre la

formulation de la fonction d‘Airy. Cette fonction (M,t)

dépend en fait du temps comme @(M,t) mais nous nous

contenterons de la calculer 4 un instant T fixé pour lequel
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on veut connaitre les contraintes correspondantes au champ

des dilatations. La méthode des sources permet d'obtenir

directement l'expression de Ja solution stricte du probléme mais

le calcul des intégrales qui le composent présente des

difficultés tout 4 fait comparables 4 celles que nous avons

rencontrées dans la premiére partie.

2) Adjonction d'un terme complémentaire

Nous superposerons un terme ~* (M,t) qui permet de tenir compte

des conditions au contour.

1.2.3. Cas du demi-plan x <0.

La fonction P, (Mt) vérifiant le systéme

Ae, (M,t) K @(M,t) YM éod

0 WPECi

est une solution particuliére de AAY(M,t) = KA GD (m,t).

Pour satisfaire 4 toutes les conditions au contour du systéme (19)

il faudra ajouter une fonction bi-harmonique (Mt). La solution

du systéme (19) est alors ‘P(M,t) = # (Mt) + YP (M,t)

W(M,t) vérifie en effet AOY= Aa ( , +) = K& @et nous

pouvons imposer 4a Po des conditions au contour convenables pour que

vérifie toutes les équations du systéme (19).

1.2.3.1. Forme explicite de Py (Mt)

On sait que le systéme

Au = f(M) YMEéD

u = g(P) YPEC

a pour solution {réf 12,18

u(M) = g(P) 4G(M.P) ds + {\ G(M,M') f(M') dM’.
Dc

ee ST ee
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otG(M.M') est la fonction de Green du probléme homogéne. On connait

G(M.M') dans le cas particulier au demi-plan x<0

G(M,M') = ee Fae My est le symétrique de M par rapport 4 l'axe

Oy. Puisque g(P)#0 sur y'y il:restera donc

(20) (Mat) = ge j tea im" t) dM.
p Me

1.2.3.2. Existence de l'intégrale.

Remarquons d'abord que la fonction intégrée posséde une singularité

logarithmique lorsque M ——®M', mais cette singularité n'emp@che

pas a l'intégrale d'avoir un sens. D'autre part, D étant infini il

nous faut vérifier que l'intégrale est convergente, ce qui sera

vérifié si VE>0,4R,( €) tel que si R, et Ro> Ro( € ) ona

MyM

1/2 couronne
As

| Log _MM'_ @(M,M',t) dM'|<€

a) majoration de @(M, i

' 2) _k x2 +(y'+ 3

Kor! ie Miia oTM',t) = -3) ( ) ww + (y2- vf ya +(y'! +¥y )2

eee ———S_— SS SSS EEE
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Pour majorer G@(M,t) en valeur absolue on peut minorer

A(t - L/Vo) par 4t

ot lk (xtBacytmy?) k(x t2e(y tan)?

\@m',t)l< rel | ( = +e =9 SS = e

; xf 4 (yt=ayé x'Fa(ytea

xe + ty 2 "2 - 2 ' 2 2 2

5 5 21+o Posons x'© + y'" = °
x! + y' x! + y'

| y2 - eny'l 2 2ye a’ 2ae£ + He < +
xi2y ye ~ QZ — e e-

2
2quand e—-- © er + eh —> 0

2 23 donc un nombre R, tel que 2 > Re se 7 4 £80 CEgy ESA SHE if er + 2

x2 4 (yy)?
On a ainsi 1 -&< —~p—>— S1t+€E

x! + yi2

xre + a 2

De la méme facon on démontrerait que xt ye 2 |
x! + y'

2
peut @tre majoré par 1 + ez + ot et que l'on a

wit iy (via ny? a ~
i -é< \ 1 t+e@ei -é€< ey ya

- = 12 12
d'od | Q@(m',t) | g Ko ix" e@ k(1-& )(x + y'")

(1-€)(x'? + y'®)

\

)
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ou encore

LQ@cm',t)l s K, Ix‘h (21)

b) Existence de l'intégrale.

| a 2 \ 2 
* “PooMM F (x'-x)" + (y'-y) . Posons comme précédemment y' =esine®

MM I 2 ' 
:

1 (xt+x)* + (y'-y)?

MM! _ e? o x2 - 2x @cosO+ y2 -2@x sing

yM' C2 4 x8 + 2x ecos@t y - 2yesine
_ C2 4 x2 4 y* - 2¢ (x coset y sine)

Co 4 xe a ye ~ 2e Ly sin®- x cos86)

quand @ —»oo ne —> 1 et Log 0MM" MyM"

3 donc un nombre R' tel que, pour tout M' extérieur au cercle
} —_—_

|Log ai | <k,
1

de rayon R' on ait

Sion choisit pour Ry = max(R,R'), pour tout R, et tout Ro? R,(€)

On aura en passant en coordonnées polaires
37/2 Ro

aa 2
MM! 1 ! ~k| i Log a | an »t)| dM'<¢ Ky Ko | facose re de dé

1 i)
1/2 couronne fe Ry

Bek e
= 2KiK, | e de.

Ry

R

(2 -k pe 2 q .-ke? -1 | -ke?Or e e deg \ e <@ de = |e e 3
R
0 2kRo

R R R
] ]

expression qui tend vers zéro quand Ry

al oe awe

et Ro augmentent
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1.2.3.3. Forme explicite de ,(M,t).

Nous devons écrire que P(P,t) = oWPéy'y. Comme (Pst) = 0,

Vpe y'ty, cela entraine %(P,t) = oV Péy'ty.

Or on sait que si West une fonction harmonique xv, yW et

(x? + y*) WY sont des fonctions bi-harmoniques [ref 10 1

Pour satisfaire a la condition ¥ (Pt) = 0 Wpéy'y, il est

naturel de choisir f, (M,t) = x W(M,t) of W(M,t) est une

fonction harmonique que nous allons déterminer a partir de la

deuxiéme condition au contour 4 imposer 4 ?,.

a, a)

2% (p,t) = 0 WPL yty =e ae (Pot) = - gaptPot) WPey'y

. ¥ ;
soit x 9% (p,t) + (Pst) = - si(P.t) WPéy'y

a4,

Wy (Pst) = - —ay(Pot) WPey'y.

La recherche de Po (M,t) est ramenée a celle d'une fonction

y(M,t), solution du systéme

ere = 0 YMend
DP; ¥ ;

W1(P.t) = = == (P,t) = h(P,t) Pé yty

Nous avons rappelé au paragraphe 12.31 qu'une telle solution

naut c!&crrirva
peut écrire :

Y(M,t) = | niet S— G(M,P) dP.
dn

c

1 MM!
avec G(M,M') = Wt Log === dans le demi-plan x<0O.

MM‘
1

D'ow 1'expression de W(M,t)



58.

|

|

+2

W(M,t) = - a pilynt) dy (M a pour coordonnéesa,@ )
x +(y- A)

| - 00

Calcul deh = - Ff / dx

oF}
Rappelons que h(P,t) = - ax (Pot) ou

+0 0

1\2 1,2

mit) = —< [rosa + (tv) ve@(€, yt) dedy.1 ir (eex')2 + (ney) ul |
-Q0 -090

Nous ne pouvons pas dériver sans précaution sous le signe somme

+0 0
2 2

og Dog (Cex yee trey?P h,(M',t) = - >Lt) Sx t aaosons hy ( ) vx | Jars L>t) sx os #(4-y') ) ¥
-~@o - &

| 

+a 0

, ‘ty - - k -2( § -x') 2(@ +x!)
soit h,(M't) = - =om | Gate (Gex')Pecy-yt)’

@(€.7>t) ded}

qui devient lorsque M' € y'y

+00 0

k ‘é
h,(P,t) = h,{y.t) = —— sr @S>Y-t) AG

Si h, (Pst) existe et converge uniformément par rapport 4 y, alors
oY

hy (P.t) est égal, pour tout y, a - sz (P et).

Etudions d'abord la contribution d'un domaine fini entourant la

nd

e2+( 4 -y)®
singularité @- 0, 1 = y, point od n'est pas défini.

I
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Posons © = Pecos @

Y=yt @sin 6

et isolons le point P( = 0, H = y) par un arc de courbe de rayon€,

3 W/2 R

| nycP.tifs a d@ J|@(ecos @, y +@sine,t)| Vel] cosels' de

n/2 /g

3 1/2 R

6 | |cosej| de | | @( ecos@ yt esine,t)| de

We E

@ n'apparait plus au dénominateur et nous obtenons une

intégrale réguliére par rapport aux variables e et Get il n'y a

aucune difficulté a faire tendre & vers zéro.

Etudions maintenant la convergence 4 1'infini.

Nous avons montré [cf (21)} qu'il jun nombre R tel que

“pain ls'ss2

Be? = pore op ar See. yoti< Fle a
1

Découpons alors le demi-plan en deux domaines : Dy intérieur

au cercle de rayon R et D', extérieur au cercle

Dans D',|€a(M,t)\ est majorée par la

valeur ci-dessus.

Dans Dy> comme dans tout le plan

d'ailleurs, |@)(M,t)) peut étre

majorée par sa valeur au contour

soit ky. (Propriété des fonctions

calorifiques [ref 10 0} ).
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On peut en effet majorer les exponentielles par l'unité dans

l'expression de @)(M,t) et :

otV

Mst)l<k Lar | l ! d|Q@m,tis om | fare D B* aye 1

Vot

k

— larctg (Ht) + Arctg (it)

Chacun des arcs-tangentes prend, entre 0 et Vot une valeur

inférieure a i » d'iod IQ@(M,t)l < ky.

On a ainsi

neeie | ¢ 207k (e+ 4

h,(P,t k déd + KyIn (PELE Ko (ece ee (ey)? (Y-y) Fay | 4) )(€+(4H-y)*)
2)

Dy

Soit Dd", la bande infinie définie par.R ¢ ‘€ ¢ 0

HES R +09
(I RE <|| (Sl ae " jes d

a +O |e. 1 4 ¢ +(4-y s t(a-yF
ae A Dia

R + 00

a pe = dv-@ \Arcta Ur yy \ = wR

o'
2

Dans Dy =—!i—, peut 6tre majoré par 1 et :
€o+( 4 -y)

pu y see, ar?
ee k"(e%+ 4°) . ok" (397s 42)

Ky oT tent, © Ky <r a dig ay(9% 9) (SHC -¥)) eau
D', D',
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quantité qui, nous l'avons montré, tend vers zéro Vy quand

R— »oo . D'od

hi(P,t)] < k, WR+K “K"(E4) eaJhy(Pat)] © ky WRK e— 3 ‘eat
te He)

1

hy (P,t) est donc majorée en valeur absgolue par une quantité

bornée indépendamment de y.

h(P,t) représente h(P,t) = - ee, t) et W(M,t) a donc pour

expression

+O +0)

(< Stal B)*)
-0 ~~

Transformation de Y. 00! tn

Nous venons de voir que l'on peut majorer | noe SOX St) dgdy
od = 0

par une quantité de la forme kWR + E = K.

On a donc
: +00

\Wem,t)| —2 ae E | Zeoon? » intégrale qui a un sens sur

un domaine infini.

L'intégrale est absolument convergente : on peut prendre un ordre

quelconque pour les intégrations et écrire

+09 0 Hee d
kW(t) = Sa | | OCG 7 -t) dedy (e24( Ss ( o&°+(¥-p

=~ “oo % 1
- 69
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+ 00

- dy =Posons I = et y-P = YJ CSo4 (4 -v Iw “+ (y- B)*)
+o

On a alors: I = dy
J Ca PyFy(eFe(y- 8) = 204 - Bye ¥*)

Notons a = off, b= -2(4- p)> c = ze + (= p)¢ et décomposons la

fraction rationnelle

1 - <Y+Bh , BY + 8

(y? + a)(y® + bY + c) a+ Ye yo + bY + C

On trouve ee p= —~++— ; = 5 b
ab” + (c-a) (Cc- aw)" + ab ab” + (c-a)

§ - be +a-c

(c-a)” + ab*

+o +09

d'ot I = ae Hs 8 dY
a+ yY Y° + DY +. ¢

- 00 60

+ 60 + 00 +00 +00

YdY dY YdyY dy
I =o + +0 aS,| at yé P | a+ ye | yé + DY + Cc yé + bY+

- © - 09 oo 5

+00 /
tT Ww

x | eh. = frog (a+ ¥)|
a+ yY _ we

= 00

+ 69
+00 as

dy = Bf | Arctfp |-—-—>z = g =i= ii a a ~ 20 Ya
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a | Log(¥e + bY + c) | - oe ee

+69 + 00

5 d¥ - § dy
gg em ——__5————_5

Yo + bY + (2¥+b + 4c - b
“eo

+6

Si 4c - b?>0 ona S$ | dy - 26 Arctg aus |
( 2¥+b)* + 4c - b& Vac - b* Ac-b?

-o@ -%

ans

Vac - be

Or 4c - b? a 1g", Nous ne changeons pas la valeur de 1'intégrale

en supprimant un ensemble de mesure nulle et supposant @>0.

On obtient ainsi

+o + 00

r= BE 4 (6. bY 2 + © |Log(asy?)
4c- ZVa 2 Yac-bo = 2 nN

+ —< | Loaiv@esrec)|
- 00 - 0

On constate sur les expressions ded, A,¥,8 que X= -¥:

+00 +00 ne
2

+ 0 | Log(v@+bY+c) | 2 A (Log(4,*2 —)
2 2 Y"+bYtc

-00 -o0 ~ oo

ok

2

Log(atY*)



Finalement :

+ GO

_ dy An hs 2I = = + (§- 8)| yo 4+ bY +c Va \ 2 fac - b@
- 69

En revenant aux notations initiales :

+ oo

dy - AN , 84(4-B)¥ 5

wo ((L-¥)? #@2)( 0% + (y- A)*) ttl \“@ |

“édy - (2 bTM ,elSt(t-b) Oey -ow + (y-B)*) (tha s 1) fe

tyw (38 - 30h py sat eh on ay )
KU (ge ee (qe AE 4K 2(4- BY

on (Wesel - ey! + (G-0 )*) ) - - % (esa)

ad (q- 6)? + (BP+(H- Be - 7)?

En effet 467(9-f)* + (S° + (N- Be - «7?

(y- B)* + 204 -B)2( G24 07) + (1g% - 7)? = (CQ - Be + (G-H)Y
((4- B)e + (Gr h)%).

D'ou l'expression définitive de Y(M,t)

+éO

-

| ED | (y- B)? + (+4) “eet
6

0

| (+6) GS.42 t)

= ¢§3
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1.2.3.4. Forme explicitée de W(M,t)

Comme nous avons posé ?(M,t) = % (M5t) + x¥(M,t), compte tenu des

relations (21) et (22) nous obtenons 1a solution du systéme (19) sous

la forme

+ 00 0

e(M,t) - | | =a Ls a d@dy +
a () - p)® (era)?

(23)
+00 0

1 thé (@-%)* + (V- B)S (q-4)7 + (1-p))= Los eX ot) dgdy4 | ferry + (@- p ) a

1.2.4. Retour au cas du rectangle recherche du terme complémentaire.

Pour tenir compte des conditions au contour et donner une solution du

probléme limité au rectangle et posé en (17) nous superposons a “(M,t}

un terme correctif p* (M,t), fonction bi-harmonique définie comme suit

te

oe aT AAg(M,t) = 0 Wmeo \§ oo [43
wkip,t) = -eP,t) Wrec —

(24) < Bop .t) = - 22 (P.t) \ a
on \Y : ae

Yp€aB, BC ou CD TN af. AAY <2 2 7

* (P,t) = 0 WPean Nee ae
n xs a = —

NX =

BR ee Cla

5La fonction er ( M,t) est donc réguliére et 1'on Kr réso
soudre numéri-

quement un tel probléme ; la méthode la plus couramment utilisée est

sans doute, celle des différences finies.

Cependant pour obtenir une bonne qualité d'approximation
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cette méthode nécessite un grand nombre de points, ce qui conduit

a la résolution de trés gros systémes. Elle limite d'autre part,

le calcul de la solution aux noeuds du réseau utilisés pour la

divGrbides tion. ce qui peut é6tre insuffisant, dans les zones
fortement perturbées par exemple oG l'on souhaite avoir les

résultats sur un quadrillage plus serré.

Signalons enfin la difficulté d'étendre cette méthode a des

domaines quelconques. Nous lui avons préféré la méthode de

collocation généralisée [ réf 17 J], méthode qui a déja été testée

A 1'I.U.C.A. [rer 28 |. Elle consiste 4 approcher eX (mt) par

des combinaisons linéaires de polynémes. Pour éviter les erreurs

de chute nous avons choisi les polynémes de Tchebicheff.[ ref 20,28 |

1.2.4.1. Forme de la solution

Aprés avoir fait les changements de variables

b- a b +a d+t+c_ . _d-c
BE Spe Wee BY Srp ht

ramenant les variables x €fa,b] et y € {c,d} a des intervalles

(-1,+1), nous cherchons la fonction *(M,t) sous la forme d'une

somme de produits de polyndémes de Tchebicheff. On pose

(M,t) = > La 4%) Us (Y) et l'on cherche 4
ign jegn

déterminer les coefficients aaj par la méthode de collocation

généralisée [réf 17,28 | en écrivant que (Mt) vérifie en

un certain nombre de points du domaine et de sa frontiére les

équations du systéme (24).

On définit a J'intérieur de D un réseau a mailles rectangulaires
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comportant Po = My any points (distants de hy sur les paralléles

a 0, et de hy sur les Benen) RRS a Oy).

Z y Cr

i. y'

Sur un noeud (Xy o¥_) on écrit ABYP* (X,Y pst) = 0 soit

at y* 2 a4 wp at p*
XL 5Yp) + X,Y + XL oY = 0at Ne Seay? hate) + Sa OY)

ou, sous forme matricielle

[o AA(T)(X,) Ty (Yp)) BAT] (X,)T9(¥Q)) «++ BOT (XT, (YQ) )

A(T, (X4)T9(Ye))] Lal = 0

ot [a] est la matrice des a,; et

4

ee + 2a, (X,)s oN ;(Yp) +
\4

+ (T; ))T{(X,

ayt THT

En répétant cette @6quation aux Po noeuds du quadrillage, on obtient

un systéme rectangulaire de Po lignes et N o{n + 1)(n + 2) colonnes
2
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(25) [0 AaCTy(X,)Ty(Yp) BO(T] (X,)TQ(Vp)) +++ BO(T G(X, )T, (Vp ))

AA(T)(X,)Tg(Yp))] [al = [oI

Sur les cétés AB, BC, CD et AD on définit Py points répartis

réguliérement avec un pas hy, sur, AB et CD et un pas hey sur

é>
BC et AD.

Pour tout noeud du contour (Xp 5 Yp) on écrit

PAX. Vp ot) = - P(X, sVp st) soit (en notant Pre = O(X, Vp .t))

{1 Ty (XT, (Ye) TEX IT G (Vp) ees TAK T A (YQ)

TAX, )Tg(Yg)] Cade - Pep

Les Py équations obtenues aux p, points du contour définissent

un systéme rectangulaire de dimension (p,>N).

(26) [1 TCX )T] (Vp) TOIT (VQ) 22 TXT (MQ)

TAIT (MY) [al = Pe |
De méme on écrit au noeud (Xp Vp) > la condition

ca (X,2Yp ot) = - Se (Xp Vp ot) c'est-a-dire, selon les cas

of av aye -. 2
“Ox (X,o¥p ot) = aX (X, sYp ot) ou zy (Xp og ot) so. may (Xu oV get)
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Cette relation devient :

2 .LO SF (THX IT (YQ) BET ITD) Le POUT (KIT (YQ)

2 3a (THOT) ))] [a] = - BE x Yyst)

On obtient en écrivant cette relation pour les Py points du

contour, le systéme rectangulaire de dimension (p}>N) suivant :

2 a, |(27) [o Bao HIT (Mp SRT KIT (Vp) = Sao KIT Ng

ERT AO ITg (Y | [a]- [- ae erg

En regroupant en un seul systéme les trois systémes (25), (26),

(27) on obtient finalement un systéme rectangulaire sur-dimensionné

{ réf 17 1

(28) | [a\(a] = [B) |

ou fa] est une matrice de p = Po + 2p, lignes et N colonnes

composée de trois sous-matrices :

4 292 2

|— PHT ITS Vp) + ape Oa ayeTa te) a

ceaa + Pa (T 51g IT OG) —]

[| ———_ FT (%y) +

[— oT HIT GQ) ou Sst OD]
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[a] est le vecteur des coefficients a.. cherchés et [B] le
ij

vecteur de N données

{o]

fa) = |b Px, .¥p.t))

OY- ee aK a)

Rappelons que & et Be sont nuls aux points de Oy.

On sait trouver la pseudo-solution d'un systéme rectangulaire

tel que (28) [réf3,9,13,1@jet trouver [a].

Connaissant [a] on exprime © *(M,t) en un point M(x,y) du domaine

en faisant le produit matriciel.

TT Ty(X)TLCY) TY (XT (V) oe TE(XIT ACY) + TROT GQ (VY) J Ca] -

1.2.4.2. Expression des termes du systéme matriciel.

Les éléments AG; de la matrice [A]s'expriment a partir des

polynémes de Tchebicheff 1T;(X), T5(Y) et de leurs dérivées d'ordre

1, 2 ou 4. Ils sont de la forme

Aggy = TEOO TU)

aT,

Aaj = 5 (X)-7; -T.(Y¥) ou T. 5()-2 (Y)

an. 2 STOO yp TX), ey00 » BT)
‘ ox" ox" ey” ay’

Les polynémes de Tchebicheff et leurs dérivées peuvent s'exprimer

{réf 11,21 ] 4 partir de polynémes U,(X) définis par la

récurrence

U(X) = 2X UL_4(X) = Uy (X)



71,

Rappelons que X est la variable réduite appartenant a l'intervalle

C-1, +1).

On rappelle que : T,(X) = XU,(X) - U._, (x)

aT. (x)

a x = 1U;(X)

amTy(X) | |
X £4 See age (UTA Uy 00 #04 0)

27
4 2 23 i Bry 2

ax! i - x* axe cl - x44
; =q-l .2 42

(q) - tajyita 24 if - J
et TT; (41) = (41) 320 TT

Les éléments du vecteur colonne B s'expriment en fonction de Yet

de ses deux dérivées =) et oe a = P (xi sy jot) sera
aX

calculé 4 partir de (23). Exprimons ae et et au point M(x'y).

Nous ne pouvons pas dériver sans précaution sous le signe somme

dérivons formellement sous le signe intégrale. Nous obtenons

. . K oO & (‘B+ &)h,(M.t) = hy (a&, AB.t) = f +° - 7, (yay (Sra )é
ae (@-0%)% + (4-B)*+ too rt rei OS. Tot) een

et étudions la convergence de cette intégrale.

2 2
-+ | S 2% (1-8)h (&> »t) = { + =

eae WA (ye Ble + Cees (U-B)e + (Era)

_ “Bc a- 6)? + (S* -«*)) ale ted
(O- BYE + CSH)F((S= ME + (Y= B)Y)
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Des calculs élémentaires permettent d'écrire

+0 60

__k - 2(€ “S (4-8)?(6, A,t) = «| | ( + )
p w Ee B)° (4 -B)e+ (G4)?

Qe. 1 ot) a@dy.
2 2

(Y- P)o+ (+e)

Etudions d'abord cette intégrale dans un domaine fini englobant

la singularité (@=% et w=) et posons

= K+ Ecos ©

1 = p+ @sin 6 et isolons M par un cercle de rayon €.

3 7/2 R

(4K Ast) = 2a d6 | =_ eos o (os C cos ©) e“sin’@
r 4%

W/2 E

@(«<+ cos 6, f+ Psin®) de do.

So R Pp C | eC
hs 2 3.2p(s» Pot) < d@ | [4 “cos O@ (K+ Pcos @) - prsin’O jj

2 Wet

TW/2 €

[@(%+ecos 6, B+E@sin e.t)| de

Par suite de la disparition du terme ene? au dénominateur nous

wltA & vane
~—— ose OV SSwee I edenoaiwane faivea handwa eane AGF Far wn

peevens Fane ieee fy SS Sere: Sag ye i ow

Etudions la convergence 4 l'infini. En procédant exactement

comme au paragraphe 1.2.3.3. on obtient

2

R.(M,t) < { - | -'€( ‘@-% ) + (U-#) | d€ay

eens 3 EP eae TBE 2 P He
]



u 2 2

: ff Well een) nem? oy RST) sear
(H-B)o+(G-<)© (Pye + (EH)? P+ Hy) 2+ 084K) *)

D',

IKon ( 10 SS p+ tp) )
(1 - Bot (S-«K)o (y= BYE (HK) (D- B)EH (GEX)S

| _—€(€-«) | . (1 - By?
C(L- B+ (BHR) Bee (SKIL (py (BHR) ®

et S( E-%) = 2 - 6 Be -XK8 44% + 3% puisque < et ¥

sont. toujours de méme signe.

S(B-<) < (¥e+K)%. Dou :

(= 8)* cp 1 te (Sr)? ;
((M- B+ (GH )e)E ((y- B+ (SEHK) (4M) yori)

ep Be 2

et [h,(M,t)1 < 2KkgR + 2K, fl lel e (StU) de “a
eo tC SSa, aye

Nous avons vu que l'intégrale double ci-dessus tend vers zéro.

h,(M,t) est donc majorée en valeur absolue par une quantité bornée,

indépendamment de et B- h,(M.t) représente donc la dérivée

oP (x, B,t).
os

a4 ore a ae (HK) )(29) m= is ( & 2 >t) = (——Dol p f ‘| +(BHK)© (-B) E+ (Be) 2
= ye

——__OE tt) ged2 ’ eet
(1 - B) “+ (E406)

I A ESTE)
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Nous procédons pour —$¢ (x, B,t) de la méme fagon en posant :

| 2 2 =:ho(M,t) = | OA (ex) Od Log ASM) + (t= PD) yey st) dgd2 MBP MP eK) a tg eayPelqe aye ae

+00 0

ho(M,t) = ho(K,A,t) = © 2K(See) (q-B) X S(2-8); ume +) | Gssesh. ((q-B) + +a) ) (Op B) 2+ (8-«)
Bissy ot) dedy

+00 0

KK (1A) 2 (e+e) Ss -h («, »t) * sk | | ( + )2? Le bo 1-H) NEB) 24 (Geet)? (8) 24 (ERK)?
Q(e;>4 »t) |

Comme pour hy (Mt), le noyau intégral de ho (M,t) est singulier quand

Top ete.
Dans un domaine fini, en posant comme précédemment

= + cos ©

"= A+ sin ®@3/2 F ¢
| \h (of , oe | de Psin6;o(2K+cos © ) , A+ Ccos 6
| 2h BENS ae Aye ez)

wW/2 “gE

(d+ @cos ©, H+ sin®,t) ede

37/2 R

[no (Ast) gay 10 (2g? augeos sed? apense)joterecoss. segs nds
wW/2 E&

C'est une intégrale réguliére of l'on peut faire tendre Evers zéro.

Pour é6tudier la convergence de ho(M,t) a l'infini, on peut, comme

précédemment, utiliser les résultats du paragraphe 1.2.3.3. pour écrire :

I SSS

Mies (a ee en
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Kk ({-p) (2 (€+«) = \ho @.p tie ~2 i + de dv
ee ) ope cena ip ear Pega

+ K { rs (4-f) ( 2 (+x) ___* eae
1 (4-0) + (e+) ® (Hp) >+ (gra) ® (1-7) 2+ (S-%)? eo sn?

dy dy

On peut remarquer que :

Loeem pit - 8) | ’ < 1. puisque abda* + b*.
(y-B)° + ($+)

et

(He Bo + (E+) (L- PE + (E+%)

puisque et %@ étant <0 1€\ < \& + & |

D'oa :

KH eta He

\ha (Ks Pst) 1S 3kkg R + 3K, | ele eye dy.
D'

1

majoration permettant d'affirmer la convergence uniforme de ho(M,t)

. - . 3
qui représente bien sp Pa ’ p »t).

+00 0

ae _ kx (1-8) 2 (gee) )9 (5A.%) Tr (1- )o+( art; - Fag +a)¢ * | al -) 4Lf) + ts UP) +S tA +(S
-0 -0

QE Yt) yay
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2. Application numérique

2.1. Description du probléme.

Pour appliquer les résultats théoriques obtenus au chapitre

précédent nous avons pris les données suivantes

pour la définition de O(M,t) kg = 800°

Vo 1,33 cm/s

k = & avec e

w

7,25 g/cm

A = 0,1 cal/cm sec

0°c

C == 0,13 cal/g 0°C

Nous donnerons la répartition des températures dans le

domaine 4 l'instant t¥%30 secondes, lorsque Vogt = 41 cm.

v
@ (Pb) =0

(Pt) = Boo” >

Vok

@(Pt) =0

y!

pour le calcul des contraintes

Nous donnerons le champ des contraintes au méme instant

t 30 secondes dans le demi-plan x <0 ou dans le rectangle

ABCD pour lequel -20<¢x¢0

- 60¢y <¢+60
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a Al 2oum belo : 20.

D

8B cz _—

1

Q

La constante K = a correspond aux valeurs suivantes ::
JT -

E = 8000 kg/mm

& = 107° /degré

S = 0,3

Calcul numérique de @(M,t)

2.2.1. Transformation de @(M,t)

Rappelons que @YM,t) a pour expression

L'exponentielle e —; peut é6tre extrémement petite

si L—eV ot sauf lorsque x —>0 et ¥ —>y,point of la fonction

prend la valeur 1. Le noyau est de plus singulier lorsque

simultanément x = 0 et = y = Vgt- Nous dirons que 1'exponentielle

est"pseudo-singuliére" au voisinage du contour, zone ot elle est
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difficile 4 approcher numériquement. Comme dans la premiére

partie, nous isolons cette singularité dans un terme que nous

intégrons strictement en écrivant

Vot ~k xe + -4 2 Vot koe oa )
k .X t-1/Vq k .X t-4/V5

L = - 0 e _ 0 é -] d
1 a Ee, = “<p ee,

} x" +(y-@) 6 xv +(y-¥)

Vot

_ £0% | dy
2

Rd (xP+(y-9)*)

Vot Vot

Or -x | tt _, = | Arctg (Vit) = Arctg (ic Mot,
x" +(y-) x X

0 0

- Arctg (3

Vot _, xe y-4 2

k 9X | . TCs Tan 4 ko on i.
d'ot L, = - dy + —— (Arctg -

1 7 Wey)" 2 +
0

- Arctg (4-))

Vot ne (x2a(y-ay?

rear }0

et est alors un terme régulier dont le noyau

x +(y~)

0

est uniformément borné.

= SSS Sas



(31)

En effet

koe + (yen?) kee (y= 4)*)

Int ¢ [xc ® Ht tod nT) |g tel | | |
x" + (y-4) x" + (y-)

en minorant 4(t - 4/V)) par sa plus petite valeur soit 4t.

D'autre part, au voisinage de X = 0, on peut majorer eX et trouver

une constante telle que] 1 - eX | < k,X. En particulier, au

voisinage de x = 0, y = > oG T'on peut trouver Atel que

-Ag - (x2 + (y- ”)*) S 0, on écrira

ean? toomwth WE

f At ) |, _Kik 2 2ll - e <—L— (x? + (y-9)*)
4t

k,k

d'oa Inl< = Ix, quantité qui tend vers zéro si x —» 0.

@(x,y,t) étant une fonction symétrique en y 1a "pseudo-singularité'

que nous venons d'étudier sur le terme

2 2

- KO pe quand y est positif, apparaft de la méme fagon
e 0

kit + (ys ny")
sur le terme e t- W/V lorsque y est négatif. Nous

utiliserons cette symétrie pour nous ramener dans tous les cas a

y >O. On calculera alors @(x,y,t) au voisinage du contour par

l'expression

Vat z c Vou

» 10> Sees OF ke (xtecy- gy?) |
5 0 r= 4 /Val

0 xX

k

et) 2 - 2 Sage ee el aP)@& (x,y,t) aT e 2 ye a) y+ } +) y

Ko yr Vot _y.
+ 7 (Arctg(—_~-—) - Arctg ( _ ))
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A l'intérieur du domaine et suffisamment loin du contour le calcul

de @(x,y,t) sera fait, plus simplement, 4 partir de son expression

(32)

Une étude numérique expérimentale permet de distinguer facilement

ces deux domaines.

Les intégrales simples qui interviennent dans les expressions

ci-dessus sont calculées par interpolation du noyau par une somme

| de polynémes de Tchebicheff sur un support de Tchebicheff (réf 17 a.

2.2.2. Résultats numériques

Rappelons que nous avons calculé la répartition des températures

a l'instant t ~ 30" (lorsque Vpot = 41 cm). En raison de la

symétrie de @(M,t) nous nous limitons au quart de plan

Remarque :

Pour calculer @(M,t) au voisinage du contour par I'expression (31),

nous interpolons Je noyau par un polynéme de degré 40. Les résultats

sont alors obtenus avec la précision maximum de l'ordinateur (1077).

A l'intérieur de D et suffisamment Toin du contour un polynéme

de degre 30 suffit pour caicuier GiM,L) a partir ve Teapresaion

(32) et avec la mame précision.

Par contre le calcul de GQ(M,t) au voisinage du contour par

l'expression (32) en utilisant un polyndéme d' interpolation de degré

100 ne donne des résultats qu'avec trois chiffres exacts. D'autre

part quel que soit je degré du polynéme nous n'avons pu dépasser

une précision de l'ordre de 10°".

a YY a SEES ED SE)

a aS Ga
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2.%.3. Cas du rectangle

On remarque sur les résultats précédents que la température

tend rapidement vers zéro a4 l'intérieur du demi-plan. @(M,t)

est en fait nulle 4 l'extérieur d'un domaine rectangulaire D'

délimité par -12«x€0 ’

A4
-44¢ yw 44, ae a,= 44

-1% o
= —<—>

vy!

a, os -44

Les conditions au contour du systéme d'équations (17) dans le cas

du domaine rectangulaire sont donc automatiquement vérifiées et le

terme correctif sur la température est nul.

2.3. Calcul numérique des contraintes : cas du demi-plan.

2.3.1. Remplacement par un domaine fini

G)(M,t) étant nulle 4 1'extérieur du domaine D', Je calcul de

+o 0

toute intégrale de la forme | K(M,MSt) @@(M',t) dM' étendue
= 990 -6o

au demi-plan x<0 peut 6tre remplacé par celui de l'intégrale

J K(M,M',t) GY(M,t) @tendue au domaine fini D'. D'od 1'express
D 1

de Y(M,t)

(33) | Samyt) - © x |f 1: @(S,4,t) dedy +
TE, (np) 2+ cgeuy? oe

“aye glBS PHB) Og. qt) oe
Fe gps pre AS

I
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Répartition des températures 4 l‘instant t = 30".

10 o 0 0 0 0 0 0 ~~ 16 44

0 0 0 0 0 a} 9 5 o. 80 42

6 5 5 0 0 0 0 o 0.04 45.18 |40

a 0 0 o 0 0 0 0.05 03.91 |105.84 |38

a oT 0 a} a) 0.02 0.84 19.19 (2780.35 (36

rio 5 0 0 0 0 T.17 O.73 43.17 240.72 |34

0 0 0 0 0 a) 0.75 9.31 67.48 282.37 132

TA 0 0 0 d 0.04 2.03 17.20. (92.40 [314.99 130

0 0 0 0.09 0.44 4.17 26.14 115.86 |340.98 {28

ro [8 0 if) 0.09 0.98 07.18 (37.33 [137.39 [362.38 126

0 0 o 0.02 0.22 1.84 Il.Ul (46.48 157.39 (380.39 |24

a) sy oT ws w.45 3.05 255 [59.86 L5-55 395.82 [22

5 0.01 0.0L j.11 0.81 4.63 20.60 71.23 192.24 [409.22 |20

oO G. 0.02 0.20 T.3t 6.57 26.14 82.45 207.54 [420.99 [18

mi 0 0.05 0.35 T.96 8.86 31.99 93.41 221.64 [431.44 |16

OG o.01 U.07 0.57 2.62 11.45 /38.10 |ina-06 (234.60 [440.82 |14

o 0.02 0.15 0.25 3.04 Iq.as |aa-37 |ila.37 [246.70 [aa5.28 412

a v.04 0.24 I.22 5.04 17.45 50.74 |i2d.30 [257.50 1456.95 110

“10 TOT c.a7 I.79 6.41 20.18 57.16 |la3.07 |268.a4 [463.97 |8

9.0L 0.15 0.53 2.02 7.90 24.26 [63.54 243.02 [278.03 [475.77 16

ryote 7.15 O.7L 2.61 7.51 27.70 (69.60 [151.42 |266.67 |476.na 14

0.04 a.20 0.85 3.33 10.64 30.49 a3’ (i57.00 [293.33 480.39 2
'

4 “ 3 a = 
—5 4 =3 =2Z oL 0

Figure §
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2.3.2. Calcul de Y(M,t)

Avant de calculer numériquement ¥(M,t) nous apporterons une

derniére transformation 4 son expression ci-dessus. En effet si

Log MyM! est régulier dans D', Log MM! est infini quand M et M'

sont confondus. Aussi, pour tenir compte de la pseudo-singularité

du logarithme au voisinage du point M=M‘', nous écrirons

(Mt) sous la forme

(Mt) = on | Log MM'(@Q(M',t) -@M,t))am!
D! :

+@(M,t) { Log MM' dM! - { Log M\M' @(M,t) |

D' D'

En isolant la singularité dans le terme | Log MM! dM!

D t

dont on peut faire un calcul exact 4 partir des intégrales de la

a b

forme f if Log x? + v2) dX dY (a et b> 0).
0 0

Des calculs él1émentaires donnent

a

2 2 b2 +b2) + a Arctg ales 3ab
b

{ Log(x® + Y2) dX dY¥ = ab Log(a

(34)| 0 0

| + b* Arctg —

D'autre part, en raison de la symétrie du logarithme on a Ya et b
lai Ib]

b ob 2 > 5 2

\ jboss + Y°) dX d¥ = signe(a,b) | | Log(X"+Y")dX dY = S(0A)
a 0 0

{A étant le point de coordonides (a,b) dans le repére d'axes
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rectangulaires 0Ox,0y).

Enfin quel que soit le domaine D.

‘y 2 oy a4
(cs Ale

@)
Ay OR Ag fi" aa

ise Jes = by

On peut toujours écrire { Log(x@ + y?) dX dY = S(0A,)-S(0A,)-S(0A3)

D + S(0A,)

On calculera ainsi | Log( (x= ea (y- B)*) dx dy par la quantité
D

S(MA,) + S(MA,) - S(MA,) - S(MA,). ¢
+Hy

eh

M,l 4 mn

- 4

Ayr Ag

On peut remarquer que Ja formule (34) est valable quel que soient

les signes de a et b et dans tous les cas de figure.

Le terme Log MM ( @(M',t) - GP(M,t)) est alors régulier et le

calcul de son intégrale sur un domaine fini ne pose plus de

problémes.

Les intégrales doubles qui restent alors dans l'expression de

W(M,t) sont calculées par une succession de deux intégrales simples,

(Pee eS



dont les noyaux sont interpolés par une somme de polynémes de

Tchebicheff sur un support de Tchebicheff {réf 17 j

2.3.3. Calcul des contraintes

Nous avons fait un calcul approché des contraintes en interpolant

la fonction Y(M,t) par une somme de polynémes de Tchebicheff

sur un support de Tchebicheff [réfi1,17,21 ].

Nous nous limiterons aux résultats obtenus sur Ja contrainte

2

od et dans un quart de plan en raison de la symétrie par
Xx

rapport a4 Ox. (figure 6).

2.4. Calcul numérigue des contraintes : cas du rectangle.

Comme dans le cas du demi-plan nous nous limiterons au calcul de la

2

contrainte oy.
ax

2.4.1. Résultats numériques.

2 2 ; HK
Ces résultats correspondent aux chois des données suivantes

h, = 4 n.=4

x soit

hy = 6 ny = 9

Ce qui permet d'écrire 1'équation (1) du systéme (13) en 36 points

intérieurs au domaine.

h = 2.5

soit Py = 46

h 4,ad
yt

Ce qui correspond 4 46 points répartis sur le contour C de D o@ l'on

| écrit que les équations (2) et (3) du systéme (13) sont vérifiées.

% La signification de ces constantes a été donnée au paragraphe 124.
Re

Eee Se eee



Nous avons choisi d'autre part une silhouette homogéne de produits

de polynémes de ia forme T,(X).T5(Y) de degré 189 en x et degré

ji¢9 en y. On a donc @ résoudre un systéme rectangulaire de 128

@quations a 55 inconnues.

Connaissant te vecteur fal des 55 coefficients par la résolution
2

du systéme, on peut caiculer les valeurs de la contrainte 3 o£
OX

en superposant aux vaieurs du terme initial, celles du terme
és

correctif 2 oe - Rappelons que pour un point (Xis y;) du domaine
X 7

D la valeur du terme —@ v est obtenue par le produit matriciel
&x

2 a 2 2
[ 0 e2lty (XT (VG Belt OG) To(vg I) --. Felt (XT (VGH

&

Kelty Opto rsh] Cel »
x _ bea b+a

BW Keg ES ig

y, = Geo yy. 4 Ste

jo 2 *y Oe

aeLes résultats obtenus sur le calcul de la contrainte 5

Ox

apparaissent sur la figure 7, sous forme d‘isocontraintes dans le

1/4 de plan x <0 en raison de la symétrie des courbes par rapport

a Ox.

La figure 8 représente les valeurs du terme correctif dans le méme

domaine.

Remarque : Les résultats portés sur les figures 7 et 8 résultent

de caiculs exécutés en simple précision sur 10070.

La matrice intervenant dans 1a méthode de collocation

généralisée est en effet trop volumineuse pour fa

capacité de mémoire centrale disponible pour que nous

puissions exécuter tous ies calculs en double précision.

Jes nombres de la fig.6 ont été obtenus par

des icuts faits en double précision. .

rm A FS]

rn ie aT a |

! Pay <¢ rCyOo cra

otmy ou
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MALEURS—BU-

TERME, CORRECTIF.

eG) + Ff} -- G3 P3--+-1§8- ge weed tbh =? 66 re

ch ee ee

“ate ete “tor ates Shas 68 2 “405 San Pe
oy ay as? stir stun =trt ast S48 377 A37 #6

159 “BO M5" ‘ham tee tar -876 463 -4sr #4

268 as "ad “=” ‘fos - ahi $41 -857 -€76 f°
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me emetic met Prete ge oy 7 & . ra - 9g e 2
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639 414 2d2 8 -218 -431 645 ~855 -1075 r°

“Tai 454 282 13-326 466-409 -9ag -i197 74

B43. 567 297 31 232 498 -166 -i032 21308 {77

rs a be. =<seee = gle e a -~ @ a 16
531 629 336 48 #238 526 -815 -1104 ~1403

—— : a em a Ey Q = 2 o 1

1odz-~6do 3é8 @% 342 —S48 -855°-116? “1asol**
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2.4.2. Interprétation des résultats.

La méthode utilisée nous a conduits 4 construire la solution sous

forme d'une somme de deux termes

- Le premier terme dont 1]'écriture a pu étre explicitée, permet

une étude stricte du probléme infini, en particulier au

voisinage de la singularité (discontinuité des températures aux

points Vogt = 41 cm et -Vot = -41 cm de Oy).

- Le second terme est un terme correctif qui tient compte des

conditions aux limites et que nous avons approché.

On remarque, par comparaison des figures 6 et 7 que l'adjonction

ce terme correctif ne modifie pas de facon essentielle l'allure

de

des courbes isocontraintes au voisinage du segment EE'. Néanmoins

les valeurs sont modifiées et l'approximation par le demi-plan

infini n'est qu'une approche assez grossiére.

D'autre part la figure 8 montre la régularité du terme correctif

et justifie l'approximation faite pour le calcul de ce dernier.

On notera que la représentation adoptée nous permet une étude

fine de la zone fortement perturbée, aussi bien pour le domaine

fini que pour le domaine infini, et pour illustrer cette

possibilité nous avons reproduit les lignes d'isocontraintes en

2

3 dans le domaine -1<x <0, 36<y <44 (figure 9).
x

En résumé ]'exemple traité montre qu'en associant des méthodes

strictes, telles que la méthode des sources, a des méthodes

numériques (différences finies - collocation) on peut étendre 4

nouvelle classe de problémes des solutions valables jusqu'da

maintenant pour quelques cas lTimités. C'est un nouvel intérét

de ces solutions particuliéres bien connues des spécialistes.
éme

Les méthodes de calcul développées dans la 2 partie de cette

Gee See

mmm
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étude, permettent, 4 coGt raisonnable, une bonne approximation

des intégrales intervenant dans la méthode stricte et rendent

utilisables des méthodes analogues a cetle que nous avons

développée.
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MUNTZ. G : Equations intégrales - I partie.

NOEL Philippe : Réduction des erreurs de chute par la représentation

Lagrangienne des polynémes. (thése NANCY).

PETROUSKY. I.G : Lecture on partial differential equations.

SOMMERFIELD Arnold : Partial Differential equations in Physics.

VILLARD J.M : Methode de collocation généralisée par la résolution

d'équations aux dérivées partielles (journées

d'analyse numérique - BORDEAUX).
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