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Introduction

Résumé

Lobjet de cette thése est l'étude et l’amélioration dela surréduction, en vue de son

application & l’unification, c’est a dire la résolution d’équations dans les théories équa-

tionnelles. Nous nous situerons toujours dans le cadre d'une théorie équationnelle spécifiée

par un aystéme de réécriture confluent et noethérien. Dans ce cadre général, la surréduction

donne une méthode d’unification compléte, puisqu’elle énumére un ensemble générateur de

toutes les solutions de l’équation 4 résoudre.

Mais comme beaucoup de méthodes générales et complétes, la surréduction est peu effi-

cace et ne termine pas toujours. Le premier objectif de cette thése est d’améliorer l’efficacité

et la terminaison de la surréduction, en utilisant des optimisations de la surréduction qui

restent completes dans les systémes de réécriture confluents et noethériens.

- Si lespace de recherche est infini, nous montrons que dans certains cas il, peut étre

décrit finiment, et les solutions peuvent alors étre décrites par un langage régulier.

- Nous définissons une nouvelle stratégie de surréduction: la surréduction normalisante

basique de gauche A droite, et établissons sa complétude. Par l’intermédiaire d’une pro-

priété de commutation de la surréduction, nous dounons un résultat sur la minimalité

de V’ensemble des solutions générées par cette méthode.

Ces optimisations ont été implantées dans une version expérimentale du logiciel de réécriture

REVE, en utilisant le fait que la surréduction peut étre vue comme une complétion un peu

particuliére.

Le deuxiéme objectif est de donner une formulation équationnelle 4 la surréduction

basique, c'est & dire une formulation basée sur des systémes d’équations et dans laquelle

n’apparait jamais la notion de substitution. Les opérations sont décrites par des régles

d’inférence. Ce travail a été conduit en cherchant:

- Ace que les régles d'inférence puissent étre, autant que possible, exécutées sans contréle

et en particulier de maniére paralléle

~ & intégrer dans le processus de nombreuses régles de simplification

- Ace que la méthode puisse étre facilement étendue & la logique ordo-sortée et/ou & des

systémes de réécriture équationnelle.

Position du probléme

Le probléme qui nous intéresse est la résolution d’équations (unification) dans les théories

équationnelles, c’est 3 dire modulo des équations appelées axiomes. Considérons par exemple



un symbole binaire + idempotent et possédant un élément neutre & droite, ce qui donne les

axiomes suivants: ¥

z+0=2

r+r=en

et essayons de résoudre l’équation z + y = z. c'est & dire de trouver quelles valeurs doivent

prendre les variables z et y pour que les deux membres de I’équation deviennent égaux,

sachant que + est idempotent et posséde un élément neutre a droite. I suffit évidemment

de prendre y = 0. On dit alors que la substitution @; = {y/0} est une solution de l’equation

Z+y =z ou encore est un unificateur de 7+ et x. Les substitutions 62 = {y/z}, 63 =

{y/0,2/0} sont aussi des solutions. Mais puisque 4, est une solution et n’affecte pas la

variable x cela signifie que x peut prendre n’importe quelle valeur. Donc toute substitution

de la forme {y/0, 2/t} ot t est un terme quelconque est une solution. 63 est justement de cette

forme, et on dit que 6; est plus générale que 63. On ne cherchera pas 4 décrire en extension

ensemble des solutions, car il est souvent infini, mais plutét un ensemble générateur (on dit

aussi complet) des solutions. Ici {6,,62} est un ensemble complet minimal.

Comment résoudre ce type de probléme ? Il existe bien sur des algorithmes ad hoc pour

telle ou telle théorie, par exemple pour la commutativité, pour l’associativité-commutativité,

etc...Mais on souhaiterait avoir des méthodes d’unification plus générales. Claude Kirch-

ner [44,42,45] a cherché 4 systématiser la construction d’algorithmes d’unification. Il a

décomposé le processus en trois opérations: décomposition, fusion, mutation, oi seule la

mutation dépend de Ja théorie considérée. La difficulté principale consiste alors 4 trouver

une opération de mutation qui convienne.

Une autre approche, que nous allons développer dans ce travail, consiste & utiliser les

techniques de réécriture, c'est 4 dire la surréduction, On commence pour cela par orienter les

axiomes pour obtenir des régles de réécriture. Orientons les axiomes de l’exemple précédent:

mnitt07r

T2:E+252

et considérons l’équation z-+y = a oli a est un symbole de constante. La surréduction (notée

+) consiste a appliquer une régle de réécriture sur un des termes de |’équation en affectant

ses variables si néceasaire. Par exemple:

tt y=aNyjor jt =e

Pour appliquer la régle rp sur x + y il faut changer y en x (ou z en y) par la substitution

6, = y/z, ce qui donne z+ 2, lequel se réduit par r2 en x. Nous obtenons donc Péquation

z =a. On voit que la surréduction comprend deux étapes: instanciation des variables pour

qu’une régle devienne applicable, puis application de la régle. Or Péquation résultat z = a

a pour solution syntaxique (sans faire intervenir r ni rz) 62 = x/a. Alors la composée des

deux substitutions

6= 6200, = zfa,y/a

est solution de r+ y= a. De la méme facon, en appliquant la régle 7)

tty sayy.) o =a

on obtient la solution 6! = z/a,y/0.

La surréduction a été introduite par Slagle [70], étudiée par Lankford (52), Fay [17,

16], et Hullot (35,36), lequel a établi que l'ensemble des substitutions trouvées comme ci-

dessus en parcourant toutes les dérivations de surréduction issues de |'équation & résoudre

2

be teen

cnr rena re
est un ensemble complet de solutions, si le systéme de réécriture est confluent ef neethérien.

Confluent signifie que les différentes réécritures issues d’un méme terme doivent confluer vers

un méme terme, neethérien (on dit aussi terminant) qu’il n’existe pas de dérivation de réé-

criture infinie. Lexemple précédent est un systéme confluent et noethérien. Par contre si on

avait orienté l’axiome + +0 = x en z + x +0, i] n’aurait évidemment pas été nethérien, La,

transformation d'un ensemble d’axiomes en un systéme de réécriture confluent et noethérien

peut étre faite d’une maniére systématique grace 4 la procédure de complétion de Kauth-

Bendix [50].

Nous nous sommes intéressés la surréduction car le processus formé de la procédure de

complétion suivie de la résolution d’équations par surréduction est une méthode systématique

@unification dans les théories équationnelles. Or l’unification équationnelle présente beau-

coup d'intérét puisqu’elle intervient.dans de nombreux domaines. Citons en quelques-uns.

Les langages de programmation logico-équationnels (comme par exemple SLOG [20] et

EQLOG [26]): ce type de langage, qui se situe dans la lignée des langages de cinquiéme

génération, est fondé sur la logique des clauses de Horn avec égalité, laquelle égalité

est définie par des équations. Le procédé d’inférence n’est~alors plus tout & fait la

résolution de Prolog, mais une résolution dans laquelle il faudra unifier les paramétres

des prédicats modulo des équations.

© En algébre: citons lexemple de Hullot [36,35], qui a trouvé grace a la surréduction

basique le premier algorithme complet et fini d’unification dans les quasi-groupes, et

par la méme a montré que l’unification dans cette théorie est décidable.

¢ Dans les domaines de l’intelligence artificielle: vision par ordinateur, compréhension

du langage naturel, systémes experts, ainsi que dans les bases de données.

© D’autres applications sont données dans (67].

Amélioration de l’efficacité et de la terminaison

La surréduction est peu efficace et ne termine pas toujours. Il y a redondance dans la

recherche de solutions puisqu’il n'est pas rare que la méme solution soit calculée plusieurs

fois. Voici les améliorations que nous proposons dans cette these.

- La surréduction normalisante. Considérons le symbole +, possédant l’élément absorbant

0, lequel a 0 pour inverse:

rm: 2¥070

72: i(0) +0

et résolvons par surréduction ’équation eo : i(z) * (0+ y) = 0. Une possibilité est:

iz) * (O#y) = OA, y/o (1 H(z) *0=0) Arp (ez: 00)

etn 2/0] (63: 00 = 0) 4p, (C4 = O= 0)

La branche qui conduit & ey donne la solution 02 = y/0, tandis que celle qui conduit & eq

donne o4 = y/0,2/0. On voit que o2 est plus générale que 94, par conséquent la branche qui

va de e, & e4 est redondante. Or on s’apercoit que l’étape qui va de e; 4 e2 n’instancie pas

les variables de e,. Cette sorte d’étape sans instanciation est appelée étape de réécriture, et

on dit que e; se réécrit en e2. Par définition, un terme ou une équation est normalisé(e) ou

en forme normale s'il (elle) est irréductible par réécriture. Ici e; n’est pas en forme normale.



Une idée pour éviter de générer e4 consiste & remplacer e; par sa forme normale avant

de poursuivre le processus de surréduction, autrement dit & considérer la relation formée

dune étape de surréduction suivie par la mise en forme normale de l’équation obtenue. On

appelera cette relation surréduction normalisante, et on la notera WW. Dans notre exemple

1 serait remplacé directement par e2 et du méme coup la branche de e; & e4 ne serait pas

considérée. L’espace de recherche est réduit. Fay [17,16] 2 proposé une procédure réalisant

la surréduction normalisante, et a prouvé sa complétude, i.e. le fait qu'elle fournisse un
ensemble complet de solutions. Nous redonnons une preuve de complétude en faisant bien

ressortir le concept de surréduction normalisante, et les raisons pour lesquelles cette méthode

est complete.

- Suppression des branches subsumées. En cherchant & élaguer I’arbre de recherche, il

est apparu que certaines branches étaient redondantes. Plus précisement, si eo est !’équation

A résoudre et quill existe deux branches ¢9 Wr] ex et co Wray eh, si el = Bex et
o’ = 809, alors il est inutile de calculer les étapes de surréduction issues de e’,.

- Description des solutions par un langage régulier. Il est possible que les solutions de

Véquation & résoudre ne puissent pas étre décrites finiment, ce qui veut dire qu'il n’existe

pas d’ensemble complet et fini de solutions. C'est le cas dans l'exemple suivant di a Fages

et Huet [14]: considérons les régles de réécriture:

ri: g(f(z.y)) > g(y)
ta: f(0,c) >a

Les solutions de l’équation g(x) = g(a) sont

oi = {z/a}
02 = {x/f(21,a)}
oa = {2/f(e2, f(z1,4))}
etc...

Lorsqu’on easaye de résoudre cette équation par surréduction, cela se traduit par la non-

terminaison de la procédure, que la surréduction soit normalisante ou non:

9(¥) = 92) Min y/peey) 9(Y) = 9(@) AP ---

L'arbre engendré par surréduction est rationnel. Nous avons montré d’une maniére générale

que lorsque l’arbre engendré par surréduction est infini mais rationnel, il suffit de le replier
en un graphe, et un ensemble complet de solutions peut étre décrit par un langage régulier.

Nous obtenons donc dans ce cas un algorithme complet et fini d’unification.

- La surréduction normalisante basique de gauche & droite. Pour réduire espace de

recherche, Hullot [35,36] a défini la surréduction basique et a prouvé qu'elle fournissait une

méthode d’unification compléte. Elle consiste & partager les termes en deux parties: les
occurrences basiques et les occurrences protégées, et & ne surréduire qu’aux occurrences

basiques. Herold [29] a amélioré cette méthode en définissant la surréduction basique de

gauche 4 droite, dont il a prouvé la complétude. Dans le but de réduire encore l’espace

de recherche, nous cherchous & combiner la surréduction basique de gauche & droite avec

Ja surréduction normalisante en créant la surréduction normalisante basique de gauche &

droite. La combinaison la plus simple ne fournit pas une procédure d’unification complate.

Une combinaison plus compliquée a été nécessaire.

- Des résultats de minimalité. Dans le but d’étudier l'intérét de la surréduction normal-

isante basique de gauche & droite, nous étudions la minimalité de l’ensemble des solutions

trouvées par surréduction. Nous montrons qu’une certaine partie des solutions (les solution

i SG
de rang maximal) générées par surréduction basique de gauche & droite (Herold) est min-

imale, lorsque le systéme de réécriture considéré est régulier et sans paire critique. Nous

établssons un résultat de commutation de la surréduction, grace auquel nous montrons que

l'ensemble des solutions de rang maximal générées par surréduction normalisante basique de

gauche & droite est minimal, en supposant toutefois que le systéme de réécriture, en plus des

hypotheses précédemment énoncées, est linéaire & droite. Cette optimisation nécessite donc

une hypothése supplémentaire pour obtenir le résultat de minimalité. Mais nous montrons

par des exemples qu’elle peut améliorer la minimalité quand le systéme de réécriture n'est

pas régulier ou posséde des paires critiques. Ce critére de minimalité semble intéressant car

c'est un moyen de mesurer la redondance des méthodes d’unification par surréduction.

Ces différentes relations ont été implantées dans une version expérimentale du logiciel de

réécriture REVE [53]. Cette implantation a été faite en modifiant la procédure de complétion

de Knuth-Bendix, d’aprés une idée de Dershowitz [12]. Nous donnons au chapitre 2 une

description de implantation de la surréduction normalisante

Formulation équationnelle de la surréduction basique

Cette aproche utilise une structure de donnée qui ne comporte que des systémes d’équa-

tions. Les objets tels que substitution et ensemble d’occurrences basiques dont on avait

besoin auparavent pour formuler Ja surréduction basique ont été supprimés. La surréduc-

tion et les simplifications s’expriment alors par des opérations simples sur cette structure de

donnée mises sous forme de régles d’inférence. On montre qu’on peut transformer par ces

régles l’équation & résoudre en un systéme d’équations ayant les mémes solutions et en forme

résolue, c’est & dire dont les solutions sont évidentes.

D’autre part, toutes les opérations auxquelles fait appel la surréduction ont été intégrées

selon les mémes principes. C’est pourquoi J'unification syntaxique ne fait pas appel a la no-

tion de substitution, mais est exprimée par deux régles d’inférence, qui sont la décomposition

et la fusion. Ainsi dans ce formalisme, l’unification syntaxique n'est pas définie de la fagon

habituelle, mais par un algorithme & la Martelli et Montanari [56}.

La notion de simplification apparait clairement dans cette approche. La surréduction

normalisante dont nous avons déja parlé fait intervenir la réécriture. La réécriture conserve

les solutions des équations qu'elle transforme, et c’est pourquoi nous dirons qu’elle est une

régle de simplification. Elle sera formulée 4 l'aide de régles exprimant un algorithme de

filtrage. D’autres simplifications sont intégrées, dont la décomposition et la collision des

symboles décomposables, et le dépliage.

En vue d’une extension ultérieure de cette approche au cadre de la logique ordo-sortée ou

dans les systémes de réécriture équationnelle, cadres pour lesquels le calcul de la substitution

surréductrice ne donne pas une substitution unique mais plusieurs, nous introduirons des

disjonctions d’équations ou de systémes d’équations.

Cette approche équationnelle donne une formulation simple et claire de la surréduction

basique et de ses simplifications. Contrairement & la formulation traditionnelle de la surré-

duction, notre approche ne retourne pas un ensemble de substitutions mais un probleme

équationnel en forme résolue, c’est & dire un probléme que l’on sait résoudre par d'autres

méthodes. Si la résolution d’une équation est intégrée dans un processus plus vaste, spécifié

lui aussi équationnellement, il est évidemment préférable de retourner un systéme en forme

résolue équivalent & l’équation 4 résoudre plutét que des substitutions. On espere que dans

des cadres plus larges, comme par exemple dans les systémes de réécriture équationnelle



ou en travaillant avec des diséquations, un systéme en forme résolue pourra exprimer a lui

seul plusieurs solutions et qu’il ne sera jamais utile de calculer celles-ci explicitement. Cette

formulation présentera alors un grand intérét. Elle est exprimée l'aide de régles d’inférence,

et peut étre vue comme une procédure indéterministe; elle permet par exemple d'exprimer

la surréduction basique normalisante. La méthode de preuve devrait permettre l’adjonction

aisée de nouvelles régles de simplification. Cette approche équationnelle peut étre implantée

trés facilement et ce n'est pas le moindre de ses avantages, car bien des procédures dont

Vexpression est compliquée sont implantées sous une forme fortement modifiée, et il n’est

plus sur que l’implantation exprime la méme chose que la procédure. Elle peut de plus étre

aisément parallélisée puisque les régles d'inférence sont soumises 4 peu de contréle.

Présentation des différents chapitres

Le chapitre 1 pose le cadre théorique nécessaire & la compréhension de la thése. Il précise

également les notations. Le chapitre 2 est composé de la version compléte d’un article écrit

en collaboration avec C. Kirchner, H. Kirchner, et P. Lescanne, et publié lors de la premiére

conférence "on Rewriting Techniques and Application” (62]. Il présente Ja surréduction nor-

malisante, son implantation dans REVE, et des améliorations. Le chapitre 3 est constitué

d'un article publié lors de la deuxiéme conférence "on Rewriting Techniques and Applica

tions” [61]. Il introduit la surréduction normalisante basique de gauche & droite, et établit sa

complétude. Le chapitre 4 donne des résultats sur la minimalité des solutions générées par

certaines méthodes de surréduction, ainsi que des exemples. Le chapitre 5 est composé d’un

article écrit en collaboration avec W. Nutt et G. Smolka de l'université de Kaiserslautern,

et soumis & publication. Il s’agit d'une premiére étape vers une approche équationnelle de

la surréduction basique. Le chapitre 6 présente une formulation complétement équationnelle

et précise la spécification de la réécriture.



Chapitre 1

Définitions générales

Nous présentons ici les bases théoriques nécessaires pour aborder les travaux présentés dans

cette thése. Les travaux présentés au chapitres 2, 3, 5, 6 se situent dans le cadre d’une

théorie équationnelle non typée, spécifiée par un systéme de réécriture (non équationnelle)

confluent et noethérien. En vue de leur extension ultérieure au cadre d’une théorie équa-

tionnelle typée avec sous-types (logique ordo-sortée). spécifiée par un systéme de réécriture

équationnelle, le chapitre 4 est présenté dans ce cadre étendu. Nous introduisons ici les

bases de la logique ordo-sortée, puis la réécriture équationnelle ordo-sortée et la surréduction

équationnelle ordo-sortée.

1.1 Signature et termes

Considérons trois ensembles de symboles, dénombrables et disjoints deux 4 deux;

e Les symboles de type (£,7).

Les symboles de fonctions (f,9,h). A chaque symbole est associé un entier naturel

appelé arité, ainsi qu’une ou plusieurs déclarations de fonction de la forme f :

£1...» €arite(s) 7 €- Les symboles d’arité zéro sont appelés constantes.

Les variables (x,y,z). Chaque variable a un type 72 qui est un symbole de type; on

supposera que pour tout symbole de type € il existe une infinité de variables de type €.

On suppose que l'ensemble des symboles de type est partiellement ordonné par un ordre

appelé ordre de sous-type et noté <.

Une signature S est formée par le produit cartésien de ces trois ensembles. Une signature

est finie si l'ensemble des symboles de type est fini. Dans la suite une signature est fixée.

Un terme est une expression bien formée (c'est & dire qui respecte les arités et les types)

sur les syruholes de fonction et de variable. Plus précisément. un terme de type 7 est

J. soit une variable z telle que rz < 7

2. ou ala forme f(s1,...,Sn) et il existe une déclaration de fonction f : 1, veesbn OE

telle que € < net 5; est un terme de type & pour tout] <1<n.

L'ensemble des variables de t est noté V(t). Un terme qui ne contient pas de symbole de

variable est dit clos. Les termes seront désignés par les lettres s,t,u. Avec cette définition,

si t est de type 7 et 9 < € alors t est aussi de type €.



Afin de manipuler les symboles ou les sous-termes d'un terme donné on aura besoin d’un

moyen formel pour les désigner, & savoir la notion d'occurrence. Intuitivement, occurrence

dun symbole est une suite d’entiers qui désigne le chemin allant de la racine du terme au

symbole considéré.

Soit t un terme et p une occurrence quelconque. Le symbole d’occurrence p dans t noté t(p)

est:

1. sit est une variable z, alors t(p) est egal & x si p = ¢, et n’existe pas sinon,

2. sit = f(s1,-..,8n), et on a te) = f, t(i.g) = s(9) pour 1 <i <n, et t(q) n'est pas

défini dans les autres cas.

On dit que p est une occurrence de t si et seulement si t(p) est défini. On note D(t) l'ensemble

des occurrences de t et O(t) l’ensemble des occurrences de non variable de ¢. Les occurrences

sont partiellement ordonnées par l’ordre < défini par p < ¢ <=> g = pp’ oi p’ est une

occurrence.

De méme on peut définir le sous-terme de t & l’occurrence p que l'on notera t[p. s[p — ¢]

est l’expression obtenue en remplacant dans ¢ le sous-terme 4 l’occurrence p par t. Cette

expression n’est pas forcément un terme car les contraintes de type peuvent étre violées.

Une équation est un couple de termes, noté s

Une signature S est réguliére si tout terme s admet un plus petit type Ts, c'est & dire,

s'il existe une unique fonction 7 de l'ensemble des termes dans l'ensemble des symboles de

type telle que s est un terme de type Ts et 75 < € si s est un terme de type €.

Proposition 1.1 [72] La régularité des signatures finies est décidable.

La signature {a + A,a + B} n'est pas régulidre puisque la constante a n'a pas de plus

petit type.

Dans la suite seules des signatures réguliéres seront considérées.

Une apécification $ est a donnée d'une signature et d’un ensemble d’équations (appelés

axiomes).

1.2 Substitutions

Une substitution est une application @ qui transforme un terme en un terme, telle que

1. pour toute coustante a, on a 0(a) =a

2. O(f(51,---,5n)) = F((S1},-- (Sn)

3. si s est de type € alors 0(s) est de type €.

La condition (3.) signifie que l'application d'une substitution peut réduire le type, mais ne

peut pas l'augmenter, soit formellement 70(s) < Ts.

Les substitutions seront désignées par les lettres 0.87. La composée de deux substi-

tutions est encore une substitution. La fonction identité sur les termes est appelée sub-

stitution vide et est notée Id. D() = {x | (x) # c} est appelé domaine de 6 et

1(8) = Usenie)V (ola) est Vensemble des variables apportées par @. Une substitution

est idempotente si 6.9 = 8, ce qui est équivalent & dire que D(@) et 1(8) sont disjoints,

Nous supposerons dans la suite que les substitutions considérées sont idempotentes. Soit W

un ensemble de variables, on note o = a! (W] si Vz € W, o(z) = o'(z). La substitution o

est dite close si pour toute variable 2, o() est un terme clos.

1.3 Egalité modulo des axiomes

Une congruence sur les termes est une relation d’équivalence ~ stable par plongement,

c'est & dire vérifiant: pour tout terme s, si s[p ~ tet s[p < ¢] est un terme, alors s ~ s[p + {].

La congruence ~ est dite stable parinstanciation si pour tous termes s,¢ et toute substitution

a, s~timplique o(s) ~ o(t). On appelle égalité modulo E ou E-égalité la plus petite

congruence stable par instanciation telle que pour tout axiome g = d de E et pour toute

substitution 0, on ait o(g) ~ od). La E-égalité sera notée =p.

On dit que Péquation t = ¢ est un théoréme si t ~ t’. On dit qu'elle est un théoréme

inductif si pour toute substitution close ¢ on a a(t) ~ a(t).

1.4 Filtrage

Le probléme du filtrage est particulitrement important puisqu’il est le moteur de la réé-

criture. Dans le but d’englober les différentes méthodes de réécriture équationelle dans un

seul formalisme, nous introduisons le formalisme proposé par C. et H. Kirchner [44,48].

Soit E un ensemble d’axiomes, on appelle filtre modulo E ou E-filtre du terme t vers

le terme t' toute substitution ¢ telle que o(t) =e t’.

On appelle méthode de filtrage modulo E toute application Filtreg qui A deux termes

t,t’ associe un ensemble de substitutions tel que:

1. Toutes les substitutions de Filtreg(t,t’) sont des E-filtres de ¢ vers ¢!

2. le O-filtre de ¢ vers ¢’, s'il existe, appartient & Filtreg(t,1’).

Remarque: Si £ =) on retrouve la notion habituelle de filtrage.

La notion de filtrage permet de définir un préordre sur les termes appelé préordre de

filtrage, qui dépend de la méthode de filtrage Filtreg considérée:

t <Pitreg tsi et seulement si Filtreg(t,t’) est non vide

Ce préordre est compris entre le préordre de filtrage dans la théorie vide (quand EF =) noté

Sp, dont on peut donner une caractérisation directe par:

t<gt si et seulement si il existe o telle que o(t) =¢

et le préordre de E-filtrage (quand Filtreg retourne l'ensemble de tout les filtres modulo E),

dont une caractérisation directe est:

t Spt’ si et seulement si il existe o telle que o(t) =e t’.



Ce préordre s’étend aux substitutions: o <Fittre, 8[V] ot V est un ensemble de variables, si

et seulement si il existe une substitution + telle que pour toute variable x € V, 7 appartient

& Filtreg(o(z),0(2)).

Le préordre <g est plus simplement noté <. Si t < t’ on dit que ¢ est plus général que

t' ou que ?’ est une instance de t, Cette définition s‘étend aux substitutions,

1.5 Réécriture

Soit R un systime de réécriture et B un ensemble d’axiomes. Posons A = RU B.

Une régle de réécriture 9 — d est une équation orientée vérifiant V(d) C V(g). Un

systéme de réécriture est une spécification dont les équations ont été orientées en régles

de réécriture.

Définition 1.1 Une méthode de filtrage modulo E, Filtreg, étant fixée, on dit que le terme

t se réécrit en t’, 4 l'occurrence p, par la régle g + d et le filtre a, et on note

tpe—ae)

sig € Filtreg(g,t\p) et t= tip — o(d)]. ©

t fe 40} U est appelée étape de RE-réécriture, On appelle relation de RE-réécriture la
RErelation notée +** et définie par

EtRE Yea Flpg + dio] | tPF,

La fermeture réflexive et transitive de +” sera notée 7 "*, la fermeture symétrique de
2 R® sera notée os RF

Une suite d’étapes de RE-réécriture est appelée RE-dérivation. On dit que le terme t

est RE-irréductible ou qu'il est en RE-forme normale ou encore qu'il est RE-normalisé

s'il n’existe pas de terme t’ tel que t se réécrive en ¢/. On dit qu'une substitution 7 est RE-

normalisée si pour toute variable x, a(x) est un terme normalisé. Une forme normale (notée

t|) de t est un terme RE-irréductible issu de t par réécriture.

Certaines approches de la réécriture équationnelle, comme celle décrite dans (51] simulent

la réécriture induite par R dans les classes d’équivalence modulo B, en utilisant la réécri-

ture notée +*/F définie par =~ . +” . =. Cette iéécriture ne peut pas étre décrite par

le formalisme précédent, ce qui n'est pas un hazard puisqu’on cherche & formaliser ici les

diverses réécritures sur les termes et non pas sur les classes. Ou a I’inclusion

REE TRIE

Dans la réécriture non typée et non équationelle, les relations =p et “sont égales.
En général, ce n'est pas vrai dans le cas de la réécriture équationnelle ou typée, ot on a

+ RE
seulement 4° C =a. En effet

1. La méthode de filtrage Filtre ne peut évidemment pas étre quelconque. Si Filtreg

retourne un ensemble de substitutions trop petit, =4 et >" ” ne seront pas égales.
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2. Considérons la signature [72]

A<B

aa’ A, dB, fr AoA

et le systéme de réécriture

R={a—b, a +6}

Par transitivité on aa =p a’ donc d’aprés la stabilité par plongement f(a) =p f(a’).

La R-dérivation qui conduirait de f(a) & f(a’) passe par f(b) qui n’est pas un terme

car mal typé, Donc Non(f(a) * f(c')).

Dans lexemple ci-dessus, on peut eréér par réécriture des expressions mal typées. Don-

nons une condition suffisante qui évite cela:

Définition 1.2 +" est dite compatible si et seulement si pour tout terme s et toute

occurrence p de s, si sip +” ¢ alors s[p < ¢] est un terme. ©

Pour une relation de réécriture compatible, l'application d’une régle sur un terme n'est qu’un

probléme de filtrage, comme dans le cas non typé.

Définition 1.3 On dit que la relation +” est E-noethérienne ou noethérienne mod-

ulo E si +*/© est noethérienne. ©

Définition 1.4 Posous A= BUR. Une paire de termes (t), 2) est RE-confiuente modulo

Eeet notée ty | tz ai et seulement si il existe des termes ¢! et t tels que ty 2 *? 41, ty “PP,
ett =p th.

e © est Church-Rosser modulo E si et seulement si pour tous termes t), tz

ty =a tz implique t; | te

e - RF est confluente modulo E si et seulement si pour tous termes t, t), t2

tPF ty ot t PY ty unplique ty | te

e FE est cohérente modulo E si et seulement si pour tous termes t, ty, t2

1" 4, et t=p ty implique il existe th tel que ta + th et ty | te.

On obtient le résultat fondamental suivant:

Théoréme 1.2 Soit A = RUE. Si +** est compatible, noethérienne, confluente et

cohérente modulo E, alors

saat site sche

Preuve: 1) s=,t=>s|t. /

D’apris la définition de =4, il suffit de montrer que | est une congruence satisfaisant

toutes les instances des équations de A. La reflexivité et la symétrie de | sont triviales.

iL



Démontrons la transitivité par induction multiensemble sur la relation noethérienne
RE, Montrons que si le multiensemble & n éléments {51,...,5n} vérifie sy | s,

pour tout 1 <i <n, alors s; | sy. Notons aE l'extension multiensemble de RE "
Pour tout 1 <i <n, il existe ti, tels que 5; 7”? 4, sig, 3? # et ty =p U. Si
pour tout 1 <i <n, ona s, =p si41, le théoréme est prouvé, Sinon il existe au moins
une dérivation de longueur non nulle s; 4°”
Distinguons deux cas:

a) Sis; 5"* ¥_,, on remplace dans le multiensemble {81,.+-)$n} le terme sy par les
deux termes f,,t;. Le multiensemble obtent {51,...,5)-1,t}-sstu Si,.-c,9,) eatatcerement plus petit au sens de RF. Par confluence modulo B fy t l est
ov coat are an atti et ti | i41. L’hypothése de récurrence pourra étre appliquée

b) Sinon 5; = it. OD remplace dans le multiensemble {81,...,8n} le terme s; par le
terme t;. Le multiensemble obtenu {5,,..., ;-1,ti i41,..+5q} est strictement plus
petit au sens de +27. On ati: =e 5, 4"" t,, Par cohérence modulo F, t bt
Goi sir | tj. Mest par ailleurs évident que i; | siy1. L’hypothése de recurrence
pourra étre appliquée sur ce multiensemble.

t, (on supposera qu’elle est dans ce sens).

D’ aprés Vhypothése de récurrence, il existe une paire de termes u, tn issue de 5}, 5
par FE, telle que a; | un. D'oit 8) | sp. a

{est une congruence car si s|p | tet s[p + ¢Jest un terme, ona sip Rey =p whee t.
Dvapris la propriété de compatibilité, » +" sip — u] et slp — 4] + "* slp — u', done
s| sip +t). Ilest évident que | satisfait toutes les instances des axiomes de A,

2)slt—=s5*?t, Bvident.

3) s oF? 5 ¢ =4 4. Considérons la derivation s = 5; RE. RE Sn = t, et
Prenons une étape intermédiaire quelconque s; ++ s,,,. Supposons que 5; are” 7
sisi. Alors si[p = 0(9) =n o(d) c'est & dire silp =, o(d). Bt puisque s:4) ep
9(d)] par propriété de congruence s, =, si41 On démontre qu'il en est de mame si
Si = Sit. Par transitivité, on conclut que s =,t.0

Ainsi la donnée d'un algorithme de décidabilité di égalitéle la B-égalité et d'un algorimodulo E permet de décider Légalité modulo A. : etnias
Remarque: L'égalité =, est définie de manié i% 8 

ere syntaxique. Elle est équival a iditédans tous les modéles si aucun type n'est vide. ‘ a
Pour obtenir un systéme de réécriture confiu 

juent et cohérent

iteegorionnrtl: tte ba. 

et cohérent modulo E dans le cadre de la

1.6 Unification

Lunification est le probléme de la résolution déquations.

1.6.1 Définitions

' Soit S une signature et E un ensemble d'axiomes. On appelle E-unificateur ou unifica-
eur modulo £ de deux termes t et f’ toute substitution a telle que o(t) =¢ o(t’). On notepar Mi s.ey{t t), ou plus simplement par EUg(t, t') si ce n'est pas ambigu, l'ensemble des

unificateurs de t et. Le plus souvent cet ensemble est infini, ct on s'intéresse généralement &
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un sous-ensemble générateur de H/p(t, t'} appelé ensemble complet de E-unificateurs. Cette

notion, fondamentale pour I'unification, a été définie pour la premiére fois par Plotkin [59].

Formellement, tout ensemble © de substitutions tel que:

1. SC Welt,t!)

2. Vo € WU g(t,t’), ED, O<ec

est appelé ensemble complet de E-unificateurs de ¢ et ¢’. © est de plus dit-minimal si

Vo,0E¥, <p 00-8

Lemme 1.3 (Fages et Huet (15]]

S'il existe, l'ensemble complet minimal des E-unificateurs de t.et t/ est unique & un renom-

mage de variables prés.

Preuve: Soit B,C deux ensembles minimaux et complets de H-unificateurs de ¢ et t’. Soit

BE B. Puisque C est complet, il existe 7 € C telle que y <p f. Puisque B est complet

il existe ' € B telle que f' <z 7. Donc f’ <¢g G et par minimalité de B il résulte

B =f. D’ot y = 8 a un renommage de variables prés, par conséquent B est inclus

dans C & un renommage de variables pres.

On démontre de méme que CC B & un renommage prés. 0

S'il existe, l'ensemble complet minimal des E-unificateurs de ¢ et t' est noté BCMUg(t,t'). Il

est défini A un renommage de variables prés. Par convention, il est pris égal 4 l'ensemble vide

lorsque t et t’ ne sont pas unifiables. S'il existe un ensemble complet fini de E-unificateurs

de deux termes, alors il existe un ensemble minimal complet obtenu en supprimant les sub-

stitutions redondantes. Dans le cas contraire, il n’existe pas toujours d’ensemble complet et

minimal de E-unificateurs, comme le montre un exemple de Fages et Huet [15], ou bien dans

Ie cas de la théorie associative et idempotente [66], et dans les semigroupes idempotents {1].

En se basant sur l’existence et la cardinalité des ensembles minimaux complets d’unifica~

teurs, on peut classifier les spécifications (Siekmann et Szabo (68]). Mais Biirckert, Herold, et

Schmidt-Schauss (6] ont montré qu'il existait une théorie qui u’est pas de type 2éro lorqu’on

résoud des équations, mais qui devient de type zéro si on résoud des systémes d’équations.

Ils ont alors donné une classification qui prend en compte l’unification sur les systémes

d'équations. C'est cette classification que nous donnons ici. Nous supposons pour cela

que les définitions précédentes sont trivialement étendues aux systémes d’équations. Une

spécification (S, F) est dite

de type unitaire si tout systéme d’équations a un ensemble minimal complet de E-

unificateurs contenant au plus un élément.

© de type finitaire si tout systéme d’équations a un ensemble minimal complet de 2-

unificateurs fini

© de type infinitaire si tout systéme d’équations a un ensemble minimal complet de

E-unificateurs, et il existe au moins un systéme d’équations dont l'ensemble minimal

complet est infini,

© de type zéro s'il existe au moins un systéme d’équations qui n'admet pas d’ensemble

minimal complet d’ unificateurs
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Une procédure d’unification est une procédure qui prend en entrée une équation et fournit

des E-unificateurs de cette équation. On dit que la procédure est complete si pour toute

équation elle fournit en un temps fini un ensemble complet de E-unificateurs. On dit de plus

qu'elle eat minimale si cet ensemble est minimal.

Pour une spécification (S,E) on peut distinguer trois types de problémes relatifs &

unification:

1. Peut-on décider si deux termes sont E-unifiables ?

2. Quel est le type de l’unification ?

3. Si unification dans (S,£) n’est pas de type 2éro, trouver une procédure (efficace si

possible) d’unification qui énumére un ensemble minimal complet d'unificateurs.

Nous nous intéresserons dans cette thése au troisiéme probleme.

En vue de définir la surréduction dans les eystémes de réécriture équationnelle, nous

introduisons le formalisme de C. Kirchner [44] qui englobe les différentes méthode de réécri-

ture équationnelle.

Définition 1.5 Soit EF un ensemble d’axiomes. On appelle méthode d’unification mod-

ulo E toute application UNIFr qui & deux termes t,t’ associe un ensemble de substitutions

UNIFe(t,1’) tel que:

1. UNIFg (t,t!) C We(t,t’)

2 VQ)AV(t) = 0 => Filtreg(t,’) C UNIFs(t,t')

3. pour tous termes g,t et pour toute substitution p telle que D(p) V(g) = 0 on a

7 € UNIF (9, p(t)) => 7-p € UNIFe(9,t).

°

Remarque: La condition (2) assure la cohérence entre Ja méthode de filtrage et la méthode

d’unification utilisées, la condition (3) assure que l'ensemble des unificateurs est suffisamment

stable pour que l'on puisse retrouver les propriétés classiques.

Définition 1.6 L’application Unif¢ qui 4 deux termes associe un ensemble de substitutions

est appelée générateur complet des unificateurs de la méthode UNIFF si pour tous termes

ee:

1. Untfg(t,t') C UNIF¢(t,t') (correction)

2. Vo! € UNIF g(t. t!), Jo © Unife(t.t!). 0 Spice: o (VA UV(#)] (complétude)

On dit que Unify est minimal si pour tous termes #, 1:

Vo,p € Unife(t.t'), (7 SFitres p=? 7 =p)

4

r
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1.6.2 Résultats existants

Rappelons les principaux résultats connus. Distinguons plusieurs cas en fonction de la

spécification (S, E).

1. S ne contient qu’une sorte et B = 0. On parle alors d'unification syntaxique et

un @-unificateur est souvent appelé unificateur syntaxique. L’unification syntaxique est

unitaire, c'est A dire que l'ensemble complet minimal des unificateurs est formé d’un seul

élément appelé unificateur principal. Le premier algorithme d’unification syntaxique se

trouve dans les travaux de Herbrand [27]. Plus tard, différents algorithmes ont été étudiés.

Citons pour mémoire Robinson (63], ainsi que Martelli et Montanari [57].

Présentons sous la forme de régles d’inférence un algorithme d’unification syntaxique

dérivé de celui de Martelli et Montanari. Il s’appuie sur des conjonctions d’équations (ou

syst@mes d'équations). Le symbole A est le symbole de conjonction. F est un nouveau

symbole signifiant que le systéme n'est pas unifiable.

(Décomposition-)

(Collision.

(Fusion-=)

Ces ragles retournent ou bien F, ou bien un systéme de la forme x, +t; A... A tn = tn

oli les variables 21,...,q sont toutes différentes. Dans ce dernier cas il reste A vérifier que

le syst8me ne posséde pas de cycle de variables (voir [33,57]).

2. S ne contient qu'une sorte et E # @. Les problémes relatifs 4 l’unification ont été

étudiés pour des théories particuli’res. La liste des résultats connus est donné dans (67}. Les

liens entre des classes particuliéres de théories (réguliére, collapse, finie, etc...) et le type

d'une théorie ont été étudiés dans [7].

Le probléme de la recherche d’algorithmes d'unification a été étudié d'une maniére

générale. En premier lieu dans Je cadre des systémes de réécriture confluents et noethériens
grace & la relation de surréduction. Nous en parlerons de maniére détaillée au paragraphe

suivant, Une autre approche, élaborée par C. Kirchner [43,42], cherche & systématiser la con-

struction d’algorithmes d’unification. Cette méthode utilise trois opérations: décomposition

et fusion définies comme précédemment par les régles (Décomposition) et (Fusion) (& la

différence prés que la structure de base est la multiéquation au lieu de l’équation) qui ne

dépendent pas de la théorie considérée, et d’une opération de mutation, qui elle, en dépend.

La difficulté réside alors dans la recherche d’opérations de mutation. La surréduction peut

dans certains cas atre utilisée comme une opération de mutation. Une troisiéme approche a

6té présentée par Gallier et Snyder [24]. Il s’agit d’une procédure générale et complite de

E unification décrite par des régles de transformation sur des systémes d’équation. Elle est

évidemment inefficace en général.

3. S contient plusieurs sortes. L’étnde de l'unification dans les algebres ordo-sortée est

récente puisqu’elle remonte seulement & 1983 [11]. Dans ces algébres, ]’unification syntaxique

n'est plus unitaire.

Proposition 1.4 [Schmidt-Schauss (65]]

Dans les signatures finies et réguliéres Vunification est finitaire.

15,



C. Kirchner [46] propose un algorithme d'unification équationnel dans les algebres ordo-

sortées grace a une extension de la méthode d'unification par décomposition, fusion, muta-

tion.

1.7 Surréduction

La surréduction peut étre abordée selon deux orientations suivant le but recherché. Si le

but est de résoudre des équations dans des structures algébriques (unification), il s'agit d'une

orientation ”preuves de théoréme’. On souhaite alors trouver des méthodes d’unification

complétes dans des cas trés généraux. La complétude est privilégiée par rapport a l'efficacité.

Si par contre le but recherché est d’utiliser la surréduction pour interpréter des langages de

programmation, l'efficacité devient primordiale. On se contente alors de la complétude sous

des hypothéses restrictives. Dans cette thése, nous avons choisi la premiére orientation. Nous

utilisons la surréduction comme un moyen de résoudre des problémes d’unification, dans des

systémes de réécriture confluents et noethériens.

Nous introduisons d’abord les définitions et résultats de base. Puis nous aborderons di-

verses stratégies améliorant la surréduction, en les classifiant selon qu'il s’agisse de stratégies

completes dans les systémes de réécriture confluents et ncethériens, ce qui correspond plutét

4 Vorientation ”preuve de théoréme’, ou bien qu’il s’agisse de stratégies complétes sous des

hypotheses supplémentaires, mais plus efficaces, ce qui correspond & la deuxiéme orientation.

Enfin, nous citerons quelques autres travaux. Etant donné lorientation de nos recherches,

nous détaillons surtout les travaux effectués sur les stratégies complétes dans les systémes

de réécriture confluents et noethériens.

1.7.1 Les bases

Surréduire consiste & instancier pour faire apparaitre un sous-terme réductible, et a

réécrire. La surréduction se différencie donc de la réécriture par l’ajout d’une phase d’ins-

tanciation.

La définition ci-dessous se situe dans le cadre trés général d'une spécification ordo-sortée

définie 4 l'aide d’un systéme de réécriture équationnel.

Définition 1.7 Une méthode d'unification modulo E, Unifg, étant fixée, on dit que le

terme t se surréduit en t’, & Poccurrence p, par la régle g = d et avec 'unificateur o, et on

note

tee aot!

sic € Unifp(tp. 9) et t= o(tlp — d)).

o est appelée substitution surréductrice. t~4rj\,_.a.o1t' est appelée étape de RE-surré-

duction. On appelle relation de RE-surréduction la relation notée vo"” et définie par

tPF tea A (r.y > do) | trp

La fermeture réftexive et transitive de ->"* sera notée > "*. Une suite d’étapes de
RE-surréduction est appelée RE-surdérivation. ©

Remarque: La surréduction contient la rééeriture et si tA>fp—aayt! alors a(t) PE t!,
Dans Je cas non équationnel (F = @), on remplacera la condition o € Unafe(tlp.g) par

o © BCMU(tip. 9).

L'étude de la surréduction dans le cadre ordo-sorté est récente [72]. Dans les systémes de

réécriture équationnelle non sortés, a surréduction a d’abord été étudiée pour la R.E-réécri-

ture [39], puis dans un formalisme (utilisé dans la définition ci-dessus) intégrant toutes les

formes de réécriture équationnelle (C. Kirchner (44], H. Kirchner {48}).

Dans la suite de cette section, nous supposons que E = 0 et que la spécification n'est pas

sortée. Le systéme de rééeriture R est fixé et implicite. Pour une meilleure lisibilité, nous

redonnons sous ces hypotheses la définition de la surréduction.

Définition 1.8 On dit que le terme t se surréduit en ¢’, & occurrence p, par la régle g — d,

et avec l’unificateur c, et on note

tHipg-do]t

si o est Punificateur principal de ¢[p et g, et t’ = o(t[p + d]). o

Exemple 1.1 Soit la régle de réécriture r: (0) + 0. Alors

ACF (2)) Aa .zfoj 2(0)

On retrouve ici la définition de Hullot [36,35]. Pour prouver que la surréduction fournit une

procédure complete d'unification, Hullot a d’abord montré qu'il existait une correspondance
entre réécriture et surréduction:

Proposition 1.5 {Hullot] Soient to un terme et po une substitution normalisée. Posons

th = po(to). A toute dérivation issue de th:

t Hpe.go—de) H+ prtgnadnnl Pe (1)

on peut associer une surdérivation issue de to et effectude aux mémes occurrences et par les

mémes régles:

to Arp go ado,a0] £1?» Apa .gn-1do—1.0n—a} tm (2)

et pour tout € {1,...,n} une substitution p; telle que

et = p(t)

© po = pidi-1---90 [V(to)]

Nous avons défini la surréduction sur les termes. Il est facile de l'étendre aux équations en

cousidérant que ~ est un nouveau symbole binaire de fonction, les équations apparaissant

alors comme des termes. Sit + ti +r.) s = s' ou o est la composée des substitutions

surréductrices, et si s et s’ sont syntaxiquement unifiables par jz, alors p.0(t = t') + w(s) =

y(s'). Puisque u(s) = p(s") il résulte p.o(t) =z p.0(t'), donc j.0 est une svlution de ¢ = t.

Réciproquement, soit 6 une solution normalisée de l’équation t = t’. Si le systéme de

réécriture R est confluent et ncethérien, alors @(t = t) >» s = s. D’aprés la proposition

précédente t= t rg) te =

existe p tel que @ = po [V(t

oto est la composée des substitutions surréductrices, et il

|.

La surréduction fournit donc une procédure d'unification correcte et compléte dans les

systémes de réécriture confluents et neethériens.
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Théoréme 1.6 [Hullot] Soit R un systéme de réécriture confluent et naethérien. L’ensemble

des substitutions o telles que

1, il existe une surdérivation

to = th Wa) Ae... Aten] tn = te

telle que t, et ti, soient syntaziquement unifiables par l'unificateur principal 6

2.0 =6.0,...01 et o est normalisée

est un ensemble complet de R-unificateurs de to et th.

Exemple 1.2 Considérons deux opérations binaires +, +. On suppose que + est idempo-

tent, admet un élément neutre a droite 0, et que 0 est absorbant pour +.

R={ mi yty sy
2: yt0 >y

ra: y*O0 0}

Rest confluent et ncethérien. En résolvant x + (0 * y) = 0 par surréduction, on obtient:

B+ (OFy)=0 AI zoey] (0+ ¥) = Ors y/o} = 0 (1)

Wins y/+0=0 4.) 2 =0 (2)

Min 2/0]9 = 0 (3)

La branche (1) donne la solution (x/0 = 0,y/0) qui n'est pas normalisée. Les branches (2)

et (3) donnent toutes deux la solution (x/0,y/0). Le singleton {(2/0,y/0)} est donc un

ensemble complet de R-unificateurs de x + (0 * y) et 0.

Les premiers travaux sur la surréduction (narrowing en anglais) se trouvent dans les

articles de Slagle (70), Lankford (52] et Fay (17,16). Dans ces articles, l’étape de narrowing

était la composée d’une étape de surréduction (au sens de la definition 1.8) suivie par la mise

en forme normale du résultat. Nous préférons lui donner le nom d’étape de surréduction

normalisante, Mais contrairement Fay, on ne supposera pas que le terme & surréduire est

en forme normale.

Définition 1.9 Une étape de surréduction normalisante est définie par:

tWpg dol! =e trp g do} ti et! = th |

°

Théoréme 1.7 [Fay] Le théoréme 1.6 est encore vrai pour la surréduction normalisante

Pour désigner la surréduction normalisante, on trouve parfois 'expression "narrowing with

eager reduction”, comme dans [38].
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1.7.2 Stratégies complétes

Soit o une solution de t = #’, la proposition 1.5 montre qu’a chaque dérivation (1) allant

de o(t = ¢’) & sa forme normale, on peut associer une surdérivation (2) qui, d’aprés le

théoréme 1.6, fournit une solution plus générale ou égale 4 0. Comme il existe généralement

plusieurs dérivations allant de o(t = t’) & sa forme normale, il y a redondance. L’idée est

alors de limiter leur nombre en introduisant une stratégie ST de normalisation de o(t = ¢’),

& laquelle on associera une stratégie ST’ de surréduction de ¢ +t’. Pour que cette méthode

reste complete, il.faut, comme dans la proposition 1.5, qu’a toute dérivation (1) issue de

o(t = t’) suivant la stratégie ST, on puisse associer une surdérivation (2) issue de ¢ = ¢’
suivant la stratégie ST’. Etudions les différents cas possibles.

1. ST est la stratégie de bas-en-haut (innermost). I] est- bieneévident que (1) est de

bas-en-haut u'implique pas que (2) soit de bas-en-haut car (2) est moins instanciée que (1).

Par contre, aprés une étape de réécriture de bas-en-haut t; 4p, 9d;,0,] %41: 1a partie de

tl, provenant de o,, c'est & dire située sous dj, est normalisée. Elle ne pourra donc pas étre

réécrite. Alors dans (2), la partie de #;4; située sous d; n’est pas surréduite. Par conséquent,

la solution o peut étre trouvée sans surréduire cette partie. Hullot a formalisé cette idée

en définissant la surréduction basique, a prouvé sa complétude et a donné une condition

suffisante de terminaison.

Définition 1.10 [Hullot] Soit une surdérivation

to Mbps gy dior] AP 0» A tpn gn edn on te

et Uo,...,Un des ensembles d’occurrence de non variable de fo,...,tn respectivement. Cette

surdérivation est dite basique si Up = O(to) et pour tout #, pj € Ui et

Uinr = (Us -{v € Ui, ¥ > pi}) ULpiw, v € O(d:)}

Si Uo # O(to), cette surdérivation est dite basée sur Up. ©

Par abus de langage, on utilisera le mot basique pour désigner une surdérivation basée sur uit

certain ensemble Ug non spécifié. Pour chaque? € {0,..., 7}, les éléments de U; sont appelés

occurrencés basiques, tandis que les éléments de O(¢;) — Uj sont appelés occurrences

protégées.

Exemple 1.3

R={ n: fx) >2

72: (0) +0}

Le symbole % désigne les occurrences protégées. La surdérivation suivante est basique:

Fv, 9(2)) Fey a2/) FY9) Meri wfoj®

Par contre, celle-la ne I'est pas:

FY, 9(2)) Aten y/o} %9(2) A e,r2,2/0) 0

Remarquons que toute réécriture de bas-en-haut est basique (la réciproque est fausse) et que

Ja réécriture basique n'est pas confluente.
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Théoréme 1.8 [Hullot] Le théoréme 1.6 est encore vrai quand on se restreint a des surdé-

rivations basiques (i.e. basées sur O(to = ty)).

Proposition 1.9 [Hullot] Si toute surdérivation basique issue d’un membre droit de régle

de réécriture termine, alors toute surdérivation basique termine.

En particulier, si les membres droits de toutes les régles de réécriture sont des variables, la

surréduction basique termine.

2. ST eat la stratégie de gauche & droite (leftmost). Mais dans la proposition 1.5, (1) est

de gauche & droite n’implique pas que (2) le soit. Par contre, aprés une étape de réécriture

de gauche & droite ti —¥ip,,,-4;,0;) 41: la partie de t{,, située & gauche de p; est normalisée.

Elle ne pourra donc pas étre réécrite. Alors dans (2), la partie de tjz1 4 gauche de p, n’est

pas surréduite. Par conséquent, la solution o peut étre trouvée sans surréduire cette partie.

Herold [29} a formalisé cette idée et I’a combinée avec la surréduction basique, pour obtenir

la surréduction basique de gauche droite.

Définition 1.11 Soient v, v’ deux occurrences. On dit que v est & gauche de v’, et on note

v <1 v' s'il existe des occurrences p, w,w’ et deux entiers j, 7’ tels que j <j’, v = pj.w,

v=pjiw'.

Définition 1.12 [Herold] Soit une surdérivation

bo Mp gi dio] AP +» A ipg gn eden on] Pn

et Up,...,U, des ensembles d’occurrence de non variable de to,...,t, respectivement. Cette

surdérivation est dite basique de gauche & droite si Up = O(to) et pour tout i, pj € Uy et

Visi = (Uc — {v € Uy, v > pj ou vd p,}) U {p,.0, v € O(d,)}

Si Uo # O(to), cette surdérivation est dite basée de gauche & droite sur Up. ©

Par abus de langage, on utilisera le mot basique de gauche & droite pour désigner une

surdérivation basée de gauche a droite sur un certain ensemble Uy non spécifié. Pour chaque

+ € {0,....m}, les éléments de U, sont appelés occurrences basiques, tandis que les

éléments de O(t;) — U; sont appelés occurrences protégées.

Exemple 1.4

R= {r: g{0) > 0}

Le symbole % désigne les occurrences protégées. La surdérivation suivante est basique de

gauche & droite:

F(9(2), 9(9)) Ap r.270) F(0, 9{y)) Ape ryzoy £(0,0)

Par contre, celle-ci ne l’est pas:

F(g(2), 9(¥)) HP p2.r.y/o] f(%g(2).0) Ws ».2/0} F(0, 0)

On peut remarquer que toute réécriture “leftmost-innermost” est basique de gauche & droite.

Théoréme 1.10 [Herold] Le théoréme 1.6 est encore vrai quand on se restreint d des sur-

dérivations basiques de gauche & droite (i.e. basées de gauche a droite sur O(ty ~ t)).
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ee
On pourrait évidemment définir de le méme maniére la surréduction basique de droite &

gauche. Bosco et al. (4, page 284] donnent une procédure indéterministe qui contient toutes

Jes stratégies possibles dans le sens de la largeur. La surréduction basique de gauche & droite

est donc un cas particulier de leur procédure.

3. ST est la stratégie de haut-en-bag (outermost). Il n’est pas possible d’opérer comme

précédemment, car aucune partie d'un terme obtenn par une étape de réécriture de haut-en-

bas n’est assurée étre normalisée. La stratégie “outermost” de Martelli,Moiso,Rossi [54,55]

n'est pas une stratégie de surréduction qui, dans la proposition 1.5, correspondrait & une

stratégie de réécriture “outermost”, mais est une formulation différente de la surréduction.

En particulier, la surréduction n’est appliquée qu’en téte des membres des équations, mais

le calcul de la substitution surréductrice ne provient pas d’une unification syntaxique, mais

@une unification modulo le systéme de réécriture R. Par rapport a l’approche traditionnelle

(défnition 1.8), cela peut changer V'ordre d’application des régles de réécriture, comme le

montre l’exemple qui suit.

Exemple 1.5

R={ nm: f(g’) > fe)

72? A(0) - 9(0) }

L'équation f(h(2)) = f'(y) se surréduit en:

£(R(z)) = FY) Mhpo,2/0) £(9(0)) = FY) pny £0) = FW)

On trouve donc la solution 2/0, y/0. Par la méthode de Martelli et al., on obtient

S(A(z)) = Fly) grup 92") = AC) A F'(2') = F')
ra} A(x) = A(0) A g(a") = 9(0) A f(z’) = Fy)
—r=0Ay=0

En outre, cette méthode contient d’une maniére intrinséque la détection des collisions (clashes),

que nous allons introduire maintenant.

Il n’est pas rare que la procédure d’unification par surréduction cherche indéfiniment les

solutions d'une équation qui n’en a manifestement pas.

Exemple 1.6

7 £(9(2)) > F(z)

Ilest clair que l’équation A(f(y)) = g(z) n'a pas de solution. En la résolvant par surréduction,

Pespace de recherche est infini:

ACE (y)) = 9(2) A pravfocay) AUF) = 9(2) 7%? ---

Dans cet exemple I’équation & résoudre n’a pas de solution car les symboles de téte de ses

membres sont des symboles décomposables.

Définition 1.13 Soit R un systéme de réécriture. Le symbole de fonction (ou de constante)

f est dit décomposable dans R s’il n'est le symbole de téte d’aucun membre gauche de

ragle de R. ©
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Proposition 1.11 Toute équation de la forme f( g(-.-) ot f, g sont des symboles

décomposables et f # g, est sans solution. On dit qu'il s’agit dun cas de collision.

Si par contre f = g, on peut alors simplifier ’équation.

Proposition 1.12 Toute équation e de la forme f(81,..-,8n) = f(tiy.-.)tn) ob f est un

symbole décomposable a les mémes solutions que le systéme S d’équations $1 = th,..., $n =

tn. La transformation de e en S est appelée décomposition sur les symboles décom-

posables.

La décomposition sur les symboles décomposables, combinée avec la détection des collisions,

font terminer la surréduction plus souvent, et réduisent l’espace de recherche. Ces idées ne

sont pas nouvelles puisqu’on les trouve décrites par Fribourg dans [19} 4 l'aide de construc-

teurs. Malheureusement, elles ne s’appliquent plus dés qu’un des membres de l’équation a

en téte un symbole non décomposable.

Exemple 1.7

rs f(9(z)) > f(z)

L'équation f(y) = g(z) n'a pas de solution car toute surdérivation qui en est issu est de

la forme f(y) = g(z) Fe f(...) = g(.-.), done conduit & une équation non unifiable
syntaxiquement. En la résolvant par surréduction, espace de recherche est infini:

F(y) = 9(2) tev/orw) FY) = (2) Fe -..

L’approche de Sivakumar et Dershowitz [69] permet d’exploiter tous les symboles, y compris

es symboles non décomposables. Elle est foudée sur le fait que pour trouver une solution

d'une équation donnée, il faut la transformer par surréduction en une équation dont les

membres ont les mémes symboles de téte. Grace & un graphe de portée d’opérateur, seules

sont calculées les étapes de surréduction susceptibles de conduire & une solution. Cette

méthode appliquée & exemple précédent aurait généré un espace de recherche fini.

1.7.3 Stratégies complétes sous des hypothéses supplémentaires

Introduisons d’abords quelques définitions. Supposous que les symboles de fonction

soient divisés en constructeurs et en opérations définies. Un terme est dit "innermost”

(Fribourg [22]) si son symbole de téte est une opération définie et si ses sous-termes stricts

ne contiennent que des constructeurs et des variables. Un systéme de réécriture est dit

“Ihs-innermost” si les membres gauches des régles sont des termes “innermost”. Dans un

tel eystime, un méme symbole ne peut pas étre a la fois en téte d’un membre gauche d’une

ragle, et dans un sous-terme strict d’un membre gauche, On en déduit que le systéme

s(p(z)) 9x

P(s(z)) +e

west pas ”innermost”.

Padawitz (58] a défini une surréduction linéaire "leftmost-outermost”, et sous une hy-

pothése trés restrictive (UNI page 252) montre qu'elle fournit une procédure d’unification
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complete. You [74] propose le "outer narrowing”, et montre sa complétude dans les systemes

de réécriture ”|hs-innermost”, linéaires 4 gauche, et sans paire critique. Il montre aussi que

cette stra‘égie fournit des ensembles miuimaux de filtres pour des termes ayant des variables

disjointes, Une autre stratégie est. donnée par le "lazy narrowing” de Reddy (60].

Fribourg [22] a défini la surréduction “innermost”. Cette stratégie consiste & ne surréduire

les termes qu’é une seule occurrence “innermost”, dont le choix est indéterministe. Par rap-

port la surréduction ordinaire, ot toutes les occurrences des termes doivent étre surréduites,

cette stratégie apporte certainement un gain important d’efficacité. Mais sa complétude est

assurée en supposant que le systéme de réécriture réécriture est." Ihs-innermost” et que tout

terme “innermost” clos est réductible. Dans [21], Fribourg donne une formulation de la

surréduction "leftmost innermost” avec simplification par réécriture, et a l'aide de clauses

de Horn.

La surréduction est utilisée dans de nombreux langages de programmation, comme dans

EQLOG [26], SLOG [22], FUNLOG (73], QUTE [64]. Dans LEAF (3), la surréduction

est directement intégrée dans le procédé d’inférence sous forme de "fat resolution”. La

procédure d’unification de Bosco et al. [4], dont nous avons déja parlé, pourrait étre intégrée

directement dans un processus de résolution puisqu’elle est exprimée sous la forme de "fiat

SLD-resolution”.

1.7.4 Autres travaux

Quand on résoud une équation t = ¢’, on cherche en fait les substitutions o telles que

o(t = t') soit un théoréme. Mais il est fréquent de ne s’intéresser qu’a la résolution inductive

@’équations: on dit qu’on résoud t = ¢' inductivement si on cherche les substitutions ¢ telles

que o(t =?) soit un théoréme inductif. Fribourg [18] a montré que la surréduction pouvait

apporter une réponse efficace 4 ce probléme, & condition de connaitre des théorémes inductifs,

et dintercaler entre les étapes de surréduction des étapes de réécriture par ces théorémes

considérés alors comme des régles de réécriture.

La complétude de l’unification par surréduction a été étudiée dans les systémes de réé-

criture non noethériens [76,75,31]. La surréduction a été étudiée et montrée complete (23, p.

37] dans les systémes obtenus par la procédure de complétion sans échec ”Unfailed Knuth-

Bendix” [32,2], ces systémes pouvant comporter des équations non orientées. Elle a été

étendue au cas de la réécriture conditionnelle, lorsque la précondition est une conjonction

d’équations [37,40,41].
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Chapitre 2

La surréduction normalisante

Ce chapitre traite de la surréduction normalisante, relation formée d'une étape de surréduc-

tion suivie de la mise en forme normale du résultat. Il est constitué d’un article écrit en

collaboration avec C. Kirchner, H. Kirchner et P. Lescanne, et publié sous forme abrégée [62]

lors de la premiére ”Conference on Rewriting Techniques and Applications”.

Le logiciel REVE [53] est un laboratoire de réécriture, qui implante, entre autres fonc-

tionnalités, la procédure de complétion de Knuth-Bendix. Il permet donc de fabriquer des

systémes de réécriture confluents et neethériens. Nous savons que dans de tels systémes, la

relation de surréduction est une méthode d'unification compléte. Nous avons voulu intégrer

la surréduction dans REVE comme méthode d’unification, en utilisant une idée de Der-

showitz [12], qui montrait que la surréduction pouvait étre vue comme une complétion par-

ticuligre. Nous avons développé cette idée, montré de maniére précise comment transformer

la procédure de complétion en procédure de surréduction, et implanté ainsi la surréduc-

tion dans REVE. Cette idée est aussi développée dans [13], dans un contexte de langage de

programmation.

La complétion de REVE normalise systématiquement les paires critiques. Cette par-

ticularité n’a pas été modifiée, ce qui implante en réalité non pas la surréduction, mais

la surréduction normalisante qui est plus efficace. Fay [16] montra sa complétude, ie. la

fait qu'elle donne une méthode d'unification compléte. Nous donnons une autre preuve

de complétude, qui présente l’avantage de bien faire ressortir les concepts de surréduction

et de surréduction normalisante. D’autre part, les raisous pour lesquelles la surréduction

normalisante est compléte y apparaissent de maniére plus explicite.

Dans le but de réduire l’espace de recherche, nous avons montré qu’il était inutile de

parcourir les branches qui sont des instances d'autres branches. D’autre part, lorsque l’arbre

des surréductions normalisantes issu de l’équation 4 résoudre est infini, ce qui n’est pas rare,

la méthode reste compléte mais ne permettra pas en pratique de trouver @ coup sur un

ensemble complet de solutions. Fages [14] 2 montré qu'on pouvait décrire l’arbre finiment
*

quand la divergence était provoquée par des boucles du type eg Wr eo, oi ep est }'équation

a résoudre. Nous avons généralisé cette idée en montrant que lorsque l’arbre est infini, mais

que l'ensemble de ses neeuds est fini, un ensemble complet de solutions peut étre décrit par

un langage régulier, en considérant que les symboles du langage sont des substitutions et

que la concaténation est la composition (en sens inverse) des substitutions. Ce langage sera

en fait défini par son automate. Il est ainsi possible de décrire toutes les solutions d’une

équation méme s'il n'existe pas d'ensemble générateur fini.

La résolution linéaire de Prolog et la surréduction présentent des similarités. Mais, si on
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compare la résolution avec la surréduction normalisante, on voit que cette derniére effectue

en plus une étape de normalisation qui simplifie l'expression obtenue. Les langages de pro-

grammation logique qui combinent ces deux stratégies (résolution et simplification) sont de

bons candidats pour succéder & Prolog.

Larticle est structuré comme suit. Le paragraphe 1 introduit le sujet et expose un ex-

emple d’éxécution de notre implémentation dans REVE. Le paragraphe 2 contient la preuve

de complétude de la surréduction normalisante, une procédure appelée NARROWER qui

ressemble beaucoup 4 la procédure de complétion de Knuth-Bendix, et la preuve que NAR-

ROWER réalise la surréduction normalisante. La propriété qui affirme que les branches

qui sont instances d’autres branches sont inutiles est donnée et prouvée au paragraphe 3.

Les quelques différences entre NARROWER et la procédure de complétion sont exposées

au paragraphe 4. Le paragraphe 5 explique comment décrire l'ensemble des solutions par

un langage régulier. Et pour terminer, le paragraphe 6 fait le lien entre la programmation

logique et la surréduction normalisante. On trouvera en appendice l’exemple classique du

coloriage de carte, résolu par NARROWER.

Dans ce papier, la surréduction s’appelle U-réduction (U pour unification) et se note

~*—+, tandis que la surréduction normalisante s’appelle narrowing et se note -"*~», ee

eet

An algorithe for unification based on

narrowing. (#)

Pierre RETY

Claude KIRCHNER

Héléne KIRCHNER

Pierre LESCANNE

Centre de Recherche en Informatique de Nancy

BP 239

54506 Vandoeuvre Les Nancy Cedex

France

1. INTRODUCTION

In this paper, an algarithm based on narrowing for solving equations

in equational theories is proposed. The originality of the method is that

we use the narrowing relation with normalization. Some results on narraw-

ing are given and proved. The correctness and the completeness of the algo-

rithm are also proved and an implementation called NARROWER is described.

It is made by extending the software REVE. Same experiments are also

presented. The algorithm and its implementation have the nice property that

when the set of solutions is infinite, it can often describe the solutions

as the words of a regular language, using a finite automata. We also try to

show the connection of such an algorithm with the design of a logic pro-

gramming language, the purpose of which is to solve equations.

We would like to explain our ideas on an example. As usual, we suppose

that we provide a convergent set of rules that some people would cali an

"abstract data type” and others an “universe”. We give an example in the

classical frame of the integers. A convergent set of rules, later referred

to as R, for describing properties of INTEGER is proposed in Figure l.

(*) This research was supported by the GRECO of pro-

grammation.
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Telations between constructors 1..2

s(p(x)) > x

p(s(x}) > x

% definitions of +”

(0 +x) 7 x

(s(x) + y) > s((x + y))
(pO) + y) > pl(x + y))

® proprieties of 4”

(x +40) 7 x

(x + s(y}) 7 s((x + y))
(x + ply)) > pl(x + y))

((x + y) +z) > (x + (y + z))

*% definitions of ”-”

~(0) 7 0

-(s(x)) > pl-(x))

-(p(x)) 7 s(-(x))

% proprieties of "-”

~(-(x)) > x

(-(x) + x) > 0
x +-(x) 70

(c+ (-G0 4 2z)) > 2
(-(x) + (x +2z)) > 2z

-Ux + y)) > (-(y) + -(x))

% definitions of '*”

(O*x) 70

(s(x) # y) > (y + (x # y))
(p(x) * y) > (-(y) + (x # y))

* proprieties of ’'»”

{x #0) 70

(x # sly)) > ((x # y) + x)
(x * ply)) > ((x * y) + -(x))

Figure 1. A possible specification of INTEGER.

In this framework, we may want to solve classical equations as we

learn in high school, such as linear equations or quadratic equations. This

works well with NARROWER. Suppose we would like to knaw the salutian of

the equation

2x - ls]

that we code here inta
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x +x + p(0) = s(0).

We just type the command narrow followed by the equation and the system

starts by adding a rule of the farm

xX s2= x > true

whose superposition with a term means that a solution is discovered. The

new set of rules will be called R1. NARROWER also creates a pair of terms

of the form

ét s#2 t?, solution(x,,...,%,)>

where the right-hand side is for storing parts of the substitutions. Then

it is ready to compute the solution of the equations. In some cases

t === t’ unifies with x === x, which means that t can be made equal to t’

by a substitution r. TOK yee aX) is a solution of the equation. Other-

wise the left-hand side t === t’ is compared with the left-hand side g of a

rule g +d in R. More precisely a unifier of g with a subterm of t is

looked for. If such a unifier o exists, say at occurrence u, then NARROWER

creates a new pair of the form

<a(t === t’)[u <- a(d)}, solution(a(x,),...,0(x,))>.

Usually, this last pair can be reduced by R, thus it could be more useful

or more efficient to work only with the normal forms. Thus NARROWER appends

a pair <s === $s’, solution(t,,...,t )> where § === 5’, treet, are the

normal forms of the previous terms. The process that goes from t === t’ to

s === s’ is called narrowing. In the previous example, the system first

reduces

<x + x + p(O) =s= s(0), solution(x)>

to

<p(x + x) === s(0), solution(x)>.

It then superpases the pair with 0 + x — x which gives
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<p(0) === s(0), solution(0)>

that leads to no solution. It also superposes, among others, with

s(x) + y > s(x + y) which gives

<p(s(x + s(x)) 2s= s(0), solution(s(x))>

before reduction and

<s(x + x) === $(0), solution(s(x))>

after normalization. This pair superposes with 0 + x — x and produces

<s(0) =2= 5(0), solution(s(0})}>

which superposes with x === x > true yielding

<true, solution(s(0))>

shawing that x / s(0) is the solution. In Appendix, we will look at other

example.

In Section 2, we introduce the basic concepts and notations, including

the narrowing process and the NARROWER procedure. In Section 3, we describe

how this procedure can be optimized and we give more details on cur imple-

mentation in Section 4. In some cases the solutions i.e., the substitutions

generated by the system are infinitely many, but they usually share the

same structure and can be described as the words of a regular lanquage.

One of the originalities of the procedure proposed here is that it discov-

ers regularities and suggests an finite automata to describe infinite sets

of solutions. This feature is explained in Section 5. In Section 6, we use

examples to show what can be expected from such a procedure from the lagic

programming point of view.
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2. NARROWING

In this section we introduce the concept af narrowing and show that it

provides a complete method for solving equation in a theory described by a

confluent and noetherian term rewriting system. The following notations

and properties are valid for the whole paper. They are consistent with

[10,13].

Let A be an equational theory, and R a convergent (that is confluent

and noetherian) term rewriting system equivalent ta A. fF is the set of

symbals of A, X a set of variables, and T(F, X) the set of terms on F and

X. For each t € T(F,X), V(t) is the set of variables that occurs int. —

is the rewriting relation derived from R and t4R denotes the normal form of

the term t using R. tlu@t’] is the term obtained from t by changing the

subterm of t at the occurrence u by t’.

Substitutions o are defined as endomorphisms on T(F,X) that extend

mappings from X to T(F,X) with a finite domain D(o). A substitution o 1s

denoted by U(x)/t rere (xi/t)]. o|W is the restriction of the substitu-

tion o to the subset W of X and I(c) is the union of all V(o(x)) for any x

in D(a). We note ozo’ (W] iff ofW = o’[W.

We write < the subsumption quasi-ordering on T(F,X) defined by:

t<t’? iff t’= o(t) for a substitution o (called a match from t to t’). Com-

position of substitutions o and p is denoted by o.p .

Given an equational theory A, two terms t and t’ are said to be

A-unifiable [17,9] iff there exists a substitution o such that

a(t) =, a(t’). o is also called an A-solution of the equation t=t’. Given a

subset V of X, we define oS,’ [V] iff o’=,0".0 [¥] for a substitution o”.

If V=X, Vis omitted. 2% is a complete set of A-unifiers of t and t’ away

from W containing the set V of the variables of t and t’ iff:

@ for all c€Z, Do) CV and I(o) NW =o (The goal of this technical

restriction is only to avoid conflict between variables)

@ for all o€Z, a(t) =A a(t’)
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@® for all unifiers o’, there exists an o€E such that a Sy o’ [¥].

In addition £ is said to be minimal if it satisfies the further condi-

tion:

for all o and o’€3, 0 Ss, o’ implies ozo’.

An A-unification algorithm is complete if it generates a complete set

of A-unifiers. Note that this set may not be finite.

2.1. The narrowing: a eethod for solving equations in equational theories

The interest of the narrawing is to reduce the problem of unification

in an equational theory A to the well-known problem of term unification,

provided a convergent term rewriting system equivalent Lo A exists.

2.1.1. Definitions

Informally, the narrowing of a term consists of three steps. First, a

substitution is used to create a subterm a(t) that matches a left hand side

of a rule in R. Second, this rule is applied to o(t) in order to reduce it

to s. The third step computes the R-normal form of s. Let us remark that

if t is a term, Wa finite set of variables containing V(t) andg 7 d a

rule of R, it is always possible to rename the variables of g such that the

intersection of V(g) and W is empty. W’ is the union of V(g) and W.

Definition 1:[4] Let t and t’ be two terms, u anon variable occurrence of

t, g ~ da rule of R and o a substitution, we write

t -°*->[u, god, o] t’

iff

- The subterm of t at the occurrence u (written tl) and g are unifiable,

and o is the most general unifier of these two terms away from W’.

- t’? = o(t(utd] IR

The substitution o is called a narrowing substitution, the process

that transforms t into t’ 1s called narrowing, and a narrowing derivation

(written -"*°-> or -**->*) is any sequence of narrowings issued from a

term. The transformation of t into o(t[ut-d]) is sometimes called paramodu-

lation (written -“->). We propose the name U-reduction (U for unification).
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Remark: It is obvious that t -**->[o] t? implies o(t) 7+ t’.

2.1.2. Connection between narrowing and rewriting

This lemma shows the connection between some substitutions, the

rewriting relation, and the U-reduction.

LEMMA: Let sbe a normalized term, 5 a substitution such that

8|V(s) is normalized

5(s) >[u,gd,o] t,.

Then there exists a term 8) and two substitutions 6 and 5 such that:

s -*->[u,g7d,6] sy

8) (s)) et,

6, 1¥(s)) is normalized

5 = 6.6 [D(8) U V(s)]

In addition, if 3) +*s5,, then t Set and we have 5, (s)) ="tL,. ©
2 2

Remark: The first part of the lemma says that if s is not reducible, but

6(s) is reducible at the occurrence u using g > d, there exists a most

general substitution @ such that 6(s) is reducible at the same occurrence

by the same rule, This generates a U-reduction and produces a term s,. If
1

S, is reducible then the rules that reduce s, can be lifted by 5 for
1 1

reducing t,. So, we have the schema:‘a

&(s) >[u,g7d,c] t +x ty

t t t
| 6 | 6 [6

| pe 4?
s ~*->{u,g7d,8] 8, 7* 8,

One can see that the lemma is still valid when s is nat a normalized term.

Proof: The first part is from J.M.Hullot[11]. The second part comes from

the stability by instanciation of the rewriting relation. U

The next theorem makes up relation between rewriting and narrowing. A

similar result was proved by J.M.Hullot[11] with the U-reduction. The

difference with Hullot’s result is the following. Since narrowing is used

and then normalization are performed at each step, the correspondence
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occurs only at the end.

THEOREM 1: Let s be a term, 5 a substitution such that 6[V(s) is normal-

ized.

With any derivation issuing from 6(s): 5(s) a t_, we can associate a nar-

Towing derivation issuing from s: 5 -**->«[6] s, such that

there exists a substitution 5, and a term t, that satisfy:

a) 5s.) = t

b)t et
Pp n

c) 5, lvs.) is normalized

d)&= 6 .6 [D(6) UV(s)] O

Remark: We have the following schema:

(s} Fe t mat
p n

{6 16

| | °
s -**->»[6] s,

Proof: By naetherian induction on +. We denote 5(s) by t.

If t is not reducible, the theorem is obvious.

Otherwise t is reduced by a rule, say gq ~ d

t > [u,g7d,o] ty and ty + to

Thus, from the previous lemma, there exists a term 5. and two sub-
1

stitutions 8) and 5, such that:

s ~*->[u,g7d,8, | s

5)(s,) zt)

5, 1¥(s)) is normalized

= 6.6, [0(5) U v(s)]

In addition, if 5) + Sy then b an ty and we have 6) {s5) ant

If we chanse $F 8 ER, we have a narrowing redéction s -** >

1

2°

Sy

Therefore the next diagram follows:
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J Pp \,

t + t, >» t, —* t by confluence

p poof q

Poof fh
s Ss, * 85

1

Since t ++ ty we can use the induction hypothesis from t Thus:2

With the derivation ty + 5 » we Can associate a narrowing deriva-

tion issuing from 55!

t
Va p %

= t Set = g Jet
t mf of qn
[6 16) 15, [6

| | | |
s ee ed as4 > S) * 8, ; ae s.

1 2

such that there exists a substitution 5 and a term tL that satisfy:

a’) bls) = tb

b’) t et
q n

c’) 51v(s.) is normalized

a’) 6) = (8 .8,) [D(6)) U v(s,)]

Therefore the next diagram follows:

t Fe t et
t Pp

[8

|
5 -" De

an

15,
|

Sn
@ = 85.8)

Therefore a), b), c) are satisfied.

Let us prove d): 6 = (5.8) [D(&) U V(s)]

we recall that & = 6) +8) [p(8) U V(s)]

Let x be a variable in D(S) U V(s), The substitution a) is

defined up to a variable renaming, we can choose it such that
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for any variable y € D(&) U V(s), ¥(8, Cy) € o(6)).

Therefore 5{x) = 5, +8) (x) = 5-8, +8) (x)

Hence &(x) = 5-8, +8) (x) = 5 -O(x). O

2.1.3. A method for equations solving

We now make clear the connection between the narrowing process and the

solutions of equations in an equational theory described by a convergent

term rewriting system R. Let ty = ty be the equation to be solved. The

method consists of building from (ty = t’,) all the possible narrowing
0

derivations and to collect the corresponding narrowing substitutions, until

we obtain equations (to © ti) such that th and tr are unifiable. The

unification problem in the equational theory is then reduced to the narrow-

ing together with the standard unification of terms.

To establish the correctness and the completeness of this method is

the purpose of the following theorem. Correctness means that the method

provides effectively solutions of the given equation {tyst’ 9). Completeness

means that for any solution 6, the method provides a solution o such that o

is less than or equal to @ for the subsumption quasi-ordering Sy on substi-

tutions. Similar results on narrowing were established by J.M.Hullot

[12,11], but only for U-reduction, while ours are for narrowing in general.

The normalization step that distinguishes narrowing from U-reduction

improves both the efficiency of the method and the termination of the pro-

cess. For instance, consider the confluent and noetherian rewriting system

defined by the rules:

g(f(x,y)) > gly), h(gly)) > b

where b is a constant symbol.

With the U-reduction the term h(g(y)) reduces in itself, thus we have

n(gly)) -"=> h(gly}) -*-> ....

while using narrowing, h(g(y)) rewrites into b, and the process terminates.

-"-> h(gly)) which does not terminate,

In order to iterate the narrowing process on the two terms in paral-

lel, we introduce a special operator === which does not belong to the

operator set F, and the process starts with the term ont’ g: It is obvi-

ous that if Egret’ -"*-> t then t can be written as tyes’.
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THEOREM 2: Completeness theores:

Let ty ty be two terms and B be the set of substitutions o that satisfies

the following conditions:

- There exists a narrowing derivation issued from tgrsst’y

tgesst 07 ->Lo,] typeset) - ->Llo,] seer ->te,] typest?

such that th and te are unifiable by the most general unifier B

~o2BP.o wg
n L

Then 8 is a complete set of R-unifiers of ty and ty:

The theorem is still valid if we add the condition: g,+++0,|VW(tozest’ 9) is

normalized. O

Remark: This result was proved by C.Kirchner[15] by a simpler method, but

without a normalization condition on the substitution composition

(o.+.0,)|V(tgzest? 9).

Proof: a) correctness: Let us show that o is a R-unifier of ty and toe

For all i € {1,..,n}, we have: o,(t, jest’, 1) Ss test’,

Thus af ort’) E B.o,....0)(tp=sst’ 9)

+k B.o...0,¢t)sset)’) Fe Oe Bea(t, jest’ 1)

* B(t sect’)

We get o(ty) =R Bit)

a(t?) =R p(t’).

And since by hypothesis § unifies t. and tos we have o(ty) =R a(t’).

b) completeness: follows from Theorem L.

Let a be a R-unifier of t, and t’ let us show that a substitution
0 0’

more general than a (modulo R)} can be obtained by a narrowing

derivation,

Let us define 5 and s by: & = aJR

S = tgreet 0

6 is a R-unifier of to and t 0°

From Theorem 1, it results:

With the derivation (1) issuing from S(ty=sst’ 9) and going to the

term B(ty=a=t’ ))AR » We can associate a narrowing derivation (2)
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issuing from s:

t a) f
| 6 8
| (2) 0

S=tgssst’) = s zt zat?

such that there exists a substitution 5. that satisfies:

~——}?t By ~-=f?a) 6 (t eset’) = S(tyssat otk

b) 5, I¥(s,) is normalized

c)é= 5-8 [0(8) U ¥(s)]

From a) we deduce:

b(t.) = S(ty)4R

, . ,5 (t?) = a(t gir

and since & R-unifies t and t’., we have & (te) = 86 (t’? ).m 0 0 noon noo4
5, unifies th and te: there exists a most general unifier 6,

and a substitution y that satisfy:

a0 = yf

From c) we deduce:

5 = 6.6 = y.P.6 [D(8) U V(s)]

Finally 8.@ SR & =Ra [V(s)].

Since & is normalized, we get that 6lV(s) is normalized. O

Theoretically the process can be seen as building a tree whase nodes

are labeled by equations and whose edges are labeled by substitutions. The

equations are those successively generated by the narrowing process and the

substitutions are the narrowing substitutions used at each step to get the

corresponding equation. A solution can be seen as a path of the tree lead-

ing to a mode labeled by an equation whose members are unifiable. Such a

node is called successful, This tree, hereafter called narrowing tree, can

be infinite.
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2.2. A narrowing procedure

We propose here a narrowing procedure. Clearly two operations enable

us to perform the method: normalization and averlapping (also called super-

position). Let us first remind the notion of overlapping and the related

concept of critical pairs.

Definition 2: Let (1,r) and (g,d) be two directed pairs of terms such that

- V(1) and ¥(g) are disjoint

- g overlaps 1 at the occurrence u with the substitution o iff ¢ is the

most general unifier away from V(1) U V(g) of the term g and the sub-

term of 1 at the occurrence u.

The pair of terms (a(l[ut-d]), o(r)) is called a critical pair of the pair

(g,d) on the pair (1, r) at the occurrence u. In what follows the pair

(g,d) will often be built from a rule gd.

In the narrowing process, the rules of R are Overlapped on the terms

t===t’ and normalizations are performed using R. On the other hand we are

interested in recording the values substituted to the variables of t and

tes For this purpose, we consider directed pairs (us=su’,

solution(a(x,),...,0(x ))) where === and solution are new function jmbols,

XprveegX, are the variables of t and t’, and o is the composition of the

narrowing substitutions. Such a pair can be interpreted as follows: in the

context where the values of x x, are respectively AX) ++ 200K), themas

initial equation is a uzzzu’, which means that both have the

same set of solutions. The normalized left-hand side of a critical pair

obtained by overlapping a rule of R on such a pair can be interpreted as

the result of one step of narrowing, while its right-hand side is the new

values of the variables Karak The narrowing process provides a_ solu-

tion as soon as t and t’ are unifiable. For this purpose, we add to R the

Tule xs==x —~ true. Notice that the new term rewriting system R U {x===x

> true} denoted Rl is always convergent. Overlapping this rule on a pair

}) and 98 can beproduces the critical pair (true, solution(8(x)),...,8(x,

interpreted as a solution of the initial equation.
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2.2.1. The procedure

Let ty and ty be the terms to unify, W = V(ta) U V(t" 4) =

Xi}. The parameters of the procedure are a convergent term rewrit-

ing system Rl = RU {xss=x — true}, a set DP of directed pairs (to=2t’,

solution(a(x,),...,0(x,)) and a set P of critical pairs obtained by over-

lapping rules of Rl into directed pairs of DP. Each element of DP is

obtained by normalizing a critical pair in P. Its left part can be under-

stoad as the label of a node in the narrowing tree, while its right part

can be seen as the path which leads to this node. Figure 2 gives a descrip-

tion of the NARROWER procedure.

Initialization

Rl=RUf Xe=2x 7 true }

e ---t? 7DP = {(tys=st 0” solution(x),...,x )}

Pag

NARROWER(P, R1, DP)

if P is not empty

then choose a critical pair (p, q) in P

g = pdr, d= qtr

NARROWER(P - {(p, q)}, Rl, OP U {(g, a)})

else if all the critical pairs between the left-hand sides in DP and Rl

have been computed

then STOP

else choose a directed pair (1, r) of DP

with which critical pairs have not been computed

P = CRITICAL_PAIRS((1, r), R1)

NARROWER(P, RI, OP)

endif

endif

end

Figure 2. NARROWER

CRITICAL_PAIRS((1, r), R1) computes the critical pairs of all the

Tules cof Rl on 1. We always suppose that the strategy for choosing the
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pairs of DP in order to compute critical pairs satisfies the following

fairness hypothesis.

Fairness hypothesis:

Let H be the union (possibly infinite) of the values of the parameter

DP at each recursive call of NARROWER. For any directed pair (1, r)

in H, there exists eventually a recursive call such that (l, 4} is

chosen so that CRITICAL_PAIRS((1, r), RI) is called.

This hypothesis is necessary to insure the completeness of the pro-

cedure. Now notice two facts. NARROWER never adds rules in Rl and the

directed pairs (1, r) of DP could not be considered as rewrite rules

because V(1) does not always contain V(r).

2.2.2. Proof af the NARROWER procedure

The proof of the NARROWER procedure consists of two steps: correctness

and completeness. NARROWER is correct in the sense that with any pair in H,

we can associate a narrowing derivation issued from tgrart’y. NARROWER is

complete: that is, any term issued from tozest’y by a narrowing derivation

is produced by the procedure in H.

Definitions and notations:

OP and Po denote respectively the values of the arguments DP and P at the

i-th recursive call af NARROWER, and thus H = U DP. We write dP, the ini-

tial directed pair in DP:

OP» = (tgseet’ ys solution(x,,...,*,)), and &y = tyzset’ 9 :

With these notations, oP, = {dpg}.

We write solution(c) the term solution(o(x)),..,0(%,)). We call solution

of the procedure any substitution o such that the pair (true, solution(c))

is in H.

The narrowings are always performed with the term rewriting system R.

Let us define the noetherian relation < on the directed pairs of H by:

dp < dp’ iff

~ dpe OP. dp’ € OP with i < j
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- dp’ is obtained by overlapping a rule g ~ d of RI on dp.

Notice that < is noetherian and that NARROWER only adds pairs to ODP, but

neither modifies nor removes ones. Thus i < j implies OP included into

OP...
J

Correctness lemma: Let dp, be a pair in H different from Py, there exists

a narrowing derivation issued from ey

&% -""->[o)] e -"*->{05] bees -“->fo, 1] eno)

such that

dp, is fe st sest’ , solution(c’ ))

with eo] -*->[a ] e,

or

dp is (true, solution(o’ |))

and ton and ved are unifiable by the most general unifier a,

+660, )4R °with o = = (oo

Proof: Let us prove by naetherian induction that dp, is into one of the two

previous form. Since dp, is different of dP5) it is the result af an

averlap of a rule in Rl on a pair dp, in H. By induction

hypothesis applied on dpa < dp:

- either dp is (true, solution(s’ ,)), which is not possible
1

because no rule in Rl can superpose on the constant true.

- i cenit’ i ior dps y is (toy t neL? solution(a nep)? and

ey - ->[0)] eee = la) efi

therefore dp is issued from an overlap of a rule gd in Rl aon

le

ey-p at the occurrence u, with the substitution a o, is a unifier

. This overlap creates the critical pair

nei)?”

af g and ely

_ eH ; ,(p,q) = (a (e, jfutd]), salution(a, .o

dp is obtained from (p, q) by normalization:

2 e i ,dp = (fe. jtu d}), solution(s, .c np dR

4 e { eMIhen es (o fe, jlu d]})4R and then e >lu,g?d,o] e,
| n-l

g = x
vos (o,.0 nel? R.

Since gd € Rl, we consider two cases:

- case 1: if g7d € R, we can write e. ~*~ [ Ro] e,: Since the
-1

top symbol of enal is ===, u is not the empty occurrence, and e. is

of the form t_==st’ .
n n
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~ case 2; otherwise g7d is the rule x=s=x — true, u is the empty

occurrence, and 9, is a unifier of e, with xss=x. Then a, is a unif-

; ; . 
. ,ier of tol and t nel and dp, is of the form (true, solution(c nd:

C)

Completeness lemma:

If ey - ->[o,] e,- ->[o,]

derivation issuing from fy = tozsst 0°

solution(c’ )) in H, with o’ = (o...0,)4R.
n n n 1

.-->[o Je = t s2st' is a narrowing
noon n n

there exists a pair dp: (tossst’

In addition, if th and ee are unifiable by the most general unifier 6,

there exists a pair (true, salution((8.0’ )4R)) in HH, O

Proof; a) The proof is by induction on the length n of the narrowing

derivation. Let us suppose the result true for any length less than

n:

There exists a pair dp) = fe solution(o’ |) in HH. By fair-

ness hypothesis, there is a recursive call j such hat dp oy is

chosen and CRITICAL _PAIRS(dp | ,R1) is called.

We have e and g are unif-n-1 aval
iable by the most general unifier a therefore the critical pair

-~*->[u,g>d,0,] ea which means e

(o Ce, [ut-d]), solution(c .c’ _,)) is created. Since Narrower nor-
a

malizes all the pairs of P, there exists a call k > j such that DPY

. . e ; ,

contains dp = (o fe jtu d])dR, solution((a_.¢ na tR))

=I fe. solution(o mn)? denoting o no {a .o ae eR

b) If to and to are unifiable by the most general unifier 6, we

have tissst? -**->[e,xs==x7true,6] true. The previous proof can

be applied on this narrowing reduction, and we obtains: there exists

a pair (true, solution((@.0’ )1R)) in H. (J

From these two results we deduce that NARROWER correctly simulates the

narrawing process. Hence the following theorem can be stated:

VALIDITY THEOREM: The set of solutions of the procedure NARROWER applied

an ty and ty is a complete set of R-unifiers of by and to: Oo
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Proof: a) Let @ be a solution of NARROWER. From the correctness lemma,

there exists a narrowing derivation issued from ey!

et se2t?) .*7. a is st =-=t’egztyseet 0 >fo,] e) >vee >to] eg, t t n

such that th and te are unifiable by the most general unifier o

and 6 = (o.0,...0,)dR.

From Theorem 2, Fe +++ By is a R-unifier of ty and trys then 8 is a

“Bs ,

R-unifier of ty and t 0

b) Let a be a R-unifier of ty and to From Theorem 2 , there exists

a narrowing derivation

a Te! “7 — _, = a2 ,& >to] e) & sas >to] est set 7

such that t, and te are unifiable by the most general unifier o

and 8 = o0.0...0, SRa,
n 1

Thus @1R SR a.

From the completeness lemma, @4R is a solution of NARROWER. [1

Remark: If we modify NARROWER by changing the normalization of the critical

pairs using R into a normalization using Rl, the validity theorem is still

valid. That means that the narrowing relation using Rl gives a complete set

of R-unifiers of to and to.

More precisely { o | tgeast’y -*"~>x#[R1,o] true} is a complete set of R-
ze 

;

unifiers of ty and t 0°

Proof: We denote S = { a | test’ -**->#[Rl,o] true}. S is a set of R-

unifiers of ty and ty from Theorem 2, Let us prove that it is com-

plete.

Let @ be a R-unifier of by and ty: From Theorem 2, there exists a

narrowing derivation:

Soa pe zest ' -"7-> 1... -**- east,’tgesst’, Loy] tyesst) > >to 1] tozest?

such that th and t are unifiable by the most general unifier o

and ao ...0, SRO,
n 0

If for all i in {1,..,n}, tyssst? is not reducible by the rule

x=s=x — true, I++. is in S,
0

Otherwise there exists j € {1,..,n} such that

t.sest’, ?[xessxtrue] true. Then t. = t’. ando. ....c. € 5S,
J J J jrl 0

Therefore og. ....0, So ...0, SR 8. (1
GAL Sg = Spe -9G\ 5
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3. OPTIMIZATIONS

The aim of this section is to find optimizations of the NARROWER “pro-

cedure. This means to decide that in some cases, the subtree issued from a

given node in the Narrowing tree is redundant and can be dropped without

loosing the completeness of the returned set of unifiers.

Such optimizations have been studied in automatic theorem proving and

logic programming. One of them is subsumption. This plays the same role as

the simplification of a left-hand side of a rule in term rewriting system.

A rule gd is said simplifiable by g’—~d’ if a subterm of g is an instance

of q’. The question then arises to know whether such simplifications can be

performed in the narrowing process in order to restrict the narrowing tree.

But care must be taken ta avaid loosing the completeness. Let us give an

example of such a situation.

Example: Let us consider the confluent and noetherian rewriting system as

fallows:

xx > x

(a+) + (x +a) Patex

x *070

x *x 70

The narrowing process may be used ta solve the equation (x + y) + (y +x) =

z. Among ather possible solutions, the process will generate the following

narrowing derivations:

(x + y) + (y +x) = z -**->[x/a] a+ y = 2 -"7->[y/a] a =z

-""=>[y/x] x =z

with the corresponding solutions:

(1) (xsa, ysa, zza)

(2) (y=x, z=x)

NARROWER creates the two pairs:

(a === z, solution(a,a,z))

(x === z, solution(x,x,z))

The first pair is an instance of the second one, therefore it is “useless”,

But care must be taken that alsa the set of solutions is subsumed, other-

wise solutions can be lost this way. For example, let us solve the equation
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(x + y) * y = z. Among other possible salutions, the process will generate

the following narrowing derivations:

(x + y) # y = z -*°->[x/y] 0 = z -**->[z/0] 0

~"*~>[y/0] 0 = 2 ~**->[z/0] 0

with the corresponding solutions:

(1) (xsy, z=0)

(2) (y20, z=0)

If we remove the directed pair that corresponds to the first narrowing

It u Qo 2

derivation, we avoid the solution (1). Therefore we loose the completeness

of the process.

Restricting the kind af allowed simplifications, we propose here the

following optimization: if NARROWER generates two directed pairs such that

one is an instance of the other, the first one is useless. This is

equivalent to say that the subtree issued from the first nade does not lead

to new solutions in the narrowing tree. More formally:

SUBSUMPTION THEOREM: Let dp. and oy be two pairs such that

dp; = fe, solution(5.)), ap, = e5» solabion(e 19) e, = Bleed and

55 | Gnd. Then dp can be dropped without loosing the completeness af the

set of unifiers. O

Proof: Let < be the relation on the directed pairs defined by: dp < dp’ iff

dp’ is obtained by overlapping a rule g > d on dp. We denote <+ the

transitive closing of <.

let us first consider the simple case where dp = (true,

solution(5.)). Then dP is (true, solataon(s.,))) and 3, Ee Bulb means

that 5. is a solution less general than a

In the other cases e, and er are equations, three cases are to be

considered: dp <+ oS Fi <+ op, and dp; and cB not comparable

with <+.

8 dp <+ Gps That means that dp, is first generated, then all the

critical pairs of dp, with rules of R are computed and des is

obtained either from one of these critical pairs or from one of

their successors. Thus deleting dp, from DP has no effect on the

following camputations in this case.
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6 ap + dp. This case is incompatible with the hypothesis that dp.
i

is an instance of oo.

Since dp <+ dp and from the validity theorem, there exists a nar-

rowing derivation

e -"*->[8.] e, -"*-> , iS =
0 id 8 (B] ge ate) and then Bre.) +e = ae).

On the other hand, 5, = B35 = teh [W(eo)], therefore Ble.) =
Jole), and ate) + Sle), which yields a contradiction with the

finite termination of R.

e dp, and or are not comparable. In this case, the result is a conse-

quence of the following lemma.

Lemma : Let be two narrowing derivations issued from ey:

& - ~>«[a] e, ~ ->«[a’] ev = (t sest" )

gives the solution a’’.a’.a

(where a’’ is a unifier of th and ts and

& - ->«[B] ej

is such that ej, ale ,) and a =R 6.8

Then the second narrowing derivation can be completed into

e, -“*->#[B] e, -**->#(8'} e = (t cast?o a j is p p )
which gives a more general solution. More precisely: B’’.B’.8 <Ra’’.a’.a

(where 8’? is a unifier of cs and Era): Oo

Proof: As a’’.a’ is a R-unifier of the equation ej, = (tysest’ 5), a’’.a’.6

is a R-unifier of a 2 it ai By the completeness of the nar-

rowing process, there exists a narrowing derivation

e. -**->e(B’] e = (t sazt? )
J p B p

such that B’?.B’ SR a’’.a’.6 [ve 5)]

(where B’’ is a unifier of t, and t’_).

We then deduce that 8’’.8’.8 SR a’’.a’.6.8 =R a’’.a’.a [¥(e,)]. oO

Let us now give an example where the hypothesis of the theorem are satis-

fied:

Example: Let R be the convergent rewriting system

R = {g(F(x,*),0) g(x,0), g(g(F(x,x),y),z) % glg(x,y},z)}

and (gC F(x) ,x,),0) sss G6g( F(x) 4X5) 4X3)5%4)) the equation to be solved.
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By narrowing two equations are found:

g(x, ,0)

when using the narrowing substitution (xo /*14x5/0) and the first rule at

9(9(x 40), x,)

occurrence 1 in the right-hand side of the equation and

g(x, ,0) 969(x) 4x5) ,x,)
when using the narrowing substitution (xp/x}) and the first rule at the top

of the left-hand side of the equation. NARROWER generates the correspond-

ing pairs:

(9x, ,0) sss 9(9(x, ,0),x,)) , solution(x, ,x,,0,x,))

(g(x, 0) 969, 45),x,)) , solution(x,,x),x;)*,))-

With 6 = (5/0), the hypothesis of the previous theorem are satisfied
and the first pair is useless,

4. IMPLEMENTATION

The aim of this section is to show how the completion procedure has

been adapted to perform narrowing and implemented as an extension of REVE

{16].

Remind first that the Knuth-Bendix completion procedure attempts to

transform a set of equations that defines an equational theory into an

equivalent term rewriting system which is confluent, noetherian and

interreduced. For this purpose, the completion procedure computes critical

pairs between rules, normalizes them and directs then using a noetherian

ordering on terms, in order to produce new rules. Whenever a new rule is

introduced, it simplifies all the other existing rules. Thus completion

and narrowing are both based on overlapping and normalization. Nevertheless

jet us point out some differences.

~ From the proof of correctness of NARROWER, we have seen that the over-

lapping is always computed in the left-hand side of the pair

(t, solution(t,,..,t,}). However these directed pairs could not be

made into a rule because the condition on variables is violated.

- Assume that the pair of terms (G=st", solution(o(x)),...,0(x,))) is

implemented as a "'rule” t=sst’ > solution(a(x,),...,0(x_)). Such a
1 n
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"rule” would never be used to reduce a term, and could not be merged

into the rewriting system like in the completion procedure.

- The normalization of a critical pair is only performed using rules of

R. The directed pairs are not used for simplification. However, as

said in the previous section, subsumption tests are perfo. ned.

x — true} are overlapped on directed pairs- Only rules of RU {x =:

to produce critical pairs.

Among other functionalities, the system REVE provides an implementa~

tion of the Knuth-Bendix completion procedure. The modularity of the system

enabled us to extend it by adding a new command narrow which solves equa-

tions by narrowing. The implementation has been derived from the Knuth-

Bendix algorithm using the described modifications.

5. DESCRIPTION OF THE SET OF SOLUTIONS BY A REGULAR LANGUAGE

In this section we discuss the case of infinite narrowing derivations

where the same equation occurs many times. We first give an example of

this situation due to F.Fages [3]. Let us consider the following confluent

and noetherian term rewriting system R:

glF(x, y)) > gly)

and the following equation:

g(x) === g(0)

If we superpose the left-hand side of the equation with the rule, we

g(0).obtain the equation g(f(u, z)) === g(0) which normalizes to g(z) =

Up to a renaming of the variables it is the same equation as the given one.

The narrowing derivation:

g(0)) -""->[ExF(u,x)]} (g(x) s== g(0)) -*7*->[x>F(u,x)] -..

g(0)) -"*->[xFF(u,x)] ...

(gx) ===

wee (QO) g(0)) -"7->[x-*F(u,x)] (g(x)

is an example of a serious difficulty with the narrowing process: it does

not terminate. The purpose of this section is to give a finite description

of the solutions, which allows the termination of NARROWER. To support the
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intuition, let us consider the narrowing tree corresponding ta such a

situation. There exists at least one node labeled by an equation e such

that e -**->+ e. Such a tree can be represented as a directed cyclic graph.

A finite description of a complete set of unifiers of the given equation

will be obtained by looking for all the possible paths in the narrowing

tree leading to a successful node.

23.1. Characterization of the regular language

Let us consider the narrowing tree as a valued graph: the nodes are

labeled by the equations obtained by narrowing, the edges are labeled by

the narrowing substitutions. The successful nodes are the nodes labeled by

true. We remark that the successors of a node e and that the labels of the

edges that go to them depend only on the equation e, and not on the prede-

cessors of e. By the way, the narrowing tree is then not any tree.

If the set of the nodes of the tree is finite (denoted by

E = feg,-e bs from the previous remark we can reduce the tree into a

finite labeled directed graph the nodes of which are Cgr rk. Conversely,

a finite graph can be unwind into a tree whose set of nodes is finite.

In what follows we consider a narrowing tree whose set of nodes is

finite, and that is denoted E = {egs.+ re]. In order to transform the

tree into a finite graph, it suffices to chain on the already found nodes

when we build the tree. Let us denote G this finite graph.

To this graph we can associate a finite automata A, the vocabulary of

which is the set of labels of edges of G (there are substitutions), and the

states are the nodes of G. More formally A = (E, & » ET)

where E is the set of states

£5 is the initial state

- is the transition relation of the automata defined by

e,+0 = e; iff e, ~**->[ a] e;

The solutions of the equation €, are the composition of the substitutions

obtained by traversing the paths of G from ey to true. Therefore by defin-

ing the set E’ of the successful states of the automata by £’ = {true}, the

solutions of &y are given by the words of the regular language L recognized
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by A, if-we interpret the wotd o.6 by the composition of substitutions 6.0.

Let us show that A is a deterministic automata.

Let us suppose that e,.0 = e5 then that e -**->[o] e,

oF ~ 7 #> ee,-9 €, e; [a] 2

Therefore ale.) + os ate,) + ea! Since os and es are normalized and

by canfluence of R, we have . G3 yr vat

It is possible that the narrowing tree has nodes that do not lead to a

successful node, and then are useless. This means that A is not the minimum

automata that recognizes L. From A we can compute the minimum automata

A.
min

From Kain? using the algorithm that proves the Kleene theorem, we will

obtain a rational expression that defines completely L.

We have implanted a process that detects loops in our implementation

of NARROWER in REVE.

4.2. Example

let Rs { rl: G(F3 (x) 1X5 5%50)) > g(F2(x, 5X5 5X5))

r2: g(F2(x) 1x5 10)) > g, (F(x) x)

r3: 9) (F(x, ,0)) > g(x,) }

R is confluent, noetherian, and interreduced. Let us solve by narrowing the

equation: g(x) = g(a}. The narrowing tree can be reduced into the following

graph:
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[x=s=x—true,x/a}] true

g(x)===9(a) ~7 DLL x/ F304) 4x9 1x5 40) ] g(F2(x) ,x5 5X4) )=s=g(a)

[r2,x,/0]
[r3,x,/0] \ |

t2,x/F2(x) x50) ] ee

Ah

The automata associated to this graph is A = (£,e9,.,{true}) with

E={ e,: g(x)sssg(a),
o

e: g(F2 (x, 4x5 4x3))2=2g(a),

e,! 9, (F(x) 5x5) es=g(a),

e,: true }em
oThe automata vocabulary is:

Vef{oa: (X/F3.(x) 9X5 9%320)),

: (x,/0),

By: (x/F2 (x) 9X5 50)),

(x,/0),

a.: (x/a) }

The transition relation of the automata is:

me

This automata is minimal and recognizes the regular language that can be

characterized by the rational expression: (lo) .o,, o,}.0,)".0, ;

This expression gives a finite description of an infinite set of substitu-

tions.
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6. NARROWING AND LOGIC PROGRAMMING

The main mechanism of the Prolog language is the linear resolution

principle which has some similarities with the U-reduction presented here.

Dershowitz was the first to point out to us [1,2] this similarity. ‘Goquen

and Meseguer [7] in their language EQUOG, Fribourg in his language

SLOG[S,6] presented a close idea. They all claim that the future logic

programming languages will be built upon a principle that jaints U-

reduction from Prolog and the normalization from Functional Programming.

Unfortunately "the mechanism that joins the predicate logic and equational

logic features, namely narrowing, has not been implemented in a programming

language context” (loc, cit.) NARROWER is an attempt to propose such tools

in order to make experiments.

The main difference between the Prolog strategy and the NARROWER stra-

tegy is that Prolog only does resolution, i.e., U-reduction only at the

top, when NARROWER does U-reduction followed by a step of reductions. If we

assimilate the U-reduction to the resolution, we see that NARROWER performs

a crucial action that simplifies the form of the expression it manipulates.

Usually the U-reduction is rather expansive since it is based on unifica-

tion and the reductions are much cheaper since they are based on matching.

Therefore the power of NARROWER lies in mixing programming logic features

to infer new facts from old ones and functional programming features to

simplify the form of the new facts in order to keep them always in a more

manageable form. This combination of the two strategies makes logic pro-

gramming lanquages based on narrowing good candidates to succeed Prolog.

As usual in logic programming the universe of the pragram is described

by a set of facts that state its basic properties. This set is also called

specification of the abstract data type of the program and this specifica-

tion is given in an algebraic style. In the current implementation, these

properties are only equalities. They have to be presented as a noetherian

and confluent set of rules. Such properties are usually provided from any

presentation using the tools available in REVE. In the future it would be

possible to also assert statements in the first order predicate calculus,

based on Hsiang’s works [8]. These statements will be equalities in the

boolean ring, in other words equivalences between predicates, unlike Prolog
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that deals only with implications. This will require mechanisms for han-

dling associative and commutative equations that are now present in

REVEUR 3 [14]. Such mechanisms exist and we plan to extend the current

attempt to this framework. Another restriction lies in the absence of

sorts or types in our system. They will also be introduced in the future.

Here we would like to present our ideas on two examples, the

“integers” (Figure 1) and the ” map coloration” (Figure 3 in Appendix). In

the introduction we have seen how to solve linear equations, here we pro-

pose to solve the quadratic equation

© 4 3x4220

This is transformed into

(s(s((x * x) + x +x + x)) =2= 0, solution(x))

NARROWER finds the solution p(0) into two steps. A superposition for exam-

ple with p(x) + y > p(x + y) yields

(s(s((p(x) » p(x)) + p(x + plx)) + p(x)))) 0, solution(x))

that reduces to

(-(x) + (Ox # x) # (x + x)) 0, solution(p(x)))

and a@ new superposition with x +0 -+ x gives the solution p(0). NARROWER

Finds also the solution p(p(0)), but does not terminate because it does not

know that the equation has only two solutions and so it runs forever, look-

ing for other solutions. Obviously a strategy that works depth-first and

stops after finding the first solution would terminate in this case.
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APPENDIX The map coloration

The map coloration is a classical problem in logic programming. Figure

3 shows the universe as it was presented to NARROWER and Figure 4 is a pic-

ture of the map. The prablem that was asked to NARROWER was to find the

color of a map where 1 is "b” and 2 is "y”. NARROWER ‘ound the 8 possible

solutions as shawn in Figure 5S.

% Boolean operations

x & ff ss

fr & x

tt & x == x

x & tt c= x

(x & Cy & z)) = ((x & y) & z)

% Colors

next(b,

next(b,

next(b,

next(g,

next(q,

next(g,

next(y,

next(y,

next(y,

next(r, y)

next(r, g)

next(r, b)

next(x, x) == ff

% The map

map(x), Xor Xan Myr x5) =: next (x, , xy) & next(x), x) g

next (x), x5) & next (x), x3) & next (x) 5 x,) & next(x), x) & next(x,, x,)

Figure 3. Map Coloration
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The equation map(b, y, X31 Xyr x5) ss= tt has the set o' r-unifiers as follows:

1. 5.

x, / g x, / or

7 / b ° / og
ay xyXs 9 5 g

ra 6.
x, J g Xf wr

° / ob ee / gq
4 4

Xs for Ks i

3. tes

x3 / gq xy /or

x for x / b

a / a /5 9 5 9

4 8.

%5 / og x5 vf

x, ¢ F x, / b

4 fr xd /*5 5

Figure 5. The answer of NARROWER to the map -oblem,



Chapitre 3

La surréduction normalisante

basique de gauche a droite

Ce chapitre présente une nouvelle relation de surréduction: la surréduction normalisante

basique de gauche & droite. Il s'agit d'une combinaison non triviale de la surréduction nor-

malisante et de la surréduction basique de gauche a droite; la combinaison triviale donnant

une méthode d’unification non compléte. Il est composée d'une version légérement modifiée

d'un article [61] publié lors de la deuxiéme conférence "Rewriting Techniques and Applica-

tions”.

La surréduction normalisante a été étudiée au chapitre précédent. La surréduction

basique a été définie et étudice par Hullot [35,36], puis prolongée en surréduction basique

de gauche & droite par Herold [29]. Il s'agit d'une restriction de la surréduction, puisque les

regles de réécriture ne sont appliquées qu’A certaines occurrences dites basiques, les antres

occurrences étant dites protégées. Ces relations sont définies en détail au chapitre 1.

La nouvelle relation que nous proposons ici provient de l’idée suivante. On montre

facilement qu'une équation peut étre résolue par surréduction basique (de gauche & droite) si

toutes ses occurrences protégées (non hasiques) donnent des sous-termes en forme normale.

Si donc on normalise cette équation tout en conservant cette propriété, on pourra encore

la résoudre. Cette condition n'est pas satisfaite par les occurrences basiques telles que

Jes a définies Hullot, nous avons donc créé un nouveau calcul des occurrences basiques,

appelé faiblement basique. Nous prouvons que cette nouvelle relation, appelée surréduction

normalisante basique de gauche 4 droite, fournit une méthode compléte d’unification. Elle

été implantée en modifiant la procédure NARROWER du chapitre précédent.

Dans cet article, nous n’avons pas voulu nous restreindre 4 la surréduction normalisante,

c'est pourquoi nous avons considéré une surréduction tout a fait générale, c'est & dire com-

posée d'une étape de surréduction suivie d'une dérivation quelconque de réécriture (qui ne

conduit pas forcément & la forme normale). Dans cet article, cette relation générale ’appelle

narrowiug est se note -**—». La surréduction s'appelle S-narrowing (S comme simple) ct ee

note -*—+, la surréduction normalisante s'appelle N-narrowing et se note -~“"—. Signalons

qu'un récapitulatif des relations utilisées se trouve en appendice a la fin de Varticle.

L'intérét de cette nouvelle méthode de surréduction est évalué a la fin du chapitre 4,

grace 3 une étude sur la minimalité des solutions qu elle génére.
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Abstract

In this paper, we propose a new and complete method based on narrowing for solving equations in

equational theories, It is a combination of basic narrowing and normalizing narrowing, which is not

obvious, because their naive combination is not a complete method. It provides an algorithm that has

been implemented as an extension of the REVE software.

1 Introduction

Narrowing is a general method to solve equations in equational theories, that was introduced by Slagle [19],

and studied by Fay {2, 1] and Hullot [8, 9]. It needs a convergent set of rewrite rules equivalent to the

considered equational theory, and returns a complete set of solutions (also called unifiers), i.e. a basis of

the set of all the solutions. Implementations are described in [10, 17]. But this method has drawbacks: it is

inefficient and often does not terminate. Narrowing has some similarities with linear resolution principle of

the Prolog language, and is used in logic programming language like Eqlog [3].

Let us describe what nerrowing is. Assume that we have a convergent set of rewrite rules. The narrowing

of a term { consists of two passes. The first one instantiates { so that it becomes reducible by a rule. The

second one reduces it by this rule. The resulting term 4 may be reducible into % without any further

instantiation. If so, f is reduced until one gets a irreducible term (said in normal form) tp. The relation that

transforms ¢ into ; was called narrowing in [9, 10], and we call the transformation of t into {, normalizing

narrowing. If one considers all the narrowing derivations issued from ¢ (the narrowing tree), the

intermediate terms {), (2 are nodes from which edges are issued, while they do not appear in the tee using

normalizing narrowing. So, the narrowing tree contains the normalizing narrowing tree,

In order to compute solutions of an equation ¢= t’ modulo a term rewriting system, one computes the

narrowing derivations (normalizing or not) issued from (= t’, = being considered as a binary function

symbol, and check at each node whether the corresponding equation has a syntactic solution. If the term

rewriting system is confluent and noetherian, all, the solutions are found by building the whole narrowing

tree (which can be infinite). In order to get a smaller tree, it is obviously better to use the normalizing

2 This research was supported by the GRECO of programmation,
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narrowing relation. Another idea [9] consists of using only narrowing at some occurrences called basic. This

method is called basic narrowing, and gives another tree included into the narrowing tree.

Our idea is to mix the two previous relations, in order to further reduce the tree. The simplest way (we will

say naive) is to consider their intersection. Unfortunately, the set of solutions that it provides is not always

complete. Therefore, we had to build another relation in a non trivial way that preserves the completeness

of the solution set. It use at normalization time a new computation of the basic occurrences based on the

residual notion (6], that we will call weakly basic, It has been implemented as an extension of the REVE

software.

In section 2, we introduce the basic concepts and definitions, and recal} the existing results. In section 3,

we consider the naive combination of normalizing and basic narrowings, and using an example, show that

this method does not generate a complete set of solutions. Therefore, we propose in section 4 a new

combination of the two relations and prove that it provides all the solutions in section 5. An implementation

is presented in section 6. The various narrowing relations used in this paper are summarized in the

appendix.

2 Definitions and existing results

In this section we introduce the concept of narrowing and recall that it provides a complete method for

solving equation in a theory described by a confluent and noetherian term rewriting system. The following

notations and properties are valid for the whole paper. They are consistent with {7, 11].

Let F be a set of symbols, X be a set of variables. A term is a partial application from N% (the free

monoid on Ny whose elements are called occurrences) into FU X that respects the symbol arities.

T(F,X) is the set of terms build on F and X. For each 1€T(F,X), D(1) is the set of occurrences of

1, O( 1) is the set of non variable occurrences and V({) is the set of variables that occurs in 1. ¢ is said

linear if each variable of ¢ occurs once in 1.

An equation 3=1 pair of terms, a rewrite rule st is a directed pair of terms satisfying
V(t)SV(s). t{u+ t’) is the term obtained from { by changing the subterm of ¢ at the occurrence u by

1’, An equational theory A is a set of equations and one writes =, the smallest congruence induced by A.

A term rewriting system R is a set of rewrite rules and — is the rewriting relation derived from R and

+ * its transitive closure. A sequence of rewriting steps is called a derivation, A term t is said normalized

if it is not reducible by -». and the term ¢’ is a normal form of ¢ if {+ +t’ and t” is normalized, t’ is also

denoted i}. R is confluent if for any term 1, {+ *t; and t+ *f implies there exists a term ¢’ such that

+t’ and )-+*t’, R is noetherian if the relation + is noetherian. R is interreduced if for any rule

g-d in R, d is normalized, and g is normalized with respect to R - {gd}. One says that R is

convergent if it is confluent and noetherian, and canonical if it is also interreduced. R is regular if for all

rule g+ din R, V(d) = V(g). =p is the relation defined by =z = (+Us)* where + is the rewriting

relation obtained by reversing the rules of R.

Substitutions co are defined as endomorphisms on T(F,X) that extend mappings from X to T(F,X)

with a finite domain D( o). A substitution o is denoted by {(x1/ 41), ..-4 (an / tn) }-

We write S the subsumption quasi—ordering on T(F,X) defined by: 1St’ iff t'=o(1) for a

substitution 0 (called a match from 1 to t’). Composition of substitutions a and p is denoted by 0. p,

then (o.p) (t) =o( p(t) ).

Given an equational theory A, two terms t and t’ are.said to be A~unifiable [15, 5] iff there exists a

substitution o such that o (1) =,0(¢"). o is also called an A—solution of the equation 1= t’. Given a

subset V of X, we define oS4-0'[V] iff ¢’=,40”. o[V] for some substitution o” (the notation [V]

means that the formula is valid for any variable in V). If V= X, V is omitted. f is a complete set of A—

unifiers of « and £” away from W containing the set V of the variables of ( and ¢” iff:

© for all c€f, D( o)SV and I( co) 1 W=@ (The goal of this technical restriction is only to

avoid conflict between variables)

© for all cET, o(t) =40(t’)

© for all unifiers 0’, there exists o€T such that oS, 0 *[V]-

In addition T is said to be minimal if it-satisfies the further condition: for all o and o'€T,

oS,’ implies c= 0’.

‘An A-unification algorithm is complete if it generates a complete set of A—unifiers, Note that this set may

be infinite.

We now give a very general definition of narrowing-by introducing any fixed mapping — such that

= © ~+*. One will say that a given derivation s-+*s’ is compatible with — iff ss’. ~

Definition: We say that { is narrowable to ¢” at the occurrence u, using the rule g-+d and with the

substitution o iff

© t{u and g are unifiable by the most general: unifier o

© 1 =0(1)(u-o(d)]

etn

We call this relation narrowing and denote it {-“+s[u,g-+4,0] {’. A sequence of narrowing steps is called a

This definition is generic because by choosing the mapping — one obtains different narrowing relations, in

particular the two followings:

© If — is the identity then 1, = t’. We have the relation called narrowing by Hullot {9], and that we

will call simple narrowing or S—narrowing and we write t-~+[u,g-+4,0]t’. A sequence of

S—narrowing steps is called a S—narrowing derivation.

© If — is the normalization mapping then ¢’ is in normal form. We have the relation called

narrowing by Fay [2]. We propose to call it normalizing narrowing or N—narrowing and we

denote it by {-“+ju.g-+4,0] 1’. A sequence of N—narrowing steps is called a N—narrowing

derivation.

With these notations we have:

[i tug-g oO] & [trap a, ot th andt?=

+o-% aS te

If o is a match from g to t/u, the step (—*+t; is in fact a rewriting step.

In the following we suppose the mapping — fixed, so that the narrowing relation - “+ is fixed.

The narrowing relation provides a method to compute a complete set of unifiers of two terms modulo a

convergent term rewriting system. The method consists in building all the possible narrowing derivations

issued from to = ig and to collect the corresponding narrowing substitutions, until we obtain equations
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fa = t; such that ty and {; are unifiable. The unification problem in the equational theory is then reduced to

the narrowing together with the standard unification of terms.

In order to iterate the narrowing process on the two terms, = is considered as a new operator of the

equational theory, and the process starts with the term & = 19. It is obvious that if t= ig—“-+*é then { is

of the form tj = tj.

The following result has been proved by Hullot [8] for the S~narrowing, by C. and H. Kirchner (12, 13]

and Réty(et al) [18] for any narrowing relation.

Theorem: Let R be a convergent term rewriting system, to and (4 be two terms. The set of substitutions

© such that

© there exists a narrowing derivation issued from =

=~ p oy =. such that {, and (, are unifiable by the most
general unifier B and that 8 . Gy... is normalized on V(t = (0)

© o=B. Oy...01

is a complete set of R—unifiers of fo and to.

Basic S—narrowing was defined and studied by Hullot. It consists of protecting the occurrences resulting

from the substitution. This notion was extended by Herold [4] to left—to—right basic S—narrowing. It

consists of protecting moreover the occurrences that occurs strictly left of the applied occurrence.

Definition [Hullot, Herold}: Given the S—narrowing derivation

1 **[u0, go> do, To) #0 [0a Beda, Dy) bo (a)

‘and Uo,..., Up sets of non variable occurrences of to, ..., fn tespectively, One says that this S—narrowing

derivation is based on Uo iff for all i

ujE Uj

Uis = [U; - (vEU;/ u;S vp) Ulu; v/ vEO( a) }

We write Uj, = B(U;), of Uj,. = B(ti+1, (1) ) where (1) specifies which derivation is considered, or

more simply Ujs:=B(tis1) if it is not ambiguous. The occurrences that belong to Uo, ..., Un are said

basic.

If it is not ambiguous we will say more simply that this S—narrowing derivation is basic, or that this is a

basic S— narrowing derivation.

This S—narrowing derivation is left—to—right based on U 9 iff for all i

User = [Uj — (vEU;/ uw; S vor (v= we j's w"uj = we je wand’ <j)}} Ulwie v/ vEO(d))}

We write Uj, = LB( Uj).

If it is not ambiguous we will say more simply that this S—narrowing derivation is left—to—right basic, or

that this is a left—to—right basic S—narrowing derivation.

Remark: B is monotonic i.e. UCU’ implies B( U)&B(U’), and preserves the closure by prefix ie. U

is closed by prefix implies B( U) is closed by prefix. LB satisfies these properties and moreover preserves

the right closure.
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The basic method consists in building all the S—narrowing derivations issued from to = tg and left—to—

right based on O( = tg).

Theorem [Herold]: The previous theorem is still valid when we restrict to"S—narrowing derivations left—

to—right based on Up = O{ o = 6).

One of the interests of the basic S—narrowing is its termination property.

Termination property {Hullot}: If all the: basic S—narrowing derivations issued from a right band side

of a rewrite rule terminate, then all basic S—narrowing derivation issued from any term terminates.

3 The naive basic narrowing ~

Actually, tbe “basic” concept is only used for the S—narrowing, and we are loading to extend it to all the

narrowing relations (including the N—narrowing). Let us recall that a narrowing step is formed by a step of

S—narrowing followed by steps of rewriting. The first idea that comes to mind is to define the basic

occurrence sets slong the rewriting steps as Hullot did, i.e. by using the mapping B. But this method misses

some solutions.

Example 1: Consider the canonical term rewriting system R.

fal 12 ‘ 13 ‘
pn Dn J. x b —> x

g2 2 h x x

ov. IN, Ld. ?
x oy xy xy x

Let t= gi (ge (y,y),z) and suppose one wants to solve modulo R the equation = 0, The ”%” symbol

means that the corresponding occurrence is not basic. t= 0 is considered as a term whose top symbol is =.

The tree of basic S—narrowing is formed by the branches (1) and (2):

a %h=0

| (1)
= y

te pre tazpe 8 3X0
* g2 Soho”
A\ z yy | |

yoy YoY Tr 8, yi Zr rare %0 (2)
xX h

%

‘The branch (2) gives the substitution = (y/h(0),z/ g2(h(0),6(0))) which is the unique

solution.

‘The leaf of the branch (1) can not be narrowed at a basic occurrence, and since h(y) and 0 are not

unifiable this branch does not give a solution.

If one uses the naive basic N—narrowing, the term s disappears from the tree, and with it the branch (2).

‘Therefore the solution will not be found by this method.
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Nevertheless in order to find o, our idea is to compute on a larger set of basic occurrences during the

rewriting steps. This computing will be said weakly basic, For it the term h ( y) =0 can be narrowed into

x= 0 by the rule r3 using the substitution (y/ h(x) ) which gives the solution o.

Another difficulty is that the rewriting steps do not respect the basic occurrences.

Example 2: Let R be the canonical term rewriting system that contains the associativity rule:

R= {f(4,f(y,2)) +6 f(xy),2)}- Let us apply basic N-narrowing on the term

£( f(yix’), x’). One possibility is:

£(£(yix'), x") ~ eo t2 = £4 BAC yi t( 2) )o¥),2)
with o= (x’/ f(y,z),x/ fl yif(yz)))

‘The occurrence pointed out by % is the unique occurrence of {on which the rule can be applied. Since this

‘occurrence is not basic it is not possible to normalize 1 by a basic derivation.

In the following, we will define a property on basic occurrence sets that will guarantee that basic

normalization is possible.

4 The basic narrowing

The aim of the following definition is to characterize the sets of basic occurrences that allow to find a

solution. We will say that a set of occurrences U is sufficiently large on a term ( if all the subterms that

correspond to occurrences outside of U are normalized.

Definition: Let 1 be a term, U a set of occurrences of i, we say that U is sufficiently large on ¢ iff:

(w€ D(t) and ug U) = ¢/u is in normal form.

Lemma 1: Let t be a term, Uo a set of occurrences of t sufficiently large on to. Then all the derivations

issuing from 19 and following a leftmost innermost strategy to -* f) +... -> tp are left—to—right based on Uo.

If we denote by Uo,..., Up the sets of basic occurrences then for all 0S iS a, U; is sufficiently large on

4.

Proof: By induction on the size of the derivation.

If n= 0 the lemma obviously holds. If the property is true for i, Uj is sufficiently large on 4;, then

the step j-rQu,gred, oq lis: Satisfies uj€U;. Since the strategy is innermost, the match oj is

normalized. Since the strategy is leftmost, the part occurring strictly left to uj is normalized,

Therefore the non basic occurrences of fj, , are normalized. #

Corollary 1: If Uo is sufficiently large on (, there exists a derivation left~to—right based on Uo, leading

to the normal form of fo and such that for any term (; in this derivation, the set Uj of the basic occurrences

of 1; is sufficiently large on {;.

Rutt, there exist basic derivations that do not preserve the sufficient largeness property of the occurrence

sets For instance, consider the rewriting system of the example 1, the term

f(h( h(x) ),#( h(x) )), and the occurrence set U= { €,1,11,2,21}. U is sufficiently large on ¢,

tp en) = h(b(x)) and B(t") =@. Since t” is not normalized, B(x") is not sufficiently large on

uv.

We must define a new notion of basic derivation, that always preserves the sufficient largeness property.

For that, we introduce the antecedent notion that is (nearly) the dual of the residual notion introduced by

Church for the A—calculus and by Huet and Levy [6] for left—linear term rewriting systems, It

characterizes the fact that along a rewriting step, a subterm can be preserved.

Definition: Let t-+ju,g+4, 0)’ be a step of rewriting and v’€D(t’). We say that the occurrence v of

Cis an antecedent of v ’ iff

We extend this definition to a derivation by transitive closure of the rewriting relation. We say that v’ is a

residual of v iff v is an antecedent of -v’.

Remarks: With the notations of the previous definition we have:

eclv'=tly

© v’ may have no antecedent if v’= u. p’ with p’€O(d) or if v’<u,

© v' may have several antecedents if g is not linear.

Definition: Given the derivation

{0-*[uo,go-> do] 81 -P[ua— Be 1-9do 1) br

and Up,...,Up sets of non variable occurrences of to,..., {2 respectively. We say that this derivation is

weakly besed on Uo iff for all i

(uy - (veU;/ uj vy] Ulu. v/ veo (ds) }
U{vEO(t:4;) / v= u;~ w, wEO(d;) and all antecedents of v in ( are in Uj}

We write Uj41= WB(U;), Uisi = WB(tivi,(1)) or more simply Uiyi= WB( tie) if it is not

ambiguous. One will say Uj, is the base of t;,;. The occurrences that belong to Up, .... Up are said basic.

if it is not ambiguous we will say wore simply that this derivation is weaidy busic, or thai

basic derivation.

isu weakly

Remark: WB is increasing ie. UCU" implies WB ( U) CWB (U"), and preserves the closure by prefix

i.e U is closed by prefix implies WB ( U) is closed by prefix.

‘This definition differs from Hullot’s one by addition of the last line, the occurrences under dj may

belong to Uj, ,. Therefore B( U;)SWB( Ui).
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In practice the set Up is supposed to be closed by prefix, and since the weakly basic reduction preserves

this property then all the Uj are closed by prefix. Therefore we can get a new and simpler definition of

WB by writing:

© Uier = (vEO(G,,) / all the antecedents of v in 4 are in Uj}

In the following we will use this definition.

The interest of the weakly basic derivations is pointed out in the following lemma, that emphasizes the fact

that the notions of weakly basic derivation and sufficient large occurrence set are very linked.

Lemma 2: Let to -+ * ty be a derivation, and Up be a set of occurrences of 19 sufficiently large on to,

Then 19+ * fa is weakly based on Up and the set Us of basic occurrences of fy is sufficiently large on tp.

Proof: By induction on the length 2 of the derivation.

If 2=0 the lemma obviously bolds, Assume to-+*{,-, is weakly basic on Uo and the basic

oceurrence set Ug_, of fn. is sufficiently large on fn-;. Thus the reduction occurrence of ty) > (a

must be in U,-1, Let Up be the basic occurrence set of fg and vn€D{ tn) such that va£ U,, From
the definition, there exists at least an antecedent ¥p_, of ¥q in tn; that does not belong to Up).

Therefore tp/v» = ty /¥a-1 which is normalized by hypothesis, @

We can now define the basic narrowing with sufficient largeness as a step of left-to-right basic $—

narrowing such that the sufficient largeness property is preserved, followed by a derivation compatible with

~- The previous lemma ensures that this derivation is weakly basic, and that the method will be complete.

Definition: Let & be a term, Up an occurrence set of to, the step of narrowing to~“+ in (which is

equivalent to to-*+t1tn i.e. lo~*+11 +... + ty) is said left-to-right based on Uo with sufficient

largenesa or left—to—right SL—based on U 0 iff there are occurrence sets Uj, ..., Up such that:

a) t9—*+ 4; is left—to—right based on Up and U; = LB( Uo),

b) Uy is sufficiently large on t1,

©) For all i€{1,...,0 - 1}, Ujs. = WB(U;).

We extend this definition to @ narrowing derivation and we will say that a narrowing derivation is left—to~

right SL—based on Up. If the set Up is not specified we will say more simply that this narrowing derivation

is left~to—right SL_—basic, or that it is a left—to—right SL—basic narrowing derivation.

This definition prunes the narrowing tree because all the nodes that do not satisfy the sufficient largeness

Property are cut. As the narrowing definition, this definition is generic and can be instanciated in two

Particular cases: the left—to—right SL—basic S~narrowing when — is the identity, and the left-to-right

SL—basic N~narrowing when -. is the normalization mapping.

The left~to—right SL—basic $—narrowing and the left—to~right basic S —narrowing (from Herold) are not

the same relations because of the sufficient largeness property imposed by the point ) in the previous

definition. The left—io—right SL—basic S—narrowing relation is included in the left-to-right basic S~

narrowing relation.

5 The proof of completeness

We use here a short and original proof method that was introduced by-C.Kirchner [12] for equational

narrowing.

We must first introduce technical definitions.

Definitions: Let

© SU (1=t;R) be the set of the R—unifiers of ¢ and t’ (SU as set of unifiers),

© BU(t=¢!R,U) be the set of substitutions found by the considered narrowing relation -~-+ on

the equation 1= ¢’ and left—to—right SL—based on U, using the term rewriting system R (BU

as basic unifiers),

© SU-N (1=¢)R,U) = {a/c is a normalized R—unifier of ¢ and t’
and U is sufficiently large on o (t= t’) }.

Lemma 3: Let R be a convergent term rewriting system, ( and t” two terms, and U a subset of

O(t=t’). Then SU-N (t= )R,U)SBU (t= ¢}R,U).

Proof: Let p be any element in SU-N ((= ¢2R,U), and let us prove that p€BU (t= t;R,U).

For that, we prove by noetherian induction on -+ that for a given term in the form p (1=¢') anda
given subset U of O( t= ¢") such that p€SU-N(t=t}R,U), we have pEBU(t=¢t7R,U).

If p(t=t’) is normalized then p is a syntactic unifier of ¢ and ¢', then it is an element of
BU(t=t/R,U). Otherwise, p(t=t') is reducible, and since U is sufficiently large on

p(1=1"), it is reducible into its normal form by a derivation left—to—right based on U (corollary

1). Consider the first step of this derivation: p (t= t*) - 5 = s|. From the correspondance lemma

between rewriting and S—narrowing (Hullot {8]), there exists a term fj = (; and a substitution p such

that:

t=r-spoy=q, p(H=G) =sF 51, p=peo

which is summarized by the following diagram:

From corollary 1, the set Ui of basic occurrences of si = s} is sufficiently large on si = si, which

is p (4 = (). Let ty = 6, be the term defined by 4 = - We have (= t+ ttn Gy and
consider the instantiated derivation p(t) = (i) -**H (a= tn). From lemma 2, it is weakly based

on Uj and the set Up of basic occurrences of pi (fn = tn) is sufficiently large on #(tn= ta).
4 is normalized, and is a R—unifier of a ty then of t aud t;, Un ib sufficicady targe oa

tn = tq), then PE SU-N (tn = ta R, Un) - ;

eee ey areas sore ITSP) for the rewriting relation, so by induction hypothesis we
deduce that 1 € BU ( to , Un). Since p=. a, then pEBU(t=t/R,U).

Notation: We write ACpB for A,B sets of substitutions iff for any 7€A there exists 6€B such that

o=R8.

Corollary; BU (1= t)R,O(t=t’) ) =pSU(t= eR).
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Proof: SU-N (t= 107R,O(t= 0’) )SBU(t= t]R,O(t=t’) } from the previous lemma

CSU (t= t?R) by correctness of the narrowing

CrSu-N (t= t)R,O(t=t’) ) by definition.

Any left—to—right SL—basic narrowing relation provides a complete method for unifying in a convergent

term rewriting system.

Theorem: Let R be a convergent term rewriting system, 9 and {9 be two terms. The set of substitutions

@ such that

© there exists a narrowing derivation issued from 9 = and left-to-right SL—based on

O( =}: = O-Mail = -... 4] O,] fn = fy such that ty and 1, are unifiable by

the most general unifier B and that B. o,...0; is normalized on V(t = to)

© o=B. On...04

is a complete set of R—unifiers of fo and {.

6 Implementation

We have implemented SL—basic N~narrowing within an experimental version of the rewriting software

REVE [14] as a modification of the procedure NARROWER [17]. In order to mark the basic occurrences,

we have bound a boolean to each occurrence of term, which is called occurrence indicator. Now, our

implementation does not check the sufficient largeness property and the rewriting steps are not exactly

weakly basic because an occurrence is considered to be basic if the most left antecedent is basic, which is

less optimized than our definition.

The weakly basic rewriting steps can be done as follows. Let {-r,u,g-»d,a](’ be a weakly basic rewriting

step; the occurrence indicator of an occurrence v from t’ is the boolean product of the occurrence indicators

of its antecedents in 1. Therefore the occurrence indicators of the part of t’ resulting from o can be

computed whitin the matching process. Remark that this computation is very simple when g is linear.
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Appendix: denomination of the various narrowings

A reduction is a sequence of rewriting steps, a normalization is-a reduction that leads to the normal! form.

narrowing relation definition denoted in the literature by:

simple narrowing or more general instantiation and reduction by narrowing [9]

S—narrowing (denoted by one rule

—*}

narrowing (denoted by step of S—narrowing followed by a given

4) reduction

narrowing (2, i], narrowing

with eager reduction [16, 10]

normalizing narrowing or _— step of-S—narrowing followed by a

N-—narrowing (denoted by normalization

~"4)

S-narrowing with respect to occurrences basic narrowing [9}

obtained by 2 basic computation

basic S— narrowing

basic narrowing step of basic S—narrowing followed by

given and weakly basic reduction

step of basic S—narrowing followed by a

weakly basic normalization

basic N— narrowing

SL—basic S— narrowing step of S—narrowing such that the leaded

term satisfies the sufficient largeness

property

SL—basic narrowing step of SL—basic S—narrowing followed by

a given and weakly basic reduction

SL—basic N~ narrowing step of SL—basic S—narrowing followed by

a weakly basic normalization
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Chapitre 4

Etude de la minimalité de

l’ensemble des solutions générées

par surréduction

Le but de ce chapitre est de comparer les relations de surréduction en étudiant la minimalité

de l'ensemble des solutions générées par surréduction. I] fournit un résultat pour la surré-

duction basique de gauche a droite en supposant que le systéme de réécriture est régulier

et sans paires critiques, et fait apparaitre l'intérét de la suppression des branches instances

(chapitre 2) et de l'introduction de la réécriture faiblement basique (chapitre 3).

Pour établir ces résultats, des étapes préliminaires sont nécessaires, et en particulier il va

falloir établir une propriété de commutation de la surréduction. Commuter une surdérivation

de deux étapes consiste A changer l'ordre dans lequel on utilise les régles de réécriture. La

commutation a déja été étudiée par Huet et Lévy [34] pour la réécriture, et par Herold [29]

pour la surréduction dans le cas ott les occurrences ne sont pas comparables.

En vue d'une extension ultérieure des travaux du chapitre précédent au cadre de la logique

ordo-sortée et et/ou A la réécriture équationnelle, nous prouvons directement nos résultats

dans un cadre ordo-rorté, puis dans un cadre ordo-sorté avec des systémes de réécriture

équationnelle. Dans ce chapitre R est un systéme de réécriture et F un systéme d’équations,

tout deux fixés. Les définitions de la RE-réécriture et de la RE-surréduction sont données

au chapitre 1.

Détaillons le plan du chapitre. La section 1 donne quelques définitions. La section

2 est une étude sur la commutation de la réécriture. La section 3 présente des lemmes

techniques, qui serviront & établir la propriété de commutation de la surréduction, présentée

en section 4. La section 5 donne des exemples de commutation. La section 6 contient

une étude sur la commutation de la surréduction équationnelle. La section 7 présente un

résultat de comparaison de la surréduction basique de gauche 4 droite avec la —W~-surré-

duction basique de gauche a droite (introduction de la réécriture faiblement basique). Eulin

Ja section 8 présente une étude sur la minimalité des ensembles de solutions.

4.1 Antécédent et résidu

La surréduction, et donc en particulier la réécriture, ne modifie pas complétement les

termes sur lesquels elle s’applique. En effet au cours d'une étape 14994, t', les sous-
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termes d’occurrence non comparable 4 q ou bien ceux situés en dessous de l'application de g

dans t, disons t|v, ne sont pas détruits mais simplement instanciés par 0. Ils pourront donc

apparaitre dans t’, par exemple a l’occurrence v', et peuvent étre dupliqués plusieurs fois.

On dira alors que v’ est un résidu de v ou encore que v est un antécédent de v'.

Définissons formellement ces notions d’abord pour la surréduction non équationelle, et en-

suite dans le cas général. Nous donnons une définition explicite de l’antécédent, et nous

définissons le résidu comme sa réciproque, car dans la suite c’est surtout l’antécédent qui

nous sera utile.

Cette définition est donnée dans le cas de Ja surréduction. Elle reformule d’une maniére

plus directe, mais équivalente, la définition donnée au chapitre précédent. La réécriture étant

un cas particulier de surréduction, elle fournit aussi une définition pour la réécriture.

Définition 4.1 Soit trjg-4,0]t/ une étape de surréduction non équationnelle, et v’ une

occurrence de t'. On dit que l’occurrence v est un antécédent de v’ dans ¢ & travers cette

étape si:

1. ve Dit)

2. v' n’est pas comparable &q et v =v

ou

il existe une occurrence de variable p’ (notons = la variable en question) de d telle que:

v qpw

q-p-w ou p est une occurrence de x dans g.

On dit que v! est un résidu de v si v est un antécédent dev’. ©

Remarques: Avec les notations précédentes on a:

© t'|v! = o(tlv) et s'il s'agit de réécriture on a méme t'jv’ = tv.

« Sig west pas linéaire, v' peut avoir plusieurs antécédents. Si d a’est pas linéaire, v

peut avoir plusieurs résidus.

¢ Siv’ <q ou sil existe p’ € O(d) tel que v' = gp’, alors v' n’a pas d’antécédent. De

méme si v <q ou s'il existe p € O(g) tel que v = g-p, alors v n'a pas de résidu, ce qui

différe de la définition de Huet et Lévy [34, p 5] ot il peut y avoir résidu quand v < g.

Etendons nos concepts a plusieurs étapes de surréduction.

Définition 4.2 Soit

to ipo go—do.00] £1 Ae... AW tn

une dérivation de surréductions, vo une occurrence de to, ¥n une occurrence de t,. On

dit que vp est un antécédent de vp a travers cette dérivation s'il existe des occurrences

v, € D(ty),-.-.Un-1 € D(ty-1) telles que pour tout 0 <7 <n, v; est un antécédent de viz;

& travers l’étape t, ~ ti4;. On dit que vp est un résidu de vp si up est un antécédent de v,

°

Pour définir les notions d'antécédent et de résidu a travers des étapes de E-égalité, on

va transformer le systéme d’équations E en un systéme de réécriture, puis on ~ppliquera les

définitions précédentes.
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Définition 4.3 Soit £ un ensemble d'équations. On appelle systéme de réécriture as-

socié & E, noté Ep, le systéme de réécriture non neethérien formé des équations de E

orientées dans les deux sens. ©

Dans le cas non-sorté on at =p t! <> t 2 ** t’, mais ce n'est pas forcément vrai dans le cas
ordo-sorté. Nous nous plagons dans le cadre ordo-sorté en supposant néanmoins que cette

propriété est satisfaite.

Hypothése générale 4.1 Dans tout ce chapitre, E est tel que pour tous termes t et t':

taptest ay

Test maintenant facile de définir l'antécédent et le résidu & travers une E-égalité.

Définition 4.4 Soit {=p ¢’ une E-égalité, v une occurrence de t, v’ une occurrence de t/.

On dit que v est un antécédent de v’ a travers cette E-égalité si v est un antécédent de v!

dans la dérivation t “+"* ¢/. On dit que v! est un résidu de v si v est un antécédent de v/.
°

La RE-surréduction peut étre vue comme la composée de trois étapes: instanciation,

E-égalité, réécriture non équationnelle. I] est donc maintenant facile d’étendre les notions

d'antécédent et de résidu 4 la RE-surréduction.

Définition 4.5 Soit t4o2_,..)t! une étape de RE-surréduction, v! une occurrence de t’,
v une occurrence de t. On a.a(t) =z a(t{g — gl) +.

On dit que v est un antécédent de v' s'il existe une occurrence w de o(t[q - g]) telle que

w soit un antécédent de vet v soit un antécédent de w. On dit que v! est un résidu de v

si v est un antécédent de v’,

Cette définition peut s’étendre & plusieurs étapes de RE-surréduction de la méme maniére

que dans la définition 4.2. 0

4.2 Commutation de la réécriture

Huet et Lévy [34] ont établi un résultat de commutation sur la réécriture standart dans le

cas des systémes de réécriture sans paires critiques et linéaires gauche (voir aussi les travaux

de Boudol {5]). L'utilisation d'une notion de résidu un peu plus restrictive que la leur nous

permet d’étendre leurs résultats au cas oii il y a des paires critiques. La commutation de

Huet et Lévy est une commutation "en marche avant”, elle consiste & faire glisser une étape

st & travers une ou plusieurs étapes issues de t, et elle utilise la notion de résidu. Pour

comparer les relations de surréduction, nous avons besoin de commuter "en marche arriére’,

c'est & dire de faire glisscr s t & travers une ou plusieurs étapes aboutissant & s, et pour

cela nous utilisons la notion d’antécédent. Ainsi, I'hypothése qu’il nous faut n'est pas la

linéarité & gauche du systome de réécriture, mais la linéarité & droite. Enfin nous étendrons

ces résultats & la réécriture équationnelle. Pour cela, la méthode de filtrage Fultreg ne

pourra pas étre quelconque, mais devra satisfaire une hypothése de stabilité.

La commutation en deux coups ne nécessite aucune hypothése particuliére.

Lemme 4.1 (commutation de la réécriture non équationnelle)

Soient s,t,u trois termes. Soit

Sipgnq tat ¥ (1)
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deux étapes de réécriture telles que q admet des antécédents dans s, notés po,...,Dm-—1 (liste

exhaustive).

Alors (1) peut étre commuté en:

$ A Ipo tr] th... > Pmait—r tu > pg—d] ul (2)

tel que U—Hg, gain} UO G,g1,---s9n Sont les résidus de po,...,Pm—1 dans t.

Preuve: Evidente. 0

Remarque: Si d est linéaire ou w est normalisé ou p et gq ne sont pas comparables, alors

u' =u. Autrement dit la commutation ne change pas le dernier terme de la dérivation.

Nous cherchons maintenant & établir une propriété de commutation sur la réécriture

équationnelle. Caractérisons le fait qu’en remontant une dérivation, tout les antécédents

d'une occurrence donnée ont eux méme des antécédents, c’est a dire qu’aucun antécédent

n'est perdu au cours de la dérivation.

Définition 4.6 Soit tj) ~ ... — ¢, une dérivation et v une occurrence de t,. On dit que

vu admet tous ses antécédents dans to si pour toute étape t, > tj41 de la dérivation et pour

tout antécédent v,4, de v dans ¢,41, v4; admets des antécédents dans t;. ©

Lemme 4.2 (commutation & travers plusieurs étapes)

Supposons que R soit linéaire & droite. Soient

to [90,9040] <*> FP lgn—1gn—1 dna] be (1)

tr Flr] tn+] (2)

deux dérivations telles que v admette & travers (1) tous ses antécédents dams tg, notés

Po,---;Pm—1 {liste exhaustive).

Alors (2) peut étre commuté 4 travers (1} en

4 i i f

bo poy pin alr] EL Pao soda] £2. FP ++ gna age-itdnaa} Patt

eton at.) = tay.

Preuve: Puisque R est linéaire & droite, le résultat précédent permet de commuter une

dérivation de deux étapes sans changer les termes de ses extrémités. I] suffit donc

d’appliquer ce résultat autant de fois qu'il convient. 0

Notation: ¢,v;....,Un étant des occurrences, T,,...,T €tant des régles de réécriture, on

note la dérivation ~[9 y; r1,0)) 7 +++ Plgearawn] SOUS forme abrégée par

7

Felipe ta rier enl

On note la dérivation p49, ,r,01] 7 -+ + Plpk erv.o,] 80U8 forme abrégée par

TF fpowphhertr.c1]
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Lemme 4.3 Si les étapes s > ¢ (1) se font par des régles linéaires & droite, et s'il existe

une dérivation de la forme t Hater Ualitrestaiieon] & (2) telle que Voccurrence g de t

admet @ travers (1) tous ses antécédents (po....,p,) dans s,

alors (2) peut étre commutée a travers (1), et on obtient:

c - _ 1s

Fp. (Mota litreoatntiee On] ot Opp ltipstabrre ration] & Ft

Preuve: a) Puisque g admet tous ces antécédents dans s, alors pour 1 <i <n, g.v, aussi, et

ce sont po.%,-...pe-%- D’aprés le lemme précédent et par récurrence il est alors facile

de montrer que (2) commute 4 travers (1), et on obtient:

gs SH teat
[pope lta rai] oO [ pope) tate tn]

b) po,..., pe @tant les antécédents d'une meme occurrence, ils sont incomparables deux

a deux. Par commutation on peut regrouper les occurrences qui commencent par po,

puis celles qui commencent par pj, etc..., ce qui donne:

{st
* * ”

4 =) =
5 Fino (tee stn etre niet enn] oe pg (tr ngth itt eatittye al

g

Pour que la réécriture équationnelle commute, la méthode de filtrage Faltreg ne saurait étre

guelconque.

Définition 4.7 La méthode de filtrage Filtreg est dite stable si la donnée de

t, 7 P% +n = o(9)

#8" t= o/(g)

tel que les étapes de E-égalité t, »°* ¢, et ta PR #' se font aux mémes occurrences et par
les mémes régles,

implique

o € Filtreg(g,t:) <> o' € Filtrez(g,t)

°

Dans le cas de la R,E-réécriture, Fultrep (t,t) est l'ensemble des E-filtres de ¢ vers t’, donc

Filtreg est stable.

Théoréme 4.4 (commutation de la réécriture équationnelle)

Supposons que Filtre est stable. Sotent s,t,u trots termes et

RE RE

$pgq tigiari & CL)

deur étapes de réécriture équationnelle telles que:

e Wétape s +P ¢ n’utihse que des régles de En UR lindaires & droite,

© ¢€ Olt) admet tout ses antécédents dans s, notés po,...,Pm—1 (hste exhaustive).

Alors (1) peut étre commuté en

ERE R RE RE
S hpgteer] te EY. pn ater] fm A hpg a] @ (2)
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Preuve: Les deux étapes de réécriture sont équivalentes &

«ER R ER R

8 app watt] 81 hag dio} Blab iharerearsiO0s-8)] 1 adr o] &

et par définition de la réécriture équationnelle les occurrences qh,...,q/ sont plus

grandes que g. Posons done qf, = 9.00,...,9) = 9.0). Puisque q admet tous ses

antécédents po,...,Pm-1 dans s, d’aprés le lemme précédent il résulte:

8 po feat )iroeat trib 05,0) Fae Hipia tlm 25 POs Pj st F7500 985 8) t

= Ex R

Epo) Medel]
cest a dire

RE RRE RE bs, Es R

8 hn) oe pater OM allt pode)

On avait slp + °® s;{p = o(g), et maintenant t'[p > ** tip = o/(g) aux mémes
occurrences et par les mémes équations. Par stabilité de Filtreg, il vient que o’ €

Filtrep(g,t,|p). Par conséquent t’ “hE ao'| % ce qui prouve le théoréme. 0

4.3 Lien entre l’unification des termes et l’unification des

substitutions

Pour généraliser les résultats précédents a la surréduction, il faut d’abord établir des liens

entre l’unification sur les termes et l'unification sur les substitutions.

Définissons l'unification de deux substitutions.

Définition 4.8 On appelle unificateur de deux substitutions o et @ toute substitution

telle que p.o = p.6. On note FU(7,8) Vensemble des unificateurs de o et @. On définit

ensemble minimal complet d'unificateurs de ¢ ct @ (noté BCMU(o,6)) de la méme maniére

que pour les termes, et on prouve son unicité en étendant le lemme 1.3. ©

Remarque: On a alors

# € BCMU(c. 6) =» D(p) C (D(o) U D(6})

Notations: OP étant une opération sur les termes (respectivement sur les substitutions),

on 'étend de maniére naturelle & des ensembles T),...,Zn de termes (respectivement de

substitutions) par:

OP(T,,..-.Tn) = {OP(t..-.,ta) th € Tie... stn € Th}

Par ailleurs si D est ux ensemble de substitutious et & un teruie on définit:

E(t) = {o(t),o € D}

De plus l’élément ct son singleton seront confondus, par exemple on écrira 6 & la place de

Oe ine nous utiliseront ce formalisme sur la composée des substitutions, sur BU, BCMU
et UF, Uf définis plus loin
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Lemme 4.5 Soit ¥ un ensemble de substitution, Unin l'ensemble complet minimal de , et

6 une substitution. L’ensemble complet minimal de 2.0 est Linin.6.

Preuve: C'est l'ensemble des substitutions minimales de 2.9. Si o = §.0,8 € © est mini-

male, alors # est minimale dans 3. Réciproquement si # € Emin, alors f.9 est minimale

dans 5.8. 0

Les lemmes 4.6 et 4.8 ont été établis par Herold (30, p 42] pour l'unification non sortée.

Nous les prouvons dans le cadre ordo-surté en détaillant bien les conditions techniques sur

les variables.

Lemme 4.6 Soient o et 6 deux substitutions idempotentes telles que I(o) 1(8) = 0. S'il

existe deux substitutions 7 et p telles que y.c = y9, alors o et @ sont unifiables par une

substitution @ vérifiant @.0 = 7.0 et @.0 = p.8.

Preuve: Définissons a comme le recollement de 7 et yz. Soit'z une variable, discutons quatre

cas.

. Sia ¢ D(a) et x ¢ D(6), posons a(x) = 4(x) = p(z).

2. Six € D(o) et x ¢ D(6), alors y.0(z) = (2). Puisque o est idempotente on a

x ¢V(o(z)). I est donc possible de poser a(x) = u(x) et Wy € V(o(z)), a(y) =

ay).

3. Siz ¢ D(o) et x € D(6). Méme raisonnement que ci-dessus en échangeant les

lettres.

4. Siz € D(o)N D(8), on a y.0(z) = p.6(x). Puisque I(c) 1 1(8) = 0, on a

V(o(z)) NV(6(z)) = 8. Il est donc possible de poser Vy € V(o(z)), a(y) = (uv)

et Vy € V(A(x)), @(y) = p(y).

ora été défini tel que ao = 7.0 et a.8 = 12.8, donc d’aprés Vhypothase a.o = a.8. O

L’unification ordo-sortée n'étant pas unitaire, nous sommes obligés d'introduire des notations

ensemblistes.

Définition 4.9 On appelle ensemble des unifiés de deux substitutions o et @ l'ensemble

UF(0,6) = {a.,0 € EU(0,8)}. On appelle ensemble complet des unifiés de o et @ l'ensemble

Uf (0,8) = {a.0,a € BCMU(0,8)}. ©

Remarques:

1. D’aprés le lemme 4.5, Uf(c, 6) est exactement l'ensemble minimal complet de UF (0,8).

2. UF est commutatif et par unicité Uf aussi.

3. Quand on dit "soit ¢ € Uf(0,n)", on suppose implicitement que @ et yz sont unifiables.

Lemme 4.7 Lorsque les substitutions considérées ont des images disjointes alors UF est

associatif, et donc Uf aussi.
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Preuve: Soit 1 € UF(o1,UF(a2, 3)). Il existe des substitutions 6,7 telles que:

6.09 = 0.03 € UF (a9, 04)

= 7.01 = 7.0.02 = 7.0.03

Puisque I(o,) NI(a2) = @ et d’aprés le lemme 4.6 il existe 6 telle que

p= 6.0, = 6.02 € UF (a1, 02)

Dot p = (6.01) = (7.9).03. Done p € UF (UF(01, 22), 23).

L’autre inclusion se prouve de la méme maniére. O

Notations: Sous les hypothéses du lemme précédent nous utiliseront les notations aplaties:

UF(01,...,0n) et Uf(o1,..-,Fn)-

Le lemme suivant, relie l’unification sur les termes et unification sur les substitutions.

L'inclusion Uf(HCMU(s, t),0) C BCMU(6(s), (t)).6 est trivialement vraie si on utilise EV

et UF, mais nous montrons qu’elle est encore vraie pour 3 ensembles complets minimaux.

L'inclusion réciproque Uf(ECMU(s, t},0) 2 ECMU(6(s), 8(t)).@ peut se comprendre ainsi: si

6(s) et 6(¢) sont unifiables par ’unificateur minimal p, ae pO est un unificateur de s et
t. Tl existe donc o € FCMU(s,t), et une substitution y tel que y.o = y.@. Alors o et @ sont

unifiables par 7 Up qui se trouve étre un unificateur minimal.

Lemme 4.8 Soient s,t deux termes et 6 une substitution. On a:

Uf( ECMU(s,t), @) = ECMU(6(s), 0(t)).6

Preuve: a) Montrons que Uf(BCMU(s, t),@) C BCMU(8(s), @(t)).0. Soit ¢ € ECMU(s,t),

soit @ € UF(o, 6). B s’écrit B = p.o = p.8, avec p € EU(o,6). Ona

p.9(s) = p.0(s) = po (t) = .8(t)

Par conséquent p € EU(@(s), A(t), et alors 6 € EU(@(s),0(t)).8.

b) Montrons que Uf(ECMU(s,t),6) D ECMU(8(s),6(t)).6. Soit # € BU(A(s), O(t)).é

elle s’écrit 6 = y.6 avec p € EU(@(s),A(t)). Done 8 = 2.6 € EU(s,t). Par complénude
de ECMU il existe ¢ € HCMU(s,t) telle que ¢ < 4.6. Il existe donc une substitution

7 telle que y.c = u.6. Puisque BCMU est définie & un renommage de variables prés,

on peut supposer que ¢ satisfait I(o) (8) = 0. D'aprés le lemme 4.6, @ et 9 sont

unifiables par une substitution @ telle que 2. = a.@. Par définition a.6 € UF(o,@),

donc fp = p.6 = a.6 € UF(o, 8) C UF(BCMU(s,t), 4).

c) D’aprés le lemme 1.3 les ensembles minimaux de UF( CMU(s,t), oa de FU(8(s), A(t)).?

sont égaux, et grace au lemme 4.5 on obtient Uf(HCMU(s,t), @) ‘MU (8(s), @(t)).8.

oO

4.4 Commutation de la surréduction

Quand on commute deux étapes de surréduction, la difficulté essentielle est de montrer

que la composée des substitutions surréductrices est inchangée. Pour y parvenir l'idée est

la suivante: des étapes de surréduction données on déduit une propriété sur des termes

(tel sous-terme est unifiable par telle substitution minimale), puis par le lemme 4.8 on en

déduit une propriété sur les substitutions surréductrices. Ensuite on applique de nouveau le

lemme 4.8 mais dans l'autre sens, dont on déduit une propriété sur des termes, qui fournit

des étapes de surréductions dans l'ordre inverse de celles de départ.
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Lemme 4.9 Soit s un terme et des occurrences po,...,D2m-1 € O(s) non comparables deux

a deux. Soit une régle de réécriture / -+ r. Sil existe une substitution

o € Uf(ECMU (slpm-1,8.---5 ECMU (s\po.1})

alors il existe une dérivation de la forme

s A tps 1.64] th AP... Nipm 1dr, ttn
i

telle que o = 6)... %.

Preuve: Par récurrence sur le nombre i d’antécédents.

Pour i = | la propriété est vraie par définition de la surréduction.

Supposons la propriété vraie pour? € {1,...,% — 1}. Soit

a € Uf(RCMU(s|pi,1),..., BCMU(s|po,t))

Par associativité,

o € Uf(BCMU(s\p;, 1), Uf(BCMU(s|pr—1, 4)...» BCMU(s|po,!)))

Par hypothése de récurrence il existe une dérivation

8M ipg tor gh] WP ss (1)

telle que o € Uf(BCMU(s|p;, 1), 6{_,...00}. Posons @ = ..%. En appliquant le

lemme 4.8 sur les termes s{p;,/ et la substitution 6, on ieee G € ECMU (8(s|p:), 0(D).2
On peut supposer que les variables de la régle | + r sont renommées en de nou-

velles variables non utilisées dans la dérivation (1), d’ot @(!) = L. Il existe 6 €

ECMU(6(s|p,),1) telle que o = 6.6. Puisque po,.-.,7; ne sont pas comparables on

a tilp, = @(s|pi), donc 6 € BCMU(t!|p,,1). Comme de plus p, € O(s), t, se surréduit

par Vétape t Mp, ir8| tay QO

Remarque: Si Uf (91,0) =... = Uf(@n,) alors pour tout 7 € {1,...,2},

Uf(A1,.-+,4n, 7) = UPA, 0)

Lemme 4.10 Soient

8 Ae tp,g—do] t A Ig,t—ar.g]

deux étapes de surréduction issues de s. Si po,....Pm-1 € O(s) sont des antécédent de g,

alors i] existe une dérivation

8M tpg tanh ty A AP tpn ator, tn

et une substitution o! € HCMU(6.,_, ...05(s|p),g) telles que

ao! 611 ...6, = 8.0

Preuve: a) Soit i € {0,...,m—1}, d'aprés le lemme 4.8 appliqué sur les termes s|p;,! et la

substitution ¢, on a

Uf(BCMU (s|p;,0),0) = BCMU(a(slp,). o(2)).0
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Or d’aprés les hypotheses, t|q = o(sipi) et 1= (2), d’ot

Uf (ECMU (s\pi, 1), 0) = ECMU(t\q,1).0

Ceci est vrai pour tout les i, et d’aprés la remarque précédente:

Uf( ECMU(s\po,1),-.., BCMU(s|pm—1,2),¢) = BCMU (t\q,1).0

b) Par hypothase @ € HCMU(t|g,1). L’égalité précédente appliquée de droite & gauche

implique

6.0 € Uf(ECMU(s|po,!),..., BCMU(s|pm-1,1),0)

Done il existe 6 € HCMU(s\po,!),..-/,-1 € BCMU(s|pn-1,1) telles que

8.6 € Uf (8, +1817)

Par associativité de Uf on peut écrite

6.0 € Uf (UF (60,-.-,4m—1)s 0)

Il existe donc 7 € Uf(04,....6,.1) telle que 8.0 € Uf(y,c). D'aprés le lemme 4.8

appliqué sur les termes sip, g et sur la substitution 7 il vient

Uf(ECMU(s\|p, 9), 1) = BCMU(1(s|p),9(9))-7

Par hypothése ¢ € ECMU(s|p,9), et puisque Uf est commutatif on a

9.0 € BCMU(+(s\p), 1(9))-7

Puisque ECMU est minimal 7(g) = g. Il existe donc o' € ECMU(y(s\p), 9) telle que

6.0 = o'-y. D'aprés le lemme 4.9 il existe une dérivation

SW ige oan) AP AP Ipmg arb Pm

telle que 7 = Oy_y...6) 0

La propriété de commutation dans le cas oit les occurrences ne sont pas comparables se

déduit trés facilement du lemme précédent. Elle a été établie par Herold [29] dans le cadre

non gorté.

Proposition 4.11 Soicnt

SAP ipgado|tWjgrrat (1)

deux étapes de surréduction issues de s telles que:

1. p.q € O(a)

2. p et q ne sont pas comparables.

Alors (1) peut étre commuté en:

SM iginrat A pg—aet|t (2)

tel que o!.6' = 6.0.
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Figure 4.1: Commutation de la surréduction: cas oit les occurrences ne sont pas comparables

Cette proposition est illustrée par la figure 4.1,

Preuve: L’occurrence q de s est un antécédent de l'occurrence q de t. D’aprés le lemme 4.10

il existe une surréduction s+ ,9) 1" ¢t a’ € HCMU(#'(s{p), 9) telles que o/.6 = 8.0.

Puisque t'|p = @'(s\p) on a t ripgajc1). En considérant les réécritures associées

8.0(5) ~rppgad] ign} et 0/.8"(S) 94-07] Phpg—a) Ws il est Evident que u=a!. 5

Contrairement au cas précédent, quand les occurrences p et g ne sont pas comparables

le lemme 4.10 ne permet pas de conclure, car les termes #,.|p et @, 1 ...64(s[p) ne sont pas

égaux, mais sont liés par 6-1 ...6)(8) fp, pmait-er] tn Hl faut done montrer que cette

dérivation laisse inchangés les unificateurs minimaux avec g. C’est le but des deux lemmes

suivants.

Notation: On note par V Vensemble des variables de la signature et par V ~ {x} l'ensemble

V dont on a retiré x

Lemme 4.12 Soient s,g deux termes sans variables communes, Supposons qu'il existe

une variable z € V(g), des occurrences go,...,gm-1 € O(s) non comparables entre elles

et une occurrence w tel que pour tout 1 € {0,...,.m—1} on ait qi = vw et glu, = x.

Soit z une nouvelle variable, posons t = s[go — z].-.[gm-1 — 2]. Alors 0 € ECMU(s,9)

si et seulement si il existe 1 € BCMU(t.9). 72 € BCMU(1i(s\qo),..+.71(sl¢m-1)) tel que

c= [V— {2}).
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Preuve: a) Soit o € EU(s, 9). Décomposons o en

o(y) siyxa
o(2)[w-z] siy=a

et 72 = (2/o(z)|w). Par construction ¢ = y.7).

W(t) = 11(Sl40 — 2]... {am—1 — 2}) = 72(3) 90 2]. dma — 2]

et puisque 71(s) = o(s) = 0(g),

nlt) = o(9)[90 — 2}... [am—1 — 2] = n(9)

Done 1 € EU (t, 9). Soit i,j € {0,...,m — 1},

Te (3|41) = o(3]q4) = o(z\w) = o(s|95) = 22-n(s1g;)

Done 72 € EV(71(5/90),--.,71(s]am-1))-

b) Soit n € EU(t, 9), 12 € EU (n(s\g0),--.,71(Slam-1)). Posons

o(y) = ny) siy#x
= y-1(z){w — 79.71(s|g0)] siy=z

On voit que ¢ =. [V — {zx}].

Puisque les apparitions de x dans g sont aux occurrences v,...,%im-1 et que qo =
UO.Wy ey mat = Yn—1-W ON @

9(9) = 22-11(9)lg0 + 972-71(5]40)] -- -[4m—1 — 42-71 (sla0)]

Par définition de +;

(9) = ra-11(*)|g0 — 72-11(s]g0)]---[@m=1 — 92-74 3140)]

Except Pour les sous-termes aux occurrences qo,...,gm-1, les termes 8 et t sont égaux,
oa:

2(9) = 72-n(8)lq0 — 72-11(slg0)] ---[gm—i — 92-71 (sla0)]
Par définition de 7:

(9) = 2-14(8)[90 — 72-11 (S14o0)] -»-{4m—1 — 72-71(5]9m—2)] = -n(5)

Pulsque 2 € V(g) et que les variables de s et g sont disjointes alors 7p.) =o [V(s)}.
Par conséquent o(g) = o(s), c'est & dite o € EU(s,9).

o

Définition 4.10 Une régle de réécriture | — r est dite régulias® si Va Vir). ©

Lemme 4.13 Soient s’ un terme, gd et 1+ r deux régles. Si
%

1. g est linéaire ou bien f ~+ r est une régle réguliére,

2. 8! se rééctit 8! “ry, pm—it—r] tm e il existe une variable z € V(g) et des occurrences
p,w tel que pour tout 2 € {0,...,m—1} on ap; = p.vj.w et giv; = 2,
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c) Le résultat s'obtient grace & la propriété d'unicité des ensembles minimaux (lemme 1.3).

ECMU(s'\p.g) © BCMU(t,|p-9) [V - {2}]

Preuve: s' et t1, s’écrivent:

s! = thpo — onl]... mar — m1 (0). ty = theo — G0(7)] --- [Pm-1 — Fm—1(7)}

Puisque g + dest une régle on peut supposer que et g n'ont pasde variable commune,

donc t', et g non plus. Soit @ € BCMU(s'|p.9), d’aprés le lemme précédent appliqué
sur s'[p.g et t[p il existe, € BCMU(t\p,9), rz € BCMU(y1(90(!)),---111(0m-1(2)))
tel que = 72.71 (V - {x}}. .
Sig est linéaire, HCMU(y(do(l))) = ECMU(n(00(r))) = {Id}. u étant un terme

quelconque, on a

7 € CMU (1 (90(u));- ++ 1(m—1(4))) => Vy € V(u), 7 € ECMU (1 (90(y)),---.1(%m-1)))

Done si V(r) = V(I) alors

FCMU (9: (00(1}), «+511 (m-1(1))) = CMU (m1 (0l7))s ++: 1(Om-1(7)))

i . D'aprés le lemme précédent ap-Finalement 2 € BCMU(11(00(r)),---»7(9m-1(7)))- D'aprés P
pliqué aux termes t’,|p,9 et t|p, il existe 6’ € BCMU(t,,|p,g) telle que ’ = 2. [V
{x}]. Dot 6’ =6 [V—{z}]. 0

Donnons une premiére version de la propriété générale de commutation. Des exemples

sont donnés au paragraphe suivant.

Proposition 4.14 Soient

SA ipgdo]t tqi-eraje (1)

deur étapes de surréduction issues de s telles que

1. A travers l’étape de réécriture o(t) —igg-a) t, q admets des antécédents dans o(s),

dont la liste exhaustive est po,...,Pm-1, et de plus po,-.-.Ppm-1 € O(s),

2. g +d est linéaire a gauche oul — 7 est réguliére:

Alors (1) peut étre commuté en

1

Wty ter 6t} EAP Mpeg a lene, a) tr AP peace (2)

tel que

4, = 0.0 (V -V(d)}© 0 Bla a:

: i i cesPmat dans t.ou Hgspaapteer) Oi Qs Grs--1Gn Sont les résidus de po.-...Pm-1

Preuve: Si p et q ne sont pas comparables, voir la proposition 4.11. Sinon il a

variable z € V(g) telle que g = p.v/.w et po = p.to.W,---,Pm=1 = Pit ov

une occurrence de x dans d et U,-...¥m-1 sont les occurrences de x dans g
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D’aprés le lemme 4.10 il existe une dérivation

Sigg trey ty AO Np tnt) bm

et une substitution o” € Unt f(O, 1... 4(s|p).g) telles que

o” 6-1 --- 05 = b.0

Ainsi 6,1 --.05(5) “tpo,..pm-1t-r] tm: D’aprés le lemme précédent, il existe o’ €

Unif (t,|p, g) telle que of =o" [-{x}]. Puisque x € V(d) on peut écrire

o' 6... 6 = 8.0 [-V(d)]

D’autre part on peut donc surréduire ¢/, par | étape t, A p.g—d,or| v’. En considérant

les dérivations associées 6.0(8) >jp.9—q [gir] U et 0 Bi ++ OG(8) Sopa tar] pmb

pg—a ¥’, il est clair que u Na. qin wv. O

Remarques:

- Si dest linéaire, ou u est normalisé, ou p et g ne sont pas comparables, alors u’ = u,

- Lorsque p et g ne sont pas comparables il n'est pas nécessaire que la condition 3. soit

satisfaite.

La condition 1. est technique, cherchons une condition suffisante qui le soit moins. Sup-

posons qu’il existe un antécédent p; de o(s) tel que p; ¢ O(s). Par définition o(s|p.) = tg.

Par conséquent

9.0(s|p:) = O(t|g) pj alg

Tl existe une variable x d’occurrence w dans s telle que w < p;. Donc @.0(z) n’est pas

normalisé, ce qui prouve que 6.0 n’est pas normalisé sur V(s). Par contraposée, 9.0 normalisé

sur V(s) implique tous les antécédents de g sont des occurrences de O(s). On peut donc

donner une version moins technique de la propriété de commutation.

Théoréme 4.15 Soient

SN pg do] EW Iq, 1—r.o) & (1)

deux étapes de surréduction issues de s telles que

1. q admets des antécédents dans s, notés po,...,Pm—1 (lste exhaustive},

2. 6.0 est normalisé sur les variables de s.

§. gd est linéaire & gauche ou! — 7 est réguleére.

Alors (1) peut étre commuté en

SM tpg terol tA AP hp, art, s]ém Wp gd] w (2)

tel que

0 oO. =Fe [V(s)]

eu te. qa] a! ot Gd... Qn sont les résidus de po..... Pm—1 dans t.

Ce théoréme est illustré par Ja figure 4.1 lorsque les occurrences p et g ue sont pas cumpara-

bles. et par la figure 4.2 lorsqu’elles le sont.
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Figure 4.2 : Commutation de la surréduction: cas ot les occurrences sont comparables
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4.5 Exemples
Loceurrence q admet deux antécédents p; = 1 et pp = 2. Donc les deux étapes de

Exemple 4.1 Considérons deux rigles de réécriture ry,rg et deux étapes de surréduction surréduction commutent en trois étapes:
(a):

1 ft § —A— aq sh
, they 2» /\. ptetsr2.x/0 / \ p2=2,12,y/0 7 \ °F IN
7\ /\ ¢ 69 0 4g 0 | 00 0

| x" x" x’ h | | |
\
i x y y

AN Trt.x0 AN 2.12, y/h(0 rN (1)
f 0

A_A ° /,

Les termes finaux u et u/ sont différents car p; et po admettent pour résidu g, mais aussi

6 qi = Let g=3. Done wet w! sont liés par & —9,,r2} [ez.r2} wu’.

jx ey Exemple 4.3 Considérons deux ragles de réécriture m,r2 et deux étapes de surréduction
(1):

Dans (1), les occurrences d’application des régles ne sont pas comparables, on peut donc 
2

commuter (1) en (2): /\ tip y g — > 0

—_N\_» ‘ 0
JY Zreyineh Trt .x70 7X (2) y |

f A f x 0 0 "

A /\ :
0 xOo x x ¥

rN ertiy/g(x') 8 warere 7 a)

y yRemarquons que l'application de rz ne crée pas les mémes substitutions surréductrices

dans (1) et dans (2). Par contre la composée des substitutions surréductrices est la méme

dans (1) et dans (2)
L'antéoédent de q = € est p; = 1, qui est une occurrence de variable de s. Puisque les

Exemple 4.2 Considérons deux régles de réécriture r1,r2 et deux étapes de surréduction: variables ne peuvent pas étre surréduites, il est impossible de commuter (1). Remarquons
qu'alors Ia composée des substitutions surréductrices dans (1), qui est égale & 2/0, v/9(0),

n'est pas normalisée.

f rt h 2.

Exemple 4.4 Considérons deux régles de réécriture r;,r2 et deux étapes de surréduction

; fh ath (ay:
y y y yy

A A.

t —/\—» h — A» u=h
/\ p=e,rt,y/x JIN q=2,r2,x/0 A\N

9 9 gg 9 g9 0 g

1 | 1 |] | 4
x oy x x Xx 0
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f tp y 9 2» 0

/\ 7 \
y" x x

=A» —_A—» 0 (1)“yf \ peort,y/xy/x 1, qaer2,x'/x

/\ ly

Les antécédents de g = € sont pj = 1 et py = 2. La composée des substitutions

surréductrices de (1) est 6: = y/z,2'/z,y//x. En commutant (1) on obtient la dérivation

(2) ci-dessous dont la composée des substitutions surréductrices 6 = 2'/z,y'/y n'est pas

égale & 61, mais est plus générale. Cela provient du fait que ni r; n'est linéaire & gauche, ni

ry West régulidre.

s= /'\ seit J NIN 8 (2)

/\, /s, ly

4.6 Commutation de la surréduction équationnelle

Reprenons et généralisons les lemmes qui ont été établis pour la commutation de la

réécriture équationnelle.

Lemme 4.16 (commutation & travers plusieurs étapes)

Supposons que le systéme de réécriture courant R satisfasse les deux conditions suivantes:

- Rest linéaire & droite,

- Rest linéaire & gauche ou R est régulier.

Soient

ta¥*[g0,00-da,e0) “NP +++ Aen tgnnt—dn-avena}tn (1)

th rterraytner (2)

deux dérivations de surréductions, et v € O(t,). Si dans la dérivation on -1.».c0(to) “> tn, 0

admets tous ses antécédents dans o,-)+..¢9(to), notés pop, ....Pm—1. eb que po..+.. Pm-1 E

O(to), alors (2) peut étre commuté travers (1) en

i to y

to po opmaid et] b Age gardo,ey| 82 A? ++ Wg agate tse) Eng
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tel que

= Oh 04.8 = B.0n-1-.-00 [Vito)]

~ ther = tee

Preuve: Comme pour le lemme 4.2. Ajoutons que la composée des substitutions surréductrices

est inchangée lors de la commutation de deux étapes, sauf sur les variables des régles.

Il suffit done de supposer que les régles ont des variables différentes de celles des termes

de la dérivation, pour affirmer que

Oy. 08.8 =O. p21 0-00 [V(to)]

a

Le lemme précédent n’est plus vrai sans I’hypothése de linéarité & droite des régles de réé-

criture. En effet, sans cette hypothése, on ne peut pas commuter deux étapes & l'intérieur

d'une surdérivation, puisqu’alors le terme u résultant de ces deux étapes serait changé en un

terme u' tel que u > w’ (voir théoréme 4.15). Par exemple si on commute les deux premiéres

étapes de la surdérivation

setter u Arig) Un (2)

on obtient s-4+. A>! et on ne peut pas surréduire w’ en un. Si le systéme de réécriture est

confluent, il est possible de surréduire u’, mais on ne peut pas toujours aboutir & wq mais &

un terme plus général et avec une substitution plus générale que 6).

Dans les deux exemples qui suivent, on montre comment faire glisser I'étape de surré-

duction relativement a la régle rz de la derniére position (surdérivation (1)) & la premiére

position (surdérivation (3)). Les systimes de réécriture considérés sont confluents, noethérien,

interrréduits, et ont tout deux une paire critique obtenu par superposition de rs'sur r2.

Exemple 4.5 Dans cet exemple (figure 4.3), les surdérivations (1), (2), (3) aboutissent au

méme terme, mais dans (3) la composée des substitutions surréductrices est plus générale

que dans (1) et (2). Ceci est di & la non régularité de rs.

Exemple 4.6 Dans cet exemple (figure 4.4), toutes les ragles de rééctiture sont réguliéres.

Ici, (3) abouti & un terme plus général que (1) et (2), et dans (3) la composée des substitutions

surréductrices est plus générale que dans (1) et (2). Ceci est dii au fait que r4 n'est pas issue

de l'orientation de la paire critique qui résulte de la superposition de r3 sur r2, mais est plus

générale (au sens du préordre de filtrage).

Nous conjecturons néanmoins que Ja commutation est possible si le syst¥me de réécriture

n'est pas linéaire & droite et n'a pas de paires critiques.

Remarque: Dans le lemme précédent, nous aurions pu supposer, comme dans le théoréme 4.15,

Ja condition suffisante que la composée des substitutions surréductrices est en forme normale

relativement aux régles utilisées dans la dérivation, Nous ne l’avons pas fait car ce lemme

sera appliqué sur des dérivations qui utilisent les régles de Eg, qui est formé d’équations

orientées dans les deux sens. Il y a donc peu de chance que la composée des substitutions

surréductrices soit en forme normale par rapport & Ep.
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Lemme 4.17 On suppose que les régles de réécriture qui interviennent sont toutes linéaires

& gauche ou bien toutes réguliéres. Si de plus les étapes s —Yj9) t (1) se font par des régles

linéaires & droites, et s’il existe une dérivation de la forme

t Wg (Peta iPr etnie) a (2)

telle que l’occurrence g de t admet tous ses antécédents (po,...,pk) dans 6(s)} 4 travers la

dérivation 6(s) > ¢ et que po, ..,pk € O(s), alors (2) peut étre commutée a travers (1), et on

obtient:

s WP ipo.(o1 pesta)irts oat ns 9G] Nl Win (or. sUa JPL ern ig] t eg t

avec 6!.61,...65 =0.6 [V(s)].

Preuve: a) Puisque g admet tous ces antécédents dans s, alors pour 1 <2 <n, g.v; aussi, et

ce sont pp.v;,...,pe-v;. D’aprés le lemme précédent et par récurrence il est alors facile

de montrer que (2) commute 4 travers (1), et on obtient:

8 Mga peer] A? ++ AP pope) vaste rt

b) po, .-., pe tant les antécédents d'une méme occurrence, ils sont incomparables deux

a deux. Par commutation on peut regrouper les occurrences qui commencent par po,

puis celles qui commencent par py, etc..., ce qui donne:

si . . 7
5 NM po (oy ata}iraestai8h) AP Mpa (eiatalirrearaild & Arjaq t

Toutes les commutations effectuées laissent la composée des substitutions surréductrices

inchangée sur les variables de s. 0

Définition 4.11 La méthode d’unification Unifg est dite R-stable si pour toute régle

g—d de R et pour toutes substitutions 7,0), 09 telles que ¢ = 72.0) on a

RE FB
tip g—dol i— tlp maaaPal Arie g—doa} ri

©

Théoréme 4.18 (commutation de la surréduction équationnelle)

Supposons que Unifg est R-stable. Soient s,t,u trots termes et

RE RE

s Nip gdo} t Wigi=n 9] u (1)

deux étapes de réécriture équationnelle telles que:

e Les régles de Eg UR utilisées dans (1) sont soit toutes lanéarres 4 gauche, soit toutes

régulséres.

e [étape soe t nutilise que des régles de Ep UR lindaires a droites,

e Voccurrence g admet 4 travers la dérivation o(s) + t tous ses antécédents dans s. notés

Doers Pm—1 (liste exhaustive). et po.....pm-1 € O(s).
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Alors (1) peut étre commuté en

RE RE RE RE

SH trot AP Wp tare, yltm ipgadoy% — (2)m-1

tel que o'.6',_,...04 = 8.0 [V(s)].

Preuve: Puisque Unif est R-stable, (1) peut s‘écrire:

F R , iFs righ Ss} NW ipg do] t “Tein yo At para] uU
Pier] APO Pf

avec 09.0, =o et 62.9, =@. Par définition de la surréduction équationnelle les occur-

rences gj,..-,g5 sont plus grandes que g. Posons donc 9) = 4.¥9,...,9, = 9-0. Puisque

q admet tous ses antécédents po,...,Pm~1 dans s, d’aprés le lemme précédent il résulte:

s Mpa (voeeatpr€itoy tj l—r6] ha? ie Mp1 (ta rents €)iP0eatpt—nOn al t

+ 4, ER R

Wipf .tiot} “pa-dot] ¥

avec 04.01.01, _1...64 = 62.6;.02.01 = 9.0 [V(s)]. D’ou par stabilité de Unifg:

RE RE RE : RE

BN orth) A 6 Mpeg aril a] ® Ap g—d,oh of]m=1

ce qui prouve le théoréme. O

4.7 Comparaison des relations de surréduction

Dans ce paragraphe, nous nous plagons toujours dans le cadre ordo-sorté mais nous

travaillons sur la surréduction non équationnelle. Nous avions défini au chapitre précédent

la notion de réécriture faiblement basique. Définissons maintenant la surréduction faiblement

basique.

Définition 4.12 Soit t-p4.49)#’ une étape de surréduction et vw! € O(t’). On dit que

v’ provient de V'instanciation de ¢ si en considérant l’étape de réécriture O(t) 4p ,.q4 U,

occurrence v’ admet des antécédents dans @(¢) dont au moins un n’appartient pas 4 O(t).

°

Remarque: Si l’étape de surréduction est une réécriture, alors aucune occurrence de t’

provient de linstanciation.

Définition 4.13 Soit une surdérivation

to NW o,.g0—+do 0] We... NP ipa ign-1—dn—10n-1} n dD,

et Uo,...,Un des ensembles d’occurrences de non variable de t,...,tn respectivement. On

dit que D, est faiblement basée sur Up si pour tout 2 € {0,...,2—- 1}, m © Ui et Visa

contient les occurrences de t;4, qui ne proviennent pas de l'instanciation et dont tous les

antécédents, s'il en existe, sont dans U;. On dit que D, est faiblement basique s'il existe

Up Oft) tel que D) soit faiblement basée sur Uo.

$i ce n'est pas ambigu, on définit la notation FB(t,, Di) =U,.
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Remarque: Les occurrences provenant de l’instanciation sont & la fois protégées dans une

étape basique et dans une étape faiblement basique.

Définition 4.14 Soit D une surdérivation et b une étape d’occurrence g de D. On dit que

6 est terminale

« si elle est la premiére étape de D

© ou si elle est précédée d’une étape ¥ d’occurrence p telle que

— qn’admet pas d'antécédent & travers

— ou g est strictement 4 droite de p.

On dit que D est terminale si toutes ses étapes sont terminales. ©

Lemme 4.19 Toute surdérivation 4 la fois terminale et faiblement basée sur U est basée de

gauche & droite sur U.

Preuve: Par récurrence sur la longueur i de la surdérivation.

Si i = 1 la propriété est vraie.

Supposons la propriété pour ¢ et considérons une surdérivation de longueur i + 1.

Intéressons nous & ses deux derniéres étapes:

Sp g—da]t Ign

Par hypothése de récurrence p € B(s) (B(s) est l'ensemble des occurrences basiques

de s). la surdérivation étant supposée faiblement basique, q n’est pas une occurrence

provenant de l’instanciation. Ceci étant, discutons les différentes positions de q par

rapport & p.

- Sig <p alors q € B(t) car l'ensemble des occurrences basiques est clos par préfixe.

- Si g provient du membre droit de régle d, alors q € B(t).

- Si q est situé sous le membre droit d; puisque g ne provient pas de l'instanciation,

il admet des antécédents dans s, ce qui est impossible puisque la surdérivation est

terminale.

- Sig est &strictement & gauche de p, puisque la surdérivation est terminale g n'a pas

d’antécédent dans s, donc provient de l'instanciation, ce qui est impossible.

- Si q est strictement & droite de p, alors ¢ € B(t) car B(t) est clos & droite. O

Définition 4.15 Soit deux surdérivations s py u Dy et s 4%, u De. On dit que Dy
peut étre transformé Iégalement en Dz ou encore que la transformation de D; en D2 est

légale si

-¥=7 (V(s))

~ Dy est faiblement basée sur U C O(s) implique D2 est faiblement basée sur U et

FB(u, D2) = FB(u.D;).
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Lemme 4.20 La commutation de la surréduction définie par le théoréme 4.15 est une trans-

formation légale.

Preuve: Facile. 0

Dans la suite, nous supposons que toutes les régles du systéme de réécriture courant

sont linéaires & gauche ou réguliéres, et linéaires & droite. Nous supposons aussi que toute

surdérivation't) rg, tm est telle que @ soit normalise sur les variables de to. . Ainsi,

le théoréme de commutation (théoréme 4.15) pourra étre appliqué sur des morceaux de

surdérivation de longueur deux, sans changer les termes aux extrémités,

Lemme 4.21 Soit une surdérivation s'7j,—4.0]t “v* ta Dz telle que la partie t > ta

soit formée par des étapes d’occurrences non comparables deux 4 deux. Alors D peut étre
* *

également transformée en une surdérivation terminale de la forme s ¥> 8! rrp gaat) >

tn Dez, ot la partie s 4 s! est formée par des étapes d’ocurrences non comparables deux

& deux.

Preuve: Les occurrences de la partie t “> tp étant incomparables deux 4 deux, ses étapes

peuvent étre commutées et mises dans n'importe quel ordre. Elles peuvent étre or-

donnée sur leurs occurrences d'application dans le'sens de la gauche vers la droite, ce

qui donne une surdérivation terminale. Aprés cela, si Pétape qui suit s ip gaa}?

n’est pas terminale, elle admet des antécédents, et d’aprés le théoréme de commutation

peut tre placée avant s—V1p 9.4.9] t. Ainsi il est possible d’obtenir une surdérivation

de la forme . .

ses! NMipg at Ae th

dont les étapes qui succédent & s-\*t sont terminales et dont la partie s > s!

est formée d’étapes d’occurrences non comparables. s y+ s’ peut étre commutée en

une surdérivation terminale. L’étape s’ Nip gd] t' est terminale car elle est précédée

dune étape qui provient d’une commutation travers elle. Toutes les transformations

effectuées sont légales. O

Lemme 4.22 Soit t) -4* t, D, une surdérivation terminale, et soit une surdérivation issue

de tn: th A? ty Dz formée d'étapes d'occurrences non comparables (en général Dy + D2

n'est pas terminale). Alors D, + D2 peut étre légalement transformée en une surdérivation

terminale.

Preuve: Par récurrence sur la longueur de Dy.

Si elle est nulle, on peut commuter D2 en une surdérivation terminale.

Supposons la propriété pour une longueur de n — 1. Considérons la derniére étape de

Dy suivie de Dz:

tat Mtpa-ign—1dn—i] tn AW te

D'apris le lemme 4.21 elle peut étre tranformée également en une surdérivation ter-

minale de la forme

tr Wes! Np, sgn anda? WO te

95



ot ta) Je s' est formée d’étapes d'occurrences non comparables. D’aprés l’hypothése
de récurrence appliquée sur les surdérivations to 4 ty-1 D4 et tr-1 7s’ Ds,

D,+ Ds peut étre légalement transformée en une surdérivation Ds terminale. Soit

D3 = Dg + (8! tp, 1 gn-iedna} t) A> te)

Dans D3 I’étape s'->¢’ est terminale car l'étape qui la précéde est soit tha -AP tna

qui est son prédécesseur dans Dj, ou est une étape provenant de la commutation.

Ds provient de D, + D2 par une transformation légale car toutes les transformations

effectuées furent légales. 0

Lemme 4.23 Toute surdérivation peut étre également transformée en une surdérivation

terminale.

Preuve: Par récurrence sur la longueur de la surdérivation. Si la longueur est égale 4 1, la

propriété est triviale.

Soit to “> ty-1~4> tn une surdérivation. Par hypothése de récurrence to Je taal
peut étre légalement transformée en une surdérivation terminale D3. D'aprés le lemme

précédent appliqué & D3 et t,_) "tp on obtient, une surdérivation terminale par une

transformation légale. 0

Corollaire 4.24 Toute surdérivation ty ~») tn Dy faiblement basée sur Ua Olto) peut

étre transformée en une surdérivation to ie) tn Dz basée de gauche & droite sur Up telle

que 6' =6 [V(to)] et FB(tn, D2) = FB(tn, D1).

Preuve: Le résultat résulte des lemmes 4.19 et 4.23.

On en déduit le théoréme suivant qui permet de comparer les -W>-dérivations basiques de

gauche a droite avec les +y>-dérivations basiques de gauche & droite. Rappelons que >

designe la surréduction, ~> est définie par We = >, + ot -> est une dérivation de

réécriture quelconque mais fixée (par exemple par telle ou telle stratégie), et -W> est la

surréduction normalisante: t-Wy>t' <=> t-A>t,, t' = t) |. Le théoréme suivant est vrai

pour n‘importe quel choix de -W>, donc en particulier pour la surréduction normalisante.

Théoréme 4.25 Supposons que toutes les régles du systéme de réécriture courant soient

linéaires & gauche ou réguliéres, et linéaires & droite. Soit une —Mv>-dérivation ty Mya) ty
basée de gauche a droite sur Up C O(to) telle que 6 soit normalisée sur [V(to)]. Alors il existe

une A>-dérivation to Aig) tn basée de gauche & droite sur Up telle que # ~ @ [V{(to)}.

Preuve: Une étape de la -W>-dérivation t, Wt), est formée d'une étape de 4+ basique

de gauche & divite (doue basique) suivie de réécritures faiblement basiques, c'est &

dire t, A> 7s tis. Soit Uj,U!.Ui4i les ensembles d’occurrences basiques des ter-
mes t;,t}.ti41 respectivement, Si on considére ¢; 4 ti; comme une étape faiblement

basique, alors Uj puis Uj4; sont agrandis. Donc tj4; —W* tn est encore basée sur

le nouvel Uj41. En réitérant ce raisonnement, et en considérant les étapes de réécri-

ture comme des étapes de —\>-surréduction. on obtient une surdérivation tp Arig) tn

faiblement basée sur Up. Il suffit maintenant d'appliquer le corollaire précédent. 0
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Ainsi, l'ensemble des solutions trouvées par la -W-surréduction basique est inclus dans

lensemble des solutions trouvées par la —>-basique. Donec en utilisant la —-W-surréduc-

tion basique, l'ensemble des solutions, sous les hypothéses du théoréme, est au moins aussi

minimal que l'ensemble des solutions qui aurait été obtenu en utilisant la y>-surréduction

basique,

Soit D = to Mig) tn une Vro-dérivation basique. On suppose que @ est normalisée
sur V(tg). d'aprés le théoréme précédent, on peut lui faire correspondre une ->-dérivation

basique D’, Nous savons d’apres les prenves que D’ est obtenu & partir de D en appliquant

un certain nombre de fois le théor&me de commutation (théoréme 4.15). Notons par || Dj] le

nombre d’étapes de D. Puisque -v* C4 on peut voir D comme une ~y>-dérivation, et

définir son nombre d’étapes, noté |D|. Les régles de réécriture étant supposées linéaires &

droite, l’application du théoréme de commutation ne diminue pas le nombre d’étapes. Donc

||D\| < |D| < |D’|. Autrement dit D’ a plus ou autant d’étapes que D. Par passage &

ta limite, on en déduit que la -W>-surréduction basique, et-en particulier la surréduction

basique normalisante, termine au moins aussi souvent que la surréduction basique de Hullot.

Elle termine méme plus souvent, comme le montre l’exemple du chapitre 2 au paragraphe

2.1.3.

4.8 Etude de la minimalité de l’ensemble des solutions géné-

rées par surréduction

Nous voulons ici faire apparaitre l'intérét de certaines optimisations de la surréduction.

Le critére d'appréciation utilisé est la minimalité du multiensemble des solutions générées

par la méthode, c’est & dire la minimalité de l'ensemble des solutions avec la requéte qu'une

méme solution ne doit pas étre générée deux fois. Nous donnons un résultat pour la surré-

duction basique de gauche @ droite en supposant que le systéme de réécriture courant est

régulier et sans paires critiques Dans les autres cas, nous montrons sur des exemples que

ja suppression des branches instances (chapitre 2), ainsi que l'introduction de la réécriture

faiblement basique (chapitre 3), peuvent diminuer la redondance du multiensemble des solu-

tions.

Nous avons choisi d'étudier la minimalité plutét que la taille de l’espace de recherche car

ce dernier critére est difficile & évaluer. Les exemples que nous donnons montrent que ces

deux critéres sont liés.

4.8.1 Cas des systémes de réécriture réguliers et sans paires critiques

Sous cette hypothése, nous allons montrer qu'une partie du multiensemble des solutions

est minimal (théoréme 4.28).

Rappelons que les notions de résidu et de largeur suffisante ont été définies au chapitre 3.

Lemme 4.26 Le systéme de réécriture est supposé régulier et sans paires critiques. Soit t

un terme et U C O(t) un ensemble d’occurrences clos & droite et par préfixe. Soit t — ¢’ une

étape de réécriture basée sur U de gauche a droite, et U’ l’ensemble des occurrences basiques

de t’. Si U n’est pas suffisamment large sur ¢, alors U’ n'est pas suffisamment large sur t’.

Preuve: Supposons t ~+{,,9—d,} t’. Puisque U n’est pas suffisamment large, il existe g €
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O(t) — U tel que t j,;..,) t”. Puisque U est clos 4 droite et par préfixe, seulement

deux cas sont possibles:

1. ¢ est strictement & gauche de p. Alors g € O(t') — U’, donc U’ n’est pas suffisam-

ment large.

2. q <p. Puisque le systéme de réécriture est régulier et sans paires critiques, q

admet au moins un résidu q’ dans ¢’. Org’ ¢ U’ et t'|q' = tlg n’est pas normalisé.

Par conséquent U’ n’est pas suffisamment large sur 0.

a

Proposition 4.27 Le systéme de réécriture est supposé régulier et sans paires critiques.

Alors pour tout terme t, il existe au plus une dérivation de réécriture basique de gauche a

droite allant det & sa forme normale.

Preuve: Par l'absurde. Supposons qu'il y en ait deux. Elles sont de la forme:

ts Fpigimd] $2 “tl
pa ga—-da] $2 tL (2)

avec (g, — di) # (g2 ~+ dz) ou pi ¥ po. Puiaqu’il n'y a pas de paires critiques, on @

dans les deux cas p, # pz. Etudions les cas possibles:

1. py, et pg ne sont pas comparables. Sans réduire la généralité de la preuve on

peut supposer que p; est & gauche de pz. Alors dans sp, l’occurrence p; n'est pas

basique.

2. Sinon on peut supposer que pi < po. Puisque le systéme de réécriture est régulier

et sans paires critiques, l’occurrence p; admet un résidu dans sz qui n’est pas

basique.

Ainsi, l'ensemble des occurrences basiques de s2 n'est pas suffisamment large. Nous

gavons par ailleurs qu'il est clos 4 droite et par préfixe. D'aprés le lemme préccdent

l'ensemble des occurrences basiques de t | dans la dérivation (2) n’est pas suffisamment

large, ce qui est impossible. 0

Nous n‘obtenons pas la minimalité de tout le multiensemble des solutions trouvées par surré-

duction basique de gauche & droite, mais seulement d'une partie: les solutions de rang

maximal. Une solution o de t = ¢’ est de rang maximal si la seule équation triviale issue par

des étapes de réécriture de o(¢ = 7’) est sa forme normale. En d'autres termes. cela signifie

qu'il est nécessaire d’aller jusqu’d la forme normale pour prouver que o est une solution de

Bed.

Définition 4.16 Soit t= une éqnation et o nne solution de t= t’ modulo le systéme de

réécriture R (i.e. o(t) =p a(t')). Toute dérivation de la forme o(t = t’) — 5 = 5 est appelée

preuve de la solution ¢ det=t'. ©

Remarque: s n'est pas nécessairement en forme normale.

Définition 4.17 Soit ¢ une substitution et t = ? une équation. On dit que o est une

aolution de ¢ = ¢’ de rang maximal si
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© o(t) =r o(t’)

e Dans toute preuve a(t = t’) + s = 5 de la solution o det = ¢’, Véquation s = 5 est

normalisée

°°

Nous considérons une notion de minimalité qui ne prend pas en compte les régles du systéme

de réécriture R.

Définition 4.18 Un multiensemble $ de substitutions est dit minimal si

e S ne contient pas deux fois la méme solution -

e et pourtousc,09ES,ona(o #6 => oc LOA GLa)

°

Théoréme 4.28 Le systéme de réécriture R est supposé régulier et sans patres critiques.

Pour toute équation e, le multiensemble des solutions de e normalisées, de rang maximal, et

trouvées par surréduction basique de gauche 4 droite, est minimal.

Preuve: Soient 6, 6’ deux solutions normalisées de e de rang maximal trouvées par surréduc-

tion basique de gauche & droite, et supposons que @ < @. Il existe deux surdérivations

basiques de gauche a droite:

C [pt.gi dio] 1 ue pn ga-rda.onl Cn
24 hes :

Wig iri eo4] 8s cad [geste re og} Ok

et deux unificateurs syntaxiques minimaux p, py’ de e, et & respectivement, tels que

6 = po,...0) et & = p'.o,...0}. Montrons que ces deux surdérivations sont les

mémes.

De ce qui précéde, on déduit

9) pprgiai] 7 : hpagn-edn] H(En)

8(€) 1g ters] + Hleete re] (Ce)

Puisque 8 < 6’, posons 6’ = 7.6. Alors

8(e) = ¥.(€) Fp, gids] > «++ Phpnsga eda] V-# (En)

Puisque ps est un unificateur syntaxique de en, on obtient deux preuves de ta solution

6' de e. Puisque @’ est de rang maximal, p’(é,} et y.u(en) sont normalisés. D’aprés la

proposition précédente, ces deux dérivations sont identiques, d’ot k = 2 et pour tout

1E{l,....2}, n=, WHE, dar. 2

Remarque: Si l’un des membres de € est clos et normalisé, alors toute solution de e est de

rang maximal. En effet soit e = (t = 2’) et supposons que ¢’ soit clos et normalisé. Pour

toute solution o de e, le terme a(t’) =?’ est normalisé. Toute dérivation issue de e s’écrit

alors o(e) + s +t’, donc ne peut étre une preuve que si s = ¢ est normalisée.
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Remarque: Soit ¢ un terme et ¢’ un terme normalisé. Si les variables de ¢ et de ¢’ sout

disjointes, les filtres de t vers ¢/ sont des unificateurs qui n’instancient pas ¢’. D’aprés la

remarque précédente, la surréduction basique de gauche & droite fournit donc une procédure

de filtrage de ¢ vers ¢’ minimale, i.e. sans redondance, dans les systémes de réécriture réguliers

et sans paires critiques. You obtient un résultat analogue pour son "outer narrowing” [74],

mais sa méthode n'est compléte que sous des hypotheses restrictives.

4.8.2 Autres cas

Nous montrons sur des exemples que certaines modifications proposes dans cette thése, &

savoir l’élimination des branches instances d'autres branches (voir chapitre 2), et l'introduction

de la réécriture faiblement basique (voir chapitre 3), peuvent améliorer la minimalité du mul-

tiensemble des solutions lorsque le systéme de réécriture a des paires critiques ou n’est pas

régulier.

Montrons d’abord que la suppression des branches instances peut améliorer la minimalité.

Exemple 4.7 Soit le systéme de réécriture

R={ m1: f(z,0,0,2z) — 9(z,2)

72: f{z,0,¥,0) — 9(z,y)
73: (0,2) A(z) }

R est régulier, mais posséde une paire critique obtenue en superposant en téte 7; et rz.

Qu’on utilise la surréduction ou la surréduction basique de gauche & drojte pour résoudre

Véquation f(u, x, 0,z) = h(y), arbre de recherche est le méme, et est:

f(u,z,0,z) = Aly) ir or=(2/0)} 1 = (9(%,2) = ACY) Wfrs uyoy A(z) = Aly)
Wing, 02=(2/0,2/0)] €2 = (9(tt,0) = A(y)) Ar4r5,ujoq (0) = h(y)

La premiére branche donne la solution 6; = (z/0,u/0.y/z), tandis que la seconde donne

0 = (2/0,z/0,u/0, y/0). L’ensemble des solutions trouvées {61,62} n'est pas minimal car

6, < G2. Posons @ = (2/0). On voit que en = 6(€1) et o2 = 6.0;. D’aprés un résultat du

chapitre 2, on peut s’abstenir de calculer le successeur de eg, et ainsi seule la solution 4; est

calculée, ce qui fournit un ensemble de solutions minimal.

Mais on ne peut pas toujours obtenir la minimalité de cette maniére.

Exemple 4.8 Soit

R={ 1: t+2 32

T2: t+0 2 }

R posséde une paire critique. En résolvant 0+ 2 +0 on trouve deux fois la méme solution:

=0 NV n,2/0=0

Wein 2/90 = 0

Etudions maintenant l’influence de la réécriture faiblement basique (chapitre 3) placée

entre les étapes de surréduction basique de gauche & droite, c'est & dire considérons la —M>-

surréduction basique de gauche & droite. Rappelons qu'une étape de —W>-surréduction

basique de gauche & droite est composée d'une étape de surréduction basique de gauche &

droite, suivie d’étapes de réécriture faiblement basique. Avec une I'hypothése supplémentaire,

le résultat de comparaison du chapitre 4 (théoréme 4.25) permet d'affirmer que l'introduction

de la réécriture faiblement basique ne diminue pas la minimalité, d'oit la proposition:

0+:
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Théoréme 4.28 Le systéme de réécriture R est supposé régulier, linéaire 4 droite, et sans

paires critiques. Alors pour toute équation e, le multiensemble des solutions de e, nor-

malisées, de rang maximal, et obtenues par la W>-surréduction basique de gauche & droite

est minimal.

Preuve: Par |’absurde. supposons qu'il existe deux —W>-dérivations basiques de gauche &

droite donnant les solutions normalisées 6, et 02, et supposons que 8; < 62. Daprés

le théoréme 4.25 il existe deux ~)>-dérivations basique de gauche & droite donnant les

solutions 6; et 62, ce qui est impossible & cause du théoréme précédent. O

Ce théoréme est plus restrictif que le précédent car le systéme deréécriture est supposé

linéaire & droite. Mais l’introduction de la réécriture faiblement basique présente certains

avantages.

Elle peut améliorer la minimalité lorsque le systéme de réécriture a des paires critiques.

Exemple 4.9 Soit le systéme de réécriture canonique

R={ 1: fyy) oy
ra: f(y,0) ey

73: g(h(y).z) — (yz) }

En résolvant l’équation 9(z, 0) = 0 par surréduction basique de gauche & droite, on obtient:

9(20) = ONr5,2/nyy) f(s0) = 0 fra] Y=

Mtr y/oj0 = 0

La solution @ = (2/h(0), y/0) est trouvée deux fois. En utilisant la —-Wy-surréduction

basique de gauche 4 droite (les équations sont normalisées aprés chaque surréduction), la

deuxiéme branche n’est pas calculée, et @ n'est donc générée qu’une seule fois.

Exemple 4.10 Considérons deux opérations binaires +, *. On suppose que + est idempo-

tent, admet un élément neutre 4 droite 0, et que 0 est absorbant pour +.

R={ ni yty oy

ytO0 my
m3: y#0 0}

% désignera les occurrences protégées (non basique). En résolvant c+ (0+ y) = 0 par

surréduction basique de gauche & droite on obtient:

£+(O¥y) =O AW Ir, ,2/o-y %(0*y) =O

Miraiy/]t +050 rq] z= 0
WH r2/19 = 0

La solution 6 = (2/0,y/0) est trouvée denx fois. En utilisant la -Wsurréduction basique

de gauche & droite, la derniére branche n'est pas générée et 0 n'est trouvée qu'une seule fois.

L'introduction de la réécriture ne permet pas toujours d’obtenir la minimalité. En effet, elle

ne modifierait en rien l’exemple 4.8, dans lequel la solution est générée deux fois.

La réécriture peut améliorer la minimalité lorsque le systéme de rééeriture n'est pas

régulier.
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Exemple 4.11

R={ nm: f(z,0) -0
rT: g(0) +0
rg: A(hi(z),y) — F(g(2),y) }

En résolvant l’équation h(z,0) = 0 par surréduction basique de gauche a droite on obtient:

(z,0) = Ong, 2/a'(2)] F(9(z),0) =O ->4r,] 0= 0

WM ir2.2/0) £(0,0) = 0 j-xj 0= 0

La premiére branche fournit la solution 0, = (z/h'(z)), tandis que la deuxiéme fournit

oy = (z/h'(0)). Ces deux solutions sont comparables. En utilisant la —W>-surréduction

basique de gauche & droite, la deuxiéme branche n'est pas générée et seule 71 est calculée.

Enfin, la réécriture peut améliorer la minimalité quand il existe des solutions qui ne sont

pas de rang maximal.

Exemple 4.12

R={ mn: Ff) 70

72: g{(0) +0}

En résolvant l’équation f(g(z)) = f(x), la seule surdérivation basique de gauche 4 droite

menant & des solutions est:

£(9(2)) = F(z) tra zjoj €1 = (F(0) = F(0)) + 0 + F(0) > ex = (0 =0)

Les équations e; et eg fournissent toutes les deux la solution 2/0. En utilisant la -W>surré-

duction basique de gauche 4 droite on obtient:

£(9()) = F(z) AW j,/99 = 0

La solution x/0 n’est générée qu’une fois, car |’équation e; n'apparait plus explicitement.

En conclusion, on peut dire que les chapitres 2 et 3 de cette thése, par l’élimination

des branches instances et l’introduction de la réécriture faiblement basique, apportent une

amélioration sensible et intéressante dans l’élimination des redondances du multiensemble

des solutions.
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Chapitre 5°

Une approche transformationnelle

de la surréduction basique

simplifiante

Ce chapitre présente un article fait en collaboration avec W. Nutt et G. Smolka de l’université

de Kaiserslautern, et qui sera prochainement publié dans le "Journal of Symbolic Computa-

tion”. Bien que ma contribution a ce travail soit essentiellement limitée 4 la recherche d’une

formulation de Ja réécriture faiblement basique, cet article est donné ici dans sa totalité,

afin de faire apparaitre cette collaboration. Il s’agit d'une formulation de la surréduction

basique & l’aide de régles d'inférence, et qui intégre des régles de simplification. C’est une

premiére étape vers une formulation équationnelle de la surréduction basique; une formu-

lation complétement équationnelle sera donnée au chapitre suivant. L’idée de base est la

suivante. Dans la surréduction basique, la partie apportée par l'unificateur est protégée,

donc aucune régle de réécriture ne lui est appliqué. Il n'est donc pas nécessaire d’appliquer

Vunificateur, mais il suffit de le mémoriser 4 part. On utilisera donc la structure de donnée

C.E oi C est la substitution & appliquer sur E et E la partie 4 surréduire.

Un deuxiéme aspect de ce travail est lintroduction de régles de simplification. Une

régle de simplification est une régle d'inférence qui transforme une paire C.E en une paire

C'.E' qui posséde les mémes solutions. Nous avons voulu intégrer quelques régles connues:

décomposition des symboles décomposables, dépliage, et réécriture. La formulation de la

réécriture que nous préseatous ici est le fruit de la combinaison des travaux de G. Smolka

et al. [71] et des travaux présentés au chapitre 3. G. Smolka avait présenté la surréduc-

tion basique formulée sur des systémes d'équation, et introduit la réécriture comme régle de

simplification, mais son calcul des occurrences basiques lors des étapes de réécriture était
peu optimisé. Au chapitre 3 nous avons présenté la surréduction basique (de gauche & droite)

avec réécriture dans un formalisme traditionnel. La combinaison de nos travaux a abouti &

Vintégration de la réécriture dans un formalisme de régles d’inférence.

Regardons plus en détail quelques particularités de ce travail.

Quand on infére C.E —+ C’.E' par surréduction il faut calculer la substitution surréduc-

trice, donc résoudre un probléme d’unification syntaxique. On peut remettre ce calcul & plus

tard en mettant dans C’ non pas la substitution surréductrice, mais le probléme d’unification

syntaxique sous la forme d’une équation &résoudre. Ainsi ce n’est pas C' qui s’applique sur

E, mais la solution de C’. Cette formulation a l'avantage de réduire le controle, donc de

permettre une meilleure parallélisation.
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Exemple 5.1 Soit R = {f(0) — 0}. Pour résoudre modulo FR l’équation f(x) = 0 on part

de la paire 0. f(z) = 0 et on infére

9.f(x) =0 — f(z) = F(0).0=0

La paire f(x) = f(0).0 = 0 peut étre interprétée par: si x est choisi tel que f(x) = f(0) alors

0=0.

L’approche de Martelli, Moiso, Rossi [55] présente la méme idée, mais décrit une surréduction

qui n’est pas basique.

Pour intégrer la décomposition et la collision des symboles décomposables, il faut intro-

duire dans la partie droite des paires non pas une seule équation mais un systeme d’équations.

En effet, soit R le systéme de réécriture courant, et considérons les symboles de fonction qui

n’apparaissent jamais en téte d’un membre gauche de régle. Si f est un tel symbole, on dit

qwil est décomposable dans R puisqu’alors l’équation f(s1,...,8n) =r f(t1,-..,tn) a les

mémes solutions que le systéme {s; = 21,...,5n = ta}. Si f,g sont de tels symboles, avec

f #49, on dit que f et g sont disjoints dans R puisqu’alors l’équation f(...) =p g(...) n’a

pas de solutions.

Exemple 5.2 Soit R = {9(f(z)) — g(x)} et résolvons l’équation h(g(z1)) =p f(y). En

utilisant la surréduction, la procédure ne termine pas car

h(9(21)) = £(9) Ap er/rceay) M92) = Fly) Her
Pourtant, d’aprés les arguments ci-dessus nous savons que cette équation n’a pas de solution

modulo R.

Pour prendre en compte ces arguments nous introduisons une régle de décomposition et une

régle de collision. Mais pour la décomposition il faudra travailler sur des systémes d’équa-

tions.

Lors des étapes de réécriture, le calcul des occurrences basiques présenté dans ce chapitre

est un peu plus optimisé que celui du chapitre 3 (réécriture faiblement basique).

Exemple 5.3 Soit R = {9(f(y’),2') — g(y’. f(z'))} et considérons l’équation 9(%f(z), 2) =

t, o1 % est un marqueur qui désigne les occurrences protégées. Voyons ce qui se passe quand

on réécrit le membre gauche de cette équation.

Avec la réécriture faiblement basique:

g(%f(z), 2) St g(x, f(z)) +t

Toutes les occurrences deviennent basiques aprés réécriture.

Avec le formalisme de ce chapitre:

y= f(z).o(y.2) =t

— y= flx).9(z, flz))=t par (R)
— y= f(z). f(xj&e(z,z)=t par (Unf)

CH= (y= fizz = f(z).g(2,2) = t) par (SBI)

En appliquant C sur EB, on obtient l’équation g(x, %f(z)) = t, dont le sous-terme f(x) est

maintenant protégé. On voit que contrairement 4 l’approche du chapitre 3, les sous-termes

apportés par le membre droit de la régle de réécriture peuvent étre protégés. Mais il faut

tenter de nombreux dépliages par (unf) et faire de nombreuses comparaisons pour appliquer

(SBI).

Ajoutons quelques explications sur certaines régles présentées dans ce chapitre.
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- (A) contient le principe méme de la surréduction basique

(B) correspond au fait qu'il faut tenter de résoudre syntaxiquement toutes les équa-

tions de l’arbre des surréductions, puisque la surréduction transforme un probléme

d'unification modulo en un probléme d'unification syntaxique.

(Uni) correspond au calcul de la substitution surréductrice, ce qui nécessite le calcul

d’un unificateur principal.

La régle d’échec numéro 1 correspond au fait que la substitution surréductrice n‘existe

pas-car la partie S de S.P n'a pas de solution syntaxique.

La régle d’échec numéro 2 signifie que la partie protégée doit étre en forme normale,

cest 4 dire que la propriété de largeur suffisante (sufficient largeness property) du

chapitre 3 doit étre satisfaite.

La régle d’échec numéro 4 est la détection des collisions (clashes).

La combinaison des régles (R), (Unf), et (SB1) permet d’obtenir la réécriture faiblement

basique du chapitre 3.
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Abstract

In this paper we study basic narrowing as a method for solving equations in the initial

algebra specified by a ground confluent and terminating term rewriting system. Since we

are interested in equation solving, we don’t study basic narrowing as a reduction relation

on terms but consider immediately it’s reformulation as an equation solving rule. This

reformulation leads to a technically simpler presentation and reveals that the essence of

basic narrowing can be captured without recourse to term unification

We present an equation solving calculus that features three classes of rules. Resolution

rules, whose application is don't care nondeterministic, are the basic rules and suffice for

a complete solution procedure. Failure rules detect inconsistent parts of the search space

Simplification rules, whose application is don’t care nondeterministic, enhance the power of

the failure rules and reduce the number of necessary don't know steps

Three of the presented simplification rules are new, The rewriting rule allows for don’t

care nondeterministic rewriting and thus yields a marriage of basic and normalizing nar-

rowing. The safe blocking rule is specific to basic narrowing and is particulary useful in

conjunction with the rewriting rule, Finally, the unfolding rule allows for a variety of search

strategies that reduce the number of don't know alternatives that need to be explored
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1 Introduction -

Narrowing fitst appeared in the context of resolution based theorem proving as an adaption.
of the paramodulation rule [Robinson /Wos 69] to canonical tertn rewriting systems [Slagle
74, Lankford 75]. Fay (78] realized that narrowing can be employed as a universal unification

procedure that solves equations in the theory defined by a canonical rewriting system. Hullot

(80 continued Fay’s [78] work and devised a new narrowing strategy called basic narrowing.
Kirchner [85] extended narrowing to rewriting modulo equations. Kaplan [84] and HuSmann
[85] investigated narrowing for conditional term rewriting systems. The recent interest in
logic programming with equations [Dershowitz/Plaisted 85, Goguen/Meseguer 86] has gen-
erated much work on universal unification (often called E-unification) [Gallier/Snyder 87,
Hélldobler 87, Martelli et al. 86] and narrowing [Bosco et al. 87, Fribourg 85, Joseph-
son/Dershowitz 86, Réty et al. 85, You/Subrahmanyam 86] in particular.

‘Technically, narrowing combines term unification and rewriting. To perform a narrow-

ing step on a term ¢ means to replace t by 0(t{x + v}), where ¢/x is a nonvariable subterm’of
t, w+ v isa variable disjoint copy of a rule, and @ is the most general unifier of the subterm
t/m and the left hand side u of the rule. The thus obtained narrowing relation extends the

rewriting relation since every rewriting step is also a narrowing step.

Fay's [78] unification procedure employs a normalizing narrowing strategy, where 2
proper narrowing step is only performed if no rewriting step is possible. In other words,

after every proper narrowing step the obtained term is rewritten to normal form. While
the application of a rewriting step is don’t care nondeterministic (that is, it doesn’t matter

which rewriting step is applied next), the application of a narrowing step is don't know

nondeterministic (that is, it matters which narrowing step is applied next). ‘The advantage

of normalizing narrowing over pure narrowing is that it yields a unification procedure with

asmaller search space,

Hullot’s [80] basic narrowing strategy obtains a search space reduction by restricting

narrowing steps to subterms that were not introduced by instantiation. The drawback of

this stragtegy is that the application of a narrowing step that is actually a rewriting step

is no longer don’t care nondeterministic. Recently, the authors {Réty 87, Smolka/Nutt 87]

devised special rewriting rules that are compatible with the basic narrowing strategy and

whose application is still don’t care nondeterministic, This present paper combines and

simplifies our results.

We study basic narrowing and its optimizations as a method for solving equations in

the initial algebra specified by a ground confluent and terminating term rewriting system.

Since we are interested in equation solving, we don’t study basic narrowing as a reduction

relation on terms but consider immediately it’s reformulation as an equation solving rule

‘This reformulation leads to a technically simpler presentation and reveals that the essence

of basic narrowing can be captured without recourse to term unification.

‘There are several advantages gained from weakening the usual confluence requirement

to ground confluence. Applications in algebraic specification and logic programming usu-

ally employ initial algebra semantics, which means that ground confluence rather than full

confluence is the natural requirement. A typical example is the specification of the integers

shown in Figure 1. This specification is a terminating and ground confluent rewriting sys

tem, which is not confluent since, for instance, z+y and ((z+y)-+y)+(—y) are two distinct

normal forms of p(s(z)) *y. An automatic completion of this system seems to be difficuit 1f

not impossible. Réty et al. [85] give a confluent extension of this system by adding thirteen
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Q1) wAs(z)} +2

(2) s(p(z)) + =

(3) O+y—y

(4) s(z)+y — s(z +9)

(5) p(z)+y—plzty)

(6) -0-0 (9) O#y +0

(7) —s(z) + p~2) (10) s(z)#y—(zey)t+y

(8) —p(z) - s(—2) (11) plz) *y > (z*y) + (-y)

Figure 1.1. A specification of the integers as a ground confluent and terminating

rewriting system

inductive consequences. This more than doubles the original rules and thus increases the

search space of a narrowing based unification procedure. To be able to weaken the usual

confluence requirement to ground confluence, completeness must be defined with respect to

solutions, which map variables into irreducible ground terms, rather than unifters, which

map variables to terms possibly containing variables

Our equation solving calculus employs three classes of rules: resolution rules whose

application is don’t know nondeterministic, simplification rules whose application is don't

care nondeterministic, and failure rules allowing to prune inconsistent parts of a search tree.

The resolution rules are the basic rules and suffice for a cornplete solution procedure. The

purpose of the simplification rules is to reduce the search space. In some cases, the use of

simplification rules can cut down an infinite search space to a finite one

Three of the presented simplification rules are new. The rewriting rule allows for don’t

care nondeterministic rewriting and thus yields a marriage of basic and normalizing nar-

rowing that enjoys the advantages of both approaches. The safe blocking rule is specific to

basic narrowing and is particulary useful in conjunction with the rewriting rule. Finally, the

unfolding rule allows for a variety of search strategies that reduce the number of don’t know

alternatives that need to be explored

Our equation solving calculus is the basis for a class of solution procedures, where the

don't know application of a resolution step is followed by the don’t care application of finitely

many simplification steps. The completeness of these procedures is shown with a new praof

technique yielding a scheme that is easily applied to additional or alternative rules. As

an application of our proof scheme, we show the completeness of an innermost constructor

strategy similar to the one proposed by Fribourg [85].

The paper is organized as follows. In Section 2 we fix our notation for equations and

rewriting systems. In Section 3 we present two resolution rules that yield a complete but

very inefficient solution procedure. In Section 4, which is the heart of the paper, we extend

the equation solving calculus with failure and simplification rules, thus obtaining a far more

efficient solution procedure. In Section 5 we show the completeness of a solution procedure

that uses inductive consequences for rewriting and prove the completeness of an innermost

constructor strategy.
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For most applications tle use of many-sorted of even order-sorted (many-sorted with
subsorts) equational logic is essential. Nevertheless, in this paper we consider only unsorted
logic since it suffices to demonstrate our ideas. The generalization of our results to the many-
sorted case without subsorts‘is straightforward. The generalization to the order-sorted case

is also not difficult if sort-decreasing rewriting systems [Smolka et al 87] are employed.

2 Equations and Rewriting Systems

In this section we review the necessary notations for equations and rewriting systems

The reader not familiar with the.theory of term rewriting systems may consult [Huet 80,
Huet/Oppen 80].

We assume that a set of function symbols (ranged over by f, g, and A) and an infinite

set of variables (ranged over by z, y, z) are given. Every function symbol comes with an

arity, which is a nonnegative integer.

Terms (ranged over by s, f, t, and v) and occurrences of terms (ranged over by m) are

defined as usual. We use s/m to denote the subterm of ¢ at occurrence 7 and s{x + ¢]

to denote the term obtainable from s by replacing the subterm at occurrence with t. An

equation s = t is an ordered pair consisting of two terms-s and ¢. The letter P will always

range over equations. An equation system is a bag P; & --: & Py of equations; we use

@ to denote the empty equation system. The letter FE will always range over equation

systems. An equation is called trivial if it has the form s = s; an equation system is called

trivial if each of its equations 1s trivial

A syntactical object is either a term, an equation, or an equation system. A syntac-

tical object is called ground if it does not contain variables. We use V(O) to denote the set

of variables occurring in a syntactical object O.

A signature is a set of function symbols. The letter © will always range over signatures.

A syntactical object is called a L-object if every function symbol occurring in it is in D.

Let © be a signature A U-substitution is'a function from L-terms into D-terms such

that @f(s1,....8,) = f(@s,,...,88,) and Dé := {z | Oz # z} is finite. In abuse of notation,

Dé is called the domain of @ and Cé := {Oz | z € DO} is called the codomain of @.

Furthermore, Z@ := ¥(C@) is called the set of variables introduced by @. The letters 6, ,

and ¢ will always range over substitutions. The composition of L-substitutions is again a D-

substitution. Z-substitutions are extended to syntactical D-objects as usual. A substitution

6 is ground if 6z is a ground term for all z € DO. A substitution @ is idempotent if @ = 6

Note that @ is idempotent if and only if D6 and Z@ are disjoint.

The equational representation (@] of a substitution @ is the equation system

a =@r, &-- & zr, = Izy

where {z1,...,2n} = D6 Two substitutions are equal if and only if their equational rep-

resentations are equal. Conversely, every U-equation system 2, = 5, &---& zy = sp, such

that z1,...,Z, are distinct variables is the equational representation of some %)-substitution,

which we denote with (a; = 31 & ©» & an = 5,). Note that @ = ([6]) for every substituiion

6
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Let 6 be a substitution and V be @ set of variables. The restriction @ly of @ to V is
defined by: 6ly (z) == G2 if z € V, otherwise 6ly(z) -= x. Furthermore, the update é[y + s]
of 8 at y with s is defined by: 8ly — s\(z) := s if z = y, otherwise Oly — s](z) := 62.

A syntactical object O is called an instance of a syntactical object O’ if there is a
substitution @ such that O = 80. A syntactical object O is called a variant of a syntactical
object O! if O is obtainable from O’ by consistent variable renaming, that is, there exist
substitutions @ and ¥ such that O’ = 80 and O = 40!

Let -+ be a binary relation on a set M. Then we use —* to denote the teflexive and
transitive closure of —. The relation —» is called confluent if for all a, 6, and ¢ in M such
that a * b and a —+" c there exists ad in M such that b-»* d and c+ d. Furthermore,
+ is called terminating if there is no infinite chain a, —» a7 + a3 + --».

A B-rewriting rule s — ¢ is an equation s = ¢ such that s isn’t a variable and every
variable occurring in the right hand side t occurs in the lef hand side s. A rewriting
system ® = (5, £) consists of a signature E and a set £ of D-rewriting rules. A rewriting
system R = (Z, €) defines a binary relation —s called the rewriting relation of R on the
set of all Z-terms as follows: s -2+¢ if and only if there exists an occurrence x of s and an
instance u—+ v of a rule of R such that s/m = u and t= s[x — v}. A term sis R-normal if
there is no term t such that s—*+t, A term t is an R-normal form of aterm s if s ®."t and
tis R-normal. An R-value is an R-normal ground term. A rewriting system R = (E,€) is
ground confluent if the restriction of —+ to the set of all ground L-terms is confluent.

The initial algebra Z(R) specified by a ground confluent and terminating rewriting
system R = (2, £) can be defined as follows

© The cartier of Z(R) is the set of all R-values.

. Where© The denotation fz¢m) of a function symbol in © is given by fx(2)(81.--» $n)

5 is the R-normal form of f(Siy-...5n)-

A ground E-equation s = tis valid in (the initial aigebra of) R if s and t have the same
‘R-normal form, We write R= s+ tors=p tif st is valid in R. A ground E-equation
system is valid in (the initial algebra of) ® if each of its equations is valid in R. We write

RF E if Bis valid in R. A E-equation s = ¢ is an inductive consequence of R if every
ground instance of s = t is valid in R. Two ground E-substitutions 9 and p are equal in
R (write 6 =n Y) if D9 = Dy and bz =p wz for every x € DB

Let ® = (E, €) be a ground confluent and terminating rewriting system. Then we have

© “s =p t” is a congruence on the set of all ground E-terms, that is, “s =z t” is an

equivalence relation satisfying

si=rt A A so=rtn > FSi $n) =e ftir stn)

¢ “9 =p wv” is an equivalence relation on the set of all ground D-substitutions

* If6 =n y, then 0s =p ws for every term s such that V(s) C Dd = Dy

3 The Basic Resolution Rules

In this section we develop a simple equation solving calculus that captures the essence
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of Hullot’s [80] basic narrowing method. This calculus is the basis for a simple solution
Procedure whose soundness and completeness we will prove. In the next section we will
Present several extensions for this calculus, thus obtaining a refined solution procedure with
a much smaller search space. In particular, the basic calculus to be presented in this section
does not yet incorporate term unification, which will only be added in the next section.

General Assumption. In the rest of this paper we assume that R = (E,E) is a ground
confluent and terminating rewriting system; furthermore, we assume that there is at least
one ground S:-term

We start by defining the solutions of an equation system in the initial algebra of R. A
substitution @ is an R-assignment if @z is an R-value for all z €'D0, We use ASSR to

denote the'set of all R-assignments. With that we define the set of all R-solutions of an
equation system E as

SOLR(E) := {9 € ASSp|DO=V(E) A RE GE}.

An equation solving procedure for ® is a procedure that enumerates SOLR(E).

For technical reasons that will become apparent soon, we need to relativize the solutions
of an equation system with respect to a set of “primary variables”. The R-solutions of an

Z-equation system £ with respect to a set V of vaiables are defined as follows:

SOLR(E) = {flv |@€ASSR A DO=VUWE) A RE BE}

Note that SOLe(£) = SOLR*)(B). For convenience, we write SOLY(B) for SOL! (E).

where (5, @) is the rewriting system with signature D and no rules. Note that SOLE(£) can
be represented rather explicitly by the most general unifier of &, which can be computed

using term unification, This will be discussed in Subsection 4.2

In the literature, narrowing is usually presented for confluent rewriting systems and

completeness is shown with respect to all unifiers, which include nonground substitutions

Since we have weakened the confluence requirement to ground confluence, we have to re-

strict our attention to ground substitutions. Nevertheless, the. ground confluence approach

subsumes the conventional approach. To see this, assume a confluent rewriting system is

given. We can extend this systern by adding infinitely many constants to its signature, one

for each variable. Then the solutions with respect to the extended system, which is still

ground confluent, exactly correspond to the unifiers with respect to the original system

‘The rules of our equation solving calculus, which are given in Figure 3.1, apply to pairs

C. E consisting of two equation systems © and EB; C is called the constraint part and

Eis called the unsolved part. The division of C&E into two parts is needed to express

the basic narrowing strategy The calculus will allow us to reduce an initial pair 6. E to

solved pairs C,.0, Cy. 0, ... such that

(Soundness) Wi. SOL$(C,) C SOLR(C:) C SOLR(E)

© (Completeness) YO €SOLR(0.£) Ji. 6 €SOLE(C).

Thus, our calculus “solves” by reducing R-solulions to E-solutions. The two rules given in

Figure 3.1 ate called resolution rules because they are the primary rules for solving equation
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Blocking

(B) C.P&E ey CEPE

Application

(A) C.PKE Sry C&(P/reu). Piro & E

if P/m isn’t a variable and u — v is a variant of a rule of R

having no variables in common with C. P & E or V

Figure 3.1, The basic resolution rules.

systems and because we want to distinguish them from the failure and simplification rules
to be presented in the next section. With Robinson’s [65] resolution rule our resolution rules
have only in common that they resolve something—in our case equations.

The application rule in Figure 3.1 has to introduce new variables to obtain a renamed
variant of the employed rewriting rule. The following assumption makes sure that there are
always enough new variables left

Genera] Assumption. In the rest of this paper we assume that V 1s a finite set of variables

Example. Let R be the system in Figure 1.1, V = {y}, and consider the equation
9+ y=0, which has the unique solution (y + 0). Then:

@.0+y4=0

Sev O+y=0ty.y¥=0 by a resolution step using rule (3)
Sav O+fy=0+y &y¥=0.0 by a blocking step

Theorem 3.1. (Soundness) If C. EF +z y C'. E" by a blocking or an application step,

then SOLR(C’ & E'} C SOLK(C & E).

Proof Let C& E— spy C’, B' and let 6 be an assignment such that VUV(C’. EB") =
Dé and 6(C’ & E") is valid in R. It suffices to show that 6(C & E) is valid in R.

IfC’ & E" has been obtained from C. E by a blocking step, then the claim is trivial. If
an application step has been performed, then C. FE = (C. P& By), C’. FE’ = (C&P/eau.
P(x — v] & Ey), and u— visa rule of R. It suffices to show that @P is valid in R. Since
O(P/r) =r Ou and u — w is a rule of R, we have 6(P/r) =n Ov. Since O(Plx — vf) =
(@P)[m — 80] is valid in R, we know that (@P)[ — O(P/x)] = OP is valid in R. Qo

The nondeterministic solution procedure in Figure 3.2 is an operational formulation
of the equation solving calculus in Figure $.1. The procedure can be explained as a two

person game played by a don’t care player who makes the don’t care choices and a don’t
know player who makes the don’t know choices Given R, a pair 0. E, Vo:= V(E), and
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solve(C. E) is

1, if E is empty, then return C;

2. choose don’t care an equation P in E;

3. choose don’t know C’. E’ such that C. Ezy C'. E’ by a step on P;

4. solve(C’. E’)

Figure 3.2. The basic solution procedure.

a solution 6 € SOLR(E), the don’t care player wins if the procedure terminates with an
equation system C such that @ ¢ SOLE (C); the don’t know player wins if the procedure
terminates with an equation system C' such that 6 € SOL£(C). We say that the procedure
is complete if the don’t know player can always win if he makes the right choices. In the
following we will show the completeness of the procedure

An implementation of the basic solution procedure has to explore all alternatives of a
don’t know choice. In fact, the procedure generates a huge number of don’t know alternatives
in step 3. One alternative is to block P; the other alternatives are obtained by applying a

rule to P, where every nonvariable occurrence of P and every tule of R have to be considered

To be efficient, it is crucial to eliminate redundant or inconsistent don’t know alternatives
as early as possible. This will be the theme of the next section

The application rule needs to introduce new variables to obtain a renamed variant of
a rewriting rule. The choice of the new variables is obviously a don’t care nondeterminism,
but making this fact explicit is technically very tedious. For this reason the choice of new

variables appears as a don’t know nondeterminism in the procedure in Figure 3.2. This
problem will be solved in the next section by the introduction of a simplification rule that

can be used to rename variables not occurring in V

The basic idea behind the completeness proof is a lifting argument. If @ € SOLR(E),
then this fact can be verified by rewriting @ into a trivial equation system. Now the

idea is that a blocking step corresponds to the deletion of a trivial equation in @£ and an

application step corresponds to an innermost rewriting step on @E.

We start by setting up a calculus for verifying that a ground equation system is valid in

R. The two rules of the verification calculus correspond to the blocking and the application

tule of the equation solving calculus

o (VB) P& E42 EF if P is a trivial equation

© (VA)P& ES Piru] & E if P/ — v is an instance of a rule of R.

The rule (VB} deletes a trivial equation and the rule (VA) applies a rewriting step

Proposition 3.2.

e (Invariance) If F““2 E', then E is valid in R if and only if BE’ is valid in R
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¢ (Termination) The relation “Ep E'” is terminating.

e (Completeness) E is valid in R if and only if E 55 8.

An R-triple @. C. E consists of an R-assignment 6 and two equation systems C and
E such that V(C. E) C Dé, OC is trivial, and @£ is valid in R. The assignment # should be

thought of as the solution one wants to find by applying resolution steps to the pair C. E.

Proposition 3.3. If 8 € SOLg(£), then 6.4. E is an R-triple. Furthermore, if 6. C. @ is
an R-triple and V C V(C), then bly € SOLY(C).

We now define a reduction relation on R-triples that links resolution steps with their cor-
responding verification steps. We write §.C. E—Gay @.C'. E' if @.C. E and 6.0", E'

are both R-triples and

e @ and 6 agree on V

e C. ESR y C'. E" by a resolution rule ¢

© OE “py 6'E’ by the verification rule corresponding to a.

Proposition 3.4. (Termination) The triple relation “@. C. Egy &.C'. E'” is ter-

munating

A term is called R-innermost if each of its proper subterms is R-normal. The proof

of the following theorem rests on the idea that for a triple 6. C. & a verification step that

rewrites an innerrnost term of 6E can be “pushed up” to an application step on C. E

Theorem 3.5. (Push Up} If@.C. £ is an R-triple and P is an equation in E, then there

exists a triple 6’. C’. EY such that 6. C. E—+x,y 6’. C’. E' by a resolution step on P

Proof Let #.C. P&E be an R-triple. Then P is valid in R. Thus @P is either trivial

or can be rewritten.

1 Suppose 6P is a trivial equation. Then C. P & E—+gyC & P. E by the blocking

rule and 6(P & E)—S, OE by the verification rule VB. Since 6. C&P. E is an R-triple,

this yields the claim

2. Suppose @P can be rewritten. Then there exist a nonvariable occurrence of P such

that (@P)/7 is R-mnermost, a variant u — v of a rule of R, and a substitution ¢ such that

gu = (@P)/x. Without loss of generality we can assume that Dé = V(u — v) and u > v
has no variables in common with V, C. P&E, and D@. Define C’ := (C & P/x = u) and

E' := (Pin — u} & E), Since @P & OE, rp (OP)[x — gu] & GE, by the verification rule

VA and C. PLE +n y C". E' by the resolution rule A, it suffices to show that there exists

an R-assignment @ such that Dé = DOUV(u — v), 6! agrees with @ on DO, O'(P/) = 6'u,

and (P(x + v)) is valid in R.

To show this, define 6’ as follows: if z € Dé then 6’z -= gz, otherwise 6’x := Ox. To

show that # is an R-assignment, it suffices to show that ¢ is an R-assignment, which holds

since Dé = V(u — v) = V(u), gu = O(P/n} is R-innermost and ground, and vu isn't a

variable.
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Since Dé = V(u — v), we have DO’ = DOUDS = DEUV(u — v) as required. Since DI
and Dé = V(u — v) are disjoint, @’ and # agree on DO. Furthermore, 6'(P/x) = 6'u since
OP/x) = gu.

Finally, 0/( P{x — v]) = (@P)[7 — du] is valid in R since dv =p gu, du = 0(P/x), and
OP = (8P)[x — O(P/n)) is valid in R. o

Corollary 3.6. For every R-triple 0. C. E there exist 6’ and C’ such that

AC. Ee y 9.018.

Proof. Suppose that 6.C. £ is an R-triple. If E is empty, then the claim is trivial
Otherwise, the push up theorem applies and yields 0. C. E “+z y 6. C'. E! for some triple
6. C’. E'. Thus, using the termination property of the triple reduction relation, the claim
follows by induction. a

Corollary 3.7. (Completeness) Let @ € SOL (£). Then there exists an equation system

C such that @. Fs yg) C. 0 and 8 € SOLE(C).

Proof. Let @ € SOLR(£). Then 6. 0. E is an R-triple. By the preceding corollary we
know that there exist 6’ and C’ such that 4. @. ER yp 8 Cc’. @ Thus, we know that

a= Oley € soLt)cy. g

4 Failure and Simplification Rules

In this section we present several optimizations for the basic solution procedure that was

discussed in the last section. An implementation of this procedure must explore all alterna-

tives of a don’t know choice in step 3, which generates a huge search space. To reduce this

search space, it is crucial to detect as early as possible whether a pair C, F is consistent, that

is, whether there is an assignment that extends it to an R-triple. This is accomplished by

so-called failure rules, which are decidable suffictent criteria for the Inconsistency of a pair.

The second method for cutting down the search space is the addition of so-called simplifica-

tion rules whose application, in contrast to the application of resolution rules, is don’t care

nondeterministic, By simplifying a pair with the sumplification rules before the application

of a resolution step it is often possible to reduce the number of don’t know resolution steps

needed to reach a solved pair. Furthermore, often a failure rule applies to an inconsistent

pair only after it has been simplified. Figure 4.1 shows the extension of the basic solution

procedure to failure and simplification rules

4.1 The Failure Rules

The following definitions are needed to formulate the failure rules

An equation system £ is £-consistent if there is a substitution @ such that 6 is trivial

The E-consistency of an equation system can be decided by a term unification algorithm.

A pair C. F is consistent in @ if there exists a substitution @ such that 6. C. E is an

R-triple

A function symbol 1s called generating in 2 if it occurs in at least one R-value. A

function symbol is called completely defined in % if it is not generating in R. In the
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rewriting system in Figure 1.1 the functions 0, and p are generating and the functions +,

~ and * are completely defined.

Two function symbols f and g are disjoint in R if no ground equation of the form

F(81)--618n) = o(ti,...4tm) is valid in R.

A function symbol f is called reducible in ® if there is a rule p in R such that f is

the top symbol of the left hand side of p. A function symbol is called irreducible in 2 if it

isn’t reducible in R. The constant 0 is the only irreducible function symbol in the rewriting

system in Figure 1.1

Proposition 4.1. If a function symbol is irreducible in R, then it is generating in R.

Furthermore, if f and g are distinct function symbols that are both irreducible in R, then

f and g are disjoint in R.

Proposition 4.2. (Failure Rules) A pair C. E is inconsistent in R if one of the following

conditions holds:

1. C is not L-consistent.

2. C contains an equation x = t such that ¢ is not R-normal,

3. C contains an equation r = t such that t contains a completely defined function symbol.

4.C = [p] for some substitution % and PE contains an equation f(s1,...,5.) =

g(ti,...,tm) such that f and g are disjoint.

The requirernent that the constraint part of a pair is the equational representation of a

substitution is not a real restriction since we will introduce a simplification rule that replaces

the constraint part by its most general unifier.

The concept of a completely defined function symbol is of little use for unsorted rewrit-

ing systems, For instance, if we add to the system in Figure 1.1 the constants true and

false, the functions +, — and * are no longer completely defined. This problem can be

avoided by working with many-sorted rewriting systems. Since the power of the failure rule

(3) increases with the number of completely defined functions, the presence of sorts, even

without subsorts, can lead to smaller search spaces

4.2 Term Unification and Solved Equation Systems

Term unification will be an unportant part of our optimized solution procedure. After

every resolution step the computation of the most general unifier of the constraint part of

the obtaimed pair is attempted If this attempt fails, we know by the failure rule (1) that

the obtained pair is inconsistent. Otherwise, the constraint part can be replaced with the

equational representation of its most general unifier, an optimization that wil} be expressed

by 2 simplification rule. If no other failure and simplication rules are employed, the thereby

obtained solution procedure performs essentially basic narrowing as described in [Hullot 80].

In this subsection we review the necessary notations and results for term unification

An equation system S is called solved if it has the form z, = 5; & 82 za =asa

where the variables z1,...,@, occur only once. Note that an equation system 1s solved if

and only if it is the equational representation of an idempotent substitution. The letter $

will always range over solved systems
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solve(C. E}) is

1. choose don’t care C’. E’ such that C. BRYCE
by simplification steps: ,

2. if a failure rule applies to C’. E’, then fail;

3. if £ is empty, then return C’;

4. choose don’t care an equation P in E';

5. choose don’t know C”. E” such that C’. BY’ ory 0". BM
by a resolution step on P;

solve(C”, BE")a

Figure 4.1. The extended solution procedure.

The next theorem is the adaption of Robinson’s [65] unification theorem to our frame-
work

Theorem 4.3. A E-equation system E ts D-consistent if and only if there exists a solved
L-equation system S such that D(S) C V and SOLK(E) = SOLY(S).

For an example, consider soLl}(z + (0) = s(0)+y) = so!) ( = s(0)). The next
Proposition says that the solved system S is a fairly explicit representation of the solution
set SOLE (S)

Proposition 4.4. If D{S) CV, then SOLE(S) = {(6(S})lv | Vz € V. 4(S)x is ground}

4.3 The Simplification Rules

Figure 4.2 and 4.3 show the simplification rules we will discuss in this paper. Three of these
rules the rewriting rule, the unfolding rule and the safe blocking rule SBI—did not appear
in the literature so far. In conjunction with the don’t care selection of the equation to be
resolved upon next, the unfolding rule can drastically reduce the don’t know alternatives our
solution procedure has to explore. The rewriting tule, if used together with the unfolding
tule and the safe blocking rule SBI, results in a marriage of basic and normalizing narrowing
that enjoys the advantages of both approaches

The key property of the simplification rules is that their application preserves the reach-
able solutions, that is, if C. E—+r,v C’. E" by a simplification step, then every solution
that can be reached from C. E can also be reached from C’. E’. We postpone the proof
of this claim to the next subsection. As a consequence of this preservation property, a
pair C. # is inconsistent if it is inconsistent after it has been simplified. This fact greatly
enhances the power of the failure rules

The following definition is needed for the decomposition rule A function symbol f 1s
decomposable in ® if for every ground equation F(s1.-- 18a) = f(ti,...,tn) that is valid
in @ the equations s, = t),..., Sn = ty are valid in R. In the rewriting system in Figure
1.1 the function symbols s and p are-decomposable.
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Unification

(Uni) C.E Say SE

if $ is solved, SOLY (C) = SOLW(S), D{S) ¢ W, and W = VUV(E)

Rewriting

(R) S.P&E Ary S.Plrou kB

if (S)(P/) — v is an instance of a rule of R

Unfolding

(Unf) C.PRE ay C22 P/n& Pir z)h& E

if z is a new variable, that is, z ¢ VUV(C. P&E),
and both P/x and P[x — 2] contain at least one function symbol

Safe Blocking

(SB1) Siz=tkE ry S&retE

if S contains an equation y = s such that (S)t is a subterm of

(SB2) C.P&E mv CUPLE

if every function symbol occurring in P is irreducible

Decomposition

(D) Cy F(81y061 5p) = H(tiy cyte) & EB Sey Cos 2 & Won et &E

if f is decomposable

Figure 4.2. The simplification rules, part 1

Proposition 4.5. Every irreducible function symbol is decomposable.

The following rewriting system will be used in examples

(1) app(nil,z) + 2

(2) app(z.y,z) + 2.apply, z)

R1 is a confluent and terminating rewriting system. The function symbols nil (the empty

(Ri)

8

ee!

Subsumption

(S) SP&QKE +ny S.QU&E

if (S)P =(S)Q

Permutation

(Pl) C.s=t&E rey C.t=s&E

(P2) Szsskt2ukFb ry S.2tsb2=ubk

if (S)s = (S)t

(P3) C.B ory CME!

if C’. B' is obtainable from C. E by replacing all occurrences

of z with y, where z ¢ V and y ¢ VUV(C. E)

Figure 4.3, The simplification rules, part 2

list) and 4’ (the cons operator) are irreducible and thus generating, decomposable and

disjoint. The function symbol app (list concatenation) is completely defined

Example 4.6. (Rewriting) We want to solve the equation apptapp(z,y), z) = nil in Ri

with respect to the variable z. ‘This problem has an infinite search space if only unification

is employed for simplification, but it has a finite search space if both the unification and

rewriting rule can be used. To see this, consider the derivation

@. appapp(z.y), 2) = nil

rity app(z,y) = app(2!y’,2’) app(z'app(y',z'), 2) = nil by A
rita) 0. appz" app(y’,2’), z) = nil by Uni,

which can be continued infinitely often by applying rule (2) to the inner occurrence of app

However, if the rewriting rule is available for simplification, we can prune this infinite and

inconsistent part of the search space by rewriting the above pair to

rity + 2! app(app(y’,2'}, 2) = nil by R.

This pair can now be recognized as inconsistent by the failure rule (4) since the function

symbols‘? and nil are disjoint in R1.

The following derivation shows how the solution of the system can be computed:
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®. applapp(z,y), z) + nil
riz} app(z,y) = app(nil, 2’). app(z',z) = nil by A
—Srigay . app(2!,z) = nil by Uni
—+ri{2} app(z’,z) = app(nil,y’) . y’ = nil by A
—+rits} apple’, z) = app(nil,y') & yf = nil. 0 by SB2
RIG} 2S nl. 8 by Uni

Example 4.7. (Unfolding) We want to solve the equation appz, app{y,z}) = nil in
Ri with respect to the variable x, This problem has a finite search space Hf the unfolding
rule can be used for simplification, while it has infinite search space otherwise. To see this,
consider the derivation

6. app(z, app(y,z)) = nil

—Serite} apP(ys2) = appz!’ 2"). app(z, z'app(y',z')) = nil by A
rife} 8. applz, 2 app(y',2')) = nil by Uni,

which can be continued infinitely often by applying rule (2) to the inner occurrence of app.
However, if we start with the unfolding rule, we can prune this infinite and inconsistent part
of the search space and compute the solution as follows:

@. app(z, app(y,z)) = nil

Rife} @. app(z, 2’) sanil&e’= apply, z) by Unf
Ride} Gpp(z, 2") = app(nil, y') . y’ = nil & x= apply,z) by A
SRitey FH nil & a! = nil 2! = apply, 2) by SB2, Uni
rite} zonil & 2’ = ni & apply, z) = app{nil,z'). 2’ = 2! by A
Re} z=nil.@ by SB2, Uni.

Compared to ordinary narrowing, the basic narrowing strategy achieves a smaller search
space by avoiding many derivations that don't correspond to innermost rewriting chains.
This becomes apparent in the proof of the push up theorem, where only innermost rewriting
steps are pushed up, and with the failure rules (2) and (3). However, as the last example
demonstrates, this innermost flavor of the basic narrowing strategy can be weakened by
using the unfolding rule without loosing the search space reductions

The last example also demonstrates that, in conjunction with the don’t care selection
of the next equation to be resolved upon, the unfolding rule can lead to drastic search
space reductions by breaking large equations with many don’t know alternatives into small
equations with few don’t know alternatives. For instance, if the extended solution procedure
selects the equation

applepp(z,y), app(z’,y’)) = z

in step 4, 1t must explore the following five, not obviously inconsistent, don’t know alterna-
tives:

(1) blocking the equation,

(2) applying rule (1) of 1 to the left inner occurrence of app,
(3) applying rule (2) of Ri to the left inner occurrence of app,
(4) applying rule (1) of 21 to the right inner occurrence of app, and
(5) applying rule (2) of R1 to the right inner occurrence of app

pane

The alternatives (2) and (3) or, alternatively, (4) and (5) seem to be redundant since it
shouldn’t make a difference whether the left or right inner occurrence of app is considered

first. This idea can be exploited by unfolding the right inner occurrence of app, which yields
the equations

2 = app(2',y') & applapp(z,y),2") = 2
and thus eliminates the alternatives (2) and (3) if the left. equation is considered first

In conjunction with the don’t care selection of the next equation to be resolved upon
the unfolding rule can be used to obtain a variety of strategies that reduce the don’t know
alternatives a solution procedure has to consider. Two examples are the the left-to-right
basic narrowing strategy in [Herold 86] and the selection narrowing strategy in [Hosco et al.
87]. Another example is the innermost constructor strategy in (Fribourg 85}, which we will
discuss in the next section.

Bosco et al. [87] present a translation of basic narrowing into SLD-resolution [Lloyd 84],
which gives them implicitly the effect we would obtain by using the unfolding rule as often
as possible. Complete unfolding, however, has the disadvantage of reducing the power of
the rewriting rule. Nevertheless, Bosco et al.’s [87] paper gave us the idea for the unfolding
rule

The application conditions of the unfolding rule ensure that it can’t produce equations
of the form z = y, a restriction that is needed to preserve the completeness of the extended
solution procedure

Example 4.8. (Safe Blocking) As we have seen in Example 3.1, using the rewriting rule
for simplification may cut down an infinite search space to a finite one. A disadvantage of
the rewriting rule is, however, that it transfers terms from the constraint part back into the
unsolved part, thus increasing the search space again. To see this, let R be the rewriting
system in Figure 1 1 and consider the rewriting step

y= s(s(s(2))) 2 + ply) = 0
—Sraiyy y= s(s(s(z))). 24 s(s(z}) = 0 by R,

which carries the term s(s(z)) from the constraint part into the unsolved part. This dis-
advantage can be completely avoided by using the unfolding and the safe blocking rule to
transfer terms carried over by the rewriting rule back into the constraint part

+eiyy y= 8(8(3(z))) . 2! = s(s(z)) Ra +2'=0 by Unf
—Sriyy y= s(s(s(z))) & 2! = s(s(z)). 2+ 2°=0 by SB1.

Example 4.9. (Naive Rewriting) The following restriction of the application rule, which

we will refer to as the naive rewriting rule, seems to be a better alternative to the rewriting

tule in Figure 4.2 since it doesn’t transfer terms from the constraint part to the unsolved

part:

SPEE —ay S&(Pirauj. P[r ev GE

if P/m isn’t a variable,

u— vis a variant of a rule of R containing only new variables,

and (S)(P/7) is an instance of u.

However, this rule cannot be used as a simplification rule since, in general, its application

is not don’t care nondeterministic. To see this, consider the rewriting system in Figure 1,1

and the initial pair

G. s(p(x +0)) = 0,
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which has the unique solution (z = 0). By applying the naive rewriting rule to s with rule

(2) we obtain the pair

s(p(x + 0)) = s(p(z’)) 2’ = 0,

which, after a unification step, becomes

0.ozrt+0.2

‘The only resolution step that applies to the unsolved equation of this pair is blocking, which

yields

vtz+0k2'=0.0,

a pair whose constraint part is E-inconsistent. This shows that the application of the naive

rewriting rule is not don’t care nondeterministic.

Example 4.10. (Decomposition) Let R be the rewriting system in Figure 1.1 and con-

sider the equation s(z) = s(y). Since s is decomposable in (note that s is not irreducible

in R), we know by the decomposition rule that the equation z = y, which is in solved

form, has the same solutions in R as the equation s(z) = s(y). Without the decomposition

rule, however, our solution procedure cannot avoid to compute a second solved form that is

redundant:

op by A
Rly}

oR ty} by Uni

at) by A

Ry y= Ply).o by SB2, Uni

With the permutation rule P3 it is possible to rename auxiliary variables, that is,

variables that don’t occur in V. We have included this cule to show that the introduction of

new variables by the application rule (Figure 3.1) is actually a don’t care nondeterminism

4.4 Soundness and Completeness Proofs

Theorem 4.11. (Soundness) If C. E +r,v C’, E' by a simplification step,

then SOLY(C’ & E') C SOLR(C & E)

Proof. Let C. E—+n,v C’. E’ by a simplification step and let 6 be an assignment such

that DO = VUV(C'. EB’) and &C’ & E") is valid in R. We have to show that there exists

an assignment 6! such that VUV(C & E) C D@', 6 and @ agree on V, and 6(C & E) is

valid in R. Let the simplification rule employed in C. E—+n,y C’. E' be:

Uni Then C’, E’ = S. E, where S is solved, SOLY(C) = SOLY(S) and D(S) ©
W = VUV(E). It suffices to show that there exists a ground substitution @ such that

VUV(C & E) C DO, Oy =n Aly, and 6(C & E) is valid in R, since then defining ’z as

the normal form of 6z for every z € DO yields the claim

Since $ is solved, we know that ($)$ is a trivial equation eystem which implies that

8(S)S is a trivial system. This implies (6(S))jy € SOLY ($) = SOLY (C). Therefore, there

exists a ground substitution 6 such that D9 = WUY(C) = VUV(E)UY(C), dy = (8(S))lw
and 6C is trivial. In particular, @C is valid in R.

Since @S is valid in R, we have 6 =n 6(S), which yields lw =n (9(S))lw = dlw. Since
W = VUV(E), this yields that 62 is valid in R-and ély =x ly

___R- Then C, B= (S. P & E,) and C’, BY = (S. Px — v) & By), where (S)(P/x) — v
is an instance of a tule of R. It suffices to show that @P = (6P)[x —- 6(P/x)] is valid in R,
which in turn follows from 6(P/m) =x 6v, since (8P)[x +- 8v] = 0(P[x + v)) is valid in R
Since 0S is valid in R, we know that @ =x 0(S}. Hence, 6(P/n) =n 0(S)(P/n) =n Ov as
required,

Unf Then C, £ = (C. P & Ey) and C', E' = (C. z= P/x & Plx — 2] & E,), where
z is a new variable, It suffices to show that @P = (@P)[x — 6(P/n)] is valid in R, which
holds since 6z =p 6(P/r) and (@P){x — @z] = 0(P[x — z]) is valid in R.

SBI or SB2. Then the claim is trivial.

D. Then the claim follows from the congruence property of the relation “s = f”

S. Then C. E=(S.P & Q & E;) and C’. E' = (S. Q & Ey), where (S)P = (S)Q. It
suffices to show that OP is valid in R. Since 85 is valid in R, we have @ =p 6(S), and since
8Q is valid in R, we know that 6(S)Q is valid in R. This yields that 6P is valid in R since

(S)Q = (S)P.

PI. Then the claim is trivial

P2, Then C. B= (Sst =s&tiuk ) and’. =(S.22sh&22ulk By),
where (S)s = (S)t. It suffices to show that 6¢ =z @u, Since 6S is valid in R, we know that

8 =p O(S), which yields that 6 =p 0(S)t = 0(S)s =p 08 =p Or =p Ou

P3, Then C’. E! has been obtained from C. E by replacing all occurrences of z with

y, where z ¢ V and y ¢ VUV(C. E). Thus 6 := O[z — By} yields the claim a

Our next goal is to prove the completeness of the extended solution procedure in Figure
4.1. As before, the proof will be based on the notion of a triple reduction relation, which

links steps on the.resolution level with steps on the verification level. We start by giving

the corresponding verification rule for every simplification rule:

© (VUni), (VP3) B-Yog E

© (VR) P & E-YSp Pir 0} & B if P/x vis an instance of a rule of R

© (VUnf) P& Eas P/r & Pir — 5} & B ifs is the R-notmal form of P/x

* (VSB1), (VSB2) P & Ep E if P is a trivial equation

© (VD) F(sis--.18n) = Fltiy--te) & Ese, St & ... & sp Sty & Ef fis
decomposable

© (VS) P& PLE RPE

© (VPI) s=tuERtask&

© (VP2) viskstuk Be gveskvsuk Eifv is R-normal
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Proposition 4.12. (Invariance) Let E “2 E'. Then E is valid in R if and only if E’ is

valid in R.

The R-complexity ||E||z of an equation system E is defined as the maximal length

of an R-rewriting derivation issuing from E.

Proposition 4.13, (Compatibility) If E “+z £', then ||El|r > ||E'lln-

Next we extend the simplification steps to R-triples. We write @. C. E~Y+x,v 6. C’. E’

if both 6. C. E and 6’. C’. EB" are R-triples and

© @ and @ agree on V

© C. E-n,y C'. B! by some simplification rule o

© GE “hp 6B! by the verification rule corresponding to ¢.

The next theorem is the counterpart to the push up theorem for the resolution rules.

Since the application of the simplification rules is supposed to be don’t care nondeterministic,

we must be able to push down a simplification step from the resolution level to the verification

level.

Theorem 4.14. (Push Down) IfC. E +-p,y C'. B’ by a simplification step and 0. C. E

is an R-triple, then there exists an assignment 6’ such that 6. C. E—+r,y &. C'. E’

Proof Let 8 C,E be an R-triple Then V(C. E) C D8, 6C is trivial, and @E is

valid in ®. We will show that for every simplification step C. E +p, C’. E’ there exists

an assignment 6’ such that V(C’. E’) C Dé’, @ and 6! agree on V, 6'C" is trivial, and

OE *+n 0'E' by the corresponding verification step. Let the simplification rule employed

in C. E—+ry C'. E’ be.

Uni. Then C’. E’ = S. E, where S is solved, SOL (C) = SOLY (S), D(S) C W, and

W = VUV(E), Since 6C is trivial and WUV(C) C DB, we have Ow € SOLY(C) =

SOLY (S), Therefore, there exists a ground substitution 6 such that 6’ agrees with 6 on
W, O'S is trivial, and D6’ = WUY(S). Since V(E) C W, we know that 6’E = 6E is valid

in R. Thus, it suffices to show that 6’z is R-normal for every z € WUV(S) = WUT(S)

If z € W, then 6’z is R-normal, since #’z = Oz and Oz is R-normal, If z € Z(S), then

there is an equation y = 5 in S such that x occurs in s and y € D(S) C W. Hence, 8'z is a

subterm of the term 9's, which is R-normal since 6’s = 6’y = Oy. Thus 6’z is R-normal

R. Then C. E = (S. P & By) and C’. B’ = (S. P[x — v) & Ey), where (S)(P/m) — v

is an instance ofa rule of R. It suffices to prove that @P —“4+z 0( P{x +~ u]) by the verification

rule VR, since then we can define 0! += 0.

Since 6.5. E is an R-triple, @S is trivial. Hence @ = 6(S), which implies that

(6P)/x = 0(P/x) = 0(S)(P/x). Thus @P +g (8P)[n — 9u] by the verification rule VR,

since (S)(P/m) — v is an instance of a rule of R.

Unf. Then C. £ = (C. P & By) and C’. E' = (C.2 = Pin & Pin — 2] & By), where

z is a new variable. Defining 6’: 6[x — s], where s is the R-normal form of 0(P/m), yields

the claim.
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SBI. Then C, E = (S.z = & Ey) and C’. E' = (S$ & z= t. Ey), where S contains
an equation y = 6 such that (S)¢ is a subterm of s. It suffices to show that @x = @t is a
trivial equation, since then we can define @’ := 9.

Since 9.C. E is an R-triple, we have that @ = 0(S), Oy = 05, and Oz =p Ot. Since
6t = 6(S)t and (S)t is a subterm of s, we know that 8t is a subterm of 8s. Since 0s = by
is an R-value, 6t is an R-value, Since Oz is an R-value and Oz =r Ot, we conclude that
6x = 64

SB2, Then C, E = (C. P & E,) and C’. BY = (C & P. Ey), where every function
symbol occurring in P is irreducible. It suffices to prove that @P is trivial, since then we can
define 6 :=: 8. Since @ is normal and every function symbol occurring in P is irreducible,
6P cannot be rewritten, Since 6P is valid in R, this yields the claim

D, S, Pl or P2. For these tules 0’ := 8 does the job.

P3. Then C', E’ has been obtained from C. E by replacing all occurrences of z with
vy, where z ¢V and y ¢ VUV(C. E). Defining 6’ = Oly — Oz] yields the claim a

We write 6.0. £+n,y 6. C'. B if 8. C. B+ y 0". G". BE" —op.y 8. C'. B! for
some R-triple 9”. C”. E”. By the push down and the push up theorem we know that the
extended solution procedure builds a derivation

6.0. E “Sry 6.0. B' py 0.0". BY egy ee,

provided the tight don’t know choices are made. Thus, we know that the procedure is
complete if we can show that the triple reduction relation “@. C. Eley. Cl. Bl” is

terminating. To do this, we will define a complexity measure on triples that is decteased
by resolution steps and not increased by simplification steps. A first atternpt to define the
complexity of a triple 6. C. E could be to use ||E||z. However, this doesn’t work since the
resolution step B (blocking) doesn’t necessarily decrease || Efz..

To define a complexity measure that works, we need a few auxiliary definitions. For a

term s, let |s| be the number of function symbols occurring in s. For an equation s = t,
define |s = ¢| if s and ¢ are variables and |s = t| ‘= |s| + |t|— 1 otherwise. For an

equation system E, let |E| := peg |P| and JE be the number of equations occurring in

E. With that we define the complexity of an R-triple as a triple of nonnegative integers:

|@. C. Bl := (||@ Elz, |EI AE)

On these complexities we obtain a well founded ordering “|@. C. E| > |9’C’. E'}” by extend-
ing the usual ordering on integers lexiographically.

Theorem 4.15. (Compatibility)

1. If6.C. E+p.y 0. C'. EY by a resolution step, then |0. C. E| > |0'C'. E'

2 1f8.C. E-*+ny 0". C’. E’ by a simplification step, then |. C. E| > [0'C'. BE".

Proof. 1. Since application steps decrease ||@E||n, and since blocking steps increase

neither ||@£||z nor |E|, but decrease {£, resolution steps decrease the complexity of a triple.

2 Let 6.0, +p 6’. C". £’ by a simplification step. By proposition 4.12, we

know that no simplification step increases ||@E]|. Therefore, it suffices to show that if
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a simplification step increases |E|, then it decreases ||9E||x, and if a step simplification

increases {Z, then it decreases |F|. The only rule that can increase |£| is the rewriting rule,

which does decrease ||@E||x. The only rules that can increase {£ are the unfolding and the

decomposition rule, which do decrease |E}, a

Corollary 4.16. ‘The relation ‘8. C, Esp, 6. C!. E’” is terminating.

Corollary 4.17. The solution procedure in Figure 4.1 is complete.

‘The proof method we have developped in this and the last section can be used to show

the completeness of alternative sets of resolution and simplification rules. Given such an
alternative set of rules, the first step is to devise for every rule a suitable verification rule.

‘The verification rules are applied to ground equation systems and must leave their validity

invariant. The combination of the given rules with their corresponding verification rules

then yields a reduction relation on triples. Next one defines a complexity measure on triples

that is decreased by resolution steps and not increased by simplification steps. Then one

shows with a push up theorem that every unsolved triple can be reduced by a resolution

step on any given equation. Finally, one shows with a push down theorem that every triple

can be reduced with any given simplification step.

Tfone uses an alternative set of resolution rules but the same complexity measure we

used here, the simplification rules discussed here can be used without reproving anything,

If the complexity measure is changed, it is still possible to reuse the push down theorem.

5 Refinements

In this section we discuss two refinements for the extended solution procedure, Both of them

depend on additional knowledge about the underlying rewriting system.

5.1 Rewriting with Inductive Consequences

Let % be the rewriting system in Figure 1.1 and consider the equation z +0 = 0. Although

this equation has the unique solution z = 0 in Ry, which is easily found, the extended

solution procedure nevertheless has an infinite search space for this equation. To see this,

consider the derivation steps

0.24020

serfs) T+0s(z/)4y'.o(z'+y/) 0 by A

ris) 22 s(2/) & y =0.s(2+y)=0 by Uni,

which can be continued infinitely often by applying rule (4) to the occurrence of + The

obtained pair 1s actually inconsistent, but our simplification and failure rules are too weak

to detect this inconsistency.

We can get rid of this annoying problem if we add the rule z +0 — z to the rewriting

system, Then the extended solution procedure can find the solution of x + 0+ 0 by using

simplification steps only. Since the equation x +0 = z is valid in the initial model of R and

the extended rewriting system still terminates, adding this rule doesn't change the solutions

of an equation. We wiil show that the solution procedure stays complete if the new rule

is used for simplification with the rewriting rule but is not used for resolution with the

application rule
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Two ground confluent and terminating rewriting systems are equivalent if they have
the same signature and every ground term has the same normal form in both systems.
Equivalent rewriting systems define, up to isomorphism, the same initial algebra

Proposition 5.1. Let R and R’ be two equivalent ground confluent and terminating rewrit-
ing systems. Then an equation is valid in R if and only if it is valid in R’.

Proposition 5.2. Let R = (£,€) be a ground confluent and terminating rewriting system
and s — t be a rewriting rule that is an inductive consequence of R. Then R’ (Z,£u{s +
t}) is a ground confluent rewriting system. Furthermore, if R' is terminating, then R and
R’ are equivalent

Theorem 5.3. Let R= (E,£) and R’ = (U,€ UE!) be two equivalent ground confluent
and terminating rewriting systems. Then the extended solution procedute in Figure 41
is complete if the rules in € are employed for resolution steps and the rules in EU E! are
employed for simplification steps

Proof. It suffices to show that the Push Up Theorem still: holds if only the rules in
€ are available for application steps. ‘This is the case since every ground term that can be
rewritten with a rule in £U€’ can also be rewritten with a rule in € a

The idea to use inductive consequences for rewriting also appears in Fribourg [85]

5.2 Free Rewriting Systems

A ground confluent and terminating rewriting system R is called free if every function
symbol that is reducible in R is completely defined in R. Recall that a function symbol f
is reducible in R if f is the top symbol of the left hand side of at least one rule of R, and
that f is completely defined in ® if f occurs in no R-value. The rewriting system R1 in
Subsection 4.3 is an example for a free rewriting system. The irreducible function symbols
of a free rewriting system are often called constructors. Furthermore, a term is called
canonical in R if it doesn’t contain a function symbol that is reducible in R.

Proposition 5.4. Let R be a free rewriting system. Then a ground term is an R-value if

and only if it is canonical

The reason we discuss free rewriting systems here is that for these systems the number
of don’t know alternatives our solution procedure has to explore can be significantly reduced.

Given a free rewriting system R, we call a term f(31,.. .,5,) simple in R ifits top symbol f
is reducible in R and its arguments s1,...,sq are canonical in R. The solution procedure in
Figure 5.1 restricts resolution steps to rule applications to don’t care chosen simple subterms

‘fo prove that this procedure is complete for free rewriting systems, we have to show two

things. First, it must always be possible to simplify a pat C. E such that the unsolved
part contains only equations that contain at least one simple term. This is the case since an

equation that doesn't contain a simple term contains only irreducible function symbols and

can thus be blocked with the simplification rule SB2. Second, we need a stronger push up

theorem:

Theorem 5,5. (Push Up for Free Rewriting Systems) Let R be a free reweiting

system Then, if 0. C. EF ts an R-triplé, P is an equation in E, and P/x is a simple subterm
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solve(C. B) is

1. choose don’t care C’, E' such that C, E—+R y C’. E" by simplification

steps and every equation in E’ contains at least one simple term;

. if a failure rule applies to C’. £’, then fail;

. if B’ is empty, then return C’,

choose don’t care an equation P in E’ and a simple subterm P/x in P,

choose don’t know G”. B” such that C’. E’ spy CO". B"

by an application step on P at x;

6. solve(C”. B”)

se ew
Figure 5.1. A solution procedure for free rewriting system.

of P, there exists a triple @'. C’. B! such that @.C. E—+e,v 8". C'. £" by an application

step on P atm,

Proof. Let .C. P&E be an R-triple and P/x be a simple subterm of P. Then

0(P/x) is an innermost ground term. Thus there exist a variant u — v of a rule of Rand a

substitution ¢ such that gu = (@P)/x. From here on the proof is identical with the proof

of the push up theorem in Section 3 a

Corollary 5.6, The solution procedure in Figure 5.1 is complete for free rewriting systems

Fribourg [85] discusses a similar solution procedure for free conditional rewriting sys-

tems He has the additional requirement that the left hand sides of all rules be simple

terms.

There is actually no need for reproving a stronger version of the push up theorem, since

our simplification rules are already strong enough to justify the solution procedure for free

rewriting systems, In fact, the solution procedure in Figure 5.1 just realizes one of the

many strategies that one can obtain by using the unfolding rule in conjunction of the don’t

care selection of the next equation to be resolved upon, To see this, first notice that every

equation that doesn’t contain a simple term can be safely blocked with the simplification

tule SBI. Secondly, any simple term s contained in an equation can be unfolded into an

equation z = s, which then can be chosen to be the next equation to be resolved upon

Blocking such an equation immediately yields an inconsistent pair, as we know by failure

rule (3) since the top symbol of s is completely defined. Furthermore, any application step

to a proper subterm s/r of s yields an inconsistent pair, as we know by failure rule (1) since

the top symbol of s/7 is irreducible, that is, is different from the top symbol of the left hand

side of any rewriting rule, Thus we are left with exactly the don’t know alternatives that

are considered by the solution procedure for free rewriting systems.

The left-to-right basic narrowing strategy in [Herold 86} and the selection narrowing

strategy in (Bosco et al. 87] ate two further examples for the strategies that can be obtained

by using the unfoldug cute.
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Chapitre 6

Approche équationnelle de la

surréduction basique ~~

Les travaux présentés ici poursuivent ceux du chapitre précédent en suivant deux lignes

directrices.

1. Généraliser. Il s'agit de rendre notre méthode de surréduction utilisable dans plus de

cas, en particulier dans le cadre de la logique ordo-sortée et/ou relativement a des systémes

de réécriture équationnelle. Dans ces deux cas la surréduction transforme un probléme

de résolution d’équations modulo un systéme de réécriture en un probléme de résolution

d’équations ordo-sorté et/ou modulo des équations, lesquels problémes ne sont pas unitaires.

Cela signifie que leurs solutions ne pourront pas étre représentées par un systéme unique

d’équations, mais par plusieurs, chacun d’eux décrivant un espace de solutions, et la réunion

de ces espaces formant l'ensemble de toutes les solutions. D’ot l’idée de considérer des

disjonctions de systémes d'équations, et pour cela d’introduire l’opérateur de. disjonction

V . Nous ne nous limiterons pas 4 la considération de disjonctions de systémes d’équa-

tions, comme dans [44], mais prendrons d'une maniére générale des expressions comportant

des équations et les opérateurs A et V. L’introduction du V permet par ailleurs de

donner une formulation nouvelle 4 la surréduction, qui la fait apparaitre, contrairement au

chapitre précédent, comme étant une régle “don't care”. Cela permet de plus une certaine

factorisation dans l’arbre de recherche.

2. Rendre la formulation complétement équationnelle, c’est & dire faire disparaitre la notion

de substitution intermédiaire. La simplification par réécriture, telle qu'elle est présentée

au chapitre précédent, fait apparaitre des substitutions. D’autre part, appliquer la régle

de dépliage peut rendre la réécriture impossible. Par exemple l’équation f(0) + x peut se

réécrire par la régle f(0) + 0, mais mise sous la forme dépliée f(y) =z A y =O cela n'est

plus possible. Or nous avons vu que ces régles réduisent toutes deux l’espace de recherche, il

faudrait donc qu’elles ne se contrarient pas. Dans la formulation présentée ici, la réécriture

est opérationnelle et n'est plus contrariée par le dépliage.

Ce chapitre fournit un cadre formel qui permettra une extension facile & la logique ordo-

sortée dans un premier temps, puis 4 la surréduction ordo-sortée équationnelle. Il fournit

aussi une présentation équationnelle de la réécriture.
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6.1 Préliminaires

Soit R un systéme de réécriture fixé pour tout le chapitre. On définit deux types d’équa-

tions et pour chacun d’eux un ensemble de solutions. En fait, seules les solutions normalisées

nous intéressent.

1. on appelle équation modulo R ou équation en =z tout objet de la forme t +p ¢.

L'ensemble de ses solutions noté SOL(t =p t’) est défini par:

SOL(t =p t') = {0|8 est normalisé et 0(t) =p 0(t’)}.

2. on appelle équation syntaxique ou équation en = tout objet de la forme ¢ = ?.

L’ensemble de ses solutions noté SOL(t = t’) est défini par:

SOL(t = t') = {6/0 est normalisé et 6(t) = 6(t’)}.

Soient deux symboles binaires A , V associatifs, commutatifs, et distributifs l'un sur l'autre.

Les unificandes sont définis par:

out=, vt est un unificande,- toute équation t +

- si S et S’ sont des unificandes, alors S A S$’ et S V S’ sont des unificandes.

SOL est défini récursivement sur les unificandes par:

SOL(S A S') = SOL(S) 0 SOL(S')

SOL(S V S!) = SOL(S) U SOL(S')

La notation SOL(S) C SOL(S') [Vj signifie que pour tout @ € SOL(S) il existe 6’ € SOL(S')

telle que Wz € V, 62 = 6x.

Les unificandes peuvent étre vus comme des termes, et on utilisera la notion d’occurrence

d'un sous-unificande (ou d'une équation) dans un unificande. A ne pas confondre avec les

occurrences d'un sous-terme dans équation apparaissant dans l'unificande.

Notation: S[p — S'] représente l'unificande $ dans lequel le sous-unificande & occurrence

p a été remplacé par S’. Sil est inutile de préciser la valeur de p on écrira S{5'], avec la
convention qu’au cours d'un méme calcul ou dans une régle d’inférence la valeur de p ne

change pas.

Lemme 6.1 (stabilité de SOL par plongement)

SOL(S') SOL(S") => SOL(S{5'}) ¢ SOL(S(S"))

Preuve: Par récurrence structurelle sur S. Supposons que SOLS") C SOL(S").

1. Si S est l'unificande vide le résultat est trivial.

2. Si $= S; A Sp, supposons que I’adjonction de 5S" soit faite dans S. En appliquant

Thypothése de récurrence il vient SOL(S:{S']) © SOL(S;[S"}). Or par définition. pour

tous unificandes S/,5} on a SOL(S| A S%) = SOL(S{)N SOL(S}). L'intersection des

ensembles étant croissante par rapport & l'inclusion, on a SOL(S{S']) C SOL(S{S"])

3. SiS = S$; V Sp, supposons que V'adjonction de S' est faite dans S. En appliquant

Vhypothése de récurrence il vient SOL(S;(S"]) C SOL(S;|$"]). Or par définition, pour

tous unificandes 5,54 on a SOL(S; V 5%} = SOL(S{) U SOL(S}). La réunion des

ensembles étant croissante par rapport &l'inclusion, on a SOL(S|S']) C SOL(S[S"]), O
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Définition 6.1 Un unificande S est dit trivial si toute substitution est solution, formelle-

ment si SOL(S) est l'ensemble de toutes les substitutions normalisées.

Lunificande trivial a pour ensemble complet d'unificateurs {/d}.

Remarque: Si 4 est une substitution alors

6 € SOL(S) <=> 6(S) est trivial

Dans la suite, nous prouvons que les régles d'inférences que nous donnons permettent de

résoudre modulo R des équations. Pour cela il faut montrer que chaque régle est correcte

et compléte sur les variables de V, c'est & dire que pour toute régle, § —+ S’ implique

S0L(S) = SOL(S’) [V]. Mais ce n’est pas suffisant car la régle qui transforme tout unificande

en lui méme est correcte et compléte, mais ne permet pas de résoudre des équations modulo

R. Il faut montrer en plus que pour toute solution 8, on pourra toujours atteindre, sous

une hypothése d’équité 4 définir, un unificande Sg dont @ est solution syntaxique. Mesurons

Ja “distance’ qui sépare un unificande donné $ de Sg par une mesure de complexité ¢. Il

suffit alors de montrer qu’au cours d'une dérivation équitable, la complexité décroit et finit

par atteindre la valeur nulle. Pour tout unificande $ on note par Sy. la forme disjonctive-

conjonctive de S. Quand on passe de $ & Sj par distributivité, certaines équations de 5

peuvent se trouver multipliées. Appliquer une régle sur une équation de S revient donc &

appliquer une ou plusieurs fois cette méme régle sur Sac. Si @ € SOL(S), alors @ € SOL(Sac),

donc @S4- est trivial. Il posséde donc des facteurs conjonctifs triviaux. Soit $ —> S!

une étape obtenue en appliquant la régle r. Par complétude il existe 6’ = @ [V] telle que

6' € SOL(S’). Nous montrerons que si 6C est un facteur conjonctif trivial de @Sg- et qu’il

est modifié lors de l’application de r, alors 6’S), contient un facteur conjonctif trivial 6’C’

tel que

© sir est la régle de surréduction, alors ¢(@’,C’) < c(@,C).

sir est une autre régle, alors o(6',C’) < c(6,C).

En résumé, pour chaque régle il faudra prouver trois arguments:

1. correction

2. complétude

3. décroissance stricte ou large (selon le cas) de la complexité,

La complexité définie ci-dessous est la méme que celle du chapitre précédent. Nous avions

indiqué pourquoi elle était compliquée.

Détinition 6.2 1. Pour tout facteur conjonctif C on définit ||Ci| par:

si C est trivial, ||C|| est défini récursivement par:

=t||=0
t'|| est la longueur maximale des dérivations de réécriture issues de t =, t/

- [Cr A Call = [rll + |1C2|l-

© si C n'est pas trivial, ||Cl] = 0
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2. On définit |C| par:

- |t| est le nombre d’éléments de O(t)

-|t=t|=0

- |t =p ¢| =0 si t et ¢” sont des variables, |t =p t'| = |t| +|t'| — 1 sinon

- [Cr + Ca] = [Ci] + |Cal.

3. Enfin #C désigne le nombre d’équations en =z de C.

Etant donné une substitution @ et un facteur conjonctif C, nous définissons la mesure

de complexité c par le triplet d’entiers naturels c(#,C) = (|\@C\j,|C|, #C). On obtient un

ordre ncethérien sur cette mesure par extension lexicographique de la gauche vers la droite

de l'ordre sur les naturels. ©

Nous montrerons dans la suite que si c(@,C) = (0,0, 0) alors il est facile de calculer @ a partir

de C.

6.2 Spécification de la surréduction

La régle ci-dessous prend en compte une équation en +p et effectue en un seul coup les

opérations suivantes. Elle transforme |’équation en une équation en =, et calcule par ailleurs

toutes les surréductions qui pourraient en étre issues. Les différents unificandes obtenus sont

intégrés dans un seul unificande grace &l’opérateur V . Ainsi donc, elle conserve l’ensemble

des solutions, et apparait comme une régle "don't care”. Le choix de ]’équation prise en

compte est lui aussi "don't care”.

Dans cette régle, 'unificande 5 dans lequel est plongé l’équation & surréduire apparait

explicitement dans le but de considérer ses variables. Il faut en effet éviter d'introduire des

variables qui se trouveraient déja dans S, ce qui créerait un confit.

Sit=rt']

St V (g=tp A tp dj=pt) VYt=t]
PEO) g -dER
Vig) MV(S[t RU YUV) =

(Surréduction)

La relation induite par cette régle est notée —>. Remarquons que toute équation en +p est

réductible.

Remarque: Soit

R= f(0)-0

fQ)>1

et considérons un unificande S de la forme S=e A f(z) =p y oie est une équation et 2,y

des variables. En appliquant (Surréduction) on obtient

S'= eA ((F(2) = f0) A ORy) V (fle) * fl) A 1 ey) V F(z) =y)

Sile V n'avait pas été introduit. i] aurait fallu calculer. comme au chapitre précédent, trois

unificandes:

Si= eA f(2)= f(0) A
Sz= €N fe) =f) AlSRy

Ss= eA f(z)sy

Si V Sp V S3 est exactement la forme disjonctive-conjonctive de S’. Grace au V , l’équation

e est mise en facteur et les opérations qui devront étre effectuées par la suite sur e le seront

une fois au lieu de trois.
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Proposition 6.2 (correction)

Si S —+ 8! alors SOL(S’) © SOL(S).

Preuve: Puisque (Surréduction) ne s‘applique que sur les équations en =, supposons que

S= (tpt). Soit 6 € SOL(S"), il existe au moins un facteur conjonctif de 6(S’) qui

soit trivial. Deux cas possibles:

1. Lest de la forme (9 = t\p A t[p — d] =p @’), alors

4(t) = (t{p — tlp]) = (tp — gl) =z (¢)

2. Ou bien il est de la forme 6(t = t’), alors 4(t) = 6(t').

D’ou @ € SOL(S). On en déduit le résultat grace au lemme 6.1. 0

Cherchons & prouver la complétude et la décroissance de la complexité. Commengons en

travaillant sur une équation isolée. Nous introduisons ici un, ensemble de variables protégées

W, qui permettra par la suite de plonger l’équation dans un unificande sans avoir de conflit

de variables (W sera l'ensemble des variables de l'unificande).

Lemme 6.3 Soit t +p t’ une équation et W un ensemble de variables. Soit 6 € SOL(t =z t')

et considérons l’étape de surréduction t =p t’ — S’.

Alors j] existe @ € SOL(S") telle que

#=6 [VUW]

et 6’S’ contient un facteur conjonctif trivial 6’C’ tel que

(6.0) < c(8,t =p t')

Preuve: Puisque la relation de réécriture est confltente, ou bien 6(t) = 0(t’), ow bien

O(t =p t') peut se réécrire.

1. Si @(t) = 6(t’), en posant 6” = @ on a 6 € SOL(S"). Par définition c(@’,t = t') =

(0,0,0). Par contre il existe deux entiers naturels 1,7 tels que c(6,t =p t’) = (i,3,1).

Donc ¢(6’,t = t!) < c(8,t =p t’).

2. Si 6(t =z t’) peut se réécrire, elle peut se réécrire par une stratégie de l’intérieur

vers |extérieur. Supposons que 6(t) pode] (6t){p — o(d)] par une telle stratégie,

et on peut toujours supposer que V(g)(V UW) = 9. Posons alors

= o (V(9)}
6 [VUW]

Puisque 8 est normalisé, p € O(t). L'unificande g + t|p A t[p —d] =p U’ est donc un

facteur conjonctif de S'. On a 6/9 = og = 6t|p = 6'tIp et

(8't)[p — 6'd| = (0t)[p — od] =p (01)|p — 09] = Ot =p OY = 8'F

De plus o est normalisé & cause de la stratégie de réécriture choisie, ce qui implique

que 6’ est normalisé, et finalement 6’ € SOL(S’). Par définition 6’ = @ [VUW]. Nous

savons done que 6'(9 = tlp A t[p — d] =p t’) est un facteur conjonctif trivial de

G'S! et O'(t[p — d]) = (6t)[p < od] est issu de 6¢ par réécriture. Par définition de la

complexité, c(6’, t[p — d} =p t') < ¢(6,t =p t'). Puisque les équations en = n’influent

pas la complexité, on a méme c(6’,g = tlp A tlp—d] =pt') <c(@,t=pt). 0



Proposition 6.4 (complétude}

Soit S —+ S! une étape de surréduction et @ € SOL(S). Alors

S0L(S) © SOL(S') [V UV(S)]

Preuve: D’aprés le lemme précédent en prenant W = V(S). G

Notation: Rappelons que Sq- est la forme disjonctive-conjonctive de l’unificande S et que

- SOL(Séc) = SOL(S). Sie est une équation de S &’occurrence p (il s’agit d'une occurrence

de sous-unificande dans un unificande), elle admet des résidus (défini au chapitre 3) & travers

les étapes de distributivité faisant passer de $ & Sze. Soient g1,..-,n les résidus de p dans

Sdc. Pour chaque 1 <i<nonaS|qi=e. Par abus de langage on dira que qi,...,dn sont

les résidus de e dans Sac.

Remarque: Il est facile de montrer par récurrence noethérienne sur la distributivité que

deux résidus de ¢ dans Sye ne peuvent appartenir au méme facteur conjonctif de Suc.

Lemme 6.5 Soit S un unificande, p l’occurrence d’une équation de S et q1,..., gn les résidus

de p dans Sy-. Alors

1. $ yp) S” implique Sue ~Yq,,..,9n) 8” &t Site = Ste-

2 Ste Hey ge] 5” implique $ —p) S! et Si. = Shee

Remarque: A et V sont associatifs et commutatifs. Nous allons travailler sur les classes

d’équivalence modulo l'associativité et la commutativité de A et V , en représentant

Jes facteurs conjonctifs et disjonctifs sous forme aplatie. Ainsi les occurrences des équa-

tion d'un unificande en forme disjonctive-conjonctive sont des listes d’entiers de longueur

deux. Le premier entier représente la position d’un facteur conjonctif dans I'unificande, le

deuxiéme donne la position d’une équation dans ce facteur conjonctif. Par exemple dans

S=ey V (ex A eg A e4) V es Péquation ep apparait & l'oceurrence 2.1 .

Proposition 6.6 (décroissance de la complezité)

Soit S un unificande, 6 € SOL(S), et e une équation en =p de S. Considérons létape de

surréduction S —+ S' effectuée sur e. D'aprés la proposition précédente nous savons qu'il

existe @ € SOL(S') telle que 6 = 6 [V].

Alors pour tout facteur conjonctif trivial 6S4.|i contenant un résidu q de e (c'est & dire

q=i3), Uunificande @'S!,, posséde un facteur conjonctif trivial 6'C' tel que

(6,0) < c(, Suclt)

Preuve: Par hypothése @S4.|g = Ge est trivial. done 6 € SOL(e).

Considérons I’étape de surréduction issue de Sye & Poccurrence q:

Ste Iq) So = Secla ~ Sp!

D’aprés le lemme 6.3 il existe 4 € SOL(S}) tel que 6 = 6 [(VUV(Sze)] et 645% contient

un facteur conjonctif trivial 6,C% tel que (0). C%) < o(8,¢). Puisque # = 9 [V(Sue)]

on a 6 € SOL(S). Puisque Si a été obtenu par la régle de surréduction, il est en
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forme disjonctive-conjonctive et sécrit 5 = VeCy V Ch. Rappelons que g = ij et
étudions le facteur Soli. Or Sycli est de la forme Sgeli = Amem A @, donc Soli s'écrit:

Soli=Amem A Sh =Amem A (VEC V Co)

En appliquant la distributivité on voit que (So)dc contiendra le facteur conjonctif Cp =

A mem A Co.

Montrons que Cp est trivial et c().Co) < c(8,Sucli). Rappelons que Sycli =

A mm Ae. Par hypothése 6Syc{i est trivial, et puisqu’il est.égal & 5 Sufi il résulte

que 65( A mem) est trivial. Nous savons de plus que 04C%, est trivial, donc 6)Co est

trivial.

Comparons maintenant ¢(6, Sg-|i) avec c(6%, Co).

€(8, Sachi) = 6(8, Am&m A €) = Y eB, €m) + 6(8,€) = S_ (8, €m) + (9, €)
7 TM

(85, Co) = €(8), A mem A Ch) = Y (6, em) + c(%, Cp)

TM

Nous avons vu que c(8},C4) < c(6,e), done e(64,, Co) < ¢(4, Sueli).

Soient gq: = in.ji,-...4n = inn les autres résidus de e dans Sye. D’aprés le lemme

précédent
*

Ste Haqrea) Sn = Sdela = Sollar — So} --- [gn — So]

avec (Sn)dce = Sj,- Puisque les occurrences g;q),--.,gn sont dans des facteurs conjonc-

tifs de Sy, différents, S, s'écrit

Sn =Snlt V Salt: V..» V Salta V

Done

Sic = (Sn)dc = (Snlt)de V (Sniti)ae V «+» V (Salin)de V «+

Puisque (Snli)de = (So)de, 'unificande St, contient le facteur conjonctif Co. Comme

de surcroit 6,Co est trivial, il vient 6, € SOL(S'). Il suffit alors de poser 6’ = 6f, et

C=O.0

Remarque: Nous avons écrit d'autres preuves qui ne passent pas par I'intermédiaire des

formes disjonctives-conjonctives. Mais la définition de la complexité est alors plus compliquée

et les preuves plus difficiles. Nous avons choisi de donner dans cette these la méthode de

preuve la plus simple.

La définition qui suit caractérise les bonnes stratégies d’application de (Surréduction),

c'est & dire celles qui nous donneront des ensembles complets de solutions. Une dérivation

est équitable si aucune équation en =a n'est délaissée indéfiniment.

Définition 6.3 (hypothése d’équité)

Une dérivation Sg —+ ... —+ S, —+... finie ou infinie est dite équitable si pour tout

unificande S, de la dérivation et pour toute équation t =z ¢/ en =p de cet unificande, il

existe j >i tel que l’étape $; —+ S;41 se fasse sur t=p t'. ©

Lemme 6.7 Soit Sp — ... —+ S$, —>... une dérivation équitable et 0 € SOL({Sq). Alors

il existe un unificande S, dans la dérivation, 6, € SOL(S,) tels que 6, = 9 [V] et On(Sn}ac

posséde un facteur conjonctif trivial @,Cn tel que c(n,Cn) = (0,0,0).
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Preuve: Choisissons dans @9(So)ae un facteur conjonctif trivial Co. A chaque unificande

Sj de la dérivation, on associe une substitution 4; et un facteur conjonctif C; de (S;)e

tel que 6;C; soit trivial, par la définition récurrente:

© (60, Co) est associé & So,

@ si (0;,C;) est associé & S;, considérons I’étape de (Surréduction) 5; —y,) Sixt.

D’aprés la proposition 6.6 il existe une substitution 641 € SOL(Si41) telle que

G41 = 6, [V] et %41(Sisi)ec posséde un facteur conjonctif trivial 6.4:Ci41 tel

que

~ si le facteur C; de (Si)ac contient un résidu de p, alors c(6i41,Ci41) < c(6;,Ci).

- s'il ne contient pas de résidu, alors (9141, Ci+1) = ¢(6, Ci).

La suite des (c(@;,C;)) est décroissante. Montrons par l’absurde qu’elle atteint la valeur

(0, 0,0).

Supposons que pour tout unificande S; de la dérivation, on ait c(8;,C;) > (0,0,0).

Puisque la suite est décroissante, il existe un unificande S, & partir duquel c(8,, Cx) >

(0,0,0) ne change plus. Il en résulte que Cy n'est pas formé uniquement d’équations

en =, il a au moins une équation en =, disons e, & l’occurrence g dans (Sx)de. Soit p

Vantécédent de q dans Sy. Puisque la dérivation est équitable, il existe une étape de

la dérivation portant sur cet antécédent 5; —+[) Siz1 avec 1 > k. Puisque g est un

résidu de p, on a c(8;,Cj) < c(A,Ck), ce qui crée une contradiction. 0

Lemme 6.8 Soit S$ un unificande, 6 € SOL(S), et S’ l'unificande obtenu en remplacant

dans S toutes les équations en =g par F. Si 0Sy- a un facteur conjonctif trivial OC tel que

c(@C) = (0,0,0), alors @ € SOL(S").

Preuve: 6C ne contient que des équations triviales, donc les équations en =p qu'il pourrait

contenir auraient une complexité non nulle, et alors c(#,C) > (0,0,0). Done C contient

seulement des équations en =. Par conséquent C’ est aussi un facteur conjonctif de S’,.,

et puisque 6C est trivial, 6 € SOL(S’). 0

Théoréme 6.9 Soit Sp un unificande, 0 € SOL(So), et Sy —> -.. —* Sp —... une

dérivation équitable issue de Sp. Alors il existe un unificande S, de cette dérivation et une

substitution 6; tel que

© 6 € SOL(S!) ou S} est V'unificande obtenu a partir de S; en remplagant toutes les

équations en =p par F.

© 6; =% [V(So)]

Preuve: D’aprés les deux lemmes précédents en prenant V = V(So}. 0

Ainsi le probléme de l’unification modulo R est transformé en un probléme d'unification

syntaxique-

6.3 Spécification de la réécriture

Nous donnons dans ce paragraphe une spécification de la réécriture of n’apparait aucune

substitution, et que le dépliage ne contrarie pas.
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Pour que la réécriture et le dépliage ne se contrarient pas il faut prendre en compte le

fait qu'une équation puisse-étre sous forme dépliée, donc considérer son contexte, et replier

juste ce qu'il faut pour quelle puisse se réécrire. Par exemple dans I'unificande

S= f(t)+et A z~gly) A y+ h(2)

il faudra remplacer x par g(y) dans léquation f(z) =p ¢ pour qu'elle devienne réductible

par la régle de réécriture r = f(g(z!)) — 2’. La réductibilité d'une équation est étroitement

liée & son contexte puisque dans

S'= f(z)=at Ay * A(z)

cette méme équation f(x) +, ¢ n'est plus réductible par r.

Ce qui est présenté ici n'est pas & proprement parler la réécriture, mais la tentative de

réécriture d'une équation par une régle de réécriture donnée et & une occurrence donnée. Ce

processus comporte deux phases:

1. tentative de filtrage du membre gauche de la régle de réécriture vers le sous-terme

considéré de l’équation

2. on a alors deux cas:

- sile filtrage termine avec succés, remplacement du probléme de filtrage par l"équa-

tion réécrite (sous une forme dépliée)

- si le filtrage échoue, ce qui signifie que la réécriture n’est pas possible, remplace-

ment du probléme de filtrage par Iéquation de départ.

Le filtrage est traité par décomposition et fusion. Mais le membre gauche d’une équation

de filtrage t) < ty (filtrage de t; vers tz) ne peut étre considéré comme clos puisqu’il peut

étre instancié par le contexte, comme le montre !l’exemple précédent. Les solutions d’une

équation de filtrage ne peuvent pas étre définies de maniére intrinséque, car elles dépendent

du contexte considéré. Par exemple soit $5; = (f(z) <y), S2= (y= f(0)) et S= 5) A Sg.

Alors SOL(S,) = 0, SOL(S2) = (y/f(0)) et on voudrait que SOL(S) = (x/0,y/f(0)), done

SOL(S) # SOL(S,) M SOL(S2), ce qui est impossible par définition de SOL. Une solution

consiste 4 intégrer le contexte comme paramétre de l’équation de filtrage.

Le filtrage est traité par décomposition et fusion des équations de filtrage. Lorsqu’il

échoue, il faut restaurer l'équation que l'on tentait de réécrire. Pour garder une trace de

cette équation une solution consiste 4 l’intégrer comme paramétre des équations de filtrage.

Lorsque le filtrage réussit, il faut générer l’équation réécrite. Une solution consiste & garder

trace, en plus de |’équation a réécrire, de l’occurrence de réduction et de la régle de réécriture

utilisée, toujours sous forme de paramétres.

La décomposition d’une équation de filtrage la transforme en plusieurs équations de

filtrage. Une tentative de filtrage donnée va donc se retrouver sous la forme d’une conjonction
de plusieurs équations. Si on applique la distributivité du A sur le V , ia tentative

de filtrage peut se trouver dispersée dans tout l'unificande. Il devient ensuite difficile de

la remplacer globalement par l’équation surréduite. Pour éviter cela nous introduisons un

nouveau symbole FJ qui contient toutes les équations de filtrage d’une méme tentative

de filtrage. Du fait des considération précédentes il contient aussi !’équation a réécrire, le

contexte, l’occurrence de réduction, la régle de réécriture. Ainsi la tentative de réécriture du

rt, AVoccurrence p, par la régle g — d, sous la contexte
suit

ad (9 <tlp).
membre gauche de I'équation t =

C est exprimée par l'unificande FJ,
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Dans un contexte les équations en + et les équations en =p sont traitées de la méme

maniére. On ue prendra en compte en tant que contexte que des facteurs conjonctifs substi-

tuables, c’est & dire sous une forme résolue et n'ayant pas de cycles de variables.

Définition 6.4 On dit que le facteur conjonctif C ést substituable si

-C=(t Ht A... A tne tn) A (Alert A... A th =p)

- soit $ = [z, — t]... [an — talfz, — tH]... (2, — ft], il existe un entier naturel 7 tel

que Vj > i, d = ¢' (C ne contient pas de cycles de variables).

et on pose < C >= gi.

D1,-++;0n, Lj, +++, 2% sont appelées variables primaires de C. ©

Remarque: < C > est la substitution obtenue en pliant C. Elle est idempotente. L’ensemble

D(< C >) est exactement composé des variables primaires de C.

6.3.1 Les régles

Les régles qui suivent spécifient une tentative de réécriture du membre gauche de l’équa-

tion t =p t/, & Poccurrence p, par la régle de réécriture g — d, et avec le contexte C.

Si la réécriture est possible le processus se termine par la régle (Renvoi), sinon l’équation

tpt est restaurée avec son contexte par une des régles suivantes: (Collision- <), (Echec-<),

(Collision-&), (Echec-&). De cette maniére chaque régle conserve l'ensemble des solutions.

Le test qui vérifie que C’ est substituable n'a pas été explicité. Des algorithmes de détection

des cycles de variables existent & ce jour, et pourront étre intégrés par la suite.

Ne s’applique qu’en téte.

C est un facteur conjonctif substituable

(Appel) —Sit=e# AG) i} o_, dest une régle de réécriture de R
0

f= Rt! C

SPIER" (9<thp)] Vig)N(V(S[t=rt A C))UV) =

(Décompesiton- €) FI EE (F (S100 1-18) KS tay te) A CY)

PIE Kty AK SnKty AC!)

FLAN C( se) AC(Collision- <) Flogea (Use) 8G sif #9

Feat ce nzet <r Ac!

(Fusion-< C >-sur- <-1) et ge) sis mest pas une variable
Fea (s«t aC’)

PIER ENE Rs ey AC)

Sgt. Se— si s n'est pas une variable
PEER ERIER Set A Cl)

(Fusion-< C >-sur- &-2)

pad

PEERS sex A Cl) «{ 5 n'est pas une variableEchec- Flygted (8&2 4 Cl) 4 area( 9 oe C ne contient pas d'équation c =s ou x =p 5=rt AC

(Nontingaité Fre et A rKte AC’)

PROMS Kh NZ AC)
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c
(Décomposition- P. (F(81..-+) 50) 2 f (tress ta) AC’)

PIE (Sth A... A Sn tn AC!)

Pie e

(Collision- Hired eel 5} aie sif #9

Les régles suivantes seront appliquées en utilisant le fait que est commutatif.

sis#z(Fusion-< C' >-sur- &-1) PORTH Say AC)

"(ser AC’)

peal KIER gees AC’)

FIee'< (gee AC’)
Pst) (Cc)

(Fusion-< C >-sur- &-2) sis#zx

(Elimination-%)

(Echec-2)
Fitd (822 AC!) {5 n'est pas une variable

REAC C ne contient pas d’équation 2 = s' et z =p 5!

Rt Cc

(Renvei) PURE (a1 &t AA in Ktm) wil PRG (Kt A... A tn€tn)
est irréductible par (Non-linéarité)A tFet \tped=rt Ac

nEV(d)

Dans la surréduction basique telle que l’a définie Hullot, les équations sont partagées en

occurrences basiques et en occurrences protégées. Les équations en =p de notre spécification

correspondent aux occurrences basiques et les équations en + aux occurrences protégées. La

réécriture que nous venons de spécifier, considére que toutes les occurrences des termes &

rééerire sont basiques, méme si ce n’est pas vrai. Ce n’est donc pas optimal. La régle

présentée ici comble cette lacune. Elle correspond & la régle "$.B1” du chapitre précédent.

ificati éé reat A y=
(Basification-de-réécriture) -—E RET HS

En n’appliquant pas (Basification-de-réécriture) de fagon systématique, mais de fagon

adéquate, il est possible de spécifier la réécriture faiblement basique du chapitre 3

si tly =s

6.3.2 Les preuves

Définissons les solutions et la complexité des équations en FJ.

Définition 6.5 Posons A = SOL(FISRM (Acs. Kti Ayes St). L'ensemble SOLA)
des solutions de A est défini par

1. Si

- il existe une substitution o telle que Vi ET, 95, =<C >t

-WeET, <C> =<C>t
alors SOL(A) = SOL(tip + dl pt! A C Azeya® =R 92)-

2. Sinon SOL(A) = SOL(t=pt’ A C).
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Soit @ une substitution, la complexité ¢(6, A) est définie par

1 Si

- 3] existe une substitution telle que Vie I, os; =< C > ty

“WEI, <C>s=<C>t,

alors c(6, A) = (8, t[p ~ dJ=rt! A CAsevia)® =R 22):

2. Sinon c(8, A) = c(8,t=Rt A C).

°

Le lemme suivant permet de justifier cette définition.

Lemme 6.10 Pour tout unificande FIER EA, sit, Aj si %t)) issu de application de

(Appel) suivie éventuellement de application d'autres régles, on a UiV(si) = V(9).

Preuve: Il est facile de vérifier que les rdgles qui transforment FJ conservent les variables qui

sont & gauche des <. La régle (Appel) a forcément été utilisée pour créer un unificande

du type FIGAGC(...), d’oit le résultat, 0

La définition précédente est correcte car oly (d) est unique. En effet V(d) C V(g) et d'aprés

ce lemme V(g) = UjerV(si). Or il est bien clair que oly (UierV(si)) est unique.

‘Avec cette définition des ensemble de solutions, il est facile de prouver que les régles

que nous avons données sont correctes et completes, c'est & dire qu’elles laissent inchangé

Tensemble des solutions. Seule les preuves de (Appel) et (Renvoi) posent quelques difficultés.

D’autre part comme nous montrons que l’expression de l'ensemble des solutions est inchangée

a chaque étape, eauf pour (Appel) et (Renvoi), il est évident que la complexité est inchangée

Nous détaillerons la preuve seulement pour ces deux régles.

Il est d’abord nécéssaire d’établir quelques propriétés sur les substitutions définies par

les facteurs substituables

Lemme 6.11 Soit C un unificande substituable. Pour toute équation z = t ou z =z t de

Coa<C>az=<C>t.

Preuve: ¢ et i étant ceux de la définition précédente, on a

<Cor=¢t'z= 9(dx) =P (t)=<C >t

a

Lemme 6.12 Si C est substituable et @ € SOL(C), alors pour toute variable x on a

A<O>rHp bz

Preuve: ¢ est définie comme dans la définition précédente. Montrons par récurrence que

pour tout k ona

6¢*z =p 8x pour toute variable x

1. k= 1. Soit une variable x quelconque. Si x n'est pas primaire alors ¢z = x, d’ot

Oda = Ox.

Si z est primaire:

- si C contient l’équation x = t, alors par définition gz = ¢. Or Ox = 6t, d’ot

Ox = Ot = Ox.

- sinon C contient l’équation +p t, alors par définition gx = t. Or Oz =p 6t, d’oit

Oda = Ot =p Ox.

2. Supposons que pour tout z on ait 6¢*c =p Oz. Soit une variable y quelconque.

Alors

agktly — O6'(dy) =p Ody par hypothése de récurrence
=pOx — dapras le cas 1.

On en déduit la propriété sur << C >. O

Proposition 6.13 SiS —+ S" par une des régles précédentes, alors SOL(S) = SOL(S") sur

les variables de V. Ainsi pour tout @ € SOL(S), il existe ' € SOL(S') avec & = @ [V], et de

plus e(6', S') < (8, S).

Preuve: (Appel)

Supposons qu’il existe o telle que og =< C > t|p et montrons que SOL(t +g t! A C) =

SOL(tp — d=rt A C Areva) ® =R O2)-

1. Correction. Soit 8 € Nreva)SOL(x +r a(x) M SOL(tp — d] =p t!) M SOL(C).

Montrons que @ € SOL(t =p t') M SOL(C).

6t = Otlp — Otlp] =p t[p — 8 < C > tIp] @apres le lemme 6.12

= 6tlp — 804] =p Ot{p — dod) = bt[p Bd} car 6 € Neey(a)SOL(z =p o(2))

= 6(t[p — d]) =n 61 car 6 € SOL(tp — d] =r)

D’autre part il est évident que @ € SOL(C).

2. Complétude. Soit 6 € SOL(t =p t’ A C). Posons

@ =6 [V(S[t=rt A C})UV]

= (8.0)) [V(9)]

Soit z € V(d), on a

@z = (6oz){

(oz) = (ox) car V(o(z)} CV(t=rt! A Ci)

D'oit #’ € SOL(z =a o(z)). Par conséquent 6” € Nzevia)SOL(2 =p o2).

Par ailleurs

O'elp — 6d} = 6t[p — (60) | d] =p Ot[p — bad] =p Ot[p - bog]

= Otlp — 6 <C> tlp] =p Ot{p + 6tlp} d’aprés le lemme 6.12

=6t=p ot =0't

Done 6' € SOL(t[p + dj =p t’). D’autre part il est évident que @’ € SOL(C).

3. Complexité. Soit

k=] A cevq9't =r Vo2||= S> (Goel car & est normalisé
rev(d)
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Posons k = ||@t[p — (80) d] =p 6t'||. Alors

\|0'tlp — Od] =p O't' |} = ||Ptlp — (00) | dl =p Ot || <b - ky

Done

lO A cevayt =r o(t) A tfp—dl=gt')||<k+k-k =k

Or on a vu dans 2. que

= Op — 809] >, Op — bed]

Donc k < ||6(¢ =p t’)||, et par conséquent dans le cas non trivial ol nous nous sommes

placé, (Appel) fait décroitre strictement la complexité.

(Décomposition-<<)

Posons

Aa PERLE (F810 180) © (ty ste) AC!)

B= FIER L 5 ety AN San Kty AC)
pg

Or pour toute substitution o on a

Of (81,-+., $n) =< C> f(t,..-,tr) > 08, =< C >t et ... et os, =< C > th

Done SOL(A) = SOL(B).

(Collision<)

Posons

A=PISEE FJ K gl.) AC)
avec f #g

B=t=p,t ac

Il n’existe pas de o telle que of(...) =< C > g(...). Done SOL(A) = SOL(B).

(Fusion-< C >-sur-<-1)}

Posons cpm gs

A= PIERO Mea AC)

ott § n'est pas une variable.

B= Free Mls et AC)

etC=C" A ct. D'aprés le lemme 6.12, < C>zr=<C >t. Donc

oxr=<C>aeor=<C>t

D'ot SOL(A) = SOL(B).

(Fusion-< C >-sur-<-2)

Meme chose.

(Echec-<}

Posous
GiA= rien; (s<z AC")

en supposant que s n'est pas une variable et que C ne contient pas déquation du type

L=soursps.

B=t=pt ac
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On en déduit que c ¢ D(< C >), donc < C > = 2. Donc s n'est pas filtrable vers

<C >a. D'ot SOL(A) = SOL(B).

(Non-linéarité)

Posons

A= FI (eet A t&tp AC’)

B= FICE S (att A t)8t2 AC’)

Alors

oxr=<C >t eb or=< Coty ep orHa<C>t ek <C>t)=<C>bt

Done SOL(A) = SOL(B).

(Décomposition=)

Posons .

A= PIRI (f(51,.-- $n) ¥f(tiy---stn) AC’)

B= FIRE (St Aw A Sp %ty AC’)

Alors

<C> F(Sty.58n) =< C > fltyy..., tn) <C> 5, =< C > tyet...et <C> =< C > th

Done SOL(A) = SOL(B).

(Collision)

Posons Le

A= FARE F(...)&g(...) AC)

avec f #g

B= t=pt ac

Or <C> ff...) #< C > Gl...), donc SOL(A) = SOL(B).

(Fusion-< C >-sur+1

F OSB tet C" Act n
A= Flyged (s&z AC’)

B= FIRE 8st A C')

etC=C” A xr=t. Daprés le lemme 6.11, <C > =< C >t. Donc

<Cros=cCrore<C>s=<C>t

D’ott SOL(A} = SOL(B).

(Application-< C >-suro#1

Méme chose.

Elimination

Posons

A= FIER (2&z AC’)

Spt CB= Fri ey (C’)

Le résultat est évident.

145



A= FIRS (sez AC’)

B=t=p,t aC

et eupposons que s n'est pas une variable et C ne contient pas d’équation du type

zs! onc ps’. Onen déduit que z ¢ D(< C >), done <C >s #< C >a. D'od

SOL(A) = SOL(B).

(Renvoi)

1. Posons we

A=FIANG (a1 Kt, A... A SnKta)

B= A meat Atpe drt ac

EV (d)

et aupposons que A est irréductible par (Non-linéarité). Done Vi,j € {1,....n}, 2 #

j => 2, #2), Il existe donc une substitution ¢ telle que

om, =<C >t; et...et ot, =< C> tn

D’ot par définition

SOL(A) = SOL(tp —dj=azt AC f\ ti=r<C>t)
n€V(d)

Soit @ € SOL(C) et y € V(t;). D'aprés le lemme 6.12, 6y =z 6 < C > y. Done

bt, =p 9<C >t. Dod

V0 € SOL(C), (Oz =p Ot; => 62 =RO<C > ti)

Tlen résulte SOL(A) = SOL(B).

2. Complexité. Soit @ une substitution. Par définition

c(6,A)=c(8, A tisr<C>h A tped=art nc
rEV(d)

(8B) =c(@ A titrt Atpedaat ac
n€¥(d)

Or |ti] < || < C > till, [ti] < | <C >t, et ily a le méme nombre d’équations en =z.

Par conséquent ¢(8, B) < c(8, A).

(Basification-de-réécriture)

1. Correction. Soit 6 € SOL(z =p tlv — y] A y=). Alors

Ox =p Bt{u — 6y] = Bify — Bs] = Btu — Ot]o] = ot

2. Complétude. Soit @€ SOL(z pt A y=). Alors

Oz =p Ot = Gt[v — Bt{e] = Bt[u — Os] = Atfv — Ay] = O(e[v ~ y])

3. Complexité, Cette régle n'augmente pas le nombre maximal d’étapes de réécriture,

ni le nombre de aymboles de fonction, ni le nombre d’équations. Elle n’augmente donc

pas la complexité. 0
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Pour les besoins de la preuve introduisons ici une régle de mise en forme disjonctive-

conjonctive:

‘ ied Si_A (Sz V_S3)(Distributivité) Gra Sy) VAS)

Toutes les régles qui ont été introduites ici, hormis (Distributivité), modifient des équa-

tions ou des facteurs conjonctifs. Or un facteur conjonctif donné d'un unificande n'est

pas détruit ou séparé lors de le mise en forme disjonctive-conjonctive, mais simplement re-

copié en un ou plusieurs exemplaires. Formellement, considérons (Distributivité) comme une

régle de réécriture, les unificandes qu'elle contient étant vus comme des variables. II est

connu que le systéme de réécriture formé de cette seule régie est confluent et neethérien, et

qu'une expression est irréductible si et seulement si elle est en forme disjonctive-conjonctive.

Pour mettre un unificande en forme disjonctive-conjonctive, il suffit don de lui appli-

quer (Distributivité) en suivant n'importe qu'elle stratégie et jusqu’a obtenir un unificande

irvéductible. Ceci étant, si on l’applique de maniére 4 ne pas couper les facteurs con-

jonctifs, les occurrences d’équation ou de conjonction d'équation admettent des résidus &

travers cette réécriture. Par exemple soit $ = (e; A ep A (e3 V e4). Si on réduit

S —+Distributivite) & A ((e2 A es) V (ez A e4)), le facteur e) A eg de S a até divisé,

tandis que dans S —pistributivitéy (€1 A €2 A €3) V (e1 A ep A ea) il ne l'est pas et

admet deux antécédents. D’oti le lemme qui généralise le lemme 6.5.

Lemme 6.14 Soit S un unificande, p € D(S) occurrence d’une conjonction d’équations de

S, et p1,....Pn les résidus de p dans Sz-. Alors

Sp} S! = Ste py] = pn)
et SJ. = Si.

Définition 6.6 Soit D = Sy +p.) Si —p,) «++ —fp,-1) Sn —t «++ une dérivation,

A chaque étape S; —yp,) Siz: de D on associe grace au lemme précédent la dérivation

(Side Apsrvdial Set —*pDistributivitéy (Si+r)de OF Pi,1,---sPik sont les résidus de p;
dans (S,)ac-

On appelle dérivation sur les formes disjonctives-conjonctives de D la dérivation Dae =

(So)de + (St)ae ++ .... Soit Co une disjonction de facteurs conjonctifs de (So)de. A

chaque unificande S, de la dérivation D on associe un élément C; par la définition récurrente

suivante:

- Co est associé & So

- si C; est associé & S; alors si p; admets des résidus q,...,gn dans C; alors Ci4; est

défint par Cy q,,..,9,) C” et Cin = C4; sinon Ci41 = C, et on dit que Ci41 est

obtenu par une étape blanche.

La dérivation Co —> C, —+... + C; — >... est appelée sous-dérivation issue de Co sur

les formes disjonctives-conjonctives de D. ©

Définition 6.7 (hypothese d’équité)

Une dérivation qui utilise les rgles présentées jusqu'ici D = Sp —+... + Sp —>... est

dite équitable si pour tout unificande S, de la dérivation et pour tout facteur conjonctif C;

de Sj, il existe un élément C’ dans la sous-dérivation issue de C; sur les formes disjonctives-

conjonctives de D, et obtenu par des étapes blanches ou de simplification, tel que:
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- ow bien la sous-dérivation issue de C’ contient une premiére étape qui est une étape de

(Surréduction),

- ou bien C’ ne contient que des équations en =.

°

Lemme 6.15 Soit Sj —> ... —+ S, —+ ... une dérivation équitable et € SOL(Sp).

Alors il existe un unificande S, dans la dérivation, @, € SOL(S,) tels que 8, = @ [V] et

@n(Sn)ce possede un facteur conjonctif trivial @,Cn tel que c(8n,Cn) = (0,0, 0).

Preuve: Choisissons dans 80(So)4- un facteur conjonctif trivial Cb. A chaque unificande

5, de la dérivation, on associe une substitution 8; et un facteur conjonctif C; de (S;)ae

tel que 6;C} soit trivial, par la définition récurrente:

~ (09, Co) est associé & So,

= 8i (6;,C;) est associé & S;, considérons l'étape S; —p,) Siz1- S'il s’agit d'une

étape de (Surréduction), d’aprés la proposition 6.6 il existe une substitution 6,41 €

SOL(S.41) telle que 841 = 6 [VUV(S;)] et 641(Si+1)de Posséde un facteur con-

jonctif trivial 6,4;Ci41 tel que

- si le facteur C, de (S\)de contient un résidu de p, alors c(6:41, C41) < c(8;, Ci).

-s’il ne contient pas de résidu, alors il suffit de prendre Cj41 = Ci, dob c(8i41, Cig) =

€(6,, Ci).

S'il s‘agit d'une étape de simplification, d’aprés les résultats sur les régles de sim-

plification il existe 6,41 € SOL(S;41) telle que 041 = 9 [VU V(S;)] et le facteur

conjonctif C,4; de la sous-dérivation issue de C; en un coup C; — Ci41 vérifie

G4 1Cigr est trivial et (8:41, Ci41) < €(8;,C%)-

La suite des (c(6,,C;)) est décroissante. Montrons par l'absurde qu’elle atteint la valeur

(0, 0,0).
Supposons que pour tout unificande $; de la dérivation, on ait ¢(@,C;) > (0,0,0).

Puisque la suite est décroissante, il existe un wnificande S; & partir duquel c(#,, Cx) >

(0,0,0) ne change plus. Puisque la dérivation est équitable, il existe (0,,C,) avect > k,

tel que

- ou bien Ci, ne contient que des équations en +, donc c(6;,C,) = (0,0,0), ce qui fournit

une contradiction

= ou bien Ck —Surréduction) «-~1 donc Pélément (6: 41,Ck41) de le suite satisfait

(x41; Cr41) < ¢(8e, Ce), ce qui fournit une contradiction. O

Lemme 6.16 Soit $ un unificande, @ € SOL(S), et S’ Vunificande obtenu en remplacant

dans $ toutes les équations en =p et en FI par F. Si @S¢e @ un facteur conjonctif trivial

6C tel que c(6C) = (0,0,0), alors # € SOL(S').

Preuve: Par définition, les équations en FJ triviales ont une complexité non nulle. Or 6C ne

contient que des équations triviales, donc les équations en =p ou en FJ qu'il pourrait

contenir auraient une complexité non nulle. et alors c(4.C) > (0.0, 0). Done C contient

seulement des équations en +. Par conséquent C est aussi un facteur conjonctif de Sj.

et puisque OC est trivial, @ € SOL(S’). O
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Théoréme 6.17 Soit Sy un unificande, & € SOL(So), et So —> ..

dérivation équitable issue de So utilisant les régles présentées jusqu’ict. Alors il existe un

unificande S; de cette dérivation et une substitution 6, tel que

- 6, € SOL(S!) ot S! est l'unificande obtenu & partir de S; en remplacant toutes les équations

en =p et en FI parF.

- 8; = 0 [V(So}]

— Sa... une

Preuve: D'aprés les deux lommes précédents en prenant V = V(So). G

6.4 Autres régles

Résolution des équations en =

Pour utiliser le théoréme précédent, il reste maintenant & résoudre les équations en =. Il

s'agit donc d'un probléme d'unification syntaxique. La méthode retenue est celle de Martelli

et Montanari [56]. Nous introduisons un nouveau symbole F (F comme faux) vérifiant

SOL(F) = 0.

$1,.--15n) = f(t tn)
Sp=t A. A Sp = th

(Colision=) AD a) sip gy

si t n’est pas une variable

(Décomposition-=)

Ces régles retournent ou bien F, ou bien un systéme en forme substituable & condition qu'il

n’y ait pas de cycle de variables

L’équation x = ¢ n'a pas de solution nurmalisée si ¢ n'est pas en forme normale, donc

SOL(z = t) = 0. Doi la régle

(Non-normal-=) si t n'est pas en forme normalecet
apt

Cette régle prend en compte deux faits que nous avions évoqués au chapitre 3: les solu-

tions de !’équation & résoudre non normalisées sont inutiles; les branches qui possédent des

équations ne satisfaisant pas la propriété de grandeur suffisante sont inutiles.

Simplifications

(Décomposition-==p) £(8y--»5n) =A f(tii---stn) i ¢ est un symbole décomposable
S1=Rh A. A Sn = Rtn

Collision-==z) fe-)=a9l-) 5: ¢ 29 et f et g sont des symboles décompasables9

Application en téte seulement

Slt=rt! of Gerpe ons
(Dépliage) Sle =etp a tp — tlp et t[p — 2] ne sont pas des variables
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(Evaluation-F-1) SAE ES

(Evaluation-F-2) SY F

Conclusion

Nous obtenons une spécification équationnelle de la surréduction basique et de ses sim-

plifications connues. La régle de surréduction apparait comme une régle d’application "don’t

care” et peut étre facilement étendue au cadre ordo-sorté et/ou dans les systémes de réécri-

ture équationnelle. La simplification par réécriture est spécifiée de maniére équationnelle.

Cette spécification peut étre vue comme une procédure indéterministe, et décrit différentes

procédures selon le choix d'une stratégie. En particulier on obtient:

- la surréduction basique (de Hullot) si seule la régle (Surréduction) est appliquée

- la SL-basic S-narrowing du chapitre 3 en appliquant (Surréduction) et (Non-normal-=)

- la surréduction basique avec décomposition des symboles décomposables et détection

des collisions en appliquant (Surréduction), (Décomposition-=p), (Collision-=z)

- la surréduction basique de gauche & droite (de Herold) en appliquant (Surréduction) et

(Dépliage)

- la surréduction normalisante basique de gauche 4 droite, appelée aussi "left-to-nght

SL-basic N-narrowing” au chapitre 3, en appliquant (Surréduction), Dépliage, (Non-

normal-=), et les régles qui spécifient la réécriture

- une stratégie qui consiste 4 ne pas calculer les substitutions surréductrices immédiatement

si on n’applique pas systématiquement les régles Décomposition-=, Collision-=, Fusion-

+. Cette stratégie pourra étre intéressante lorsque ce calcul sera couteux, comme dans

le cas ordo-sorté ou dans le cas de la réécriture équationnelle. |



Conclusion

La surréduction est unc méthode générale et compléte de résolution déquations dans les

systétnes de réécriture confiuents et noethériens, Etant a la fois générale et complete, elle

présente un grand intérét.

Récapitulons les principaux apports de ce travail sur la surréduction, ainsi que leurs

limites, et regardons les perspectives de recherche.

Les apports

Méthodes (ou optimisations) nouvelles et complétes

¢ Description des solutions par un langage régulier. Cette idée permet de décrire finiment

un ensemble infini d'unificateurs. Elle peut donc fournir une méthode d‘unification compléte

pour les théories dont l'unification est de type infinitaire ou zéro, ce qui était impossible

avec les méthodes de surieduction connues jusqu'ici. Elle apporte aussi une amélioration &

la terminaison de la surréduction. La principale limitation de cette méthode est qu'elle ne

s‘applique que lorsque I'arbre des surréductions est rationnel.

e Suppression des branches instances.

e La surréduction normalisante basique de gauche & droite.

La surréduction basique de gauche & droite est particuligrement intéressante car nous

avons vu qu'elle assurait la minimalité du multiensemble des solutions de rang maximal

lorsque le systéme de réécriture est régulier et sans paire critique. Si @ est une solution de

léquation t = 1’, elle élimine en fait toutes les redondances dues aux multiples chemins de

mise en forme normale du théoréme @(t + ¢’). On obtient méme une procédure minimale

de filtrage de deux termes dont les variables sunt disjointes, en interdisant l'instanciation de

certaines variables. Pour un systéme de réécriture quelconque, la suppression des branches

instances et lintroduction d’étapes de réécriture dans la surréduction basique de gauche &

droite apportent des améliorations intéressantes & la minimalité. Elles peuvent, en outre,

et quelles que soient les hypothéses satisfaites par le systéme de réécriture, améliorer la

terminaison du processus,

Une limitation de ces trois méthodes est que toutes les fois que le systéme de réécriture

posséde une régle récursive stricte, ice. le membre gauche est un sous-terme strict d'une

instanciation du membre droite. elles ne termineront pas. Par exemple dans la spécification

des entiers, la régle

sz) + y+ s(x +y)

est récursive. Et on a:

arty =0AN pte (e+ Y) = OM 5(8(2 + y)) = 04%...

Cette surdérivation est basique de gauche & dioite, En utilisant la surréduction normalisante,

on obtiendrait la méme surdérivation. La suppression des branches instances ne s’applique

pas sur cet exemple. La méthode de description des solutions par un langage régulier ne



s’applique pas non plus car cette surdérivation est un arbre non rationnel. Les régles de

décomposition et de collision, qui sont intégrées dans le formatisme des chapitres 5 et 6,

permettraient de voir que I'équation s(x +y) = 0 n'a pas de solution, donc qu'il est inutile

de la surréduire.

Apports théoriques

« Preuve de complétude de la surréduction normalisante et de son implantation. Par

rapport & la preuve de Fay, ces preuves ont l’avantage de bien faire ressortir les concepts

de surréduction et de surréduction normalisante. D'autre part, les raisons pour lesquelles la

surréduction normalisante est complete y apparaissent de maniére plus explicite.

e Commutation de la surréduction. Ce résultat montre sous quelques hypothéses que

deux étapes de surréduction peuvent étre commutées, sans que la composée des substitutions

surréductrices ni le terme résultant de ces deux étapes soient changés.

Implantation

En modifiant la procédure de complétion de Knuth-Bendix, il a été possible d'implanter

la surréduction dans le logiciel de réécriture REVE. Deux versions ont été crées:

- Une implantation de la surréduction basique normalisante.

Une implantation de la surréduction normalisante, avec une forme simplifiée de la

description des solutions par un langage régulier. Voici un exemple d’exécution de ce logiciel:

Rewrite rules:

1. £00, x) > x

2. g(f(x, y)) -> gly)

Ce systéme de réécriture est di & Fages et Huet (15]. C'est une théorie de type’ zéro.

L'utilisateur tape narrowing” puis rentre l'équation & résoudre.

-> narrowing

Please enter the equation you would like to solve, terminated with <ESC>:

g(x)==g(y)

La procédure termine et répond:

The equation

g(x) == gly)

has the set of R-unifiers as follows:

1.

x / x

y/rx

and has the infinite sets of R-unifiers, defined by the recursive definitions

as follows:

If

x/ tl

y / t2

is a R-unifier of the equation, the substitutions

1.

x / f(all, tt)

y / t2

2.

x / ti

y / fall, t2)

are R-unifiers of the equation.

(all is what you want)

Formulation équationnelle

¢ Les deux derniers chapitres donnent une nouvelle formulation & la surréduction basique,

Elle présente les particularités suivantes:

- Bile est équationnelle.

~ Elle est sous la forme de régles d’inférence élémentaires, donc plus facilement im-

plantable.

- Elle peut étre fortement parallélisée.

- Elle fournit une procédure indéterministe, dont les instances décrivent plusieurs stra-

tégies.

- Elle fournit, par le chapitre 6 (introduction du V ), un formalisme propice & une

extension au cadre de la logique ordo-sortée et aux systémes de réécriture équationelle.

Les perspectives

© Etendre la méthode de description des solutions par un langage régulier aux cas o8

Varbre des surréductions n'est pas rationnel. Puisque la surréduction peut étre vue comme

une complétion particuliére, l'idée consiste & utiliser les travaux effectués sur la procédure de

complétion, et en particulier la notion de méta-terme [49]. D’autres travaux [28] donnent des

conditions suffisantes de non terminaison de la complétion, et peuvent donner un éclairage

utile sur les différents cas de non-terminaison. On pourra aussi utiliser les travaux sur la

méta-surréduction [48].

# Avant de passer & une implantation, il serait utile de poursuivre les travaux du chapitre 6

pour améliorer la spécification de la réécriture, et atteindre les objectifs suivants:

- rendre la spécification de la réécriture terminante, ce qui devrait permettre une spécifi-

cation du contréle (hypothése d’équité) plus aisée,

- intégrer dans le processus de filtrage le calcul de la partie protégée, en utilisant la

définition de la réécriture faiblement basique du chapitre 3. Cela permettrait de sup-

primer la régle (Basification-de-réécriture), donc de gaguer en efficacité.
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- au cours du processus de réécriture, aucune régle d’inférence ne peut étre appliquée sur

l’équation 4 réécrire et sur son contexte. Ou peut voir cela comme étant l’application

d’un certain contréle. Pour une plus grande généralité, il serait souhaitable de perme-

ttre application de régles sur l’équation a réécrire et son contexte. Il est d’ailleurs

remarquable que la relation ainsi crée n'est pas la réécriture, mais quelque chose de

plus complexe.

e Etendre cette thése au cadre des signatures ordo-sortée et 4 la réécriture équationnelle.

L’introduction du V au chapitre 6 devrait faciliter une telle extension.

e L’étude de la minimalité du multiensemble des solutions générées par différentes métho-

des de surréduction est un moyen d’évaluer la redondance interne de ces méthodes. II reste

a étudier et & apporter des réponses au probléme de la non-termimaison. Une premiére piate

de de recherche, dont nous avons déja parlé, consiste & étendre la méthode de description

des solutions par un langage régulier aux cas ot l’arbre des surréductions u’est pas rationnel.

Une deuxiéme piste est fournie par les travaux de Sivakumar et Dershowitz [69], qui étendent

les régles de décomposition et de collision.

« La surréduction transforme un probléme d’unification modulo des équatious en un

probléme plus simple d’unification syntaxique. Peut-on s’en servir pour transformer, d’une

maniére générale, un probleme modulo des équations, en un probleme modulo un ensemble

d’équations vide? En particulier, peut-elle servir 4 la résolution d’inéquations ou de diséqua-

tions? La résolution de diséquations ou disunification est étudiée dans [8,9,47,10]. Regardons

ce que la surréduction pourrait apporter & ce probléme. Soit a une substitution normalisée,

o est une solution de la diséquation ¢ # ¢’ ssi pour toute dérivation:

(ot ot) (5n# 54)

on as, # s/,. D’aprés la proposition 1.5, ou a alors

(t # t') N19 ta (ta # th)

et il existe a, telle que

- 6 =0,.0 [(V(t)hUV(t')]

- On(tn) = Sn et on(th) = s}..

La réciproque est vraie aussi. Par conséquent o est une solution de ¢t # ¢' ssi pour toute

surdérivation:

(t# ’) 66) tn (tn # th)

telle que @ < ¢, la substitution o, définie par 7.0 = a satisfait ¢,(t,) # o,(t,). Le probléme

de la disunification modulo des équations est ramené a un probleme de disunification syn-

taxique. Par exemple, soit le systeme de réécriture:

R={ n: f(tjc) 2

T2: f(u,a) >a}

Résolvons la diséquation e = (f(b,y) # b). On a:

f(by) Fb Ary yb #b (1)
NM riyfajye # (2)

La substitution y/b n'est pas solution de e puisqu’elle est la substitution surréductrice de

la branche (1), qui conduit & une diséquation non satisfaite. Par contre y/a est solution,

puisque la branche (2) abouti A une diséquation satisfaite. Toute autre substitution ¢ est

solution de e puisqu’elle n’est pas instance d'une substitution surréductrice et que léquation

a(e) est satisfaite.

Remarquons que contrairement au probléme de l'unification, il faut ici générer entiérement

Varbre des surréductions pour étre stir que o soit une solution. En d'autres termes, la cor-

tection d’une telle procédure impose le parcours complet de I'espace de recherche, ce qui

nécessite qu'il soit fini. t
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Résumé

L’objet de cette these est l’étude et l’amélioration de la surréduction, en vue

de son application a l’unification, c’est 4 dire a la résolution d’équations dans

les théories équationnelles.

Le premier objectif est d’améliorer l'efficacité et la terminaison de la surré-

duction, en utilisant des optimisations de la surréduction qui restent complétes

dans les systémes de réécriture confluents et noethériens.

- Si Pespace de recherche est infini, nous montrons que dans certains cas

il peut étre décrit finiment, et les solutions peuvent alors étre décrites

par un langage régulier.

- Nous définissons une nouvelle stratégie de surréduction: la surréduction

normalisante basique de gauche 4 droite, et établissons sa complétude.

Par l’intermédiaire d’une propriété de commutation de la surréduction,

nous donnons un résultat sur la minimalité de l'ensemble des solutions

générées par cette méthode.

Ces optimisations ont été implantées dans une version expérimentale du logiciel

de réécriture REVE, en utilisant le fait que la surréduction peut étre vue

comme une complétion un peu particuliére.

Le deuxieme objectif est de donner une formulation équationnelle a la

surréduction basique, c’est a dire une formulation basée sur des systémes

d’équations et dans laquelle n’apparait jamais la notion de substitution. Les

opérations sont décrites par des regles d‘inférence. Ce travail a été conduit en

cherchant:

- ace que les régles d’inférence puissent étre, autant que possible, exécu-

tées sans controle et en particulier de maniére parallele

- aintégrer dans le processus de nombreuses régles de simplification

- ace que la méthode puisse étre facilement étendue a la logique ordo-

sortée et/ou a des systemes de réécriture équationnelle.


