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Introduction

Résumé

L'objet de cette thése est 'étude et 'amélioration de la surréduction, en vue de son
application 3 I'unification, c’est & dire & la résolution d’équations dans les théories équa-
tionnelles. Nous nous situerons toujours dans le cadre dune théorie équationnelle spécifi¢e
par un systéme de réécriture confluent et neethérien. Dans ce cadre général, la surréduction
donne une méthode d’unification complete, puisqu’elle énumere un ensemble générateur de
toutes les solutions de 1’équation i résoudre.

Mais comme beaucoup de méthodes générales et complétes, la surréduction est peu effi-
cace et ne termine pas toujours. Le premier objectif de cette thése est d’améliorer l'efficacité
et la terminaison de la surréduction, en utilisant des optimisations de la surréduction qui
restent complétes dans les systémes de réécriture confluents et noethériens.

- Si 'espace de recherche est infini, nous montrons que dans certains cas ik peut &tre
décrit finiment, et les solutions peuvent alors étre décrites par un langage régulier.

- Nous définissons une nouvelle stratégie de surréduction: la surréduction normalisante
basique de gauche  droite, et établissons sa complétude. Par l'intermédiaire d’une pro-
priété de commutation de la surréduction, nous donnons un résultat sur la minimalité
de Pensemble des solutions générées par cette méthode.

Ces optimisations ont été implantées dans une version expérimentale du logiciel de réécriture
REVE, en utilisant le fait que la surréduction peut étre vue comme une complétion un peu
particuliére.

Le deuxiéme objectif est de donmer ume formulation équationnelle & la surréduction
basique, c'est  dire une formulation basée sur des systémes d’équations et dans laquelle
n’apparait jamais la notion de substitution. Les opérations sont décrites par des régles
d’inférence. Ce travail a été conduit en cherchant:

- & ce que les régles d'inférence puissent étre, autant que possible, exécutées sans contréle
et en particulier de maniére paralléle
- & intégrer dans le processus de nombreuses régles de simplification

- a ce que la méthode puisse &tre facilement étendue & la logique ordo-sortée et/ou & des
systémes de réécriture équationnelle.

Position du probléme

Le probléme qui nous intéresse est la résolution d’équations (unification) dans les théories
équationnelles, c’est 4 dire modulo des équations appelées axiomes. Considérons par exemple




. un symbole binaire + idempotent et possédant un élément neutre & droite, ce qui donne les

axiomes suivants: 1
z+0=2z

T+r=32

et essayons de résoudre 'équation £ +y = z. ¢’est & dire de trouver quelles valeurs doivent
prendre les variables 2 et y pour que les deux membres de I'éguation deviennent égaux,
sachant que + est idempotent et posséde un élément neutre & droite. Il suffit évidemment
de prendre y = 0. On dit alors que la substitution 8, = {y/0} est une solution de 'equation
Z 4y = x ou encore est un unificateur de z + y et z. Les substitutions 6; = {y/z}, 63 =
{y/0,%/0} sont aussi des solutions. Mais puisque #; est une solution et n'affecte pas la
variable z cela signifie que = peut prendre n’importe quelle valeur. Donc toute substitution
de la forme {y/0, z/t} ou t est un terme quelconque est une solution. @3 est justement de cette
forme, et on dit que §; est plus générale que §3. On ne cherchera pas & décrire en extension
’ensemble des solutions, car il est souvent infini, mais plutét un ensemble générateur (on dit
aussi complet) des solutions. Ici {61,602} est un ensemble complet minimal.

Comment résoudre ce type de probléme ? Il existe bien sur des algorithmes ad hoc pour
telle ou telle théorie, par exemple pour la commutativité, pour l’associativité-commutativité,
etc... Mais on souhaiterait avoir des méthodes d’unification plus générales. Claude Kirch-
ner [44,42,45] a cherché i systématiser la construction d’algorithmes d’unification. II a
décomposé le processus en trois opérations: décomposition, fusion, mutation, ol seule la
mutation dépend de la théorie considérée. La difficulté principale consiste alors a trouver
une opération de mutation qui convienne.

Uzne autre approche, que nous allons développer dans ce travail, consiste & utiliser les
techniques de réécriture, c’est a dire la surréduction. On commence pour cela par orienter les
axiomes pour obtenir des régles de réécriture. Orientons les axiomes de 'exemple précédent:

r:z+0—z
T+ T

et considérons I’équation z+y = o ol e est un symbole de constante. La surréduction (notée
-A~) consiste a appliquer une régle de réécriture sur un des termes de I’équation en affectant
ses variables si nécessaire. Par exemple:

Tty=eHopn,c =0

Pour appliquer la régle r; sur z + y il faut changer y en z (ou = en y) par la substitution
6, = y/z, ce qui donne z + z, lequel se réduit par r; en z. Nous obtenons donc I'équation
z = a. On voit que la surréduction comprend deux étapes: instanciation des variables pour
qu’une régle devienne applicable, puis application de la régle. Or I’équation résultat z = o
a pour solution syntaxique (sans faire intervenir r; ni 7¢) #; = z/e. Alors la composée des
deux substitutions

G=10,00, = zfa,y/a

est solution de z + y = a. De la méme facon, en appliquant la 1égle 7y
sty=atoypn,z=e

on obtient la solution §' = z/a,y/0.

La surréduction a été introduite par Slagle {70}, étudiée par Lankford {52, Fay [17,
16], et Hullot {35,36), lequel a établi que 'ensemble des substitutions trouvées comme ci-
dessus en parcourant toutes les dérivations de surréduction issues de 1'équation & résoudre
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est un ensemble complet de solutions, si le systéme de réécriture est confluent ef ncethérien.
Confluent signifie que les différentes réécritures issues d’un méme terme doivent confluer vers
un méme terme, noethérien (on dit aussi terminant) qu'il n'existe pas de dérivation de réé-
criture infinie. L’exemple précédent est un systéme confluent et neethérien. Par contre si on
avait orienté 'axiome £ +0 = z en z — z + 0, il n'aurait évidemment pas été ncethérien, La
transformation d'un ensemble d’axiomes en un systéme de réécriture confluent et ncethérien
peut étre faite d’une manitre systématique grice & la procédure de complétion de Knuth-
Bendix [50].

Nous nous sommes intéressés i la surréduction car le processus formé de la procédure de
complétion suivie de la résolution d’équations par surréduction est une méthode systématique
d’unification dans les théories équationnelles. Or l'unification équationnelle présente- beau-
coup d'intérét puisqu'elle intervient, dans de nombreux domaines. Citons en quelques-uns.

o Les langages de programmation logico-équationnels (comme par exemple SLOG [20] et
EQLOG [26)): ce type de langage, qui se situe dans la lignée des langages de cinquiéme |
génération, est fondé sur la logique des clauses de Horn avec égalité, laquelle égalité
est définie par des équations. Le procédé d’inférence n’est-alors plus tout & fait la
résolution de Prolog, mais une résolution dans laquelle il faudra unifier les paramétres
des prédicats modulo des équations.

o En algébre: citons I'exemple de Hullot [36,35], qui a trouvé grace & la surréduction
basique le premier algorithme complet et fini d’unification dans les quasi-groupes, et
par la méme a montré que I'unification dans cette théorie est décidable.

o Dans les domaines de I'intelligence artificielle: vision par ordinateur, compréhension
du langage naturel, systémes experts, ainsi que dans les bases de données.

s D'autres applications sont données dans [67).

Amélioration de 'efficacité et de la terminaison

La surréduction est peu efficace et ne termine pas toujours. Il y a redondance dans la
recherche de solutions puisqu'il n’est pas rare que la méme solution soit calculée plusieurs
fois. Voici les améliorations que nous proposons dans cette theése.

- La surréduction normalisante. Considérons le symbole *, possédant 1’élément absorbant

0, lequel & 0 pour inverse:
r1: x¥0—0

re: 1(0) =0

et résolvons par surréduction I'équation eq : i(z) * (0 * ) = 0. Une possibilité est:

i(z) % (0% y) = 0Ap, yyo) (617 i(z) *0=0) Hop(ez: 0=0)
otz p0 (63t 0% 0=0) Hopj(es: 0=0)

La branche qui conduit ey donne la solution o3 = y/0, tandis que celle qui conduit & e4
donne a4 = y/0,z/0. On voit que o3 est plus générale que o4, par conséquent la branche qui
va de e) & ey est redondante. Or on s’apergoit que I'étape qui va de e; & e; n'instancie pas
les variables de e;. Cette sorte d’étape sans instanciation est appelée étape de réécriture, et
on dit que e se réécrit en ep. Par définition, un terme ou une équation est normalisé(e) ou
en forme normale s'il (elle) est irréductible par réécriture. Ici e; n’est pas en forme normale.




Une idée pour éviter de générer ey consiste & remplacer e, par sa forme normale avant
de poursuivre le processus de surréduction, autrement dit & considérer la relation formée
d'une étape de surréduction suivie par la mise en forme normale de 'équation obtenue. On
appelera cette relation surréduction normalisante, et on la notera W, Dans notre exemple
e) serait remplacé directement par e; et du méme coup la branche de e; & 4 ne serait pas
considérée. L'espace de recherche est réduit. Fay [17,16] 2 proposé une procédure réalisant
la surréduction normalisante, et a prouvé sa complétude, i.e. le fait qu'elle fournisse un
ensemble complet de solutions. Nous redonnons une preuve de complétude en faisant bien
ressortir le concept de surréduction normalisante, et les raisons pour lesquelles cette méthode
est compléte.

- Suppression des branches subsumées. En cherchant & élaguer l'arbre de recherche, il
est apparu que certaines branches étaient redondantes. Plus précisement, si eq est I'équation

Y I 0 . * w
4 résoudre et qu"ll existe 'deux branches eg -Wrj5) ey et eg MWy €], si €l = fe et
o’ =@ oo, alors il est inutile de calculer les étapes de surréduction issues de €.

- Description des solutions par un langage régulier. Il est possible que les solutions de
Péquation & résoudre ne puissent pas étre décrites finiment, ce qui veut dire qu'il n'existe
pas d’ensemble complet et fini de solutions. C'est le cas dans 'exemple suivant dii & Fages
et Huet [14]: considérons les régles de réécriture:

ri: g(f(z,y)) — gly)
2 f(0,z) oz

Les solutions de I'équation ¢(z) = ¢(a) sont

o1 = {z/a}

o2 = {z/f(z1,0)}

o3 = {z/f(z2, f(z1,0))}

etc...

Lorsqu’on essaye de résoudre cette équation par surréduction, cela se traduit par la non-
terminaison de la procédure, que la surréduction soit normalisante ou non:

9(y) = 9(8) A, y/ 1z 90¥) = g(a) A .

L’arbre engendré par surréduction est rationnel. Nous avons montré d’une maniére générale
que lorsque 'arbre engendré par surréduction est infini mais rationnel, il suffit de le replier
en un graphe, et un ensemble complet de solutions peut étre décrit par un langage régulier.
Nous obtenons donc dans ce cas un algorithme complet et fini d’unification.

- La surréduction normalisante basique de gauche & droite. Pour réduire I'espace de
recherche, Hullot [35,36] a défini la surréduction basique et a prouvé qu’elle fournissait une
méthode d’unification compléte. Elle consiste & partager les termes en deux parties: les
occurrences basiques et les occurrences protégées, et 4 ne surréduire qu'aux occurrences
basiques. Herold [29] a amélioré cette méthode en définissant la surréduction basique de
gauche A droite, dont il a prouvé la complétude. Dans le but de réduire encore I'espace
de recherche, nous cherchous & combiner la surréduction basique de gauche i droite avec
la surréduction normalisante en créant la surréduction normalisante basique de gauche &
droite. La combinaison la plus simple ne fournit pas une procédure d’unification compléte.
Une combinaison plus compliquée a été nécessaire.

- Des résultats de minimalité. Dans le but d’étudier 'intérét de la surréduction normal-
isante basique de gauche & droite, nous étudions la minimalité de I’ensemble des solutions
trouvées par surréduction. Nous montrons qu'une certaine partie des solutions (les solution

de rang maximal) générées par surréduction basique de gauche 2 droite (Herold) est min-
imale, lorsque le systéme de réécriture considéré est régulier et sans paire critique. Nous
établissons un résultat de commutation de la surréduction, grice auquel nous montrons que
I'ensemble des solutions de rang maximal générées par surréduction normalisante basique de
gauche & droite est minimal, en supposant toutefois que le aystéme de réécriture, en plus des
hypotheses précédemment énoncées, est linéaire & droite. Cette optimisation nécessite donc
une hypothése supplémentaire pour obtenir le résultat de minimalité. Mais nous montrons
par des exemples qu'elle peut améliorer la minimalité quand le systéme de réécriture n'est
pas régulier ou posséde des paires critiques. Ce critére de minimalité semble intéressant car
c'est un moyen de mesurer la redondance des méthodes d’unification par surréduction.

Ces différentes relations ont été implantées dans une version expérimentale du logiciel de
réécriture REVE [53]. Cette implantation a été faite en modifiant la procédure de complétion
de Knuth-Bendix, d’aprés une idée de Dershowitz [12]. Nous donnons au chapitre 2 une
description de I'implantation de la surréduction normalisante.

Formulation équationnelle de la surréduction basique

Cette aproche utilise une structure de donnée qui ne comporte que des systémes d’équa-
tions. Les objets tels que substitution et ensemble d’occurrences basiques dont on avait
besoin auparavent pour formuler la surréduction basique ont été supprimés. La surréduc-
tion et les simplifications s’expriment alors par des opérations simples sur cette structure de
donnée mises sous forme de régles d'inférence. On montre qu'on peut transformer par ces
régles ’équation a résoudre en un systéme d'équations ayant les mémes solutions et en forme
résolue, c'est & dire dont les solutions sont évidentes.

D'autre part, toutes les opérations auxquelles fait appel la surréduction ont été intégrées
selon les mémes principes. C'est pourquoi 'unification syntaxique ne fait pas appel 4 la no-
tion de substitution, mais est exprimée par deux régles d’inférence, qui sont la décomposition
¢t la fusion. Ainsi dans ce formalisme, I'unification syntaxique n’est pas définie de la fagon
habituelle, mais par un algorithme & la Martelli et Montanari [56).

La notion de simplification apparait clairement dans cette approche. La surréduction
normalisante dont nous avons déja parlé fait intervenir la réécriture. La réécriture conserve
les solutions des équations qu'elle transforme, et c'est pourquoi nous dirons qu’elle est une
régle de simplification. Elle sera formulée  l'aide de régles exprimant un algorithme de
filtrage. D’autres simplifications sont intégrées, dont la décomposition et la collision des
symboles décomposables, et le dépliage.

En vue d’une extension ultérieure de cette approche au cadre de la logique ordo-sortée ou
dans les systémes de réécriture équationnelle, cadres pour lesquels le calcul de la substitution
surréductrice ne donne pas une substitution unique mais plusieurs, nous introduirons des
disjonctions d’équations ou de systémes d’équations.

Cette approche équationnelle donne une formulation simple et claire de la surréduction
basique et de ses simplifications. Contrairement a la formulation traditionnelle de la surré-
duction, notre approche ne retourne pas un ensemble de substitutions mais un probléme
équationnel en forme résolue, c’est & dire un probléme que I'on sait résoudre par d’autres
méthodes. Si la résolution d’une équation est intégrée dans un processus plus vaste, spécifié
lui aussi équationnellement, il est évidemment préférable de retourner un systéme en forme
résolue équivalent & 'équation & résoudre plutét que des substitutions. On espére que dans
des cadres plus larges, comme par exemple dans les systémes de réécriture équationnelle




ou en travaillant avec des diséquations, un systéme en forme résolue pourra exprimer a lui
seul plusteurs solutions et qu’il ne sera jamais utile de calculer celles-ci explicitement. Cette
formulation présentera alors un grand intérét. Elle est exprimée & 1'aide de régles d’inférence,
et peut étre vue comme une procédure indéterministe; elle permet par exemple d'exprimer
la surréduction basique normalisante. La méthode de preuve devrait permettre I'adjonction
aisée de nouvelles régles de simplification. Cette approche équationnelle peut étre implantée
trés facilement et ce n'est pas le moindre de ses avantages, car bien des procédures dont
l'expression est compliquée sont implantées sous une forme fortement modifiée, et il n’est
plus sur que l'implantation exprime la méme chose que la procédure. Elle peut de plus étre
aisément parallélisée puisque les régles d'inférence sont soumises 4 peu de controle.

Présentation des différents chapitres

Le chapitre 1 pose le cadre théorique nécessaire & la compréhensior de la thése. Il précise
également les notations. Le chapitre 2 est composé de la version compléte d'un article écrit
en collaboration avec C. Kirchner, H. Kirchner, et P. Lescanne, et publié lors de la premitre
conférence "on Rewriting Techniques and Application” [62]. 1 présente la surréduction nor-
malisante, son implantation dans REVE, et des améliorations. Le chapitre 3 est constitué
d'un article publié lors de la deuxiéme conférence "on Rewriting Techniques and Applica-
tions” [61]. Il introduit la surréduction normalisante basique de gauche & droite, et établit sa
complétude. Le chapitre 4 donne des résultats sur la minimalité des solutions générées par
certaines méthodes de surréduction, ainsi que des exemples. Le chapitre 5 est coraposé d’un
article écrit en collaboration avec W. Nutt et G. Smolka de 'université de Kaiserslautern,
et soumis & publication. Il s’agit d'une premitre étape vers une approche équationnelle de
la surréduction basique. Le chapitre 6 présente une formulation complétement équationnelle
et précise la spécification de la réécriture.




Chapitre 1
Définitions générales

Nous présentons ici les bases théoriques nécessaires pour aborder les travaux présentés dans
cette thise. Les travaux présentés au chapitres 2, 3, 5, 6 se situent dans le cadre d’'une
théorie équationnelle non typée, spécifiée par un systéme de réécriture (non équationnelle)
confluent et ncethéiien. En vue de leur extension ultérieure au cadre d’une théorie équa-
tionnelle typée avec sous-types (logique ordo-sortée). spécifiée par un systéme de réécriture
équationnelle, le chapitre 4 est présenté dans ce cadre étendu. Nous introduisons ici les
bases de la logique ordo-sortée, puis la réécriture équationnelle ordo-sortée et la surréduction
équationnelle ordo-sortée.

1.1 Signature et termes

Considérons trois ensembles de symboles, dénombrables et disjoints deux & deux;

¢ Les symboles de type (£,7).
e Les symboles de fonctions (f,g,h). A chaque symbole est associé un entier naturel

appelé arité, ainsi qu'une ou plusieurs déclarations de fonction de la forme f :
€1 Earte(y) — € Les symboles d’arité zéro sont appelés constantes.

o Les variables (x,7,2). Chaque variable a un type 7z qui est un symbole de type; on
supposera que pour tout symbole de type £ il existe une infinité de variables de type £.

On suppose que l'ensemble des symboles de type est partiellement ordonné par un ordre

appelé ordre de sous-type et noté <.
Une signature S est formée par le produit cartésien de ces trois ensembles. Une signature
est finie si 'ensemble des symboles de type est fini. Dans la suite une signature est fixée.

Un terme est une expression bien formée (c’est & dire qui respecte les arités et les types)
aur les symholes de fonetion et de variable. Plus précisément. un terme de type 7 est

1. soit une variable z telle que 7z < 7

2. ou a la forme f(s)....,sn) et il existe une déclaration de fonction f : &1,....6n — ¢

telle que £ < g et s, est un terme de type & pour tout 1 <2 <mn.

L'ensemble des variables de t est noté V(z). Un terme qui ne contient pas de symbole de
variable est dit clos. Les termes seront désignés par les lettres s,2,u. Avec cette définition,

si t est de type 7 et 9 < & alors  est aussi de type £




Afin de manipuler les symboles ou les sous-termes d'un terme donné on aura besoin d'un
moyen formel pour les désigner, & savoir la notion d’occurrence. Intuitivement, 'occurrence
d’un symbole est une suite d’entiers qui désigne le chemin allant de la racine du terme au

symbole considéré.
Soit ¢ un terme et p une occurrence quelconque. Le symbole d’occurrence p dans ¢ noté t(p)

est:

1. si t est une variable z, alors t(p) est egal & z si p = ¢, et n’existe pas sinon,

2. sit = f(s1,-..,5n), €t on a t(e) = f, t(i.q) = si(q) pour 1 < i < 7, et t(g) n'est pas
défini dans les autres cas.

On dit que p est une occurrence de t si et seulement si ¢(p) est défini. On note D(t) 'ensemble
des occurrences de t et O(t) 'ensemble des occurrences de non variable de ¢. Les occurrences
sont partiellement ordonnées par l'ordre < défini par p < ¢ <= ¢ = p.p’ ol p’ est une
occurrence.

De méme on peut définir le sous-terme de ¢ & l'occurrence p que l'on notera tlp. sfp «— ]
est 'expression obtenue en remplagant dans s le sous-terme & 'occurrence p par t. Cette
expression n’est pas forcément un terme car les contraintes de type peuvent étre violées.

Une équation est un couple de termes, noté s = ¢.

Une signature S est réguliére si tout terme s admet un plus petit type 7s, c’est & dire,
s'il existe une unique fonction 7 de I'ensemble des termes dans l’ensemble des symboles de
type telle que s est un terme de type 75 et 7s < € si s est un terme de type £.

Proposition 1.1 [72] La régularité des signatures finies est décidable.

La signature {a :— A,a :— B} n'est pas régulitre puisque la constante ¢ n'a pas de plus
petit type.
Dans la suite seules des signatures réguliéres seront considérées.

Une spécification S est la donnée d'une signature et d’un ensemble d’équations (appelés
axiomes).

1.2 Substitutions
Une substitution est une application 8 qui transforme un terme en un terme, telle que

1. pour toute constante ¢, on a #{a) = a

2. 6(f(s1,---,9n)) = f(B(s1).. .., 8(s0))
3. si s est de type £ alors 6(s) est de type €.

v

La condition (3.) signifie que l'application d'une substitution peut réduire le type, mais ne
peut pas l'augmenter, soit formellement 76(s) < 7s.

Les substitutions seront désignées par les lettres 0,6,7. La composée de deux substi-
tutions est encore une substitution. La fonction identité sur les termes est appelée sub-
stitution vide et est notée Id. D(F) = {z | 6(x) # z} est appelé domaine de 6 et
I(6) = Usep(n)V (0(z)) est I'ensemble des variables apportées par 4. Une substitution §

s

—

= —_ e e e

est idempotente si 6.6 = 8, ce qui est équivalent & dire que D(f) et I(8) sont disjoints.
Nous supposerons dans la suite que les substitutions considérées sont idempotentes. Soit W
un ensemble de variables, on note 0 = ¢’ [W] si ¥z € W, o(z) = 0'(z). La substitution o
est dite close si pour toute variable x, o(x) est un terme clos.

1.3 Egalité modulo des axiomes

Une congruence sur les termes est une relation d’équivalence ~ stable par plongement,
cest 3 dire vérifiant: pour tout terme s, si s|p ~ ¢ et s[p. — ¢] est un terme, alors s ~ s[p « t].
La congruence ~ est dite stable parinstanciation si pour tous termes s,t et toute substitution
o, s ~ t implique o(s) ~ (t). On appelle égalité modulo E ou E-égalité la plus petite
congruence stable par instanciation telle que pour tout axiome g = d de E et pour toute
substitution ¢, on ait a(g) ~ o(d). La E-égalité sera notée =g.

On dit que I'équation ¢ = ¢ est un théoréme si t ~ t'. On dit qu’elle est un théoréme
inductif si pour toute substitution close & on & o(t) ~ o(t').

1.4 Filtrage

Le probleme du filtrage est particuliérement important puisquil est le moteur de la réé-
criture. Dans le but d'englober les différentes méthodes de réécriture équationelle dans un
seul formalisme, nous introduisons le formalisme proposé par C. et H. Kirchner [44,48].

Soit E un ensemble d’axiomes, on appelle filtre modulo E ou E-filtre du terme t vers
le terme t' toute substitution o telle que o (f) =g t'.
On appelle méthode de filtrage modulo E toute application Filtreg qui & deux termes
t,t' associe un ensemble de substitutions tel que:

1. Toutes les substitutions de Filtreg(t,t') sont des E-filtres de ¢ vers ¢/

2. le P-filtre de ¢ vers ¢/, 8'il existe, appartient & Filtreg(t,t').

Remarque: Si £ — § on retrouve la notion habituelle de filtrage.

La notion de filtrage permet de définir un préordre sur les termes appelé préordre de
filtrage, qui dépend de la méthode de filtrage Fultreg considérée:

t <Fittrep U i et seulement si Feltreg(t,t') est non vide
£

Ce préordre est compris entre le préordre de filtrage dans la théorie vide (quand E = ) noté
<¢, dont on peut donner une caractérisation directe par:

t <p t' si et seulement si il existe o telle que o(t) = ¢/

et le préordre de B-filtrage (quand Filtreg retourne I'ensemble de tout les filtres modulo E),
dont une caractérisation directe est:

t <t si et seulement si il existe o telle que o(t) =g ¢'.




Ce préordre s'étend aux substitutions: o <piypre, ¢ [V] 0t V est un ensemble de variables, si
et seulement si il existe une substitution v telle que pour toute variable z € V, v appartient
a Filtrep(o(z),0(z)).

Le préordre <y est plus simplement noté <. Si t < ' on dit que ¢ est plus général que
t' ou que ¢’ est une instance de t. Cette définition s'étend aux substitutions.

1.5 Réécriture

Soit R un systéme de réécriture et £ un ensemble d'axiomes. Posons A = RUE.
Une régle de réécriture g — d est une équation orientée vérifiant V(d) C V(g). Un
systéme de réécriture cst une spécification dont les équations ont été orientées en régles
de réécriture.

Définition 1.1 Une méthode de filtrage modulo E, Filtreg, étant fixée, on dit que le terme
t se rééerit en t', & I'occurrence p, par la régle g — d et le filtre o, et on note

t ~gmdel ¥
si o € Filtreg(g,t|p) et t' = tp « o(d)]. ©

t —»lﬁg__ 4] U est appelée étape de RE-réécriture. On appelle relation de RE-réécriture la

RE

relation notée —~ et définie par

t—REY = Tp,g o d,0] | t —'{';3—-:1,0] t'

P - .« RE s
La fermeture réflexive et transitive de —%% sera notée = *, la fermeture symétrique de

= RE . « RE
— sera notée &

Une suite d’étapes de RE-réécriture est appelée RE-dérivation. On dit que le terme ¢
est RE-irréductible ou qu'il est en RE-forme normale ou encore qu'il est RE-normalisé
8"l n’existe pas de terme t' tel que ¢ se réécrive en #'. On dit qu'une substitution o est RE-
normalisée si pour toute variable z, o(z} est un terme normalisé. Une forme normale (notée
t]} de t est un terme RE-irréductible issu de ¢ par rééeriture.

Certaines approches de la réécriture équationnelle, comme celle décrite dans [51] simulent
la réécriture induite par R dans les classes d'équivalence modulo F, en utilisant la réécri-
ture notée —*/F définie par =g . =R . =p. Cette réécriture ne peut pas étre décrite par
le formalisme précédent, ce qui n'est pas un hazard puisqu'on cherche & formaliser ici les
diverses réécritures sur les termes et non pas sur les classes. On a l'inclusion

—RE ¢ —RIE
Dans la réécriture non typée et non équationclle, les relations =p et <> ¥ sont égales,

En général, ce n’est pas vrai dans le cas de la réécriture équationnelle ou typée, ol on a

seulement &»%F ¢ =, En effet

1. La méthode de filtrage Filtrer ne peut évidemment pas étre quelconque. Si Filtreg
retourne un ensemble de substitutions trop petit, =4 et &> ne seront pas égales.
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2. Considérons la signature [72]
A< B

e, = A b—=B f:A-A

et le systéme de réécriture
R={a—b, a —b}

Par transitivité on a ¢ =p o’ donc d'aprés la stabilité par plongement f(a) =g f(a').
La R-dérivation qui conduirait de f(a) & f(a') passe par f(b) qui n'est pas un terme
i car mal typé. Donc Non(f(a) ;ka(u’)).

Dans I'exemple ci-dessus, on peut créér par réécriture des expressions mal typées. Don-
nons une condition suffisante qui évite cela:

I Définition 1.2 —7F est dite compatible si et seulement si pour tout terme s et toute
} occurrence p de s, si sjp —%F ¢ alors s[p « t] est un terme. ¢

! Pour une relation de réécriture compatible, I'application d'une régle sur un terme n'est qu’un
I probléme de filtrage, comme dans le cas non typé.

Définition 1.3 On dit que la relation —”% est E-noethérienne ou noethérienne mod-
1 ulo E si —7/E egt noethérienne. ©

Définition 1.4 Posons A = E U R. Une paire de termes (t;,t;) est RE-confluente mo}(z:lglo

. A « RE
E et notée t) | tp si et seulement si il existe des termes #] et t) tels que t; =" ¢}, 82 =" 1
et t) =p th.

—RE g5t Church-Rosser modulo E si et seulement si pour tous termes ;13

t) =4 tz implique t; | t2
| e —RE gst confluente modulo E si et seulement si pour tous termes t,1;,t;
B RE ¢ vt s RE gy waplique t; | ¢

—RE ¢st cohérente modulo E si et seulement si pour tous termes ¢,t1,22 .

t 5By ot ¢ =p t, implique il existe £, tel que t; 7€ t) et 1y | 5.
On obtient le résultat fondamental suivant:

Théoréme 1.2 Soit A = RUE. Si =R est compatible, noethérienne, confluente et
cohérente modulo E, alors

RE
smqtess|tessa Tt

Preuve: 1) s=4t=>s |1t
D’aprés la définition de =4, il suffit de montrer que | est une congruence satisfaisant
toutes les instances des équations de A. La reflexivité et la symétrie de | sont triviales.
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Dennéontrons la transitiw./ité par induction multiensemble sur la relation noethérienne
—%*. Montrons que si le multiensemble & n éléments {s1,... 80} vérifie s; | s;4,
: 1

pour tout 1 < 1A< n, alors s; | s,. Notons —nff[ I'extension multiensemble de —RE
Pour tout 1 <i<n, il existe ¢;, 2! tels que 5; 5 ™% ¢, 5,4, REtf et t; =g t}. Si
pourd tout 1 <i<n,onas =g Si41, le théoréme est prouvé. Sinon il existe an u:oins
une dérivation de longueur non nulle s, & #5 ’

e ¢ on 8u;
Distomsots oo o 7 i pposera qu'elle est dans ce sens).

. . +RE
a) Sis; = f:_!, on remplace dans le multiensemble {81,...,8n} le terme s; par les
detlu( termes ¢{_,,#,. Le multiensemble obtenu {815+ aSicn, By, b, 804 Sp) est
i —1» by pco
s}tr}(;:t.ement plus petit au sens de -2, Par confiuence modulo E, ¢, 1,1 . "11 est
! ¥ T— tH

évident que si — 1]t ;ett; | siy1. L'hypothese de récurrence pourra étre appliquée
sur ce multiensemble. g
:)) Sinon s; = t{_1: on remplace dans le multiensemble {s;, ..., sn} le terme s; par le
eI:.I:e t;. Le mulm-:x:emble obtenu {s,, ‘;.,s,;l,t,-,s,“, «--18n} est strictement plus
g? i a.u sens de —;5. On a ti-1 =g 8, > ;. Par cohérence modulo E tiy ]t

ol $i-1 1. Il est par ailleurs évident que #; | s;4). L’hypothése de récurrenc;
pourra étre appliquée sur ce multiensemble.

N " s —
D aprezg hypothése de récurrence, il existe une paire de termes U1, Up issue de sy, s
par =57, telle que u; | u,. D'ott sy | s,,. v

1?9(: une congruence car i slp | ¢ et sp «— ¢] est un terme, on a slp - Xy = yFE 2
D’aprés la propriété de compatibilité, s = REs[p —ujetsfp -5 i slp — '] donc:
s | slp e t]. 1l est évident que | satisfait toutes les instances des axiomes de A “

2)s | t=>5 5% Bvident.

« RE
3)’ 5 & t”’=# 8 =4 t. Considérons la dérivation s = s, »RE | RE _ 4 et
prenons une €tape intermédiaire quelconque s; ++A% $i+1. Supposons que s, —»nRE ’

. ; o
3,&1). Alors s,|p =g 0(g) = o(d) c'est & dire s:lp =4 a(d). Et puisque s,4, —LD.;g-Lpdﬂ
o ar TV = ' . -

R}; par propriété de F?n.gmence 8 =4 Si41 On démontre qu'il en est de méme si
S+ siy1. Par transitivité, on conclut que s =4t O

Ainsi la donnée d'un algorithme de décidabilité d égalité
ela E-égalité et d' i :
modulo E permet de décider I'égalité modulo A. g eSS e

Remarque: Légalité = i i ;
: =4 est définie de maniére syntaxique. Elle est équi A idité
dans tous les modéles si aucun type n'est vide. ! amadll e

Pour obtenir un systéme de rééeri
‘ E criture confluent et cohérent modul
logique ordo-sortée, voir [25]. = bl L

1.6 Unification

L'urification est le probléme de la résolution d’équations.

1.6.1 Définitions

Soit S une signature et £ un ensemble d'axiomes. On appelle E-unificateur ou unifi
teur modulo E de deux termes ¢ et ¢ toute substitution o telle que o(t) =g a(t') OI; f?.
par EUs £y(t,1'). ou plus simplement par EUg(1.t') si ce n'est pas ambigu l’ense;mbl 11; i
unificateurs de t et ¢'. Le plus souvent cet ensemble est infini, et on s'iute’ressc‘géné'ra.leminte;
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e —— =

un sous-ensemble générateur de EUp(t,t') appelé ensemble complet de E-unificateurs. Cette
notion, fondamentale pour I'unification, a été définie pour la premiére fois par Plotkin [59].
Formellement, tout ensemble ¥ de substitutions tel que:

1. ©C EUE(t.Y)
2. Yo € EUg(t,t), WEEL, <o
est appelé ensemble complet de E-unificateurs de ¢ et t'. X est de plus dit -minimal si

Yo, €L, c<pb=0=19

Lemme 1.3 [Fages et Huet [15]]
S'il existe, I'ensemble complet minimal des E-unificateurs de t.et ' est unique 3 un renom-

mage de variables prés.

Preuve: Soit B, C deux ensembles minimaux et complets de E-unificateurs de ¢ et ¢'. Soit
8 € B. Puisque C est complet, il existe ¥ € C telle que y <g . Puisque B est complet
il existe B’ € B telle que § <g 7. Donc f' <g B et par minimalité de B il résulte
B =pf. Dol v =4 & un renommage de variables prés, par conséquent B est inclus
dans C & un renommage de variables prés.
On démontre de méme que C C B & un renommage prés. O

S'il existe, 'ensemble complet minimal des E-unificateurs de ¢ et t' est noté BCMUg(t,t'). 11
est défini & un renommage de variables prés. Par convention, il est pris égal 4 I’ensemble vide
lorsque £ et ¢ ne sont pas unifiables. S'il existe un ensemble complet fini de E-unificateurs
de deux termes, alors il existe un ensemble minimal complet obtenu en supprimant les sub-
stitutions redondantes. Dans le cas contraire, il n'existe pas toujours d’ensemble complet et
minimal de E-unificateurs, comme le montre un exemple de Fages et Huet [15], ou bien dans
le cas de la théorie associative et idempotente [66], et dans les semigroupes idempotents {1].

En se basant sur P'existence et la cardinalité des ensembles minimaux complets d’unifica-
teurs, on peut classifier les spécifications (Siekmann et Szabo [68]). Mals Bitrckert, Herold, et
Schmidt-Schauss [6] ont montré qu'il existait une théorie qui n’est pas de type zéro lorqu’on
résoud des équations, mais qui devient de type zéro si on résoud des systemes d’équations.
1Is ont alors donné une classification qui prend en compte I'unification sur les systémes
d'équations. C'est cette classification que nous donnons ici. Nous supposons pour cela
que les définitions précédentes sont trivialement étendues aux systémes d'équations. Une
spécification (S, E) est dite

o de type unitaire si tout systéme d’équations a un ensemble minimal complet de E-
unificateurs contenant au plus un élément.

o de type finitaire si tout sysiéme d’équations a un ensemble wminimal complet de E-
unificateurs fini.

e de type infinitaire si tout systéme d'équations a un ensemble minimal complet de
E-unificateurs, et il existe au moins un systéme d’équations dont 'ensemble minimal

complet est infini.

o de type zéro s'il existe au moins un systéme d’équations qui n'admet pas d’ensemble
minimal complet d'un‘ficateurs,
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Une procédure d'unification est une procédure qui prend en entrée une équation et fournit
des E-unificateurs de cette équation. On dit que la procédure est compléte si pour toute
équation elle fournit en un texps fini un ensemble complet de E-unificateurs. On dit de plus
qu’elle eat minimale si cet ensemble est minimal.

Pour une spécification (S, E) on peut distinguer trois types de problémes relatifs a
'unification:

1. Peut-on décider si deux termes sont E-unifiables ?
2. Quel est le type de 'unification ?

3. Si 'unification dans (S, E) n’est pas de type zéro, trouver une procédure (efficace si
possible) d'unification qui énumere un ensemble minimal complet d'unificateurs.

Nous nous intéresserons dans cette thése au troisiéme probléme.

En vue de définir la surréduction dans les systémes de réécriture équationnelle, nous
introduisons le formahsme de C. Kirchner [44] qui englobe les différentes méthode de réécri-
ture équationnelle.

Définition 1.5 Soit E un ensemble d’axiomes. On appelle méthode d’unification mod-
ulo E toute application UNIFg qui & deux termes ¢, associe un ensemble de substitutions
UNIFg(t,?') tel que:

L. UNIFg(t,t') C BUE(t,t)
2. V)N V(t) = 0 = Filtreg(t,t') C UNIFg(t,1)

3. pour tous termes g,t et pour toute substitution p telle que D(p) N V(g) = @ on a
¥ € UNIFg(g, p(t)) = v.p € UNIFg(g,t).

<o
Remarque: La condition (2) assure la cohérence entre Ja méthode de filtrage et la méthode
d’unification utilisées, la condition (3) agsure que I'ensemble des unificateurs est suffisamment
stable pour que l'on puisse retrouver les propriétés classiques.
Définition 1.6 L'application Unifg qui & deux termes associe un ensemble de substitutions
est appelée générateur complet des unificateurs de la méthode UNIFE si pour tous termes
& i

1. Umfg(t,t') C UNIFg(t,1') (correction)

2. Vo' € UNIFg(1.¥), o € Unifp(t.t). 0 <pupeey o V(DU V(L) (complétude)

On dit que Unzfg est mininal si pour tous termes ¢,t:

Vo,p € Unife(t,t). (0 SFitisey p =0 = p)
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1.6.2 Résultats existants

Rappelons les principaux résultats connus, Distinguons plusieurs cas en fonction de la
spécification (S, E).

1. S ne contient qu'une sorte et E = . On parle alors d’unification syntaxique et
un @-unificateur est souvent appelé unificateur syntaxique. L'unification syntaxique est
unitaire, c'est & dire que I'ensemble complet minimal des unificateurs est formé d'un seul
élément appelé unificateur principal. Le premier algorithme d’unification syntaxique se
trouve dans les travaux de Herbrand [27]. Plus tard, différents algorithmes ont été étudiés.
Citons pour mémoire Robinson [63], ainsi que Martelli et Montanari [57].

Présentons sous la forme de régles d'inférence un algorithme d’unification syntaxique
dérivé de celui de Martelli et Montanari. Il s'appuie sur des conjonctions d’équations (ou
systemes d'équations). Le symbole A est le symbole de conjonction. F est un nouveau
symbole signifiant que le systéme n’est pas unifiable.

S A F(s10eey50) = fltae .- 1tn)
TASi=H A ... Asa=tn

(Décomposition-=)

(Collision-=) S Ao ) =gt sif#g
ooy SAz=tAz=t .o .
— L, e T
(Fusion-=) A eziAt=f o ¢ n'est pas une variable
Ces régles retournent ou bien F, ou bien un systéme dela forme z; =t; A ... A Tp =ta
ot les variables 21, . ..,z, sont toutes différentes. Dans ce dernier cas il reste & vérifier que

le systéme ne posséde pas de cycle de variables (voir [33,57]).

2. 8 ne contient qu'une sorte et E # @. Les problémes relatifs & I'unification ont été
étudiés pour des théories particulitres. La liste des résultats connus est donné dans (67]. Les
liens entre des classes particuliéres de théories (réguliére, collapse, finie, etc...) et le type
d’une théorie ont été étudiés dans [7].

Le probléme de la recherche d’algorithmes d'unification a été étudié d'une mamiére
générale. En premier lieu dans le cadre des systémes de réécriture confluents et noethériens
grace & la relation de surréduction. Nous en parlerons de maniere détaillée au paragraphe
suivant. Une autre approche, élaborée par C. Kirchner [43,42], cherche & systématiser la con-
struction d’algorithmes d'unification. Cette méthode utilise trois opérations: décomposition
et fusion définies comme précédemment par les régles (Décomposition) et (Fusion) (a la
différence prés que la structure de base est la multiéquation au lieu de I'équation) qui ne
dépendent pas de la théorie considérée, et d’une opération de mutation, qui elle, en dépend.
La difficulté réside alors dans la recherche d’opérations de mutation. La surréduction peut
dans certains cas étre utilisée comme une opération de mutation. Une troisieme approche a
été présentée par Gallier et Snyder [24]. Tl s'agit d’une procédure générale et compléte de
E unification décrite par des régles de transformation sur des systémes d'équation. Elle est
évidemment inefficace en général.

3. S contient plusieuss sortes. L'étude de l'unification dans les algébres ordo-sortée est
récente puisqu'elle remonte seulement 1983 [L1]. Dans ces algébres, I'unification syntaxique

n'est plus unitaire.
Proposition 1.4 [Schmidt-Schauss [65]]

Dans les signatures finies et réguliéres l'unfication est finitaire.
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C. Kirchner [46] propose un algorithme d'unification équationnel dans les algébres ordo-
sortées grice a une extension de la méthode d unification par décomposition, fusion, muta-

tion.

1.7 Surréduction

La surréduction peut &tre abordée selon deux orientations suivant le but recherché. Sile
but est de résoudre des équations dans des structures algébriques (unification), il s'agit d'une
orientation ”preuves de théoréme’. On souhaite alors trouver des méthodes d'unification
complétes dans des cas trés généraux. La complétude est privilégiée par rapport & l'efficacité.
Si par contre le but recherché est d’utiliser la surréduction pour interpréter des langages de
programmation, V'efficacité devient primordiale. On se contente alors de la complétude sous
des hypotheses restrictives. Dans cette thése, nous avons choisi la premiére orientation. Nous
utilisons la surréduction comme un moyen de résoudre des problémes d’unification, dans des
systémes de réécriture confluents et ncethériens.

Nous introduisons d’abord les définitions et résultats de base. Puis nous aborderons di-
verses stratégies améliorant la surréduction, en les classifiant selon qu'il s’agisse de stratégies
completes dans les systémes de réécriture confluents et ncethériens, ce qui correspond plutdt
& Porientation "preuve de théoréme', ou bien qu'il s’agisse de stratégies complétes sous des
hypothéses supplémentaires, mais plus efficaces, ce qui correspond 4 la deuxieme orientation.
Enfiu, nous citerons quelques autres travaux. Etant donné l'orientation de nos recherches,
nous détaillons surtout les travaux effectués sur les stratégies complétes dans les systémes
de réécriture confluents et noethériens.

1.7.1 Les bases

Surréduire consiste & instancier pour faire apparaitre un sous-terme réductible, et a
réécrire. La surréduction se différencie donc de la réécriture par l'ajout d’une phase d’ins-
tanciation.

La définition ci-dessous se situe dans le cadre trés général d'une spécification ordo-sortée
définie & I'aide d’un systéme de réécriture équationnel.

Définition 1.7 Une méthode d'unification modulo E, Unifg, étant fixée, on dit que le
terme ¢ se surréduit en ¢, & I'occurrence p, par la régle g — d et avec 'unificateur o, et on

note
tAop ot
si o € Unifp(tlp.g) et t' = o(tlp « d]).
o est appelée substitution surréductrice. t—f\ﬁ[p’Eg_,dV,] t' est appelée étape de RE-surré-
duction. On appelle relation de RE-surréduction la relation notée A-RE ot définie par

1ATE Y e 3 (g — doo) | Al gt

La fermeture réflexive et transitive de —4»"" sera notée 4> °. Une suite d’étapes de
RE-surréduction est appelée RE-surdérivation. ¢

Remarque: La surréduction contient la réécriture et si t-’\ﬁﬁ—d.@ t' alors o(t) ——»55_«] U
Dans le cas non équationnel (E = @), on remplacera la condition o € Unafe(t[p.g) par
o € ECMU(t|p.g).
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L'étude de la surréduction dans le cadre ordo-sorté est récente [72]. Dans les systémes de
rééceriture équationnelle non sortés, ta surréduction a d'abord été étudiée pour la R,E-réécri-
ture [39], puis dans un formalisime (utilisé dans la définition ci-dessus) intégrant toutes les
formes de réécriture équationnelle (C. Kirchner [44], H. Kirchner {48]).

Dans la suite de cette section, nous supposons que E = @ et que la spécification n'est pas
sortée. Le systéme de réécniture R est fixé et implicite. Pour une meilleure lisibilité, nous
redonnons sous ces hypothéses la définition de la surréduction.

Définition 1.8 On dit que le terme ¢ se surréduit en ¢, & I'occurrence p, par la régle g — d,
et avec l'unificateur o, et on note

t"‘\"’[p.gMd,o] t
si ¢ est I'unificateur principal de t|p et g, et ¢ = o{tfp « d]). ©

Exemple 1.1 Soit la régle de réécriture v+ f(0) — 0. Alors
h{f(2)) Ap1 .2 p0) R(O)

On retrouve ici la définition de Hullot [36,35). Pour prouver que la surréduction fournit une
procédure compléte d'unification, Hullot a d'abord montré qu'il existait une correspondance
entre réécriture et surréduction:

Proposition 1.5 [Hullot] Sotent ty un terme et py une substitution normalisée. Posons
1) = polto). A toute dérivation issue de ty:

t6 “po.go—do) = pn-1gn-1—dn-1] th (1)

on peut associer une surdérivation 1ssue de tq et effectuée aur mémes occurrences et par les
mémes régles:

to N Ypg,go—do 0] 11 e A g1 —daron] I (2)

et pour tout 2 € {1,...,n} une substitution p; telle que

o 8= p(t)

o po=pioict-. .00 [V(to)]
Nous avons défini la surréduction sur les termes. Il est facile de 'étendre aux équations en
considérant que = est un nouveau symbole binaire de fonction, les équations apparaissant
alors comme des termes. Sit =1 Ao 5 = s' o ¢ est la composée des substitutions
surréductrices, et si s et s’ sont syntaxiquement unifiables par u, alors p.o(t = t') = pls) =
(s'). Puisque p(s) = p(s) 1l résulte p.o(t) =g po(t), donc jo est une soluiion de & =1,

Réciproquement, soit § une solution normalisée de 1'équation ¢ = t'. Sile systéme de
réécriture R est confluent et ncethérien, alors 8(t = ') = s = s. D’aprés la proposition
précédente t = t' Ay n = t' ot o est la composée des substitutions surréductrices, et il
existe p tel que § = p.o [V(t=1)].

La surréduction fournit donc une procédure d'unification correcte et compléte dans les
systémes de réécriture confluents et neethériens.
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Théoréme 1.6 [Hullot] Soit R un systéme de réécriture confluent et nethérien. L’ensemble
des substitutions o telles que

1. il eziste une surdérivation
= tG—N"[al: BT 4"[‘,"] Ty t;
telle que t, et t], soient syntaziguement unifiables par l'unificateur principal 6

2. 0 =8.0,...01 et 0 est normalisée

est un ensemble complet de R-unificateurs de to et &,

Exemple 1.2 Considérons deux opérations binaires +, *. On suppose que + est idempo-
tent, admet un élément neutre & droite 0, et que 0 est absorbant pour *.

R={ mn: g+y —y
T2: y+0 >y
r3: y*%0 —0}

R est confluent et neethérien. En résolvant z + (0 * y) = 0 par surréduction, on obtient:

244D 20 H0py 000 (049) = 0oy 0 =0 (1)
P2 +0=0 =) 220 (2)
‘N"[rx.r/()] 0=0 (3)

La branche (1) donze la solution (z/0 % 0,y/0) qui n'est pas normalisée. Les branches (2)
et (3) donnent toutes deux la solution (2/0,3/0). Le singleton {(z/0,5/0)} est donc un
ensemble complet de R-unificateurs de x + (0% y) et 0.

Les premiers travaux sur la surréduction (narrowing en anglais) se trouvent dans les
articles de Slagle [70], Lankford [52] et Fay {17,16]. Dans ces articles, I’étape de narrowing
était la composée d’une étape de surréduction (au sens de la definition 1.8) suivie par la mise
en forme normale du résultat. Nous préférons lui donner le nom d’étape de surréduction
normalisante, Mais contrairement & Fay, on ne supposera pas que le terme & surréduire est
en forme normale.

Définition 1.9 Une étape de surréduction normalisante est définie par:
t—'\M”[pJ_d‘,,} t = t_l\l"lp‘g_.d‘a] trett =t

<o
Théoréme 1.7 [Fay] Le théoréme 1.6 est encore vrai pour lo surréduction normalisante.

Pour désigner la surréduction normalisante, on trouve parfois l'expression "narrowing with
eager reduction”. comme dans [38].
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1.7.2 Stratégies complétes

Soit ¢ une solution de ¢ = ¢, la proposition 1.5 montre qu'a chaque dérivation (1) allant
de o(t = t') & sa forme normale, on peut associer ume surdérivation (2) qui, d’aprés le
théoréme 1.6, fournit une solution plus générale ou égale & 0. Comme il existe généralement
plusieurs dérivations allant de o(t = ¢) & sa forme normale, il y a redondance. L'idée est
alors de limiter leur nombre en introduisant une stratégie ST de normalisation de o(t = '),
4 laquelle on associera une stratégie ST” de surréduction de ¢ =¢'. Pour que cette méthode
reste compléte, il faut, comme dans la proposition 1.5, qu'a toute dérivation (1) issue de
o(t = t') suivant la stratégie ST, on puisse associer une surdérivation (2) issue de ¢ = ¢’
suivant la stratégie ST’. Etudions les différents cas possibles.

1. ST est la stratégie de bas-en-haut (innermost). II est bienwévident que (1) est de
bas-en-haut n'implique pas que (2) soit de bas-en-haut car (2) est moins instanciée que (1).
Par contre, apres une étape de réécriture de bas-en-haut t) —p, i d; 0] tie1o 12 partie de
t},, provenant de o, c'est & dire située sous d;, est normalisée. Elle ne pourra donc pas étre
réécrite. Alors dans (2), la partie de ;41 située sous d; n’est pas surréduite. Par conséquent,
la solution o peut &tre trouvée sans surréduire cette partie. Hullot a formalisé cette idée
en définissant la surréduction basique, a prouvé sa complétude et a donné une condition
suffisante de terminaison.

Définition 1.10 [Hullot] Soit une surdérivation

to M gi—di ] ¥ Pl gn—di o] b

et Uy, ..., U, des ensembles d’occurrence de non variable de fg, .. ., 2, respectivement. Cette
surdérivation est dite basique si Uy = O(tg) et pour tout 2, p; € U; et

Ui=(U—-{vel,w >ph)U{piv, vE O(dx)}
Si Uy # O(ty), cette surdérivation est dite basée sur Us. <

Par abus de langage, on utilisera le mot basique pour désigner une surdérivation basée sur un
certain ensemble Uy non spécifié. Pour chaque ¢ € {0,...,n}, les éléments de U, sont appelés
occurrences basiques, tandis que les éléments de O(¢;) — U; sont appelés occurrences
protégées.

Exemple 1.3

R={ n: [0.5) ~3
g g(0) — 0}

Le symbole % désigne les occurrences protégées. La surdérivation suivante est basique:
Flu g2} e 0 F5,0) %m0 0
Par contre, celle-13 ne I'est pas:

f(yv g(l)) J’—’[6.1‘1 /0] %g(z) —Nﬁk,rz,z/()] 0

Remarquons que toute réécriture de bas-en-haut est basique (la réciproque est fausse) et que
Ja réécriture basique n'est pas confluente.

19




Théoréme 1.8 [Hullot] Le théoréme 1.6 est encore vrai quand on se restreint ¢ des surdé-
rivations basiques (i.e. basées sur Oty = tf) ).

Proposition 1.9 [Hullot] Si toute surdérivation basique issue d’un membre droit de régle
de réécriture termine, alors toute surdérivation basigue termine.

En particulier, si les membres droits de toutes les régles de réécriture sont des variables, la
surréduction basique termine.

2. ST est la stratégie de gauche a droite (leftmost). Mais dans la proposition 1.5, (1) est
de gauche a droite n’implique pas que (2) le soit. Par contre, aprés une étape de réécriture
de gauche a droite t} —,, ;. —.d; ;] ti41, 12 partie de t], située & gauche de p; est normalisée.
Elle ne pourra donc pas étre réécrite. Alors dans (2), la partie de ¢4 & gauche de p, n’est
pas surréduite, Par conséquent, la solution o peut &tre trouvée sans surréduire cette partie.
Herold [29] a formalisé cette idée et 1'a combinée avec la surréduction basique, pour obtenir
la surréduction basique de gauche & droite.

Définition 1.11 Soient v, v’ deux occurrences. On dit que v est & gauche de o', et on note
v < v §'l existe des occurrences p,w,w’ et deux entiers j,j’ tels que j < j/, v = p.jw,
vV=pjw. O

Définition 1.12 [Herold] Soit une surdérivation

oMy gy —dyon) o Ml gn—dn,on] B

et Up,...,Un des ensembles d’occurrence de non variable de tg,. . ., 1, respectivement. Cette
surdérivation est dite basique de gauche a droite si Uy = O(t;) et pour tout i, p; € U, et

U1 =Ui—{v €U, v>piouvdp})U{p., veO(d)}
Si Ug # O(tp), cette surdérivation est dite basée de gauche a droite sur Up. ©
Par abus de langage, on utilisera le mot basique de gauche & droite pour désigner une
surdérivation basée de gauche & droite sur un certain ensemble Uy non spécifié. Pour chaque

i € {0,....n}, les éléments de U, sont appelés occurrences basiques, tandis que les
éléments de O(t;) — U; sont appelés occurrences protégées.

Exemple 1.4
R={r: g(0) -0}

Le symbole % désigne les occurrences protégées. La surdérivation suivante est basique de
gauche & droite:

F(g(2), 969} 701 .o po) £(0,9(y)) Hopp,r,p0) £(0.0)

Par coutre, celle-ci ne I'est pas:
F(g(x),9(¥)) Hrpa.r ypo) F(%g(2),0) Ay .20y F(0,0)
On peut remarquer que toute réécriture "leftmost-innermost” est basique de gauche & droite.

Théoréme 1.10 [Herold] Le théoréme 1.6 est encore vrai quand on se restreint & des sur-
dérivations basiques de gauche d droite (i.e. busées de gauche & droite sur Oty = t)).
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On pourrait évidemment définir de la méme maniére la surréduction basique de droite &
gauche. Bosco et al. [4, page 284] donnent une procédure indéterministe qui contient toutes
les stratégies possibles dans le sens de la largeur. La surréduction basique de gauche & droite
est donc un cas particulier de leur procédure.

3. ST est la stratégie de haut-en-bas (outermost). Il n'est pas possible d’opérer comme
précédemment, car aucune partie d'un terme obtenu par une étape de réécriture de haut-en-
bas n'est assurée étre normalisée. La stratégie "outermost” de Martelli,Moiso,Rossi [54,55]
n'est pas une stratégie de surréduction qui, dans la proposition 1.5, correspondrait a une
stratégie de réécriture "outermost”, mais est une formulation différente de la surréduction.
En particulier, la surréduction n’est appliquée qu'en téte des membres des équations, mais
le calcul de la substitution surréductrice ne provient pas d’une unification syntaxique, mais
d’une unification modulo le systéme de réécriture R. Par rapport & 'approche traditionnelle
(définition 1.8), cela peut changer I'ordre d’application des régles de réécriture, comme le
montre 'exemple qui suit.

Exemple 1.5

R={ n: flolz") - f(@)
i h(0) —g(0)}

L'équation f(h(z)) = f'(y) se surréduit en:
F(h(2)) = £/ (@) Ay 270 F(9(0)) = f' (W) =4y F1O) = £(0)
On trouve donc la solution z/0, y/0. Par la méthode de Martelli et al., on obtient

Fh@) = fy) —py) 9(&) = hiz) A F1(3) = ()
—ir) h(Z) = h(0) A g(z') = g(0) A f'(z') = f'ly)
—z=0Ay=0

Er outre, cette méthode contient d’une maniére intrinséque la détection des collisions {clashes),
que nous allons introduire maintenant.

11 n’est pas rare que la procédure d’unification par surréduction cherche indéfiniment les
solutions d'une équation qui n’en a manifestement pas.

Exemple 1.6
r: flg(z)) = f(z)

1l est clair que Uéquation h(f(y)) = g(z) n'a pas de solution. En la résolvant par surréduction,
Pespace de recherche est infini:

R(f () = 9(2) Moprygqn P () = 9lz) e -

Dans cet exemple I'équation & résoudre n’a pas de solution car les symboles de téte de ses
membres sont des symboles décomposables. .

Définition 1.13 Soit R un systéme de réécriture. Le symbole de fonction (ou de constante)
f est dit décomposable dans R s'il n'est le symbole de téte d’aucun membre gauche de

régle de R. ©
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Proposition 1.11 Toute équation de la forme f(...} = g(...) ot f, g sont des symboles
décomposables et f # g, est sans solution. On dit gu’il s’agit d’un cas de collision.

Si par contre f = g, on peut alors simplifier I'équation.

Proposition 1.12 Toute éguation e de la forme f(s1,...,5,) = f(t1,...,tn) 0% f est un
symbole décomposable a les mémes solutions que le systéme S d’équations sy =1ty,...,5, =
t.. La transformation de e en S est appelée décomposition sur les symboles décom-
posables.

La décomposition sur les symboles décomposables, combinée avec la détection des collisions,
font terminer la surréduction plus souvent, et réduisent I'espace de recherche. Ces 1dées ne
sont pas nouvelles puisqu’on les trouve décrites par Fribourg dans [19] & V'aide de construc-
teurs. Malheureusement, elles ne 8’appliquent plus dés qu’un des membres de I'équation a
en téte un symbole non décomposable.

Exemple 1.7
i flg(z)) = f(z)

L’équation f(y) = g(z) n’a pas de solution car toute surdérivation qui en est issu est de

la forme f(y) = g(z) 4> f(...) = g(...), donc conduit & une équation non unifiable
syntaxiquement. En la résolvant par surréduction, 'espace de recherche est infini:

F@) = 9(2) Mpeypon fw) = g(2) He

L'approche de Sivakumar et Dershowitz [69] permet d'exploiter tous les symboles, y compris
les symboles non décomposables. Elle est fondée sur le fait que pour trouver une solution
d'une équation donnée, il faut la transformer par surréduction en une équation dont les
membres ont les mémes symboles de téte. Grace & un graphe de portée d’opérateur, seules
sont calculées les étapes de surréduction susceptibles de conduire & une solution. Cette
méthode appliquée a I'exemple précédent aurait généré un espace de recherche fini.

1.7.3 Stratégies complétes sous des hypothéses supplémentaires

Introduisons d’abords quelques définitions. Supposons que les symboles de fonction
soient divisés en constructeurs et en opérations définies. Un terme est dit “innermost”
(Fribourg [22]) si son symbole de téte est une opération définie et si ses sous-termes stricts
ne contiennent que des constructeurs et des variables. Un systéme de réécriture est dit
"lhs-innermost” si les membres gauches des régles sont des termes "innermost”. Dans un
tel systéme, un méme symbole ne peut pas 8tre & la fois en téte d'un membre gauche d’une
régle, et dans un sous-terme strict d’un membre gauche. On en déduit que le systeme

s{p(z)) - =

p(s(z)) = =
n’est pas ”innermost”.

Padawitz (58] a défini une surréduction linéaire "leftmost-outermost”, et sous une hy-
pothese trés restrictive (UNI page 252) montre qu'elle fournit une procédure d'unification
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complite. You [74] propose le "outer narrowing”, et montre sa complétude dans les systémes
de réécriture "lhs-innermost”, linéaires a gauche, et sans paire critique. Il montre aussi que
cette stra‘égie fournit des ensembles minimaux de filtres pour des termces ayant des variables
disjointes. Une autre stratégie est donnée par le "lazy narrowing” de Reddy [60].

Fribourg [22] a défini la surréduction “innermost”. Cette stratégie consiste & ne surréduire
les termes qu’a une seule occurrence "innermost”, dont le choix est indéterministe. Par rap-
port 2 la surréduction ordinaire, ol toutes les occurrences des termes doivent étre surréduites,
cette stratégie apporte certainement un gain important d'efficacité. Mais sa complétude est
assurée en supposant que le systéme de réécriture réécriture est.”lhs-innermost” et que tout
terme "innermost” clos est réductible. Dans [21], Fribourg donne une formulation de la
surréduction "leftmost innermost” avec simplification par réécriture, et a 'aide de clauses
de Horn.

La surréduction est utilisée dans de nombreux langages de programmation, comme dans
EQLOG [26], SLOG [22], FUNLOG (73], QUTE [64]. Dans LEAF (3], la surréduction
est directement intégrée dans le procédé d'inférence sous forme de "flat resolution”. La
procédure d’unification de Bosco et al. [4], dont nous avons déja parlé, pourrait étre intégrée
directement dans un processus de résolution puisqu'elle est exprimée sous la forme de "fiat
SLD-resolution”.

1.7.4 Autres travaux

Quand on résoud une équation ¢ = t', on cherche en fait les substitutions o telles que
o(t = t') soit un théoréme. Mais il est fréquent de ne s'intéresser qu'a la résolution inductive
d’équations: on dit qu'on résoud t = ¢’ inductivement si on cherche les substitutions o telles
que o(t = t') soit un théoréme inductif. Fribourg (18] a montré que la surréduction pouvait
apporter une réponse efficace & ce probléme, & condition de connaitre des théorémes inductifs,
et d’intercaler entre les étapes de surréduction des étapes de réécriture par ces théorémes
considérés alors comme des régles de réécriture.

La complétude de 'unification par surréduction a été étudiée dans les systémes de réé-
criture non ncethériens {76,75,31]. La surréduction a été étudiée et montrée complte [23, p.
37] dans les systémes obtenus par la procédure de complétion sans échec ”Unfailed Knuth-
Bendix” [32,2], ces systémes pouvant comporter des équations non orientées. Elle a été
étendue au cas de la réécriture conditionrelle, lorsque la précondition est une conjonction
d’équations [37,40,41].
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Chapitre 2

La surréduction normalisante

Ce chapitre traite de la surréduction normalisante, relation formée d’une étape de surréduc-
tion suivie de la mise en forme normale du résultat. Il est constitué d'un article écrit en
collaboration avec C. Kirchner, H. Kirchner et P. Lescanne, et publié sous forme abrégée [62]
lors de la premiére ”Conference on Rewriting Techniques and Applications”.

Le logiciel REVE [53] est un laboratoire de réécriture, qui implante, entre autres fonc-
tionnalités, la procédure de complétion de Knuth-Bendix. Il permet donc de fabriquer des
systémes de réécriture confluents et noethériens. Nous savons que dans de tels systémes, la
relation de surréduction est une méthode d’unification compléte. Nous avons voulu intégrer
la surréduction dans REVE comme méthode d'unification, en utilisant une idée de Der-
showitz [12], qui montrait que la surréduction pouvait étre vue comme une complétion par-
ticulidre. Nous avons développé cette idée, montré de maniére précise comment transformer
la procédure de complétion en procédure de surréduction, et implanté ainsi la surréduc-
tion dans REVE. Cette idée est aussi développée dans [13], dans un contexte de langage de
programmation.

La complétion de REVE normalise systématiquement les paires critiques. Cette par-
ticularité n’a pas été modifiée, ce qui implante en réalité non pas la surréduction, mais
la surréduction normalisante qui est plus efficace. Fay [16] montra sa complétude, ie. la
fait qu'elle donne une méthode d'unification compléte. Nous donnons ume autre preuve
de complétude, qui présente 'avantage de bien faire ressortir les concepts de surréduction
et de surréduction normalisante. D’autre part, les raisons pour lesquelles la surréduction
normalisante est compléte y apparaissent de maniére plus explicite.

Dans le but de réduire I'espace de recherche, nous avons montré qu'il était inutile de
parcourir les branches qui sont des instances d’antres branches. D'autre part, lorsque I'arbre
des surréductions normalisantes issu de 'équation & résoudre est infini, ce qui n’est pas rare,
la méthode reste compléte mais ne permettra pas en pratique de trouver & coup sur un
ensemble complet de solutions. Fages [14] a montré qu'on pouvait décrire l'arbre finiment

*

quand la divergence était provaquée par des boucles du type eg =W e, ol eg est I'équaiion
3 résoudre, Nous avons généralisé cette idée en montrant que lorsque l'arbre est infini, mais
que l'ensemble de ses nceuds est finl, un ensemble complet de solutions peut étre décrit par
un langage régulier, en considérant que les symboles du langage sont des substitutions et
que la concaténation est la composition (en sens inverse) des substitutions. Ce langage sera
en fait défini par son automate. Il est ainsi possible de décrire toutes les solutions d’une
équation méme s'il n'existe pas d'ensemble générateur fini.

La résolution linéaire de Prolog et la surréduction présentent des similarités. Mais, si on
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compare la résolution avec la surréduction normalisante, on voit que cette derniére effectue
en plus une étape de normalisation qui simplifie I'expression obtenue. Les langages de pro-
grammation logique qui combinent ces deux stratégies (résolution et simplification) sont de
bons candidats pour succéder a Prolog.

Larticle est structuré comme suit. Le paragraphe 1 introduit le sujet et expose un ex-
emple d'éxécution de notre implémentation dans REVE. Le paragraphe 2 contient la preuve
de complétude de la surréduction normalisante, une procédure appelée NARROWER qui
ressemble beaucoup a la procédure de complétion de Knuth-Bendix, et la preuve que NAR-
ROWER réalise la surréduction normalisante. La propriété qui affirme que les branches
qui sont instances d’autres branches sont inutiles est donnée et prouvée au paragraphe 3.
Les quelques différences entre NARROWER et la procédure de complétion sont exposées
au paragraphe 4. Le paragraphe 5 explique comment décrire I'ensemble des solutions par
un langage régulier. Et pour terminer, le paragraphe 6 fait le lien entre la programmation
logique et la surréduction normalisante. On trouvera en appendice 'exemple classique du
coloriage de carte, résolu par NARROWER.

Dans ce papier, la surréduction s’appelle U-réduction (U pour unification) et se note
~"—, tandis que la surréduction normalisante s'appelle narrowing et se note ~~"—,

— e e
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1. INTRODUCTION

In this paper, an algorithm based on narrowing for solving equations
in equational theories is proposed. The originality of the method is that
we use the narrowing relation with normalization. Some results on narrow-
ing are given and proved. The correctness and the completeness of the algo-
rithm are also proved and an implementation called NARROWER is described.
It is made by extending the software REVE. Some experiments are also
presented. The algorithm and its implementation have the nice property that
when the set of solutions is infinite, it can often describe the solutions
as the words of a regular language, using a finite automata. We alsc try to
show the connection of such an algorithm with the design of a logic pro-

gramming language, the purpose of which is to solve equations.

We would like to explain our ideas on an example. As usual, we suppose
that we provide a convergent set of rules that some people would call an
"abstract data type” and cothers an "universe”. We give an example in the
classical frame of the integers. A convergent set of rules, later referred

to as R, for describing properties of INTEGER is proposed in Figure 1.

(#) This research was supported by the GRECO of pro-
grammation.
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% relations between constructors 1..2
s(p(x)) = x
p(s(x}) = x

% definitions of ”+”

(0 + x) = x

(s(x) +y) = s{(x +y))
(p(x) +y) = p({x +y))

% proprieties of ”+”

(x +0) =2 x

(x + s(y)) = s{(x +y)

(x + ply)) = p((x +y))

((x +y) +2) = (x+ (y + z))

% definitions of ”-”
-(0) =0

-(s(x)) = p(~(x))
-(p(x)) = s(-(x))

% proprieties of "-”
~(-(x)) = x

(-(x}) +x) =0

X+ -(x}) >0

(x + (<(x) + 2)) = 2

(~(x) + (x +2)) = 2

-({x + y)Y) 2 (~(y) + -(x))

% definitions of "»”

(0« x) >0

(s(x) »y) = (y + (x » y))
(px) % y) = (-(y) + (x » y))

% proprieties of "s”
(x » 0) 2> 0
(x # s(y)) = ((x % y) + x)
(x * p(y)) = ((x *y) + -(x))
Figure 1. A possible specification of INTEGER.

In this framework, we may want to solve classical equations as we
learn in high school, such as linear equations or quadratic equations. This
works well with NARROWER. Suppose we would like to know the solutian of

the equation

2x - 1=1

that we code here into
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x + x + p(0) = s(0).

We just type the command narrow followed by the equation and the system

starts by adding a rule of the form

whose superposition with a term means that a solution is discovered. The
new set of rules will be called Rl1. NARROWER also creates a pair of terms

of the form

<t === t?, solutian(xl,...,xn)>

where the right-hand side is for storing parts of the substitutions. Then
it is ready to compute the solution of the equations. In some cases
t === t’ unifies with x ==z x, which means that t can be made equal to t’
by & substitution r. T(xl""'xn) is a solution of the equation. Other-
wise the left-hand side t === t’ is compared with the left-hand side g of a
rule g = d in R. More precisely a unifier of g with a subterm of t is
looked for. If such a unifier o exists, say at occurrence u, then NARROWER
creates a new pair of the form
Co(t === t")[u < a(d)}], solution(a(xl),...,c(xn))>.

Usually, this last pair can be reduced by R, thus it could be more useful

or more efficient to werk only with the normal forms. Thus NARROWER appends

a pair ¢s === §’, solution(tl,...,tn)> where s === s’, tl""’tn are the
normal forms of the previous terms. The process that goes from t === t' to
s === s’ is called narrowing. In the previous example, the system first
reduces

{x + x + p(0) === 5(0), solution(x)>

to

<p(x + x) === s(0), solution(x)>.

It then superposes the pair with 0 + x — x which gives
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<p(0) === s(0), solution(0)>

that leads to no solution. It also superposes, among others, with

s(x) + y = s(x + y) which gives

<p(s(x + s(x)) === s(0), solution(s(x))>

before reduction and

<s(x + x) === s(0), solution(s(x))>

after normalization. This pair superposes with 0 + x = x and produces

<s(0) === s(0), solution(s(0)})>

which superposes with x === x — true yielding

<true, solution(s(0))>

showing that x / s(0) is the solution. In Appendix, we will look at other

example.

In Section 2, we introduce the basic concepts and notations, including
the narrowing process and the NARROWER procedure. In Section 3, we describe
how this procedure can be optimized and we give more details on our imple-
mentation in Section 4. In some cases the solutions i.e., the substitutions
generated by the system are infinitely many, but they usually share the
same structure and can be described as the words of a regular language.
One of the originalities of the procedure proposed here is that it discov-
ers reqularities and suggests an finite automata to describe infinite sets
of solutions. This feature is explained in Section 5. In Section 6, we use
examples to show what can be expected from such a procedure from the logic

programming point of view.
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2. NARROWING

In this section we introduce the concept of narrowing and show that it
provides a complete method for solving equation in a theory described by a
confluent and noetherian term rewriting system. The following notations
and properties are valid for the whole paper. They are consistent with
[10,13].

Let A be an equational theory, and R a convergent (that is confluent
and noetherian) term rewriting system equivalent to A. F is the set of
symbals of A, X a set of variables, and T(F, X) the set of terms on F and
X. For each t € T(F,X), V(t) is the set of variables that occurs in t. =
is the rewriting relation derived from R and tiR denotes the normal form of
the term t wusing R. t{u*t’'] is the term obtained from t by changing the

subterm of t at the occurrence u by t’.

Substitutions o are defined as endomorphisms on T(F,X) that extend
mappings from X to T(F,X) with a finite domain D(o). A substitution o is
denoted by ((xl/tl)""’ (xn/tn)}. o|W is the restriction of the substitu-
tion o to the subset W of X and I(c) is the union of all V(o(x)) for any x
in D{o). We note o=o’ [W] iff o|W = o’ |W.

We write < the subsumption quasi-ordering on T(F,X) defined by:
t<t’ iff t’= o(t) for a substitution o (called a match from t to t’). Com-

position of substitutions o and p is denoted by o.p .

Given an equational theory A, two terms t and t’' are said to be
A-unifiable [17,9] iff there exists a substitution o such that
a(t) A o(t’). o is also called an A-solution of the equation t=t’. Given a
subset V of X, we define oSAc'(V] iff a':Ao".c [V] for a substitution o”.
If V=X, V is omitted. X is a complete set of A-unifiers of t and t’ away

from W containing the set V of the variables of t and t’ iff:

® for all o€, D(o) €V and I(o) NW = B (The goal of this technical

restriction is only to avoid conflict between variables)

@® for all o€X, of(t) N a(t’)

30




® for all unifiers o', there exists an o€¥ such that o SA o'[v].
In addition I is said to be minimal if it satisfies the further condi-
tion:

for all ¢ and o’€Z, o §A o’ implies o=0’.

An A-unification algorithm is complete if it generates a complete set

of A-unifiers. Note that this set may not be finite.

2.1. The narrowing: a eethod for solving equations in equational theories

The interest of the narrowing is to reduce the problem of unification
in an equational theory A to the well-known problem of term unification,

provided a convergent term rewriting system equivalent Lo A exists.

2.1.1. Definitions

Informally, the narrowing of a term consists of three steps. First, a
substitution is used to create a subterm o(t) that matches a left hand side
of a rule in R. Second, this rule is applied to o(t) in order to reduce 1t
to s. The third step computes the R-normal form of s. Let us remark that
if t is a term, W a finite set of variables containing V(t) and g — d a
rule of R, it is always possible to rename the variables of g such that the

intersection of V(g) and W is empty. W’ is the union of V(g) and W.

Definition 1:[4] Let t and t’ be two terms, u a non variable occurrence of
t, g = d a rule of R and o a substitution, we write
t -""->[u, g—d, o] t’
1ff
- The subterm of t at the occurrence u (written tlu) and g are unifiable,
and o is the most general unifier of these two terms away from W’'.

-t = o(tlu—d])iR

The substitution o is called a narrowing substitution, the process
that transforms t into t’ is called narrowing, and a narrowing derivation
(written -"#"-> or -""->#) is any sequence of narrowings issued from a
term. The transformation of t into o(t[u*-d]) is sometimes called paramodu-

lation (written -"->}. We propose the name U-reduction (U for unification).
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Remark: It is obvious that t -~"-3[q] t’ implies o(t) —+ t’,

2.1.2. Connection between narrowing and rewriting

This lemma shows the connection between some substitutions, the

rewriting relation, and the U-reduction.

LEMMA: et s-be a normalized term, & a substitution such that
&|V(s) is normalized
8(s) —[u,g—d,0] £
Then there exists a term sl and two substitutions 8 and 61 such that:
s -"->[u,g—d,8] s
8,(s)) = £
61|V(sl) is normalized
8 = 61.0 [D(&) U v(s)]

In addition, if sl x5

1

N =
then t1 ¥ t, and we have 61(52) =t . O

2’ 2 2

Remark: The first part of the lemma says that if s is not reducible, but
5(s) is reducible at the occurrence u using g —* d, there exists a most
general substitution 8 such that 8(s) is reducible at the same occurrence
by the same rule. This generates a U-reduction and produces a term s If
sy is reducible then the rules that reduce sl can be lifted by 61, fer

reducing tl. So, we have the schema:

8(s) *[u,gd,a] t —=xt
1 t12
| & | &
|

S

-"->{u,g—d,8] s) —x s,

One can see that the lemma is st1ll valid when s is not a normalized term.

Proof: The first part is from J.M.Hullot[11l]. The second part comes from

the stability by instanciation of the rewriting relation. [J

The next theorem makes up relation between rewriting and narrowing. A
similar result was proved by J.M.Hullot[1l] with the U-reduction. The
difference with Hullot’s result is the following. Since narrowing is used

and then normalization are performed at each step, the correspondence
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occurs only at the end.

THEOREM 1: Let s be a term, 5 a substitution such that &[V(s) is normal-
ized.
With any derivation issuing from &(s): &8(s) —» t_, we can associate a nar-
rowing derivation issuing from s: s -""->%[8] s, such that
there exists a substitution én and a term tn that satisfy:

a) 5n(sn) =t

b) t st

n
c) Gnlv(sn) is normalized
9 &=8 .68 [D(&) UV(s)] O

Resark: We have the following schema:
8(s) 2« t st
p n
16 |6
n
| |
s -"r->x(8] s

Proof: By noetherian induction on —*. We denate &(s) by t.
If t is not reducible, the theorem is obvious.

Otherwise t is reduced by a rule, say ¢ = d

t = [u,g—d,q] t1 and t  —# tp.

|
Thus, from the previous lemma, there exists a term 51 and two sub-
stitutions 81 and 61 such that:
s —‘—>[u,g—*d,911 s
61(51) = tl

élfV(sl) 15 normalized
5= 8.8 [0(8) U V(s)]
Eiw. . N . &
In addition, if s, Tx s, then tl * t2 and we have 61(52) = tz.
If we choose s, = sllR, we have a parrowing redéiction ¢ - °" > Sy
Therefore the next diagram follows:
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o

//)7¢ p \\X'

t =t st —x t by confluence

t o a

|& Is |s

1 1
! l l
== —
S : > s T 52
1

Since t —*+ tz, we can use the induction hypothesis from tz. Thus:
With the derivation tz % tq , we can associate a narrowing deriva-
tion issuing from Syt

t
/“ p\
(3
t 2t et xt Ox t
1 P @ qn
|6 |8 (6 |8
1 1 n
I | | |
S

such that there exists a substitution én and a term tn that satisfy:
+ -
a') 6n(sn) = tn
b2 ) br =it
q n
c’) 5n|V(sn) is normalized
’ o
d') &) = (8.8,) [D(8)) U ¥(s))]

Therefore the next diagram follows:

t Pt It
) g "
|8 |8
[ o
5 s
n

0 = 82.81

Therefore a), b), c) are satisfied.

Let us prove d): & = (5n.9) [D(&) U v(s)]
we recall that & = & .6, [D(8) U V(s)]
Let x be a variable in D(8} U V(s), The substitution 81 is

defined up to a variable renaming, we can choose it such that
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for any variable y € D(§) U V(s), V(Bl(y)) c 0(61).
Therefore &(x) = 61.61(x) = 5n.az.el(x)
Hence &(x) = 6n.92.61(x) = 5n.9(x). 0

2.1.3. A method for equations solving

We now make clear the connection between the narrowing process and the
solutions of equations in an equational theory described by a convergent
term rewriting system R. Let to = t’o be the equation to be solved. The

method consists of building from (to = t'.) all the possible narrawing

0
derivations and to collect the corresponding narrowing substitutions, until
we obtain equations (tn 2 t'n) such that tn and t’n are unifiable. The
unification problem in the equational theory is then reduced to the narrow-

ing together with the standard unification of terms.

To establish the correctness and the completeness of this method is
the purpose of the following thearem. Correctness means that the method
provides effectively solutions of the given equation (tO:t’o). Completeness
means that for any solution 8, the method provides a sclution o such that o
is less than or equal to 8 for the subsumption quasi-ordering sA on substi~
tutions. Similar results on narrowing were established by J.M.Hullot

[12,11], but only for U-reduction, while ours are for narrowing in general.

The normalization step that distinguishes narrowing from U-reduction
improves both the efficiency of the method and the termination of the pro-
cess. for instance, consider the confluent and noetherian rewriting system
defined by the rules:
g(f(x,y)) = gly), hig(y)) = b

where b is a constant symbol.

With the U-reduction the term h(g(y)) reduces in itself, thus we have
h(g(y)) -"-> h(g{y}) -"=> .... ="=> h(g(y)) which does not terminate,

while using narrawing, h(g(y)) rewrites into b, and the process terminates.

In order to iterate the narrowing process on the two terms in paral-
lel, we introduce a special operator === which does not belong to the
operator set F, and the process starts with the term t -::t’o. It is obvi-

’

o
ous that if t ===t’_ -""-> t then t can be written as ti===t

0 0 i
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THEOREM 2: Completeness theorem:

Let to, t'o be two terms and B be the set of substitutions o that satisfies
the following conditions:

- There exists a narrowing derivation issued from t0===t’0

to===t’ "o ]t ===t tto[e] L., -“->[an] tﬂ:::t'n

such that tn and t’n are unifiable by the most general unifier f
~q= ﬂ.an...cl
Then B is a complete set of R-unifiers of to and t'o.
The theorem is still valid if we add the condition: on...a1|v(to===t’o) is

normalized. O

Remark: This result was proved by C.Kirchner[15] by a simpler method, but

without a normalization condition on the substitution composition

(an...ol)IV(to=:=t’o).

Proof: a) correctness: Let us show that o is a R-unifier of to and t'o.

) 2wt ===t
1

i . ——t?
For all i € {1,..,n}, we have: ci(ti—l"'t i

Thus a(t0===t'o) = B.cn....al(tozz:t’o) o
e o oy (tsmat ) e x fuo (tssst? )
¥ B(tnszzt’n)

We get o(to) =R B(tn)
c(t’o) =R ﬁ(t’n).

And since by hypothesis B unifies tn and t’n, we have a(to) =R c(t’o),

b) completeness: follows from Theorem 1.
Let a be a R-unifier of to and t’o, let us show that a substitution
more general than a (modulo R) can be obtained by a narrowing
derivation,
Let us define & and s by: & = alR
s = t ==zt’
5 is a R-unifier of to and t’o.
From Theorem 1, it results:
With the derivation (1) issuing from 6(to:::t’0) and going to the

term 5(t0===t’0)lR , we can associate a narrowing derivation (2)
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issuing from s:

8(s)=8(t ==st’ ) —w &t -==t’ )R
10 gy oo
| & | &
| (2) | "
s=to::=t‘o =T sn:t ==ct’

such that there exists a substitution én that satisfies:
P B e
a) & (t ===t’ ) = 8ltg==st’ )R
b) énlv(sn) is normalized
) &=6 .8 [D(8) UV(s)]
From a) we deduce:
8 (t) = a(t0>ln
’ - 14
8.(t7 ) = &t IR

and since & R-unifies t dt’ = :
es t, an we have én(tn) 6n(t n)

0'
Bn unifies tn and t’n: there exists a most general unifier g8,
and a substitution y that satisfy:

Bn = y.p
From c¢) we deduce:

6=38.6=y.p.8 [D(&) UV(s)]
Finally B.8 SR & =R a [V(s)]).

Since & is normalized, we get that elv(s) ié normalized. (J

Theoretically the process can be seen as building a tree whaose nodes
are labeled by equations and whose edges are labeled by substitutions. The
equations are those successively generated by the narrowing process and the
substitutions are the narrowing substitutions used at each step toc get the
corresponding equation. A solution can be seen as a path of the tree lead-
ing to a node labeled by an equation whose members are unifiable. Such a
node is called successful., This tree, hereafter called narrowing tree, can

be infinite.
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2.2. A narrowing procedure "

We propose here a narrowing procedure. Clearly two operations enable
us to perform the method: normalization and averlapping (also called super-
position). Let us first remind the notion of overlapping and the related

concept of critical pairs.

Definition 2: Let (1,r) and (g,d) be two directed pairs of terms such that
- V(1) and V(g) are disjoint

- g overlaps 1 at the occurrence u with the substitution o iff ¢ is the
most general unifier away from V(1) U V(g) of the term g and the sub-

term of 1 at the occurrence u.
The pair of terms (o(l[u*d]), o(r)) is called a critical pair of the pair
(g,d) on the pair (1, r) at the occurrence u. In what fallows the pair

(g,d) will often be built from a rule g—d.

In the narrowing process, the rules of R are overlapped on the terms
t===t' and normalizations are performed using R. On the other hand we are
interested in recording the values substituted to the variables of t and
thy For this purpose, we consider directed pairs (uz=zu’
solution(c(xl},...,c(xn))) where === and solution are new function smbols,
XppeeosX oare the variables of t and t’, and o is the composition of the
narrowing substitutions. Such a pair can be interpreted as follows: in the
context where the values of X peeoX oare respectively a(xl),...,o(xn), the

==u’, which means that both have the

initial equation is equivalent to u=
same set of solutions. The normalized left-hand side of a critical pair
obtained by overlapping a rule of R on such a pair can be interpreted as
the result of one step of narrowing, while its right-hand side is the new
x . The narrowing process provides a solu-

177" n
tion as soon as t and t’ are unifiable. For this purpose, we add to R the

values of the variables x

rule x===x — true. Notice that the new term rewriting system R U {x===x
— true} denoted Rl is always convergent. Overlapping this rule on a pair
produces the critical pair (true, solutinn(B(xl),...,B(xn)) and 8 can be

interpreted as a solution of the initial equation.
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2.2.1. The procedure

’
Let to and t 0

The parameters of the procedure are a convergent term rewrit-

be the terms to unify, W = V(to) U V(t'o) B
{xl,...,xn}.
ing system Rl = R U {x===x — true}, a set DP of directed pairs (Co=et?,
solution(c(xl),..,,a(xn)) and a set P of critical pairs obtained by over-
lapping rules of Rl into directed pairs of DP. Each element of DP is
obtained by normalizing a critical pair in P. Its left part can be under-
stood as the label of a node in the narrowing tree, while its right part
can be seen as the path which leads to this node. Figure 2 gives a descrip-

tion of the NARROWER procedure.

Initialization
Rl = RU{ x===x — true }
B [ —" i
DP = ((to---t 0’ solutlon(xl,...,xn)}

P=g

NARROWER(P, R1, DP)
if P is not empty
then choose a critical pair (p, gq) in P
g plﬂ, d = qu
NARROWER(P - {(p, q)}, RL, OP U {(g, d)})
else if all the critical pairs between the left-hand sides in DP and Rl
have been computed
then ST0P
else choose a directed pair (1, r) of DP
with which critical pairs have not been computed
P = CRITICAL_PAIRS((1, r), R1)
NARROWER(P, RL, DP)
endif
endif
end
Figure 2. NARROWER

CRITICAL_PAIRS((1, r), R1) computes the critical pairs of all the

rules of Rl on 1. We always suppose that the strategy for choosing the
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pairs of DP in order to compute critical pairs satisfies the following

fairness hypothesis.

Fairness hypothesis:
Let H be the union (possibly infinite) of the values of the parameter
DP at each recursive call of NARROWER. For any directed pair (I, 1)
in H, there exists eventually a recursive call such that (1, r) is

chosen so that CRITICAL_PAIRS((l, r), RI) is called.

This hypothesis is necessary to insure the completeness of the pro-
cedure. Now notice two Ffacts. NARROWER never adds rules in Rl and the
directed pairs (1, r) of DP could not be considered as rewrite rules

because V(1) does not always contain V(r).

2.2.2. Proof of the NARROWER procedure

The proof of the NARROWER procedure consists of two steps: correctness
and completeness. NARROWER is correct in the sense that with any pair in H,
we can associate a narrowing derivation issued from tozzzt’o. NARROWER is
complete: that is, any term issued from to===t'0 by a narrowing derivation

is produced by the procedure in H,

Definitions and notations:
DPi and P.1 denote respectively the values of the arguments DP and P at the
i-th recursive call of NARROWER, and thus H = U DPi. We write dpo the ini-
tial directed pair in DP:

dpo = (t0===t’0, solutinn(xl,...,xn)), and ey = t0==:t’0 .
With these notations, DP1 = {dpo).
We write solution(o) the term solutinn(u(xl),..,o(xn)). We call solution
of the procedure any substitution o such that the pair (true, solution(o))
is in H.
The narrowings are always performed with the term rewriting system R.

Let us define the noetherian relation < on the directed pairs of H by:
dp < dp’ iff

~dp € DPi, dp’ € DPJ, with 1 < j
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- dp’ is obtained by overlapping a rule ¢ = d of Rl on dp.
Netice that < is noetherian and that NARROWER only adds pairs to DP, but
neither modifies nor removes ones. Thus i < j implies DPi included into

DP..
J

Correctness lemma: Let dpn be a pair in H different from dpo, there exists
a narrowing derivation issued from LN
ey - —>[ul} e - ->[cz] cees B ->[on_l] e 1
such that
1 -’ ———t? i ’
dpn is (en_tn-_-t o salution(c n))

with e -t le ] e
n n’ n

-1
or
dpn is (true, solution(c'n))
and t and t’ are unifiable by the most general unifier o
n-1 n-1 n
...Ul)lR O

. e
with o n = (an.on_l

Proof: Let us prove by noetherian induction that dpn is into one of the two
previous form. Since dpn is different of dpo, it is the result of an
overlap of a rule in Rl on a pair dpn_1 in H. By induction
hypothesis applied on dpn_1 < dpn:

- either dpn_l is (true, solution(c’n_l)), which is not possible
because no rule in Rl can superpose on the constant true.

_l)), and

> -”—)[cn_l]

- or dpn_l is (tn_lzz:t ne1’ solution(o L
en-l
therefore dpn is issued from an overlap of a rule g—d in Rl on

€y - ->[01] e -

en-l’ at the occurrence u, with the substitution o 9 is a unifier
This overlap creates the critical pair

).

of g and en-l[u'
(p, q) = (on(en_1

dpn is obtained from (p, g) by normalization:

—, i ’
[ued]), snlutLQn(cn.o el

dp = (o (e [ut=d]), solution(cn.o’n_l))lﬂ.

] = — ] R
Ihen e (cn(e [ued]))4R and then el >[u,g**d,cn] e

n-1

o= (cn.o n_l)lR.

Since g—d € Rl, we consider two cases:

- case l: if g—*d € R, we can write e -‘A->[R,an] e . Since the

-1

top symbcl of e is ===, u is not the empty occurrence, and e is

n-1
of the form t ===t’
n n
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~ case 2: otherwise g—d is the rule x===x — true, u is the empty
occurrence, and Un is a unifier of en with x===x. Then o, is a unif-

ier of t
n-

O

» ; . ,
1 and t n-l and dpn is of the form (true, solution(o n)).

Completeness lemma:
If ey - —>[al] e - —>[cz] e - ~>[an] e = tn:=:t o 15 @ narrowing
derivation issuing from & = t0:==t o there exists a pair dpn: (tn::=t n’
solution(o’ )) in H, with ¢’ = (o ...q, JR.

n n n 1
In addition, if tn and t'n are unifiable by the most general unifier 6,

there exists a pair (true, solution((e.o'n)lﬂ)) in H, O

Proof: a) The proof is by induction on the length n of the narrowing
derivation. Let us suppose the result true for any length less than
n:
There exists a pair dpn_l = (en-l’ solution(a’n_l)) in H. By fair-
ness hypothesis, there is a recursive call j such ¢hat dpn_l is
chosen and CRITICAL_PAIRS(dpn_l,Rl) is called.

and g are unif-

e 4 i
We have e >(u,g d,an] e which means e

-1 -llu
iable by the most general unifier C) therefore the critical pair
A . , ] . B
(on(en_l[u dl), solutxun(un.c n-l)) is created. Since Narrower nor
malizes all the pairs of P, there exists a call k > j such that DPk
: ~ - s o
contains dpn = (cn(en_l[u d])iR, solutxon((an o n_l)lR))

- ] ’ i t - ’
= (en, solution(o n)) denoting o . (cn.a n_l)lR.

b) If tn and t’n are unifiable by the most general unifier 6, we
have tn==:t’n -*"->[e,x===x"true,B8] true. The previous proof can
be applied on this narrowing reduction, and we obtains: there exists

a pair (true, solution((e.c’n)lR)) in H. O

From these two results we deduce that NARROWER correctly simulates the

narrowing process. Hence the following theorem can be stated:

VALIDITY THEOREM: The set of solutions of the procedure NARROWER applied

on to and t’o is a complete set of R-unifiers of to and t’o. O
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Proof: a) Let ® be a solution of NARROWER. From the correctness lemma,
there exists a narrowing derivation issued from ey
- prospn 24 _AA_ _hA_ _AA— = a== 4
eo=ty===t’y )[ol] e > >[an] e, tn t "
such that tn and t’n are unifiable by the most gereral unifier o
and 6 = (c.on...ol)lR.
From Theorem 2, 0.0 ..0.0y is a R-unifier of to and t'o, then 8 is a

& ’
R-unifier of to and t 0

b) Let a be a R-unifier of to and t’o. From Theorem 2 , there exists
a narrowing derivation
_AA- —AA— - = === 4
e, )[01] e > .. >[an] e st ===t .
such that tn and t'n are unifiable by the most general unifier o
and 8 = 0.0 ...0, SR a.
n J|
Thus 8IR <R a.

From the completeness lemma, 6{R is a solution of NARROWER. [J

Remark: If we modify NARROWER by changing the normalization of the critical
pairs wusing R into a normalization using R1, the validity theorem is still
valid. That means that the narrowing relation using Rl gives a complete set
of R-unifiers of to and t’o.

More precisely { o | tg==st’, -""->x[R1,0] true} is a complete set of R-

el y
unifiers of to and t 0

Proof: We denote S = { o | tg===t’y -""->¢[R1,0] true}. S is a set of R-

unifiers of to and t’o from Theorem 2. Let us prove that it is com-

plete.
Let 8 be a R-unifier of to and t’o. From Theorem 2, there exists a
narrowing derivation:
z==t’ -7 ===t ' =TTy L, =0 ==t
tgs==t’y dlogl t ===t > o, )t ==t

such that tn and t'n are unifiable by the most general wunifier o,
and o ...0, <R 9

n 0
If for all i in {1,..,n}, ti===t’i is not reducible by the rule

x=:=x —* true, LA is in S,

0
Otherwise there exists j € {1y x50} such that
t.===t’ [xzz=x—true] true. Then t. = t’ ando, ,...0. € 5.
g J J ) J-17"70
Therefore 0. ....0, €0 ...0, SR 6. O

J-1 0 n [
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3. OPTIMIZATIONS

The aim of this section is to find optimizations of the NARROWER “pro-
cedure. This means to decide that in some cases, the subtree issued from a
given node in the narrowing tree is redundant and can be dropped without

loosing the completeness of the returned set of unifiers.

Such optimizations have been studied in automatic theorem proving and
logic programming. One of them is subsumption. This plays the same role as
the simplification of a left-hand side of a rule in term rewriting system.
A rule g™d is said simplifiable by g’—*d’ if a subterm of g is an instance
of g’. The question then arises to know whether such simplifications can be
performed in the narrowing process in order to restrict the narrowing tree,
But care must be taken to avoid loosing the completeness. Let us give an

example of such a situation,

Example: Let us consider the confluent and noetherian rewriting system as
fallows:
X + x 7 x
(a+x)+(x+a) > a+x
x*# 020
X *x 0
The narrowing process may be used to solve the equation (x + y) + (y + x) =
2. Among other possible solutions, the process will generate the following
narrowing derivations:
(x +y) + (y +x) =z -""->x/al a+y=2-"->y/al a=z
- [y/x] x o= 2
with the corresponding solutions:
(1) (x=a, y=a, z=za)
(2) (y=x, z=x)
NARROWER creates the two pairs:
(a === z, solution(a,a,z))
(x === z, solution(x,x,z)}
The first pair is an instance of the second one, therefore it is "useless”.
But care must be taken that also the set of solutions is subsumed, other-

wise solutions can be lost this way. For example, let us solve the equation
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(x +y) *y=2z. Among other possible salutions, the process will generate

the following narrowing derivations:

(x +y)#y=2z-""5[x/y] 0=2-"">[z/0] 0
=""=>[y/01 0 = 2 -7">[z/0] ©

it [0
o o

with the corresponding selutions:
(1) (x=y, z=0}
(2) (y=0, z=0)
If we remove the directed pair that corresponds to the first narrowing

derivation, we avoid the solution (1). Therefore we loose the completeness

af the process.

Restricting the kind of allowed simplifications, we propose here the
following optimization: if NARROWER generates two directed pairs such that
one is an instance of the other, the first one is useless. This is
equivalent to say that the subtree issued from the first node does not lead

to new sclutions in the narrowing tree. More formally:

SUBSUMPTION THEOREM: Let dpi and dpj be two pairs such that
dpi = (ei, solutlon(él)), dpj = (ej, solut1on(5j)), e, = B(eJ) and
éi = B.6j. Then dpi can be dropped without loosing the completeness of the

set of unifiers. O

Praof: Let < be the relation on the directed pairs defined by: dp < dp’ iff
dp’ is obtained by overlapping a rule g -* d on dp. We denote ¢+ the
transitive closing of <.

Let us first consider the simple case where dpi = (true,
solutinn(éi)). Then dpj is (true, solution(éj)) and 61 = G.SJ means
that 61 is a solution less general than éj.

In the other cases e and ej are equations, three cases are to be
considered: dpi <+ dpj. dpj <+ dpi and dpi and dpJ not comparable

with <+,

® dpi <+ dpj' That means that dpi is first generated, then all the
critical pairs of dpi with rules of R are computed and dpj is
obtained either from one of these critical pairs or from one of
their successors. Thus deleting dpi from DP has no effect on the

following computations in this case.
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(-] dpj <+ dpi. This case is incompatible with the hypothesis that dp.
i
is an instance of dp ..
Since dpj <+ dpi and from the validity theorem, there exists a nar-
rowing derivation
e, -"">[5]e, -""o> o= =
o il ey (Bl e e(ej) and then p(ej) e = G(Ej).
On the other hand, Bi = B.éj = G.Gj [V(eo)], therefore Ble.) =
J

G(ej), and e(ej) 4 O(ej), which yields a contradiction with the

finite termination of R.

] dpi and dpj are not comparable. In this case, the result is a conse-
quence of the following lemma.
Lesma : Let be two narrowing derivations issued from €
€y - ->#[a] e, - ->¢[a’] e = (tn===t'n)
gives the solution a’’.a’.a
(where o’’ is a unifier of tn and t’n), and
ey - ->+[p] e
is such that e = G(ej) and a =R 6.p
Then the second narrowing derivation can be completed into
e =""Ox[ple, -"t-ox[f’) e = (t ==zt?
0 P J d p p P)
which gives a more general solution. More precisely: B’’.’.f <R a’’.qa’.a

(where B’ is a unifier of tp and t'p). o

Proof: As a’’.a’ is a R-unifier of the equation ei = (ti:::t’i), a'’.a’.8
is a R-unifier of e, = (tj:::t’j). By the completeness of the nar-
rowing process, there exists a narrowing derivation

ej =troox(p) g (tp===t'p)

such that B’’.8’ <R a’’.a’.0 [V(ej)]
(where B’ is a unifier of tp and t’ ).

We then deduce that B’’.B’.p SR a’’.a’.6.8 =R a’’.c’.a [V(eo)]. a

Let us now give an example where the hypothesis of the theorem are satis-
fied:

Example: Let R be the convergent rewriting system

R = {g(f(x,x),0) = g(x,0), qlg(f(x,x),y),z) = gla(x,y),z)}

and (g(f(xl,xz),o) a2z g(g(f(xl,xz),x3),xa)) the equation to be solved.
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By narrowing two equations are found:
g(xl,O) ==z g(g(xl,O),xa)
when using the narrowing substitution (XZ/XI’XJ/O) and the first rule at
occurrence 1 in the right-hand side of the equation and
g(xl,O) === g(g(xl,xz),xa)
when using the narrowing substitution (xZ/xl) and the first rule at the top

of the left-hand side of the equation. NARROWER generates the correspond-

ing pairs:
(glx},0) === 9(g(x},0),x,)) solution(x,,x;,0,x,))
(g(x},0) === 9lg(x ,x5),%,)) solution(x,,x, ,x;,x,)).

With 8 = (x3/0), the hypothesis of the previous theorem are satisfied

and the first pair is useless.

4. IMPLEMENTATION

The aim of this section is to show how the completion procedure has
been adapted to perform narrowing and implemented as an extension of REVE
[16].

Remind first that the Knuth-Bendix completion procedure attempts to
transform a set of equations that defines an equational theary into an
equivalent term rewriting system which is confluent, noetherian and
interreduced. For this purpose, the completion procedure computes critical
pairs between rules, normalizes them and directs them using a noetherian
ordering on terms, in order to produce new rules. Whenever a new rule is
introduced, it simplifies all the other existing rules. Thus completion
and narrowing are both based on overlapping and normalization. Nevertheless

let us point out some differences.

- From the proof of correctness of NARROWER, we have seen that the over-
lapping is always computed in the left-hand side of the pair
(t, sulution(tl,“,tn)). However these directed pairs could not be

made into a rule because the condition on variables is violated.

- Assume that the pair of terms (t=z=t’, solutinn(o(xl),...,c(xn))) is

implemented as a "rule” t===zt’ — solution(c(xl),-‘-,c(xn)). Such a
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"rule” would never be used to reduce a term, and could not be merged

into the rewriting system like in the completion procedure.

The normalization of a critical pair is only performed using rules of

R.  The directed pairs are not used for simplification. However, as

said in the previous section, subsumption tests are perfo..sed.

Only rules of R U {x === x —* true} are overlapped on directed pairs

to produce critical pairs.

Among other functionalities, the system REVE provides an implementa-
tion of the Knuth-Bendix completion procedure. The modularity of the system
enabled us to extend it by adding a new command marrow which solves equa-
tions by narrowing. The implementation has been derived from the Knuth-
Bendix algorithm using the described modifications.

5. DESCRIPTION OF THE SET OF SOLUTIONS BY A REGULAR LANGUAGE

In this section we discuss the case of infinite narrowing derivations
where the same equation occurs many times. We first give an example of
this situation due to F.Fages {3]. Let us consider the following confluent
and noetherian term rewriting system R:

g(f(x, y)) = qly)
and the followilng equation:

g(x) EE g(O)

If we superpose the left-hand side of the equation with the rule, we
obtain the equation g(f(u, z)) === g(0) which normalizes to g{z) === g(0).

Up to a renaming of the variables it is the same equation as the given one.

The narrowing derivation:

(g{x) === g(0)) -""=>[xflu,x)] (g(x) === g(0)) -~ =>[x>F(u,x)]
coe {g(x) === g(O)) =" > [x*Fu,x)] (g(x) === g(0)) -""->[x=>Flu,x)] ...
is an example of a serious difficulty with the narrowing process: 1t does

terminate. The purpose of this section is to give a finite description
the

nat
of the solutions, which allows the termination of NARROWER. To support
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intuition, let wus consider the narrowing tree corresponding to such a
situation. There exists at least one node labeled by an equation e such
that e -""->+ e. Such a tree can be represented as a directed cyclic graph.
A finite description of a complete set of unifiers of the given equation
will be obtained by looking for all the possible paths in the narrowing

tree leading to a successful node.

5.1, Characterization of the regular language

Let us consider the narrowing tree as a valued graph: the nodes are
labeled by the equations obtained by narrowing, the edges are labeled by
the narrowing substitutions. The successful nodes are the nodes labeled by
true. We remark that the successors of a node e and that the labels of the
edges that go to them depend only on the equation e, and not on the prede-

cessors of e. By the way, the narrowing tree is then not any tree.

If the set of the nodes of the tree is finite (denoted by
E = {eo,..,en}), from the previous remark we can reduce the tree into a
finite labeled directed graph the nodes of which are g eo®p - Canversely,

a finite graph can be unwind into a tree whose set of nodes is finite.

In what follows we consider a narrowing tree whose set of nodes is
finite, and that is denoted £ = {eo,...,en}. In order to transform the
tree into a finite graph, it suffices to chain on the already found nodes

when we build the tree. Let us denote G this finite graph.

To this graph we can associate a finite automata A, the vocabulary of
which is the set of labels of edges of G (there are substitutions), and the
states are the nodes of G. More formally A = (E, s v o E')
where £ is the set of states

e is the initial state
. is the transition relation of the automata defined by
o=, iff e -**>lo] e

The solutions of the equation e, are the composition of the substitutions

0
cbtained by traversing the paths of G from e0 to true. Therefore by defin-
ing the set E’ of the successful states of the automata by E’ = {true}, the

solutions of e, are given by the words of the regular language L recognized
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by A, if we interpret the wotd 0.8 by the composition of substitutions 6.c.

Let us show that A is a deterministic automata.
Let us suppose that e .o = e then that e, -~*o>[6] e
= e 'AA’>
e,.0 eq e; [a] eq
Therefore o(ei) —+ e, c(ei) —4 eq. Since ep and eq are normalized and

by canfluence of R, we have ep 1= eq. x

It is possible that the narrowing tree has nodes that do not lead to a
successful node, and then are useless. This means that A is not the minimum
automata that recognizes L. From A we can compute the minimum automata
A L.

min )
From Amin’ using the algorithm that proves the Kleene theorem, we will

obtain a ratiocnal expression that defines completely L.

We have implanted a process that detects loops in our implementation

of NARROWER in REVE.

4.2. Examsple

Let R = { rl: g(f}(xl,xz,xz,o)) = g(fZ(xl,xz,xz))
r2: g(fZ(xl,xZ,O)) had gl(fl(xl,xz))
r3: gl(fl(xl,o)) - g(xl) 1
R is confluent, noetherian, and interreduced. Let us solve by narrowing the

equation: g(x) = g(a). The narrowing tree can be reduced into the following

graph:
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[x=z=x—true,x/a] true
g(x)===g(a) —'”->[tl,x/f3(xl,x2,x3,0)] g(fz(xl,xz,xB))===g(a)

[r2,x3/0]

4<\\\>{r2,x/f2(xl,xz,0)] gl(Fl(xl,xz))=:fg(a)

AN

[r3,x2/0]

The automata associated to this graph is A = (E,eo,.,{true}) with

E=1{ce.: g(x)===g(a),

o

e : g(f2(x1,xz,x}))===g(a),

—

e, 91(”("1"‘2))===9(a)’

e.: true }

L)

The automata vocabulary is:
Vz{o: (x/f)(xl,xz,xj,o)),

0, (x3/0),

o, (x/fZ(xl,xz,O)),

: (xz/O),

g.: (x/a) }

The transition relation of the automata is:

—

This automata is minimal and recognizes the reqular language that can be
tharacterized by the rational expression: ({Ul‘UZ’ 03}.0[‘)*.05 .
This expression gives a finite description of an infinite set of substitu-

tions.
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6. NARROWING AND LOGIC PROGRAMMING

The main mechanism of the Prolog language is the linear resolution
principle which has some similarities with the U-reduction presented here.
Dershowitz was the first to point out to us [1,2] this similarity. Gaguen
and Meseguer [7] in their language EQLOG, Ffribourg in his language
SLOG[S,6] presented & close idea. They all claim that the future logic
programming languages will be built upon a principle that joints U-
reducticn from Prolog and the normalization from Functional Pragramming.
Unfortunately “the mechanism that joins the predicate logic and equational
logic features, namely narrowing, has not been implemented in a programming
language context” (loc. cit.) NARROWER is an attempt to propose such tools

in order to make experiments.

The main difference between the Prolog strategy and the NARROWER stra-
tegy is that Prolog only does resolution, i.e., U-reduction only at the
top, when NARROWER does U-reduction followed by a step of reductions. If we
assimilate the U-reduction to the resolution, we see that NARROWER performs
a crucial action that simplifies the form of the expression it manipulates.
Usually the U-reduction is rather expansive since it is based on unifica-
tion and the reductions are much cheaper since they are based on matching.
Therefore the power of NARROWER lies in mixing programming logic features
to infer new facts from old ones and functional programming features to
simplify the form of the new facts in order to keep them always in a more
manageable form. This combination of the two strategies makes logic pro-

gramming lanquages based on narrowing good candidates to succeed Prolog.

As usual in logic programming the universe of the program is described
by a set of facts that state its basic properties. This set is also called
specification of the abstract data type of the program and this specifica-
tion is given in an algebraic stylc. In the current implementation, these
properties are only equalities. They have to be presented as a noetherian
and confluent set of rules. Such properties are usually provided from any
presentation using the tools available in REVE. In the future it would be
possible to also assert statements in the first order predicate calculus,
based on Hsiang’s works [8]. These statements will be equalities in the

boolean ring, in other words equivalences between predicates, unlike Prolog
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that deals only with implications. This will require mechanisms for han-
dling associative and commutative equations that are now present in
REVEUR 3 [14]. Such mechanisms exist and we plan to extend the current
attempt to this framework. Another restriction lies in the absence of

sorts or types in our system. They will also be introduced in the future.

Here we would 1like to present our ideas on two examples, the
"integers” (Figure 1) and the ” map coloration” (Figure 3 in Appendix). In
the introduction we have seen how to solve linear equaticns, here we pro-

pose to solve the quadratic equation

xz +3x+2=0

This is transformed into

(s(s({x ¥ x) + x + x + x)) === 0, solution(x))

NARROWER finds the solution p(0) into two steps. A superposition for exam-
ple with p(x) + y = p(x + y) yields

(s(s((p(x) » p(x)) + p(x + p(x)) + p(x)))) === 0, solution(x))

that reduces to

(=(x) + ({x * x) + (x + x)) === 0, solution(p(x)))

and a new superposition with x + 0 — x gives the solution p(0).  NARROWER
finds also the solution p(p(0)), but does not terminate because it does not
know that the equation has only two soclutions and so it runs forever, look-
ing for other solutions. Obviously a strategy that works depth-first and

stops after finding the first solution would terminate in this case.
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APPENDIX The map coloration

The map coloration is a classical problem in logic programming. Figure
3 shows the universe as it was presented to NARROWER and Figure 4 is a pic-
ture of the map. The problem that was asked to NARROWtR was to find the
color of a map where 1 is ”b” and 2 is "y”. NARROWER ‘ound the 8 possible
solutions as shawn in Figure 5.

% Boolean operations

X&ff::rf
ff & x == ff

tt & x == x

x & tt == x

(x & (y & z)) == ((x & y) & z)
% Colors

next(b, y) == tt
next(b, g) == tt
next(b, r) == tt
next{(g, y) == tt
next{(g, b) == tt
next(g, r) == tt

next(y, b) == tt
next(y, g} == tt

next(y, r} tt
next(r, y) == tt
next(r, g) == tt

next(r, b) == tt
next(x, x) == ff

% The map

map(xl, Xor Xzo X xs) == next(xl, xz) & next(xl, xB) 8

next(xl, XS) & next(xz, xj) & next(x ) & next(xz, xs) & next(x}, xa)

2 %

Figure 3. Map Coloration
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Figure 4. A map

The equation map(b, vy, X35 X, xs) === tt has the set o' r-unifiers as follows:

coblem.

Figure 5. The answer of NARROWER to the map
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Chapitre 3

La surréduction normalisante
basique de gauche a droite

Ce chapitre présente une nouvelle relation de surréduction: la surréduction normalisante
basique de gauche & droite. Il s’agit d'une combinaison non triviale de la surréduction nor-
malisante et de la surréduction basique de gauche & droite; la combinaison triviale donnant
une méthode d'unification non compléte. Il est composée d'une version légérement modifiée
d'un article [61] publié lors de la deuxiéme conférence "Rewriting Techniques and Applica-
tions”.

La surréduction normalisante a été étudiée au chapitre précédent. La surréduction
basique a été définie et étudile par Hullot (35,36}, puis prolongée en surréduction basique
de gauche & droite par Herold [28]. 1l 'agit d’une restriction de la surréduction, puisque les
régles de réécriture ne sont appliquées qu’a certaines occurrences dites basiques, les autres
occurrences étant dites protégées. Ces relations sont définies en détail au chapitre 1.

La nouvelle relation que nous proposons ici provient de lidée suivante. On montre
facilement qu'une équation peut étre résolue par surréduction basique (de gauche a droite) si
toutes ses occurrences protégées (non hasiques) donnent des sous-termes en forme normale.
Si donc on normalise cette équation tout en conservant cette propriété, on pourra encore
la résoudre. Cette condition n'est pas satisfaite par les occurrences basiques telles que
les a définies Hullot, nous avons donc créé un nouveau calcul des occurrences basiques,
appelé faiblement basique. Nous prouvons que cette nouvelle relation, appelée surréduction
normalisante basique de gauche 4 droite, fournit une méthode compléte d'unification. Elle
été implantée en modifiant la procédure NARROWER du chapitre précédent.

Dans cet article, nous n'avons pas voulu nous restreindre & la surréduction normalisante,
c'est pourquoi nous avons considéré une surréduction tout a fait générale, c’est & dire com-
posée d’une étape de surréduction suivie d’une dérivation quelconque de réécriture (qui ne
conduit pas forcément & la forme normale). Dans cet article, cette relation générale s'appelle
narrowing est se note -~*—. La surréduction s’appelle S-narrowing (S comme simple) ot ee
note - —, la surréduction normalisante s'appelle N-narrowing et se note -~~~ —. Signalons
qu'un récapitulatif des relations utilisées se trouve en appendice a la fin de L'article.

L'intérét de cette nouvelle méthode de surréduction est évalué a la fin du chapitre 4,
grice 3 une étude sur la mmimalité des solutions qu'elle génére.

58




Improving basic narrowing techniques’
Pierre Réty

Centre de Recherche en Informatique de Nancy
BP 239
54506 Vandoeuvre Les Nancy Cedex
France
E—mail: mevaxlinrialcrin!rety.

Abstract

In this paper, we propose a new and complete method based on narrowing for solving equations in
equational theories. It is a combination of basic narrowing and normalizing narrowing, which is not
obvious, because their naive o ion is not a plete method. It provides an algorithm that has

been implemented as an extension of the REVE software.

4.

1 Introduction

Narrowing is a general method to solve equations in equational theories, that was introduced by Slagle [19],
and studied by Fay {2, 1] and Hullot [8, 9]. It needs a convergent set of rewrite rules equivalent to the
considered equational theory, and returns a complete set of solutions (also called unifiers), i.e. a basis of
the set of all the solutions. Implementations are described in [10, 17]. But this method has drawbacks: it is
inefficient and often does not terminate. Narrowing has some similarities with linear resolution principle of
the Prolog language, and is used in logic programming language like Eqlog [3].

Let us describe what narrowing is. Assume that we have a convergent set of rewrite rules. The narrowing
of a term { consists of two passes. The first one instantiates ( so that it becomes reducible by a rule. The
second one reduces it by this rule. The resulting term f; may be reducible into t without any further
instantiation. If so, & is reduced until one gets a irreducible term (said in normal form) ¢,. The relation that
transforms ¢ into {; was called narrowing in [9, 10], and we call the transformation of ¢ into {, normalizing
narrowing. If one considers ail the narrowing derivations issued from ¢ (the narrowing tree), the
intermediate terms {), {7 are nodes from which edges are issued, while they do not appear in the tree using
normalizing narrowing. So, the narrowing tree contains the normalizing narrowing tree.

In order to compute solutions of an equation ¢ =’ modulo a term rewriting system, one computes the
narrowing derivations (normalizing or not) issued from (=1t’, = being considered as a binary function
symbol, and check at each node whether the corresponding equation has a syntactic solution. If the term
rewriting system is confluent and noetherian, all the solutions are found by building the whole narrowing
tree (which can be infinite). In order to get a smaller tree, it is obviously better to use the normalizing

2 This research was supported by the GRECO of programrmation.
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narrowing relation. Another idea [9] consists of using only narrowing at some occurrences called basic. This
method is called basic narrowing, and gives anotber tree included into the narrowing tree.

Our idea is to mix the two previous relations, in order to further reduce the tree. The simplest way (we will
say naive) is to consider their intersection. Unfortunately, the set of solutions that it provides is not always
complete. Therefore, we had to build another relation in a non trivial way that preserves the completeness
of the solution set. It use at normalization time a new computation of the basic occurrences based on the
residual notion [6], that we will call weakly basic. It has been impl d as an ion of the REVE

software.

In section 2, we introduce the basic concepts and definitions, and recall the existing results. In section 3,
we consider the naive combination of normalizing and basic narrowings, and using an example, show that
this method does not generate a complete set of solutions. Therefore, we propose in section 4 a new
combination of the two relations and prove that it provides all the solutions in section 5. An implementation
is presented in section 6. The various narrowing relations used in this paper are summarized in the
appendix.

2 Definitions and existing results
In this section we introduce the concept of narrowing and recall that it provides a complete method for

solving equation in a theory described by a confluent and noetherian term rewriting system. The following
notations and properties are valid for the whole paper. They are consistent with [7, 11].

Let F be a set of symbols, X be a set of variables. A term is a partial application from N (the free
monoid on N, whose elements are called occurrences) into FU X that respects the symbol arities.
T(F,X) is the set of terms build on F and X. For each € T (F,X), D (1) is the set of occurrences of
1, O( 1) is the set of non variable occurrences and V () is the set of variables that occurs in £. ¢ is said
linear if each variable of ¢ occurs once in 1.

An equation s=1( i8 a pair of terms, a rewrite rule s-+( is a directed pair of terms satisfying
V{(1)EV{(s). t{u~t'] is the term obtained from ¢ by changing the subterm of  at the occurrence u by
', An equational theory A is a set of equations and one writes = 4 the smallest congruence induced by A.
A term rewriting system R is a set of rewrite rules and — is the rewriting relation derived from R and
- its tramsitive closure. A sequence of rewriting steps is called a derivation. A term ! is said normalized
if it is not reducible by —. and the term ¢’ is a normal form of ¢ if (—»+¢’ and t’ is normalized, ¢’ is also
denoted ¢4. R is confluent if for any term f, {—*{; and (- *{) implies there exists a term ¢’ such that
{;»+t’ and > *t’. R is noetherian if the relation - is noetherian. R is interreduced if for any rule
g-din R, d is normalized, and g is normalized with respect to R — {g—d}. One says that R is
convergent if it is confluent and noetherian, and canonical if it is also interreduced. R is regular if for all
rule g+ din R, V{d) = V(g). =g is the relation defined by =g = {-+Ue«)* where « is the rewriting
relation obtained by reversing the rules of R.

Substitutions o are defined as endomorphisms on T (F,X ) that extend mappings from X to T{F,X)
with a finite domain D { o). A substitution o is denoted by {{x) 7 1) ,.... (xa/ tn) }.

We write S the subsumption quasi—ordering on T{F,X) defined by: (St¢” iff t'=o (1t} for a
substitution o (called 2 match from ¢ to t’). Composition of substitutions ¢ and p is denoted by o. p,
then (o.p) (1) =a(p(e)).

Giver an equational theory A, two terms ¢ and t’ are-said to be A~unifiable [15, 5] iff there exists a
substitution o such that o (1) =40 (¢’}. o is also called an A—solution of the equation ¢ = t*. Given a
subset V of X, we define 0S40 °[V]iff 0’=40", o[V] for some substitution o ” (the notation [V]
toeans that the formula is valid for any variable in V). If V=X, V is omitted. { is a complete set of A—
unifiers of { and ¢’ away from W containing the set V of the variables of ¢ and ¢’ iff:
e for all 0€M, D(o)EV and I( o) N W=@ (The goal of this technical restriction is only to
avoid conflict between variables)
o forall o€l, a(1) =40(t’)
® for all unifiers o *, there exists 0 € such that 0S4 o ’[V].
In addition [ is said (o be minimal if it-satisfies the further condition: for all ¢ and ¢ €T,
oSa0’ implies 0=a".
An A-unification algorithm is complete if it generates a complete set of A—unifiers. Note that this set may
be infinite.
We now give a very general definition of narrowing-by introducing any fixed mapping — such that
— € — ¢, One will say that a given derivation s—*s’ is compatible with — iff s —~s'. -

Definition: We say that { is narrowable to ¢’ at the occurrence u, using the rule g-»d and with the
substitution ¢ iff

® t|u and g are unifiable by the most general- unifier o <

* y=0(i){uv-a(d)]

o (|t
We call this relation narrowing and denote it t—*+y,g~+d, 0] {". A sequence of narrowing steps is called a
This definition is generic b by choosing the mapping — one obtains different narrowing relations, in

particular the two followings:

@ If -, is the identity then ¢; = t’. We have the relation called narrowing by Hullot {9], -and that we
will call simple ing or S ing and we write {~s[ug—d,a]l’. A sequence of
S—narrowing steps is called a S—narrowing derivation.

e If — is the normalization mapping then ¢’ is in normal form. We have the relation called
narrowing by Fay [2]. We propose to call it normalizing parrowing or N—parrowing and we
denote it by (~"s(ug-+d,071". A sequence of N—narrowing steps is called a N—parrowing

With these notations we have:
[’“”“-‘imsﬂd. cl 1'] e [“"“{u‘g—fd.ﬂ fandt’= !xl]
- € - — S =t
If o is a match from g to tfu, the step {—"»{y is in fact a rewriting step.

In the following we suppose the mapping — fixed, so that the narrowing relation - "= is fixed.

The narrowing relation provides a method to compute a complete set of unifiers of two terms modulo a
convergent term rewriting system. The method consists in building all the possible narrowing derivations
issued from o=ty and to collect the corresponding narrowing substitutions, until we obtain equations
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{p = £, such that ¢, and 1, are unifiable. The unification problem in the equational theory is then reduced to
the narrowing together with the standard unification of terms.
In order to iterate the narrowing process on the two terms, = is considered as a new operator of the
equational theory, and the process starts with the term 1o = 1o. It is obvious that if o= tg—"+ then s
of the form ¢ = (;.
The following result has been proved by Hullot [8] for the S—narrowing, by C. and H. Kirchner [12, 13]
and Réty(et al) [18] for any narrowing relation.
Theorem: Let R be a convergent term rewriting system, o and ¢o be two terms. The set of substitutions
o such that
® there exists a narrowing derivation issued from =1t
0=1p="s{ 0, t1 = 1= ...~ [ 0,1 la= { such that {, and (, are unifiable by the most
general unifier § and that B . 0...0} is cormalized on vi{n=1)

¢ 0=f. 0.0
is a complete set of R —unifiers of to and f5.
Basic S—narrowing was defined and studied by Hullot. It consists of protecting the occurrences resulting
from the substitution. This notion was extended by Herold [4] to leR—to—right basic S—narrowing. It
consists of protecting moreover the occurrences that occurs strictly left of the applied occurrence.
Definition [Hullot, Herold]: Given the S—narrowing derivation
o _"'[uo,m-nh‘ Tal h—>.. _“’[u.- 1.85-1*da—1, 0441 tn ( 1)
and U, ..., U, sets of non variable occurrences of lo, ..., tn Tespectively. One says that this S$—parrowing
derivation is based on Uy iff for all i
u; € U;
Uis, = [U.- = {vEU,-/u;Sv}] U{y.v/veEO(d;)}
We write Uiy, = B(U;), or Ui = B{ti+1, (1) } where (1) specifies which derivation is considered, or
more simply Uiy = B(t4,) if it is not ambiguous. The occurrences that belong to Uy, ..., Un are said
basic.
If it is not ambiguous we will say more simply that this S—narrowing derivation is basic, or that this is a
basic S—narrowing derivation.
This §—narrowing derivation is left—to—right based on U ¢ iff for all i
Uiy, = [Ui —(veUi/ySvor(v=wej' W y=w.j. w;andj’(j)}] Ufy.v/vEO(d)}

We write Uj, = LB{ U;).

If it is not ambiguous we will say more simply that this S—narrowing derivation is lefi—to~ right basic, or
that this is a left—to—right bagic S —narrowing derivation.

Remark: B is monotonic i.e. US U’ implies B ( U)SB( U}, and preserves the closure by prefix i.e. U
is closed by prefix implies B ( U) is closed by prefix. LB satisfies these properties and moreover preserves
the right closure.
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The basic method consists in building all the S—narrowing derivations issued from & = {g and left—to—
right based on O (1 = ) .

Theorem [Herold]: The previous theorem is still valid when we restrict to’ S —narrowing derivations left~
to—right based on Up = O (19 =tg).

One of the interests of the basic S—narrowing is its termination property.

Termination property {Hullot]: If all the basic S—narrowing derivations issued from a right hand side ..
of a rewrite rule terminate, then all basic S—narrowing derivation issued from any term terminates.

3 The naive basic narrowing

Actually, the "basic” concept is only used for the S—narrowing, and we are loading to extend it to all the
narrowing relations (including the N —narrowing). Let us recall that a parrowing' step is formed by a step of
S—narrowing followed by steps of rewriting. The first idea that comes to mind is to define the basic
occurrence sets along the rewriting steps as Hullot did, i.e. by using the mapping B. But this method misses
some solutions.

Example 1: Consider the canonical term rewriting system R .

1 r2 r3
g1 L f x' : X'
/ /N N P
g2 ?2 h h X' X h
I/\l \l I' lv |v
Xy x oy Xy X

Let t=g; (g2 {y.y).z) and suppose one wants to solve modulo R the equation ¢ =0, The "% " symbol
means that the corresponding occurrence is not basic. ¢ = 0 is considered as a term whose top symbol is =.
The tree of basic S—narrowing is formed by the branches (1) and (2):
% h=0
1, rt
| (1)

g1=0 —/—p» . _ =0 y

S =
b= LN WOEROSTS
g z y v
Z\ |
y v y oy x=0 (2)

The branch (2) gives the substitution o= (y/ h(0),z/ g2 (h(0),h(0))) which is the unique
solution.

The leaf of the branch (1) can not be narrowed at a basic occurrence, and since b (y) aod O are oot
unifiable this branch does not give a solution.

If one uses the naive basic N—narrowing, the term s disappears from the tree, and with it the branch (2).
Therefore the solution will not be found by this method.

63




Nevertheless in order to find o, our idea is to compute on a larger set of basic occurrences during the
rewriting steps. This computing will be said weakly basic. For it the term & ( y) =0 can be narrowed into
x =0 by the rule r3 using the substitution (y/ h(x) ) which gives the solution o.

Another difficulty is that the rewriting steps do not respect the basic occurrences.

Example 2: Let R be the canonical term rewriting system that contains the associativity rule:
R={f(xf(yz))~f(f(xy),2}} Let us apply basic N-—nparrowing on the term
f(f(y;x’),x’). One possibility is:
ff(yix)x) =spe,ots = £ 3f(y:f(y2) ).y).2)

with o= (x'/ f{y,z).x/ f{y:f(52)))
The occurrence pointed out by % is the unique occurrence of { on which the rule can be applied. Since this
occurrence is not basic it is not possible to normalize { by a basic derivation.
In the following, we will defive a property on basic occurrence sets that will guarantee that basic
normalization is possible.

4 The basic narrowing

The aim of the following definition is to characterize the sets of basic occurrences that allow to find a
solution. We will say that a set of occurrences U is sufficiently large on a term ( if all the subterms that
correspond to occurrences outside of U are normalized.

Definition: Let ¢ be a term, U a set of occurrences of 1, we say that U is sufficiently large on ¢ iff:
(v€D () and u€ U} = tfu is in normal form.

Lemma 1: Let 1o be a term, Up a set of occurrences of {y sufficiently large on to. Then all the derivations
issuing from f and following a leftmost innermost strategy o -+ f1 = ... = I, are left—to—right based on Up.
If we denote by Up, ..., Uy the sets of basic occurrences then for all 0 $iS o, Uj is sufficiently large on
4.
Proof: By induction on the size of the derivation.
If 0= 0 the lemma obviously holds. If the property is true for i, U; is sufficiently large on ¢;, then
the step (i —{u;gi+d;, O bi+1 satisfies u;€ U;. Since the strategy is innermost, the match o; is
normalized. Since the strategy is leftmost, the part occurring strictly left to u; is normalized.
Therefore the non basic occurrences of (i, are normalized. ¢

Corollary 1: If Uy is sufficiently large on i, there exists a derivation left—to—right based on Up, leading

to the normal form of o and such that for any term f; in this derivation, the set U; of the basic occurrences

of 1; is sufficiently large on ¢;.

But, there exist basic derivations that do not preserve the sufficient largeness property of the occurrence
sets. For ipstance, consider the system of the example 1, the term
(=f(b{b(x)),h{h(x))), and the occurrence set U= { £,1,11,2,21}, U is sufficiently large on t,
topemt'=h(b(x)) and B(¢’) =@. Since ¢’ is not normalized, B(t') is not sufficiently large on
[

rewriting

We must define a new notion of basic derivation, that always preserves the sufficient largeness property.
For that, we introduce the antecedent notion that is (nearly) the dual of the residual notion introduced by

Y

Church for the A—calculus and by Huet and Levy [6] for left—linear term rewriting systems. It
characterizes the fact that along a rewriting step, a subterm can be preserved.

Definition: Let {~ug—d, 07!’ be a step of rewriting and v’€ D (t’}. We say that the occurrence v of-
¢ is an antecedent of v ’ iff

v= v’ and are not comparable to u

or

there exits an occurrence p* of a variable x in d such that
vViSu.plew

We extend this definition to a derivation by transitive closure of the rewriting relation. We say that v’ is a
residual of v iff v is an antecedent of v'.

Remarks: With the notations of the previous definition we have:

o 'fvi=tlv
e v’ may have no antecedent if v’ = u. p’ with p’€0 (d) orif v’<uy,
® v’ may have several antecedents if g is not linear.

Definition: Given the derivation
0~[ug,go=+do] 11 > -+ [y 1,8a-1=da- 1) b

and U, ..., Up sets of non variable occurrences of fo, ..., {p respectively. We say that this derivation is
weakly based on U o iff for all i

e ycl;
e U= (U - (veU; 7w S v}] Ului. v/ veO(di)}
U{v€O(tis1) / v=ui. w,w€O (d;) and all antecedents of v in & are in Uj}

We write Uj,1= WB(Uj), U1 = WB( 1,1, (1)) or more simply Uj,,= WB{t;,,) if it is not
ambiguous. Oue will say U, is the base of t;, . The occurrences that belong to Up, ..., Un are said basic.
if it is oot ambiguous we will say more simply. thac tuis derivaiou iy woukly besic, or i @i is « woakly
Remark: WB is increasing i.e. USU" implies WB (U}SWB(U’), and preserves the closure by prefix
i.e U is closed by prefix implies WB { U) is closed by prefix.

This definition differs from Hullot's one by addition of the last line, i.e. the occurrences under dj may
belong to Uj,,. Therefore B( U;)SWB(U;).
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In practice the set Up is supposed to be closed by prefix, and since the weakly basic reduction preserves
this property then all the Uj; are closed by prefix. Therefore we can get a pew and simpler definition of
WB by writing:

® Uisi={v€0(4,,) / all the antecedents of v in ; are in Uj}
In the following we will use this definition.

The interest of the weakly basic derivations is pointed out in the following lemma, that emphasizes the fact
that the notions of weakly basic derivation and sufficient large occurrence set are very linked.

Lemma 2: Let 19— *t, be a derivation, and Up be a set of occurrences of tg sufficiently large on 1o,
Then fo— ¢, is weakly based on Up and the set U, of basic occurrences of i» is sufficiently large on .

Proof: By induction on the length p of the derivation.
If n=0 the lemma obviously holds. Assume o+ %1, , is weakly basic on Up and the basic
occurrence set Uy of Iy, is sufficiently large on f,. ;. Thus the reduction occurrence of lp-1~ Iy
must be in U, ,, Let Uy be the basic occurrence set of t, and v,€ D ( 1,) such that v,€ U,. From
the definition, there exists at least an antecedent v,., of v, in tp- that does not belong to Up_,.
Therefore 1/vy = 1, 1/Va-\ which is normalized by hypothesis, ¢

We can now define the basic narrowing with sufficient largeness as a step of left—to—right basic S—
narrowing such that the sufficient largeness property is preserved, followed by a derivation compatible with
. The previous lemma ensures that this derivation is weakly basic, and that the method will be complete.

Definition: Let o be a term, Uy an occurrence set of tp, the step of rarrowing to -1, (which is
equivalent to = *+i1~ty i€. o= {1~ ...+ is said leR—to—right based on Up with sufficient
largeness or left—to—right SL—based on U ¢ iff there are occurrence sets Uy, ..., Up such that;

) to="*+ 1y is left—to—right based on Up and U) = LB { Uo),
b) Uy is sufficiently large on ¢,
o) Forall i€{l,...,n - 1}, Ui, = WB(U;).

We extend this definition to a narrowing derivation and we will say that a narrowing derivation is left—to—
right SL—based on Up. If the set Uy is not specified we will say more siraply that this narrowing derivation
is lefi~to—right SL—basic, or that it is a left—to—right SL—basic narrowing derivation.

This definition prunes the narrowing tree because all the nodes that do not satisfy the sufficient largeness
property are cut. As the narrowing definition, this definition is generic and can be instanciated in two
particular cases: the left—to—right SL—basic S—narrowing when — is the identity, and the left—to—right
SL—basic N~ parrowing when — is the normalization mapping.

The left—to—right SL—basic S~ narrowing and the left—to~right basic S ~narrowing (from Herold) are not
the same relations because of the sufficient largeness property imposed by the point b) in the previous
definition. The lefi~io~—right SL—basic S—narrowing relation 1s included in the left—to—right basic S~

narrowing relation,

5 The proof of completeness

We use here a short and original proof method that was introduced by C.Kirchner [12] for equational

parrowing.

We must first introduce technical definitions.
Definitions: Let

® SU(t=1!R) be the set of the R—unifiers of ¢ and t’ (SU as set of unifiers),

e BU(t=t!R,U) be the set of substitutions found by the considered narrowing relation -~ on
the equation ¢ = ¢’ and left—~to—right SL—based on U, using the term rewriting system R (BU
as basic unifiers),

e su-N (1=t;R,U) = {0 / o is a normalized R—unifier of ¢ and t’

and U is sufficiently large on o (t=¢')}.

Lemma 3: Let R be a convergent term rewriting system, ( and ¢’ two terms, and U a subset of
O{(t=1). Ther SU~N (t=t;R,U}SBU (1=t,R,U).

Proof: Let p be any element in SU-N ((=¢;R, U}, and let us prove that p €BU (¢ = t;R,U).,
For that, we prove by noetherian induction on - that for a given term in the form p(t=t') anda
given subset U of O ((=t") such that p€SU-N (¢ =R, U), we have pE?UA(!=t:R,U).
if p(t=t¢’) is normalized then p is a syntactic unifier of ¢ and ¢', then it is an element of
BU(t=1t/RU). Otherwise, p(t=t') is reducible, and since U is sufficiently large on
p(t=1r), it is reducible into its normal form by a derivation Ie.ft—m—right based on U (corollary
1). Consider the first step of this derivation: p ({=¢'}) - 5, = 5|. From Ehe oorrespondafxce lemma

between rewriting and S—narrowing (Hullot [8]), there exists a term {; = (; and a substitution p such

that:

t=r~wou=t, plu=y)=s=s, p=p.o
which is summarized by the following diagram:

plt=t’) = si=si ——& ultn=ty

It

P H !
tet —A— ti=ff —® to=th

From corollary 1, the set U, of basic occurrences of si = 5 is s\ffﬁciem.ly large on 51 =5y, v,vhich
is p(1=1(]). Let tn =} be the term defined by ; = {{—{z = I, We have U=t t= and
consider the instantiated derivation p (& = ({) - *p (1, = ;). From lemma 2, it is weal'dy based
on U} and the set U, of basic occurrences of p (i = 1,) is sufficiently large on ulta=t ')

W is normalized, and is a R —unifier of u'and 1) theu of iy and i, Up b sullicicady large oo
=1;), then pESU-N (tn= 15, R, Un). .
:E::= t:; is a ;im son of p (1="t’) for the rewriting relation, so by induction hypothesis we

deduce that p € BU ( 1, = 1,, R, U,) . Since p=i. 0, then pEBU (t=t!RU). ®

Notation: We write ACRB for A, B sets of substitutions iff for any o €A there exists 6 €B such that
o=g8.

Corollary: BU (¢= £:R,0(t=¢") ) =g SU(t=t!R).
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Proof: SU-N (t=t;R,0{t=1¢') )EBU(1=t;R,0(1=¢"} ) from the previous lemma
CSU(t=t;R) by correctness of the narrowing
CrSU-N (1=t;R,0(t=1t") ) by definition. ®
Any left—to—right SL~basic narrowing relation provides a complete method for unifying in a convergent
term rewriting system.

Theorem: Let R be a convergent term rewriting system, f and { be two terms. The set of substitutions
o such that
® there exists a narrowing derivation issued from f =fp and left—to—right SL—based on
O(=15): o=1g="p 0,1 1= 4| ="...="[ 0,) {n = L, such that (, and 1, are unifiable by
the most general unifier B and that B . 0,...0} is normalized on V (% = 1o}
¢ g=f.0,.0¢

is a complete set of R —unifiers of i and fo.

6 Implementation

We bave implemented SL—basic N—narrowing within an experimental version of the rewriting software
REVE [14] as a modification of the procedure NARROWER [17]. In order to mark the basic occurrences,
we have bound a boolean to each occurrence of term, which is called occurrence indicator. Now, our
implementation does not check the sufficient largeness property and the rewriting steps are not exactly
weakly basic because an occurrence is considered to be basic if the most left antecedent is basic, which is
less optimized than our definiti

The weakly basic rewriting steps can be done as follows. Let (—fu,g~+d, 01!’ be a weakly basic rewriting
step; the occurrence indicator of an occurrence v from ¢’ is the boolean product of the occurrence indicators
of its antecedents in 1. Therefore the occurrence indicators of the part of ¢’ resulting from o can be
computed whitin the hing process. Remark that this computation is very simple when g is linear.
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Appendix: denomination of the various narrowings

A reduction is a sequence of rewriting steps, a normalization is-a reduction that leads to the normal form.

narrowing relation definition denoted in the literature by:

simple narrowing or more general instantiation and reduction by  narrowing [9]
S—narrowing (denoted by  one rule

-

narrowing (denoted by step of S~ narrowing followed by a given
=) reduction

normalizing narrowing or  step of-S—parrowing followed by a
N-—narrowing (denoted by  normalization

—~)

narrowing [2, 1], narrowing
with eager reduction [16, 10]

basic S—narrowing S —narrowing with respect to occurrences basic narrowing [9}

obtained by a basic putation

basic narrowing step of basic S—narrowing followed by a
given and weakly basic reduction

basic N—parrowing step of basic S —narrowing followed by a

weakly basic normalization

SL—basic S—narrowing step of S—narrowing such that the leaded
term satisfies the sufficient largeness
property

step of SL—basic S—narrowing followed by
a given and weakly basic reduction

SL—basic narrowing

SL—basic N—narrowing step of SL—basic S—narrowing followed by
a weakly basic pormalization
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Chapitre 4

Etude de la minimalité de
I’ensemble des solutions générées
par surréduction

Le but de ce chapitre est de comparer les relations de surréduction en étudiant la minimalité
de I'ensemble des solutions générées par surréduction. Il fournit un résultat pour la surré-
duction basique de gauche & droite en supposant que le systéme de réécriture est régulier
et sans paires critiques, et fait apparaitre I'intérét de la suppression des branches instances
(chapitre 2) et de l'introduction de la réécriture faiblement basique (chapitre 3).

Pour établir ces résultats, des étapes préliminaires sont nécessaires, et en particulier il va
falloir établir une propriété de commutation de la surréduction. Commuter une surdérivation
de deux étapes consiste 4 changer 'ordre dans lequel on utilise les régles de réécriture. La
commutation a déja été étudiée par Huet et Lévy [34] pour la réécriture, et par Herold [29]
pour la surréduction dans le cas ot les occurrences ne sont pas comparables.

En vue d'une extension ultérieure des travaux du chapitre précédent au cadre de la logique
ordo-sortée et et/ou & la réécriture équationnelle, nous prouvons directement nos résultats
dans un cadre ordo forté, puis dans un cadre ordo-sorté avec des systémes de réécriture
équationnelle. Dans ce chapitre R est un systéme de réécriture et E un systéme d’équations,
tout deux fixés. Les définitions de la RE-réécriture et de la RE-surréduction sont données
au chapitre 1.

Détaillons le plan du chapitre. La section 1 donne quelques définitions. La section
2 est une étude sur la commutation de la réécriture. La section 3 présente des lemmes
techniques, qui serviront & établir la propriété de commutation de la surréduction, présentée
en section 4. La section 5 donne des exemples de commutation. La section 6 contient
une étude sur la commutation de la surréduction équationnelle. La section 7 présente un
résultat de comparaison de la surréduction basique de gauche & droite avec la —Mr-surré-
duction basique de gauche A droite (introduction de la réécriture faiblement basique). Builn
la section 8 présente une étude sur la minimalité des ensembles de solutions.

4.1 Antécédent et résidu

La surréduction, et donc en particulier la réécriture, ne modifie pas complétement les
termes sur lesquels elle s'applique. En effet au cours d'une étape 1 Aoy, oy t', les sous-
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termes d’occurrence non comparable 4 ¢ ou bien ceux situés en dessous de I'application de g
dans ¢, disons t|v, ne sont pas détruits mais simplement instanciés par ¢. Ils pourront donc
apparaitre dans ', par exemple & occurrence +', et peuvent &tre dupliqués plusieurs fois.
On dira alors que v’ est un résidu de v ou encore que v est un antécédent de v'.
Définissons formellement ces notions d’abord pour la surréduction non équationelle, et en-
suite dans le cas général. Nous donnons une définition explicite de I'antécédent, et nous
définissons le résidu comme sa réciproque, car dans la suite c’est surtout l'antécédent qui
nous sera utile.

Cette définition est donnée dans le cas de la surréduction. Elle reformule d’une maniére
plus directe, mais équivalente, la définition donnée au chapitre précédent. La réécriture étant
un cas particulier de surréduction, elle fournit aussi une définition pour la réécriture.

Définition 4.1 Soit t Ay, a0 ' une étape de surréduction non équationnelle, et v’ une
occurrence de ¢'. On dit que Ioccurrence v est un antécédent de v' dans ¢ 3 travers cette
étape si:

1. ve D(t)

2. o' n’est pas comparable & g et v =’
ou
il existe une occurrence de variable p' (notons z la variable en question) de d telle que:
! g7 w
g.p.w o p est une occurrence de z dans g.

It

On dit que o' est un résidu de v si v est un antécédent de v'. O
Remarques: Avec les notations précédentes on a:

o t'|v' = o(t|v) et 5'il s’agit de réécriture on a méme ¢'[v’ = tjv.

e Si g n'est pas linéaire, v’ peut avoir plusieurs antécédents. Si d n'est pas linéaire, v
peut avoir plusieurs résidus.

e Si v’ < g ou s'il existe p’ € O(d) tel que v/ = ¢.p/, alors ¥’ n’a pas d'antécédent. De
méme si v < ¢ ou 8'il existe p € O(g) tel que v = ¢.p, alors v n'a pas de résidu, ce qui
differe de la définition de Huet et Lévy [34, p 5] ou 1l peut y avoir résidu quand v < ¢.

Etendons nos concepts  plusieurs étapes de surréduction.

Définition 4.2 Soit

to_’\'—'lpn,gn—da.dn] tiMr Aty
une dérivation de surréductions, vy une occurrence de to, v, une occurrence de t,. On
dit que g est un antécédent de vy & travers cetle dérivation s'il existe des occurrences
v € D(t;),...,vq—1 € D(tn_1) telles que pour tout 0 <z < n, v; est un antécédent de vy
& travers I'étape t, — t,41. On dit que v, est un résidu de vp si vo est un antécédent de v,
o

Pour définir les notions d'antécédent et de résidu & travers des étapes de E-égalité, on
va transformer le systeme d’équations E en un systéine de rééeriture, puis on ~ppliquera les
définitions précédentes.
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Définition 4.3 Soit- F' un ensemble d'équations. On appelle systéme de réécriture as-
socié & F, noté Eg, le systéme de réécriture non neethérien formé des équations de E
orientées dans les deux sens. ¢

. = E . B . .
Dans le cas non-sorté on a t =g ¢’ <=t — " t', mais ce n'est pas forcément vrai dans le cas
ordo-sorté. Nous nous plagons dans le cadre ordo-sorté en supposant néanmoins que cette

propriété est satisfaite.

Hypothése générale 4.1 Dans tout ce chapitre, E est tel que pour tous termes t et t':
t=pt et HERY
Il est maintenant facile de définir I'antécédent et le résidu & travers une E-égalité.

Définition 4.4 Soit t =g t' une E-égalité, v une occurrence de ¢, v’ une occurrence de t'.
On dit que v est un antécédent de v’ & travers cette E-égalité st v est un antécédent de o’
dans la dérivation ¢ 5 5% ¢. On dit que v’ est un résidu de v si v est un antécédent de v'.
<&

La RE-surréduction peut étre vue comme la composée de trois étapes: instanciation,
E-égalité, réécriture non équationnelle. Il est donc maintenant facile d’étendre les notions
d'antécédent et de résidu & la RE-surréduction.

Définition 4.5 Soit 34\"’{55«&;] t' une étape de RE-surréduction, v' une occurrence de ¢/,
v une occurrence de t. On a o{t) =g o(tfg — g]) = ¢.

On dit que v est un antécédent de o' s'il existe une occurrence w de. o(tg — g]) telle que
w s0it un antécédent de v/ et v soit un antécédent de w. On dit que v’ est un résidu de v
si v est un antécédent de o',

Cette définition peut s’étendre & plusieurs étapes de RE-surréduction de la méme mauniére
que dans la définition 4.2. &

4.2 Commutation de la réécriture

Huet et Lévy [34] ont établi un résultat de commutation sur la rééeriture standart dans le
cas des systémes de réécriture sana paires critiques et linéaires & ganche (voir aussi les travaux
de Boudo! [5]). L'utilisation d'une notion de résidu un peu plus restrictive que la leur nous
permet d’étendre leurs résultats au cas ol il y a des paires critiques. La commutation de
Huet et Lévy est une commutation "en marche avant”, elle consiste & faire glisser une étape
s — t & travers une ou plusieurs étapes issues de ¢, et elle utilise la notion de résidu. Pour
comparer les relations de surréduction, nous avons besoin de commuter "en marche arriere’,
c’est & dire de faire glisser s — ¢ & travers une ou plusieurs étapes aboutissant 4 s, et pour
cela nous utilisons la notion d'antécédent. Ainsi, I'hypothése qu'il nous faut n'est pas la
linéarité & gauche du systéme de rééeniture, mats la linéarnité & droite. Enfin nous étendrons
ces résultats & la réécriture équationnelle. Pour cela, la méthode de filtrage Fultregp ne
pourra pas étre quelconque, mais devra satisfaire une hypothése de stabilité.

La commutation en deux coups ne nécessite aucune hypothése particuliere.

Lemme 4.1 (commutation de la réécriture non équationnelle)
Soient s,¢,u trois termes. Soit

8 2pg—d L 2pi—g v (1)
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deux étapes de réécriture telles que g admet des antécédents dans s, notés po,...,pm—1 (liste
exhaustive).
Alors (1) peut étre commuté en:

§ Dpgimer] 1 o oy er] B “lpg—d] a(2)

tel que w gy ooy w0l ,q1,. .., ¢n SONt les résidus de po, ..., pm-1 dans t.

Preuve: Evidente. O

Remarque: Si d est linéaire ou u est normalisé ou p et ¢ ne sont pas comparables, alors
#' = u. Autrement dit la commutation ne change pas le dernier terme de la dérivation.

Nous cherchons maintenant & établir une propriété de commutation sur la réécriture
équationnelle. Caractérisons le fait qu’en remontant une dérivation, tout les antécédents
d'une occurrence donnée ont eux méme des antécédents, c’est a dire qu'aucun antécédent
n'est perdu au cours de la dérivation.

Définition 4.6 Soit ty — ... — 1, une dérivation et v une occurrence de ¢,. On dit que
v admet tous ses antécédents dans to si pour toute étape ¢, — ti41 de la dérivation et pour
tout antécédent v,y de v dans 4,41, v,4; admets des antécédents dans ¢;. &

Lemme 4.2 (commutation & travers plusieurs étapes)
Supposons que R soit linéaire & droite. Soient
1 —lgrgo—do] **+ lgn-1gnor—dnor) tn (1)
tn —pi—r] torr (2)
deux dérivations telles que v admettc & travers (1) tous ses antécédents dams tg, motés

Doy« - -, Pm-1 (liste exhaustive).
Alors (2) peut étre commuté & travers (1) en

b ! ! '
0 g pmyid—r] 1 laogo—do] 12 = 1+ guoygnoi—dnoa] It

etonaty ) =ty
Preuve: Puisque R est linéaire & droite, le résultat précédent permet de commuter une

dérivation de deux étapes sans changer les termes de ses extrémités. 1l suffit donc
d’appliquer ce résultat autant de fois qu'il convient. O

Notation: ¢,v....,v, étant des occurrences, 7. ...,7, étant des regles de réécriture, on
note la dérivation ~g 4, 1y 0y] = -+ gearawa) S0us forme abrégée par

.
i PR Y F i . SR N |

On note la dénivation —p, o, . oy =+ [k o101.0,] S0US forme abrégée par

lpo ki)

74

Lemme 4.3 Si les étapes s = ¢ (1) se font par des régles linéaires & droite, et s'il existe
une dérivation de la forme ¢t —.'[q,lpl,“_,l-,.);r,...a-,.;,l“,_m,] % (2) telle que 'occurrence ¢ de ¢
admet a travers (1) tous ses antécédents (po....,pr) dans s,

alors (2) peut étre commutée & travers (1), et on obtient:

M - ] .
8 o201 tn i1 T30 i On] T T Dk (v 0 i1 TR 0] vt

Preuve: a) Puisque ¢ admet tous ces antécédents dans s, alors pour 1 < ¢ < 7, ¢.v, aussi, et
ce sont po.v;,. ... pe.%. D'aprés le lemme précédent et par récurrence il est alors facile
de montrer que (2) commute & travers (1), et on obtient:

3 3 3 ik
§ “Hpowemi)vrrne] = 0 lpogeprltnraon] 0t

b) po,...,px étant les antécédents d'une meme occurrence, ils sont incomparables deux
4 deux. Par commutation on peut regrouper les occurrences qui commencent par pg,
puis celles qui commencent par pj, etc..., ce qui donne:

. . : .
—
Rl P PTSURICTE TE SORENS 7. S 00 I s (T CONOURTY [t SqRSie . e | t =t

a

Pour que la réécriture équationnelle commute, la méthode de filtrage Filtre ne saurait étre
quelconque. -

Définition 4.7 La méthode de filtrage Filtreg est dite stable si la donnée de
155t =a(g)
# 55 1, = o'(g)

tel que les étapes de E-égalité £; = 5% ¢, et ¢] 5% ¢/ se font aux mémes occurrences et par
les mémes régles,
implique

o € Filtreg(g,t1) <= o' € Filtreg(g,t))

o

Dans le cas de la R,E-réécriture, Fultrep(t,t') est I'ensemble des E-filtres de ¢ vers ¢/, denc
FPiltreg est stable.

Théoréme 4.4 (commutation de la réécriture équationnelle)
Supposons que Filtrep est stable Soient s,t,u trows termes et

RE RE
$ pgd) t gt ¥ (1)
deur étapes de réécriture équationnelle telles que:
o Uétape s —=RE t n'utilise que des régles de En U R linéaires i droste,
® ¢ € O(t) admet tout ses antécédents dans s, notés py, ... ,pm—1 (hste ezhaustive).

Alors (1) peut étre commuté en

E

RE ’ R RE ! RE
8 Spgter] T Pl i) T Tpg—d U (2)
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Preuve: Les deux étapes de réécriture sont équivalentes a

= En R = Er R
8 gt gl S Tlpg—dio} b7 ighugiror o ] M Tal—rg) ¥
et par définition de la réécriture équationnelle les occurrences q.’,,...,q} sont plus
grandes que ¢g. Posons donc gy = g.vg,...,¢, = ¢.vj. Puisque ¢ admet tous ses

antécédents py, . ..,Pm—1 dans s, d’aprés le lemme précédent il résulte:
. = « y
5 “po{vo, <8 € }iT050yT5 {100 0558 T T D1 (2050050546100, T300,0,85,6)

) » Bn ):4
U= lpesl) Tlpg—do’)
c’est & dire

RE

RE RE y * Ex R
8 Ppod=rd] ™ o homord—r] © Tl ..p'.»lt'l “pg—do) ¥

On avait slp 5 En s1lp = o(g), et maintenant ¢|p = Er tilp = ¢'(g) aux mémes
occurrences et par les mémes équations. Par stabilité de Filtreg, il vient que o’ €
Filtreg(g,t)|p). Par conséquent ¢/ —’ﬁg—d,a‘] u, ce qui prouve le théoréme. 01

4.3 Lien entre 'unification des termes et I'unification des
substitutions

Pour généraliser les résultats précédents & la surréduction, il faut d’abord établir des liens
entre I'unification sur les termes et 'unification sur les substitutions.

Définissons 'unification de deux substitutions.

Définition 4.8 On appelle unificateur de deux substitutions o et 6 toute substitution p
telle que p.0 = p.f. On note EU(r, @) l'ensemble des unificateurs de o et §. On définit
I'ensemble minimal complet d'unificateurs de o ¢t § (noté ECMU (0,0)) de la méme maniére
que pour les termes, et on prouve son unicité en étendant le lemme 1.3. ©

Remarque: On a alors

p € BCMU(0.6) == D(p) C (D(0) U D(6))

Notations: OP étant une opération sur les termes (respectivement sur les substitutions),
on 1'étend de maniére naturelle & des ensembles T3,...,7T, de termes (respectivement de
substitutions) par:

OP(Ty,.... Ta) = {OP(ty... ,ta) 1 € Ti.... ,t, € Tn}
Par aillems si T est un ensewble de substibutions et ¢ un terme on définit
u(t) = {o(t).oc € T}
De plus 'élément ct son singleton seront confondus, par exemple on écrira 6 & la place de

{8}

En pratique nous utiliseront ce formalisme sur la composée des substitutions, sur EU, ECMU
et UF, Uf définis plus loin.
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Lemme 4.5 Soit & un ensemble de substitution, £, 'ensemble complet minimal de Z, et
6 une substitution. L'ensemble complet minimal de .6 est Epin.6.

Preuve: C'est l'ensemble des substitutions minimales de £.8. Si ¢ = .6, € T est mini-
male, alors ( est minimale dans ¥. Réciproquement i § € Lin, alors 8.4 est minimale
dans X.4. O

Les lemmes 4.6 et 4.8 ont été établis par Herold {30, p 42] pour I'unification non sortée.
Nous les prouvons dans le cadre ordo-sorté en détaillant bien les conditions techniques sur
les variables.

Lemme 4.6 Soient ¢ et § deux substitutions idempotentes telles que I(o) NI(6) = §. §'il
existe deux substitutions et p telles que y.0 = p.6, alors ¢ et # sont unifiables par une

‘substitution « vérifiant a.0 = 7.0 et a6 = p.6.

Preuve: Définissons a comme le recollement de « et u. Soit'z une variable, discutons quatre
cas.

1. Siz & D(o) et = & D(6), posons a(z) = v(x) = p(z).

2. Siz € D(o) et = & D(8), alors y.0(z) = p(z). Puisque o est idempotente on a
z & V(o(z)). Il est donc possible de poser a(z) = pu(x) et Yy € V(a(z)),a(y) =
7(y).

3. Siz ¢ D(o) et © € D(6). Méme raisonnement que ci-dessus en échangeant les
lettres.

4. S1z € D(o)N D(B), on a y.0(x) = p.6(z). Pusque I(o)NI(#) =0, on a
V(e(z)) NV (8(z)) = 0. Il est donc possible de poser Vy € V(o(z)), a(y) = 7(y)
et Vy € V(8()), a(y) = p(y).

o a été défini tel que ao = y.0et a.0 = ;Lﬁ, donc d’aprés 'hypothése .o = 6. O

L’unification ordo-sortée n'étant pas unitaire, nous sommes obligés d'introduire des notations
ensemblistes.

Définition 4.9 On appelle ensemble des unifiés de deux substitutions ¢ et  I'ensemble
UF(0,8) = {c.0,a € EU(0,8)}. On appelle ensemble complet des unifiés de o et § 'ensemble
Uf(0,8) = {c.0,0 € ECMU{0,0)}. <
Remarques:
1. Daprés le lemme 4.5, Uf(7,8) est exactement I'ensemble minimal complet de UF (0, ).
2. UF est commutatif et par unicité Uf aussi.

3. Quand on dit "soit ¢ € Uf(6, )", on suppose implicitement que 6 et 4 sont unifiables.

Lemme 4.7 Lorsque les substitutions considérées ont des images disjointes alors UF' est
associatif, et donc Uf aussi.
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Preuve: Soit y € UF(a1,UF(032,03)). 1l existe des substitutions 6,7 telles que:
6.02 = 8.03 € UF(02,03)
u=.0y=".0.0p =7.0.03
Puisque I{c;) N I{og) = @ et d’aprés le lemme 4.6 il existe 8" telle que
p="0.0, =00, € UF(5,,02)

Dot g = (6'.01) = (7.8).03. Donc p € UF(UF(01,02),03)-
L'autre inclusion se prouve de la méme maniere. O

Notations: Sous les hypothéses du lemme précédent nous utiliseront les notations aplaties:
UF(01,...,0.) et Uf(o1,...,04).

Le lemme suivant, relie P'unification sur les termes et l'unification sur les substitutions.
L'inclusion Uf(ECMU (s,t),8) C BCMU(8(s),6(t)).6 est trivialement vraie si on utilise FU
et UF, mais nous montrons qu'elle est encore vraie pour les ensembles complets minimaux.
L'inclusion réciproque Uf(ECMU (s, t),8) 2 ECMU(f(s),6(t)).¢ peut se comprendre ainsi: si
6(s) et 6(t) sont unifiables par I'unificateur minimal g, alors ju.6 est un unificateur de s et
t. 1l existe donc o € FCMU (s, 1), et une substitution +y tel que 7.0 = .. Alors o et & sont
unifiables par 4 U p qui se trouve étre un unificateur minimal.

T.emme 4.8 Soient s, deux termes et § une substitution. On a:

UF(ECMU (s, 1), 6) = BECMU(8(s), 8(t)).0

Preuve: a) Montrons que Uf(BCMU (s, t),8) C BCMU (6(s), (t)).6. Soit o € ECMU (s,t),

soit § € UF{c,8). B sécrit f = p.o = p.B, avec p € EU(0,6). On a
p8(s) = p.o(s) = p.o(t) = p.b()

Par conséquent p € EU(6(s), 6(t)), et alors 8 € EU(8(s).8(t)}.8.
b) Montrons que Uf(ECMU((s,1).6) 2 ECMU(6(s),8(t)).8. Soit 8 € EU(8(s),6(t)).0.
elle s'écrit § = p.0 avec u € EU(6(s),8(t)). Donc f = p.f € EU(s,t). Par complétude
de BCMU il existe ¢ € ECMU(s,t) telle que ¢ < p.8. 1l existe donc une substitution
7 telle que 7.0 = p.. Puisque ECMU est définie & un renommage de variables prés,
on peut supposer que o satisfait (o) N I(f) = §. D'aprés le lemme 4.6, ¢ et § sont
unifiables par une substitution o telle que p.f = a.f. Par définition a.f € UF(s,0),
done B = .6 = a.8 € UF(o,0) C UF(ECMU(s,1),6).

¢} D'aprés le lemme 1.3 les ensembles minimanx de UF(ECMU (s, t), ) et de EU(8(s),6(t)).0

sont égaux, et grace au lemme 4.5 on obtient Uf(ECMU (s,t),8) = BCMU(8(s), 6(t)).6.
m}

4.4 Commutation de la surréduction

Quand on commute deux étapes de surréduction, la difficulté essentielle est de montrer
que la composée des substitutions surréductrices est inchangée. Pour y parvenir l'idée est
la suivante: des étapes de surréduction données on déduit une propriété sur des termes
(tel sous-terme est unifiable par telle substitution minimale), puis par le lemme 4.8 on en
déduit une propriété sur les substitutions surréductrices. Ensuite on applique de nouveau le
lemme 4.8 mais dans l'autre sens, dont on déduit une propriété sur des termes, qui fournit
des étapes de surréductions dans ['ordre inverse de celles de départ.
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Lemme 4.9 Soit s un terme et des occurrences py, .. .,pm-1 € O(s) non comparables deux
a deux. Soit une régle de rééeriture [ — 7. Sl existe une substitution

0 € Uf(BCMU (s]pm-1,1)..... ECMU(slpo. 1))
alors il existe une dérivation de la forme

$ A mrg) 10 sl 1t
telle que o = 6,,_, ... 0.

Preuve: Par récurrence sur le nombre ¢ d’antécédents.
Pour 7 = 1 la propriété est vraie par définition de la surréduction.

Supposons la propriété vraie pour i € {1,...,m — 1}. Soit
o € Uf(BECMU (s|pi, 1), ..., BCMU(s|po, 1))
Par associativité,
7 € Uf(BCMU (slpi, 1), Uf (BCMU (s|pi-1, 1), ..., BCMU (s[po, 1)))
Par hypothése de récurrence il existe une dérivation
5 Mg tearg] o M gt ()

telle que o € Uf(ECMU (s|p:,1),6'_, ...8;). Posons § = 6,_, ...6,. En appliquant le
lemme 4.8 sur les termes sip;, I et la substitution 8, on obtient o € BECMU (6(s|p:), 0(1)).8 .
On peut supposer que les variables de la régle | — 7 sont renommées en de nou-
velles variables non utilisées dans la dérivation (1), d'od 8(}) = I Il existe 6, €
ECMU(6(s]p,),1) telle que o = 6..0. Puisque pq,...,p, ne sont pas comparables on
a tl|p, = 8(s|p:), donc 6, € BECMU(¢.|p;,!). Comme de plus p, € O(s), t; se surréduit
par l'étape ¢ Ao, 1o tiy,. O

Remarque: Si Uf(81,0) = ... = Uf(6,,0) alors pour tout i € {1,...,n},

Uf(gly--'.gny”) = Uf(o,,(f)

Lemme 4.10 Soient
§ A gdo] t APl r )

deux étapes de surréduction issues de s. Si po,....Pm-1 € O(s) sont des antécédent de g,
alors 1l existe une dérivation

§ Mgt g L N e (.
et une substitution o' € BCMU(8,,_, ...04(s|p),g) telles que

P A

Preuve: a) Soit i € {0,...,m — 1}, d'aprés le lemme 4.8 appliqué sur les termes slp;, ! et la
substitution o, on a

Uf(BCMU (s|p. 1), 0) = BCMU(a(slp.).o({)}.o
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Or d’aprés les hypothéses, t.¢ = o(slp;) et I = o(1), d'ou
Uf (BCMU (slps, 1), o) = ECMU(t|g,1)-0
Ceci est vrai pour tout les z, et d’aprés la remarque précédente:
UF(ECMU (slpo, ). ..., BCMU (slpm-1,1), 0} = ECMU((t]q,!).0
b) Par hypothése ¢ € ECMU (t]q,1). 1’égalité précédente appliquée de droite & gauche

implique
6.0 € Uf(BCMU (slpo, 1), ..., BCMU(3|pm—1,1),0)

Donc il existe 6) € BECMU (s|po, 1), ... 01 € BCMU(s|pm-1,1) telles que
8.0 € UF@,,....00 1. 0)
Par associativité de Uf on peut écrite
8.0 € UF(Uf(8p, .- 100m_1),0)

1l existe donc v € Uf(6),....8,,_,) telle que 6.0 € Uf(v,0). D'aprés le lemme 4.8
appliqué sur les termes sfp, g et sur la substitution v il vient

Uf(BCMU(s|p, g},7) = BCMU (7(slp), 1(g))}-¥
Par hypothése ¢ € ECMU (s|p, g), et puisque Uf est commutatif on a
8.0 € BCMU(y(slp},v(9))-7

Puisque BCMU est minimal y(g) = g. 1l existe donc o/ € ECMU(v(slp), g} telle que
6.0 = o'.y. D'aprés le lemme 4.9 il existe une dérivation

s _N—’[pu‘f-'ﬁ%] t)l A~ J\r"b,m'hl_.,.vgl

!
lbm
m—1
telle que y =6, _,...6;. O

La propriété de commutation dans le cas olt les occurrences ne sont pas comparables se
déduit trés facilement du lemme précédent. Elle a été établie par Herold [29] dans le cadre
not sorté.

Proposition 4.11 Sozent
50 gmd o) 1Nl i—r g (1)
deux étapes de surréduction issues de s telles que.
1 p.q € Ofs)
2. p et g ne sont pas comparables.
Alors (1) peut étre commuté en:
5 1—rd) it Ao g—dot (2)

tel que '8’ = f.0.
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p. g->d, ¢

p, g->d, o'

Figure 4 1: Commutation de la surréduction: cas ot les occurrences ne sont pas comparables

Cette proposition est illustrée par la figure 4.1.

Preuve: L’occurrence ¢ de s est un antécédent de I'occurrence g de t. D’aprés le lemme 4.10
il existe une surréduction sy, . g1t et o’ € ECMU(6'(s]p), g) telles que o’.¢/ = 8.0
Puisque '[p = 6'(sp) on & t' Ay, g0’ En considérant les réécritures associées
0.0(5) —{pgd) “gimr] & 8 0" 0'(8) =g ir] ipg—a) ', 1] est évident que u = /. O

Contrairement au cas précédent, quand les occurrences p et g ne sont pas comparables
le lemme 4.10 ne permet pas de conclure, car les termes ¢, [p et 6, _, ... 63(s|p) ne sont pas
égaux, mais sont liés par 6,y ... 05(5) =g, pm_yd—~r} b 1l faut donc montrer que cette
dérivation laisse inchangés les unificateurs minimaux avec g. C'est le but des deux lemmes
suivants.

Notation: On note par V I'ensemble des variables de la signature et par V — {z} I’ensemble
V dont on a retiré «

Lemme 4.12 Soient $,g deux termes sans variables communes. Supposons qu'il existe
une variable z € V{g), des occurrences ¢, ...,gm-1 € O(s) non comparables entre elles
et une occurrence w tel que pour tout « € {0,...,m — 1} on ait ¢; = vi.w et glv; = .
Soit z une nouvelle variable, posons t = s(go +— 2]...[gm-1 — 2]. Alors 0 € ECMU (s, g)
si et seulement si il existe vy, € BCMU(t.g). v2 € BCMU(71.(s|go),. .., 71(s]gm-1)) tel que
o=mm [V-{z}]
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Preuve: a) Soit 0 € FU(s, g). Décomposons o en

N = ofy) siy#az
= U(Z)[‘we—z] aiy;z

et 12 = (z/0(2)|w). Par construction ¢ = Y2.71-
1t =7l 2] [gm-1 = 2]) = n(s)igo — 2]... [grn-1 — 7]
et puisque 7 (s) = o(s) = a(g),
Nt =0(g)lgo — 2...[gn-1 + 2] = m(g)
Donc 71 € EU(t.g). Seit 4,5 € {0,...,m ~ 1},
12Nl0) = o(slg) = o (zfw) = o(slg;) = v2m(slg;)

Donc 1, € BU(ni(slgo), -, 1 (slgm—1))-
b} Soit y, € EU(t,g), 12 € EU(1(slgo), - -, 71(s)gm—1)). Posons

oy) = rmnly) siy#z
Yen(z)w — rn(slg) siy==z

i

On voit que ¢ = yp.y; [V — {z}].
Puisque les apparitions de z dans g SOLt aux occurrences wp, ..., vum-1 et que gy =
VoW, ..y Gme] = Yy 1. W OD &

7(9) =712m(9)le0 ~ 7271(5lg0)] .. - [gm-1 7271 (slge)]
Par définition de 7y,
o(9) = 127190 ~ 121 (5lg0)]. . - [gm—1 — 1271 (5]g0)]
fxcepté pour les sous-termes aux occurrences Q.- -y Gm—1, les termes s et ¢ sont égaux
‘ol '
7(9) = v2m(s)lgs < r2mlslgol] . lgme1 — 727 (slg0)]
Par définition de y,:

(o) =m1m(slgo — 2 mlslgo)]. . [gm-1 = 1271 (sgm=1)] = 121 (5)

Puisque z € V(g) et que les variables de s et g sont disjointes alors yy.y, = o [V(s)].
Par conséquent o(g) = a(s), c'est & dire o € EU(s, g).

('D) Le résultat s’obtient grace & la propriété dunicité des ensembles minimaux (lernme 1.3).

Définition 4.10 Une régle de rééeriture { — r ost dite i‘égulié“{' V() =Vir). ©
Lemme 4.13 Soient s’ un terme, g — d et [ — 7 deux régles. Si
%

1. g est Linéaire ou bien { - r est une régle réguliére,

P g e . .
2. ¢ se réécrit s [powwmori—r] L €t il existe nne variable 7 € V(g) et des occurrences
2w tel que pour tout ¢ € {0,. .., m—1} onap; =pu.wet gly =z,
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alors
ECMU(s'|p. g) C ECMU(t,,[p.g) [V - {=}]
Preuve: s et t, s'écrivent:
s’ = tlpo «— oo(l)] ... [pm-1 — Om-1(D)]. = tpo — oo(T)]- .. [Pt = Tm-1(r)]

Puisque g — d est une régle on peut supposer que s’ et g n'ont pas de variable commune,
donc ¢/, et g non plus. Soit § € ECMU(s' p,g), d'apres le lemme précédent appliqué
sur s'lp. g et tlp il existe v € BCMU(t[p,g), 72 € ECMU(n1(oo(1)), ..., i({om-1(1)))

tel que 8 = .7y [V — {z}]. )
Si g est lindaire, ECMU(m(do(l))) = BCMU(y1(00(r))) = {Id}. v étant vn terme
quelconque, on a
o € BCMU(n(0(w);. .. 11(0mo1 (1)) <= Yy € V(u),0 € ECMU(71(00(y))s - - 11 (0m-1(3)))
Donc si V(r) = V() alors

BCMU(m(oo(B)), -, 11(@m-1 (1)) = BCMU(n(00(r}), -, 11{0m-1(r))

Finalement 2 € FCMU(71(a0(r)), ..., 71(6m-1(r))). D'aprés le lemme précédent ap-
pliqué aux termes t,|p, g et t|p, il existe 6 € BOMU (¢}, |p. g) telle que 6" = 72.m V-

{z}]. Do 8 =6 [V - {z}]. O

Donnons une premiére version de la propriété générale de commutation. Des exemples

sont donnés au paragraphe suivant.
Proposition 4.14 Soient

A gdo) b N rr g (1)
deuz étapes de surréduction issues de s telles que

1. A travers D'étape de réécriture o(t) = .q) t, ¢ admets des antécédents dans o(s),
dont la liste exhaustive est po, ..., Pm—1, et de plus po,....pm-1 € O(s),

2. g — d est lindaire d gauche oul — 7 est réquliére.
Alors (1) peut étre commuté en
8N tmar g N e W ter ) N g (2)
tel que
e b, .. .0h=00 [V-V(d)]

o U T anter] 20U 01, gn SOTE les résidus de po....,pm—1 dans t.

Preuve: Si p et g ne sont pas comparables, voir la proposition 4.11. Sinon il existe une
- paf
variable z € V(g) telle que g = p.v’.w et po = pvo.W,. .-, Pm-1 = PUm-1-W 0U V" €8t

une occurrence de z dans d et vg, . ... Um_1 sont les occurrences de z daps g.
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D’aprés le lemme 4.10 il existe une dérivation
T L T o SR R L
et une substitution o” € Unaf(#,,_, ...65(slp). g) telles que
0”6, ... 0,=00

Ainsi 0,1 .. .05(5) ipo,..pm_ri—r] tm- D'aprés le lemme précédent, il existe o’ €
Unif(t.,|p, g) telle que o’ = 6" [~{z}]. Puisque z € V(d) on peut écrire

1 . p, g->d, o
o' _y...8,="0.0 [-V(d)]
D’autre part on peut donc surréduire ¢, par I'étape th, Ay, g—.d o1 2. En considérant
les dérivations associées .0(8) =y g (g 1=r] 2L Iy 65(5) —ppoimr] - “lom-ut5g
—pg—d] o', il est clair que u —*'Iw,---qul—f] . 0
Remarques:
- Si d est linéaire, ou  est normalisé, ou p et ¢ ne sont pas comparables, alors ' = u.
- Lorsque p et g ne sont pas comparables il n'est pas nécessaire que la condition 3. soit
satisfaite. 5’
La condition 1. est technique, cherchons une condition suffisante qui le soit moins. Sup- a
posons qu'il existe un antécédent p, de o(s) tel que p; ¢ O(s). Par définition o(slpi) = tlg. -
Par conséquent — |+
0.0 (slp:) = 8(tlg) —pi—r] ulg LY
Tl existe une variable z d'occurrence w dans s telle que w < p;. Donc f.0(z) n’est pas
normalisé, ce qui prouve que 8.0 n’est pas normalisé sur V(s). Par contraposée, .0 normalisé
sur V(s) implique tous les antécédents de ¢ sont des occurrences de O(s). On peut donc
donner une version moins technique de la propriété de commutation.
Théoréme 4.15 Soient
$HpgdatHgi=ra (1
deux étapes de surréduction issues de s telles que
1. g admets des antécédents dans s, notés py, .. .,pm-1 (hste ezhoustive), p, g->d, @

2. 0.0 est normalis¢ sur les variables de s,

3. g — d est linéaire & gauche ou | — 1 est réguliére,

Alors (1) peut étre commuté en

s "\'_)lpn.f—'m%l A Jv_)[p,u:Al-vaﬂi,,,l] 1, A gda’| v (2)

tel que

e o8, .. .0,=>00c [V(s)
. R » Figure 4.2 : Commutation de la surréduction: cas ol les occurrences sont comparables
® U S gadar] ¥ OLG G gn sont les résidus de po..... Pm-— dans t.

Ce théoreme est illustré par la figure 4.1 lorsque les occurrences p et g ne sont pas compara-
bles. et par la figure 4.2 lorsqu’elles le sont.
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4.5 Exemples

Exemple 4.1 Considérons deux régles de réécriture 7(,72 et deux étapes de surréduction

1)

_[1_> X' re i
A% A\ x

x' X' x' h
I
X

1

h “Tr{\xT’ A T L 1
f/\ 1, 0/\ 12,y/h( 0/\0 (1)
A A /N
0 x X Y 0 y

Dans (1), les occurrences d'application des régles ne sont pas comparables, on peut donc
commuter (1) en (2):

/h1\ 2,r2,y/h(x /h1\ 1,r1,x/0 /h1\ (2)
/f\ K /f\ X 0 0
0 X

0 x x Yy

Remarquons que l'application de 2 ne crée pas les mémes substitutions surréductrices
dans (1) et dans (2). Par contre la composée des substitutions surréductrices est la méme
dans (1) et dans (2}.

Exemple 4.2 Considérons deux regles de rééeriture 71,7 et deux étapes de surréduction:

f Mg h g 25,
N, #I\ |
y y' y ¥y v 0

A

f — /N /\ B =h
/ \ p=¢,r1,y/x / v
g g g

| I

X oy X

86

L'occurrence ¢ admet deux antécédents p = 1 et p» = 2. Donc les deux étapes de
surréduction commutent en trois étapes:

g r1 u';h\\
0

f i — Nt
/ \ p1=1,r2,x/0/ \p2=2,r2,y/0/ \
g g 0 g 0 0 0 0

[ l
X oy y

Les termes finaux © et o’ sont différents car p; et p; admettent pour résidu ¢, mais aussi
¢ =1 et g = 3. Donc u et ' sont 1is par w =g, r} 2 e.ra) ',

Exemple 4.3 Considérons deux régles de rééeriture 11,72 et deux étapes de surréduction

(1):

~
e
O —

XN —

o f — — \——cr 0 (1)
g "/ \ er1,y/g(x") g g=¢, 12,x"/
y 4
L'antécédent de g = ¢ est p; = 1, qui est une occurrence de variable de s. Puisque les
variables ne peuvent pas étre surréduites, il est impossible de commuter (1). Remarquons

qu'alors la composée des substitutions surréductrices dans (1), qui est égale a 2/0, y/9(0),
n'est pas normalisée.

Exemple 4.4 Considérons deux régles de réécriture 71,72 et deux étapes de surréduction

il
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/\—p—m@\m /\ il
/\ /\

Les antécédents de ¢ = € sont py = 1 et p, = 2. La composée des substitutions
surréductrices de (1) est 6; = y/z,z'/z,y'/x. En commutant (1) on obtient la dérivation
{2) ci-dessous dont la composée des substitutions surréductrices f; = z'/z,3//y n'est pas
égale & 6, mais est plus générale. Cela provient du fait que ni 7} n'est linéaire & gauche, ni
o n'est réguliére.

\ET/r\z‘m’/\Wé\rz_’y/y/\sm (2)

/\ /\ /\

4.6 Commutation de la surréduction équationnelle

Reprenons et généralisons les lemmes qui ont été établis pour la commutation de la
réécriture équationnelle.

Lemme 4.16 (commutation & travers plusieurs étapes)
Supposons que le systéme de réécriture courant R satisfasse les deux conditions suivantes:

- R est linéaire & droite,

- R est hinéaire & gauche ou R est réguber.

Solent
to ~4140.90—da 0} A At gn-1—dnr@ailtn (1)
tn ety tner (2)

deux dérivations de surréductions, et v € O(t,). Si dans la dérivation o,y ...ag(t5) — t,, v
admets tous ses antécédents dans 0,1 ... 0y(to). notés pg,....pm—1. et que pg, ..., Pm-1 €
O(tg), alors (2) peut étre commuté & travers (1) en

j A ' ' '
; 0 My prid—e 8] 8Pl go—dow T2 o A o —dar ot )
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tel que
- oh_y...00.0 =8.0,1...00 [V{to)]
- thyr = tatl

Preuve: Comme pour le lemme 4.2. Ajoutons que la composée des substitutions surréductrices
est inchangée lors de la commutation de deux étapes, sauf sur les variables des régles.
1l suffit donc de supposer que les régles ont des variables différentes de celles des termes
de la dérivation, pour affirmer que

’
On-1

o 06.6’ = 0.Un_.1 a0 [V(to)]

o

Le lemme précédent n’est plus vrai sans 'hypothése de linéarité & droite des régles de réé-
criture. En effet, sans cette hypothése, on ne peut pas commuter deux étapes a l'intérieur
d'une surdérivation, puisqu’alors le terme w résultant de ces deux étapes serait changé en un
terme %' tel que u = ' (voir théoréme 4.15). Par exemple si on commute les deux premieres
étapes de la surdérivation

st Ao u Ay un (1)

on obtient s A= -A>u’ et on ne peut pas surréduire u’ en u,. Si le systéme de réécriture est
confluent, il est possible de surréduire u’, mais on ne peut pas toujours aboutir & u, mais &
un terme plus général et avec une substitution plus générale que 6;.

Dans les deux exemples qui suivent, on montre comment faire glisser I'étape de surré-
duction relativement & la régle 73 de la derniére position (surdérivation (1)) a la premiere
position (surdérivation (3)). Les systémes de réécriture considérés sont confluents, ncethérien,
interrréduits, et ont tout deux une paire critique obtenu par superposition de 73 sur rz.

Exemple 4.5 Dans cet exemple (figure 4.3), les surdérivations (1), (2), (3) aboutissent aun
méme terme, mais dans (3) la composée des substitutions surréductrices est plus générale
que dans (1) et (2). Ceci est di & la non régularité de 7.

Exemple 4.6 Dans cet exemple (figure 4.4), toutes les régles de réécriture sont réguliéres.
Ici, (3) abouti & un terme plus général que (1) et (2), et dans (3) la composée des substitutions
surréductrices est plus générale que dans (1) et (2). Ceci est dit au fait que 74 n’est pas issue
de l'orientation de la paire critique qui résulte de la superposition de r3 sur rz, mais est plus
générale (au sens du préordre de filtrage).

Nous conjecturons néanmoins que la commutation est possible si le systeme de réécriture
n’est pas lindaire & droite et n’a pas de paires critiques.

Remarque: Dans le lemme précédent, nous aurions pu supposer, comme dans le théoréme 4.15,
Ja condition suffisante que la composée des substitutions surréductrices est en forme normale
relativement aux régles utilisées dans la dérivation. Nous ne 'avons pas fait car ce lemme
sera appliqué sur des dérivations qui utilisent les régles de Ep, qui est formé d’équations
orientées dans les deux sens. Il y a donc peu de chance que la composée des substitutions
surréductrices soit en forme normale par rapport & Eg.
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Lemme 4.17 On suppose que les régles de réécriture qui interviennent sont toutes linéaires

3 gauche ou bien toutes réguliéres. Si de plus les étapes s - ¢ (1) se font par des régles
linéaires & droites, et s'il existe une dérivation de la forme

t A (o em iy & (2)

telle que l'cccurrence ¢ de t admet tous ses antécédents (pq,...,pk) dans #(s) & travers la
dérivation 8(s) = t et que po, .., pk € O(s), alors (2) peut étre commutée & travers (1), et on
obtient:

$ Moo (on, ot lirteorsithl 7 oo Pl fen i il £

avec 8.6, ...6, =08 [V(s)].

Preuve: a) Puisque ¢ admet tous ces antécédents dans s, alors pour 1 <4 < n, ¢.v; aussi, et
ce sont pg.v;, ..., pe-vi. D'aprés le lemme précédent et par récurrence il est alors facile
de montrer que (2) commute & travers (1), et on obtient:

8 Ao, prderra] - Nlipoyepr)onral § L

b) po, ...,k étant les antécédents d'une méme occurrence, ils sont incomparables deux
4 deux. Par commutation on peut regrouper les occurrences qui commencent par po,
puis celles qui commencent par py, etc. .., ce qui donne:

. . . -
5 Ay (s tadirrerntyl 2 - Ay funntadir iyl €

Toutes les commutations effectuées laissent la composée des substitutions surréductrices
inchangée sur les variables de s. O

Définition 4.11 La méthode d'unification Unifg est dite R-stable si pour toute régle
g — d de R et pour toutes substitutions o,01,0 telles que 6 = 02.01 on 2

RE B
t_lwlp,g-'dyﬂl t < tlp —’\"’Iv’f] J\f"[!‘g_.d‘”] 4

<

Théoréme 4.18 (commutation de la surréduction équationnelle)
Supposons que Unifp est R-stable. Soient s,t,u trois termes et

RE RE
s_'\'_’[p\q—d,a} f'%(q.!—#.@} u (1)
deuz étapes de rééeriture équationnelle telles que:

o Les régles de En U R utihsées dans (1) sont soit toutes linéatres & gauche. soit toutes
réguliéres.

o ['étape sA-"E 4 mutiise que des régles de Ep U R hindaires o droites,

o loccurrence g admet 4 travers la dérivation o(s) — t tous ses antécédents dans s. notés
PO Pm—1 (liste ezhaustive). et po.. ... Pm-1 € Ofs).
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Alors (1) peut étre commuté en

RE RE RE RE
s—’\r’bm’,__r‘%]t'l—-/\ﬁ A t'm-'\r’lp‘g_.d,g,]u 2)

m=1

tel que o' .6, _,...0p=86.0 [V(s)].
Preuve: Puisque Unifr est R-stable, (1) peut s'écrire:

* E R s E R
§ Wit sl St M g—diza) e [0l gy U

~pie] P00

avec 03.07 = o et #2.0; = 8. Par définition de la surréduction équationnelle les accur-
Tences g, . .-, q; gont plus grandes que ¢. Posons donc ¢y = ¢.%, ..., ¢; = ¢.v;. Puisque
g admet tous ses antécédents po, ..., pm-1 dans s, d’aprés le lemme précédent il résulte:

» " 5
h"’ f
5 A (gt € oy d =m0 T o1 (000 im0y il

¢ AsEr nu
tpr-wiio)] T lpg—dioi]

avec 050100, _; ...

6y = 62.61.00.01 = 8.0 [V(s)]. D’ol par stabilité de Unifg:
RE RE RE RE
SJV"[Pqur’%] AT Jﬁ[?m—x I=rgl ] t' _N—’[M—‘dv‘fé-"'ll °

ce qui prouve le théoreme. O

4.7 Comparaison des relations de surréduction

Dans ce paragraphe, nous nous plagons toujours dans le cadre ordo-sorté mais nous
travaillons sur la surréduction non équationnelle. Nous avions défini au chapitre précédent
la notion de réécriture faiblement basique. Définissons maintenant la surréduction faiblement
basique.

Définition 4.12 Soit ¢t Ay, _49)# une étape de surréduction et o' € O(t'). On dit que
v’ provient de I'instanciation de ¢ si en considérant 'étape de réécriture 8(t) —p —.q t,
'occurrence v’ admet des antécédents dans §(t) dont au moins un n'appartient pas & O(t).
<o

Remarque: Si I'étape de surréduction est une réécriture, alors aucune occurrence de ¢’
provient de I'instanciation.

Définition 4.13 Soit une surdérivation
to J“"b’o.go—'do.do] e _A"’[pn—l,yn—x-dn»nvnql tn Dy

et Uy, ..., Un des ensembles d’occurrences de non variable de f, ..., tn respectivement. On
dit que D; est faiblement basée sur U si pour tout ¢ € {0,...,n = 1}, p, € U; et Uiy
contient les occurrences de ¢;4; qui ne proviennent pas de l'instanciation et dont tous les
antécédents, s'il en existe, sont dans U;. On dit que Dy est faiblement basique s'il existe
Uy C Oftg) tel que Dy soit faiblement basée sur Us.

Si ce n'est pas ambigu, on définit la notation FB(t;, D) =U,. ©
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Remarque: Les occurrences provenant de I'instanciation sont & la fois protégées dans une
étape basique et dans une étape faiblement basique.

Définition 4.14 Soit D une surdérivation et b une étape d’occurrence g de D. On dit que
b est terminale

o si elle est la premiére étape de D
o ou si elle est précédée d’une étape b’ d’occurrence p telle que

— g n'admet pas d'antécédent & travers ¥’

— ou ¢ est strictement & droite de p.
On dit que D est terminale si toutes ses étapes sont terminales. &

Lemme 4.18 Toute surdérivation 4 la fois terminale et faiblement basée sur U est basée de
gauche & droite sur U.

Preuve: Par récurrence sur la longueur 7 de la surdérivation.
Sii=1 la propriété est vraie.

Supposons la propriété pour i et considérons une surdérivation de longueur 7 + 1.
Intéressons nous & ses deux derniéres étapes:

8 gmd o)t 1m0

Par hypothése de récurrence p € B(s) (B(s) est I'ensemble des occurrences basiques
de s5). la surdérivation étant supposée faiblement basique, ¢ n’est pas une occurrence
provenant de I'instanciation. Ceci étant, discutons les différentes positions de ¢ par
rapport & p.

- Si g < p alors g € B(t) car 'ensemble des occurrences basiques est clos par préfixe.
- Si ¢ provient du membre droit de régle 4, alors ¢ € B(t).

- Si ¢ est situé sous le membre droit d; puisque g ne provient pas de l'instanciation,
il admet des antécédents dans s, ce qui est impossible puisque la surdérivation est
terminale.

- Si g est & strictement & gauche de p, puisque Ja surdérivation est terminale ¢ n'a pas
d’antécédent dans s, donc provient de I'instanciation, ce qui est impossible,

- Si g est strictement & droite de p, alors ¢ € B(t) car B(?) est clos & droite. O

Définition 4.15 Soit deux surdérivations s A, u Dy et s Aop u Dy On dit que Dy
peut étre transformé légalement en Dy ou encore que la transformation de D; en Dy est
légale si

-y =7 V()

- D est faiblement basée sur U C O(s) implique Dy est faiblement basée sur U et
FB(u,Dy) = FB(u, D).

04

Lemme 4.20 La commutation de la surréduction définie par lo théoréme 4.15 est une trans-
formation légale.

Preuve: Facile. O

Dans la suite, nous supposons que toutes les régles du systéme de réécriture courant
sont linéaires & gauche ou réguliéres, et linéaires & droite. Nous supposons aussi que toute
surdérivation' g g tn est telle que @ soit normalis€e sur les variables de fo. . Ainsi,
le théoréme de commutation (théoréme 4.15) pourra étre appliqué sur des morceaux de
surdérivation de longueur deux, sans changer les termes aux extrémités.

Lemme 4.21 Soit une surdérivation s A=y, o4t 4> t. Dy telle que la partie t A~ 2,
soit formée par des étapes d'occurrerces non comparables deux a deux. Alors D) peut étre

* *
légalement transformée en une surdérivation terminale de la forme s A~ 'y, oo oyt Ao

»
t, Dy, oit la partie s > ¢ est formée par des étapes d’ocurrences non comparables deux
4 deux.

Preuve: Les occurrences de la partie t A~ t, étant incomparables deux a deux, ses étapes
peuvent étre commutées et mises dans n'importe quel ordre. Elles peuvent étre or-
donnée sur leurs occurrences d'application dans le-sens de la gauche vers la droite, ce
qui donne une surdérivation terminale. Apres cela, si I'étape qui suit s A o aq)t
n’est pas terminale, elle admet des antécédents, et d’aprés le théoréme de commutation
peut étre placée avant s A~ \ g5t Ainsi il est possible d’obtenir une surdérivation
de la forme

o o o gy e 4

dont les étapes qui succédent & s -t sont terminales et dont la partie s 4> s

*
egt formée d’étapes d’occurrences non comparables. s 4> s’ peut &tre commutée en
une surdérivation terminale. L'étape 'y, g t' est terminale car elle est précédée
d’une étape qui provient d'une commutation a travers elle. Toutes les transformations
effectuées sont légales. O

.
Lemme 4.22 Soit tg -\~ £, D, une surdérivation terminale, et soit une surdérivation issue

de t,: t, A> t; D, formée d'étapes d'occurrences non comparables (en général Dy + Do
n’est pas terminale). Alors Dy + Dy peut étre légalement transformée en une surdérivation
terminale.

Preuve: Par récurrence sur la longueur de D;.
Si elle est nulle, on peut commuter Dy en une surdérivation terminale.

Supposons la propriété pour une longueur de n — 1. Considérons la derniére étape de
D suivie de Dy
.
tno1 Ay gai—dnar]tn N b
D’aprés le lemme 4.21 elle peut étre tranformée légalement en une surdérivation ter-

minale de la forme

ta-1 S’J"—)k!n—l‘yn—l—'dn—llt’ A= 4
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ot ¢,y A s est formée d’étapes d'occurrences non comparables. D'aprés I'hypothése

» =
de récurrence appliquée sur les surdérivations ty A~ t,—y Dy et tny A s Ds,
Dy + Ds peut étre 1également transformeée en une surdérivation Dy terminale. Soit

Dy=Dg + (‘9' _}v—'[pn—x Gn—1—dn-1] t A k)

Dans Dj I'étape s’ At est terminale car 'étape qui la précéde est soit tp_g Aty
qui est son prédécesseur dans Dy, ou est une étape provenant de la commutation.
D3 provient de D) + D; par une transformation légale car toutes les transformations
effectuées furent légales. O

Lemme 4.23 Toute surdérivation peut étre légalement transformée en une surdérivation
terminale.

Preuve: Par récurrence sur la longueur de la surdérivation. Si la longueur est égale 4 1, la
propriété est triviale.

Soit to A~ t,_y A~ t, une surdérivation. Par hypothése de récurrence tg —Kr’ thol
peut étre légalement transformée en une surdérivation terminale Dy. D'aprés le lemme
précédent appliqué & Dj et t,_; A t, on obtient une surdérivation terminale par une
transformation légale. O

Corollaire 4.24 Toute surdérivation ty 4{«*[6] tn Dy faiblement basée sur Ug C O(ty) peut

étre transformée en une surdérivation iy —'\r*[g:] t, Dy basée de gauche & droite sur Uy telle
que & =8 [V(to)] et FB(tn, Do) = FB(t,, Dy).

Preuve: Le résultat résulte des lemmes 4.19 et 4.23. O

On en déduit le théoréme suivant qui permet de comparer les —M-~-dérivations basiques de
gauche a droite avec les -A~>-dérivations basiques de gauche & droite. Rappelons que A~
désigne la surréduction, M~ est définie par M~ = 4> 5 ol 5 est une dérivation de
réécriture quelconque mais fixée (par exemple par telle ou telle stratégie), et WA~ est la
surréduction normalisante: ¢ MW <= t-A>t;, ¢’ = ¢, |. Le théoréme suivant est vrai
pour n'importe quel choix de —W~, donc en particulier pour la surréduction normalisante.

Théoréme 4.25 Supposons que toutes les régles du systéme de réécriture courant soient
iméaires & gauche ou réguliéres, et hincaires & droite. Soit une —Me>-dérivation 1 —A;V"Igl ta
basée de gauche a droite sur Uy C O(ty) telle que 6 soit normalisée sur [V (to)]. Alors il eziste
une Ao-dérivation to Ag tn basée de gauche & droite sur Uy telle que §/ = 6 [V(to)}.

Preuve: Une étape de la -M~-dérivation ¢, Mo ¢4 est formée d'une étape de -4~ basique
de gauche & dioite (doue basique) suivie de rééeritures faiblement basiques, c'est a
dire #; 4> ¥ 5 #,41. Soit U, U}, Ui41 les ensembles d'occurrences basiques des ter-
mes ;1 tiy1 respectivement. Si on considére ¢, ¢, comme une étape faiblement

basique, alors U] puis U4, sont agrandis. Donc #,4; M~ ¢, est encore basée sur
le nouvel Ui4y. En réitérant ce raisonnement, et en considérant les étapes de rééeri-

ture comme des étapes de —A--surréduction. on obtient une surdénivation t; —’V"[g] Ts
faiblement basée sur Up. II suffit maintenant d'appliquer le corollaire précédent. O
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Ainsi, 'ensemble des solutions trouvées par la —M~-surréduction basique est inclus dans
I'ensemble des solutions trouvées par la —A~>-basique. Donc en utilisant la —M-surréduc-
tion basique, I’ensemble des solutions, sous les hypothéses du théoréme, est au moins aussi
minimal que l'ensemble des solutions qui aurait été obtenu en utilisant la A~-surréduction
basique,

Soit D = tg Mg t, une —Me-dérivation basique. On suppose que § est normalisée
sur V(tg). d’apres le théoréme précédent, on peut lui faire correspondre une —A->-dérivation
basique D'. Nous savons d’aprés les preuves que D' est obtenu & partir de D en appliquant
un certain nombre de fois le théordme de commutation (théoréme 4.15). Notons par || D] le

nombre d'étapes de D. Puisque ~M~ C A on peut voir ) comme une —A>-dérivation, et
définir son nombre d’'étapes, noté |D|. Les régles de réécriture étant supposées linéaires a
droite, l'application du théoréme de commutation ne diminue pas le nombre d'étapes. Donc
ID| € |D} < |D'|. Autrement dit D' a plus ou autant d’étapes que D. Par passage &
la limite, on en déduit que la ~M-surréduction basique, et-en particulier la surréduction
basique normalisante, termine au moins aussi souvent que la surréduction basique de Hullot.
Elle termine méme plus souvent, comme le montre I'exemple du chapitre 2 au paragraphe
2.1.3.

4.8 Etude de la minimalité de I’ensemble des solutions géné-
rées par surréduction

Nous voulons ici faire apparaitre l'intérét de certaines optimisations de la surréduction.
Le critére d'appréciation utilisé est la minimalité du multiensemble des solutions générées
par la méthode, c’est & dire la minimalité de I'ensemble des solutions avec la requéte qu'une
méme solution ne doit pas étre générée deux fois. Nous donnons un résultat pour la surré-
duction basique de gauche & droite en supposant que le systéme de réécriture courant est
régulier et saps paires critiques Dans les autres cas, nous montrons sur des exemples que
la suppression des branches instances (chapitre 2), ainsi que l'introduction de la réécriture
faiblement basique (chapitre 3), peuvent diminuer la redondance du multiensemble des solu-

tioms.

Nous avons choisi d'étudier la minimalité plutét que la taille de I’espace de recherche car
ce dernier critére est difficile & évaluer. Les exemples que nous donnons montrent que ces
deux critéres sont lids.

4.8.1 Cas des systémes de réécriture réguliers et sans paires critiques

Sous cette hypothése, nous allons montrer qu'une partie du multiensemble des solutions
est minimal (théoréme 4.28).

Rappelons que les notions de résidu et de largeur suffisante ont été définies au chapitre 3.

Lemme 4.26 Le systéme de réécriture est supposé régulier et sans paires critiques. Soit ¢
un terme et U C Oft) un ensemble d’occurrences clos & droite et par préfixe. Soit t — ¢ une
étape de réécriture basée sur U de gauche & droite, et U’ 'ensemble des occurrences basiques
de t'. Si U n'est pas suffisamment large sur ¢, alors U’ n'est pas suffisamment large sur ¢'.

Preuve: Supposons ¢ =, —d,6] t'. Puisque U n'est pas suffisamment large, il existe ¢ €
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O(t) — U tel que t (g g t". Puisque U est clos & droite et par préfixe, seulement
deux cas sont possibles:

1. q est strictement & gauche de p. Alors g € O(t') = U’, donc U’ n’est pas suffisam-
ment large.

2. q < p. Puisque le systéme de réécriture est régulier et sans paires critiques, ¢
admet au moins un résidu ¢’ dans t'. Or ¢’ g U’ et t'|¢’ = t|g n’est pas normalisé.
Par conséquent U’ n’est pas suffisamment large sur ?'.

o

Proposition 4.27 Le systéme de réécriture est supposé régulier et sans paires critiques.
Alors pour tout terme t, il eziste au plus une dérivation de réécriture basique de gauche d
droite allant de t & sa forme normale.

Preuve: Par l'absurde. Supposons qu'il y en ait deux. Elles sont de la forme:

55 Sp gl Lt
“Hpagz—da) 52 7 tl (2)

avec (g1 — di) # (g2 — d2) ou p1 # pa. Puisqu’il n'y a pas de paires critiques, on a
dans les deux cas p; # py. Etudions les cas possibles:

1. py et pz ne sont pas comparables. Sans réduire la généralité de la preuve on
peut supposer que p; est & gauche de p,. Alors dans s,, I'occurrence py n'est pas
basique.

2. Sinon on peut supposer que py < p. Puisque le systéme de réécriture est régulier
et sans paires critiques, I'occurrence p; admet un résidu dans sz qui n’est pas
basique.

Ainsi, I'ensemble des occurrences basiques de sp n'est pas suffisamment large. Nous
savons par ailleurs quil est clos & droite et par préfixe. D'apreés le lemme précident
I'ensemble des occurrences basiques de ¢ | dans la dérivation (2) n'est pas suffisamment
large, ce qui est 1mpossible. O

Nous n'obtenons pas la minimalité de tout le multiensemble des solutions trouvées par surré-
duction basique de gauche & droite, mais seulement d'une partie: les solutions de rang
maximal. Une solution ¢ de t = t' est de rang maximal si la seule équation triviale issue par
des étapes de réécriture de o(t = t') est sa forme normale. En d’autres termes. cela signifie
quiil est nécessaire d’aller jusqu’a la forme normale pour prouver que o est une solution de
=t

Définition 4.16 Soit t = ' une équation et 4 nne solution de 1 =1 modulo le systéme de
réécriture R (i.e. o(t) =g o(t')). Toute dérivation de la forme o(t =1t') = 5 = 5 est appelée
preuve de la solution o de t = #'. O

Remarque: s n’est pas nécessairement en forme normale.

Définition 4.17 Soit ¢ une substitution et ¢t = t' une équation. On dit que o est une
solution de ¢ = t' de rang maximal s
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o o(t)y=po(t)
e Dans toute preuve ot = t') = s = s de la solution ¢ de t = ¢/, l’équa.ti_.on s = s est
normalisée

o4

Nous considérons une notion de minimalité qui ne prend pas en compte les régles du systéme
de réécriture R.

Définition 4.18 Un multiensemble S de substitutions est dit minimal si

e S ne contient pas deux fois la méme solution -
e et pourtous o,0 € S,ona(c#£8 = oL 8 AbGLo)

Lod

Théoréme 4.28 Le systéme de réécriture R est supposé régulier et sans paires critiques.
Pour toute éguation e, le multiensemble des solutions de e normalisées, de rang mazimal, et
trouvées par surréduction basique de gauche & droite, est minimal.

Preuve: Soient §, ¢ deux solutions normalisées de e de rang maximal trouvées par surréduc-
tion basique de gauche & droite, et supposons que 8 < . Il existe deux surdérivations
basiques de gauche a droite:

e_Mlpn,gx—'duﬁl e o A, guda,on] €2
/ A !
Vg by —r1 0] €1V e Tae de —~re.0%] €k

et deux unificateurs syntaxiques minimaux g, ' de e, et €} respectivement, tels que
8 = p.o,...01 et & = p'.o)...0]. Montrons que ces deux surdérivations sont les
mémes.

De ce qui précede, on déduit
0(€) —lpygr—di] ™ - lprgn—rdna] H(€n)
0(€) g fsmeri} ™ - lande—re) ¥ (€k)
Puisque # < ¢, posons §' = .. Alors
8'(e) = 7.8(€) —py gi—di] = - lpngn-rda] V-H{€n)

Puisque g est un unificateur syntaxique de e,, on obtient deux preuves de la solution
#' de e. Puisque ¢ est de rang maximal, y’(€}) et 7.ps(en) sont normabsés. D'aprés la
proposition précédente, ces deux dérivations sont identiques, d’ott k = n et pour tout
re{l,...,n},pi=gq, gi=h di=r.0

Remarque: Sil’un des membres de e est clos et normalisé, alors toute solution de e est de
rang maximal. En effet soit e = (¢ = ¢') et supposons que ¢’ soit clos et normalisé. Pour
toute solution o de e, le terme o(t') = t’ est normalisé. Toute dérivation issue de e 8’écrit
alors o(e) = s = t', donc ne peut &tre une preuve que si s =’ est normalisée.
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Remarque: Soit ¢ un terme et ¢ un terme normalisé. Si les variables de ¢ et de t' sont
disjointes, les filtres de t vers ¢’ sont des unificateurs qui n'instancient pas t'. D’aprés la
remarque précédente, la surréduction basique de gauche & droite fournit donc une procédure
de filtrage de t vers ¥ minimale, i.e. sans redondance, dans les systémes de réécriture réguliers
et sans paires critiques. You obtient un résultat analogue pour son "outer narrowing” [74],
mais sa méthode n'est compléte que sous des hypothéses restrictives.

4.8.2 Autres cas

Nous montrons sur des exemples que certaines modifications proposées dans cette thése, &
savoir 'élimination des branches instances d'autres branches (voir chapitre 2}, et 'introduction
de la réécriture faiblement basique (voir chapitre 3), peuvent améliorer la minimalité du mul-
tiensemble des solutions lorsque le systéme de réécriture a des paires critiques ou n'est pas
régulier.

Montrons d’abord que la suppression des branches instances peut améliorer la minimalité.

Exemple 4.7 Soit le systéme de réécriture

R={ r: f(2.0,0,2) —g(z,2)
r2: f(2.0,3,0) —g(z,9)
T3 9(0,z) —hk(z) }
R est régulier, mais posséde une paire critique obtenue en superposant en téte 7y et .
Qu’on utilise la surréduction ou la surréduction basique de gauche & droite pour résoudre
'équation f(u,z,0,2) = h(y), I'arbre de recherche est le méme, et est:

f(u,2,0,2) = h(y) N oi=(zjo)) &1 = (9(%,2) = A(Y)) H|ry up0) B(2) = R{y)
At ra=(2f0,2/0) €2 = (9(2,0) = R(Y)) A rgupo) 2(0) = h(y)

La premiére branche donue la solution 6; = (z/0,u/0,y/z), tandis que la seconde donne
82 = (2/0,2/0,4/0,4/0). L'ensemble des solutions trouvées {f1,6,} n’est pas minimal car
8, < 8,. Posons 8 = (2/0). On voit que e; = 8(e;) et 0 = 6.0;. D’aprés un résultat du
chapitre 2, on peut s’abstenir de calculer le successeur de ey, et ainsi seule la solution §; est
calculée, ce qui fournit un ensemble de solutions minimal.

Mais on ne peut pas toujours obtenir la minimalité de cette maniére.

Exemple 4.8 Soit
R={ mn: z+z —=z
T2 z+0 —z }

R posside une paire critique. En résolvant 04 z = 0 on trouve deux fois la méme solution:

0+z=0 —'v—'[,h,./o]o =0
_hrq,r/ﬂ] 0=0

Etudions maintenant U'influence de la réécriture faiblement basique (chapitre 3) placée
entre les étapes de surréduction basique de gauche & droite, cest & dire considérons la -
surréduction basique de gauche & droite. Rappelons qu'une étape de -Mr-surréduction
basique de gauche & droite est composée d’une étape de surréduction basique de gauche &
droite, suivie d’étapes de réécriture faiblement basique. Avec unel'hypothése supplémentaire,
le résultat de comparaison du chapitre 4 (théoréme 4.25) permet d'affirmer que I'introduction
de la réécriture faiblement basique ne diminue pas la minimalité, d’oi la proposition:
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Théoréme 4.29 Le systéme de réécriture R est supposé régulier, linéaire & droite, et sans
patres critiques. Alors pour toute équation e, le multiensemble des solutions de e, nor-
malisées de rang mazimal, et obtenues par la Me-surréduction basique de gauchs d droite
est minimal.

Preuve: Par I’absurde. supposons qu'il existe deux —Mr-dérivations basiques de gauche 3
droite donnant les solutions normalisées 8 et #,, et supposons que 8; < 6. D’aprés
le théoréme 4.25 il existe deux —A>-dérivations basique de gauche 2 droite donnant les
solutions 6 et 6, ce qui est impossible & cause du théoréme précédent. O

Ce théoréme est plus restrictif que le précédent car le systéme de-réécriture est supposé
linéaire & droite. Mais I'introduction de la réécriture faiblement basique présente certains
avantages.

Elle peut améliorer la minimalité lorsque le systéme de réécriture a des paires critiques.

Exemple 4.9 Soit le systéme de réécriture canonique

R={ r: flny) -y
T2 fy,0) —y
r3: g(h(y).z) — f(y,2) }

En résolvant I"équation g(z,0) = 0 par surréduction basique de gauche & droite, on obtient:

9(2,0) = 0 o yniy)) f(9,0) =0 =gy y =0
Hpryyj0 0 =0
La solution & = (z/h(0), y/0) est trouvée deux fois. En utilisant la —MA=-surréduction

basique de gauche a droite (les équations sont normalisées aprés chaque surréduction), la
deuxiéme branche n’est pas calculée, et § n’est donc générée qu’une seule fois.

Exemple 4.10 Considérons deux opérations binaires +, *. On suppose que + est idempo-
tent, admet un élément neutre & droite 0, et que O est absorbant pour *.

B={ mn: y+y =y
2. y+0 —y
r3: yx0 —0}

% désignera les occurrences protégées (non basique}. En résolvant z + (0% y) = 0 par
surréduction basique de gauche & droite on obtient:

24+ (0%y) =0 A, ojoay B(0xy) =0
Mo T +0=0 =) 2=0
Ay 2p0) 0 =0
La solution § = (z/0,y/0) est trouvée deux fois. En utilisant la —MW~-surréduction basique
de gaucke & droite, la derniére branche n'est pas générée et 6 n’est trouvée qu'une seule fois.

L'introduction de la réécriture ne permet pas toujours d'obtenir la minimalité. En effet, elle
ne modifierait en rien I'exemple 4.8, dans lequel la solution est générée deux fois.

La réécriture peut améliorer la minimahité lorsque le systéme de réécriture n’est pas
régulier.
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Exemple 4.11

R={ r: f(z,0) —0
2! g(0) —0
rg: h(R(z),9) — flg(z).v) }

En résolvant I'équation A(z,0) = 0 par surréduction basique de gauche a droite on obtient:

h(z,0) = 00y, pwogay F(9(2),0) =0 ) 0=0
_N"[rz.zlol f(0,0)=0 i) 0=0

La premiére branche fournit la solution ¢, = (z/h/(z)), tandis que la deuxiéme fournit
o3 = (2/K(0)). Ces deux solutions sont comparables. En utilisant la —MW>-surréduction
basique de gauche & droite, la deuxiéme branche n'est pas générée et seule oy est calculée.

Enfin, la réécriture peut améliorer la minimalité quand il existe des solutions qui ne sont
pas de rang maximal.

Exemple 4.12

R={ rn: f(0) =0
ro: g{0) —0}

En résolvant I'équation f(g(z)) = f(z), la seule surdérivation basique de gauche & droite
menant & des solutions est:

Fg@) = f(@) My g er = (FO)=F(0)) 0= f(0) ez = (0=0)

Les équations e; et e fournissent toutes les deux la solution = /0. En utilisant la WW--surré-
duction basique de gauche & droite on obtient:

f(g(z)) = f(z) Wy q0=0
La solution z/0 n'est générée qu’une fois, car 1'équation e; n'apparait plus explicitement.
En conclusion, on peut dire que les chapitres 2 et 3 de cette thése, par I'élimination
des branches instances et l'introduction de la réécriture faiblement basique, apportent une

amélioration sensible et intéressante dans I'élimination des redondances du multiensemble
des solutions.
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Chapitre 5

Une approche transformationnelle -
de la surréduction basique
simplifiante

Ce chapitre présente un article fait en collaboration avec W. Nutt et G. Smolka de I'université
de Kaiserslautern, et qui sera prochainement publié dans le "Journal of Symbolic Computa-
tion”. Bien que ma contribution & ce travail soit essentiellement limitée & la recherche d’une .
formulation de la réécriture faiblement basique, cet article est donné ici dans sa totalité,
afin de faire apparaitre cette collaboration. Il s’agit d'une formulation de la surréduction
basique & I’aide de régles d'inférence, et qui intégre des régles de simplification. C’est une
premiére étape vers une formulation équationnelle de la surréduction basique; une formu-
lation complétement équationnelle sera donnée au chapitre suivant. L'idée de base est la
suivante. Dans la surréduction basique, la partie apportée par l'unificateur est protégée,
donc aucune régle de réécriture ne lui est appliqué. Il nlest donc pas nécessaire d’appliquer
P'unificateur, mais il suffit de le mémoriser & part. On utilisera donc la structure de donnée
C.E ou C est la substitution & appliquer sur E et E la partie a surréduire.

Un deuxidme aspect de ce travail est l'introduction de régles de simplification. Une
régle de simplification est une régle d'inférence qui transforme une paire C.E en une paire
C'.E’ qui posséde les mémes solutions. Nous avons voulu intégrer quelques régles connues:
décomposition des symboles décomposables, dépliage, et réécriture. La formulation de la
réécriture que nous préseatons ici est le fruit de la combinaison des travaux de G. Smolka
et al. [71] et des travaux présentés au chapiire 3. G. Smolka avait présenté la surréduc-
tion basique formulée sur des systémes d'équation, et introduit la réécriture comme régle de
simplification, mais son calcul des occurrences basiques lors des étapes de réécriture était
peu optimisé. Au chapitre 3 nous avons présenté la surréduction basique (de gauche A droite)
avec réécriture dans un formalisme traditionnel. La combinaison de nos travaux a abouti &
I'intégration de la réécriture dans un formalisme de régles d'inférence.

Regardons plus en détail quelques particularités de ce travail.

Quand on infere C.E —+ C'.E' par surréduction il faut calculer la substitution surréduc-
trice, donc résoudre un probléme d'unification syntaxique. On peut remettre ce calcul a plus
tard en mettant dans C' non pas la substitution surréductrice, mais le probléme d’unification
syntaxique sous la forme d'une équation & résoudre. Ainsi ce n’est pas C' qui s’applique sur
E, mais la solution de C’. Cette formulation a l'avantage de réduire le controle, donc de
pernettre une meilleure parallélisation.
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Exemple 5.1 Soit R = {f(0) — 0}. Pour résoudre modulo R I'équation f(z) =0 on part
de la paire @.f(z) =0 et on infére

0.f(2) =0 — f(z) = f(0).0=0

La paire f(z) = £(0).0 = 0 peut étre interprétée par: si = est choisi tel que f(z) = f(0) alors
0=0.

L’approche de Martelli, Moiso, Rossi [55) présente la méme idée, mais décrit une surréduction
qui n’est pas basique.

Pour intégrer la décomposition et la collision des symboles décomposables, il faut intro-
duire dans la partie droite des paires non pas une seule équation mais un systéme d’équations.
En effet, soit R le systéme de réécriture courant, et considérons les symboles de fonction qui
n’apparaissent jamais en téte d’'un membre gauche de régle. Si f est un tel symbale, on dit
qu’il est décomposable dans R puisqu’alors I'équation f(s1,...,8n) =g f(t1,...,t:) 2 les
mémes solutions que le systeme {s; =1},...,5, = ts}. Si f,g sont de tels symboles, avec
f # g, on dit que f et g sont disjoints dans R puisqu'alors 'équation f(...} =g g(...) n'a
pas de solutions.

Exemple 5.2 Soit R = {g(f(z)) — g(z)} et résolvons I'équation h{g(z1)) =g f(y). En
utilisant la surréduction, la procédure ne termine pas car

(g(@1)) = FB) A a o) Ho(e2)) = Fly) Ho .

Pourtant, d’aprés les arguments ci-dessus nous savons que cette équation n’a pas de solution
modulo R.

Pour prendre en compte ces arguments nous introduisons une régle de décomposition et une
" régle de collision. Mais pour la décomposition il faudra travailler sur des systémes d'équa-
tions.

Lors des étapes de réécriture, le calcul des occurrences basiques présenté dans ce chapitre
est un peu plus optimisé que celui du chapitre 3 (réécriture faiblement basique).

Exemple 5.3 Soit R = {g(f(y/),’) — ¢(¥'. f(z'))} et considérons I'équation g(% f(z),z) =
t, ot % est un marqueur qui désigne les occurrences protégées. Voyons ce qui se passe quand
on réécrit le membre gauche de cette équation.

Avec la réécriture faiblement basique:

9(Bf(z) ) =t - g(z, flz)) = ¢

Toutes les occurrences deviennent basiques aprés réécriture.
Avec le formalisme de ce chapitre:

y=f(z)gly.z) =t
— y=fx)glx. flz)) =1 par (R)
— y=f(z).z = f(s)&g(z,z) =t par (Unf)
2 CE= (y= f2)iez = f(z).9(a,2) =) par (SBL)
En appliquant C sur E, on obtient I'équation g(z,%f(z)) = ¢, dont le sous-terme f(z) est
maintenant protégé. On voit que contrairement & I'approche du chapitre 3, les sous-termes
apportés par le membre droit de la régle de rééeriture peuvent étre protégés. Mais il faut
tenter de nombreux dépliages par (unf) et faire de nombreuses comparaisons pour appliquer

(SB1).

Ajoutons quelques explications sur certaines régles présentées dans ce chapitre.
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- (A) contient le principe méme de la surréduction basique

- (B) correspond au fait qu'il faut tenter de résoudre syntaxiquement toutes les équa-
tions de I'arbre des surréductions, puisque la surréduction transforme un probléme
d’unification modulo en un probléme d'unification syntaxique.

- (Uni) correspond au calcul de la substitution surréductrice, ce qui nécessite le calcul
d’un unificateur principal.

- La régle d’échec numéro 1 correspond au fait que la substitution surréductrice n’existe
pas-car la partie S de 5.P n'a pas de solution syntaxique.

- La régle d’échec numéro 2 signifie que la partie protégée doit étre en forme normale,

c’est & dire que la propriété de largeur suffisante (sufficient largeness property) du
chapitre 3 doit étre satisfaite.

- La régle d’échec numéro 4 est la détection des collisions (clashes).

- La combinaison des régles (R), (Unf}), et (SB1) permet d'obtenir la réécriture faiblement

basique du chapitre 3.
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Abstract

In this paper we study basic narrowing as a method for solving equations in the initial
algebra specified by a ground confluent and terminating term tewriting system. Since we
are interested in equation solving, we don’t study basic narrowing as a reduction relation
on terms but consider immediately it’s reformulation as an equation solving rule. This
reformulation leads to a techmically simpler presentation and reveals that the essence of
basic narrowing can be captured without recourse to term unification

We present an equation solving calculus that features three classes of rules. Resolution
rules, whose application is don't care nondeterministic, are the basic rules and suffice for
a complete solution procedure. Failure rules detect inconsistent parts of the search space.
Simplification rules, whose application is don't care nondeterministic, enhance the power of
the failure rules and reduce the number of necessary don't know steps.

Three of the presented simplification rules are new. The rewriting rule allows for don’t
care nondeterministic rewriting and thus yields a marriage of basic and normalizing nar-
rowing. The safe blocking rule is specific to basic narrowing and is particulary useful in
conjunction with the rewriting rule. Finally, the unfolding rule allows for a variety of search
strategies that reduce the number of don't know alternatives that need to be explored.
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1 Introduction -

Narrowing first appeared in the context of resolution based theorem proving as an adaption..
of the paramodulation rule [Robinson/Wos 69] to canonical terin rewriting systems [Slagle
74, Lankford 75]. Fay [78] realized that narrowing can be employed as a universal unification

procedure that solves equations in the theory defined by a canonical rewriting system. Hullot

[80] continued Fay’s [78) work and devised a new narrowing strategy called basic narrowing.

Kirchner [85] extended narrowing to rewriting modulo equations. Kaplan [84) and HuSmann

[85] investigated narrowing for conditional term rewriting systems. The recent interest in

logic programming with equations [Dershowitz/Plaisted 85, Goguen/Meseguer 86] has gen-

erated much work on universal unification (often called E-unification) [Gallier/Snyder 87,

Hélldobler 87, Martelli et al. 86] and narrowing [Bosco et al. 87, Fribourg 85, Joseph-

son/Dershowitz 86, Réty et al. 85, You/Subrahmanyam 86] in particular.

Technically, narrowing combines term unification and rewriting. To perform a narrow-
ing step on a term ¢ means to replace t by 8(t[x — v}), where t/x is a nonvariable subtermof
t, 4 — v is a variable disjoint copy of a rule, and # is the most general unifier of the subterm
t/m and the left hand side u of the rule. The thus obtained narrowing relation extends the
rewriting relation since every rewriting step is also a narrowing step. IS

Fay'’s (78] unification procedure employs a normalizing narrowing strategy, where a
proper narrowing step is only performed if no rewriting step is possible. In other words,
after every proper narrowing step the obtained term is rewritten to normal form. While
the application of a rewriting step is don’t care nondeterministic (that is, it doesn’t matter
which rewriting step is applied next), the apphcation of a narrowing step is don’t know
nondeterministic (that is, it matters which narrowing step is applied next). The advantage
of normalizing narrowing over pure narrowing is that it yields a unification procedure with
a smaller search space,

Hullot’s [80] basic narrowing strategy obtains a search space reduction by restricting
narrowing steps to subterms that were not introduced by instantiation. The drawback of
this stragtegy is that the application of a narrowing step that is actually a rewriting step
1s no longer don’t care nondeterministic. Recently, the authors [Réty 87, Smolka/Nutt 87)
devised special rewniting rules that are compatible with the basic narrowing strategy and
whose application is still don't care nondeterministic. This present paper combines and
simplifies our results.

We study basic narrowing and its optimizations as a method for solving equations in
the initial algebra specified by a ground confluent and terminating term rewriting system
Since we are interested in equation solving, we don’t study basic narrowing as a reduction
relation on terms but consider immediately 1t’s reformulation as an equation solving rule.
This reformulation leads to a technically simpler presentation and reveals that the essence
of basic narrowing can be captured without recourse to term unification.

There are several advantages gained from weakening the usual confluence requirement
to ground confluence. Applications in algebraic specification and logic programming usu-
ally employ initial algebra semantics, which means that ground confluence rather than full
confluence is the natural requirement. A typical example is the specification of the integers
shown in Figure 1. This specification is a terminating and ground confluent rewriting sys-
tem, which is not confluent since, for instance, z*y and ((z *y) +y) +(—y) are two distinct
normal forms of p(s(z)) *y. An automatic completion of this system seems to be difficuit 1f
not impossible. Réty et al. [85] give a confluent extension of this system by adding thirteen
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(1) ps(z))—=

(2) s(plz))— =

(B) 0O+y—y

@) s(z)+y—s(z+y)
(5) pz)+y—plz+y)

(6) 00 (9) Oxy—0
(M —s(z) = p~2) (10) s(z)sy—(z+y)+y
(&) —p(z) = s(-z) (1) pz)ry—(z+9)+(-v)

Figure 1.1. A specification of the integers as a ground confluent and terminating
rewriting system.

inductive consequences. This more than doubles the original rules and thus increases the
search space of a narrowing based unification procedure. To be able to weaken the usual
confluence requirement to ground confluence, completeness must be defined with respect to
solutions, which map variables into irreducible ground terms, rather than unifiers, which
map variables to terms possibly containing variables

Our equation solving calculus employs three classes of rules: resolution rules whose
application is don’t know nondeterministic, simphfication rules whose application is don’t
care nondeterministic, and failure rules allowing to prune inconsistent parts of a search tree.
The resolution rules are the basic rules and suffice for a complete solution procedure. The
purpose of the stmplification rules is to reduce the search space. In some cases, the use of
simplification rules can cut down an infinite search space to a finite one.

Three of the presented simplification rules are new. The rewriting rule allows for don’t
care nondeterministic rewriting and thus yields a marriage of basic and normalizing nar-
rowing that enjoys the advantages of both approaches. The safe blocking rule is specific to
basic narrowing and is particulary useful in conjunction with the rewriting rule. Finally, the
unfolding rule allows for a variety of search strategies that reduce the number of don’t know
alternatives that need to be explored,

Our equation solving calculus is the basis for a class of solution procedures, where the
don’t know application of a resolution step is followed by the don’t care application of finitely
many simplification steps. The completeness of these procedures is shown with a new proof
technique ylelding a scheme that is easily applied to additional or alternative rules. As
an application of our proof scheme, we show the completeness of an innermost constructor
strategy similar to the one proposed by Fribourg [85).

The paper is organized as follows. In Section 2 we fix our notation for equations and
rewriting systems. In Section 3 we present two resolution rules that yield a complete but
very inefficient solution procedure. In Section 4, which is the heart of the paper, we extend
the equation solving calculus with failure and simphfication rules, thus obtaining a far more
efficient solution procedure. In Section 5 we show the completeness of a solution procedure
that uses inductive consequences for rewriting and prove the completeness of an innermost
constructor strategy.
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For most applications thie use of many-sorted or even order-sorted (many-sorted with
subsorts) equational logic is essential. Nevertheless, in this paper we consider only unsorted
logic since it suffices to demonstrate our ideas. The generalization of our results to the many-
sorted case without subsortsiis straightforward. The generalization to the order-sorted case
is also not difficult if sort-decreasing rewriting systems [Smolka et al. 87} are employed.

2 Equations and Rewriting Systems

In this section we review the necessary notations for equations and rewriting systems
The reader not familiar with the.theory of term rewriting systems may consult [Huet 80,
Huet/Oppen 80).

We assume that a set of function symbols (ranged over by f, g, and A) and an infinite
set of variables (ranged over by z, y, z) are given. Every function symbol comes with an
arity, which is a nonnegative integer.

Terms (ranged over by s, t, u, and v) and occurrences of terms (ranged over by ) are
defined as usual. We use s/x to denote the subterm of s at occurrence 7 and s{r «— (]
to denote the term obtainable from s by replacing the subterm at occurrence 7 with . An
equation ¢ = t is an ordered pair consisting of two terms-s and t. The letter P will always
range over equations. An equation system is 2 bag Py & -+ & P, of equations; we use
0 to denote the empty equation system. The letter £ will always range over equation
systems. An equation is called trivial if it has the form s = s; an equation system is called
trivial if each of its equations 1s trivial

A syntactical object is either a term, an equation, or an equation system A syntac-
tical object is called ground if it does not contain variables. We use V(O) to denote the set
of variables occurring in a syntactical object O

A signature is a set of function symbols. The letter ¥ will always range over signatures.
A syntactical object is called a T-object if every function symbol occurring in it is in I.

Let T be a signature A Z-substitution is'a function from I-terms into T-terms such
that 6f(sy,...,sn) = f(8sy,...,85,) and D := {z | z # z} is finite. In abuse of notation,
Db is called the domain of § and C8 := {#z | z € DI} 15 called the codomain of 4.
Furthermore, Z6 := V((6) is called the set of variables introduced by 8. The letters 6, ¥,
and ¢ will always range over substitutions. The composition of E-substitutions is again a £-
substitution. Z-substitutions are extended to syntactical E-objects as usual. A substitution
6 is ground if 6z is a ground term for all z € D@. A substitution 8 is idempotent if 46 = 4.
Note that 4 is idempotent if and only if D@ and Z8 are disjoint.

The equational representation (8] of a substitution § 1s the equation system

z) =6z & - &z, =0z,

where {z1,...,%,} = D8 Two substitutions are equal if and only if their equational rep-
resentations are equal. Conversely, every E-equation system zq = sy & --- & 2, = s, such
that zy,...,z, are distinct variables is the equational representation of some £-substitution,

which we denote with (¢1 £33 & -+ & 24 = 5,). Nole that 8 = ([8]) {or every subsiituiion
[
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Let 6 be a substitution and V be 2 set of variables. The restriction 8]y of 6 to V is
defined by: 6|y (z) := 0z if z € V, otherwise 8y () := z. Furthermore, the update Oy +— s]
of 8 at y with s is defined by: 8[y — s}(z) := s if z = y, otherwise 8y — s)(z) := bz.

A syntactical object O is called an instance of a syntactical object O' if there is a
substitution @ such that O = 60’. A syntactical object O is called a variant of a syntactical
object O if O is obtainable from O’ by consistent variable renaming, that is, there exist
substitutions @ and ¢ such that O' = 60 and O = YO

Let — be a binary relation on a set M. Then we use —" to denote the reflexive and
transitive closure of —. The relation — is called confluent if for all a, b, and ¢ in M such
that a —* b and a —* ¢ there exists a d in M such that b —* d and ¢ —* d. Furthermore,
~+ is called terminating if there is no infinite chain a; —a; — a3 —---

A Z-rewriting rule s — { is an equation s = ¢ such that s isn’t a variable and every
variable occurring in the right hand side ¢ occurs in the left hand side 5. A rewriting
system R = (E,£) consists of a signature ¥ and a set £ of E-rewriting rules, A rewriting
system R = (£, £) defines a binary relation -2+ called the rewriting relation of R on the
set of all £-terms as follows: s -2+ ¢ if and only if there exists an occurrence 7 of s and an
instance % — v of a rule of R such that s/7 = u and ¢t = s[x «— v]. A term s is R-normal if
there is no term t such that s %42, A term t is an R-normal form of a term s if s ~%+*1 and
tis R-normal. An R-value is an R-normal ground term. A rewriting system R = (L&) is
ground confluent if the restriction of —2+ to the set of all ground L-terms is confluent.

The initial algebra Z(R) specified by a ground confluent and terminating rewriting
system R = (I, £) can be defined as follows

o The carrier of Z(R) is the set of all R-values.

o The denotation fr(z; of a function symbol in E is given by frry(st,-- 0180} = 5. where
s 15 the R-normal form of f(s;,...,5,).

A ground Z-equation s = ¢ is valid in (the initial algebra of) R if 5 and ¢ have the same
R-normal form. We write R |=s =tor s =g t if s =t is valid in R. A ground T-equation
system is valid in (the initial algebra of) R if each of its equations is valid in R. We write
R Ef B is valid in R. A I-equation s = ¢ is an inductive consequence of R 1f every
ground instance of s = ¢ is valid in R. Two ground E-substitutions # and % are equal in
R (write § =g ) if D = Dy and bz = Pz for every = € Db.

Let R = (I, &) be a ground confluent and terminating rewriting system. Then we have:

e “s =g " is a congruence on the set of all ground I-terms, that is, “s = ¢" is an
equivalence relation satisfying

A sn=rtn = fls10.80) =r f(ti. o ta).

e “0 =g Y Is an equivalence relation on the set of all ground -substitutions,

s1=pty A

If 6 = ¢, then 6s = s for every term s such that V(s) C D8 = Dy.

3 The Basic Resolution Rules

In this section we develop a simple equation solving calculus that captures the essence
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of Hullot's [80] basic narrowing method. This calculus is the basis for a simple solution
procedure whose soundness and completeness we will prove. In the next section we will
present several extensions for this calculus, thus obtaining a refined solution procedure with
a much smaller search space. In particular, the basic calculus to be presented in this section
does not yet incorporate term unification, which will only be added in the next section

General Assumption. In the rest of this paper we assume that R = (Z,€) is a ground
confluent and terminating rewriting system; furthermore, we assume that there is at least
one ground L-term,

We start by defining the solutions of an equation system in the initial algebra of R. A
substitution 6 is an R-assignment if #z is an R-value for all z € DF, We use ASSx to
denote the set of all R-assignments With that we define the set of all R-solutions of an
equation system E as

SOLR(E) := {§ € ASSz | D8 = V(E) A R [ 8E}.

An equation solving procedure for R is a procedure that enumerates SOLr(E).

For technical reasons that will become apparent soon, we need to relativize the solutions
of an equation system with respect to a set of “primary variables”. The R-solutions of an
Z-equation system £ with respect to a set V of vaiables are defined as follows:

SOLR(E):={flv |# € ASSx A DE=VUV(E) A RE8E}

Note that SOLg(E) = SOL;(B)(E‘). For convenience, we write SOLX(E) for SOL(VEJ)(E).
where (I,0) is the rewriting system with signature £ and no rules Note that SOLY(£) can
be represented rather explicitly by the most general unifier of £, which can be computed
using term unification. This will be discussed in Subsection 4.2

In the literature, narrowing is usually presented for confluent rewriting systems and
completeness is shown with respect to all unifiers, which include nonground substitutions
Since we have weakened the confluence requirement to ground confluence, we have to re-
strict our attention to ground substitutions. Nevertheless, the. ground confluence approach
subsumes the conventional approach. To see this, assume a confluent rewriting system is
given. We can extend this system by adding infinitely many constants to its signature, one
for each variable. Then the solutions with respect to the extended system, which is still
ground confluent, exactly correspond to the unifiers with respect to the original system

The rules of our equation solving calculus, which are given in Figure 3.1, apply to pairs
C. E consisting of two equation systems C and E, C is called the constraint part and
E1s called the unsolved part. The division of C&E into two parts is needed to express
the basic narrowing strategy. The calculus will allow us to reduce an initial pair @. E to
solved pairs Cy. 0, Ca. @, ... such that

o (Soundness) ¥i. SOLY(C.)CSOLY(C:) C SOLL(E)
o (Completeness) ¥ 6 € SOL%(P. E) 3i. 6 €SOLY(C:).

Thus, our calculus “solves™ by reducing R-solutions to I-solutions. The two rules given in
Figure 3.1 are called resolution rules because they are the primary rules for solving equation
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Blocking

(B) C.PYE —Tuny CULP.E

Application

(4) C.PLE Sy Cl(Pfr=u).Plr—v)&E

if P/ isn’t a variable and u — v is a variant of a rule of R
having no variables in common with C. P & E or V

Figure 3.1. The basic resolution rules.

systems and because we want to distinguish them from the failure and simplification rules
to be presented in the next section. With Robinson’s [65] resolution rule our resolution rules
have only in common that they resolve something—in our case equations.

The application rule in Figure 3.1 has to introduce new variables to obtain a renamed
variant of the employed rewriting rule. The following assumption makes sure that there are
always enough new variables left.

General Assumption. In the rest of this paper we assume that V is a finite set of variables.

Example. Let R be the system in Figure 1.1, V = {v}, and consider the equation
0+ y =0, which has the unique solution (y = 0). Then:

$.0+y=0
Ly 0+y=0+4¢ .y =0 by a resolution step using rule (3)
—ry O0+y=0+4+y &y =0.0 by ablocking step

Theorem 3.1. (Soundness) If C. E - y C'. E' by a blocking or an application step,
then SOLY(C' & E') C SOLY(C & E).

Proof Let C & E ~"+py C'. E' and let 8 be an assignment such that VUV(C'. E) =
Df and 6(C" & E') s valid in R. It suffices to show that 6(C & E) is valid in R.

If C" & E' has been obtained from C. E by a blocking step, then the claim is trivial If
an application step has been performed, then C. E = (C. P& Ey), C'. E' = (C& P/rt=u.
Plr —v] & Ey), and u — v is a rule of R. It suffices to show that 6P is valid in R. Since
8(P[7) =g fu and u — v is a rule of R, we have 6(P/7) =g fu. Since B(P[r — v]) =
(0P)[ — 8v] is valid in R, we know that (§ P)[x — 8(P/x)] = 6P 1s valid in R. a

The nondeterministic solution procedure in Figure 3.2 is an operational formulation
of the equation solving calculus in Figure 3.1. The procedure can be explained as a two
person game played by a don’t care player who makes the don’t care choices and a don’t
know player who makes the don’t know choices Given R, a pair 0. E, V = V(E), and
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solve(C. E) is
L if E is empty, then return C;
2. choose don’t care an equation P in E,
3. choose don’t know C’. E such that C. E-Sugyv C'. E' by astep on P,
4. solve(C':s E')

Figure 3.2. The basic solution preocedure.

a solution ¢ € SOLz(E), the don’t care player wins if the procedure terminates with an
equation system C such that # ¢ SOL%(C); the don't know player wins if the procedure
terminates with an equation system C' such that # € SOLY(C). We say that the procedure
is complete if the don’t know player can always win if he makes the right choices. In the
following we will show the completeness of the procedure.

An implementation of the basic solution procedure has to explore all alternatives of a
don’t know choice. In fact, the procedure generates a huge number of don’t know alternatives
in step 3. One alternative is to block P; the other alternatives are obtained by applying a
rule to P, where every nonvariable occurrence of P and every rule of R have to be considered
To be efficient, it is crucial to eliminate redundant or inconsistent don’t know alternatives
as early as possible. This will be the theme of the next section.

The application rule needs to introduce new variables to obtain a renamed variant of
a rewriting rule. The choice of the new variables is obviously a don’t care nondeterminism,
but making this fact explicit is technically very tedious For this reason the choice of new
variables appears as a don’t know nondeterminism in the procedure in Figure 3.2. This
problem will be solved in the next section by the introduction of a simplification rule that
can be uvsed to rename variables not occurring in V.

The basic idea behind the completeness proof is a lifting argument. If 8 € SOLx(E),
then this fact can be verified by rewriting 6F into a trivial equation system. Now the
idea is that a blocking step corresponds to the deletion of a trivial equation in #F and an
application step corresponds to an innermost rewriting step on 6E.

We start by setting up a calculus for verifying that a ground equation system is valid in
R. The two rules of the verification calculus correspond to the blocking and the application
rule of the equation solving calculus:
o (VB) P & E-Lp E if P is a trivial equation
o (VA)P & E-Lp Pln +— v) & E if P/m — v is an inatance of a rule of R.
The rele (VB) deletes a trivial equation and the rule (VA) applies a rewriting step

Proposition 3.2.

o (Invariance) If E-*Lvy B', then E is valid in R if and only if E 1s valid in R
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o (Termination) The relation “E " E'” is terminating.
» (Completeness) E is valid in R if and only HE2L5 0.

An R-triple 6. C. E consists of an R-assignment # and two equation systems C and
E such that V(C. E) C D6, 6C is trivial, and 0F is valid in R. The assignment ¢ should be
thought of as the solution one wants to find by applying resolution steps to the pair C. E.

Proposition 3.3. If# € SOLr(E), then 6. 8. E is an R-triple. Furthermore, if . G. @ is
an R-triple and V C V(C), then 8}y € SOLY(C).

We now define a reduction relation on R-triples that links resolution steps with their cor-
responding verification steps. We write 6. C. E—+z v 6'. C'. E' if 6. C. E and ¢'. C". E'
are both R-triples and

o 0 and 6’ agree on V
o C. E~Dsg v C'. E' by a resolution rule o

o E -“Lp §'E’ by the verification rule corresponding to .

Proposition 3.4. (Termination) The triple relation ‘4. C. E—sgy 6'. C'. E** is ter-
rmnating,

A term is called R-innermost if each of its proper subterms is R-normal. The proof
of the following theorem rests on the idea that for a triple 8. C. F a verification step that
rewrites an innermost term of 6 E can be “pushed up” to an application step on C. E

Theorem 3.5. (Push Up} If4. C. E 1s an R-triple and P is an equation in E, then there
exists a triple ¢'. C'. E' such that 6. C. E-Ligy #. C'. E' by a resolution step on P.

Proof Let 6. C. P&E be an R-triple. Then 8P is valid in R. Thus 8P is either trivial
or can be rewritten.

1 Suppose P is a trivial equation. Then C. P & E sz y C & P. E by the blocking
rule and 0(P & E}-"g 6F by the verification rule VB. Since 8. C&P. E is an R-triple,
this yields the claim.

2. Suppose 8P can be rewritten Then there exist a nonvariable occurrence 7 of P such
that (§P)/x is R-mnermost, a variant 4 — v of a rule of R, and a substitution ¢ such that
$u = (6P)/n. Without loss of generality we can assume that D¢ = V(u — v) and u — v
has no variables in common with V, C, P&FE, and Dé. Define C' := (C & P/ = u) and
E':= (Plr «— v} & E) Since 8P & 0, S (P)[r +— ¢v] & 6E, by the verification rule
VA and C. P&E —n v C'. E' by the resolution rule A, 1t suffices to show that there exists
an R-assignment §' such that D8 = DIUV(u — v), 6' agrees with 8 on D6, 0'(P/) = 6'u,
and 8 (P(r — v]) is valid in R.

To show this, define 6’ as follows: if z € D¢ then 'z := ¢z, otherwise 'z := 6z To
show that 8’ is an R-assignment, it suffices to show that ¢ is an R-assignment, which holds
since D¢ = V(u — v) = V(u), gu = 6(P/m} is R-innermost and ground, and u isn't a
variable.
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Since D$ = V(u — v), we have DO = DHUD$ = DFUV(u — v) as required. Since DF
and D¢ = V(s — v) are disjoint, ¢’ and § agree on D. Furthermore, §'(P/x) = 0" since
O(P/n) = ¢u.

Finally, §'(P{x — v]) = (8 P)[r — ¢v] is valid in R since ¢v =g du, du = #(P/x), and
8P = (§P)[r — 6(P/7)} is valid in R. a

Corollary 3.6. For every R-triple 8. C. E there exist 8’ and C' such that
8. C.E-—Lop v 0. C'. 8.

Proof. Suppose that §. C. E is an R-triple. If E is empty, then the claim is trivial
Otherwise, the push up theorem applies and yields 8. C. £ ~"+g v 8. C'. E' for some triple
6. C'. E'. Thus, using the termination property of the triple reduction relation, the claim
follows by induction. a

Corollary 3.7. (Completeness) Let § € SOLn(E). Then there exists an equation system
C such that 0. E—2+5, \, 0, C. 9 and § € SOLYZ)(C).

Proof. Let § € SOLz(E). Then 8. 0. E is an R triple. By the preceding corollary we
know that there exist 8 and C’ such that 4. 8. £ _'*;z.v(s) 6. C'. 8. Thus, we know that

8 = 8'lygy € SOLLE) C). a

4 Failure and Simplification Rules

In this section we present several optimizations for the basic solution procedure that was
discussed in the last section. An implementation of this procedure must explore all alterna-
tives of a don’t know choice in step 3, which generates a huge search space. To reduce this
search space, it is crucial to detect as early as posstble whether a pair C, E is consistent, that
is, whether there is an assignment that extends it to an R-triple. This is accomplished by
so-called failure rules, which are decidable sufficient criteria for the inconsistency of a pair.
The second method for cutting down the search space is the addition of so-called simplifica-
tion rules whose application, in contrast to the application of resolution rules, is don’t care
nondeterministic. By simplifying a pair with the sumplification tules before the application
of a resolution step it is often possible to reduce the number of don’t know resolution steps
needed to reach a solved pair. Furthermore, often a failure rule applies to an inconsistent
pair only after it has been simplified. Figure 4.1 shows the extension of the basic solution
procedure to failure and stmplification rules

4.1 The Failure Rules

The following definitions are needed to formulate the failure rules.

An equation system £ is Z-consistent if there is a substitution # such that 8 & is trivial
The Z-consistency of an equation system can be decided by a term unification algorithm.

A pair C. E is consistent in R if there exists a substitution 8 such that 4. C. £ 1s an
R-triple

A function symbol 1s called generating in 72 if 1t occurs in at least one R-vaiue. A
function symbol is called completely defined in R if it is not generating in R. In the
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rewriting system in Figure 1.1 the functions 0, s and p are generating and the functions +,
— and * are completely defined.

Two function symbols f and g are disjoint in R if no ground equation of the form
f(81,...180) = g(t1, ..., tm) Is valid in R.

A function symbol f is called reducible in R if there is a rule p in R such that f is
the top symbol of the left hand side of p. A function symbol is called irreducible in R if it
isn’t reducible in R. The constant 0 is the only irreducible function symbol in the rewriting
system in Figure 1.1

Proposition 4.1. If a function symbol is irreducible in R, then it is generating in R.
Furthermore, if f and ¢ are distinct function symbols that are both irreducible in R, then
f and g are disjoint in R.

Proposition 4.2. (Failure Rules) A pair C. E is inconsistent in R if one of the following
conditions holds:

1. C is not L-consistent.
2. C contains an equation z = { such that { is not R-normal,
3. C contains an equation z = t such that t contamns a completely defined function symbol.

4. C = [¢] for some substitution ¥ and YE contams an equation f(sy,. ,$a) =
g(ti,.. m) such that f and g are disjoint.

The requirement that the constraint part of a pair is the equational representation of a
substitution is not a real restriction since we will introduce a simplification rule that replaces
the constraint part by i1ts most general unifier.

The concept of a completely defined function symbol is of Iittle use for unsorted rewrit-
ing systerns. For instance, if we add to the system in Figure 1.1 the constants true and
false, the functions +, — and * are no longer completely defined. This problem can be
avoided by working with many-sorted rewriting systems. Since the power of the failure rule
(3) increases with the number of completely defined functions, the presence of sorts, even
without subsorts, can lead to smaller search spaces

4.2 Term Unification and Solved Equation Systems

Term unification will be an important part of our optimized solution procedure. After
every resolution step the computation of the most general unifier of the constraint part of
the obtained pair is attempted If this attempt fails, we know by the failure rule (1) that
the obtained pair is inconsistent. Otherwise, the constrant part can be replaced with the
equational representation of its most general unifier, an optimization that will be expressed
by = simplification rule. If no other failure and simplication rules are employed, the thereby
obtained solution procedure performs essentially basic narrowing as descnibed in [Hullot 80

In this subsection we review the necessary notations and results for term unification

An equation system § is called solved if it has the form z; = s; & & zh = s
where the variables z;,...,z, occur only once. Note that an equation system 15 solved if
and only 1f it is the equational representation of an idempotent substitution. The letter S
will always range over solved systems
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solve(C. E} is

1. choose don’t care C', E’ such that C. E-Ly ,CLE
by simplification steps; '

if a failure rule applies to C'. E', then fail;

if E' is empty, then return C';

choose don’t care an equation P in .E';

choose don’t know C”. E" such that (. E' ~Lary C". E”
by a resolution step on P;

. solve(C”, B")

2.
3.
4.
5.

=3

Figure 4.1. The extended solution procedure.

The next theorem is the adaption of Robinson’s [65] unification theorem to our frame-
work

’I‘heorelm 4.3. A E-equation system E 1s T-consistent if and only if there exists a solved
L-equation system S such that D(S) C V and SOLY(E) = SOLYL(S).

Fo‘r.an example, consider SOLg)(z +5(0) = 5(0) +y) = SOL(S:}(:: = 5(0)). The next
proposition says that the solved system S is a fairly explicit representation of the solution
set SOLY(S)

Proposition 4.4. If D{S) C V, then SOLY(S) = {(6(S))}v | ¥z € V. 8(S)x is ground}.

4.3 The Simplification Rules

Figure 4.2 and 4.3 show the simplification rules we will discuss in this paper. Three of these
rules—the rewriting rule, the unfolding rule and the safe blocking rule SBI-—did not appear
n the literature so far. In conjunction with the don’t care selection of the equation to be
resolved upon next, the unfolding rule can drastically reduce the don’t know alternatives our
solution procedure has to explore. The rewriting rule, if used together with the unfolding
rule and the safe blocking rule SBI, results in a matriage of basic and normalizing narrowing
that enjoys the advantages of both approaches

The key property of the simplification rules is that their application preserves the reach-
able solutions, that is, if C. E—g v C'. E by a simplification step, then every solution
that can be reached from C. E can also be reached from C'. E'. We postpone the proof
of this claim to the next subsection. As a consequence of this preservation property, a
pair C. £ 1s inconsistent if it is inconsistent after it has been simplified. This fact greatly
enhances the power of the failure rules

The following definition is needed for the decomposition rule A function symbol f 1s
Flecomposable in R if for every ground equation f(sy,...,s,) = F(ty,...,t,) that is valid
in R the equations s; = ¢, ..., s, = ¢, are vahid in R. In the rewriting system w Figure
11 the function symbols s and p are-decomposable.
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Unification
(Uni) C.E gy S.E
if § is solved, SOLY (C) = SOL¥(5), D(S)C W, and W = VUV(E)
Rewriting
(R) S.P&E —py S.Plr—u&E
if (S)(P/7) — v is an instance of a rule of R
Unfolding

(Unf) C.PLE gy C.z=P/r& Plr — 2] & E

if z is a new variable, that is, z ¢VUV(C, PLE),
and both P/ and P[r «— z] contain at least one function symbol

Safe Blocking
(§Bl} S.z2=t&E “*+rv S&z=tE
if S contains an equation y = s such that {S)t 15 a subterm of s
(SB2) C.P&E —apy C&P.E
if every function symbol occurring in P is irreducible
Decomposition
(D) Coflsriiisa)=flti, o )& E ~Spy Cosi 2t & . &sp=ta & E

if f is decomposable

Figure 4.2. The simplification rules, part 1.

—— |
Proposition 4.5. Every irreducible function symbol is decomposable.
The following rewriting system will be used in examples.
(1) app(nil,z) —
(R1)

(2} app(zy.2) — z.app(y, z)
R11s a confluent and terminating rewriting system. The function symbols nil {the empty
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Subsumption

(S) S P&Q&E -“ry S.Q&E
i(S)P = (5)Q

Permutation

(P1) C.s=t& E -twpy C.izs&E

(P2) Sezis&t=uk E -tipy S.z2sbkz=ubE
it (S)s — (S}t
(P3) C.E —tipy C.E

if C'. E' is obtainable from C. E by replacing all occurrences
of z with y, where 2 ¢ V and y ¢ VU V(C. E)

Figure 4.3. The simplification rules, part 2

list) and . (the cons operator) are irreducible and thus generating, decomposable and
disjoint. The function symbol app (list concatenation) is completely defined.

Example 4.6. (Rewriting) We want to solve the equation appfapp(z,y}, z) = nil in R1
with respect to the variable z. This problem has an infinite search space if only unification
is employed for simplification, but it has a finite search space If both the unification and
rewriting rule can be used. To see this, consider the derivation

8. app(app(z,y), 2) = nal
—orufsy opp(z,y) = app(z' ¥, ') . app(z’app(y’, '), 2) =l by A
iy 0. app(zlapp(y, ), 2) = nil by Um,

which can be continued infinitely often by applying rule (2) to the inner occurrence of app
However, if the rewriting rule is available for simplification, we can prune this infinite and
inconsistent part of the search space by rewriting the above pair to

—ni gy 8.2 appapp(y’ 2}, 2) = nil by R.

This pair can now be recogmzed as inconsistent by the failure rule (4) since the function
symbols '’ and nil are disjoint in R1.

The following derivation shows how the solution of the system can be computed:
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8. app(app(z,y), z) = nil

Ag],{,) app(z,y) = app(nil,z’) . app(z’, 2) = nil by A
—r1py #.app(z’ z) = nil by Uni
—"R!,(:} app(z’, ) = app(nil,y’) . y' = nil by A
—SRu(y app(a’ z) = app(nil,y') & = nil . § by SB2
Lorigey z=nil 0 by Uni

Example 4.7. (Unfolding) We want to solve the equation app(z, app(y,z)) = nil in
R1 with respect to the variable z. This problem has a finite search space if the unfolding
rule can be used for simplification, while it has infinite search space otherwise. To see this,
consider the derivation

8. app(z, app(y, z)) = nil
“Swi(e) PR(Y.2) = appl' ), 7). app(z, apply,2')) = nil by A
—Srisy 8. app(z, 2 app(y’, 7)) = nil by Uni,

which can be continued infinitely often by applying rule (2) to the inner occurrence of app-
However, if we start with the unfolding rule, we can prune this infinite and inconsistent part
of the search space and compute the solution as follows:

0. app(z, app(y,2)) = nil

Sriqey O.app(z, ) Znil & o = app(y, z) by Unf
—oriz) app(z,2') = app(nil, ¥) ¥ =mil & 2’ = app(y, z) by A
—";u‘(z} z=nil & o' = nil o' = app(y, 2) by $B2, Uni
Logigzy zEnil &’ =l & apply, z) = app(nil, ') . 2’ =2/ by A
_’—';Zl\(t} z=nil . @ by SB2, Uni.

Compared to ordinary narrowing, the basic narrowling strategy achieves a smaller search
space by avoiding many detivations that don’t correspond to innermost rewriting chains.
This becomes apparent in the proof of the push up theorem, where only innermost rewriting
steps are pushed up, and with the failure rules (2) and (3). However, as the last example
demonstrates, this innermost flavor of the basic narrowing strategy can be weakened by
using the unfolding rule without loosing the search space reductions

The last example also demonstrates that, in conjunction with the don't care selection
of the next equation to be resolved upon, the unfolding rule can lead to drastic search
space reductions by breaking large equations with many don’t know alternatives into small
equations with few don't know alternatives. For instance, if the extended solution procedure
selects the equation

app(app(z,y), app(z’.y')) = 2

in step 4, 1t must explore the following five, not obviously inconsistent, don’t know alterna-
tives:

(1) blocking the equation,

(2) applying rule (1) of R1 to the left inner occurrence of app,

(3) applying rule (2) of R1 to the left inner occurrence of app,

(4) =applying rule (1) of R1 to the right inner accurrence of app, and

(5) applying rule (2) of R1 to the right inner occurrence of app

The alternatives (2) and (3) or, alternatively, (4) and (5) seem to be redundant since it
shouldn’t make a difference whether the left or right inner occurrence of app s considered
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first. This idea can be exploited by unfolding the right inner occurrence of app, which yields
the equations

' = app(e’, ¥’} & applapplz,y).7') < 2
and thus eliminates the alternatives (2) and (3) if the left equation is considered first

In conjunction with the don’t care selection of the next equation to be resolved upon
the unfolding rule can be used to obtain a variety of strategies that reduce the don’t know
alternatives a solution procedure has to consider. Two examples are the the left-to-right
basic narrowing strategy in [Herold 86] and the selection narrowing strategy in [Bosco et al.
87). Another example is the innermost constructor strategy in {Fribourg 85}, which we will
discuss in the next section.

Bosco et al. [87] present a translation of basic narrowing into SLD-resolution [Lioyd 84},
which gives them implicitly the effect we would obtain by using the unfolding rule as often
as possible  Complete unfolding, however, has the disadvantage of reducing the power of
the rewriting rule. Nevertheless, Bosco et al.’s [87] paper gave us the idea for the unfolding
rule,

The application conditions of the unfolding rule ensure that it can’t produce equations
of the form z = y, a restriction that is needed to preserve the completeness of the extended
solution procedure,

Example 4.8. (Safe Blocking) As we have seen in Example 3.1, using the rewriting rule
for simplification may cut down an infinite search space to a finite one. A disadvantage of
the rewriting rule is, however, that it transfers terms from the constraint part back into the
unsolved part, thus increasing the search space again. To see this, let R be the rewriting
system 1n Figure 1 1 and consider the rewriting step
y=s(s(s(z))) vz +ply) =0
gy y=s(s(s(2)) ez +s(s(z)) 0 by R,

which carries the term s(s(z)) from the constraint part into the unsolved part. This dis-
advantage can be completely avoided by using the unfolding and the safe blocking rule to
transfer terms carried over by the rewriting rule back into the constraint part:

~Horiey y=8(s(s(2)) 2 = s(s(z)) ke z+2' =0 by Unf

gy ¥E(s(s(2)) &' =s(s(z)) .z 42 =0 by SB1.

Example 4.9, (Naive Rewriting) The following restriction of the application rule, which
we will refer to as the naive rewriting rule, seems to be a better alternative to the rewriting
rule in Figure 4.2 since it doesn’t transfer terms from the constraint part to the unsolved

part:
S.PE&E —gry S&(Pln=u).Plr—v]& E

if P/x isn’t a variable,
u — v is a variant of a rule of R containing only new variables,
and (S)(P/r) 15 an instance of u.

However, this rule cannot be used as a sirnplification rule since, in general, its application
is not don’t care nondeterminstic. To see this, consider the rewriting system in Figure 1.1

and the initial pair
8. s(p(z+0)) =0,
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which has the unique solution (z = 0). By applying the naive rewriting rule to s with rule
(2) we obtain the pair

s(plz +0) = s(ple")) . 2 =0,
which, after a unification step, becomes
' =z4+0.2"=0.

The only resolution step that applies to the unsolved equation of this pair is blocking, which
yields

2z+0&2'20.0,

a pair whose constraint part is Z-inconsistent. This shows that the application of the naive
rewriting rule is not don’t care nondeterministic.

Example 4.10. (Decomposition) Let R be the rewriting system in Figure 1.1 and con-
sider the equation s{z) = s(y). Since s is decomposable in R (note that s is not irreducible
in R), we know by the decomposition rule that the equation z = y, which 1s in solved
form, has the same solutions in R as the equation s(z) = s{y). Without the decomposition
rule, however, our solution procedure cannot avoid to compute a second solved form that is
redundant:

0.5(z) = s(y)

R 4y) = s(p(2")) . 7' = s(y) by A
gy 8.2 =s(y) by Uni
Lot )= s(ply)) 2t =Y by A
“r V=R .0 by SB2, Uni.

With the permutation rule PJ3 it is posstble to rename auxiliary variables, that is,
variables that don’t occur in V. We have included this rule to show that the introduction of
new variables by the application rule (Figure 3.1) is actually a don’t care nondeterminism

4.4 Soundness and Completeness Proofs

Theorem 4.11. (Soundness) If C. E ~>g v C'. E' by a simplification step,
then SOLY(C' & E') C SOLR(C & E)

Proof. Let C. E—p v C'. E' by a ssmplification step and let 6 be an assignment such
that D6 = VU V(C'. E') and 6(C' & E’) 1s valid n R. We have to show that there exists
an assignment & such that VUWC & E) C D¢, ¢ and § agree on V, and 6'(C & E) is
valid in R. Let the simplification rule employed in C. E—¢ v C’. E' be:

Uni. Then C'. E' = S. E, where S is solved, SOLY (C) = SOLY¥ (S) and D(S) C
W = VUV(E) It suffices to show that there exists a ground substitution 0 such that
VUV(C & E) C D4, 8y =g blv, and 6(C & E) is velid in R, since then defining &'z as
the normal form of 8z for every = € D@ yields the claim

Since § is solved, we know that (S)S is a trivial equation system which implies that
6(S5}S 15 a trivial system. This wnplies (6(S})lw € SOL{;V(S) =) SOL%V(C). Therefore, there

exists a ground substitution 6 such that D = WUuy(C) = VUV(EYUV(C), Blw = (8(S
and 8C is trivial, In particular, 8C is valid in R. Wb Sl

Since 5 is valid in R, we have 6 =g 6{S), which yields 6|y =z (8(S))lw = blw. Since
W =V UV(E), this yields that 6F is valid in  and 6ly == fly

. R Then C.E=(S. P & E1) and C". B' = (8. P[r — v) & E,), where (SHP/m) = v
18 an instance of a rule of R. It suffices to show that 6P = (§P)[r «— 0(P/x)] is vald in R,
which in turn follows from 8(P/7) = 8v, since (§P)[r + 6v] = 8(Plx v]) is valid in R
Sinc§ ﬂdS is valid in R, we know that 6 =g 6(S). Hence, §(P/r) =5 8(SY(P/n) = @v as
required.

) Unf. Then C. E=(C. P& Ey}and C'. E' = (C.z = Pfr & Plr —z] & E,), where
z Is a new vanable. It suffices to show that 8P = (P)[r «— 6(P/)] is valid in R, which
holds since 6z =x 8(P/r) and (§P){r — 0z] = 6(P[r « z]) is valid in R.

SB1 or SB2. Then the claim is trivial.
D. Then the claim follows from the congruence property of the relation “s =x t".

S.Then C. E= (5. P & Q & Ei) and C'. E' = (S. Q & E), where (S)P = ($)Q. 1t
sufﬁces to show that §P is valid in R. Since 4S is valid in R, we have § =¢ 6(S), and since
0Q is valid in R, we know that §(S)Q is valid in R. This yields that 6P is valid in R’ since
(S)@ = (S)P.

P1. Then the claim is trivial.

P2 ThenC.E=(S.z=slkt=u& BE)and C.E' =(S.z=s&z=ulk B),
where (S)s = (S}t It suffices to show that 8t =g fu. Since 85 is valid in R, we know that
8 =z 6(S), which yields that 6t =, 0(S)t = 8(S)s = Os =7 bz =5 bu

P3. Then C'. E' has been obtained from C. E by replacing all occurrences of z with
v, where z ¢ V and y ¢ VUV(C. E). Thus ¢ ;= [z — 8y} yields the claim a

Our next goal 15 to prove the completeness of the extended solution procedure in Figure
4.1. As before, the proof will be based on the notion of a triple reduction relation, which
links steps on the.resolution level with steps on the verification level. We start by giving
the corresponding verification rule for every simplification rule:

o (VUni), (VP3) E-44p E

e (VR) P& E-"5p Plr —v] & E if P/r — v is an instance of a rule of R

e (VUnf) P& E % s= P/r & P{x — 5] & E if 5 15 the R-normal form of P/x
s (VSB1), (VSB2) P & E % Eif P is a trivial equation

e (VD) f(s1,--v8n) = f(ty,... tn) & ESpsy =t & ... &sy Zt, & EAffis
decomposable

¢ (VS) PYPYE % P&LE
o (VP1) s=t& E-pt=s& E
o (VP2) v=s5&s=ub E % puv=s&v=uk Eifvis Rnormal
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Proposition 4.12. (Invariance) Let E % E'. Then E is valid in R if and only if E/ is
valid in R.

The R-complexity ||E|r of an equation system E is defined as the maximal length
of an R-rewriting derivation issuing from .

Proposition 4.13. (Compatibility) If E -*% E', then || E|r 2 || E'||x.

Next we extend the simplification steps to R-triples. We write 8, C. E g v 8. C'. E’
if both 8. C. E and #'. C'. E' are R-triples and

e § and ¢ agreeon V
e C. E-5g v C'. E' by some simplification rule o

e 0E %z §'E' by the verification rule corresponding to o.

The next theorem is the counterpart to the push up theorem for the resolution rules
Since the application of the simplification rules is supposed to be don’t care nondeterministic,
we must be able to push down a simplification step from the resolution level to the verification
level.

Theorem 4.14. (Push Down) If C. E —-gy C'. E’ by a simplification step and 8. C. E
is an R-triple, then there exists an assignment ¢’ such that 6. C. E —+n v &.C'. E’

Proof Let 8. C. E be an R-triple. Then V(C. E) C D9, 6C is trivial, and 4E is
valid in R. We will show that for every simplification step C. E ——g v C'. E' there exists
an assignment 8’ such that V(C'. E') C D#’, 6 and ¢’ agree on V, 0'C’ is trivial, and
0F —%g §'E’ by the corresponding verification step. Let the simplification rule employed
mC. E—py C'. E' be.

Uni. Then C'. B’ = S. E, where § is solved, SOLY¥ (C) = SOLY (5), D(S) € W, and
W = VUV(E). Since 8C is trivial and W U V(C) C D8, we have 8|w € SOLY (C) -
SOLY (S). Therefore, there exists a ground substitution ¢ such that 6 agrees with 8 on
W, 0'S is trivial, and D8’ = W UV(S). Since V(E) C W, we know that §'E = 8E is vahd
in R. Thus, it suffices to show that 'z 15 R-normal for every z € W U V(S) = W U Z(S)

If z € W, then 8’z is R-normal, since #'z = fz and 6z is R-normal. If z € Z(S}, then
there is an equation y = 5 in S such that = occurs in s and y € D(S) C W Hence, 0’z s a
subterm of the term ¢’s, which is R-normal since 6’s = 8’y = fy. Thus 6’z 1s R-normal

R. Then C. E = (§. P & Ey) and C'. E' = (S. P[r — v} & E;), where (S)(P/nr) — v
15 an instance of a rule of R It suffices to prove that 6P %1z 8( Plx + v]) by the verification
rule VR, since then we can define §' := @

Since 6. S. E is an R-triple, #S is trivial. Hence § = 6(S), which implies that
(8P)/x = 8(P[x) = §{S)(P/x). Thus 6P 24z (§P)[r ~— 8u] by the verification rule VR,
since (S)(P/r) — v is an instance of a rule of R.

Unf. Then C. E =(C. P & E) and C'. E' = (C.x = P/r & P[r — z] & E,}, where
z is a new variable. Defining ¢’ := [z «— s], where s is the R-normal form of 8(P/x), yiclds
the claim.
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SBIZ Then- C.E=(S.z2=t& E)andC.E =(Skz=t E)), where S contains
an equation y = s such that (S)¢ is a subterm of 5. It suffices to show that fz = ftis a
trivial equation, since then we can define & := 4.

Since 6. C. E is an R-triple, we have that § = 8(S), 0y = 65, and 6z =g 6t Since
?t = 6(S)t and (S)t is a subterm of 5, we know that ¢ is a subterm of fs. Since fs = By
is an R-value, 6t is an R-value. Since 6z is an R-value and 0z =g ft, we conclude that
fz = ¢t

SB2. Then C.E = (C.P & Ei) and C'. B! = (C & P. E\), where every function
symbol occurring in P is irreducible. It suffices to prove that 6P is trivial, sifice then we can
define ¢’ i= 4. Since 6 is normal and every function symbol occurring in P is irreducible,
6P cannot be rewritten, Since 8P is valid in R, this yields the claim

D, S, P1 or P2, For these rules 8’ := 6 does the job.

P3. Then C'. E' has been obtained from C. E by replacing all occurrenices of z with
¥ where z ¢ V and y ¢ V UV(C. E). Defining 6’ := fly — 0z] yields the claim. u}

We write 6. C. E*Sg v ', C'. E' if 0. C. E 2yt . C".E" -Ligy 0. C'. E' for
some R-triple 8. C". E". By the push down and the push up theorem we know that the
extended solution procedure builds a derivation

0.C.E "py 6'.C. B “apy 0".C". E" Fapy ...,

provided the right don’t know choices are made. Thus, we know that the procedure is
complete if we can show that the triple reduction relation “4. C. EXgv® . CL.E" s
terminating. To do this, we will define a complexity measure on triples that is decreased
by resolution steps and not increased by simplification steps. A first attempt to define the
complexity of a triple 6. C. E could be to use ||E||z. However, this doesn’t work since the
resolution step B (blocking) doesn’t necessarily decrease ||E|x.

To define a complexity measure that works, we need a few auxiliary definitions. For a
term s, let |s| be the number of function symbols occurring in s. For an equation s = 1,
define |s = ¢| := 0 if s and ¢ are variables and |s = t| ‘= |s| + it| — 1 otherwise. For an
equation system £, let |E| := 35, 2 |P| and JE be the number of equations occurring in
E. With that we define the complexity of an R-triple as a triple of nonnegative integers:

16. C. E| = (|I6E||=, |E[,HE).

On these complexities we obtain a well founded ordering “|6. C. E| > |#C’. E']” by extend
ing the usual ordering on integers lexiographically:
Theorem 4.15. (Compatibility)
1. If0.C. E "oy §'. C'. E' by a resolution step, then |§. C. E| > |9'C". E').
2 If8.C.E—spy 8. C'. E by a simplification step, then |6, C. E| > |¢'C", E'|.
Proof. 1. Since application steps decrease ||#E||z, and since blocking steps increase
neither [|§ £|lr nox |E[, but decrease §E, resolution steps decrease the complexity of a triple.

2. Let 6,00 E~2gy 0. C'. E' by a simplification step. Dy proposition 4.12, we
know that no simplification step increases ||#F||z. Therefore, it suffices to show that if
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a simplification step increases |E|, then it decreases ||#E||lr, and if a step simplification
increases §E, then it decreases |E]. The only rule that can increase | £] is the rewriting rule,
which does decrease || Ef|r. The only rules that can increase {£ are the unfolding and the
decomposition rule, which do decrease |E}. ]

Corollary 4.16. The relation ‘9. C. E—5op v 6'. C'. E'” is termunating.
Corollary 4.17. The solution procedure in Figure 4.1 15 complete.

The proof method we have developped in this and the last section can be used to show
the completeness of alternative sets of resolution and simplification rules. Given such an
alternative set of rules, the first step is to devise for every rule a suitable verification rule.
The verification rules are applied to ground equation systems and must leave their vahdity
invariant. The combination of the given rules with their corresponding verification rules
then yields a reduction relation on triples. Next one defines a complexity measure on triples
that is decreased by resolution steps and not increased by simplification steps. Then one
shows with a push up theorem that every unsolved triple can be reduced by a resolution
step on any given equation. Finally, one shows with a push down theorem that every triple
can be reduced with any given simplification step.

If one uses an alternative set of resolution rules but the same complexity measure we

used here, the simplification rules discussed here can be used without reproving anything
If the complexity measure is changed, it is still possible to reuse the push down theorem.

5 Refinements

In this section we discuss two refinements for the extended solution procedure. Both of them
depend on additional knowledge about the underlying rewriting system

5.1 Rewriting with Inductive Consequences

Let R be the rewriting system n Figure 1.1 and consider the equation z+ 0 = 0. Although
this equation has the unique solution z = 0 in R;, which is easily found, the extended
solution procedure nevertheless has an infinite search space for this equation. To see this,
consider the dertvation steps

0.z2+0=0
or e} THO=s(z) 4y sz ) =0 by A
“Srfr) z=s(2) &y =0.s(z"+y¥)=0 by Uai,

which can be continued infinitely often by applying rule (4) to the occurrence of + The
obtained pair 1s actually inconsistent, but our simplification and failure rules are too weak

to detect this inconsistency.

We can get rid of this annoying problem if we add the rule z + 0 — z to the rewriting
system. Then the extended solution procedure can find the solution of  + 0 = 0 by using
simplification steps only. Since the equation =+ 0 = z is valid in the initial model of R and
the extended rewriting system still terminates, adding this rule doesn't change the solutions
of an equation. We will show that the solution procedure stays complete if the new rule
is used for simplification with the rewniting rule but is not used for resolution with the
application rule

Two ground confluent and terminating rewriting systems are equivalent if they have
the same signature and every ground term has the same normal form in both systems.
Equivalent rewriting systems define, up to isomorphism, the same initial algebra

?roposition 5.1. Let R and R’ be two equivalent ground confluent and terminating rewrit-
Ing systems. Then an equation is valid in R if and only if it is valid in R'.

Proposition 5.2. Let R = (T, £) be a ground confluent and terminating rewriting system
and s — t be a rewriting rule that is an inductiveconsequence of R. Then R’ := (Z,£U{s —
t}) is a ground confluent rewriting system. Furthermore, if R’ is terminating, then R and
R’ are equivalent.

Theorem 5.3. Let & = (I,£) and R' = (I,£ UE’) be two equivalent ground confluent
and terminating rewriting systems. Then the extended solution procedure mn Figure 4.1
is complete if the rules in £ are employed for resolution steps and the rules in £U &' are
employed for simplification steps.

Proof. 1t suffices to show that the Push Up Theorem still holds if only the rules in
£ are available for application steps. This is the case since every ground term that can be
rewritten with a rule in £ U €’ can also be rewritten with a rule in £, ]

The idea to use inductive consequences for rewriting also appears in Fribourg 85].

5.2 Free Rewriting Systems

A ground confluent and terminating rewriting system R is called free if every function
symbol that is reducible in R is completely defined in R. Recall that a function symbol f
1s reducible in R if f is the top symbol of the left hand side of at least one rule of R, and
that f is completely defined in R if f occurs in no R-value. The rewriting system R1 in
Subsection 4.3 is an example for a free rewriting system, The irreducible function symbols
of a free rewnting system are often called constructors. Furthermore, a term is called
canonical in R if it doesn’t contain a function symbol that is reducible in .

Proposition 5.4. Let R be a free rewriting system. Then a ground term js an R value if
and only if it is canonical

The reason we discuss free rewriting systems here is that for these systems the number
of don’t know alternatives our solution procedure has to explore can be significantly reduced.
Given a free rewriting system R, we call a term f(s,- . ., s,) simple in R ifits top symbol f
is reducible in R and its arguments s;,.. ., s, are canonical in R The solution procedure in
Figure 5.1 restricts resolution steps to rule applications to don’t care chosen simple subterms
To prove that this procedure is complete for free rewriting systems, we have to show two
things. First, it must always be possible to simplify a pair C. E such that the unsolved
part contains only equations that contain at least one simple term. This is the case since an
equation that doesn't contain a simple term contains only irreducible function symbols and
can thus be blocked with the simplification rule SB2. Second, we need a stronger push up
theorem:

Theorem 5.5. (Push Up for Free Rewriting Systems) Let R be a [free rewribing
system Then, if 8. C. E 1s an R-triplé, P is an equation in E, and P/r is a stmple subterm
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7

solve(C. E} is

1. chocse don’t care C'. E' such that C. E —~%  C'. E’ by simplification
steps and every equation in E’ contains at least one simple term;

. if a failure rule applies to C’, E’, then fail;
. if E' is empty, then return 7,
choose don’t care an equation P in E' and a simple subterm P/x in P,

. choose don’t know C”. E" such that C'. E' Dvg v C“, E"
by an application step on P at ;

6. solve(C". E")

[ I N K )

Figure 5.1. A solution procedure for free rewriting system

of P, there exists a triple . C'. E' such that 8, C. E—+g v §'. C'. E' by an application
stepon P at w.

Proof. Let 6.C.P&E be an R triple and P/r be a simple subterm of P. Then
8(P/n) 1s an innermost ground term. Thus there exist a variant u — v of a rule of Rand a
substitution ¢ such that ¢u = (§P)/x. From here on the proof is 1dentical with the proof
of the push up theorem in Section 3 a

Corollary 5.6. The solution procedure in Figure 5.1 is complete for free rewriting systems

Fribourg [85] discusses a similar solution procedure for free conditional rewriting sys-
terns He has the additional requirement that the left hand sides of all rules be simple

terms.

There is actually no need for reproving a stronger version of the push up theorem, since
our simplification rules are already strong enough to justify the solution procedure for free
rewriting systems. In fact, the solution procedure in Figure 5.1 just realizes one of the
many strategies that one can obtain by using the unfolding rule in conjunction of the don’t
care selection of the next equation to be resolved upon. To see this, first notice that every
equation that doesn't contain a simple term can be safely blocked with the siniplification
rule SBI. Secondly, any simple term s contained in an equation can be unfolded nto an
equation z = s, which then can be chosen to be the next equation to be resolved upon
Blocking such an equation immediately yields an inconsistent pair, as we know by failure
rule (3) since the top symbol of s is completely defined. Furthermore, any application step
to a proper subterm s/ of s yields an inconsistent pair, as we know by failure rule (1) since
the top symbol of s/ is irreducible, that is, is different from the top symbol of the left hand
side of any rewriting rule. Thus we are left with exactly the don’t know alternatives that
are considered by the solution procedure for free rewriting systems.

The left-to-right basic narrowing strategy in [Herold 86} and the selection narrowing
strategy in [Bosco et al. 87] are two further examples for the strategies that can be obtained
by using the unfoldug rule
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Chapitre 6

Approche équationnelle de la
surréduction basique -

Les travaux présentés ici poursuivent ceux du chapitre précédent en suivant deux lignes
directrices.

1. Généraliser. Il s'agit de rendre notre méthode de surréduction utilisable dans plus de
cas, en particulier dans le cadre de la logique ordo-sortée et/ou relativement 4 des systémes
de réécriture équationnelle. Dans ces deux cas la surréduction transforme un probleme
de résolution d’équations modulo un systéme de réécriture en un probléme de résolution
d’équations ordo-sorté et /ou modulo des équations, lesquels problémes ne sont pas unitaires.
Cela signifie que leurs solutions ne pourront pas étre représentées par un systéme unique
d’équations, mais par plusieurs, chacur d'eux décrivant un espace de solutions, et la réunion
de ces espaces formant P'ensemble de toutes les solutions. Dol I'idée de considérer des
digjonctions de systémes d'équations, et pour cela d’introduire 'opérateur de disjonction
V . Nous ne nous limiterons pas & la considération de disjonctions de systémes d’équa-
tions, comme dans [44], mais prendrons d'une maniére générale des expressions comportant
des équations et les opérateurs A et V. L'introduction du V permet par ailleurs de
donner une formulation nouvelle & la surréduction, qui la fait apparaitre, contrairement au
chapitre précédent, comme étant une régle "don't care”. Cela permet de plus une certaine
factorisation dans 'arbre de recherche.

2. Rendre la formulation complétement équationnelle, c’est & dire faire disparaitre la notion
de substitution intermédiaire. La simplification par réécriture, telle qu'elle est présentée
au chapitre précédent, fait apparaitre des substitutions. D’autre part, appliquer la régle
de dépliage peut rendre la réécriture impossible. Par exemple 'équation f(0) = = peut se
réécrire par la régle f(0) — 0, mais mise sous la forme dépliée f(y) =z A y =0 cela n’est
plus possible. Or nous avons vu que ces régles réduisent toutes deux I'espace de recherche, il
faudrait donc qu’elles ne se contrarient pas. Dans la formulation présentée ici, la réécriture
est opérationnelle et n'est plus contrariée par le dépliage.

Ce chapitre fournit un cadre formel qui permettra une extension facile a la logique ordo-
sortée dans un premier temps, puis & la surréduction ordo-sortée équationnelle. I fournit
T aussi une présentation équationnelle de la réécriture.
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6.1 Préliminaires

Soit R un systéme de réécriture fixé pour tout le chapitre. On définit deux types d’équa-
tions et pour chacun d’eux un ensemble de solutions. En fait, seules les solutions normalisées

nous intéressent.

1. on appelle équation modulo R ou équation en =g tout objet de la forme ¢t =g ¢’
L'ensemble de ses solutions noté SOL(t =g t') est défini par:
SOL(t =g ') = {0]6 est normalisé et 8(t) =g 6(t')}.

2. on appelle équation syntaxique ou équation en = tout objet de la forme t = ¢'.
L'ensemble de ses solutions noté SOL(t = t') est défini par:
SOL(t =1') = {8]6 est normalisé et 6(t) = 6(t')}.

Soient deux symboles binaires A, V associatifs, commutatifs, et distributifs I'un sur I'autre.
Les unificandes sont définis par:

- toute équation ¢ =’ ou ¢ =p ¢’ est un unificande,

- 8i S et § sont des unificandes, alors S A S’ et § V §’ sont des unificandes.

SOL est défini récursivement sur les unificandes par:
SOL(S A S’y = SOL(S) N SOL(S')

SOL(S v 8} = SOL(S)u SOL(S")
La notation SOL(S) C SOL(S') V] signifie que pour tout § € SOL(S) il existe 8’ € SOL(S'}
telle que ¥z € V, 6z = 6'z.

Les unificandes peuvent étre vus comme des termes, et on utilisera la notion d'occurrence

d’un sous-unificande (ou d’une équation) dans un unificande. A ne pas confondre avec les
occurrences d'un sous-terme daus équation apparaissant dans l'unificande.
Notation: S[p — S'] représente 'unificande S dans lequel le sous-unificande a 'occurrence
p a été remplacé par §'. $'il est inutile de préciser la valeur de p on écrira S{9’], avec la
convention qu'au cours d'un méme calcul ou dans une régle d’inférence la valeur de p ne
change pas.

Lemme 6.1 (stabilité de SOL par plongement)
SOL(S') € SOL(S") = SOL(S(S"])) C SOL(S[S"])

Preuve: Par récurrence structurelle sur S. Supposons que SOL{S") C SOL(8").

1. Si 8 est I'unificande vide le résultat est trivial.

2.8i 8 =238, A S, supposons que I'adjonction de S soit faite dans S;. En appliquant
I'hypothése de récurrence il vient SOL{S;{S']) C SOL(S;[S"}). Or par déhmtion. pour
tous unificandes S, 55 on a SOL(S] A S4) = SOL(S}) N SOL(S;). L'intersection des
ensembles étant croissante par rapport i l'inclusion, on a SOL(S[S"]) C SOL{S[S")).
3. 81 § =81 V Sy, supposons que 'adjonction de S’ est faite dans $). En apphquant
I'hypothése de récurrence il vient SOL(S[S]) € SOL(S$:[S"]). Or par définition, pour
tous unificandes S}, 8% on a SOL(S; v S5} = SOL(S}) U SOL(S3). La réunion des
ensembles étant croissante par rapport & l'inclusion. on a SOL(S[S']) € SOL(S[S"]). ©
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Définition 6.1 Un unificande S est dit trivial si toute substitution est solution, formelle-
ment si SOL(S) est I'ensemble de toutes les substitutions normalisées. &

L unificande trivial a pour ensemble complet d'unificateurs {/d}.

Remarque: Si # est une substitution alors

8 € SOL(S) <= 6(S) est trivial

Dans la suite, nous prouvons que les régles d'inférences que nous donnons permettent de
résoudre modulo R des équations. Pour cela il faut montrer que chaque régle est correcte
et compléte sur les variables de V, c'est & dire que pour toute régle, S — &' implique
SOL(S) = SOL(S’) [V]. Mais ce n’est pas suffisant car la régle qui transforme tout unificande .
en lui méme est correcte et compléte, mais ne permet pas de résoudre des équations modulo
R. 1l faut montrer en plus que pour toute solution 4, on pourra toujours atteindre, sous
une hypothése d’équité & définir, un unificande Sy dont @ est solution syntaxique. Megurons
la "distance' qui sépare un unificande donné S de Sp par une mesure de complexité c. Il
suffit alors de montrer qu'au cours d'une dérivation équitable, la complexité décroit et finit
par atteindre la valeur nulle. Pour tout unificande S on note par Sy, la forme disjonctive-
conjonctive de S. Quand on passe de S & Sq. par distributivité, certaines équations de §
peuvent se trouver multipliées. Appliquer une régle sur une équation de S revient donc a
appliquer une ou plusieurs fois cette méme régle sur Sy Si 6 € SOL(S), alors 6 € SOL(S4,),
donc 88, est trivial. Il posséde donc des facteurs conjonctifs triviaux. Soit § — $'
une étape obtenue en appliquant la régle r. Par complétude il existe 8 = @ [V] telle que
¢ € SOL(S'). Nous montrerons que si §C est un facteur conjonctif trivial de Sy et qu'il
est modifié lors de I'application de 7, alors §'S),. contient un facteur conjonctif trivial ¢'C"
tel que

o si r est la régle de surréduction, alors ¢(¢',C’) < ¢(8,C).
o si 7 est une autre régle, alors ¢(¢', C') < (6, C).

En résumé, pour chaque régle il faudra prouver trois arguments:
1. correction

2. complétude

3. décroissance stricte ou large (selon le cas) de la complexité,

La complexité définie ci-dessous est la méme que celle du chapitre précédent. Nous avions
indiqué pourquoi elle était compliquée.

Définition 6.2 1. Pour tout facteur conjonctif C' on définit ||C|| par:
o si C est trivial, ||C|} est défin1 récursivement par:
le=tl=0
- ||t =g t']| est la longueur maximale des dérivations de réécriture issues de t =g t/

-G A Coll = [ICull + lICz]l-

e 51 C n’est pas trivial, ||C]| = 0.
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2. On définit |C| par:

- |t| est le nombre d’éléments de O(t)

-jg=t|=0

- [t =g | =0sitett sontdes variables, |t = t'| = |¢| + |t'| — 1 sinon
i [C[ + Czl = !CII + |CQI

3. Enfin #C désigne le nombre d’équations en =g de C.

Etant donné une substitution # et un facteur conjonctif C, nous définissons la mesure
de complexité ¢ par le triplet d’entiers naturels ¢(f,C) = (||0C||,|C|,#C). On obtient un
ordre ncethérien sur cette mesure par extension lexicographique de la gauche vers la droite
de l'ordre sur les naturels. ¢

Nous montrerons dans la suite que si ¢(4,C) = (0,0, 0) alors il est facile de calculer 8 & partir
de C.

6.2 Spécification de la surréduction

La régle ci-dessous prend en compte une équation en =g et effectue en un seul coup les
opérations suivantes. Elle transforme I’équation en une équation en =, et calcule par ailleurs
toutes les surréductions qui pourraient en étre issues. Les différents unificandes obtenus sont
intégrés dans un seul unificande grace & 'opérateur V. Ainsi donc, elle conserve I’ensemble
des solutions, et apparait comme une régle "don't care”. Le choix de I'équation prise en
compte est lui aussi "don’t care”.

Dans cette régle, I'unificande S dans lequel est plongé 'équation & surréduire apparait
explicitement dans le but de considérer ses variables. Il faut en effet éviter d’introduire des
variables qui se trouveraient déja dans S, ce qui créerait un conflit.

St =g ¢
St vV g=tp At —dj=xt) \t=1]
PEO()g—~dER

Vigin{ViSlt=r t'JuV)=9

(Surréduction)

La relation induite par cette régle est notée —. Remarquons que toute équation en =p est
réductible.
Remarque: Soit
R= fl0)—0
f(1)y—1
et considérons un unificande § de la forme S =e A f(z) =g y ol e est une équation et z,y
des variables. En appliquant (Surréduction) on obtient

§'=en((fl2) = £0) A 02 9) V (f(z) = f(1) A 1=RY) V flz) =)

Sile V n'avait pas ét¢ introduit. il aurait fallu calculer. comme au chapitre précédent. trois
unificandes:

Si1= e flz)=f(0) A O=gy

Se= e A flz)=f(1) A L=gy

S3= e flx)=y
51 V 82 V Sz est exactement la forme disjonctive-conjonctive de S'. Grace au V , I'équation
e est mise en facteur et les opérations qui devront étre effectuées par la suite sur e le seront
une fois au lieu de trois.
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Proposition 6.2 (correction)-
§i§ — 8 alors SOL(S') € SOL(S).

Preuve: Puisque (Surréduction) ne s'applique que sur les équations en =g, supposons que
§ = (t=gt). Soit # € SOL(S'). il existe au moins un facteur conjonctif de 8(S') qui
soit trivial. Deux cas possibles:

1. Tl est de la forme 8(g = t|p A tp « d] =g t'), alors
8(t) = 6(tlp +— tlp]) = 8(¢[p — g]) =r B(t)
2. Ou bien il est de la forme 8(¢ = t'), alors 4(t) = 6(t').
D'ott § € SOL(S). On en déduit le résultat grice au lemme 6.1. O

Cherchons & prouver la complétude et la décroissance de la complexité. Commencons en
travaillant sur une équation isolée. Nous introduisons ici un,ensemble de variables protégées
W, qui permettra par la suite de plonger I’équation dans un unificande sans avoir de conflit
de variables (W sera I’ensemble des variables de 'unificande).

Lemme 6.3 Soit t =p t' une équation et W un ensemble de variables. Soit § € SOL(t =g t')
et considérons 1'étape de surréduction t =g t' — S’
Alors il existe 6’ € SOL(S) telle que

=6 [Vuw]
et 6'S’ contient un facteur conjonctif trivial §'C’ tel que

(8, C'y < c(6,t = t)

Preuve: Puisque la relation de réécriture est confiuente, ou bien 6(t) = 8(¢'), ou bien
8(t =g t') peut se réécrire.
1. Si 8(t) = 6(t'), en posant ¢ = 6 on a ¢ € SOL(S'). Par définition c(¢',t = ') =
(0,0,0). Par contre il existe deux entiers naturels 1,7 tels que ¢(,t =g t') = (¢,7,1).
Done ¢(f',t =1') < c(,t =g t').
2. Si 6(t = t') peut se réécrire, elle peut se réécrire par une stratégie de l'intérieur
vers l'extérieur. Supposons que 8(t) —p, —do] (B2){p — o(d)] par une telle stratégie,
et on peut toujours supposer que V(g) N (V UW) = 0. Posons alors

o= o [Vig)
¢ [Vuw]

Puisque # est normalisé, p € O(t). L'unificande g =t|p A t[p + d] =g ¢’ est donc un
facteur conjonctif de §'. On a 6'g = og = ft|p = 't|p et

(@t)lp — 0d) = (Bt)[p — od] = (Bt)[p — og] = Ot = 6 = 6'Y

De plus o est normalisé & cause de la stratégie de réécriture choisie, ce qui implique
que 8 est normalisé, et finalement 8’ € SOL(S"). Par définition ¢ = § [V UW]. Nous
savons donc que §'(g = t|p A tlp — d] =g t) est un facteur conjonctif trivial de
§'S" et 6'(tlp — d}j = (6t)[p « od] est issu de 9t par réécriture. Par définition de la
complexité, ¢(f',¢[p — d] =g t') < c(8,t =g t'). Puisque les équations en = n’influent
pas la complexité, on a méme c(8',g = tlp A tp —d] =pt) <c(d,t=pt). O
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Proposition 6.4 (complétude)
Soit § — 8’ une étape de surréduction et 6 € SOL(S). Alors

SOL(S) € SOL(S") [V UV(S)]
Preuve: D’aprés le lemme précédent en prenant W = V(S). O

Notation: Rappelons que Sg. est la forme disjonctive-conjonctive de 'unificande S et que
 SOL(S4:) = SOL(S). Si e est une équation de § & l'occurrence p (il s'agit d'une occurrence
de sous-unificande dans un unificande), elle admet des résidus (défini au chapitre 3) & travers
les étapes de distributivité faisant passer de S & Sy. Soient g1,...,¢x les résidus de p dans
Sg.. Pour chaque 1 < ¢ < non a S|gi = e. Par abus de langage on dira que gi,...,¢, sont
les résidus de e dans Sg..
Remarque: Il est facile de montrer par récurrence ncethérienne sur la distributivité que
deux résidus de ¢ dans Sy, ne peuvent appartenir au méme facteur conjonctif de Sq.

Lemme 6.5 Soit S un unificande, p occurrence d’une équation de Set q1,...,¢n les 1ésidus
de p dans Sy.. Alors

1. 8 —sp, S implique Sz —,. gu S” et S, = S
2. Sic —grqe) " implique § —p,) S’ et Sp = Sg.

Remarque: A et V sont associatifs et commutatifs. Nous allons travailler sur les classes
d'équivalence modulo I'associativité et la commutativité de A et V , en représentant
les facteurs conjonctifs et disjonctifs sous forme aplatie. Ainsi les occurrences des équa-
tion d’un unificande en forme disjonctive-conjonctive sont des listes d’entiers de longueur
deux. Le premier entier représente la position d’un facteur conjonctif dans l'unificande, le
deuxiéme donne la position d'une équation dans ce facteur conjonctif. Par exemple dans
S=e; V (e2 A e3 A e4) V es I'équation ey apparait a l'occurrence 2.1 .

Proposition 6.8 (décroissance de la complezité)

Soit S un unificande, § € SOL(S), et e une équation en =p de S. Considérons I'étape de
surréduction S — §' cffectuée sur e. D'aprés la proposition précédente nous savons qu’il
eziste 8/ € SOL(S') telle que §' =8 [V].

Alors pour tout facteur conjonctif trivial 6Sg|i contenant un résidu g de e (c’est & dire
q = 1.3), l'unificande ¢'S!), posséde un facteur conjonctf trivial §'C’ tel que

c(6",C") < B, Sacl)
Preuve: Par hypothése 654 |g = fe est trivial, donc 8 € SOL(e).
Considérons 1'étape de sutréduction issue de Sy & 'occurrence g:
Sie —1q So = Saclg — Sp
D’aprés le lemme 6.3 il existe 6y € SOL(Sy) tel que 6 = 8 [VUV/(Sy.)] et 655 contient

un facteur conjonctif trivial 85C} tel que c(8). Ch) < c(f.¢). Puisque 8; =8 [V(S4)]
on a 8y € SOL(Sp). Puisque S a été obtenu par la régle de surréduction, il est en
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forme disjonctive-conjonctive et s'écrit Sh = VgCy v Ch. Rappelons que g = i.j et
étudions le facteur Sgi. Or Syl est de la forme Syeli = Amem A e, donc Sgli 8'écrit:

Soli = Amem A Sy =Amem A (ViCr V Cp)

Bn appliquant la distributivité on voit que (Sp)4. contiendra le facteur conjonctif Co =
A mem A Cj.

Montrons que 85Co est trivial et c(6), Co} < c(f, Sgli). Rappelons que Syli —
A mém A e. Par hypothése 8S[i est trivial, et puisqu'il est.égal & 8] Sq|é il résulte
que 5( A pmem) est trivial. Nous savons de plus que 6C} est trivial, donc 85Cp est
trivial.

Comparons maintenant ¢(f, Sy [1) avec c(f), Cy).

c(6, Sgcli) = c(8, Amem A €)= c(b,em) +c(f,€) = (8, em) +c(0,¢)

m m

e(8p, Co) = ey, A mem A Co) = c(85, em) + c(f, Cy)
m
Nous avons vu que c(8y, C}) < c(8,¢), donc e(8f, Cp) < (8, Sgcli).
Solent g1 = #1.31,-+.,gn = in-jn les autres résidus de e dans Sy.. D’aprés le lemme
précédent
Sae T 1gq1 e 0n] Sn = Saclg — 56][411 - S(’)] coolgn = 51')]

avec (Sp)dc = Sl Puisque les occurrences ¢;q;. ..., gn sont dans des facteurs conjonc-
tifs de Sy, différents, Sy, s'écrit

Sp=8ft V Splty V ...V Salin VoL

Donc
Sr'ic = (Sn)dc = (Snli)dc \ (Sn il)dr V-EoRY (Sn[in)dc V...

Puisque (Sqli)de = (So)ec, I'unificande S, contient le facteur conjonctif Cg. Comme
de surcroit 84Cy est trivial, il vient 8 € SOL(S). 1 suffit alors de poser & = 6 et
C¢'=Cy 0O

Remarque: Nous avons écrit d’autres preuves qui ne passent pas par l'intermédiaire des
formes disjonctives-conjonctives. Mais la définition de la complexité est alors plus compliquée
et les preuves plus difficiles. Nous avons choisi de donner dans cette thése la méthode de
preuve la plus simple.

La définition qui sult caractérise les bonnes stratégies d’application de (Surréduction),

c'est & dire celles qui nous donneront des ensembles complets de solutions. Une dérivation
est équitable si aucune équation en =g n'est délaissée indéfiniment.

Définition 6.3 (hypothése d'équité)

Une dérivation Sy — ... — S, — ... finie ou infinie est dite équitable si pour tout
unificande S, de la dérivation et pour toute équation ¢ =g t' en =p de cet unificande, il
existe j > 1 tel que I'étape S; — Sj41 se fasse sur t =p t/. O

Lemme 6.7 Soit S — ... — S, — ... une dérivation équitable et 8y € SOL{Sy}. Alors

il existe un unificande S, dans la dérivation, 8, € SOL(S,) tels que 6, =8 [V] et 8,(Sn)qc
possede un facteur conjonctif trivial ,C, tel que ¢(d,,Cy) = (0,0,0).
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Preuve: Choisissons dans 8¢(Sg)4 un facteur conjonctif trivial 63Co. A chaque unificande
S; de la dérivation, on associe une substitution §; et un facteur conjonctif C; de (S;)ac
tel que 6;C; soit trivial, par la définition récurrente:

o (85, Ch) est associé & Sg,

o si (6;,C;) est associé & S;, considérons P'étape de (Surréduction} S; —y,, Si1.
D’aprés la proposition 6.6 il existe une substitution 6,41 € SOL(Si41) telle que
041 = 0, [V] et 8i41(Sis1)ac posséde un facteur conjonctif trivial 6;4:Ciyy tel
que
- 8i le facteur C; de (S;)q. contient un résidu de p, alors ¢(@iy1,Ciy1) < c(8:,Ci).
- 8'il ne contient pas de résidu, alors ¢(8;41, Ciy1) = c(6i, Ci)-

La suite des (c(6;. Ci)) est décroissante. Montrons par I'absurde quelle atteint la valeur
0,0,0).

Supposons que pour tout unificande S; de la dérivation, on ait ¢(6;,C;) > (0,0,0).
Puisque la suite est décroissante, il existe un unificande Sy & partir duquel c(fy, Cx) >
(0,0,0) ne change plus. Il en résulte que Cx n'est pas formé uniquement d’équations
en =, il a au moins une équation en =g, disons e, & occurrence g dans (Si)e.. Soit p
P'antécédent de q dans Si. Puisque la dérivation est équitable, il existe une étape de
la dérivation portant sur cet antécédent S; —p,) Sit1 avec @ > k. Puisque ¢ est un
résidu de p, on a ¢(8;,C;) < ¢(f, Ck), ce qui crée une contradiction. O

Lemme 6.8 Soit S un unificande, § € SOL(S), et §' l'unificande obtenu en remplagant
dans S toutes les équations en =g par F. Si 854, a un facteur conjonctif trivial 6C tel que
c(6C) = (0,0,0), alors 8 € SOL(S).

Preuve: 6C ne contient que des équations triviales, donc les équations en =p qu'il pourrait
contenir auraient une complexité non nulle, et alors ¢(8, C') > (0,0,0). Donc C contient
seulement des équations en =. Par conséquent C' est aussi un facteur conjonctif de S},
et puisque 8C est trivial, § € SOL(S"). O

Théoréme 6.9 Soit Sy un unificande, 6g € SOL(So), et So — ... — Sn — ... une

dérivation équitable issue de Sg. Alors il exwste un umficande S, de celte dérivation et une

substitution 8; tel que

o 8, € SOL(S!) ou S, est lunificande obtenu & partir de S; en remplagant toutes les
équations en =g par F.

o b, =6y [V(So)]
Preuve: D’aprés les deux lemmes précédents en prenant V =V (Sp). O

Ainsi le probleme de l'unification modulo R est transformé en un probléme d'unification
syntaxique.

6.3 Spécification de la réécriture

Nous donnons dans ce paragraphe une spécification de la réécriture ot n'apparait aucune
substitution, et que le dépliage ne contrarie pas.
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Pour que la réécriture et le dépliage ne se contrarient pas il faut prendre en compte le
fait qu'une équation puisse-étre sous forme dépliée, donc considérer son contexte, et replier
Jjuste ce qu'il faut pour qu'elle puisse se réécrire. Par exemple dans 'unificande

S= flz) =gt A z=g(y) A y=h(z)

il faudra remplacer x par g(y) dans 'équation f(r) =g t pour qu'elle devienne réductible
par la régle de réécriture r = f(g(z!)) — 2’. La réductibilité d'une équation est étroitement
liée & son contexte puisque dans

§'= flz)=rt A y=hz)

cette me‘{me équation f(x) =g ¢ n'est plus réductible par 7.

Ce qui est présenté ici n’est pas & proprement parler la réécriture, mais la tentative de
rééeriture d'une équation par une régle de rééeriture donnée et & une occurrence donnée. Ce
processus comporte deux phases:

1. tentative de filtrage du membre gauche de la régle de réécriture vers le sous-terme
considéré de I'équation

2. on a alors deux cas:

- si le filtrage termine avec succes, remplacement du probléme de filtrage par I'équa-
tion réécrite (sous une forme dépliée)

- si le filtrage échoue, ce qui signifie que la réécriture n'est pas possible, remplace-
ment du probléme de filtrage par I'équation de départ.

Le filtrage est traité par décomposition et fusion. Mais le membre gauche d'une équation
de filtrage t; < to (filtrage de ¢; vers iy) ne peut étre considéré comme clos puisqu'il peut
étre instancié par le contexte, comme le montre I'exemple précédent. Les solutions d'une
équation de filtrage ne peuvent pas étre définies de maniére intrinséque, car elles dépendent
du contexte considéré. Par exemple soit S) = (f(z)<y), S2= (y= f(0)) et § =51 A Sz
Alors SOL(S;) = 0, SOL(S2) = (y/f(0)) et on voudrait que SOL(S) = (z/0,y/f(0)), donc
SOL(S) # SOL(S1) N SOL(S3), ce qui est impossible par définition de SOL. Une solution
consiste & intégrer le contexte comme parameétre de I'équation de filtrage.

Le filtrage est traité par décomposition et fusion des équations de filtrage. Lorsqu’il
échoue, il faut restaurer I'équation que l'on tentait de réécrire. Pour garder une trace de
cette équation une solution consiste & l'intégrer comme parameétre des équations de filtrage.
Lorsque le filtrage réussit, il faut générer ’équation réécrite. Une solution consiste a garder
trace, en plus de I'’équation & réécrire, de I'occurrence de réduction et de la régle de réécriture
utilisée, toujours sous forme de paramétres.

La décomposition d'une équation de filtrage la transforme en plusieurs équations de
filtrage. Une tentative de filtrage donnée va donc se retrouver sous la forme d’une conjonction
de plusieurs équations. Si on applique la distributivité du A sur le Vv , ia teutative
de filtrage peut se trouver dispersée dans tout l'unificande. Il devient ensuite difficile de
la remplacer globalement par 1'équation surréduite. Pour éviter cela nous introduisons un
nouveau symbole FI qui contient toutes les équations de filtrage d’une méme tentative
de filtrage. Du fait des considération précédentes il contient aussi I’équation & réécrire, le
contexte, 'occurrence de réduction, la régle de rééeriture. Ainsi la tentative de réécriture du
membre gauche de I'équation t =g ¢, & 'occurrence p, par la régle g — d, sous la contexte

C est exprimée par !'unificande FI;j’jf:,‘C(g<<t|p).
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Dans un contexte les équations en = et les équations en =g sont traitées de la méme
maniére. On ne prendra en compte en tant que contexte que des facteurs conjonctifs substi-
tuables, c’est & dire sous une forme résolue et n’ayant pas de cycles de variables.

Définition 6.4 On dit que le facteur conjonctif C est substituable si

SC=(Z =t A AT =) A (B =R A AT =R )

- 80it ¢ = [z1 — t1]... [T — tn][z} — t]]... [z} < %], il existe un entier naturel 1 tel
que ¥j > 1,6/ = ¢' (C ne contient pas de cycles de variables).

et on pose < C' >= ¢'.
T1,-.yFny TY, . .., T sont appelées variables primaires de C. ¢

Remarque: < C > est lasubstitution obtenue en pliant C. Elle est idempotente. L’ensemble
D(< C >) est exacterent composé des variables primaires de C.

6.3.1 Les regles

Les régles qui suivent spécifient une tentative de réécriture du membre gauche de I’équa-
tion ¢t =g ¢, & l'occurrence p, par la régle de réécriture g — d, et avec le contexte C.
Si la réécriture est possible le processus se termine par la régle (Renvoi), sinon 1'équation
t =g t' est restaurée avec son contexte par une des regles suivantes: (Collision- <), (Echec- <),
(Collision-29, (Echec-29. De cette maniére chaque régle conserve 'ensemble des solutions.
Le test qui vérifie que C est substituable n'a pas ét¢ explicité. Des algorithmes de détection
des cycles de variables existent & ce jour, et pourront &tre intégrés par la suite.

Ne s’applique qu’en téte.
C est un facteur conjonctif substituable

(Appel) _Skzpt ac] si ¢ g — d est une régle de rééeriture de R

Spt=pt,C
SFI Z i (g<tlp)] Vg N(V(St=rt A CHUV) =0
(Décomposition- <) Fl;g’—zfdc(f(sl o 8n) K St tn) A C)
FI,,,g‘l',;(($1<<t1 A A sa <ty A CT)

. FIERUC (. yg(.) A €
(Collision- <) pg=d ;J;(R t)’f\g(c ) ) sif#g

F[’—Rl Azt '
(Fusion-< C >-sur- < -1) p.g—d < )

Fl;y"'dc"’ fst A C)

si s n'est pas une variable

F[FRI C Ar=pt . fod
(Fusion-< €' >-sur- < -2) pg—d <z A C)

FIZHOR =R et A 1)

sl ¢ n'est pas une variable

Py C(S<<t A C") Si{ s n'est pas une variable

Echec- —E’-’l—,;- L = .
( < t= C ne contient pas d'équation z = souz =p s

RV ANC

t= gt C . 4
(Non-linéarité) Thg—g <t 1 1<ty £ C)

FILEClnacty A 42t A C)
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FISRC (flsr o 8a) 2 f(t s ta) A C)

(Décomposition-29 pg—d
Ffp'g’i‘dc(slﬁtl Ao A sa®ty A C)
FI!éRf'C
(Collision-29 ~ —-2a=xd th . c DACY oian

Les 1égles suivantes seront appliquées en utilisant le fait que ™ est commutatif.
FINREC Ae*soeg 6 )

(Fusion-< C' >-sur-2¢-1) pg—d = sis#zx
Fl;g‘jfdc“ Yt A CT)
t=pt' C A espt ; 7
(Fusion-< C' >-sur-2£-2) FIt_ :c‘/« yprenae) sis#zx
FI RO A x2ri st o )
FISR C(zeg A
(Elimination- &) —ﬂgt(fc—)
FIZRE(C)
(Echec-3) Fltiif;’c(sgz A C") [ sn'est pas une variable
t=pt AC C ne contient pas d'équation z =s' et z =p &’
t=pt',C e
(Renvai) pod BKUA AT Kl) [ FLR &ty A A 20 &)
T, =Rt /\t[p —d =gt /\ C est irréductible par (Non-linéarité)
T, €V(d)

Dans la surréduction basique telle que 1'a définle Hullot, les équations sont partagées en
occurrences basiques et en occurrences protégées. Les équations en =g de notre spécification
correspondent aux occurrences basiques et les équations en = aux occurrences protégées. La
réécriture que nous venons de spécifier, considére que toutes les occurrences des termes &
rééerire sont basiques, méme si ce n'est pas vrai. Ce n’est donc pas optimal. La régle
présentée ici comble cette lacune. Elle correspond & la régle "SB1” du chapitre précédent.

PP r=pt Ay=s : -
(Basification-de-réécriture) T g AY=3 sitlp=s

En n’appliquant pas (Basification-de-réécriture) de facon systématique, mais de fagon
adéquate, il est possible de spécifier la réécriture faiblement basique du chapitre 3.
6.3.2 Les preuves

Définissons les solutions et la complexité des équations en FI.

Définition 6.5 Posons A = SOL(FIA (Ner si €t Ayey 5, 8))). Llensemble SOL(A)
des solutions de A est défini par

1. Si
- il existe une substitution o telle que Ve € I, 05, =< C > t;
-Vj€J, <C >, =<C>t
alors SOL(A} SOL (tp —d] =pt' A CAsev(a)® =R 0T).

2. Sinon SOL(A) = SOL(t=pt A C).
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Soit 6 une substitution, la complexité c(f, A) est définie par

1 Si
-3l existe une substitution o telle que Vi € I, 05, =< C > &

-VjeJ, <C>s)=<C>1
alors (8, 4) = c(8,tfp — d) =r t' A CArev(a)T =R o).
2. Sinon (8, A) = (8, =g ¥ A C).
[

Le lemme suivant permet de justifier cette définition.

Lemme 6.10 Pour tout unificande FI;j‘jf:,‘C(/\i se <ty A\ 8} 2t dssu de I'application de

(Appel) suivie éventuellement de 'application d’autres régles, on a UiV (si) = V(g).

Preuve: 1l est facile de vérifier que les régles qui transforment FI conservent les variables qui
sont & gauche des < La régle (Appel) a forcément été utilisée pour créer un unificande

du type FI;j‘f;’c(. ..), d’ott le résultat. O

La définition précédente est correcte car oly (d) est unique. En effet V(d) C V(g) et d'aprés
ce lemme V(g) = UierV (s:). Or il est bien clair que alv(UierV(si)) est unique.

Avec cette définition des ensemble de solutions, il est facile de prouver que les régles
que nous avons données sont correctes et compltes, c'est & dire qu'elles laissent inchangé
lensemble des solutions. Seule les preuves de (Appel) et (Renvoi) posent quelques difficultés,
D'autre part comme nous montrons que l'expression de ’ensemble des solutions est inchangée
3 chaque étape, sauf pour (Appel) et (Renvoi), il est évident que la complexité est inchangée.
Nous détaillerons la preuve seulement pour ces deux régles.

1l est d’abord nécéssaire d’établir quelques propriétés sur les substitutions définies par
les facteurs substituables

Lemme 6.11 Soit C' un unificande substituable. Pour toute équation z =t ou & =g t de

Coma<C>z=<C>t

Preuve: ¢ et ¢ étant ceux de la définition précédente, on a
<C>z=¢Hz=¢'(gz)=¢@)=<C>t

o

Lemme 6.12 Si C est substituable et § € SOL(C). alors pour toute variable x on a

f<C>z=pbz

Preuve: ¢ est définie comme dans la définition précédente. Montrons par récurrence que
pour tout k on a
84"z =g 6z pour toute variable x
1. k = 1. Soit une variable z quelcongue. Si 2 n'est pas primaire alors ¢z = z, d’olt
Gz = 0.
Si z est primaire:

- si C contient I'équation z = t, alors par définitien ¢z = ¢. Or 8z = 8¢, d'ol

b = 0t = 6z.
- sinon C contient 1'équation z =p {, alors par définition ¢z = t. Or x =5 6t, d’ont
¢z = 6t =g Bx.

2. Supposons que pour tout z on ait 8¢*z =p 6z. Soit une variable y quelconque.

Alors .
fgFtly = 0¢k (¢y) =g b¢y par hypothése de récurrence
=pb4r  dapréslecas L.

On en déduit la propriété sur < €' >. O
Proposition 6.13 $i § — §' par une des régles précédentes, alors SOL(S) = SOL(S") sur

les variables de V. Ainst pour tout 6 € SOL(S), il existe 8' € SOL(S') avec 6 =6 [V], et de
plus c(#',8") < (6, 5).

Preuve: (Appel)
Supposous qu'il existe ¢ telle que 0g =< C > t[p et montrons que SOL(t =gt A C) =
OL(tlp — d =r t' A C Arevig) T =k 0T).
1. Correction. Soit 6 € Nyev(g)90L(x =g o(z)) N SOL(tlp — d] =g t') (1 SOL(C).
Montrons que § € SOL(t =g t') N SOL(C).

6t = Ot|p — 6t|p] =g Ot[p «— 6 < C > t|p] d’aprés le lemme 6.12
= t[p — Bog] =g Ot[p — fod} = bi[p — Bd] car 6 € Ny (a)SOL(z =g o(z})
= §(t|p — d]) =g 0t car § € SOL(t[p — d] =p t')

D’autre part il est évident que 8 € SOL(C).
2. Complétude. Soit 6 € SOL(t =g ¢’ A C). Posons

¢ =6 [V(S[t=rt A C))UV]
=(8.0)] [Vig)]

Soit z € V(d), on a

0z = (foz)!
0'(cz) = 8oz} car V(o(z)) CV(t=pt A C1)

D'ott §' € SOL(z =g o(z)). Par conséquent §' € Nyey(gySOL(z =g 0%).
Par ailleurs

@'t[p — 6'd) = 8t[p — (60) | d] =g Ot[p — 85d] =g bt[p — bog]
=8tlp — 6 < C > t|p] =g 8t[p « 6t|p] d’aprés le lemme 6.12
=gt =p 0t =6t
Donc 6" € SOL(t[p « d] =g ¢'). D’autre part il est évident que ¢’ € SOL(C).
3. Complexité. Soit

ki =1 A zeviqfs =r 0oz| = > [6oz|| car ¢ est normalisé
2EV(d)
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Posons k = ||0t[p — (80)d] =g 6t']|. Alors
0tfp — 8] g 8¢ = [0tlp — (6) L d) =r 8¢ < k — k:

Donc
(A cevz =ro(z) Atlp—dl=pt)| <k +k—-k =k

Or on a vu dans 2. que

6t = btlp — bog} — (g Otp — fod]

Donc k < ||6(t =g t'}]|, et par conséquent dans le cas non trivial ol nous nous sommes

placé, (Appel) fait décroitre strictement la complexité.

(Décomposition<<)
Posons 2l
A=FL™C(f(s1....sn) < flts,. - ta) A C))
B=FIR (st A . A sa<ta A C)
Or pour toute substitution o on a

0f(51,...,50) =< C > f(t1,.. .\ ln) &= 051 =<C >t et ... etos, =<C>t,

Done SOL(A) = SOL(B).

(Collision<)
Posons g7

A=FLME () <gl. ) A C)
avec f# ¢

B=t=pt AC
Il n’existe pas de o telle que o f(...) =< C > ¢(...). Donc SOL(A) = SOL(B).
(Fusion-< C >-sur<-1)

Posons o
A=FITR g A C)

oll 5 n'est pas une variable.
{2 pt! " A w2t
B=FL R skt A C)
et C=C" A £ =t D'aprésle lemme 6.12, < C > 2 =< C > t. Donc
sr=<C>r¢=0r=<C>t

Dot SOL(A) = SOL(B).
(Fusion-< C >-sur<-2)
Meme chose.
(Echec<)
Posons y . m

A=FI M C(s<s A C)
en supposant que s n'est pas une variable et que C ne contient pas d'équation du type
IT=SO0UZI=pS.

B=t=pt A C
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On en déduit que z ¢ D(< C >), donc < C > z = . Donc s n'est pas filtrable vers
< C > z. D'olt SOL(A) = SOL(B).

(Non-linéarité)

Posons .
A=FISMCagty A sty A C)
B=FIA  (wty A 128 A C)
Alors

or=LC>t et oz =< Co>lh¢ >or=<C>t et <C>t,=<C>t

Done SOL(A) = SOL(B).

(Décomposition=)
Posons .
A=FIRE(f(s1, 0 50) 2 f(t, o ta) A C)
B=FL M (1% A ... A 5,2ty A C))

Alors

<O > f(s1,,80) =< C> flt,...,. 1) =2<C>51=<C> let...et <C>s,=<C> 1

Donc SOL(A) = SOL(B).
(Collision®9

Posons .
A=FIRC(f( )% ) A C)

avec f#£ g
B=t=pt AC
Or<C> f(...) #< C > g(...), donc SOL(A) = SOL(B).

(Fusion-< C' >-sure31
Posons

A=FISHE N 22 5 ©)

B = FISHS " *S(s2t A C)

et C=C" A =t Daprés le lemme 6.11, < C >z =< C >t. Donc
<C>s=<C>r&=<0>s=<C>t

D’olt SOL(A) = SOL(B).
(Application-< C' >-sur&+1
Méme chose.
Elimination£2

Posons

A=PLol ede oY

B=FI*F(C)

Le résultat est évident.
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(Echecs)

Posons p— .
A=FI X" (s®z A c)
B=t=pt AC
et supposons que s n'est pas une variable et C ne contient pas d’équation du type
z=s ouz=pgs. Onen déduit que z & D(< C >), donc < C' > s #< C > z. D'on
SOL(A) = SOL(B).

(Renvoi)
1. Posons e
A=FIp;£d’ (Z1<t1 Ao A :Cn«tn)
B /\ T, =pgpt; A t[pe—d}éﬂt’ A C
nEeV(d)

et supposons que A est irréductible par (Non-linéarité). Donc ¥i,j € {1,...,n}, 2 #
j == z; # z;. Il existe donc une substitution & telle que

oz, =< C>tet...et 0z, =<C > 1n
D'olt par définition
SOL(A)=SOL(tlp — d] “r? A C \ 2 =p<C>t)
€V (d)
Soit # € SOL(C) et y € V(). D’aprés le lemme 6.12, 8y =g § < C > y. Donc
6t, =p 8 < C>t,. Dou
V6 € SOL(C), (fz =g bt; &= s =g 6 < C' > t;)
Il en résulte SOL(A) = SOL(B).
2. Complexité, Soit § une substitution. Par définition

o8, A)=c(6, N\ z=R<C>H A tpe—d =gt AC
x€V(d)

c8.B)=cl0 N z=rti Atlp—d=rt AC
2 EV(d)
Or [t <[ < C> i, |ti| €| < C >tetilyale méme nombre d’équations en =p.
Par conséquent c(f, B) < c(8, A).
(Basification-de-réécriture)
1. Correction. Soit 8 € SOL(z =g tlv « y] A y=s). Alors

Bz =g 8t{v « By] = Bt[v « Os] = Gt{v — Otjv] = 6t

2. Complétude. Soit § € SOL(x =pt A y =s). Alors

6z =p 6t = 6t[v — Btjv] = Oty — fs} = Ot[v — Oy = O(t[v — y))

3. Complexité. Cette régle n'augmente pas le nombre maximal d’étapes de réécriture,
ni le nombre de symboles de fonction. ni le nombre d’équations. Elle n’augmente donc

pas la complexité. O
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Pour les besoins de la preuve introduisons ici une régle de mise en forme digjonctive-
conjonctive:

Si A (S22 V 83)
(S1 A S2) V (51 A S3)

(Distributivité)

Toutes les régles qui ont été introduites ici. hormis (Distributivité), modifient des équa-
tions ou des facteurs conmjonctifs. Or un facteur conjonctif donné d'un unificande n’est
pas détruit ou séparé lors de le mise en forme disjonctive-conjonctive, mais simplement re-
copié en un ou plusieurs exemplaires. Formellement, considérons (Distributivité) comme une
régle de réécriture, les unificandes qu'ellc contient étant vus comme des variables. Il est
connu que le systéme de rééeriture formé de cette seule régle est confluent et neethérien, et
qu’une expression est irréductible si et seulement si elle est en forme disjonctive-conjonctive.
Pour mettre un unificande en forme disjonctive-conjonctive, il suffit donc de lui appli-
quer (Distributivité) en suivant n'importe qu'elle stratégie et jusqu’a obtenir un unificande
irréductible. Ceci étant, si on I'applique de maniére & ne pas couper les facteurs con-
jonctifs, les occurrences d’équation ou de conjonction d'équation admettent des résidus i
travers cette réécriture. Par exemple soit § = (e; A e A (e3 V eq). Si on réduit
S —Distributivitg €1 A ((e2 A e3) V (e2 A e4)), le facteur e; A ey de § a été divisé,
tandis que dans S —(Distributivité] (&1 A €2 A €3) V (er A ez A e4) il ne I'est pas et
admet deux antécédents. D’olt le lemme qui généralise le lemme 6.5.

Lemme 6.14 Soit S un unificande, p € D(S) l'occurrence d’une conjonction d’équations de
S, et pi,...,pn les résidus de p dans Sy.. Alors

5 —p S = Sy ] - pn] s

L/ B !
et 5y = Sdc'

Définition 6.6 Soit D = S, —lpo] Sy ] " pani) Sn — ... une dérivation.
A chaque étape S; —p,) Si41 de D on associe grace au lemme précédent la dérivation
(Si)de —*qp__h“_‘,,hk] St _"’[Distributivité] (Si41)de OU i1, ..., Pijk sont les résidus de p,
dans (S,)4c.

On appelle dérivation sur les formes disjonctives-conjonctives de D la dérivation Dy =
(S6)ae — (S1)éc = .... Soit Cg une disjonction de facteurs conjonctifs de (Sg)a.. A
chaque unificande S, de la dérivation D on associe un élément C; par la définition récurrente
suivante:

- Cp est associé & Sy

- si Cj est associé & S; alors si p; admets des résidus q1,..., ¢, dans C; alors Cjyg est
défini par C; —pg,, o) C' et Ciyr = Ch; sinon Cip1 = G et on dit que Cyyy est
obtenu par une étape blanche.

La dérivation Cy — C; — ... — O, — ... est appelée sous-dérivation issuve de Cy sur
les formes disjonctives-conjonctives de D. ©

Définition 6.7 (hypothése d'équité)

Une dérivation qui utilise les régles présentées jusqu'ici D= Sy — ... — S, — ... est
dite équitable si pour tout unificande S, de la dérivation et pour tout facteur conjonctif C;
de S;, il existe un élément C’ dans la sous-dérivation issue de C; sur les formes disjonctives-
conjonctives de D, et obtenu par des étapes blanches ou de simplification, tel que:
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- ou bien la sous-dérivation issue de C’ contient une premiére étape qui est une étape de
(Surréduction),

- ou bien C’ ne contient que des équations en =.
<&

Lemme 6.15 Soit Sy — ... — S, — ... une dérivation équitable et 8, € SOL(Sp).
Alors il existe un unificande S, dans la dérivation, 6, € SOL(S,) tels que 8, = 6 [V] et
84(Sn)ac posséde un facteur conjonctif trivial 6,Cr tel que c(8,,Ca) = (0,0,0).

Preuve: Choisissons dans 85(So)g. un facteur conjonctif trivial 8oCp. A chaque unificande
S; de la dérivation, on associe une substitution ; et un facteur conjonctif C; de (S;)ac
tel que 6,C} soit trivial, par la définition récurrente:

- (8, Cy) est associé a Sp,

- 8i (6;,C;) est associé & S;, considérons I'étape S, ~——y,) Sig1. 5'il s'agit d'une
étape de (Surréduction), d’aprés la proposition 6.6 il existe une substitution 64, €
SOL(S:41) telle que 8,41 =6, [VUV(S;)] et 6i41(Siy1)dc possede un facteur con-
jonctif trivial 8,41Ci41 tel que
- si le facteur C; de (5,)4. contient un résidu de p, alors ¢(i41,Ciy1) < c(6:, Ci).

- s"il ne contient pas de résidu, alors il suffit de prendre Ciy1 = Ci, d'ott ¢(bi11, Cig1) =

(8., C).

S'il s'agit d'une étape de simplification, d’aprés les résultats sur les régles de sim-
plification il existe 6,41 € SOL(Si41) telle que 6,41 = 6, [V UV(S,)] et le facteur
conjonctif C,4; de la sous-dérivation issue de C; en un coup C; — Ciyy vérifie
8,41Ci41 est trivial et ¢(fi41,Cisa) < (8, C)).

La suite des (c(6,,C;)) est décroissante. Montrons par 1'absurde qu’elle atteint la valeur
0,0,0).

Supposons que pour tout unificande S; de la dérivation, on ait ¢(8,,C;) > (0,0,0).
Puisque la suite est décroissante, il existe un unificande Sy & partir duquel ¢(f, Cx) >
(0,0,0) ne change plus. Puisque la dérivation est équitable, il existe (6;,C,) avec ¢ > £,
tel que

- ou bien C, ne contient que des équations en =, donc ¢(f,, C;) = (0,0,0), ce qui fournit
une contradiction

- ou bien Cj —(Surréduction] - donc 1'élément (fr41,Cry1) de la suite satisfait
(841, Cri1) < ¢(Bk, Ct), ce qui fournit une contradiction. O

Lemme 6.16 Scit S un unificande, 8 € SOL(S). et 5’ I'unificande obtenu en remplagant
dans S toutes les équations en =g et en FI par F. Si 654 a un facteur conjonctif trivial
8C tel que ¢(6C) = (0,0,0), alors § € SOL(S').

Preuve: Par définition, les équations en FT triviales ont une complexité non nulle. Or 6C ne
contient que des équations triviales, donc les équations en =g ou en FI qu'il pourrait
contenir auraient une complexité non nulle. et alors ¢(6.C) > (0.0,0). Donc C contient
seulement des équations en =. Pa1 conséquent C est aussi un facteur conjonctif de Sj,.
ct puisque 8C est trivial, # € SOL(S'). O
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Théoréme 6.17 Soit Sy un unificande, 6y € SOL(Sp), et So — ... — 8, — ... une
dérivation équitable issue de Sy utilisant les régles présentées jusqu’ict. Alors il existe un
unificande S; de cette dértvation et une substitution 8, tel que

-6, € SOL(S}) ot S est l'unificende obtenu & partir de S; en remplacant toutes les équations
en =g et en FI par F.

-6, =8 [V(So)]

Preuve: D'aprés les deux lemmes précédents en prenant V = V(Sp). O

6.4 Autres régles

Résolution des équations en =

Pour utiliser le théoréme précédent, il reste maintenant 4 résoudre les équations en =. I
s'agit donc d'un probléme d'unification syntaxique. La méthode retenue est celle de Martelli
et Montanari [56]. Nous introduisons un nouveau symbole F (F comme faux) vérifiant
SOL(F) = 0.
£t s50) = flth,e . )

S1=h A ... ASp=1y

(Collsion-)  LC-dzalad iy

écomposttion-=
Dé positi .

. = =¢ . i
(Fusion-= “;—:—tt—%—ff—:r si ¢ n'est pas une variable

Ces régles retournent ou bien F, ou bien un systéme en forme substituable & condition qu'il
n’y ait pas de cycle de variables.

L’équation z = t n’a pas de solution nurmalisée si ¢ n'est pas en forme normale, donc
SOL(z =t) = §. D'oit la régle
{(Non-normal-=) "“'—F—t si t n'est pas en forme normale

Cette regle prend en compte deux faits que nous avions évoqués au chapitre 3: les solu-
tions de I’équation & résoudre non normalisées sont inutiles; les branches qui possédent des
équations ne satisfaisant pas la propriété de grandeur suffisante sont inutiles.

Simplifications

Ay on f(s1,...,s,,)ﬁgf(t;,...,t,.) i '
(Décomposition-==p) e i T B Span B si f est un symbole décomposable

(Collision-=g) fedzpal.) si f # g et f et g sont des symboles décomposables
Application en téte seulement

o S[t =g t] fzgvVuv(Sit=rt])
(Dépliage) Sz =rtlp A tlp—z] =g ?) t|p et t[p — z] ne sont pas des variables
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(Evaluation-F-1) S_Q.—F -
(Evaluation-F-2) 5—\‘{.—F g

Conclusion

Nous obtenons une spécification équationnelle de la surréduction basique et de ses sim-
plifications connues. La régle de surréduction apparait comme une régle d’application "don’t
care” et peut étre facilement étendue au cadre ordo-sorté et/ou dans les systémes de réécri-
ture équationnelle. La simplification par réécriture est spécifiée de maniére équationnelle.

Cette spécification peut étre vue comme une procédure indéterministe, et décrit différentes
procédures selon le choix d'une stratégie. En particulier on obtient:

- la surréduction basique (de Hullot) si seule la régle (Surréduction) est appliquée
- la SL-basic S-narrowing du chapitre 3 en appliquant (Surréduction) et (Non-normal-=)

- la surréduction basique avec décomposition des symboles décomposables et détection
des collisions en appliquant (Surréduction), (Décomposition-=p), (Collision-=p)

- la surréduction basique de gauche & droite (de Herold) en appliquant (Surréduction) et
(Dépliage)

- la surréduction normalisante basique de gauche & droite, appelée aussi "left-to-right
SL-basic N-narrowing” au chapitre 3, en appliquant (Surréduction), Dépliage, (Non-
normal-=), et les régles qui spécifient la réécriture

- une stratégie qui consiste & ne pas calculer les substitutions surréductrices immédiatement
si on n'applique pas systématiquement les régles Décomposition-=, Collision-=, Fusion-
=. Cette stratégie pourra étre intéressante lorsque ce calcul sera couteux, comme dans
le cas ordo-sorté ou dans le cas de la réécriture équationnelle.
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Conclusion

La surréduction est nue méthode générale ¢t complite de résolution d'équations dans les

systéues de réécriture confluents et nathériens, Etant i la fois générale et romplete, elle
présente un grand intérét.

Récapitulons les principaux apports de ce travail sur la surréduction, ainsi que leurs
limites. et regardons les perspectives de recherche.

Les apports

Meéthodes (ou optimisations) nouvelles et complétes

® Description des solutions par un langage régulier. Cette idée permet de décrire finiment
un ensemble infini d'unificateurs. Elle peut done fournir une méthode d'unification compléte
pour les théories dont l'unification est de type infinitaire ou zéro, ce qui était impossible
avec les méthodes de surieduction connues jusqu'ici. Elle apporte aussi une amélioration a
la terminaison de la surréduction. La principale limitation de cette méthode est qu'elle ne
s'applique que lorsque I'arbre des surréductions est rationnel

o Suppression des branches instances.
o La surréduction normalisante basique de gauche & droite.

La surréduction basique de gauche & droite est particulitrement intéressante car nous
avons vu qu'elle assurait la minimalité du multiensemble des solutions de rang maximal
lorsque le systéme de réécriture est régulier et sans paire critique. Si 4 est une solution de
I'équation t = ¢, clle élimine en fait toutes les redondances dues aux multiples chemins de
mise en forme normale du théoréme 6(t = ). On obtient méme une procédure minimale
de filtrage de deux termes dont les variables sont disjointes, en interdisant I'instanciation de
certaines variables. Pour un systéme de réécnture quelconque, la suppression des branches
instances et l'introduction d'étapes de réécriture dans la surréduction basique de gauche &
droite apportent des améliorations intéressantes & la minimalité. Elles peuvent, en outre,
et quelles que solent les hypothéses satisfaites par le systéme de réécriture, améliorer la
terminaison du processus,

Une limitation de ces trois méthodes est que toutes les fois que le systéme de réécriture
posséde une régle récursive stricte, i.e. le membre gauche est un sous-terme strict d'une
1nstanciation du membre droite. elles ne termineront pas. Par exemple dans la spécification
des entiers, la regle

s{z) +y = sz +y)
est récursive. Et on a:

T4y =0H ey sle+y) =0 s(s(z+y)) =0H> ..

Cette surdérivation est hasique de gauche & droite. En utilisant la surréduction normalisante,
on obtiendrait la méme surdérivation. La suppression des hranches instances ne s'applique
pas sur cet exemple. La méthode de description des solutions par un langage régulier ne




s'applique pas non plus car cette surdérivation est un arbre non rationnel. Les régles de
décomposition et de collision, qui sont intégrées dans le formalisme des chapitres 5 et 6,
permettraient de voir que I'équation s(z +y) = 0 n'a pas de solution, donc qu'il est inutile
de la surréduire.

Apports théoriques

e Preuve de complétude de la surréduction normalisante et de son implantation. Par
rapport & la preuve de Fay, ces preuves ont I'avantage de bien faire ressortir les concepts
de surréduction et de surréduction normalisante. D'autre part, les raisons pour lesquelles la
surréduction normalisante est compléte y apparaissent de maniére plus explicite.

o Commutation de la surréduction. Ce résultat montre sous quelques hypothéses que
deux étapes de surréduction peuvent étre commutées, sans que la composée des substitutions
surréductrices ni le terme résultant de ces deux étapes soient changés.

Implantation

o En modifiant la procédure de complétion de Knuth-Bendix, il a été possible d'implanter
la surréduction dans le logiciel de réécriture REVE. Deux versions ont été crées:
- Une implantation de la surréduction basique normalisante.

- Une implantation de la surréduction normalisante, avec une forme simplifiée de la
description des solutions par un langage régulier. Voici un exemple d’exécution de ce logiciel:

Rewrite rules:

1. £(0, x) -> x
2, gUE(x, y)) => gly)

Ce systéme de réécriture est dit & Fages et Huet [15]. C’est une théorie de type zéro.
L utilisateur tape "narrowing” puis rentre 1'équation & résoudre.

-> narrowing
Please enter the equation you would like to solve, terminated with <ESC>:
g(x)==g(y)

La procédure termine et répond:

The equation

g(x) == g(y)
has the set of R-unifiers as follows:
i.

x / x

y / x

and has the infinite sets of R-unifiers, defined by the recursive definitions
as follows:

If
x/ t1
y/ t2
is a R-unifier of the equation, the substitutions
1.
x [/ f(all, ti1)
y / t2
2
x / t1
y [/ f(all, t2)

are R-unifiers of the equation.
(all is what you want)

Formulation équationnelle

o Les deux derniers chapitres donnent une nouvelle formulation  la surréduction basique.
Elle présente les particularités suivantes:

- Elle est équationnelle.

- Elle est sous la forme de régles d'inférence élémentaires, donc plus facilement im-
plantable.

- Elle peut étre fortement parallélisée.

- Elle fournit une procédure indéterministe, dont les instances décrivent plusieurs stra~
tégies.

- Elle fournit, par le chapitre 6 (introduction du V ), un formalisme propice & une
extension au cadre de la logique ordo-sortée et aux systémes de rééeriture équationelle.

Les perspectives

o Etendre la méthode de description des solutions par un langage régulier aux cas o
P'arbre des surréductions n’est pas rationnel. Puisque la surréduction peut étre vue comme
une complétion particuliére, I'idée consiste & utiliser les travaux effectués sur la procédure de
complétion, et en particulier la notion de méta-terme [49]. D'autres travaux [28] donnent des
conditions suffisantes de non terminaison de la complétion, et peuvent donrer un éclairage
utile sur les différents cas de non-terminaison. On pourra aussi utiliser les travaux sur la
méta-surréduction [48].

» Avapt de passer & une implantation, il serait utile de poursuivre les travawx dn chapitre f
pour améliorer la spécification de la réécriture, et atteindre les objectifs suivants:

- rendre la spécification de la réécriture terminante, ce qui devrait permettre une spécifi-
cation du controle (hypothése d’équité) plus aisée.

- intégrer dans le processus de filtrage le calcul de la partie protégée, en utilisant la
définition de la réécriture faiblement basique du chapitre 3. Cela permettrait de sup-
primer la régle (Basification-de-réécriture), donc de gagner en efficacité.
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- au cours du processus de réécriture, aucune régle d'inférence ne peut étre appliquée sur
I’équation & réécrire et sur son contexte. On peut voir cela comme étant 'application
d’un certain contrdle. Pour une plus grande généralité, il serait souhaitable de perme-
ttre I'application de régles sur 'équation & réécrire et son contexte. Il est d’ailleurs
remarquable que la relation ainsi crée n'est pas la réécriture, mais quelque chose de

plus complexe.

o Etendre cette thése au cadre des signatures ordo-sortée et i la réécriture équationnelle.
L'introduction du V au chapitre 6 devrait faciliter une telle extension.

o L’étude de la minimalité du multiensemble des solutions générées par différentes métho-
des de surréduction est un moyen d'évaluer la redondance interne de ces méthodes. Il reste
a étudier et & apporter des réponses au probléme de la non-terminaison. Une premiére piste
de de recherche, dont nous avons déja parlé, consiste & étendre la méthode de description
des solutions par un langage régulier aux cas ol 'arbre des surréductions n’est pas rationnel.
Une deuxiéme piste est fournie par les travaux de Sivakumar et Dershowitz [69], qui étendent
les régles de décomposition et de collision.

o La surréduction transforme un probléme d'unification modulo des équations en un
probleme plus simple d’unification syntaxique. Peut-on s’en servir pour transformer, d'une
mabniére générale, un probléeme modulo des équations, en un probléme modulo un ensemble
d’équations vide? En particulier, peut-elle servir a la résolution d’inéquations ou de diséqua-
tions? La résolution de diséquations ou disunification est étudiée dans (8,9,47,10]. Regardons
ce que la surréduction pourrait apporter & ce probléme. Soit ¢ une substitution normalisée,
o est une solution de la diséquation ¢ # t' ssi pour toute dérivation:

(ot #0t) 5 (s )

on a s, # ). D'aprés la proposition 1.5, on a alors

E#t) Ao ta (ta £ 8)
et il existe o, telle que
-o=0,.0 [V)UV(T)
- On(tn) = 5n et op(t) = 5.

La réciproque est vraie aussi. Par conséquent o est une solution de t # ¢’ ssi pour toute
surdérivation:

(E#) Ao tn (ta £ 1))

telle que 8 < o, la substitution o, définie par 7,,.0 = o satisfait o, (t,) # 0,(¢,). Le probléme
de la disunification modulo des équations est ramené a un probléme de disunification syn-
taxique. Par exemple, soit le systeme de réécriture:

R={ rn: flz,z) —=z
r2: flz,a) —a}

Résolvons la diséquation e = (f(b,y) #b). On a:

Fbg) #b Aoyyb#b (1)
—’\r'[y/,,] a#d (2)
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La substitution y/b n'est pas solution de e puisqu'elle est la substitution surréductrice de
la branche (1), qui conduit & une diséquation non satisfaite. Par contre y/a est solution,
puisque la branche (2) abouti & une diséquation satisfaite. Toute autre substitution ¢ est
solution de e puisqu’elle n’est pas instance d'une substitution surréductrice et que I'équation
o{e) est satisfaite.

Remarquons que contrairerent au probléme de |'unification, il faut ici générer entiérement
I'arbre des surréductions pour étre siir que o soit une solution. En d'autres termes, la cor-
rection d'une telle procédure impose le parcours complet de I'espace de recherche, ce qui
nécessite qu'il soit fini. 1
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Résumé

L’objet de cette these est 1'étude et I'amélioration de la surréduction, en vue
de son application a l'unification, c’est a dire a la résolution d’équations dans
les théories équationnelles.

Le premier objectif est d’améliorer 1'efficacité et la terminaison de la surré-
duction, en utilisant des optimisations de la surréduction qui restent complétes
dans les systemes de réécriture confluents et neethériens.

- Si 'espace de recherche est infini, nous montrons que dans certains cas
il peut étre décrit finiment, et les solutions peuvent alors étre décrites

par un langage régulier.

- Nous définissons une nouvelle stratégie de surréduction: la surréduction
normalisante basique de gauche & droite, et établissons sa complétude.
Par I'intermédiaire d’une propriété de commutation de la surréduction,
nous donnons un résultat sur la minimalité de I’ensemble des solutions
générées par cette méthode.

Ces optimisations ont été implantées dans une version expérimentale du logiciel
de réécriture REVE, en utilisant le fait que la surréduction peut étre vue
comme une complétion un peu particuliere.

Le deuxiéme objectif est de donner une formulation équationnelle & la
surréduction basique, c’est a dire une formulation basée sur des systemes
d’équations et dans laquelle n’apparait jamais la notion de substitution. Les
opérations sont décrites par des regles d'inférence. Ce travail a été conduit en
cherchant:

- a ce que les régles d’inférence puissent étre, autant que possible, exécu-
tées sans controle et en particulier de maniere parallele

- a intégrer dans le processus de nombreuses régles de simplification

- a ce que la méthode puisse étre facilement étendue a la logique ordo-
sortée et/ou a des systemes de réécriture équationnelle.




