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INTRODUCTION

1. Présentation générale

La théorie des types abstraits de données s'est développée depuis une douzaine d'années. Différentes
approches ont été proposées mais elles semblent toutes avoir en commun 1'idée essentielle suivante : un type
abstrait n'est pas seulement un ensemble d'objets mais aussi les opérations qui peuvent 3tre effectuées sur
ces objets. En allant a 1'extréme, on peut dire que 1a nature des objets est indifférente d partir du moment

ol on connait les propriétés qui Tient les opérations entre elles.

C'est pourquoi beaucoup d'auteurs regardent les types abstraits comme des théoriés formelles, plus
ou moins puissantes, et s'intéressent aux modéles de ces théories et aux théorémes qu'elles permettent de

prouver.

Mais un type abstrait reste toujours un cadre pour étudier des problémes trds concrets tels que la
sémantique d'un programme ou celle d'un Tangage de programmation. Les études ont donc souvent porté sur la
manigre de structurer un type abstrait, Plusieurs sortes de hiérarchies sont possibles : définir un nouveau
type dans un environnement, définir de nouvelles opérations dans un type. Dans chaque cas, deux propriétés

importantes se présentent : la consistance et la complétude (ou une certaine complétude) des définitions.

D'autre part, une grande proportion de 1'activité informatique cansiste & transformer des programmes,

3 implanter des langages. De nouveau, i1 faut assurer des propriétés de consistance, de complétude.

Jusqu'd présent, les propriétés de complétude ont été assez largement étudiées ; elles ne sont pas
en général décidables mais on connait un certain nombre de critdres syntaxiques a vérifier peur que les

constructions de types soient completes.

Par contre les propriétés de consistance étaient le plus souvent vérifiées par la mise en évidence

d'un modele,

Cependant, dans certaines théories formelles, le probleme est susceptible d'un traitement plus

syntaxique, Ces théories sont Yes théories équationnelles et, plus généralement, les théories conditionnelles.

Une théorie équationnelle est une famille d'équations entre des termes ; ces termes représentent
les compositions possibles des opérations du type et, en particulier, les objets qui peuvent &tre construits

en utilisant les opérations,



Les raisonnements dans les théories équationnelles sont simples puisqu'on procdde seulement par des
remplacements d‘égaux par des égaux. Il est cependant généralement impossible de décider si deux termes sont

&gaux ou non, 3 mofns d'orienter les équations comme des régles de réécriture.

11 se trouve que les regles de réécriture peuvent étre utilisées pour spécifier une partie des
opérations d'un type abstrait, sous forme de définitions récursives. Elles ne résolvent cependant pas tous les
probigmes et cela pour au moins trois raisons :

- on a besoin d'exprimer des propriétés qui ne sont pas des définitions et qui ne peuvent &tre
orientées ni dans un sens ni dans un autre, par exemple pour des raisons de symétrie ;

- on a besoin d'exprimer des propriétés, ou des définitions, conditionnelles ;

- on a besoin de définir des opérations partielles ou d'exprimer des propriétés restreintes 3 un

sous-domaine,

L‘objecti_f de cette these est 1'esquisse d'une théorie de la réécriture conditionnelle qui permette

en particulier de prouver des propriétés de consistance dans les types abstraits.

Nous développons maintenant les quatre derniers chapitres de cette these.

2, Systémes de réécriture. Preuves de consistance et de validité

Avant d'entreprendre une étude des syst2mes conditionnels, rappelons ies grands traits de la théorie

des systeémes de réécriture.

Un systéme de réécriture associe & chague terme une forme normale unique s'il pessaéde les deux pro-
priétés de terminaison finie et de confluence. De plus, pour les systemes & terminaison finie, on peut vérifier
1a propriété de confluence en examinant seulement un ensemble fini de paires critiques et en prouvant pour
chacune de ces paires de termes que leurs formes normales sont égales. Les paires critiques sont déterminées

en superposant un membre gauche de régle sur un autre par unification.

Cette méthode de test a produit un algorithme de complétion d'un systéme de réécriture en un sys-
teme confluent et ¥ terminaison finia, 40 & Knuth et Bendix. Si, en effet, une paire critique définit des
formes normates distinctes, 11 est possible d'ajouter une nouveile régle en orieniant le couple de formes

normales 3 condition de maintenir 1a propriété de terminaison firnie.

L'algorithme de complétion est utilisable presque sans transformation pour prouver la consistance
d'une spécification hiérarchique. I1 s'agit simpiement de vérifier, au moment d'ajouter une régle que celle-ci
ne permet pas de réduire un terme primitif, c'est-2-dire que son membre gauche contient au moins un symbole

d'opération non primitif.
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Nous discutons aussi dans cette partie de la propriété de confluence modulo un ensemble d'équations
et prouvons que cette propriété généralise utilement la précédente pour les tests de consistance. Nous démon-
trons également une condition suffisante de confluence modulo des équations qui nécessite seulement une

hypothdse de terminaison finie du systéme de réécriture, indépendamment de ces équations.

La notion de systdmes hiérarchisés permet aussi d'utiliser Ta propriété de consistance pour prouver
1'équivalence de deux spécifications. Dans les théories équationnelles ou conditionnelles, deux spécifications
sont équivalentes si leurs équations engendrent les mémes égalités entre termes sans variable. On peut donc
utiliser un principe d'induction sur les termes pour prouver des théoremes : une équation est un théoréme si
ces deux membres sont égaux dans la spécification chague fois que les variables sont remplacées par des termes
sans variable. Lorsqu'on peut distinguer des constructeurs et d'autres opérations définies complétement sur

ceux-ci, on retrouve une notion de récurrence structurelle qui généralise le principe de Péano pour les entiers.

Mais une autre approche est possible : si deux ensembles de régles définissent complitement des opé-
rations par rapport 3 des constructeurs, les définitions sont équivalentes si leur réunion est consistante
vis-2-vis de la spécification des constructeurs. Cette idée avait déja &té utilisée par [MUSSER,80] qui cher-
chait & éviter des équations comme VRAI = FAUX,et généralisée par [HUET et HULLOT,8C] pour des systemes de

constructeurs sans relation comme les entiers ol on refuse d‘obtenir 0 = 1.

Nous étendons cette méthode, d'abord au cas ou il y a des relations entre les constructeurs, puis
dans Te cadre des systames de réécriture conditionnels qui sont eux-mémes des systémes hiérarchisés. Nous
nous attachons & montrer le rdle que joue la propriété de consistance dans cette méthode. Comme 11 5'agit
encore de démontrer que des assertions sont valides dans 1'algabre initiale d'une spécification, les résuitats

obtenus sont baptisés théoremes de validité.

3. Systémes de réécriture conditionnels

Le caractere naturel des tests de confluence pour les systemes de réécriture nous incite & entrepren-
dre une généralisation aux systémes de réécritures conditionnels, Nous choisissons de considérer les précondi-
tions des regles de réécriture comme des expressions de sorte booléenne et d'utiliser également des réécritures
pour évaluer ces derniéres. Cependant il est essentiel dans notre travail d'utiliser deux systemes de réécri-
ture différents pour évaluer et pour utiliser les préconditions. C'est pourquoi neus définissons ces dernieres
dans un systeme de réécriture de base, incorditionnel, contenant une axiomatisation du calcu) booléen, C'est
aussi pourquol nous considérons une relation de réécriture basée ol Tes variables des préconditions peuvent
seulement etre remplacées par des termes. Cette restriction est sans conséquence, au moins pour les réductions
de termes clos ou sans variable, et nous mentrons que, si Ta réécriture basée est suffisamment complate et

confluente, elle définit les mémes formes normales que 1a relation de réécriture récursive.




Nous tournons ensuite notre étude vers 1a réécriture de termes avec variables, ne serait-ce que pour
étudier la confluence sur les paires critiques de régles. Nous avons besain de faire des hypotheses pour véri-
fier les préconditions des r2gles et nous définissons des relations de réécriture dépendant d'un contexte
camposé d'expressions booléennes. Nes contextes spécialement simples sont obtenus en prenant la conjonction
des préconditions de deux régles formant une paire critique. Nous acceptons aussi de raisonner par cas pour
prouver la confluence d'une relation sur des termes et, pratiquement nous le faisons en construisant pour
ces deux termes des ensembles complets de formes normales contextuelles et en prouvant 1'équivalence de ces
ensembles. Une forme normale contextuelle pour un terme donné est obtenue en réduisant ce terme au maximum
et en effectuant la conjonction des préconditions utilisées au cours de la réduction, Nous prouvons 1'équi-
valence de deux ensembles complets en associant Yes formes normales contextuelles deux 2 deux de sorte que

les termes soient égaux et les contextes équivalents dans le systéme de réécriture de base,

Nous démontrons qu'un systéme conditionnel 3 terminaison finie définit une relation de réécriture
basée confluente dés que Tes relations de réécritures contextuelles sont confluentes sur les paires critiques
contextuelles. Cette dernidre condition est vérifiable algorithmiquement et nous expliquons en conclusion de
ce travail comment nous comptons implanter cette vérification. Cet algorithme sera ensuite transformé en un
algorithme de complétion méme si 1'adjonction de nouvelles r2gies conditionnelles s'avere plus délicate que

dans le cas inconditionnel.

Ce chapitre s'achive par une étude des résultats de consistance et de validité dans les systimes

conditionnels,

4. Spécifications d'opérations partielies

Lorsqu'un enrichissement n'est pas complet, les méthodes de réécriture basée, ainsi que les preuves
d'assertion, ne sont plus valides. Aussi est-il particulierement utile de reconstituer une spécification com-
plete, L'objectif de cette partie est d'utiliser les spécifications conditionnelles basées pour obtenir une

telle compiétion.

Nous construisons d'abord une algébre partielle syntaxique en calculant les opérations par réécri-
ture et en déclarant une fonction f indéfinie en un point t si le terme f(t) n'est pas réductible & un terme
primitif. Cette algdbre est correctement définie si les regles de réécriture sont confluentes modulo les
relations entre les constructeurs. Cette notion de confluence permet de combiner équations et regles de
réécriture dans une spécification et nous en rappelons les propriétés essentielles. De plus, cette algebre
valide les équations si et seulement si le systéme de réécriture vérifie une propriété de stabilité pour la
réductibilité a des termes primitifs. Nous montrons que cette propriété est vérifide lorsqu'une stratégie de
réécriture par valeur est compléte pour calculer les formes normales primitives. Un probleme ouvert est de
trouver des conditions suffisantes pour cette complétude. Cette premidre section assure dans des conditions

assez larges 1'existence d'une algdbre initiale partielle.

v

Nous considérons ensuite plus particulirement des spécifications constituées par des définitions par
récurrence sur les constructeurs mais ol certaines régles ont été valontairement omises. Nous complétons ces
ragles en mettant des erreurs en partie droite, Nous introduisons aussi des prédicats de définition pour sépa-
rer les termes définis des termes erreurs. La spécification ainsi complétée admet pour algébre initiale un

complété de 1'algebre partielle syntaxique obtenu en ajoutant des éléments indéfinis.

Une fois complétée la spécification des opérations, nous obtenons par une transformation syntaxique,
une spécification complate de prédicats appelés préconditions des opérations qui caractérisent 1'ensemble des
points ol ces opérations sont définies dans 1'algébre partielle. Lorsque Tes membres droits des définitions
contiennent seulement des occurrences disjointes des opérations définies, la spécification des préconditions

revat une forme simple, indépendante de celle des opérations.

Nous utilisons ces préconditions en prémisses d’équations entre des termes pour assurer que ceux-ci
sont définis. Lorsque ces termes ont une structure simple, ces assertions conditionnelles forment des régles
de réécriture basée et nous pouvons ainsi prouver leur validité grice aux méthodes développées pour les spé-

cifications complates.

5. Preuves d'implantation

L'objectif de cette dernitre partie est d'appliquer les méthodes de preuves conditionnelles et
1'étude des opérations partielles aux preuves d'implantations de type abstrait. D'une part, i1 est important
de vérifier que le type d'implantation est consistant vis-a-vis du type qu'i) implante, c'est-a-dire que deux
objets distincts ne sont jamais implantés par un méme représentant. D'autre part, il est fréquent que seul un
sous-type du type d'implantation soit utilisé. Ce sous-type peut quelquefois &tre caractérisé par un invariant

et 1'on a besoin de placer cet invariant en précondition des assertions & prouver.

Nous effectuons une présentation assez bréve des implantations puis nous décrivons une méthode fai-
sant appel a une fonction d'abstraction du type d'implantation vers le type & implanter. Cette fonction peut
Btre partielle et nous illustrons & ce propos comment définir paralldlement fonction d'abstraction et inva-
riant pour que le secord soit une précondition de la premitre. Les preuves d'implantation consistent alors &
montrer que la fonction d‘abstraction vérifie des équations d'implantation, équations généralement condition-
nelles en raison de la présence de 1'invariant. Cette partie se veut essentiellement une {1lustration des deux
chapitres précédents et en particulier de la méthode de preuve d'assertions par 1'algorithme de complétion.
Nous indiquons quelques difficultés, spécifiques aux systemes conditionnels, rencontrées pour ajouter des ré-

gles de réécriture en cas de non confluence




VI

6, Conclusion

Le plan de cette thése suit celui de cette introduction. En conclusion générale nous indiquons
comment nous comptons orienter notre travail dans le futur imédiat et quels sont les principaux problames
ouverts. En conclusion de chaque chapitre, nous indiquons les travaux reliés et décrivons plus précisément
les questions soulevées & cet endroit. Nous reportons aussi & la conciusion une discussion sur la démarche
de recherche qui a été la ndtre. Disons seulement qu'elle fut cheminement entre de nombreux sujets d'inté-
rét 1iés aux types abstraits et convergence vers une étude formelle des systemes de réécriture condition-

nets qui constituent un outil essentiel d'approche de ces types.

CHAPITRE 1



CHAPITRE 1

GENERALITES D’ALGEBRE UNIVERSELLE

Une algébre universelle est Ja donnée d'ensembles et d'opérations sur ces ensembles. Deux algébres
sont de méme espdce- s'il est possible de donner les mémes noms & leurs ensembles et & leurs opérations.
L'ensemble des symboles utilisés forme la signature de 1'espace. Deux algdbres de méme espéce sont isomor-
phes s'i1 existe des bijections entre les ensembles qui commutent avec les opérations

A 8
fA} lfa
M B

La théorie des algébres universelles a pour objet 1'étude des propriétés de celles-ci qui sont invariantes
par isomorphismes. Elle constitue de ce fait un cadre formel d‘étude pour les types abstraits de données.

h
—

h
—_—

Une classe particuligre d'algébres, les algébres finiment engendrées, est spécialement intéressante,car les
objets de telles algdbres sont obtenus par composition des opérations.

Tandis que Te premier paragraphe introduit algébres et morphismes et étudie 1'existence d'objets initiaux,
1e second est consacré aux algébres finiment engendrées et & leur relation avec les congruences sur 1'algébre
initiale - Bien que ces résultats soient classiques, nous les présentons de manidre assez détaillée,car on
peut adopter la méme démarche avec d'autres types d'objets et de morphismes.

Au troisieme paragraphe nous définissons un type abstrait comme 1'algébre initiale d'une variété spécifiée
gquationnellement .

Au quatrigme paragraphe, nous donnons tne présentation plus détaillée des propriétés de consistance
et de complétude des higrarchies de spécifications. De facon classique, ces deux propriétés permettent de prouver
la correction d'une spécification constituge par enrichissements successifs : c'est 1'objet du théoréme 4.8

(théoreme de correction d'un enrichissement). Plus imnortant est le théoréme de validité (thoéréme 4.10) qui
exnrime qu'une équation est valide dans 1'algébre initiale d*une spécification compléte si la spécification
enrichie de cette &quation est cons{stante. Ce résultat donne toute son importance 3 la propriété de consistance

pour laquelle les chapitres 2 et 3 apportent des méthodes effectives de preuve,



1.2

Pour &tudier des types abstraits de données, nous devons considérer des algébres & plusieurs ensem-
bles, encore appelées algébres hétérogénes. Chaque ensemble est nommé par un symbole appelé sortes 5 de méme
chaque opération est une application & un ou plusieurs (ou méme zéro) arguments de sortes diverses. Les
opérations sont donc affectées de profil Pour que les notations du d{agramme commutatif de 1%introduction
restent simples, nous étendons un certain nombre de concepts et de notations concernant les applications
aux familles et aux produits cartésiens d'ensembles.

Sortes : Soft S un ensemble non vide dont les &léments sont appelés sortes. Nous désignerons dans la sulte
par des lettres majuscules les familles d'ensembles indexées par les &léments de S : A = (As)s €s -

s @ Soit A= (As)s €5 et B = (Bs)s el deux familles d'ensemble indexées par le méme ensem-
ble § ; une application de A dans B est une famille d'applications (hs)s es telle que, pour

tout s dans S, hs soit une application de As dans Bs

Alphabets profilés : Un profil sur S est un couple (s, s') (encore noté s' « s dans les exemples),ol

s est une suite éventuellement vide d'éléments de S et s' wun élément de $ . Un alphabet prafils
{par S} I estune famille (zs s‘)5 eSS ES d'ensembles disjoints dont les &léments sont

appelés symboles d'opération. Un symbole de E est dit de profil s’ et & résultat de type

s,s'
s' ; son arlté est définie comme la longueur de la suite s . Un symbole d'arile nulle est encore
appelé constante,

Une signature (S, I) est la donnée d'un ensemble S de sortes et d'un alphabet profilé (par S) I .

Remarque (concernant la présentation des exemples) - Nous présentons jes signatures (et plus tard Tes
spécifications) en séparant leurs constituants par les mots clés Sortes, Opérations, Equations.

Ent «

Sortes : Entier, Booléen
Opérations :

ZERG . Entier +

PRED : Entier « Entier

SUCC : Entier « Entier

NUL 7 : Booléen « Entier

PLUS : Entier « Entier, Entier
VRAI : Booléen +

FAUX : Booléen «

Cette signature peut &tre structuréecomme
Eni = Bool +

Sorte : Entier
Opérations :
ZERD

pLUS

ol Bool est la signature constituée de la sorte BoolZen et des opérations VRAI, FAUX

w1

La signature suivante est obtenue par enrichissement de la signature des entiers en ajoutant la
sorte des S-Expressions (par référence & la notation Lisp) et des cpérations de constructions.
S-Expr = Ent +
Sorte : S-expr
Qpérations :
CONS : S-expr + S-expr, S-expr
ELEM : S-expr + Ent

NIL : S-expr +

Extension des ngtations indicées aux suites d‘indices :

. Seit A= (AS) une famille d'ensembles indexée par S , s = s1...5. une suite d'éléments

SES n

de S, et s' uné&lément de S . Onnote Ag le produit cartésien As. F As et A - A 1'ensemble
n
des opérations de A dans Ao, . Enfin on note A* » A la famille (A = I\s‘)s €St €S Une
opération de A* - A est encore dite opération dans A .
Si s est le mot vide a , AS est, par conventién un ensemble 3 un élément et As - As' peut &tre
confondu avec As'

. Soit ho={ une application entre deux familles A et B . Soit s =s; ... s, une suite

fls e n n
de sortes et a un élément de Agsa= {814+ an) . On note encore hs(a) la suite

nsl(a,)... hsn(an] de B

Remargue : Cette derniére convention sera trés utite lorsque nous définirons une application h = (hs)s €s
par récurrence structurelle sur les termes. Nous admettrons qu'il est licite de définir simultanément la
famille (hs)S €5

. Soit A une famille d'ensembles et T un alphabet profilé. Une famille (Fa)c er d'opérations
dans A indéxée par L est une application G - Fa de £ dans A* — A . Compte tenu des conventions
précédentes, cela veut dire que, lorsque o est de profil s' «s , FU est une opération de As dans As, .
Dans ta suite, nous noterons F les éléments de £ , ‘;& une famille d'opérations et th 1'élément
indéxé par ot
Définition_1.2.-

I - Algebres

Une (S, £)-algébre (ou I-algdbre si S peut &tre omis) & - (A, Zd\*, ) est la donnée d'une
famille A = (Ads e s d'enseiibTes non vides et d'ume famille Ih = (rdt)F €L d'opératicns dans A,
indicte par £ , @

A est appelé le support de dt et sera toujours désigné par la lettre majuscule romaine associée
% la lettre cursive désignant 1'algébre. L'application F — FJh de T dans A* — A est appelée inter-
prétation des opérations dans o
Remarque (concernant la présentation des exemples] Les ensembles du support et Tes opérations seront donnés

dans le méme ordre que les symboles correspondants dans 1a présentation de la signature.




1.4

variables, telle que, pour toute algbre £ et toute application v de X dans ot , i1 existe un wor-

: : ) .
Si Ent est la signature de 1'exemplell, N est une Ent-algébre avec phisne unique h&_ . de 'Gza-) dans & prolangeant. v
rigve s

- (N,B;0,P, S, N7, PLUS)
v

ol e S
i

. N est l'ensemble des entiers naturels \ /
i hc/l
Y
. B = {Vrai, Faux}
T(x)

. 0 est 1‘@lément neutre de N

P = oaxL{x1 s x>0 Nous précisons maintenant 1a notion de morphisme puis définissons la  I-algébre libre en méme temps

0 i =0 . P .
| SR que les morphismes appliquant cel ~ci sur Tes z-algeébres. Nous prouvons également 1'unicité de ceux-ci.

.8 = ax {x#1)
. N2 = hx. (x=0}

. PLUS = A xy. (x4y)

Une application h = (h s entre Tes supports A = (Aj) oo et B = (BS)s e 5 de deux

Pour illustrer les notations de la définition précédente sts €
s-algebres dt= (A, Z,) et ®= (B est un morphisme si et seulement si elle vérifie la propriété
' Mgntier ~N » Mgoot ~ B & ") prop

i de commutativité
TR0 = 0, PREDG= P, SUCCy = S, WULZp= N2 PLUS)e = PLUS

E Pour tout F :s'«s de X, tout x de A,
Exemple 1.4. : (cong) fgr (Fp () = Fgy (hg(x))
L'ensemble des parties finies d'entiers PF(N) peut &tre muni des opérations d'union (V) , de Si, de plus, h est une bijection, h est un isomorphisme de & sur .
| singleton ({}) et d'un objet &lémentaire, 1'ensemble vide (B) . Ces opérations ont des profils correspondant Rappelons que, pour s = s, ... S, hg par convention est 1'application ’
respectivement 3 ceux de CONS, ELEM et KIL . Ax.xg (hs,("‘)""’ hsn (X)) - R

‘P@'(N) = (P, M5 U, 03, 9) est une S-Exprralgtore: Diagramme de commutativité :

hs
A, ————— 8
Exemple 1.5 % 3
I L'ensemble des suites finies d'entiers M(N) est aussi un S-expr-algeébre si on interprite th F% pour tout F :s'+s de ¥
- CONS comme la concaténation (») A ; B,

- ELEM comme 1'opération formant les suites 3 1 entier (< >}

~ NIL comme la suite vide (a) Exemple 1.6 ¢

= (M), N s est un t S-Expr-algébre.
JO@) = (M) N 5w 55 n ) - Apr-aty Soient ®EM) et JUN) les deux S-Expr-algebres présentées aux exemples 1.4 et L.5.

Sofent ai...3,€ N* ,a€lN et soient

1.2.- Morphismes ; algebre initiale, algébres libres :

2 1EEKE; o hS-Expr (a1... a;}  1Vensemble des items apparaissant dans ay ... a,
La premigre guestion que nous pouvons nous poser est de savoir si deux s-algébres R et B ) hEnt(a) - a
sont comparables. De manidre succincte, deux algébres (A, Ih ) et (B, )‘E) sont comparables s'il h = (hS-Expr’ hEnt) est un morphisme de JL(N) dans BAM)
existe une application h : A= B8 telleque ho Zdt = z”b h . De telles applications sont appelées £n effet
morphismes de  I-algébres. Pour F = CONS : hS-Expr(a"”an'b""bm) = hS-Expr(a"“an) U hS—Expr(b“"bm) n
La deuxidme question est alors de savoir s'il existe une £ -algébre minimale {ou initiale) Pour F = ELEM
¢ telie que, pour toute autre  E-algtbre Jt , i1y ait un morphisme unique hy : X ~dt. s gyprl< @ ) = (2
Une telle algébre existe (et est d'ailleurs unique & un isomorphisme prés). Elle est constituée par la Pour F = NIL
I z-algébre °5£ des termes sur I ou, vu d'une autre fagon, des arbres &tiquetés par les symboles de I . hS-Expr(A) =P o

La méme construction permet d'cbtenir une  X-algébre 'SZ()() libre sur un ensemble X de




1.6

Enoncé du probléme universel sur les EI-algébres : 1.

Un problame universel est un probléme qui peut étre posé dans toute structure comportant des

objets (ici les r-algébres) et des morpnismes entre ceux-ci {ici les morphismes de  I-algébres}. Une

telle structure est une catégorie mais nous éviterons de faire appel ici & cette théorie autrement que 1.3.~ Construction de 1'algabre libre sur x
pour signaler la similitude des prabiémes universels que nous rencontrerons et des solutions que nous Commengons par modifier 18gérement la notation choisie pour les applications (ou affectations) de
| Teur apporterons. X dans A . Une telle affectation v n'est rien d'autre qu'une famille v = (VX)X €x d’'élements de A
: Le problame admet deux versions . indexés par X avec la convention usvelle que, si x appartient & X . v, appartient & A . Cette
| 1. Probleme de 1'algébre initiale notation devient trés commode Torsque X est un ensemble fini {x,..., 4} de varfables. On peut alors
Existe-t-i1 une r-algébre ‘G’z telle que, pour toute autre algeore ot 511 y ait un serire v = (v ... \,") , par abus de notation,
morphisne unique noté h, - de €, dans ok 7 51 oui, cette algibre est-elle unique ? Maintenant nous pouvons interpréter chague varisble x, de X comme la projection m,  , selon
5, M @ Vindice x, , de AC dans A :Si v = Oeex ’
Le problame de 1'algébre initiale est un cas particulier de celui de 1'algébre libre engendrée par L (v) = vy

| une famille = d'ensembles disjoints de variables (I s'agit du cas ot X, = § pour s
()Q’s €S s S1 1'on considére que X, est inclus dans 1'algébre (& construire) ¢ (X) , cela revient & dire que e
3]

dans S ). Rappelons que, si A est une famille (A d'ensembles, une application de X dans A .
4 i 1 i 5)5 €5 morphisme hst'v doit vérifier

est une famiite v = (v, d'applications telles que, pour s dans § v, aille de dans A_ .
(s)ses TS % s hoﬁ'v (x) = nx(v) pour x dans 2, .
>

Nous pouvens &noncer le probleme de 1'algébre libre sur X

2. Probléme de 1'algébre 1ibre sur 3
Existe-t-i1 une algébre fz(x‘) et une injection i de X dans E‘Z(Jc) telles que, pour

Nous construirons en réalité un morphisme "x de tz(x) dans une Z-algébre plus compliquée tel  que
hx(-x) = m, pour x dans % . Nous definirons hi,u (t) comme h(t(t)(v) , pour t dans 'Cz(x)

. 3 0 ffet 1 iti i :
toute autre algébre ot(de support A ) et toute application v de x dams A, i1y ait un % &g effet [lajproposition &lamentaire suivants

morphisme unique, noté hmv de Gt(x) dans b prolongeant v 7 81 oul tz(x) est-elle

unique 7 T
v & L'ensemble B des applications de A* dans A peut étre muni d'une structure de I-algebre 03 en
| b
t posant, pour tout F : s'+ s;... S dans I,toute suite 6i,..., Gn d'application de A% dans
L ha’,u Al seeny A
s, Sy
T ,
£ F"ﬁ(ﬁw-nyﬁn)-% [Giy.os 63
o0 par définition 61, 61 (v) = Fy (B()sees 6, (0))
Remargque x i 3
------- De plus, pour toute valeur v de A", 1'application de B dans A : f+ f{v) estun Z-morphisme a
La condition que les morphismes Ly & hge v sofent unigues est essentielle. Elle seule garantit la_ s-algebre libre sur X : Pour satisfaire la condition ¢'wicité du morphisme entre T.(x) et une
en particulier 1'unicité des soTutions (3 un isomorphisme prés). algebre donnée &, i1 convient de choisir pour Tglx) une Z-algebre minimale contenant X . I existe
oreuve de 1'unicité des solutions : plusieurs présentations (nécessairement isomorphes) de Cy(x) et nous choisirons dans ce chapitre de
Soient ¥ st ' deux r-algébres libres sur X, i, 1' les injections de x dans ©, ¢ . considérer un terme de cette algdbre comme un mot bien formé sur 1'alphatet I U G
Puisque G est Tibre, i1 existe un morphisme h‘c. pooentre T et ' tel que Soit m un mot ron vide d¢ ( ZUX)* ; m est dit de sorte s si Te premier symbole de m
w B : est soit une variable de sorte s soit une opération & résultat de sorte s . On note M. 1'ensemble des
i =0 :
G g ©
1 X mots non vides de sorte s . La famille M= (M eut étre munie d' tructure de  r-algébre
De méme, i1 existe un morphisme hG joentre € et T tel que (Mdg ¢ g P re munie d'ue s q ra
) oo en posant, pour tout F : s'e-sy... 5. de I , toute suite m... m de M
i=h il n n 51...Sn
<1
e 4 ot .. e ny
Par composition hf e hG'ﬂ" est un morphisme de & sur lui-méme tel que i (h‘;,1 hC' “1)51 FJL(nh,m. mn) = Fm...m

Mais 1'identité dans % en est un autre et, par unicité ces deux morphismes coincident. Symétriquement,
A le morphisme h e hg,f co¥ncide avec 1'identité dans €' , ce qui prouve que ht,i et hh”,‘”

sont inverses 1'un de 1'autre et sont donc tous deux des isomorphismes.




5.0 (€400

L'algébre 'cz('n des -termes sur X est Ta plus petite sous-algébre de & contenant X . Nous
dénoterons le support et les opérations de T par (Tz’sb\:))s es et (EL-)F cx - les I-termes
de Tz.sw sont dits de sorte s . 4
Tylx)

1.4.- Diverses car:

Solution d'un systéme d'équations :

La famille (T, (O0)g¢g est 1tunique solution du systeme d'équations suivant (00 (Lo)g ¢ ¢
s
est 1'ensemble des inconnues) :
ty s s' €S Ft s
z

est le produit des langages L, ...Ls etod L, est le langage réduit

od, comme d'habitude LS‘”_S <, 0

au mot vide

Principe de récurrence structurelle :

Soit t un terme de sorte s . Deux Situations seulement peuvent se produire :

. tex ou bien
. il existe s' €S¥ ,F:s+g' dans I et tiooee ty dans Ty s,(:c) tels que
T=E .

1 n

De plus, la relation d'ordre ..C.. (.. est un sous-terme de ..) définie ci-dessous est noethérienne.

La relation L est la plus petite relation d'ordre sur u T: s(x} contenant les couples
SES '
(t, Ft) tels qu'il existe t;... t et i dans l..n avec T=ti.t, et t=ty
Le caractére nothérien de la relation L permet d'énoncer un principe de récurrence structurelle.

Proposition 1.6. ¢ (Principe de récurrence structurelle).
Soit P une proprigté sur Tz(x).
Si P(x) est vrale pour toute varisble x
et Si, pour tout F : s’ + g Sy de £, toute suite de termes t; ...t de Tz 3 )
281+ 8
(vitgis n = P(ty)) = P(Fti... )

Alors P est vraie sur Tz(x)

Ce principe admet un corollaire trés utile permettant de définir des applications sur TZ(I)

i

proposition 1.7 : (Principe de definition structurelle).

Soit A:(AS)S g une famille d'ensembles, v = ("x)x ¢ x une famille d'éléments de A
g une application de I x A* x T;_(I) dans A {o0 A* ést la réunion des ensembles
A, oot AS pour si ...s, dans S$* et de méme pour T;(I) } . Alors il existe une application
0 n
wigue h = (hs)s € s de T§(x) dans A* telle que

i) h(x) = v, pourtout s de S ettout x de X
s X <

(i) hy (FE) = oF, hgi(E), E) pour tout F:ses' de z et tout Tode Tp (0
0

et (iii) h51.--5n (Bryees ) = e (Bi)oeees hsn(tn)
De pius, si A est le support d'we  I-algébre &etsiog(r, hei(T), ) = F%_ (hgo (D)) »

h est 1'unique morphisme vérifiant (i}

Preuve de la deuxidme partie : 1'assertion (i) spécifie que pour tout F : s+ s''def ,
tout T de Tz,s.(x)
hg(F t) = F&(hs.(t))
puisque F T = t(f) , i1} est exactement la propriété des morphismes. Inversement i h estun

morphisme vérifiant 1), h vérifie i} et i) donc est défini de maniére unique.

Soit St une tT-algebre, B 1 £-algebre des applications de AI dans A . Par application

du principe de définition structurelle, il existe un unigue morphisme h‘H de cE}:(x) dans ’B tel que

(1) nalxh =y pour tout x dans X
X
De méme, pour tout v = (Vx)x €x dans A, i1 existe un unique morphisme nm de Gz(x) dans &t
tel que
(2) gy (X) = v, pour tout x dans X

De plus, puisque 1'application de fz(x) dans L?q t — hﬂ:(t) {v) est également un morphisme
verifiant (2}, h& et hd%,v sont reliés par 1‘équation

3 hg, (8= hplt) )
Note :

Le nombre de variables apparaissant dans un terme t est toujours fini. Soit Xi... x, une
suite de variables contenant les variables de t 5 nous noterons 1'application h&(t) sous la forme
Xx\...x“. [t]& ol [t]ﬁ

remplacant chague opératicn § de L par F et en mettant des parenthdses.

X ()u..,xn) (3 L
De méme nous pourrons remplacer A" par A ou encore par A x...x A si

est 1'expression déduite de t en laissant les variables inchangges, en

X1... x
1 X, € S108, . Alors

LTS, (8) = hglt) (uaeees vp)




1.10.
Tout cela suppose qu'on se donne un ordre tatal sur X . On peut, par exemple convenir que 1'ensemble

$ est ordonné et que, pour chaque s de S )% = 3»(51. LS g

Cas particulier de 1'algdbre initiale 85_ .

Lorsque X =@ (on désigne ainsi 12 famille () telle que =@ pour tout s dans $§
Xls e s

on écrit By au Tieu de By(x) et on peut identifier SFoet D . G}: est 1'algébre des E-termes clos.

L'unique morphisme h& interpréte chaque terme clos comme un &lément de A
Note : CE n'est définie que si, pour chaque s de S , i1 existe au moins un terme de sorte s

Nous ferons cette hypothése systématiquement par la suite.

Représentation des térmes par des arbres :

I1 est devenu classique de considérer un terme ou un arbre comme une application d'un certain
domaine d'arbre dans un alphabet, qui soit compatible avec le profil des symbotes. Ce point de vue permet

de définir aussi des arbres infinis.

Dans notre travail nous aurons besoin des cancepts d'eccurrence, de sous-termes et de substitution

d'un terme en une occurrence que nous introduisons maintenant.

Occurrence, Domaine d'arbre : Un domeine d’arbre est un ensemble non vide de mots, vides ou nen, sur

1'alphabet des entiers positifs vérifiant les deux conditions suivantes
1ysi ui€elb ,u€bd
1) si ui€d ,ujen pour j dans Tl
Les occurrences d'un arbre sont les &léments de son domaine. Un arbre sur I est une application d'un
domaine d'arbre dans T tel que t{u) =f :s' ' «s ...s = ul,.,un €D et t{u.i) est un symbole
de 251' . s*
I1 est clair que tout Z-terme peut Etre vu comme un arbre.

Sous-terme : Le sous-terme tlu d'un terme t en une nccurrence u peut étre défini récursivement par

Ha

Substitution en une occurrence : La substitution t{u+ t') d'un terme t' a 1'occurrence u d'un

terme t peut étre définie récursivement par

t(aet')=t'
(Fto oyt (us t) = iy Ltity o0t} ty{uet')
Exemple 1.7, : G, (M) et ses morphismes dans les Ent-alozbres.

La signature Ent a &té définie dans 1'exemple 1.1. Soit L= (X Ent’ IBoo‘l) avec

¥ £ = (X1 X2 5e0e} et me = {by, basei} - Tgw_t_.Ent(x) et T_E_rﬁ,Boul(I) sont

En
solutions du systéme de deux &quations (d'inconnues Te.., Tgoo1)

Ialls

Tooop * | VRAL, FAUX, b1, bayif U ] NUL?

TEl'\t

Tene = § ZER0, xuy Xareen | U I:;ucc v [pasn U {ws

Tent Tent Tent  Teat

Le terme t de a figure 1 est un Ent-terme contenant des variables x, y

PLUS
m PRED
€ l |
x y

Figure 1 : un Ent-terme

Dans la Ent-algébre ¢ (voir'exemple 1.3), le terme t est interprété comme 1'application
Rye(t) = Axy. PLUS (S(x). P(y))
En particutier

hge,1,2 (£ = hyplt) (1,2) = PLUS(S(1), P(2)) = PLUS (2,1) = 3

Cas particulier du probléme universel lorsque Jt est la E-algébre Tibre :

Une application de 2C dans Bz(x) est une substitution ; nous utiliserons la lettre o .
Subst = ﬁz(x)x o
L'unique morphisie hf,c de ‘fz(x) dans lui-méme prolongeant o est 1'application de
Ja substitution o aux termes. On note  to le résultat de cette substitution sur t . La notation
to  est justifiée par le fait que le terme to résulte du remplacement aux feuilles de chaque variable
x par le terme correspondant Oy - Lorsque la substitution o est telle que Ty =X sauf pour

€ {xy,0.0, % b et que o, =t pour i=1,...,n , on peut noter le résultat de 1a substitution

par t [ti/x14.00s tn/xnl ou encore par t [ti,..., t.] Torsque 1'ordre des variables est implicite.

Soit t, ty,..., t, comme ci-dessus. Supposons de plus que toutes les variables de t sont
dans %, ... X e Mors

h,ft(t [ty £1) = h.k(t) L h;ﬁ(tl),-... ho‘t(tn)] a
Cela est juste en particulier Jorsque t;,..., t sont des termes clos ; dans ce cas hﬁ(ti) est un
&lément de A i = igenp =
5 pour i n et h'ﬂ(t) [h&[t,), B h&(tn)] r»&(t)(h&(t.).‘.., ha(tn)) o

Exemple 1.8 : (suite de 1'exemple 1.7)

Soit t; = suce et ty = + SUCC

I
ZERD ‘ suce

ZLRU

et t Te terme de Ta figure 1.
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t [ty, ty] est 1'arbre dessiné dans la figure 2 . Si N est Ta méme interprétation que dans les
exemples 1.3 et 1.6, h(tlty, t2]) = het) (h'xltx) + hyltz))
= h(t ,2) =
Jolt) (1, 2) = 3

.. PLUS

.\;;;E\\\T PRED
! . Suce
suce |

. suce
76RO

ZERD

Figure 2 : un Ent-terme clos

Au terme de ce paragraphe, nous pouvons résumer les concepts introduits dans wn tableau
3 deux colonnes. Dans la premi&re, nous portons les concepts syntaxiques et en face de chacun d'eux,
nous indiquons dans la deuxiéme colonne le concept sémantique correspondant.

Concepts syntaxiques Concepts sémantiques

signature I algabre @ f

sorte : s support : AS

opérations : f application : tk,

profil 8! « 51 ... 5 domaine et image : A, « As."'"' A\sn
constante : ¢ objet &lémentaire : c‘k

terme clos : t € Tz objet tdL €A

(ou sans variable)

terme sur X : application : ,ﬂ,x-odt
substitution : ¢ : X+ T affectation : v :x— A

b

instantiation @ t.c &valuation t& (°cﬁ)
composition fanctionnelle

!

substitution par des termes variables :

t[t\,.“,tn] t!ﬁ‘.[tlvk’“”t“t}t

& ta différence o= a théorie usuelle des Algebres Universelles, Ta théorie des types abstraits
de donndes s'intéresse principalement aux algébres qui sont images homomorphes de 1'algébre initiale,
c'est 3 dire 3 ces algdbres dont les &léments de support sont tous obtenus par composition des opérations.
Ces algébres, dites finiment engendrées, n'existent que si 1'algebre initiale existe c'est & dire que si
des termes de chaque sorte existent.

Nous montrons dans ce paragraphe que chaque algébre finiment engendrée définit sur 1'aigibre
des termes fermés une congruence, c’est 4 dire une relation u-équivalence compatible avec les opérations.
Inversement, chaque congruence sur 1'ale2i,e tnitiale définit par passage au quotient une algébre finiment
engendrée. On vérifie Finaiement qu'il existe un morphisme (nécessairement unique) entre deux algdbres
finiv- .. engendrées si et seulement si les congruences associées sdnt incluses 1'une dans 'autre.
pour 1'ordre d'inclusion, 1'ensemdle des congruences sur 1'algébre des termes fermés forme un treillis.
complet, c'est & dire un ensemble ordonné non vide tel que tout sous ensemble non vide ait une biorne
inférieure et une borne supérieure.

Nous mettons 1'accent dans ce paragraphe sur les cangruences plutdt que sur les systémes
d'axiomes parce que les seconds ne sont qu'un outil de définition des premidres. L
Au paragraphe suivant, nous définissons les types abstraits de donne‘e\f comme quotiznt Ide

8

1'algbre des termes par une congruence. b

2.1.- Algebres_finiment engendrées :

2,1 : (Algtbre finiment engendrée) :

Une algebre &L = (A, ZJL] est une algtbre finiment engendrée si le morphisme hd’c de ea
dans R est surjectif.
Bridvement dit, les algibres finiment engendréessont les images homomorphes de 1'algébre des termes.
Si t est un terme clos sur I , on note tJt son image hot(t) dans et . Ainsi

Ag={ty | t€ ﬂz,s) pour s€S . @

L'algébre X de 1'exemple 1.3 est une m-algébre finiment engendrée. En effet

Vral = VRAI‘K, , Faux = FAUXJO

et, pour tout entier n de W
n = (SUCC...SucC ZERO)J(,

n fois

Les algebres S% (M) et Ji(H) des exemples 1.4 et 1.5 soit des S-Expr-algebres Finimant

engendrées. En effet, leurs &18ments sont les images des expressions suivantes :
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= - - Fol5:

LB = NIL?’E(N) A NILX’.{N)

. {a) = ELEM(a)%(N) L<a> = ELEM(a)me)

2 Ot a} = [CONS{ELEM(a,}, CONS(..... o CONS(ELEM(a ), NIL).‘.)],?Q ™ puisque [t]_ = [t'] i et seulement si t~t' et puisque ~ est une congruence, la d&finition de

' pour toute suite d'éléments distincts de N Eg 7 est consistante. De fagon évidente G'UN est une algébre finiment engendrée. De plus hf (t) = (1] o

If~ p -

et Nous donnons dans la figure 3 une représentation graphique de la construction de 1'algébre Gz/~

BT [CONS(ELEM(a, ), CONS(..., CDNS(ELEM(an), RILY..2)]) AW

pour toute suite d'éléments de N

Soit Jt une algébre finiment engendrée. On peut définir sur T une relation a telle que,
pour toug t, t' de T t=xp t' siet seulement si ty = t"ﬂ a
La relation LTS vérifie deux propriétés:

(1} "4 est une relation d’équivalence

(2) *a est compatible avec les opérations de E c'est-a-dire : pour tout F :s' «s

de £ , tout couple (t ...t t ... t;') de suitesd'éléments de TI g
s

(t, 'At% pour i =1l..nj= Ft ..t & Fty... tr"

| En effet (Ftp..tn)&=F&(t1‘h,...,tnﬁ):l:h(t; Moreer 'ﬁ)=(rt;.,.t;‘)& . T
Une relation ~ sur Tz est une congruence si et seulement si ~ vérifie les propriétés {1) et (2}. Z/’\J

En particulier . est une congruence ; on peut dire que g est Te noyau du morphisme hrﬁ

Figure 3 : L'algébre quotient

2.4.- Morphismes entre algébres finiment engendrées; I

Dans 1'algebre JO des entiers, nous pouvens écrire

PLUS (SUCC(ZERO), SUCC(SUCC(ZERQ))) Soit h un morphisme entre deux Z-algébres finiment engendrées A et R . h doit
=y SUCC(SUCC(SUCC(ZERD) ) ) nécessairement vérifier, pour tout terme t de ‘GI 2
= SUCC(PLUS(SUCC{ZERD), SUCC(ZERD})) (1} hitg) =ty
et, plus génaralement, pour tous termes clos t, t' Puisque Jf est 1'image homomorphe de 'GE par h, , h estunique, s'il existe. Pour que h
PLUS(t, SUCC(t')) =0 SUCC(PLUS(t, t')) soit bien défini par la re ation (1), 11 faut et 11 suffit que, pour tous t, t' de TZ
Pour le moment, nous ne pouvons danner qu'un exemple de couple de termes &quivalents pour 1'algdbre J€ . (2) ‘u{ = t(}f = t,s s "53
Le paragraphe suivant nous permettra de poursuiyre cette &tude. done

(3) togt = tagt

2.3.- Quotients de 1'algébre initiale_par_des congruences :
‘ g g g2 Jruences Résumons cette discussion dans }a proposition suivante :

l‘ Proposition 2.3. : Soit ~ une congruence sur Tp . L'ensemble des classes d'&quivalence [t] =~ de Ty
Ty + Peut étre muni d'wne structure de £-algébre E},N de la maniére suivante - Proposition 2.4 ¢ Soit ok, R deux algébres finiment engendrées.
Sait F:s' «s dans ¥ , bty by dans Tz.s « On pose 11 existe un morphisme de Jt vers 3 si et seulement si AT s - St et I3 sont isomorphes
si et Ter i & i b i i J ifs.
E{; (141, .- [tn]'« y =0 Ftaao. gyl et seulement si ces algébres nduisent les mémes corgruences. Enfin tous Yes morphismes sont surjectifs a
I/~ Ce fait a Ja conséquence suivante : il est équivalent d'étudier la classe des r-algébres finiment

‘ engendrées munies de leurs morphismes (ce qui est exactement une catégorie) et ¢'etudier 1'ensemble des
congruences sur Ty ordonné par 1a relation d'inclusion. Dans la suite, nous &viterons les qualificatifs

"plus Fina®, ‘nlus qrossi@re”, “plus Taible, "B {acte’ o Gec o oerdrercrs Ledd de “olus petivwe’,

I plus grands” oi Mieux MOUS GTrONG Gu LnE CONGRUBNCE est 1iiiusk de s ume avtre. On rotera AlgGrmy
¢

2 aps sioewrst fivimg & emiee ) . canty W vEEs Sur T
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((Congr(z), =) est un treillis complet.

Démonstration ¢

------------- o N Poas

1. Congr(x) admet un ¢1ément maximum, la congruence universelle U telle que, pour chague sorte s
X Usy pour tout x, y de Tz,s . L*'algébre finiment engendrée ﬂ:/u est 1'algébre triviale constituée
de singletons. Ses supports peuvent &tre vus comme les singletons réduits aux sortes : As = {s} pour
s dans S . Chaque opération peut Btre interprétée comme permettant de calculer son profil.

2. Soit ('“i)i e Une famille quelconque non vide de congruences. Alors U ~4 est une

i€l
congruence qui est 1a borne inférieure de 1a famille, que nous noterons par la suite inf ~i

Les assertions 1) et 2) prouvent que (Congr(s), c ) est un treillis complet & cause du lemme suivant %

Un inf-demi treillis complet [ admettant un &lément maximum est un treillis complet
et de la définition

Inf demi_treillis complet :
vide de E admet dans

(€, <)

£ une borne supérieure.

est un inf-demi treillis complet si tout scus-ensemble nen

La figure 4 décrit le treillis des congruences sur Gz et la structure correspondante de

dlg G (@)

v Ty rolgh Dol

UANS

~ ’E/M

Td
= {h.‘u) ‘ocer

Figure 4 : Le treillis des congruences sur TZ

et la classe des 1I-algébres finimeni engendrées.

PR
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11 est utile de savoir caractériser la borne supérieure d'une famille de congruences et
plus généralement ta plus petite congruence contenant un ensemble donné de couples.

Soit £ une relation quelconque. Nous voulans fermer E par compcsition fonctionnelle

Soit E une relation. On note E(E)

{{t, t")

la relation définfe par

Z{E) = | 11 existe une occurrence u de t et un couple (G, D) de E

tels que t| =G et t'=tusD)} @

£(E} est la plus petite relation contenant E et stable par composition foncticnnelle. o

une relation stable contenant E et
(@, D) dans

t =6 (donc t' =0 ) c'est &vident. Sinon i1 existe F, i,t1... ¢

£(E } contient E et est stable. Réciproquement soit ~

soit t, t' dans E(E) ; prouvons par récurrence sur la profondeur d'un couple {t, t'}

que t~t' . Si et t; tels que

n

tsFti. t B £ 0F it ity it By

et (G, D) dans (ti.tg) . Par récurrence ti'-t% dane t ~t'

La plus petite congruence contenant un ensemble E de couples est 1a fermeture reflexive,

symétrique, transitive de Z(E) o

Notons =g la fermeture reflexive symétrique transitive de I(E)} = est Ta plus petite

B =1
relation vérifiant = = IV E(E} U =" U = .=
Pour vérifier que £(=E) est inclus dans =, , nous pouvons utiliser 1a méthode d'induction
de Scott, donc prouver
1°) Z(gye 8

2°) si

ce qui est clair

I o~  alors I(w)c ~ o~ =1d U E(E) U~ U~

Wais  Efe') = Z(Id) U E(E(E)) 4 I(~H U B
27U e )

cidu e u L

cldu z(Eju

U ~ow~o=

Réciproquement toute congruence contenant E contient Z(E) donc la fermeture =y de cette derniére.
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Soit 4y une famille de congruences, E la réunion de ces relations. E est symétrique et
stable par composition et Ta plus petite congruence contenant E est la fermeture réflexive transitive
de £. o

Cela donne une caractérisation de 1a borne supérieure d'une famille de congruences.

1.3.- Spécifications et types abstraits :

Une spécification est la donnée d'une signature et d'un ensemble d'équations entre les termes
définis par cette signature. Une spécification permet d'engendrer deux congruences. La premiére est
formée de toutes les équations prouvables 4 partir des axiomes par une succession de remplacements d'égaux
par des &gaux. I1 s'agit encore de toutes les équations qui sont vérifiées par n'importe quel modéle de
1a spécification. C'est de cette manigre qu'on calcule {ou détermine) les équations valides dans les groupes,
Tes anneaux et toute théorie algébrique.

La seconde congruence est obtenue en restreignant la premiére aux termes clos. En effectuant
le quotient de 1'algebre des termes par cette congruence, on obtient une algdbre finiment engendrée qui
valide 1a spécification et qui est initiale parmi les mod2les de cette spécification.

Dans ce paragraphe, nous construisons les congruences engendrées par un ensemble d'équations

puis montrons comment ces congruences sont minimales dans 1'ensemble des congruences validant les équations.

I-&quation (de sorte s ) est un couple (G, D) (plus intuitivement noté G =10)

de termes de sorte s . Une spécification (&quationnelle} SPEC = (S, £, E) est 1a donnge d'une signature

(S, £) et d'une famille E = (F.s]s €5 d'ensembles d'équations. Iy

Soit 6 =D une équation, E un ensemble d'équations, ot une Z-algébre. On dit que o
valide G =D (ce qu'on note oftw G = D ) ou encare que G = D est valide dans ot ou que &R est un
modéle de G =D si, pour toute affectation V des variables de G et D, ona
b,y (6 = hyg o (D) .

On dit que Jr valide E {ce qu'on note dt= E ) ou encore que E est valide dans ot
ou que ot est un moddle de € si S valide chaque équation de E .

On note J\[% (£, E) la variété des <z-algebres validant les équations de E et

J{?,% %(z, €) la sous-variété des I-algébres finiment engendrées validant les équations de E . o

Exemple 3.1 :

Ent

_;ortes : Entier, Bocléen

Opérations :
ZERO @ Entier «
SUCC  : Entler « Entier
PRED : Entier « Entier
NUL? : Booléen « Entier
PLUS  : Entier +« Entier, Entier
YRAI  : Booléen +
FAUX : Booléen «
Equations :
PRED(ZERO) = ZERO
PRED{SUCC{x}} = x
NUL? (ZERO) = VRAL
NUL? (SUCC(x)) = FAUX
PLUS (ZERO, ¥) =y
PLUS(SUCC(X), ¥} = SUCC(PLUS(x, ¥))

L'algébre JC (exemple 1.3) est un mod2le finiment engendré de Ent. Voici un autre modéle non
finiment engendré. Considérons une copie de &£ notee J(’(on peut penser que les &léments de o sont noirs
et Tes &léments de & sont blancs). Soit &€ = O+ avec ZEROjG = ZERGye =0

ERJ( = FJ, (x) i x € JY pour F € {PRED, SUCC, NUL?}

Fe () s xe ('

PLU%ﬁi(n, mo=n+m
PLUSJJ'-(H, mj=n+m
PLUSR (m,m)=m+m
PLUSR (n,m) =n+m

Sqit £ un ensemble d'équations. La théorie équationnelle definie par E est 1'ensemble Th(E)
des &quations qui sont valides dans tout modéle de € . Autrement dit, M = N appartient @ Th(E} ce
qu'on nate Ew M =N siet seulement si ‘A.u M =N pour toute algébre cR de ﬁ!ﬁ(z, £) . a

Donnons tout de suite une définition semblable pour les madéles finiment engendrés. Nous

expliquerons plus loin le terme inductif utilisé ici.




Seit E un ensemble d'équations. La théorie inductive définie par E est 1'ensemble Ind(E)
des équations qui sont valides dans tout modele finiment engendré de E . Autrement dit, M =N
appartient 3 Ind(E) , ce qu'on note E ]:1. M =N sietseulement si <R f= M =N pour toute algabre
de Mﬁ(é(:, £) a

La théorie inductive est, en général strictement plus grande que la théorie équationnelle.

Donnons-en un exemple.

Dans 1a théorie des entiers, 1'équation qui exprime la commutativité de
PLUS : PLUS (x, y)} = PLUS (y, x) n'est pas valide dans le modale ‘A"—donc n'appartient pas & la théorie
équationnelle. Elle est par contre valide dans <X" et nous montrerons tout & 1'heure qu'elle 1'est, de
ce fait, dans tout modele finiment engendré. o

Pour donner une caractérisation des théories équationnelle et inductive, adoptons une autre
notation.

DEfinition 3.5 :

Soit E un ensemble d'gquations, X un ensemble de varizbles. On note o et -é les
relations sur T:(X) définfes pour tous termes M, N par
Ma 3 N — E = M=N
R P

On note =g la relation sur Tz définie, pour tous termes cles m, n , par

m-gnc—E\-m=n o

Nous donnons sans démonstration le résultat suivant

= sé 5 -g sont des  I-congruences. o

Les congruences -E et ag sont encare 1iées de la maniére suivante

Pour tous termes M, N
L] sé N si et seulement si Mo :g No  pour toute substitution o des variables
de M, N par des termes clos.

En particulier, la restriction de '1E aux termes clos est exactement EE . a

1.2L.

Démonstration :

Demontrans d'abord ie second point ; soit m, n deux termes clos, Jt une algkbre,

%3 contient une alggbre finiment engendrée c&o et hﬁ =h . Donc oft valide 1'équation m=n

Ho
si et seulemént si :ﬁ.o la valide. Comme ceci est vrai pour toute algdbre, on obtient gle mepnosi '
et seulement si m-g n "

Maintenant soit ot une algébre Finiment engendrée, M, N deux térmes.

Supposons qué Ak M : N . Soit o une substitution close et soit v 1'affectation des

variables de M 'et' N definie par

ux=h.k(°x) . ) e

D'aprés la proposition 1.9, h«lc,v (1) = hd‘(To) pour T=M ou N . Donc d\-;l‘lu =Nag

Réciproquement, supposons que ot k= Mo = No  pour toute substitution close ¢ . Soit v une
affectation des variables de M et N . Puisque Jt est finiment engendrée, il existe une substitution
close o telle que vy, ® h‘ﬁ(cx) pour tout x . Donc h&’v (M) = h‘ﬂ,v (N) et,‘c;mrne’l l'égla.'llité est.
vrale pour tout v ,ona SAEM=N

Caractgrisations des congruences équationnelles :

Nous pouvons encore caractériser =oet -gE comme les plus petites congruences contenant

respectivement les instances quelconque ou Tes instances closes des €quations de E .

Le résultat concernant =g est di & Birkhoff et nous Te donnons sans démonstration.

La congruence = est la plus petite congruence contenant toutes les instances Go= Do
d'équatior]s de £ . Autrement dit, une équation M =N est valide dans la théorie E si et seulement si
il existe des termes Mo...., Mn tels que Mu =N, Mn =N et ”1‘ HE Mi+1 pour i =20,...n-1 ol

la relation Wi est définie pour tous termes M, N par

M e N si et seulement s'i] existe une &quation G =D dans E
une substitution ¢ et une occurrence u de M
telles que Mm = Go et K =Mu« Do)

ou M1u=D° et N =Mu + Go)

a
Le résultat concernant eg est simple. I assure du méme coup 1'existence d'une algébre

initiale pour les variétés :Rta (£, E) et ‘ﬂ(g(d():' £)

Soit E un ensemble d'équations. sg est Ja plus petite congruence contenant toutes les

instances closes Go= Do des équations de E . De plus 1'algébre gquotient ‘5'2/_9 f
[
, valide E . C'est 1'élément initia” de la variété rﬂﬁa(j(z, £)

encore notée fz'z

(et aussi de Ji?.% (£, E) } . De plus, pour tous termes M, N , la validité d¢ M = N dans
Jeg Gz, £) est equivalente 2 la validite dans €

ZeE 2
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Démonstration ©

Sait ~E la plus petite congruence contenant toutes les instances closes Go = Do des
équations de € et soit {I,E 1'algébre quotient fz/’{ . Puisque cG{,E est finiment engendrée,
i1 suffit pour montrer qu'elle valide E , de prouver que ‘Cz £ ¥= Go= Do pour toute instance close
d'équations de E mais cela équivaut & Go~p Do qui est vérifi&e par hypothése.

Montrons que ~¢ n'est autre que -g . Clairement ~ est contenue dans -g . Réciproquement,
si m=n est valide dans tout modele de E, m=n est en particulier valide dans ‘?z/-{ . Donc -g
est inclus dans  ~p

Finalement si & est un modéle finiment engendré de E , 7Y contient -g {ou ~E) donc,
d'aprés la proposition 2.4, §1 existe un morphisme th/E de GI,E sur & A /E est défini, pour
tout terme clos t par

ha\'/E ([tIE) = hdt(t)

ol [t]E désigne 1a classe d'équivalence de t dans G}: £ Le dernier point de la proposition n'est

qu'une reformulation des précddentes.

Remarque :

Dans la suite nous notons de la méme maniére les congruences =g et -g

te r ¥ Y] Y T
€sultat précédent est le point de départ de la théorie des t, pes abstraits. Il serait pl
J i us

, "
exact de parler d'un point de départ pour une théorie des types abstraits. I1 existe en effet plusi
. o ieurs
points de vue différents et nous en présenterons d'ailleurs un second dans un des demiers hapit
rs chapitres de

cette thése. Tous ces points s'accordent toutefois pour considérer un type abstrait comme un 1 d
e classe de

I-algébres finiment engendrées isomorphe {
Phes. Disons d'emblée que nous ne chercherons pas dans les premiers

chapitres a disting ..
p guer des sortes primitives et une ou des sortes d'intérét. Nous pen
. SONS

n effet € concept d'algabres rogenes, ol toutes Tes sortes son placées sur un 9a
en effet que le concept d ab hétérogénes, od tout rt t €es sur un pied d'dgalits
1te,

suffit dans un premier mps pour traiter les pro s de consistance et de omplétude d'une spécification
FFi pre; temps pour trait blémes d t t de ¢ tude d spécificat

ainsi que Tes problémes de correction d'une spécification ou d'dquivalence de deux spécifications

Soit i
(S, £} une signature, E un ensemble de  £-dquations. Le type abstrait spécifis par

I-algébres finiment engendrges isomorphes 2 6 _ . 5 Jr est une
finiment engendrée, on dit que (S, L, E) (ou E) g

a ﬁ . o

,E

(S, I, E) est Ta classe des
I-algédbre

est correcte vis & vis de oft si off est isomorphe

. =
Pour qu'une spécification (S, £, E) soit correcte vis i yis d'une -
a4 s 11 faut et i1 suffit que

1) o valide E

algbre finiment engendrée

2} le morphisme de GZ.E sur R soit injectif o

Démonstration : immédiate

Considérons la spécification (primitive) des entiers suivante :
Ent 0=
Sorte Entier
Opérations
ZERD : Entier
SUCC : Entier « Entier

Equations
Ent 0 est une spécification correcte de 1'algebre oX° ={N;0,S):iln'yaau
3 3 cune

&quation ider ntier reprs niére g T
ion & valider et chaque entie est représenté de manié unique par un terme de
Ent *

Nous i ifi J
pouvons aussi verifier que 1'algabre X (exemple 1,3) valide la spécification Ent mafs nous devons

rg| i
porter ay paragraphe suivant le reste de 1a preuve de correction.

IV existe en général plusieurs spécifications équivalentes d'
e concept.

un méme type abstrait. Précisons




Définition 3.10 :

Deux spécifications (S, I, E) et (S, X, E'}) sur une méme signature (S, £} sont équivalentes
s1 les congruences engendrées sur les termes clos = et LY coTncident, c'est & dire si Jes algdbres

initiates E’I'E et € g sont isonorphes o

1:

Pour que deux spécifications (S, I, E) et (S, £, E') soient équivalentes, i1 faut et i1

suffit que
)T FE
et
RPN a
La condition est &videmment nécessaire. Réciproquement, dire que 9 valide E' signifie

I,E
que, pour instance close Go = Do d'une équation de E' , ona 6o L Da . En conséquence, =

est cantenue dans = Réciproquement = est contenue dans =g d'ol le résultat.

Pour construire une spécification, on peut procéder par extensions ou par enrichissements
successifs. On part d'une spécification primitive. On peut ajouter soit des opérations et des &quations,
i1 s'agit alors d'un enrichissement, soit &galement des sortes nouvelles et on parlera alors d'extension.

Chaque spécification définit une algébre initiale caractérisée par des supports et des applica-
tions interprétant les opérations. Il s'agit alors de définir des enrichissements et des extensions qui
ne changent ni les supports ni les applications préalablement définis. Pius algébriquement, on veut que
1'algébre initiale de départ soit isomorphe 3 1a restriction de }a nouvelle algébre initiale aux anciernes
sortes et opérations.

L'objectif de ce paragraphe est d'étudier les propriétés de consistance, de complétude et de

complétude suffisante qui assurent qu'un enrichissement ou une extension ne perturbe pas 1'algébre initiale.

Le résultat principal de ce paragraphe est le théoréme de validité qui donne une condition suffi-
sante pour que des equations soient valides dans 1'algébre initiale d'une sp&cification compléte.
I1 s'agit de montrer la consistance de ces équations avec la spécification ce qui donne toute son

importance & la propriété de consistance et justifie en partie les chapitres suivants.

Une spécification (S, Z, E) est une extension d'une spécification (S, L, E)) si

So' }:0, En sont inclus dans S, &, €

Un enrichissement est une extension laissant 1'ensemble des sortes nchangé o




Exenple 4.1 : Multiplication dans les entiers. 1.27
Nous avons défini au paragraphe 1 le type Ent avec les opérations ZERO, SUCC, PRED, PLUS NUL? \ pefinition 4.3. (Complétude suffisante, complétude) i
Nous pouvons enrichir e type Ent d'une opération de Multipiication. Nous obtenans une nouvelle spécification Une extension (S, £, E) est suffisamment compléte vis & vis de (S
, I, e vis & vis de I, E ) sietseul i
) ) o Tor Eg eulement si
que nous présentons en énumérant les nouvelles opérations et les nouvelles opérations derrigre le symbole + taute sort .
pour tou e S, de So , pour tout t de TZ,so. il existe to de Tiu tel que t L tn
Ent 1 = Ent + =
Ent int Lorsque S =S, , donc lorsque (S, I, E) est un enrichissement, on dit encore que cefui-ci est complet. a
R Opérations
MULT : Entier « Entier, Entier inoTogie & S—
, E 1 Terminologie : On appelle sorte primitive toute sorte de So et terme primitif tout terme de Tz . La
quations i . e
" propri&té de complétude suffisante signifie que tout terme de sorte primitive est congru & un te?‘me primitif
MULT (ZERO, = ZERO T ) ‘
( ) Les définitions 4.2 et 4.3 sont illustrées par le diagramme suivant ol chaque classe de termes

MULT (SUCC(x}, y) = PLUS (y, MULT (x, y)) o de sorte primitive intercepte exactement une classe de termes primitifs.

Soit un type Item quelconque. La spécification Liste d Item ci-dessous est une extension de Item

Liste d'ltem = Item +
Sorte : Liste

Opérations @
NIL @ Liste «

ELEM @ Liste « ltem

CONS : Liste « Liste, Liste — - 5 e
Les propriétés de consistance et de complétud T3
Equations : . piétude suffisante permettent de comparer TZ,E et
Tzo’eo . Commengons par définir la (SO, xo)-réduite d'une algébre.

CONS (x, CONS (y, 2)) = CONS{CONS(x, y}, 2)
CONS (NIL, %) = x

CONS (x, NIL) = x

On peut aussi enrichir Liste d'Item en définissant une opération d'adjonction en téte. Soient (S, I;) @ (S, I) deux signatures. ;
Liste d'Item 1 = Liste d'Item + . \
ta (So, zo)-rédmte d'une (S, I)-algébre cft est 1'algébre ® 36?!-5 £ définie par
Opérations : istus Wa ] LK
AJT : Liste <« Liste, Item BS : AS pour Eputle ﬁor:Fe s de SO 1501
Equations : Fﬁ: F‘f( pour topte opération F de I A
AT (x, a) = CONS {x, ELEM(a}) . .
Notation : Lorsque S+ S, , on écrit S

. A . 1T,
Nous donnons maintenant les proprigtés des enrichissements et des extensions. 0

Remarque : Lorsque oft est une z-algebre finiment engendrée, ot

o Peut ne pas étre une Zo-algébre

finiment engendrée. Lorsque § = Sg 1 ON peut poser ta définition sufvante

Une extension (S, £, ) est consistante vis 3 vis de (So, Iy Eo) si et seulement si la

restriction de la congruence = aux I -termes coTncide avec 13 congruence =, c'est & dire si .5 (Famille génératrice)
(]
. (T[ . = Soit (S, Zo) < (S, £} deux signatures, R une (5, £)-algébre ; on dit que I, est une
o

E fanille génératrice pour A si la I -rédui i
- te de Jt est une algéb i
O <grsi, pour tous t;, t) de Ty e o ne algébre finiment engendrée o
4 La définition est justifide par le fait qu'alors, tout objet de & est obtenu par composition
' ' des '
ty sty %ty % b i g opérations de I
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Proposition 4.6
Soit (S, E, E) une extension consistante et suffisamment compléte de (SD, I Eo) . Alors,

12 (S, I,)-réduite de gs’ ,E est isomorphe & ﬁso' £ £, O -

Démonstration :

Soit h 1'unique morphisme de G’S’z dans %"s, £ E - La restriction hO de h &
Gso’zo est aussi un morphisme de tgso‘zo dans la (So,zo)-rédulte de fS,I,E . La complétude
suffisante exprime que h est surjectif donc que 1'algébre est finiment engendrée. La consistance exprime
que ho(to) = ho(té) si et seulement si t) EEo ty - Donc la (S, L‘D)-réduite de fs’ £E est

isomorphe & 'é’SO‘ I, Eo

On peut construire une algdbre isomorphe & ‘GS I dont la (Sc, Ze)-réduite soit exactement
oLy

%
53 250,

Corollaire 4.7 :

si (S, I, E) est une extension consistante et suffisamment compléte de (S, I, Ey) il

existe une (S, £)-algebre B' telle que

D Bgpe =€

et
2 G'\sn. L N a
Démonstration :
soit 6 - fs, 5 E et !fo = G‘SO, 1, . 11 existe un isomorphisme h, de Go
sur So’ B2 Eo . Posons
hs(x) ) x si s€ S-SO

hu,s(x) si SE So

Soit B! 1'algebre définie par
Ts" =4 T s1 5 € S—So
T si s € SD
F{. (xg) = F.Bo (xg) 81 Ferx
bl (ng(x)) 5T Fez-, avec Fis'es, k€T
Alors b= (h.) ¢ g est un fsomorphisme de € sur G .

La signification du corollaire est importante puisqu'elle exprime comment construire 1'algebre
initiale par extensions et enrichissements successifs. Au chapitre suivant nous nous servirons de la théorie

des systémes de réécriture pour donner des constructions plus explicites encore.

4.2.- Applications aux preuves de_correcti

Nous avons dit au paragraphe 3 qu'une spécification (S, I, E) est correcte vis & vis d'une
algebre & si ft est isomorphe 3 1'algebre initiale ‘GS ;. g - La proposition précedente nous permet
s By

4'énoncer un résultat simplifiant Tes preuves de correction.

Théordme 4.8 : (Théordme de correction d'un enrichissement)

Soit (S, £, E) un enrichissement d'une spécification (S, I Ey) , & une (S, E)-algébre
et Jco sa Za-rédu‘ite‘ Supposons que (S, Igs Eo) est correcte vis & vis de Jt‘o 3 alors, pour que

(S, I, E) soit correcte vis @ vis de & i1 faut et i1 suffit que

1°) ¢k valide E-E S#t EE-E
Q o

2°) (S, £, E) soit complet vis & vis de (S, Iy EO) 3 a

Avant de démontrer le théoréme, nous énongons et démontrons une propriété utile des enrichissements

Nous utilisons ici des congruences arbitraires (et pas nécessairement spécifiées par des équations). On
dit qu'une I-congruence ~ est un enrichissement consistant d'une L -congruence  ~ si, pour tous

)
termes to’to de Tlo

' .

Lot 2t ot

On dit que ~ est complate vis & vis de 50 si, pour tout terme t de Tz » 11 existe un

terme t, de TZo avec  t~t)

Seit ~, et ~; deux enrichissements d'une I, -congruence  ~ tels qua

-~ soit complet vis @ vis de =3

-~ soit consistant vis & vis de  ~;

=M Cng

Seit t, t' dans T, tels que t £, t
Montrons que t 4, t' . Puisque ~, est compléte, il existe des zo-termes tc et té

tels que t o~ t bty - Evidemment by # o te et d cause de la

0 et t‘~zt6 donc tels que to

consistance de ~z , o #a t(') . Puisque ~, contient ~,, on a d autre part to ~ t et t(‘] ~ t' donc
th ot

So1t e/t°= Jt'm .o
o

d est une algébre finiment engendrée et ~AL T

¢} 0

~ A est un enrichissement consistant de ~A et par nypothése = est un enridhissement complet
o

de 150 , contenu dans ~& puisque Jt valide E . b et ~A remplissent les conditions de la

propesition 4.3, donc e SRR qui prouve que ot est isomorphe @ 'ﬁz €




Soit T, 1'aloebre des entiers discutée au début du chapitre, enrichie par la multiplication *
De manigre évidente, SO, valide Tes &quations de Ent, . D'autre part Ta définition de MULT est complete
comme on peut le voir par récurrence sur la longueur du premier argument (nous développons au chapitre II
des méthodes de preuve de la complétude). Donc, EL_tl est correcte vis & vis de &, si et seulement si

Ent  est correcte vis & vis de JO .

Une autre expression de 1a proposition 4.9 est peut &tre plus imagée : seit ~ un enrichissement
complet d'une congruence ~; 3 alors, il n'existe pas d'enrichissement consistant contenant strictement ~

Cependant 1'application Ta plus utile de la proposition 4.9 est le théoreme de validité qui donne

une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble d'équation E' soit valide dans 1'algébre initiale

d'une spécification E . En effet, dire qu'une équation G = D est valide dans 1'algébre initiale Te g
s

signifie exactement que & = Do pour toute substitution close o et, d'aprés la proposition précédente

ceci est Te cas si E U {G = D} est consistante.

Théoreme 4.10 (théordme de validité)

Soft (S, £, E} un enrichissement complet d'une spécification primitive (S, %o, So) . Seit E'

un ensemble de  I-équations. St (S, £, E UE') est consistant yis-d-vis de (S, Lo, Eo) , alors (S, L, E)

est (évidemment) consistant et

'
TZ,E = b

1 S
D'aprés 1a proposition 4.9, les congruences Ug et = coincident. Donc (S, &, E) est
consistante et oour chaque équation G =D de E' , chaque substitution close ¢ , ona Go by b, '

donc Go = Do
I

Nous pouvons introduire une notion de famille génératrice pour Tes ‘spécifications qui est commode

pour exprimer la propriété de complétude.

Définition 4.11 :

Soit (S, £, E) une spécification ; un sous-ensemble I, de £ est une famille génératrice

(pour (S, I, €) ) si, pour tout terme t de TI , i1 existe un terme to de Tzo tel que t = r‘o .o

Remarque : i1 revient au méme de dire que I, est une famiile génératrice pour (S, £, E) et de dire

que (S, I, £} est un enrichissement complet de toute spécification de signature (S, £) .
La connaissance d'une famille génératrice est trés utile pour effectuer des preuves dans
1'algébre initiale. Le résultat suivant donne un principe de récurrance explicite sur les générateurs. les

méthodes des chapitres 11 et III permettent de raisonner sans utiliser explicitement ce principe.

I.31
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Soit (S, £, E) une spécification, I, une famille génératrice pour (S, I, €) . Pour qu'une
squation G = D soit valide dans 1'algébre initiale ‘@z £ 11 faut et i1 suffit que, pour toute

substitution % des variables de G et D par des termes clos de T): , on ait Goo = Duo a
Q

T;’: c valide G =0 si et seulement si, pour une substitution arbitraire ¢ , on a
Go 3 o . Soit o une telle substitution ; pour chaque variable x de G oude D, il existe un
terme ‘°x de Tzo ) tel que ofx) = tux - Soit gy la substitution définie par un(x) = tox pour

)

chaque x . Par hypothése, Gvo b Doo et d'autre part Go = Gao et Do = Doo

Pour effectuer les preuves de validité dans 1'algébre initiale, on utilise un principe de
récurrence sur les générateurs de la spécification.

Soit G =D une équation, x une varizble d¢ G ou D , de sorte s , IO N 1'ensemble des

- B

générateurs & résultat de sorte s . On prouve Te validité de G = D en prouvant les équations
] [to/x] = D[to/x} pour chaque substitution de 1a seule variable x par un terme ty de T[ o

0,5

Pour cela, on partage Tye 1 deux familles
B

- les constructeurs sans argument de sorte s
- les constructeurs ayant au moins un argument de sorte § : supposons pour simplifier
que cet argument est le premier.

On peut noter les premiers sous la forme ca(y*) et les seconds ¢ {%, y*) ol y* désigne
une suite arbitraire de variables. Pour prouver 1'&quation 6 [Cy(X, y*}/x] = D {¢ (X, y*)/x] on utilise
1'hypothese de récurrence GIX/x] = O [X/x] . Le principe de récurrence sur les génBrateurs peut s*énoncer
ainsi

Principe de récurrence sur les générateurs :

Seit (S, £, £} une spécification , I, une famille génératrice et G = D une équation dépen-

dant de la variable x

$i
1%) GZ,E (SR [co(y*)/x] =0 [e,(y*)/x] pour chaque générateur constant
et si
2°) GX,E' = 6 [ey (X, y*)/x] = D {c1 (¥, y*)/x]  pour chaque générateur non constant
o0 E' est EU{GI¥/x] =0 I[x/x])
alors ﬁ{,E =G=10
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fleprencns 1a spécification des listes d'item décrite dans 1'exemple 4.2. De manigre évidente
NIL, ELEM, CONS  forme une famille génératrice. On peut aussi utiliser une autre famille génératrice
formee de NIL et AJT et construire une spécification contenant des définitions de CONS et ELEM .

Montrons que ces deux spécifications sont équivalentes

Spécifications

Liste d'Item = Iten +
Sorte : Liste
Opérations : NIL : Liste «
ELEM : Liste « Item
CONS : Liste + Liste, Liste
AL : Liste « Liste, Item
Equations

Spécification E Specification E'

(E1) CONS(x, CONS{y, z}) = CONS(CONS(x, y), 2) (E'l) CONS(x, NIL) = x
(E2) CONS(NIL, %} = x
(E3) CONS(x, NIL) = x (E'3) ELEM(a) = AJT(NIL, a)
(E8) AJT(x, a) = CONS(x, ELEM(a))

Nous donnerons des outils syntaxiques au chapitre II pour vérifier que {NIL, AJT} forme une
famille génératrice pour la seconde spécification.

Examinons maintenant 1'équivalence des spécifications.

Certaines assertions ne nécessitent pas de raisonnement par récurrence ; c'est le cas pour Ta
validité des &quations de E' dans TE P
s
£'1 : &vident par E3
E'2 : CONS (x, AJT(y, a))

= CONS{x, CONS(y, ELEM(a))} (E4})

= CONS{CONS(x, y), ELEM(a)) (£1)

= AJT{CONS(x, ¥}, a) (E4)
£'3 1 AJT(NIL, a)

= CONS(NIL, ELEM(a)) (€8)

- ELEM(a) (E2)

De méme dans T}.‘. g0 on peut prouver (£3) et E4

£3 @ &vident par £'1

E4 1 CONS(x, ELEM{a})
= CONS(x, AJT(NIL, a)) par £'3
= AJT(CONS(x, NIL}, 2) par £'2
= NT(x, ) par E'1

(E'2) CONS(x, AJT(y, a)) = AJT{CONS{x,y}, &}

d
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AT T A T
"i

’ 2) Gy g I CONSINIL, %) = x
NIL .et AJT sont générateurs pour (S, £, E') . Ona & montrer
a1) ‘CZ,E. k= CONS(NIL, NIL) = NIL
) Gy et b= CONS(NIL, AJT(R, a)) = AJT(R, @)
oi E, = E' U {CONS(NIL, %) = %}
ai : 8vident par E'l
az : CONS(NIL, AJT(X, a))
= AJT(CONS(NIL, X), a} par E'2
= AIT(X, a) par récurrence

b) fz,s' b CONS(x, CONS(y, 2)) = CONS(CONS(x, ). 2)
11 faut choisir astucieusement la variable de récurrence:compte tenu de ce que CONS
est défini par récurrence sur son deuxizme araument, nous choisfssons z .
Soit E, = E'U {CONS(x, CONS(y, Z)) = CONS(CONS{x, ¥}, Z)}
Nous devons prouver
b

b2 1 TrE) b= CONS(x, CONS(y, AJT(Z, a)}) = CONS(CONS(x, ¥), AT(Z, a))

¥ CONS(x, CONS(y, NIL)) = CONS(CONS{x, y), NIL)

by s CONS(x, CONS(y, NIL))

= CONS(x, ¥) par £'1

< CONS(CONS(x, y}, NIL) par E'1
b2 = CONS{x, CONS{y, AJT(Z, 2)))

= CONS(x, AJT(CONS(y, Z), a)) par E'2

= AJT(CONS(x, CONS(y, 7)), a) par E'2

= AJT(CONS(CONS{x,y}, Z), a) par récurrence
= CONS(CONS{x, y), MT(Z, a)) parE'2
On peut remarquer sur cet exemple que les preuves d'équivalence présentent deux difficultés :
les preuves Bquationnelles procddent en utilisant les équations dans les deux sens ; nous parverans  cette
premigre difficulté en orientant les équations comme des r2gles de réécriture. D'autre part, Tes preuves
par récurrence demandent quelque invention pour choisir 1a variable de récurrence et pour utiliser

1'hypothése de récurrence, nous utiliserons une méthode qui &vite ces inconvénients.
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4.5.- Col

Nous avons, au paragraphe 4.1, montré que 1'algébre initiale d'une extension consistante et

suffisamment complate &tait, & un isomorphisme prés, une extension de 1'algébre initiale primitive.

11 est possible, dans deux cas particuliers, de donner une construction plus explicite de 1'algabre initiale,

Le premier cas est celui des enrichissements et Te second celui des extensions dans lesquelles toutes Tes
nouvelles opérations ont leurs résultats dans les nouvelles sortes {nous parlerons alors d'extension de

base).

Soit SPEC = (S, I ] £ E) un enrichissement consistant et complet de SPEC = (S, A Eo) d

1] existe un modele initial standard fSPEC =T e 50 (F‘é)Fezou}:.l) , défini par

T pour s dans S

=T
S SPECo,s

Fo=F pour F dans £
€ Bpeg, g

et Fg (5] e () ) = (Vg

pour tout F de I , tous t,,..., t,t de TIu tels que Ft ...tyzgt

Démonstration :
F@ est correctement défini parce que, d'une part, pour tous t ...t de Tz , 11 existe
t de TZ tel que Ft,... t, =t et que d'autre part, si t'... tl',, t'  est une autre suite de termes
]
tels que t% -ED i’.i pour § = l...n et Ft) cetpEp bt ona tep t' dont t a'a t' par consistancé

On montre, par récurrence, que pour tout terme t de Tz et tout teme tg de Ty tels que

1]
B Lo . ,
tegty,ona tes [talEo et que t = t' impligue que t, -En t, . Donc €SPEC est isomorphe & 'C"z’{.

Nous pouvens maintenant discuter le cas des extensions de base.

Soit SPECO une spécification. Une extension de base de SPEC, est une spécification
SPEC = (S0 +5,, Iyt L, Eo + E;) telle que
1) chaque opération (nouvelle) de I, est & résultat dans une sorte (nouvelle) de S,
2) chaque équation (nouvelle) de E, compare deux termes {nouveaux) de Tz (X} - @
1

L'intérét des extensions de base est de définir des sortes ncuvelles ¢'une fagon totalement

indépendante de la spécification primitive.

Proposition 4.15 :

Soit SPEC = (So +5y, I 5 o Eg + By} une extension de base d'une spécification

SPECO = {54 I Eo) . I1 existe un modale initial standard fSPEC défini par

Toee = Csom e, (Tso,zo,eo) .

pemonstration :

11 convient d'abord de préciser 1a notation employée. Les éléments de TSPEC sont Tes
I, -termes engendrés par les constantes de TSPECU plus ces constantes elles-mémes. On prend le quotient
des I,-termes par les E;-8quations, ce qui a un sens puisque celles-ci ne contiennent que des symboles
de T, et des variables de X . T d é
SDUSx Les Iy opérations sont celles de ECSPECD et tes 5, -opérations

celles de TSPEC,
Venons-en & la demonstration ; i1 est évident que fSPEC est une £ U g, -algebre finiment
engendrée validant By U Ey . Réciproguement sojent t , t' deux termes de T .
termes ty , t} de T (x; ... %)} etde T (x{ ... x'4) et d y ) ”‘u{see N
I L 5, (e X es termes t°x""t°,1' to,'“" s .
de Tzn tels que t =t [tol/xl,.... ton/xn] et t' =t [tol/x; e tén.“rlz'l n
On peut supposer que les variables commnes de t, , t{ sont les k-premidres (k & min (n, n'))

AMors t =5pec t' si et sevlement si t, -Elt; et si to. = t{, pour i = 1...k . Et, dans ce
i o
cas t EEOUE; t' . Donc fSPEC est bien inftiale.

Les deux propositions que nous venons d'énancer permettent de construire pratiquement les
algebres initiales de spécifications bien structurées. En effet rour chaque nouvelle sorte on peut
commencer par effectuer une extension de base pour définir tous les objets puis des enrichissements
complets pour définir d'autres opérations. On peut obtenir de cette fagon les spécifications des Tistes

&tudides au paragraphe 4.4 ou la spécification des entters donnée au début de ce chapitre.




Les notions d'algebre universelle données au paragraphe 1 peuvent Btre trouvées dans [GRA 68]. Les
algebres finiment engendrées sont plus particulizrement étudides par [BPW 8] ainsi que par [LES 79) et
{ADJ 78). C'est aussi dans cette derniére référence qu'on peut trouver une présentation des types abstraits
comme algébres initiales. La notion de complétude suffisante d'une extension a été introduite parl{GiM78al,
[G4H 78]. Celles de consistance et de complétude des enrichissements sont développées dans [EKMP 81]. Le
théorzme de correction des enrichissements est donné sous une forme différente dans [ ADJ 78 I mais 1'utilisa-
tion des congruences en permet une preuve trés simple. Les notions de famille génératrice et de principe de
récurrence sont discutées par [GOG 80] et {NOU 801 (voir aussi [BUR 691). La plupart de ces guestions sont
résumées dans la thése de Bidoit [BID 81]. Quelques travaux généraux ont permis de dégager 1'idée que Tes
types sont formés d'ensembles et d'opérations ([MOR 73],(HOA 72b]).

La théorie des types abstraits dépasse largement le cadre des algebres initiales et celui des
spécifications équationnelles. Pour donner un apercu des autres points de vue, on peut faire une classifica-
tion suivant le type de spécification et aussi selon la classe des modéles considérés.

Les spécifications axiomatiques sont des ensembles de formules décrivant les propriétés du type.
On peut dire que les spécifications équatiomnelles forment la classe la plus restreinte. D'autres approches
acceptent des inéquations [H4R 81] ou méme tout simplement n'importe quelle formule du calcul des prédicats
du premier ordre ([FIN 79],[STA 781,[W&S 76]). Suivant les auteurs, le type abstrait spécifié par un ensem-
ble d'axiomes est 1'ensemble de tous Tes modeles de ces axiomes ou une certaine classe de modéles quand
cette classe peut &tre définje. Chaque modele est défini, 3 un isomorphisme pres, par une congruence sur
1'algebre des termes. L'ensemble des congruences, muni de la relation d'inclusion, possdde une structure
plus ou moins riche selon les types de spécification considérés. Le problzme important est de savoir s'il
existe une congruence minimale ou/et une congruence maximale. On peut alors utiliser une approche algébre
initiale ou une approche algdbre terminale. [ B&W 80 ] proposent quelques résultats d'existence (ou de non-
existence) des éléments initiaux et terminaux. Nous reportons par ailleurs une discussion des travaux sur
Tes algdbres terminales & la fin du chapitre V, en relation avec le concept d'implantation.

Certains auteurs considerent la spécification et 1'ensemble des théorgmes démontrables dans celle-ci
comme le type abstrait proprement dit. Dans ce cas, deux spécifications sont équivalentes si elles définissent
les mémes théor2mes. A notre avis, Guttag [ GUT 80 ]se range dans cette catégorie.

Les spécifications algorithmiques définissent Tes fonctions du type comme des fonctions récursives
avec un opérateur conditionnel et un opérateur plus petit point fixe [LOE 82]. L'approche de [KLA 80] est
assez voisine. De leur cité [L&S 77) développent une méthode utilisant les notions de domaines et de point
fixe. On peut aussi placer ici 1'approche des types abstraits définis comme des ensembles de procédures d'un
langage de programmation : CLU ([L&Z 75,771), Alphard [WLS 75]. Le projet TYP de Nancy développe un ensemble
de logiciels visant 2 gérer une biblioth2que de types avec des implantations variées de ceux-ci ([MIN 79],
[HEN 80], (C&C 82], (C&D 821).

Un travail important a aussi été mené pour définir des types paramétrés [EH 81],[H&R 811 et plus
généralement pour organiser plusieurs théories pour former une spécification structurée ([(B&G 77], [HUP 81]).
Les types paramétrés different des types hiérarchiques en ce qu'on accepte des paramétres formels. La princi-
pale question est celle du passage de paramitres.

Enfin plusieurs études permettent de compar: la puissance relative de classes de spécifications.

tes résultats en sont résumés dans (KAM 78] et [BBTW 31].
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CHAPITRE 1II

SYSTEMESDE REECRITURE ET SPECIFICATIONS STRUCTUREES
DE TYPES ABSTRAITS

La congruence engendrée par un ensemble d'équations n'est en général pas décidable.

1
|
:
1
..!)

Pour la rendre telle, nous la transformons en un systdme de rédcriture associant aux termes de

chaque classe d'équivalence une forme normale unique.
Nous commengons par rappeler le principe de 1'algorithme de complétion di & Knuth et Bendix.

- orienter les équations pour constituer un systéme de réécriture & terminaison finie

SOLd ] |

- vérifier la propriété de confluence en montrant que les formes normales de certaines paires
= ] critiques de termes coTncident
- si ce n'est pas le cas, ajouter de nouvelles régles en orientant les couples de formes normales
obtenues pour préserver 1a terminaison finie ; poursuivre alors 1a preuve de confluence jusqu'd un (éventuel)
l[ succés complet.
':!l: Le résultat de 1‘algorithme, s'il existe, est un systime de réécriture canonique, c'est & dire confluent
et & terminaisen finie, définissant les formes normales cherchées.

Nous utilisons 1'algorithme de complétion pour prouver la consistance d'une spécification et la

validité d‘assertions.
pour prouver la consistance d'une spécification vis & vis d'une spécification primitive, on appl ique
1'algorithme de complétion aux deux spécifications et on montre que les systémes canoniques obtenus définissent

Tes mémes formes normales sur les termes primitifs. S$i ces systdmes sont emboités, i1 suffit que les régles de

1'extension ne réduisent pas les termes primitifs.

Pour prouver qu’une spécification est une extension compléte d'une spécification primitive on la
transforme en un systime de réécriture et on vérifie que ce systéme est d terminaison finfe et que tout terme
non-primitif est réductible. On dira encore que ce systéme vérifie un principe de définition compléte.

r Finalement, nous dérivons du théorsme de validité du chapitre I et des méthodes de preuve des propriétés
de consistance et de complétude une méthode pratique pour démontrer des assertions dans une spécification

2/ vérifiant un princive de définition compldte :

Preuve de validité d'assertions :

Ajouter les assertions 3 la spécification. Appliquer 1'algorithme de complétion & Ya spécification
i augmentée. Si le résultat est un systdme de réécriture canonique définissant sur les termes primitifs les

mémes formes normales que le systéme primitif , les assertions sont valides dans 1'algébre initiale.

Dans la deuxiéme partie du chapitre, nous &tudions 1a propriété de confluence d'un systéme de

réécriture modulo un ensemble d'équations. Nous montrons comment transformer une spécification en un ensemble

= L

d'6quations et un systéme de réécriture associant aux termes de chague classe d'éguivalence une famille de

formes normales égales par les équations.

- L)

Nous &tendons les résultats de la premizre partie concernant 1a consistance et la validité d'assertions.




iees

Le chapitre est organisé de 1a manire suivante : i
le paragraphe 1 donne des &l&ments connus sur les systdmes de réécriture et le paragraphe 3 des &léments sur
Tes systémes modulo un ensemble d'équations. Les principaux résultats sont donnés aux paragraphes 2 et 4

qui chacun, applique les résultats précédents aux preuves dans les types abstraits.

Un systéme de réécriture a la méme structure qu'une spécification & ceci prds que, dans les preuves,
les régles ne sont utilisées que de 1a gauche vers la droite. On définit de cette fagon une relation de
réécriture. Les propriétés des relations de ré&criture ont été étudides par de nombreux auteurs et on en
trouvera dans [HUET 80] une présentation qui dépasse le cadre des réécritures de termes. Aussi plusieurs
de ces propriétés resteront vrafes lorsque nous définirons plus généralement une relation de réécriture par

un systéme conditionnel.

b Un systéme de réécriture est un triplet (S, £, R) ol (S, £} est une signature et R une
famille (Rs)S €s d'ensembles de régles. Une régle de Rs est notée G +D ol G, D sont deux termes
de sorte s tels que \J(D) soit inclus dans U(G) [Pour tout terme T , U(T] désigne 1'ensemble

des variables de T ] . a

Toute spécification peut &tre regardée comme un systdme de réécriture i condition que chaque
&quation vérifie la condition (D) ¢ V(6) . Far exemple )a spécification des entiers donne le systéme

suivant

Type : Ent basé sur Bool
Sorte Entier
Opérations

ZERO : Entier <

SUCC : Entier « Entier

PRED : Entier « Entier

RUL? : Booléen « Entier

PLUS : Entier ~ Ontier, Entier

Régles

PRED(ZERO) ~ ZERQ
PRED(SUCC(x})

4

X

PLUS{ZERD,y} -y
PLUS(SUCC{x),y) » SUCC(PLUS(x, y))
NUL?(ZERD) -+ VRAI
NUL?(SUCC{x)) - FAUX




Soft (S, £, R} un syst2me de r&&criture. On appelle relation de réécriture engendrée par R
la relation, notée — , définfe pour tous termes ¢, t' de Tz(x.) par
t —p t' e 3u€E O(t), o€ Subst .

Yy =6

G-+ D dans R tels que
et t' = t{u + Do) a

Définition_1.3. (Relation de réduction) :
On appelle relation de réduction engendrée par R Tla fermeture réflexive transitive -_.;

de la relation - a

Si t se réécrit (resp se réduit) en t', W(t') est inclus dans VU(t) . o

Démonstration :

11 suffit de le prouver lorsque t se réécrit en t' . C'est clair lorsque t = Go et donc
t' = Do car V(Do) est inclus dans VU'(Go) . Dans le cas général, soit t, = tlu«a) od 2 est
une constante quelconque ; alors 1 (t) = 'U’(ta) U V(Go) tandis que V(t') = ’U‘(ta) U V(Do) , ce qui
prouve la proposition.

Notation : On note encore de 1a méme maniére les restrictions des relations —p et —; aux termes

clos. 11 résulte de Ta proposition 1.3 que sur les termes clos, —.E est encore la fermeture réflexive

transitive de —+g 5 onne peut avoir en effet
t—p te—p ts

avec ti , t; dans T,

I et t, hors de Tz

T I W

Hotation : Lorsqu'on yfut indiquer que t se réécrit en t' par 1'utilisation d'we r2gle r & 1'occurrence
e e (L ¥

u ,oonnote t ———p t' ou encore

LU
occurrence telle que v est appelée un radical de t

it Wot‘ si le syst2me R est assez explicite. Une

definition L5+ ..

Un terme estiune forme.. R-normale s'il est R-irréductible c'est & dire ne posséde aucun rédex

Un terme t' est une forme R,rformale pour un terme t si t—”-R t' etsi t' est R-normal. o

Donnons maintenant plusieurs propriétés des relations de réécriture. Nous moterons de telles

relations — sans faire 1'hypothése que — est définie par un systime R

Une relation — est confluente si pour tous t, t, , t; ,ona

tDat b t—t, -t bt

o0 la relation & est définie pour tous ti, t, par t, bt i et seulement s'il existe t'

*

tel que t, - t' ¢ t, , ce qu'on peut représenter par le diagramme

t
7N
h\ \/tl
\ 7

¥\ /4
4

A
1%
Confluence
o0 les traits pleins figurent Tes relations données a priori et les traits pointillés celles assurées

par la propriété. a

Une relation — est localement confluente si pour tous t , t; , t, ,one

t et & t —st;, = t ¥ t,
ce quon peut représenter par le diagramme
/ |
b \ Pz
\ /
: *
* \ //
i
|4
Confluence locale a

Une relation — 3 terminaison finie est confliente si et seulement si elle est localement

confluente. o




11.6.

Une relation —» & terminaison finie est confluente si et seulement si tout é1ément admet une

forme normale unique a

Une relation —s est confluente si et seulement si elle vérifie la propriété (dite de Chnrch-Rosq_;

pour tous ti. t:  ti € b, = by bty od, par definition, e— =z —s U —" g

Démonstrations : [HUET 80]

Remarque : La terminaison finie n’est pas nécessaire pour 1'8quivalence de ta confluence et de la propriété

de Church Rosser.

Adoptons une dernigre définition.

Definition 1.12 -
Une relatfon —- est normalisante si chague &lément admet au moins une forme — normale. o
Une relation normalisante n'est pas nécessairement & terminaison finie, par exemple 1a relatfon

sur a, b représentée dans la figure 1
Ga b

Figure 1 : Une relation normalisante mais sans terminaison finie.

Nous pouvons dire qu'un systéme R est & terminaison finie, confiuent, localement confluent
si la relation — définie sur rz(:q , admet ces propriétés. De méme nous direns que R vérifie

ces proprigtés pour les termes clos s'il en va ainsi de 13 restriction de —n% a ces termes. La

terminaison finie est équivalente & la terminaison finie sur les termes clos tandis que les autres proprié-

tés ne cofncident pas. Nous reviendrons un peu plus loin sur ce fait.

$4 R est de nouveau regardé comme un ensemble d'équations, Ja congruence engendrée par R
est 1a relation (-—oE

La propriété de Church-Rosser (dont nous venons de montrer qu'elle équivaut 3 1a confluence)
exprime que deux termes sont gaux pour la congruence engendrde par R si et seulement s'ils se réduisent
en un méme troisidme ou encore, Torsque R est normalisant, si et seulement s'ils ont méme forme normale.

Ainsi 1'&galité est-elle décidable dés que R est confluent et @ terminaison finie.

Pour obtenir une procédure de décision de confluence, nous réduisons 1'examen de la confluence
locale & celui de la confluence sur certaines pairescritiques obtenues par superposition des régles entre

elles.

11.7.

On dit qu'une régle G, — D, se superpose sur une régle G, - 0, s'il existe une occurrence

soient unifiables.

non triviale u de G, (c'est d dire telle que G, €X) telleque G et G

tiu lu

On appelle paire critique résultant de la superposition le couple (P, Q,) défini par
P =6 oy (U+ Dy 0r)
Q=001

oll o; o désignent un couple d'unificateurs minimaux de G et G, telsque G v, et G soient

Tlu
sans variable commune.

On appelle paires critiques de R 1'ensemble des paires critiques résultant de toutes Tes
superpositions des r2gles de R les unes sur les autres, On accepte les superpositions d'une régle sur

elle-méme en excluant dans ce cas la superposition en téte. o

Soient 6, — Dy, G, — D, deux régles, u une occurrence non triviale de G, , o, , q,
deux substitutions telles que (Gl|u) I =6, 0, . Alors 11 existe une paire critique (P, )

et une substitution p telles que

Giol (u«Dyol )=Pp e D o =Q o

Démdnstration :

Soit {0y, g,) le plus général unificateur utilisé pour superposer G, sur G, . Par hypothése

(6,) et U(G o, ) sont sans varizble comune. Puisque (o) , o3 ) unifient 6 et G 11

iy
existe une substitution p sur V(6; 0,) telleque o =0, p e o, =0, p . On pose parailleurs
p(x) = of(x) pour toute variable x de U(G) . Alors, pour toute veriable x de V(6 )- VG| )

on a aussi  oy{x) = p(x) = plo, (X)) puisque oy(x} = x . Donc :

Po :(G, ay(u« D,u))p =G op (UeDpap) = B o{ue Do)

et Q@ =D -0 0

Définition 1,15 ¢

Un systéme de réécriture est confluent sur ses paires critiques si pour chacune, disons (P, Q)
ona PVQ . o

Nous &noncons sans le démontrer le résultat suivant di & Kruth & Bendix.

Un systéme de réécriture est localement confluent si et seulement s'il est confluent sur ses

paires critiques. o




11.8.

Démonstration : [HUET 80)

Ce résultat peut tre renforcé pour donner un critére de &écision o |

Corollaire 1.17 : i

Un systéme de réécriture & terminaison finie est confluent si et seulement st, toute paire
critique (P, Q) , P, Q ont méme forme normale. o

Le résultat de Knuth Bendix est trés intéressant parce qu'd la rencontre d'une paire critique
My . M, admettant des formes normales distincts M, et Mg , on peut ajouter soit la régle Wy — Wy
so0it 1a régle A — M, au systéme de réécriture. 11 faut bien entendu tenir compte de cette nouvelle
régle pour vérifier la confluence de !'ensemble. Si le processus converge vers un systame de réécriture
R' confluent ou est assuré que ‘_',R = t——'*R. et on dispose de cette maniére d'une procédure de
décision de la R-écalité.

Cependant, ce procédé comporte deux limites :

- la premiére est que 1'on peut ajouter indéfiniment des régles soit en raison d'une
mauvaise stratégie d'examen des paires critiques, soit pour des raisons plus intrinséque.

- la seconde est qu'il faut préserver la propriété de terminaison finie Torsqu'on ajoute
des regles. 1 est tres important 3 ce propos de disposer d'algorithmesde décision de cette |
propriété et nous en citerons quelques-uns en annexe de ce chapitre. De plus 1'orientation
des régles ajoutées est tout & fait cruciale.

11 existe enfin un dernidr probléme concernant les variables de W, oet M, .Si Uh)
est inclus dans V(M) , on peut chofsir Ta régle W — M, et symétriquenent pour 1'autre orientation. |
si U(M) et W(H) sont tous deux différents de V(M) n V(M) , on introduit un nouveau symbole
de fonction f de profil s'+ s ...s, st \T(E) n '\f(ﬁ;) ={ X x"} etsi M, , M, sont de type
s' et on introduit les deux régles de réécriture
oM o= X Xy

ra ot My — XL e

On démontre que la congruence engendrée par R U {M, = %} coincide avec Ja restriction aux

Z-termes de la congruence engendrée par R U {ry, r,} (K &B 70}

11.9.

L'objectif premier d'une spécification est de décrire algébriquement les objets et les opérations
d'un type abstrait. En ce sens une spécification minimale doit comporter des relations entre les construc-
teurs et des définitions de chacune des autres opérations. Cependant, on est amené & effectuer des preuves
dans une spécification : preuve de propriétés des opérations, preuves d'équivalence de deux définitions,
preuves de correction d'une mplantation. C'est pourquoi nous considérons plus généralement des spécifica-
tions contenant d'autres assertions.

Dans ce paragraphe, nous faisons 1'hypoth2se que toutes les équations peuvent étre orientées

comme des régles de réécriture,

2.1.- Definitions :

Une spécification structurée est une spécification qui peut &tre associée a un systéme de reé-
criture confluent et 3 terminaison finie et qui vérifie quelques propriétés suppiémentaires sur ses formes
normales. En particulier, opérations et régles peuvent étre partitionnées en deux de telle sorte que 1a

spécification vérifie un principe de définition de la deuxiéme partie par rapport a la premiére.

Une spécification (S, £, R) est structurée si R peut étre regardé comme un systéme de réécri-
ture & terminaison finie et si I, R peuvent étre partitionnés en & = I, U s R=R, U R, de telle
fagon que
soit un systéme de réécriture confluent

19) (S, T4 Ry)

2°) les membres gauches de R, appartiennent & Tz(x) N T,_ ()
0
3°) tes formes normales des termes clos sont des I -termes.

Les opérations de Zooh sont appelées constructeurs et opérations définies .
Les régles de R et R, sont appelées relations entre constructeurs et définitions.
o
Remarque : La premigre condition entraine que les régles de Ro opérent sur les to-termes. De plus R0
est nécessairement 3 terminaison finie et, donc, tout Ié’-terme admet une forme normale.
La deuxigme condition entrafne que les I, -termes sont R -irréductibles, donc que leurs formes

normates t40 et it

pour R.U et R cofncident.
La troisiéme condition entraine en particulier que pour toute opération f de I, , tous
' " * :
Ea-temes o ST tn , 11 existe un zo-terme tu tel que fty... t —t, et que ty soit une
forme normale. Cette condition implique que (S, ¥ , R} est compléte vis & vis de (S, Iy RD); c'est en
fait une condition équivalente Torsque le systéme R est confluent et que Jes termes primitifs sont

irréductibles pour R

Les entiers relatifs peuvent &tre engendrés par trois constructeurs ZERO, SUCC, PRED reliés
par deux régles exprimant que SUCC et PRED sont des opérations réciproques. Pour définir d'autres opéra-

tions, on procéde par récurrence sur ces constructeurs. Cet exemple est étudié ainsi que plusieurs autres




11.10. 11

Type Entier relatif

T e e e p— ~—ﬁ

|
P' Sorte Entier
Opérations On dit que R, est basique si pour toute opération f :s' +s de I, , il existe un ensemble
Constructeurs s-basique oMy de motifs tels que pour tout T de M, R, contienne une régle de membre gauche f(T) . o

ZERO : Entier +

SUCC : Entier «Entier . SESTERR.RER
PRED : Entier « Entier La deéfinition des entiers relatifs est basique. En effet R, contient trois régles de membre
Opérations définies gauche OPP(ZERD}, OPP(SUCC(x)), OPP{PRED(x) et trois autres régles de membre gauche o
I 0PP : Entier « Entier PLUS(ZERO, y), PLUS(SUCC(x), y), PLUS{PRED(x), y) .
PLUS : Entier « Entier, Entier Hous empruntons & [BIDOIT, 81} 1'algarithme suivant de production d'ensembles basiques de motifs.
| Regles
| Relations entre les constructeurs Définition 2.5 :
PRED(SUCC(x)) = x On appelle ensemble structurellement basique tout ensemble de motifs dérivésd'un motif &lémentaire
SUCC(PRED(x)} % %X}, avec x,...x tous distincts, en appliquant la transformation sufvante de manire répétée ;
Definitions Soit ty...t, unmotif de 1'ensemble, t; un terme du motif et x we variable de t; .
OPP(ZERD) & V2ERG Pour chaque f de I, :s+s...5 soit tif =ty [fxpeex /@] 0l xp...x sont des variables
OPP(SUCC{x)) =+ PRED(OPP(x)) qui n'apparaissent pas dans ...t .
OPP(PRED(x}) - SUCC(OPP(x}) Remplacer le motif t..ty.t, par les motifs tl...t].f ...ty pour f parcourant £, . o
| PLUS(ZERD, y¥) =~y
PLUS(SUCC(x),y) -~ SUCC(PLUS{x, ¥)} Remarque : Un ensemble structurellement basique est évidemment basique. Soft o une substitution, t ...t
PLUS(PRED(x),y) = PRED(PLUS(x, y}) un motif et x comme dans la définition précédente. Soit o(x) = fu,...u, . Considérons la substitution

¢' définie par g'(xi) = pour i=1...k et g'(y) = aly) vour y#x’..,xk . Alors

t.g = (tif)- o'

et tyo = (t). o pour j £ i
Soit R = R0 U R, un syst2me de réécriture & terminaison finie. J

puisque toutes les variables de tj...t  —sont distinctes.

St, pour taut f de I, , tous b ...t de TZ , i1 existe une régle G0 de R
et une substitution o telles que ft,... tn =Gg ,alors R est complet. o
Exemple 2.3 ¢
Démonstration : Soit I, = { ZERD, SUCC }

Soit t dans Tr s T une forme normale de t A partir du motif &lémentaive (x, y) on peut dériver les ensembles structurellement basicues

Si t contient un symbole f de I, , on peut toujours supposer que f domine des iz -termes suivants

| ti... t, . Par 1'hypothése faite, ft,... t . donc T serafent réductibles par 1a régle G0 . Donc t t { {ZERD, y), (SUCC(x), ¥) )
est nécessairement un I -terme. 2 { (ZERO, ZERO), (ZERO, SUCC{y}), (SUCC(x}, y)}
3 { (ZERD, ZERO), (ZERG, SUCC(y)), (SUCC(ZERQ), y} (SUCC(SUCC(x)), ¥) }

0&fi Nous pouvons rassembler les définitions précédentes dans le résultat suivant

38 B

Soit s =i ... s, un ensemble de sortes. Un s-motif est une suite T =T ...T ~ de termes

de Ty o (77380 3 Tz i (x) , linéaires, sans variable commune entre eux. Un ensemble M de s-motifs
o'’ o’n

est s-basique si pour tous termes t,. Soft R un systéme 3 terminaison finie.

t, de TZ ’ i) existe une substitution ¢ telle que
o

Ty Igour H = dien o Si pour toute opération f de £, , il existe un ensemble M de motifs structurellement basique
i i TR

tel qu'il y ait au moins une régle de membre gauche f(T) pour chague T de M , alors

Sh uE, Ro U Ry) est complet vis & vis de (S, I RO) } o




11.12.

Rappelons qu'une spécification (S, £, R) est un enrichissement congistant d'une spécification
(Ss Iy Ro) si :

Ak s f
R, s

Lorsque R est confluent, nous pouvons énoncer le résultat essentiel.

Une spécification structurée (S, I) telle que R soit confluent est consistente. o

Oémonstration :

11 suffit de se rappeler que pour tout ):o-terme t, tR" = tR . Donc si t, t' sont des

zo- termes,

tag t o= tRopR o R ph

ta, t . I
R Ro i

Le résultat suivant est fondamental pour vérifier la validité d'assertions dans ume spécification |

structurse. Rappelons d'abord le théoréme de validité énoncé au chapitre I dans le cas général

Soit (S, £, E) un enrichissement complet d'une spécification primitive (S, ¥s, Eg) . Soit E'

un ensemble de  I-équations. Si (S, £, E UE') est consistant vis & vis de (S, Zs, Eo) , alors (S, I, €|
est (évidemment) consistant et :
|

TZ,E =t ]

8 : (théoréme de validité dans les systémes de réécriture) |

Soit - SPEC = (S, Zos Ro) un systéme de réécriture

- I, un ensemble d'opérations disjoint de xj

- R, un ensemble de régles tel que SPEC = (S, Uzx Ry U Ry} soft structurée

- R} un ensemble de régles tel que SPEC' = SPEC + R} soit encore structurée

Si R, UR, UR) est confluent alors
1°) SPEC est consistante vis & vis de SPEC)

2°) Les assertions de R! sont valides dans 1'algébre initiale TSPEC c

11.13.

Démonstration :

SPEC est compldte par définition et SPEC' est consistante (propesition 2.7). Donc les
équations de R; sont valides dans TSPEC , d'aprés ta proposition précédente, et SPEC est elle-méme

consistante.

Remarque : Le théoréme 2.8 donne 'une méthode de preuve de consistance d'une spécification Torsque les
relations entre les constructeurs peuvent étre considérées comme des régles de réécriture, Nous devons
ce résultat pour une certaine part & des discussions avec P. DERANSART [BERGMANN & DERANSART 81] .
Nous pensions auparavant qu'il était nécessaine de considérer les relations entre les constructeurs
comme des équations et d'utiliser la propriété de confluence de la relation de réécriture modulo ces
équations pour assurer la consistance,
Nous devons aussi beaucoup aux discussions stimulantesavec M. BIDCIT et aux exemples de spécifications
avec relations entre les constructeurs [BIDOIT 1981] . A 1'encontre de ce dernier, nous pensons que
chaque fois que cela est possible il y a intérét & arienter les relations comme des régles de réécriture
et ceci se confirme effectivement en ce qui concerne les preuves de consistance.
Si on veut prouver la consistance de SPEC , on teste )a confluence de R U R, . On peut compléter le
systéme de réécriture & condition de ne pas ajouter de régle dont le membre gauche soit dans T (x) 3
Une fois obtenue un systéme confluent et & terminaison finie, donc une spécification structu-
rée, on peut prouver de nouvelles assertions du moment que celles-ci se présentent comme des régles
de réécriture vérifiant les conditions du théoréme.
Cette méthode avait &té €tudiée auparavant par (HULLOT 80) mais uniquement dans le cas ol

i1 n'y a pas de relations entre les constructeurs,

-

Mise en évidence d'une spécification non consis:::"'//’/
Si, au cours de 1'algorithme de comp: f, les deux &léments d'une paire critique se normalisent

en deux I, -termes distincts , on est assuré que 1a spécification SPEC as consistante.

, comme on peut le montrer par récurrence su ombre de reqles ajoutées,

puisque t, t' sont deux R -formgs-nGrmales distincts et que R est confiuent.

Mhcoadl Van 6 a8, de HS Wt ( )

Relation entre consistance et confluence sur les termes cios s g -
e d’ Tlawne FO%Q (c /‘«’ET)

Soit S, I, R une spécification structurée consistante. Alors R est confluent sur les

termes clos. a

a ses formes normales dans T . Prouvons en fait la propriété

I,
R

Rappelons que tout terme de TZ

de Church-Rosser. Pour t, t' dans Tz H = t' - ER = E'anﬂ = T (puisque R est consistant)
0

R R

- e (puisque Ry est confluent).
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2.4.- Exemple : Une spécification des entiers relatifs

Nous enrichissons la spécification des entiers relatifs donnée précédemment en ajoutant une

opération de multiplication avec sa définition ainsi qu'une famille d'assertion auxiliaires nécessaires

pour prouver la confluence du systéme,

Vérificatiol

Par exemple

Type Entrelatif
Sorte Entier
Opérations
Constructeurs
ZERO : Entier +
SUCC : Entier + Entier
PRED : Entier + Entier
Opérations définies
OPF : Entier < Entier
PLUS : Entter « Entier, Entier
MULT : Entier + Entier, ENtier
Regles
Relations entre les constructeurs
SUCC(PRED (x)) = x
PRED(SUCC (x)) - x
Définitions
QPP(ZERD) - ZERD
OPP(SUCC (X)) —~ PRED{OPP (x})
OPP(PRED (x)} = SUCC(OPP (x))
PLUS(ZERD, y) =~y
PLUS(SUCC(x),y) = SUCC(PLUS(x, ¥))
PLUS(PRED(x),y) - PRED{PLUS{x, ¥))
MULT(ZERO, y) - ZER)
MULT(SUCC(X),y) = PLUS(y, MULT(x, y)}
MULT(PRED(xX),y) - PLUS{OPP(y), MULT(x, ¥))
Assertions auxiliaires
PLUS{%,SUCC(y)) = SUCC(PLUS(x, ¥}}
PLUS{x,PRED(y)] -~ PRED(PLUS(x, ¥})
PLUS(x,0PP(x)) - ZERD
PLUS{OPP(x),x) = ZERD
PLUS(x,PLUS(y,2)) » PLUS(PLUS(x,y), 2)

n de 1a confluence
Examinons les paires critiques résultant de ta superposition des relations sur les définitions.
PLUS{SUCC({PRED(x)}, ¥}

SUCC(PLUS(PRED(x), y}} PLUS(x, ¥}

CUAPIANERTAINC I vy
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De méme pour les autres définitions de OPP et PLUS ; plus intéressant :

MULT (SUCC (PRED (x)), y)

PLUS(y, MULT(PRED(x}, v)) MULT(x, y)

PLUS(y, PLUS(OPP(y}, MULT(x, y})}

PLUS(PLUS(y, OPP(y)}, MULT(x, ¥))

PLUS(ZERD, MULT(x, y))

On a utilisé cette fois deux assertions auxiliaires.
Examinons maintenant ces assertions :
PLUS(SUCC(x), OPP(SUCC(x))

76RO
SUCC(PLUS{x, OPP(SUCC(x))))

SUCC(PLUS(x, PRED(OPP(x))})
SUCC (PRED(PLUS(x, OPP(x)))}
PLUS(%, OPP(x))

On a utilisé de nouvelles assertions auxiliaires, qu'il faut aussi examiner.

Terminons avec la propriété d'associativité et superposons PLUS(SUCC{x)y) & 1'intérieur

du membre gauche de cette propriété
PLUS(x, PLUS{SUCC(y), Z))

PLUS{PLUS(x, SUCC(y)), z)
PLUS{x, SUCC(PLUS(y, z}})
PLUS{SUCC(PLUS(x, ¥)), z)

SUCC(PLUS(x, PLUS{y, z)})

T SUCC(PLUS(PLUS(x, ¥}, 2))

Remarque : Nous avons d'emblée introduit toutes les assertions auxiliaires nécessaires 2 la preuve de la
confluence. Examinons ce qui se passe sans cette aide. Dans la seconde superposition (sur
MULT(SUCC(PRED(x)), ¥)) 1'algorithme s’arrdte sur la régle

PLUS(y, PLUS(OPP(y), MULT(x, y))) — MULT(x, y}
L'orientation est ici &vidente
En superposant 1a régle MULT(ZERO, y) — ZERO sur cette régle, on obtient

PLUS(y, PLUS(OPP(y}, ZERD)) —+ ZERO
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On peut superposer sur cette régle les définitions de PLUS et de OPP . Par exemple

PLUS(SUCC(y), PLUS(OPP(SUCC(y)), ZERD))

*

SUCCPLUS(y, PRED(PLUS(OPP(y), ZERO}})) ERO
et une situation symétrique en &changeant les réles de SUCC et PRED.
L'incorporation de cette régle au systéme et une nouvelle tentative de superposition conduit ensuite

3 1a regle
SUCC (PLUS(y, PRED (PLUS(OPP(y), ZERQ)})) — ZERD

Le systéme se met ators & engendrer une infinité de régles de plus en complexesd défaut
de disposer de 1a régle
PLUS(x, PRED(y)) — PRED(PLUS{x, ¥})
Cet exemple, pas entiérement trivial i1 est vrai, montre que 1'algorithme de complétion

peut trés facilement ne pas terminer.

11.17.

Dans Te paragraphe précédent nous avons &tudié des spécifications of relations, définitions
et assertions auxiliaires pouvaient étre considérées comme des régles de réécriture. If peut arriver
que certaines relations ou certaines assertions ne puissent pas &tre orientées.

Nous présentons dans ce paragraphe une nouvelle propriété, la confluence d'un systime de
réécriture modulo un ensemble d'équations et nous montrons que cette propriété garantit 1a consistance
de la spéciﬁc;'tbi‘on totale vis & vis d'une spéc'l;‘ication primitive & condition que les termes primitifs
soient irréductibles par les nouyelles régles ou &quations.

Deux méthodes essentiellement permettent de vérifier qu'un systime de réécriture est confluent
module un ensemble d'équations. Toutes deux supposent que la composition de la relation de réécriture

et de la congruence est d terminaison finie.

La premigre méthode suppose que Tes régles sont lingaires d gauche ce qui est une restriction
importante. Elle suppose aussi que toutes les équations ont méme ensemble de variable 3 gauche et 3
droite, ce qui est de toute fagon nécessaire pour gargntir 1a terminaison finie. E1le suppose enfin que
la E-8galité est décidable, ce qui est' raisonnable. (i'l s'agit alors de montrer que, d'une part, R est
confluent modulo E sur les paires critiques résultant de la superposition des régles entre elles et que,
d'autre part, R est confluent modulo E sur les paires critigues résultant de la superposition des regles
avec les &quations et des équations avec les régles.

La deuxiéme méthade ne nécessite pas la linéarité & gauche des régles mais introduit ¥a notion
de paires critiques & une E-unification prés et nécessite qu'on dfspose d'un algorithme calculant des
ensembles finis completsd'unificateurs. Pour le moment, ceci est le cas pour des &quations de commutativité
et d'associativité ce qui, dans la pratique est deja trés intéressant. Cependant on ne peut pas espérer
traiter de cette maniére des assertions auxiliaires. Cette méthode est due & Peterson et Stickel et
développée par Huet et Hullot. Nous me la discuterons pas.

Enfin, nous donnerons une méthode qui suppose seulement la terminaison finie de R , utilise
la E-égalité en un coup mais nécessite malheureusement que les régles soient lindaires & gauche comme &
droite. Cependant cette méthode 5'avére intéressante sur de petits systemes de réécriture et i1 se peut
d'autre part que certaines restrictions puissent étre levées.

Dans 1e dernier paragraphe nous montrons comment ces méthodes permettent de prouver la consis-

tance de spécification et en particulier de prouver la validité d'assertions dans une algébre inftiale.
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I
|

Nous &tudions d'abord Ta propri&té pour une relation de réécriture - et une relation ] .
La prapriété de confluence modulo peut étre localisée de deux maniéres

d'équivalence ~ .

Définition 3.3 :

Une relation de réécriture —s est localement confluente modulo une relation d'équivalence ~ si pour
Une relation — est confluente modulo une relation d'éguivalence ~ si, pour tous &léments
. toPs S5 Sy Sz Q.
sy tys', t' ,ona -
Sethstes b ttat e sbt s~ b s o= 5ty

ob 1a relation & est définie, pour tous s', t', par ' ¥ t' si et seulement si i1 existe

s
ENTEIES] 5
s", t* tels que / \

et s st &t sl‘\ ,"Sz
8 gl *
On peut représenter 1a propriété de confluence modulo ~ par le diagramme st s
L
% % [Confluence locale modulo) a
1 Définition 3.4 :
A 2
*\\ /*‘ Une relation de réécriture — est cohérente modulo une relation d'équivalence ~ si pour
Vo tous s, 5, , t,ona
P ~
Confluence modulo ~ g s—5 & s~t ws, bt
Soit - une relation normalisante. Rappelons gqu'on note T une forme normale (non nécessairement s fv,t
unique) d'un terme t . On note d'autre part — = la relatfon d'équivalence engendrée par ~ U — U« / '
ou «— est 1a relation symétrique de —» . Sn‘\ ‘l *
Lorsque — est une relation normalisante, nous obtenons deux nouvelles caractérisations de la propriété * \";‘\J.'
de confluence modulo une relatfon d'&quivalence. st
(Cohérence modulo] °
Proposition 3.2 *
Soit — une relation normalisante. — est confluente si et seulement si elle vérifie 1'une
des trois propriétés suivantes : Toute relation — & terminaison finie est confluente modulo une relation d'équivalence ~
1) s, t § ~t = S~ si et seulement si elle est localement donfluente et cohérente modulo ~ o
7) ¥s, t sEt - sbt
3) vs, t sE&t o TaT
La propriété 2° est appelée propriété de Church-Rosser et peut &tre représentée par le 11 est possible d'affaiblir la propriété de cohérence en faisant une hypothese de terminaison
diagramme suivant finie plus farte.

Définition 3.6 ¢

Une relation — est localement cohérente modulo une relation d'équivaience ~ si pour tous
. !
s s t u s,s1,t ona
s — 5 & St = 5 ¢t

ol +~— est une relation symétrique telle que ~ = +—
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8§ — ¢t
!
/] ‘
)
st N
PR l’
P
wptate At 1 e (eohgrence locale modulal e }

Proposition 3.7 :
Soit — me relation de réécriture, ~ une relation d'équivalence telle que — ~ soit

3 terminaison finie. —— est confluente modulo ~ si et seulement si — est localement confluente et H

localement cohérente modulo ~ .

Dégonstration [RUET 80] o
Cette proposition sera généralisée dans le cas des systémes de réfcriture conditionnels et la
preuve donnée & ce moment.

Remarque : Coupte tenu de la proposition 3.2, on peut remplacer dans les définitions des propriétés pré-

cEdentes la condition s' {4 t' par la condition S~ T & condition que — soit ncrmalisante.

On peut localiser d'une autre manidre les propriétés de confluence et de coh@rence modulo ume

—_ .

relation d'Equivalence de manidre 3 supposer seulement la terminaison finie de

1y i g i |

ine relatios — est confluente en un coup modulo ~ si —» est confluente et si, pour tous s, t, s', t’

€ N €
o la relation | est définie pour tous &', t' par s' }t' ei et seulement si 11 existe s", t"

|
3
+ *
st s — s’ st o= st ot

tels que
* *
& R S I QT

et of ]

Ii u'esl paus pussible de wounree dlieciemeul que la counfluence en wa coup modulo implique la
confluence modulo ~ . 5i l'on suppose — de plus normalisante, on obtient une expression différente de

la propriété, entrainant ta confluence.

Proposition 2.9 :

Soit — une relation normalisante et confluente ; — est confluente en un coup medulo

o E =
skt » 5+—E . De plus, dans ce cas, —» est confluente modulo ~
o

si et seulement si pour tous s, t
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Démonstration

Supposons — confluente en un coup modulo ~ . Soit s, t tels que swdt , 2lors s L N
(2 20 done Ef £ c'est-a-dire AT puisque &, T sont irréductibles.

Réciproquement, supposcms que, pour tous s, t , on ajt st «~ 557 . soit s, £, 8", t'
tels que g+t , s S , t Jt' . Alors B =§ , T =T done 3'==E' ce qui prouve que s i t'
(3 $i — vérifie cette dernidre propriété, on montre, par récurrence ux n > O que, POUT LOuS
5t st » 5 &84t o, par convention s»SIat si il existe kg n tel que sl . Donc,

pour tous S, t, S~t s S~T ce qui implique que » est confluente modulo ~ .

On peut localiser encore la propriété de confluence en un coup.

Définition 3.10 :

Une relation - est localement cohérente en un coup modulo ~ si, pour tous s, 8;, t

3
53— 5 & srit = 5, bt .
Sp—it
1
i
7 L
s
\\ )
)
XN F oy
‘é;»--«:‘

Soit —» une relation confluente et 3 terminaison finie. — est confluente en un coup modulo

si et seulement si elle est localement cchérente en un coup module ~ o

Démonstration :

La condition est évidemment nécessaire. Prouvons qu'elle est suffisante. Seit P(s, t) 1la

m

t

2,
o

prope

* *
P(s, ) : sr4t =ys', t' s —s’ & tt' = 5 & tf

Considérons d'autre part la relation de réécriture -4 définie, pour tous couples (s, t), (s', t'), par
(3, t)mp(s', t") e (s »s' &t =wt')y ou (s=5" & tsch
On montre simplement que e est @ terminaison finie. Il suffit donc de montrer que P est une
propridts wme-hérdditaire,c'est-h-dire que Vs, t (¥6', t' (5, mep (s', t') = B(s', t')) = B(5, ©)

: ] PR »
Soit s, t donnés et P vérifiée pour tous s', t' tels que (s, t)wmp (s', £') .

: & * : . :
Soit 5'1, t' tels que s—s' a4t —t' ., Si 8" =8 et t'=t, iln'y arien @ prouver. On peut

s 3 * 3 s N
donc supposer par gxemple qu'il existe s tel que § »s —+ ' . (figure ). On utilise successivement

- la cohérence locale sur s,, t obtenant des &léments s} , t} tels que
o £ N *
S;—+ B a4 b] &—

y obtenant un Elément s" tel que

|

- la confluence sur s',
. o*
5'— gt s"

- la confluence sur t', t) obtenant un €lémeat t" tel que

*
tr st A (o]
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- et \a proprigté P(s), t;) sur s, t" obtenant des &léments s ,t" tels que
s|__‘. UL QPCTR - S amdp

ce qu'il fallait démontrer.

A b
p—
i
cohirems !
M Jocals ! x
v e wacoup "
i}
b \* I cown
con
A \m.m\ilg— v flaence ’t‘
\f N I:'Q\ B
\ /
LA *\\ S
Ny .
A h “\(1,(
A.vl\ 5';‘ Qitlkh
\ rleurrence ’
E XN /%
. 2
R I 7Y
w

A tlll

Nous supposons meintesant que — et ~ sont respectivement de la forme - et wp  pour des

systemes de réécriture et d'équations sur un ensemble sz de I-termes.
Nous avons besoin de construire des paires critiques en superposant les régles de R non seulement

entre elles {pour 8tudier 1a confiuence) mais aussi avec Yes Bquations de € . I est naturel & cet endroit

de considérer qu'd une équation de E sont associges deux régles de récriture. Nous parlerons, par abus
de langage,des régles de E U E™

Définition 3,12 &

On appelle :
- paire critique de E/R toute paire résultantde la superposition d‘une régle de E U E? sur une

régle de R

- paire critique de R/E toute paire résultant de la superposition d'une ragle de R sur une régle

de EUET . a

Nous avons besoin aussi des propriétés de lintarité a gauche et & droite d'un systéme de réécriture.
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Définition 3.13 :

Un terme t est dit lingaire si chaque variable de U (t} apparaft exactement une fois dans t
Un systéme de réécriture est dit lingaire & gauche (resp. 3 droite) si les membres gauches (res. droites) de

chacune de ses régles sont linéaires.

4 : [HUET 801

Soit R un systéme de réécriture linéaire & gauche et £ un ensemble d'équations ayant mémes
variables & droite et & gauche. ST ~—p . = estd terminaison finie, R est confluent module E si et

seulement si, pour toute paire critique (P, Q) de R, R/E et E/R ona P Yo Q

Démonstration :

Les conditions sont évidemment nécessaires. Montrons réciproquement que, sous ces conditions, R
est localement confluent et Tocalement cohérent modulo E .
Soit s, 51, s; des termes tels que s =% S et S—p S2 0U bien $—ig 5 c'est & dire
S —FpET S: puisque 1a'condition sur les variables des équations de E permet de les considérer comme des
régles de réécriture. Soit wu;, up les occurrences de s , G, +D; , G, - D, les régles de réécriture et
o1, 62 les substitutions utilisdes pour réécrire respectivement s en s, s,
On a donc
Sy, G sy = s{u ¢ Doy )
et
5|u’= G202 sz = s(uz ¢—Dz02 )
Nous avons & distinguer plusieurs cas selon que u;, u; sont des occurrences disjointes ou que u,, U
sont préfixes 1'une de 1'autre. Dans ce cas, on peut se ramener & u, préfixe de u, (quite & échanger

Tes réles de s,, 52 ) etméme & u =g et u; =u

Nous avons de toute fagon d montrer que s, i Sz

Cas a) wuy et u, disjointes : 11 est clair alors que
5{U ¢~ D101) (U= D207 ) = s{Uzé—Dz0p ) (Uie—Dyoy )

donc que s, ¥ s,

Cas b) uy =¢ u =u
Mans ce cas s = Gy, De nouvean deux cas se précentent ¢
u est une occurrence de &, telle que Gllu n'est pas une variable ou bien u se décompose en w.v

tel que G‘[w = x et v est une occurrence de oy (%)
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Cas by) G‘lu ¢ x  (figure - cas b}

On a par definition (Gx\u)a. =60, et s =00, sz = 6oy, (ue Dzop )

D'aprés la proposition 1,14, i1 existe une patre critique P, Q et une substitution o tels
que

sy =0.p sz = P.p
Par hypothése, P L ¢ donc s;bs, . |

" iy«

Fiqure - cas b Ty d

Cas by} u=wv, Gnlw =x €X et v est une occurrence de o,(x) , alors G0, est égal & i
toctoa. di -
S|y, © est-a-dire & (G0, )w.v (n,(x))lv .
Soit o, la substitution coincidant avec o, sauf en x o o}(x) = oi(x) (ve—Dw0, )

Soit m, n le nombre d'occurrencesde la variable x respectivement dans G, et dans D, . G5, et D.ax

1
se réduisent respectivement en 6,0y et Dio; par m ou n applications de la régle r; : G,— D, F

{voir figure b,) . Et G107  se réécrit en Do)  par une application de Ya régle ry : Gi— D, . I

Compte tenu de la définition de s,, s, ona §,— 1 Do e—— G0 ML g, |
T2 1 r 1 T,
Gy [
T ) |
G 601
s G,
e \%
Dy /)
i Tl 75 (%
A /X) \ = (Ve Dy 2)
rda |
1
5; * Gnambee G/ U nowhn doccumancas {
¥\ doccurmence du J

9\ wiins Da doz dang Gy maien 4

Dy Dya—G1 Gy
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Analysons maintenant les situations suivant la nature des régles ri, r:
I} ri, mER:

alors sy¥ s
Myrn €EUVEY, rp €R:

alors sxfsz
) rneER, r, EEVET ¢

Par hypothese, G, est linéaire donc m =1 :

Donc

5 =T 010; «— Gy =52 et s Ly ¢

Ce qui achave 1a preuve.

En examinant la preuve effectuée, on note qu'on peut remplacer la conclusion s, I s, par la
conclusion plus forte s, i s; moyennant quelques hypothéses supplémentaires.

Dans le cas by}, i1 faut supposer que P i Q pour chague paire critique

Dans le cas b,.11I, i1 faut supposer que n=0 ou 1 c'est & dire que D, est linéaire. 1 faut
donc supposer le systéme lindaire 3 droite également.

Nous obtenons le résultat suivant

Théoreéme 3.15 :

Soit R un systeme de réécriture & terminaison finje et !inéaire & droite comme & gauche, et E
un ensemble d'équations ayant mémes variables & gauche et & droite.
Si, pour toute paire critique (P, Q) de R, PLQ et si, pour toute paire critique (P, Q)

14
de R/E oude E/R,PLQ , alors R est confluent modulo E . o

Démonstration :

La premiére hypoth&se prouve que R est confluent, 1a seconde que R est localement cohérent en
un coup moduto E . IV résulte de la proposition 3.11 que R est confluent en un coup module E , donc

confivent module E .

Remarque : Les conditions de confluence en un coup pour Tes pzires critiques sont suffisantes mais pas
nécessaires. On a besoin de 1'hypothése sur les Equations pour considérer les équations comme des regies de
réécriture dans la démonstration précédente. Le principal avantage de ce résultat est de ne pas avoir &

supposer la terminaison finie de —p % - Un second est qu'on n'a pas & supposer la E-2galité décidable.

Remarque : Comme pour 1'&tude de la confluence du paragraphe I, on peut remplacer les hypothéses PIQ 3

£
PLQ par les hypothdses équivalentes P~Q , P +% §
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3.3.- Algorithmes de compigtions

Chacune des propositions 3.14 et 3.15 sert de base & un algorithme qui, soit teste Ta confluence

d'un systéme de réécriture modulc un ensemble d'équations, soit tente de compléter ce systéme en un systéme

Tui-méme confluent.

3.3.1.- A1 omplétion_pour_la_propriété_de confluence modulo :

Les éléments de cet algorithme sont les suivants :
- un proc&dé pour déterminer si une relation R " est & terminaison finie ; nous &tudierons
ce probléme au paragraphe suivant.
- un procédé pour tester la E-égalité de deux termes
- un procédé pour déterminer si un couple de termes P, Q obtenus par normalisation d'une

paire critique peut &tre orienté comme une régle.

Les cas d'échec de 1'algorithme apparaissent si on ne peut trouver une régle de la forme P
ou 6-*5 lingaire & gauche et préservant la terminaison finie du systéme.
L'a\gorithn;e peut également ne pas terminer. Nous verrons plus tard que dans certains cas particulies)
on peut assurer que le systéme testd n'est pas complétable en un systéme confluent medulo les &quations.
Nous n'avons pas la prétention ici d'optimiser 1'examen des paires critiques,ni d'assurer une
propriété de complétude & 1'infini. Nous renvoyons & la thése de [HULLOT 80] pour cet aspect.
Algorithme de compl&tion (pour la canfluence modulo un ensemble d'équations)
Initialisation : Ranger dans Paires Critiques toutes les paires critiques de R, R/E, E/R
R' ¢ =R
Tant que Paires Critiques ¢# VIDE faire
Soit (P, Q) un &lément de Paires Critiques
T = Forme normale de P pour R'
q = Forme normale de Q pour R'
Cas . P = Q alors Paires Critiques : = Paires critiques - {(P,Q)}

V@ cVE) et Folingaire alors

soit R" = R' U{F @
81— ®, est d terminaison finie |
alors R' : =R" I
Paires Critiques : = Paires Critiques - {(P. Q})
U (Paires Critiques de P+ Q avec R" et E}
V() c V(G et T lingaire alors faire de wéme en échangeant P et Q
. sinon échec
Fin tant que.

Si 1'algorithme s'arr@te R' est un systme de ré&criture contenant R , confluent module E et tel que

e e est i terminaison finie.
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L'algorithme est construit sur le méme principe que le précédent. Les trois modifications suivantes

sont 3 apporter
1°) 11 faut tester la terminaison finie Lc, -
2°) i1 faut tester que F-—C4E q. =
3°) it faut, avant d'ajouter une nouvelle régle,tester que F et Q sont linéaires.
L'utilisation de — permet une optimisation : suppcsons que ni 7—6 ni Q=P ne vérifient
Tes conditions pour &tre ajoutdes. On peut alors chercher, soit un terme ' tel que 5‘—45 T et PLT
vérifie les conditions, soit un terme P' tel que P — P et Q<P vérifie les conditions.
Une autre idée consisterait, Jorsque TP 'Ea sans que 5-"{5 & adjoindre ; = -Q & b
Mais i1 faut & ce moment tester la confluence en un coup sur les paires critiques résultantde Ta superpo-
sition de F=ﬁ avec les régles. Comme 3-—"45 pour un n strictement supérieur & 1, i1 y a des

chances que ces paires critiques conduisent elles-mémes @ des formes normales non &gales en 1 coup ni en

n coups, pour n fizé,
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utilise la propriété de Church-Rosser modulo ces &quations.
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De nouveau, nous nous intéressons aux spécifications dans lesquelles on peut distinguer des opération |

et des équations ou des régles primitives. Nous examinons & gquelles conditions ces spécifications sont des
enrichissements.
Cette fois on suppose que toutes les équations ne peuvent pas &tre orientées comme des régles de

réécriture sans violer la condition de terminaison finie. On conserve certaines &quations comme teiles et on

Comme “dans le cas des systémgs de rédcriture burs, on peut accepter des régles orientées entre les
constru‘cteurs.“Eﬁ'b&ntre-parffse, on peut’ accepter desiéquations en dehors de la spécification primitive &
condition de faiv‘je qué‘lques hypntﬁéses. 1 ne faut pas que ces €quations puissent rendre &gaux deux termes
primitifs qui ne Te sont pas Iadl'&é;art.

Nous avens besoin égaler]nenf de supposer que les équations entre les opErations primitives ont méme
ensemble de variables 5 gauche et & droite (onldira qu'elles sont non effagantes). Cette condition est impor-
tante pour emplcher que ‘des ﬁ;'eﬂv':es puissent l)-t.illiser des intermédiaires non primitifs.

Nous rassemblons dans Ta définition suivante Jes propriétés qui sont requises pour appliquer les

critéres de confluence modulo.

Définition_ 4.1 :

Une spécification (S, I, A} est dite structurée (au sens large) siE =X, UL ,A=EUR,
E=Eg UE, , R=RgUR sont tels que
1) E,, E: sont des ensembles d'&quations, R,, R; des ensembles de régles
2) (S, Lo, Ep U Ry) est une spécification dite primitive avec R, & terminaison finie et confluent
modulo E, et £y non effagant.
3) Ry UR; est 2 terminaison finie
4) Les membres gauches de R, et les deux membres de £, appartiennent & Tz(x)\Tzn(x)

5) Les formes normales des termes clos sont des Zg-termes. o

Remarque : Lorsque E est vide, on retrouve la définition du paragraphe 2.

Notation : On note R N R VR qog formes normales d'un terme s selon les systémes R, et Ry UR;

On note d'autre part Ay = Ro U Ep

Nous avons besoin d'un “emme exprimant que tout x-terme E, équivalent 3 un terme primitif est Tui¥
primitif.
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Leme 4.2 :

Soit E, un ensemble de E,-équations non effacantes et soit ", la x-congruence engendrée par E .

Alors, pour tous termes t, t' de Tz(")

tag t' wteT ()= t €T (1) o

Démonstration :

Par récurrence sur 1a longueur de 1a preuve de t = t' . 11 suffit, par symétrie, de montrer
L]

teT, =t'el L So0it te—mp by =l t' avec tET . Alors t contient une instance Go
Io Iy Ep £ &

d'une régle G =D (ou une instance Do mais la situation est symétrique). Pour toute variable x de

G, o (x) est un f,-terme. Puisque (D) = W(6) , Do est aussi un I,-terme , ainsi que t, et, par

récurrence, t' est un Ig-terme.

Propesition 4,3 :

Soit (S, Z, A) une spécification structurée
Alors 1) pour toit terme s de Tzo[x)
§R°U Ry §R.
2) pour tous termes s, t de TZum

$ "yt ™ St - o

Démonstration :

1) évident parce que tout Zo-terme est R;-irréductible.
2) par le lemme 4.2, toute E,-équation transforme un Io-terme en un autre Xo-terme. D'autre

part, les équations de E; ne s‘appliquent pas aux Eo-termes. Donc, pour s € T}.‘ (x) =
a

SR, b nsheg &

Nous sommes en mesure de prouver maintenant qu'une spécification structurée (S, I, A) est consistante

dés que R est confluent modulo E

Théoreme 4.4. :

Seit (S, I, A} une spécification structurée telle que R soit confluent modulo E

(S, £, A) est consistante et compléte vis 3 vis de (S, o, Ae) . o

R vérifie la proprigté de Church-Rosser vis & vis de E . En particulier, pour tous termes

s, t de Yzo(x)

<Ry UR, sRoURy
smto~ 8 " uE
- ERﬂ = ER" d'aprés la proposition 3.17
o
- s BAQ t

D'autre part tout terme clos de Tz admet une forme normaie qui, par hypothése appartient &




EE——i=CnT
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Hous obtenons une généralisation de la méthode de preuve d'assertions dans 1'algebre initiale.
Comme toujours, cette méthode est fondée sur le fait qu'un enrichissement complet contenu dans une extenston

consistante coTncide avec cette extension. I1 suffit donc de rassembler les critéres précédents pour la com-

plétude et la consistance. 11 est bon d'avoir aussi une condition de non-consistance gui permet de détecter

une erreur dans une spécification.

Soit SPEC = (S, £, U X, , E U R) une spécification structurée, R' un ensemble de régles dont
les membres gauches n'appartiennent pas @ ng(x) et tel que R U R' soit & terminaison finie
S RUR' est confluent modulo E
Alors
1°) (S, o UL, , EUR) est consistante
2°) Les assertions de R' sont valides dens 1'aigtbre initiale Teppo o

Démonstration : [dentique & celle du théaréme 2.8.

Nous pouvens appliquer 1'un des algorithmes de complétion du paragraphe 3 pour trouver les régles
R* qui rendent le systme R U R' confluent. Notons que nous n'avons pas cherché dans ces algorithmes &
supprimer des régles devenues inutiles. Si tel &tait le cas, il faudrait modifier la formulation du théorsme i
et considérer un systéme R confluent modulo E et tel que E UR" engendre la méme congruence que

EURUR'
Nous pouyons aussi domner une condition pour qu'une spécification structurée soit inconsistante.

Soit SPEC wune spécification structurée. Si au cours de 1'algorithme de compligtion, une paire
critique (P, Q) donne des formes normales P, Q dans Tzﬂ(x) telles que P ‘Eqﬁ , alors SPEC est

inconsistante et R ne peut 8tre complEté en un systeme confluent modulo E . =

T |
Démonstration : Supposons SPEC consistante, par construction toutes Tes paires critiques sont telles que
"""""""" - = X |
3 EyR Q donc telles gue P "‘tURQ S1 P, Q sont dans Yio(x] on doit avair P EEOUR..Q donc

P 2 [} puisque Ry a la propriété de Church Rosser vis & vis de E, ce qui contredit 1'hypothése faite.
¢
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I1.5.- Conclusion

Ce chapitre contient des résultats de deux types :
les premiers concernant les systemes de ré&criture, les seconds donnent des applications 2 1'étude de ta con-
sistance de§ spécifications hiérarchiques.

Dans Je premier domaine, nous avons rappelé des travaux dos & Knuth et Bendix [K & B 70] , Muet
[HUET B1] et Hullot [HUL 81] . Nous devons signaler aussi le travail de Peterson et Stickel [P & § 81]
qui proposent une autre approche de la confluence vis & vis d'un systeme d'équations. I1 s'agit d'étudier
la confluence d'une relation de ré&criture définie dans la structure quotient & 1a relation d'squivalence.
Nous avons par ailleurs apporté un résultat nouveau de confluence nécessitant seulement 1'hypothése de ter-
minaison finie pour les régles.

Une présentation générale des problémes 11és aux systimes de réécriture peut étre trouvée dans
(H &0 80 ]. D'autre part, nous tenons & signaler plusieurs recherches sur 1a terminaison finie des systemes
de réécriture dans la mesure ol cette condition est absoument nécessaire a Ta mise en oeuvre de 1*algorithme
de complétion. L'idee la plus utilisée est d'utiliser un ordre sur les symboles d'opérations et de construire
& partir de celui-ci un ordre noethérien sur les termes qui permette de comparer les deux membres de chague
régle de réécriture. Ainsi Dershowitz [DER 79] définit un ordre récursif sur les chemins ; Kamin et Levy
[K & L 82 ]généralisent cet ordre en utilisant un ordre Texicographique sur le mylti-ensemble des sous-termes,
Lescanne, Reinig et Jouannaud ([LES 81] [REI 81] , [JLR 82]) utilisent ume décomposition récursive des arbres
pour ddfinir une famille d'ordres qui sont plus forts que 1'ordre de Dershowitz dans le cas ou 1'ordre sur
les symboles est partiel.

Dans le domaine des preuves de consistance, nous avons mis en Eyidence le lien entre cette propri&té
et celle de confluence sur les termes clos. On pouvait penser que toute relation entre Jes constructeurs devait
&tre considérée comme une &quation. I1 n'en est rien et on peut considérer comme régles de rédcriture tous
Tes axfomes qui préservent Ja propriété de terminaison finie. Une autre difficulté est qu'une spécification
peut étre consistante sans définir un systéme de réécriture confluent. Cette difficulté est partiellement
levée par Tes méthodes de complétion développées par les auteurs précédemment cités.

Nous pouvons comparer notre approche avec celle de P, Padawitz [PAD 80,82), Padawitz considére toute
refation entre les constructeurs comme une équation ; pour éviter les difficultés Tides & 1a terminaison
fine, 1 utilise une propriété de confluence en un coup mafs en définissant une relation de réécriture
récursive plus puissante que Ja réécriture simple, D'autre part, Padawitz cherche 3 montrer 1a confluence
uniquement sur les termes clos. I1 définit des paires critiques closes qui sont en nombre infini.

11 est obligé d'effectuer des raisonnements par récurrence sur 1'ensemble de ces paires critiques.
En définitive Tes deux approches semblent trés complémentaires.

Notre dernigre contribution est d'avoir dégagé le lien entre preuves d'asserticns dans 1'algébre
initiale d'une spécification structurde et preuves de consistance de spécifications. Deux travaux avaient
ouvert 1a vole ; Musser (MUS 80] considére un concept de consistance uniquement par rapport aux booléens et
s'interdit d'obtenir VRAI = FAUX. Huet et Hullot (H & H 81) dégagent Ja condition que Tes cpérations doivent
8tre complétement définies vis & vis des constructeurs. Par contre, ils interdisent toute relation entre ces
derniers. Les méthodes que nous avons développées pour tester la consistance nous permettent d'accepter de

telles relatfons. I1 reste i la suite de ce travail & implanter les algorithmes de tests de consistance en

intégrant dans les algorithmes actuels des tests supplémentaires sur la forme des régles et des équations dérivées.
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CHAPITRE III

SYSTEMES DE REECRITURE CONDITIONNELS ET SPECIFICATIONS STRUCTUREES.

Introduction :

Un ensemble d'é&quations conditionnelles sur des termes permet de définir une congruence syntaxique.
Deux termes sont équivalents si on peut passer de 1'un & 1‘'autre par une chafne de remplacements d'égaux par
des &gaux, chaque remplacement étant permis si la précondition associée a été prouvée récursivement &quivalente
2 VRAIL.

De méme un systéme de réécriture conditionnel permet de définir ume relation de réécriture récursive.
Une régle conditionnelle est utilisée en instanciant ses deux membres et en vérifiant récursivement que la
précondition instanciée se réduit en VRAI.

Le probléme posé est celui de traduire un ensemble d'équations conditionnelles en un systeme de
réécriture définissant des formes normales uniques caractérisant les classes d'équivalence de la congruence.

L'objectif de ce chanitre est de montrer que les propriétés de confluence et de terminaison finie
pouvent 8tre généralistes aux systémes conditionnels et que des conditions suffisantes peuyent &tre déterminées
pour peu que 1'on se place dans un cadre adéquat.

Les deux ides que nous voulons dégager dans cette introduction sont les suivantes :

Jl/ 1°) Pour simplifier 1'étude des systémes conditionnels, i1 convient d'adopter un point de vue higrar-
chique en distinguant deux systémes de réécriture, 1'un pour évaluer les préconditions des régles et 1'autre

pour appliquer les régles.

)\f' 2°) Pour utiliser la puissance des systémes conditionnels, {1 convient de définir une relation de
réécriture contextuelle qui permette d'évaluer les préconditions dans un envivonnement constitué de formules

booléennes.

x Point de vue hiérarchique : un systéme de réécriture est basé sur un systéme (primitif) si les précon-
ditions des régles sont des termes primitifs et si, par contre,les membres gauches de régle contiennent au moins
un symbole non primitif. De nombreuses spécifications structurées peuvent tre étudiées comme des systémes de
réécriture basés : en particulier tous les types abstraits construits sur un type primitif muni d'une relation
d'égalité ou ¢'une relation d'ordre.

Nous définissons une relation de réécriture basée : une régle est utilisée en instanciant ses deux
membres de telle manigre que la précondition instanciée seit un terme primitif se réduisant en VRAL.

Cette relation est a priori plus pauvre que la relation de réécriture récursive pour laquelle Jes
instances de précondition sont des termes quelcongues.

Neanmoins la relation de réécriture basée est aussi riche que la relation récursive Torsqu'elle

passdde 1a propriété de complétude suffisante,c'est-d-dire Jorsqu'eile permet de réduire tout terme clos en

un terme primitif. Sous cette hypothdse et en se restringnant aux termes clos, la confluence de la réécriture basée

entrafne celle de la réécriture récursive et les deux relations calculent Tes mémes formes rormales.
Dans 1'&tude des types abstraits, ce résultat est essentie] puisque la confluence sur les termes clos

est la propriété utilisée pour démontrer la consistance.
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Quand on travaille avec des variables, on veut prouver des assertions conditionnelles,autrement dit
utiliser des hypothdses pour vérifier les préconditions des régles. On définit autant de relations de rée:r'ltn!!
que de contextes formés d'hypothéses.xtes relations contextuelles permettent en particulier de raisonner par
cas. On dit qu'un systéme de réécriture est C-confluent sur deux termes si on peut trouver une famille de
contextes complémentaires telle que chaque relation contextuelle conflue sur ces deux termes. Nous montrons
que 1a C-confluence peut étre étudiée localement sur des paires critiques contextuelies.

XNotre principal résultat est 1'existence d'ensembles complets minimaux de formes normales contextuell
0On obtient ces ensembles en calculant les formes normales inconditionnelles et en leur associant les contextes
composés des conditions de normalisation.

¥.0n dit que deux ensembles sont squivalents si on peut mettre en bijection les formes normales contex-
tuelles de telle manidre que les termes sont &gaux et que les contextes de normalisation sont Equivalents. Com
les contextes appartiennent au systéme primitif, les preuves d'équivalence sont effectuées dans ce dernier.
ces réductions ont Eté possibles. I1 veste alors 3 comparer les formes normales entre elles et & montrer que
Tes contextes de deux formes nomales égales sont &quivalents. , Comme Jes contextes appartiennent au systéme
primitif, Jes preuves d'équivalence se font dans ce dernier.

Ce chapitre se décompose en trois parties :

- la premiére &tudie les systmes d'équations conditionnelles et rappelle les résultats sur 1'exis
tence d'une algébre initiale et d'une congruence syntaxique associée,

- la deuxigme &tudie les systémes de réécriture conditionnels et développe tes bases formelles
permettant de prouver le théoréme selon lequel un systéme 3 terminafson finie est confluent si et seulement si
i1 1'est sur ses paires critiques contextuelles, Cette preuve nous a demandé plusieurs essais, plusieurs
remises en chantier et nous avons tenu & mettre en évidence les différentes démarches entreprises.

- la troisieme partie applique les résultats précédents aux preuves de consistance et de validité
dans les types abstraits : le résultat principa) est celui qui relie 1a validité d'un ensemble d'assertions
dans 1'algebre initiale & la confluence du systéme de réécriture formé par la spécification et les assertions
3 prouver.

Ce chapitre pose les bases d'une théorie dt prétend poser plus de problemes qu'il n'en résoud.

Nous en citerons trois :

- Considerer des hirBarchies de systémes de rédcriture au 1ieu d'un seul niveau comme c'est le cas #

¢ - Développer un alguriliue conplétant un sysléme de réécriture conditionnel en un systdme confluent.
Il reste en effet quelque travail, dans 1'examen des formes normales contextuelies pour choisir les régles de
réécriture conditionnelles & ajouter au systéme,

- Etudier Tes théories contenant  1a fois des régles de réécritures et des équations conditionneli®s

vy

1113

1I1.1 - Spéc

Nous étudions uniquement dans ce chapitre les spécifications dont les préconditions sont des
expressions de type booléen. Ce paragraphe constitue une motivation pour 1'étude ultérieure des systémes

de réécriture conditionnels.

Définition 1.1 :

Une spécification conditionnelle est 1a donnée d’'ume signature (S,%) et d'une famille E d'équations

conditionnelles de Ja forme P => G = D ol P est un terme de Tz,bool(x)’ G, D des termes de sortes identiques.
On suppose de plus que ies variables de P apparaissent toutes soit dans G soit dans 0.
s yka sémantique d'une équation conditionnelle est que si P est vrai alors G et D sont égaux. Pour
exprimer cela formel}ement, nous définissons la validité d’une spécification dans une algébre.
f
W | Une Z-algébre A valide ume équation conditionnelle P => 6 = D si et seulement si, pour toute
affectation v des variables de X, hA,v(P) implique hA,v(G) = hA,u(D)' A valide une famille d'équations E si
elle valide chaque équation de E.
c< :Une équation pure est un cas particulier d'équation conditionnelle en prenant P = VRAI. Comme
précédemment on peut définir 13 notion de mod2le et les classes N%(E,E) et dugg(t,i).
Ifour obtenir tlme caractérisation plus précise des modéles de E, nous étudions les congruences sur
1'algébre des termes avec variables.
Y Soit X un ensemble de variables. Une congruence ~ sur TE(I} valide E si, pour toute régle P 26 =0
de E et toute substitution o des variables de G et D par des termes de TEOO, on a 1'implication
Po » VRAI => Go ~ Do.

f Llensemble des congruences sur TE(!!) validant € est encore un treillis complet car la congruence
universelle valide E et 1'intersection d'une famille de congruences validant E valide aussi E. En particulier,
ce treillis admet une congruence minimale ¢ -
congruence comme nous 1'avons fait pour les spécifications équationnelles pures :

I1 est intéressant de donner une construction explicite de cette

Nous utilisons pour cela la théorie du point fixe [SCO 811 [LIV 78], En effet, £ doit vérifier Jes
propriétés suivantes
1) =g est une relation d'équivalence, c'est-a-dire
t = t
et =ttt
tHomp 12882 = 13 St = 13
2) =¢ est stable par composition fonctionnelle, c'est-2-dire

tep t! =fth. t.tn = il o ottt
3) a3 valide E, c'est-a-dire
Pg = YRAI = Go * Do
L'ensemdble des relations sur TZ(X), muni de la relation d'inclusion est un ensemble ordonné comalet.

Chacune des propriétés précédentes signifie qu'une certaine fonctionnelle vérifie r(=£) < = et que =¢ est la
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plus petite relation de ce genre. De plus ces fonctionnelles sont continues, c'est-a-dire que pour une suite
croissante i de relations U;e(ni) = (U ni),

Alors 1a théorie du plus petit point fixe assure que la plus petite relation vérifiant 1, 2, 3 peyt
&tre construite par approximations successives, ce qui signifie qu'on peut prouver toute égalité M £ N en
appliquant un nombre fini de fois les régles précédentes.

D'autre part, on obtient un résultat de complétude 2 la Birkhoff. Toute équation de Tz(x) est valide

dans la variété “5(2.[) si et seulement si elle est prouvable dans TZ(I) : 1a condition est évidemment suffy.

sante, Réciproquement si M = N est valide dans 'A!%(I,E), elle ast en particulier valide dans 1'algébre Tt(mfap

ce qui signifie exactement que M = N.

Nous pouvons résumer cette discussion dans le théorzme suivant :

Théoreme 1.3

Soit E un ensemble d'équations conditionnelles, X un ensemble démontrable de variables. 11 existe
une plus petite congruence sur TI(X‘.). notée E vatidant les équations de E. =g est 1'égalité prouvable
en appliquant Tes régles 1, 2, 3. De plus, s1 M = N est une équation de T,00, ‘RPQ(E.E) valide M = N si

' et seulement si M = K

Remarque : Pour montrer qu'une certaine congruence ~ contient la congruence syntaxique 0 i1 suffit donc de
prouver que ~ vérifie
3) Po ~ VRAI = Go v Do
pour toute substitution ¢ et toute équation P =G = D de £, Cette méthode est appelée méthode par induction
point fixe.
3 Dans Ta suite, nous considererons presque toujours Te cas de 1'algébre initiale T):' 11 est utile de
remarquer que, pour prouver que deux termes clos sont E-égaux, on peut effectuer une démonstration n’utilisant

que des termes clos. Cela servira au paragraphe 111.3 pour étudier intrinséquement la E-égalité sur les termes
clos.

Proposition 1.4
L'égalité =g sur Tes termes clos est 1a plus petite relation d'équivalence stable par composition
fanctionnelle et telle que, pour toute ragle P =>G = D et toute substitution close o
Po s VRAI = Go = Do o
Autrement dit, deux termes clos t, t' sont E-égaux si et seulement s'il existe une preuve utilisant uniguement

des instances closes des régles.

Démonstration
Définissons la longueur d'une preuve de £-6galité de la manidre suivante :
-85t “t t" et si t" se transforme en t' en remplagant une instance Go par 1'instance Do correspondante avec
Pa L3 YRAI, alars
Longueur preuve(t,t') = Longueur preuve(t,t"} + Longueur preuve(Ps,YRAI} + 1

- longueur preuve(t,t )=0.

11%.6)

Kontrons,par récurrence sur la Tongueur d‘une preuve, que si t N3 t! avec t,t' clos, on peut
construire une preuve n’utilisant que des termes clos.

Soit t,t' deux termes clos dont la preuve est de longueur n strictement positive, i1 existe t",
non nécessairement clos, une occurrence u de t", une régle P =>G = D et une substitution o des variables de
e} u'UiD) telle que, par exemple ta = Go, t' = t"{u ¢«Do) et Po “F VRAI (avec des preuves de t = & et.
de Po = VRAI de longueur inférieure & n). On considére systématiquement le cas ol tl'; = Do,

$1TXG) est inclus dansU(D), t" est aussi un terme clos ainsi que Po {carU(p) EU(G)U'U'(D) =
Vb)), Donc 1'hypothése de récurrence s'applique aux preuves de t i3 t" et de Po = VRAIL.

510(6) ~(D) est non vide, soit ) 1'ensemble des variables des termes substitués aux variables
de'\’(G) \'U(D). Sait g une substitution associant 2 chaque variable de'\) un terme clos. Alors t"co =
t'(u <—an0) est un terme clos de méme que Paay. Oe plus, t =¢ t"uo et Puao “E VRAI avec des preuves de
Tongueur toujours inférieure & n. Enfin t"no *t t'. On peut appliquer 1'hypothese de récurrence, ce qui

prouve qu'il existe une preuve de t = t* dans les termes clos.
Remarque : Nous avons utilisé 1'hypothese qu'il existe au moins un terme clos de chaque sorte.

Pour terminer ce paragraphe, nous donncns un exemple de spécification conditionnelle et deux exemples
de preuves. Nous montrons principalement comment relier les preuves des préconditions et les applications des

équations.

Exemple 1.1 : (Spécification de prédicats sur les ensembles)

Soit ELEM une spécification de sorte Elem et comportant un prédicat d'égalité Eg?

Les ensembles d'éléments peuvent &tre construits & partir de 1'ensemble vide {noté Evide) gréce &
une opération d'adjonction (notée Aj) de profil Ens ¢ Ens,Elem. On peut définir deux opérations & résultat
boolden P? : Bool ¢ Ens,Flem et INCLUS? : Bool < Ens,Ens testant si un &lément est présent dans un ensemble
et si un ensemble est inclus dans un autre.

Type ENS basé sur ELEM

Sorte Ens
Opérations
Constructeurs
Evide : Ens
Aj 1 Ens < Ens,Elem
Opérations définies
P : Bool ¢— Ens,Elem
INCLUS : 8001 <— Ens,Ens
Equations
Relations
Aj(Ai(x,2),b) = AJ(AI(x,b),a)
Aj(AI(x,a),8) = Aj(x.a)




(po)
(p1)
(P2)

(10}
()
(12)
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Définitions

P2(Evide,a) = FAUX

Eg?(a,b} = P? (Aj(x,3),b} = VRAL
~Eg2(a,b) => P? (Ai(x,a),b) = P2(x,b)

INCLUS? (Evide,y) = VRAL

P2ly,a) => INCLUS? (Aj(x,a),y) = INCLUS?(x.y)

IP2y,a) = INCLUS? {Aj(x,a),y) = FAUX

Exemples de preuve

Soient x = Aj{Aj{Evide,a),b)
y1 = AJ{AJ(Rj(Evide,b),c),a)
y2 = Aj(Aj(Evide,c),b)

ol a,b,c sont trois constantes distinctes.

Supposons que Eg?{A,A} = VRAL et que £g?(A,B) = FAUX pour tout couple de constantes distinctes.

1) INCLUS? (x,y1) = VRAI

1.
2,

w

INCLUS?(Evide,yt) = VRAI
P?{AJ{Rj(Aj{Evide,b),c),a},a) = VRAI
INCLUS?(Aj{ Evide,a),y1) = INCLUS?(Evide,y1)
(parce que P?(yt,a) = VRAI)
= VRAI
PHAj(Evide,b),b) = VRAI
P2{Aj{AJ{Evide,b),c),b} = P2(Aj(Evide,b),b)
= VRAI
PHAJ(AI(Aj(Evide,b),c),a),b)
= P2(AjLAj(Evide,b},c),b)
= VRAI
INCLUS?(x,y1) = INCLUS{Aj(Rj(Evide,a},b),y1)
= INCLUS(Aj(Evide,a),y1)
(parce que P?(y1,b) = VRAI)
= VRAI

2 ) INCLUS?(x,y2} = FAUX

1.
2.
3.

P?(Evide,a} = FAUX
P2(Aj(Evide,c),a) = P?(Evide,a} = FAUX
P?(y2,a) = P2(Aj{Aj(Evide,c),b),a)

= P?Aj{Evide,c},a) = FAUX
INCLUS?(Aj{Evide,a),y2) = FAUX

(parce que P7(y2,a) = FAUX)
P2(y2,b) = P?(Aj(Aj(Evide,c),b),b) = VRAI
INCLUS?{x,y2) = INCLUS?(Aj(Aj(Evide,a),b),y2)
= INCLUS2(Aj(Fvide,a),y2} = FAUX

(10)
(71)
()

(r1)
(P2)

(P2)

(11}

I1L.7.

La congruence engendrée par un ensemble d'équations conditionnelles n'est pas décidable parce qu'il

existe deux possibilités d'utiliser chaque regle. On oriente donc les &quations comme des régles de réécriture.

Ce paragraphe &tudie des conditions pour que Tes réécritures et les &quations afent 1a méme puissance
de preuve. .

)( Au paragraphe 2.1 nous introduisons trois types de relations de réécriture :
l1a premidre est définie récursivement & cause des préconditions ; on supprime la récursivité dans les deux autres
en restreignant Ta classe des préconditions. La réécriture basée travaille sur les termes clos tandis que la
réécriture contextuelle opére sur les termes avec variables.

\/ Au paragraphe 2.2, nous définissons 1a confluence sur les termes clos et la C-confluence sur les
termes avec variables et nous montrons comment ces deux notions sont relises. Oeux démarches sont possibles
selon le degré d'utilisation de 1a rédcriture contextuelle.

Au paragraphe 2,3, nous &tudions les systemes & terminaison finie, définissons des ensembles complets
de formes normales contextuelles et montrons que 1a C-confluence est gquivalente & une demie-propriété de
Chunch-Rosser : si deux termes sont équivalents, ils admettent des ensembles complets minimaux de formes normales
contextuelles équivalents.

Au paragraphe 2.4, nous localisons Ja propriété de C-confluence en définissant des paires critiques
contextuelles et en prouvant qu'il suffit de montrer ta C-confluence sur ces dernidres.

1\/—Au paragrache 2.5, nous simplifions la démarche des deux paragraphes précédents en introduisant des
paires critiques closes et en montrant que la C-confluence sur les paires critiques contextuelles entrafne
la confiuence sur les pafres critiques closes.

Au paragraphe 2.6, nous élargissons la définition de la réécriture basée et prouvons des résultats

identiques pour cette réécriture.

IT1.2.1.- Definitions de trois_relations de réécriture

Nous définissons successivement une relation de réécriture récursive, une relation de réécriture basée

sur les termes clos et une relation de réécriture contextuelle sur les termes avec des variables.

I11.2.1.1.- Relation_de_réduction récursive

Définition 2.1. :

Un systéme de réécriture conditionnel est un triplet (S, 2, R) ol (S, ) est une signature et

R une famille de réqles notées P=3G -—D dans lesquelles P est un terme de sorte booléenne, appelé
précondition de la régle, et G, D des termes de sorte identique tels que toute variable de P ou de D

est aussi une variable de 6 . (v(P) U v(D)ev(E)) .

Pour suivre 1a méme démarche qu'avec les spécifications conditionnelles, on peut dire que, pour

toute substitution o , Go se réécrit en Do si Po se réduit en VRAL. On peut proposer la définition

récursive suivante dans laguelle on considére directement une relation de réduction transitive,
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Définition 2.2 :

Soit (S, £, R} un systéme de réécriture conditionnel. On appelle relation de réduction récursive
la plus petite relation réflexive transitive —.; telle que, pour tous termes c¢los t, t' , toute occurrence
u de t toute substitution o et toute régle P=G =10 de R

*
t, =G et t'=tu«Do) et PQT-;VRAI .ty f o,
. IS ]
'on peut montrer, par induction poi?\'i‘.'f”i;e le résultat suivant'’
. LIRS ain Gl RERR AT
Propasition 2.3. : (Propriété de Church-Rosser)
. vl [RS :
Soit (S, £, R) un systéme de réécriture _conditionne] tel que ;
1°) 1a relation —o; soit confluente et & terminaison finie
2°) 1a constante VRAI soit irréductidle .
Alors, tout terme t admet une forme normale T unique. De plus, pour tous termes t.t'
Leled] I b
tap t' siet seulerent si T2 ¥ o
" o ?

Démonstration : Wi e L W Lo hEnl b pRir

1 G 0 H
L'existence et 1'unicité des formes normales se démontrent comme d'habitude.
1 ea il
0'autre part, soit J'R la congruence définie pour tous termes t,t' par t lRt‘ si et seulement
: 3 Wi Tl s SRl

si tT=t'

11 est clair que lR est inclus dans la conqruence L Pour montrer 1'inclusion réciproque, i1

I

g S we
suffit de prouver que 1R est une congruence validant les équations assocides & R (paragraphe 1j.
Soit donc P =G+ D une régle de R et o une substitution telle que Po LR VRAI . Puisque VRAI est sz
propre forme normale, cela signifie que Po _"R VRAI , donc que Pa = YRAL . Par conséquence (33-4; Do et,

par confluence Go = Do donc G bp Do .

11.2.1.2.- §

fious ne pouvens pas étudier directement la confluence de la relation de réduction récursive.
Nous étudions d'abord une relation de réécriture moins riche, la réécriture basée dont nous montrerons, au
paragraphe 3, sous une hypothése de complétude suffisante qu'elle est confluente sur les termes clos en méme
temps que la réécriture récursive et posséde de ce fait les mémes formes normales.

La ré&criture basée utilise Tes mémes régles que la réécriture récursive mais au 1ieu d'accepter
que les préconditions soient des termes arbitraires se réduisant récursivement en VRAI, on se limite & un

systéme de réécriture de base dans lequel Jes réductions sont effectuées.

111.8.

Nous supposons que (S, £, R) contient un systéme primitif (So, Zo. Ro) et que toutes les pré-
conditions des régles de R-R; sont des terms de 12“0(; . Nous supposerons pour le moment que (So, Zo, Ro)
est un systéme inconditionnel et nous esquisserons plus tard une généralisation aux systimes hierarchisés.

On doit pouvoir effectuer des calculs booléens dans (S¢, £, Ry) . On suppose que le systéme
contient les opérateurs 7, &, v, = , == ainsi que 1'opérateur + de ou exclusif. ([HSIANG 81] a montré
qu'il existe un systéme de réécriture confiuent et methérien modulo tes équations de commutativité et d'asso-
ciativité de & et + . Nous supposons que R, contient les régles de ce systéme et nous travaillerons

sur les classes de termes booléens modulo les équations de commutativité et d'associativité.

Définition 2,4 : (systéme de réécriture basé)
Soit (Sa, Lo, Ro) Un systlme de réécriture contenant une spécification des booléens et vérifiant

la propriété suivante :

Pour tout terme clos Po de Tin,booL »ona
* *
Pg —p VRAI ou Po —np FAUX
i ]

Un systéme (S, I, R) contenant (S;, ¥o, Re} est basé sur ce dernier si, pour toute régle

P «G-+D de R-Ry , ona les conditions suivantes :

1= (Ra€ Tzn('x)

2. GETX) - Tp 00 o

Outre 1a relation de réduction récursive, nous pouvons définir deux relations de réécriture dans
Tes systémes basés. Ces relations permettront de retrouver la premidre par fermeture.

Nous appelons la premiére relation réécriture basée (_‘R.R,) et la seconde relation
réécriture &largie (_.R/Rg) . Nous étudiercns la seconde plus loin. Disons seulement qu'elle est constituée

par la réunion des relations —, et —,
R,Rs Re

Soit (S, £, R) un systéme de réécriture basé sur (Sy, Ez, Ry)

Soit t un terme clos. On dit que t se réécrit enun terme t' dans Ja base R, , ce qu'on note
t '_’R,Rot' si et seulement si i1 existe une occurrence u de t , une régle P =G-0 de R-Ry et une
substitution o telles que

tjy =6 t' = t{u « Do)

olx) €T pour tout x de J(P) et Pc—o;D VRAI

Iy

Remarque : La condition que o substitue aux variables de U(P) des termes de 'z est nécessaire pour que
13

Po soit évaluable par Rg
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I11.2.1.3.-

Méme si nous sommes principalement intéressés par la ré&criture sur les termes clos, nous avons besoin

de travailler sur des termes avec des variables.

La relation de réécriture basée permet de réécrire des termes clos lorsqu'on a affaire & des systémes de
réBcriture contenant des régles du type P =G-D, , TP =G0 .

En effet, on a fait 1'hypoth2se que Pg  se réduit soit en VRAI soit en FAUX Torsque o est une
substitution close. Ce n'est pas le cas en présence de variables.

C'est pourquoi nous ddfinissons plus généralement une relation de réécriture dépendant d'un contexte
formé d'expressions booléennes. On vérifie qu'un contexte implique une précondition de réécriture en
réduisant 1'implication & VRAI dans le systéme de réécriture R, . Un contexte n'a d'intérét que s'il

ne se réécrit pas en FAUX. On dira alors qu'il n'est pas trivial.

Soit (S, I, R) un systéme de réécriture basé sur un systéme (So, Lo, Ro) et C un contexte

de TZn (X) qui soit non trivial. On dit qu'un terme t se réécrit en un terme t' dans la base R,

et le contexte C , ce qu'on note t —wp o t' (C) si et seulement si i) existe une occurrence u de
aNo

t, une substitution ¢ et une r2gle P=G-+D de R-R, tellesque

tpy = G t' = t(u« Do)
g substitue aux variables de P des termes de sz(x)
W(po) cV(C) et (C=Po) _.;‘ VRAI

On note _.‘:,Rg (C) la fermeture réflexive transitive de la relation _';,Ru(c) 8

11 est nécessaire qu'un contexte plus riche définisse une relation de réécriture plus riche.

Nous avons besoin pour cela d'une hypothdse sur le systéme de base que nous énongons maintenant.

Définition 2.7 :

Un systéme de réécriture (S, Lo Re) sur les booléens est compatible avec la relation de modus

ponens si, pour tous contextes Cy, C;, C; tels que W(C,) c T(C,) < 40D ona:

* *
(s = Ca) —p  VRAI st {0y = 1) —  VRAL

implique (€3 = Cy) —.;B VRAI o

Remargue : 11 se peut que la condition de compatibilité avec le modus ponens oblige & introduire dans R

un ensemble infini de régies. C'est une situation que 1'on rencontre lorsqu'on compléte un systéme de réécri-
ture pour le rendre confluent. On peut alors revenir 3 un systéme fini en introduisant des métardgles de réd-
criture. Cette situation a &té rencontré par C. et H. KIRCHNER dans 1'étude d'une théorie algébrigue [K & K 82

Nous avons alors le résultat suivant

I1.11.

Soit (Sy, Ly, Ry) un systéme de réécriture compatible avec la relation de modus ponens. Soit C, C'
deux contextes tels que
nV) <V
2 (C'»C)—*Eﬂ VRAT VRUPE L Lo G
Alors, pour tous termes t, t' de T}:O()
t _‘R,Rgt‘ () = "_’R,Ra to(cy . v oAS
o vt

Démonstration : f

Evidente en raison de la compatidilité de R et de V'inclusion de V(C) dans 'U'(C') B

Ramarque : -Dans la réécriture contextuelle, la propriété v(Po) :V(C) est nécessaire pour garantir la
stabilité par les substitutions conservant les contextes. Autrement dit, pour tout contexte C , toute substi-
tution ¢ telle que CG soit encore un contexte

t —‘R,Rut' {¢) - to o n.v t'o (Co)

Exemple

1 2

Reprenons 1'exemple 1.1 sur les spécifications d'ensembles. Le terme P?(Aj(Ai(x,a),b),c) est
irréductible si on ne se place pas dans un contexte. Voici un tableau donnant en partie gauche différents
contextes et en partie droite les résultats des réductions correspondantes. Remarquons que les trois dernilres

lignes donnent les contextes dans lesquels les réécritures sont menées jusqu'au bout.

CONTEXTES RESULTATS DES REDUCTIONS
TEg?(b,c) P2(Aj{x,a},c)
1Eg?(b,c) & Eg?(a,c) ) VRAT
1Eg?(b,c) & 1Eg?(a,c) P?(x,c)
£97(b.c) VRAL
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Nous définissons successivement 1a confluence d'un systéme de réécriture sur les termes clos et la
C-confluence sur les termes avec variables. Cette derniére permet de raisonner par cas pour mieux réduire un

terme.

. . ot e S i

DEfinition 2.9 : (Confluence sur les termes clos)

Un' systéme de réécriture conditionnel (S, £, R} basé sur (Sy , Z4. Ry} est RiRg-confluent sita

relation R T'est, c'est & dire si, pour tous termes clos t, t;, t;
*Re

* * d
S — t.
t R,Rq b & =% F,Ra t2 .:'A ¢ \tl %ra_u & .

Définition 2.10 : (C-confluence)

. (S, L, R} est C-confluent si, pour tout contexte (non trivial) C de nga) » tous termes
ahye ) e

t, t;, t. tels que 4
(0 8 t—gp b ()

* A fioren
t —R.Re

11 existe une famille finie (Ci); de contextes (non triviaux) et une famille (ti)1 de termes telles que
C

B Y e,

* -
2] t—pp, b G et bty (G

. (S, £, R) est Jocalement C-confluent si 1° et 2° sont vérifiées pour tous C, t, ty, &;

tels que
. S=3 )
t—pp, b (0 & topp ts (€] o
Diagramme de la C-confluence
* *
R, R (©
ty /tz
\
\\R,Rn/ . ;) avec \iICi ERDC
WY
Y

Remarque : On peut supprimer 1'hypoth2se que C est non trivial dans la définition. On peut alors prendre une

famille (C;); vide parce que ~ V C; = FAUX .
VIDE

I.13.

Dans e type Ensemble, considérons les termes

- tio= P? (Aj(Aj(x,2),b),c)

-tz = P2 (Aj(Ri(x,b),a),c)

On a vu dans 1'exemple 2.1 que t, se réduit en YRAI dans le contexte

£g92(b, c) v {"Eg?(b, c) & Eg?(a, ¢))

qui est équivalent au contexte Eg?(b,c) v Eg?(a,c) et que t; se réduit en P?(x, c) dans Te contexte
(complémentaire} 1Eg?(b,c) & V1Eg?(a,c) .
Par symétrie de a et de b, t, se réduit dans les mémes contextes. Donc le type Ensemble est confluent

sur t;, t, .

Tout systéme C-confluent est confluent sur les termes clos. ©

Démonstration :

Soit C un contexte clos : ou bien E—.}o VRAI ou bien ¢ —-;ﬁ FAUX . Donc C est soit
&quivalent & VRAI soit trivial. Dans le premier cas t se réécrit en t' dans le contexte C si et seulement
s'i] se réécrit sans contexte.

Donc, chaque fois que t se réduit en deux termes t;, t; (dans le contexte VRAI), i1 existe au moins un

contexte C (&gal & VRAI) et un terme t' tel que

toe—— t, (VRAT)

.
Y wm b %R

Remarque : Dans la suite de ce paragraphe, nous montrons, moyennant une hypothése de C-terminaisen finie que
la C-confluence sur les paires critiques contextuelles entraine 1la C-confluence, donc la confluence sur les
termes clos.

Cependant une autre démarche consiste & travailler presque exclusivement avec la relation basée sur les termes
clos. Nous montrerons que moyennant une hypothdse de terminaison finle de la réécriture basée sur les termes
cols, 1a confluence sur les instances closes de paires critiques contextuelles impligue la confluence générale.
11 restera 4 montrer que la C-confluence sur Jes paires critiques contextuelles implique 1a confluence sur Tes

instances closes de celles-ci. Cette double démarche est résumée dans le diagramme commutatif suivant

termes avec variables termes clos
C-confluence sur les paires 3 r ¢ Confluence sur les instances closes de
critigues contextuelles - terminaison  terminaison ] paires critiques contextuelles
finie finie
C-confluence Confluence sur ies termes clos
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111.2.3.- T

Pour assurer 1'existence de formes normales, nous définissons une propriété de terminaison finie con-

textuelle.

Un systéme de réécriture conditionnel basé (S, I, R) est d C-terminaison finie §'11 n'existe pas de suite

infinle de couples (tos Codseevs (tgs Cy)se.. telle que
Ly ey b Rt

(Co) (4]
249 Ci non trivial pour 1=0 , 1, ...

N
et 3) (G =T —,  VRAI

i+1

R YRR e o

{c;)

*
On dira qu'une suite (Ci) de contextes telle que (C“1 - C‘~) —»Rn VRAI  est monotone.

Si R est a C-terminaison finie, alors pour tout contexte C non trivial, la relation

R\ {C) est & terminaison finje. Réciproquement, si les contextes de Tio sont tels que toute chafne

monotene a une 1imite non triviale, la terminaison finie des relations _°R,Ro(c} impligue 12 C-terminaison

finie o

Démonstration :
Si R {C) n'est pas & terminaison finie, i1
No
te—p g, B TR ()

et R n'est pas @ C-terminaison finie.

Réciproquement, soit

tomg g, B e
G ¢
avec  (Ciyq =€) _.;a VRAT

. Par hypothése C est non trivial.

Soit € = ? ¢

* :
De plus (€ = C‘i) —p, VRAI pour tout i , donc ty—

relation R (C) n'est pas & terminaison finie.
sRp

Motivation :

exite une chaine

() pour tout 1 . Domc la

La propriété de C-terminaison finie permet de définir une relation d'ordre noethérienne < sur

les couples formés d’'un terme et d'un conteite non trivial. Cette relation nous aidera & montrer que toute

relation & C-terminaison finie lecalement C-confluente est
On pose
(t, €} < (&', C'}) siet seulment si

trat et (0wt T vaar

C-confluente.

1I1.15.

On peut définir des formes normales sur un systdme & C -terminaison finie ; celles~ci différent selon le
contexte od s'effectuent les réBcritures. Aussi convient-i1 de construire un ensemble complet minimal de formes
normales contextuelles, de manidre assez semblable & ce qui se passe lorsqu'on cherche des unificateurs.

Le résultat principal de ce paragraphe est le théoréme 2,19 qui propose une construction syntaxique d'un
ensemble complet minimal de formes normales contextuelles, 3 RETH Tt
Les ensembles complets minimaux de formes normales contextue]les dopnent un moyen effectif de vérifier la con-
fluence en deux temps : on calcyle pour chacun un ensemble complet minima) et on montre que ceux-ci sont
équivalents.

Le reste des résultats, en particulier les propositions 2,18 et 2.21 concerne Ja réscriture contextuelle et
est donc moins orienté vers 1'étude de 1a confluence sur les termes clos.

Définition 2.14 :
Un terme t est une forme narmale dans le contexte C , s'i] n'existe pas de terme t' et de con-
texte non trivial C' tel t t(C') et (C'w C)—w YRAL . t est ou
{al s que R (,, ) et {C'w )_R;' YRA est une forme normale pour
un terme t, dans le contexte C si t; e t (C) . Le couple (t,C) est appelé forme normale contex-
L]

tuelle de t, . o

Un ensembie (t‘., CT)T de formes normales contextuelles pour un terme + est un ensemble campiet
s la disjonction des contextes est équivalente ou yrai,

Un énsemble complet de formes normales contextuelles est dit mintmal si, de plus, toutes Jes formes
normales sont distinctes. On notera ECFN(t) un ensemble complet minimal de formes normales contextuelles de t

Plus ¢énéralement, on d&finit des ensembles compiets minimaux, dans un contexte C donné.

Soit t un terme, C un contexte, Un ensemble complet minima] de formes nommales contextuelles

pour (t, C} noté ECFN(t, €} est un ensemble (ti’ Ci) tels que
*
- pour chaque 1, {C,= C) - YRAL
- la disjunction V Ci est équivaiente a ¢
i
-t —m‘ti (Ci) pour jel
e tiftj pour tous 1,j distincts o

Nous aurons besoin de comparer des ensembles complets minimaux de formes nommales pour assurer la

C-confluence de R .

L
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Definition 2.16 :

- Deux ensembles complets minimaux ECFN(t,C) = (:1., Ci)i €l et ECFN'(t',C) = (t;, C%)‘qe 1o sont

gquivalents si i1 existe une bijection i - 1i' de I sur I' telle que

. pour chaque 1 de I , tpathoet C =, Ci
0

- ECFN(t,C) est inclus dans ECFN'(t',C) si i1 existe une injection i - i' de I dans I' telle que

. < pour chaque i de I, ;= ti et (CreCi)—p VRAI °

L'équivalent de 1a proprigté d'unicité pour les formes normales sans contexte est la propriété de
disjonction définie ci-dessous. Elle exprime que, dans un méme contexte, on ne peut avoir deux formes normales

] distinctes.

Defioition 2.17 :

Un terme t est & formes normales disjointes si, pour toutes formes normales contextuelles
(tis Co) 4 (tz, C) de t
it GG
I c'est & dire C; & C, ®, FAUX

Proposition 2.18 :

Soit t un terme possédant un ensemble complet minimal noté ECFN(t) . Alors les trois propriétés

suivantes sont équivalentes :

1) t est & formes normales disjointes

2) Les formes normales de ECFN(t} sont disjointes et, de plus, pour toute forme normale 1,0 i) existe

*

dans ECFN(t) une forme normale (ti’cf) telle que tff et (C= C4) —p VRAL
o

3) ECFN(t) est 1'unique ensemble complet minimal de formes normales de t o

Démonstration :

L =2 : La premiére partie de a propriété 2 est évidente, D'autre part, soit (%,0) une forme normale de ¢ .

ECFR(t) = (tys C‘l)T avec ¥C1 =, VRAT

Donc (L & ¥ CiJ =, C . Pour tout t] tel que ty £t ,ona Ei & C =R, FAUX .

Donc 11 existe 1 tel que tT=t, etde plus 1 est unique puisque ECFN(t} est minimal. Oonc

i
C!&(.‘,-l R (C&\JICJ.) ®, ¢
ce qui prouve que (5¢ Ci) —a;a VRAIL

2 =3 : Soit ECFN'(t} un autre ensemble complet minimal. Montrons que ECFN'(t) est inclus dans

ECEN(t) . Cela résulte de 1a deuxiéme partie de 2),

L'équivalence des deux ECFN résulte du Temme trivial suivant

111.17,

Soit ECFN' un ensemble complet minimal inclus dans ECFR . Si Tes formes normaies de ECFN

sont disjointes, ECFN' et ECFN sont équivalents.

st 3841 : D'8bbFd "ECFN(t]"'edt & conbextés'@isFdints. Sinon; i1 ekisterait un autre® ECFN . Maintenant, si

(T,C) et (E‘.C') sont des formes normales, ECFN{t) U {(f,C), (¥',C')} forme encare un ECFN . Dong

€ et C' sont inclus dans des contextes de ECFN(t) , nécessairement disjoints puisque t et t' sont

distincts. | wr

Le théoréme suivant assure 1'existence (et la possibilité de constriifre' de manigre effective) un

ensemble complet minimal de formes normales.

Théorame 2,19 :

Si R est a C-terminaison finie, tout terme t posséde un ensemble complet minimal de formes

normales contextuelles ECFN(t) . o

LIS ey H N o 0l o

Démonstration :

i I 10 .

Considérons sur 1'ensemble des coup1e§ (t,C) formés d'un terme et d'un contexte non trivial la
relation —p définte ainsi
(t,C) = (t',C') si et seulement si

39 ,P =6 »D ,u occurrence de t tels que

t, =6 et t'=t (u«Dg)
et "0€TZR) et £'=C &P .
o

De plus s'{] existe exactement n réecritures de t en to...t = pour des contextes

C&Poy ..., C&P ¢

n-n
tation (t.C)=s (t ,C')
Soit t un terme, soit PFN(t)

et s1 C'=C & Py, &8 WP o n‘est pas‘un contexte trivial, on ajoute la re-
1'ensemble des couples (t',C')emy-irréductibles ou pré-formes
normales tels que

(t, VRAI) —a"(t',C")

et soit ECFN(t) en regroupant tous Jes contextes associés & des

1'ensemble formé & partir de PFN(t}
termes identiques :
("T’Ci) € ECFN(t) si et seulement si i) existe (t',C') dans PFN(t) tel que t'=ti
et si G =V HCH (1.0 € PN |

est un ensemble complet minimal de formes normales contextuelles pour t
(t',C")

Montrons que ECFN(t)
a) Tout &lément de PFN (t) est une ‘forme normale contextuelle. En effet, pour tout couple
tel que  (t,VRAI) —a'(t',C') ona t 1;;3'(c')

(d'RC! ) Y est une forme normale dans le contexte C'

De plus, st €5t wmp-irréductible, t'

b) Tout 8lément de ECFN(t) est aussi une forme normale contextuelle ; c'est évident puisque les

contextes de ECFN(t) sont des regroupements de contextes de PFN(t) .
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c) ECFN{t) est un ensemble complet : en effet, pour tout couple (t',C'} réductible on a
€y (Ch 138", tel que (t',0)—a(t",C") )

Donc 1'ensemble des termes irréductibles issus de (t,VRAI) est bien tel que
VRAI .=."V {C'13 t' tel que (t',C') € PFN(t)}

et de méme pour les contextes de ECFN(t) , obtenus par regroupement.
d) ECFN(t) est minimal par construction o

Remarque : Rous avons construit un ECFN en utilisant toutes les réécritures possibles. IT suffit en réalité
& chaque étape de calcul d'envisager des réécritures suivant une famille de contextes recouvrant C .

Lorsque le systéme de réécriture est constitué de groupes de régles de la forme Py »G-+0;, PysG-=D; ,...
avec Py v P, ... v... =VRAl , cela permet un calcul plus direct de ECFN(t) . Nous pourroms utiliser

ce point dans une mise en ceuyre de 1'algorithme de Knuth-Bemdix.

Corollaire 2.20 :

Si R est a C-terminaison finie, tout couple (t,C}) admet un ECFN . o

11 suffit de poser

ECFN(t,C) = {(t',C & C') | (t',C') € ECFN(t) et C & C' non trivial }

e e st

Nous donnons maintenant plusieurs propriétés équivalentes & la C-confluente. Nous dirons en
particulier qu'un systéme R basé sur R, & la propriété de Church-Rosser contextuelle si, pour tous termes

t,t

,» £, tout contexte nen trivial €

»
t,wrh (C) = ECFN(t,, C) = ECFN(t,, C)

o
Remarguons que nous avons seulement une condition nécessaire. En fait 1'équivalence des ensembles
de formes normales contextuelles est une congruence plus riche que la congruence engendrée par —p Ro(C) .
s

11 serait intéressant d'8tudier les propriétés de cette congruence.

Soit R un systdme & C-terminaison finie. Les propriétés suivantes sont &quivalentes
a) R est C-confluent
b) tout terme est & formes normales disjointes
c) Pour tous termes t,t' tout contexte C non trivial
*
t'(C e
t (C)ECFN(t,C) = ECPN(t',C)

d) R a la propriété de Church Rosser @ pour tous termes f;,t, , tout contexte nont trivial C

ti eqo e (0) = ECPR(ELC) = ECFN(E;,C) o

o Yee ro

Oéponstration

3) = b)

b) = d)

I11.18.

Soit (1,01}, (t2,C2) deux formes normales distinctes de t

- Supposons que le contexte €, & C; ne soit pas trivial

- Alors R est confluent sur la paire ti,ta . Donc {1 ex{ste au moins un couple (t1’ci)

tel que t; —.*t”'—-tz (Ci) ce qui signifie que t, = t; .
5

Sait C, t, t' tels que

t -—m-}t' ()

ECFN(t',C) est inclus dans ECFN(t,C) : en effet, toute forme normale contextuelle de

(t',C) est aussi forme normale de (t,C)i. De plusy ECFN(t,C) est & contexte disjoint, &

cause de }'unicité des formes normales, .Par le temme 2,18' , ECFN{t',C} = ECFN(t,C)

) T *
c) = d}  Par récurrence sur Ta Tongueur de la démonstration de t, T t2(C)

d) = a)

o st )
Soft t, ti, b, C telsque t —p .t ta (O L Alors toemnte (€

donc ECFN(t:,C) = ECPN(t..C)

ce qui assure Ta confluence de R sur ti,t2 .
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Tout systéme 3 C-terminaison finie et localement C-confluent est C-confluent o

Démonstration :

Soit P(t, C) la propriété définie, pour tout terme t et tout contexte nen trivial C par
x *
P(t, C} o= ¥ti, z,eTZz ﬁf‘ et t 7\7\‘-’ (€)= a4 )y
- * *
tels que \;‘ 01 ERE N C1 non triviaux et t; _R’s,ti \,_n.t‘ (Ci
Montrons que P est une propri&té héréditaire pour 1'ordre < sur les couples (t, C) .
Supposons P vérifige pour tout (t', C') plus petit que (t, C} et soit t;, t, tels que
* *
A —“-'sz © .
$i t=t, au t=t¢t; laproposition est triviale.
Sinon soit ti , t} tels que
* »
it ?&t‘ _K'Ntl et t ——R:“.tz' —“:“‘tz (©)
Par confluence lacale, 1) existe une famille (Ei' ti) telle que ‘.’ci " C et
i .
* *
tgtiamt )
On peut appliquer la propriété P & (ti, Ci] et (t;, Ci)

En effet, (ti, C;) < (t, C) pulsque t—— o t' et (C; -c)—-‘; VRAI . Donc 11 existe des familles
(c) "+Fe i o

(t’ij, ) et (t".k, Cf]k) (voir la figure) telles que, pour chaque 1 on ait

ve

2
et V C. =C;
j g kR

1
ij ‘afi

I1 reste alors & appliquer la propriété P aux termes ti et aux contextes ng [ 3 C?k qui ne sont pas

triviaux.
On obtient alers une famille (tijkz’ Cijki,) convenable .
En effet, on a
o Cigka %r,°
* 1 * * 2 *
S bRty wbie SR Nk &R (Cjxe)
&
()
4 r
tﬂ\/\/ t.
ey (c5)
Yy
t 3,( b !
(AR i’
Ny ¢!
\\/ \“/ ( ij )
vy 2 et
e K {
Voo
Y
A\
v (i)
tine

“aE

(Gioy (u « Daoz ), Dyoy ) et du contexte Pioy & Pyo, .
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Nous pouvons maintenant définir des paires critiques contextuelles. De méme que les paires critiques incon-

diticnne’les sont en nombre fini, Tes contextes qu'on Teur associe le sont aussi.

23 {Paire critique contextuelle).

Soit Py = Gy =+ Dy, Py = Gy » D, deux régles conditionnelles et u une occurrence non triviale
de Gy . Supposons que Gllu et G s'unifient grice 2 un couple d'unificateurs minimaux o,,0, tel que
U(quz } et v(a,) soient disjeints et de telle fagon que le contexte Pyo; & Py6; soit un terme de

Txgm- non trivial. Le résultat de la superpesition est la paire critigue contextuelle formé du couple

a

(;Pour &tre en mesure de réduire 1'@tude de 1a confluence Tocale 3 1'examen des paires critiques contextuelles,
nous définissons une propriété de confluence forte quiimpose que les contextes utilisés dans la fermeture du

diagramme aient méme ensemble de variables que le contexte de la paire critique.

Définition 2.24 (confluence forte sur les paires critiques)

On dit que R est fortement C-confluent sur une paire critique contextuelle ({M , M), €) s'ii

v existe une famille finie (M'l’ Ci)i formée de termes et de contextes non triviaux tels que

1°) Ve = Vo) pour § dans T et Vi %, G

* * 3
2°) LA —R_,W; Mi"RTW: M, (C;) pour chaque i o

5 (des paires critiques contextuelles}

Soit P, =G, ~ D, , P, » G,—00, deux r2gles, u une occurrence non triviale de & , o}, o;
deux substitutions telles que (6, )o; = G, o, . Supposons de plus que P,o; & P,o; est un contexte de
TZo(x) et que C' =P, o7 & P,o; se R,-réduit en VRAI pourun contexte C' non trivial.

Alors

1°) i1 existe uné paire critique contextuelle ((M,, M,), C) et une substitution o telles que
- G0y (UeDyo;) = Mp
- Dlu,' = Myp
- Pioy & Paa, = Cp

2") Si R esi fortement C-conflueni sur la paire critique contextueile ((My, #ie), C) alors

R est également C-confluent sur la paire (M;p, M,p) dans le contexte C'

Démonstration *

La démonstration du 1°) est similaire & celle faite dans le cas inconditionnel. I1 existe 3
tel que o] =0, pet o, = o,p et la troisitme équation vient de ce que C = Pio, & ro; .
2°) Puisque Cp = Prof & Pioi  , p substitue aux variables de C des termes de TZ,(I) . Comme
(Cj) = (C) pour chaque 1, Cip est aussi un terme de Tzv(x) . Par ajlleurs si t ——p‘\'t (¢} etsie
est comme ci-dessus , tp -R*I“E'o (&)

Donc, ici, on a

* *
Mo M g Mo (i)
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De plus
X
et par ailleurs Cp = Py o] & Poy  verifie (0= o} _q‘: VR AL

Posons Cf = C' & Cio . Alors €' iY €} et, pour chaque i , (C} ..cip)_.;nvw donc

* *
Myp _R:!.Mip :l.T. Mzp (Ci)
ce qu'{l fallait démontrer.

Seit (S, £, R} un systéme de réécriture conditionnel basé sur (Sp,Ls, Rg). S1 R est

fortement C-confluent sur les paires critigues contextuelles alors R est localement C-confiuent. o

Démonstration :

Soit t un terme, C un contexte et uy, u; deux redex de t .

Si uy, uz sont disjoints, la véécriture en w puis en u; produit le méme effet que la
réécriture en uz puis en u

Sinon, on peut supposer que u, est préfixe de u, et méme que u, est }'occurrence de téte de t
et u, =4 . I existe alors deux régles P, = G+ D; et Py Goo D; , deux substitutions oy,0, telles que

t =G0, et 6oy Ju = 6,0,

S u est une occurrence non triviale de G, nous sommes dans le cas du lemme 2.21.

Sinon, i1 existe une décomposition u = v.w telle que lev soit une variable x donc telle
que  G,0.= (c:.(x])‘N .

On peut remplacer dans o,{x) G0, par D0, et on obtient une nouvelle substitution o) .

Comme on 1'a fait dans le cas inconditionnel, on peut, par une succession de réécriture, remplacer
Di0; par Dyg; et Gioi{ue Dzop) par Go; (voir figure).

Mais Pyo, est un EI,-terme tandis que o,{x) n'en est pas un (nous avons fait 1'hypothse que

Tes membres gauches de régles ne sont pas des I,-termes}. Donc x n'est pas une variable de P, et

Pyo, = P10y . Nous pouvons donc ré&crire  Gio, en Dio, ce qui ferme le diagramme de confluence.

Remarque 1 :  L'hypothése que R est basé et, en particulier, qu'on ne trouve pas de Ig-termes dans les

membres gauches de R-Ro est tout & fait essentielle.

Remarque 2 : I1 est également important ici de ne pas considérer les régles de R, . En effet si Gp D
est une régle de R, (nécessairement inconditionnelle}, o)(x) est un Jy-terme. Donc x peut appartenir
*

3 P, . Tout ce qu'on peut dire est que Pyo; se réduit en Piai . On a donc un diagramme (C = P‘G‘)_‘Ra VRAL

et (C=Poy) —o; (C = Piol ) et on ne peut cenclure en 1'absence d'une propriété de confluence assez forte.
e

11.23.

Pour vérifier 1a propri&té de C-confluence forte sur Tes paires critiques, nous définissons des

ensembles fortement complets de formes normales contextuelles.

Definition 2.27.1 : 3
Soit t un terme et € un contexte ; un ensemble complet minimal de formes normales contextuelles

pour (t,C) est dit fortement complet si les contextes de normalisation ont méme ensemble de variables que C .
1=}

Propositl

Soit ((My, M;), C) une paire critique contextuelle ; si (M, C) et (M, C) admettent des
ensembles fortement complets minimaux de formes normales contextuelles &quivalents, ~*R.Re est fortement
C-confluent sur ({M;, My}, C) a
Démonstration :

Evidente.

Remarque : Contrairement aux ensembles complets, nous ne sommes pas assurds de 1'existence d'ensembles fortement
complets. Dans 1'algorithme util?sé pour la démonstration du théorgme 2.19, i1 faut s'assurer que les précondi-
tions des régles qui s'appliquent & un terme obtenu par réduction & partir de (t, C) ont mémes variables

que C . Dans la pratique, cette condition est souvant vérifiée.

Nous pouvons rassembler les propositions et lemmes dans le résueltat fondamenta] suivant

Théoréme 2,27 ¢

Soit {S, I, R) un systéme de ré&criture conditionnel basé sur (Se» Z9s Ro) , & C-terminaison
finie. $1 pour chaque paire critique contextuelle ({(Mi, M2),C) de R,R; , (M, C) et (My, C) admettent
des ensembles fortement complets minimaux de formes normales contextuelles équivalents, alors R est

C-confluente et, en particulier confluente sur les termes clos, o




111,24,

Comme nous 1'avens indiqué aprds avoir défini la propri&td de C-confluence, on peut donne une
preuve plus directe de 1a relation entre C-confluence sur les pzires critiques et confluence sur les
termes clos,
Comme nous n'avons plus & raisonner sur les contextes que de maniére trés ponctuelle nous pourrons
ensuite élargir 1a relation de réécriture dasée en incluant les réécritures selon R, .
Nous pouvons d'abord appliquer le résultat général du chapitre II & la relation —R,R, 3
§i R, est & terminaison finie, e}le est confluente si et seulement si elle est localement confluente.
Ensuite, nous pouvons montrer que la C-confluence sur Tes paires critiques contextuelles implique

1a confluence sur les instances closes de celles-ci,

Si R,R, est fortement C-confluente sur une paire critique contextuelle ((M,,M,),C) alors R,R, est

confluente sur toute instance close (M;p, M;p) telle gue Cp soit un terme de Tz se Ro-réduisant en vrai.
9

Démonstration :

Sott ("1’ CT) une famille réalisant la C-confluence sur 1a paire critique M, ,M; . Puisque
'b(ci) =U'(C) , les instances de ces contextes sont des termes clos et 1'un au moins se R,-réduit en YRAL

Soit Mi le terme correspondant, Montrons gue

M e Myp € ¥
10 -_’R,Ru Tﬁ (—R:RO— 2P »

Soit Go - Do une réécriture utilisée pour réduire M, ou M, en M\‘ . Alors

W(Po) :'\}(Ci) ='015) . Rors Pop est un terme clos de T)Zq et Pop ‘:R VRAI . Donc
0

Gap =R, R, Bop .

Soit (S, I, R) un systéme de réécriture conditionnel basé sur {Se:Z0sRe) . ST R,R; est

confluent sur les instances closes de paires critiques, R,R, est localement confluent

Démonstration :

Totalement identique & celie du lemme 2.28.

Nous avons en effet remarqué que pour les termes clos les seuls contextes non triviaux sont équi-
valents 2 VRAI et que la C-confluence se confond alors avec la confluence. IT suffit donc d'appliquer le
Yemme 2.25 au cas des instances ¢ oses. On peut noter qu'on n'a plus besoin de la compatibilité de R,

avec le modus-ponens.

De méme le Temme 26 montre que s —p p €St C-confluent sur les paires critigues contextuelles,
2%

alors —R.R, est tocalement confluent sur les termes clos.
)

Par contre, nous avons toujours besoin de 1a proprigté de C-terminaison finie pour construire des

ensembles complets de formes normales contextuelles pour les paires critiques.
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Jusqu'd présent, nous avons utilisé Tes régles de R, seulement pour réduire les préconditions.
Nous avons remraqué qu'il n'était pas possible de prouver la C-confluence locale si R,Re pouvait utiliser
des réqles de Ro . Par contre, nous pourrons le faire pour la confluence locale sur les termes clos. Nous
&largissons la définition de la réécriture basée et de la réécriture contextuelle et nous nous servons de
celle-ci pour vérifier la C-confluence des paires critiques contextuelles. Nous utilisons la méme démarche

qu'au paragraphe 2.5.

Soit (5, I,R) un systéme de ré&criture conditionnel basé sur un systéme (Sy.%o.Rq) . La
relation de réécriture élargie sur les termes clos, notée —RR, * est Ta plus petite relation compatible
avec les opérations de ¥ et contenant

- Jes instances (Gooo » Dewe ) pour toute régle Gg - Dy de R, et toute substitution o
de TZn

- Tes instances (Go,Do) pour toute régle P=8-D de R-Ry telle que Po soit un

terme de Ty avec Po —p VRAL @
. o

Remarque : & condition de fermer la relation —, Par

On peut dire que —R/Re T TR.Re U ——aRO
Jes opérations de £ . /R est une relation de réécriture sur les termes clos pour laquelle on

0
peut d&éfinir les propriétés de confluence, confluence locale et terminaison finie comme avec —p OU —R,Rs

L'identité entre confluence et confluence locale reste vraie en cas de terminaison finie.

Définition 2.29

Un sytéme de réécriture (S, T, R) , basé sur (S;, £, Ro) est R/R, confluent sur Yes termes

clos si on a le diagramme

RiRo
t \ / t
\RRe 7
AN */n
v
1%

I1 est Tocalement R/R, ~confluent sur les termes clos si on a le diagramme

I est & R/R; -terminaison finie s'il n'existe pas de suite iofinie

t, —amn = — .
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Le résuitat général sur les régles de réécriture permet d'écrire

Un systéme de récriture & R/R, terminaison finie est R/R, confluent si et seulement s'i] est

localement confluent [

Nous devons d&finir maintenant une relation'de R/R, -ré&criture contextuelle. Pour 1'application
des régles de R, , on doit veiller & ce que les variables de la substitution soient des variables du

contexte.

Définition 2.31 :

Pour tout contexte C de T):o(") , on note _'R/Ra(c) la plus petite relation sur Tz(x) .
compatible avec les opérations de £ et contenant
~ les instances (G‘,’ Ta s D9 os) pour toute régle G, — Do de R, et toute substitution g,

telle que U (6 ao) soit inclus dans V(c)

- les instances (Go , Go) pour toute régle P=G-D de R-R, et toute substitution 0"
telle que V(Po) soft inclus dans"T(C) et (C = Po) —p VRAI
]

Soit G,—*D, une régle de R, et P =G~ D une régle de R-R;, u wune occurrence non triviale
de & . Supposons que G‘u et G, s'unifient par un couple d'unificateurs minimaux o,0, tel que
'U(Gc) et '\?(Gu) soient disjoints, que Po soit un contexte non trivial de Tzn(x) et Ggoq un terme de TE'(XI
Le résultat de la superposition est Ta paire critique contextuelle de R /R formée du couple

(6o(u + D, 0.}, Do) et du contexte Po . 5

R/R, est C-confluente sur une paire critique contextuel’e de R,R, ou de R, /R 5'i1 existe une
famitle finie (Mi'ci)i formée de termes et de contextes {non triviaux) tels que

1°)&(Ci)=v(C) poeur 1 dans I et ¥Ci :Roc

* * .
2°) M, —WRTM]- ‘"RTRG_ M, (C5) pour chaque i . o

Nous pouvons maintenant généraliser le lemme des paives critigues.

Si R/Ry est C-confluente sur une paire critique contextuelle ((M, M), €} , alors R/R,
est confluente sur toute instance close ((Myp, M,p ) telle que Cp soit un terme de TZo se R,-réduisant

en VRAI

Démonstration :

En tout point identique & celle du lemme 2.25'. I1 faut seulement &tudier le cas d'une réécriture

G =Dy dans R, . Alors V(Go) = Urey) = UTe) . vone Gop € T,

111.27.

Nous sommes en mesure de donner le résultat suivant

Theoréme 2.35
Soit (S, £, R) un systéme de réécriture conditionnel basé sur un systéme (S¢.%o, Ro) confluent.
Si /R est & terminaison finie sur les temmes clos et C-confluente sur les paires critiques contex-
0

tuelles de Ry/Ry et de R,Ry , alors /R est confluente sur les termes clos.

Démonstration :

11 suffit de montrer que R/R, est localement confluente sur les termes clos, La démonstration

sult le méme schéma que celle du lemme 2.26. Le seul cas intéressant est représenté par le diagramme suivant

Gao
[qfd] ()
Gﬂr
G
&5
Ds W
Ty VRAi
R (0
£ T(‘.)(} (‘\3‘@ DOTO)
e Lt
bnonies Gh“ G/ B novabrs & ocrmnnncas
*

. de E) )
ok occueas e Q de % domy G mowe 4
dome D Y
DG '
Do’ f—r— Gao

P"'“ T\:n A
Per -F..

La réduction de Po en VRAL est assurde par la confiuence de R, {sur les termes clos) puisque Po se réduit

3 1a fois en VRAl et en Pa'

& nowbns ¢ o
da = AW\TQP&NK
P == 5=~ Hvani

par confluma
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I11.3.- Systemes de réécriture

Nous désirens généraliser 1'étude des spécifications structurées au cas des definitions conditionnelles.
Dans le cas classique nous avons examiné trois types de problémes : :
- la complétude des définitions vis-a-vis des constructeurs
- 1a consistance de ces définitions vis-a-vis des relations entre les constructeurs

- la validité d'assertions dans une spécification structurée.

Dans les spécifications conditionnelles, nous donnons pour prouver 1a complétude, un principe de
d&finition élargi aux préconditions des régies. Nous résolvons les deux autres problémes par des méthodes
de confluence sur les termes clos. Nous avons donc & montrer dans un premier temps que la relation de
réécriture récursive est confluente sur les termes clos dés que 1a relation &largie 1'est. On prouve en
fait que ces deux relations ont méme fermeture réflexive, symétrique, transitive moyennant toutefois
1'hypothése que la spécification basée est suffisamment compléte vis & vis de la spécification de base

te plan de ce paragraphe est le suivant : au paragraphe 3.1, nous montrons que 1a confluence sur les
termes clos pour la réécriture basée implique la confluence pour Ta réécriture récursive ; !
au paragraphe 3.2, nous donnons deux conditions pour qu'une spécification conditionnelle soit une extension
consistante d'une autre spécification ; au paragraphe 3.3, nous donnons un critére de complétude d'une
spécification conditionnelle par rapport 2 un ensemble de constructeurs ; enfin, au paragraphe 3.4, nous
amorgons 1'étude de la validité d'assertions dans 1'algébre initiale par les méthodes de complétion.

Les paragraphes 3.2 et 3.4 ont pour but de montrer que des généralisations sont possibles.

Nous avons volontairement limité ces sections 3 des cas particuliers, Le cas le plus simple & traiter est
celui ol le systéme de réécriture de base constitue un environnement pour la spécification associée au
systéme basé, Toutes les préconditions sont alers composées avec des prédicats des sous-types externes
sans qu'il soit possible de définir de nouvelles préconditions dans le type d'intéréts. Cela permet tout
de méme de traiter des spécifications sur des types de base comportant un prédicat d'8gatité ou une
relation d'ordre.

On peut ainsi Etudier des spécifications d'ensembles, de tableaux, de listes sans répétition, de

listes triées.

11.29,

Nous avons défini 1a relation de réécriture /R, en acceptant seulement les substitutions telles
que Pgs soit un £,-terme. A 1'opposé nous avons défini au début de ce chapitre une congruence w en
acceptant toute substitution. Nous voulons montrer gue sans une condition de complétude de la spécification

= et Q—A;/Ra cofncident. A partir de %3, on pourrd frouver 14 consistancé de = en utilisant les
propriétés de confluence de AR, Nous prouvercns seulement Ta coTncidence de ces congruences sur
les termes clos pour des raisons qui apparaitront dans le cours de la démonstration.

Commengons par introduire une propriété de complétude.

(complétude suffisante)

Un systeme de réécriture (S, ¥, R) basé sur un systéme (S;, £,, R} est suffisamment complet si,

o

pour toute sorte s, de S .tout terme t de Tz s 11 existe un terme t, de TE tel que
o o o 0
t—oR/Rﬂ it 3 o

oeoretd

tobi e

Remag' ue : On utilise 1a relation de réécriture basée ; on verra que cela est sans inconvénient car on

peut &valuer t selon une stratégie d'appel par valeur qui permet de n'utiliser que des
[LEIS (AT

I -substitutions.

1 Ma

; PR _git (S, £, R) un systéme de réécriture conditionnel basé sur un systéme (S, , X,, R;) . Soit
= la congruence engendrée par 1'ensemble R vu comme un systéme d'équations conditionnelles et soit
* = + + N T .
('—'R/R' 13‘ ifenneture réflexive symétrique transitive de Ta relation de réécriture &largie —'R/Rn
Aors, si _‘(S, I, R) est suffisamment complet et si /R est confluent sur les termes clos, les con-
0

gruences =p et s coTncident sur Jes termes clos a
R/R,

L' tnclusten (—a;/Rn c =y est évidente parce que R, est tnclus dans R .

Réciproquement, pour montrer que =p est inclus dans HE/R 11 suffit par induction point fixe, de
s
prouver Gue (—4’ vérifie 1'assertion :
R/R,
Pour toute substitution o close, toute régle P =G~ D

® *
P ‘—'R/Ra YRAT = Go ‘—'R/Ru g (voir §III.1 proposition 1.3)

Pour toute variable x de P , g{x) est un terme de Tz g avec s, dans S, ; & cause de la
e
z 3 %
complétude suffisante, 11 existe un terme ty de TZQ tel que o(x) —»;/Ru t’; . Soit 5, 1la substitution
définte par
g, (%) = Lf pour x € U(P)

et g (%) = ofx) pour x € Y(6)- (P

N *
Puisque ofx} “IRAR Ga(") pour toute variable de G , on 2 aussi
1)

* * *
Po—psm "o e VA

n : *
En particulier PU*’HR/R, VRAI donc  Pa, _';/R. VRAT en raison de 1a confluence de —R/R
Ll

Comme Po, appartient & T. , onaen fait Pg = VRAL |
I, @Ry




i

g
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Par définition de /R, Go, RIR, Dg, . Donc
- *
Go /R, Goy, —R/R, 0o, .7 Do
ce qui prouve que Gu *—';/R., Do
. Le, point de,Ja preuve gui impose qu'pn se }imige aux termes clos est la propriété de complétude suffisan,

qu'il est hors de question d'imposer aux termes avec variables

Théordme 3.3 :

Soit (S, X, R} un systéme de réécriture basé sur (S, £, R} et suffisamment complet. Alors —R

est confluente sur les termes clos si /R, T'est. o

Démonstration :

Seit t, t, , t, dans TI tels que t —-; t, et t ——r; t, . Evidemment &, = t; done
tl"_’;/katz par 1a proposition précédente.
Par 1a propriété de Church-Rosser 11 existe t, tel que t, —-;/RO t, et ot _';/Rntz donc tel

que tx—a; t, et t —-; t, puisque —R/Rq est tnclus dans -t

L'objectif de ce paragraphe e;t de prouver que, lorsque toutes les éguations d'une spécification peuvent
étre orientées comme des régles de ’réécr-‘lture, la consistance peut &tre étudiée par le biais de la confluence
11 s'agit toujours de 1a consistance relative d'une spécification vis.d-vis d'une sous-spécification.
Nous commengons donc par examiner le cas o 1z sous-spécification est définte par le systéme de réécriture
de base. Puis nous &tudions Te cas oQ la sous-spécification est dérivée de ce systéme de base en ajoutant

de nouvelles sortes, des constructeurs de ces sortes et des relations entre ceux-ci.

111.3.2.1.- Consistance d'tm_systéme de réécriture conditionnel par_rapport & sa _base

Ce cas est simple parce que, par hypothdse, Tes termes de base ne peuvent étre réduits par les régles
ajoutées. 11 suffit donc de combiner les propriétés de complétude suffisante et R/R;conﬂ uence sur les

termes clos pour obtenir Ja R-confluence donc la consistance

Soit (S, I, R) un systdme de réécriture basé sur (Sy,%,, Ry) . suffisamment complet et R/R,-canﬂlﬂ‘
sur les termes clos, Alors la spécification associée & (S, %, R) est consistante vis.d.vis de la spéci-

fication associde 3 (Sy, Iy, Re)

Démenstration :

Soit t,, t; des termes de base

*
te =g ti= t R, ty o=t R}Rot; par propriété de Church-Rosser
-t to . (puisque t,, t) sont ReR, -irréductibles)
~t, .Rn t\;

vy
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Plus généralement nous pouvons constdérer une spécification (S', I', R') baste sur (S;. z;, R;)
et une sous-spécification (S, £, R) de (S', £', R'} basée sur une sous-spécification (S,, 5, R) de
(Sgs Zya Re) . 1] est plus Juste alorg, de dire que Tes premigres sont des extensions des secondes.

fous obtenons le résultat suivant

Soit (S', ', R') (basée sur (S;, I, R;)) une extension de (S, ¥, R) (basée sur (Sq.Z;, Ry)
telle que
0°) nx =%,
1°) R'/R, est confluente et suffisamment comp”2te sur les termes clos
2°) les z-termes clos sont (R'-R)-irréductibles.

3%) (S5, %;, Ry} est une extension consistante de (5,.%,, R,)

Mors {S', X', R’} est une extension consistante de (S, £, R) . o

Démongtration @

Remarquons d'abord que sur Ty
R/Ry = R/R,
En effet,
R'/Ry = R',R} U Ry
=((R-R), R Ju s RJU (R, - R R,
Sur TZ , R,Ry = R,R, parce que Rj est une extension

consistante de Ry et que Tz; n T2 = TIa

D'autre part R! -R =R, -Ru (Rn Ry - R} =R -R
Donc sur Tz JRYRy = RROUR = R/Ro .

Maintenant sott t,, t, dans TZ

*
t = ty » Yy C_QK‘/RO' e » T RY/R, L7 T Y RR, t, = b = t,

Remarque : Ce résultat général permet en particulier de considérer dans Z des constructeurs comportant

des relations conditionnelles.

11 permet d'autre part d'adjoindre & la spécification de base des régles {nconditionneiles & condition

que R, soit consistante vis.d-vis de R, .
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L'objectif de ce paragraphe est de donner ume cenditicn syntaxique sur les préconditions et leg
membres gauches des régles pour que des opérations soient complatement définies par rapport & des cons.
tructeurs. y gk L 35 s

Hous avons donné un critére dans le cas des définitions sans ﬁréconditfen et nous supposons que 1g
systéme de base vérifie ce critdre ce qui entratne en particulier que toute instance close de précondity,
se réduit en VRAI ou en FAUX.

Nous pouvons construire similairement des ensembles structure]]ement basiquesde pré_cunditions en
dérivant d'une précondition P &...& P, deux préconditions P, &...& PnL& Pn:l et-: ! P && Pnhpml
Etant donné Ta complétude suffisante des booléens, touteinstance close d'un ensemble structureliement
basique de préconditions contient exactement une précondition qui se réduit en VRAI.

Nous devons tenir compte de 1a base sur laquelle est construite le systéme de rédcriture. Bien

entendu, les constructeurs de sorte primitive dans £ doivent appartenir 3

&5 oS Zan

Nous définissons maintenant successivement :
~ les expressions booléennes simples de T):‘I
- les ensembles structurellement basiques de préconditions
- les syst2mes de ré&criture structureliement basiques

Définitions 3.5 :

Une expression booléenne simple (ou 1ittérale)de Tzo(x) est un teme de ta forme pt, vty ol

pE za.bool et ol les t1 sont des I, ~termes de sorte non boojéenne. o

Exenple 3.1 eglx, ¥}y x<y ,eg(2x, 3y) ,x<3y .

Remarque : Cette définition présuppose qu'on distingue les opérations et les prédicats comme en logique.
On peut former, en connectant des 1ittéraux endre eux, des clauses et raisonner sur ces clauses selon
différents systémes d'inférence. Plusieurs travaux combinent Te calcul clausal et les réécritures. Mais
ces traveux sortent de notre champ d'intérét fmmédiat. I1 va de soi que nous serons amend 3 Tes utiliser
au moment d'une implantation des algorithmes ([KOW 81] , [HSI 81], [SLA 74]).

Ensemble structurellement basique de contextes (ou de préconditions).

Un ensenble structureliement basique de préconditions est en fait un arbre de choix binairesou en
une structure de si...nlors..sinon.. imbriqués. I} ne fait pas de doute qu'une telle représentation est
plus agréable pour Ta 1isibilité d'une specification et d'autre part trés utile pour la recherche des
paires critiques contextuelles. De 1'autre cGté, pour 1'expression formelle des problémes, i1 est préfé-
rable de traiter séparément chague régle conditionne]le.

®]

i1
B

Définition 3.6 :

donnent des spécifications conditionnelles. Est appelée plus généralement équation ¢
formule de 1a forme

btpmty wtet

Principe de construction d'ensemble complet de précondition :

Pour définir une opération sur un motif T donné (voir chapitre 11,2 ), on peut sn
directement, soit raisonner par cas en introduisant une expression booléenne simple su
de T - et son cpposée - i1 se peut que ces deux cas ne suffisent pas encore ; on pel?
1'tn ou 1'autre ou les deux. On obtient un principe général de construction d'ensembies”

conditions.

Un ensemble P de préconditions (en forme conjonctive) est complet s'i] peut &t
en appliquant plusiears fois la transformation suivante E
“Prendre une précondition P d'un ensemble complet et remplacer P par les deux

P &P, PETIP' ol P' est une expression booléenne simple” o

Proposition 3.8 :

Sott P un ensemble complet de préconditions, sur des variadles Rysevos Xy
substitution des variables par des termes clos de T}:,, « Alors 1] existe une précondit

dans ? telle que Po‘-—;; VRAI o i
o

_____________ : : = '{

Par récurrence sur le nombre d'&1éments de ¥ ; T'unicité résulte de ce que Jes praca'ﬁq

. A
qu'on remplace la précondition P par P &P' et P &9P' . P'o se réduit en VRAI‘
en FAUX au quel cas T P'c se réduit en YRAI,
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.9 (Ensemble structureilement basique de régles conditionnelles}

. Un ensemble structurellement basique R pour une opération F est un ensemble de régles de la forme

Py = Frl) - by iel jeu, T35
ol la famille (Ti)1 e estun ensemble structurellement basique de motifs et ol, pour chague i
de” 1, la famille (pij)_‘EJi est compléte. a
i 5 T Sa—. Exenple 3.4 :
2 th\!gmglg_é;% (Insertii(!:d?)r_»ls;“:lfne 1f§te trie) La définition de 1'insertion dans une liste triée (exemple 3.3) est i terminaison finie, 11 suffit
ins (vide, a) -+ ajt(lvide, a) d'utiliser 1'ordre récursif sur les cheming de DERSHOWITZ [DER,3){ou dans ce cas 1'ordre équivalent de dé-
eg(a,b) = ins {ajt(1,a),b) -~ ajt(1, a) composition de REINIG [REI 811 avec 1'ordre imajt > lvide sur les symboles. Nous avons une définition
Tegla,b) dagbd = ins (ajt(1.a),b) - ajt(ajt(1,a),b) compléte de 1'insertion.
v, Teg(a,b) 41agd = ins(ajt(l,a),b) - ajt(ins(l.b},a}
Mivw hE, i o I11.3 Preuyes d'assertions dans 1'algebre initiale
Remargue, ; On appelje encare moy{f contextuel un couple . Pii) utilisé dans une definition L'objectif de ce paragraphe est de prouver la validité d'assertions dans une splécification condi-
s uistruckure] Jement bagique. On note (TT‘ Pij)ided Tepsagbict eEsacie tionnelle o2 on distingue des constructeurs et d'autres opérations. Ceci est chose aisée & partir du moment
L VT TS wr Lead o e . Wy ol on dispose de méthodes pour prouver consistance et complétude d'une extension.
Proposition.3.10 : La sftuation est un peu compliquée dans 1a mesure ol les définitions utilisent non seulement les
Soit t = (t, ...tn) une suite de termes clos de Tt de type correspondant au profil d'une opéra- constructeurs mais des préconditions. Nous donnerons un seul résultat tout en sachant que des extensions
tion F . Alors i1 existe un motif unique (Ti, Pij) et une substitution unique o telsque sont envisageables.
o 1 pgn o " e T"o‘%: T}U’,.... T:‘tr) Nous supposerons que tous les constructeurs peuvent étre inclus dans la signature de base et donc

5 qu'il n'y a pas de relations conditionnelles entre les constructeurs.
et P‘-ja — VRAT <]
. T

Théaréme 3.12 :

i i Soit (Sq,%0, Ro) un systzme de base tel que I, contienne un ensemble € de constructeurs et Ry
I existe T' et o uniques tels que t =T'c . Par la proposition 3.8, i1 existe P; unique .
0 1'ensemble Re des relations entre ces constructeurs. Soit A un ensemble d’opérations, Ra3 un ensemble de

tel que Pij a—-;n VRAL. En effet, o substitue aux variables des préconditions des termes clos de . .
ragles struturellement basigues pour 0 . Soit enfin R

] un ensemble de régles auxiliaires et

T!’n donc de T}:u

e «

R" =R U R::U R' . ST (S5,E UD, Re U R‘bU R') est basé sur

Theoreme 3.11 : (Sas Loy Rg) , suffisamment complet et tel que R"/R, soit confluent sur les termes clos alors

Soit R, = (Rp)p ¢ , un ensemble de régles structurellement basique pour D, qui est de plus 2 1) SPEC =(Se,%y UL, Ry U Ry est une extension consistante de (SgsZoe Ry) (et aussi de (S, @,Re))
terminaison finfe. Alors tout terme t se Rp , Ry -rédult en un terme de Ty . o et 2) Tgope valide les assertions de R’
Demorstration ‘ Demonstration

Soit t un terme de TEU.O' e - Puisque —.R@Ro est compatible ayec les opérations on peut Par la proposition 3.4 SPEC' = (S,,I, UD, R") est un enrichissement consistant de ($; ,E5,Re)

tandis que, par la proposition 3.11, SPEC est un enrichissement complet de la méme spécification. Donc

toujours supposer que t = Ft, ...t  avec F dans & et t‘...t

h dans. Te. Par 1a proposition 3.10

n

i1 existe une régle p1‘j - F(T‘)_ﬂ D1j qu; RO‘R._réduit t . SPEC et SPEC' définissent Tes mémes congruences, ce qui veut encore dire queTSPEC valide R' .

Puisque R est @ terminaison finje, tout terme t admet une forme normale qui est nécessairement

un terme de TC'
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II1.4.- Conclusion

Nous &tudions successivement les travaux reliés 3 ce chapitre puis les perspectives et problémes
ouverts.

Traveux_reliés :

Le principal travail que nous avons rencontré sur les systdmes de réécriture conditionnels
est un article de Pletat, Engels et Ehrich [PEE 82] qui, par un certain nombre d'aspects se rapproche du ndtre.

Ces auteurs considérent aussi des systémes de réécriture basée mais travaillent exclusivement sur
les termes clos. Ces auteurs n'acceptent pas de paires critiques entre les régles de réécriture, ce qui est
rafsonnable pour des syst2mes de définition mais plus d&s qu'on veut prouver la consistance de deux définitions.
Leur attention se concentre sur la preuve du lemme 2.26 pour laquelle 11s introduisent une propriété de préserva-
tion des préconditions par Tes nouvelles régles. Cette propriété est assurée en particulier si les membres gauches
des nouvelles r2gles ne sont pas des termes de base.

1 faut aussi remarquer que P.E.E. n'ont pas besoin d‘hypothése de terminaison finfe. En effet, dans
12 preuve du lemme de Knuth-Bendix, les diagrammes de confluence Tocale sont tras simples ; on peut controler
Tes occurrences ol des réécritures sont effectuées pour refermer Je diagramme. Ils utilisent un résultat
démontré par 0'Donnel [0'D0 77] qui assure dans ce cas Ta confluence sans hypothdse de terminaison finfe.

Sur Te plan des spécifications conditionnelles, i1 faut aussi citer 1'article de [ADJ 76] dans lequel
1'existence d'une algebre initiale est prouvée. Dans [8PW 82] , Broy, Pair et Wirsing &tudient &galement la, .
classe des modéles finiment engendrés associés & une spécification conditionnelle.

Dans un travail qui nous a &té signalé par !. Guessarian [GUE 82] , Bam et TindeW [B & T 841
développent une approche intéressante des spécifications conditionnelles. 1ls introduisent une opération condi-

tionnelle cond qu'ils spécifient par un ensemble d'équations et d'inéquations

cond({VRAI, x, y) = x
(43 cond(FAUX, x, y) = y

cond(ps X, ¥) =4 pour p £ [VRAI, FAUX}

Grdce 3 un résultat de Birkhoff, ils montrent que Ja variété € des modeles de (1) ne peut 2tre
spécifiée équationnellement. Cependant, {ls trouvent un ensemble (Ay) d'axiomes Bquationnels tel que
1'ensemble des assertions valides dans 6 concide exactement avec celui des assertions prouvables par (Ax) .

L'ensemble Ax n'est pas trés grand et contient des axiomes tels que

cond(p, cond(p, X, ¥}, z)
= cond(p, x, z)
ou cond(p, cond(q, x,, x,}. cond(q, y,, ¥,})
= cond(q, cond(p, X,, ¥, » cond(p, %, ¥,)
De plus, ces axiomes sont soit des régles de réécriture,soit des &quations de type commutatif et on
devrait pouvoir définir des formes normales dans ce cadre.
Cependant, le travail de BIOM et TINDElLexclut pour 1'instant des axiomes sur les autres opérations
De son cGté, 1. Guessarian s'est intéressée {1 y a quelques années i ce probleme dans le cadre des schémas

récursifs et dtudie en ce moment des extensions du théoréme de Blam et TindeT,

RO T [

"ol

Pid

111.37.

Perspectives et _problémes ouverts

. La premigre téche & entreprendre est 1'écriture d'un algorithme de construction d'ensembles complets
U Vi e
minimaux de formes normales contextuelles. L'important est d'assurer que les contextes sur lesquels les formes

normales ont &té ca]culées sont camplémentaires. Puur ce'!a, nous supposons dans un premier temps le systéme
re:ouvran.t dalv_\s:‘i: sens suwant 4 chaque 'Fn1‘s que ie systéme conhe.nt %ﬁ(e \;égie de membre gauche donné, i1
cont1ent luln;e famille de rég1es avec ce membre gauche et des précund!tiuns comp1émenta1res
o La constr‘u'c.tion peut procéder de la manié!re sLi‘vLa‘nte : s

Soi(:- twun teme, C un cla‘n,te'xte § s;v,i{u)cu:‘me‘ntre gauche ne se filtre dans un sous-terme de t ,
on a une forme nonnale contextuel]e 3 sinon epphquer T ensentle des rég'les ayant un membre gauche fixé en
ajoutant les précondlt{ons au contexte Ponr chaqt;;hc'oup'l‘e obtenu. app'Hquer récursivement 1'algorithme et
regrouper finalement Tes ensembles comp‘lets de Fom:”n‘o‘r:yéusv contexlua’l'{as

Lorsque le systdme n est pas recouvrant, on lui donne cette propnété en ajoutant une régle

PaGG 00 P estle comp]émentﬂre des précondfuons‘ assnciées a G
(LR O VT
tl suffit d' 1nterd1re 4 apquuer cette régle deux fois consécutives

(NS e if i Al $vul
Up deuxi éme tralvﬂaﬂ ﬁsﬁ“ﬁ!g mmir le sy,stéme de .bpaﬁv‘e‘lg‘eisr;ﬁgles__de réecriture assez pufssants pour
xtea Notre approche

jih ier pema‘ihpef[

systéme de base, sans interférence avec }e‘,v‘sly‘stene en |chours d' 'é-tIHde

Pour assurer 1a terminaison finie,

kel

LI

décider, de W'égu.’lya_]]ence de de‘ulx copte: tmiter les preuves de contextes au

[N
Rgrspgctives intéressantes sont ouvertes
i

par la construction d'un systéﬂge‘de rgecrj‘ltqug_ confluent et & terminaison finie (modulo des équations d'associa-

tivité et commutativitd) pour Te czﬂc“ul ‘pqole,e)n.v T

BEL A

. Un troisteme objectif est: 1'obtentton d'un algorithme de complétion déterminant des régles condi-
tionnelles & ajouter lorsque Te test de confluence met en &vidence deux ensembles complets de formes normales
contextuelles non &quivalents, Deux problémes se posent, Le premier est d'ordre combinatoire : chaque ensemble
comp et est constitué de plusieurs couples (termes + contextes). 11 n'est pas évident que les contextes puissent
2tre mis en correspondance deux & deux mais cela peut &tre résolu en considérant les intersections des
contextes de chaque ensemble. De cette manigre, on est devant une familje de contextes et de couples de deux
termes ; pour chaque couple de termes d1st1ncts. on détermine une or\entatmn compatible avec la propriété de
terminaison finie. Le second probléme est alors &e fomer une régle conditionnelle en utilisant le contexte.
Si le contexte comporte uniguement des variables apparausant dans je membre gauche, 11 n'y a rien & faire.
Sinon, i1 faut transformer Je contexte : on commence par ajouter des conséquences du contexte portant seulement
sur les variables du memhre gauche puis on &limine les parties du contexte contenant d'autres variables. Cette
technique de remplacement de certaines hypothses par d'autres est déltcate puisque rien n'accure a priori
que 1a r2gle engendrée soit valide.

Cependant, si Ye processus de complétion est engagé avec un ensemble basique de régles et s'il s'a-
chéve avec un ensemble confluent, nous sommes assurés que les deux systémes engendrent la méme congruence

et les régles ajoutées sont effect{vement valides.

. Le quatriéme type de probléme posé est extrémement vaste : il s‘agit de reprendre tous les travaux
menés depuis quelques années sur les systémes de réécriture classiques concernant la confluence moduio un
ensemble d'équations et la définition de relations sur les classes d'équivalence de termes. Il s'agit de trouver
des g&néralisations aux cas des systémes d'équations et de réécriture conditionnels.

L'effort devrait porter sur la définition des paires critiques contextuelles et sur 12 construction

d'ensembles complets de classes de formes normales contextuelles.
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. Quelgue travai  nous semble &qalement nécessaire pour affirmer nos résultats concernant la propriété
de Church - Rosser pour les termes comportant des variables. I1 convient d'étudier la congruence définie sur les
termes par 1'&quivalence de leurs ensembles complets de formes normales contextuelles. Cette congruence est
plus riche que la congruence syntaxique et cela parce que nous acceptons de raisonner par cas. 11 faut donc

déterminer 1a classe des modeles validant cette congruence.

CHAPITRE IV




CHAPITRE IV

I : 1V.- Spécification d’opérations partielleme: ]

| Dans un type abstrait, i1 est courant que certaines opérations soient partiellement définies. On
peut transformer une algébre partielle en une algébre totale en ajoutant un é€lément (appelé indéfint, erreur....
& chacun des sﬁpports de 1'algébre et en propageant les erreurs & travers les opérations. Plusieurs approches
ont été effectudes pour spécifier algébriquement des types abstraits partiels. Citons

- la théorie des spécifications avec Erreurs [GOGUEN 78]
- 1a théorie des algdbres partielles (BERGSTRA, BROY, TUCKER, WIRSING 81] et [BROY, PAIR, WIRSING 8%]
- la théorie des spécifications avec préconditions [GUTTAG & HORNING 801 , [CHOPPY, LESCANNE,
REMY 811 .
Nous allons utiliser les spécifications conditionnelles pour définir des types abstraits partiels.

v Dans le travail que nous présentons, nous nous intéressons une fois de plus aux spécifications hi€rarchigues,
distinguant constructeurs et opérations définies (partiellement). Nous supposons que les constructeurs sont
des opérations totales bien qu'on puisse rencontrer des types abstraits dont les objets sont engendrés
par des opérations partielles. Toutefois, on peut souvent considérer ces types comme des sous-types de types
engendrés par des constructeurs totaux. Bien sir, i1 faudrait avoir une formalisation des sous-types et
notre conviction est que cette formalisation dépend d'une bonne formalisation des opérations partielles.

Pour le moment nous laissons de cdté ces problames que nous avions abordés de maniére informelle dams plu-
sieurs publicationsantérieures [REM 80] , [C,L,R 81] .

Nous complétons une spécification partielle en deux temps

~ Nous considérons d'abord une spécification primitive formée uniquement de constructeurs et
nous ajoutons des constantes d'erreurs et des prédicats de définition. Nous obtenons une spéci-

cation dont 1'algabre initiale est la complétée de celle de dipart.

- Ensuite nous considérons des opérations partiellement définies par récurrence sur les construc-
teurs et nous utilisons les symboles d'ereurs et les prédicats de définitions pour compléter la
spécification.

Nous faisons 1'hypothése que les definitions, comme les relations entre les constructeurs sont des
régles de réécriture (ou des équations) sans précondition.

L'objectif visé est de pouvoir appliquer les résultats sur la réécriture conditionnelle basée @ la
spécification complétée. En fait, dés qu'on aura une thdorie plus générale de la réécriture conditionnelle
hiérarchique, i1 sera possible de considérer des 8quations conditionnelles. 11 reste que ces conditions
doivent &tre elles-mémes des opérations totales.

Le plan de ce chapitre est le sufvant !

Au paragraphe 1, nous complétons la spécification des comstructeurs, Au paragraphe 2, nous &tudions
les spicifications vérifiant un principe de définition partieile et nous montrons qu'on peut construire
une algébre initizle d'une maniére syntaxique en utilisant le mécanisme de rédcriture pour definir les
opérations partielles. Nous montrons que cette algdbre nitiale valide la spécification sous 1'hypothése

qu'une stratégie de réécriture par valeur est compléte.




.2,

Au paragraphe 3, nous complétons une spécification vérifiant un principe de définition partielle en
utilisant les symboles d'erreurs et les prédicats de définition du premier paragraphe. L'étude du paragraphe 2
nous assure que la spécification ainsi complétée est une extension consistante et compléte de la spécifi-

cation des constructeurs. Son algdbre initiale n'est autre due la complétée de 1'algebre partielle syntaxique

du deuxidme paragraphe. " )
M bavagraphe 4, nous montrons coment transformer une difinition récursive partielle d'opérations
en wme d6Finttion récursive ¢omplete des préconditions de ces opérations.
Au ‘r‘;'ai;aéraphe"fii nous ét;\;;diuns cette transformation dans un cas simple de définitions d'opérations.
l:eé‘ pPé‘c'ondit‘ié;\\s de ce typb ﬂ'opém't?'dns' pemei‘.té"ﬁt d'utiliser les méthodes de réécriture basée et
“en particiilier d'effettidr des priules de Va17alte dans’f¥h1gebre Tnittale complétée.
Neus concluons ce chapitre en comparant notre approche avec celles de Goguen et de Broy-Pair-Wirsing.
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Oéfinition 1.3 (Relation entre les constructeurs)

Soit E, un ensemble d'équations conditiommelles sur Te(x) . On appelle ensemble transformé
d’équations 1'ensemble E—° formé en remplagant dans chaque &quation la condition P par la condition

P& DEFS,(K') k.. .& [!EFs (x") o ¥y ..., sont les variables de 1'équation. ] .
n

Nous avons tous les &léments pour former une spécification avec erreurs & partir d'une spécification

s.€,€)

Définition_ 1.4 :

Soit SPECs = (S, €, E;) une spécification. i
La spécification complétée SPEC, est definie par &
SPEC,= (5, €) ‘
+ opérations
(ERs)s €s 4
(DEF)s ¢ 5
+ Equations
Equations de propagation des erreurs
Spécification des prédicats de définition
Equations transformées 1o

La correction des définitions précédentes est donnée par le résultat suivant

L'algébre initiale définie par une spécification complétée est la complétée de 1'algébre initiale
de la spécification

oli la complétée d'une algdbre (totale)

4 - (g e 5 v (Falpey) est 1'algabre

i ((/35)s es FRlres Ultdses V(B¢ definie por:

S A A H L
et
1o st %=1 pour un i
s i s
SRR xg) i
"J‘("“'”’xn) sinon
et

ADS (x,..u,yn): [FAUX st )<‘.=J.si pour un i

VRAI sinon




Dans ce paragraphe, nous présentons deux méthodes pour spécifier des erreurs et des prédicats de
définition. La premidre méthode est plus générale parce qu'elle accepte des équatiens conditionnelles,

La seconde méthode permet d'appliquer les résultats du chapitre [II sur la réécriture basée. C'est
pourquoi nous avons préféré poursuivre dans les paragraphes ultérieurs avec cette seconde approche. Nous

maintenons cependant la premidre pour illustrer ce que peut donner une théorie plus générale.

Nous commengons par considérer un ensemble € de constructeurs et nous faisons d'emblée
1'hypothése que ceux-ci sont des opérations totales. Puis nous introduisons une famille de symboles d'erreurs
(ERs)s €s chaque sorte possédant un symbole. Il n'y aurait pas d'inconvénient a considérer plusieurs
symboles différents pour une méme sorte. Nous introduisons en méme temps une famille de prédicats de
definition (DEFS)s €5 - Deux familles de régles expriment que les erreurs se propagent et que les cons-

tructeurs sont des opérations totales.

Définition 1.1 (propagation des erreurs)

Soit f une cpération de profil s' « s, ... Sy -
On appelle Equation de propagation des erreurs a travers f les équations suivantes

(ERf,i) Fxgoxy Eﬂ51 Xggy oo Xy = B a

Definition_ 1.2 (spécification des prédicats de définition)

Soit e un ensemble de constructeurs, (ERS) ume famille de symboles d'erreurs et (UEFS) une
famille de prédicats de définition. On appelle spécification des prédicats de définition la famille d'équa-
tions conditionnelles suivantes

DEFs (ERS) = FAUX pour s dans S

et, pour chaque constructeur ¢ : '« 5., 5,

DEFg (1) &...8 DEFSn(x“) » DEFGi(ex, ..x ) = VRAL o

Nous devons nous préoccuper maintenant des relatfons entre constructeurs. Soit P = G =D une
telle relation, On a supposé que toutes les variables de P &tafent soit des varfables de G, soit des
variadbles de D . Les variables parcourent implicitement 1'ensemble des Eléments définis de 1'algébre 3

i1 nous faut donc incorporer dans P des prédicats de définition des variables.

(VA
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Démonstration :

soit € =8 u (R}, D, = (DEF) g
Notons EP, ED et E, respectivement 1'ensemble des &quations de propagations,
des &quations de ébe et des &quations transformées. Soit T 1'algébre initiale TG,ED et
T sa complétée. On peut construire T par enrichissements successifs.

Soit SPECy = (s, €, ) , SPECo, = (5, € UD,, EPUED) et SPEC, = (S, gup, PPUEDU B) .

Alors
1°%) TSPECR est isomorphe & 1'algdbre TS,Q + (15}S cs
En effet t “p t' si et seulement si t = t' i‘EP ERS ou bien i existe s €5 tel que t =g ERg =p L

2°) TSPECRD est isomorphe & la complétée de Ts,t'

En effet T est un modéle de SPECRD et SPECRD est un enrichissement compiet de SPECR .

S, 8
11 est en effet immédiat par récurrence que
DEFS(t) = FAUX si t contient un symbole d'erreur
VRAI sinon
Puisque Ts_;fest elle-méme un enrichissement de TS,e + (LS)S‘ g ¢ i1 suffit d'appliquer le

théoréme de correction d'un enrichissement (ch.l th. 4.8).

3°) TSPEC, est isomorphe & la complétée de TSPEC,' SPEC,= SPECpp, + #.9, f,) . Chaque équation de E,_.,

est de la forme

P & DEF, (xy) &8 DEan (x) = 6=D

Alors, pour tous termes t, t' de Tfs on a
B
b e 5 - .
ta SPEC, t' si et seulement si t Hep ERS =p t
ou t,t' € T, & t=t
% £

ce qui acheve la preuve.

Nous pouvons compléter ume spécification des constructeurs sans utiliser d'équation conditionnetle.
Pour cela, nous devons modifier la spécification des prédicats de définition de la manizre suivante :
nous utilisens les définitions

DEFS, {ex, ...xn) = DEFSI(X,) &8 DEFSn(xn)

Ces definitions restent consistantes avec les équations de propagation des erreurs. Si une variable
est remplacée par un terme Errveur,les deux membres de 1'gquation sont &gaux & FAUX.

D'autre part, nous supposons, comme nous le faisons dans la suite, que les équations entre construc-
teurs sont non effagantes, ¢'est-a-dire que leurs deux membres ont mémes ensembles de variables. Nous supposons
aussi qu'elles sont inconditionnelles. Alers, i1 n'est pas nécessaire d'ajouter les conditions que les variables

sofent définies en prémisse des relations.
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Autrement dit , ces relations restent vérifides méme si on remplace une variable par ERreyr. Dans
ce dernier cas, 3 cause des équations de propagation, les deux membres sont des erreurs.

Dornons un équivalent de la définition 1.4

Definition 1.4! :
Soit SPEC, = (5, &, Eo) une spécification avec des équations inconditionnelles non-effagantes.
ta spécification complétée §§EE; est définie par
SPEC; = SPEC,
+ opérations
(ERs)s €S
(DEFg)s ¢ 5
+ Equations
Equations de propagation des erreurs
Spécification des prédicats de définition. a

Compte teny des remarques précédentes, le résultat sur 1'algébre initiale de SPEC, reste valable

avec cette définition.

Lorsgu'on veut définir des opérations totales dans un type abstrait algébrique, on utilise un principe
de définition par récurrence sur les constructeurs. Pour définir des opérations partielles on peut utiliser la
méme idée mais en "aubliant" certaines régles. L'objectif de ce chapitre est d'examiner dans quelles conditions
on peut transformer une spécification partielle pour que Tes fonctions soient totales. L'idee primitive est
d'utiliser des symboles d'erreurs pour toutes les ré&critures manquantes mais i1 faut prendre un certain nombre
de précautions.

Pour commencer, nous construisons dans ce paragraphe une algibre partielle syntaxique et nous détermi-
nons des conditions pour que cette algébre soit un modéle de ja spécification. Dans ce cas, c'est d'ailleurs un
modele initial.

Pour construire 1'algébre partielle, nous tentons de réécrire chague terme en utilisant un systéme de
définitions & terminaison finie. Est déclaré défint tout terme dont Ja forme normle est composée exclusivement
de constructeurs (c'est-a-dire est primitive).

En particulier, Tes termes simples formés d'une opération et de termes primitifs permettent d'&valuer
les opérations de 1'algébre.

Pour obtenir une construction correcte, i1 faut que Je sytéme de définitions soit confluent modulo
les relations entre les constructeurs et que deux termes qui sont relids sofent tous les deux définis ou tous
Tes deux indéfinis.

Une condition simple est que les &quations entre constructeurs soient non effagantes c'est & dire
admettent aitant de variables 4 gauche qu'd droite, La construction syntaxique d'une algdbre partielle est menée

au paragraphe 2.1,

Iv.7.

Pour que 1'algdbre syntaxique construite soit un modéle, i1 faut que tout sous-terme d'un terme
défini soit lui-méme défini, donc que 1a normalisation dans les termes primitifs soit stable (paragraphe 2.2).
En terme de ré&criture, nous traduisons cette condition par une condition de complétude d'une stratégie d'éva-
luation. Nous &tudions cette stratégie au paragraphe 2.3.

En résumé, le résultat principal de ce paragraphe est le théoréme suivant:

Soit SPEC = (S,©Gud , EU R‘,o] une spécification telle que R‘3 soit 4 terminaison finie , confluent
modulo €, et 3 €-normalisation stable, et telle que les équations de E sofent non effagantes.

Alors SPEC admet un moddle partiel T’;;Eé » initial parmi les mod2les qui sont des enrichissements
de TG.E .

Nous entreprenons ce travail uniquement pour des définitions inconditionnelles. La raison principale
est quenous n'obtenons pas une théorie satisfaisante lorsque nous acceptons des préconditions partielies. I
faut donc de nouveau avoir une approche basée que nous n'avons pas eu le temps d'approfondir ici. Précisons
seulement le cadre dans lequel on pourrait se placer : (S,8uD, R») peut étre un systeme basé sur
(S, € uDs, Rq) ol R,J)° est un ensemble complet de régles définissant les opérations (et les prédicats) de
D, . Dans le cas od R.D., est Tuf-méme confluent modulo E , on obtient une algabre initiale TSPEC, incluant

g;g s'effectue alors & partir de TSPEC, en considérant Ta

les opérations de O, . La construction de T.
réécriture R&/R% au 1ieu de la réécriture RJJ . 11 reste que cect demande du soin et ne sera envisagé

qu'ultérieurement.

Iv.2.1.- Spécifications partielles structurées. Construction d'une_aigébre partielle syntaxique

Dans ce paragraphe, nous indiquons la syntaxe des spécifications pour lesquelles i1 est possible de
construire une algdbre partielle syntaxique. Nous étudierons au paragraphe suivant des conditions pour que
cette algébre valide effectivement la spécification. Pour suivre la méme démarche que dans le cas total, nous
avons besoin
1°) d'une propriéte de terminzison finie
2°) d‘une proprieté de confluence des régles de réécriture modulo les équations sur les constructeurs.
3°) d'une proprigté de non-effacement pour les équations entre les constructeurs.
Dans Ta suite nous appelons spécification partielle une spécification hiérarchique qui n'est pas

nécessairement complate,

Dans 1a suite SPEC désigne une spécification (S, €udH, Ey Rm) telle que E soit un ensemble
de ¢ -équations et R.D un ensemble de régles de réécriture sur BUD . Nous faisons trois hypothéses sur SPEC :
a) R.‘B est un systéme de réécriture @ terminaison finie @ pour tout terme t de T‘&U.’D , on note
s forme normale t .
b} Nous supposons que R@ est confluent sur les termes clos modulo 1'ensemble E de relations entre
les constructeurs. S$i I}D est de plus @ terminaison finle, i1 vérifie la propriété :

toept et b




ey
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En particulier si t,,....t t; t,',‘ désignent des G-termes clos, deux & deux E-congrus,

on a

ity = ] .t

¢} La dernigre condition va nous permettre d'assurer que deux formes normales E-équivalentes sont

ou toutes tes deux dans Te ou toutes les deux en dehors

Une rgg]‘:a. 6= D est non-effacante si AT(G) = V(D) .
' "3k g
Proposition 2.2: (Pmprié‘té de cohérence)
T S d
Soit E un ensemble de € -équations non-effagantes et soit = la 8UD-congruence engendrée par
E . sur les termes clos. Alors, pour tous termes t.t' de Tg o
& G
o % (NN tept’ = (tGTeﬁt‘ ETG)
s i (S

fint 140 Cotte phosition est exactement le lemme 4.2 du chapitre II.

1Fy i LI}

o

v.2.1.2i-

I (&1 3
Soft SPEC = (5,6 ud, Eu R_l;) une spécification partielle. SPEC, = (5,8, E} définit une algébre

initiale T, . On enrichit SPEC, par des opérations assocides 3 & en utilisant les régles de Ro.

SPEC,
Les supports de SPEC, sont formés des classes d'équivalence de Tg modute E . Pour tout terme

t de T6

s soit lt]E sa classe modulo E

Les propriétés de confluence modulo E et de cohérence permettent de définir pour chaque F de 2]

une application partielle Fy sur TSPEC telle que FT(”:l]E""’ [tn]E)= AT Y si Ft...t, est
)
dans TG indéfini siron.
L'algébre TSPEC , enrichie des opérations (FT7FE:D constitue une € U O -algébre partielle, ce que
o

nous exprimons dans le théoréme suivant

Théoréme 2.3 :

Soit SPEC = (S, € uUD, Eu RSD] une spécification partielle telle que

- Ry est i terminaison finie

- Ra:: est confluente meduic E
- les équations de E sont non effagantes

Alors SPEC définit ume algébre partielle syntaxique T‘S’?,Eé qui est obtenue en enrichissant 1'algebre

T?,,E par les opérations (Fy). ¢ p definies par

Fr (0t dpen e (1) =) (Pt T o1 FE .ty est dans Tp

ingefini sinon. o

V.9,

Une algebre partielle valide une &quation s pour toutes valeurs desvariables, les deux membres sont
ou bien tous deux indéfinis ou bien tous deux définis et &gaux (§. 2.2.1).

Pour que 1'algébre partielle syntaxique valide Ta spécification, 11 faut que, chaque fois qu'un terme
a une forme normale primitive, ses sous-termes aient aussi une forme normale primitive. Si les régles de Rdj
sont des déﬁniﬂons, cette condition est &galement suffisante. Nous obtenons donc un théordme de construction
d'une algébre partielle initiale (§. 2.2.2).

1¥.2.2.1.- Yalidité dans_wune_algebre partielle

Definition 2.4 :

Soit L une (S, £)-algdbre partielle. L'interprétation F - FJt s'&tend en une interprétation

des termes avec variables, par composition fonctionnelle, avec la convention que

F I8, vee 6, 100) = F(Gl(x)...,,Gn(x)) st 6 {x),.. 0,6, (x) dont définis

indéfini sinon o

Définition 2.5 :

Une algébre partialie ot valide une 8quation G=D si G&= de , ¢'est & dire si, pour toute valeur
% Gd\_(x) et D‘ﬁ(x) sont ou tous deux indéfinis ou tous deux définis et égaux. o

Dans le cas de 1'algdbre syntaxique, 1'interprétation des termes ayec variables est simple. Rappelons
une notation simple pour les substitutions : si M est un terme sur les variables Xiseens Xy et si

sont des termes, on note M [tllxl,...,tn/xn] s ou plus simplement M[t ,..., tn] Te résultat

S

de la substitution dans M des tyoauw Ay . Rappelons d'autre part que dans 1'algebre syntaxique, les
slements sont les classes d*&quivalence des termes clos sur les construteurs.

Naus pouvons alors énoncer la

Soit T = Tg;g 1'algebre partielle syntaxique associge & une spécification partielle SPEC. Alors

pour tout terme M sur les variables XyeeXy s tous € -termes clos t‘,,.‘, tn

Mp (1t 3pse s [t 0E) = (M Dt s D0y a

Démonstration :

Par récurrence sur la longueur de M .

LS M=k, MT((':.I]E,..,, [tn]E) =ity =t

puisque T est un enrichissement de TEE 0
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LS M= FM}..J«k , notons, pour la simplicité, [t]E = ([tl]E.... [tn]E)

Me(Ltlg) = FT(MlT ([t1g)s--ns "kT“”E))
= F‘{(Mx [tlysoees Mk[t]T) (par récurrence)

< (F MIE] .o MLED) = (4 18]y

Corollaire 2.7 :

T =102t yalide une gquation 6 =D si et seulement si, pour toute substitution o des variables

SPEC
de 6,0 par des ‘€-termes clos, on a
(%)T = (UU)T
v.2.2.2.- § tion_et validité de 1'algebre syntaxigue

Pour prouver la validité des définitions de R:D dans ngg , i1 nous faut calculer 1'interprétation

tr de tout terme clos. On est tenté d'é&crire que tr = [E]E si T est dans TP, et est indéfini sur n

Cependant, cette proposition n'est vraie que sous Jes deux hypotheses suivantes

Définition 2.8 :

Un systéme de réécriture R-D sur B UD est un ensemble de définitions pour & si chaque régle est

de la forme

o2 F appartient 3 D et Tes Tl' sont des termes primitifs a

Cette hypoth2se gerantit que les ‘€-termes sont Rm-irréductib'les.

Définition 2.3 :  (Stabilité de la ‘e-normalisation)

Un systeme de définition R est 4 ‘e-normalisation stable si, pour tout terme clos t, tout

&

sous-terme t' de t

—t'eTt-FETC . o

Soit SPEC = (S,BUWD, EU F‘.D) une spciffcation vérifiant les conditicns de cemstruction de 1'al-

art
gebre partielle syntaxique T = T:P et telle que Rgy soit ensemble de définitions 3 @-normalisation

stable.
Alers, pour tout terme clos t :
t; est d8Fini st et seulement si € appartient @ Tg et dans ce cas,

tr= Lthg . o

.1

1°) Montrons, par récurrence sur la longueur de t, que

EETg =ty = [t

Soft t=ft,...t, . Par stabilits, T € T, et, par récurrence (&) {?1.15 . Donc

ty = fr (15 3gaeeo [E 1)

-5i fe€ ty= [ft, = £ puisque les termes de T sont Ricirréductibles.

-S1 fed tr = (ft, ..E;‘]E (par définition) =[ft ...t 3 = [E}E puisque R.D est confluent

modulo E

2°) Montrons, par récurrence sur la longueur de t , que
teTo =t indefini
Soit t = Ftl"'tn
- ou bien i1 existe i tel que E‘i [ Tg 3 par récurrence ("i)T est indefini de méme que t;
= e
- ou bien, ty € T, pour 1 =1...n ; nécessairement feD et ft ...t ¢ Tg . Par définition

4
FAIE I ooo [E ) est indefint donc tr est indéfini.

Nous pouvons maintenant &noncer le résultat essentiel de ce paragraphe.

Soit SPEC = (5, BuD, EU %o) une spécification vérifiant les conditions suivantes
- les &quations de E sont non effacantes
= RD est & terminaison finie et confluent modulo E
= Rl) est un ensemble de definitions & ‘e-normalisation stable

Alors

19) T = TR est un modele do SPEC

25 Tg;g est initiale dans 2 classe Aly gf,?e des algabres partielles validant SPEC et

constituant des enrichissements de TeE -

Démonstration :

1°) . T valide les équations de E puisque T estun enrichissement de Té’E
f

. Soit G=D ume &quation de R.‘D’ o une substitution des variables de G par des termes

clos de 'ﬁ . buisque Koo est Conilueny moduiv E, Goo=¢ Do . Alois,

- oubien G et By sont tous deux dans To et (Go)y = [E;]E = (B = (o)
- oubien G et Dy sont tous deux hors de Te et (G)y , (Do)y sont tous deux indéfinis

part J
Par 1a proposition 2.7, TSPEC valide G=D
part .
2°) Soit T' une autre algébre de 'ﬂt%SPEC . Soit FED, t,..., Tt dans Tg tels que

Fr (It Tgseens (tadg) = [tIg
Par hypothése, i1 existe t' dans Tﬁ tel que Ft:"‘tn =t et t' =Et . Puisque 1'algébre T'
est un enrichissement de T@.E s Lyl = [t;lg et aussi th=tp = S

Puisque T' valide les équations de R¢ 0 (Ftn"'tn)T’ = t‘T‘ donc

Frollt, Igs oo [t 1) = Tt] D
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Dans ce paragraphe, nous définissons une stratégie de réécriture basée sur les termes primitifs que
nous appelons réécriture par valeur, Nous continuons & considérer des systémes de réécriture formés de défini-

tions . Nous montrons que si la stratégie de récriture par valeur est compléte pour calculer les formes normales

dans ‘T , alors la €-normalisation est stable par les sous-termes.

€

Nous donnons pour finir un exemple simple de systéme non stable.

Soit RJD un systéme de réécriture sur € U . La relation de réécriture par valeur Sy et
la plus petite relation compatible avec les opérattons de € UD et contenant les instances (Go, Do} telles
que & substitue aux varfables de G des termes de Ic,
Remarque : On pourraft aussi noter la relation —R, € et noter Ta similitude avec Je probliéme de }a

'

réécriture basée,

Definition 2.13 :

La relation de réécriture par valeur est complate si, pour tout terme t , clos
= . =
te TG - t VAL t

autrement dit si — et —yaL définfssent les mémes formes normales dans T .
Nous montrons que pour les systemes de définitions, 1a complétude de Ta réécriture par valeur entrafne

la stabilite de la ¥ -normalisation.

Si R‘p est un ensemble de d&finftions et si Ta réécriture par valeur est compléte, alors Rey

est & ¥Y-normalisation stable. o

Démonstration :

Supposens les hypothéses vérifiées et montrons, par récurrence sur la longueur de t que
ry —‘!
te Tﬂ =t € TG

pour tout sous-rterme t' de t

.S o t=c tx“‘tn avec c€6 , t-c E Po pour chague 1 donc tout sous-terme

t' de t verifie i'sre
.8 t=ft],..tn avec fE€D ,t se réécrit par valeur en Te

Puisque les rigles de Ra sont de 1a forme F T,...T, avec Fe€D et les T1. dans TG s 11 est

n

nécessaire que t_l..... t_n appartiennent & Tﬁ . Alors, par récurrence, tout sous-terme t' de

t verifie t' €Tg.

Iv.13.

On travaille sur un type & une seule sorte.

Soit € réduit 2 1a constante O ,
D forme des trois opérations
F d'arité 2
G,H d'arité 1
E ne contient pas de relation.
- Ry =[F(x,0)- 0
H(x) — F(G(x),0)
Par réécriture générale :
F(0,0) — 0
H(O) — F(6(0),0) — 0
et 6(0) est irréductible
Par réécriture par valeur
F(0,0) —yp ©
0 H(0) {rréductible parce que G(0) 1'est.
De faft 1'algébre syntaxique ne valide pas 1'équation H{x} = F(6(x),0} puisque K(0) = 0

et que F(G{0), 0) est indéfini.

1v.2.3.3.- Déc

Le probléme de savoir si la réécriture par valeur est complate pour Ja réduction aux termes primitifs
est un probleme ouvert. Sur la base de 1'exemple précédent, on peut penser que 1'analyse des variables utilisées
dans les réductions est déterminante. [1 peut y avoir éqalement des analogies avec le travail de Huet et Lery
(H & L 19] sur les stratégies de calcul des formes normales dans des systémes ne poss&édant pas la propriété
de terminafson finie.

Cependant, nous décrirons au paragraphe IV.4 une méthode syntaxique pour transformer un ensemble R.D
de définitions de D en un ensemble complet de définitions des préconditions de D . Ces préconditions per-
mettent de caractériser les termes qui sont réductibles par valeur en des termes primitifs. Une étude plus

fine de ces préconditions représente donc une voie possible.

1v.2.4.- Conclusion

Nous avans développé dens ce paragraphe une méthode pour construire un modéle partiel initial dans
Te cas d'une spécification qui est striaturée sur un ensemble de constructeurs. Cette méthode consiste  confondre
en un méme symbole indéfini toutes les formes novmales gui ne sont pas réduites & des constructeurs. Notre
approche s'est concentrée sur des systémes de rgécriture vérifiant des propriétés de confluence ét de cohérence.
Cela nous permet de travailler sur des formes normales plutdt que sur des classes de congruence et nous donne
des méthodes effectives pour vérifier que 1'algébre syntaxique construite valide la spécification.

Une autre approche des algébres partielles est effectude par BROY, PAIR et WIRSING [BPW £2] . Leur

étude conduit & des résultats différents dans la mesure ol elle n'utiltse pas de systémes de réécriture.
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Cependant des similitudes peuvent &tre faites. En particulier, ces auteurs appellent réductible tout
terme congru & un terme primitif (disons un B-teme) et ils appellent ure spécification partiellement conpléte
si tout sous terme d'un terme réductible est réductible.

115 appellent modele localement calculable un modéle obtenu en considérant comme indéfinis tous les
termes qui ne sont pas congrus & des termes primitifs. .

Leur théoréme 6 s'exprime ainsi

"Un type abstrait partiel hiérarchique a un mod&le Tocalement calculable si et seulement si il est

partiellement complet. De plus, le modéle partiellement initial I est localement calculable”.

19.3.- Completi

Nous nous intéressons maintenant aux spécifications vérifiant un principe de définition partielle et
nous montrons comment compléter ces spécifications pour qu'elles vérifient un principe de définition totale,

De plus, lorsque la ré&criture par valeur est compléte, et plus généralement lorsque 1'algabre
partielle syntaxique valide la spécification nous vérifions que 1'algdbre initiale de la spécification complétée
est la complétée de 1'algebre partielle syntaxique.

De cette manire, nous ayons décrit deux procédés pour définir une algebre {nitiale complete & partir
d'une spécification partielle et nous prouvons que ces procédés conduisent au méme résultat.

Bridvement dit, un systéme de réécriture vérifie un principe de définition partielle s'11 est constitué
par des définitions des opérations par récurrence sur les constructeurs et si certaines définitions sont manquantes,
empéchant d'obtenir un principe de définjtfon totale,

Au premier paragraphe, nous avens complété une spécification des constructeurs én introduisant des
symboles d'erreur et des prédicats de définition. Nous utilisons 1'un et 1'autre pour compléter la spécification
partielle. Chague fofs qu'une régle est "manquante”, nous ajoutons une régle dont e membre dro{t est le symbole
d'erreur adéquat . Pour les regles déji présentes, nous les faisons précéder des prédicats exprimant que les
variables sont définies. Finalement, nous ajoutons les équations de propagation des erreurs.

Nous prouvons que la spécification complétée est a terminaison fine et complate vis & vis des cons-
tructeurs. Nous prouvons la canststance en montrant que 1'algébre fnitiale est la complétée de 1'algebre partielle
syntaxique. En cas d'absence de relation entre les constructeurs, nous pouvens aussi prouver la consistance en

yérifiant la confluence du systéme de réécriture.

Iv.3.1.- Principe_de définition partielle

Au chapitre I, nous avors défini ces ensembles structurellenent basiques de motifs peymettant par
instanciation de capturer tous les termes clos sur les constructeurs.

Ici nous appelons ensemble partiel de motifs tout sous ensemble d'un ensemble structure]lement
basique. Nous définissons une spécification partielle par la donnée, pour chaque opération F de %) d'un
ensemble partiel '”'IF de motifs inclus dans un ensemhle structurellement basique ‘M‘F et, pour chague
motif Tidlﬂl', d'une régle

F(TY) — 0

Iy.15.

Exemples
1°) €= ({Zero, Succl :

D= {Pred, Moins}

M

;r‘ad = {Succ(x)} e {Zéro, Succ(x}}
Moins = {(x, Z&ro}, {Succ(x), Succ(y))} € {{x, Zéro), {Zéro, Succ(y)}, (Succ(x), Succ(y})}
R =| Pred{Succ(x)) — x

Moins(x, Zéro) — x

Moins{Succ(x), Suce(y)) — Moins(x, y)

22y 8 = { pilvide, Empile }
D = { Depile}
Depile = { Empile(p, x)} < (Pilvide, Empile(p, x)}
Rg = Depile (Empile(p.x)) — p

Nous pouvons reprendre 1'ensemble des contraintes imposées jusqu'a maintenant pour énoncer un principe

de définition partielle.

Définition 3.1 : (Principe de définition partielle)

Une spécification SPEC = (S, 86U, EV R‘D) vérifie un principe de définition partielle si

1°) SPEC vérifie les conditions de construction de 1'algebre partielle syntaxique
la) QD est & terminaison finie et confluent modulo E
by E est un ensemble d'équations non effagantes.
2°) Il existe pour chaque opération de D, un ensemble complet de motifs J‘LF et un sous-ensemble
t)t? de c)tF tels que R:D soit exactement composé d'une régle
F(T}— D

pour chaque motif T de J‘Lg et chaque opération F de D

1v.3.2.- D&

Definition 3.2. :

Soit SPEC = (S, €UD ,EUR une spécification vérifiant un principe de définition partielle.

n)
La complétée de SPEC est la spéeificaiion SPEC obtenue de la fagon suivante:

1°) Seit SPEC, = (S,€, E) la spécification des constructeurs et SPEC, la complétée de SPEC,
construite au paragraphe IV.1, comportant des symboles ERS et DEFs pour chaque sorte s
11°) Enrichir TECG par les opérations de & et les regles suivantes:

1°) Si G-+ D est dans Rﬂ) et si U(6) = (4005 xn} mettre dans SPEC 1‘'équation transformée

DEFSI(M)E-“"’ DEan(xn) “ G- D
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2°) Si f est une opération de © et si T est un motif manquant, mettre dans SPEC la rigle
F(T) = ER

oi s est le type du résultat de F
3°) Pour chaque opératien F : s+ s....5, de D mettre dans SPEC les eéquations de propagation

F()(‘,...,ERS_,...xn)—»ER,‘i Q
i

£n oubliant les relations entre les constructeurs nous cbtenons un systéme de réécriture basée.
Précisons les notations :
€ - €U (R
5, - €U (DEFlg |
Ry = [ DEF e x,...x;) —»DEFsl(x])&...& DEFSn(xn) pour ¢ dans 2
DEF(ER)— FAUX

(%, .. ERg ...x) — ER,  pour c dans €

S
{ |
EJB est 1'ensemble des régles définfes dans 1°, 2°, 3° précédents
I = 5D
= R URy

Ators (S, £, R) est basé sur (S, Lo, Ro)

Le type pile wbcombtibiides constructeurs pilvide et empile, du prédicat total Estvide? et des opérations
dépite et sommet définies si et seulement si les piles sont non vides. Nous donnons successivement les spécifi-
cations partielles et complétées du type

Type Pile = Booléen + Entier +

Sorte pile
Opérations
Constructeurs
Pitvide : pile «
Empile : pile « pile, entier
Operations définies
Depile : pile  « pile
Sommet - entier o nile
Estvde? : booléen + pile
Equations
Définitions
Dépile (Empile(p,x)) -~ p
Sommet (Empile(p,x)) - x
Estvide?(Pilvide) -+ VRAI
Estvide?(Empile {p,x}) —» FAUX

V.17

Pour définir Te type Pile, on commence par compléter les types Booléen et Entier en ajoutant des

symboles EllB et ERE et des prédicats DEFB et DEI:E avec leurs équations

Type Pile = Booléen + Entier +
Sarte : pile | } i
Opérations :

Opérations des piles +

ERP : Pile
DEFp @ Bogléen « Pile
Equations
. Propagation des erreurs par les constructeurs
Empile (ERp, x) .+ ERp
Empile (p, ER;) = ER,
. Spécification du prédicat de définition
DEFp {Pitvide) - VRAT
DEF, (Empile(p, X)) — DEFy(p) & DEFg(x)
DEF, (ERp) — FAUX
. Définition des opérations
DEFp(p) & DEFL(x) w« Depile (Empile(p, x)} ~p
DEFp(p) & DEFg(x) = Sommet (Empile(p, x}} = x
Estyide?(Pilvide) - VR’ ¢
UEFp(p) & DEFg(x) = Estvide(Empile(p, x}) - FAUX
. Propagation des erreurs par les opératijons
Dep'i]e(EP.P) - ERP
Sommet(ERp) - ERp
Estvide?(ERp) = ERg
. Cas d'Erreurs
Dépile (Pilvide) = ER,

Sommet (Pilyide) - ERg

gbre_ini

Soit T = ((TS) (F. une algébre partielle. La complétée T de T est une (S, E)-

Suens T)F €z )
algebre définie par

1 Ts = Ts + 4 pour chaque sorte s

CFR(Gaeox) = [Fpleaox) sioxx appartiennent & T et st Fy(x,...x ) est définie

L, sinon
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. ER, est interprétie par L

s s

. DEFs est interprété comne le prédicat VRAI pour x dans T et FAUX pour x = ERs [}

Nous ne prauvons pas la proposition immédiate suivante

Soit M un X-terme. Alors
MT("x""’Xn) = MT(“I""n) sioX Xy appartiennent @ T et si Mr(x,,,.x") est défini

a
i sinon

Nous pouvons mafntenant montrer gque 1'algébre initiale de SPEC n'est autre que la complétée de
nggé . Au cours de 1a preuve nous prouvons que SPEC varifie un principe de définition complet, ce qui sera
utile pour effectuer des preuves par induction .

Théoréme 3.4 ¢

Soft SPEC une spécification vérifiant un principe de définition partielle et telle que

T = TEE valide SPEC. Alors

Tm—C=T a

Demonstration :

Nous procédons par enrichissement & partir de la spécification des constructeurs SPEC, . Résumons

d'abord les relations entre spécifications et algébres par le diagramme suivant
P g

t -
SPEC, To-Toz,
SPEC, »To = Vlspec,,
PEC T
> l/ T=Tgeec
| — - 3 ___Pc.ft
orEL = Tgpec

- Les fléches de gauche & droite construisent les algdbresinitiales
- Les fléches de 1'avant vers 1'arrizre construisent les complétées des spécifications ou des algébres

- Les fléches de haut en bas désignent les enrichissements.

Nous avons montré au paragraphe IV.l que le diagramme du niveau supérieur &tait commutatif et nous
devons montrer la méme chose pour te niveau inférieur,

Sachant que T est un enrichissement de I—q (par les opérations de D), 11 suffit donc de montrer
que

1%) SPEC est un enrichissement complet de  SPEC,

et que  29) T valide les &quations de SPEC - SPEC,

1v.19.

1°)} Terminaison finie

On peut utiliser pour prouver la terminaison finie d'un systdme de réécriture un ordre noethérien,
par exemple 1‘ordre récursif sur les chemins de Dershowitz [DER 79] , ou plutdt sa généralisation utilisant
1'ordre 1éxicographique sur les termes d0s & Kamin et Levy [K&L 81] et que nous noterons 3.

Cet ordre est deéfini récursivement & partir d'un ordre partiel > sur les symboles d'opération.

I1 permet de prouver 1a terminaison finie d'un ensemble de ragles { 6 Di} si, pour chacune, on a Gy 3 0; -
Nous prouvons la terminaison finfe de R en étendant 1'ordre > aux symboles d'erreurs et aux prédicats
de définftion de sorte que chaque nouvelle régle G - D vérifie encore G o

Proposi

on 3.5 ¢
Supposons qu'il existe un ordre partiel » sur € UD telque G o pour toute régle de RQ.

Alors on peut tendre > aux symboles d'erreurs et aux prédicats de définitions de sorte que, pour toute régle

de R ,P=G-D ,onaitencore G5D . En conséquence R/R, est 3 terminaison finie o

Démonstration :

11 suffit de poser
- DEFg < £ ) pour tout s de S , tout f de GUD  sauf {VRAI, FALX, &}
-ER < f
et - {VRAL, FAUX, &} < DEF,  pour tout s de S
{I1 faut donc supposer que ces opérations sont minimales pour 1'ordre de départ ce qui est naturel
puisque Te type Bool est primitif).
On laisse d'autre part Tes symboles ajoutds incomparables.

On peut alors vérifier, cas par cas, que les conclusions du théoréme sont vérifiées.

Remarque : Cette preuve suppose que RD & pu &tre orientée par 1'ordre de Kamin et Levy, ce qui est restrictif.
Nous conjecturons toutefois que la propriété de terminaison finie est vraie pour le systéme complété dds qu'elle

est vraie pour R_ . En effet les régles que nous avons ajoutZes envoient un terme sur un symbole d'erreur

kM)

lorsque ce terme &tait préalablement irréductible. D'autre part, tout terme contenant des erreurs ne peut qu'étre

contracté par les rdgles ajoutées.

2%} Complétude

Tout terme clos de TE se R/R, -réduit en un terme de Té 1 o
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Démonstration :

Lorsque ce n'est pas le cas, on peut encore définir Tﬁ(‘: de la seconde manidre mais nous avons

puisque R/R, est & terminaison finie, i1 suffit de montrer que tout terme t de Ty -Tp est —_— —
3 Rk ' q L] 4 bescin de savoir que SPEC est un enrichissement consistant de SPEC; . S'il n'y a pas d'squations entre les

R/ -réductible. - i : . =
constructeurs, nous savons le faire en montrant la confluence du systime de réécriture conditionnel R/Rq

Si t contient un symbole F de D, on peut toujours choisir ce symbole le plus interne possible ) L . . .
associé 3 SPEC . En effet les seules paires critiques contextuelles résultent des équations ajoutées et

i - ‘et supposer donc.que -F- domine des termes t,...t de Ty . Quitte 3 utiliser les quations de propagatibn ) ]
3 des &quations de propagation des erreurs ; ces paires confluent trivialement vers des constantes d'erreur.
des erreurs, on peut supposer que chaque t est soit dans T, , soit est une erreur. Dans le deuxiéme cas, 3 .
A3 | 11 sera intéressant d'avoir aussi des critdres de consistance en présence d'équations de manidre & définir
Ft,.utn se réduit en Erreur. Dans le premier cas, 11 existe un motif T =T,...T et une substitution o part
n TSTEE sans se préoccuper de TSPEC .

par des termes de Te tel que Ti o =ty pour chaque 1

$i le motif est manquant dans R_, FtlA..tn se réduit en Erreur. Sinon, on peut appliquer une

»
régle OEF(x,} &...& DEF(x“) = F(T) » D parce que, pour chaque 1 , DEF(a(x;}} —»;‘ YRAL,

Donc th'“tn est réductible. L'objectif de ce paragraphe est 1a construction, & partir d'une spécification vérifiant un principe

3 . i g i i i ielles. décrit
$i t contient wn symbole Defs et pas de symbole de D , t est aussi réductible puisque Defs de définition partielle, d'une spécification des domaines des opérations partie les. Un domaine peut &tre décr

= X . s
est complatement défini sur € . par un prédicat qu'on appelle encore précondition de 1'opération.
: hn 0
L'idee qui nous guide dans la spécification des préconditions est trés simple : Ta précondition d'une

opération doit vérifier 1'assertion “ x vérifie la précondition de F si et seulement si F(x) est définie"

$i maintenant F est &gale & ume autre fonction G , les préconditions de F et de G doivent cofncider.

- Equations de 1a forme

BEF(x,} &...8 DEF(x) = G =D

Mais si G est uné fonction composée, i1 faut definir la précondition de G A partir des opérations &lémentaires.

Et si F est définie par un systéme d'&quations reliant des fonctions composées, la précondition

On a vu que, pour X ey définis

Gl ... xp) ={GT (%y5-0s X5} 5T celui-ci est defini

sinon
L

Done (5T = DT - GT = DT sur les éléments définis

- Equations de la forme

de F est définie par un autre systéme d'équations reliant les préconditions de ces fonctions et que nous
copstruisons au §.4.1..

De plus, si F est définie de manigre unique grace aux propriétés de terminaison finie et de complétude
des définitions, i1 en va de méme de 7a précondition de F ,ce que nous montrons au paragraphe 4.2,

Au paragraphe 4.3., nous montrons que la précondition d'un terme est VRAL (ou se réduit en VRAT) si

FM) = ERg et seulement si ce terme se réduit par valeur en un terme primitif. Lorsque la réécriture par valeur est compléte,

Par hypothase ces &quations sont ajoutées s'il n'y a pas d'équation de la forme F(M) =D nous en concluons que les préconditions caractérisent effectivement les termes définis.
y q

Alors, pour toute substitution o , F(Mo) est irréductible parce qu'il n'y a pas de superposition entre les

régles. Donc, dans 1'algébre T s FT(MT(X)) est indéfini

done  Fp(Mr(x)} = &g Soit, pour chaque opération F de @O , de profil s «s...s, unsymole Preg de profil

bool + 5.5, Nous construisons, par récurrence sur les termes, une précondition PRE(T) pour chaque

£quations de propagation des erreurs

Elles sont trivialement vérifiées. terme T . Nous utiliserons ces préconditions pour transformer chaque définition P =G =D de E-O en une

definition P =+ PRE(G) = PRE(D)
Remarque : L'hypothZsc qu'il y & Suste assez do rigles dens R ost cruciale pour que les équations
Définition 4.1.

F(My = ERS sofent valides.

On appelle précondition d'un terme T 1'expression booléenne PRE(T) définie récursivement de la

1v.3.4.- Conclusion maniére suivante :

Nous avons défini Temes de deux manidres différentes Si T est un symbole d'erreur, PRE(T) = FAUX

- en complétant 1'algdbre syntaxique partielle nggé $1 T est une variabie PRE(T) = VRAL

~ comme 1'algabre initiale de 1a spécification complétée. St T=cT...T) PRE(T) = & PRE(T,)

i
T N part
Ces deux défin‘tions cofncident lorsque Teppe valide SPEC - Si T=FT .7 PRE(T) = Preg(T,,...,To) & & PRE(Ty)
1
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Remarque : Si T est un Y-terme, i1 est trivial que PRE(T)} = VRAL. Donc pour les membres gauches des ragles
de SPEC PRE(FTI...T") = PmF (Toaeees T")'

Nous pouvons maintenant définir une spécification des préconditipns d partir d'une spécification
vérifiant un principe de définition partielle.

Nous avons rencontré un choix pour traduire les &quations de propagation des erreurs. Ou bien nous
admettons que les préconditions propagent les erreurs ou bien nous disons qu'elles rendent dans ce cas la
valeur FAUX - Les deux solutions ne modifient pas 1'ensemble des valeurs pour lesquelles les précenditions
sont vraies. La deuxigme solution est plus cohérente avec la spécification des prédicats de définition du

paragraphe 1. C'est elle que nous adoptons finaTement.

Définition 4.2. :

La spécification des préconditions des opérations d'une spécification SPEC est la spécification

T’ = FE U @, (Preglp o gy - PRERY)

représente 1'ensemble des régies suivantes:

ol PRE(R’;)

1. Pour chaque équation F(Tl,..., T)+0D de R@ on trouve dans PRE(EA)) la regle

DEF(x,) &...8 DEF(xy) = Preg(T ..., Tp) — PRE(D}
2. Pour chaque motif manquant Tl...Tn on trouve 12 régle
PreF(T)...Tn) - FAUX

3. On ajoute les régles de propagation des erreurs
Preg(x, .. BRgoos m) = ERgogy

ou '

3'. On ajoute les régles

PreF(xl,..., Ensi“"‘n) -+ FAUX o

Exemples de spécification de préconditions

Définttion partielle de Mains

Moins (x, Zéro) - x
Moins (Succ(x), Succ{y)) - Moins(x, y)
complétée en
DEF(x) = Moins(x, Z&ro) - x
Moins (Z8ro, Succ(y)) — Erreur
DEF(x) & DEF(y) = Moins(Succ(x), Succ(y)) - Moins(x, y)
Moins (Erreur, y) - Erreur

Moins(x, Erreur) - Erreur
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Spécification de 1a précondition Py de Mains
DEF(x) = Py (x, ZERD) -VRAL *
PM (Zéro, Succ(y)) - FAUX
DFF‘('x) & DEF(y) =» PM(S“CEQ)’, Succ(y)'_)‘lf F_'M("’ yz
PM (Erreur, y} - ERM(ﬂ (ou. FAUX)
Py (x, Erreur] - ERBaol {ou FAUX)

On “recannaft" une définition du prédicat P(x, y)e= x 3y

, ' A
Spécification de la précondition de Depile (notée Py )
Py (Pilvide) - FAUX
DEF(p) & DEF(x) = Pp(Empile(p, 1)) = VRAI |
3 AR T
Py (ERp) ~ ERBOM‘ . {ou FAUX) i

on "reconnatt" une déf‘inition duhﬂréldicat P{?.l«ﬁ Non E\S’Hide'{p) .

vl i

1V.4.2.~ Complétude de la_spécification_des pr itions .

Nous prouvons successivement que le systémwe de réécriture formé des définitions de D et de Pre‘b

est & terminaison finie putsque, pour tout teme cios t , PRE(t) se réduit dans ce systéme soit en VRAI,

soit en FAUX, sojt en EBy

1) Terminaison finie
Comme dans Je cas de la complétion de SPEC en SPEC , nous donnons seulement une preuve de terminaison

dans le cas ol on a un ordre < sur les symboles de BUD tel que, pour 1'ordre récursif sur les chemins
noté ; , tous les membres droits sont inférieurs aux membres gauches respectifs. Nous supposons de plus que
tous Tes symboles de constructeurs sont choisis plus petits que les autres opérations définies.
Nous &tendons 1'ordre en posant
€<d < Prea
et pour chaque opération F, 6 de D
PreF < PreG - F <G
On a aussi adjoint les symboles d'erreurs et les prédicats de définiviun de maniére que

{VRAI, FAUX, & < (ER} U {DEP} < e
Nous montrons maintenant que si FT ...T 3o pour toute régle de Rb , on a de méme dans

PRE(&) PneF(Tl,_.. Tn) ; PRE(D) . Nous montrons en fait ce résultat pour un terme D arbitraire de maniére

3 utiliser une hypoth2se de récurrence. La terminaison finie du systéme s'ensuit alors automatiquement.
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Lemme 4.3 ¢ il =
Soft FT...T, ST avec TeT, dans T6 et F dans O . Alors | L*intérét principal des préconditions est de caractériser 1'ensemble des termes qui sont réductibles
me(T‘...T“) Z PRE(T') o | en des termes primitifs,c'est-d.dire 1'ensemble des termes qui sont interprétés comme des &léments définis dans
1'algébre partielle initiale. En d'autres termes, il nous faut valider les assertions
' " Mo ey g g Siw oo
Démonstration | ) DEF(x,)8...8 DEF(x,) = PRE(T) = DEF(T)
par récurrence sur la structure de T' Nous. procédons par une preuve par récurrence et montrons syntaxiquement que PRE(t) est vrai pour un
Rappelons que deux termes FT ...T, et GT1...T.  sont comparabies pour > de Ta maniere suivante terme clos t, si et seulement si ce dernier se réduit par valeur en un terme primitif. Lorsque la réécriture
f,r*',‘,Tl;‘ b, FT‘...Tn I par valeur est compléte, nous obtencns la caractérisation voulue des termes réductibles.
' N2 |
- aef e froddnan) ! ——
cu ips : igs i : : n
Ge<F et Vj Tj <‘FT1...T" i ; ; o Seit SPEC = (S, B UD , EU Rg une spécification vérifiant un principe de d&finition partielle et
| SPEC" une extension de SPEC par une famille de préconditions (PreF)F €D
& i Alors pour tout terme t sans variable , PRE(t) = VRAl == t  se réduit par valeur en un terme
G¢F et 31 GTL.TLET, @ Tg .
avec la convention que << désigne }'ordre sur les muiti-ensembles de termes. | iy i
. §1 T' est une variable ou une erreur,c'est évident. : "y Démonstration :
.81 T =cl[..T, avec c €@, onapar hypothese c < F donc T < FT,.--Ty » pour chaque § Considérons la relation : tast' si et seulement si t' est un sous-terme strict de t ou t - t'
Par récurrence, PRE(Tj) b Preg(T ,...,T,) pour chaque §j donc Alors la relation 4— est noethérienne . En effet considérons une chalne infinie de Am—-réductions. Cette
PRE(CT}...Th) z Prec(T ,...,T) chaine contient un ensemble infini de  —-réductions, &ventuellement séparées par le remplacement d'un terme

par un sous-terme. Si on oublie ces remplacements, on construit une chatne infinie de  —-réductions ce qui

LS T2 FTRLLLT) avee F' e L, 11 faut envisager les 3 cas:
‘ " est impossible.

*
L < FT ...T pour tout J
- F' <F (donc Prec. <Preg) et T5<FT...T, p Supposons donc }'assertion prouvée pour tout terme t' tel que tAw*t et montrons | pour t

alors 1¢) Preci(T}s-.0Th) < Preg(T, Ty
1) Soit t = et ...t donc PRE(t) = q. PuE(ti) .t est réductible par valeur si et seulement

*
i < Preg(T ..o, T parce que chague symbole
£n effet, pour chaque j , Tj < Preg(T, o si tous les t; le sont donc,par récurrence,si et seulement si PRE(ti) = VRAI pour chague i

de T. est dominé ﬁar le symbole de précondition PreF~
J 2) Solt t=Ft ..t donc PRE(t) = Preg(t ...t} & & PRE(t ;)
2°) PRE(TY) : PreF(T] ,...,Tn) par récurrence -
F'l' ; 4 (1 ) Alors PRE(Ftl...tn) est VRAI si et seulement s1 les PRE(ti) sont yrais et 31 PmF(t,,.A.,tn)
Donc PRE(FT!...TH) < Pre seeen T
! m A est VRAI, donc par récurrence, si et seulement si les ti se réduisent par valeur en des termes primitifs

N
i - - -
R bioetsio Preg(t,..,t) , qui est dquivalent @ Preg(t ,...,t,} , est VRAL. Maintenant, par examen des

* . =
alors 1°) Prep(T{, .0 Toh < Prep(Tyae.aTy) régles de définition de Prep , Pre(t ,....t)) est VRAI si et seulement s'il existe une regle F(T,». . F) D
1y % Wecta T arce que =
et 2°) PRE(Tj) < Prep(Tys P q dans Ry, une substitution o telle que les t; sofent égaux & Tio el PRE(Do} soit VRAL. Puisque
Ty < FT.0T T oo
1 n . . : Ft ...t se réduit en Do 1'hynothese de récurrence s'appiique, Donc PRE(Dg) est vrai si et seulement
- F' ¢F etilexiste i telque F'T....Tp ¢ Ty mais ce cas est impossible puisque v ’ i )

si Do se réduit par valeur en un terme primitif. En définitive, PRE(Ftl...t,‘) est VRAI si et seulement si
T. €T, tandis que F' € D et que nous avons supposé E< D "

i A+ * - - *
Flboty) =g FOE b)) sy Doy 3

pour un terme primitif
Puisque le systéme de réécriture est & terminaison finie, {1 suffit de montrer que Jes formes normales Réciproguement, compte tenu de la forme des régles de Rp » Flt ...t} se réduit par vi'leur‘en
contiennent exclusivement des constructeurs (en 1'occurrence VRAL, FAUX ou ERBoo]" Donc 11 suffit de montrer que un terme prinitif T si et seulement si Jes t, se réduisent en des termes primitifs . 51_ F(t,‘“tn)
Fed) t réductible. Mais cette condition est se rééerit en Do (avec les notations ci-dessus) et si Do lui-méme se réduit par valeur en T . Donc
tout terme de la forme Ft ...t ou Preg(t ...t.) (avec Fed) es . o PRE(Ft ...t ) est VRAI si et seulement si F(t ...t ) se réduit par valteur en un terme primitif.
réalisée par 1'existence d'un ensemble complet de régles pour chaque opération et chaque précondition. 1 n Ft, -

Lorsqu'on adopte 1a deuxizme définition des préconditions {avec PreF(...ER. ..} = FAUX}, les seules

valonme nnccibloe eant VRBT nn FAIIY
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Nous pouvons maintenant &noncer Te résultat suivant qui affirme que 1a spécification des préconditions
caractérise 1'ensemble des &1éments définis de 1'algébre initiale.
Nous avons besoin pour ce résultat de considérer la deuxidme possibilité de définir les précanditions

sur les erreurs.

Soit SPEC une spicification vérifiant un principe. de définition partielle et tel que, de plus, la
réécriture par valeur soit compléte.
Alors
1°) pour tout terme clos t
PRE(t) = DEF(t)
dans la spécification complétée.

2°) pour tout terme T avec des variables XpeoiXy s 1'assertion

DEFsl(x,)a...A DEan(xn) = PRE(T) = DEF(T)
est valide dans 1'algebre initiale complétée.

3°) en particulier, pour toute opération F de & 1'assertion

[REd

DEFsl(xl]&...& DEan(xn) = Preg(x,..ox,) = DEFG(Fx ...x )

est valide.

Démonstration :

1°) PRE(t) est &gal soit & VRAI,soit & FAUX et de méme pour DEF,(t) . Le premier terme est &gal @
YRAL si et seulement s? t se réduit par valeur en un terme primit{f. Le second est &gal & VRAI si
et seulement si t se réduit par une stratégie arbitraire en un terme primitif. D'od 1'&galité

lorsque 1a réécriture par valeur est compléte,
2%} Pour vérifier 1'assertion dans 1'algébre tnitiale, 11 faut 1a vérifier pour toute instanciation
des varfables par des termes erreurs ou des termes primitifs. Dans le premier cas, les prémisses sont
fausses. Dans Te second, soit tooty des termes primitifs ; alors
PRE(T)(tilxili =1l.nj = PRE(T(ti/xi I1=1..n}) parce que les 1:i sont primitifs
= DEF (T(ti/x; 11 = Lon)) = DEF((T)(t5/%; 1 1 =1.on)  par definition do
Ta substitutien

3°) Evident.

1V.4.4.- Conclusion

Nous venens d'expliquer comment construire une spécification des préconditions d'opérations.
L"intérét que nous y voyons est de relier les préconditions de rdgies de réécriture et les préconditions

d'opérations. Le paragraphe suivant va nous donner des moyens pratiques de calculer les préconditions.
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1v.5.- Definitions_sans_imbrication_et_préconditions simples. Assertions en_bonne_forme

La‘construction syntaxique d'une spécification des préconditions, menée au paragraphe précédent
présente un grand intérét théorique : elle fournit une spécification Equationnelle du domaine de certains types
d'opérations partiellés. Elle peut servir de base & la recherche de méthodes pour vérifier qu'un prédicat est
une précondition pour une opération partielle donnée. I} serait &galement intéressant de rapprocher cette
scongtruction des méthodes dg p)reyves par assertions pour des programmes récursifs {HOA 71) .

Cependant, la con'struction précédente nous donne un ensemble de définitions, od préconditions et
opérations cohabitent généralement.

Un exemple de cette situation est donné par une définition de 1'opération. Moins, dans les entiers

naturels, faisant intervenir 1'opération Pred

¥oins (x, Zéro) - x
: R3 Moins {x, Sy} - Pred(Moins(x, y}
avec Pred(Sx) - x

Pre(Rp) contient les équations

Puoins (%> Zéro) = VRAI

Pioins (X2 Y] = Popoq (Moins(x, y)} & Pygypc(xey) v
PoredlPx) » VRAI

Prouver que PPred et PMoins sont respectivement les propriétés "x » 0" et ‘y » x" n'est pas

simple du tout et, dans ce cas au moins, on aura intérét & choisir la définition directe de 1'opération Moins

donnée précedemment
1

Moins (x, Zérc) - x
Moins (Sx, Sy) - Moins (x, y)

Dans ce trés bref paragraphe, nous &tudions une classe de spécifications partielles, dites sans

imbrication pour lesquelles les préconditions ont des définitions trés simples.

Definition 5.1. : .

Un systéme R, de définitions pour un ensemble d'opérations & est sans imbrication si, dans chaque

D

membre droit de R les occurrences portant des symdoles de D sont ndcesszivoment disjointoc, s

'S
Remarque : Cela signifie que chaque r2gle est de la forme
F(T) = € (F AT ) xps0e0s Fp(TN)/%,1
ol C est un €-terme contenant des variables Kisve ¥y s ol F, F!"'Fn sont des symboles de <D et
T, T1,...,T" des suites de € -termes.
Dans ce cas la régle correspondante sur la précondition de F a la forme
Prec(T) - :‘ PreFi(T1)

comme on peut le vérifier aisément par récurrence.
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Cette ragle ne fait pas 1ntervemr es syrrblﬂes d opératwns et on peut donc spéclﬂer en para]léle 4
g, e Yo
les préconditions et les opérations. Ue pl us on obt1ent une def1n1tion ccmp'l 2te des précundwluns en aJuutant ¢

les régles de la forme o
PreF(T') — FAUX. " _w i el

pour chaque motif T' tel que F(T') ne soit pas défini.
Nous pouvons donc introduire un nouveau type de spécification dans lesquelles opérations partielles 21

et préconditions sont définies en paralléle.

Une spécification SPEC vérifie un principe de définition avec préconditions si SPEC 4 12 forme

(s, BUPre, UD L EY “Prem“ Ry )

ol )
i initi imbrication
- (5, 8uD, £ U Rns) verifie un principe de définition partielle et R.O est sans imbrica ‘
- 1a réécriture par valeur selon R_Q est compléte
i incipes suivants :
- Tes Equations de RPre sont reliées aux Equations de R‘0 par les deux princip

S5t F(Ty o CIF Tk li = Lond e Ry alors  Preg(T) — &y Preg (7 V€ Rpre

- 8i F(T) — ... est une ragle manquante alors PreF(T) — FAUX € RPre’D B

§i SPEC vérifie un principe de définition avec précondition, alors, pour toute opération F ,

tous termes t...t, de TG

i i &duit en un terme primitif
PreF(tl.“tn) = VRAI  si et seulement si Ftj...t, se réduiten P

Pre o

D

Démonstration :

En appiication de la proposition 4.4, pour un terme Ft‘...tn N FreF(L, ,...,L“) se réduii en VRAL

dans la spécification complétée si et seulement si Ftl...t se réduit par valeur en un terme primitif.

n

Puisque la réécriture par valeur est compléte, on peut en fait considérer une réduction quelconque. De 1'autre
coté, st t].‘.tn sont des termes primitifs, les seules réductions & partir de PreF(tl.,.t") sont celles qui

utilisent les régles de RPre . Exactement, puisqu'on est dans la spécification complétée, 11 faut utiliser
D
Tes régles de la forme
DEF(x,) &...& DEF(x;) = Preg(T, ,..., Tp} = ... Preg(T;...Tp) + FAUX

mais chaque fois que la régle inconditionnelle PreF(Tl,A.., Ty = ... s'applique, les premisses sont naturelle-

m
ment vérifiées et 1a régle conditionnelle s'applique aussi.

1v.29.

La définition 5.2 nous assure un moyen simple d'associer préconditions et opBrations partielles.
On peut trouver plusieurs exemples de spécifications sans imbrication ; outre les définitions dans les entiers
naturels et les piles, citons la spécification des tableaux avec une fonction d'accds en un &lément définie
seulement si 1'@lément a &té affecté d'une valeur, une spécification des ensembles avec retrait d'un &lément
seulement quand cet &1ément existe. Dans [G & H 801 on trouve aussi une spécification structurée d'un écran
de termfnal contenant de nombreuses opérations partielles.

IV.5.2.- Assertions en bonne_forme ; preuves de_validité

Lorsqu'une spécification vérifie un principe de définition avec préconditions, on peut utiliser ces
dernigres en prémisses d'assertions a prouver. On cbtient des assertions en bonne forme pour lesquelles nous
sommes en mesure d'utiliser les méthodes de réécriture basée &tudiées au chapitre II1. En particulier on peut
effectuer des preuves dans 1'algebre inftiale complétée en superposant Jes assertions avec les définitions.
La forme des assertions nous permet d'ignorer les définitions ajoutées qui rendent les préconditions fausses.

Nous commengons par définir Tes assertions en bonne forme,

Une assertion en bonne forme est une &quation conditionnelle de la forme
PRE(G) & PRE(D) = G =D

o0 G et D sont des termes ne contenant pas deux symboles d'opération imbriqués et tels que U(G) contient
(D) o

On peut supposer que G ou D contient au mofns un symbale d'opération définie, sans quoi les pré-
conditions sont identiques a VRAI. £n fait nous supposerons que G contient ce symbole au quel cas 1'assertion
peut étre orientée comme une régle de réécriture basée sur les préconditions.
. Nous désirons &tudfer la validité d'assertion en bonne forme en passant par 1'intermédiaire de la
spécification complétée. Pour cela, nous devons commencer par ajouter en prémisses les conditions que les

variables de G (et de D) sont défintes. Nous dirons qu'une assertion est en forme complétée si el'e s'écrit
% DEF(x;) & PRE(G) & PRE(D) =G =D

ol les x; sont tes variables de G . Si A est une assertion {ou un ensemble d‘assertions} en bonne forme,

onnote A 1'assertion {ou 1'ensemble d'assertions) en forme complétée associée.

Soit SPEC une spécification vérifiant un principe de définition avec précondition, A un ensemble

d'assertions en bonne forme. Alors

rg;&‘ valide A si et sevlement si Tggpr valide A

Démonstration :

IgpF — part afi inter-
D'aprés le théaréme 3.4, TSPEC est Ta complétée de TSPEC , Sur les termes définis, Tes inter
prétations de A dans les deux algdbres coincident ; puisque A est construit en ajoutant les premisses gue

les variables sont définies, le résultat s'ensuit natureliement.
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Dans la suite nous supposerons SPEC sans relation entre les constructeurs.

SPEC se réduit 3 un systéme de réécriture R basé sur les préconditions et les prédicats

de définition [en toute rigueur, les définitions des préconditions sont conditionnelles dans la spécification
complétée] . Notons toujours ~R_. le systéme de réécriture de base.

Nous avens montré au paragraphe 1V.4 que R est un enrichissement complet des constructeurs et.qu'en
particulier WE est suffisamment complet.

Hous pouvons donc appliquer le théoréme 3.12 du chapitre 11T pour vérifier la validité d'un ensemble i
d'assertions en forme complétée dans Tm .

De plus, nous pouvons préciser quelles conditions de R peuvent se superposer sur les assertions de 1.

Soit A : PRE(G) & PRE(D) = G = D une assertion en bonne forme, A 1'assertion en forme complétée |
associée. Les seules r2gles de R qui se superposent sur A pour donner une paire critique contextuelle |
sont les définitions effectivement présentes dans R.D o o

Démonstration :

Par hypothse , G ne contient pas deux symboles de D imbriqués. Donc PRE(G) est de la forme

1
& Pre; (T)
1T

ol les Fi(T{) sont les sous-termes de G dominés par un symbole de P . Nécessairement une superposition dait

se produtre sur 1'un de ces sous-termes. Pour que la précondition PreF‘(T‘) ne se réduise pas @ FAUX 11 est
i

nécessaire que le terme Fi(Ti) soit une instance d'un membre gauche d'une régle de R-D -
Nous obtenons donc un résultat sur la validité dans 1'algebre partielle initiale en rassemblant les

points précédents.

Théoréme 5.7 :

Spit SPEC une spécification vérifiant un principe de d&finition avec préconditions et sans relation
entre Tes constructeurs, Soit A wun ensemble d'assertions en bonne forme. Soit E/R_, 1'ensemble des régles de
SPEC , K 1'ensemble des formes complétées de A . Si R'=R UK forme un systéme de réécriture 4 terminaison

finie, C-confiuent sur les paires critiques contextuelles de R' , alors Tepre valide % et donc Tg:‘gg

valide A . De plus, i1 n'est pas nécessaire de considérer les superpositions des régles d'erreur sur les

regles de R . o

Pour obtenir une forme tout d fait satisfaisante, 11 faudrait pouvoir raisonner exclusivement dans le
systéme de réécriture Rél s respectivement dans R&U A . Nous croyons que cette perspective est raisonnable
et qu'il est possible de travailler avec des assertions en bonne forme sans avo{r 3 traiter avec la spécifica-

tion complétée.
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1v.6.- Conclusion

Nous avons considéré dans ce chapitre des définitiens structurées.d'opératinns partielles. Ce type
de définition apparalt fréquemment dans les exembles donnés de type abstrait [GHM 78, GH 80] !
Nous avons donné un procédé de construction d'une spécification complétée qui définit une algdbre
{nitiale dans laquelle des preuves de propriétés sont possibies.” " sk "o fe
Plusieurs autres travaux ont &té effect.ués pour definir une algébre initiale partielle.
Nous comparerons bridvement notre approche‘avec cé11é dé GOSUEN 1606, 78] et celle de BERGSTHA,

BROY, PAIR, TUCKER et WIRSING ((BBTW, #1) et (3P4 31 ])

Dans une premigre approche, (GOG 78a) , opérations et équations sont partagées en deux classes :

K o gER e e

0K ER pour les équations.

I, L pour Tes opérations, et

Les ):UK N :ER-ﬂgebres ont des supports comportant des erreurs et Jes opérations d'erreurs pro-
pagent ces erreurs.

les X, xER-murphismes préservent les erreurs.

Les &quations de EOK sont des IOK-eqﬁé't’:'ibns tandis que les EER-EquaNons comportent au moins un
symbole d'erreur. Nous pouvons dire que nous avons construtt des spécifications avec erreurs dams lesquelles s
les erreurs sont toutes des constantes.

Pour obtenir une algdbre ayec erreur,initiale dans la spécification, i1 ne suffit pas d'effectuer
un simple passage au quotient. I faut encore dire quelles classes d'équivalence représentent des erreurs.
Ces classes sont celles qui contiennent au moins un terme erreur.

Surtout Goguen d&finit 1a validité d'une spécification avec erreurs en demandant que les OK-équations
soient vérifides lorsque les variables sont elles-mémes définfes.

11 semble que cette notion serait plus explicite si on acceptait les équations conditionnelles et
qu'on définissalt des prédicats distinguant les termes OK des autres.

Dans une deuxiéme approche (GOG 78b) , Goguen considére un treillis de sortes auxquelles sont
associés des domaines emboités. Un méme symbole d'opération peut avoir plusieurs signatures. En particulier,
chaque domaine peut &tre partagé en un domaine d'erreurs et un domaine de termes 1égaux. Les équations sont
préfixées par le nom du domaine sur Tequel- elles sont Jicites. Goguen construit une congruence syntaxique et
par passage au quotient une algébre {nitiale, .I1 n'est plus obligé d'gécrire des équations de propagation d'erreur.

1v.6.2.~ App des_algddres partielles

Les auteurs qui s'intéressent aux algabres partielles supposent que ces algébres sont hiérarchisées
sur une alggbre primitive totale.

I1s construisent wne spécification complétee en introduisant des prédicats de definition. Pour
exprimer que les opérations sont strictes, ils utilisent un axiome di{sant que tout sous-terme d'un terme défini
est dafini. La spécification compl&tée définit une congruence syntaxique mais le quotient des termes par cette
congruence ne constitue un modéle de la spécification que sous des hypothdses de consistance et de com;i)létude
partielle vis & vis de la spécification de base.

Nous avons vu que 1'hypothése de complétude partielle correspondait sensiblement 2 |'hypothése que tout

sous-terme d'un terme réductible est lui-méme réductible. En fait [BPH) utilise la réductibilité dans un sens

- Bl LY LFES S * Vamnuarha dar rucbdmac de wdderituve
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Le fait de considérer des définitions récursivi,es‘,‘penret d’obtenir une construction explicite de

1'algabre initiale. D'autres types de réécrityre combinant les relations entre constructeurs et les régles

elles-mémes peuvent dtre envisagés. Par exemple la \R.,E:-,‘,réducﬁq;} ppmt d'utiliser une régle de R si son
membre gauche se filtre, & une Egalité prés, dans l'e terme 4 réfcrire. Le probléme est alors de définir des i
. ensembles complets de motifs dans ce cas. Acie pardar "
y Y L i i Tl @l
i 1. IV.6.4.- Problémes guverts
La premiére question & résoudre est d'obtenir des conditions décidables assurant la complétide de |
1a réécriture par valeur. Nous avons vu que les termes réductibles par valeur en des termes primitifs ont Teur
précondition égale & VRAL. Nous pensons que la réécriturg par ivﬁalqy;r.,gst. plus simple 3 &tudier lorsque les
définitions sont sans imbrication. 3 |- [ )
Dans cette situation, on peut analyser |'arbre des 2ppels, de fonctions effectués pour évaluer un
terme donné. Une condition suffisante de complétude de la réécriture par valeur devrait &tre que tous les
e arguments sont effectivement utilisés dans T'évaluation.
Une deuxidme question concerre Tes preuveg de termw.ﬂs% ﬁj_nﬂ!e clyn\;5 systdme complété et du systéme
des préconditions. Nous conjecturons que 1a, pmpriét@IQq, teminaiﬁpp finfe est véri fige pour ces sys}éuges

des qu'elle 1'est pour Je systame initial.

£n acceptant des préconditions d'opérations en premisse d'assertions, nous &tablissons un premier
lien entre les préconditions de rigles et les préconditions d'opérations. Un prolongement de ce travail consis-
tera 3 &tudier des classes de définitions partielles plus larges pour lesquelles on soit en mesure de déf%m’r
simplement les préconditions.

Entre autre, i1 sera utile d'accepter des définitions conditionnelles, ce que nous n'ayons pas fait ici.
UIn autre travail est de mieux cerner le lien entre la spécification proposée des préconditions d'opérations et | C HApl TRE V

Tes méthodes de preuves de programmes résursifs par pré et post-conditions.

Dans [CHO, LES, REM 811 , nous avons.développé de§ exemples de spécifications avec prédonditions plus
importants que 1'exemple des piles. Le premier exemple utilise des préconditions sur les constructeurs, il
s'agit d'une situation plutdt difficile & formaliser d'autant plus que tes préconditions sont exprimées en
fonction des constructeurs eux-mémes.

Les autres spécifications ont une forme qui permet Te traitement décrit dans ce chapitre. Iissera
intéressant d'examiner si les preuves d'équivalence peuvent alors &tre effectuées grce aux méthodes de

consistance.




CHAPITRE V

APPLICATION DES METHODES DE REECRITURE CONDITIORNELLE
AUX PREUVES D'IMPLANTATION.

Introduction

{

|

]

! La fin logique de cette thése doit &tre consacrée a quelques applications des méthodes de réécriture

| conditionnelle aux preuves d'implantation. Ce problime s'est en effet trouvé au point de départ de nos recher-
i ' ches. On peut y voir deux raisons : d'une part, 1'activité d*implantation de types est & la source de nombreux

{ algorithmes extrdmement astucieux et d'études de complexité trés fines ; nous avons cherché, dans plusieurs
travaux antérieurs, a placer le développement de ces algorithmes dans un cadre a1gébrique précis ; d'autre part,
sur un plan formel, le concept d'implantation est & 1'origine d'un nombre trds important de définitions sur les-
queliles la communauté scientifique n'est pas parvenue encore 3 établir un consensus ; nous avons éprouvé le
besoin de trouver une définition qui, en méme temps, évite d'utiliser le calcul des catégories et des termes
comme facteurs et permette un développement formel.

Dans ce chapitre, nous proposons une définition syntaxique des implantations comme des correspondances
entre les signatures des types et nous définissons a quelle condition une telle correspondance est une implanta-
tion d'un type par un autre. Dans une deuxieme partie, nous déterminons une famille d'assertions conditionnelles
3 vérifier pour prouver une implantation. Puis nous illustrons 1'utilisation des méthodes de réécriture condi-
tionnelle dans les preuves d'implantation en développant une méthode utilisable pour une famille d'exemples.
D'autres méthodes sont envisageables et nous en avons d'ailleurs utilisé certaines auparavant mais notre propos
est plus de présenter un lien entre théorie et pratique que d'élaborer une batterie de stratégies.

Tres schématiquement, on peut dire qu'une algdbre A est implantée par une algébre B s'1] est possi-
ble de simuler chaque opération f de A par une opération p{f) de B, Cette premizre approximation est en par-
fait accord avec le fait qu'une algébre abstraite est d'abord un ensemble d‘opérations. Pour &tre un peu plus
précis, on demandera qu'il existe une application, «, de B vers A, telle que pour toute opération f sur A et
tout €lément x de B, on ait :

(1) Flalx)) = afp{F)(x))

Cette opération ou fonction d'abstraction est orientée de B vers A parce qu'un é1ément peut avoir éventyel-
Tement plusieurs représentants. La réciproque de c est une correspondance ou, si 1'on veut,une relation rep
associant & chaque élément de A au moins un élément de B.

Lorsque A et B sont les algebres initiales de deux spécifications d'équations E‘J et E1, la fonction
d'abstraction, quand elle existe, est définie de manizre unigque par p. En effet, chaque objet de A est repré-
senté par un terme de 1'algtbre syntaxique. Or p peut &tre étendu & cette algebre par une fonction, encore
notée o, vérifiant

(2) alft) = o(f) p(t)

il Pour que 1a relation (1) soit vérifiée on doit avoir nécessairement

! @) (Gt = [,
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ot [t]y et [p(t)]; désignent Tes objets de A et B essociés respectivement aux termes t et p(t). Cela prouve
que o a seulement besoin d'#tre définie sur un sous-domaine de B que nous appelons support de 1'implantation.

Cela prouve d'autre part que «, si elle existe, est définfe de manizre unique. Pour que o soit cor-
rectement définie, i1 faut et il suffit que les ensembles d'équations spécifiant A et B vérifient la contrainte

(4) plty) =gy plty) = ty =5 8,
Cette contrainte exprime une propriété de consistance de la congruence 9'1 En) vis 2 vis de la congruence o
Pour prouver cette consistance, nous utilisons une spécification algébrique de ta fonction d'abstraction et une
spécification algébrique de 1'invariant INV caractérisant le support de 1'implantation. Autrement dit nous nous
donnons des ensembles d'équations spécifiant ces opérations, et prouvons, dans la spécification réunissant les
deux types et ces équations, Ja validité des asserticns suivantes :

a} Les assertions d'implantation pour chaque opération :

INV(x) = alp(f)(x)) = flalx})
b) Les conditions d'invariance pour chague opération :
INV(x) => INV(p(f)(x)) = VRAI

Ces deux types d'assertion se présentent comme des équations conditionnelles et sont justifiables des méthodes
de preuves par 1'algorithme de complétion. C'est ce que nous nous attachons @ montrer dans un cas particulier
d'implantations.

Dans 1a fin de ce chapitre, nous développons une méthode de preuve dans le cas ol la fonction d'ab-
straction est la restriction & un sous~domaine d'une fonction totale. Cette limitation est 1iée & un désir
de considérer une application des résultats du chapitre III sans interférer avec ceux du chapitre IV, sur Tes
opérations partielles, que nous avons mis au point relativement récemment. Au moment d'écrire ces lignes,
nous savons que des développements sont possibles qui font partie de nos projets ultérieurs.

Au paragraphe V.1, nous présentons un exemple d'implantation d'un type abstrait par un type liste
ordonnée ; nous mettons 1'accent sur le probléeme de la correction d'une implantation. Au paragraphe V.2,
nous donnons successivement un apercu informel du concept d'implantation puis une définition plus formeile.
Au paragraphe V.3 nous donnons une méthode de preuve d'implantation qui utilise Tes notions d'invariant et
de fonction d’abstraction. Au paragraphe V.4, nous présentons une stratégie de mise en geuvre de la méthode
de preuve dans laguelle la fonction d'abstraction est définie comme la restriction d'une fonction totale.

En conclusion nous donnons une liste de travaux rattachés & ce sujet,

V.1.1.- Présentation de 1'exemple :

y.3.

I1 s'agit d'implanter le type ensemble, simplifié pour ne considérer que les opérations d'adjonction

et de retrait, par le type liste tride sans répétition, Ce type est un sous-type du type liste que nous pré-

sentons avec les constructeurs lvide et adjonction en téte.

Nous présentons 1'implantation en écrivant sur Tes mémes 11gnes 1'opération du type source et 1'opé-

ration qui 1'implante dans e type cible.

Implantation des ensembles par des listes tries

Ensemble = [tem +
Constructeurs

Evide : Ens &

Aj : Ens & Ens,ltem
Relations entre Constructeurs

Aj(Ai(e,a),b) = Aj(Aj(e,b),2)

Aj(Ai(e,a),a)) = Ajle,a)

Opérations
Ret : Ens & Ens,Item
Définitions
Ret(Evide,a) — Evide
Teg(a,b) => Ret(Aj(e,a),b) —> Aj(Ret(e,b)a)
egla,b) => Ret{Ajle,a),b) —> Ret(e,b)

Cette implantation inspire plusieurs remarques :

Liste = Item +
Constructeurs
Lvide : Liste &
Ajt : Liste ¢ Liste,ltem
Opérations
Ins : Liste ¢~ Liste,ltan
Définitions
Ins{1vide,a) —> Ajt{1vide,a)
ach => Ins(Ajt(1,a),b) — Ajt(AIt(1,2),b)
egla,b) => Ins{Ajt(1 ,a),b} —> Ajt(1,a)
a>b = Ins(Ajt(1,a),b) —> Ajt{Ins(1,b),a)
futres opérations
Ext : Liste ¢ Liste,Item
Autres Définitions
Ext{lvide,a) —> lvide
ach = Ext(Ajt{1,2),b) = Ajt(1,3)
egla,b) => Ext(Ajt(1,a),b) =1
avh = Ext{Ajt(1,a),b) = Ajt{Ext{1,b).a)

- le constructeur Aj des ensembles n'est pas implanté par un constructeur des Listes mais par une opération

dérivée dont on peut voir que son domaine est les listes triges sans répétition. Par le fait on a besoin de

1'invariant "Etre une Tiste triée" pour prouver par exemple que la définition de Ext{rait) implante correc-

tement celle de Ret{ire).
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vai.2.- ¢

- 1'opération Ins peut &tre vue comme un comstructeur des listes triées (méme si cela n'est pas simple & mon-
trer, c'est intéressant du point de vue intuitif}. Ce constructeur vérifie des relations qui ne sont pas
données directement dans la spécification mais seulement par 1'intermédiaire de Ta fonction Ajt. Il faut
s’assurer qu'il n'y a pas trop de relations sur Ins et qu'une méme liste triée n'implante pas plusieurs
ensembles. Le contraire est permis et ¢'est pourquoi on dit.qu'une implantation détermine un homomorphisme
du type cible (d*implantation) vers le type source (3 mplanter}. Nous appellerons ce probléme le probleme
de correction de 1'implantation. Ce prbb]éme est crucial et nous portons notre attention dans la suite du

chapitre sur des méthodes pour prouver la correction d'une implantation.

i un_premier_apergu :

V.2.- Impla

V.2.1.- Qu'est-ce gu'une implantation ?

Intuitivement, pour construire ume implantation, on commence par associer & chaque opération du type
source une opération du type ¢ible. Puisque les objets'sont finiitent engendrés par les opérations, on obtient
3 1'intérieur de 1'algebre cible un ensemble d'objets d'implantation. Cet ensemble est muni d'une structure
d'algebre du type source et 11 faut montrer que 1'algebre source est image homomorphe de 1'algebre ainsi
construite., S3 on regarde les algebres de termes d'une part et les alydbres quotients d'autre part, on 2 la

situation suivante

.
En terme de congruences, on doit avoir moins d'équation dans gy N4z que dans p{=. ). Autrement dit,
o
pour tous termes t, t' de Tz on doit avoir
0

o(t) ‘_-‘E‘lp(t') Stz ot
0
I1 est clair que ce type de propriété n'est pas trés pratique et qu'on a besoin d'une caractérisation des objets
de @ - c'est 1'invariant d'implantation - et d'une opération réciproque de p, au meins sur les classes de

\
teries - el c'est la Tonction d'abstraciion - . D'ol un schéma plus précis

50 3 s Ro= e Ty | I
\ \

Ty eee— R

:u/=E0 = /.E1

V.2.2.- Une définition plus fomelle :

Nous considérons deux signatures et définissons le concept de morphisme de signature. Puis nous
expliguons comment un morphisme de signature définit une jmplantation d'une algébre par une autre. Finalement
nous relions cette construction au critére donné au paragraphe précédent pour les implantations de types

abstraits.

Définition 2.1 {Morphisme de signature)

Soient (So,zu),(51,£1) deux. signatures. Un morphisme de signature est une applicationp = (ps,pz)
{non nécessairement injective) de (So,zo) dans (SI,T”(R'—)) telle que, pour toute opération f : s(—s1 G sy
de 1y, il y ait. des variables xqv...aX y de type respectif ps(s‘), T °S(5n) tel que °z(ﬂ soit un terme
3 résultat de sorte pS(s) sur les variables KyneensXpe -
Remarque : Un cas particulier de morphisme est celui ob pz(f) = f' %) oo X pour une opération f' de £,. On

écrit encore p(f) = f'. Si de plus fy # fp = fi # £, on dit que o est une injection de (So,ta) dans (51 ,21)‘

Définition 2.2 {Fonction de renommage)

Soit o un morphisme de 1a signature (So,l:o) dans la signature (S1 ,E1). o définit une fonction de
renommage de 1'ensemble des (31,21)-a]gébres dans celui des (So,zo)-awebres de la manigre suivante :
Soit A1 une (Sx.zi)-algébre. 1'algebre renommée Aa = A1.o est définie par

(Aydg = (Al)o (s

f,\c d o(f)A1 pour f dans I,

y pour s dans S
ob p(f)A1 désigne 1'application de (A1)°[51“'5n) dans (A1)pts)qui interprate le terme p{(f}.

Remarque : Dans le cas particulier ol p est une injection de (So,xo) dans (S).x,l). 1'algébre renommée est

obtenue en oubliant Jes supports associés & S,I ~ p(So) et les opérations de 1:1- g(xa).

Signification intuitive de la fonction de renommage :

Quand on fmplante un type par un autre, on confond d'une certaine manidre les objets 3 implanter et
leurs représentants. En tout cas,méme si concritement ce sont des objets différents, on peut leur appliquer
des apérations similaires. C'est justement 1'objet des types abstraits de confondre des structures qui se
ressemblent par leurs opérations.

Par exemple, 1'algebre des Jistes avec les opérations d'insertion et d'extraction a une structure

d'ensemble, ce qui ne veut pas dire qu'elle est isomorphe & 1'algebre initiale.

Définition 2.3 {Extension d'un morphisme de signature aux termes)
S0t p un morphisme de (SO,ED) dans (51,1."). On note encore de la méme maniére }'unique morphisme

de T,

dans 1'algébre renommée de T,
SD,ED S

128"
Plus généralement, pour les termes avec variables, soit (xs)s €5 et (:rs‘)s cs des ensembles de
0 )

variables et soit x —> x' une injection d'un ensemble dans 1'autre telle que x EJ‘.S =u'€ IQ(S)
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o s'étend en un unique morphisme de TEOG) dans 1'algibre renommée de T, &t') tel que p{x) = x' pour chaque

variable.
Remarque t : p transforme les termes par transcodage,

Remarque 2 : S1 p n'est pas une surjection sur £,, 1'algebre renomnée de To . n'est pas finiment engendrée
1741
par L. En général, 1'algébre renommée d'une z,-a]gébre n'est pas non plus finiment engendrée, ce qui justi-

fie la définition suivante,

Définition 2.4 (Algebre support)
Soit o un morphisme d'une signature (S ,z) dans une signature (51,21) et A, une (54,F,)-algebre. On

appelle support de p dans A1 Ta sous-algebre finiment engendrée par Iy dans Ai"' a

Dans le cas ol A1 est TS,,: , on appelie encore ce support le domaine de p et on le note 32 On a encore
1
R p(TED). 11 est clair que le support de p dans une algebre arbitraire A' est une image homomorphe de K.

Nous avons tous les éléments pour définir une implantation d'algdbres.

Définition 2.5

Un morphisme de signature de (So,ro) dans (51,21) définit une implantation d'une (SO.EO)-algébre Ao
par une (81,21)-a'lgébre A1 si A0 est image homomorphe du support de p dans A1.
Nous considérons maintenant le cas oi A,, et A1 sont deux algebres spécifiées respectivement par des ensembles
d'équations Eo et E1.
Les concepts précédents permettent d'établir le critere suivant pour qu'un morphisme p soit une implantation

de Ao par A,.

Théoreme 2,6

Soit SPECO E (SO,EO,EO) une spécification, dite source et SPEC.l = (51,2‘,E1) une autre spécification
dite cible. Un morphisme de signature p de (SO,EO) dans (‘51,21] définit une implantation de TSPECO par TSPEC'
si et seulement si, pour tous termes t, t' de TED

o(t) ;E1p(t')=>t & £ o

Démonstration
Par définition, le support de p dans 1'algébre TSPEC est formé par les classes d'équivalences de E1
1
qui interceptent le domaine de p. TSPEC est une image homomorphe de ce support si et seulement si la congru-
0

ence = contfent 1a congruence image inverse de =gy parp d'oir 1'implication cherchée.

V.7,

Une approche pour prouver qu'un morphisme de signature définit une implantation de types consiste
3 trouver un invarjant caractérisant le domaine et une fonction d'abstraction définie sur ce domatne,

11 y a plusieurs manidres de définir INV et a ; nous choisissons une approche algébrique, donnant
de o une spécification vérifiant un pringipe de définition pgrt,\'ﬁ_‘lle.:‘et choisissant INV pour &tre une pré-
condition de o. i | ,‘.t, g [

Nous avons alors 2 étudier une grande spécification incluant les spécifications source, cible et
celle de a et 2 y prouver les équations d'implantation qui attestent que o est un homomorphisme.

En fait, 11 suffit souvent d'effectuer ce type de preuve pour 1'implantation des constructeurs
du type source parce que d'autres méthodes existent. Ipqgr I‘esy opérations définies par enrichissement.

Donnons sous forme algorithmique 1a

Méthode de preuve d'implantation
!7 Données : - Une spécificatipn source SPEG = (§,2,,E.) 3
Stohgabald i
- Un morphisme de signature p de (So,zo} dans (S1 ,21).

~ Une spécification cible SPEC,

But : Montrer que p définit une implantation de TSPEC par TSPEC .
0 1

Méthode : 1- Trouver un invariant d'implantation INV dans SPEC, (ou enrichir SPEC, si nécessaire).
i (o o b3l
T doit valider pour toute opération f de i "{igssertion
SPEQ ]

INV(x) = IW(p(f)(x}) = VRAI

2- Trouver une spécification Em de 1a fonction d'abstraction o définissant alx) pour tout

terme clos x de T€1 vérifiant INV.

3- Montrer que SPEC = SPECo + SPEC1 + (ﬂ,u,Eu) est consistante vis 3 vis de SPECO

et que, pour toute opération f de Zos Tg;EE valide 1'équation

IN(x) => fla(x)) = alo(f)(x))

Interprétation de la preuve d'implantation '

On peut donner une interprétation de la méthode en terme d'algebre inttiale. Par nature SPEC (ou Eu)
est consistante vis & vis de SPEC1 ;3 en effet tous les résultats de o sont dans SPEC, qu'en peut supposer
disjoint de SPEC,. Donc Ta consistance de SPEC vis a vis de SPECO signifie que Tgpg est isomorphe a TSPEC‘J +

TSPEC‘ enrichi par une opération partielle o de TSPEC1 dans TSPECD'

Les équations & valider sont seulement les équations d'implantation qui prouvent que « est un mor-

phisme de TSPEC‘ (ou de son sous-domaine) sur TSPECO'
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Théoreme 3.1

La méthode de preuve d'implantation est correcte.

Démonstration .

1. En raison du point 1, on obtient, par récurrence, que tout terme t de TE vérifie
o

IN(p(t)) = VRAT
2. En raison du point 3, on prouve, toujours par récurrence, pour tout terme t de Tz » que
t zgppe ololt)) ’
3. Si 1'on considére deux termes de Tz , t, t' tels que alt) 25 p(t'), on en déduit

[+]
t 5gpgc ale(t)) 2gppe olp(t')) =gppc ¥/

4, Puisque SPEC est consistante vis & vis de SPEED, on obtient la correction de p.

olt) =gy o{t') =>t 2 bt

ion_d'une_fonction totale :

V.4.1.- Présentation générale :

Dans ce paragraphe, notre objectif est double : d'une part proposer une stratégie de preuve d'une
implantation lorsque cette implantation est construite par restriction & un sous-type ; d'autre part, montrer
que les preuves d'assertions par 1'algorithme de complétion sont possibles lorsque les préconditions des
regles sont définies d'une manidre structurée.

Par restriction 3 un sous-type, nous voulons dire que 1a fonction d'abstraction a est la restric-
tion d'une fonction «_, définie sur 1'ensemble du type cible, & un domaine défini par T'invariant d'implan-
tation. Cela signifie que LY peut étre définie par récurrence sur les constructeurs du type cible et que
1'invariant est défini, indépendamment de oy également par récurrence sur les constructeurs du type cible.

Si rous disons que les preuves d'assertions d'invariance ou d'implantation sont susceptibles d'uti-
liser ies méthodes du chapitre 111, c'est que ces assertions se présentent comme des regles de réécriture
basées. De plus, 1'algorithme de complétion parvient & découvrir un ensemble de r2gles confiuent a condition
que les définitions de 1'invariant et des opérations soient assez structurées. 11 est nécessaire en parti-
culier que ces définitions soient organisées suivant un méme principe de récurrence sur Tes constructeurs.

Le plan du paragraphe est organisé suivant les différentes étapes de la preuve d'implantation,

Nous représentons ces étapes dans le diagramme suivant ol apparaissent les relations de dépendance. Pour
Tes assertions d'implantation, nous distinguerons deux techniques de preuve selon que 1'opération implantée

est ou n'est pas un constructeur du type source.

V9.

Définition de L - :
4.2 [Ta fonction d'abstraction 4.3 Définition de 1'invariant

4.4 Vérification des assertions
¢ d'invariance

Vérification des assertions

45 d'implantation

et

- pour Tes constructeurs du
4.6 type source
- pour Tes autres opérations

Nous i1Tustrons chague étape de la preuve par 1'exemple de 1'implantation des ensembles.

Principe : Une idée simple consiste 2 associer entre eux les constructeurs des deux types,

Exemple : C'est ce qu'on peut faire pour les types ensemble et Tiste.

allvide) —> evide
a{ajt(1,x}) ~> ad{a(1),x)

Lorsqu'il n'y a pas de relations entre les constructeurs du type cible, on obtient une définition naturellement

consistante.

v.4.3.- Définition_de 1'invariant :

Principe : L'invariant doit &tre défini de maniere compl2te. Pour que les preuves ultérieures scient possibles,
i1 est utile qu'il soit défini suivant le méme principe de récurrence que les différentes opérations d'implan-
tation. I1 est également utile que les membres droits des définitions soient aussi simples que possible, quitte

3 utiliser des prédicats auxiliaires pour structurer les définitions.

Exemple : Dans 1'exemple des listes trides, les opérations d'implantation sont ins et ext, toutes deux définies
par récurrence simple sur les constructeurs lvide et ajt du type. L'invariant, noté ord, exprime que tes listes
sont formées d'éléments en ordre strictement croissant. Une premigre définition procéde suivant un principe de
récurrence avec deux cas de base :

ord(lvide) —> VRAI

ord(ajt{Tvide,x)) —> VRRI

ord(ajt{ait(1,x),y)) = ord(ajt(1,x)) & x<y.
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Cette définition admet des membres droits simples mais n'est pas construite sur le méme principe
que celles de ins et ext. Nous remplacons les deux dernidres définitions par Ta suivante :
ord{ajt(1,x)) —>ord(1) & pp(1,x)
ol pp est un prédicat auxiliaire exprimant que tous les éléments d'une liste sont strictement plus petits
qu'un é)ément donné, Par des techniques de transformation & la Burstall-Darlington (B&Da 77] nous obtenans

les définitions suivantes de ord et de pp compatibles avec la premigre définition de 1'invariant.

ord(Tvide) — VRAI

crd{ajt{1,x)) —ord(1) & pp(1,x)

o0 pp{lvide,x) —> VRAI
pplajt{l,x),y) = pa(l,y) & x<y

V.4.4.- Preuve

Principe : Pour chaque opération f du type source, soit f' (= o{f}) V'opération d'implantation de f dans le
type cible. I1 s'agit de prouver une assertion de 1a forme

IN(x) => INV(f'(x,y*)) = VRAI
ol x est 1'argument de f, supposé unique, qui soit du type d'intérét et y* les autres arguments.
5i f' n'est pas un constructeur du type cible, cette assertion peut &tre orientée comme une régle de réécri-
ture basée, en placant dans le systéme de base les constructeurs et 1'invariant,

On peut utiliser 1'algorithme de complétion pour prouver la validité de ces conditions. L'algorithme
est amené 3 superposer une définition de f', disons f'(c{x*),y*) —=> h{x*,y*}, sur INV(f'(x,y*)). 11 obtient
une paire critique [INV(h{x*,y*)),VRAL] dans le contexte INV(c(x*)). Camme nous avons supposé la définition
de INV similaire 2 celle de f', on peut développer INV(c{x*)) et retrouver des prédicats élémentaires. De
méme le terme INVCh(x*,y*)] peut 8tre développé. A ce stade, 1'algorithme est en général en mesure d‘'appliquer
1'hypothese de récurrence "INV{x) => INV(f'(x,y*)) —> VRAI" et simplifier 1'expression développée de INVIR(x*,
y*) 1. Si V'expression résiduelle est irréductible, i1 reste 3 intreduire une r2gle complémentaire dans le
systeme de réécriture, régle qui constitue un lemme nécessaire & la preuve d'invariance. Plutdt gue de pour-

suivre dans un cadre général, illustrons le fonctionnement de 1'algorithme sur 1'exemple des listes triées.

Exemple : Les conditions d'invariance sont
0rd(1) = Ord{ins(1,x)} = VRAI
0rd(1) = Ord{ext(1,x)} = VRAI
Montrons simplement la premidre assertion et considérons la définition de Ins(ajt{1,x},y} lorsque x est supé-
rieur 3 y (les autres cas sont plus simples).
On trouve :
en contexte : Ord(ajt(1,x)) & y<x
soit Ord(1) et pp(1,x)} & y<x.
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et pour les réécritures :
ord{ins{ajt{1,%x),y)) —> VRA

ord(ajt{ins(1,y),x)}

/

ord(ins(1,y)) & pplins(1,y),x)

|

VRAL ?

L'algorithme engendre ici 1a régle pp(i,x) & y<x => pplins(1,y},%) = VRAL.
Si 1'algorithme superpose de nouveau la mame définition de ins sur cette nouvelle régle, il obtient
en contexte : pplajt(1,z),x) & y<x
soit pp(l,x) & 2&x & y<x.
et pour les réécritures : pplins(ajt(l,z),y}.x) —> VRAI

Ve

pplajt(ins(1,y),2),%)

pp(Tns(1,y),x) & z<x

|

VRAI VRAI
N

en raison du contexte

Sur cet exemple, 1'algorithme de complétion termine en ayant engendré une regle supplémentaire.

V.4.5.- Preuve de 1'éguation d'implantation_pour un_constructeur du_type source :

Principe : Soit c{x,y*) un constructeur du type source, c'(x',y*) 1'opération d'implantation de ¢ dans le type
cible. I1 s'agit de prouver 1‘assertion :

IN() = alc'(x',y*)) = clalx'),y*)
Cette asseriion esi ndiurellemsnt viienice oo une v2gle de réforiture hasée puisque son mombre gauche con~
tient au moins le symbole « qui n'est pas dans le systéme de base, Une démarche semblable & celle du para-
graphe précédent est envisageable. L'algorithme pourra utiliser de surcroit Tes relations entre les construc-

teurs du type source.

Exemple : Le constructeur Aj des ensembles est implanté par Ins dans les listes triées. Nous prouvons 1"asser-
tion d'implantation sans utiliser 1'invariant. Soit
E:a(lns(la)) = Ae(l),a)

Considérons seulement la superposition de la définition Ins(Ajt(1,a),b) dans e cas a>b :
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a(Ins(Ait(1,a),b})
ans E
a(Ajt(Ins(1,b),a)) Ajla(Ajt{1,2)),b)
Eu EE
Aj(a{Ins(1,b}),2) Aj(Aila(1),a]),b)
E /amutativité de Aj
Ai(Aila(1),b),a)

Dans ta preuve de confluence, on a utilisé une équation des ensembles, ce qui suppose que nous savons traiter
formellement 1a confluence modulo. Pour éviter cette difficulté, on peut remarquer que cette équation peut
Btre orientée comme une régle de réécriture en ajoutant 1a précondition adb

b => Aj(Aj(x,a),b)} = Aj(Ai(x,b),a)
Cette régle est aussi puissante que 1'équation, puisque dans le cas d’égalité, on a

Aj(Ai(x,a),b)) = Ailx,a) = Ai(x,b) = Aj(Aj(x,b),a).

Principe : Nous utilisons ure méthode indirecte qui simplifie les preuves. Nous utilisons le fait que la défi-
nition de la fonction d’abstraction associe deux & deux les constructeurs des types source et cible. Il est
possible de définir une implantation intermédiaire Po du type source par le type cible telle que
- pour les constructeurs :
pole) = ¢ si aassacie ¢ 3 ¢
- et pour les autres opérations
o,(f) = 3
ol fé est un nouveau symbole défini par des régles qui sont les traductions par Po des définitions de f,
11 est alors immédiat de prouver les éguations d'implantation pour o, f et fé.
La deuxizme étape consiste 3 montrer que f'(= o(f}) et f; coincident das que 1'invariant est

verifie @ IN(x) = £'(x) = flx).

Exemple : Preuve de 1'assertion d'implantation pour 1'opération de retrait.

Nous considérons 1'implantation intermédiaire 0, définie par po(evide) = lvide, pc(aj) = ajt et
po(ret) = Ext0 avec Exto(lvide,b) — lvide
“eg{a,b) = ExtO(AJ'tU,a),b) - Ajt(Exto(l,b),a)
egla,b) => Exto(Ajt{l1,a),b) = Extofl,b)A
11 est trivial que la définition de o valide 1'équation

u(ExlD(l,b)) = Ret(a{1},b).

11 reste a montrer le théoréme

(TH) : Ord{1) => Ext{1,b} = [xton,b)

v.13.

Puisque le systéme de réécriture est basé, on peut effectuer un test de confluence avec les définitions de Ext
et Exto. Nous montrons 3 cette occasion une difficulté rencontrée par 1'algorithme de complétion pour ajou-
ter de nouvelles ragles conditionnelles. En effet, les formes normales dérivées des paires critiques peuvent
contenir moins de variables que ces paires donc aussi moins de variables que te contexte de normalisation.
11 est alors nécessaire de transformer ce contexte pour éliminer les variables superflues.
Nous utiliserons deux propriétés du prédicat pp qui permetiront de transformer les contextes :
(pp(1,2) & egla,b) = pp{1,b}} = VRAI
(pp(1,2) & a<b => pp(1,b)) = VRAL

Ces propriétds sont valides dans le systéme de base ob nous avons défini les prédicats Ord et pp.

1. Preuve du théoréme Ord(1) => Ext(},a) = Ext _(1,a)
Nous considérons Tes superpositions avec la définition de Ext{Ajt(1,a),b) dans les cas egla,b) et

achb.

Cas a=b

Contexte : Ord(Ajt(1,a)} & egla,b)
¢'est-a-dire Ord(1) & pp(1,a) & egla,b)

paire critique : Ext(Ajt{1,a},b)
R [H
] Ext (Ajt(1,a),b)
Exty
Exto(l ,b)

Les deux termes sont irréductibles.
11 faut introduire une nouvelle régle
C= Exto(l,b) -1
Le contexte complet contient une variable (a) de trop.
La seule condition Or1(1) est trop faible. Nous transformons le contexte en remplacant pp(1,a) & egla,b)
par ppl(1,b) et nous ajoutons la regie :
LEMME : Ord(1) & ppl1,b) = Exto(l,b) -1

Contexte : Ord(Ajt(1,a)} & a<d
soit Ord(1) & pp(1,a) & a<b
soit, encore grice & 1'implication pp(1,a) & asb = ppi,b)

ord{1) & pp(1,a) & acb & pp(l,b)
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Paire critique
Ext(Ait(1,a),b)
TH
Ajt(1,a) Exto(kjt(l,a),b)

mm'e\ / parce que neg(a,b)
Ut(ExtD(l.b) ,a)

On est donc ramené 2 la preuve du lemme.

2. Preuve du lemme : Ord(1) & pp(1,b) =>Ext0(1.b) =1

Nous considérons les superpositions avec la définition de Exto(Ajt(l,a),b) dans les cas eg(a,b) et ach,

Premier cas
. Contexte : Ord(Ajt(1,a)) & pp(Ajt(},a),b) & eg(a,b}
Le contexte se développe et donne en particulier : a < b & egla,b)

C'est un contexte trivial.

Deuxiéme cas
. Contexte : Ord(Ajt{1,a}) & pp(Ajt{1,a),b) &~eg(a,b)
soit Ord(1) & pp(1,a) & pp(1,b) & a<b &eg(a,b}

Paire critique : Exto(kit(l,a),b)
lemme
Ajt(Ext (1,b),2) Ajt{,a)

Comme le contexte contient les hypothdses du lemme, Te diagramme se referme

At{Ext (,b),a) = Ajt(1,a)

V.4.7.- Conclusion :

Nous venons de présenter une succession d'applications de 1'algorithme de complétion pour des preuves
d'assertions varides. Nous nous sommes efforcés de dégager 1'intérét de disposer de définitions structurées pour
1'invariant, Ja fonction d'abstraction et les fonctions d'implantation. Nous ne tenons pas & préciser plus ici
ce que doit étre une définition structurée car i1 faut avant cela étudier plusieurs exemples d'implantations de
types et nous croyons que ceci n'est envisageable de manigre réaliste que si nous disposons d'un algorithme de
complétion automatique. Nous nous fixons donc 1'criture de cet algorithme comme objectif en reportant & ce moment

la poursuite de recherches sur les preuves d'implantations.

Le nombre de travaux sur les implantations de types abstraits est tr2s conséquent et nous voulons
signaler 1a plupart de ceux qui & un moment oll 3 un autre nous ont été utiles, Nous organisons cette biblio-’

graphie en plusieurs sections d'une manidre nécessairement arbitraire.

i Guttag {GUT 75) semble 1'un des premiers a utiliser le concept d'implantation de types abstraits. 11
se préoccupe plus, b notre avis,de Ta spécification que d'un modele sous-jacent précis. Ces concepts sont pré-
cisés dans un travail plus récent [GUT 8C).

D'un autre cbté, [ADJ 78] propose une définition dans le cas ol les types abstraits sont des algébres
initiales. Les auteurs utilisent le concept de morphisme de signature, ou de dériveur. Leur définition est
trés proche de la nbtre, & ceci prés qu'ils incluent la fonction d'abstraction dans la spécification de 1'im-~
plantation. Dans 1'optique ‘algebre initiale' d'autres travaux ont été menés qui donnent des définitions plus
générales et non nécessairement identiques ([EXMP 801, [HUP 80), [EHR 82], [NOU 80], [ORE 8t1).

Un effort est entrepris pour dégager des types d'implantation élémentaires et pour montrer que toute
implantation est une composition, dans un certzin ordre de ces implantations élémentaires. Ces étapes apparais-
sent d’une certaine manidre dans le schéma de preuve d'une implantation. Donnons deux exemples : si deux alge-
bres A, B ont la méme signature, B est une implantation de A d2s que A est image homomorphe de 8 ; ¢'est 1'idée
de factorisation ou de fonction d'abstraction., De méme B est une implantation de A d&s que A est une sous-
algebre de B ; c'est 1'idée de restriction encore représentée par les invariants d'implantation. Des résultats
théoriques de cet ordre sont donnés dans [EHR 81]. Dans 1'ensemble des travaux cités, des conditions trés
générales de preuves d'implantation sont données.

D'autres approches ont été proposées par plusieurs équipes utilisant une sémantique des types abstraits
différente. Disons quelques mots sur ces sémantiques. 1) s‘agit de considérer non plus 1'algebre initiale unique-
ment mais soit 1'ensemble de toutes les algtbres finiment engendrées qui valident Ta spécification soit certaines
d'entre elles et, en particulier Y'algtbre terminale quand elle existe. Pour né pas faire trop de développements,
considérons seulement 1'approche algebre terminale. On peut toujours définir les implantations comme des morphis-
mes de signature, comstruire successivement 1'algébre renomaée puis 1'algebre suppoit, par vestriction, Alers,
une algebre terminale est une implantation d'une autre algkbre terminale si on peut passer de 1'une a 1'autre
par renommage, restriction et image homomorphe comme nous 1'avons fait pour les algébres initiales. Une différence
fondamentale réside dans la méthode de preuve des implantations. I1 s'agit cette fois de montrer que Tes axiomes
de 1a spécification source sont valides dans 1a spécification cible, modulo 1'invariant de 1'implantation et des
axiomes complémentaires permettant de représenter 1'égalité du type source.

Pour des travaux généraux sur les types abstraits suivant une approche non initiale, i1 faut citer
Giarratana et al LGGM 76), Wand [WAN 791, Kamin (KA 810, Broyet Wirsing (88K 801, [W & B 811, Kepur [XAP 801,
Bergstra et Tucker (B & Tu 80]. Pour des travaux plus spécifiques sur les implantations, citons Guttag [6uT 801,
Wirsing [WIR 821,Pair [PAI 801. On peut citer aussi le travail de Hoare [HOA 721, plus ancien, qui est 2 1'ori-

gine de rotre connaissance du concept de fonction d'abstractions.
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v.5.2.- Applications de 2 théorie des implantations :

Nous distinguerons trois catégories de travaux dans ce domaine : les applications 3 la compilation, bk I
les efforts pour construire automatiquement des implantations de types abstraits et les études d'exemples ol ke 1
sont détaillées les étapes de Ta construction et les preuves de 1'implantation. .

Dans le premier domaine, citons sans 8tre exhaustif le moins du monde le travail de M.C.Gaudel
{GAU 80] et celui de P. Mosses [MOS 80]. Dans le premier, chaque structure d’un langage source est spécifiée
algébriquement par un ensemble d'équations. Les instructions sont transformées en des opérations d'un type
spécial modification de telle manidre que 1'ensemble du langage source est formalisé par unme spécification terit
de type abstrait. I1 en est de méme du langage cible. I1 reste alors & donner une implantation du type source | L]

par le type cible.
i 1 LU | ‘G

bans e domaine de la synthése d'implantation, des travaux trds variés existent ; i1 s'agit en - . upate i
généra) de tentatives adaptées d des spécifications de petite taille. Darlington [DAR 80] utilise son systeme o |61 MRy L
de transformation de spécification pour construire des implantations d'opérations. Srivas (SRl 82] suppose I 1 il thpos
donnés 1a fonction d'abstraction et 1*invariant d'implantation et invente des définitions dans le type cible {
pour Tes opérations d*implantation. Bideit [BID 81) construit des implantations d'un type particulier puisque !
les signatures des spécifications source et cible sont identigues et que Seules les équations (et le choix
des constructeurs) changent. Bien qu'i) ne s'agisse pas de synthése, signalons encore quelques travaux visant
3 automatiser des preuves d'implantation : 1'équipe Gannon - McMullin - Hamlet [GMH 81 ] propose un systeme
engendrant systématiquement des tests permettant de mettre en évidence des erreurs dans une implantation ; le
projet AFFIRM effectue des preuves dans 1'algebre initiale ; i1 propose une méthode pour organiser des preuves
longues de manigre structurée LE & Mu 80], [MUS 80al.
De nombreux exemples d'implantations de types abstraits ont été étudiés en détail. Citons de nouveau [
quelques noms : Jones [ JON 79] et Nourani [NOU 80 proposent une implantation de 1'algorithme de Fischer-Galler
gérant des relations d'équivalence. Gaudel et Terrine [G & T 78] discutent de représentations d'ensembles
tandis que Gaudel [GAU 78] propose une méthode pour retrouver 1'implantation des cpérations dérivées d'un type C @ NC L US I O N
connaissant 1'implantation des constructeurs et la représentation de 1'€galité. Dans le cadre de 1'éguipe CIP de
Munich, diverses représentations des polyndmes et de leurs algorithmes sont également étudiées [D & al 79].
Dans notre travail personnel nous avons étudié une implantation des emsembles par des arbres binaires
de recherche dont plusieurs idées se retrouvent dans 1'implantation plus simple par des listes triées (REM €0].
Avec d'autres collegues, nous avons 6tudié un algorithme déterminant 1a plus longue sous-suite croissante dans
une suite donnée (B & al 791, un algorithme de tri par insertion(BQR 81] et différentes implantations des listes
avec pointeurs [CLR 81]. Guttag, Horowitz et Musser (GHM 78b] proposent une implantation d'une table des symboles
par une pile de tableaux.
Moor et Darlington [DAR 781, [M & 0 79) proposent une implantation des files de priorité par des fo-
réts de tournois particuliers. Cette structure trés récursive se préte bien & des manipulations algébriques.

Dans 1'ensemble, ces études ont permis de cerner les propriétés des implantations. Beaucoup de travail




CONCLUSION

Dans cette conclusion, nous voulons résumer quelle a été la ligne directrice de notre travail, donner

un éclairage sur notre démarche et rappeler bridvement les problémes ouverts et les prolongements que nous en-

visageons.

La théorie des types abstraits est extrémement passionnante parce qu'elle permet de spécifier des
structures de données assez riches par des techniques équationnelles et récursives. Elle met aussi en jeu le
concept d'implantation qui renvoie aux méthodes, quelquefois sophistiquées, de représentations des données et

d'optimisations des algorithmes.

Nous avons trds longtemps travaillé sur des exemples spécifiques de types abstraits, développé de
S
manidre systématique des aigorithmes déja utilisés, prouvé leur correction. Pourtant, nous sommes passés 3

des études plus formelles qui seules permettent d'envisager des méthodes générales de preuves.

Nos deux préoccupaticns de départ furent les opérations partiellement définies et les preuves
d'implantation. Dans Jes deux cas, nous avions besoin de prouver des assertions conditionnelles et cela nous
a conduits & mettre 1'accent sur les systemes de réécriture conditionnels et, pour nous initier, sur les

systzmes de réécriture plus classiques.

Le caractére trés systématique de la théorie de la réécriture nous a donné une direction de travail
précise : généraliser aux systémes conditionnels les résultats antérieurs. Cela nous 2 aussi motivés pour
tracer le cadre dans lequel cette généralisation était possible et pour trouver les éléments nouveaux propres

aux systemes conditionnels.

11 est intéressant de voir comment 1'idée des systémes conditiomnels hiérarchiques (ou basés) a pu
émerger. Dans 1'étude des opérations partielles, nous avons rencontré la nécessité que les préconditions soient
des prédicats totalement définis, Nous définissions ceux-ci dans une spécification de base sur laguelle nous
pauvicns spécifier des opérations partielles. Nous avons rencontré cette nécessité dans 1'étude des systeémes
conditionnels, pour des motifs apparemment différents. En fait nous terminons notre travail en notant que Tles
préconditions.d'opérations servent de prémisses aux assertions qu'on veut prouver. Il n'y a donc pas grande
différence entre ces deux types de prédicats et de bonnes raisons pour que, dans les deux cas, ces prédicats

soient définis dans un systéme de base.

De la méme maniére, les opérations partielles et les préconditions jouent un rdle central dans les

implantations en raison du fait gque le type d'implantation est souvent un sous-domaine du type cible.




Nous avons le sentiment d‘'avoir, au cours de la rédaction, noté des résultats auxiliaires qui
devront tre développés. C'est le cas par exemple pour le théoréme de validité dams 1'algebre initiale et
ses applications utilisant 1'algorithme de complétion. Cependant le travail le plus urgent 2 mener doit étre
T'implantation d'un algorithme de test de conﬂuence“b‘:iii{r 18sMsystemes conditionnels utilisant les résultats
du chapitre II1. En effet, tous les éléments de cet algorithme sont rassemblés et chacun de ces &)éments peut
&tre réalisé automatiquement. De plus, ia mise en oeuvre sur le papier de cet algorithme est fastidieuse dés
que 1'on considere des systémes de réécriture conséquents. Seul un programme effectif est en mesure de per-

mettre des tests sérieux.

Le point de 1'algorithme demandant le plus d'attention est 1a preuve d'équivalence de contextes
dans le systéme de base qui intervient au moment oll 1'on'compare deux ensembles complets minimaux de formes
normales contextuelles. Nous avons 1'intention d'utiliser Tés systemes de preuve existants ; en particulier,
nous utiliserons le systéme de réécriture canonique proposé ‘par Hsiang (HSI,81] pour le calcul booléen. Nous
pensons introduire des axjomes simples sur Tes ;::;‘édicats utilisés dans les contextes, tels que des propriétés
de transitivité, d'antisymétrie. Les équivalences de contextes seront prouvées soit en calculant les farmes
normales de ces contextes soit, plus prub;blement,lypa;'i une technique de réfutation consistant 3 engendrer Ta

régle VRAL —> FAUX en utilisant 1'algorithme de compiétion,

En m&me temps que ce travail d’implantation, nous proposerons & publication un rapport sur la
théorie de la réécriture conditionnelle en dégageant certains points volontairement laissés de coté dans ce
travail. Par exemple, la propriété de confluence contextuelle permet de raisonner par cas dans les réécritures
sur 1'algebre libre. I1 est raisonnable d'accepter un principe semblable dans la définition ¢'une congruence.
Nous conjecturons dans ce cas que la propriété de Church Rosser est vérifiée complatement, 3 savoir que deux
termes sont équivalents si et seulement si ils ont des ensembles complets minimaux de formes normales contex-

tuelles équivalents.

Dans le domaine des spécifications partielles, nous désirons avant tout déterminer des conditions
syntaxiques pour que la réécriture par valeur soit compléte pour la réduction aux termes primitifs. Cela doit
&tre possible lorsque les membres droits des définitions comportent seulement des occurrences d'opérations
définies disjointes, situation que nous avons discutée a Ta fin du chapitre IV. Ce point acquis, notre cons-
truction d'une algébre partielle initiale apporte une s€mantigue précise aux spécifications d'opérations

partielles. Nous développerons cette sémantique en montrant ses 1iens avec les préconditions d'opérations.

De maniere pratique, nous avons donné une méthode simple pour développer en parallele des définitions
de préconditions et des définitions d'opérations partiellement définies. Cette méthode est utilisée implicite-

ment dans des développements de spécifications sans étre rigoureusement justifide.

Dans le dernier chapitre, nous montrons comment les méthodes de preuves conditionnelles et de spéci-
fications partielles s'appliquent aux implantations de types abstraits. Nous pensons que ceci est valable

quelle que soit la définition qu'on donne des implantations. Nous croyons aussi que les preuves d'implantation

—

e

sont plus simples 3 mettre en oeuvre lorsque invariant, fonction d'abstraction et implantation des opérations

su;ﬂ: définis conjointement. Pour autant, ce chapitre représente seulement une illustration des précédents et

beaucoup d'autres méthodes sont en cours de développement g

seulement les telthniques de composition des implantations et celles utilisant les types paramé

e nous n'avons pas cherché & aborder ici, Citons
trés,
L 440 -

" Nous croyons que ce travail développe une théorie des systémes de réécriture qui posside son intérét
propre e.t propose en méme temps plusieurs applications & 1'6tude des spécifications algébriques de types abs-

érlaits De nombreux problemes. ont €té soulevés et nous espérons que cette conclusion, ainsi que les conclusions

propres & chaque chapitre, inciteront d'autres chercheurs & étudier ceux-ci.
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