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INTRODUCTION

1, Présentation générale

La théorie des types abstraits de données s'est développée depuis une douzaine d'années. Différentes

approches ont été proposées mais elles semblent toutes avoir en commun |'idée essentielle suivante : un type

abstrait n'est pas seulement un ensemble d'objets mais aussi les opérations qui peuvent étre effectuées sur

ces objets. En allant a l'extréme, on peut dire que 1a nature des objets est indifférente a partir du moment

o& on connait les propriétés qui lient les opérations entre elles.

C'est pourquoi beaucoup d'auteurs regardent les types abstraits comme des théories formelles, plus

ou moins puissantes, et s'intéressent aux modéles de ces théories et aux théoremes qu'elles permettent de

prouver.

Mais un type abstrait reste toujours un cadre pour étudier des problémes tras concrets tels que la

sémantique d'un programme ou celle d'un langage de pragrammation. Les études ont donc souvent porté sur la

maniére de structurer un type abstrait, Plusieurs sortes de hiérarchtes sont possibles : définir un nouveau

type dans un environnement, définir de nouvelles opérations dans un type. Dans chaque cas, deux propriétés

importantes se présentent : la consistance et la complétude (ou une certaine complétude) des définitions.

D‘autre part, une grande proportion de T'activité informatique consiste & transformer des programmes ,

& imptanter des langages. De nouveau, i] faut assurer des propriétés de consistance, de complétude.

Jusqu’& présent, les propriétés de complétude ont été assez largement étudiées ; elles ne sont pas

en généra} décidables mais on connait un certain nombre de critéres syntaxiques a vérifier pour que les

constructions de types soient complétes.

Par contre les propriétés de consistance étaient le plus souvent vérifiées par la mise en évidence

d'un modéle.

Cependant, dans certaines théories formelles, le probleme est susceptible d'un traitement plus

syntaxique. Ces théories sont les théories équationnelles et, plus généralement, les théories conditionnelles.

Une théorie équationnelle est une famille d'équations entre des termes ; ces termes représentent

les compositions possibles des opérations du type et, en particulier, les objets qui peuvent étre construits

en utilisant les opérations,
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Les raisonnements dans les théories équatiannelles sant simples puisqu'an procéde seulement par des

remplacements d‘égaux par des égaux. IT est cependant généralement impossible de décider si deux termes sont

égaux ou non, 4 moins d'orienter les éguations comme des régles de réécriture.

I] se trouve que les régles de réécriture peuvent étre utilisées pour spécifier une partie des

apérations d'un type abstrait, sous forme de définitions récursives. Elles ne résolvent cependant pas tous les

problémes et cela pour au moins trois raisons :

- on a besoin d'exprimer des propriétés qui ne sont pas des définitions et qui ne peuvent atre

orientées ni dans un sens ni dans un autre, par exemple pour des raisons de symétrie ;

= on a besoin d‘exprimer des propriétés, ou des définitions, conditionnelles ;

- on a besoin de définir des opérations partielles ou d'exprimer des propriétés restreintes a un

sous-domaine.

Ltobjectif de cette thése est l'asquisse d'une théorie de 1a réécriture conditionnelle qui permette

en particulier de prouver des propriétés de consistance dans les types abstraits.

Nous développons maintenant les quatre derniers chapitres de cette thése.

2. Systemes de réécriture. Preuves de consistance et de validité

Avant d‘entreprendre une étude des systémes conditionnels, rappelons tes grands traits de la théorie

des systémes de réécriture.

Un systame de réécriture associe a chaque terme une forme normate unique s'i! posséde les deux pro-

priétés de terminaison finie et de confluence. De plus, pour les systémes a terminaison finie, on peut vérifier

la propriété de confluence en examinant seulement un ensemble fini de paires critiques et en prouvant pour

chacune de ces paires de termes que leurs formes narmates sont égales. Les paires critiques sont déterminées

en superposant un membre gauche de régle sur un autre par unification,

Cette méthode de test a produit un algorithme de complétion d'un systéme de réécriture en un sys-

tame confluent et a terminaison finie, di a Knuth et Bendix. Si, en effet, une paire critique définit des

formes normaies distinctes, i] est possible d'ajouter une nouveile regle en orieniani le couple de formes

normales a condition de maintenir Ja propriété de terminaison finie.

L'algorithme de complétion est utilisable presque sans transformation pour prouver la cansistance

d'une spécification hiérarchique. 11 s'agit simplement de vérifier, au moment d'ajouter une régle que celle-ci

ne permet pas de réduire un terme primitif, c'est-a-dire que son membre gauche contient au moins un symbole

d'opération non primitif.
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Nous discutons aussi dans cette partie de la propriété de confluence modulo un ensemble d‘équations

et prouvons que cette propriété généralise utilement la précédente pour tes tests de consistance. Nous démon-

trons également une condition suffisante de confluence modulo des équations qui nécessite seulement une

hypothase de terminaison finie du systéme de réécriture, indépendamment de ces équations.

La notion de syst@mes hiérarchisés permet aussi dtutiliser la propriété de consistance pour prouver

l'équivalence de deux spécifications. Dans les théories équationnelles ou conditionnelles, deux spécifications

sont équivalentes si leurs équations engendrent les mémes égalités entre termes sans variable. On peut donc

utiliser un principe d'induction sur tes termes pour prouver des théoremes : une équation est un théoréme si

ces deux membres sont égaux dans la spécification chaque fois que les variables sont remplacées par des termes

sans variable. Lorsqu'on peut distinguer des constructeurs et d'autres opérations définies complétement s
ur

ceux-ci, on retrouve une notion de récurrence structurelle qui généralise le principe de Péano pour les entiers.

Mais une autre approche est possible : si deux ensembles de régles définissent complétement des opé-

rations par rapport a des constructeurs, les définitions sont équivalentes si leur réunion est consistante

vis-a-vis de la spécification des constructeurs. Cette idde avait déja été utilisée par [MUSSER,80] qui cher-

chait a éviter des équations comme VRAI = FAUX,et généralisée par [HUET et HULLOT,80] pour des systémes de

constructeurs sans relation comme les entiers ot on refuse d‘obtenir 0 = 1.

Noug étendons cette méthode, d'abord au cas au il y a des relations entre les constructeurs, puis

dans le cadre des systémes de réécriture conditionnels qui sont eux-mémes des systémes hiérarchisés. Nous

nous attachons a montrer le réte que joue la propriété de consistance dans cette méthode. Comme 11 s‘agit

encore de démontrer que des assertions sont valides dans l'algabre initiale d'une spécification, les résultats

obtenus sont baptisés théorames de validité.

3. Systemes de réécriture conditionnels

Le caractére naturel des tests de confiuence pour les systames de réécriture nous incite 4 entrepren-

dre une généralisation aux systémes de réécritures conditionnels. Nous choisissons de considérer les précondi-

tions des régies de réécriture comme des expressions de sarte pooléenne et d‘utitiser également des réécritures

pour évaluer ces derni@res. Cependant i] est essentiel dans notre travail d'utiliser deux systémes de réécri-

ture différents pour évaluer et pour utiliser tes préconditions. C'est pourquol nous définissons ces dern
ieres

dans un systéme de réécriture de base, {nconditionnel, contenant une axiomatisation du calcul booléen, Cres
t

aussi pourquot nous considérons une relation de réécriture basée ou les variables des préconditions peuvent

seulement étre remplacées par des termes. Cette restriction est sans conséquence, au moins pour les réductions

de termes clos ou sans variable, et nous montrons que, si la réécriture basée est suffisamment complate 
et

confluente, elle définit les mémes formes normales que la relation de réécriture récursive.



Nous tournons ensuite notre étude vers la réécriture de termes avec variables, ne serait-ce que pour

étudier la confluence sur Tes paires critiques de régles. Nous avons besoin de faire des hypothéses pour véri-

fier les préconditions des régles et nous définissons des relations de réécriture dépendant d'un contexte

composé d‘expressions boaléennes. Nes contextes spécialement simples sont obtenus en prenant la conjonction

des préconditions de deux régles formant une paire critique. Nous acceptons aussi de raisonner par cas pour

prouver la confluence d'une relation sur des termes et, pratiquement nous le faisons en construisant pour

ces deux termes des ensembles complets de formes normales contextuelles et en prouvant l'équivalence de ces

ensembles. Une forme normale contextuelle pour un terme donné est obtenue en réduisant ce terme au maximum

et en effectuant la conjenction des préconditions utilisées au cours de la réduction, Nous prouvons 1'équi-

valence de deux ensembles complets en associant les formes normales contextuelles deux 4 deux de sorte que

les termes scient égaux et les contextes équivalents dans le systéme de réécriture de base,

Nous démontrons qu'un systéme conditionnel a terminaisan finie définit une relation de réécriture

basée confluente dés que Tes relations de réécritures contextuelles sont confluentes sur les paires critiques

contextuelles. Cette derni&re condition est vérifiable algorithmiquement et nous expliquons en conclusion de

ce travail comment nous comptons implanter cette vérification, Cet algorithme sera ensuite transformé en un

algorithme de complétion méme si l‘adjonction de nouvelles régtes conditionnelles s‘avére plus délicate que

dans le cas inconditionnel.

Ce chapitre s'achéve par une étude des résultats de consistance et de validité dans les systames

conditionnets.

4. Spécifications d'opérations partielies

Lorsqu'un enrichissement n'est pas complet, les méthodes de réécriture basée, ainsi que les preuves

d'assertion, ne sont plus valides. Aussi est-il particuliérement utile de reconstituer une spécification com-

plete. L'objectif de cette partie est d'utiliser Tes spécificatians conditionnelles basées pour obtenir une

telle complétion.

Nous construisons d‘abord une algébre partielle syntaxique en calcutant les opérations par réécri-

ture et en déclarant une fonction f indéfinie en un point t si le terme f(t) n'est pas réductible a un terme

primitif. Cette algebre est correctement définie si les régles de réécriture sont confluentes modulo les

relations entre les constructeurs. Cette notion de confluence permet de combiner équations et régies de

réécriture dans une spécification et nous en rappelons les propriétés essentielles. De plus, cette algébre

valide Tes Squations si et seulement si le systame de réécriture vérifie une propriété de stabilité pour 3a

réductibilité a des termes primitifs. Nous montrons que cette propriété est vérifiée lorsqu'une stratégie de

réécriture par valeur est compléte pour calculer les formes narmales primitives, Un probleme ouvert est de

trouver des conditions suffisantes pour cette complétude. Cette premigre section assure dans des conditions

assez targes l'existence d'une algebre initiale partielle.

v

Nous considérons ensuite plus particuliérement des spécifications constituées par des définitions par

récurrence sur les constructeurs mais ol certaines régles ant été valontairement omises. Nous complétons ces

régles en mettant des erreurs en partie droite. Nous introduisons aussi des prédicats de définition pour sépa~

rer les termes définis des termes erreurs. La spécification ainsi complétée admet pour algébre initiate un

complété de l'algébre partielle syntaxique obtenu en ajoutant des éléments indéfinis.

Une fois complétée ta spécification des opérations, nous abtenons par une transformation syntaxique,

une spécification compléte de prédicats appelés préconditions des opérations qui caractérisent T'ensemble des

points ot ces opérations sont définies dans l'algabre partielle. Lorsque Tes membres droits des définitions

contiennent seulement des occurrences disjointes des opérations définies, la spécification des préconditions

revét une forme simple, indépendante de celle des opérations.

Nous utilisons ces préconditions en prémisses d’équations entre des termes pour assurer que ceux-ci

sont définis. lorsque ces termes ont une structure simple, ces assertions conditionnelles forment des régles

de réécriture basée et nous pouvons ainsi prouver leur validité grace aux méthodes développées pour les spé-

cifications complétes.

5. Preuves d’implantation

L'objectif de cette derni@re partie est d'appliquer les méthodes de preuves conditionnelles et

l'étude des opérations partielles aux preuves d'implantations de type abstrait. D'une part, i] est important

de vérifier que le type d'implantation est consistant vis-a-vis du type qu'il implante, ctest-a-dire que deux

objets distincts ne sont jamais implantés par un meme représentant. D'autre part, il est fréquent que seut un

sous-type du type d‘implantation soit utilisé. Ce sous-type peut quelquefcis &tre caractérisé par un invariant

ét l'on a besoin de placer cet invariant en précondition des assertions 4 prouver.

Nous effectuons une présentation assez bréve des implantations puis nous décrivons une méthode fai-

sant appel @ une fonction d'abstraction du type d'implantation vers le type & implanter. Cette fonction peut

&tre partielle et nous illustrons a ce propos comment définir parallélement fonction d'abstraction et inva-

riant pour que le second soit une précondition de la premigre. Les preuves d'implantation consistent alors &

montrer que la fonction d‘abstraction vérifie des équations d‘implantation, équations généralement conditton-

neltes en raison de ta présence de }'invariant. Cette partie se veut essentiellement une illustration des deux

chapitres précédents et en particulier de 1a méthode de preuve d'assertions par l‘algorithme de complétion.

Nous indiquons quelques difficultés, spécifiques aux systémes conditionnels, rencontrées pour ajouter des re-

gles de réécriture en cas de non confluence.
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6, Conclusion

Le plan de cette thése suit celui de cette introduction. En conclusion générale nous indiquons

comment nous comptons orienter notre travail dans le futur ‘imédiat et quels sont les principaux problemes

ouverts. En conclusion de chaque chapitre, nous indiquons les travaux reliés et décrivons plus précisément

les questions soulevées & cet endroit. Nous reportons aussi & la conclusion une discussion sur la démarch
e

de recherche qui a été 1a ndtre. Disons seulement qu'elle fut cheminement entre de nombreux sujets d'inté-

rat liés aux types abstraits et convergence vers une étude formelle des systémes de réécriture condition-

nels qui constituent un outil essentiel d'approche de ces types.

CHAPITRE I



CHAPITRE I

GENERALITES D’ALGEBRE UNIVERSELLE

Une algébre universelle est Ja donnée d'ensembles et d'opérations sur ces ensembles. Deux algébres

sont de méme espéce- s'il est possible de donner les mémes noms 4 leurs ensembles et & leurs opérations.

L'ensemble des symboles utilisés forme la signature de l'espéce. Deux algébres de méme espéce sont isomor-

phes s'il existe des bijections entre les ensembles qui commutent avec les opérations

A 8

| \
A 8

La théorie des algébres universelles a pour objet 1'étude des propriétés de celles-ci qui sont invariantes

par isomorphismes. Elle constitue de ce fait un cadre formel d‘étude pour les types abstraits de données.

Une classe particuliére d'algébres, les algébres finiment engendrées, est spécialement intéressante,car les

objets de telles alg@bres sont obtenus par composition des opérations.

Tandis que le premier paragraphe introduit algébres et marphismes et étudie l'existence d‘objets initiaux,

le second est consacré aux algabres finiment engendrées et 4 leur relation avec les congruences sur T'algabre

initiale - Bien que ces résultats soient classiques, nous les présentons de mani@re assez détaillée,car on

peut adopter 1a méme démarche avec d'autres types d'objets et de morphismes.

Au troisiame paragraphe nous définissons un type abstrait comme l'algébre initiale d'une variété spéci fiée

équationnetlement .

h
——_—_

h
——_

Au quatriéme paragraphe, nous donnons une présentation plus détaillée des oropriétés de consistance

et de complétude des hiérarchies de spécifications. De facon classique, ces deux propriétés permettent de prouver

la correction d'une sp&cification constituée par enrichissements successifs : c'est l'objet du théoréme 4.8

(théoréme de correction d'un enrichissement), Plus imnortant est le théoréme de validité (thoéréme 4.10) qui

exnrime qu'une équation est valide dans I'algébre initiale d'une spécification compléte si la spécification

enrichie de cette équation est consistante. Ce résultat donne toute son importance 3 la propriété de consistance

pour laquelle les chapitres 2 et 3 apportent des méthodes effectives de preuve.



Pour étudier des types abstraits de données, nous devons considérer des algébres & plusieurs ensem-

bles, encore appelées algebres hétérogénes. Chaque ensemble est nonmé par un symbole appelé sortes 3 de méme

chaque opératton est une application & un ou plusieurs (ou méme zéro) arguments de sortes diverses. Les

Pour que les notations du diagramne commutatif de 1*introduction

restent simples, nous 6tendons un certain nombre de concepts et de notations concernant les applications

opérations sont donc affectées de profil

sorghisnes, objets initiaux :

aux familles et aux produits cartésfens d'ensembles.

Sortes,

ble $5 une application de A dans B est une famille d'applications (h.), ¢ te?le que, pour

(par S) £ est une famitle (E,

appelés symboles d'opération. Un symbole de

Une signature (S, Z)

Remarque (concernant la présentation des exemples) - Nous présentons Tes signatures (et plus tard Tes

Uphabets profilés, signatures :

dans S, h, soit une application de AL dans 8. .

sists €Ses' eS

¢: Soit S un ensemble non vide dont les éléments sont appelés sortes. Nous désignerons dans la suite

par des lettres majuscules les familles d'ensembles indexées par les éléments de S: A= (A.)o¢ 5+

1s : Sit A= (A) gg et B= (8), ¢ 5 deux families d'ensenble indexées par Te méne ensen-

Un profil sur S$ est un couple (s,s') (encore noté s' +s dans les exenples),o0

§ est une suite éventuellement vide d'éléments de S et s' un élément de § . Un alphabet profile
d'ensenbles disjoints dont les éléments sont

est dit de profil S's et & résultat de type

est 1a donnée d'un ensemble $ de sortes et d'un alphabet profile (par $) x .

spécifications) en séparant leurs constituants par les mots clés Sortes, Opérations, Equations.

Ent «

Sortes : Entier, Booléen

Operations :

ZERO: Entier +

PRED =: Entier + Entier

Succ: Entier + Entter

NUL 7: Booléen + Entfer

PLUS : Entier + Entier, Entier

VRAL : Booléen +

FAUX Booléen +

Cette signature peut tre structurée comme

Eni = Boul +

Sorte : Entier

Operations

ZERO

Plus

cd Bool est la signature constituée de Ta sorte Booléen et des opérations VRAL, FAUX

La signature suivante est obtenue par enrichissement de la signature des entiers en ajoutant 1a

sorte des S-Expressions (par référence 8 a notation Lisp) et des opérations de constructions.

S-Expr = Ent +

Sorte : S-expr

Opérations :

CONS : S-expr + S-expr, S-expr

ELEM : S-expr + Ent

NIL S-expr +

Extension des notations indicées aux suites d'indices :

-Soit A= (Aj), eg une famille d'ensenbles indexée par S$. = si une suite d'éléments

de Sets! un Elément de $. On note A, Te produit cartésten Ay, x...2 A, et Az Ay. lensenble

des opérations de A, dans Ags . Enfin on note At +A la famille (AA). ¢ sec: ¢5 + Une

opération de A* +A est encore dite opération dans A .

Sis est le mot vide a, Ay est, par convention un ensenble a un élément et Al Ac, peut tre

confondu avec Ags .

= Soit m= (he), gq une application entre deux familles A et B. Soit s= si... sy une suite

de sortes et a un Glénent de A, : a= (ais.++ 2,) . On note encore h,(a) 1a suite

ng (aden hg aq) de 8,

Remarque : Cette dernigre convention sera trés utile lorsque nous définirons une application h = (he). ¢ 5

par récurrence structurelle sur les termes, Nous adnettrons qu’il est licite de définir simuitanément la

familie (he), ¢ ge +

. Soit A une famille d'ensembles et £ un alphabet profilé. Une famille (F, "operationsdoer

dans A indexée par Lest une application a +F, de E dans At -—+ A. Conpte tenu des conventions

précedentes, cela veut dire que, lorsque o est de profil s'+s ,F, est une opération de A, dans As «

Dans la suite, nous noterons F les éléments de Z , E, une famille d'opérations et Fig 1'élément
‘de

indéxé par dt.

Sefinits

E - Algebres

Une (S, E)-algébre (ou r-algébre si S peut etre omis) et = (A, Ey ) est la donnée d'une

familie A= (Ai, ¢ g denseables non vides et d'une famitle fy (Ra lp er n,

indicée par ©. oo

A est appelé le support de dt et sera toujours désigné par la lettre majuscule romaine associée

Ala lettre cursive désignant I'algébre. L'application F—+F, de E dans At —+ A est appelée inter-

Prétation des opérations dans ot

Renarque (concernant 1a présentation des exemples) Les ensembles du support et Tes opérations seront donnés

dans le méme ordre que les symboles correspondants dans la présentation de 1a signature.



Si Ent est Ja signature de T’exempletl, AY est une Ent-algabre avec

JO = (NB 0, P, 5, N74 PLUS)

oa

.N est Tensemble des entiers naturels

. B= {Vrai, Faux}

. 0 est [élément neutre de N

P= kx. (x-l si x20

0 si x=0

. Se ax. {xl}

LN? = Ax. (x=0}

. PLUS =A xy. (x+y)

Pour illustrer les notations de la définition précédente

-N =B

Nentier » Nooo

ZERO Je = 0 5 PRED y= P 5 SUC = Sy HUL2qQ=N2 PLUSye = PLUS

L'ensemble des parties finies d'entiers PF(N) peut étre muni des opérations d‘'union (U) , de

singleton ({}) et d'un objet Glémentaire, l'ensemble vide (8) . Ces opérations ont des prafils correspondant

respectivement a ceux de CONS, ELEM et NIL.

QE) = (PFIN), N35 U, (7, 8) est une S-Expr-atgébre.

L'ensemble des suites finies d'entiers M(N) est aussi un S-expr-algébre si on interpréte

~ CONS comme Ja concaténation (+)

- ELEM conme l'opération formant les suites 4 1 entier (< >}

~ NIL comme ta suite vide (a)

AGN) = (MIN), Nj <>, a) est une autre S-Expr-algébre.

La premi@re cuestion que nous pouvons nous poser est de savoir si deux L-algabres A et B

sont comparables. De mani@re succincte, deux algébres (A, lg ) et (B, %) sont comparables s'il

existe une application h:A38 telle que fo Lp = a oh . De telles applications sont appelées

morphismes de E-algébres.

La deuxiéme question est alors de savoir s'il existe une £-algébre minimale (ou initiale)

% telle que, pour toute autre E-algebre ct , il y ait un morphisme unique hy : rat,

Une telle algdbre existe (et est d'ailleurs unique a un isomorphisme prés}. Elle est constituée par la

L-algébre v, des termes sur x ou, vu d'une autre facan, des arbres étiquetés par les symboles de ©

La méme construction permet d'abtenir une = E-algabre (0) libre sur un ensemble X de

variables, telle que, pour toute algébre ft et toute application v de x dans gt , i] existe un mor-

phisme unique hA a de G0) dans ft prolongeant v
:

Vv

x &

i
av\

Gx)

Nous précisons maintenant la notion de morphisme puis définissons la L-algébre libre en méme temps

que les morphismes appliquant cel ci sur Tes z-algébres. Nous prouvons également l'unicité de ceux-ci.

Une application h = (h,}, . ¢ entre les supports A= (A)o¢¢ et B= (BJ, ¢ 5 de deux

E-algébres dt = (A, Ea) et @= (B, Ey ) est un morphisme si et seulement si elle vérifie la propriété

de commutativité

Pour tout F:s'+«s de =, tout x de A
‘

(COM,) her (hale) = Fey (h,(x))

Si, de plus, fh est une bijection, h est un isomorphisme de & sur SB.

Rappelons que, pour $= $) ... Si hy par convention est l'application ,

Ake My (he (tidarees Hs (x) : 5

Diagramme de commutativité :

pour tout F:s'+s de £

Soient P(N) et dN) les deux $-Expr-algébres présentées aux exemples 1.4 et 1.5.

Soient aj... a,€ N* ,a€N et soient

P Ke Expr (a1... a) Tensemble des items apparaissant dans a1 ... a,

o bent) =a

t= (Me eyops ene) est un morshisme de JL(N) dans 84)

En effet

a

Pour F = CONS : Py egg plates dy ® ba. --b,) = Poweypr(3t + 3_) U Myce xp Bs ++ Om)

Pour F = ELEM

hs -Exprl® ays {al
Pour F = NIL

My expy(A? -9



1.6

Enoncé du probléme universel sur les _E-algébres

Un problame universel est un probléme qui peut @tre posé dans toute structure comportant des

objets (ici les E-algebres) et des morprismes entre ceux-ci (ici les morphismes de t-algbres). Une

telle structure est une categorie mais nous éviterons de faire appel ici A cette théorie autrement que

pour signaler la similitude des problémes universels que nous rencontrerons et des solutions que nous

Jeur apporterons.

Le probleme adnet deux versions

1. Probleme de 1'al gabre initiate

Existe-t-il une £-alaébre et, telle que, pour toute autre algébre ot ji] y ait un

morphisme unique noté hy de G, dans ot 7 Si oui, cette algabre est-elle unique ?

h
a6, &

Le probléme de 1'algébre initiale est un cas particulfer de celui de I'algébre libre engendrée par

une famille X= OG), ¢g densenbles disjoints de variables (Z| s'agit du cas of X,= 8 pour s

dans}. Rappelons que, si A est une famille (A.), ¢ ¢ dvensenbles, une application de x dans A

est une famijle v= ()s, es d'applications telles que, pour s dans S$, Vs aille de x% dans Ay .

Nous pouvons énoncer le probléme de I'algébre libre sur X .

2. Probléme de l'algébre libre sur 3c

Existe-t-il une aigebre T,(x) et une injection i de X dans BpOq telles que, pour

toute autre algébre &(de support A} et toute application v de x dans A, ily ait un

morphisre unique, note hyp. de G(x) dans & protongeant v 2 si oui G(x) est-etle

unique 7

La condition que les torphismes hy et hg sofent uniques est essentielle. Elle seule garantit

en particulier T'unicité des solutions (& un isomorphisme prés).

des solutions :Preuve de 1'un

Soient Tet C' deus L-algébres libres sur x, i, i' les injections de x dans ©,

Puisque G est libre, i] existe un morphisme he, j, entre Set -c' tel que

Behe ye ed

Qe méme, i1 existe un morphisme hy ; entre ©" et G tel que

shee!
Par composition he; «herqs est un morpiisme de % sur Yui-néme tel que f= (he ihe,

cotncide avec T'identité dans G! , ce qui prouve que he ; et hoy 5le morphisme fh,

sont inverses 1'un de l'autre et sont donc tous deux des isomorphismes.

1.3. Construct: ‘Ig@bre libre sur 2 :

Commengons par modifier légérenent 12 notation choisie pour les applications (ou affectations) de

xX dans A. Une telle affectation v n'est rien d'autre qu'une famille v= (v,) d'elements de A
xEXx

indexés par x avec Ta convention usuelle que, si x appartient § x, v, appartient A AL . Cette

notation devient tres commode lorsque x; est un ensemble fini {Xiy..+) x) de vartables. On peut alors

écrire v= (vs ++. Va) » par abus de notation.

Maintenant nous pouvons interpreter chaque variable x, de x, comme la projection + selon

. pe Si -Vindice x, 5 de ME dans Ai Si v= WW )y ey

nv) = y,

Xo Xo

Si T'on considére que X est inclus dans I'algdbre (3 construire) (x) , cela revient 8 dire que le

morphisne hig. doit verifier .
Magy (0) = Hy(v) pour x dans

Nous construirons en réalité un morphisme hg de (x) dans une E-algdbre plus compliquée tel que

hgh) = ny pour x dans % . Nous définirons hy, (t) come hg(t)(v) pour t dans G(x)

On a en effet 1a proposition élémentaire suivante :

Ltensenble B des applications de A” dans A peut etre muni d'une structure de r-algebre ® en

posant, pour tout F:s'+ si... 5, dans E,toute suite Gy...., 6, d'application de A* dans

Ag aceee ae

Fylde eos Gy) = ip (Gis es 6)

ol par définition Fleiss 61 () = Fig (Bi (Waves G(v))

De plus, pour toute valeur uv de A*, l'application de B dans A: f+ f(v) est un E-morphisme o

La__z-algebre libre sur_x : Pour satisfaire Ja condition ¢'unicité du morphisme entre (x) et une

algabre donnée a, #1 convient de chotsir pour (x) une E-algebre minimale contenant x . 11 existe

plusieurs présentations (nécessairenent isonorphes) de G,(x) et nous choisirons dans ce chapitre de

considérer un terme de cette algébre comme un mot bien formé sur I'alphabet ZU G

Soit m un mot non vide de (FUxj* 5 m est dit de sorte s si Te premier symbole de m

est soit une variable de sorte s soit une opération a résultat de sorte s . On note M Tensemble des

mots non vides de sorte s la famille M= (Mo). ¢ g peut Atre munie d'une structure de E-algébre de

en posant, pour tout Fz s'e-si.. S, de Z , toute suite m...m, de N.

Fy (meses By) Fm



1.8.

ttalgébre G09 des &-termes sur X% est Ta plus petite sous-algébre de dt contenant 3 . Nous

dénoterons le support et les opérations de Sy 00 par (T, 500), es & (Ede ex + bes Ertermes

de Ty 9 sont dits de sorte s . a

1.4.- Diverses caractérisations et_représentations de Cd

Solution d'un systéme d'équations :

F sie A ; ; c -

La famille (Ty 00), eS est T'unique salution du systéme d‘équations suivant (ot (Le), 6s

est l'ensemble des inconnues) :

Lo= vu U U Fla ses
Lae a! $

znu

od, comme d‘habitude be : est Te produit des langages Le rrtky et of Ly est le langage réduit
+S) 

if

au mot vide

Principe de récurrence structurelle :

Soit t un terme de sorte s . Deux situations seulement peuvent se produire :

» te au bien

. ilexiste s'€S*,F ts s' dans © et ty 1. t, dans Ty 5) (*) tels que

© SIF it
fu

De plus, la relation d'ordre ..€.. (.. est un sous-terme de ..) définie ci-dessous est noethérienne.

La relation [ est la plus petite relation d'ordre sur U Ty (0 contenant les couples

(t, Ft) tels qu'il existe t... ty et i dans l..n avec t i at et t= t,
le caractére nothérien de la relation & permet d‘énoncer un principe de récurrence structurelle.

Proposition 1.6. : (Principe de récurrence structurelle}.

Soit P une propriété sur T(x).

Si P(x) est vraie pour toute variable x

et Si, pour tout Foss’ + $) ...5 de £ , toute suite de termes t, ... t, de 7. (i)
0 a E,S,.008

jvideign = P(t, )) = P(Ft,... t,)

Alors P est vraie sur TO)

Ce principe admet un corollaire trés utile permettant de définir des applications sur T(X)

proposition 1.7 : (Principe de définition structurelle).

Soit Az(A,), €Ss

g une application de = * At x TE) dans A {ol A* ést la réunion des ensembles

une famille d'ensembles, v = wy ex une famille d'éléments de A ,

Ag te A, pour $1 ..-S, dans §* et de mame pour TEX) } . Alors i] existe une application

e n

unique fh = (ne), € 5* de TE(x) dans A* telle que

(4) g(x) = vy pour tout s de S et tout x de x,

(ii) hy (Ft) = o(F, heft), ) pour tout F:s«s' de F et tout t de TL .i(x)

et (HTT) he al{treeeea t
+3, wernt

hg (trove By Cy)

De plus, si A est le support d'une — Z-algébre H ot si g (F, heilt}, ty = “ae (he(E))

h est t'unique morphisme vérifiant (1)

Preuve de la deuxiéme partie : T'assertion (i) sp&cifie que pour tout Fo: s+ s' der ,

tout T de Ty gf)

hg(F t) = F phe. (t))

Puisque FT = Fe (t) s il) est exactement la propriété des morphismes. Inversement si h est un

morphisme vérifiant i), h vérifie 1} et ii} donc est d&fini de maniére unique.

Soit ct une f-algébre, Bia E-algébre des applications de a dans A . Par application

du principe de définition structurelle, i] existe un unique marphisme nA de Ex) dans 2 tel que

(D hal) = Ty pour tout x dans OC

x . ; .
De mame, pour tout v= (Yo ex dans A , i] existe un unique morphisme Rey de G(x) dans ot

tel que

(2) i x

De plus, puisque l'application de Ee) dans A t— h git) {v) est également un morphisme

vérifiant (2), nen et hay sont reliés par }‘équation

(3) hay ft) = hegtt) (v)

Note :

Le nombre de variables apparaissant dans un terme t est toujours fini. Soit Xi... x, une

suite de variables contenant les variables de t 5 nous noterons l'application heptt) sous la forme

est I'expression déduite de t en laissant les variables inchangées, enAye Xe (t] ot [t]

na A
remplagant chague opératicn F de E par F et an mettant des narenthases.

x {x1.. +4} 51 Sr

De méme nous pourrons remplacer A” par A ou encore par A x...e A si

Rees Xx .1 x, € $1.8 Alors

Ha, saa, (t) = hept) Wraeees ¥Q)



1.10.

Tout cela suppose qu'on se donne un ordre total sur X . On peut, par exemple convenir que l'ensemble

S est ordonné et que, pour chaque s de S , = Jose %sa |

Cas particuller de I'algebre initiate é,.
Lorsque x= (on désigne ainsi la famille (%),¢5 telle que x, = pour tout s dans S$)

on écrit 6, au Tieu de B,(x) et on peut identifier dt et B. GC, est l'algebre des E-termes clos.

Lunique morphisne hg interpréte chaque terme clos comme un élément de A

Note : G, n'est définie que sf, pour cheque s de S , il existe au moins un terme de sorte s

Nous ferons cette hypothése systématiquement par la suite,

Représentation des termes par des arbres :

1] est devenu classique de considérer un terme ou un arbre comme une application d'un certain

domaine d'arbre dans un alphabet, qui soit compatible avec le profil des symboles. Ce point de yue permet

de définir aussi des arbres infinis.

Dans notre travail nous aurons besoin desconcepts d'occurrence, de sous-ternes et de substitution

d'un terme en une occurrence que nous introduisons maintenant.

Occurrence, Domaine d'arbre : Un domaine d’arbre est un ensemble non vide de mots, vides ou non, sur

V'alphabet des entiers positifs vérifiant les deux conditions suivantes

lpsi uieo ,ved

Li) si uieD ,ugeD pour fj dans Li.

Les occurrences d'un arbre sont les éléments de son domaine. Un arbre sur E est une application d'un

domaine d'arbre dans = tel que t(u)=f:s'+s;...s,% wl, une D et tui) est un symbole

def,
+st

11 est clair que tout £-terme peut étre vu comme un arbre.

Sous-terme : Le scus-terme ty, d'un terme t en une occurrence U peut étre défini récursivenent par

Ha

Substitution en une occurrence : La substitution t(u+t') d'un terme t' a l'occurrence u d'un

terme t peut étre définie récursivenent par

tirnety st!

(fF ty ceatyeoty) (hue t!) sft thet, oo th = ty(us t')

Gequt) et ses morphismes dans les Ent-aloébres.

La signature Ent a 6té définie dans Iexemple 1.1. Soit X* (Xeqer Xpooy) vec

Kent = Uae te ed et Lggoy = Gis bere) - Tent ent) et Tent,eoor%) sont

solutions du systéme de deux @quations (d'inconnues Tents Tgo91)

Lu,

1, ‘ool * } VRAL, FAUX, b1, bayB «fu yw

Tent

Tent = $ ZERO. Xr» Kayes U ( u pee u ees

Tent Tent Tene Tent
Le teme t de la figure I est un Ent-terme contenant des variables x, y

Figure 1: un Ent-terme

Dans la Ent-aigebre J? (voir'exemple 1.3), le terme t est interprété comme I'application

hye(t) = Axy. PLUS (S(x), P(y))

En particulier

yeaa (8) = Pyolt) (142) = PLUS(S(1), P(2)) = PLUS (2,1) = 3

Cas particulier du probléme universel lorsque dt est la Z-algebre libre :

Une application de 2 dans G,(x) est une substitution ; nous utiliserons la lettre o

subst = Bo* °

Liuntque morphisne hy, de ‘Cy(x) dans Yul-néme prolongeant o est Vapplication de

Ja substitution o aux termes. On note tole résultat de cette substitution sur t . La notation

to est justifise par le fait que le terme to résulte du remplacement aux feuilles de cheque variable

x par le terme correspondant % - Lorsque la substitution o est telle que oO Fx ‘sauf pour

x Efe pour f=1,val eave oy ty

par t {ti/xis+s ty/Xql ou encore par t [tis..+» ty] lorsque l'ordre des variables est implicite.

+ on peut noter le résultat de 1a substitution

9: (Propriété de composition des interprétations)

Soit ty tis... ty come ci-dessus. Supposons de plus que toutes les variables de t sont

dans x)... %_ » Alors

hig (t Ctrseven th) = nytt) Chgltrderee Malt)

Cela est juste en particulier lorsque tis..., t, sont des termes clos ; dans ce cas hyp(t;) est un

élément de A, pour i= 1... et h p(t) hp lts)s v halt) = hplt)ing (tires health) °

Exenple 1.8: (suite de Iexemple 1.7)

Soit tis suc et th = Succ

ZERO } suce

‘ZERO

et t le terme de Ja figure 1



IZ.

t [ti, te] est l'arbre dessiné dans la figure 2 . Si oN est la méme interprétation que dans les

exemples 1.3 et 1.6, hyo(tltr, te] ) = hye) tight) Nylte))

= hyplt) Cs 2) = 3

* PLUS

| SUCC PRED

+ Succ

stice

| * succ
ZERO

ZERO

Figure 2: un Ent-terme clas

Au terme de ce paragraphe, nous pouvons résumer les concepts introduits dans un tableau

& deux colonnes. Dans la premiére, nous portons les concepts syntaxiques et en face de chacun d'eux,

nous indiquons dans la deuxiéme colonne le concept sémantique correspondant.

Concepts syntaxtques Concepts sémantiques

signature £ algabre : dt

sorte : Ss support : Ay

opérations : f application : fy

profil: $' + Si... Sy domaine et fmage : A,. + Ag kee A.

constante : ¢ objet élémentaire : op

terme clos : t € Ty objet ta €A

(ou sans variable)

terme sur XC : application : fork

substitution : ¢ :X- tC. affectation: vi w—wA

instantiation : t.c Eévaluation ty (og)

composition fonctionnelle

}

substitution par des termes variables :

t (ties ty] OT

° Mig@bres_ finiment_en

A la différence 2 *a théorie usuelle des Algébres Universelles, la théorie des types abstraits

de données s'intéresse principalement aux algabres qui sont images homomarphes de l'algébre initiale,

clest 4 dire 4 ces algabres dont les &léments de support sont tous obtenus par composition des opérations.

Ces algébres, dites finiment engendrées, n'existent que si l'algébre initiate existe c'est a dire que si

des termes de chaque sorte existent.

Nous montrons dans ce paragraphe que chaque algébre finiment engendrée définit sur 1'algébre

des termes fermés une congruence, c’est 4 dire une relation u'équivalence compatible avec les opérations.

Inversement, chaque congruence sur l‘alcts.e fnitiale définit par passage au quotient une algébre finiment

engendrée. On vérifie finarement qu'il existe un morphism (nécessairement unique} entre deux algabres

finiv-.. engendrées si et seulement si les congruences associées sfint incluses l'une dans l'autre.

Pour l'ardre d'inclusion, l'ensemble des congruences sur T'algébre des termes fermés forme un treiiiss

complet, c'est & dire un ensemble ordonné non vide te? que tout sous ensemble non vide ait une borne

inférieure et uné dorne supérieure.

Nous mettons l'accent dans ce paragraphe sur les congruences piutét que sur les systémes

1

d'axiomes parcé que les seconds ne sont qu'un outi) de définition des premtiéres.

Au paragraphe suivant, nous définissons les types abstraits de données comme quotient de
%

j'algébre des termes par une congruence. ~

2.1.- Algabres_finine

2.1: (Algébre finiment engendrée) =

hk de ©Une algabre 4t = (A, zy) est une algabre finiment engendrée si le morphisme Me Zz

dans AR est surjectif.

Bridvement dit, les alg@bres finiment engendréessont les images homomorphes de }'algébre des termes.

Si t est un terme clos sur X , on note t, son image hy (t) dans eft, . Ainst

Ape (ty 1 te Gy) por s€$ . a

L'algébre XX de lexemple 1.3 est une Ent-algabre finiment engendrée. En effet

Vral = VBA 5,

et, pour tout entier n de N

n= (SUCC...SUCC ZERO)

» Faux = FAUX yo

n fois

Les algébres S4(N} et iG} des exemptes 4,4 et 1.5 sout des S-Expr-algébres Maviment

engendrées. En effet, leurs é7éments sont les images des expressions sutvantes :
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+ B= Nbee ayy a = NIL ayy

+ (2) = BLEMa)og gy)

<{ajsecey dg) = (CONSELEM(a,), CONS(....., CONS(ELEM(2,), NIL).--) 15 (ny)

+8 > = ELEM(A) gay

pour toute suite d’élénents distincts de N

a4, = CCONS(ELEM(2,), CONS(...5 CONS(ELEM(2,)» KIL)...)3 yyy

pour toute suite d'éléments de N

Soit dt une algébre finiment engendrée. On peut définir sur T, une relation =, telle que,

pour tous t,t’ de Ty tay t' si et seulement si ty =

La relation = vérifie deux propriétes +

(1) #. est une relation d'équivalence

(2) sp est compatible avec les opérations de £ c'est-B-dire : pour tout F : sies

de £ , tout couple (t, «+. t, ty... th) de suitesd'éléments de Ty

(t, qt} pour f= .

En effet (F ti... trig = Fa (tig + fag) Ea ttig ee Hy) ON oe thle

Une relation ~ sur T, est une congruence si et seulenent si ~ vérffie les proprietés (1) et (2).

En particulier xp est une congruence ; on peut dire que a, est Te noyau du morphisme ha

Exenple. 2.3

Dans Ialgébre UP des entiers, nous pouvens écrire

PLUS (SUCC(ZERO), SUCC{SUCC(ZERO}))

yo Suce(SUCC(SUCC( ZERO} ))

SUCC(PLUS(SUCC{ZERO), SUCC(ZERO)))
we

et, plus généralement, pour tous termes clos t, t’

PLUS(t, SUCC(E")) wy» — SUCC(PLUS(t, t'))

Pour te moment, nous ne pouvons donner qu'un exemple de couple de termes Equivalents pour Valgébre uP .

Le paragrephe suivent nous permettra de poursuivre cette étude.

1 Soit ~ une congruence sur T, . L'ensenble des classes d'équivalence {t]_ de Ty

de 1a maniére sufvante ++ peut @tre muni d'une structure de E-algebre Gy)

Soit F:s'es dansz , ti. ty dans Ty 5 = On pose
is

fe (ital vee (tl ye C Ft. tll
Tm

Puisque [t]_={t'], si et seulement si t~t’ et puisque ~ est une congruence, la définition de

fy est consistante. De facon évidente G_, est une algebre finiment engendrée. De plus hp (t)= (tl, o
Srp E/~ tS In

Nous donnons dans la figure 3 une représentation graphique de le construction de |'algebre bon

Z/n

Figure 3 = L'algébre quotient

ngen:

Soit h un morphisme entre deux -algébres finiment engendrées A et B. h doit

nécessairenent verifier, pour tout teme t de G,:

1) hft)) =Q) bltyl = te

Puisque ot est I"image homomorphe de ‘G, par hy , h est unique, s'il existe. Pour que fh

soit bien défini par la relation (1), il faut et i] suffit que, pour tous t, t' de 7,

- yd

z

(2) ta = th

() tagt + tugt!

Résunons cette discussion dans 1a proposition suivante +

Soit dt, deux algébres finiment engendrées

1) existe un morphisme de Jt vers SS si et seulement si egceg . dt et Sb sont isonorphes

si et seulement si ces atgébres indutsent les aémes congruences. Enfin tous les morphismes sont surjectifs.

Ce fait a la consequence suivante : il est equivalent d'étudier la classe des E-algebres finiment

engendrées munies de leurs morghismes (ce qui est exactenent une catégorie) et d'étudier I’ensenble des

congruences sur T, ordonné par la relation d' inclusion. Dans 1a suite, nous éviterons les qualificatifs
z

“plus fine", ‘plus grasstére", “plus faible’, "wlus forte’ 4 fee erarercns ceux de “olus petize”,

“plus grand2” ei mieux novs dirons ae une congruence est tc iuse dais ume autre. On rotera utlgGiz)

ase des sige, fuime a on sei cable warvences Sur
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((Congr(z), =) est un treitlis complet.

Démonstration :
SS" 55 o===1 rs v }

1. Congr(x) admet un élément maximum, 1a congruence universelle U telle que, pour chaque sorte $

x Uy pour tout x, y de Ty 5 . L'algébre finiment engendrée oo est l’algabre triviale constituée

de singletons. Ses supports peuvent &tre vus comme les singletons réduits aux sortes : As = {s} pour

g dans S . Chaque opération peut étre interprétée comme permettant de calculer son profil.

2. Soit (3); ey ume famille quelconque non vide de congruences. Alors Yom est une
ie€el

congruence qui est la borne inférieure de la famille, que nous noterons par la suite inf “qe

Les assertions 1} et 2} prouvent que (Congr(z), <q) est un treillis complet 4 cause du lemme suivant «

Un inf-demi treillis complet £ admettant un élément maximum est un treillis complet

et de la définition

Inf demi treillis complet : (E, «) est un inf-demi treillis complet si tout sous-ensemble non

vide de E admet dans £ une borne supérieure.

La figure 4 décrit le treillis des congruences sur G, et la structure correspondante de

A% g

UAAS

Ta Ta: abate anitiale
= fe) pe ety}

Figure 4: Le treillis des congruences sur Ty

et la classe des Y-algébres finiment engendrées.

U TS /u - ables tial

Teal?

Il est utile de savoir caractériser la borne supérieure d'une famille de congruences et

plus généralement ja plus petite congruence cantenant un ensemble donné de couples.

Soit € une relation quelconque. Nous voulons fermer E par compcsition fonctionnelle

Soit E£ une relation, On note X(E) la relation définfe par

E{E} = {(t, t') | 11 existe une occurrence u de t et un couple (G,0) de E

tels que t),26 et t =t(u+ df oa

E(E} est la plus petite relation contenant E et stable par composition fonctionnelle. a

Démonstration :

Z(E } contient £ et est stable. Réciproquement soit ~ une relation stable contenant £ et

soit t,t! dans X(E) ; prouvons par récurrence sur la profondeur d'un couple (@, 0) dans (t, t'}

que t~t' . Si t=G (donc t' =D) c'est évident. Sinon il existe F,i,ti... t, et t; tels que
tn

teF tr... t the Ft... t t; Boge. ©
n in’ i+t n

et (G, 0) dans (t;, t;) . Par récurrence tent; donc t~t'

Prope

La plus petite congruence contenant un ensemble £ de couples est Ja fermeture reflexive,

symétrique, transitive de <(E) a

Démonstration :

Wotons =, la fermeture reflexive symétrique transitive de <(E); Be est la plus petite

relation vérifiant =, = Idu £(E) U sp Uae ae

Pour verifier que £(#E) est inclus dans =p » Nous pouvons utiliser Ta méthode d'induction

de Scott, donc prouver

1°) z(f} co B

2°) st Ifpoc~ alors Li) a ~' ob 6~' = Id U ECE)

1

ce qui est clair

ec 2 e 2u

Mais E(~') = X(Id) U E(E(E)) Vo L(~"} U £(~.~)

cidu x(Eju ay lu ate}. Bl)

eldu c(eyu Sb une =

Réciproquement toute congruence contenant E contient Z(E) donc la fermeture =, de cette derniére.
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Soit -j une famille de congruences, £ la réunion de ces relations. E est symétrique et

stable par composition et Ta plus petite congruence contenant E£ est la fermeture réflexive transitive

de E. oa

Cela donne une caractérisation de la borne supérieure d'une famitle de congruences.

Une spécification est la donnée d'une signature et d'un ensemble d'équatfons entre les termes

définis par cette signature. Une spécification permet d'engendrer deux congruences. La premiére est

formée de toutes les équations prouvables 4 partir des axtomes par une succession de remplacements d'égaux

par des égaux. I] s‘agit encore de toutes les équations qui sont vérifiées par n'importe quel modéle de

la spacification. C'est de cette mani@re qu'on calcule (ou détermine) Jes équations valides dans les groupes,

Jes anneaux et toute thécrie algébrique.

La seconde congruence est obtenue en restreignant la premiére aux termes clos. En effectuant

le quotient de l'algébre des termes par cette congruence, on obtient une algébre finiment engendrée qui

valide 1a spécification et qui est inittale parmi les modéles de cette spécification.

Dans ce paragraphe, nous construisons les congruences engendrées par un ensemble d'équations

puis montrons comment ces congruences sont minimales dans l'ensemble des congruences validant les Equations.

OSfinition 3.1. - Une x-8quation (de sorte s ) est un couple (G, D) (plus intuitivement noté G=D }

de termes de sorte s . Une spécification (équationnelle} SPEC = (S, =, E) est 1a donnée d'une signature

(S, Z) et d'une famille £& = {E.), eS d'ensembles d'équations. a

Soit G=D une équation, £ un ensemble d'équations, ct une z-algé@bre. On dit que ot

valide G =D (ce qu'on note et G =D) ou encore que G= 0 est valide dans ct ou que <A est un

modéle de G=D si, pour toute affectation VY des variables de G et D0, ona

hy (le hy , (0) -

On dit que dr valide £ {ce qu'on note ctw —£ ) ou encere que E est valide dans ot

ou que dt est un modéle de € si et yalide chaque équation de E .

On note Aly (Z, £) la variété des f-algébres validant les équations de E et

dig ge, £) la sous-variété des E-algébres finiment engendrées validant les équations de E. ao

exemple 3.2. ¢ Spécification_ des entiers

Ent

~Sortes : Entier, Bootéen

Opérations :

ZERO: Entier+

succ =: Entter + Entier

PRED =: Entier + Entfer

NUL? =: Booléen + Entier

PLUS +: Entier + Entier, Entier

VRAI =: Booléen +

FAUX ; Booléen +

Equations :

PRED(ZERO} = ZERO

PRED(SUCC(x}} = x

NUL? (ZERO) = VRAI

NUL? (SUCC(x)) = FAUX

PLUS (ZERO, y) zy

PLUS(SUCC(x), y} = SUCC(PLUS(x, ¥))

Ltalgébre X (exemple 1.3) est un moddle finiment engendré de Ent. Voici un autre modéle non

finiment engendré. Considérons une copie de X notée JE (on peut penser que les éléments de X@ sont noirs

et les éléments de U sont blancs). Soit @ = o +O avec ZERO = ZEROYe = 0

. y xe W our F € {PRED, SUCC, NUL?)Fer Fe (x) si x p

Eye (x) si xe W

PLUS (n msna+m

a ae My=antm

PLUS (n,m) =n +m

PLUS (n,m) zntm

Définition 3.3 : (Théorie équationnel le)

Sait € un ensemble d'équations. La théorie équationnelle définie par £ est l'ensemble Th(E)

des Equations qui sont valides dans tout modéle de £ . Autrement dit, M=N appartient & Th(E) ce

qu'on note Eee M=N si at seulement si Ae M=N pour toute algabre A de Aly (x, fe} . a

Bonnons tout de suite une définition semblable pour les modéles finiment engendrés. Nous

expliquerons plus loin Te terme inductif utilisé ici.



Definition 3.4 : (Théorie inductive}

Soit £ un ensemble d'équations. La théorie inductive définie par E est l'ensemble Ind(E)

des équations qui sont valides dans tout modéle finfment engendré de £ . Autrement dit, M=N

appartient & Ind(E) , ce qu'on note £ &,M=N si et seulement si ct~=M=N pour toute algebre

de Aly YE, €) ®

La théorie inductive est, en général strictenent plus grande que la théorie équationnelle.

Donnons-en un exemple.

Exenple. 3,

Dans la théorie des entiers, I'équation qui exprine 1a commutativité de

PLUS : PLUS (x,y) = PLUS (y, x) n'est pas valide dans Ie mod’le J donc n'appartient pas & la théorie

équationnelle, Elle est par contre valide dans eX" et nous montrerons tout & 1'heure qu'elle T'est, de

ce fait, dans tout modéle finiment engendré. 2

Pour donner une caractérisation des théories équationnelle et inductive, adoptons une autre

notation.

fin 2B:

Soit E un ensemble d'équations, 2% un ensenble de variables. On note =, et mp les

relations sur T.(X) définies pour tous termes M,N par

Wa pN oe Em MeN

i 2
MaiN me & By MEN

On note = 2 Ja relation sur T,, définie, pour tous termes clos m,n , par

magn om Emmen 3

Nous donnons sans démonstration le résultat suivant

. =i, 9% sont des z-congruences. 2

Les congruences =j et #2 sont encore liées de la maniére suivante

Proposition 3.6 :

Pour tous termes M, N

{KN siet seulenent si Ma «No pour toute substitution o des variables

de M,N par des termes clos.

En particulier, la restriction de =f aux termes clos est exactenent «2. a

1.21.

Démontrons d'abord ie second point ; soit m,n deux termes clos, dt une algébre.

A contient une alg2bre finiment engendrée ty et hy = hag + Done of valide 1équation m= n
0

si et seulement si ut, 1a valide. Comme ceci est vrai pour toute algtbre, ch obtient que ma, n si

et seulenent si matn a

Maintenadt soit dt une algébre finimenit engendrée, M,N deux termes.

Supposons qué AMEN . Soit o une substitution close et soit y t'abfectation des:

variables de M 'et''N définie par

Vg = hy (oy)

Daprés la proposition 1.9, hy (T) = hg(Ta) pour T=M ou N . Done tENo No.

Réciproquement, supposons que ot = Mo =No pour toute substitution closec . Softy une

affectation des variables de M et N. Puisque ot est finiment engendrée, i? existe une substitution

close © telle que v, = hgle,) pour tout x . Done hy (M) = hig. (M) et, come 1'égalite est

wraie pour tout v , ona dteM=N

Caractérisations des congruences équationnelles :

Nous pouvons encore caractériser #, et = come les plus petites congruences contenant

respectivement Tes instances quelconque ou les instances closes des équations de E .

Le résultat concernant =, est di 4 Birkhoff et nous le donnons sans démonstration.

§ : (Théoréme de Birkhoff)

La congruence =, est la plus petite congruence contenant toutes les instances Go= Do

d'équations de & . Autrement dit, une équation M=N est valide dans la théorie £ si et seulement si

iV existe des termes Mj....,M, tels que M= NM," N et Mite Ki.) pour 10)... n-1 of

la relation ‘4, est définie pour tous termes M,N par

Mite N si et seulement si] existe une équation G=0 dans &

une substitution ¢ et une occurrence u de M

telles que M),=Go et N= M(u + Do)

ou Mys0o et Mu + Go) a

Le résultat concernant #2 est simple. I] assure du méme coup I'existence d'une algebre

initiate pour tes varietes Afgiz. £) et elgyiz, €)

Proposition 3.7 :

Soit £ un ensemble d'équations. =f est la plus petite congruence contenant toutes tes

instances closes Go= Oa des equations de E . De plus I'algebre quotient G,,.4

'

encore notée ee s Valide & . Clest 1'élément initial de la variétée Atg Giz, €)

(et aussi de A’g (z, E) } . De plus, pour tous temes M,N , 1a validité de M=N dans

Hg GE, E) est equivatente 8 1a validite dans,
LE is
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Oémonstration :

soi 
Do descit ~,

E

i i i est finiment engendrée,équations de E et soit Te Valgabre quotient Tepe » Puisque Gre

la plus petite congruence contenant toutes les instances closes Go =

i] suffit pour montrer qu'elle valide E , de prouver que fre = Go= Da pour toute instance close

d'équations de E mais cela équivaut @ Go~, Do qui est vérifiée par hypothése.

. Réciproquement,

j g=n est en particulier valide dans Cee . Done SE

i gMontrons que n'est autre que =3 . Clairement ~E est contenue dans se
“Es

si m=n est valide dans tout modéle de £, m

est inclus dans ~¢

Finalement $i ct est un medéle finiment engendré de E , R contient “} {ou ~e) donc,

d'aprés la proposition 2.4, i] existe un morphisme Na re de bse sur dt; LAE est défini, pour

tout terme clos t par

haeye (ft]_) = hey (t)

oa (tl, désigne la classe d‘'équivalence de t dans Se . Le dernier point de 1a proposition n'est

qu'une reformulation des précédentes.

Remarque :

3
Dans 1a suite nous notons de la méme maniére les congruences =_ et "FE

te résultat précédent est te point de départ de la théorte des types abstraits. 17 serait plus
exact de parler d'un point de départ pour une théorie des types abstraits. I] existe en effet plusieurs
points de vue différents et nous en présenterons d'ailleurs un second dans un des demiers chapitres de
cette thése. Tous ces points s'accordent toutefois pour considérer un type abstrait comme une classe de
E-algébres finiment engendrées tsomorphes. Disons d'emblée que nous ne chercherons pas dans les premiers

chapftres 4 distinguer des sortes primitives et une ou des sortes d'intérat, Nous pensons
en effet que le concept d'algabres hétéroganes, od toutes les sortes sont placées sur un pied d'égalité,
suffit dans un premier temps pour traiter les problémes de consistance et de complétude d'une spéci fication
ainsi que les problémes de correction d! une spécification au @équivalence de deux spécifications.

type abstrait) (correction d'une spécification)

Soit (S, EF} une signature, E un ensemble de E-Gquations. Le type abstrait spécifié par
(S, £, E) est la classe des E-algébres finiment engendrées isomorphes a , Eg: Si Jt est une t-algé@bre
finiment engendrée, on dit que (S,r,£) fou £ } est correcte vis a vis de cht si ct est isamorphe
a ee o

3.2 :

Pour qu'une spécification (S, =, E) soft correcte vis a vis d'une x-

&t s i] faut et #1 suffit que

1) eft valide £

algébre finiment engendrée

2) le morphisme de 6, e sur cK soit injectif o

Démonstration : immédiate

Considérons ta spéci fication (primitive) des entiers sufyante ;

Ent 0 =

Sorte Entier

Opératians

ZERO : Entier +

SUCC : Entier + Entier

Equations

Ent 0 est une spécification correcte de Valgabre eX? = (N40, S) : i} n'y a aucune
quation & valider et chaque entier est représenté de maniére unique par un terme de T

Ent *Nous pouvons ausst vérifier que Valgébre (exemple 1,3) valide la spécification Ent mais nous devons
reporter au Paragraphe suivant le reste de la preuve de correction.

Il existe en général plusieurs spéci fications équivalentes d'un méme type abstrait. Précisons
ce concept.
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Définition 3.10 :

Deux spécifications (S, 2, £) et (S, 2, E'} sur une méme signature ($, £) sont équivalentes

si les congruences engendrées sur les termes clos a et Be coincident, c'est & dire si les algébres

initiales ee et CL sont isomorphes a

Pour que deux spécifications (S, 2, £) et (S, £, E') soient équivatentes, i] faut et i]

suffit que

1 Gp, RE

at

2) by pe RE 8

stration :

La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, dire que c. E valide E’ signifie

que, pour instance close Go = Do d'une équation de £' , ona Go * Da . En cons&quence, mE

est contenue dans ae Réciproquement Be est contenue dans =p d'od le résultat.

1.25

[.4.- Higrarchtes de_spécifications ; preuves_de_validité dans l'algébre initiate

Pour construire une spécification, on peut procéder par extensions ou par enrichissements

successifs. On part d'une spécification primitive. On peut ajouter soit des cpérations et des Equations,

ql s'agit alors d'un enrichissement, soit également des sortes nouvelles et on parlera alors d'extension.

Chaque spécification définit une algébre initiate caractérisée par des supports et des applica-

tions interprétant les opérations. I} s'agit alors de définir des enrichissements et des extensions qui

ne changent ni les supports ni les applications préalablement définis. Pius algébriquement, on veut que

J'algébre initiale de départ soit isomorphe a la restriction de ta nouvelle algébre initiale aux anciennes

sortes et cpérations.

L'objectif de ce paragraphe est d'étudier les propriétés de consistance, de complétude et de

complétude suffisante qui assurent qu'un enrichissement ou une extension ne perturbe pas l‘algébre initiale.

Le résultat principal de ce paragraphe est le théoréme de validité qui donne une condition suffi~

sante pour que des @quations safent valides dans l‘algébre initiale d'une spécification compléte.

I) s'agit de montrer la consistance de ces équations avec 1a spécification ce qui denne toute son

importance 4 la propriété de consistance et justifie en partie les chapitres suivants.

Une spécification (S, £, £) est une extension d'une spécification (S,,£,,E,) si

Sg» Eos Eo sont inclus dans S, x, E

Un enrichissement est une extension Taissant l'ensemble des sortes inchangé Q



Exemple 4,1 : Multiplication dans les entiers. 
1.27

Nous avons défini au paragraphe 1 le type Ent avec les opérations ZERO, SUCC, PRED, PLUS NUL? péfinition 4.3. (Complétude suffisante, complétude} ,

Nous pouvons enrichir le type Ent d'une opération de Multiplication, Nous obtenons une nouvelle spéci fication Une extension (S, £, £}) est suffisamment compléte vis a vis de (if, compléte vis d vis de (S$. ,2,E6 si et seul i

que nous présentons en énumérant les nouvelles opérations et les nouvelles opérations derrié@re le symbole + pour toute sorte s, de S$, , pour tout ¢ de T ; 0 Fy» &) seulement si
0 oO? le gh il existe t, de be tel que t te ty

Ent 1 = Ent + 
5Ent Ent Lorsque S = So 1 donc lorsque (S$, £, €) est un enrichissement, on dit encore que celui-ci est complet

r Opérations 
7

MULT : Entier + Entier, Entier i i i
' inatogie : o itt peated
— Term g In appelle sorte primitive toute sarte de S, et terme primitif tout terme de Ty + ba

Equations propriété de complétude suffisante signifie que tout terme de sorte primitive est congru & un terme primitif

MULT (ZERO, = ZERQ aes .
( y) Les définitions 4,2 et 4.3 sont iliustrées par le diagramme suivant ot chaque classe de termes

MULT (SUCC(x}, y} = PLUS (y, MULT (x, y)) 5 de sorte primitive intercepte exactement une classe de termes primitifs.

Exemple 4.2 :

Soit un type Item quelconque. La spécification Liste d Item ci-dessous est une extension de Item

Liste d'Iten = Item +

Sorte : Liste

Opérations :

NIL : Liste «

ELEM : Liste + Item

CONS : Liste + Liste, Liste 
=T;

Les propriétés de consist Be fe
Equations : . onsistance et de complétude suffisante permettent de comparer The et

. Commengons par définir la S., £.)-rédui '

CONS (x, CONS (y, 2}) = CONS(CONS(x, y)s 2) Forty (Sg E)-réduite d'une algebre.

CONS (NIL, x} = x

j befinition 4.4 :
CONS (x, NIL) = xX

On peut aussi enrichir Liste d'Item en définissant une opération d‘'adjonction en téte. Soient (S,,£,) a(S, Z) deux signatures i

Liste d'Item 1 = Liste d'item + 
: '

He La (Sj, Ey)-réduite d'une (S, E)-algebre eft est T'algabre ® -&. 5 définie par
Opérations : Ets : i o* “O

AUT : Liste « Liste, Item 8, =A, pour toute sorte s de S, ‘
aot 1

Equations : fas Fe pour toute opération F de oF i.w a

AMT (x, a) = CONS (x, ELEM(a}) 
;

Notation : Lorsque 5 © Sy» on écrit a

. a Lo 7 IZ,
Nous donnons maintenant Tes propriétés des enrichissements et des extensions. 

°

Remarque : Lorsque ot est une Z-algabre finiment engendrée, ot.‘0 peut ne pas étre une Z,-algébre

2, (Consistance) finiment engendrée. Lorsque § = Sg1 On peut poser Ta définition suivante

une extension (5,2, £) est conststante vis 2 vis de (Sys Lye Eo) $i et seulement si la

restriction de Ja congruence #, aux Z,-termes cofncide avec 1a congruence =, clast & dire si
0

ap MCT, = a Soit (S, E,) a(S, 2) deux signatures, SL une (S, E}-algebre ; on dit que E, est une

0 0 famille génératrice a si éduipour si la LZ -réduite di int

Mh -ér si, pour tous toe ty de ty ° le dt est une algébre finiment engendrée a
fs La définition est justifiée par le fait qu'alors, tout objet de & est obtenu par composition

to te to * to Ae, to a des opérations de Ey
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Proposition 4.6 :

Soft (S, £, E}) une extension consistante et suffisamment compl éte de (S$). Eos EQ) Alors,

la (Sy> E)-réduite de ee 5,E est isomorphe 4 6, Es Eo 508

Demonstration :

Soit h |'unique morphisme de boy dans oe rb ° La restriction hy de h &

5 est aussi un morphisme de Bx, dans la (Sg .2,)-réduite de Core . La complétude

suffisante exprime que h est surjectif donc que T'algébre est finiment engendrée. La consistance exprime

que hy{ty) = hy(ts) si et seulement sit, *E, t, . Donc 1a (Sy, E,)-réduite de Cs, re est

isomorphe a t.
Sg maEE LE y

On peut construire une algébre isomorphe 4 b, rE dont la (Sys E,)-réduite soit exactement
=,

Si (S, E, E) est une extension consistante et suffisamment compléte de (S,. E)5 EQ) il

existe une (S, E)-algébre G' telle que

1) Boe =
et

2) ig ty Bsy tye fe a

Démonstration :

seit © = we SE et c, E Ss. Ts . 11 existe un isomorphisme oh, de SG,

sur Gs Ear E - Posons

hee . x si s€ S-5p

hy ght) si s€5$

Soit G! j'algdbre définie par

tos 3 -'qT. 21 T Si sES So

os e

Foe, (x) = [ Fag (x) sf Fer,

nat (he(x,)) si Fe z-&) avec Fist +s, x € Tt

Alors b= (he), ¢¢ est un isomorphisme de GC sur G.

La signification du corollaire est importante puisqu'elle exprime comment construire l'algébre

initiale par extensions et enrichissements successifs. Au chapitre suivant nous nous servirons de la théorie

des systémes de réécriture pour donner des constructions plus explicites encore.

4.2.- Apeli

Nous avons dit au paragraphe 3 qu'une spécification (S$, 2, E) est correcte vis 4 vis d'une

algebre ct si dt est fsomorphe 8 l'algabre initiale b, x, ¢ * ba proposition précédente nous permet
+s

d'énoncer un résultat simplifiant tes preuves de correction.

Théoreme_4.8 : (Thécréme de correction d'un enrichissement)

Soit (S, Z, £) un enrichissement d'une spécification (S, Z,, E,) sce une = (S, X)-algébre

et tk, sa £,-réduite. Supposons que {S, Eos EQ) est correcte vis a vis de &, ; alors, pour que

(5, Z, £) soit correcte vis a vis de A i] faut et i] suffit que

1°) ch valide E-E, : St FE - Ey

2°) (8, £, £) soit complet vis a vis de (S, Eos Ey). a

Avant de démontrer le théoréme, nous énangons et démontrons une propriété utile des enrichissements

Nous utilisons ici des congruences arbitraires {et pas nécessairement spécifiées par des équations). On

dit qu'une f-congruence ~ est un enrichissement consistant d'une E,-congruence ~, si, pour tous

,

termes toot de Th

' :

ty ty » ty ~) t)

On dit que ~ est compléte vis a vis de 5 si, pour tout terme t de Ty » il existe un

terme t, de Ty avec t~t, .

Soit ~, et =, deux enrichissements d'une E,-congruence =~, tels que

-~ soit complet vis a vis de ~
0

-~2 soit consistant vis avis de ~,

sos ong

Alors = 2 7

Demonstration

Soit t, t' dans T, tels que t 4: t'

Montrons que t+#: t' . Puisque ~, est compléte, i] existe des i, termes ty et ty

tels que t~, t, et ti mw, tS donc tels que ty Ar ty . Evidemment ty oh 5 to et a cause de la

me : Les conditions sont évidemment nécessaires, montrons qu'eltes sont suffisantes :

Sort tk, 7 ig, . ty est une algébre finiment engendrée et “dhe = *E

~K est un enrichissement consistant de “Fe et par hypothése aE est un enridhissement complet
0

de *E » contenu dans “St puisque dt valide E. a7 et ~f remptissent les conditions de la

Proposition 4.9, done eeu ce qui prouve que ft est isomorphe a t, E



Soit df, l'aloébre des entiers discutée au début du chapitre, enrichie par la multiplication * .

De maniére évidente, J’, valide Tes équations de Ent, . D'autre part la définition de MULT est compiéte

comme on peut le voir par récurrence sur ta longueur du premier argument (nous développons au chapitre II

des méthades de preuve de la complétude). Donc, Ent, est correcte vis 4 vis de d, si et seulement si

Ent est correcte vis 4 vis de Je.

Une autre expression de la proposition 4.9 est peut étre plus imagée : soit ~ un enrichissement

complet d'une congruence ~, ; alors, i] n'existe pas d'enrichissement consistant contenant strictement ~ .

Cependant l'application ta plus utile de la proposition 4.9 est le théoréme de validité qui donne

une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble d'équation E' soit valide dans l'algébre initiale

d'une spécification & . En effet, dire qu'une équation G =D est valide dans 1'algébre initiate T, E
,

signifie exactement que Go s Dx pour toute substitution close o et, d'aprés la proposition précédente

ceci est Te cas si EU (G= D} est consistante.

Théoréme 4.10 (théoréme de valid{té)

Soit (S, =, E) un enrichissement complet d'une spécification primitive (S, =o, So) . Soit E’

un ensemble de x-@quations. St (S$, £, EUE'} est consistant yis-a-vis de (S,%, Eo) , alors (S$, £, &}

est (évidemment) consistant et

t
Tye EE

Gémonstration :

l ehh

D'aprés la proposition 4.9, les congruences "our! et =, co{ncident. Donc ($, 2, E) est

consistante et pour chaque équation G=0 de £' , chaque substitution clase o , ona Go Be Bb ,

hi

Nous pouvons introdutre une notion de famille génératrice pour jes spécifications qui est cammode

pour exprimer ja propriété de complétude.

Oéfinition 4.11:

Soit (S, =, £) une spécification ; un sous-ensemble ry de = est une famille génératrice

(pour {S, xz, €) ) si, pour tout terme t de Be » il existe un terme t, de iy tel que t mp t,o

Remarque : il revient au méme de dire que =, est une famitte génératrice pour (S, x, E) et de dire

que (S$, £, E) est un enrichissement complet de toute spécification de signature (8, £5) 5

La connaissance d’ume famille génératrice est trés utile pour effectuer des preuves dans

l'algabre initiale. Le résultat suivant donne un principe de récurrence explicite sur les oénérateurs. Les

méthodes des chapitres II et [Il permettent de raisonner sans utiliser explicitement ce principe.

I.31

Proposition 4.12 :

Soit (S, £, E) ume spécification, Zr, une famille génératrice pour (S$, £, €) . Pour qu'une

équation G =D soit valide dans l'algébre initiale 6. p 7 il faut et il suffit que, pour toute
>

substitution 0, des variables de G et OD par des termes clos de T, , on ait Go, =, Do, 9
0

t E valide G=C si et seulement si, pour une substitution arbitraire o , ona

Go a Oo . Soit © une telle substitution ; pour chaque variable x de G ou de D, il existe un

terme Co, de Th + tel que o{x} =, to . Seit oy la substitution définie par Gy (x) = to pour

chaque x . Par hypothése, Go, * da, et d’autre part Go ® oo, et Oc a doy

Pour effectuer les preuves de validité dans l'algébre initiale, on utilise un principe de

récurrence sur les générateurs de la spécification.

Soit G= 0D une équation, x une variable de G ov D,desorte s, fF l'ensemble des
0,$

générateurs & résultat de sorte s . On prouve la validité de G = 0 en prouvant tes équattons

6 {to/x] = Dit, /x} pour chaque substitution de la seule variable x par un terme ty de Ty, c
Oss

Pour cela, on partage £ en deux familles
058

- les constructeurs sans argument de sorte s

- les constructeurs ayant au moins un argument de sorte $s : supposons pour simplifier

que cet argument est le premier.

On peut noter les premiers sous la forme e,(y*) et les seconds ¢:({%, y#} of y* désigne

une suite arbitraire de variables. Pour prouver |'€quation 6 [¢1(x, y*}/x] = D fe. (x, y*)/x] on utilise

\'hypathase de récurrence GI[X/x] = D [X/x] . Le principe de récurrence sur les générateurs peut s'énoncer

ainsi

Principe de récurrence sur les générateurs :

Soit {5, £, E} ume spécification , z, une famille génératrice et G=D une équation dépen-

dant de la variable x

Si

1°) Coe P&G fegty*)/x] = 0 [ey(y*)/x] pour chaque générateur constant

et si

2°) Cee r= OG fe, (%, y*)/x] = D fei(%, y*}/x] pour chaque générateur non constant

oo E' est EU { GUx/x] = 0 [x/x] }

alors Cre kj G=0
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4.4.- Un 2) Preuves par recurrence

feprenons la spécification des listes d'item décrite dans T'exemple 4.2. De maniére évidente a) Cy FE CONS(NTL, x) = x

NIL, ELEM, CONS forme une famillé génératrice. On peut aussi utiliser une autre famille génératrice NIL .et AJT sont générateurs pour (S,£, 6’) . On a & montrer

forme de NIL et AJT et construire une spécification contenant des définitions de CONS et ELEM. j ar) Gye f CONS(NIL, NIL) = NIL

1 Montrons que ces deux spécifications sont équivalentes ; az) Cy et Fe CONS(NIL, AUT(Z, a)) = AUT(x, a) ,

Spéci fications od EY = E' U {CONS(NIL, %) = X}

Listed’ item = Item + a: : @vident par E'1

Sorte : Liste az + CONS(NIL, AJT(x, a))

Opérations : NIL : Liste + = AJT(CONS(NIL, X)}, a} par E'2

ELEM : Liste + Item = AIT(R, a) par récurrence

CONS : Liste + Liste, Liste

fi, + LAGE (LASER 1a b) Coe F CONS(x, CONS(y, z)) = CONS(CONS(x, y}s 2)

Equations 11 faut choisir astucieusement la variable de récurrence:compte tenu de ce que CONS

Spécification Spécification €! est défini par récurrence sur son deuxiéme argument, nous choisissons z .

Soit EL = E' U {CONS{x, CONS(y, Z)) = CONS(CONS(x, y}, Z)}

(E1} CONS(x, CONS(y, z}) = CONS(CONS(x, y), 2) (E'L}) CONS(x, NIL) = x
Nous devons prouver

(E2) CONS(NIL, x} = x (E'2} CONS(x, AJT{y, a)) = AQT(CONS(x,y), @)

(E3) CONS(x, NIL} = x (£3) ELEM(a) = AIT(NIL, a) bi Boe f CONS(x, CONS(y, NIL)) = CONS(CONS(x, y), NIL)

(E4) AJT(x, 2} = CONS(x, ELEM(a)) Y: exe! CONS(x, CONS(y, AJT(Z, a}}) = CONS(CONS(x, y), AUT{Z, a))

Nous dannerons des outils syntaxiques au chapitre II pour vérifier que {NIL, AJT} forme une bi: CONS(x, CONS(y, NIL)}

famille génératrice pour la seconde spécification. = CONS(x, y)} par E'1

Examinons maintenant l‘équivalence des spécifications. = CONS(CONS(x, y}, NIL} par E'l

be > CONS(x, CONS(y, AUT(Z, a)))

1) Preuves_purement équationnelles : s
~ ° = CONS(x, AIT(CONS(y, Z}, a)) par E'2

Certaines assertions ne nécessitent pas de raisonnement par récurrence ; c'est le cas pour 1a = AIT(CONS(x, CONS(y, Z)}, a) par E'2

validité des équations de £' dans Tye . = AJT(CONS(CONS(x,y), Z), a) par récurrence

E'l : évident par £3 = CONS(CONS(x, y), AUT(Z, a)) par E'2

E'2 : CONS (x, AIT(Ys a)) On peut remarquer sur cet exemple que les preuves d'équivalence présentent deux difficultés :

= CONS(x, CONS(y, ELEM(a))) (£4) les preuves Equationneiles procédent en utilisant les équations dans les deux sens ; nous parerans cette

= CONS(CONS(x, y), ELEM(a)} {E1) premiare difficulté en orientant les équations comme des régles de réécriture. D'autre part, les preuves

= AIT(CONS(x, ¥)> a) (E4) par récurrence demandent quelqué invention pour cnoisir la variable de récurrence et pour utiliser

E'3.: AJT(NIL, a) \'hypothése de récurrence, nous utiliserons une méthode qui évite ces inconvénients.

= CONS(NIL, ELEM(a)) (£4)

= ELEM(a) (£2)

De méme dans ty pe on peut prouver (£3) et £4

£3: évident par E'l

ES: CONS(x, ELEM(a))

= CONS(x, AUT(NIL, a}) par £°3

= AJT(CONS(x, NIL}, a) par £2

| = AUT{x, &) par E'1
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Nous avons, au paragraphe 4.1, montré que l'algébre initiale d'une extension consistante et

suffisamment complate était, a un isomorphisme prés, une extension de l'algébre initiale primitive.

I] est possible, dans deux cas particuliers, de donner une construction plus explicite de l'algabre inittale,

Le premier cas est celui des enrichissements et Te second celui des extensions dans lesquelles toutes les

nouvelles opérations ont leurs résultats dans Jes nouvelles sortes {nous parlerons alors d'extension de

base).

Soit SPEC = (S, 5, UE,, £) un enrichissement consistant et complet de SPEC, = (S, 2). £,) .

1] existe un modéle initial standard € see = UT). eg fe )rerur,) » défini par

T pour s dans $=T
s* "spec,

pour F dans zyFat F

S Sspecy

et Fg (itylg ere lglg) Clg,

pour tout F de x » tous tly... tye t de "p tets que Ft,...t,2-t 4,

Demonstration :

fe est correctement défini parce que, d'une part, pour tous %,... t, de Ty » i] existe
0

t de Ty tel que Ft,... t, at et que d'autre part, si t'... t,, t' est une autre suite de termes
0

tels que 3 a t, pour fel...n et Ft).
a

j 7 EE t' ,ona t a t' dont t a, t' par consistance
a

ty

On montre, par récurrence, que pour tout terme t de Ty et tout terme t, def, tels que
Ss
a

est isomorphe a tetee t,»ona te = [to], et que t 2, t' implique que t, =, ty + Bone C.
0 0

SPEC

Nous pouvons maintenant discuter le cas des extensions de base.

Définition 4.14 :

Soit SPEC, une spécification. Une extension de base de SPEC, est une spécification

SPEC = (Ss, +5, tit ks Ey +E,) telle que

1) chaque opération (nouvelle) de x, est a résultat dans une sorte (nouvelle) de 5)

2) chaque équatian (nouvelle) de £, compare deux termes (nouveaux) de Ty (mp. 8
i

L'intérét des extensions de base est de définir des sortes nouvelles d'une fagon totalement

indépendante de la spécification primitive.

Soft SPEC = (5, +S, Ey +E. 4 EG + E,} une extension de base d'une spéci fication

SPEC, = (8,5 tp E) . I existe un mod@le initial standard ia. défini par

C spec -¢SisBy o£, (Te et) a

Oémonstration :

11 convient d'abord de préciser la notation employée. Les éléments de T spec Sont Tes

£, ~termes engendrés par les constantes de ‘epec plus ces constantes elles-mémes. On prend le quotient
0

des E,-termes par les £,-équations, ce qui a un sens puisque celles-ci ne contiennent que des symboles

de % et des variables de X - i1 e SUS. Les E,-opérations sant celles de Uspec, et les r, -opérations

celles de Cpe

Venons-en & 1 ions 7 ia démonstration ; i] est évident que ‘Gee est une o£, U x, -algébre finiment
engendrée validant E UE, . Réci ; ‘9 _ ° 1 Réciproquement soient t , t' deux termes de th, ) . 11 extste des

ermes t, ,¢ le = \ 'aia ty ry en x) et de Ty (ny OD. x0) et des termes to to tyres “one

de T. te s _
Ey Is que t= t, (ty ieee to fn et ti =t] [ty fx a opel ent

On peut supposer que les variables communes de ty. ty sont les k-premiéres (k « min (n, n'y)

Alors t spec t! si et seulement si ty mp t; et sit, ap tf pour i= 1...k. Et, dans ce
i oi

cast *E, UE: t' . Dene — est bien initiate.

Les deux propositions que nous yenons d‘énoncer permettent de construire pratiquement les

algébres initiales de spécifications bien structurées. En effet four chaque nouvelle sorte on peut

commencer par effectuer une extension de base pour définir tous les objets puis des enrichissements

complets pour définir d'autres apérations. On peut obtentr de cette facon Jes spécifications des listes

Studiées au paragraphe 4.4 ou ja spécification des entters donnée au début de ce chapitre.



1.5 - Indications bib

Les notions d'algébre universelle données au paragraphe 1 peuvent étre trouvées dans [GRA 68]. Les

algebres finiment engendrées sont plus particuliérement étudiées par (BPW 82] ainsi que par [LES 79] et

[ADU 78]. C'est aussi dans cette derniére référence qu'on peut trouver une présentation des types abstraits

comme algébres {nitiales. La notion de complétude suffisante d'une extension a été introduite par{GHN7éa],

[G&H 78}. Celles de consistance et de complétude des enrichissements sont développées dans [EKMP 81]. Le

théorame de correction des enrichissements est donné sous une forme différente dans (ADU 78] mais t'utilisa-

tion des congruences en permet une preuve trés simple. Les notions de famille génératrice et de principe de

récurrence sont discutées par [G0G 80] et (NOU 80] (voir aussi [BUR 69]). La plupart de ces questions sont

résumées dans la thése de Bidoit [BIO 81]. Quelques travaux généraux ont permis de dégager I'idée que Tes

types sont farmés d'ensembles et d'opérations ((MOR 73] ,(HOA 72b)).

La théorie des types abstraits dépasse largement le cadre des algebres initiales et celui des

spécifications équationnelles. Pour donner un apercu des autres points de vue, on peut faire une classifica-

tion suivant le type de spécification et aussi selon la classe des modéles considérés.

Les spécifications axiomatiques sont des ensembles de formules décrivant les propriétés du type.

On peut dire que les spécifications équationnelles forment la classe la plus restreinte. O'autres approches

acceptent des inéquations [H&R 61] ou méme tout simplement n'importe quelle formule du calcul des prédicats

du premier ordre ([FIN 79] [STA 78],[W&S 76}). Suivant les auteurs, le type abstrait spécifié par un ensem-

bie d'axiomes est l'ensemble de tous les modéles de ces axiomes ou une certaine classe de modéles quand

cette classe peut étre définie. Chaque modéle est défini, & un isomorphisme prés, par une congruence sur

Talgébre des termes. l'ensemble des congruences, muni de la relation d'inclusion, posséde une structure

plus ou moins riche selon les types de spécification considérés. Le probléme important est de savoir s'il

existe une congruence minimale ou/et une congruence maximale, On peut alors utiliser une approche algébre

initiale ou une approche algébre terminale. [ B&W 80] proposent quelques résultats d'existence (ou de non-

existence) des éléments initiaux et terminaux. Nous reportons par ailleurs une discussion des travaux sur

Tes algebres terminales & 1a fin du chapitre ¥, en relation avec le concept d‘implantation.

Certains auteurs considérent la spécification et T’ensemble des théorémes démontrables dans celle-ci

comme le type abstrait proprement dit. Dans ce cas, deux spécifications sont équivalentes si elles définissent

les mémes théorémes. A notre avis, Guttag [GUT 80} se range dans cette catégorie.

Les spécifications algorithmiques définissent les fonctions du type comme des fonctions récursives

avec un opérateur conditionnel et un opérateur plus petit point fixe (LOE 82}. L'approche de [KLA 80] est

assez voisine. De leur cété [L&S 77] développent une méthode utilisant les notions de domaines et de point

fixe. On peut aussi placer ici l'approche des types abstraits définis comme des ensembles de procédures d'un

langage de programmation : CLU ([L&Z 75,771), Alphard [WLS 75]. Le projet TYP de Nancy développe un ensemble

de logiciels visant 4 gérer une bibliotheque de types avec des implantations variées de ceux-ci ((MIN 79],

(HEN 80}, (C&C 82], (C&D 82]}.

Un travail important a aussi été mené pour définir des types paramétrés [EH 81],[H&R 81] et plus

généralement pour organiser plusieurs théories pour fovner une spécification structurée ((B&G 77], {HUP 81).

Les types paramétrés different des types hiérarchiques en ce qu'on accepte des paramétres formels. La princi-

pale question est celle du passage de paramétres.

Enfin plusieurs études permettent de compar: la puissance relative de classes de spécifications.

Les résultats en sont résumés dans (KAM 79] et [BBTW 31].

pereiniiainjincSidiepneendaaat
CHAPITRE II
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CHAPITRE II

SYSTEMESDE REECRITURE ET SPECIFICATIONS STRUCTUREES

DE TYPES ABSTRAITS

La congruence engendrée par un ensenble d'équations n'est en général pas décidable.

Pour la rendre telle, nous la transformons en un systéme de réécriture associant aux termes de

chaque classe d'équivalence une forme normale unique.

Nous commencons par rappeler le principe de l'algorithme de complétion dd a Knuth et Bendix.

= orienter les équations pour constituer un systéme de réécriture & terminaison finie

- vérifier la propriété de confluence en montrant que les formes normales de certaines paires

critiques de termes coincident

~ si ce n'est pas le cas, ajouter de nouvelles régles en orientant les couples de formes normales

obtenues pour préserver la terminaison finie ; poursuivre alors 1a preuve de confluence jusqu'a un (éventuel)

succés complet.

Le résultat de l‘algorithme, s'il existe, est un systéme de réécriture canonique, c'est a dire confluent

et 3 terminaison finie, définissant les formes normales cherchées.

Nous utilisons l'algorithme de complétion pour prouver la consistance d'une spécification et la

validité d'assertions.

Pour prouver la consistance d'une spécification vis a vis d'une spécification primitive, on applique

V'algorithme de complétion aux deux spécifications et on montre que les systémes canoniques obtenus définissent

Jes mémes formes normales sur les termes primitifs. $i ces systémes sont emboités, 11 suffit que les régles de

l'extension ne réduisent pas les termes primitifs.

Pour prouver qu’une spécification est une extenston compléte d'une spécification primitive on la

transforme en un systéme de réécriture et on vérifie que ce systéme est 4 terminaisan finie et que tout terme

non-primitif est réductible. On dira encore que ce systéme vérifie un principe de définition complete.

Finalement, nous dérivons du théoréme de validité du chapitre I et des méthodes de preuve des propriétés

de consistance et de complétude une méthode oratique pour démontrer des assertions dans une spéci fication

vérifiant un principe de définition compléte :

Preuve de validité d'asserttons :

Ajouter les assertions 4 1a spécification. Appliquer l'algorithme de complétion 4 la spécification

augmentée. $i le résultat est un systéme de réécriture canonique céfinissant sur les termes primitifs les

mémes formes normales que le systéme primitif , les assertions sont valides dans l‘algébre initiale.

Dans la deuxiéme partie du chapitre, nous étudions 1a propriété de confluence d'un systéme de

réécriture modulo un ensemble d’équations. Nous montrons comment transformer une spécification en un ensemble

d'équations et un systéme de réécriture associant aux termes de chaque classe d'équivalence une famille de

formes normales égales par les équations,

Nous @tendons les résultats de Ja premi@re partie concernant Ja consistance et la validité d‘assertions.
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Le chapitre est organisé de la mani@re suivante :

le paragraphe 1 denne des éléments connus sur les systémes de réécriture et le paragraphe 3 des éléments sur

les systémes modulo un ensemble d'équations. Les principaux résultats sont donnés aux paragraphes 2 et 4

qui chacun, applique les résultats précédents aux preuves dans les types abstraits.

nce et. nie:

Un systéme de réécriture a la méme structure qu'une spécification 4 ceci prés que, dans les preuves,

les régles ne sont utilisées que de 1a gauche vers la droite. On définit de cette fagon une relation de

réécriture. Les propriétés des relations de réécriture ont été étudiées par de nombreux auteurs et on en

trouvera dans [HUET 80] une présentation qui dépasse le cadre des réécritures de termes. Aussi plusieurs

de ces propriétés resteront vraies lorsque nous définirons plus généralement une relation de réécriture par

ur systéme conditionnel.

Un systéme de réécriture est un triplet (S, Z,R) o& (S$, £) est une signature et R une

famille (Re), 6s d'ensembles de régles. Une régle de Re est notée G+D of G, 0D sont deux termes

de sorte s tels que U(D) soit inclus dans ‘U-(G) [Pour tout terme T , U([T} désigne l'ensemble

des variables de T}. q

Exemple 1

Toute spécification peut étre regardée conme un systéme de réécriture a condition que chaque

équation vérifie la condition W(0) < U(G) . "ar exemple la spécification des entiers donne le systéme

suivant

Type : Ent basé sur Boot

Sorte Entier

Opérations

ZERO : Entier <

SuUCC : Entier + Entier

PRED : Entier + Entier

NUL? : Bootéen « Entier

PLUS : Entier ~ Entier, Entier

Régles

PRED(ZERO) > ZERO

PRED(SUCC(x)) 4 x

PLUS(ZERD.y) + ¥

PLUS(SUCC(x} ,y) + SUCC(PLUS(x, y})

NUL?(ZERO) + WRAL

NUL?(SUCC(x)} + FAUX



un systéme de réécriture. On appelle relation da réécriture engendrée par R

TQ par

Soit (S, £, R)

la velation, notée —p, 5 définie pour tous termes ¢t, t' de

jue O(t) , 0 € Subst

tly = &

G@+D dans R tels quet —p tiie

et t'=t(u + Da) a

On appelle relation de réduction engendrée par R la fermeture réflexive transitive

de la relation Rp a

Si t se réécrit (resp se réduit) en t', W(t") est inctus dans U(t). a

Ll suffit de le prouver lorsque t se réécriten t' . C'est clair lorsque t = G et donc

t' = Dg car U(Do) est inclus dans W(Go) . Dans le cas général, soit t, = tlu+ a) og a est

une constante quelconque ; alors U(t) = V(t.) U ‘U(Go) tandis que U(t') = U(t,) U V(De) . ce qui

prouve la proposition.

Notation : On note encore de la méme mantére les restrictions des relations —~+p et —p aux termes

clos. I] résulte de la proposition 1.3 que sur les termes clos, —." ast encore la fermeture réflexiveR

transitive de —p 5 on ne peut avoir en effet

ti +, te —p ts

avec t; ,¢t; dans TL et t, hors de in
z

i ie ba

Notation : Lorsqu'on veut indiquer que t se réécrit en t' par l'utilisation d'une régle r a l‘occurrence
=—s— y wid F

ou encoreuo,onnote t 77, ied
it yu

occurrence telle que u est appelée un radical de t .

t art si le systéme & est assez explicite. Une
,

Oéfinition 1.5 :

Un terme estyune forme: R-normale s'il est R-irréductible c'est & dire ne posséde aucun rédex

Un terme t' est une forme Rirnormale pour un terme t si tay t! et si t' est R-normal. o

Donnons maintenant plusieurs propriétés des relations de réécriture. Nous noterons de telles

relations —» sans faire I'hypothése que —> est définie par un systaéme R .

Une relation —+ est confluente si pour tous t, ti , ty , ona

tet 6 tb tetht +

est définie pour tous par t, 4 t, $i et seulement s'il existe t'

et

of la relation ¥ tis te

, ce qu'on peut représenter par le diagramme

‘a

tik be
\ é

¥\ 1h
\ 7
Ae

y

tel que t, +t!

Conf} uence

oG les traits pleins figurent les relations données a priori et les traits pointillés celles assurées

par la propriété. a

Une relation —+ est localement confluente si pour tous t , t; , t, ,ona

t—t & t +t » tb t

ce qu'on peut représenter par le diagramme

[ |
bs ‘ f by

\ /
‘ ** \ /

wa
c

Confluence locale a

Une relation —> 4 terminaison finie est conftlente si et seulement si elle est localement

confl uente. a



11.6. <yrermamerne serine
Proposition 1.10 :

Une relation —+ 4 terminaison finie est confluente si et seulement si tout élément admet une

forme normale unique a

Une relation —> est confluente si et seulement si elle vérifie Ja propriété (dite de Church-Rosse

pour tous ty, tr t, +t, + ti bt, of, par définition, e+ =—+U —_ =a a

Démonstrations : [HUET 80]

Remarque : La terminafson finie n'est pas nécessaire pour l'équivalence de ta confluence et de Ja propriété

de Church Rosser.

Adaptons une derniére définition.

Definition 1.22 :

Une relation —~» est normalisante si chaque élément admet au moins une forme —+ normale. o

Une relation normalisante n'est pas nécessairement & terminaison finie, par exemple Ta relation

sur a, b représentée dans la figure 1

Q: b

Figure 1: Une relation norma}isante mais sans terminaison finie.

Nous pouvons dire qu'un systéme R est 4 terminaison finie, confluent, locaTement confluent

si la relation —;, > définie sur T.09 » admet ces propriétés. De méme nous dirons que R vérifie

ces propriétés pour les termes clos s'il en va ainsi de 1a restriction de —r a ces termes. La

terminaison finie est équivalente 4 la terminaison finie sur les termes clos tandis que les autres proprié-

tés ne coincident pas, Nous reviendrons un peu plus loin sur ce fait.

54 R est de nouveau regardé comme un ensemble d'équations, Ja congruence engendrée par R

est la relation —

La propriété de Church-Rosser (dont nous venons de montrer qu'elle équivaut 4 la confl uence}

exprime que deux termes sont égaux pour 1a congruence engendrée par R si et seulement s‘ils se réduisent

en un méme troisi@me ov encore, lorsque R est normalisant, si et seulement s'ils ont méme forme normale.

Ainsi 1'€galité est-elle décidable das que R est confluent et a terminaison finite.

Pour obtenir une pracédure de décision de confluence, nous réduisons 1’examen de la confluence

locale 4 celui de la confluence sur certaines pajres critiques obtenues par superposition des régles entre

elles.

ICT

On dit qu'une régle G, —» 0, se superpose sur une régle G, +0, s'il existe une occurrence

non triviale u de G, (c'est 4 dire telle que G,,,.¢@x) telle que G, et G, sofent unifiables.
tu

Qn appelle paire critique résultant de la superposition le couple (P, Q,} défini par

tu

P= G oy (u+ D2 02)

Q= 0

of a; a, désignent un couple d'unificateurs minimaux de &G et G, tels que Go, et G, sofent
tl

sans variable conmune.

On appelle paires critiques de R l'ensemble des paires critiques résultant de toutes les

superpositions des ragies de R les unes sur les autres. Qn accepte les superpositions d’une régle sur

elle-méme en excluant dans ce cas la superposition en téte. o

Soient 6, — Di, G, + D, deux régles, u une occurrence non triviale de 6, , of . a)

deux substitutions telles que (6,4) oy = & a) . Alors i] existe une paire critique (P, Q}

et une substitution p telles que

Gi oy (u + Dy og ) = Pp et D oy =Qp Qo

Oémdnstration :

Soit (o,,.0,) Je plus général unificateur utilisé pour superposer G, sur G, . Par hypothése

(Gi) et U(G, a, ) sont sans variable commune. Puisque {0 . of ) unifient & et G& ila)

existe une substitution p sur WY (G: a.) telle que o{ =o, p et a; =o2 9 + On pose par ailleurs

e(x) = o{(x) pour toute variable x de U(G,) . Alors, pour toute variable x de U(6,)- V(G,|,,)

ona aussi of(X) = p(X) = pla, (x)} puisque o,(x) =x . Done:

Po -(4 ay (u + 0, « Me = G op (u+ 2, agp} = & of(u« D, oz)

et Qe = {Diop =D 9}

Definition 1.15 ¢

Un systéme de réécriture est confluent sur ses paires critiques si pour chacune, disons (P, Q)

ona P¥Q . Qo

Nous énoncons sans le démontrer le résultat suivant di 4 Knuth & Bendix.

Un systéme de réécriture est lacalement confluent si et seulement s'i] est confluent sur ses

paires critiques, a
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pour donner un critére de décision -

Un systéme de réécriture @ terminaison finte est confluent si et seulement st, toute paire

critique (P, O} , P,Q ont méme forme normale. a

Le résuitat de Knuth Bendix est trés intéressant parce qu'a Ja rencontre d'une paire critique

M . M, admettant des formes normales distincts rh et My , On peut ajouter soit la régle Mh ~ rn

soit la régle Ma aM au systéme de réécriture. I] faut bien entendu tenir compte de cette nouvelle

régle pour vérifier la confluence de t'ensemble. Si le processus converge vers un systéme de réécriture

R' confluent ou est assuré que , = a et on dispose de cette manié@re d'une procédure de

décision de ta R-éoalité.

Cependant, ce procédé comporte deux limites :

- la premiére est que l'on peut ajouter indéfiniment des régles soit en raison d'une

mauvaise stratégie d'examen des paires critiques, soit pour des raisons plus intrinséque.

~ la seconde est qu'il faut préserver la propriété de terminaison finie lorsqu'on ajoute

des régles. I] est trés important 4 ce propos de disposer d‘algorithmes de décision de cette

propriété et nous en citerons quelques-uns en annexe de ce chapttre. De plus l'orientation

des régles ajoutées est tout 4 fait cruciale.

IT existe enfin un derni@r probléme concernant les yartables de M, et HM, . Si uM)

est incius dans ‘U(i;) , on peut choisir Ta régle My + M, et symétriquement pour T'autre orientation.

Si U(M) et (My) sont tous deux différents de U(M,) 1 V(H.) , on introduit un nouveau symbole

de fonction f de profil s' +s: ... 5, st WML) 0 (My = Lx. x,t et si M, , M, sont de type

s‘ et on introduit les deux régles de réécriture

ry 2 My — f %)..- xy

a i, SFM xy

On démontre que 1a congruence engendrée par R U {H, = M,} coincide avec Ja restriction aux

X-termes de la congruence engendrée par RU{ry, rm} [Kk & B 70}

IL.9.

L'objectif premier d'une spécification est de décrire alg&briquement les objets et les opérations

d'un type abstrait. En ce sens une spécification minimale doit comporter des relations entre les construc~

teurs et des définitions de chacune des autres opérations. Cependant, on est amené a effectuer des preuves

dans une sp&cification : preuve de propriétés des opérations, preuves d'équivalence de deux définitions,

preuves de correction d'une implantation. C'est pourquoi nous considérons plus généralement des spéci fica-

tions contenant d'autres assertions.

Dans ce paragraphe, nous faisons i'hypothése que toutes les équations peuvent étre orientées

comme des régles de réécriture.

2.1.- Définitions :

Une specification structurée est une spécification qui peut étre associée 4 un systéme de réé-

criture confluent et 4 terminaison finie et qui vérifie quelques propriétés supplémentaires sur ses formes

normales. En particulier, op@rations et régles peuvent étre partitionnées en deux de telle sorte que Ja

spécification vérifie un principe de définition de la deuxiéme partie par rapport a la premié@re.

Definition 2.1 :

Une sp&cification (S$, 2, R) est structurée si R peut étre regardé comme un systéme de réécri-

ture 4 terminaison finie et si £, R peuvent &tre partitionnés en & = i, Ur ,R= Ry UR; de telle

facon que

ie) (8, tos Ry) soit un systéme de réécriture confluent

2°) les membres gauches de R, appartiennent @ T(x} NT (x)
Oo

3°) Tes formes normates des termes clos sont des Z,-termes.

Les opérations de Byki sont appelées constructeurs et opérations définies .

Les régles de R, et Ry sant appelées relations entre constructeurs et définitions.

a

Remarque : La premiére condition entraine que les régles de Ry opérent sur les Ey termes. Be plus Ry

est nécessairement 3 terminaison finie et, donc, tout Ey terme admet une forme normale.

La deuxiéme condition entratne que les ry termes sont & -irréductibles, donc que leurs formes

normates tRo et 2% pour R, et R coincident.

La troisi@me condition entraine en particulier que pour toute opération f de =, , taus

Ey-termes tie. ths il existe un E,-tenne ty tel que ft,... t es t, et que ty soit une
n

forme normale. Cette condition implique que (S$, , ®} est complate vis a vis de (5, Ey Rahs c'est en

fait une condition équivalente lorsque le systéme R est confluent et que les termes primitifs sont

irréductibles pour R

Exemple 2.1 : (type Entier relatif }

Les entiers relatifs peuvent étre engendrés par trois constructeurs ZERO, SUCC, PRED reliés

par deux régles exprimant que SUCC et PRED sont des opdrations réciproques. Pour définir d'autres opéra-

tions, on procéde par récurrence sur ces constructeurs. Cet exemple est étudié ainsi que plusieurs autres
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Type Entier relatif

Sorte Entier

Opérations

Constructeurs

ZERO : Entier +

SuUCC : Entier + Entier

PRED : Entier + Entier

Opérations définies

OPP : Entier + Entier

PLUS : Entier «+ Entier, Entier

Régles

Relations entre jes constructeurs

PRED(SUCC(x)) + x

SUCC(PRED(x)} + x

Définitions

OPP (ZERO) > ZERO

OPP{SUCC{x)} + PRED(OPP(x))

OPP (PRED{ x} )} > SUCC(OPP(x))

PLUS(ZERO, y) +

PLUS(SUCC(x),y) + SUCC(PLUS{x, y)}

PLUS(PRED(x),y) + PRED(PLUS(x, y})

Soit R= Ry UR, un systéme de réécriture & terminaison finie.

Si, pour taut f de £, , tous t, ... t de qT, , il existe une régle G0 de R
0

n

et une substitution a telles que ft,... t, = Ge , alors R est complet. o
n

Démanstration :

Seit t dans tS , t une forme normale de t

Si t contient un symbole f de £, , on peut toujours supposer que f domine des ry ctermes

ti... t_ . Par I'hypothése faite, fti... ty» donc t seraient réductibles par la régle GsO . Donc t
A

est nécessairement un X,-terme.

Définition 2.3. :

Soit S=S, ... 5y de termesun ensemble de sortes. Un s-motif est une suite T= T, ...7,

de T, xno ot155,

est s-basique si pour tous termes t,...t, de Tt, z il existe une substitution o telle que
oF

a_i (x) , linéaires, sans variable commune entre eux. Un ensemble M de s-motifs
on

n

t; = Ty0 pour i=lin. a

ay TLL.

Definition 2.4 :

On dit que &, est basique si pour toute operation f:s'+s de £, , i] existe un ensemble

s-basique Uf; de motifs tels que pour tout T de A, R, contienne une régle de membre gauche f(T} . g

La définition des entiers relatifs est basique. En effet R, contient trois régles de membre

gauche OPP(ZERO}, OPP(SUCC{x)), OPP(PRED(x) et trois autres régles de membre gauche

PLUS(ZERO, y), PLUS(SUCC(x), y), PLUS{PRED{x}, y) .

Nous empruntans 4 [BIDOIT, 81] l'algorithme suivant de production d'ensembles basiques de motifs.

Oéfinition 2.5 :

On appelle ensemble structurellement basique tout ensemble de motifs dérivésd'un motif élémentaire

(%.-p} s avec X,...%, tous distincts, en appliquant la transformation suivante de mani@re répétée ;

Soit t,...t, un motif de l'ensemble, ty un terme du motif et x une vartable de t;.
n

Pour chaque f de Ey FS + Spee Sy soit tf = ty [PK 6 Xp /%] OH Xp. Ny sont des variables

qui n'apparaissent pas dans teat, -

Remplacer le motif ttpaty par les motifs Re at! cnt peur f parcourant Ty - 9

Remarque : Un ensemble structurellement basique est évidenment basique. Soft g une substitution, treet,

un motif et x comme dans la définition précédente. Soit o(x) = Fuss Uy . Considérons Ja substitution

go définie par a'(X;) =u; pour i=l...k et o'(y) = oly} pour y# Kye Alors

at tyeo = (t.). 9! pour j#i

puisque toutes les variables de tye.-t, sont distinctes.

Soit Xs = { ZERO, SUCC }

A partir du motif @lémentaire (x, ¥) on peut dériver les ensembles structure]lement basicues

suivants

i { (ZERO, y}, (SUCC(x}, ¥) 3}

2 { (ZERO, ZERO), (ZERO, SUCC(y)). (SUCC(x}, y) }

3 { (ZERO, ZERO), (ZERO, SUCC(y)), (SUCC(ZERO), y} (SUCC(SUCC(x}), ¥) }

Nous pouvons rassembler les définitions précédentes dans le résultat suivant

Soit R un systéme 4 terminaison finie.

Si pour toute opération f de Z, , i] existe un ensemble Ms de moti fs structure! lement basique

tel qu'il y ait au moins une régle de membre gauche f(T) pour chaque T de eM , alors

(S8 xy ug, Ry U Ri) @St complet vis 4 vis de (S, Zoe Ry) ! a
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Rappelons qu'une spécification (S, £, R}) est un enrichissement consistant d'une spéct fication

(S, E+ Ry) si

2 = aspn TAK = a,

Lorsque R est confluent, nous pouvons énoncer le résultat essentiel.

Une spécification structurée (S, =) telle que R soit confluent est consistante. o

Qémonstration :

Ii suffit de se rappeler que pour tout E,-terme t, r%o = +k . Done si t, t' sont des

rE termes,

te tho thee R ghee ee tay, t'
R Ry

Le résultat suivant est fondamental pour vérifier la validité d'assertions dans une spécification

structurée. Rappelons d'abord Ie théoréme de validité énoncé au chapitre I dans Te cas général

Soit (5, x, E) un enrichissement complet d'une spécification primitive (S, fo, Eo) . Soit &'

un ensemble de -@quations. Si (S, £, EUE') est consistant vis 4 vis de (S, 2s, Eo) , alors (S,E, E) |

est (évidenment) consistant et

ct

Tyg Re Q

Soit - SPEC, = (3, ty Ry) un systéme de réécriture

- E, un ensemble c'opérations disjoint de Lo

-R un ensemble de régles tel que SPEC = (S$, 4, Uz, RU R,}) soft structurée

-~R un ensemble de régles tel gue SPEC’ = SPEC + R’ soit encore structurée

Si R, UR, UR est confluent alors

1°) SPEC est consistante vis 4 vis de SPEC,

2°) Les assertions de R{ sont valides dans |'alg@bre initiale Typec a

11.13.

Démonstration :

SPEC est complate par définition et SPEC' est consistante (proposition 2.7). Donc les

équations de R; sont valides dans Tepec » d'aprés la proposition précédente, et SPEC est elle-méme

consistante.

Remarque : Le théoréne 2.8 donne'une méthode de preuve de consistance d'ume spécification lorsque les

relations entre les constructeurs peuvent étre considérées comme des régles de réécriture. Nous devons

ce résultat pour une certaine part 4 des discussions avec P. DERANSART {BERGMANN & DERANSART 81] .

Nous pensions auparavant qu'il était nécessaine de considérer les relations entre les constructeurs

comme des équations et d'utiliser la propriété de confluence de 1a relation de réécriture modulo ces

équations pour assurer la consistance,

Rous devons auss{ beaucoup aux discussions stimulantesavec M. BIDOGIT et aux exemples de spécifications

avec relations entre les constructeurs (BIDOIT 1981] . A l'encontre de ce dernier, nous pensons que

chaque fois que cela est possible i] y a intérét a arienter les relations comme des régles de réécriture

et cect se confirme effectivement en ce qui concerne les preuves de consistance.

Sion veut prouver la consistance de SPEC , on teste Ja confluence de Ry UR, . On peut compléter le

systéme de réécriture & condition de ne pas ajouter de régie dont le membre gauche sojt dans 7,00 q

Une fois obtenue un systéme confluent et 4 terminaison finie, donc une spécification structu-

rée, on peut prouver de nouvelles assertions du moment que celles-ci se présentent comme des régles

de ré€criture vérifiant les conditions du théoréme.

Cette méthode avait été étudiée auparavant par (HULLOT 80) mais uniquement dans le cas oD

i] n'y a pas de relations entre les constructeurs,

_—

Mise en évidence d'une spécification non sea Go

Si, au cours de l‘algorithme de comp i, les deux éléments d'ime paire critique se nommaltsent

en deux £,-termes distincts > on est assuré que la spécification SPEC as conststante.

2 comme on peut le montrer par récurrence su Tombre de ragies ajoutées,

puisque t, t' sont deux Rov formes- rmales distincts et que est confiuent.Rye So .

Lh vind \Jan bax ing dy Lov. Ve Chine ( Citrn)
Relation entre consistance et confluence sur les termes clos =a : ~

Ard! Cheane Pood Cc NET)

Soit S$, Z, R une spécification structurée consistante. Alors R est confluent sur les

termes clos. a

Rappelons que tout terme de Ty a ses formes normales dans T. . Prouvons en fait la propriété
Xq

Pe PR ER TR

Ra
de Church-Rosser. Pour t, ¢' dans Ty t Ep t! =p* (puisque R est consistant)

R~ te (putsque R, est confluent).
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2.4.- Exemple : Une spécification des entiers relatifs

Nous enrichissons la spécification des entiers relatifs donnée précédenment en ajoutant une

opération de multiplication avec sa definition ainsi qu'une famille d'assertion auxiliaires nécessaires

pour prouver la confluence du systéme.

Type Entrelatif

Sorte Entier

Opérations

Constructeurs

ZERO: Entier +

Succ : Entier + Entier

PRED : Entier + Entier

Opérations définies

OPP: Entier + Entier

PLUS : Entier + Entier, Entier

MULT : Entier + Entier, ENtier

Régles

Relations entre Tes constructeurs

SUCC(PRED (x}) + x

PRED(SUCC (x)) + x

Definitions

OPP(ZERO) ~ ZERO

OPP(SUCC {x)} + PRED(OPP {x})

OPP(PRED (x}} + SUCC(OPP {x))

PLUS(ZERO, y) + y

PLUS(SUCC(x),y) -» SUCC(PLUS(x, y))

PLUS(PRED(x),¥) + PRED(PLUS{x, y)}

MULT(ZERO, y) > ZERO

MULT(SUCC(x),y) + PLUS(y, MULT(x, y))

MULT(PRED(x),y}) + PLUS(QPP(y)}, MULT(x, y))

Assertions auxiliaires

PLUSEx,SUCC(y)) + SUCC(PLUS(x, y}}

PLUS(x,PRED(y}}) ~ PRED(PLUS(x, y)})}

PLUS(x,OPP(x)} + ZERO

PLUS(OPP(x},x) + ZERO

PLUS(x,PLUS(y,z}} + PLUS(PLUS(x.y}, 2)

Vérification de Ta confluence

Examinons les paires critiques résultant de ta superposition des relations sur les définitions.

Par exemple

PLUS(SUCC(PRED(x)), y}

SUCC(PLUS(PRED(x), y)) PLUS(x, y)

CUA TANEN TINE Le NAS

BS Sy ere ee we pre
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De méme pour Tes autres définitions de OPP et PLUS ; plus intéressant :

MULT (SUCC (PRED (x}J. y)

PLUS(y, MULT(PRED(x}, y)) MULT(x, y)

PLUS(y, PLUS(OPP{y}, MULT(x, y)))

PLUS(PLUS(y, OPP(y)}, MULT(x, ¥})

PLUS(ZERO, MULT(x, y)}

On a utilisé cette fois deux assertions auxiliaires.

Examinons maintenant ces assertions :

PLUS(SUCC{x}, OPP(SUCC(x))

‘

ZERO

SUCC(PLUS(x, OPP(SUCC(x}}})

SUCC(PLUS(x, PRED(OPP(x))})

SUCC(PRED(PLUS(x, OPP(x))))}

PLUS(x, OPP({x})}

On a utilisé de nouvelles assertions auxiliaires, qu'il faut aussi examiner.

Terminons avec la propriété d'associativité et superposons PLUS(SUCC(x}y) & 1'intérieur

du membre gauche de cette propriété

PLUS(x, PLUS(SUCC(y), z})

PLUS(PLUS(x, SUCC(y}), z)

PLUS(x, SUCC(PLUS(y, z}}}

PLUS(SUCC(PLUS(x, y}), z)

SUCC(PLUS(x, PLUS{y, z)})
“Hy SUCC(PLUS(PLUS(x, y), z))

Remargue : Nous avons d'emblée introduit toutes les assertions auxiliatres nécessaires a la preuve de ta

confluence. Examinons ce qui se passe sans cette aide. Dans la seconde superposition (sur

MULT(SUCC(PRED(x})}, y)} T'algorithme s’arréte sur Ta ragle

PLUS(y, PLUS(OPP(y), MULT(x, y))) ——» MULT(x, y}

L'orientation est ici évidente

En superposant la régle MULT(ZERG, y) —» ZERO sur cette raégle, on obtient

PLUS(y, PLUS(OPP(y}, ZERO)) —-» ZERO
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On peut superposer sur cette régle les definitions de PLUS et de OPP . Par exemple

PLUS(SUCC{y), PLUS(OPP(SUCC(y)), ZERO})

*

SUCC(PLUS(y, PRED(PLUS(OPP(y}, ZERO}})) ERO

et une situation symétrique en échangeant les réles de SUCC et PRED.

L' incorporation de cette régle au systéme et une nouvelle tentative de superposition conduit ensuite

a la régle —

SUCC (PLUS{y, PRED (PLUS({QPP(y), ZERO)}}) —> ZERO

Le systéme se met alars 3 engendrer une infinité de régles de plus en complexesa défaut

de disposer de ta régle

PLUS(x, PRED(y)) —* PRED(PLUS{x, ¥))

Cet exemple, pas enti@rement trivial il est vrai, montre que l'algorithme de complétion

peut trés facilement ne pas terminer.

11.17.

Dans Te paragraphe précédent nous avons étudié des sp&cifications of relations, définitions

et assertions auxiliaires pouvajent étre considérées comme des régles de réécriture. n peut arriver

que certaines relations ou certaines assertions ne puissent pas atre orientées.

Nous présentons dans ce paragraphe une nouvelle propriété, ta confluence d'un systéme de

réécriture modulo un ensemble d’équations et nous montrons que cette propriété garantit Ta consistance

de la specification totale vis a vis d'une spéct Fication primitive & condition que les termes primitifs
soient irréductibles par les nouvelles régles ou équations.

Deux méthodes essentiellement permettent de vérifier qu'un systéme de réécriture est confluent

modula un ensemble d'équations. Toutes deux supposent que la composition de la relation de réécriture

et de la congruence est 4 terminaison finie.

La premi@re méthode suppose que Jes régles sont linéaires 4 gauche ce qui est une restriction

importante. Etle suppose aussi que toutes les équations ont méme ensemble de variable 4 gauche et a

droite, ce qui est de toute fagon nécessaire pour garantir la terminaison finie. Elle suppose enfin que

la E-€galité est décidable, ce qui est raisonnable. nN s'agit alors de montrer que, d'une part, R est

confluent modulo & sur les paires critiques résultant de la superposition des régles entre elles et que,

d'autre part, & est confluent modulo E sur les pafres critiques résultant de la superposition des régles

avec tes équations et des équations avec les régles.

La deuxtéme méthade ne nécessite pas la linéarité 4 gauche des régles mais introduit 4a notion

de paires critiques & une E-unification prés et nécessite qu'on dfspose d'un algorithme calculant des

ensembles finis completsd'unificateurs. Pour le moment, ceci est le cas pour des équations de commutativité

et d'associativité ce qui, dans la pratique est déja trés intéressant. Cependant on ne peut pas espérer

traiter de cette maniére des assertions auxiliaires. Cette méthode est due a Peterson et Stickel et

développée par Huet et Hullot. Nous ne la discuterons pas.

Enfin, nous donnerons une méthode qui suppose seulement la terminaison finie de R , utilise

Ta E-égalité en un coup mais nécesstte malheureusement gue les régles soient Tinéaires a gauche comme 4

droite. Cependant cette méthode s'avére intéressante sur de petits systémes de réécriture et il se peut

d’autre part que certaines restrictions puissent étre Jevées,

Dans te dernier paragraphe nous montrons comment ces méthodes permettent de prouver la consis-

tance de spécification et en particulier de prouver la validité d'assertions dans une algébre initiale.
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Nous @tudions d'abord 1a propriété pour une relation de réécriture + et une relation

d'équivalence ~.

Definition 3.1 :

Une relation —» est confluente modulo une relation d'équivalence ~ si, pour tous éléments

$s, t, s', t' , ona

swth&steste tet’ =o sbt!

ou la relation v est définie, paur tous s', t’, par s' &t' si et seulement si il existe

s", t" tels que

gw tl & si est bt

On peut représenter ta propriété de confluence modulo ~ par te diagranime

Aat

AY ad

, f&\ oe
x f

yt
ay =

Confluence modulo ~

Soit ~~» une relation normalisante. Rappelons qu'on note ~ une forme normale (non nécessairement

unique) d'un terme t . On note d'autre part ——+ la relation d'équivalence engendrée par ~U—+U+

ou ¢— est la relation symétrique de — .

Lorsque —» est une relation normalisante, nous obtenons deux nouvelles caractérisations de la propriété

de confluence modulo une relation d'équivalence.

Soit —~+ une relation normalisante. —» est confluente si et seulement si elle vérifie |‘une

des trois propriétés sutvantes :

1) vs, t swt ~~ §4t

2) vs, t set a sbt

3) vs. t sat « Fat

La propriété 2° est appelée propriété de Church-Rosser et peut étre représentée par le

diagranme suivant
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La prapriété de confluence modulo peut étre localisée de deux maniéres

Definition 3.3 :

Une relation de réécriture —> est localement confluente modulo une relation d'équivalence ~ si pour

toys $5 Sus Sz Ofna,

S—+S & S—>S. = 54s)

Sh 82

\ ‘

* *\ ‘

ack

[Confluence locale modulo} a

Définition 3.4 :

Une relation de ré@criture —+ est cohérente modulo une relation d'équivalence ~ si pour

tous $,$,,%., ona

ss, & swt as, t t

Sm

1

Ww

1 ‘

$) t

(Cohérence modulo] 0

Proposition 3.5 :

Toute relation —+ & terminaison finie est confluente modulo une relation d'équivatence ~

$i et seulement si elle est localement donfiuente et cohérente modulo ~ D

I] est possible d'affaiblir la propriété de cohérence en faisant une hypothése de terminaison

finie plus farte.

Définition 3.6 :

Une relation —+ est localement cohérente modulo une relation d'équiyalence ~ si pour tous

$,51,t ona

S— 5; & Seat » s Ht

ol -4 est une relation symétrique telle que ~ = :
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s—e

J

!

}SL, *
‘ }

et
t 8

weete yt ia wpdyl {Cohérence locale modulo! a

position 3.7 +

Soit —* we relation de réécricure, ~ une relation d'équivalence telle que + ~ soit

a terminaison finie. -—+ est confluente mdulo ~ si et seulement si —* est localement confluente et

localement cohérente modula~ .

Demonstration [HUET 80] 5

Cette proposition sera généralisée dans le cas des systémes de réEcriture conditionnels et la

preuve donnée & ce moment.

Remarque : Compte tenu de la proposition 3.2, on peut remplacer dans les définitions des propriétés pré-

c@édentes la condition s'¢t' par la condition S~E & condition que — soit normalisante.

On peut localiser d'une autre mani@re les propriétés de confluence et de cohérence modulo une

relation d'’équivalence de maniére 4 supposer seulement la terminaison finie de — ~

euey wa Pat i pe

Definition 3.8 :

tive velation —* est confluente en un coup modulo ~ si —» est confluente et si, pour tous s, ©, 8’, t!

* €
+

shit s—'s’ ee
€ ‘ €

of la relation est définie pour tous s', t' par s' Jr’ ei et seulement si il existe s", ct”

tela que

* *gt em Ret ten Bg tee

et oi wii a iu

5 2 t

* *

s'y ct

a
a

ty

gt et Bo

IL u'egl pas pussibie de wouccee dleectemaul que la confluence en un coup modulo implique la

confluence modulo ~ . Si l'on suppose —+ de plus normalisante, on obtient une expression différente de

la propriété, entrafnant la confluence.

Proposition 3.9 :

Soit —> ume relation normalisante et confluente ; — est confluente en un coup modulo ~

{}.21.

Démonstration +

tasSupposons —* confluente en un coup modulo ~ . Soit s, t tels que seat , alors 8 .

Boe afc see 2 nad < ‘ A
t— tf donc Sf c'lest-a-dire at puisque #, t sont irréductibles.

Réciproquement, supposons que, pour tous s, ¢ , on ait seat «BST . soit 5s, t, s', ct!

=. —Ss Free > et see ‘ re
tels que se4t , 548’ , tat . Alors BS'=s , t' = donc S'e+E' ce qui prouva que s' yt

4,% Si —, vérifie cette derniére propriété, on montre, par récurrence sur n>o que, pour tous

n = —) me F oF 78,C Sh4t ws “Ont ol, par convention s-S2ut si il existe kan tel que 5 hie . Donec,

pour tous s, t, S~E Sat ce qui implique que + est confluente modulo~ .

On peut localiser encore la propriété de confluence en un coup.

Definition 3.10 :

Une relation + est localement cohérente en un coup modulo ~ ai, pour tous 5, 8,, t

&

S48, 4 sett we 58, be .

S——it
1

7 |}Sy 1%

yy 4

\ eR
weeds
Sie - at

Propositi

$oit —» une relation confluente et 4 terminaison finie. —» est confluente en un coup modulo

si-et seulement si elle eat localement cohérente en un coup modulo ~ Oo

Démongtration :

La condition est évidemment nécessaire. Prouvons qu'elle est suffisante. Scit P(s, t) la

propriété

Pla, t) : seat ws’, c' 8 9 &eae' = es’ be tt

Considérons d'autre part la relation de réécriture » définie, pour tous couples (s, t), (s', t'), par

(3, t) ap (s', ty) me (sos'& eect) ow (9 =6' & t +e")

On montre simplement que e} est a terminaison finie. Tl suffit donc de montrer que P est une

propriété mmm -héréditaire,c'est-l-dire que ws, ¢ (we', t’ (a, thee (8, t') »P(a', t'}) » P(s, t)

Soit s, ¢ donnés et P vérifiée pour tous s', t' tels que (s, te (ergy .
. * * . 4

Soit s’, t' tels que s—~s' &t —+t' . Si st'as et t'=t, il n'y a rien @ prouver. Gn peut2

+ + ie . eae :
done supposer par exemple qu'il existe 9 tel que s + si s' . (gigure }. On utilise successivement

- la cohérence locale sur s,, ¢ obtenant des éléments at sty tels que

* 4
1 £ '

0 F ze fe Sy By a oysi et seulement si pour tous 8, t sieat + Se-4E . De plus, dans ce cas, —»est confluente modulo~ - : t fy c
a ’ 1 £16. “

~ la confluence sur s’, s} abtenant un élément s" tel que

ee

sims ste s\

- la confluence sur t', th obtenant un élément t" tel que

®

cha th het
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Definition 3.13 :

= et la propriété Pls), t;) sur s", t” obtenant des éléments s",tTM tels que

man 3" fg gm & t an Un terme t est dit linéaire si chaque variable de U(t} apparaft exactement une fois dans t .

:
Un systéme de réécriture est dit linéai h . a droit i . ice qu'il fallait démontrer. ¥ st dit linéaire a gauche (resp ite) si les membres gauches (res. droites) de

chacune de ses régles sont linéaires.

4: {HUET 80]

A k

-—:
t

Soit R un systéme de réécriture linéaire 4 gauche et E un ensemble d'équations ayant mémes

variables a draite et @ gauche. Si Re Fe est 4 terminaison finite, R est confluent modulo E si et

a fcoherence ‘ . . _ v
Da locale f R i seulement si, pour toute paire critique (P,Q) de &, R/E et E/R ona P 4 Q a

\ on wn Cour
‘ %/

* ‘* i cow i Démonstration :
con ' t’

iM [lured -- “iK Fleence y | Les conditions sont évidemment nécessaires. Montrons réciproquement que, sous ces conditions, R
\ é
\ t 7 ay } est localement confluent et Tocalement cohérent madulo E .
eh pO ;

’ . » Sia 2 — 1 tp 52 2\ ‘ / Soit $, $1, S, des termes tels que s ig Si et S—_ $2 ou bien S+4_ 82 c'est a dire
ye hy po these 4,

a’ nN de ae . 8 —ETET 82 puisque la ‘condition sur les variables des équations de £ permet de les considérer comme des

nN récurtence | régles de réécriture. Soit ui, uz les occurrences de s , G6, +D, , G: + Dz les régles de réécriture et
* ‘ : ‘ .
k 1% 1 5 Gy Jes substitutions utilisées pour réaécrire respectivement s en S,, S2

éx

Vp} ay On a donc
i ateA & | Siu. Go, sy = 8{u;— Dy }

et

Figure Si y,* Gee S2 = $(Uz Dro }

Nous avons a distinguer plusieurs cas selon que u,, u, sont des occurrences disjointes ou que u,, Us

4.2.- Conditions effectives de confluence modulo un ensemble déguations : | sont préfixes t'une de l'autre. Dans ce cas, on peut se ramener & u, préfixe de u, (quite &@ échanger

Nous supposons maintenant que —+ et ~ sont respectivement de la forme —» et s_ pour des Yes réles de $1, $2} et méme a uy =e | Us =u

systémes de réécriture et d'équations sur un ensemble T(x) de E-termes. Nous avons de toute facon a montrer que s, 4 s,

Nous avons besoin de construire des paires critiques en superposant les régles de R non seulement GS) ek Me MU TW Ge: Ai atesegue

entre elles (pour étudier 1a confluence) mais auss1 avec Jes equations de € . I] est naturel a cet endroit s(uje~By01) (Uze— O2a, ) = S(uge—Dece ) (uje—Dyoy }
de considérer qu'a une équation de £ sont associées deux régles de yéscriture. Nous parierons, par abus donc ques; 4

de langage,des régles de — UE
Cas b) use Ww eu

fans ce cas 8 = Gye; Qe nouveat deux cas se présentent +

On appelle : uo est uné occurrence de & telle que Gite n'est pas une variable ou bien u se décompose en w.v

- paire critique de E/R toute paire resultant de la superposition d'une ragle de E UE? sur une tel que Gj, =x et ¥ est une occurrence de a(x)

réqle de R

- paire critique de R/E toute paire résultant de la superposition d'une ragle de R sur une réglé

de EUET a

Nous avons besoin aussi des propriétés de linéarité 4 gauche et a droite d'un systéme de réécriture.
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Gas bi) Gi), fx — (figure - cas b:)

Ona par definition (6), = G2 et Si = Dic, $2 * Gros (VE Dave )

D'aprés la proposition 1.14, {1 existe une patre critique P,Q et une substitution » tels

que }
}

S 20p 82 = Pap |a ra }
Par hypothése, PQ donc sbs, . |

Gym

Figure - cas b u W

Cas ba) Us wv, Gyy= x EL et v est une occurrence de oi(x) , alors Gace est égal a

Sjy, Cested-dire 8 (Gio yy = (orle))iy

Soit 9; la substitution cofncidant avec o; saufen x 00 a(x) = o1(x) (ve—Dioe )

Soit m,n le nonbre d'occurrencesde la variable x respectivenent dans 6, et dans D,. Gi, et Dio,

se réduisent respectivenent en Gio} et Dic} par m ou nm applications de 1 régle rz: GD, , |

(voir figure ba) . Et Gio; se réécrit en Byo! par une application de la régle Fr; : GD).

¥ |
Comte tenu de Ta définition de siy sx ona sa" Do} e—— Go, AEs,

Get

we ts) |

esre hay

def\ |

iQ S169

ie /

G\x brnire Gif be nonin docuttnete |
‘Seo ax dans Gy moinn A |

oa/\ DyeGo Gass
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Analysons maintenant les situations suf vant 1a nature des régles ri, rz

Ty me Rs

alors sibs:

MT) ne EUR, mR eER:

mors sibs

II) ne R, re € EU ET

Par hypothése, G, est linéaire donc m= 1:

Done

sits dole Goj =s: et sds .

Ce qui achéve 1a preuve.

En examinant 1a preuve effectuée, on note qu'on peut renplacer la conclusion s; sy par la

concluston plus forte s, 6s; mayennant quelques hypotheses supplénentatres.

ans Te ces by), i} faut supposer que_P $a pour chaque paire critique

Dans le cas bz. III, 41 faut supposer que n=O ou 1 c'est a dire que 0) est linéafre. [1 faut

donc supposer le systéme linéaire & droite également.

Nous obterons Te résultat suivant

‘Thbordme. 3.15 ¢

Soit R un systéne de réécriture 4 terminaison finie et linéaire & droite come 4 gauche, et &

un ensenble d'équations ayant ménes variables a gauche et 4 droite.

Si, pour toute paire critique (P,Q) de R,P4Q et si, pour toute patre critique (P, 0)

de R/E ou de E/8, PEQ , alors R est confluent modulo E . ®

La premi@re hypothese prowe que R est confluent, 1a seconde que R est locatenent cohérent en

lun coup modulo E . IT résulte de la proposition 3.11 que R est confluent en un coup modulo £ , donc

confluent module £ .

Renarque : Les conditions de confluence en un coup pour les peires critiques sont suffisantes mais pas

nécessaires. On a besoin de i'hypothése sur les Equations pour considérer les équations comme des ragies de

réécriture dans la dtronstration précédente. Le principal avantage de ce résultat est de ne pas avoir &

supposer 1a terminaison finte de sg. mp . Un second est quion n'a pas & supposer 1a E-Bgalité décidable.

Remarque : Comme pour 1'étude de 1a confluence du peragraphe 1, on peut remplacer les hypotheses P¥Q ,

PLO par les hypotheses équivalentes P~Q PG .
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3.3.- Algorithmes de complétions

Chacune des propositions 3.14 et 3.1 sert de base 4 un algorithme qui, soit teste Ja confluence

d'un systéme de réécriture modulo un ensemble d’équations, soit tente de compléter ce systéme en un systéme

Tui-méme confluent.

3.3.1.- Algorithme de_complétion_pour_la_propriété_de confluence modulo :

Les éléments de cet algorithme sont les suivants :

- un procédé pour déterminer si une relation "a: ME est a terminaison finie ; nous étudierons |

ce probléme au paragraphe suivant. |

- un procédé pour tester la E-égalité de deux termes

= un procédé pour déterminer si un couple de termes P, q obtenus par normalisation d'une

. pairé critique peut étre orienté comme une régle.

Les cas d’@chec de 1'algorithme apparaissent si on ne peut trouver une régle de la forme P49

ou QP linéaire & gauche et préservant la terminaison finie du systéme.

L'algorithme peut également ne pas terminer. Nous verrons plus tard que dans certains cas particulier,

on peut assurer que le systéme testé n'est pas complétable en un systéme confluent modulo les équations.

Nous n'avons pas la prétention ict d'optimiser J'examen des paires critiques,ni d'assurer une

propriété de complétude 4 l‘infini. Nous renvoyons & la thése de [HULLOT 80] pour cet aspect.

Algorithme de complétion (pour Ta confluence modulo un ensemble d’équations)

Initialisation : Ranger dans Paires Critiques toutes Tes pajres critiques de R, R/E, E/R i

RhieR

Tant que Paires Critiques ¥ VIDE faire

Soit (FP, Q) un élément de Paires Critiques

P = Forme normale de P pour R!

G = Forme normale de Q pour R'

Cas . P =, @ alors Paires Critiques : = Pairea critiques ~- {(P,Q)}

© UW) oV@) et PF linéaire alors

soit RY = R'U{P+@

SL pre Fp est & terminaison finie

alors R' : = R"

Paires Critiques : = Paires Critiques - {(P, Q}}

U (Paires Critiques de P+Q avec 2" et EB}
|

» UB) < WG) et FT linéaire alors faire de méme en échangeant F et Q

. Binon échec |

Si l'algorithme s'arréte &' est un systéme de réécriture contenant R , confluent modulo E et tel que

—. =. est 4 terminaison finie.

Fin tant que. |

RE

|

|
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Lalgorithme est construit sur le méme principe que le précédent. Les trois modifications suivantes

sont 4 apparter

1°) f1 faut tester la terminaison finie de a

2°) i? faut tester que Poe aq. ~

3°} it faut, avant d‘ajouter une nouvelle regie, tester que F et q sont linéaires.

L'utilisation de —e permet uné optimisation : suppesons que ni p+ ni Q+P ne vérifient

les conditions pour &tre ajoutées. On peut alors chercher, soit un terme @' tel que a, Y et B+

vérifie les conditions, soit un terme P' tel que P me Ft et 94% vérifie les conditions.

Une autre idée consisterait, lorsque e #4 sans que Fu, § & adjoindre Pe q ae.

Mais i! faut a ce moment tester la confluence en un coup sur les paires critiques résultuntée la superpo-

sition de P=9 avec les régles. Comme peg pour un nn strictement supérieur 41, il y a des

chances que ces paires critiques conduisent elles-mémes 4 des farmes normales non égales en 1 coup ni en

ncoups, pour nm fixé.
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vence nodulo_un ensemble d'équations et consistance d'une spéci fication structunée

De nouveau, nous nous intéressons aux spécifications dans Tesquelles on peut distinguer des opération,

et des Equations ou des régles primitives. Nous examinons 3 quelles conditions ces specifications sont des

enrichissenents.

* “*" Gette fois on suppose que toutes Tes Equations ne peuvent pas @tre orientées comme des régles de

réécriture sans violer la condition de terminaison finie, On conserve certaines équations come telles et on

utilise Ta propriate de ChurcheResser modulo ces equations.

Cone “dans Te cas des systénés de réécritufe burs, on peut accepter des régles orientées entre les

constructeurs. En contre-partie, on peut accepter des Equations en dehors de la spécification primitive &

condition de faire quelques hypothéses. i] ne faut pas que ces équations puissent rendre égaux deux termes

primitifs qui ne le sont pas au'départ.

Nous avons besoin égalenent de supposer que les Equations entre les opérations primitives ont méme

ensemble de variables 8 gauche et & droite (on dira qu'elles sont non effagantes). Cette condition est inpor-

tante pour enpécher que des preuves puissent utfliser des intermédiaires non primitifs.

Nous rassenblons dans 1a definition suivante Jes propriétés qui sont requises pour appliquer Tes

critéres de confluence modulo.

Une spécification (S,£, A) est dite structurée (au sens large) sit +z, UZ, ,A=EUR,

E=E,UE, ,R=Ro UR, sont tels que

1) Ep, Ey sont des ensembles d'équations, Ry, Ri des ensembles de régles

2) (5, Eos Eo U Re) est une specification dite primitive avec Ry 4 terminaison finte et confluent

modulo €, et fe non effecant.

3) Ry UR, est & terminatson finie

4) Les menbres gauches de R, et les deux menbres de £, appartiennent & T,(x) NT, (x)

5) Les formes nomales des termes clos sont des Ze-termes. 9

Renarque : Lorsque & est vide, on retrouve Ta définition du paragraphe 2

Notat: on note °°, 3°4R: tes formes normaies d'un terme s selon les systmes Ry et Re UR

On note d'autre part Ay = Re U Eo

Nous avons besoin d'un lenme exprimant que tout r-terme E, equivalent 3 un terme primitif est lui

primitif.

11.29.

Soit f» un ensenble de £,~€quations non effacantes et soit ;, 1a E-congruence engendrée parE,

Alors, pour tous termes t,t’ de Ty(x)

tat ete Oe betio 2

Par récurrence sur la longueur de 1a preuve de t=, t' . Il suffit, par symétrie, de montrerrE, p

f A nl
tet, stet, . Sot te thooug to avec tet, . Alors t conttent une instance Ge

d'une régle G=0 (ou une instance Ds mais la situation est synétrique). Pour toute variable x de

Ge (x) est un E,-terme. Puisque U(D) = V(G) , De est aussi un r,-terme , ainsi que t, et, par

récurrence, t' est un Ip-terme.

Proposition 43. :

Soit {S,Z, A) une specification structurée

Mors 1) pour tout terme s de Ty. (x)

gRoUR: . ge

2) pour tous termes s,t de T,,(x)

Stunt 7 S%t = oo

1) évident parce que tout y-terme est R:-irréductible.

2) par Ye lemme 4.2, toute E,-équation transforme un £,-terme en un autre Ze-terme. D'autre

part, les €quations de €; ne s‘appliquent pas aux fy-termes. Donc, pour s€T, (x) +

Suet 7 Se, t

Nous sormes en mesure de prouver maintenant qu'une spécification structurée (5, £, A) est consistante

des que R est confluent modulo E

Soit (S,Z, A) une spécification structurée telle que R soit confluent modulo &

(S,Z, A) est consistante et complate vis a vis de (S, Te, Ar) °

R vérifie 1a propriété de Church-Rosser vis & vis de E . En particulier, pour tous termes

s)t de Te (x)

OUR BR URy

5 eave, &

= oh d'apras 1a proposition 3.17

-osyt

D'autre part tout terme clos de 1, adnet une forme nonaie qui, par hypothése appartient &
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Nous obtenons une généralisation de 1a méthode de preuve d'assertions dans I'algebre initiale.

Comme toujours, cette méthode est fondée sur le fait qu'un enrichissement complet contenu dans une extension

consistante cotncide avec cette extension. I1 suffit donc de rassembler les critéres précédents pour la com

plétude et 1a consistance. 11 est bon d'avoir aussi une condition de non-consistance qui permet de détecter

une erreur dans une spécification.

Theorene 4.5 :

Soit SPEC = (S,t, UZ; , EUR) une spécification structurée, R’ un ensemble de régles dont

les membres gauches n‘appartiennent pas 3 Ty (x) et tel que RUR' soit 2 terminaison finte

St RUR' est confluent modulo E

Alors .

1°) (8, Zo UE, , EUR) est consistante

2°) Les assertions de R sont valides dans I'algtbre initiate Topp °

Oémonstration : Identique 8 celle du théaréme 2.8.

Nous pouvons appl iquer 1'un des algorithmes de complétion du paragraphe 3 pour trouver les régles

R' qui rendent le systéme RUR' confluent. Notons que nous n'avons pas cherché dans ces algorithnes &

supprimer des régles devenues inutiles. Si tel était le cas, i] faudrait modifier la formulation du théoréme

et considérer un systéme R" confluent modulo E et tel que £ UR" engendre la méne congruence que

EURUR

Nous pouyons aussi donner une condition pour qu'une spéciffcation structurée soit inconsistante,

Soit SPEC une spécification structurée. Si au cours de I'algorithme de complétion, une paire

critique (P,Q) donne des formes normales P, Q dans Ty, (x) telles que P 40 » alors SPEC est

inconsistante et R ne peut @tre complété en un systéme confluent modulo E.

Supposons SPEC consistante, par construction toutes les paires critiques sont telles que

Paey gd donc telles que Pree TSH P,Q sont dans T,, (x) on doit avoir Pee, yg,0 donc

Bac. O puisque Rp a la propriété de Church Rosser vis & vis de Ey ce qui contredit I'hypothase faite.
<
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I1.5.- Conclusion

Ce chapitre contient des résultats de deux types :

les premiers concernant Yes systémes de réécriture, les seconds donnent des applications a 1'étude de 1a con-

sistance de$ spécifications hiérarchiques. ;

Dans Te premier domaine, nous avons rappelé des travaux dOs a Knuth et Bendix [kK & 8 70] , Huet

(HUET 81] et Hullot [HUL 81] . Nous devons signaler aussi Te travail de Peterson et Stickel [P & S 81]

qui proposent une autre approche de lz confluence vis & vis d'un systéme d'équations. I] s'agit d'étudier

Ja confluence d'une relation de réécriture définte dans la structure quotient 4 la relation d'équivalence.

Nous avons par ailleurs apporté un résultat nouveau de confluence nécessitant seulement I*hypothése de ter-

minaison finte pour les régles.

Une présentation générale des problémes 11€s aux systémes de réécriture peut étre trouyée dans

{H & 0 80 ]. D'autre part, nous tenons 4 stgnaler plusieurs recherches sur 1a terminaison finie des systémes

de réécriture dans 1a mesure 0} cette condition est absoTument nécessaire 1a mise en oeuvre de 1'algorithme

de complétion. L'idée la plus utilisée est d'utiliser un ordre sur les symboles d'opérations et de construire

& partir de celui-ci un ordre noethérien sur Tes termes qui permette de comparer les deux membres de chaque

regle de réécriture. Ainst Dershowitz [DER 79] définit un ordre récursif sur les chemins ; Kamin et Levy

(K&L 82 lgénéraltsent cet ordre en uttlisant un ordre lexicographique sur le multi-ensemble des sous-termes.

Lescanne, Reinig et Jouannaud ({LES 81] [REI 81] , [ULR 82]) utilisent une décomposition récursive des arbres

pour définir une famille d'ordres qui sont plus forts que I'ordre de Dershowitz dans le cas ol l’ordre sur

les symboles est parttel.

Dans le domaine des preuves de consistance, nous avons mis en éyidence le lien entre cette propriété

et celle de confluence sur les termes clos. On pouvait penser que toute relation entre les constructeurs devait

tre considérée conme une Equation, I] n'en est rien et on peut considérer comme régles de réécriture tous

Tes axtones qui préservent 1a propriété de terminaison finie. Une autre difficulté est qu'une spéci fication

Peut @tre consistante sans définir un systéme de réécriture confluent. Cette difficulté est partieTlement

levée par les méthodes de compléticn développées par les auteurs précédemment cités.

Nous pouvons comparer notre approche avec celle de P, Padawitz (PAD 80,82]. Padawitz considére toute

relation entre les constructeurs comme une equation ; pour éviter les difficuttés lies 2 la terminaison

finie, {1 utilise une propriété de confluence en un coup mais en définissant une relation de réécriture

récursive plus puissante que 1a réécriture simple. D'autre part, Padawitz cherche a montrer 1a confluence

uniquement sur les termes clos. I] définit des paires critiques closes qui sont en nonbre infini.

11 est oblige d'effectuer des raisonnements par récurrence sur l'ensemble de ces paires critiques

En definitive les deux approches senblent tres conplénentatres.

Notre dernitre contribution est d'avoir dégagé le lien entre preuves d'assertions dans I'algébre

initiale d'une specification structure et preuves de cansistance de spécifications. Deux travaux avaient

ouvert la voie ; Musser (MUS 80) considére un concept de consistance uniquement par rapport aux booléens et

stinterdit d'obtenir VRAI = FAUX. Huet et Hullot (H 4H 81) dégagent 1a condition que les opérations dotvent

atre complétenent définies vis & vis des constructeurs, Par contre, ils interdisent toute relation entre ces

derniers. Les méthodes que nous avons développées pour tester 1a consistance nous permettent d'accepter de

telles relations. 11 reste 4 la suite de ce travail a implanter les algorithnes de tests de consistance en

‘intégrant dans tes algorithmes actuels des tests supplémentaires sur la forme des régles et des équations dérivées.
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CHAPITRE III

SYSTEMES DE REECRITURE CONDITIONNELS ET SPECIFICATIONS STRUCTUREES.

Un ensemble d'équations conditionnelles sur des termes permet de définir une congruence syntaxique.

Deux termes sont équivalents si on peut passer de 1'un & l‘autre par une chafne de rerplacements d'égaux par

des égaux, chaque remplacement étant permis si la précondition associée a été prouvée récursivement équivalente

a VRAI.

De m&me un systéme de réécriture conditionnel permet de définir une relation de réécriture récursive.

Une régle conditionnelle est utilisée en instanciant ses deux membres et en vérifiant récursivement que 1a

précondition instanciée se réduit en VRAI.

Le probléme posé est celui de traduire un ensemble d'équations conditionnelles en un systéme de

réécriture définissant des formes normales uniques caractérisant les classes d'équivalence de la congruence.

L'objectif de ce chanitre est de montrer que les propriétés de confluence et de terminaison finie

pouvent @tre généralistes aux systémes conditionnels et que des conditions suffisantes peuyent étre déterminées

pour peu que J'on se place dans un cadre adéquat.

Les deux idées que nous youlons dégager dans cette introduction sont les sutvantes :

A 1°) Pour simplifier |'étude des systémes conditionnels, i] convient d'adopter un point de vue hiérar-

chique en distinguant deux systémes de réécriture, l'un pour évaluer les préconditions des régles et l'autre

pour appliquer les régles.

a“ 2°) Pour utiliser 1a puissance des systémes conditionnels, i] convient de définir une relation de

réécriture contextuelle qui cermette d'évaluer les préconditions dans un environnement constitué de formules

booléennes..

X Point de vue hiérarchique : un systéme de réécriture est basé sur un systéme (primitif) si les précon-

ditions des régles sont des termes primitifs et si, par contre,les membres gauches de régle contiennent au moins

un symbole non primitif. De nombreuses spécifications structurées peuvent étre étudiées comme des systémes de

réécriture basés : en particulier tous les types abstraits construits sur un type pri f muni d'une relation

d'égalité ou d'une relation d'ordre.

Nous définissons une relation de réécriture basée : une régle est utilisée en instanciant ses deux

membres de telle maniére que la précondition instanciée soit un terme primitif se réduisant en VRAI.

Cette relation est a priori plus pauvre que la relation de réécriture récursive pour laquelle les

instances de précondition sant des termes quelconques.

Néanmoins Ja relation de réécriture basée est aussi riche que la relation récursive lorsqu'elle

posséde la propriété de complétude suffisante,c'est-a-dire Jorsqu'elle permet de réduire tout terme clos en

un terme primitif. Sous cette hypothése et en se regtringnant aux termes clos, la confluence de la réécriture basée

entratne celle de la réécriture récursive et Tes deux relations calculent les mémes formes rormales.

Dans l'étude des types abstraits, ce résultat est essentie] puisque la confluence sur les termes clos

est la propriété utilisée pour démontrer 1a consistance.
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Relation

Quand on travaille avec des variables, on veut prouver des assertions conditionnelles,autrement dit

utiliser des hypothases pour verifier les préconditions des ragles. On définit autant de relations de réécritun

que de contextes formés d'hypothasesi/Ces relations contextuelles pemettent en particulier de raisonner par

cas. On dit qu'un systéme de réécriture est C-confluent sur deux termes st on peut trouver une famille de

contextes complémentaires telle que chaque relation contextuelle conflue sur ces deux termes. Nous montrons

que 1a C-confluence peut étre étudiée localement sur des paires critiques contextuelles.

jxNotre principal résultat est existence d'ensenbles conplets mininaux de formes normales contextuely

On obtient ces ensenbles en calculant les formes normales inconditionnelles et en leur associant les contextes

composés des conditions de normalisation.

Yy,0n dit que deux ensenbles sont équivalents si on peut mettre en bijection tes formes normales contex.

tuelles de telle manigre que les termes sont égaux et que les contextes de normalisation sont equivalents. Com

les contextes appartiennent au systéme primitif, les preuves d'équivalence sont effectuées dans ce dernier.

ces réductions ont été possibles. I1 reste alors 4 comparer les formes normales entre elles et & montrer que

les contextes de deux formes normales Egales sont équtvalents . Comme les contextes appartiennent au systéme

primitif, les preuves ¢'équivalence se font dans ce dernier.

Ce chapitre se décompose en trois parties :

= la premiere etudie les systénes d'équations conditionnelles et rappelle les résultats sur 1'exts}

tence d'une algébre initiale et d'une congruence syntaxique associée.

= la deuxidme &tudie les systémes de réécriture conditionnels et développe les bases formelles

permettant de prouver le théoréme selon lequel un systéme & terminatson finie est confluent si et seulement si

il I'est sur ses paires critiques contextuelles, Cette preuye nous 4 demandé plusieurs essais, plusieurs

remises en chantier et nous avons tenu 4 mettre en évidence les différentes démarches entreprises.

= la trotsigne partie applique les résultats précédents aux preuves de consistance et de validite

dans les types abstraits : le résultat principal est celui qui relie la validité d'un ensenble d'assertions

dans l'atgabre initiale 3 la confluence du syst@me de réécriture formé par la spécification et les assertions

a prover.

Ce chapitre pose les bases d'une théorie dt prétend poser plus de problémes qu'{] n'en résoud.

Nous en citerons trois :

= Considérer des hiréarchies de systines de réécriture au 1ieu d'un seul niveau conne c'est Te cas ¥

7 ~ Développer un alguritime conplétant un sysiéne de réécriture conditionnel en un systéme confluent.

Tl reste en effet quelque travail, dans l'examen des formes normales contextuelies pour choisir les régles de

réécriture conditionne]les @ ajouter au systéme,

= Etudier les théories contenant a ia fois des régles de réécritures et des equations conditionnell#

111.3

III.1 = Spécifications_conditionnelles

Nous étudions uniquement dans ce chapitre les spécifications dont tes préconditions sont des

expressions de type booléen. Ce paragraphe constitue une motivation pour I'étude ultérieure des systémes

de réécriture condttionnels.

Définition 1.1 :

Une spécification conditionnelle est 1a donnée d'une signature (S,£) et d'une famille E d'équations

conditionnel tes \de Ja forme P =>G = Dol P est un terme de T, 004(

On suppose de plus que les variables de P apparaissent toutes soit dans G soit dans 0. |

(X), G, D des termes de sortes identiques.

suba sémantique d'une €quation conditionnelle est que si P est vrai alors G et D sont égaux. Pour

exprimer cela formel}ement, nous définissons la validité d'une spécification dans une algebre.

Définition 1.2 :

{

Une Z-algabre A valide une équation conditionnelle P =>6 = D si et seulement si, pour toute

affectation v des variables de %, hy ,(P) implique hy (6) = hp (0). A valide une famille d'équations E si

elle valide chaque équation de E.

cs (Une équation pure est un cas particulier d'équation conditionnelle en prenant P = VRAI. Comme

précédenment on peut définir 1 notion de moddle et les classes AUly(r,£) et Abfr8).

Pour obtenir une caractérisation plus précise des modéles de E, nous étudions les congruences sur

T'algebre des termes avec variables.

MY Soit Xun ensenble de variables. Une congruence sur T,(} valide £ si, pour toute reégle P 3G = 0

de E et toute substitution o des variables de G et D par des tenes de T,(0, on a 1'implication

Po ~ YRAI => Ge » Do.

{Liensemble des congruences sur T,X) validant £ est encore un treillis complet car Ta congruence

universelle valide E et I'intersection d'une famille de congruences validant £ valide aussi E, En particulier,

ce treillis admet une congruence minimale =, . I] est intéressant de donner une construction explicite de cette

congruence comme nous Iayons fait pour les spécifications équationnelles pures :

Nous utilisons pour cela la théorie du point fixe (Sco Bt] [LIV 78]. En effet, E doit vérifier les

propriétés suivantes

1) =— est une relation d'équivalence, c'est:

tl =p 42 8 t2 =_ t) ptt =p 13

2) = est stable par composition fonctionnelle, c'est-a-dire

tept! =p ftt..tectn =, ftl.t' ta

3) =_ valide €, c'est-a-dire

Po =_ VRAL => Go =p Do

Liensemble des relations sur T,(x), muni de le relation d'inclusion est un ensenble ordonné complet.

Chacune des propriétés précédentes signifie cu'une certaine fonctionnelle vérifie r(=,) ¢ =, et que =, est la
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plus petite relation de ce genre. De plus ces fonctionnelles sont continues, c'est-A-dire que pour une suite

croissante «f de relations Usr(vi) = 1(U +1).

Alors 1a théorie du plus petit point fixe assure que la plus petite relation vérifiant 1, 2, 3 peut

ttre construite par approximations successives, ce qui signifie qu'on peut prouver toute égalité M =, N en

appliquant un nombre fini de fois les régles précédentes.

D'autre part, on obtient un résultat de conplétude a 1a Birkhoff. Toute équation de T,(%d) est valide

dans ta varieté g(r.) si et seulement si elle est prouvable dans T,() : 1a condition est évidennent suffi

sante, Réciproquenent si M = Nest valide dans MUa(z,£), elle est en particulier valide dans I'algebre T, 09

ce qui signifie exactement que M =, N.

Nous pouvons résuner cette discussion dans le théoréme suivant :

Théoreme 1,3

Soit £ un ensemble d'équations conditionne?les, X un ensemble démontrable de variables. 11 existe

une plus petite congruence sur T,(X), notée =, validant les quations de E. =¢ est I'égalité prouvable

en appliquant Yes régles 1, 2, 3. De plus, si M=N est une équation de T,00, lgiz,e) valide M = N si

‘et seulenent si M =, N.

Remarque : Pour montrer qu'une certaine congruence » contient 1a congruence syntaxique =,, 11 suffit donc de

prouver que » vérifie

3) Po WV VRAL => Gs Do

Pour toute substitution « et toute équation P =>G = D de E. Cette méthode est appelée méthode par induction

point fixe.

{Dans 1a suite, nous considérerons presque toujours Je cas de I'algebre initiale T,. I] est utile de

remarquer que, pour prouver que deux termes clos sont E-égaux, on peut effectuer une démonstration n'ut’ sant

que des termes clos. Cela servira au paragraphe 111.3 pour étudier intrinstquement la E-€galité sur les termes

clos.

Proposition 1.4

Liégalité =, sur les termes clos est la plus petite relation d'équivalence stable par composition

fonctionnelle et telle que, pour toute régle P =>G = D et toute substitution close

Po e_ WRAL => Go =_ Do °

Autrement dit, deux termes clos t, t' sont E-€gaux si et seulement s'il existe une preuve utilisant uniquement

des instances closes des régles.

Démonstration

Définissons ta longueur d'une preuve de £-égalité de 1a manitre suivante :

-Stt *E t" et si t" se transforme en t' en remplacant une instance Go par 1'instance Do correspondante avec

Pe E YRAI, alors

Longueur preuve(t,t") = Longueur preuve(t,t") + Longueur preuve(Po,VRAI) + 1

- Longueur preuveit,t }=0.

NLS.

Nontrons,par récurrence sur 1a Tongueur d'une preuve, que si t =, t!' avec t,t! clos, on peut

construire une preuve n*utilisant que des termes clos.

Soit t,t’ deux termes clos dont 1a preuve est de longueur n strictement positive, {1 existe t",

non nécessairement clos, une occurrence u de t", une régle P =>G = D et une substitution o des variables de

Wo) Vio) tette que, par exenple tt = Go, t! = tu eDe) et Ps =~ VAAL (avec des preuves de t =p t” et

de Po =_ VRAI de longueur inférieure an). On considére systématiquenent Te cas ot! = Ds.

SiTKG) est inclus dansW(0), t* est aussi un terme clos ainsi que Po (carV(P) eW(G)u Vio) =

W.0}). Done I*hypothese de récurrence s'applique aux preuves de t =, t" et de Po =_ VRAT.

$i XG) SU(0) est non vide, soit Ut'ensemble des variables des termes substitués aux variables

deV{G} ~Wio). soit o, une substitution associant & chaque variable de un temme clos. Alors te, =

t'(u © Gacy) est un terme clos de méne que Pas. De plus, t =, tc, et Pos, =, VRAI avec des preuves de

Tongueur toujours inférieure & n. Enfin t"o, =¢ t'. On peut appliquer I'hypothése de récurrence, ce qui

dans les termes clos.prouve qu'il existe une preuve de t =

Remarque : Nous avons utilisé I'hypothése qu'il existe au moins un terme clos de chaque sorte.

Pour terminer ce paragraphe, nous donnons un exemple de spécification conditionnelte et deux exemples

de preuves. Nous montrons principalement conment relier les preuves des préconditions et les applications des

Equations.

Exomple 1.1 : (Spécification de prédicats sur les ensenbles)

Soit ELEM une spécification de sorte Elen et comportant un prédicat d'égalité Eg?

Les ensembles d'éléments peuvent @tre construits & partir de l'ensemble vide (noté Evide) grace a

une opération d'adjonction (notée Aj) de profil Ens © Ens,Elen. On peut définir deux opérations a résultat

booléen P2 : Bool < Ens,Elem et INCLUS? : Bool < Ens,Ens testant sii un élément est présent dans un ensenble

et si un ensemble est inclus dans un autre,

Type ENS basé sur ELEM

Sorte Ens

Opérations

Constructeurs

Evide : Ens

Aj : Ens © Ens, Elen

Opérations définies

Pp? : Bool < Ens Elem

INCLUS : 8001 © Ens ,Ens

Equations

Relations

AS(Ai(x,a) 5b} = AICA(x,b),a)

AGU OGa),a) = AIOa)
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Définitions

(Po) P2( Evide,a) = FAUX

(Pt) £g?(a,b) => P? (Aj(x,a),b) = VRAT

(P2) “1Eg?(a,d) => P? (AU(x,a),b) = P2x,b)

(10) INCLUS? (Evide,y) = VRAT

a) Priya) => INCLUS? (Aj(x,a),y) = INCLUS?(x,y)

(12) WP2(y,a) => INCLUS? (Aj(x,a),y) = FAUX

Exemples de preuve

Soient x = Aj(Aj(Evide,a),b)

yl = Aj(AU(AJ(Evide,b),c),a)

y2 = A(Ai(Evide,c) ,b)

ot a,b,c sont trois constantes distinctes.

‘Supposons que Eg?(A,A) = VRAI et que £g2(A,8) = FAUX pour tout couple de constantes distinctes.

1) INCLUS? (x,y1) = VRAL

1. INCLUS?(Evide,y!) = VRAI (10)

2, P2(AS(AI(AI(Evide,b) ,c),a),a) = VRAT (Pt)

3. INCLUS?(Aj(Evide,a),y1) = TRCLUS?(Evide,y1} a)

(parce que P?(yt,a) = RAI)

= VRAL

4. PP(AJ(Evide,b),b) = VRAI (Pt)

5. PRCAJ(A( Evide,b),c),b) = P?(AI(Evide,b) ,d) (P2)

= VRAL

6, P2(Aj(A(AI(Evide,b) ,c) 0) b)

= P2AJ(AS(Evide,b},c),d) (P2)

= VRAL

7. TNCLUS?(x,y1) = INCLUS(AJ(Aj(Evide,a},d) ,y1)

= INCLUS(Aj(Evide,a) ,y1) (11)

(parce que P?(yt,b) = VRAI)

= VRAL

2 ) INCLUS?(x,y2)_ = FAUX

1, Pa(evidesa) = FAUK (9)

2. P2(Aj(Evide,c),a) = P2(Evide,a) = FAUX (P2)

3. P&y2,a) = P2(A;(AI(Evide,c),b),a)

= P2(AS(Evide,c),a) = FAUX (P2)

4. INCLUS?(AJ(Evide,a),y2) = FAUX (12)

(parce que P2(y2,a) = FAUX)

5. P2(y2,b) = PP(A;(Aj(Evide,c),b) ,b) = VRAI (Pt)

G. ENCLUS?(x4y2) = INCLUS?(Aj(Aj(Evide,a) ,b) y2)

= INCLUS?(Aj(Evide,a) ,y2) = FAUX a)

M17,

II1.2.~ Systemes de réécriture conditionnels

La congruence engendrée par un ensemble d'équations conditionnelles n'est pas décidable parce qu'il

existe deux possibilités d'utiliser chaque régle. On oriente donc les équations comme des régles de réécriture.

Ce paragraphe étudie des conditions pour que les réécritures et les Equations atent 1a méme puissance

de preuve. .

JX Av paragraphe 2.1 nous introduisons trois types de relations de réécriture :

Ja premidre est définie récursivenent 4 cause des préconditions ; on supprine 1a récursivité dans les deux autres

en restreignant Ta classe des préconditions. La réécriture basée travaille sur les termes clos tandis que la

réécriture contextuelle opére sur les termes avec variables.

(YAU paragraphe 2.2, naus définissons 1a confluence sur les termes clos et 1a C-confluence sur les

termes avec variables et nous montrons comment ces deux notions sont reliées. Oeux démarches sont possibles

selon le degré d'utilisation de 1a réécriture contextueile.

Au paragraphe 2.3, nous @tudions les systémes & terminaison finie, définissons des ensembles conplets

de formes normales contextuelles et montrons que la C-confluence est Equivatente a une demie-propriété de

Chumch-Rosser : sf deux termes sont équivalents, i1s adnettent des ensembles conplets minimaux de formes normales

contextuelles équivalents.

‘Au paragraphe 2.4, nous localisons 1a propriété de C-confluence en définissant des patres critiques

Contextuelles et en prouvant qu'il suffit de montrer ta C-confluence sur ces derniares.

7/Au paragrache 2.5, nous simplifions la dénarche des deux paragraphes préc€dents en introduisant des

paires critiques closes et en montrant que 1a C-confluence sur les paires critiques contextuelles entratne

Ja confluence sur les paires critiques closes.

Au paragraphe 2.6, nous €largissons la définition de la réécriture basée et prouvons des résultats

Nous définissons successivenent une relation de réécriture récursive, une relation de réécriture basée

Sur les termes clos et une relation de réécriture contextuelle sur les termes avec des variables.

HL.2.1.2 ion_récursive

Un systtme de réécriture conditionnel est un triplet (S,z,R) of (S,£) est une signature et

R une famille de régies notées Pa>G-—+D dans lesquelies P est un terme de sorte booléenne, appelé

précondition de la régle, et 6,0 des termes de sorte identique tels que toute variable de P ou de 0

est aussi une variable de G . (v(P) U v(d)ev(6)) .

Pour suivre la méme démarche qu'avec les spécifications conditionnelles, on peut dire que, pour

toute substitution o , Go se réécrit en Oc si Po se réduit en VRAI. On peut proposer la definition

récursive suivante dans laquelle on considére directement une relation de réduction transitive.
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Soit (S, x, R) um systéme de réécriture conditionne?. On appetle relation de réduction récursive

Ja plus petite relation réflexive transitive —+p tele que, pour tous termes clos t, t' , toute occurrence

u de t toute substitution o et toute régle PwG+O de R

ti, 169 et t= tus Do) et Pog VAAL = ty t 8

bree

‘on peut montrer, par induction point fike le résultet suivant’

{Propriété de Church-Rosser)

Soit (S, £, R) un systéme de réécriture conditionne] tel que

1) Ja relation —+p soit confluente et 8 terminaison finie

2°) la constante VRAI soit irréductidle

Alors, tout terme t adnet une forme normale = unique. De plus, pour tous termes t,t’

tagt' siet seulenent si t+ .

vie det we beng

Liexistence et I'unicits des formes normales se dénontrent come d'habi tude.
4 eat ve roial

O'autre part, soit !, 1a congruence définie pour tous termes t,t’ par tJ,
: ‘ ay Sai wales anit

siet seulement

si T+?

Tl est clair que 1, est inclus dans 1a congruence q . Pour montrer I'inclusion réciproque, 11

suffit de prower que Ip est une congruence valident les equations associées 8 R (paragraphe 1).

Soit donc PG+D une ragle de R et o une substitution telle que Po by VRAI . Puisque VRAT est se

Propre forme normale, cela signifie que Po, VRAI , donc que Po xg YRAI . Par conséquence Go — 0s et,

par confluence G = Do donc G4, 0c.

Nous ne pouvons pas étudier directement 1a confluence de la relation de réduction récursive.

Nous @tudions d'abord une relation de réécriture moins riche, la réécriture basée dont nous montrerons, au

paragraphe 3, sous une hypothése de complétude suffisante qu'elle est confluente sur les termes clos en méme

temps que la réécriture récursive et posséde de ce fait les mémes formes normales.

La rééeriture baste utilise Tes mémes régles que la réécriture récursive mais au lieu d'accepter

que les préconditions soient des termes arbitraires se réduisant récursivenent en YRAI, on se limite 2 un

systéme de réécriture de base dans lequel les réductions sont effectuées.

ML.

Nous supposons que (S,£, R) contient un systéme primitif (So, Ey, Re) et que toutes les pré-

conditions des régles de R-R; sont des terns de T, (X) . Nous supposerons pour le moment que (So+ Zo» Re}

est un systéme inconditionnel et nous esquisserons plus tard une généralisation aux systémes hiérarchisés.

On doit pouvoir effectuer des calculs booléens dans (Se, Ee, Ro) - On suppose que le systéme

contient les opérateurs 7, 8, V, +. e+ ainsi que Topérateur + de ou exclusif. {HSIANG 81] a montré

qu'il existe un systéme de réécriture confluent et nethérien madulo Tes équations de conmutativité et d'asso-

ciativité de & et + . Nous supposons que R, contient Tes régles de ce systéme et nous travailTerons

sur les classes de termes booléens modulo les équations de commutativité et d'associativite.

1 (systéme de réécriture basé)

Soit (Ses Ze. Re) un systéne de réécriture contenant une spécification des bootéens et vérifiant

Ja propriété suivante :

Pour tout terme clos Po de 7, sone
Ey ool,

. .

fo —tp, WRAL ou Pa aq FAUK

Un systéme (S,Z,R) contenant (So, Ee, Re) est basé sur ce dernier si, pour toute régle

Po=G+D de R-Ry , ona les conditions suivantes :

L Pet)

2. GE TeX) - Ty 00 °

Outre la relation de réduction récursive, nous pouvons définir deux relations de réécriture dans

Jes systémes basés. Ces relations permettront de retrouver la premigre par fermeture.

Nous appelons la premigre relation ré€criture baste (—+p 2.) et la seconde relation

régcriture largie (—+pyg,) . Nous étudierons la seconde plus Toin. Disons seulement qu'elle est constitute

par 1a réunion des relations —s et mp,
RR

2.5 : (Relation de réécriture basée)

Soft (S, x, R) un systéme de réécriture basé sur (Sp, Es. Ro) -

Soit t un terme clos. On dit que t se réécrit en un terme t' dans la base Ry , ce qu'on note

t seulement si i] existe une occurrence u de t , une régle P =G~+D de RR, et une

substitution go telles que

tly 2% t! = t(u + De)

a(x) € Ty, pour tout x de Y(P) et Pog, RAT

Remarque : La condition que o substitue aux variables de U(P) des termes de T, est nécessaire pour que

Po soit valuable par Re
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II1.2.1.3.- Relation de réécriture contextuelle

Mame si nous sommes principalement intéressés par la réécriture sur les termes clos, nous avons besoin

de travailler sur des termes avec des variables.

La relation de réécriture basée permet de réécrire des termes clos lorsqu‘on a affaire a des systémes de

réécriture contenant des régles du type P =G>D, , TP +G~+ Dy

En effet, on a fait I'hypothése que Pa se réduit soit en VRAI soit en FAUX lorsque o est une

substitution close. Ce n'est pas le cas en présence de variables.

C'est pourquoi nous définissons plus généralement une relation de réécriture dépendant d'un contexte

formé d'expressions booléennes. On vérifie qu'un contexte implique une précondition de réécriture en

réduisant V'implication a YRAI dans le systéme de réécriture R, . Un contexte nia d'intérét que s'il

ne se réécrit pas en FAUX. On dira alors qu'il n'est pas trivial.

Soit (S, x, R) un systéme de réécriture basé sur un systéme (So, Eo, Ro) et C un contexte

de a (X) qui soit non trivial. On dit qu'um terme t se réécrit en un terme t' dans la base Ry

et le contexte € , ce qu'on note ¢% a) t' (C) si et seulement si i] existe une occurrence u de
ako

t, une substitution o et une régle PwG+D de R-R, telles que

ty = So t! = t(u« Do)

a substitue aux variables de P des termes de T,00

WiPo) Vic) et (C+ Po) —*, VRAT

On note Tete (C) la fermeture réflexive transitive de la relation an, (°) a

11 est nécessaire qu'un contexte plus riche définisse une relation de réécriture plus riche.

Nous avons besoin pour cela d'une hypothése sur le systéme de base que nous énoncons maintenant.

Définitign 2.7 :

Un systéme de réécriture (So, Xo. Ra} sur les booléens est compatible ayec la relation de modus

ponens si, pour tous contextes C,, C2, C, tels que V(C,)c Wf} ¢ Vics) on at

(Cs o2) ap, VRAL et (CoC) a, YRAL

imptique {C,; = ¢,)} —F, VRAT 2

Remarque : 11 se peut que la condition de compatibil1té avec te modus ponens oblige & introduire dans R

un ensemble infini de régles. C'est une situation que l'on rencontre lorsqu'on compléte un systéme de réécri-

ture pour le rendre confluent. On peut alors revenir a un systéme fini en introduisant des métar@gles de réé-

criture. Cette situation a été rencontré par C. et H. KIRCHNER dans ]'étude d'une théorie algébrique [K & K 82]

Nous avons alors Je résultat suivant

III.11.

Soit (Sy, Zo, Ro) un systéme de réécriture compatible avec la relation de modus ponens. Soit C, C'

deux contextes tels que

1) V(c) e Vic'y

2 (Ci C)—p, VRAT VOUT OHA. ve GU type

Alors, pour tous termes t, t' de T00

t—ppt (Ch = toga th (cy). Ae

© ribs

Démonstration : 5

Evidente en raison de la compatibilité de R et de V'inclusion de Wc) dans Wic'y) .

Remarque : Dans la réécriture contextuelle, la propriété W (Po) = Wie) est nécessaire pour garantir la

stabilité par tes substitutions conservant les contextes. Autrement dit, pour tout contexte C , toute substi-

tution o telle que CG soit encore un contexte

t ere {C} ~ to aR tia (Co}

Reprenons 1'exemple 1.1 sur les spécifications d'ensembles. Le terme P?(Aj(Aj(x,a),b),c) est

irréductible si on ne se place pas dans un contexte. Voici un tableau donnant en partie gauche différents

contextes et en partie droite les résultats des réductions correspondantes. Remarquons que les trois derniéres

lignes donnent les contextes dans lesquels les réécritures sont menées jusqu'au bout.

CONTEXTES RESULTATS DES REDUCTIONS

TEg?(bsc} PU(AI(x,a),0)

VEg?(b,c} & Eg?(a,c) / VRAT

VEg?{b,c}) & TEg?{a,c) P?(x,c}

£g?(b.c} VRAI
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Nous définissons successivement Ja confluence d'un systéme de réécriture sur les termes clos et la

C-confluence sur les termes avec variables. Cette derniére permet de raisonner par cas pour mieux réduire un

terme.

oo: ‘ aos ‘‘ wetter ote L
‘ +,

Un systéme de réécriture conditionnel (S, E.R) basé sur (Sp . Zo, Ro} est RsR,-confluent si la

relation RR Test, clest a d¥re si, pour tous termes clos t, ti, tz
+e

oR uh ‘

* * L

tp, t & tomar, te tb pla,

t

* / *
sy i viny Soe RP on

/ wn WP eREC Se Et

(C-confluence)

. (8, £, R} est C-confluent si, pour tout contexte (non trivial) C de T,, ©) » tous termes
ry a, byw) tet

t, t,, t2 tels que 3

eo AS e rein

ter t, (Cc) & tek, t, (C)

il existe une famille fine (Ci), de contextes (non triviaux) et une famtlie (tay de termes telles que

°
) ¥C, =p,¢

2°) tron, t, (C:) et tom, t (C.)
IB Ry vt i 2 R,Ry 7 1

. (5, £, BR) est Jocalement C+confluent si 1% et 2° sont vérifiées pour tous C, t, ti, t,

tels que

= \t—pp, t (C) & tpg, te (Cc) 3

Diagramme de la C-confluence

* +

R,Ry (ce)

t t.
\ r
A RaRe/ ‘ (C3) avec MiGs =R,o

ye
4

Remarque : On peut supprimer I‘hypoth@se que C est non trivial dans la définition. On peut alors prendre une

famille (C3); vide parce que v c, = FAUX .
VIDE

1.13.

Dans le type Ensemble, considérons les termes

- ti = P? (AICAJ(x,a) .b),c)}

~ tz = P? (AJ(AJ(Xsb).a).¢}

On a vu dans l'exemple 2.1 que ty se réduit en VRAI dans le contexte

Eg?(b, c) v ("Eg?(b, c) & Eg?{a, c))

qui est équivalent au contexte Eg?(b,c} v Eg?(a,c) et que t, se réduit en P?{x, c) dans le contexte

(complémentaire} Eg?(b,c) & IEg?(a,c)

Par symétrie de a et de b,t, se réduit dans les mémes contextes. Donc le type Ensemble est confluent

sur ty, ty .

Tout systéme C-confluent est confluent sur les termes clos. a

Démonstration :

Soit C un contexte clos : ou bien CR, VRAT ou bien C€ “hy FAUX . Donc C est soit

équivalent 4 VRAI soit trivial. Dans le premier cas t se réécrit en t' dans le contexte C si et seulement

s'il se réécrit sans contexte.

Donec, chaque fois que t se réduit en deux termes t,, tz (dans le contexte VRAI), i] existe au moins un

contexte € {égal a VRAI) et un terme t' tel que

tlea— t, (VRAT)
,

& RR? TR

Remarque : Dans 1a suite de ce paragraphe, nous montrons, mayennant une hypothése de C-terminaison finie que

la C-confluence sur les paires critiques contextuelles entraine la C-confluence, donc la confluence sur les

termes clos.

Cependant une autre démarche consiste a travailler presque exclusivement avec la relation basée sur les termes

clos. Nous montrerons que moyennant une hypothé@se de terminaison finie de la réécriture basée sur les termes

cols, la confluence sur les instances closes de paires critiques contextuelles implique la confluence générale.

I] restera 4 montrer que la C-confluence sur Jes paires critiques cortextuelles implique 1a confluence sur les

instances closes de celles-ci. Cette double démarche est résumée dans le diagranme commutatif suivant

termes avec variables termes clos

C-confluence sur les paires Confluence sur les instances closes de
c

critiques contextuel les & terminatson terminaison

finie

paires critiques contextuelles

finie

C-confluence . Confluence sur les termes clos
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Pour assurer l'existence de formes normales, nous définissons une propriété de terminaison finie con-

textuelle

1IL.2.3.1.~ Terminais:

Un systéme de réécriture conditionnel basé (S, ER) est 2 C-terminaison finie s'il n'existe pas de suite

infinte de couples (to, Co)s.ce» (tys Ci)see, telle que

1.) te pop th ppg? te

(Co) (Ca)

2.) Cj non trivial pour 1-0, 1, ...

.

et 3.) yy Cy) ag, WA

On dira qu'une suite (Cj) de contextes telle que (C,,,* Cj) +p, VRAT est monotone.

Proposition 2.13

SiR est 8 Coterminaison fine, alors pour tout contexte ¢ non trivial, 1a relation

‘an, (C) est & terminaison finie. Réciproquenent, si les contextes de T,, sont tels que toute chatne u

monotone a une linite non triviale, la terminatson finte des relations sp 9,(C) implique 12 C-terminaison

finte °

Demonstration :

7 C) n'est pas & terminaison finfe, 1 exite une chaineSt aig, (C1 P

tok, a oe EO

et R n'est pas 8 C-terminaison finie,

Réciproquenent, soit

te Ry

Q G

avec (6). = 04) i, Vaal

Soit C= & C; . Par hypothése C est non trivial.

;

Be plus (C + ¢,) —, VRAI pour tout 4, donc ty—ty a, tig, (C) pour tout 4. onc la

relation —sp p, (C) n'est pas & terminaison finie.

La propriété de C-terminaison finie permet de définir une relation d'ordre noethérienne < sur

Jes couples fornés d'un terme et d'un conteste non trivial. Cette relation nous aidera & nontrer que toute

relation 4 C-terminaison finte localenent C-confluente est C-confluente

On pose

} st et seulment si(tc) < (thy

test ef (teh 7 veer

ML.

III.2.3.2.~ Formes_normales_contextuel les.

On peut définir des formes normales sur un systéne 8 C =terminaison finie ; celles-ci différent selon le

contexte of s'effectuent les réécritures. Aussi convient-i] de construire un ensemble complet minimal de formes

normales contextuelles, de mant@re assez semblable a ce qui se passe lorsqu’on cherche des unfficateurs.

Le résultat principal de ce paragraphe est: Te théoréne 2.19 qui propose une construction syntaxique d'un

ensenble complet mintnal de formes normales contextuel les. oe on

Les ensembles complets minimaux de formes normales contextuelles donnent un moyen effectif de verifier 1a con-

fluence en deux temps : on catcule pour chacen un ensenble complet minima) et on montre que ceux-ct sont

equivalents.

Le reste des résultats, en particulier les propositions 2.18 et 2.21 concerne 1a réécriture contextuelte et

est donc moins orienté vers 1'étude de 1a confluence sur les termes clos.

Un terme t est une forme normale dans le contexte C , s'il n'existe pas de terme t' et de con-

texte non trivial ¢' tels que t page t' (C1) et (Ce C)—_S VRAL . t est une forme normale pour

un terme t, dans le contexte C si t, ax t (C) «Le couple (t, C) est appelé forme normale contex-

tuelle det, . °

Un ensemble (t,, C); de formes normales contextuelles pour un terme t est un ensemble complet

st la disjonction des contextes est équtvalente ou yrai,

Un ensemble complet de formies nommales contextuelles est dit minimal si, de plus, toutes les formes

normales sont distinctes. On notera ECFN(t} un ensemble complet minimal de formes nommales contextuelles de t

Plus généralenent, on définit des ensembles complets mininaux, dans un contexte donne.

Pefinition 2.16

Soit t un terme, C un contexte, Un ensemble complet mintmal de formes nomales contextuelles

pour (t, C} moté ECFN(t, C) est un ensemble (tye Cj) tels que

= pour chaque 1, (C=C) —pe"VRAL

+ la disjenction ¥ Cy, est équivalente a ¢
t

tb spt (Cy) pour fet

~ ty # ty pour tous i,j distincts s

Nous aurons besoin de comparer des ensembles complets minimaux de formes normales pour assurer 1a

C-confluence de R .
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~ Deux ensembles complets minimaux ECFN(E.C) = (tis Ci)y ¢ et ECFN'(t'SC) = (tL, Chive ps sont

Gquivatents si i] existe une bijection i+ i' de I sur I' telle que

+ pour chaque i de I , t,t:
i *RySi

= ECFN(t,C) est inclus dans ECFN'(t',C) st il existe une injection ii" de I dans I' telle que

« pour chaque i de I ,ty=th et (Cy = Cho) VRAT 3

Uéquivalent de la propriété d'unictté pour les formes normales sans contexte est a propriété de

disjonction définie ci-dessous. Elle exprime que, dans un méme contexte, on ne peut avoir deux formes normales

distinctes.

Oeftoition 2.17

Un terme t est 8 fomes nomales disjointes si, pour toutes formes nomales contextuelles

(tys Cr)» (ter Ge) det

tet s C1

crest a dire C, & Cy ay FAUK

Soit t un terme possédant un ensemble complet minimal noté ECFN(t) . Alors les trois propriétés

suivantes sont équivalentes :

1) t est a formes normates dis{ointes

2) Les formes normales de ECFN(t}) sont disJointes et, de plus, pour toute forme normale T,0 #1 existe

dans ECFN(t) une forme normale (t;,C;) telle que ty-t et (C= Cj) ap VRAT
°

3) ECFN(t) est T'unique ensemble complet minimal de formes normales de t . 0

Demonstration :

142 : La premiére partte de 1a propriété 2 est 6vidente, O'autre part, soit (@,C}) une forme normale de

BCEN(t) = (ths Cy)q avec YCy mg, VRAT

Bone (CAYC)) ap, C . Pour tout t, tel que ty 4t ,ona C, & C=, FAUX.

Done 11 existe i tel que E=t, et de plus 1 est unique pufsque ECFN(t) est mininal. Oonc

Each ag, ayes *z, ©

ce qui prowve que (C*C,) = VRAT

203: Soit ECFN'(t) un autre ensenble complet minimal. Nontrons que ECFN'(t) est inclus dans

ECFN(t) . Cela résulte de la deuxiéme partie de 2),

L'équtvalence des deux ECFN résulte du Terme trivial suivant,

aes

M1.17,

Soit ECFN' un ensenble complet minimal inclus dans ECFN . Si les formes normates de ECFN

sont disjointes, ECFN' et ECFN sont équivalents.

PRL: O'GDOFd “ECEN(t]" edt a colltextes'isféints. Sinonz i) existerait un autres ECFN . Maintenant, si

(i,c) et (E',C") sont des formes normales, ECFN(t) U <(E,C), (E',C')} forme encore un ECFN . Done

cet c sont incius dans des contextes de ECFN(t) , nécessairement disjoints puisque t et t' sont

distincts. ver

Le théoréne suivant assure l'existence (et 1a possibilité de constrlihe de maniére effective) un

ensemble complet minimal de formes normales.

Théoréne 2.19 :

Si R est a Ceterminaison finie, tout terme t posséde un ensemble complet minimal de formes

normales contextueTles ECFN(t) . ©

Demonstration :

Considérons sur I'ensemble des ample (t,) formes ¢! un tere et d'un contexte non trivial 1a
relation me définte ainsi

(t.0) oe (t',0°) st et seulement si

occurrence de t30» P 9G 90 yu tels que

tyr Go et thet (u+ Do}

et Poe T,X) et C=C & Po

De plus si] existe exactement n réécritures de t en ty. pour des contextes
n

CAP: yeep CPG, eb Si C=C & To, &..8 1P, oy mest pasiun contexte trivial, on ajoute 1a re-

Tation (tC) (tC)

Soit t un terme, soit PFN(t) l'ensemble des couples (t',C')au-irréductibles ou pré-formes

normales tels que

(t, VRATPMe(t C1)

et soit ECFN(t) I'ensenble formé 3 partir de PFN(t) en regroupant tous les contextes associés a des

termes {dentiques :

(tjsC;) € ECFN(t) si et seulement si il existe (t',C') dans PFN(t) tel que t'= ty

et si cy ford (ty.0!) © PFNCED |

Hontrons que ECFN(t) est un ensemble conplet minimal de formes norma}es contextuelles pour t

a) Tout élément de PFN (t) est une forme normate contextuelle, En effet, pour tout couple (t’.C')
« *

tel que t WRAL) we (t',C'} on a t —» t'(C')¢ } ) wae

De plus, st (t',C) est emp-irréductible, t' est une forme normale dans le contexte C'

b) Tout élément de ECFN(t) est aussi une forme normale contextuelle ; c'est evident puisque les

contextes de ECFN(t) sont des regroupements de contextes de FFN(t) .
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c) ECFN(t) est un ensemble complet : en effet, pour tout couple (t',C'} réductible ona

' = (c" ja t" , tel que (t',C'}—»(t",C") }

Donc }'ensemble des termes irréductibles issus de (t,VRAI) est bien tel que

VRAI av {C'}3 t' tel que (t',C') © PFN(t)}}

at de méme pour les contextes de ECFN(t) , obtenus par regroupement.

d) ECFN(t) est minimal par construction o

Remarque : Nous avons construit un ECFN en utilisant toutes les réécritures possibles. IT suffit en réatité

& chaque étape de calcul d'envisager des réécritures suivant une famille de contextes recouvrant C .

Lorsque le systéme de réécriture est constitué de groupes de régles de la forme Pi *G +0, Pow G+D2 ,...

avec Py v Po... Vv... = VRAT , cela permet un calcul plus direct de ECFN(t} . Nous pourrons utiliser

ce point dans une mise en oeuvre de l‘algorithme de Knuth-Bendix.

Coroliaire 2.20 :

Si R est & C-terminaison finie, tout couple (t.€} admet un ECFN . 5

Demonstration :

I] suffit de poser

ECFN(t,C) = {(t',C & C')| (t',C') € ECFN(t) et C&C’ non trivial }

en nel

Nous donnons maintenant plusieurs propriétés équivalentes 4 1a C-confluente. Nous dirons en

particulier qu'un systéme R basé sur R, a la propriété de Church-Rosser contextuelle si, paur tous termes

t,, t, , tout contexte non trivial C

a

t, goat, (C) + ECFN(t,, C) = ECEN(t,, ©)
ma

Remarquons que nous avons seulement une condition nécessaire. En fait l'équivalence des ensembles

de formes normales contextuelles est une congruence plus riche que la congruence engendrée par rR Ry to} .
>

I] serait intéressant d'@tudier les propriétés de cette congruence.

Soit R un systéme 4 C-terminaison finie. Les propriétés suivantes sont &quivalentes

a) R est C-confluent

b) tout terme est & formes normales disjointes

c) Pour tous termes t,t' tout contexte C non trivial

*

t oR t{C}ECFN(t,C) = ECFN(t',C)

dj) R a la propriété de Church Rosser ‘ pour tous termes t,,t, , tout contexte nont trivial C

th ere t (C) = ECFN(t,,C) a ECFN(t. ,C) a

IIT.13.

a) ~ b) Soit (t1,C;), (t2,C2.) deux formes nommales distinctes de t

~ Supposons que le contexte C, &C, ne soit pas trivial

- Alors R est confluent sur la patre ti,te . Donc t] existe au moins un couple (t,-C;}

tel que t;—'ty@—t, (C;) ce qui signifie que t= ty
vad

b}) = d) Sait C, t, t' tels que

* 't —o: t! {C}

ECFN(t',C) est inclus dans ECFN(t,C) : en effet, toute forme normale contextueTle de

(t',C) est aussi forme normale de (t.C) i. De phus ECFN(t,C) est & contexte disjoint, a

cause de }'unicité des formes normales, .Par Je Temme 2,18’ , ECFN(t’,C) = ECFN(t,C)

1 ay : *

c}d) Par récurrence sur 1a longueur de 1a démonstration ve th sor t2{C)

* WER, *
d) + a} Soit t, ti , te ,€ tels que t Te ti,t ER te (C} . Alors tr or te (C) ,

donc ECFN(t:,C) * ECFN(t.,C) ce qui assure la confluence de R sur ti,te .
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Nous pouvons étendre Ja relation entre confluence et confluence locate a la C-confluence.

Tout systéme 4 C-terminaison finie et localement C-confluent est C=confluent °

Soit P(t, C) 1a propriété définte, pour tout terme t et tout contexte non trivial C par

Pit, C) evi, teTyt ae et t he (C) = BUC. 4),

fe

Montrons que P est une propriété héréditaire pour I'ordre ¢ sur les couples (t, C) .

tels que ¥ Cy g C4, C, non triviaux et ty “aati vat (cy

Supposons P vérifige pour tout (t', C') plus petit que (t,C) et soit ti, t, tels que

* *

tet et t ot, C)watt sate (0)
Si t= t; ou t= ty 1a proposition est triviale.

Sinon soit ti , th tels que

.5 '
tat ah tay ate (Cc)

Par confluence locale, i1 existe une famille (Cj, t;) telle que VC; a, C et
1 ‘s

ae

tt aati etatt (Cy)
On peut appliquer Ta propriété P 8 (ti, Cj) et (ti, C))

En effet, (ti, Cj) < (ty C) pulsque t—) pt’ et (Cj C)—~p VRAT . Done t] existe des famiTles
(cy Ree i 0

(thje Gy) et (tye Ch,) (voir 18 figure) telles que, pour chaque i on ait

1 2

VC. aC, et V Cy ¢,
jo yak Ra

11 reste alors 4 appliquer 1a propriété P aux termes t, et aux contextes Cj; &Ci, gui ne sont pas

triviaux.

On obtient alors une famille (t;gna? Cigny) convenable -

En effet, ona

- sips Bo &

ithe“ Pry
at ee

- tat Rate Ge tik Re (Cty)

oak:

(Gio, (u + D202 ), Dior ) et du contexte Pic: & Pros «

H.21,

Nous pouvons maintenant définir des paires critiques contextuelles. De méme que les paires critiques incon-

ditionnelles sont en nombre fini, les contextes qu'on leur associe le sont aussi.

Definition 2.23 (Paire critique contextuelle)-

Soit Pi 6, +s, P2~ Ge +0: deux régles conditionnelies et u une occurrence non triviale

de G; . Suppasons que G,,, et Ge s'unifient gréce a un couple d'unificateurs mininaux c1so2 tel que

Urge ) et Vier) soient disjeints et de teTle fagon que le contexte Pic: & Pro soit un terme de

Ty, 00. non trivial. Le résultat de la superposition est la paire critique contextuelle formé du couple

a

1 ;Pour @tre en mesure de réduire 1'étude de 1a confluence locale a 1"exanen des paires critiques contextuelles,

\nous définissons une propriété de confluence forte quiimpose que les contextes utilisés dans la fermeture du

diagranme aient méme ensemble de variables que le contexte de la paire critique.

Definition 2.24 (confluence forte sur les paires critiques)

On dit que R est fortement C-confluent sur une paire critique contextuelle ((M,,M,), €) s'i7

‘existe une famille finte (M,C;), formée de termes et de contextes non triviaux tels que

1) Wiey) = icy pour 4+ dans Tt et v e,
ot Re

28) My Re Ms aoe, (C4) pour chaque ff 0
mR aR,

(des paires critiques contextuel les)

Soit P, 6, +0, , P, G0, deux ragles, u une occurrence non triviale de 6, , of, of

deux substitutions teller que (6, ),J0, = @, 0; - Supposons de plus que P,o; &P, est un contexte de

Ty, et que Ci =P; o} 8 P.o; se Ry-réduit en VRAI pourun contexte C’ non trivial.

Mors

1°) i] existe uné paire critique contextuetle ((M,,M,), C) et une substitution p telles que

= Go} (ueD,o3) = Mo

= Dio! = Mp

= Pio! & Pao} = Cp

2") SiR esi foriement C-confluent sur la paire critique contextuetie ((Wi, fe), C) alors

R est égalenent C-confluent sur la paire (4,0, Mp) dans le contexte C!

La dénenstration du 1°) est similaire @ celle faite dans Te cas inconditionnel. I] existe p

tel que a} =o, pet 020 et la troisiame équation vient de ce que C = Pio, & Por .

2°) Puisque Co = Pro & Peo , p substitue aux variables de C des termes de 1, (x) . Conne

(C4) = (C) pour chaque i , Cip est aussi un terne de T,,(x) . Par ailleurs si t—pt' (C) et sip

est come ci-dessus , tp —pat'o (tp)

Uone, ict, ona

Mots Meg Me (yp)
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De plus

Y Cio #op

et par ailleurs Co = Pio! A Pro, verifie (c' + Co) 9 Vani
.

Posons ce eck Co. Alors Ct al Ci et, pour chaque i» (Ci C0) —p, ¥RAL donc

mip —o M <M (Ci)(6 = :

a he i? aR ep 1
ce qu'il fallait démontrer.

Soit (S,£, 8) un systéme de réécriture conditionnel basé sur (55,20, Ro). Si R est

fortement C-confluent sur les paires critiques contextuelles alors R est localement C-confluent. a

Démonstration :

Soit t un terme, C un contexte et u,, Uz deux redex de t.

Si ui, us sont disjoints, la réécriture en uw puis en uz produit le méme effet que la

réécriture en uz puis en wy

Sinan, on peut supposer que u, est préfixe de u, et méme que u, est t'occurrence de téte de t

et u, =u . IT existe alors deux régles P, + G:+ 0, et Pr~G,>D, , deux substitutions o,,02 telles que

t= Go, et Go lu = Go,

Siu est une occurrence non triviale de G,, nous sommes dans le cas du lemme 2.21.

Sinon, i] existe une décomposition us v.w telle que G, soit une variable x donc telle
v

que G.o2= (aAQ)))y : !
Gn peut remplacer dans c,{x) fo, par Deo, et on obtient une nouvelle substitution a) .

Comme on |'a fait dans Te cas inconditionnel, on peut, par une succession de réécriture, remplacer

Dio. par Dyo; et Gioi(ue O2oz) par Gio; (voir figure).

Mais Pyo, est un Zo-terme tandis que o,{x) n'en est pas un (nous avons fait I'hypothase que

les membres gauches de régles ne sont pas des ,-termes}. Donc x n'est pas une variable de P, et

Pig, = Pia, . Nous pouvons donc réécrire Gio) en Dio) ce qui ferme le diagramme de confluence.

Remarque 1: L'hypathése que R est basé et, en particulier, qu'on ne trouve pas de Eo-termes dans Tes

membres gauches de R-Rg est tout 4 fait essentielle.

Remarque 2 : I] est également important ici de ne pas considérer les régles de Ry . En effet si Ga Dz

est une régle de R» (nécessairement inconditionnelie), oi(x) est un Za-terme. Conc x peut appartenir
*

a Pi . Tout ce qu'on peut dire est que Pio; se réduit én Pic} . On a donc un diagramme (C # Pioi)—p, VRAL

et (C » Pia) —, (C+ Pioi } et on ne peut conclure en I'absence d'une propriété de confluence assez forte.

111.23.

Pour vérifier la prapriété de C-confluence forte sur les paires critiques, nous définissons des

ensembles fortement complets de formes normales contextuelles.

Définition_2.27.1 : 
.

Soit t un terme et € un contexte ; un ensemble complet minimal de formes normales contextuelles

pour (t,C) est dit fartement complet si les contextes de normalisation ont méme ensemble de variables que C .
B

Soit ((M:, Mz), €) une paire crittque contextuetle ; si (Mi, C) et (M2, C) admettent des

ensembles fortement complets minimaux de formes normales contextuelles équivalents, RR est fortement

C-confluent sur ((Mi, Ma), C) a

Evidente.

Remarque : Contrairement aux ensembles complets, nous ne sommes pas assurés de |'existence d'ensembles fortement

complets. Dans l'algorithme utiltsé pour la démonstration du théoréme 2.19, i] faut s'assurer que les précondi-

tions des régles qui s‘appliquent & un terme obtenu par réduction & partir de (t, C) ont mémes variables

que C . Dans la pratique, cette condition est souvant vérifiée.

Nous pouvons rassembler Jes propositions et lemmes dans le résaltat fondamenta] suivant

Soit {(S, =, R) un systéme de réécriture conditionnel basé sur (Sq, Zo, Ro} » a C-terminaisan

finie. Si pour chaque paire critique contextuelle ((Mi, Me),C) de RRo s (Mh, C) et (Me, C) admettent

des ensembles fortement complets minimaux de formes normales contextuelles équivalents, alors —2 Re est

C-confluente et, en particulier confluente sur les termes clos, 9
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Conme nous t'avons ind?qué apras avoir défini 1a propriété de C-confluence, on peut donne une

preuve plus directe de la relation entre C-confluence sur les peires critiques et confluence sur Tes

termes clos.

Comme nous n‘avons plus 4 raisonner sur les contextes que de maniére tras ponctuelle nous pourrons

ensutte 6largir 1a relation de réécriture basée en incluant les réécritures selon Ry -

Nous pouvons dabord appliquer le résultat général du chapitre IT & la relation pp, :

Si —ip.g, est & terminaison finie, elle est confluente si et seulement si elle est locaTenent confluente.

Ensuite, naus pouvons montrer que la C-confluence sur les paires critiques contextuelles implique

Ja confluence sur les instances closes de celles-ci,

(des paires critiques contextuelles - cas des instances closes)

Si R,R, est fortement C-confluente sur une paire critique contextuelle ((M,.M.),C) alors RR, est

confluente sur toute instance close (Mio, Mip) telle que Cp soit un terme de T,, se Ry-réduisant en vrat.

Oémonstration :

Sott (My cy) une famille réalisant 1a C-confluence sur Ja paire critique MisM: . Puisque

Wey) -Vicy_, es instances de ces contextes sont des termes clos et 1'un au moins se Ry-réduit en VRAL.

Soit M; le terme correspondant. Hontrons que

Me-—pa, MRP aR Me :

Soit Go + 0s une réécriture utilisée pour réduire M, ou My en M; . Alors

F (pay eVicy) =Vicy . ators Pop est un terme clos de Ty, tt Pop —3a, YRAT . Done

Go ep, OOP

Leme 2.26" (de knuth-Bendix pourles termes clos)

Soit (S, ZR) un systéme de réécriture conditionnel basé sur (Ss ,ZosRs) . Si RsRo est

confluent sur les instances closes de paires critiques, R,R_ est localement confluent

Demonstration :

Totalement identique & celte du Teme 2.26,

Rous avons en effet remarqué que pour les termes clos les seuls contextes non triviaux sont équi-

valents 2 VRAI et que la C-confluence se confond alors avec la confluence. I) suffit donc d'appliquer le

Yemme 2.25 au cas des instances closes. On peut noter qu'on n'a plus besoin de Ta compatibilite de Re

avec Te modus-ponens.

De méne le lenme 26 montre que si —ap est C-confluent sur Tes patres critiques contextuelles,
Re

1 kators —+p g, est localement confluent sur Tes termes clos

Par contre, nous avons toujours besoin de la propriété de C-terminaison finie pour construire des

ensembles complets de formes nomales contextuelles pour les paires critiques.

111,25.

M11.2.6.-

dusqu'd présent, nous avons utilisé Tes régles de R, seulement pour réduire les préconditions.

Nous avons remraqué qu'il n'était pas possible de prouver 1a C-confluence locale si R,Re pouvait utiliser

des régles de Ry . Par contre, nous pourrons le faire pour la confluence locale sur les termes clos. Nous

Glargissons la définition de 1a réécriture basée et de la réécriture contextuelle et nous nous servons de

celle-ci pour vérifier 1a C-confluence des paires critiques contextuelles. Nous utilisons la méne dénarche

qu'au paragraphe 2.5.

Soit (S, 48) un syste de réécriture condittonnel basé sur un systéme (Sp.Eo eRe) « La

relation de réécriture élargte sur les termes clos, notée —yjq, » est Ta plus petite relation compatible

avec les opérations de x et contenant,

= Jes instances (Gao » Dace } pour toute ragle Gz + Ds de Ry et toute substitution a

de th,

= Yes instances (Gs,00) pour toute régle P=G+D de RR, telle que Px soft un

terme de Ty, avec Po —p, WRAL

Remarque : On peut dire que tpg, = —'p,p, U——tp, 8 condition de fermer Ta relation —p, par

Jes opérations de £ . —xgjg, est une relation de réécriture sur les termes clos pour laquelle on

peut définir les proprigtés de confluence, confluence locale et terminaison finie comme avec +g OU —tp 9,

L'identité entre confi uence et confluence locale reste vraie en cas de terminaison finie.

Un sytéme de r&éeriture (S, x, R) , basé sur (S,,E,.R,) est R/R, confluent sur Tes termes

clos si ona le diagranme

I] est & R/R, -terminaison finie s'il n'existe pas de suite infinie

ty pry te
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Le résultat général sur les régtes de réécriture permet d'écrtre

Un systéme de réécriture & R/R, terminaison finie est R/R, confluent si et seulement s'il est

locatement confluent °

Nous devons définir maintenant une relation ‘de R/Ry -réécriture contextuelle. Pour I'application

des régies de R: , on doit vetller & ce que les variables de la substitution soient des variables du

contexte.

Definition 2.31 :

Pour tout contexte C de Ty, (4) + on note pry (o) la plus petite relation sur T(x) ,

compatible avec les opérations de = et contenant

+ les instances (Gjox , Dyox) pour toute régle G, Dp de Ry et toute substitution o,

telle que (Gos) soft inclus dans Uc)

~ les instances (G0 , Go) pour toute régle P=G+D de R+ Ry et toute substitution &

tele que ‘V(Po) soit inctus dans WW(c) et (C- Po) —af RAT

Definition 2.32 : (des patres critiques contextuelles de R,/R) .

Soit Gy-D, une régie de R, et PG+D une régle de R-R,, u une occurrence non triviale

de G . Supposons que 6), et G, s'unifient par un couple d'unificateurs aininaux o,o, tel que

‘Yioo) et WG.) sofent cisioints, que Po soit un contexte non trivial de Ty,(x) et Gaon un terme de 1,0

Le résultat de la superposition est 1a paire critique contextuelle de R,/R formée du couple

(Go(u + 0, 04}, 0a) et du contexte Po .

Definition 2.33 (R/Rp-confluence sur les paives critiques contextuelles).

A/R, est C-confluente sur une paire critique contextuetle de R,R, ou de R,/R s‘{T existe une

famitle finie (My.C;); forme de termes et de contextes (non triviaux) tels que

19) Bic,) = Vic) pour i dans 1 et YS =p,

M, res M, (C3) pour chaque i. 01 rR eR i

Nous pouvons maintenant généraliser le lenme des paires critiques.

2

4 (des paires critiques)

St R/Ry est C-confluente sur une paire critique contextuelle ((H,,M,),C) , alors R/Ry

est confluente sur toute instance close ((M,e, Mp) telle que Cp soit un terme de Ty, se Rerréduisant

en VRAL

OEmonstration

En tout point identique 4 celle du Terme 2.25'. 11 faut seulement étudier le cas d'une réécriture

G+ Dy dans Ry. Alors H(Ga) < Wicy) = VTc) . done Gop € Ty

M127.

Nous sonmes en mesure de donner te résultat suivant

Soit (S, £, R) un systéime de réécriture conditionnel basé sur un systéme (S_.Eqs Rs) confluent.

Si —tyyg, est 4 terminaison finte sur les tees clos et C-confluente sur Tes, patves critiques contey:

tuetles de Re/Ro et de Rie » alors —tgr_, est confluente sur les termes clos.

Osnonstration :

11 suffit de montrer que R/R, est localement conftuente sur les termes clos. La démonstration

sutt Ve mime schéma que celle du lenme 2.26. Le seul cas intéressant est représenté par le diagranme suivant

Ger

wa oe)

La réduction de Pu en VRAI est assurée par la confluence de , (sur les termes clos) puisque Po se réduit

3 la fois en VRAI et en Pot .

Kncmlns a’ te
da sa Bee pti

Po ~~ >> ani
par conPlucnee



Nous dSsirens généraliser 1'étude des spécifications structurées au cas des definitions conditionnelles.

Dans le cas classique nous avons examiné trois types de problémes :

= 1a complétude des definitions vis-a-vis des constructeurs

= la consistance de ces définitions vis-a-vis des relations entre les constructeurs

= la validite d'assertions dans une spécification structurée.

Dans les spéci fications conditionnelles, nous donnons pour prouver Ta complétude, un principe de

definition Glargi aux préconditions des régles. Nous résolvons les deux autres problémes par des méthodes

de confluence sur les termes clos. Nous avons donc 8 montrer dans un premier tenps que la relation de

réécriture récursive est confluente sur les termes clos dés que 1a relation élargie T'est. On prouve en

fait que ces deux relations ont méne fermeture réflexive, symétrique, transitive moyennant toutefois

Thypothdse que 1a spécification basée est suffisamment comlate vis & vis de la spécification de base

te plan de ce paragraphe est te suivant : au paragraphe 3.1, nous montrons que 1a confluence sur Tes

termes clos pour 1a réécriture basse imptique 1a confluence pour Ta réécriture récursive +

au paragraph 3.2, nous donnons deux conditions pour qu'une spécification conditionnelle soit une extension

consistante d'une autre spécification ; au paragraphe 3.3, nous donnons un critére de complétude d'une

spéci fication condittonnelle par rapport 2 un ensemble de constructeurs ; enfin, au paragraphe 3.4, nous

amorcons 1'étude de ta validité d'assertions dans 1'algébre initiale par les méthodes de completion.

Les paragraphes 3.2 et 3.4 ont pour but de montrer que des généralisations sont possibles.

Nous avons volontairement limité ces sections 4 des cas particuliers. Le cas le plus simple 4 traiter est

celui of le systéne de réécriture de base constitue un environnement pour 1a spéct fication associée au

systtme basé. Toutes les préconditions sont alors conposées avec des prédicats des sous-types externes

sans qu'il soit possible de définir de nouvelles preconditions dans le type d'intéréts. Cela permet tout

de mene de traiter des specifications sur des types de base comportant un prédicat d'égalité ou une

relation d'ordre.

On peut ainsi étudier des specifications d'ensembles, de tableaux, de listes sans répétition, de

listes triées.

1.29,

11}-3.1.- Relation entre les propriété: ee

Nous avons défini la relation de réécriture wr, en acceptant seulement les substitutions telles

que Po soit un £,-terme. A l'opposé nous avons défini au début de ce chapitre une congruence x, en

acceptant toute substitution. Nous voulons montrer que sans une condition de complétude de 1a spéci fication

nq et ‘gq, colncident. A partir de 12, on pourta' Brower Ta consistance de wg en utilisant Yes

propriétés de confluence de wR, * Nous prouverons seulement 1a cofncidence de ces congruences sur

les termes clos pour des raisons qui apparattront dans le cours de 1a démonstration.

peut évaluer t selon une stratégie ¢'appel par valeur qui permet de n'utiliser que des

tase Phe

Zacsubstitutions.

(Soft (S, Z, R) un systéme de réécriture condittonnel base sur un systéme (S_ 5 Eq. R,) . Soit
ies

tq. 1@ congruence engendrée par I'ensenble R vu cone un systéne ¢'€quations conditionnelles et soit

* . 7 7

yr, la fermeture reflexive symétrique transitive de Ta relation de réécriture élargte —pyp,

Alors, si (S, Z, R) est sufftsanment complet et Si —tpyp est confluent sur les termes clos, Tes con-
.

gruences *_ et «— cotncident sur les termes clos o
R PIR,

tral

L' tnclusten UR, Gt, est évtdente parce que Ry est inclus dans R

Réctproquement, pour montrer que #_ est inclus dans “ye {1 suffit par induction point fixe, de
i. e

prowver que <~, vérifie Vassertion :
RR,

Pour toute substitution o close, toute régle P= G~0

* 4 + ;

Po py, VRAT = So ¢—pyp, Oo (voir §.III.1 proposition 1.3)

Pour toute varfable x de P , g(x) est un terme de T, avec s, dans S,
Es, a 0

compiétude suffisante, t] existe un terme t% de T. tel qué o(x) ini t% . Soit g, la substitutionba PIR, fe a

5 8 cause de 1a

define par

o9(x) = tf pour x € Y(P)

xe U(G)- WP)

; *
Puisque o(X} gq a4(#) pour toute variable de G , on 2 aussi

s

et a,x) = ofx) pour

Ponte + Hype Se + yg, 0,

49 * *

En particulier Po,e—tpp VRAI donc Pa, typ VRAT en raison de 1a confluence de —spyp
6 ° .

Comme Po, appartient & T,, on aen fait Po,—vp VRAI .
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Par définition de RR, ? Go, eR, Do, . Done

S —"eyp, So —“ya, RR
ce qui prouve que Go Hk Qo.

. Le, point de.la preuve qui impose qu'on se limite aux termes clos est ta proprieté de complétude suffisany

qu'il est hors de question d'imposer aux termes avec variables

Théoréne 3.3 :

Soit (Sx, R) un systéme de réécriture basé sur (S,, £,,R,) et suffisamment complet. Alors —a

est confluente sur les termes clos si —1pjp Test. 9

Soit t,t, ,t, dans T, tels que t—pt, et t—t, . Evidement t, q t, done

te iyeyts par 1a proposition précédente.

Par la propriété de Church-Rosser t] existe t, tel que t, ae t,et t, ar t, donc tel
.

que t,—gt, et t, R t, puisque —yyp, est inclus dans sy

1I1.3.2.- Consistance d'une spécification :

Liobjectif de ce paragraphe est de prower que, lorsque toutes les Equations d'une spécification peuvent

Atre ortentées come des régles de rédcriture, 12 consistance peut etre étudiée par le biais de la confluence

Tl stagit toujours de 12 consistance relative d'une specification vis-a-vis d'une sous-spéci fication,

Nous commencons donc par examiner Te cas of 1a sous-spacification est définte par le systéme de réécriture

de base. Puls nous étudions Te cas ol la sous-spécification est dérivée de ce systéme de base en ajoutant

de nouvelles sortes, des constructeurs de ces sortes et des relations entre ceux-ci.

iture_conditfonnel par rapport a sa base

Ce cas est simple parce que, par hypathése, les termes de base ne peuvent étre réduits par les régles

ajoutées. I] suffit donc de combiner Tes propriétés de complétude suffisante et R/R,-confluence sur les

‘termes clos pour obtentr Ja R-confluence donc 1a consistance

Preposition 3.4

Soit (S, Z, R) un systéme de réécriture basé sur (Spe, Ro) , suffisanment complet et R/Ro-contlmTM

sur les termes clos, Alors la spécification associée 4 (S, £, R) est consistante vis-d.vis de 1a spéci~

fication associ#e 8 (Sp, To» Re)

Soit ty, t} des termes de base

totg tie tee, ott ada,t par propriété de Church-Rosser

at, dt] (puisque ty, ty sont RR, -inréductibles)

whet tS

1%

IN.3k.

Plus généralement nous pouvons considérer une spécification (S',x', Rt) basée sur (S;, £3, Ry)

et une sous-spécification (S, x, R) de (S', Z', R') basée sur une sous-spécification (Sy, y R) de

(Si, zfs Ri) « 1] est plus, juste alorg, de dire que, les prentares sont des. extensions des secondes.

Nous obtenons Te résultat suivant

Soit (S', x', 8) (baste sur (S{, £3, Ri)) une extension de (S, x, R) {(basée sur (SysZy, Ry)

teTle que

Oo) rng =z,

1°) R'ZRL est confluente et suffisamment comp]éte sur les termes clos

2°) les x-termes clos sont (R'-R)-irréductibles.

3*) (Sp, ‘Jy Ru) est une extension consistante de (S,.E,» ,)

Alors (S', £', R') est une extension consistante de (S,z,R) . 8

Remarquons d'abord que sur y

RRL = R/R,

En effet,

BYR, = RUREU RE

= (RR), ReJUAR, REPU (RL ~ RYU R,

Sur T, 1 RR, = RAR, parce que Rj est une extension

consistante de Ry et que Tp 9 Ty Ty,

D'autre part Ri -R, = R, -RU (RAR =R,) = Ry -R

Done sur T, . R'/R) = RRL UR, = R/R,

Maintenant sott ti, te dans T,

ae

Remarque : Ce résultat général permet en particulier de considérer dans Z des constructeurs comportant

des relations conditionnelles.

1} permet d'autre part d'adjoindre & Ja spécification de base des régles inconditionnelles a condition

que Rj soit consistante vis-8-vis de R, .
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L'objectif de ce paragraphe est de donner une condition syntaxique sur Jes préconditions et les

membres gauches des régles pour que des opérations soient complétement définies par rapport 4 des Cons.

tructeurs. ml bs &

Nous avons donné un critére dans le cas des définitions sans précondi tion et mous supposons que tp

systéme de base vérifie ce critére ce qui entratne en particulier que toute instance close de Préconditiy

se réduit en VRAI ou en FAUX.

Nous pouvons construtre similairement des ensembles structure7lement basiquegde préconditions en

dérivant d'une précondition Poa. 8 Pa deux préconditions Py hi. Pa Pa et A heat Ph BP aay
Etant donné ta complétude suffisante des booléens, toute instance close d'un ensemble structure] lement

basique de préconditions contient exactement une précondition qui se réduit en VRAI.

Nous devons tenir compte de ja base sur laquelle est construite le systéme de réécriture. Bien

entendu, les constructeurs de sorte primitive dans © doivent appartenir a

SG Gs

Nous définissons maintenant successtvement :

~ les expressions booléennes simples de q,

> les ensembles structurellement basiques de préconditjons

- Jes systémes de ré&criture structure} lement basiques

Oéfinitions 3.5 :

Une expression booléenne simple (ou littérale) de Ty (x) est un terme de la forme pt veety ol
0

pe £5 bool et of Jes ti sont des x, ~termes de sorte non booléenne. o

Exemle 3.1: eg(x, ¥J, X<y 5 eg(2x, By) sx <3y.

Remarque : Cette définition Présuppose qu'on distingue Jes opérattons et les prédicats comme en logique: |

On peut former, en connectant des littéraux enbre eux, des clauses et raisonner sur ces clauses selon

différents systémes d'inférence, Plusteurs travaux combinent le calcu] clausal et les réécritures. Mais

ces travaux sortent de notre champ d'intérét inmédiat. 11 va de soi que nous serons amené & Jes utiliser

au moment d'une implantation des algorithmes (1KOW 81) , [HSI 81}, [SLA 74]).

Ensemble structureljement basique de contextes (ou de préconditions}.

Un ensemble structureliement basique de préconditions est en fait un arbre de choix binairesou eft

une structure de si...a]ors..sinon.. imbriqués. 1] ne fait pas de doute qu'une telle représentation est

plus agréable pour la Tisibilité d'une specification et d'autre part trés utile pour la recherche des

paires critiques contextuelles. De l'autre cété, Pour l‘expression farme}le des problémes, i] est prefé-

rable de traiter séparément chaque yagle conditionne] le.

Li

Ei
y

\

fl

i

Définition 3.6 :

Une précondition en forme conjonctive est une conjonction d'expressions booléel

négations d'expressions boaléennes simples, a

Principe de construction d'ensemble complet de précondition : ;

Pour définir une opération sur un motif T donné (voir chapitre 11,2 ), on peut

directement, soft raisonner par cas en introduisant une expression booléenne simple suf

de T+ et son opposée - i] se peut que ces deux cas ne suffisent pas encore ; on peut

Un ensemble D> de préconditions (en forme conjonctiye) est complet s'i] peut étr

en appliquant plusieurs fois ja transformation suivante ;

“Prendre une préconditton P d'un ensemble complet et remplacer P par tes deux

P&P’ ,P&P' oc P' est une expression boo]éenne simple”

Soit Pun ensemble complet de préconditions, sur des variables x, s.00> py

sudstitution des variables par des termes clos de ts, « Alors t] existe une précondy

dans P tette que Poa VRAL 5
5

iM

Par récurrence sur le nombre d'éléments de # ; ]’unicité résulte de ce que Jes précom
“ap tut ee

complémentaires. L'existence vient de I'hypothése de suffisante complétude sur les boolé }

qu'on rempjace la précondition P par P&P' et P&P’ . P'a se réduit en YRATO

en FAUX au quel cas 4P'o se réduit en YRAT.
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_ Un ensemble structurellement basique Re pour une opération F est un ensemble de régles de la forme

i q .
Pap FUT) 4 G5 tel je€d;

ot la famille (1), ey est un ensemble structurellement basique de motifs et of, pour chaque 7

de’ I, ta famitle (P est compléte. ainies,

¥ UPN

o yo Seemele 33 insert ongaens He liste triée)

ins (lvide, a) + ajt(ivide, a)

eg(a.b} =~ ins (ajt(1,a},b) + ajt(1, a)

Teg(a,b) &a gb ~ ins (ajt(l,a),b) + ajt(ajt(1,a},b)

4. Teg(a,b) &9agb ins(ajt(l,a),b) + ajt(ins(1,b),a)

vat b ote

Remarque,:. On appel}e encore motif contextuel un couple a, Pay) utilisé dans une définition

. viSfructyrel ement basique. On note nes, Pidsiea l'ensemble associé,

Way aah vat beh tOn a" ‘ Hey

Soit t= (t, sot) une suite de termes clos de Ty de type correspondant au profil d'une opéra-

tion F . Alors i] existe un motif unique a, Pp et une substitution unique 9 tels que

ven e Mg e thet they They

is

t P * VRAT@ i977 RR, a

Il existe Tl et o uniques tels que t=T'o . Par la proposition 3.8, i] existe Pag unique

tel que Pig oa, VRAL. En effet, o substitue aux variables des préconditions des termes clos de

donc de TLT eB Eo
Meo

Théoréme 3.11 :

Fee um ensemble de régles structurellement basique pour © , qui est de plus 4

terminafson finie. Alors tout terme t se Rp » Rg -réduit en un terme de Te : 9

Soit Ry = (Re)

bémorstration :

Soit +t un terme de Tey e- Puisque Rayo est compatible ayec les opérations on peut

toujours supposer que t = Ft, weedy avec F dans © et test, dans Te: Par la proposition 3.10

. . vi . .
il existe une régle Pay a F(T} D5 qui Rake ~ réduit t 2

Puisque Ree est 4 terminaison finie, tout terme t admet une forme normale qui est nécessairement

d :un tere de Te

III.35.

La définition de l'insertion dans une liste triée (exemple 3.3) est 4 terminaison finie, 11 suffit

d'utiliser lordre récursif sur les chemins de DERSHOWITZ [DER,?9]{ou dans ce cas l’ordre équivatent de dé-

composition de REINIG [REI 81] avec ‘ordre ins ajt > Ivide sur les symboles. Nous avons une définition

compléte de |’ insertion.

Liobjectif de ce paragraphe est de prouver la validité d’assertions dans une spécification condi-

tionnelle od on distingue des constructeurs et d'autres opérations. Ceci est chose aisée 4 partir du moment

of an dispose de méthodes pour prouver consistance et complétude d'une extension.

La situation est un peu compliquée dans 1a mesure od Jes définitions utilisent non seulement les

constructeurs mais des préconditions. Nous donnerons un seul résultat tout en sachant que des extensions

sont envisageables.

Nous supposerons que tous Tes constructeurs peuvent étre inclus dans la signature de base et donc

qu'il n'y a pas de relations conditiannelles entre les constructeurs.

Théaréme 3.12 :

Soit (So,¥o, Ro} un systéme de base tel que £, contienne un ensemble © de constructeurs et Ry

l ‘ensemble Re des relations entre ces constructeurs. Soit un ensemble d'opérations, Ry un ensemble de

régies struturellement basiques pour O _ Soit enfin R' un ensemble de régies auxiliaires et

RY = Ry URS U R'o . Si (Sy5Eg UD, Ry U Ry R') est bas@ sur

(Sas Los Ro) 4 suffisamment complet et tel que R"/Ra sait confluent sur les termes clos alors

1} SPEC (55,29 UD, Ry U Ry est une extension consistante de (Sy,Z4, Ry) {et aussi de (5,, Re)

et 2) Tepee valide les assertions de R'

Par la proposition 3.4 SPEC‘ = (S,,Z, UD, R") est un enrichissement consistant de (§ .Xo,Re)

tandis que, par la proposition 3.11, SPEC est un enrichissement complet de la méme spécification. onc

SPEC et SPEC’ définissent les mémes congruences, ce qui veut encore dire QW Topec valide R' .



Nous étudions successivement les travaux reliés a ce chapitre puis les perspectives et problémes

Le principal travail que nous avons rencontré sur les systémes de réécriture conditionnels

est un article de Pletat, Engels et Ehrich [PEE 82] qui, par un certain nombre d'aspects se rapproche du ndtre.

Ces auteurs considérent aussi des systémes de réécriture baste mais travaillent exclusivement sur

Jes termes clos. Ces auteurs n'acceptent pas de paires critiques entre les régles de réécriture, ce qui est

ratsonnable pour des systémes de définition mais plus dés qu'on veut prouver la consistance de deux définitions.

Leur attention se concentre sur la preuve du lenme 2.26 pour laquelle ils introdutsent une propriété de préserva-

tion des préconditions par les nouvelles ragles. Cette propriété est assurée en particulier st les menbres gauches

des nouvelles ragles ne sont pas des termes de base.

1) faut aussi remarquer que P.E,£. n'ont pas besoin d‘hypothése de terminaison finie. En effet, dans

Ja preuve du lemme de Knuth-Bendix, les diagrammes de confluence locale sont trés simples ; on peut controler

les occurrences o0 des réécritures sont effectuées pour refermer Je diagramme. Ils utilisent un résultat

dénontré par O'Donnel [0'D0 77] qui assure dans ce cas 1a confluence sans hypothase de tenrinaison finte.

Sur le plan des specifications conditionnel les, i1 faut aussi citer l'article de [A0J 76) dans lequel

existence d'une algébre initiale est prouvée. Dans [8PH 82] , Broy, Pair et Wirsing étudient également 1a,

classe des modéles finiment engendrés associés & une spécification conditionnelle.

Dans un travail qui nous a été signalé par 1, Guessarian (QUE 82] , Bhan et Tinde (B&T 84]

développent une approche intéressante des spécifications conditionnelles. I]s introduisent une opération condi-

tionnelle cond qu’ils spécifient par un ensemble d'équations et d’inéquations

cond{VRAI, x, y) = x

(1) | cond(FAUX, x, y) = y

cond(p, x, y) = 4 pour pg {VRAI, FAUX}

Grace & un résultat de Birkhoff, ils montrent que la variété ~€ des modéles de (I) ne peut @tre

spécifiée Equationnellement. Cependant, ils trouvent un ensemble (Ay) d'axiomes Equationnels tel que

Vensemble des assertions valides dans 6 cotncide exactement avec celui des assertions prouvables par (A,) «

Liensemble A, n'est pas trés grand et contient des axiones tels que

cond(p, cond(p, xs y)» z)

= cond(s, x, z)

ou cond(p, cond(q, x,, xp), cond(q, y,5 ¥2))

= cond(q, cond{p, xs yz} » cond(p, Xp yp)

De plus, ces axiomes sont soit des ragles de réécriture,soit des équations de type conmutatif et on

devrait pouvoir définir des formes normales dans ce cadre,

Cependant, le travail de BUM et TINDEtLexclut pour I’ instant des axiomes sur les autres opérations

De son cété, 1. Guessarian s‘est intéressée {1 y 2 quelques années 2 ce probléme dans le cadre des schémas

récursifs et étudie en ce moment des extensions du théoréme de Blem et TindeTl,

111.37,

. La premigre tache @ entreprendre est 1'écriture d'un algorithme de construction d'ensenbles complets

minimaux de formes normales contextuelles. L'important est d'assurer que les contextes sur lesquels les formes

pormalas ont ft8 calevites ae heap aaeptAt ress Pour cela, ni urease ca un premier temps le systéne

recouvrant ane "Te sens sufvent ? chaque

Soft t un terme, C un contexte ; i sf cat pembre’ gauche ne’ ‘se filtre dans un sous-terme de t ,
on a une forme normale contextuelle + Sinton, sept iquer Tenseble des rages ayant un membre gauche fixé en

mls

ajoutant les préconditions au contexte, Pour chaque coupe oven app ter récursivenent T'algorithme et

regrouper finalement tes ensenbles conptets de formes normates contextuelTes.

Lorsque Te systéme n rest as recouyrant, on lui donne a propriate en ajoutant une rage

PeG+G od P est le conplénentatre des preconatttens attocites a6.
i 

were

11 suffit d'interdtre 4! appliquer cette ragle deux fots consécutives.
1 mane rer 4 . Heel au

que Up deuxtéme trayai? Sty emir le systéme de base de, reales de réecriture assez puissants pour

decider de |'équivalence de Seux Contextes. Notre approche permet, de, miter Jes preuves de contextes au

Pour assurer 1a terminaison finie,

systine de base, sans interférence avec Je, systime en cours d'étude.. Des perspectives intéressantes sont ouvertes

par Ta construction d'un systéme de réécriture confluent et terminaison finie (modulo des équations d'associa-

tivite et conmutativite) pour Te calcul booTfen, Li aL any

« Un troistéme objectif est: I'obtention d'un algortthme de complétion déterminant des régles condi~

tionnetles 4 ajouter lorsque le test de confluence met en évidence deux ensembles complets de formes normales

contextuelles non équivalents, Deux problémes se nosent. Le premter est d'ordre combinatoire : chaque ensenble

complet est constitué de plusieurs couples (termes + contextes). 1] n'est pas évident que les contextes puissent

@tre mis en correspondance deux A deux mais cela peut atre résolu en considérant Jes intersections des

contextes de chaque ensemble, De cette mani@re, on est devant une famile de contextes et de couples de deux

termes ; pour chaque couple de termes distincts, on détermine une orientation compatible avec la propriété de

teminaison finte. Le second probiane est alors de former une régle conditionnelle en utilisant le contexte.

Si le contexte conporte uniquement des variables apparaissant dans Te menbre gauche, il n'y a rten a faire.

Sinon, i] faut transformer Je contexte : on commence par ajouter des conséquences du contexte portant seulement

sur les variables du membre gauche puis on élimine les parties du contexte contenant d'autres variables. Cette

technique de remplacement de certaines hypathéses par d'autres est délirate puisque rien n‘accure a priori

que 1a ragle engendrée soit valide.

Cependant, si le processus de completion est engagé avec un ensemble basique de régles et s‘1] s'a-

chive avec un ensemble confluent, nous sommes assurés que les deux systémes engendrent 1a méme congruence

et les ragles ajoutées sont effectivement valides.

Le quatriame type de probléne posé est extrémement yaste ; i] s‘agit de reprendre tous les travaux

menés depuis quelques années sur les systémes de réécriture classiques concernant la confluence modulo un

ensemble d'équations et la définition de relations sur Jes classes d'équivalence de termes, I} s‘agit de trouver

des généralisations aux cas des systémes d'équations et de réécriture conditionnels.

L'effort devrait porter sur la définition des paires critiques contextuelles et sur 1a construction

d'ensembles complets de classes de formes normates contextuelles.
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« Quelque travail nous semble également nécessaire pour affirmer nos résultats concernant la propriété

de Church ~Rosser pour les termes comportant des variables. I] convient d'étudier Ta congruence définie sur les

termes par I'équivalence de leurs ensembles complets de formes normales contextuelles. Cette congruence est

plus riche que la congruence syntaxique et cela parce que nous acceptons de raisonner par cas. 11 faut donc

déterminer 1a classe des modéles validant cette congruence.

ww

CHAPI TRE IV



CHAPITRE IV

1V.- Spéctfication d!opérations partieliement définies :

Introduction :

Dans un type abstrait, #1 est courant que certaines opérations soient partiellement définies. On

peut transformer une algbre partielle en une algébre totale en ajoutant un élément (appelé indéfini, erreur...

& chacun des supports de l'algébre et en propageant les erreurs & travers les opérations. Plusieurs approches

ont été effectuées pour spécifier algébriquement des types abstraits partiels. Citons

- la théorie des spécifications avec Erreurs [GOGUEN 78]

- la théorfe des algébres partielles (BERGSTRA, BROY, TUCKER, WIRSING 81] et [BROY, PAIR, WIRSING 82]

- la théorie des spécifications avec préconditions (GUTTAG & HORNING 80} , [CHOPPY, LESCANNE ,

REMY 81) .

Nous allons utiliser les spécifications conditionnelles pour définir des types abstraits partiels.

Dans le travail que nous présentons, nous nous intéressons une fois de plus aux spécifications hiérarchiques,

distinguant constructeurs et opérations définies (partiellement). Nous supposons que les constructeurs sont

des opérations totales bien qu'on puisse rencontrer des types abstraits dont Tes objets sont engendrés

par des opérations partielles. Toutefois, on peut souvent considérer ces types comme des sous-types de types

engendrés par des constructeurs totaux. Bien sir, i] faudrait avoir une formalisation des sous-types et

hotre conviction est que cette formalisation dépend d'une bonne formalisation des opérations partielles.

Pour le moment nous laissons de cété ces problémes que nous avions abordés de maniére informelle dans plu-

sieurs publicationsantérieures {REM 80] , [C,L,R 81}.

Nous complétons une spécification partielle en deux temps

~ Nous considérons d'abord une spécification primitive forme uniquement de constructeurs et

nous ajoutons des constantes d'erreurs et des prédicats de définition. Nous obtenons une spéci-

cation dont |'algébre initiate est la complétée de celle de départ.

- Ensuite nous considérons des opérations partiellement définies par récurrence sur les construc-

teurs et nous utilisons les symboles d'reurs et les prédicats de définitions pour compléter la

spécification.

Nous faisons 1'hypothése que les définitions, comme les relations entre les constructeurs sont des

ragies de réécriture (ou des équations) sans précondition.

Liobjectif visé est de pouvoir appliquer les résultats sur la réécriture conditionnelle basée a la

specification complétée. En fait, d@s qu'on aura une théorie plus générale de la réécriture conditionnel le

hitérarchique, i] sera possible de considérer des Gquations conditionnelles. 11 reste que ces conditions

doivent étre elles-mémes des opérations totales.

Le plan de ce chapitre est le sufvant ¢

Au paragraphe 1, nous complétons la spécification des constructeurs, Au paragraphe 2, nous &tudions

les spécifications vérifiant un principe de définition partielle et nous montrons qu'on peut construire

une algébre initiale d'une mani@re syntaxique en utilisant le mécanisme de réScriture pour définir les

opérations partielles, Nous montrons que cette algabre initiale valide la spéci fication sous ]'hypothése

gu'une stratégie de réécriture par valeur @st compléte,
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Au paragraphe 3, nous complétons une spécification vérifiant un principe de definition partielle en

utilisant les symboles d'erreurs et les prédicats de définition du premier paragraphe. L'étude du paragraphe 2

nous assure que la spécification ainsi complétée est une extension consistante et compléte de la spécifi-

cation des constructeurs. Son algébre initiale n'est autre que Ya complétée de t'alg@bre partielle syntaxique

du deuxiéme paragraphe. us a .

‘Al paragraphe 4, nous montrons comment transformer une definition récursive partielle d'opérations

en me déFinttion récursive complete des préconditions de ces opérations.

Au ‘Jaragraphe 3, nous etiidions cette transformation dans un cas simple de définitions d'opérations.

Les! préconditiohs de ce typé dtopératicns permettent d'utiliger les méthades de réécriture basée et

‘en particilier deffettugr des prtuies de Walidlte dans{*igebre Tnitiale complétée.

Nous concluons ce chapitre en comparant notre approche avec celles de Goquen et de Broy-Pair-Wirsing.
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O€finition 1.3 (Relation entre tes constructeurs}

Soit E, un ensemble d'équations conditionnelles sur Ted . On appelle ensemble trans formé

d'équations l'ensemble E, formé en remplagant dans chaque équation la condition P par la candition

P& DEF, {x1} &...8 DEF, (x) 0 x, ...%, sont les variables de I'équation. a
n

Nous avons tous les éléments pour former une spécification avec erreurs & partir d'une spécification

(3, 0,6)

Définition 1.4:

Soit SPEC, = (S,6, &,) une spécification. 1

La spécification complétée SPEC, est définie par 4

SPEC, = (S, €)

+ opérations

Rs es ‘ x

(DEF es

+ Equations

Equations de propagation des erreurs

Spécification des prédicats de définition

Equations trans formées

La correction des définitions précédentes est donnée par Te résultat suivant

L'alg@bre initiale définie par une spécification complétée est la complétée de l‘algébre initiate

de la spécification

ou la complétée d'une algébre (totale)

cd = (Adees> (Falees) est l'algebre

Ae (Re ess Fleer YU Ugly eg U (gly ¢ 5) sfinie par :

A Ay 5 A, tay

et

1g: si Arty, pour un i

PRO Ba) sinon

et

20 Qiaes XA) = me st Hedy, pour un 3

VRAI sinon



Dans ce paragraphe, nous présentons deux méthodes pour spécifier des erreurs et des prédicats de

définition. La premiére méthode est plus générale parce qu'elle accepte des équations conditionnelles,

La seconde méthode permet d'appliquer les résultats du chapitre III sur la réécriture basée. C'est

pourquoi nous avons préféré poursuivre dans les paragraphes ultérieurs avec cette seconde approche. Nous

maintenons cependant la premi@re pour illustrer ce que peut donner une théorie plus générale.

Nous commencons par considérer un ensemble © de constructeurs et nous faisons d'emblée

I'hypothése que ceux-ci sont des opérations totales. Puig nous intradyisons une famille de symboles d'erreurs

(ER.), es? chaque sorte possédant un symbole. I} n'y aurait pas d'inconvénient a considérer plusieurs

symboles différents pour une méme sorte. Nous introduisons en méme temps une famille de prédicats de

definition (DEF). es Deux families de régles expriment que les erreurs se propagent et que les cons-

tructeurs sont des opérations totales.

Soit f une opération de profil s' +5)... She |

On appelle équation de nropagation des erreurs 4 travers f Tes équations suivantes

(ERe 3) Foxe Ke ERS Xe oe hy = ERS a
“1 : L nh8, 4

Soit & un ensemble de constructeurs, {ER,) une famille de symboles d'erreurs et (DEF) une

famille de prédicats de définition. On appelle spécification des prédicats de définitian la famille d'équa-

tions conditionnelles suivantes

bEF (ER) = FAUX pour s dans §

et, pour chaque constructeur ci: s' + Sy.un Sy

DEF, (24) 68 DEF (9) DEF. (0x, +. .%_) = VRAI a

Nous devons nous préoccuper maintenant des relations entre constructeurs. Soit P»G=0 une

telle relation. On a supposé que toutes les variables de P étaient soit des variables de G, sait des

|

variables de D. Les variables parcourent implicitement l'ensemble des Gléments défints de l'algabre ;

il nous faut donc incorporer dans P des prédicats de définition des variables.

Ww

Iv.§.

Démonstration :

soit E= Cu (ERI, D. = (EF). cg

Notons EP, ED et £, respectivement l'ensemble des équations de propagations,

des équations de a, et des &quations transformées. Soit T l'algébre initiale Tet eat

T sa complétée. On peut construire T par enrichissements successifs.

Soit SPECp = (8,0, EP) , SPECpy = (35 Sus, EP U ED) et SPEC, = (S, GUD,, EPU EDU Ey).

Alors

1°) "spec est isomorphe &@ l’algébre 1, wt {1}, eS

En effet tsp, t' si et seulement si t=t' an ER, ou bien il existe s€S tel que t #pp ER, "pp ie

2°) TSPECen est isomorphe a la complétée de Tse:

En effet Ty ¢ est un modéle de SPECa, et SPEChy est un enrichissement complet de SPEC .

Il est en effet immédiat par récurrence que

DEF. (t) = FAUX sit contient un symbole d'erreur

VRAI sinon

Puisque Tse est elie-méme un enrichissement de Tse + Use e 5 il suffit d'appliquer le

théoréme de correction d'un enrichissement (ch.I th. 4.8).

3°) Tspec, est isomorphe 4 la complétée de T spec," SPEC,= SPECpp + (8,9, E,) . Chaque équation de E,

est de la forme

P& DER, (4) &...8 a (4) * 650

Alors, pour tous termes t, t! de les ona
3

ny A - 1

te SPEC, t' si et seulement si t ep ER, Fep t

ou t, t'e Ta ta
t!

~@ Ee

ce qui achéve Ja preuve.

Nous pouvons compléter ume spécification des constructeurs sans utiliser d'équation conditionnetie.

Pour cela, nous devons modifier la spécification des prédicats de définition de la mantére suivante :

nous utilisons les définitions

My) = BEF, Oy) &.. 8 DEF Oy)DEF. (cx, ..

Ces définitions restent cansistantes avec les &quations de propagation des erreurs. Si une variable

ast remplacée par un terme Erreur,sles deux membres de l'équation sont égaux a FAUX.

D'autre part, nous supposons, comme nous le faisons dans la suite, que les équations entre construc-

teurs sont non effagantes, c'est-d-dire que leurs deux membres ont mémes ensembles de variables. Nous suppasons

aussi qu'elles sont inconditionnelles. Alors, i] n'est pas nécessaire d'ajouter les conditions que les variables

sojent définies en prémisse des relations.



ly.6.

Autrement dit , ces relations restent vérifiées méne si on remplace une variable par ERreur, Dans

ce dernier cas, 4 cause des équations de propagation, les deux menbres sont des erreurs.

Donnons un equivalent de Ta définition 1.4

Definition 1.4" :

Soit $PECo = (5,6, Es) une spécification avec des Equations inconditionnelles non-effagantes.

La spécification complétée SPEC, est définie par

SPEC = SPEC

+ opérations

(Rees i

(FIs es

+ Equations

Equations ce propagation des erreurs |

Spécification des prédicats de définition, 5 ‘

Compte tenu des remarques précédentes, le résultat sur I'algébre initiate de SPEC, reste valable

avec cette définition.

IV.2.- Spécifications d'opérations partielles. Construction d'me_alg&bre initigie

Lorsqu'on veut définir des opérations totales dans un type abstraft algébrique, on utilise un principe }

de definition par récurrence sur les constructeurs, Pour définir des opérations partielles on peut utiliser 1a

néme idée mais en “oubliant" certaines régles. L'objectif de ce chapitre est d'examiner dans quelles conditions

on peut transformer une spéciftcation partielle pour que les fonctions soient totales. L'idée primitive est

utiliser des symboles d'erreurs pour toutes les réécritures manquantes mais {1 faut prendre un certain nombre

de précautions.

Pour conmencer, nous construisons dans ce paragraphe une algébre partielle syntaxique et nous détermi-

rons des conditions pour que cette algbre soit un modéle de Ja spécification. Dans ce cas, c'est d'ailieurs un

modéle initial.

Pour construire l'algébre partielle, nous tentons de rééertre chaque terme en utilisant un systeme de

définitions & terminaison finie. Est déclaré défint tout terme dont Ta forme normale est composée exclusivenent

de constructeurs (c'est-a-dire est primitive).

En particulter, Tes termes simples forts d'une operation et de termes primitifs permettent d'évaluer

les opératfons de I'algébre.

Pour obtenir une construction correcte, {1 faut que Je sytéme de définitions soit confluent modulo

Jes relations entre les constructeurs et que deux termes qui sont reliés soient tous les deux définis ou tous

Jes deux indéfinis.

Une condition simple est que les equations entre constructeurs soient non effacantes c'est & dire

adnettent autant de variables 4 gauche qu'é droite, Le construction syntaxique d'une algébre partielle est menée

au paragraphe 2.1.

W.7,

Pour que Ialgabre syntaxique construite soit un modéle, 47 faut que tout sous-terme d'un terme

defini’ soit lutméne défini, donc que 1a normalisation dans les termes primitifs soit stable (paragraphe 2.2).

En terme de réécriture, nous traduisons cette condition par une condition de complétude d'une stratégie d'éva-

Juation. Nous étudions cette stratégie au paragraphe 2,3. ;

En résumé, le résultat principal de ce paragraphe est ie théoréme suivant :

Théorame (de construction d'une algabre partielle initiale)

Soft SPEC = (S,GUD, EUR) une spécification telle qua Ry soit 4 teminaison finte , confluent

modulo £ , et 4 €-normalisation stable, et telle que les equations de E sofent non effacantes.

Alors SPEC admet un modéie partiet EE » initial parmi les modéles qui sont des enrichissements

Tee

Nous entreprenons ce travail uniquenent pour des définitions incondittonnelles. La raison principale

est quenous n'obtenons pas une théorie satisfaisante lorsque nous acceptons des préconditions partielles. 11

faut donc de nouveau avoir une approche basée que nous n'ayons pas eu le temps d'approfondir ici, Précisons

seulement le cadre dans lequel on pourrait se placer : (S,€uD, R,) peut atre un systéne base sur

(S, €uDe, Rp.) 00 Rp, est un ensenble complet de regles définissant les opérations (et les prédicats) de

D. . Dans le cas od Rp, est Tut-méme confluent modulo E , on obtient une algébre initiale Tspec, incl vant

les opérations de D, . La construction de TIT s‘effectue alors 4 partir de Typec, em considérant Ta

vebcriture Ry/Ry au Tfeu de Ta réscriture R, . 11 yeste que cect demande du soin et ne sera envisage

qu' ultérteurenent.

1V.2.1.- Spécifteati axique

Dans ce paragraphe, nous indiquons 1a syntaxe des spécifications pour lesquelles {1 est possible de

construire une algébre partietle syntaxique. Nous étudierons au paragraphe suivant des conditions pour que

cette algebre valide effectivenent 1a spécification, Pour suivre 1a méme dénanche que dans Te cas total, nous

avons besoin

1°) d'une propriété de terminaison finte

2*) d'une propriété de confluence des régles de réécriture modulo les Equations sur les constructeurs.

3°) d'une propriété de non-effacenent pour les équations entre les constructeurs.

Dans la suite nous appelons spécification partielle une spécification hiérarchique qui n'est pas

nécessairement complate.

Dans la suite SPEC désigne une spécification (S, Gud, EUR,) telle que E soit un ensenble

de G-Equations et R, un ensenble de régles de réécriture sur GUD. Nous fatsons trois hypothases sur SPEC :

a) Ry est un systame de réécriture a terminaison finfe : pour tout terme t de Tey » on rote

58 forme normale

b) Nous suppesons que Rq, est confluent sur Tes termes clos modulo I'ensenble £ de relations entre

les constructeurs. Si Ry est de plus a terminaison finie, 1] vérifie la proprie

tut «tt
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En particulier si désignent des t-termes clos, deux & deux E-congrus,

ona

peety fe FE ty

¢) La derni@re condition va nous permettre d'assurer que deux formes normales E-Equivalentes sont

ou toutes Tes deux dans Te ov toutes les deux en dehors

1 : (Condition de non effacement)

G,= D est non-effagante si U(G) = ‘V(0) .

“hy age

Soit € un ensemble de €-équations non-effacantes et soit =, 1a 6UD-congruence engendrée par

E .sur les termes clos. Alors, pour tous termes tt de Ty
E 

Al

tag tl = (teTgert' € 1)

1V.2.1.2.+ Construction de I!algebre partielle syn!

Sott SPEC ="(, @UD, EUR) une spécification partielle, SPEC, = (5,8, £) définit une algebre

initiale T, = Gn enrichit SPEC, par des opérations associées 4 2 en utilisant les régles de Rp-
‘SPEC

Les supports de SPEC, sont formés des classes d'équivatence de Tj, modulo € . Pour tout terme

t de 6 + soit [t], sa classe modulo £ .

Les propriétés de confluence modulo £ et de cohérence permettent de définir pour chaque F de D

estlune application partielle Fy sur Tepe, telle que Fylttylevsos (thlel= (Ft --fple st Fey

dans Tg indéfint sion.

Ltalgebre Teper, » enrichie des opérations (Pr}p¢ x constitue une @ uO -alabbre partielle, ce que

nous exprimons dans le théoréme suivant

3:

Soft SPEC = (S,@ UD, EUR.) une specification partielle telle que

Ry est a terminaison finie

- Rg est confluente modulo E

= les Equations de E sont non effagantes

Mors SPEC définit une algabre partielle syntaxique TEart qui est obtenue en enrichissant I'algebre

Te,e par les opérations (Frp eg dfinies par

Fy (Ut, Jpseees Cty]e) \ (Ft l_ st FE ct, est dans Ty

ingéfini siron. a

W.9.

W.2.2.+ Ya

Une algébre partielle valide une Equation si pour toutes valeurs des variables, les deux membres sont

ou bien tous deux indéfinis ou bien tous deux définis et egaux (§. 2.2.1).

Pour que lalgébre partielle syntaxique valide la spécification, 11 faut que, chaque fois qu'un terme

‘a une forme normale primitive, tes sous-termes alent aussi une forme normale primitive. Si les régles de Rp

sont des définitions, cette condition est également suffisante. Nous obtenons donc un théoréme de construction

d'une algébre partielle initiate (§. 2.2.2).

W.2.2.1.> Yalidité dans une_algebre parti

Definition 2.4 +

Soit A une (S, Z)-algdbre partielle. L'interprétation F+ Fa s'étend en une interprétation

FUG, (x) eeraG gO) St G(X) s+ .46,(x) sont definis
F (6, se0606,1(x) =

indéfini sinon 8

Une algedre parttelie ut valide une €quation GD si Gar, , clest & dire si, pour toute valeur

Xs Gyla) et Dglx) sont ou tous deux tndefinis ou tous deur d#Finis et égaux. ©

Dans Je cas de 1'algebre syntaxique, I'interprétation des termes avec variables est simple, Rappelons

une notation simple pour les substitutions : si M est un terme sur les variables x,y.-..%, et st

t, 7 oty/Xq] » ou plus simplement Mit s.r.y t,) Je résultat

de 1a substitution dans M des t, aux %, Rappelons d'autre part que dans 'algdbre syntaxique, les

sev ty Sont des termes, on note M [t,/X,,

6léments sont les classes d'équivalence des termes clos sur les construteurs.

Nous pouvons alors énoncer 1a

Soit T= wert }algebre partielle syntaxique associée 4 une spécification partielle SPEC. Alors

pour tout terme M sur les variables x, ig» tous © terms clos tyres

My Ut Jesse Utglg) = Etre tp 8

Par récurrence sur 1a longueur de M .

SH MaKe MACE Terres tle) = Lyle *

puisque T est un enrichissenent de Tye
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sy + notons, pour Ta sinplicité, (tle = (Lt, Igoe. (t,Jg)

My ((t1_))

~ St Me FM

M(Ltle) = FM (Ct)_)

= FAM, Ethyseees Mltl;) (par recurrence)

2 UF MECD oo. MCE p= OM LED )y

7:

T= TPaTt valide une Equation G=D si et seulement si, pour toute substitution o des variables
wa SPEC

de G,D par des ‘f-termes clos, on 4

(Go), = (00);

1V.2.2.2.- Stabilité de le normalisation et validité de Ialgebre. syntaxique

Pour prouver 1a validité des définitions de Ry dans TEIrt , 11 nous faut calculer I" interpretation

ty de tout terme clos. On est tenté d'écrire que t,= (tig si f est dans Tp et est indéfini sur n

Cependant, cette proposition n'est vraie que sous les deux hypothases sulvantes

Definition 2.

Un systéme de rééer{ture Ry. sur UD est un ensemble de définitions pour D si chaque régle est

de 1a forme

Fee Ty

00 F appartient aD et les T, sont des termes primitifs a
i

Cette hypothése garantit que les €-termes sont R slrréductibtes.

(Stabilité de la ‘€-normal tsation}

Un systime de definition Rp est 4 ‘Enomalisation stable si, pour tout terme clos t, tout

sous-terme t' de t

Fe tes Tele 8

Proposition 2.10

Soit SPEC = (S,8UD, EUR) une spiciftcation verifiant les conditions de construction de 1'al-

gébre partielle syntaxique T = we et telle que Ry soit un ensenble de definitions 8 @-normalisation

stable.

Alors, pour tout terme clos t :

ty est defini st et seulement si E appartient 4 Tg et dans ce eas,

tetB, . 8

Wil,

1°) Montrons, par récurrence sur Ta Tonqueur de t , que

t et, wt = (ly

Tle + Done« Par stabilité, t; € Te ets par récurrence (tySoit t= ft,

ty = fy (EE Ieseee> (Ene)

= Si FER ty= (fE..-File = te puisque les termes de Ty sont Rorirréductibles.

RSi FED tre ale (par definition) =(7E-.tyle = (Ele puisque R,p est confluent

n

modulo E

2°) Montrons, par récurrence sur la Tongueur de t , que

Fete +t, indefini

Soit t= ft,...ty

= ou bien fl existe § tel que £,¢ Tg i par récurrence (ti); est indéfini de mame que ty

nf Tg.» Par definition= ou bien, %€ Te pour t=... jnécessatrenent few et ft,

fr(Tt Je ++ (ile) est indefint donc ty est indéfini.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat essentiel de ce paragraphe

11 (de construction d'une algébre partielle initiale)

Soit SPEC = (S, UD, EU Re une specification vérifiant les conditions suivantes

= les Equations de & sont non effagantes

= Rey est & terminaison finte et confluent module £

= Ry est un ensenble de definitions a W-normalisation stable

Alors

1°) T= TREE est un modéle de SPEC

2°) THEE est initiate dans Te classe oly Bart des algdbres particlles validant SPEC et

constituant des enrichissenents de Ty ¢-

1°) . T valde Yes Equations de E puisque T est un enrichissenent de Ty ¢

« Soit GeD une equation de Ry. o une substitution des variables de G par des termes

Clos de lp . PuIsqUe Ky est cunTueni moduio £ , Gi =, Dp. Movs,
t

~ ou bien G& et fs sont tous deux dans Tg et (Go)y = {Go}, = (Os]p = (Oo);

~ ou dien & et fs sont tous deux hors de Ty et (Ga) » (Do)y sont tous deux indéfinis

Par 1a proposition 2.7, TR&t valide GeO

2%) Soit Tt une autre algebre de olf Prt . soit FED, thru tat dans Ty tels que
9 SPEC 1 n

Fy (Utylgesere ftylg) = [tg

Par hypothése, 11 existe t' dans Ty tel que FE--t, sgt. Puisque I'algebre T°

est un enrichissenent de Tee + (tylp: = (tyl_ et aussi thy

Puisque T! valide les Equations de Ry, (Ft,...typs =

Fpo(lty Igoe (tale) = Cte coro
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Wy, 2.3.- Une condition suffisante pour la stabilité dela Eno:

Dans ce paragraphe, nous définissons une stratégie de réécriture basée sur les termes primitifs que

nous appelons réécriture par valeur. Nous continuons 4 considérer des systémes de réécriture formés de défini-

tions . Nous montrons que si la stratégie de réécriture par valeur est compléte pour calculer les formes nomales

dans Te » alors 1@ €-normalisation est stable par Tes sous-termes.

Nous donnons pour finir un exemple simple de systéme non stable.

d!appel paba!

Soit R,
‘Dp

la plus petite relation compatible avec les opérattons de € UD et contenant les instances (Gc, Do) telles

un systéme de réécriture sur GUD . La relation de réécriture par valeur ry, est

que 6 substitue aux varfables de 6 des termes de Tp

Remarque : On pourratt aussi noter Ta relation —+. g et noter la siniTitude avec Te probleme de 12

réécriture basée,

Definition 2.13 :

La relation de réécriture par valeur est compléte si, pour tout teme t , clos

te Te =~ t VAL t

autrenent dit st— et yg, défintssent Tes ménes formes normales dans Tg «

Nous montrons que pour les systémes de déftnittons, 1a comlétude de la réécriture par valeur entrafne

Ta stabilite de la @ -normalisation.

Proposition 2.14 :

Si Ry est un ensenble de definitions et si Ta réécriture par valeur est complete, alors Rp,

est 4 €-normalisation stable. °

Demonstration +

Supposons Jes hypotheses vérifiges et montrons, par récurrence sur la longueur de t que

Tey stern

Pour tout sous-terme t' de t

sSii tectut, avec c€6 ,t-c8 oe steely pour chague { donc tout sous-terme
n n

td verifie te 7,le t a

-Si tet, avec FED ,t se réecrit par valeur en T

Puisque les ragles de &, sont de a forme F T,...7,

at

a

appartiennent 4 Ty . Alors, par récurrence, tout sous-terme t! de

avec FED et les Ty dans Tp, il est

nécessaire que §
n

t werifie Tete.

WB.

néécriture per valeur :

On travaitle sur un type 4 une seule sorte.

Soit € réduit a la constante 0 ,

D formé des trois opérations

F dlarité 2

GH darite 1

E ne contient pas de relation.

- “(iene

M(x) —+ F{G(x),0)

Par réécriture générale :

F(0,0) +0

(0) —+ F(G(9) 0) —+ 0

et &{(0) est irréductible

Par réécriture par valeur

F{0,0) —wyg, 0

‘ H(0) frréductible parce que G(0) T'est.

De fait Malgdbre syntaxtque ne valide pas V'équation H(x) = F(G(x),0) —putsque H(0) = 0

et que F(G{0), 0) est indéfini.

Le probléne de savoir si la réécriture par valeur est compléte pour a réduction aux termes primitifs

est un probléme ouvert. Sur la base de I'exenple précédent, on peut penser que l'analyse des variables utilisées

dans les réductions est déterminante. [1 peut y avoir éaalement des analogies avec le travail de Huet et Lery

[H&L 38] sur les stratégies de calcul des formes normales dans des systanes ne possédant pas la propriété

de terminaison finte.

Cependant, nous décrirons au paragraphe I¥.4 une méthode syntaxtque pour transformer un ensemble R5,

de définitions de D en un ensendle complet de définitions des préconditions de D . Ces préconditions per-

mettent de caractériser les termes qui sont réductibles par valeur en des termes primitifs. Une étude plus

fine de ces préconditions représente donc une voie possible.

TV.2.4.- &

Nous avons développé dens ce paragraphe une méthode pour construire un modéle partie! initial dans

Ve cas d'une spéctfication qui est struturée sur un ensemble de constructeurs. Cette méthode consiste 4 confondre

en un mame symbole indéfini toutes les formes normales gui ne sont pas réduites 4 des constructeurs. Notre

approche s‘est concentrée sur des systénes de réécriture vérifiant des propriétés de confluence ét de cohérence.

Cela nous permet de travailier sur des formes normales plutdt que sur des classes de congruence et nous donne

des méthodes effectives pour verifier que T'algébre syntaxique construite valide 1a spécificatton.

Une autre approche des algébres partielles est effectuée par ROY, PAIR et WIRSING [BPW 22] . Leur

étude conduit & des résultats différents dans la mesure oD elle n'utttise pas de systémes de réécriture.
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Cependant des similitudes peuvent étre faites. En particulier, ces auteurs appellent réductible tout

terme congru & un terme primitif (disons un E -terme) et ils appellent une spécification partiellement conpléte

si tout sous terme d'un terme réductible est réductible.

Ils appettent modéle localement calculable un modéte obtenu en considérant comme indéfinis tous les

termes qui ne sont pas congrus 4 des termes primitifs. 
/

Leur théoréme 6 s’exprime ainsi

"Un type abstrait partiel hiérarchique a un mod@le localement calculable si et seulement si f] est

partiellement complet. De plus, le modéle partie] lement initial I est locaTement calculable".

1¥.3.- Comp

Nous nous intéressons maintenant aux spécifications vérifiant un principe de définition partielle et

nous montrons comment compléter ces spécifications pour qu'elles vérifient un principe de définition totale,

De plus, lorsque la réécriture par yaleur est compléte, et plus généralement lorsque |'algébre

partielle syntaxique valide la spécification nous vérifions que Valg8bre initiate de la spécification complétée

est 1a complétée de l‘algébre partielle syntaxique.

De cette manié@re, nous avons décrit deux procédés pour définir une algébre {nitiale compléte 4 partir

d'une spécification partielle et nous prouyons que ces procédés condutsent au méme résultat.

Bri@vement dit, un systéme de réécriture vérifie un principe de définition partielle s'71 est constitué

par des définitions des opérations par récurrence sur les constructeurs et si certaines définitions sont manquantes,

ampéchant d‘obtenir un principe de définjt ton totale,

Au premier paragraphe, nous avons complété une pacification des constructeurs dn introduisant des

symboles d‘erreur et des prédicats de définition. Nous utilisons l'un et }'autre pour compléter ja spécification

partielle. Chaque fois qu'une régte est “manquante", nous ajoutons ue régie dont Je membre droit est le symbole

d'erreur adéquat . Pour les ragles déja présentes, nous les faisons précéder des prédicats exprimant que les

yariables sont définies. Finalement, nous ajoutons les équatfons de propagation des erreurs.

Nous prouvons que la spécification complétée est a terminaison finie et comp]ate vis 4 vis des cons-

tructeurs. Nous prouvons la cansistance en montrant que J'algabre {nitfale est 1a complétée de j'algébre partielle

syntaxique. En cas d'absence de retation entre Jes constructeurs, nous pouvons auss{ prouver Ja consistance en

vérifiant la confluence du systéme de réécriture.

IV.3.1.- Principe de_définition partielle

Au chapitre II, nous avons défini aes ensembles structurellewent basiques de motifs peymettant par

instanciation de capturer tous les termes clos sur les constructeurs.

Ici nous appelans ensemble partie] de motifs tout sous ensemble d'un ensemble structure] lement

basique. Nous définissons une spécification partielle par la donnée, pour chaque opération F de 8 d'un

ensemble partiel de de motifs inclus dans un ensemble structurellement basique Ht. et, pour chaque

motif Ti de tt d'une réqie

F(TH) —+ 0,

Exemples

1°) Ge

D=

ot

a

Moins = {

'

Pred —

Re =

Depile

Ro =

Dd

Nous pouvons

de définition partielle

Définition. 3.1: (Pr

Une spécifica

1°) SPEC

Ty¥.15.

{2éro, Succ} ;

{Pred, Moins}

{Succ(x}} c {Zéro, Succ(x}}

(x, Téro}, (Suce(x), Suce(y)}} s {(x, Zéro), (Zara, Succ(y)}, (Suce(x), Succ{y}}}

Pred(Succ(x)} ——* x

Mains(x, Zéra) —> x

Moins(Succ(x), Suce(y}) —+ Moins(x, y)

{ Pilvide, Empile }

{ Depile }

{ Empile(p, x)} o (Pilvide, Empile(p, x)}

Dépile (Empile(p.x}}) — p .

reprendre l'ensemble des contraintes imposées jusqu’a maintenant pour énoncer un principe

incipe de définition partielle)

tion SPEC = (S,6UD,EU R,) vérifie un principe de définition partielle si

vérifie les conditions de construction de t'algébre partielle syntaxique

la} Ry est 4 terminaison finie et confluent modulo £

qb)

2°) Tl exi

Ay de dle tels que R

E est un ensemble d'équations non effacantes.

ste pour chaque opération de ® , un ensemble complet de motifs le et un sous-ensemble

D soit exactement composé d'une régle

F(T} D

pour chaque motif T de He et chaque opération F de 2D

Soit SPEC =

La complétée de SPEC

I°) Soit SPI

construite au

IL?) Enrichir

1°) $7. G

DEF,

(5, @UD EU Ry) une spécification vérifiant un principe de définition partielle.

est la spécification SPEC obtenue de la fagon suivante :

EC, = (S,6, £) la spécification des constructeurs et SPEC, la complétée de SPEC,

paragraphe [V.1, comportant des symboles ER, et DEF. pour chaque sorte §

SPEC, par les opérations de D et les régles suivantes :

+f est dans Roy et si U(G) = OGseees x, mettre dans SPEC 1'@quation trans formée

Kb. 8 DEF, (xa) ~ Go.
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2°) Si F est une operation de D et si T est un motif manquant, mettre dans SPEC 1a régle

F(T) + ER,

oo s est le type du résultat de F

3°) Pour chaque opération F : s+ 5, de D mettre dans SPEC les equations de propagation

Fx sees ER 5. +2Xq) > ER e

i

En oubliant les relations entre les constructeurs nous obtenons un systéme de réécriture basée.

Précisons les notations :

8 = SU CERI,

r= Gu (er,

Ry = [ DEF (c x,.--%_) DEF, On, JB. DEF (aq) pour c dans ©

DEF, (ER,]—+ FAUX

C04 oe-ERg esq) ER, pour ¢ dans

est Iensenble des régles définies dans 1°, 2°, 3° précédents

nud

uR,

Alors (5, £, R) est basé sur (S, Eo, Re)

Ve type pile

Le type pile ebceutibides constructeurs pilvide et enpile, du prédicat total Est vide? et des opérations

dépile et sommet définies si et seulenent sf Tes piles sont non vides. Nous donnons successivement Tes spécifi-

cations partielles et complétées du type

Type Pile = Booléen + Entier +

Sorte pile

Operations

Constructeurs

Pitvide : pile +

Enpile : pile + pile, entier

Operations définies

Deptle : pile + pile

Somat « entier + nite

Estvide? = booléen « pile

Equations

Definitions

Depile (Empile(p,x)) +p

Sommet (Enpile(p.x)} + x

Estvide?(Pilvide) + VRAT

Estvide?(Emptie (p,x)) + FAUX

Wi.

Pour définir Te type Pile, on commence par compléter les types Booléen et Entier en ajoutant des

symboles ER, et ER, et des prédicats DEF, et Dir, avec leurs équations

Type Pile = Booléen + Entier +

Sorte : pile

Opérations :

Operations des piles +

ER: Pile “*'"

DEF, : Booléen + Pile

| Equations

« Propagation des erreurs par les constructeurs

Empile (ERp, x) + ERp

’ Empite (p, ERe) + ERp

+ Specification du prédicat de définition

DEF, (Pilvide) + VRAT

, DEF, (Enpile(p, x) —+ DEFp(p) & DEFE(x)

DEF, (Ep) —+ FAUX

= Definition des opérations

DEFp(p) & DEF, (x) ~ Depite (Empite(p, x)) +P

DEFp(p) & DEF,(x) + Sonmet (Empite(p, x}) + x

Estyide?(Pilvide) + Yaar’ ‘

DEFp(9) & DEF,(x) = Estvide(Empite(p, x}) + FAUX

. Propagation des erreurs par les opérations

Depile(eRp) + ER,

Sommet(ERp) -+ ER

Estvide?(ERp) + ER

» Cas 6'Erreurs

Oépite (Pitvide) + ER

1.3.3.

1.3.3.1.

Nous avons besoin de définir la complétée T d'une algébre partielle T

Definition 3.3. :

Soit T= ((Tde eg > (Fpeg) une algebre partielle, La complétée T de T est une (S, E)-

algdbre oéfinie par

st Ty +4, pour chaque sorte s

Fy see eeky) PFO) ST

1 stnon

appartiennent 8 T et si Fy(x,-..%,) est définie
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- ER, est interprétée par 1,

. OE, est interprété comme le prédicat YRAI pour x dans T, et FAUX pour x = ERS °

Nous ne prouvons pas 1a proposition innédiate suf vante

Soit M un Z-terme. Alors |

My Oprecoe My) = (MpOgecetg) SE Xyerok, appartiennent 8 T et st My(x,...%q) est defini

stnon 3

Wous pouvons maintenant montrer que l'algébre initiate de SPEC n'est autre que 1a complétée de

. Au cours de 1a preuve nous prouvons que SPEC vérifie un principe de definition complet, ce qui sera

Théoréne 3.4 :

Soit SPEC une spécification vérifiant un principe de définition partielle et telle que |

Tee = 7 a

Nous proc&dons par enrichissement & partir de la spécification des constructeurs SPEC, . Résumons

d'abord les relations entre spécifications et algebres par le diagramme suivant

SPEC, Tr

SPEC, >

oney

Spec sf. ert“T= Tspec

= Les Fleches de gauche 4 droite construisent les algebres initiales |

~ Les Fléches de I'avant vers l'arrigre construisent les complétées des specifications ou des algebres |

~ Les fléches de haut en bas désignent les enrichissenents.

Nous avons montré au paragraphe IV.1 que le diagranme du niveau supérieur était commutatif et nous

devons montrer 1a méne chose pour le niveau inférteur.

Sachant que T est un enrichissement de (par les opérations de D), i1 suffit done de montrer

1°) SPEC est un enrichissement complet de SPEte

et que 2°) T_ valide tes @quations de SPEC - SPECy

1y.19,

On peut utiliser pour prouver la terminaison finie d'un systéme de réécriture un ordre noethérien,

par exemple 'ordre récursif sur Tes chemins de Dershowitz [DER 79] , ou plutdt sa généralisation utilisant

Vordre 1éxicographique sur Tes termes dc & Kamin et Levy [XBL 81] et que nous noterons $

Cet ordre est défini récursivenent 8 partir d'un ordre partiel > sur les symboles d'opération.

11 permet de prouver la terminaison finie d'un ensemble de régles{ 6; +0,} si, pour chacune, on a Gj 30, .

Nous prouvons 1a terminatson finfe de R en étendant I'ordre > aux symboles d'erreurs et aux prédicats

de définition de sorte que chaque nowelle régle G+0 vérifie encore GSD .

Supposons qu't1 existe un ordre partiel > sur 6 U@ tel que GSD pour toute ragle de Ry.

Alors on peut étendre > aux symboles d'erreurs et aux prédicats de définitions de sorte que, pour toute régle

de R ,P=G+0 ,onait encore GSD . En conséquence F/R, est 8 terminaison finite

tration :

1) suffit de poser

DEF, <f) pour tout s de S , tout f de GUD sauf {vRAl, FAUX, &}

- ER, <f

et = {VRAI, FAUX, &} << DEF, pour tout s de S .

(11 faut donc supposer que ces opératfons sont minimales pour Tordre de départ ce qui est naturel

puisque Te type Bool est primitif).

On laisse d'autre part Tes synboles ajoutés incomparables.

On peut alors verifier, cas par cas, que les conclusions du théoréme sont vérifiges.

Renarque : Cette preuve suppowe que R,, 8 pu étre orientée par I'ordre de Kamin et Levy, ce qui est restrictif.

Rous conjecturons toutefois que 1a propriété de terminaison finie est vraie pour le systéme complété dés qu'elle

est vraie pour R, . En effet les ragles que nous avons ajoutées envoient un terme sur un symbole d’erreur
2

lorsque ce terme était préalablenent irréductible. D'autre part, tout terme contenant des erreurs ne peut qu'étre

contracté par les régles ajoutées.

2°) Complétude

Tout terme clos de Tz se R/R, -réduit en un terme de %- ®
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Puisque R/R, est & terminaison finie, #1 suffit de montrer que tout terme t de Tp -Tp est

F/R, -réductible. . |

Sit contient un symbole F de © , on peut toujours choisir ce symbole Je plus interne possible

ty de Tg - Quittes utiliser les equatfons de propagatibn

des erreurs, on peut Supposer que chaque t; est soit dans 1, » soft est une erreur. Dans le devxténe cas,

‘et supposer donc.que =F domine des termes t,

T, et une substitution oFt, se rédvit en, Erreur. Dans le premler cas, 11 existe un motif T = T,..
n in

pour chaque i.par des temes de Te tel que Tyo = t

Si le motif est manquant dans R., Ft,. se réduit en Erreur. Sinon, on peut appliquer une
‘2

ragle DEF(x,) &..8 DEF(x,) = F(T) +0 parce que, pour chaque 1 y DEF(o(x;)} rp, YRAI.

est réductible.

A

Sit contient un symbole Def, et pas de symbole de D , t est aussi réductible pulsque Def,

est complatenent aéfini sur .

1V.3.3.3.- Valigtté éguati

~ Equations de 13 forme |

DEF(x,) 8.8 OEF(x,) # 6 =D

On a wu que, pour x,..%_ définis |

G(X, + -%q) {s O45

4, sinon

Xq) Si celui-ct est defini

Donc G, =D, «Gy = Dy sur les éléments définis

~ Equations de la forme

F(M) = ER,

Par hypothése ces équations sont ajoutées s'il n'y a pas d'équation de 1a forme F(M) =D .

Alors, pour toute substitution o , F(Ms) est irréductible parce qu'il n'y a pas de superposition entre les

ragles. Donc, dans T'alg’bre T — , Fp(Mp(x}) est indéfini

donc Fy(Mp(x)) = 4,

= Equations de propagation des erreurs |

Elles sont trivizlenent vérifiées.

L'hypothése gu’ est cruciate pour que les équetions

sofent valides.

Nous avons défini Tyszz de deux mantares différentes

= en complétant talgdbre syntaxtque partielle Te2rt

= conme I'aigebre initiale de Ta specification complétée

Ces deux définitions cofncident lorsque rea valide SPEC

1.21.

Lorsque ce n'est pas le cas, on peut encore définir Tppe de Ta seconde maniare mais nous avons

besoin de savoir que SPEC est un enrichissement consistant de SPEC. . S'il n'y @ pas d'équations entre les

constructeurs, nous savons le faire en montrant ta confluence du systéme de réécriture conditionnel R/Re

associé 8 SPEC . En effet les seules paires critiques contextuelles résultent des équations ajoutées et

des equations de propagation des erreurs ; ces paires confluent trivialement vers des canstantes d'erreur.

Il sera intéressant d'avoir aussi des critéres de consistance en présence d'équations de maniére & définir

Tapeg Sans se préoccuper de were .

ditions dans,1V.4.~ D6finition_de_précon:

L'objectif de ce paragraphe est la construction, & partir d'une spécification vérifiant un principe

de définition partielle, d'une specification des domaines des opérations partielles. Un domaine peut étre décrit

par un prédicat qu'on appelle encore precondition de I*opération.

L'fdée qui nous guide dans 1a spécification des préconditions est trés simple : la precondition d'une

opération dott verifier I'assertion "x vérifie la précondition de F si et seulement si F(x) est définie”

Si maintenant F est gale & une autre fonction G , les préconditions de F et de G dotvent cofncider.

Mais si G est une fonction compose, 11 faut définir la précondition de 6 4 partir des opérations élémentaires.

Et si F est définte par un systéme d'équations reliant des fonctions composées, 18 précondition

de F est définie par un autre systéme d'équations reliant les préconditions de ces fonctions et que nous

copstruisons au §.4.1..

De plus, si F est définie de mani@re unique grace aux propriétés de terminaison finie et de conplétude

des définitions, il en va de méne de Ta precondition de F ,ce que nous montrons au paragraphe 4.2.

Au paragraphe 4.3., nous montrons que 1a précondition d'un terme est VRAI (ou se réduit en VRAL) si

et seulement si ce terme se réduit par valeur en un terme primitif. Lorsque la réécriture par valeur est complete,

nous en concluons que les préconditions caractérisent effectivement les termes définis.

Soit, pour chaque opération F de <D, de profil s +s,...s, , un symbole Prep de profil

bool + s,...s, . Nous construisons, par récurrence sur les termes, une précondition PRE(T) pour chaque

terme T . Nous utiliserons ces préconditions pour transformer chaque définition P»G=D de R, en une

definition P PRE(G) = PRE(O)

Definition 4.1. =

On appelle précondition d'un terme Y l'expression booléenne PRE(T) définie récursivement de 1a

maniére suivante :

Si T est un symbole d'erreur, PRE(T) = FAUX

Si Test une variable PRE(T) = VAAL

Si TecT, . PRE(T) = t PRE(Ts)

; PRE(T) = Prec(T,ye.esTq) & 8 PRE(T;)
i



1V.22.

Remarque : Si T est un G-terme, il est trivial que PRE(T) = VRAI. Donc pour les membres gauches des régles

de SPEC , PRE(FT,...1,) = Prep (Toees Tye

Nous pouvons maintenant définir une spécification des préconditions a partir d'une spécification

vérifiant un principe de définition partielle.

Nous avons rencontré un choix pour traduiré Jes &quations de propagation des erreurs. Ou bien nous

admettons que les préconditions propagent les erreurs ou bien nous disons qu'elles rendent dans ce cas la

valeur FAUX - Les deux solutions ne modifient pas }'ensemble des valeurs pour lesquelles les préconditions

sont vraies. La deuxiéme solution est plus cohérente avec la spécification des prédicats de définition du

paragraphe 1. C'est elle que nous adoptons finalement.

Definition 4.2. :

La spécificatton des préconditions des onérations d'une spécification SPEC est la spécification

pec” = SPEC U (@ , (Prec) . PRE(R_)}Fred D)

ou PRE(R,) représente l'ensemble des régies suivantes:

1. Pour chaque équation FUT pesos Ty) +0 de Ry on trouve dans PRE(R,p) la régle

DEF(X,) &...8 DEF(x,) wo Preg(T, ss++s Ty) —+ PRE(D)

2. Pour chaque motif manquant Tey on trouve Ja régle

Pre-(T,...7,) +» FAUX

3. On ajoute les régles de propagation des erreurs

Preg(x, s+. ER 1%) Rego

du a'. On ajoute les régles

Preg(xyrerea ERs + Xq) FAUK

Exemples de spéciftcation de préconditions

Définttion partielle de Mains

Moins (x, Zéra) +x

Moins (Succ(x}, Succ(y)} + Moins(x, y)

complétée en

DEF(x} = Moins(x, Zéro) + x

Moins (Zéro, Succ(y)) —+ Erreur

DEF(x) & DEF(y) + Motns(Suce(x}, Succ(y}) + Moins(x, y}

Moins(Erreur, y) + Erreur

Moins(x, Erreur) + Erreur

1.23.

Spécification de Ja précondition Puy de Mains

DEF(x) Py (x, ZERO) :VRAI *

Py (Zéro, Succ(y}} + FAUX

DEF(x) & DEF(y) =» Py(Suce(x) Suce(y)}) + Pyle y)

Py (Erreur, y} = ERgao] (ou. FAUX)

Py (%s Erreur) = ERR ool {ou FAUX)

On "reconnait" une définition du prédicat P(x, yjew x zy

, Un os

Sp&cification de Ja précondition de Depile (notée Pp )

a Py (Pilvide) + FAUX

DEF(p) & DEF(x} » PalEmpite(p, x)) VRAL
; oe

Pry (ERp) + ERBoot {ou FAUX) by

On “reconnatt" une définition du, prédicat P(p)e Non Esty; del)

a vil une

1V.4.2.~ Complétude de la_spécification des préconditions

Nous prauvons successivement que Te systéme de réécriture formé des définitions de D et de Pres,

est & terminaison fine putsque, pour tout terme clos ¢ , PRE(t) se réduit dans ce systéme soit en VRAI,

soit en FAUX, soit en EB Eo!

1) Terminaison finie

Comme dans Je cas de la comptétion de SPEC en SPEC + nous donnons seulement une preuve de terminaison

dans le cas oi on a um ordre < sur les symboles de SUD tel que, pour l'ordre récursif sur les chemins

noté > , tous les membres drojts sont inférieurs aux membres oauches respectifs. Nous supposons de plus que

tous Tes symboles de constructeurs sont choisis plus petits que les autres opérations définies.

Nous étendons l‘ordre en posant

e@<D< Pres,

et pour chaque opération F,G de D

Pree < Pree wm F KG

Un a aussi adjoint jes symboles d’erreurs et les prédicats de définitiun de maniére que

{¥RAT, FAUX, &} «< (ER} U {OEP} < e

Nous montrons maintenant que si FT,..+T, 30 pour toute régle de Ray » ona de méme dans

pre(R,) Prep (T, Ries Tey > PRE(D) . Nous montrons en fait ce résultat pour un terme 0 arbitraire de maniére
n

& utiliser une hypothése de récurrence. La termtnaison finie du systéme s'ensuit alors automatiquement.



dans T, et F dans D . Alors
‘ €

Prep(T,...T,) > PRE(T') A

31! avec Ty...T,

« ” wee uy

Par récurrence sur la structure de T'

Rappelons que deux termes FT, et Gq.

Ty

ou

ger et Vy tj rr,

ou

4 T.
Ger et at GI... <T;

avec 1a convention que << désigne T'ordre sur Tes multi-ensembles de termes,

. Si T' est une variable ou une erreur,c'est évident.

.Si Ths Ty

Par recurrence, PRE(T}) & Preg(T, s-+0sTq) pour chaque J donc

» pour chaque j
*

avec c€@, on a par hypothése c<F donc Ty < FT,

PRE(CT! TA) & Preg(T, ++ aTp)

» avec Fie ® , il faut envisager les 3 cas:SOT SRT. at
vt

- Fl <F (done Pree. < Pree) et Tj < FT Ty pour tout j

alors 1°) Prepi(T}s-..5Tq) & Preg(T,...Tq)

En effet, pour chaque j . Ty { Prec(T, ..-++ Tq) parce que chaque symbole

de % est dominé par le symbole de précondition Prep -

) par récurrence2°) PRECTS) % Prep (T, ys

Done PREF! ...T%) © Preg(T, ses+s Th)

Fat The sTh) CT ae aT yh

ators 3°) Prepe(Tiy.++sTp) € Preg(T, s+++2Tq)
et 2°) PRE(TS) & Prep (Tyss-ssTq) parce que

Th < FT eoTy

- FI SF etilexiste i tel que F'T!.. &T mais ce cas est impossible puisque

tandis que F' € D et que nous avons suppost &<D~

Puisque le systéme de réécriture est A terminaison fine, {1 suffit de montrer que les formes normales

contiennent exclusivement des constructeurs (en I'occurrence VRAI, FAUX au ERg.,). Done i! suffit de montrer que

i dition esttout terme de la forme Ft,...t, ov Prep(t,...t,) (avec F ed) est réductible. Mais cette condi

réalisée par l'existence ¢'un ensemble complet de régles pour chaque opération et chaque préconditfon.

Lorsqu'on adopte 1a deuxiame définition des préconditions (avec Pre-(...ER...) + FAUX), les seules

valonre nncethles cant VRRT mis FAIIY

yas
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L'intérét principal des préconditions est de caractériser l'ensemble des termes qui sont réductibles

en des termes primitifs,c'est-a-dire l'ensemble des termes qui sont interprétés comme des éléments d8finis dans

Valgdore partielle initiate. En d'autres termes, #1 nous faut valider les assertions

“ DEF(x, )&...8 DEF(x,) - PRE(T) = DEF(T)

Nous procédons par une preuye par récurrence et montrons syntaxiquement que PRE(t) est vrai pour un

terme clos t; si et seulement si ce dernier se réduit par valeur en un terme primitif. Lorsque la réécriture

par valeur est compléte, nous obtenons la caractérisation voulue des termes réductibles.

on het:

Soit SPEC = (S, GUD, EUR) une spécification vérifiant un principe de définition partielle et

FPEC? une extension de SPEC par une famille de préconditions (Prep) ¢ g .

Alors pour tout terme t sans variable, PRE(t) = VRAl a» t se réduit par valeur en un terme

e Te °

in

Considérons la relation : te.t' sj et seulement si t' est un sous-terme strict de t ou tt!

Alors la relation 4 est noethérienne . En effet considérons une chatne infinie de m-réductions. Cette

chatne contient un ensemble infini de —s-réductions, éventuellement séparées par le remplacenent d'un terme

par un sous-terme. Sion oublie ces remplacements, on construit une chatne infinie de —s-réductions ce qui

est impossible.

Supposons donc }'assertion prouvée pour tout terme t' tel que taa‘t' et montrons 1! pour t

1) Soit t= ct,...t, . donc PRE(t) = PRE(t;) . t est réductible par valeur si et seulenent

Si tous Tes ty le sont doncypar récurrence,si et seulement si PRE(t;) = VRAI pour chaque {

2) soit t = Ft, dane PRE(t) = Prep(t,...ty) & 8 PRE(t,)

Alors PRE(Ft,...t,) est VRAI si et seulement si les PRE(t;) sont vrais et si Prep(t,,...st,)

est VRAI, donc par recurrence, si et seulement si tes t, se réduisent par yaleur en des termes primitifs

et st Prec(t,y...st,) , qui est équivalent 4 Prec(t,s-.+yty) , est VRAI. Maintenant, par examen des

régles de définition de Prep , Preg(t, s+ at)in) est VRAI si et seulement s'il existe une régle F(T,,...%,) +D

dans Ry,» une substitution o telle que Test; sofent égaux 8 Tyo ei PRE(Os} soit WRAL. Puisque

Ft se réduit en Oo , T'hynothése de récurrence s*applique, Donc PRE(Ds) est vrai si et seulement

si Oo se réduit par vateur en un terme primitif. En definitive, PRE(Ft,...t,) est VRAI si et seulement si

Feet) a PE Fy) ay Do—iy
pour un terne primitif =

Réciproquenent, compte tenu de Ta forme des régies de Ry , F(t,...t,) se réduit par valeur en

Se réduisent en des termes orimitifs t, , si F(E...t))
un terme primitif = si et sevienent si tes t;

se ré€crit en Do (avec les notations ci-dessus) et si Oo lui-méne se réduit par valeur en T . Donc

PRE(Ft,...t,) est VRAI si et seulement si F(t,...t,) se réduit par valeur en un terme primitif.
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Nous pouvons maintenant énoncer Te résultat suivant qui affirme que la spécification des préconditions

caractérise l'ensemble des éléments définis de 1'algébre initiale.

Nous avons besoin pour ce résultat de considérer 1a deuxiéme possibilité de définir les préconditions

sur les erreurs.

Théordme 4.5. : (de validité des préconditions)

Soit SPEC une spécification vérifiant un principe. de définition partielle et tel que, de plus, la

réécriture par valeur sott conplate,

Nlors

1°) pour tout terme clos t

PRE(t) = DEF,(t)

dans la spéctfication comlétée.

2°) pour tout terme T avec des vartables x,...%, 5 assertion

DEE, (JB oo DEF, (rq) PRET) = DEF,(T)

est valide dans I'algébre initiale complétée,

3°) en particulier, pour toute opération F de dD J'assertton

DEF, Vee. 8 DEF SO) Prec(x,++.X,) = DEF. (FX,

est valide.

1°) PRE(t) est gal soit 8 VRAL,soit 4 FAUX et de méne pour DEF.(t) . Le premier terme est égal @

WRAL st et seulement st t se rédutt par valeur en un terme primitif. Le second est égal & VRAI si

et seulement si t se réduit par une stratégie arbitraire en un terme primitif, D'od 1'egalite

Torsque la réécriture par valeur est compléte,

2) Pour verifier I'assertion dans \'algebre tnitiale, {1 faut ta verifier pour toute instanciation

des vartables par des termes erreurs ou des termes primitifs. Dans le premier cas, les prémisses sont

fausses. Dans je second, soit t, des termes primtifs ; alors

PRE(T)(ty/mglt © Lem) = PRE(T(ty/x; 11 = L.sn)) parce que Test; sont prinitifs

= DEF (T(t pits Von) = DER T)(ty/xq Ff <Teon) par definition de

Ja substitution

3°) Evident.

1V.4.4.~ Conclusion

Nous venons d'expliquer conment construire une specification des préconditions d'opérat ions.

Lrintérét que nous y voyons est de relier les préconditions de ragles de réécriture et les préconditions

d'opérations. Le paragraphe suivant va nous donner des moyens pratiques de calculer Jes préconditions.

1.27,

1V.5.- 06

Le‘construction syntaxique d'une spécification des préconditions, menée au paragraphe précédent ,

présente un grand intérét thEorique : elle fournit une spécification équationnelle du domaine de certains types

d'opérations partiellés. Elie peut’ servir de base # la recherche de néthodes pour vérifier qu'un prédicat est

une précondttion pour une opération partielle donnée. 1} serait égalenent intéressant de rapprocher cette

veongtrugtion des méthodes de preuves par assertions pour des prograrmes récursifs {HOA 71] .

Cependant, 1a construction précédente nous donne un ensemble de dé initions, 00 préconditions et

opérations cohabitent généralement.

Un exemple de cette situation est donné par une définition de T'opération. Moins, dans Tes entiers

naturels, faisant intervenir T'opération Pred

Moins (x, Zéro) + *

Ry Moins (x, Sy) + Pred(Moins(x, y)

avec Pred(Sx) +x

Pre(Ry) contient les equations

Puoing (X» Zéro) + VRAT

Puoins (%* SY) + Popeg (MoInS(xs ¥)) & Pystng (Xo)

\ Porea(S*) > VRAT

OF et ty ald Rest pes

Prouver QUE Porag €t Pyging sont respectivenent les propriétés "x>0" et "yx! n'est p

simple du tout et, dans ce cas au moins, on aura intérét & choisir la définition directe de I'opération Moins

donnée précedement

u Moins (x, Zéro) +x

Moins (Sx, Sy) + Moins (x, y)

Dans ce trés bref paragraphe, nous étudions une classe de spécifications partielles, dites sans

‘imbrication pour lesquelles les préconditions ont des définitions trés simples.

Un systéme R,, de definitions pour un ensendle d'opérations 2 est sans imbrication si, dans chaque

membre droit de Ry, Jes occurrences portant des symboles de 2 sont néces:

Remarque : Cela signifie que chaque régle est de 1a forme

F(T) 9 F(T) aveen Fgh T Yq]

od C est un @-terme contenant des variables x, > oo Fy Fy sont des symboles de D et
n

T, T...,77 des suites de € -termes

Dans ce cas 1a régle correspondante sur la précondition de F a la forme

i
Preg(T) + & Prep (T*)

comme on peut le vérifier aisément par récurrence.
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Cette régle ne fait pas intervenir les synboles a pérations et on peut donc spécifiet en sarartee *
i jottant

les préconditions et les operations. De plus on obt tent une etintt an’ compl te des préconditions en aj |

Tes régies de 1a forme 
a

Preg(T?) + FAUX -_ ia,

pour chaque motif T' tel que F(T') ne soit pas défini.

ous pouvons donc introdutre un nouveau type de specification dans Tesquelles opérati
ons pertielles

et préconditions sont définies en paralléle.

Definition 5.2. :

Une spécification SPEC vérifie un principe de definition avec preconditions si SPEC 4 Ja forme

(5, GU PregUD EU Fore YD ) we

ot

= (S, GUD, EU Ry) verifie un principe de définition partielle et Ry est sans inbrication

= 1 rééeriture par valeur seTon R, est complate

= Tes Equations de Rp, sont relies aux Equations de R,, par Tes deux principes sulvants +
re,

4

= $4 F(T) + CIF ST yxy] = Lente Ry ators Prep(T) — & Pre, (T ye Fores

= Si F(T) —+ ss. est une regle manquante alors Preg(T) — FAUX € "heey

Proposition 5:

S1 SPEC vérifie un principe de définition avec précondition, alors, pour toute operatio
n F .

tous termes ty...t, d¢ Tg

t, se réduit en un terme prinitif

° |
Prer(t, +t) R VRAL si et seulenent si Ft,

e

a

Demonstration :

En application de Je proposition 4.4, pour un terme Ft,...t, » Prep(i,s...sl,) se réduit en VAAL

dans 1a spécification complétée si et seulement si Ft,...t, se réduit par valeur en un terme primitif.

Puisque 1a ré€criture par valeur est compléte, on peut en fait considérer une réductton quelconque. De I'autre

cate, si t,...ty sont des termes primitifs, les seules réductions & partir de Prep(t,...t,) sont celles qui

utilisent les régles de Rp, - Exactement, puisqu'on est dans Ta spéctfication complétée, {1 faut utiliser

>

Ves régles de la forme

OEF(x,) &..-8 DEF(x,) = Preg(T,see0s Ty) 7 see Preg(T]...1q) + FAUX

mais chaque fois que 1a régle inconditionnelle Prec(T,s...5 Ty) + «++ s'aoplique, les premisses sont natureile-

ment vérifiées et 1a régle conditionnel le s'applique aussi.
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La definition 5.2 nous assure un moyen simple d'associer préconditions et opérations partielles.

On peut trouver plusieurs exemples de spécifications sans imbrication ; outre les définitions dans les entiers

naturels et les piles, citons la spécification des tableaux avec une fonction d'accés en un élément définie

seulement si I'élément a été affecté d'une valeur, une spécification des ensembles avec retrait d'un élément

Seulement quand cet élément existe. Dans [G & H 80] on trouve aussi une spécification structurée d'un écran

de terminal contenant de nombreuses opérations partiel les.

1.5.2. As!

Lorsqu' une spéct fication vérifie un principe de définition avec préconditions, on peut utiliser ces

derniares en prémisses d'assertions a prouver. On obtient des assertions en bonne forme pour lesquelles nous

sommes en mesure d'utiliser les méthodes de réécriture baste étudiées au chapitre ITI. En particulier on peut

effectuer des preuves dans I'algébre inftiale complétée en superposant les assertions avec les définitions.

La forme des assertions nous permet d'ignorer les définitions ajoutées qui rendent Jes préconditions fausses.

Nous commencons par définir Tes assertions en bonne forme,

Une assertion en bonne forme est une Equation conditionnelle de 1a forme

PRE(G) & PRE(D) + G =D

00 G et D sont des termes ne contenant pas deux symboles d'opération inbriqués et tels que ‘U(G) contient

U0) 8

On peut supposer que G ou D contient au moins un symbole d'opération définie, sans quot les oré-

conditions sont identiques 4 VRAI. En fait nous supposerons que G contient ce symbole au quel cas 1'assertion

peut étre orfentée comme une ragle de rééeriture basée sur les préconditions.

Nous désirons étudter 1a validité d'assertion en bonne forme en passant par 1'intermédiaire de 1a

spécification complétée. Pour cela, nous devons commencer par ajouter en prémisses les conditions que les

variables de 6 (et de D) sont défintes. Nous dirons qu'une assertion est en forme complétée si elle s‘écrit

§ DEF(x;) & PRE(G) & PRE(D) = GD

ou les x; sont les variables de G.Si A est une assertion (ou un ensemble d'assertions) en bonne forme,

on note A I'assertion (ou Vensemble d’assertions} en forme complétée associée.

Soft SPEC une spéciftcation vérifiant un principe de definition avec précondition, A un ensemble

d'assertions en bonne forme. Alors

art

"spec valide A si et seulement si Tepe valide A.

Demonstration :

Diaprés le théoréne 3.4, Tp¢e est 1a complétée de TRErE . Sur les termes définis, les inter-

prétations de A dans les deux algabres coincident ; puisque A est construit en ajoutant les premisses que

les variables sont définies, le résultat s'ensuit naturellement.
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Dans la sufte nous supposerons SPEC sans relation entre les constructeurs.

SPEC se réduit & un systéme de réécriture R basé sur les préconditions et les prédicats

de définition {en toute rigueur, les définitions des préconditions sont conditionnetles dans 1a spéct fication

complétée] . Notons toujours R, le systéme de réécriture de base.

Nous avons montré au paragraphe IV.4 que R est un enrichissement complet des constructeurs et qu’en

particulier R/R, est suffisamment complet.

Nous pouvons donc appliquer le théoréme 3.12 du chapitre 111 pour vérifier la vabidité d'un ensemble A

d'assertions en forme complétée dans Tope

De plus, nous pouvons préciser quelles conditions de R peuvent se superposer sur les assertions de A,

Soit A: PRE(G) & PRE(D) = G=D une assertion en bonne forme, A I'assertion en forme complétée

associée. Les seules régles de R qui se superposent sur A pour donner une paire critique contextuelle

sont les définitions effectivement présentes dans Ry Z °

Par hypothése , G ne contient pas deux symboles de D imbriqués. Donc PRE(G) est de la forme

4
& Pre, (T

¢ Per iT)
1

0 les F4(T') sont les sous-termes de G dominés par un symbole de J . Nécessairement une superposition doit

se produtre sur I'un de ces sous-termes. Pour que Ta précondition Prez (T') ne se réduise pas 4 FAUX iI est
i

nécessaire que le terme F;(T"} soit une instance d'un menbre gauche d'une régle de Ry, «

Nous obtenons donc un résultat sur la validité dans 1'algébre partielle initiale en rassemblant les

points précédents,

Soit SPEC une spécification vériftant un principe de définition avec préconditions et sans relation

entre les constructeurs. Soit A un ensemble d'assertions en bonne forme. Soit R/R, l'ensemble des ragles de

SPEC , A J'ensemble des formes complétées de A . Si R’=RUA forme un systéme de réécriture a terminaison

finie, C-confiuent sur les paires 4 R es ar artsur les paires critiques contextueles de R' , alors Teg valide A et donc TEAC

valide A. De plus, i! n'est pas nécessaire de constdérer les superpositions des régJes d'erreur sur les

régles de KR . a

Pour obtenir une forme tout 4 fait satisfaisante, i] faudrait pouvoir raisonner exclusivement dans Te

systime de réécriture R5 , respectivenent dans ReU A . Nous croyons que cette perspective est raisonnable

et qu'il est possible de travailler avec des assertions en bonne forme sans avoir 4 traiter avec la spécifica-

tion complétée.
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1V.6.-

Nous avons considéré dans ce chapitre des définitions structurées d'oprations partielles. Ce type

de definition apparatt fréquenment dans les exemples donnés de type abstrait [GHM 78, GH 80]

Hous avons donné un procédé de construction d'une spécification complétée qui définit une algébre

ie at 1

{nitiale dans laquelle des preuves de propriétés sont possibies

Plusieurs autres travaux ont été effectués pour définir' une algdbre initiale partielle.

Nous comparerons briévement notre approche avec celle de GOGUEN [G0G, 78] et celle de BERGSTRA,

BROY, PAIR, TUCKER et WIRSING ({8BTTMW, 82) et (BPH BL 1) .

1V.6.1.+ Appro

Dans une premiare approche, (G0G 78a) , opérations et équations sont partagées en deux classes =
OK ER ee

OK ER pour Jes équations.2%, 28% pour tes operations, EO et

tes 29%, sfRargebres ont des supports comportant des erreurs et les opérations d'erreurs pro-

pagent ces erreurs.

Les 2% , snorphismes préservent les erreurs.

Les équations dee sont des r%eqistions tandis que les E*equations conportent au moins un

symbole d'erreur. Nous pouvons éfre que nous avons construtt des spéct fications avec erreurs dans Tesquelles

les erreurs sont toutes des constantes.

Pour obtenir une algdbre avec erreur, initiale dans 1a spécification, 1] ne suffit pas d'effectuer

un simple passage au quotient. I1 faut encore dire quelles classes d'équtvalence représentent des erreurs.

Ces classes sont celles qui contiennent au moins un terme erreur.

Surtout Goguen d&finit 1a validité d'une specification avec erreurs en demandant que les OK-Equations

soient vérifiges lorsque les variables sont e]]es-mémes défintes.

11 senble que cette notton serait plus explicite si on acceptait les équations conditionne}les et

qu'on définissatt des prédicats distinguant les termes OK des autres.

Dans une deuxténe approche (G06 786] , Goguen considére un trefllis de sortes auxque}les sont

assoctés des donaines enboités. Un mine symbole dopération peut avoir plusieurs signatures. En particulier,

chaque domaine peut étre partagé en un domaine d'erneurs et un domaine de termes Tégaux. Les Equations sont

préfixtes par Te nom du domaine sur lequel elles sont licites. Goguen construit une congruence syntaxique et

par passage au quotient une algdbre inittale, I1 n'est plus oblige d’écrire des équattons de propagation d'erreur.

1V.6.2.~ Approche des al gebres partielles

Les auteurs qui s'intéressent aux algbres partielles supposent que ces algebres sont hiérarchisées

sur une algébre primitive totale.

Ts construisent une spécification complétée en jntroduisant des prédicats de definition. Pour

exprimer que les opérations sont strictes, ils utilisent un axione disant que tout sous-terme d'un terme défint

est défint. La spécification complétée définit une congruence syntaxique mais Te quotient des termes par cette

congruence ne constitue un modéle de la spécification que sous des hypothéses de consistance et de conp}étude
partielle vis a vis de la spécification de base.

Nous avons vu que I*hypothése de complétude partielle correspondait sensiblement 4 |'hypothése que tout

sous-terme d'un terme réductible est lui-méme réductible. En fait [BPH] utilise la réductibilité dans un sens

5 Ane ruictimne de nBBeni bine
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de réécriture1V.6.3.= In

Le fait de considérer des définitions récursives, permet d’obtenir une construction explicite de

T'algabre initiale. D'autres types de réécriture combinant les relations entre constructeurs et les régles

elles-mémes peuvent étre envisagés. Par exemple la R,Eréduct ion permet d'utiliser une régie de R si son

membre gauche se filtre, a une ‘égalité prés, daris 1e terme a réécrire. Le probleme est alors de définir des

. ensembles complets de motifs dans ce cas. welate partwt

¥ ® 1 eh ey

1V.6.4.> Probl anes cwerts

La premiére question 4 résoudre est d'obtenir des conditions décidables assurant Ta complétude de

la réécriture par valeur, Nous avons vu que les termes réductibles par valeur en des termes primitif
s ont Jeur

précondition égale 4 VRAI. Noys pensons que Ja reécriture par valeur gst plus simple 4 étudier lorsque les

définitions sont sans imbrication. 
i

Dans cette situation, on peut analyser |'arbre des appels, de fonctions effectués pour évaluer un

terme donné. Une condition suffisante de complétude de la réécriture par valeur devrait étre que tous les

arguments sont effecttvement utilisés dans 1'évaluation.

Une deuxjéme question concerne Tes preuves,de termingison, finie du systéme complété et du systéme

des préconditions. Nous conjecturons que Ja propriété, de, terminaison finie est vérifiée pour ces systénes

dés qu'elle }'est pour Je systéme initial.

fn acceptant des préconditions d'opérations en (premisse d'assertions, nous établissons un premie
r

lien entre les préconditions de régles et les précondittons d'opérations. Un prolongement de ce travail co
nsis-

' ah

tera a étudier des classes de définitions partielles plus larges pour Jesquelles on soit en mesure de définir

simplement les préconditions.

Entre autre, i] sera utile d’accepter des definitions conditionnelles, ce que nous n‘ayons pas fait ici.

Un autre travail est de mieux cerner le lien entre la spécification proposée des préconditions d'opérat
ions et

les méthodes de preuves de programmes résursifs par pré et post-conditions.

1V.6.5,- Remargues_diverses

Dans [CHO, LES, REM 81] , nous avons .développé des exemples de spécifications avec prédonditions plus’

importants que l'exemple des piles. Le premier exemple utilise des préconditions sur Jes constructeurs, i7

plus que es préconditions sont exprinées enstagit d'une situation plutét difficile a formaliser d'autant

fonction des constructeurs eux-mémes.

Les autres spécifications ont une forme qui permet Je traitement décrit dans ce chapi
tre. I1sera

intéressant d'examiner si les preuves d'équivalence peuvent alors étre effectuées grace aux méthodes de

consistance.

CHAPITRE V



CHAPITRE V

APPLICATION DES METHODES DE REECRITURE CONDITIONNELLE

AUX PREUVES D' IMPLANTATION.

Introduction

La fin logique de cette thése doit étre consacrée & quelques applications des méthodes de réécriture

conditionnelle aux preuves d'implantation. Ce probléme s'est en effet trouvé au point de départ de nos recher-

ches. On peut y voir deux raisons ; d'une part, l'activité d’ implantation de types est & la source de nombreux

algorithmes extrémement astucieux et d'études de complexité trés fines ; nous avons cherché, dans plusieurs

travaux antérieurs, & placer le développement de ces algorithmes dans un cadre algébrique précis ; d'autre part,

sur un plan formel, le concept d'implantation est @ l’origine d'un nombre tres ‘important de définitions sur les-

quelles la communauté scientifique n'est pas parvenue encore a établir un consensus ; nous avons éprouvé le

besoin de trouver une définition qui, en méme temps, évite d'utiliser te calcul des catégories et des termes

comme facteurs et permette un développement formel.

Dans ce chapitre, nous proposons une définition syntaxique des ‘implantations comme des correspondances

entre les signatures des types et nous définissons a quelle condition une telle correspondance est une implanta-

tion d'un type par un autre. Dans une deuxiéme partie, nous déterminons une famille d'assertions conditionnel les

a vérifier pour prouver une implantation. Puis nous illustrons l'utilisation des méthodes de réécriture candi-~

tionnelle dans es preuves d'implantation en développant une méthode utilisable pour une famille d'exemptes.

D'autres méthodes sont envisageables et nous en avons d'ailleurs utilisé certaines auparavant mais notre propos

est plus de présenter un lien entre théorie et pratique que d'élaborer une batterie de stratégies.

Tres schématiquenent, on peut dire qu'une algdbre A est implantée par une algebre B s'il est possi-

ble de simuler chaque opération f de A par une opération o(f) de 8, Cette premiére approximation est en par-

fait accord avec le fait qu'une algébre abstraite est d‘abord un ensemble d‘opérations. Pour étre un peu plus

précis, on demandera qu'il existe une application, a, de 8 vers A, telle que pour toute opération f sur A et

tout élément x de B, on ait :

(t) fa(x)) = a(o(F)(x))

Cette opération ou fonction d'abstraction est orientée de B vers A parce qu’un élément peut avoir éventuel-

Jement plusieurs représentants. La réciproque de a est une correspondance ou, si l'on veut,une relation rep

associant @ chaque élément de A au mins un élément de 8.

Lorsque A et B sont les algdbres initiales de deux spécifications d'équations & et Ej, 1a fonction

d'abstraction, quand elle existe, est définie de maniére unique par o. En effet, chaque objet de A est repré-

senté par un terme de I'algtbre syntaxique. Or peut étre étendu a cette algebre par une fonction, encore

notée 9, vérifiant

(2) a(ft} = pf) p(t)

Pour que la relation (1) soit vérifiée on doit avoir nécessairement

(3) olfe(t I) = CO,
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ou [t], et [p(t)], désignent les objets de A et B associés respectivement aux termes t et p(t). Cela prouve

que a a seulement besoin d'étre définie sur un sous-domaine de 8 que nous appelons support de l'implantation.

Cela prouve d'autre part que a, si elle existe, est définie de maniére unique. Pour que o soit cor-

rectement définie, i] faut et i] suffit que les ensembles d‘équations spécifiant A et B vérifient la contrainte

(4) o(ty) Fp, eltg) => ty #59 ty

Cette contrainte exprime une propriété de consistance de la congruence o"z5) vis a vis de la congruence 2 Eq°

Pour prouver cette consistance, nous utilisons une spécification algébrique de ta fonction d'abstraction et une

spécification algébrique de ]'invariant INV caractérisant le support de 1‘ implantation. Autrement dit nous nous

donnons des ensembles d'équations spécifiant ces opérations, et prouvons, dans Ta spécification réunissant les

deux types et ces équations, la validité des assertions suivantes :

a} Les assertions d' implantation pour chaque opération :

INV(x) =P alp(f)(x)) = flalx))

b}) Les conditions d'invariance pour chaque opération :

INV(x) => INV((£)(x)) = VRAI

Ces deux types d‘'assertion se présentent comme des Equations conditionnelles et sont justifiables des méthodes

de preuves par l’algorithme de complétion. C'est ce que nous nous attachons & montrer dans un cas particulier

d'implantations.

Dans la fin de ce chapitre, nous développons une méthode de preuve dans te cas ol ja fonction d'ab-

straction est la restriction & un sous-domaine d'une fonction totale. Cette limitation est lide 4 un désir

de considérer une application des résultats du chapitre III sans interférer avec ceux du chapitre IV, sur les

apérations partielles, que nous avons mis au point relativement récemment. Au moment d'écrire ces lignes,

hous savons que des développements sont possibles qui font partie de nos projets ultérieurs.

Au paragraphe ¥.1, nous présentons un exemple d'implantation d'un type abstrait par un type liste

ordonnée ; nous mettons I'accent sur le probléme de Ja correction d'une implantation. Au paragraphe V.2,

nous donnons successivement un apercu informe] du concept d'implantation puis une définition plus formelle.

Au paragraphe ¥.3 nous donnons une méthode de preuve d'implantation qui utilise les notions d'invariant et

de fonction d'abstraction. Au paragraphe V.4, nous présentons une stratégie de mise en oeuvre de la méthode

de preuve dans laquelle la fonction d'abstraction est définie comme la restriction d'une fonction totale.

En conclusion nous donnons une liste de travaux rattachés & ce sujet.

I] stagit d'implanter le type ensemble, simplifié pour ne considérer que les opérations d'adjonction

et de retrait, par le type liste triée sans répétition. Ce type est un sous-type du type liste que nous pré-

sentons avec les constructeurs Ivide et adjonction en tate.

Nous présentons T'implantation en écrivant sur les mémes lignes 1'opération du type source et |'opé-

ration qui l'implante dans Te type cible.

Implantation des ensembles par des listes triées

Ensemble = [tem + Liste = Item +

Constructeurs Constructeurs

Evide : Ens ¢ Lvide ; Liste <—

Ajt : Liste Liste, Item

Opérations

Aj: Ens © Ens,ltem Ins : Liste ¢ Liste, [teu

Relations entre Constructeurs Définitions

Ins{Ivide,a) —> Ajt(Ivide,a)

a<b => Ins(Ajt(1,a),b) —> Ajt(Ayt(1,a),b)

eg(a,b) => Ins(Ajt(1 ,a),b) > Ait(1,a)

a>b => Ins(Ajt(1,a),b} > Ajt(Ins(1,b),a)

AS(Al(e,a).b) = AJ(AS(e,b),a)

Aj(Ai(e,a),a)) = Aj(e,a)

Cpérations Autres opérations

Ret : Ens & Ens, Item Ext : Liste @ Liste, Item

définitions Autres Définitions

Ext(lvide,a} > Ivide

acb => Ext(Ajt(1,a},b) —> Ajt(1,a)

eg(a,b) => Ext(Ajt(1,a],b}) 1

a>b => Ext(Ajt(1,a),b) > Ajt(Ext(1,b).a)

Ret(Evide,a) —> Evide

yegia,b) => Ret(Aj(e.a),b) —> Aj(Ret(e,b}a)

eg(a,b) => Ret(Aj(e,a).b) —> Ret(e,b)

Cette implantation inspire plusieurs remarques :

= Je constructeur Aj des ensembles n'est pas implanté par un constructeur des Listes mais par une opération

dérivée dont on peut voir que son domaine est les listes triées sans répétition. Par le fait on a besoin de

Y'invariant "Etre une liste triée” pour prouver par exemple que la définition de Ext(rait) implante correc-

tement celle de Ret(ire).
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V.1.2.- Correction del! implantation :

- l'opération Ins peut étre vue comme un constructeur des listes triées (méme si cela n'est pas simple a mon-

trer, c'est intéressant du paint de vue intuitif). Ce constructeur vérifie des relations qai ne sont pas

données directement dans la spécification mais seulement par }‘intermédiaire de la fonction Ajt. I] faut

s'assurer qu'il n'y a pas trap de relations sur Ins et qu'une méme liste triée n'implante pas plusieurs

ensembles. Le contraire est permis et c'est pourquoi on dit.qu'une implantation détermine un homomorphisme

du type cible (d'implantation) vers le type source (& implanter}, Nous appellerons ce probléme le probleme

de correction de J' implantation. Ce prob lame est crucial et nous portons notre attention dans la suite du

chapitre sur des méthodes pour prouver ta correction d'une implantation.

V.2,- Imp

V.2.1.- Quiest-ce_gu'une implantation ?

Intuitivement, pour construire’ une implantation, on commence par associer & chaque opération du type

source une opération du type cible. Puisque tes objets''sont finient engendrés par les opérations, on obtient

a l'intérieur de l'algebre cible un ensemble d'objets d'implantation. Cet ensemble est muni d'une structure

d'algébre du type source et 1] faut montrer que l'algebre source est image homomorphe de l’algébre ainsi

construite. S3 on regarde les algébres de termes d'une part’ et les algabres quotients d'autre part, on a la

situation suivante

En terme de congruences , on doit avoir moins d’équation dans =e 1? que dans ol). Autrement dit,

pour tous termes t, t' de oD on doit avoir

p(t) = p(t’) >t q tt.

I] est clair que ce type de propriété n'est pas trés pratique anaiion a besoin d'une caractérisation des objets
de Q ~ chest 1' invariant d'implantation - et d'une opération réciproque de p, au moins sur les classes de

'

ierues - el clest la fonction d'abstraction - . D'ot ua schéma plus précis

R= {xe Thy | INV)

Nous considérons deux signatures et définissons le concept de morphisme de signature. Puis nous

expliquons comment un morphisme de signature définit une implantation d'une algebre par une autre. Finalement

nous relions cette construction au critére donné au paragraphe précédent pour Tes implantations de types

abstraits.

Définition 2.1 (Morphisme de signature)

Soient (S25) 9(S4 ay) deux signatures, Un morphisme de signature est une application p = (ogs0 5)

{non nécessairement injective) de (Sg4) dans (S427, 4) telle que, pour toute opération f : Sos, ree Sq

de ry» ily ait. des variables x1,-..s%, de type respectif pglS4)s Hr ogls,) tel que o,(f) soit un terme

a résultat de sorte pgis) sur les variables xy1-..1%)- A

Remarque : Un cas particulter de morphisme est celui ob onl f) = ft Ry eee X, Pour une opération f' de Ey. on

écrit encore p(f) = f'. Si de plus f, # fy fy # f5, on dit que p est une injection de (Syst) dans (54,24).

Définition 2.2 (Fonction de renommage)

Soit » un morphisme de 1a signature ($5.25) dans la signature (S450 4)- o définit une fonction de

renommage de l'ensemble des (Sq,E,}-algebres dans celui des (S28, )-algebres de la maniére suivante :

Sort Ay une (S,.8, )-algebre, Lalgabre renomnée A, 5 Ayo est définie par

pour s dans 55(Ag) s 7 (Ay), (5)

‘a, = olf) a, pour f dans

au olf) a, désigne l'application de TA) sq eseSp) dans (Ar Legault interpréte le terme o(f). 0

Remarque : Dans Te cas particulier ou p est une injection de (Syst Q) dans (S184) J'algébre renommée est

obtenue en oubliant les supports associés 4 5, s el So) et les opérations de Lye alg).

Signification intuitive de la fonction de renonmage :

Quand on implante un type par un autre, on confond d'une certaine maniére les objets & implanter et

leurs représentants, En tout cas,méme si concrétement ce sont des objets différents, on peut leur app] tquer

des opérations similaires. C'est justement l'objet des types abstraits de confondre des structures gui se

ressemblent par leurs opérations.

Par exemple, T'algébre des listes avec les opérations d'insertion et d'extraction a une structure

d'ensemble, ce qui ne veut pas dire qu'elle est isomorphe & l'algébre initiale.

Définition 2.3 (Extension d'un morphisme de signature aux termes)

Soit o un morphisme de {S..%5) dans (S484). On note encore de Ja méme maniére J'unique morphisme

de T, dans l'algébre renommée de Is; zt
1

SA 58
ot g

Plus génératement, pour les termes avec variables, soit (E), ¢ 5 et (Xo). 65s des ensembles de
0 f

variables et soit x x! une injection d'un ensemble dans }'autre telle que x ex, Sxl Bits)
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s'étend en un unique morphisme de T,(8) dans I'algdbre renonmée de T, 60") tel que p(x) = x' pour chaque

variable. °

Remarque 1: p transforme les termes par transcodage.

Remarque 2 : Sip n'est pas une surjection sur r,, I'algebre renomée de T; n'est pas finiment engendrée

7
par Ty. En général, I!algebre renonmée d'une x,-algebre n'est pas non plus finiment engendrée, ce qui justi-

fie la définition suivante.

nition 2.4 (Algebre support)

Soit un morphisme d'une signature (5,04) dans une signature (51,2)) et Ay une (54,04)-algebre. On

appeTle support de p dans A, 1a sous-algebre finiment engendrée par r, dans A,p. 5

Dans Ye cas ou Ay est Ts: 4 on appelle encore ce support le domaine dep et on te note R. on a encore
ay

Re o(t,,). 11 est clair que le support de p dans une algebre arbitraire A, est une image homomorphe de R.

Nous avons tous les éléments pour définir une implantation d'algebres.

Définition 2.5

Un morphisme de signature de (Sys2Q) dans (Sy.0,) définit une implantation d'une (5,8, )-algebre A

par une (S1,Z,)-algdbre A, si A, est image homonorphe du support de p dans Ay.

Nous considérons maintenant le cas ot A et My sont deux algébres spécifiées respectivement par des ensembles

d'équations & et Eye

Les concepts précédents permettent d'établir le critere suivant pour qu'un morphisme p soit une implantation

de A, par Ay.

Théoreme 2.6

Soit SPEC, = (Syst,s8,) une spécification, dite source et SPEC, = (S1,t,4E,) une autre spécificat ion

dite cible. Un morphisme de signature p de (S,,T,) dans (5,,2,) définit une implantation de spec, ‘spec,

Si et seulement si, pour tous termes t, t’ de T,,

p(t) sp, p(t!) —>t 29 t’. o

Oémonstrat ion

Par définition, le support de dans T'algebre Tope- est formé par les classes d'équivalences de Ey

1

Qui interceptent le domaine de o. Tope¢ est une image honomorphe de ce support si et seulement si la congru-

0

ence =,, contfent 1a congruence image inverse de =_, parp d'ou' I'implication cherchée.

V.3.- Une méthode de preuve d'implantation :

Une approche pour prouver qu'un morphisme de signature définit une implantation de types consiste

2 trouver un invariant caractérisant le domaine et une fonction d'abstraction définie sur ce domaine.

11 y 2 plusteurs manidres de définir INV et 0 ; nous choisissons une approche algébrique, donnant

de a une spécification vérifiant un principe de définition partigile et choisissant INV pour étre une pré-

condition de a. vy on wad

Nous avons alors a étudier une grande spécification incluant les spécifications source, cible et

celle de a et & y prouver les Equations ‘implantation qui attestent que a est un homomorphisme,

En fait, i1 suffit souvent d'effectuer ce type de preuve pour |' implantation des constructeurs

du type source parce que d'autres méthodes existent. pgur les opérations. définies par enrichissenent.
' 5

Donnons sous forme algorithmique Ta

Néthode de preuve d'inplantation

Données : - Une spécification source SPEG.,= (S)sfysE,) i

= Une spécitication cible SPEC, 5,(5y shgabs)
rs

~ Un morphisme de signature p de (5,.£,) dans (1424).

But : Montrer que p définit une implantation de Teper par Tgpee, +
spec, Pt "spec,

Méthode : 1- Trouver un invariant d' implantation INV dans SPEC, (ou enrichir SPEC, si nécessaire).

sertion
s J

Topec, dott valider pour toute operation de 7,

TWV(x) => INV(o(F)(x}) = VRAT

2- Trouver une spécification E, de 1a fonction d'abstraction « définissant a(x) pour tout

terme clos x de T,, vérifiant INV.

3+ Montrer que SPEC = SPEC, + SPEC, + (8,a,£,) est consistante vis & vis de SPEC,

et que, pour toute opération F de Ty, aeee valide 1'équation

INV(x) => Flalx)) = aol F)(x))

Interprétation de 1a preuve d'implantati

On peut donner une interprétation de la méthode en terme d‘algebre initiale. Par nature SPEC (ou E)

est consistante vis & vis de SPEC, ; en effet tous les résultats dea sont dans SPEC, qu'on peut supposer

isjoint is avi Part oct jdisjoint de SPEC,. Donc Ta consistance de SPEC vis a vis de SPEC, signifie que Tarr est isonorphe & "spec, *

Tspec, enrich’ par une operation partielle a de Tspgc, 48M5 Tepgc,-

Les équations & valider sont seulement les Equations d‘ implantation qui prouvent que a est un mor-

prisme de Typer, (0u de son sous-domsine) sur Tope
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Thécréme_ 3.1

La méthode de preuve d'implantation est correcte,

Démonstration 
.

1. En raison du point 1, on obtient, par récurrence, que tout terme t de Ty, vérifte
0

INV(p(t)) =p4 WRAL

2. En raison du point 3, on prouve, toujours par récurrence, pour tout terme t de T, > que
Q

t Egper alo(t))

3. Si l'on considére deux termes de Ty, ; t, t’ tels que p(t) Fey p(t'}, on en déduit
°

t spec allt) espec alelt')) =spec t!

4, Puisque SPEC est consistante vis a vis de SPEC,» on obtient Ja correction de op.

o(t) =p, oft'} abt ap, t'.

V.4.- Utilisation d'une fonction d'abstraction définie par restriction d'une fonction totale :

V.4.1.- Présentation générale :

Dans ce paragraphe, notre objectif est double : d'une part proposer une stratégie de preuve d'une

implantation lorsque cette implantation est construite par restriction 4 un sous-type ; d'autre part, montrer

que les preuves d'assertions par l‘algorithme de complétion sant possibles lorsque les préconditions des

régies sont définies d'une maniére structurée.

Par restriction a un Sous-type, nous voulons dire que la fonction d'abstraction a est la restric-

tion d'une fonction Sys définie sur T'ensemble du type cible, & un domaine défini par T'invariant d‘implan-

tation. Cela signifie que a, peut étre définie par récurrence sur les constructeurs du type cible et que

l'invariant est défini, indépendamment de Ss également par récurrence sur les constructeurs du type cible.

Si nous disans que Jes preuves d'assertions d‘invariance ou d'implantation sont susceptibles d'uti-

liser jes méthodes du chapitre III, c'est que ces assertions se présentent comme des régles de réécriture

basées. Ce plus, l'algorithme de complétion parvient a découvrir un ensemble de régles confluent 4 condition

que les définitions de l'invariant et des opérations soient assez structurées. 1] est nécessaire en parti-

culier que ces définitions soient organisées suivant un méme principe de récurrence sur les constructeurs.

Le plan du paragraphe est organisé suivant les différentes étapes de la preuve d' implantation,

Nous représentons ces étapes dans le diagramme suivant ol apparaissent les relations de dépendance. Pour

les assertions d'implantation, nous distinguerons deux techniques de preuve selon que l'opération implantée

est ou n'est pas un constructeur du type source.

V9.

«nafs nA ;

4.2 Ja fonction d'abstraction 4.3 Oéfinition de Ttinvariant

Vérification des assertions

4.4 d*invariance

vérification des assertions

4.5 d'implantation
et

- pour Tes constructeurs du

4.6 type source

~ pour les autres opérations

Nous illustrons chaque étape de la preuve par T'exemple de 1'implantation des ensembles.

Principe : Une idée simple consiste a associer entre eux les constructeurs des deux types.

Exemple : C'est ce qu'on peut faire pour les types ensemble et liste.

allvide) —> evide

alajt(1,x)) -> aj(a(1),x)

Lorsqu'i] n'y a pas de relations entre les constructeurs du type cible, on obtient une définition nature} lement

consistante.

V.4.3.- Définition de liinvartant ;

Principe : L'invariant doit étre défint de maniére compléte, Pour que les preuves ultérieures scient possibles,

i] est utile qu'il soit défini suivant te méme principe de récurrence que les différentes opérations d’implan-

tation. [1 est également utile que les membres droits des définitians soient aussi simples que possible, quitte

a utiliser des prédicats auxiliaires pour structurer tes définitions.

Exemple : Dans l'exemple des listes triées, les opérations d‘implantation sont ins et ext, toutes deux définies

par récurrence simple sur les constructeurs Ivide et ajt du type. L'invariant, noté ord, exprime que les listes

sont formées d'éléments en ordre strictement croissant. Une premiére définition procéde suivant un principe de

récurrence avec deux cas de base :

ord( vide) —> VRAI

ord(ajt(Ivide,x}) —> VRAI

ord(ajt(ajt(1,x),y)) > ord(ajt(1,x)) & xcy.



y.10.

Cette définition admet des membres droits simples mais n'est pas construite sur le méme principe

que celles de ins et ext. Nous remplacons les deux derni@res définitions par la suivante :

ord(ajt(1,x)) —>ard(?) & pp(1,x)

ov pp est un prédicat auxiliaire exprimant que tous les éléments d'une liste sont strictement plus petits

qu'un élément donné, Par des techniques de transformation & la Burstall-Darlington [8&Da 77) nous obtenons

les définitions suivantes de ord et de pp compatibles avec la premiére définition de 1‘ invariant.

ord(Ivide) —> VRAI

ord(ajt(1,x)) —>ord(1) & pp(1,x)

ou ppl Ivide,x) —> VRAT

pp{ajt(1,x),y} > pp(lay} & x<y

V.4.4,- Preuve des conditions d‘inyari

Principe : Pour chaque opération f du type source, soit f' (= o(f}) T'apération d'imptantation de f dans Je

type cible. I] s'agit de prouver une assertion de la forme

INV(x) => INV(F'(x,y*)) = VRAT

ou x est T'argument de f, supposé unique, qui soit du type d'intérét et y* les autres arguments.

Si f' n'est pas un constructeur du type cible, cette assertion peut étre orientée comme une régle de réécri-

ture basée, en placant dans le systéme de base les constructeurs et i'invariant.

On peut utiliser l'algorithme de complétion pour prouver la validité de ces conditions. L'algorithme

est amené A superposer une définition de f', disons f'(c(x*),y*) —> h(x*,y*}, sur INV(F'Cx.y*)). 11 obtient

une patre critique [INV(h(x*,y*)),VRAI] dans le contexte INV(c(x*)). Comme nous avons supposé la définition

de INV similaire & celle de f’, on peut développer INV(c{x*)) et retrouver des prédicats élémentaires. De

méme le terme INV[h(x*,y*)] peut étre développé. A ce stade, l'algorithme est en général en mesure d‘appliquer

l'hypothése de récurrence "INV(x) => INV(f'(x,y*)) > VRAI" et simplifier T'expression développée de INV[h(x*,

y*}}. Si l'expression résiduelle est irréductible, i] reste a introduire une régle complémentaire dans te

systéme de réécriture, régle qui constitue un lemme nécessaire 4 1a preuve d'invariance. Plutdt que de pour-

suivre dans un cadre généra?, illustrons le fonctionnement de l’algorithme sur l'exemple des listes triées.

Exemple : Les conditions d'invariance sont

Ord(1) => Ord(ins(1,%)} = VRAL

Ord(1) => Ord(ext(1,x)) = VRAL

Montrons simplement 1a premitre assertion et considérons la définition de Ins(ajt({1,x),y} lorsque x est supé-

rieur a y (tes autres cas sont plus simples).

On trouve :

en contexte : Ord(ajt(1,x)) & y<x

soit Ord(1) et ppll,x) & y<x.

et pour les réécritures :

Ord(ins(ajt(1,x).y)) —> VRAL

Ord(ajt(ins(1,y).*))

f
Ord(ins(1,y)} & pp(ins(1,y),x)

|
VRAE ?

L’algorithme engendre ici 1a régle ppli.x) & y<x => pplins(1,y},x) = VRAT.

Si l'algorithme superpose de nouveau la méme définition de ins sur cette nouvelle régte, #1 obtient

en contexte : pplajt(1,z),x) & ¥<x

soit pp(T,x) & 2&x & YCx.

pp(insCajt(1,z),y).x) —> VRAI

Lo
pp(ajt(ins(1,y),2),%)

et pour les réécritures :

pplins(T,y),x) & Z2<x

|
VRAL VRAT

= =

en raison du contexte

Sur cet exemple, l'aTgorithme de complétion termine en ayant engendré une ragle supplémentaire.

Principe : Soit c(x,y*} un constructeur du type source, c'(x',y*) T'opération d'implantation de c dans le type

cible. I] s'agit de prouver l'assertion :

INVOC) => alct(x'sy*)) = e(alx')¥*)

Cette assertion est uaiureliomeve vijentce cide ute vigte de réfovitare baséo puicsque son mombre gauche con

tient au moins le symbole « qui n‘est pas dans Je systéme de base, Une démarche semblable & celle du para-

graphe précédent est envisageable. L'algorithme pourra utiliser de surcroft Jes relations entre les construc-

teurs du type source.

Exemple : Le constructeur Aj des ensembles est implanté par Ins dans les listes triées. Nous prouvons 1' asser-

tion d' implantation sans utiliser l'invariant. Soit

E:a(Ins(i,a)} = Ag(a(t),a)

Considérons seulement Ya superposition de la définition Ins(Ajt(1,a},b) dans le cas a>b :
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a(Ins (Ait(?,a),b})

Ring E

a(Ajt(Ins(1,b),a)) Aj(a(Ajt(1,2)) ,b)

“|
& a

Aj(a(Ins(7,b)) ,a) AS(Aj(a(1),a),)

& commutativité de Aj

AJ(Aj(a(1),b),a)

Dans ta preuve de confluence, on a utilisé une équation des ensembles, ce qui suppose que nous savons traiter

formeilement la confluence modulo. Pour éviter cette difficulté, on peut remarquer que cette équation peut

@tre orientée comme une régle de réécriture en ajoutant la précondition a>b

a>b => AJ(Aj(x,a).b)} —> Aj(Aj(x,b),a)

Cette régle est aussi puissante que T'équation, puisque dans le cas d’égalité, ona

AM(ASOGa),b)) = Aj(xia) = Ai(x,b) = AJ(AI(x,b), a).

¥.4.6.- Preuve de T'équation d' implantation pour une autre opération du type source :

Principe : Nous utilisons une méthode indirecte qui simplifie les preuves. Nous utilisans le fait que la défi-

nition de la fonction d’abstraction associe deux & deux les constructeurs des types source et cible. I} est

possible de définir une implantation intermédiaire Py du type source par te type cible telle que

= pour les constructeurs :

ofc) =c' sia associe ca c!

- et pour Jes autres opérations

pglf) = £5

ou fe est un nouveau symbole défini par des régtes qui sont Jes traductions par Py des définitions de f.

Il est alors immédiat de prouver tes équations d‘implantation pour a, f et f°

La deuxieme étape consiste & montrer que f'(= o(f}) et £3 coincident das que Jiinvariant est

verifié : ING) => f'(x) = FY00)-

Exemple : Preuve de l‘assertion d'implantation pour l'opération de retrait.

Nous considérons l'implantation intermédiaire P, définie par p,tevide) = Ivide, pgtad) = ajt et

Ext, (Ivide,b} = wide

jegla,b) => Ext, (AJt(1, a) ,b} - Ajt(Ext (1b), a)

eg(a,b) => Ext, (Ajt{1,a}.b) > Ext, (1,b).

pgtret) = Ext, avec

Tl est trivial que la définition de a valide T'équation

of Ext, (1,b)) = Ret(o(1},b).

T1 reste a montrer le théoréme

(TH) : Ord(1) => Ext(1,b) = Ext, (1,b)

¥.13.

Puisque le systéme de réécriture est basé, on peut effectuer un test de confluence avec les définitions de Ext

et Ext. Nous montrons a cette occasion une difficulté rencontrée par l'algorithme de complétian pour ajou-

ter de nouvelles régies conditionnelles. En effet, les formes normales dérivées des paires critiques peuvent

contenir moins de variables que ces paires donc aussi moins de variables que te contexte de normalisation.

1} est alors nécessaire de transformer ce contexte pour éliminer les variables superflues.

Nous utiliserons deux propriétés du prédicat pp qui permettront de transformer les contextes :

(pp(1,a) & eg(a.b) => pp(1,b)) = WRAL

(pp(1,a) & acb => pp(1,b)) = VRAI

Ces propriétés sont valides dans le systéme de base ot nous avons défini les prédicats Ord et pp.

1. Preuve du théoreme Ord(1) => Ext(3,a) = Ext (1a)

Nous considérons Tes superpositions avec la définition de Ext(Ajt(1,a),b) dans les cas egfa,b) et

acb.

Cas

Contexte : Ord(Ajt(T,a)) & egla,b)

crest-a-dire Ord(1) & pp(1,a} & egla,b)

Paire critique : Ext(Ajt(1,a) ,b)

Bee NL

1 Ext (Ajt(1,a),b)

Ext,

Ext, (1,5)

les deux termes sont irréductibles.

11 faut introduire une nouvelle régle

‘> Ext, (1s) > 1

Le contexte complet contient une variable (a) de trop.

La seule condition Orl(1) est trop faible. Nous transformons le contexte en remplacant pp(1,a) & eg(a,b)

par pp(1,b) et nous ajoutons la régle :

LEMME : Ord(1) & pp(1,b) => Ext, (1,b) > 1

Cas_a<b

Contexte ; Ord(Ajt(1,a)} & a<b

soit Ord(1) & pp{l,a) & a<b

soit, encore grace a l’implication pp(l,a) & acb = pp(i,b)

Ord(1) & pp(i,a) & ach & pp(t.b)



Paire critique

Ext(Ajt(1,a) ,b)

TH

Ata) Ext (Ajt(1,a),b)

fs parce que 7eg(a,b)aint
Ajt(Ext,(1,b),a)

On est donc ramené & 12 preuve du Teme.

2, Preuve du lemme : Ord(1) & pp(1,b) => Ext,(1,6) = 1

Nous considérons les superpositions avec la définition de Ext,(Ajt(1,a),b) dans les cas eg(a,b) et acb.

Premier cas

» Contexte : Ord(Ajt(1,a)) & pp(Ajt(,a),b) & eg(a,b)

Le contexte se développe et donne en particulier : a <b & egla,b)

Crest un contexte trivial.

Deuxidme cas

+ Contexte : Ord(Ajt(1,a)}) & pp(Ait(1.a),b) & reg(a,d)

soit Ord(1) & pp(1,a) & pp(1.b) & acb &19(a,b)

Paire critique : Ext (ASt(7,),)

Terme

Ajt( Ext, (1,b),a) Ajt(1,a)

Gorme e contexte contient les hypotheses du lemme, le diagranme se referme

Ajt(Ext.(1,b),a) > Ajt(T,a)

Va

Nous venons de présenter une succession d‘applications de T‘algorithne de complétion pour des preuves

d'assertions variées. Nous nous sommes efforcés de dégager I'intérét de disposer de définitions structurées pour

M'invariant, 1a fonction d'abstraction et les fonctions d'implantation. Nous ne tenons pas a préciser plus ici

ce que doit étre une définition structurée car i] faut avant cela étudier plusieurs exemples d'implantations de

types et nous croyons que ceci n'est envisageable de maniére réaliste que si nous disposons d'un algorithme de

complétion automatique. Nous nous fixons donc 1'écriture de cet algorithme comme objectif en reportant 4 ce moment

la poursuite de recherches sur les preuves d'implantations.

V.5.- Conclusion

Le nombre de travaux sur les implantations de types abstraits est trés conséquent et nous voulons

signaler 1a plupart de ceux qui & un monent od & un autre nous ont été utiles. Nous organisons cette biblio-”

graphie en plusieurs sections d'une manidre nécessairenent arbitraire,

V5.1.

i Guttag {GUT 75] senble 1'un des premiers & utiliser le concept d'implantation de types abstraits. 11

se préoccupe plus, & notre avis,de 1a spécification que d'un modbie sous-jacent précis. Ces concepts sont pré-

cisés dans un travail plus récent (GUT 80}.

D'un autre cbté, [ADI 78] propose une définition dans Te cas ol les types abstraits sont des algebres

initiates. Les auteurs utilisent le concept de morphisme de signature, ou de dériveur. Leur définition est

tres proche de la nétre, & ceci prés qu'ils incluent 1a fonction d'abstraction dans 1a spéctfication de I'im-

plantation. Dans I'optique ‘algtbre initiale’ d'autres travaux ont été menés qui donnent des définitions plus

générales et non nécessairement identiques ({EMP 80], {HUP 80], (EHR 82], [NOU 80], (ORE 81)).

Un effort est entrepris pour dégager des types d' implantation élémentaires et pour montrer que toute

implantation est une composition, dans un certain ordre de ces implantations élémentaires, Ces étapes apparais-

sent d'une certaine manitre dans le schéna de preuve d'une implantation. Donnons deux exenples : si deux alge-

bres A, Bont la méme signature, & est une implantation de A des que A est image honomorphe de @ 3 c'est T'idée

de factorisation au de fonction d'abstraction. Oe méme B est une implantation de A ds que A est une sous-

algbbre de B ; c'est I'idée de restriction encore représentée par les invariants d'implantation. Des résultats

théoriques de cet ordre sont donnés dans (EHR 81]. Dans I'ensemble des travaux cités, des conditions tres

générales de preuves d'implantation sont données.

D'autres approches ont été proposées par plusieurs équipes utilisant une sémantique des types abstraits

différente, Disons quelques mots sur ces sémantiques. I] s'agit de considérer non plus I'algebre initiate unique

ment mais soit l'ensemble de toutes Jes algebres finiment engendrées qui valident 1a spécification soit certaines

d'entre elles et, en particulier V'algtbre terminale quand elle existe, Pour né pas faire trop de développements,

considérons seulement 1'approche algbre terminale. On peut toujours définir les implantations conme des morphis~

nes de signature, construire successiveneni I'algebre renomige puis Italgebre support, par restriction. Alors,

une algebre terminate est une implantation d'une autre algebre terminale si on peut passer de I'une a T'autre

par renommage, restriction et image homonorphe conme nous T'avons fait pour les algebres initiales. Une difference

fondanentale réside dans 1a méthode de preuve des implantations. I! s'agit cette fois de montrer que Tes axiomes

de 1a spécification source sont valides dans 1a spécification cible, module I'invariant de }'implantation et des

axiomes complémentaires permettant de représenter 1'égalité du type source.

Pour des travaux généraux sur les types abstraits suivant une approche non initiale, iI faut citer

Giarratana et 21 {GGM 76), Wand [WAN 791, Kamin [KAM 81], Broyet Wirsing (B6K 801, [W & B 611, Kapur [KAP 80),

Bergstra et Tucker (8 & Tu 80], Pour des travaux plus spécifiques sur les implantations, citons Guttag (GUT 60],

Wirsing (WIR 821,Pair [PAI 80}. On peut citer aussi le travail de Hoare [HOA 72], plus ancien, qui est & I'ori-

gine de notre connaissance du concept de fonction d ‘abstractions.
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V.5.2.- Applications de la théorie des_implantations :

Nous distinguerons trois catégories de travaux dans ce domaine : Jes applications a la compilation,

les efforts pour construire automatiquement des implantations de types abstraits et les études d'exemples oi

sont détaillées les étapes de Ja construction et les preuves de l'implantation.

Dans te premier domaine, citons sans étre exhaustif le moins du monde le travail de M.C.Gaudel

{GAU 80] et celui de P. Mosses [MOS 80]. Dans le premier, chaque structure d’un langage source est spécifiée

algébriquement par un ensemble d'équations. Les instructions sont transformées en des opérations d'un type

spécial modification de telle maniére que I'ensemble du langage source est formalisé par une spécification

de type abstrait. I7 en est de méme du langage cible. I? reste alors & donner une implantation du type source

par te type cible. ' /

Bans le domaine de la synthése d‘implantation, des travaux trés variés existent ; i] s‘agit en .

généra) de tentatives adaptées a des spécifications de petite taille. Darlington [DAR 80) utilise son systéme

de transformation de spécification pour construire des implantations d‘opérations. Srivas [SRI 82] suppose

donnés la fonction d'abstraction et }‘invariant d'implantation et invente des définitions dans te type cible

pour Tes opérations d‘implantation, Bidoit [BID 81] construit des implantations d'un type particulier puisque

Jes signatures des spécifications source et cible sont identiques et que seules les Equations (et le choix

des constructeurs) changent. Bien qu'i? ne s'agisse pas de synthase, signalons encore quelques travaux visant

a automatiser des preuves d'implantation : 1'équipe Gannon - McMuilin - Hamlet [GMH 81 ] propose un systéme

engendrant systématiquement des tests permettant de mettre en évidence des erreurs dans une implantation ; Je

projet AFFIRM effectue des preuves dans I'algebre initiale ; i] propose une méthode pour organiser des preuves

Tongues de maniére structurée [£ & Mu 80], [MUS 80a].

De nombreux exemples d'implantations de types abstraits ont été étudiés en détail. Citons de nouveau

quelques noms : Jones [JON 79] et Nourani [NOU 80) proposent une implantation de l'algorithme de Fischer-Galler

gérant des relations d'équivalence. Gaudel et Terrine [G & T 78] discutent de représentations d'ensembles

tandis que Gaude? [GAU 78] propose une méthode pour retrouver l'implantation des opérations dérivées d'un type

connaissant T'implantation des constructeurs et la représentation de 1'égatité. Dans Je cadre de 1‘équipe CIP de

Munich, diverses représentations des polyndmes et de leurs algorithmes sont également étudiges [D & al 79}.

Dans notre travail personnel nous avons étudié une implantation des ensembles par des arbres binaires

de recherche dont plusieurs idées se retrouvent dans l‘implantation plus simple par des listes triées (REM 80].

Avec d'autres collegues, nous avons étud1é un algorithme déterminant la plus longue sous-suite crotssante dans

une suite donnée (B & al 79], un algorithme de tri par insertion (BQR 81] et différentes implantations des listes

avec pointeurs [CLR 61]. Guttag, Horowitz et Musser (GHM 78b] proposent une implantation d'une table des symboles

par une pile de tableaux.

Moor et Darlington (DAR 781, (M & 0 79] proposent une implantation des files de priarité par des fo-

réts de tournois particuliers. Cette structure trés récursive se préte bien & des manipulations algébriques.

Dans l'ensemble, ces études ont permis de cerner les propriétés des implantations. Beaucoup de travail

CONCLUSION



CONCLUSION

Dans cette conclusion, nous voulons résuner quelle a été la ligne directrice de notre travail, donner

un éclairage sur notre démarche et rappeler brigvenent les problémes ouverts et les prolongements que nous en-

visageons.

La théorie des types abstraits est extrémement passionnante parce qu'elle permet de spécifier des

structures de données assez riches par des techniques équationnelles et récursives. E1le met aussi en jeu le

concept d'implantation qui renvoie aux méthodes, quelquefois sophistiquées, de représentations des données et

d' optimisations des algorithnes.

Nous avons trés longtemps travaillé sur des exemples spécifiques de types abstraits, développé de

mani@re systématique des algorithmes déja utilisés, prouvé leur correction. Pourtant, nous sommes passés &

des études plus formelles qui seules permettent d'envisager des méthodes générales de preuves.

Nos deux préoccupations de départ furent les opérations partiellement définies et les preuves

d'implantation. Dans Tes deux cas, nous avions besoin de prouver des assertions conditionnelles et cela nous

a conduits & mettre l'accent sur les systémes de réécriture conditionnels et, pour nous initier, sur les

systémes de réécriture plus classiques,

Le caractére trés systématique de la théorie de la réécriture nous a donné une direction de travail

précise : généraliser aux systémes conditionnels les résultats antérieurs. Cela nous a aussi motivés pour

tracer le cadre dans lequel cette généralisation était possible et pour trouver les éléments nouveaux propres

aux systémes conditionnets.

11 est intéressant de voir conment 1'idée des systémes conditionnels hiérarchiques (ou basés) a pu

émerger. Dans I'étude des opérations partielles, nous avons rencontré la nécessité que les préconditions soient

des prédicats totalenent définis, Nous définissions ceus-ci dans une spécification de base sur laquelle nous

pouvions spécifier des opérations partielles. Nous avons rencontré cette nécessité dans I'étude des systmes

conditionnels, pour des motifs apparenment différents. En fait nous terminons notre travail en notant que les

préconditions.d'opérations servent de prémisses aux assertions qu'on veut prover. I] n'y a donc pas grande

difference entre ces deux types de prédicats et de bonnes raisons pour que, dans les deux cas, ces prédicats

soient définis dans un systéme de base.

De 1a méme maniére, les opérations partielles et les préconditions jouent un réle central dans les

implantations en raison du fait que le type d' implantation est souvent un sous-domaine du type cible.



Nous avons le sentiment d‘avoir, au cours de la rédaction, noté des résultats auxiliaires qui

devront étre développés. C'est le cas par exemple pour le ‘théoréme de validité dans l'algébre initiaje et

ses applications utilisant l'algorithme de complétion. Cependant le travail le plus urgent a mener doit étre

l'implantation d'un algorithme de test de confluence’ pour las"systemes conditionnels utilisant les résultats

du chapitre III. En effet, tous les éléments de cet algorithme sont rassemblés et chacun de ces éléments peut

atre réalisé automatiquement. De plus, 1a mise en oeuvre sur le papier de cet algorithme est fastidieuse dés

que l'on considére des systémes de réécriture conséquents. Seu? un programme effectif est en mesure de per-

mettre des tests sérieux.

Le point de l'algorithme demandant Ye pius d'attention est la preuve d'équivalence de contextes

dans le systéme de base qui intervient au moment ot 1’on’ compare deux ensembles complets minimaux de formes

formales contextuelles. Nous avons l'intention d'utilisei Tés systémes de preuve existants ; en particulier,

hous utiliserons le systéme de réécriture canonique proposé ‘par Hsiang (HSI,81] pour le calcul booléen. Nous

pensons introduire des axiomes simples sur les prédicats utilisés dans les contextes, tels que des propriétés

de transitivité, d'antisymétrie. Les équivalences de contextes seront prouvées soit en calculant les formes

hormales de ces contextes soit, plus prabablenent ? pat! une technique de réfutation consistant 4 engendrer Ta

régle VRAI —> FAUX en utilisant l'algorithme de comptétion.

En mame temps que ce travail d’implantation, nous proposerons a publication un rapport sur la

théorie de la réécriture conditionnelle en dégageant certains points volontairement laissés de cété dans ce

travail. Par exemple, la propriété de confluence contextuelle permet de raisonner par cas dans les réécritures

sur l'algébre libre. 11 est raisonnable d'accepter un principe semblable dans la définition d'une congruence.

Nous conjecturons dans ce cas que la propriété de Church Rosser est vérifiée complétement, a savoir que deux

termes sont équivalents si et seulement si ils ant des ensembles complets minimaux de formes normales contex-

tuelles équivatents.

Dans le domaine des spécifications partielles, nous désirons avant tout déterminer des conditions

syntaxiques pour que la réécriture par valeur soit compléte pour Ja réduction aux termes primitifs, Cela doit

&tre possible lorsque Jes membres droits des définitions comportent seulement des occurrences d'opérations

définies disjointes, situation que nous avons discutée a ta fin du chapitre IV. Ce point acquis, notre cons-

truction d‘une algébre partielle initiale apporte une sémantique précise aux spécifications d'apérations

partielles. Nous développerons cette sémantique en montrant ses liens avec les préconditions d'opérations.

De maniére pratique, nous avons donné une méthode simple pour développer en paralléle des définitions

de préconditions et des définitions d'opérations partiellement définies, Cette méthode est utilisée implicite-

ment dans des développements de spécifications sans étre rigoureusement justifiée.

Dans te dernier chapitre, nous montrons comment les méthades de preuves conditiannelles et de spéci-

fications partielles s'appliquent aux implantations de types abstraits. Nous pensons que ceci est valable

quelle que soit la définition qu'on donne des implantations. Nous croyons aussi que les preuves d'implantation

ware

sont plus simples a mettre en oeuvre lorsque invartant, fonction d'abstraction et implantation des opérations

sont définis conjointement. Pour autant, ce chapitre représente seulement une illustration des
 précédents et

beaucoup d'autres méthodes sont en cours de développement que nous n'avons pas cherché & aborder
 ict. Citons

seulement les techniques de composition des implantations et celles utilisant les types par
amétrés.

Le tye av .

Nous croyons que ce travail développe une théorie des systemes de réécriture qui posséde son intérét

propre et propose en méme temps plusieurs applications a 1'étude des spécifications algébriqu
es de types abs-

traits. De nombreux problémes ont été soulevés et nous espérons que cette conclusion, ainsi que
 les conclusions

propres & chaque chapitre, inciteront d'autres chercheurs & étudier ceux-ci.
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