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INTRODUCTION

Le but principasl de ce travail est d'apporter un cadre formel pour 1'étude
des probldmes informatiques, On entend ici par problime le psgsage d'une infor—
mation donnde & une autre information, Plus généralement, un probleme s'applique
& des informations d'un certain type. Il s'agit donc de préciser les notions de
données, d'informations et de type d'information (ou de structure d'information).

Une premiére idée, étudide au paragraphe 1,1, est de définir ume donnée par
des ensembles E,,...,E et un ensemble A d'applications(ou accys) définies
sur des ensembles de la forme E;i_1 X aue X Eiq et & valeurs dans 1'un des Ej.
On dira alors que deux domnnées sont de méme type‘si leurs accds vérifient les
némes propriétés,

Une manidre d'exprimer les propriétés des accds d'une donnde consiste & cons—
truire un gystbme formel dans lequel chaque application de /\ est représentée
par un symbole et chaque objet de E1 ,...,Em par un schéma fonctionnel, On & re—
groupé au chapitre O quelques rappels sur la théorie des langages, les schémas
fonetionnels, les systdmes formels et le calcul des propositions. Les définitions
de gystéme fonctionnel, d'information et d'interprétefion d'une information sont
données au paragraphe 1,2,

Cette méthode axiomatigue nous permet de définir les structures d'informstion




de la méme manidre que l'on définit en mathématiques les structures de groupe
et de corps, Nous nous efforgons, au cours de ce travail, d'utiliser cette mé-
thode & d'autres applications, On définira des systdmes d'axiomes pour les in=
formations (1.), les modifications d'uns structure d'information (5.) et pour
définir récursivement des aceds nouveaux (3. et 4.).

Au chapitre 2, nous présentons quelques résultats, classiques en logique,
sur les théordmes d'un systdme fonctiomnel. Nous comparons, en particulier, les
systimes fonctionnels avec deux autres types de systdmes formels : le ealcul
des propositions et le calcul des prédicats du premier ordre avec égalité, Enfin,
nous dégageons deux types d'informations particulidrement intéressantes (infor-
mations consistantes et compldtes). Nous &tudions les relations entre informations
et interprétations et nous obtenons plusieurs critdres pour qu'une information
soit consistante ou compldte.

Au chapitre 3, nous étudions les extensions d'une structure d'information,
Aprés avoir donné, dans un premier paragraphe, quelques propriétés générales, nous
nous intéressons plus particulidrement aux extensions conservatrices. Enfin, au
paragraephe 3.3, nous étudions, sur l'exemple des modes récursifs d'Algol 68, quel=-
ques techniques de constructions d'interprétations,

Au chapitre 4, nous portons notre attention sur les systimes d'équations
récursives, Nous obtenons, dans le cadre des systimes formels, la plupart des ré-
sultats classiques. En particulier, on peut définir une rdgle d'induction point
fize semblable & celle de Scott, Notre travail permet de plus de préciser, gréce
& un systdme d'axiomes, les domaines de base,

Le chapitre 5 est consacré & une étude des modifications, Une structure dtine
formation est entidrement spécifiée par la donnée d'un systéme fonetionnel, préci-

sant les propriétés des accds, et d'un ensemble de modifications élémentaires,

Do

applications définies sur 1'ensemble des informations. Une modification peut
8tre obtenue, soit par composition des modifications élémentaires, soit comme
golution minimale d'un systdme d'équations. Nous donnons une méthode axiomati-
que de définition des modifications, Enfin, pour conclure le chapitre, nous
étudions bridvement les notions de programme, de calcul et de probléme,

Nous développons, dans la conclusion, un certain nombre de points qui
devraient 8tre approfondis, ou méme simplement sbordés, Il est trés probable
que certaines définitions du présent travail ne sont pas adéquates. Il s'agit
14 gimplement d'un premier essai de formalisation et il est indispensable d‘'é-
tudier, dans ce cadre, des exemples de données plus complexes. Nous signalons

également, en conclusion, un certain nombre de travaux reliés & cette &tude,

Avertissement

Ltutilisation de symboles fonctionnels & plusieurs variables et d'objets
de types distincts introduit généralement des notations assez lourdes. Nous nous
sommes efforcés d'utiliser des notations abrégées permettant de se ramener au
cas d'une variable. On trouvers, en fin de ce travail, un index des notations et

un index terminologique.
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0.1

Q.- RAPPALS

0.1.- Théorie des_langeges (HOPCROFT-ULLMAN)

Définition t : Soit Q\f un ensemble, Une suite finie, éventuellement vide d'élé-
ments de “\g s'appelle un mot sur X . On note &6* 1lensemble des mots sur“(f

‘Iet N le mot vide sur g .

Si a=(a1,...,an) et ﬁ=(b1""’bp) sont deux mots sur % , on gé-

finit le mot aﬁ = (01,...,cn+ ) par

n
o

1A € =-)ci

1]
o’

mHigigmyp = ¢y 2 80

On obtient ainsi une loi de composition interne dans %*, appelée concaté-

nation. En particulier ¢A = Ag = a.

Un langage L sur 3{ est un sous ensemble de %*. bg est encore appelé

alphabet de L.

Définition 2 ¢ (Opé?"&“iﬂ“-‘l dana P( ':?e*)\

Soit &(ﬁ un alphabet, L, L' deux langages sur % . On appelle produit de
L par L' et on mote ILL' le langage LL' ={aa', ¢« €L et « EL'?» . {a;L

!sere noté al. Si L est un langage sur %,m:{ap e €L et pEL]

se note 1°, De méme L ={m1 el S Y eL} (e = {1} W = ol




0.2

Si F est un langage et si =, (, ) sont des symboles, (F = F)

Exemple :

est un langage.

"Définition 3 : (Systdme 2 point fixe sur H (0{*))

Soit '% un alphabet. Un gysidme & point fixe sur 'F( OX *) est un sys-

téme du type

..o B pour i=1,,..yn

[
'_j B1 qlJ
€A, "ij ij

ou A1,...,An

une partie de ¥ réduite & une lettre.

sont les inconnues et les BLiCJ. désignent soit des inconnues soit

Nous supposerons que, pour tout i, /\i est non vide (Ai peut &tre, par

est non nul.
b e F(BEY"

§pnr) = (L,...,1)) ohles L! sont définies

contre, infini) et que pour tout i,J, qij
On peut associer & (S) l'application dans lui-méme qui

associe & (L1 B00 .,Ln)

par
ye oo L o
JeA Ty ij
avec, pour k =1 ’qij H
k (L si est 1'inconnue Ar
“l l:1‘.: = 1j€°\£

Le n-uple de langages (L1""’Ln) est solution de (S) si et seulement si

Yo 1) 1)
!\ 1"!-) n) \1"”'11}'
Autrement dit, les solutions du systdme (S) sont les points fixes de l'appli-
cation @

S e S e = i e ———— = = e et =

jorm

0.3

Théoréme !.- (théordme du point fixe)

e Eles s,

Tout systdme & point fixe (S) admet une solution minimale unique. De plus, si
1
t
aucun terme de (S) ne se réduit & une inconnue, (S) admet une solution unique dans

(Lo {A]).

Nous généralisons le premidre partie du théordme au paragraphe 4.2.

un systéme 3 point fize, tel qu'aucun terme ne se réduise &
F(E* - {A} )™ Con-

sidérons le systéme (S') obtenu en ajoutant & (S) une équation du type

Remerque : Soit (S)

une inconnue, et (L1,...,Ln) sa solution unique dans

A= on By B

Considérons d'autre part 1'équation

1 9.
J
(E) s - U ¢ ¢
o ; i
Je A j 3
k ( i si eat 1'inconnue Ar
ol ¢ = <
J IB]f zinon

est solution de (E)

Soit enfin Lo C B* - {/\} . L, si et seulement si

(1yensd)

. (s'). Dans la suite nous dirons encore que (E) est

et solution de

une équation & point fixe,

Exemple : Soit A wun langage sur un alphabet 82,00 , composante de la solution

d'un systime & point fixe et >, 7, (, ) des symboles n'appartenant pas &

':fo. Tlenaemhle W des formnles du ealoul des Pvnpo.‘gitiona Adfini anr A eat

1'unique solution de 1'équation

F=AUQFU (F2F

0.2.- Schémas fonctionnels (KREISEL-KRIVINE)

On se donne une famille dénombrable Ln(n =0, 1, ...} d'ensembles disjoints.




0.4

Un élément de Ln sera appelé symbole fonctionnel & n variables ou encore sSym-

bole n~gire. On pose L = U Ln'
n

]Définition 4 : Un gchéma fonctionnel (construit & 1'aide des symboles de L) est un
|

e

élément de l'ensemble [ , solution de 1'équation & point fixe

i

1 \ ]

) X =
no

U sx...x
(f €Ly, \—«,——J>
n foig
On vérifie aisément que L est non vide si et seulement si Lo ;4 ,d Signa-

lons également sans démonstration les résultats suivents :

1) Tout u €L s'éerit, de manidre unique, u=fu, ... u, avec f €L

et Upseeeslly €L,

2) Etant donnés un ensemble X et, pour chague n, une application T, de
Ll’1 dans 1'ensemble des applications de X° dans X, il existe une application
? de L dane X, et une seule, telle que,pour tout f & Ln et pour tout

-
LETRRFL €L, on ait

e 0 e un) = rn(f)(%(u1), 2000 ;(un) )

W {r) e

a, fa, g fza f5a ’ fkg £ aefBa  sont des schémas fonctionnels construits & par-

Eh(emgle:Lor.{a} Ln=¢ (n>2)

tir des symboles de L.

0.3.- Généralités sur les systdmes formels (SHOENFIELD)

|Définition 5 t Un systime formel

- d'un alphabet 4

F= (L ,F,LR) est la donnde
(ensemble des symboles),
- d'un langage F sur cet alphabet (ensemble des formules),

~ d'un sous engemble 2 de F (ensemble des axiomes),

e

0.5

- d'un ensemble R de rdgles ou relations n-aires sur F : si r est une

regle et si (pys... p,p) €1, on derit p,...,p - P

On dit qu'un sous ensemble E de P est saturé si :

¥p Py pEF ((p1 €E et ...et p €E et p,..,p D) =Hp EE)

IIEEE

L'ensemble des théorémes de F est le plus petit sous ensemble saturé de F

contenant XU . On écrirs l—g_-.p (ow +— p s'il n'y & pas d'ambiguTté) pour

noter que p est un théordme de F .

Une suite D = Pysees By de formules est une démopstration (ce pn) dans F
si chague P, est un axiome ou se déduit par une régle de R de certaines des
formules précédant p; I1 est clair qu'une formule est un théordme si et seule-
ment si elle posséde une démonstration dans F,

& s

Pour montrer qu'une propriété P est vérifide pour tout théordme de

il suffira de montrer que l'ensemble {p EF.; P(p)}

i) contient X

ii) est saturé.
(Raisonnement par récurrence sur les démonstrations de F )
On est amené, pour raccourcir les démonstrations de 52" , & énoncer des
régles supplémentaires ou régles dérivées.

Nous allons préciser ces notions sur un exemple en étudiant le systéme formel
associé au calcul des propositions.

0.4.~ Calcul des propositions (SHOENFIELD)

| Définition 6 : Soit A un langage sur un alphabet 07_,9 o Un systéme proposition-

F-(X,r%,R) tel que

nel sur A est un systdme formel

) &= ¥ U{1,o,(,%




0.6 0.7

i) F=4 UTF U (F>F) : (poa)o(a>r) 2(p>r) (tremsitivité de 1'implication)

iii) £ = Prop(4) est formé des 3 ensembles (ou schémes) d'axiomes suivants :
(Dans les exemples précédents et dans la suite, p,q,r désigneront des formules

X, {(P 5(a2p)) 5 pqe F} f quelconques). Plus précisément, introduisons les définitions suivantes.

%

X3={(('lp 27q) 2(g>p) ; p;qéF}

{e2@o))2(2a)2(>)) ; par GF}
i Définition 7 ¢ Une fonction de vérité sur un ensemble A est une application de

4 dans l'ensemble B = {vrai, faux} 1

il)) l'unique régle de R est le "modus ponens" : pour tout p,q de P

Congidérons les deux applications H, de B dans lui-méme et H, de

BP9 Ha 2
B® dans B définies ci-dessous :

}I_l (vrai) = faux HE. (faux) = vrai

3 LS

Les formules de A sont appelées formules atomiques.

HD (a,b) =(faux si a=yvrai et b= fauwx

Abrévistions et notations

; P vrai sinon
On adopte les notations suivantes :

B et HJ définissent les "tables de vérité" de 1l'implication et de la néga-

(pva) tient lieude (7p 3q) 3

(pAaq) tient liewde T(apvig) tion.,

e e

(poq) tient lieude ((p>q) A (q>p))
¢ Proposition 1.~ Soit V une fonction de vérité sur A. Il existe une application

IL faut noter que Vv, A, < ne sont pas des aymboles de & . On peut, | unique V, de F dans B, prolongsant V et telle que

toujours & partir d'une formule contenant V, A, €> reconstruire la formule i i ~ ~n~ N ~ ~
] V(1 p) = B (V(p)) , V((p>q)) = Hy (V(p), V(a))
de F gqui lui correspond.

La démonstration est immédiate en reaisonnant par récurrence sur la longueur

On supprime également certaines parenthises en convenant d'évaluer les expres—

q' 8
sions de la droite vers la gauche., Ainsi GHE SORRIE U5 W

)
P oq Or tient lieu de (p o) (q 51) i Définition 8 : Une formule p est une tautologie si V(p) = yrai pour toute fonc~

tion de vérité V sur A. Plus généralement, on dit que q est conséquence tanto-

Les systémes propositionnels permettent de formaliser les propriétés de 1'im- |
| logique de Pyrees By si, pour toute fonction de vérité V sur 4,

plication ( > ) et de la négation (1) indépendamment de la nature des formu~

les atomiques. L'intér8t de tels systimes réside dans le fait que les théorémes de | ?(91) - = ¥(pn) = yrai = ?;(q) = ey,

F sont exactement les formules tautologiques, comme par exemple

{ Théordme 2.~ (théorime de tantologie). Soit & = (6, F, I, R) un systdme

po>p (reflexivité de 1'implication)

propositionnel. Tout théortme de ' est une tantologie. Réciproquement toute

ﬁp_—n—————-——




tantologie est un théordme de P . Plus généralement doit T (\\f), P, R'}

un systeéme formel tel que X' contienne X et R' contienne R, Si ‘
I-—S:, Drareees l—-,f, P, et si q est conséquence tautologique de Pyse-esPpo alora::'

i—g: Q. |
Démongtration ¢ On démontre immédiatement que tout axiome de F est une tautologis,
De plus, si p et p D g sont des tautologie, q est une tautologie. L'ensemble
des tautologies est saturé, donc contient 1'ensemble des théortmes de (}7 .

La réciproque est plus longue & démontrer (voir par exemple (SCHOENFIELD)).
Le dernier point est un corollaire immédiat : si q est conséquence tautologique
de DysesesPps la formule P, =1y = PO est une tautologie, Donc

P2 e o) P, 24 Et, puisque f—?_-p1,... }—CF’Pn’ il vient, en appliquant

?‘
la régle de modus ponens, )——7: q.

Le théordme | exprime la complétude du calcul des propositions, dans le sens
suivant : le calcul des propositions étant indépendant de la signification des for-
mules atomiques, une interprétation de ce calcul consiste en une application arbi-

traire V de A dans {vrai, fau.x}. On dit qu'une formule p de F est vraie

EaY) ~
pour V si V(p) = yrai et que p est universellement vraie si V(p) = ¥rai pour
tout V. On peut définir la notion d'interprétation et de forwule universellement
vraie (ou valide) pour d'autres systbmes formels., On dirs alors que F est com-

plet si les théorémes de T~ sont exactement les formules velides de F .

Applications du théoréme 2

Le théoréme 2 permet d'appliquer les reégles suivantes dans les démonstrations

de F.

4

0.9

P3Q, ¢DT — por (transitivité de o ) |
e RN L L R L (si (i1""’in) est |
' une permutation de [1,n])
. pag, 1pogig

. poq, parkpolgar)

PsapAag

| pla— p>oq) i
Ipkpog

qkpagq

‘Théoréme 3.~ (Régle de 1'équivalence)

t
:
t
|

E

'
1

Soient Pys oDy p{,...,p;‘, q des formules de P. Soit ¢' 1la formule
obtenue en remplagant dans ¢ des occurrences de PyreresPy regpectivement par

p;,...,p;l. Alors

P €0, o apy € p a0

La démonstration est immédiste en raisonnant par réourrence sur la longueur

de ¢ et on utilisant le théordme de tautologie.
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.= STRUCTURES D'INFORMATION

1.1.- Point de vue fonctionnel (PAIR - FINANCE)

t.1.1.— Exemples de domnées - Définitions

Essayons tout d'abord de comprendre sur des exemples ce qu'est une information

composée.

a) Liste

Une liste sur un ensemble E est une suite finie d'éléments de E. Pour préci-
ser cette notion de suite, et en particulier pour exprimer les acces aux éléments
d'une telle suite, on introduit un ensemble fini F totalement ordonné (ensemble
des "places" dans la suite étudiée) dont le premier élément T s'appelle téte de
liste et le dernier © est la queue de liste. L'ordre total se traduit par la don-
née d'une fonction de succession dans F, notée o~ , qui est une bijection de
F-16} damns F~{T} . Alors tout élément de P est l'image de T par
ovl pour un certain i. Enfin, une application ) assigne & chaque élément de
P wie valeur duus E.

Ainsi une liste est un triplet (F, E,/\) o /\ est l'ensemble de fonctions

{G", v, (C} . {T est ici considéré comme une fonction & O variable.. L'accés

& un élément quelconque de la liste passe par 1'acceés & 1'élément de tdte).




Adjoindre un élément en téte d'une liste (F, E,A) revient & construire une |

nouvelle liste (F', E,A') en posant

e

S VR AT

A {0", V', 95'}
oc'(T)="T

') = 0-(x)  zer-{5}
Vi(x) = V(x) x &F

]

On obtient en feit seulement une guasi-liste puisque la valeur assignée &
@' n'est pas définie, On constate également sur cet exemple simple qu'il n'est

pas facile de définir des modifications dans ce point de wvue.

6
F TT o sx Z. > X g >T o =3
1 \I) \) “
i
v N . s
. 14
E a b c d

Figure 1 : gchéme de la liste abbed

b) Gestions de produits dans des stocks

Une usine dispose d'un ensemble P de produits rengés dans un ensemble D
de dépbts. Pour chaque produit p, on constitue une liste dx(p), ol dkp(P) des
dépbts dans lesquels ce produit est stocké et pour chaque dépdt d, on constitue de
méme une liste Py {@y, ... , ged(d) aes prodults stockés dans ce dépdt. Enfin pour

chaque produit et pour chaque dépdt on connait la quantité du produit stockée dans

ce dépdt.

dépdt 1 aépbt 2 dépbt 3
=

lame

couteau

verre

assiette

Figure 2 : gestion d'un stock

On peut représenter cette donnée en considérant les ensembles suivants :
D = ensemble des dépdts

P

ensemble des produits
F=DzxP
Q = ensemble des quantités
et les fonctions suivantes :
?,1 associé & chaque dépdt d le poupds (d, @{(d))
'C2 associé & chaque produit p le déudle (ﬁ}?ﬁp),p)
oy associé & chague couple (d,p) le couple (d,p'), s'il existe, tel
que p' suive p dans la liste p1(d), pa(d)
0‘2 associé & chaque couple (d,p) le couple (d‘,p-) s'il existe, tel
que d' suive d dans la liste d1(p), dz(p)
T, associé & chaque couple (d,p) sa premidre composante d
’TI?2 associé & chaque couple (d,p) sa deuxidme composante p
X associé chaque couple (d,p) la quentité du produit p stockée

dans d.
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Enfin 1'on a accds directement & chaque produit et & chaque dépdt ; aussi

faut-il considérer D et P comme des ensembles de fonctions O-aires.

La donnée ci-dessus est donc un quintuplet (p, P, P, ], A) avec
A =DUPU {’61, zz, 0y 07y Ty, T, X,}

Fotons que, dans la figure 2, des couples tels que (dépdt 2, leme) ou (dé-

pdt 1, couteau) ne sont pas "accessibles".

Nous pouvons plus généralement définir une donnée de la manidre suivante :

Définition 1 : Une donnée est un mt! - uple (E1,...,Em, A) ol les E;
(i =1,...,m) sont des ensembles d'objets et /\ un ensemble de fonctions (par-

tielles) définies dans des ensembles de la forme Ei1 X ... X By (g0 et
fl G m,, )4 valeurs dans 1l'un des Ej. Une telle fonction s'appellera acceés
élémentaire & g variables, une fonction & O variable étant confondue avec sa

valeur.

Remargue : Il est toujours possible de congidérer des fonctions totales & la
place de fonctions partielles en introduisant un élément L (&lément "non
défini"), Si E est un ensemble ne contenant pas L., on notera E, =EU{i}.

On prolonge alors une fonction partielle f, définie dans K, en posant

£(x) = si f(x) est définie alors f(x) sinon L (x €E)
(1) = L
1.1.2,~ Structures ds donnde

Nous avons donc formalisé la notion de donnée. Nous avons également présenté
des exemples de structures : listes, gestion de stocks. Chaque fois, nous avons
défini ces structures en expriment les propriétés vérifiées par les ensembles de

base et les accés constituant une donnée, I1 est difficile d'énoncer des résultats

i £

e

généraux sur les structures sans donner un sens mathématique & la notion de pro-
priété. On peut apporter une réponse axiomatique & ce probldme en associant & une
structure de donnée un systéme formel. (C'est ainsi que 1'on définit, en mathéma-
tiques, les structures de groupes, de corps .) Les propriétés que doivent véri-
fier les données d'une structure sont des formules, ou axiomes, construites sur un
alphabet constitué de symboles fomctiomnels ou accds, de variables, du symbole =
et des symboles © (implication), 7 (négation), ( , ) (parenthéses) du cal-
cul des propositions.

Une structure n'est pas entidrement spécifiée par son systime formel. Il est
important de préciser les transformations ou modifications élémentaires applica-
bles aux données de la structure. Pour les listes, par exemple, on veut pouvoir :

- modifier la valeur d'un élément

- adjoindre un élément en t&te de liste

- supprimer un élément, etc ..

Cet aspect sera traité au chapitre 5.

1.2.- Systémes fonctionnels

Dans 1'approche précédente, une donnée (E1 ""’Em’ A) estun objet "concret".
Par opposition, nous considérons une information comme un objet "iddal™ qui permet
d'exprimer des affirmstions. Bridvement, une information sera 1'ensemble des théo—
rémes d'un systime formel (cf. 0.3). Une information pourra alors 8tre interprétée
(au sens de la logique) par une domnée.

Une structure d'information \F sera constifude dtin ayatdme farmel F a4
crit dans ce paragraphe et d'un ensemble- Mo de modifications élémentaires étudié
au chapitre 5. Dans la suite, nous emploierons quelquefois des expressions telles
que alphabet de bO , axiomes de bp , théorémes de tf , information de y au
‘(F, théortmes de £ , information de F .

lieu de alphabet de F , axiomes de
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?_ 5 (M’ Fszr R)

| vérifiant les conditions énoncées dens les paragraphes suivants ; les formules de

Définition 2 : Un gystéme fonctionnel est un systiéme formel

'F sont des formules propositionnelles sur un ensemble A c'est-i-dire que F

 vérifie 1'équation

FP=AUTFU(@POF

1.2.1.~ Alphabet

On se donne un entier m > 1 qui est le nombre de types d'objets du systéme :

on note [m] 1'intervalle des entiers compris entre 1 et m, c'est-i-dire

fm) ={nefN_ f 1<n€m}.

%:Luvu{s}u{(,),‘l,o} est 1l'alphabet de F

]

est le symbole d'égalité : son emploi est régi par les axiomes Eg (cf 125]
L est 1l'ensemble des symboles fonctionnels

V=

-

o
u
L

Vj est 1'ensemble des variables,

On définit une application source de I dans [m]* (ef. 0.1.) ; source (f)

est un mot sur [m], c'est-d~dire une suite d'entiers compris entre 1 et m. Le

longueur de source (f) s'appelle l'arité de f. Si elle est dgale 3 0, 1, 2, g

respectivement f est appeld symbole O-aire, unaire, 3inaire, g-aire. Les symboles

O-aires sont aussi appelés symboles de constante. On définit une application but

de L dens [m] . A partir de source et de but on construit une application profil

de L dans [m]* x [m] telle que :

profil (f) = (source(f), but(f))

Notations : Dans la suite nous utiliserons les lettres a, b, ¢ pour les symboles
de constante et les lettres f, g pour les symboles fonctionnels, x = (x1,...,xn)
désigne toujours un n-uple de variables distinctes. On note alors L(z) =

Ly {11,...,xn} . On pose enfin L' =L UV,

i
!
|
|

Les symboles fonctionnels sont encore les accds (élémentsires) du systime,
Ceci est justifié par le fait que tous les objets considérés dans le systéme
formel sont obtenus par composition de ces accds (cf ci~dessous, en particu-

lier la définition 5),

Ezemples : Dans la structure de liste on considdre deux types d'objets (les

places et les valeurs), L = {t, s, v, nil, &1'}

profil(t) = (1)  profil(nil) = (1)  profil(pid’) = (2)

profil(s) = (1,1)  profil(v) = (1,2)

Remargue : nil représente 1'élément fictif qu'il est commode de placer en

fin de liste. On pose  o~(§) = o~(gil) = pil et Y (ail) = pil'

1.2,2,~ Schémas fonctionnels du systime

Nous considérons seulement certains schémas fonctionnels (ef, 0.2), ceux
qui sont obtenus en tenant compte des profils dans la composition, Introduisons

auparavant quelques notations,

Notations

1) 8i Ayeessh sont des ensembles et si i = (i1,...,in) €fn), on
Pose Ai = Ai1x - Ain' La lettre i désigne toujours par la suite un &1é=~
ment de [m]¥,

2)5i us= (u1,...,un) € (L'*)n et f €L, on note fu au lieu de
fu.l cee W

3)si A C(L¥)®, ﬂ:{m s uEA}

Définition 3 : Un schéma fonctiomnel compatible avec 1'application profil est

)

m
un élément du langage S' sur L' défini par S' = LJ‘I Sé ol (31,"“'3!:1
J:

est la solution unique du systéme




sy = U{fSJ!..; fEL et profil (f):(i,j)} U v,

On appellera aussi termes les schémas fonctionnels compatibles avec profil,

Un schéma fonctionnel u est de type J si ou ES“)..
Pour x = (x1,...,xn), on pose Sj(x) = SS N u(x)*, En particulier
Sj = Sj(/\) est l'ensemble des termes de type j sans variable, On pose enfin

n m
S = 3U=1 sj et 5(x) = ;,L=)1 Sj(x).

On suppose que 51.,-495 pour j =1,,,.,m

Exemple : Dans la structure de liste, les termes sans variable sont les é1éments

de 1'ensemble S défini par
s=8 U 5,

S

=85 Ufy, Q}

2= U {mi1y

w
n

Notations : Nous utiliserons les lettres Uy Vo W pour désigner des schémas

fonctionnels ou des n-uples de schémas fonctionnels,.Dans le cas ol ces sché-
mas fonctionnels contiennent des varizbles, on utilisera également les lettres
h, k,

Soit h un schéma fonctionnel, i = (11 . .,in) € [n], x = (x1 T ,xn) v,
et u= (u1,...,u.n) € $. On note hx[u:} (ou h [u] s'il n'y a pas d'ambiguité)
le terme obtenu en remplagant dans h toutes les occurrences de Kyraee N
par u, reensy respectivement, On pose encore :cm(u) = m(x) =i,
Définition 4 : Une interprétation de S est un (mtl )-uple R = (E1,...,Em,r)
ol les Ei sont des ensembles non vides et r une application associant &
tout £ €L tel que profil(f) = (i,3j) une application de E, dans E,.

)
8i E = (E1,...,Em) on note encore R = (E,r),

e

1.9

Nous utiliserons par la suite la X -notation, Soit E = (BiseensBp)
i €E[n]* et x= (x1,...,xn) €V,. 51 u(x) est une expression de fonction,
la notation

u(x).

Axz.u(z) représente la fonction qui & tout x de E, associe

Exemple : Xz.xk représente ltapplication TCk définie par

‘mk(xv...,xn)=xk pour tout (x1,...,xn) de E..

Proposition 1 s Soit (B,r) une interprétation de S, x = (11,...,xn) ev,

r détermine une application unique * de S(x) dans 1'ensemble des applice~

" tions de Ei dans LJJEJ, telle que

Hxp) =

7(a) =

Lx.xk pour k=1,,..,n

Lx.r(a)

8i a est une constante
Hewy oeu) = 2(&)(Hy)yennBu)) st g el

La démonstration est immédiate et analogue & la démonstration pour les

schémas fonctionnels en général (0.2).

Remergue : En toute rigueur, il faudrait dcrire ;x au lieu de r. Notons

cependant que si {x“...,xn} c {y“... yp} et si u € 5(x), on peut iden—

tifier f-x(u) et ?y(u). En particulier,si u est un terme sans variable de

type J (u €S.), Q(u) est une application constante que lton identifie avec
J

sa valeur,

Définition 5 : Une interprétation (E,r) de S est stricte si r(SJ.) = Ej

pour J = 1,.44,m,




1.2.3.~ Formules atomiques

L'ensemble A des formules atomiques est défini par le systime

m
r= U Sy =8y

j=1

Prédicats : Supposons que L contient un symbole vrai de type Jj. On appelle
symbole propositionnel (ou prédicat) tout symbole p tel que but(p) = 3,
On conviendra d'écrire alors p Uy oeee uw BU lieu de p Uy e un?*— yrai,
Ceci est une simple rééoriture (de la méme manidre que p Vg est une rééeri-

ture de Tp >4q).

Exemple : Le systdme fonctionnel S » formaelisant 1'arithmétique comporte
2 types d'objets : le type entier et le type boolden, les symboles de (/4/\

sont : (on indique entre parenthdses le profil)

o (1) 5 (1,1) + {1,1,1) * (1,1,1)
vrai (2) < (1,1,2)
La formule 80 <0 est une réécriture de < (50,0) = vrai,
Dans la suite on omettra d'indiquer le type booléen et on spéeifiera un

prédicat p en indiquant uniquement gource (p). (Ici source (<) = (1,1)).

Nous écrirons égelement z + y et x x y au lieu de + xy et * xy,

1.2.4.~ Formyles
L'ensemble F est la solution de 1'équation & point fixe
F=4U F U (FoF)

I1 revient au méme de dire
1) toute formule atomique est une formule

2) si p est une formile, p est une formule

il

3)si p et g sont des formules, (p > q) est wne formule.
4) toute formule est obtenue par application des 3 rdgles précédentes.

Pour démontrer qutune propriété P est vraie pour toute formule il
suffit de montrer (raisonnement par récurrence sur la longueur d'une for-
mule) :

1) P est vérifide pour toute formule atomique.
2) si P(p) est vérifide, P( = p) est vérifide,
3) si P(p) et P(q) sont vérifides, P((p >4q)) est vérifide.

Rappelons les régles de rééeriture et les conventions adoptées en 2.1,

On peut écrire
(pva) pour (7p>a)
(pra) pour (7pv )
(pea) powr ((po>a)A(a>0)

De plus,on derit uw#v au lieude AJu=v

X = Prop(A) U Bg UX est l'ensemble des axiomes de ‘F .

. les formiles de Prop(A) sont les axiomes du systdme propositiomnel

construit sur A (ef 0.4),

. les formules de Eg définissent le symbole d'dgalité = . Pour chsaue

J de [m] soit xj, yj, z, ‘trois variables détermindes de type j.

Plus généralement, pour chaque i de [m]* tel que q =]il >0,

soit (xi1""’xiq) et (yi1,...,yiq) deux suites de variables distinctes,




de type i, telles que xik’é Vip powr x,? €(1,q] . Posons

p,=x.5xj pour j € [m]

=X, Ey.0%X, 52,0y, =3, our j € {m] et, si
qJIJijJyJJpa[],

f est un symbole gq-aire (q ;é 0) tel que source(f) = i

syi13 vee D Xy 2y. Dfx,

rf=x q iq i

g eeeXs = ;f'yi1 ves yiq

41 q
=4 P { PR . i >

Bg={p; s 3 élml}u{qj s yetal}ufry s £ €1 etaritg(f) >0}

. les formiles de X sont les axiomes propres du systéme fonctionnel,

Exeuple :

1) les axiomes propres de la structure de liste seront

L BX Ty DOXEYyVEXE

les axiomes ci~dessus expriment que
. ou bien la liste est infinie : dans ce cas s<t Feft (Ad)
. ou bien la liste est de longueur finie n ¢ dans ce cas st = nil
et StEslt (0¢k, L<n ot k£L)
2) les axiomes propres de la structure (f’ (entiers positifs) sont les
axiomes de Peano
Sx # o] XS5y = (x.y) +x
Sx=E8yo>x=sy 2 (x <0)

£+0=x x<Sy & (x<yvzzy)

1.13

 + Sy = S(x+y) I<yVIEyVy<zx

3) Dans toute structure, il est wtile d'introduire, pour tout
(i,5) € (] z [m], un symbole condih_j de profil (i,i,3,3,3) formalisant
la fonction "conditionnelle", Les axiomes de condi g seront
’
comdi“j (x,2,2,t) =z

X ;'é ¥y o condi (x,y,z,’c) =4
1

J
Par la suite, on omettra les indices i,j , le contexte indiquant tou~

jours leurs valeurs,

1.2.6,- Régles d'inférence
On dispose de deux rgles d'inférence
modus ponens ¢ p, P >Qq ~q
substitution : pr-p_(u] (peP x €V, ues type(u) = type(x))

Remarquons ds maintenant que si p €T, alors le schéms de formules

{px fu] ;u€ Sj} est contenu dans T.

Nous étudierons su chapitre suivant la portée exacte de la rdgle de subs-
titution ; il est possible de se passer de cette rdgle & condition de prendre
pour axiomes de T 1'ensemble des "exemplaires" de formule de J s

L'usage des variables présente cependant plusieurs avantages,

1) I1 est plus agrésble de manipuler des axiomes que des schémas d'axiomes.

De méme, étant donnée une formule p sur IL(x), une démonstration de p sera
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plus lisible qu'une démonstration de p [u] (u € Si)'

2) Torsqu'on définira de nouvesux accds, c'est--dire de nouveaux symbo-
les fonctionnels (chapi‘cre 3 et 4), la rdgle de substitution s'appliquera aux
termes contenant des occurrences de ces nouveaux symboles. Ainsi, dans la struc-
ture b4p des entiers positifs, définissons le quotient de deux nombres par la

formule
¥ # 0 O (x < yx(auotient(x,y)+ ) A (yrauotient(x,y) = x
v yxquotient(x,y) < x) )
les axiomes de l'addition, de la multiplication et du prédicat < s'ap~

pliquent & guotient (m,n) (ce qui permet, pour chaque couple m,n (n £ 0) de

calculer guotient (m,n) ).

1,2,7,— Informations

Définition 6 : Une informstion de F est un sous ensemble I de F conte~

nant les théordmes du systéme formel et saturd,

I est donc une information de la structure si

# Wetl

ii) Pour tous p,q de F, p€l et p Og €I implique q €1
iii) Pour toute formmle p de F, toute variable x et tout terme wu

de m8me type que X, p €I implique px[uj [

IDéfinition 7 ¢ Soit I une information de F . Un ensemble Y des formules
est un systéme dlexiomes de I si I est l'ensemble des théordmes du systime

fonctionnel ~ F' d'axiomes propres Y,

1.15

Exemples ¢
1) Listes : On peut déduire des axiomes de la structure de liste que pour
tout k, LEN , x4 4

k 4

- st=Egvt >skt5g

Pour spécifier une information il faut donc préciser se longueur et les

relations entre les valeurs de la liste, Par exemple :

On obtient également une information en considérant seulement les 3 pre~
miers axiomes ou plus généralement un sous ensemble strict de ces axiomes, En
fait le premidre information est "complite" alors que les autres ne le sont pas.

Nous préciserons cela au chapitre 2,

2) Listes & valeurs dans un ensemble déterming

Dans la plupart des cas la structure de liste n'est pas étudide dans 1'ab-
solu. On se donne un ensemble de valeurs, par exemple les entiers, c'est-a-dire

que S, contient d'autres termes que vt, vst, ... Ainsi le structure de liste

2
& valeurs entitres est obtenue en juxtaposant la structure =4 de liste et la
structure A . Une liste & valeurs entitres sera alors déterminée par un sys—

téme d'aexiomes du type

£ n -
8T = ML
{vskténk 0 ¢k <n-!

ol les n sont des termes de /F° 1




Notons qu'on peut trouver des informations pathologiques, Ainsi l'infor-

mation d'axiomes

vt = 80
vst = 820
vs't # s n>0
321: 74. nil
&t = nil

est compldte, bien que Vszt ne soit pas "& valeurs entidres", Ce fzit est
inhérent 2 la formalisation choisie : les entiers formant une suite infinie,

il n'existe pas de formule affirmant que vazt est & valeurs entidres,

1.2.8.- Interprétations d'une information

Soit I wune information, R = (E,r) une interprétation stricte de S
et x = (1(1 ,...,xn) EVi. I1 existe une application 7% unique de 1'ensemble
des formules construites sur L(x) .dans l'ensemble des applications de B,

dans B ={vrai, fau.x} telle que

T(u=v) =gi #(u)=7(v) alors vrai sinon foux
(1) = B (%(p))

(p > q) = B4 (¥p), ¥(q))

Définition 8 : R est une interprétation de I si, pour tout théoréme p

de I (construit sur L(x))

Hp) = Mx. vzai (1)
Proposition 2 : R est une interprétation de I si et seulement si, pour
tout théoréme de I, sans variable

¥(p) = vrai

1.7

S5i Y est un systime d'axiomes de I, il suffit que (1) soit vérifide

pour toute formule de Y,

Démonstration ¢

1) 1a condition est clairement nécesssive. Inversement soit p une for-
mule d¢ I sur L(x), Pour tout u €5;, p [u] est un théordme de I. Donc
P(p (w]) = yrai
Mais  T(p [ul) = ¥p) (¥(u))
Pour tout j € (m], Ej = ;(Sj)' Donc Ei = ;(Si)

a'on r(p) = Ax,vrai

2) si p € Prop(A), p est une tautologie, Donc r(p) = Ax.vrai. De

méme si p € Bg,
Si p est déduit de q et q > p par la rigle de modus ponens
7a) = Mxyrei, ¥q 5p) = Ax.ymei
Done ?"(p) = Xx.m;i par définition de Hy .
5i ¢ €I et p=gfu]l ) = Ma)(¥(w) = Ax.yzai

Donc R est une interprétation de I dds que }J(p) = Ax,vrai pour

p €Y.

1,2.9.- Structures d'information

st F eet o syatéme fonotionnel; on nnte 7 {F) 1'ensemie des

informations de F et pour tout =n »0,,,, (/7611< ?7) 1l'ensenble des appli-

cations de [(7(?:—)]11 dans 3(?:). Soit \76(?)= nu J(%n(rf:).

>0




1«16

Définition 9 : Une structure d'information f est la donnée d'un systime fone~

tionnel ¥ et d'wn sous ensemble O de Jé'(?") (ensemble des modificatig

é1émentaires de  f )

Nous reprendrons au chapitre 5 1'étude des modifications d'uns structure

d'information,

2
étude mathématique

des systémes fonctionnels




24~ ETUDE MA! TIQUE DES SYSTEMES FONCTIONNELS

Nous regroupons au paragraphe 2.1 quelques résultats classiques sur les
théorémes d'un systéme fonctionmel, Le théordme 1, en particulier, précise la
portée de la rdgle de substitution. Le paragraphe 2,2 étudie la structure de
l'ensemble des informations d'un systéme fonctiomnel en tant qu'ensemble or—
donné, Il développe également la notion d'interprétation d'une information et,
done, de donnée, Au paragraphe 2,3, nous nous interrogeons sur l'intérét d'in-
troduire le quantificateur I dans la formalisation, Il est montré que, dans
une certaine mesure, ceci ntest pas nécessaire : lorsqu'on veut résoudre un
probléme, il s'agit moins de montrer l'existence d'une solution que de cong-
truire cette solution en utilisant les accés précédemment définis.

Le paragraphe 2,1 peut 8tre omis en premi®re lecture par un logicien. Le
paragraphe 2,2 est, par contre, essentiel pour la suite. Le paragraphe 2,3

enfin, est relativement indépendant des chapitres suivants,

2.1.~ Résultats concernant les théordmes d'un systdme fonctionnel (%)

2.1.1,~ Regle de substitution

lDéfinition 11 S0it x= (11,...,xn) €V, , u unterme et p une formule

(*) Dans 1'ensemble, ces résultats ne sont pas nouvesux, Nous nous sommes large-

ment inspirés de la présentation de (SHOENFIELD).




2.2

sur L(x). Un exemplaire de u (resp de p) est un terme (resp une formule)

de la forme u[v] (resp p (vl ) o vES!.

Défimition 2 ¢ Soit T un systdme fonctionmel, x = (x1,...,xn) €V,.
La restriction de ¥ & L(x) est le systéme formel To(x) = ( &90(1),

P (x), %,(x), R,) afini par :
¥ @ =uxui=}u {(,), 7,3}
NCERVEICELIC
F(x) =A(x) UIE(x) U (F (x) D F (2))
%, (x) = Prop(a (x)) U Bg (x) UX (x)

ot Eg (x) (resp X (x)) est formé des exemplaires de formules de Eg (resp X)
o )

sur %o(x).

Rc> = {modus ponens}
On notera en particulier ’:Fo la restrictionde F & L.

Définition 3 ¢ Une information de 77; est un sous ensemble de Fo con—
tenant les théorémes de ?0 et stable par application de la régle de mo=-

dus ponens,

Notations :

s T
o wOLT 3

note Yo 1l'ensemble des exemplaires sansg variable de formules de Y et I

1l'ensemble des formules sans variable de I.

. Soit F un systdme fonctionnel, x eVi et u ES:'L g

Allrl"i

2.3

Soit y = (y1,...,ym) les variables apparaissant dans u. On note To(u)
le systéme formel ( 5‘50(5’), Fo(y),’.)Co(u), Ro)

o X (u) = Prop (&,(y)) UBg (y) U {p [u] ; p €X(2)}

Enfin, si x,y sont des suites de varisbles sans point commun et wu,v
des suites de termes de type correspondant, on définit de manidre similaire
les systdmes ?;(x,y), F (z,v), Fluv).

¢} [+

Théoréme 1 : Soit F un systéme fonctionnel, p une formule sur L(x).

Alors, si F'fF P

R P e ?

2 i 1
) F“,Fo(u) pul pour tout wu ESi .

Démonstration : par réourrence sur la longueur d'une démonstration de p
a)si peX ,p € Z‘o(x) et p[u] & T)Co(u).

b) soit q une formile sur L(x,y) =1 U {11""'xn}ufly1"°"ym}
telle que P—?_q et i—?,q > p. Soit v-= (v1,...,vm) une suite de

termes sans variable de méme type que y. Alors, par récurrence,
1 b=
F g, (xv) Gl e 7 (zy) HI2?

Done
'——?o(xrv) P ’}B
De plus si u esi s par récurrence,

Pru) Gy BTl ot ) dpBvl o olad

soit '_:F“o(u) p [u]




Soit y une variable de type j, Vv €Sj(x) et g une formule sur

- =
L(x,y) telle que 4 et P qy[v]

Par récurrence

De méme, si u €S£ ,

'—’f{,(u.v[u]) qx,yﬂu.vru]]

soit ’—’F; (u) P [ul .

Remarque : En fait p peut &tre déduit d'un nombre fini d'axiomes de ?g (x)

en utilisant la régle de modus ponens.

Corollaire 1 : Soit T (resp To) 1'ensemble des théorémes de

Alors To =T Fo P

Corollaire 2 : Soit I wune information de
pour I, Alors I b est une information de

me d'axiomes,

2,1,2,~ Théordme de ls déduction

Définition 4 : Soit F un systdme formel (resp. une information), ¥ un
ensemble de formiles ; F [Y] est le systéme formel (resp, 1'information)

obtenu en ajoutant comme axiomes les formules de Y, Si Y = {p1 3% TaD } on

rotera Flyl = ?[p“...,pn].

Théordme 2.~ Soit F un systdme fonctiommel, Prrecesdy des formules

sang variable, p une formule, Alors p est un théordme de ?[p1 ,...,pn]

gi et seulement si I—,}_ Py D i T P, DD

’_’f' (z,7) qy[v] done
o t]

2.4

IH?'O(X) P

F (resp TO).

F , Y un systéme d'axiomes

’Fo admettant Yo comme systé~

ni?

2.5

Démongtration 3

51 pyoeee P, > P est un théordme de F, il suit, en appliquant
la régle de modus ponens, que p est un théordme de T[p“...,pn] . Réci~
proquement, il suffit de montrer que si p est un théordme de Flql,a > p
est un théordme de ¥,

Raisonnons par récurrence sur le démonstration de p dans F [q]

1) 8i p est w axiome de F, q >p est un théordme de F .

2)8i p = q, ¢>p est un théoreme de F .

3)Si p est déduit de r et de r o p, par récurrence, q Jr et

q >(r >p) sont des théorémes de F , Or
{@o(r2p)) 5(a>r) 5(g >p)

est un axiome de X et, en appliquant deux fois la régle de modus ponens,
q >p est un théordme de F .

4) Si r est un théortme de F[q) etsi p=r fu] , par récurrence,
q Or est un théordme de¢ F , Donc q [u] Or [u] est un théordme de F

et,puisque q est sans variasble, qQ > p est un théorétme de F.

Corollaire : Soit I une information, Y un ensemble de formules, p une
formule sans variable, p €I[Y] si et seulement si il existe des ezemplai-

res p1 ,...,pn de formules de Y, sans variable, tels que P, 21000 '_')pnj p el

Remarque : Si Pyreensby sont des formules comportant des variables, p

peut 8tre un théordme de F ey ++Py] sans que b p>...3p Dp.

Exemple : Soit F un systdme fonctionnel sans axiome propre et contenant

deux symboles de constantes O et 1 et soit p=x=0 et q=1=0,
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q est un théordme de F(p] mais p >q n'est pas un théordme de F.

2.1.3.~ Regles du celcul des propositions
Le théordme de tautologie et la rdgle d!équivalence, démontrés en 0.4

s'appliquent aux systimes fonctiomnnels.

2.1.4,~ Propriétés de 1'4anlité
Voici tout d'abord un résultat simple dont la démonstration utilise les

régles précédentes,

Proposition 1 3 L'égalité est symétrique et transitive.

Démongtration ¢ Pour i =1,...,m soit Ty Vi z; des variables de type 1i.

Symétrie ¢ Soit 1 € [m] . Il faut montrer que X 27, “— AR est

un théordme de F ., Or

x, 5y, 0%, =5,0y, =z (Axione q,)
En particulier s

% = v 2% E X% 0oy =X (régle de substitution)
Comme X, = z;

T, 2y 0y Sy (Théordme de tautologie)
Donc, également

v, =%, 9%, =y, (régle de substitution)
et X By, e oy Ex (Théoreme de tautologie)

Transitivité @

V2% 2507,
done

x, Ey. 2 =

15 Y zl xijzi
ou Z, Ex, D =

1 xl xi=yi:\zi
soit

xi=y DyiEz Dxl

Théoréme 3.~ Soient u,l,...,un. \11‘,...
formules tels que +v' (resp p') soit

certaines occurrences de U, y..., U
1! ? n £l

2.7
=z, (Axiome q,i)
=y, (rdgle d'dquivalence
et symétrie de 1'égalité)
275 (théordme de tautologie)
22y (régle de substitution
en permutant x,, y,, zi)
,u;1 s Vy V! des termes et p, p' des

obtenu en remplagant dans v {resp p)

respectivement par u1' yooe ,ur" . Alors

W= ey Sy ey
et
B B ey, Ty 2 O
Le démonstration est immédiate, par réeurrence sur la longueur de p
(resp v).
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2,2,- Inf tions ¢ tantes, compldtes

Nous allons étudier maintenant deux types d'informations particuli®rement
importants, On dira qutune information est consistante si toute formule n'est
pas un théoréme de cette information. Il est clair que 1'information inconsis-
tante ne présente pas d'intérét. la notion d'information consistente se révdle
éganlement intéressante dans le cadre des équations sur une structure, Appelons
équation sur bp la donnée d'un symbole f, n'appartenant pas & 1'alphabet
de ¥ , et d'une formule égalitaire sur cet alphabet étendu. Par exemple,
considérons la structure & des entiers relatifs et un symbole &, O-aire,
avec 1'équation

52+a+1='—-0

L'information  Z' obtenus en ajoutant ce symbole et cet axiome est
inconsistante, En effet, on peut montrer dans Z 1le théordme
12 +x + 1 ;‘; 0
qui, par substitution, donne
Cra+l#0

L'inconsistance de Z' exprime le falt que 1'équation

12+x+150

ne possiéde pas de solution dans Z
Considérons meintenant 1'équation

n2_3n+950

Cette fois~ci l'équation admet deux solutions (1 et 2), Ceci se traduit formel-

lement par le fait que 1'on peut démontrer dans Z' le théordme

2.9

Appelons compléte une information consistante I telle que, pour toute
formule p sans variasble, p €I ou “p €1. Z' n'est pas compldte ;
en effet, on ne peut démontrer dans Z' ni a =1 ni & #1., On obtient
par contre une information compléte en ajoutant soit la formule a =1 soit
la formule a =2, Ainsi une information est incompldte si elle posside plu~

sieurs extensiong consistantes distinctes.
2,2,1,= Définitions

Proposition 2 s Soit I une information, Les propriétés suivantes sont équi-
valentes,

i) I#F

ii) pour toute formile atomique a de A, a €I=3 Ta gl

iii) pour toute formule p de F, p €I = Ipg I

Démenatrat 3

i>ii Soit a une formule atomique telle que a et 7a appartiennent &
I;la formule a A & appartient & I, Toute formule p est consé-
quence de a A Ta (puisque V(an ;la) = faux pour toute fonction
de vérité), Donc toute formule est un théordme de I (théortme de
tau.tologie).

ii = iii Reisonnons par récurrence sur la longueur de p.
Si p= Tq, Tp= Mg, SL Ip €I, q €I done, par récurrence,

Tq#I.Done p €1 = Ip ¢ L.

] . af. - LN A - - - . = .-
~a P EJ 2SI P PG = Tje Wi ipoiy Y &l ol i <4,

Donc, par récurrence, r £ I et done q st ¢ I, D'od p €I o Tpel,

iii 31 évident,




!Définition 5 ¢ Une information I est consistante si elle vérifie les condi-
! tions équivalentes de la proposition 2.
Soit a, we formule atomique sans varisble et 9, =&, A Ta o Alors
1) pour toute formule p, p > q, est équivalent & Ip.
2) une information I est consistante si et seulement si 4, é i

Nous utiliserons dans la suite la formule Qe

Proposition 3 3 Soit I wune information et p une formule sans variable,

p appartient & I si et seulement si I [‘\p] est inconsistante.

Démonstration s Si p €I, p et p sont des théordmes de I [1p] .

Réciproquement si I(7p) est inconsistante, 9, €I [71p] . Par le théoré-

me de la déduction, 7p D qo €I; donc 17p €I soit encore p €1.

Si p posséde des variables, le résultat précédent est en défaut, Con-
sicérons 1la formule p = (2x + 3 =x + 4) dans la structure (f° des entiers,
p n'est pas un théordme de N , bien que (/V’(‘! p) soit inconsistante,

(En effet, 2+3 =1+4 est un théorsme de o).

Remarque : Soit I une information et Io l'ensemble des formules sans va-
riables de I, Si Y est un systime d'axiomes de I, soit Yo 1'ensemble
des exemplaires sans variables de formules de Y. Nous avons vu (théoréme 1)
que I(J était 1'ensemble des théorémes déduits des axiome.s de Yo en utili-~

sant uniquement le modus ponens, On dira que I0 est inconsistante si

Corolleire : Soit I une information et p une formule sans variable. p

appartient & I 5 si et seulement si Io [1p] est inconsistante,

2.1

Propogition 4 ¢ Soit I une information et p ume formule sur L(x). Ipl
est consistante si et seulement si, pour tout ensemble fini T d'exemplaires

de p sans variable, I LT'] est consistante,

Déuonstration : La condition est évidemment nécessaire par application de la
régle de substitution. Réciproquement, supposons I [p] inconsistante.

E € I[p] et, pulsque 4y est une formule sans variable, il existe d'aprés
le théordme 1, un ensemble fini I d'exemplaires de p sans variable tel

que q € I(T'] , donc tel que I [T'] soit inconsistante,

Proposition 5 : Soit I une information consistante. les propriétés suivantes
sont équivalentes :
i) I0 est maximale dans l'ensemble des informstions consistantes de ’Fo
ii) pour toute formule atomique & sans varisble, a £ I = Ta €1

iii) pour toute formile p sans variable, p € I 3 Tp €1.

Démonstration ¢

isii 81 afI, I[a] est inconsistante, Donc 7a € I.

ii 3 iii Reisonnons par récurrence sur la longueur de p
Si p=Tq, Ip= 17q.5i IpfI, q¢I. Done, par récurrence,
7q €I.D'%h pgIs p €l
Si p=qgor, p= Tgor).Si IpfI,qfI ou IrgIl.
Donc, par récurrence, 1q €I ou r €I, Donc p €1,

iii 31 Soit Iclu une information contenent strictement Io, p une formule
appartenant & I(') -1 o Alors, Tp € Io C Ié. Donc Ié est incon=

sistante,

Définition 6 : Une information consistante I est compldte si elle vérifie

les propriétés équivalentes de la proposition 5.
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Définition 7 ¢ Soit I, I' des informations consistantes de F.o est
une extension maximele de I si I' contient I et si I' est maximale par-

mi les informetions consistantes de F .

Remarque ¢ Si I est une information meximale parmi les informations consis-
tantes de T N Io est & fortiori maximsle parmi les informetions consistan—

tes de ?—o‘ Donc, I est compldte,

Proposition 6 ¢ Soit I une information consistante, I admet une extension

maximale I!,

Démonstration s Il suffit de montrer que l'ensemble des informations consis-
tantes contenant I admet un élément maximal, Nous utilisons pour cela le

lemme suivent de la théorie des ensembles,

Soit E un ensemble et J une classe de sous ensembles de E, On dit
que U est de caractdre fini si, pour tout sous-ensemble A de E, A est

dans 7 si et seulement si tout sous ensemble fini de A est dans U 5

Lemme 1.~ (Terchmu_ller - Tukey) Si 'J est une classe non vide de sous ensem=

ble de E qui est de caractdre fini, j admet un élément meximal,

7 la classe de tous
7 con-

g , tout sous ensemble fini de 1

Revenons & la démonstration de la proposition, Soit
les sous ensembles [ de F tels que I(T'] soit consistante.
tient 1'ensemble vide. Si I' est dans
est dans  J . Réciproquement si I' n'est pas dans J 14 €1 (r] .11
done tel

existe un sous ensemble fini I'' de I' tel que q, €1 (]

que I [r] soit inconsistante, U est donc de caractére fini. Soit 1"'0

I
un élément maximal de J. It = I(Po) est maximale parmi les informations

2.13
consistantes contenant I,

Une information compldte n'est pas nécessairement maximale parmi les in-

formations consistantes de F . On a cependsnt le résultat suivant,

Proposition 7 ¢ Soit I une information consistente., I est compldte si et

seulement si elle admet une extension maximale unigue,

Démonstration : Si I n'est pas compldte, soit p une formule sans variable
telle que p et 7Tp n'appartiennent pas & I. Alors T [p] et I [0p]
admettent des extensions maximales distinctes,

Réciproquement supposons I compléte, Soient 11 s I, deuz informations

2
consistantes maximeles contenant I et soit p € 12. Pour tout exemplaire p!
de p, sans variable, p! 612. Donc 71p' ¢ I2 et, puisque I est compldte,
pt €1 CI1. D'aprés la proposition 4, I1 [p] est donc consistante et p € I1
puisque I1 est maximale, D'ol 12 CI1 et, puisque I2 est maximale,

12=I1.

Remargue : Il ressort de la démonstration précédente que I est maximsle par-
mi les informations consistantes de F si et seulement si I est compléte

et si, pour toute formule p de F,

p €I ¢ p' €I, pour tout exemplaire p' de p sans variable,

Structure de l'ensemble des informstions d'un systime formel

L'ensemble 1 (F ) est ordomné par la relation d'inclusion. Pour cet

ordre, J{F) aduet wn plus petit élément, 1'ensemble T des théoremes,
et un plus grand élément, llensemble F des formules. Si <Il) est une fa-

mille d'informations, n I% est encore une information qui est la borne

XEA
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inférieure de la famille (I X)' De mfme, il existe une plus petite informe-
tion contenant tous les I. U (F) est donc un treillis complet (SCOTT),

] 11, est encore
Y
T(F)

est donc un ensemble compldtement inductif (ef 4.2). Nous pouvons résumer

Bnfin, si (I,) est une famille totalement ordomnée,

wne information qui est la borne supérieure de la famille (1 1,)'

cette étude dans le diagramme suivant.

I, est le plus petite } . informations

complétes
information contenant p

|
'\ informations
{

consistantes

2.2,2,~ Interprétations d'une information consistante

Nous démontrons dans ce paragraphe le résultat fondemental suivant

Upe information est consistante =i et seulement gi elle admet e inter—

prétation.

e sor corollaire

Soit I une information et p _une formule sans varigble, p_est un

ement si p _est valide dans I,

théordme de I si et

2.15
(c'est-a-dire vérifie

AIJ‘(p) = yrai pour toute interprétation r de I),

Ces résultats nous serviront souvent par la suite. Il est en effet fort
difficile de montrer la consistance d'une information par des méthodes direc—

tes.

n
Définition 8 : Soit ~ we relation sur §= | S5 telle que
=

unvvy = Jjelm] (u €Sj et vESj) 1)

On dit que ~ est compatible avec la composition des symboles fonction—

nels si, pour tout i€ [m]*, tout f €L tel que sowrce(f) =i :

Y u, vES,, (w ~ v, ek .o, et u vV, = fu ~ V)

DPropogition § ¢ Soit ~ une relation d'équivalence sur S, compatible avec

la composition des symboles fonctionnels. Pour chaque j € [(mn]}, soit Ej = Sj 7y
le quotient de Sj par v . Il existe une interprétation stricte R = (E,r)
de S, unique, telle que E = (E1,..., Em) et que, pour tout u €3, f*(u) soit

la classe d'équivalence % de u par ~ ,

Démonstration s

Existence s Soit f € L tel que source(f) =1, Soit x = (x1,...,xn) € Ei.

Posons

Al =

oL u= (uw,...,un) est tel que x, =14, pour i € [1,n] . Puisque ~ est

1 i

compatible avec la composition des schémas, la définition de r(f)(z) ne dé-

pend pas du choix de wu. On montre alors par récurrence sur u que f‘(u) =1,
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Unicité s Soit f €L, x éEi et u comme ci-dessous. Par définition

~

de r

(£)(z) = fu) = Tu
Définition 9 s L'interprétation définie dans la proposition précédente est

l'interprétation canonigue associde & w~ ,

Remarque : Soit w,v €5 Tu=v) = yrai <= u ~v.

Proposition § ¢ Soit I wune information compldte, R = (E,r)} une interpré-
tation stricte de S, R est une interprétation de I si et seulement si,

pour tout couple (u,v) de termes de méme type sans varisble,

u=vel ¢ Flusv) = yrai

Démonstration ¢ La condition est nécessaire, Réciproquement, montrons per
récurrence sur p que p €I & p) = vrai.
51 p est atomique c'est 1'hypothdse.

Si p= g, 2(p)=vrai & 2(q) = foux e ¢ ¢ I & p €I

q>r, 7(p)=ymei & ¥q) = faux ou T(r) = vrai

5i p
1==>q¢I ou r€l & qor €1

Théoreme 4 : Une information I est consistante si et seulement si elle

admet une interprétation,

Démonstration ¢ Soit R = (E,r) une interprétation de I , ?(qo) = faux,

Touc 9, £ 1 st I sst cousistants,
Réciproquement, soit I' une extension maximale de I (proposi’cion 6).

La relation

uny & usv eI?

|
i

i
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est une relation d'équivalence compatible avec la composition des symboles
fonotiomels (propriétés de 1'égalité ), Soit R = (B,r) 1'interprétation
canonique associde & ~ , Il résulte clairement de la remarque et de la

proposition précédente que R est une interprétetion de I' , donc de I.

Définition 10 : Soit I une information et p une formule., On dit que p

est valide dans I ai 'i"(p) = yraei pour toute interprétation de I,

Corollaire : Soit p une formule sans varisble, p est un théoréme de I

si et seulement si p est valide dans I,

Démonstration : Si p €I et R = (E,r) est une interprétation de I,

~ . s -

v (p) = yrai. Inversement, si p ¢ I, I [7p] est consistante, Soit R =
(E,r) une interprétation de I [7p] %(7p) = vrai ; donc 2(p) = faux

et p n'est pas valide,

Remarque : Pour montrer que p ;‘:‘ I, il suffit donc de construire une inter-

prétation R = (B,r) de I telle que p) = faux (cf  3.3).

2:2,3.- Interprétation d'wne information compldte

Définition 11 ¢ Soit I une information, Deux interprétations R = (E,r) et
R' = (B',r') de I sont équivalentes si T(p) = T'(p) pour toute formule p
de F,

lemme 2 + R et R' sont équivalentes si et seulement si, pour tout couple
(u,v) d'éléments de S, de méme type,

~ " ~

r(v) = 7(v) &= () = 2(v)

n
I1 existe donc une bijection ¢ de :%_—)1 Ei sur \;) E]’_ , unique telle
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que, pour tout u €S,

o(2(w)) = 7 (u)

Théortme 5 : Une information I est compldte si et seulement si elle est con-

sistante et si toutes les interprétations de I sont équivalentes,

Démonstration : Si I est compldte et si R est une interprétation de I
u=Ey €I & ?‘(u) E;(v)

Réciproquement, si I n'est pas compldte, il existe p €TF tel que
I, =I(pl et I,=1 {plsoient des informations consistantes. Seit R,
une interprétation de I1 s Ry une interprétation de L. Ry, R2 sont deux

interprétations non équivalentes de I, En effet :

;1 (P) = vxai

%,(p) = fawx

Corollaire : Soit I wune information compldte ; une formule sens veriable p

est un théortme de I si et sewlement si T(p) = vrai pour une interpréta-

tion de I.

2,3%,— Relation entre 1'étude des systémes fonctionnels et le calcul des prédicate

243414~ Introduction

Nous nous posons ici la question de savoir si l'on obtient une théorie plus
forte en utilisant des formules quantifides dans notrs systéme formel, Sans ap~
porter une réponse compldte, nous donnons ici plusieurs résultats qui nous ont

incités & ne pas utiliser les quantificateurs.

Nous utilisons en fait implicitement des formules quantifides, Ainsi la for—
VxVy

Plus généralement, toute formule p [x1,...,xn] est équivalente & Vx1 eas

mule XS y>yEx est-olle équivalente & la formule XEyDyEX,

Yx plx].

o Vx Pi{ZX ,see3% | , formule que nous noterons
n 1 n

Bien entendu, on n'obtient ainsi que des formules universellement quantifides,

Si 1'on prend la négation d'une telle formule ; soit
Vx plx] (1)

on obtient une formule qui n'est pas équivalente 2 Yz o p[x] mais & Jxp{x].
Cette dernidre formule n'est d'ailleurs qu'une réécriture de (1),

Examinons plus en détail 1l'usage qui est fait des quantificateurs,

1) Dans les axiomes d'une théorie il est fréquent d'affirmer 1'existence
d'objets vérifiant une propriété donnée, Dans 1'axiomatique des corps on a, par

exemple, la formule
Iy{x#FoDdxsy=1] (2)

définigsant 1'inverse de tout nombre non nul (ou plutdt 1l'existence d'un inverse).
Dans le cadre des structures d'information, il est intéressant de pouvoir accéder

& cet inverse, Aussi introduit-on un symbole unaire inverse défini par la formdle

£#0 D x % inverse(x) = 1 (3)




Notons que le terme inverse (0) n'a pas de valeur précise.

On appelle théories ouvertes les théories dont les axiomes propres sont
sans quentificateurs. Etant donné un systdme fonctionnel, on obtient une théo-
rie ouverte en ajoutant les symboles 3 et V ainsi que les axiomes et T&~

gles d'inférence du calcul des prédicats,

2) Dans le cadre d'une telle théorie, on est alors amené 2 s'intéresser

aux théortmes de la forme

Iy »ly] (4)

Y

ou p est une formule quelconque,

Exemple ¢ Soit la structure @ des rationnels, L'alphabet de ( est formé
des symboles 0,1 (O-aires), inverse et - (unaires), + et % (binaires). Les
axiomes de Q sont par ailleurs classiques. On se pose alors le probléme sui-
vant : étant donnés deux ratiomnnels x,y existe~t-il des rationnels z,t tels
que
T*¥z2+yxt=%
xxt+(-y)*rz=y 2
Autrement dit, la formule
EPEL [z*o + yxt = x A mxt + (<y)ez = vl
est-elle un théordme ? Si oui, peut-on calculer z et + en fonction de =x,y
[ou au moins un z et un ¢, s'il n'y a pas u.nici’cé]? La réponse & ces questions
est vositive : les expressions de z et t sont domdes, pour (x,y) différent
de (0,0), par les formules de Cramer. Pour x =0 et y =0, tout couple (z,%)

est une solution,

De manidre générale, nous verrons que, dans les théories ouvertes, les pro-
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blémes d'existence et de calcul d'une solution sont étroitement 1ids, En parti-
culier, si p est une formule contenant des variables 11,...,xp 1 YyreoesY,

n
sans quantificateur, la formule Iy p(z,y] est un théordme si et seulement
si l'on peut trouver des suites de termes u1[x],...,um[x] tel que p[x,u1 =) v
vee ¥ p]_x,um[x]] soit un théordme (autrement dit si et seulement si l'un des

u, est une solution).
Notons, pour finir, que nous pouvons reformuler les problémes du type
3y plx,y] différemment., Introduisons des symboles fy,...,f p-aires tels

que source (fk) = m(x1,...,xp) ot M(fk) = tﬂe(yk) et congidérons la

formule p' obtenue & partir de p en remplagant chaque ¥, par fk Xy eee X o
P

Exemple : Dans le systdme d'équations précédent remplagons z par f(z,y) et

t par g(x,y). On obtient la formule suivante, "définissant" f,g :

=xE(x,7) + yxa(x,7) T 2 A xa(z,y) + (yhaflzy) =y

On obtient alors un probléme dont les inconnues sont f i seeeyf et dont
n
1'énoncé est la formule p', Nous étudions ces problémes dans les chapitres sui-

vantg,

2:3,2,~ Théories du premier ordre

Définition 12 s Un langage du premier ordre est un ensemble F de formules dé-

fini par les éléments suivants

1) les svmboles de F sont
. les symboles d'un systéme fonctionnel

. le symbole 3

2) les termes et les formules atomiques de F sont définis comme pour les

systemes fonctionnels,
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3) L'ensemble F des formules est l'unique solution de 1téquation

F=AU WFU{F>F) U U dzF
x eV

ol A représente l'ensemble des formules atomiques.

Outre les sbréviations introduites au chapitre 1, on note

Vz p au lieu de 13z 1p

On suppose que l'ensemble V des variables est muni d'un ordre total

arbitraire ou ordre alphabétique.

Définition 13 : Une ocourrence de x dans p est lie dans p si elle appa~
ratt dans une sous formule de p de la forme Ix q. Sinon, elle est libre
dans p, z est lide (resp libre) dens p si une occurrence de % est lide

(resp libre) dans p.

Soit x vune veriable de type i, v un terme de méme type. Si u est
un terme on note ux[v] le terme obtenu en remplagant chaque occurrence de X
dans u par V.

Si p est une formule, on note px[v] la formule obtenue en remplagant
chaque occurrence libre de x dans p par v, On dira que x peut &tre rem—
placé par v dans p si, pour toute variable libre y de v, aucune sous for—
mule de p de la forme 3y q ne contient d'occurrence de x libre dans p.

Par exemple, on ne peut remplacer x par y+! dens la formule

Iy z=2y)
Nous convenons d'écrire

px[v] seulement si x peut 8tre remplacé par v

dans p.

*
On obtient des définitions simileires pour x evi et u € SJ!. (ie (m} Vs
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Définition 14 ¢ On appelle formules élémentaires les éléments de 1'ensemble E

défini par
E=4 UxéV IxF
Remargue : F=E U 1F U (FOF)

A chaque fonction de vérité V sur E, on peut donc associer une applica-
~
tion V de F dans {mi, faux} .
Introduisons les ensembles d'axiomes suivants :
« Prop(E) et Eg qui ont été définis respectivement en 0.4 et 1.2
. Subs ={px[u] 5> 3Jxp ; pEF et x peut btre renplacé par u dans p}

et la rdgle suivante, définissant l'utilisation de 3

J- introduction + p>q +— Ix p>q s8i x n'est pas libre dans q.

Définition 15 ¢ Une théorie du premier ordre est un systdme formel
F = (&f, P, XL, R} tel que
« F s0it un langage du premier ordre, d'alphabet ‘%
+ % =Prop(E) UEg USubs U X

« R= { modus ponens, 3 -introduction} .

Remarque : Nous obtiendrons la rdgle de substitution définie dans les systeémes

fonctionnels comme une régle dérivée,

P
EFinitinn 16 ¢« Qad s - v sl A - i | i " .
Définition 16 ¢ Seit  wnc formule ; p ost ocuveris si olls o5t saus Guadibie-

ficateur ; p est fermée si sucune variable n'est libre dans P.

Enongons sans démonstration les principales régles concernant les théories

du premier ordre.
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Y/ —introduction ¢ Si "p>q et si x n'est pas libre dans p, p > ¥ xq '

Rigle de généralisation : Si Fp, alors ~Yxp |

Régle de substitution : Si D, 8lors  FPx,...,x [u1,...,un] .

Définition 17 ¢ Soit p wune formule, TyseensXy les veriables libres dans p
(rangées en ordre alphabétique), La formule Vx1 et Vxn est appelée la

fermeture de p.
Théortme de fermeture : Si p' est la fermeture de p, +p & +p'.

Définition 18 : On dit que p' est une variante de p si p' peut 8tre obte-
nue & partir de p en effectusnt une suite de remplacements du type ¢ remplacer

I xg par iy qxfyj ot y n'est pas libre dans q.

Théoréme de la variante : Si p' est une variante de p, +=p € p',

i Définition 19 : p est une tautologie si, pour toute fonction de vérité sur 1l'en-
~
semble B des formules élémentaires, V(p) = vrai. p -est conséguence tautolo-

gique de ProeserPy si, pour toute fonction de vérité V sur E

'\}’(p.]) = 4o =%(pn) =yrai = ’\}'(p) = yrai

Théortme de tautologie 3 Si q est conséquence tautologique de Pyreeesly et
si *“111,,.., ) alors Fq, En perticulier, toute tautologie est un théo-

;':‘.AU.
Nous montrons maintenant que toute formule est équivalente & une formule

dans laquelle tous les quantificateurs sont regroupés & 1'extérieur, Cette forme

canonique est utilisée, dans les systémes de preuve de théorémes,
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Forme prénexe d'une formule

Définition 20 ¢ Une formule p est en forme prénexe si elle a la forme
Gz «ooo Qxa ol chaque Qxi est, soit Yz, soit 3x, etoh g

est une formule ouverte,

Proposition 10.- Soit p une formule, il existe une formule p', en forme pré-

nexe telle que Hp > p!,

Donnons simplement un exemple illustrant les opérations nécessaires pour

convertir une formule en forme prénexe

Ax(x=y) > Iz(zx=0 v 1dy(y <o)

Jxlzx=y) 2 dza(z=0 v 13ulw <0))

ﬂx(xEy) 2 az(z 0V Vw1(w<0))

ax(xﬂy) =) 35 Vw(z =0V 1(w<0))
VideVulzsyoz=0vVv 7 (v <0))
Enfin nous généralisons les résultats sur la consistance obtenus au para—
graphe 2,2,

Une théorie est consistante si toute formule n'est pas un théordme, On a

alors la proposition suivante,

Provosition 11.- Soit p' la fermeture de p. p est un théordme de F si
et seulement si 'F[‘l p'] est inconsistante.
En particulier si q est une formule fermée existentielle

qE 3x1 e dx

q est un théordme de 'F si et seulement si T[‘! p] est inconsistante,
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En effet g = Vx1 Vxn Tp et ?[1 q‘} est équivelent & F [1p)

(théoreme de fermeture).

2.3,3.~ Théories ouvertes - Théortue de consistance
Une théorie est ouverte si tous ses axiomes propres sont des formules ou—

vertes,
On dira qu'une formule est une quasi-tautologie si c'est une conséquence

tautologique d'exemplaires des axiomes d'égalité,

Remargue ¢ Soit Pyse.esPps 4 des formules. Si p peut 8tre déduit de Pyaes
«esD, DPer Wne démonstration utilisant uniquement la régle de tautologie (2.1.3)

et la régle dtégalité (2.1.4), alors I est une quasi-tautologie.
Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant du & Hilbert et Ackermann,

Théoreme de Congistance : Une théorie F ouverte est inconsistante si et seule-
ment si il exigte une suite PyresesP) d'exemplaires des axiomes propres de 7:
telle que

'lp1 V oesso V "lpn
s0it wne quasi-tautologie,

La démonstration de ce théortme est un peu longue, On pourra la trouver, par
exemple, dans (SHOENFIEID), On peut dériver de cette démonstration un algorithme
construisant une suite PrsecesP, 4 partir de la preuve d'un théoréme de la for—

2
We wFE Ue

Conséguence du théoréme de consistence
Soit y = (y1,...,yn) € V:L une suite de variables, p[y] une formule ou-

verte et Uysoonslly des n-uplets de termes appartenant 3 Si' Si
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plyl v vplw]

est un théordme de F , alors

dyrly]

est également un théordme de F.

En effet, d'aprés les axiomes de substitution

Frplu 1> 3yply] pouwr k=1,..,0.
Donc (p [\11] Ve VD [um] ) D 3:{ pily] est Zcalement un théordme et
3y p[y] est un théordme,

Réciprogquement

Théordme 6.- Soit F wune théorie ouverte et q = Iy p{y] une formule exis~
tentielle fermée, Si q est un théordme de TF , il existe des exemplaires
Pyaeee B des axiomes non logiques de i , et des n-uplets Ugpeenstly de

Si tels que

2. op 20l v veiy])

80it une quasi-tautologie,

Démongtration ¢ S1i q est un théoréme de F , F [1p] est inconsistante
(et proposition 11) ; puisque ?[‘l p] est une théorie ouverte, il existe des

exemplaires Pyseee Py des axlomes non loglques tels que

1p1 V eeo V ‘1p£

e VL
PUL U W a2 o g

stologic, On peul toujours suppsser qus Pprves iy, SO0

kY
©
&
o
.
i

exemplaires d'axiomes de F et que Ppqreer PP sont des exemplaires de

"ips Il existe donc Wypeoo U tels que

IRV o vIAR VR W] e v [u]
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soit une quasi-tautologie, donc tels que
B> e dp 2 (plud Ve veful)

gsoit une quasi-tautologie.

Remarques ¢
1) Puisque PysesorBy sont des exemplaires des axiomes propres de &F N

il vient immédiatement que p [w] VvV ... v P [um] est un théordme de ¥ .

2) On peut préciser ce résultet lorsque la théorie est compldte, dans le
gens suivant, On dit qutune théorie F oest compldte si F est consistante
et si, pour toute formule p sans variable, p ou 7p est un théoréme de
F ., Alors, si F est compldte, il existe u tel que p [ul soit un théo-
réme de F , En effet pour chaque j de [m], p [uj] ou p [uj] est un
théoréme, Si Tp [uj] est un théordme pour chaque J de [m] , 71 [p [uJ v

s VY [umﬂ est aussi un théordme, ce qui contredit la remerque précé-

dente,

3) I1 suit de la remarque suivant le théordme de consistance qu'il existe
un algorithme permettant de déduire de la démonstration du théordme 3 yopiv]
une suite de termes Uyreenyty tels que p [uﬂ V ees VP [um] soit un théom

réme,

Ces remarques illustrent le caractdre constructif des théories ouvertes,
Dang ce type de théories, démontrer un théoréme d'existence c'est calouler une
solutior. 4u probleme, Ce point est & la base des systdmes de preuves de théorde

zes, Jous donnons maintenant une générelisetion immédiate du théoréme précédent,

Corollaire,- Soit  une théorie ouverte, q[x] = 3y p [%,5] une formule
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existentielle, Si g est un théordme de F , il existe des exemplaires
2 ixlls, Te B [x] des axiomes non logiques de F, et des n-uplets de termes

ulxlpeeeyy (2] tels que

p [z]>...2 B, {x]> (p[x,u1[x]]v el V p[x,um[x]])
soit une quasi-tautologie.

Démonstration : Supposons que X = (x1,... xp) €V,. Soit == (a1 yeus ap) un
p-uple de constantes n'appartenant pas & I, de méme type que x1,...,:xp et
soit F' 1s théorie obtenue en ajoutant ces constantes & 1'alphabet, Nous

avons besoin du lemme suivant,

Lemme 3.~ (lemme des constantes) p est un théordme de F si et seulement si

p (2] est un théordme de  F'.

; L ey e .
Démonstration : Si e P e.lcms’? ) I done »7},:;@ {a] par la régle
de substitution. Meintenant, si D est une démonstretion de p[a] dans F!

soit Vyreee ¥, P varisbles n'apparaigsant pas dens D alors remplagons

P

8y ,...,ap par y, ,...,yp. Il est facile de voir qu'on obtient ainsi une dé~
monstration dans F de ply] . Done, g P [y] soit I—-?_. p par la rdgle

de substitution.

Revenons & la démonstration du corollaire,
Si g est un théordme de F , al[a] est un théoréme de F 1, Il existe
donc des exemplaires p1[a] ,...,pk[a] des axiomes non logiques de F ' (done

de F ) et des n-uplets ulelyeees u [a] tels que

o [2) > w. 2 p (2] 2 (p[asw(8)] v .ou vp[ayy C2]] )
soit une quasi-tautologie,

le corollaire résulte alors du lemme précédent,
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3¢~ EXTENSTONS D'UNE STRUCTURE D'INFORMATION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & la notion d'extension d'une
gtructure dtinformation., Cette notion est utilisée plusieurs fois dans la sui-
te de ce travail et le présent chapitre est une étude des propriétés générales,
On obtient une extension en ajoutant des symboles et en "définissant" ces accés
par un ensemble d'axiomes., Il peut s'agir de représenter une notion complexe par

un nouveau symbole, Le symbole « peut 8tre défini, par exemple, par

gy > x<y Vx=Ey

I1 s'agira plus souvent de définir un nouvel accds de menidére récursive
(modes recursifs d*Algol 68 (cf 3.3) ou définitions récursives de fonctions (4)).
Sur un autre plan, pour définir le passage d'une information I1 sur un

alphabet L1 4 une szutre information 12 sur un alphabet L2, on peut consi-

dérer une extension I' de I, et I, et représenter les relations entre

2
I1 et I2 per un systime d'axiomes Y, Cette technique est utilisée au chapi=
tre 5 pour définir les modifications d'une structure d'informations (5.1) et

pour définir la notion de probldme comme passage d'une information donnéde 2

une information résultat (5.3).

314~ Définitions
Soient ¥ et :ip' deux structures d'information, On désigne par F ,
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[Ty J, et 7', 1, J' respectivement 1'ensemble des formules, des théordmes et

des informations de b & et ﬁ'.

Définition 1 : On ait que P! est we extensionde F si FPCF' et

TCT'

Il suffit pour cela que F goit inclu dans F' et que tout axiome propre

de 7 soit un théordme de S,

Définition 2 ¢ Soit I wune information de bp ; llextension de I & “JD'

f(I) de

‘:p' ; on appelle restriction de I' & 50 1'information

est la plus petite information f' contenant I. Soit I' une

information de

Ray=10F a8 L.

Rappelons que, si I est une information, Io désigne la restriction de

I & llensemble des formules sans variable, On pose alors
By = [Ew],
et Rz = 1 NrE.

Nous donnons d'abord un résultat sur les extensions conservant la complé~

tude et la consistance.

Propogition 1.~ Si f conserve la consistance,

Ao € (1)=1,

o]

o

pour toute information I de 3’ "
Si L% conserve la complétude,

€, 7‘3 (Ié) = I(') pour toute information compldte I' de b4 .

Remargue ¢ Si € conserve la complétude, elle conserve évidemment la congig=

tance,

3.3

Démonstration :

a) Supposons que \é congerve la consistance,
«Si I est complate, \g(I) est consistante ainsi que
“E(I)NF contient I. Donc

/-Ro %(Io) = Io.

“€(1) N F (2.2 Proposition 2), De plus

Ro ‘é(Io) contient I et, puisque I est meximale,
. 51 I est consistante, notons que
I°= ﬂ{Jo s J compléte et ICJ}.

Done, Fo %(Io)c n {730 ‘g(Jo); J compldte et ICJ}
bl
=N {‘To 3 J Compldte et I C.Tj: Io'

Dtautre part, o & (1,) comtient I_, a'oh 1'égalité.

. Enfin, ai I=F, I =F = ?af(lo).

b} Supposons msintenant que % conserve la complétude, Si I' est come
pldte, I'/VF est également compldte (2.2 proposition 5) ainsi que € (1'nF).

(11O F), il vient
= €. R {3

Puisque I' contient

Exemple : Dans la structure des entiers (1.2.3) 1e quotient de deux nombres x
et y peut &tre 4éfini par la formule

y20> [ 0<x -y« quotient(x,y) <y]
(o < esl défini au débub du chmpiire el ol la aulation uw s v <w esl uue

abréviation de u (VAT < w). On peut également écrire

y #0 > guotient(x,y) = si x<y alors © sinon 1 + quotient(xwy,y)
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Chacune de ces formules définit compldtement le quotient de deux nombres
m,n arbitraires, sauf pour n =0, On obtient donc une informstion consistan-
te et, si l'on ajoute, par exemple, l'axiome guotient(x,o) = 0, une informa=

tion compléte,

Plus généralement, considérons un alphabet L' contenant strictement L
et un ensemble Y d'axiomes, On peut associer & L' et Y un probléme dont
les inconnues sont les symboles de L'-L et dont 1'énoncé est constitué par
les formules de Y, Chaque information compldte I de :F peut 8tre considé-
rée comme une donnée du probléme.

On appelle résultet du problime toute information I" compldte contenant

<

e (I). On peut alors se poser les questions suivantes :

1) (1) est-elle consistante ? Autvement dif, le problime admet-il
des solutions (non nécessairement uniques) pour la donnde I ? Il suffit en fait

de trowver une interprétation de % (1).

2) Existe-t'il une solution "constituée d'objets de la structure E’f" ?

Avant de préciser cette question, considérons 1'exemple suivent i

Exemple : modes récursifs d'Algol 68

Soit M 1'ensemble des modes constitués & partir du symbole O-aire ent(mo—
de entier), du symbole -aire rep(repdre) et du symbole binsire struct =
(structure & deux chemps de sélecteurs x et y)

On peut définir des modes récursifs comme le mode g défini par la décla-
ration

mode

[Bd

= struct, (rep & , reel) (n)

3.5

Un tel mode est différent, d'aprés le rapport (ALGOL 68), de tous les mo—
des de M, Autrement dit, le "probldme" d'inconnue a et d'énoncé (D) admet
effectivement une solution, bien que & soit distinct de tous les modes de la
structure initiale, Nous donnons, au paragraphe 3, une formalisation tenant

compte de la sémantique d'Algol 68,

Nous étudions ce type d'extension au peragraphe 2,

3) \é (I) est-elle compldte ? Sinon peut~on choisir, parmi les résultats
du probldme, un résultet privilégid ? Nous étudions ce point sur 2 types de pro=

blémes au paragraphe 3 et au chapitre 4,

3.24= Extensions conservatrices

Définition 3 s Soit 5)' une extension de ‘f, I une informetion compléte
de \JD . On dit que Lg est conservatrice en I s'il existe une information

compldte I' contensnt %(I) et vérifient la propriété :

(¢) Pour tout texrme u sur L', sans variable, il existe v appartenant

4 S telque usv €I,

Propogition 2,- Soit I une information compléte de UD et I" une information

consistente de \f', contenant I et vérifiant la propriété (C!') suwivante

(C') Pour tout f &€ L'-L, toute suite de termes (u1,...,un) sans varia=
ble eppartenant & S tels que fu1 cee Uy soit un terme, il existe v €35 +tel
que

fuy ... w, =V € e
Alors

i) I vérifie la condition (C)
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ii) I" est compldte,

Démonstration :

i) Raisonnement par récurrence sur la longueur de u , Soit f appartenant
a4 L', de profil (i,3), et Uyseoosly des termes de types i1’“"in’ sans va-
riable,appartensnt & S', Par récurrence, il existe ViseessV, s sans variable,

appartensnt & S tel que

ukEvkeI" pour k =1,,,.,n

Alors, si f €1, fv1 ‘ee vne S et

fug oo =8 Lo v €T
n 1 n

Si f €L'-L, il existe d'aprés 1'hypothdse (C'), wn terme v tel que

fv1 eee V_Ev €1I", Alors,
n

fuy .. unEv &1",

ii) Soit u,u' des termes sur L', sans variable-et v,v' des termes

sur L, sans variable tels que uw=v et u' =v' appartiennent & I", Alors
uEw €I = vy T = vEv €1 (puisque I est
complite) == u # u' € I",

Donc I" est complite,

Congéquence s Soit I wune information compldte de Tf et I" wune information
de ' contenant I et vérifiant (C), Soit T' = {i‘u1 e u EVEIN;
f €Lt-L, Upgoseslh sV 4 S} . Aors I [I'] est une information compldte, con-

tenue dans I, Donc, I [T'] et I" admettent les mémes interprétations,

3.7

t Proposition 3.~ Soit I wie information compldte et R = (E,r) une interpréta-
tion de I, \8 est conservatrice en I si et seulement si l'on peut trouver

un prolongement r' de r & L' tel que R' = (E,r') soit une interprétation

a B (1),

Démonstration ¢ Ia condition est suffisante, Soit r' wn prolongement de r

tel que R! = (B,r') soit une interprétation de % (1) et soit I' = {péF' ;
';"(p) = ak/x.&i}. I" est évidemment compléte, De plus, si u est un terme
sans variable de type j, (u) € Ej = ?(sj). I1 existe done v € sj tel que

1(u) = ?(v) = 2'(v), donc tel que u=v € I",

La condition est nécessaire, Pour tout f € L'-L de profil (i,j) et tout
x €E,, soit u €S, tel que ?(u) = x et soit v ssj tel que fu = v & IM,

On pose alors

' (£)(z) = #(v)

Cette définition de r' ne dépend pas du choix de u et v. Soit (wr,v?)

un autre couple tel que
Flu) = 2ut) (1)
et fu' = v! € Iv (2)
Puisque I est compldte, (1) implique que W Ew €T pour ko=1,,0.,0

donc que fu = fu' € I, En définitive v = v' appartient & I", donc & I puis-

que I est compldte et 2(v) = (v').

On pose, par ailleurs, r'(f) = r(f) pour f € L. Il est alors clair que
(fu) = M(v) chaque fois quse fu=v €I" avec v € Sj et u ESi. R' =
(B,r') est donc une interprétation de I [T'] (avec les notations précédentes),

donc de IM,
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3,3,~ Etude des modes récursifs d'Algol 68

Nous nous intéressons ici & un sous ensemble de 1'ensemble des modes Algol
68, suffisant pour illustrer les résultats précédents, Le généralisation ne pré-
sente pas de difficulté particulidre et a été étudide, en particulier, dans
(FIANCE)

On considére la structure v/C définie de la maniére suivante @

L'alphabet L de Mo est forné des aymboles

- réel, ent, bool, O-aires
- rep, unaire

~ gtryct .7 binaire (x,y sont deux sélecteurs de champ) ,

En général, on devrait considérer un symbole Sthti pour chaque suite X

de sélecteurs. On éerire struct (mz, ny) eu lieu de struet y(m,n). On dési-
t]
gne par f 1'ensemble des modes, c'est-a-dire des termes sur L.

Les axiomes de M sont tels que deux termes distinots représentent des
modes différents.

@ Pour tous symboles distincts de L, f k-aire et ge-aire,
fx1 e x.k}fgsq e TP

2 Pour tout symbole f, lk-sire de L

£x e R BEY e B O [ T A AT =]

Qpit T 1'ensemble dea théorémes de A . On montre immédiatement que I
est consistante et que, pour tous m,n distinets de L

n#Fn€l,

I est donc wne information compldte.,

3'9

Considérons alors wn symbole a & L, O-aire et un terme h sans variable
sur LU{a} telqus hia et hgD et soit ' 1a structure atal-
phabet L' =L U {a} obtenue en ajoutant 1l'axiome & = h, Soit enfin T!' 1tex~

tension de I dans &/’6'.

Exemple ¢

a = gtruet (m a x, reel y)

Proposition 4.~ Pour tout mode m de T et pour tout mode n de ’I:'—L n#n

appartient & It,

Autrement dit, un mode récursif est différent de tout mode obtenu par compo-

sition des modes élémentaires,

Démonstration : Montrons par récurrence sur la longusur de m que, pour tout

oNN
mode n € L'-L ,
nfgn €1 (1)

soit 4 1, Supposons (1) vérifié pour (um] <4 . Soit £ wn symbole
k=aire €1, ypeansly des termes de longueur inférieure & 4 et n e’f,'-f.

Si n = a, remplagons a par h, 2 cas sont & envisager

e =gn ...ng  avec g#f et g#a. Dans ce cas, il suit de l'axio=

me (1) que m#Fn €1',

en=1mn .. L I1 existe k' €[4 ,k] tel que o, appartienne & /f'—i,

Alors, par récurrence oy # o, €I' et, en appliquant llaxiome (2), m Fnel,

Pour démontrer que I' est consistante, il nous faut construire une interw
prétation de I', Nous généralisons auparavant le problime,
Congidérons pour cela un ensemble A de symboles O-aires, disjoint de L

T
et, pour chaque & € A4, un terme ha appartensnt & L UA = ’]:, de longueur stric—
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tement plus grande que 1. On peut considérer la structure \,/%' d'alphabet

L' = L UA, obtenue en ajoutant le systéme
{a = ha i a €A }

d'équations mutuellement récursives, Nous supposons de plus ha # h.b si afhb.

La proposition 4 se généralise immédiatement.

Pour démontrer la consistance de I', nous construisons une interprétation,
~
Pour cela, nous commengons par associer 4 chaque mode m de L' une forme mie-

~

nimale W vérifiant les propriétés suivantes

o“ A
.ha=a=a pour tout & €A

. Si f est un symbole k-aire (k > 1) et si Ei=ﬁi pour i=1,.,.0,k

alors
/\ /\
fm oo =fn .0.n

. Réciproquement, si ﬁi # ﬁi pour wn i € [1,k]

Tm oveem # L

., 31 g est un symbole “g-aire distinct de f

T N
fm1...mk=gn1 o ‘6.

11 est clair, alors, que la relation d'équivalence ~v définie par
n~nn & a=1
est compatible avec la composition des symboles fonctionnels (2.2 définition 8)

et que l'interprétation canonique sssociée & v (2.2 définition 9) est une in~

terprétation de I'.
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Nous définissons @ par récurrence sur la longueur de m,
51 m€A,RB=mn
ealods m=fm1 ...mk avec f€L,

~ ~
a si fm1 "'mk‘ha

B>
n

82 31 oo ?'k sinon
Notons que @ est défini sans embiguité puisque ha # h‘h si e # b,

Exemple : Considérons le systéme

a = gtruct (rep & %, rep b y)

o’
[}

struct (zep b %, zep & ¥)
ot m = rep struct (zep b %, rep & ¥)
1 = gtruct (zep a z, rep struct (rep b x, rep a y) y)
Alors ﬁ:r_e_p_b et 1 =a,
Vérifions, par exemple que A vérifie la troisidme propriété
?ﬁi#ﬁi pour un i €[1,k] = m#m
En effet f ﬁ.l ‘ee i?!k ;4 f ﬁ1 ?lk Plugieurs cas sont alors 2 envisager

. ~ -~
. Si fm1 ...mk=ha pour un a €4, fm1 om o =a ot

~ ~
0y e nk;éa. Et de méme pour f @, ... W,
si f/\ ~ o - e
. Sinon B oeeomo =1, ...mk;éfn1 e =fn .0 .
Remarquons pour finir que
athb

pour tout a&,b de A tels que & £ b,
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B5i R=(B,r) désigne 1'interprétation canonique associde & ~ , il vient
g(af-h) = yrai, ce qui prouve qus & = b n'est pes un théorlme de I',
I1 est asses intuitif, dans 1'evemple précéddent,que a £ b n'est pas non
plus un théoréme de I'. Four le prouver rigoureussmsnt, nous construisons main-
tenant wne interprétation R' = (E',r') de I' telle que ¥ (a = b) = yrai.

Dans le cas d'wn ensemble A quelcongue, nous voulons que
¥ofn)=ymel €S nfnel

Dans la cas ol ?(m?n}-:% nous dirons que m et n sont indiscer-
nables,
Vous associons cette foie B chegue mode m uns description d(m) de ce mode,
o

Une description eat e suite d1,...,ﬁ ysvs de peeudo-arborescences sur L

B définissent m eux en mieux, Donnons d'abo eux exemples,
(PATR-QUERE) 44 t de mi mi: d'abord 4 le

1) m = gkruet (rep ent x , rep péel y)

O pose d_(n) = ghruet 4y (m) = struot,
ep  rep
et pour k32 a,(m) = a,(n) = ﬂ%"—‘-ﬂx.y
ep  xep
l
ent  réel

2) Considérons les symboles a,b définis préocddemment,.On poss

d, (2) = struat v

]
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efic 44

gtruct
= &7

semuct, o
Do plus d(a) = a(n) = a(h,) = a(n,) = a(v)

Plus généralement, si a €L et si dT....,'dk sont des pseudo-arborss—
cences sur L, on note a x{dﬁ- v dk] 1'enracinement de (rl,...,rk) paT &,
Pour tout m €T', m@A, 11 existe un symbols T k-aive et des modes
W oe..m telsque m=fm .., m, Onpose alors da(m) =f, 5 mEA, on
pose 4 (m) =4 (n) (rappelons que |hm| > 1)
Supposons définies, pour chague m, les pseudo-arborescences dQ(m). wis

dn-1 (m). On définit alors d.n(m) par

¥x [dn_t(m1-)+...+dn_.| (mk)] 8 m=fm ..m et PEL
cin(m) =
dn(hm) si m EA,

La suite d(m) = (du(m), d1 (m),...) est ls description de m. On considive

alors la relation v définie pour tous m,n par

mAan =3 a(m) = a(n).

|Eroposition 5.~ Le relation ~ vérifie les propridtés suivantes 3
i) Seit £ €1 lk-aire, DyyeserBy o Dypeseyly  des modes

i'IILI mk-'vfn1 cee O = l:miruni pour 1=1,...,k)
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ii)si fe fm wwm 4 ogn o.n

iii) Pour tout a € A a Nha'

iVyman = nfgnell,

Démonstration :
i) Soit m=fm ..m et n=fn o.n
Do & (dp(m):dp(n) pour p> 1)

< pour i=1,...,k (a4

i (m) = 4(n;) pour p31)

= (mimni pour 1i=1,... k).

ii) et iii) sont évidents.

iV) Soit p le plus petit entier tel que dp(m) £ dp(n). On peut toujours
supposer que m,n n'appartiennent pas & A (quitte & remplacer a par ha)’
Montrons par récurrence sur p que mEFn €I'. 81 p=0 m=7F Ly eeo Iy
et n= g1y «ee ng. Donc mf nel',Si p>0 dp(m) ,4 dp(n) si et seule~
ment si dp—1 (mi) # dp__1 (ni) pour un i, Par récurrence, m, # n, € I', Done

m#En €IV,

Soit R' = (E',r') 1'interprétation canonique associée X ~ ., On obtient

imnédiatement le résultat suivant,

l Proposition 6.~ R' est une interprétation de I'. Plus précisément soit

T ={psn;n#Eng} et I"=I'[T) .R' est we interprétation

de I", I" est donc consistante et compldte.

Remargue : I" formalise la sémantique des modes récursifs d'Algol 68,

315

Démonstration : Il résulte des points i), ii), iii) de la proposition précé-
dente que %'(p) =Ax.yzai pour tout axiome de I', De plus, si m #n £ I', il résulte de
iV) que m~mn, Donc ¥(m=n)=yrai et R' est donc une interprétation de

I", I" est donc consistante. De plus, pour tous m,n de T
nEnfI" = nFEnfI' = n=neln,

I" est donc compldte.

Pour conclure, donnons un algorithme permettant de décider si m ~n ou non,
Appelons comparaisons d'un couple (m,n) de modes les pseudo-arborescences sur
A ~
L' x L' construites en appliquant les régles suivantes, (Pour tout m de ﬁ',

onpose T=m si mgA et '&':ha si a €A),
1) Pour tout (m,n), (¥,5) est une comparaison de (m,n).

ry ~ : s
2) si ?lf=fm1 eeso m, €t n=1fn v my 6t si, pour i €[k] c; est
uwne comparaison de (m,n.), (%) x [c1 + .. ¢ est une comparaison de

(m’ n) .

Exemple : Soient &,b les deux modes définis précédemment; (a,b) admet wne in-

finité de comparaisons., Considérons en particulier la pseudo-arborescence.

T A

_.7{zep b, rep &)

N
l N

Gom) (am) :
A
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Notons que c(a,b) vérifie la propriété suivante,
Pour toute feuille x de c(a,b), il existe un point situé su-dessus de

x, de méme veleur que X.

Plus généralement, pour tout couple (m,n), il existe une comparaison stan-

dard c(myn) wunique vérifiant les propriétés suivantes :
1) Pour toute feuille (m',n') de c(m,n), 3 situations seulement sont
possibles
a) m' et n' commencent par des symboles distincts,
b) m' =n',
¢) il existe un ascendant de (m',n') de méme valeur,

2) Les situations b) et ¢) ne se produisent qu'aux feuilles de c(m,n),

La démonstration de 1l'existence de o(m,n) est basée sur le fait que pour
chaque (m,n) il existe un nombre maximum A(m,n) de couples distincts dans

une comparaison de (m,n).

Tous pouvons montrer alors que m~n si et seulement si toutes les feuil-
les de c(m,n) vérifient b) ou ¢). Pour cela nous introduisons la défindition
suivante, Nous dirons qu'une comparsison est jugte si, pour toute feuille (m!,n'),

m' et n' commencent par le méme symbole. Nous avons besoin de deuz lemmes,

Lemms 1.~ d(m) = a(n) si et sewlement si toutes les comparaisons de (myn)

sont justes.

Démonstration ¢ Ia condition est nécesseire, Raisonnons par récurrence sur la

hauteur h d'une compareison c'(m,n). Si h =1, (m,n) = (%,3). Puisque

d(m) = d(n), © et T commencent par le mbme symbole. Si h > 1 on peut derire
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m=1fm ... moet n=fn ..n et et(m,n) = ('ﬁ,'ﬁ)x[c'(m1,n1 )+..+c'(mk,nk)].

Par récurrence c'(mi,ni) est juste pour i =1,,,,,k. Donc c'(m,n) est juste.
La condition est suffisante, Supposons que dp(m) £ dp(n) pour un p > 0,

Si p=0 (mn) ne commence pas par le mbme symbole. Si p >0, il existe

i €[k] tel que clp_1 (mi) £ dp__1 (ni). Par récurrence, il existe une comparaison

c'(mi,ni) non juste, Pour j £ i, posons c! (mj,nj) = (ﬁ{j,'ﬁj). Kors (%,3) x

[0'(1!11 ,IL,) TR 2 c’(mk,nk)] n'est pas juste.

Lemme 2.~ Si la comparaison standard de (m,n) est Jjuste, toutes les comparaisons

de (m,n) sont justes.

Démonstration : Raisormons per récurrence sur la heuteur h de la comparaison
standard o(m,n) de (myn), 8i h=1, B =% Si B>1, on peut crire

o(myn) = (m,7) x [c'(m1,n1) oaee o+ c'(mk,nk)] . Pour chaque i de [k], ou
bien c'(mi,ni) eat standard ou bien il existe des féwflles de la forme (ﬁ,ﬁ).
Dans ce cas, on obtient la comparaison standard en remplagant ces feuilles par
(g,1) = [(ﬁ1 ,711 )+...+(§z'k,'ﬁk)] . Dans chaque cas, la comparaison standard de
(mi,ni) est juste, Donc toute comparaison de ('mi,ni) est juste et, de mlme,

toute comparaison de (m,n),
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4.- BQUATTONS RECURSIVES DANS IES STRUTURES D'INFORMATION

4.1,~ Introduction

Congidérons, dans F (N, N), 1'équation

F(n) gi n =0 alors ! ginonn % F(n1) (an € N)

qu'il est plus correct d'écrire, en utilisant la A ~notation,

F= An, (gi n =0 alors 1 ginon n # F(n-1)),

Cette équation admet une solution unique Fact (On note encore Fact(n) =
n !), Pact est l'unique point fixze de la fonctiomnelle T, définie sur
FIN,N) par

"C1 (F) = n, (si n=0alors ! sinon n » F(n-1)).

La fonctionnelle 'CZ ¢

F— (Zz(F) = An.(si F(n) =0 alors 1 sinon 0) n'admet pas de
point fize dans F (N, N ). On simersit dire alors que :Cz admet
comme point fixe la fonction jamais définie, Introduisons pour cela un élément
1 (41ément non aéfini) et prolongeons 1'application Cond sur Ni(*)
en posant :

Cond(x,%,z,t) = 2 x €N

* 81 B est un ensemble, on notera généralement E+ =B U {J-} l
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Cond(xvy'z!t) =t y €N z # y

Cond( L ,¥,2,t) = Cond(x, L ,5,t) = +

<, induit naturellement une fonctiommelle C 4 sur F( fN+, fN+)

dont 1l'unique point fixe est l'application 1= %nL

Enfin la fonctiomnelle "6'3

(53(F)(x1,x2) =gi x =x, glors x,+ sinon F(x1,F‘(x1—1 ,.7.2+1))
admet comme points fixes les applications

F= Ax,x,.(si % =x, alors x,# sinon x1+1)

G = lx“xz.(_s_i_(x1> x2) alors x,+ sinon x2-1)

E= Ax,x,.(silx » x,) et (x-x, pair) slors z,# sinon 1)

Notons que pour % < X, H(x1,12) = 1 tandis que F(x1,12) # G(x1,x2).
On peut dire que H est moins définie que F et G et donc que H est le
plus petit point fize de (2,'3, si 1'on mmnit  F( INi » fN+) de la relation
"moins définie que ",

Au paragraphe 2, nous étudions l'existence d'un ialus petit point fixe lors—
que la fonctiomnelle vérifie une propriété de continuité et nous donnons une consg=
truction de ce plus petit point fixze, Décrivons cette méthode dans le cas de nl,

La fonctiomelle T, induit une fonctionnelle Ty s F(N, N 2

(Onpose nel=Lyn=Lt ;01 =1 a=1= 1), Soit

P ol = Al et

o}

F = r(; (F_1) pour 2> 1

4.3
On vérifie immédiatement que
Fn(.l.) = 1 pour n >0
et Fn(x) =x pour 1 >x
La suite (Fn)n> o ©st donc croissante pour 1'ordre "moins définie que"

et converge vers Fact,
Cette construction du plus petit point fixe ne correspond pas cependant
au calcul informatique de factoriells, tel qu'il découle, par exemple, de la

gémantique de la procédure Algol 68 suivante

proc fact = {ent n)ent : gi n =0 alors 1 ginon n # fact(n-t)fsi

Par exemple, Fact(2) peut 8tre calculé en écrivant successivement que

Fact(2) = 81 2 = 0 alors 1 sinon 2 % Fact(1) = 2 % Fact(1)

=2« (gi1=0alorst sinon 1 « Fact(0)) = 2 » (1 & Fact(0))

2% (gi 0 =0 glors 1 sinon 0 * Fact(0-1)) =2 % 1 = 2,

Nous formalisons au paragraphe 3 la notion de fonctionnelle dans une
structure d'information UO en introduisant un symbole f (de profil (i,j))
n'appartenant pas & L, Si T (resp p) est un terme (resp we formule) sur
L'U{f} et h un terme de mfme profil que f, on définit alors la substitu-
tionde h & f dans T (resp p) ; cette opération correspond & la substi-
tution compldte développée dans (VUILLEMIN, CADIOU),

Si T est un terms sur L' U{f} , de profil (i,j), on définit au pa-

ragraphe 4 un nouveau symbole £ par l'axiome

£x= T (=] (1)




4.4
Cette adjonction définit une extension de :70 dans une structure 3’ -
Pour chaque informetion compléte I, soit I' 1'extension de I dans :70'.
31 u est un terme de Si , calculer fu dans I' c'est démontrer dans I'

un théortme fu=v avec v €8 3° On se pose alors les questions suivantes ¢

i) Peut-on toujours calculer fu ? Le réponse est négetive. Considérer

par exemple l'équation fx = fx,

ii) 5i fu est calculable, existe-t-il un calcul utilisant uniquement 3
les théordmes égalitaires de I,
1téquation (1),
la régle de substitution,

la régle d'égalité (ef 2.1.4).

L& encore, la réponse est partiellement négative, Nous montrerons en
effet que l'équation a = cond(a,0,1 ,0) admet comme seul point fize & =w
mais que ce résultat ne peut &tre obtenu par une suite de substitutions. Ce-
pendant, si fu=v €I' avec Vv ;‘9 wé€ I, les axiomes et rdgles précédents

suffisent.

4.2.~ Thdorie du point fize (MANNA ~ NESS — VUILLEMIN, SCOTT)
Soit E un ensemble, L un élément de cet ensemble, E peut 8tre

ordonné par la relation
x<y &= x=y ou x=1

On dit que E est muni de la relation d'ordre discrate.
Soit E' un deuxidme ensemble, A toute fonction F (non partout dé-

finie) de E' dans B -~ {t} , nous associons 1'application ¥

w
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de E' dans E définie par

P(x) si x € Dom(F)

1 sinon

L'ensemble F(E1,8) des applications de E' dans B peut, lui-

méme, &tre ordonné par

F<G <> pour tout = de B' F(x) <c(x)

F(E',E) posstde un plus petit élément s L = Nz, L . Enfin, toute

suite croissante (Fn)n>, o de F(E',E) admet une borne supérieure ¥,
I1 suffit de poser
L si Fn(x) =1 pour tout nH 0
F(x) =
Fn(x) si Fn(x) ,4 L 8

Définition 1 : Un ensemble ordonné E est compldtement inductif s'il admet
w plus petit élément (noté L ) et si toute suite croissente de E pos-

stde une borne supérieure,

Définition 2 ¢ Soit (B, < ) (E', <') deux ensembles ordomés, F une

application de E dans E', F est croissante si

Vz,y ¢k <y = Kz) <'Fy)

' F est continue si, pour toute suite croissante (x ) de E admettent

n‘nyo

une borne supérieure, la suite (F(xn)) 55 admet une borne suvérieure et
ay

F(sup xn) = sup F(xn)
n n
On note ch; (E,E') 1'ensemble des applications continues de E dems

.
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Remargue : toute application continue est croissante, La réciproque est fausse,

!Théoréme 1.~ (du point fixe) Soit E un ensemble compldtement inductif, T
,une application continue de E dang E. F admet un plus petit point fixe
[

i xp qui vérifie

'l z, = sup (L)
n
Démonstration

Pour tout n > 0 Fn(.L) < Fn“(-L)

Cela est vrai pour n=o0. Si F(L) < (L), alors
(1) < P*(1)

Soit x, = sup F (L)
n

Fzg) = Floup B (L)) = sup P (1) = xq.

%, est donc un point fixe de F, De plus, si un élément x de E vérifie

F

F(z) <x, onazs
L<x
et si FY{L)< x, alors

(1) < F(x) <=

Donc Xp <z
enarques ¢

1) Ce théordme affirme l'existence d'un point fixe et montre comment le

construire ; de plus celui qui est donné est le plus petit. En fait Xy est
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le plus petit des éléments qui vérifient F(z) < =x.
2) la fonctiomelle “ZIB définie en 4,1 par

(33(17‘) = A/x1 1X50 (Jc.)m'l(x1 ,x2,x2+1 ,F(x1,F(x1-1 | 12+1 )

est continue sur 7’: (fNE » IN_). Remarquons tout d'abord que T3 est

définie & partir des applications suivantes

et Cond.
Checune de ces applications est continue, Par exemple,

P1(_L ’ x2) =L pour tout x,

et P, (11 ,x2) =P, (x1, 1) = x,
De manidre générale, soit E‘I""'Em des ensembles, munis de la relation
d'ordre discrete. Pour tout i = (1'.1 ""'in) € [m]*, Ei est ordonné par
x<y%=)(xl:<yknour ke[1,n))

Une application F de Ei dans Ej (i e [m]) est continue si et seule-

ment si elle vérifie la propriété :

Pour tout k € [1,n] , tout (%)y0eesX 2%, qpeensT) € eg B,
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ou bien F(x1,...,xk_1, ey xk_H,...,zn) =L
ou bien, pour tout xkéEik, F(x1,...,xn) =F(x1,...,xk_1,_j_, xk+1,...,xn)

Le fait que (33 soit une fonctionnelle continue est alors une con-
séquence du résultat générel de (CADIOU), énoncé plus loin (4.3. Proposi-

tion 1).

4.3.~ Notion de fonctionnelle

Définition 3 : Une structure F est ordonnée si

i) pour tout j €[m], L contient un symbole de constante (uj
de type 3 (dans la suite 1'indice sera toujours omis).

ii) pour tout i € (m]* tel que q=|i(>0, pour tout g de L tel
que gource(g) =i et pour tout k¥ €[ q ], il existe un théordme de N

de la forme

&Yy vee Vg G)yk+1 yq = W VBT ees yqi‘—- €Yy one yk_1wyk+1...yq

Dens la suite du paragraphe, nous supposerons que Ua est une struc-
ture ordomnde, Il résulte alors du paragraphe précédent que, pour toute in-

terprétation R = (E,r) de ba , les applications r(g) gont continues.

Définissons une structure  P(f) en mjoutant & 1'alphabet un sym~
bole f de profil (i,3) (i= (11,...,'1!1)) et en n'ajoutant aucun axiome
ror logique. Tes fermes sur T l){f} formalisent la notion de fonctionnel-
le définie sur F (Ei,Ej). Précisément, soit I une information de f
et R=(E,r) une interprétation de I, Pour tout F € F (Ei,E j), on note

Rp 1'interprétation de S(f) définie per
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Bp = (B, rp)
rp () = r(g) pour g€l
rF(f) =F

R, est évidemment wne interprétation stricte de S(f£). 0n a alors la défi-

nition suivante ¢

Définition 4 : (Fonctionnelle associde & un terme sur L' U &f} )

Soit R = (E,r) wune interprétation de I et 7 un terme de profil
(i',3') sur L' U{f}. Lz fonctionnelle mssociée & T dans 1'interpréta-
tion R est L'application #(z) de ’F(Ei,mj) dens  F(E;,,B,,) aé-

finie par

) () = 2(2) pour ¥ € F(5,,8,)

Nous pouvons énoncer un principe de récurrence pour les termes sur
L'(f). Pour cela, adoptons l'abréviation suivante : Si P est une propriété
et si T= ("61,...,zn), on pose P(T) = B(T,) et ... gt P(‘Cn). En

particulier, si n = o, P() = yrai.

Principe de récurrence

Soit x = (x1,...,xn) eV et P(7T) une propriété sur l'ensemble des
termes construits sur L(x) uirt.

On suppose que ¢
. P(x) est vraie

. Si g estun symbole distinct de f et si P(T) est vraie,
P(gT) est vraie

.81 P(T) est vraie, P(fT) est vraie.
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Alors P(%) est vraie pour tout terme T sur L{z) U {f} St T=£7y e T, ) =k [T(0), ..., T, ()]

Notations : On notera par la suite T, o ,p les termes et, plus géné- 51 T = (T1"--! 'tn)r on pose T(n) = ('3'1 (h)yerey "Cn(h))

ralement, les suites de termes sur L' U {f} . Pour une interprétation donnée
Proposition 2 ¢ Si h est un terme sur L', <T(h) est un terme sur L', de
de F , on pose Z=§(t).Si 'C=('C1,...,'Cn), on pose ! :
%(‘t) = (f'( —51)1---0%( "Zn))-

Avec ces notations, on peut dcrire 3

m8me profil que T et

Mo(m)) =  T(H(n)) pour toute interprétation,
ai G = T 6 = %F,x.xk Démonstration ¢ par récurrence sur T
gt , T =T si zev, Tm=T et  T(Ew) =<)

e, T =ARF(THE))

si T

0

si T=gv, T(h) =g2'(h)

(% () = 2(g)(#( 2*(n)))

si ke

Définition 5 ¢ (profil d'un terme)
= T(B‘)(T;'(ﬁ(h))) par hypothdse de récurrence,

Soit 1= (ijyeessi )€ [nl’, €], b wn teme sur I'U{f}.0n

= T (8n)
dira que h est de profil (i,j) si h est de type j et s'il existe un
si T=f%, Tk =h [2()]

2(n) (2 2t (n)))

n-uple x = (x,l,...,xn) de V, tel que h soit un terme sur L(x) U{f} :
2( T (n))

Proposition 1 : Soit < un terme de profil (i',J') sur L'U {f}. . ]
r(h) (Z'(r(h)) par hypothése de récurrence,

T= ?(&z) est une fonctionnelle continue de ?_c(Ei'E .) dans

J
770(!«3. Ej,).

1Lk

T (x(n))

Nous avons également besoin du résultat suivant.

Ia démonstration, par récurrence sur T , est faite dans (canIOU)

Proposition 3 ¢ {comnogition des substitutions)

Définition 6 ¢ (substitution per un terme de méme profil gue f
' Soit o~ et T deux termes sur L'U {f} tels que T soit de profil
) . . os N S _ LW gl T o R
SoR0 G fE % ek fteTuEs IRIE LT LI} TUeHS Quel B [SUROlUe pabass (i,3). Notons 0T 1o terme o (T). Alors pour tout terme h sur
oy - o :
(1,5). 7(n) est définie par récurrence sur la longusur de T . o U{f} , do profil (1,3)

si TEV, Z{h) = T
o-oT (B) = o-(T().

Z(h) =g'3'1(h) vee T (n)

Si ’3=g'61 wve T ;

q s

!‘ G




4,12

Démonstration

Par récurrence sur o— (Si a-—’=(c;-1,...,o~q), on pose o' o T =
(o 0Ty win ,o-qo'Z)).
LS o€V, 00T =o0-.Dme o-oT ()= o =0 (T(n)
.81 oo=go'(g#f), oo =g(lo'0o T ), donc
o0 T (1) = &l o= 0 Z(n)) = g( o-'(T(n))) = o-(T(n))
,Si o=fot, o907 = TloteT].

(T (h) = T(h) [m‘(‘C(h))] . Il suffit donc de prouver

e T[tr' o 75] (n) = T@) [0t o T ()]

T[] = T @ [pw].

Lemme 1 ¢

Démonstration ¢ par récurrence sur T .

V81 T=x et f’=<("1""’f’q)' T lpl= P ot ’C(h)=rk.

Tlplm) = pule) = T) [p()]

.81 T=g?, T[] =gT(p]
Tl =gt [p1@) =@ [ p®l= T [ p )]
s T=fwr, T[pl =fT(p]

el =n [T (p] ()] =n [2'@®) [p@)]]

(hypothdse de récurrence)

= [T@®)] [p(n)] (associativité de la substitution)

= Z(n) [(o(h)J :
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Regle de substitution zénéralisée

Nous avons vu que si p est une formile sur L(x) et si Byyeeesd)
sont des symboles de constantes nouvesux, de mSme type QUe X ,..eyX  TES~
pectivement, | p est un théordme de F si et seulement si P [31,...,an]
est un théordme de T [81""'81'1] (lemme des constantes (2.3)). De plus,
gi u € Si
F . Nous démontrons maintenant un résultat du méme type pour le symbole f,

ot si p est un théordme de F, p [u] est un théorime de

Nous avons besoin de la définition suivante,
Définition 7 s Soit h wun terme de profil (i,j), p ume formule sur
L' U{f}; p(h) est définie par récurrence sur p par les formules :
(co=7T)) = o-(n)= T(n)
(1p)() = Tp(n)

(p >a)(h) = p(n) >q(n)

Si T' est un ensemble de formules, on pose I'(h) = {p(h) ;P eI“}

Proposition 4 : (Réglg de substitution)

Soit I une information de bo , I' un ensemble de formules et gq
we formule sur L' U{f} .81 q €I{r], q(b) €I[T (h)] pour tout ter-

me h de profil (i,3).
Démonstration : Par récurrence sur les démonstrations,

.81 q e, qn) € I"()

. Si q est un sziome propositionnel, q(h) est un axiome proposition-
nel,

. Si g est un axiome d'égalité de F , a(h) = q.




«B8 g=x =y d>..>% =y, O fx={y,
a) =x, =y, 3 ... 2% 2y D (x)=h(y]

et q(h) est un théordme de I,

.si p(n) et p(h) >q(n) appartienment & I( T (h)), il en est de

méme de q(h).
.51 q=plu) et si plh) € I( T (w)), il faut vérifier que
a(k) = p(k) [ u(n)]
I3 suffit, pou.t' cela, de montrer que pour towt terme g-
o-[u] () = o~ (n) [u(n)].

Ce dernier point résulte directement du lemme 1,

Corollaire : Soit p une formule et T un terme de profil (i,j) sur

1u{s}. st p(e) €I(pl, alors p(T(n)) €I[p(h)] pour tout terms

h de profil (i,j).

T1 suffit de remarquer que p(Z(h)) = p(T)(h), ce qui résulte immé-

distement de la proposition 3.

4.4, Equations récursives

Définition 8 ¢ Soit bD une structure d'information ordonnde. Une équation

récursive sur 5 , de profil (i,3), est wn couple (£, Xf) ot £ est

un symbole n'appartenant pes & LU{f}, de profil (i,j) et X =
{ixs ‘Z(i)[x]} (*) (T estwn terme sur L(x)U{f} ).

Izemple : Dans la structure J’ des entiers considérons 1'équation récur—

sive
fact x=gi x=20 glors 1 ginon x x fact(z~1)

associée au terme T =gi x =0 alors ! ginon x % £(x~1), noté en—
core cond(z, 0, 1, x # fact(z-1)).
Les axiomes de cond doivent 8tre modifiés de manidre & rendre la struc-

ture (/{p ordonnée, On peut considérer les sxiomes suivants :

b4 ;:‘ W > ccnd(x,x,z,t) =g
TEWAJEWAxEyYD condlz,y,z,t) = ¢
cond(W,y,2,t) = W

cond(z, ,2,t) = W

Une équation récursive (_f_, Xf) 3éfinit une extension P o &
(ef 3.1). Pour toute information I de 50 g Soit I' 1l'extension de I
dans P8 w€S;, fu est caloulable dsns I' s'il existe v € s,
tel que fu=v €I Un calcul de fu est une démonstration de fu = v,

Si I est consistante, soit R = (E,r) une interprétation fizde de I.

Pour toute application F de TF(EJ._,EJ.) » notons encore R, le prolongement

* Nous utiliserons ls notation Z(£) [z] au lieude T (£x)
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de R obtenu en posant r(f) = F., Alors R, est une interprétation de I'
si et seulement si F est un point fixe de la fonctionnelle T associde
a T,

Nous pouvons donc énoncer le théordme suivant,

Théordme 2.- Si I est consistante, I' est consistante. Si T admet

plusieurs points fizes distincts, I' n'est pas compldte, Plus précisément,
soit wES, , x= P(u), 511 existe deux points fizes F, et F, de C

tels que F‘| (x) #Fz(x), alors fu n'est pas calculable ; de plus fu ;*- w ¢ )

Démonstration :

1) 81 I est consistante, elle admet une interprétation R. D'apres la
proposition 1, ‘\G est une fonctiommelle continue et admet un plus petit point

fixe Py . RF'Z est donc une interprétation de I'.

2) Soit wu €8, x= 2(u), Si fu=v €1I', pour tout point fixe F,
Flx) = #(v). Si fuf W €I', Py {x) #L . Donc, pour tout point fire F
de T, Px)=Fy ()

En définitive si F1, F2 sont deux points fixes distincts de T , soit
x €E; tel que F, (x) # F2(x) et u€S; telque x= (u). Alors

fuzw £ It et fnFw @I, I' est donc incomplite,

Commentaire ¢ Si C admet plusieurs points fizxes, I' n'est pas complate,

Réciproquement, si T admet un point fixe unique, I' est-elle compléte ?
On ne peut apporter ici quiune réponse pariieile : si F't;, (hikds (&8
%(u) = x), fu est calculsble (théordme 4). Par contre, si tous les points
fizes de G vérifient P(z) = 1 , nous ne pouvons assurer que fu =W E I
Le probléme est le suivant : existe-t-il des interprétations R' de I' qui

ne soient pas de la forme R' =Ry oo R est une interprétation de I ?
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Points fixes calculables

Définition 9 : Soit u GSi. fu est S-calculable s'il existe un calcul

(ao,...,an) de fu, formé de formules égalitaires tels que, pour k = 0,1,,.,n
.ak€IUX£ ou bien
ey = 8y [u]l (j <k) ou bien

.8y est déduite de formules aJ., aj_1,...,aj11 précédentes

en utilisant la rdgle d'égalité (cf 2.1.4)

On peut définir une suite (fn)nz0 de termes sur L(x) en posant
fo = W

et = © (fn) pour n 30

Exemple : Considérons 1'équation récursive

fact n = gi n =0 glors | sinon n « fact(n-1)

associde su terme T =gin=0glors | simon n % f(n~1)

Alors,

fo [4] Y]

£ [11= T(w)[1]

si 1 =0galors ! sinon 1 » @

£, [11= T3(w) [1]

8i 1 =0 alors! ginon 1 [ gi 1~1 =0

alors | ginon (1-1) « w]

Caleulons également "62 [11(=1t(2)[1])

2+ 0 .
T [1)=pi 1 =0 alors ! sinon | +[gl 1=1 = 0 alors 1 sinon (1-1)ef(1=1-1)]

mais, cond(1-1,0,1, (1=1) * W) =1 €T et
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cond(1=1,0,1,{1=t) % £(1=1=1)) = 1 € 1(f)
or I(f) désigne llextension de I dans  J (£).
pone  TAW)11=1€T et T2(11=1 €1(s)

Et donc, en utilisant la proposition 4
£ [11=1€l powr n>2 (B effet, fl1]= (T2 (w))[1)

ot tact(1) =1 €It (En effet fact(1) = T2(fact)(1] € I')

fact(1) est donc Swcalculable,

De plus, on voit sur cet exemple le lien entre un calcul ascendant de
fact(1) (Calcul de fof‘l], £, 011, . £ 000, vee) €t un calcul descendant
de fact(1) (Calowl de fact(1), T(fact)l1ly .u., T (fact)1, ...).

Le caleul de fact(1) repose sur le fait suivant : Uo étant une struc—

ture ordonnde,
cond(0,0,1,w) =1 € T = cond(0,0,1,x) =21 €1
Théoréme 3.~ Soit I une information complete, u € Si et n >0, 5i

£, 0] 2w eI fm=flu] €I'. De plus fu est "S-calculsble et

fn+k[u] = fnfu] €T,

Démonstration &

Par définition £ = To vee 0 T(W) = THw). D'autre part, en
appliquant n fois 1'équation récursive, fu = "Cn(_i;) {u] € I'. Nous avons

. %
dene tascin du résultet emivant,

Lemme 2 : Soit o~ un terme sur L(z) U{f}. si o~ (w)u] Fw el

alors o[u] = o-(w)u] € 1(£).
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Démonstration : par récurrence sur o

. Si a-—e{x”...,xn}, o= o- (W)

(Eiéf),

o= (w)u] = g( o~y (@)[ul, ..., o-q(w)fu] )

. 8i 0"‘=go\-1'.. Tq

Rappelons qu'il existe y = (y,I yq) tel que

8(3’1:---:wy---;¥q) ? w > g(y1yc--1yq) = 8(Y11-¢-1w:--ayq)

soit théors
un théordme de I, Donc, pour toute suite (“"1"""’]:-1"”1:4-1"“""9_)

de termes sur L{z), si g(ul,...,w,...,uq) # W € I, alors

g(u‘])luiyk:---;uq) = g(u1,-..,w,...,uq) €l

Supposons, pour simplifier, que, pour k =1,,,.,r, rk(w)[u] =wel
et, pour k= rH,,..,q o—k(w)f_u] =W £ et donc o-—k(w)[uj fwel
fuisque T est compldte),

Alors, par hypothdse de récurrence,

o [ul & o (W)ul € I(f) pour r<kgq

et, done

gloy (w)u) reresog(@) [01) = &lyy ey, oLy e s 0 (W) € 2(£)

et o-(w)ul = o-[ul €1(s).
. Enfin, si o~ = fort y(u_)): (6%}

| P T PR I SR UL g T SO . 1 )
AETONONS 4 .a UGlICNSVIGLIOH AU WiZOTciis, D'é&yr\ca lu pavpusi bion 4,

puisque Tl = TH W)W € 1(f), mul= THw)ul €I pour

tout terme h sur L(x), En particulier fn—l-k = ‘tn( ‘Ck(w)). Donc

fn+k[u] = fn[u] €I pour k>0,
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Par aillewrs THL[W = THw)u) € I' et donc fu = f,u) € I',

Enfin, il ressort de la démonstration du lemme que fu est S-calculable,

En étudiant la démonstration du théordme 3, on peut préciser le calcul
de fu lorsque fu est S-calculable. Reprenant la terminologie de (caproU),
nous adoptons les définitions suivantes.

Soit o un terme sur L U{f}. Effectuer une gubstitution dans o-
c'est remplacer certains termss dans o- de la forme fu par 2 (f)[ul .
Fous avons étudié précédemment les substitutions compldtes ou remplacements
de toutes les occurrences de £,

Soit o~' un sous terme de o~ , de la forme g 0=y ees ‘rq' Si les
oceurrences de £ dans o' sont contenues dans Tiqreees o-ir , 80it

o-" 1le terme obtenu en remplagant 074, PAY Fyyeee, 07§, PAT Y

1
(y1,...,yr étant des verisbles de type comvensble)., On dit que o¢—! est
simplifisble s'il existe v €5 tel que o-"=v €T, On gimplifie alors

o—! en le remplagant par v dans o— (1le choix de v n'est pas unique).

Exemple : o—' = cond(,1,3,fu) est simplifiable. On peut alors remplacer
o-' rpar 3.
o' = cond(fu, fu, 3, 7) n'est pas simplifiable,
I1 ressort alors de la démonstration que, si £ [u] # w  appartient |

2 I pour n assez grand, il existe un calcul de fu composé uniguement de

substitutions et de simplifications.

Théordme 4.~ (théorbme fondementel)

Soit I une information complite, R = (E,r) une interprétation de I,

T 1la fonctiomnelle associde & T dans R. Soit u €S, et x= #(u).
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Alors les propriétés suivantes sont équivalentes t

i) fufF W €1t
1) Pelz) # L

iii) il existe n 20 tel que fn[u] ;*- @ €I et donc tel que

fn[u] = fu €1*,

Démonstration ¢

i) 9 41) egt évident puisque RF’C est une interprétation de I!

ii) 9 iii) Soit (Fn)né o la suite définie par

Fn =T (Fn_1) n>0

Puisque Po (x) #1 , il existe n tel que Fn(x) #L . Daprés
. A
la proposition 2, Fn = r(fn) ;5 done Fn(x) = 'f(fn[u] }. Done fn[u] ZwéI
et, puisque I est compldte, f [u] 2 W € I. Ia seconde partie de 1'asser—

tion résulte du théordme 3,

iii) 3 1) est évident,

On déduit immédiatement du théordme fondamental le théordme suivant,

Théordme 5.~ (Théordme du plus petit point fize)

Soit I une information compldte de N , £x= T(f)[z] une équation

c P
réoursive gum et T! llagzhen

réourgive sur ziokision de I Ziszes 4

Lo Oas
L GBBSCiss, wod

<k

-
L

b

U = w

¢
i
fufw ¢ I'} . Alors I" = I'(I') est une extension compldte de I', De

plus, si R est wne interprétation de I et si F est le plus petit point
fixe de la fonctionnelle associée & T dans R, RF est 1l'unique interpré-

tation de I" prolongeant R,
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Démonstration
I" est consistante. En effet, soit R une interprétation de I et

F = Fp . D'apres le théordme fondamental, fu FweET = F(H{u) =1L .
Done Ry est une interprétation de IM,

. I" est compldte, Il suffit pour cela de vérifier que, pour tout
u €S, il existe v ES; tel que =V E 1", Or, si fupw e1I', il

existe n >0 tel que fu = fn[u] € I' et el fu Fw &1, fuswel
., S5i R' est une interprétation de I", prolongeent R
o (@)(x) = T (ga) = '(v) = ¥(v)

r'(f) est donc déterminé de manidre wnique,

Régle point fixe

Nous décrivons meintenant une rdgle d'inférence qui est l'équivalent de

ls "rdgle calculatoire" de Scott, Manna, Vuillemin,
Théortme 6.- Soit p une formule sur L' U{f,;‘_} . On suppose que

i) plw) e1

i1) p(T(£)) € 1*[p] (autrement dit p(T(f)) peut 8tre déduit de p
et de I")

Alors, pour toute suite de termes u gans varisble sur L U{f } .

p(£)[u] =ppartient & I".

Démongtration : IL suit des hypothdses que p(£f ) €I" pour tout n 3 0.

I suffit donc de démontrer le lemme suivant.,

Lemme 3 : Soit p une formule sans variable sur L U{f,g} . T1 existe
‘Bo; 0 tel que p(i) « p(f ) € I" pour tout —e; «80.
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Démonstration : Démontrons tout d'abord que pour tout terme sans varisble

sur LU{f,£}, il existe

x4,

[}

-60;0 tel qus  T(£) = 't(fe) €I" pour

+5L gE€LU{L} ot T=g%, ... T, , il existe 480;0 tel

q
que pour <> -80 et pour k=1,,..,q, 'Ck(i) =] zk(fe) € I", Donc

pour l;fo, T@ = Ty e

a 51 Y= £f¢! avec s = (?1,..""(311): 't(i) =£t'(i) et

t(ff) = £y ["C'(fg)] . 11 existe ‘eo tel que, pour ‘géfo et pour
k=1,,.0,n, 'Z:k(;) = 'Zk(fe) €1,
Pour 15;{0, LD =g w(gy) e
Soit u = ‘t'(fe )e
o

Deux cas sont 2 envisager :

W
s

S AW €I ilexiste £, tel que, pour 4 »

fu= f_e[u] € I", Alors pour ‘e > mex( fo. ‘61),
fu=g oty er
=gyl €1
fplu] = £, ['E‘(Q)J € 1,

’Z(fe) €I" pour £ > max( ‘eo’ ‘61).

m

Done T(£)

81 fu= W €1I" alors, pour tout { 20, fe[u] = WETI et

done, pour «@;«”.o, () = "C(fe) € I,

Démontrons maintenant, par récurrence sur p, le résultat du lemme,

.81 p=o-5 7T , il existe ‘@oao tel que, pour €34,

o-(£) = o'-(fz) €I et T = T(fe) € 1",
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Donc, pour 'gé’eo ’ pf) < P(f,e) E€1I"
.Si p= Tq il existe -€°>,o el que, pour 32'30 ,

a(t) © o(gp) €1 Klors, pour €34, p(8) <> p(gg) €1,
De méme si p=4q O,
Donnons, pour finir un exemple d'équation récursive pour laquelle on

peut trouver u tel que fu soit calculable sans 8tre S-calculable,

Exemple ¢

Considérons la structure d'information J d'alphsbet L={0,1,w,cond}
aveo un seul type d'objet et admettant pour axiomes la formule O #1 A0 FW
A 1# @ et les axiomes de cond décrits A la page 4.15 o Soit I 1'en-
semble des théorémes de \f . I est compldte,

Considérons alors le symbole O-sire a et 1l'équation récursive
a = cond (a, 0, 1, 0)

Montrons que & est calculable et, plus précisément, que a = w € I'.
Nous éerivons t+~7p au lieude p €I'.
D'aprds les exiomes de cond,

=1

—s8#® A a=0>cond (8, 0, 1, 0)

n
_

W v a#0 voond (a, 0, 1, 0)

soit —a=
Puisque }—a = cond (2, 0, 1, 0), i1 vient
—az W vV af0vas1

1> a#0, on peut simplifier :

u

et, puisque ~a

u)va#O

- a
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On obtient de méme

—a=z W v ga=9

i

soit —az W A (a-‘—-OVafo)

Done, —a s W .

a est donc calculable. Il est clair, cependant, que a n'est pas S-calcula~
ble. En effet aucun exiome ne permet de simplifier cond(a, 0, 1, 0) = T(a),

pas plus que ‘tz(a), ‘C3(a), ved g rCn(a).

Conclusion : Le théorie des équations récursives dans les structures d'infor-

mation peut.8tre comparée avec plusieurs asutres théories,

1) Dans 1'étude des schémas récursifs (GARLAND-LUCKHAM) on s'intéresse A
un point de vue purement syntaxique, Seule la conditiomnelle posséde sa signi-
fication habituelle, Tous les autres symboles fonctionnels ou propositionnels
sont interprétés librement, Certains auteurs (NIVAT) n'assignent pas & la condi-

tionnelle sa signification habituells,

2) Dans les travaux de (CADIOU, VUILLEMIN) on considdre au contraire, une
seule interprétation @D » chague élément ¢ de 9D stant d'ailleurs repré-
senté par un symbole de constante c¢. On ne s'intéresse pas & la manidre d'ac-

céder & chaque élément de 9D 3

3) Dans le présent travail, on étudie les équations récursives sur des

structures d'information, Cela signifie essentiellement que

a) On considére uwne classe d'interprétations, satisfaisant les
exiomes de la gstructure. Si ces axiomes se réduisent aux formules définissant
le symbole cond, on retrouve 1'étude des schémas récursifs, Inversement, si

1'on ajoute assez d'axiomes pour obtenir une information coumpldte, on obtient
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les équations récursives sur un domaine D,

b) 1'étude d'une équation récursive est entidrement menée au
niveau formel. Ceci est possible parce que nous avons associé & une donnée
une information compldte. Ceci permet en particulier d'énoncer les régles de

simplification au moyen d'axiomes de la structure d'information,

Dlautre part, les équations récursives permettent de définir des acces

nouveaux, Donnons en un exemple typique.

Acces asgociatif dans une liste

fcces associatll CAng une JISTP

L'accds associatif est une fonction associant & une place x et ume
valeur y 1a premidre place x', si elle existe, derridre x, telle que
v(z') =y oula valeur nil si la liste s'achdve sans que 1'on ait rencon-
tré y. Cet accds peut 8tre défini formellement par un symbole ass et
1'équation

sss(x,y) = gi vx = y alors x sinon gi sx = pnil zlors nil ginon ass(sx,y)

En particulier, ass(pil,y) = pil

Considérons wne information I gcompldte, On peut alors distinguer 2
cas.
1) si I est wne liste finie, ass(x,y) est calculable (et méme S-cal-

culable) pour tout x,y et donc I' est une extension compldte de I.

2) 8i I est une liste infinie et si vskx #y €1 pour k >0,

2 n'cst pac colewlable ef I' nlest pas wme extension compidte de  T.

Notons, pour finir, que notre formalisation permet de traiter esgentiel-
lement le cas ou 1'équation récursive admet un point fize défini de manidre

unique. Nous obtenons cepsndant des résultats généraux sur le plus petit point
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fixe en considérant une W ~extension de I (t‘néoréme 5) et nous démontrons
alors une régle d'induction du méme type que la régle de Scott.
Il reste encore de nombreux points & étudier, en particulier & propos des

différents types de calcul associés & une équation récursive (eppel par valeur "

par nom ...).

L'extension & un systime d'équations mutuellement récursives est ebsolu-
ment standard, Nous énongons dans ce paragraphe les définitions et résultats

correspondants sans effectuer les démonstrations.

Soit f1,...,fk des symboles n'appartenant pas & L, de profil respectif
(i1,j1)....,(ik,jk) et T un temme sur L(x) U {f1,...,fk} , de profil
(11,3'). Posons i = (4y,0eesdy) €t §=(3jsernsdy)e Si R=(E,x) est une

interprétation de S, soit F.

1,3 ?(Ei1 ,Ej1) X.. X ?’(Eik,Ejk). Notons

également S(f) 1'ensemble des termes sans variable engendrés par
L U{ft,...,fn} . Enfin i F=(F,...,F,) appartient d F; 4 on note

Tp 1l'extension de r défini par

rF(f£)=F—€ pour e [1,k]

R, = (E,rF) est une interprétation de S(f),

Alors, si R est une interprétetion fizée, on peut associer au terme T

une application (Z)— de ?.i 3 dans ’F(Ei, 5 Ej') en posant, pour tout
’

FLETF;
1sd
CZ;(F) = rF(‘Z)
Plus généralement, si T1,¢..,'Zk sont des termes de méme profil que
£ys000,f) Tespectivement, on pose T = ("C,‘,...,‘Ek) ot C= (rq,...,zk),
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(Z,' est une fonctionnelle de ?i,;] dans ?“i,j 0 d'un k-uple f = (—fd""’ik) de symboles n'appartenant pas & [ U{f‘l ""’fk}'
Réciproquement, étant donné des ensembles E.,...,E et un sous-ensemble de profil respectif (i19j1)“-u(iks Jk) et d'un systime d'axiomes

C% de U ’}-(Ei,E j)’ on peut définir la notion de fonctionnelle engen- - . y)
1,3 te={fyxp= Tpleglxp] s 1 <X<x}

drée par x . Considérons pour cela un ensemble L de symboles tel qu'il

o pour ‘e=1,...k, Tg est un terme sur L(x_e)U{f1,...,fk}etx£éV

existe wne bijection r de L sur ¥ pour laquelle R = (E1,...,Em,r) ige
. . N
soit une interprétation de 1l'ensemble S des termes construits sur L. e systms (£, x_i_‘) définit we extension ~j’, de ¥ . Pour toute
information I de d’ s 80it I' 1l'extension de I dans Da'. Pour
Définition 10 ¢ Soit i,j, i',j' comme ci-dessus. (Z; est une fonctionnelle ‘eé [1,] et ue siﬂ fﬂu ost calculable dans I' s'il existe v € §
i it

de F,; dans F(B,,E) eomendrée per S 5111 exiate des syubo- tel que fpu=v €1I', On définit de méme le S—calculabilité,

les f,,...,f, etunterme T sur L' U{f),...,f ) tel que C soitls " Enfin, on définit we suite (f) ., de k-uples de termes sur L' en

2

fonctionnelle associde & 'C dans 1'interprétation R. posant

£,= (W, 0)

si G= (‘31,..., ch) et si, pour = fmreen ks rC{ est une
fonctionnelle de g:—i 5 dans ?(Ei 2’ E 18 ) engendrée par % , on et fq= % (fn) n>0
£

dira encore que {E est une fonctionnelle (de ’Fi 3 dans lui—méme) )
’ Pour n 3 0, on note fn=(fn1,...,fnk).

engendrée par 0\6 R
Soit (g, Xf) une équetion récursive, I une information de F ot
Nous utiliserons cette définition au chapitre suivant. = : R
R = (E,r) une interprétation de I. Désignons par ?i 3 le sous-ensemble

’

Si o— est un temme sur L'U{fﬂ...,fk} et si '61,...,751{ sont @@ F. .
150

dens R est une application continue de T: 3 dans lui-méme, lLe théoréme
’

des fonctiona continues, La fonctionnelle T agsociée & T

des termes sur L'U {fP""fk} de méme profil que f1""’fk on note
0"((31,--”'31{): ouencore ¢ (T) ou ¢ °7T, le terme obtenu en subs- 1 g'applique donc & C et 1'on peut en déduire le théortme suivant,

tituant dans o~ rC1 & £ Ty 4 f . On vérifie immédiatement que

k
0T () = 0= (T(r)) o b= (hy,..0sh). Théorme 2'.- Si I est consistante, I' est consistante. Si G admet plu-
La rdzle de gubstitution s'étend de méme immédiatement (proposition 4). sieurs points fixes distincts, I' n'est pas compldte, Plus précisément, soit

ekl ,u €5, ot x= 2(u). 8'11 existe deux points fizes F et G

Définition 11 1 Soit i= (i,...,4), §= (31500003,) comme ci-dessus.

de (3 tels que F_e (x) ;é G£(x), alors _f_eu n'est pas calculable ; de plus

Un systeme d'équation récursive sur DD , de profil (i,j) est la domnde fpu Zw ¢ 1.




On obtient de mfme

Théordme 3'.~ Soit I une information compldte, '86[1,1&] g B éSi'& et
n>0. 51 fn{[u] FwEIL fyus fn&[u] €I'.De plus fpu est S-cal-

culable et fpe [u]= fn(;[u] €I pour p 1.

Théortme 4'.- Soit I une information compldte, R = (E,r) une interpréta~
tionde I, Le[1,k), u €5; ) et x = 2(u). Soit F 1le plus petit point
fize de T . Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes
i) fgu Fwerm
i) Fp(x) £ L
+iii) il existe n >0 tel que fme [w]# w €I et, donc, tel que

.f.‘e(:u] = fn{fu] € 1,

Théorbme 5'.- Soit I, I' comme précédemment et [ = {ieu =W
Le(1,x] ot £yufw ¢ I'} I =T'[T] est une extension compldte
£

ge TI', De plus, si R est une interprétation de I et F 1e plus petit

point fixe de C f R’E est 1'unique interprétation de I" prolongeant R.

Enfin, nous pouvons énoncer la régle point fixe suivante.

Théordme 6'.- Soit p wne formule sur L'U{f“...,fk}U{_i_‘q,...,ikE . On

suppose que 5
“) P(w:nu (u') e ’ -=
2) p(T(£)) €1(p) ’.II- mOd]fICGTIOHSI

Alors pour toute suite de termes v, sans variable, p(£)[u] appartient

. calculs, problemes
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D o= M CATIONS, C. PROBLEMES

Comme nous l'avons dit dans l'introduction, le présent travail vise 3 donner
un outil d'étude & la notion de probléme et de programme, Cette étude n'est qu'd
peine ébauchde. et nous présentons simplement dans ce chapitre les définitions qui

nous semblent les plus adéquates,

1= ifications élémen

Pour définir une structure d'information, il n'est pas suffisant de préciser
les types d'objets manipulés et les accds & ces objets, Il est aussi important de
spécifier les modifications permettant de passer d'une information & une zutre,

Rappelons les notations introduites au paragraphe 1.2.9,

Notations ¢ Soit F un systéme fonctionmel, T(F) 1'ensemble des infor-
mations & F . Pour tout n >0, on mote If n(’7’7) 1'engemble des applica-
tions ge  J(F) amms  T(F).sot H(F)= Y & (F).

Définition 1.¢ Une étructm d*informetion \f est la donnée d'un systéme fonc—
tiomel F et d'un sous ensemble ) ge Jﬁ(?’). les éléments de b sont

les modifications élémentaires de tf %

On pose «/'zn= J@n?&‘n(?’).
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Une modificstion élémentaire associe & des ensembles I1 ,...,In de théo-
rdmes un autre ensemble I' de théordmes, Une manidre particulitrement inté-
ressante de réaliser cette association est de "plonger" I1,... I et It
dans une méme structure d'information et de définir la modification par un sys-
téme 4'axiomes,

Etudions d'abord un exemple : on veut adjoindre, dans une liste un élément
derritre skt et lui agssigner la valeur a, Intuitivement, cela revient & rem=
placer sk'nt par sk+2’c etc ... Pour traduire cela, on introduit un nouveau
symbole s, et on considdre la bijection ¢=; de L sur L, = Lu{s1}\ {_s}
telle que 0-1(5) =s, et laissant fixes les autres éléments de L. Il existe
alors une et une seule application, encore notée ) définie sur S' telle
que

0'1(x)=x pour x EV
et o (e oo w) = oy (e) oy (wy)ens oy ()

pour tout g €L (avec source(g) = (i1,...,in)) et toute suite (111,...,un)

de termes de type respectif i1,...,in. oy peut encore &tre prolongée aux
formules de F de menidre naturelle,

Congidérons alors le systime fonctionnel Fr, aéfini par
. 1llalphabet I" =1L UL1
. et 1'ensemble X" d'axiomes propres :

- X=xVUo® UY

sk+1‘c, X # s?t Dex = 8%, vsk+1t = a}

ou Y= {sss]ft =
On désigne également par ?’1 le systime d'alphabet L, et d'axiomes pro-

pres g7y (X). Intuitivement, les termes sur L1 représentent 1'information
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initiale tandis que les termes sur L représentent l'information modifiée, De
manidre précise, étant donnée une information I de F , on peut définir

successivement

. 1tinformation I‘l de ?‘-1, transcrite de I par oy et notée

o (1),

. 1'information I", extension de ]L1 3 Fn et notée ‘é"(11) et
. l'information I', vestriction de I" & F , notée R(I").

I' est une information de F , définie par

"= RoEn, o-,(1) = n(1)

Nous dirons que la modification m est associée & la bijection o et
au gystéme d'axiomes Y, Nous noterons par la suite m = adj(skt,a). Remarquons
qus adj est en fait un schéma de modifications, associant & chaque "place"

&5t et 2 chaque "valeur" a une modification adj(skt,a).

Flus généralement, voici une manidre de définir une modification & n are
guments, On se donne des bijections O qsuees T, respectivement de L dans

L1,... ’Ln vérifiant les propriétés suivantes :
1) Vz,y €L Vk€([n] (@) =y = x=7)

2) Vo,yer Vi, £ eln] (k#L et a“k(x)= oy ly) =x=y)
n
Soit L" =1L U | J I, . Compte tenu des hypothises 1) et 2), on peut défi-
=1
nir une application profil sur L", unique, telle que

profil( o-k(x))=;grofil(x) pour tout x de L et tout k €[n],

Pour chaque k de [n], Oy définit naturellement une transcription, encore

notée c“k. de l'ensemble des formules sur L' dans l'ensemble des formules sur
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11'(. On se donne enfin un ensemble Y de formules sur L" et on note

systéme fonctionnel d'alphebet L" et dont l'ensemble X" d'asxiomes propres

est défini par

n
m=xUtTy o (%)
k=1

On considdre d'autre part, pour chaqus k de [n], le systdme fonctiomnel
?k transerit de T par

e F , on définit successivement

0~ Etant donndes des informations LisesssI,

+ les informations 0"1(11),..., O“D(In) gee T, yessy x ’

1 n
. llinformation -I", extension & F "

oy (1)seeny 0, (1)),

des informations précédentes et

notée

R ().

. et 1'information I', restriction de I" & F , notée

On peut alors énoncer la définition suivante,

Définition 2 ¢ Soit T yseeey O

» ¥ comme ci-dessus, La modification m

agsocide & O reeny 07 EF 4 Y est définie par

oIy L) = o B oy (). o (1))
On dit encore que m est définie axiomatiquement par O~ jreees 07 et Y,

Exemples : Nous décrivons ici 3 modifications élémentaires de la structure de
liste, représentant respectivement les opérations CAR, CDR et APPEND de LISP,
On considére pour cela 2 bijections oy 0 remplagant 's,t respectivement
par 51,t1 et par 32,1:2 et laissant fixes les autres symboles, On suppose

s, £s, ob t £ty

a) La modification t&ie associe & toute liste I non vide la liste réduite
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& 1'é1ément de t8te ; elle peut 8tre définie par oy et Y1 ou Y1 ={t = t1

’
st =nil } .

b) La modification gueus associe & chaque liste sa queue, c'est-i~dire la
liste obtenue en enlevant 1'élément de t4te. Queue est simplement définie par
9'2 et Y2 ={t s sztz, 2 # t23 sxX = szx}

> 52t2=t

La figure ci-dessus schématise les places d'une liste I & 5 &léments et

de son extension I", Notons que la veleur de s ty n'est pas déterminée par les
axiomes mais peut &tre prise égale & pil. Notons aussi qu'on ne peut poser

st = s2t sang entrer en contradiction avec l'axioms des listes

sSxEt Ot =pil

il

En effet, de s t = szt et de t = 8,t5 on déduit st, =t done t=pil.

¢) La modification gjoute associe & deux listes I, et I, une liste I!

2
définie de la manidre suivante :

. 8l I1 est la liste vide, I' = 12

o 8l I1 est la liste réduite & un élément, I' est obtenue en ajoutant
I‘I devant IZ‘

« 8inon I' est l'informetion minimele, c¢'est~d~dire l'information rédwite

eux théortmes de la structure de liste,

Ajoute peut 8tre associe au triplet ( 0715 075 Y3) ol
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1 ={t1 =plS(t=t,Am = szx)}

U{(t1 ;4.9_1'_1_As1t‘ =pil) O (¢t =t Ast = tza(x,ét:sxs szx))}

Un sutre le de modificedion : la © B 1le

Soit UD une structure d'information quelcongue d'alphabet L, Pour toute

formile p sens varisble, introduisons une modification cond(p), & trois ar-

guments, telle que, pour toutes I1,12,13, I1 consistante,

I2 i pE€ I1
cond(p)(I“Iz,Lj) =< I; =i TpET
T sinon

ou T désigne l'ensemble des théortmes de UD .

Pour j=1,2,3 soit a~j une bijection de L sur un ensemble disjoint
L, telle que L1 ,L2,L3 soient également disjoints deux & deux, Posons fj =
’ #*
o-.(f) pour fE€L et j=1,2,3, Bofin, pour tout i = (i1... iq) de [m]

dJ

une suite de variables distinctes de type respectif il""’iq'
0"13 0‘2’ 0'3

soit x:”,...,xiq
Soit B = o~1(p). Cond(p) peut 8tre défini par les bijections

= fzxﬂ e x.q s £ €L, sou.rce(f) = i}

ot 1llensemble Y = {p1 >f Eiq oees Xy 5

q

) {11)1 of Ziy eee xiq = f3 Iy e xiq ;s T €L, sou.rce(f) =1}

On vérifie, en effet, par récurrence, que

pel, = u= o,(u) eI

1

Tp €I, = us= 0"3(u) €1"
pour tout terme u de 8'.

Ezemple ¢ Soit :70 la structure de liste et p la formule t = pil, Notons A
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1'information de St engendrée par p, c'est-i-dire la liste vide, Si I1 est

complédte, ou bien I1 contient p, donc A , ou bien I1 contient <p, On

peut donc écrire, pour I1 compldte

cond(p)(I1,I2,I3)=§_:'_._ I, >A  elors I, sinon I3

A étant compldte, les conditions 11 congistante et I1 oA impliquent
(I‘I )o = A o (ot I, désigne l'ensemble des formules sans veriable de I),
De manidre générale, si I est une information compldte, engendrée par un
nombre fini d'axiomes sans variable Pysees P, s soit p = P A vee A Pye Alors,

si I1 est compldte,

PEL & ICI & I°=(11)°

ot PEL 1p¢I1

Donc coud(P)(I1;12y13) =sgi (11)°=I° alors I, sinon I,

Pour une information I1 quelconque, on écrira

8i p EI1 alors I2 ginon I3

au lieu de

cond(p) (I1 ,12,13)

= Modifications engendrée un ersemble de modifications dldmeritairves

Il est possible de développer une étude des modifications engendrées par Mo

semblable & 1'¢luds des aceds d'une siructure d'informevion,

Rappelons tout d'abord que 1'ensemble J { F ) _des informations de F N
oxdorné per la relation d'inclusion., est un ensemble comnlbtement induskif (26241,

Nous pouvons donc appliquer aux modifications de 50 la théorie du point fixze




5.8

présentée en 4,2, Nous supposons pour cela que toutes les modifications élémen-~
taires de :f sont des applications continues sur J (F ). On vérifie immé-
diatement que ceci est bien le cas lorsque ces modifications sont définies axiom

matiquement,

$1 B est un ensemble d'applications continves sur o (F) (B CH(F))
et si G est une fonctionnelle engendrée par T3 (4.5), nous savons que G est
continue et donc admet un plus petit point fixe. Nous dirons que 73 est stable
par 1'opérateur plus petit point fixe si, pour toute fonctionnelle G engendrée
par ﬁ » les composantes du plus petit point fixe de T appartiennent & 73 1
On dira que 7 est gstable par composition si, pour tout m € BN J&n(?’) A
tous myyeeegm € BN ﬂk(?), m(m1 ,...,mn) e,
ol m(%,...,mn)(lp""lk) = m(m1(I1....,Ik),...,mn(11,...,Ik)). Enfin, pour
tout n> 0 et tout %k de [n], on note Tfﬁ la modification 111 ves In.

Ik . Soit 7’ 1tensenble de ces projections,

~

Définition 3 ¢ L'ensemble (/46 des modifications de 'UD eat le plus petit sous-

ensemble d¢  JG(F) contenant MU P et stable par composition et par

1topérateur plus petit point fixe,

Exemple s Considérons, dans la structure de liste, les modifications élémentaires

t8te, gqueue, ajoute et cond (t = nil), Alors, 1l'application coneat, définie par

1'équation ci-dessous, est une modification de la structure de liste

concat(I1 ,I,) =gi t =nil €I, alors I, sinon

ajoute (téte(I1), coneat (gueue(I1),I2))

PN
Le définition de c/fC conduit naturellement au type de récurrence suivant,
A

Soit P une propriété sur (/ﬁ , telle que P(m) soit vérifide, pour neduP

et stable par composition et par l'opérateur plus petit point fixe, Alors P(m)
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est vérifide pour tout m de A . On démontre en particulier, en raisonnant
par récurrence, le résultat suivant.

A

Propogition 1.- m appartient 2 (/G el et seulement si m est la premidre

composante du plus petit point fixe d'une fonctionnelle engendrée par (/l(J .
Nous pouvons alors adopter la définition suivante,

Définition 4 ¢ Un programme sur une structure d'information Y estun syste—
me & point fize TU sur M

TC ¢ (m1’u-:mn) = ‘z (m1,...,mn)

La modification L

G .

définie par TU est la premidre composante du plus

petit point fixe de

Calculs sur une structurs d!information
Congidérons d'abord le cas ol toutes les modifications élémentaires sont
g ( ?) dans

alors calcul sur ‘DD toute suite finie de modifications élémentaires, Un cal-

o*,

des applications de T (F) (ocas monsdique). On appelle

cul est donc un élément de

Exemple : On peut considérer, sur les listes, le calcul

(queue, gqueus, t8%s)

A ce calcul est associde le modification m = t8te o gueue o gueus qui &
toute liste I associe la liste formée du 3eme élément de T. si cet &lément
existe, et la liste vide sinon. De manidre générale, si ¢ = m o.e.m  estoun
caleul sur :P , on associe & ¢ la modification m = B, 0 ces 0 my, i n=0,

mn est l'identité de

.

J(F) dans lui-méme (c'est-d-dire 1'application
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Pour généraliser 1a définition des calculs & des modifications arbitraires,
remarquons qu'on peut également associer 4 un caleul ¢ = By oee B le schéma
fonctionnel ¢! =m ... my X sur u’(iU{X} ot X est une variable, Nous
confondrons par la suite c¢ et c'.

Dans le cas général, soit UV ={X,%, ..., xn,...} un ensemble infini
de varisbles. Chaque variable est un symbole O-aire, D'autre part, chaque modifi-
cation de Jén peut &tre considérée comme un symbole d'arité n. Nous pouvons

alors poser la définition suivante.
Définition 5 ¢ Un calcul sur \Ja est un schéma fonctionnel sur MUV,

Exemple $ ajoute.t&te.x1 .gueue X, est le calcul associé & la modification
n= AT, ajoute (t8te(I), queue(1)).
Soit ¢ un schéma fonctiommel sur  JHU {X“...,Xn} . la modification m

associde & ¢ est définie récursivement par les rdgles :
n
1) Pour ¥ = 1,e0.,0 Ttk est associe & X

2)Si né J(ak et gi, pour j =1,..4,k, mj est associée & ey alors
m(m1,...,mk) est associde au calewl mm, ... .

Une telle modification est obtenue par composition des modifications élémen=
taires et des projections, Nous n'avons pas étudié dans le présent travail le cal-
cul généralisé qui devrait &tre associé & une modification définie récursivement
et donc également & un programme, Il s'agit de plonger l'ensemble des calculs
dane un ensemble complitement inductif, Le calcul généralisé associé & un program—
me m= ‘Z(m) quelconque serait alors le plus petit point fixe dtune fonction=
nells % déduite de O . Des études ont été faites dans ce sens dans (scorn),

(NTVAT) et (FINANCE).

-

5.11
Avant de donner des exemples de programmes, nous introduisons la notion de
probléme : un programme (ou un algorithme) calcule en effet la solution {ou une

solution), si elle existe, d'un problime donné,

5.3,= Formalisation de la notion de problime

5,32 1a= Introduction

En informatique, un problime s'exprime généralement sous forme d'un ensem—
ble de relations entre des objets composés. On peut distinguer parmi les objets

. des objets constents, dont la "valeur" est déterminde dans 1'énoncé du
probléme,

« des objets dont la valeur est laissée libre par 1'énoncé du probléme mais
qui doivent éventuellement vérifier certaines conditions ; ces objets constituent
la donnée du probléme,

» des objets dont la valeur dépend de la valeur des dormées ; certains de
ces objets servent simplement & effectuer des calculs intermédiaires, les autres
sont les résultats du probléme, I1 est clair que le choix des domnées et des ré-
sultate fait partie intégrante de la définition du probldme,

Donnons un premier exemple dans lequel 1'énoncé est un ensemble d'égalités.
I1 s'agit de calculer la paie mensuelle d'un salarié relevant du régime général
de la Sécurité Sociale connaissant le nombre d'heures de travail effectudes et

le salaire horaire, Ie probléme peut 8tre défini par le systdme d'équations

net & payer = brut - retenue

retenue = si brut > plafond slors (ss! + ss2) ginon brut x 0,065

plafond = 2320

ss1 = brut x 0,01

ss2 = plafond x 0,055
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brut = nombre d'heures x salaire horaire

Dans cet ezemple, les données sont nombre d'heures et salaire horaire, Rien

n'empfche de modifier le probléme en enlevant par exemple 1téquation
plafond = 2320

et en considérant plafond comme une donnée, changeant chague année, le résultat
peut 8tre simplement net & payer ou, si l'on désire plus de renseignements, llen-

semble {net & payer, retenue} .

Ezemple 2 : Définitiom du c.d, de deuz entiers

Etant donnés deux nombres entiers a et b le pged de a,b peut 8tre
défini par la relation ¢

pecd divise & A pged divise b A [x divise & Ax divise b] > x divise
pged

Dans ce probldme, les données sont &,b , le résultat est pged et 1ténoncé

est la formule précédente,

Ltintérét de ce type de probléme (et la difficulté) est qu'on ne peut en
déduire de manidre immédiate un algorithme de calcul du pged. Cette recherche
d'algorithmes calewlant la solution d'un probléme donné est quelquefois appelée
synthése de programmes [MANNA-WALDJI\IGER] > Il ést connu que cette synthése de
programme ne peut 8tre, dans le cas général, entidrement automatisée, Un certain
nombre de groupes de recherche s'attachent cependant % définir une méthodologie
dans 1'écriture des programmes et paralldlement & développer des techniques de

preuves assurant la correction du programme trouvé,

Donnons un programme calculant le pged de deux entiers a,b. Il s'agit sim—

plement de traduire en terme de modification 1'algorithme d'Euclide.
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pecd(a,b) = si b = 0 alors a sinon pged(b, r(a,b))

r(a,b) désignant le reste de la division de & par b,

Introduisons pour cela les affectations., Il s'agit en rdalité d'un schéma
de modifications,

Si 8yreeerdy sont des identificateurs c'est-d-dire des symboles de cons~
tantes et Upsennry des termes de mfme type, la modification af‘f(a1,...,al1 3
u1,...,un) associe & toute information I, ltinformation I' contenant les
théortmes a8, = u,  pour 1 € 1 € n, De manidre précise aff(a1,...,an s u1,...,un)
peut 8tre définie par le couple (o, Y) o o est une bijection associant &
chagque a; un symbole a:!L et laissant fixes les autres symboles et ou Y est
1'ensemble des formules 8y = O“(ui) pour i=1,,..,n,

Compte tenu de ces définitions l'algorithme d'Euclide peut 8tre traduit par

le programme

n(I)=gi b= 0 €I alors aff(pged ; a) (I) sinon

l.'ﬂoaff(&,b H byr(a’b))(I)

543,2,= Définitions

Définition 6 : Un probléme P sur une structurs S egt la donnde d'un ensemble
L{ F) dtaccds nouvesux et d'un ensemble X( F) d'aziomes, formules sur 1'al-
phabet L' UL{X).L{ ¥ ) et X( ) sont respectivement 1'ensemble des incon-

nues et 1'énoneé du probléme,

Bxemples ¢ Nous avons étudié au chapitre 4 les problimes récursifs, Dans ce type
de probléme, L( F) = {;1,...,

gives,

£ } et X(H) est un systime d'équations récur—
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L'énoncé du probléme peut &tre plus complexe (aéfinition du pged).

On appelle donnée de ¥ toute information de J. LFE) et X )

déterminent une extension f de bo & une structure ‘j" d'alphabet
LUL{ K) et d'ensemble d'axiomes propres X Ux( #). on appelle alors résul-
tat de H associé & une dormée I de j) toute information I¢'> compldte con-

tenant ‘é(zo) (o4 I, est la restrictionde I & F, (20,

On dira qu'un probldme P est déterministe si, pour toute information I

complite, € (1) est également compldte, donc si F associe & chaque donnée

compléte un et un seul résultat.

AR s P A e r a4, |

conclusion




CONCLUSION
Cette étude peut &tre poursuivie dans un certain nombre de directions,

a) Jusqu's présent, nous n'avons cherché & formsliser que des domsines trds
simples tels que les entiers ou les listes., On doit pouvoir traiter des domaines
aussi complexes que les bangues de domnnées ou la gestion des travaux d'un systé-
me, Un premier travail (FINANCE) utilise les structures d'information pour forma-
liser la sémantique des langages de programmation, (PAIR) étudie également les
structures d'information les plus courantes, mais sans utiliser les systémes fonc-
tionnels, Dans les preuves de programmes, la formalisation présentée ici prend

bien en compte 1l'axiomatique du domasine de base,

b) Pour étudier des structures d'information complexes, il semble indispen-
sable de définir sur celles-ci des opdrations algébriques. C'est ainsi quion doit
pouvoir remener l'étude des listes de listes ou des arborescences & celle des lis—

tes,

¢) Au chapitre 3, nous construisons plusieurs interprétations de la structure
des modes Algol 68. T1 nous semble que ees constmictions sont Asser généralisahlas

On pourra ainsi démontrer la consistance de certaines structures non triviales,

d) Les notions de caloul, de programms et de probléme ntont été qu'abordées

ici. Le premier point est de définir les calculs associés & un programme récursif




ou simplement itératif, Une premidre étude a été faite par (FINANCE) dans le cas
de modifications & une variable. Des recherches ont aussi été effectudes, indé-
pendamment des structures d'information par (SCOTT) et (NIVAT). Les idées qui y

sont développées peuvent certainement servir de point de départ.

¢) Pour les problimes, nous nous sommes efforcés d'écrire leur énoncé (par
exemple 3 définition du p.g.c.d) indépendemment de tout algorithme. Cela est-il
toujours possible ? Sinon, comment faut-il modifier les définitions? Par exemple,
nous n'avons obtenu jusqu'd présent d'énoncé trds satisfaisant pour 1'interclas-

sement de deux listes trides.

uis




INDEX DES NOTATIONS

I) Notations attachées h une structure d'information

Une structure 50 est définie par un systéme formel F et un ensemble de
modifications élémentaires o ,
F est compldtement déterminé par un alphabet L de symboles fonctionnels

et un ensemble X d'axiomes propres. Précisément F est wn quadruplet (‘XJ.;, F,
X, R)

ol

- AR 2y {&; 1,2, 0,3}
m

V= U Vj est l'ensemble des variables
3=

.n>1 est le nombre de types distincts de F ., On pose [m]:-{h...,m}

: 55 (resp s j) désigne 1'ensemble des termes (resp des termes sans varia-

ble) de type j (j €([m]).
n
. A= U Sj = Sj est l'ensemble des formules atomiques
=

« l'ensemble F des formules est solution de 1l'équation
F=4U P U(FOF)

. X =7Prop(A) UBz UX est l'ensemble des axiomes de F .

. B est 1l'ensemble des régles du gystine,

On désigne par T 1'ensemble des théortmes de F , par J (F) (ou j )
1lensemble des informations de 7 .
On note Cﬁﬂ(?—) 1l'ensemble des applications de ( 7(?- ))n dans

T(FYy e #(F)= Ud (7).

n3o




L'ensemble A des modifications &lémentaires est un sous-ensemble de 7 (F9!

On pose Jén=u/l(7n~7tn(?‘—).

On désigne généralement par I, I1, I2 .. les informetions de F . On

note Fo 1'ensemble des formules sans varieble de F et Io =1nN Fo‘

Une interprétation est une suite R = (E1,...,Em,r) = (E,r) ou les ensem~
bles Ej sont non vides et T est une application de L dans 1l'ensemble des
applications définies sur les Ej. On note T(resp %) 1e prolongement de T
3 S!' (respd F).

Enfin aux chspitres 1, 2, 4 onpose L' =1L UV et, si x est une suite
(x,‘ ,...,xn) de variables distinctes, L(x) =L U {z, ,...,xn} . De méme, Sj(x)
désigne 1l'ensemble des termes de type J sur u(x).

On pose

n n
v, s= s, , stx= U s,

= 9 = 9 = 9
Exceptionnellement, au chapitre 3, L'(resp S') désigne 1'alphabet (resp

1'ensemble des termes sans variable) d'une structure ﬂ)'.

II) lotations syntaxiques

Un certain nombre de lettres sont utilisées au cours de ce travail, représen-
tant chacune un type d'objets donné, Rappelons que m est un entier fixzé, dési-
gnant le nombre de types du systéme fonctionnel.

j désigne un entier de [m]

i désigne un n-uple (3 i?"'"in) de [mI*

f,g désignent des symboles fonctionnels.

u,v,w,h désignent des termes de S' et plus généralement des n-uples de

termes,

7

%4,7,2,t désignent des variables ou des n-uples de variables, De maniére
générale, si x = (x1,...,xn) € V*, on suppose les z tous distincts,
P)q,r désignent des formules arbitraires,

Au chapitre 4, T, o, P désignent des termes sur 1l'alphabet &tendu
L uir} .

IIT) Notations et sbréviations fréquemment utilisées
Pour alléger l'écriture des formules, on s'est efforcé d'étendre chaque
notation, définie pour un type d'objets, aux suites d'objets de ce type. Nous

donnons ici une liste des principales notations introduites et des conventions

correspondantes,
Notations introduites su chapitre 1
+ 8i A,...,A sont des ensembles et si i = (ii""’in) € o], on

se A =A; X ... x4;
pose % =5, in

. Soit i= <i1""’in)€ [m]* ) = (x1,...,xn) éVi , 0= (u1,...,un) ESJ.'_ p
h €8', f un symbole fonctionnel tel qus source(f) =i,

On pose

type(u) = 1 =(type (w),... type(w)) (p. 1.8)

fu= fu1 ces U,

hx[u] {ou hfu]) désigne le terme obtenu en remplagant dans h chaque

x, par W, pour k=1,...,n {p. 1.8).

2(a) = (§w)ye0n,Bw))s

Notations introduite au chapitre 4

On considtre un symbole f n'appartenant pas & L. On désigne par ‘IP('f)

lextension do d'alphabet L{f) =L U {f} et d'ensemble d'axiomes propres




X (p. 4.8). Si I est une information de 54 , I(f) est llextension de I

N7

dans < (f). On note les termes sur L'(f) et, plus généra—

Pr T

lement, les suites de tels termes.

3
si R = (E,r) est une interprétation de b , onnote 2(T) om N

fonctionmmelle sssocide & T dans R. Si T = ( '51 ,...,r?/'n),

T i) = B(2))sees M) = (C1h0isT) (20 449)

Z(n) 1le terme obte-
T (n) =

Si h est un terme de mme profil que f, on note
T = (T”--Hz )!

nu en "remplagant f par h" (p. 4.10). Si 2

(T,(0),..., T (1)), On obtient

N T@) = CEm) (o 411)
En particulier, si o— contient des occurrences de f, on pose Toor=
()
Alors,

Tom (0) = T(o-(n) (p. 4.12)

On introduit un symbole ) et l'on définit, pour T fixé, une suite

(£,) de termes :

£
[

f = 'C(fn_1)

B n>t.

n
I1 suit de la relation précédente que £ =(To .o 0T Hw) = Y w)
(po 417)

b

) Autres notations
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~ de 2 modes Algol 68
~ standard

-~ juste R L L LR R R T R R N
Compatible avec la compogition des symboles fonctiomnels
Concaténation Ceseessesasenssasesstoraansasestnanes
Conditionnelle

Conséquence tautologique

P X LR LR R R R RN R R L R L R s
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Conservatrice (extension)

P S R R R R KR R R R R R R A R A

Continuité

Définitions

~dlaccés nouveaux teesesssesassrcsenasssereiee
~ axiomatiques des modifications cossssssrenan
~ réoursives eesensesecesssssnscessanstsesee
Démonstration Ve eseavessseresssnesasrtesaserebsaons
Description d'un mode Algol 68
Donnée

- définition Mesescsresseensassectanasesaueene

— donnée d'un problime

veessssssescaaseacus

Elément non défini
Enoncé dtun probléme
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Bxtension
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- Point de vue

006000 88a0eRG0008800¢00 00600000

3.5

3,16

3.16

2,15

0.1

1.13, 415
0.7

3.5

4.5

3.1, 4.26
5.4
4014
0.5
55112
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4.5
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2,2
3.2
3.5

0.7

1.6
1,1

Fonctionnelle

~ continue ............;.................:::::
| ~- engendrée par un ensemble d'applications ves
Forme minimale d'un mode Algol 68
‘ Forme prenexe
| Formule
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~ élémentaire

“ersesscresrsenes
R R P F T TR R RN T

4060 0ssssscs008 000000000 s 0P 0t ase bt ernEs
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R R R PR PP R PR
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Inconnue d'un problime

I PR R RN R RN
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I -de F “eeseescesnseretestetes s s teterone
- de 770 L PO

~ consistante
-~ complete

- maximale
Interprétation
= de 1'ensemble des termes

I N R R R R

sresesearacstacstan

- d'une information

SIA10I0I81870]8T0 NTeTeTo aTa 6 § SIOTO/OI 16T &
= canonique Peessvtaunesaveerostettitenrtsoians
~ équivalente

cesvceceroesessoesssrscssanorn s
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Langage Sseevevsuunosress oo rRsTses s earteaaenrs
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sesecosecoeTTcscresensOO N
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b motie
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Modes Algol 68
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4.1

4.5

4.28
3.10

2,25

0.4, 1,10
0,6, 1,10
2,23
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2,23

5.13

1.14
2.2
2.8
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1.8
1.16
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2,17
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Modifications
-~ élémentaires eesesssssecesssavesreevserraane
- d'une structure S TR L LR TR
~ définies axiomatiquement

~ définies par un programme

seetscsnsssnssssseniae

Occurrence
= libre tesevescesoasessesasssosnerssesernansss
-~ lide R AR
Point fixe F R T LT LR TR RE AR L ALY

sees
R TR L LR R EEE R EL A L R A A

Prédicat
Probleme
~ déterministe
Profil
-~ d'un symbole R R ]

ssce
O Y L L LR LR R R L AR R LR A A

seevcessecsasseocensssasRbOsLy

~ dtun terme
Programume
Projection
Propositiomnel (systéme)
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sece
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esese
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~ 3 —introduction
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906000000 csstttrtreIst sttt RboNue

Restrdction d'une information
= dhune structure plus petite seessesseresrsnns
~ & 1l'ensemble des formules sans variable
Résultat d'un problime
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Systémes
~ & point fixe

- formels tesesssmsseassseerrasesesssasetrotin

- fonctionnels Vesesssessacssstessesrsansaseses

~ propositionnels evesesianesesstsienrroononet
- d'équations mutuellement récursives eI oistate

.

Tautologie F O T TR L LR TR RER R R AL

Terme Vecsavesaceansaevrersasesrtetcosbeonusrerotee

Théortme
~ d'un systdme formel P T T T R TR

- de tautologie tesceteersasasersrrsenersrenies

-~ de la déduction teessescensassssessssaeverane
- de consistance (1) Freversssesssencanessneans
- de consistance (2) aTelsfetorarstaralits s .o STRGYO TSI IeLele

- du point fize (dans les treillis)
- fondamental veeseserssenarsssrasasserreanses
- du plus petit point fize (dans les structures
ordonnées) e A
Théorie
- du premier ordre F R )

- ouverte J T T LT R ER R R R R L

Treillis complet J S T R R XL

Type ..............................................1

Valide (formule) inesoessecsaranseressaeniassersats

0.2, 4.1
0.4
1.6
0.5
4.27

0.7
1.8

0.5
0.7
2.4
2.14
2,26
4.6
4.20

4,21
2,23
2.26

2.4
1.8

2,147
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