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NTRODUCTION

le but principal de ce travail est d'apporter un cadre formel pour l'étude

des problémes informatiques, On entend ici par probléme le passage d'une infor

mation donnée & une autre information, Plus généralement, un probléme s'applique

& des informations d'un certain type. Il s'agit donc de préciser les notions de

données, d'informations et de type d'information (ou de structure d'information),

Une premiare idée, étudiée au paragraphe 1,1, est de définir ume donnée par

des ensembles EyreeesE, et un ensemble /\ d'applications(ou acgds) définies

sur des ensembles de la forme Bi, Zeek Fay et & valeurs dans l'un des Bj.

On dira alors que deux données sont de méme type’si leurs accés vérifient les

némes propriétés,

Une manigre d'exprimer les propriétés des accés d'une donnée consiste & cons-

truire un systéme forme) dans lequel chaque application de /\ est représentée

par un symbole et chaque objet de 5, see S, par un schéma fonctionnel, On a re-

groupé au chapitre 0 quelques rappels sur la théorie des langages, les schémas

fonetionnels, les systémes formels et le calcul des propositions. Les définitions

de systéme fonctionnel, d'information et d'interprétetion d'ume information sont

données au paragraphe 1,2.

Cette méthode axiomatique nous permet de définir les structures d'information



de la méme maniére que l'on définit en mathématiques les structures de groupe

et de corps. Nous nous efforgons, au cours de ce travail, d'utiliser cette mé-

thode & d'autres applications, On définira des systames d'axiomes pour les in-

formations (1.), les modifications d'uns structure d'information (5.) et pour

définir récursivement des accés nouveaux (3, et 4.).

Au chapitre 2, nous présentons quelques résultats, classiques en logique,

sur les théorémes d'un systéme fonctionnel. Nous comparons, en particulier, les

systémes fonctionnels avec deux autres types de systémes formels : le calcul

des propositions et le calcul des prédicats du premier ordre avec égalité, Enfin,

nous dégageons deux types d'informations particulidrement intéressantes (infor

mations consistantes et complates). Nous étudions les relations entre informations

et interprétations et nous obtenons plusieurs critéres pour qu'une information

soit consistante ou compléte,

Au chapitre 3, nous étudions les extensions d'une structure d'information,

Aprés avoir donné, dans un premier paragraphe, quelques propridtés générales, nous

nous intéressons plus particulitrement aux extensions conservatrices. Enfin, au

paragraphe 3.3, nous étudions, sur l'exemple des modes récursifs d'Algol 68, quel-

ques techniques de constructions d'interprétationa,

Au chapitre 4, nous portons notre attention sur les systémea d'équations

récursives, Nous obtenons, dans le cadre des systimes formels, la plupart des ré~

sultats classiques, En particulier, on peut définir une régle d'induction point

fixe semblable & celle de Scott, Notre travail permet de plus de préciser, grf&ce

& un systdme d'axiomes, les domaines de base.

Le chapitre 5 est consacré & une étude des modifications. Une structure dtin-

formation est entitrement spécifide par la donnée d'un systéme fonctiomel, préci-

sant les propriétés des accés, et d'un ensemble de modifications élémentaires,

applications définies sur l'ensemble des informations. Une modification peut

étre obtenue, soit par composition des modifications élémentaires, soit comme

solution minimale d'un systaéme d'équations, Nous donnons une méthode axiomati-

que de définition des modifications, Enfin, pour conclure le chapitre, nous

étudions briévement les notions de programme, de calcul et de probléme.

Nous développons, dans la conclusion, un certain nombre de points qui

devraient &tre approfondis, ou méme simplement abordés, Il] est trés probable

que certaines définitions du présent travail ne sont pas adéquates, Il s'agit

14% simplement d'un premier essai de formalisation et il est indispensable d'é-

tudier, dans ce cadre, des exemples de données plus complexes, Nous signalons

également, en conclusion, un certain nombre de travaux reliés & cette étude.

Avertissement

Ltutilisation de symboles fonctionnels & plusieurs variables et d'objets

de types distincts introduit généralement des notations assez lourdes, Nous nous

sommes efforcés d'utiliser des notations abrégées permettant de se ramener au

cas d'une variable, On trouvera, en fin de ce travail, un index des notations 6+

un index terminologique.
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0.1

Q.- RAPPELS

Oo. Théorie des lan, s_( HOPCROFT-ULLMAN

Définition 1 : Soit & un ensemble, Une suite finie, éventuellement vide d'élé-

ments de & s'appelle un mot sur x& » On note &* ltensemble des mots sar B

vet “A le mot vide sur x.

Si as (ayye-ssa,) et p= (by y++45b,) sont deux mots sur x » on aé-

finit le mot af = (ey,-.040 ) par
mp

1¢ign a> cp = aL

migi¢mp => eo, = dyn

On obtient ainsi une loi de composition interne dans x, appelée concaté-

nation. En particulier «A = Aa=a.

Un langage L sur x est un sous ensemble de %*, 20 est encore appelé

alphabet de L.

Définition 2 1 (Opérations dana FR ( By

soit % un alphabet, L, L' deux langages sur g + On appelle produit de

L par L' et on note LL' le langage LL ={aa', a€L et até un . faht

| Sera noté al. Si L est un langage sur Be 5 = {ap 3a EL et pen}

ge note 17, De méme 1° = fa, ee GG Oy eu} (Lo = {4} ; pt = Lh).



Exemple : Si F est un langage et si 2, (, ) sont des symboles, (F > F)

est un langage.

FS").

Soit % un alphabet. Un systéme & point fixe sur

| Definition 3; (Systéme A point fixe sur

FS *) est un sys-

téme du type

toi os
_ J { Wig .

(s) A, = jena Beye Bi pour i= 1,,..,n
i

ot AireeeeA,

une partie de & réduite & une lettre.

sont les inconnues et les By désignent soit des inconnues soit

Nous supposerons que, pour tout i, A, est non vide (A, peut &tre, par

contre, infini) et que pour tout i,j, 45 est non nul.

6 de

G (,,.+.51,) = (Li,...,L') ol les L! sont définies

On peut associer & (S) l'application F(G*)" dans luieméme qui

agsocie & (Lyre sD)

par

: j i |

Li = UO cou. ot
A SEN ag ig

avec, pour k= Veseer dy 7

k (CL, si a est l'inconnue A.
ic f

ox \ akig eer si Br Q &

Le neuple de langages (Lyye++ 9h.) est solution de (s) si et seulement si

Bi, L} = L}¥ gerne dy qreres ty

Autrement dit, les solutions du systéme (S) sont les points fixes de l'appli-

cation Q

hoa

0.3

Théoreme 1.- (théordme du point fixe)

Tout systéme A point fixe (s) admet une solution minimale unique. De plus, si

aucun terme de (s) ne se réduit A une inconnue, (3) admet une solution unique dans

(Ye - {Ad),

Nous généralisons le premitre partie du théordme au paragraphe 4.2.

un systéme & point fixe, tel qu'aucun terme ne se réduise &

Fi br. {art yr, Con-

sidérons le systéme (3') obtenu en ajoutant & (s) une équation du type

A= U B see B
3 gen 3 3

Remarque : Soit (S)

une inconnue, et (LyreeooL,) sa solution unique dans

Considérons d'autre part 1'équation

j qs

U C we 66 3(B) A=, ;
° A AJE j 3

k (L si BS est l'inconnue A
. r i r
ot ¢ = <

j { BK sinon

Soit enfin L, Cc ae* - fa} a Ly est solution de (gp) si et seulement si

(LyyeeL,) et solution de (S'), Dans la suite nous dirons encore que (E) est

une équation & point fixe.

Exemple : Soit A un langage sur un alphabet Yi, » colmposante de la solution

d'un systéme A point fixe et >, 71, €, ) des symboles n'appartenant pas &

eo: Liensemble FW des formiles dv caloul des propositions Aéfini aur A eat

l'unique solution de 1' équation

F=AUNFU (PF DP)

0.2.- Schémas fonctionnels (KREISEL-KRIVINE)

On se donne une famille dénombrable L(n = 0, 1, ...) d'ensembles disjoints.



0.4

Un élément de ue sera appelé symbole fonctionnel A n variables ou encore synl-

bole naire. On pose L= U Le
n

| Défini tion 4: Un schéma fonctionnel (construit & l'aide des symboles de L) est un
| “

‘

élément de l'ensemble L , solution de l'équation & point fixe

2 2 || he Ae Bho |

n fois

On vérifie aisément que L est non vide si et seulement si Ly z g. Signa-

lons également sans démonstration les résultats suivants :

1) Tout u EL s'éerit, de maniére unique, us=fu, .., uw avec f EL
n

et Upseee ed el.

2) Etant donnés un ensemble X et, pour chaque n, une application ry de

Lb dans l'ensemble des applications de X” dans X, il existe une application

> de L dans X, et une seule, telle que,pour tout f 6 L et pour tout

Uae eed € L, on ait

r(f Uy ses wu) = x (e)(r(u,), = r(u,) }

ty = fe}
2 .

a, fa, g fa Pa h ra f astm ae. sont des schémas fonctionnels construits & par-

Exemple : L = {al L, = {t} Lg (n > 2)

tir des symboles de L.

0.5.- Généralités sur_les systmes formels (SHOENFTELD)

re

Me| Définition 5 : Un systéme formel 1 (SF, & R) est la donnée

~ d'un alphabet G (ensemble des symboles),

~ d'un langage F sur cet alphabet (ensemble des formules),

~ d'un sous ensemble %@ de F (ensemble des axiomes),

had

0.5

- d'un ensemble R de régles ou relations n-aires sur F: si r est une

regle et si (pyres PrP) Er, on écrit PyreeeoB, be Pe

On dit qu'un sous ensemble E de F est saturé si:

Vp, ++ Be PEF G GB et... et p EB et pyyessph p) SP é 8)

L'ensemble des théorémes de FF est le plus petit sous ensemble saturé de F

contenant “% . On écrira gr P (on tp s'il n'y a pas d'ambigutté) pour

noter que p est un théoréme de F.

Une suite D= Pyrees Py de formules est une démonstration (de P,) dans F

si chaque Py est un axiome ou se déduit par une régle de R de certaines des

formules précédant Ps Il est clair qu'une formule est un théoréme si et seule-

ment si elle posséde une démonstration dans F.

Pour montrer qu'une propriété P est vérifiée pour tout théoréme de F,

il suffira de montrer que l'ensemble fp EF, P(p)

i) contient 2

ii) est saturé.

(Raisonnement par récurrence sur les démonstrations de F }.

On est amené, pour raccourcir les démonstrations de F , & énoncer des

régles supplémentaires ou régles dérivées.

Nous allons préciser ces notions sur un exemple en étudiant le systéme formel

associé au calcul des propositions.

0.4.— Calcul des propositions (SHOENFTELD )

| Définition 6 : Soit A un langage sur un alphabet ey Un systéme proposition-

F =-(%8, FL, RB) ter quenel sur A est un systéme formel

i) Y. Bv{,9,(,)



0.6

ii) F=A UF uv (FOF

iii) Y= Prop(A) est formé des 3 ensembles (ou schémas) d'axiomes suivants :

x,2{(po(q>p)) s page Pt

%

x= {((a2 214) >(q>p)) ; pq EFS

{lp >(aar))a((p3q) > (por))) + par er}

iD) l'unique régle de R est le "modus ponens" : pour tout p,q de F

PpOQ eq.

Les formules de A sont appelées formules atomiques.

Abréviations et notations

On adopte les notations swivantes :

(p vq) tient lieu de (1p >q)

tient lieu de T(apvid)(p aq)

(pq) tient lieu de ((poq) A (q > p))

Tl faut noter que V, A, > ne sont pas des symboles de Bb - On peut,

toujours & partir d'une formule contenant vV,A,>_ reconstruire la forme

de F qui lui correspond.

On supprime également certaines parenthtses en convenant d'évaluer les expres-

sions de la droite vers la gauche. Ainsi

p2qor tient lieu de (p a(q > 7r))

Les systémes propositionnels permettent de formaliser les propriétés de 1'im-

plication (>) et dela négation (7 ) indépendamment de la nature des formu~

les atomiques. L'intérét de tels systémes réside dans le fait que les théorémes de

Fr sont exactement les formules tautologiques, comme par exemple

p>p (reflexivité de 1'implication)

0.7

(proa)o(qar)a (por) (tramsitivité de 1'implication)

(Dans les exemples précédents et dans la suite, p,q,r désigneront des formules

quelconques). Plus précisément, introduisons les définitions suivantes.

péfinition 7 : Une fonction de vérité sur un ensemble A est une application de

A dans l'ensemble B= { vrai, faux}.

Considérons les deux applications EL de B dans lui-méme et HH, de

Be dans B définies ci-dessous :

EL (vrei = faux EL (faux = vrai

HL (a,b) =(faux si az=vrai et b= faux

vrai sinon

H et E7 5 définissent les "tables de vérité" de ltimplication et de la néga-

tion.

: Proposition 1.- Soit V une fonction de vérité sur 4A, Il existe une application

unique ¥, de F dans 5, prolongeant V et telle que

i wt wt wy ta ow

V(a p) = BL (v(p)) , W((poq)) = BL (W(p), V(q))

La démonstration est immédiate en raisonnant par récurrence sur la longueur

d'une formule de F,

tne

| Défini tion 8 : Une formule
SS

fh

p est une tautologie si ¥(p) =yral pour toute fonc~

tion de vérité V sur A. Plus généralement, on dit que q est conséquence tanto-

logique de Pyreee BL si, pour toute fonction de vérité V sur A,
i

!

‘

1

1

| ¥(p,) = «1 = Wp) = mrad => Va) = vi

Théoreme 2,- (théordme de tantologie). Soit Fe = (8 , F, Z, R) wn systdme

Propositionnel. Tout théor’me de JF est une tantologie. Réciproquement toute



. 40.8 
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tantologie est un théoréme de SF . Plus généralement doit F = (%, F,X', R') |

t 4 1 : . 2)un systéme formel tel que xe contienne WY et R’ contieme R. Si | Poa gare por (transitivité de > )
ke set Ke et si est conséquence tautologique de wnege alo - fe : :ap Bye ’ ae Py gq q eq By» »Pye Te, | Py? Por eee SPQ AH PED ees SPL (si (ipseeerd) est

rE a | une permutation de [1,n}) |

Démonstration : On démontre immédiatement que tout axiome de ‘F est une tautologie. P2a, TPoqhq :

| Pda, park po(aar)
De plus, si p et poq sont des tantologie, q est une tautologie. L'ensemble

des tautologies est saturé, donc contient l'ensemble des théorémes de Fr a | Peak-pag :
La réciproque est plus longue & démontrer (voir par exemple (SCHOENFIELD) ). { | Py 14 1(p>q)

Le dernier point est un corollaire immédiat : si q est conséquence tautologique IPF POG

de DyreeeePys ‘la formule Py? OP DG est une tautologie. Done } | : qh pag

Py Deere D P,> 4: Et, puisque he Byrees Fae Py? il vient, en apnlighsil
F

la régle de modus ponens, he qe

Théorsme 3,~ (Régle de 1'équivalence)

Le théoréme 1 exprime la complétude du calcul des propositions, dans le sens

I Soient Dar seesPas Phoeees Dis q des formules de F. Soit q’ la formule

suivant : le calcul des propositions étant indépendant de la signification des for i

| obtenue en remplagant dans gq des occurrences de DyrereoPy respectivenent par
mules atomiques, une interprétation de ce calcul consiste en une application arbi- t : .

i Dh yeees Dae Alors

traire V de A dans { vrai, faux}. On dit qu'une formule p de F est vraie "
~ vu 4 es t ES t

pour V si V(p) = vrai et que p est universellement vraie si V(p) = vrai pour fi By Prorivee es Py Pa a Sag

tout V. On peut définir la notion d'interprétation et de formule universellement

la démonstration est immédiate en raisonnant par réourrence sur la longuevr

vraie (ou valide) pour d'autres systémes formels. On dira alors que F est com
: de q et en utilisant le théordmne de tautologie,

plet si les théorémes de fe sont exactement les formules valides de F .

Applications du théoréme 2

Le théoréme 2 permet d’appliquer les régles suivantes dans les démonstrations

de F.

— ————————————————E———
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1.- STRU D' INFORMATION

1.1.- Point de vue fonctionnel (PAIR ~ FINANCE)

j.1.1.- Exemples de données - Définitions

Essayons tout d'abord de comprendre sur des exemples ce qu'est une information

composée,

a) Liste

Une liste sur un ensemble E est une suite finie d'éléments de E. Pour préci-

ser cette notion de suite, et en particulier pour exprimer les accés aux éléments

d'une telle suite, on introduit un ensemble fini F totalement ordonné (ensemble

des "places" dans la suite étudiée) dont le premier élément T s'appelle téte de

liste et le dernier 6 est ia queue de liste. L'ordre total se traduit par la don-

née d'une fonction de succession dans F, notée o , qui est une bijectian de

F-,6} dans F-~f{%} . Alors tout élément de F est l'image de T par

ot pour un certain i, Enfin, ume application W assigne A chaque élément de

Po owie valeur daus 5,

Ainsi une liste est un triplet (F, E,A) ot A est l'ensemble de fonctions

{o, v, Gh . (% est ici considéré comme une fonction & 0 variable.. L'accés

& un élément quelconque de 1a liste passe par l'accés A 1'élément de téte).



x associé & chaque couple (a,p) la quantité du produit p stockée

Adjoindre un élément en téte d'une liste (F, E,A) revient & construire une 7 dépst 1 dépdt 2 dépot 3

nouvelle liste (F', E,A') en posant :

Bar u{e} . nme

A= {o", v', Zt

o'( SG)= C couteau

o-'(x) = o (x) xer-{;

Vi(x) = v(x) x €F yerre

On obtient en fait seulement ume quasi~liste puisque la valeur assignée A

G' n'est pas définie, On constate également sur cet exemple simple qu’il n'est sade tée - i

AS

pas facile de définir des modifications dans ce point de vue.

Figure 2: gestion d'un stock

F fo Tey Tine px iss OT =
. J | On peut représenter cette donnée en considérant les ensembles suivants :

iv ‘v | D = ensemble des dépdts
i

y ye ; ‘ P = ensemble des produits

i a b c a F=DzP

, Q = ensemble des quantités
Figure 1: schéma de la liste abbed

et les fonctions suivantes :

b) Gestions de produits dans des stocks , By associé & chaque dépdt d le poopie (a, p,(d))

Une usine dispose d'un ensemble P de produits rangés dans un ensemble D Go associé & chaque produit p le dénpte (apkp),p)

de dépSts. Pour chaque produit p, on constitue une liste a, (p), oe) 5 dc, (2) des o; associé & chaque couple (d,p) le couple (d,p'), s'il existe, tel

dépSts dans lesquels ce produit est stocké et pour chaque dépét ad, on constitue de | que p' suive p dans la liste P, (a), p,(d) _—

mame une liste p, (a), vey Bp 64) aes produits stockés dans ce dépot. Hnfin pour Op associé A chaque couple (d,p) le couple (d',p) s'il existe, tel

chaque produit et pour chaque dépét on connait la quantité du produit stockée dans | que d’ gsuive d dans la liste a, (p), a,(p) Tvs

ce dépdt. j Tw, associé & chaque couple (d,p) sa premiére composante 4d

| Te associé & chaque couple (d,p) sa deuxiéme’ composante p

| dans d.

1.3



1.4

Enfin l'on a accés directement & chaque produit et & chaque dépSt ; aussi

faut-il considérer D et P comme des ensembles de fonctions O-aires.

La donnée ci-dessus est done un quintuplet (D, P, F,Q@,A) avec

A=zDUPU 11 Coy Oy, Oy, By Tyr % }

Notons que, dans la figure 2, des couples tels que (dépét 2, leme) ou (dé-

pdt 1, couteau) ne sont pas “accessibles".

Nous pouvons plus généralement définir une domnée de la maniére suivante :

Définition 1: Une donnée est un m1-uple (H,,...,5.,A) ot les B,
—_—_—_——_—_——" 1 si i

(i = 1,...,m) sont des ensembles d'objets et \ un ensemble de fonctions (par

tielles) définies dans des ensembles de la forme Fi, Xvee XB (q 20 et
q

t<edlig m,.)& valeurs dans l'un des £E,;, Une telle fonction s'appellera accési

élémentaire & q variables, une fonction & 0 variable étant confondue avec sa

valeur,

Remarque : Il est toujours possible de considérer des fonctions totales & la

place de fonctions partielles en introduisant un élément lL (élément "non

défini"), Si E est un ensemble ne contenant pas -L, on notera BE, =EU ji.

On prolonge alors une fonction partielle f, définie dans EH, en posant

(x) = si f(x) est définie alors f(x) sinon L (x E28)

f(1)

44 a Chas dere
Detect

+ da an
PUSVUTSS 4S _ 4s)

Nous avons donc formalisé la notion de donnée. Nous avons également présenté

des exemples de structures : listes, gestion de stocks, Chaque fois, nous avons

défini ces structures en exprimant les propriétés vérifiées par les ensembles de

base et les accés constituant une donnée, Il est difficile d'énoncer des résultats

généraux sur les structures sans donner un sens mathématique & la notion de pro-

priété. On peut apporter une réponse axiomatique & ce probléme en associant & une

structure de donnée un systéme formel. (C'est ainsi que l'on définit, en mathéma-

tiques, les structures de groupes, de corps ...). Les propriétés que doivent véri-

fier les données d'une structure sont des formules, ou axiomes, construites sur un

alphabet constitué de symboles fonctionnels ou aceés, de variables, du symbole =

et des symboles > (implication), 7 (négation), ( , ) (parenthéses) du cal-

cul des propositions.

Une structure n'est pas entitrement spécifiée par son systéme formel. Il est

important de préciser les transformations ou modifications élémentaires applica-

bles aux données de la structure. Pour les listes, par exemple, on veut pouvoir :

- modifier la valeur d'un élément

- adjoindre un élément en t&te de liste

- supprimer un élément, ete ..

Cet aspect sera traité au chapitre 5.

1.2.- Systémes fonctionnels

Dans L'approche précédente, une donnée (Byres sB Ay A ) est un objet "concret",

Par opposition, nous congidérons une information comme un objet "idéal" qui permet

d'exprimer des affirmations. Briévement, une information sera l'ensemble des théo—

rémes d'un systme formel (cf. 0.3). Une information pourra alors étre interprétée

(au sens de la logique) par une donnée.

Une structure d'information £ sera constituée dtin svatdme farmel F adn

crit dans ce paragraphe et d'un ensemble- AG de modifications élémentaires étudié

au chapitre 5, Dans la suite, nous emploierons quelquefois des expressions telles

que alphabet de ie » axiomes de # ; théorémes de o » information de Pg au
lieu de alphabet de FF » axiomes de F, théorémes de FF , information de F.



| Définition 2: Un systéme fonctionnel est un systéme formel F = (%, F,Z, R)

| vérifiant les conditions énoncées dans les paragraphes suivants ; les formes de

'F sont des formules propositionnelles sur un ensemble A c'est-&dire que F

‘vérifie 1'équation

PeAUIPU(FDF)

1,2.1.~ Alphabet

On se donne un entier m>1 qui est le nombre de types d'objets du systéme ;:

on note [m] l'intervalle des entiers compris entre 1 et m, c'est-A-dire

fm) =ynéeN ; t<¢n¢m}.

% =Luvyu fs}u {(,),7,2} est l'alphabet de F
WW

L est l'ensemble des symboles fonctionnels

Vez ‘Cr
wo.uLi

Vs est l'ensemble des variables.

On définit'une application source de L dans [m7* (of. 0.1.) + source (r)

est un mot sur [m] , c'est-A-dire une suite d'entiers compris entre 1 et m, la

longueur de source (f) s'appelle l'arité de f. Si elle est égale &80, 1, 2, q

respectivement f est appelé symbole O-aire, unaire, pinaire, q-aire, Les symboles

Omaires sont aussi appelés symboles de constante. On définit une application but

de L dans [m]}. A partir de source et de but on construit une application profil

de L dans [m]* x [m] telle que :

profil (f) = (source(f), but(f))

Notations : Dans la suite nous utiliserons les lettres a, b, ¢ pour les symboles

de constante et les lettres f, g pour les symboles fonctionnels, x = (x, 9+ ++9x,)

désigne toujours un n-uple de variables distinotes. On note alors L(x) =

LU {x,1+-2m,} . On pose enfin L' =L UY.

est le symbole d'égalité : son emploi est régi par les axiomes Eg (of 1.2.5)

rrr ——

1.7

Les symboles fonetionnels sont encore les accoés (éiémentaires) du systéme,

Ceci. est justifié par le fait que tous les objets considérés dans le systéme

formel sont obtenus par composition de ces accés (of ci-dessous, en particu-

lier la définition 5),

Exemples : Dans la structure de liste on considare deux types d'tobjets (les

places et les valeurs), L = {t, 8, V, nil, nil’ }

profin(t) = (1) profil(ni2) = (1) — profil(nii') = (2)

profil(s) = (1,1) profil(v) = (1,2)

Remarque : nil représente 1'élément fictif qu'il est commode de placer en

fin de liste. On pose o-(5) = o-(nil) = nil et (nil) = nil!

1,2,2,~ Schémas fonctionnels du_systéme

Nous considérons seulement certains schémas fonctionnels (cf. 0.2), ceux

qui sont obtenus en tenant compte des profils dans la composition. Introduisons

auparavant quelques notations,

Notations

1) Sa Arpeoesd, sont des ensembles et si i = (iy seed) é[m}*, on

pose A, = At. Jes. Age la lettre i désigne toujours par la suite un élé-

ment de [m]*,

2)Si us (uy peeertt,) é€ (ut)? et £ EL, on note fu au lieu de

fu, see Ue

3) si a C(LI*, fh={fu;ueat

Définition 3 : Un schéma fonctionnel compatible avec l'application profil est

m

un élément du langage S' sur L! défini par S'= UY st ou (S} 440-81)
J=

est la solution unique du systéme



Sts Ufesr fE€L et profil (2) = G,a)} Uv,

On appellera aussi termes les schémas fonctionnels compatibles avec profil, —

Un schéma fonctionnel u est de type j si u esi.

Pour x= (xy reeerX,)s on pose S ,(z) = st A u(x)". En particulier

Ss = 8,(A) est l'ensemble des termes de type j sans variable. On pose enfin
n nu

S= Us, et S{x)= U s.(z),
j= J det d

On suppose que 8. # ¢ pour Jj = 1,.+0,m

Exemple : Dans la structure de liste, les termes sans variable sont les éléments

de l'ensemble S défini par

=5,U 8,

8, = 8, U{t, nin}

8, =8, U fmt

Notations : Nous utiliserons les lettres u, V, Ww pour désigner des schémas

fonctionnels ou des n-uples de schémas fonctionnels..Dans le cas ol ces sché~

mas fonctionnels contiennent des variables, on utilisera également les lettres

h, k,

Soit h un achéma fonctionnel, i = (ijee04,)€ (my, x= (xy ,+605%,) €Y,

et u= (uy yest.) €S!, On note fu} (ou h fu] s'il nty a pas d'ambigutté)

le terme obtenu en remplagant dans h toutes les occurrences de xqreees%,

Par Useees¥, respectivement, On pose encore type(u) = stype(x) = i.

Definition 4 : Une interprétation de § est un (mtt)-uple R = (By 46-6482)

ou les ES sont des ensembles non vides et r wune application associant &

tout £EL tel que profil(f) = (i,j) une application de E, dans By.

Si E= (Ey ,++058,) on note encore R = (E,r),

Proce

1.9

Nows utiliserons par la suite la Menotation, Soit E = (ByreeerE)s

i €({m]* et x= (x, y004)x,) Ev; Si u(x) est une expression de fonction,

la notation

u(x),

A x.u(x) représente la fonction quia tout x de ES associe

définie parExemple : \x.m, représente ltapplication Tw
k

W(x, .609%,) =X, pour tout (x; ye0e0%,) de Eee

Proposition 1: Soit (E,r) une interprétation de S, x = (x,y 0004%,) ev,

r détermine une application unique r de S(x) dans l'ensemble des applica~

“tions de ES dans Us, telle que

2(x,) =

r(a) =

Vax, pour k = 1,...,n

Yx.r(a) si a est une constante

P(g uy... u,) = rle(Hu,),...Mu)) si g Eb

La démonstration est immédiate et analogue A la démonstration pour les

schémas fonctionnels en général (0.2).

Remargue : En toute rigueur, il faudrait écrire y au lieu de r. Notons

cependant que si $2) see0r%,} c {¥yreee Vy} et si uv €S(xz), on peut iden-

tifier 7, (a) et F(u). En particulier,si u est un terme sans variable de

type go (u €8.), e(u) est une application constante que l'on identifie avec
J

sa valeur,

Définition 5 : Une interprétation (E,r) de S est stricte si 2 .) SI a

pour J = tyeceylte



1.2,.3.- Formules atomiques

Liensemble A des formes atomiques est défini par le systéme

pi

az U SEeSt

j=

Prédicats : Supposons que L contient un symbole vrai de type j. On appelle

symbole propositionnel (ou prédicat) tout symbole p tel que but(p) = 3.

On conviendra d'écrire alors p Uy eee UL au lieu de p Ue. US ural.

Ceci est une simple rééoriture (de la mfme maniére que pVvq est une réécri-

ture de Tp >a).

Exemple : Le syatéme fonctionnel A » Tormalisant l'arithmétique comporte

2 types d'lobjets : le type entier et le type booléen, Les symboles de AC

sont : (on indique entre parenthses le profil)

o (1) S (4,1) + (4,1,1) * (11,1)

vrai (2) < (1,1,2)

La formule 80 <0 est une réécriture de < (50,0) = vrai,

Dans la suite on omettra d'indiquer le type booléen et on spécifiera un

prédicat p en indiquant uniquement source (p). (Iei source (<) = (,1)).

Nous éerirons également x+y et x »% y aulien de +xy et * xy,

1.2.4, Formules

L'ensemble F est la solution de 1l'équation A point fixe

Fea U TF U (FP5F)

Il revient au méme de dire

1) toute formule atomique est une formule

2) si p est une formule, 4p est me formule

1.41

3) si p et q sont des formes, (p>q) est we formule,

4) toute forme est obtenve par application des 3 régles précédentes.

Pour démontrer qu'une propriété P est vraie pour toute formule il

suffit de montrer (raisonnement par récurrence sur la longueur d'une for

mule) :

1) P est vérifiée pour toute formule atomique.

2) Si P(p) est vérifiée, P( 4p) est vérifide,

3) Si P(p) et P(q) sont vérifiées, P((p>q)) est vérifiée,

Rappelons les régles de réécriture et les conventions adoptées en 2.1.

On peut écrire

(pvq) pour (1p>4q)

(pAq) pour 1 4pv74q)

(pq) pour ((p 3a) 4 (q>p))

De plus,on écrit u#v aulieude Wuev

OC = Prop(A) UEg UX est l'ensemble des axiomes de F ,

. les formules de Prop(A) sont les axiomes du systéme propositiomel

construit sur A (cf 0.4),

. les formules de Eg définissent le symbole d'égalité = . Pour chaque

3 de {mj soit Xoo Yur By trois variables déterminées de type j.

Plus généralement, pour chaque i de [m]* tel que q = |i! >0,

soit (xij r00e9%iq) et (y.at reeesVag) deux suites de variables distinctes,



de type i, telles que Za # Yip pour x,t €[1,q] . Posons

bs = 2, FX, pour jé[m]

.=xz,2Zy. L .2y. 22, our jé {mi et, si4; = 257 ¥,°%; 5%, 27,72; jé(m] et,

f est un symbole q-aire (q # 0) tel que source(f) =i

If)

<q u Lal a N

tq = Vig > PE u4 cee %y = fy, eee VasEYy, > se? Faq ig i ig iq

Bg={p,s J elm} Usa, s selm)}ufe, sf eu et arits(r) > 0}see

. les formes de X sont les axiomes propres du systéme fonctionnel.

Exemple :

1) les aziomes propres de la structure de liste seront

. se Fsy Dz By Vvsx = nil

++ 8x tot = nil

» Spil=nil, ve Bnil'¢o x = nil

les axiomes cixdessus expriment que

, ov bien la liste est infinie : dans ce cas sft felt (eA t)

. ou bien la liste est de longueur finie n+ dans ce cas st = nil

et stf#att (0¢k, ten et k#t)

2) les axiomes propres de la structure (/” (entiers positifs) sont les

axiomes de Peano

Sx z 0 x.Sy = (x.y) +X

Sx BSyDxsy a(x <0)

z+¢Q08% x<Sy © (a<cyvxey)

ee

1.13

x + Sy = S(x+y) zVyVvxByVvy<x

3) Dans toute structure, il est utile d'introduire, pour tout

(i,3) € (m] x [mJ] , wm symbole cond, j de profil (i,i,j,3,3) formalisant
s

la fonction "conditionnelle", Les axiomes de cond, ; seront
’

cond; (x,x,z,t) =z

x # y > cond, . (z,y,2,¢) et
43)

Par la suite, on omettra les indices i,j , le contexte indiquant tou-~

jours leurs valeurs.

1,2.6.- Résles d'inférence

On dispose de deux régles d'inférence

modus ponens ¢ p,; p >Qkq

substitution : pe p. [u] (p €F, x EV, vu €S! type(u) = type(x))

Remarquons dés maintenant que si p € 7, alors le schéma de formes

{p, ful ;ué 85} est contenu dans 1,

Nous étudierona au chapitre suivant la portée exacte de la régle de subs-

titution : il est possible de se passer de cette régle & condition de prendre

pour axiomes de F ltensemble des "exemplaires" de formule de ,

L'usage des variables présente cependant plusieurs avantages,

1) Tl est plus agrésble de manipuler des axiones que des schémas d'aziomes,

De méme, étant donnée une formle p sur L(x), une démonstration de Pp sera
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plus lisible qu'une démonstration de p{u] (u é 8,).

2) Lorsqu'on définira de nouveaux accds, c'est-A-dire de nouveaux synbo-

les fonctionnels (chapitre 3 et 4), la régle de substitution s'appliquera aux

termes contenant des occurrences de ces nouveaux symboles, Ainsi, dans la struce

ff
ture t/ des entiers positifs, définissons le quotient de deux nombres par la

formule

y £0 >(x < y#(quotient(x,y)+1) A (yxquotient(x,y) = x

Vv yxquotient(x,y) < x) )

les axiomes de ltaddition, de la multiplication et du prédicat < stap-

pliquent & quotient (myn) (ce qui permet, pour chaque couple m,n (n # 0) de

calculer quotient (m,n) ).

1,2,.7.- Informations

Définition 6 : Une information de FF est un sous ensemble I de F conte-~

nant les théordmes du systéme formel et saturé,

I est donc me information de la structure si

aw) OCI

ii) Pour tous Pq de F, pel et pq EI implicue g €I1

iii) Pour toute formule p de F, toute variable x et tout terme u

de méme type que x, p €I implique plu] el,

| Definition 1% Soit I une information de F . Un ensemble Y des fornules

est un systéme d'axiomes de I si I est l'ensemble des théorémes du systéme

fonctionnel FF! dtaxiomes propres Y.

Exemples ¢

1) Listes : On peut déduire des axiomes de la structure de liste que pour

tout k, LEN, «Ae

rE sts& t > e%t = nil

Pour spécifier une information il faut donc préciser sa longueur et les

relations entre les valeurs de le liste, Par exemple :

3
st

s°t

E:

E |
vt = vst

vt # vst

On obtient également une information en considérant seulement les 3 pre-

miers aziomes ou plus généralement un sous ensemble strict de ces axiomes. In

fait le premitre information est "compléte" alors que les autres ne le sont pas,

Nous préciserons cela au chapitre 2,

2) Listes & valeurs dans un ensemble déterminé

Dans la plupart des cas la structure de liste n'est pas étudiée dans l'ab~

solu. On se donne wm ensemble de valeurs, par exemple les entiers, c'est-Aa-dire

que 85 contient d'autres termes que vt, vst, ... Ainsi le structure de liste

& valeurs entiéres est obtenue en juxtaposant la structure x de liste et la

structure UV’, the liste & valeurs entiéres sera alors déterminée par un sys—

téme dtaxiomes du type

fn +4
sv = dud

{adhe O¢k <n
ou les n sont des termes de J,



Notons qu'on peut trouver des informations pathologiques. Ainsi ltinfor~

mation d'axiomes

vt = so

vat = 8*0

vst # s"o n>0

at # nil

st = nil

est compléte, bien que vst ne soit pas "& valeurs entiéres"”. Ce fait est

inhérent & la formalisation choisie : les entiers formant une suite infinie,

il n’existe pas de formule affirmant que vst est & valeurs entiéres,

1,2.8,- Interprétations d'une information

Soit I une information, R= (E,r) we interprétation stricte de S$

et x= (x, reves) EV,. Tl existe une application 7 unique de l'ensemble

des formiles construites sur L(x) .dans l'ensemble des applications de Ey

dans B = {vrei, faux} telle que

Tiu=v)=si fu) = Mv) alors vrai ginon faux

¥(4p) = BL (F(p))

r(p >q) = By (Fp), F(q))

Définition 8: R est une interprétation de I si, pour tout théordme Pp

de I (construit sur u(x))

Tp) = dn. vrai (1)

Proposition 2: R est une interprétation de I si et seulement si, pour

tout théoréme de I, sans variable

T(p) = vrai

1.17

Si Y est un systéme d'axiomes de I, il suffit que (i) soit vérifiée

pour toute formule de Y,

Démonstration :

1) La condition est clairement néceasaire. Inversement soit p une for=

mule de I sur L(x), Pour tout u €8,, p fu] est un théoréme de I. Done

t(p fu] ) = vrad

Mais F(p [uv] ) = 7(p) (F(u))

Pour tout jem], B, = “S,). Done E, = 7(8,)

atok t(p) = Vx.vrad

2) Si p € Prop(A), p est une tautologie, Donc r(p) = Azx.vrai, De

néme si p € Eg,

Si p est déduit de q et q>p par la régle de modus ponens

>(q) = Xx.vrai : rq 3 p) S Axyrad

Done Fp) = Ax vrai par définition de Hs .

Si get et p=afu] (p) = F(q)(H(u)) = Vx.vrad

Done R est une interprétation de I dés que Tp) = Ax.yrai pour

peéey,

1,2.9.- Structures d'information

31 F ast im syatame fonetionnel, on note T ( F) llensemhle dee

informations de F et pour tout n >0,,.. ue nf FY l'ensemble des appli-

cations de [J(F)]" dans d(F). Boit IEF) = Ud EF),
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Définition 9 : Une structure d'information vt est la donnée d'un systéme fone.

tionnel F et d'un sous ensemble Ab ae 4(F) (ensemble des modifications,

élémentaires de ),

Nous reprendrons au chapitre 5 l'étude des modifications d'uns structure

d'information,

2

étude mathématique

des systémes fonctionnels



2.1

2-5 TIQUE DES SYSTEMES ICTIONNELS:

Nous regroupons au paragraphe 2.1 quelques résultats classiques sur les

théordmes d'un systéme fonctionnel. Le théoréme 1, en particulier, précise la

portée de la régle de substitution. Le paragraphe 2.2 étudie la structure de

l'ensemble des informations d'un systéme fonctionnel en tant qu'ensemble or-

donné, Il développe également la notion d'interprétation d'une information et,

done, de donnée, Au paragraphe 2,3, nous nous interrogeons sur l'intérét d'in-

troduire le quantificateur J dans la formalisation, Il est montré que, dans

we certaine mesure, ceci n'est pas nécessaire : lorsqu'on veut résoudre un

probléme, il s'agit moins de montrer l'existence d'une solution que de cons-

truire cette solution en utilisant les accts précédemment définis,

Le paragraphe 2,1 peut @tre omis en premire lecture par un logicien. Le

paragraphe 2,2 est, par contre, essentiel pour la suite. Le paragraphe 2,3

enfin, est relativement indépendant des chapitres suivants.

2.1. Résultats concement les théorémes d'un systime fonctionnel (*)

2.1 .1.- Régle de substitution

| Definition 1: Soit x= (x,,....,) €V,, u un tome et p une formule

(*) Dans l'ensemble, ces résultats ne sont pas nouveaux, Nous nous sommes large-

nent inspirés de la présentation de (SHOENFIELD).
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sur u(x). Un exemplaire de u (resp de p) est un terme (resp une formule)

de la forme u(v] (resp pf{v] ) ob vest,

Définition 2: Soit F un systéme fonctionnel, x = (x, +0009%),) é Vy

F(z) = (22),La restriction de F & (x) est le systéme formel

F(z), Y(2), R) défini par :

&% g(x) = Ux) U fepu $( rs, >}

A(z) = Y S s(x) = 8 (x)

F(x) = A(z) U TE (x) U (F,() > F(z)

(x) = Prop(a,(x)) U Bg, (x) U x,(z)

ou Bg, (x) (resp X(z)) est formé des exemplaires de formules de Eg (resp x)

sur & (x).

By = { modus ponens }

On notera en particulier f, la restriction de FR L.

Définition 3 : Une information de F, est un sous ensemble de By con

tenant les théorémes de 2, et stable par application de la régle de mo-

dus ponens,

Notations +

Al a _ tae An C un syathns aviomes 3 T a.Soit 2 de F,Y wi systtuc dlaxiones de I, On

note Xy l'ensemble des exemplaires sans variable de formules de Y et I

l'ensemble des formiles sans variable de I,

. Soit F wn systéme fonctionnel, x EV, et uéSi.

2.3

Soit y= (94400099) les variables apparaissant dans u. On note F tv)

le systéme formel ( %(y), Fly), ©, (a), R)

ob © (u) = Prop (A,(y)) Une (y) U [pu] + p €X,(x)}

Enfin, si x,y sont des suites de variables sans point commun et u,v

des suites de termes de type correspondant, on définit de maniére similaire

F(x), F(zv), Fi(uv).les systémes

Théoreme 1: Soit F wm systéme fonctionnel, p une formule sur L(x),

Alors, si Ee YP,

0) F(x) 7

2 v a) M$ (a) pu] pour tout u ES}

Démonstration : par réourrence sur la longueur d'une démonstration de p

a)si pe XY ,peé x(x) et pfu] € x, (a).

b) soit q wne forme sur L(x,y) =1 U {XyreeerX PU LV rerr edn}

telle que ga et Fe4 > p. Soit ves (vy peeee¥i,) une suite de

termes sans variable de méme type que y. Alors, par récurrence,

x (z,¥) afv] et 7 (xv) af] >P

Done solt k (x) ®
3 (av) . Fo

De plus si u és ; par récurrence,

¢ (uv) Gyr et e (uv) a, ylevl > piuj

soit ~F (u) p [ul
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Soit y ume variable de type j, v €S,(z) et q une formule sur

L(x,y) telle que ge q st p= a,lv]

Par récurrence gay) yl] done Fp gy

De méme, si u ES! ’

Kip (uyvbal) Syl)

i besoit Fu) p (ul.

Remarque : En fait p peut Stre déduit d'un nombre fini d'axiomes de (x)

en utilisant la régle de modus ponens.

Corollaire 1: Soit 1 (resp 1) l'ensemble des théorémes de F (resp ¥,).

Alors METAR
° °

Corollaire 2 : Soit I ume information de *F , Y un systéme d'axiones

pour I, Alors I, est une information de Fy admettant Xy comme systé-

me d'axiomes,

2.1,2,— Théoreme de la déduction

Définition 4: Soit FF un systéme formel (resp. une information), Y un

ensemble de formes ; F[Y] est le systéme formel (resp, l'information)

obtenu en ajoutant comme axiomes les formules de Y, Si Y= {DjreeerPy}s on

rotera Fryj = F [dy ye0e Py] .

Théoreme 2.- Soit F un systdme fonctionnel, ByreeesB, des formules

sans variable, p une formule, Alors p est un théordme de Fle, peverP, |

si et seulement si P, > =m FD Py D> Pe
ae

2.5

Démonstration 3

Si Py Dees D P, > P est un théortme de F , il suit, en appliquant

la régle de modus ponens, que p est un théoréme de F[ Pyseees Po] » Réci~

proquement, il suffit de montrer que si p est un théoreme de Flal,q>p

est un théortme de F,

Raisonnons par récurrence sur la démonstration de p dans *[q]

1) Si p est un axiome de F, q>p est un théortme de F,

2)Si p = 4, Q>p est un théoréme de F,

3) Si p est déduit de r et de rp, par récurrence, q or et

q >(r>p) sont des théoremes de F. Or

(q >(r >p)) >(a > 7) (a 2p)

est un axiome de # et, en appliquant deux fois la régle de modus ponens,

q>p est un théorame de FF.

4) Si r est un théor’me de F[q] et si p=r {u] , par récurrence,

q Dr est wm théortme de F. Done q [uj] or [u] est um théortme de F

et,puisque q est sans variable, q > p est wm théoréme de F,

Corollaire : Soit I une information, Y wun ensemble de formules, p une

formule sans variable, p €I[Y] si et seulement si il existe des exemplai-

TES Pi seeerD, de formiles de Y, sans variable, tels que Py eee DP, DP él.

Remarque : Si PyreeesPy sont des formules comportant des variables, p

peut &tre un théorame de ¥ Cp, reeerPy] sans que ae Py De DBLP

Exemple : Soit F un systeme fonctionnel sans axiome propre et contenant

deux symboles de constantes 0 et i et soit p=x=O0 et qt BQ
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q est un théoréme de F{p] mis p>q nitest pas un théoréme de F,

2,.1.3.- Régles du caleul des propositions

Le théoreme de tautologie et la régle d'équivalence, démontrés en 0.4

s'appliquent aux systémes fonctionnels.

2.1.4,~ Proprigtés de 1'égalité

Voici tout d'abord un résultat simple dont la démonstration utilise les

régles précédentes,

Proposition 1: L'égalité est symétrique et transitive.

Démonstration : Pour i=1,...,m soit Xie Vys 35 des variables de type i.

Symétrie : Soit ié€[m]. Il faut montrer que a, FY, “~ v, 2%, est

un théort’me de F. Or

K, 27, 2x, 24,2 yy Fay (Axiome a;)

En particulier :

(régle de substitution)

Comme x, Er

(Théoréme de tautologie)tH 1

us
VU Set it 4

Donec, également

(régle de substitution)

et x, By, y, =x (Théorme de tautologie)

2.7

x, By, 25, 22,29, = 2, (Axiome a,)

done

x, Sy, 32, 2x, 28, 2 y, (ragle a! équivalence

et symétrie de 1'égalité)

ou a, =z, > x, = ¥, > 2, 2; (théoréme de tautologie)

soit

x, =y, Dy, 22, >x, 22 (ragle de substitution

en permutant x,, Yj 2,)

Théoréme 3.~ Soient VWareeesds Wire reg tt » v, v' des termes et p, p' des

formules tels que v' (resp p') soit obtemm en remplagant dans v (resp p)

certaines occurrences de WrevegU s respectivement par Wi gee e ptt . Alors

VW FU yoo t Fur bt vet

et

Wy FU yeeegt, Ful be pop

La démonstration est immédiate, par récurrence sur la longueur de p

(resp v),
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2,2.- Informations consistantes, complétes

Nous allons étudier maintenant deux types d’informations particuliérement

importants, On dira qu'une information est consistante si toute formule n'est

pas un théor’me de cette information, Il est clair que l'information inconsis-

tante ne présente pas dtintérét. La notion d'information consistante se révele

également intéressante dans le cadre des équations sur une structure, Appelons

équation sur ~ la donnée d'm symbole f, n'appartenant pas & 1l'alphabet

de ¥ , et d'une formule égalitaire sur cet alphabet étendu. Par exemple,

considérons la structure Z des entiers relatifs et un symbole a, Q-aire,

avec 1'équation

a t+at1 20

L'information Z' obtenue en ajoutant ce symbole et cet axiome est

inconsistante. En effet, on peut montrer dans Z le théoréme

x +x+i1 # 0

qui, par substitution, donne

ae t+a+1 #0

L'inconsistance de Z' exprime le fait que 1'équation

+x+120

ne pogséde pas de solution dans Zz,

Considérons maintenant 1'équation

a = Fat OZ

Cette fois-ci l'équation admet deux solutions (1 et 2), Ceci se traduit formel-

lement par le fait que l'on peut démontrer dans Z.' le théoréme

2.9

Appelons compléte une information consistante I telle que, pour toute

formule p sans variable, p&I ou ip éTI. Zt nitest pag compléte ;

en effet, on ne peut démontrer dans Zt ni a#1 nia #1. On obtient

par contre une information compléte en ajoutant soit la formile a =1 soit

ja formule a = 2, Ainsi we information est incompléte si elle posséde plu-

sieurs extensions consistantes distinctes,

2.2.1,- Définitions

| Proposition 2: Soit I une information. Les propriétés suivantes sont équi-

valentes,

i) IAF

ii) pour toute formule atomique a de A, aeél=s a éI

iii) pour toute formle p de F, p €I =} Ip¢l

" Démenetratibn 3

isii Soit a une formule atomique telle que a et a appartiennent &

I;la forme a A 1a appartient & I. Toute formule p est consé-

quence de aA a (puisque Waa sa) = faux pour toute fonction

de vérité), Done toute formule est un théoreme de I (théordme de

tautologie),

ii = iii Reisonnons par récurrence sur la longueur de p,

Si p= Tq, Ips Tq. Si Ip €I, g €1 3 donc, par récurrence,

Jqg¢iI. Done p €l = Ip¢l,

Tp éi, y el el Ge éI,

Donc, par récurrence, r ¢ I et done qoar¢ I, Dou péI> 7pél.

iii si évident.
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ssintiice 5 + Une information I est consistante si elle vérifie les condi-

| tions équivalentes de la proposition 2.

Soit a, une formule atomique sans variable et q, = 8 A Tass Alors

1) pour toute formlle p, p> a, est équivalent & p.

2) une information I est consistante si et seulement si 4, é I.

Nous utiliserons dans la suite la formule Qo¢

Proposition 3 : Soit I une information et p une formule sans variable,

p appartient A I si et seulement si I [ap] est inconsistante.

Démonstration : Si p €I, p et “1p sont des théordmes de I {1p] .

Réciproquement si I(74p) est inconsistante, d €I [1p]. Par le théoré-

me de la déduction, Ip 2q €1; donc Wp EI soit encore p El.
; °

Si p posséde des variables, le résultat précédent est en défaut. Con-

sidérons la formule p= (2x +3 2x+ 4) dans la structure AN des entiers,

p n'est pas un théoréme de AN » bien qué a (7) soit inconsistante,

(En effet, 2+3=1+4 est un théorkme de f’).

Remarque : Soit I une information et I, l'ensemble des formules sans va-

riables de I, Si Y est un systéme d'axiomes de I, soit Xy l'ensemble

des exemplaires sans variables de formules de Y. Nous avons vu (théortme 1)

que I, était l'ensemble des théorémes déduits des axiomes de XY, en utili-

sant uniquement le modus ponens. On dira que I, est inconsistante si

Corollaire ; Soit I une information et p une formule sans variable. p

appartient a I, si et seulement si I, [1p] est inconsistante,

2.11

Proposition 4: Soit I une information et p une formule sur L(x). Tip

est consistante si et seulement si, pour tout ensemble fini I’ d'exemplaires

de p sans variable, IT] est consistante,

Démonstration : La condition est évidemment nécessaire par application de la

régle de substitution, Réciproquement, supposons I [p] inconsistante,

ay € I[p] et, pulsque a, est une formule sans variable, il existe d'aprés

le théoréme 1, un ensemble fini J" d'exemplaires de p sang variable tel

que a, € I(T] , donc tel que IfT] soit inconsistante.

Proposition 5 : Soit I une information consistante. Les propriétés suivantes

sont équivalentes ;

i) I, est maximale dans l'ensemble des informations consistantes de F,

ii) pour towte formule atomique a sans variable, agI 1a €I

idi) pour toute formule p sans variable, p ¢g1I3 Tp €I.

Démonstration :

i9ii Si agi, Ifa] est inconsistante, Donec a €I.

ii 5 iii Raisonnons par récurrence sur la longueur de p

Si p= Tq, Ip= WWq. Si Ipfl, agi. Done, par récurrence,

Tq €1, Dick pfIS tp EL,

Si peqor, ap= W(qor).Si tp#I,qg¢I om Ir,

Done, par récurrence, gq €I ou reéI, Done p €I,

lii Si Soit q une information contenant strictement ty p une formule

appartenant & I - Tye Alors, Tp € I c qh. Done Ih est incon-

sistante.

Définition 6 : Une information consistante I est compléte si elle vérifie

les propriétés équivalentes de la proposition 5.
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Définition 7: Soit I, I' des informations consistantes de FI est

une extension maximale de I si I' contient I et si I' est maximale pan

mi les informations consistantes de F ,

Remarque : Si I est une information maximale parmi les informations consis-

tantes de FF ’ I, est & fortiori maximale parmi les informations consistan-

tes de F Donec, I est compléte.

Proposition 6 : Soit I une information consistante, I admet une extension

maximale [',

Démongtration : Il suffit de montrer que l'ensemble des informations consis-

tantes contenant I admet un élément maximal, Nous utilisons pour cela le

lemme suivant de la théorie des ensembles,

Soit E wn ensemble et J une classe de sous ensembles de E, On dit

que e est de caractére fini si, pour tout sous-ensemble A de E, A est

dans 4 si et seulement si tout sous ensemble fini de A est dans J .

Lemme 1,- (TerchmtiLler - Tukey) Si nw est une classe non vide de sous ensenm=

ble de E qui est de caractére fini, 7 admet un élément maximal,

Revenons & la démonstration de la proposition. Soit Gf la classe de tous

les sous ensembles [’ de F tels que ir soit consistante. f con-

tient l'ensemble vide. Si I" est dans J ; tout sous ensemble fini de J"

est dans 3 , Réciproguement si I’ n'est pas dans I 14, € I(T] .T1

existe un sous ensemble fini rt de PP tel que a, €I (hy done tel

que I crt] soit inconsistante, fh est donc de caractére fini. Soit Py
rt

un élément maximal de Jd. Its u(r ,) est maximale parmi les informations
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consistantes contenant I,

Une information compléte n'est pas nécessairement maximale parmi les in~

formations consistantes de FF » On a cependant le résultat suivant,

Proposition 7 : Soit I une information consistante. I est compléte si et

seulement si elle admet une extension maximale unique.

Démonstration : Si I n'est pas compléte, soit p une formule sans variable

telle que p et ‘Tp n'appartiennent pas A I. Alors I ip} et I [npj

admettent des extensions maximales distinctes,

Réciproquement supposons I compléte, Soient q, + I, deux informations
2

consistantes maximales contenant I et soit p é q,. Pour tout exemplaire p!

de p, sans variable, pt! el. Done pt ¢ I, et, puisque I est compléte,

pi ér cl, . Diaprés la proposition 4, i [p] est done consistante et pe i,

puisque 1, est maximale, Dtob L, cL et, puisque I, est maximale,
2

Remargue : Il ressort de la démonstration précédente que I est maximele par=

ui les informations consistantes de F si et seulement si I est compléte

et si, pour toute formle p de F,

pél = p' €T, pour tout exemplaire p' de p sans variable,

Structure de l'ensemble des informations d'un systame formel

L'ensemble T¢ F) est ordonné par la relation d'inclusion. Pour cet

ordre, v( F) admet un plus petit élément, l'ensemble T des théorames,

et un plus grand élément, l'ensemble F des formules, Si (14) est une fa-

mille d'informations, 0 I x est encore une information qui est la borne
EA
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inférieure de la famille (I rs De méme, il existe une plus petite informe-

tion contenant tous les 14. J (¥F ) est done um treillis complet (scort),

Hnfin, si (I4,) est une famille totalement ordonnée, Y In, est encore

une information qui est la borne supérieure de la famille (Iy). J(F)

est done un ensemble complétement inductif (ef 4.2). Nous pouvons résumer

cette étude dans le diagramme suivant.

I, est le plus petite
\ informations

complétes
information contenant i

\ informations

i consistantes

2,2.2.- Interprétations d'une information consistante

Nous démontrons dans ce paragraphe le résultat fondemental suivent

Une information est consistante si et seulement si elle admet wie inter

prétation.

ez son corollaire

Soit I we information et_ p _une formule sans variable. p est wm

théoreme de I si et seulement si_ p _est valide dans I,

(clest-A-dire vérifie

wt

r(p) = vrai pour toute interprétation r de I),

Ces résultats nous serviront souvent par la suite, Il est en effet fort

difficile de montrer la consistance d'une information par des méthodes direc-+

tes.

it

Définition 8 : Soit ~v une relation sur S= |J s. telle que

j=]

uvv => djeé[m} (u ES, et v 8.) (1)

On dit que ~ est compatible avec le composition des symboles fonction-

nels si, pour tout i¢€[m]*, tout FEL tel que source(f) =i:

Vu, ves, , (u, wv, gt... et uvv, => fu ~ fv)

Eroposition & t Soit - une relation d'équivalence sur S$, compatible avec

la composition des symboles fonctionnels. Pour chaque j € Cm], soit E, = 2m Ay

le quotient de e5 par wv . Il existe une interprétation stricte R = (E,r)

de S$, unique, telle que EB = (Bypeses E) et que, pour tout u ES, r(u) soit

ja classe d'équivalence tt de u par w ,

Démonstration

Existence : Soit f€L tel que gouree(f) =i, Soit x= (x1 1004+x,) ck.

Posons

r(f)(z) = Fa

oo us (uy eeest,) est tel que x, = ay pour ié{[i,n]. Puisque «w est

compatible avec la composition des schémas, la définition de r{f)(x) ne dé

pend pas du choix de u,. On montre alors par réeurrence sur u que r(u) = De



x €E, et u comme ci-dessous, Par définitionUnicité + Soit £EL,

“a

de r

r(#)(x) = S(fu) = fu

Définition 9 : L'interprétation définie dans la proposition précédente est

l'interprétation canonique associée & w.,

Remarque : Soit uv é€S tluev) = vrai => u vv.

Proposition § : Soit I ume information compléte, R= (E,r) une interpré—

tation stricte de S, R est une interprétation de I si et seulement si,

pour tout couple (u,v) de termes de méme type sans variable,

wevél «> Muev) = vrai

Démonstration : La condition est nécessaire, Réciproquement, montrons par

récurrence sur p que pél & T(p) = vrai.

Si p est atomique c'est l'hypothése,

Si p= aq, tip) = vrei #9 Tq) = faux emp ad I = pel

Si p=qo>r, Tp) = vrai #3 Yq) = faux ou P(r) = vrai

e= qfl on rél @S qrreél

Théoréme 4 : Une information I est consistante si et seulement si elle

admet une interprétation,

faux.
wv

Démonstration : Soit R= (E,r) une interprétation de I. 7(q,) =

WLS Be

Réciproquement, soit I' une extension maximale de I (proposition 6),

la relation

uvy @S utvel!

|
|
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est une relation d'équivalence compatible avec la composition des symboles

fonctionnels (propriétés de 1'égalité "). Soit R = (B,r) l'interprétation

canonique associés & w , Il résulte clairement de la remargue et de la

proposition précédente que R est une interprétation de I! » done de I,

Soit I une information et p une formule, On dit que p
Se aia 10:

est valide dans I asi S(p) = vrei pour toute interprétation de I.

Corollaire : Soit p une formule sang variable. p est un théoréme de TI

si et seulement si p est valide dans I,

Démonstration : Si péI et R= (E,r) est une interprétation de I,

r (p) = vrai, Inversement, si p ¢ I, I (ip] est consistante, Soit R=

(E,r) une interprétation de If1p] #(1p)=vrai ; done tp) = faux

et p ntest pas valide.

Remarque : Pour montrer que p ¢ I, i1 suffit done de construire une inter-

prétation R= (B,r) de I telle que T(p)=faux (cf 3,3).

2.2,3,.- Interprétation d'une information compléte

Définition 11
—S Se

: Soit I une information, Deux interprétations R = (E,r) et

R' = (@',r') de I sont gquivalentes si T(p) = 7'(p) pour toute formule P

de F,

lemme 2: R et R' sont équivalentes si et seulement si, pour tout couple

(av) d'éléments de S, de méme type,

(a) = t(v) = E(x) 8 St(y)
m 2

Il existe donc une bijection 9 de Y ES sur Y EB! , unique telle



que, pour tout ués,

g(r(u)) = F(a)

Théorsme 5 : Une information I est compléte si et seulement si elle est con-

sistante et si toutes les interprétations de I sont équivalentes,

Démonstration : Si I est complte et si R est une interprétation de I

uSv él © Pu) & rv)

Réciproquement, si I n'est pas complate, il existe p €F tel que

I, =Ifp] et I, =I [rplsoient des informations consistantes. Soit R
4

une interprétation de I, ’ Ry une interprétation de I, Ris R, sont deux

interprétations non équivalentes de I. En effet :

?,(p) = vei =H (p) = faux

Corollaire : Soit I wne information compléte ; une formule sans variable p

est un théorbme de I si et sewlement si Y(p) = vrai pour une interpréta-

tion de I.
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2,3.- Relation entre l'étude des systémes fonctionnels et le calewl des prédicats

2,3el.— Introduction

Nous nous posons ici la question de savoir si l'on obtient une théorie plus

forte en utilisant des formules quantifiées dans notre systéme formel, Sans ap~

porter une réponse compléte, nous donnons ici plusieurs résultats qui nous ont

incités & ne pas utiliser les quantificateurs.

Nous utilisons en fait implicitement des formules quantifides, Ainsi la for-

VxVy

Plus généralement, toute formule p [xyreerX] est équivalente & Vx, eae

mule x=y2>y8x est-elle équivalente & la formule Key >y Bu

Vx p(x] ;1 Vx PiX,,.65,Z |, formule que nous noterons
n 1 n

Bien entendu, on n'obtient ainsi que des formules universellement quantifiées.

Si l'on prend la négation d'une telle formule ; soit

Wz p(x] (1)

on obtient une formule qui n'est pas équivalente A Vx op{x] mis Jx 4p [x].

Cette derniére formule ntest d'ailleurs qu'une réécriture de (1).

Examinons plus en détail l'usage qui est fait des quantificateurs,

1) Dans les axiomes d'une théorie il est fréquent d'affirmer l'existence

d'iobjets vérifiant une propriété donnée. Dans l'axiomatique des corps on a, par

exemple, la formule

dy{[z#0 >xey=1] (2)

définissant L'inverse de tout nombre non nul (ou plutét l’existence d'un inverse).

Dens le cadre des structures d'information, il est intéressant de pouvoir aceéder

& cet inverse. Aussi introduit-on un symbole unaire inverse défini par la formule

x #0 Dx x inverse(x) = 1 (3)
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Notons que le terme inverse (0) n'a pas de valeur préciee,

On appelle théories ouvertes les théories dont les axiomes propres sont

sans quantificateurs. Etant donné un systéme fonctionnel, on obtient une théo-

rie ouverte en ajoutant les symboles Set V ainsi que les axiomes et ré-

gles d'inférence du calcul des prédicats.

2) Dans le cadre d'une telle théorie, on est alors amené 4 s'intéresser

aux théorémes de la forme

dy ply] (4)

ou p est une formule quelconque.

Exemple : Soit la structure Q@, des rationnels, L'alphabet de Q est formé

des symboles 0,1 (Omaires), inverse et - (unaires), + et x (binaires), Les

axiomes de Q sont par ailleurs classiques. On se pose alors le probléeme sui-

vant : étant donnés deux rationnels x,y existe-t-il des rationnels 2z,t tels

que

xe a+yxtsek

xett(-y)*ea=y ?

Autrement dit, la formule

Jad [xen + yet 3 xAxet + (ay)ez 2 yl

est-elle un théoréme ? Si oui, peut-on calculer 2 et +t en fonction de x,y

fou au tioins um 2 etun t, s'il n'y a pas unicité | ? La réponse & ces questions

est positive : les expressions de z et +t sont données, pour (x,y) différent

de (0,0), par les formules de Cramer. Pour x=0 et y= 0, tout couple (z,t)

est une solution.

De maniére générale, nous verrons que, dans les théories ouvertes, les pro-
1
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plémes d'existence et de calcul d'une solution sont étroitement liés, Bn parti-

culier, si p est une formule contenant des variables Ty reees%y 1 Vysecesy,
n

sans quantificateur, la formule dy plz,y] est un théoréme si et sewlement

. ay . a 7si l'on peut trouver des suites de termes u,{z],...u,ie] tel que p{x,u, Cel] v

vce V pix,u, zl] soit un théorame (autrement dit si et seulement si ltum des

uy est une solution),

Notons, pour finir, que nous pouvons reformuler les problémes du type

3 y pix,y] différemment., Introduisons des symboles Pirseeet, peaires tels

que source (£,) = type(x,,...%,) et but(#,) = type(y,,) et considérons la

formule p' obtenue 4 partir de p en remplacant chaque vy, par f. Ky ove Xie
PB

Exemple : Dans le systéme d'équations précédent remplagons z par f(x,y) et

t par alx,y). On obtient la formule suivante, “définissant" f,g :

xxf (x,y) + yxe(x,y) = x A xag(z,y) + (-y)ef(x,y) = y

On obtient alors un probléme dont les inconnues sont Pryeeert, et dont

l'énoncé est le forme p'. Nous étudions ces problémes dans les chapitres sui-

vants,

2.3.2.~ Théories du premier ordre

Définition 12 : Un langage du premier ordre est un ensemble F de formules dé~

fini par les éléments suivants

1) Les symboles de F sont

. les symboles d'un systéme fonctionnel

. le symbole 3

2) les termes et les formules atomiques de F sont définis comme pour les

systémes fonctionnels,
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3) L'ensemble F des formules est l'unique solution de 1téquation

FeAVU IFU(FOF) U LU dxF
xéeyV

ou A représente l'ensemble des formules atomiques.

Outre les abréviations introduites au chapitre 1, on note

Vz p qdz 1pau lieu de

On suppose que l'ensemble V des variables est muni d'un ordre total

arbitraire ou ordre alphabétique.

Définition 13: Une occurrence de x dans p est lige dans p si elle appa-

raft dans une sous formile de p de la forme dx q. Sinon, elle est libre

dans p. x est lide (resp libre) dans p si une occurrence de x est lide

(resp libre) dans p.

Soit x une variable de type i, v un terme de méme type, Si u est

un terme on note uty] le terme obtenu en remplacant chaque occurrence de x

dans u par Vv.

Si p est une formule, on note p,tv] la formule obtenue en remplagant

chaque occurrence libre de x dans p par v. On dira que x peut étre ren-

placé par v dans p si, pour toute variable libre y de v, aucune sous for

mule de p de la forme dy q ns contient d'occurrence de x libre dans p.

Par exemple, on ne pout remplacer x par y+i dans la formule

dy (x=2y)

Nous convenons d'écrire p, lv] seulement si x peut étre remplacé par v

dans p,

x

On obtient des définitions simileires pour x €V, et u €S! (4 € [m}).
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Définition 14 : On appelle formules élémentaires les éléments de l'ensemble &

défini par

E=A Y wed JxF

Reuargue ; P=E VU IF U (F>F)

A chaque fonction de vérité V sur E, on peut done associer une applica-

~

tion V de F dans {wrai, faux } .

Introduisons les ensembles d'axiomes suivants :

« Prop(E) et Eg qui ont été définis respectivement en 0.4 et 1.2

» Subs = fp Cu] D>dixp ;peé€F et x peut étre remplacé par u dans P}

et la régle suivante, définissant l'utilisation de J

3 - introduction : p2>q F Jxpod q si x ntest pas libre dans 4.

Définition 15 : Une théorie du premier ordre est un systame forme)

F = (%, F,2%,R} tel que

» F soit un langage du premier ordre, d'alphabet &

. & = Prop(E) U Eg USubs UX

eRe { modus ponens, 4 ~introduction } ‘

Remarque : Nous obtiendrons la régle de substitution définie dans les systémes

fonctionnels comme une régle dérivée.

Définition 16: Seit p unc formule ; p ost suverts si élle set seus Gaainti—

ficateur ; p est fermée si aucune variable n'est libre dans De

Enongons sans démonstration les principales régles concernant les théories

du premier ordre,
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VW introduction +: Si Kp>q et si x n'est pas libre dans p,kp > V xq

Ragle de généralisation : Si tp, alors xp

Régle de substitution : Si Fp, alors Pry eee Xy [u,serest,] ‘

Définition 17 : Soit p wne formule, Eyseeey% les variables libres dans p
n

(rangées en ordre alphabétique), La formule Vx, fais Vx, est appelée la

fermeture de p.

Théoréme de fermeture : Si p' est la fermeture de p, Kp & Ep'.

Définition 18 : On dit que p' est une yvariante de p si p' peut &tre obte-

nue & partir de p en effectuant une suite de remplacements du type : remplacer

3 xq par dy a,ty] ok y n'est pas libre dans q.

Théoreme de la variante : Si p' est une variante de p, Ep pt.

| Définition 19 : p est une tautologie si, pour toute fonction de vérité sur lten-

we

semble & des formules élémentaires, V(p) = vrai. pest conséquence tautolo—

gique de By reeerPy si, pour toute fonction de vérité V sur E

Vp, ) = ace = Wp.) =yrei => ¥(p) = yrai

Théoréme de tautologie : Si q est conséquence tautologique de DyreeerPy et

si By acces Ps alors eq, En particulier, toute tautologie est un thdéo-

Sous,

Nous montrons maintenant que toute formule est équivalente 4 une formule

dans laquelle tous les quantificateurs sont regroupés & l'extérieur, Cette forme

canonique est utilisée, dans les systémes de preuve de théorémes,

2.25

Forme prénexe d'une formule

péfinition 20 : Une formile p est en forme prénexe si elle a la forme

Qa, core Qz,a ou chaque Qx, est, soit Vass soit dx, et oh q

est une formule ouverte,

Proposition 10.- Soit p une formule, il existe une formule p', en forme pré-

nexe telle que tp<p!,

Donnons simplement un exemple illustrant les opérations nécessaires pour

convertir une formule en forme prénexe

dx(x ey) > dxe(xa0 voaidyly <0))a

dx(x = > dalz =o v adwlw <0))u kg a

dx(x = y) 2 daz ovvV wi(w <0))

3a(x ey) > de Wwe =0 Vv I <0)

Yee Vwlxey>220V 4 (w<0))

Enfin nous généralisons les résultats sur la consistance obtenus au para-

graphe 2,2,

Une théorie est consistante si toute formule n'est pas un théoréme, On a

alors la proposition suivante,

| Proposition |1.— Soit p! la fermeture de p. p est un théoréme de F si

et seulement si Fla p'| est inconsistante.

En particulier si q est une formule fermée existentielle

q= dx, we Ax,

q est un théoréme do F si et seulement si F [7 P] est inconsistante,
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En effet Aqt= Vx, hod Vx, Tp et ia q'| est équivalent & F [7p]

(théoreme de fermeture).

2,3,3.- Théories ouvertes - Théoréme de consistarice

Une théorie est ouverte si tous ses axiomes propres sont des formules ou-

vertes,

On dira qu'une formule est une quasi-tautologie si c'est une conséquence

tautologique d'exemplaires des axiomes d'égaliteé.

Remargqus : Soit py,..09P,s 4 des formules. Si p peut &tre déduit de Pires

seaP, Par une démonstration utilisant uniquement la régle de tautologie (2.1.3)

et la régle d'égalité (2.1.4), alors p, >... 2p, 34 est une quasi-tautologie,

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant du & Hilbert et Ackermann,

Théorgme_de Consistance : Une théorie F ouverte est inconsistante si et seule~

ment si il existe une suite PyrevesD, d'exemplaires des axiomes propres de F

telle que

TP, Views VoUD i

soit une quasi-tautologie,

La démonstration de ce théoréme est un peu longus, On pourra la trouver, par

exemple, dans (SHOENFIELD), On peut dériver de cette démonstration un algorithme

construisant une suite Dyrecer Py A partir de la preuve d'un théoréme de la for-

aA
ile uF le

Conséquence du _théoreme de_consistance

Soit y= (¥,+0<99,) € v5 une suite de variables, ply] une formule ou-

verte et Ujseves th, des n-uplets de termes appartenant & Sys Si
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plylve.. v p(w]

est un théor’me de , alors

dy ply]

est également un théordme de FF,

En effet, d'aprés les axiomes de substitution

e p(u,] >dypfy] por k=1,...,m.

Done (p [uJ Veee VP fu] ) > dy ply] est Sgalement un théorsme et

dy ply] est wn théorine,

Réciproquement

Théortme 6.- Soit “F wne théorie ouverte et q = Jy p{y] une formule exis-

tentielle fermée. Si q est un théordme de F , il existe des exemplaires

Byreee Be des axiomes non logiques de F » et des n-uplets Uppecort de

5; tels que

Py 2 eee DB, D(plyl vv... v Pf] )

soit une quasi-tautologie,

Démonstration : Si q est un théoréme do F , F [tp] est inconsistante

(of proposition 11) ; puisque F {7 pl est une théorie ouverte, il existe des

exemplaires Prosee PY des axiomes non logiques tels que

TR, Vises V TDS

SOLt wns quasi-tautologis., On peut toujours supposer que Byres By sont Gh

exemplaires d'axiomes de F et Que Dapreos DP sont des exemplaires de

“Ip. Il existe donc Vysere U, tels que

TP) View VIB VE(Y] oe VP [UL]
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soit une quasi-tautologie, donc tels que

P,> oe DBO (plu v see. Vv pfu,})
1

soit une quasi-tautologie,

Remarques :

1) Puisque Py seeeeDy sont des exemplaires des axiomes propres de F ’

il vient immédiatement que p fu] Viwse VP fe, | est un théoréme de “F ,

2) On peut préciser ce résultat lorsque la théorie est compléte, dans le

sens suivant, On dit qu'une théorie F est compléte si F est consistante

et si, pour toute formule p sans variable, p ou 1p est un théoréme de

F , Alors, si F est compléte, il existe u tel que pfu] soit um théo-

réme de F , En effet pour chaque j de [m], p [us] ou lp (us) est un

théoréme, Si Tp [us] est un théoréme pour chaque j de [m] ,7 [p [uy] v

san V TDP tu] | est aussi un théoréme, ce qui contredit la remarque précé-

dente,

3) Il suit de la remarque suivant le théoréme de consistance qu'il existe

un algorithme permettant de déduire de la démonstration du théoréme Jy p ty]

une suite de termes Uy seers, tels que p [a,) Vase VP Cu] soit un théo-

reme,

Ces remarques illustrent le caractére constructif des théories ouvertes.

Dans ce type de théories, démontrer un théoréme d'existence c'est calculer me

solutior du probléme, Ce point est & la base des systémes de preuves de théort-

tes, ous donnons maintenant une généralisation immédiate du théoréme précédent,

Corollaize.- Soit F we théorie ouverte, a{x] =Jyp (xsy] une forme
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existenticlle, Si q est un théoréme de F , il existe des exemplaires

Py [x]y cess , [x] des axiomes non logiques de FF , et des n-uplets de termes

a,x], 000 9u,,l%] tels que

p, Cx] 3...5 B,. ix] > (elx,,(xI] v are wv pfxsu,(2])

soit une quasi-tautologie,

Démonstration : Supposons que x = (x, s006 x,) €V,. Soit a= (a, Das a) un

peuple de constantes n'appartenant pas & L, de méme type que Xj reeesk,, et

soit F' 1a théorie obtenue en ajoutant ces constantes & 1'alphabet, Nous

avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.- (Lemme des constantes) p est un théoréme de F st et sevlement si

p [aj est wm théorgme de F'.

Démongtration : Si he P alors ® tp +P 3 done’ ne {al par la régle

de substitution. Maintenant, si D est une démonstration de p[a] dana Ft

soit Yyrecs vp p variables ntapparaissant pas dans D alors rempla¢gons

ay reer, par YyseverT ys Il est facile de voir qu'on obtient ainsi une dé-

uonstration dans F de ply]. Done, ge P [y] soit ze p par la régle

de substitution,

Revenons & la démonstration du corollaire,

Si aq est un théoréme de F , g[a] est un théordme de FA, Tl existe

done des exempleires p, Ca] geeer BLA] des axiomes non logiques de F' (done

de F ) et des n-uplets ules...» ujfa] tels que

p, fa) >... 3 na] > (p[asu,fel] v... v playa, Cal] )

soit une quasi-tautologie,

le corollaire résulte alors du lemme précédent,
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~ EXTENSIONS D'UNE STRI Dt RMAT.:

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & le notion d'extension d'une

structure d'information, Cette notion est utilisée plusieurs fois dens la sui-

te de ce travail et le présent chapitre est une étude des propriétés générales,

On obtient une extension en ajoutant des symboles et en "définissant" ces accés

par un ensemble d'axiomes, Il peut s'agir de représenter une notion complexe par

un nouveau symbole. Le symbole < peut étre défini, par exemple, par

x<y SO x<y VEFY

Tl stagire plus souvent de définir un nouvel accés de maniére récursive

(modes recursifs d'Algol 68 (cf 3.3) ou définitions réoursives de fonctions (4)).

Sur un autre plan, pour définir le passage d'une information i, sur un

alphabet yy & une autre information I, sur un alphabet Los on peut consi-
2

dérer une extension I! de I, et I, et représenter les relations entre
a

L et I, par un systéme d'axiomes Y, Cette technique est utilisée au chapi-

tre 5 pour définir les modifications d'une structure d'informations (5.1) et

pour définir la notion de probléme comme passage d'tme information donnée &

une information résultat (5.3).

Belin Définitions

Soient ¥ et yr deux structures d'information, On désigne par F,
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Définition 2: Soit I wne information de

3.2

Te J, et F', T', SJ respectivement l'ensemble des formules, des théorémes et

des informations de oS et Pr,

Définition 1: On dit que fe est une extension de f si FCF! et

TctqTt,

Tl suffit pour cela que F soit inclu dans F' et que tout axiome propre

de YS soit un théorame de fr,

A + Ltextengion de I & Sr

est la plus petite information €(z) de fr contenant I, Soit I' we

information de fr } on appelle restriction de I' & i l'information

RiryerOr a .

Rappelons que, si I est une information, f, désigne la restriction de

I & l'ensemble des formules sans variable. On pose alors

8a)= [a],

et Aty= wae,

Nous donnons d'tabord un résultat sur les extensions conservant la complé-

tude et la consistance.

Proposition 1.- Si % conserve la consistance,

Ro € )=3,
°

a

pour toute information I de Y 7

si € conserve la complétude,

4

< ° Fe (1!) = 45 pour toute information compléte I! de Yr,

Re we : Si E conserve la complétude, elle conserve évidemment le congis=

tance,
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Démonstration :

a) Supposons que ‘$ conserve la consistance,.

.« Si I est complete, “€ (z) est consistante ainsi que

(1) AF contient I. Done

Ro “6(1,) = I,-

‘€ (1) F (2.2 Proposition 2), De plus

Ro G(1,) contient T, et, puisque I, est maximale,

« Si I est consistante, notons que

I, = Cr) fs, ¢ J compléte et IC st.

Done, Fo B(z)c N{Re ‘E(5,) + J compldte et 105}

= {3 3; J Compléte et I ca}e I).

Diautre part, Ro ‘2 (x,) contient I , dtok Liégalité,

.Enfin, si I=P, 1 =F) = FE (1,).

>} Supposons maintenant que ‘€ conserve la complétude, Si I' est com

plate, It F est également complete (2.2 proposition 5) ainsi que “€ (I'NF),

“E (INF), il vient

Ii = €oR ay,

Puisque I' contient

Exemple : Dans la structure des entiers (1.2.3) le quotient de deux nombres x

et y peut &tre défini par la formule

yFOD[ O0<xz-y « quotient(x,y) <y ]

fox - 1 ne mee <n os ~ ao 1 7 roa ‘

Lou > esl asian. au début du Chapple be ob ou $8 HULEULON US Vv SW eb Lue

abréviation de u<vaAvc< w). On peut également écrire

y # OD quotient(x,y) = si x<y alors 6 sinon 1 + quotient(x+y,y)
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Chacune de ces formules définit complétement le quotient de deux nombres

m,n arbitraires, sauf pour n=0, On obtient done une information consistan-

te et, si l'on ajoute, par exemple, l'axiome guotient(x,0) = 0, une informa-

tion compléte,

Plus généralement, considérons un alphabet L' contenant strictement 1

et wu ensemble Y d'axiomes, On peut associer A L' et Y wn probléme dont

les inconnues sont les symboles de L'=-L et dont i'énoncé est constitué par

les formiles de Y. Chaque information compléte I de Lf peut @tre considé-

rée comme une donnée du problame,

compléte contenantOn appelle résultet du probléme toute information I"

‘2 (1), On peut alors se poser les questions suivantes :

1) E(t) esteelle consistante ? Autrement dit, le probléme admet-il

des solutions (non nécessairement uniques) pour la donnée I? Il suffit en fait

(x).

2) Existe-t'il une solution "constituée d'objets de la structure Sn ?

de trouver une interprétation de

Avant de préciser cette question, considérons l'exemple suivant :

Exemple : modes récursifs d'hlgol 68

Soit M l'ensemble des modes constitués & partir du symbole O-aire ent(mo—

de entier), du symbole !-aire xep(reptre) et du symbole binaire struct a

(structure & deux champs de sélecteurs x et y)

wm= fant} VoxrepM VU soruc oo

On peut définir des modes récursifs comme le mode g@ défini par la décla-

vation

mode a = struct - rep a , reel) (p)
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Un tel mode est différent, d'aprés le rapport (AIGOL 68), de tous les mo

des de M, Autrement dit, le "problame" d'inconnue a et d'énoneé (D) admet

effectivement une solution, bien que a soit distinct de tous les modes de la

structure initiale. Nous donnons, au paragraphe 3, une formalisation tenant

compte de la sémantique d'Algol 68,

Nous étudions ce type d'extension au paragraphe 2,

3) e (I) est-elle complete ? Sinon peut~on choisir, parmi les résultats

du probléme, un résultat privilégié ? Nous étudiongs ce point sur 2 types de pro=

blémes au paragraphe 3 et au chapitre 4,

Jeee~ Extensions conservatrices

Définition 3 : Soit fr une extension de Sf, I une information compléte

de f e On dit que a est conservatrice en I s'il existe une information

(x) et vérifiant la propriété :compléte I" contenant

(C) Pour tout terme u sur L', sans variable, il existe v appartenant

a S tel que u=v él",

Proposition 2.- Soit I une information compléte de x et I" une information

consistente de Sr, contenant I et vérifiant la propriété (C') suivante

(ct) Pour tout f E LIAL, toute suite de termes (uy ase esa) gans varie=

ble appartenant A S tels que fu, coe UY soit un terme, il existe v €S tel

que

fu, wea u, = v ét",

Alors

i) I" vérifie la condition (C)



3.6

ii) I" est compldte,

Démonstration :

i) Raisonnement par récurrence sur la longueur de u, Soit f appartenant

A Lt, de profil (1,3), et Wy reeet, des termes de types djreeesdy sang va~

riable,appartenant & S', Par récurrence, il existe VjreeesV2 Sans variable,

appartenant & S tel que

Uy, = 4, EI" pour k= t,.eeyn

Alors, si f EL, fv, ee v,&§ et

fuy eee n= EY, ove vem

Si f ELI'-L, il existe d'aprés l'hypothdse (C'), un terme v tel que

ty, eos V Fv EI", Alors,
n

fay eee u, Fv é€r",

ii) Soit u,u' des termes sur L', sans variable-et v,v' des termes

sur L, sans variable tels que u=v et ut Sv' appartiennent & I", Alors

uZul ¢@ i" = vev' ¢ I" == v evi €I (puisque I est

complite) => u#ul EI",

Donc I" est complete,

Conséguence : Soit I we information compléte de ¥ et I" une information

de Yt contenant I et vérifiant (Cc), Soit T= §tu, woe UL EV EI";

f ELtAL, Wy geeesth sV ie s} «Alors I{T] est wme information compléte, con~

tenve dans I", Dono, I[T'] et I" admettent les mémes interprétations,

Be

| Proposition 3.— Soit I une information compléte et R= (E,r) une interpréta<

tion de I, . est conservatrice en I si et seulement si l'on peut trouver

un prolongement r' de r & L! tel que R! = (E,r') soit une interprétation

de ~% (I),

Démonstration : La condition est suffisante, Soit r' un prolongement de r

tel que R! = (E,r') soit une interprétation de ~G (I) et soit I = {per ;

Ti(p) = Vxveai }. I" est évidemment compléte. De plus, si u est un terme

sans variable de type j, 2'(u) € By as 5). Tl existe done v € 8, tel que

ft(u) = (v) = T'(v), done tel que u=v er,

La condition est nécessaire, Pour tout f €L'-L de profil (4,3) et tout

x Ek. » soit u es. tel que Tu) =x et soit v ois tel que fuE=veél,

On pose alors

r'(t)(x) = 2(v)

Cette définition de r' ne dépend pas du choix de u et v. Soit (u',v')

un autre couple tel que

Fu) = Pu!) (1)

et ful Sv! é i (2)

Puisque I est complate, (1) implique que uy, Bul €I pour k = lyeeesny

done que fu fut € I", En définitive v= v' appartient 4 I", donc & I puis

que I est compléte et Z(v) = Z(v').

On pose, par ailleurs, r'(f) = r(f) pour f EL, Il est alors clair que

2'(fu) = B'(v) chaque fois que fu=véI" avec v € S; et ues. Ria

(E,r’) est donc une interprétation de I [PT] (avec les notations précédentes),

donc de [",
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3,3,- Etude des modes récursifs d'Algol 68

Nous nous intéressons ici & un sous ensemble de l'ensemble des modes Algol

68, suffisant pour illustrer les résultats préeédents, la généralisation ne pré~

sente pas de difficulté partiouliére et a été étudide, en particulier, dans

(FINANCE).

On considére la structure A définie de la maniére suivante :

L'alphabet L de AG est formé des syuboles

~ réel, ent, bool, O-aires

- rep, unaire

~ stryct binaire (x sont deux sélecteurs de champ),Simuct, iy? ( JV p)

Bn général, on devrait considérer un symbole struct, pour chaque suite x

de sélecteurs, On écrira struct (mz, ny) au lieu de struct, youn) On dési-
+

gne par t L'ensemble des modes, clest-a—-dire des termes sur L,

Les axiomes de AG sont tels que deuz termes distincts représentent des

modes différents.

@ Pour tous symboles distincts de L, f keaire et g t-aire,

EX, ase x, FEY; coe VE

@ Four tout symbole f, kaire de 1

LK cee MBL Vy vee Hye > [BI A ee AH, FHI

Soit T itensemble dea théorémes de A . On montre immédiatement que I
n

est consistante et que, pour tous m,n distinets de L

meneél,

I est donc une information compléte.

3.9

Considérons alors um symbole a@L, O-aire et un terme h sans variable

sur LU fat tel que hfAa et h€L et soit cb! 1s structure dtal-

phabet Lt = LU Sal obtenue en ajoutant l'axiome a =h, Soit enfin I' ltex-

tension de I dans Abr,

Exemple ¢ a = struct (rep ax, reel y)

Proposition 4.- Pour tout mode m de Det pour tout mode n de Tren m#n

appartient & I',

Autrenent dit, un mode récursif est différent de tout mode obtenu par compo

sition des modes élémentaires,

Démonstration : Montrons par récurrence sur la longueur de m que, pour tout

a nw

mode n€LteLt,

nfin €1! (1)

soit £21, Supposons (1) vérifié pour Im| <4 , Soit f wm symbole

keaire €L, Ty pees gl des termes de longueur inférieure & 4 et n é Tet.

Si n= a, remplagons a par h, 2 cas sont & envisager

sR=E Ny) vee ny avec gAéf et g #a. Dans ce cas, 11 suit de l'axios

me (1) que m#nel',

ene=f Ty eee The Il existe k' € (4 1k] tel que Ths appartienne 4 Trt,

Alors, par récurrence ms # Bet EI' et, en appliquant L'axiome (2), a Zz néT',

Pour démontrer que I' est consistante, il nous faut construire une inter

prétation de I', Nous généralisons auparavant le probléme,

Considérons pour cela un ensemble A de symboles O-aires, disjoint de L

a AN
et, pour chaque a € A, un terme h, appartenant A LUA -=L, de longuew stric-
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tement plus grande que 1. On peut considérer la structure Jb: d'alphabet Nous définissons m par récurrence sur la longueur de a,

Lt = LUA, obtenue en ajoutant le systéme Si mé€A, f= mn

feeb, ‘ aeat si me My ees M avec féL,

nw nw

a'équations mutuellement récursives, Nous supposons de plus bh, # h, si afd. . a si f He Bs h,

n=

La proposition 4 se généralise immédiatement. £ a, od a, sinon

n 7 t : .

Pour démontrer la consistance de I', nous construisons une interprétation, Notons que m est défini sans ambiguité puisque ho # h sia fd.
“nw

Pour cela, nous commengons par associer & chaque mode m de L' wne forme mi~
Exemple + Considérons le systéme

nimale i vérifiant les propriétés suivantes

z a a = struct (rep a x, rep b y)
ohlosana pour tout a €A

A - b = struct (rep b x, rep a y)
. Si f£f est un symbole keaire (k 21) et si m, =n, pour L = 1ye00,k

—— et m= rep struct (rep b x, rep a y)

eo
fom oes mn =fn soe DL n= struct (rep a x, rep struct (rep b x, rep ay) y)

P . 2 “ . Alors f@=repb et fea« Réciproquement, si m, # n, pourun i € [1,«] rep i

oe J ie Vérifions, par exemple que ~ vérifie la troisitme propriété

fo fn) vas ,4 ooee a. 4 RB,

a, Af, pour un i €[1,k] 23 fa, 1Sgy ’ porn Me 4 tee The
. Si g est un symbole 4 sire distinct de f
— En effet fo, tee a, Af so eee Bye Plusieurs cas sont alors & envisager

fm, coo MH En re Ops

2 Si fm, ooo = hy pour un a éA, fm, oe Bea et

Tl est clair, alors, que la relation d'équivalence -~ définie par a rm
fon, ee n, #8. Et de méme pour f Dy see The

~ mn

mun & fen . a na a “ a aa
. Sinon fn ee =f my we BALD ce DoS fn, cer

est compatible avec la composition des symboles fonctionnels (2.2 définition 8)
Remarquons pour finir que

et que l'interprétation canonique associde & (2,2 définition 9) est une in-
A “a

terprétation de I'. a#d

pour tout a,b de A tels que afd.
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Si R= (B,r) désigne 1'interprétation canonique associée & ~ , il vient

F(a # b) = vrai, ce qui prouve que e=b n'est pas un théortne de I',

Tl est assez intuitif, dans l'exemple précédent,que a #bd n'est pes non

plus un théortme de I', Pour le prouver rigoureusement, nous construisons main-

tenant une interprétation R! = (B!,r') de I! telle que F(a =b) = vrai.

Dans le cas d'wm ensemble A quelconque, nous voulons que

H(m $n) = vrei 9 mn fnet

Dans le ces oh Z(m#n) = faux, nous dirons que m et n sont indiscer

nables,

Nous associons cétte fois A chaque mode m une description a(m) de os mods,

Une description est une suite Gyreverd rere de pseudo-arborescences sur L

(PAIR-QUERE) définissant m de mieux en mieux, Donnons d'abord deux exemples,

1) m= struct (rep ent x , zep réel y)

On pose (mn) = struct < a, (a) = strat, y

et pour k 32 a(n) = a,(m) = struct,

mp 0

ee
2) Gonsidérons les symboles a,b définis précédemment, On poss

ag(a) = struct, y a,(e) = struct
1

313

a(a)= stuck ete ve

Li
struct, , atmot.

‘De plus d(a) = a(h,) = a(n.) = a(n,) = a(b)

Plus généralenent, si a €L et si dj,,,.)4, sont des pseudo-arbores—

cences sur L, on note ax[d)+.., +4] Lenrecinenent de (2,,.4.,,) per a,

Pour tout m€L', m@A, il existe un symbole f keaire et des modes

Ry see, tels que m=fm .., m., On pose alors aj(m) = £. Si méA, on

pose d.(n)=4.(h.) (rappelons que |n,|> 1).

Supposons définies, pour chaque m, les pseudo-artorescences a(n), owe

4, (m), On définit alors a,(a) per

tx[a, ,(a, +44, ,(m)] of m=fm om ot TEL

(a) =

ay.) si meéA,

Ia suite d(m) = (a,(m), a,(m),...) est 1a description de m, On considdre

alors la relation v définie pour tous mn par

mun <> a(n) = a(n).

|Ezoposition 5,~ le relation v vérifie les propriétés suivantes

i) Soit FEL Keaire, my.s.ym. 4 Nyy, dea modes

Poe Be oem > (men, pour d= 1,...,k)
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ii) Si ffe fio woe UW EN oe 2

iii) Pour tout a €A a vh,,

ivmtn 3 n#net,

Démongtration :

i) Soit m=fm ... m et n=fny wa. nm,

nan & (a(n) = a(n) pour p> 1)

—& por i=1,...,k (a; (a) = 4, y(n,) pour p>1)

— (mon, por i=1,... k).
iE

ii) et iii) sont évidents,

iv) Soit p le plus petit entier tel que d,.(a) Zé a(n). On peut toujours

supposer que m,n n'appartiennent pas & A (quitte & remplacer a par h,).

Montrons par récurrence sur p que n# né€I', Si p=0 maf My eee My

et n=gn, ... np. Done m#neéI', Si p>O a(n) # 4, (a) si et seule-

. . ;

nent si ay (n,) # an (n,) pour un i, Par récurrence, am, # n, € I", Done

m#ner',

Soit R' = (E',rt) ltinterprétation canonique associée A ow . On obtient

immédiatement le résultat suivant.

| Proposition 6.~ R' est une interprétation de I'. Plus précisément soit

QP =fuen;nf#nf@iI} et I" =I1'[T] .R! est une interprétation

de I", I" est done consistante et compléte.

Remargue : I" formalise la sémantique des modes récursifs d'Algol 68,

3e15

Démonstration : Il résulte des points i), ii), iii) de la proposition précé=

dente que ?'(p)=x.vrai pour tout axiome de I', De plus, simZ#n¢T!, il résulte de

id) que mvn, Done P'(m =n) = vrai et R' est donc une interprétation de

I", I" est done consistante. De plus, pour tous m,n de $

mZn¢gi* = m#¥n€I' => men EI",

I" est done compléte,

Pour conclure, donnons un algorithme permettant de décider si mn ou non,

Appelons comparaisons d'un couple (m,n) de modes les pseudo=arborescences sur

Aa “A

L' x L' construites en appliquant les régles suivantes, (Pour tout m de tr ?

on pose R=m si mga et ash, si a EA),

1) Pour tout (m,n), (m,n) est une comparaison de (m,n).

he a . Fy2) Si m=fm...m, et n=fn, see D, et si, pour ié{k] c, est

une comparaison de (m,n, ), (m,n) x [e, tee + o,] est une comparaison de

(a, n) e

Exemple : Soient a,b les deux modes définis précédemment; (a,b) admet une in-

finité de comparaisons, Considérons en particulier la pseudo-arborescence,

(eneen hg shh) Serer

|. (zep ay zep ») _-7(zep b;" zen a) y

o(a,b) = . So | c ‘

(rep by “Zep 8) (zep 5; zep b) |

’

(h,, h,)-
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Notons que c(a,b) vérifie la propriété suivante.

Pour toute feuille x de c(a,b), il existe un point situé au-dessus de

x, de méme valeur que x.

Plus généralement, pour tout couple (m,n), il existe une comparaison stan-

dard c(m,n) unique vérifient les propriétés suivantes :

1) Pour toute feuille (m',n') de c(m,n), 3 situations seulement sont

possibles

a) m' et n't commencent par des symboles distincts.

b) mt = n',

c) il existe wn ascendant de (m',n') de méme valeur.

2) Les situations b) et c) ne se produisent qu'aux fevilles de c(m,n),

La démonstration de ltexistence de c(m,n) est basée sur le fait que pour

chaque (m,n) il existe un nombre maximum A(m,n) de couples distincts dans

une comparaison de (m,n).

Nous pouvons montrer alors que m~wn si et seulement si toutes les fevil-

les de c(m,n) vérifient b) ou c), Pour cela nous introduisons la définition

suivante, Nous dirons qu'ume comparaison est juste si, pour toute fewille (m',n'),

m' et nt commencent par le méme symbole. Nous avons besoin de deux lemmes,

Lemme 1,- d(m)=d(n) si et sevlement si toutes les comparaisons de (m,n)

sont justes,

Démonstration : La condition est nécessaire. Raisonnons par récurrence sur la

hauteur h d'une comparaison c'(mjn)., Si h=1, cXm,n) = (@,%), Puisque

a(m) = d(n), m et % commencent par le méme symbole. Si h> 1 on peut écrire
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mefmy sem et n=fny om et of(mn) = (8,2)z[0'(m,,n,)+..40'(m yn, )].

Par récurrence e'(m, ,n,) est juste pour i=1,...,k. Donec o(m,n) est juste,

La condition est suffisante, Supposons que a(m) # a(n) pour un p20,

Si p=0 (m,n) ne commence pas par le méme symbole, Si p>, il existe

ié€({k] tel que ay (n,) # a1 (n,). Par récurrence, il existe une comparaison

o'(m, yn, ) non juste. Pour i# i, posons ot(m,,n,) = (ai,,,). Alors (iB) x

Lo" (m, »n,) tee t ot (a, ,n,)] n'est pas juste.

Lemme _2,~ Si la comparaison standard de (m,n) est juste, toutes les comparaisons

de (msn) sont justes,

Démonstration : Raisormons per récurrence sur la hauteur h de la comparaison

standard c(mn) de (mn), Si h=1, R=. Si b>1, on pout écrire

c(m,n) = (m,n) x Lot(m, ,n,) tee t o'(m,4n,,)] - Pour chaque i de [k], ou

bien o'(m, yn, ) est standard ou bien il existe des filles de la forme (ii,n).

Dans ce cas, on obtient la comparaison standard en remplacant ces feuilles par

(m,n) x ( , +0, )+...+(a),,2,)] « Dans chaque cas, la comparaison standard de

(a, .n,) est juste. Done toute comparaison de (m,52,) eat juste et, de méme,

toute comparaison de (m,n),
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EQUATIONS RECURSIVES DANS LES STRUTURES D' RMATION,

4,1.= Introduction

Considérons, dans *(N, IN), 1'équation

P(n) si n= 0 alors 1 sinonn F(n-1) (n € iN )

qu'il est plus correct d'écrire, en utilisant la 4 -notation,

Fe An. (si n= 0 alors 1 sinon » # F(n-1)).

Cette équation admet une solution unique Fact (On note encore Fact(n) =

n!), Fact est 1'unigque point fixe de la fonctionnelle G, définie sur

F(N,N) par

CF) = Xn, (si n= 0 alors { ginon n » F(n-1)).

La fonetionnelle G& :

FR T,(e) = An.(si Mn) =0 alors 1 ginon 0) n'adnet pas de

point fixe dans (IN, IN), On eimerait dire alors que T, admet

comme point fixe la fonction jamais définie. Introduisons vour cela un élément

4 (élément non aéfini) et prolongeons l'application Cond sur Ni)

en posant :

Cond(x,x,z,t) = 2 x € IN

* Si E est un ensemble, on notera générelement BL =E VU {4} .



Cond(x,y,z,t) = + xy EN x#y

Cond( + ,y,2,t) = Cond(z,+,z,%) = +

> induit naturellement une fonctionmelle ‘T S sur FCN

dont l'unique point fixe est l'application te Ane

Enfin la fonectionnelle Ts

°C, (F)(x, .25) =si x,=%, alors x,+ sinon F(x, F(z,-1 1X5t1))

admet comme points fixes les applications

Fe A X4 9X5. (sh x) # Xy alors EH sinon x,+1)

Gs NXy sXpe(si(x, > x,) alors x, sinon x01)

H = Ax, Xp. (six, > x5) et (x,-%, pair) alors z,+1 sinon 1)

Notons que pour Hy < Xp E(x, 1X5) = | tandis que F(x, +X) # G(x, 1Ep).

On peut dire que H est moins définie que F et G@ et done que H est le

plus petit point fixe de Cs ai l'on munit “F( Ne ® N,) de la relation

"moins définie que ".

Au paragraphe 2, nous étudions l'existence d'un tae petit point fixe lors-

que la fonctionnelle vérifie une propriété de continuité et nous donnons une cons-

truction de ce plus petit point fixe, Décrivons cette méthode dans le cas de nt,

La fonctionnelle @, induit une fonctiomelle G, sur F ( No N,)

(on pose nelL= Lenet; Ole Late 1), Soit

Re Vn, Lb = 4 et

5.= cat (Fy) pour n>}

4.3

On vérifie immédiatement que

BL) = il pour n>20

et P(x) =x! pour n>x

la suite (F ) nso est donc croissante pour l'tordre "moins définie que”

et converge vers Fact,

Cette construction du plus petit point fixe ne correspond pas cependant

au calcul informatique de factorielle, tel qu'il découle, par exemple, de la

sémantique de la procédure Algol 68 suivante

proo fact = (ent njent : si n=0 alors 1 ginon n# fact(n-1)fsi

Par exemple, Fact(2) peut @tre caleulé en écrivant successivement que

Fact(2) = si 2 = 0 alors 1 sinon 2 « Fact(1) = 2 % Fact(1)

2+ (si 1 = 0 glors 1 sinon 1 » Pact(o)) = 2» (1 « Fact(o))

2 * (gi 0 = 0 alors 1 ginon 0 » Fact(0-1)) = 241 = 2,

Nous formalisons au paragraphe 3 la notion de fonetionnelle dans une

structure d'information v en introduisant un symbole f (de profil (4,35))

niappartenant pas & L, Si @ (resp p) est un terme (resp une formule) sur

L'u {rt et h un terme de méme profil que f, on définit alors la substitu

tion de h & f dans t (resp p) 3 cette opération correspond 4 la substi-

tution complete développée dans (VUILLEMIN, CADIOU),

Si TC est un terme sur L! uff? , de profil (4,3), on définit au pa=

ragraphe 4 un nouveau symbole f par l'taxiome

f£x2 T(£) [x] (1)
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Cette adjonction définit une extension de ye dans une structure y in

Pour chaque information compléte I, soit I' l'extension de I dans .,

Siu est un terme de 5, , calouler fu dans I' ctest démontrer dans I!

un théoréme fuE=v avec v eons On se pose alors les questions suivantes :

i) Peut-on toujours calculer fu ? La réponse est négative. Considérer

par exemple l'équation fx = fx,

ii) Si fu est calculable, existe-t-i1 un calcul utilisant uniquement :

les théorémes égalitaires de I,

1téquation (1),

la régle de substitution,

la ragle d'égalité (cf 2.1.4).

L& encore, la réponse est partiellement négative. Nous montrerons en

effet que ltéquation a = cond(a,0,1,0) admet comme seul point fize a =w

mais que ce résultat ne peut étre obtenu par une suite de substitutions, Ce-

pendant, si fu=véI' avec v # weI, les axiomes et réglies précédents

suffisent.

4,2.- Théorie du point fixe (MANNA ~ NESS - VUILLEMIN, SCOTT)

Soit E un ensemble, 1 um élément de cet ensemble, E peut étre

ordonné par la relation

x<y @S — x=y on xl

On dit que E est muni de la relation d'ordre discréte.

Soit E' un deuxitme ensemble, A toute fonction F (non partout dé-

finie) de B' dans B- {1} , nous associons l'application F

4.5

de B' dans E définie par

P(x) si x € Don(F)

Rx) =

L sinon

L'ensemble F (E',£) des applications de HE’ dans EB peut, lui-

méme, &tre ordonné par

F<G > pour tout x de Bt F(x) < G(x)

F(E',E) possede un plus petit élément: tL = Vx, 1. Enfin, toute

suite croissante as > 2 F (E',E) admet une borne supérieure F,

Il suffit de poser

ae si F(z) = 1 pour tout n}>0

F(x) =

F(x) si Fix) #4

Définition 1: Un ensemble ordomé E est compldtement inductif s'il admet

un plus petit élément (noté . ) et si toute suite croissante de E pos-

séde une borne supérieure,

Définition 2: Soit (B,< ) (E', <') deux ensembles ordonnés, F une

application de E dans B', F est croissante si

Vzy EE x<y => Fx) <! Fly)

'F est continue si, pour toute suite croissante (x)n/n so de E admettant

une borne supérieure, la suite (Fx,)) og admet une borne supérieure et
”

F(sup x.) = sup F(x,)
n n

On note op, (B Bt) l'ensemble des applications continues de E dans

e
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Remargue : toute application continue est croissante, La réciproque est fausse,

| Théoréme 1.- (du point fixe) Soit EB un ensemble complétement inductif, F

une application continue de E dans EB, F admet un plus petit point fixe

|p qui vérifie
1

| x, = sup F(L)
a

Démonstration :

Pour tout n>o F(L) < rai)

Cela est vrai pur n=o0. Si F(L) < ML), alors

PC) CL)

Soit x, = sup F (1)
n

F(z_) = F(sup (4)) = sup P'(4) = Xp

x, est done un point fixe de F, De plus, si un élément x de E vérifie
F

F(x) <x, onas

L<

et si F'(L) < x, alors

PH(1) < me) <x

Done Xp <x

rerarques $

1) Ce théorgme affirme l'existence d'um point fixe et montre comment le

construire ; de plus celui qui est donné est le plus petit. En fait x est

4.7

le plus petit des éléments qui vérifient F(x) <x.

2) La fonctionnelle &, définie en 4.1 par

T(F) = de, Ene Cond(x, »Z5.x5+1 F(x, F(x,-1, Xt ))

est continue sur E, (Ne ’ N,). Remarquons tout d'abord que C, ast

définie & partir des applications suivantes

ai si x=Ll on x=0
Ps x=

x-t si x21

L si xal

8: xz

x+1 si x20

Ppt (x,.x,) > x,

Py : (125) > x,

et Cond.

Chacune de ces applications est continue, Par exemple,

P,( 1, Z>) et pour tout Xy

et P, (x 5x5) =P, (x), L)=x,

De maniére générale, soit Bree E, des ensembles, munis de la relation

d'ordre discréte. Pour tout i= (4, reverd) € Cn*, BS est ordonné par

x<y > (a, <y, pour kk €[1jn] )

Une application F de E, dens By (j €[m]) est continue si et seule~

ment si elle vérifie la propriété :

Pour tout x €[4,n] , tout (Xp reee hey rEpyqneeerX) € ua By
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ou bien P(xj peers % gy Lr Xyypreeerk,) = +

ou bien, pour tout x, € Be F(z, ».++5%,) Hx, peeerByrbe Heyyrerert,)

Le fait que G. soit une fonctionnelle continue est alors une con-
3

séquence du résultat général de (CADIOU), énoneé plus loin (4.3. Proposi-

tion 1).

4.3.~ Notion de fonctionnelle

Définition 3 : Une structure f est ordonnée si

i) pour tout 3 ¢€{m], L contient un symbole de constante w,

de type 3 (dans la suite l'indice sera toujours omis),

44) pour tout i €({m]* tel que q=[il[>0, pour tout g de L tel

que source(g} = i et pour tout k €[q], il existe un théordme de if

de la forme

BY, vee Vit WO Feat con YF WV BY, woe ¥a g ree My ON reed,
q

Dans la suite du paragraphe, nous supposerons que ae est une struc-

ture ordonnée, Il régulte alors du paragraphe précédent que, pour toute in-

terprétation R= (E,r) de ¥ , les applications r(g) sont continues.

Définissons we structure YP(f) en ajoutant A l'alphabet um sym

bole f de profil (4,3) Gig (iy eeerdy)) et en ntajoutant aucun axiome

rer lagiqne. Teas termes sur 1! U { #t formalisent la notion de fonctionnel-

le définie sur “F (2,,8,). Précisément, soit I une information de f

et R= (E,r) une interprétation de I, Pour tout F € FEE), on note

Rp lMinterprétation de S(f) définie par

4.9

Rp = (g, tp)

rp (eg) = rle) pour g EL

ry(t) =F

R, est évidemment une interprétation stricte de S(f), On a alors la défi-

nition suivante :

Définition 4 : (Fonctionnelle associée & um terme sur Lt U {fh )

@T un terme de profil

(it,j') sur L' Uff}. Le fonctionnelle associde & @ dans 1'interpréta-

| Soit R= (#,r) une interprétation de I et

!
F(z EBs, ) dé-tion R est l'application Rc) de F (8, 4E.) dans

finie par

Mz) ® = 2%) pour F € ¥ (8, 48,)

Nous pouvons énoncer un principe de récurrence pour les termes sur

L'(f}, Pour cela, adoptons l'abréviation suivante : Si P est une propriété

et si T= (Tyrevee Ts on pose Pz) = PZ, } et oe. ot R(T). En

particulier, si n=o0, P(z) = vrai,

Principe de _récurrence

Soit x= (x, y0205%,) Ev" et P(t) une propriété sur l'ensemble des

termes construits sur L(x) Uff} .

On suppose que

. P(x) est vraie

. Si g est un symbole distinct de f et si P(t) est vraie,

P(et) est vraie

. OL P(T) est vraie, P(fFZ) est vraie.
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Alors P(t) est vraie pour tout terme T sur L(x) Uff}

Notations : On notera par la suite T,o- 4 les termes et, plus géné-

ralement, les suites de termes sur L' U ft} . Pour une interprétation domée

de , on pose T =& 2). Si

x) = Meee).

Avec ces notations, on peut écrire :

Ce (Ty reeerb)s on pose

ai Ge xy G = VE, Z.m,

si Ga gt! , T= r(gl(T)

si Gate, UHM TF))

Définition 5 : (profil d'un terme)

Soit i= (i, yeeerd,) éftmy, 3¢(m], bh wi teme sur L'U {2}. On

diva que h est de profil (i,j) si h est de type j et s'il existe un

n-uple x = (x,y 0009%,) de V, tel que h soit un terme sur u(x) ufet :

Proposition 1 + Soit % wn terme de profil (i',j') sur L'U (rt.

T= Me) est une fonctionnelle continue de

Fi

F (8,8) dans

irrB jr).

La démonstration, par récurrence sur T , est faite dans (CADIOU)

Définition 6 : (substitution par un terme de méme profil que f

soit © et h des termes sur Liv 4fh leis yue bo suit de profil

(4,3). @(h) est définie par récurrence sur la longueur de T.

Si TEV, Ch)=t

Si T= BT, we Tye Z(h) = @ 7, (hb)... qth)

ie fs ©

4.1%

Si THEFT oe Ty Tn) =h [T,(n), ..., 7 (n)]

Si % = (Tr yeeey vs on pose (hn) = (%T, (a) pees %(h))

Proposition 2: Si h est un terme sur L', ‘%(h) est um terme sur L', de

méme profil que T et

(c(n)) = ‘C(#(n)) pour toute interprétation.

Démonstration : par récurrence sur T

Si @tév, Ch=T et G(Rn)) = F(t)

Si Ta get, Th) = g t'(n)

2(%(h)) = 2(g)(2(t*(n)))

= r(g)(G'(e(h))) par hypoth$se de récurrence,

= © (&n))

Si TH FM, Tlh) oh [U(h)]

2(t(h)) = 7(h) (2( @(hH)))

= r(h) (Grl2(n)) par hypothése de récurrence.

C (x(n)W

Nous avons également besoin du résultat suivant.

Proposition 3 ¢ (composition des substitutions)

Soit o- et % deux termes sur L'U{f} tels que @ soit de profil

(1,3). Notons o-oo % le terme o-(T). Alors pour tout terme h sur

L' u4df}, de profil (4,4)

oot (a) = a (%(h)).



4.12

Démonstration :

Par récurrence sur o- (Si o-' = (or yreeesorg)s on pose gto @ =

(o, any Tard 174° %)).

.Si oO EV, oot =o. Done cot (h)= o =o (t(h))

Si ocegot(g#f), oot =el oto G), done

oo t(h) = ef ot o th)) = gl o(t(h))) = o-( T(h))

.Si oo etfot, rot = tlotot].

o-( t(h)) = &(h) [ot(%(h))] . Il suffit done de prouver

aus efoto t] (i) = Bl) [ore % ()]

Lemme 1 : & [p] (x) = & (n) [ e(n)].

Démonstration : par récurrence sur T.

.Si THE, ot C= (Pyreees Pals t[p]= Px & T(h) = x.

T[p](h) = pyle) = Tn) [p(n]

.Si Tage, Tp] =ee'[pl

T[p](h) =et" [p](a)=e2'(a)C pla)]= Gn) [ p()]

Si Taft, Tp] =f@Le]

Tlel(n) =n [z* Co] (n)] = (zr) [p(n)]]

(hypothgse de récurrence)

n [Z(h)] [e(n)] (sesccietivité de 1a substitution)

uN @(n) [ p(n)] .

4.13

Régle de substitution généralisée

Nous avons vu que si p est une fommile sur L(x) et si By recor 8,

sont des symboles de constantes nouveaux, de méme type que Eyreserk, esq

pectivement, 1 p est un théoréme de YF si et seulement si p fa, peeer8, |

est un théoréme de F [assess] (lemme des constantes (2.3)). De plus,

si u€S! et si p est un théor’ms de F, yp [u] est un théordme dei

F . Nous aémontrons maintenant un résultat du méme type pour le symbole f,

Nous avons besoin de la définition suivante,

Définition 7: Soit h wn texme de profil (i,j), p wne formule sur

L'U{f}; ph) est définie par récurrence sur p par les formules :

(or-= T)(h) = o(n) = T(n)

(1 p)(h) = 7 p(n)

(p >q)(h) = p(n) > (hn)

Si IT’ est un ensemble de formules, on pose TI (h) = {p(n) + Pp er}

Proposition 4: (Ragle de substitution)

Soit I une information de ~ » 7 um ensemble de formules et q

une formule sur L!' U {£} ~ Si q €If0], ah) ¢T[T (e)} pour tout ter

me h de profil (1,4).

Démonstration : Par récurrence sur les démonstrations,

.Si qa éP, qh) € T(n)

. Si q est un aziome propositionnel, q(h) est un axiome proposition~

nel,

Y , a(n) =a.» Si gq eat wm axiome d'égelité de
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-Si q=x, 5 yy Dee DE Fy, > fee fy,

a(n) = x By, 26.9%, Sy, 2 bCx)=hCyl

et q(h) est un théoréme de I.

. Si p(h) et p(h) >q(h) appartiennent A I(T’ (h)), il en est de

méme de q(h),

. Si q=p(u) et si ph) €1(T (h)), il faut vérifier que

a(h) = p(n) [ u(h) J

Il suffit, pour cela, de montrer que pour tout terme o~

o- [u] (2) = o- (hn) Tua)].

Ce dernier point résulte directement du leme t,

Corollaire : Soit p wne formie et % wn teme de profil (i,j) sur

W'USt?. Si p(T) ETLp], alors p(t(h)) €T[p(h)] pour tout texme

h de profil (i,j).

Tl suffit de remarquer que p(T(h)) = p(T)(h), ce qui résulte immé-

diatement de la proposition 3.

4.4.- Equations ré, ives

Définition 8 : Soit ae une structure d'information ordonnde. Une équation

récursive sur , de profil (i,j), est wm couple (£, Xp) ok f£ est
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un symbole n'appartenant pas A L uff} + de profil (i,j) et X, =

fixe % (2) (z]} (*) (est wm teme sur U(x) U {7 ).

Exzemple ; Dans la structure i des entiers considérons 1'équation récur

sive

fact x= si x20 alors 1 sinon x * fact(x-1)

associée au terme C@=si x=0 alors 1 spinon xx f(z-1), noté en-

core cond(x, 0, 1, x * fact(z-1)),

Les axiomes de cond doivent &tre modifiés de manidre & rendre la struc-

ture ff ordonnée, On peut considérer les axiomes suivants :

x#W > cond(z,z,2,t) &2

xP WA y#W A xf#y> cond(z,y,z,t) = +

cond( W,y,z,t) = W

cond(x,W,Z,t) = W

Une équation récursive (£, X,) définit. une extension Y' do

(cf 3.1). Pour toute information I ae ¥ ; soit I! lteztension de I

dans Sr, Siu ES., fu est caloulable dans I' s'il existe v ets,

tel que fu=v €I', Un caleul de fu ost une démonstration de fu =v.

Si I est consistante, soit R= (E,r) une interprétation fixée de I,

Pour toute application F de F (BB) , notons encore R, le prolongement

* Nous utiliserons la notation T(£) [x] au Heude (Ex)
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de R obtenu en posant r(f) =F, Alors R, est une interprétation de I!

si et seulement si F est un point fixe de la fonctionnelle GC associée

a @,

Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 2.- Si I est consistante, I' est consistante. Si TG admet
ee

plusieurs points fizes distincts, I' ntest pas compléte. Plus précisément,

soit u€S,, x= @(u), S'4l existe deux points fixes F, et F, de C

tels que F, (x) # F(z), alors fu n'est pas calculable ; de plus fu #w ¢I',

Démonstration :

1) Si I est consistante, elle admet une interprétation R, D'aprés la

proposition 1, G est une fonctionnelle continue et admet un plus petit point

fixe Pe . Ee

2) Soit uéS., x= f(u). Si fu vEI', pour tout point fixe F,

est donc une interprétation de I'.

F(x) = (wv). Si fu#W EI', Fo (x) #4 . Donec, pour tout point fire F

de G, Rx) =F (x).

En définitive si Bs Fy sont deux points fixes distincts de G , soit

x€B, tel que F, {x) J F(z) et u€S, tel que x= f(u). Alors

fuzw ¢ I' et fuf#w ¢It, I' est donc incomplete,

Commentaire +: Si G admet plusieurs pointe fixes, I' n'est pas compléte,

Réciproquement, si T admet un point fixe unique, I' est-elle compléte ?

{ (aan 2G)
(ou SiOn ne peut apporter ici qu'une réponse partielle i si Fe eon ee

tu) =x), fu est calovlable (théortme 4), Par contre, si tous les points

fixes de “© vérifient F(x) = 1 , nous ne pouvonsa assurer que fu = Wel’.

Le probléme est le suivant : existe-t-11 des interprétations R' de I' qui

ne soient pas de la forme Rt = Ry ou R est une interprétation de I?
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Points fixes calculables

Définition 9: Soit u €s,. fu est S-calculable s'il existe un caleul

(ajy.e8,) de fu, formé de formules égalitaires tely que, pour k = 0,1,..5n

78, € LUE, ou bien

.a& =a, j4-8, [uv] (j<k) ou bien

+ a est déduite de formules Bs 9, peer dd précédentes

en utilisant la régle d'égalité (cf 2.1.4)

On peut définir une suite (tayo de termes sur L(x) en posant

f= W

et fn+] . q (f,) pour n3O

Exemple : Considérons 1'équation récursive

fact n= gin=0 alors 1 sinon n « fact(n-1)

associée au terme %=sin=0 alors 1 sinon n * f(n-t)

Alors,

£, C4] Ww

f, {1J= @(w) [1] =si1 =0 alors 1 sinon 1 x Wul

#, [1] = t(w) [1] sit =0 alors 1 sinon 1 *[ si 1-1 =0

alors 1 ginon (-1) «Ww ]

Calculons également [1] (= (7) [1] )

2- . .

@°[t]= si 1 =0 alors 1 sinon 1 ¥[ gi 1-1 = 0 alors 1 sinon (1-1)«f(1-1-1 Yh

mais, cond(1-1,0,1, (l-)*W)=1 EI et
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cond(1=-1,0,1, (14-1) # £(1-1+1)) 21 € (f)

ch I(£) désigne ltextension de I dans UV (f),

Done «= t¢(W)CI] BL ET et «6? (1) 81 € 1(£)

Et donc, en utilisant la proposition 4

z,(1]21€I pour n>2 (Geffet, #[1]= (8 w))1))

et fact(1)=1 €1' (Gn effet fact(t) = t(fact){1] € I')

fact(1) est donc S-calculable,

De plus, on voit sur cet exemple le lien entre um calcul ascendant de

fact(1) (Calevl de fit], #,04], eee £01, see) @t un calcul descendant

de fact(1) (Calcul de fact(1), T(fact)[1], ..., T (fact)(1], ...).

Le calcul de fact(1) repose sur le fait suivant : y étant une struc-

ture ordonnée,

eond(0,0,1,W) 21 € I= cond(0,0,1,2) #1 ET

Théorbme_3.- Soit I une information complete, u € Sy et nO. Si

fu = f[u] EI", De plus fu est “S-ealculable etflu] #W €1,

Fld 2 ft] él.

Démonstration %

Par définition f = To... 0 t(W) = tw), Diautre part, en

appliquant n fois l'équation récursive, fu = TTM(£)tu] € It. Nous avons

Bawa banat sw.Aone tes¢in du réewitet suivant.

Lemme 2: Soit o~ wn terme sur L(x) U{f}. Si o-(w)[u] Aw ET,

alors o-[u] = o-(w)fu) € I(£).
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Démonstration : par réeurrence sur o-

» Si ové {x,re005%,} » oz o(w)

(g # f) ’

o- (w){u] = al o~,(@)[u] f ees ow (w){a] )

. od oO = Eo, Ye ~)

Rappelons qu'il exista y= (y, a vy) tel que

EUV, re00s Wyeees¥Q) # Wd B(9) 16-0974) = BUY) 1009 Wy eer¥q)

soit un théoréoreme de I, Donc, pour toute suite (ay ree erty rept reeertty)

de termes sur L(x), si B(Ujreeer Wrerestty) # W € I, alors

B(Uy pevesTicreeesy) 3 Bl peeey Wy overt) él

Supposons, pour simplifier, que, pour k=1,...,r, o-,(w Lu] ZBWéEI

et, pour k= rHyse0,G o~( wu] =W £1 et donc (W)C) #weéel

(puisque I est complete),

Alors, par hypothése de récurrence,

o-,[u] = o(@)fu] € 1(f) pour rok <a

et, done

e(o-,(w)Lu] revesang(@) Lu) 3 aldyseeerd ys op LU] y++1 oglu]) € 1(2)

et o-(w)fu] = oful € I(r).

. Enfin, sl o- a fet, o-(w) = W&

Diner nee B Ve AL mene tee Tee A Oo
aeVGRGIS G@ 2a GG SviatiGl Gu whicorelllss D apes la plupuss Liou 4,

puisque = T' Cul = T(W)tu] € If), Tatu] = T%w)tul ET pour

).tout terme h sur L(x), En particulier fk = el t*(w)), Done

Pagel] = f ful EI pour k50,
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Par ailleurs %'(f)[uJ= %@"(w)tu] € I' et done fuFf tu) € I,

Enfin, il ressort de la démonstration du lemme que fu est S-calculable,

En étudiant la démonstration du théoréme 3, on peut préciser le calcul

de fu lorsque fu est S-calculable. Reprenant la terminologie de (CADIOU),

nous adoptons les dé¢finitions suivantes,

Soit o- un terme sur L U{f£}. Bffectuer une substitution dans o~

ctest remplacer certains termes dans o- de la forme fu par @(f){ul a

Nous avons étudié précédemment les substitutions complétes ou remplacements

de toutes les occurrences de f,

Soit o~' un sous terms de o~ , de la forme ¢ On; vee og Si les

occurrences de f£ dans o~' sont contenues dans Tiyreees Omi, » soit

o~" le terme obtenu en renplacant way Par Yyreees OG, PAT V,

(y, eee, étant des variables de type convenable), On dit que o-' est

simplifiable stil existe v €S tel que o~" 2v €1, On simplifie alors

o~' on le remplagant par v dans o- (le choix de v n'est pas unique).

Exemple : o-' = cond(1,1,3,fu) est simplifiable. On peut alors remplacer

o~' par 3.

o-' = cond(fu, fu, 3, 7) n'est pas simplifiable.

Il ressort alors de la démonstration que, si f, [u] ~#w appartient

A I pour n assez grand, il existe un calcul de fu composé uniquement de

substitutions et de simplifications.

Théordme 4,- (théordme fondamental)

Soit I une information compldte, R= (E,r) une interprétation de I,

“ la fonctionnelle associée A T dans R. Soit u €S, et z= Fu).
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Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) fugwer

ii) Fe(z) A+

iii} il existe n>O tel que f fa] #w €1 et donc tel que

ffl Ef é!I',

Démonstration :

i) 341) est évident puisque Rp est une interprétation de I!

ii) > iti) Soit (Rn yo 1s suite aéfinie par

F = L
Qo

r= CP) n>o

Puisque Fe (x) #1 , ilexiste n tel que F(z) #4. D'aprés

la proposition 2, F = 2(,) 3 done F(z) = a2 Cul }. Done f tu) = w ¢I

et, puisque I est compléte, f fu] #w € I. Ia seconde partie de l'asser-

tion résulte du théoréme 3,

iii) 31) est évident.

On déduit immédiatement du théordme fondamental le théoréme suivant,

Théorsme 5.- (Théordme du plus petit point fixe)

Soit I une information compléte de ¥ » £x = T(£)fx] ue équation

Z wp
rwéauyotve ain at Tt Vlartanaian da TT anean thn a
nee ADeLVS SL v CU we a VUNG GS 2 GHGOCLGS. Mt OT Site ,

fugw ¢ Tt} . Alors I" =I'(T') est une extension complate de I', De

plus, si R est me interprétation de I et si F est le plus petit point

fixe de la fonctionnelle associée & CT dans R, Rp est l'unique interpré-

tation de I" prolongeant 8,
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Démonstration +;

. I" est consistante. En effet, soit R une interprétation de I et

F =F . Diapres le théortme fondamental, fu Zo ET's HRu))= lL.

Done Rp est une interprétation de I".

I" est complete, Il suffit pour cela de vérifier que, pour tout

u€S,, ilexiste v€S, tel que fu=vél", Or, si fu#w éEI', il

existe n2O telque fu= fit € I' et si fu Fw €I', fu=wel,

. Si Rt est ue interprétation de I", prolongeant R

r'(£)(x) = 7'(gu) = P'(v) = Pv)

r'(f) est done déterminé de manitre unique.

Regie point fixe

Nous décrivons maintenant une régle d'inférence qui est 1'équivalent de

le "régle calculatoire" de Scott, Manna, Vuillemin.

Théoréme 6.- Soit p une formie sur L' U{f£} : On suppose que

i) p(w) er

it) p(w(t)) €1"[p] (autrement dit p(t(£)) peut Stre déduit de p
et de I")

Alors, pour toute suite de termes u gangs variable sur LU{f 7

p(f)(u] appartient A I".

Démonstration : Il suit des hypothtses que p(f,) EI" pour tout n> 0.

Tl suffit donc de démontrer le lemme suivant,

Lemme 3: Soit p une formule sans variable sur L u{f,£t . Tl existe

t,> 0 telaque p(t) <> p(t ) € I" pour tout ty 4,
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Démonstration : Démontrons tout d'abord que pour tout terme sans variable €

sur LU{f,£}, il existe £, 20 telque (fle % (ty) €I" pour

4224,
fe)

“Si @ELU{£} et T= et... T,, existe 1,20 tel

que pour 4 2 +, et pour k=1,,..,4, %,(£) = (tp) EI", Done

pour >t, %(g) = T(t) Em,

.Si Gate! avec =(TryeverT Je T(£) = LUE) et

T (tp) = fp [(£p)] . 11 existe ¢, tel que, pour >, et pour

K = tyseeyn, (2) = (fp) er,

Pour tot, TL =f ti (fp) é 1",

Soit u= (tp ).
°

Deux cas sont & envisager :

-Si uf#W € 1", ilexiste {, tel que, pur £94

fuz flu] € I", Alors pour 4 > max( t,9 GN-

1?

met V(t) er

fue fpf} € I"

fptu] = tp [e(t)] € 1.

iDone Z(£} Clty) € I" pour £ > nax( t.) ¢, ).

. Si fu= W €I", alors, pour tout € 20, fplu] = WEI" et

done, pour ty, T(t) = & (£9) eI",

Démontrons maintenant, par récurrence sur p, le résultat du lemme,

-Si p= @ws T , il existe £530 tel que, pour f>4.,

o- (£) 2 o-(fp) eI" et (zs T(£p) é€ rm",
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Donec, pour 4 >t. ’ pf) - p(fy) ér',

- Si p= Tq il existe ,4,>0 tel que, pour 4>4.

a(t) © a(t) € 1", Alors, pour 434,, v(t) <> v(ty) € 1”,

De méme si p= Q>r

Donnons, pour finir un exemple d'équation récursive pour laquelle on

peut trouver u tel que fu soit calculable sans étre S-calculable,

Exemple :

Considérons la structure d'information - d'alphabet L = {0,1,W,cond }

avec un seul type d'objet et admettant pour axiomes la formule 0 ZL Ao#W

A 1#W et les axiomes de cond décrits A la page 4.15 . Soit I l'en-

semble des théorémes de ¥ . I est compléte,

Considérons alors le symbole O-aire a ot 1'équation récursive

so i= cond (a, 0, 1,0) .

Montrons que a est calculable et, plus précisément, que a = @ é€ I',

Nous écrivons tp au liewde p él’.

Diaprés les axiomes de cond,

HafW A a=0 seond (a, 0, 1, 0) =1

soit Haz W v a#0 Voond (a, 0, 1, 0) 21.

Puisque Ha = cond (a, 0, 1, 0), i2 vient

razw VatfOvazi

1 >a #0, on peut simplifier :iiet, puisque ta

FazWv a #0
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On obtient de mame

Faz WwW vazZzoO

ntsoit rFatw A (a=0va #0)

Donec, ra = W .

a est donc calculable. Tl est clair, cependant, que a n'est pas S-calcula-

ble, En effet aucun axiome ne permet de simplifier cond(a, 0, 1, 0) = @G(a),

pas plus que (a), va), iets, za),

Conclusion : La théorie des équations récursives dans les structures d'!infom

mation peut. 8tre comparée avec plusieurs autres théories,

1) Dans l'étude des schémas récursifs (GARLAND-LUCKHAM) on s'intéresse &

un point de vue purement syntaxique, Seule la conditiomelle posséde sa signi-

fication habituelle, Tous les autres symboles fonctionnels ou propositionnels

sont interprétés librement, Certains auteurs (NIVAT) n'assignent pas A la condi-

tionnelle sa signification habituelle,

2) Dang les travaux de (CADIOU, VUILLEMIN) on considre au contreire, une

seule interprétation @ » chaque élément ¢ de D é&tent ad'ailleurs repré-
w~

senté par un symbole de constante c. On ne s'intéresse pas 4 la maniére d'ac-

céder & chaque élément de D .

3) Dans le présent travail, on étudie les équations récursives sur des

structures d'information, Cela signifie essentiellement que

a) On considdre une classe G'interprétations, satisfaisant les

axiomes de la structure, Si ces axiomes se réduisent aux formules définissant

le symbole cond, on retrouve i'étude des schémas récursifs, Inversement, si

l'on ajoute assez dtaxiomes pour obtenir une information compléte, on obtient
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b) ltétude d'une équation récursive est entiérement menée au

niveau formel. Ceci est possible parce que nous avons associé A une donnée

une information compléte. Ceci permet en particulier d'énoncer les régles de

simplification au moyen d'axiomes de la structure d'information.

Diautre part, les équations récursives permettent de définir des accés

nouveaux, Donnons 6n un exemple typique.

Acces associatif dans une liste

L'aceés associatif est une fonction associant & une place x et une

valeur y la premidre place x’, si elle existe, derritre x, telle que

v(x!) =y ovla valeur nil si la liste s'achdve sans que l'on ait rencon-

tré y. Cet accas peut &tre défini formellement par un symbole ass et

1'équation

asa(x,y) = si vz = y alors x sinon si sx = nil 2lors nil sinon ass(sx,y)

En particulier, ass(nil,y) = nil

Considérons une information I compléte, On peut alors distinguer 2

cas.

1) ei I est ume liste finie, ass(x,y) est calculable (et méme S-cal-

culable) pour tout x,y et donc I' est une extension compléte de I,

2) si I est ue liste infinie et si sex # y €I pour k 30,

:a ume extension complate de T.1so ia co ‘8

Notons, pour finir, que notre formalisation permet de traiter essentiel-

lement le cas ot. L'équation récursive admet wm point fixe défini de maniére

unique. Nous obtenons cependant des résultats généraux sur le plus petit point
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fixe en considérant ume -extension de I (théoréme 5) et nous démontrons

alors une régle d'induction du méme type que la régle de Scott,

Il reste encore de nombreux points & étudier, en particulier & propos des

différents types de calcul associés & une équation récursive (appel par valeur,

par nom ...),

-5.~ Systemes d'équati uel) + récursi:

L'extension & un systéme d'équations mutuellement récursives est absolu-

ment standard. Nous énongons dans ce paragraphe les 4éfinitions et résultats

correspondants sans effectuer les démonstrations.

Soit fyseset, des symboles ntappartenant pas & L, de profil respectif

(ij 0d, )oee0r (deed) et T wn terme sur L(x) U {fprseertyh , de profil

(it, 3"). Posons i= (3, se0004,) et j= Cage eeerd)- Si R=(E,r) est ume

interprétation de S, soit ¥- ‘3

l'ensemble des termes sans variable engendrés par

s F (Bi, B3,) Xeoek F (BiysBs, Notons

également S(f)

L Uff reer} . Enfin si F= (By 20008) appartient & Bog » on note

Ty L'extension de r défini par

rplty ) = By pour 2é [i,k]

Ry = (E,x,) est une interprétation de S(f),

Alors, si R est une interprétetion fixée, on peut associer au terme T

une application G ae Fos dans Fy , Bi) en posant, pour tout

FF.
ded

T (F) = x(t}

Plus généralement, si C, soeey Cy sont des termes de méme profil que

f,yeeerf, respectivement, on pose C= (Ty reeer TZ) ae “Wires IG, om mp
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CG est une fonctionnelle de F, , dans F, ..
tod ded

Réciproquement, étant donné des ensembles E ports a et un sous-ensemble

x de U F (8,8 > on peut définir la notion de fonctionnelle engen-
i,j

drée par xv . Considérons pour cela un ensemble L de symboles tel qu'il

existe une bijection r de L sur x pour laquelle R = (By y.e0sE,»7)

soit une interprétation de l'ensemble S des termes construits sur L.

Définition 10 : Soit i,j, i',j' comme ci-dessus. G est une fonctionnelle

de F..
_ Lyd

les Ep seventy, et un terme CT sur L! Uff seeerh} tel que oe soit la

dans FB, 7 Bs) engendrée par G stil existe des symbo-

fonctionnelle associée h “G dans l'interprétation R.

si ‘Ge (6, szens Gy) et si, pour

fonetionnelle de Fi dans F(g, a8

dira encore que C est une fonctionnelle (ae F, 4
?

4 = tyseayky Cp est une

2 engendrée par & , on

dans lui-méne)

engendrée par xo .

Nous utiliserons cette définition au chapitre suivant.

Si o- est un terme sur LY USE yesh et si Gy peeey sont
k

des termes sur L! U {Ej seeert,t de mfme profil que fy reeerty on note

O- (Tyrese Cys ouencore o-(T%) ou g-ot, le terme obtenu en subs-

tituant dana o~ c, & fyreees Cy & £,. On vérifie immédiatement que
k

go t (h) = o- (T(h)) oh he (hy reseed).

La régle de substitution s'étend de méme immédiatement (proposition 4).

Définition 11: Soit i= (4,,..64,), 55 (dys++++d,) Comme ci~dessus.

Un syatéme d'équation récursive sur f , de profil (i,j) est la donnée
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dium keuple f= (£1 -0098,) de symboles n'appartenant pas A L vse, revert ty

de profil respectif (ij 954 )ooes (dod, et dtun systéme d'axiomes

litXo {ip xe? tyelegleg]s 1 << x}

ok pour bie Vues te est un terme sur Uxg) Uff F Pet xy EV.
ig’

Pe de . Pour toute

Pe, Pour

s'il existe v ES.
J¢

Le systéme (£, X, } aéfinit ume extension

information I de ae » soit I' ltextension de I dans

4 € [i,k] et ué Sip £pu est calculable dans I?

tel que fpu=v €1', On définit de méme le S-caloulabilité.

Enfin, on définit une suite (f,) de k-uples de termes sur L' en
n’n30

posant

£5 = (W peony W)

et td = @(£,) n>0

Pour n>0, on note f= (fyyrecert yy)

Soit (£, Xp) une équation récursive, I une information de Bi aE

R= (E,r) une interprétation de I, Désignona par Fe j
,

de ¥F.id des fonctiona continues, La fonctionnelle G associés AT
1

le sous-ensemble

dans R est une application continues de Fe r dans lui-méme, Le théoréme
?

1 g'applique done & © et l'on peut en déduire le théoréme suivant,

Théoréme 2',- Si I est consistante, I' est consistante. Si G admet plu-

sieurs points fixes distincts, I! n'est pas compléte. Plus précisément, soit

té[ik] ,ué Bp et x= Su), Stil existe deux points fixes PF ot 6

de i¢ tels que Ep (x) é p(x), alors £pu n'est pas calculable ; de plus

fpufw ¢ T',
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On obtient de méme

Théordme 3',- Soit I une information compldte, fe (1,k]) ,ué Sip et

n20, Si £0 #0 €1, fguf,,[ujer. De plus fpu est S-cal-

culable et typ (ul= f,ytul €I pour p>,

Théoreme 4',- Soit I une information complete, R= (B,r) une interpréta-

tion de I, £éetxe), u ES: » et x=(u). Soit F le plus petit point

fixe de C . Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes

i) fgu #w €1

i) Ppa) # +

+ iii) ilexiste n>0 tel que f, [vu] #w EI et, donc, tel que
4

[fu] = fp [uJ er,&

Théoreme 5'.- Soit I, I' comme précédemment et Ts {ige zw;

£E(i,k] et fyuF w € rt s;I"=I'CT]) est une extension complete

de I',. De plus, si R est une interprétation de I et F le plus petit

point fixe de C , Rp est l'unique interprétation de I" prolongeant R.

Enfin, nous pouvons énoncer la régle point fixe suivante.

Théoreme 6'.- Soit p une forme sur USE rh hU Eis eorheh . On

suppose que

5) Wo Wye. Ww) ED s

2) p(o(e)) € rp)

Alors pour toute suite de termes u, sans variable, p(£)(u) appartient |

a I",

5

modifications,

calculs, problémes
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=. i. B:

Comme nous l'avons dit dans 1'introduction, le présent travail vise A donner

un outil d'étude A la notion de problame et de programme, Cette étude n'est quid

peine ébauchée et nous présentons simplement dans ce chapitre les définitions qui

nous semblent les plus adéquates,

t= & S

Pour définir une structure d'information, il n'est pas suffisant de préciser

les types d'objets manipulés et les accés & ces objets, Il est aussi important de

spécifier les modifications permettant de passer d'une information A une autre,

Rappelons les notations introduites au paragraphe 1.2.9,

Notations : Soit F un systdme fonctiomnel, J(F) l'ensemble des inform

mations de F , Pour tout n 20, on note AMF) l'ensemble des applica-

tims de J(F)" ams T(F). sat B(F)= Ub (F),

Définition 1.: Une structure d'information ft est la donnée d'un systéme fonc-

tionnel F et d'un sous ensemble UG de (F). tes éiéments de WG sont

les modifications élémentaires de v .

On pose A= ANF).
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Une modification élémentaire associe & des ensembles I, peeeg ly, de théo-

rémes un autre ensemble I' de théorémes, Une maniére particulitrement inté-

ressante de réaliser cette association est de “plonger" Ty sees iL et I'

dans une méme structure d'information et de définir la modification par wm sys

téme d'axiomes.

Etudions d'abord un exemple : on veut adjoindre, dans une liste un élément

derriére st et lui assigner la valeur a, Intuitivement, cela revient A rem

placer tile par sXt2, ete ... Pour traduire cela, on introduit um nouveau

symbole s, et on considére la bijection o-, de L eur L, = LU{s))\ {st

telle que o-,(s)=s, et laissant fixes les autres éléments de L, I] existe

alors une et une seule application, encore notée oy» définie sur S' telle

que

o,(x) =x pour x €V

et o, (gu we uw) = oO (8) om, (uy)... oy (u,)

pour tout g EL (avec source(s) = (4, seee8,)) et toute suite (uy peor)

de termes de type respectif dyreverd o, peut encore &tre prolongée aux

formules de FF de maniére naturelle,

Considérons alors le systéme fonctionnel F", aéfini par

. l'alphabet L" = L UL,

« et l'ensemble X" d'axiomes propres :

- ex U o-, (x) UY

ou Y= § sosf = ots, x # ert > sex = 8)%; ale = a}

On désigne également par F, le systéme d'alphabet L, et d'axiomes pro-

pres o~, (x), Intuitivement, les termes sur L, représentent 1'information

5.3

initiale tandis que les termes sur L représentent l'information modifiée, De

manitre précise, étant donnée une information I de FF , on peut définir

successivenent

e ltinformation y, de F transcrite de I par ao, et notée

o- (1),

. l'information I", extension de 1, a F et notée ‘E"(1,) et

« l'information I', restriction de I" & F » notée FAI"),

I' est une information de F , définie par

t= Re “En o o-, (1) = n(I)

Nous dirons que la modification m est associée A la bijection o~, et

au systéme d'axiomes Y. Nous noterons par la suite m= adj(s“t,a). Remarquons

que adj est en fait um echéma de modifications, associant & chaque "place"

at et ® chaque "valeur" a ume modification aaj(e“t,a).

Plus généralement, voici une maniére de définir we modification & n are

guments, On se donne des bijections Tyreeer TH respectivement de L dans

Ly rece oh, vérifiant les propriétés suivantes :

1) Vzy en Veé[n] Co (x) =y => x=y)

2) Vx,y €L Vx,¢ €[n] (x Ae et oy (x) = op (y) =>x-=y)

n

Soit DN= LU LJ L, « Compte tenu des hypothtses 1) et 2), on peut défi-

nir une application profil sur L", unique, telle que

profil( o-,,(x)) = profil(x) pour tout x de L et tout k €{n],

Pour chaque k de [n], oy. définit naturellement une transcription, encore

notée oye de l'engembie des formules sur L' dans l'ensemble des formules sur
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Ie On se donne enfin un ensemble Y de formules sur L" et on note F" le

systéme fonctionnel d'alphabet L" et dont l'ensemble X" d'axiomes propres

est défini par

n

wexuUru UL) o- (X).
k=!

On considére d'autre part, pour chaque k de [n], le systéme fonctionnel

& transerit de F par

de F , on définit successivement

O-,. Etant données des informations Ty receed,

, les informations O (Laces o- (3) de Papen F J
n

. l'information I", extension & F"

“Sui On (Ly )acees o-,(1,)),

des informations précédentes et

notée

ACI"),. et l'information I', restriction de I" & F » notée

On peut alors énoncer la définition suivante,

Définition 2 : Soit Oys0009 Oe Y comme ci-dessus. La modification m

associée & A yreear Oye St a _¥ est définie par

mI... 0) = Bo oy(t,)0. o,(,)).

On dit encore que m est définie aziomatiquement par Om yreeey OL et Y.

Exemples : Nous décrivons ici 3 modifications élémentaires de la structure de

liste, représentant respectivement les opérations CAR, CDR et APPEND de LISP,

On considére pour cela 2 bijections Oss Oy renplagant “s,t respectivement

par 819% et par 85st, et laissant fixes les autres symboles, On suppose

8, és, et ty # tos

a) La modification téte associe & toute liste I non vide la liste réduite
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A 1'éldment de téte ; elle peut étre définie par o, et Yy ou x, = ft = ty

st nil},

b) La modification gueus associe & chaque liste sa queue, c'est-t-dire la

liste obtenue en enlevant 1'éldment de téte. Queve est simplement définie par

ws et XY ={t = Soto, x# ty> sx = 35x }

2 By tart

La figure ci-dessus schématise les places d'une liste I & 5 éléments et

de son extension I", Notons que la valeur de 3s ty n'est pas déterminéde par les

axiomes mais peut Stre prise égale A nil. Notons aussi qu'on ne peut poser

st Bot sans entrer en contradiction avec l'axiome des listes

sxBt ot = nil

En effet, de st= Sot et de t= Botos on déduit st, =t donc t = nil.q

ce) La modification ajoute associe A deur listes I, et I4 7 une liste I!

définie de la manidre suivante :

« Si I, tohes,est la liste vide,

. Si I, est la liste réduite & un élément, I' est obtenue en ajoutant

i devant. I,

» sinon I! est l'information minimale, c'est~d—dire l'information réduite

aux théorémes de la structure de liste,

Ajoute peut 6tre associée au triplet ( Oi Mos t5) ou
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Ty = 2 nil >(t = +, A ax = 5,2)}

U f(t, # od) As,t, = mil) > (t= trst = t,a(x A toe = s,x))}

Un & mple de modification : la c tionnelle

Soit au une structure d'information quelconque d'alphabet L. Pour toute

forme » gang variable, introduisons une modification cond(p), & trois arm

guments, telle que, pour toutes LTo1, L consistante,

I, si pe q

cond(p)(I,,1,,1,) =< I, si Vpel,

T, sinon

ou @ désigne l'ensemble des théorémes de y .

Pour j=1,2,3 soit om; une bijection de L sur un ensemble disjoint

L, telle que L, bork soient également disjoints deux 4 deux, Posons t, =

o-,(t) pour f€L et j=1,2,3. Bnfin, pour tout i= (i,.., i,) de [my

soit Kiyreeeshag une suite de variables distinctes de type respectif Ajreserdye

Soit p= o-,(p). Cond(p) peut 8tre défini par les bijections oy, Oo: os

et l'ensemble Y = 42, DEH vee Kg FH vee HQ i FEL souree(f) = i}

eee &, G FEL, aource(f) =i}U fap, > fay) oe Ff, z iq 3
iq 3 il

On vérifie, en effet, par récurrence, que

pél, = ue o,(u) er
1

Ip él, = uso,(u) er

pour tout terme u de 3S’,

Exemple : Soit f ja structure de liste et p Ja formule t 2 nil, Notons A
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l'information de ui engendrée par p, clest-tedire la liste vide, Si q est

compléte, ou bien q, contient p, donc A , ou bien q, contient “7p. On

peut done écrire, pour q, compléte

cond(p)(T,,1,,1,) = ab T.>A alors I, sinon I,

A étant compléte, les conditions I, consistante et I, DAN impliquent

(52 A, (om I, désigne l'ensemble des formes sans variable de I).

De maniére générale, si I est une information complate, engendrée par un

nombre fini d'axiomes sans variable Pyrees Pas soit p= Py A eee A Pye Alors,

si q, est compléte,

pel, S ICl #1, =(h),

et pel = aw 1,

Done cond(p)(I, ,1,,1,) = si (11), =I, alors I, sinon 1,

Pour une information q, quelconque, on écrira

Sip et alors I, sinon I,

au lieu de cond(p) (1, 1Ty,T,)

5.2.~ Modifications engendrées par un ensemble de modifications élémentaires

Ti est possible de développer une étude des modifications engendréeg par A

somblable & l'étude des acubsy d'une structure d'information,

Rappelons tout d'abord que l'ensemble J ( F ) des informations de F ’

grionné par la relation d'inclusion, est un ensemble compldtement inductit (2.2.1).

Nous pouvons donc appliquer aux modifications de Si la théorie du point fixe
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présentée en 4,2, Nous supposons pour cela que toutes les modifications élémen-

taires de x sont des applications continues sur J (F ). On vérifie immé-

diatement que ceci est bien le cas lorsque ces modifications sont définies axio-

natiquement,

si B est um ensemble atapplications continues eur J(F) (BCb(F))

et si G est une fonctionnelle engendrée par B (4.5), nous savons que G est

continue et donc admet un plus petit point fixe. Nous dirons que RB est stable

per l'opérateur plus petit point fixe si, pour toute fonctionnelle rey engendrée

par R » les composantes du plus petit point fixe de C appartiennent & 53 :

On dira que R est stable par composition si, pour tout m € BN BAF),

tOUS My yooe yl eB BAF ), m(m, reoesl,) eB,

ob mlm yoeeym,)(Ty yeoesT,) = m(m,(Iyy00rL,)ooeeom (Ly yeeeeZ,)). Enfin, pour

TH

tout n>O et tout k de [n], on note k la modification MM, eee I

i, « Soit - l'ensemble de ces projections.

an

Définition 3 : L'ensemble A des modifications de oe est le plus petit sous-

ensemble de Ks (F) contenant AGU P et stable par composition et par

l'opérateur plus petit point fixe,

Exemple : Considérons, dans la structure de liste, les modifications élémentaires

téte, queue, ajoute et cond (t = nil), Alors, l'application coneat, définie par

l'équation ci-dessous, est une modification de le structure de liste

concat(I, s1,) = sit = nil é I, alors I, sinon

ajoute (téte(T,), concat (queve(T, ),1,))

nN

La définition de A conduit naturellement au type de récurrence suivant.
“w~

Soit P une propriété sur A , telle que P(m) soit vérifiée, pour neu

et stable par composition et par l'opérateur plus petit point fixe, Alors P(m)
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est vérifiée pour tout m de AG . On démontre en particulier, en raisonnant

par récurrence, le résultat suivant.

“a

Proposition 1.- m appartient & A si et seulement si m est la premidre

composante du plus petit point fixe d'une fonctionnelle engendrée par A .

Nous pouvons alors adopter la définition suivante.

Définition 4 : Un programme sur une structure d'information ¥ est un systé—

TT sur Ame & point fize

Tw : (m, ,.++9m,) = (my...)

La modification 1 définie par TU est la premidre composante du plus

petit point fixe de ‘G ,

Calculs sur_une structure d'information

Considérons d'abord le cas ot toutes les modifications élémentaires sont

J ( F ) dans

alors calcul sur a toute suite finie de modifications élémentaires, Un cal-

AG*,

des applications de J(F) (cas monadique), On appelle

cul est done un élément de

Exemple : On peut considérer, sur les listes, le calcul

(queue, queue, t&te)

A ce calcul est associée la modification m= téte o queue o gueve qui &

toute liste I associe la liste formée du 3ame élément de I. si cet élément

existe, et la liste vide sinon, De manitre générale, si c= My vee DL est wm

caleul sur Se , on associe & c la modification m = M, 0 eee O Me Si n=O,

m est Llidentité de v (F) dans lui-méme (c'est-k-dire L' application

Ti).
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Pour généraliser la définition des calculs & des modifications arbitraires,

remarquons qu'on peut également associer & un calcul c = My cee Mh le schéma

fonctionnel c' =m, w+. m X sur AU {x} ou X est une variable. Nous

confondrons par la suite c et c',

Dans le cas général, soit V={X,,%5, woe, Kaveeet un ensemble infini

de variables. Chaque variable est un symbole O-aire. Dtautre part, chaque modifi-

cation de Ae peut Stre considérée comme un symbole d'arité n, Nous pouvons

alors poser la définition suivante,

Définition 5 : Un calewl sur ¥ est un schéma fonctionnel sur Huy.

Exemple : ajoute, t8te,X, queue.X, est le calcul associé & la modification

m=, ajoute (s@te(I), queve(T}).

Soit ¢ wn schéma fonctiomel sur Au $i reeerk ah . La modification m

associée & c est définie réoursivement par les régles :

an

1) Pour ket,....n Ty est associée & x,

2) Sim é A, et si, pour j = 1,..0,k, a est associée & Cas alors

(m1, » 6» slt,) est associée au caloul mm, ... m.

Une telle modification est obtenue par composition des modifications élémen=

taires et des projections, Nous n'avons pas étudié dans le présent travail le cai-

cul généralisé qui devrait 6tre associé & une modification définie récursivement

et donc également & wm programme, Il s'agit de plonger l'ensemble des calculs

dans un ensemble complétement inductif, Le caleul généralisé associé & un program

me m= C(m) quelconque serait alors le plus petit point fixe d'une fonction-

nelle ‘C aéduite de “©. Des études ont été faites dans ce sens dans (SCOrT),

(NTVAT) et (FINANCE),
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Avant de donner des exemples de programmes, nous introduisons la notion de

probléme : un programme (ou un algorithme) caleule en effet la solution (ou une

solution}, si elle existe, d'un problame donné,

5.3.- Formalisation de la notion de probléme

1. Introductio:

En informatique, un probléme s'exprime généralement sous forme d'un ensem~

ble de relations entre des objets composés, On peut distinguer parmi les objets

- des objets constants, dont la "valeur" est déterminége dans 1'énoncé du

probléme,

» des objets dont la valeur est laissée libre par 1'énoneé du problaéme mais

qui doivent éventuellement vérifier certaines conditions 3 ces objets constituent

la donnée du probléme.

» des objets dont la valeur dépend de 1a valeur des données ; certains de

ces objets servent simplement & effectuer des calculs intermédiaires, Les autres

sont les résultats du probléme, Il est clair que le choix des données et des ré-

sultats fait partie intégrante de la définition du probléne.

Donnons un premier exemple dans lequel 1'énoncé est un ensemble d'égalités,

TN stagit de calculer la paie mensuelle d'un salarié relevant du régime général

de la Sécurité Sociale comaissant le nombre d'heures de travail effectuées et

le salaire horaire. le probléme peut étre défini par le systame d'équations

net & payer = brut - retenue

retenue = si brut > plafond alors (ssi + ss2) sinon brut x 0,065

plafond = 2320

ssl = brut x 0,01

ss2 = plafond x 0,055
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brut = nombre d'heures x salaire horaire

Dans cet exemple, les données sont nombre d'heures et salaire horaire, Rien

niempéche de modifier le probléme en enlevant par exemple 1'équation

plafond = 2320

et en considérant plafond comme une donnée, changeant chaque année, Le résultat

peut étre simplement net & payer ou, si l'on désire plus de renseignements, l'en-

semble { net & payer, retenue } 3

Exemple 2 : Définition du pgec.d, de deux entiers

Etant donnés deux nombres entiers a et b le pged de a,b peut tre

défini par la relation ;

peed divise a “A pgcd divise b A [x divise a Ax divise v] > x divise

pecd

Dans ce probléme, les données sont a,b, le résultat est pged et 1'énoncé

est la formule précédente.

L'intérét de ce type de probléme (et la difficulté) est qu'on ne peut en

déduire de manitre immédiate un algorithme de calcul du pged. Cette recherche

a'algorithmes calculant le solution d'un probléme donné est quelquefois appelée

synthése de programmes [ MANWYA-WALDINGER | . il eet connu que cette synthése de

programme ne peut étre, dans le cas général, entitrement automatisée. Un certain

nombre de groupes de recherche s'attachent cependant & définir une méthodologie

dans l'écriture des programmes et paralldlement & développer des techniques de

preuves assurant la correction du programme trouvé.

Donnons un programme calculant le pgcd de deux entiers a,b, Il stagit sim-

plement de traduire en terme de modification l'algorithme d'Euclide.

|
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pecd(a,b) = si b = 0 alors a sinon pged(b, r(a,b))

r(a,b) désignant le reste de la division de a par b.

Introduisons pour cela les affectations, Il stagit en réalité d'un schéma

de modifications,

Si By ye ee ry sont des identificateurs c'est-a—dire des symboles de cons~

tantes et WY sever, des termes de méme type, la modification aff (a, 410098 ;
n

Uy seeest,) associe A toute information I, l'information I' contenant les

théorémes a. = u,
4 a

pour 1<¢ i ¢n. De manitre précise aff(a,s.o0r8, : Uy peeert,)

peut 8tre définie par le couple (o-, Y) o& o- est une bijection associant &

chaque a, un symbole al et laissant fixes les autres symboles et ob Y est

l'ensemble des formules a, = o(u,) pour i= 1,...,n.

Compte tenu de ces définitions l'algorithme d'Euclide peut &tre traduit par

le programme

m(I) =sib=0€I alors aff(pged ; a) (I) sinon

moaff(a,b 3 b,r(a,b))}(I)

513 ,2e~ Définitions

Définition 6 : Un probléme F sur we structure 5 est la donnée d'un ensemble

L( FT) ataccts nouveaux et d'un ensemble x( F) dtaxiomes, formules sur 1'al-

phabet L'UL().L( ~) et x(74) sont respectivement l'ensemble des incon

nues et 1l'énoncé du probléme.

Exemples : Nous avons étudié au chapitre 4 les problémes récursifs, Dans ce type

de problame, L( ¥1) = £, roosts et X( 1) est um systéme d'équations récur

sivea,



5.44

Lténoneé du probleme peut Stre plus complexe (définition du pged).

On appelle donnée de F toute information de S. ( F) et x ¥F)

aéterminent une extension € de ¥S A une structure fi dtalphabet

LUL( Fl) et dtensemble d'axiomes propres x Ux( #<). On appelle alors xrésul-

tat de F associé & une donnée I de P toute information I) compléte con-

tenant “G(I,) (ob I, est le restriction de T a F, (2.1).

On dira qu'un probléne - est déterministe si, pour toute informat
ion I

complete, “€(z) est également compldte, done si F associe & chaque donnée

compléte un et un seul résultat.

conclusion



CONCLUSION

Cette étude peut étre poursuivie dans un certain nombre de directions,

a) Jusqu'e présent, nous n'avons cherché & formaliser que des domaines trés

simples tels que les entiers ou les listes, On doit pouvoir traiter des domaines

aussi complexes que les banques de données ou la gestion des travaux d'un systé-

me. Un premier travail (FINANCE) utilise les structures d'information pour forma—

liser la sémantique des langages de programmation, (PAIR) étudie également les

structures d'information les plus courantes, mais sans utiliser les systémes fonc-

tionnels, Dans les preuves de programmes, la formalisation présentée ici prend

bien en compte l'axiomatique du domaine de base,

>) Pour étudier des structures d'information complexes, il semble indispen-

sable de définir sur celles-ci des opérations algébriques, C'est ainsi qu'on doit

pouvoir ramener l'étude des listes de listes ou des arborescences 4 celle des lis-

tes.

c) Au chapitre 3, nous construisons plusieurs interprétations de la structure

des modes Algol 68. Tl nona semble que ces eanstmetiana sant asser généraliaahles

On pourra ainsi démontrer la consistance de certaines structures non triviales.

d) Les notions de calowl, de programme et de probléme n'ont été qu'abordées

ici, Le premier point est de définir les calculs associés & un programme récursif



ou simplement itératif, Une premibre étude a été faite par (FINANCE) dans le cas

de modifications & une variable. Des recherches ont aussi été effectuées, indé~

pendamment des structures d'information par (SCOTT) et (NIVAT), Les idées qui y

sont développées peuvent certainement servir de point de départ.

e) Pour les problémes, nous nous sommes efforcés d'écrire leur énoncé (par

exemple : définition du p.g.c.d) indépendamment de tout algorithme. Cela est-il

toujours possible ? Sinon, comment faut-il modifier les définitions? Par exemple,

nous n'avons obtenu jusqu'é présent d'énoncé trés satisfaisant pour 1'interclas~

sement de deux listes triées.



INDEX DES NOTATIONS

I) Notations atta a 8 d'information

Une structure - est définie par un systéme formel F etm ensemble de

modifications élémentaires Ub,

F est complétement déterminé par un alphabet L de symboles fonctionnels

et un ensemble X d'axiomes propres. Précisément F est m quadruplet (%, F,

X,R) ob

>. & epuvu {=,7,>,¢,)}
m

«V=( V5 est l'ensemble des variable
jel

+21 est le nombre de types distincts de F . On pose [u]={1,...,m}

. EH (resp 85) désigne l'ensemble des termes (resp des termes sans varia-

ble) de te j (J €{m}).
m

Az U 8, = 5, est l'ensemble des formules atomiques
P=

« l'ensemble F des formules est solution de 1'équation

Pea UTP U(FOF)

» OG «= Prop(A)UBg UX est l'ensemble des axiones de F.

« R est l'ensemble des régles du systéme,

On désigne par T l'ensemble des théoremes de F » par J (F) (ou J)

l'ensemble des informations de F .

On note alF ) Lensenble des applications de (T(F))" dans

T(F) & b(F)= UALF).
n3o0



L'ensemble AG des modifications élémentaires est un sous-ensemble de A (F),

bb OAF),On pose

On désigne généralement par I, Tis L ... les informations de F , On

note Fy l'ensemble des formules sans variable de F et I, =In Bo

Une interprétation est une suite R= (By 506487) = (E,r) ot les ensem-

bles oe sont non vides et r est une application de L dans l'ensemble des

applications définies sur les Ej, On note (resp F) le prolongement de r

& s! (respA F),

Enfin aux chapitres 1, 2, 4 on pose L'=LUV et, si x est une suite

(x, pooerd,) de variables distinctes, L(x) =Lu 4x, reees% yf . De méme, 8 ,(z)

désigne l'ensemble des termes de type j sur L(x).

On pose

Cs S.(z).’ S(x) = \ j
j= j=' a It

Exceptionnellement, au chapitre 3, L'(resp S') désigne l'alphabet (resp

l'ensemble des termes sans variable) d'une structure fr,

II) lotations syntaxiques

Un certain nombre de lettres sont utilisées au cours de ce travail, représen-

tant chacune un type d'objets donné, Rappelons que m est un entier fixé, dési-

gnant le nombre de types du systéme fonctionnel.

j désigne um entier de (m]

4 désigne wy neuple (4,,...;4,) de [mT*
P whyacssatyl J

f,g désignent des symboles fonctionnels.

u,vV,w,h désignent des termes de S' et plus généralement des n-uples de

termes,

a

Pts

X;y,2Z,t désignent des variables ou des n-uples de variables, De maniére

générale, si x= (x, 40009%,) e Py on suppose les Xe tous distincts.

Predpr désignent des formules arbitraires,

Au chapitre 4, Tyo, p

Lb Ufeh.

désignent des termes sur l'alphabet étendu

Itz) Notations et abréviations fréquemment utilisées

Pour alléger l'écriture des formules, on s'est efforcé d'étendre chaque

notation, définie pour un type d'objets, aux suites d'objets de ce type. Nous

donnons ici une liste des principales notations introduites et des conventions

correspondantes,

Notations introduites au chapitre 1

» Si Aj,...,4 sont des ensembles et si i = (iy seeerd) € (n]*, on.

pose Ay = Ay, X eee ate °

: < ‘ . ‘2»Soit is (iy seeord,) € [mn] , x= (x, y.+.9%,) EV, , us (uy revert.) est,

hé€S', f wn symbole fonctionnel tel que source(f) = i.

On pose

type(u) =i =( type (uy )yoees type(u, )) (p. 1.8)

fu= fu, ... uy,

h,{u] (ou hfu]) désigne le terme obtenu en remplacant dans h chaque

4, par wu, pour k=t,eecon (p 1.8).

2(u) = (Plu), .0e58(a,)).

Notations introduite au chapitre 4

On considére un symbole f n'appartenant pas & L. On désigne par YS (2)

Ltextension de J d'alphabet L(f)=LU{f} et d'ensemble d'axiones propres



X (p. 4.8). Si I est ume information de Sf, I(f) est ltextension de 1

dans ¥ (£), On note fro, G jes termes sur L'(f) et, plus généra-

lement, les suites de tels termes.

Si R= (E,r) est une interprétation de f , on note 2(T) oo OC ds

fonctionnelle associée AT dans KR. Si C= ( TG pragie's Gad

G eRe) = (A, )ovvee HT) = (GyseeerG,) (we 49)

Si h est wm terme de méme profil que f, on note & (h) le terme obte-

men "remplagant f par h" (p. 4.10), Si Gh t= (Tysse0rB)s G (hn) =

(2, (n),.06, (a). On obtient

#(% (n)) = ‘C (F(x) (p. 4.11)

En particulier, si o- contient des occurrences de f, on pose tog=

Toa (h) = To (n)) (p. 4.12)

On introduit un symbole et l'on définit, pour @ fixé, une suite

(f.) de termes :

f
°

f= (et 4) n>t.

Tl suit de la relation précédente que f= (To... 0% \(w) = tw)

(p. 4.17)

IV) Autres notations

0.

‘Pe

“A

L Cem ere ene nner eee e rec ancccsresenesees

DyreeesD, ep Core erecerereeveseseessses

beep Pee e oer cece neerennssneseseerese

T,3,;V,A,& oe eee tee ensceceseeees

vrai , faux Deere eee eeeereccecesesenceen

i,

h [vu], h [uv] Sartle,srerosald Levsiaiecainis vy sisists go

Ry (Ey yeo0s8 42), (Byr) DATE ble cess seses

“A

cond eee c cece cre rencereeucesrereeeneees

2.

Fue F, iy Corres eer esuseesaseene

F (CY), F (py ..-053,] diole 4 ejereaerocete

EL t]s ff pp wonve,] RTT Tiree 0 » Sirah

Qe Choe acer ereecrcressenercseverecessenen

Pp.

pe

pe

Pp.

Pp.

Pp.

Pe.

Pe

pe

P

Pe

pe

Pe

Be

pe

0.1

0.1

0.1

0.4

0.4

0.5

0.6

0.7, 1.16

1,8

1,8

1.9

1,16

1.43, 4.15

2.2

2.4

2.4

2,10

3.2

3.2



3. (suite)

a ce seesceneeecesepacsenceccusesessseeeee

a(m) vevcednccaseceossncesecscsceseacesss

(m,n) wiaielaie’s UIaTo STE eleTaTS 410 vis sieininieiviniaanesis.s

4,

i, ee eveecesneccccesseresessoereees
+

_L ceeseeceseaecoeceeseceesenseceseneess

F (a8), F('.8) Sv eerreeeeoesesnaned

Tor eR CeC ee POOH OHEHEHTEHHEE HH EEOHOOES

p(h) cece nese een sesecerceerssceouronsese

5.

COHORT HTT DEOOOHE FFB ESOOOHE DESH LEE
R

eo ons vevaneeeoosoereceoaseoeeannosay ‘

pe 3.10

De 3.12

pe 3.15

p. 4.1

Pe 4.2

p. 4.5

pe 4.8

pe 4.9, 4.15

p. 4.9

p. 4.10

p. 4.11

p. 4.13

p. 4.14

pe 4.15

p. 4,16

p. 4.17

p. 5.8

p. 5.8

INDEX TERMINOLOGIQUE

Accés

- élémentaires aYaTaTaVaTe\sj » Wutefarete\ o,s[eJale,e!e"e,ste¥a'e, ofeetaIs

= nouveaux

Alphabet

d'un systéme formel Boece ree eee eee neveveserers

d'un systéme fonctionnel

Application

Peace reorearsrrcrense

= croissante eee rece nee seen rece nenssnesaas

= continue

Arité

Axiomes

d'un systéme formel

COCO POT EEE eee borer eseneeetetereness

TOUCHE HEHEHE DDH OE DEERE EEE EEE DE DEE OEE EER EN

COCO RH eH H er eeereseresoune

propositionnels Code econ ree va nes eeeetecnceeses

de l'égalité elehelole'sle,o,0/efe""e elelelefeloje.s aioe o 4 Se serslase

propres Caren e eee eect eer eecncteseeeeesensunee

d'une information Cae eee ee oen sen neceeeHeaaeees

d'une extension BOTT CoEa eH Oe oe eres erHeenene

d'une modification OOO eee erences eseneenesavees

de la conditionnelle PERO erect Heeeeeeeesecosese

des listes SO OC CORES O Ee ear TET O OHH EH EH Hoeee

But COS oO Feed HEE OER ESO RECON SOHDH EOE OREO THERESE EES

Caleul

= d'un terme Peer ase eaetaserosesseseeeneneees

- dtune structure Done seac cet ececcuncesereeces

- des prédicats

Calculable

COCO PORTH OEE Dene Dee ea EEE ede OES

~ terme calculable Oe aeteonsnongcreeeseeHeoEee

- terme S=calculable Beeeo ress eoesosereeneeese

1.7

301,4.26

0.4

1.6

4.5

4.5

1.6

0.4

0.6

1.12

1.12

1.14

3.4

54

1.13, 4.15

1.42

4.15

5.40

2.19

4.15

4.17



Comparaison

- de 2 modes Algol 68

- standard

= juste wee e ce eee e eee e seme ee ne sere sae sesees

Compatible avec la composition des symboles fonctiomels

Concaténation cee ecseeerenescesccrousssvcoceeeaess

Conditionnelle

Conséquence tautologique

Conservatrice (extension)

Deer rer eee ee ester rssHaeesa
s sss esee

woe nencencaeaseenesocesses

ee aeer ene esrosseerevereree

Saree aceserescereesasssrerseserers
rerres

Continuité

Définitions

-diaccés nouveaux ee esceecesessseecesscssetes

~ axiomatiques des modifications eoevesoseeses

= récursives cee b ence maser sscenseceeneseceonee

Démonstration ve aeee renee eeseessccserensaveeeer eons

Description d'un mode Algol 68 pee eecenseeenesonens

Donnée

- définition

~ donnée d'un probléne

weet ec erases eeseseesecereec
eosne

Elément non défini

Enoneé dtun probleme

penne cc cess ences sess es coreesson

cece or eccenceceeereronsceesene

Ensemble

= completement inductif av cacccceccevacescenne

= saturé ce neeeeseconeescveeseevsssosceseccrss

Equation récursive cecocecccsccsconcasesorsessseons

Exemplaire de formule seco cceeeesurosecssecesrenese

Extension cece reser r eee ease menses ree sremac eee eneeee

- conservatrice eooroeeesoeserreesaerssoear
eees

BECO OKT STATO HOESETEE HED THHE
T ESE

Fonetion de vérité

Fonctionnel

~ Systéme

COOKS FER ATEHESEHEGH ACOH OHEGOOE
~ Point de vue

3.15

3.16

3.16

2.15

0.1

1.43, 4.15

0.7

345

4.5

3.1, 4.26

5.4

4.14

0.5

3,12

1.4

5e14

4.1

5.13

4.5

0.5

4.14

2.2

342

3.5

ke

Fonctionnelie CURD OOEK SE HT ODEO EEE H EEE EEE OEE EEE OED

= continue

- engendrée par un ensemble d'applications =

Forme minimale d'un mode Algol 68

Forme preneze

Formule

+ atomique

Se reeeeerosevenes

POC e ee mee rede ee HH TeeeHeteeasensese

FORO O eT HH EHO CE DEE HOE HH EOE HEE OEE EH EE ENE OT ESD

CERT TOCEOR HEL eE ERE BEHOH SET OOOH EHD

- élémentaire CCRC HETERO OURO EHR EEE TEED EOEEe

= ouverte COTP OFT EEO HERE OEE E CE OEE HOE eee eDEeOD

~ fermée CORO C CeO EEO REMC O DEO EAH ESET E ade eESEDE

Inconnue d'un probléme

Information

~de F

-~de F
°

consistante

HECTOR EHO RHO oe eres EEer oH eEsOS ODE

POORER Dedede seersorenenetenereete®

CHOCO a eH der erercreeneeHenooeneS

compléte enn e nen ce ee eccsesceeerseeeesesenees

- maximale

Interprétation

= de l'ensemble des termes

CO ROH Ree mete tanteeeersorereresetae

Pee teee eee eeseseon

- d'une information

= canonique Pee eee s oer vereneeeeatennenesses

= équivalente eee eee ee ee eee eee eee eee

- stricte CHSC HEOHHTH TOTO E ESET EHEC EEE RH OBES

Langage od BVT ule WE Se dialwle BieGpielddl elves abelsslaslsla dls sielaleleld,

= du premier ordre

Listes

eee ooearoenateeHesaresenes

~ axiomes eee eee eee ee ey

- informations de la structure de listes

Ae ees ae
ow mm TO“a CLO CO eo ever ose net R Tt ETE ee Eee en eDeees

Modes Algol 68 PHOT TOTAOE SHH HEEFT EE SEE OE EEDH OH ODS

4.1

4.5

4,28

3.10

2.25

0.4, 1.10

0.6, 1.10

2.23

2.23

2.23

5.13

1.14

2.2

2.8

2.11

2.12

1.8

1.16

2.16

2.17

1.9

Beh, 3.8



Modifications

= d'ume structure

= définies axiomatiquement

= définies par un programme

Point fixe

Prédicat seveecoese

Probiéme eeoceeeeesece

- déterministe

Profil

- d'un symbole

- d'un terme

Programme eeeeeeceeeee

Projection

Propositionnel (systéme)

Pseudo-arborescences

eoeeereeeree

Quantificateur

Quasi~tautologie

ec aeeeeeceoeesecacoseces

wee rce oe cenessoeessee

Récurrence

«= sur la longueur d'une formule

— sur las démonstrations socccccsecoes

= sur les fonctionnelles

Regie

~ dtinférence

= dérivée cesecnccccecevesecensscsescnesenesce
e

= d6 substitution

- élémentaires seccccccerccccenerserecesevesee?

sewer meoevoaceeeess

seneesaccorevesccees

Occurrence

= libre se veececevcecervesescsorssseseacrese
eee

= liée ce ceneneeenenes
ee nena esse sass eeeeesneee

peavvesncccaeeeoeesoseens
ersees

decease ececeseaoreseveses

eeee

secvcecocece

eae eeeeeeesconeeeser
e

cece weer easorercesvousre
res

eee venccesesoessonasssssees
enss

eeoacecceeseone

eeeseovoocases’

ce one ose nscccsasoreresooesssoase
e

pecvevoscecoscvcoesesrcnc
rore

5.1

5.8

5.4

5.9

2,22

2.22

4.1

1,10

5.13

5.14

1.6

4.10

5.9

5.8

0.5

3.12

2.19

2.26

1.41

0.5

4.9

0.5

0.5

1.13, 4.13

Ragle

~ d'équivalence

=~ de l'égalité :

= modus ponens 4

Cece reer ecccresccesceeesesene

Cee rere rervesesscccvsseeeenes

= point fire ee eeeeencoeceerene

- J -~introduction

Relation

~ dlondre discréte Cee eeencervcereseceeeeeeseee

= compatible avec la composition des symboles fonc-

tionnels

Pere eereeerorosseevoeseeene

Restriction d'une information

- d'ume structure plus petite

~& ltensemble des formiles sans variable

Résultat d'un probléme

Oe eevereeesecsese

seeee

Coe eee rersarerserersesesvore

Saturé (ensemble) aTeanTey

S-calculabilité ereenees

Schéma

=~ fonetionnel

= d'axiomes Cone een c nce seeeeceeceeeeennsenecs

= de modifications

Simplification

Poor m eer e reverse sernncesoesseeene

Pee eeeeoeeoeesesvccsovenes

Source

Stabilité

= par l'opérateur plus petit point fixe ofelere'ae

= par composition

Structure

~ d'information

- ordonnés

Substitution

= d'une variable

Coe eecererrasecccceesenceeees

CRO e es eaeereoroesesecnesaereres

Seen a ecenrsrcrereneceeeeaeeeseonaees

Peer cee roreeeeeeceressoareseee

- d'un symbole fonctionnel

Symbole

- fonetionnel

= non défini

Bene ewer eneoseeennes

SU eevoov eee eesoseenetcuserescoces

beer ee occerneveneeercresecaseteses

0.9

2.7

oie)

4,22

2.23

2.15

3.2

2.2

5414

0.5

4.17

0.4, 1.7, 5.10

0.6

5.3

4,20

1.6

5.8

5.8

1,18

4.8

1.8

4.10, 4.20

1.6

4.8



= formels pececccesereccercecsceseea
 ess eee eens

- fonctionnels bee eenee een eeeceeereeees

= propositionnels cece eeeeeenceneeeceee

= d'équations mutuellement récursives a

Tautologie a eeceeneeccons

Terme peeve eeeeeeeerneee

Théoréme

- d'un systéme formel

= de tautologie oe

~ de la aéduction

= de consistance (1) shaseemen sane mmy Oy one

~ de consistance (2) devecenceeccnsrencesceness

= du point fixe (dans les treillis) — sssereeeees

- fondamental cucccccccccenssoeesscsssconvoceee

= du plus petit point fixe (dans les structures

ordonnées) on

seeeeeeees

see cess nceeeeroere

nee en ese cncooneeees

see ee ene eereeeersoueseee

Théorie

- du premier ordre

- ouverte eens

Treillis complet arate

Type eee neseecceceoees

Yalide (forme) Thiers

0.2, 4.1

0.4

1.6

0.5

4.27

0.7

1.8

0.5

0.7

2.4

2.14

2.26

4.6

4.20

4.21

2.23

2.26

2,14

1.8

2.17
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