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INTRODUCTION

Le théorie des systémes de ~éécriture de termes est d'une
grande importance pratique en projrammation (sémantique opération~
nelle, démonstration automatique, spécification de types abstraits
algébriques,...}. g

Un systéme de réécriture es: un ensemble d'équations orien-
tées appelées régles. Réécrire un terme signifie remplacer un sous-
terme de ce terme qui est une ins:iance du membre gauche d'une ré-
gle par 1'instance correspondante du membre droit de cette régle.
Le choix du sous-terme et de la régle est indéterminée.

Parmi les nombreux problémes théoriques que posent ce modéle
de calcul, celui de la terminaison finie est d'une grande impor-
tance. On sait que la terminaison d'un systéme de réécriture avec
au moins deux régles est indécidable [HL 78]. On est ainsi amend
& trouver des méthodes de preuve de terminaison finie & 1'aide de
conditions suffisantes.

Itturiaga [ITT 67] d'une part, Lipton et Snyder [LS 771 d'au-
tre part ont donné des conditions suffisantes de terminaison pour
certaines classes de systémes de réécriture.

La méthode de Manna et Ness [MN 703, [LAN 75] est basée sur

. 1'existence d'un ordre noethérien compatible avec la relation de

réécriture. Pour pouvoir appliquer cette méthode, i1 faut trouver
pour chaque systéme de réécriture un ordre noethérien adapté aux
régles : Gorn [GOR 67], Knuth et Eendix [KB 70], Plaisted [PLA 781,
Dershowitz et Manna [DM 79] ont denné différents ordres bien fon-
dés sur différents ensembles, comre 1'ordre sur les chemins des
sous-termes, 1'ordre multi-ensemble,... .

La méthode proposée par Dershowitz [DER 79] est basée sur la
notion d'ordre de simplification. Les conditions imposées & un or-
dre pour &ire un ordre de simplification sont relativement faciles
a vérifier et parmi les ordres noethériens proposés antérieurement,
i1 y avait de nombreux ordres de simplification [KB 70], [PLA 781.
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De nouveaux ordres de simplification définis récursivement ont été
proposés ensuite par Dershowitz [DER 79], Kamin et Lévy [KL 801 et
Lescanne [LES 81]. L'ordre de décomposition qui est &tudié en dé-
zail dans cette thése, est une généralisation de 1'ordre défini
par P. Lescanne. I1 s'agit d'un ordre de simplification défini
récursivement a partir d'un ordre de base sur les symboles de 1'al-
gébre et qui posséde quelques propriétés classiques telle que Ta
monotonie pour 1'extension de 1‘ordre sur les symboles et la cl1o-
ture par instanciation des variables.

Un inconvénient pratique important concernant les ordres de
simplification récursifs est que 1'ordre partiel < sur les sym-
boles de fonction de 1'algébre doit &tre donné a priori. Si cet
ordre ne convient pas, i1 faut recommencer avec un autre. D'ol
1'idée de construire 1'ordre partiel < au fur et & mesure des
besoins. Cela est théoriquement valide grdce & la propriété de mo-
notonie : la croissance de 1'ordre < ne remet pas en cause les
calculs réussis antérieurement. Cela ne sera possible en pratique
que si 1'échec de 1'orientation de deux termes s et t fournit
es indications nécessaires & la construction du nouvel ordre 2\
contenant < et permettant d'orienter la paire (s,t) & 1'aide
de 1'ordre de simplification récursif. Nous appelons cette pro-
priété : “propriété d'incrémentalité® d'un ordre de simplification
récursif.

Pour diverses raisons, les ordres de simplification définis
par Knuth et Bendix [KB 70], par Plaisted [PLA 78], par Dershowitz
[DER 791, par Lescanne [LES 817 n'ont pas la propriété d'incrémen-
talité. Nous affirmons (sans le prouver) que 1‘'ordre de décompo-
sition a la propriété d'incrémentalité et qu'il est donc mieux
adapté que les autres 3 1'orientation automatique d'équations.
Afin d'en convaincre le lecteur nous étudions quelques cas prati-
ques et nous donnons la raison essentielle de cette propriété.

Aprés avoir introduit dans le chapitré'l les notions indis-
pensables sur les multi-ensembles, les termés, les systémes de
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réécriture et les ordres de simplification, nous faisons dans le
chapitre II une étude succinte d:s principaux ordres de simplifi-
cation récursifs. Dans le chapit-e III nous donnons la définition
de T'ordre de décomposition, nous étudions en détail Tes diffé-
rentes propriétés de cet ordre et nous prouvons qu'il est stric-
tement plus fin que 1'ordre récu-sif sur les chemins. Finalement,
nous illustrons & 1'aide de troi; exemples présentés en conclu-
sion Ta propriété d'incrémentali:é de 1'ordre de décomposition.







1.~ MULTI-ENSEMBLES

1.1.- Définitions
Un multi-ensemble d'éléments de A est une collection non
ordonnée d'éléments de A ol chaque 31&ment peut apparaitre plu-

sieurs fois. Plus précisément, on a 1a définition suivante (1'en-
semble des entiers positifs étant not: W) :

Définition 1.1 :
Un multi-ensemble sur 1'ensembl: A est une application
M:As N

Ainsi M= {1,3,5,5,3,5} es: un multi-ensemble sur IN
avec M1 =1

M(3) =2

M(5) = 3

et M(x) = 0 pour tout autre x dans WM.

On note par u%(A) T'ensemble de tous les multi-ensembles
finis dont Tes éléments appartiennent & A, c'est-a~dire toutes
les applications M : A - N dont le support {x € A[M(x} & O}
est fini.

Le multi-ensemble noté ({} tel que {}(x) =0 pour tout x
dans A s'appelle le multi-ensemble vide. On dit qu'un élément x
de A apoartient & M et on note x e M ssi M(x) > 0.

Donnons maintenant la définition de 1'union et de la diffé-
rence de deux multi-ensembles.

Définition 1.2 :

L'union M +M, de deux multi-ersembles M, et M, est dé-




finie par :
MM, (x) = M (x)+M,(x) pour tout x dans A.

Cette union restreinte aux ensembles coincide avec 1'union
disjointe ou la somme directe.

La différence M,-M, de deux muTti-ensembles n'est définie
que si M, est inclus dans M.

Définition 1.3 :
On dit que le multi-ensemble M, est inclus dans Te multi-
ensemble M, si

Ma(x)} < My(x) pour tout x dans A.

Définition 1.4 :
Si M, est inclus dans M, alors la différence M -M, des

multi-ensembles M, et M, est définie par :

My=M,(x) = M,(x)-M,(x) pour tout x dans A.

1.2.- Ordre de Manna-Dershowitz sur les multi-ensembies

Un ordre partiel strict < sur un ensemble A est une re-
Tation binaire irréflexive et transitive. Nous allons introduire
des extensions de 1'ordre < sur A & 1'ensemble vﬁE(A). Ces
extensions seront notées <<.

Si deux &léments x et y de A sont incomparables pour
T'ordre <, nous notons : x #y.

Donnons maintenant 1a définition de 1'extension introduite
par Manna et Dershowitz [DM 79)

IR TR RERE

Soient M et M' deux &léments de OﬁL(A). On dit que :

M << M ssi

11 existe deux &léments X et Y de M (A), avec X % {} et
XM, tels que :

M= (M'-X)4Y
et (weY) (meX) «>y.
On voit donc qu'on réduit un multi-ensemble en enlevant un

ou plusieurs &léments et en les remplacant par des multi-ensembles
d'éléments plus petits.

Exemple :
Si A =1{1,2,3,...}u{a,b,c,.. }
avec 1 <2<3...
et a<b<c...

on a :

{2,2,2,3,4,a,a,b,c,c} << {2,3,3,4,b,b,d}

car on a :

>
|

= {d,b,3}

et Y = {2,2,a,a,c,c}.

i

Une autre définition de << est donnde par Huet et Oppen
[HO 801




Définition 1.6 :

Soient M et M' deux &léments de 04L(A). On dit que :
M <<M' ssi

MM
et (W €A)(M'(x) <M(x)) = [(y €A)(x <y) et (M(y) <M'(y))].

I1 est aisé de voir que Tes définitions 1.5 et 1.6 sont équi-
valentes [JL 811].

Dans [DM 79] Manna et Dershowitz montrent que la relation
<< ainsi définie est bien un ordre partiel struct sur M (A), si
< est un ordre partiel strict sur A.

Remarque : Si 1'ordre > sur A est total, on peut comparer deux
multi-ensembles en triant d'abord leurs &léments dans 1'ordre dé-
croissant pour > et en comparant ensuite Texicographiquement les
listes ainsi obtenues.

Exemple :

{2,3,4,2,2,4,1} << {4,3,2,3,4}

parce que : (4,4,3,2,2,2,1) 4,4,3,3,2).

“lexico (

Définition 1.7 :

On dit qu'une relation R dans un ensemble A est noethé-
rienne s'i1 n'existe pas de chemin infini dans la relation i.e. il
n'‘existe pas X;,;X,sXzs... dans A avec

XRXR X, ... "
On dit alors que (A,R) est bien-fonda.

-0 =

On a Te théoréme important suivant sur 1'extension de 1'or-
dre < aux multi-ensembles :
Théoréme 1.1 : [DM 793

L'ensemble (oif(A),>>) est bien fondé si et seulement si
T'ensemble (A,>) est bien fonda.

Finalement on peut &tendre na-urellement 1a notion de multi-
ensemble & des multi-ensembles embo®tés 3 1'ordre sur ces multi-en-
sembles est obtenu récursivement a partir de << [DM 79]1.

1.3.- Partitions sur les multi-ensembles

Nous avons vu que, lorsque 1'crdre > sur A est total,
on peut représenter chague multi-ensemble par une liste triée par
ordre décroissant. Essayons de généraliser cette représentation
dans le cas o 1'ordre sur A est seulement partiel, afin d'obte-
nir une mise en ceuvre simple de 1'ordre sur Tes multi-ensembles.

Pour cela introduisons la notion de partition d'un multi-en-
semble.

* Définition 1.8 :

Les muTti-ensembles (Ml,...,M1) forment une partition du
multi-ensemble M ssi

n
(1) + M. =M
i=1
(i1} Mi # {} pour tout i de 1 & n.
Exemple :

Les muiti-ensembles {3},{1,5,5} et {3,5} forment une par-
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tition du multi-ensemble {1,5,5,5,3,3}.

Remarquons que 1a restriction de cette définition 4 des en-
sembles coincide avec la notion bien connue de “partition d'un en-
semble”. En effet, 1a condition (i) ci-dessus implique les deux
conditions suivantes dans le cas des ensemblas :

n
U S: =S
j=1

et Si nSj =@ pour tout i # j

(ceci parce que + coincide avec la réunion disjointe, donc chaque

&lément d'un ensemble n'apparait qu'une seula fois dans cet ensem-
ble).

Donnons maintenant la définition d'une partition <-gauchie
d'un multi-ensemble :

Définition 1.9 :

La partition (”1!---’Mn) est une partition <-gauchie de
ssi
(i) Mi(x) ¢ 1 pour tout x dans A et pour tout i
de 1 a n.
(i1) pour tout x et y dans A et pour tout i de

1 & n:

Mi(x) =1 et M(y) =1)=(x#y)

(1i1d) pour tout x dans A et pour tout i de 2 &
no:
(M:(x) = 1) = [(3y € A)(M;_y(¥) = 1)
et (y=x ou y>x)l.

M

(-

BB
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Remarquons que la condition () dit que pour tout i de 1
& n, Mi est un ensemble.

L'unicité de la partition <-guuchie d'un multi-ensemble est
immédiate. La premiére classe de ceite partition sera appelée par

la suite Ta classe maximale du mult: ~ensemble.

Exemple :

{4,d,d,4,3,3,2,¢,1}

(4,d} 5 M, = {&,d} 5 M, = {3,c} ;
{2,a} 5 M5 = {1}
(M,.M,.1,,M, M) est Ta partition <-gauchie de M.

M, = {4,d} est 1a classe maximale de M.

[}
It

M=
M!
M,

Lorsque T'ordre sur A est total, la partition <-gauchie est
obtenue immédiatement & partir de la liste trice par ordre décrois-
sant, Ta classe maximale &tant 1'ensemble contenant 1'&Tément maxi-
mum du multi-ensemble. |

Exemple :

Si M= {5,4,3,3,5,2}, alors 1a liste tride correspondant &
M est égale § : (5,5,4,3,3,2) et oa obtient :

My = {5} 3 M, = {5} s M, = {8} 5 M, = {3} ;
Mg = {3} 5 M, = {2}.

Si l'ordre sur A n'est pas total, nous allons utiliser la
notion de partition <-gauchie pour donner une représentation des
multi-ensembles par des 1istes <-gauchies proche de celle avec des
Tistes triges dans Te cas de 1'ordre total.




Définition 1.10 :

Une liste L = (e,,....e ) d'eléments de A est dite <-gau-

chie ssi
il existe i, 21
i, > 1,
i =n
P

tels que les ensembles

My = ey, meq }

=
~
H

= {8 41s-e0 }
1

M= {eip_l+1,...,en)

forment la partition <-gauchie du multi-ensemble {e),-..5e )

Remarque : La représentation d'un multi-ensemble par une liste
<-gauchie n'est pas unique.

Exenple :
M= {4,d,d,c,3,3,2,a,1}
Alors :
L, = (4,d,d,3,3,¢,a,2,1)
et L, = (d.4,d,3,c,3,3,2,1)

2

sont deux représentations <-gauchies du multi-ensemble M.

1.4.~ Ordre basé sur les partitions

Par analogie avec la comparaison lexicographique des listes

s fpa

triées dans le cas ofl T'ordre > sur 4 est total, on peut com~-
parer deux multi-ensembles en utilisant la partition <-gauchie dé-
finte gi-dessus. On notera la relation ninsi obtenue par <§.

Définition I.11 :
Sojent M et N deux multi-ensenbles de 64% (A) et
(Ml,...,Mp) et (Nx,...,Nq) leur vart tion <-gauchie. On dit que

M << N ssi
p

M, M) << (Noso 0N ),
! lexico 9

11 est immédiat que << est un ordre (1'ordre lexicographi-
que et la relation << &tant des ordres).

On voit que, dans le cas ol 1'ordre sur A est total, les
ordres << et <; coincident.

Comme le montre 1'exemple suivant, les ordres << et <<
ne sont nas équivalents (si 1'ordre sur A n'est pas total) :

Exemple =

M= {a,a,1} et N = {a,2} (avec 1 <2)

Les multi-ensembles M et N sont incomparables pour <<.
Par contre pour <; on a les partitions <-gauchies suivantes :

M, = 8,1} et M, = {a}

=
-
]

{a,2}
et on a donc :

M << N.
P
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On peut démontrer la proposition suivante :

Proposition I.1 [JL 817 :
Soient M et N deux multi-ensembles de o&t (A) ;5 si

M<<N alors M <; N.
Démonstration :

Soient M << N et (Ml,...,Mp) resp._(Nl,..‘,Nq) les par-
titions <-gauchies de M et N. Montrons que :

) << (Nl,.,.;N

M ,...,M
v P" texico

q
par récurrence sur |pl+[q].

Cas de base : Pour M = {} le résultat est immédiat.

Cas général : Distinguons trois cas :
- S§ M, = N, on conclut par hypothése d'induction sur
M-M, et N-N,.
- Si M, << N, alors le résultat est vrai.
-Si M, > N, ou M, et N, sont incomparables, alors

i1 existe nécessairement x dans M, tel que vy €N,
y $ x. Cela contredit 1'hypothése M << N.

On vient donc de définir un ordre sur les multi-ensembles qui
est plus général que 1'ordre de Manna-Dershowitz. Malheureusement
1'ordre <; n‘est pas monotone (pour 1'extension de 1'ordre <
sur 1'ensemble A), tandis que << posséde cette propriété de mo-
notonie. En effet, en utilisant la définition de Huet-Oppen, on
montre facilement la proposition suivante {JL 81] :

- 15 ~

Proposition 1.2 :

Si 1'ordre { contient T'ordre < sur A, alors 1'ordre 2{%
contient 1'ordre << sur c44 (A).
Par contre 1'ordre <; ne posséde pas cette propriété :

Exemple :
M= {a,a,c} et N = {a,b,c}

si b>c ona: M<<A\.
p
par contre :

st a>bsc ona:N <§ M.
En fait, on peut montrer qu'il n'existe pas d'ordre qui pos-

séde la propriété de monotenie et qui contient strictement 1'ordre
de Manna-Dershowitz [JL 81]

2.- TERMES

Soit F un ensemble de symboles fonctionnels muni d'une fonc-
tion arite

ar : F-> N

et soit X un ensemble dénombrable de variables ; par convention :
ar{x) = 0 pour tout x dans X.

On note par T(F,X) 1'ensemble des termes sur FuX, encore
appelé F-algébre libre ou magma libre, et par T(F) 1'ensemble
des termes clos, c'est-a-dire des termes sans variables, encore
appelé magma ou algébre initiale.

Soit Nr T'ensemble des mots sur WN* muni de 1'opération
de concaténation notée . ;¢ désigne le mot vide.
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t2) =g ; t(21) {u € D(t)[t(u) = x}.

1]
x

=7 e
Un terme t© de T'ensemble T(F,X) peut &tre considéré com-
. . Exemple :
me un arbre étiqueté défini par la fonction :
t= f
t: D(t) cNE s Fux. h/\
y/ \b g\x
L'ensemble D(t), appelé ensemble d'occurrences de t, véri-
fie les propriétés suivantes : g Alors : t/1 = h
(1) £ €D(t) ; i y b
(i1) si u.v € D(t), alors u € Dft) ” S$i ot = f\ et u =21, alors
(propriété préfixe) ; x// y
(ii1) pour tout u de D(t), u.i € D(t) ssi
i€ [1,ar(t(u))l. tlu «t'] = f
v \g
S N, TN
: b f
Exemple : Y 7\
X ' 3
= f
AN U . .
h g | ne occurrence u de t est appelé occurrence terminale
_y/ NN ou chemin du terme t, si t/u est une feuille de 1'arbre, i.e.
; si u.i € D(t) pour tout i dans IN.
tle) = f ;3 t(l1) =y Le nombre d'occurrences d'un symbole x dans un terme t,
i noté par # (x,t), est égal au cardiral de 1'
t(1) =h 5 t(12) = b ” . (x.1) 9 al de 1'ensemble

Le sous-arbre de t & 1'occurrence u € D(t) est noté par ‘ La taille d'un terme t, noté |t|, est donné par le cardi-
t/u. Si u n'est pas dans D(t), t/u désigne 1'arbre vide noté m. ' nal de 1'ensemble {u € D(t)[t/u + o 2t t(u) ¢ X}.La taille du
Nous rajoutons ce symbole particulier ©w & 7'ensemble des symboles terme vide est donc égale & zéro.
fonctionnels F avec la convention : ar(m) = 0. Lorsque nous dé- Notons par V{t) 1'ensemble des variables du terme t, i.e.

i

finirons une relation d'ordre sur F, elle sera toujours telle que
le symbole o soit plus petit que tout autre symbole fonctionnel.

Nous notons par tlu < t'] pour u € D(t) le terme t dans
lequel on a remplacé le sous-terme de t & 1'occurrence u par le
terme t'.

Y(t) = {x € X[3u € D(t) : t/u = x}.

<
LS

Pour comparer deux mots u et v de m;, nous utilisons
Tordre préfixe classique :

EE 1
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b<v ssioaw el tel que W+ e et v = u.m.

Si v = u.w, nous notons par v/u =w le quotient & droite
de v par u. :
On définit |ul pour u appartenant & D(t) par :

ful = Card{p < u[t/p + a}

Finalement nous définissons le successeur d'une occurrence
u préfixe de v par:

succ(u,v) {

avec 1a convention : t/= = o.

si v =u.iw

i
E=4
-

si v=u

1
8

3.- SYSTEMES DE REECRITURE ET ORDRES DE SIMPLIFICATION

Un systéme de régles de réécriture est un ensemble d'équa~
tions orientées : R = {g; -+ d;[i € I} telles que pour tout i
dans I on ait : V(di) g;V(gi).

Une substitution o est une application de X dans T(F,X)

0 : x - o(x) telle que o(x) = x sauf pour un

nombre fini d'&léments de X.

Cette application est &tendue par homomorphisme a T(F,X)

u(f(sl,...,sn)) ; f(o(xvl),.. .,o(sn)).

On dit qu'un terme t se réécrit suivant R s'il existe 1
dans I, u dans D(t) et une substitution o telles que :
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t/u = c(gi).

On écrit : t~—7;—> t' avec t' = tlu < a(d;)] ce qui peut

étre représenté schématiquement par :

La relation de réduction dans T(F,X), notée —* s , est la
R

fermeture transitive de ——p .

Exemple :

Considérons 1'unique régle de réécriture :

SN T

N

X

et le terme .
7

+7 .
SN0 N
X ex/+\.

/N
\

e

e
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On obtient successivement :

S\ 7 N
vl \e \+““"x/ \e \+———>e
7N\ 7N\
X 3 X e
&\
\e

Un probléme important dans les systémes de réécriture est
le probléme de la terminaison. Nous savons qu'on ne peut pas dé-
cider en général, si 1a relation ——§—> , définie par au moins

deux régles, est bien-fondée sur T(F,X). Nous allons donner main-
tenant un théoréme de N. Dershowitz qui fournit un critére suffi-
sant pour décider si un systéme de régles de réécriture termine.
Ce théoréme utilise 1a notion d'"ordre de simplification".

Définition 1.12 :

Un ordre partiel strict < sur T(F,X) est un ordre de
simplification s'i1 posséde les deux propriétés suivantes :

(1) t<t! > fl..0t,..0) < F(...,t)...) (monotonie)

(i) t < f(...,t,...) (propriété de sous-terme)

Nous pouvons donner maintenant Te théoréme fondamental de
N. Dershowitz :

Théoréme 1.2 :

Un systéme de régles de réécritures R = {gi - di[i €I}
comportant un nombre fini de symboles fonctionnels posséde Ta pro-
priété de terminaison finie s'il existe un ordre de simplifica-

<Py =

tion < vérifiant pour tout i dans I et pour toute substitu-
tion o

G(gi) > a{d;).

Démonstration

Voir [DER 791 ; la démonstration est essentiellement basée
sur un théoréme de Kruskal [KRU 60], [NAS 63]. gg

Mentionnons encore que Dershowitz a généralisé son théoréme
d des préordres, un préordre étant une relation réflexive et tran-
sitive ; Te théoréme de Dershowitz reste valable si on remplace
"ordre de simplification" par “préordre de simplification".

Avec Tes ordres de simplification on dispose d'un moyen pra-
tique pour prouver la terminaison ds systémes de réécriture. Ac-
tuellement on connait un certain nombre d'ordres de simplifica-
tion qui sont définis récursivement et pour Tesquels i1 est en gé-
néral assez facile de montrer quelques propriétés supplémentaires
essentielles en pratique, telle la stabilité par instanciation ;
dans 1a suite nous allons rappeler la définition de quelques or-
dres de simplification importants avant d'introduire et d'étudier
une nouvelle famille d'ordres de simplification : les ordres de
décomposition.
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1.~ PLONGEMENT
Béfinition I1I.1 :

On dit qu'un terme s = f(...,si,,..) est plongé dans un
terme t = g(...,tj,...) et onnote s4t ssi

(i) il existe 1 tel que sd 5
ou (i) f =g et pour tout i : sifg ti
Exemple
S = =
/9\ t/f\
h k <] h ]
ZSa 7N = /N 0N
X z'a g X zm k
x/ \y M M/ \g
7/
X \zé x/ \m
AN
Y

Montrons que Te plongement est un ordre de simplification :

Théoréme I1I1.1 :

La relation de plongement < ast un ordre de simplifica-
tion sur T(F,X) stable par instanciation des variables.

Démonstration :

a) La réflexivité se montre par induction sur |t] : t4t
car f =f et pour tout 1 : tif§ ty par induction.

b) La transitivité de %Q se montre de méme par induction
sur Ist+liti+lul.

c) La propriété de sous-terme 2st immédiate par (i) et par
réflexivité, -
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d) La propriété de monotonie est évidente par cas (ii).
e) L'antisymétrie est montré par induction sur Is|+[t|.:

si sdt et tds, alors s = t. ’
Distinguons différents cas :

-Si f=g, 51.<_X t1. et tiz_l S; pour tout i, alors on
a s =1t par induction sur s; et ti'

- §'i1 existe 1 tel que s 4 ti et il existe j tel que
t ﬂ_sj, alors on a par la propriété de sous-terme et par
transitivité ;
s4ds; et sj<_ls;
d'ol par induction s = sj ce qui est impossible.
On démontre de méme que les deux cas restants conduisent 3
une impossibilite.
f) Finalement, 1a stabilité par instanciation des variables
se montre facilement par induction sur |si+ltl.

=St f=g ets. 4 t;, alors c(si)gg o(t;) par induction
et donc :

off(...})) G o(g(...)) par homomorphisme.
- §'il existe 1 tel que s<g t;, alors par induction :
a(s) 4 o(t)

par sous terme : c(ti){g o(t)
et finalement par transitivité : o(s) 4 o(t).

Une propriété essentielle du p1ongemen§ a été démontrée par
Dershowitz [DER 79] :

1

=)

e
=

@&
<

L

&

. 95 s

Proposition II.1 :
Si s et t sont deux termes tels que s At, alors s gt
pour tout ordre de simplification.

L'ordre de plongement est dorc le plus petit ordre de simpli-
fication (au sens de 1'inclusion des relations). Cette propriété
du plongement sert & construire un exemple pour montrer que la mé-
thode des ordres de simplification n'est pas compléte :

Exemple :

Soit Ta régle de réécriture :

2K —
Xo— g —

la terminaison de ce systéme se démontre facilement, mais elle ne

peut pas étre prouvée a 1'aide d'un ordre de simplification, car

on a :
a a
! ]
a g b et donc :
| - |
X a a a pour tout ordre
| [ < | -
i a b de simplifica
| | tion <.
X a
|
X

Différentes implémentations de 1'ordre de plongement ont &té
étudiées dans [CHP 81].
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Nous allons donner maintenant deux généralisations de 1'or-
dre de plongement. La premiére est donnée par Huet-Oppen [HO 807 :

Définition I11.2 :

On dit qu'un terme s = f(51’~'~’5m) est plongé commutati-
vement dans un terme t = g(tl,...,tn) et on note st ssi
c

(1) il existe 1 tel que s<dt,
C

ou (i1) f=g et m=n et il existe une permutation o
de [1,n] tel que

Exemple :

Une deuxiéme extension du plongement est donnée par Dersho-
witz ; i1 définit le plongement modulo une relation R [DER 79] :

Définition I1.3 :

On dit qu'un terme s = f(sl,...,sm) est plongé (modulo R)

dans un terme t = g(t;s...,t,) et on note s'g t ssi

(1) i1 existe 1 tel que s<% t;
ou (i) f Rg etpour tout i dans [I,m]
5 ‘ﬁ tj; avec lgd, <, <. <jpen

Si Ta relation R est 1'identité, on retrouve Ta premiére

¥

définition du plongement. On voit que, pour que le plongement mo-
dulo R 73 soit un ordre, i1 faut que la relation R elle-méme

soit un ordre.

Exemple :

Si 1<2<3...
et a<b<c...,ona:

S = f t = g
N 9 N
< AN !

TR % H N
VANEPAS
73333

Finalement on peut généraliser la proposition II.1 au plon-
gement modulo R. Pour ce faire, introduisons la définition sui-
vante :

Définition 11.4 :

Un ordre de simplification < est compatible avec une rela-
tion d'ordre R sur 1'ensemble F des symboles fonctionnels ssi

pour tout f et g dans F avec ar(f) =ar(g) ona :
fRg=F(...) c9(...).

Cette définition nous permet d'énoncer la proposition sui-
vante :

Proposition I1.2 :

Soit R une relation d'ordre sur F. Si s = f(...si...)

et t= g(...tj...) sont deux termes tels que s< t, alors s gt
pour tout ordre de simplification compatible avec 1la relation R.
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La démonstration se fait'sur |t|
Distinguons deux cas :

- s'il existe 1 tel que s<g t;» alors par. induction

sgt,

i et par la propriété de sous-terme : s <t

-si fRg etsipour tout i Si‘% tis alors par induc-
tion : $; € tji'
En appliquant n fois la propriété de sous~terme, en utili-
sant la compatibilité avec R et la transitivité, on obtient :

sgt !l

2.~ ORDRE DE KNUTH-BENDIX

Nous allons définir maintenant 1'ordre que Knuth et Bendix
ont donné dans Teur article présentant un algorithme de complé-
tion [KB 70]. Comme nous Te montrerons, i1 s'agit bien d'un ordre
de simplification dont la définition est assez compliquée et de-
mande un certain nombre de restrictions sur 1'ensemble des opéra-
teurs,

L'ensemble F des symboles fonctionnels est unme suite finie
de symboles : (fl,...,fN) sur laguelle on définit une fonction
arité : ar : F-> [N
et une fonction poids : p : F-» N.

On impose deux conditions a la suite F :
(i) pour tout 1 dans [I,N] : ar(fi) =0=p(f;) >0
(i) pour tout i dans [1,N-1] : ar(f;) = 1= p(fy) >0

L'ensemble des variables X est supposé distinct de 1'ensem-
ble F. Par convention les, variables sont supposées d'arité nulle ;

| o

)
2=
A 3

,_
S

BREL1RANE

&
L]

&=
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On ne dé&finit pas de poids pour les variables. On note par 35
l'arite de fj. Nous allons donner d'abord Te poids d'un terme
clos :

Définition I1.5 :

Soit t un terme de T(F). On appelle poids du terme t
Te nombre p(t) défini par :

N
Pt = £ 0(F) # (Fot).
i=

On voit que Te poids de tout tarme clos est strictement po-
sitif, les constantes &tant de poids strictement positif.

En utilisant 1a notion de poids, nous définissons un ordre
sur les termes de T(F).

Définition 11.6 :

Soient s et t deux termes de T(F) ; on dit que

S <t ssi
KB
(i) (s} < p(t)
ou (i) P(s) = p(t) et s = fys,...59,
£= bty
et (iia) J <k
ou (iib) j=k et s, = t,
5, = t,
sq_1=tq_1
5 i% tq pour un g € [13a,].
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Exemple :
si p(f,) =1, (f,) =2, p(f,) =3 ...
ona: -
s = £ t = £ e
3 < 3
f/ Ne KB f/ e
1 2 2 1
et 5 2 f t = £
7y f// N
f f <
/N, T ke /N
f, f, £, f,

Théoréme 1.2 :

L'ordre < de Knuth-Bendix est un ordre de simplification
8
sur T(F).

Démonstration :

a) La relation ké est un ordre : voir [KB 70].
by t < fi(...t...)
KB
Si ar(fy) + 1 ousi p(f;) + 0, ona immédiatement :

p(t) < p(fy(-..t..0))
et donc t ﬁ% (.t

Le seul probléme se pose si f; = fy avec p(fy) =0 et
ar(fN) =1 ; dans ce cas :

L) = plfyl---te.)).

Si le symbole de téte de t est différent de fy, on con-
clut par (iia) ; sinon on fait une récurrence sur le nombre de

IJ !

=A =

fN dans t = fﬁto et fN(t) = f§+1t0 ; on conclut par
{iia) lorsqu'on rencontre le premier symbole fj différent de
fN avec j <N nécessairement. .

c) t, kE T @ Floobyes o) ké T aneitams o)

Distinguons deux cas :

- si p(t)) <p(t,), alors immédiatement :
P(F(...t,...)) < p(f(...t,...)) et donc :

Fllsitoltga s ) g floot,.n).

=siop(t)) = p(t,), alors p(f(...t...)) = p(f(...t,...
et on conclut sur t, et t, par (iib).

De plus Knuth et Bendix démontrent le théoréme suivant
[KB 701 :

Théoréme II.3 :

L'ensemble T(F) des termes clos muni de 1'ordre & de
Knuth-Bendix est bien fondé.

Remarque : Ce théoréme peut étre obtenu comme corollaire du théo-
réme 11.2.

Cet ordre sur les termes clos a &té étendu par Knuth et Ben-
dix aux termes avec variables. L'idée de cette extension est la
suivante : le poids d'un terme avec variables est &gal au poids
du terme clos de méme forme ol chaque variable a &té remplacée
par la constante de poids minimale.

Si p, est Te poids de la constante de plus faible poids
dans F,on a :
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Définition 11.7 :
Soit t "un terme de T(F,X). On appelle poids du terme t
Te nombre p(t)- dafini par :

N
p(t) = py. §X # (><1-;t)+_)11 p; # (fj5t).
: 4=

1

On peut maintenant donner la définition de 1'ordre sur les
termes avec variabies ; i1 faudra tenir compte du nombre d'occur-
rences de chaque variable et dans le cas ol ar(fN) =1 et
p(fN) =0 des termes de la forme : fﬁxk 3 ceci est nécessaire
parce que les variables sont incomparables avec les symboles
fonctionnels.

Définition 11.8 :

Soient s et t deux termes de T(F,X) ; on dit que

s <t ssi
KB
(1) p(s) <p(t) et # (xy38) € # (x;5t)
pour tout x; dans X
ou (i) p(s) = p(t) et # (x438) = # (x35t)
pour tout X3 dans X
et ou bien :
$ =X et t= fﬁxk avec r » 1
ou bien : s = fjsl...saj et t= fktl"'tak

et (iia) j<k

IR REERR

®
@

=] & |~
(=

ou (iib) J=k et s =t

s, < t avec q¢ [l;ak].
K8

Exemple :
Si op(f;) =1;p(f,) =2 et p(f,) =3, 0na:

f t= f
/N VRN

2 fa < fa 173
VAV ERN KB /N 7/
X fy x f x f,

1 X

\

£y

par contre :

Finalement le théoréme suivant démontré par Knuth et Bendix
[KB 70] montre que 1'extension de 1'ordre aux termes avec varia-
bles est cohérente avec la définiticn initiale et que 1'ordre est
stable par instanciation des variables :

Théoréme I1.4 :

Sofent s et t deux termes de T(F,X) ;5 si s < t, alors
pour toute substitution o ona : o(s) < o(t).
KB

3.- ORDRE RECURSIF SUR LES CHEMINS

Avant de donner la définition de 1'ordre récursif sur les che-
mins de Dershowitz, nous introduisons la notion de congruence de
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#1135 =
*
ermutation = sur T(F,X).
permytation ’ (i) f=g et {s,,...,5 } 8%8{t,...,t}
m 1 n
Définition I1.9 : ou (i) f<g etpourtout i dans [1,m] : s. ®t
Definition I1.9 i

Soient s = f(s,,...,s
de T(F,X) ; on dit que :

et t = g(tl""’tn) deux termes ou (141) f&g etilexiste j dans [1,n] tel que

s % t; ou s g

»
i
s ¥t ssi Remarque : La relation %% est 1'extension de la relation % aux
multi-ensembles de termes (voir d&finition 1.5 et 1.6).

f=g et m=n et il existe une permutation ¢ de [1,n]

telle que : Exemple :
. Avec a<b<c et 1<2,01a:
o =
57 (i) s = //b\\\ % t = b
\
Exemple : b 1 2// b
. N JANVAN
S = t a a c a ¢ a a

= f £
N\ AN
VAN /\ Donnons quelques propriétés de cet ordre récursif sur les
X a a X

- chemins (pour les démonstrations voir [DER 79] et [LES 81]).

L‘ensemble T(F,X)/: est 1'ensemble T(F,X) quotienté par
la relation %. Les termes d'une méme classe de T(F,X)/% sont

égaux a une permutation de leurs sous-termes prés.

Théoréme 11.5 :

La relation % est un ordre de simplification sur T(F).

Soit < un ordre partiel sur 1'ensemble F des symboles

fonctionnels. Donnons d'abord 1a définition de 1'ordre récursif Proposition II.3 :

L'ordre %/¥ est total sur T(F)/% ssi 1'ordre < est to-

tal sur F.

sur les chemins sur les termes clos [DER 79] :

Définition I1.10 :
Soient s = f(s,,...,s Proposition II.4 :

de T(F) sona:

m) et t= g(t,,...,tn) deux termes
Si 1'ordre 2\sur F contient T'ordre <, alors ﬁ{ sur

T(F) contient %,

s %t ssi ’

Remarquons que cette proprigté n'est plus vraie, $i on rem-

place dans {i) de la d&finition I1.10 1'ordre *<* par un ordre
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multi-ensemble qui n'est pas monotone pour 1'extension de 1'ordre
sur les symboles, comme 1'ordre %% de Ta définition I.11.
p

Théoréme 11.6 [DER 79] :

L'ensemble (T(F),§ ) est bien fondé ssi 1'ensemble (F,>)
est bien fondé.

Pour &tendre la définition de ¥ aux termes avec variables,
il suffit d'introduire la convention suivante : toutes les varia-
bles sont considérées comme symboles incomparables entre eux et
incomparables avec tous les é&léments de F pour la relation <.
Avec cette convention et le cas (ii1i) de la définition II1.10, on
définit clairement un ordre sur les termes avec variables.

Exemple :

Avec a<b<c et 1<2<3,0na:

s = b =
VAL EEVAN
/7 /N / N\
y 1 a 1 2
/ I/ \
X Xy a

Finalement, le théoréme suivant montre que 1'extension de ¥
aux termes avec variables est stable par instanciation des varia-
bles :

Théoréme 11.7 :

Soient s et t deux termes de T(F,X) ; si s % t, alors
pour toute substitution o on a : o(s) % o(t).
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La preuve se fait par induction sur Isi+lt!,

4.- ORDRE RECURSIF LEXICOGRAPHIQUE 3SUR LES CHEMINS

Kamin et Lévy [KL 80] ont remalacé dans la définition de
V'ordre récursif sur les chemins la comparaison de deux multi-en-
sembles par Ta comparaison Texicographique de deux listes. Pour
garantir la condition de sous-terme de 1'ordre ainsi obtenu il
faut ajouter une condition supplémentaire dans Te cas (i), ce qui
nous donne la définition suivante :

Définition I1.11 :

Soient s = f(sl,...,sm) et t = g(t,,.,.,tn) deux termes
de T(F,X) s ona:
skt ssi
A
(i) feg et (5,...,5 )% (t,s...ot)
; ™" 2 lexico *"
et pour tout i dans [1,m] : S5 ; t
ou (i) f<g etpourtout i dans [I,m] :s, %t
2

ou (iii) f # g et il existe j dans [1,n] tel que

(%]
2 NF
ot
)
=
wv
u
o+

Remarque : On voit que deux termes s et t d'une méme classe

* » .
de congruence modulo = ne sont pas &quivalents pour 1'ordre *.
L
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Exemple :
t= A E* s = A ifoncti‘on
5// \\s x// \ d'Ackermann)
/ \ 7/ \
X Yy S Yy
/
X
en effet :
S s
) e (’”/A\ )
X y/ & lexico J Yy
4
X
et t¥x
9
t ¥ A
L/ N\
S
y Y
X

Remarquons que les termes s et t ci-dessus sont incompa-
rables pour 1'ordre % de Dershowitz si les symboles s et A
sont incomparables.

On peut prouver le résultat :

Théoréme I1.8 [KL 80] :

La relation E est un ordre de simpiification sur T(F,X)
stable par instanciation des variables.

5.- ORDRE RECURSIF GENERALISE SUR LES CHEMINS

Dans les définitions de 1'ordre récursif sur les chemins ou
de 1'ordre récursif lexicographique sur les chemins on voit que le
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choix de 1'ordre multi-ensemble ou de 1'ordre lexicographique est
en quelque sorte arbitraire dans le cas ().

Pour généraliser ce choix Kamin et Lévy [KL 80] ont introduit
une fonctionnelle sur les relations d'ordre c'est-i-dire une appli-
cation :

IxT IxT
o2 —> 2

0On note par ©> le résultat de > appliqué & 1'argument >.
L’ordre multi-ensemble et 1'ordre lexicographique sont deux exem-
ples de résultats pour deux fonctionnelles > L et >,

On peut donner maintenant la définition de 1'ordre récursif
généralisé sur les chemins :

Définition 11.12 :

Soient s = f(s ,...,5
de T(F,X) ; ona:

m) et t= g(tl,...,tn) deux termes

s%t ssi
g
(1) f=g et t p¥s etpour tout i dans [1,m]
g
s, %t
g
ou (i) f <g etpout tout i dans [1,m] : 55 %t
9

ou (iii) f§g et il existe j dans [1l,n] tel que

s % t. =t,,
E tJ ou s tJ

Pour que 1a relation % soit un ordre de simplification,

g
i1 faut que 'la fonctionnelle > satisfasse certaines conditions !
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Théoréme 11.9 [KL 80] :
La relation % est un ordre de simplification, si la fonc-

g
tionnelle [> remplit les conditions suivantes :

(i) > préserve 1'irréflexivité

(i) I> préserve la transitivité

(ii1) si t>s, alors f(...t...) p>f(...s...)
(iv) > est continue pour 1'inclusion des relations.

Exemple 1 [KL 801 :

Pour orienter le systeme suivant :
A(sx,sy) = A(x,A(sx,y))
A(sx,0) - A(x,s0)
Alo,x) = sx

- on définit la fonctionnelle [> suivante :

Atot) DAL siot, St
g

ou (t,=t! et t, g t2)

et st oEst' si ot It
g g

- on utilise 1'ordre sur les symboles : A > s,

Exemple 2 [KL 801 :
Pour orienter la régle d'associativité
Ay as
/N ~
X y Y

Sy
(=

l!

&F
&

¥ - ¥ {
r 3 r - r s

F)
o

] i

&

I
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on définit : . o . siot, 3 t4
t/t 9 ) \n g_4
. ) tot ou {t, =t] et
t. ¥tY
292

Remarque : La méthode peut encore s2 généraliser en partant non
plus d'un ordre initial sur F mais d'un ordre sur T(F,X) res-
pectant certaines contraintes. On paut alors sortir du cadre des
ordres de simplification étudiés ici.

6.- ORDRE DE PLAISTED

Mentionnons que Plaisted [PLA 78] a défini un ordre sur les
termes, appelé ordre sur les chemins de sous-termes, basé sur la
notion de “chemin de sous-termes", un chemin de sous-termes d'un
terme t é&tant une liste qui contient t Tui-méme et un chemin
de sous-termes d'un sous-terme ti de t.

Exemple :

Un chemin de sous-termes de = = f(x,g(y,c)) est donné par
[f(x,9(ysc)),9(y,c)scu.

Nous n'allons pas donner la définition de cet ordre, elle
est assez complexe et 1'extension de 1'ordre aux termes avec va-
riables n'a jamais été donnde explicitement. Disons seulement
qu'il s'agit encore d'un ordre de simplification, qui coincide
avec T'ordre % de Dershowitz, si 1'ordre sur les symboles fonc-

tionnels est total.

7.~ CONCLUSION

Nous venons de présenter dans ce chapitre un certain nombre
d'ordres de simplification définis récursivement. Parmi ces ordres
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1'ordre de plongement joue un réle particulier : c'est le plus pe-
tit ordre de simplification. L'ordre de Knuth et Bendix permet de
comparer plus de termes, mais sa définition est assez Tourde ; en
plus i1 faut imposer un certain nombre de restrictions aux symbo-
Tes de fonction ce qui en rend 1'utilisation délicate. Par contre,
la définition de 1'ordre récursif sur les chemins de Dershowitz est
&légante et simple. L'ordre sur les symboles peut étre partiel et
1'extension de la définition aux termes avec variables se fait sans
probléme. Tous ces avantages font que 1'ordre récursif sur les
chemins se préte bien & comparer deux termes pour un ordre donné
sur les symboles. Un autre avantage important de cet ordre est
qu'il est monotone pour 1'extension de 1‘ordre sur Tes symboles

de fonction. Ceci est une condition essentielle pour pouvoir uti-
liser un ordre dans le but d'orienter des régles dans un systéme
de réécriture. En effet, si on est en présence d'une paire de ter-
mes incomparables, i1 faut essayer de compléter 1'ordre sur les
symboles afin de rendre les termes comparables et de permettre
ainsi 1'orientation de la régle. Et c'est précisément & ce niveau
que se situe le principal désavantage de 1'ordre récursif sur les
chemins : on ne dispose d'aucune indication pour compléter 1'or-
dre sur les symboles. Ceci vient du fait que 1'algorithme ne s'ar-
réte pas, si on tombe sur deux symboles fonctionnels incomparables
et que, en présence de deux termes incomparables, i1 faut parcou-
rir au moins un terme complétement avant que 1'algorithme ne s'ar-
réte. Ceci nous a conduit & définir une autre famille d'ordres qui
présentent les mémes avantages que 1'ordre récursif sur les che-
mins,mais fournissent des indications pour accroitre 1'ordre sur
les symboles dans le but de comparer deux termes auparavant incom-
parables : i1 s'agit des ordres de décomposition que nous allons
introduire dans le chapitre suivant.
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1.- DEFINITION DE L'ORDRE DE DECOMP)ISITION

Nous allons d'abord définir 1'ordre de décomposition sur
Tes termes clos ; une extension aux termes avec variables sera
donnée au paragraphe 6.Lad&finition de ce nouvel ordre est basée
sur Ta notion de "décomposition" d'un terme t par rapport & un
préfixe p d'un chemin u de D(t).

L'ensemble F des symboles fonctionnels est muni d'un or-
dre partiel noté <. Rappelons qu'on est amené & utiliser le sym-
bole particulier noté o ¢ F avec les conventions : ar(a) = 0
et o< f pour tout f dans F. Le symbole o servira & mar-
quer 1'endroit de la coupure dans le terme lors d'une décomposi-
tion. IT sert donc uniquement & conserver des arités fixes pour
les symboles fonctionnels et peut éire interprété comme é&tant
1'arbre vide. Cela explique Tes conventions introduites dans le

“chapitre I, paragraphe 2.

Définition III.1 :

On appelle décomposition é1émentaire d'un terme t de
T(Fu{a}) & T'occurrence p le Tong du chemin u, avec p ¢ u,

Te guadruplet :

dg(t) = <t(p)st/succ(p,u);{t/p.3|J € [L,ar(t(p))]

et p.j+ siec(p,u)}stlp +al>

si t/p+ano

et du(t) =< si t/p=a,
p

ol <> désigne la cécomposition vide.
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Exemple : De Tla méme maniére nous &tendons la définition & un ensemble
t = /S de chemins du terme t par 1'application :
N
g f %
4 \/g\ C: T(Fufa}) » N
a a
appelée “application de choix des chemins” et telle que
Nous avons :

2
=

C(t) < {u € D(t)jar/t(u)) = 0}.
22ty = <f; g (b g >

a/ \a /g/ \u Nous obtenons alors :
¢ \a
Sty = () € (1)),
11 0 0
d “(t) = <gse;laly AN
a f\\ L'ensemble dg(t) est un ensemble d'ensembles de décomposi-
ﬂ\\ tions élémentaires, noté d(t) si 71 n'y a pas d'ambiguité sur
a a

les applications O et C. On 1'appelle décomposition du terme t.

Pour un chemin u donné, nous allons étendre cette d&fini-

Exemple :
tion & un ensemble de préfixes de u. A cet effet nous définissons & "
une application partielle : i )
o
* : ¢ \a \9
0 : T(Fu{a})x Ny - GP(INF), 2N
. a a
appelée "application de choix des occurrences préfixes" telle que ot C(t) = {11,212}
= »

0(t,u) ¢ {p|p < u} pour u chemin de t. 0(t,11) = {11} et 0(t,212) = {e,2,212}

ji=]
\(Q
/
"

ona :
Nous avons alors pour un chemin u de: t :
d(t) = {{<c;o;{}; //g\\f >}
do(t) = {dplp € 0(t,u)). ol® AN, N
F 7N
d(t) est donc un ensemble de décompositions élémentaires ; g d

on 1'appelle la décomposition de t suivant le chemin u.

IR N
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P

{<g;f ; so>3<f i{}s 2
<gl {/g\}m>< /g\ i /g\>

/g\\ c a a a ﬁ\ ]
a a c a
<a;o3{}; /g\f >1.
/g\ AN
c a g
/N
a] a

Nous pouvons maintenant donner la définition de 1'ordre de
décomposition sur les termes clos. Rappelons que dans un quadru-
plet de décomposition

dp(s) = <s(p)is's $'3s">

p est le préfixe du chemin Te long duquel nous décompo-
sons le terme s ;

~ 5!

est le sous terme s/succ(p,u) ;
- f est le multi-ensemble de tous les autres sous-termes
de s commencant en p.i.

- s" est le terme s[p « al.

Définition III.2 :

Soient s et t deux termes de T(F) et C et 0 deux
applications de choix ; on définit 1'ordre de décomposition par

d, d_d_ d o

s d<; t ssi dg(s) < < Te Tedg(t)
co €0 CO €O CO
avec < % dg(t) pour toute décomposition d:(t)

différente de <

d

et u =< P 2 1ol v = R [N
dp(S) s(p)ss's Y'is™> Eo dg(t) = <t(a)st's 35"

- e
!.i

??
@

4 (%
! ; N ;‘“
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ssi on a lexicographiguement :
(i) s{p) < t{q)
. A i dd v/succ(q,v), .,
(i1) g4/ suce(p “)(s y ded g +
g coco O (&
Giy 94 de
co Co

- d d 0
(iv) sy % % di(em
0 co co ©

Remarquons que d< d< (respectivement d<: d<:) est obte-
co

nu & partir de dEO (respectivement d<:) en utilisant la défi-
nition 1.5 ou 1.6 ; de méme d< d< d< d< est obtenu & partir
d d €0 Co co co
de < "< en utilisant la méme définition ; pour simplifier
o Co
les notations on écrira dorénavant : d<d< s d<:d<: et d< d< d< d< .
co co Co

Remarque : Notons que 1'ordre d< d< ne s'applique pas & des
Remarque %0 pptique p

multi-ensembles, mais & des ensembles. Un ensemble peut cependant

étre considéré comme un multi-ensembie particulier et on peut donc
comparer deux ensembles & 1'aide de )'ordre multi-ensemble ou plus
simplement de sa restriction.

La définition de 1'ordre de décomposition est une définition
récursive basée sur la structure des termes s et t. Montrons que
cette définition récursive est bien fondée.

La démonstration se fait par récurrence sur la taille des
termes.

Rappelons que

1t] = card{u € D(t)it/u % u}.

Le cas de base est obtenu si 1'un au moins des deux termes
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est de taille nulle, c'est-a-dire si t =a. :
Dans le cas général, on compare dans les cas {ii), (iii) et dél(t) = <eiom;{}; g >}
. e ) - N
(iv) de la définition des termes plus petits que les termes ini- \ f\\
tiaux : : o a ;
N
Pour les cas (ii) et (iii) les sous-termes s' et t' et a a

les sous-termes de J' et ' sont clairement de taille plus
petite que les termes s et t.

dit3(t) = fegseoomi<fs g 51l g >i<az...>)
/N ~

Dans le cas (iv) finalement, on a également |s"| < [si et ) a a '9: o
It"| < t ; ceci parce qu'on a remplacé un sous-terme de taille au ¢ a
moins &gale & un par le terme o de taille nulle dans le cas ol
on décompose selon un symbole différent de ©. Si on décompose Alors on a :
selon o0, la décomposition raméne <> et 1'algorithme s'arréte.

dslz(t) d.d, dli(s)

Exemple : &

(les choix des chemins et des occurrences préfixes dans cet G s exa Bb €249 68 ral ) d<déo dg(c)

exemple seront motivés ultérieurement) 11 dd
De plus nous avons : dy'(t) “<"< ¢iti(s) .
co

Avec ¢ >a et c¢>g comparons les termes 0

ERRRRRER

_ Pour s" = o il oy = . . e
- - g nous avons : d.'(s") = {<g; g Bj
/g\g et t /g\f g/ \g g (s") g f/g\a alg\a
g 9 N\ N\ /
f/ \a { \a C/ 5 \g £ % 4% <f3... >} B
/ AN f
¢ a a
B . Pour t" = nous avons : d}'(t") = {<g; 3 {F);
¢(s) = {111} et C(t) = {11,212} g/g\f ns @ dg(t") = f<g ,9\,’{:”’”’}
0(s,111) = {11,111} et 0(t,11) = {11} &k \g R
d a
0(t,212) = {¢,2,212} {a
dhti(s) = [<fici{ls 9 si<Cimi{ds 9. >} et nous avons : di( g ) %<l o4
0 /q/\ \/g\ /QC \,9\ ’ o a0 : £ a !
o aa a ¢ a a a @ l © u/
J ce qui termine Ta comparaison avec le résultat : t d<: s.
. co

~
iy

P +
4
3
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Remarques :
d

1) L'ordre EO est défini méme si les chemins u et v

n'appartiennent pas & C(s) et C(t) respectivement et si les
préfixes p et q n'appartiennent pas & 0(s,u) et 0(t,v)
respectivement.

2) Comme s et t sont des termes de T(F), onr peut faci-
lement montrer par récurrence que
a) ¥ et G'e Jo(T(F)).

b) # (v,s') =0 ou 1 et alors
s'/(u/succ(p,u)) = a.

c) # (o,s") =1 et s"/p=aq.

IT est donc suffisant de définir le choix ¢ pour les ter-
mes de T(F).

Nous allons montrer maintenant que 1'ordre de décomposition
déé est un ordre partiel strict sur T(F).

. Théoréme III1.1 :

L'ordre de décomposition d<: est une relation anti-ré-
flexive et transitive sur T(F).

Démonstration :

Nous savons que si < est une relation antiréflexive et
transitive, 1'extension << de cette relation aux multi-ensem~
bles est encore antiréflexive et transitive {DM 79].

Or, 1'ordre de décomposition d<: est une extension & des

multi-ensembles des ordres d< sur Tes décompositions. I1 est
co

e
i
A

]

B
s

RERRERRDE

@
&

] (]V'il
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donc suffisant de montrer 1'antiréilexivité et la transitivité de
Ta relation d sur Tes quadruplets de décomposition.
Co

La preuve utilise une induction sur la taille des termes.
L'antiréflexivité est immédiate & partir de la définition de dEO'
Pour montrer la transitivité considérons les quadruplets :

dqr = <far's Rt

dgg = <f3s'; J'5st>

et dqt = <ft;t A A

d

o d
avec dq,. EO dgg et deg EO dq,..

Nous distinguons différents cas :

1) si f. < fs ou fg < ft’ alors fign < ft et nous avons

immédiatement : dqr d<0 dqt.
c

2) Si f=fg=f,

ou dg(s') A<t e

3)Si f.=fo=f et dyT(r') = d5Ti(s') = dy (L)

et R d<: d<: I o ¥ d<: d<:(3',
co co

nous utilisons 1'hypothése d'induction et Te fait que 1'extension
d'une relation aux multi-ensembles conserve la transitivité (si
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1'antiréfiexivité est garantie).

4) Finalement si les trois premiers &léments des quadruplets
de décomposition sont identiques et si

ol b dd .
d r" << diTo(s"
g g
R dd
ou 4 o (s") T<<  ditU(t'),
0 o 0

on conclut par hypothése d'induction.

2.- LES APPLICATIONS DE CHOIX DANS L'ORDRE DE DECOMPOSITION

Dans la définition II11.2 on voit que 1'ordre de décomposi-
tion dépend & tous les niveaux des applications de choix C et
0 ; nous avons donc défini une famille d'ordres de décomposition
indicée par les applications de choix. Dans ce paragraphe nous dé-
finissons tout d'abord deux applications de choix particuliéres :
la premiére consiste & prendre toutes les occurrences préfixes
d'un chemin et tous les chemins possibles d'un terme, la deuxiéme
consiste & ne prendre que les chemins et les occurrences maxima-
les dans un sens qui va étre précisé. Puis nous étudions les or-
dres de décomposition correspondant & ces choix particuliers et
nous donnons une condition sur les applications de choix pour ré-

duire la famille d'ordres & un ordre unique.

2.1.- Le choix complet et le choix maximal

D&finissons d'abord le choix complet ; ce choix est dit com-
plet, parce qu'il prend en considération tous les chemins d'un
terme et pour un chemin donné toutes les occurrences préfixes de
ce chemin. Notons par C* et 0* les applications de choix cor-
respondantes. On a alors :

BN

.

;]IIlI jIIIIED

®
>

] ' | : ! ] ;
£ £ 5 £ £ ki

&
E 4

==

e

l

..54..
C,(t) = {u € D{t)|ar(t(u)) = O}
et 0,(t,u) = {plp g ul.

C
Les ensembles dg et dg* seront notés d: et d: et on
I3

*
d d »
notera “<: et "< les ordres associés.
¥k &

Avant d'introduire les applications correspondant au choix
maximal nous donnons la définition suivante :

Définition ITI.3 :

Soient E un ensemble mun: d'une relation d'ordre < et
e M(E) 5 on dit que C < E est un ensemble complet d'éléments

maximaux ssi pour tout x dans M, i1 existe y dans C tel
que

y=x ou y»>x

On dit que C est 1'ensemble compiet minimal ssi pour tout
y dans C, C\{y} n'est pas complet.

Notons que C est unique en tant qu'ensemble ; toutefois si
un élément maximal x a plusieurs occurrences dans M, il pourra
se poser le probléme de savoir de Taguelle de ces diverses occur-
rences provient 1'élément x de C.

Exemple :

—

<2 <3 ...
<b<c...
{c,a,2,2,3,c,1,bl,

Avec
et
et

= o
"

C = {c,3} est 1'ensemble complet minimal d'éléments
maximaux ce M.

Nous pouvons maintenant donner la définition de 1'applica-
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tion de choix maximal qui ne considére que les chemins les plus
“importants" d'un terme et qui sera notée par C,.

Soit t = g(t‘,...,tn) un terme de T(F) ; on définit 1'ap-
plication de choix maximal C+ par :

C,(t) = u i.C(t;) avec M ensemble complet
tiEM
d -
minimal de termes maximaux de ({tl,...,tn}, :; ) et C.(a) =¢

si ar(a) = 0.

Remarque : La définition de 1'ensemble complet minimal M utilise
1'ordre d<: défini précédemment. On reviendra ultérieurement
*%

sur ce probléme.

Exemple :
Avec c>a et c>g et

= ona: C(s) = {111}
s 9 Al
A A
N d
/
c
E= /9\f ¢ (t) = {11,212}.
/g\ \g
¢ a R
a a

Donnons maintenant la définition de 1'application corres-
pondante 0 : cette application choisit les occurrences préfixes

- 56 -

maximales par comparaison des symboles associds pour 1'ordre ¢
sur F.

Définition I11.5 :

L'application de choix maximal 0, est définie par :

0,(tiu) ={peD(t)fpgu et vp' :p' <p=t(p)§t(p')

2 p" > p=t(p) kt(p")}

vp

avec t un terme de T(F) et u un chemin de t.

Cette application consiste & choisir sur le chemin u les
occurrences p correspondant a des symboles t(p) maximaux pour
 sur ce chemin. Si un symbole maximal a plusieurs occurrences
sur ce chemin, seule la plus petite est choisie (i.e. celle pour

laquelle le symbole est Te plus proche de la racine du terme).

Exemple :
Avec c>a et c»>gqg et
t= : t,212) = {g,2,212
//g\\ ) on a O+( 212) = {e,2,212}
/g\ N
[ a 9

Zd N
a a

©
Les ensembles dg et d0+ seront notés d: et d: 3 on
+ +

notera par Q: et d< les ordres associés.
++ ++

Remarquons que, dans 1'exemple i la page 49, nous avons
utilisé les applications de choix C, et 0,.

Avant d'étudier en détail les ordres Qi* et Q: , donnons
++

une méthode de calcul pour 1'application C,- Cette méthode est
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basée sur la notion de "gauchissement" d'un terme.

Définition II1.6 :
Si < est une relation d'ordre sur T(F) et t =g(t,...
t,) un terme de T(F), on dit que t est <-gauchi ssi
(1) t; est <-gauchi pour tout 1 dans [1,n]
(i1) la Tiste (t;,...,t ) est <-gauchie (d'aprés la
définition 1.10).

Exemple :

Avec c>a et ¢c>g et

t= //9\\
NN

a’ e 4 f

/N
a c

Te terme //g\\
g\ P\
// a € a
£
JAN
c a
Si un terme t = g(t,,,..,tn) est <tg?uchi, ta 1fste (t;,.
t ) est une représentation de la partition <-gauchie du mul-
...’n . . - .
ti-ensemble {t,,...,t.}. Nous allons utiliser récursivement la
1 ¢ i i ir 1'appli-
classe maximale de cette partition <-gauchie pour définir pp

cation C, sur un terme t.

Définition II1.7 :
Soit t = g(tl,...,tn) un terme de T(F) ; on définit 1'ap-

est le terme *<-gauchi correspondant .

: l :
i

i Il.'
3 | 2 |
;| pit

=
&

;IIII! :IIIII E!II!IL

=n58 =

plication C, par

i
C.(t) = 1211‘C+(ti)
oU 1'ensemble {t1="'=til} est ia classe maximale de la parti-
tion 9 -gauchie du multi-ensem>le {tx,...,tn}.
£33

L'équivalence entre les définitions II1.4 et III.7 est im-
médiate ; i1 suffit de remarquer que la classe maximale d'une par-

tition gauchie est un ensemble conplet minimal d'&léments maxi-
maux.

Dans 1a suite nous appellerons les &léments de C,(t) “che-
mins maximaux" et les &léments de 0,(t,u) "occurrences maximales".

2.2.- La dépendance de 1'ordre de décomposition des applications
de choix

Nous venons de donner la définition des applications Cy»

C+, 0* et 0, qui nous permettent de définir les deux ordres de
décomposition “<: et d<: , mais aussi les ordres d<: et
| *k 4 +x

<t . Nous allons montrer maintenant que les ordres de décom-

*+
position ainsi définis sont en fait identiques. De plus, nous dé-

montrerons que la famille d'ordres de décomposition d<: obtenus
Co
en faisant varier les applications C et 0 se réduit a un uni-

que ordre, si les applications C et 0 vérifient :

C(t) 2 C,(t) od t estun terme de T(F)
(XX)
0(t,u) =2 O+(t,u) et u un chemin de t.

La condition (XX) garantit donc qu'on choisit au moins tous
Tes chemins maximaux et toutes les occurrences maximales pour dé-
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composer les termes. Pour montrer que tous les ordres d<: , ol

co
C et 0 vérifient la condition (XX), sont identiques, i1 faut

montrer que toutes Tes décompositions le long de chemins non maxi-
maux ou par rapport & des occurrences non maximales engendrent
des calculs' superflus.

Commengons par démontrer 1'inutilité des décompositions sui-
vant des préfixes non maximaux par le Temme suivant :

Lemme III.1 :

Soient s dans T(F), u dans C.ls) et pgu. Alors il
existe p' dans 0 (s,u) tel que :
d u
q“ d¥,
p(s) S % (s)
pour tout choix vérifiant la condition (XX) ; 1'inégalité est
stricte si p' # p.

Démonstration :

Si p €0, (s,u), on pose ' p' =p et ona égalite.

Si p¢ 0,(s,u), alors i1 existe p' € 0 (s,u) tel que :
s(p) < s(p').

Si s(p) < s(p'), le résultat est évident.

Si s(p) = s(p'), on a nécessairement p' < p. Dans ce cas
s/succ(p,u) est un sous-terme strict de s/succ(p',u). Le résul-
tat provient alors du lemme suivant qui démontre une propriété de
sous-terme. L]

Lemme I11.2 :

Soient s dans T(F), u dans C,(s) et kg u. Alors
dg/k(s/k) e dg(s) pour toute application 0 vérifiant
co

(XX) 5 1'inégalité est stricte si k + ¢ c'est-d-dire si s/k

e
e

EEER
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est un sous~terme strict de s.

Démonstration :

La preuve se fait par récurrence sur [ul-]k!.

Cas de base : |ul-1k{ =0

On distingue différents cas (provenant du fait que 1'on
peut avoir u = k.1 avec t/u =g et (u| = ki) =

-u=¢ et k=¢:dans ce cas s se réduit d une cons-
tante et on a égalité.

~s=Ff 3 u=1 3 si k=¢,alors s/k = f et on a
a =]
encore égalité.
si k=1, alors s/k = o et 1'inégalité est stricte.

-u#+¢e¢ et u=k;dans ce cas s/k est un symbole qui
occure dans s ; le résultat est vrai s'il existe une dé-
composition de s qui fait intervenir un symbole au moins
aussi grand que s(u) : ceci est garanti par la condition
(XX).

-5 = et u=k.i;alors s/k=f

Comme dans le cas précédent, la condition (XX) permet de
conclure.



- 61 - - b2 -

Si nous notons 1'ordre d<: par d<: , Nous pouvons démon-
€Oy
trer maintenant 1a proposition suivante :

. Cas général : Soit p € 0(s/k;u/k). I1 faut trouver q dans
O(s,u) tel que :

A5y 9o s
Y e di)

q Proposition I11.1 :
— Les ordres de décomposition d<: et d<: sont identiques,
Distinguons deux cas : co C
%

1) k.p € 0(s,u) ; alors q = k.p et la comparaison des 1 C et 0 veérifient la condition (XX).

deux quadruplets se fait par cas (iv) 5 le résultat s'obtient

Démonstration :
alors par hypothése d'induction. On a en effet : cmonstration

ST s et t sont deux termas de T(F), i1 faut montrer que

tkpl=1kl < ful~jk]

S d<: tes d<:

€o C

car 1'occurrence kp de s[kp « a] vérifie tkpl glul-1 et *

T'occurrence du sous-terme est toujours k. La démonstration se fait par récurrence sur Is|+]ty.

2) k.p € 0(s,u) ; alors il existe q dans 0,(s,u) g 0(s,u)
(d'aprés (XX)) tel que s(q) > s(k.p). Distinguons & nouveau deux
cas :

1) Supposons que s d<: t et montrons que s d<: t.
Co

*
Soit u € C(s) ; il existe v € C(t) tel que

a) s(q) > s(k.p) et on conclut par cas (i) de la defi-
nition de 1'ordre de décomposition.

dg(s) <% d¥(e).
b) s(q) = s(k.p) ; dans ce cas q < k.p et on conclut Montrons qu'on a également :
par cas (ii) en utilisant 1‘hypothése de récurrence
dd(s) e dV(e)
pour : * *
C*

dg/k/EUCC(D,U/k)(S/k succ(p,u/k) dd, dg/succ(q,u) Soit pgu, il faut trouver qg v tel que :
co

(s/%ucc(q,u)).
en effet : u/k/succ(p,u/k) = g/;ucc(kp,u) est un
sous-chemin de u/succ(q,u) puisque q < k.p.
D'autre part : lul-Llkpi+1] = lul-lki~Ipl-1<iul-tk].
Les hypothéses de récurrence sont donc bien vérifiges.

di(s) % dVe)
p C* q .

; '
‘

Distinguons deux cas :

-
&

a) si p € 0(s,u), il existe q¢€ 0(t,v) tel que

d

u, v x 1g y
dp(s) EO dq(t) 2t par hypothése d'induction
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sur les cas (ii), (iii) ou (iv) de la définition III.2 on a :

d v
qu < d_(t).
p(9) %5 4
b) Si p ¢ O(s,u), alors d'aprés le Temme III.1 i1 existe
p' € 0,(s,u) tel que :

u d u
dp(s) EO dp.(s).

Or p' € 0(s,u) {d'aprés la condition (XX}) ; i1 existe donc
q € 0(t,v) tel que
d

u \i
di(s) S dy(t).

On a alors par transitivité :

d v
sy %< dY(t)
p( co ¢

et on conclut comme dans le cas a) par induction.

d d_.

2) Supposons que s <: t et montrons que s éb t.
Cx

Soit u € C(s) ; i1 existe v € C(t) tel que :

di(s) 9% d'(n).
* C*

Montrons qu'on a également :

g ® N

‘_
=

-
-

P ~ !
E i

)
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a) si q e 0(t,v), alors cn conclut par cas (i) de la dé-
finition III.2 ou en utilisant 1*hypothése d'induction pour les
cas (i1), (i1i) ou (iv).

b) si q & 0(t,v), alors il existe d'aprés le lemme III.1
q' € 0,_(t,v) tel que :

qv d_d Vote
a® S
D'aprés Ta condition (XX), q' € 0(t,v) ; par transitivité
ona :
d”(s) d d, dv.(c)
P L, g

et on conclut comme dans le cas a). i

Pour prouver maintenant 1'équivalence entre les ordres d<:

Cx
et d<: » nous montrons 1'inutilite des décompositions Te Tong
Hk

de chemins non maximaux par le lemme suivant :

Lemme ITI.3.:

Soient s un terme de T(F) et u un cheminde s ; si
u ¢ C.(s), alors i1 existe v e C.(x) tel que

U d_d v
d.(s) "< é* d*(s).

Démonstration :

La démonstration se fait par induction sur |s|.

51 u € C(t)-C (t), alors i1 existe c,m € NI et ielN*
tel que :

U =c.im;
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- le sous-terme s/c appartient & la classe maximale des
sous-termes 3 la profondeur c ;
-85 s/c.i n'appartient pas a 1qlc1asse maximale des sous-
termes de s/c ;
de plus il existe j € IN* tel que

s. =sfc.j et s d<: Ss.
J 1 Cae 3

d d n
Il existe donc n € C(sj) tel que : dT(si) < <C* d*(sj).

Par induction, on peut supposer que n € C+(sj) 3 11 est
alors clair que le chemin c.j.n de s appartient & C+(s).
Posons donc : v = ¢.j.n. Le résultat

c.i.m d d c.j.n
S M(s) % % dS-3-M(s)
Cx
est obtenu par le Temme suivant. @

Lemme I11.3 bis :

Soient s un terme de T(F) et c,nmelNf et 1,5 eN*
tel que c.i.n et c.j.m soient des chemins de s 3

i d(s/im) d<dé d"(s/j.n),
*

-
@
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alors dz.i.m(s) d o dg d(‘j‘"(s).

Cx

Démonstration :

La preuve se fait par induction sur [c|+|m|.
Pour tout préfixe p de c.i.m, i1 faut trouver un préfixe
q de c.j.n tel que

dg.i.m(s) d{ dg'j'"(s).
C*

Distinguons trois cas :

1) p<c :posons q=p ; le résultat est vrai alors par
cas (i1) de la définition II1.2 en utilisant le fait que :

succ(p,c.i.m) d
d (s/succ{p,c.i.m) <
C

%

*

succip,c.j.n)
d (s/succ(p,c.j.n)

ce qui est vrai en appliquant 1'hypothése de récurrence a
s/succ{p,c) avec |c¢/succ(p,c)l+iml < [ci+imj.

2) p=c;alors q=c etle résultat est vrai par cas (ii)
en appliquant 1'hypothése :
m d_d n.
d*(si) < E* d*(vj)-
3) p>c:alors il existe x €Ny tel que p = c.i.x et
y €1N1 tel que :
m d n
dx(si) <C dy(sj).

*

Posons alors : q = ¢.j.y et montrons que :



c.i.m c.j.n
diix(s) E* dc.j.y(s)'
Si on compare les deux quadruplets & 1'aide des cas (M)
(i1) ou (ii1), le résultat est immédiat.

Si on utilise le cas (iv), i1 faut prouver que :
dc'i'x(s[c.i.x «al) d<dE d:'J'y(s[c.j.y «ol)
*
%

sachant que :

dx(s-[x +«a]) d<d< dy(s-[x < al).
x 1 C**J

On applique 1'hypothése de récurrence avec |Ci+[X| < jcl+im| . .

En utilisant le Jemme III.3 i1 est maintenant facile de prou-
ver la proposition suivante :

Pronosition II1.2 :

Les ordres de décomposition d<: et d<: sont identiques,
ok

*
si 1'application C vérifie la condition (XX).

Démonstration :
d
Pour s et t dans T(F) i1 faut montrer que : s <é t
*
ssi s .t La preuve se fait par récurrence sur |[si+{t].

Kok
1) Supposons que s d.. t et montrons que S d:; t.
* s
Soit u € C(s) ; alors d'aprés le Temme III.3 il existe
u' €C.(s) tel que

1
dis) 9 dl(s) .
G nE
Or u' € C(s) par Ta condition (XX) ; il existe donc
v € C(t) tel que
(t) 48

t
d: (s) "< E dZ(t).
*

.r
0.C1
i

s
€
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Alors par transitivité :
du(s) d(d< dv(t)
* C *
£

avec v € C(t).

Dans le cas (i), (ii) et (iv) de ia définition III.2 1'appli-
cation C n'intervient pas ; dans le cas (iii) on utilise 1'hypo-
thése d'induction pour obtenir finalement :

u d d v
4. (s) < :* d*(t).

2} Supposons que s d<: t et montrons que s d<: t.
%k

C
Soit u € C(s) ; par le lemme III.3 i1 existe v'*e C,(t)
tel que :

u dd v
d*(s) < :*d* (t)

et par la condition (XX), v' € C(t).
On conclut par induction comme dans le cas précédent. g

Finalement nous pouvons démontrer le théoréme suivant :

Théoréme I11.2 :

Si les applications de choix C et 0 vérifient la condi-

tion (XX), les ordres de décomposition d<: et d:; sont iden-
co
tiques ; en particulier les ordres d:i et d<: sont identiques.
++

Démonstration :

On applique successivement les propositions III.1 et III.2. @
La définition de d<: peut &tre rendu intrinséque si on
4

ok d 9
utilise “<: pour trier les sous-terme:. Pour prouver que ce nou-
-
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vel ordre noté <° est égal & <: on fait le raisonnement sui-
s Kk

vant :
()]

. 1 0 - 1
Si < =<:,alors <: =<: o0 l'ordre <: est obtenu
++ * ++ ++ ++

[ 0
3 partir de <: en triant avec <: .
++ ++
De maniére générale :

n+l 0 n+l
<: = <: ol <: estobtenu en triant avec
++ ++ ++

&
En passant & la limite on obtient :
o 0 P . :
< = <: & condition que la fonctionnelle soit
o 4+
continue pour 1'inclusion des relations ce qui est une conséquence
de 1a proposition III.4.

Pour faire les preuves dans les paragraphes suivants nous

utiliserons surtout 1‘ordre d<: . Par contre 1'ordre “<: per-
ok ++

met une implémentation plus efficace de 1'ordre de décomposition.
Dans Ta suite nous noterons par ~<: tout ordre de décomposition
dont les applications de choix vérifient la condition (XX).

3.- L'ORDRE DE DECOMPOSITION EST UN ORDRE DE SIMPLIFICATION

Pour montrer que 1'ordre de décomposition de. est un or-
dre de simplification nous démontrons les deux lemmes suivants :

Lemme I111.4 :

Si t est un terme de T(F) ona:

&
<

i - Is

-
:
-
L
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d
t <t f(...t...) (propriété de sous-terme)

Démonstration :

Soit ue C (t) 5 soit iel® tel que f(...t...)/i = t.
On pose v = i.u etona

u d i
4 % dNECe))
en appliquant le lemme I1I.2 . 5

Remarque : Dans la démonstration ci-dessus on a utilisé 1'ordre
:; 3 ceci sera le cas dans toutes les démonstrations qui sui-
vent d@ moins qu‘on ne le précise autrement.

Lemme [II.5 :

Si t, et t, sont deux termes de T(F), on a la propriété
de monotonie suivante :

i yder £t

2

t

¥ <: tzsf(.<.t3...

Démonstration

On utilise une induction sur |f(...t,...)1+f(...t,...)1.
Soit u ¢ C(f(...t,...)). Distinguons deux cas :

1)u=ku' avec kelN' et fl...t,...)/k+t,.
Montrons que :

dUFn ) S AUty
ET I

Pour cela on montre que Vvp ¢ u dg(f(...tl...)) d<

dg(f(...tz...)) par induction sur {p} : **



- 71 -

- si p =¢, on décide par cas (iii) de la définition III.2
et par 1'hypothése du Temme.
- si p+e,onutilise le cas (iv) en appliquant 1'hypo-

thése d'induction.

2) u=kou' avec ke N et f(...t...)/k=t,.
Alors u' € C.(t;) et il existe v'e C.(t,) tel que :

u' d d v!
d* (t) < %, d* (t,) .

Posons v = k.v' et montrons que Vp g u 3q gv tel que

Faisons une induction sur pi+lql o0 p et q sont des
préfixes de u et de v.

Cas de base : p = ¢ ; alors g =¢ et le résultat

d

\4
d:(f(...t]...)) < Glflat,)

s'obtient directement par :
u' d d v!
d (t) < <, 4, (t,).

Cas général : p % ¢
Alors i1 existe q' avec p =kp' et q = kg' tel que :

u' d v'
dp.(t,) 5, dq.(tz).

Si on démontre cette inégalité par les cas (i), (i1) ou (iii),
le résultat est immédiat, sinon on applique 1'hypothdse d'induction

au cas (iv). &

i‘v w’l
fi
I

i

&
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Un corollaire de ces deux lemies est le théoréme suivant :

Théoréme II1.3 :

L'ordre de décomposition d<: est un ordre de simplifica-
tion sur T(F).

Pour démontrer le théoréme ci-dessus nous avons imposé la
condition (XX) aux applications de choix € et 0 3 cette condi-
tion (XX} est donc une condition suffisante pour que 1'ordre d<:
soit un ordre de simplification. Malheureusement ce n'est pas une
condition nécessaire ; en effet,il y a des ordres de décomposi-
tion d<60 o8 C et 0 ne vérifient pas la condition (XX) et

qui sont des ordres de simplification comme le montrent les exem-
ples suivants :

Exemple 1 :
Soit F = {fia] avec ar(f) =1
ar(a) = 0
et f > a.

Les termes de T(F) sont de 1¢ forme :

S R SRR
a f :
a
a
On définit :

0(s,u) = max{p < uls/y + o}
C(s) = C*(s).

Remarquons que chaque terme n'a qu'un seul chemin.
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L'application 0 ne vérifie pas la condition (XX) ; cepen-
dant d<: est un ordre de simplification, car i1 vérifie clai-
co

rement la propriété de sous-terme :

f
Dot
co

a

On utilise une induction sur le nombre d'occurrences du sym-
bote f et on conclut par le cas (iv) ; le cas de base est :
o et T .

Exemple 2 :
Soit F = {f,a,b} avec ar(a) =0
ar(b) = 0
ar(f) = 2
et f>a
f>b

On définit :
0(s,u) = 0+(s,u)

L'application C est définie par :

C(a) = {e}
C(b) = {e}
C(/f\ )

a a

‘A
b

{1}

) = {1}
b
e f ) =1{2)!

a \b

~
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C( /f ) = {1} 1
b \a

et pour t = f(t,,t,) avec It >3 :
CIf(t,,t,)) = {L.c(t)r v {2.0(t,)¥

L'application C ne vérifie donc pas la condition (XX),
mais on peut montrer que dgé est un ordre de simplification.

a) Propriété de sous-terme :

t 9o f(t,s)
-C0

Remarquons que 1'unique préfixe par rapport auquel on dé-

compose un terme le long d’un chemin est le préfixe .
Soit u un chemin du terme t 3 on définit

e (fs3us) = # {p cusfu) = f}.
On montre que :
di(t) A al¥ire,s))
co
par induction sur :
o (fiu,t)+e/(F31.u,f(t,s))

Cas de base :

J ;a d<: f etc.

a

Cas général : y d 1
.

- de(t) <co 9¢ 7 (F(t,5)) avec
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dg(t) = <fit/succ(esu)s...>

dlU(e(t,5)) = <Fits..oo.

Alors

u/succ(e,u)

i (t/suce(e,u)) d<dEO dg(t)

par hypothése d'induction car :

avec

& (f3u/succ(e,u),t/succ(e,u)) =& (fiu,t)-1
et & (fiu,t) = d(f3lu,f(t,s))-1 |

b) Monotonie :

¢ d

d
< t, = f(t,,t) < f(t,,t
1 co 2 1 o ( 2 )

Remarquons que {t,| » 3, donc que If(t,,t)l > 3.
Nous distinguons deux cas :

1) Soit u wun chemin de f(t,,t) tel qu'il existe u'

u=2.u"; alors 2.u' est un chemin de f(t,,t) et ona:

d2-U(8(t,,1)) = <fitiltbios < <fitsltg o
co
= d2U(f (L, ,t))
[ 2? :

On conclut par cas (ii1) et en utilisant 1'hypothése :

2) Soit u un chemin de f(t, ,t) tel qu'il existe u'

avec u = l.u' ; i1 existe alors v' € C(t,) tel que :

€

]IIII :IIIII leIIILa
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! dd v
d(t,) 4<Fed’ (t,).
+ V1 o *?
On a alors :

d d

a9 ety 9l
co

: d V' (E(E, )

En effet :
do” I( (t t)) = <f;t '{t}'n'} < <fit 3 t}'D
£ 1? slys 3 co 3 2’{ 30>

= dbY (e,

i

et on conclut par cas (ii).

Pour conclure on peut donc dire que la condition (XX) n'est
pas minimale, puisqu'elle n'est pas nécessaire pour avoir un or-
dre de simplification.

4.- L'ORDRE DE DECOMPOSITION EST UN ORDRE BIEN FONDE

Nous allons donner deux démonstrations de ce résultat.

Nous utilisons d'abord un théoréme de Dershowitz [DER 79]
pour prouver la bonne fordation de d<: . Introduisons Ta défi-
nition suivante :

Definition II1.8 [DER 79] :

Un ensemble S est en bonne relation pour une relation R
si toute suite infinie S1s5,5-.. d'Bléments de S contient une
paire d'éléments s; et s; avec <] tels que sy R S5

Notons qu‘un ensemble S est bien fondé pour une relation
d'ordre partiel >, si et seulement si i1 est en bonne relation
pour Ta relation %. De plus, si un ensemble est en bonne rela-
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tion pour g, i1 est bien fondé pour »>. -
Donnons maintenant le théoréme de Dershowitz qui permet de
L d
prouver la bonne fondation de “<: .

Théoréme I[I1.4 :

Soit <: un ordre de simplification sur T(F) qui vérifie
la propriété suivante (appelée propriété de remplacement des opé-
rateurs par Dershowitz et qui est en fait une propriété de mono-
tonie) :

feaga flt,...0t) <« g(tl,...,tm)
quels que soient les opérateurs f et g avec ar(f) = ar(g)
et les termes t,,...,t, de T(F). Alors T(F) est en bonne
relation pour g: (donc bien fondé pour :>), si F est en bonne
relation pour «.

Prouvons la propriété de remplacement des opérateurs pour
1'ordre de décomposition “<:

Proposition III.3 :
Si f et g sont deux opérateurs de F avec ar(f) = ar(g)

et f<g,alors f(...) %< g(...).

Démonstration :

Soit u un chemin de f(...) ; 11 faut trouver un chemin v
de g(...) tel que

dde d¥g(..).

**

g d:(f( o))

Prenons v = u_ et faisons une induction sur |uj.
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Cas de base : |ul =1 ; on conclut par cas (i) et en utilisant
f<g.

Cas général : Si p g u, choisissors g g u tel que :

u d
d(F(...)) % dia(...)).
p Fk q
Posons q =p ; si p =g, le résultat est immédiat, sinon
on applique Te cas (iv) ; en utilicant 1'hypothése d'induction on
montre que :

U+ a)) S Piglatpeal). g

En utilisant le théoréme III1.4 et Ta proposition III.3 on
abtient :

Théoréme II1.5 :

Si F est en bonne relation pour ¢, alors T(F) est en

bonne relation pour ds: (donc bien fondé pour :>d).

Afin de donner un résultat un peu plus général nous utili-
sons le fait que 1'ordre de décomposition d<: coTntide avec
1'ordre de P. Lescanne, si 1'ordre < sur F est total. Rappe-
Tons d'abord la définition de 1'ordre de P.Lescanne [LES 817].

Soit < un ordre total sur F. Notons que 1'ordre récursif
sur les chemins *< est total dans T(F)/E , si 1'ordre < sur
Fest total (proposition II1.3). Doanons maintenant la définition
de Ta décomposition (au sens de P. Lescanne) <d'un terme *<-gau-
chi (d'aprés la définition I11.6) :

Définition II1.9 :

La décomposition d'un terme s *<-gauchi est 1'unique tri-
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plet «p;s';s*(a)> tel que :

- p est la plus petite occurrence de 1'opérateur maximal

de s sur la branche 1a plus & gauche ;

-s' =-(s;,...,sﬁ) est une liste de termes avec s% = s/p.i;

- s"(a) est le terme s[p « o].

Le symbole o joue le méme rdle que dans notre d&finition.
Le chemin selon lequel on décompose est Te chemin “le plus a gau-
che", c'est-d-dire le chemin maximal (i1 est unique parce que
1'ordre *< est total) ; de plus on décompose par rapport au pré-
fixe maximal (qui est unique aussi car < sur F est total).
L'ordre de P. Lescanne utilise donc implicitement les applica-
tions de choix C, et 0,. Remarquons que le terme s"(q) obte-
nu par la décomposition n'est plus gauchi, mais seulement presque-
gauchi dans un sens que nous précisons dans la définition suivan-
te :

Définition I11.10 :

Un terme s de T(F) est presque-*<-gauchi ssi

s=gq
ou s = f(sl,...,sm)
et s; est *<-gauchi pour tout i 2.

et s, est presque-*<-gauchi
et pour tout i,j avec l<i<jgm s; ¥¢s..

Un terme *<-gauchi est évidemment presque-*<-gauchi. Nous
pouvons donner maintenant la définition de 1'ordre de décomposi-
tion de P. Lescanne pour des termes presque-*<-gauchis.
Définition ITI.11 :

Soient s et t deux termes de T(F) presque *<-gauchis ;

EEEEEEE

;C

iz S

=
€
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1'ordre de décomposition de P. Lescanne est définie par :

ou si

S 6< t ssi

s=o et ts:o

on a lexicographiquement :
(1) fg < ft
1 6 1
(i) (s S1) < (Eimm )
v’ ™ Jexico ! o

(i11)  s"(o) %< t'(a).

Donnons maintenant un résultat important sur 1'ordre 6<

[LES 817 :

T(F),

sur F. De plus les ordres

Théoréme 111.6 :

L'ordre de d&composition 6< est un ordre bien fondé sur

si < est un bel-ordre (i.e. un ordre total et bien fondé)

5. et *< sont identiques.

Le Temme suivant montre 1'équivalence entre Ao et & »

si T'ordre < sur F est total.

Lemme

sition
sur le

Démons

Consid

<ty

[I11.6 :

Si l'ordre < sur F est total, alors 1'ordre de décompo-
d<:, 1'ordre de décomposition ¢ et 1'ordre récursif
s chemins sent identiques.

tration :

Nous savons déja que les ordres *< et 5, sont identiques.
érons deux termes *<—gauchis s = f(s!,...,§m) et t= g(tl,
} - et montrons 1'&quivalence entre 6 et Yer. La preuve
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se fait par induction sur |si+It[. Nous utilisons les applications
de choix C, et 0, pour faire cette dégonstration. )

Les sous-termes s, et tj sont ~<:-gauchis par hypothése
d'induction ; les termes s et t sont donc ~<:-gauchis. En uti-
Tisant Ta définition II1.7 on voit que : C (s) =u et C+(t) =
avec u et v les chemins les plus & gauche de s et de t. De
plus 0 (s,u) = {p} et 0,(t,v) = {q} qui sont la plus petite
occurrence du symbole maximal de u respectivement de v.

En utilisant ces remarques et 1'hypothése d'induction on
voit immédiatement que :

du/succ(p,u)(S dd V/ﬁucc(q,v)(t )

+ R o
++

est équivalent & :

st 5, it

ainst 1d;7(s) 9 gt et o Y o
++ ++
est équivalent & :
<s'ynsts S <tl,ths
13 ’k l’ 2 R‘

et finalement : dP(s") S<de d(s")
++
est équivalent a :

s"(a) S¢ t"(a)

ce qui termine la démonstration.

Afin de pouvoir donner un résultat analogue & celui du thée-
réme III.ﬁ)nous démontrons les résultats suivants :

{
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Lemme II1.7 :

Si 1'ordre 4§ <ontenant 1'ordre < est bien fondé, alors
T'ordre < est bien fonds.

Evident. &

Prongsition 111.4 :

d
L'ordre “<: a Ta proprigté de monotonie, c'est-a-dire :
Si 71'ordre '? sur F contient 1'ordre <, alors 1'erdre
de décomposition <: sur T(F) contient d<..

Nous allons montrer. s et t &tant deux termes de T(F),
que 3 d<‘ &
ue s totes { t en utilisant une induction sur |t|.
Cas de base : |t| = 1 : le résultat est immédiat par 1'hypothése :
{contient <.

Cas général : |t| > 1

Pour u € C(s) 11 faut trouver v € C(t) tel que :

die 4%, 4.

d . .
Comme s “<: t, il existe v €C(t) tel que pour p gu

et ggv onait
qu d v
p(8) 75, dglt).
On choisit Tes mémes v et « pour la relation d{ .

$3 on compare par le cas (i) de 1a définition I11.2, 11
faut utiliser 1'hypothése : 4 contient <.
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Dans les cas (ii), (ii1) ou (iv) on utilise 1'hypothése
d'induction pour conclure. &

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Théoréme I11.7 :

L'ordre de décomposition d<: est un ordre bien fondé sur

T(F}, si T'ordre < est bien fondé sur F.

Démonstration :

Pour pouveir appliquer le théoréme II1.6 on plonge 1'ordre
partiel donné < sur F dans un ordre total et on applique les
lemmes II1.6 et III.7 et la proposition II1I1.4.

Remarque : Le résultat du théoréme III.7 est plus général que
celui du théoréme I11.5 : dans le cas d‘un ordre bien fondé une
chaine d'é1éments incomparables est permise tandis qu'elle ne
1'est pas dans le cas d'un ensemble en bonne relation pour un or-
dre.

5.~ COMPARAISON DE L'ORDRE DE DECOMPOSITION AVEC L'ORDRE RECURSIF
SUR LES CHEMINS

Nous allons montrer dans ce paragraphe que 1'ordre de décom-
position contient strictement 1'ordre récursif sur les chemins.
Nous allons d'abord démontrer quelques lemmes techniques qui mon-
trent que d<: est un point fixe de la fonctionnelle définissant
1'ordre récursif sur les chemins.

Lemme III.8 :

i dlts)) O dllgltinty)) etsi feg,
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iu d_d
alors d H(f(s5.0 08400005 ) < :*di(g(t,,...,tn).

Démonstration :

La preuve se fait par inductien sur [s;1.

Cas de base : 1s;1 =0 et le résultat est immédiat parce que
f<g.

Cas général : soit p g iu ; il faut trouver q tel que

d;'u(f(sl,...,sm)) 9

d¥(a(t,,....t)).
<, qlolt, t))
Distinguons deux cas :
1) p=¢; alors q=c¢ et on décide par f<g

2) p=1ip' ; alors il existe 7' tel que

d;.(g(tl,...,tn)).

Posons q = q' ; si on fait la comparaison & 1'aide des
cas (1), (1i) ou (ii1), Te résultat est immédiat ; dans le cas
(iv) on utilise 1'hypothése d'induction pour montrer 1'implica-
tion :

s dP (s, 0p" « a1) d<d:* 3 (9(ty,--. 0t )0g" + al),

alors (£, )1p + a]) d<d:* d(g(...)[q « a]).

I

Lemme III.9 :

S d'(s;) % d'(ey)

*k Jgr o0

iu d d Jv
alors d (f(sl,.l.,si,...sm)) 5, d (f(tx,A..,;j,..tm)).
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Démonstration :

La démonstration se fait par induction sur lsi'+ltj"
Distinguons deux cas : 5
1) La décomposition se fait en p = € ; on choisit g =
et on décide par le cas (ii) de la définition III.2
‘ 2) La décomposition se fait en p = ip' ; il existe alors

q' tel que :

Posons q = j.q' ; on a alors :

) % dgg,(g(...t....)).

A (F(...s 5

p

Si on décide par le cas (i), (ii) ou (iii), le résultat est
immédiat. Dans le cas (iv) on utilise 1'hypothése d'induction pour

montrer que :

pl | & d d q' Iq' «
i (sylp' «m]) "< 5, d* (tslq" «al)

= d'P (£ ript « 8)) S 39 (g(.. ) 030" + ).
* *% %

B
Lemme ITI.10 :
5§ {s sy 4 de ft,t
! 2”00 R— 2 m
d d l.u
oS di.u(f(sl,sz,...,sm)) <L, d, (f(51’t2’~"’tm))'

Démonstration :

La preuve se fait par induction sur [s .
Distinguons de nouveau deux cas :

-
L

<

-~

REE
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1) Si p =g, le résultat vien: immédiatement de 1"hypothése
du lemme.

2} Si p=1l.p', on choisit q = 1.p" ; on ne peut pas déci-
der par les cas (i), {ii) ou (iii) e: on utilise le cas (iv) pour
conclure par induction sur :

4P (F(sytpea,. ) % e a9 (55, g ol ).
%

Nous ‘pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Théoréme I11.8 :

L'ordre de décomposition d<: contient 1'ordre récursif sur

. *
les chemins <.

Démonstration :

Soient s = fs,5...58
de T(F). Montrons que :

et t = g(tl,...,t deux termes

m) n)

s *< t=s % t par induction sur [s]+]t].

Distinguons trois cas suivant les cas (i), (11) et (ii) de
ta définition II.10.

) f=qg et J = CHRE I A (£t} = G

Soit u un chemin de s avec u = i.u' et soit sy = s/i
le sous-terme & 1'occurrence 1.
Comme S’ *<*< T', i1 existe j tel que s, *< ts.
Nous distinguons deux cas :
a) S5 E: tj 5 on peut supposar que les termes 54 et tj
sont gauchis, donc on a : $; = tj. Le résultat s'ob-
tient alors en appliquan: le lemme II1.10.
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b} S5 *< tj : par induction on a : s, d<: t..

i J ] Ces deux termes sont incompatables avec < , parce que
les deux multi-ensembles

-~

<
-~
-

IT existe v' tel que :

' d d '
dy (s;) "<, df (t;

{ ,b ;a} et -/ﬁc 3 //bi\ sont incomparables.
* J) ; i r

f/, N
a
/ / ?

a a

-~
-

En appliquant le lemme III.9 on obtient le résultat. d
' Pour “<: nous avons :
2) f <g et pour tout i dans [1,m] : s *< t.

On obtient par induction : S5 d<: t

Le résuitat est immédiat si on applique le lemme III.8.

{111,12} et

C.(s)
¢,(t) = (111,21,22)
3) f g etilexiste j tel que s ts.

En utilisant 1'hypothése d'induction on obtient : et 0,(s,111) = {1,11,111}

0,(s,12) = {1,12}

0,(t,111) = {1,11,111}
0,(t,21) = {2,21}
0,(t.22) = {2,22}

Par Ta propriété de sous-terme et par transitivité on ob-
tient successivement :

j .
s 4ot . Ainsi on a :
P e d . * d12 ded. 4o "
Cependant 1'ordre de décomposition “<: et 1'ordre *< ne L (s) < :+ (t)
sont pas équivalents comme le montrent les exemples suivants : d d
et dit'(s) "< %< diti(t)
++

o+
a.
A
[

Exemple 1 : d
ce qui implique : s “<: t.

H/’ AN ,’g\.b Essayons de donner une raison intuitive pour ce résultat.
a
f/’ N\ f/c 7\ Dans le cas de 1'ordre *< un sous-terme du membre gauche doit
¥ R _— :
/ 9 / étre majoré par un sous-terme du membre droit sans qu'aucun autre
a a

sous-terme du membre droit ne puisse "aider" pour faire la majo-
avec g<b,b<c,q<r. ration ; par contre dans le cas d<: une aide contrdlée est pos-

sible.

q y r
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Dans 1'exemple ci-dessus :
Les deux sous-termes f et /Q\ ne peuvent pas dominer
f r a
/
a
les sous-termes /R et a dans T'ordre '<.
fq
/
a
Pour 1'ordre de décomposition i1 n'y a pas de problémes :
un sous-terme est "divisé" en plusieurs chemins qui peuvent &tre

majorés nar différents chemins de différents (!) termes.

Exemple 2 :

Cet exemple sert & montrer que pour chaque ordre non total
< sur F on peut trouver une paire de termes incomparables pour
*< et comparables pour d<:. On suppose qu'il y a un symbole
n-aire(avec n »2)f et un symbole O-aire e dans F. Dans la
suite, on choisit n =2 sans perte de généralité.

Si h et k sont deux symboles incomparables (i1 en exis~
te, parce que < n'est pas total), on pose :

a = h et b= k
/\ N
e..e e’ e..e
On a bien sir : a # b.
Soient
s = f et t= f
7 Ny
VANV /" \\ /' \
a ba b /f\ /f\ /f\ /f\
aa aa bbbb

. *
Les termes s et t sont incomparables pour 1'ordre <,
mais on a :

&
7}
Ly
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6.~ EXTENSION DE L'ORDRE DE DECOMPOSITION AUX TERMES NON CLOS

Nous allons domner maintenant une extension de 1'ordre de
décomposition aux termes avec variables et nous voulons que cette
extension soit cohérente avec la dafinition de 1'ordre de décom-
position sur les termes clos c'est-d-dire

s 9t taols) Y o(t)

pour toute substitution ¢ de X dans T(F).
Nous définissons deux extensions formellement différentes,
dont nous démontrons 1'équivalence.

Définition II1.12 :

La définition de 1'application C reste inchangge.
La définition de 1'application 0 est donnée par :

0 & T(F.X)x IV} » 97 0v¥)

avec 0(t.u) = {pip g U} si thu g X
et O(t,u) < {plp < u} si teX.

Le principe de comparaison de deux décompositions élémen-
taires reste identique. Toutefois, on ne pourra comparer deux dé-
compositions suivant les chemins u et v, par exemple

d v
dis) dede gy
0 cg O
que si il y a compatibilité des variables éventuelles s(u) et
t(v), c'est-a-dire :

sy ¢x et dlts) 4 diie)
o
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u dd v
ou bien : s(u) € X et s(u) = t{v) et dy(s) < % dp(t)-

La définition I11.2 reste inchangée, excepté le cas (i)
qui devient :

(iia) s'(u/succip,u)) € X et
du/succ(p,u) A 4@ v/succ(q,v)(t

s') T< < d )
0 ( Co co

(iib)  s'(u/succ(p,u)) = t'(v/succ(q,v)) € X et
s v/succ(q,v)
du/SUCC(p u)(s') dode ¢ ( (t") ;
0 Co 0

Les termes de T(F,X) sont considérés comme des termes sur
FuX ; les variables sont considérées comme des symboles fonction-
nels O-aires incomparables entre eux et 1ncom5arab1es avec tous
les autres symboles de F. La définition de “<: reste inchangée.

Proposition III.5 :
Les définitions II1.12 et I1I.13 sont équivalentes.

Démonstration :

La preuve se fait par induction sur Is|+Iti.

d d
Tt <3
s s 570 )

Soit u € C(s) 5 11 existe v € C(t) tel que :

t

€

= o

-92 -

1T faut distinguer deux cas :

a) Si s/u € X, alors t/v ¢ X, chaque variable &tant incom-
parable avec tout autre symbole. On peut donc comparer s et t
par la definition 12. On conclut alors par cas (i) de la défini-
tion II1.2 ou bien par induction sur les cas (i1), (3i1) et (iv).

b) Si s/u ¢ X, alors d¥(s) d< dv(t) implique que
p (13)%* q
t/q ¢ X. On termine alors comme dans le cas a).

2) s C|<: t=5s d<: t
(12) (13)
De Ta méme maniére que sous 1) on déduit de du(s) d< d¥(t
(13)%* q
u d v N
que dp(s) (12)** dq(t) si s/u ¢ X.

Si s/u € X, alors d'aprés la définition 12, s/u = t/v.
Si »<u on démontre par induction que :

u d v
Bl g Gl

Si p =u, on a les quadruplets

<x3o3{};s{u + al>

et T <xaz{litiu « ols.
Puisque du(s) d<d< dv(t) avec s/u = t/v, on peut
* (12)** *
terminer par induction. B

Démontrons maintenant que ces définitions sont bien cohé-
rentes avec la définition sur les termes <los.
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Theoréme III.9 : et on conclut par cas (i) ou par cas (ii).

L'extension de 1'ordre de d?composition aux termes avec va- 2) s/u' =% € X : alors nécessairenent t/v' = x

midbilEs €% ghihle;par, iNstgnalatian: - 81 o(x) = x le résultat est immadiat.

- st o(x) # x, alors pour tout chemin u" de o(x)
posons v = v'.u" ; on a alors par induction sur le
cas (iv) :

Démonstration :

Nous utilisons la définition III.12 pour faire la preuve.
Nous allons montrer que :

| an i

aytots)) Al (ot

* *

s 9 te o(s) 4 o(t)

il

Remarque : Si on utilise Ta définition 13, 1a comparaison de deux
termes non clos s et t peut échouer aprés un échec lors de la
comparaison des multi-ensembles d:(s) et d:(t) ; en utilisant
la définition 12 on peut éviter parfois cette comparaison en conm-
parant d'abord s/u et t/v si s/u € X. C'est pourquoi nous

par induction sur |o(s){+lo(t)i. .
Soit u € C*(o(s)) ; i1 existe u' st u" dans W[ tel

que u=u'.u" et u' e C.s). Comme s "<: t, il existe

v' € C*(t] tel que :

" dd " ) utilisons toujours dans la pratique la d&finition 12.
d. (s) << d (t).
* *% *
Exemple 1 :
Distinguons deux cas :
3 & /g\ et t= /g\ avec ¢ > g
1) s/u' ¢ X alors u" =¢ et u=u' ey //F \ o
-si t/v' ¢ X,onpose v=v' etona: Xy /c\
. ¢ Y
dia(s) < dito(n))
v : 1 Culs) = {11,12) ot c,(t) = {111,112}
par cas (i) ou par induction sur les cas (ii), (iii) et (iv) de la
définition III.2. o di’(s) — /g\>}
- si t/v'=yeX,onpose v=v'.y" ol v' estun & %
chemin quelconque de o(y). ' y | ’
Pour majorer la décomposition en p gu d:(c(s)) on choi- di?(s) = {<ciyi{xd; /g\>}
sit ggv' tel que: o’y
d at d_:_“(t) =(<f;...>;<c;x;{_y}; /g\ s}
u v'
d. (t
dots) %, dg (0 f

o




-95 - .

G = (soseanilh 9> Théorame 111.10 :

f a
6/ L'extension de 1'ordre de décomposition aux termes non clos
contient 1'extension de 1'ordre récursif sur les chemins.

Comme : di( g ) = {<giosiyhio>}

N

Démonstration
tandis que di(g ) = {<fiioieg; f slake>}
f/ \a o En utilisant Ta définition II1.13 on peut appliquer le théo-

é/ réme III.8, parce que les variables sont considérées comme des
S EVGHE" R dli(s) d<d< dili(t) et d'2(s) d<d< di12(t) i constantes incomparables entre elles et avec tous les autres Sym-

+ + ++ boles de F. 8
donc : s At
Exemple 2 :

s = et t = g avec €> g

,'g‘\ 7N
£ g9 c f ¢ > a.
s 7o\ N\ N
G a a X
7N\ 7\
Xy y 2
Nous avons :

C,(s) = (1113112} et C,(t) = (1152113212}
et di'i(s) = {<fy. . >3<csxs{yts...>}
dil(t) = {<cyx;{xt;.. >t
Nous voyons qu'on ne peut pas comparer di''(s) et dii(t),
parce que x et y sont incomparables. Ainsi les termes s et

- . d .
t sont incomparables pour 1'ordre de décomposition ~<:.

Nous pouvons finalement étendre le théoréme I111.8 :
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CONCLUSION

L'ordre de décomposition d<: que 1'on vient d'étudier est
un ordre de simplification bien fondé et monotone pour 1'extension
de 1'ordre < sur les symboles. C'est un ordre qui améiiore 1'or-
dre récursif sur les chemins *< de Dershowitz. Malheureusement
il n'est pas possible d'orienter des régles comme 1'associativité
avec d<:. Cependant, en appliquart une méthode analogue & celle
utilisée par Kamin et Lévy [KL 80] pour généraliser 1'ordre ré-
cursif sur les chemins, on peut espérer obtenir d'autres ordres
de décomposition permettant d'orienter la régle d'associativité.

Un avantage majeur de 1'ordre de décomposition par rapport
a 1'ordre récursif sur les chemins est la propriété d'incrémenta-
1ité. Nous allons illustrer cette propriété de 1'ordre de décom-
position sur quelques exemples :

Exemple 1 :
s = g et t= g avec ¢ > a
/N AN
f c (8 f et c>gq.
/ / \a s/ \\c
X y X /A
y a
Nous avors :

C,(s) = (11521522} et C,(t) = {11;211;212}

dil(s)= {<ciyi{a}; /g\ >}

f o
/
X

d?11(t) = {<f;...>5<csy3laks A >}

/ AV
X a

"98'

Nous voyons que :

dd
d2i(s) “<< dzii(t).

++

De méme nous avons :

2 dd 12
d+2(s) << di t).

Mais i1 y a échec en comparant :

dli(s) = {<g;...>1<F5...5)

et di‘(t) {<c5..051,

I1 est ceperdant facile de voir comment i1 faut complé-
ter 1'ordre sur F pour rendre les deux termes comparables. I1
est nécessaire de rendre comparables les symboles f et c.

Ainsi, en imposant ¢ > f on obtient

S d<: e

On voit qu'une des différences fondamentales avec 1'ordre
récursif sur les chemins est le fait que 1'ordre de décomposition
arréte une comparaison s'il tombe sur deux symboles incomparables.

Exemnle 2 :

Cet exemple a été traité par Dershowitz dans [DER 791 pour
T'ordre *<. 11 s'agit d'un systéme de réécriture de cing régles
qui transforme des formules logiques contenant les symboles &,
v et 7 en des formules équivalentes en forme disjonctive :

{3) BRI
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(i) Ixvy) » (X A Ty)
(ii1) Uxay) » (Ox v y)
(iv) XA(yvz) = (Xay)v(xaz)
(v) {yvz)ax > (yax)v(zax)

L'orientation de la régle (i) est immédiate par la proprié-
té de sous-terme. Orientons la régle (ii) :

s = A < 1 =t
/N )
107 v
! U A
Xy Xy
dyi(t) = {<% PRI ER Y
Xy o
dy*(t) = {<m e ;{};ﬂ>;<v;y;{x};1>}
Xy o
13(s) = {<as13{1ho3<ux3{)s
d* (s) {<A,1 {'} a>3<X3{} D/A\\j >}
y \
N
d2l(s) = {«a313{1};0>3<Nys ()3 >
ORRSH) SN
Yy X 1 o
X

Alors on a :

dd
dii(s) << dil(t)

ot azi(s) e aiz(y)
& condition que : 7> A ou v > A.

En échangeant les symboles A et v on obtient T1a condi-
tion suivante par la régle (iii) :
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T >v 00U AS> V.

Orientons la régle (iv) :

s = v d A =t
7\ <N
A A X v
/N /N '\
X yYX z y z

dit(s) = {<v; A 3{ A bimseasxsiyls v s}
7N /N 7 N

Xy x z A A
SN/ N

voyx oz

di?(s) = {<v; A 3f P Yso>ensys{x};s...>}

/N
X y X z

di’(S) {avs A 51 A Boss<nsxs{z}s. ..}
VRS 7 N\

X z Xy
d2%(s) = {<v; e 3 A heeaszixds o)
X z Xy

et d;(t) = {<a3x;{ n }io>)
y z

d2i(t) = {aas v ilxhimseviys{zds.. >}
7 N

y z

d22(t) = {<a; A s{xoievizs{yls.. >}

y oz
Pour avoir :

dd
dit(s) “<< di(t)

et a2i(s) e aie)

il faut que : A > v.
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Avec cette condition on peut terminer avec succés la compa-
rajson de s et de t.

La régle (v) peut &tre orientée avec la méme condition.

En faisant 1'intersection de toutes les conditions obtenues
on déduit facilement la relation d'ordre suivante :

> A> v

Exemple 3 :
11 s'agit d'un autre exemple donné par Dershowitz dans
[DER 79].

(1) TIX - X

(i) Wxvy) = (% Ay)A(Ix AY))
(iif) Axay) = ((Ix v y)v(Ix v 1y})
(iv) (xAx) = x

(v} (xvx} - x

L'orientation des régles (i), (iv) et (v) est évidente par
1a propriété de sous-.erme.
Orientons la régle (i) :

d
s = A < b =t
7/ \ I
FANEAN //V\
17T 7 Xy
Ul
X yxy
dpti(s) = {<a; A e><nxs (. o)
7
11
VY
y v
di?i(s) = {<s A 3o Syl ot @

1R ERA3

@
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et GHE) = Len v s(msaixs{ydi >
X ¥ a
12 =8 5 . . . oy .
Q) = (< v ey x>
X y a
Pour avoir :
d d
diis) e dii(y)
dd
et dy?Hs) T<< diA(t)

il faut que : v > A ou 1T > A.
La regle (§ii) donne la condition : A>v ou 13> v.
En combinant on obtient la relation : 1> A et 1> v.

On voit sur ces exemples qu'il est assez facile de trouver
la "bonne" relation d'ordre < sur 1'ensemble des symboles F
permettant d'orienter un systéme de régles de réécriture en
utilisant 1'ordre de décomposition ~<:. On peut méme espérer pou-
voir automatiser cette démarche : en présence d'un certain nombre
de régles déduire automatiquement un ordre {minimal si possible)
sur les symboles permettant 1'orientation des régles dans le sens
désiré & 1'aide de 1'ordre de décomposition. Cependant avant d'é-
crire un algorithme permettant de résoudre ce probléme, i1 faut
donner une implémentation de 1'ordre de décomposition afin de
pouvoir le comparer avec d'autres ordres de simplification, no-
tamment 1'ordre de Dershowitz, du point de vue du temps d'exécu-
tion. C'est le développement de ces deux points qui permettra de
montrer quelles sont les retombées pratiques de ce travail.
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