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INTRODUCTION

Ce travail concerne 1'analyse du comportement moyen des structures de
données dynamiques sous 1'effet de suites d'opérations. I1 relave de 1'ana-
lyse d'algorithme, domaine de 1'informatique théorique (ou de 1'informatique
mathématique, pourrait-on dire) ol des outils mathématiques élaborés et
nouveaux sont mis en euvre, notamment des outils combinatoires.

En informatique, une donnée est caractérisée par un élément dénommé cl1é
(qui est une partie de la donnée) appartenant 3 un ensemble totalement ordonné
(N, Z, R, ou 1'ensemble des mots de la langue frangaise, ...)

On peut faire sur 1'ensemble des données, appelé fichier, diverses mani-
pulations (ou opérations) telles que 1'adjonction (ou insertion) d'une nouvelle
c1é dans le fichier, la suppression d'une clé du fichier, la fusion de deux
fichiers ou la recherche (interrogation) d'une c1é dans le fichier, ... Par
conséquent, a un instant donné, le fichier se trouve dans une certaine confi-
guration de clés, appelée état du fichier.

Selon que ces manipulations changent ou non le nombre de cl1és (donc des
données) dans le fichier, appelée taille du fichier, on peut se ramener aux
trois opérations de base suivantes :

- 1'adjonction ou 1'insertion, notée A , d'une clé dans le fichier

- la suppression , notée S , d'une c1é du fichier

- T'interrogation ou la recherche d'une c1é dans le fichier tout en

. . . ) - " + . 3 o
précisant interrogation positive, notée I , si la recherche s'avére positive,
et interrogation négative, notée I~ , sinon.

Afin de pouvoir représenter les données sur ordinateur, on doit imaginer
des structures capables de se préter aux diverses manipulations prévues. Le plus
souvent, on représente les clés sous forme d'arbres ou de listes. On est donc
amené a classifier ces structures de données en types ou genres de structures.

On retient surtout les six genres suivants :
- les dictionnaires dans lesquels 1'accés aux clés se fait par valeur.
Toutes les opérations (de base) sont permises sans restriction.

- les tables des symboles sont des cas particuliers des dictionnaires

dans lesquels la suppression opére sur la derniére clé insérée et 1'interroga-
tion négative n'est pas autorisée.




- les files de priorité dans lesquelles 1'accés aux clés se fait aussi

par valeur. Les interrogations ne sont pas permises et la suppression se fait
sur la clé de valeur minimale (aucune restriction sur 1'adjonction d'une
nouvelle clé)

- les listes linéaires dans lesquelles 1'accés aux clés se fait par

position. Les interrogations ne sont pas autorisées et il n'y a pas de restric-
tion sur 1'adjonction et la suppression

- les listes linéaires simples sont des cas particuliers des listes

linéaires dans lesquelles 1'adjonction d'une nouvelle clé se fait uniquement
sur une position donnée selon le contexte

- les piles dans lesquelles 1'accés aux clés se fait aussi par posi-
tion. Les interrogations ne sont pas permises. La suppression et 1'adjonction
se font uniquement en premiére position, appelée sommet de la pile.

Le probléme qui se pose pour 1'informaticien, est le choix d'une représen-
tation "efficace" pour chaque classe de structures : efficace au point de vue
temps d'exécution sur machine et au point de vue occupation de places en
mémoire.

La résolution de ce probléme se heurte souvent a des difficultés d'ordre
mathématiques (voir par exemple 1'article de A.T. JUNASSEN et D.E. KNUTH [12]).
Et méme, elle peut engendrer un autre probléme : comment choisir entre deux
représentations R et R' d'une méme classe de structures lorsque une opéra-
tion 0 est meilleure que 0' dans R et tandis qu'on a le phénoméne inverse
dans R'

Par conséquent, cette approche "statique" ne suffit pas pour résoudre le
probléme. Une maniére raisonnable de mesurer 1'efficacité des différentes
représentations est de considérer toute 1'évolution de la structure, caracté-
risée par une suite d'opérations, appelée histoire du fichier.

Si on associe a chaque opération un réel non négatif, appelé colit de 1'opé-

ration, alors on peut définir le colt d'une suite d'opérations comme étant
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fini de suites (de Tongueur fixée), on peut définir un colt moyen d'une suite
(ou histoire) de maniére classique : c'est 1'approche "dynamique" du probléme.
La finalité du probléme consiste donc a calculer les coilits moyens d‘une

histoire pour chaque genre de structure.




En termes probabilistes, les opérations sur le fichier peuvent &tre consi-
dérées comme des variables aléatoires indépendantes définies sur 1'ensemble
des clés. Dans ce cas, 1'évolution du fichier (ou histoire) sous 1'effet des
suites d'opérations correspond & un processus aléatoire dont 1'ensemble des
états est représenté par 1'ensemble des tailles du fichier pendant tout le
processus (donc N). On peut méme penser qu'il s'agit d'un "processus de
naissance et de mort", dans lequel 1'adjonction d'une c1é dans le fichier
correspond a une naissance, la suppression d'une c1é du fichier a une mort et
T'interrogation a un événement ol il ne se passe rien. I1 s'ensuit alors que
la matrice de transition du processus correspond, en termes d'histoires de
fichiers, a une fonction de possibilités associée aux opérations.

Dans ce travail, 1'approche du probléme est combinatoire plutdt que proba-
biliste, suivant en cela les travaux de J. FRANGON, Ph. FLAJOLET, J. VUILLEMIN
et d'autres [6], [7], [8]. Ces auteurs ont étudié le cas ol les opérations sur
le fichier sont des variables aléatoires indépendantes discrétes, cas baptisé
modéle markovien. L'approche combinatoire, pour ce modéle, est la suivante.

On suppose que les clés appartiennent a un ensemble infini totalement ordonné
et que les seules opérations élémentaires portant sur ces clés (dans les algo-
rithmes de manipulation) soient des omparaisons.

Si K1’ K2, A Kz est la suite croissante des clés d'un état de fichier

de taille g dans lequel on effectue 1'adjonction d'une c1é K (ou 1'inter-

rogation négative), alors on suppose que la probabilité pour que K appartienne

s 71 . < N 1
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Tandis que les suppressions (ou interrogations positives) des clés sont équi-
probables [8].

Dans la théorie des histoires de fichiers [8], ce modéle se ramene a
1'hypothése suivante, dite hypothése markovienne :
les clés dans un état de taille k sont les entiers 1, 2, ..., k avec les
conventions :

M,) T'adjonction et 1'interrogation négative sont celles d'une clé prise

dans 1'ensemble 41% . % semem K ¥+ %-} et aprés 1'adjonction on renumérote cano-

niquement (c'est-a-dire en respectant leur ordre relatif) les clés par 1, 2,
..s k¥l 3

Mz) apres suppression d'une clé on renumérote canoniquement les clés par
1,2, ..., k-1,




La renumérotation a pour rdle d'effacer toute trace du passé dans un état,
justifiant ainsi 1'épithate “"markovien".

Pour ma part, j'ai étudié un autre modele, dit modéle de KNUTH, dans Tequel
les opérations sur le fichier sont des variables aléatoires indépendantes soit
discrétes (pour certaines opérations) soit continues (pour d'autres). Dans ce
modéle, on suppose que :

(i) les clés sont prises dans 1'intervalle ]0,1[ des nombres réels ;

(ii) les clés entrant dans une adjonction ou une interrogation négative
sont des variables aléatoires indépendantes de distribution uniforme ;
(iii) les k suppressions et interrogations positives des clés d'un état
de fichier de taille k sont équiprobables.

Ce probléme ouvert, posé par J. FRANCON, dans sa thése [8] est soulevé
pour la premiére fois par D.E. KNUTH et son école [15] d'ol son nom : modéle
de KNUTH.

En théorie des histoires de fichiers, ce modéle se raméne aux hypotheses
suivantes, [8] :

Kl) 1'état initial du fichier est vide (il n'y a pas de cl1és)

.Kz) les clés d'un état au temps t € N* , de taille k € N* sont k
entiers distincts de 1'ensemble {1,2,...,t}

K ) la i-&me adjonction ou interrogation négative (i € N*) est celle
d'une c]e X prise dans { 2 , g seees 1 - 1 } et aprés adjonction on change

X en Xx + % et toute autre clé y > x en y+l .

Ku) toute suppression et interrogation positive d'une c1é d'un état de
taille k sont celles de 1'une des k clés.

En bref, dans le modéle markovien, 1'analyse tient compte uniquement du
nombre des données (ou des clés) caractérisé par la taille d'un état du fichier.
Tandis que dans le modéle de KNUTH, en plus du nombre des données (pour la
suppression et 1'interrogation pos1t1ve) on doit aussi tenir compte de 1'ordre
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Les difficultés rencontrées dans 1'étude du modéle de KNUTH tiennent a ce
que, on ne sait pas étudier une combinaison de variables aléatoires discrétes
et continues. Ce qui m'a obligé d'utiliser la théorie des histoires de fichier
élaborée par J. FRANGON, Ph. FLAJOLET, J. VUILLEMIN ([6], [7], [8]).



+ B

Notons que 1'introduction du rang des données rend stérile la méthode
algébrique des fonctions continues utilisée dans le modéle markovien.

Toutefois le fait que le modéle de KNUTH dépend aussi du nombre de données
m'a permis de rapprocher les deux modéles et de faire ainsi une analyse
quantitative et-comparative des principales représentations utilisées en
informatique (Tles listes et les arbres) d'un méme genre de structures de
données dans ces modéles.

Ainsi le paramétre "ordre d'arrivée des données" se traduit dans 1'analyse
comme un facteur de proportionnalité entre les deux modéles.

Ce travail présente trois aspects :

1) la recherche des liens existants entre les deux modeles pour chaque genre
de structures de données.

I1 s'avere que 1'analyse d'une structure de données dynamiques d'un genre
dans le modéle de KNUTH se raméne a celle d'un autre type dans le modale
markovien. Ainsi, on a pu mettre en évidence le lien entre les genres liste
linéaire et liste linéaire simple dans le moddle de KNUTH d'un cdté et les
genres file de priorité et liste linéaire simple dans le modéle markovien
d'autre cOté.

De méme, on a aussi trouvé le lien entre les genres file de priorité et
pile dans le modéle de KNUTH d'une part et le genre pile dans le modéle
markovien d'autre part.

2) 1'étude comparative des deux modéles s'ensuit naturellement. I1 s'avére que
les colits des représentatfons (par des listes) du genre liste linéaire sont du
méme ordre dans les deux modéles (en n2). Le méme phénoméne se produit lorsqu'on
représente les files de priorité par des arbres (en nlogn). Par contre, si

on représente les files de priorité par des listes, alors, dans le modeéle de
KNUTH, le colit est en naﬁl tandis que dans le modéle markovien il est en n2 .
La conclusion est que le colit moyen peut étre trés sensible au modéle.

3) on a pu apporter, pendant ce travail, quelques résultats supplémentaires

dans le modéle markovien. Ainsi on y a calculé les colits moyens des représen-
tations des genres iiste Tinéaire et tabie des symbolies, aprés avoir corrige

les formules obtenues par J. FRANGON, Ph. FLAJOLET et J. VUILLEMIN dans [7]
concernant les transformations intégrales des colits associées a ces deux genres.
Des rectifications ont aussi été portées sur les colts moyens des représenta-
tions du genre file de priorité dans le modéle markovien par les arbres binaires
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de recherche et les tournois binaires.
Ce travail comporte quatre chapitres :

- le chapitre 1 rappelle comment les méthodes développées par J. FRANCON,

Ph. FLAJOLET et J. VUILLEMIN permettent de calculer le coiit moyen d'une suite
d'opérations sur un fichier de type donné dans un contexte dynamique. C'est un
chapitre de base, intitulé "histoires de fichier". On y donne les différents
notions et résultats utilisés dans les trois autres chapitres suivants.

.

a 1'étude du genre liste lindaire dans le modéle

de KNUTH. Dans un premier temps, on y met en évidence le lien effectif entre

ce genre et le genre file de priorité dans le modele markovien. On élimine

ainsi petit a petit des calculs (parfois trés longs) en se référant 3 des résul-
tats obtenus dans le modeéle markovien pour le genre file de priorité. Afin de
pouvoir comparer les colits dans les deux modéles , on est amené 3 calculer le
colt moyen pour le genre liste Tinéaire dans le modéle markovien, aprés avoir
déterminé la transformation intégrale associée. La fin du chapitre est consa-

- le chapitre 2 est consacré

-

crée a 1'étude du comportement asymptotique d'une suite d'opérations dans le
genre liste Tinéaire dans le modéle de KNUTH, appelée profil limite. On y
retrouve certains résultats obtenus par CHENO [3] pour le groupe file de priori-
té dans le modéle markovien.

- le chapitre 3 suit la méme démarche que le chapitre 2. I1 est consacré
1'étude du genre file de priorité dans le modéle de KNUTH. IT1 s'avére que le
calcul du colt moyen pour ce genre se raméne au calcul du colt moyen pour le
genre pile dans le modéle markovien qu'on a pu déterminer directement sans
passer par la transformation intégrale. On y met en évidence 1'influence d'un
modéle sur Te colit Torsqu'on a comparé les colits dans les deux modales pour le
genre file de priorité : pour la représentation en liste, le colit dans le modéle
de KNUTH est en n3/2 alors quedans le modéle markovien, il est en n2? . On y
a rectifié aussi les colits moyens obtenus par J. FRANGON, Ph. FLAJOLET et

J. VUILLEMIN [7] pour 1'arbre binaire de recherche et le tournoi binaire du
genre file de priorité dans le modéle markovien.

~ le chapitre 4, intitulé "le probléme des dictionnaires dans le modele de
KNUTH", donne un apergu des difficultés rencontrées dans 1'étude du modele de
KNUTH. On y montre comment on peut ramener "localement" 1'étude du genre diction-
naire a celle du genre table des symboles dans le modéle markovien en considé-
rant un nouveau genre de structures : les listes linéaires simples avec interro-




gation positive. Malheureusement, on n'a pas pu pousser jusqu'au bout 1'étude
du genre dictionnaire. Par contre, on a calculé Tles colits moyens de quelques
représentations du genre table des symboles dans le modéle markovien aprés
avoir déterminé la transformation intégrale associée. Ceci a seulement pour

but de donner uﬁe idée de ce que devrait &tre le comportement du genre diction-
naire dans le modéle de KNUTH. A Ta fin du chapitre, on donne une idée d'une
fagon d'attaquer 1'étude du genre table des symboles dans Te modéle de KNUTH,
en la ramenant "localement" au genre pile avec interrogation positive dans le

-

modéle markovien dont 1'étude est tout un travail a faire.

Les outils mathématiques utilisés sont d'abord ceux de la combinatoire
classique : dénombrements, bijections entre ensembles finis, séries génératrices ;
ce sont aussi ceux développés pour la théorie des histoires de fichiers : chemins
valués, théorie combinatoire des fractions continues de Jacobi, polyndmes ortho-
gonaux, transformation de Laplace. Enfin les développements asymptotiques des
fonctions analytiques sont un complément nécessaire a 1'obtention de formules
énumératives suffisamment simples (formule sommatoire d'Euler-Mac-Laurin,

méthode du col, ...)
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CHAPITRE I
HISTOIRES DE FICHIERS

Le but de la théorie des histoires de fichier est d'analyser le compor-
tement moyen des structures de données dynamiques sous 1'effet de suites
d'opérations.

Par conséquent i1 est nécessaire de préciser les notions utilisées pour
cela.

Ce chapitre reprend les principales définitions de la théorie (qu'on peut
trouver dans [ 6], [7 ], [8]) ainsi que des résultats obtenus dans le mod2le
markovien de maniére a introduire les chapitres 2, 3 et 4.

1.1. Généralités
On assimile une donnée a sa clé, partie de la donnée qui la caractérise
dans 1'ensemble des données ou fichier. Les clés appartiennent a un ensemble

totalement ordonné. (Dans le modéle markovien, elles appartiennent a3 R,
tandis que dans le modéle de KNUTH, on se restreint & ]0,1[).

Définition 1.1. On appelle représentation de données (ou de structure), une
structure de données qui spécifie la fagon de représenter les clés en mémoire
avec les algorithmes implantant les opérations associées.

En général, i1 s'agit d'arbres et de listes (ou tableaux).

1.1.1. Etats - opérations

On considére qu'a un instant donné, une représentation de structure se
trouve dans une certaine configuration de clés, cellules, pointeurs, ... qu'on
appelle un état.

Un ensemble d'états s'appelle une géométrie. La taille d'un état est le
nombre de ses clés (supposées distinctes).

Par convention, il n'existe qu'un seul état de taille nulle, dit état vide
et noté 0 .

Une structure change d'état sous 1'action d'une opération. Dans la pratique,

plusieurs opérations peuvent &tre faites sur les structures de données : adjonc-
tions, suppressions, modifications, fusions, éclatements, interrogations, ...

Mais on peut se ramener aux opérations de base suivantes :



adjonction d'une cl1é, notée A

suppression d'une clé, notée S

interrogation (ou recherche) positive d'une c1é, notée 1t

interrogation négative d'une clé, notée 1~ .

Les données d'entrée d'une opération w € {A, S, I+, I"} forment un couple

(e,;x) ol e est un état et x une clé.

On note w(e,x) , ou simplement w(x) , 1'opération w spécifiée pour 1'entrée
(e,x) . Les opérations S(e,x) et I+(e,x) ne sont définies que si x est
une clé de e et donc si e non vide.

Tandis que A(e,x) et I (e,x) ne sont définies que si x n'est pas une clé
de e .

Le résultat de 1'opération  w(e,x) est un nouvel état, qu'on note encore
w(e,x) , et qui est de taille k+1 (resp. k-1, k, k) si w =A (resp. S,
1", I7) , k étant la taille de e .

On peut alors définir la composition de deux opérations : soient w,w' €{A, S,

I+, I'} , e un état, x et x' des clés, la composition de w(x) et w'(x')

est 1'opération, qui a 1'état e associe 1'état w'( (e,x),x") ; elle est définie
quand chacune de ses composantes 1'est.

1.1.2. Schémas et histoires

On va généraliser la composition d'opérations a une suite finie d'opérations.

Définition 1.2. On appelle schéma de niveau initial ko(e N) de durée n(€ N¥)

2,...,mn) de n opérations prises dans

opére sur un état de taille k0 , et telles qu'en

ou longueur n , une suite @ = (ml,m
{A,S,17,17} telles que w,

composant successivement W sW,s.. 05w ON NE rencontre pas des suppressions et

des interrogations positives opérant sur un état vide.

La taille k1 de 1'état sur lequel opére w4

(ou hauteur) @ au temps i ; 1'entier k, est appelé son niveau final.

s'appelle niveau du schéma

Définition 1.3. On appelle histoire de durée n{ € N*) un triplet h = (eg>2,X)

oll :

(i) e, est un état appelé état initial de h ;
(ii) = (ml,mz,...,mn) est un schéma ayant pour taille initiale la
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taille de ey > de durée n , appelé schéma de h

(ii1) X est une suite (xl,xz,...,xn) de n clés telles que, pour
i=1,2,...,n , 1'opération ”1(91-1’Xi) est définie e; = ”i(ei—1’xi)
s‘appelle 1'état au temps i de h , et e, est 1'état final de h .

Par convention, il existe une et une seule histoire de durée nulle.

Exemple : les clés étant des entiers, le triplet (8,2, X) avec @ = (A,A,I+,
17,5,17) et X = (5,8,8,2,5,8) est une histoire.

Pour la géométrie de listes chainées triées, la suite des états de cette
histoire est

1.1.3. Nombre de possibilités d'une opération

Définition 1.4. Pour w € {A,S,I+,I'} et e un état, on appelle nombre de
possibilités de w pour 1'état e , le nombre de clés x pour lesquelles
w(e,x) est définie (relativement a un probl&me particulier).

Si ce nombre est nul on dit que w est impossible.

Pour les six genres de structures qu'on va considérer, on a :

- pour le genre dictionnaire, aucune restriction sur les opérations

- pour le genre table des symboles, I  est impossible et la suppression se

fait uniquement sur la derniére clé insérée. Donc le nombre de possibilités
de S est égal a 1.

- pour le genre file de priorité, une seule suppression est considérée : celle

de la plus petite clé. Le nombre de possibilités de S est égal a 1. 1" et

1" sont impossibles.

- pour le genre liste linéaire, I+ et I~ sont impossibles.
+ - .

nAativ 1A ~sAansa Tiatn TinAadma cimnla T ~d T mrmd Seaca e ad b T o Ak —meiea
N S AV ] 1T YTt © 1 1oL 1 iIICA il T D11 C,y 4 Tu ES DQUITL HHIPUDII IV ITD CL¢ pPuul
tout état, le nombre de possibilités de A est égal a1

- pour le genre pile, I+ et I~ sont impossibles, et pour tout état A et
S n'ont qu'une seule possibilité.

Dans tous les cas qu'on va considérer, le nombre de possibilités de S dans
un état e de taille k est soit 1 (pour les genres files de priorité, tables

—————— ——— - - —— -~ _____.
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des symboles, piles), soit égal a k (pour les autres genres). IT1 ne dépend
donc de e que par sa taille. On 1'appelle alors nombre de possibilités de
S pour la taille k et on note pos(S,k) .

Ainsi pour "k > 0 , pos(S,k) = 1 pour les genres table des symboles, file
de priorité et pile

pos{S,k) = k pour les autre genres

On définit de méme, pour les genres dictionnaires et tables des symboles

qu'on considérera :
pos(I',k) =k  vk>0 .
I1 suffit donc de donner des précisions sur le nombre de possibilités de
A pour les genres dictionnaires, table des symboles, file de priorité et liste

linéaire. De plus, il faut aussi préciser pour le genre dictionnaire, le
nombre de possibilités de 1™ .

1.1.4. Présentation des deux modéles

Dans la théorie des histoires de fichier, donner un modéle c'est donner
des hypothéses sur le nombre de possibilités de A et I~ . Autrement dit,
un modéle est entiérement déterminé par la donnée des nombres de possibilités
des opérations pour chaque genre de structure.

1.1.4.1. Le modéle markovien

L'idée essentielle de 1'hypothése markovienne consiste a prendre les clés
d'un état de taille k comme étant des entiers 1,2,...,k avec les conven-
tions suivantes :

M1) 1'adjonction et 1'interrogation négative sont celles d'une cl1é prise dans
1'ensemble {%», % seany K +‘%} et aprés adjonction on renumérote canonique-

ment les clés par 1,2,...,k+1 .

Mz) aprés suppression d'une c1é on renumérote canoniquement les clés par
1,2,...,k-1 .

Ainsi "le futur ne dépend du passé que par 1'intermédiaire du présent"

(propriété de Markov).

Exemple : Sous 1'hypothése markovienne, 1'histoire de liste chainée triée de
1'exemple plus haut se réécrit de la facon suivante :
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1'histoire est (@,2,X) (AA,T7,17,8,17) et X = (

1, 1) ; la suite de ses états est représentée par

avec Q@ =

N} =
Nl w

L'hypothése M, est claire pour déterminer le nombre de possibilités de
A et I

En effet, pour la taille k , Te nombre de possibilités de A et I  est
égal a k+l1 (= card {1 s

53 Zs cees K +%}).

Donc, dans le modéle markovien, le nombre de possibilités d'une opération w
dans un état de taille k
w € (A,S,IT,17}

ne dépend que de k et on Te note pos(w,k) pour

Le tableau suivant donne la caractérisation du modéle markovien

+ -
GENRES DE STRUCTURE p?i(:(’)l;) p((’z(f(’);) po(sk(i 0’)k) po(sk(; 0’)k)
dictionnaire k+1 k k k+1
table des symboles k+1 1 k 0
file de priorité k+1 1
liste Tinéaire k+1 k
liste linéaire simple 1 k
pile 1 k

1.1.4.2. Le modéle KNUTH

Dans la théorie des histoires de fichier, les hypothéses de KNUTH s'écri-

vent :

K1) toutes les histoires ont pour état initial 1'état vide @-;

K2) les cliés d'un état au temps
{1,2,.

distincts de 1'ensemble

K3) la i-eéme adjonction ou interrogation négative

prise dans {%, %, 5

t >0, de taille
..>t}

(i > 0) a une entrée x

k >0, sont k entiers

ey 1 - % } et aprés adjonction on change x en x +

Nl =
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et toute autre clé y telle que y > x , en y+l

K4) toute suppression et interrogation positive opérant sur un état de taille

k a pour entrée une des k clés de 1'état (et on ne renumérote pas les clés
aprés suppression).

Exemple 1 : Dans le modéle de KNUTH, 1'histoire de liste chainée tride de
1'exemple qu'on a considéré s'écrit :

1'histoire est (@,2,X) avec Q = (A,A,I+,I',S,I+)

et X=(3 3, 1,3, 2, 1) dont la suite des états est :

Exemple 2 : 1'histoire (9,2,X), avec 2= (A,AA,5,A,5,AA) et X = (3 3, 3
i, %, 2 %, %%) est dans le modéle de KNUTH, dont la suite des états (listes
chainées triées) est donnée par :

@ 1 12 1+>2->3 23 2>3-~>14 3>4
eo el ez e3 eu es e6
1>3->4 1+-3>4->06

e7 e8

D'aprés K3 la i-&me adjonction ou interrogation négative (i > 0) a i
possibilités (= card {%, %, ol 5, O —~%}) , quelle que soit la taille de 1'état
sur lequel, elles opérent.

Tandis que, d'aprés K4, on a  pos(S,k) = pos(I+,k) =k .

On peut caractériser le modéle de KNUTH par le tableau suivant :

. +
GENRES DE STRUCTURE pOSSI—eme A) | pos(S,k) pos(1k)
i>0 k>0 k>0
table des symboles i 1 k
file de priorité i 1
liste linéaire i k
liste linéaire simple 1 k
pile 1 1
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Pour le genre dictionnaire on a :

pos(i-éme A ou I7) = i i>0
pos(S,k) =-pos(I’,k) = k k>0

On voit alors que les genres Tistes linéaires imples et piles dans les deux
modéles sont les mémes.

1.1.5. Ensembles d'histoires considérés

Dans la suite on ne va pas considérer des ensembles quelconques d'histoires
mais seulement des ensembles d'un genre et modéle donnés dont toutes les
histoires ont méme état initial (en général vide) et dont les opérations sont
"indépendantes” en un sens qui sera précisé par la condition C3 des définitions
ci-dessous.

D'aprés le paragraple précédent, pour un genre et modéle donnés, on a un
ensemble d'entiers qui représentent les nombres de possibilités des opérations
associées a ce genre : on 1'appelle ensemble de possibilités.

Définition 1.5. Pour un ensemble de possibilités donné, on dit qu'un ensemble
% d'histoires est complet si

C1) toutes les histoires de " ont méme état initial e
C2) ont méme durée n

€3) si q-= (ml,m ,...,mn) est le schéma d'une histoire de " alors 1'ensem-

2
ble des histoires de W& de schéma @ est (eo,n,X) ou X parcourt un produit
cartésien Xl x X2 X ... X Xn avec, pour 1=t =<n:

(i) dans le modéle markovien : card Xt = pos(mt,kt_l) ol ko’kl""’kn
est Ta suite des niveaux de @ .

(ii) dans Te modéle de KNUTH :

(pos(w, .k, ) si w, =S ou it
‘ L L=y |9

card Xt _ ~
rang de wy par rapport a A et I dans @ si wy = A ou I

On ne considérera donc que des ensembles complets d'histoires. A partir de
cette définition, on obtient le lemme fondamental suivant qui va servir dans
la suite
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Lemme fondamental 1.6. Le nombre d'histoires d'un ensemble complet d'his-
toires de schéma @ = (ml,m

2,...,mn) dont la suite des niveaux est

(ko’kl""’kn). est égal a :

(i) dans le modéle markovien : pos(ml,ko) pos(mz,kl)...pos(m”,kn_l)

(ii) dans le mod2le de KNUTH : a! TV pos(S,k. T pos(1t,k, ‘
§To Pos(oky. ) TT pos(iky.)) 1
ou JS (resp. JI+) désigne 1'ensemble des indices j tels que w; = S

(resp. I+) et a le nombre d'occurences de A et I dans @ .

1.1.6. Colits d'opérations et d'histoires - Coiits intégrés

On suppose.que pour toute opération w(e,x) , ot w € {A,S,I+,I'} » € un
état, x une clé, est défini un colit, noté colt(w,e,x) , qui est un entier
ou un réel non négatif.

Ce colit peut &tre un nombre de comparaisons entre clés, ou le nombre de
case-mémoires utilisées, ...

On appelle colit d'une histoire h = (eo,n,X) la somme des colits des opé-
rations de h , c'est-a-dire si @ = (ml,m

seeosX )

.om. ) et X = (xl,x2 n

2°°" n
alors colit (h) = & Coat(”i’ei-1’xi) .

Si % désigne un ensemble fini d'histoires, alors on peut définir le
colit moyen ou colit intégré d'une histoire de € par :

cott( W) = L A cot(h) .
c

Le but de la théorie des histoires de fichier est le calcul explicite des
colits intégrés des différentes représentations de structures pour chaque genre.

On peut remarquer que 1'expression du colit intégré ci-dessus dépend a la
fois du genre de structure et du modéle choisi. De plus, il est souvent diffi-
cile de 1a manipuler par exemple, pour un arbre binaire de recherche, le coiit
d'une insertion dépend a la fois de la forme de 1'arbre (laquelle dépend des
adjonctions et suppressions antérieures) et de 1a position de 1a clé insérée
dans 1'arbre.

Une maniére raisonnable est de considérer le colt moyen de chaque opéra-
tion pour une taille donnée de 1'état qu'on va appeler colit moyen standard.

On note pour ke N, Ek 1'ensemble des états de taille k d'une
géométrie. Soit A" 1'ensemble des histoires de cette géométrie d'état initial
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vide dont le schéma est composé de n adjonctions.

Définition 1.7. On appelle fréquence standard d'un état e ¢ En (n >0) 1le
rapport :

1

fs(e) = ——
(e) card AN

card{h ¢ A" 1'état final de h est e} .
On convient que fs(@) = 1.

Exemple 1. Pour une liste chainée triée, on considére que v n >0 card En =1,
la fréquence standard de tout état est alors égale a 1.

Exemple 2. Pour une Tiste chainée non triée, on considére que v n 20 , on

a card En =n! (un état est caractérisé par une permutation de clés). Par
conséquent v e € En ona fs(e) = 37 .
n!

Définition 1.8. Pour une géométrie donnée et pour une opération w € {A,S,I+,I'}

réalisée par un algorithme donné, on appelle colit moyen standard de w pour

la taille n 1la quantité cs(w,n) = . L fs(e) 1

€k os(w,n)

ol la somme sur x s'étend & toutes les clés pour lesquelles on considére w .

Z colt{w,e,x)
X

Le probléme est maintenant de lier les colits moyens standards au coiit intégré
d'une histoire. Une solution est donnée par [7], [8] dans le cas des structures
stationnaires.

Définition 1.9. Pour une structure donnée et un ensemble de possibilités donné,

) ; . + - Y . ,
on dit qu'une opération w € {A,S,I ,I"} , réalisée par un algorithme donné,
est stationnaire, si et seulement si, vk e N* , ve ¢ Ek on a :

————l——T— > fs(e') card {x/e =w(e',x)} = fs(e)
pos{w,k') e'e€ Ek'
ot k' = k-1 (resp. K+l, k) si w=A (resp. S, I  ou17) .
On dit qu'un algorithme est stationnaire si toutes les opérations qu'il
réalise sont stationnaires,

Autrement dit, une représentation de structure est stationnaire si

vkeN, 1a fréquence standard des états de Ek coTncide avec les trois
fréquences induites sur Ek par toutes Tes histoires de schémas respectifs

aktls akpm o akpt
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La notion de stationnarité s'illustre par ce qu'on appelle "phénomene
de KNGTT" ([13], [15]) : 1'algorithme de Hibbard de suppression dans un arbre
binaire de recherche est stationnaire dans le modéle markovien et n'est pas
stationnaire dars le modéle de KNUTH ([8]). C'est 1a qu'apparait la différence
fondamentale entre ces deux modéles.

On retient toutefois que la plupart des représentations de structures
(listes triées ou non, arbre tournoi, arbre binaire de recherche, cee)s utili-
sées dans le modéle markovien sont stationnaires.

Le tableau 1 donne les colts moyens standards des opérations pour diverses
représentations stationnaires.

A partir de Ta propriété de stationnarité des représentations, on peut
montrer le théoréme suivant (dit théoréme du colit moyen) (voir par exemple [7]
ou [8]) qui donne 1'expression du colt intégré comme une combinaison lindaire
des colts moyens standards dont les coefficients sont les nombres de passage
a niveaux.

Définition 1.10. On appelle nombre de passages de 1'opération w € {A,S,I+,I'}

3 niveau k pour un ensemble d'histoires de durée n , d'état initial vide,

aeh et on note Nw(n,k) , le nombre d'opérations w sur un état de taille k

au cours des histoires de ﬁéh

Théoréme 1.11. Pour une représentation stationnaire, soit %@h un ensemble

complet d'histoires de duréde n et d'état initial vide, on a :

= 1
colt(® ) = ——— 1 £ cs{w,k) Ne(n,k
( ") card 3€n w k (w,k) Mol )
ol w € {A,S,I+,I'} » cs(w,k) est le colit moyen standard de « pour la
taille k et Naw(n,k) Tle nombre de passages a niveau k de w au cours

des histoires de 9€n

D'aprés ce théoreme, pour évaluer le colit intégré d'une histoire, i1 suffit :
(i) de savoir évaluer les colits moyens standards

(ii) de savoir évaluer les nombres de passages & niveau
(iii) de savoir calculer card %Ch , c'est-a-dire dénombrer les histoires.
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(i) les colits moyens standards se calculent 3 1'aide de la définition 1.8 en
comptant, par exemple, les nombres de compararaisons de clés

GENRE  |REPRESENTATION | cs(A,k) cs(S,k) es(IT,k)  Jes(17,k)
Dictionnaire LT (k+2)/2 (k+1)/2 (k+1)/2  |(k+2)/2
LNT 0 (k+1)/2 (k+1)/2 k
1 1
ABR 2(Hyym1) | 201+ M3 | 2(1+)H =3 [2(H,, -1)
File de
priorité LT (k+2)/2 0
LNT 0 (k+1)/2
1
T8 Hk+1'§ 0
1 1
ABR 2(Hy 1 -5) |2(H = 2+7)
1 1
Pg 2(1"'F1—) 2(Hk+1—2+‘k')
Liste
linéaire LT (k+2)/2 (k+1)/2 Tableau 1
LNT 0 (k+1)/2

Le genre table des symboles s'implante comme le dictionnaire alors que
Tes 1iste linéaire simple et pile s'implantent comme le genre Tiste linéaire.
Dans le tableau 1, LT signifie liste triée ; LNT : liste non triée ;
ABR : arbre binaire de recherche ; TB : tournoi binaire ; Pg : pagode et

Hk =1+ % + ...+ % (k-iéme nombre harmonique).

(ii) 1'évaluation des nombres de passages a niveau k (dans le modéle mar-
kovien) se raméne a (iii), c'est-a-dire & des dénombrements d'histoires. En
effet une histoire, allant de niveau 0 (c'est-a-dire partant de 1'état vide)

et arrivant au niveau 0 (c'est-a-dire d'état final vide) dans laquelle se
produit 1'opération w au niveau k . se décompose en une histoire partant

de niveau 0 , arrivant @ niveau k , puis 1'opération w 2 la suite de laquel-
le 1'état de la structure est de taille k' retournant au niveau 0 , ol

k' = k+1 (resp. k-1, k) si w=A (resp. S, IT oul) .

Ainsi si on désigne par ?gn,i,j 1'ensemble des histoires de durée n , allant
de niveau i et arrivant a niveau j on a, au cours des histoire§ de %ﬁ%,o’o :
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New(n,k) = = . card %ﬁﬁ 0.k pos{w,k) card

o<isn- n-1-i,k"',0

avec k' = k+l1 (resp. k-1, k) si w=A (resp. S, 1t ou 17) .

(i11) Par conséquent 1'étape de dénombrements d'histoires constitue 1'étape
la plus importante et la plus nouvelle dans 1'évaluation des coiits intégrés.

Dans la suite, on supposera la stationnarité des représentations utili-
sées dans le modéle de KNUTH. Cela signifie qu'on ne va pas considérer comme
représentation 1'arbre binaire de recherche. De méme on utilisera les mémes
colts moyens standards que dans le modéle markovien.

Ainsi on pourra utiliser le théoréme 1.11 dans le modéle de KNUTH dés
qu'on sait y dénombrer les histoires.

1.2. Dénombrements d'histoires et fractions continues dans le mod2le markovien.

Le dénombrement des histoires peut se faire :

- soit par des méthodes combinatoires géométriques (ou bijectives)
- soit par des méthodes algébriques.

Les méthodes géométriques développées par J. FRANGCON ([8]) sont Tles premigres
a avoir été utilisées ; elles sont fondées sur une bijection entre histoires
et permutations qui raméne alors les dénombrements des histoires aux dénom-
brements de classes de permutation qu'on peut avoir directement.

La découverte par Ph. FLAJOLET ([6]) d'un Tien entre théorie des histoires
et théorie des fractions continues a permis d'aborder par des méthodes algé-
briques Tles problémes de dénombrement et de résoudre un certain nombre de
problémes non résolus par la méthode géométrique.

Le théoreme fondamental établit une relation entre la série génératrice
des histoires et la fraction continue.

Ce théoréme a de nombreux corollaires. I1 permet, entre autres, d'obtenir, en
particulier :

(i) card %ﬁn.n.n d'un genre donné
(ii) card ?@ﬁ?o,o : nombre d'histoires de Wﬁh,o,o de niveau = k

(iii) card %@n K,y ° nombre d'histoires de niveau initial k et niveau
final ¢
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On remarque que Tes résultats (i) et (iii) permettent de calculer, gréce
au théoréme du colt intégré, le colt moyen d'une histoire dans le modéle
markovien.

1.2.1 Le théoreéme de fraction continue.

On se place dans le modéle markovien et on se donne un ensemble de
possibilités quelconque {pos(A,k) = a pos(s,k) = S s pos(1+,k) = i; :
pos(I™,k) = ik Feso

On note H_ = card @@n,o,o et

n 1‘k

Théordme 1.12. Pour un ensemble de possibilités quelconque, la série géné-

ratrice H(z) = EO ann des histoires allant de niveau 0 & niveau 0
nz

posséde un expression, sous forme de fraction continue sujvant :

H(z) = l

a
- - _0
1 1452

2
S, Z

2
, a5 [SigeZ
1 - gz - 1.2

L'idée essentielle de la démonstration de ce théoréme consiste a considé-
rer les schémas des histoires de € , , comme des mots de longueur n sur
3 L]

1'alphabet X = {Ao’ Als vees Io’ Is.e5 855 8,5 ...} ou ws dénote

1'opération w € {A,S,I = 1¥ ou I} sur un état de taille j .

. . q P < - .

Ainsi si on désigne s—h 1'ensemble des schémas de niveau < h on a :
<0 * <1 * K
T =] - = +
S (Io) ;S (Io Ao(Il) sl)

<2 * %* %

=2 = & +

s (I0 AO(I1 AI(IZ) sz) 51) s

Plus généralement, on chitient s§h+l en remnlacant In dans sgh nar

*
+ .
(Ih Ah(1h+1) sh+1)

On passe ensuite aux séries génératrices des histoires de niveaux bornés,
a 1'aide du morphisme : w + pos{w,k)z .
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h le nombre d'histoires de niveaux < h , de durée
n,ona: pour H h(z) =y RN
n=0 N

1+ z+i222+ ... =
0 OZ

g . D <
Ainsi si on note par H;

Héo(Z)

Hél(z)

a,5,22
1-42z-501
0 1-112

Plus généralement, on obtient H§h+1(z) en remplacant 1h dans th(z)

N Shsh+lz

ar i
a h ™15, 2

h+1
Le théoréme s'ensuit alors en faisant h aller & 1'infini ./.

1.2.2. Histoires de hauteurs ou niveaux bornés.

Avec le nombre Hfh des histoires (de 'Mgn 0 0) de niveaux < h , et la
série génératrice Héh(z) correspondante an’obtient des corollaires du
théoreme 1.12.

Py(2)
Q,(2)

faisant les relations de récurrence suivantes :

-

Corollaire 1.13. Héh(z) = ol Ph et Qh sont des polyndmes satis-

©

—
N

~—
1]

035 P (z) =1; P (2)= (1-i2) P,_ (2) - a,_ 5,22 P, _,(2)
(z) = 1 q(z)

1-i,z ; Qh(z) = (l—ihz) Qh_l(z) - Ay, shz2 Qh_z(z) e

IIA

Ainsi d Ph =d Qh_l h wvh

. _ no . _
Corollaire 1.14. On pose Hk,z(z) —'120 Hh,k,z z ol Hn,k,z = card 3§n It

) '—
W@n k.2 étant 1'ensemble des histoires de durée n , allant de niveau k a

niveau 2 . Si u = min(k,&) et a = max(k,2) alors on a :

Q _,(z)
H, (z) = B — (Q. (z) H(z) - P_ (2))
K> % K+1 A1 A—i
aa ...8, 5.8 ...5 Z
01 k-1"172 L
ou H(z) = I H 2" du théoreme 1.12.
nzQ N

Donc les H, (z) sont reliés aux Héh(z) par 1'intermédiaire des polyndmes
Ph et Qh .

Pour un ensemble de possibilités donné, on associe une forme linéaire sur

'y

1'ensemble des polyndmes, définie par <x"> = Hn = card *@h 0.0 et
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AAp *+ uq> = A<p> + u<q> . Elle induit alors un produit scalaire défini par
<PIQ> = <P-Q> .

Vis-a-vis de ce_ produit scalaire on a :

Corollaire 1.15. Soit ﬁk(z) = zk*1 Qk(%) le polyndme réciproque de Qk(z)

du corollaire 1.13. On a les relations d'orthogonalité :
<X1|6k_1(2> = <6i—1’6k~1> =0 pour 0 =i <k ‘
kig N
Qe (2)> = <Q_ 19> = aga;...a,_;5,5,...5, -

On obtient alors :

Corollaire 1.16. Le nombre H des histoires de durée n , allant de

n,k,2
niveau k a niveau g est donné par :

1 — — n
H = Q,_, (z) q,_.(z2)1z>
n,k,2 k-1 -1
aoal...ak_lslsz...sl

Pour les démonstrations des corollaires on peut consulter [6] ou [7] . Ainsi,
dans le modéle markovien, chaque genre de structure, défini par son ensemble
de possibilités, est caractérisée par une famille de polyndmes orthogonaux
{ﬁk_l/k z 0} . I1 s'avére que ces polyndmes sont les polyndmes orthogonaux

-

classiques. Le tableau 1 donne les polyndmes orthogonaux associés & chaque

genre de structrure, ainsi que les séries génératrices trimples des histoires :

H(u,v,z) = z H uk L 52 avec w, = 1 ou ! obtenues a partir
% n,k’z n,k,!, ml n: £

des polyndmes orthogonaux associés et le produit scalaire (voir [5] ou [6]).
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k
- t
GENRE POLYNOMES kéo Qk—l(z)EE H(u,v,z)
1,
o . 1 1+t 1
Dictionnaire Laguerre Tt © k! 1

1-z(1+u)(1+v)-uv

Table Symboles Charlier (1+1:)Z+1e"t k exp[ez(1+u)(1+v)-1-z-u-v] 2!

2

-%H:z 2
File de priorité | Hermitte e k! exp[E—-+zu4-uv+-vz] 2!
Liste Tinéaire Meixner ——l——eZarCtgt k! 1 1

Y1+t2 (1-uv)cos z- (utv)sinz
Pile Tchebycheff| — 1
o 1-zt+t2
Tableau 2

On note enfin les résultats obtenus par J. FRANGON ([8]) par la méthode
géométrique sur les nombres de passages a niveaux.

Proposition 1.17. Pour le genre file de priorité dans le modéle markovien,

le nombre de passages a niveaux k de 1'adjonction au cours des histoires de

.4

our série génératrice :
2n,0,0 ap é génératrice

.t 1

k
NA(2n,k
( R 1-2t  1-t(1+x)

=
VIV ™
poo 3

Proposition 1.18. Pour le genre pile dans le modéle markovien le nombre de

-

passages a niveaux k de 1'adjonction au cours des histoires de %€

2n,0,0
est donné explicitement par
NA(2N,k) = bzn,2k+2 (nombre de scrutin)
_ 2k+3 (2n )
ntk+2  “n+k+l




= 2 =

Le tableau 3 donne les colts intégrés des différentes représentations station-

naires du genre file de priorité

Représentations

dans le modéle markovien

COﬁt(‘?fﬁ’zn,O,O)

Liste (triée ou non)

n{n+5)
6

Arbre binaire de

nLogn + 0(n)

recherche
Tournoi binaire % nLogn + 0(n)
Pagode nlogn + 0(n)

Tableau 3

On remarque que la méthode algébrique des fractions continues ne permet
pas de résoudre le modéle de KNUTH dans lequel 1'ensemble du nombre des possi-

bilités des opérations n'est pas
états sur lesquels elles opérent.

uniquement fonction de la taille k des
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CHAPITRE 11
LE GENRE LISTE LINEAIRE DANS LE MODELE DE KNUTH

-

Ce chapitre est consacré a 1'évaluation du colt intégré des histoires
de genre liste linéaire dans le modéle de KNUTH. Afin de pouvoir appliquer
le théoréme du colit intégré, on va faire dans un premier temps, des dénom-
brements d'histoires (dans le modéle de KNUTH) dans le paragraphe 2.1 avant
de faire Te calcul des passages & niveaux qui fait 1'objet du paragraphe 2.2.
IT s'avére que ces deux choses sont étroitement lides & celles du genre file
de priorité dans le modéle markovien. Et on verra que le cofit intégré des
représentations stationnaires de genre liste linéaire dans le modele de KNUTH
(paragraphe 2.3) coincide avec celui de genre file de priorité dans le moddle
markovien pour les mémes représentations.

Afin de pouvoir comparer le comportement du genre liste linéaire dans les
deux modeles (objet du paragraphe 2.5) on va calculer le .coiit intégré de ce
genre dans le modéle markovien (paragraphe 2.4.2) aprés avoir calculé la trans-
formation intégrale associée (2.4.1). La fin du chapitre (paragraphe 2.6) est
consacrée a 1'étude du comportement asymptotique d'une hfstoire de genre
liste Tinéaire dans le modéle de KNUTH (profil limite). I1 reprend, compte
tenu de sa liaison avec le genre file de priorité, une partie des résultats
obtenus par L. CHENO ([3]) dans le modéle markovien pour ce dernier genre.

On rappelle que le genre liste linéaire dans le modéle de KNUTH est
défini par 1'ensemble de possibilités suivant :

pos(s,k) = k k>0 : nombre de possibilités de s pour la
taille k

_{pos(i—éme A) =i i>0

2.1. Dénombrement des histoires

On note 3&>kLE N 1'ensemble des histoires de genre liste linéaire dans
Te modéle de KNUTH, de durée n . de niveaux initial k et final ¢ .

. LLK LLK .
On partitionne %gn,k,g nk,g.i 2un

seul schéma 9(1) i=1,2,...,p . Ceci est possible car tous les ensembles
d'histoires considérés sont supposés complets dans le sens de la définition
1.5.

en des sous-ensembles d'histoires "
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bk _ P LLK
Alors card Wén,k,l -k card Ya*e’n,k,,v.,i

D'aprés le lemme fondamental 1.6

LLK -
card ?gn,k,z,i = a;! ac1 Pos(ssk,_ ) ol a.
s

; est le nombre d'adjonctions

A dans le schéma ali) et (kg = kokpsoousky sk = 2) sa suite de niveaux,

I, = {2 € [1,2,...,"]//m£1) = s si n(i) = (mgi),...,mﬁi)) mii) € {A,s}} .

Lemme 2.1. Si g = (ml,mz,-..,mn) est un schéma de durée n , de niveaux

initial k et final &, avec w; € {A,S} pour i =1,2,...,n alors
le nombre d'adjonctions A (resp. suppressions S) dans @ est égal a :

Ei%:ﬁ (resp. n+§-z) si n+g-k est pair .
0 sinon
Preuve

On associe a @ le chemin polygonal défini de la fagon suivante :
(voir par exemple [5] p. 68) la suite des ordonnées (so,sl,...,sn) des
points du chemin est telle que :

{;So =k , s =1
. = + e + + i<
S; € €, €; 1 <iz<n
1 si o = A .
avec e = | .oom l=smzs=i
m -1 si w =9§
On a alors 51.+1 - 5; T €ig1 °

Si a (resp. s) est le nombre d'occurences de A (resp. S) dans @ alors

ats = n
n-1

Eo (S'i"l-l

a-s - 51) = g-k

i

dont la resolution donne les résuitats annoncés dans ie iemme © . D‘autre
s . LLS o s
part, d'aprés le lemme fondamental 1.6, si aCnLkMz ; désigne 1'ensemble
b b 9
des histoires de genre liste linéaire simple dans le moddle markovien de

schéma 9(1) , alors :
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SR C )
LLSM
m_ErIS pos(S,k _ ) = card :Hgn,k’z’j
Par conséquent, avec le lemme 2.1, on a :
(Ei%l&) ! card WGhLiMz ; s onte-k est pair
5o LLK
Card ‘é%n,k)l,i . =
0 sinon vi=1,2,...,p
11 s'ensuit que :
[Diélk) I card WéhLiMz si n+g-k est pair
LLK - >he
card 9€n,k,z
0 sinon

. < LLK " .

L'expression explicite de card Wgn K. peut étre obtenue si on remargue
3 bl

que les polynOmes orthogonaux associés au dénominateur des réduites des frac-

tions continues, corollaire 1.13, du genre liste linéaire simple coincide avec

ceux du genre file de priorité dans le modéle markovien (polyndmes d'Hermite
du tableau 2).

Et en vertu du corollaire 1.16 on a :

LLSM  _ ki FPM N FPM P '
card aﬁn,k,z = card aen,k,z ou Egn,k,z désigne 1'ensemble des

histoires de genre file de priorité dans le modéle markovien de durée n , de
niveaux initial k et final g .

D'oll :
= |
(ﬂi%~5) t KL carg pgFPM si n+te-k est pair
2!

LLK
card wgn,k,z

0 sinon
On dit aussi que les histoires de genre liste linéaire simple s'obtiennent,
a partir des histoires de genre file de priorité dans le moddle markovien, par
“renversement des temps” ([8]).
card Wﬁifg’z s'obtient en développant la série génératrice triple des
histoires de genre file de priorité dans le moddle markovien (tableau 2)

2 .n
_ FPM kv z
H(u,v,z) n,E,n card ?ﬁn,k,z Y ¢! n!
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. 5 5 z2
qui est égale a exp [7T +zZUu + uv + vz ]

Ce qui donne :

5 nt+k-2
b o PG ,)( e )21 si n+k-g2
n+k- i k=i i :
(n+k-z) i B 2 est pair
— ) !

0 sinon

FPM
card aﬁn,k,z

En combinant tout ceci on obtient 1'expression explicite de card Wtth .
bl -

En particulier on a :

LK _ FPM _ (2n)!
card BQZn,O,O n! cardﬂﬁ?n’o,o = 0

Proposition 2.2. : Le nombre d'histoires de genre liste linéaire dans le moddle

de KNUTH, allant de niveau 0 et arrivant 3 niveau 0 est 1ié au nombre d'histoires
de genre file de priorité dans le modeéle markovien par 1'égalité

LLK : FPM - {(2n)!
card ’3‘@2“,0,0 n! card'ﬁ'@zn,o,o N

°

2.2. Calcul des passages a niveaux

Avec les mémes notations que celles de 2.1, soit Nu}LK(n,j) le nombre

de passages & niveau j de 1'opération w au cours des histoires de 3€>ELE 2 °
w € {A,S} .

En partitionnant SQhLE g en des sous ensembles %QhLE 2. d'histoires

a2 un seul schéma 9(1) i=1,2,...,p , alors

NmLLK(n,j) = NmLLK(n,j,i) ol NmLLK(n,j,i) est le nombre de passages
1<i<p
a niveau j de 1'opération w au cours des histoires de hLE 2.
Or NmLLK(n,j,i) = N(n(nki),j) card JQLLK ol Nm(nkj),j) est le nombre

n,k,2,i
d'opérations « sur un état de taille J dans le schéma 9(1) .

Sachant que card ¥

nte-k LLSM - :
LLE . g:( >—) ! card ?Qh,k,z,i si nt+g-k est pair
n,k,2,i

0 sinon




- 29 -

(d'aprés 2.1) on a :

(ﬂi%lﬁ) ! Nm(ﬂ(i),j) card Jg LLoM

ko2,
LLK, . .y _ n,k,e,
Nos (n,J,ﬁ) = si n+g-k est pair
0 sinon
or Nm(9(1),J) camjggLLk .. LLSM(n J.i) .
Sachant que card ?ﬁhLiMl e ; carxl&@gpr’l 3 11 s'ensuit que :
!
N, 551) = KL P, 5,9)
D'ob
- k!
LLK (n+z )! LA mFPM(n,j,i) si n+g-k est pair
(n,j,1) = 2
0 sinon

LLK

Par conséquent, au cours des histoires de %@n Kot
b bl

> On a

(ﬂi%;ﬁ) ! i FPM(n j) si n+t2-k est pair

LLK
n,

(n.4) = 0 sinon

En particulier, on a la :

Proposition 2.3. Au cours des histoires de Hﬁ;hKO 0 ° le nombre de passages

de w € {A,S} a niveau j est relié au nombre de passages de w € {A,S} 3

niveau j au cours des histoires de Hﬁg: 0,0 Par 1'égalité :

LLK FPM

(2n,3) = n! No'  (2n,j) .
Remarques :
1) on a : LLK(ZH,J) LLK(2n j*1) qui traduit le fait qu'a chaque

agjonction au niveau j correspond une suppression au niveau J+lL au cours

LLK
des histoires de 9@2 ,0,0 °

2) On peut avoir 1'expression explicite de NmLLK(Zn,j) en utilisant la
proposition 1.17 et on a :




NPn, ) = 2 (B 27T (it n>0 ,jz0
1=£1=n~1

p'ot  NAER(2n,3) = (n1) L Chz' ™Y nso0,5z0

2.3. Calcul des coiits intégrés dans le modéle de KNUTH

Avec les propositions 2.2 et 2.3, on est en mesure de calculer les coiits
intégrés d'une histoire de genre liste linéaire dans le modeéle de KNUTH, en
utilisant le théoréme du coit :

cont(WQLLK ~ y o 1 5 cs(w k) Ne--K(2n,k)
40,8 card WELLK kz0
2n,0,0 w€{A,S}

ol cs(w,k) est le colt moyen standard de w sur un état de taille k d'une
représentation de structure stationnaire donnée. Souvent, on représente le

genre liste Tinéaire sous forme de listes chainées triées (resp. non triées)
pour Tesquelles cs{A,k) = E%Z (resp. cs(A,k) = 0) et cs(S,k) = E%l (k > 0).

On a les résultats suivants :

Proposition 2.4 : Le colit intégré d'une histoire de genre liste linéaire
dans le modele de KNUTH, de durée n , de niveaux initial 0 et final O ,

représentée sous forme de listes chainées triées (resp. non triées) est
donné par :

= LLK _ n(n+5) n(n+5)
cout(ﬁ%zh’o,o)— 3 (resp. =)

Preuve :
Compte tenu des propositions 2.2 et 2.3, on peut remarquer que :

N X R FPM
cout(‘&ﬁéh'fo,o) = cout(éﬁéhfg,o) = cot(H5 7,0)

On aura besoin du Temme suivant :

FPM
Lemme : 1) . § . NAFPM(Zn,k) =n cardZRZZH’O,O
FPM _ n(n-1) FPM
2) I k NATTT(2n,k) = B card’&'@Zn,O,O
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Preuve du lemme :

- La premigre formule est évidente car chaque schéma des histoires de
FPM
‘}€2n 0,0 comporte n adjonctions.

- Pour la deuxiéme, on va utiliser la proposition 1.17

n
Fltx) =z M NAFPM(2n k) Xk B - 2 1
30 nl JTT2E 1-t(14x)
aF(;;x) RS AFPM (o0 1) £° = t —
n >0 nt  (1-2t)
2
or (1-2t)"52 -y L.3.5...(2043) t*
220 3 2!
n
prou ALEX o g 35 (2n-1) ninz1)
X [x=1 n=> 2 3 n!
Soit £k MTPMon k) = 1.3.5.. . (2n-1) B (" 1)
k =21

qu'on peut encore écrire :

NAFPM(Zn,k) _ (2n)! n(n-1)
1 2N nl 1

V™

k

ce qui, en tenant compte de la proposition 2.2, donne le résultat attendu.

Suite de la preuve de la proposition 2.4.

La formule du colt donne pour les représentations en listes chainées

triées
K, _ 1 k+2 o FPM K+l o cFPM
ot Koan,0,0) T i Bg oz MK+ xS T
card 2n,0,0
=L x K2 aPMen,k) + nsPPM(n,ke1)).
wPH k20 '
card 2n,0,0

D'aprés la remarque 1 de la proposition 2.3, ceci s'écrit :

2n,k)




LLK ) _ 1 k+2) NAFPM(2n,k
coﬁt(ﬁi;Zn 0.0) TR (k+2) (2n,k)

v

AFPM

[l§
—
=

{2n,k) + k§0 NAFPM(Zn,kn

Pour les représentations en Tistes chainées non triées on a :

LLK 1 k+1 FPM
cotit( %€ = ) (2n,k)
2N,0,0) FPM 51 2
card W@z ,0.0 2
k+2 FPM
= T (2n,k)
card Wﬁ;ﬁ”o 0 0 2
Temme
_ Nn2+5n =
6

Remarques : 1) ne pas trier la liste permet d'avoir un gain de 50 % sur le
colit (i1 fallait y penser!)

2) Comme les listes linéaires simples coincident dans les deux modéles on a
le résultat suivant :

colit( 'KLLKU o) = colit( M;h?g o) = colt( ’a‘ﬁlé:;sg 0)
3) On s'abstient de dire que ces colits sont égaux au codt intégré des histoires
de genre file de priorité dans le modéle markovien car ce n'est pas tout a fait
vrai.
En effet, pour les représentations en Tistes chainées triées (resp. non triées)
de ces histoires on a : cs(A,k) = k2 (resp. 0) et c¢s(S,k) = 0 (resp. ksl

2 12"
(k > 0) . Ce qui donne pour les deux représentations :
o FPM _ n(n+5)
cotit (% 2n,0,0) ==
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2.4. Calcul des couts intégrés dans le modéle markovien

Afin de pouvoir comparer les colits intégrés du genre liste linéaire dans
les deux modéles, on va calculer ce colit dans le modéle markovien. Mais ici,
on ne peut pas appliquer directement (comme on 1'a fait dans 2.3) le théoreme

du colt intégré car on n'a pas 1'expression explicite de card ?ﬁ#Lr . -
b bl

a

Dans un premier temps on va s'intéresser a la partie

KLLM = r  cs(w,k) NwLLM(n,k) » ou plus précisément a sa série
n we{A,S} k = 0 n
" . . LLM _ LLM z . .
génératrice exponentielle K- (z) = E 0 Kn i dont 1'expression est
n 2 -
une transformation intégrale liant les colits moyens standard cs(w,k) avec
KkLM » qu'on peut calculer d'une fagon élémentaire pour avoir KkLM et donc
LLM KzLLM
= _ n
C°“t(?‘€2n,o,o) IR
2n,0,0
2.4.1. Transformation intégrale associée aux listes linéaires dans le modéle
markovien (voir [6] ou [7])
KEM = r estauk) MMMk ¢ 1 es(s,kr1) NSEPM(nL k1)
n k=20 k20
= 1 (cs(A,k) + cs(S,k+1)) NAtM(nL k) .
k=0
n
ALLM,_y . LM 2"
On pose K-""(z) = . é . Kn o
on aators R-Mz) =z (es(AK) + es(s,ke1)) NAEH(2)
. NLIM LLM z"
ou NAk (z) . g 0 NA=="(n,k) T
On aura besoin du lemme suivant :
. A x" ~ N
Lemme : Si A(x) = . g 5 . oT et B(x) = o g 0 bn T
Alors (A % B)(x) = X a.b X'
( )(x) nzo0 (i=o 1 "'1) (n+1)!
A déf X a ~
ou (A % B)(x) = IO A(x-7) B(1) dx

Preuve du lemme

X

A A(x-1) B(1) dt

On part de 1'intégrale I = |
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= an by x : m
Lo nlontmt Jg () o de
= n k /n an bm n-k X mk
nantz 0 ke 1 () AT AT Jo©

L
i n
: an by n k (k) n+m+1
s = z ——(z (-1)" =—=")x
: n,mz 0 ni ml (k=o (-1) m+k+1)
f n
| o osis (-1)* -ézl ) : n+m
: & R L (n+m+1) (",
@
: D'ou
n+m+1 . n+l
. I= : ab X = 3 5 ps
i n,mz0 "M (n+m+1)! n 2z 0 (i=0 1 "'1) (n+1)!
f
b . ALLM ALLM ~LLM
; Corollaire : NA (z) = (+1) HO,k(Z) * Hk+1,0(z)
N SLLM _ LLM zN
ol HO,k (z) = N g g card’?cn,o,k T
ALEM _ LLM zNn
et Hk+1,0(z) i g card’?@n,K+l’0 o1

Preuve du corollaire

D'aprés la remarque (ii) du théoréme 1.11 on a :

NALLM

(n,k) = pos(A,k) 0<_z card’@ﬁgLM card e LLM

s i,0,k n-1-i,k+1,0

LLM LLM
(k+1)0§i§n-1 card wgi,O,k eard wgn-l-i,k+1,0

! D'ol :

(

LLM
NA = (kél 5
(2= 0l n (s

LLM LLM zn
card wgi,o,k card wgn—l-i,k+1,0) nr

vt

'1egme LLM

(k+1) HO,k(Z) * Hk+1’0(z) . 0

Pour avoir 1'expression de H0 k(z) on utilise la série génératrice triple
L]
(tableau 2) :
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n
H{u,v,z) = b card hLE % uk % ﬁ, = .
n,k,22 Lt (1-uv)cos z - (u+v)sinz
k
i . LLM - (tgz)
I1 vient : k(2) Hk olz) = &3

expression obtenue en faisant u =

D'olu : NALLM( ) =

ce qui donne pour

LLM,_, _ .Z
K-="(z) = jo (k

gLLM

f; C(tg(z-)tg <)

0 dans H(u,v,z).

k+1
(k#l) ( tg;i E (tg;?z )

(z) 1'expression suivante :

(cs(A,k)+es(S,k+1)) (k+1){tg(z-1)tg 1] )————ij:I)——— dt
cos T cos(z-1)
tg(z-7) dn
cos 1 cos{z~t)

ol Clu) = & (es(A,k)+cs(S, kb)) (kt1) gt
ALLM zh. 2
On écrit K = + =1 +1
né (z) = J, IZ/2 y I

Dans Il (resp.

Ce qui donne :

LLM(z) = I

12) on pose ¢

* C(tg(Z -

%—r(resp.o=r--2-).

tg(5+0)+tg(5- o)

o)tg(% + o))
e COS(%-G)COS(%‘*o)

En vertu de 1'identité :

tg(a+b) = tga+tgb

on obtient :

l-tga tgb

ﬁLLM(z

On pose ensuite

- t Z I

u = tg(

1-tg(§+o)tg(§- )
o)tg(5+0)) > > do
COS(?"FG)COS(ﬁ-o)

C(tg(5-

-ong§+ﬂ.

On peut alors remarquer que tg(% - 1) et tg(% + 1) sont les racines en ¢

de 1'équation : 82 -

Par conséquent :

%g = -(1-u)v/a

6(l-u) tgz +u=10.

ol A = (l-u)2 tg?z - 4u (discriminant) .
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D'autre part, il est facile de voir que :

1 - _1-u
cos(g- c)cos(§+ g) €082
LLM tgz  t9°% (1-u)
[ o '___ 2z 5 =-Uu
D'ou  K-"(z2) 7 jb C(u) du

/(1-u)2tg2z - 4u

qu'on va énoncer sous forme :

Proposition 2.5. : La transformation intégrale associée au genre liste

linéaire dans le modéle markovien est :

2z
LM,y _ tgz ,t9°3 (1-u)
K- (z) = =9Z f C(u) du
cosz “g v«l-u)ztgzz- 4y
avec C(u) = ) z 0 (cs(A,k) + cs(S,k+1))(k+1)uk
ALLM _ LLM zN
et K(z) = i é 8 Kn =
ou kM= v (es(aLk) + es(s,k+1)NalMen k)
n k=20

Remarque : La proposition 2.5 corrige le résultat obtenu par J. FRANCON,
Ph. FLAJOLET, J. VUILLEMIN dans [7] p. 136 Théoréme 2.LL

2.4.2. Calcul des colits intégrés

KLLM
“ LLM - 2n
On rappelle que cout(?@ZH,O,o) = . QgLLM
2n,0,0
g - LLM s . . . . . R .
On peut obtenir card‘&@ZN 0.0 @ partir de la série génératrice triple
H{u,v,z) = 1 - en faisant u=v =0 .
(1-uv)cos z - (u+v)sinz

£ LLM zn _ 1
D'ou n é 0 card %Cn,O,O i 1.4
0 L . % 2 U E est le (2n)-eme nombre d'Eul

P s n 50 2n (om): ou E, est le (zn)-eme nombre uler

(appelé nombre sécant).

. LLM B
Par conséquent card méZn,0,0 = E2n
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LLM

IT suffit alors de déterminer K2n pour avoir le colt.

oLLM

2.4.2.1. Expression de K-~ (z) pour les représentations en listes

chainées triées (resp. non triées)

Dans ce cas on a le

Corollaire 2.6. Pour une représentation en liste chainée triée (resp. non tride),

A n
la série génératrice exponentielle du coiit KLLM(z) = 3 g KhLM %T est égale
2 .
a B
sLLM .1 tgz 1l tgz
K-—"(z) 5 Cos s (tgz + z) (resp. 7 tors (tgz + z)) .
Preuve

On va démontrer le corollaire 2.6 dans le cas d'une représentation en
liste chainée triée. Le cas non triée s'en déduit en divisant par 2 car dans
le premier (resp. deuxiéme) cas :

k 1 k
C(u) = T k+1)(k+2) u resp. 5 I k+1)(k+2) u .
(u) kgO( ) (k+2) (resp Zkgo( )(k+2) u™)
d2 k 2
On remarque alors que Clu) = — b u = .
i q (u) du? (k > 0 ) (1-u)3
Par conséquent :
N tZE

cosz o (1-u)2/(1-u)2tg2z - 4u

On pose t = T%U » ce qui donne :

tgz
RULM(,y - 5 _taz IZtg z/2 t dt
cos z 1 / 2 2
tgz + 4t - 4t
qu'on écrit sous la forme :
tgz tgz
' . N4 o I~ 7 =y B g - (oI N 8.
ALLM _ tgz 1 452472 (4-81) dt 1 (cvgdriz dt
K (Z) =2 (—— j + ..J‘
Gus2 T8 5 g2z + 4t - 4tz 21 Jig?z + 4t - 4t2
tgz tgz
2tgz/2 2tgz/2
= ZJ—Cgsi ( %j 9z/ d(/tgzz+4t—4t2)+%j g dt
1 1 /tg2z + 4t - 4t2
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tgz
- o taz (tgz +lf2t92/2 dt
o e 4 ! Vtg2z + 4t - 4t2
tgz
“tgz (tgz + I2tgz/2 dt
€os z 2 1

Jtg2z + 4t - 4t2

En remarquant que tg2z + 4t - 4t2 = ——lz— (1 - (2t-1)%cos2z)
cos2z

on peut poser x = (2t-1) cos z , ce qui donne :

tgz
2tgz/2 dt _1 fl dx _ oz
1 Jtg2z + 4t - 4t2 2 ‘cosz /1I-x2 2

D'ol ELLM(Z) = %- E%gé% (tgz + z)

2.4.2.2. Détermination de KkLM

Corollaire 2.7. Pour une représentation en liste chainde tride (resp. non
triée) on a :

KLLM =0 si n est impair ou n=20

n
LLM _ 1
K2n =z (E2n+2 + (4n-1) E2n) pour n f 1.
(resp. 8 (E2n+2 + (4n-1)E2n)) .
Preuve du corollaire 2.7. Effectuons seulement la preuve pour la représentation

en liste chainée triéde. I1 s'agit de développer 1'expression obtenue dans le
corollaire 2.6

REMzy =1 292 (e 4 4

2 cosz
On part du développement : T - z
P PP T cosz n>o0 2n (2n)!
Alors on remarque que :
tg?z _ 1 42 1 1
cos z —5(@ (Gosz) - os2)
2n
_ 1 z
=25 5o Eoney ™ Eon) TIyT -
tgz 22"
D'autre part : z 2>- = ] g . 2n E, Ton)T (voir [ 2 ]) .

I1 s'ensuit que :
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ALLM, y _ 1 ) 1 z*"
K™z) = 3 (Ez Eo) t1 n g 1 (Epneo (4n-1)E,,) (2n)!

Or Eg=E, =E, =1 (voir[ 2 1).

. 2n
Z
1 Eaney * (An-1E50) 1oy

v ™

1
4n

Le résultat en découle de fagon évidente. a

Ceci nous améne a la :

Proposition 2.8. Le colit intégré d'une histoire de genre liste linéaire
dans Te modéle markovien, de durée 2n, allant de niveau 0 a niveau O s

représentée par une liste chainée triée (resp. non triée) est donnée par
la formule :

E
coﬁt(ﬁgngO o) = % §n+2 + 4n-1
b b E 2n
(resp. % (—éﬂi& +4n-1)).
2n

Remarque : Dans [7] , p. 139, J. FRANCON, Ph. FLAJOLET et J. VUILLEMIN ont

. . L. e = E2n+2+4n 1
trouvé pour les listes triées un colit intégré égal a —E " "- 73
2n

soit une différence de 2n - Eﬂ— sur le colit qu'on vient de trouver dont la

-

2n
vérifiation & la main donne : pour n = 0,1,2,3 :

n l o 1 2 3
cott (g 5 ) ' 0 2 4,8 8,4

2n,0,0

2.5. Comparaison des colits du genre liste linéaire dans les deux modéles

ATin de pouvoir comparer les deux colits obienus dans ies propositions Z.4
et 2.8, il est nécessaire d'estimer le nombre sécant E,, - Les équations

4.3.69 et 23.1.15 dans [1] donnent une réponse & cela ; en effet, on a
d'aprés ces deux équations (3 une notation prés) :




- 40 -

4"+1(2n)! CE s n+1(2n)1 ( 1 ) v zri
L 2Nnt1 2n 520F1 1+3-(1+2n)
- et e C(2n)ig™t .
Ce qui donne pour n grand, 1'estimation : E2n = ST "ol la notation
™

fag <€ £ -g(1+01)) .

Ceci donne la

Proposition 2.9 : Le colt intégré cout(%@éhMO O d'une histoire de genre
liste linéaire dans le modéle markovien, représentée par une liste chainée
triée (resp. non triée) se comporte asymptotiquement (c'est-a-dire pour n

2 2
grand) comme 5%; (resp. g%; ) .
m m 2 2 2
Autrement dit coGt(%@éhMo O) o 0 (resp. _%T 1 A
L] b

Pour la preuve, i1 suffit d'appliquer 1'estimation de E2n ci-dessus.

Corollaire 2.10 : Pour n grand, il existe une constante c¢ telle qu'on a :

colit( “{;EEMO 0 = C cout(ﬂﬁ;LLKO 0) En effet, pour n grand, pour une repré-
sentation en liste chainée triée (resp. non triée) on a :

LLK n(n+5) . n? n2
% 3n,0,0) = ="y lresp. )
cott( 3@5#”0 o) 1
et le rapport Q = — = === 1,22 =
cout(?@LLK w2
2n,Q, 0

Conclusion : Le colit intégré d'une histoire de genre liste linéaire ne
dépend pratiquement pas du modéle choisi pour les représentations en listes
chainées.

2.6. Profil limite des histoires de genre lsite linbéaire dans le modéle de
WNUTH

-~

Cette partie est consacrée a 1'étude du comportement asymptotique des
histoires de genre liste linéaire dans le modéle de KNUTH. I1 s'avére qu'elle
se ramene a 1'étude faite par L. CHENO [3] sur Tes files de priorité dans le
modéle markovien.
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En effet le lien existant entre le genre liste lindaire dans le moddéle
de KNUTH et le genre file de priorité dans le modele markovien fait coincider
les calculs du profil moyen d'une opération et du profil moyen du colit d'une
opération dans les deux genres. C'est 1'objet du paragraphe 2.6.2.

Dans 2.6.1 on donne quelques définitions des profils moyens.

2.6.1. Définitions

Définition 2.11 : On appelle profil moyen du colit d'une opération d'une
LLK

histoire de ¥ 0,0_> 12 quantité, notée
LLK _ colit( ’%ﬁ LL(
C
2n 2n

Définition 2.12 : On appelle profil moyen de 1'opération w € {A,S} 2 niveau

k au cours des histoires de W@éLKO 0 la quantité, notée
LLK
Tu)LLK( 2n , k) Nm ( 2LnL,Kk)
2n card n,0,0

Conséquences :

LLK _
D Gyt

LLK (2, k)

[\ o

p (cs(A,k) + cs(S,k+1)) TA

LLK(2n,k+l)

)
IV o4

0 (cs(A,k) + cs(S,k+1)) TS

Ceci découle directement du théoréme du colit intégré et des deux définitions
ci-dessus en tenant compte de la formule NALLK(Zn,k) = NSLLK(Zn,k+1) pour

LLK
les histoires de ‘$€2N 0,0 °

2) v we {A,S} ona: LLK(Zn k) = Tw

T,ELSM
(=

H)M(Qn,k)

(2N,k)) en vertu des propositions 2.2 et 2.3.
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2.6.2. Calcul des profils moyens

LLK

Comme TA™""(2n,k) = TSLLK(Zn,k+1) » on va s'intéresser uniquelement a
TR (2n,x) .
Compte tenu de Ta conséquence 2) ci-dessus on a :

FPM
TALLK(Zn,k) - NA (Zﬂ%ij
2n card %€2n,0,0
FPM 2n-1 FPM FPM
= (k+
or NAT(2n,K) = (k+1) Tx card W37 | card WoT Lo
D'aprés la formule explicite de card Wﬁipg , dans 1la démonstration de la
proposition 2.2, on a :
il
—7:§—%4——— si i-k est pair
% FPM , ¥ FPM é_*-lﬁk)!
card 1.0,k C k! card i.k,0 '
0 sinon
FPM  _ (2n)!
et card §€2n,0,0 “SNnl
On peut alors écrire :
LLK _ 1 2n-1 _ppM
TATN20.k) = 50 E Tonk,i Man,k,i
FPM FPM
_ 2n-i-k ey card WTG  card ¥ k0
avec XA . = : et T . =
2n,k,i Z2n-1i 2n,k,i ¢ FPM
card 2n,0,0

On peut alors remarquer que TEEMK j représente, la probabilité sur

WQFPM d'avoir une structure de taille k au bout de i opérations.

Proposition 2.13 : Avec toutes ces notations on a :

FPM A 1
Osish-ke1 2naka2ivk Renk,2ivk T e Man,k,2i vkt Xan k2 k)

ou i, = %—(n—k— Jn2-2kn)
12 = % (n-k+ vn2-2kn)

et 2i+k est 1'ordre de 1'adjonction au cours des histoires de *ﬁfFPM

2n,0,0 °

a niveau Kk
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Preuve

. FPM FPM
Remplacgant respectivement card &gi,o,k , card Qan-i,k,O et

card gegzMO 0 “par leurs valeurs, on obtient, si i-k est pair :

[FPM il (2n-i)! 2" n!
2n,kyi - i-k . 2n-i-k .
27 (2 7k Bk (an)

On pose alors 1i-k = 2j = i = 2j+k 0 =J =n-k-1
Ceci donne :

P (25+k)! (2n-2§-k)! 2" n!
2nsks23%k 53 5y =37k (noj-k)1 (2n)t

T

2jtk représente alors 1'ordre de 1'adjonction & niveau k .
n
Utilisant la formule de Stirling n! = (g) v2rn , on obtient

FPM

Ton,k,25+k = Pn,k(3) exp £ (3)
1 A23tK) (2n-23-K)
A =
avec n,k(J) 2//:rkj (n-i-K)

et fn k(j) = (2j+k) Log(2j+k) + (2n-2j-k) Log(2n-2j-k)
- Jj Logj - k Logk - (n-j-k) Log(n-j-k) - n Logn
+ k Log2- 2n Log?2

On peut remarquer que An k(j) est bornée en n , par conséquent pour avoir

) FPM . P .
le comportement asymptotique de T2n,k,2j+k il faut étudier fn’k(J) s

Un calcul élémentaire donne :

(24+k) ® (n-j-k)
j(2n-2j-k) 2

£ (3) = Log

fa k(j) = 0 <= -8j3 + 12(n-k)j2 + 2(4kn-3k2-2n2)j + k2(n-k) = 0

= (- 5) (-852 + 8(n-k)j - 2k2) = 0
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Par conségquent 1'équation fé k(j) = 0 admet trois solutions :
3

. _ n-k . 3 . - .
i 5 qui correspond & un minimum m fn,k(‘]o)
5= ke /n2-2kn
1 2
qui correspondent a des maxima
. n-k+ Vn2'2kn = 7 = i
J, T T/ % ——— Ml 1:n,k(‘ll) e Mz 1:n,k(‘)z)
. . = K = 3
On va -determmer P'.ll et M2 . Pour cela on pose ¢ o AT 35
=31 )
A 2n et Ay T 7n
. =1
Alors on a : A + A, =579
- 2
B % 4

On remarque de plus que A, et a, sont alors les solutions en A de

2
7
1'équation A2 - (% - ¢+ %T: 0
Faisant intervenir cette nouvelle variable A , on obtient une nouvelle
fonction g, ¢(A) dont le domaine de définition est inclus dans ]O, %[

gn,¢(A) = fn,k(zm‘) = (2n) [(Log 2n)(2>\+¢+1-2>\-¢->\-¢-% + A+ ¢ - %)

+ h-¢log¢+¢log2 —%Logz]
= (2n)[h - ¢ Log¢ + ¢ Log 2 -%Logz]

ot h = (2axt¢)Log(2a+e) + (1-2a-¢) Log(1l-2x-¢) - A Logr

- (% A-9¢) Los;(%-x-qb)

11 s'ensuit que :

M= 9y, (0)) = 2n[(2x +6)Llog(2r +4) + (1-21,-¢)Log(1-2x -9)

1 1 1
- A, Logx, (-2--A1-¢)Log(-2-->\l-¢) -¢Log¢+¢LogZ—§LogZ]

1 = -4 =
Or 5T ¢ T et 1-2>‘1 ) 2A2+¢.
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Par conséquent on peut affirmer que :

M o= M, = 2n[(2>\1 + ¢)Log(211 +¢) + (2>\2 + ) LOg(2A2 + )

R 1
= A Logx -2, Logx, -4 Lloge+¢log 2 - 5 Log 2]

ce qui peut encore s'écrire :

(21, *)* (22,+9)* (2x,+6) (22, *+9)

2
X + A, Log A + ¢ Log

M =M, =2n [x Log .
1 2

+ ¢ Log 2 - 3 Log 2]

o
=5
—
[hV]
>

—

e
-
N

N
It

2 2
4x1+4xﬂ+¢

]

(22, = 4x0-02) + 4 0 +0?

it

2A1
2
car i, est solution de 1'équation A2 - (% - ¢)a t %r= 0

- 2 _
De méme (2x24-¢) = 2x2

D'autre part : (2x, +¢)(2x,+¢) = 4a, + 2(x +2,)e + 2

¢

. - y 1 =
D'ol M =M 2n[(x1+xi+¢ 2) Log 2] =0

1 2

Par conséquent fn,k(j) reste négative ou nulle et donc exp fn,k(j) est
exponentiellement petit devant n sauf dans des voisinages de j1 et j2

ou elle vaut 1.

La courbe (j, exp fn,k(j)) présente donc deux pics (d'autant plus pointus

que n est grand) pour j = jpet i=4,




- 46 -

o exp gy (2)
] F=ctm e m e e e cm e = e e o
' 1
1 1
] ]
' [
! t
; '
1 '
] '
: 0
! |
v 1
' i
e ; !
1 [] d - .
0 A B ol 1 1 S =
¢ 170 "2 77 % A =%n

Courbe (A, exp gn,¢(l))

Puisque ces pics sont trés accentués, il est clair que :

- dans un voisinage de j1 on a :
I ¢ S
fn,k(‘]) :fn,k(‘ll) 2

- dans un voisinage de j2 , on a :
R 8
fn,k(‘]) = fn,k(‘lz) 2

- ailleurs exp o k(j) est relativement petit (négligeable)

Donc, dans un voisinage de Jy (resp. jz) on a :

EPM ) R (J'-J'z)2 ) W (J-J2)2
Ton,2gvk = Pnok(31) @@lfy ( (3,) === 1] (resp. Ay (3 Jexp[fy ((J,) —5—]
. FPM S
Ailleurs : T2n,k,2j+k est négligeable.

Un calcul élémentaire montre que :

") = =42 2(1+24 )+2A (1-492)=¢(1-3¢+2¢2)

g
s $ 2nA(1-2x-26) (22+6 ) (1-22-9)
[ n " — 1'4
D ol Qn’¢(k1) = gn,¢(kz) = - 75;?
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De méme :
5 N1 /7
A k) An,k(3,) 26 v mn
Avec tout ceci, on a :
FPM -
O<i<h-k-1 '2n,k.25+k *on,k, 254k = XAZn,k,2j1+k Ankldy)
i e, (§-31)° ite, (3-d,)2
1 1 n . . . (Yo To " . 2 -
jjl_sl exp(fy {3y 2 ]dJ+XA2n,k,2j2+k"n,k(32}sz_szexP[fn,k(QZ) 7 —1dj

. € 5 e J'2 B
2n,k,23 +k * Man k25w An, k(30 S exelf(3,) 5 ]y
pour e > 0 suffisamment petit.
a5 m wpoy G2 14. . 1 J7T € 1-4¢
Or An,k(Jl) _[_E EXp[f (Jl) Q?_ ]dJ = % — I-e' exp[- ¥ 2n>‘2]2ndl

e' > 0 petit.

On pose y = lléﬂi Y2n A
1-4g
A (J ) IE eXP[f"(j ) ﬁ]d‘] - /2— ne Igl 3 /éﬁ e_y2 dy
n,k* 1’ C g 1’ 2 o/mn VI-4¢ /2n o _léﬁi V/2n
, /1<oe

O js 1¢'L*¢. \/Eﬁ_ _yz d I+m ")’2 d /__

R k e y = e y = /&

-¢' 11522 Jon e

D'ou finalement :

TFPM X 1

Osjsn-k-1 ' 2n.Kk.25+k Mon k. 254k = Tiag (XAZ"’k’ZJ’l*"”

A2n,k,2j2+k) .

Corollaire 2. 14 o profil moyen de 1'ad

de '&@LLK est donné par :

2n,0,0
LLK 1
A K on k) = — L
2n /1-2%
TsEK (o, ke1) = 1AL (2n, k)
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En effet un calcul é1émentaire montre que :

=————w-2>‘—2 :.l = ._k...
XAZn,k,Zj"'k 1-22-2¢ pour A n et ¢ on

ce qui donne : X 1

A2n,k,2jl+k * XAZn,k,2j2+k =

Corollaire 2.15. Avec ces notations, le profil moyen du cofit d'une opération

. . LLK .
au cours des histoires de *h€2n,0,0 vaut :

cLLK _ fl/“(cs(A,2n¢)+cs(

S,2n¢+1) 1
do(1 + 0(=
on 0 s ¢(1 + 0(3))

Ceci découle directement de la définition de C;hK et du corollaire 2.14 en

utilisant la formule sommatoire d'Euler-Mac-Laurin

B TR = D f(x) dx v g (F(m)+F(a)) + 3 (£ (m)-F(a) + 0(J, £'(x) ¢

Exemple : pour les représentations en listes chainées triées, on a :

cs{A,2n¢) = ¢s(S,2n¢+1l) = np + 1 = ng

Une simple intégration par parties donne : CéhK =

n
6

Ce qui donne :

2
oL, o) = on chHe . 22

LLK

On retrouve ainsi notre estimation du colit intégré d'une histoire de ?CZn 0.0
2V

c'est-a-dire colt d'une suite de 2n opérations. n
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CHAPITRE TT1I

LE GENRE FILE DE PRIORITE DANS LE MODELE DE KNUTH

Dans ce chapitre, on va suivre le méme plan que dans le chapitre 2. Afin
de pouvoir appliquer le théoréme du colit intégré, on va, dans un premier temps
dénombrer les histoires de genre file de priorité dans le moddle de KNUTH : i1l
s'avere que celui-ci est étroitement 1ié a celui du genre pile dans le modale
markovien (3.1). Il en est de méme pour les calculs des passages a niveau (3.2).
Et alors le colit intégré d'une histoire (3.3) de genre file de priorité dans le
modele de KNUTH coTncide avec le colit intégré d'une histoire de genre pile dans
le modéle markovien pour les mémes représentations (stationnaires).

Le paragraphe 3.4 concerne la comparaison des colts intégrés du genre file de
priorité dans les deux modéles.

La fin du chapitre (paragraphe 3.5) est consacrée a 1'étude du profil limite
d'une histoire dans le modéle de KNUTH pour le genre file de priorité.

On rappelle que le genre file de priorité dans le modéle de KNUTH est défini
par le systéme de nombre de possibilités suivant :

pos(i-&me A) = i
pos(S,k) =1 vk = 0 : nombre de possibilités de S pour la taille k .

On a évidemment (pos(S,0) = 0).

3.1. Dénombrement des histoires

On note ﬂﬂgpi ’ 1'ensemble des histoires de genre file de priorité dans
le modéle de KNUTH, de durée n , de niveaux initial k et final k .
Comme dans le chapitre 2, on partitionne .Niipi . €n des sous-ensembles d'his-
toires %@FPK . a un seul schéma @ i) i=1,2,...,p .
nykyo,i

Pk _ P FPK
Alors card ?Qn,k,z = 121 Card‘?gn,k,g,i
Nlanvde Toa Tomma fandamental 1 A nAn a3 -
D'aprés le lemme fondamental 1.6, on 2

card @@FPK . = a.! olu a. est le nombre d'adjonctions A dans
n,k,2,i i i

le schéma Q(i) 5

Utilisant le lemme 2.1 on a :
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FPK (Diélk)! si n+2-k est pair
card ¥, " 4t
2T 0 sinon
Par conséquent :
e FPK p- (n+2 k)i si n+e-k est pair
card =
n,k,e 0 sinon

si p est le nombre de schémas des histoires de 3€£PE ¢ -

Or utilisant Te lemme fondamental du modéle markovien, il vient que

p = card’a‘ﬁp K. 4 ou ’d’egmk g
dans le modele markovien (qui coincide aussi avec celui du modéle de KNUTH),
de durée n , de niveaux initial k et final & . On dit qu'une histoire de

genre pile est déterminée par la donnée de son schéma et inversement.

FP (D"g_‘k)g card WFPM o5 nee-k est pair
Donc card %n E 2 =

désigne 1'ensemble des histoires de genre pile

NyKs2

0 sinon
En particulier on a :

(-é— )! card @@n k,0 ST n-k est pair

FPK
card 'K. =
n,k,0 0 sinon

(n R)' card 9€n 0.2 si nte est pair

FPK  _
et card%@ n,0,8

0 sinon

On peut remarquer que card'r(f'ﬁ2 ,0,0 est égal au nombre de chemins de Dyck
de longueur 2n qui sont en b1Ject1on avec les arbres binaires de taille n

. _ 1 2n .
(voir par exemple [8]) dont la nombre est ¢y = T (r1) ol ¢, estle

n-éme nombre de Catalan.
Par conséquent une histoire de genre pile de durée n allant du niveau O
(resp. k) au niveaux k (resp. 0) peut &tre considérée comme un préfixe,
d'un mot de Dyck, de longueur n arrivant au niveau k , qui est dénombré par
k+1
n+k (n+k)
b, = 2 g
n,k .
0 sinon

si n+k est pair
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bn K sont les "nombres de scrutins" (ballot numbers) .

On a aussi

nk - - > si ntk est pair .
0

Avec ces remarques on a la :

Proposition 3.1. : Le nombre d'histoires de genre file de priorité dans le
modéle de KNUTH, de durée n , allant du niveau k et arrivant au niveau &
est 1i€é au nombre d'histoires de genre pile (dans le modeéle markovien) par
1'égalité :
FPK (ﬂi%%K_)! card'&gﬁMk g ST nte-k est pair
card k.o = 2he
5K 2 R
0 sinon
En particulier on a :
FPK (E%E)! bn K si n-k est pair
cardwﬁn k.0 = 2
= 0 sinon
EPK (D%&)! bn , si n+2 est pair
card9€n Si - ?
e 0 sinon
FPK -l PM =
et CardMZn,O,O n! card ‘3'6271,0,0 ntc,
° . 1 . Cy %PM
Remarque : On peut avoir 1'expression explicite de card (donc

n,k,
card'%cgpi 1) en utilisant les polynOmes orthogonaux de Tchebytchev (tableau

2, Chap. 1, paragraphe 1.2) associés au genre pile et le corollaire 1.16 du
chapitre 1 .

On aura alors :

- . . c

g (-1)TH KTy (Ady KRR (549) si neken est pair
PM i,J 1 J 2

card§€ =

ko8 0 sinon
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-

3.2. Calcul des passages a niveaux

Avec les mémes notations que celles de 3.1, soit NmFPK(n,j) lTe nombre de

passages au niveau j de 1'opération « € {A,S} au cours des histoires de
FPK
n,k,2 °

Comme dans le paragraphe précédent, on partitionne ﬁk@ en des sous-

FPK
ensembles ’3’2 n,K, 2, i

n, k L
d'histoires a un seul schéma 9(1) » 1= 1,2,...,p .

FPK( N NujFPK(n

»J) = = No n,j,i) ol sjs1) est le nombre
1<i<p

On a alors Nw

-

de passages a niveau j de 1'opération  au cours des histoires de HEFPK

n,k,2,i
FPK(n,j,i) Nm(Q( ),J) card’*eFPk %, oll Nw(Q(]),j) est le nombre

d'opérations « sur un état de taille j dans le schéma 9(1)

Or Nw

Utilisant les résultats du paragraphe précédent, on a :

(n+2 SYR (9(1),J) card‘aprk si n+g-k est pair
No PK(n,3,1) = L1

0 sinon

PM

= No (n,j,i) , (nombre de passages au niveau j

)

Or Nw(® (i ),J) cardwen K2,

de 1'opération w au cours des histoires de %ﬁfn K.2.i

Par conséquent :

au cours des histoires de 'wﬁgpt g, 2 Ona:

EPK (ﬂi&:E)! NwPM(n,j) si ntg-k est pair
Nw (naj) =

0 sinon

En particulier, avec la proposition 1.18, on a :

Proposition 3.2. : Au cours des histoires de '$QZPKO 0° le nombre de passages
au niveau j de 1'opération o € {A,S} est relié au nombre de passages au

niveau Jj au cours des histoires de Han 0,0 par 1'égalité :

Nof "X(2n,5) = nt ne"M(2n,3)

NaFPK

avec (2n,3) = FPK

(2n,j+1) = n! b2n,2j+2
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3.3. Calcul des coiits intégrés

Avec les propositions 3.1 et 3.2, on est en mesure d'appliquer le théoréme
du coflit intégré :

%FPK . 1 0 (cs(A,k)+cs(S,k+1)) NAPFK(Zn’k)

20,0,0/ FPK &
card ’("62 ,0,0

[\ e

pour différentes représentations de structure stationnaires.

Dans ce paragraphe, on va calculer les colts intégrés pour les représen-
tations en listes (triées ou non), tournoi binaire et pagode.

3.3.1. Représentation en listes triées et non triées

Pour une représentation des histoires de genre file de priorité par des listes
triées (resp. non triées) on a :

k+2

cs(A,k) = —- kz0 (resp. 0) et cs(S,k) = 0 (resp. kil )

T,k>0

Par conséquent les colits intégrés pour les deux représentations sont les mémes.

On a le résultat suivant :

Proposition 3.3. : Pour une représentation en liste (triée ou non) le coiit

intégré d'une histoire de genre file de priorité dans le modéle de KNUTH, de
durée 2n , de niveaux initial et final nuls est donné par :

coat(ﬂCFpKO o) =% (a" (—"—(121;))'%' +n-1) = % (1 + /mn)(1 + 0(%))
= D0 (1 + 0()) = Fn + 0(n)
Preuve :

Compte tenu des propositions 3.1 et 3.2, on a :

coﬁt(%&fFPK : (k;Z) NaPM(2n,k) .

,0,0) = PM k
cardﬁ€2n 0,0

e
o




. , FPK gy k+2
Soit encore : cout(‘#€2n 0, 0 Cn ‘ é 0 2 b2n,2k+2
5 _ 1 /2n - ( 2n _
ol ey =iy () et by g = Gen) (n+k+2)
" ko (+2) i) = G2 = o L) (i) - () (B0)]
"k 2 0 (n+k+1)
"o » = 2n
En vertu de 1'identité : (ﬁ) = (n?k) on déduit que :
Do (i) =30 2 (G- (3M]
k=0 ”+k+1 2 “oskson
1 n 2n
=1 -3

Regroupant les termes et divisant par ¢, on obtient facilement le résultat
annoncé.

n
Utilisant ensuite la formule de Stirling nl! = (g) Y2mn ol

f=g e g=f(1+0(1))

On obtient : cout(%@ZEKo o) = % [(n+1) vwn + n-1]
:%(1+/ﬁ) a

3.3.2. Représentation en tournoi binaire

Un tournoi binaire est un arbre binaire tel que 1'étiquette d'un neud est
inférieure aux étiquettes de ses deux fils. Pour cette représentation on a :

cs(A,k) = H -

Kt et cs(S,k) =

N =
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Proposition 3.4. Lle colt intégré d'une histoire de genre file de priorité
dans le modéle de KNUTH, de durée 2n, de niveaux initial et final
représenté par un tournoi binaire est donné par :

= FPK - n 1
cout(wﬁ n.0,0) =3+ (n1)! n) gﬁé K(ntK) L (n-K) !

= % n Logn + 0(n)

Preuve :
En vertu des propositions 3.1 et 3.2 on a :

codt(¥5,%) ) - cln o Uer = 2) bon, zie
O 2o Mt Panjakez = 2 g Mk [ieen) - n+k+2)]
I o Ber G = M (uierg)]
vio Eéé (n+k+2)
- (a) Lo ®Z ()
et I P2 2 [(n+k+1) - n+k+2)] n+1

On en déduit la formule en remplagant ¢, par H%T (%?) et en développant

la formule obtenue :

(n+1) (n+k)

zgign k (%?)

g FPK _n
cout(?ﬁzz ,0, 0 5

Valeur asymptotique du coiit

La valeur asymptotique du cout s'obtient en estimant ia somme
2n

i
K

(2n)




o

L'approximation gaussienne des coefficients binomiaux (obtenue a partir de
la formule de Stirling) donne :

pour k = vn Log n

2n k2
(oer) -5 *

k- " o1w oSl oy o(u*) signifie 0(u®)
(n ) 0 pour certain o >0

et pour k > /n Log n , (;2L

(voir [6] , pp. 2.21, 2.22).

) est exponentiellement petit devant (%?)

Par conséquent on a (voir [6], pp. 3.22) :
2n
(2n)
2n
(")

+ 0(n e~ (Log n)2)

x| =

z
N 2<ksvn Logn

k2

e N (1+0(n"(Log m)™*))

=

z
2zksv/n Logn

2
Le terme d'erreur introduit englobe 0(n e-(LOQn) )

Ensuite on va utiliser la formule sommatoire d'Euler-Mac-Laurin :

m m
r f(k) = [ f(x) dx + = (f(m)+f(a)) + & (f'(m)-f'(a)) + 0 (J f"(x)dx)
asksm a 2 2 a
x2
avec f(x) = & " a=2 et m=+v/nLogn
On a alors :
2 X2
k W
1 - % _ /nlogn ¢
) e = dx + K+ 0(1
2sksvn Logn K J’2 X (1)

ol K est une constante.

Aprés changement de variable y = :;: , une simple intégration par parties
n
donne :
X2
/n Logn o N w —y2
5 g §~§—— dx = 5 Logn - Log2 + 2 jo y Log y e y dy + 0(1)

rol= ol

Logn - Log 2 - % +0(1)

o
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ou vy est la constante d'Euler.

— 1 -1
D'ol Sn =5 Log n - Log 2 - % + K + 0(n (Logn)s)
" FPK n 1
et alors colit( $€2n,0,0) =%*5nlogn-nlog2- % n + Kn + 0((Log n)s)

= % nlogn+0(n) .o

3.3.3. Représentation en pagode (voir tableau 1 ou [7]) .

En général, on représente un arbre binaire de taille n par n triplets. Ainsi
pour chaque neud P on associe <g(P), V(P), d(P)> ou V(P) est la valeur
(ou étiquette) de P , g(P) est un pointeur vers le fils gauche de P ,
d(P) un pointeur vers le fils droit de P .

En particulier un tournoi binaire T de taille n est 1'ensemble de
n triplets <g(P), V(P), d(P)> tels que V(P) = min(V(g(P)), V(d(P)) .

Exemple : Voici un tournoi binaire de taille 8
# : pointeur vide

/ pointeur vers le fils
gauche

\\u pointeur vers le fils
droit

Si on associe a chaque neud P du tournoi binaire T 1'unique sous-arbre

g '(P) non vide, s'il existe, tel que g(g *(P)) = P (plutdt g(g '(P))
pointe vers P) et si g*(P) désigne le neud le plus a gauche de la branche
gauche de P s'il existe et g*(P) = P sinon, alors en définissant de
maniére similaire d~l(P) et d*(P) , on obtient la pagode associée a T en
considérant Tes n tiplets <d"'(P), V(P), d"X(P)> si g '(P) (resp. d~}(P))

existe sinon g*(P) (resp. d*(P)) .

Ainsi la pagode associée au tournoi binaire de 1'exemple ci-dessus est :
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D

Pour cette représentation on a (voir tableau 1)

- 1 a 1
CS(A,k) b 2(1 il m) et CS(S,k+1) = 2(Hk+1 -2+ m)

Par conséquent :

FPK 2
(% 200,00 = oy 2 g Pher™D) Pay pper

Proposition 3.5. Le colt intégré d'une histoire de genre file de priorité

dans le modéle de KNUTH, de durée 2n, de niveaux initial et final nul,
représenté par un arbre pagode est donnée par :

=& FPK = 1 | —‘_*1—_
cott (W6, °0,0) = 2 nt (n1)! 2sksn K(n#K)1 (nK)1

= n Logn + 0(n)

Preuve :

Ho,qy b = (;fa) L

Sachant que : 0 kt+l “2n,2k+2

[\ ]
v o1

o %z atie)

et

I o Panzkez = )
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on a immédiatement, en remplagant ¢, Ppar H%T (%?);
(1) Cnigre)
oo WPFPK ntl) ntk+2
= z
Cout( Zn,0,0) 2 k >0 (k+2) (2”)
n
1) e
Mg FPK ) _ Qi) ekl
CO“t(‘MZn,O,O) - 2 2glz<§n k (2")
n

qui donnera la formule voulue.

Valeur asymptotique du coiit

D'aprés la démonstration du comportement du codt dans le cas d'une représen-
tation en tournoi binaire, prop. 3.4 on a :

2n
(i)
= 1 ntk? 1 - - X -t 5
Sy Sz< K ~on 5 Log n - Log 2 5+ K+ 0(n " (Logn)”>)
2sksn (n)

ol y est la constante d'Euler et K une constante.

IT s'ensuit que :

th(%gﬁfo,o)

]

nlogn+nlog4-yn+K'n+ 0(Log n)5)

nlogn+0(n) o

On récapitule ces résultats par le tableau suivant qui représente les coits
intégrés du genre file de priorité dans le modeéle de KNUTH.

REPRESENTATIONS cs(A,k) cs(S,k+1) coﬁt(’d{;zKo o)
lTiste triée K%g 0 Y
= n/n + 0(n)

T3+ i A n k+2 4
n‘:Sue ncn \v‘l’.l\:\: v 27 J
tournoi binaire H o i 0 l-n—Log,n + 0(n)

k+1 2 2

1 1
arbre pagode 2(1 - EII) 2(Hk+1—2-+E;T) n Log n + 0(n)
Tableau 4
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3.4. Comparaison des coiits dans les deux modéles

Avant de comparer les colits du genre file de priorité dans les deux
modéles, on va recalculer les coliits intégrés dans le modéle markovien (pour
le genre file de priorité) pour les représentations respectives en arbre
binaire de recherche et tournoi binaire pour lesquelles on a :

= 1
cs(A,k) = 2(H - 1) (resp. )

cs(S,k+1) = 2(Hk+1 -2+ F%T) (resp. 0)

En effet dans [7] , J. FRANGON, Ph. FLAJOLET et J. VUILLEMIN ont calculé ces
colits en prenant respectivement pour 1'arbre binaire de recherche et le
tournoi binaire :

= _ 1
cs(S,k+l) = 0 et cs(S,k+tl) = 2(Hk+1 -2+ E;T) .

c'est-a~-dire, ils ont inversé les colits moyens standards des suppressions
(ce qui est faux, voir [8]) .

3.4.1. Représentation en arbre binaire de recherche dans le mloddle

markovien

Pour cela on va utiliser Teur formule (voir [7], théoréme 2.PQ) :

n
P s 2 . - L s -
La série génératrice K(z) n g 0 K2n i est reliée a
k+1
C(x) = £  (cs(A,k) + cs(S,k+1)) x par :
kz0
_ 1 z
N A =
N _ FPM FPM
o Ky = Card'&an,O,O coﬁt(%zn,o,o)
Sachant que c¢s(A,k) + cs(S,k+1) = AH q t EéT - 6 , on obtient le :

Lemme 3.6. Pour une représentation en arbre binaire de recherche on a :

K(z) =

1 [ 4(1-2) Log =z . 2 Log

1"2 - 62 ]
-2z 1-2z 1-2z

1-2z 1-2z
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Preuve

Ceci découle directement des expressions des séries génératrices simples

1 1 - 3 k
de Hk+1 > 4T et 1 (c'est-a-dire K g 0 X Xx<1)
K1 1
K 2o Mo X T-x Loglt=x)
k+1
X - L ktl _ x
Kk é 0 ktl LOg(l_x) et k g 0 X 1-x
Reportant tout ceci dans C(x) et faisant x = T%E on obtient le lemme. 0
. FPM _ _
Corollaire 3.7. Sachant que camj@€2n 0.0 = M? = 1.3...(2n-1) on

obtient : pour n = 3

K

L wpFPM 2n
COUt(KZn,O,O) N FPM
card 2n,0,0
_nt (2032t (n-1)(n-1)2
n? n(n-1) (n-1)!
+ o krplokeaner2" K"l (an-3k(2n-6)-2 ) 3y
1cksn-2 k! (n-k) (n-k-1)

4n Log n + 0(n)

(pour n = 0,1 c'est nul, pour n =2 on a % )

Preuve du corollaire 3.7.

D'aprés le lemme 3.6, pour avoir K2n » 11 suffit de développer respec-
tivement (1-22)_1/2 , (1—22)—3/2 » Log(1l-z) et Log(l-2z) .

or (1-22)"Y% =1+ NEINKE 2
(1-22) %2 = 1+ 1 (an) n? ﬁ?
Log(l-z) = - . g 0 %%%;
Log(1-2z) = - . 2 5 2+l %;;?
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n

Comme K(z) = Kon %T" on tire Koy > aprés avoir développé K(z) et on

X
2
ta

0
obtient le résu 1 t sujvant :

{(Zn -3)2"  -2n+6 -4 (n-1)(n-1)?

nz3 KZn = n! n(n-1) (n-1)1

+

? | 10k- 2n+6+2" " K (on_34k(2n-6)-2k2) 1
1<k<n 2 k' (n-k)(n-k-1)

FPM

D'ol la formule annoncée en divisant par card %Zn 0,0 -

Valeur asymptotique du coiit

nt (2n-3)2" -2n-6 _ , (n-1)(n- 1),

On pose : An =07 Rn=T3 T
et 5 =0l 5 K2 10k-2n+6+2" " (2n-3+i(2n-6)-2k2) |
N n? 1<ksn-2 k!

(n-k){(n-k-1)

Comme n? = L%?li > utilisant la formule de Stirling n! = (g) NZmn
2'nl

on obtient : An = 0(n)

A 10k 2n+6+2" K (on-3+K(2n-6)-2k2) ]
(n-k)(n-k-1)

et B = z
N 1sksn-2 g oMK

(1) , 5(2)
B, =B~ + B,

avec s(1) /n 10k -2n+6
n 1sksn-2 YK 2" K(n ) (n-k-1)
(2) _ v/n 2(2n-3+k{2n-6)-2k2)
et B = b =M
n 1<ksn-2 vk (n-k){(n-k=1)
IT s'ensuit : B = B(z) + 0(n)
que : b n (n) .

On peut remarquer que :




s [Bg -
(2) /n (n-k)(2k+3)
By é 1§k2n-2 vk (n-k)(n-k—l)+ 0(n)
= 2 mM+O(n).

Z —
1gkzn-2 vk n-k-1

La formule sommatoire d'Euler-Mac-Laurin donne alors aprés un calcul d'inté-
grale élémentaire :

82) = 2/f [2/ Log n + 0(vA)

= 4n Log n + 0(n) .

Donc co&t(ﬁ@ZEMO 0) =4n Logn + 0(n) . q

3.4.2. Représentation en tournoi binaire dans le modéle markovien
(voir [7] ou [8] ou tableau 1).

Dans ce cas on a : cs(A,k) = Hk - % et c¢s(S,k) =0 .

+1

Avec Tes mémes notations qu'au 3.4.1, on a :

Lemme 3.8. Pour une représentation en tournoi binaire, on a :

1 1-z 1-z 1 =z
K{z) = Lo - 5
@)= ez lin Y91, - 215
Preuve
3 A . = 1 ._z = i
Ceci découle de 1a formule : K(z) Ve C(l-z) . é " Kon o

1

ol C(x) = ‘ T " (cs{A,k) + cs(S,k+1)) xk+ , et des expressions des séries
>

génératrices simples de Hk+1 et 1,

[ N gt . : - L
Ltorollaire 3.Y. Le colt integré d'une histoire de genre file de priorité

dans le modéle markovien, de durée 2n, de niveaux initial et final nuls,
représenté par un tournoi binaire est donné par :

si n=20 alors
n=1 alors

ESTRI N

n=2 alors




et pour nz 3, on
- FPM
cout('&(zn’o,o)
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a .
- Kan
FPM

card %Zn,0,0
B} g_!_{1+(n-2)2"'l + 3 (-1 {0=1)?

n? n(n-1) 2 (n-1)!

-k-1
k? 1+(3n-3k-2)2"
+ 1 = (2k+1
1<ksn-2 k! ( Al (n-k) (n-k-1) I}

= 3n Log n + 0(n) i

Preuve

D'aprés le lemme

3.9, pour avoir K

on il suffit de développer respecti-

vement (1—22)-1/2, Log(1l-z) et Log(1-2z)

n
Or (1-22)"¥2 =1+ 35  (2nt1) n? Z
nz1 :
n
= z
Log(1-z) . é , A
. 2" n
Log(1-2z) . g L n z
n
Comme K(z) = = g 5 K2n nT 2 On tire K, -, aprés avoir développé K(z) et

on obtient le résultat suivant

K0 =0
i k4 =4
et pour nz 3, on a
o n-2)2™ 3 (n-1)? k? 1+(3n-3k-2)2" K1
Kop = !t { n(n-1) +-g (2n-1) (n-1)! ¥ 1gk§n—2 k1 (D) {n-k)(n-k-1) Il
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FPM

2n,0,0 - N7

D'ol la formule annoncée en divisant par card

Valeur asymptotique du coiit

ol 1+(n-2)2"1 3 (n-1)?
On pose p =X yatil=cle _ 3 2n-1) X —=72-
3 n "7 | n(n-1) g (2n-) (n-l)!}
-k-1
_n! k? 1+(3n-3k-2)2"
B =1  Xoopn
N n? <g<p-2 k! ( Al (n-k)(n-k-1) J
]
Sachant que n? = é%ﬂ%f (= 1.3...(2n-1)) , en utilisant la formule de

n
Stirling n! = (2) VY2rn , on a :

A, = 0(n)
/n 1 2n-3k-2
B = — (2k+1
n " ickEn-z 7K fek )[zn'k(n-k)(n—k-l) ' 2(n-k)(n-k-1) ]

= /n (2k+1)(3n-3k-2)
1§kén—2 /R— Z(n_k)(n-k—l) + O(n) 5
B, peut s'écrire :
B = /n 5 [ 3(2k+1) 2(2k+1) 1+ o(n)

n 2 1<k<n-2 “vk(n-k-1)  vk(n-k)(n-k-1)

it

A 3(2k+1)
2

1=ksn-2 /k(n-k-1) *0(n)

Un calcul élémentaire montre en utilisant la formule sommatoire d'Euler-Mac-
Laurin que :

B, = 2n Logn + 0(n)

n L+ N{n)
B \I\III

On a alors le tableau suivant, qui représente les colits intégrés d'une histoire

de genre file de priorité dans le modéle markovien de durée 2n, de niveaux
initial et finals nuls, pour diverses représentations stationnaires.
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REPRESENTATIONS cs(A,k) cs(S,k+1) coat('}égf]'”() o)
. o . k+2
liste triée 5 0 n(n+5)
6
liste non triée 0 5%1
arbre binaire de 1 ‘
recherche 2(Hk+1- 1) 2(Hk+1_ Z*MF?T) 4n Log n + 0(n)
Tournoi binaire Hk+1 - % 0 3n Log n + 0(n)
1 1
arbre pagode 2(1 - EIT) 2(Hk+1— 24~EIT) n Log n + 0(n)
Tableau 5
- 1 1
S R AR <5}

3.4.3. Comparaison des coiits dans les deux modéles

I1 est maintenant intéressant de comparer les colits dans les deux modéles.
Ceci se fait en calculant le rapport des colits pour chaque représentation.

coﬁt(’&ﬁ;it‘o,o)
coat (W55 o)

On pose alors Q =

On a le tableau suivant :

REPRESENTATIONS | coat (6 5 o) | coot(H5" o) Q(n grand)
listes (Egifes ou %; + 0(n) %? nvn + 0(n) | 5%5 /n
tournoi binaire 3n Logn+0(n) % n Logn+0(n) 6
arbre pagode n Logn+0(n) n Logn+0(n) 1

Tableau 6




i
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Interprétation : En regardant ce tableau, on voit que les colts sont du méme
ordre dans les deux derniers cas. On aurait envie de dire alors que les colts
d'une histoire de genre file de priorité sont indépendants du modeéle choisi,
comme dans le genre liste linéaire (chap. 2), mais le premier cas infirme
cette conclusion.

3.5. Profil limite d'une histoire de genre file de priorité dans le moddle
de KNUTH

On rappelle que, d'aprés les définitions 2.11 et 2.12, le profil moyen

du colit d'une opération quelconque d'une histoire de '&6;£K0 o est la quanti-

P FPK
Fpx _ co0t(H 5070 o)

2n 2n

té, notée C

et que Te profil moyen de 1'opération « € {A,S} & niveau k au cours des

FPK
histoires de B TPK  est  T,7PK(on,k) = —No (2n,K)
2n,0,0 2 d &eFPK
n car 2n,0,0
Ainsi, on a le tableau suivant représentant le profil moyen du cofit d'une
opération d'une histoire de ﬁ@gEKO g Pour chaque représentation stationnaire
étudiée.
REPRESENTATIONS chrK

listes triées ou non :gf /n o+ 0(1)

tournoi binaire % Log n + 0(1)

arbre pagode % Log n + 0(1)

Tableau 7
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On remarque aussi que ;zK est relié a TmFPK(Zn,k) par 1la formule :
PP 5 (es(a,k) + cs(s.k+1))TAPPK(2n, k)

2n k=0

= 5 (cs(A,k) + cs(S,k+1))TsFPK(2n,k)

k=0
On va calculer TAFPK(Zn,k) a partir duquel, on tire une nouvelle formulation
d FPK
= 2n

3.5.1. Calcul des profils moyens

A partir des propositions 3.1 et 3.2 et de la définition de FPK(Z »k)

on tire :
b
TAFPK(2n,k) = TAPM(2n,k) = PM(an, KoL Dana2ke2
Zn card‘&@en 0,0 n
o =1 2n
avec b2n,2k+2 h (n+k+1) (n+k+2) et Ch T nEL (n)

Proposition 3.10 : Pour 0 <k = (vnlogn) -1 ona:

_(k+1)2 .
FPK(Zn k) = 1 e M £ (0 (Lognn) )

ou O(u*) signifie O0(u*) pour un certain a« > 0 et

2
TAFPK(2n,k) = O(e—(Logn) ) pour k = Vn Log n

Preuve
Ce résuital est un coroliaire du iemme suivant qui iui-méme se vérifie

comme conséquence de la formule de Stirling (voir par exemple (6] p. 2.21)
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Lemme : Pour k € [0 ; vn Log n] on a :

2y X2 x
r;k =e D [1+0((mgn)))
(°") n
(n+k) -(L )?
et pour k > vn Log n 5 = 0(e”\F09N) ) . 0
(")

Cette approximation s'étend aux différences finies des coefficients binomiaux
qu'on peut approcher par des dérivées de Ta loi de Gauss et un calcul simple
montre que ([6] p. 2.22) pour k < vn Logn on a :

k2
O *
_ (2n, e k (logn)

(%) a"( G = (3M 7z [ G+ 0 ()]
5 x2 4" -x2 s P, . .
ou Hr(x) e — e est le r-éme polyndme d'Hermite

dx
r r 2n
(+) et (n+k) (n+k+r) ) (1)(n+k+r—1) ( )(n+k+r-2)

Par conséquent :

FPK(2n K) = n+l [(n+k+1) n+k+2)]

2n (Zn)
S O 7 S L ("+k+1) ]
n 2n
i (an)

ce qui donne directement le résultat attendu en utilisant les approximations
ci-dessus.

Corollaire 3.12

k2

= = n (logn)®
R Logn (cs(A,k-1)+cs(S,k)) k e +0( = )

FPK
2n




= 7 =

Exemple :
Pour une représentation en liste triée, on a : cs(A,k) = 5%3

et c¢s(S,k) = 0O

D'aprés le corollaire 3.12 on a :

k2
FPK 1 kK "2 (logn)*
C = = 5 e S+ 0 (29N
en N 1sksv/n Logn 2 ( /n )

Utilisant la formule sommatoire d'Euler-Mac-Laurin on obtient :
x2

FPK _ /n Logn e My + O((1?/_g n)*)
n

1
C2n 2n fl

Dans 1'intégrale on peut poser y= X et alors

) /n
X
/n'Logn - Logn -y2
jl Wxze Mgx = fl v y2 e dy
= 2
= n/ﬁj; y2 e dy
_n/n 3, _ n/n _,1, _ n/n
"7 Q) s Ty - A
.= FPK _ vn v logny _
D'ol Coy = 5 + 0(1) car 0 e ) = 0(1)

On retrouve ainsi le résultat du tableau 7.

=2

o] <
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CHAPITRE 1V

LE PROBLEME DU GENRE DICTIONNAIRE
DANS LE MODELE DE KNUTH

-

Ce chapitre est consacré a montrer le probléme rencontré dans 1'étude
du genre dictionnaire dans le modéle de KNUTH. I1 illustre les limites des
méthodes qu'on a utilisées jusqu'ici dans les chapitres 2 et 3.

Dans un premier temps, on va s'intéresser & un genre particulier du
modele markovien : le genre liste linéaire simple avec interrogation positive
(parag. 4.1). I1 s'avére que ce genre est 1ié au genre table des symboles dans
Te méme modeéle. Le paragraphe 4.2 est consacré a 1'essai de dénombrement des
histoires dans le modéle de KNUTH de genre dictionnaire. On y montre qu'il est
“localement" 1ié & celui du genre table des symboles dans le modéle markovien
dont on va calculer les colits intégrés (parag. 4.4) aprés avoir déterminé

la transformation intégrale associée (parag. 4.3).

4.1. Le genre liste linéaire simple avec interrogation positive
pos(A,k) = 1 vk
pos(S,k) pos(1+,k) =k

Ce genre est caractérisé par :

L'interrogation négative n'y est pas autorisée.
D'aprés le corollaire 1.13, les histoires allant de niveau 0 & niveau O
dont le schéma est de hauteur < h (h € N), posséde une série génératrice :

P.(z)
<h <h _n h
HE"(z) = b H> z7 =
(2) nz0 n Qh(z)
ol Hﬁh est Te nombre de telles histoires de duréde n , et Ph’ Qh sont des

polyndmes vérifiant les récurrences :

I

1 ; P.(z)

v
—

P (2) = 0P (2)

S

(l—hz)Ph_l(z) - hzZPh_z(z) h

I
1}

Q_,(z)

[\%
ot

15 Q,(2) =15 Q(z) = (1-hz)Qp_, (2) - hz2Q,_,(z) h
On pose alors ﬁh(z) = zh+lQh(%) > le polyndme réciproque de Qh .

En vertu du corollaire 1.16, on va s'intéresser surtout aux polyndmes ﬁh(z).
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On a alors les relations de récurrence suivantes :

v
[

0, (2) =15 0,(2) = 25 Q) = (z-h) §_,(2) - hQ,_(z)

- k
. _ == t
On pose ensuite Q(z,t) = ) é 3 Qk_l(z) o

- -k
. - = t
On a alors : Q(z,t) = 1 + zt + ) g ) Qk-l(z) i o

Remplacant 5%_1(2) par la relation de récurrence ci-dessus on obtient :

_( ) = 14 2t + (142) . tk+2 _ tk+2
Uz, z 2o 0 (z) (k+2)! vl Q. (2) (k+2)!
k+2 k+2
- 0 t - T t
« 2o % e T Eo % @ T

Différentiant les deux membres par rapport & t , on obtient aprés simplifi-
cation

(1+t) £ Uz,t) = (2-t) Qzst)

c'est-a-dire QQLELEl = 27t gt
Q(z,t) 1+t

En intégrant on obtient :
Log Q(z,t) = (z+1) Log(l+t) - t + K ol K est la constante d'intégration.

Or pour t =0 ona Q(z,0) = 5;1(2) =1

K

. = - = _ z+1 -t
Donc : Qz,t) = ) g " Qk_l(z) - (1+t)* e

Proposition 4.1. : les polyndmes réciproques associés au genre liste linéaire

simple avec interrogation positive sont les polyndmes de Charlier qui admettent
comme fonction génératrice exponentielle

— — k -
Q(z,t) = Q_,(2) ET = (1+¢)27 o7t (voir tableau 2).

v e

k=20
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%kl‘ilz (resp. '&'@ISI: 1 désigne 1'ensemble des
histoires de genre liste linéaire simple avec interrogation positive dans
le modéle markovien (resp. table des symboles dans le modéle markovien)
de durée n, allant de niveau k a niveau & alors on a :

LLSIM k! TSM
Card’d‘énkz_z— d%nkz

Corollaire 4.2. Si

Preuve

D'aprés le tableau 2, les polyndmes de Charlier sont aussi les polynOmes
réciproques associés au genre table des symboles dans le modéle markovien.

Et en vertu du corollaire 1.16, on a :

TSM 1l = =
card‘%‘@n’k’z T <Qk_1(z) Qg_l(z)lzn>
LLSIM _ 1 = = n
et Card%n,k,z = o <Qk_1(z) Ql_l(z)lz >

ce qui donne le résultat attendu.

4.2. Dénombrement des histoires de genre dictionnaire dans le modéle de KNUTH

Ce genre est caractérisé par : pos(i-eme A ou 1) = i i>0
pos(S,k) = pos(I+,k) =k v k

On note ra.@DKk . 1'ensemble des histoires de genre dictionnaire dans le
modéle de KNUTH, de durée n, de niveau initial k et niveau final g2 . Comme

dans Jes deux précédents chap1tres, on partitionne '&'é en des sous-

n,k, 2

ensembles %QKK 2, 3 un seul schéma Q(]) > 1= 1,2,...,p .
On a alors card‘b@DK = T car‘da@
k 2 léiép n, k (7 i

sio o) = (U, S0 )y avee W) € a1ty
1 2 n i
alors d'aprés le lemme fondamental 1.6 :

card g OK )

+
= (a, + q.)! I os(S,k. it os(I ,k
(a; + q;) jgdsp ( J_l)j€dl+p (

ot a,; (resp. qi) est le nombre d'occurrences de A (resp. 1) dans o{1)

n,k,2,i j-1

1
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et Jg (resp. JI+) est 1'ensemble des indices j € {1,2,...,n} tels que
(1)-5 +)

wj = (resp. I

Or le méme Temme dit que :

+ LLSIM
0s(S,k. I .k, = .
; €HJS pos ( J_l) ; EHJI+ pos( kJ_l) card %é%,k’z’]

ol TkaLiIg ; désigne 1'ensemble des histoires de genre liste linéaire simple

avec interrogation positive dans le modéle markovien de schéma 9(1)

) . DK _ -\ LLSIM
Par conséquent : Ca”ngn,k,z,i (a;+q;)! card'*@n,k,g,i

Soit en tenant compte du corollaire 4.2

DK ! =
Card%n,k,z,i = —l;:!— (a1+q1)! card%EE,z’i
ol '?Glsr ..i est T'ensemble des histoires de genre table des symboles dans

le modéle markovien de schéma Q(]) .

Donc

DK _ k! - TSM
card’@gn = % (ai+q1)! card ﬁgn,k,z,i

MaTheureusement, on ne peut pas pousser plus loin cette analyse car chaque
a, et q; dépendent de 9(1) et on ne sait pas les dénombrer.
-+
a.+s.+q.+q. = n
On a & résoudre {1 1 Ay

ai-si = 2~k

L'intérét de ce paragraphe est de montrer le lien existant entre le genre
dictionnaire dans le modéle de KNUTH et le genre table des symboles dans le
modéle markovien.

.......... ; on a vu que le genre licte lindaive dang le

modéle de KNUTH est 1ié au genre file de priorité dans le modale markovien
(chap. 2) et Te genre file de priorité dans le modele KNUTH est 1ié au genre

pile dans le modéle markovien (chap. 3). On a pu mener (dans ces deux chapitres)

1'étude jusqu'au bout car on sait dénombrer les adjocntions dans un schéma
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quelconque Q(]) = (m§1), w£1) seees wgi)) s wgi) € {A,S} . Un tel nombre

. . s +e- . .
est toujours égal a n g k si n+g-k est pair
0 sinon

pour un schéma de durée n allant du niveau k au niveau & (donc indépendant
(1)
de o''7) .

Et Ta méthode est mise en défaut dés que le schéma comporte des paliers,
c'est-a-dire Q§1) € {A,S,17,17} .

Afin d'avoir une idée de ce que pourrait étre le colit intégré d'une histoire
de genre dictionnaire dans le modéle de KNUTH on va s'intéresser au genre table
des symboles dans le modéle markovien.

4.3. Transformation intégrale associée aux tables des symboles dans le modéle
markovien (voir [6] ou [7])

Ce genre est caractérisé par pos(A,k) = k+1 vk >0
pos(S,k) =1 k >0 (0 sinon)
pos(I+,k) =k kz0
L'interrogation négative n'y est pas autorisée.
Pour w € {A,S,I'} on pose : KmISM " E cs(w,k) NwTSM(n,k) o cs{w,k)
est le colt standard de « pour la taill Te k .
n
L OANTSM, L TSM Z"
On pose ensuite Ko ~ (z) = . g B Kwn =
A
alors KwTSM(z) = 3% cslwsk) NmTSM( )
k=20
A
ol NwTSM(z) = TSM(n k) ET
nzo0 n:

Or d'aprés le lemme du paragraphe 2.4.1 du chapitre 2

(2)
N~

ATS z) = nn:’,. l/\ HTSM(—/\ - HT SM
bl 0,k k' ,0

avec k' = k+1 (resp. k-1, k) si w=A (resp. S, I7)

et QTSM(Z) = ¥ _card %ﬁTSM . 2
1,7 n z :

et (a *b)(z) = {
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(On considére bien sfir, les histoires de '@€1SM 0)

On tire les valeurs de Agsr et QESMO a partir de la série génératrice

triple H(u,v,z) du tableau 2, chapitre 1 (voir aussi [6] ou [7])
n

2
TSM k v z
0B, card % w g oy

it

H(u,v,z)

it

exp @Z(l+u)(1+v)-l-z-u-v]

k
A

Ainsi H(0,v,z) . 0 T

T
k =

exp[(e?-1)v + e%-1-z]

D'ol TSM(z) k! ﬁlsg(z) = exp[ez-l-z}(ez—l)k
On a alors pour = A
A
aTSM(z) - 1, es(Ask) NATSM( )
A TSM _ TSM TSM
NAk (Z) - (k+1) 0 k(z) k+1 O( )
Ce qui donne :
A z k
kaTSM(2) = I o SR [ exple? T-1-z41 ] (77 -1)
k
. .1(e'-1)
x exple -1-1] (ke D)]
= [ C [(e"-1)(e*7"-1)] exp[e® T+ eT-z-2] (e7-1) dr
A
ol CA(x) = ¢ é 0 cs{A,k) i
z
ON écrit (ATSM(Z) = [ & + fz
U z/2

Dans la premiére (resp. deuxigme) intégrale on pose T = % - ofresp. =

NN

Q




e 7

On a alors :

z z z z
K?\TSM(z) = J(z)/ch [(eZ+O- 1)(e? ¥ 1) Jexp e7+c+ e2 “-z- 2]
z z
X(e7+0+e5_0-2)do
2, z_,

On pose u=¢e2 +e2 .2

z,, z_,
ce qui donne : (2 "-1)(e2 " -1)=e%-u-1.

Z
+ -
On remarque alors que (ei' = 1) et (ez_ .. 1)

sont solutions de 1'équation en
6: 62-ug +ef-u-1=0

z
et o2 -1-= % (u - Juz-4(e%-u-1))

du

Ju2-4(e?-u-1)

Par conséquent :

d'ol do =

z
N TSM e -o z e % u du
KA 7(z) = C,(e°~u-1) —m—
jz(eZ/Z_l) A( ) ur——2——2-4(e _u_l)

E z
On pose enfin vz e” -u-1

(e*-y”

0

A zZ__ z_ ., -V
KATSM(Z) = ee 1.=Z J' CA(V) (e \ 1) e dv

/(e?-v-1)2-4y

k
_ X
avec CA(x) " é 0 cs(A,k) o

Un raisonnement analogue pour S et I+ montre que (sachant que pos(S,k) =1
v k>0 et pos(1+,k) = k) :

z/2-142 -
QETSM(Z) _ 851z f(e ), () (el-v-1)e Y dv
0 ’ S Je-v-1) -av
e 2, 02/2_1)2 -v
ot KI+TSM(2) = pe® "1-Z I( ) CI+(V) f dv
0 ‘ V(e“-v-1)2-4v
= X
avec Cg(x) = v 2 " cs(S,k+1) 17 k
+1
- + X
Cr+(x) = v g B cs(I,k+l) =
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D'ol la proposition suivante :

Proposition 4.3. Pour le genre table des symboles dans le modéle markovien,
les colits moyens standards sont reliés aux coflits intégrés par la transfor-

mation intégrale :

ﬁTSM(Z) = eez-l-Z I(eZ/Z_ )aez—v—l)( Ca{v)+ Co(v)+2C +(VH____g:KJQL__;
" R T
= e? -1-z (62/2- 3 z -V oy
- ° b [(e%-v-1)(C y(V)+ C5(V))+2 Cpa(V)] /(ej—z+el-v)2v_4ez

k
X
b cs{A,k) T

avec CA(x) = " g
xk
Cg(x) = " g " cs(S,k+1)<ET
k+1
Cye(x) e Z 0 cs(I ,k+1) Kl

Remarque : Cette formule corrige celle obtenue par J. FRANCON, Ph. FLAJOLET
et J. VUILLEMIN dans [7] p. 137 théorgme 2.ST :

z eZ/2_ )2 -v
QTSM(Z) - 0e® "1-Z I( ) e " dv

0 HEGUIIL (] s

k
0 (cs(A,k) + cs(S,k+1)) %

avec CA(x) + CS(X) =

=~
v e

k
+ X
0 CS(I ,k) kT

[
ct
(@]

—
-+

—

>
S

i

IVt

4.4, Calcul des coiits intégrés pour le genre table des symboles dans le modale

markovien

4_4.1. Représentation en Tliste triée

Dans ce cas on a : cs{A,k) = K%E ; ¢s(S,k) = E%l . cs(I+,k = E%E (k >0) .

z
On pose kTSM(z) = 82 12 el

Un calcul élémentaire donne :
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k
Calv) + Cs(v) = & (k+2) g7

(v+2) eV

et CI+(V) = %—(v2+2v)ev

ez/2-1)2
et I(z) = Io (e?-1)(v+2) dv
z
(e%+1-v) 1-_e
(e%+1-v)2
z/2
On pose X = _%g___
e +l-v
z/2
ce qui donne : dv = g dx
X
1 (e%+3) 202/2
et alors : I(z) = (e%-1) [ [ - ] dx
2e?/? XvV1-x2  x V1-x2
1+e?

Utilisant les formules 2.27, 2.275 (4 et 9) de [11] p. 86-87 on obtient :

1 dx_ _ 100 1-/1x2 L oz
IZ z/2 x/l-xZ 2 1+/1-x2 |2e%/2 ~ 2
1 z
i dx  _ _ /1-xZ - €e-1
2e2/2 x2/1-x2 X 20272 202/2
T1+eZ l+e?
dlol i I(z) = (5 - 1)’ + (z+2)e® + F -1

Par conséquent :

Z_ Z_._ zZ_
KM2) = (G- 1) e 72 - (Ba1)e® 7172 4 (242)e® !

z
On peut remarquer que e® est la série génératrice exponentielle des

nombres de Bell, qu'on note dn :

Z n

5 d, %T = f(z) .

=
v ™
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z
On a alors f'(z) = e?f(z) = % ~1*2

z n
"o e -1+z _ WZa_
D'ol e i g § dn+1 T
- ef-1-z Y
On pose g(z) = e = ¢ .b s b est le nombre de Bell 2-associé
n=0 nn n
g'(z) = (e®-1)g(2)
= f(z) - g(z)
IT s'ensuit que bn = dn - bn nz=0 avec d0 =1 et b0 =1,

A partir de cette relation de récurrence on a :
b= 1 (-1)%d £ (-1)" b n
N osksn-1 n-1-k 0

b0 =1

[\
[

D'autre part (voir par exemple [4]) on a d, = n .
Pour avoir la valeur asymptotique de bn , on écrit :
- _ _1yk _q13yN
b =d d + b3 : (-1) dn—3—k + (-1)

n n-1 n-2 osksn-

Utilisant la formule asymptotique de dn ci-dessus on a :
n-1 n-2 1 n-1
bn = (n-1) - (n-2) =g .

Conséquence

n
x _ TSM z~ .
si KTSM(z) . g 5 K, o7 alors ona :
TSM nt4 >
Kn =72 dn-dpy tndy -b-5nb A% 1
kM < o

Remarquant que d . = (n+1)M1 2 ep*1

on obtient : lkt?Ml =~ (e - %) n*!




- 81 -

TSM kM)
On en tire : colt( 3 ) = —
n,0,0 TSM
card bén,0,0
D'aprés le tableau 2 du chapitre 1 :
_ TSM z" = ez-l-z
H(0,0,z) = . é 5 card’&'@n’o,o PTE e
C s TSM  _ .1 n-1
d'ol card’?@n,o’o = bn =g b

Par conséquent :

¥ TSM [T
cout(‘“%n’o’o) = e(e - 2)n

4.4.2. Représentation en liste non triée

Dans ce cas on a : cs(A,k) = 0
cs(S,k) = 0 (*)
+ _ k+1
cs(I',k) = ==

Utilisant la proposition 4.3, comme CA(x) + Cs(x) =0 ona:

74
ﬁTSM(Z) e 1(z)
z/2 2
|
avec I(z) = Jé ) (v2+2v) iy =
(e%+1-v) /{*_ —_de”
(eZ+1-v)2
z2/2
Posant x = %f on obtient :
e +l-v
1 (z) g(z) (z)
I(z) = § [—= + + X ] dx
ZeZ/2 x3Y1-x2  x2/1-x2  x /1-x
1+eZ
avec a(z) = 4 &%
g(z) = —4(eZ+2)e2/2

e22 + 4e% + 3

v(z)

(*) si la liste n'est pas triée, la derniére clé insérée est en téte.
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Utilisant les résultats obtenus dans 4.4.2 et remarquant que

Jl dx . _/1-x2 1 Il dx
2e2/2' x3/1-x2 2x2 2 202/2 x/1-x2
ltez 1+eZ

) e2Z _ Lz
8eZ 4
on obtient :
_ 1 2z 2 1
I(z) = 5 (2-3) e + (3z-2)e” + 5 (7+32)

Z_ Z_ _ Z_
et KOMz) = % (z-3)e® ~17Z 4 % (7-32)e® "1 4+ (32-2)e® 7!

A n
Si KTSM(Z) = . z o KISM %T alors :
TSM
KO =0
TSM _ 1 3 7 3
Kn =3 (n—4)dn -3 dn+1 + 3n dn 1 + Fl bn -3 n bn-l 5 nz1
RS TSM 1 n+1
D'ol IKn | =~ 5 (3e-1)n
On en tire coﬁt(%ﬂl?g 0) = % (3e-1)n2

4.5. Le genre table des symboles dans le modéle de KNUTH et le genre pile

avec interrogation positive

4.5.1. Le genre pile avec interrogation positive

N AZFsmI+ ~
uih UStT s v C

[0
«y
W
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L'interrogation négative n'y est pas autorisée.
D'aprés le corollaire 1.13, les histoires de tel genre, allant de niveau 0
a niveau 0 dont le schéma est de hauteur s h (h ¢ N) , posséde une série

. Ph(z
N (2) - sh n 2 Pnlz) o o sh
nz0 n Qn(z) n
telles histoires de durée n , et Ph 5 Qh sont des polyndmes vérifiant

génératrice : est le nombre de

vt

les récurrences :

P (z) =0 P(z) =13 Pp(z) = (1-hz) Py, (2z) - 22 Phop(2) hz1

@, (z) = 15Q,(2) =15 Q2) = (1-hz) Q_ (2) - 22 Q_,(2) hzl

v

2 .. . — déf piy 1

Comme les polyndmes réciproques de Qh » hotées Qn(z) = z Qh(E) ,
Jouent un role important dans le dénombrement des histoires, on va s'intéres-
ser surtout a ﬁh (voir corollaire 1.16).

On a Tes relations de récurrence suivantes :

[\
b
.

QU (2) =15 Qy(2) = 2 5 Qp(2) = (2-h) §_ (2) = T _(z)  h

= N = k
On pose  Q(z,t) = ; é 0 Q. (z) t° .

IT est facile de voir que Q(z,t) est solution de 1'équation :

t2 55 Uz,t) + Qz,t) (1-2t482) = 1

On ne va pas pousser plus loin 1'étude de ce genre, on va montrer seulement
son lien avec le genre table des symboles dans le moddle de KNUTH.

4.5.2. Lien entre le genre table des symboles dans le modéle de KRUTH

et le genre pile avec interrogation positive

Le genre table des symboles dans le mod2le de KNUTH est défini par :

pos{i-eme A) =i >0
pos(S,k) = 1 vk >0
pos(I+,k) = k
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L'interrogation négative n'y est pas autorisée.

Partitionnant 1'ensemble TFCTSK des histoires de genre table des symboles

n,k,e
dans le modéle de KNUTH (de durée n , de niveaux initial k et final L) en
des sous-ensembles g%;TSK . a un seul schéma 9(1) » 1= 1,2,...,p , on
n,k, &1 ?
obtient :
weTSK TSK
card N, Ky 1§1Z§p carda’@n,k,z’i

si olf) = (w§1), wg1), 5.5 wg‘)) avec wgi) € {A,S,1"} alors d'aprés

le lemme fondamental 1.6 :

TSK = a4 I +
card’afcn’k,h]. a;! ica, pos(I ’kj-l)

I
ol a; est le nombre d'occurrences de A dans 9(1) et JI+ 1'ensemble

des indices j € {1,2,...,n} tels que wgi) -t

D'aprés le lemme, on a :

+ - PI N PI '
; EHJI+ pos(I ’kj—l) cardqﬁzn’k,k’i ou 3€|1,k,£’1 est 1'ensemble des

histoires de genre pile avec interrogation positive de schéma 9(1) .

PI

! .
a; card @@n,k’£’1

TSK  _
Donc card één,k,z = 1§§

sp

Comme dans le cas du genre dictionnaire (dans le modéle de KNUTH) on
est en présence d'un probléme de dénombrement des occurrences de A qui
dépendent de chaque schéma 9(1) .

De plus, i1 faut aussi étudier complétement le genre pile avec interrogation
positive : d'abord en résolvant 1'équation t2 é% Qz,t) + Qz,t)(1-zt+t2) = 1

afin de trouver les polynGmes orthogonaux associés a ce genre. Ensuite i1 faut
utiliser les techniques de dénombrement par les fractions continues pour
achever son étude.

En fait, pour le dénombrement des occurrences des opérations dans un schéma

N

» On a a résoudre le systéme de deux opérations & trois inconnues :

.+ s. +qgF =
a; s; ta; n
a; = s; = g - k

(qui n'admet pas de solution unique).

o (1)
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CONCLUSION

Cl. Intéréts de- 1'étude

Aucune étude, jusqu'a maintenant, n'a été faite concernant le moddle de
D.E. KNUTH. Au cours de ce travail on a pu répondre a la question des infor-
maticiens (voir [8]) : "est-ce que les colits intégrés dépendent du modéle
choisi ?" . La réponse est affirmative : c'est le cas des histoires de genre
file de priorité représenté par des listes chafnées (étudié au chapitre 3).

La méthode utilisée permet de rapprocher le moddle de D.E. KNUTH et le
modéle markovien. Ainsi on a pu lier un genre de structure dans le modéle
de KNUTH avec un autre dans le modéle markovien, ce qu'on récapitule par le
schéma suivant :

LLK FPM LLSM e« LLSK
FPK PM PK

DK - > TSM

TSK e > PI

Légendes : x—»>y signifie x est 16 a y

Xx--»>y signifie x est "localement” 1ié & y dans le sens

a

que Te dénombrement des histoires de x est 1ié & celui de y

X<>y signifie x—sy et y—sx

LL (resp. LLS, FP, D, TS, P, PI) signifie genre liste linéaire (resp. liste
linéaire simple, file de priorité, dictionnaire, table des symboles, pile, pile
avec interrogation positive).

K (resp. M) signifie mod2@le de KNUTH (resp. markovien).

Afin de pouvoir attaquer Te modeéle de KNUTH, on est obligé d'adapter les
techniques déja connues dans le mod2le markovien. En particulier, le lemme
fondamental 1.6 est (avec le théoréme du colt intégré) la base de ce travail.

-

IT permet de dénombrer les histoires, calculer les passages a niveaux et de

trouver les liens entre les deux modeles.
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Au cours de cette étude, on a pu apporter des résultats supplémentaires
dans le modéle markovien. Notamment les transformations intégrales associées
au genre liste linéaire (prop. 2.5) et au genre table des symboles (prop. 4.3)
qui nous ont permis de calculer les colts intégrés associés.

C2. Perspectives de prolongement

La méthode utilisée présente des lacunes, le chapitre 4 en est un exemple.
Par conséquent, il est trés intéressant de trouver d'autres approches d'étude
du modéle de KNUTH (on pense a 1'analogue des fractions continues utilisées
dans Te modéle markovien) permettant de résoudre complétement le probléme du
genre dictionnaire et du genre table des symboles (et peut &tre de retrouver

les résultats obtenus dans les chapitres 2 et 3).

De plus Te genre pile avec interrogation positive introduit & la fin du
chapitre 4 nécessite une étude compléte.

IT est aussi intéressant de vérifier la stationnarité des différentes
représentations utilisées dans le modele de KNUTH. Pour cela on peut envisager
une adaptation des définitions (de stationnarité) du moddle markovien au moddle
de KNUTH.

Enfin, une nouvelle approche du modéle par des méthodes probabilistes peut
étre envisageable. Pour cela on doit traduire en termes probabilistes ce qu'est
le colt intégré d'une histoire, ...
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