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INTRODUCTION

Ce travail concerne l'analyse du comportement moyen des structures de

données dynamiques sous l}'effet de suites d'opérations. I] reléve de l'ana-

lyse d'algorithme, domaine de l'informatique théorique (ou de l' informatique

mathématique, pourrait-on dire) ot des outils mathématiques élaborés et

nouveaux sont mis en euvre, notamment des outils combinatoires.

En informatique, une donnée est caractérisée par un élément dénommé clé

(qui est une partie de la donnée) appartenant 4 un ensemble totalement ordonné

(IN, Z, R, ou l'ensemble des mots de la langue francaise, ...)

On peut faire sur l'ensemble des données, appelé fichier, diverses mani-

pulations (ou opérations) telles que 1l'adjonction (ou insertion) d'une nouvelle

clé dans le fichier, la suppression d'une clé du fichier, la fusion de deux

fichiers ou la recherche (interrogation) d'une clé dans le fichier, ... Par

conséquent, a un instant donné, le fichier se trouve dans une certaine confi-

guration de clés, appelée état du fichier.

Selon que ces manipulations changent ou non le nombre de clés (donc des

données) dans le fichier, appelée taille du fichier, on peut se ramener aux

trois opérations de base suivantes :

~ l'adjonction ou l'insertion, notée A , d'une clé dans le fichier

~ la suppression , notée S , d'une clé du fichier

l'interrogation ou la recherche d'une clé dans le fichier tout en
25 . : Ayr 7 + 5 3 ays

precisant interrogation positive, notée I , si la recherche s'avére positive,

et interrogation négative, notée I , sinon.

Afin de pouvoir représenter les données sur ordinateur, on doit imaginer

des structures capables de se préter aux diverses manipulations prévues. Le plus

souvent, on représente les clés sous forme d'arbres ou de listes. On est donc

.

amené 4 classifier ces structures de données en types ou genres de structures.

On retient surtout les six genres suivants :

- les dictionnaires dans lesquels l'accés aux clés se fait par valeur.

Toutes les opérations (de base) sont permises sans restriction.

~ les tables des symboles sont des cas particuliers des dictionnaires

dans lesquels la suppression opére sur la derniére clé insérée et l'interrogat

tion négative n’est pas autorisée.



- les files de priorité dans lesquelles l'accés aux clés se fait aussi

par valeur. Les interrogations ne sont pas permises et la suppression se fait

sur la clé de valeur minimale (aucune restriction sur 1l'adjonction d'une

nouvelle clé)

- les listes linéaires dans lesquelles 1'accés aux clés se fait par

position. Les interrogations ne sont pas autorisées et il n'y a pas de restric-

tion sur 1'adjonction et la suppression

- les listes linéaires simples sont des cas particuliers des listes

linéaires dans lesquelles 1'adjonction d'une nouvelle clé se fait uniquement

sur une position donnée selon le contexte

- les piles dans lesquelles l'accés aux clés se fait aussi par posi-

tion. Les interrogations ne sont pas permises. La suppression et ]'adjonction

se font uniquement en premiére position, appelée sommet de la pile.

Le probléme qui se pose pour I'informaticien, est le choix d'une représen-

tation “efficace" pour chaque classe de structures : efficace au point de vue

temps d'exécution sur machine et au point de vue occupation de places en

mémoire.

La résolution de ce probléme se heurte souvent & des difficultés d'ordre

mathématiques (voir par exemple l'article de A.T. JUNASSEN et D.E. KNUTH [12]).

Et méme, elle peut engendrer un autre probléme : comment choisir entre deux

représentations R et R' d'une méme classe de structures lorsque une opéra-

tion 0 est meilleure que 0' dans R et tandis qu'on a le phénoméne inverse

dans R'

Par conséquent, cette approche "statique" ne suffit pas pour résoudre le

probléme. Une maniére raisonnable de mesurer l‘efficacité des différentes

représentations est de considérer toute 1'évolution de la structure, caracté-

risée par une suite d'opérations, appelée histoire du fichier.

Si on associe &@ chaque opération un réel non négatif, appelé cofit de 1'opé-

ration, alors on peut définir le coit d'une suite d'opérations comme étant

ta somme des colts des opérations de la suite. Par conséquent, pour un ensemble

fini de suites (de longueur fixée), on peut définir un codit moyen d'une suite

(ou histoire) de maniére classique : c'est l'approche "dynamique" du probléme.

La finalité du probléme consiste donc 4 calculer les cofits moyens d'une

histoire pour chaque genre de structure.



En termes probabilistes, les opérations sur le fichier peuvent &étre consi-

dérées comme des variables aléatoires indépendantes définies sur 1'ensemble

des clés. Dans ce cas, 1'évolution du fichier (ou histoire) sous l'effet des

suites d'opérations correspond & un processus aléatoire dont l'ensemble des

états est représenté par l'ensemble des tailles du fichier pendant tout le

processus (donc NN). On peut méme penser qu'il s'agit d'un "processus de

naissance et de mort", dans lequel 1'adjonction d'une clé dans le fichier

correspond & une naissance, la suppression d'une clé du fichier & une mort et

l'interrogation a un événement ot il ne se passe rien. I] s'ensuit alors que

la matrice de transition du processus correspond, en termes d'histoires de

fichiers, 4 une fonction de possibilités associée aux opérations.

Dans ce travail, l'approche du probléme est combinatoire plutét que proba-

biliste, suivant en cela les travaux de J. FRANQON, Ph. FLAJOLET, J. VUILLEMIN

et d'autres [6], [7], [8]. Ces auteurs ont étudié Te cas ot les opérations sur

le fichier sont des variables aléatoires indépendantes discrétes, cas baptisé

modéle markovien. L'approche combinatoire, pour ce modéle, est la suivante.

On suppose que les clés appartiennent 4 un ensemble infini totalement ordonné

et que les seules opérations élémentaires portant sur ces clés (dans les algo-

rithmes de manipulation) soient des omparaisons.

1

de taille # dans lequel on effectue l'adjonction d'une clé K (ou 1'inter-

Si K, Ky. es # ons Kk est la suite croissante des clés d'un état de fichier

rogation négative), alors on suppose que la probabilité pour que K appartienne

a l'un des 2+1 intervalles ]-»,Kj[ , ]K,.K[ >...» ]k,-+[ est égale a aoa .

Tandis que les suppressions (ou interrogations positives) des clés sont équi-

probables [8].

Dans la théorie des histoires de fichiers [8], ce modéle se raméne 4

l'hypothése suivante, dite hypothése markovienne :

les clés dans un état de taille k sont les entiers 1, 2, ..., k avec les

conventions :

M,) l'adjonction et 1'interrogation négative sont celles d'une clé prise

dans l'ensemble {3 > 3 sees k + 5} et aprés 1'adjonction on renumérote cano-

niquement (c'est-a-dire en respectant leur ordre relatif) les clés par 1, 2,

-> ktl 3

M,) aprés suppression d'une clé on renumérote canoniquement les clés par

1, 2, ...5 k-l.



La renumérotation a pour réle d'effacer toute trace du passé dans un état,

justifiant ainsi 1'épithéte “markovien".

Pour ma part, j'ai étudié un autre mod@le, dit modéle de KNUTH, dans lequel

les opérations sur le fichier sont des variables aléatoires indépendantes soit

discrétes (pour certaines opérations) soit continues (pour d'autres). Dans ce

modéle, on suppose que :

(i) les clés sont prises dans l'intervalle ]0,1[ des nombres réels ;

(ii) les clés entrant dans une adjonction ou une interrogation négative

sont des variables aléatoires indépendantes de distribution uniforme ;

(iii) les k suppressions et interrogations positives des clés d'un état

de fichier de taille k sont équiprobables.

Ce probléme ouvert, posé par J. FRANCON, dans sa thése [8] est soulevé

pour la premi@re fois par D.E. KNUTH et son école [15] d'ot son nom : modéle

de KNUTH.

En théorie des histoires de fichiers, ce modéle se raméne aux hypothéses

suivantes, [8] :

K,) 1'état initial du fichier est vide (i] n'y a pas de clés)

K,) les clés d'un état au temps t € N* , de taille k €N* sont k

entiers distincts de l'ensemble {1,2,...,t}

K,) la i-@me adjonction ou interrogation négative (i € N*) est celle

d'une clé x prise dans { 3 3 geses T- 3 } et aprés adjonction on change

x en xt 5 et toute autre clé y>x en ytl.

K,) toute suppression et interrogation positive d'une clé d‘un état de

taille k sont celles de l'une des k clés.

En bref, dans le modéle markovien, l'analyse tient compte uniquement du

nombre des données (ou des clés) caractérisé par la taille d'un état du fichier.

Tandis que dans le modéle de KNUTH, en plus du nombre des données (pour la

suppression et l'interrogation positive) on doit aussi tenir compte de l'ordre

d'arrivée ou rang des données (pour lTiadjonction et l'interrogation négative).
Les difficultés rencontrées dans 1'étude du mod@le de KNUTH tiennent a ce

que, on ne sait pas étudier une combinaison de variables aléatoires discrétes

et continues. Ce qui m'a obligé d'utiliser la théorie des histoires de fichier

élaborée par J. FRANCON, Ph. FLAJOLET, J. VUILLEMIN ([6], [7], [8]).
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Notons que I'introduction du rang des données rend stérile la méthode

algébrique des fonctions continues utilisée dans le mod&le markovien.

Toutefois le fait que le modéle de KNUTH dépend aussi du nombre de données

m'a permis de rapprocher les deux modéles et de faire ainsi une analyse

quantitative et comparative des principales représentations utilisées en
informatique (les listes et les arbres) d'un méme genre de structures de

données dans ces modéles.

Ainsi le paramétre “ordre d'arrivée des données" se traduit dans 1'analyse

comme un facteur de proportionnalité entre les deux modéles.

Ce travail présente trois aspects :

1) la recherche des liens existants entre les deux modéles pour chaque genre

de structures de données.

I] s'avére que l'analyse d'une structure de données dynamiques d'un genre

dans le modéle de KNUTH se raméne a celle d'un autre type dans le modéle

markovien. Ainsi, on a pu mettre en évidence le lien entre les genres liste

linéaire et liste linéaire simple dans le mod&éle de KNUTH d‘un cété et les

genres file de priorité et liste linéaire simple dans le modéle markovien

d'autre cété.

De méme, on a aussi trouvé le lien entre les genres file de priorité et

pile dans le modéle de KNUTH d'une part et le genre pile dans le modéle

markovien d‘autre part.

2) 1'étude comparative des deux modéles s'ensuit naturellement. I1 s'avére que

les cofits des représentations (par des listes) du genre liste linéaire sont du
méme ordre dans les deux modéles (en n2). Le méme phénoméne se produit lorsqu'on

représente les files de priorité par des arbres (en nLogn). Par contre, si

on représente les files de priorité par des listes, alors, dans le modéle de

KNUTH, le cofit est en n3f2 tandis que dans le modéle markovien i] est en n2.

La conclusion est que le coiit moyen peut étre trés sensible au modéle.

3) on a pu apporter, pendant ce travail, quelques résultats supplémentaires

dans le modéle markovien. Ainsi on y a calculé les cofits moyens des représen-

tations des genres jiste linéaire et tabie des symboles, aprés avoir corrigé

les formules obtenues par J. FRANCON, Ph. FLAJOLET et J. VUILLEMIN dans [7]

concernant les transformations intégrales des cofits associées 4 ces deux genres.

Des rectifications ont aussi été portées sur les coiits moyens des représenta-

tions du genre file de priorité dans le modéle markovien par les arbres binaires
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de recherche et les tournois binaires.

Ce travail comporte quatre chapitres :

- le chapitre 1 rappelle comment les méthodes développées par J. FRANCON,

Ph. FLAJOLET et J. VUILLEMIN permettent de calculer le coiit moyen d'une suite

d'opérations sur un fichier de type donné dans un contexte dynamique. C'est un

chapitre de base, intitulé "histoires de fichier". On y donne les différents

notions et résultats utilisés dans les trois autres chapitres suivants.

~ le chapitre 2 est consacré a 1'étude du genre liste linéaire dans le modéle

de KNUTH. Dans un premier temps, on y met en évidence le lien effectif entre

ce genre et le genre file de priorité dans le modéle markovien. On élimine

ainsi petit a petit des calculs (parfois trés longs) en se référant & des résul-

tats obtenus dans le modéle markovien pour le genre file de priorité. Afin de

pouvoir comparer les cofits dans les deux modéles , on est amené & calculer le

colt moyen pour le genre liste linéaire dans le modéle markovien, apres avoir

déterminé Ja transformation intégrale associée. La fin du chapitre est consa-

crée 4 1'étude du comportement asymptotique d'une suite d'opérations dans le

genre liste linéaire dans le modéle de KNUTH, appelée profil limite. On y

retrouve certains résultats obtenus par CHENO [3] pour le groupe file de priori-

té dans le modéle markovien.

- le chapitre 3 suit la méme démarche que le chapitre 2. I1 est consacré 2

l'étude du genre file de priorité dans le modéle de KNUTH. I] s'avere que le

calcul du coit moyen pour ce genre se raméne au calcul du codit moyen pour le

genre pile dans le modéle markovien qu'on a pu déterminer directement sans

passer par la transformation intégrale. On y met en évidence I'influence d'un

modéle sur le coft lorsqu'on a comparé les cofits dans les deux modéles pour Te

genre file de priorité : pour la représentation en liste, le cotit dans le modéle

de KNUTH est en ni? alors quedans le modéle markovien, il est en n2. On y
a rectifié aussi les cofits moyens obtenus par J. FRANGON, Ph. FLAJOLET et

J. VUILLEMIN [7] pour l'arbre binaire de recherche et le tournoi binaire du

genre file de priorité dans le modéle markovien.

~ le chapitre 4, intitulé "le probléme des dictionnaires dans le modéle de

KNUTH", donne un apercu des difficultés rencontrées dans 1'étude du modéle de

KNUTH. On y montre comment on peut ramener “localement" 1'étude du genre diction-

naire a celle du genre table des symboles dans le modéle markovien en considé-

rant un nouveau genre de structures : les listes linéaires simples avec interro-



gation positive. Malheureusement, on n'a pas pu pousser jusqu'au bout 1'étude

du genre dictionnaire. Par contre, on a calculé les cotits moyens de quelques

représentations du genre table des symboles dans le modéle markovien aprés

avoir déterminé la transformation intégrale associée. Ceci a seulement pour

but de donner une idée de ce que devrait &tre le comportement du genre diction-
naire dans le modéle de KNUTH. A la fin du chapitre, on donne une idée d'une

facgon d'attaquer 1'étude du genre table des symboles dans le modéle de KNUTH,

en la ramenant “localement"” au genre pile avec interrogation positive dans le

modéle markovien dont 1'étude est tout un travail a faire.

Les outils mathématiques utilisés sont d'abord ceux de la combinatoire

classique : dénombrements, bijections entre ensembles finis, séries génératrices ;

ce sont aussi ceux développés pour la théorie des histoires de fichiers : chemins

valués, théorie combinatoire des fractions continues de Jacobi, polyndmes ortho-

gonaux, transformation de Laplace. Enfin les développements asymptotiques des

fonctions analytiques sont un complément nécessaire 4 1'obtention de formules

énumératives suffisamment simples (formule sommatoire d'Euler-Mac-Laurin,

méthode du col, ...)
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CHAPITRE I

HISTOIRES DE FICHIERS

Le but de la théorie des histoires de fichier est d'analyser le compor-

tement moyen des structures de données dynamiques sous 1'effet de suites

d'opérations.

Par conséquent i] est nécessaire de préciser les notions utilisées pour

cela.

Ce chapitre reprend les principales définitions de la théorie (qu'on peut

trouver dans [6], [7], [8]) ainsi que des résultats obtenus dans le modéle
.

markovien de maniére a introduire les chapitres 2, 3 et 4.

1.1. Généralités

On assimile une donnée a sa clé, partie de la donnée qui la caractérise

dans l'ensemble des données ou fichier. Les clés appartiennent 4 un ensemble

totalement ordonné. (Dans le modéle markovien, elles appartiennent 4 R ,

tandis que dans le modéle de KNUTH, on se restreint & ]0,1[).

Définition 1.1. On appelle représentation de données (ou de structure), une

structure de données qui spécifie la fagon de représenter les clés en mémoire

avec les algorithmes implantant les opérations associées.

En général, i] s'agit d'arbres et de listes (ou tableaux).

1.1.1. Etats - opérations

On considére qu'a un instant donné, une représentation de structure se

trouve dans une certaine configuration de clés, cellules, pointeurs, ... qu'on

appelle un état.

Un ensemble d'états s'appelle une géométrie. La taille d'un état est le

nombre de ses clés (supposées distinctes).

Par convention, il n'existe qu'un seul état de taille nulle, dit état vide

et noté 9.

Une structure change d'état sous ]'action d'une opération. Dans la pratique,

plusieurs opérations peuvent @tre faites sur les structures de données : adjonc-

tions, suppressions, modifications, fusions, éclatements, interrogations, ...

Mais on peut se ramener aux opérations de base suivantes :



adjonction d'une clé, notée A

suppression d'une clé, notée §

interrogation (ou recherche) positive d'une clé, notée 17

interrogation négative d'une clé, notée 1°

Les données d'entrée d'une opération w€{A, S, I, 1°} forment un couple

(e,x) ou e est un état et x une clé.

On note wle,x) , ou simplement w(x) , l'opération w spécifiée pour 1'entrée

(e,x) . Les opérations S(e,x) et I*(e,x) ne sont définies que si x est

une clé de e et donc si e non vide.

Tandis que A(e,x) et I (e,x) ne sont définies que si x n'est pas une clé

de e.

Le résultat de l'opération , w(e,x) est un nouvel état, qu'on note encore

w(e,x) , et qui est de taille k+l (resp. k-1, k, k) si w=A (resp. S,

I", I), k étant la taille de e.

On peut alors définir la composition de deux opérations : soient w,w' E{A, S,

+ oe - : = ;
I,1I3} ;,; e un état, x et x' des clés, la composition de w(x) et w'(x')

est l'opération, qui 4 1'état e associe 1'état w'( (e,x),x') ; elle est définie

quand chacune de ses composantes l'est.

1.1.2. Schémas et histoires

On va généraliser la composition d'opérations 4 une suite finie d'opérations.

Définition 1.2. On appelle schéma de niveau initial k Ce N) de durée n(e€ N*)

ou longueur n , une suite Q = (w, 20
+ 4

{A,S,I ,I } telles que w,

composant successivement w_s seeesu, On ne rencontre pas des suppressions et
1°"2

des interrogations positives opérant sur un état vide.

ee) de n opérations prises dans

opere sur un état de taille k, » et telles quien

La taille k, de 1'état sur lequel opére s'appelle niveau du schémaa.

Tt1

(ou hauteur) @ au temps i ; l'entier ki est appelé son niveau final.

Définition 1.3. On appelle histoire de durée n(€ N*) un triplet h = (@5>25X)

ou :

(7) eg est un état appelé état initial de h ;

(ii) Qe (w, >W,5++- 24) est un schéma ayant pour taille initiale la
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taille de Qe, > de durée n , appelé schéma de h

(iii) X est une suite (X)>X9+++9X)) de n clés telles que, pour

i = 1,2,...,n , 1'opération wi (e;_ 9X) est définie e; = wi (e;_ 1X.)

s‘appelle 1'état_ au temps i de h, et e, est 1'état final de h.

Par convention, il existe une et une seule histoire de durée nulle.

Exemple : les clés étant des entiers, le triplet (3,2, X) avec a= (A.A,I,

17,S,1°) et X = (5,8,8,2,5,8) est une histoire.

Pour la géométrie de listes chainées triées, la suite des états de cette

histoire est

1.1.3. Nombre de possibilités d'une opération

Définition 1.4. Pour w € {A,S,1° 41} et e un état, on appelle nombre de

possibilités de w pour 1'état e , le nombre de clés x pour lesquelles

w(e,x) est définie (relativement 4 un probléme particulier).

Si ce nombre est nul on dit que w est impossible.

Pour les six genres de structures qu'on va considérer, ona:

- pour le genre dictionnaire, aucune restriction sur les opérations

- pour le genre table des symboles, I est impossible et la suppression se

fait uniquement sur la derni@ére clé insérée. Donc le nombre de possibilités

de S est égal al.

- pour le genre file de priorité, une seule suppression est considérée : celle
+

de la plus petite clé. Le nombre de possibilités de S est égal ail. I et

I” sont impossibles.

- pour le genre liste linéaire, 1* et I” sont impossibles.
+ 7

matin Ta rnanwn Taietn Tankagaen cimrita T at T mant Senne ethene =k aan
pus Mo yer € Pte Aaineaile diilippicy 4 Sb & Quilt HIpVoOsd MICS Cue pu

tout état, le nombre de possibilités de A est égal a 1

~ pour le genre pile, I" et I sont impossibles, et pour tout état A et

S n'ont qu'une seule possibilité.

Dans tous les cas qu'on va considérer, le nombre de possibilités de S dans

un état e de taille k est soit 1 (pour les genres files de priorité, tables
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des symboles, piles), soit égal 4 k (pour les autres genres). I] ne dépend

donc de e que par sa taille. On l'appelle alors nombre de possibilités de

S pour la taille k et on note pos({S,k) .

Ainsi pour k>0O, pos(S,k) = 1 pour les genres table des symboles, file

de priorité et pile

pos(S,k) = k pour les autre genres

On définit de méme, pour les genres dictionnaires et tables des symboles

qu'on considérera :

pos(I’,k) =k vk>0O

I] suffit donc de donner des précisions sur le nombre de possibilités de

A pour les genres dictionnaires, table des symboles, file de priorité et liste

linéaire. De plus, i] faut aussi préciser pour le genre dictionnaire, le

nombre de possibilités de I

1.1.4. Présentation des deux modéles

Dans la théorie des histoires de fichier, donner un modéle c'est donner

des hypothéses sur le nombre de possibilités de A et I . Autrement dit,

un modéle est entiérement déterminé par la donnée des nombres de possibilités

des opérations pour chaque genre de structure.

1.1.4.1. Le modéle markovien

L'idée essentielle de l'hypothése markovienne consiste 4 prendre les clés

d'un état de taille k comme étant des entiers 1,2,...,;k avec les conven-

tions suivantes :

M) l'adjonction et l'interrogation négative sont celles d'une clé prise dans

l'ensemble {3 > 5 geeay K +3] et aprés adjonction on renumérote canonique-
ment les clés par 1,2,...,k+tl .

M,) aprés suppression d'une clé on renumérote canoniquement les clés par

1,2,...,k-1 .

Ainsi "le futur ne dépend du passé que par 1]'intermédiaire du présent"

(propriété de Markov).

Exemple : Sous 1'hypothése markovienne, I'histoire de liste chainée triée de

l'exemple plus haut se réécrit de la facon suivante :



an

_l'histoire est (9,92,X) avec Q = (A,A,1°,1°,S,1°) et X=([

1, 1) ; la suite de ses états est représentée par
role . Rol Go 7 an > 99

L'hypothése M, est claire pour déterminer le nombre de possibilités de

A et I

En effet, pour la taille k , le nombre de possibilités de A et I est

égal a k+l (= card {4, 3D2 pe vere Kt 5}).

Donc, dans le modéle markovien, le nombre de possibilités d'une opération w

dans un état de taille k

op aS 5 Ie

ne dépend que de k et on le note pos(w,k) pour

le tableau suivant donne la caractérisation du modéle markovien

+ =

GENRES DE STRUCTURE a, par nn oy" an

dictionnaire k+l k k k+l

table des symboles k+1 1 k 0

file de priorité k+1 1

liste linéaire k+1 k

liste linéaire simple 1 k

pile 1 k

1.1.4.2. Le modéle KNUTH

Dans la théorie des histoires de fichier, les hypothéses de KNUTH s‘écri-

vent :

K1) toutes les histoires ont pour état initial 1'état vide 9°;

K2) les clés d'un état au temps

distincts de l'ensemble

K3) la i-éme adjonction ou interrogation négative

prise dans {5 3, a-6

t>oOd

{1,2,...,t}

» de taille

(i > 0) a une entrée x

k > 0, sont k_ entiers

»i- 5 } et aprés adjonction on change x en x + Nl
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et toute autre clé y telle que y>x, en ytl

K4) toute suppression et interrogation positive opérant sur un état de taille

k a pour entrée une des k clés de 1'état (et on ne renumérote pas Tes clés

aprés suppression).

Exemple 1 : Dans le mod@éle de KNUTH, l'histoire de liste chainée triée de

l'exemple qu'on a considéré s'écrit :

l'histoire est (9,9,X) avec @ = (A,A,I*,17,S,I°)

et X= (5 3, 1, 3, 2, 1) dont la suite des états est :

Exemple 2: l'histoire (,2,X), avec = (A,A,A,S,A,S,A,A) et X= (5 3 3,

1, 3, 25 5s 4) est dans le modéle de KNUTH, dont la suite des états (listes
chatnées triées) est donnée par :

p 1 1+2 1+2+3 2+ 3 2+3+4 3+ 4

ey e, e, e, ¢,, fs Qe,

l+3+4 1+3+4+6

e, &8

D'aprés K3 la i-éme adjonction ou interrogation négative (i >0) a i

possibilités (= card {Z 3, sees, T= 5}) » quelle que soit la taille de 1'état

sur lequel, elles opérent.

Tandis que, d‘'aprés K4, on a_ pos(S,k) = pos(I",k) =k.
On peut caractériser le modéle de KNUTH par le tableau suivant :

. + +

GENRES DE STRUCTURE pos(i-eme A) | pos(Ssk) | pos(T +k)
ji >0 k > 0 k > 0

table des symboles i 1 k

file de priorité i 1

liste linéaire i k

liste linéaire simple 1 k

pile 1 1
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Pour le genre dictionnaire ona:

pos(i-@éme A ou I) =i i>0

pos(S,k) ="pos(I°,k) = k k>0

On voit alors que les genres listes linéaires imples et piles dans les deux

modéles sont les mémes.

1.1.5. Ensembles d'histoires considérés

Dans la suite on ne va pas considérer des ensembles quelconques d'histoires

mais seulement des ensembles d'un genre et modéle donnés dont toutes les

histoires ont méme état initial (en général vide) et dont les opérations sont

“indépendantes" en un sens qui sera précisé par la condition C3 des définitions

ci-dessous.

D'aprés le paragrapl.e précédent, pour un genre et modéle donnés, on a un

ensemble d'entiers qui représentent les nombres de possibilités des opérations

associées a ce genre : on l'appelle ensemble de possibilités.

Définition 1.5. Pour un ensemble de possibilités donné, on dit qu'un ensemble

HE d'histoires est complet si

C1) toutes les histoires de " ont méme état initial ey

C2) ont méme durée n

C3) si Qe (w, >w,2+++ su) est le schéma d'une histoire de “%€ alors 1'ensem-

ble des histoires de Y& de schéma @Q est (e 2X) ou X parcourt un produit

cartésien xX) x xX, Xue. x, avec, pour lst«en:

(i) dans le mod@éle markovien : card Xe = pos(w,>k,_,) ou Kgokyoe-eok

est la suite des niveaux de Q.

n

(ii) dans le modéle de KNUTH :

(pos(m,.k, .) sim, = S ou 1*
‘ G bw t

card X, - . -
rang de w, par rapport a A et I dans Q si w, = A ou lI.

On ne considérera donc que des ensembles complets d'histoires. A partir de

cette définition, on obtient le lemme fondamental suivant qui va servir dans

la suite
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Lemme _fondamental 1.6. Le nombre d'histoires d'un ensemble complet d'‘his-

toires de schéma Q = (w, swy>++- su) dont la suite des niveaux est

(kok, o+++>k,) est égal a:

(i) dans le modéle markovien : pos(w, »k)) pos(w,sk,)..-pos(y, sk, _,)

(47) dans le modéle de KNUTH : a! Et pos(S,k, ) 11 pos(I*yk; _) |
JE€dy Jo JE Urs J-1

ou Jo (resp. Jy+) désigne l'ensemble des indices j tels que w; =S$

(resp. I *) et a le nombre d'occurences de A et I dans Qa.

1.1.6. Cotits d'opérations et d'histoires - Coiits intégrés

On suppose que pour toute opération w(e,x) , ot w€ {A,S,I*,I7} , e un

état, x une clé, est défini un cofit, noté cofit(w,e,x) , qui est un entier

ou un réel non négatif.

Ce cotit peut 6tre un nombre de comparaisons entre clés, ou le nombre de

case-mémoires utilisées, ...
On appelle cofit d'une histoire h = (e, »2,X) la somme des cofits des opé-

rations de h , c'est-a-dire si Q = (w, ow seeeom,) et X= (x) 2X p 204+ 9Xq)
2 n

alors cofit (h) = £ cofit(w.,e.
1sisn Toit

Si OB désigne un ensemble fini d‘histoires, alors on peut définir le

oxi).

coat moyen ou cofit intégré d'une histoire de %€ par :

coat( Ye) = at(h) .ant he C4e, a
Le but de la théorie des histoires de fichier est le calcul explicite des

cotits intégrés des différentes représentations de structures pour chaque genre.

On peut remarquer que l'expression du cotit intégré ci-dessus dépend a la

fois du genre de structure et du modéle choisi. De plus, il est souvent diffi-

cile de la manipuler par exemple, pour un arbre binaire de recherche, le cout

d'une insertion dépend & la fois de la forme de l'arbre (laquelle dépend des

adjonctions et suppressions antérieures) et de la position de la clé insérée

dans l'arbre.

Une maniére raisonnable est de considérer le cofit moyen de chaque opéra-

tion pour une taille donnée de 1'état qu'on va appeler cofit moyen standard.

On note pour ke WN, EY l'ensemble des états de taille k d'une

géométrie. Soit A" "ensemble des histoires de cette géométrie d'état initial
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vide dont le schéma est composé de n adjonctions.

Définition 1.7. On appelle fréquence standard d'un état e € ED (n>0) le

rapport :

fs(e) = 1. card{h € A" : 1'état final de h est e}
card AN

On convient que fs(@) = 1.

Exemple 1. Pour une liste chainée triée, on considére que vyn20O card E, = 1,

la fréquence standard de tout état est alors égale a 1.

Exemple 2. Pour une liste chainée non triée, on considére que yn2z0, on

a card E, =n! (un état est caractérisé par une permutation de clés). Par

conséquent ve e€E, ona_ fs(e) = 2 :
n

Définition 1.8. Pour une géométrie donnée et pour une opération w € {A,S,I°, 17}

réalisée par un algorithme donné, on appelle codit moyen standard de w pour

la taille _n la quantité cs(w,n) = x fs(e) aae ecE, pos(w,n)
ou la somme sur x s'‘étend 4 toutes les clés pour lesquelles on considére w .

x coit(w,e,x)
Xx

Le probléme est maintenant de lier les cofits moyens standards au codt intégré

d'une histoire. Une solution est donnée par [7], [8] dans le cas des structures

stationnaires.

Définition 1.9. Pour une structure donnée et un ensemble de possibilités donné,

on dit qu'une opération w € {A,S,I°,I°} , réalisée par un algorithme donné,
est stationnaire, si et seulement si, vk € NX , vee E. ona:

— z fs(e') card {x/e =w(e',x)} = fs(e)
pos(w,k') e'e Eu

ot k' = k+l (resp. K+tl, k) si w=A (resp. S, I* ou I").

On dit qu'un aigorithme est stationnaire si toutes les opérations qu'il

réalise sont stationnaires.

Autrement dit, une représentation de structure est stationnaire si

vkeN*, la fréquence standard des états de EY coincide avec les trois

fréquences induites sur EY par toutes les histoires de schémas respectifs

AKtls | aki~ et akrt ,
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La notion de stationnarité s‘illustre par ce qu'on appelle "phénoméne

de KNGTT" ({13], [15]) : l'algorithme de Hibbard de suppression dans un arbre

binaire de recherche est stationnaire dans le modéle markovien et n'est pas

stationnaire daris le modéle de KNUTH ([8]). C'est 1&8 qu'apparait la différence

fondamentale entre ces deux modéles.

On retient toutefois que la plupart des représentations de structures

(listes triées ou non, arbre tournoi, arbre binaire de recherche, ...), utili-

sées dans le modéle markovien sont stationnaires.

Le tableau 1 donne Jes cofits moyens standards des opérations pour diverses

représentations stationnaires.

A partir de la propriété de stationnarité des représentations, on peut

montrer le théoréme suivant (dit théoréme du coft moyen) (voir par exemple [7]

ou [8]) qui donne 1'expression du coit intégré comme une combinaison linéaire

des cofits moyens standards dont les coefficients sont les nombres de passage

a niveaux.

Définition 1.10. On appelle nombre de passages de l'opération w € {A,S,I°,I°}

a niveau k pour un ensemble d'histoires de durée n , d'état initial vide,

3 et on note Nw(n,k) , Te nombre d'opérations w sur un état de taille k
n

au cours des histoires de %G,

Théoréme 1.11. Pour une représentation stationnaire, soit %, un ensemble

complet d'histoires de durée n et d'état initial vide, ona:

1
codt(%.) = ——~—— x x cs(w.k) Nw(n,k

(%,) card 3, w k (asi) Natinsk)

ol we€ {A,S,1°, 17} » cS(w,k) est le coit moyen standard de w pour la

taille k et Nw(n,k) Je nombre de passages 4 niveau k de w au cours

des histoires de %,,

D'aprés ce théoréme, pour évaluer Te cofit intégré d'une histoire, i1 suffit :

(i) de savoir évaluer les cofits moyens standards

(ii) de savoir évaluer les nombres de passages 4 niveau

(iii) de savoir calculer card %, » c'est-a-dire dénombrer les histoires.
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(i) les cofits moyens standards se calculent & ]'aide de la définition 1.8 en

comptant, par exemple, Tes nombres de compararaisons de clés

GENRE |REPRESENTATION| cs(A,k) cs(S,k) es(I7,k) |es(I75k)

Dictionnaire LT (k+2)/2 (k+1)/2 (k+1)/2 | (k+2)/2

LNT 0 (k+1)/2 (k+1)/2 k
1 1ABR 2(H, 44-1) 2(1+Z)H,-3 2(1+E)H,-3 2H, <1)

File de

priorité LT (k+2)/2 0
LNT 0 (k+1)/2

1
TB Hea" @ )

1 1
ABR 2(H ya) | 2H, > 24)

1 1
Pg 2(1-¢-) 2(H, > 247)

Liste

linéaire LT (k+2)/2 (k+1)/2 Tableau 1
LNT 0 (k+1)/2

Le genre table des symboles s'implante comme le dictionnaire alors que

Tes liste linéaire simple et pile s'implantent comme le genre liste linéaire.

Dans le tableau 1, LT signifie liste triée ; LNT : liste non triée ;

ABR : arbre binatre de recherche ; TB: tournoi binaire ; Pg : pagode et

HE =]+ 3 +... 4+ : (k-iéme nombre harmonique).

(ii) 1'évaluation des nombres de passages 4 niveau k (dans le modéle mar-

kovien) se raméne a (iii), c'est-a-dire & des dénombrements d'histoires. En

effet une histoire, allant de niveau 0 (c'est-a-dire partant de 1'état vide)

et arrivant au niveau 0 (c'est-a-dire d'état final vide) dans laquelle se

produit T'onération m au niveau k , se décomnose en une histoire nartant

de niveau 0 , arrivant @ niveau k , puis l'opération » a la suite de laquel-

le 1'état de la structure est de taille k' retournant au niveau 0 , ot

k' = k#l (resp. k-l, k) si w=A (resp. S, I’ oul”).

Ainsi si on désigne par ‘3€ l'ensembie des histoires de durée n , allant
noisj

de niveau i et arrivant 4 niveau j ona, au cours des histoires de 86, 0.0:
- > >
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No(n,k) = card "Ke, 50,k POS (w,k) card
o<isn-1 n-1-7,k',0

avec k' = ktl (resp. k-1, k) si w=A (resp. S, 1* ou I).

(iii) Par conséquent 1'étape de dénombrements d'histoires constitue 1'étape

la plus importante et la plus nouvelle dans 1'évaluation des cotits intégrés,

Dans la suite, on supposera la stationnarité des représentations utili-

sées dans le modéle de KNUTH. Cela signifie qu'on ne va pas considérer comme

représentation l'arbre binaire de recherche. De méme on utilisera les mémes

cofits moyens standards que dans le modéle markovien.

Ainsi on pourra utiliser le théoréme 1.11 dans le modéle de KNUTH dés

qu'on sait y dénombrer les histoires.

1.2. Dénombrements d'histoires et fractions continues dans le modéle markovien.

Le dénombrement des histoires peut se faire :

- soit par des méthodes combinatoires géométriques (ou bijectives)

- soit par des méthodes algébriques.

Les méthodes géométriques développées par J. FRANCON ([{8]) sont les premiéres

a avoir été utilisées ; elles sont fondées sur une bijection entre histoires

et permutations qui raméne alors les dénombrements des histoires aux dénom-

brements de classes de permutation qu'on peut avoir directement.

La découverte par Ph. FLAJOLET ([6]) d'un lien entre théorie des histoires

et théorie des fractions continues a permis d'aborder par des méthodes algé-

briques les problémes de dénombrement et de résoudre un certain nombre de

problémes non résolus par la méthode géométrique.

Le théoréme fondamental établit une relation entre la série génératrice

des histoires et la fraction continue.

Ce théoréme a de nombreux corollaires. I] permet, entre autres, d'obtenir, en

particulier :

(i) card ,, o.9 d'un genre donné

(ii) card “ean 0,0 : nombre d'histoires de $6, 0,0 de niveau < k

(iii) card €,, kee | nombre d'histoires de niveau initial k et niveau
° >

final 2g
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On remarque que les résultats (i) et (iii) permettent de calculer, grace

au théoréme du cofit intégré, le cofit moyen d'une histoire dans le modéle

markovien.

1.2.1 Le théoréme de fraction continue.

On se place dans le modéle markovien et on se donne un ensemble de

possibilités quelconque {pos(A,k) = a, 3 pos(s,k) = Spo pos(I*,k) = iy 5
pos(I',k) = in bnso

- a ee
On note H, = card %€,.0,0 et i, = i,t iy

Théoréme 1.12. Pour un ensemble de possibilités quelconque, la série géné-

ratrice H(z) = ea Hz" des histoires allant de niveau O & niveau 0
n

posséde un expression, sous forme de fraction continue suivant :

H(z) = : z
ag $1 Z

-j7z2--21 192
2

; a,S5Z

1-i,z - 12
1 a
l-i, - 4

2

2
$3 Z

L'idée essentielle de la démonstration de ce théoréme consiste & considé-

rer les schémas des histoires de ‘€,, 0.9 comme des mots de longueur n_= sur
’ _ +

l'alphabet X fA)» A.> ams I): I> veeo Sys Sys eee} OU a; dénote

l'opération w«€ {A,S,I = I ou IT} sur un état de taille j.

Ainsi si on désigne ssh l'ensemble des schémas de niveau <h ona:

<0 _ x. SIL *o ye
se = {i)" 3 8 (1, + Ag (1, )"s, )

2 2. * * *
s = (I, + Aft, + A,(1,) s,) s,) > eee

Plus généralement, on cbittent s="*1 on remplagant I, dans gah nar
*

(Ty, * Anne) Shot) .
On passe ensuite aux séries génératrices des histoires de niveaux bornés,

a l'aide du morphisme > w + pos(w,k)z .
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Pa sh . . . ,
Ainsi si on note par Ha le nombre d'histoires de niveaux <h , de durée

n, on a: pour H Riz) = y yeh pn
n=0 fn

H=9(7) = 1+ 4.7 + 1222+... -—
0 0 l-i z

0

i . a 95 22

7 197 " T-7z
1

<

Plus généralement, on obtient HEn+1 (7) en remplacant ip dans Ha")

' SipSh a2

ar i
P h 4-4, 2

h+1

Le théoréme s'ensuit alors en faisant h aller & l'infini ./.

1.2.2. Histoires de hauteurs ou niveaux bornés.

Avec le nombre He" des histoires (de YE, 0 9) de niveaux < h, et la

série génératrice Hen(5) correspondante on obtient des corollaires du

théoreme 1.12.

PL (z)

Q(z)

faisant les relations de récurrence suivantes :

.Corollaire 1.13. H="(2) = ou Pi et Q, sont des polynémes satis-

P_,(z) = 03 Po(z) = 15 PL(z) = (1-i,z) Py_y(z) - ayy s)2? Py (z)

Q(z) = 15 Q(z) = T-igz 5 Q(z) = Cl-i,z) Q(z) - ap, 5,277 Q(z) -

Ainsi d°Py = d°Q. sh vh

= ~ n a _

Corollaire 1.14. On pose Hy (2) = neg Hh koe z ou He ik = card Cn koe

"C., keg étant l'ensemble des histoires de durée n , allant de niveau k &

niveau 2. Si p= min(k,2) et r= max(k,2) alors ona:

(2) Q (2)

Kk K+
aa...a 8 8S ...8.2
01 k-171°2 £

H (Q,_,(2) H(z) - Po (z))

ou H(z) = =Z_H z" du théoréme 1.12.
n2Q 4"

Donc les H, yh) sont reliés aux HEM (2) par l'intermédiaire des polyndmes
Ph et Qn 4 .

Pour un ensemble de possibilités donné, on associe une forme linéaire sur

l'ensemble des polynémes, définie par <x"> = Hn = card 6, 0.0 et
3V>
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<ap + wq> = d<p> + w<q> . Elle induit alors un produit scalaire défini par

<PIQ> = <P-Q> .

Vis-a-vis de ce, produit scalaire ona:

Corollaire 1.15. Soit Q(z) a 7k a,(3) le polynéme réciproque de Q(z)
du corollaire 1.13. On a les relations d'orthogonalité :

IA<x" IQ, (2> = <O;_,!0,.,> = 0 pour 0s i <k

kix =

<x 1Q, 4 (2)> = <Q. IQ, > = agdy-+ +p 18)55--- 5,

On obtient alors :

Corollaire 1.16. Le nombre Hy keg des histoires de durée n , allant de

niveau k a niveau g est donné par :

= 1

Hn ke aa 0 0 n

Lays <Q. (z) Q(z) lz
O01 k-171

s SsoS,

Pour les démonstrations des corollaires on peut consulter [6] ou [7] . Ainsi,

dans le modéle markovien, chaque genre de structure, défini par son ensemble

de possibilités, est caractérisée par une famille de polynémes orthogonaux

{Q,_,/k = 0} . I] s'avére que ces polynémes sont les polynémes orthogonaux

classiques. Le tableau 1 donne les polynémes orthogonaux associés & chaque

genre de structrure, ainsi que les séries génératrices trimples des histoires :

- k v& 2" - j ;
H(u,v,z) = nebee Hn keg u a, nr avec wy 1 ou 2! obtenues 4 partir

des polynémes orthogonaux associés et le produit scalaire (voir [5] ou [6]).
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tk

GENRE POLYNOMES KO Okan (2) H(u,v,z)

Or De

1,
+ aa : 1 itt 1La re a7 @ kk) — 1Dictionnaire guer Tt 1-z(4tu) (itv) -uv

Table Symboles Charlier (14t)2#1e7t k! exp[e”(1+u)(1+v)-1-z-u-v] 2!

2
File de priorité | Hermitte | e k! exp[5- +zut+uvt+vz] x!

Liste linéaire Meixner —i__,zarctgt kp | ——____-} 1
v1+t2 (1-uv)cos z- (utv)sinz

Pile Tchebycheff t+ 1» l-zt+t2

Tableau 2

On note enfin les résultats obtenus par J. FRANCON ([8]) par la méthode

géométrique sur les nombres de passages a niveaux.

Proposition 1.17. Pour le genre file de priorité dans le modéle markovien,

le nombre de passages & niveaux k de 1'adjonction au cours des histoires de

1.0.0 a pour série génératrice :

t 1

l-2t = 1-t(1+x)

k tt
NA(2n,k) x nt

Proposition 1.18. Pour le genre pile dans le modéle markovien le nombre de

passages @ niveaux k de 1'adjonction au cours des histoires de eon 0,0

est donné explicitement par

NA(2N,k) = Boy aioe (nombre de scrutin)

_ 2k+3 (on )

ntk+2 on+k+1



Le tableau 3 donne les coits inté

naires du genre file de priorité

Représentations

~ 24 -

grés des différentes représentations station-

dans le modéle markovien

coat ($e, 0,0)

Liste (triée ou non)
n(n+5)

6

Arbre binaire de
nLogn + O(n)

recherche

Tournoi binaire 3 nLogn + O(n)

Pagode nLogn + O(n)

Tableau 3

On remarque que la méthode algébr

pas de résoudre le modéle de KNUT!

bilités des opérations n'est pas

états sur lesquels elles opérent.

ique des fractions continues ne permet

H dans lequel l'ensemble du nombre des possi-

uniquement fonction de la taille k des
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CHAPITRE II

LE GENRE LISTE LINEAIRE DANS LE MODELE DE KNUTH

Ce chapitre est consacré a 1'évaluation du cofit intégré des histoires

de genre liste linéaire dans le modéle de KNUTH. Afin de pouvoir appliquer

le théoréme du cot intégré, on va faire dans un premier temps, des dénom-

brements d'histoires (dans le modéle de KNUTH) dans le paragraphe 2.1 avant

de faire le calcul des passages & niveaux qui fait l'objet du paragraphe 2.2.

Tl s'avére que ces deux choses sont étroitement liées a celles du genre file

de priorité dans le modéle markovien. Et on verra que le coiit intégré des

représentations stationnaires de genre liste linéaire dans le modéle de KNUTH

(paragraphe 2.3) coincide avec celui de genre file de priorité dans le modéle

markovien pour les mémes représentations.

Afin de pouvoir comparer le comportement du genre liste linéaire dans les

deux modéles (objet du paragraphe 2.5) on va calculer le.coat intégré de ce

genre dans le modéle markovien (paragraphe 2.4.2) aprés avoir calculé la trans-

formation intégrale associée (2.4.1). La fin du chapitre (paragraphe 2.6) est

consacrée a 1'étude du comportement asymptotique d'une histoire de genre
liste linéaire dans le modéle de KNUTH (profil limite). I1 reprend, compte

tenu de sa liaison avec le genre file de priorité, une partie des résultats

obtenus par L. CHENO ([3]) dans le modéle markovien pour ce dernier genre.

On rappelle que le genre liste linéaire dans le modéle de KNUTH est

défini par l'ensemble de possibilités suivant :

pos(i-éme A) = i i>O

pos(s,k) = k k > 0 : nombre de possibilités de s pour la

taille k

2.1. Dénombrement des histoires

On note We KLE 2 l'ensemble des histoires de genre liste linéaire dans
le modéle de KNUTH, de durée n , de niveaux initial k et final e.

On partitionne ye LLK en des sous-ensembles d'histoires peLLK - @ unnykyg nskygsi

seul schéma afi) i = 1,2,...,p . Ceci est possible car tous les ensembles
d'histoires considérés sont supposés complets dans le sens de la définition

1.5.
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Luk LP LLKAlors card Roe = ay card Wee keted

D'aprés le lemme fondamental 1.6

LLK = Acard Wake tei = aj} ae. pos(ssk,_,) ou a; est Te nombre d'adjonctions
s

A dans le schéma af) et (ky = ksk)5-..sk,_ 5k, = 2) sa suite de niveaux,

I = {2 € [1.2....9n]/ aol") =s si afi) = (w!?), ult) wl?) € {A,s}} .

Lemme 2.1. Si Q = (w, >wys+++ su) est un schéma de durée n , de niveaux

initial k et final 2£, avec w, € {A,S} pour i= 1,2,...,n alors

le nombre d'adjonctions A (resp. suppressions S$) dans @ est égal a:

atgck (resp. ae) si ntge-k est pair.
0 sinon

Preuve

On associe a @ le chemin polygonal défini de la facon suivante :

(voir par exemple [5] p. 68) la suite des ordonnées (SgsSyo+++9S)) des

points du chemin est telle que :

12 =k , S,=2

. = + + te. sisS; eg tet.. e; l1<i n

+1 si w =A .
avec e = { om lesmsi

m -lsosi = §

On a alors” s. - S. =e,
141 1 141

Sia (resp. s) est le nombre d'occurences de A (resp. S) dans @ alors

ats n

n-1

a-s . (si4y - s;) = g-k

dont ja résolution donne ies résuitats annoncés dans le jemme wu. véautre

part, d'aprés le lemme fondamental 1.6, si wen j désigne l'ensemble
des histoires de genre liste linéaire simple dans le modéle markovien de

schéma g(t) » alors :



= 2 -

LLSM
Wi pos(S,k_ 1) = card Hn koem

S

Par conséquent, avec le lemme 2.1, ona:

n+2-k LLSM : .(—s-) ! card MOF ke esi si nte-k est pair

3p LLK

cama nk stot . .
QO sinon Vi= 1,2,...;p

I] s‘ensuit que :

(Mk) ! card deen si ntg-k est pair
LLK ~card ¥6
Nkok

0 sinon

: g peut étre obtenue si on remarque
3

que les polyndmes orthogonaux associés au dénominateur des réduites des frac-

tions continues, corollaire 1.13, du genre liste linéaire simple coincide avec

ceux du genre file de priorité dans le modéle markovien (polynémes d'Hermite

du tableau 2).

L'expression explicite de card Hert

Et en vertu du corollaire 1.16 ona:

LLSM =_sik} FPM > FPM es \card kee rs card eT kek ou Se kee désigne l'ensemble des

histoires de genre file de priorité dans le mod®le markovien de durée n , de

niveaux initial k et final eg.

D'ot :

re |(Meck) 1 KL cand ge FPMkt 

- 

nag 

.

5 9 ne ele Si nte~k est pair

LLK =card rok =

Q sinon

On dit aussi que les histoires de genre liste linéaire simple s'obtiennent,

a partir des histoires de genre file de priorité dans le mod@le markovien, par

“renversement des temps” ([8]).

card HE FPM s'obtient en développant la série génératrice triple desn,k,2
histoires de genre file de priorité dans le modéle markovien (tableau 2)

gon_ 

FPM kK vezH(u,vz) n Ee card MCh ket 4 e! n!>

wy ¢



=. 2G» -

. Z . z2
qui est gale & exp [> + zu + uv + vz]

; nt+k-Z% ;

he z { af je si ntk-8
ntk-2 1 ok-i

(ey 2

Ce qui donne :

FPMcard Oe keg =

QO sinon

LLKEn combinant tout ceci on obtient l'expression explicite de card OG, kot
? >

En particulier ona:

LLK _ FPM _ (2n)!card on -0,0 =n! card n,0,0 ~ on

Proposition 2.2. : Le nombre d'histoires de genre liste linéaire dans le modéle

de KNUTH, allant de niveau 0 et arrivant a niveau 0 est 1ié au nombre d'histoires

de genre file de priorité dans le modéle markovien par 1'égalité

LLK _ FPM . {2n)!card eo 9 n! card W654 9.9 “on

2.2. Calcul des passages a niveaux

Avec les mémes notations que celles de 2.1, soit Not eKen, 3) le nombre
de passages 4 niveau j de l'opération w au cours des histoires de He IK 2°

wo € {A,S} .

En partitionnant 3g LLK en des sous ensembles ¥6 LLK d'histoiresnok, g& n,k, 2,7
a un seul schéma oft) i= 1,2,...,p , alors

Nat Ken, 5) = f Nat k(n, 5.4) ou Nar Kin, j,i) est le nombre de passages
isisp

a niveau j de l'opération w au cours des histoires de Ty i:

Or Nat’K(n j,i) = Nw (a'!?, 3) card dtl ou Nw(ab??, 5) est le nombreNoksLoi

d'opérations w sur un état de taille j dans le schéma g(t) .

_ \Ce ! card #CLLSM si nte-k est pairLLK Na ksRoiSachant que card Me oki

Q sinon
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(d'aprés 2.1) ona:

(tek) ! Na(a'?) 5) card $e LLSM
ky 257LLK A Fy ny ksk,

Nas (n,j.7) = si ntg-k est pair

0 sinon

or nw(2),5) card BE Mg = Nat Min 5si)

LLSM 8 kL FPM oy . ;Sachant que card *. ksi pp card ser k tei il s'ensuit que :

!Neat SMrn 504) = = Nef? Mn 54)

D'ot

LLK (eek )! Kn Nae PM(n, 5, i) si n+g-k est pair
No (n, j,i) = a!

0 sinon

Par conséquent, au cours des histoires de dg rik 2g? oa:
> >

= |

(tek) ! . Nat Mn, 5) si nt+g-k est pair
NatHKyy, j)=

0 sinon

En particulier, ona la:

Proposition 2.3. Au cours des histoires de ono, 0° le nombre de passages
de w € {A,S} &aniveau j est relié au nombre de passages de w € {A,S} a

niveau j au cours des histoires de Shan g par l'égalité :

Natt FPM
(2n,j) =n! Nw (2n,j) .

Remarques :

1) ona: NALEK( on, j) = nstLK( on, 541) qui traduit le fait qu'a chaque
adjonction au niveau j correspond une suppression au niveau gtl au cours

LLKdes histoires de a 0,0 °

2) On peut avoir 1'expression explicite de

proposition 1.17 et ona:

Nai HK an, j) en utilisant la



naFPM on, j) =a! (ay gi gar i-ty n>0,j20

isisn-) ~! J

tas LLK ' 21) 5-i mn-l1-i ;D'ot NA *(2n,j) = (n!) isitne1 (G20 ( j ) n>0,j20

2.3. Calcul des cofits intégrés dans le modéle de KNUTH

Avec les propositions 2.2 et 2.3, on est en mesure de calculer les coits

intégrés d'une histoire de genre liste linéaire dans le modéle de KNUTH, en

utilisant le théoréme du cofit :

at( HON) = -=—1l z es(wyk) Nu“ X(2n,k)
card HeLLK k20

2n,0,0 wée{A,S}

ou cs(w,k) est le coat moyen standard de w sur un état de taille k d'une

représentation de structure stationnaire donnée. Souvent, on représente le

genre liste linéaire sous forme de listes chatnées triées (resp. non triées)

pour lesquelles cs{A,k) = we 2 (resp. cs(A,k) = 0) et cs(S,k) = xl (k >

On a les résultats suivants :

Proposition 2.4 : Le coiit intégré d'une histoire de genre liste linéaire

dans le modéle de KNUTH, de durée n , de niveaux initial 0 et final 0 ,

représentée sous forme de listes chainées triées (resp. non triées) est

donné par :

coat( OK 0) = nints) (resp. n{nts) )

Preuve :

Compte tenu des propositions 2.2 et 2.3, on peut remarquer que :

~ Fcoat( Ke onKy 9) 0) = coat( 3 5095. 9) = codt( #6 fa, 0)

On aura besoin du lemme suivant :

FPMLemme : 1) i : 0 naFPM on Jk) = n card ,0,0

FPM _ n(n-1) FPM2) Ce RNA (nsk) = AS card Eon 9

0).
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Preuve du lemme :

- La premiére formule est évidente car chaque schéma des histoires de
FPMYeon, 0,0 comporte n adjonctions.

- Pour la deuxiéme, on va utiliser la proposition 1.17

4"

F(t.x) = 5 NAFPM on ok) x = = to
2 0 ne ¥I-2t 1-t(1+x)

n

abt sx} nyt pg KN Mans k) © te
ax |x hn 2 : n (1-2t)

Or (1-2t)752 = 5 1:3.5...(2e+3) t#

220 3 2!

n

prou SEEK gy 3.5. (ane2) Dns) 22
ax {x=l ne22 3 n!

Soit |r, k narPM onk) = 1.3.5... (2n-1) nna)
2

u'on peut encore écrire :q Pp

narPM — (2n)! n(n-1)

k21 ies *k) an n! 1|

ce qui, en tenant compte de la proposition 2.2, donne le résultat attendu.

Suite de la preuve de la proposition 2.4.

La formule du coit donne pour les représentations en listes chainées

(2n,k)

triées

7 ne ws 1 k+2 FPM k+l. FPM

card 2n,0,0

= 2 x 2 enaFPM( ons) + wSFPM(on ke).
yeFPM k 20 i

card
2n,0,0

D'aprés la remarque 1 de la proposition 2.3, ceci s'écrit :



Lk 1
coat( He bLK2n,0,0) = FPMcard Wo, 40, o *

aFPM
(k+2) N (2n,k)

IVim

=——1____¢ 5 x naFPM on ky 4 2 oy oNA
FPM k21 k=0card th ,0,0

FPM on, k))

lemme

— n(n-1)
az + 2n

< n2+5n

3

Pour les représentations en listes chainées non triées ona:

LLK - 1 k+1 FPM
cottt( I ayy 9) cara WerPM Op By 2 NS (nak)

2n,0,0

k+2 FPM
= ———_—__— XE =5= NA" ''(2n,k)

card Ro, 9 ="

lemme

= nope a

Remarques : 1) ne pas trier la liste permet d'avoir un gain de 50 % sur le

cott (i1 fallait y penser!)

2) Comme les listes linéaires simples coincident dans les deux modéles on a

le résultat suivant :

[LK _ [tsk \ _ LLSM
oft ( HE on ig,o) = coat He 5.75 9) = codt( WH 50°59)

3) On s'abstient de dire que ces cofits sont égaux au cot intégré des histoires

de genre file de priorité dans le modéle markovien car ce n'est pas tout a fait

vrai.

En effet, pour les représentations en listes chainées triées (resp. non triées)

de ces histoires on a : cs(A,k) = Ke (resp. 0) et cs(S,k) = 0 (resp. oe
(k > 0) . Ce qui donne pour les deux représentations :

coat( ray wll = n(nt5)
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2.4. Calcul des coiits intégrés dans le modéle markovien

Afin de pouvoir comparer les colits intégrés du genre liste linéaire dans

les deux modéles, on va calculer ce cofit dans le modéle markovien. Mais ici,

on ne peut pas appliquer directement (comme on 1'a fait dans 2.3) le théoréme

du coat intégré car on n'a pas 1]'expression explicite de card te e-¢

Dans un premier temps on va s'intéresser 4 la partie

xLLM = E cs(w,k) N Nk CP k) , ou plus précisément a sa série
An we{A,S} k = 0

nas LLM LLM 2"
génératrice exponentielle kK -(z)= =: K =- dont 1'expression est

n2o n ni

une transformation intégrale liant les cofits moyens standard cs(w,k) avec

“= » qu'on peut calculer d'une fagon élémentaire pour avoir Kren et donc
——_______ K LLM

t(4¢ LLM - 2n

2n,0, 0? LLMcard eo, ,0,0

2.4.1. Transformation intégrale associée aux listes linéaires dans le modéle

markovien (voir [6] ou [7])

LLM _ LLMLLM
K z cs(A,k) NA n,k) + & cs(S,k+1) NS n,k+17 = hy (A,k) (n,k) 29 ( ) ( )

= 5 _ (es(Ask) + cs(Skt1)) NAUEM(n ky
k20

n
LLM, _ LLM 2”

On pose K-~ (z) = h E 5 Kh nl

Ona alors RLLM,) = z , (es(Ask) + cs(S,k#1)) waz)

~ SLLM,_\ | LLM z"
ou NAY (z) = h 2 7 NA-~ (n,k) it

On aura besoin du lemme suivant :

_ « xn ~ xn

Lemme : Si A(x) = 1 z ; a, aT et B(x) = h z 0 b, ai

AD om n ntl
Alors (A * B)(x) = z z a( Mx) n20 Ci, q n-i) (n+1)!

na ~ déf Xia a
ou (A * B)({x) = Jy A(x-t) B(t) dz

Preuve du lemme

Xa A

On part de l'intégrale I = Jy A(x-1t) B(t) dt



Corollaire : NAy'(z) = (k+1) Aorglz) ALLM
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_ an bm .x nom
Ie Bo 0 Al mt Jy (x-1)° c) dt

n an b -k .X7 : z (-1)k (fy Sn Pm yn k f ~mtk g.
n! m! * 0

n
n k (k) nt+m+t1= op Romy 
(-1ykK KU) xTmt (2, (lo)

(pk OR
Oskesn m+k+1 (ntm+1)(TMTM

ntm+1
x

l= z Ce
nom20 © TM (ntm+1)! on ive

* Heer ,o(2)

. fun LLM zn(z) = card Woy, aIivMm

LLM _ LLM zaet Aeay,o(2) = neg card Ki, K+1,0 nt

Preuve du corollaire

D'aprés la remarque (ii) du théoréme 1.11 ona:

LLM LLMpos(A,k) o<ie eed card ‘a. “0,k card eo 1-i,k+1,0nately k)

LLM LLM(kel) 2d card W- 7,0,k card #r 1-isk#1,0u

na M2 ) = (kt1) neo “geqn-1 card PEELM card we50 ‘osisn-1 i,0,k -1-i,k+l, os
lemme LLM

(KH) Ho (2) * Heyy (2). a
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LLM k 2 zn 1
uv ——Tt+:-e_————— _ _____

H(u,v,z) = z card =
nsk, : (1-uv)cos z - (utv)sinz

220 n,k,g

ie
k

wie) =f x02) = (tgz)*
cosz

I] vient :

expression obtenue en faisant u=0Q dans H(u,v,z).
A 

k 

k+1

D'ou : waz) = (k+l) (Gazr c ae) )

ce qui donne pour KLLM) l'expression suivante :

KLLM’ >) = i (2, (cs(A,k)+es(S,k+1))(k#1)[tg(z-z)tg 1] k) —talz-2) gy,
k20 cos t cos(z-r)

=f C(tg(z-r)tg 1) —talzt) og,
cos t cos(z-r)

ol Clu) = | E | (es(Ask)#cs(S,k#1))(k#1) uk

ALLM z/2 z
On rit K = + =. +I]éc a Jo tle hth
Dans I, (resp. I,) on pose o = : - 1 (resp. co =r - 3) :

Ce qui donne :

Zz z
a z/2 tg(S+o)+tg(S-o)
RAM) = 5°"? c(tg(Z - o)tg(Z + 0)) —& c. do

0 cos(5- a)cos(5 +o)

En vertu de l'identité :

tg(atb) = tga*+itgb on obtient :
l-tga tgb

1-tg(Z+o)tg(Z- o)gL LM / IZ INDZ/2 Zz Zz
=t C(tg(5-o)tg($t+o)) ———*—_+___q2g © tag Jo Mealy” alta te cos(5+0)cos(F- 0) °

On pose ensuite u = tg(5 - o)tg(F to).

On peut alors remarquer que tg(F - 1) et tg( +1) sont les racines en 6

de 1'équation : 92 - o(l-u) tgz+u=0.

Par conséquent :
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D'autre part, il est facile de voir que :

1 = _l-u

cos(2~ leas(3+o) ==

D'ot RLLM( 2) = ae i 3 C(u) ——_U-u) du
¥(1-u)2tg2z - 4u

qu'on va 6noncer sous forme :

Proposition 2.5. : La transformation intégrale associée au genre liste

linéaire dans le modéle markovien est :

22z

Kz) ~ sees Jo , e(u) ¥ a - a(1-u)2tg2z - 4u

av C(u) =ec €(u) =

glLm() =

n

(cs(A,k) + cs(Sykt1))(k+1)ukINO 0
nLLM zet on nt

IivVTM

LLM,

IV 4
7 (cs(A,k) + cs(S,kt1))NA n,k)

Remarque : La proposition 2.5 corrige le résultat obtenu par J. FRANCON,

Ph, FLAJOLET, J. VUILLEMIN dans [7] p. 136 Théoréme 2.LL

2.4.2. Calcul des coits intégrés LLM

i“ LLM nOn rappelle que coat ( 36 5 ) = —_ 4 _—
n,0,0 Card eM

2n,0,0

; LLM 5 . . ae 3 ;On peut obtenir card S655 0,0 2 partir de la série génératrice triple

H(u,v,z) = - en faisant u=v=0.
(1-uv)cos z - (utv)sinz

bos LLM zlDou n E 0 card KO 0,0 nl cosz

1 7 a Pon hf .
or cosa h E 0 bon (an)t ou Eon est te (2n)-eme nombre d'‘Euler

(appelé nombre sécant).

. LLM =Par conséquent card tS 2n,0,0 Eon
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I] suffit alors de déterminer ce pour avoir le cofit.

LLM.) pour les représentations en listes2.4.2.1. Expression de

chainées triées (resp. non triées)

Dans ce cas on a le

Corollaire 2.6. Pour une représentation en liste chainée triée (resp. non triée),

n
la série génératrice exponentielle du coit git.) = z 0 Kh =P est égale

ne :

a:

eLLM,_) _ 1 tgz 1 _tgz
Ko (z) 3 tosz (tgz +z) (resp. 2 eae (tgz+z)).

Preuve

On va démontrer le corollaire 2.6 dans le cas d'une représentation en

liste chainée triée. Le cas non triée s'en déduit en divisant par 2 car dans

le premier (resp. deuxiéme) cas :

k 1 k
c = fF k+1)(k+2 resp. 5. k+1)(k+2) u .(u) =) 2 5 (ked)(ke2) uN (resp. 5) Ey (k#1)(k#2) UK)

d2 k 2
On remarque alors que C(u) = —— zs u =

r 4 (u) du2 (, 20 ) (1-u)3
Par conséquent :

A tq2Z
KEL) =2 tgz 9°s du

On pose t = Wi » ce qui donne :

tgz

a at 2/2gLLM( 4) = 2 82 j g tdt

1 tg2z + 4t - 4t2

qu'on écrit sous la forme :

tgz tgz

Rein) = 2 t9z (4 pots z/2_ (4-8t) dt ai (os z/2 dt )

es2e ta Veg?z + at - 4t2 2/1 Vig2z + 4t - 4t2

a, xis
2t 2tg

= 2 az (35, nae d(vtg?z + 4t - 4t2 +a, wae dt __y
VYig2z + 4t - 4t2
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tg z

-2t9z (taz ,1 (tg 2/2 dt )
cos z 4 2 °F eg2z + at - at2

tgz

= . tgz geaz + 9 2/2 dt )
Cogz "2 1 Yig2z + 4t - 4t?

En remarquant que tg@z + 4t - 4t2 = 1 (1 - (2t-1)*cos2z)
cos2z

on peut poser x = (2t-1) cos z , ce qui donne :

tgz

2tg z/2 dt _il ; dx. oz

1 Vig2z + 4t - 4t2 *% “cosz yi-x2 2

- gLLM,., _ 1 _tgz
D'ow Ko'(z) 3 tose (tgz + z) oO

LLM
2.4.2.2. Détermination de K,

Corollaire 2.7. Pour une représentation en liste chainée triée (resp. non

triée) ona:

KM = 0 si n est impair ou n= 0
LLM _ 1

Kon a (Enns + (4n-1) ED) pour n 21.

1
(resp. 3 (Eo nas + (4n-1)E,.)) .

Preuve du_corollaire 2.7. Effectuons seulement la preuve pour la représentation

en liste chainée triée. 11 s'agit de développer 1'expression obtenue dans le

corollaire 2.6

REL) = 2 t92 (tgz + 2))2 cosz

1 z a
On part du développement : Ee = n Z . Eon Tanyt

Alors on remarque que :

tg?z_ _ 1, d? 1 a

cosz 2 Ca osz) - cosz?

an
-1 . z
3 Eg “Fonte ~ =on) ToayT

2n

D'autre part : z 92 - ; 2n Eo, Tonyt (voir | 2 ]).
oO°o”n N 3 wv M4

I] s'ensuit que :



- 39 -

_1 1 an

=5(E—E_-E) +22 ( 2 0) 4n 1

Or E,=E—,=E£,=1 (voir{ 2 ]).

1 . zen

By ey Eanes + C4n-LED,) CanyTIivTMMn

j Le résultat en découle de facon évidente. a

Ceci nous améne a la :

Proposition 2.8. Le cofit intégré d'une histoire de genre liste linéaire

dans le modéle markovien, de durée 2n, allant de niveau 0 4A niveau 0 >

représentée par une liste chainée triée (resp. non triée) est donnée par

la formule :

EIS eel E
coat( Mono o) = ; ent + 4n-1

> > 2n

E

(resp. ga ent + 4n-1))
2n

Remarque : Dans [7] , p. 139, J. FRANCON, Ph. FLAJOLET et J. VUILLEMIN ont

: Font t an 1i trouvé pour les listes triées un colt intégré égal a “hk -"-G

2n
soit une différence de 2n - rE sur le cofit qu'on vient de trouver dont la

2n
vérifiation & la main donne : pour n = 0,1,2,3:

n 0 1 2 3

cottt( te 5M 0) | 0 2 4,8 84

2.5. Comparaison des coiits du genre liste linéaire dans les deux modéles

Afin de pouvuir comparer les deux cofis obtenus dans jes propositions 2.4

et 2.8, il est nécessaire d'estimer le nombre sécant Eo, + Les équations

4.3.69 et 23.1.15 dans [1] donnent une réponse & cela ; en effet, ona

d'aprés ces deux équations (4 une notation pres) :

ib
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n+1 ' nti

a a osT T 1437 (1+2n)

— bee ge — (anyigtt .qui donne pour n grand, l’estimation : Eon oa | COU la notation

déf "fe g === f =g(1+0(1)).

Ceci donne la

Proposition 2.9 : Le coit intégré coat ( Oey 9) 9) d'une histoire de genre
liste linéaire dans le modéle markovien, représentée par une liste chainée

triée (resp. non triée) se comporte asymptotiquement (c'est-a-dire pour n

2 2

grand) comme ~ (resp. an* ).
T 12

. c LLM 4n2 2n2Autrement dit colt( 850 4 g) = (resp. oe dy.

Pour la preuve, i] suffit d'appliquer l'estimation de Eo, ci-dessus.

Corollaire 2.10 : Pour n grand, il existe une constante c telle qu'on a :

“ LLM LLK Ecoat( 65, 0, y? = ¢ coat( 650" 0, 9) En effet, pour n grand, pour une repré-

sentation en liste chainée triée (resp. non triée) ona:
LLK = a(nts) _ ne n2

Gt( YG on 0,0) ~y (resp. >)

coat ( a, o a
et le rapport Q = =. —— »- = 1,22 =¢

coat( ye LLK ne

2n,0, 0?

Conclusion : Le coit intégré d'une histoire de genre liste linéaire ne

dépend pratiquement pas du modéle choisi pour les représentations en listes

chaTnées.

2.6. Profil limite des histoires de genre lsite linbéaire dans le modéle de

KNUTH |

.

Cette partie est consacrée a 1'étude du comportement asymptotique des

histoires de genre liste linéaire dans le mod@le de KNUTH. I] s'avére qu'elle

se raméne a 1'étude faite par L. CHENO [3] sur les files de priorité dans le

modéle markovien.
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En effet le lien existant entre le genre liste linéaire dans le modéle

de KNUTH et le genre file de priorité dans le modéle markovien fait coincider

les calculs du profil moyen d'une opération et du profil moyen du coat d'une

opération dans les deux genres. C'est l'objet du paragraphe 2.6.2.

Dans 2.6.1 on donne quelques définitions des profils moyens.

2.6.1. Définitions

Définition 2.11 : On appelle profil moyen du cott d'une opération d'une

histoire de Sono, g > 1a quantité, notée
>

aa, Mp LLkK

chLK _ coat (te 5 0,0)
2n =

Définition 2.12 : On appelle profil moyen de l'opération w € {A,S} a niveau

k au cours des histoires de ono, 0 la quantité, notée

LLKTwHtK( on k) = Nw (2nek)}

2n card n,0,0

Conséquences :

LLK . LLK1) Co = a (cs(A,k) + cs(S,kt1)) TATTMS(2n,k)

= k £ 0 (cs(A,k) + cs(S,k+1)) TSELK( on k+1) .
2

Ceci découle directement du théoréme du cofit intégré et des deux définitions

ci-dessus en tenant compte de la formule nALLK( on k) = nstEK( on #1) pour
LLKles histoires de eon 0,0 °

2) vw € {A,S} ona: TatK( on, k) = Toh PM (on, k)

(= Tw LLSM on , k)) en vertu des propositions 2.2 et 2.3.
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2.6.2. Calcul des profils moyens

LLKComme TA ~*(2n,k) = TSEEK( on k+1) » on va s'intéresser uniquelement &
TALLK( on k)

Compte tenu de la conséquence 2) ci-dessus ona:

FPM
TALLK( on k) = NA eek)

2n card 8 on .0.0

FPM én-1 FPM FPM
= (k+Or NA (2n,k) = (kt1) aE card Hr) card eon-1-4 ok#1,0

i 5 17 He FPM 5 :
D'apres la formule explicite de card Allon dans la démonstration de la

proposition 2.2, ona:
7 |

Tak 7 Si i-k est pair

nye FPM 4eFPM 2 (5K)
card 7.0.k > k! card i.k,0 =

0 sinon

FPM _ (2n)!et card Hn .0,0 Mn |

On peut alors écrire :

LLK _ 1 én-l _FPM
TAT (2m k) = op Ton ki Manske

FPM FPM

_ 2n-i-k rpm _ card Weg, card eons ko
avec XA = : t T =

2nyk,7 én-i én,k,i d 4 FPM
car

2n,0,0

FPM
On peut alors remarquer que Ton kj représente, la probabilité sur

ee 0 d'avoir une structure de taille k au bout de i opérations.

Proposition 2.13 : Avec toutes ces notations ona:

FPM A 1

Osisteke1 lansks2itk Xan,k,2itk ~ Fop= UA

ou i, = 5 (n-k- Yn2-2kn)

i, = 5 (n-k+ Yn2-2kn)

2n,k,2i,+k z XRon yk s2i +k)

et 2i+k est l'ordre de l'adjonction au cours des histoires de ne FPM
a niveau k

2n,0,0 ”
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Preuve

FPM

2n-i,k,0 &
Remplagant respectivement card aero k? card 3

card er 0 “par leurs valeurs, on obtient, si i-k est pair:

TFPM i! (2n-i)! 2" nt
2n.k,i i-k | 2n-i-k

27 (5S 2B ky (EK) (anys

On pose alors i-k = 2j7 => i = 2jtk 0 <j <sn-k-l

Ceci donne :

7FPM _ _(2j+k)! (2n-2j-k)! 2" n!

@msks2jtk od jy aM-IK ky (ne jek)! (an)!

2jtk représente alors l'ordre de l'adjonction & niveau k .

n

Utilisant la formule de Stirling nile oo) venmn , on obtient

FPM

on,k,2itk = An,k(d) exp fy, (0)

-, . l A2jt+k)(2n-2j-k)
avec AL Kd) 5 kj (n-jok)

et f, .(5) = (2i+k) Log(2j+k) + (2n-2j-k) Log(2n-2j-k)

- j Logj - k Logk - (n-j-k) Log(n-j-k) - n Logn

+ k Log2- 2n Log2

On peut remarquer que A, i) est bornée en n , par conséquent pour avoir

FPM
le comportement asymptotique de Tons ks 2j+k il faut étudier Fd) :

Un calcul élémentaire donne :

Lo faye (2j+k) * (n-j-k)Fa ektd) Log 5(2n-2j-k) 2

th (5) = 0 => -8j3 + 12(n-k)j2 + 2(4kn-3k2-2n2)j + k2(n-k) = 0

o> (j - SS) (-832 + 8(n-k)j ~ 2k2) = 0
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Par conséquent 1'équation Fe (5) = 0 admet trois solutions :

. _ nek . 3 5 - :
jy = > qui correspond 4 un minimum m Faokido)

j= Rake /n2-2kn
1 2

qui correspondent a des maxima
. = n-k+ yn2-2kn = 7 = 7rs Mm, fy k,) ec Fr k Jy)

On va déterminer M, et M, . Pour cela on pose ¢ = x > A=
Rhku. ww

_ 3, . 32
A, = oq et AS = Op

. 21Alors ona: Ay + A, = 57 oO

_ 62
AA, 4

On remarque de plus que A, et ro sont alors les solutions en A de

2

1'équation v2 - (5 - o)a + $= 0

Faisant intervenir cette nouvelle variable 2 , on obtient une nouvelle

fonction g, o) dont le domaine de définition est inclus dans Jo. $I

Ing) = Fk 62m) = (2n) [(Log 2n)(2a+gt1-2r-9-A-6- 5 trtgo- 5)

+ h - Log g+ log2 - 5 Log2 |

(2n)[h - ¢Logo+¢ Log 2 - 4 Log 2 |

ou h = (2ate)Log(2,+o) + (1-2a-9) Log(1-2a-6) - A Loga

- (5 -Ar-90) Log(5 -2-@)Role

I] s'ensuit que :

MS Ong (Ar) = 2n[(2a,+o)Log(2.,+6) + (1-2a,-9)Log(1-2a,-¢)

1 1 1
- A, Loga, - (5 -A,-¢ )Log(s -2,-¢) - ¢ Logg +9 Llog2 - 5 Log2 |

1 “ - 6%Or B- AL OF OD et 1 - Zn, o en, +o.
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Par conséquent on peut affirmer que :

Mo= M, = 2n[(2a, + )Log(2a, + go) + (22, + 9) Log(2,, + 9)

.- - - _id, Loga, -A, Logr,-logg+ Log 2 - 5 Log 2]

ce qui peut encore s‘écrire :

vem ee ' (2a, +9)? (2,49)? (21, +6) (2a,+6)
= = <n [2, og a + A, tog + » Log OS

+ § Log 2 - 5 Log 2]

oOo > =~ho oe
_
+ oe ——

Ne
it 2 240+ 4r,o4¢

(20, - 4A,6- 067) + 42,649?

i 2n,

2

car A, est solution de 1'équation 2 - (5 - o)a + os 0

rz 2.
De m@me (2a, +46) = 22,

D'autre part : (22, +9 N20, +9 ) 42,4, % 20, +a,)¢6 + 9?

=

tat =M = _i :Dou Mo = My 2n[(a,ta,* ¢ 5) Log 2] = 0

Par conséquent t (5) reste négative ou nulle et donc exp f,, (a) est

exponentiellement petit devant n sauf dans des voisinages de J, et Jy

ou elle vaut 1.

La courbe (j, exp fy (d)) présente donc deux pics (d'autant plus pointus

que n est grand) pour j=j, et j= j
1 2
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De feeew 5 we ee ~V uNR
1

& NIH b © eu.
4

1
1°07 2

Courbe (a, exp Ing 6A)

Puisque ces pics sont trés accentués, il est clair que :

- dans un voisinage de Jy ona:

oe 5,1?
Fras) = FAs) 2

- dans un voisinage de “hy > ona:

ew egy hie d2)?
fi, (5) = Fk.) 2

>

- ailleurs exp f, ((j) est relativement petit (négligeable)

Donc, dans un voisinage de Jiy (resp. j,) ona:

(5-4,)? (j-5,)?
: u s 2 . 1: :

7FPM An k(5,) explty ,(5,) a ] (resp. A, (i, )explty (5,) a ]
angks2jtk
: . 7FPM eqs

Ailleurs : Tonk 2j+k est négligeable.

Un calcul élémentaire montre que :

Hy) = ~4n2( 1429 )+2a (1-492) -9 (1-39+252)
g
iad 2nx( 1-2-2) (2a+) (1-2a-9)

Dol Bp (a0! = wh aittgd = =
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De méme :

Avec tout ceci, ona:

FPM

O<4ent kel Tonk s25+k XAon ky 25+k * Mon sks 2d tk AK (d,)

jy te; (Fe (j.) (j- ay dj+XA o* Es (j-i5)? .Ij exp n,k Jy ] 2n,k, 2i, +k n, II exp[ft w(d,) ~—“s— Ji
Jom fo

_ \ ue) d2 ya:

Mons ks25, tk * Monk y25,tk) Anyk (di) Lo, explf'G,) ZI] ai

pour e > O suffisamment petit.

. € a (ae i 2 . l 2 ce =e
Or An (dy) J. exp[f"(j, ) 45 ]dj = Zo [— Sie exp[- 3 2nx2 ]2nda

e' > 0 petit.

On pose y = rant von x

yi Lig v2 n cart van y2A exp[f"(j os ed
nk) Fo exp) “2 IN = ig van Lo ASS Van y

1 y1—-4

d ° van ~y2 too ~y2
Or J V1-46 e dy = J e dy = vr

~<| 8 Ven 3

D'ot finalement :

FPM 1

O<jst-k-1 Von sks 2itk “an,k.2itk * v1-4 hon sks25,tk * Aen, k 25th) .

Carallaire 2,14 lo profil moven de T'adionction Boniveau &k pour las histoives

de Poon 0, 0 est donné par :

atk 1
(2n,k)} = ——=

2n /-2%

TSHEK on kta) = TALLK( on k)
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En effet un calcul élémentaire montre que :

= 1s2ar2g = a =XA Aon, ks25+k ~ 122-24 pour A= 3, et 4 on

ce qui donne : *Ron sks25, +k + Xan ,ks2i,tk =]

Corollaire 2.15. Avec ces notations, le profil moyen du cofit d'une opération

au cours des histoires de onto, 0 vaut :

LLK _ ,}/4(cs(A,2ng)+es(S,2ngt1)
Con = Sy Weay do(1 + 0(4))

Ceci découle directement de la définition de cok et du corollaire 2.14 en
utilisant la formule sommatoire d'Euler-Mac-Laurin

ackem f(k) = i f(x) dx + 3 1 (£(m)+F(a)) +5 le (m)-f'(a)) + os. f"(x) dx)
iA

Exemple : pour les représentations en listes chatnées triées, ona:

cs{A,2ng) = cs(S,2ng+1) = ng + 1 =

chLk
Une simple intégration par parties donne : Con ae

Ce qui donne :

— Te 2

cont Heo 0) = 2n cont = >

LLKOn retrouve ainsi notre estimation du coit intégré d'une histoire de Loom 0.0
> >

c'est-a-dire cofit d'une suite de 2n opérations. a
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CHAPITRE ITI

LE GENRE FILE DE PRIORITE DANS LE MODELE DE KNUTH

Dans ce chdpitre, on va suivre le méme plan que dans le chapitre 2. Afin

de pouvoir appliquer le théoréme du cofit intégré, on va, dans un premier temps

dénombrer les histoires de genre file de priorité dans le modéle de KNUTH : i]

s'avere que celui-ci est étroitement 1ié & celui du genre pile dans le modéle

markovien (3.1). I] en est de méme pour les calculs des passages & niveau (3.2).

Et alors le coat intégré d'une histoire (3.3) de genre file de priorité dans le

modéle de KNUTH coincide avec le cofit intégré d'une histoire de genre pile dans

le modéle markovien pour les mémes représentations (stationnaires).

Le paragraphe 3.4 concerne la comparaison des coiits intégrés du genre file de

priorité dans les deux modéles.

La fin du chapitre (paragraphe 3.5) est consacrée & 1'étude du profil limite

d'une histoire dans Je modéle de KNUTH pour le genre file de priorité.

On rappelle que le genre file de priorité dans le mod@éle de KNUTH est défini

par le systéme de nombre de possibilités suivant :

pos(i-@me A) = i

pos(S,k) = 1 vk 20: nombre de possibilités de S pour la taille k.

On a évidemment (pos(S,0) = 0).

3.1. Dénombrement des histoires

On note yeFPK l'ensemble des histoires de genre file de priorité dans
n,k,g

le modéle de KNUTH, de durée n , de niveaux initial k et final k.

Comme dans le chapitre 2, on partitionne sere 2 en des sous-ensembles d'his-
toires we FPK | &ia sev! sender at) Ga 1,2,...5p .

nsk,2,1

FPK _ P FPKAlors card Ter koe = fn card Yn kee

Nianvae Ta Tamma fandamantal 1.6 an a
D'aprés Te lemme fondamental 1.6, on 2

card aerre 2.4 = a;! ou a; est le nombre d'adjonctions A dans

(i)le schéma @

Utilisant le lemme 2.1 ona:
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+2- .EPK (BECK) si n+g~k est pair
card Mn kei

eee? 0 ~=sinon

Par conséquent :

we FPK (eee K)y Si ntg-k est pair
card =

nyk,g 0 sinon

Si p est le nombre de schémas des histoires de ae e°

Or utilisant le lemme fondamental du mod@le markovien, i1 vient que

p = card Mer F ou wen , désigne l'ensemble des histoires de genre pile

dans le modéle markovien (qui coincide aussi avec celui du modéle de KNUTH),

de durée n , de niveaux initial k et final g& . On dit qu'une histoire de

genre pile est déterminée par Ja donnée de son schéma et inversement.

Ep (BERK) card wr g Si nta-k est pair
Donc card Lois 7 a °

0 sinon

En particulier on a:

(as 5)! card er k.0 si n-k est pair
card ¥€ PPE 07 .

aK, 0 stnon

core a) card ere 0.2 si nte est pair
FPK _et card Ie 7 0.2 7

0 sinon

On peut remarquer que card Wem 0,0 est égal au nombre de chemins de Dyck

de longueur 2n qui sont en bijection avec les arbres binaires de taille n

(voir par exemple [8]} dont la nombre est cy, = aH (4) ou c, est Te

n-@me nombre de Catalan.

Par conséquent une histoire de genre pile de durée n allant du niveau 0

(resp. k) au niveaux k (resp. 0) peut étre considérée comme un préfixe,

d'un mot de Dyck, de longueur n arrivant au niveau k , qui est dénombré par

k+1 : .
atk. (nt si ntk est pair

b = zp *1 5
n,k .

0 sinon
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bi k sont les "nombres de scrutins" (ballot numbers) .

On a aussi

nn

(nek) - (ntk, .)
Dako =a a si ntk est pair.

0 sinon

Avec ces remarques ona la :

Proposition 3.1. : Le nombre d'histoires de genre file de priorité dans le

modéle de KNUTH, de durée n , allant du niveau k et arrivant au niveau 2

est lié au nombre d'histoires de genre pile (dans le modéle markovien) par

l'égalité :

ntg-k ,, OPM : _ 2
cardt@FPK (—z—)! card We ky si n+g-k est pair

ok52
Q sinon

En particulier ona:

-k 7 .(PES)! b si n-k est pair
card PE 9* 2 nok

— 0 sinon

+2 . .
(MS)! b si n+2 est pair

card BFPE 7 @ Ms
~_ 0 sinon

FPK 2 PM =et card eno .0 =n! card Hon 0,0 =n! Cy

° G ' * Bh aaa ye PM
Remarque : On peut avoir l'expression explicite de card neKet (donc

card WEEPE 2) en utilisant les polynémes orthogonaux de Tchebytchev (tableau
2, Chap. 1, paragraphe 1.2) associés au genre pile et le corollaire 1.16 du

chapitre 1 .

On aura alors :

fi : . Cc

sp (-2)ttS (RT) (ocd) MEI2 G45) si ntkte est pair
PM isj | J 2

card € =
nsky& 0 sinon



~ 52 -

3.2. Calcul des passages 4 niveaux

Avec les mémes notations que celles de 3.1, soit Nut Ken, 3) le nombre de
passages au niveau j de l'opération w €{A,S} au cours des histoires de

Comme dans le paragraphe précédent, on partitionne "he FPK en des sous-
nyky&

ensembles “pe re ra d'histoires 4 un seul schéma a(t » 1=1,2,...5p.
On a alors Nat PKen, 3) = f Not Ken 554) ou Nut Ken, 3, i) est le nombre

isisp EPK
de passages a niveau j de l'opération w au cours des histoires de arr ksQsi*

Or Not Kin, 5, i) = Nu (9! ) 5) ) card EFPE 54 ou Nw(a'4) 5) est le nombre
d‘opérations w sur un état de taille j dans le schéma fi)

Utilisant les résultats du paragraphe précédent, ona :

-_ (ne Kyy Nw (af?) 5) card BON 2.1 si nte-k est pair
Nw (n, j,i) =

0 sinon

Or Nu (of 4), 5) card me a7 7 Noor Mn »J>1) » (nombre de passages au niveau j
de l'opération w au cours des histoires de a kis ;) .

Par conséquent :

au cours des histoires de ee g 7 ona:

EPK (BERK) N PM ny i) Si ntg-k est pair
Nw (n5j) =

0 sinon

En particulier, avec la proposition 1.18, ona:

Proposition 3.2. : Au cours des histoires de Wont. 0? le nombre de passages
au niveau j de l'opération w € {A,S} est relié au nombre de passages au

niveau j au cours des histoires de EEN 0,0 par 1'égalité :

Nut ?K( on §) = nt No (an, 9)

narPKavec (2n,j) = nsFPK(2n,j+1) = n! bon oie,
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3.3. Calcul des coiits intégrés

Avec les propositions 3.1 et 3.2, on est en mesure d'appliquer le théoréme

du coit intégré :

coat, ¥erPK silt Ss (cs(A,k)+cs(Ssk+1)) NAPFK( an, k)on,Q, 0) is
card HEEPK k20

2n,0,0

pour différentes représentations de structure stationnaires.

Dans ce paragraphe, on va calculer les cofits intégrés pour les représen-

tations en listes (triées ou non), tournoi binaire et pagode.

3.3.1. Représentation en listes triées et non triées

Pour une représentation des histoires de genre file de priorité par des listes

triées (resp. non triées) ona :

k+2

a

k+]cs(A,k) = k20 (resp. 0) et cs(S,k) = 0 (resp. >> k > Q)

Par conséquent les cofits intégrés pour les deux représentations sont les mémes.

On a le résultat suivant :

Proposition 3.3. : Pour une représentation en liste (triée ou non) le coit

intégré d'une histoire de genre file de priorité dans le modéle de KNUTH, de

durée 2n , de niveaux initial et final nuls est donné par :

coat( BEETS, 9) 0) °F ca" aa + n-1) = i (1 + von)(1 + 0(4))

nda (1 + 0-4) = Env + O(n)

Preuve :

Compte tenu des propositions 3.1 et 3.2, ona:

1 (k+2)) ere

20,0 PM kcard, 0,0

at( ¥e SPR
naPM( nk) .

IV 4
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. . aay wpPFPK k+2
Soit encore : coit( 2n,0, 0) = ck z 0 2 Don 2k+2

= _ ol 2n 7

ob ce, = Fer Cy) et Don eed (nee) > Gane

or zo (K+2) Unener) ~ (nexeo)] = kg Like) (nener) ~ (2) (neta) I

"Keo (ane)
tas . . 2nD'ot eZn (k#2) bon oxee (a )+ Ke0 (eked

En vertu de l'identité : () = (nek) on déduit que :

kz 0 eer) . al oskson (2) 7 (27)

_l 2
= 3 qh - ( 7)

Regroupant les termes et divisant par c, on obtient facilement le résultat

annoncé.

n

ny Y2mn_ ~— ouUtilisant ensuite la formule de Stirling n! = (e

f-g <== g= f(l + 0(1))

On obtient : coat( He Org) 0) = + [(nt1) vn + n-1]

=Gn(l+vm) . a

3.3.2. Représentation en tournoi binaire

Un tournoi binaire est un arbre binaire tel que 1'étiquette d'un neud est

inférieure aux étiquettes de ses deux fils. Pour cette représentation on a:

cs(A,k) = H,, - 5 et cs(S,k) =
k+
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Proposition 3.4, Le cofit intégré d'une histoire de genre file de priorité

dans le modéle de KNUTH, de durée 2n, de niveaux initial et final

représenté par un tournoi binaire est donné par :

FPK _ 1at( “HE 0,0) * (atl) on). | Fn k(n+k)!(n-k)!
_n

2

-l

2
n Logn + O(n)

Preuve :

En vertu des propositions 3.1 et 3.2 ona:

a FPK - 1
codt( Ho," 9) “a

WW M4
1

o ‘Mke1 7 2) Pon, oke2

Or Fg Het Panacea = , Eg Meer Unseen) > (neke2) |

~ bg Feel (neiet) ~ Hike (nene2)]

* k z 0 @ (neeeo)

= (ye) # kz 0 2 ‘neere)

et Eg Pansant2 ~ , FQ [gece - Covisa)l ~ (yea)

On en déduit la formule en remplacgant c, par <t (a7) et en développant

la formule obtenue :

cs FPK _n (n+1) (ark)coat( SC, nO, 9) 5+ sden rE (2n)

Valeur asymptotique du coit

La valeur asymptotique du cout s‘obtient en estimant ia somme

(NO

(21)



ae

L'approximation gaussienne des coefficients binomiaux (obtenue & partir de

la formule de Stirling) donne :

pour k < vn Log n

2n k2
(nay) -— *

Fh} =e T q+ (llega) oy O(u") signifie 0(u*)
( n a pour certain a >0

et pour k > vn Logn , (a) est exponentiellement petit devant (4)

(voir [6] , pp. 2.21, 2.22).

Par conséquent on a (voir [6], pp. 3.22) :

2n

én
(27)

+ O(n e7 (Log n)*)z i
nN asksvn Logn k

k2

e " (1 + O(n) (Log n)*))alex

2<ks¥n Logn

2

Le terme d'erreur introduit englobe O(n e” (Log n) )

Ensuite on va utiliser la formule sommatoire d'Euler-Mac-Laurin :

m

zr f(k) =f F(x) dx +5 (F(m)+#(a)) + 4 (F(m)-F*(a)) +0 (J. F"(x)dx)
a<k<m 2 2 a

2

~The
avec f(x) = £ a=2 et m= vn Logn

On a alors :

2 xe
k 11=F . vn Logn

z =e = dx + K + O(12sksvn Logn k I, x (1)

ot K est une constante.

Aprés changement de variable y = » une simple intégration par parties
n

donne :
x2

vn Logn a n © - 2
5 g ——— dx = = Logn - Log2 + 2 J y Log ye Y dy + 0(1)

Log n - Log 2 - $ + 0(1)role Ne
—
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ou y est la constante d'Euler.

D'ot Sn = 5 Log n - Log 2 - 5 + K+ 0(n7)(Logn)°)

a FPK n 1et alors colt ( Meo "9 9) =atan Log n - n Log 2 - 5 n + Kn + 0((Log n)°)

= 50 Log n+ O(n) . a

3.3.3. Représentation en pagode (voir tableau 1 ou [7]) .

En général, on représente un arbre binaire de taille n par n triplets. Ainsi

pour chaque neud P on associe <g(P), V(P), d(P)> ot V(P) est la valeur

(ou étiquette) de P , g(P) est un pointeur vers le fils gauche de P ,

d(P) un pointeur vers le fils droit de P.

En particulier un tournoi binaire T de taille n est l'ensemble de

n triplets <g(P), V(P), d(P)> tels que V(P) < min(V(g(P)), V(d(P)) .

Exemple : Voici un tournoi binaire de taille 8

§ : pointeur vide

a pointeur vers le fils
gauche

, \ pointeur vers le fils
J 

droit

“

p

Si on associe a chaque neud P du tournoi binaire T 1'unique sous-arbre

g ‘(P) non vide, s'il existe, tel que g(g /(P)) = P (plutét g(g !(P))

pointe vers P) et si g*(P) désigne le neud le plus 4 gauche de la branche

gauche de P s'il existe et g*(P) =P sinon, alors en définissant de

maniére similaire dt(p) et d*(P) , on obtient la pagode associée 4 T en

considérant les n tiplets <d°/(P), V(P), d /(P)> si g ‘(P) (resp. d71(P))

existe sinon g*(P) (resp. d*(P)) .

Ainsi la pagode associée au tournoi binaire de 1'exemple ci-dessus est :



- - (4)’ a 4 2
. a iY \vie -

QO & vO eawf

e wo

vr

%
Pour cette représentation on a (voir tableau 1)

- 1 _ 1cs(A,k) = 2(1 - 7) et cs(S,k+1) = 2(Heay - 2+ ear)

Par conséquent :

ap PPK) _ 2
colt (WE on 9,0) = cok S09 Mkt) Pen 2ke2

Proposition 3.5. Le cofit intégré d'une histoire de genre file de priorité

dans le mod@le de KNUTH, de durée 2n, de niveaux initial et final nul,

représenté par un arbre pagode est donnée par :

yr oo 1
asksn_ k(n+K)!(n-k)!

coat, WEEK, og) 2 nt (n+l)!

n Logn + O(n)

HSachant que : o Mkt1 Pan ake2 = (nea) * k 2g 2 (nektewes

én)
Don sake2 = (netet z

k 20
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on a immédiatement, en remplacant c, par aH on );

FPK = (n+1) (neurocout = 2 yr A(ae, n,0, 0) k 20 (k+2) (2M)
n

coat( He EPK =2 ¢ (n+1) (an)
2n,0, 0) o<ksn k (27)

n

qui donnera la formule voulue.

Valeur asymptotique du coat

D'aprés la démonstration du comportement du cofit dans le cas d'une représen-

tation en tournoi binaire, prop. 3.4 ona:

én
(3)1 nt+k 1 -1 5Sy * che & Tin = 5 Log n - Log 2-4 + K + O(n (Logn) >)

2sksn (4)

ou y est Ja constante d'Euler et K une constante.

I] s'ensuit que :

1cont (Hon Ny og) 0) =n Log n+n Log 4-yn + K'n + O(Log n)5)

nLlogn+ O(n) oa

On récapitule ces résultats par le tableau suivant qui représente les colts

intégrés du genre file de priorité dans le mod@le de KNUTH.

REPRESENTATIONS cs(A,k) cs(S,k+1) coat (YE On0,0) 0)

: k+2
liste triée -~z- 0

é \g nvn + O(n)
liste non triée 0 2 \

fe 1 itournoi binaire Head 7 3 0 al Log n + O(n)

1arbre pagode a(1 - ay) 2(Hy 4472 + Gq) n Log n + O(n)

Tableau 4
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3.4. Comparaison des cofits dans les deux modéles

Avant de comparer les coiits du genre file de priorité dans les deux

modéles, on va recalculer les cofits intégrés dans le modéle markovien (pour

le genre file de priorité) pour les représentations respectives en arbre

binaire de recherche et tournoi binaire pour lesquelles ona :

= 1cs(Ask) = 2(Hy4) - 1) (resp. Hy, - 3)

cs(S,kt1) = 2(Hay - 2+ at) (resp. 0)

En effet dans [7] , J. FRANGON, Ph. FLAJOLET et J. VUILLEMIN ont calculé ces

coits en prenant respectivement pour l'arbre binaire de recherche et le

tournoi binaire :

= = 1cs(S,k+1) = 0 et cs(S,k+1) = 2(Hi ay -2+t ker) 2

c'est-a-dire, ils ont inversé les cofits moyens standards des suppressions

(ce qui est faux, voir [8]}) .

3.4.1. Représentation en arbre binaire de recherche dans le nfodele

markovien

Pour cela on va utiliser leur formule (voir [7], théoréme 2.PQ) :

La série génératrice K(z) = & . Kon Zz est reliée a
ne :

k+14
C(x) = k z 5 (cs(A,k) + cs(S,kt1)) x par :

_ 1 z

K@) = Fee Sa)
. _ FPM a FPMol Kp, = card BE 0,0 coft( He 5 4 9)

Sachant que cs(A,k) + cs(S,k+1) = Meat ra - 6 , on obtient le:

Lemme 3.6. Pour une représentation en arbre binaire de recherche ona =:

1 4(1-z) 1-z 1-z 6z
= —1_ 40-2) jog 22 4 2 Log HZ. 62_K(z) = Fee Ua 9 ie St eae!
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Preuve

Ceci découle directement des expressions des séries génératrices simples

1 ‘i BS ys k
de Hei > Gy et 1 (c'est-a-dire Keo® *<1 )

wktl _ 1 1

Keo ke * | ~ Tex Loglgay)

k+1
xX i k+l oxk z 0 KA Log(z= et k : 0 x ix

Reportant tout ceci dans C(x) et faisant x = & on obtient le lemme. a

Corollaire 3.7. Sachant que card Hoey 07 n? = 1.3...(2n-1) on
obtient : pour n 2 3

K“ FPM 7 éncott( HE 519 9) = mag FPN
r

2n,0,0

= Ml» (2n-3)2"*2e2nt6 4g (n-1)(n-1)?
n? n(n-1) (n-1)!

- > [ Lok 2nt6+2"" K*)(2n-34k(2n-6)-2k by
isksn-2 k! (n-k) (n-k-1)

4n Log n + O(n)

(pour n= 0,1 c'est nul, pour n=2 ona cs)

Preuve du corollaire 3.7.

D'aprés le lemme 3.6, pour avoir Kon » il suffit de développer respec-

tivement (1-22)7?/2 > (1-22)7 3/2 » Log(1-z) et Log(l-2z) .

Or (1-2z)71/2 = 1+ wb, z

(1-22) 4? = 1 + (Ey (antl) n? a

Log(l-z) = - h E 0 za

Log(1-2z) = - hn E j antl uv :
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n
. Zz ;

Comme K(z) h z 5 Kon nt > on tire Ko

obtient le résultat suivant :

n? apres avoir développé K(z) et on

ky = K = 9

ky = 2

- (2n-3)2"__-2n+6 (n-1)(n=1)?
23 Kk =n! -4" én { n(n-1) (n-i)!

» > j 20k-2nt642"" 51 2n-3+k( 2n-6)-2k?) T
isksn-2 k! (n-k)(n-k-1)

FPMD'oti la formule annoncée en divisant par card Won 0.07 n?
> >

Valeur asymptotique du coat

+

nly (2n-3)2"" -2n-6 _ 4 (n-1)(n=1)?
an pease oA, = n(n=1) (n-1)!

et pont K? p 0k 2nt642"- 77 (2n-3tk(2n-6)-2k2) |
noon? isksn-2 k! (n-k)(n-k-1)

!Comme n? = C2n)t » utilisant la formule de Stirling n! = (2) Venn
2n!

on obtient : A, = O(n)

et Be : va [ Lok 2nrer20" ST (2n-3+k(2n-6)-2k2) |
nN isksn-2 yg nk (n-k)(n-k-1)

oy 8)

(1) _ Yn __10k-2n+6
avec Ber = z | =

isksn-2 YK 9M-K(n_k)(nek-1)

(2) _ Ya 2(2n-3+k( 2n-6)-2k2)
et B = x So

n igsksn-2 Vk (n-k)(n-k=1)

I] stensuit que : 3. = (?) + O(n) .

On peut remarquer que :
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(2) _ vn (n-k)(2k+3)

Bn neg VE (nek) (n-ke1) OC”?

= 92 Yn (2k+3) + O(n)
zt a. 5

isksn-2 Vk n-k-1

La formule sommatoire d'Euler-Mac-Laurin donne alors aprés un calcul d'inté-

grale élémentaire :

p\2) = avm [ava Log n + O(vmA)

= 4n Log n+ O(n) .

Donc coat( HEE 9) = 4n Logn+ O(n) . q

3.4.2. Représentation en tournoi binaire dans le mod@éle markovien

(voir [7] ou [8] ou tableau 1).

et cs(S,k)=0.holeDans ce cas on a: cs(A,k) = Heed -

Avec les mémes notations qu'au 3.4.1, ona:

Lemme 3.8. Pour une représentation en tournoi binaire, ona:

1 l-z ]-z 1 z
K(z) = Lo - 5 —(2) Wee | Loa Moa 2 ay |

Preuve

, _ 1 zZ) z"Ceci découle de la formule : K(z) AL C(z5) hl z 7 Kon Al

k+1
ou C(x) = ; r P (cs({A,k) + cs(S,kt1)) x » et des expressions des séries

>

géneratrices simples de Hey et l.

. =. . Kay pr Bfcces, eat - : _. any
Lorollaire 3.9. Le cout integré d'une histoire de genre file de priorité

dans le modéle markovien, de durée 2n, de niveaux initial et final nuls,

représenté par un tournoi binaire est donné par :

$i n=0 alors 0

7 in 1 alors 5

n= 2 alors j
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et pour n23,o0na:

K
4 FPM ancott( ) = ———__.—_

on,0,0 FPMi card Heo 9

2 ME le(n-2)2") 3 (on gy (n=)?
n? n(n-1) 2 (n-1)!

-k-1k? 1+(3n-3k-2)2"+ z tr (2k+1 SOisksn-2 k} ( )L (n-k)(n-k-1) H}

= 3n Log n + O(n) |

Preuve

D'aprés le lemme 3.9, pour avoir Kon » 11 suffit de développer respecti-

vement (1-22)7}72, Log(1-z) et Log(1-2z)
n

Or (1-2z)°3/2 = 14+ 5 (antd) 2 z
nzl ,

n

a2 ZoLog(1-z) 1 z in

n
Se 2 onLog(1-2z) 1 z ion z

z" .
Comme K(z) = p z 5 Kon nr > on tire Kon » apres avoir développé K(z) et

Ko = 0

_ 1
k= 3

k, = 4
+

_ ony plt(n-2)2"! 344) (n-1)? kK? 1+(3n-3k-2) 2°71
Kon = MEA n(n=1)— Leni (n-1)! ” iskén-2 €! (2k+1){ (n-k)(n-k-1) N
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D'ot la formule annoncée en divisant par card ae 972?

Valeur asymptotique du coat

“al -2)9n-1 3On pose A. = a jittacaya 2)2 +3 (2n-1) {n=1)2 1)? )
n n(n-1) (n-1)!

p= My KP (agen) 24 (3n=3k-2)2" |
nn? isksn-2 KP (n-k)(n-k-1)

1

Sachant que n? = Sn) (= 1.3...(2n-1)) , en utilisant la formule de
n

Stirling n! = (3) vam, ona:

A, = O(n)

vn 1 2n-3k-2
BL ok = (2kt1n isken-2 vk (2k TAK (moked) * 2(n-k)(n-k-1) |

_ n (2k+1)(3n-3k-2) + O(n)

2(n-k)(n-k-1)

i

: A ~~ WA ts7 i) aly

Bh peut s'écrire :

Wt _3(2k+1) (2k)Pn = 2 agken-2 (nel) ~ Veln-k)(n-keay / * OC")

it
va 3(2k+1)

2 isken-2 ¥k(n-k-1) * O(n)

Un calcul élémentaire montre en utilisant la formule sommatoire d'Euler-Mac-

Laurin que :

B, = 2n Logn + O(n)

t- oO =3
F co -~ 23 se¢ ¢ Nm su . =oO . oO ~~

I

2

=

Fb
w

Ss

I

cw= a

On a alors le tableau suivant, qui représente les cofits intégrés d‘une histoire

de genre file de priorité dans le modéle markovien de durée 2n, de niveaux

initial et finals nuls, pour diverses représentations stationnaires.
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REPRESENTATIONS cs(A,k) cs($,k+1) coat ( GEM, 0)

. ae k+2
liste triée 3 0 atries)

6
liste non triée 0 gO

arbre binaire de 1

recherche (Hy 1) 2(Hi 41> 2+ eq) 4n Log n + O(n)

fee 1
Tournoi binaire Heed “3 0 3n Log n + O(n)

1 1
arbre pagode 2(1 - kai) 2(H aa 2+ 747) n Log n + O(n)

Tableau 5

-1+2 1Head 1+ 3 + GI

3.4.3. Comparaison des cofits dans les deux modéles

I] est maintenant intéressant de comparer les coiits dans les deux modéles.

Ceci se fait en calculant le rapport des cofits pour chaque représentation.

On pose alors Q=

coat (Hon g,9) o)
rT ametcoat( #5, 0,0)

On a le tableau suivant :

arbre pagode

REPRESENTATIONS | codt(HE SN) 9) | coat( ¥onKo o) Q(n_ grand)

. a n2 vr 2
pe “as ae ilistes (triges ou s+ O(n) 7 nvn + O(n) va vn

tournoi binaire 3n Logn+O(n) 5 n Logn+0(n) 6

n Logn+ O(n) n Logn+0O(n) 1

Tableau 6
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Interprétation : En regardant ce tableau, on voit que les cotits sont du méme

ordre dans les deux derniers cas. On aurait envie de dire alors que les coiits

d'une histoire de genre file de priorité sont indépendants du modéle choisi,

comme dans le genre liste linéaire (chap. 2), mais le premier cas infirme

cette conclusion.

3.5. Profil limite d'une histoire de genre file de priorité dans le modéle

de KNUTH

On rappelle que, d'aprés les définitions 2.11 et 2.12, le profil moyen

du_coit d'une opération quelconque d'une histoire de He OTK 0 est la quanti-
FPRcoat( He

té, notée cEek cont @ 2n 0,0?
0 én

et que le profil moyen de l'opération w€ {A,S} & niveau k au cours des

FPK

histoires de ye FPK est Tu! PK an, k) = (2n5k)
2n,0,0 2 d Wer PK

n car 2n,0,0

Ainsi, on a le tableau suivant représentant le profil moyen du cot d'une

opération d'une histoire de ono, 9 pour chaque représentation stationnaire
étudiée.

REPRESENTATIONS cerk

listes triées ou non ee vn + 0(1)

1 Log n + 0(1)tournoi binaire q

iarbre pagode 3 Log n + 0(1)

Tableau 7
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FPK 54 Tush PK,On remarque aussi que Con est relié 2n,k) par la formule :

chPK oy (es(Ask) + cs(Syk#1))TATPK( on, k)
én k20

= s — (cs(A;,k) + cs(S,k+1))TSFPK( an k)
k 20

On va calculer TATPK(an,x) a partir duquel, on tire une nouvelle formulation
FPK

de Con

3.5.1. Calcul des profils moyens

A partir des propositions 3.1 et 3.2 et de la définition de TATPK on, k) F
on tire :

bTATPR(on,k) = TAPM(2n,k) = wa ant R= ge mathe
2n card eon 0,0 n

- 2n 1 2navec bonyakeg = Cneker) ~ (neeea) ety = mr y)

Proposition 3.10 : Pour O0< k < (vm Logn)-1 ona:

“te 1)?
TAFPK( on, k) = kl a n + (0 (Log n)”

ou O(u*) signifie O(u~) pour un certain a >0O et

2

TATPK( on k) = o(e7 (Logn)” pour k = vn Log n

Preuve

Ce résuitat est um corollaire du iewne suivant qui jui-m@me se vérifie

comme etelete de la formule de Stirling (voir par exemple [6] p. 2.21)
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Lemme : Pour ke [0 ; vn Logn] ona:

yeny ee *ask za (1 +0 ({Log n) ))

(7) n

(ai) -(Lo n)*
et pour k > vn Log n (2m = O(e g ) .a

n

Cette approximation s'étend aux différences finies des coefficients binomiaux

qu'on peut approcher par des dérivées de la loi de Gauss et un calcul simple

montre que ([6] p. 2.22) pour ks vn Logn ona:

k2

~ TT *
2n, e k (logn)(x) ar Any = (2M) “77a TH, Ge) + 0 (a)

“ x2 at -x2 ~ a ©)
ou (x) =e — > e est le r-é@me polynéme d'Hermite

dx

r r

(+) et oak) ” Caen ” Manager) * ( DM nekeraa)

Par conséquent :

tarPK nt] [nee - (neko) ]
{2n,k)

2n (4)

= Ml | Onan)
en (2ny

n

ce qui donne directement le résultat attendu en utilisant les approximations

ci-dessus.

Corollaire 3.12

k2

a - “ny 9 Logn)*n i<ker Logn (cs(A,k 1)+cs(S,k)) ke + 0( 7 )cFPK

Con
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Exemple :

Pour une représentation en liste triée, on a : cs(A,k) = se =

et cs(S,k) =O .

D'aprés le corollaire 3.12 ona:

k2

FPK _ 1 ke (log n)*c = & x Se *+0 :én nN isks¥n Logn 2 ( yn )

Utilisant la formule sommatoire d'Euler-Mac-Laurin on obtient :

x2

FPK_ 1 ,Ynlogn » - (log n)*Con = on Sy x2 e dx + 0( Ti }

Dans l'intégrale on peut poser po et alors

Yar = L "nLogn aT ogn
Jy : we Max = fo "nvn y2 eM ay

n

© n va fo y2e¥” dy

-O¥n 1/3) . nv¥n 1,1, _ nvr
© °e TG) = Mg) = AP ve

Lak FPK _ vn va loD'ot Con = i + Q(1) car o( -F8") = 0(1)

On retrouve ainsi le résultat du tableau 7.

Nola
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CHAPITRE IV

LE PROBLEME DU GENRE DICTIONNAIRE

DANS LE MODELE DE KNUTH

Ce chapitre est consacré a montrer le probléme rencontré dans 1'étude

du genre dictionnaire dans le modéle de KNUTH. I] illustre les limites des

méthodes qu'on a utilisées jusqu'ici dans les chapitres 2 et 3.

Dans un premier temps, on va s‘intéresser 4 un genre particulier du

modéle markovien : le genre liste linéaire simple avec interrogation positive

(parag. 4.1). I1 s'avére que ce genre est 1ié au genre table des symboles dans

le méme modéle. Le paragraphe 4.2 est consacré & l'essai de dénombrement des

histoires dans le mod@le de KNUTH de genre dictionnaire. On y montre qu'il est

“localement" 116 & celui du genre table des symboles dans le mod@le markovien

dont on va calculer les coiits intégrés (parag. 4.4) aprés avoir déterminé

la transformation intégrale associée (parag. 4.3).

4.1. Le genre liste linéaire simple avec interrogation positive

pos(A,k) = 1 vk

pos(S,k) pos(I*,k) =k
Ce genre est caractérisé par :

u

L'interrogation négative n'y est pas autorisée.

D'aprés Je corollaire 1.13, les histoires allant de niveau 0 A niveau 0

dont le schéma est de hauteur < h (h € N), posséde une série génératrice :

PL(z)
H(z) = yeh pn eh

n20 nr Q(z)

ou HP est le nombre de telles histoires de durée n, et Pie Q, sont des
polynémes vérifiant les récurrences :

P(z)=03P (z) = 1; P,(z)
4 0 a

(1-hz)P._,(z) - hz?P. (2) h IV hm

IV _(z) = 15 Q(z) = 15 Q(z) = (l-hz)Q,_ (z) - hz7Q,_,(z) of

On pose alors Q, (2) = zMtg (4) > le polynéme réciproque de Q, -

En vertu du corollaire 1.16, on va s'intéresser surtout aux polyndmes Q(z).
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On a alors les relations de récurrence suivantes :

-(2) = 15 Q(z) = 25 G2) = (oh) Gl) - mG)
. k

. - I tOn pose ensuite (Q(z,t) = k 2 P QZ)

iV ~

k
On a alors: Q(z,t)= 1+ 2t+ Q_, (2) tr

IVTM 2

Remplacant Q., (2) par la relation de récurrence ci-dessus on obtient :

at t)= 1+ « tae _ pkr2 _ tkt2

zt) = 14 2t + (142) EO (z) (kt2)) kb 0 oka") Gea
k+2 k+2- ~ gee = t

«50 ok’) Tear 7 Eo ker (2) (k+l)!

Différentiant les deux membres par rapport & t , on obtient aprés simplifi-

cation

(1+t) & Uz.t) = (z-t) Uz,t)

aQ(z,t) = 2-tc'est-a-dire =
Q(z,t) +t

dt

En intégrant on obtient :

Log Q(z,t) = (z+1) Log(1+t) - t+ K ot K est la constante d'intégration.

Or pour t=0 ona Q(z,0) = Q(z) = 1

Donec : Qz.t)= 2 Q(z) tk (1+t)7*1e7tme 5 k= 0 ‘k-1'?/ Ki

Proposition 4.1. : Les polynémes réciproques associés au genre liste linéaire

simple avec interrogation positive sont les polynémes de Charlier qui admettent

comme fonction génératrice exponentielle

k

o Uke (2) Er = (tt)?*? eoQ(z.t) = (voir tableau 2).
IvTMk
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ave

ca (resp. a désigne l'ensemble des
histoires de genre liste linéaire simple avec interrogation positive dans

le modéle markovien (resp. table des symboles dans le modéle markovien)

de durée n, allant de niveau k & niveau g alors ona:

LLSIM _ k! TSMcard eae 2° er card eat a

Corollaire 4.2. Si

Preuve

D'aprés le tableau 2, les polynémes de Charlier sont aussi les polynémes

réciproques associés au genre table des symboles dans le modéle markovien.

Et en vertu du corollaire 1.16, ona:

TSM lo =~card Me = Ek <Q._, (2) Q,.,(z) Iz"

LLSIM _ 1 o- — net card Gy = GI <Q. (2) Q,-, (2) Iz >

ce qui donne le résultat attendu.

4.2. Dénombrement des histoires de genre dictionnaire dans le modéle de KNUTH

Ce genre est caractérisé par : pos(i-éme A ou I) = i i>0

pos(S,k) = pos(I",k) = k vk

On note EPR 2°? l'ensemble des histoires de genre dictionnaire dans le
modéle de KNUTH, de durée n, de niveau initial k et niveau final zg. Comme

dans les deux précédents chapitres, on partitionne ek 2 en des sous-
ensembles a 2.3 @ un seul schéma oft) > 1 = 1,2,...,p.

DK ” DKOn a alors card'¥eTM die card oi

Si fi) = (wb i), wil), 38> wht) avec whl) € {A,S,1,I°}
1 2 n i

alors d'aprés le lemme fondamental 1.6 :

)
DK _

card "6 = (a, + q,)! 5 By pos(S.k 5_ :
+

nsks25i ; ) je . pos(I ok;
I

ou as (resp. q;) est le nombre d'occurrences de A (resp. I) dans (i)
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et Jo (resp. Jy+) est l'ensemble des indices j € {1,2,...,n} tels que

(resp. I*) .

Or le méme lemme dit que :

S,k.Hq, pos( ks. + - LLSIM5 ey ) , i pos(I oki) card $6
5 1’ gj J+ Ny ksLsi

ou are j désigne l'ensemble des histoires de genre liste linéaire simple
avec interrogation positive dans le mod®le markovien de schéma gf

. . DK _ . LLSIMPar conséquent : card MT (a;+q;)! card Mei

Soit en tenant compte du corollaire 4.2

DK _k! =\; TSMcard ON qi (a;ta;)! card WL a

. TSM 1 . :ou need est l'ensemble des histoires de genre table des symboles dans
> > >

le modéle markovien de schéma oft) :

Donec

DK _ kL 
- TSMcard = aT 3 (a;+q;)! card Wake ved

Malheureusement, on ne peut pas pousser plus loin cette analyse car chaque

a; et G% dépendent de gt) et on ne sait pas les dénombrer.
-. +

a.ts.tq.t¢q. =n

On aa résoudre {! 1? aa
ai-S; = g-k

L'intérét de ce paragraphe est de montrer le lien existant entre le genre

dictionnaire dans le modéle de KNUTH et le genre table des symboles dans le

modéle markovien.

récédents ; On a vu que le genre liste linéaire d

modéle de KNUTH est 1ié au genre file de priorité dans le mod@le markovien

(chap. 2) et le genre file de priorité dans le modéle KNUTH est 1ié au genre

pile dans le modéle markovien (chap. 3). On a pu mener (dans ces deux chapitres)

1'étude jusqu'au bout car on sait dénombrer les adjocntions dans un schéma

anc la
Is 68
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quelconque 9) = (wl), wht) geees a6 t)) 2 wl € {A,S} . Un tel nombre

\*F Si ntg-k est pair

0 sinon

gueest toujours égal

pour un schéma de durée n allant du niveau k au niveau g (donc indépendant

de aft)) .

Et la méthode est mise en défaut dés que le schéma comporte des paliers,

c'est-a-dire at € {A,S,I°,1} .

Afin d'avoir une idée de ce que pourrait étre le cofit intégré d'une histoire

de genre dictionnaire dans le modéle de KNUTH on va s'intéresser au genre table

des symboles dans le modéle markovien.

4.3. Transformation intégrale associée aux tables des symboles dans le modéle

markovien (voir [6] ou [7 ])

Ce genre est caractérisé par pos(A,k) = k+l vk >0

pos(S,k) = 1 k > 0 (0 sinon)

pos(I*,k) =k k 20

L' interrogation négative n'y est pas autorisée.

Pour w € {A,S,1°} on pose : ky SM = : Z 9 cs(wsk) No On k) ou cs(w,k)

est le coat standard de w pour la taille k
-,. TSM) _ TSM z”

On pose ensuite Kw ~ (z) = hi z i Kw al

A A
alors ko! SM(z) = ¥ ~ cs(wsk) Nal" 7)

k>0 k

me n
ou Nw (2) = No Mn sk) z.

n20 n:

Or d'aprés le lemme du paragraphe 2.4.1 du chapitre 2

TSM
(z od Ww

os(yk) BESMyy 4 ATSM (5)
wey 2 i 0,k* 4 k »0* é

+

avec k' = k+l (resp. k-1, k) si w=A (resp. S, 1)

et ISM.) = 5 card yeTSM _ 4.
TJ n20 :

et (a * b)(z) = in a(z-1)b(t) dr
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(On considére bien sir, les histoires de ‘M6, 0):

On tire les valeurs de ae et Ahi a partir de la série génératrice

triple H(u,v,z) du tableau 2, chapitre 1 (voir aussi [6] ou [7])

H(u,v5z) E card IS uk Vo Zz
NsK5&

ut exp ete apelin

Ainsi H(0,v,z) AISM (7 )% klo Mo,
I

Wedk

= exp[(e7-1)v + e7-1-z]

ah me=k! z) = exp[e” -1- z](e2-1)k

On a alors pour w=A

“A

KATSM(2) = iE g £8(Aak) KATSM(2)

“TSM A TSMNAY(z) = (#1) AQK(2) » AESY gz)

Ce qui donne :

KATSM(,) - 2g es(A,k)(k+1) i exp[eZt-1-z4 J(e2-t-1)*

(e"-1)*x expfe -l-r] (eDE dt

= i Cal(e"-1)(e* *-1)] exp[e* "+ e*-z-2] (eTM-1) dr

k
. - X

ou C Ad rm g 0 ee a

ON écrit KATSM(2) = pf +f"
2/2

Dans la premiére (resp. deuxiéme) intégrale on pose + = z - o(resp. t = z to).
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On a alors :

z z z z~ z/2 to z-O st 5-
KATSM(2) = lg Cy [(e7 °- 1)(e2 °- 1) Jexp ez “+e? °-7- 2]

z z
+ mm

x (e- + @2 °_ 2) do

On pose u=e te -~ 2

Zag ZL,
ce qui donne : (e* - 1)(e* -1)=e*7-u-1.

z z
+ -

On remarque alors que (e2 < 1) et (e me 1) sont solutions de 1‘équation en

a: 62-uet+e*-u-1=0

(u - /u2-4(e7-u-1))

du

¥u2-4(e7-u-1)

Par conséquent :

et e -1= role

A TSM e*-o z ev"? u du
KA (z) = f C,(e*-u-1) —S—

2(e7/2.1) “A Vu2-4(e7-u-1)

On pose enfin vi e-u-1

D'ot :

2

A Ze eZ/_| zy “Vvkal) = ef “172 i ) cv) (e u 1) e" dv

0 ¥(e*-v-1)*-4v
k

= x_avec C q(x) k gE 5 cs(A,k) ial

Un raisonnement analogue pour S et 1* montre que (sachant que pos(S,k) = 1

vyk>oO et pos(I*,k) =k):

z 2/2-1,2
velTSMy 4) = g@°-1-2 le )
RS 2] e v oT

. 0 s V(e*-v-1) -4v
2R Zz eZ/2_y -v

et RI*TSM(z) = 283-2 ) Gaia =—2

0 k ¥(e*-v-1)?-4y

avec Co(x) = , z 7 cs(S,kt1) er

~ kt
- + x’Cr+(x) = re 9 cs(I ,k+1) Kl
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D'ot la proposition suivante :

Proposition 4.3. Pour le genre table des symboles dans le modéle markovien,

les cofits moyens standards sont reliés aux cotts intégrés par la transfor-

mation intégrale :

(e2/2_, 2
ATSM) - 

vo

Ko (z) = a [(e7-v-1)( Ca(v)+ Cs(v)#20 (VI) Papa
z

e& Spl Z f

Z/2_, 2 
~ze “1-2 fe i [(e*-v-1)(C a(v)# Co(v))#2 Cy+(v)] i¥(e7+1-v)2-4e%

k

cs(A,k) aT
~ IvVTMM 0

k
x

g cs(S,k+t1) kr

k+1
= + xCy+(x) a E 0 cs({I ,k+1) i

IvNuTM

Remarque : Cette formule corrige celle obtenue par J. FRANCON, Ph. FLAJOLET

et J. VUILLEMIN dans [7] p. 137 théoréme 2.ST :

ATSM,_. _ ..e2+1- (e2/2_ 2 
aM 4

aC ea [letT-v) (Cg (veCs(v))#C p40] Paps

k

avec Ca(x) + Cy(x) = kK z a (cs(A,k) + cs(S,kt1)) ran

k

et Cr+(x) = x z 0 cs(I*,k) 7

4.4. Calcul des cofits intégrés pour le genre table des symboles dans le modéle

markovien

4.4.1. Représentation en liste triée

Dans ce cas on a: cs(A,k) = SS 3; cs(S,k) = wa ; cs(I*,k) = sh (k > 0).
Zz

On pose KISMis) Sa! S992 ez

Un calcul élémentaire donne :
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k
v

kb og (8) iFCa(v) + Co(v)

(v+2) ev

_
et Cya(v) = 5 (v242v)e"

z/2_, 2

et 1(z) = n° 1 e2-1)(y42) ——____
(e*+1-v) v1

(e74+1- awe
2/2

On pose x= ce
e“t+l-y

z/2

ce qui donne : dv = = dx
x

1 (e743) 2e2/2et alors : I(z) = (e7-1) f [ - = J dx
2e2/2 xv¥1l=x2 x ¥1-x2
l+eZ

Utilisant les formules 2.27, 2.275 (4 et 9) de {11] p. 86-87 on obtient :

1 dx = log YE? |? =2
Syn xix 2 1+V1-x2 |2e7/2 2
2e 1+eZ

l+eZ

1 74
dx _ 1-x - e-lDo ae - BE lee >

2922 x2¥1-x2 x 2e 2/2

1teZ lt+eZ

d'ot': I(z) = G - 1)e22 + (z+2)e7 + 8 - 1

Par conséquent :

Zz z zraves) = 3 - 1) e€ -14+z (3+ ee wI-Z (z+2)e® ~!

On peut remarquer que e® ~) est la série génératrice exponentielle des

nombres de Bell, qu'on note di,

n
z =negin nt ~ f(z)
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Zz

On a alors f'(z) = e“f(z) = e& ~!*2

z n
_ e°-14Z _ ue

D'ot e P 0 qed nl

e*-1-2 z”On pose g(z)=e h z 7 by at b, est le nombre de Bell 2-associé

g'(z) = (e7-1)g(z)

= £(z) - g(z)

I] s'ensuit que b =d -b n20 avec d =1 et b=l.
n n n 0 0

A partir de cette relation de récurrence ona:

IV ~
= k nby = ecko) (-1) a + (-1) b, n

bo = i

D'autre part (voir par exemple [4]) on a d, = n”

Pour avoir la valeur asymptotique de b, >» on écrit :

k n
3 (-1) d-3-k + (-1)

Utilisant la formule asymptotique de 4, ci-dessus ona:

b, ~ (n-1)""? _ (n-2)"72 ~ ‘ ntl

Conséquence tm 2?
es Z_ :Si pesM(z) h z 9 Ky nt alors ona:

TSM _ n+4 _ 3

Kn 7 ge FO dye 7 bh DL, nal

KISM . 9

Remarquant que di. = (nt1)"*} 2 en

on obtient : [om = (e - 5) pra
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TSM knoOn en tire: codt( n.0,0) = cara pe TSN

n,0,0

D'aprés le tableau 2 du chapitre 1 :

_ TSM oz _ e* 1-2H(0,0,z) 7 z 9 card 0,0 are

tos TSM L 1 on-1d‘ou card "5,0 = by ~ en

Par conséquent :

x TSM 1coat( ¥6.°9 9) = e(e - 5)n?

4.4.2. Représentation en liste non triée

Dans ce cas ona : cs(A,k) = 0

cs(S,k) = 0 (*)

+ _ k+l
cs(I sk) = a

Utilisant la proposition 4.3, comme Cy(x) + Cy(x) =0 ona:

z
RSM 2) = pf 717Z 1(z)

e

Z/2_, \2
eff ~~)avec I(z) = f (v2+2v) Md 5

(e“+1-v) 1 - 4e
(e7+1-v)?

2e2/2
Posant x = 7 on obtient :

ev+1l-v

1 (z) g(z) (z)I(z) =f [ee + 8M + A |] ax
2e2/2 x3V¥l-x2 x2V1-x2— x V/1-x
l+eZz

avec a(z) = 4 e”

a(z) = -4(e7+2)e/?
y(z) = e2 + 4e7 + 3

(*) si la liste n'est pas triée, la derniaére clé insérée est en téte.
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Utilisant les résultats obtenus dans 4.4.2 et remarquant que

i dx | ¥Iex? V1 rc dx
pez/2- x3/t-x2 2x2 2 gez/2 x Vi-x2

l+eZ lteZ

et -1 2

8eZ 4

on obtient :

Mz) = 5 (2-3) e°% + (32-2)e7 + 3 (7432)

Zz Zz Zz
et KIS 2) = 5 (z-3)e® “2 +L (7-32)e® “2 + (3z-2)%

A n

si KISM(z) = veo Kiem Zz, alors :

TSM
Ko 0

TSM _ 1 .3 7, _3K, 5 (n 4)d, 5 qs + 3n qd, it 5 by xn band > nel

bas TSM 1 ntiD'ou IK Ll » % (Se-1)n

On en tire coat (15M g) = 5 (3e-1)n2

4.5. Le genre table des symboles dans le modéle de KNUTH et le genre pile

avec interrogation positive

4.5.1. Le genre pile avec interrogation positive

-Ae LY - 4 apos(A,k} hs VK

pos(S,k) = 1 vk > 0

pos(I’,k) =k
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L' interrogation négative n'y est pas autorisée.

D'aprés le corollaire 1.13, les histoires de tel genre, allant de niveau 0

a niveau 0 dont le schéma est de hauteur < h (h € N) , posséde une série

sh

Hn
. H="(7) = ysh 2 = Ph(z)

n2z20 fn Qn(z)

telles histoires de durée n, et Ph 5 Qh sont des polynémes vérifiant

génératrice : est le nombre deIVTM

les récurrences :

P_j(z) = 05 P(z) = 15 Py (z) (1-hz) Py _j(z) - 2? Phi (Z) hei

a ul

IWQ_ (2) = 13 Q(z) = 1 5 Q(z) = (1-hz) Qn-1 (2) - 27 Qo (z) h2zi1

Comme les polynémes réciproques de Q, > notées Q(z) aer ziti Q,,(3) >
jouent un réle important dans le dénombrement des histoires, on va s'intéres-

ser surtout a a (voir corollaire 1.16).

On a les relations de récurrence suivantes :

Zs Iv BeQ(z) = 13 Q(z) = 23 Q,(z) = (z-h) One (2) - Qn-2 (2)
— = — k

On pose Q(z,t) . z 0 Qy.4 (2) it”.

I] est facile de voir que Q(z,t) est solution de l'équation :

t? se Uz.t) + Uz.t) (1-zt+t2) = 1

On ne va pas pousser plus loin 1'étude de ce genre, on va montrer seulement

son lien avec le genre table des symboles dans le modéle de KNUTH.

4.5.2. Lien entre le genre table des symboles dans le modéle de KNUTH

et_le genre pile avec interrogation positive

Le genre table des symboles dans le modéle de KNUTH est défini par :

pos(i-éme A) =i >0

pos(S,k) = 1 vk >0

pos(1*,k) = k
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L' interrogation négative n'y est pas autorisée.

Partitionnant l'ensemble pe TSK des histoires de genre table des symbolesnsks&
dans le modéle de KNUTH (de durée n , de niveaux initial k et final 2) en

des sous-ensembles #6 ISK wi a@ un seul schéma g(t) > 1 = 1,2,...,p , on
obtient :

MCTSK L TSKcard nsksg isp card HE. es

Si afi) = (al), al), eee WD 1)) avec alt) € {A,S,1°} alors d'aprés
le lemme fondamental 1.6 :

TSK =al I +card Wee a;! feds pos(I okey

I

ou aj est le nombre d‘occurrences de A _ dans g(t) et Jy+ l'ensemble

des indices j € {1,2,...,n} tels que ol) -{t.

)

D'aprés le lemme, ona :

Tl pos(I*,k 51) = card #6?! ou ac PI est l'ensemble desj € Ji+ n,k,2,i nyk,25i

histoires de genre pile avec interrogation positive de schéma Q(t) °

TSK \ PIDonc card ee : Fy a;! card Sra
lA.

Comme dans le cas du genre dictionnaire (dans le mod@le de KNUTH) on

est en présence d'un probléme de dénombrement des occurrences de A qui

dépendent de chaque schéma fi) 7

De plus, i] faut aussi étudier complétement le genre pile avec interrogation

positive : d'abord en résolvant 1'équation +t2 * Qzt) + Q(zst)(1-zt+t2) = 1

afin de trouver les polynémes orthogonaux associés & ce genre. Ensuite i] faut

utiliser les techniques de dénombrement par les fractions continues pour

achever son étude.

En fait, pour le dénombrement des occurrences des opérations dans un schéma

oft) >» ON a a résoudre le systéme de deux opérations & trois inconnues :

a. ts. + qt =
7°57 79 50

a, - 8; g-k

(qui n'admet pas de solution unique).q
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CONCLUSION

Cl. Intéréts de. 1‘étude

Aucune étude, jusqu'a maintenant, n'a été faite concernant le modéle de

D.E. KNUTH. Au cours de ce travail on a pu répondre & la question des infor-

maticiens (voir [8]) : “est-ce que les cofits intégrés dépendent du modéle

choisi ?" . La réponse est affirmative : c'est le cas des histoires de genre

file de priorité représenté par des listes chainées (étudié au chapitre 3).

La méthode utilisée permet de rapprocher le modéle de D.E. KNUTH et le

modéle markovien. Ainsi on a pu lier un genre de structure dans le modéle

de KNUTH avec un autre dans le modéle markovien, ce qu'on récapitule par le

schéma suivant :

LLK ————__» FPM <—___-s LLSM <——___» LLSK

FPK > PM «—___» PK

DK --+~---- > TSM

TSK -------- > PI

Légendes : x—»y signifie x est 1iéa y

X-->y signifie x est "“localement" 1ié & y dans le sens

que Je dénombrement des histoires de x est lié & celui de y

X<»y signifie x—»y et y—>»x

LL (resp. LLS, FP, D, TS, P, PI) signifie genre liste linéaire (resp. liste

linéaire simple, file de priorité, dictionnaire, table des symboles, pile, pile

avec interrogation positive).

K (resp. M) signifie modéle de KNUTH (resp. markovien).

Afin de pouvoir attaquer le mod@le de KNUTH, on est obligé d'adapter les

techniques déja connues dans le modéle markovien. En particulier, le lemme

fondamental 1.6 est (avec le théoréme du cofit intégré) la base de ce travail.

Il permet de dénombrer les histoires, calculer les passages & niveaux et de

trouver les liens entre les deux modéles.
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Au cours de cette étude, on a pu apporter des résultats supplémentaires

dans le modéle markovien. Notamment les transformations intégrales associées

au genre liste linéaire (prop. 2.5) et au genre table des symboles (prop. 4.3)

qui nous ont permis de calculer les cotits intégrés associés.

C2. Perspectives de prolongement

La méthode utilisée présente des lacunes, le chapitre 4 en est un exemple.

Par conséquent, i] est trés intéressant de trouver d'autres approches d'étude

du mod@le de KNUTH (on pense & 1'analogue des fractions continues utilisées

dans le modéle markovien) permettant de résoudre complétement le probléme du

genre dictionnaire et du genre table des symboles (et peut 6tre de retrouver

les résultats obtenus dans les chapitres 2 et 3).

De plus le genre pile avec interrogation positive introduit & la fin du

chapitre 4 nécessite une étude compléte.

Il est aussi intéressant de vérifier la stationnarité des différentes

représentations utilisées dans le modéle de KNUTH. Pour cela on peut envisager

une adaptation des définitions (de stationnarité) du mod@le markovien au modéle

de KNUTH.

Enfin, une nouvelle approche du modéle par des méthodes probabilistes peut

étre envisageable. Pour cela on doit traduire en termes probabilistes ce qu'est

Te coit intégré d'une histoire, ...
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