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INTRODUCTION



s de nombreux domaines du traitement de l'information on emploie

des ‘structures arborescentes", avec éventuellement plusieurs racines, sou-

vent orientées ''de gauche 4 droite" et dont chaque noeud est étiqueté par un

nom appartenant a un certain alphabet (Figure l).

Ramification
‘

Figure 1

En particulier l'étude des langages conduit 4 considérer des ensembles

de telles structures (souvent appelées alors "marqueurs de phrase") comme de

véritables "langagesa deux dimensions", que nous appellerons ici des bilangages

(cf. par exemple BAR-HILLEL, PERLES et SHAMIR (1961) - GINSBURG (1966) -

LUCAS (1967)).

Dans l'étude qui suit, aprés un rappel succinct des principales propriétés

des langages réguliers et des langages 4 contexte libre (Chapitre 0, le lec-

teur pourra consulter GROSS et LENTIN (1967)), nous présentons une formali-

sation (PAIR, 2) qui permet de traiter algébriquement ces structures arbores~

centes nommées ramifications (chap. 1). La notion de calculabilité sur les

ramifications est ensuite précisée par l'étude des fonctions récursives primiti-

ves de ramifications (chap. 2). Puis les langages réguliers et les langages a

contexte libre sont généralisés en bilangages réguliers (chap. 3) ei en bilanyayes

algébriques (chap. 4) ; en particulier les bilangages réguliers sont comparés 4

ceux qui sont engendrés par des grammaires.
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GHAPITRE 0

RAPPELS SUR LES LANGAGES REGULIERS

ET SUR LES LANGAGES A CONTEXTE-LIBRE

Dans tout, ce qui suit V désigne un ensemble, appelé vocabulaire qui

est choisi fini, sauf mention du contraire : en effet certaines propriétés sub-

sistent pour V infini (voir a ce sujet les introductions des différents chapitres).

vt est le monofde libre engendré par V, c'est-4-dire l'ensemble des suites

finies d'éléments de V (ou mots sur V) y compris le mot vide noté Aj un

langage sur Vest une partie de v*. La loi de concaténation sur V* est notée

additivement ; toutefois, pour alléger l'écriture,il nous arrivera d'omettre le

signe +; ainsi pour a, a! dans v¥, aa' désigneg ta’.

xe seeere se.



0.1.1.

0,1 LANGAGES REGULIERS.

0.1.1. Définition et théoréme :

Etant donné un ensemble V, un langage K sur V est appelé langage

régulier ou langage de Kleene s'il satisfait a l'une des deux conditions

équivalentes :

(a) il existe un monofde fini M, une partie M' de M et un homomorphisme

de monotdes y de v* dans M tels que K = oe (M!).

(b) il existe un automate fini acceptant K.

Qn trouvera une définition des automates finis dans RABIN-SCOTT

(1959). La notion dlautomate fini peut étre formalisée de la maniére sui-

vante ; appelons mémoire sur V un ensemble S muni d'une loi de composi-

tion externe 4 opérateurs dans V notée @

(s,a)e Sx VeasoacS.

Par exemple v* est une mémoire sur V en posant, pour a ¢ v* et

ac Vi

a@a=qa.

Un homomorphisme de mémoires de v* dans S, mémoire sur V, est

une application ¢ de v* dans Stelle que:

glaeal=¢ (abea.

Dans ces conditions, (b) est équivalent 4 l'assertion suivante :

(c) il existe une mémoire finie S, une partie S' de S et un homomorphisme

de mémoire ¢ de v* dans S tels que K= cl (s').

Les assertions (a) et (c) restent équivalentes que V soit fini ou infini.

0.1.2, Langage local:

Etant donné deux sous ensembles D et F de V et un sous-esemble %

de v, Mensemble des mots non vides a)-.-a) (a, e V) tels que



0.1.2.

ape D, ave F et fa;, ais) e% pouri=l,...,n-1

est un langage régulier. On l'appelle langage local (ou K-langage standard)

(GROSS et LENTIN) ; il sera noté [D,%, F]. D sera appelé ensemble des initia-

les, F ensemble des finales et % ensemble des transitions.

Les langages réguliers sur un vocabulaire fini sont les transformés des la
n-

gages locaux par un homomorphisme entre monoides libres.

Pour les langages réguliers qui ne contiennent pas le mot vide, cet homomor-

phisme peut toujours étre une transcription, c'est-4-dire un homomorphisme qui

transforme toute lettre en une lettre, autrement dit tout mot en un mot de longue
ur

égale. Il en résulte que, pour prouver une propriété sur les langages réguliers il

suffit de s'assurer qu'elle est vraie sur les.langages locaux et qu'elle est conser
-

vée par transcription. C'est en s'inspirant de cette méthode, par exemple, qu'on

peut prouver le théoréme suivant :

.3. Théoréme de Kleene:

L'ensemble des langages réguliers sur un vocabulaire V fini est le plus petit

ensemble G de langages sur V tel que;

a) 6 contientles langages finis

; sy
b) Si Ket K' appartiennent a] , Ky K!, K + K' et * K appartiennent 4 Give

+o

;eK= p.Kavec :'s KY
K']5 c

= 0
) Notations; K+K'={eta'lue K ate

2

o.K = {Aj et, pour p20 (pti). K=p. K+K.

Gaii

EFEREEGGEE
i
a {! i \||

0.2.1.

0.2 LANGAGES DE CHOMSKY ; GRAMMAIRES. (CHOMSKY, GROSS # LENTIN,

GINSBURG).

0.2.1. Définition :

Soit un vocabulaire fini T. Considérons un systéme (S) de n équations

Aninconnues Aj, Ay,--,A, & valeurs dans l'ensemble # (T*\ (A}) des

parties de T*\ {A}:

a:

-B, avec BS 6 {Aij Ad) UT.(9) pour i=l, ...,2, Ay iy Bi,
jFl

(k est un indice).

Si (S) a une solution unique, chaque langage du n-uplet solution est

appelé langage 4 contexte libre.

Remarquons que, d'aprés cette définition, les langages 4 contexte

libre ne contiennent pas le mot vide.

0.2.2. Définition :

Une grammaire de Chomsky est un quadruplet G = (T,N, ::=, X) ot

- T est un ensemble fini non vide appelé vocabulaire terminal ;

r N est un ensemble fini non vide, disjoint de T appelé vocabulaire auxi-

Hiaire ou non ter: al 5

~ = est une relation binaire entre N et V*, telle que le nombre des cou-

ples en relation (ou régles) soit fini.

~ X est un élément distingué dans N, appelé axiome de G.

Le langage engendré par une grammaire de Chomsky G est l'ensemble

des mots wc r* tels que

x a

ot la relation pa ("dérive de") est la fermeture transitive de la relation

>— ("se réécrit") qui est définie par :



0. 2,2. wu(Yo, Be V*) ax Bp e(FACN, rev’, rte V, qa Pa

(a=, Axietp=xryrl et Aue y).

Les langages engendrés par une grammaire de Chomsky sont

appelés langages de Chomsky.

En comparant les deux définition précédentes on peut prouver le

résultat suivant (GINSBURG) :

0.2.3. Théoréme :

L'ensemble des langages de Chomsky sur T est formé des langages

3 contexte libre et des langages 4 contexte libre réunis au mot vide.

Les gramimaires définies en 1.4.1. généralisent les grammaires de

Chomsky : l'ensemble des axiomes et l'ensemble des mots q tele que

A t= q sont des langages réguliers qui peuvent @tre infinis ; de plus ,

par commodité, on prolonge la relation ::= par a t:= A pour tout ae T.

Rappelons enfin qu'un homomorphisme de monoides libres transforme

un langage de Chomsky en un langage de Chomsky (BAR-HILLEL, PERLES

et SHAMIR). SEEEEEEEEEEEE
CHAPITRE 1

RAMIFICATIONS -~ BINOIDE LIBRE - BILANGAGES

Ce chapitre présente une définition des ramifications : l'ensemble des

ramifications sur un alphabet V, noté q, est construit 4 partir de certains

graphes (arborescences) (1.1) ; puis cet ensemble est étudié d'un point de vue

algébrique : il est muni de deux lois, l'une interne, l'autre externe a opéra-

teurs dans V, qui en font ce que nous appelons un binoide (1.2). Il est possible

d'énoncer un principe de récurrence sur ¥, ce résultat sera trés utilisé dans

les démonstrations ultérieures ; l'étude des homomorphismes de binofdes con-

duit A nommer ? binoide libre sur V (1.3). Les applications dans % sont aisé-

ment définies par récurrence : nous en donnons quelques exemples qui sont

appliqués 4 la définition des bilangages grammaticaux ; cette derniére définition

donne un sens précis a la notion de ''marqueur de phrase" relative aux gram-

maires de Chomsky (1.4). Dans la derniére partie de ce chapitre ¢ est muni

d'une autre structure comportant deux lois internes (structure de diofde) ce

qui permet de définir des "homomorphismes'' entre ensembles de ramifications

sur des vocabulaires distincts.

Dans ce chapitre, sauf dans le paragraphe 1.4, il nlest pas nécessaire de

supposer V fini.

La définition dn binofde libre V qui est présentée ici, a été énoncée par

Monsieur PAIR (PAIR, 2) qui en a également (PAIR, 4) donné une définition

axiomatique et indiqué d'autres résultats, non repris ici, se rapportant 4

lianalyse syntaxique.



1.1.1.

1.1. DEFINITION DES RAMIFICATIONS SUR_UN ENSEMBLE V.

1.1.1. Arborescence (BERGE):

On appelle arborescence un graphe fini sans circuit tel que:

a) il existe un point v qui n'est extrémité d'aucun arc ;

b) tout point x # v est l’extrémité d'un arc unique.

v stappelle la racine de l'arborescence.

Figure 1 : Arborescence de racine 1

1.1.2. Orientation d'une arborescence :

Une orientation d'une arborescence (E, ry) est un ordre partiel O

dans l'ensemble E tel que :

a) les restrictions deO 4 chacun des ensembles r(x), (x ¢ E) sont des

ordres totaux ;

b) siye f(y) et z¢ Tr (), y et zne sont pas comparables par la relationO.

Un triplet (E,r,O) od (E, 7) est une arborescence et Oune de ses orienta-

tions s'appelle arborescence orientée-

Soient deux arborescences orientées {E, r,O) et (E', 7!) C") ; un isomor-~

eur la deuxi&me est une bijection h de E sur E!isme dela or
phisme do ta p

Up appelons qu'un graphe est un couple(E, r) formé d'un ensemble E {ensemble des
points du graphe) et d'une relation binaire dans E ; on note f {x} l'ensemble des

ye Etels que xy.



(1) Le signe , désigne la composition des applications.

telle que :

(Vx,yeE) [er yeh (x) rth ty) et Oye h (x) Oh (y))]

1.1.3. Pseudo-arborescence sur un ensemble V :

Etiqueter les points d'une arborescence par des éléments d'un ensem-

ble V revient 4 définir une application de l'ensemble des points de l'arbo-

rescence dans V. Mais il est souhaitable que deux arborescences orientées

isomorphes, dontles points quisecorrespendent dans l'isomorphisrne ont PERG
méme étiquette, déterminent la méme ramification. Aussi sommes-nous

conduits 4 la définition suivante :

Soit un ensemble V. Dans I'ensemble des couples (I, f) formés par une

arborescence orientée I dont les points sont des entiers, et une applicztion

£ de l'ensemble des points de I dans V, introduisons la relation d'équivalence :

{I, f) ~ (I4 £") @ il existe un isomophisme h de I sur I' tel que

geen

Une pseudo-arborescence sur V est une classe de cette équivalence.

Elle pourra @tre représentée par l'un de ses couples (I, f). On appelle

taille de cette pseudo-arborescence le nombre des points de l'arborescence

I; pour chaque a¢ V, on appelle nombre d'occurences de a dans le pseedo-

arborescence le nombre de points x de I tels que f {x) = a: la taille est ta

somme des nombres d'occurrences desdivers éléments de V.

Une pseudo-arborescence de taille 1 sera identifiée 4 l'unique élément

de V qui y posséde une occurrence. Ainsi l'ensemble V est contenu dane

'ensemble des pseudo-arborescenves our iuimidiuse.

L'ensemble des pseudo-arborescences sur V sera noté @(V). rrr
2222

1.1.4.

1.1.4. Ramifications sur un ensernble V :

Nous appellerons ramification sur V toute suite finie de pseudo-arbo-

rescences sur V. L'ensemble des ramifications sur V, ctest a-dire le

monofde libre déduit de l'ensemble des pseudo-arbbrescences sur Vv, sera

noté %. La loi de composition de ce moide sera appelée somme et notée+;

1'élément neutre de cette loi sera nommée ramification vide et noté A.

La figure 2 schématise deux ramifications r' et r et leur somme

ri ¢rt

a a f£ a . f£

b c yo g co # {¢ a © oN c
a a a b

' rt rete

Figure 2

Par définition :

eur d'une ramification est le nombre des pseudo-arborescences- la longu:

qui la constituent ;

« la taille d'une ramification est la somme des tailles des pseudo-arbo-

rescences qui la constituent ; dans la suite la taille de re % sera notée

It].

= le nombre d'occurrences de a ¢ V-dans une ramification est la sémme

des nombres d'occurrences de a dans les pseudo-arborescences qui la

constituent.

De méme qu'on appelait langage sur V toute partie de v4, on appel-
a +

lera bilangage sur V toute partie de V. Comme V est inclus dans Q(v),
“a - r ‘

v* est inclus dans V et tout langage est un bilangage ; en général, nous



1.2.1.

noterons aussi + la concaténation dans V* (mais, il nous arrivera aussi

d'omettre le signe + dans ce cas ; ainsi pour a, be V,"a b a" signifie

Nat b+ at).

La somme et la somme itérée (ou opération étoile) sur les langages

sont prolongés aux bilangages de la fagon suivante :

si L, et L' sont deux bilangages sur V

Lt+L'={rtr' |reL, r'e L’}

est appelé somme de L et L'; en posant o. L = {A} et (ptl).L=p.b +L

pour p= 0, on peut définir

+00

eL= U pb

p=0

appelée somme itérée de L.

La définition des ramifications sur V est relativement complexe. La

n

théorie algébrique qui suit permettra d'engendrer les ramifications de V

& partir de V grace 4 la somme et 4 une loi de composition externe, et

ensuite de ne plus guére employer expliciternent la définition.

n

1.2 ETUDE ALGEBRIQUE DE V.

Enracinement :

Ge sera une loi de composition externe 4 opérateurs dans l'ensemble

V, notée x avec opérateurs A gauche : intuitivement, la ramification ay r

est la pseudo-arborescence obtenue en adjoignant 4 r une racine d'étiquette

a. La figure 3 présente bx r'etaxr', r' et r" étant prises sur la figure 2
b. a

I~

y f

a

g

c c ‘ ¢
re d

a b

b Figure 3

he’s d.

Soit une ramification r sur V, et un élément a de V.

Si r est la ramification vide, a yr 7a.

Supposons que r est une suite de pseudo-arborescences (E,, Ty Op

f,), pour i=1,2,..-,nj on peut toujours supposer les ensembles E;

deux A deux disjoints ; désignons par v, la racine de (E;, 7,3 a xr est le

pseudo-arborescence (E, 1,0, f) définie par :

- E est la réunion des E, et d'un élément v n'appartenant a aucun Ej;

-xpye (Ji) & rT; yl ou & =v et (2 i) evs

+ + x Oy © (Fi) (xO; y) ov ((75, j) (is jetx=y. ety = v5) F

- fl) =f) si xe B, £ CW) =a.

On voit aisément que a x r est bien une pseudo-arborescence et que

réciproquement :

1.2.2, Proposition :

Pour toute pseudo-arborescence s sur V, il existe un élément a de

V et un seul, une ramification r sur V et une seule, tele ques =a yr.

Si L est un bilangage on notera a x L le bilangage {ayr |rcL} et,

pour EcV, Ey L désigne le bilangage {axr | acE, rel}.

1.2.3. Binoifde sur un ensemble V:

On appelle binofde sur un ensemble V un ensemble muni d'une loi de

composition interne associative, admettant un élément neutre et d'une lo}

de composition externe & opérateurs dans V. V est donc un binofde syr V.

Dans la. suite les deux lois d'un binofde sur V scront, on génér

_ tée + et x et nous conviendrons, pour réduire le nombre des parenthéses,

de préserver la priorité habituelle de la loi x sur la loi +; 1'élément neu-

a

tre sera noté e, sauf pour V dont 1'élément neutre est A.
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De méme que pour les structures algébriques classiques, on définit

un sous-binoide de & comme une partie B de® qui contient e et qui est

stable pour + et x (sire ®p, 8 eB, ae V, alorsr +s e¢@v, et

axre ®)).

Si@® et @' sont deux binoides sur le méme ensemble V, un homomor-

phisme de binoides (ou, simplement, homomorphisme) de ® dans Best

une application y de® dans @, telle que, pour r et s dans @ et a dans V:

plel=e, ¢ ts) =y @)ty Ws ylaxrlsaxy &

1.3 PROPRIETES FONDAMENTALES DE %.

De la définition des ramifications comme suites de pseudo-arborescences et

de la proposition 1.2.2 , il résulte immédiatement :

1.3.1. Proposition:

A : . . a an

Pour tout r ¢ V, non vide, il existe ae V, r'e V, r''e V uniques

tels que

reritayr"

a

On en déduit un principe de récurrence dans V.

1.3.2. Principe de récurrence :

Soit P un prédicat tel que :

a) p (A) soit vrai,

b) (Fr, se) p ir) ete is) = (Ka eV) @ (rtaxs) §

alors p (r) est vrai pour tout r ¢ %.

La démonstration est immédiate par récurrence sur la taille d'une

ramification, grace Ala proposition 1.3.1. ; ce principe de récurrence

peut aussi @tre formulé de la fagon suivante :

EEESEEEEEEEEEEaaS
|

1.3.2.

Soit P un prédicat tel que:

a) 9 (A) soit vrai

b) (Wre %, we AV) (p (r) et tw) ap e+ ud)

c) (y¥re V) (Vac Vv) (ep (r) = P fax rds

alors, p (r) est vrai pour tout re %.

Soit Bun sous-binoide de v j en utilisant le principe de récurrence,

on voit que toute ramification sur V appartient 2 O, autrement dit que

> . aa 1 a .

® = V: V ne contient aucun sous-binoide autre que lui-méme. En p
arti-

culier, l'ensemble des combinaisons finies, par + et x, d'éléments d
e V,

a 4 
.

qui éStun sous-binoide de V, est égal a V : toute ramification non vide

sur V est une combinaison finie par + et x, d'diéments de V-

Exemples : Pour les ramifications de la figure 2:

r'=ax(btcyatb),

r'say (ct da) tix (gx lath) te.

4

1.3.3. Définition par récurrence des applications de V dans un ensemble E ;

Soient un ensemble E, un élément e de E, deux applications f, de

% , Ql) x E? dans E et f, de V x % , E dang E. I existe une application

} et une seule, de q dans E, telle que:

aba Wize

bw) O¥r es PM ive se BON Ly & Huds (a, 6) 2

dtyac Vivre) fs @ xref @& rN),

ou encore:

Soient un ensemble E, un élémenteceE et, pour tout a¢ V, une appli-

cation 8 de V2 x £2 dans E. Il existe une application f de % dans E et une

seule, telle que:

a) f (Ale

bl (Wace V, x, 86M) fetaxs)=g, (rs, f(r), fls)).



1.3.4. Théoréme :

Pour tout binoidle & sur V, il existe un homomorphisme de binofdes et
un seul de ¥ dane® .

Si y est un homomorphisme de ¢ dans @,y vérifie :

QM yWees(Vrse %) y (rts) = &) +4 Us); (WaeV, reV) y laxr) =

et donc,nécessairement : “ee
2) yWeres(¥reV, ve AW) y (tu) =y &) ty Ww);

(Wae V, reVy (ax r)=axy &)

dtaprés 1.3.3 il existe une application y unique vérifiant (2) ; il reste

A prouver que y est bien un homomorphisme c'est-A-dire que :

(Vr, se %) ye ts)=y lr) +y (s),

ce qui est immédiat par récurrence sur la longueur de s.

A

Ainsi V est la solution du probléme universel suivant (solution unique

& "un isomorphisme pras") :

“Trouver un binofde sur V tel que, pour tout binofde ® sur V, il existe

un unique homomorphisme de ce binoide dans$ "'.

4

{V est un objet universally repelling" de la catégorie des binoides (LANG)).

Nous définirons maintenant par récurrence quelques applications simples.

1.3.5. Mot des racines d'une ramification :

Appelons mot des racines dere ¢ le mot p (r) sur le vocabulaire V

défini par :

p WEAs p rts) =p fr) +9 (s)i pp axnea

e

racine de r.Si le mot des racines de r est a, ... a,, a; est appelée la i°'TM* racine de r. em.

Par exemple, le mot des racines de la ramification r' + r"', prise

dans la figure 2 est aaf.

1.3.6. Proposition :

Soient g! et g' deux mots sur V et une ramification r dont le mot des

racines est g' + ay il existe deux ramifications r' et r", chacune unique,

telles que 9 (r') =q', p (r") Sg" etrar'tr'.

(Ce résultat se démontre par récurrence sur la longueur de gq").

an
ww
ne

a

dp35 7.

1.3.7. Mot des feuilles d'une ramification :

Appelons mot des feuilles de x le mot g (r) sur V tel que :

e@W=Arg & +s) = fr) tg ls),

glaxr)= Si g(r) #4 alors g(r) sinona,

émeSi le mot des feuilles de r est ay +++ a, on dit que a; est lai
n’

feuille de r.

Sur la figure 2, par exemple: g (r' + r") = babcdabc.

1.3.8, Familles d'une ramification:

Pour la ramification r' + r'' de la figure 2, nous dirons que le mot

cd est une famille de prédécesseur a, que le mot vide est une famille de

prédécesseur d.

Soit a un élément de V et F, lapplication de $ dans l'ensemble

# (v*) des partie de v¥ définie par:

“PL, WtO,F, @+9)= FUP 8),

FP, (b y r) = Si b= a’ alors F, (r) U {po @)} sinon By (r).

Par définition Fa (r) est l'ensemble des familles de prédécesseur a

dans r.

Sur la figure 2 par exemple, F_ (el t+r") = {b+tc, c+, A}.

g pet, garderons la méme signification dans tout ce qui suit,

1.3.9. Ramification réfléchie d'une ramification:

Intultivement il s'agit d'inverser l'orientation d'une ramification,

Introduisons dans % la loi interne +: 53s = s + r. L'homomorphisme

y de v, +, x) dans (, ¥, x) transforme toute ramification r en ce que

nous nommerons sa ramification réfléchie F. La ramification réfléchie

de fest r: en effet le carré de l'homomorphisme 4 est lidentité,



1.4.1.

puisqu'il vérifie

v tA) =A, Pg (rtaxs)= (r) tax ( (s). a, on dit que q est une production de a.

- X est un langage régulier sur V, l'ensemble des axiomes de la gram~

maire, Pour a¢ V, on notera K, le langage régulier des productions

ll est immédiat, par récurrence sur r, que

nw a ww ~
p(t) = p(t), p &) =p &),

et que les familles de prédécesseur a dans ¥ sont les mots réfléchis des dea.

familles de prédécesseur a dans r.
w 1.4.2. Bilangage engendré par une grammaire:

Si L est un bilangage sur V te bilangage L = y (L) est appelé bilangage
~_ Une ramification sur V est engendrée au sens large par la grammaire

réfléchi de L. Il est évident que si L est un langage sur V, L est le langage
G lorsque chacune de ses familles g de prédécesseur a vérifie a t:= ({no-

réfléchi(ou image miroir) de L. FEEL tons que le mot g peut étre le mot vide A ; a est alors une feuille de la
1.3.10. Transcription d'une ramification ;

On donne deux ensembles V et V' et une application @ de V dans V'. ramification).

Remplacer chaque "étiquette" a d'une ramification sur V par @ (a) ¢ V' Pour tout langage régulier K, notons B (G, K) l'ensemble des ramifi-
a, 4 a

clest définir une application 0 de V dans V' telle que : cations engendrées au sens large par G, dont le mot des racines appartient

OW =Aag 6 (ets) = 6) +O bs) 58 (ax rl =0 la) x OG). a K; clest un bilangage sur V. En particulier :

- 8 (G, v4), aussi noté B(G), est appelé bilangage engendré au sens large

par.Gi

= 8(G,X), noté £(G), est appelé bilangage engendré au sens strict

(ou, simplement, engendré) par G.

a

L'application 0 s'appelle transcription (associée 4 0). Si L est un

a

bilangage sur V nous dirons que 9 (L) est transcrit de L.

Il est clair que:

x neg ned -.
~ la restriction & V~ d'une transcription 9 est une transcription de monof-

" des. Les bilangages engendrés par une grammaire sont dits bilangages

grammaticaux.

Pour que la ramification vide appartienne 4 & (G) il faut et il suffit

nA &

- Pour toute ramification r: 80g (r)=9 09 (r), Vo 9 (rt) =p 0 @ (r).

1.4 BILANGAGES GRAMMATICAUX. que le mot vide appartienne 4 X. D'autre part il est immédiat.que :

1.4.1. Grammaire :

’
1.4.3. Proposition:

X) od

. ‘Sir et r' appartiennent 4 9 et aav:Une grammaire est un triplet G = (V,

- V est un ensemble fini appelé vocabulaire de la grammaire } ,
a)rtr'c BG) » re BG) et rt « BIG)

+ soe % : *
~ t1=une relation binaire entre V et le monoide libre V telle que, pour

bayre BIG) oe re (Geta

tout a¢ V, l'ensemble des mots q tels que a ::= g soit un langage régu-

+ eee i “ ee ee



1.4.3.

On en déduit immédiatement, én utilisant une démonstration par

récurrence dans v que & (G) est le plus petit bilangage sur V:

~ contenant A,

- stable pour +,

- contenant a x r lorsqu'il contient r et que a ::= 9 (r).

1.4.4, \Langage engendré par une grammaire :

Ltensemble des mots des feuilles des ramifications de J (G) s'ap-

pelle langage engendré par la grammaire G. Lés langages engendrés par

une grammaire sont les langages de Chomsky ou C-langages. En effet,

on montre (PAIR, 1) gue cette définition du langage engendré par G

équivatt A celle indiquée en 0.2.2 lorsque les langages K, sont finis et

que G admet un seul axiome de longueur 1, et que,méme lorque ces hypo-

théses ne sont pas satisfaites,le langage engendré par G est encore un

langage de Chomsky.

1.5 PROLONGEMENT DE LA LOI EXTERNE, . DIOIDE.

Nous nous proposons ici de prolonger la loi * en une loi interne associative

notée aussi multiplicativement; d'od nécessairement :

i) (axr)xssax (rx).

Intuitivement la ramification r y s est obtenue en "accrochant"' la ramification s

A une fewille de r, par exemple & la premiére ou a la derniére feuille de r ; d'od

deux possibilités :

ii) (Vr#al)@tt)xs=rxstt

ii)!’ (Wte#A)G@tt)xyssrttxs.

Précisons cela dans la définition suivante ;

Hii

i

haEEE

1.5.1,

1.5.1. Produit & droite (resp. 4 gauche) :

A

Le produit 4 droite (resp. 4 gauche) dans V, noté Xp (resp. xq)

est défini par :

a

(Wse V)

(Vx, 5, te, acV) (etaxt) pps=rtaxtps) (resp. (axttrlxg s=axltx gs)tr)

A ep 8= (resp. A xq 8F s)

' n
tThxyg?

Figure 4 (r' et r" prises dans la figure 2)

1.5.2. Propriétés immédiates +

Les lois %. et x,. sont associatives,, admettent ~ comme élément
‘D G . % ~

neutre ; elles prolongent la loi y et, de plus :

fa) Wr, se%) |[rxps r| +|s|

— ny

(ob) (Vx, se V) Pgs Fxps

Démonstyation immédiate par récurrence.

Dans la site nous noterons simplement x le produit a droite.

1.5.3. Dioide droit, diofde gauche :

Appelons diofde droit (resp. gauche) un ensemble) muni de deux lois

internes, notées + et xp (resp. xq) associatives, ayant méme élément

néutre e, et vérifiant :



1. 5.4.

5.5.

a

qui ne transforme pas toute ramification de V en la ramification vide satis-

fait a:

a) (¥reW jete)| = fz],

d'od, en particulier :

(2) (Vae V) 6 la) FA.

quiil existe ae Vitel que 6 fa) -a, d'aprés Mhypothése il existe a' ¢ V tel

que g{a')# fet, dans ces conditions :

Ip. [54 3°.

(Vd, a, dgeQD, 4, # e) id, +d.) Kn d,=d + (a, Xp dy)

(resp. (d, # e) (d, + d,) Xq 43 = (dy KG d3) +d, )

(Nous dirons "diofde'' 4 la place de "dioide droit" et nous noterons y

pour Xp) Un sous-dioide d'un diode D est une partie D, de D contenant

e et stable pour + et x.

~) ; ,

Soient deux dioides SD et ov dont les lois sont notées + et x, et les

éléments neutres e et e'. Un homormorphisme de diojde ou D-homomorphis-
t.

me ded dans Dest une application 6 de@ dans Pteile que:

(Wd, deD ) § dtd.) = 5 (4) + 9(d,), 6 (d,xd,)=6 (d,)x6 (4,).
PEERS

i

§ le) =e,

Les homomorphismes de dioides gauches sont appelés G-homomorphismes

nan . - A

Il est clair que tout sous-dioide de V contenant Vest un sous-binoide de V

dtoi le résultat :

Proposition :

n “Aw

si est un sous-dioide de V contenant V alors® = V.

Remarque :

A A A “A

Soient deux diofdes libres V et V' ; tout D-homorphisme g de V dans V'‘

(1) se déduit immédiatement de (2) que nous allons prouver ; supposons

8 (ab taya') = § la’) +6 lax a’) =6 fa') + 6 fa!) EFREEEEEEEEES
eeeee ees Se eee

ou encore :

§ (fat + a) xy at) = 6§ (atta) x 8 (a) = 6 fa") x 6 (a),

or les deux ramifications g (a') +4 (a') et § (a') x § (a') qui n'ont pas

méme mot des racines ne peuvent @tre égales, et (2) est vérifié.

Cette remarque justifie la restriction relative 4 l'application f dans 1'é-

noncé suivant :

1.5.6. Théoréme:

Pour tout diofde D et toute application f de V dans @ telle que fhe) =9

il existe un D-homomorphisme et un seul de ? dans) qui prolonge f.

L'unicité d'un tel D-~homomorphisme est évidente, car, si f répond a

la question, nécessairement :

f(A) =e
Q) tL - =
f(@taxs) =f (x) + (Ela) x f (s))

Réciproquement montrons que f définie par (1) est un D-homomor-

phisme : par récurrence sur la longueur de s il est immédiat que:

£ (rts) =f (r) +f (s);

prouvons, par récurrence sur r que:

f (ys) = f(r) x f(s);

la relation’est évidente pour r =A: pour r= Ty tax r5 ie

£ (tr, taxr5)xs) = f (tr, tay (ry x 8)

=f (rj) + & fab x Ple,xs)) — dtaprés (),

I [f (e,) +f (a) ] x f(r, xs) car f (a) fe

Lf (i r,) +fital] yf (r,) x f (s) (hypothése de récurrence
et associativité de x)

LE (e)) +f (a) xf (,)] xf (s)

f(r) taxr,) xf (sh.



Ll. 5.7. Notations :

Le produit 4 droite (ou simplement produit) de deux bilangages L et

L' sur V est naturellement défini de la fagon suivante :

LyLt{rxr'|reL, rie LY}

En posant iq” = {A} et iPtl = LP , L, nous pouvons définir

+00

L*¥= Yo LP
p=0

appelé produit itéré de L.

PEERRREE
CHAPITRE 2

FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES

DE RAMIFICATIONS

Il est souvent utile de définir et d'étudier des transformations de rami-

fications : nous en avons vu des exemples dans le chapitre précédent ; citons

aussi le cas des "grammmaires transformationelles'! (CHOMSKY, 2 - CULIK)

ainsi que les travaux en cours 4 la Faculté des Sciences de Nancy (LECLAIRE -

KHALIL) relatifs Ala syntaxe et 4 la traduction des langages de programmation.

Les transformations utilisées dans ces diverses études doivent étre "effectives"

et clest ce qui justifie l'étude des fonctions récursives primitives de ramifica-

tions.

Comme dans le cas des fonctions récursives primitives d'entiers, l'en-

semble de ces fonctions est défini au moyen d'opérateurs (composition et récur-

rence) et de fonctions de base :

- la constante A,

- les fonctions projections,

- des fonctions jouant le réle de la fonction "successeur", c'est-a-dire que

toute ramification de % s'obtient, A partir de A, par composition de telles

fonctions (2.1).

Aprés l'étude de quelques propriétés immédiates (2.2) nous donnons des

exernples en reprenant en particulier, les fonctions déja présentées au chapitre 1

(mot des feuilles, mot des racines,...) (2. 3).



sess

Parmi les prédicats, nous étudions essentiellement le prédicat d'égalité

en montrant que ce prédicat est récursif primitif (2.5, 2.6, 2.7). Il est facile

de plonger (N dans F ce qui permet d'une part de comparer les fonctions récur-

sives primitives de ramifications et celles d'entiers, et d'autre part de définir

de fagon récursive primitive quelques fonctions de ramifications a valeurs

entiéres (longueur, taille,...) (2.8). Enfin nous étudions quelques autres

schémas de récurrence (2.9).

Madame PETER montre, dans (PETER, 2) que l'étude des fonctions ré-

cursives primitives pour un binoide libre se rattache 4 la théprie générale des

ensembles holomorphes libres (PETER, 1) ; en (2. 9} nous situons cette étude

par rapport aux travaux de Madame Peter.

L'texposé fait ici, différe toutefois de ces travaux : d'une part nous pré-

sentons une démonstration de la récursivité primitive du prédicat d'égalité,

démonstration due 4 Monsieur Pair (PAIR, QUERE, 2), alors que Madame

Peter place ce prédicat parmi les fonctions de base ; d'autre part les preuves

de certaines propriétés, présentées ici dans le cas particulier du binofde libre,

sont, de ce fait, plus simples que celles présentées dans le cadre des ensem-

bles holomorphes libres. (voir par exemple 2.9).

oa
-

-

-— |
nei

bal

be



2.1.1. Opérateurs:

a) Nous appelons cornposition l'opérateur [ qui, quel que soient

les entiers naturels k et 1, associe aux fonctions By cre, g, de®’

) de g* définie par :

2.11

2.1 DEFINITIONS PRELIMINAIRES. tS

E

 

SRE EM NAIRES

Dans ce chapitre V désigne un ensemble fini non vide ; notons gk l'en-
A

semble des fonctions de }* dans V (fonctions 4 k-variables,ai&karguments) en

convenant que § ° = v. ‘

|

et gde@ * la fonction f =p (g, By ees gy
A

(v Tee Ty eV) £ (r), vey Fy) =¢g (g(r, Aas Ty), 8 (ry, vas r) te,

&, (ry), vey Ty))e

b) Nous appelons opérateurs de récurrence (ou simplement récur-

rence) l'opérateur R, qui, quel que soit l'entier naturel k, associe aux

fonctions g o#* et ge ge pour tout a ¢ V,la fonction f = R lea

de § kt] définie par:

oo PR) 3

an

(Wie. t 7, seV, aeV) Eyer Al = g (ry

f (r, vey Typ Pkaxs) = 4 (rye Tye 7,

s, f yee, The r), £ (r), wrth s)).

Diaprés 1.3.3. la fonction £ = R (g, (g_) ) est bien définie de
aac Vv

maniére unique.

2.1.2. Fonctions de base:

Ce sont les fonctions suivantes :

Yae¥®,

2) Pour tout a ¢ V la fonction i, de deux variables définie par

(vy T), TZ %) f (ry, r= rpta XX,



2.1.2.

3) Les fonctions projections c'est-a-dire, pour toutl>0ettoutl<i<k

les fonctions pf de k variables définies par :

By, weary) =p(Way He)

L

2.1.3. Fonctions récursives primitives :

Nn,

L'ensemble des fonctions récursives primitives (sur V) est le

plus petit ensemble @ contenant les fonctions de base et stable par les

opérateurs de composition et de récurrence. PEGG
2.2 PROPRIETES IMMEDIATES DES FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES .

Les propriétés suivantes sont bien connues dans le cas des fonctions récur-

sives primitives d'entiers ; les démonstrations sont identiques.

2.2.1. Proposition :

Une fonction f est récursive primitive si et seulement si elle

s'obtient A partir des fonctions de base par un nombre fini de composi-

tions et de récurrences. On dit alors que f est engendrée par les fonc-

tions de base.

2.2.2. Proposition :

L'ensemble des fonctions récursives primitives est-dénombrable.

2.2.3. Permutation et identification d'arguments :

Soient une fonction récursive primitive 4 k arguments et une

application ® de {1,..., &} dans {1,...,.k} 5

la fonction g définie par :

ree, r,) =f Grup eM Ta tey

est aussi récursive primitive.

2.2.4,

2.2.4, Introduction d'arguments fictifs :

: k coupe weeSif e¥ “ est récursive primitive la fonction g ¢ ¥ **! agtinie par:

det,By ee Pep my
est aussi récursive primitive.

2.2.5. Définition conditionnelle :

Sif, g), g2 sont des fonctions récursives primitives a k variables

la fonction h définie par :

h (r r = SI £ (r >t) =A ALORS g, (ry),
yettte pe

SINON gy (ry, ++, Ty)

est récursive primitive.

Démontrons seulement cette derniére propriété :

la fonction

cond (r, ry, rz) = Sl r,;=, ALORS r, SINON r
1

est récursive primitive car obtenue par l'opérateur de récurrence :

- 2
cond (r,, ro, A= PY (xy, r5)

= 2
cond (r), r2, r4aXs) = p> (ry, 42)

h est alors construite par composition de fonctions récursives primitives :

h=p (cond, g,, gy, i.

Ces propriétés (en particulier 2.2.3 ct 2.2.4 ) seront fréquemment utiliséés

sans qu'il y soit fait référence.

2.3 EXEMPLES DE FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES.

2.3.1. Les fonctions constantes :

a

Prouvons, par récurrence sur ue V qué la fonction c définie
u

6

par (WreV) co &)su

est récursive primitive ;



2.3.2. Litidentité :

Dans les cas suivants la pécursivité primitive est
 immédiate :

2.3.3. La concaténation :

2.3.4. Lienracinement :

2.

2.3.6. Le mot des feuilles :

2.3. 7.

2.3.7. Ramification réfléchie :

ty

_ AFA

en effet : c Wl aA
mw

—s

ce (rtaxshFai reaxstaxst+r,
A

tc. sont récursives
+axr Uy) en supposant que C etc.

et, pour u =U, 2 2.3.8. Produit 4 droite et_4 gauche:

primitives : a) Lafonction de deux variables (r, s)per y 8 est obtenue par récur-

a

ainsic est composée de fonctions yécursives primitiv
es.

u

é ite) =f, ey, te), ¢, &) rénce : AXS=8

(rp) taxrxs=f, (ry, ry xs)

b) Le produit 4 gauche s'en déduit par composition :

4 
ryxyn~.s=Fyxs.

: i ; elle 
a

La fonction identité n'est autre que la fonction de b
ase Py

est done récursive primitive.

2.4 REMARQUES,

2.4.1. Changement des fonctions de base:

l'ensemble des fonctions engendrées n'est pas modifié si les

rtAazr fonctions de base fn (2.1.2. 2)) sont remplacées par :

rtistaxt) =f, (r + 8 t). 2)' pour tout a ¢ V les fonctions f\ définies de la fagon suivante :

' =f'. (r,, ry) axr, try,

. . 2)" les fonctions :
a yr est définie par :

+ énatiage f. 1 Fle (x), tr) ttr, (concaténation)

et, pour toutae Vo -rteeayr (enracinement).

-5. Le mot des racines : Péur prouver ce résultat il suffit de montrer :

p A) FA a) que les fonctions des types 2)' et 2)" sont engendrées par les fonctions

. oS i. é. A : . ~o tax s} = fo fy &), Al. de base choisies en 2.1.2;

b) que, réciproquement,les fonctions tz sont engendrées par les fonctions

w) de type 1), 3) (2.1.2.) et 2)' et dussi par celles de type 1), 3) (2.1.2.)

owes
g tax s) = cond (f, ly (Al, o Hltee (s}, ). et 2)'.

. 2 s * : 5
q i p c a ra a nm El

a fonction qu, our ae V fixé assocle ar V ramificatio

SBREQIEL ET PERE ES Ss eco 2s eee



2.4.1.

a) Les fonctions fs sont construites par composition :

£1 (ry, ry) = fy &, *)

Les fonctions de type 2)'' sont aussi engendrées par les fonctions de

base (cf. 2.3.3. et 2.3.4.).

b) I est immédiat que f, est engendrée par les fonctions de type 1), 2)" et

3) ; par ailleurs lapplication qui, Ar ¢ V associe ¥, est engendrée par

les fonctions de type 1), 2)' et 3) car:

A=

— ¥
rraxs=#, @,?)

et.finalement f_ est obtenue par composition,:

° —~e,
=ff, (ry, r,) & ©, F),

autrement dit f, est engendrée par les fonctions de type 1) 2)" et 3).

2.4.2. Suppression des fonctions projections

Comme dans le cas "entier", on peut supprimer les projections

parmi les fonctions de base, A condition de choisir un autre opérateur

de composition r' plus général que r (OUSPENSKI).

Soient g++, & ce * et g eG on dira que fc ¥ * est déduit de

(g, +++, 8,) par Pl si
a

(Wry ere WM feet 8 Wy Oye tices By rp ee ty)

5 - ; ak k . k
ot i g, OU pp OU pi, sii <k et ey = &, OU py

(clest-A-dire que le igme argument de g peut @tre soit g; , awe, r,)

soit r, soitr,,, si i<k).
i itl

Tl est clair qu'avec ces modifications on n'engendre 4 partir des fonc-

tions de base que des fonctions récursives primitives ; pour montrer

qu'on les engendre toutes il suffit de prouver qu'on engendre les projec-

* L agin?
tions ; or p, est définie par récurrence :

\ EEEEEEEEEEEEUEEEEES
2n4f23

PI A) =A

pi (r+aXxs) =e, (, s, PL (r), PL (s))
ot 8, (r, s, t, ul =f, (r,s) Glest-a-dire que g, est obtenue

par composition [') ; pour tout k 21, pk se déduit de Pi par composition

P's enfin, pour tout ket tout ick pi; se déduit de p; par composition

r.

2.4.3. Modification de l'opérateur de récurrence :

Il est possible de remplacer l'opérateur de récurrence R (2.1.1) par

l'opérateur R' associé au schéma suivant :

f£ (x), sere Tye A= ge tty, vet)

et prac V: f (ry, ser Ty aX rts) = a (ry, wey TF, Bf (ry, othe Tl,

£ (ry, soy The s)).

Cette modification ne change pas l'ensemble des fonctions engendrées.

En effet 4 toute fonction f A k+l arguments associons la fonction f définie

par: Fr, seer Tye r) =f (ry pores Tyg ?)

Si f est obtenue par l'opérateur de récurrence R', f est obtenue par l'opé-

rateur de récurrence R et f = f est obtenue par l'opérateur de composition

et l'opérateur de récurrence R, et réciproquement.

2.5 PREDICATS.
- ak : Qk ,

Nous appelons prédicat sur ?“ une application de )* dans une partie B de

+ ayant deux éléments et choisie une fois pour toute.

Sort ag ¢ V xe; dans toute la suite de ce chapiire mous prendions .

B= {A, ag x (ag t ay)} 5

par commodité nous poserons f = ay x (ag + ag). Ce choix pour B peut sur-

prendre a priori, cependant il simplifie la partie technique de certaines
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démonstrations (notamment en 2.6.2 ). (a représente la valeur "vrai" tandis

que représente la valeur "faux").

2.5.1. Propriétés immédiates:

: Ak
Si P et Q sont deux prédicats récursifs primitifs sur V', NON P,

PET Q, POUQ sont récursifs primitifs,

En effet :

NON Per (cond, £ , A, P)

P ET Q-Fr (cond, AF, P+Q)

P OU Q =NON ((NON P) ET (NON Q))

2.6 ETUDE DU PREDICAT D'EGALITE.

Nous allons démontrer dans ce paragraphe que le prédicat d'égalité est

récursif primitif.

Au lieu de comparer directement deux ramifications nous comparerons

leurs "représentations parenthésées". Pour introduire ces représentations

nous utiliserons une ramification g définie par

o = ag X ag

2.6.1. Mot attaché 4 une ramification

Une ramification non vide peut étre écrite de maniére unique, sous

forme d'une combinaison d'élément de V par x et + (l. 3.2.) ; par exemple la

ramification r de la figure 1

ay mie

-L 2 / ~\ Figure 1
*o ; a 2 ay

, 1 1

a, as

PEE REET EESEEES
(Ll) P+Q désigne ici la fonction définie par

P+Q(r,, vey Ty) =P (ry, sry Fy) +Q (r}, ree By) Fe
es SS Eee _ _ -

2.6.1.

s'écrit :

r= aj x (ay tay x @2 a3) tay x la tay tals
on peut,sans créer d'ambiguité, remplacer’a, ("par la seule lettre’a,',a

condition de conserver la parenthése fermante correspondante que nous

woepouvons coder par g, et remplacer de méme les a; qui ne précédent pas y

par‘a, oi ainsi, partir de r,nous obtenons (en omettant les signes +) :

p ) = adage a ago Aagagg a, ao AO AO.

Deepen &
7 sy ; ees

La fonction , de V dans (VU {o}) c V définie par

bb tA) =A

est récursive primitive ; , (r) est appelé mot attaché 41a ramification r.

pirptaxry)=pe)tatyei)te

Nous allons montrer que deux ramifications qui ont le méme mot atta-

ché sont égales. Pour cela étudions l'ensemble P des mots "bien parenthé-

sés"' dans (VU few Cet ensemble P sera défini en introduisant une trans-

formation z qui associe 4 tout mot q de (VU {o y*, le mot "réduitTM obtenu

en supprimant toutes les "parenthéses" a @ V et g qui se correspondent dans

qi: ainsi P sera l'ensemble des mots qui sont réductibles au mot vide.

Deis et

Sait l'application , de (Vy fo})* dans vy U (f3 définie par récurrence

sur la longueur d'un mot gw ¢ (VU fo})* :

i} ual =A.

ii) YaeV u fyta) = Sle (a) =f ALORS f SINON 2 falta
iii) Slz ta) =fouA ALORS 2 @tol =F i

Sl, iy) = B+ (ge Veet be V) ALORS: +a) = 5.

P est l'ensemble an (a).



2,41.

Lemme}: Quels que soient a, pe (Vu fo}]*

vd #F et vlehtfar lat pss &l te &)

va) =f > clatp=F-

Ce résultat se dérnontre par récurrence sur la longueur de .

Le mot attaché A toute ramification sur V appartient 4 P.

Se démontre par récurrence sur la ramification donnée, a l'aide du lemme 1.

Réciproquement, tout mot appartenant a P est attaché 4 une ramification

sur V. Nous n’utiliserons pas ici ce résultat.

Deux ramifications sont égales si, et seulement si, elles ont méme mot

attaché.

Il suffit de prouver que:

(¥r,seV) pldey(s)ores;

procédons par récurrence sur la longuesr ep (r) +

1) Sig (r) =y (8) =a, alorsr=s Fa.

2) Supposons y (x) et y (s) différents de A, alors r et s ne sont pas vides et

s'écrivent :

rer,taxyr, sss, tbxs).

Le plus grand facteur gauche strict) dey (r) =y (y)) #a ty (ry) te ap-

partenant 4 P est » (r)) ; en effet un facteur strict plus grand que y ()

stécrit y (r)) +a + y ob y est facteur gauche de y (r2) i d'aprés le lemme 1:

vip eth ee Wes

et oly &)tatya2 ep tate ly tas
& PEEEREEEEEEEEREESE(1) Rappelons qu'un mot g est facteur gauche (resp. facteur gauche strict

mot g s'il existe y (resp.’s'il existe y, y#A) tel que:> a=B ty

y est alors le quotient 4 gauche de q par 6

2.6.1.

ainsi y (ry eary n'est pas dans P. De méme, le plus grand facteur gauche strict

de y (s) appartenant 4 P est y (s)) et donc:

u(r) =y (s) entrafme (r) =p (s),

d'od .

a=b ptr) ey (s,)

= s,, soit finalement r = s,et, par hypothése de récurrence, rs, 7 2"
2

2.6.2. Théoréme;

Le prédicat d'égalité défini par :

(tr, s ¢ 0) EQ (r,s) = SI x =s ALORS, SINONF

est récursif primitif.

Lemme 3: Pour tout élément a¢ Vy {c} il existe une fonction récursive pri-

tive d, telle que:

a

(Vy eV) (Ybe VU {o}) 4, y +b) = SI b=a ALORS y SINONF.

Les fonctions a, répondant 4 la question sont définies par des récurrences =

awe,

d, (e+bxr,) =F pour tout b ¢ V différent dea ,

1) pourae V

a, (ytaxr,) = Slr, =A ALORS r, SINON f.

2) a Wet,

1

a, (ey taxr,) = 5 pour tout ae V différent de ag

a (r)tagxr,) = SI eqay (rz) = A ALORS r,. SINON f,

o& eqay est la fonction récursive primitive définie par :

eqay ) = F ‘

eqay epfaney) = fF pour af ag

eqay (r tagxry) Pry trys

clest--dire que : eqay (x) =A @ r= ay



2.6.2.

fonction récursive primitive 6 de deux variable
s telle

me 4: Il existe une

que lorsque r et § sont dans (VU {op*, 6 (r,s) soit le réflechi du quotient |

i de s et f sinon.
A gauche de s par r sir est facteur gauche 

f

Tl suffit de définir § par récurrence de la fago
n suivante :

6 Wes) =e

8 (ey taxrg, s)=d, (6 (ry, s)) pour ac V af#ag

3 = s

6 ( tagyra» s) = SI eqay (x2) a ALOR:

a. is (ry, 8)) SINON aa (6 (yp, 8)

* A

Par récurrence sur la longueur dere (VU fo}) » om montre facilement que

§ satisfait Ala propriété annoncée.

Finalement la fonction EQ (r, s) est défi
nie par :

EQ (r,s) = S16 ), w (s)) = A ALORS A SINONF ;

clest-A-dire que EQ (r,s) est récursiv
e primitive.

2.6.3. Généralisation:

Toute relation binaire sur V peut étre prolongée en une
 relation

sur V: il suffit de convenir que deux ramifications r et s sont en r
elation si les

rV: 
e

raphes (foréts) sous-jacents @ et s sont isomorphes et si les oints "'corres-
j a rp! t siles p

g (foréts) sou: cent: r

i i ; s préci-
pondants'! dans ces graphes ont des Nétiquettes" en r

elation dans V ; plus p

t_ proposition:
r édicat

Soit p un prédicat A deux variables sur V. Pr
olongeons f en un pré

A

£ sur V en posant

a oe

= ft ‘ys tP ir, rh)aA.
eytae, tty tate ride ner atl =neth Gy Fy) Ae rT &, 5

g g
q

2.6.3.

Il suffit de reprendre la démonstration précédente en remplagant 4.

pour ae V, par d. : définie par :

aap wes,
as : (5) +bxr5) =F pour tout a tel que T (b,a)=4 5

a, r (r) tbxr5) = SI rr FA ALORS r) SINON$F pour tout a tel que

r tb, a) =A.

2.7 EXEMPLE DE PREDICAT RECURSIF PRIMITIF.

loésignons par P, (r,s) le prédicat qui prend la valeur "vrai"' si et, seule

ment si, s est une famille de prédecesseur a dans la ramification r (1.3.8.). F

est récursif primitif, en effet :

Ps) =F,

pour b#a P, (ey tbxr,s) = SIP, (x), s) OU PL (r5,8) ALORS a SINON #,

et PB. (ejtaxry, 8) = SIP, (r,s) OU Fe itr a

SINOWS

2.8 COMPARAISON AVEC LES FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES

D'ENTIERS.

2.8.1. Identification de [N et d'une partie de v

L'application qui an ¢ N associe n.ag (oi nay est défini par o.a9=A,

(ntl).ag =n.ay + ag) est une bijection de WN dans la partie {n. a) ne iN} de

% cette bijection est de plus un homomorphisme pour l'addition des en-

tiers et la loi de concaténation dans 9 qui est justement notée +. Dans

la suite de ce chapitre Net {n. ag| nc IN} seront identifiés. Ceci permet

de comparer les fonctions récursives primitives de ramifications, et les

fonctions récursives primitives d'entiers, et aussi, de définir la taille, la

longueur d'une ramification,... comme des fonctions récursives primitives



2.8.2.

2.8.2. Proposition :

Toute fonction récursive primitive entiére peut-étre prolongée en une

fonction récursive primitive sur ?.

Il suffit de prouver =

a) que les fonctions de base qui engendrent les fonctions récursives primi.

tives d'entiers vérifient la proposition.

b) que les fonctions déduites par composition et récurrence de fonctions

vérifiant la proposition, y satisfont encore.

a) Les fonctions de base d'entiers sont :

- la constante 0,

- la fonction successeur ,

- les fonctions projection.

La fonction successeur peut étre prolongée par la fonction’ suc définie

4

sur V par:

suc (A) = ag suc (rtaxys) = suc (r) + ag

ou encore, d'aprés l'identification convenue ci-dessus ;

suc (A) = 1 suc (rtaxs) = suc (r) + 1.

Les prolongements des deux autres types de fonctions de base sont évidents.

b) Soient g,,.-+,8, des fonctions d'entiers récursives primitives a k argu-

ments et f une fonction d'entiers récursive primitive 4 4 arguments qu'on peut

g ‘ 4 : santas, oq; F
f fonctions récursives primitives sur .V, il est clair

g,)

a 2

prolonger en Brees Sy

que ph &,-++)8,) est un prolongoment récursif primitif de T , gp

Si fet g sont deux fonctions d'entiers récursives primitives de k et kt2 ar
-

guments, la fonction h, déduite de f et g par récurrence (sur les entiers), est

définie par:

2.8.2.

Wagneee ag neW) {hg x, 0) =f bg, ..%)

h («, tre Xe ntl) =g (x, sees My My x, ses Xs n)).

Supposons que f et g sont prolongées sur V par f et 2 récursives primitives ;

posons :

“a a

Vepeomme Beem =P, my)

f$ “A
Yr, se VacV (yee They reaxsl=Slyesrer, B ley ees ty PD)
a

hh est récursive primitive et prolonge h.

2.8.3. Longueur taille et hauteur d'une ramification:

La longueur et la taille d'une ramification (1.1.4. } peuvent étre défi-

nies comme des fonctions récursives primitives A valeurs dans N¢ ¥ (en

notant z{r) lalongueur de r et |r| sa taille) :

220, 4 (rtaxs) = 4 (r)tl.

Jap =O, |rtaxs{ = |r| + fs] +1.

Dans le but de "mesurer" la "deuxiéme dimension" d'une ramification

reV introduisons la hauteur de #}.de facon que :

i) h (axr) =h (xr) +1

ii) h (r) soit la plus grande des hauteurs des pseudo-arborescences qui

composent r.

Cette hauteur peut donc @tre définie par :

h (A) = 0

h (rtaxs) = SI h (r) < h (s) ALORS h (s) +1 SINON h (r) 5

ainsi h est récursive primitive d'aprés 2.8.2, car le prédicat associé a

ja relation < sur WN admet au moins in prolongemeni récursif ps hauitit
sur 9; dans le paragraphe suivant nous allons construire un tel prolon-

gement.



significations précises 4 cette notion de "sous-ramification"; ici nous dé-

finissons l'ensemble des sous-ramifications de s ¢ ¢ comme étant la partie

de ¥ Y ® (s) telle que:

FB) = (3

IR (ctays) =SRlr) u PBs) u (rtaxs}-

Pour se ramenef & l'étude de fonctions récursives primitives il est

plus commode de définir le prédicat associé A l'application PR:

Défini|

si SR (r,s) =A, 0&8 SRUne ramification r est une sous-ramification de s

est le prédicat récursif primitif défini par :

SR (r, A) = EQ (r,s),

SR (r,s, tas) = SR (c,8)) QU SR(r,s,) OU EQ (r, 5; taxs2)

La relation "'r est une sous-ramification de 5" sera notée rs.

Montrons qu'il s'agit d'une relation d'ordre ; elle est transitive :

2.8.4.

2.8.4. Nombre d'occurrences de a ¢ V dans une ramification :

Ce nombre (cf. 1.1.4.) que nous noterons n, (r) est aisément défini

de fagon récursive primitive :

n, W)=0,

= +pourb#a n, (rtbxs) n,(r) n,(s)

= +1.et 1 (rtaxs) n,(r) + a, (s)

2.9 ETUDE D'AUTRES SCHEMAS DE RECURRENCE.

2.9.1. Relation d'ordre sur ?:

Il sera utile dans la suite de considérer des "sous-ramifications"

d'une ramification donnée, il est naturellement possible de donner plusieurs

prouvons

() yr, s, te ¥ r<setsct 4 rst

2.9.1.

par récurrence sur t. Pour t = ( c'est immédiat car, nécessairement r = s = A,

sinon t=t;+a xt, et:

s<te(s<t, ou s<t, ous=t)s (ret, ourst, ou rst) (hypothise:

de récurrence); de toute fagon, (Ll) est vérifié.

Pour montrer que la relation < est antisymétrique, remarquons d'abord que :

(2) res et r#s = <|

(démonstration immédiate par récurrence sur s).

Si la relation < n'était pas antisymétrique il existerait deux ramifications

ret s telles que: r<s et ssr et r#s

et,d'aprés (2) : Ir] < et |s| < |r|, ce qui est contradictoire.

De plus la relation < est évidemment réflexive. Enfin elle prolonge la rela-

tion d'ordre sur les entiers car, pour ne IN:

Reag < (nt). ag

puisque (ntl). ag =n. ag t ag:

Nous pouvons énoncer :

Eeepesition '

La relation < est une relation d'ordre sur V qui prolonge la relation

d'ordre sur les entiers.

2.9.2. Comparaisons aux travaux de R. PETER,:

Mme Peter (PETER, 1) considére d'une part un ensemble H, non vide,

d'autre part une famille de fonctions F & arguments dans H et A valeurs

dans H. Elle dit que H est un ensemble holomorphe libre s'il admet une

partition (H.}. , satisfaisant 4 :
iizd

(a) pour i> 0
i=l

xe He (qfeF, VprreYyge Ye H, pe {lk} = fly, y,) et
n=

Yp € H,_)) e



2.9.2.

(b) f, yee +) Yyainsi associés A x sont uniques.

Comme Mme Peter le montre (PETER, 2) H = @ est un ensemble holomorphe

libre en prenant pour famille F les fonctions f, {pour tout a ¢ V). Intuitivement

les ramifications de H, sont obtenues & partir de A en composant i fois des fonc-

tions f, 5 plus précisément, si l'ordred'une ramification y (r) est défini, de fagon

récursive primitive, par:

w W) = 0

w (rtaxs) = SI y (s) sm tr) ALORS» (r) +1 SINON y (s) +1,

nous pouvons poser H, = w” (i) ; la partition (H));. 4 satisfait A (a) et (b).

Parmi les ensembles holomorphes libres Mme PETER distingue ceux qui

sont munis d'une relation < vérifiant les axiornes suivants :

vil (Wxe Hx<x
a)

V2 (Wxe HNHg) & =f Wye yy) eV <% ee Vig < *)

v3 (Wx,y,2@ eH) &<yety<@s x<2)

V4 (WV xe Hp ye H,) k<ysic<j)

ve (VxeH, ye H) w<ys(q2e Hy) (& <@etacy)

V6 en appelant prédécesseur immédiat de x¢ H, tout ye H,_; tel que

y <x, pour f fixé dans F le nombre des prédecesseurs immédiats de f (y,>+, Vie)

est borné par un nombre indépendant de y), +++, Yy-

Les ensembles satisfaisant A ces axiomes sont appelés ensembles holomor-

phes libres ordonnés.

Il est immédiat que la relation < que nous venong de définir dans % satisfait

A Vi.ss+. V6 j ainsi ¥ est un ensemble holomorphe libre ordonné.

nversement si H est un ensemble holomorphe libre pour une famille F |

i

na
fonctions,H est en correspondance bijective avec'un bilangage sur HU F 3 il suffit

de définir l'application n de H dans Hy F par récurrence sur Hordre de xe Hy

Q) "el signifie " < ET #" ; : 7

+3.

2.9.2.

qui est Uentier w (x) tel que x ¢ Aig!

(¢ xe Ho) w bd = x5

pour x ¢ H d'ordre non nul il existe fe F, Vpn VR e H uniques,tels que

xaf Yee Vy) et yy) <w (ew y,) <w (x) 3 1 (x) est alors la ramification

fxlrQy)te. ta y)) :

par exemple, pour x = { (f, bx, x5), f, (f, (x,), x), fy (ey, Xp x,))0 (x} est la

ramification :

Pour montrer que l'application 7 est injective il suffit de remarquer que si

nx) = nly), x et y ont méme ordre (en effet, il est immédiat, par récurrence sur

@ (x} que y (x) = h (r(x))-1), on en déduit facilement que :

nm (x) =n ly)

1 (H) est le bilangage formé des pseudo-arborescences dont les familles qui ont
x Fy.

pour prédécesseur une fonction 4 k arguments sont de longueur k (en convenant

que les éléments de Hy sont des fonctions A 0 argument) ; c'est-a-dire que, si F

et Hp sont finis, 7 (H) est le bilangage grammatical (1.4) engendré par la gram-

maire G = (HouF, : f HouF) qui admet les productions suivantes :

pour xe Hy: Ky = {A}, et pour fe F: Kp=k. (HyuF) si f est une fonction a k ar-

guments.

Les structures considérées par (THATCHER et WRIGHT) et (BRAINERD) sont

analogues.

Fonctions de service:

Nous serons amenés 4 "coder" une suite de ramifications : par une seule ramin
ae 5 ~ ; rs

fication. Pour cela, ary, ++, Ty ¢ V associons v, ey, aT; Ty) définie par :

vy (ry, amr r,) Fagx ty taut ay XT

il est immédiat, par récurrence sur k, que les fonctions Vj, Sont récursives primi-

tives.

Pour "décoder" une suite v,. (r,, ara r,) introduisons la fonction récursive pri-

mitive br (r,s) qui, pour s entier, associe 4 r ce que nous appelerons la gteme

branche de r:



2.9.3,

br (a, sh FA

Abr (ry taxty, s) =SI ssut (e) ALORS br (ry, s)

Sts =4 (r)hi ALORS ry

SINON A.

Dans la suite, nous utiliserons essenticllement la propriété sui
vante, évi-

dente par récurrence sur k?

(Wee N, Pie (Leese Ky br Oy Op eee ya = Fy

2.9.4. Réduction:

Les fonctions récursives primitives sont les fonctions obtenues 
4

r des fonctions de base par compositions et récurrences du typ
e

f(r, a) 3g ()

(a)
f(r, staxth=g, rst f(r, s), f (r,t)

}

parti

suivant (récurrence sur des fonctions A deux arguments seulement).

Montrons en effet que toute fonction h obtenue par Vopérateur 
de

récurrence défini en (2.1.1) est aussi obtenue par compositions e
t récur-

rence de type (a) ; par hypothéses :

1
Arye eas tye AS 8 (ey, -0 ty)

hry vey tye rtays) = ey (ry, see Tyo T, 8, h ye te Th (ry es Fags s))

Posons ;

Wt, ue 7) bh Qu) sh br G0...) br thu),

= ae 1), u).dod h tr), es u) =ht Ww (ry, .

Il reste & prouver que h' est définie par récurrence de type (
a), or:

bt (ta) = gt (br (0), ..+, br tt, 1), )

ht (t, rtaxs) = sh (or(t, ),..., brit, k), 1,8, h(t, r), h'(t, s))

Ainsi,dans la suite, nous nous limiterons A l'étude des fon
ctions & deux

arguments. PEER EEEEEEEESELESES
2.9.5,

2.9.5. Récurrence simultanée:

Soient deux fonctions fi et f définies par:

fy (r, A) = & tr) , f, (r, A) = 8 (r) >

(S)< ft, staxt) = gl es st, & ys), f et, £2 te, 8), £, Ot)

£, tr, staxt) = a (5,8, f, (ys), fst, £2 O58), fy (ew).

Si les fonctions g), gy, gl, ge (pour tout a ¢ V) sont récursives primiti-

ves, f et f, le sont aussi.

Posons Er,s) =v, Wy (ee), £, r,s) 5

ainsi £, &,s) = br & (r,5), 1),

£, br, 8) = br (lr, 8), 2).

Il euffit donc de prouver que f (r,s) est récursive primitive 5 or :

F(a) =v (ele), gyte),

Fr, staxtl=v, [g) (r,s, t, belle, 5), 1), br lr, t), 1), brite, ), 2), be Fe, t), 20),

a2 (r,s, t, br Ete, 5), 1), br Ele, t),1), be He, 5), 21, br le, v2) 1.

Cette propriété se généralise immédiatement 4 n fonctions fp ~, fh définies

de fagon simultanée.

2.9.6. Récurrence sur une suite de valeurs :

: 7 o
Suite des sous-ramifications der ¢ V:

Ctest une ramification sp (r) dont les branches sont les sous-rarifi-

cations de x; plus précisément :

sp (A) =A

{* (r+axs) = sp (x) + sp (s) + ap x (rtaxs).
sp est récursive primitive.



2.9.6.

Pour une fonction f de deux variables nous posons :

sp, (r, A) =f (x, s)

SPr (r, stayt) = SP, (r,s) + 8P, (r,t) + Ag x f (r, stayt)

Proposition :

Si les fonctions g et gf, sont récursives primitives, la fonction f dé-

finite par

f (r, A) = g (r)
(v)

f (vy, stayt) = go (r, sp (s), sp (t), SP, (r, s}, SP, (r, t})

est récursive primitive.

Ce résultat signifie que, si une fonction f est construite par récur-

rence A partir de fonctions récursives primitives dépendant de sous-rami-

fications quelconques, la fonction f est néanmoins récursive primitive. La

démonstration est immédiate :

sp, (r, A) = £ (r, A)

SP (xr, stayt} = SPs (r,s) + sp,(r, t) + axe, (r, sp(s), sp(t), sp,(r, s)sp,(n, t),

ce qui prouve que sp, est récursive primitive, et { définie en (v) l'est donc

aussi.

} 1
—

PES
ys
ae

CHAPITRE 3

DEFINITION ET ETUDE

DES BILANGAGES REGULIERS

Dans ce chapitre la notion de langage régulier (0.1.1.) est généralisée

en celle de bilangage régulier (3.1) ;

Tl s'agit des bilangages reconnus par un "automate" qui explore les ra-~

mifications "de bas en haut et de gauche a droite" pour déterminer un "état'',

appartenant 4 un ensemble fini, qui ne dépend que des résultats de l'explora-

tion des pseudo-arborescences, composant la ramification, le résultat de

l'exploration d'une pseudo-arborescence a yr ne dépendant 4 son tour que de

a et du résultat de l'exploration de r. Il en est ainsi en particulier pour un bi-

langage grammatical, c'est-a-dire l'ensemble des "marqueurs de phrases"!

engendrés par une grammaire : l'exploration se borne 4 vérifier que, sig est

une feuille de prédécesseur a, la grammaire posséde une régle a ::= g ; lors-

quiil en est ainsi, le résultat de l'exploration peut @tre le mot des racines de

la ramification explorée r, de maniére 4 permettre, d'une part, d'utiliser ce

résultat pour explorer une ramification "contenant" r et d'autre part, de dire

sile mot des racines de r est un axiome de la grammaire.

Parmi les propriétés des bilangages réguliers on peut distinguer celles

qui sont des extensions directes des propriétés des langages réguliers : propri-

étés booléennes, stabilité pour la somme et la somme itérée (3.3 3.4). de

celles qui sont propres Ala "nouvelle dimension" des bilangages et liées Ala

possibilité de faire le produit ''vertical' de deux bilangages ou de "greffer"

un bilangage sur un autre (3.4). Cette opération de greffe intervient en parti-

culier dans l'extension du théoréme de Kleene aux bilangages réguliers (3. 5).
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Cette extension, due 4 Monsieur Pair, est énoncée, ainsi qu'une grande

partie des résultats de ce chapitre, dans (PAIR - QUERE, 1)

Les études de (THATCHER et WRIGHT) et (BRAINERD) relatives a des

pseudo-arborescences d'un type particulier (cf. 2.9.2) et celle de (THATCHER) sur

les pseudo-arborescences entrent dans le cadre qui est présenté ici. En par-

ticulier on trouvera dans (THATCHER) des théorémes analogues & (3.2.2) et

(3.2. 8) et dans (BRAINERD) un résultat comparable 4 (3. 2. 9).
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3.1.1.

3.) OEY INTTION DES BILANGAGES REGULIERS,

Un bilangage L sur V est dit régulier q'il existe un binoide fini® ,

une partie @' de ®@ tels que, si 4 est l'homomorphisme de v dans 6,

Le 4c (®). Nous dirons que L est associé au triplet (@ ,®@’ , 4).

Il s‘agit 14 d'une généralisation immédiate de la définition des lan-

gages réguliers comme images réciproques de parties d'un monofde fini

par un homomorphisme de monoi‘des (0.1.1).

Il est possible de donner d'autres définitions analogues pour les bi-

langages réguliers, en utilisant les diofdes (1.5), ou méme des structures

plus simples, telles que les semi-binoides que nous allons définir (la:

structure de semi-binofde s'apparente A celle de mémoire pour les lan-

ges (PAIR, 3). Nous montrerons que toutes ces définitions aboutissent A

la méme notion de bilangage régulier.

Dans la suite nous dirons qu'un bilangage L sur V est associé au tri-

plet (¢ /€ 17) od % est un ensemble, @ une partie de $ et j) une applica-
A -

tion de V dans si L = 97) (8').

3.1.2. Semi-binoide :

Un semi-binofde sur V est un ensemble muni d'une loi de composition

interne (notée +) et d'une loi de composition externe 4 opérateurs dans V

(notée yx). Appelons semi-homomor phisme 8 droite une application go de %

dans un semi-binoide g sur V telle que:

(Wr, 66 V, ae V) o (rtays) =g (r) ta yg (s).

(Un semi-homomorphisme 4 gauche est une application de t dans g

telle que :

(Wr, sc ¥, ae V) g layxrts)=axg tr) +g is)



3.1.3.

3.1.3. Proposition :

Pour tout semi-binofde g, quelque soit e¢ R, il existe un semi-ho-

A

momorphisme A droite unique ¢ de V dans g tel que ¢ (A) = e.

Il s'agit 1A d'une’ conséquence immédiate de (1.1 .3)-

3.1.4. Théoréme:

(a) = (b) :

Soit un bilangage L sur V;les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) L est un bilangage régulier.

(b) L est associé A(H ,H', 6) odD est un diofde droit fini et § un D-homo-

morphisme.

(c) L est associé &,(, @',c) ol R est un semi-binofde fini et ¢ un se
mi-

hornomorphisme A droite.

Démonstration : Nous suivrons le schéma (a) = (b) = (c) = fa).

Lest associé A(B, BP, 4) (cf. 3-1-1.) Pour tout re } définissons l'ap-

plication h, de ® dans® de la fagon suivante :.

h, = ld (Id désigne lidentité dans ® )

(Yr, se Wace V,¥beB) by, wb) =y We) taxh, (bl.
rtaxs

Montrons par récurrence sur r, que!

¥ } élé ®)q) VreV h_ (e) = 4 (r) (en notant e 1'élément neutre de®).
r

Pour r =A? h (e) =e = 4 (A)

Pour r = rytayrz (e) = y (+ axhy (e)

. = y (ry) + axy (r,) {hypothése de récur-
rence)

(car y est un homo~= + )

wae morphisme)

2) (Wr, se Bebe B) hy, bay) th, ©)

(immédiat par récurrence sur 4 (s)). EREEEEEEEEEELEEERH
a

3) se¢ V) h =h,, .(Wr, se beh oh,

Procédons par récurrence sur r ; c'est immédiat pour y=, sinon

rer) +ayr, et, pour be ®:

Hee tar) xsl) ~ Britaxe,xs ©)

= y (+ ah, xs?)

Fy ty) + anh th, (b))

=h, oh. (b).ry taxr, s (

Dans lensemble B® des applications de® dans & définissons la

loi par:

g®
(Vi, ge > be®) (xg) (b) =F (e) + g (b) pour g # Id,

fxld=f.

D'aprés (1) et (2) nous avons :

a

(4) (Wr, 8 ¢ V) hey, Th, th,

Liapplication 6 : rreh, est donc un D-homomorphisme pur les lois +,

your Vets + surB®TM . ainsi s (Dest un diotde fini. De plus :

rele ¢tleBoh, (cB,

Legh (ee B® [flee Bs

ce qui prouve que L vérifie (b).

ou encore

(b) = (c) : L est associé A (M , QD’, 6) od, par hypothése,D est un

diofde est § un D-homomorphisme ; les lois sur) sont notées + et x ;

posons :

(Vac V¥ded )

Il est clair que, pour les lois + et x',D est un semi-binoide et g un

ax'd=6 (aly d.

semi-homomorphisme 4 droite ; c'est-a-dire que L vérifie (c).



(c) = fa) : L est associé a (pg, @', o), et il s'agit de trouver un binofde fini 33 sur

V, une partie g de® tels que si y est l'homomorphisme de ¥ dans ® , L soit

associé A (B ,H', W-

Définissons, par récurrence sur r¢ %, une application 4 (r) de Q dans RQ:

- y WA) est Midentité dans g

- pour ae V, s, teVetbeR: .

yistayt) bb) sy (s) bl taxe {t).

Il est alors immédiat, par récurrence sur r, que:

(L) si nous posons e=g (A), 4 () lel =o &),

2iV¥seW) yistxr)=yG@), y bs)

D'aprés (1):

(3) ¢ faxt) &)=bt axy (t) Ce).

Les assertions (2) et (3) prouvent que y est l'homomorphisme de } dans

l'ensemble a® des applications de g dans g, muni des ‘deux Lois suivantes, qal

en font un binofde fini :

~(¥a,atenTM A tateaton

- Pour acV, re RTM a yi transforme beRenbtay, le}.

Enfin :

reLeglthe giey &) lebc a’

L est liimage réciproque par 4 de l'ensemble des i ¢ a® tels que ) fe) ¢ Q',

ce qui achéve la démonstration.

3.1.5. Remarques

a) Dans l'énoncé du théoréme 3.1.4. il est possible de remplacer

diofde droit par diofde gauche, D-homomorphisme par G-homomorphis -

: . >

me, et semi-homomorphisme 4 droite par semi-homomorphisme a

gauche : la démonstration est analogue.

b) La définition 3.1.1. et le théoréme 3.1.4. sont valables pour Vv

fini ou non.,
|HEEEEEEEEEEEESEERES

3.1.6. Proposition:

L'image par transcription d'un bilangage régulier est un bilangage

régulier.

et

”~ aw

Soient deux ensembles V et V,, 9 une transcription de V dans V
Lv Vv

L un bilangage régulier sur V, associé autriplet (®, 4). Soit vy
A :

application de vi dans # ( &) définie par :

= A

aT () = 4 © Me), pour r,¢ V).

D'aprés la définition d'une transcription, il est immédiat que :

: -1 _ pel -1(1) pour Ty 8) € v, 0 (r, + 8) =9 (r,) +0 (s,),

*(A) yo (r,}
, A “1 7

(@) pour Ape Vy, tye Vy, OT MAL x ry) = OT" (AY 1

Par suite:

yy & + spe y (on) (r)) + ou} (s,))

W A, xt re (on (A,) x o7 (r,))

Ainsi, en munissant i (@®) de la structure suivante de binoide sur Vis

$1 St lhomomorphisme de ¥ dans (®):

pourm, Me # (®), Ape Vymem' = {m +m! mem, m'e Mf},
A,X ms {A ym | mem, 9 (A) = Ay}.

De plus ;

6 9(L) e (re L) (9 (e) = ry)

o (dre ¥) ty @) eB! et 0 &) =r)

2 y (07 (r)) NBEO

*y

\

O {L) est l'image réciproque par 4, de l'ensemble des parties mde ®

‘ ee v

qui ne sont pas disjointes de®' .



3.2 EXEMPLES DE BILANGAGES REGULIERS.

3.2.1. Proposition :

%, {a}, {a} pour tout ae V, sont des bilangages réguliers sur V.

Construisons dans chacun des cas un couple &, % satisfaisant a

la définition 3.1.1. :

1) Pour ¥ :8 =® = [e}; ete=e; aye=e.

2) Pour {A,B = {0, e} ,O = {e} ; pour b, b' dans® et a dans V:

bt+b't=SIb2b!' =e ALORS e SINON 0; axb=0.

3) Pour {a}, = {0, 1, e}, BR = {1}, la somme + est commutative et,

pour b eB 3

l+b=SI b=e ALORS 1 SINON 0;O+b=0, etbe=b,

a, xb=0 pour a, #a oub#fe, ayee=l.

3.2.2. Théoréme :

Tout bilangage grammatical est régulier.

Soit G=(V,s=, X) une grammaire. Rerrarquons qu'il existe un monoide Mh

tel que les langages X et K (ensemble des productions de a), pour tout

ae V, sont images réciproques par un homomorphisme de monoides, de

parties de jm; ceci résulte du lemme suivant :

3.2.3. Lemme

Si Ky et K, sont deux langages réguliers sur V, il existe un monoide

fini [7], deux parties Ty, et Thy def et in homomorphisme p de v* dans [i

tels que: K, = _ im) K, = oe (m,)-

Par définition, K) est associé Aun triplet (‘% v ‘ge’ p by et K, a

(@,, 65 ig) ot 6 1 et 6 > sont deux monoi‘des finis.

ll suffit de prendre pour ff le monofde produit e, x €> et pour y

Mhomomorphisme produit :

Woe v*) p (ad = yy (a), wg (ad)

Ainsi

Ky = up (6) =u 84 x B,)

aK, Ke (65) =p (8 x By)

ce qui prouve avec le lemme my = 8 x G,. M2 = B. Xx @'. Ce lemme s'étend

naturellement 4 un nombre fini de langages réguliers.

Par conséquent, chaque langage K_ de la grammaire G peut &tre associé 4

un triplet (m, Ta! yd et Xa (m, Tyg yu). Ceci nous invite 4 envisager l'application

qui 4 toute ramification r engendrée au sens large par G associe l'image par

A

reV:de son mot des racines ; plus précisément posons, pour

y (r) = Slr ¢ BG) ALORS, (p (r)) SINON 0

{oi 0 est choisi de fagon que 0 ¢ m). I reste 4 munir MU {0} d'une structure de

‘binofde telle que y soit un homomorphisme. Dtaprés 1.5.3. :

y +s) = SI x ¢ GG) et 5 ¢ & IG) ALORS y (p (r) + p (s)) SINON 0

y lax r) = Slr ¢ ¥ (G) eta s:= p (r) ALORS y (a) SINON 0.

D'ov la définition des lois de binofde sur 7] U {0} (la loi de monoide dans 1 est

notée.) :

m+m'= Slm #0 et m'#0 ALORS m.m! SINON 0

ay m= SIm# 0 et me tt, ALORS y (a) SINON 0.

Ainsi y est l'homomorphisme de % dans Mu {0} et:

re¥F Ge reBlGhety (rheMy 2 ¥ (r) FOety @leMy ey (r) ¢ My,

autrement dit ¥ (G) est le bilangage régulier associé A (MU {0}, My, ¥)

En particulier tout langage régulier X est le bilangage grammaticai engen-

dré par la grammaire (V, ::=, X) ot tous les langages K, sont réduits au mot

vide ; clest-a-dire ;



» 3,.2,4, Corollaire :

Les langages réguliers sont des bilanges réguliers.

On retrouve , comme conséquence du théoréme 3. 2.2., les ré-

{l)
sultats de la proposition 3.4.1. °°.

3.2.5. Remarque :

Le lemme 3.2.3. s'étend immédiatement aux bilanges réguliers :

deux bilangages réguliers sur V sont images réciproques par homomor-

phisme de parties d'un méme binofde fini.

Nous verrons plus loin (3.4. 14.) qu'il existe d'autres bilangages ré-

guliers que les bilangages grammaticaux. Le théoréme 3, 2.2. admet

cependant une réciproque faible (3.2. 8.) qui résultera de l'étude suivante.

Parmi les bilangages grammaticaux nous allons envisager les bilan-

gages ldcaux qui généralisent les langages locaux en ce sens que leurs ra-

mifications ne sont soumises qu'a des contraintes de ''voisinage" ; les ré-

sultats obtenus sont tout 4 fait analogues 4 ceux relatifs aux langages

locaux.

3.2,6. Définition :

Etant donné trois sous-ensembles de V°: v , d, f et trois sous-en-

sembles de V: D, F et §, appelons bilangage local défini par Vv, 4, f,

D, F, 6 le bilangage grammatical ¥ (G) engendré par la grammaire

- pour tout a ¢ V l'ensemble des productions de a est le langage régulier

formé du langage local [{b | (a,b) ed}, ¥, {b| a,b) ¢ f}} réunia

(1) Diautre part, si <p,¢> est une espéce (species) finie au sens de Thatcher et

Wright (1966) l'ensemble des termes T_ peut étre identifié a un bilangage ré-

gulier (engendré par la grarnmaire de © vocabulaire y, d'ensemble d'axiomes

E08, pour toutfe x, K, = pol) et les parties de T_ qui sont reconnaissables
sont les bilangages réguliers contenus dans Ty z

FEEEEEE EER EERERSES
3.2.7.

{A} siae & (cf. 0.1.2) 5

~ Xest le langage local [D,%, F].

Les bilangages locaux sont réguliers. La réciproque est fausse

(3,4, 14.) ; cependant le théoréme suivant donne une nouvelle caracté-

risation des bilangages réguliers 4 partir des bilangages locaux:

Théoréme :

Les bilangages réguliers ne contenant pas la ramification vide sont

les transformés par transcription des bilangages locaux, et eux seuls.

Les bilangages transcrits des bilangages locaux sont réguliers (3.1.6.

et ne contiennent pas la ramification vide,

Réciproquement soit L un bilangage régulier, associé A (® ,®, 4),

ne contenant pas la ramification vide. _Envisageons l'ensemble fini

UV =b2 , v et l'application § de ? dans‘V définie par :

8 (A) FA,

sBirtaxrt)=6 &)t+[ @taxrt), y(axr, adbxs (eo).

Par récurrence sur l'ordre d'une ramification r # \ de %, il est facile

de prouver que § (r) appartient au bilangage local ® sur V défini par :

D= {tb b, al], ¥=((, ba), to, + dy, BY ad}, F=V,

a= 0 xD, f= {lb axbdl, ad, bf, bh, a}, = (lb, y (a), a},

odb, b,, bz, bj, b}, décrivent® et a, a' décrivent V. De plus r est

- an

déduit de (r) par la transcription 0 de dans V définie par

O (b), baa) =a:

0.6 ie) =
a

(1) pour tout re V, .

Inversement, soit s une ramification de %. Montrons, par récurrence

sur l'ordre de s, que:



(2) 5 , @(s}=s,

d'ob il résulte que la premiére composante de la derniére racine de 5 est

(@ (s}).

Liassertion (2) est évidente sis est vide. Sinon,

s=s! + ((b,, bo, a) xs").

Diaprés l'hypothése de récurrence :

5, 9 ls} =4 (0 (s) +a yx @ (s'"))

= sit {ly 2 Ols)taxy . O's), axy, O (5), ay 3")

Toujours d'aprés l'hypothése de récurrence, comme s appartient 4 &,

nécessairement :

bo =axy 09 (s"),

bp =y¥. Os tb,=¥. 9s taxy. 9 8");

et finalement § . O(s)=s.

Les assertions (1) et (2) prouvent que § est une bijection de ? sur &, dont

la bijection réciproque est la restriction de 0 4 2.

Comme la premiére composante de la derniére racine de ¢ (r) est ¢ (r), L

est transformé par 4 en un bilangage local B qui différe de $ uniquement par

son ensemble final

F! = {(b,, bj, a) | b, ¢ B'}-
2 2

Autrement dit 4 (L) = et 0 (8) =L.

Le théoréme est ainsi démontré. La démonstration prouve de plus qu'un

bilangage régulier est déduit bijectivement dm bilangage local par une transcrip-

tion.

t t .D'autre part, Ly {aj} =e ( u {a}) et iy { A} est un bilangage gram- ae)
matical ; il en résulte la premiére des deux conséquences suivantes : ae

a. I

3.2.8.

3,2.8. Conséquences :

a) Tout bilangage régulier est déduit par transcription d'un bilan-

gage grammatival.

b) Tout bilangage grammatical ne contenant pas la ramification vide

est déduit par transcription d'un bilangage local.

3.2.9, Théoréme.:

Les langages de Chomsky sont les ensembles des mots des feuilles

des bilangages réguliers et eux seuls.

Les langages de Chomsky sont les ensembles des mots des feuilles

des bilangages grarmmaticaux qui sont réguliers. Réciproquement, tout

bilangage régulier L est transcrit d'un bilangage grammatical dont

les mots des feuilles forment un langage de Chomsky ; donc les mots

des feuilles de L, qui sont les transcrits des mots des feuilles de® ,

forment encore un langage de Chomsky.

Examinons aussi l'ensemble des mots des racines d'un bilangage

régulier ; clest le transcrit de l'ensemble des mots des racines d'un bi-

langage grammatical, engendré par une grammaire G = (V, ::=, X)};

c'est donc le transcrit du langage Xf {ae V | BG, a) # oy" qui est

régulier ; ainsi l'ensemble dag mots des racines d'un bilangage régulier

est un langage régulier. La réciproque découle de 3.2.4. D'ou l'énoncé :

3.2.10. Théoréme :,

Les langages réguliers sont les ensembles des mots des racines

des bilangages réguliers et eux seuls,

En particulier, tout bilangage régulier sur V qui est un langage sur

V est un langage régulier.



3.2.11. Contrexemples de bilangages réguliers :

3.3 PROPRIETES ELEMENTAIRES DES BILANGAGES REGULIERS,

3.3.1.

3.3.2.

3.2.11.

Soient deux ramifications distinctes r et s, et L l'ensemble des

n.y +n.s pour n entier. Tout homomorphisme de binofdes est un homo-

morphisme de monoides pour les lois internes +. Si donc L était un bi-

langage régulier, ce serait aussi un langage régulier du monoide libre

engendré par r et s: L n'est pas un bilangage régulier.

Proposition : Propriétés booléennes :

Le complémentaire dans ¥ d'un bilangage régulier sur V est un bi-

langage régulier. L'intersection et la réunion de deux bilangages vee
liers sont des bilangages réguliers.

Si L est le bilangage régulier associé 4 (® ,', y) o est le bi-

langage régulier associé 2 (@, (2. y) :

Si Ly et L, sont deux ease réguliers il existe un binoide fini
Q® et deux parties 8, et e, de ® tels que, si 4 est l‘homomorphisnie de

Pdans®, 1, = 41 (@ jet Ly = 47 (B 5) (cf. 3.2.5.). Dans ces

conditions :

-1 -1 :
Linh, =y (® 1B), LyULZ= 4 (B | uB,).

Proposition :

Le bilangage réfléchi d'un bilangage éguliee est régulier.

Soit un bilangage régulier L associé 4 (& 8 , ¥) 3 définissons

l'application Pde ¥ dans® par:

Feday ©),

en particulien Y (r+ s) = ¥ (s) +7 ()

Flaxr)=axTlr)

3.3.2.

a

Par conséquent fest l"hormomorphisme de V dans 0 muni de la struc-

ture de binofde sur V définie par la loi de composition interne :

~

b¥bt=b¢b

et la loi de composition externe y.

Enfin, il est clair que Le vr (B); don T est régulier.

3.4 STABILITE DES BILANGAGES REGULIERS RELATIVEMENT A PLUSIEURS

- OPERATIONS.

3.4.1. Proposition :

Si L et Lt sont deux bilangages réguliers sur un vocabulaire V, les

bilangages L + L' et x L sont réguliers.

: Nous savons que:

~ tout bilangage régulier est transcrit d'un bilangage grammatical ;

- le transcrit d'un bilangage grammatical est un bilangage régulier.

En outre, si 0 est une transcription, il est clair que 0 (L + L') =

O (L) + 0 (L") et © & L) =x 0 (L).

Par conséquent il suffit de montrer que si L et L' sont deux bilan-

ges engendrés par les grammaires G = (V, ::=, X) et G'= (V', ::5, X‘),

sur deux vocabulaires V et V' qu'on peut toujours supposer disjoints,

L +L! (resp. * L) sont des bilangages grammaticaux sur Vy V' resp. V).

Il est évident que L + L' est inclus dans le bilangage ¥ (G,) engendré

par Gg = (Vyuv', := OU X + X'). Réciproquement soit re ¥ (Gy) 5

le mot des racines de r appartient 4 X + X' donc il existe deux ramifica-

tions s et s! telles quer=s#s', 9 (5) ¢ X, p (s') a X' (1.3.6.). On voit

par récurrence, en utilisant (1.5.3.), que, sit appartient 4 & (Gp) et

p (t) a V*, alors t appartient a& (G), car V et V! sont disjoints ; ainsi

s est dans& (G) et, comme p (s) est dans X, s appartient a L, ; de méme

|
| || |



3.4.1,

fagon, s' appartient 4 L', ce qui achéve la démonstration.

Montrons que l'itéré x L n'est autre que le bilangage engendré par

, &X). est évident que x L est inclus dans ¥ (Gj). Réci-

proquement soit r_- ¥ (G)),i 9 (x) appartient a # X et r s'écrit r. + 41 Fae

ot les ramifications Tyres ts, ont leur mot des racines dans X.

Comme & (G,) =¥ (G), r,,..., 7, appartiennent 2 (G) et, aussi a

3 (G) = L; autrement dit, r appartient 2 * L.

3.4.2. Proposition :

(a) Si L) et L, sont deux bilangages réguliers sur V, les bilangages

Li xp lg et Ly xg Lg sont réguliers.

(b) Si L est un bilangage régulier, L* est régulier.

Lemme : Si Ly et L, sont deux bilangages réguliers il existe un binoide

fini® , deux parties Get a, de & telles que, si ¥ est l"homomorphis-

me de ¥ dans Ba elélément neutre de® :

Ly = 41 (By), Ly = 9 (B,) et (ap ey le.

Soit % , un binofde fini tel que L, et L, soient images réciproques de

parties de B, par l'homomorphisme ¥o de y dans & 0 (3. 2.5.) ; notons

& élément neutre de Bo 3 e étant un élément qui nlappartient pas 4

'®, i protongeons 8® = 4 u {e} les lois de binoide de 9 , en posant :

pour be B® e+tb=bte=b

pour ae V axe=axeg.

Liapplication y de % dans ® définie par

§ le) = Yq (r) si r#A

y (alee

est l"homomorphisme de 7 dans ® . Ul est clair que y7! (e) = {A} et que

L, et L, sont images réciproques de parties de ®. BEEEELEEEREERERER EERE
3.4.2.

Revertons 4 la démonstration de (a) : L, et Ly sont associés a

(BB yp vet (8,8 2) ¥) Satisfaisants au lemme, Dans un premier

temps nous supposerons que L) et L, ne contiennent pas A. Soit l'appli-

cation € de ¥ dans l'ensemble produit & = F (@) x {0,1} définie par :

er) = {yO} UC(yE),D| rer xp lh, etrttab;

ainsi Ly xp Lys tre Ve bin (B, x (1) #8).

Il reste & munir l'ensemble fint & d'une structure de binoide de

fagon que € soit un homomorphisme ; examinons donc ¢ (A),

€ (rts) et € (axr);

€ (A) = (le, 0)}

& (rts)={(ylr)ty(s), OFU [rD, [rts erttxp by etr'# al,

or, sis n'est pas vide:

(r' # a) et (rtser! xp Ly) @ (4 oc # a) (et = rtrl et 6 ¢ Fr" xp L,)

et, done pour s#A:

g (rts) = ( (yr) + ols), OJUL(yr) ty NM, | ser" xp Ly et rr FA).

Diautre part :

€ (axr) = {laxy (©), 0} U (Cy, D | axre ri xp by etri#ays

et:

(e'#A) et (axr ¢ t'xpl5) @ (r'=a et reL,) OU (Ar"'#A, risaxr"! et rer''xpla).

d'ot °

g (axe) = {laxg(e), 0)} U Claxyle"), DJr er" xp Ly etr"#a} sir gh,

g (aye) = {(axy(e), 0} U (laxye), Dr er'xp by et r"#ajuf(y(a), Dysi re Ly

Ii suffit donc de munir fy des lois suivantes {noté Qh pols

BB chetacv:



- SiS # {(e, 0)},

$3 + B = ((b'+d", 0}| (4, 0) cB', (b", 0) eB juLlo'+d", 1) (b', Oe B, to", DES}

- B+ {leo} =8,

~ a xB = [(axb!, 0)] (0%, 0 B YU {laxb", | (o', Ve B) siB'n (Bx (0}) = 0,

= @ xB = {axb!, 0)[ (4, 0) BI U (laxd5 VD] 4, eB Ju ((yla,1j si

BiG ax (0p) #9.

Ly Xp Lz est donc régulier.

Si L, ou L, contient ( il est facile de se ramener au cas précédent :

nely nfl 2 Ly xp by = (yy (Ap Ly U Ly

AGL, Aceh, = Lyxp hs = ly xp &ar {apub,
Aely, Neby 2 Ly xp bys (Ly {AP xp (Ly (ap) UL, UL.

Enfin L, x. L i =P, xf1X gb, est régulier car L) x,l,=1, xb.

La démonstration de (b) est tout 4 fait analogue. Remarquons tout d'abord

que, pour tout bilangage L :

(Ly (aye = L*

I suffit donc d'étudier le cas ot L ne contient pas A. L est associé &

(® ,B |, y) od y satisfait au lemme. Soit ¢ 1application de 7 dans

& =F (®) x {0,1} définie par :

ge) = (yO), OF U fly ND | re rtyL* ete! #aj;

alors :

re L¥rs,q OU (3r'eL) (rer'xL*) #¢ (x) = (le, 0)} og (r) 1 (@,x{1}) # 8
> x : Eni.

C'est-A-dire que L” est l'image réciproque par g d'une partie de B que nous no-

terons By’,

Etudions l'application €:

& (a) = (fe, 0)},

pours#A:

3.4.2.

z (rts) = ((y Cr) + y (8,0) U f(y Ge) ty OM, Ds er" x L* ete" # a},

d'lautre part :

€ lar) = (laxy(e), 0} U (laxple"), D| re r"xL* et r" AA} sir yg L*

€ (axe) = (faxyle), 0} U Claxylr"), D[ ve 4L* ete FAPU {Gla 1} sire L*

Finalement il suffit de munir B, de ia méme loi interne qu'en (a), et de la loi

externe :

ax@ = {(axb', 0)] (b!, 0) © BJ u (laxb!, LI] fo, e By siW'e BY,

ayD = {(axb!, 0)[ (b', 0) ¢ BYU (laxd', V] (o',) eB} v ((yla), Dy si Be a.

3.4.3. Corollaire

Si L est un bilangage régulier sur V, pour tout ae V, ax L est un

bilangage régulier.

Dans le chapitre suivant nous serons amené & étudier des fonctions

polynémiales dans % (4. 1.) ce qui permettra de généraliser les proposi-

tions 3.4.1 et 3.4.2 (4.1.4).

Introduisons maintenant un nouveau produit entre deux bilangages L

et L', qui consiste, intuitivement, 4 associer aL et L' l'ensemble des

ramifications obtenues en ''greffant"' A toute feuille a d'une ramification de

L, une ramification de L'.

3.4.4. Greffe, greffe itérée :

La greffe ena d'un bilangage L sur une ramification r est le bilangage,

noté g, (r,L), ou ry, défini de la fagon suivante, par récurrence sur la

ramification r : pour a, be V, r, Se q,

Ye (a, L) = [A} >

& (x + s,L) = y (r, L) + y, (s,L),

&, tb xz, L) = bx GL) sibteourén,

Y a Lisaxd.



3.4, 4.

La greffe en a d'un bilangage L sur un bilangage L' notée L', L est le

U
a

reL!

bilangage

: ka ee

La greffe itérée en a d'un bilangage L est le bilangage L” “ défini par :

Ls fay, LP@=L.LP44 pour pal et La = U,
a 3 az

LPa

09 wa

LLP? est noté L*.

p=l

Le bilangage

Avant de montrer que la classe des bilangages réguliers est stable pour

ces nouvelles opérations, indiquons quelques propriétés simples qui nous seront

utiles.

3.4.5, Proposition :

Soient a un élément de V, L, et L, deux bilangages sur V, 1, ne

contenant pas la ramification vide :

ra Gy gy byl =@ al) al,

La proposition se démontre par récurrence sur r, en quatre étapes,:

fa=rta

(b) =x sr'ty"

(ec) r =byxr! avec b#a our#A

(d)r=a

Nous ne traiterons que ce dernier cas, lés autres étant immédiats 
:

a. (L,. 1) sax (Ly. Ly)(lag geleg) Sai WL he

zax(U rv.)
U rel, @

3 ax te, Ly)
rely “

= iV axr) . Ly car Ly ne contient pas A
re 1 a

fax), Ly

=fa.L). L,.
pep ee

3.4.6. Conséquence:

| Soient L, L,, L, des bilangages sur V, Ly ne contenant pas A:

Lg (yh), bat,

3.4.7. Proposition :

| Ste appartient & te, Li, alors p is) =p

Ce résultat est immédiat par récurrence sur r.

3.4.8. Conséquence :

Si s appartient A L*, g-X(s) est le mot des racines d'une ramifica-

tion de L.

La démonstration est immédiate pour s ¢ LTM ® par récurrence

sur nal.

3.4.9. Proposition :

Toute famille de prédécesseur b différent de a dans une ramification

de y (r, L) est une famille de prédécesseur b dans r ou dans une rami-

fication de L. Toute famille de prédécesseur a dans une ramification de

Ger, L) est:

- soit une famille non vide de prédécesseur a dans r,

- soit une famille de prédécesseur a dans une ramification de L,

- soit le mot des racines d'une ramification de L.

(Immédiat par récurrence sur r).



3.4.10.

3.4.10. Conséquence :

Toute famille de prédécesseur b dans une ramification de L®

est une famille de prédécesseur b dans une ramification de L, ou, lors-

que b =a, le mot des racines d'une ramification de L.

3.4.11. Proposition :

Si L, et L, sont deux bilangages réguliers L, , L, est régulier.

L, et L, peuvent @tre associés respectivement & (Q ,B P 4) et

(B, By od 4 satisfait au lemme (3.4.2.)b =! (8) x (0,1) est
un ensemble fini ; soit l'application ¢ de V dans définie par :

ge) = (GO), HU Ly EOD) re & GL).

Alors Ly ,L, 2 {re % | ¢ @)n (, x (1) #9).

Afin de munir de lois telles que & soit un homomorphisme exami-

nons € (A), € (rts) et & (ayxr) =

z W) = {le, 0), (e,1)} od e est "élément neutre de® .

ge (r+s) = {ly (rts), OFU (ly HU) | rt se 4. (t',L5)}

= {(y@) + ¢ls), OF U (Cy) + ye, Dire |, (Lp) et se y, (st, L)} 5

en effet, comme r + s et t! ont méme mot des racines (3.4. 7.),il résulte

de la proposition 1.3.6. que :

rtse &, te, L,) = (driet st) (Flt st = thet re @, (!, Ly) et se G, (51, L2)

la réciproque est évidente.

g (axr) = ((ylayxr), OFU (ye, | axre &, (r', Le)}

Or, comme ay xf et r' ont méme racine aj, pour a) fa:

ap xtc GY, bby) (Ar) ets a x rtetr ec &, bML,))

D'autre part:

ante G(r! L2) © Girl) GM FA ot risaxr" et re GC", L2)) ou

(rt'saetre L,).

3.4.11.

Par suite :

& laxr) = {layxylr), FU (@pxyle),D] re G(r", Lj} siap#a,

& (axr) = {laxy(e), O)}U(lax¢le), D] re Gl", L) et x" Fa} sire Ly

€ (ayr) = {laxytr), O}U (laxyle"), D] re Gq", U5) ete" An} U

{ @,} sire Ly.

Pour que € soit l'homomorphisme de ¥ dans 4, il suffit donc de munir &

de la structure suivante de binoifde sur V:

pour ®',@'e fh, A, Be V:

B + B= ((o'#b", 01] (!, 0) Bi et (b!, 0) e BU( M+", 1)] (b', 1) eB et

"0 6B"),

ax B= (layxd!, 0] b', Oe DJ ULlaxd', V[ be GB} sia, #a

ax = ((axb!, 0)| (b', 0) ¢ B Ju (axb!, 1)| (b!, Ve Bet b'#e} si W n(H,x{0})= 9

ax! ={(axb!, 0) (b!, Oe B Jul (axb!, DI] (b'1) eM et b! # ef u { (axe, )}

si BN (B, x (0) # gH.

1 1 big est done régulier.

3.4.12. Proposition :

Si L est un bilangage régulier, L¥* est un bilangage régulier.

L est associé & (&%, ® |, y) ot y satisfait au lemme (3.4,2.). Envisageons

l'ensemble fini & =F (@), et soit ¢ l'application de 7 dans fs définie par :

etr)={y') | re 4. tr’, L*)),

Alors :

re L¥®er=aou (Fre L) re 6,0, L¥)) 5 g(r) ={e} ou e(r)q B, #9.

De méme que précédernment :

€ (A) = {e}

g ft) = (yD Hy) | re Ge (!, LEY) et se g, (6, L*) }

§ (ay xr) =fa xy) | re Ga, (r"', L*4)} sia) #a



3.4.12.

@ faxr) = {axy (r") | re & (rh, L¥4) et rt # A} sir ¢ nae

u

4 ka, . &
€ (axr) = {axy (e") | re G ("Ly et re" ALU {ylal} sire L a

B est muni d'une structure de binofde telle que &€ soit l'homomor~

a

phisme de V dans Fy si on pose:

B +B = {b! + pil | bt eB , bt eD"}

a :

a, x B= (a, x db’ | bie® jsia ta

ax® = {axb! | b'c A et b' # e} siB # {e} et Bo & =

a x@ = {axb' b' ¢ Bet bt fe} u {axe} siB’ = {e} uBnB, #H.

A

Les parties finies de V sont des réunions finies de ramifications,

qui sont des combinaisons finies par + et y d'éléments de V ; d'ot le

résultat suivant (en appliquant : 3.2.1 , 3.3.1 , 3.4.1 et 3.4.3):

3.4.13. Proposition :

A

Les parties finies de V sont des bilangages réguliers.

3.4.14, Remarque:

L'ensemble des bilangages grammaticaux sur un vocabulaire fini V

niest pas stable pour les opérations de réunion, somme, produit et greffe.

En effet, définissons par exemple, L, par son axiome {a} et les produc-

tions de aK) at fa, A}, et L, par son axiome {b}, les productions de b,

Kary = {b, a}, et les productions de ae, a" {A}. Si une grammaire en-

gendrait Ly U L, (resp. Ly + L,) elle devrait comprendre les régles rela-

tives A L, et celles relatives a L, de sorte qu'elle engendrerait des ra~
l

mifications telles que: byavya (resp. atbya x a} qui n'est pas dans

Ly U Ly (resp. Ly + L,). De méme il est aisé de prouver que si Ly x Ly

ouL,. L, étaient grarmmaticaux, ces bilangages contiendraient des ra-
la 2

mifications telles que a y by ax by ace qui n'est pas possible. Les

3.4.14.

bilangages L, U Ly, Ly +L Ly x L,, L, . L, sont donc des exemples
2’ la 2

de bilangages réguliers et non grammaticaux.

3.5 GENERALISATION DU THEOREME DE KLEENE POUR LES BILANGAGES

REGULIERS.,

3.5.1. Définition :

On appelle bilangages complétement réguliers sur un ensemble V lesEEREESE
bilangages sur V qui appartiennent au plus petit ensemble des parties de ¢

contenant les parties finies et stable par réunion, somme, somme itérée

ainsi que par greffe et greffe itérée en tout élément de V.

Il résulte done des propositions 3.4.13, 3.3.1, 3.4.1, 3.4.li et 3.4.12

que tout bilangage complétement régulier est régulier. Inversement, tout

langage régulier est un bilangage complétement régulier d'aprés le théo-

zine de Kleene. Mais il est faux que tout bilangage régulier soit complé-

tement régulier, comme en témoigne l'exemple suivant.

3.5.2. Exernple :

Soit la grammaire G définie sur le vocabulaire V, = {a,b} par son

unique axiome a et les langages des productions de a et de b:

K, = fa +b, a}, Ky = {A}. Lo est le bilangage défini sur V = {a} comme

transcrit du bilangage grammatical ¥ (G) engendré par G, dans la trans-

cription qui transforme a ena et b ena. Ainsi Lo est un bilangage régulier

BiG) =a x aj u (8 (G) + d))



Ramification de Lo

Figure 1

Montrons que Lo n'est pas complétement régulier. Disons qu'un ensemble E

de bilangages non vides se déduit d'un ensemble F par l'opération B® (@ désignant

U, tou 3) si on passe de E a F en remplagant un des bilangages L de E par deux

bilangages L' et L" de F tels que L = L' SL", L'#L,L" # L (ce qui, si Best a

impose L" # {A}), Disons de méme que E se déduit de F par l'opération B, égale

& * ou &a, si on passe de E 4 F en remplagant L de E par L' de F tel que L=L! e

et L! # L (ce qui impose L! # {a}).

Pour qu'un bilangage Fy non vide soit complétement régulier, il faut et il suffit

quiil existe un entier nz 0, une suite F),..., F, d'ensembles de bilangages non

vides et une suite d'opérations a; telles qe, pourlsisn, Fi se déduise de Fy

par @ et que F soit formé de bilangages finis.

Supposons Fo 5 Lo: Montrons, par récurrence sur i, que si L appartient a Fy

Lolgu hy alu {a}

et que, pour i> 0, B, n'est ni x ni ka. Comme F_ est formé de bilangages finis,

il en résulte que tout Fy est formé de bilangages finis, ce qui contredit le fait que

L soit infini.

Supposons que la propriété vtaie 4 l'indice i (évident pour i = 0). Nous montre-

rons que Bi ne peut étre x ni xa et que les deux bilangages L' et L'" qui, dans F4),

remplacent L ¢ Fi sont contenus dans Ly U Ly ta)u {a}.

a) B4) =uU, L = Lty L": l'assertion est évidente car L' et L" sont contenus

dans L,

b) Birt be Li+ L": tout r¢ L stécritr=r'+r"avecr'¢ Lietr"TMe L";
etr'=Aj; sirsir appartient ALU {A}, alors r = rietr" = ,, our = | f

EFEEEEEEEEELEE EER RRSE
appartient A Ly +a, il existe une autre possibilité : r'¢ Ly et r= a. En

tout cas, r' et r!! sont contenus dans Lg U Ly +a) u {A}.

o) By sy L=b', LY, L"# {a}: par récurrence sur r, on voit que,

pour r fa, Ge (cr, L") n'est pas contenu dans Lou (hg + a) 5 donc né-

cessairement L' = {a}, L =a y L": L est contenu dans Ly qui est égal

aax ({a}u (Lo +a)), et par suite L" est dans {a} U (Ly + al.

a) 4, =4, L=*L', L'# {a}: L ne peut @tre contenu dans Ly U (Lata) Ufa}

car la longueur dé ses rainifications n'est pa’ bornée.

e) B= ka Ls u*? L' # {a}: L contient L' , L's dlaprés l'étude faite

en (c), nécessairement L' = {a} et L'c {A} U (Lo 4a), ce qui est

impossible.

3.5.3. Théoréme :

Un bilangage est régulier si, et seulement si, il est déduit d'un bilan-

gage complétement régulier par une transcription.

Autrement dit, la classe des bilangages réguliers est la plus petite

classe contenant les bilangages finis et stable par réunion, somme, som-

me itérée, greffe, greffe itérée et transcription.

Le transcrit d'un bilangage complétement régulier est un bilangage

régulier d'aprés 3.1.6. La réciproque résulte immédiatement du théoréme

3.2.8 et du résultat suivant :

3.5.4. Proposition :

Tout bilangage grammatical est complétement régulier.

Les notations sont celles de 1.4.2. Soit une grammaire G. Montrons

que ¥(G) est cornpléternent régulier, par récurrerce sur le nombre de

ae Vtels que Ky contienne un mot non vide.



a) Si pour tout ae V, K, = {A} ouK, =, ¥(G) est l'ensemble des mots
c) Soits =bys', avecb#a:s'e Bia Gp We KG

de X formés des lettres a telles que K, = {A} : c'est un langage régulier, donc un g ny b
ste @, (G, K_)) entraine bx s'¢ yr', B G,K)) etp ee Ks

bilangage complétement régulier. % na % a GK, "

b) Soit a un élément de V tel que K, contienne un mot non vide. Désignons r' ¢ 8 (G') entratne alors bx r'¢ ¥(G').

par G! lq grarnmaire obtenue en remplacant dans G le langage K, par {A}. Nous a) Soits=axs':commese ¥4) (G) eto (s)=a, ste B (G,K,):

montrerons que :

w singh, $= 46, LerK) *, o

se Y (a, B, (GK) etae B(G').

Lemme2z: Sia)= Fic) , B(G,K,).
a a

i iatif d'aprés 3. 4. 6).(le produit est alors associatif d'apr Du lemme l, avec K = X, résulte que toute ramification de #(G) appartient &

FG) , £G,K)).

Réciproquement, d'aprés la proposition 3.4.9, il est immédiat que sir ¢ ¥ (G')

a

2) sincK, PGs SG), LG,K)

L'hypothése de récurrence assure que § (G) et & (G', K,) sont des bilangages

et se Gy, (x, 8 (G,K,)i, alors s ¢& (G). De plus, r et s ont le mémie mot des ra-
complétement réguliers. Il en est donc de méme pour

BGK = BGK) , B(G', K,)** et pour £ (G).
cines, ce qui achéve de démontrer le lemme puisque G et G' admettent les mémes

axiomes.

() et (2) résultent des lemmes qui suivent.
; Lemme 3: Si K, ne contient pas le mot vide, £(G,K,)=8(G,K)* . 9

Notons & (G; K), resp. & (G), l'ensemble des ramifications de 8 (G, K), ie a aoa
n a) Soit r¢ & ( 7K et se &, (r, #). Le mot des racines de s appartient

resp. &(G), od le nombre d'occurrences de a est strictement inférieur An; en
aK, i dlautre part, d'aprés les propositions 3.4.9 et 3.4.10, toute famille de pré-

particulier &) (G,L) = 9.
décesseur b dans s est une famille de prédécesseur b dans r ; pour b # a, c'est une

Lemme 1: Pour tout langage régulier K et tout entier naturel n, famille de prédécesseur b dans une ramification de & (G', K.), elle appartient 4 K, 5

Bau (G, K)c &(G', K) a & IG, K,). sib =a, elle ‘est non vide et c'est le mot des racines d'une ramification de & (G', K):

Soit 8 2 &,,, (G). Nous montrerons, par récurrence sur s, qu'il existe elle appartient 4 K, ; s appartient a & (G, K,).

r¢ B(G') tel que sc % (r, 08 (G, K)) comme alors r et s ont le méme mot des b) Montrons, par récurrence sur n, que

racines (3.4.7) sise 8.4, (GK), re &(G',K). ZGKIe LSC, x14 F

BYE, EIT Aeconviert: La propriété est évidente pour n = 0. Supposons la vraie pour l'entier njEFEEGGEEoe : 3! et BM a :b) Soit s = s! + s!!: s' et s" appartiennent 2B.) (G): EeerAa Ne reeds IGE, Bond oa. aedemea

ste %& (', 8, (G,K,)) et ste G &", B,, (G,K,)) entraines! tse glee BIG, a

rie BIG) etre L(G!) entraine r' +r" 6 BIG.

armen =
E



$4 (GK) co BGK) t n,[ BGK 1% . 6

GkK)c[B GLK )IT? 4,g ntl a

car le produit est associatif puisque, la ramification vide n'appartient pas a

6 (G',K,).

Lemme 4: -Si K, contient le mot vide, & (G, K,) = L(G, xK,)*

a) Sir e& (GK)* le mot des racines de r appartient 4 K, (3.4. 8) et

toute famille de prédécesseur b dans r est une famille de prédécesseur b dans une

ramification de & (G', K,) ou, dans le cas b = a, le mot des racines d'une telle

ramification: r ¢B (G, K,).

b) De la méme facon qu'au lemme 3, on montre que

$, (GK) ¢ [8G,K)]%%.

CHAPITRE 4

BILANGAGES ALGEBRIQUES - BIGRAMMAIRES

ol

Dans ce chapitre nous nous proposons de généraliser aux bilangages la

notion de langage de Chomsky : cette généralisation est sans surprise. L'objet

du premier paragraphe est de définir des fonctions polynomiales qui ''substi-

tuent" aux noeuds d'une ramification d'autres ramifications ; ces fonctions se-

ront des intermédiaires "techniques'' commodes d'une part pour étudier &s

systémes d'équations sur des ramifications (4.2) d'autre part pour définir des

“erammaires" sur % dont les seconds membres des régles sont des ramifica-

tions, et que nous appelons bigrammaires (4. 3} Les définitions des bilangages

engendrés par les systémes (bilangages algébriqued et de ceux engendrés par

les bigrammaires (bilangages bigaammaticaux) sont en fait "presque! équivalen-

tes comme le montre le théoréme(4. 4). Les bilangages bigrarnmaticaux peuvent

aussi 8tre définis 4 partir des grammaires de. Chomsky (voir 0.2.2) et de cer-

taines transformations (4.5). Enfin nous étudions quelques propriétés de ces

bilangages et, en particulier nous caractérisons les bilangages réguliers parmi

les bilangages bigrammaticaux (4.6, 4. 7).

Dans tout ce chapitre on suppose V fini.



Dans tout ce chapitre V désigne un ensemble fini disjoint de NN; de plus pour

k e¢ NN nous soterons [k] l'ensemble {l,...,k} des entiers inférieurs ou égaux 4 k.

4.1 FONCTIONS POLYNOMIALES.

4,].1. Définition :

Soit k entier supérieur ou égal Al; associons Atoutre Vy [k] la

A

fonction oe k de $k dans V appelée fonction polynémiale (ou substitution)

et définie par récurrence sur r:

Fa, k (yee ty) “ie
Tsts!, k (ry eee Ty) “hs (pee Ty) Fost x (rye hyde

pour ae V Says, Ke .*, r,) = aX, (r,, an ry) ;

pour ie [k] Fiys, k (r), eee Ty) = Ti XG, k r,, wee Tye

(Lorsqu!il n'y aura pas ambiguité nous noterons aussi g,, A la place de on, i)

Exemples :

O42 Hp Fda 4) tr,

Avec r = aylylatb) Ty (atcxa) = ax (atexa) x (atb).

4.1.2. Propriétés immédiates :

(a) en novatit a, (r) le nombre d'occurrences de a dans r:

k

lone pee mL = [tl + tr) (jr, [-2)

(b) c. = lop, xl re VU [k]} peut étre muni d'une structure de diofde

en posant :

(1) (Vv f,g 60; (ftg) (rose, ty) =f (ry, .+-, 04) +g (ry eee, Ty)

(2) (V te eG,) Gxe) (y+. ry) =f, vee ty) x8 lees Byle



4.1.2.

ou d'une structure de binofde sur V y [k] avec la loi interne définie en (1)

et loi externe définie par :

(Wae Vuk], VicGi) laxé) Ory... 74) = Gy xf Oye re

Le diofde (resp. le binoide)(), est isomorphe au diofde (resp. au

binoide) Vor.
{c) La fonction constante A, les fonctions f, et pe (cf. 2.1.2) sont

polynémiales.

(a) Toute fonction polynémiale est récursive primitive, mais la réci-

proque est fausse.

(a) Immédiat par récurrence sur r.

(b) Par définition Ctrl, k ~%r, k F Op ko

et,par récurrence Cryst k On kX et ke

par suite l'application § : Thc, k est un D-homomorphisme et un homomor-

phisme de binofde ; montrons que § est une application bijective de ore)
dans @,: la surjectivité de § est évidente ;

pour prouver l'injectivité de §, remarquons d'abord que, d'aprés (a)

(avec [ry] = +++ = [ry] =U sig, Hops yo Tet r! ont méme taille; ainsi

nous pouvons raisonner par récurrence sur cette taille commune :

| = |r'| = 0 alors r= r'=A sinon, la récurrence est immédiate lorsque

les derniéres racines de r et r' sont toutes deux entiéres et toutes deuxdans Vj

prouvons qu'il en est toujours ainsi ; en effet, si nous avions

r=staxt, r'=s!' tixt! (ac V, ie [k])

en prenant, par exemple r, = b (b# a), les ramifications ¢, Ep

eto &), seen Buyers r,) n'auraient pas méme derniére racine et, a fortiori?

#

Tn kT ork

ce qui contredirait l'hypothése.

(c) op ie O8t la fonction constante A;

i, 8) Soy. ayo (, 8) i

PM Gp eeeary) =

(d) 1 est est immédiat, par récurrence sur r, queg, 1 est récursive pri-

mitive ; cependant il existe des fonctions récursives primitives autres que

les oy étudions le cas de la fonction: supposons qu'il existe reVU[1
,

telle que go, ,) pourac V g fa)=o, faa,
: ,

donc, dlaprés (a) lon fa)| = |r{=1

or r =1ne convient pas car gy ; est liidentité, ni r = b (be V), car

op,1 @tal = b xo, 1 fata) = b#g (ata).

Finalement ui est récursive primitive n'est pas polynomiale.eq P pas poly

Indiquons maintenant une nouvelle caractérisation des fonctions polynomiales :

4.1,3, Théoréme :

Notons mn; y (pour I< i < k) la fonction de OF gans OF! detiniie par :

Ty ae Rp eee ty = Byer Ta tie ee Ty)
a) Soit ®, le plus petit ensemble de fonctions de ? dans y tel que:

(1) ®, contient les fonctions constantes A et a (pour tout a ¢ V)

(2) P| contient l'identité.

(3) ®, est stable pour les lois + et x (définies en 4.1.2 @) et (2))
6

b) Pour k>1, soit ®, le plus petit ensemble de fonctions de 9* dans ¥

tel que :

(4) py contient f , Tz, x Pour tout fe Py_y et tout isl, ...,k.

(5) By est stable pour les lois + et x.

Tans ces conditions pour tout kal:

my



4.1.4, Remarque::

4.1.3.

Autrement dit G, (resp. C. pour k> 1) est le plus petit sous-dioide du
. A Ak O coeteeas

diafde des fonctions de V (resp. V~) dans V satisfaisant a (1) et (2) (resp.

a (4).

Tl est facile de montrer que G; vérifie (1), (2), (3) et que Gq. vérifie,

pour k>1, (4) et (5) ce qui prouve que :

pour k> 0 Py 6,

Envisageons st le D-homomorphisme inverse de § (cf. 4.1.2 démons-

tration (b)) (7 G, ;) =) 5 il est immédiat, par récurrence sur k que

Vae Vu [k] Fake Pk

=f
clest-a-dire : vulklcs 5

ainsi, comme Py, Co (p,,) est un diofde et contient VU {k] ; d'aprés

5.4) 97 (e) = V0 Be etdonc > p,= 6 (VU Lk]) =G,.

Si ly, veo ky sont des bilangages réguliers sur T, pourre TU [p

le bilangage og, ,, (ly,--+,L,) est régulier (ce résultat est immédiat par

récurrence sur r) ; par contre si L est régulier sur TU [p] il n'est pas

exact que (L. , L,,) soit régulier (sauf dans le cas particulier od
SL,p To *

L, Lyy+++,,, sont des langages (GINSBURG) : voici un contrexemple :

L est le bilangage grammatical sur V = {l, a, b} engendré par la gram~

maire G = (V, ::=, 1) dont les productions sont :

K, = (ab, alb}, K, {a}, K, = {a}.

Ramification de L

a b
nn

ll est facile de prouver que oy bn) n'est autre que le langage {a b |n>0}

qui n'est pas un bilangage régulier (3.2.10).

is eed

PEEEEEEELE RR ERREEEE
4.1.5.

4.1.5. Définition :

Nous dirons qu'une fonction polynomiale g, ,, est propre sir est

une ramification of aucun a ¢ V n'admet d'occurrence et oi tout ie [1k]

admet au plus une occurrence :

(Wace Vin, @) 20 et (Vie [k]) nt) <0.

La propriété 4.1.2 (a) appliquée aux fonctions polynomiales propres

s‘écrit :

(r,..,7,) | =Oe Fp td | wari!

Le nombre de fonctions polynomiales propres, pour k fixé, est fini.

4.1.6. Exemple :

A

Toute ramification r ¢ V peut s'écrire a l'aide d'une substitution propre

A

pour cela construisons une ramification y (r) ¢ N qui sera appelée la ramure

de r et qui représente la forét "sous jacente ar":

vinza

y (stayt) = y (s) + Fe Wx Ssuci]s|) Ve)
a

ot suc est la fonction entiére successeur et 0. est la transcription de IN dans

a

N définie par, :

(Vk eN) 0, (k) =k

(%. ke) 9 Qe) = suc » ; (k).
suc (i)

(clest-A-dire que 0; (k) est l'entier kti).

Pour x ¢ ¥ notons & (x) le mot d'entrée de r défini par :

Ela) =

€ (stayt) = Els) +a + Elt)

Dans ces conditions, il est irmmédiat que g )
vir), |r

j est propre et que, si

Bye Pla] est le mot d'entrée der:



4.2 SY.

¥ Fovte), ep Prere®
Par exemple sir! est prise dans la figure 2 (chapitre 1) nous avons:

E(r') = abeab, y (r') = 1 x (2+3x(445)).

STEMES D'EQUATIONS.

4.2.1. Défi n_ des bilangages algébriques

4,2,

Soient un vocabulaire fini T et un systéme (S) de n équations An incon-

nues Aj,...,A) Avaleurs dansH (® \ (aj):
P, —TM

(S)pourizt.jn A,= Og, ot Re FUNN {A}Part ij ij

(en posant N= {A,..., A,))-

Si (S) a.une solution unique, chaque bilangage qui est une composante

du n-uplet solution est appelé bilangage algébrique sur T.

La ramification R;, est appelée j eme terme de la ie Me équation.

Si les Rij sont des mots nous retrouvons la définition des langagesA com

texte libre (c'est-d-dire que tout langagea contexte libre est un bilangage al-

gébriqué contenu dans T*D.

Il serait possible d'étudier directement la réciproque ; toutefois nous

la retrouverons. comme conséquence de (4. 6. 9. ).

Un bilangage L qui est composante d'une solution d'un systéme (S)

sera dit engendré par (S).

Si L est bilangage fini non vide ne contenant pas j,L est algébrique

car c'est l'unique solution d'un systéme du type :

avec, pour i=l,...,p, Tye By {A}.A, = rT) Urs UF,

3. Premier théoréme d'unicité :

Si le systéme (S) est tel que tout terme de taille 1 est élément de T

alors (S) admet au plus une solution dans-P (t\ {a}.

EEEEERE RR EEEEEEGE
TT

IL est plus commode d'écrire le syst@me (S)d'une autre maniére soit

-—~ “~
la transcription 0de Ty N dans Ty [n] définie par:

(YaeT) 0) =a,

(¥ 56 [n]) @ (A,) =i;

dans ces conditions :

Ri; Fag ,,) (A, 1 Ay)

ainsi en posant rij ° R;;) le systérne (S)-s'écrit :

(8)! pour i=1,..., n, op,

. ~~
ye? (Ay, +++, A)) avec rye Ty[n] S{Aj

1

Par hypothése :

|zgli BryeT

La démonstration est la méme que celle faite pour les langages (PAIR, 3

a) Appelons ¢ l'application de 7 (FX {A})TM dans As {Ap)TM qui a

3 i = (Et$= Edi ign associe § (£ )=(E Dicien avec

Pp.

By= Yoo, Bp B,)
jel ij,n

b) Définissons l'ordre de E, et l'ordre de 8 en posant :

sik, # oordre [E,] = min Ir|
i

reE;

ordre [$] =+o@

et, pour § = (E)) : ordre [€] = in (ordre [E,])
Igisn }

Si E et F sont deux parties de t rappelons que la différence symétrique

de E et F, notée Bq F, est définie par :

Eq F=(EUF)N (Eq F).

Pour la différence symétrique de deux n-uplets $= Bdicin &

F = (F,) zien il est naturel de poser

Sake (E; 4 Figen’

Sous les hiypothéses du théoréme et avec les notations introduites:

(€4#¥)s ordre [3 ( )ag(#)] > ordre [@ a¥ J.

Prouvons d'abord ce lemme.



Sis (8) = 6 (¥ ) le résultat est immédiat ; supposons donc 3 (@) et a(f)

distincts : il existe itel que E!, # Fl, et tel que

(1) ordre [E', A F's] =ordre [6 (6) aA8(9)];

Il existe Re Et, A FI, tel que:

(2) ordre [E's a F'.] = |R|

Supposons par exemple, R¢ Et et R ¢ Fl. ; alors R appartient 4 l'un

des termes de Et, noté cy (E,, at E,) Sans appartenir au terme corres-

ij
1 a ater tient 9 .

pondant de F'; Pr, (Fy, ae F.) i clest-a-dire qu'il existe s, ¢ E),..., sje EL

tels que :

i) Reo, (8,--+,5,),

qj

ii) il existe k, ayant une occurence dans te, ave si Fy.

D'aprés ii) et I'hypothése, la taille de Ty est strictement supérieure 4 1 et

finalement :

|R[ = I73;|-1 + |54,| > | $4. 2 ordre [[ B 4 ]

Or R a été choisi de fagon que |R| = ordre [3(2)n8(¥)] j le

lemme est done démontré.

Revenons au théoréme : si € et F sont deux solutions distinctes du

systéme (S):

3(€)=8

et a (fF ) =F

ce qui contredit le lemme.

4.2.4. Deuxiéme théoréme d'unicité :

Soit le systéme (S} définit plus haut. Munissons N= [{Aj),.--, An} de la

relation ::= définie par A, i= A; si A, est terme de la geome équation de (S).

Si le graphe (N, ::=) est sans circuit le systéme (S) admet au plus une solution

dans # ( \ fay)”. EEEEEEEEEELLELLEGGE
4.2.4.

La démonstration est la méme que celle qui est faite pour les langages

(PAIR, 3 }.

4.2.5. Théoréme d'existence

Tout systéme d'équations du type défini en 4.2.1 admet au moins une

solution.

Conservons les notations introduités en 4.2.3. Soit un systéme (S). Re-

marquons que pour deux n-uplets & et 7:

Ec sa l€as(¥);

d'od par récurrence sur k entier, en notant o, le nwplet dont chaque compo-

sante est l'ensemble vide :

F@ie

ce qui entrafne :

k :

o* @,) = U sb)

(B_}
n

et:

two.

xe U sO) © (Pee, k#0) xe 9% (0)
i=0

o (DT ke®, k#0) (Pye 8G) b=5 Wy)
to ,

& xe 6 (YU s (,)).

Finalement :

U i@isat Uapa (6) =6 8 '
1= n 1=U Bp

toc F

ce qui prouve que : @) est solution du systéme (S)
i=0

L132 eee



4.3.1.

4.3 BIGRAMMAIRES.

4.3.1.

4,352)

4.3.3.

Définition :

Une bigrammaire BG est un quadruplet (T,N

~ T et N sont deux ensembles finis disjoints. T est le vocabulaire terminal

N le vocabulaire non-terminal (ou auxiliaire).

- = est une relation de N dans Nor dont le nombre des couples est fini ;

une régle est l'un de ces couples.

- X est un élément de N ; X est l'axiome de BG.

Dans la suite V désignera la réunion de N et T.

Pour définir des relations de réécriture et de dérivation il est utile de

considérer l'ensemble des ramifications 4 (r,s, a) obtenu en "substituant'! a

une occurrence de A dans r la ramification s ; plus précisément ¢

Définition :

aA a A

Notons 4 l'application.de (V x V x N) dans # (¥V) détinie par

a (A,8, A) =9

a

(Yor, teV) 4 (rtt,s, A) = (y (r,s, A) +t) U(r ta (ts, AD)

VooV 4 (byr,s,A) = SIb#A ALORS byA(r,s, A)

SINON (s x r) y (A xA(r, 5, A)).

Remarquons que si s est distinct de A la taille des ramifications de

A (r,s, A) et supérieure ou égale a la taille de r.

Dérivation :

4

Soit une bigrammaire BG ; la relation de réécriture dans V notée Ba

(ou sirnplement >—) est définie de la fagon suivante :

(¥ rte Vrs tala AeN, se) (Ans sette a (r,s, A))-

EEE

PEEERRREES
4.3.3.

Une dérivation de r At est un chemin du graphe (V7, —) (en particulier

la longueur d'une dérivation st la longeur d'un tel chemin). La fermeture

transitive de la relation >—- est appelée relation de dérivation et notée

>X—; enfin x >B t signifie qu'il existe une dérivation de r At de longueur

inférieure ou égale an.

4.3.4. Bilangage engendré :

Le bilangage engendré par une bigrammaire BG est l'ensemble L (BG)

des ramifications de T dérivant de X:

L (BG) = {re T] X»-*# 3}.

Un bilangage qui est engendré par une bigrammaire est un bilangage bi-

grammatical.

Pour A ¢ V nous noterons L (BG, A), ou simplement L (A), l'ensemble

des ramifications de dérivant de A; ainsi L (BG) = L (BG, X).

4.3.5, Remarque:

Il est facile de constater que les bigrammaires dont les seconds membres

des régles sont des mots, sont des grammaires de Chomsky (0.2. 2.) 5

la relation pis est alors la relation de dérivation définie habituellement

sur les grammaires ; autrement dit : les langages de GChornSky woataes Jars

gages engendrés par des bigrammaires. (pour la réciproque voir (4.6.%.)}).

Avant d'étudier les bilangages bigrammaticaux nous allons signaler quel-

ques propriétés simples des relations »——et »*, qui seront utilisées

dans la suite.

4.3.6. Lemme:

Pour une bigrammaire BG, la relation»—est compatible avec les lois de

composition interne + et x:



4.3.6.

4.3.8.

“

(a) (¥z,te 9) 9 reete (¥ ve ¥) tre vit et rtv>—tty),

(b) (Vr,te %) reta(Vve 9) (vxr> vxt et rxv > txv)- (a) : Par récurrence sur r en appliquant le lemme 4. 3. 6.

(a) Immédiat car : (b) la relation>*— est un préordre compatible avec + et y (4.3. 6) et con-

tient la relation ::= ; reste A prouver que c'est la plus petite : soit Run autre préordre
vita (r,s, A) ca Wtr,s, A)

(b) Il suffit de prouver, par récurrence sur v que: “compatible avec les lois + et x et contenant ::=. Il est facile de prouver, que R est un

vx (r,s, A) cA xr, 8, A) préordre compatible avec toute fonction polynomiale!) (il suffit, en fait, de montrer

par récurrence sur r que:

4.3.7. Lemme:Hemme ' oe 'ry Rr 17 Onk (ry, see By ee ty) R Or, k (eet we r,)).

Sig. ,, est une fonction polyndmiale propre :
r,k Supposons alors que r>—r'; ilexistes, Atels que Ass=setr'¢ q (r,s, A)

5 a’ 4, li 1
A lo, Kp ree Ey 8 A) Teliln eg k pak, SA), Type ty) or, d'aprés 4, 1.6,la ramification r s'écrit :

. ¥ Fa, ByryB,) avec oy,» fonction polynomiale propre
Ce lemme se démontre par récurrence sur r en utilisant notamment les

et By, +-+,B eV et, dlaprés 4.3.7

propriétés évidentes suivantes : i
(Hie [p]) ®,=Aetr'=g, > (Bo, Bry s, Buy BA

-(¥r,te ¥) & text, 5, A) = (rxa (ts, Al) U (ale, 5, A) x t) - g
7 comme R contient ::= et est compatible avec g, >?

< ' iE .
=a, (r)=0 5 (Vr), wer Ta es Tok Mey yp see Tie Ep) x

; , pre fy + By) R St, p (By) Bip 8 Biyp B,)
ree, Kliyeey EO)

we pote Eyeees Xp

soit : rR rt

4.3.8. Propriétés de la relation de dérivation Ainsi R contient >; comme R est un préordre, R contient >-*_ ce qui achave la
ot)x x '

(a) rp etsy Rye tpt) moe Fp re tly démonstration.

(b) la relation de dérivation est le plus petit préordre compatible avec les lois (c) Se démontre par récurrence sur la longueur n de la dérivation :

+ et x et qui contient ::=. pour n= 0 clest évident.

(c) Si oy, ke est une fonction polynomiale propre : Suppodons que: B,, Le, B.) noon rh

(YB Bye vile, (Bp ve By Aerts (Srp

(Wi=l

x ji

De plus les dérivations By; obtenues peuvent étre choisies de lon-

a. Sr, p
re¥) Par hypothése de récurrence il existe k ramifications r), --., Ty telles que:

1k, Byer) et ("= or, x Mp vey TDI). n. We .Bot r, etr Foy Hyer t yd i

comme r! dérive deg, , (r,, vty); il existe A et s tels que At:= 5 et

gueur inférieure ou égale A celle de la dérivation deg, | (By, ees B,) art. reals ‘ te 1) 5, A), d'od, d'apras le lemme 4.3.7:
+ r, pees »8, A), . :

Q) Précisons qu'une relation dans ¥ est compatible aveco, Ke
(vielen TRF so, y Ry eety) Roy, Oy ees vsPEEEEER EEE EEEEEEGEE|



4.3.8. :
4.4.1.

(4j ¢ [k]) Un, @) #0) et (r'e Crk (eyed tr, 8, A), oy ry ))) 5

it : il exi ' ' ts
autrement dit : il existe r i tel que rp—rijetr' =o, y (yet

Réciproquement soit x ¢ L (A):

et les ramifications r', et r, pour i f j répondent bien & le question. < oe
A>*t ret re?

4.3.9, Remarque :

1) Une conséquence immédiate de 4.3.8 (b) est que la relation de déri-

A est élément de N donc A et r sont distincts et toute dérivation de Aa

r est du type :

vation est le plus petit préordre compatible avec les fonctions polyndmiales Aon g ts}, wy By +, avec leiep.
vi

Diaprés 4.3.8. (c) il existe 6),...,et qui contient : € y tels que :
i

2) Pour la propriété 4.3.8 (c) il est possible de choisir les B; non seu- 
k «+

. i pour k=1,...,q) Be ~=~ 5,

lement dans V mais aussi dans V (la démonstration est inchangée).
et a, Serres

i

A

4.4 COMPARAISON DES SYSTEMES ET DES BIGRAMMAIRES. Finalement, comme r appartient 4 T :
a

4.4.1. Lemme : (L BD, L (Bi).

Soit une bigrammaire BG = (T,N, ::=, X). Supposons qu'il existe p
. . 4.4.2. Proposition:

rogles de premier membre A ¢ N; ces régles s'écrivent a EOpeseen

wh... BY)
j ij

| Tout bilangage algébrique est un bilangage bigrammatical.
pour j +P Aon g

vi fe Le systéme (S) associé a un bilangage algébrique L sur le vocabulaire T

ot les g sont des fonctions polyndmiales propres et ot les B- sont des
Fy j stécrit :

éléments de V. Dans ces conditions : 
a

1 Ma

@,--- BP)pour i=
Pp ; Pe a”riw- Ue. . wie,...0 BY). gt TP Gj
ayy j

J: 4. , od les #, sont les inconnues et led ay des éléments de {&,,..., @,J UTS
Soit r (c (Bh),..., L (B,4)) : il existe s,,..., ¢ T tels que

oP orgs j j 1 de plus le systéme (S) est présenté de telle fagon que les fonctions polyné-

pour k=1... 4; By x °, miales ~ o sont propres. Supposons en outre que L est le bilangage
—— jj

( ; solution, relatif a l'inconnue & ,. Définissons la bigrammaire
et aha See 8 NG

TG V q:
74 a BG = (T,N, ::5, Aj) avec:

1 iy ae *

donc Apo, gq (Bir +) By ly (compatibilité »—avec oe.) - pour vocabulaire non terminal N= {A,..-,Aj}5
vj 

q@.
“ 1 ij .

- pour régles : Aji#o el ...,B.2)) pour isl,...,net jel,.

par suite rg L (A). - 8 ra Gy WN Pe J
od les By sont les éléments Ye Ny T tels gue :PEEEEEERGEEGGEEOG



g* =#® = Besa
ij gq 4 q .

BG = (T,N, ::=, X) ; introduisons BG! = (T,N,::=! X) ot ::=' est défini
k k -3* :

Q.. eT =o B,, =®@...

J y N par:

D'aprés le lemme 4.4.1. le n-uplet des L{A,) est solution du systéme Aus's @ (|s|2 2 ous é T) et ((}BeN) (are B et B::=s))

(S) ; or (S) admet une solution unique ; donc L est bien le bilangage Lia) Il est immédiat que :

engendré BG. 4 x xg é par (1) Vs,te V staat = saat

La bigrammaire BG que nousvenons de construire n'admet pas de régle x

En effet Ser est un préordre compatible avec + et x et contenant ::5'

A::5A : nous dirons qu'elle est j-libre ; de plus BG a été construite a partir eat ( ’
4.3.8).

du systéme (S) : nous dirons que la bigrammaire BG et le systéme (S) sont

Montrons maintenant, qu'inversement :

liés ; réciproquement il est possible de construire formellement un systéme mel x « x
: c (2) (VAe N, te T) A>—se-t > A> part

(S} 1ié A une bigrammaire BG, mais, a priori, il n'est pas certain que le

: ; Cette assertion se démontre par récurrence sur lataillede t. Comme

systéme (S) défini ainsi admette une solution unique ; ceci justifie l'étude qui a ei 4a
t appartient 4 T toute dérivation de A at est de la forme:

va suivre. 
x

Arse Aopen aay “kn "BG 8 Bat

4.4.3. Lemme : avec k2 0, Aj,..-,A,e Net se T ou |s| = 2 (car il n'est pas possible

Tout bilangage engendré par une bigrammaire A-libre n'admettant pas de dtavoir: AD A dlaprés l'hypothése). Nous avons donc :

k BG

régles du type A::=A' (ot A et A' sont non-terminaux) est un bilangage algé- (3) Aie's

basque. ; Sise T, t=s donc
Soit un bilangage L engendré par une bigrammaire BG = (T,N, ::=, X) ; Arte ¢

BG! 2

comme BG et j-libre, pour tout A¢ N, les bilangages L (BG, A) ne contien- sinon nous avons |s| = 2; posons alors (notations de 4.1.6):

nent pas A (voir A ce sujet la remarque en 4.3.2). Le systéme (S) lié a BG . Els) = By . B, .

a A . as y : ae
admet une solution unique dans J (T\ {A}) (premier théoréme d'unicité d'od 5 = OVls), B, _ B,):

. e E rn
4.2.3). Le lemme 4.4.1 prouve que L est une composante de la solution de Diapras (4.3.8 (c)) il existe Bhmvexan; ta 2 Belle que:

(S), ctest-A-dire que L est un bilangage algébrique. a
pouri=l,...,q Baa fk et Fo ig) g yess ty)

4.4.4, Lemme: ® Ry or, comme les t, me sont pas vides et que |s| ze 2 il est immédiat (voir 4.1.5)

Soit un bilangage L engendré par une bigrammaire BG A-libre; il ; que It; | < |t| ;

2 . x
existe une bigrammaire BG! j-libre qui engendre L et qui n'admet pas de ainsi, par hypothése de récurrence : B; Bar tj

: we, x .régles du type A::=A' Rey et, par compatibilité s Bar ti



4.4.4

finalement A —— 8 > t soit A = tBG Ba’ © “Bor t

Les assertions (1) et (2) prouvent que BG et BG' engendrent le méme

bilangage ; de plus il est clair que la grammaire BG' satisfait aux hypothé-

ses du lemme 4.4.3; d'ot:

4,4. 5, Proposition :

Tout bilangage engendré par une bigrammaire ,-libre est un bilangage

algébrique.

Il reste a préciser ce qu'il en est pour des bigrammaires qui admettent des

régles dy type An=A: c'est l'objet du théoréme suivant qui entre autres,

résume les résultats précédents,

4.4.6. Théoréme :

L'ensemble des bilangages grammaticaux sur un vocabulaire T est

formé.des bilangages algébriques et des bilangages algébriques réunis 4 la +

ramification vide.

D'iaprés 4.4.2 il est clair que tout bilangage algébrique et tout bilanga-

ge algébrique réuni 4 {A} est un bilangage bigrammatical. Pour la récipro-

que il suffit de montrer que,si une bigamrmire BG admet des régles du type

Ais A,il existe une bigrammaire BG' ,-libre et satisfaisant al 3

L (BG) = L (BG!) ou L(BG) = L(BG') u {A}.

La démonstration est tout a fait analogue 4 celle faite habituellement

pour les langages (GINSBURG):

Soit BG = (T,N,::=X). Convenons, pour simplifier, de noter r la ramure

(4.1.6) d'une ramification quelconque de vy, q Sa taille et B)..- E son mot

dtentrée (4.1.6). Définissons la bigrammaire BG' = (T,N, ::5', X)

en posant:

tore se se :(VAeN, VBi,..-, qe Vu tay a org i]press By)

(3Bpre a e V) (: = B,) ou (B; =A et BieN)) pour i=l,...,q) et

(ai, leis q) (B, = BY) et (Ass (B,, «+ +, By)))=o
r,qg

* - x
ou Ny = {Ae N | APES Aye

D'aprés cette définition A n'est jamais second membre d'une régle de BG'. De

plus il est immédiat que:

AyesentAr:sts => BG ®

ef, comme Ea, est le plus petit préordre contenant ::=':

(1) (¥t, se ¥) tt Ss s=> ¢t >= s).

Réciproquement il est facile de prouver par récurrence sur la longueur des

dérivations :

* +
(2) (VAc¢N} A-aG_ sets#aA = Ad-BaTs-

Enfin :

- si X n'appartient pas 4 Ny?

{se FX (Ay]|X meee 5} = L (BG),L (BG) BGi

- si X appartient 4 No?

L (BG) = {A} U {se T \{A}IX ge 5) = (AP UL (BG).



4.5 BILANGAGES GRAMMATICAUX ET ALGEBRIQUES.

Dans ce paragraphe nous montrons que les bilangages algébriques sont obtenus

en transformant des bilangages grammaticaux.

4.5.1. Transformation associée a une grammaire de Chomsky:

Soit une grammaire de Chomsky G = (T,N, ::=, X) A-libre (i.e ne

A) qui sera identifiée 4 la grammaire (1,comportant pas de régle A:

sur V = Ty N obtenue en prolongeant la relation ::= de G par :

a A pour tout a¢ T.

(Ainsi une occurrence de C ¢ V dans r ¢ && (G) est une feuille de r si et

seulement si C appartient 4 T).

A chaque régle A::= g de G elle que A appartient a N,associons un|

tn

unique fonction polynémiale propre de lel dans %, notée 5, ,- Appelons S

l'ensemble de ces fonctions.

7 éme
Enfin convenons de noter c (r) lai pseudo-arborescence d'une ra-

mification r.

Dans ces conditions définissons une application P., ¢ (notée, simple-
a

ment ® s'il n'y a pas ambiguité) de &(G) dans ¥ en posant :

wea,

F (a) pourae T,

Phe) = Sq Ge (Pe ey Bars Py ey, gqy to) pour Axre BIG),

$ res) = Pee) + Pls) pour r, § ¢ o(G).

4.5.2. Théoréme:
Théoréme

Si G et S satisfont aux hypothéses précédentes : P., gf PIG) est

bilangage algébrique ; réciproquement a tout bilangage algébrique 1

associer une grammaire de Chomsky G et une famille de fonctions S

on peut

4.1.)

e

un

4.5.2.

telles que Le P, s (PO.

Etude directe : Soit BG = (T,N, ::%, X) la bigrammaire dont les régles sont

définies par :

(WAN, By, BoeNuT) (Ang S, Bye, By Bre Bp) eA: ase By)

Montrons que :

(VGeNuyT) L(BG,C) = €( 1G, C)) {motations définies en 1.4.2 et
4. 3,4)

w (YceNuT) L(ec,che F (LG, o).

Cette assertion se démontre par récurrence sur la longuarn d'une dérivation

de CAre¢ L (BG,C). Pour n=0, nécessairement Ce T et, comme $ (C) = C, @)

est vérifiée. Admettons (1) pour des dérivations de longueur n et soit une dériva-

tion de ¢ Ar de longueur ntl:

n
a

C > Be t > pq- t avecre T.

Par définition de BG il existe By... Be v* tel que :

t= Son B (By By) et Cs _ By
P

Diaprés 4.3.8, comme Sq By, est propre, il existe ry, et

tels que :

n— =s ;BooRah et r C, By. B, tr, rt)

par hypothése de récurrence, pour i=l,...,p il existe uj ¢ £(G, B,) tel que:

g (a) = rps

usCx (at te vu) ;

il est clair que u appartient 4 4(G, C) et que:

P wer

Prouvons réciproquement, par récurrence sur la hauteur de u eX{G, C) que

(2) (¥Ce NUT $ (MG, C))c _L (BG, C)).



4.5.2.

Si h (u) = 1 (notation de 2.8,3), nécessairement u = C appartient 4 T et

l'assertion est évidente ; sinon h (u) = ntl et, dans ces conditions, il existe des

pseudo~arborescences uy, ...,u, telles que :

u cx (uyt... tu) F Cis p (up). p uy) et uc BIG, ptu,)).

Donc, d'aprés la définition de BG :

So, play) plu) 2 fo),

et,par hypothése de récurrence :

pour isl, ...,p o ty). ee Pay)
BG

Finalement, comme qi est compatible avec les fonctions polynémiales :

c mer Sc, o fay)... plu) (Pin P (a) =P wi
Ainsi ® (u) appartient & L (BG, C) ce qui achave la démonstration de (2).

Les assertions (1) et (2) prouvent la premiére partie du théoréme.

Pour la réciproque remarquons que toutes les régles d'une bigrammaire

A-libre BG = (T,N, ::%, X) peuvent se mettre sous la fomre :

Ane (By, ++, By)Ss

A, BiB

oS, BB
P

la grammaire G=(TYN, , X) définie par :

(WAcN, B, ver Bye NyT) (n= B)... Be Ans S, Bye B, (By, +, )

et (ae T) TM

est telle que : (PG - Lac».

Liintérét de ce théoréme et plutét négatif : en effet si, partant d'un langage de

Chomsky on applique aux rartiifications associées 4 ce langage une transformation

} G,sTM obtient un bilangage bigrarnmatical ; or nous verrons (4.6.8) que les mots

des feuilles d'un tel bilangage forment encore un langage de Chomsky ; par consé-

quent les transformations du type ge g ne permettent pas de généraliser les langa-

ges de Chomsky.

est une fonction polynémiale propre (4.1.6) ; d'aprés l'étude directe,

oes eeeeesss

BEER EGGS

EEE

4.6.1.

4.6 PROPRIETES DES BILANGAGES ALGEBRIQUES ET DES BILANGAGES BI- ,

GRAMMATICAUX.

Dans ce paragraphe nous généraliserons aux bilangages algébriques quelques

propriétés classiques des langages de Chomsky A-libres. A chaque propriété de

ces bilangages correspond immédiatement (d'aprés 4.4.6) une propriété analogue

pour les bilangages bigrammaticaux. (En général celle-ci ne sera pas énoncée

pour ne pas alourdir l'exposé).

4.6.1. Remarque:

Tout bilangage algébrique est engendré (4.2.1) par un systéme véri-

fiant l"hypothése du premier théoréme d'unicité.

En effet, soit un bilangage algébrique L ; d'aprés 4.4.2 et 4.4.4, L

est engendré par une bigrammaire j-libre n'admettant pas de régle du type

AnsA!; clest-A-dire que L est engendré par le syst&me lié a cette bigram-

maire,or ce systéme vérifie l'hypothése du premier théoréme d'unicité ;

d'od le résultat annoncé.

Dans la suite chaque fois que, pour un bilangage algébrique donné,

nous choisirons un syst2me (S) qui l'engendre, il s'agira toujours d'un

systéme satisfaisant a l'hypothése du premier théoréme d'unicité.

4.6.2. Théoréme:

| Les bilangages algébriques sont décidables.
Soit L un bilangage algébrique ; L est associé 4 la premiére inconnue

d'un systéme (S) :

(S) pour isl,...,n A, = or, a (Ay, i, A,) (notation de 4. 2. 3.)

Posons we min leajl : Q= net hae jenfin notons Ty

. . + og my : © e
l'application qui, a un n-uplet def (T)" associe sa i”TM° composante.



4.6.2.

Dans ces conditions et avec les notations de 4.2.3 et 4.2.5:

@ re lms BR OIN mE I] > |r] 2 lod) tet +o

Démontrons (1) par récurrence sur k: pour k=l c'est évident car r est un

terme du systéme ; admettons (1) 4 l'ordre k et soit r une ramification de

my EG) Na, 8): il existe j tel que :

k k
ree, (Oe my ee OD)

ij,n

— 7 k k
clest-A-dire qu'il existe r) em ° @ Oren Tien, °é (@,) tels que :

reg Gees ty)
ijn

De plus, r én; * a (@,,) entraine qu'il existe q, 1< qn tel que:

rim? a1 (,) et qa au moins une occurrence dans r,,, et (apres 4.1.2 (al):

af + (jr | -Dlef = dryl + Urgl

or r.. nlappartient pas & T et 4 Satisfait & thypothise de récurrence :
a

{rf 2a + (a-1) (k-l) tw = (o-lik ty

ce qui prouve (I).

Pour que r appartienne au bilangage L., il faut et il suffit donc que

ren «2% @,)

ou k est le plus petit entier strictement positif tel que

[zt] s (a-D (el +o.

Il existe bien un tel k car (S) vérifie l"hypothése du premier théoréme d'uni-

cité clest-A-dire que q-l est strictement positif.

4.6.3. Proposition :

(a) La réunion de deux bilangages algébriques est un bilangage algé-

4.6.3.

toa

(b) Si L est un bilangage algébrique (J n.Let Ug LTM le sont aussi.
n=] n=l

(c) Si L est un bilangage algébrique sur Ty[p]si L),.--, L,, sont des bilanga-

ges algébriques sur T

°L, p (Ly +++, Lp)

est un bilangage algébrique.

En particulier si L, et L, sont deux bilangages algébriques Lit L, et

Ly x L, le sont aussi.

La démonstration est tout 4 fait analogue 4 celle faite & propos des langages

4 contexte libre :

(a) Appelons A,, (resp. At)) l'inconnue relative au bilangage algébrique L (resp. L")

dans un systéme (S) (resp. (sy), Envisageons le systéme :

X= A UAY

(s)

(s')

od la nouvelle inconnue X est distinctes des inconnues de (S) et de (S').

Le nouveau systéme admet une solution unique dont LU L' est une composante ;

clest-a-dire que L y L! est un bilangage algébrique.

(b) Avec les mémes notations, il suffit d'envisager les systémes :

X= A, U (X+A)) et X= ALU (Xx A)

(s) (s)

(c) Soient A, linconnue relative 4 L dans un systéme (S) qui a pour autres inconnues

Ay et X; Mnconnue associée aL, dans un systtme (S)pous isl, ..., phe

Le systéme (S) s'écrit :

(s) pour i=l, A= 6] Rij
J

brique.

(1) Dans cette démonstration les noms des inconnues des différents systémes intro-
Avite eant tane ennnasés distincts.



4.6. 3.

Considérons le systéme suivant :

ipouri=l,...,n A,= 5 {(X,,...,%)
4 jel Ey pl Pp

Zo (s))

S)( Pp
comme les systémes (S), (S)), ey 6.) satisfont aux hypothéses du

premier théoréme d'unicité, ¥ satisfait aux hypothéses du deuxiéme théo-

réme d'unicité ; par ailleurs CL, p (Ly, . OT, L)) est engendré par & ;

ctest donc un bilangage algébrique.

En particulier si L, et L, sont deux bilangages algébriques :

L,+Lpthy Foyy2 2 Gy b ) Lyx (Ly L2 2° F1y2,2 2)

or {1+2} et {ly2} sont des bilangages algébriques (ils sont en effet finis

et ne contiennent pas A) ; par suite L, + L, et Ly x Ly sont algébriques.

4.6.4, Proposition :

Le réflechi d'un bilangage algébrique est un bilangage algébrique.

En effet, si L est engendré par le systéme :
Pp;

(S) pour il,...,n A, U Riis
jal

L est engendré par le systéme:

na _ Pi ®
pour, isl,...,n A; FU ba

jel

4.6.5. Lemme:

Une transcription transforme un bilangage algébrique en un bilangage

algébrique.

Aw

En effet, soient T et T' deux vocabulaires, 9 une transcription de T dans

dans u ; si L est un bilangage algébrique engendré par :

Pi
U R..

pa
(s) pour isl,...,n A, =

=BEEEERE ERE ERR RSRRRRS
4.6. 6.

4.6.5.

il est immédiat que si 6'est la transcription de TU {A,..., An} dans

See nee

T'U {A ee, Ay} prolongeant @ et laissant invariants A A, 18 (L) estpee

engendré par le systéme:

. Pi t
pouri=l,...,n 0 A,= Vv 9 ;,)

qui vérifie lui aussi le premier théoréme d'unicité (car |.6' (R)1F| Ri; |) 5
‘ i

ce qui prouve que 9 (L) est un bilangage algébrique.

De ce résultat nous allons déduire le théoréme suivant qui est plus

général :

Théoréme :

(4)
Le transformé par homomorphisme de diofde d'un bilangage algébrique

est un bilangage algébrique.

Soient T = fa ; an) et T' deux vocabulaires, § un D-homomorphismepoe

“A A ta) .

de T dans T', et L un bilangage algébrique sur T. Introduisons la transcrip-

A “~

tion 9 de T dans [p] définie par: Q fa;) = its

a

Par récurrence sur r¢ T il est immédiat que:

6 (ry = FQ(r), p (6 (ay), tees 6 (ay)

a'ou

-, 6 fa)).§ ) = Fo(L), p (5 (a,), a2 .

Ox, comme § est un D-homomorphisme, pour tout isl,...,p,4 {a.)
i

n'est pas vide (1. 5. 5) clest-A-dire que {6 (a,)} est un bilangage algébrique.

Dtaprés 4.6. 5,9 (L) est aussi un bilangage algébrique ; d'ot le résultat en

appliquant 4. G.3 {ce}.

Nous nous proposons maintenant d'étudier le langage des mots des

feuilles (ou des mots des racines) d'un bilangage bigrammatical ; comme

(1) différent de la fonction constante A



4.6.7.

4.6.6.

nous travaillerons sur les bigrammaires, il est utile de choisir les bi-

grammaires les plus "simples" possibles ; c'est l'objet du lemme suivant:

Lemme:

Tout bilangage algébrique est engendré par une bigrammaire

BG = (T,N,::=, X) n'admettant que des régles des types suivants :

A::= Bt+C, Aiu=By,yC, Ati=a, avec A, B, Ce N, ae T.

La démonstration est analogue A celle qui est faite pour obtenir un

résultat similaire 4 propos des grammaires ;:

Tout d'abord donnons quelques définitions qui nous seront utiles :

Deux bigrammaires sont équivalentes si elles engendrent le méme bi-

langage. La taille d'une régle A::= s est la taille de s. L'ordre d'une

bigrammaire est la taille maximale de ses régles.

Soit L un bilangage algébrique. L est engendré par une bigrammaire

BGy = (T, No if , X) A-libre et n'admettant pas de régle du type A::=A'.

Prouvons d'abord que :

(a) BG. est équivalente 4 une bigrammaire BG, = (T,N,, 2 |X) telle que:0 a 1 = B 4
a 4 A

Q) WAc Ny, re NU T) (Aner (|r| 22 etre Nyp our, T).

A chaque a¢ T, associons a n'appartenant pas a No UT; soit T l'ensem-

ble de ces 4; posons :

Ny = No UT

et modifions les régles de BGp de taille supérieure a2:

Ast ow y (By... ; B) (ot r est la ramure d'une ramification dont

Bye Ba est le mot d'entrée (4. 1. 6)) est remplacée par les régles :

wd t 1 Vs i Or E iB. .At ong (Bi, atnly BY avec B! = B, si Be N, Bi B, si BeeT

et anta pour tout a¢ T. EEEEEEEEEEERLRLRRES
4.6.7.

tl est clair que le systéme (s)) lié a BG, satisfait 4 l'hypothése du premier

théoréme d'unicité et engendre L. Par suite BG) engendre L et satisfait, par

construction, 4 (1).

Montrons que BG, est équivalente 4 une bigrarmmaire BG, = (T, N,, 8, x)

qui engendre L et n'admet que des régles du type:

Ai= BtC , Azi=eB,xG Ala; avec A, B, Ce Ny ae T.

Supposons que BG, est d'iordre p> 2; il suffit de prouver que BG, est équiva-

lente 4 une bigrarmmaire BG' satisfaisant toujours a (1), d'ordre p au plus et con-

tenant strictement moins de régles de taille p.

Soit R un terme de taille p> 2 dans le systéme (S)} lié a BG ;

R, qui n'est pas vide stécrit: R= R, +Bx R, avec BeN,, et trois cas sont
1

possibles :

(i) Ry FAetR,#A

(ii) [RJ 22 et RZ =A,

(iii) R, =Aet [R,| = 2.

Remplacons le systéme (s,) par le systéme (S') obtenu

- en introduisant une nouvelle inconnue Y,

- en remplacant le terme R, selon les cas par:

Gi) R,+Y,

resp. (ii) Y +B,

resp. (iii) By Y.

- en ajoutant aux équations de (S)) l'équation :

G) Y=B,R,

(ii) Ys iresp. R
1

resp. {iii} We Ry

Finalement le systéme (S') admet une solution unique dont L est composante

et la bigrammaire BG! liée & (S') répond 4 la question ; ce qui achéve la démonstra-



tion.

4.6.8. Théoréme:

Les langages de Chomsky sont les ensembles des mots des feuilles

(resp. des racines) des bilangages bigrammaticaux et eu:

a) Tout langage de Chomsky L est un bilangage bigrammatical et, comme

g (L) =p (L)=L, L est donc bien a la fois l'ensemble

feuilles et l'ensemble des mots des racines d'un bilangage bigrammatical.

b) Pour étudier la réciproque dans le cas du mot des feuilles on a déja vu

a

que, pour ry, ro e Vi

g (4) +r.) =9 &) te (,).

Pour w ¢ V* notons gle mot obtenu en supprimant dans la derniére

lettre : clest-a-dire que 7 est défini par :
2

Ay
aa

A
—

(WWae Ve Vac V) re wu

Il est immédiat que :

_—

(tay rye Pg exp) =p &) ty bp).

Ainsi pour un bilangage bigrammatical L il faut étudier simultanément
=

la nature de g (L) et celle de g (L). Méme si L et » (L) ne contiennent pas
=—

A il est possible que g (L) le contienne et que @ (L) ne pu

sidéré comme composante de la solution d'un systéme

que l'emploi, un peu lourd, des bigrammaires dans cette démonstration.

Diaprés 4.4.6, il suffit de prouver que si L est un bilangage algébri-

que, » (L) est un langage de Chomsky j L est engendré p:

maire BG = (T,N,
~

grammaire de Chomsky (0.2. 2) : G = (T,NUN, :

Pr)

ple des éléments A associés A tout Ae N), définie par :

: lest ce qui expli-

, X) qui satisfait au lemme 4.6.7. Envisageons la

=

! X) (od N est l'ensern-

x seuls,

des mots des

isse pas 6tre con-

ar une bigram- BEER EEEELEELEESH
An=BtC o6

Dans ces conditions il est facile de prouver par récurrence sur la longueur

d'une dérivation que :

x,
() (WAeN, ge TH) (AME asada.

De méme, en utilisant de plus (1):

@ (WAeN we T) (AB g oak 2),
. ad

@) (WAeN, we T) (A>B a 3 (dpe TA >E- pet Zao).

Démontrons, toujours par récurrence sur la longuur d'une dérivation que :

@) (WaeN ret) (A Be re A rEg tl);

Si cette longueur est 1, l’assertion est évidente, sinon une dérivation de Aar

stécrit :

A hsq 8 oh: avec p> 0.

Il faut envisager deux cas :

i) s=B+C: dlaprés 4.3.8 il existe r, et r, tels que:

Pdr Fs Bode 1 et Code ri

par hypothése de récurrence :

x. x
Borg ol) . Ce 9 &)

De plus, par définition de G nous avons :

Ans! BEC

> xd'ot AE 9 le) +9 (ey) =g Gh

renxry B >2 ry et C >P—r

par hypoth’se de récurrence :

x x
Bye of) , 6 > oly)

ee: cena 2s eens een te eee



4.6.8.

= —!

Diaprés (2), B >So ()) et, finalement :

Em » —! ' .
Adan B+ Co-G~e ft) +9 (ry) = @ ey x FQ) (r. n'est pas vide car BG

A-libre).

Prouvons de méme que :

x

jG) (WAeN ae T) Urde ae (dre Bly Gl =a et A mBq ms

pour une dérivation de longueur 1, le résultat est immédiat 5 sinon une dérivation

de Aag s'écrit:

Are com a avec p> 0.

i)p=B+C: il existe a, a2 tels que:

. Pi t Cy2 :
o Fay a Bre-m © »>—2'

par hypothése de récurrence il existe r) et T2
 tels que:

x x

glt)Fa + & (r,)=a, et BSG Tr CEE Ta

Finalement :

A “3c BtC mt or tyBG BG et g fr +82) Fo
a

ii) p= B+C:ilexiste oy az tels que
:

BE p ;
B>k a tore a)a =a) a9

d'aprés (3) il existe q} tel que =

re =4

Brg aj et apt ay

Par hypothése de récurrence il existe r) et T
2 tels que:
x

g &) Fel» F (r)) =a, et Boga Tp c re tr?

et,finalement :

== ot ‘ 1=al «=
A mmg EXC BS Meter PLR aL a2

ce qui achéve la démonstration de (5).

Les assertions (4) et (5) prouvent que g (L) est engendré par la grammai
re

G clest-A-dire que g (L) est un langage de Ch
omsky. BEREEREEEEEEREESESSS

c) Etudions la réciproque dans le cas du mot des racines :

Il suffit de prouver cette réciproque pour un bilangage L non vide engendré

par

, X) satisfaisant au lemme 4.6.7. Soit la grammaire de Chomsky

"| X) définie par:

Aveta eA?

Il est alors immédiat, par récurrence sur la longuar des dérivations que:

(6) (WacN ret) (Arkg ro Are ph)

(7) (WAN ae TH) ark ae (Fre Bly tl =a tare r))

(Pour prouver (7) il faudra supposer que la bigrammaire n'admet pas, dans ses

ragles,de symbole non terminal C tel que L (BG, C) = : on peut toujours se rame-

ner Ace cas en éliminant dans BG les régles qui comportent de tels symboles).

Finalement (6) et (7) prouvent que:

* x
9 W)={ae T | X >—E- @}

Ce théoréme est a rapprocher de 3.2.9 : l'ensemble des g (L) tels que L soit

un bilangage bigrammatical n'est pas plus "vaste!' que l'ensemble des g (L) tels q
ue

L soit un bilangage régulier.

Si nous appliquons ce théoréme aux bilangages bigrammaticaux (resp. 
algé-

priques) qui sont des langages, nous obtenons le résultat suivant (annoncé 
en

4.2.1 et 4.3.5):



4.6.9. Proposition :

Les bilangages bigrammaticaux (resp. algébriques) qui sont des

langages sont les langages de Chomsky (resp 4 contexte librejet eux seuls.

Par suite les propriétés "négatives'' des langages de Chomsky se

"prolongent" aux bilangages bigrammaticaux ; par exemple l'intersection

de deux bilangages bigrammaticaux n'est pas nécessairement un bilangage

bigrammatical.

4,7 BILANGAGES BIGRAMMATICAUX ET BILANGAGES REGULIERS.

Nous avons déja vu que les bilangages finis non vides sont algébriques ; de

plus l'ensemble vide qui est un langage cotexte libre estaussi un bilangage algébri-

que : Les bilangages finis sont donc des bilangages bigrammaticaux. Plus généra-

lernent nous pouvons énoncer le résultat suivant :

4.7.1. Théorérme:

Les bilangages réguliers sur T sont bigrammaticaux. Ce sont les

bilangages engendr& par les bigrammaires dont toutes les régles sont

du type:

fa) Ans Bta,C ou An=A, avec A, B, C non terminaux

etae T.

Soit L un bilangage régulier sur T; L est associé 4 (8, a, y)

ot est un binoide fini, une partie de & et 4 l"homomorphisme de

T dans B(3.1 .1).

Posons e = 4 (A) et, pour be @®: L (b) = a (b)-

tr ¢ Lb) » (r=, et b=e) ou ((¥ aeT,s, teT) (r=stayt et b=y(s)tax y(t!) }

e (r=A et b=e) ou (a acT,s, teT, c, de B) (r=stayt et b sctayd

et s ¢ Lic) ett ¢ L (a)))

L (b) = a weaxr a sibfe
{ la, c, d}|b = ctayd}

Life) = Le (c)tayxL (a) avec L' fe) = L (e)N\ {a}
{ la, c, d) | e= ctayd}

Le systéme obtenu en remplcant partout L (e) par L' (e) U {A} admmet une

solution unique (4.2.3). Ainsi le langage

LNtp=U L (b)
be Se}

est algébrique et il est engendré par une bigrammaire dont les régles sont du

type :

(b) AnsBtayG ovAnsayC ou A= Ba ouAtea.

Finalement, pour engendrer L on peut facilement se ramener 4 une bigram-

maire ne comportant que des régles du type :

A:=BtaxcC ou ASA.

Réciproquement, soit L un bilangage engendré par une bigrammaire

BG = (T,N,::=, X) dont les régles sont du type :

AusBtayC ouAr= A avec A,B,Ce Netae T.

Introduisons l'ensemble fini @ = (N) u T x A (N), et munissons @ des lois

suivantes de semi-binoide sur T:

Ql) (YaeT, Ecg) ay E= SI Ee (N) ALORS [[a,C)|C cE}

SINON 6,

(2) (YE, E'cg) E+ E'=SI Ee (N) et E'¢ Tx (N) ALORS

{A| (7 Be E, 9 la, Cle E') (Au= Btax C)}

SINON 9.

Soit ¢ l'unique semi-homomorphisme 4 droite de ? dans g tel que

o (APH {Af Ansa} G.L3).



A : : ; an

Remarquons dlabord que pour re V, a (r) appartient 4 B (N) (immédiat par

récurrence sur r).

Prouvons par récurrence sur la longeur p d'une dérivatio
n que :

(3) (YAeN ret) © Axe rede

Pour p =1nécessairement r =A et l'assertion est vérifiée.

A l'ordre ptl la dérivation s'écrit :

Ay—BtaxC yk r

Nécessairement (4.3.8) r= Ty taxry et B»f Ty) cyPor

Par hypothése de récurrence :

Beg ty), Ceo (ry)

et, comme g (r,) appartient & H (N): (a,Clhe axo ‘(r,) ; d'aprés (2):

Aegs (r,) tayo (r,) =o (r).

Réciproquement montrons par récurrence sur re t que:

(4) (WacN ref) (Aco) = Arent

Pour r =Ale résultat est immédiat ; sinon r= ry tax ry et:

Aeglt) taxa (ro) 5

wis + Cc:

d'aprés (2),il existe Beg (r,) et (a,C)e axa (rz) tel que Al Btay

d'aprés (1), C appartient ig (r,) et, par hypothése de récurrence }

B ee ry

Cc —_

donc Ao BtaxC> rj taxry.

Finalement (3) et (4) prouvent que:

r is.

rele Xeg &)

clest-a-dire que:

Leg) ({Be® |Xe E}).

4.7,2. Remarque :

Au cours de la démonstration précédente nous avons également prou-

vé (b) que tout bilangage régulier ne contenant pas A est engendré par une

bigrammaire BG = (T,N,::=, X) ne comportant que des régles du type :

(2) An=Bta,xC. avec AceN, B, Ce NU {A} etae T.

Réciproquement tout bilangage engendré par une bigrammaire de

type (a') est aussi engendré par une bigrammaire de type (a) (démonstra-

tion immédiate), c'est-a-dire que c'est un bilangage régulier. Ainsi les

régles du type (a') permettent de caractériser les bilangages réguliers ne

contenant pas A.

Par "passage au réfléchi" il est facile de déduire du théoréme précé-

dent le résultat qui suit :

3. Conséquence:

Les bilangages réguliers sur T sont les bilangages bigrammaticaux

sur T, qui sont engendrés par les bigrarmmaires dont toutes les régles

sont du type:

AnsayBtC ouA::=A avec A,B,C non terminaux et acT

.4. Théoréme:

Le transformé d'un bilgnigage régulier par un homomorphisme de

dioides est un bilangage régulier.

Il suffit de prouver ce théoréme pour un bilangage régulier L ne

contenant pas A et pour un homomorphisme § qui ne transforme pas

toute ramification en A.

em ee xe ae



aah 4.7.4

Reprenons les notations de la démonstration du théoréme 4.6.6 ; nous
=BtayCtetC': ry xe (avec Ct q N).

btenons : 
5

obtenon: Dans les deux cas les régles de la nouvelle bigrammaire BG' sont

(L) = (5 (a,),--+, § (ad).

° *otL),p e du type voulu et BG! engendre bien le méme langage que BG (il suffit de

© (L) est régulier (d'aprés 4.6.5) et ne contient pas A; donc 0 (L) est associé comparer les systémeé liés A BG et BG!) ; ce qui achéve la démonstration

& l'inconnye A) d'un systéme :

* 4.7.5. Théoréme :
(s) pourisl,..,n A,= =

L'intersection d'un bilangage bigrarmmatical et d'un bilangage régulier

En outre, d'aprés 4.7.2, on peut choisir ce systéme de facgon que tout terme 
est un bilangage bigrammatical.

Ry soit de la forme Bij + yy x C,.ij ot qj est un entier compris entre | et p et Il suffit de prouver que l'intersection d'un bilangage algébrique L sur

ot Bij et Cy sont soit des inconnues, soit A. T et d'un bilangage régulier K sur T est un bilangage algébrique.

Finalement 4 (L) est la premiére composante de l'unique solution du systéme :

P.

(S,) AL= U op. (5 apes 6 (a,))
Jel ij, P

K est associé A (D,H’ ,§) (oaD est un diofde fini, ®’ une partie de D

et § un D-homomorphisme).

“"

Remarquons d'abord que, pour r ¢ [k], da définition des fonctions

La bigrammaire BG = (T,N, ::5, X) liée 4 ce systéme et engendrant 6 (L) polynémiales g, ,, 8'étend aisément en remplagant % par un dioide quel-
,

ntadmet que des régles du type : conque ; plus précisément posons':

BtrxG avec AeN, B, CeNU {A}, re PN {A} va
A de 2) (4, apees 4) =e (e élément neutre de }rl

poste op, k

ll reste A montrer qu'une telle bigrammaire que nous dirons réguliére est 
n

etpour r), To ¢ {k] etic [k]:

équivalente & une bigrammaire n'admettant que des régles du type (a') (4. 7.2).
1

Dans ce but appelons degré d'une régle A= B+r x C la taille de r, degré d'une Oy, Hine yy Bae oer oe, ay a) +a xo'y (a... a).

bigrammaire le plus grand degré de ses régles, et montrons que toute bigram- 
A

~ Alors, pour r¢ [k] et Tyres The T's

maire BG de degré k> 1 est équivalente & une bigrammaire BG', de degré k au 8 Gy (ry, see By) Cig fk (6 ()), wwe,» [8 (r,)).

plus, et comportant strictement moins de régles de degré k.
L est associé &l'inconnue A, d'un systéme (S) qui s'écrit :

Soit A= B +r y Cune r&gle de degré k dans BG ; nécessairement r=r)taxr, i 1 ¥ q

indiquons les remplacements 4 effectuer dans les différents cas pour obtenir BG': ():pour isl, jn A; = i A el, i, B, i)
JF 7

BIg). aves’, « acl
ij ij?

ii) x, = A: nécessairement x, n'est pas vide ; remplacer A i:= B + ax, x © Par naa Notons L (A,) la composante de la solution (S) associée & A, (par
i) ry # A: xremplacer A:= Btrjtayr,xC par Ans Bitaxr5xC et Bins Btry (avec 

.

et B; eNyT.



4.7.5.

exemple L = L (A))), et posons*:

pour de® L(A, a) = L (a) 57 (a).

Les L (Ay d) sont caractérisés de la fagon suivante :

7 a:

rel(A;, d) « (2 jelP,] 1 TeL (By), +, qt” .

(r=5 (yer, )etg’
Yr 1 ij Ty4 (sephew, bey = 4)
ag” Taj 4

e (3ielp,], dyer dg. D) treo, .
j ij ij

par suite :

jal (yd ij
Vv qj

Ep convenant que bi est l'ensemble des (4, mm ay ) tels que
a

'

oy ade, d DRAij 454 au yj

Par conséquent les L (A, d) sont des bilangages algébriques et

Kn L (A) = U., L (A, 4)

én est également un.

Il est possible de poursuivre cette étude de différentes facons :

1) De nombreux points ont été abordés ici de fagon superficielle et pourraient

étre examinés avec plus de soin: par exemple il est possible

- de définir des "fonctions calculables" de ramifications en s'inspirant de la

définition des fonctions calculables d'entiers,

- d'étudier les propriétés de décidabilité et d'indécidabilité pour les bilangages

en suivant les études faites 4 ce sujet sur les langages,

~ de généraliser les bigrammaires comme cela été fait pour les grammaires,...

2) La grande similitude des résultats obtenus ici avec ceux de la théorie des

langages invite 4 penser qu'il faudrait chercher une théorie qui recouvre

toutes ces études. Comme les définitions préliminaires du monofde libre et

du binofde libre peuvent étre présentées en termes de "probléme universel",

il serait intéressant de réexaminer ces questions dans le cadre de la théorie

des catégories ; c'est d'ailleurs la démarche suivie dans (EILENBERG - WRIGHT!

3) Les bilangages ont été considérés comme des "langages a deux dimensions"

particuliers puisque formé de ramifications. Mais, en interprétant autrement

les deux lois de composition interne + et x d'un diofde, on peut aussi considé-

rer comme bilangages.des langages & deux dimensions beaucoup plus généraux :

soit un ensemble fini F (alphabet) formé de courbes ''orientées", c'est-a-dire

munies d'une origine et d'une extrémité (figure 1) ; interprétons les lois de

composition interne + et x, respectivement, comme la ''mise en série", et la

"mise en paralléle'" de deux courbes orientées (figure 2) ; une partie de e
peut alors étre interprétée comme un ensemble de courbe orientées ; en par-

ticulier, les bigrammaires permettent de définir des parties de F, et d'ana-

lyser les figures appartenant a F

Figure 1

i's “TM, ~ . o*,

| | i”
: a

atb axb atbte (atb+e)x(ctbta) (at (btc)yctb)xctaxybta

Figure 2

() BILENBERG S. and WRIGHT J.B. (1967) Automata in general algebras -

I.B.M, Research Note NC 725.
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