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INTRODUCTION




7.5 de nombreux domaines du traitement de 1'information on emploie
des ''structures arborescentes', avec éventuellement plusieurs racines, sou-
vent orientées ''de gauche i droite' et dont chaque nceud est étiqueté par un

nom appartenant & un certain alphabet {Figure 1).

Ramification .
'y

Figurel

En particulier 1'étude des langages conduit & considérer des ensembles
de telles structures (souvent appelées alors ""marqueurs de phrase') comme de
véritables "langagesa deux dimensions", que nous appellerons ici des bilangages
(cf. par exemple BAR-HILLEL, PERLES et SHAMIR (1961) - GINSBURG (1966) -~
LUCAS (1967)).

Dans 1'étude qui suit, aprés un rappel succinct des principales propriétés
des langages réguliers et des langages & contexte libre (Chapitre 0, le lec-
teur pourra consulter GROSS et LENTIN (1967)), nous présentons une formali-
sation (PAIR, 2) qui permet de traiter algébriquement ces structures arbores-
centes nommées ramifications (chap. 1). La notion de calculabilité sur les
ramifications est ensuite précisée par l'étude des fonctions récursives primiti-
ves de ramifications (chap. 2). Puis les langages réguliers et les langages &
contexte libre sont généralisés en bilangages réguliers {chap. 3} el en bilangayes
algébriques {(chap. 4) ; en particulier les bilangages réguliers sont comparés a

ceux qui sont engendrés par des grammaires.
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CHAPITRE 0

RAPPELS SUR LES LANGAGES REGULIERS

ET SUR LES LANGAGES A CONTEXTE-LIBRE

Dans tout, ce qui suit V désigne un ensemble, appelé vocabulaire qui
est choisi fini, sauf mention du contraire : en effet certaines propriétés sub-

sistent pour V infini {voir a ce sujet les introductions des différents chapitres).
v est le monoide libre engendré par V, c'est-a-dire l'ensemble des suites
finiep d'éléments de V {ou mots sur V) y compris le mot vide noté A ; un
lal}ga,ge sur Vest une partie de V*. La loi de concaténation sur Vjt est notée

additivement ; toutefois, pour alléger 1'écriture,il nous arrivera d'omettre le

: . * o
signe +; ainsi pour @, o' dans V7, y o' désigneqg ¥ o'




0.1 LANGAGES REGULIERS.

0.1.1. Définition et théoréme :
Etant donné un ensemble V, un langage K sur V est appelé langage

régulier ou langage de Kleene s'il satisfait & 1'une des deux conditions

équivalentes :

{a) il existe un monoide fini M, une partie M' de M et un homomorphisme
de monoides y, de v¥* dans M tels que K = u'l (M1).

(b) il existe un automate fini acceptant K.

On trouvera une définition des automates finis dans RABIN-SCOTT
(1959). La notion d'automate fini peut &tre formalisée de la manidre sui-
vante : appelons mémoire sur V un ensemble S muni d'une loi de composi-
tion externe a opérateurs dans V notée o

(s,a) e Sx Ve>s6acS.

Par exemple v¥ st une mémoire sur V en posant, pour g ¢ vE et

ae V:
yea=qga.

Un homomorphisme de mémoires de V* dans S, mémoire sur V, est
une application ¢ de v¥ dans S telle que

tlooal =¢ (a)oa

Dans ces conditions, (b) est équivalent & 1'assertion suivante :

{c) il existe une mémoire finie S, une partie S' de S et un homomorphisme

de mémoire ¢ de v¥ dans S tels que K = Q-l (s).

Les assertions (a) et (c) restent équivalentes que V soit fini ou infini.

- 0.1.2. Langage local:

Etant donné deux sous ensembles D et F de V et un sous-esemble 7

2

de V%, l'ensemble des mots non vides aj...a (al.L ¢ V) tels que

cw e e TE S TR S




ks

aleD, aneF et (ai, a“_l)g’z‘ pour i =1,...,n-1

est un langage régulier. Onl'appelle langage local {ou K-langage standard)

(GROSS et LENTIN) ; il sera noté [D,%,F]. D sera appelé ensemble des initia-

les, F ensemble des finales et ¥ ensemble des transitions.

Les langages réguliers sur un vocabulaire fini sont les transformés des lan-
gages locaux par un homomorphisme entre monoides libres.

Pour les langages réguliers qui ne contiennent pas le mot vide,l cet homomoz-
phisme peut toujours &tre une transcription, c'est-d-dire un homomorphisme qui
transforme toute lettre en une lettre, autrement dit tout mot en un mot de longueur
égale. Il en résulte que, pour prouver une propriété sur les langages réguliers il
suffit de s'assurer qu'elle est vraie sur les.langages locaux et qu'elle est conser-
vée par transcription. C'est en s'inspirant de cette méthode, par exemple, qu'on

peut prouver le théoréme suivant :

3. Théoréme de Kleene;

L'ensemble des langages réguliers sur un vocabulaire V fini est le plus petit

ensemble db de langages sur V tel que ;
a) J contientles langages finis

. Ly D
b) Si K et K' appartiennent a¥, , Ky XK', K+ K'etx K appartiennent a ks J

+
8

w Notations ; K+ K' = {«& ’ru'x cek a'cK'l; xK= p.K avec :

o
)il
<

0.K = {A} et, pour pz 0 (ptl). K=p. K+ K.

]
(2]
pul
i
2]

0.2 LANGACiES DE CHOMSKY ; GRAMMAIRES. (CHOMSKY, GROSS & LENTIN,

GINSBURG).

0.2.1. Définition :
Soit un vocabulaire fini T. Considérons un systéme (S) de n équations
4 n inconnues A AZ’ s AL 3 valeurs dans l'ensemble J (T*\ {A}) des

parties de T*\ {r}:

el

. _ P 1 95 k
($) pour izl ...,n, A= ) Bij.. .Bij avec Bij ¢ [Ap - A JUT

[y
"

(k est un indice).
Si (S) a une solution unique, chaque langage du n-uplet solution est

appelé langage & contexte libre.

N

Remarquons que, d'aprés cette définition, les langages d contexte

libre ne contiennent pas le mot vide.

0.2.2. Définition :

Une grammaire de Chomsky est un quadruplet G = (T, N, ::=, X} ou

- T est un ensemble fini non vide appelé vocabulaire terminal ;

+» N est un ensemble fini non vide, disjoint de T appelé vocabulaire auxi-

liaire ou non terminal ;

- 11= est une relation binaire entre N et V*, telle que le nombre des cou-
ples en relation (ou régles) soit fini,
- X est un élément distingué dans N, appelé axiome de G.
Le langage engendré par une grammaire de Chomsky G est l'ensemble
des mots ¢ ¢ T* tels que A
o ST
ou la relation >i ("dérive de"} est la fermeture transitive de la relation

>—{!'se réécrit'') qui est définie par :




0.2,2.

*, Y€ V*)

& *
(Va, e V) a>—pel(FAeN reV,2'eV
(a=x Ax'etp=x yr'et Au=y)
Les langages engendrés par une grammaire de Chomsky sont

appelés langages de Chomsky.

En comparant les deux définition précédentes on peut prouver le

résultat suivant {GINSBURG) :

0.2.3. Théoréme :

I'ensemble des langages de Chomsky sur T est formé des langages

3 contexte libre et des langages i contexte libre réunis au mot vide.
Les grammaires définies en 1.4.1. généralisent les grammaires de

Chomsky : 1'ensemble des axiomes et l'ensemnble des mots o tels que

A ::= o sont des langages réguliers qui peuvent &tre infinis ; de plus ,

par commodité, on prolonge la relation ::= par a ::= A pour tout a ¢ T.
Rappelons enfin qu'un homomorphisme de monoides libres transforme

un langage de Chomsky en un langage de Chomsky (BAR-HILLEL, PERLES

et SHAMIR).

E
:

CHAPITRE 1

RAMIFICATIONS - BINOIDE LIBRE - BILANGAGES

Ce chapitre présente une définition des ramifications : l'ensemble des
ramifications sur un alphabet V, noté O, est construit a partir de certains
graphes (arborescences) (I.1) ; puis cet ensemble est étudié d'un point de vue
algébrique : il est muni de deux lois, l'une interne, l'autre externe i opéra-
teurs dans V, qui en font ce que nous appelons un binoide (1.2). Il est possible
d'énoncer un principe de récurrence sur 0, ce résultat sera trés utilisé dans
les démonstrations ultérieures ; 1'étude des homomorphismes de binoides con-
duit & nommer ? binoide libre sur V (1.3). Les applications dans ¥ sont aisé-
ment définies par récurrence : nous en donnons guelques exemples qui sont
appliqués a la définition des bilangages grammaticaux ; cette derniére définition
donne un sens précis a la notion de '"marqueur de phrase' relative aux gram-
maires de Chomsky (l.4). Dans la derniére partie de ce chapitre ¢ est muni
d'une autre structure comportant deux lois internes (structure de dioide) ce
qui permet de définir des "homomorphismes'' entre ensembles de ramifications
sur des vocabulaires distincts.

Dans ce chapitre, sauf dans le paragraphe 1.4, il n'est pas nécessaire de
supposer V fini.

La définition dv binoide libre v qui est présentée ici, a été énoncée par
Monsieur PAIR (IifoR, 2) qui en a également (PAIR, 4) donné une définition
axiomatique et indiqué d'autres résulta—ts, non repris ici, se rapportant a

l'analyse syntaxique.




1.1. DEFINITION DES RAMIFICATIONS SUR UN ENSEMBLE V.

1.1.1. Arborescence (BERGE)
On appelle arborescence un graphe f{ini sans circuit tel que :
a} il existe un point v qui n'est extrémité d'auvcun arc ;

b} tout point x £ v est l'extrémité d'un arc unique.

Lo
.
n
-
u]

v stappelle la racine de l'arborescence.

Figure 1 : Arborescence de racine 1

1.1.2. Orientation d'une arborescence :

Une orientation d'une arborescence (E, r)m est un ordre partiel O

dans l'ensemble E tel que :

a) les restrictions fieO 4 chacun des ensembles r(.x),'(‘x ¢ E) sont des
ordres totaux ;

by siyel {y) et z4 I (x), y et z ne sont pas comparables par la relationO.

Un triplet (E, T,0) ou (E, [} est une arborescence et Oune de ses orienta-

tions s'appelle arborescence orientée.

Scient deux arborescences orientées (E, 1,0) et {(Ef, 1, C") ; un isomor-~

shizme da lz premidre sur Ia deuxidme est une bijection h de E sur E

(”Rappelons qu'un graphe est un couple(E, I') formé d'un ensemble E {ensemble des
points du graphe) et d'une relation binaire ' dans E ; on note [ {x} 1'ensemble des

v e E tels que xT vy.




telle que :
(¥ x,veE) [(xr yeh & r'hiy) et (xOysh (x) O h {y))]

1.1.3. Pseudo-arborescence sur un ensemble V :

Etiqueter les points.d'une arborescence par des éléments d'an ensem-
ble V revient & définir une application de l'ensemble des points de 1arbo-
rescence dans V. Mais il est souhaitable que deux arborescences or{ieute‘-es
isomorphes, dontles points qui secorrespendent dans l'isomorphisme ot
méme étiquette, déterminent la mé&me ramification. Aussi sommes-nous
conduits & la définition suivante :

Soit un ensemble V. Dans I'ensemble des couples {, f) formés par une

arborescence orientée I dont les points sont des entiers, et vne application

f de l'ensemble des points de I dans V, introduisons la relation d'équivalence :

{I, 1) ~ (I, f') » il existe un isomophisme h de I sur I' tel que

f= ,n W

Une pseudo-arborescence sur V est une classe de cette équivalence.

Elle pourra &tre représentée par 1'un de ses couples (I, ). On appeiﬁie
taille de cette pseudo-arborescence le nombre des points de l'arhorescence

I; pour chaque a ¢ V, on appelle nombre d'occurences de a dans la pseado-

arborescence le nombre de points x de I tels que f {x) = a : la taille est la
somme des nombres d'occurrences desdivers éléments de V.

Une pseudo-arborescence de taille 1 sera identifiée & 1'unique élément
de V qui y posside une occurrence. Ainsil'ensemble V est confenu dans
t'ensemble des pseudo-arborescences bur lui-in€iie,

L'ensemble des pseudo-arborescences sur V sera noté & (V).

{

(1) Le signe , désigne la composition des applications,

FEEEEEE
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1.1.4. Ramifications sur un ensernble V :

Nous appellerons ramification sur V toute suite finie de pseudo-arbo-
rescences sur V. L'ensemble des ramifications sur V, c'est a-dire le
monoide libre déduit de l'ensemble des pseudo-arborescences sur V, sera
noté G La loi de composition de ce mooide sera appelée somme et notée¥;

1'élément neutre de cette loi sera nommée ramification vide et noté A.

La figure 2 schématise deux ramifications r' et r't et leur somme

ot !

a a £ a a f
b ¢ /\ g / e o l}
d av ¢ b@\c .
a a b a b
rl + rll

rl 1'”

Figure 2

Par définition :

- la longueur d'une ramification est le nombre des pseudo-arborescences

qui la constituent ;

- la taille d'une ramification est la somme des tailles des pseudo-arbo~-

A
rescences qui la constituent ; dans la suite la taille de r ¢ V sera notée

x|

- le nombre d'occurrences de a ¢ V- dans une ramification est la sdimme

des nombres d'occurrences de a dans les pseudo-arborescences qui la

constituent.
De méme gu'on appelait langage sur ¥ toute partie:de V™, on appel-

partie de 9. Comme V est inclus dans CL{V},

lera bilangage sur V toute

A - i 2
v¥ ost inclus dans V et tout langage est un bilangage ; en général, nous




noterons aussi + la concaténation dans V* (mais, il aous arrivera aussi
d'omettre le signe + dans ce cas ; ainsi pour a, b V,"a b a" signifie
“a + b+ al).

La somme et la sormme itérée {ou opération étoile) sur les langages
sont prolongés aux bilangages de la fagon suivante :
si L et L' sont deux bilangages sur V

L+L'={r+r'|relL, r'el’}

est appelé somme de L et L' ; en posant 0. L = {A} et {p+l).L = p. L + L
pour p > 0, on peut définir

+o0
* L = |J pL
p=0

appelée somme itérée de L.

La définition des ramifications sur V est relativement complexe. La

~

théorie algébrique qui suit permettra d'engendrer les ramifications de V
4 partir de V gréce a la somme et & une loi de composition externe, et

ensuite de ne plus guére employer expliciternent la définition.

la)

1.2 ETUDE ALGEBRIQUE DE V.

1.2.1. Enracinement :

Ce sera une loi de composition externe a opérateurs dans l'ensemble
V, notée x avec opérateurs & gauche : intuitivement, la ramificationay r
est la pseudo-arborescence obtenue en adjoignant & r une racine d'étiquette

a. La figure 3 présente bx r'eta x r', r' et r' étant prises sur la figure &
b

Soit une ramification r sur V, et un élément a de V.

Si r est la ramification vide, a x r = a.

Supposons que r est une suite de pseudo-arborescences (Ei, Ty Op
fi)' pour i =1,2,...,n; on peut tbujcu,rs supposer les ensembles Ei
deux a deux disjoints ; désignons par v, la racine de (Ei’ I‘i); a xr estla
pseudo-arborescence (E, T, O, f} définie par :
~ E est la réunion des E| et d'un élément v n'appartenant & aucun E
axrye(di) (xr‘iy) ou{x=vet(3i (y=vi));

*+~xO0ys(3i) x0O;y) ou (34 (isjetx=vi.e:y=vj));

f (x) = fi (x) si x¢ Ei’ f (W) = a.

On voit aisément que a x r est bien une pseudo-arborescence et que

réciproquement :
1.2.2, Proposition:

Pour toute pseudo-arborescence s sur V, il existe un élément a de
V et un seul, une ramification r syr V et une seule, tels que s = 3 x r.
Si L est un bilangage on notera a x L le bilangage {axr |reLl} et,

pour EcV, E x L désigne le bilangage {axr | acE, reL}.

1.2.3. Binoide sur un ensemble V :

On appelle binoide sur un ensemble V un ensemble muni d'une loi de
composition interne associative, admettant un élément neutre et d'une loi
de composition externe & opérateurs dans V. \l; est donc un binoide sur V.

Dans la suite les deux lois d'un binolde sur V scront, on géndra
tée + et y et nous conviendrons, pour réduire le nombre des parenthéses,
de préserver la priorité habituelle de la loi x sur la loi + ; 1'élément neu-

"~
tre sera noté e, sauf pour V dont l'élément neutre est A.




1.2.3.

De méme que pour les structures algébriques classiques, on définit
un sous-binoide de & comme une partie &0 de ® qui contient e et qui est
stable pour + et x {sir ¢ &0, s e@o, aeV, alorsr + s e©0 et

axre(BO).

Si® et B sont deux binoides sur le méme ensemble V, un homomor=-

phisme de binoides (ou, simplement, homomorphisme) de ® dans ® est

une application § de ® dans ® , telle que, pour r et s dans ® et a dans V :

jple)=e, plets)=yleltyle), ylaxr)=axy

1.3 PROPRIETES FONDAMENTALES DE 7.

De la définition des ramifications comme suites de pseudo-arborescences et

de la proposition 1.2.2 , il résulte immédiatement :

1.3.1. Proposition :

A A A
Pour tout r ¢ V, non vide, il existe ae V, r' ¢ V, r'' ¢ V uniques

tels que
r=r'"+ayxzr"

~
On en déduit un principe de récurrence dans V.

1.3.2. Principe de récurrence :

Soit P un prédicat tel que :
al ¢ {n) soit vrai,
B) (¥r, sc V) pir)etp (6)= (FaeV)p (rtaxs);
| alors p {r) est vrai pour tout r ¢ 7.
La démonstration est immédiate par récurrence sur la taille d'une
ramification, grice i la proposition 1.3.1. ; ce principe de récurrence

peut aussi 8tre formulé de la fagon suivante :

—— === ——weewwx
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1.3.2.

Soit > un prédicat tel que :
a) ¢ (A) soit vrai
B (¥re¥, ue @V (p () etp W =p r+ud
A (¥reV)(VYaeV) (e ()= plaxre)s:

A
alors, p (r) est vrai pour tout r e V.

A . » :
Soit Bun sous-binoide de V ; en utilisant le principe de récurrence,

on voit que toute ramification sur V appartient & 0>, autrement dit que

~ A . - N - N
® = V : V ne contient aucun sous-binoide autre que lui-méme. En parti-

culier, 1'ensemble des combinaisons finies, par + et x, d'élérnents de V,

ramification non vide

" IS
qui €§t'un sous-binoide de V, est égal a V : toute

sur V est une combinaison {inie par + et x, a'¢léments de V.

Exemples : Pour les ramifications de la figure 2

e hyipiy spepape

r"=ax(btcyathb)

MEzayf{ctdl+ix(gxlath +clh

A
1.3.3, Définition par récurrence des applications de V dans un ensemble E

Soient un ensemble E, un élément e de E, deux applications fl de

&~ . .
v x QU{V) x EZ dans E et IZ de V x V x E dans E. Il existe une application
A
3 et une seule, de V dans E, telle que :

alin (W) =e
A

b {¥r e M (Vae @D [ erur =g (r s r), oy Wb g

OlvacVi(vre¥ [y laxe =6, e 2 ()]

ou encore:
Soient un ensemble E, un élément e &E et, pour tout a ¢ V, une appli-
catign g, de 02 X Ez dans E. Il existe une application f de V dans E et une
seule, telle que :
a)f{n)l=e

b) (faeg V, 1, B¢ ?’) £(1-+a>(s)=ga (r,s, f{r), £(s)).




Théoréme :
Pour tout binoide & sur V, il existe un homomorphisme de binoides et
o)
un seul de V dans ® .

Si § est un homomorphisme de ¥ dans 6,y vérifie :
A
W yW=esVr,se ) ylets) =y &) +y(s); (VaeV, e y laxe) =
ayxy(r);
et donc,nécessairement :
@ yW=es(Vre¥, ue AV § rtu) =y () +y (0);
o~
(VaeV, reViglaxr)=axy (r)
d'aprés 1.3.3 il existe une application y unique vérifiant {2) ; il reste
d prouver que § est bien un homomorphisme c'est-a-dire que :
A
(Vr, se Vl y(r+s)=yr)+y(s)
ce qui est immédiat par récurrence sur la longueur de s.

A
Ainsi V est la solution du probléme universel suivant (solution unique
d "un isomorphisme prés'!) :
""Trouver un binoide sur V tel que, pour tout binoide ® sur V, il existe

un unique homomorphisme de ce binoide dans§® .

A
(V est un objet ""universally repelling" de la catégorie des binoides (LANG)).

Nous définirons maintenant par récurrence quelques applications simples.

1.3.5. Mot des racines d'une ramification :

N
Appelons mot des racines de r ¢ V le mot g (r} sur le vocabulaire V

défini par :
p(/\)=/\;p(r+s)=p(r)+p(s);p(axr)=a.

racine de r.

3

. . a .éme
5i le mot des racines de r est ap..e.a, a est appelée la i
Par exemple, le mot des racines de la ramification r' + ", prise

dans la figure 2 est aaf.

.3.6. Proposition :
Soient ¢' et " deux mots sur V et une ramification r dont le mot des
racines est g' + 01';' il existe deux ramifications r' et r'", chacune unique,
telles que p {r") =¢', p ("M =g etr =z' + '

(Ce résultat se démontre par récurrence sur la longueur de g'').

EERREEE

1.3.7. Mot des feuilles d'une ramification :

Appelons mot des feuilles de r le mot ¢ (r) sur V tel que :

gN =n,glrtsl=gle)tgls),
glaxr)= Si ¢ {r) # 4 alors ¢ (r) sinona,
Si le mot des feuilles de r est a-r. @, on dit que a; est la i¥02€

feuille de r.

Sur la figure 2, par exemple : @ (r' + ") = babedabe.

1.3.8. Familles d'une ramification :

T

Pour la ramification r' + r'' de la figure 2, nous dirons que le mot

cd est une famille de prédécesseur a, que le mot vide est une famille de

prédécesseur d.
- A
Soit a un élément de V et F, 1'application de V dans l'ensemble
7‘3 (V*) des partie de v¥ détinie par :
Fa(/\)=ﬂ,Fa (r+s)=Fa (r)UFa(s),

Fa (b x r} = Si bs a’ alors Fa {r) y {p (r)} gsinoen F& (r).

Par définition Fa {r) est 1'ensemble des familles de prédécesseur a

dans r.

Sur la figure 2 par exemple, Fa '+ ={b+ec c+d p}.

@ p et Fa garderons la mé&me signification dans tout ce qui suit,

1.3.9, Ramification réfléchie d'une ramification :

Intuitivement il s'agit d'inverser l'orientation d'une ramification,
~ ~ ~ .
Introduisons dans V la loi interne + : r + s = s + r. L'homomorphisme
A A . .
y de {(V, +, x) dans (V, +, x) transforme toute ramification r en ce que

——- . -~ e . 1
nous nommeraons sa ramification réfléchie r. La ramification réfléchie

de T est r : en effet le carré \1,2 de l'homomorphisme ¢ est 1'identité,




1.3.9

1.4.1.

puisqu'il vérifie
2o = 2 _2 2 B o el ] .
g W EA T letaxs) =yt ) taxy (sl lier ; si a 2= ¢, on dit que y est une production de a.

- X est un langage régulier sur V, l'ensemble des axiomes de la gram-

Il est immédiat, par récurrence sur r, que
~ ~ "~ ~ .
p By =plr), o (r) = p (r), maire. Pour a ¢ V, on notera Ka le langage régulier des productions

et que les familles de Erédécesseur a dans ¥ sont les mots réfléchis des de a.

familles de prédécesseur a dans r.
E 1.4.2. Bilangage engendré par une grammaire :

v
Si L est un bilangage sur V le bilangage L =y (L) est appelé bilangage
Une ramification sur V est engendrée au sens large par la grammaire

réfléchi de L. Il est évident que si L est un langage sur V, L estle lang:age

réfléchi (ou image miroir) de L. G lorsque chacune de ses familles o de prédécesseur a vérifie a ::= ¢ {no-

J
ERi
-
-
-
by
wE

1.3.10. Transcription d'une ramification ; tons que le mot ¢ peut &tre le mot vide A ; a est alors une feuille de la

On donne deux ensembles Vet V' et une application @ de V dans V'. ramification).

Remplacer chaque "étiquette’ a d'une ramification sur V par 6 (a) g V! Pour tout langage régulier K, notons B (G, K) l'ensemble des ramifi-

~ Y N 7 7 . .
c'est définir une application @ de V dans V' telle que : cations engendrées au sens large par G, dont le mot des racines appartient

S =A;0(r+s = @ +0(s);0 taxr)=01a)x ? ). 4 K ; c'est un bilangage sur V. En particulier :

-3 (G, V*) aussi noté B(G), est appelé bilangage engendré au sens large

3

”~
L'application 0 s'appelle transcription (associée & 0). Si L estun

par G ;

~
bilangage sur V nous dirons que 0 (L) est transcrit de L.
- B(G,X), note FI(G), est appelé bilangage engendré au sens strict

Il est clalr que :

~
- la restriction a vE dlune transcription @ est une transcription de monoi'- {ou, simplement, engendré) par G.

" des. Les bilangages engendrés par une grammaire sont dits bilangages

grammaticaux.

Pour que la ramification vide appartienne & & (G) il faut et il suffit

~ ~ e
- Pour toute ramification r : 9 ogplrl=gollr), 0oy (x) =508 (r).

1.4 BILANGAGES GRAMMATICAUX. que le mot vide appartienne & X. D'autre part il est immédiat.que :

1.4.1. Grammaire :
)

1.4.3. Proposition:

t . . 5 0N >
. !Sir etr'appartiennent 2 Veta aV:

a)r+r"€$(G] o re BlG) etr ¢ BI(G)

Une grammaire est un triplet G = (v, =, X) ou
- V est un ensemble fini appelé vocabulaire de la grammaire ;
- ::=une relation binaire entre V et le monoide libre V* telle que, pour
’ blayre LG @ reB(G)eta =g {r)
tout a ¢ V, l'ensemble des mots y tels que a ::= ¢ soit un langage regu-

P
|
|
|
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On en 'déduit immédiatem'ent, én utilisant une démonstration par
récurrence dans G_, que-;g (G) est le plus peti§ bilangage sur V :
- contenant A,
- stable pour +,

- contenant a x r lorsqu'il contient r et que a ::=  (r).

1.4.4. \Langage engendré par une grammaire :
L'ensemble des mots des feuilles des ramifications de :?(G) s'ap-

pelle langage engendré par la grammaire G. Leés langages engendrés par

une gramx"naire sont les langages de Chomsky ou C-langages. En effet,

on montre (PAIR, 1) que cette définition du langage engendré par G
équivait & celle indiquée en 0.2.2 lorsque les langages K sont finis et
que G admet un seul axiome de longueur 1, et que, méme lorque ces hypo-

théses ne sont pas satisfaites,le langage engendré par G est encore un

langage de Chomsky. i

1.5 PROLONGEMENT DE LA LOI EXTERNE, . DIOIDE.

Nous nous proposons ici de prolonger la loi ® en une loi interne associative

notée aussi multiplica‘tivement; d'od nécessairement :
i) (axr)xsfax(rxs).
Intuitivement la ramification r y s est obtenue en "accrochant' la ramification s
3 une feuille de ¥, par exemple & la premidre ou & la dernidre feuille de r ; d'od
deux possibilités :
i) (Vr#A {r+tthxs= rxs+tt
i) (Ve#EA) e +tlxs=r+tys.

Précisons cela dans la définition suivante :

7
"
B8
i
-

1.5.1, Produit & droite (resp. 3 gauche) :

A
Le produit & droite {resp. & gauche) dans V, noté X (resp. XG)
est défini par :
A
(FseV)

(Vr, s, th, agV) (rtaxt) v

Axps=s {resp. A %q S = s}

Ds =r+ax(t‘*Ds) (resp. (axt+r)'xG s=ax(t'sz)+r).

" ¢ 1'"

Figure 4 (r'et r'" prises dans la figure 2}

1.5.2. Propriétés immédiates =

Les lois *p et XG sont associatives,, admettent A comme élément

neutre ; elles prolongent la loi x et, de plus :
v A

@ Ve, se®  |rxps|=|e] * s
B (Ve seV)  Thgs=Fxps

Démonstration immédiate par récurrence.

Dans la stite nous noterons simplement y le produit i droite.

1.5.3. Dioide droit, dioide gauche :

Appelons dioide droit (resp. gauche) un ensemblefb muni de deux lois

internes, notées + et {resp. x.~), associatives, ayant mé&me élément
B D P X Y

néutre e, et vérifiant :




1y, [543

(le, dZ’ d3€§), dZ#e) (d1+d2) XD d3=dl+ (dZ Xp d3)
. _ ou encore :
(resp. (dl #e) W + dz) Xg 4y = & X d3) +d, )

v 1) - -
{Nous dirons "dioide" i la place de "'dioide droit" et nous noterons 6 (@' +a) xa') =5 @'+a) x 6 (") =5 ") x5 (",

pour x p). Un sous-dioide d'un diode D est une partie @O de D contenant or les deux ramifications § (a') + 5 (@') et § (a') x § (a'} qui n'ont pas

méme m i a & Erifié
e et stable pour + et x. &me mot des racines ne peuvent &tre égales, et (2) est vérifié,

_ n . i W L .
Soient deux dioides &8 et gD'dont les lois sont notées + et x, et les Cette remarque justifie la restriction relative & 1'application f dans 1'é-

v 2 .
. L. g noncé sui :
éléments neutres e et e'. Un homomorphisme de dioide ou D-homomorphis- cé suilvant

LI
me ded dans @'est une application § de® dans D'teile que :

FRRRNEE

1.5.6. Théoréme :
= g! = ] =
5 le)=e, (¥ 4 dze@ )8 (d1+d2) 5 (dl) i 5(d2), ‘ﬁ(dlxdz) ﬁ(dl)xé (dZ)' Pour tout dioide 9 et toute application f de V dans D telle que f'l(e)=¢

Les homomorphismes de dioides gauches sont appelés G-homomorphismes

il existe un D-homomorphisme et un seul de ¢ dans P qui prolonge f.

7~ A
Jul lai t sous-dioide de V contenant V -est un sous-binoide de V L . . -
est clair que tout sou L'unicité d'un tel D-homomorphisme est évidente, car, si f répond &

d'ol le résultat : { i
é la question, nécessairement :

F(/\)=e

1.5.4. Proposition :
T+axs) =1+ )« T (s))

()

L) N
SiD est un sous-dioide de V contenant V alors®d = V.
Réciproquement montrons que I définie par (1) est un D-homomor-

1.5.5. Remarque:

A A Py A
Soient deux dioides libres V et V' ; tout D-homorphisme § de V dans V'

phisme : par récurrence sur la longueur de s il est immédiat que :

flets) =T {r) +71 (s) ;

"
qui ne transforme pas toute ramification de V en la ramification vide satis-

prouvons, par récurrence sur r que :

i

wE
3]
¥
1]
z
B

BRSNS (i

fait 4 : f(x‘xs) =f (r) x?(s) 3

0 (¥re® [s6@)| = |z,

la relation’est évidente pour r = A; pour r = T, +axyx T, 3

d'old, en particulier :

£ ((rl+axr2)xs) f (rl tay (1‘2 x s))

@  (VaeV) 5 a) # A T T

(1) se déduit immédiatement de (2) que nous allons prouver ; supposons

=[fle)+f(@] xTlr, xs) carf (@ #e
*1i 1 V el : } -, dlapres 'L thése il existe a' e V tel - : =
qu'il existe a ¢ V tel que ¢ {al = A aprés 'hypoihése x € [ () +£ (a)] x f (r,) x f (s) (hypothése de récurrence
que §la') # A et, dans ces conditions : et associativité de x)

s@ataxal=sla)+slaxal=gl)ts @) [f(r1)+f(a) Xf(rz)] x £ (s)

?(rl+axr2)x?(s).

[ |
]
|
]
|
|




1.5. 7. Notations :
Le produit & droite {ou simplement produit) de deux bilangages L et -
L' sur V est naturellement défini de la fagon suivante : {
LxLz{rxr'|rel, r'e L'} -
En posant L% = (A} et LP* - LP, L, nous pouvons définir
L¥ - UD LP
p=0

appelé produit itéré de L.

= ...::1;4.!_11-';

CHAPITRE 2

FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES

DE RAMIFICATIONS

Il est souvent utile de définir et d'étudier des transformations de rami-
fications : nous en avons vu des exemples dans le chapitre précédent ; citons
aussi le cas des 'grammaires transformationelles" (CHOMSKY, 2 - CULIK)
ainsi que les travaux en cours i la Faculté des Sciences de Nancy {(LECLAIRE -
KHALIL) relatifs i la syntaxe et & la traduction des langages de programmation.
Les transformations utilisées dans ces diverses études doivent &tre "effectives''
et c'est ce qui justifie 1'étude des fonctions récursives primitives de ramifica-
tions.

Comme dans le cas des fonctions récursives primitives d'entiers, 1'en-
semble de ces fonctions est défini au moyen d'opérateurs (composition et récur=~
rence) et de fonctions de base :

- la constante A,

- les fonctions projections,

- des fonctions jouant le rdle de la fonction ""successeur", c'est-a-dire que
toute ramification de ¢ s'obtient, A partir de A, par composition de telles
fonctions {2.1).

Aprés 1'étude de quelques propriétés immédiates (2.2) nous donnons des
exernples en reprenant en particulier, les fonctions déja présentées au chapitre 1

{mot des feuilles, mot des racines, ...} (2. 3).




Parmi les prédicats, nous étudions essentiellement le prédicat d'égalité
en montrant que ce prédicat est récursif primitif (2.5, 2.6, 2. 7). Il est facile
de plonger (N dans ¥ ce qui permet d'une part de comparer les fonctions récur-
sives primitives de ramifications et celles d'entiers, et d'autre part de définir
de fagon récursive primitive quelques fonctions de ramifications a valeurs
entidéres (longueur, taille,...) (2.8). Enfin nous étudions quelques autres

schémas de récurrence (2. 9).

Madame PETER montre, dans (PETER, 2) que 1'étude des fonctions ré-
cursives primitives pour un binoide libre se rattache & la théprie générale des
ensembles holomorphes libres {(PETER, 1) ; en (2. 9 nous situons cette étude
par rapport aux travaux de Madame Peter.

L'exposé fait ici, différe toutefois de ces travaux : d'une part nous pré-
sentons une démonstration de la récursivité primitive du prédicat d'égalité,
démonstration due & Monsieur Pair (PAIR, QUERE, 2), alors que Madame
Peter place ce prédicat parmi les fonctions de base ; d'autre part les preuves
de certaines propriétés, présentées ici dans le cas particulier du binoide libre,
sont, de ce fait, plus simples que celles présentées dans le cadre des ensem-

bles holomorphes libres. (voir par exemple 2.9).

=== == -




2.1 DEFINITIONS PRELIMINAIRES,

Dans ce chapitre V désigne un ensemble fini non vide ; notons gk l'en-
A A y
£ semble des fonctions de Vk dans V (fonctions & k-variables, ai ¥kxarguments) en

o ~
convenant que Fo=v.

2.1.1. Opérateurs:
a) Nous appelons composition l'opérateur I qui, quel que soient

les entiers naturels k et 4, associe aux fonctions By eves g, ded .
et g de § % 1a fonction f = r {g, gr s gL) de ?k définie par :

A
{y LITRTIE eV) f (rl, o rk) =g (gl(rl, i .,rk’), g, (rl, bad. rk) d S,

b) Nous appelons opérateurs de récurrence (ou simplement récur-

rence) l'opérateur R, qui, quel que soit 1'entier naturel k, associe aux

fonctions g g{?’k et ¢ f'k+4 pour tout a ¢ V,la fonction f = R {(g,(g ) )
g, ; g

aagV
de & ktl définie par :
N
(V{Jl, ceay l'k, r, segV, a EV) £ (rl’ "';rk: A) =8 (rln"';rk) J

f (rl, v, Iy, r¥axs) = g, (rl,...,rk, r,

s, f (r_l,..., T r}, f (rl, vy Tps s)).

S

D'aprés 1.3.3. la fonction f = R (g, {e,), . y! est bien définie de

maniére unique.

2.1.2. Fonctions de base :
Ce sont les fonctions suivantes :
VaedC
2) Pour tout a ¢ V la fonction fa de deux variables définie par

. A
v T, e V) fa (rl, r2)=r1+axr2,

-
EE
E#
-
-
gy
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3) Les fonctions projections c'est-d-dire, pour toutlOettoutlgig k

2.2.4. Introduction d'arguments fictifs :

les fonctions p; de k variables définies par : ; k 4 ; 9
s P Sife% =~ est récursive primitive la fonction g ¢ Tk” définie par :

k .
(Vr,..., r & p (ry, eee, 1) =1,
1 k€ i 0 k i g (rl, ons Ty rk+l) =1 (rl, ...,rk)

" P L R
2.1.3. Fonctions récursives primitives : est aussi récursive primitive.

A
L'ensemble des fonctions récursives primitives (sur V) est le "
P > 2.2.5. Définition conditionnelle :

lus petit ensemble R contenant les fonctions de base et stable par les ) . ) )
P pe [ d Si f, gy §, sont des fonctions récursives primitives i k variables

2 ik .
opérateurs de composition et de récurrence. ) o
i P la fonction h définie par :

EERE

h (r ) =SI f (rl, we.,T,) = A ALORS g (rl, ...,rk)

)

e T k)

2.2 PROPRIETES IMMEDIATES DES FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES .

SINON g, (rl, e T

Les propriétés suivantes sont bien connues dans le cas des fonctions récur- 3 ) o
est récursive primitive.

. " N . '
sives primitives d'entiers ; les démonstrations sont identiques.

Démontrons seulement cette dernidre propriété :

2.2.1., Proposition : B Bl

Une fonction f est récursive primitive si et seulement si elle

cond (rl, T, r3) =Sl r,=A ALORS r, SINON r

2 B 1

s'obtient & partir des fonctions de base par un nombre fini de composi- . L . .
est récursive primitive car obtenue par l'opérateur de récurrence :

i é . On dit alors que f est engendrée par les fonc-
tions et de récurrences n alors q g p cond (rl’ - A = pf (rl, 1-2)

tions de base. = p?
cond (rl, T, T4 aXs)= P, (1‘1, 1'2)

2.2.2 Proposition : h est alors construite par composition de fonctions récursives primitives :

L'ensemble des fonctions récursives primitiveswest.dénombrable. h =1 (cond, gy 8y f}.

Ces propriétés (en particulier 2.2.3 et 2.2.4 ) seront fréquemment utilisées

2.2.3. Permutation et identification d'arguments :

sans qu'il y soit fait référence.

Soient une fonction récursive primitive 4 k arguments et une

ication de {1, ..., &} dans {1, ..., Kk} ;
spphication de { e & ] 2.3 EXEMPLES DE FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES.

la fonction g définie par : ’
e 4 ? 2.3.1. Les fonctions constantes :

RN 10 B - ROV, S
g {ry k T w(k)) Prouvons, par récurrence sur ueg ¢ que la fonction ¢ définie

est aussi récursive primitive. ~
par (VY reV) cu(r)=u

est récursive primitive ;




2.3. 7.
2.3.1.

2.3.7. Ramification réfléchie :

~
- AN=A
en effet : S () = i
-+ = ~ -~
R (r+a)(5)=/\i rtaxs=ayxs+r,
A

t ¢ sont récursives
et, pour u = uy 4 a X us, en supposant que cul € u,

2.3.8. Produit & droite et & gauche:

primitives : a) La.fonction de deux variables {r, s)p»r x s est obtenue par récur-
2l = ), [ (r))
¢ ) = £, (cul ), ¢y .

composée de fonctions récursives primitives.

rénce : AXS=58

ainsi ¢ est (rl+axr2)xs=fa (1‘1, TZXS)'

Lalcentiic b} Le produit & gauche s'en déduit par composition :
2.3.2. L'identité :

, L .
La fonction identité n'est autre'que la fonction de base py 3 elle

est donc récursive primitive.

. e — N S, 2.4 'REMARQUES.
Dans les cas suivants la récursivité primitive est immédiate * REMARQUES,

2.4.1. Changement des fonctions de base :

2.3.3. La concaténation: L'ensemble des fonctions engendrées n'est pas modifié si les
rtA=T fonctions de base fa (2.1.2.2)) sont remplacées par :
re{staxt) =L r+ & t). 2)! pour tout a ¢ V les fonctions f' définies de la fagon suivante :

f' {r, r))=ayxr, +r,,
2.3.4. Llenracinement : a T2 17 T2

A T .
La fonction qui, pour a ¢ V fixé associe 4 r ¢ V la ramification ou encore par :
,

. . 2)" les fonctions :
a y r est définie par

{z, rz);—-u T tr, {concaténation)

et, pourtoutae V re—wa yr {enracinement).

axr:fa(/\,r).

2.3.5. Le mot des racines: Pdur prouver ce résultat il suffit de montrer :
o ) = a) que les fonctions des types 2)' et 2)" sont engendrées par les fonctions

. =) = [P A N b B
plrtax s) = fa o ), . de base choisies en 2.1.2;

. b) que, réciproquement,les fonctions f_ sont engendrées par les fonctions
2.3.6. Le mot des feuilles : .
= e et A

" de type 1), 3) (2.1.2.) et 2)' et dussi par celles de type 1), 3) {2.1.2.)
o W= A

g lr+axs = cond {f, b ) A o ) + g (8], 8)- o 2

¢ i
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2.4.1. 2.4.2.

pi (n = A

pi(r+ax5)=g

a) Les fonctions f'a sont construites par composition :
1 1
{r, s, p (), p (s))

1 = ~ ~
i (rl,- rz) £, (rz, rl) 3

Les fonctions de type 2)" sont aussi engendrées par les fonctions de ou g, {r, s, t, u) = fa (r, s) (c'est-a-dire que g, est obtenue

base (cf. 2.3.3. et 2.3.4.). par composition ') ; pour tout k > 1, plf se déduit de pi par composition

b) Il est immédiat que fa est engendrée par les fonctions de type 1), 2} et ''; enfin, pour tout k et tout i<k pil se déduit de p? par composition

~ .
3) ; par ailleurs 1'application qui, 4 r ¢ V associe ¥, est engendrée par rl:

les fonctions de type 1), 2)' et 3) car :

2.4.3. Modification de 1'opérateur de récurrence :

),

~

A=A

T = Il est possible de remplacer 1'opérateur de récurrence R (2.1.1} par

r+axs=f'a ('s',r)

) . l'opérateur R'! associé au schéma suivant :

et finalement fa est obtenue par composition, :

f(ry, eee, Ty, AV =g (2, e, 1)
= {t o~ 1’ ’ K 1’ v{{

f, by 7)) = £, & B, - o ( f :

et pour a ¢ : T ety M ayrts) = Ty, oee, T, T, 8, Xiqy swageliy g Ty

autrement dit f_est engendrée par les fonctions de type 1) 2)' et 3). g I Ba M1 Tk r K

flr), o, Ty s)).

2.4.2. Suppression des fonctions projections Cette modification ne change pas l'ensemble des fonctions engendrées.

Comme dans le cas "entier', on peut supprimer les projections En effet & toute fonction f & k+l arguments associons la fonction f définie

parmi les fonctions de base, d condition de choisir un autre opérateur par : F(rl, vy Ty, TIES {r) s ey Ty )

|
de composition ' plus général que I (OUSPENSKI). g Si f est obtenue par l'opérateur de récurrence R’, T est obtenue par 1'opé-
. k A k . E
Soient 8 vty By e &5 et ge¥ % on dira que f ¢F " est déduit de = rateur de récurrence R et f = f est obtenue par l'opérateur de composition
|
]

(e, Bprores gL) par T si et l'opérateur de récurrence R, et réciproquement.

(¥ T T 0t (PR rk) =g (g'l, (rl, ey Ty ~g'£ (r)y ooy r))

q . k k A B . k
ol g'i—g.1 ou Py ouU Pin si ick et g'k— ) ou Py 2.5 PREDICATS.

(c'est-d-~dire que le idme argument de g peut &tre soit g; '(rl, very rk) Nous appelons prédicat sur {/‘k une application de Qk dans une partie B de

: - L R .
Boit 1y soMEizgn 81 Y < k). V ayant deux éléments et choisie une fois pour toute.

) : . g : 2 5on 5 L . - Al
Il est clair qu'avec ces modifications on n'engendre & partir des fonc Soit agy ¢ V f1xé ; dans toute la suite de ce chapitte aous prendions .

tions de base que des fonctions récursives primitives ; pour montrer B = {A, ag x (ao + ao)} ]
qu'on les engendre toutes il suffit de prouver qu'on engendre les projec- par commodité nous poserons J[ = &g X (ao + ao), Ce choix pour B peut sur-

. 1 Py 2
tions ; or p est définie par récurrence : prendre a priori, cependant il simplifie la partie technique de certaines

w:;-~--—-‘5 — e _— r




2. 5, 1.

démonstrations (notamment en 2.6.2 ). (A représente la valeur yrai'' tandis

que}représente la valeur "faux'}.

2.5.1. Propriétés immédiates:

Si P et Q sont deux prédicats récursifs primitifs sur "f\k, NON P,
PETQ, POU Q sont récursifs primitifs,
E;l. effet :

NON P=r (cond,f, A, P)

P ET Q =T (cond, /\,JC, P+Q)

P OU Q =NON ((NONP)ET (NON Q)

2.6 ETUDE DU PREDICAT D'EGALITE.

Nous allons démontrer dans ce paragraphe que le prédicat d'égalité est
récursif primitif.

Au lieu de comparer directement deux ramifications nous comparerons
leurs "représentations parenthésées'. Pour introduire ces représentations
nous utiliserons une ramification  définie par

o =agxdg

2.6.1. Mot attaché 3 une ramification

Une ramification non vide peut &tre écrite de maniére unique, sous
forme d'une combinaison d'élément de V par x et + (L. 3.2.) ; par exemple la
ramification r de la figurel

) 2
a
a / 1 /3\\\\
0 a
>\ a; 1
a, 2y

Figure 1

FEEEREEERENRIRERERE

(1) P+0Q désigne ici la fonction définie par

P+Qir, ---.rk_J =P (rl, rk) +Q {-rl. ver rk]

2.6.1.

s'écrit :
r=a1x(a0+a1x(a2+a3))+a2 X (a1+a1+al)j
on peut,sans créer d'ambiguité, remplaxc'er"ai x("par la seule lettre“ai"‘é
condition de conserver la parenthése fermante correspondante que nous
pouvons coder par g, et remplacer de méme les“ai' qui ne précédent pas x
par‘a; ¢"; ainsi d partir de r,nous obtenons (en omettant les signes +) :
g () Sa,a5088,08;000 8,3 0303050,
Dgfinition &
. A . D
La fonction |, de V dans (V| {¢})” < V définie par
" (n) = A

est récursive primitive ; , {r) est appelé mot attaché a la ramification r.

u(rl+aXT2)=u(1'1)+a+p.(f2)+c

Nous allons montrer que deux ramifications qui ont le mé&me mot atta-
ché sont égales. Pour cela étudions l'ensemble P des mots ''bien parenthé-
sés' dans (V U {q})*. Cet ensemble P sera défini en introduisant une trans-
formation , qui associe & tout mot ¢ de (V | {o })k, le mot "réduit! obtenu
en supprimant toutes les "parenthéses' a ¢ V et 5 qui se correspondent dans

o t ainsi P sera l'ensemble des mots qui sont réductibles au mot vide.

Définition :

Sait l'application o de (V {g})* dans V* u {J(} définie par récurrence

sur la longueur d'un mot ¢ ¢ (V U {c})* H

i) NI
ii) VaeV v wta) = SIy {y) =§ ALORS § SINON & {y)+a
iii) Sy lw) =foun ALORS 4 g to) =T ;

SIL(a):B-x-b(SQV*etbg V) ALORS ¢ (@ +¢) = B-

P est 1'ensemble L-l {A)




2.6.1. 2.6.1.

ainsi , {r,4asy n'est pas dans P. De méme, le pl d i
Lemme ! : Quels que soient o, pe (VU {c})* w \rpHary P s plus grand facteur gauche strict

vl Ed et sl EF o latp) = @)t (p)
L(a)=:}: = ¢ (atp) =%

de |, (s) appartenant & P est , (s;) et donc :
p ) = u (s) entrafe (rl) m (sl),

d'ol .
Ce résultat se démontre par récurrence sur la longueur de g. a=b ,, (rZ) S Bogd
’ 2

Lemme 2 : Le mot attaché & toute ramification sur V appartient & P. et, par hypothése de récurrence, r) = s,, r, =s,, soit finalement r = s,

Se démontre par récurrence sur la ramificatioh donnée, a l'aide dv lemme 1. . . .
T 2.6.2. Théordme:

Réciproquement, tout mot appartenant & P est attaché a une ramification . )
Le prédicat d'égalité défini par :

sur V. Nous n'utiliserons pas ici ce résultat. A
. (¥r, s e V) EQ (r,8) = SI r =s ALORS A SINON §

est récursif primitif,

Deux ramifications sont égales si, et seulement si, elles ont méme mot g B
Lemme 3 : Pour tout élément a ¢ V {J {g] il existe une fonction récursive pri-

attaché. A
tive da telle que :

Il suffit de prouver que : ~
n (YyeV)(¥be Vy{s})d ly+b)=SIb=a ALORS y SINONF .
(Yr, seVl plhl=plsl=r=s; . . . .

Les fonctions da répondant a la question sont définies par des récurrences :

rocédons par récurrence sur la longueur de y {(r) :
P P o " 1) pourac V da(/\)=;F}

1) Siy (r) =y (8) = A, alors r =s = A
g . da (r1+bxr2) =4 pour tout b ¢ V différent de a ,

2) Supp;-snnsp,(r) et |, (s) différents de A, alors r et s ne sont pas vides et
d, (rjtaxr,) =SIr, = A ALORS r; SINON ¥ .
s'écrivent : !
2) d = £,

r=rl+axr2 s—sl+bxsz.

m do (r1+axr2) = } pour tout a ¢ V différent de ag

Le plus grand facteur gauche strict™’ de £} = r) taty (r,) +g ap-
1 2 dc (r1+a0xr2) = SI eqa, (rz) = A ALORS r SINON A,

partenant & P est  (r,) ; en effet un facteur strict plus grand que (rl) . .
1 ol eqa, est la fonction récursive primitive définie par :

stécrit (rl) tatyoluy est facteur gauche de (1'2) ; d'aprés le lemme 1 :

L(H(rz))¢_’f = L EF

eqa; () =F d
eqay (1‘1?&7\1 2) - f pods a F ao

et . Lk(p, e) taty)=q e tate (y) #:45 g, (rl+aoxr2) SN

c'est-d-dire que : eqag (x) = A & v =a

FEEEEEE

{1) Rappelons qu'un mot g est facteur gauche {(resp. facteur gauche strict) d'un
mot ¢ s'il existe y (resp.'s'il existe y, y # A) tel que s~ o =gty

v est alors le guotient EY gauche de ¢ par B




2.6.2.

Lemme 4 : Il existe une fonction récursive primitive § de deux variables telle
e 3

que lorsque r et s sont dans (V {0})*, 5 (r, s} soit le réflechi du quotient

i de s et § sinon.
i gauche de s par r S1 T est facteur gauche de f

1l suffit de définir § par récurrence de la fagon suivante :

5 (Ass) = s

§ frytaxr,, s) =d, (6 (ry, s)) pour aeV afag

6 (rytagxry s) = SI eqay (z;) = A ALORS
dg s (rl, s)) SINON dao 6 (rl, s))

* R "
Par récurrence sur la longueur dere (VU [g]), on montre facilement q

5 satisfait a la propriété annoncée.
Finalement la fonction EQ {r, s) est définie par :
EQ {r,s) =SI6 {p {r), v (s)} = A ALORS A SINONF

clest-a-dire que EQ (r,s) est récursive primitive.

2.6.3. Généralisation:
. 6.

2 2 ot
Toute relation binaire sur V peut &tre prolongée en une relatio

ifi i ion si les
sur G . il suffit de convenir que deux ramifications r et s sont en relatio

i i ints "corres-
graphes {for&ts) sous=-jacents 3 r et s sont isomorphes et si les poi

i i éci-
dants' dans ces graphes ont des "étiquettes'' en relation dans V ; plus pre
ponda

sément :

édicat
Soit [ un prédicat 3 deux variables sur V. Prolongeons [* en umn pre

’f‘ sur "\) en posant
~ —
rty=Aetl (rz, r'z)—/\

A
{x taxr, r'l +a' x r'2)= Aol la,a't=AetT (1'1, 1

Le prédicat f est récursif primitif.

o8

261 137

Il suffit de reprendre la démonstration précédente en remplagant d_,

a

pour ae V, par da, T
4 L W=7F,

da 3 (r1+bxr2) ::f:pour tout a tel que T (b,a) =& »

définie par :

da,r (r1+bxr2) = Slr

r (b,a) ="A.

, =A ALORS r; SINON} pour tout a tel que

2.7 EXEMPLE DE PREDICAT RECURSIF PRIMITIF.

I)ésignons par Pa {r, s) le prédicat qui prend la valeur ''vrai' si et, seule
ment si, s est une famille de prédecesseur a dans la ramification r {1.3.8,). F
a

est récursif primitif, en effet :
P_ (A s) =f,

- g ( T, i
pour b # a Pa (r1+bxr2, s) = SI Pa (rl, s} QU Pa (r,, s} ALORS A SINON £,

“ P, lrptaxr,, 8) = SI P ey, 8) QU T try, 50 G0 W dptry), o0 L 0E A

SINCHA
B

2.8 COMPARAISON AVEC LES FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES

D'ENTIERS.
Pel
2.8.1. Identification de [N et d'une partie de V
L'application qui 4 n ¢ N associe n.a, (o n.a, est défini par o.ay=A,

(n+l).a0 Snoagt a.o) est une bijection de N dans la partie {n.a;|n ¢ N} de
¢ ; cette bijection est de plus un homomorphisme pour l'addition des en-
tiers et la loi de concaténation dans ?f qui est justement notée +. Dans

la suite de ce chapitre N et {n. a0| n ¢ IN} seront identifiés. Ceci permet
de comparer les fonctions récursives primitives de rarnifications, et les
fonctions récursives primitives d'entiers, et aussi, de définir la taille, la

longueur d'une ramification, ... comme des fonctions récursives primitives




2.8.2.

2.8.2. Proposition:

Toute fonction récursive primitive entiére peut-&tre prolongée en une
= P 3 . ter a
fonction récursive primitive sur V.
11 suffit de prouver :
a} que les fonctions de base qui engendrent les fonctions récursives primi-
tives d'entiers vérifient la proposition.
b) que les fonctions déduites par composition et récurrence de fonctions
vérifiant la proposition, y satisfont encore.

a) Les fonctions de base d'entiers sont :

- la constante 0,
- la fonction successeur ,

- les fonctions projection.

La fonction successeur peut &tre prolongée par la fonction suc définie

A
sur V par :
suc {A) = ag suc {rtays) = suc (r)+ a,
ou encore, d'aprés l'identification convenue ci-dessus :

suc (A) =1 suc (rtaxs) = suc (r) + 1.

Les prolongements des deux autres types de fonctions de base sont évidents.
b) Soient g, .-+, g, des fonctions d'entiers récursives primitives 3 k argu- "
ments et f une fonction d'entiers récursive primitive & ¢ arguments qu'on pedt o

o N . ' A . . =
prolonger en ’g‘l, e ,’g\L, f fonctions récursives primitives sur.V, il est clair

que T & gl, e Q&) st un prolongement récursif primitif de T (£, gy, --» gl,)'

Si f et g sont deux fonctions d'entiers récursives primitives de k et kt2 ar- n
guments, la fonction h, déduite de f et g par récurrence (sur les entiers), est ‘

définie par :

2.8.2.

(Vxl,.....,xk, n ¢ IN) h (x, ..., Xy 0):f(x1,...xk)
h (Xl’ s X ntl) =g (xl, ceey Xy, T, h (xl’ ey X n}).
~ ~
Supposons que f et g sont prolongées sur V par f et 'g\ récursives primitives ;

posons :

A A ~
Vrl,...,rkeV hifrg, eee, 1 AV =1 (e )

~ A A
¥r, scVacV h(rl,..., e r+axs)=’g\(r1, e Ty T, h(rl,...,rk,r))

L8 .
h est récursive primmitive et prolonge h.

2.8.3. Longueur taille et hauteur d'une ramification:

La longueur et la taille d'une ramification '(1‘,_ 1.4.) peuvent &tre défi-
nies comme des fonctions récursives primitives i valeurs dans N & 9 (en
tlmtant .{,(r) la longueur de r et |r] sa taille) :

L) =0, g (rtaxs) = ¢ (rl+l.
[Al =0 |rtaxs| = || +|s| + 1.
Dans le but de ""mesurer' la "deuxiéme dimension' d'une ramification
re '\) introduisons la hauteur de f¥;.de facon que :
i) hiaxr)=h {r) +1
ii} h {r) soit la plus grande des hauteurs des pseudo-arborescences qui
composent r.
Cette hauteur peut donc &tre définie par :

h{a) =0

h {r+axs) = SI h {r) < h (s) ALORSh (s) +1 SINON h (r) ;
ainsi h est récursive primitive d'aprés 2.8.2, car le prédicat associé a
la relation < sur IN admet au moins Un prolongement récursii pu Lmi:h”

sur ¥ ; dans le paragraphe suivant nous allons construire un tel prolon-

gement.




2.8.4., Nombre d'occurrences de a ¢ V dans une ramification :

Ce nombre {cf. 1.1.4.) que nous noterons n, (r) est aisément défini

de fagon récursive primitive :

n (=0,
pour b # a n (rtbys) = na(r) + na(s)
et n, (r+axs) = na(r) + na(s) +1.

2.9 ETUDE D'AUTRES SCHEMAS DE RECURRENCE.

2.9.1. Relation d'ordre sur ¥

1l sera utile dans la suite de considérer des ''sous-ramifications"
d'une ramification donnée, il est naturellement possible de donner plusieurs
significations précises i cette notion de ''sous-ramification'; ici nous dé-
k3 N
finissons l'ensemble des sous-ramifications de s ¢ O comme étant la partie _
Pe) a
de V P & (5) telle que :

FR = n}
IR (rtaxs) = FR ) UPR(s) U {rtaxsi.

Pour se ramenef i 1'étude de fonctions récursives primitives il est
plus commode de définir le prédicat associé & l'application P &

Définition :

Une ramification r est une sous-ramification de s si SR (r,s) = A, ou SR
est le prédicat récursif primitif défini par :

SR (r,A) = EQ (x, s),

SR {r, s taxs,) = SR {r, s,) QU SR {r,s,) QU EQ (r, s taxs,) -

La relation ""r est une sous-ramification de s'' sera notée r < s.

Montrons qu'il s'agit d'une relation d'ordre ; elle est transitive :

prouvons

r<s et s<t = rsgt

p ~
{1 ¥r, s, teV

2.9.1.

par récurrence sur t. Pour t = A c'est immédiat car, nécessairement r = s = p,

sinont=tl+axt2 et :

s<tels<t ou sst, ou‘s=t)=,(rst1 ours<t, ou rgt) (hypothese:

de récurrence); de toute fagon, (1) est vérifié.

Pour montrer que la relation < est antisymétrique, remarquons d'abord que :

(2) r<s. et rfs = |r|<|s|

{démonstration immédiate par récurrence sur s).
Si la relation < n'était pas antisymétrique il existerait deux ramifications
ser et r# s

r et s telles que : r<s et

et,d'aprés (2) : [r| < [s[ et |s| < |r], ce qui est contradictoire.

De plus la relation < est évidemment réflexive. Enfin elle prolonge la rela-
tion d'ordre sur les entiers car, pour nge IN:
n.ag < (n+l) . ag
puisque (n+l). ag =n. agtag.
Nous pouvons énoncer :
Proposition :

A
La relation < est une relation d'ordre sur V qui prolonge la relation

d'ordre sur les entiers.

2.9.2. Comparaisons aux travaux de R. PETER,:

Mme Peter (PETER, 1) considére d'une part un ensemble H, non vide,

d'autre part une famille de fonctions F & arguments dans H et & valeurs
dans H. Elle dit que H est un ensemble holomorphe libre s'il admet une

partition (H.), . satisfaisant i :
: 1i=0

(a) pour i 0
i=1

% e Hiﬁ {(f e F, Yp e Vi € nL=Jo H, pe {1, 00, k) k= f(yl, ...,yk) et

Vo € Hial) .




2.9.2.

{b) f, Ve Ve .ainsi associés & x sont uniques.

A
Comme Mme Peter le montre (PETER, 2) H= V est un ensemble holomorphe

libre en prenant pour famille F les fonctions fa {pour tout a ¢ V}. Intuitivement

les ramifications de Hi sont obtenues & partir de A en composant i fois des fonc-

tions fa ; plus précisément, sil'ordred'une ramification (r) est défini, de fagon

récursive primitive, par :
w W =0
w (rtays) = SI ¢ (s} <.¢ {r) ALORSy {r) +1 SINON g (s} +1,

nous pouvons poser H, = w"l (i) ; la partition (Hi)-izi) satisfait & {a) et (b).

Parmi les ensermbles holomorphes libres Mme PETER distingue ceux qui
sont munis d'une relation < vérifiant les axiomes suivants :
Vi(Vxe H x< x

{1}

V2 (¥ x e H\H) (x=f(yl,...,yk)=oy1 <K, eens Yy <X
Vi{¥x,y,2 e H (x<yety<2= x<zg)
V4('Ver.l yeHj) (x<y=1i<jl

Vs (¥xeH, ve Hj) x<y=432¢ Hj-l) x<Betp<yl

V6 en appelant prédécesseur immédiat de x ¢ H; toutye H, tel que

y < x, pour f fixé dans F le nombre des prédecesseurs immédiats de f (yl, o) Yk)

est borné par un nombre indépendant de yy, ..., ¥y

Les ensembles satisfaisant 4 ces axiomes sont appelés ensembles holomor -

phes libres ordomnés .

Il est immédiat que la relation < que nous venong de définir dans ¥ satisfait
a4 Vi ww.. V6 ; ainsi ¥ est un ensemble holomorphe libre ordonné.

JInversement si H est un ensemble holomorphe libre.pour une famille F queloaque
; il suffit

fonctions H est en correspondance bijective avec un bilangage sur H--'U F 3

de définir 1'application ¢ de H dans H_ U F par récurrence sur I'ordre de x¢ Hj

{

13}

-y

(]_) Il<ll Si_ghifie n < E‘_I #H

T e RS M

nw
-
.
aE
L]
=

2. 942,

qui est U'entier o (x) tel que x ¢ H :
. w‘){)
(¥ xe Hy) o) = x5
pour x ¢ H d'ordre non nul il existe f¢ F, Yirere sV € H uniques,tels que
= ygaeees V) etw by <w (),.er) w (yk) < (%) 5« (x} est alors la ramification

fxlmly) +o t 0 (yk)) i

b £y g 0xy)

par exemple, pour x = f; (fz (xl, %, xl), £ (XS’ %, X)n (x} est la

ramification :

Pour montrer que l'application v est injective il suffit de remarquer que si
mi{x) = nly), x et y ont méme ordre (en effet, il est immédiat, par récurrence sur
o x} que y {x) = h {nlxh-1),

m (%) = ly)
« (H) est le bilangage formé des pseudo-arborescences dont les familles gui ont

on en déduit facilement que :

= X FY.

pour prédécesseur une fonction & k arguments sont de longueur k {en convenani
que les éléments de HO sont des fonctions a4 0 argument) ; c'est-3~dire que, si F
et Hy sont finis,n (H) est le bilangage grammatical (1. 4) engendré par la gram-
(HOUF
pour X ¢ Ho 3

maire G = HouF) qui admet les productions suivantes :

= {p}, etpour f ¢ F: K. = k. (H,UF) si f est une fonction & k ar-
f 0

guments.
Les structures considérées par (THATCHER et WRIGHT) et (BRAINERD) sont

analogues,

9.3. Fonctions de service :

Nous serons amenés a Ycoder' une suite de ramifications : par une seule rami-

] S Fa . Py
fication. Pour cela, a Tprees T V associons vy (rl, e, rk) définie par :
.
vy (rl, awr, rk) Tagx Tyt tagxTys
il est immédiat, par récurrence sur k, que les fonctions v, sont récursives primi-

tzves

) introduisons la fonction recurswe pri-
iéme

Pour ''décoder' une suite v (rl,

mitive br (r, s} qui, pour s entxer, associe 4 r ce gue nous appelerons la s

branche de r :




2.9.3.

br {a, 8} = A

br (rl taxr,, g) =8I ss 4 (-:1) ALORS br (rl, s)
SI s =g (rhi ALORS r,
SINON A.

0 P .
Dans la suite, nous utiliserons essenticllement la propriété suivante, évi-

dente par récurrence sur K :

(VkelN, ¥ig {1,...,k}) br (vk (rl,...,rk),i) =L N

2.9.4. Réduction-

Les fonctions récursives primitives sont les fonctions obtenues &

partir des fonctions de base par compositions et récurrences du type

suivant (récurrence sur des fonctions A deux arguments seulement}.
fir,n =g (r)

S fir, staxt)=g, {r,s,t flr,s), f{r,th

Montrons en effet que toute fonction h obtenue par 1'opérateur de

- 2
récurrence défini en (2.1.1) est aussi obtenue par compositions et récur=

rence de type (a) ; par hypothéses :

1
h(rl,...,rk,/\)=g (l'x,---vl'k)

1
h (rl, . r+ays) = g, (rl, e T TS, ho(r), e rp ), hilep e s))

Posons ;
(Yt, ue G) h' {t,u) = h {br {t,1),..., br {t, k}, u),

d'ol h (rl,...,rk,u) = h' (vk(rl,...,rk),u.).

Il reste & prouver que h' est définie par récurrence de type {a), or:
h' {t,A) = gl (br (t,1), ..., br {t, k), )
B (e, rraxs) = gl br(t, D, .., brit, K, v, b, ), b, s)

i imi aleé ions a deux
Ainsi,dans la suite, nous nous limiterons 3 1'étude des fonctio

arguments.

I e
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2.9.5

2.9.5. Récurrence simultanée :

Soient deux fonctions f1 et fz définies par :
£, M) =g () 5, £, (e, ) = g, (),
1
(s) £, (r, staxt) = g, {r, s, t, £ {r,s), £ r,t), £, (r,s), £, (r, 1))
fz (r, staxt) = g: {r, s, t, fl (r, s}, fl. {r, t), fz (r, s), fz (r, t)).

Si les fonctions g, g,, géll, gg (pour tout a ¢ V) sont récursives primiti-

ves, fl et fz le sont aussi.
Posons T, s) = v, (fl (r, &), f, (r, s)) ;
ainsi £ {r,s) = br (; {r,s), 1},
£, e, 8) = br (f (z, 5),2).
i sulfﬁ.t donc de prouver que T (r, s) est récarsive primitive ; or :
Flr, 0 = v, (g, g,k)),

'f(r, s+axt)=v2 [g; {r, s, t, br(f-(r, s), 1), br (;(r, t), 1), br(;(r, s), 2, ‘or(;(;, t), 2)),

gi (r, 8,1, br {r, 8), 1), br (s, t),1), br (lr, 8), 2), b (e, v, 20} ]

Cette propriété se généralise immédiatement & n fonctions fl’ =, fn définies

de fagon simultanée.

2.9.6. Récurrence sur une suite de valeurs :

A
Suite des sous-ramifications de r ¢ V :

C'est une ramification sp (r) dont les branches sont les sous«ramifi-

cations de x ; plus précisément :

sp (A = A
{SP (r+axs) = sp (r) + sp (s} + ag % {r+axs).

sp estrécursive primitive.




2.9.6.

Pour une fonction f de deux variables nous posons :

sp; (v, A) = £ (r, s)
sPg (r, staxt) = sp; (r, s) + sp; {r,t) + ag % f (r, staxt)

Proposition :

Si les fonctions g et g, sont récursives primitives, la fonction f dé-

finie par
flr,A) =g (r)

)
i f {r, staxt) = g, {r, sp (s), sp (t}, Py (r, s}, sp; {r, th

est récursive primitive.

Ce résultat signifie que, si une fonction f est construite par récur-
rence & partir de fonctions récursives primitives dépendant de sous-rami-
fications quelcongues, la fonction f est néanmoins récursive prirnitive., La
démonstration est irnmédiate :

_spy (r, A = £ (r, A)
SPg (r, stayt) = Py (r,s) + Epf(r, t) + aoxga(r, sp(s), splt), spf(r, S)Spf(l',, th,

. q . mir P 3
ce qui prouve que sp, est récursive primitive, et f définie en (v) 1'est donc

aussi.

CHAPITRE 3

DEFINITION ET ETUDE

DES BILANGAGES REGULIERS

Dans ce chapitre la notion de langage régulier (0.1.1.) est généralisée
en celle de bilangage régulier (3.1) ;

Il s'agit des bilangages reconnus par un "automate" qui explore les ra-
mifications "de bas en haut et de gauche 3 droite" pour déterminer un Vétat!,
appartenant 3 un ensemble fini, qui ne dépend que des résultats de 1'explora-
tion des pseudo~arborescences, composant la ramification, le résultat de
l'exploration d'une pseudo-arborescence a x r ne dépendant 3 son tour que de
a et du résultat de l'exploration de r. Il en est ainsi en particulier pour un bi-
langage grammatical, c'est-a-dire l'ensemble des "marqueurs de phrases"
engendrés par une grammaire : 1l'exploration se borne & vérifier que, si g est
une feuille de prédécesseur a, la grammaire posséde une régle a ::= ¢ ; lors-
qu'il en est ainsi, le résultat de 1'exploration peut &tre le mot des racines de
la ramification explorée r, de maniére & permettre, d'une part, d'utiliser ce
résultat pour explorer une ramification "contenant” r et d'autre part, de dire
sile mot des racines de r est un axiome de la grammaire.

Parmi les propriétés des bilangages réguliers on peut distinguer celles
qui sont des extensions directes des propriétés des langages réguliers : propri-
étés booléennes, stabilité pour la somme et la somme itérée (3.3 3. 4) de
celles qui sont propres a la ""nouvelle dimension'' des bilangages et liées i la
possibilité de faire le produit "'vertical' de deux bilangages ou de "greffer"
un bilangage sur un autre {3.4). Cette opération de greffe intervient en parti-

culier dans 1l'extension du théoréme de Kleene aux bilangages réguliers (3. 5).




Cette extension, due & Monsieur Pair, est énoncée, ainsi qu'une grande
partie des résultats de ce chapitre, dans {PAIR - QUERE, 1)

Les études de (THATCHER et WRIGHT) et (BRAINERD) relatives i des
pseudo-arborescences d'un type particulier (cf. 2.9.2) et celle de (THATCHER)sur
les pseudo-arborescences entrent dans le cadre qui est présenté ici. En par-
ticulier on trouvera dans (THATCHER) des théor&mes analogues 3 (3.2.2) et

(3.2.8) et dans (BRAINERD) un résultat comparable & (3. 2. 9).
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3,1.1.

3.1 CEFINTTION DES BILANGAGES REGULIERS.,

1.1 Définition :
' Un bilangage L sur V est dit régulier s'il existe un binoide fini & ,
une partie ® de ® tels que, si ¢ est l'homomorphisme de \/} dans ©,
L = q;—l (6%‘). Nous dirons que L est associé au triplet {® ,®’ )

Il s'agit 1a d'une généralisation immédiate de la définition des lan-
gages réguliers comme images réciproques de parties d'un monoide fini
par un homomorphisme de monoides(0.1.1).

Il est possible de donner d'autres définitions analogues pour les bi-
langages réguliers, en utilisant les diofdes (1.5), ou m&me des structures
plus simples, telles que les semi-binoides que nous allons définir ({la-
structure de semi-binoide s'apparente & celle de mémoire pour les lan-
ges (PAIR, 3)}. Nous montrerons que toutes ces définitions aboutissent 3
la mé&me notion de bilangage régulier.

Dans la suite nous dirons qu'un bilangage L sur V est associé au tri-
plet (& ,"Sl , ) on € est un ensemble, &' une partie de & et T une applica-

tion de 0 dans € si L = T]-l (8",

3.1.2. Semi-binoide :

Un semi-binoide sur V est un ensemble muni d'une loi de composition
interne (notée +) et d'une loi de composition externe 4 opérateurs dans V
{notée ). Appelons semi-homomorphisme 3 droite une application o de \l}

dans un semi-binoide g sur V telle que :

Al
(Vr, s8¢V, agV clrtaxs)=g lrltayeg (s)
) A
{(Un semi-homomorphisme & gauche est une application de V dans g
telle que :

(Vr,se{‘/,aev) glaxr+st=ayxg (r) +g5 (s)

EERERERERRERREERENE




3.1.3.

3) (Vr, s¢¥ h =h ,h.
rys T s

3.1.3. Proposition:

Pour tout semi-binoide g, quelque soit e ¢ R, il existe un semi-ho-

2 , . .
Procédons par récurrence sur r ; c'est immédiat pour r = A, sinon

r=r1+axr2 et, pour beg%:

A
momorphisme & droite unique g de V dans g tel que g (A) = e.

7 s . 2 : . h( 1 (b} =h (b}
1l s'agit 13 d'une conséquence immédiate de (1.1.3). r1+axr2)xs r taxr,xs

=y (r;) + axh (b}
3.1.4. Théoréme : 1 Toxs

Soit un bilangage L sur V ; les assertions suivantes sont équivalentes: =y (rl) + axhr (hs (b))
2

{a) L est un bilangage régulier.
! :hr tayxr nhs ®).
{b) L. est associé a (9,9 ,s) oi P est un dioide droit fini et § un D-homo- 1 raxr,

H S
morphisme. Dans 1'ensemble B des applications de $ dans B définissons la

{c) L est associé & (®, R',c) OR R est un semi-binoide fini et ¢ un semi- loi % par :

B
(Vi ge BT ,¥bec®) (kg (b) =1 (e) +g (b) pour g # 14,

homomorphisme a droite.

Démonstration : Nous suivrons le schéma {a) = ) = {c) = (a). ‘ fxId = f.
{a) = (b) : L est associé a (&, g%l ) {cf. 3.1.1.): Pour tout re ‘4} définissons 1l'ap- D'aprés {l) et (f) nous avons :
plication h _ de B dans® de la fagon suivante * @ Vr,8eV) hoyg =8 By
h/\ = id (1d désigne 1'identité dans § ) -' L'application § : rwsh _ est donc un D-homomorphisme pour les lois +,
(Vr, se ?/',Va eV,¥Vbe®) hr+axs(b) =y ) taxh ). - X sur v et x; ° sur aﬁ - Ainsi § (G)est un dioide fini. De plus :

Montrons par récurrence sur r, que: rele ¢ e@'ﬁ hr (e) 6531’

(L Vre \’} hr (e; =y {(r) (en notant e 1'élément neutre de ). g ou encore L= -1 {{fe gﬁ l £le) e @‘}) ;

Pour r = A 'b/\ (&) =e =y (A — ce qui prouve que L vérifie (b).

Pour r = rl‘*:axrz hr1+axr2(e) =g (o) + athZ (e} : (b) = (c) : L est associé 3 (D ,d’, §) od, par hypothése, & est un
=y (rl) + axy (rz) (hypothése de x;éec;:;; - dioide est § un D-homomorphisme ; les lois sur P sont notées + et yx ;
=94 (r+axr2) {car y ersrtm\;r;;iosr:‘oe-) ]- posons :

(VacV¥ded) ax'd=s (a) x d.

A
(2) (Vr, se V¥be ®) n (b} =y (x) + hs ) 11 est clair que, pour les lois t et «', & est un semi-binoide et § un

r+s

: o 4 ; : S 2 1 P
{immédiat par récurrence sur f (s)). semi-homomorphisme & droite ; c'est-d-dire que L vérifie (c).

"




R

(c) = (a) : L est associé & (R, R', g}, et il s'agit de trouver un binoide f1n153 sur

3.1.6. Proposition :

V, une parneS de & tels que si § est ' homomorphlsme de ¥ dans® , L scnt
L'image par transcription d'un bilangage régulier est un bilangage

associé 3 (&, B, ).

N
Définissons, par récurrence sur r ¢ V, une application § (r) de g dans @ :

régulier,

Soient deux ensembles V et V., 0 une tran ipti ¥ v

.0 03 SR TS Bt 1 e transcription de V dans Vl’ et
A L un bilangage régulier sur V, associé au triplet (&

-pour agV, s, teVetbegR: " gag 8 é plet ( éﬁl\y) Soit y,

1'application de Vl dans F (®) defuue par :

yls+axt) b=y s) (b)+axo (b

1l est alors immédiat, par récurrence sur r, que : . bt (rl) R (0- ‘(rl))' pour ) ¢ ">1'
(1) si nous posons e =g (), § () le) =g (), D'aprés la définition d'une travnscription, il est immédiat que :
@ (¥se® fetn =y, ¢ 6 (L poeryey, % 5 e R e N R I

(2) pour ApeVy, e \71, ot (A xrp) = s (A) x g ()

D'aprés (1) :
Par suite :

(3) g laxt (b) =b + axylt) (e). .
41 (rl + sl) =y CH (rl) + o1 (sl))

)
Les assertions (2) et (3) prouvent que § est l'homomorphisme de V dans

g g xr) =y 7 a) x0T e

l'ensemble QR des applications de g dans g, muni des deux lois suivantes, qui

en font un binoide fini : Ainsi, en munissant F ((®) de la structure suivante de binoide sur Vl,

S e’ A Eat = e 4, est I'homomorphisme de ¥, dansP () :
pourll, M' ¢ } (®), Aje Vymim' = {mtm'|mem m ),

AxM={Axm|mem, 0(A)=A].

- Pour aeV,keﬁ,ﬁ’ a y A transforme bepenb+ayy (e

Enfin :

rgleglle R'eylr)lee De plus ;

rlQO(L) e (3rel) (0(r)=r1)
el@reV iy ) e® et 0l =x)
N CRECAIEE X

L est l'image réciproque par | de l'ensemble des 3 ¢ RR tels que ) (e} e R,
ce qui achéve la démonstration.

\

3.1.5. Remarques
0 {L) est l'image réciproque par ¥ de l'ensemble des parties [ de &

a) Dans 1'énoncé du théoréme 3.1.4. il est possible de remplacer
diofde droit par dioide gauche, D-homomorphisme par G-homomorphis-  malem
me, et semi-homomorphisme 2 droite par sermi-homomorphisme &

gauche : la démonstration est analogue.

b) La définition 3.1.1. et le théoréme 3.1.4. sont valables pour V

-
-
-
nay
-

SSESSSERSSS _

fini ou non.,




3i2. 3.

3.2 EXEMPLES DE BILANGAGES REGULIERS.

3.2.1. Proposition :
A
V, {a}, {a} pour touta ¢ V, sont des bilangages réguliers sur V.

. 4 : -5 x
Construisons dans chacun des cas un couple 3%, & satisfaisant &

la définition 3.1.1. :

l)PourQ:&=55={é}; ete=e; aye=e.
2) Pour {/\},$ = {0, e} ,.&' = {e} ; pour b, b' dans® et a dans V :
b+b'=SIb=b'=e ALORSe SINON 0; axb=0.
3) Pour {a},‘ﬁ = {0,1,el, ® = {1}, la somme + est commutative et,
pourbe%:
0+b=0, e+b=b, 1+b=8Sl b=e ALORS ] SINON 0 ;

alxb=0 poural#a oub#te axe=l

3.2.2. Théordme :
Tout bilangage grammatical est régulier.
Soit G=(V,=, X) une grammaire. Rerarquons qu'il existe un monoide N
tel que les langages X et Ka {ensemble des productions de a), pour tout

a e V, sont images réciproques par un homomorphisme de monoides, de

parties de M ; ceci résulte du lemme suivant :

3.2.3. Lemme
Si K1 ek KZ sont deux langages réguliers sur V, il existe un monoide

fini |, deux parties Iy et T, def et in homomorphisme y de Y* dans 1|

%= {m,)-

Par définition, Kl est associé A un triplet (% v B’ v “‘1)

Bl ~
tels que : Kl = (ml), K2 =y
el KZ a

’ N B o
(‘@2, ‘:62, U’Z)’ ou ‘gl et ‘@2 sont deux monoides finis.
11 suffit de prendre pour [ le monoide produit ‘@1 % CQZ et pour

l'homomorphisme produit ¢

e e -

B
=,
-
"

3.2.3.

Wa o vH o {a) = by (@), sy a))
Ainsi

K=t () =8 1 8y

Hi

K, u;‘ (8% =" (B, x g

ce qui prouve avec le lemme m; = ‘g.l X ‘éz, m, = gl X @’2 Ce lemme s'étend
naturellement & un nombre fini de langages réguliers.

Par conséquent, chaque langage Ka de la grammaire G peut &tre associé 2
un triplet {m, My p)et Xa(m, M u). Ceci nous invite & envisager l'application
qui & toute ramification r engendrée au sens large par G associe l'image par
de son mot des racines ; plus précisément posons, pour I ¢ 0 p

§ {r) =Slre&B'(G) ALORSy (p (r)) SINON 0
{od 0 est choisi de fagon que 0 ¢ m). Il reste & munir My {0} d'une structure de
binoTde telle que y soit un homomorphisme. D'aprés 1.5.3. :
§e+8) =Sl redB(G etscH(G) ALORS (p {r) + o {s)) SINON 0
ylaxr)=8Ir ¢ B (G) et a ::=p (r) ALORS  (a} SINON 0.
D'ol la définition des lois de binoide sur 7 U {0} (la loi de monoide dans 1 est

f

notée .) :
m+m'=SIm#Oetm'# 0 ALORS m.m' SINON 0
axm=SIm¢0etmemAALORSp {a) SINON 0.
Ainsi § est 1'homomorphisme de ¥ dans mu {0} et:
refGle resd (Gety (r)emx“V (r) # O ety (r)emxav (r)emx,
autrement dit f (G) est le bilangage régulier associé & (MU {0}, My ¢)-
En particulier tout langage régulier X est le bilangage grammatical engen-
dré par la grammaire {V, ::=, X) ol tous les langages Ka sont réduits au mot

’

vide ; c'est-3~dire :




+  3.2,4, Corollaire :
Les langages réguliers sont des bilanges réguliers.
On retrouve , comme conséquence du théoréme 3.2.2., les ré-

W

sultats de la proposition 3.4. 1.

3.2.5. Remarque :

Le lemme 3. 2.3. s'étend immédiatement aux bilanges réguliers :
deux bilangages réguliers sur V sont images réciproques par homomor-
phisme de parties d'un mé&me binoide fini.

Nous verrons plus loin (3.4.14.) qu'il existe d'autres bilangages ré-
guliers que les bilangages grammaticaux. Le théoréme 3, 2. 2. admet
cependant une réciproque faible (3.2. 8.} qui résultera de 1'étude suivante.

Parmi les bilangages grammaticaux nous allons envisager les bilan-
gages ldcaux qui généralisent les langages locaux en ce sens que leurs ra-
mifications ne sont soumises qu'd des contraintes de ''voisinage' ; les ré-

sultats obtenus sont tout a fait analogues & ceux relatifs aux langages

locaux.

3.2, 6. Définition :
Etant donné trois sous~-ensembles de V2 : T, d, {fettrois sous-en-
sembles de V: D, F et 3, appelons bilangage local défini par T, dq,

D, F, 5 le bilangage grammatical ¥ (G) engendré par la grammaire

- pour tout a ¢ V l'ensemble des productions de a est le langage régulier

formé du langage local [ {b | ta,bled}, ¥, (b ] (able £]} réuni a

(1) D'autre part, si <y, ¢> est une espéce (gpecies) finie au sens de Thatcher et
Wright (1966) 1'ensemble des termes T_ peut étre identifié & un bilangage ré-
gulier (engendré par la grammaire de “ vocabulaire y, d'ensemble d'axiomes
T ol, pour toutfg 3, Kf = 5o (f)) et les parties de TZ qui sont reconnaissables
sont les bilangages réguliers contenus dans Tz.

FEEEERERRRERERRERE

{AYsiacgg (cf. 0.1.2);
- X est le langage local [D, ¥, F].
Les bilangages locaux sont réguliers. La réciproque est fausse
(3.4.14.) ; cependant le théor&me suivant donne une nouvelle caracté-

risation des bilangages réguliers 3 partir des bilangages locaux :

3.2.7. Théoréme :

Les bilangages réguliers ne contenant pas la ramification vide sont

les transformés par transcription des bilangages locaux, et eux seuls.
Les bilangages transcrits des bilangages locaux sont réguliers (3.1.6.
et ne contiennent pas la ramification vide,
Réciproquement soit L un bilangage régulier, associé a (% ,® , y),
ne contenant pas la ramification vide. Envisageons l'ensemble fini
v =2 x V et l'application § de s da;xs'l? définie par :
6 (A) =4,
sletaxrD =5+ [ ttaxr), ylaxr'), abxs "],
Par récurrence sur l'ordre d'une ramificationr # A de V il est facile
de prouver que § (r) appartient au bilangage local® sur ¥ défini par :

D= (b, b al},¥ = (b, bya), b +by b, aM}, F=V,

o
d=TyD, £={(b, axbl, a), bf, by, a}, 5 =[by, y (), al},
ol b, bl’ bZ' bi, b.IZ’ décrivent® et a, a' décrivent V. De plus r est
2, )
déduit de § (x) par la transcription @ de V" dans V définie par
0 (b, b, a) =a:
n
{1} pour tout r ¢ V, 0,6 (v) =r.

Inversement, soit s une ramification de % . Montrons, par récurrence

sur l'ordre de s, que :




(2} & .b(s):s,
d'ol il résulte que la premiére composante de la derniére racine de s est
(0 (s)).
L'assertion (2) est évidente si s est vide. Sinon,
s =s'+ ((bl’ b2’ a) x s").
D'aprés l'hypothése de récurrence :
5, 0(s)=510(s")+ax0(s)
=g' + [(\‘, L0 +axy 00", axy.,6(s"), ayx s"]
Toujours d'aprés 1'hypothése de récurrence, comme s appartient i %,
nécessairement :
b2=ax\y .0 (s"),
bl=W°°(S')+b2=\y°0(s’)+ax¢° 0 {s") ;
et finalement § , @ (s) = s.
Les assertions (1) et (2) prouvent que § est une bijection de "/\ sur ¥, dont
la bijection réciproque est la restriction de 0 a B,
Comme la premiére composante de la derniére racine de g {r) est § ({r), L
est transformé par § en un bilangage local %' qui différe de ¥ uniquement par
son ensemble final

F' = {{b, by, al | bleS'].
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Autrement dit 5 (L) ='et 0 (B') = L.

Le théoréme est ainsi démontré. La démonstration prouve de plus qu'un

bilangage régulier est déduit bijectivement dun bilangage local par une transcrip-

tion.

D'autre part, Ly{a}=@ (o‘@'u {A}) et £‘U { A} est un bilangage gram- -

matical ; il en résulte la premiére des deux conséquences suivantes :

— i a2 LEEEEE S S = - = L

3,2.8. Conséquences :

a) Tout bilangage régulier est déduit par transcription d'un bilan-
gage grammatical.
b) Tout bilangage grammatical ne contenant pas la ramification vide

est déduit par transcription d'un bilangage local.

3.2.9, Théoréme.:

Les langages de Chomsky sont les ensembles des mots des feuilles
des bilangages réguliers et eux seuls.

Les langages de Chomsky sont les ensembles des mots des feuilles
des bilangages grammaticaux qui sont réguliers. Réciproquement., tout
bilangage régulier L est transcrit d'un bilangage grammatical® dont
les mots des feuilles forment un langage de Chomsky ; donc les mots
des feuilles de L,. qui sont les transcrits des mots des feuilles de %,
formgnt encore un langage de Chomsky.

ﬁ?xaminons aussi l'ensemble des mots des racines d'un bilangage
régulier : c'est le transcrit de l'ensemble des mots des racines d'un bi-
langage grammatical, engendré par une grammaire G = (V, :=, X} ;
c'est donc le transcrit du langage Xn{ae V | 2 (G, a) # ﬁ}* qui est
régulier ; ainsi 1'ensemble deé mots des racines d'un bilangage régulier

est un langage régulier. La réciproque découle de 3.2.4. D'ou 1'énoncé :

3.2.10. Théoréme :,

Les langages réguliers sont les ensembles des mots des racines
des bilangages réguliers et eux seuls,
En particulier, tout bilangage régulier sur V qui est un langage sur

V est un langage régulier.
I




3.2.11.

3.2.11. Contrexemples de biiangaggs réguliers :

Soient deux ramifications distinctes r et s, et L. l'ensemble des
n.r + n.s pour n entier. Tout homomorphisme de binoides est un homo-
morphisme de monoides pour les lois internes +. Si donc L é‘tait un bi-
langage régulier, ce serait aussi un langage régulier du monoide libre

engendré par r et s : L n'est pas un bilangage régulier.

3.3 PROPRIETES ELEMENTAIRES DES BILANGAGES REGULIERS.

3.3, 1.

Proposition ; Propriétés booléennes :

Le complémentaire dans ¥ d'un bilangage régulier sur V est un bi-
langage régulier. L'intersection et la réunion de deux bilangages régul-
liers sont des bilangages réguligers.

~ Si L estle bilangage régulier associé & (& ,@', y) L% est le bi-
langage régulier associé a (& , [%" 4 .

Si L1 et L, sont deux bilangages réguliers il existe un binoide fini

2
(® et deux parties @1 et QZ de @& tels que, si § est I'homomorphismie de
2 sl _ =1

V dans® | L=y (® 1) et L,=y (B 2) (cf. 3.2.5.}. Dans ces

conditions :

a1 o ¢
LinL, =y (@1n052), LiuL, =47 (& uB,).

Proposition :

Le bilangage réfléchi d'un bilangage rég;llier est régulie.r.
Soit un bilangage fégulier L associé a (B ,@l , ¢) i définissons
l'application {'de T dans® par :
T lr) =y (7),

en particuliens § {xr + s)

T +7 &
Flxr=a

X ’\E'(r).

T
R
b
REi
e
1
e

e CE Rt —— — S —

3.3.2.

2 s e} .
Par conséquent ‘lv"est 1'homomorphisme de V dans 03 muni de la struc-
v - Py : . sae . o~
ture de binoide sur V définie par la loi de composition interne + :
~
b+b'=b'+b
et la loi de composition externe x.

Enfin, il est clair que T = '\}"1 (8 ) dom?: est régulier.

3.4 STABILITE DES BILANGAGES REGULIERS RELATIVEMENT A PLUSIEURS

- OPERATIONS.
3,4.1. Proposition :
Si L et L' sont deux bilangages réguliers sur un vocabulaire V, les
bilangages L + L' et x L sont réguliers.
Nous savons que :
- tout bilangage régulier est transcrit d'un bilangage grammatical;
- le transcrit d'un bilangage grammatical est un bilangage régulier.
En outre, si 0 est une transcription, il est clair que 0 {L + L'} =
L)+ 0 (L et0 (kL) =%0 (L)
Par conséquent il suffit de montrer que si L et L' sont deux bilan-

::‘=, X,

ges engendrés par les grammaires G = (V, =, X) et G' = (V',

sur deux vocabulaires V et V' qu'on peut toujours supposer disjoints,

L + L' (resp. ¥ L) sont des bilangages grammaticaux sur V (J V! resp. V).
11 est évident que L + L' est inclus dans le bilangage & (GO) engendré

par G = (vyv', u=0U aE X+ XY Réciproquement soit v ¢ (GO) H

le mot des racines de r appartient 2 X + X' donc il existe deux ramifica~

tions s et s'Ltelles quer=s+ts', pls)eX psh e X' {1.3.6.). On voit

par récurrence, en utilisant (1. 5.3.), que, sit appartient & ) (GO) et

p (t) a V*, alors t appartient i (G), car V et V' sont disjoints ; ainsi

s est dans (G) et, comme p (s) est dans X, s appartient & L, ; de méme




i . SRy ; N a : Revenons & la démonstration de (a) : I_.1 et L, sont associés a
fagon, s' appartient a L', ce qui ach&ve la déronstration. ;

! , Vet (B, 7Y , y) satisfaisants au lemme. Dans un premier
Montrons que 1'itéré % L n'est autre que le bilangage engendré par (®.5 v ( 2 ¥ - P

. t ] 8 L, et L., ne contiennent pas A. Soit l'appli-
Gl = (V, 1=, £ X). Il est évident que x L est inclus dans =1 (Gl)' Réci- emps nous SUPPORRIOUSQUE Ly Sty P PP

cation € de ¥ dans 1'ensemble produit Bt = Riey x {0,1} définie par :
1

ol les ramifications LTI rp ont leur mot des racines dans X.

proquement soit r o (G5 p (2) :;ppartient axXetrs'éeritr, + .., +r
3 €)= ({0, 03U {{y&", D] rer xplyetr #a};
a
insi S 1 .
Comme $ (Gl) =% (@, T Ty appartiennent & 8 (G) et, aussia aLnst Ly xp Ly {reVi]e rhn (?él x {1}) # 8}

. Il ste & munir l'ensemble fini B d'une structure de binoide de
$ (G} = L ; autrement dit, r appartient & % L. RESTE SR oi® :

fagon que £ soit un homomorphisme ; examinons donc g (A),

3.4.2. Proposition :

(a) Si Ll et L2 sont deux bilangages réguliers sur V, les bilangages

g (r+s) et g (axr) :
£{A) = {{e, 0O)}

Ly xp L, et Ly x L, sont réguliers. g (r+s)={ (y(rhyls), OJU {{ylx", 1)|r+§ er'xpLyetr' #4A},

(b) Si L est un bilangage régulier, L¥ est régulier. or, si s n'est pas vide :

Lemme : Si L, et L, sont deux bilangages réguliers il existe un binoide &' £ A et (rtser’ xp Lyl e (3 2 F N &' =rtret s g o xp L)

fini® ,. deux pa)fties @1 et 332 de & telles que, si § est 1'homomorphis- et, donc pour s # A:

me de V dans B.atelélément neutre de® : g (rts) = {(ylr) + pls), YU {lyled +y &), 1) | s e x" xpy Ly et ' # A

D'autre part :

L, = w‘l (&), L, = w'l (B,) et {n} = w'l (e).

Soit ao un binoide fini tel que L, et L soient images réciproques de g (axr) = {{axy (£}, 03U {{yle), D | axr e ¢’ xp Ly et r'E At

1 2

A
parties de .—,ﬁo par 1'homomorphisme Yo de V dans $ 0 (3.2.5.) ; notons et :
e, l'élément neutre de &0 ; e étant un élément qui n'appartient pas & (r'#A) et laxr e r'xpl,) & (r'=a et reL,) OU (3Ar"#A, r'=axr! et 1‘€1‘">(DL2)\
050 ; prolongeons A% =P oU {e} les lois de binoide de@o en posant : d'ou o
pour be¢$ etb=bt+te=b g (axr) = {{axyle), 0 U {laxyl™, D]z e " xp by et ' E A} sir¢L2’
e e ¥ aX & =@ xiegr g lax) = {{axy(r), 0F U {faxyle"), D]rerxpLyet r"#Ajuflylal, U}sire L,

. N
L'application § de V dans & définie par ‘ 3
. I suffit donc de munirB des lois suivantes {notécs + ct x}1 pour

{r) = (r} si r#A
b wor o &',3ﬂeﬁetaev:

|
-, Y
|||

' (A =e
est 1'homomorphisme de ¢ dans B . Il est clair que q,-l (e) = { A} et que

Ll et LZ sont images réciproques de parties de B,




3.4.2.

-5i®' % {(e, 0],

B+ & = ((prebn, 0} (', 0 e, (b, 0)ed Julb'+b™, 1| (b, 0)c &, ", e "y
- Bi(le,0) =8, )
- ax® = (@d, 0k, 0 TU flaxd, D6, Ve &) sidn (B ,x (0)) =0,
- ax®= {axd, 00,0 & U {laxb, Db, De® Ju (yla),1] si

&n (@ ,x (0] #9.

L) xp L, est donc régulier.

Si Ll ou L2 contient A il est facile de se ramener au cas précédent :

melpy AgL, = LyxpLy=Lp{(AkpL,uL,

Adg Ly, Ael = LIXDLZ=Ll)(D(LZ\{,\})U]_,l

L1 D L2 g (Ll\ {/\}) XD (Lz\ {/\]) U Ll u LZ'
r~

2
/\GLI, /\g].;2 =

Enfin L1 X¢ L2 est régulier car Ll i) x L

%G g = Ly x Ly

La démonstration de (b) est tout & fait analogue. Remarquons tout d'abord
que, pour tout bilangage L :

(L\ (A = L*

11 suffit donc d'étudier le cas ol L ne contient pas A. L est associé &
(B , B v y) ol y satisfait au lemme. Soit g 1'application de \? dans
& =P (®) x (0,1} aéfinie par :

g ) = {{ylrh, 03U {4y &N, 1) | rer'x LY etr ¢ A} s
alors :

re L¥rap qU (317l (rer'xL¥ o (o) = (le, 00} oug {r)n (@ x{1]) # 4.
C'est-a-dire que L¥ est l'image réciproque par g d'une partie de B que nous no-
terons E:’ .
Etudions l'application £ :

£ (n) = {{e, 0)},

pour s # A :

:
=

3.4.2.

£ o(ets) = [{y () + y (s}, 00} u {(y ()4 ¢ &), )]s e’ x L¥et v #4],
d'autre part :

¢ faxr) = {laxy(r), 03 U {laxy(r™, D] r ¢ 2'xL¥ et e #a} six ¢ LY

€ (axr) = {laxy(), 0 U {laxy(e™), 1] r ¢ r'xL¥ et 2 £ A} U ((la), 1)} six e LY
Finalement il suffit de munir fs de la méme loi interne qu'en (a), ot de la loi
externe !

ax® = [{axb', 0)] (b, 0) ¢ & Ju {faxd', 1| %1 e B} si ®¢H,

ax® = [{axb', 0)] (', 0) ¢ & U {laxd", 1] ("1 e & U ((yla) 1)) si®e B

3.4.3. Corollaire

Si L est un bilangage régulier sur V, pour tout a ¢ V, ax L est un

bilangage régulier.

Dans le chapitre suivant nous serons amené & étudier des fonctions
polyndmiales dans '\'} (4. 1.) ce qui permettra de généraliser les proposi-
tions 3.4.1 et 3.4.2 {4.1.4).

Introduisons maintenant un nouveau produit entre deux bilangages L
et L',v qui consiste, intuitivement, & associer a L et L' 'ensemble des

N

ramifications obtenues en 'greffant' A toute feuille a d'une ramification de

L, une ramification de L'.

3.4.4. Greffe, greffe itérée:

La greffe en a d'un bilangage L sur une ramification r est le bilangage,
noté 9(3 (x, L), ou r.aL, défini de la fagon suivante, par récurrence sur la
n
ramification r : pour a, be V, r, 5¢ V,
(% (A L) = (A
(a,a (r+sL)= % (r, L) + gza (s, L),

%(bxr,L)=bx %a(r,L)sib#aourf-/\,

%(a,L)=axL.




3.4. 5.

g ! i n bilangage L' notée L's L est le
La greffe en a d'un bilangage L sur v g8 @ = (W axr). L, car L, ne contient pas A
: rel. a

bilangage 1

U r.L. =laxL), L,

a
reL! =fa. L). L,.
e L)

7 ka .. .
La greffe itérée ena d'un bilangage L est le bilangage L défini par :
3.4.6. Conséquence:
[ Soient L, Ll’ L

s
+ 00

LO: 2= {AY, LP a. L. Lp'l’ 2 pour p= 1 et pL¥a - U e

a PO des bilangages sur V, L1 ne contenant pas A

2

+

@ 1 -
Le bilangage U LP' 2 est noté L
p=1 !

L, (LléL)=(LéLl)éLZ

a 2

3.4.7. Proposition :
Si s appartient a %(I,L), alors p (s) = p (r).

Avant de montrer que la classe des bilangages réguliers est stable pour

ces nouvelles opérations, indiquons quelques propriétés simples qui nous seront

atiles Ce résultat est immédiat par récurrence sur r.

3.4.8. Conséquence :

Si s appartient a La, p";;(s)‘ est le mot des racines d'une ramifica-

3.4.5. Proposition:
Soient a un élément de V, I_.1 et L2 deux bilangages sur V, Ll ne

contenant pas la ramification vide : tion de L.

a 1la 2) ( a1 a 2 est immédiate pour s ¢ L par recurrence
o sur n> L.

La proposition se démontre par récurrence sur r, en quatre étapes :

{a) =t =n 3.4.9. Proposition :
(b)) =xr =1r'+ " Toute famille de prédécesseur b différent de a dans une ramification

{c)r=bxr'avecbfaour A de f%/a (r, L) est une famille de prédécesseur b dans r ou dans une rami-

fication de L. Toute famille de prédécesseur a dans une ramification de

@Xa(r, L) est :

- soit une famille non vide de prédécesseur a dans r,

@ r=a
Nous ne traiterons que ce dernier cas, 1és autres étant immédiats :

a. (Ll'aLZ):aX(Ll;lLZ)

a
=W X (U | LZ) - soit une famille de prédécesseur a dans une ramification de L,
rel a
U &1 - soit le mot des racines d'une ramification de L.
= axlry L,) ’
rely (Immédiat par récurrence sur r).

BEEE




3.4.10.

3.4.10. Conséquence :

Toute famille de prédécesseur b dans une ramification de L3
est une famille de prédécesseur b dans une ramification de L, ou, lors-

que b = a, le mot des racines d'une ramification de L.

17
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3.4.11. Proposition :

Si Ly et L2 sont deux bilangages réguliers Ll 4 L, est régulier.

Ll et L2 peuvent &tre associés respectivement a (®»,3 L q,) et

(B, B, ¢) od y satisfait au lemme (3.4. 2B =P (B« [0,1] est
un ensemble fini ; soit l'application ¢ de ¥ dans[ définie par

g lr) = ({yl), 03U {ylehl)re % (r‘,Lz)}.
Lalp=tre T e wn(® (¢

Afin de munir B de lois telles que g soit un homomorphisme exami-

Alors L

nons € (A), € (r+s) et g {a/xr):
g (\) = [{e, 0), (e,1)} od e est 1'élément neutre ded .
g lrts)={{y r+s), 03U {ly &)1 |r+se ﬁ,a i LT3
= {(yle) + yle), O U {Lyle) + ys'h Dre @, (r' Lyl etse &, {s', L))}

en effet, comme r + s et t' ont m&me mot des racines (3.4.7. },il résulte

de la proposition 1.3. 6. que :
r+se C7a(t‘, LZ) 5 {3 et s‘)‘(r' +s'=tlet rg %’a (r', LZ) et s ¢ %a(s', LZ)I
la réciproque est évidente.

g (alxr) = {{ylaxr), 03 U {4, | axre @(a(r‘, L,)}
Or, comme a) x r et r! ont m&me racine a;, pour a; fa:

4y xre %/a &, LZ) “{q e et = a) % r'etr ¢ %’a (it LZ))-
D'autre part :

axre @l/a(r', LZ) e (™ " #Aetr'mayretre C?/a(r", L)) ou

(r'=aetreg L'Z)'

3.4.11.

Par suite :
g lepx) = {apxy ), 03U {lapxy ), V] r e G (e L)) sia fa,
g (axr) = {(a?<¢(r), 01U {{axyle"), )| re %’a(r”’]"z) etx" #a) sir¢ L,
g (axr) = {laxylr), 03y {laxyle™, V| re q‘}/a(r",Lz) et r'"#A} U
{y @,1} sirelL,.
Pour que g soit I'homomorphisme de V dans B9, il suffit donc de munir E
de la structure suivante dg binoide sur V :
Pour$',‘@" [ E,, A, Be V:
E+®'= (o, 0] 0 cBet (7,0 ¢ BIULE 1|6, 1) ¢ @ et
b1 B,
ax® = {(ajxb!, 0] (6%, 0e SIULlapxd’, V| B, Ve P} sia ¢4
ax® = {(axb!, 0)] (b', 0) ¢ & JU{laxd', 1| (b", e & et b'te] si® n(B,x(0})= 9
ax®' ={{axb’, 0) (b, 0)c § JU{faxb’, V|(b'1) e D et b' # e]u {(axe, 1)}
si@n (B, x {0)) # 0.

I.,1 . L.2 est donc régulier.

3.4.12. Proposition :

Si L est un bilangage régulier, e

est un bilangage régulier.

L est associé 3 (D, B v y) ol § satisfait au lemme (3.4,2.). Envisageons

l'ensemble fini B = (D), et soit g 'application de ¥ dans B définie par :

g )=yt | re § &, LF.

Alors :

re L¥ar=pnou (3 r'e L) (re G}.a(r', L*?3) glr) ={e}ouglrin 3%1 £9.
De méme que précéderment :

g (A) = [e}

g (r+s) = {y (") + ¢ls") ‘ T e Q‘a,a (r‘,L\"{a) et s ¢ @a(s', L*a)}

S lapx) = {axy M [ Te g L*)} sia ta




3.4.13.

3.4.12.

g laxr) = {axy (e") | r e @Xa (r", L*a) etr'"# A} sir¢ L
b % .
€ faxr) = {axy (") | re q/a E L et r #A3 U {yla)) siTe e
B est muni d'une structure de bincide telle que £ soit 1'homomor-
N
phisme de V dans B sion pose :
&"*_%l = {b' + BN I bt 6&' , bn E%"}
U .
alx%={alxb' | b'g&'}szﬁ#a
a x® = fayb! | bleRetb' £ e} si% # {elet®n %I =p
ax® = {ayb' b’ ¢ Fetb #e}u {axe) si® = {e} aud nd 1 # 0.
Les parties finies de \Af sont des réunions finies de ramifications,
qui sont des combinaisons finies par + et x d'éléments de V ; d'ol le

résultat suivant (en appliquant : 3.2.1 , 3.3.1, 3.4.1 et 3.4.3 ):

Proposition :

AN
Les parties finies de V sont des bilangages réguliers.

3.4.14. Remarque:

L'ensemble des bilangages grammaticaux sur un vocabulaire fini V

n'est pas stable pour les opérations de réunion, somme, produit et greffe.

En effet, définissons par exemple, L, par son axiome {a} et les produc-
tions de a;'Kl a fa, A}, et LZ par son axiome {b}, les productions de b,
KZ’b = {b, a}, et les productions de a)Kz’ 5~ {A}. Siune grammaire en-
gendrait L, U L, (resp. L, + LZ) elle devrait comprendre les régles rela-

tives & L, et celles relatives & L, de sorte qu'elle engendrerait des ra-

1

mifications telles que : b x a v a (resp. a+ b y a x a} qui n'est pas dans

Ll 8] L2 (resp. Lt LZ). De m&me il est aisé de prouver que si Ly x Lz

ou L., L, étaient grammaticaux, ces bilangages contiendraient des ra-

la 72

mifications telles que a x b x a x b x a ce qui n'est pas possible. Les

ERRERER
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3.4.14.

bilangages Ll U Lz, Ll + L Ll X LZ’ L1 5

2 L2 sont donc des exemples

de bilangages réguliers et non grammaticaux.

3.5 GENERALISATION DU THEQREME DE KLEENE POUR LES BILANGAGES

REGULIERS.

3.

5. 1. Définition :

On appelle bilangages complétement réguliers sur un ensemble V les

bilangages sur V qui appartiennent au plus petit ensemble des parties de %
contenant les parties finies et stable par réunion,‘ somme, somme itérée
ainsi que par greffe et greffe itérée en tout élément de V.

Il résulte donc des propositions 3.4.13, 3.3.1, 3.4.1, 3.4.11 et 3.4.12
que tout bilangage complétement régulier est régulier. Inversement, tout
langage régulier est un bilangage complétement régulier d'apres le théo-
;-éme de Kleene. Mais il est faux que tout bilangage régulier soit complé-

tement régulier, comme en témoigne l'exemple suivant.

. 2. Exemple :

Soit la grammaire G définie sur le vocabulaire Vl = {a, b} par son
unique axiome a et les langages des productions de a et de b :
K, = {'a th,AY, K= {A}. L, est le bilangage défini sur V = {a} comme
transcrit du bilangage grammatical ¥ {G) engendré par G, dans la trans-
cription qui transforme a en a et b en a. Ainsi I_.0 est un bilangage régulier
infini. Plus précisément :
T =ayxliriu(F G +d)

Ly=ax ({A} ULy +a)
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Ramification de L0

Figure 1

Montrons que LO n'est pas complétement régulier. Disons qu'un ensemble E
de bilangages non vides se déduit d'un ensemble F par l'opération ® (® désignant
U, *ou é) si on passe de E & F en remplagant un des bilangages L de E par deux
bilangages L' et L" de F tels que L = L' ® L", L'# L,L" # L {ce qui, si & est a
impose L" # {A}). Disons de m&me que E se déduit de F par l'opération B, égale
a4 & ou %a, si on passe de E & F en remplagant L de E par L' de F tel que L = L' 8

et L'# L {ce qui impose L' # {A}).

Pour qu'un bilangage F non vide soit complétement régulier, il faut et il suffit
qu'il existe un entier n> 0, une suite Fpeee, B d'ensembles de bilangages non
vides et une suite d'opérations a, telles que, pour lgign, Fi-l se déduise de F;
par & et que Fn soit formé de bilangages finis.

Supposons FO = LO' Montrons, par récurrence sur i, que si L appartient 4 Fi’

LcLyu (Lo—o al U {A}
et que, pour i> 0, &i n'est ni % ni *a. Comme Fn est formé de bilangages finis,
il en résulte que tout Fi est formé de bilangages finis, ce qui contredit le fait que
L soit infini.

Supposons que la propriété vtraie 4 l'indice i (évident pour i = 0). Nous montre-
rons que Ei+l ne peut &tre % ni *a et que les deux bilangages L' et L' qui, dans F;,,
remplacent L ¢ F,, sont contenus dans LU (LO +a)u {A}.

a) @, =U, L =L'yL": 'assertion est évidente car L' et L' sont contenus

dans L.
b} Ei+1 =4, L=L'+ L"l: tout r ¢ L s'écritr =r'+ rtavecr' ¢ L' etr' g LV

si r appartient 3 Lgyu {A}, alorsr =r'etr"=A our=r'etr' =Aj8ir

- e e s = —

appartient & LO + a, il existe une autre possibilité : r' ¢ LO et r''= a, En
tout cas, r' et r' sont contenus dans L,y (Lg +a) y {A}.
| = 1 " 1" . z N
c) Ei+1 & L=L 4 L", L" # {A} : par récurrence sur r, on voit que,
pour r # a, % (r, L") n'est pas contenu dans L (L, + a) ; donc né-

cessairement L' = {a}, L =a x L" : L est contenu dans L qui est égal

aayx({{ru (Lo + a)), et par suite L' est dans {A} U (L0 + a).

d) B, =% L-% L', L' # {A} : L ne peut &tre contenu dans Lyu (L0+a)u[/\}
car la longueur de ses rainifications n'est pas bornée.
e) B, =% L= ﬂ*a, L'# {A} : L contient L' 4 L!; d'aprés 1'étude faite

en (c), nécessairement L' = {a} et L'c {A} U (LO - a), ce qui est

impossible.

3. Théoréme :

Un bilangage est régulier si, et seulement si, il est déduit ?"un bilan-
gage complétement régulier par une transcription.

Autrement dit, la classe des bilangages réguliers est la plus petite
classe contenant les bilangages finis et stable par réunion, somme, som-
me itérée, greffe, greffe itérée et transcription.

Le transcrit d'un bilangage complétement régulier est un bilangage
régulier d'apreés 3. 1.6. La réciproque résulte immeédiatement du théoreéme

3.2. 8 et du résultat suilvant :

4. Proposition :

Tout bilangage grammatical est complétement régulier.
Les notations sont celles de 1.4.2. Soit une grammaire G. Montrons
que ZP(G) est complétement régulier, par récurrence sur le nombre de

a ¢ Vtels que Ka contienne un mot non vide.




a) Si pour tout a ¢ V, K, = {A} ou K = 9, F(G) est 1'ensemble des mots
de X formés des lettres a telles que Ka = {A} : c'est un langage régulier, donc un

bilangage complétement régulier.

b) Soit a un élément de V tel que K_ contienne un mot non vide. Désignons
par G' la grammaire obtenue en remplagant dans G le langage Ka par {A}. Nous
montrerons que :

{ si /\)f K,

(le produit est alors associatif d'aprés 3. 4. 6).

<z . . -——a
f@) = d@n, i(c',xa) . P

a

(2) sine K, (@ = 3@, LG K)
L'hypothése de récurrence assure que $ (@) et B (G, Ka) sont des bilangages
complétement réguliers. Il en est donc de m&me pour

L, Ka)a = G K)

{1) et (2) résultent des lemmes qui suivent.

B(G*, Ka)*a et pour § (G).

Notons .'gn (G; K), resp. ;BH(G), l'ensemble des ramifications de o5 (G, K),

resp. &% (G), o le nombre d'occurrences de a est strictement inférieur 3 n ; en

particulier égo (G, L) = 8.

Lemme | : Pour tout langage régulier K et tout entier naturel n,
B .G KCc 3G, K B (GK).

Soit '8¢ £n+l (G). Nous montrerons, par récurrence sur s, qu'il existe
reB (G tel que s ¢ % (r, ,@n(G, K;)l) : comme alors r et s ont le m&me mot des
racines (3.4.7) si s ¢ ‘.Bnﬂ (G,K), re B (G, K.

a) 5i s = A, r = A convient.

b) Soit s = s' + s'': s' et s" appartiennent & £n+l (G) -

*
&
-
s

s' ¢ ?ﬁ (r', £n (G, Ka)) et s ¢ %’a (e", £n (G, Ka)) entraines'+s''e %(r‘-l’r”,sgn(G, Ka)-

r'e BI(G et ¥ ¢ R(G') entrainer' + ' ¢ & (GY.

E

=

c) Soit s =b x s', avecb#a:s'eg £n+l G), p s" e Kb;

o'e Gg (' B, (G K) entraine bxs'e G bxr B, (G K D erp e Ky

r' ¢ B (G') entrafne alors by r'e & (G').

d) Soit s =a x 8': comme s ¢ B

- (G) et‘p (s) =a, s'eg ;gn (G, Ka) 7

s e % (a, B (GiK)etac B,

Lemme2: J(@) = fe) , £lGK).
Du lemme 1, avec K = X, résulte que toute ramification de &(G) appartient 3

Jin

Réciproquement, d'aprés la proposition 3.4.9, il est immédiat que si r ¢ $ (G")

B(G, K ).

et s ¢ %’a x, 8 (@G, Ka)), alors s ¢ & (G). De plus, r et s ont le méme mot des ra-
cines, ce qui achéve de démontrer le lemme puisque G et G' admettent les mé&mes

axiomes.

Lemme 3 : Si K_ ne contient pas le mot vide, ®(G, K )= G, Ka)a 3 9

a) Soit r ¢ W et s g %/a (r, #). Le mot des racines de s appartient
a Ka ; d'autre part, d'aprés les propositions 3.4.9 et 3.4.10, toute famille de pré-
décesseur b dans s est une famille de prédécesseur b dans r ; pour b # a, c'est une
famille de prédécesseur b dans une ramification de & {G', Ka), elle appartient a Kb ;
5i b = a, elle'est non vide et c'est le mot des racines d'une ramification de % (G, Ka):
elle appartient & K is appartient & & (G, Ka).

b) Montrons, par récurrence sur n, que
A n, A
2 GK)c[BG,K)THT8
La propriété est évidente pour n = 0. Supposons la vraie pour l'entier n ;

d'aprés le lemme | avec K = Ka, nous en déduisons




" i h n,a
8.4 G K)cBEGLK) 4 [ ZGLKII™? 9
" ntl, a

£n+1 G Ka) <[$ @, Ka)] a 9,
car le produit est associatif puisque, la ramification vide n'appartient pas a
& @K ).
Lemme 4 : - Si Ka contient le mot vide, £ (G, Ka) =& G, Ka)a

a) Siredd (G, Ka)El le mot des racines de r appartient & Ka (3.4.8) et

toute famille de prédécesseur b dans r est une famille de prédécesseur b dans une
ramification de P (G"‘Ka) ou, dans le cas b = a, le mot des racines d'une telle

ramification : r ¢ B (G, Ka).

b) De la méme fagon qu'au lemme 3, on montre que

£, GK) c [HE,K)I™2

L]
(&1
u8)
s
11
:
-

CHAPITRE 4

BILANGAGES ALGEBRIQUES - BIGRAMMAIRES

Dans ce chapitre nous nous proposons de généraliser aux bilangages la
notion de langage de Chomsky : cette généralisation est sans surprise. L'objet

du premier paragraphe est de définir des fonctions polynomiales qui '"substi~

tuent" aux nceuds d'une ramification d'autres ramifications ; ces fonctions se=
ront des intermédiaires "techniques' commodes d'une part pour étudier des
systémes d'équations sur des ramifications (4.2) d'autre part pour définir des
"grammaires" sur ¥ dont les seconds membres des régles sont des ramifica-
tions, et que nous appelons bigrammaires {4.3) Les définitions des bilangages
engendrés par les systémes (bilangages algébriques et de ceux engendrés par
les bigrammaires (bilangagesbigmmmaticaux} sont en fait "presque" équivalen-
tes comme le montre le théoréme(4.4). Les bilangages bigrammaticaux peuvent
aussi 8tre définis & partir des grammaires de.Chomsky (voir 0.2.2) et de cer-
taines transformations (4.5). Enfin nous étudions quelques propriétés de ces
bilangages et, en particulier nous caractérisons les bilangages réguliers parmi
les bilangages bigrammaticaux (4.6, 4. 7).

Dans tout ce chapitre on suppose V fini.




Dans tout ce chapitre V désigne un ensemble fini disjoint de N ; de plus pour

k ¢ N nous noterons [k] l'ensemble {1,...,k} des entiers inférieurs ou égaux 3 k.

4.1 FONCTIONS POLYNOMIALES.

4,1.1. Définition :

. . 2 . /\
Soit k entier supérieur ou égal A 1 ; associons Atoutre Vy [k] la

A
fonction g de Ok dans V appelée fonction polyndmiale (ou substitution)
et définie par récurrence sur r :

SN

T k (rl,...,rk) 5
Tgtg! k(rl,...,rk)=gs k(rl,...,rk)+gs, k(rl,...,rk),
) ) )
pour a¢ V Tays kérl,...,rk) = axo, k(1-1,...,x'k),
1 ’

pour i¢ [k] “ixs,k(rl""’rk) :rixcs,k(rl""’rk)'

{Lorsqu'il n'y aura pas ambiguité nous noterons aussig . 4 la place de Oy, ")

Exemples :

appz p T =ty

Avec r = axlx(ath) o, (atcxa) = ax (atcxa) x {a+h).

4.1.2. Propriétés immédiates :

{a) en notant n, {r} le nombre d'occurrences de a dans v :

k
|grk(r1,..,,rk)|=|r|+ E} n, {r) (Iril-l)
2 i

(b)c'l‘< = {Gr k] r ¢ VU [k]] peut &tre muni d'une structure de dioide

en posant :
(1) (Vf,ggo'}‘() (f+g) (rl,...,rk) =f(r1,...,rk) +g (rl,...,rk),
L {2) (v f,ge(j'k) {ftxg) (rl,...,rk)=f(rl,...,rk)'xg(rl,...,rk).




ou d'une structure de binoide sur V [k] avec la loi interne définie en (1)
ia (r: S) = Gl+a)(2 (1‘, 5) 3

et loi externe définie par N
Py oy, vee, ) =g, ¢ (oy, 0o, )0
(Yae Vulk], Vfgo'k) {axf) (rl, ...,rk) = (ca, kxf) (rl, ...,rk). 17 k i,k 71 k

Le dioide {resp. le binoide){ est isomorphe au dioide (resp. au (d) Il est est immaédiat, par récurrence sur r, que o, 1 est récursive pri-
b K P p : y

binoide) v{[\fq .

{c}) La fonction constante A, les fonctions fa et p%: (cf. 2.1.2) sont

rpitive ; cependant il existe des fonctions récursives primitives autres que
les Oy K étudions le cas de la fonction ¢ 1 supposons qu'il existe r evVull
s

polyndmiales. telle que @ = or,.l i pouracV g la) = o1 (a) = a,

(d) Toute fonction polyndmiale est récursive primitive, mais la réci- donc, d'aprés (a) |°1-,1 @] =|r} =1

r r = 1 ne convient pas car est 1'identité, pir =b (b ¢ V), car
proque est fausse. Q P °1,1 : e Vi,
{a) Immédiat par récurrence sur r. Op 1 (ata) s by o 1 (ata) = b # ¢ (ata).
1 Ay
(b} Par définition Optr k=% Kk toy s Finalement ¢ qui est récursive primitive n'est pas polynomiale.
) , )

é = ; Indiquons maintenant une nouvelle caractérisation des fonctions polynomiales:
et,par récurrence Oryr' k cr’ Kk % gr,’ o G

ar suite l'application § ! r¢—p est un D-homomorphisme et un homomor-
P PP § Or,k P 4.1,3, Théorime :

hisme de binoide ; montrons st un lication bijective d V/\k] A -
P SRS S OnS que § St une application bijective ce ¥ U [ Notons LA (pour 1 < i ¢ k) la fonction de Vk dans Ok . défin‘}e par :

dans F, : la surjectivité de § est évidente ;
k
™k (rl, 95 o rk) = (rl, IERTE FURTIE FORTRIN rk)
?

our prouver l'injectivité de §, remarquons d'abord que, d'aprés (a) A
P d Jee © b E 1 4 ( a) Soit #y le plus petit ensemble de fonctions de ¢ dans V tel que :

{avec |ry| = ... = |r, ] =1) si =g , r et r' ont méme taille; ainsi
{ 1| | kl Ir, k 'k ! (1) 2 contient les fonctions constantes A et a (pour tout a ¢ V)

nous pouvons raisonner par récurrence sur cette taille commune : . ‘ L
(2} P, contient l'identité.

si |r| = |r'| = Oalors r = r' = A sinon, la récurrence est immédiate lorsque ) p— ;
(3) Pl est stable pour les lois + et x (définies en 4. 1.2 (1) et (2))
les dernires racines de r et r' sont toutes deux entidres et toutes deuxdans V ; . ) Ak %,
b) Pour k> 1, soit Pk le plus petit ensemble de fonctions de V' dans V
prouvons qu'il en est toujours ainsi ; en effet, si nous avions
tel que :
r=8+axt, r'=s'+tixt (ac V, i k]) )
 de [k (4) Py contient f, m j pour tout fepy_y et tout i1, ... k.

en prenant, par exemple r, =b (b # a), les ramifications {rz, o o i) 5 ’ )

B h B & 1 #a), Or, k"L Yy k (5) Pk est stable pour les lois + et x.
etg_, 2 (rl, ISP — rk) n'auraient pas mé&me derniére racine et, a fortiori: )

Fa ' Dans ces conditions pour tout k= 1:

Gr‘,k#cr,k szq(

" ce qui contredirait 1'hypothése.

(c) o K st la fonction constante A ;




Autrement dit G/l (resp. GJk pour k> 1) est le plus petit sous-dioide du
o 3 A nk Fe) . . 5
diaide des fonctions de V (resp. V) dans V satisfaisant & (1) et (2) (resp.
a (4)).
11 est facile de montrer queGi vérifie (1), (2), (3) et que 0;( vérifie,
pour k> 1, (4} et (5) ce qui prouve gue :
pour k> 0 Pk C(Tk.
Envisageons 5'1 le D-homomorphisme inverse de § (cf. 4.1.2 démons-

tration (b)) (6—1 & ) = r) ; il est immédiat, par récurrence sur k que :

r, k
Vae Vu [k] cra,kePk
c'est-d-dire : vy [kl e 5_1 Pk) 3
.ainsi, comme Pro 5-1 (Pk“/ est un dioide et contient Vy [k] ; d'aprés

SN

54 57 @) = VU [K] et donc P =8 (ﬁ) =G

K
4.1.4. Remarque :

Si Ll’ g 5o Lp sont des bilangages réguliers sur T, pour r ¢ m
le bilangage Oy (Ll, aae, Lp) est régulier {ce résultat est immédiat par
récurrence sur r) ; par contre si L est régulier sur T y [p] il n'est pas
exact que oy . (Ll, ieTew, Lp) soit régulier (sauf dans le cas particulier ou

L, L Lp sont des langages (GINSBURG)) : voici un contrexemple :

TRERY
L est le bilangage grammatical sur V = {1, a, b} engendré par la gram-

maire G = {V, ::=, 1) dont les productions sont :

K| = {ab, alb}, K_{a}, K, = {A).

Ramification de L

a b
: nn
1l est facile de prouver que gy 1(/\) n'est autre que le langage {a b |n>0}

qui n'est pas un bilangage régulier (3.2.10).

. 1. 5. Définition :

Nous dirons qu'une fonction polynomiale Or k est propre sir est
une ramification ol aucun a ¢ V n'admet d'occurrence et ol tout i ¢ [ k]
admet au plus une occurrence :
{((Yae V) n, (r) =0 ‘et (Vie [k]) n, {r) < D).
La propriété 4.1.2 (a) appliquée aux fonctions polynomiales ptropres

stécrit :

(ry, .., ) | = |
O, k 1 ) | ni(r)”“ll

Le nombre de fonctions polynomiales propres, pour k fixé, est fini.

.1.6. Exemple :

Toute ramification r ¢ O peut s'écrire d l'aide d'une substitution propre
pour cela construisons une ramification v {r) ¢ l/\\T qui sera appelée la ramure
de 1 et qui représente la for&t '"scus jacente & r' :

v (A =n
(1) x 8

v {staxt) =y (s) + Gls S“(\)(t))

suc(|
~N

ol suc est la fonction entiére successeur et Oi est la transcription de IN dans

A

N définie par.:
(Ve 0, ) =k

(¥, kel 0 () = suc . 0, (k.

suc (i)
(c'est-a-dire que Oi(k) est l'entier k+i).
Pour r ¢ </‘ notons € (r) le mot d'entrée de r défini par :
E(A) = A
E (staxt) = Els) ta + E£{t)
Dans Ices conditions, il est irmmédiat que oy te), |r( est propre et que, si

bl"' blr] est le mot d'entrée de r :




4.1.6 Il est plus commode d'écrire le systeme (S)d'une autre manidre soit
P P
la transcription 0 de Ty N dans T |y [n] définie par :
(YaeT o =a,
= b,...,b J ]
T2, ) O b)) (¢, clnl)ota)=i;

Par exemple si r' est prise dans la figure 2 {chapitre 1) nous avons : dans ces conditions :

E(r') = abecab, y (r') =1 x (2+3x{4+5)). = R
R, =og (Rij) (A, ...,Aq)

o . = .t P T
4.2 SYSTEMES D'EQUATIONS. ainsi en posant rij =0 (Rij) le systéme (.S)A.s'ecnt 3

(S}, pouri=1,.., n, A= S n a,..., An) avec T ¢ Tyln] S{A}

4.2.1. Définition des bilangages algébriques =L Ty

Par hypothése :

Soient un vocabulaire fini T et un systéme (S} de n équations 3 n incon-
|rijl =l ee

nues Ay, ..., A 3 valeurs dans B (T \{A]:
n . = :
P; PN La démeonstration est la mé&me que celle faite pour les langages (PAIR, 3
(S) pour i =1,...,n A, = U R, oﬁRi.gTUN\{/\} A n A n
j=L J J a) Appelons g 1'application de P (T \ {A})" dansP (TN {A})" quia
{en posant N = {A, ..., A_}). ]
1’ ) S = 1) j
n ﬁ (Ei)lsim associe § (E ) = (E x)lslsn avec
Si (S} a une solution unique, chaque bilangage qui est une composante p
du n-uplet solution est appelé bilangage algébrique sur T. E'i = jk-)i crij a (El’ T En)

La ramification R, est lée j b jame i
a i est appelée j terme de la i équation. b). Définissons 1'ordre de Ei et l'ordre de § en posant :

Siles R,. sont des mots nous retrouvons définiti 3 N :
i vons la définition des langagesd con- ordre [E1] = min |r| siE # @
texte libre (c'est-d-dire que tout langaged contexte libre est un bilangage al- reEi
*

gébriqué contenu dans T’} ordre [¢] =+ o

et, pour § = (E,) : ordre [ ] = min (ordre [Ei])
lgien

Il serait possible d'étudier directement la réciproque ; toutefois nous i'lgign |

la retrouverons. comme conséquence de (4. 6.3. ). Si E et F sont deux parties de 2 rappelons que la différence symétrique

Un bilangage L. qui est composante d'une solution d'un systéme (S) de E et F, notée E 4 F, est définie par :

sera dit engendré par (S). EpaF=(EUFRN (EqF).

5i L est bilangage fini non vide ne contenant pas A,L est algébrique Pour la différence symétrique de deux n-uplets €= (Ei) et

lgien

car c'est l'unique solution d'un systéme du type :

EEEERERRRENRRERE

& - (Fi)_siﬁl il est naturel de poser

1= o =
A= U -Ur,  avee, pour =L, ...,p, ;e TN{AL B a¥ = (E; & Fi)lg'.sn'

4.2.3. Premier théoréme dlunicité : Lemme : Sous les hypothéses du théor&me et avec les notations introduites:

(£#F )= ordre [5 (E)pa(F )] >ordre [€ 4 F 1.

Si le systéme (S) est tel que tout terme de taille 1 est élément de T

alors (S) admet au plus une solution dans (T \ {aY)-
Prouvons d'abord ce lemme.

"




Sig (8) =5 (¥ )le résultat est immédiat ; supposons donc § ( &) et § (&) 4.2.4.

distincts : il existe i tel que E'; £ F'. et tel que

() ordre [E'.p F'.] =ordre [s (&) a5 (&)];
1 1 La démonstration est la mé&me que celle qui est faite pour les langages

11 existe R ¢ E'. p F!'. tel que :
4 > (PAIR, 3 ).

(2) ordre [E'iA F‘i] = |R|

4.2.5. Théoreéme d'existence

Supposons par exemple, R ¢ E'i et R g F'i ; alors R appartient 4 l'un

FREEEE

des termes de E'i noté oy (El’ 1 En) sans appartenir au terme corres- Tout systéme d'équations du type défini en 4.2.1 admet au moins une
ij
pondant de F“i Urij (Fl’ 8. . Fn) ; clest-a-dire qu'il existe spe Ep e, s € En solution.
tels que : Conservons les notations introduités en 4. 2. 3. Soit un systéme (S). Re-
i) R = o, (sl, e, sn) ) marquons que pour deux n-uplets £ et F:
ij

Ecd =5(8cs(¥);

ii} il existe k, ayant une occurence dans rij avec ski Fk.
d'oll par récurrence sur k entier, en notant (Dn le n-uplet dont chaque compo-

D'aprés ii) et l‘hypothése,. la taille de 5 est strictement supérieure a1 et
. sante est l'ensemble vide :
finalement :

k k+1
g @) cs

|R|2]rij|-l+|sk|>|sklzordre[2A‘q"’] (@n)

ce qui entraine :

Or R a été choisi de fagon que |R| =ordre [3{& ) a g (&) ] ;le ko .
0, = U0 5t (0,
i=

lemme est donc démontré.
et :
+oo .
xe U 5 @)  (TkelN, k0 xes (D)
i=0

n

. k-1 B
()-8 o (3 ke® k£ 0 Ty s @) s ()

[ee] E
et g (F)1=9 & xe@(i% @l((bn)).

. . Finalement :
ce qui contredit le lemme.
ﬁ !
o

+ : ® .
\j 3 (@) =8 ( 3 (@)
v
+

Revenons au théoréme : si & et & sont deux solutions distinctes du

systéme (S) :

4.2,4. Deuxiéme théoréme d'unicité : i fl=

«
cc qui prouve que U 5t ((Dn) est solution du systéme (S)

Soit le systéme (S) délinit plus haut. Munissons N = (A}, ..., 4 } dela A
i

relation ::= définie par A; =:= Aj si Aj est terme de la i°7° équation de (S).

'

dans ¥ (f \ {/\})n.

Si le graphe (N, ::=) est sans circuit le systéme (S) admet au plus une solution _




4.3 BIGRAMMAIRES.

4,.3.1, Définition :

Une bigrammaire BG est un quadruplet (T, N 1=, X) ol

-~ T et N sont deux ensembles finis disjoints. T est le vocabulaire terminal,
N le vocabulaire non-terminal (ou auxiliaire}.
. '/\\
- ::= est une relation de N dans N {J T dont le nombre des couples est fini ;
une régle est l'un de ces couples.

- X est un élément de N ; X est l'axiome de BG.

Dans la suite V désignera la réunion de N et T.
Pour définir des relations de réécriture et de dérivation il est utile de

considérer l'ensemble des ramifications 4 (r,s, o) obtenu en "'substituant’ a

une occurrence de A dans r la ramification s ; plus précisément =

4,.3.2, Définition :
A A A .
Notons p l'application.de (V x V x N) dans £ (V) détinie par
‘ o a5, 8) =0
(V r, teV) a (e4t,s,A) = (3 {r, 5, A) +8) U (r +4 (s, A))
YbeV 4 (byr,s,A) =SIb#A ALORS byAlr,s, A)
SINON (s x r) { (A xalr, s, A)).

Remarquons que si s est distinct de A la taille des ramifications de

A lr, s, A) et supérieure ou égale a la taille de r.

4,3.3. Dérivation :
fa
| Soit une bigrammaire BG ; la relation de réécriture dans V notée )ﬁ
(ou simplement >—) est définie de la fagon suivante :

~ Fal
(¥ r, te Vies—te(F AN seVI(An=setten (r,s, A

;

4,3.4.

4.3.

4306,

. ~ . Lol
Une dérivation de r 3t est un chemin du graphe {V,>—)} (en particalier

la longueur d'une dérivation est la longsur d'un tel chemin). La fermeture

transitive de la relation >— est appelée relation de dérivation et notée

* . n — - : gme o 9 )
>»——i-enfin r )— t signifie qu'il existe une dérivation de r & t de longueur

inférieure ou égale & n.

Bilangage engendré :

Le bilangage engendré par une bigrammaire BG est 1'ensemble L (BG)
des ramifications de T dérivant de X :
L(BG) = {re T | X»2r}.
Un bilangage qui est engendré par une bigrammaire est un bilangage bi-
grammatical.
Pour A ¢ V nous noterons L (BG, A), ou simplement L. {A), l'ensemble

des ramifications de T dérivant de A ; ainsi L (BG) = L (BG, X).

5. Remarque:

Il est facile de constater que les bigrammaires dont les seconds membres
des régles sont des mots, sont des grammaires de Chomsky (0.2.2.) ;

la relation de dérivation définie habituellerment

la relation )—L est alors

sur les grammaires ; autrement dit : les langages de Chomsk%r sont des lan-

gages engendrés par des bigramrmaires. (pour la réciproque voir {4.6.8.}).
Avant d'étudier les bilangages bigrammaticaux nous allons signaler quel.

Wenlz . : * q 2l g
ques propriétés simples des relations y—<et y»-2__ | qui seront utilisées

dauns la suite.

Lemme :
Pour une bigrammaire BG, la relationy—est compatible avec les lois de

composition interne + et x :




4.3, 6. _
1) 438,
| Iy A il
(a) (vr,te V) rr—t= (¥ ve V) (vira—vit et rivI—t+v),
b (¥r, te ) r—t= (¥ ve h (vxr > vxt et TV »=— txv}. {a) : Par récurrence sur r en appliquant le lemme 4. 3. 6.

(a) Immédiat car : (b) 1la relation)——*— est un préordre compatible avec + et y {4.3. 6) et con-

v+a (s, A ey (vir, s, A) tient la relation :i= ; reste A prouver que c'est la plus petite : soit R un autre préordre
(b} Il suffit de prouver, par récurrence sur v que : ‘compatible avec les lois + et x et contenant ::=. Il est facile de prouver, que K est un
' W

préordre compatible avec toute fonction polynomiale™ (il suffit, en fait, de montrer

vy (e, s, A cp lvxr, s, Al
par récurrence sur r que ot

4,3,7. Lemme :
r, R r'i = ?r,‘k. (rl, .-..,ri,...rk) R Or, k (rl,...,r',,... r ).

Si or k est une fonction polyn8miale propre :

),S,A)=u Oy, (r

ie{i|n &)£0} © I

Supposons alors que r3»—r'; il existe 5, Atels que A ;=s etr' ¢ p (r,s, A

s, A), T, x.) or, d'aprés 4.1.6,la ramification r s'écrit :

’

A (or,k(rl""'rk F R 1 1- ( 1+1:'“ k

s B T p (Bl’ . Bp) avec % p fonction polynomiale propre

Ce lemme se démontre par récurrence sur r en utilisant notamment les

et B

l’.' apond Bp ¢V et, d'aprés 4.3.7:

(3ie [p]) (Bi=Aftr‘=°t,p

propriétés évidentes suivantes : ( "
By, siiy Bsi 1,8, Bri, e, B )
ll ’ _ll 1 + ’ ) ’
¥ ee® 4 lext s, A) = (rxa (s, A U ke, s, A) x 8 i i Bp
comme R contient ::= et est compatible avec %, p :
,

: a :
cn ) =0 = (Vr,.o,T, 00,1 r'.gV)(g {r., vee,r.,00,r )= .

g e LE" 30 K e r, kI .
o, p (Bj,.-, By, ...,Bp) R o p (B, .... B, .8 B, ...,Bp)

s (r, .o, ', o
r,k 1 il
soit : r R

4.3.8. Propriétés de la relation de dérivation Ainsi R contient >— ; comme R est un préordre, R contient >_*._ ce qui achéve la

€3

ke
@) ry—r'= o k (rl, e T ...rk) 0y k (rl, ety cry)

démonstration.

. o —— i 5 i les lois P & érivati
(b) la relation de dérivation est le plus petit préordre compatible avec les loi (c) Se démontre par récurrence sur la longueur n de la dérivation :

+_et x et qui contient ::=. pour n = 0 c'est évident.

{c) Si Tr k est une fonction polynomiale propre : Supposons que : orp (BI’ e Bi,) L .

) % AL
( VBI"" 2 Bk € V)(Ur, k(Bl’ wee B )> = (3 iz 1'kGV) Par hypothése de récurrence il existe k ramifications T Ty telles que :

(¥i=1, .., k B, )—_‘r)et( Or, g Gy km)' Bi>—n T, et r“=Ur‘,k(r1,...,rk);

P ; de lon- ; g :
De plus les dérivations Bi)—-ri obtenues peuvent 8tre choisies de comme r' dérive de g (rl, wo, 7 ); il existe A et s tels que A ::= 5 et
’

gueur inférieure ou égale & celle de la dérivation de G i (Bl, oy Bk) ar'.

r' g A (gr & (rl, BB ¥ rk), s, A), d'o;i, d'aprés le lemme 4.3.7 :
r

{IIIII?II—I-IIIH{H

; (1) Précisons qu une relatlonE dans V est compatible aveccr si
1 k '
(v i=l, ..., k) r.R ' = oy (r LB ) (%, T )
i i 1 k Tr, k




(3je [K]) ln;&x) #0) et (r'e o, (e e s, A), vyt

e 3 1} ' L= '
autrement dit : il existe r 5 tel que rj)—-r j et r or, k (rl,... Je PRI rk)

o Réciproguement soit r ¢ L {A) :
et les ramifications r'j et r, pour i # j répondent bien i la question. prod eLd

* A
Ay— 1 et reT

4.3.9. Remarqgue: A est élément de N donc A et r sont distincts et toute dérivation de A a

1) Une conséquence immédiate de 4.3.8 (b) est que la relation de déri- r est du type :

. c ) . 3 gl | 1 q. % X
vation est le plus petit préordre compatible avec les fonctions polyn8miales Ay_cri’ a (Bi’ =, Bil) —— T avec l< i< p-
et qui contient 1=, D'aprés 4. 3. 8. (c) il existe Blovees sq € v tels que :
2) Pour la propriété 4.3.8 {c) il est possible de choisir les B, non seu- k& '
" 1 pourk=l,...,qi, Bi — sy
lement dans V mais aussi dans V {la démonstration est inchangée).
et 6 (sy,...,5 )
1 q
Finalement, comme r appartient & T

i)
e

4.4 COMPARAISON DES SYSTEMES ET DES BIGRAMMAIRES.

P
4.4.1. Lemme : re U o, (L (B,
— j=1 i
Soit une bigrammaire BG = (T, N, =, X). Supposons qu'il existe p

. . . o 4.4.2. Proposition :
régles de premier membre A ¢ N ; ces régles s'écrivent

d Tout bil lgébri i i i 3
56T [/ Atmg . (Bl., o B?J) | out bilangage alg&brique est un bilangage bigrammatical
N Le systéme (S) associé & un bilangage algébrique L sur le vocabulaire T

ou les ¢ sont des fonctions polyndmiales propres et ol les BIF sont des
T, 4 J s'écrit :
éléments de V. Dans ces conditions : P; a
p 1 . pour i=l, ..., n alii= U %y q.. (ﬁij,...,gij”)
Lw=Uo,  0Ep L e =TTy
=L . ) k
. q. A ou les dki sont les inconnues et les &ij des éléments de {J’Gl, oo ﬂn} JTs

Soit r ¢ o {L (BY),..., L {B.%) : il existe ), ey S, € T tels que

: T 4; J J 9; de plus le systéme (S) est présenté de telle fagon que les fonctions polyn&-
pour k=1 ... qj B? po- - Sy miales T s sont propres. Supposons en outre que L est le bilangage

" iy
. ( ) solution, relatif & l'inconnue % ,. Définissons la bigrammaire
€ rT¢g Syy 000, 8 D
r.,q, L q.
A a ] BG = (T, N, ::=, Al) avec :
1 S By, o B .
donc A}-——-cr_’ qj (Bj, ey Bj )y—— r (compatibilité y—avec Urj, qj)l - pour vocabulaire non terminal N = {A, ..., An} s
J
4 A e 1 9 n -

par- suTte'E o L, (A, - pour régles : A:i=g¢ (Bij' ey Bij } pour i=l,...,net =1, ..., p,,

' : X s
* od les B;; sont les éléments de: N (J T tels gue :




4.4,

%E =& - B?j Ay
gl;jeT = Bz=%i§

D'aprés le lemme 4. 4. 1. le n-uplet des L(Ai) est solution du systéme
(S) ; or (S) admet une solution unique ; donc L est bien le bilangage L(A“l)
engendré par BG.

La bigrammaire BG que nousvenons de construire n'admet pas de régle
A::=A : nous dirons qu'elle est A-libre ; de plus BG a été construite & partir
du systéme (S} : nous dirons que la bigrammaire BG et le systéme (S} sont
liés ; récviproquement il est possible de construire formellement un systéme
(S} lié & une bigrammaire BG, ﬁais, a priori, il n'est pas certain que le

systéme (S) défini ainsi admette une solution unique ; ceci justifie 1'étude qui

va suivre.
3. Lemme :

Tout bilangage engendré par une bigrammaire A-libre n'admettant pas de
régles du type A::=A' (ol A et A' sont non-terminaux) est un bilangage algé-
brique.

Soit un bilangage L enéendré par une bigrammaire BG = (T, N, ::=, X} ;
comme BG et A-libre, pour tout A ¢ N, les bilangages L (BG, A) ne contien-
nent pas A (voir & ce sujet la remarque en 4. 3.2). Le systéme (S} %ié a BG
admet une solution unique dans {4 (T {A}) {premier théor&me d'unicité
4.2.3). Le lemme 4.4.1 prouve que L est une composante de la solution de

{S), c'est-i-dire que L est un bilangage algébrique.

.4, Lemme :
Soit un bilangage L engendré par une bigrammaire BG A-libre; il
existe une bigrammaire BG' a-libre qui engendre L et qui n'admet pas de

régles du type A=A

:

R
m
L

— ISP PRPPESSRE =S === == oy

BG = (T, N, ::=, X) ; introduisons BG' = (T, N, ::=} X) ol ::=' est défini
par :

Aiz='s e (|s]z20usé T)et {{3BeN) (A>B*—G B et Bi:=s))
Il est immédiat que :

e3¢t o sxE-t.

A
(1) Vs,tg v BG BG

* r 3
En effet >ga estun préordre compatible avec + et x et contenant ::='

(4. 3. 8).
Montrons maintenant, qu'inversement :
(2) (VAN tg':f) A>—9‘t=A LI
! BG >BG
Cette assertion se démontre par récurrence sur lataille de t. Comme
A
t appartient & T toute dérivation de A 3 t est de la forme :

%
A>BG 4>BG ”BG 4 BG BG

avec k>0, A, ...,A eNetseTou | 8] = 2 (car il n'est pas possible

d'avoir : T d'aprés l'hypothése). Nous avons donc :

(3) A i:=' s,
Sise’i', t = s donc

e
—
A BG t,
sinon nous avons |s| = 2 ; posons alors (notations de 4.1.6) :
Els) = B .. ._Bq,

=5,s), q By, .-, B

A
D'aprés (4.3.8 (c)) il existe LTRERE tq ¢ T tels que :

d'ou s

o £ ; .
pour i =1, ...,q B, »Egt; et U\)(s),q(tl""’tq)'

or, comme les t, ne sont pas vides et que |s} = 2 il est immédiat (voir 4.1.5)

que [t < |t
3 &
ainsi, par hypothése de récurrence : B, >B_Cv'—ti
: %
et, par compatibilité s >—B—G-;-— t 3




4.4. 4.
finalement A >L- s >—’5—-— t soit A )-—.—* t
BG! BG' 7 BG *

Les assertions (1) et (2) prouvent que BG et BG' engendrent le méme
bilangage ; de plus il est clair que la grammaire BG' satisfait aux hypothé-

ses du lemme 4.4.3 ; d'ou :

4.4.5. Proposition :
Tout bilangage engendré par une bigrammaire A-libre est un bilangage
algébrique.

1l reste a préciser ce qu'il en est pour des higrammaires qui admettent des

régles dy type A::=A: c'est l'objet du théoréme suivant qui entre autres,

résume les résultats précédents,

4.4.6. Théoréme :

L'ensemble des bilangages grammaticaux sur un vocabulaire T est
formé. des bilangages algébriques et des bilangages algébriques réunis a la ¢
ramification vide.

D'aprés 4.4.2 il est clair que tout bilangage algébrique et tout bilanga-
ge algébrique réuni & {A] est un bilangage bigrammatical. Pour la récipro-
que il suffit de montrer que,si une bigrammaire BG admet des ragles du type
A::= il existe une bigrammaire BG' A-libre et satisfaisant a :

L (BG) = L. (BG") ou L(BG) = L' (BG) U {A} -

La démonstration est tout a fait analogue & celle faite habituellement
pour les langages (GINSBURG):

Soit BG = (T, N, ::=X). Convenons, pour simplifier, de noter r la ramure

N
{4.1.6) d'une ramification quelconque de V, q sa taille et B;... B son mot

d'entrée (4.1.6). Définissons la bigrammaire BG' = (T, N, 2:=', X)

1REEL

4.4.6.

en posant :

N B! ...pxB' \' s I EXeRS )
(VAe¢N, VB, »Blge U {a}) A “r,q(B’ ,Bq)

(3B

TRERY BCI ¢ V) ((Bi = Bi) ou (B; = et BieNO) pour i=l, ..., q) et

(35, 1sisq (B, =Bl et (A (Bl,...,Bq)))

=0
r)q

N _ *
o Ny={AeN | A>XZ= A

D'aprés cette définition A n'est jamais second membre d'une régle de BG'. De

plus il est immédiat que :

A2

Aii='s N BG &

et, comme %, est le plus petit préordre contenant ::=':

(1) {yt, s¢ 9 .(t % s= t >B*—G s).

Réciproquement il est facile de prouver par récurrence sur la longueur des
dérivations :

{2) (VAcN) A>E_— Latafats Ar—a—s.

BG BG!
Enfin :

- si X n'appartient pas 3 Ny:

L (BG) = (s ¢ T\{A}|X >F& s} =L (BG,

- si X appartient a Ng ¢

i

L (BG) = {A} U {5 ¢ T \{A}IX 55— 5] = {A} UL (BG).
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4.5 BILANGAGES GRAMMATICAUX ET ALGEBRIQUES. telles que L= ‘PG s (F@h.

Dans ce paragraphe nous montrons que les bilangages algébriques sont obtenus Etude directe : Soit BG = (T, N, :: %, X) la bigrammaire dont les régles sont

en transformant des bilangages grammaticaux. définies par :

w»
S
—
'

(YAeN, Bj,...,B eNyT) (A= S, 4 g (B, B ) e Au=B) i B )
4.5.1. Transformation associée 3 une grammaire de Chomsky: P e LA P P
' 2 Montrons que :
Soit une grammaire de Chomsky G = (T,N, ::=, X) p-libre (i.e ne ]
(YCeNyT LB, C) = P(X(G C)) inotations définies enl.4. 2 et
comportant pas de régle A::= A) qui sera identifiée & la grammaire (1, 4.1.) 4.3, 4)
sur V = T |J N obtenue en prolongeant la relation ::= de G par. ! {1 (VCeNyT L (BG,C) = ‘? (&£ (G, C)).
a = A pour tout a¢ T. ' Cette assertion se démontre par récurrence sur la longuear n d'une dérivation

{Ainsi une occurrence de C ¢ V dans r ¢ 3B (G) est une feuille de r si et de Care¢ L (BG, C). Pour n=0, nécessairement Cg¢ T et, comme PwEer=c W

seulement si C appartient & T). est vérifiée. Admettons {l) pour des dérivations de longueur n et soit une dériva-

A chaque régle A= 4 de G telle que A appartient & N,associons une tion de G 4 r de longueur n+l :

unique fonction polyndmiale propre de fia| dans ?‘, notée SA =5 Appelons S
)

a
C > r avecr g T.

¢ n
BG T BG
1'ensemble de ces fonctions.

1INE

Kirere Par définition de BG il existe B ... B_ ¢ V¥ tel que :
‘Enfin convenons de noter < (r)la i pseudo-arborescence d'une ra- p

t= S B, ...,B et Cu=B, ... B_.
mification r. . Bl"' Bp ( 4 P ‘ ! P
Dans ces conditions définissons une application v (notée, simple- D'aprés 4.3.8, comme S est propre, il existe 1, ..., r ¢ 7
G, S P C, By B, P ’ 1 p
-~
ment ¥ s'il n'y a pas ambiguité) de 3£ {G) dans V en posant : tels que :
F n
= = S g
? (/\) Ay BLT ri et 15 C, Bl ---Bp (1'1, ey l'p) 3
Pla)=a pouraeg T, . , c_q ; " £ .
Y par hypothése de récurrence, pour i=l, ..., pil existe u ¢ (G, Bi) tel que :
1
= s : Ayre B(G),
® (Axr) A, plx) (i’ . (), .o, ?o. Cl p(r)' (r)) pour Axre L(G) ? (ui) S

<P (r+s) = ?(r) + ‘@(s) pour r, sg L(G). u=Cyg (ul+ e t up) g

il est clair que u appartient & (G, C) et que :

P w=r

Prouvons réciproquement, par récurrence sur la hauteur de u 2(G, C) que

4.5,2. Théoréme :
Sjeonete

Si G et S satisfont aux hypothéses précédentes : tPG S( £(G)) est un
s

| bilangage algébrique ; réciproquement 3 tout bilangage algébrique L on peut
(2) (¥CeNyT $ (£, C) e L (BG, Q.

associer une grammaire de Chomsky G et une famille de fonctions S




propriétés classiques des langages de Chomsky A-libres. A chaque propriété de

C >

s Sc pla)one pla )(p(ul), ces D (up)) ; ces bilangages correspond immédiatement (d'apr&s 4.4. 6) une propriété analogue
splaphepluy

at, pariigpetiae deradberdace ¢ pour les bilangages bigrammaticaux. (En général celle-ci ne sera pas énoncée
, 3

pour ne pas alourdir l'exposé).

7 Ee
pour i=l, ..., p p () >—4& q’(ui)

4.5.2
4.6.1
Sih {u) =1 {notation de 2.8, 3), nécessairement u = C appartient 3 T et
1'assertion est évidente ; sinon h (u) = ntl et, dans ces conditions, il existe des 4.6 PROPRIETES DES BILANGAGES ALGEBRIQUES ET DES BILANGAGES BI 4
pseudo-arborescences Uy, ey up telles que : GRAMMATICAUX.
B=Cix (u1+...+up) ’ €5 (ul)"' p(up) S Upe LG, p(ui))' Dans ce paragraphe nous généraliserons aux bilangages algébriques quelques
Donc, d'aprés la définition de BG :
_ 4.6,1. Remarque:

Finalement, comme )-Bfa— est compatible avec les fonctions polynémiales :

« Tout bilangage algébrique est engendré {4.2.1) par un syst&me véri-
€ 55 =c, o tu)ns ot}

(P e, i!(up) ) =% )

fiant 1'hypoth&se du premier théoréme d'unicité.

Alnsi 3 tu) appartient & L (BG, C) e qui achdve la démonstration de (2). En effet, soit un bilangage algébrique L ; d'aprés 4.4.2 et 4.4.4, L

Les assertions (1) et (2) prouvent la premiére partie du théoréme. est engendré par une bigrammaire A-libre n'admettant pas de régle du type

éci s 1 egles d! bigrammaire NPT 2 S Pz :
Bow 1 feciprofque remarqions,que foutes.lea,regles Cune BRgramme A::=A'; c'est-3-dire que L est engendré par le systéme 1lié 4 cette bigram-
Y

P

A-libre BG = (T, N, =, X) peuvent se mettre sous la fomre : maire,or ce systéme vérifie l'hypoth&se du premier théor&me d'unicité ;

e SA, Bl"' }3p (Bl’ e Bp) d'ol le résultat annoncé.

est une fonction polyndmiale propre (4.1.6) ; d'aprés 1'étude directe, Dans la suite chaque fois que, pour un bilangage algébrique donné,

°t S5 B..B
P

la grammaire G = (T y N, ::=, X) définie par : nous choisirons un systéme (S} qui l'engendre, il s'agira toujours d'un

- - systéme satisfaisant & 1'hypothése di premier théoreme d'unicité.
(¥aeN, B, i By e N uT) (A= B B o AN S, BB (8, ...,Bp))
et (YaeT an= A, 4.6.2. Théordme :
est telle que : i G s (@) - LBGX. ' Les bilangages algébriques sont décidables.

L'intérét de ce thdoréme et plutdt négatif : en effet si, partant d'un langage de Soit L un bilangage algébrique ; L est associé & la premiére inconnue

I d'un systéme (S :

Chomsky on applique aux ranfificaiions associées 4 ce langage une transformation :
P
? G g on obtient un bilangage bigrammatical ; or nous verrons (4. 6.8) que les mots _ {S) pourizl,...,n A = U 6, nlAp.-o,A) (notation de 4.2.3.)
‘ S
des feuilles d'un tel bilangage forment encore un langage de Chomsky ; par consé- .
L L Posons w = min jr..|, Q = ming ‘ri.l senfin notons
quent les transformations du type ?G g ne permettent pas de généraliser les langa- | i, ') ijQ ' j
’ ~

P . B a0 : .&me
ges de Chomsky. 1'application qui, & un n-uplet deP (T} associe sa i composante.
1




4.6.2.

Dans ces conditions et avec les notations de 4.2.3 et 4.2. 5 :

O relm, @)\ e @] = [r] >0l Dty

Démontrons (1) par récurrence sur k : pour k=1 c'est évident car r est un
terme du systéme ; admettons (1) & 1'ordre k et soit r une ramification de

kil Koy v i .
T e d @) Nw o ¢ (@): ilexiste]tel que:

k k
I'Eo‘r“ (T‘Y1°§ (@n),u-,nn"@ ((Dn))
ij, n
— A o K K
c'est-i-dire qu'il existe 1) ¢ m ° ¥ (Q)n), ceey Toemy 0@ (@n) tels que :
FEoy CITRRREE
ij,n

De plus, r # m e ﬁk (@n) entraine qu'il existe q, 1 < q < n tel que :

Ty ¢ m * @k'l (Qn) et q & au moins une occurrence dans Ty et (d'aprés 4.1.2(a)) :

o+ (e |-

xl =[xyl + (rg]

or n'appartient pas a T et " satisfait & l'hypothése de récurrence :
lr] =+ (-1 k-1 +g-1= (a-1 k +y

ce qui prouve (1).

Pour que r appartienne au bilangage L, il faut et il suffit donc que
k

Tre M oe ] (@n)

ol k est le plus petit entier strictement positif tel que
|r| = (-1 (k-1} + .

Il existe bien un tel k car (S) vérifie I'hypoth&se du premier théoré&me d'uni-

cité c'est-a-dire que -l est strictement positif.

4.6.3. Proposition :

{a) La réunion de deux bilangages algébriques est un bilangage algé-

brique.

4.6.3.

+oo +
(b) Si L est un bilangage algébrique U n.L et G L™ le sont aussi.
n=1 n=l
(c) Si L est un bilangage algébrique sur T|)[p]si Lyeens Ln sont des bilanga-

ges algébriques sur T

GL,p(Ll,...,L)=Uq (L

est un bilangage algébrique.

aels)
2

En particulier si Ll et LZ sont deux bilangages algébriques L+ L2 et

1
Ll % L2 le sont aussi.

La démonstration est tout d fait analogue & celle faite & propos des langages

3 contexte libre :
{a) Appelons Ay {resp. A'l) l'inconnue relative au bilangage algébrique L {resp. L")
dans un systéme (S) (resp. (S'))(l). Envisageons le systéme :
X=AU A'1
(8)
(s"
ol la nouvelle inconnue X est distinctes des inconnues de (S) et de (S').
Le nouveau systéme admet une solution unique dont L L' est une composante ;
c'est-d-dire que L |j L' est un bilangage algébrique.
(b) Avec les mémes notations, il suffit d'envisager les systémes :
X=AU (X+Al) et X=AU (X % Al)
(s) (s)
(c) Soient A l'inconnue relative & L. dans un systéme (S) qui a pour autres inconmes

Ay e, A, et X, l'inconaue associée 4 L, dans un sysiéme (Si){pom =l e, phe

Le systéme (S) s'écrit :

. N - H X
(S} pour i=1,...,n A % Rij

(1) Dans cette démonstration les noms des inconnues des différents systémes intro-
Anite ennt tane ennnosés distincts.




Considérons le systéme suivant :
pouri=1, ...,n A = Q 9R. . p (Xl, ...,Xp)
= ij
=t (s))
(SP}

comme les systémes {(S), (Sl)’ R (Sp) satisfont aux hypothéses du

premier théoréme d'unicité, d satisfait aux hypothéses du deuxi&me théo-

réme d'unicité ; par ailleurs gy Ly ey Lp) est engendré par f ;
c'est donc un bilangage algébrique.

En particulier si L et L, sont deux bilangages algébriques :

Iy +ds

pt Ly oy Ly L) Lyxl, Ly, L

“o1,2,2 2
or {1+2} et {1x2} sont des bilangages algébriques (ils sont en effet finis

et ne contiennent pas A) ; par suite Lj + L, et Ly x L, sont algébriques.

4.6.4, Proposition:

Le réflechi d'un bilangage algébrique est un bilangage algébrique.

En effet, si L est engendré par le systéme :

P.
() pour i=l,...,n A = [__) Ry
j=1
T est engendré par le systéme :
Py
pour,i=l, ..., n A.1 - Y Rij'

4,.6.5. Lemme :

Une transcription transforme un bilangage algébrique en un bilangage

algébrique.

~
En effet, soient T et T' deux vocabulaires, 0 une transcription de T dans

A
dans T'; si L. est un bilangage algébrique engendré par :

. p.
{s) pour i=l, ..., n A = jgl Rij

g

il est immédiat que si ¢'est la transcription de Ty {A,, ..., An} dans

i ———
T {4 e, An} prolongeant @ et laissant invariants A A L0 (L) est

b
engendré par le systéme :

. P‘ t
pouri=l...,n . A = jlfl 0.(Rij)

qui vérifie lui aussi le premier théoréme d'unicité {car |0' (Rij)l =|R‘j|) ;
3 i
ce qui prouve que @ (L} est un bilangage algébrique.
De ce résultat nous allons déduire le théoréme suivant qui est plus

général :

4.6.6. Théoréme :

Le transformé par homomorphisme de dioi‘déﬂd'un bilangage algébrique
est un bilangage algébrique.

Soient T = {a,l, e, ap] et T' deux vocabulaires, § un D-homomorphisme
de T dans ‘?"(,n et L. un bilangage algébrique sur T. Introduisons la transcrip-
tion 0 de T dans [/};\] définie par : 0 (ai) = it

Par récurrence sur r ¢ % il est immédiat que :

& {x) =00k), p (5(a1), < 5(ap))
d'ou

8 (L) =UQ(L),p (5 (al), see, & (ap)).

Or, comme § est un D-homomorphisme, pour tout i=l, ..., p,§ (ai)
n'est pas vide (L. 5. 5) c'est-a-dire que {§(a;)} est un bilangage algébrique.
D'aprés 4.6, 50 (L) est aussi un bilangage algébrique ; d'ol le résultat en

-

appliquant 4.0.3 {cl.

Nous nous proposons maintenant d'étudier le langage des mots des

feuilles {ou des mots des racines) d'un bilangage bigrammatical ; comme

EEEEEE

(1) différent de la fonction constante A




4.6.7.

nous travaillerons sur les bigrammaires, il est utile de choisir les bi- I est clair que le systéme (§)) 1ié & BG, satisfait & 1'hypoth&se du premier

grammaires les plus '"'simples" possibles ; c'est 1'objet du lemme suivant : théoréme d'unicité et engendre L. Par suite BGl engendre L et satisfait, par
construction, a (1).
4.6.7. Lemme: .

2

Montrons que BG, est équivalente & une bigrammaire BGZ = (T,N,, :5, X}

Tout bilangage algébrique est engendré par une bigrammaire g
qui engendre L et n'admet que des régles du type :
BG = (T, N, ::=, X) n'admettant que des régles des types suivants :
A= B+C , An=Bx C , Au=a avec A, B, GQN2 aeg T.
A:u=B+C, Au=B xC, A:un=a, avec A, B, C¢g N, a¢ T.
. Supposons que BC‘:1 est d'ordre p > 2 ; il suffit de prouver que BG1 est équiva~
La démonstration est analogue & celle qui est faite pour obtenir un
lente 3 une bigrammaire BG' satisfaisant toujours & (1), d'ordre p au plus et con-
résultat similaire & propos des grammaires :
tenant strictement moins de régles de taille p.
Tout d'abord donnons quelques définitions qui nous seront utiles :
Soit R un terme de taille p > 2 dans le systéme (S)} 1ié & BG, ;
Deux bigrammaires sont équivalentes si elles engendrent le méme bi-

R, qui n'est pas vide s'écrit: R=R; +B x R, avec B e Nj, ettrois cas sont

y

langage. La taille d'une régle A ::= s est la taille de s. L'ordre d'une

possibles :
bigrammaire est la taille maximale de ses régles.
i) RyFnetR,#n
Soit L un bilangage algébrique. L est engendré par une bigrammaire
o {i1) |Rl| 22 et R, =A,
11= | X) A-libre et n'admettant pas de régle du type A::=A'.
(iii) Ry =net |R,| 2 2.

Prouvons d'abord que :
Remplacons le systéme (Sl) par le systéme (S') obtenu

(a) BG,. est équivalente 3 une bigrammaire BG, = (T, N,, 2 , X) telle que :
0 q 1 1 o ;
- en introduisant une nouvelle inconnue Y,

NN " A
(1) (VAeNl, re N U TV (As=r=(|r|z2etre Nl) our ¢ T).
- en remplagant le terme R, selon les cas par :
A chaque a ¢ T, associons 4 n'appartenant pas i N, U T; soit P Ve e e (i) R, +Y,
ble de ces a; posons : . resp. ({i) Y + B,
N1 = NO UyT

resp. (iii) B x Y.
’ et modifions les régles de BG de taille supérieure a 2 :
- en ajoutant aux équations de (Sl) 1'équation :

A 2 O g (Bl..., Bq) (olt'r est la ramure d'une ramification dont
Bl"'Bq est le mot d'entrée (4. 1. b)) est remplacée par les reégles : (L,) =R R Ry
1 _ ) - resp. (i) Y= R
Aunto 2 (B, oy B;l) avec B; = Bi siB e N, Bi = Bi si BieT. .
, resp. f(ii) Y = R,
et ot a pour tout a ¢ T.

Finalement le systéme (S') admet une solution unique dont L. est cornposante

et la bigrammaire BG' lide & (S') répond a la question j ce qui achéve la démonstra-

EEEEERRERENERRERERER




4.6.8.

4.6.7.

tion.

Théor&me :

Les langages de Chomsky sont les ensembles des mots des feuilles
{resp. des racines) des bilangages bigrammaticaux et eux seuls.

a) Tout langage de Chomsky L est un bilangage bigrammatical et, comme

@ (L) =p (L) =L, L est donc bien i la fois l'ensemble des mots des

feuilles et l'ensemble des mots des racines d'un bilangage bigrammatical.

b) Pour &tudier la réciproque dans le cas du mot des feuilles on a déja vu

A
que, pour r, ¥, e V!

g e tr, ) =g (rl) to (rz).
Pour ¢ ¢ V* notons § le mot obtenu en supprimant dans « la derniére
c'est-i-dire que § est défini par :

-
" o el
(VgeV,¥Vae V) §a=aq-

lettre

nn

Il est immédiat que :
¢
(Fr, v, e V) 9 ey x,) =9 (1'1) tq (r,)
Ainsi pour un bilangage bigrammatical L il faut étudier simultanément
—t
la nature de ¢ (L) et celle de g (L). Méme si L ety (L) ne contiennent pas
— —

A il est possible que ¢ (L) le contienne et que ¢ {L) ne puisse pas &tre con-
sidéré comme composante de la solution d'un systéme : c'est ce qui expli-
que l'emploi, un peu lourd, des bigrammaires dans cette démonstration.

D'aprés 4. 4.6, il suffit de prouver que si L. est un bilangage algébri-
que, o (L) est un langage de Chomsky ; L est engendré par une bigram-
maire BG = (T, N, ::=, X) qui satisfait au lemme 4. 6.7. Envisageons la

=) ~
grammaire de Chomsky (0.2.2): G = (T, Ny N, :=} X) {00 N est 1'ensem-

-4 Pl
ble des éléments A associés 3 tout’A ¢ N), définie par :

-
™
]
i
b
]
L8]

Au=B+C o An=B+C et K::=‘B+6
a
A

-
A::=ByxyC & Au='B+C et ='§+(JI
A = a &  Aus'a et K =Y Al
Dans

d*une dérivation que :

(W (VAN geTH (A E— g uy t .

De mé&me, en utilisant de plus 1) :

: Py
(3) (VAeN ocT (AxrBo = (FpecT (A>EB- petf=al

Dém . B P
émontrons,toujours par récurrence sur la longueyr d'une dérivation que :

(A)’:—

@ (YaecN re® =

T A %q}(f));

Si cette longueur est ], l'assertion est évidente, sinon une dérivation de A & r

a'écrit ¢

'r-—E'—- r

g —
§ TBG

BG avec p > 0.

Il faut envisager deux cas :

i)s =B + C: d'aprés 4.3.8 il existe r, et r, tels que @

1

TEEGE,  Bbge x & Chgg n
par hypothése de récurrence :

B)ic q)(rl)

£3
o ; C >—-G-gp(r2)

De plus, par définition de G nous avons :

An='B+C
N %
d'ol Ay g o) + g (r,) =¢ )
if) e=RB y C il existe ryotr, tels que @

TETXT,
par hypothése de récurrence :

*
Byt olr) , © »2 g lr,)
G 1 G YV

s s sl IR N N T L i EE AT T EERE ke s x - S
T —— . = — -

ces conditions il est facile de prouver par récurrence sur la longueur




4.6.8.

g ——
D'apres (2), B %_@ (r) et, finalement :
= g =t B , )
A T B+ C >_C_3__°P (rl) to (rz) =q (rl X rz) (r2 n'est pas vide car BG

A-libre).
Prouvons de méme que :

* * A _ P .
5) (VAeN aeT9 Ay o=(FreDlpl)=acth >ga )
pour une dérivation de longueur 1, le résultat est immédiat ; sinon une dérivation
de A 3 g s'éerit @

A)’a’ B>—£— o avec p > 0.

i) g =B+ C:il existe uys @y tels que :
= B >b et €yl g,
o T oy tareanliol| 03
par hypothése de récurrence il existe r et T, tels que :

bd *
et B)—E-é— Ty C = Ty

] (rl) = @) [ (rz) = oy BG
Finalement :
A)‘B—G B+ C *Iﬁ:‘-rl+r2 etcp(rl+r2)=a.

=l .
ity p = B + C:il existe oy wp tels que :

= p .
B%—%—gl etC)——G— ay '}

O!=Q'1l22

d'aprés (3) il existe ¢ tel que :

)% t =
B rg o ot oo

Par hypothése de récurrence il existe ry et T, tels que :
*
gle)=a] , gl =ay e B>EE i ¢ 35 T2 !
et,finalement :

=1
k = =
A rYgg BxC  TRG TixT2e ¢ fryx ¥l o @y T
ce qui achéve la démonstration de (5).
Les assertions (4) et (5) prouvent que o (L) est engendré par la grammaire

G c'est-a-dire que ¢ (L.} est un langage de Chomsky.

s s EEEEEERERERRERED

¢) Etudions la réciproque dans le cas du mot des racines :

11 suffit de prouver cette réciproque pour un bilangage L non vide engendré

par
BG = (T, N, ::=, X) satisfaisant au lemme 4. 6. 7. Soit la grammaire de Chomsky
G = (T, N, ::=", X) définie par :
Au=B+C o Au="B+C
A:=B yxC o Au="DB
A= a @ Au="a

11 est alors immédiat, par récurrence sur la longuar des dérivations que :

©) (VAeN red) (Aris r= a>g o)
(7 (VAsN,o{E:T*) (A)—%}-" a:(}re%)(p(r)=aetA>—B"E‘— )

{Pour prouver (7) il faudra supposer que la bigrammaire n'admet pas, dans ses

régles,de symbole non terminal C tel que L (BG, C) = f : on peut toujours se rame-

ner & ce cas en éliminant dans BG les régles qui comportent de tels symboles).
Finalement (6} et {7) prouvent que :

p (L) = fae T | X 5 o)

Ce théoreme est a rapprocher de 3.2.9 : l'ensemble des ¢ (L) tels que L soit
un bilangage bigrammatical n'est pas plus ''vaste'' que l'ensemble des ¢ (L) tels que
L soit un bilangage régulier.

Si nous appliquons ce théoréme aux bilangages bigrammaticaux (resp. algé-
briques) qui sont des langages, nous obtenons le résultat suivant (annoncé en

4.2.1 et 4.3.5) ¢




4.6.9.

4.6.9. Proposition
Les bilangages bigrammaticaux (resp. algébriques} qui sont des
langages sont les langages de Chomsky (resp & contexte librelet eux sguls.
Par suite les propriétés '"négatives' des langages de Chomsky se
'srolongent" aux bilangages bigrammaticaux ; par exemple l'intersection

de deux bilangages bigrammaticaux n'est pas nécessairement un bilangage

bigrammatical.

4.7 BILANGAGES BIGRAMMATICAUX ET BILANGAGES REGULIERS.

Nous avons déja vu que les bilangages finis non vides sont algébriques ; de
plus l'ensemble vide qui est un langagea catexte liwe estaussi un bilangage algébri-
que : Les bilangages finis sont donc des bilangages bigrammaticaux. Plus généra-

lement nous pouvons énoncer le résultat suivant :

4.7.1. Théoréme :

Les bilangages réguliers sur T sont bigrammaticaux. Ce sont les
bilangages engendrépar les bigrammaires dont toutes les régles sont
du type :

(a) Au=B +ayxC ou Ai:= A, avec A, B, C non terminaux

etag T.

Soit L un bilangage régulier sur T ; L est associé & (&, a', )
ot & est un binoide fini, ' une partie de B et  l'homomorphisme de
T dans R(.1.1).

Posons e =y (A) et, pourbe &: L )= w-l (o) -
r e L(b) @ (r=A et b=e) ou ({J aeT, s, te’T\) (r=s+axt et b=y (shtax y{t! )) i
e {r=a et b=e) ou ((Has T, s, terII‘\, c,de ®) {r=s+ayt et b =ctayd

et s ¢ Lic)ette L (d)))

d'ou

L (b) = U(L(c +axL(dD sib#e

(a, c, d}|b = ctayd}

L'{e) = U(L (¢} +axL (d)

avec L' (e) = L {e)\\ {A]}
{(a, c,d) Ie— ctaxd}

Le systéme obtenu en remplgant partout L (e} par L' (e} U {A} admet une
solution unique (4.2 .3). Ainsi le langage

v = U nw
be $\ e}

est algébrique et il est engendré par une bigrammaire dont les régles sont du
type :
(b} An=B+ayC ouAiu=ayxC ou Ai=Bta ouA:u=
Finalement, pour engendrer L on peut facilement se ramener 3 une bigram-
maire ne comportant que des régles du type :
Aun=B+axC ou A ::=
Réciproquement, soit L un bilangage engendré par une bigrammaire
BG = (T, N, ::=, X) dont les régles sont du type :
A::‘-=B+axC ou A=A avec A B, CegNetaegT.
Introduisons l'ensemble fini g =F (N U T x F (N), et munissons g des lois
suivantes de semi-binoide sur T :
{1} (VaecT, EcR) ax E= SI E¢f (N) ALORS {(a, C)|C ¢E}
SINON §,
(2) (VE, E'cp) E+E'=SIEef (NJetE'¢ T xF (N) ALORS
{A|(3 Be E, 3(a,Cle E') (A::=B +ax C)}
SINON §.

s
Soit ¢ 'unique semi-homomorphisme & droite de T dans § tel que

o (N ={A] A=A} (3. 1.3 ).




4.7.1.

A ] . . o
ar d que pour r¢ V, o {r) appartient & P (N) (iramédiat par 4.7,2. Remarque :
Remarquons d'abord que p ; q

P : 2 z
récurrence sur r). Au cours de la démonstration précédente nous avons également prou-

currence sur la longeur p d'une dérivation que : vé (b) que tout bilangage régulier ne contenant pas A est engendrd par une
Prouvons par ré q gag g p g P

(3) (YAeN, re T {a >E rohco @) bigrammaire BG = (T, N, ::=, X) ne comportant que des régles du type :
Pour p = 1 nécessairement = A et l'assertion est vérifiée. (@) An=Bt+axC. avec A¢N, B, C¢NU {A}etagT.

A l'ordre p+l la dérivation s'écrit : Réciproquement tout bilangage engendré par une bigrammaire de

A>—B+axC >L‘ r

type (a') est aussi engendré par une bigrammaire de type (a) (démonstra-

P P - 5 - : :
Nécessairement (4.3.8) r = rptaxr, et B >—0 1y, C >— 1y tion immédiate), c'est-i-dire que c'est un bilangage régulier. Ainsi les

Par hypothése de récurrence : régles du type (a') permettent de caractériser les bilangages réguliers ne

Beo (rl) , Cego (rz) contenant pas A.

. 1 & -
et, comme g (r,) appartient 3 J (N} : (a,C) e axo lry) ;s dlaprés (2): Par "passage au réfléchi' il est facile de déduire du théoreme précé-

Aco (rl) tayxo (1‘2) =g (r). dent le résultat qui suit :

Pl
Réciproquement montrons par récurrence sur r ¢ T que :

. % 4.7.3. Conséquence :
@) (VaeN, reT (Aeol) = A»—rx)

. t e Les bilangages réguliers sur T sont les bilangages bigrammaticaux
Pour r = A le résultat est immédiat ; sinon 1 =1y tayxr,et:

) sur T, qui sont engendrés par les bigrammaires dont toutes les rigles
Aec(r1)+axc ) 3

sont du type :

EEEREERR

=B+ C;
d'aprés (2),il existe Beg (rl) et (a,Cleaxo (rz) tel que A a

B Ati=ay B+ C ouA::=A avec A, B, C non terminaux et ag T
d'aprés (1), G appartient g (rz) et, par hypothése de récurrence :

B )—L Ty 4.7.4. Théoréme :

C ).x__rz Le transformé d'un bilangage régulier par un homomorphisme de
donc A>-‘B+axc>'i'rl+axr2'

dioides est un bilangage régulier.

Finalement (3) et (4) prouvent que : Il suffit de prouver ce théoréme pour un bilangage régulier L ne

relLe Xeg i) contenant pas A et pour un homomorphisme § qui ne transforme pas

5-d toute ramification en A.
1 i .
c'est-a~-dire que:

L=g ' {{EcR|XecE}.

SR ERTRNE=S - — = . - T 55 2 € g B FE P S e .
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nons les notations de la démonstration du théoréme 4. 6.6 ; nous
Repre ° A::=B+ayC'letC!:u= r, xC (avec C'4N).

obtenons ; N
tenon Dans les deux cas les régles de la nouvelle bigrammaire BG' sont

L) = (6 ta), ..v, 8 @ )
8 ¢ SgL),p ° 1 ! ¢ ¥p du type voulu et BG' engendre bien le méme langage que BG (il suffit de

0 (L) est régulier (d'aprés 4. 6.5) et ne contient pas A ; donc @ (L) est associé comparer les systémes liés 3 BG et BG') ; ce qui achéve la démonstration

& l'inconnue A d'un systéme :

P 4.7.5. Théoréme :
(s) pour i =i, ..., n A= L] R.. - e
i s ij

L'intersection d'un bilangage bigrammatical et d'un bilangage régulier

En outre, d'aprés 4.7.2, on peut choisir ce systéme de fagon que tout terme est un bilangage bigrammatical.

i ! - .. ol gq,. est ntier is entre l et p et
Rij soit de la forme Bi] + 95 C1J ol g;; est un entier compr et p

ou Bij et Cij sont soit des inconnues, soit A.

11 suffit de prouver que l'intersection d'un bilangage algébrique L, sur

il T et d'un bilangage régulier K sur T est un bilangage algébrique.
Finalement g (L) est la premiere com};osante de l'unique solution du systéme :

P:

K est associé a (D ,aﬂ' ,8) (o0 @ est un dioide fini, 9' une partié de D

et 5 un D-homomorphisme).

(55} A,

5 oR (s (a)y e 6 (ap))

A 23 A\
j=1 i, p Remarquons d'abord que, pour r ¢ [k], 1a définition des fonctions

La bigrammaire BG = (T, N, 115, X) liée i ce systéme et engendrant § (L) polyn8miales g ; s'étend aisément en remplacant ¥ par un dioide quel-
- 3

n'admet que des régles du type : conque ; plus précisément posons’:

Eal .
Au=BtrxC. avec AeN, B, Ce Ny (A}, re TN {A}) d,) =e (e élément neutre de P )

(le,...,dkem) e Ay

G'A,k (d

Il reste & montrer qu'une telle bigrammaire que nous dirons réguligreest o~
et,pour r), I, ¢ [k] etieg [k] :
dquivalente & une bigrammaire n'admettant que des régles du type (a'} (4. 7.2).

2 1’

"

bigrammaire le plus grand degré de ses régles, et montrons que toute bigram-

bigrammalne /e P g g 8 Alors, pour r ¢ [/k\] et ¥y, ., Tpoe i
maire BG de degré k> 1 est équivalente & une bigrammaire BG', de degré k au .
. ) Ljr k(rl’ ---,rk)) =g g (s (1‘1),..‘, 8§ (rk)).
plus, et comportant strictemenf moins de régles de degré k. i/ ’
" , L est associé & l'inconnue A, d'un systdme (S) qui s'écrit :
Soit Ari= B + v x C une régle de degré k dans BG ; nécessairement r=rytayr, ; i

fi}
Dans ce but appelons degré d'une régle Au= B +r y Cla taille de r, degré d'une * cr'rl . i (dl’ e, dk) =o', k(d_l’ e dp) +dy xclrz’ k (dl' bl dk)'

b, q

indiquons les remplacements 3 effectuer dans les différents cas pour obtenir BG!': (Shpour ik, ...;n A= Ul g (Bi, Y Biij)
M Tray;
i) r # A : remplacer A= Birjtayr,xC par A= Bltayr,xC et B':= Btry {avec J RN
k
B!#N). avecrijelﬁ;]etBi e Ny T.
ii) TEAC nécessairement t, n'est pas vide ; remplacer A 1= B + axr, x C par Notons L (Ai) la composante de la solution (S) associée & Ai -




CONCLUSION

Il est possible de poursuivre cette étude de différentes fagons :

exemnple L = L (A)), et posons : 1) De nombreux points ont été abordés ici de fagon superficielle et pourraient
s :
1 gtre examinés avec plus de soin : par exemple il est possible

-1
pour dg P L (Ai’ d) =L (Ai) nes - (d. c - de définir des 'fonctions calculables' de ramifications en s'inspirant de la

. P . s
Les L (A,, d) sont caractérisés de la fagon suivante : définition des fonctions calculables d'entiers,
i

aQ - d'étudier les propriétés de décidabilité et d'indécidabilité pour les bilangages
: 1 ij N :
rel (A, d) » (ﬂjs [Pi] , rieL(By), e, rq”gL(Bi ) en suivant les études faites & ce sujet sur les langages,

ij . . ’ 2o :
~ de généraliser les bigrammaires comme cela été fait pour les grammaires,...

= tg! byeeoyslr ) =4
(r Cr, 9 (rl' P .) cto (5(r1 g q ) 2) La grande similitude des résultats obtenus ici gvec ceux de la théorie des

iy 9 Tij ij ij

langages invite a penser qu'il faudrait chercher une théorie qui recouvre
q..

. ' L 4 toutes ces études. Comme les définitions préliminaires du monoide lib t

= CHJG[Pi]’dI:“‘rdq“eg)) (r“r.., q”(L(Bi, dl),...,L(Bi ,d '_)) 8 ¢ ‘ ‘ P ide libre e

ij 137 1 du binoide libre peuvent &tre présentées en termes de ''probléme universel!,

il serait intéressant de réexaminer ces questions dans le cadre de la théorie

et g’ ( d
e d] SaoM X
8 i) q des catégories ; c'est d'ailleurs la démarche suivie dans (]E:ILENBERG-WRIGHT)‘Z‘l

) =d);
ij

par suite : 3) Les bilangages ont été considérés comme des 'langages a deux dimensions"

P:
La,as U

j= d,ee,d )
=L, qijeA

(L(Bl a) L (quj a particuliers puisque formé de ramifications. Mais, en interprétant autrement
“Grij, qij O i ij les deux lois de composition interne + et x d'un dioide, on peut aussi considé-
i
J rer comme bilangages.des langages & deux dimensions beaucoup plus généraux :

En convenant que Aij est 1'ensemble des (dl' P dq ) tels que soit un ensemble fini F (alphabet) formé de courbes !'orientées", c'est-a-dire

ij munies d'une origine et d'une extrémité (figure 1} ; interprétons les lois de
1]

Sr..,q.d,. ..., d =d.
1'1‘]; qU( 1’ * qu)

Par conséquent les L (Ai' d) sont des bilangages algébriques et

composition interne + et x, respectivement, comme la "'mise en série", et la

Umise en paralldle" de deux courbes orientées (figure 2) ; une partie de £

peut alors étre interprétée comme un ensemble de courbe orientées ; en par-

KqL (Al) = U L (Al’ d) ticulier, les bigrammaires permettent de définir des parties de F, et d'ana-
de @' lyser les figures appartenant a £

én est également un.

N L 7

g
L RN

~ =l
a+hb ayxb atbtc {atbtc)x(ctbra) (at+(btc)yctb)yctaxbta

(1) EILENBERG S. and WRIGHT J. B. (1967) Automata in general algebras -
- P Ty RedeaRtTihy e Vol
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