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ay
INTRODUCTION

1, MOTIVATION

Jusqu'a ces derniéres années, les bandes magnétiques étaient les seuls

périphériques utilisés pour trier les grands fichiers ; naturellement, ce

probléme a été trés étudié, les principaux résultats étant présentés par

xsutH [14].

Avec i'évolution de la technologie, les .périphériques 4 accés direct,

disques et tambours en particulier, sont de plus en plus utilisés : on peut

estimer qu'’a l'heure actuelle, les ordinateurs passent 10 % de leur temps

4 effectuer des tris sur disques (volir [6}). Cependant, bien que les bonnes

stratégies pour ce type de tri externe différent beaucoup de celles utilisées

pour le tri sur bande magnétique, peu de recherchesont été publiées sur le

sujet, comme en atteste encore KNUTH [3].

Le point de départ de cette thése est la modélisation du tri-fusion sur

disque faite par KNUTH ha] : la recherche de stratégies optimales de tri-~

fusion se raméne 4 un probléme de recherche d'arbres minimisant une certaine

fonction de cofit. Ces arbres sont appelés arbres optimaux pour cette fonction

de coat.

Dans une premiére partie,nous étudions les propriétés des arbres optimaux

ainsi que la complexité des algorithmes de recherche pour unc classe plus

large de fonctions de cofit. Sous cette forme plus générale, ce probléme a

des applications en théorie du codage (HUFFMAN [7], GALLAGER [5]) et en

théorie des questionnaires (PICARD fv), comme nous le montrons au paragra-

phe 7. Il s'applique également a des problémes plus ésotériques, comme la

construction de réseaux de permutations (PIPPENGER et VALIANT [is].

Dans la seconde partie, les résultats obtenus nows permettent de proposer

de bonnes stratégies de tri-fusion sur disque, adaptées aux configurations maté~

rielles couramment utilisées. Nous évaluons également les performances de

diverses configurations du point de vue du tri sur disque, permettant ainsi de

faire des choix de configuration.



2. PRESENTATION DU TRI-FUSION SUR DISQUE q

On peut distinguer deux étapes dans le tri d'un fichier sur périphérique

externe. Dans une premiére étape, on génére une série de monotonies, ou

"géquences initiales", que l'on range sur le périphérique. Dans une deuxiame

étape, que l'on appelle généralement "tri~fusion", ces monotonies sont fusionné

répétitivement, jusqu'& ce qu'on obtienne le fichier trié résultant. Cette

deuxiéme phase peut étre représentée par un "arbre de fusion", qui décrit dans

quel ordre le processus doit s'exécuter.

Par exemple, si l'on a 3 monotonies m, m,, m, a fusionner, les arbres de fus

possibles sont :

Le troisiéme arbre décrit le processus suivant. Au début, les 3 monotonies

sont rangées sur Je disque. On effectue alors une "fusion élémentaire” de nm,

et my pour obtenir une nouvelle monotonie, qui est le résultat du trivinterclas~|
sement de nm et m3. A la fin de la fusion élémentaire, cette nouvelle monotonie|

est rangée sur disque. On effectue alors la fusion élémentaire de cette monotonit
avec 1a monotonie m, pour obtenir le fichier trié résultant.

Nous décrirons au paragraphe 6 le processus de la fusion élémentaire. Disons|

simplement que le temps nécessaire pour l'effectuer peut @tre évalué en fonction

de la taille des monotonies 4 fusionner, de la stratégie d'allocation de mémoiré

centrale de l'ordinateur, de la configuration et des performances du matériel. |

Dans la suite, nous appellerons "degré" (ou "nombre de voies") de fusion le

nombre de monotonies 4 interclasser au cours d'une fusion élémentaire.

On peut done associer a chaque arbre de fusion un temps (ou cofit) de fusion,|

qui est égal a la somme des temps de thacune des fusions élémentaires 4 effectuery

Le temps de fusion élémentaire définit ainsi une fonction de coGt sur les arbret

de fusion.

3. LE MODELE DE KNUTH - TRAVAUX ANTERIEURS

L'approche de KNUTH est la suivante : étant donné n monotomies mjy.-+.m,

quel est, parmi tous les arbres de fusion possibles, celui qui minimise le tem

total de fusion ? Cet arbre est appelé arbre optimal pour la fonction de cofit

ainsi définie. Ce probléme peut se formaliser de la maniére suivante : |

1) Pour une stratégie simple de fusion élémentaire, que nous décrirons en

détail au paragraphe 6, le temps F d'une fusion élémentaire 4 d voies s'écrit :

a 0

ay ot = (ad + B)a,

1, %% 44

Les constantes positives a et 8 dépendent du matériel utilisé. Les réels

By yee+584 Sont les longueurs des monotonies & fusionner et a, est la longueur

de la monotonie résultante.

2) Evaluons maintenant le cofit d'un arbre de fwion quelconque T. A chaque

feuille £ de T correspond une monotonie initiale ; nous noterons w(f), ou

poids de la feuille f, la longueur de cette monotonie. A chaque noeud v de T

correspond une fusion élémentaire, et donc une monotonie résultante ; nous

noterons w(v), ou poids du noeud v, Ja longueur de cette monotonie. Remarquons

que w(v) est la somme des poids des feuilles du sous-arbre de sommet v. Le cofit

de la fusion élémentaire correspondant au noeud v s'écrit donc :

(1) (ad(v) + 8) wv)

oi d(v) désigne le degré du noeud v.

Le temps (ou cofit) de fusion de l'arbre de fusion T est la somme des cofits

des fusiors élémentaires. La fonction de coiit Psur les arbres de fusion s'écrit

done :

ery = 2 [caatw) + 8) 76) |
veut

x, désigne l'ensemble des noeuds de l'arbre T. Par exemple, le coft de 1'arbre

de fusion suivant pour 7 monotonies initiales de longueurs a),-..,a, est égal a:

x) = (a;ta,te,) Bats)

+ (agtag) (2a+8)

+ (a, +++.tay) (4orB)

a, a
2 93



Le probléme est donc le suivant ; étant donné n monotonies initiales, trouvs

l'arbre optimal qui minimise le coit @(T). Naturellement, si nous choisissons

une méthode de fusion élémentaire plus sophistiquée, nous obtiendrons une autre

fonction de cofit et les arbres optimaux correspondants seront différents.

Les travaux effectués jusqu'ici concernent principalement le cas oii le temps

de fusion élémentaire est donné par la formule (1), et oi les monotonies ini- —
!

tiales ont toutes méme taille. On peut d'ailleurs supposer, sans faire de restry__

tion, que cette taille est égale @ l'unité de longueur. Le cofit optimal dépend —

5

alors uniquement du nombre n de monotonies initiales. On peut donc le noter C(n)

Nous montrons au chapitre 2 que C(n) est solution de la récurrence suivante :

x

|

}

Cc(1) = 0 {
i

c(a) = Min Min [ws+on+ 5 cap]
a2 EF apen Isied

lgisd |

|

n, n; et d sont des entiers positifs (les d-uples n,,-..,ny représentent ves

ble des partitions de n). La forme des arbres optimaux se déduit facilement de |

tout procédé permettant de calculer le cofit optimal C(n).

5

Sia = 0, L'arbre optimal est l'arbre plat. Si g = 0, KNUTH [13] donne une ri

simple de formation des arbres optimaux, Dans les autres cas, les arbres optim

sont trés irréguliers. KNUTH [13] a proposé un algorithme de recherche de 1'arbt

optimal et de son cofit C(n) en temps O(n’.Log n). VUILLEMIN et SCHLUMBERCER[ 20] |
ont montré que les degrés des noeuds des arbres optimaux sont bornés, mettant |

|ainsi en évidence un algorithme de recherche en temps O(n“). HYAFIL, PRUSKER et}

VUILLEMIN ont borné inférieurement et supérieurement le cot optimal [8] et |

proposé un algorithme de recherche en temps O(Log n) quand la fonction |

(ad + 8)/Log d a un seul minimum sur les entiers, Dans ce méme cas, HYAFIL [lo]

a montré que si n est assez grand, il existe toujours un arbre optimal dont le

degré au sommet est l'entier qui minimise (ad + )/Log d.

4, PRESENTATION DE LA PARTIE THEORIQUE

Nous généralisons d'abord ces résultats 4 une vaste classe de fonctions de

cofit, les rendant ainsi applicables aux problémes cités au paragraphe | ainsi

qu'a d'autres fonctions de cofit liées au tri sur disque. Ces fonctions de coat

%o sont définies par la donnée d'une fonction @ quelconque des entiers dans

les réels positifs :

o By) = as [ocacr) wo]

Les résultats sont obtenus par des méthodes analytiques, essentiellement

différentes des techniques combinatoires utilisées en [8], [9], [10] et [20]

dans le cas of g(a) = adt8 .

Nous obtenons ensuite des résultats plus fins pour les fonctions de coit

& de la formule (3). Si la fonction @(d)/Log d a un seul minimum, nous présen-

tons une régle relativement simple de formation des arbres optimaux permettant

de calculer la forme et le coat des arbres optimaux en temps constant. Pour les

autres fonctions de coilt, nous montrons que, si n est assez grand, le degré du

sommet des arbres optimaux est l'un des entiers qui minimisent @(d)/Log d.

Nous répondons a diverses conjectures relatives 4 ce probléme, ainsi qu'aux

questions posées par KNUTH [13], p. 377, Ex. 9. En particulier, nous nontrons

qu'il n'existe pas toujours un arbre optimal dont la différence de profondeur

des feuilles n'excéde pas un,et que,pour certaines fonctions de cofit, cette

différence tend vers l'infini avec n.

Résumé de la partie théorique

Le premier chapitre précise la terminologie, indique les définitions et les

propriétés élémentaixes, et donne descondicions suffisantes sur w pour que ies

degrés des arbres optimaux soient bornés.



récurrence suivante :

Les quatres chapitres suivants traitent le cas oii les feuilles des arbres

optimaux ont toutes méme poids. Le coft optimal C(n) est alors solution de la Os ee
cl) =0

: |
C(n) = Min Min [ec + cn, )|

d>2 zr a,=n l<i<d L

I<i<d

Il s'agit d'’étudier cette récurrence et les propriétés des arbres optimaux

correspondants, ainsi que la complexité des algorithmes de recherche.
é

Au chapitre 2, nous bornons inférieurement et supérieurement le cotit optimal

et donnons quelques indications sur la forme des arbres optimaux, généralisanc

ainsi les résultats obtenus en [3] et [20].

Au chapitre 3, nous étudions les propriétés de 1'enveloppe convexe de la

fonction C(n), mettant en évidence la forme asymptotique de C(n), Nous sommes

ensuite amenés 4 distinguer deux catégories de fonctions @, pour lesquelles les

propriétés des arbres optimaux sont assez différentes.

Pour la premiére catégorie de fonctions g, nous montrons au chapitre 4 que

le degré du sommet des arbres optimaux tend vers une limite avec n, généralisan!

ainsi le résultat obtenu en [3] et [ro] . Nous présentons ensuite un algorithme

de calcul des arbres optimaux et de leur cofit en temps constant. Enfin, nous moj

trons que, pour une fonction de codt donnée,la différence de profondeur des

feuilles des arbres optimaux est bornée, mais que cette borne n'est pas toujour

égale a4 l'unité.

Au chapitre 5, nous étudions les propriétés desarbres optimaux pour la deu-

xiéme catégorie de fonctions @. Nous montrons en particulier que la différence

de profondeur des feuilles tend vers l'infini avec n.

Au chapitre 6, nous étudions la forme des arbres optimaux dans le cas o0 les

feuilles ont des poids quelconques. Nous bornons inférieurement et supérieurement

le cofit optimal et présentons des algorithmes et heuristiques de calcul des

arbres optimaux.

5. PRESENTATION DE LA PARTIE PRATIQUE

Il s'agit ici d'étudier les problémes pratiques posés par le tri-fusion sur

disque, et, plus généralement, sur tous les périphériques A ace&s direct (tam-

bours, cartes magnétiques par exemple). Nous proposons diverses stratégies de

tri-fusion selon le contréle de l'utilisateur sur les entrées/sorties et selon

la configuration matérielle utilisée. L'analyse des performances de ces diverses

stratégies permet de faire des choix de configuration.

Au chapitre 7, nous présentons les caractéristiques de quelques périphériques

& accés direct ainsi que les diverses configurations possibles. Selon le type

de périphériques utilisés et les possibilités offertes par le systéme d'exploi-

tation, nous distinguons deux méthodes principales de tri-fusion : la méthode

a temps d'accés constant et la méthode optimisant les mouvements de bras du

disque.

Au chapitre 8, nous étudions la m&thede 4 temps d'accés constant. Elle s'appli-

que si L'utilisateur dispose d'un tambour ou d'un disque 4 t@tes fixes. Elle

s'applique également pour un disque 4 t@tes mobiles si L'utilisateur ne contréle

pas suffisamment les entrées/sorties pour optimiser les mouvements de bras du

disque,

Au chapitre 9, nous étudions le tri-fusion avec optimisation du mouvement de

bras. Nous présentons un algorithme d'optimisation des mouvements de bras quand

l'utilisateur dispose d'un disque 4 tétes mobiles. Nous étudions également le

cas of l'utilisateur dispose de deux disques 4 tétes mobiles et comparons les

performances des diverses méthodes de tri-fusion.



6. MODELISATION DU TRI-FUSION SUR DISQUE

Nous présentons en détail le processus de tri-fusion et analysons son coat

pour une stratégie simple, justifiant ainsi les formules (1) et (2) du paragray

6.1, Description de la fusion élémentaire

Il stagit de fusionner 4 monotonies m, ,m,,.++,mg rangées sur disque

en une seule monotonie m,. A la fin de la fusion élémentaire, la monotonie u,

devra étre rangée sur disque. Une fusion élémentdire & d voies peut étre

représentée de la maniére suivante :

Nous appelons ay la longueur de la monctonie ma. Les monotonies

sont appelées "monotonies entrantes" et um, "wonotonie résultante". |

|

d

Avant de commencer la fusion, il faut réserver sur le disque un emplacé

ment de taille a, pour la monotonie résultante m,- IL faut également partager |

la place M disponible en mémoire centrale en (d+1) tampons de tailles

bysdy sree ybge On 2 évidemment 2 bo=M.
2 leied |

A chaque monotonie entrante m, correspond un tampon d'entrée de

taille by } & la monotonie résultante m, correspond le tampon de sortie de

taille b.
‘o

-9-

Nous représentons cela schématiquement sur la figure suivante :

Ln IL b,

a -
| tt ri-interclassement.

n

——— T
!

1
1

1

|1

1

‘

n

n

° °

DISQUE | MEMOIRE CENTRALE

FIGURE 1

Au début, on remplit chaque tampon d'entrée avec le début de la monotonie

correspondante ; le tampon de sortie est vide. On effectue alors en mémoire

centrale la fusion des tampons d'entrée par un programme classique de tri-

interclassement, tri dont on range le résultat au fur et 4 masure dans le tampon

de sortie. Ce tri se poursuit jusqu'd ce qu'un tampon d'entrée devienne vide

ot que le tampon de sortie devienne plein. Dans le premier cas, on remplit le

tampon vide avec la suite de la monotonie correspondante. Dans le deuxj@me cas,

on vide le tampon de sortie 4 l'emplacement réservé @ la monotonie résultante m,.
? 0

Le temps F pris par la fusion élémentaire se décompose en trois parties :

\)temps total de traitement de l'ordinateur + Tm

2) temps total d'accés : pour chaque entrée/sortie, il y a un temps d'attent

- ou'temps accés" ~ avant que le transfert puisse commencer (temps de position~

nement du bras si le disque est 4 bras mobile plus temps de rotation du disque).

Le nombre d'accés & la séquence m; est fail » clest-a-dire l’entier égal ou immé

diatement supérieur & a,/b,-
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Dans la pratique, les monotonies étant beaucoup plus longues que le

tampon qui leur correspond en mémoire centrale, on ne commettra qu'une erreur

minime en remplagant fa/>s] par a,/b,. Si Ta, désigne le temps d'accés a la

monotonie m,, le temps total d'accés est égal a :

O<ied

3) temps total de transfert : chaque enregistrement étant lu depuis le dis

puis écrit sur le disque, le temps total de transfert est égal 4:

2Tta
° a nyot T, désigne le temps de transfert par unité de longueur.

Dans le cas général, le temps F d'une fusion élémentaire est donc égal i

+ Im(4) 2Tra,+ Z Ta;
a

pa
x 3,

osied i

6.2. Temps de fusion élémentaire pour une stratégie simple

|

|
|

|

Nous supposerons d'abord que le temps d’accs est constant. Dans le

cas de tanbours ou de disques 4 tétes fixes, le temps d'accés Ta est en moyenne!

la moitié du temps d'une rotation du disque. Dans le cas de disques a tétes

mobiles, on est obligé de prendre pour temps d'accés une valeur moyenne Ta si

l'utilisateur n'a aucun contréle sur l'emplacement des monotonies sur disque

(dans le cas contraire, il est possible d'optimiser le mouvement du bras du |

@isque - voir chapitre 9).

Nous supposerons ensuite que les tampons en mémoire centrale ont tous

méme taille, soit M/(d+l). Nous traitons au chapitre 8 du choix d'une meilled
stratégie d'allocation de la mémire centrale.

Enfin, nous ne tiendrons pas compte du temps de traitement

en mémoire centrale, ce probléme étant examiné au chapitre 8.

Fn utilisant la formule (4), un calcul simple montre qu'avec

ces hypotheses, le temps de fusion élémentaire s'écrit :

(5) F = (ad#8).a, g=2 (Bate

ce qui correspond bien au temps de fusion élémentaire du paragraphe 3. |

-t1l-

7. ANALOGIE AVEC LE CODAGE ET LA THEORIE DES QUESTIONNAIRES

greens

nous voulions coder dans cet alphabet n événenents E,,..-,£, de probabilités
n

Supposons que nous disposions d'un alphabet infini A, ,A, +s et que

PporeesPys Ce codage peut @tre représenté par un arbre An feuilles

(voir GaLLacER [5], nurrMan [7], PrcaRD [I7]). L'arbre suivant représente

un codage possible pour 9 événements E prersaBgs

Le code de 1'événement gE est AALS celui de E, est AyAys celui de E, est Ags
5

poser la question correspondant au noeud a, qui a trois réponses possibles, puis

la question b, qui a quatre réponses possibles. A chaque événement E. correspond

7 . ct eres z *
done un temps d'identification c(E;) égal 4 la somme des temps pris par les

questions nécessaires a l'identification de ES.

Si g(d) est le temps pris par une question 4 d réponses, le temps

d'identification de Ee est égal 4:

of) = z g (a(v))
veL(B,)

o3 L(B,) désigne l'ensemble des noeuds sur le chemin qui mine du sommet & la

;+ be temps moyen d'identification (T) correspondant & un arbrefeuille

de codage T est donc :

(6) Cmes= £ p,+c(E,)
I<isn
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nN
t we l

t Sane yt CHAPITRE }
Le probléme est le suivant : trouver le codage optimal, c'est-a-dire I arbre

qui minimise le temps moyen d'identification CT).
DEFINITIONS ET. PROPRIETES ELEMENTAIRESeer ate nsel bien mewn 2a Sat* 

rs 

- > : sof . . . . 
: “ypeReprenons les notations du paragraphe 3 en remplagant les longueu Nous présentons ici les définitions ainsi que les propriété élé-

: sath fi 14ité ava . calcul ' i : ‘ AS
des n monotonies initiales par les probabilités des n @vénements. Un ca mentaires des arbres de fusion.Le premier paragraphe est consacré 4 la

. 
Ts ; 

“ . . . 
.simple montre que la formule (6) peut s'écrire : f terminologie que nous utiliserons sur les arbres et les transformations

d’arbres. La plupart des termes sont classiques. Nous définissons ensuite

la fonction de coft sur les arbres et évaluons le cofit des arbres possédant
fr) = % [ocacv)).w(v)]Be

v

T } arbres optimisant le cofit et examinons les transformations d'arbres préser-

certaines régularités. Nous donnons quelques propriétés élémentaires des

vant l'optimalité, Nous disons enfin quelles. conditions doit satisfaire
24 ion de cofit sur les arbres est i . . ‘ . ; : .Nous retrouvons la formule (4) : ‘la fonction la fonction de cofit pour que les degrés des arbres optimaux soient bornés.

donc la méme dans le cas du codage et dans le cas du tri-fusion. Le probléme — °

de la recherche de l'arbre optimal est donc le méme dans les deux cas. led. TERMINOLOGIE

Définition 1 : Un arbre de fusion T est une arborescence A dont les feuilles £

j ont des poids w(f) réels positifs ou nuls.

Par exemple :

Dans la suite, nous parlerons le plus souvent d' "arbre", au lieu d'arbre

de fusion. Généralement, un arbre sera représenté par une arborescence dont le

feuilles sont valuées.



L'arbre T suivant est une valuation des feuilles de l'arborescence A de

la figure 1.

Nous emploierons les notations et la terminologie suivantes sur les arbore

cences et les arbres :

off. désigne l'ensemble des noeuds de l'arbre ; sur l'exemple :

fh = Vasv,}if

pT Mp Y2rVg%y

¥ désigne l'ensemble des feuilles de l'arbre ; sur l'exemple

F = (£) fps 5.84 rf5sfgeky fg)

- Sy désigne la suite des poids des feuilles de l'arbre T, clest-a-dire

~~ le n-uple constitué par les poids de ses n feuilles ; sur l'exemple

Se = (4,20,7,10.5, 2.4,30,9,1). L'opération qui consiste 4 attribuer

les poids d'un n-uple

placement. On dira qu'on place 5 sur A.

Saree a ane ewe

|

j

|

|

S aux n feuilles d'une arborescence sera appel&

ascendant d'un noeud ou d'une feuille : sur l'exemple, les ascendants du

noeud vy, sont les noeuds Vo et vi les ascendants de la feuille fy sont

et Viales noeuds Vyr Vo 1

indépendance : un ensemble de noeuds ou de feuilles est dit indépendant si

aucun d'eux n'est ascendant d'un autre ; sur l'exemple, {vy 2vah estf,.f.

indépendant.

«

_pére d'un noeud ou d'une feuville : c'est l'ascendant direct ; sur l'exemple

le pére de V4 estv) $ le pBre de ft, est Vy:

Fw) désigne l'ensemble des fils du noeud v, c'est~a~dire les descendants

directs de v ; sur l'’exemple : Fy ) = {v,,£,,£,}.
2 greg g

sommet de l'arbre : c'est le noeud qui ne posséde pas de pére,

noeud terminal : c'est un noeud dont tous les fils sont des feuilles de l'arbr

T(v) ou sous-arbre engendré par le noeud v : c'est le sous-arbre de sommet v

dont les feuilles ont m@me poids que dans l'arbre initial. Sur l'exemple :

~Ttv.) = 5

FIGURE 3

sous-arbres principaux’: ce sont les sous-arbres engendrés par les fils du

sommet de l'arbre, appeiés noeuds principaux.
— eee

Définition 2 : On appelle arbre de fusion A poids égaux un arbre dont toutes

les feuilles ont le méme poids.



Définition 3 : Le poids w(v) d'un noeud v est la somme des poids des feuilles

sous-arbre T(v) engendré par le noeud v. Le poids d'un arbre T

la somme des raids de ses feuilles ;

Sur l'exemple, on a wo) = 19.4, wv) = 3.4

Définition 4: Le degré d(v} d'un noeud v est égal au nombre de ses fils.

Le degré d'un arbre T est le degré du sommet de cet arbre

le note d(T).

4

Sur L'exemple, on a d(v,) = 2, a(v,) =3 et

Définition 5 : On appelle profondeur d'un noeud (resp. d'une feuille) le

nombre d'ascendants de ce noeud (resp. de cette feuille).

on le note w(T).

i

|

--

|

on |

La profondeur du sommet est donc zéro. Sur 1'exemple, la profondeur de V3)

est un, la profondeur de f, est trois.

Définition 6 : On appelle chemin L(v) (resp. L(£)) d'un noeud v (resp. d'une

feuille £) l'ensemble des ascendants de ce noeud (resp. de cett

feuille). La profondeur du chemin est la profondeur de ce noeud

(resp. de cette feuille).

f : . :

Sur l'exemple, le chemin de fy est {vy a¥g0¥,} ; le chemin de v, est fva +i

1.1.1. TRANSFORMATIONS SUR LES ARBRES

Définition 7 : Nous définissons sur les arbres de fusion Les transformations
Aco alae

suivantes (T désigne l'arbre initial).

- 17 -

Contraction T/v d'tm noeud v: c'est la transformation qui

consiste 4 remplacer le noeud v par une feuille de poids w(v).

On peut contracter plusieurs noeuds indépendants VysVgarresVes

On note la contraction TAY yo... Vye

Expansion d'une feuille £ par un arbre T' (l'arbre T’ doit

avoir wéme poids que la feuille £) : c'est la transformation

qui consiste 4 remplacer la feuille f par un noeud qui engen-

drera le sous-arbre T'.

Remplacement d'un noeud v par un arbre T' (L'arbre T' doit

avoir le méme poids que le noeud v) : c'est la transformation

qui consiste 4 remplacer le sous-arbre engendré par v par

le sous-arbre T'.

Equilibrage d'un noeud terminal v : c'est la transformation

qui consiste 4 remplacer le noeud terminal v par un noeud

terminal dont tous les fils ont méme poids :

a

: rae qNoeud terminal initial : Pa z=aes >
cee leicgd

a a2 ad

\

a

Noeud terminal transformé : ee

OB og a
d d d

Filtrage d'un noeud v : si tousles fils de v sont des noeuds d

méme degré d, le filtrage consiste 4 remplacer le sous-arbre

T(v) par un sous-arbre de degré d dont tous les fils ont

degré d(v). Par exemple, si l'arbre initial est

a) a 4, @, a a d(v) = 3 d= 2
par filtrage du noeud sommet, on obtient L'arbre :



kk» 1 -'

4) G2 03° &% a5 ag
i i i i ' i +2. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES DE LA FONCTION DE COUTYoutes ces transformations laissent invariant le poids de l'arbre. Mais 1

seul le filtrage laisse invariant sa suite de poids. Donnons quelques exe

de transformations sur l"arbre T des figures 1 et 2. Voici deux exemples 4 Définition 8 : Nous définissons sur les arbres la fonction de coBt suivante :
contractions de T:

q@ bot) = we [e(acn). |

Tavs Tyg 43 /\—~3 of @ est une fonction quelconque des entiers plus grands ou
19.420 108 194 20 105 égaux & deux dans les réels strictement positifs. L'arbre réduit

4 30

a une feuille a un cofit nul,

Notons que la fonction de cot est entiérement définie par la donnée de la

fonction @. Généralement, nous supposerons 1a fonction @ donnée et nous

L'expansion de § par L'arbre T' suivant donne l'arbre + noterons simplement @(T) le cofit d'un arbre T.

Définition 9 : Deux arbres sont dits équivalents s'ils ont m@me cofit et méme

suite de poids des feuilles.
‘,

rs 1
Si @(d) = d+2, les deux arbres suivants sont Equivalents pour la suite

4 25 3 (2,1.5,1,1.3,1.2)

Expansion de f, par T' =

1 2h 4 253 | , i

Le remplacement de v, par L'arbre T' suivant donne L'arbre : |
i 1S 12 1 13

|

12 18 1.3

64 13 | Nous examinons maintenant différentes méthodes de calcul du coft, ainsi que

les modifications du colit entrainées par les transformations de la définition

Re lacement de v, par T' = 
/

_ u Definition 10: Le coft partiel c(v) d'un noeud v est égal a:
20 105 |

| (2) ev) = = 9 (aw)
4 30 u€ L(y)

64 OB On définit de méme le colit partiel d'une feuille.



Sur Llexemple de 1a figure 1, on a c(f,) = (2)+9(4) et e(v,) = P(3)+P(4),

Notons que le colt partiel ne dépend pas des poids.

Proposition | : Le cot € (1) d'un arbre T peut étre calculé par les quatre

3) » &@m = vai [e (ac) wor]

“a 2) €qy = Bory + €(re))

oii v désigne’ un noeud quelconque de T. Cette formule est

le des contractions.

(5) z [ew wo|
f €F, |

Le cofit d'un arbre est donc la somme des cofits partiels des

feuilles pondérés par leurs poids. Cette formile est appelée |

formule des colts partiels.

6 » lm=oe(em)vm+ 2 fayx) °( leied(t) —* |
|

TysTyreeesTy egy d€signent les sous~arbres principaux de 7.

Preuve : 
t

La méthode des contractions revient 4 faire une partition des noeuds de A
eu deux sous-ensembles : le sous-ensemble des noeuds de T/v et celui des

noeuds de T(v). On obtient ainsi ia formule (4) @ partir de la formule (3)

On en déduit la formule (6).

formiles suivantes : |

|
|

!

|
|
j

|

~21-

Montrons maintenant la formule (5). La formule (3) de définition du cott

peut s'écrire :

em) = be [9 (2) eel

Considérons maintenant une feuille f. Dans la formule (7), w(f) est en

facteur de tous les termes o(aw), od vest un ascendant de f. Si nous

inversons l'ordre des sommations, nous obtenons donc :

G(x) = 1x [1+ 2 (ee) ]

D'aprés la définition du cofit partiel, on en déduit (5).

Proposition 2: Le filtrage et 1'équilibrage laissent invariant le codt.

Preuve

Pour l'équilibrage, c'est évident.

Pour le filtrage : soit v le noeud que l'on veut filtrer, d son degré, et

a" le degré de ses fils. D'aprés (4), le cout de l’arbre T s'écrit :

€or) = Cry) + 8 (1)

Si nous appelons v,,v7,...,v, les petits-£ils (fils de fils) de v

(q = dd"), Le coft de T(v) s"écrit :

(20) = B(200)/¥ 5-+05¥4) + ig €(20v,))

Calculons maintenant le cofit de TW)/v) 5+ My par la méthode des cofits

partiels :

E(B) 1--0¥Q) * z a) (pe +9@")}
léi¢g

Ce qui s'écrit :

e( TOY y++65¥y) . [ow +9 @)] w(v)
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Le coft de L'arbre s'écrit donc :

E €(r,9)@a = Gar + [pean]. +
lgisq

Cette formule étant symétrique en d et d', l'opération de filtrage

ne change pas le cofit.

1.3, DEFINITION ET COUT DE QUELQUES ARBRES PARTICULIERS

Nous allons étudier ici quelques types d'arbres possédant certaines régulai

rités.

Définition 11 : Un arbre est dit plat si toutes ses feuilles sont 4 la

profondeur 1,

Le cofit d'un arbre plat T est donc :

(8) €@ =9(em).0m

L'arbre obtenu depuis un arbre quelconque par contraction de ses noeuds

principaux sera appelé arbre plat somnital.

Définition 12 : Un arbre est dit régulier si toutes ses feuilles sont a la

nme profondeur et si tous les noeuds situés A une méme pro-

fondeur ont m@me degré. On appelle décomposition d'un arbre

férents, et of fe est égal au nombre de profondeurs of les

régulier un ensemble noté persed of les d; sont tous aie]

|
|noeuds ont degré d;.

Par exemple, 1'arbre régulier suivant a pour découposition (3! ,27).

“23 =

Si nest le nombre de feuilles et p leur profondeur, on a

et p= & Li
leict

(9) as ZT
Ieict

A toute décomposition de l'arbre régulier est done associée une factori-

sation de n. La réciproque est Gvidemment fausse. D'autre part, il est

évident que toutes les feuilles ont méme cott partiel c :

(oy ec = & I{2.9¢4,)lsigt i? >|
g Be

1? od ) est done :Le coft d'un arbre T régulier de décomposition (d

ay em = wm. £ [1:04]
I<ict

D'aprés cette formule, le placement des poids sur les feuilles n'influe

pas sur le coiit. De méme, l'ordre des degrés des différentes profondeurs

n'influe pas sur le coft. Quel que soit le placement des poids sur les

feuilles, les deux arbres suivants ont donc méme cofit que l'arbre de

la figure 3:

KBD KR
Définition 13 : Un arbre d-parfait est un arbre régulier dont tous les noeuds

ont mime degré d.

La décomposition d'un arbre d-parfait est done (d?), of p est la profondeur

des feuilles. Avec les mémes notations que pour les arbres réguliers, nous

avons :

(12) ne=d@

(13) ec = pg(d)

4) E02) = p. dpa)
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Définition 14 : Un arbre est dit d-équilibré si son arborescence a la

forme suivante : jusqu'd la profondeur (p-1), tous les
Définition 15 : Un arbre est dit optimal pour un n-uple S = (a, are) 14.)

noeuds ont degré d ; 4 la profondeur p, il y a r noeuds
donné s'il minimise le coft des arbres ayant S$ pour

terminaux de degré d, un noeud terminal de degré s .
suite de poids des feuilles. Le cofit de l'arbre optimal

(2¢s<d), et (aP-4-1) feuilles. Si n est le nombre de
. ' . 2 9 est noté C,(a,,..-,a ) ou C,(S).

feuilles de l'arbre, les entiers p, r et s sont déterminés onl a 9

de facon unique par :

- I ~ 25 -
{

}

|

Stil n'y a pas ambiguité surg, nous noterons le coat optimal

(15) d@eng get} Clay y++ya)) ou C(S). Il peut exister plusieurs arbres optimaux
} : différents pour un méme n-uple. Par exemple, si @(d) = d, les deux

(16) n-dP-] = (d-1)r + (8-2) arbres suivants sont optimaux pour le 4-uple (1,1,!,1)

4

|

Les entiers r et (s-2) sont respectivement le quotient |

j

'

et le reste de la division de (n-d?~1) par (d-1).
1 1

i

Notons que dans un arbre d-équilibré tous les noeuds, sauf peut-étre un;

ont degré d et que la différence de profondeur des feuilles n'excéde pal

un. Un arbre d-équilibré peut @tre représenté de la fagon suivante : | Proposition 3 : Le cofit optimal est "proportionnel” au n-uple.
Plus précisément, si b est ume constante réelle positive, on a:

(18) C(b Ayrrresd a.) =b Clapsee+,a)

D'autre part, les arbres optimaux pour (b Ayreeegb ase dé duisen

(a°-r-1) feuilles des arbres optimaux pour (a) see5a) en remplagant le

poids a, de chaque feuille par b.a,-

profondeur p

‘Preuve : SoitT un arbre optimal pour (ay seeea)s Si nqus remplagons
profondeur ptl

dans T le poids a; de chaque feuille par beass nous obtenons un arbre T'1

degré d

degré $ pour (b Aporersb a) de coat :

FIGURE 4 €(") = b, OCT) = b,Clayy-++ ya)

Par exemple, l'arbre 3-équilibré #6 feuilles est : L'arbre T' ayant (b ay oeeeab a.) pour suite de poids des feuilles, nous

avons =:

p

a r Cr") 2 Clb ay,.+.yb a)

s

On en déduit que :

Un calcul simple montre que le cofit Hy de l'arbre d-@quilibré 4

tt BR

n-feuilles de poids égaux a L'unité est 5,€(a),+-+,4a,) > C(b aparsrad a.)

(17) y(n) = (4)[nptrd] + s@(s)
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Un raisonnement analogue (avec 1/b) montre l'inégalité contraire. : Preuve de (ii) : Appelons T l'arbre optimal correspondant au n-uple

On obtient donc bien l'égaliré (18). Il en résulte que l'arbre T' est (a) y0+098,)s Complétons le noeud v de degré d par (d'-d) fils de poids ec.

bien optimal pour (b a,,--+sb a). B Le cofit de L'arbre T' ainsi obtenu est égal 4:

1.4.1. HYPOTHESE DE CROISSANCE DE LA FONCTION DE COUT ¥(t') = FT) -(a).wlv) + O(a) w(v)4(a'- ae]

=e Dans la pratique, il est évident que la fonction @ est croissante. g Comme par hypothése @(d) >P(d'), on en déduit, d'aprés L'inégalité (19),

Bu point de vue théorique, si ce n'est pas le cas, on aboutit 4 une que €(T') < Cr). Comme par définition on a Clay yer sa s€ys++ ye) < €(t')

anomalie, comm le montre le lemme suivant : : . et ¥(T) = Clayysesa), on en déduit bien que :

ANGE ; (d'=4) fois
Lemme 1 : (i) Si Pest croissante, on a: Clays.++,a)) % Clay yeeesa seyeee ye) v7

Clajaeee say) € Claysee5a yb) (b 2 0) A

a Si @ n'est pas croissante, on a donc une anomalie : on peut am@liorer

(ii) Si @ n'est pas croissante, c'est-a-dire, s'il existé
le cofit optimal correspondant 4 un n-uple en lui ajoutant des termes

deux entiers det d' vérifiant :

d<d? et @(d) > @(da') |

}

non nuls ! Pour éviter cette anomalie, la méthode la plus simple consiste

a transformer la fonction @ en fonction croissante de la maniére suivante.

alors on a: (d'~d) fois

Clay y++-sa,) > Clayyse+sa ,es+++ se)

Chaque fois que L'on a:

: 1 : dant

Chaque fois que l'arbre optimal correspondant au a<at ae (a) >@(a")

n-uple (ayseee5 a) aun noeud v de degré det si e

}

|

vérifie : |

|

on fait @(d) = @ (d'). Un noeud de degré d sera alors représenté par :

wiv) _gld)-@d')

(19) © < girg g(a") 4
cott : ( x ) g(a')

l<i<d

Preuve de (i) : Soit T' un arbre optimal correspondant 4 la suite 3

(ayareesa sb). Considérons le noeud v qui est le pére de la feuille |

de poids b. Si nous supprimons dans T' la feuille de poids v, le degré |-

- du noeud v passe de d A d-t. L'arbre T ainsi obtenu a done pour coft : | d at

| SS, (2, 9) 20
Cary = Cr) - piay-wle) + M(d-1). Ga(v)-b) 9a Bee —_

(d'-d) zéros

Comme @ est croissante par hypothése, on en déduit it) <« E(t).
= Aa Si nous liquons cette transformation répétitivement, nous enonsComme par définition, on a Clayy+++sa,) < O(T) et Crt) = Cla) y-.s,a } appild ans formation rep vi > obtenon

une fonction croissante, c'est-a-dire telle que :

d>d' =p QP(d)> gtd").
on en déduit bien :

C(ay,+-+5a,) < Clay y+++a, 5b)
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Dans la suite, nous supposerons donc que ia fonction Mest croissante. 4

Cette hypothése n'est pas essentielle l'exposé, mais elle simplifie |

les démonstrations. Si la fonction g n'est pas croissante, il faut modis

fier d'une constante les bornes supérieures des chapitres suivants, et li

proposition 6.1.(ii) n'est plus valables.

1.4.2. TRANSFORMATIONS D'ARBRES CONSERVANT L'OPTIMALITE

Proposition 4: (i) Toute contraction d'un arbre optimal est optimale.

(ii) Tout sous-arbre d'un arbre optimal est optimal.

(iii) Si dans un arbre optimal, on remplace un noeud v par

un arbre équivalent 4 T(v), on obtient un arbre opti

Preuve : Considérons un arbre optimal T et un noeud v. D'aprés la

proposition 1, le cofit de T peut s'écrire :

Pry) = Ccr/y) + Perv)

Cette formule montre que si l'on remplace T(v) par un arbre équivalent,

L'arbre obtenu a méme coft que T. Comme,d’autre part, sa suite de poids

la méme, l'arbre obtenu est équivalent 4 T. Il est donc optimal, ce

qui démontre (iii).

Enfin , si T/v et T(v) n'étaient pas optimaux, on les remplacerait

dans T par un arbre de coat inférieur, améliorant ainsi le cott Y(T),

ce qui contredit 1’hypoth8se d'optimalité de T.

Les contractions multiples sont assi optimales.

Il est important de voir que la "réciproque" de ce lemme est fausse

si dans un arbre optimal, nous faisons l'expansion d'une feuille par un

sous-arbre optimal, nous a'obtenons pas toujours un arbre optimal.

Considérons par exemple, la fonction de coGt @(d) = d. Pour cette

m de coit, les arbres T et T, suivants sont optimaux :
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Si dans T, nous faisons l'expansion de la feuille de poids 1.4 par T,,

nous obtenons l'arbre T' suivant qui n'est pas optimal :

Tl = a Gr") = 20.3

ro} 1.2 0.2

En effet, pour la suite de poids (1,1,1.1,1.2,0.2), l'arbre optimal

est L'arbre T" suivant +

TT" = 1.2 qa Gerry = 20.1

Proposition 5: L'arbre obtenu par équilibrage d'un arbre optimal est égale-

(20)

1e9)

ment optimal.

Preuve : Reprenons les notations de la définition 7:

Noeud terminal initial = Za

leisd

a x

Noeud terminal trans formé a

a 2a
€ d €

On peut supposer que a, < a) See Saye Appelons T l'arbre initial et

8, 8a suite de poids. Appelons U’ l'arbre transforné et S, sa suite.

D'aprés la proposition 2, on a:

Buy = Eo

Appelons U L'arbre optimal pour la suite S,. Il est clair que

bw <« Ba
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Classons maintenant les d feuilles de poids a/d de l'arbre U par ordre |

décroissant de leurs colits partiels (c'est-a-dire :

c(£,) > e(£,) > sae > ett) + Calculons le coft de U par la

formule des cofts partiels :

(22) Bu -r+$ E off)
l<icd

Dans cette formule, R désigne 1a sommation des cofits partiels pondérés

sur toutes les feuilles sauf les feuilles fs définies précédemment.

Construisons maintenant un arbre T' pour la suite initiale Sp de la

maniére suivante : on attribut a chaque feuille f, de U le poids a;-

Comme T est optimal pour S,, on a:

(23) 8) « Ba'y

Comme précédemment, le codt de T' peut s'écrire :

(24) Saye r+ Elf )ay
lsi<d ~

Diaprés (22) et (24), la difference Cu) - Wry s'éerit :

(25) Gu) - Say = LZ ele.) (3 -
lsi<d

Montrons que cette quantité est positive ou nulle. Les a, étant croiss aw

aa a a

appelons k un indice tel que a, <F et a.) >

Ltégalité (25) peut alors s'écrire :

CE) (ag-(26) Guy -8ry = = e¢é,) (4 - 4) - &
lsisk ktleied

Les cotits partiels c(£,) étant décroissants avec i, on en déduit : |
i

en Gy - Gerry | c(t). & (2 - -J fee, Zz (a -
leigd ktléied

.

- or

Le second terme étant nul, on a bien:

(28) fu » Sr

Finalement, en combinant (20), (23) et (28), on obtient :

Gu < Sw.

L'inégalité (21) étant dans l'autre sens, on en déduit :

Cur = Ew.

L'arbre transformé U' est donc optimal.

Bien entendu, la réciproque (avec opération de déséquilibrage) est

fausse.

1.4.3. RELATION ENTRE POIDS ET COUTS PARTIELS DANS LES ARBRES OPTIMAUX

Dans un arbre optimal, il existe une relation simple entre les poids

et les cofits partiels des noeuds et des feuilles. Cette relation nous

permettra de placer les poids d'une suite $ donnée sur les feuilles

d'une arborescence A donnée de maniére a minimiser le coft.

- aN
Pour toute paire de noeuds ou de feuilles v, et v, d'unProposition 6 : 1 2

arbre optimal, on a L'inégalité :

(29) [eop-etv)}-[ wv) ov} <0

Preuve : Si.l'un des deux est ascendant de L'autre, l'inégalité est

€vidente. Supposons donc v, et vy indépendants et contractons si nécessaire

Vv, @£ vy+ D'aprés 1a proposition précédente, L'arbre U ainsi obtenu est

également optimal. Calculons son coft par la méthode des cofits partiels :

(30) Gu) =R+ e(v,).w(v,) + e(v,).0(vy)

Dans cette formule, R désigne la sommation des colts partiels pondérés

sur toutes les feuilles sauf v, et v,. Considérons 1’ arbre U' obtenu en

achangeant les poids de v, et v).
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Son coit est : | 1.5.1. DEFINITION ET PROPRIETES

|
Y= i eeeSw") = R¥ ev). wly,) + e(vy). ¥Cv,) Définition 16: — Une fonction de cofit est dite & degré borné par un entier

d, si pour tout n-uple, il existe un arbre optimal dont

L'arbre U étant optimal, on a E(u) < G(U"). On en déduit 1'inégalité (J tous les noeuds ont un degré inférieur ou égal a d
x o*

On appelle degré maximum le plus petit éntier d_ ayant

Gorollaire |: Pour toute paire de noeuds ou de feuilles v, et v, d'un citta prentiers., max

arbre optimal, on a les implications : a

BD e(v,) < e(vg) =p wlv,) > w(vy) Le fait que la fonction de cofit posséde un diaz Rientrafne pas que

(32) w(v,) < wlvy) => e(v,) > elv,) tous les arbres optimaux ont un degré inférieur ou égal ad. Tl peut
exister des arbres équivalents de degré supérieur. Par exemple, si

Corollaire 2: Dans un arbre optimal, les poids des feuilles sont dans (4) = dtl, on peut montrer que duax = 5+ Cependant, les deux arbres

L'ordre inverse de leurs cofits partiels. suivants sont optimaux, pour le 6-uple (1,1,1,1,1,1) et ont pour coft 4.2:

arborescence A et pour suite S est obtenu en plagant

Corollaire 3 : Soient une arborescence A in feuilles et une suite

S = (ajys++,a))- L'arbre T de cofit minimum ayant pour LS“.
1 1 1 1 1 1

1 rot 1 1 'les poids de S sur les fevilles de A, dans l'ordre inverd

de leurs cofits partiels. Le coft de T est noté :

Proposition 7: Si les deux conditions suivantes sont réalisées :

(33) GAS) ov Gila seeeay) 1) pour tout n-uple, il existe un arbre optimal de
degré au somet inférieur ou égal a 4.

Preuve : Par l'absurde : s'il existait deux feuilles f, et £, telles qu¢ 2) pour certains n-uple, il n'existe pas d'arbres

wl£,) > wf) et e¢£,) > e(fy), | optimaux de degré au somet infériedr ad.

on pourrait alors améliorer strictement le coGt en échangeant les alors 1a fonction de colt a pour degré maximum 4)...

poids de £, et f, (cf. démonstration de 1a propcsition 5).

. 1.5. FONCTIONS DE COUT A DEGRE BORNE. Preuve : Considérons un arbre optimal T quelconque pour un n-uple donné.

Nous allons construire un arbre Equivalent dont tous les noeuds ont un

Pour les fonctions de coft rencontrées dans 1a pratique, les degrés des degré inférieur ou égal 2d. Si le degré du sommet de T est supérieur

noeuds des arbres uplimaux ne sont pas arbitrairement grands (c'est le a diax? Nous Templegons T par un arbre équivalent de degré au sonmet

cas pour les fonctions de coft du tri sur disque). Nous montrons ici que plus petit ou égal ad). (c'est possible d'aprés 1a condition 1).

les arbres optimaux 4 poids égaux ont leurs degrés bornés, alors c'est ~ Dans l'arbre ainsi obtenu, remplagons si nécessaire les noeuds situés

vrai pour les arbres optimaux correspondants 4 un n-uple quelconque. a la profondeur 1 par des arbres équivalents de degrés plus petits ou

Nous donnons ensuite des conditions suffisantes pour que la fonction égaux a Grae (toujours d'aprés la condition 1). D'aprés la proposition 4,

de coft soit A degré borné. Ltarbre résultant est optimal.
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Sur ce nouvel arbre, on fait les wémes opérations sur tous les noeuds

situés a la profondeur 2, et ainsi de suite, jusqu'A ce qu'on obtienne

un arbre optimal dont tous les noeuds ont un degré inférieur ou égal

ad.» La condition 2 assure que d,,, est le plus petit entier
‘max

possédant cette propriété.

Proposition 8: Si la fonction de cofit possde un degré maximum 4,

pour tous les arbres 4 poids égaux, alors elle

L ~ = mai dnsral .

posséde le méme degré maximum d., dans le cas général

Preuve : Si pour tout n-uple, nous construisons un arbre optimal

de degré au sommet plus petit ou égal & diag? 14 condition 1 de la
x

proposition 7 sera satisfaite. La condition 2 est satisfaite, puisque,

par hypothése, pour certains n-uples a poids égaux, i] n'existe pas

d'arbres optimaux de degré au sommet inférieur 2d)... D'aprés la

proposition précédente, la fonction de coft aura done pour degré maximum

d .
max

Soient donc un n-uple quelconque et un arbre optimal T correspondant.

x? nous allons construire

un arbre équivalent de degré au sommet inférieur ou égal 4 a

Si T a un degré au sommet d supérieur 2d.

x

Posons a = w(T) ; appelons Tyyeee Ty les sous-arbres principaux

de T et a),-+-,aq leurs poids ; appelons U, l'arbre plat sonmital de T 4

Dtaprés la proposition 1, le coft de T s'écrit :

& - Ew)+ 2 bap
icdIsig

D'aprés la proposition 5, l'arbre U, suivant obtenu par équilibrage de

un est également optimal :

= 35 =

Il est clair que :

(34) Ew) = Fay)

L'arbre U, est un arbre optimal a poids égaux de degré au sommet

4 supérieur @ d_.,. Par hypothse, il existe donc un arbre équivalent

U, & d feuilles, de degré au sonmet d' plus petit ou égal ad.

On a done :

(35) Bw, = Bw,)

Plagons done les poids (a),-.-,a4) sur l'arborescence de U, dans 1'ordre

inverse des cofits partiels. Nous obtenons ainsi un arbre U,- Par une

méthode ideatique 4 celle de la proposition 5 (démonstration de 1'iné-

galité (28)), on montre que :

(36) Bu,) < Gw,)

La conbinaison des formules (34), (35) et (36) montre que G(u,) < &(u,).

Mais les arbres U, et U) ont la néme suite de poids (a,,..-,a,). Comme U,

est optimal, on en déduit que u est également optimal. Mais le degré

au sommet de U, est 4’, inférieur ou égal Ad)... I1 suffit donc dans T

de remplacer U, par U, (c'est-a-dire de faire dans U, 1'expansion des

feuilles de poids a,,...,a, par les sous~arbres T,,...,T,) pour obtenir

un arbre T' équivalent T et de degré au sonmet plus petit ou égal ad.

1.5.2. CONDITIONS SUFFISANTES POUR QU'UNE FONCTION DE COUT SOIT

‘A DEGRE_BORNE

Nous avons vu qu'il suffit de se limiter aux arbres optimaux a poids

égaux. En fait, on peut se limiter aux arbres 4 poids égaux et unitaires.

Nous allons donner une condition pour que les arbres de ce type ne

soient pas optimaux si leurs degrés sont trop grands. A cette fin, il suffi

de trouver une condition pour que les cofits des arbres de degrés trop grands

soient supéricurs aux cotics de curtains arbres, les arbres d-équilibrés. Nov

allons done conmencer par étudier le coit des arbres d-équilibrés a poids

égaux et univaires.
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Définition 17 : Nous définissons deux fonctions fa et hg sur le domaine

ée1 | Le [ee la maniare suivante +

x Log x(37) (4) £300

(ii) hg est la fonction constituée par les segments de

droite joignant les pairesde points du plan

[.24cc?>] et [areca] pour p entier positi| —
ou nul. Plus précisément :

(38) pour dP ¢ x ¢ a?t!

a

(39) nyo = 9p & + Cea (2 + 4)]

Lemme 2: Le coftt H,(n) d'un arbre d-équilibré & poids égaux et

unitaires vérifie :

(40) (i) H@) < £ (a) +P(dn

(41) Gi) Hy@) < by(n) + K(d)

ot K(d) est le réel positif ou nul défini par :

(42) K(a) = eee [ino aye al

Preuve de (i) : Pour les arbres d-équilibrés, nous utilisons les notatia

de la définition 14 :

(d-r-1) feuilles

r noeuds

Profondeur p

Profondeur pt!

-37-

Si nest le nombre de feuilles, les entiers p, r et s sont déterminés par :

(43) aP <n Pl

(44) a-dP=t (d-1),.r + (s-2) 2<s<d

Majorons le cofit Ha@) en utilisant la formule des cofts partiels. Les

s feuilles correspondant au noeud terminal de degré s ont pour coft

partiel [ p g(a) +9ce)]. Les autres feuilles sont & la profondeur p. ou
ptl ; leurs cofits partiels sont donc inférieurs ou égaux a [oer o¢a|
Le coft Hat) est donc majoré par :

Hy(a) <5 [pe + p(s] + (n-s) (pt!) pd)

ce qui s‘écrit :

(45) Hy() < (pt) g(a) ats [oc > pa

Or, d'aprés l'inégalité (35), p est bomé par :

Log n

P <Tog ad

En substituant dans (45), on obtient :

Rn) < gos nlogn+ (4) n+ s(9(s)-eta)

On en déduit 1'inégalité (40), car g est croissante.

s‘écrit :

(46) Hy(n)-ba(n) = 8 9(s) - (=) 4 g(a)

On en déduit immédiatement la formule (41).
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(47)

(48)

(43)

La deuxiéme majoration est évidemment plus fine que la premiére.

Cependant, cette derniére a 1'avantage d'étre simple 4 formuler et

sera utilisée le plus souvent dans la suite.

Remarquons que si la fonction O(d)s d/(d-1) est croissante, on a

K(d) = 0

Ctest le cas pour les fonctions de cofit du type tri sur disque si

Bia < ft.

réme 1 : Si la fonction @ satisfait l'une des conditions suivantes,

alors la fonction de colt posséde un degré maximum 4 ax

inférieur 4d:
°

play)
(i) Vn 2 dy @(n) > Tog 4, Log n+ pld,)

(ii) Vn a dy n-p(n) > hy (a) + K(d))
1

(a, et qd, sont des entiers plus grands ou égaux 4 deux)

De plus, tous les noeuds des arbres optimaux ont un de gré

inférieur 4 qd).

Preuve : D'aprés le lemme précédent, l'une ou l'autre de ces deux

conditions entraine que :

a
Wae2d ng(a) » Uy ta)

1

Montrons donc que les noeuds des arbres optimaux ont un degré inférieur

a ay» ce qui entrafnera le degré maximum

i

Ts + i a !
Supposons qu'il existe un arbre optimal dont un noeud a un degré d

supérieur ou égal 4 d,- Considérons l'arbre engendré par ce noeud.
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D'aprés la proposition 4, cet arbre est optimal. Toujours d‘aprés

cette m@éme proposition, son arbre plat sommital est également optimal.

D'aprés la proposition 5, L'arbre P obtenu par équilibrage de cet arbre

plat est aussi optimal. Son cofit est done inférieur ou égal au cofit

de l'arbre d-équilibré 4 d feuilles de poids w(P)/d, ce qui s‘écrit :

(awe) ¢ "2. an ca)
3

ce qui entrafne :

a pla) < Hy (a)
t

Cette derniére inégalité contredit (49), puisque d > dos

ZA

Corollaire 4: Si la différence entre @(n) /Log n et son minimum est

plus grande qu'une constante & partir d'un certain rang,

alors la fonction de cofit est 4 degré borné. Cette condition

s'exprime de la maniére suivante

(30) (de>0) GN) (v2) oo det Min oe
dz2

Preuve ; Il nous suffit de montrer que cette condition entrafine la propo-

sition (i) du théoréme |. Cette derniére peut s‘écrire:

pny . 964) _ Peay
(51) (3d,)@d5) ¥n2d >

9 a Log nu Log qd, Log n

Nous allons donc calculer qd, et qd. en fonction de € et N. D'aprés

(50), la fonction @ (mn) /Log n aun minimum pour un entier m plus

petit que N. Posons :

(52) d, =m

(4, )/e(53) d, = Max (, ks J)
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Canine a, »N, la proposition (50) entrafne : En effet, il est facile de vérifier que la multiplication par une constante

(a) & d'une fonction @ de ce type ne change pas la forme des arbres optimaux.

eA) Gare b Qn) ci p l Seul le cofit est multiplié parq. Plus précisément :
o Log n Log q,

Cag “= 8. By 0)

Or, d'aprés (53), on a: (57)
oa.) - Cg) = 80g (8)

e° Log qd,
D'aprés le corollaire 5, les fonctions @ de ce type possédent un degré

En combinant cette inégalité et L'inégalité (54), on obtient : , maximum. En effet, la fénction (n+))/Log mn posséde un (parfois deux)
. minimum entier et elle est croissante ensuite.

Qn) p (d,) 9 (d))
Vn 2d 2 ae Ot

° Log a Log qd Log qd,

Comme n > dys cette derniére inégaliré entraine bien L'inégalité (51).

Up

Corollaire 5 : Si la fonetion p(n) /Log n est croissante et non bornée

a partir d'un certain rang, alors la fonetion de cott

est A degré borné.

Preuve : Il est @évident que cette proposition entrafne le corollaire

précédent.

1.6. EXEMPLE DU TRI SUR DISQUE

Nous avons vu dans l'introduction que pour une modélisation simple du

tri sur disque, les fonctions de cofits sont du type :

(55) g(dj=ad+t®

ou a et @ sont des réels positifs ou nuls. Ces fonctions de coat nous

serviront d'exemple dans la premiére partie. En fait, nous nous Limitero#

; aux fonctions du type :

(56) @(d)=d + 4

ot A est un réel positif ou nul.
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CHAPITRE 2

ARBRES OPTIMAUX A POIDS EGAUX

Dans ce chapitre, ainsi que dans les trois chapitres suivants, nous

étudions tes arbres optimaux 4 poids égaux. Il s'agit d'une part de

mettre en évidence les propriétés des arbres optimaux et de leur cofit,

et d'autre part d'étudier la complexité des algorithmes de recherche des

arbres optimaux. Nous montrerons au chapitre 4 que, pour la plupart

des fonctions de cofit, il existe un algorithme de recherche en temps

constant.

Dans la suite, nous supposerons que les poids sont égaux 4 l'unité.

D'aprés la proposition 1.3, cela n'est pas une restriction : L'arbre

optimal pour le n-uple (1,1,...,1) est également optimal pour le n-uple

(b,b,

uniquement de n. Nous le noterons C(n). Par ailleurs, les poids des

+b), le cofit étant proportionnel 4 b. Le coiit optimal dépend e2lors

feuilles étant toujours l'unité, les arbres seront entiérement décrits

par la forme de leurs arborescences ; nous omettrons donc d'indiquer

sur les figures le poids des feuzlles.

Nous présentons d'abord une récurrence permettant de calculer C(n),

coGt des arbres optimaux 4 n feuilles de poids unitaixe. Un algorithme

de calcul de ces arbres et de leurs cofits est proposé, algorithme dont nous

étudions la complexité en temps et en espace mémoire.

Au deuxiéme paragraphe, nous étudions la forme asymptotique du cofit

optimal C({n), ce qui nous donnera, au paragraphe 3, des indications sur

la forme des arbres optimaux. Nous appliquons ensuite ces résultats 4 une

certaine classe de fonctions de coiit.



- 43 -

2.1. RECURRENCE ET ALGORITHMES DE CALCUL DES ARSRES OPTIMAUX ET DE LEURS COUTS

QQ)

2.1.1, RECURRENCE DE CALCUL DU COUT OPTIMAL C(n)

Nous cherchons les arbres optimaux 4 n feuilles, ainsi que leur codt.

L'arbre & une feuille est réduit 4 un point et son coft est nul par

définition.: C(1) = 0. Supposons que l'on connaisse les arbres optimaux

& 1,2,3,...,n-] feuilles, ainsi que leurs cofits.

Pour calculer l'arbre optimal 4 n feuilles, la méthode la plus simple

consiste 4 examiner tous les arbres 4 n feuilles et 4 choisir celui de

coft minimum; D'aprés la proposition 4, on peut limiter cette recherche

aux arbres dont les sous-arbres principaux sont eux-mémes optimaux. Soit T

un tel arbre. Appelons d son degré au sommt, (1), +++ Ty) ses sous~arbres

principaux et (n +4) leurs poids. D'aprés la proposition 1!.1, lepee

coit de cet arbre est égal 4:

Gt) = pfavat+ 2 Bir)
isigd

Les arbres T; @tant optimaux, on a (t,) = C(n,) 3 dob:

Et) = g(a) n+ C(m,)=
Igisd

Il s‘agit donc de chercher l'arbre qui minimise @(T) pour tous les degrés

d possible et pour toutes les partitions de n en (ny ys+esmg)- Le cofit C(n)

est done solution de la récurrence suivante :

c(1) = 0

C(n) = Min [econ Min ( y oc) |
2eden | y one lgigd

isisd *
4

of det ny sont des entiers positifs.

La fonction C(n) n'est définie que sur les entiers. On peut 1l'étendre,

par interpolation linéaire, aux réels de [1.@[- Plus précisément, entre

deux entiers n et n+l la fonction C est le segment de droite joignant les

points du plan [a.c(ny] et [orl .c(nti)].



(2)

(3)

(4)

- 44 0

On montre facilement que la fonction C(n) ainsi définie vérifie :

c(1) = 0

C(x) < Min|@(d).x + Min ( » co)
: bf

d>2 x _ igi<d
X. =X

lgigd +

ot K et x; sont des réels plus grands ou égaux 4 1. Notons que pour

un réel x donné on ne trouve généralement pas d'entier d et de réels

x; qui assurent L'égalité.

2.1.2. ALGORITHME DE CALCUL DES ARBRES OPTIMAUX ET DE LEURS COUTS

Les méthodes de programmation dynamique s'appliquent bien 4 la résolution

de la récurrence précédente. En effet, définissons le tableau A(d,n) sui-

vant :

A(d,n) = Min x c(n, ) pour 2<d«n
Dy alsa I<isd

Isied

A(1,n) = C{n)

En clair, A(d,n) minimise la somme des cotits de d arbres dont la somme

des poids est n. Connaissant A(d,n) pour 2<den, il est clair que le

cotit optimal C(n) s'écrit :

C(n) = AC n) = Min [p(d).n + ACdn)]
2sden

Pour calculer A(d,jn), il faut examiner tous les groupes de d arbres dont

la somme des poids est n et choisir le groupe de cott minimum. On peut

jimiter celle Lecheicie aux groupes dont les arbres constitutifs et tous

les sous-groupes sont eux-mémes optimaux. Considérons un tel. groupe et

isolons un de ses arbres de poids i. Cet arbre étant optimal, son cout

est égal a C(i) = ACi,i). De méme, la somme des cotts des (d-1) arbres

restants est A(d-1,n-i).

(5)

(6)

Tl

12

C3

r4

= 450=

La somme des cotits des arbres du groupe est donc :

AC1,i) + A(d-1,n-i).

Pour obtenir A(d,n) il suffit de minimiser cette quantité quand i varie :

A(d,n) = Min

I<isn/d

[acta + A(@-1 0-4) |

(par symétrie, om peut faire varier i de 1 al n/a] seulement).

L'algorithme suivant calcule C(N) = A(1,N)en utilisant les formules (4) et

(6). Dans un souci de clarté, cet algorithme, ainsi que ceux que nous serons

amenés 4 décrire par la suite, est écrit dans un ALGOL trés approximatif.

Nous nous permettons par exemple d’écrire Min
2<dén

vithme, nous indiquerons la dimension des tableaux nécessaires.

. En téte de chaque algo-

tableau A(N,N) ;

pour n:=2 pas |] jusqu'a N faire

début

pour d: = 2 pas | jusq’a n faire

début

A(d,n)i= Min [aca + ace-1,n-4) |
Eid ¢ l<icn/d

A(I,n):= Min [pcan + acdn) |
2<d<n

fin

Cet algorithme calcule uniquement le coit optimal. Pour obtenir en méme

temps la forme des arbres optimaux, il suffit de garder les entiers i et d

qui minimisent respectivement A(d,n) dans l'instruction 13 et A(1,n)

dans L'instruction 14. A partir de ces informations, on reconstitue

aisément la forme des arbres optimaux.
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2.1.3. COMPLEXITE DEL! ALGORITHME

Evaluons 1a complexité de cet algorithme. I1 utilise un espace mémoire

de taille N? pour le tableau A. Evaluons le temps pris par cet algo-

rithme, clest-A-dire le nombre d'opérations nécessaires a 1'exécution

de L'instruction Il. Pour cela, nous comptons le nombre d'opérations

en commencant par la boucle intérieure.

Instruction 13 : il s'agit de calculer un minimum parmi[n/d]valeurs ;

cette instruction nécessite donc de l'ordre de n/d opérations.

1

Instruction 12 : pour chaque d (2<dsn), il faut exécuter L'instruction 13

le nombre d'opérations nécessaires 4 l'exécution de 12 est donc de !'ordrel

de :

On reconnaft la série harmonique. L'instruction 12 nécessite done de

l'ordre de n Log n opérations.

Instruction Il : clest ume boucle pour. Pour chaque d, il faut effectuey

suecessivement 12 et 14. Comme pour 13, il faut de l'grdre de n opérationy

pour exécuter 14. On peut négliger ce terme devant n Log n, nombre

d'opérations nécessaires pour effectuer 12. Finalement, le nombre d'opé-

rations nécessaires 4 l'exécution de Il est donc :

EZ a loga
2eneN

clest-a-dire de l'ordre de N% Log N opérations.

Nous dirons que I'algorithwe est en espace mémoire O(N) et en tems

O(N’, Log N). Plus précisément, cela signifie que le temps €(N) pris par 4

algorithme pour calculer la forme et le cofit des arbres optimaux aN feu]

est borné de la maniére suivante

g nw? tog n ¢ &m « % x? Log N

of ¢, et ¢,
1 2

tation de L'algorithme et des performances de l'ordinateur utilisé.

sont des constantes réelles positives dépendant de 1'impléver’
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Pour évaluer c) et c), il faut évaluer avec précision le temps

pris par chaque instruction et négliger les termes de second ordre, comme

nous l'avons fait en négligeant le temps pris par l'instruction 14 devant

celui pris par 12.

Pourquoi prendre cette mesure pour évaluer la complexité d'un algorithm ?

La raison est la suivante : quelles que soient 1'implémentation de 1'algori-

thme et les performances de l'ordinateur, un algorithme en temps 0(N7)

est toujours plus rapide qu'un algorithme en O(N?) & partir d'wm certain

rang. C'est pourquoi nous nous attacherons dans la suite & trouver des

algorithmes dont la mesure de complexité est la plus petite possible.

2.1.4. CAS DES FONCTIONS DE COUT A DEGRE BORNE

Dans ce cas, quel que soit n, il existe un arbre optimal dont tous les

noeuds ont un degré inférieur ou égal A d___. On peut donc limiter la
max”

recherche aux arbres de degré inférieur ou égal A d_,,. Nous n'obtiendrons
Tm

pas tous les arbres optimaux par cette méthode puisqu'il peut exister

des arbres optimaux de degré supérieur A d_,,. Mais le plus souvent, un
mi

seul suffit !

En modifiant l'algorithme précédent, on obtient 1'algorithme

tableau A(d_—,N) ;
ene na

il our n:= 2 pas I jusqu'a N faire

sébut

Di= min (ado) 3

12 pour d: = 2 pas ! jusqu'd D faire

Sébut

B A(djn) = Min [A(1,i) + ACd-1,n-i)]
fin; léicn/d

AQ,n): = Min [@(d).n + A(d,n)]
4 2<ded

fin
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Evaluons le complexité de cet algorithme. Il utilise un tableau de

dimension Ned_,, . L'algorithme est done de conplexité O(N) en espace

nfmoire, ce qui constitue une anélioration considérable par rapport

au précédent algorithme en.0(N). En effet, un algorithme utilisant

un espace mémoire de dimension N? est pratiquenent inutilisable pour

les grandes valeurs de N.

Bn ce qui concerne le temps, nous l'analysons comme pour l' algorithm

précédent :

Instruction 13 : n/d opérations

Instruction 12: si nest plus grand que d),,, le nombre d'opérations

nécessaire est +

vis +

clest-a-dire O(n) opérations

Instruction I] : le nombre d'opérations nécessaire est de l'ordre de

2 eee
a-dire de L'ordre de N° opérations

Finalement, si la fonction de cofit est A degré borné, 1'algorithme
; 2

précédent permet de calculer les arbres optimaux en temps O(N’) et en

espace mémoi re om).

2.2. BORNE INFERIEURE ET SUPERIEURE DU COUT OPTIMAL C(n)

Nous nous proposons de donner une évaluation approximative du code

optimal qui est calculable rapidement. Dans le cas du tri sur disque,
i fi .

cela nous»permettra d'évaluer rapidement les performances d'une confi

guration en fonction des caractéristiques du matériel.

Définition 1:

qa
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Cela nous permettra aussi de comparer des configurations différentes

sans @tre obligés & chaque fois d'utiliser les algorithmes précédents.

Il y a une autre motivation plus théorique. Nous verrons que les bornes

inférieures et supérieures donnent des indications sur la form des arbres

optimaux. Ces indications nous permettrons dans la suite, de limiter de

plus en plus la recherche des arbres optimaux 4 certains types d'arbres,

et par 14 d'améliorer les algorithmes de recherche. Plus les bores seront

fines, plus les indications sur la forme des arbres optimaux deviendront.

précises, ce qui nous permettra d'‘améliorer les algorithmes. Les

bornes suivantes constituent donc une premiére approximation et donnent

une idée sur la forme des arbres et la forme asymptotique de C(n).

Pour la définition des bornes inférieures et supérieures, l'étude de

1a fonction g(n)/Log n joue un grand réle. Nous avons déja rencontré

cette fonction au chapitre précédent (corollaires 1.4 et 1.5), & 1’occasion

de 1'étude des fonctions de coft & degré borné. En fait, nous verrons

plus loin que si la fonction 9 croft "moins vite" que la fonction loga~

rithme, alors les arbres optimaux sont les arbres plats. Pour l'instant,

nous avons besoin des définitions suivantes concernant les minimums de

la fonction’ (n)/Log a.

La fonction kg(n) des entiers positifs dans les réels positif

est définie par:

kg = 9(2) / Log 2

(a)
ice a pour n> 2Kp(a) = Min

2eden

On appelle "degré-limites" pour n les entiers minimisant la

fonction @(4)/log d sur L'intervalte [2,n], on note

Dyn) l'ensemble des degré-limites pour n.

L'ensemble oD (n) est donc défini par:
@

D5) =) 4 [cae 2eaen,(, 2 = soca)

La fonction k(n) est positive décroissante. Ella a donc une limite positiv

ou nulle.



Définition 2 :

(8)

Définition 3:

(9)

Théoréme 2 :

(10)
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Nous définissons la constante réelle positive ou nulle ko

par:

kg = limite “kg(n)
gp F Dente “Kp

En d'autres termes, kop est la borne inférieure de 1l'ensemb

dénombrable des réels gir) /Log n pour n 3 2. Nous verron

plus loin que les propriétés des arbres optimaux sont assez

différentes selon que cette borme inférieure est atteinte

ou non dans cet ensemble :
: .

On dit qu'une fonction de cofit posséde un degré-limite

s'il existe un ou plusieurs entiers minimisant la fonction

o(n)/Log n sur l'intervalle [z,<[. On appelle degré-Limi

ces entiers. On note "a" le plus petit d'entre eux et Dy

leur ensemble.

at 5 * ve oo ~ “ . ”

D'aprés la définition 2, si la fonction de cofit posséde un degré-limite,

on a?

_ gla _ 9 (a) odko = ia h © Sicg avec d€ @

Dans la suite, quand il n'y aura pas ambiguité sur la fonction @, nous

omettrons les indices @ dans k@ (n), ko , Do (mn) et dg -

Nous pouvons maintenant mettre en évidence les bornes inférieures et

supérieures suivantes :

Le coft optimal C(n) vérifie :

phd).k n Log n < k(n) n Log n ¢ Cfn) Sipe a boa * od) n

(d est un entier quelconque plus grand ou égal a deux).

ie
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Preuve : Nous avons montré au lemme 1.1 que le coft Hy) des arbres

d-équilibrés 4 n feuilles de poids unitaire est majoré par :

H,@) “ea a Logn + @(d).n

Comme par définition, on a: C(n) < Hy(a), on endéduit la majoration.

La borne inférieure se montre par récurrence. Pour n = 1, clest évident.

Considérons un arbre optimal de poids n. Appelons d son degré et

Drees oMy les poids de ses sous-arbres principaux. Le cofit optimal

peut s'écrire ;

\

Cin) = p(d)n+ 2X C{n,)
lsicd

D'aprés l'hypothése de récurrence, on en déduit :

C(n) > Pld) n + ; 2 k(a,) n, Log n;
ig

La fonction k(n) étant décroissante, on a?

C(n) » pd) n + k(n) ‘esa n; Log Ay

La fonction x Log x 6tant convexe, on en déduit :

C(n) > O(a) n + k(n) dF Log F

ce qui peut s'écrire :

C(n) > k(n) n- Log n +.n [ (4) - k(n) Log d]

Comme on a2 <¢ d<¢n, le terme entre crochets est positif ou nul d'aprés la

définition 1. On en déduit la minoration :

C(m) 2 k(n) n Logon



al

Comme par définition, k(n) > k, on a bien :

C(n) > k(n). n Log n ak n Logn

Corollaire 1: Le cot optimal C(n) vérifie :

k(n) n Log n ¢ C(n) < k(n) n Logn + @(d).n

of d est un degré-limite pour n (c€4@).

Preuve : Il suffit, dans Ll'inégalité (10), de prendre d dans 0B(n).

Cette formulation fait apparaftre le méme term [k(n) n Log n] dans

la borne inférieure et la bome supérieure. L'erreur relative commise

en approximant C(n) par la borne inférieure [k(n) n Log n]est donc

agale a:

(12) €- bos a avec d€ D(a)
Log n

Cette erreur relative est donc inférieure ou égale & 1. Mais, comme Mn)

varie avec n, nous ne sommes pas en mesure de dire si la borne inférieure)

est ou non une bonne approximation. Cependant, nous verrons plus loin qu

C(n) atteint la bore inférieure infiniment souvent.

2.3. PREMIERES INDICATIONS SUR LA FORME DES ARBRES OPTIMAUX

La borne inférieure du théoréme précédent va nous fournir des indications

précieuses sur la forme des arbres optimaux. Nous allons d'abord mettre

en évidence les facteurs qui interviennent dans la différence entre le

cofit d'un arbre quelconque et cette borne inférieure. Comme les arbres o

maux sont ceux qui minimisent.cette différence, cela nous donnera une idé!

leurs propriétés. Nous examinons ensuite dans quelies conditions le coil

d'un arbre optimal est précisément égal 4 cette borne inférieure.

Le lemme suivant nous donne un moyen d'évaluer la différence entre le

cott d'un arbre quelconque et la borne inférieure.
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Lemme 1: Pour tout arbre Tan feuilles de poids unitaire, on a:

3) €a) -cnlogn = ZF won [a,0) + a]
ved

c est une constante réelle positive quelconque.

A, et 4, sont des fonctions dépendant de get dec:

(14) 440) = QCa(w)) ~ ©,Log atv)

5) bj(v) ec {tog atv) + ES, EMD - pop Hid2 eK) wv) wv)

Preuve : Rappelons que ¥(v) désigne l'ensemble des fils de v.

Posons :

(16) Av) = wv) [a + 40]

Un calcul simple montre que :

an A(v) = Q(a(v)) wv) - c.w(v)-Log wv) + Zc wlu) Log uty)

ue Fv)

Il nous faut done montrer que pour tout arbre T an feuilles de poids

unitaire, on a:

as) fq) -entegn - SA)
vede

T

La démonstration se fait par récurrence sur n. Un calcul simple montre

que la formule (18) est vérifiée pour n = 2.

Considérons maintenant un arbre T quelconque A n feuilles. Appelons V

son sommet, d son degré au somet, (T,,...,74) ses sous~arbres principaux

de poids (n,,...,n,)- D'aprés la formule (1.6), son coft peut s'écrire

a) = g(d.n+ EZ ba,)
l<ied

D'aprés l'hypothése de récurrence, on a :

?a) sen, Logan, + ZF Av)
hhved,

i



La some de tous tes €(7;) est donc égale 3:

Z emy= LZ cn, Wogn, + LY stv) a)
led) eicd* vet

La différence a calculer s'écrit donc ¢

Y(t) - cn.logn= ZY Atv)

> veoh,

[pon ~ enbogn + ZF cn, Log n; ~ A
Igied

D'aprés la définition de 4, le terme entre crochets est nul, ce qui

termine la démonstration.

D'aprés ce lemme, 1a différence entre le coft d'un arbre quelconque
an fevilles de poids unitaire et la borne inférieure du t

héoréme ?

peut donc s’écrire, si l'on pose ¢ = k(n)

= why (v)as B(x) ~ x(a). n-Log a enor + wv) e869]

Secs
\

(20) bv) = g (dCv)) - k(n) Log d(v)

wu wu

ay ag(v) = km) [+s we 2 HS Log “a

Eandnons de plus prés la signification de 4, et 4y- Comme d(v) < ms

4h. (v) est positif ou nul daprés le definition de k(n) (définition 1).
i

Tne s'annule que si e(v) est degré-limite pour n. Dans les autres ces,

il est strictement pesitif.

Voyons maintenant d5- La fonction x Log x @étant convexe, by (v) est

minimum et s‘annule si tous les termes w(u)/w(v) sont égaux, c'est-a-dire

si w(u)/w(v) = 1/d(v)-
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Le terme 45(v) est done nul si et seulement si tous les fils de v

ont méme poids. Dans les autres cas, il est positif. Le term

4,(v) constitue en quelque sorte une mesure du déséquilibre des poids

des fils du noeud v. Plus ce déséquilibre est grand, plus 4,(v) avgmente.

Nous résumons cela dans la proposition suivante :

Proposition 1 La différence entre le colt d'un arbre quelconque T

& poids égaux et unitaires et la borne inférieure est

la somme sur chaque noeud v de i'arbre de deux termes

4,(v) et Ay(v) positifs ou nuls. Le premier terme

s'annule si et’ seulement si le degré du noeud est

degré-limite pour n, nombre de feuilles de l'arbre.

Le deuxiéme terme mesure le déséquilibre des poids

des fils du noeud ; il s'annule si et seulement si

ces poids sont tous égaux. Une formulation précise est

donnée par les formules (19), (20) et (21).

Les arbres optimaux étant ceux qui minimisest cette différence,

ils tendent a avoir pour degrés le ou les degré -limites. Par ailleurs,

ils tendent a @tre aussi équilibrés que possible. Nous disons tendance,

car il n'est généralement pas possible de satisfaire ces deux conditions,

et en particulier d'annuler simult anément 4, et 5+ Par exemple, si n est

premier, le seul arbre annulant 4 est l'arbre plat ; mais si n n'est pas

degré-limite pour n, 4 n'est pas nul ; le cofit de cet arbre

plat est donc plus grand que la borne inférieure.

Mais il existe certains arbres qui annulent simultanément A, et db)

sur chaque noeud :

Théorém 3: Tout arbre régulier an feuilles est optimal si ses

degrés sont des degrés-limites pour n. Son cott est

égal & la borne inférieure k(n).n,Log n-

Preuve : Pour chaque nceud v, le terme 4 (v) est nul puisque d(v) est un

degré-limite. D'autre part, le terme A(v) est également nul : en effet,

les fils de v ont tous mime poids puisque l'arbre est régulier. Le

coft de ces arbres est donc égal a la borne inférieure. Ces arbres

sont donc optimaux.
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Il existe une preuve directe de ce théoréme. Calcutons en effet le cofit

d'un arbre T régulier dont tous les degrés sont des degrés-limites pour n, Comme 4, est nul, tous les noeuds de T ont pour degré d puisque d est
nombre de feuilles de T. Appelons a"! watt) la décomposition de T. Lunique degré-limite. Comme 4) est nul, les fils de chaque noeud

Diaprés (1.11), son colt est égal & : de T ont méme poids et toutes les feuilles de T sont donc situées a la

méme profondeur. L'arbre T est donc parfait.

Cm=n F 1, 9¢4)]
7 Ve Corollaire 3: Tout arbre plat an feuilles est optimal si n est un

Come n= 4) Va oe a! et, que par hypothase, @(d,) = k(n) Log dj, on degré-limite pour n. Son cot est égal 4 la bome infé-

en déduit facilement que :. rieure. Sin est \1' unique degré-limite pour n, alors

L'arbre plat est l'unique arbre optinal an feuilles.

(2) = k(n) q Log a
Preuve : Il suffit de faire ‘p = 1 dans le corollaire précédent. 7

Z
qui est précisément la borne inférieure.

On peut exprimer ce corollaire de la maniére suivante. Si pour n donné,

Il est évident qu'il y a une infinité d'arbres réguliers verifiant les ona:

conditions de ce thécréme. I1 y a donc une infinité de veleurs de n fo)
a . g(a)

pour lesquelles C(n) est égal A la bonne inférieure. I1 semble donc (22) of a ¢ Min tea
2sden

que cette borne constitue une bonne approximation de C(n). Malheureusenent

ces valeurs de n peuvent tre trés espacées et,entre ces valeurs, 7 . . . To
r oe . : alors l'arbre plat de degvé n est optimal. Si l'inégalité est stricte,

C(n) peut s'éloigner infiniment de 1 borne inférieure. I] en est de n& Ht cat . . ve
cet arbre plat est i'unique atbre optimal. Il en résulte la proposition

en ce qui conceme la forme des arbres : il n'y a pas de régles simples 4 .
Suivante :

formation des arbres entre ces valeurs de n.

Nous allons maintenant examiner certains arbres optimaux particuliers. Proposition 2: $i la fonction @(n) / Logn est décroissante, alors

les arbres plat sont optimaux quel que soit net leur

Gorollaire 2: Tout arbre d-parfait & d? fevilles est optimal si d est . — . ;
ane 5 coft est égal 4 la borne inférieure. Si la décroissance est

un degré-limite pour d’. Son cott est égal 4 la borne .
2 stricte, les arbres plats sont seuls optimaux.

inférieure. Si d est l'unique degré-limite pour d?, alors

t arb t luni > timal a d? feuilles.
Get arbre est Pounique arbre optimal aa sews 2.4, CLASSIFICATION DES FONCTIONS DE cour HYPOTHESE DU DEGRE-LIMITE

Preuve : La premiére partie de l'énoncé découle directement du théoréme . . ts
Preuve Nous allons classer les fonctions de colt en quatre catégories incluses
précédent, les arbres parfaits étant des arbres réguliers particuliers. 7 2

l'une dans l'autre :

Mont rons la deuxiéme partie. Supposons que d est l'unique degré-limite

pour a. Considérons un arbre T optimal 2 d? feuilles. Son coft est . .
1) Fonctions de coiit quelconque

égal 4 la borne inférieure. D'aprés la proposition |, les termes 4, (v) Se ee
2) Fonctions de cot bornées inféricurement : ce sont les fonctions telles

et Ao(v) sont donc nels pour chaque noeud v de T. : a ata eh. a 7
que kg n'est pas nul (voir définition 2). Le colt optimal est alors

borné inférieurement par :

C{n) > ko n Log n



- 38 -
a 59 -~

3) Fonetions de cotit possédant un degré-limite : ce sont les fonctions
i : a D'aprés le corollaire 3, le seul i i

telles que ky est atteint pour un ensemble of d'entiers appelés p > arbre optimal ayant a feuvilles est
7 L'arbre t 3; on adoncacd_.

degré -limites : : Bias max By

| Pour les trois premiéres catégories, i i iti é ikg _ Pee oie aed Pp g » Ll existe ue condition nécessaire

g et suffisante simple les caractérisant. Pour les fonctions de cofit a

degré borné, il y a bien sir la condition nécessaire et suffisante de

4) Fonctions de cofit possédant un degré maximum i
° = définition. Mais cette condition n'est pas simple ! I] existe une

. . . . . condition nécessaire simple, celle de posséder un degré-limite, ce qui

Nous représentons les inclusions de ces quatre catégorles sur le schéma Paes P g ’ q

. peut s'@crire
sulvant ¢

cas géndral (a) (n)
(3 a)C Vn) Log a < teats

Il existe également une condition suffisante simple, celle du corollaire

1.4:

“A. 9a) Pn)(da) €36>0)( 3N)(V n2N) to Dae i

A cause de la constante « , on n'a pas de condition nécessaire et suffisante

simple.

Les deux premiéres inclusions sont évidentes. Reste 4 montrer que

2.4.1. FONCTIONS DE COUT LOGARITHMIQUES

Proposition 3 : Une fonction de colt ayant un degré maximum posséde

aussi un degré-limite. Si a designe le ‘plus petit Que se passe-t-il si gla) /Log n est constant ? Si cette

degré-limite, on a: a<d fonction est décroissante, il n'y a pas de degré-limite et done pas

de degré maximum, et que si elle est croissante, il y a un degré maximum

Preuve : I] suffit de montrer qu'une fonction n'ayant pas de degré~limite (voir corollaire 1.5). Si cette fonction est constante, on a la situation

8@*

ne posséde pas non plus de degré maximum. D'aprés la définition 3, intermédiaire ; la fonction de cofit a un degré-limite, mais pas de

une telle fonction vérifie : i degré maximum.

(Ww) (an =) tad < Min a) : Fn effet, tous les degrés sont des degré -limites dans ce cas, puisque
og 2 Qeden “8 |

s. Vn kp = p(n) / Log a

Diaprés le corollaire 3, les seuls arbres optimaux pour. les valeurs de j

n vérifiant L'inégalité ci-dessus sont les arbres plats. Leur degré

au sonmet @tant précisément n, il en résulte que la fonction de coitt

né posséde pas de degré maximum.

———
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On en déduit facilement que tous les arbres plats sont optimaux puisque

leurs cofits sont égaux 4 la borne inférieure ko n Log n. En fait,

tous les arbres réguliers sont optimaux, d'aprés le théoréme 3.

Pour n donné, il y @ autant d'arbres réguliers optimaux que de

factorisations possibles de n. Si n est premier, le seul arbre optimal

est done l'arbre plat. La fonction de coit ne posséde donc pas de

degré maximum.

2.4.2. HYPOTHESE DU DEGRE-LIMITE

Du point de vue théorique et du point de vue pratique, les seules

fonetions de cott intéressantes sont celles qui possédent un degré

maximum. Du point de vue théorique, les résultats montrés jusqu'ici

sont valables dans le cas général. Mais il est difficile d'aller plus

loin pour les fonctions de cofit 4 degré non borné : les arbres plats étant

seuls optimaux pour une infinité de valeurs de a, il n'est pas possible

de trouver des régularités pour les arbres optimaux. Dans ce cas, le seul |

algorithme de recherche des arbres optimaux est l'algorithme en O(n? Log a

C'est pourquoi les résultats concernent maintenant principalement

les fonctions de cotit 4 degré maximum. Cependant, le chapitre suivant

s'applique également si l'on suppose seulement l'existence d'un

degré-limite. Pour l'instant, nous supposons donc un degré-limite et

ferons l'hypothése du degré maximum aux chapitres 4, 5 et 6.

Nous allons d'abord appliquer les résultats précédents quand il y a un

de gré-limi te.
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2.5. PROPRIETES DU COUT OPTIMAL ET DES ARBRES OPTIMAUX S'IL Y A UN DEGRE-LIMITE

(23)

(24)

Proposition 4 :

(25)

(26)

(27)

Nous supposons donc dorénavant qu'il existe un ou plusieurs entierg,

appelés degrés-limites, qui minimisent (n)/Log n. Rappelons la

définition 3:

d32 Log d

= O(a . _P(d)Log a Log d pour d ed

4

oS désigne l'ensemble des degrés-limites et a le plus petit d'entre eux.

Les propriétés montrées aux paragraphes 2 et 3 s'appliquent et prennent

une forme plus simple.

2.5.1. BORNE INFERIEURE ET SUPERIEURE ~- FORME DE C(n)}

Si la fonction de cott posséde un degré-limite, on a:

k,n.Logn < C(n) <k n Logn + M(a) n

cca?) = k d? Log a pour dé

Rappelons que w& désigne l'ensemble des degrés-limites et
\

a le plus petit d'entre eux.

Preuve : Il suffit d'appliquer lesthéorémes 2 et 3 avec d = a en remarquant

que @(a)/Log a=k. ,

ZZ

Cette proposition montre que [k.n Log njest une bonne approximation de

C(n). En effet, d'aprés (26), la bore inférieure [«.n.Log n] ast atteinte

infiniment souvent. D'autre part, l'erreur relative commise en remplagant

C(m) par {kc n Log a] est @gale 4 ;:

= Log a

Log n
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L'erreur relative tend vers 0 avec n. On peut done considérer que

le cotit optimal C(n) est asymptotiquement égal a4 k,n,Log n.- La fonction C(n) est supérieure 4 la borne inférieure f(a) et inférieure= eee > oer a une constante prés 4. h(n). Notons que cette inégalité s'étend sans

Quelle est la forme de la courbe C(n) ? Nous savons qu'elle touche 4 difficulté aux réels, C(x) étant définie par interpolation linéaire

la bome inférieure aux points d'abscisses n = aP(p > 0). de C(n) (voir paragraphe 2.1,1).
o eetQue se passe-t-il entre ces points ? La courbe C(n) est inférieure, bien

stir, 4 la borne supérieure précédente. Mais il existe ue meilleure La fonction C(n) est~elle plus proche de h(n) ou Ye £ (n) 2

borne supérieure. Nous avons vu au lemme 1.2, que le cotit Him) d'un Nous verrons dans la suite que la plupart du temps C(n) s'éloigne

arbre a~équilibré 4 n feuilles de poids égaux et unitaires vérifie : infiniment de ces deux bornes quand n croft. Clest pourquoi nous

serons amenés 4 définir de meilleures bornes au chapitre suivant.og Pes 8
HG) g hi @) + K(a)

2.5.2. FORME DES ARBRES OPTIMAUX

La constante K(a) est définie en (1.42) ; la fonction h, (voir définition

de points du plan propriétés générales montrées plus haut se simplifient :

Proposition 5 : Tout arbre régulier est optimal si ses degrés sont des[ 2 £¢2?)| et [ Pt! se, caP*) |

t

}
'

\

1.17) est constituée par les segments de droite joignant les paires Dans le cas of la fonction de cotit possade un degré-limite, les

degrés-limites. Son cott est égal 4 la bome inférieure.

oti £ LO) est précisément la borne inférieure du théoréme précédent. |
Nous résumons cela sur le schéma suivan : Preuve : Il suffit d'appliquer le théoréme 3 en remarquant que les

degrés~limites sont valables pour tout n.

Donnons un exemple. Si Q (d) = d+ AG? avec :

| x 4 Log 3 - 3 Log 4

a |] o ~ Log 4 = Log 3
|

on verra que la fonction de cofit posséde deux degrés-limites, 3 et 4.

/ Dans ce cas, cette proposition indique que pour n = 3P 49, les arbres
f (x) =k xL ‘ m x. .at) * MOR réguliers de décomposition (3? Qty sont optimaux. Par exemple, les

; arbres réguliers suivants sont optimaux pour les valeurs de n indiquées

aes

FIGURE |
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Coroliaire 4 : Tout arbre d-parfait est optimal si dest un degré-limite.

Son cotit est égal A la borne inférieure. Si le degré-limite

est unique, alors cet arbre est L'unique arbre optimal.

Preuve : Cela découle du corollaire

\

i

Par exemple, si @(d) = d+ 0.5, on verra que la fonction de cotit

posséde un degré-limite unique égal 4 trois. Les arbres 3-parfaits sont
|

j

donc seuls optimaux pour n = 3° Cp > 0). |

2.6. EXEMPLE DES FONCTIONS DE COUT@(d) =d +A

Nous allons appliquer, les résultats précédents aux fonctions de cofit du

type gd) = d+}, off } est wm rée] positif ou nul.

2.6.1. DEGRE MAXIMUM

Examinons d'abord la fonction (x+k)/Log x . Quand A est positif ou nul,

elle possGde un seul minimum xéel Xo" Diaprés le corollaire 1.5, la fonct?

de cotit posséde donc un degré maximum. Par des méthodes combinatoires,

: VUILLEMIN et SCHLUMBERGER [2 ont montré qu'il est

= lin
ge!

égal a: oo

Be

degré-limité a

REN[ipo]!d
max
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Rappelons que la notation [x] désigne l'entier @gal ou immédiatement

supérieure au réel x. On trouve également la démonstration de ce

résultat dans KNUTH {C:3] 1D. 372, théoréme M). Le degré maximum est

done une fonction croissante de A. Pour A = 0, dax est égal 4 trois.

En minimisant la fonction réelle [x + (1+1/x) 14a) } » on voit que

d est approximativement égal 4 :max oC aPP tive m ga

(29) diax © (14a) + Qfl+a

2.6.2. DEGRE-LIMITE

Les fonctions de cofit du type @(d) = d+\ ont également un degré-limite

Le degré-limite

[x,]-
-

améme valeur

ear la fonction , (x+A)/Log x a un seul minimum réel X°

est donc généralement unique et gal, soit 4 |*]- soit

Il y a deux degrés-limites si la fonctions (x+A)/Log x

pour x = l=. | et x= [x,]- Ces valeurs étant consécutives, il ya

deux degré -limites, det dtl, si

en JC Me 1G caD
Log d Log dt}

ce qui implique :

. = st!) Log d - d Log( dtl)
(30) A= (a) vd) = Log(d+i) - Log 4

On en deduit facilement que :

si w(d-l) <A < yd) alors ae=d

(ev) si r= wa) alors @ = {d,d+1}

Cela peut se traduire sur le schéma suivant :

{3,4} {4,5} {5,6} {d-1,d} {d,d+1}

> + 4 | 5 4 Lo, 4
| } { soeale as aye! SSt t i t += 5

(3) w(4) w(S) wtd-t) vd)
=Q.818... =2.212... 33.827
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(33)

(34)
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Un calcul simple montre que le minimum réel x, est solution de :

=x Log x_- x
0 ° oO

et que la valeur de la fonction (x+\)/Log x en x est précisémnt Xo

On en déduit que k est approximativement égal au degré-limite a.

Liégalité se produit quand :

A= a,Logan- a

Dans le cas général, on a évidemment :

ge = Geta i
~ Log a

2.6.3. CAS P(d) = d

D'aprés les résultats précédents, on a:

Dans ce cas, xnure ¢(13] > Théoréme L) a montré que les arbres

optimaux ont la forme suivante

soit p l'entier tel que : 3? «< nage!
construire un arbre 3-parfait de profondeur p

sin > 3P remplacer chaque feuille par un noeud terminal binaire : /\
jusqu'aé ce qu'il y ait n feuilles, ou bien 2.3" feuilles,

sin > 2.3", remplacer chaque noeud terminal binaire par un noeud

terminal ternaire, jusqu'd ce qu'on obtienne n feuilles.

Par exemple : \

si = 5, l'arbre optimal est :‘Ppa i

si n=7, l'arbre optimal est :

= @p=

On en déduit que le cofit optimal est donné par la formule suivante :

3P en < 2.3? C(n) = (3pt4)n - 4.3?

(35)

2.3P en < 3Pt! C(n) = (3p+5)n - 2,3°*!

On voit facilement que C(n) est une ligne brisée convexe dont les

points anguleux ont pour abscisses 3 ot 2,37 ;

ya

On peut remarquer que C(n) s'éloigne infiniment de £4) et h(n) pour

n= 2,3P ,

£,(2.3°) = 6p.3F + 6(Log,2) .3”

c(2.3P) = 6p.3P + 4.3?

Pye po, 9. 4?
hg (2.3?) 6p.3P + 3.3



2.6.4. CAS GENERAL =: @(d) = d+

Nous ne retrouvons pas les belles régularités du cas précédent.

Les arbres ont des formes irréguliéres, ainsi que les courbes C(n).

En particulier, la fonction C(n) n'est jamais convexe si \ >0, comme

nous le verrons au chapitre suivant. Nous indiquons ci-dessous quelques

arbres optimaux et leurs cofite pour gtd) = d+] et od) = d+0.5.

Cas @(d) = dt

On ad = 5 et le degré-limite est unique : a = 4
max

/\ /\ /\X
C(2) = 6 c(3) = 12 c(4) = 20

c(5) = 30 C(6) = 42 C(7) = 52

C(23) = 266

Gas pid) = dt0.5

On a ad = 4 et a= 3. Nous tracerons en 3.3. la courbe C(n)
max

et étudierons plus particuliérement ce cas.

/\ /\\ /KTM.
c(2) = 5 €(3) = 10.5 c(4) = 18

= tata i ines aaa mote Pour n =
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5, il y a3 arbres optimaux équivalents

JI—

KAY
C(6) = 36

c(9) = 63

C14) = 120

C{19) = 183.5

Ke AS)

KRY

C(5) = 27.5

KAY
C(7) = 45 C(8) = 54

cQil) = 85 C(12) = 96

C(16) = 144 c(18) = 17)

C(27) = 283.5

Nous constatons que les arbres 3-parfaits sont bien optimaux.

Remarquons que pour n = 16, L'arbre 4-parfait est optimal.

2.6.5. QUELQUES QUESTIONS

Bans les exemples précédents, les différences de profondeur des

feullles n'excédent jamais un. Tl est vrai qu'il s'agit seulement de

petites valeurs de n. Mais méme pour de grandes valeurs de n,

cette propriété reste vraie si 4= 0 ou A= 0.5.
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Par ailleurs, cette propriété semble une conséquence logique de la

proposition 1, 4 savoir que les arbres optimaux ont tendance 4

étre équilibrés. En fait, nous verrons que dans le cas général,

la différence des profondeurs n'est pas bornée : il existe des

fonctions @ pour lesquelles cette différence croft infiniment

avec le nombre de feuilles (voir chapitre 5). Il en est de méme

pour les différences de poids des sous-arbres principaux.

Une autre question se pose : la proposition | montre que les arbres

optimaux ont tendance 4 avoir pour degré les degré-limites. Mais

nous avons vu sur les exemples précédents que les degrés peuvent

étre différents des degré -limites. Par exemple, pour (a) = d+0.5,

on peut montrer que le seul arbre optimal 4 16 feuilles est 1'arbre

4-parfait de profondeur 2. Or, le degré-limite est unique et égal a 3

dans ce cas.

Nous verrons aux chapitres 4 et 5 que les arbres ont pour degré au

sommet le (ou les) degré -limite(s) seulement 4 partir d'un certain

rang.

cmey meni i a
(1)

(2)

(3)

CHAPITRE 3

ETUDE DE L'ENVELOPPE CONVEXE DU COUT OPTIMAL C(n)

Nous supposons 4 partir de maintenant que la fonction de coft

posséde un degré-limite, c'est-a-dire qu'il existe des entiers,

on) /Log ni:appelés degré -limites, minimisant

= LD © Gln)
pour dé Log d~ Log n

Nous avons montré au chapitre précédent (proposition 2.4) qu'avec

cette hypothése, le coat optimal C(n) est encadré par

k n Log n < C(n) < k a Log n+ @ (a) n

ot a désigne le plus petit degré-limite. Nous en avons déduit des

indications sur la forme des arbres optimaux par la méthode suivante

chaque fois que l'on peut construire un arbre 4 n feuilles de coiit

k.n,Log n, alors cet arbre est optimal d'aprés la formule (2).

Nous allons étudier dans ce chapitre une nouvelle minoration convexe

E(n) de C(n), qui est meilleure que la fone tion conve xe [ k an Log n].
La fonction E(n) est plus difficile 4 calculer mais donne des indications

plus précises sur la forwe des arbres optimaux. Nous montrons également

que,dans un certains sens, les fonctions C et E sont asymptotiquement

égales.

Dans la suite, nous poserons :

G(x) = k x Log x
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3.1. DEFINITION ET PROPRIETES DE L'ENVELOPPE CONVEXE E

Nous appelons poche p, ou ®, (p entier, p > 0) 1'intervalll

p pttréel [a >a . Si nest un entier positif, nous appelons)
; +1

poche de n l'intervalle P, tel que neP, et nf aPTM’,

Dans la suite, nous noterons 6,00) la partie de C(x) définie sur L'inter~

valle B +

ion 2: Nous appelons E, (x) la fonction réelle définie sur P,

de la maniére suivante :

= considérons 1'enveloppe convexe des points P(n) du

plan d'abscisse n et d'ordonnée C(n), of n est un

entier de la poche p.

- E, est la ligne brisée convexe constituée par la

partie de l'enveloppe convexe située sous le segment

pty

FIGURE |

a

‘m=

Lemme | : (i) Les points anguleux de E, ont une abscisse entizre

(4)

(5)

(6)

Définition 3:

et ona Ete) = Cle)

‘nGi) Ma: G(x) «< EG < C(x) pour x réel er,

GaP) = BaP) = C(aP)

ocaP*l) = ecaP*!y = ccaP*!y

reuve : La proposition (i) découle de la définition de E,.

D'aprés la proposition 2.4, les fonctions G et C sont égales en aP

et aP*! 5 on en déduit (5) et! (6).

Montrons 1a formule (4). D'apras la définition de E , sin est entier,

on a £,(n) ¢ C(n). Entre les valeurs enti@res, £, et © sont des segments

de droite ; on a donc E (x) ¢ C(x) pour x réel. Il reste 2 montrer que

GO) ¢ E,(0). Sie est L'abscisse d'un point anguleux de E,, on a

Be) = Cle) d'aprés (i). D'aprés 1a proposition 2.4, on en déduit

que E(e) > Gle). Entre les points anguleux, E, est un segment de droite

et Gest convexe ; on a donc E(x) < C(x) pour x réel quelconque de 1a

poche p.

Nous sommes maintenant en mesure de définir l1'enveloppe convexe E de C.

Nous appelons enveloppe B de G la fonction définie

sur les réels plus grands ou égaux 4 | par réunion des

fonctions E (p30). Plus précisément si x€P, alors

E(x) = E(x).(x) pf )

ptl
Cette définition a un sens puisque E et E.,, sont égales en a?! qui

est l'intersection de ieurs domaines de définition y et Poel

Proposition 1: (i) E est convexe

(ii) Les points anguleux de E ont une abscisse entiére

e,et on at E(e) = C(e)

a (ii) On a: G(x) < E(x) < C(x)

GCaP) = E(aP) = C(a®) p entier, p >0
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g.
pal +

(8) (iii) Sin= If 4, ~ avec ded et £4; EN

alors n est l'abscisse d'un point anguleux

et on a G(n) = E(n) = C{n).

a . f

Preuve : Les propositions (ti) et (iii) résultent du lemme 1. Pour (i),

les fonctions E_ sont convexes 4 l'intérieur de leurs domaines de
P

2 “ : ne

définition, il reste 4 montrer la convexité aux "points de raccordement

a?, Appelons x! la pente du dernier segment de er et &£" la pente

du premier segment de EO Il faut montrer que :

ate 2"

Appelons 2 la pente de la tangente 4 la fonetion G en a.

tangente 4 Gen aP

1 2 i a 3 Pp im os . e >
Diune part, &, r et foot sont @gales en a’. D'autre part, Ey et Be

sont plus grandes ou égales 4 la fonction G qui est convexe. I1

en résulte que

g'< gp < gr

a rt eh er ert ree ae
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pbL'inégalité 2’ < 2" tant stricte, les entiers a” sont des abscisses

de points anguleux de E.

Montrons (iiii). D'aprés la proposition 2.5, l'arbre régulier &

n feuilles de décomposition (a4, ...,4,%2) est optimal et son coit

vérifie

C(n) = G(n).

Par un raisonnement analogue. au précédent, on en déduit que n est

l'abscisse d'un point anguleux de E.

Définition 4: Nous appelons arbres correspondant aux points anguleux de E

les arbres optimaux dont le poids est l'’abscisse d'un point

anguleux.

D'aprés la proposition précédente, le cofit de ces arbres est égal & E(n), 0

nest leur nombre de feuilles. Nous examinons dans la suite la forme de

ces arbres.

On peut faire une premiére constatation : d'aprés la proposition précé-

dente, les arbres réguliers dont les degrés sont les degré -limites corres-

pondent 4 des points anguleux.

Nous verrons au paragraphe suivant qu'il existe d'autres arbres corres—

pondant aux points anguleux de E. Nous montrons d'abord que E posséde la

propriété suivante :

Proposition 2 : (Gi) Pour tous x et x; réels et d entier vérifiant

Z x, = x X, x; 2 ! d%2

lied

On a:

E(x) <$ @(d)x + x E(x, )
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(ii) Pour tous x réel et d entier vérifiant

x/d > 1 a iy 2

On a:

(10) E(x) < @(d)x + d_E(x/d)

Preuve : La fonction E étant convexe, (i) résulte de (ii). Montrons

donc la proposition (ii). Appelons e, et @ les abscissem des points

anguleux les plus proches de x/d (e,< x/d < e,) et posons ¢

(11) x/d = ae, + , ey avec y+ a, =]

La fonction E €étant un segment de droite entre e, et e,, on a?

(12) E(x/d) = a E(e,) + o Bes)

D'autre part, la fonction E étant convexe, on a:

(13) E(x) < a, E(d e)) + ay E(d eo)

D'aprés la proposition précédente, on a E(d e,)) < C(d e,)-

Diaprés la définition de C, on a: C(d e,) <d e, gtd) + d(e,).

Comme e est l'abscisse d'un point anguleux, on a cle ,) = E(e)) d'aprés

ta proposition précédente. En combinant ces farmules, on obtient :

E(d e@)) <d e; old) +d E(e,)

On montre de méme que :

E(de,) < d egg (d) + d Ele,)

En combinant ces deux derniéres inégalités avec l'inégalité (13),

on obtient :

E(x) < o(d).x +4 [«, Ele) + G ECe,) |

<r re
apes
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D'aprés l'égalité (12), on a bien :

E(x) < @(d) x + d. E(x/d)} "2
Le

On peut remarquer que les trois fonctions C, G et E vérifient :

a(x) < old) xt 2X g(x.)
I<isd

avec les mémes conditions que dans la proposition 2.(i). Si l'on impose

l'égalité pour certains x et x; entiers, on obtient la définition de C.

Si l'on impose que g est convexe, on obtient des bornes inférieures

de C, comme G et E, mais il n'y a plus en général d'entiers assurant

l'égalité. En ce qui concerne la fonction G, l'égalité est assurée pour

d= aet x = x/d. (voir lemme 2(iiii) au paragraphe 5). Nous étudions

plus en détail les fonctions g de ce type au chapitre 6.

3.2. FORME DES ARBRES OPTIMAUX CORRESPONDANT AUX POINTS ANGULEUX DEE

De méme que G, la fonction E est ume fonction minorante convexe de C.

Comme au chapitre précédent, nous examinons maintenant la forme des

arbres optimaux quand C = E, c'est-&-dire aux points anguleux.

Théoréme 4: (i) Dans un arbre optimal correspondant a un point

anguleux de E, tous les sous-arbres correspondent a

un point anguleux et les fils d'un méme noeud de

l'arbre ont tous méme poids.

(ii) A un point anguleux correspond au moins un arbre

régulier optimal.

Preuve de (i) : Soient n l'abscisse d'm point anguleux et T un arbre

optimal correspondant. Appelons d son degré au sommet et Drees ohG

les poids de ses sous-arbres principaux. Pour montrer (i), il suffic

de montrer que :

(14) Ap Foe SF ong = n/d

(15) n/d est l'abscisse d'un point anguleux.
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En effet, d'aprés (15), les sous-arbres principaux correspondent eux-méng La fonction E étant convexe et n étant un point anguleux de E,

a des points anguleux. Ils possédent donc eux-mémes les propriétés (14 etl cette demiére égalité n'est possible que si n = dn, . On a done

En continuant ainsi, on montre bien (i). bien a, = n/d. Montrons maintenant (15)

Montrons d'abord (14) : }
n/d est l'abscisse d'un point anguleux.

Les sous~arbres principaux ont tous méme poids n/d. j Appelons @, et e, les abscisses des points anguleux les plus proches

b de n/d (e, <n/d< @o 5 ey Ff ey). Posons :
: |

L'arbre T tant optimal, on a:

wa> BB) op e5 ty Suey t 6,30 a 20
C(n) = p(d)n + taca C(n;) i

si¢ s oe

' D'aprés la proposition 2, on a:

Comme C » E, on en déduit :
'

E(n) > @(d)n + d E(n/d)

(16) Cn) > P(d)n + 2 E(a,)
l<isd | ,

} Comme E est une droite entre e) et Cos on a: E(n/d) = a E(e,) + aE (eo).

Diautre part, d'aprés la proposition 2, on ai |

| bead Sale Zpnk 1% a z
B(d.n,) < la) a a, + a.E(n,) L'inégalité précédente peut donc s‘écrire :

Si l'on ajoute ces inégalités membre 4 membre pour I<i<d, on obtient | E(n) 2 af e, (4d) + a.ee,)| + wpa e, gp(dp +d z(e,)|

| ov, Af
(17) o(d) an + 2 E(ns) 2G = wd n;) D'aprés la proposition 2, chacun des termes entre crochets est supérieur

€i< <i mn 5 a a
ibis ened ou égal 4 E(d e)) et E(d ey) respectivement. D'ou :

D'aprés la convexité de E, on a:

E(n) 2 cy E(d e,) + ty E(d ey)

(18) q »% Blan) > E{n)
<ied ya : :laie La fonction E étant convexe et n @étant un point anguleux de E, cette

On déduit des inégalités (16), (17) et (18) que : derniére égalité n'est possible que si &, OU ay est nul, c'est-d-dire

si n/d est confondu avec @, OU ey. Dans les deux cas, n/d est um point.

C(n) >t » Ed ns) > Etn) point anguleux de E.
l<isd

Comme n est un point anguleux, on a E(n) = C(n) 3; on déduit que: Preuve de (ii) : La démonstration sefalt par récurrence sur n.

C'est trivlal pourn = 1, L'arbre étant réduit 4 un point

E(n) = L » Ed n;) Considérons maintenant un arbre optimal T correspondant 4 un point

lsi<d anguleux d'abscisse n. D'aprés (i), ses sous-arbres principaux

ont tous m@m poids et correspondent 4 un méme point anguleux

de E.



WA

Par hypothése de récurrence, 4 ce point anguleux correspond au moins

7 4 7 7 soe Fonctions E-+—-—--
un arbre optimal régulier. Si nous remplacgons les sus-arbres principaux

de T par cet arbre régulier, nous obtenons un arbre régulier de méme

cofit que T, done optimal pour a. :
Z

Notons qu'a un méme point anguleux peuvent correspondre des arbres

réguliers de décomposition différentes. Dans la suite, nous dirons

souvent "décomposition d'un point anguleux" au lieu de “décomposition

d'un arbre régulier correspondant 4 un point anguleux".

D’aprés la proposition |.(iiii), les arbre réguliers dont les degrés

sont des degré-limites correspondent a des points anguleux de E. Le ;
a oe BF eqs : j

théoréme précédent met en évidence d'autres arbres réguliers corresponds

4 des points anguleux, comme nous le verrons sur l'’exemple du paragraphe

suivant.

}

; ; . |
Corollaire 1 : Si le degré d figure dans une décomposition d'un |

ee |
point anguleux d'abscisse n, alors : |

(19) E(n) = @(d)n + d E(n/d)

(20) C(n) = @(d)n + d C(n/d)
%

‘Preuve : Considérons l'arbre régulier correspondant 4 cette décompositill

Par hypothése, & une certaine profondeur, tous les noeuds de l'arbre

ont degré d. Par filtrages successifs, on peut construire un arbre

régulier de degré au sommet d. Le filtrage ne changeant pas le cofit

(proposition 1.2), cet arbre régulier est optimal. On en déduit (20).

Diaprés le théoréme précédent, on a C{n/d) = E(n/d) 3 on en déduit (19),

puisque C(n) = E(n) par hypothése. a)

3.3. EXEMPLE DE LA FONCTION DE cour @(d) = d+0.5

Nous avons représenté sur la figure 3, les fonctions C, E et G dans le t
x 9 (8) = a#0.5. Nous avons déj& étudié ce cas en 2.6.4. et donné la zl Ce dessin ne respecte pas les Gchelles . Pour des raisons de présentation,

1? Ey et Eo. Nous avons entouré les

abscisses des points anguleux de E et indiqué les pentes des segments de

. : | nous avons repré é séparé

et le coat des arbres optimaux pour quelques valeurs de n. Rappelons qv) 8 représenté séparément E|, E

a=3 4 ax = 4 k = 3.5/Log 3
droite de C.
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Chaque fois que E et C sont confondues (par exemple sur L'intervalle La réponse est oui : nous montrerons au chapitre suivant que si la

[27,48]), nous n'avong pas tracé de pointillés. fonction de coft a un seul degré-limite, les fonctions E, se déduisent

L'une de l'autre par des transformations de ce type & partir d'un certain

Nous indiquons dans le tableau ci-dessous l'abscisse des points anguleuy: rang.

ainsi que la décomposition et le cot des arbres véguliers correspondant
3.4. CALCUL DE L'ENVELOPPE CONVEXE

n = abscisses des . . Coit optimal C{n) = E(n) ; oo .
points: engulleux Décomposition Nous allons donner des indications facilitant le calcul

de L'enveloppe convexe E,

1 5 0 i
> a1 ! 5 Proposition 3: Pour calculer,l'enveloppe éonvexe, il suffit de se

j 31 10.5 limiter aux arbres réguliers. Plus précisément :

4 4l i8 | E est l'enveloppe convexe de C', ot C'(n) minimise le

9 32 63 cotit des arbres réguliera n feuilles.

i
12 3,4 96
16 4% 144

mn 33 293.5 Preuve : Appelons E' l'enveloppe convexe de C' et montrons que

36 32,4 414 E' = E. Par définition de C, on a C'’ 2» C ; on en déduit:

2 60048 34 (21) E'3E
81 34 1134

D'aprés le théoréme 4. (ii), A chaque point anguleux de E d'abscisse n

correspond un arbre régulier optimal. On a donc E(n) = C'(n) aux points

TABLEAU |
anguleux de E. Comm E' est L'enveloppe convexe de C', on en déduit :

Notons que 6 n'est pas l'abscisse d'un point anguleux, bien qu'on ait a aan

C(6) = E(6) 3; en effet, B est une droite sur Liintervalle {4,9].

é t t pas des abscisses de points anguleux. .
De méme 59 et 70 ne sont pas de P & On a done bien E = E', d'aprés (21) et (22). .

On peut remarquer que les abscisses des points anguleux de Ey se 
Y,

déduisent de celles de Eo par une multiplication par 3. Un examen 1 L . . .
La proposition suivante va restreindre la classe des arbres réguliers

lus fin montre que : = .
P & examiner pour calculer L'enveloppe convexe

E =@(3)x + 3.E 3 se ° t308 g (3) gal ) £ Proposition 4 : Les décompositions (4, "renal,

timaux obéissent 4 la régle suivante : si qd; n'est pas un

ry des arbres réguliers op-

On peut se demander si Ey ne se déduit pas de Ey par la méme transforma! 
_—- ‘

degré-limite alors Ae est borm@ par une constante LQ.)

(23) Ld.) = Gla)
Q (4d, J-k. Log 4.
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avec l< xX < aP

Preuve : Appelons a le poids de l'arbre régulier optimal. Son cofit . 2< d; s d ax

stécrit : O< ae < (4, ) (104;) de la proposition 4)

d; et A; entiers

C(n)= n & &..9(4,)
3 i i

l<i<t

. Preuve : Il suffit d'appliquer la proposition 3 avec les restrictions

D'aprés la proposition 2.4, on a: } des propositions 4 et 5. ,
B. Z

C(n) < kn Log n+ @(a) a F Dans le cas of il y a un seul degré-limite, nous verrons au chapitre 4,

une méthode plus rapide permettant de calculer E en temps fini sur [1 ye [
ce qui s'écrit :

5

}
| 3.5. FORME ASYMPTOTIQUE DU COUT OPTIMAL ET DE L'ENVELOPPE CONVEXE

n 2 8, g (d;) « kn z he Log d, + pCa) n j
igiet + Ieist '

\ Nous avons vu au chapitre précédent que la fonction G(x) = k x Log x

soit : } est asymptotiquement égale 4 C. La fonction E est une meilleure appro-

x as [oca,) - k Log a; | < la) t ximation de C puisque l'on aG<E< C.
sist }

Nous allons donner une méthode permettant de comparer asymptotiquement

D'aprés la définition de k, les termes entre crochets sont positifs ces trois fonctions et montrer que les trans forwées & et e de Eet c

sid. n'est pas un degré-limite. On en déduit Re < L(d;)- sont asymptotiquement égales.
i

Lh

|
Proposition 5 : Si la fonction de coft a un degré maximum q ax? | 3.5.1. DEFINITION ET PROPRIETES DES TRANFORMEES & et E

& chaque point anguleux correspond au moins un arbre ,

régulier dont tous les degrés sont plus petits ou égaux | On a vu sur L'exemple du paragraphe 3 que E, se déduit de Ey par la

ad : . transformation :
max

Preuve : Il suffit de refaire la preuve de la proposition (ii) du chéoel E, (x) = Plax + aE, (x/a) agee a = 5,
4 en choisissant 4 chaque fois un arbre optimal de degré au sommet infé-|

i é a : ' Cette transformation “raméne" une fonetion définie sur l'intervalle P, 4vieur ou égal a qiax' " ch “ | ,

une fonction définie sur Pa. On peut définir aussi la transformation
. . . . . 

e a rf a te ge tr tt ce i

Corollai re 23 Si la fonction de cofit posséde un degré maximum, on peut inverse qui fait passer de Py a Poe L'idée Bap ve Fanencr ainsi on et E,

calculer l'enveloppe convexe E sur [12 | de la maniére définies sur l'intervalle P_ 4 des fonctions 5 et cy définies
Sakzente F sur P| = [1,a]. Ceci afin de pouvoir comparer Gs et a quand p varie.

Clest pourquoi nous définissons la transformation suivante

trouver l'enveloppe convexe inférieure des points

(1,0) OY) x= dy Na wee eat
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Définition 5 : Nous appélons # 1a transformation linéaire définie
par la matrice suivante : : (ii) Si p est un entier relatif quelconque, on a :;

f
;

a 6 1 P 1 0

(24) € . : @ =
a.@(a) a 4 P@ (a) 1

t 28 - P 4Nous poserons : r (28) 4 = aby Coouy = a(p plax R y)

&

} P B
29 ' - = P tL

FO e|° (29) G, Gay") - Cy uy) = aPlyt-y)

- | p P
L05y) y (30) y< y'=> Epoy) ¢ E'tx,y')

t

c'est-a-dire : } (iii) Si £ est convexe, @(£) est convexe
i

{ g

(25) f(x) £ oe (ilii) La fonction G(x) = k x Log x est invariante par :

'

(26) Cy Ouy) & a p(a) xtay Preuve : IT] suffit de vérifier par un calcul simple. YW

'

Si @& désigne un ensemble de points du plan, nous '
: . Nous allons maintenant "ramener'’ C_ et E a

noterons LH) l'ensemble des points transform& par t n n P © p anh Er eee ¥y
En particulier : j 5 v

| bDéfinition H N dé fini 1 a ées'! E

- $i I est un intervalle réei[2,2'], nous noterons %1) ———SS se Ste eases Se eee p er e de Bet ¢
: z ; de la maniére suivante :

l'intervalle trans formé [az, aa'] ‘

—~ Si f est une fonction définie sur I, nous appelons ' e ¢?

£. . a 4 = (c_)
(£) la fonction dé@finie sur C(I). Pp p

Plus précisément : ; -p
& #6 (E

(27) x € UT) €(£)(~) = E(xia, £(x/a)} p »”

5 . et t di f ti é Ti
Lemme 2 : Gi) La transformation C aah inversible : € v, sont des fonctions réelles sur l’intervalle [1a]

On a donc:

é' Ifa 0 E eae

2 (31) E00 = Peo = px. pla)
a

-glajia I/a
C_CaPx)

(32) C@ = Pam = pix. 96a)
a
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(34)
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et inversement :

BA(n) = a Ewala?) + p ngla)

c(n) = a? © (n/a) + p pla)
P P

Comme C est définie sur les réels par interpolation linéaire 
entre ;

les entiers, il en résulte que &, est une ligne brisée consti
tuee

£ n ntl

de segments de droite sur les intervalles is ’ a 5 |
+] a a

(n et nti [a?, 2? ie
Tl en est de méme pour é.:
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D'aprés la définition du cott optimal et la formule (2.2), le terme

< €.
P

ptt

entre crochets est positif ou nul. On a donc bien Coat

On montrerait de wéme, A l'aide de 1a formule (10), que @ €<€,

3.5.2. EGALITE ASYMPTOTIQUE DE e, ET &

Nous voulons montrer que & et z convergent vers une mme fonction e ;

généralement différente de G. L'égalité asymptotique de C et E est

done plus forte que L'égalité asymptotique entre C et G que nous avons

mise en @vidence au chapitre précédent (voir 2.5.1).

'

Nous avons besoin, dans ce but, d'une majoration simple de C(n). Pour

cela, nous allons construire un arbre 4 n fevilles qui n'est pasLe lemme suivant va nous permettre de comparer les fonctions o & ey ’
| forcémemt optimal mais dont le cotit est facile 4 calculer. Cette

Lemme 3: G) ? (x) » Eco > G(x) = k x Log x i majoration nous sera utile au chapitre suivant.

> . : pitl ' :
(Gi) E40) = Ea) = G(1) = 0 Definition 7 : Sin? a (p' entier 2 0), nous appelons ae)

l'arbre Au feuilles suivant : soit p la poche de

+] Ee >

f(a) =& (a) = Gla) =k 2 Log a aC ah cnc ah ). Par définition, on a p > p'.
y P } Posons m= n/aP P .

(iii) é est conve xe On ame Eat Appelons e,; et & les abscisses des

P points anguleux de E_, les plus proches de m Ce, gm< &n)+
yaw ant _ p-p' pee

Gb) boas Z E BE Eat <f, Par définition, (n a *e)) est positif. Saget one qetr

P le quotient et le reste de la division de (n - ae P e))

iti i ii iii) découl ctiverent paw EX ~ ey)
Preuve : Les propositions (i), Gi) et (iii) découlent respe

de (iii), Gili), et (i) de la proposition |. Montrons (iiii). (35) a PP e, = (e =2.0m * & rire
i 271 2 i

Calculons 0, - Boy Mastete %
+ |

Cm- Ew. = +(e" x pla) + a,C(aPx) - CaP” Los
p / ptl ny 

b, ap P -~qrd

. ; 36 by =
Posons y = atl s on én déduit : (36) 274

ni'=e +r

j 7Fo - Con 9 =i? (a) + a C(y/a) ow|



L' arbre Ryn) a la forme suivante :

1) Jusqu'a la profondeur (p-p'-1) comprise, tous les noeuds ont degré 2.

-p! .

2) Ala profondeur p~p', il y a a P noeuds qui ont les poids suivants jj

b, noeuds engendrant L'arbre optimal de poids e,

by noeuds engendraat L'arbre optimal de poids &

1 noeud engendrant L'arbre optimal de poids

L'arbre Ry (n) peut étre représenté de la maniére suivante :

-— profondeur p-p'

La définition est cohérente : il suffit de vérifier que :

b, 20 by 20

(37) PP ab tb tl

n= pe) t bg ep tO

nt

Lemme 4 : Avee les notations de 1a aéfinition 7 (m= n/aP"P'), on a:

(38) Bla, .«=9) = (pp) p(a)n + by E(e,) + by E(e,) + C(a')

ppt
9) t(acm) = GL (mem) = etn!) - Bea")

Preuve : Pour obtenir (38), il suffit de calculer le cofit de .1’arbre

en remarquant que E et C sont égales aux points anguleux e, et e,.

Pour obtenix (39), calculons d'abord E(m). D'aprés (37), on a?

= pr 'm= a Peer + boe2 #2]

Comme E est une droite entre e, et e,, on en déduit :

40) aca = PP [by e¢e,) + by Ble,) + Btn")]

Or, d'aprés (28), on a:

pp" aq!
aD et, (=.B(m) = aP? [cero cen + ecm]

Diaprés (40) et (41), ona:

p-pt
(42) ey (,2() = (pp) Ga) n+ b, Ele,) + by Eley) + E(a!

En soustrayant membre 4 menbre les égalités (38) et (42), on obtient

bien la formule (39)

Si f et g sont deux fonctions réelles définies sur unDéfinition 8

mme intervalle I, nous noterons |f-g| leur différence

maximum

[fel = Mex [:9-g60]
x€L

Lemme 5 : ona: |CCE2)| = [fal a?

Preuve : Cela découle de la formule (29)-



Lemme 6 : Si pet p!

Vérifiant p> p', alors

\€,- La <

Preuve : Clest éviaent si p = p'. Supposons done p > P'. Soit ner,Comme G(n) < ((n) < & Ria) » on déduit du lemme 4 que :

sont deux entiers Positifs ou nuls J
:

(43) e¢a) -¢,° ‘(exta)« Clat) ~ B(n')
of n! est l'entie 

' inici
de P\, de'la définition 7, et m= a/aPmP!On montmere que le prenier nenbre de L'inégalité (43) vaut ;

et que le deuxiadme membre de (43) est égal a

}

|

|
P [, cara) s E.(a/e)|

}

a’ [2,.c0°70?") - Etna?) | |

f

On déduit done de (43) que :

FeasaPy ~ P “i7p (n/at) Es (nla ds ab? [e, r(ar/aP'y ~ é, (atfaP |
{

D'aprés la définition 8, oa;

Coutatyak') - tyaP'Env(ntsaP'y [em il

Conme e, et e 1 Sone des segments de droite sur les interval le:net att erp oe on en déduit bien ; 
.

| a | < BrelaPoP
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Nous somes maintenant en mesure de montrer que et é, convergent

vers la méme limite :

&, et © convergent uniformément vers la mim limite ©.

ia comet on € est continue, bornée, convexe, et vérifie :

(44) E(x) > G(x) =k x Log x

(45) €q) = 61) = 0

(46) Ea) = Ga) = 2.9 (o

Preuve : D'aprés le lemme 3, si x est fixé, & (x) est décroissant avec p

et borné inférieurement par G(x). La suite oo tend done vers une

limite B(x) » G(x). Les fonctions continues &, sont done bornées

inférieurement par G et convergent en décroissant sur l'intervalle fermé

[ta]. La convergence est done uniforme sur cet intervalle et la fonction

Gest continue, bornée, supérieure ou égale a G.

De la néme mani@re, C converge unifornément vers une fonction © continue,
bornée, supérieure ou égale a G.

Les fonctions & étant convexes, leur limite & est aussi convexe.
Les égalités (45) et (46) découlent du lemme 3. (ii).

Reste a montrer que & = €. comm &, > & (voir lemme 3.(i )),on en
Lael auefie) woke 40 GALLE que 1a disesteneedéduit que E> &.

Cette di fférence€(xo)- B00 peut etre rendue aussi petite que possible.

peut s'écrire :

a _f¢ _p tr _& 1(47) Boo - Foo = [ Beo- 600] «| 6 co- Eco]

+ [ E.. (x)- E(x) ]

p et p’ sont deux entiers vérifiant p > p' 2 0. D'aprés le lemme

précédent, on at

cas) E00 - Ei «



Si l'on choisit p et p’ suffisamment grands, le premier et le troisiém —

terme entre crochets peuvent @tre rendus aussi petits que possible.

D'aprés (48), pour rendre le deuxiéme terme aussi petit que possible,

il suffit que la différence (p-p') soit suffisamment grande. Finalement,

la différence # (x) - B(x) peut étre rendue aussi petite que possible.

On a done bien & = &. =
Z
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CHAPITRE 4

CAS OU IL Y¥ A UN SEUL DEGRE-LIMITE

Ce chapitre et le chapitre suivant sont consacrés 4 l'étude des

arbres optimaux 4 poids égaux quand la fonction de cofit est 4 degré

borné, c'est-a-dire quand il existe pour tout n un arbre optimal de

poids n dont les degrés sont au plus égaux 4a une constante dax'

Il faut distinguer deux cas, suivant que -la fonction

de cotit posséde un seul ou plusieurs degré -limites, c'est-a-dire

un ou plusieurs entiers vérifiant :

Eo < bo pour tout n.

Nous avons vu au chapitre précédent que les transformées 6, et &

du coft optimal C et de son enveloppe convexe E convergent vers la

méne limite ©. La convergence se fait de facon brés différente

suivant qu'il y a un seul ou plusieurs degré -limites. Dans le premier

cas, & = Fa partir d'un certain rang ; dans le deuxiéme cas, on a

€=6 (scx =k x Log x) - Il en résulte que les propriétés des
arbres optimaux sont trés différentes. En particulier, nous montrerons

que dans le premier cas, les arbres optimaux et leurs cofits sont

calculables en temps fini.

Nous étudierons au chapitre 5 le cas of il y a plusieurs degré -limites.

Dans ce chapitre, nous supposons done que la fonction de coiit poss&de

un degré maximum qx et un seul degré-limite a. En fait, les résultats

de ce chapitre restent valables s'il y a plusieurs degré -limites qui

sont des puissances entiéres d'un méme nombre entier. Les démonstrations

s'€tendent’ facilement 4 ce cas.



QQ)

(2)

(3)

Rappelons que :

G(n) ¢ E(n) < C(n} G(x) = k x Log x

Nous allons d'abord montrer que L'enveloppe convexe E a ume forme

yvéguliére 4 partir d'un certain rang, c'est~&-dire que la limite F des

trans formes é, de E est atteinte 4 partir d'un certain rang Py: Nous ep

déduirons un procédé de calcul de E en temps fini et montrerons que E

est une excellente approximation de C : en effet, C et E ne différent

que d'une constante. Nous donnerons également une heuristique quasi-

optimale qui calcule des arbres dont le coft ne différe du coft optimal

que d'une constante.

Au paragraphe 3, nous nous intéresserons aux degrés des arbres optimaux.

Nous avons vu au chapitre 2, que les arbres a-parfaits sont optimaux

et, plus généralement, que les arbres ont tendance 4 avoir pour degré le

degré-limite a. Le théoréme du degré-limite va préciser cette notion :

a partir d'un certain poids No, il existe toujours un arbre optimal dont

le degré au sommet est le degré-limite a. Clest ce qui justifie 1'expressi

“depré-limite".

Au paragraphe 5, nous mettrons en évidence des propriétés des arbres

optimaux qui nous permettrons de calculer leur forme et leur coiit

en temps fini.

Au paragraphe 6, nous verrons qu'il existe toujours des arbres optimaux

dont la différence de profondeur des feuilles est bornée par we const ent#

Mais, contrairement 4 lajconjecture de KNUTH ( fis], p. 377, Ex. 9),

cette borne n'est pas toujours égale 4 un. Autrement dit, il n'existe

pas toujours un arbre optimal dont la différence des profondeurs des

feuilles n'excéde pas un.

cpetkess

- 97 -

4.1. FORME ASYMPTOTIQUE DE E

Nous voulons montrer que les transformées & de E sont égales a

leur limite F a partir d'un certain rang p,+ Nous en dédui rons

qué les fonctions E_ sont réguliéres, c'est-a-dire qu'elles se

déduisent l'une de l'autre par une evmafhenadien® * (voir définition 3.5

La définition suivante va nous permettre d'établir des correspondances

entre les Es:
P

Définition 1 : Pour p et i entiers (p 2 0, i % 1), nous définissons

S . : le i-iéme segment de E
Pst _ P

e .ete'. : les abscisses des points anguleux qui
Pot Pst

sont les extrémités de i
,

tS i? le p-iéme intervalle de E_ ; c'est l'intervalle
’

réel I. = [« .,e? |
Pst | Pst Pot

rE -|= et -e .
Psl PB, Pyl

De {6 : l'équation de la dr@ite prolongeant a i
, >

Sin é€je ., e' .] , on dit que I. est l'intervalle
Pol Pst Pot

de n et que Sp zest le segment de n

Notons qu'on a toujours E(x) 2 a p> puisque E est convexe.
; :

4.1.1, REGULARITE DEE

Nous allons d'abord traiter le cas oti les seuls points anguleux

de E sont ceux d'abscisses a’.

Lemme 1 : Si & chaque point anguleux correspond au moins un

arbre régulier ayant un noeud de degré a, alors les

Bpoints anguleux ont pour abscisses a’ et l'enveloppe

convexe E est la fonction h,-



Théoréme 6 :

(4)
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Preuve : La fonction hy a été définie en 1.17 : elle est constituée

des segments joignants les points (2 cca?) et (P"', e¢aP*!) »)
(voir figure 2.1). Soit n l'abscisse d'un point anguleux. D' aprés

L'hypothése, il lui correspond au moins un arbre régulier ayant un

noeud de degré a. Par filtrages successifs, on peut transformer cet

atbre en un arbre régulier, également optimal, mais de degré au sonmet 4,

D'aprés le théoréme 4, les sous-arbres principaux ont tous méme poids

et correspondent eux-mmes 4 des points anguleux. On a donc n =a.n‘,

od n! est l'abscisse d'un point anguleux. En appliquant ce raisonnement

a n' et en continuant ainsi, on voit finalement que n = a’.
Z

A partir d'urecertaine poche p,, E, a méme forme que EPp Py D P

& une transformation @ prés. Plus précisément :

th
-é )

Vp>p

' -€ -€
Py

P, @st 1a poche contenant le point anguleux 4" abscisse

N, la plus grande de l'ensemble Pauivent : Pest 1'ense

ble des points anguleux pour lesquels tous les arbres

réguliers correspondents n'ont aucun noeud de degré al

Preuve : Si Pest réduit au seul point anguleux (1,0), alors,

a apri le lemme précédent, Lenveloppe convexe est La fonction h,.

On vérifie facilement que dans ce cas Ls =¢? (E,), et que pour Fue Ps
@.é. E,. La fonction E, est le segment de droite joignant les point

aro) et (a2 91a).

Dans le cas général, montrons d'abord que les abscisses des points

RP
anguleux de S° sont bornées. D'aprés 1a proposition 3.5, @ un point

anguleux de J? correspond toujours un arbre régulier de décomposition
Q L

¢ 1 % Vy(a, pees dy ), avec 2< dy < dees

de a. D'aprés la proposition 3.4, les abscisses des points anguleux

. Par hypothése, les d, sont différent

de ¥ sont done bornées par :
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Appelons done N, l'abscisse de Pa plus grande et p, 1a poche corres-

pondante.

Comparons és d’ abscisse
+1

et ‘, + Considérons un point anguleux de E

1@. Comme e >! p> ilexigte une décomposition de e comportant le degré a.

D'aprés le corollaire 3.1, e/a est donc 1'abscisse d'un point anguleux

de E et ona:

Be) = gla)e + aE, (e/a)

; e7 .
A chaque point anguleux de a 41 correspond done par un point

anguleux de E_ . On en déduit que les points anguleux de é, 4p sont

également des points anguleux de é,. Comme é, et é, 41 Sent des
1 1

lignes brisées convexes, on a donc :

a1 &

Mais, d'aprés le lemme 3.3, on a g as * » on en déduit que
1€3 i &,. On montrerait de m@me que Lae =, eyo ety plus

génkratenent, 1'égalité (5). La formule (4) !en > etouild d'aprés les
définitions de & et ; yions de fet & i

D'aprés ce théoréme, une fois que l'on a déterminé z, yon en déduit E,

pour p> p, ainsi que 1a linite €. plus précisément : |

Corollaire |: Sin €?P,, avec p> py, on a:

PP) PPL

@ Eo) = Gre plan + a 1B (nla)
1

Py Py
(8) By = (a boyla! = yx gla)

1

(9) E(n) = pg(a)n + a. € (n/a?)



Preuve : Ces formules découlent directement du théortme précédent et des

definitions de & et &.

Sur la figure suivante, nous avons représenté trés schématiquement les fog)

tions &, EB, et E,, pour p> p> py.
yy

BE
P

80,2
Ene
e

Sone
E

Py
s
Pyo2

ai

Py.2 “pty2

P Pitt v oy
‘4 all fe, e aP Pp P

Py 92 Sota 7 a 8,2 4

FIGURE 1}

Ce dessin ne respecte pas les échelles. Nous avons représenté le

segment S| ,clest~A-dire le deuxiéme segment de E, . Come les

fonctions |>? Ej Eset B, se déduisent l'une de l'autre par

une transformation ®, ces ‘tréis fonctions ont le méme nombre de

segments et la transformation @ fait correspondre le deuxiéme

segment de B, aux deuxiémes segments de E, et B,,. Nous sommes

done amnés ‘a définir des "segments" correspondants :

Définition 2 : Si Ty est L'intervalle de n (c'est-a-dire e, ; <n < ef

nous appelons rh j Lintervalle correspondant de n

dans la poche p’ (p et p' > p,)+ Plus généralement

né€l. tL, s . e. Do.
Pat Pet Pot Pot Pot

correspondants I, ; eG Diy
dans Poe * Py Po»
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Corollaire 2: Si pet p' sont des entiers plus grands ou égaux a Py, on

err!
qi) Soi = Sona

e.s a Pe rePoi i

Gi) Si wer F et pzp', alors

(oy E(n) = (p-p") (adn + PrP, Ba (nl?)

(1) = (pp olan + Fo P : a) ]
ay Pp Jeng aPP Pot Jj

R=a

lea; <aP-e" i

Preuve : Toutes ces formules, sauf (1), sont des conséquences du théoréme 6

et du corollaire précédent. Pour la formule (11), il suffit de remarquer

que D,y ; est une droite,et qu'en conséquence :

(2) So, fp i
len, caP Pil, Pe

Comme ey 5 € nfaPP'<

a3) Dy .(nsaPP y
Poot

En substituant (12) et (13) dans ia formule (11), on obtient bien (10).



Le théoréme 6 a comme conséquence immédiate la propriété suivante :

sin €T, ; lors le colt optimal est égal E(n) chaque fois

que (wre, : est un multiple de Ir, Pour cela, il suffit de
te

montrer que le coft de L'arbre R. (A) est égal a E(n). Montrons

d"abord que si n est grand, le codt de L'arbre R, (n) (voir définition 3.7)
1se calcule simplement :

pti

3: Sina » alors le cofit de L'arbre xR (n) vérifie :

1

Goroll

(ay ef, ta) - E(n) = C(n') - E(n')
I

of n' est défini en 3.7.

Preuve : D'aprés le lemme 3.4, si l'on pose m= n/a? Pl, le coft de

cet arbre vérifie :

P-P& (a, )) -%, "(m2(m)) = c(n') - Bin)

Un calcul simple montre que :

Cy (0.800) = ry plan + a" 2(asa??l)

D'aprés le corollaire 2, formule (10), le deuxiéme membre est

égal a E,@. On en déduit bien (14).

Corollaire 4 : Si n€ 1, j avec p> pj, alors Iz, il/a est entier et on a:

(1) ce) = Bla) pour se, s+ 5IT, l/o (0ciea)

a PPGi) C(a) = El) pour nee + ifn | (OsieaDoi Li7 ,

Preuve : D'abord Iz, yl/e est entier puisque d'aprés le corollaire 2, on a |

\ “It, alla Tol pour prl > Py
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La proposition (i) est une conséquence de (ii) puisque :

ppl
aIx, ,l/a = [4

Poi Pye

Pour montrer (ii), il suffit de montrer que le coft de l'arbre

z (n) est égal 4 E(n). D'aprés la définition 3.7, n' est égal a:

1

ni=e . + reste -a he . et ,-e
i ppt J9\ pit” py si,

ce qui s'écrit :

at se, gt teste [epi 4p, 4]

Comme e . estPar hypothése, le reste est donc nulet n' =e ..
Pyoi Pyok

L'abscisse d'un point anguleux, on a :

C(a") = E(n')

On en déduite que a

R, (m) est done optimal et on a bien : C(n) = B(a).

I

9) E(n) d'aprés le corollaire précédent. L'arbre

4.1.2. CALCUL DE EET & EN TEMPS FINI

Les résultats précédents nous permettent de donner un procédé de calcul

de E et & en temps fini :

Proposition |: Les enveloppes convexes E et & sont calculables en temps

fini de la maniére suivante :

1) Déterminer N} par 1a formule (6) et 1a poche py

correspondante. Calculer L'enveloppe convexe E sur

l'intervalle ] 1, ait] a l'aide du corollaire 3.2.

2) Identifier la poche p, (p, < p}) A partir de laquelle
1 SP, S Py? 2

E est réguliére.
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3) Pour p > py, E, est donné par le formule + 4

7 
Par hypothése, on a donc C(n') - E(n') < B. Comme d'autre partPrP, P~Py ,

Bon) = (rpgaa+a ve, (na cla) <a, ci), on en déduit bien (15).
1 1

4) L'enveloppe convexe asymptotique est donnée par : Ce théoréme nous montre que l'enveloppe convexe E est une excellente
E (# lx) approximation du cotit optimal ; contrairement & la fonction G(x) = k x Log x

Bao = Py ~ ppxeg (@) qui pouvait s'éloigner infiniment de C(x) (voir l'exemple 2.6.3).
2 Aux paragraphes 4 et 5, nous déduirons de cette propriété des indications

Preuve : Comme N} est borné, la phase 1 prend un temps fini. Il en est trés précises sur la forme des arbres optimaux. Pour l'instant, nous allons

de néme pour les phases 2, 3 et 4 (les formules sont celles du corollaire en déduire I'heuristique suivante,

4.2. FORME ASYMPTOTIQUE DE C 4.2.2. HEURISTIQUE QUASI-OPTIMALE CALCULABLE EN TEMPS FINI

Nous avons vu au théoréme 5 que les transfornées & et &, tendent Définition 3 : L'neuristique # calcule Les arbres Ba) suivants :

vers la néme limite. Mais cela ne signifie pas que C, et F, ne s'éloignent

pas infiniment l'une de l'autre pour certaines valeurs de n- 1) Calculer E (voir proposition 1) etles arbres réguliers

optimaux correspondants aux points anguleux de E .
P

Nous montrons ici une propriété beaucoup plus forte, a savoir que

p,ttase é 
t 5 .C etE ne différent que d'une constante. Nous en déduirons un procédé 2) Pour il <«n<a i si nest un point anguleux

heuristique calculant des arbres quasi-optimaux en temps fini. de B, , l'arbre & (n) est 1'arbre régulier optimal

corregpondant ; son cofit est done égal a E(n).
ee eee ee 

Dans les autres cas, on calcule des arbres, optimaux

ou non, par ntimporte quelle méthode.
\

La différence C(x) - E(x) est bornée :
p,tl

3) Pourn >a! : iarbre H(n) a néme forme que L'arbre
(5) Vx réel a C(x)-E(x) < B R, (n) défini en 3.7, sauf que l'on remplace le sous~

arbre optimal de poids n’ par L'arbre &(n') calevlé
avec B= Max pj4) [C(n)-E(a)] a la phase 2.

lenga

Preuve : Comme E et C sont des segments de droite entre les pateurs +1 Proposition 2 : L'heuristique p poss@de les propriétés suivantes :
7 ie nt 1

entiéres, il suffit de montrer (15) pour x entier. Soit donc n » a

Considérons l'arbre R_ (n) de la définition 3.7. D'aprés le corollaire 3, : (i) Elle est calculable en temps fini.
P & ai . Pittson cott vérifie: (ii) Si n> a'l"', ette calcule des arbres de coft :

& («, o) E(n) = C(n')-E(n') , (16) C(2 (a) = E(n) + & (Lia)
1

avec n' € P avec n'€P, (n'a &té d@fini en 3.7).
I
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(iii) La différence entre le coft des arbres #(n) et 4.3. THEOREME DU DEGRE-LIMITE
le coft optimal est borne par une constante :

Nous nous proposons de montrer qu'asymptotiquement le degré au sommet

a7 Wn) Elem) ~ Clas B des arbres tend vers le degré-limite a. Plus précisément, nous allons voir
que sin est assez grand, il existe toujours un arbre optimal de poids n

te -avec B! = tein [ 4) ea] dont le degré au sommet est égal 2 a. Clest pourquoi, il nous faut
introduire la notion de degré possible pour un arbre.

Preuve : (i) Nous avons vu a la proposition | que E et p, sont Définition 4 : On dit que le degré d est possible pour n s'il existe un

ge cuiaites, enicenpe fink (Come, py est Sint, Lafpiase 2 peta arbre optimal a n feuilles de degré au sommet d. Sinon,
un temps fini quel que soit le procédé utilisé. Sin > a

> . on dit que le degré d est impossible pour n.

le calcul de la forme de l'arbre est immédiate, d'aprés la définition 3, Par extension, on dit que le degré d est possible pour

Le calcul du cofit de l'arbre est immédiat par la formule (16). Cette ‘un arbre si le degré au sommet de cet arbre est d ou

heuristique est donc bien calculable en temps fini. stil existe un arbre équivalent de degré au sommt d.

Sinon, on dit que le degré dest impossible pour cet arbre.

(ii) Un calcul identique 4 celui du corollaire 3 démontre la

formule (16).
Proposition 3: Si le degré d est impossible pour un arbre, alors le degré d

p,tl est impossible pour au moins un des ses sous-arbres princi-

(iii) Supposons n> a | . Comme C2E, on a: paux.

€ (de) - ota) <B(@)- 2m) ceuve : La preuve se fait par l'absurde. Soit T un arbre de degré ¢

impossible. Si le degré d était possible pour tous ses sous-arbres

D'aprés (16), on en déduit + principaux, on pourrait les remplacer dans T par des arbres équivalents

de degré d. On obtiendrait ainsi un arbre T' équivalent aT. En filtrant

le sommet de T', on obtiendrait un arbre T" équivalent aT, donc optimal,e(4c)) = C(n) « &(£¢0")) = E(n') :
p,tl mais de degré au sommet d, ce qui contredit 1'hypothése.

Comme nt ¢ a! , le deuxi&me menbre de L'inégalité est inférieur ov A

Ggal & 5", ce qui entraine la formile (17). Lemme 2: Soit un arbre optimal de poids n. Soient d son degré
yy —— 1.Z et ny,+.+,n, les poids de ses sous-arbres principaux.

Si une droite D quelconque vérifie :

(18) D<«<E et C(n) < D(n) +b
Cette heuristique est quasi-optimale puisque le cofit de ses arbres

ne différe du cofit optimal que par une constante, Naturellement, plus alors la droite D' suivante

les arbres calculés & la phase 2 sont bons, plus petite est la constante (9) D(x) = D(dx)/a - x@(4)

En particulier, si a la phase 2, on prend les arbres optimaux, B' sera vérifie :

&gale A la constante B du théoréme 7. (20) Dice et z [co -p! op] gb
lgied



f

_ (22) E(x) < @(d)x + d E(x/d)

I
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Preuve : L'inégalité D < E signifie D(x) < E(x) pour x > I.

Cette inégalité est possible puisque E est convexe. La définition de D!

peut s'écrire :

(21) D(x) = @(d)x + d.D' (x/d)

D'autre part, on sait, d'aprés la proposition 3.2,que :

Comme D < E, on déduit de (21) et (22) que :

@(d)x + d.D'(x/d) <¢ @(d)x + d.E(x/d)

ce qui entraine bien D' « E.

Comme D' est une droite, on peut écrire, d'aprés (21)

(23) D(n) = Pid)n + 2% dn)
l<ied

D'autre part, l'arbre de départ étant optimal, on a:

(24) C(n) = o(ajn+ ZF C(n; )
l<i<d

Par hypothése, C(n) < D(n)+b. On a donc, d'aprés (23) et (24)

x Cia) < 2 Dd nj)+o
Isigd l<ic¢d

ce qui est @équivalent 4 (20). 7
Z

Lemme 3 : Dans un arbre optimal, les degrés des noeuds du chemin

d'une feuillle quelconque vérifient

(25) | » pd.) - | -m o< E(m) m= JT dj
Osi<p-l o<isp-l

= tog! =

Best la constante du théoréme 6 ; p est la profondeur

de la feuille ; d; est le degré du noeud situé 4 la

profondeur i sur le chemin.

Preuve : Appelons n, (0 < i <p) le poids du noeud situé 4 la profondeur i.

Remarguons que n, est le poids de l'arbre et que a = |]. Soit une

droite D, quelconque vérifiant :

$ +D <£E et C(n,) $< Di (ay) B

Remarquons qu'une telle droite existe toujours : d'aprés le théoréme 6,

on peut prendre la droite prolongeant le segment de E correspondant 4 ne:

Considérons la droite D, suivante :

Dy (x) = DA (4.x) /4, - x@(d)

D'aprés le lemme précédent, on a:

D<é&E et C(ny) < D(a, +B
1

On peut done réappliquer le lemme précédent 4 tous les noeuds du chemin.

On obtient une suite de droite D; ayant les propriétés suivantes

pa) Fa DR 5) ieD. < E et c(n;) S D, (n,) B

(26) pour I<is<p

D; (x) = Dy, 4; _ yx) /d,_ ~ pla, )x
1

Comme a- ZT dj, on en déduit que :
Osi¢p-l

D(x)= x BZ (d.) + m.D_(x/m)
9 bgt i p

Eecrivons que DB, Ga) < EGY)

m} 2% — pa;) + DD) < Em)
Osisp-!
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D'aprés (26), nous savoris que D(n,) > C(n_) - B. Comme ny l, -

on en déduit que DO) > -B. En Subs eae eM dans (27), on obtient bien

(25).

Avant de montrer le théoréme du degré-limite, nous mettons en évidence

la relation suivante entre le poids des arbres et leurs profondeurs.

Proposition 4 : Les poids n des arbres optimaux dont tous les noeuds

ont des degrés inférieurs ou égaux a qa et qui
ax

possédent une feuille 4 la profondeur p sont bornés supéri

rement par la fonction de p suivante ;

(ptl).@ld_ d/k(28) A Ke p max

Preuve : Considérons un tel arbre optimal. Appelons n son poids et

f£ la feville 4 la profondeur p. Soit f' une feuille quelconque, f'

pouvant @tre confondue avec f. Appelons u le pére de £'. Comme

w(u) > w(£), d'aprés le corollaire I.1, les cofits partiels vérifient

c(u) < c(f). Comme par définition, c(f') = @ (acw)) + c(uy, on en déduit

e(£") < g(a) + c(f)

La fonction @ étant croissante, on a: @ (ae) <Q (dae et
c(f) < POC ds puisgue la feuille £ est 4 la profondeur p.-

Drow:

c(£") < (HD. (4)

Cette deriére inégalité étant valable pour toute feuille f' de

l'arbre, on en déduit, d'aprés la formule des cotits partiels :

C{n) < n(ptl.@ (4. aad)

Comme d'aprés la proposition 2.4, ona kn Logn < C(n), On en déduit :

k n Log n € n(pt+l) Oe ax?)

Ce qui entraine la formule (28). TD
“3

TM"
-~4d)ll-

Théoréme du "degré-limite" (8) : A partir d'un certain poids N,, il existe2?

au moins un arbre optimal dont le degré au sommet est le

degré-limite a,

Preuve : Nous allons majorer les valeurs de n pour lesquelles le degré a

est impossible. Soit n une telle valeur. La fonction de cofit possédant

un degré maximum qiax? il existe un arbre de poids n dont tous les

noeuds ont un degré plus petit ou égal 4 qax’ Par hypothése, son degré

au sommet qd, est différent de a, et, d'aprés la proposition 3, le degré a

est impossible pour un de ses sous-arbres principaux. Appelons qd, le

degré au sommet de ce sous-arbre. En réappliquant la proposition 3, on

construit un chemin de l'arbre dont tous les noeuds ont wun degré différent

de a. D'aprés le lemme 3, si B désigne la constante du théoréme 7 et p

La profondeur du chemin, on a:

(29) mf 2 d.) - Bl < Ef
meee ? ‘

avec =

(30) m= IT] d. .
Osi<p-1

Comme E(m) < C(m) (proposition 3.1) et C(m) < k mLogm + @(a)m

(proposition 2.4), onen déduit :

(31) E(m) <k mLog m+ @(a)m

En combinant (29), (30) et (31), on obtient

Osi<p-1

(32) yy [Pe - k Log «- gla) +B

Mais les qd. étant tous différents de a, les termes entre-crochets sont

tous strictement positifs.
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Si nous posons.not Pp 4.4.1. VALEURS DE Ny

us Min |@(4,) - k Log 4 ; |

reded Nous donnons ci-dessous L'allure générale de 1a courbe N, en fonction

ata de A+ Nous détaillons plus pour re[0,» «@).

l'inggalité (32) entratne :

ce N H

degré- q
< 3) f i

P (ec fo limes a6 i
, ] 180 1

Diaprés le lemme précédent, on en déduit + i / 160
\

140 1
a)+[2Seee (: 2 *)| d

(33) ae k u 120 de gré-limite ‘
100 a3 1

1

80 .|

Done sin dépasse cette valeur, le degré-limite a sera toujours 
46 1

1

possible pour n: il existera toujours un arbre de degré au sonmet a. 
1 1

Ctest ce qui justifie l'expression "degré-limite".
h «20

. 0 ¥(3) 4 5 1

Dé finiti: Nous appelons N, la plus petite valeur de n @ partir de =0.81 e ba “ , voy Sp & a
——— . =0.81., =2.12.. =3.83.. =5.62.. 0 : : a.

laquelle le degré-limite a est toujours possible. FIGURE 2. P23 4 5.6.7 43)

Nous appelons p) 1a poche de Ny.

Les valeurs (3), (4), ++» sont les valeurs de 4 pour lesquelles il y a

I1 faut bien comprendre le sens de ce théoréme : il ne signifie pes RIGSLSUTS deqgee “lint Fas ((UOLEADEG.O).. OF Remmarue Toa Bi 1 esE eroRRe

ox partiy 4! i les ard ti t un degré au a Fees
qu'ad partir d'un certain rang tous les a res epeinaux on eg d'une valeur (4), N, tend vers Linfini. Ce cas sera étudié

sommet a. Nous verrons sur l'exemple suivant qu'il existe des arbres au chapitre suivant. Voici quelques valeurs de N, :

optimaux de degré au sommet différent de a, mime si n est arbi~ *

trairement grand.

Par exemple :

4.4. EXEMPLE DES FONCTIONS DE COUT (4) = dt 
,

-, 1 - si O<AsI/4 alors Ny = 5

piapras le théorane précédent, la valeur de Ny, rang a partir duquel le
. - Remarque :

degré-limite a est possible,ne dépend que de 1a donnée de la fonction uve
F si 220.79 34,3

de colt, clest-a-dire de @ et, dans notre cas, uniquement de +. 7 Bloxe M,p5000
Nous allons d'abord voir coment varie Ny avec 2.

TABLEAU 1.



4.4.2. CAS Q(a) =d

Nous avons vu en 2.6.3 que xnura ([13] » Théoréme t) avait donné une
méthode simple de calcul des arbres optimaux et de leurs colits. Nous

pouvons maintenant montrer ce résultat par une autre méthode :

Considérons l'ensemble R des points anguleux pour lesquels tous les

arbres réguliers correspondants n'ont pas de noeud de degré a= 3

(voir théoréme 6). Comme dans notre cas 4 ax = 3, les seuls points

anguldux de 9 sont ceux d'abscisses | et 2. On a done N, = 2 et

Py = QO. On en déduit, d'aprés le théoréme 6, que

ee

= f

a ()

On vérifie facilement que les arbres définis en 2.6.3 ont pour cofit

E(n). Ils sont donc optimaux. On a done dans ce cas

E = E = =E =C
P P

et les points anguleux de a sont +

abscisses 3P 2.3” Pr!

ordonnées p.3P*! (6p+4). 3” (pt). 3"

4.4.3. CAS @ (4) = dt0.5

Nous avons déja étudié ce cas en 2.6.4 et en 3.3.

|

Rappelons. qué } |

|
a3 do =4 k = 3.5 / Log 3

dont la décomposition ne comporte pas le degré 3 a pour abscisse N, = 16.

}

Sur la figure 3.3, on peut constater que le dernier point anguleux

|On a donc P) = 2.

On en déduit que E, est défini par les points anguleux :

44 16 32(1,0) (4.3) (22,32 | (3, 10.5)

et que les points anguleux de y (p » 2) ont pour abscisses et ordonnées

ptt3? | 4.3P7! | 16, 3P-2 3

p 3° (3) 6.2? Te-ng(ar+9a| 16, 3° p-2)9(3)+24)] (pt 13?" !aca)

L'arbre régulier optimal de poids 16.32? a la forme suivante :

a profondeur p-2 FIGURE 4.

arbres 4-parfaits de poids 16

Remarquons que cet arbre est équivalent 4 l'arbre T' suivant :

16 arbres 3-parfaits de poids gh @

FIGURE 5.
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Donc, méme si n est grand, on pourra toujours trouver des arbres

de degré au sommet 4, donc de degré différent du degré-limite 3.

On voit sur cet exemple que, par filtrages successifs, on peut amener

le degré-limite a au sommet de l’arbre et amener les degrés différents

de a vers les profondeurs de l'arbre. Nous montrerons au paragraphe

suivant que cette technique s'applique aussi pour les arbres optimaux -

ne correspondant pas 4 des points anguleux. Sur notre exemple, pour

n = 181, um arbre optimal possible est :

n= 16 arbre 4-parfait

n= 27 arbre 3-parfait

n= 20 L'arbre optimal eg

AN LAAN AX LA ZN LAPAPLA

FIGURE 6.

Nous avons vu sur l'exemple précédent qu'il existe des arbres optimaux py

lesquels les noeuds ont pour degré le degré~limite aux petites profondeur

Nous allons préciser cette notion et montrer qu'a partir d'un certain raf

la forme des arbres est suffisamment réguliére pour tre calculable en

temps constant.

4.5.1. PREMIERES INDICATIONS

Nous allons d'abord montrer qu'il existe des arbres optimaux pour lesque!

la différence des poids des sous-arbres principaux n'est pas arbitraire-

ment grande. Pour cela, il nous faut définir la notion de "voisinage".

- 17 -

Définition 6 : Nous appelons i-iéme voisinage de la poche p l'intervalle

réel suivant :

Wf = Eo, oo, pI

LV, 2 et 2'(V D> sont les abscisses des points d'inter-
x ,

section de [, ,O*B] avec E(x). S'il n'y a qu'un seul point
?

d'intersection, eit D> est son abscisse et Ys > =].
, 3

La constante B est la borne du théoréme 7.

Lemme 4 : Sin vérifie C(n) < D5 {om +B alorsu€v

Comme A la définition 2, 4 un voisinage in i de la poche p, nous ferons
3

correspondre les voisinages ws i dans les poches p' (si p et p' = Py):
:

D'iautre part, on peut remarquer que l'intervalle Re i contient strictement
>

i 7 [e, > in | et que uv > et AY D> sont croissants avec p et i.
> , , ,

Dans la suite, quand ce ce ne sera pas nécessaire, nous omettrons l'indice i

indiquant le numéro du segment dans la poche.

Psi
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Preuve : Comme C(n) » E{n), on a: Comme ‘5 désigne en fait a P premier voisinage de la poche p, on
= 1

trouvera bien un entier Py vérifiant (34).

E(n) < a 7 TM +B
x

Remarquons que P3 % Po puisque Po désigne la poche de No.

Diaprés la définition précédente, cela n'est possible que sin €V_..

ZB Lemme 5 : Si me, zr avec p> Pa, alors le degré~-limite a est
Saweewaee s

Définition 7 : Nous appelons Py le plus petit entier tel que : > possible pour n.

(34) av, a1.p 2 Ns (L'entier N, est celui de la définitin Preuve : Comme ay ;) est croissant avec p et i, on a:
3° ,

Il nous faut montrer que p, existe ! Si p est plus grand que p,, appelons ove) > ND

le premier segment de a et Si le dernier segment de a ay Considérons

les droites correspondantes Diet Die" Ces droites se coupent au point Comme par définition n > Ys jy), on-en déduit, d'aprés (34) :
’

(2, ota) . Leurs €quations s'écrivent donc :
n2Ny

il Q a reNy
2 —" + Q

wo a TM
1 Rs=D (x

P : ~ a ~ o * : .
D'aprés le théoréme 8, le degré-limite a est donc possible pour n.

t (x) = G(a?) aot be °)
Po‘ Y Ly .

Nous sommes maintenant en mesure de donner une premiére indication sur

ot a et - désignent leurs pentes respectives. Par définition, av) la forme des arbres optimaux.

vérifie : pat!

B(ecv )) =D (2cv + 8) Proposition 5 : Sin?za et si i i désigne L'intervalle de n, alors
Bp .@B P 

;

il existe un arbre optimal ayant la forme suivante :

Comme D! is E, on en déduit ;: 1} Tous les noeuds de profondeur plus petite ou Ggale a
po

P-P37! ont pour degré a.

bt (:<v.)) « p, (2v,9) + B 2) Les sous-arbres optimaux dont le sommet est A la pro-

fondeur P7Pq ont leur poids dans V gi?

ce qui s‘écrit :

Preuve : Dans cette preuve, nous omettrons l'indice i qui désigne le

B < ort
uv.) > aP - TE numéro du segment. Nous écrirons donc * pour Ta i FF B, pour Da a 5

p pol i, pour ¥V y eters Nous allone construire un arbre optimal ayant cette
>

forme. Comme p > P33 il existe, d'aprés le lemme précédent, um arbre

Un calcul simple montre que la différence des pentes Co of est consta - optimal T de degré au sommet a.

quand p > Py: On peut donc choisir p suffisamment grand pour que

LV) 2 Ny.
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Comme a désigne la droite prolongeant le segment 8, den, on a?

D<£E
P

et, d'aprés le théoréme 7 :

C(n) < De +B

D'aprés le lemme 2, les poids Dn des noeuds situés 4 la profondeur |

vérifient donc :

+BC(n,) < d-1yP

En effet, les droites ae et Dee correspondent pour d = a, aux droites
1

Det D' du lemme 2. D'aprés le lemme 4, les poids nm, sont donc dans

vay Si p-l = Bas alors l'arbre T répond aux conditions de la propo-

sition 5 et la démonstration est terminée.

Si pol > P3> alors le degré a est possible pour les sous~arbres principaux

puisque leurs poids sont dans Vort (d'aprés le lemme 5). On peut donc

remplacer, si nécessaire, ces sous-arbres par des sous-arbres optimaux

de degré au sommet a. On obtient ainsi un nouvel arbre optimal dont les

noeuds situés aux profondeurs 0 et I ont pour degré a, D'autre part,

comme Be <Eet C(nj)< Dh ye (n, est le poids d'un noeud
1

quelconque de profondeur 1),on peut réappliquer les lemmes 2 et 4. On mon-

tre ainsi que les poids des noeuds situés 4 la profondeur 2 dans le

nouvel arbre optimalsont dans Vee

En continuant ce processus, on obtient un arbre satisfaisant les conditions

de la proposition 5. On est obligé de s'arréter quand on a montré que

les poids des noeuds de profondeur P-P3 sont dans V_. En effet, rien

s + 3
n'assure qué le degré a est possible pour n€V_.q g P Pp ? Fy

3

Cette proposition nous permet de restreindre la classe des arbres 4 explore

pour trouver l'arbre optimal. La recherche du cofit optimal g'en trouve

également simplifiée, comme le montre la proposition suivante.

Nous allons maintenant nous attacher 4 trouver une formule donnant les

poids des sous-arbres Ty.
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. Pat]
Proposition 6 : Sinea et si I i désigne l'intervalle de n, le

’

cout optimal est donné par la formule :

Cf) = (p-py).p(a).n + Min x pap ew
(35) l<jca® P3 J

> nh. =n avec n. € V
i<jea® P3 J J Pst

Preuve : Il suffit de calculer le cotit d'un arbre quelconque ayant la

forme décrite dans la propesition 5. Comme d'aprés cette proposition

il existe un arbre optimal de cette forme, il suffit de minimiser le

colt pour obtenir la formule (35).

Y

4.5.2, FORMULE DE CALCUL EN TEMPS FINI

A ce point de l'exposé, nous avons montré qu'il existe des arbres

optimaux ayant la forme suivante, sin » per

P > Py

V

3 ‘
a sous-arbres optimaux de poids w(T.)€ V

i Pot
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Nous supposons d'abord que le degré-limite a est au moins égal 4 3.

Cela nous permettra de simplifier les démonstrations. Si le degré~limite

est 2,il suffit de remplacer la fonction @ par la fonction @, suivante :

9, (a) = 9A) pour d #4

(4) = 2P(2)

On montre facilement que les arbres optimaux pour @ se déduisent des

arbres optimaux pour g, en xemplagant les noeuds de degré 4

Te, TM TR %%

par le sous-arbre : xT

T Ty Ts Ty,

Pour la fonction de coat g, , les degrés 2 et 4 sont des degré - limites

puisque :

9,2) 9,4) gta)
poles 5 elas tere tone

Toga “toga © fogn pour out in

Bien que 2 soit le plus petit degré-limite, nous poserons a = 4.

Tous les résultats montrés jusqu'ici restent valables. Les résultats

suivants s'appliquent done pour 9. On en déduit les arbres optimaux

pour @ par la transformation ci-dessus «

Supposons done a > 3. Nous allons mettre en évidence ume certaine

régularité de C(n), grace au lemme suivant dont 1a démonstration

figure en annexe.

+

Lemme 6 = Soient des entiers positifs a, L, 2, £' ( a> 3) et la

suite de fonctions By suivantes (q entier » 0)

1) 8, est une fonction bornée quelconque de W, dans

les réels positifs ou nuls :

‘W, = ensemble des entiers relatifs de [-2,L+2']

g, vérifie :

2,(0) = e(L) = 0

(36)

pour m< OQ oum>L, g (m) > 0

2) pour q > 1, g, est une fonction de W, dans les réels

positifs ou nuls, définie par :

W, = ensenble des entiers de fo.t 2°]

m) = Min D :8,6 ) ad 8, (m,)
(37) s$isa

ZS om =m me W

Lsigal * 3

Alors les fonctions g, possédent une certaine régularité

a partir d'un certain rang. Plus précisément :

3Q21

(38) (ya(¥aq') gaat >Q

(39) 86m) = Byram") (men, ,m'eé yn

et m' se déduit de m par :

( fond m
(40) n€) fy san~ of mt =

( [atu-y , at]

j¥ +reste(m,y)

at + n- al

y et j sont des entiers vérifiant
i

ye at ty ec lejce



L'entier Q est le plus petit entier vérifiant : ]

ae 2 |: + A (: + seatg ]
] L i

bg

avec;

8, = >» [o(m-1]
m€Z

Z est l'ensemble des zéros de g différents §j

P.P.C.M, (m,L)
OetL 3 p(m = an

By = maximum de &

Wy = Minimum non nul de Bo

Preuve : La démonstration de ce lemme, qui est assez longue et

. 2 ba
technique, est donnée en annexe.

Nous en déduisons une certaine régularité de C:

Lemme 7 : A chaque segment i de ie eorrespond un entier P. tel que

|

sip>TM2P. et neél.
i poi

alors

(41) C(n) = E(n) + C(n') - E(n') avec on! € r i
+

et n' se déduit de n par les formules suivantes :

[° ores ete
Pet Pil Rl Psi

+ to- . t4uyt(42) one Ys of y nie Saal jy+ reste
HE

+ reste(n-e_ .,¥)
Pyl }

[e -7Y> “7,4 e'.,+n-e',
Pet Pst T yh psi

j et y sont des entiers vérifiant | <j < a2 et

yor It, j|/a-
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Preuve : Pour alléger la preuve, nous supprimons l'indice i indiquant le

numéro du segment : nous écrirons I our I ., V our V_. v our
. om Pp P pst B E pi’ P3 P

Vv . etc...
Past

Supposons tout d'abord p > Ps: D'aprés la proposition 6, le colt optimal

C(n) s‘écrit :

(43) C(n) = (p-p3)-Pla).n + Min x PP, c(n; )

I<isa

(44) pop," =a avec n. € "5

lsi¢a

D'aprés le corollaire 2 et la formule (44), Bt) est @égal a:

4 2 ee(45) Be Ga (p-p,) Plant £ PP, ae

l<isa

Posons :

(46) A (a) = Co(n) - D, (a)

Diaprés (43), (44) et (45), A, @) vérifie :

(47) A(n) = Min 2X A (n.)
R I<igaPP3 Pg. *

(48) x PP, ny =a avec ny € py

l<i<a

Définition de 8, | Nous allons définir une fonction By satisfaisant les

conditions du lemme 6. Pasons

~ I

tC®,

—
ta

9 Me —~<ot
La es Penmaes

(49)



La définition de gy est cohérente puisque :

50 ew e +mjé V 1(50) TM o>; ) Py

I €v = Ew(51) m oe °»,| >

On vérifie facilement que :

A (n) 2 0 poure <n<e't

P3 P3 P3

A (- ) =A ( ) = 0
P3\ Pa Pal P3

A. (nm) > 0 pourn<e oun>e!

3 3 3

La fonction & satisfait bien les conditions du lemme 6.

Correspondance avec Aa)

Si dang les formules (47) et (48), on pose n, =e +m et
Pp L

n= ey +m, elles deviennent, d'aprés (49), (50) eb (51) :

A (e +m) = Min] %& mn.Pp oP ) PrPy By »|
lgig¢a ;

x th. = m avec m.€ W
p-P, it i °

lgi¢a

Mais ces formules correspondent exactement 4 la définition de & dans .le

lemme 6. On a donc :

i(52) pour n€ , i (n) g fate.)
PP

et inversement :

3 meEW m =A e +m= pows q a, ) pra p34 )

Application du leame 6

Soit Q l'entier du lemme 6 correspondant @ la fonction B. définie en (49)
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Posons :

Pp. = P3 + Q

Considérons deux entiers p et 1 vérifiant p > 1 2 P.. Appliquons
1

le lemme 6 avec q = P-P, et q' = Mpg: On a done :

(m) = (m' me W m'é W®p-p, Grp," P-P,” TMp,

m' se déduit de m par :

[o.v] m

m € Y) a L~- ¥ m' = (jy + reste (m,¥)

PTP3 PoP 1p p-P[. L-y,a 3, a a « pews 3,
Tpa-l

j ety sont des entiers vérifiant y = a Let 1 € qj a-2

Si nous posons maintenant m = aor et m' = n'-e,, nous obtenons les

formules suivantes, en utilisant la formule de conversion (53)

Amdoy = A (a) ren, n'€ I)

n' se déduit den par :

[<,: et y| e,tm

PPS
a Pe, 4 an € le, oY, eg ta L- ¥ n'= (e + jy + reste (ures)

P-P, PP Tp PP3[e, +2 ES tyes, 7 | e, ta +, fal <i

D'aprés le corollaire 2 et la définition de L, on a:

PUP

eta i =e!
Pp P

TMp
eta 3, =e
T

T-p_-

Ps I



En substituant ces formules dans les précédentes et en se souvenant

et (42)

en effet, on sait que

que A(n) = C(n) - E(n), on obtient bien les formules (41)

& démontrer. Vérifions que y est bien entier :

12 Py > Py % Py > Py 3 d'oli 1 > Py 3 d'aprés le corollaire 2, on a dong

Tpyol

I a = |I aInia = It, |

Comme Ix, | est entier et mp -) > 0, y est bien entier. WN

t

Nous en déduisons que le cofit des arbres optimaux est calculable par

une formule simple 4 partir d'un certain rang.

. P,*!

Proposition 7 : Il existe un entier Par (By > Py) tel que, sin? a

etneéel. ,
Ps

alors :

(54) C(n) = E(m) + C(n') - E(m') avec n' € pg

et n' se déduit de n par les formules suivantes :

’ + e > tno-e ,ae “pai v| Part pi

5 - Poe . + jy + reste (n-e_.= ne Ue tes rf a a ol poi?
to 1 e' |-#n-e! ,.[es * ef | Part Pyl

j i ; Y= 5 s 1 <j < a2(56) j et y sont entiers 3; y¥ It, alfa H j

Preuve : A chaque segment i de E_ correspond L'entier Py du lemme

i tideEprécédent. Soit Py le plus grand bes Pi. Sur chaque segmen : ,

on peut appliquer ie lemme précédent avec a = Py* Comme p > Py 2 F;

on déduit les formules (54) et 65) des formules (41) et (42). Yi

a

Théoréme 9:

(57)
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Remarque : D'aprés la preuve, les formules (54), (55) et (56) restent
valables si on remplace Py, par un entier plus grand.

La formule (54) nous donne un procédé simple de calcul du cofit.

Nous allons maintenant construire des arbres dont le coft vérifie (54) ;

ces arbres seront donc optimaux. Leur forme est donnée par le théoréme

suivant ;

p,t!
Sin?a (Py est défini 4 la proposition 7), et si

B, j est l'intervalle de n, il existe un arbre optimal T’

de poids n ayant la forme suivante :

1) Jusqu'a la profondeur Popytl, tous les noeuds ont

pour degré le degré-limite a

' BH2) A la profondeur PoP,» tly aa noeuds qui sont

sommets de sous-arbres optimaux : il yaa 2)

noeuds de poids e oue » dont M noeuds de
t

4am Partpoids a jy: Les poids des doux noeuds restants, Ry et ny,
7

sont dans IPgat et ona C(ny) = E(n,).

Le coht optimal C(n) est égal a:

C(n) = E(n) + f(a) = E(n,) .

Cet arbre est entiérement décrit par la donnée de M,

my et Nos Ces entiers sont donnés par les formules

suivantes :

Posons :

¥ 5 It, alfa (y est entier car P, > Py)

q = quotient (n - ear?

y= reste (n-ei fe



(58)

(59)

(60)

B)

C)

Nous distinguons 3 cas suivant les!valeurs de q :

q = 0

P-p

M=a :

n, =e :
1 Byok

n, =e 3
2 Past

p-p,t]

q<a

Posons q'

r'

PUP

Me=a $

n,=e 7
i Py ot

2 Baad

Pp p,*!

g?7 a

M = 0

n,=e' ,
} Past

n, =e! ,
2 Py ok

€le .,e , +( . [ pri? “p,i q )

-a ( née [e, a7 et = comm )

= quotient (q-l,a)

t reste (q-1,a)

= ie

La forme de l'arbre est indiquée sur le schéma suivant :

-profondeur P-P,

=

j (aP"P4 ~ wy - 2) sous-arbres
4? de poids e

C1 kA
M sous-arbres

de poids e

gt

FIGURE 9.

Preuve : On vérifie facilement dans chaque cas que M, n, et ny satisfont

aux conditions du théoréme, c'est-a-dire :

PrP,

n= Me » + (a -M-2)e' J tn, +20
Pyot Byst ! 2

PP ‘
O<Mea Bh .

(61)

t or eto,* ° m2 €[ Sp, bi |

C(ny) = E(ny)

Liégalité C{ny) = E(my) résulte du corollaire 4, puisque y= Ir, jl fa
Qt

Il reste & montrer que l'arbre T est optimal. Calculons son coft

PoP(62) Clr) = (prp,).@ arn + MeGle, i) 4 (a *62) C69 5)

+ C(n)) + C{ng)



me |

Calculons maintenant E(n). Comme
(e-p,) ont leurs poids R; dans I

BD apresz e corollaire » formu € ¢ Ds (n) Ss @€crit d :

2 1 1] E Fl ONC ¢

63 
nh) = Pu-p,). ofl é 

~“M-2),E

E 
a + ME E + (a M Ce!

Pyoi

* E(n)) + E(n))

Comme les fonctions C et E sont épsfale
de (62) et (63) que Seng

t

: Py si? “Pyed ef ng, on dédu

avecn, € I

Fr) ~ E(n) = C(n,) ol E(n,)

| Pari
Cette formule es

t analogue & la formule (54) de la ..
Proposition 7

= '

1 ~ 7, nous en déduireet done que L'arbre T dy vase ns que S(t) = C(n),

Si nous montrons que n

Oréme est bien optimal,

Nous allons done montrer cas par cas que n, =
1 nh,

1} Cas A n€ le

— Pri? “pi * [

}° Be

2) Cas Bone [

— “,i* % a ~ (ety |
Tent ern. ea egal 3 entler n corr o =

i 
st 1 u E}

1 
& 

- 

\ espondant aj 
1

3) Cas c n [ '
eee Efe! , ~ =

pi (Dy, °4 [
I
 

i
e
e
e1 faut distinguer deux Sous-cas

~ Cas C.] ne| tSe € -o7 (aby 1 _

Pol rend ay

| peut s'écrire ;

== Pop, +1
1° & Gtla-a

P,st + ajey + x
‘ Pop, YE MRRE nea oP

tae a-2

On Vérifie que n

avec Il < q-a
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. p7P, +h
Lientier n, est donc égal 4 l'entier n' pour j} =q- a |+ a

- Cas C.2 né€je' .-y, e'. [geae2 miele en Ss
Clest évident dans ce cas carn, = n'. 5

! A

4.5.3. ALGORITHME DE CALCUL EN TEMPS FINI

La form: des arbres est donc "simple" 4 partir d'un certain rang.

La forme et le colit des arbres Seep aL aus immédiatement si l'on

connait C(n) et E(n) pour n <a 7 » On en déduit :

Théoréme du temps fini(J0).La forme et le coft des arbres optimaux peuvent

@tre calculés en temps fini par la méthode suivante :

1) Calculer E (proposition 1)

2) Déterminer N, (théorém 8)

3) Déterminer Py (définition 7)

4) Déterminer Py, (lemme 6, proposition 7)

5) Calculer la forme et le cotit C(n) des arbres

apeimany, pout né ji, aT (Algorithme 2.1.4)
6) Sin>a ; La forme et le cofit C(n) des arbres

optimaux sont donnés par les formules du théoréme 9.

‘

Preuve : I] est évident que toutes ces opérations prennent un temps fini,

ul ne dépend que de la donnée de @.q pend q ? or

Algorithme de calcul en temps fini

Si les cinq premiéres étapes ont été franchies, L'algorithme suivant
Pp

calcule les arbres pourn> a . Plus précisétent, il a pour résultats

M, Diy Ros qui déterminent la forme de l'arbre optimal (voir théorém 9),

ainsi que le cofit optimal, noté Cl.



Nous supposons donc donnés :

aet @(a) : a est le degré-limite

PB, l'entier déterminé 4 la proposition 7

s : le nombre de segments de E (donc de ie

C(n) et la forme des arbres optimahx pour
pyt

l<eng¢a 4

)
4

X(i)} (Isis<s+l) : abscisse du i-iéme point anguleux de E

Pp(xc =a’; X(stl) =a

Nous indiquons les commentaires entre accolades.

: Py
tableau Cla") 3

tableau X(stl) ;

pi= (ee | 3; {détermination de la poche de n}
Log a

{calcul dee yet e! ;
PP, Py? Pa?

A: =a 4

m: = n/A 3

ies '=]"'s

>tant que m 2 X(itl) faire i: = i+l

2: = XCi) 5 el : = XCitl) 3*p, Ci) 5 2,

: E 4s .

P P,P Py

{calcul de M, n, et ny}
]

=
4= ic. -e )/a;

4 4

q: = quotient tore pr s

Py
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\

siq = 0 alors

début

Mr = A-2 3

a °p, + n-e 3

not = *p, 5

allera suite ;

fin 3

#2 quai ea ~ a hones

début

ri = reste (n-e ¥) ;

q': = quotient (q-l,a) 3; r':= reste (q-l,a) ;

Mt = A-q'- 23;

nyt = °b, “Hy BEG

nt = °b, + ry$

fin

simon,

gébut

M: = 0

ns by t+n-e! 3;

ny i= ®, ‘

fin ;

suite : {calcul du coft optimal ci}

pente: = (c(es r-c0e, d}/CS ep) 5

E is ee, ) + PELE « GRITES, dQ;

I 4 4

Et = ee + pentes(nme, ) 5

But = (pvp, )@ (aon + AE)

ci = EO + c(n,) = EB A

1
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Notons que cet algorithme ne comporte pas de tableau pour la fonction E(y)

La donnée des points anguleux de E_ suffit. C'est pourquoi nous @crivong'

*ay Ew E, pour E(n)), E(m), E(n). Pour le calcul de EW nous avons
utilisé le corollaire 2, formule (10). D'autre part, pour ne pas intro-

duire de complications inutiles, nous avons supprimé l'indice indiquant

le numéro de segment : nous @écrivons e| pour e ., e poure +, @tc.,,
P Py Py Bart

Cet algorithme a pour résultats M, n), ny et le cotit optimal C..

D'aprés le théoréme 9, on en déduit la forme dun arbre optimal possible.

Ltefficacité de cet algorithme dépend de l'ordre de grandeur de Pye

En effet, il Spe Tou de méme calculer C(n) par 1'algorithme classique

pour t<n<¢a + Nous avons vu que P, vérifie :

Py 7? Py 2 Po # PY

La poche P, est celle & partir de laquelle l'enveloppe convexe E est

réguliaére. La poche Py est celle qui contient Nos rang 4 partir duquel

le degré-limite a est possible pour tout n.

L'entier Py est tel que le degré-limite a soit possible dans tous les

voisinages des segments de E . Notons que, généralement, P3"Pa¢
+4

La poche P, est celle 4 partir de laquelle la fonction C elle-mém

devient réguliére. En ce qui concerne les fonctions @(d) = dt\, on a

généralement Py < Py * 3,

L'efficacité de l'algorithme est donc conditionnée par l'ordre de grandeul

Pos c'est-a-dire de Ny.

Cas des fonctions de cott @m(d) = dta

Reportons-nous 4 la figure 2. Si } est plus'’petit que y(3) et pas

trop proche,de (3), Ny n'est pas trés grand :

pour 4 < 0.796 Ny < 215 Py < 8

Mais si A est proche de (3) , alors Ny tend vers 1l'infini

pour A > 0.797 N, 2 5000 Pp, 2 10
2 4

Il faut alors calculer C(n) jusqu'aé : 3° = 177 147 !

~ 136 9
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Cas @(d) = d+0.5

Nous avons déja vu que dans ce cas Py = 3 et Ny = 52.

On montre que py = 3 et p, = 4. Ltalgorithme précédent fonctionne

done avec les données suivantes :

ar = 33 @ (a): = 3.5 5

tableau eta tly L
X: = (81,108,144,243) ;

Le tableau C, de dimension 243, est supposé calculé par l'algorithme

classique. Remarquons que dans ce cas, l'algorithme en temps constant

est parfaitement utilisable.

4.6. DIFFERENCES DE POIDS ET BE PROFONDEURS BORNEES

Nous allons voir que pour une fonction @ donnée ayant un seul degré-limite

les différences de poids et de profondeurs des arbres optimaux sont bornées

Avant d'aller plus avant, il nous faut bien préciser que cette propriété

n'est vraie, pout tout n, que pour certains arbres optimaux. Il y a,

en effet un grand nombre d'arbres optimaux pour n donné, qui ne vérifient

pas tous ces propriétés.

4.6.1. DIFFERENCES DE POIDS BORNEES

Nous allons montrer qu'il existe pour tout n des arbres optimaux

de poids n dont la différence des poids des sous-arbres principaux

est bornée. Il nous faut d'abord donner la définition suivante :

Définition 7 : Pour @ et n donnés, nous appelons Ey (n) L'ensemble

“des arbres 4 n feuilles optimaux pour la fonction de

cofit @ . Pour un arbre T, nous appelons Q(T) la dif-

férence entre le poids du sous-arbre principal de plus

grand poids et le poids du sous~arbre principal de

plus petit poids.



- 139 -

Nous définissons : En effet, les poids de chacun de ses sous-arbres principaux sont

égaux 4 la somme des poids de chacune des a classes définies pré-

(64) Qo (n) = rer 5 Q(T) cédemment. D'autre part, l'arbre T"’ est optimal puisque nous avons

go seulement changé L'ordre des sous-arbres dont les sommets sont 4 la

La quantité Q@ (n) correspond donc 4 L'arbre optimal 4 n feuilles profondeur P-P,:

qui minimise la différence Q(T). | Wh

pt! . } Proposition 8 : Pour une fonction de cofit @ donnée, pour tout n,

Lemme 8 : Sin>-a et si 7 od désigne Ll'intervalle de n, ! il existe un arbre optimal de poids n dont Ja dif-

alors il existe un arbre optimal de poids a dont la férence de poids des sous-arbres principaux est bornée

différence des poids des sous-arbres principaux est par une constante Q% - Cette propriété peut se traduire

bomée par It, gl: L'entiér p, est défini au théoréme 9. par la formule suivante ;

Plus précisément :

(Vn)@T) TE %y (n) Q(T) < Q@
néI_. > n) < {I :pi PPA =P Agia) < | pyri!

ou bien par la formule suivante :

Preuve : Reportons-nous au théoréme 9 et A la figure 9 qui décrit

; - F pat) (Vn) Qg@M@) «< Q
la forme d'un arbre optimal T possible pour n > a ‘ 9 Q

Considérons l'arbre T' obtenu par contraction des noeuds situés 4 la

rofondeur (p-p,). D'aprés la figure 9, L'arbre T' est a-parfait et les ba constante Qy vérifie:
P i P 0

poids de ses A feuilles sont dans l'intervalle I i (A =a Prpay
=

Appelons n_ leurs poids classés par ordre croissant : 4 = Nee p,t! 2 (2)
i i lenga

tSoyed STS oe SRG S Bhar Sore SPAS 8G .
Q, = Max [I |

i Pye

On peut partitionner les poids n_ en a classes (de numéro } 2qner. yal)

telles que la différence entre la somme de poids de deux classes quel- Qs Max (Q,.Q,)
|

.. Pour cela, il suffit | pticonques n'excéde pas Ir, [eet , +e
ah Pagal Pyst . pha te nw

d'attribuer le poids n_ 4 la classé de numéro (q mod a), Preuve i a <a » la propriété résulte de la définition de Q,.
q . Pp ee) aeSin>a’ , la propriété résulte du lemme précédent, puisque Q

Appelons Thassos les sous-arbres principaux de T' et attribuons est le plus grand intervalle de ve A

aux feuilles de les A poids de la classe j. Dans l'arbre T" ainsi

cbtenu, faisons l'expansion de chaque feuille de poids n. par warexe | * Tl existe par contre des arbres optimaux dont la différence des poids

optimal 4 a, feuilles. Nous obtenons ainsi un arbre T''qui satisfait | des sous-arbres principaux est arbitrairement grande, et cela, pour

les conditions du lemme. toutes les fonctions Qe possédant un seul degré-limite.



oll

et les valeurs de n suivantes,

1

Considérons en effet un segment i de E

pour p >-p, ?

[/anee ,+ {I ,
Pot

D'aprés le corollaire 4, pour ces valeurs de n, on a C(n) = E(n)-

On voit facilement qu'un arbre optimal possible est :

mee

(a-1) arbres de | arbre de poids e' ,..
pri,i

paids Jf fi

La différence des poids entre les sous-arbres principaux est Ggale 4 :

pop a)
4 = It aleeQ(T) = Tel “p-lyi

Comme p peut étre arbitrairement grand, la différence de poids Q(T)

peut 6tre arbitrairement grande.

Notons cependant que la différence des poids ne peut étre rendue arbi-

trairement grande pour toutes les valeurs de n : si n est L'abscisse

d'un point anguleux, cette différence est nulle pour tous les arbres

optimaux de poids n, d'aprés le théoréme 4.

4.6.2. DIFFERENCES DE PROFONDEURS BORNEES

Nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 8 : Pour un arbre donné T, nous appelons P(T) la profoudeur

de la feuille de profondeur minimum ; nous appelons G(T)

la profondeur maximum et A(T) = G(T)-P(T).

(65)

(66)

(67)

Proposition 9 :

- 14)

Pour @etn donnés, nous définissons :

Pa (n) = Min P(T)

? i EC p(n)

Gy(n) = Max G(T)

? TE eo (n)

A(n) = Min A(T)

P te€ o®)

Remarquons que 4g) S G gin) - Po n). Mais il n'y a pas toujours

égalité, les profondeurs maximum et minimum pouvant provenir d'arbres

optimaux différents.

Pour une fonction de cofit @ donnée, il existe pour tout n

un arbre optimal T de poids n dont la différence maximum

de profondeur des feuilles A(T) est bornée par une cons-

tante ‘po: Cette propriété peut se traduire par la formule

suivante :

(vn) (AT) T €& p(n) A(T) < Ag

ou bien par la formule suivante :

Vn) A,(n) < A(Vn) gf ) 9

La constante A, vérifie ;
?

4, = Max pitt Api)
; l<nsa 4 ?

A, =| Max G~,(n) - Min Pyy (mn)2 , er ? | Ee ?
Py Dy

dos Max(A A)

[ P, P,yt!
(Rappelons que eo = [a ‘,a ye

4
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p,tl . 3 s
Breuve ff Sten, < a , clest évident d'aprés la définition de by Toutes les feuilles de Ty étant 4 la profondeur 8 et celles de T,

Pat 2 We : = a 5 i = iSupposons n > 2 oy, Considérons l'arbre T optimal du théoréme 9 ale peafendede 10, On abien bp(223 OBE) = “2m pEre que i estate

(voir figure 9 ). On sait que tous les sous-arbres optimaux dont le StetaMh fene (pesian apres orice HBA IE

sommet est & la profondeur P-P, ont leurs poids dans I i? donc
, nog . . -

dans P_. Il en résulte que la différence maximum de peCitene Edie, getiemulenene, gd existe, ges emetlensiy peur Yeeqhelles So
est arbitrairement grand : considérons les fonctions @ du typedes Eales de T est inférieure ou égale a bos donc 4 So 5

ZG c @(d) = ath, avec A < (3) = 0.81884 ... (rappelons que si

La constante A, est-elle toujours égale & un ? Si @ est de la forme A=) GDS El fy a xdewxedegne “Leiteg,, 3 EEE). OnMpbee iOREEEY

ifi i te. P 1 i@(d) = d +A, on peut vérifier que y= | pour Asi/4 (voix KNUTH [:3], ame iit A Be Tppmnche da We aloRe 8) mugmenten Rar exmales st

p. 377, Ex. 9). Pour ces valeurs de A, il existe toujours pour tout n un

2 : =d+0. 818 = 6.arbre optittal dont la différence de profondeurs des feuilles n'excéde pas ptd) = d ee Sey 7)

Dans le cas général, c'est faux. Par exemple, si @ est définie par :

Cela signifie que pour cette fonction @ , il existe des valeurs de n

@(d) = d#0.81 Alans, B.. &2 pour lesquelles tous les arbres optimaux T ont une différence de

? profondeur des feuilles A(T) égale 4 6.

Par exemple, Agh oes 000)=2. Cela signifie qu'il n'existe pas d'arbre

; : . ; hapit ivant id= 43 ‘est-a-dioptimal 4 223 000 feuilles dont la différence des profondeurs soit 0 aS ESE a aESE-STE Gan ES hE et yee eee
y i é -limit iffé ofond desou |, En effet, pour n = 223 000, L'arbre optimal est unique et A la SPE af 2 pleSueUme, FE ge REESE, NE GREECE, ASE Pre eeenh

Porat) SUAVanUe + feuilles n'est pas bornée.

Pour cette fonction @ , le degré-limite unique est égal 4 3.; les valeurs

n, etn, suivantes sont les abscisses de deux points anguleux consécutifs

de la poche Plo =u. 3"). Nous indiquons la décomposition des arbres
réguliers T, et T, correspondants

n, = ae = 65 536 décomposition de qT, (a8)

9n= 4.3” = 78 732 décomposition de Ty? (37,4').

On peut vérifier que pour n = n+ 2 ny, le seul arbre optimal T est :

A

nm = 223 000 i wo

v
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CHAPITRE 5

CAS OU IL Y A PLUSIEURS DEGRE-LIMITES

5.1. PRESENTATION ET RAPPEL DES RESULTATS

Comme au chapitre précédent, nous étudions toujours les arbres optimaux

a poids égaux quand la fonction de coiit est 4 degré borné, c'est-a-dire

quand il existe pour tout n un arbre optimal de poids n dont les degrés

sont au plus égaux 4 une constante St gt Le chapitre précédent était

consacré au cas of la fonction de cofit posséde un seul degré-limite, ou

plusieurs degré-limites qui sont puissances entiére d'un méme nombre

entier. Dans ce chapitre, nous supposons done qu'il existe plusieurs

degré-limites dont deux au moins, a et b (a<b), ne sont pas puissances

entiére d'un méme nombre entier. Cette condition peut s'écrire ;:

qa) Log b/Log a irrationnel

Rappelons d’abord les principales propriétés montrées aux chapitres |,

2 et 3 qui restent valables dans ce cas :

1) L'enseuble J des degré -limites (a, b €o6) est l'ensemble des entiers

d vérifiant (définition 2.3)

- PCa) . Ptr)
ke Log d < Log n pour tout n

Si L'on pose k = @(a)/Log a et G(x) = k.x,Log x, on ai

G(n) < E(n) < C(n) < Gin) + ple) a

oi C désigne le cofit optimal et E l'enveloppe convexe de C (propositions

2.4 et 3.1).
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2) Les arbres réguliers dont les degrés sont les degré-limites sont

optimaux et leur cofit est égal 4 la borne inférieureG (proposition 2.5).

3) Les transformées & et E de Gc et ED convergent uniformément vers

la m@me fonction continue et convexe & (théoréme 5).

Récapitulons maintenant les résultats obtenus au chapitre précédent,

dans le cas of il y a um seul degré-limite.

1) L'enveloppe convexe E est réguliére a partir d'un certain rang. Plus

précisément, si p > Py» les fonctions 5 se déduisent de E_ par la trans—

" 1
formation :

PvP

p =O l@ )
P Py

et la limite & des trans formées &, est égale a é. (théoréme 6).
1

2) Si n> Ny (la constante No ne dépend que de 9), alors il existe toujours

un arbre optimal a4 n feuilles dont le degré au sommet est le degré-limite a

(théoréme 8).

3) Il existe une formule permettant de calculer la forme et le coft C(n)

des arbres optimaux en temps fini (théoréme 9).

\

4) Pour tout n, il existe un arbre optimal dont la différence de poids

des sous-arbres principaux est bornée et dont la différence de profondeur

des feuilles est bormée (propositions4.8 et 4.9).

Que deviennent ces propriétés dans le cas qui nous intéresse maintenant ?

Nous supposons l'existence de plusieurs degré-limites dont deux au moins,

aet b, vérifient l'hypothése (1).

La premiére propriété n'est plus vraie, les fonctions 6, et é évoluent

constamment vers une limite que nous montrerons @tre égale 4

G(x) = k x Log x.
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Pour ce qui est de la deuxiéme propriété, nous montrerons ici une 4

propriété plus forte : a partir d'un certain rang Ny, les arbres de

poids supérieurs 4 N, ont obligatoirement pour degré au sommet l'un

des degré-limites. Alors que dans l'autre cas, il existait des

arbres optimaux de degré différent du degré-limite a pour des valeurs

de n arbitrairement grandes (voir 4.4.3).

En ce qui concerne la complexité du probléme de la recherche des arbres

optimaux et de leurs cofits, il semble trés improbable qu'il existe un

algorithme en temps fini dans le cas qui nous intéresse. Le meilleur

algorithme connu reste 1'algorithme en temps O(n*) et en espace wémoire

O(n) décrit en 2.1.4.

En ce qui concerne les différences de poids et de profondeurs, nous monty

rons qu'elles ne sont pas bornées. Plus précisément, pour tout entier N,

on peut trouver des valeurs de n pour lesquelles tous'les arbres optimaui|

de poids n ont une différence de profondeur des feuilles supérieure & ¥,

I] en est de méme pour la différence des poids des sous-arbres principauy

5.2. FORME ASYMPTOTIQUE DU COUT OPTIMAL ET DE L'ENVELOPPE CONVEXE

Nous voulons montrer que E et C tendent vers la borne inférieure G

au sens suivant : leurs transformes € et © définies sur [1,2]
P

tendent vers G. Il nous faut d'abord établir le lemme suivant :

Lemme | : Si aet b sont des entiers (a <b) vérifiant la condition

alors :

(2) (n> o(wxe[l,aP) (agen*) | x-

avec p(q) = [q Log, bf

(x et n sont des réels)

Preuve : Si l'on passe aux logarithmes, on vérifie facilement que la

condition suivante est une condition suffisante de (2)

(Wn > 0)C¥xe [I,a]) Cag €N*)

@) 1

7 (a Log, b ~ [9 Log, »}) <
nqLi —_—_—

8, ‘a Log a
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Posons z = Log, b'; z est irrationnel d'aprés la condition (1). Posons

y = Log, x} y est une réel de [0,1] puisque x€[1,a .]Une condition

suffisante de (3) est donc que :

(Wz > 0, z irrationnel) We > 0)(Vye[0,1]) (3g € XN”)

Cela revient a montrer que (qz~- [qz) est dense dans [0.1] quana 2

@)

- (gz - [a2 J) <e

est un irrationnel et q varie sur les entiers. C'est un exercice de taupe

bien connu !

Proposition 1: Les transfornées e et & ae ©, et B, tendent vers
Pp

G(x) = k.x,Log x quand p tend vers l'infini.

Preuve : D'aprés le théoréme 5, nous svons que © et & tendent vers
— P P

la mame limite ©. Pour montrer que © = G, il suffit de montrer que

| E00 - G(x){ peut @tre rendu plus petit que e, le terme positif c

pouvant @tre aussi petit que possible. Onsait que :

(3) [E cx9-c000 |< [E00-Foo| + [ooo] + [ore |
+ |G¢x')-G(x) |

Les fonctions & et G étant céntinues sur l'intervalle fermé borné [I,a] ,

elles sont uniformément continues. Il est donc possible de choisiry tel

que:

(6) Wat) [ext] <n [EGQ-&x')| < €/3

{6(x)-G(x')| < €/3

Choisissons maintenant x'. D'aprés le lemme précédent, il existe un entier

q tel que :

bf

x @
om |



avec :

(8) p(a) = [a Log, b]

Posons x" = bY/aP(, ptapras 1a proposition 2.5, b étant un degré-Limite|

on a E(b9) = G(b%). On en déduit, d’aprés (8), que Ee) = G(x").

D'aprés le théortne 5, on sait que © (xt) » E(x') > G(x"). On a done :

(9) | Eee)-e@'y| = 0

Reste le terue E(o- Rx) . Come © (x) converge vers €(x), il existe

p' tel que :

(10) vy> Pt 1B 00-9] < 6/3

D'aprés (5), (6), (9) et (10), on a finalement :

| Bao-60o| < «

On peut donc dire que C et E tendent vers G(x) = k x Log x.

Mais cela ne signifie pas que la différence C-E est bornée, ou que

la différence C-G est bornée !

5.3. THEOREME DU DEG) LIMITE

Théorém II : A partir d'un certain rang N, tous les arbres optimaux

de poids n > N) ont pour degré au sommet 1'un des degré-

limites.

Preuve : Considérons un arbre optimal de poids n et de degré au sommet d-

Nous allons montrer que si n est assez grand, d est égal a l'un des degré

limites.

D'aprés la proposition 2.1, et la formule (2.20), on a:

ay C(n) - k a Log n > np (d) ~ k Log d]

(2)
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Appelons p 1a poche den (a? <n < a*!). ptapr’s 1a proposition 3.6,

formule 3.(34), on a:

C(n)= aP Coola?) + pn g(a)

n/aP. D'aprés (11) et (12), on a:

€,(0) ~ k x bog x > x [pla) ~ k Log 4]

eo tend vers k x Log x.

Posons x =

D'aprés la proposition précédente,

Done, si p est assez grand, c'est-a-dire si n est assez grand, le

terme entre-crochets doit étre nul, ce qui entraine que d est

un degré-limite. I1 existe donc un entier Ny tel que tous les arbres opti-

maux de poids supérieur ou égal 4 N, ont pour degré au sommet 1'un des

degré-limites.

Dans le cas of il y a un seul degré-limite a, nous avons vu qu'a partir

d'un certain rang N) il existe un arbre optimal de degré au sommet a.

Dans le cas of il y a plusieurs degré-limites, nous avons une propriété

duale : 4 partir d'un certain rang Ny, tous les arbres optimaux ont pour
degré au sommt l'un des degré-limites.

Quelles sont les valeurs de Ny s'il y a plusieurs degré-limites ?

Prenons L'exemple des fonctions de coft du type @(d) = d+A. Nous avons

vuen 4.4.1, que dans le cas o8 il y a un seul degré-limite, N) tend

wd)

pour lesquelles il y a plusieurs degré-limites. En fait, quand 4 =

(voir définition en 2.6.2)

wld),

les valeurs de N, ne sont pas trés Elevées. Si A= (3), par exemple,

vers l'infini quand 4 approche des valeurs

No est égal 47 ! Bien entendu, N, a un autre sens : cela signifie que

pour cette fonction de cofit, les arbres optimaux de poids supérieur ou

égal &N, = 7 ont pour degré au sommet l'un des degré-limites, c'est-a-dire
2

Bou 4.

5.3.1. FORME DES ARBRES CORRESPONDANT AUX POINTS ANGULEUZ

CALCUL DE E

Nous avons déja vu (proposition 3.1, (iiii)) que les arbre réguliers dont

les degrés sont tous des degré-limites correspondent 4 des points anguleux

de E, clest-a-dire que leur poids est l'abscisse d'un point anguleux de E.
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Si nest plus grand ou égal aN), la réciproque est vraie :

Proposition 2: Sin est L'abscisse d’um point anguleux de EB et si

n 2Np, alors tous les degrés des arbres réguliers corres~

pondants sont des degré-limites.

‘Preuve : Supposons qu'il existe un arbre régulier correspondant A un point

anguleux d'abscisse n >N, et tel qu'a une profondeur donnée le degré d

de ses noeuds ne soit pas un degré-limite. L'ordre des degrés des diffé-

rentes profondeurs n'influant pas sur le coft d'un arbre régulier, cet

arbre est équivalent & un arbre optimal de degré au sommet d. Comme n > Np,

. aa a y

c'est contradictoire avec le théoréme précédent.

Corollaire | : Sin est l'abscisse d'un point anguleux et si n> Noy

alors n est égal 4 un produit de puissances entiares

de degré-limites :

13) a= 4€0 sen
leit

‘Preuve : Cela découle directement de 1a proposition précédente. Z

Au chapitre précédent , nous avons vu que l’enveloppe convexe E est

calculable en temps fini s'il y a un seul degré-limite. Dans notre cas,

ce n'est évidemment plus vrai puisque nous avons vu au paragraphe 2 que

€ évolue constamment et tend asymptotiquement vers G. Cependant, la

formule (13) nous donne un moyen de calcul rapide des points anguleux

de E d'abscisse supérieure ou égale a Ny

Reportons-nous a la définition 4.8. Pour un arbre T donné, nous avons appell

A(T) la différence maximum de profondeur de ses fevilles. Pour une fonction|

de cofit @ donnée et pour n donné, nous avons appelé 4g(n) le minimum de 4

sur tous les arbres de poids n optimaux pour la fonction de coiit@ -
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Nous avons défini de méme Q(T) et Qgp(n) pour la différence de poids des

sous~arbres principaux (voir définition 4.7). Nous avons montré que s'il y a

un seul degré-limite, gla) et Ge(n) sont bornés respectivement par

des constantes dpet Q p(propositions 4.8 et 4.9).

Nous allons montrer que s'il y a plusieurs degré limites (avec 1'hypothése

(1), Son) et Qo) ne sont pas bornés. Qu'est ce que cela simifie exacte-

ment ? Pour les différences de profondeur, cela peut s'exprimer par la

formule suivante :

WN 3n gm on

ou bien, si Cy (n) désigne l'ensemble des arbres optimaux de poids n :

VN an vre Fon) A(T)> N

Cela signifie que pour tout N arbitrairement grand, on peut trouver des

valeurs de n telles que tous les arbres optimaux de poids n ont une

différence 4 de profondeur des feuilles supérieure & N. De méme, les

différences de poids peuvent @tre rendues arbitrairement grandes.

Cette propriété est assez surprenante. En effet, elle semble en contradiction

avec la proposition 2.1, qui indique que les arbres optimaux ont tendance

4 @tre équilibrés. Nous n'avons pas trouvé d'explication réellement satis—-

faisante & cette contradiction.

Nous allons faire la démonstration dans le cas of la fonction de coat

ne posséde que deux degré-limites a et b (a <b) vérifiant 1'hypothése (1).

La présence d'autres degré-limites ne ferait que compliquer inutilement

la démonstration. La méthode de preuve est ia suivante : trouver des

valeurs de n pour lesquelles l'arbre optimal est unique et les différences

4 et Q arbitrairement grandes. Nous avons besoin du lemme Suivant

Lemme 2 ; Soit n tel que le degré d soit possible pour n et tel que

net n/d ne soient pas des abscisses de points anguleux

de E. Appelons e, et € les abscisses des points anguleux
1

les plus proches den :

e)<n<e
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Appelons e} et e' les abscisses des points anguleux

les plus proches de n/d :

aay el <n/d<et

Alors :

(i) de'>e => c(n) > E(n)

(ii) dey <e => C(n) > E(n)

Preuve : Nous ferons la démonstration pour(i) seulement. La démonstration

de (ii) est du mme type. Comme d est possible pour n (voir définition

4.4), on a, pour certains a

Cla) = Y@.n+ E oCm,)

Igi¢d

Comme C > E et comme E est convexe, on en déduit :

as) C(n) > pld)n + d.E(n/d)

Posons

(6) n/d = a,c} + ae! eta sl

Comme E est une droite entre les points anguleux consécutifs d'abscisses

"|
ete, ona:

an E(n/a) = ay E(e}) + a.E(e")

On déduit de (15), (16) et (17) que :

C(a) 2a, [pla de} + d8(e})] + a[pla).de' + d.e(e)]

D'aprés la proposition 3.2, on en déduit :

(18) C(n) > ay E(d e) + a.E(d e')

Appelons D(x) 1'équation de 1a droite passant par les points de E d'absciss

(del) et (de').

= 153 -

D'aprés (16), D(n) est égal a:

D(n) = @.D(d e}) + a.D(d e*)

D'aprés (18), on en déduit :

(9) C(n) > D(n)

D'autre‘part, d'aprés les hypothéses du lemme, on a:

dep<cn<e<de!

Comme il y a un point anguleux d' sbscisse e entre (de!) et (de'), la

droite D est strictement supérieure 2 E entre (de/) et (d e').

On a donc : D(n) > E(n). On en déduit bien, d'aprés (19) que :

C(n) > E(m).

La figure suivante aidera 2 comprendre cette preuve :

La définition suivante va nous permertre de trouver des valenrs den

pour lesquelles les arbres optimaux sont uniques et ont une grande

différence de profondeurs des feuilles.
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Définition 1 : (i) Pour q entier non nul, nous définissons :

(20) p(a) = | q Log, b|

(21) y(q) = q Log, b - pla)

(ii) Nous appelons @ l'ensenble des entiers q tels que

(22) PD py 2X,

(23) yq)< Min = y(s)
leseqrl

Notons que :

ya) €[o,1[

aP(D 549 < gPiatl

Notons d’autre part: que l'ensemble Q comporte une infinité d'entiers,

En effet, y(q) s‘écrit

y(q) =qz-|q2] avec 2 = Log, b

Nous avons vu dans la preuve du lemme 1 que y(q) est dense dans [0,1]

quand q varie. Tl y a donc une infinité de valeurs de q pour lesquelles

y(q) est aussi proche que possible de zéro. L'ensemble Q est donc infini,

Lemme Si qéQet si aet b sont les seuls degré~limites, on a:

Gi) a? et bY sont les abscisses de points anguleux
consécutifs.

artayrt et (a,b%) sont les abscisses de points ange(ii)

leux consécutifs.

(iii) sine] a? o9[ alors c(n) > Btn)

(24)

(25)

Preuve de (i) et (ii) : Nous ferons la démonstration uniquement pour

aP( oe bY. La preuve est identique dans l'autre cas. La démonstration

se fait par l’absurde. Supposons qu'il existe un point anguleux d' abscisse

nentre 2D et 44. p'aprés (22), n est plus grand que Ny. D'aprés le

corollaire 1, comme il y n'y a que deux degré-limites a et b, n est

de la forme :

nea be (x et s entiers)

On a donc :

PD ¢ FES < pt et os<q

En prenant le logarithme, on dbtient :

p(q) < r+ s Log, b <q Log, b

Avec les notations de la définition 1, cela s'écrit

[p(a) - er - p(s)] < yts) < [p(a) - c ~ p(s] + y(a)

On en déduit done y(s) < y(q). Comme s <q, c'est contradictoire avec

l'hypothése q € @,

Preuve de (iii) : Soit n vérifiant :

PD on od

Conme n > Ny (d'aprés (22)), seuls les degré-limites a et b sont possibles

pour n.

Considérons d'abord le cas oi a est pssible pour n.

Appelons e' l'abscisse du point anguleux le plus proche de n/a et tei que :

n/age'

D'aprés (22), on ae' >N, + D'aprés le coroliaire I, l'entier e' est donc

de la forme :

(e et s entiers)
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On a donc

Diaprés la proposition 3.1.(iiil), l'entier (ae') est done L'abscisse
(q) qd'un point anguleux de E. Comme aP(@ ¢ n gad et que a? VW etd

sont les abscisses de points anguleux consécutifs, on en déduit que :

Mais l'égalité est impossible car elle contredirait l'hypothése (1)
ps = att!

sur aet b (on aurait en effet: ). On a done :

(26) ae > bi

De (24) et (26), on déduit que :

(27) n/a <e'

Lientier n/a n'est donc pas l'abscisse d'un point anguleux. D'autre part,

l'entier n n'est pas non plus l'abscisse d'un point anguleux. D'aprés

les inégalités (24), (26) et (27), nous pouvons donc appliquer le lemme

2.(i) avec d=aete= bt. On a donc bien :

C(n} > E(n)

Dans le cas of le degré b est possible pour n, la démonstration est

identique, en utilisant le lemme 2. (ii).
Z

Proposition 3 : Si aet b sont les seuls degré-limites, alors, pour les

valeurs de n suivantes :

qé@

(28) n= j pt + (a-y) apa) avec ¢ j entier
l< j<al

Ona:

(29) A,)(n) = pla) ~ 4

(30) Qg (n) = bo = ae (a)

e

=

L'arbre T optimal de poids n est unique 2 une permutation prés des

sous-arbres principaux. Son cofit vérifie C(n) = E(n) et il ala

forme suivante :

4 y(n) = AIT)

b-parfaits de poids b®%

a-parfaits de poids ap (a)

FIGURE 2.

Preuve : La preuve se décompose en plusiéurs parties. Nous allons

d'abord montrer que l'arbre T ci~dessus est optimal pour les valeurs

de n définies en (28). Nous montrerons ensuite que pour ces valeurs

den, il n'existe pas d'arbre optimal de degré au sommet b. Nous en dé-

duirons enfin que T est Ll'unique arbre optimal pour ces valeurs de n.

Nous allons d'abord mettre en évidence une propriété de D(x), droite passant

par les points de E d'abscisses ap (a) et b4. Comme aP(@) et pd sont les
abscisses de points anguleux consécutifs de E (lemme 3-(i)), on a:

: r p(q) iq(31) si x€la ,» b ] alors E(x) = D(x)

(32) si xf [2P6@ vb] alors E(x) > D(x)

Comme C(x) 2 E(x), on en déduit que

(33) C(x) » D(x)



Montrons qu'il aty a égalité que si x est égal a a?“ ou d%.

D'aprés (32) et (33), on a:

(34) si x¢ [a 49] ators c(x) > D(X)

D'aprés le lemme 3.(iii), on a:

(35) si xe], o9f alors C(x) > B(x)

puisque C et E sont des interpolations linéaires entre les valeurs

entiéres.

On déduit de (31) et (35) que :

(36) si xe JP, o9[ ators cx) > D(x)

Finalement, d'aprés (34) et (36), on at

Bn C(x) = Dod dx = PD ou x= bt

(Rappelons que C et E sont égaux en aP( et bY puisque ce sont des

abscisses de points anguleux).

Test optimal pour n et C(n) = E(n)optimal pour fet: O(n) Pia),Liarbre

Calculons le coit de T :

Ber) = playa + 5.0004) + (aj). c¢aP )

D'aprés la définition de n, on en déduit :

Boy = 5 [oladab® + ace] + (aif pred. a.a?
+ a.C(al

Mais les termes entre-crochets sont précisément les cots des

optimaux de poids (a.b%) et (2P*))
Er) = ja b% + (aj).c (2** )

+ On a done t

pCa) }
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Comme ces arbres correspondent A des points anguleux, on en déduit :

Ber) = j.8(a.b% + (5.8 (P*)

Les entiers (a.b%) et (20*1) étant les abscisses de points anguleux
consécutiffs de l'enveloppe convexe E, on en déduit, d'aprés (28), que

le point (0, ea) est sur le segment de E joignant ces points anguleux.

On a donc €(T) = E(n). L'arbre T est done optimal et on a +

(38) C(n) = E(n)

Le degré b est impossible pour n

La démonstration se fait par l'absurde. Nous allons montrer que si

le degré b était possible pour n, on aurait C(n) > B(n), ce qui

contredit (38).

Supposons donc que le degré b soit possible pour n et appelons e}

L'abscisse du point anguleux le plus proche de n/b et tel que

e; < n/b

La suite du raisonnement est le m@me que pour 1a preuve du lemme

3.Gii). On montre que n/b n'est pas L'abscisse d'un point anguleux

(clest-a-dire que e} <n/b) et que :

bet < apiaitl
tea

Comme n n'est pas I'abscisse d'un point anguleux, on peut appliquer

le Lena 2.(ii) avee d= b et e, = aP\D*! On on déduit que C(n) > Rin).

ce qui contredit (38).

L'arbre T est l'unique arbre optimal de poids a

Comme le degré b est impossible pour n et que n >

optimaux de poids n ort pour degré au sommet a.
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Appelons T' l'un deux et appelons nj,--- ny les poids de ses sous-arbres

principaux. Comme T’ est optimal, on a:

(39) Cn) = Pla)n+ ZF C(nz) avec =
l<i¢ga l<ica

Calculons maintenant E(n). D'aprés (28), n est dans 1'intervalle

ne[P@*!, av?)

On en déduit facilement que :

E(n) = Q(a).n + a.D(n/a)

oi Dest la droite définie précédemment. On en déduit que :

(40) E(a) = gla)n+ EZ d(nj)
liga

D'aprés (39) et (40), on a:

Z [emp-vep] = 0
l<iga

D'aprés (33), on en déduit que C(n;) = Bem) D'aprés (37),

les entiers n, sont donc égaux,soit & PY soit a bo. Ltarbre T

est donc l'unique arbre optimal, 4 une permutation prés des sous-arbres

principaux.

Bien entendu, il existe d'autres valeurs de n pour lesquelles les

différences de profondeurs et de poids des sous~arbres principaux

sont arbitrairement grandes.

Donnons un exemple. Si @(d) = A+¥(3) (voir 2.6.2 et 4.4.1) ily a

deux degré-limites : 3 et 4. L'entier q = 23 fait partie de l'ensemble Q

de la définition 1 et on a p(q) = 29. D'aprés la proposition précédente,

- yee

pour n= 423 4 2.379, “Lunique arbre optimal eat +

tg(n) = 6
9gin = G23 - 329

‘|

ot T, est l'arbre 4-parfait de profondeur 23 et T, l'arbre 3-parfait

de profondeur 29.

Théoréme 12 + Sila fonction de coft @ posséde plusieurs degré-limites,

vérifiant L'hypothése(i),les différences de profondeurs

des feuilles ag(n) et les différences de poids Qp(n)

ne sont pas bornées. Plus précisément :

WN oan tgin) > N

vN o3n pir) >N

Preuve : Dans le cas of il y’a deux degré-limites a et b (a <b)

vérifiant l'hypothése (1), la proposition précédente nous indique que

pour les valeurs de n suivantes :

4€@ (définition 1)
(41) n= bd + (al), PD avec

p(a) = [q Log, b}

= p(q) - = pd — PCa)
g® p(q) —q et Quin) bt - al

Montrons que pour ces valeurs de n la différence de profondeurs A,» (n)

9
n'est pas bomée. La démonstration est analogue pour Q,,(n). On a

bg =| atog, 6] - 4

On en déduit :

bg) > q-log,b- 1-4

ce qui s'écri

(42) Ag(n) > 4. (Log, - 1) - 1
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Ltensemble G@ étant infini, les entiers q de l'ensemble Q peuvent étre

arbitrairement grands. D’aprés (42), on en déduit que bgTM) niest pas

borné.

La démonstration se généralise au cas oi il y a plusieurs degré-limites

dont deux au moins vérifient l'hypothése (1). a
ZA
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CHAPITRE 6

ARBRES OPTIMAUX A POIDS INEGAUK

6.1. PRESENTATION

QQ)

Dans les chapitres précédents, nous avons 4tudié la forme et le cofit

des arbres optimaux 4 poids égaux. Nous nous placons ici dans le cas

général of l'on cherche la forme et le cofit des arbres aoptimaux pour une

suite de poids quelconque S = (apyereyai)s Nous supposons toujours que

la fonction de cofit est 4 degré borné, c'est-a-dire qu'il existe, pour

tou€n-uple S, unm arbre optimal dont tous les degrés sont inférieurs ou

égaux 4 un entier qoax? Au chapitre |, le théoréme | et les corollaires

1.4 et 1.5 donnent des conditions suffisantes sur @ pour que la fonction

de cotit soit 4 degré bomé.

Il s'agit donc, pour une suite S$ = (ayy+++5a)) de réels positifs ou nuls,

de trouver l'arbre de suite $ de coft minimum,

Nous @tudions d'abord comment varie le cofit optimal C(S) avec

le n-uple S$ .A poids total constant, nous verrons que plus le n-uple

est "équilibré", plus le cott optimal augmente.

Nous avons vu que pour les arbres 4 poids égaux le cott optimal est

bomé inférieurement et supérieurement. Nous montrerons que l'on

peut 6étendre ce résultat aux cas des arbres 4 poids inégaux.

Nous avons vu aux chapitres précédents que les arbres optimaux ont

tendance 4 avoir pour degré les entiers d qui minimisent @(n}/Log n:

Pld) 2 Playentiereo Log d Log n

Ces entiers sont appelés degré-limites et leur ensemble est noté D.

Nous ne distinguerons pas ici les cas of il y a un seul ou plusieurs

degré-limites. Mais nous montrerons que dans le cas général, les arbres

optimaux ont également tendance 4 avoir pour degré les degré-limites.



En particulier, l'algorithme de HUFFMAN {7], utilisé avec l'un de ces depy

constitue une bonne heuristique.

En ce qui concerne la complexité de l'algorithme de recherche de l' arbre

optimal, nous n'avons pu mettre en évidence un algorithme en temps

poynomial en n. Cependant, pour certains n-uples, il est possible de

calculer rapidement l’arbre optimal, c'est-a-dire en temps polynomial -

ou mém linéaire ~ en fonction den. Nous indiquerons également des

heuristiques.

Rappelons. que a désigne le plus petit degré-limite

pour d€ dD= ee OO. GO
~ Log a Log d

Définition | : Pour un n-uple S = (apae++ sa) nous

— le minimum m(S) de S : m(S)

- le poids N(S) de S: N(S)

~ l'entropie H(S) de S : H(S)

6.2. VARIATION DU COUT OPTIMAL AVEC LE N-UPLE

Il stagit d'étudier les facteurs qui interviennent

et que

définissons

= Min a.
, i

l<is<n

= x ay

l<i<n

a.
_ iL N(S)

= 2 ysy hOB
\<ign L

dans la valeur

du cofit optimal. Dans certains cas, cela permet de comparer le colt

optimal correspondant 4 deux n-uples donnés. Si l'on comnaft le coft

optimal de 1‘un deux, on en déduit des indications sur celui de l'autre.

Les régles suivantes peuvent donc servir 4 trouver de bonnes

du cotit optimal :

Proposition | : G) Veo 0 Cleve) yee Cea) = c.C(ayy see y a.)

(ii) Vb 20 Clayy+++.4)) 2 C(ayy+++,a,,b)

(iii) Ve > 0 Clay pees sap area) < Clay yerssaptey-++,a
nn

approximation

)

Preuve : La formule (i) résulte de la proposition 1.3 ;

= 65 =

la formule (ii)

découle du lemme 1.1, puisque la fonction @ est supposée croissante.

Montrons (iii) : si dans l'arbre optimal pour la suite (apsees,apteseeey a)

nous remplacgons la feuille de poids a, +c par une feuille de poids ass

nous obtenons un arbre de cofit moindre pour la suite (ayreeesa

il en résulte (iii).

Proposition 2 :

cotit optimal augmente. Plus précisément :

si: ai+a!=a.+ta
z J 1 j

a! - al|<la, - a
j i

alors :

tClay sere Bg eee a sBeree esa) € Classe sat aeee

Preuve : Clest évident st a; = a.
J

On a donc ay < aj. Posons :

S = (ays seep ye erzaee esa.)

S' = (Ap see rs Al aee rs aigeee yal)
J

Appelons T' L'arbre optimal pour $' et c; et cl
Jj

tdes feuilles de poids a! et a dans T'. D'aprés le corollaire 1.1,
i

i1 v
comme a. ¢ a4. onac

1 j’ L

les indices i et j). Remplagons dans T' les feuilles de poids a!
i!

Supposons donc a; <a, et ae <a.

les cotits partiels

> e (si a; = ais il suffit d'échanger

+38) 4

Z

A poids constant, plus le n-uple est équilibré, plus le

a)

1

J

et x par des feuilles de poids a; et a respectivement. On obtient

ainsi un arbre T, dont le coft vérifie :

er - & yos Bal treat
(tT) (T') = (a; ard (cr oP)

Comme a, < ay et cf 2 ci, on en déduit que :
Jj

et.) < a)

Comme par définition C(S') = G(T’) et C(s) « ot,), on en déduit bien

C(S} <C(S').

DZ



(3)

Corollaire | : Pour tout n-uple S$ = (ays-++5a)), on at a!

NCS NCSC{ays+--.a,) < ofS... AS)

6,3. BORNE INFERIEURE DU COUT OPTIMAL

Définition 2 :

(4)

(5)

(6)
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‘Preuve : On peut passer du n-uple (a,o95554,) au n-uple (wcs)/n,-- (SA
par une suite de transformations du type de celle décrite 4 la propositig

2. Comme, d'aprés cette proposition, le cofit augmente 4 chaque fois, on

en déduit bien (3).
S

Aux chapitres 2 et 3, nous avons vu que l'enveloppe convexe E et la foncti

G sont des bornes inférieures du cofit optimal C, pour les arbres optimaux

A poids égaux. Nous verrons qu'a partir des fonctions G et E, on peut

construire des bornes inférieures du cofit optimal Clay yess say) dans le

cas général. Nous allons d'abord donner ume méthode générale de

construction de bornes inférieures.

6.3.1]. FORME GENERALE DES BORNES INFERIEURES

A toute fonction g des réels dans les réels, nous faisons

correspondre les trois fonctions suivantes :

(i) une fonction oz sur les n-uples

Z(ay,-++sa,) = gp a a;\ ~ » gla, )
1<i<n ]

(ii) une fonction We sur les noeuds v d'un arbre

wa) = gfas)-0) ~ a(eon) + eee a (Cu)

(iii) ume fonction 4; sur les arbres

airy = 2 ww)

8 ie
T

On peut remarquer que W, et a0 dépendent de la donnée de la fonction

de cofit, c'est-a-dire de @.

Lemme | :

(7)
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Le cott €(1) d'un arbre quelconque vérifie :

G(T) = 2 (8) +2!(1) = Z5(8_) + 25D)

Preuve : Il suffit de calculer ZT) et de remarquer que la somme sur

tous les noeuds de L'arbre du premier terme de Wty) est égale A G(T)

et que la somme sur tous les noeuds de l'arbre du deuxiéme et du troisiéme

terme est égale 4 (-2, (Sp).
7,

Y

Nous définissons maintenant une classe de fonctions qui vont nous

permettre de construire des bornes inférieures.

Définition 3: {i} On appelle Gv ensemble des fonctions réelles g

qui satisfont les conditions suivantes :

(8) a(x) $< P(d).xt+ Y g(x;)
I<i¢d

avec yy
I<icd

\d entier, 2<ed<«d

(ii) On appelle ¥s) le sous-ensemble des fonctions de ge

dont l'intervalle de définition contient [m(s), n(s)]

Lemme 2: Sig e FS), si T est un arbre quelconque de suite S$ et

vo un noeud quelconque de T, on a:

ee > 0 et 2, () 20

Preuve : Si l'on écrit la formule (8) avec x = wv) et x, = w(u)

( pour igi¢d et we Fv)] » On volt que gee est positif ou nul. D'iapreés (6),
on en déduit que a) 2 0.
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Théoréme 12 : Pour tout n-uple$,pour toute fonction g de FS) le

cofit optimal C(S) est minoré par z,(8) :

(9) vs vee ¥(S) c(s) > 2, (8)

ce qui s'écrit :

(0) Claes) > af Ea)- Z gla)
! 7 icica Uf isiea

Preuve : Considérons un arbre T quelconque de suite S. D'aprés le

lemme 1, on a:

boy Z(8) + 2302)

D'aprés le lenne précédent, on a Z{(T) > 0. On en déduit :

ay C(t) > 2,(8)-

Comme T est un arbre quelconque de suite S, cette inégalité reste valable

pour l'arbre optimal. 5
ZB

Pour une suite $ donnée, il y a ume infinité de fonctions g dans g (Ss).

Le cotit optimal C(S) est borné inférieurement par tous les termes 2,68)

correspondants. Il en résulte que si nous trouvons une fonction BE gS)

et un arbre T dont le coft est égal 4 2,(S) alors L'arbre T est optimal

pour S.

Définition 4: On dit qu'une fonction g est optimale pour une suite S

si

c(s) =zeEG(S) , CCS) = 2,(s)

On dit qu'une fonction g est optimale pour un arbre T

si gest optimale pour S,.

Lemme 3 : Si g est optimale pour un arbre T, alors T est optimal

et W (v) est nul sur tous les noeuds v de T.

8
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Preuve : Si g est optimale pour T,alors (7) = 2,(S,)- D'aprés le théoréme

précédent, 1l'arbre T est donc optimal. D'aprés le lemme 1, on en déduit

que 25(T) = O,et, d'aprés le lemme 2, que W,(v) = 0 sur tous les noeuds

de T.

6.3.2. EXEMPLES DE BORNES INFERIEURES DU COUT OPTIMAL

Dans le cas des arbres & poids égaux, chaque fois que le cot optimal C(n)

est &gal a l'une des bornes inférieures E(n) ou G(n), les arbres optimaux

correspondants ont des propriétés particuliéres. Dans notre cas, il y @ une

infinité de bornes inférieures 2,08) possible. Nous allons montrer que l'on

peut prendre pour g les fonctions C, E et G et étudierons la forme des

arbres optimaux pour lesquels ces fonctions sont optimales (au sens de

la définition 4).

Corollaire 2: Si m(S) 21, alors C(S) > 2,8), ot E désigne 1’enveloppe

convexe définie en 3.3,

Preuve aprés la proposition 3.2.(i), la fonction E satisfait la condition

(8). On a done Beg. Comme E est définie sur [1,°[, on a bien E € ¥(s)

puisque m(S) > 1. Il suffit alors d'appliquer le théoréme 12.

Gorollaire 3: Si a(S) > 1, alors C(S) > 2,(S), o8 C est le cot optimal

des arbres 3 poids égaux et unitaires.

Preuve : D'aprés la formule (2.2), la fonction C satisfait la condition (8):

La suite de la preuve est identique & celle du corollaire 2.

Ce corollaire peut s'écrire :

aa Clay yeeesag) & at zB a)- 2 cea
I<ien Isicn

Pour quels arbres la fonction C est-elle optimale ? D'abord pour les

contractions d'arbres optimaux 4 poids égaux. Considérons en effet, un

arbre optimal T An feuilles de poids égaux et unitaires.
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Contractons le par un ensemble de noeuds indépendants vy,.-+sV,1 de poids

Tyee reoMye p'aprés la proposition 1.4, l'arbre T' obtenu est également

optimal pour une certaine suite S' de poids n et on a
:

Cr) = Cay + EF Caw)
lsict

ce qui s'écrit :

(13) c(s') = C(n)- £ Cn,)
Isigt

Le deuxiame membre de 1'égalité (13) étant égal & 2,(8"), la fonctio
n C

est bien optimale pour l'arbre T'.

Mais 1a fonction C peut @tre optimale pour des arbres qui ne sont 
pas det

contractions d'arbres optimaux 4 poids égaux. Par exemple, si @(d) = 4,

L'arbre suivant est optimal pour la suite $ = (1,1,1,1,1,1,2-5,3)

3 &(r) = (Ss) = 63.5

Si l'on se reporte A 2.6.3, on voit que cet arbre n'est contraction ¢'
a

arbre optimal & poids égaux. Et pourtant, la fonction C est optimale p
oy

clest-a-dire : Z¢(5) =G(T). Bn effet, a l'aide des formules (2.35),

on vérifie que :

Zq(S) = (11.5) ~ C(3) ~ (2.5) = 63-5

Cela nous wontre d'une part que les arbres optimaux pur un a-
uple

quelconque ne sont pas tous des contractions d'arbres optimaux 3 poids

égaux, et d’autre part, que la recherche d'une fonction g optimale

pour un arbre T donné est un moyen efficace de tester L'optimalité de 
T,

Malheureusement, comme nous le verrons plus loin, il existe des arbres

optimaux auxquels ne correspond aucune fonction g optimale.

Corollaire 4: Pour tout n-uple S, on a:

C(S) » 2,(S) avec G(x) =k x Log x

(4) c(S) > k N(S) H(S)

‘Preuve : La fonction G est la borne inférieure des chapitres précédents et

Hest L'entropie de la définition 1. On vérifie facilement que :

Z,(8) = k N(S) H(S)

Pour terminer la preuve, il nous faut donc vérifier que G satisfait

la condition (8), c'est-a-dire :

k x Log x <@(d) x + Ek x Log x;

isicad * *

as) avec z,
Isisd

dentier, 2<¢d<da
max

La fonction x,Log x étant convexe, on a :

a Log x, 2d % Log *
leigd peta a

On en déduit que :

(16) Pld).x + Zk x, Log x, > k x Log x+ x[Q(d)-k Log a]
Isisd

Le terme entre-crochets étant positif ou nul par définition de k, on en

déduit bien (15).

Pour quels arbres la fonction G est-elle optimale ? Calculons la différence

entre le cofit d'un arbre T quelconque et la borne inférieure 2(S_)Z(S_) +

Diaprés le lemme 1, et 1a définition 2, cette différence s'@crit :

an Br) - 26S) = E ulv).
vEM,



(18)

ag)

(20)

- W724

Par un calcul analogue @ celui effectué au lemme 2.1], on montxe que :

Wg) = w(v9[4 0) + 4,00]

ay) = 9(acv)) = k Log a(v)

HO,¢v) « [es ay) + EZ LD rog WO
uefa) 8 we”)

Par définition de k, on a so) 20, et 4) ne s'annule que si d(v)

est un degré-limite. D'autre part, la fonction x.Log x étant convexe,

on a 44(v) 20, et 4,(v) ne s'annule que si tous les fils de v ont

néme poids w(v)/d.

La fonction G sera donc optimale pour tout arbre T vérifiant les deux

conditions suivantes

1) tous les degrés de T sont des degré-limites,

2) les fils de chaque noeud ont wéme poids.

S'il nty a qu'un seul degré-limite a, G sera optimale uniquement pour

les contractions d'arbres a-parfaits.

L_UNE BORNE INFERIEURE “UNIVERSELI6.3.3. EXIST!

Existe-til une fonction g telle que pout tout n-uple S on ait

c(s) = 2,(8) 2? Si c'était vrai, le calcul du cotit optimal serait

immédiat. Mais la réponse est non. On peut alors se demander si 3 tout

n-uple S correspond une fonction g optimale pour S. La réponse est enco!

non, comme le montre le contre-exemple suivant

Nous montrerons en 6.6.3, que l'arbre T suivant est optimal si M(d) = d

pour le 4-uple (1,1,2,4).

PIGURE 2

6.4.
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D'aprés le lemme 3, une fonction g optimale pout T doit vérifier Wo) =0

sur chacun des noeuds de T ; cela s'écrit :

g(2) = 4 + 2.g(1)

2(4) = 8 + 2.8(2)

g(8) =16 + 2.84)

0

ce qui entrafne :

(21) 2(8) = 48 + 8 g(t)

D'apr&s la définition de g, on doit avoir :

g(3) < 3.p(3) + 3.8(1)

2(8) < 8.@(3) + 9(3) + g(3) + g(2)

On déduit des deux inégalités précédentes que

(8) < 46 + 8 g(1)

ce qui est contradictoire avec (21). Au 4-uple (1,1,2,4) ne correspond

done aucune fonction g optimale si @(d) = €.

BORNE SUPERIEURE DU COUT OPTIMAL ~__ANALOGIE AVEC LE CODAGE

HUFFMAN [7] (voir aussi GALLAGER [5], p. 50) a donné une borne inférieure

et supérieure du cotit optimal quand on se limite @ une certaine classe

d'arbres, les arbres d-aires

(i) Nous appelons arbres d-aires, les arbres dont tous lesinition 5

noeuds, sauf peut-@tre un noeud terminal, ont pour

degré d. Plus précisément, si le nombre de feuilles a

vérifie :

(1) = 0 mod. (d=1)

alors tous les noeuds ont degré d. Sinon, il y a un

noeud terminal de degré [1 + reste (n-1,d-1)]

Gi) L'arbre d-aire de cot minimum pour une suite $ donnée

est appelé arbre d-aire optimal. .Son cot est noté

C4(S).
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Théoréme 13 (HUFFMAN) : Pour une suite S$ quelconque, on a:

O(a) 9a)
(22) Log a” NCS) H(S) < C4(8) < Foe N(S).H(S) + pCa). N(S)

En fait, HUFFMAN cherchait 4 minimiser la longueur moyenne du code pour

un alphabet 4 d lettres. Dans ce cas, @(d) = | et comme les a; sont des

probabilités, on a N(S) = 1. Le théoréme de Huffman s‘écrit dome :

H(S) H(S) -
ieee © “GQ “Haea *" avec H(S) = 2 a, Log

l<l<n

HUFFMAN a proposé un algorithme permettant de calculer rapidement 1l' arbre

d-aixe optimal et le cotit correspondant (voir 6.7.1).

Remarquons que la borne inférieure donnée par ce théoréme a méme forme que

celle du corollaire 4 (formule (14)). Si nous nous limitons aux arbres

d-aires, leur cofit est borné inférieurement par :

(23) ED MS) HS)

Si nous ne faisons aucune restriction sur la forme des arbres, le cofit

est borné inférieurement par :

(24) k N(S) B(S) ave ke = = oe

La borne supérieure est Evidemment valable dans le cas général

Corollaire 5: Pour un n-uple S quelconque, on ai?

(25) (i) cts) < nS N(S) H(S) + @(a) N(S)

(oii d est entier, d 2 2)

(26) (ii) K.N(S),HQS) < C(S) < k.N(S).H(S) + @ (a). NCS)
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Preuve : La proposition (i) résulte directement du théoréme de HUFFMAN,

puisque C(S) < C4(S). Pour (ii), il suffit de faire d = a dans les

formules (14) et (25). .
i.

On peut remarquer que la bome supérieure varie avec d. Généralement,

la plus petite borne supérieure sera donnée pour d = a.

Le terme k N(S) H(S) constitue-t-il une bonne approximation du cot

optimal ? L'erreur relative € aommise en approximant le coft optimal

par la borne inférieure est égale a :

(27) & . bog a

Plus § est @équilibré , et plus H(S) augmente. Donc, plus les suites sont

équilibrées, et plus la borne inférieure est une bonne approximation de

C(S). Si tous les poids sont @égaux, l'erreur relative est égale 3 ;

7 Log a

«2B E Log n

6.5. CALCUL DES ARBRES OPTIMAUX ET DE LEURS COUTS

6.5.1. ALGORITHME DE CALCUL

Soit un n-uple S$ donné. Pour calculer la forme et le cofit de l'arbre

optimal correspondant 4 S, on peut explorer toutes les arborescences

possibles 4 n feuilles. Pour chaque arborescence, il faut placer les

poids du n-uple $ sur les feuilles dans l'ordre inverse de leurs cofits

partiels, de maniére 4 minimiser le cotit (voir le corollaire 1.3).

Enfin, parmi les arbres ainsi obtenus, il faut choisir celui de cotit

minimum. C'est cette méthode que nous allons employer, en utilisant

la proposition suivante :

Proposition 3 : Pour tout n-uple, il existe un arbre optimal ot les

plus petits poids du n-uple sont placés sur les feuilles

qui sont les filles d'un wéme noeud terminal.



(29)

(30)
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Preuve : Considérons l'arbre optimal T pour ce n-uple et son arborescence 4,

Considérons un noeud terminal de A dont les filles sont les feuilles de

plus grand cott partiel. Plagons les plus petits poids du n-uple sur
ces feuilles et plagons les poids restants sur les autres feuilles de A dans

l'ordre inverse des cofits partiels. L'arbre T' ainsi obtenu satisfait les

conditions de la proposition. D'aprés le corollaire 1.3, on a:

G(T") = G(s) < G(T). Comme T est optimal pour S, on en déduit que T'

est optimal.

L'algorithme de calcul du cofit optimal utilise une récurrence sur n,

nombre de poids du n-uple. Pour n = 1, le cofit optimal est nul. Supposons

que nous sachions calculer le coiit optimal pour tous les I~uple, 2-uples,...

(n-1)-uples. Considérons maintenant un n-uple (ayseee5a)) avec n > ca ,
ax

oli les a; sont ordonnés par poidscroissants. Soit un arbre optimal

correspondant vérifiant la propriété de la proposition 3 et dont tous les

degrés sont plus petits ou égaux 4 G ax’ Soit d le degré du noeud terminal

qui regroupe les plus petits poids du n-uple. D'apras la formule des

contractions, le cotit de cet arbre est @égal & :

gay. = ay vel as; toast)
Isi<d <i¢<d

avec Z<d<d
max

D'aprés l'hypothése de récurrence, nous savons &valuer le deuxiéme terme da

(29), puisqu'il s'agit de calculer le cofit optimal d'un (n-d+1)-uple.

Le cofit optimal est donc obtenu en minimisant (29) quand d varie entre 2

et a.
ax

Cla) ,+++44,) = Min | ea). d a, + o( > 4, Baap 4
: : i

2<déd l<ig¢d isd
max

TH
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C'est le procédé qu'utilise l' algorithm récursif suivant :

donné g ie F ionnées entier 4 ax 3 fonction @,

appel; le tableau TA, de dimension n, contient les n poids du n-uple

triés par ordre croissant de poids.

TA(i) = a;

résultat : le résultat de la procédure est C, le cotit optimal corres~

pour I<i<n

pondant au n-uple.

Fonction utilisée : la fonction somme(d,TA) a pour résultat la somme

des d premiers éléments du tableau TA. La fonction remplacer(d,TA) a

pour argument un entier d et un tableau TA trié par ordre croissant

de poids . Elle a pour résultat un tableau trié of les d premiers éléments

de TA ont été remplacés par leur somme. Par exemple ;

TA = (1,2,3,4,9) remplacer (3,TA) = (4,6,9)

La procédure récursive C est la suivante :

réel procédure C(TA,n) ; valeur TA,n 3 Fréel tableau TA ; entier n ;

début ‘

entier d,E ;

sin= tI alors C: = 0

Sinon

début

Cine

pour di = 2 pas | jusqua min (a,d od faire

ER = @(d), somme (d,TA)

+ C(remplacer(d,TA),(m-d+1)) 3

C: = min(E,C) ;

fin

fin

fin

Pour obtenir la forme de l'arbre optimal, il suffit de garder trace des

entiers d qui minimise L'expression E, c'est-a-dire l'expression (29).
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Cet algorithme est récursif. I] est évident que son temps de calcul est . .

exponentiel en fonction de n. I] est donc inutilisable pour les grandes Bate oP mleaishe, Pas TMERMIES Gta Hone .g,26 noun aa Yors gi meee
valeurs de n : i1 faut environ une heure d'’ordinateur IRIS-80 pour enibvidence un Bfgort tite ain SepGneubter pams Ter prob ais a
haiteuilé Ete "CONE (opRunad Bi me’ oo 4 Le probléme 2 est-il alors intrinséquement exponentiel ? Jusqu'a main-

tenant, on n'a jamais pu montrer qu'un probléme NP est intrins@quement

tiel (voir COOK KarP [12]). Mai a td évi6.5.2. COMPLEXITE INTRINSEQUE DU PROBLEME DE RECHERCHE DE L'ARBRE OPTIMAL exponential (Rotz [3] et xarP [12}). Mais on a mis en évidence une
vaste classe de problémes NP, appelés problémes NP-complets, qui sont

équivalents entre eux, au sens suivant : si l'un d'eux est intrinsé-
Existe-t-il des algorithmes non exponentiels ? Nous verrons que dans . . :

quement exponentiel, alors ils le sont tous ; si l'un deux peut étre
certains cas particuliers, il est possible de calculer l'arbre optimal . .

résolu par un algorithme polynomial, alors tous peuvent L'étre également.
rapidement, c'est-a-dire en temps polynomial, ou méme linéaire,en fonctiof .

Nous pensons que le probléme 2 est NP-complet, mais nous n'avons pu le
de n. Mais dans le cas général ?

montrer.

Jusqu'a présent, nous nous sommes posés le probléme suivant :

6.6. INDICATIONS SUR LA FORME DES ARBRES OPTIMAUX

Probléme | : Solent une fonction @ et ume suite $ = (ayserr 08 d;
iy Nous @étudions d'abord la forme générale des arbres optimaux (degrés,

trouver l'arbre de suite S qui minimise le cofit.4 ele : q t a :
différence de poids des fils d'un méme noeud). Nous verrons ensuite

— . . que les arborescences optimales pour les n-uples & poids égaux restent
Considérons le probléme suivant :

optimales pour les n-uples équilibrés. Enfin, pour les n-uples trés

~ ‘ . : déséquilibrés, nous verrons que les arbres "linéaires" sont optimaux.
Problém 2 : Soient une fonction @ , une suite S$ = (ayse+-sa) et une

constante réelle c. Existe-t-il un arbre T de suite § dont le cott

vérifie 2(T) <c? 6.6.1. FORME GENERALE

Nous avons vu en 6.3.2. (formules (17), €18}, €19) et (20)), que la
El est @vident que le probléme 2 est plus simple que le probléme |, car . .

; a 4 5 eet r 2 différence entre le coft d'un arbre qualconque T et la borne inférieure
si on connaft l'arbre optimal pour S, on peut immédiatement répondre 4

ia d ' Bz a 2,(S,.) stécrit +
la deuxiéme question. Essayons d'analyser la complexité du deuxiéme Gut

probléme.

G(r) - Z (Sp) ss D> wev) (4,09) + 44]

Ved,

Tout d'abord, le probléme 2 est NP, ce qui veut dire'non déterministe
avec i?polynomial" (voir COOK [3] et KARP fiz}. Cela signifie que la seutssreanea

peut Stre faite en temps polynomial en n: c'est évident dans notre cas A (v) = @@(v)) - k Log d(v)
1

puisqu'il suffice de calculer le cofit de T et de comparer (T) et ce.

hy(v) = k [vee aw) + wine Log ony |
’ vé Ky)

Le probléme 2 lui~méme peut-il étre résolu en temps polynomial ? Ce serail

évidemment le cas s'il existait une fonction g “universelle", c'est-a- Nous avons vu que 4 (v) et 4,(v) sont positifs ou nuls.
1

dire telle que pour toute suite S on ait. z,(8) = €(S) (voir 6.3.3).



Proposition 4 : Si @(d) = det si le rapport du plus grand au plus petit
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Le terme 4 Cv) ne s'annule que si d est un degré-limite.

Le terme dy (vy) ne s'annule que si tous les fils de v ont méne poids.

En conséquence, les degrés des arbres optimaux tendent 4 @tre les

degré-Llimites, et les arbres optimaux tendent 4 @tre aussi équilibrés

que possible. Mais cela ne signifie pas que les différences de poids

des sous-arbres principaux sont bornées ! (cf. 5.4)

6.6.2. CAS DES N-UPLES EQUILIBRES

Nous allons montrer que les arbres optimaux 4 poids égaux restent

optimaux pour les n-uples équilibrés. Nous le montrerons pour deux

fonctions de cofit particuliéres, mais ce résultat s'étend 4 d'autres

fonctions de coiit.

poids du n-uple $ = (ayseesyay) est inférieur 4 3/2,

l'arbre optimal T pour S est obtenu en plagant les

poids ay de & sur l'arborescence A dans l'ordre inverse de

cotits partiels. L'arborescence A est celle de l'arbre

optimal 4 n feuilles de méme poids.

+

Preuve : Supposons tout d'abord que 2.3P gn 3P hy Diaprés 2.6.3,

l'arborescence A a la forme suivante : jusqu'd la profondeur p-i, tous lef

noeuds ont degré 3 ; 4 la profondeur p, il y a (n-2.3) noeuds ternaires
+ a a

et (3P 15 noeuds binaires :

profondeur p arborescence A

. hea Aa
gh et a

ny feullles

Ny feuilles
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Il y a donc:

3(n-2,3°) feuilles "ternaires"

= 2¢3?* en) feuilles "binaires"

mn tt

Nous allons supposer d'autre part, que les n, plus petits poids du n-uple

(a, . a.) sont dans l'intervalle [1,2] et les Ny plus grands poids
dans l'intervalle [2,3] . En effet, on peut toujours se ramener 4 ce

cas en multipliant le n-uple par une constante, puisque le rapport

du plus grand au plus petit poids du n-uple est inférieur 4 3/2

(inférieur donc 4 2/1 et 3/2, rapport entre les extrémités des intervalles

[1,2] et [2,3]). D'aprés la proposition 1.3, La forme de L'arbre optimal

ne change pas dans cette transformation. Le résultat séra donc valable pou

tout n-uple dont le rapport du plus grand au plus petit poids est infé-

rieur a 3/2.

Appelons B la somme des n, plus petits poids et H la somme des un
! 2

plus grands poids.

Calculons le coiit de l'arbre T obtenu en plagant sur A les poids dans

L'ordre inverse des cofits partiels. Appelons N le poids du n-uple ;

un calcul simple montre que :

Bt) = 3.p.N+ 2H + 3.3

soit

(31) G(T) y 3(ptl)N - H

Calculons maintenant la borne inférieure Z0(S) du corollaire 3. Les

formules (2.3.5) sont &évidemment valables pour les réels. Elles

s'écrivent :

si 3Po og x < 2,3? alors C(x) = (3pt4)x - 4.3?

(32) si 2.32 ¢ x < 3P*! alors C(x) = (3pt5)x - 2.377!

Evaluons C(N). Comme les n, plus petits poids sont compris entre | et 2,
]

nous avons : ny, « Beé< any . De méme : 2n, <H<¢ 3ny- Comme N = BtH,

nous en déduisons

n, + 2n5 <N¢ 2n, + 3n,,
\
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On en déduit que : 6.6.3. CAS DES N-UPLES DESEQUILIBRES

+1 +1 :

tl one 2.3? Si les n-uples sont trés déséquilibrés, les arbres "linéaires" sont
optimaux : un arbre linéaire 4 n feuilles a pour profondeur maximum n-!

DTSh s et tous ses noeuds ont pour degré 2. Par exemple, l'arbre linéaire A

can) = (a¢pe1)44)n = 4.30"! 6 feuilles est +

Calculons maintenant = G(a;) en partitionnant les a; entre les nj)

plus petits poids et 1e8“fs"plus grands.Nous obtencns, d'aprés (32) :

EZ ofa) =[4B-4n,]+ (5-6)

Igisn

On en déduit :
Nous nous limitons au cas @(d) = d+\. Mais la méthode de démonstration

zg(S) = c(W) - ZB c(a;) = Xpe)N- s'applique @ d'autres fonctions de cofit.

Wien Tl nous faut d'abord établir le lemme suivant :

La borne inférieur 2(8) est donc égale au ¢cofft de L'arbre T (formule (3
Lemme 3: Si Q(a) ~ dtA et si L'arbre plat de degré ¢ est optimal

L'arbre T est donc optimal.
pour le d-uple (a),--.,a4), alors tout arbre plat de

Dans le cas of 3° <¢ n ¢ 2.3P, une démonstration analogue prouve le degré d' < d est optimal pour tout d'-uple extrait de
(ayy.pots

ésultat.résultal wa

; ; . Preuve : Appelons T! 1! otepdéd' et ‘ ‘

Les arborescences des arbres optimaux & poids égaux restent donc optimale SEEUE + APP arbre plat de degréd' et appelons b' son poids. Appelms
a Larbre de degré d et N ids. = da! isi :

si les n-uples ne sont pas trop déséquilibrés. Il en est de méme dans le fe et N son poids. Posons d, = d-d'. On vérifie que :
cas suivant ¢ (33) Ga) = [Paneer] + [aeoore tee]

Proposition 5: Si g(d) = dtd, avec 1€]~-2, - 1/2], et si le rapport dyed! Slecatqesen cotvasts "ess : . 7

du plus grand au plus petit poids du n-uple $ = (a),.--,a)] a ery et 7 ae cere ® aah S oe inférieur .

est inférieur A 2, l’arbre optimal T pour S est obtenu en Foraeickuentalll un <fes lect Vecte $ ans re par L'arbre 1".

plagant les poids a; de S sur 1'arborescence 2~Equilibrée Fsoslirarlos%, 1a, print? weve ei i EB En effet, dans la
an feuilles dans l'ordre inverse des cots partiels. : : 4 s diminue, le deuxiéme reste

invariant. Cela contredit L'hypothése d'optimalita de T.

Z
Preuve : L'arborescence 2-équilibrée est définie en 1.14. On montre faci-

lement que si g(d) = dtd avec 2€]-2, - 1/2], les arbres oprimaux &

poids égaux sont les arbres 2-équilibrés. Le reste de la démonstration

est analogue 4 celle de la proposition 4.



Proposition 6 : Si @(d) = dt, et si le n-uple § = (apyeeeea)) vérifie :

(34)

Preuve : D'aprés la proposition 3, il existe un arbre optimal ot
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pour 3<ien ap > (+a) x a,

l<j<i

alors l'arbre linéaire suivant est optimal :

les plus petits poids du n-uple sont les fils d'un réme noeud terminal.

Appelons d son degré. Montrons d'abord que d est différent de 3.

Si d @tait égal 4 3, l'arbre Ty suivant serait optimal :

or, ce n'est pas le cas : on peut vérifier 4 l'aide de (34) que son

coit est strictement supérieur au coft de l'arbre Ty suivant

Montrons que d = 2. Si d était supérieur ou égal 4 4, on en déduirait

d'aprés le lemme précédent, que T, est optimal, ce qui n'est pas le cas.

Comme d = 2, nous sommes donc amenés, comme pour L'algorithme décrit en

6.5.1, A chercher l'arbre optimal pour le (n-1)-uple Caytag,agy-s+y ag)

Comme ce (n-])-uple satisfait les hypothaéses (34), L'arbre linéaire est

bien optimal. Ze

6.7. HEURISTIQUES

L'algorithme proposé en 6.5.1 est inutilisable en général, puisqu'il

prend un temps exponentiel en n pour le calcul de l'arbre optimal

correspondant a un n-uple donné. Les deux heuristiques suivantes

donnent des moyens pratiques et rapides de calculer des arbres

approximativement optimaux.

6.7.1. ALGORITHME DE HUFFMAN

Cet algorithme di 4 HUFFMAN [7] calcule le meilleur arbre d-aire,
c'est-a-dire l'arbre dont tous les noeuds ont degré d, sauf peut-étre

un noeud terminal (définition 5). On procéde comme dans l' algorithme

général exposé en 6.5.1, sauf qu'& chaque fois on regroupe toujours

les d plus petits poids sur les feuilles d'un méme noeud terminal.

L'algorithme est le suivant :

données : entier d ; fonction Qe .

_appel : le tableau TA, de dimension nu, contient les n poids du n-uple triés

par ordre croissant de poids :

résultat : H, cofit de l’arbre d-aire optimal.

fonctions utilisées: les fonctions somme et remplacer sont décrites en 6.3.1.JEUICES ONS Eee | aol sig peeces

ri = reste (n-Il,d-1)

sir = 0 alors H: = 0

sinon

Ht = @(x+1). somme(r+1,TA) ;

TA: = remplacer(rt+!,TA) ;

ni = nvr 3

fin ;

tant que n> | faire

début

a: = H+ @(d), somme(d,TA) ;

TA: = remplacer(d,TA) ;

ni = n-dtl ;

fin



Proposition 7 (HUFFMAN) : Pour un n-uple S = (a,,+..,2,), on a les propriétés 4
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Cet algorithme n'est pas récursif. Il utilise un espace mémoire de

l'ordre de O(n). Pour ce qui est du temps, 1a boucle tant que est

parcourue environ (een) fois. Dans cette boucle, seule
la fonction remplacer prend un temps significatif : elle

effectue la somme des d premiers éléments et ins@re cette somme

dans la suite déja triée des éléments restants ; cette fonction effectue

done de Ll'ordre de Log n opérations. La complexité en temps de

L'algorithme est donc O(n Log n).

Dans la suite nous appelons HAS) le cofit de L'arbre calculé par cet

algorithme. HUFFMAN a montré que HA(S) satisfait les bornes inférieures

et supérieures du théoréme 13 :

(i) Si n-1 = 0 mod,(d-1), .L'algorithme précédent calcule

L'arbre d-aire de coft minimum pour S$

n-l = 0 mod.(d-1) => HA(S) = €,4(8)

Gi) Pour @ entier, d> 2,

(35) Hy(S) < 2B ws) His) + pla) HS)

Preuve de (i) : Une démonstration analogue a celle de la proposition 3

montre que, pour tout n-uple, il existe unarbre d-aire optimal of les plus

petits poids du n-uple sont regroupés sur un méme noeud terminal. D'autre

part, si n-l 20 mod.(d-I), tous les noeuds de cet arbre ont pour degré d.

Le noeud terminal précédent regroupe done les d plus petits poids et cet

arbre est calculé par l'algorithme de HUFFMAN, Son codt Cq(S)) est done

agal a Hy(S).

Preuve de (ii) : Si n-l = 0 mod (d-1), c'est évident d'aprés le théoréme vy

puisque H4(S) = Cy(S). Sinon, complétons S par des poids nuls de maniére

A obtenir un n'-vple S' tel que :

= 0 mod, (d-i)
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L'inégalité (35) est valable pour S'. Comme :

Hy(S) < Hy (S") N(S) = N(S') H(S) = H(S")

L'inégalité (35) est donc valable pour S. ry)

L'algorithme de HUFFMAN nous donne une heuristique dans le cas général :

il suffit de choisir l'arbre minimisant Hg (S) quand 2¢d<« dnax!

Généralement, les bons degrés d sont ceux qui minimisent (4) /Log d,

ctest~&-dire les degré~limites. En effet, le premier terme de la borne

supérieure (35) est généralement d'un ordre de magnitude plus grand que

le second.

6.7.2. HEURISTIQ UE DES N-UPLES ORDONNES

Pour chercher l'arbre optimal pour un n-uple $, la méthode de

L’algorithme général consiste & examiner toutes les arborescences et

& placer les poids de S$ sur ces arborescences dans l'ordre inverse

des cofits partiels. L'heuristique que nous présentons ici consiste a

faire l'inverse : nous allons fixer l'ordre des poids des feuilles

Ayres, a, et chercher l'arbre de cot minimum tel que les feuilles

de poids respectifs a,,...,a, soient placées sur l'arbre de la

gauche vers la droite. Nous appelerons cet arbre l'arbre optimal

ordonné pour le n-uple ordonné a),..-,a,.

Lialgorithme utilise le tableau A 4 trois dimensions suivant

A(d,i,j) est le cot minimum de d arbres juxtaposés

dont les feuilles ont pour poids, de gauche A droite :

(36) a,
a

En particulier, A(1,i,j) est le colt de l’arbre optimal ordonné dont les

feuilles ont leurs poids dans 1'ordre (36). D'aprés cette définition,

il est clair que le tableau A vérifie

pour d > 2 ACdji,j) = Min [acto A(a-t +15]
iskej-d+l]

et: AQ,i,j) = Min gay Za + aa.ta |
2edeD icksj

D= Mi j-itlavec fin(d aed i+1)



On en déduit l'’algorithme suivant, off l'on a posé &= jri:

données : entier d s fonction Q.
_ max

_appel : le tableau TA, de dimension n, contient les n poids du n-uple

ordonné ‘selon l'ordre choisi.

résultat : A(l,l,n) , cotit de L'arbre optimal ordonné

fonction utilisée : la fonction sigma(TA,i,j) avec i < j, a pour résultat

la somme TA(i) + -.. + TACj}

tableau A(d oR,n) 5
x

pour i: = I pas | jusqua n faire a(},i,i): = 0 ;

pour g: = 2 pas | jusqua n-! faire

début

pour i: = 1 pas 1 jusqua n-g faire

D: = win (4 aac? 2) A

pour d: = 2 pas 1 jusqua D faire

IA(d,i, ite): Min [act iw # ACa-1,k+1,i+2)| :
isksitg-dt!

u =5ACY,i, ith): [pca), sigmacra,i,5) = a(a,i ie) |
2<d<D

fin

fin

On vérifie facilement que la complexité de cet algorithme est

(3) en temps et o(n) en espace mémoire, puisque le tableau A est

de dimension (dane) ;

Le cotit de l'arbre calculé par cet algorithme peut @tre éloigné du cofit

optimal : en particulier rien n'assure que soncott soit plus petit

que la borne supérieure du corollaire 5. Cependant, on constate que

si les poids TA(i) sont ordonnés par ordre croissant, cette heuristique

donne généralement de bons résultats.

L'intérét principal de cette heuristique est qu'elle peut étre combinée

avec L'algorithme de HUFFMAN. et ee err
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Soit en effet, un n-uple § = (apsrenga de Avec l'algorithme de HUFFMAN,

nous obtenons un arbre pour la suite S dont le cofit est plus petit que

la borne supérieure du théoréme 13. Appelons a a eeePP TCI? Braye) Arn)
les poids des feuilles de cet arbre ordonnées de la gauche vers la

droite (r est une permutation de 1,2,...,n). Appliquons maintenant

au n-upl d a hoa : ié istiuple ordonné (a, ¢1)> (2)? > 8 (n) la deuxiéme heuristique.
Nous obtenons ainsi un nouvel arbre pour la suite $ dont le cofit est

inférieur ou égal au précédent, puisque c'est le meilleur arbre pour

ce n-uple ordonné. Ce procédé donne une bonne approximation de l'arbre

optimal.
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CHAPITRE 7

MODELISATION DU TRI~FUSION

Le but de cette étude est de proposer des stratégies efficaces pour

fusionner un certain nombre de monotonies de grandes tailles quand l'utiti-

sateur dispose de périphériques 4 accés direct, disques et tambours

en particulier. Rappelons qu'une monotonie est une suite d'enregistrements

triés suivant une certaine clé.

Nous proposons des stratégies optimales et sous-optimales et évaluons leurs

performances pour les diverses configurations matérielles couramment

utilisées. Nous définissons également une vitesse de tri-fusion, ne dépenda

que des caractéristiques matérielles, qui constitue une bonne mesure des

performances d'une configuration du point de we du tri~fusion. Cette

vitesse de tri-fusion permet de comparer les performances de diverses

configurations et peut aider dans le choix d'une configuration et d'une

méthode de tri-fusion adaptée au tri sur disque.

7.1. PRESENTATION DU TRI-FUSION SUR DISQUE

7.1.1. CADRE DE L'ETUDE

Tout d'abord, nous supposons que les monotonies 4 fusionner sont initia-

lement placées sur disque et que le fichier trié résultant doit étre égale~

ment placé sur disque. Dans le cas oii les périphériques de départ et

d'arrivée ne sont pas des périphériques 4 accés direct, les stratégies

optimales de fusion se déduisent facilement des stratégies optimales

proposées.

D'autre part, nous supposons que la place M disponible en mémoire centrale

de l'ordinateur reste fixe tout au long du processus de tri-fusion. C'est

évidemment le cas si l'utilisateur est seul & travailler sur l'ordinateur.

Clest également le cas dans certains systémes 4 partage de ressources ot

chaque utilisateur dispose d'une partition fixe de la mémoire centrale.
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Notons que dans ce cas, l'optimisation du temps de fusion n'a de sens

que du point de vue du systéme, puisque le processus de tri-fusion sera

interrompu par les autres utilisateurs partageant l'ordinateur.

Nous supposons. également que le processus de tri~fusion s’exécute séquen-

tiellement, c'est-A-dire que les lectures et les écritures sur disques

ne s'effectuent pas en paralléle. C'est le cas si l'utilisateur dispose

d'un seul disque. S'il dispose de plusieurs disques, il est généralement

possible de faire des entrées/sorties en paralléle. Cette méthode permet

d'améliorer sensiblement les temps de fusion. Mais il est difficile de

proposer des stratégies de tri-fusion qui soient efficaces dans tous les

cas, car les temps de fusion dépendent alors de l'ordre respectif des

enregistrements des différentes monotonies.

Enfin, nous supposons que les tailles des monotonies 4 fusionner sont grandes

par rapport 4 la place disponible en mémoire centrale.Si ce n'est pas le cas,

il est inutile d'utiliser un périphérique pour effectuer la fusion !

Cependant, il faut considérer le cas oii les tailles des monotonies initieles

sont plus petites que la place disponible en mémoire centrale, alors que

la taille du fichier trié résultant est beaucoup plus grande.

7.1.2, METHODE DE TRI-FUSION - OPTIMISATION

Nous avons vu dans l'introduction que le processus de tri-fusion peut

étre représenté par un arbre de fusion. Soient par exemple 7 monotonies

Miyse+ >My, de tailles respectives apeee esa a fusionner-Le schéma suivant

représente un arbre de fusion possible :

A chaque feuille de poids a; correspond la monotonie initiale m, de taille a;



a)

(2)

= dg2t=

L'arbre précédent décrit le processus de tri~fusion suivant : effectuer

la fusion élémentaire de m, et m 5 on obtient ainsi une nouvelle

monotonie de taille apt agi effectuer ensuite la fusion élémentaire

de cette monctonie avec m, 5 et ainsi de suite, jusqu'd obtenir le

fichier trié résultant. Les fusions €lémentaires étant effectuées

successivement, le temps total de fusion est égal 4 la somme des temps

pris par chacune des fusions élémentaires.

Temps de fusion élémentaire

A chaque noeud de l'arbre correspond une fusion élémentaire et donc une

monotonie résultante dont la longueur est la somme des poids des feuilles

du sous-arbre correspondant 4 ce noeud. Une fusion élémentaire peut étre

représentée de la maniére suivante :

ae Za;

Isied

Les valeurs Ayyeesy aq Sont les tailles respectives des monotonies |

“entrantes" m +sm, 4 fusionner et a, est la taille de la monotoniepeo

résultante m,. L'entier dest le degré ou "nombre de voies" de la

fusion élémentaire.

Nous avons décrit en détail dans i'introduction le processus de

fusion élémntaire. Si toutes les entrées/sorties s'effectuent séquen-

tiellement, le temps F pris par la fusion élémentaire est égal a

Pe2Tta + Z Ta, fa;/b,] + Tm
° osica x Fels

Tt est le temps de transfert par uité de longueur ; Ta; est le temps moyet

d'accés 4 la monotonie m5 Tm est le temps de traitement en mémoire ica ecientcentrale. A chaque monotonie m, correspond en mémoire centrale un tampon

de taille dys Bien entendu, nous avons intérét 4 utiliser toute la place M

disponible en mémoire centrale, si bien que
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Recherche des stratégies optimalee de fusion

Pour une configuration donnée, cette recherche se décompose en deux étapes:

1) L'optimisation du temps de fusion élémentaire : il s'agit d'abord

d'évaluer Tt, Ta; et Tmen fonction de l'ordinateur utilisé, des carac-

téristiques matérielles des disques, et de la méthode de fusion élémentaire

choisie (voix paragraphes suivants). Une fois ces paramétres connus, il

reste 4 partitionner la place M disponible en mémoire centrale en (d+1)

tampons bodyres edgy de maniéce 4 minimiser F. Nous obtenons ainsi un

temps F de fusion 6lémentaire qui est fonction des tailles a des
pera

monotonies entrantes.

2) La recherche des arbres de fusion optimaux représentant les stratégies

optimales de fusion. Le temps de fusion élémentaire calculé ci-dessus

définit une fonction de coiit sur les arbres de fusion qui est la somme

des temps de fusions élémentaires représentées par chacun des noeuds de

il

stagit de trouver L'arbre de fusion 4 n feuilles de poids a,,...,a, qui

l'arbre. Etant donné n monotonies initiales de tailles Byorees

minimise ce colt ; cet arbre est appelé arbre optimal pour le n-uple

S=(ajye0+.a))-

Dans la suite de ce chapitre, nous étudions les divers paramétres qui

interviennent dans le temps de fusion élémentaire, ainsi que les diverses

méthodes de fusion élémentaires possibles.

CARACTERISTIQUES DES PERIPHERIQUES A ACCES DIRECT

Nous décrivons d'abord le fonctionnementet les caractéristiques des

périphériques usuels a accés direct. Nous évaluons ensuite les temps

moyens d'accés et de transfert quand l'utilisateur a un contréle minimum

sur les entrées/sorties, en particulier quand il ne peut choisir 1'empla-

cement des monotonies résultantes sur le périphérique. Nous indiquons

enfin comment améliorer les temps d'accés si l'utilisateur a un contréle

plus grand sur les entrées/sorties.

Dans cette étude, nous nous limiterons 4 deux types de périphériques a

accés direct : les disques A tétes mobiles d'une part, les disques 4

tétes fixes et les tambours d'autre part. Mais les modélisations que

nous proposons sont valables pour d'autres périphériques 4 accés direct,

les cartes magnétiques par exemple.



7.2.1. DISQUES A TETES MOBILES

Ces disques sont généralemant constitués de une ou plusieurs surfaces

circulaires empilées en rotation trés rapide . Chaque surface est

divisée en un certain nombre de pistes circulaires sur lesquelles se

trouvent les données. Un bras mobile, comprenant une ou plusieurs

tétes de lecture/écriture, sert A lire ou écrire les données sur ces

pistes, de telle sorte que toute l'information stockée sur une piste

peut tre lue en une révolution du disque ; de méme pour L'écriture.

Le bras mobile se déplace radialement, de piste en piste, mais ce dé-

placement prend du temps. Un ensemble de pistes qui peut étre lu ou sur

lequel on peut écrire sans déplacer le bras est appelé un cylindre . La

figure suivante présente un disque possédant une seule téte de lecture/

écriture par surface :

surface circulaire

chiras

Disque 4 bras mobile

Les pointillés indiquent le cylindre correspondant 4 la position

actuelle du bras.

1) Evaluation du temps d'accés moyen Ta: le temps d'accés est la somme |

du temps de positionnement dubras sur le cylindre plus le délai rotationnt

d'attente pour que la téte de lecture/écriture atteigne le point désiréP q

de la piste.

En moyenne, le délai rotationnel est égal a la moitié du temps d'une

révolution du disque. Nous L'appelons y. L'é@valuation du temps de posi-

tionnement du bras est plus complexe : le temps de déplacement du bras °

d'un cylindre 4 un autre augmente avec la distance qui les sépare, mais

il n'y a pas proportionnalité,comme nous le verrons au chapitre 9.

(3)

(4)

w ISS

Si l'utilisateur n'a aucun contréle sur l'emplacement de ses monotonies

sur disque, il faut supposer qu'elles sont réparties de facon aléatoire.

Le temps moyen Tb de positionnement du bras est alors le temps moyen de

déplacement entre deux points aléatoires du disque. Le temps Tb est

généralement fourni par le constructeur.

Finalement, le temps d'accés moyen Ta est égal a :

Ta = Tbh +y

2) Evaluation du temps de transfert moyen Tt

A l'intérieur d'un cylindre, le bras n'a pas 4 se déplacer. Le temps de

transfert Ct a L'intérieur d'un cylindre est donc égal & la durée d'une

révolution divisée par la capacité d'une piste. Ce temps est généralement

fourni par le constructeur. Si les données 4 transférer chevauchent deux

cylindres, il faut ajouter au temps de transfert proprement dit le temps

§ de déplacement du bras d'un cylindre au voisin. Pour le transfert d'une

séquence de taille N, la somme des temps de déplacement du bras est en

moyenne N.6/p, ot p est la capacité d'un cylindre. Le temps de transfert

moyen Tt est donc égal 4 :

Tt = Ct + 6/p

7.2.2 - DISQUES A TETES FIXES - TAMBOURS

Les disques 4 t@tes fixes sont identiques aux disques 4 tétes mobiles,

sauf qu'il y a une téte de lecture/écriture par piste. C'est également

le cas pour les tambours, bien que leur fonctionnement soit différent.

Dans les deux cas, il n'y a donc pas de temps de positionnement du bras.

On a donc:
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7.2.3. CABACTERISTIQUES DE QUELQUES DISQUES ET TAMBOURS

Le tableau suivant présente les caractéristiques d'un tambour et de quel~

ques disques. Ces caractéristiques proviennent des manuels CII et IBM.

Le premier périphérique est un tambour et les deux suivants sont des

disques DIAD 4 tétes fixes. Les trois derniers sont des disques 4 tétes

mobiles : le MD 100, le MD 50 et le DIMAS. Les unités utilisées sont la

milliseconde et le K-octet (= 1024 octets).

capacité| Ta Tt Vt -Y¥ TTM | Tb Ct p 9

TAMBOUR goo0 | 8-65 [0-81 | 1.23 | 8.65 )3450

TBM 2301

DIAD-G

grande vitesse | 5248 [20.03 | 0.49 | 2.05 | 20.03 |1497

CII

DIAD-M

moyenne vitesse] 2880 |20.03 | 7.12 ]0.14 | 20,03 [1497

CII

- \
ne 108 84436 138.33 |1.56 |0.64 | 8.33 [3600 |30° | 1.51 | 209 | 10

cIt

MD-50 48000 |47.50 |4.22 |o.24 | 12.50 2400 |35 | 1.17] 120 | 6
crt

we 24000 |92.50 |4.37 0.23 |12.50 2400 |g0 | 4.17] 120 | 24
cit

J

TABLEAU !

Caractéristiques de quelques disques et tambours

exprimées en millisecondes et en K~actets
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Les colonnes indiquent dans l'ordre :

la capacité du disque

Ta : le temps d'accés moyen

Tt +: le cemps de transfert moyen

Vt: la vitesse de transfert moyenne (Vt = 1/Tt)

Y : le délai rotationnel moyen (y = + 60000/TM)

T : le nombre de tours/minute

Pour les disques 4 tétes mobiles, nous indiquons également :

Tb +: le temps moyen de positionnement du bras

Ct : le temps de transfert A l'intérieur d'un cylindre.

p : la capacité d'un cylindre

: le temps de déplacement du bras d'un cylindre au voisin

Dans les chapitres suivants, nous étudions les performances de ces disques

du point de vue du tri-fusion, en fonction des diverses configurations

possibles.

7.3. METHODES D'AMELIORATION DES TEMPS D'ACCES

Le tableau | indique les temps d'accés et de transfert moyens quand

l'utilisateur a un contréle minimum sur les entrées/sorties. Naturellement

plus ce contréle est grand, et plus ces temps peuvent €tre améliorés.

En ce ‘qui concerme le temps de transfert, la seule amélioration possible

serait d'éviter les déplacements de bras d'un cylindre au voisin au cours

d'une méme entrée/sortie. En effet, les tailles b; des tampons en mémoire

centrale sont toujours plus petites que la capacité d'un cylindre. Si

l'utilisateur peut diviser les monotonies m; correspondantes en séquences

de taille by de maniére 4 ce que chaque séquence soit contenue dans un

cylindre, le temps de transfert est alors égal a Ct au lieu de Tt. Mais,

d'une part, cela est difficile 4 réaliser, et, d'autre part, la diminution

des temps de fusion qui en résulte est trés faible, méme pour le DIMAS.

Il n'est donc pas possible en général d'améliorer les temps de transfert.

Par contre, les procédés suivants améliorent beaucoup les temps d'accés,

et, par 1d, les temps de fusion.
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Amélioration du_temps de positionnement du bras

Supposons que la taille du fichier résultant soit nettement plus

faible que la capacité du disque. Méme si l'utilisateur ne peut choisir

L'emplacement de ses monotonies sur disque, il est parfois possible

de n'utiliser qu'une partie du disque, c'est-a-dire un certain nombre

de cylindres contigus, au cours du processus de tri-fusion. Ce procédé

permet de diminuer trés sensiblement les temps de fusion, comm nous

le montrons en 8.3.4.

Optimisation du mouvement de bras

Supposons que l'utilisateur dispose de disques & bras mobile et qu'il

a la possibilité de choisir l'emplacement de ses monotonies sur disque.

Dans ce cas, il a évidemment intérét 4 rapprocher sur le disque les

monotonies entrantes et la monotonie résultante, de maniére 4 minimiser

les temps de déplacement du bras au cours des fusions élémentaires.

Placons nous dans le cas d'un seul disque. Si les monotonies

entrantes et la monctonie résultante sont placées de maniére

contigué sur le disque, la longueur totale de L'espace disque n&écessaire

pour la fusion élémentaire est égale 4 2a,, si a, est la longueur de la

monotonie résultante. Si ia longueur totale 2a, est comprise entre

(q-!)o et qp, oli p est la capacité d'un cylindre, le bras ne se déplacert

au maximum que de (qtl) cylindres contigus au cours de la fusion

élémentaire, au lieu de se déplacer sur tout le disque. Le chapitre 9

est consacré a l'étude de cette optimisation du mouvement du bras.

Amélioration du délai rotationnel

Cette amélioration a été suggérée par KNUTH [13] . Elle consiste 4

commencer la lecture ou l'éeriture d'une séquence le plus tét possible,

sans attendre que le début de la séquence vienne se placer sous la

téte de lecture/écriture.

j

;
i

|
i

{
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Par exemple,la lecture d'une séquence occupant toute une piste

commencera 4 partir de la position de la téte de lecture sur la

piste au moment of le bras est positionné ; on remplit ainsi la

fin du tampon correspondant en mémoire centrale, puis le début du

tampon.

piste du

disque {

début A position de la téte de lecture
la séquence au moment ou le bras est

positionné sur la piste

——_—————__---—| tampon en mémoire centrale

hee > \ ordre de remplissage du tampon

K-—+

FIGURE 2

Cette méthode permet d‘éliminer presque totalement le délai rotationnel

si les longueurs des Séquences sont des multiples de la capacité

d'une piste. Cependant, elle est légérement utopique, car, 4 notre

connaissance, avec les disques actuels, les entrées/sorties ne peuvent

commencer qu'd partir de l'adresse disque indiquée dans l'ordre

d'entrée/sortie. Nous indiquons néanmoins en 8.3.4 les améliorations des

temps de fusion que pourrait apporter ce procédé.

7.4. LES DEUX PRINCIPALES METHODES DE TRI-FUSION

Aux paragraphes précédents, nous avons vu qu'il existe de nombreuses

méthodes de fusion, selon les caractéristiques des disques, selon le con-

trdle de l'utilisateur sur les entrées/sorties. A chacune d'entre elles

correspondent des temps de fusion élémentaire différents, et donc des

stratégies optimales de tri-fusion différentes. Du point de vue de la

modélisation, on peut classer ces méthodes en deux catégories principales

les stratégies 4 temps d'accés constant, les stratégies a temps d'accés

optimisé.
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7.4.1. TRI-FUSION A TEMPS D'ACCES CONSTANT

Ce modéle, qui sera étudié au chapitre 8, s'applique dans le cas ot

Ltutilisateur n'a aucun moyen d'influer sur les temps d'accés. Le te
mps

d'aceés Ta est alors une moyenne. Si nous disposons de tambours ou de

disques 4 tétes fixes, le temps d'aceés moyen Ta est égal au délai

rotationnel moyen y. Pour des disques 4 cétes mobiles, ce modéle

g'applique si l'utilisateur n'a aucun contréle sur l'emplacement des

monotonies sur disque et si elles sont réparties de fagonaléatoire sur

le disque. Le temps d'accés moyen Ta est alors le temps d'accés aléa-

toire calculé en 7.2.1.

Naturellement, le temps d'accés moyen Ta peut étre réduit si l'on utilise

les procédés du paragraphe précédent qui améliorent le temps de posi-

tionnement du bras ou le délai rotationnel. Mais cela ne change pas la

modélisation. Par ailleurs, on peut remarquer que le nombre de disques ees eeimporte peu dans ce modéle puisque les temps d'accés et de transfert

restent les mémesquel que soit le nombre de disques.

7.4,.2,TRI-FUSLON AVEC OPTIMISATION DU MOUVEMENT DE BRAS

Nous avons vu en 7.3 que ‘si l'utilisateur dispose de disques 4 tétes }

mobiles et contrdéle 1'emplacement des monotonies sur disque, il a intérét

a "rapprocher" les monotonies de maniére 3 minimiser les temps de dép
la- |

cement du bras. Au chapitre 9, nous présentons des algorithmes opt
imisant

1: 5 + rem r :

les mouvements du bras pour le tri-fusion s1 l'utilisateur dispose 
de un/

|

ou deux disques. La modélisation dans ce cas est entiérement différen
te

de la précédente. En particulier, les stratégies optimales et les 
temps

de fusion dépendent du nombre de disques utilisés.

7.5. EVALUATION DU TEMPS DE TRAITEMENT EN MEMOITRE CENTRALE

Nous avons vu que le temps de fusion élémentaire est égal 4
:

Fe2Tta,+ x Ta; fa;/b;] + Tm
osi<d
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Jusqu’ici, nous avons étudié uniquement les paramétres qui interviennent

dans les temps d'entrée/sortie. Bien que letemps Tm de traitement en

mémoire centrale soit généralement beaucoup plus petit, il est tout de

méme nécessaire de l'évaluer, ne serait-ce que pour savoir dans quel cas

il est négligeable, Le temps Tm comporte d'une part le temps de tri-

interclassement des d monotonies 4 fusionner, et d’autre part le temps

d'activation des entrées/sorties.

{) Temps de tri en mémoire centrale

Appelons E le nombre d'enregistrements 4 interclasser et L leur longuew

Si a, désigne la longueur de la monotonie résultante, on a donc :

a LxE. Le travail de l'algorithme de tri consiste 4 sélectionner

? : = -

l'enregistrement 4 transférer dans le tampon de sortie, puis a effectuer

le transfert.

Le temps total de transfert dépend uniquement de la longueur de la

monotonie résultante. Il est @gal a;

Mt.a,

oti Mt est le temps de transfert 4 l'intérieur de la mémoire centrale

de l'ordinateur.

Le temps de tri proprement dit dépend uniquement du nombre E d'enre-

gistrements et du temps pris par la comparaison de deux clés. I] est

égal 43:

+(cy Cy Logod).E

dest le nombre de monotonies 4 fusionner ; G) @f Cy sont des constantes

dépendant des performances de l'ordinateur utilisé. Le terme en Logod vient

de ce que les algorithmes de tri-interclassement utilisent unarbre de

sélection de profondeur moyenne Logod.

2) Temps d'activation des entrées/sorties

Pour chaque entrée/sortie, il y a un délai Ma entre le moment of le

programme donne l'ordre d'entrée/sortie et le moment oti L'ordre est regu

par le périphérique. Si l'utilisateur programme lui-méme les entrées/

sorties, ce délai est négligeable.



rT

(3)
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Mais si l'utilisateur passe par l'intermédiaire du systéme d'exploitation

le délai Ma peut atteindre une milliseconde. Dans ce cas, le temps tota}

d’activation au cours de la fusion élémentaire est égal au nombre total

d'entréesSorties multiplié par Ma :

Ma. & a./b,

osicd * +

Le temps total de traitement en mémoire centrale est donc égal a :

Tm=a [me + (c, + cy Log ar] +Ma. 2 fa,/b, ]
o I 2 iD. osied iL

le temps de fusion élémentaire est donc égal 4:

Fe a, [2 Te + Mt + (cy + cy Log, a)/t | + 2 (Ta; + Ma) [a;/b
osi<d

Quel est L’ordre de grandeur du temps de traitement Tm en mémoire

centrale par rapport au temps d'entrée/sortie ? Il dépend évidemment des

performances de l'ordinateur et des périphériques. Considérons le cas Se — eee ees ee ee re nr re nesuivant ; sur un ordinateur CII IRIS-80, si l'utilisateur passe par le

systéme d'exploitation pour ses entrées/sortie, et si les clés sont des

nombres 4 comparer, les constantes précédentes et le temps de traitenent |
en mémoire centrale sont égaux 4 : \

t

3 3 |
Mt = 0.33 ce) 30.10 ey = 10.10- Ma = 0.5

3
10a, [ 9-29 + (30 + 10 Logyd) > | 0.5 2 f2;/b;]

o<ic<d

Tm

Rappeions que les unités sont toujours la milliseconde et le K-octet.

Remarquons tout d'abord que le temps d'activation des entrées/sorties

est négligeable devant le temps d'acc&és au périphérique, sauf peut-étre

si l'on utilise un tambour : le délai Ma s‘ajoute en effet au temps

d'accés Ta. qui est de l'ordre de 20 & 100 millisecondes pour des disques
i

Considérons maintenant le temps de tri en mémoire centrale : on remarque

(6)

(7)
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tout de suite qu'il est loin d'étre négligeable pour les périphériques

4 grande cadence de transfert (tambours, DIAD grande vitesse, MD-100).

En effet, le temps de transfert de ces périphériques (de 0.49 4 1.56

millisecondes par K-octet) est du méme ordre de grandeur que le temps

de transfert Mt en mémoire centrale (0.33 ms/K-octet). Si l'on utilise

un périphérique a cadence de transfert moins rapide (MD-50, DIMAS ou DIAD

moyenne vitesse), le temps de tri en mémoire centrale n'est négligeable

que si la longueur L des enregistrements est grande , de l'ordre de

un K~octet. En effet, le nombre d de voies de fusion dépassant rarement

la centaine, le temps de tri interne est alors de l'ordre de 0.4 a, et

peut @tre négligé devant le temps total de transfert 2 Tt ay qui varie

de 8.4 a, pour le MD-50 a 14,2 a, pour le DIAD moyenne vitesse.

En conclusion, sur un IRIS-80, le temps de traitement en mémoire

centrale n'est généralement pas négligeable devant le temps d'entrée/

sortie. Notons que méme si l'on dispose d'un ordinateur plus rapide,

il y a toujours des cas ot le temps de traitement en mémoire centrale

n'est pas négligeable : périphérique 4 grande cadence de transfert ;

enregistrements de petites tailles ; grand nombre de voies de fusion ;

temps de comparaison de deux clés important (rappelons que dans

l'exemple ci-dessus les clés 4 comparer étaient des nombres; s'il s'agit

de trier des chaines de caractére par ordre alphabétique, le temps de

comparaison de deux clés est beaucoup plus long et les constantes cy

et cy beaucoup plus grandes).

Si le temps de traitement en mémoire centrale n'est pas négligeable,

nous poserons :

F=2.Tra,+ & Ta, fa;/o,] + cal. Log d

avec ¢

Te =Te + $ (Mt + ¢)/L)

Ta = Ta; + Ma

c= Cy/ (LaLog 2)



Nous montrerons en 8.4. que la valeur de c n'a pratiquement aucune

influence sur les stratégies optimales : seuls les temps de fusion

varient avec c. Dans la suite, nous nous placgomsdonc dans le cas of le

temps de traitement de l'ordinateur est négligeable. Les résultats sur

la forme des arbres optimaux restent valables si ce temps n'est pas

négligeable,
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CHAPITRE 8

TRI-FUSION A TEMPS D'ACCES CONSTANT

Dans ce chapitre, nous supposons que le temps d'accés Ta au périphérique

est constant. Nous proposons diverses stratégies de tri~fusion selon

les caractéristiques du matériel et selon le contréle de l'utilisateur

sur les entrées/sorties. Nous étudions les propriétés des stratégies

optimales et les temps de fusion correspondants. Nous définissons une

mesure de performance pour une configuration donnée, ce qui nous permet

de comparer l'efficacité de diverses configurations ainsi que 1'influence

des divers paramétres sur les temps de fusion (temps d'accés et de trans—

fert, place disponible en mémoire centrale, temps de traitement de l'or-

dinateur),.

Rappelons que cette modélisation est valable si l'utilisateur dispose de

disques 4 tétes fixes ou de tambours, ou s'il dispose de disques 4 rétes

mobiles sans possibilité de choisir l'emplacement des monotonies sur

disque. Dans tous les cas, le temps d'accés Ta est une moyenne ; la vali-

dité de la modélisation dépend donc de la validité de cette moyenne.

Pour des disques 4 tétes fixes, le temps d'accés est égal au délai rota~

tionnel. Dans ce cas, on peut considérer que y , moitié du temps de

rotation, constitue une bonne mesure du délai rotationnel moyen, et

donc du temps d'accés moyen Ta. Mais dans lecasde disques 4 tétes

mobiles, il faut ajouter au délai rotationnel le temps de positionnement

du bras : le temps d'accés moyen Ta est donc égal 4 Tb + y, of Tb est

le temps moyen de positionnement du bras si les monotonies sont réparties

de fagon aléatoire sur le disque. Il faut que cette condition soit

effectivement réalisée pour que la modélisation soit valide. Sinon, il

faut mesurer expérimentalement Tb.

Au paragraphe |, nous indiquons comment allouer la mémoire centrale de

maniére a minimiser le temps de fusion élémentaire. Au paragraphe 2,

nous présentons les algorithmes calculant les stratégies optimales et

étudions la forme des arbres optimaux correspondants. Quand les monoto-

nies intiales ont méme taille, nous présentons une heuristique trés

simple calculant des stratégies quasi-optimales 4 1 % pr&s.



Au paragraphe 3, nous étudions les temps de fusion correspondant aux

stratégies optimales. Nous présentons me formule simple permettant de

calculer approximativement les temps de fusion, ainsi qu'une vitesse

de tri-fusio mesurant les performances d'une configuration donnée. Nous

&tudions 1'influence des divers paramétres sur les performances et

montrons en particulier que le choix du nombre de voies dans les fusions

élémentaires a une influence déterminante. Au paragraphe 4, nous pro-

posons des stratégies efficaces quand le temps de traitement en mémoire

centrale n'est pas négligeable.

8.1, ALLOCATION DE LA MEMOIRE CENTRALE. TEMPS DE FUSION ELEMENTAIRE

8.1.1, METHODE OPTIMALE D' ALLOCATION

Si le temps d'accés Ta au périphérique est constant et si le temps de

traitement en mémoire centrale est négligeable, le temps F d'une fusion

élémentaire & d voies est égal a :

a) F=2Tta + Ta Z a./b, = =
° * rn

osisd isi<d

Rappelons que a),+..,2, sont les tailles des monotonies 4 fusionner et

que a, est la taille de la monotonie résultante. Par rapport 4 la for-

mule 7,(1), nous avons remplacé [a;/b;] par a;/b; en supposant que a;

est grand devant b,. Nous examinerons en 8.1.5 dans quelles conditions

l'erreur ainsi commise est acceptable.

Comme Tt, Ta, a;,...,a, sont supposés donnés, le pobléme est de choi-

sir les tailles b; des tampons en mémoire centrale de maniére & mini-

miser F. Le calcul a été fait par FERGUSON [4]. Comme la somme des

tailles des tampons b,,b,,...,bg est égale ala place M disponible en

mémoire centrale, les extrémums de ¥ onsidéré comme fonction de b,,

byseeeobg) vérifient +

oF. are
a,” by aby

ctest-a-dire +
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On vérifie facilement que cet extrémum est un minimum quand les by sont

positifs et que leur somme est égale 4M. Le temps de fusion et la

taille des tampons correspondants sont égaux 4 :

Ta 2
(2) Fy(apseeyag) es 2Tea+stl = oa

_ : 2, M line Vai

(3)

Bien que minimisant le temps de fusion élémentaire, cette méthode pré-

sente un inconvénient majeur : le calcul des arbres optimaux corres—

pondants prend des temps prohibitifs : il faut une heure d'IRIS-80 pour

calculer la stratégie optimale pour soixante monotonies initiales ! Et

cela pour un gain de temps généralement faible par rapport a la méthode

que nous décrivons maintenant.

8.1.2. METHODE SIMPLIFIEE D'ALLOCATION

Cette méthode consiste a partager la place M disponible en mémoire

centrale en d tampons de méme taille b pour les monotonies entrantes

et un tampon de taille B pour la monotonie résultante. On a évidemment

M = B+ db. Le temps de fusion élémentaire devient alors :

a

Fe2Tta + ta[-$+
° B

Le temps de fusion minimum et la taille des tampons correspondants sont

égaux a:

(4) FG gee! a) > a, [2 Tt + Ba + \a?|

(5) bem —L— pene
a+ Va a+ Va

On a évidemment :

Fy(Apseeesag) € Flay y+++58q)

l'égalité n'ayant lieu que si toutes les mmotonies entrantes ont méme

taille,



(6)
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Avec cette méthode, le temps de fusion élémentaire ne dépend que de ay

et de d. Nous le noterons F(a,,4) :

F(aj,d) = p(d) a, % : 4

@(d) = 2 Tt + Ba + yay?

8.1.3. COMPARAISON DES DEUX METHODES D'ALLOCATION

Il nous faut comparer les temps — ou cofits - de fusion des arbres opti-

maux correspondant & chacune des deux méthodes. Pour la méthode optimale,

appelons Cy (apaeee say) le cotit de l'arbre de fusion optimal pour n nono-

tonies de longueurs a,,+++3a)- On définit de méme Clay y+++54)) pour la

méthode simplifiée. On a évidemment :

Cy) (ayyeeeyy) € C(ayse++5a))

D'aprés (6), le temps de fusion élémentaire de la méthode simplifiée

définit une fonction de codt sur les arbres de fusion du type étudié

dans la partie théorique. D'aprés le corollaire 6.4, le cofit optimal

C(ay5+++9a,) est minoré par :

as Log a, | < C(ayy+-+say)«fn Log N - x
\l<i<n

oi N est la somme des a; et k le minimum de (a) /Log ad pour d entier.

Cette borne inférieure est atteinte pour une infinité de n-uples S$ =

(ayyeeesay) et constitue généralement une bonne minoration de

Claysse+ya))- Or, HYAFIL, PRUSKER et VUILLEMIN ont montré (voir [ip
: A fewer: amet

que cette borne inférieureest également wilable pour Cie c’est-a-dire

que t

«fs LogN- & a; Log a, ls Cy (ay see a) < Clay seer)
I<i¢n (7)
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Tl y a donc de bonnes raisons de penser que la méthode simplifiée

d'allocation est en fait quasi-optimale. Dans la pratique, l’erreur rela-

tive commise en utilisant cette méthode au lieu de la méthode optimale

dépend du n-uple : si tous a, sont égaux cette erreur ne dépasse jamais

0.1 %. Si le n-uple n'est pas trop déséquilibré (rapport du plus grand

au plus petit a; inférieur 4 2), cette erreur ne dépasse pas | %. Si le

n-uple est trés déséquilibré, cette erreur peut atteindre 20 %. La

méthode la plus simple pour pallier cet inconvénient est de calculer les

arbres optimaux correspondant 4 la méthode simplifiée d'allocation ;

on obtient ainsi rapidement un arbre de fusion ; mais ensuite, on alloue

les tampons en mémoire centrale selon la méthode optimale. L'erreur

relative passe alors 4 8 2, ce qui est acceptable.

Dans la suite, le temps de fusion élémentaire sera donc donné par la

formule (6). Une fois déterminé l'arbre optimal, il faut examiner pour

chaque fusion élémentaire quelle méthode d'allocation employer : si les

monotonies entrantes sont trés déséquilibrées en taille, on alloue la

mémoire centrale selon la méthode optimale ; sinon, on choisit la méthode

simplifiée,

8.1.4, AJUSTEMENT DE LA TAILLE DES TAMPONS

Quelle que soit la méthode d'allocation employée, on peut généralement

améliorer le temps de fusion @élémentaire en modifiant légérement la

taille des tampons. Soit m; une monotonie entrante ou la monotonie

résultante, a, sa longueur et by la taille du tampon correspondant,

taille déterminée par l'une des deux méthodes d’allocation précédentes.

Le nombre d'accés 4 cette monotonie est [a,/>;], entier égal ou imm@dia-

tement supérieur 4 (a,/%;). La méthode d'am@élioration consiste 2 modi-

fier les tailles des tampons de maniére A diminuer le nombre d'accés.

Remarquons tout d‘abord que le nombre d'accés a la monotonie m, ne

change pas si l'on alloue 4 cette monotonie un tampon plus petit de

taille :

by = aj/[as/b,]



(8)

(9)

-~ 210 -

Par contre, si nous allouons 4 cette monotonie un tampon plus grand de

taille :

bY = a,/{ [a,/o,1- )

le nombre d'accés & cette monotonie diminue d'une unité. A chaque mono-

tonie correspond donc une place mémoire “exc&édentaire" (b = bi) et une

place mémoire "utile" b? ~ by. Si nous ajustons la taille de certains

tampons 42 bis nous libérons une certaine place mémoire sans changer le

nombre d'accés. Si nous utilisons cette place mémoire pour augmenter la

taille des autres tampons et les ajuster 4 b? » nous diminuons le nombre

total d'’accés au cours de la fusion élémentaire. La régle suivante

indique quels tampons ajuster 4 bi et quels tampons ajuster a by de

Maniére 4 gagner le maximum de temps d'accés.

Régle d'ajustement des tampons

1) A chaque tampon de taille bys faisons correspondre :

e, = bl’ - b!
i i i

2) Classons les (d+!) tampons par ordre croissant des e; (e,se)<.++Se4)-

A = teas E = 0.Posons f; = e, te; et f_y 0

3) Si k est l'entier vérifiant

= tT£ ig 12s (b, ~ bi) <£
i osis<d 2

alors on peut gagner k temps d'accés en ajustant les tailles des k pre-

miers tampons 4 by (o<i<k) et en ajustant les tailles des tampons res-

tants a bi (ksisd). Cette régle permet de gagner le maximum de temps

d'accés.

a eo
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preuve : Montrons d'abord que cette méthode permet de gagner k temps

d'accés, l'entier k étant déterminé par la formule (9). Si k n'est pas

nul, cette formule peut s'écrire :

& by - bi < 5 beobrs & bi - bf
o<isk-} osi<d » o€isk

Retranchons b. - b; A la premiére inégalité. Nous obtenons :

o<igk-I

= by -b; < z b~ bi
osisk-l k<i<d

Enclair, cette inégalicé signifie que la place mémoire utile des k pre-

miers tampons est inférieure ou égale a4 la place miémoire excédentaire des

tampons restants. En utilisant la méme taille mémoire M, la méthode

d'ajustement fait donc gagnerk temps d'accés.

Montrons qu'il n'est pas possible de gagner plus de k temps d'accés.

Considérons un ajustement permettant de gagnerk' temps d'accés et soit

I L'ensemble des k' tampons ajustés 4 be, et J L'ensemble des tampons

restants. La place mémoire utilisée ne devant pas augmenter, on @

Zz bi- bs < py, b, - BS
wer © i€d -

Ajoutons Yb, - be a cette inégalité ;nous obtenons :

LEL

» e; < xy »b. - bi
i€t o<is<d

Les tampons étant classés par ordre croissant des e;, on en déduit :

<« »% b.-pb!
Lte

a osi<d

Diaprés (9), on en déduit que k' < k. On ne peut donc gagner plus de

; x

k temps d'accés. Wh

On vérifie facilement que cette méthode permet de diminuer le nombre

d'accés de d unités au maximum. Le gain relatif est donc au plus égal

a (d.taf/p(a).a,). Tl est d'autant plus important que la taille de la
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monotonie résultante est petite. En particulier, si la taille de la

monotonie résultante est de l'ordre de la place M disponible en mémoire

centrale, nous montrons ci-dessous qu'il est indispensable d'ajuster la

taille des tampons pour que la modélisation reste valide.

8.1.5. VALIDITE DE LA MODELISATION

Pour évaluer le temps de fusion élémentaire correspondant 4 une alloca-

tion donnée des tampons en mémoire, nous avons approximé le nombre

d'accés [a;/?3] a chaque monctonie par a,/b;- Le temps de fusion élémen-

taire modélisé de la formule (6) sous~estime donc le temps de fusion

réel. Nous allons évaluer L’erreur relative ainsi commise en fonction du

rapport a,/M entre la taille de la monotonie résultante et la place dis-

ponible en mémoire centrale. Nous indiquons également comment calculer le

temps de fusion élémentaire quand l'approximation précédente n'est plus

valable. L'erreur relative E est égale a:

Es a.Tafp(4).a,

A est la différence entre le nombre réel d'accés et le nombre d'accas de

la modélisation :

b 3 + 2 [=] = a. (it V8)? /m

(pour les tailles b et B des tampons, voir la formule (5)) ; Comme

A < dtl, l'erreur relative vérifie :

r + |

Pa towns uate M/Ta + (1+ Vay?
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En pratique, le nombre de voies de fusiodans les stratégies optimales

étant borné, le terme entre crochets est inférieur 4 1/2 :

Le tableau suivant indique l'erreur relative maximale en fonction de

a,/M :

ao/M | i 2.5 5 10 25 50 > 50

g | 50% 20% 102% 5 2 2 fe 1%2 <32

TABLEAU 1

Validité du temps de jfusion

Si a,/M est plus grand que 25, l'erreur relative est inférieure a 2 %.

Par contre, si ce rapport est plus petit que 5, i’erreur dépasse 10 %

pour atteindre 50 et 100 Z si a, est du méme ordre de grandeur que M.

Dans ce cas, il est indispensable d'améliorer l'allocation des tampons

en mémoire centrale de maniére & diminuer le temps de fusion élémentaire.

Nous disposons de deux méthodes :

1) ajuster la taille des tampons,

2) utiliser la méthode optimale d'allocation.

Dans la plupart des cas, il suffit d'ajuster la taille des tampons 4

partir de la méthode simplifiée d'allocation. La méthode optimale d'allo-

cation ne devient utile que si les monotonies entrantes sont de tailles tré

différentes (dans ce cas, il faut également ajuster la taille des

tampons). D'une maniére générale, ces procédés permettent de diminuer

le nombre d'accés et done de diminuer l'erreur relative qui est alors

au plus égale 4 :

E Se

4(a,/M)
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Le tableau suivant indique l'erreur relative si l'on utilise les procédés On peut remarquer que le temps de fusion élémentaire est tovjours au
. Be = i ts 7 = 7

Gane a WeaEreW ciladesauem moins gal @ cette valeur puisqu'il y a au moins un accés par monotonie.

Crest ce qui explique la formule (10).

Quelles méthodes d'allocation employer. pour assurer que F(a,.d) appro-

of | a = ; is i ° xime le temps de fusion élémentaire 4 20 % prés quand a,/M < 1.1?
E | 25% 20 2 10 % 6 Z 4% 22% 12 Si a,/M < 1/2, l'erreur relative est nulle si l'on utilise la méthode

ci-dessus. Dans les autres cas, si les monotonies entrantes ont appro-

TABLEAU 2 : ximativement méme taille, il suffit d'ajuster la taille des tampons a

. . . partir de la méthode simplifiée d'’allocation. Si les monotonies ini-

Validité du temps de fusion si l'on ajuste les tampons : 4 4 3 . . 7.
tiales sont de tailles trés différentes, il faut parfois utiliser des

. Se . méthodes "ad hoc” qui dépendent de chaque cas particulier. Par exemple,

Si a_/M est plus grand que !.6,l'erreur relative est inférieure @ 10 %. . }
oO . 1 si 1/2 < a /M < 2/3, les tailles des tampons correspondant aux monoto-

On peut donc considérer que la modélisation est valide dés que a,/M : ° : _ . :

nies (msm) y+++,mM4) doivent @tre égales 4 (a,/2, Ayarery aq)
dépasse cette valeur. , . J

} Il ne faudrait pas eroirequ'une erreur de 20 2 sur le temps de fusion

a élémentaire soit catastrophique pour la modélisation. D'une part, cette

Cas deg monotonies de méme ordre de grandeur que la place mémoire '
erreur est une erreur maximale et non une erreur moyenne. D'autre part,

disponible. 3 ee
ee pour un arbre de fusion quelconque, cette erreur ne concerne générale-

ment que les fusions initiales, c'est-4a-dire les fusions of certaines

Théoriquement, la modélisation n'est plus valide dans ce cas, puisque . . ans
. monotonies entrantes sont des monotonies initiales. Pour les autres

l'erreur sur le temps de fusion élémentaire dépasse 10 4%. En pratique, . 1. : ' eo -

: fusions élémentaires, l‘erreur est largement inférieure 4 20 Z%.

si nous acceptons une erreur de 20 Z, on peut considérer que le temps

de fusion éLémentaire est donné par la formule : — a ji sls p Validité de la modélisation

F dj) = Max dj.a_, 2Tt + (d+1).T . . .GLO) (a5: ) [o« ) oF (at1).7, En résumé, la modélisation du temps de fusion élémentaire de la formule (6)
\

est bonne 4 10 % prés dés que a,/M dépasse 1.6. Si a,/M > 2, elle est
t il t, les méthodes d'allocation de la mémoire centrale sont ; ; : :

Natureilement, valable 4 6 % prés. Si a,/M < 1.6, la modélisation du temps de fusion de

iffé tes de celles exposées jusqu'ici. En particulier, si a,/M est |
ss 2 oe i ; S la formule (10) est bonne 4 20 % prés.

plus petit que |/2, la meilleure fagon d'allouer la mémoire centrale | . _
. . ' Dans la suite, nous supposons généralement que le temps de fusion est

est dtattribuer & chaque monotonie un tampon de méme taille que la ' - ' :
. égal 4 @(d)a, , c'est-a-dire que ;

monotonie (la somme des longueurs de la monotonie résultante et des

toni ntrantes @tant inférieure 4 M). Il y a done seulement unmonotenies e eo (12) suit (ae fava?

accés seulement par monotonie et le temps de fusion élémentaire est °

égal 4: ox as pe :
Le deuxiéme membre de cette inégalité @étant plus petit que un, on peut

considérer que le temps de fusion est égal 2@(d)a, dé&s que la taille

Cm) 2.Tt.a, + (dt+1),Ta
a, de la monotonie résultante est supérieure & la place M disponible en

mémoire centrale.
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USION

Nous avons vu que le temps de fusion élémentaire de d monotonies de

tailles a,,.-.,ay suffisamment grandes par rapport AM (voir (12)) est

égal a:

F(a,.d) = 9 (a). a, aye Ea,

(13)

pa) = 2 te + 32 eye)?

Dans la suite, nous poserons :

tam | 2 =e8/a | g(a) = cite)?a4) B=2Tt

On a donc :

pla) = afd +€ (a)

Ce temps de fusion élémentaire définit une fonction de cofit ‘€(T) sur les

arbres de fusion T, qui est la somme des temps des fusions élémentaires

représentées par chaque noeud de l'arbre. Soit T l'arbre de fusion sui-

vant pour 9 monotonies initiales de longueurs ay, rag t

Bex) = (ay + ay + a5) QC) + (a, + ay + ag + a4) (2)

+ (ag + a7 + ag + 2g) QC4) + (ay + + a9) 9(3)

eh

Définitions ;:
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Trouver la stratégie optimale de fusion pour le S-uple (a,,..-,2g)

revient done trouver L'arbre de fusion optimal qui minimise le coft

précédent. On définit de méme la stratégie optimale pour un n-uple

(ajy+++5a,)+ Ce probléme a été étudié dans la partie théorique. Nous

rappelons ci-dessous quelques définitions. Pour plus de précisions,

le lecteur pourra se reporter au chapitre I.

Pour une fonction g donnée, nous définissons :

la C(ay,+++,a,) ou C(S) : coft optimal pour $ = (a,,...,a,)

2+, C(ays) : coat eptimal pour n monotonies initiales de

longueur s.

33 C(n) = C(n,1).

4: le degré-limite a : c'est l'entier qui minimise

@(d)/Log d.

5: la constante k = g(a)/Log

6: les constantes K et K’ qui maximisent et minimisent

A(d) pour d entier (2 < d < a)

a@ - ev [p@ g-9@ Z|

7: la fonction G(x) = k x Log x

8: la fonction h(x) constituée par les segments de droite

joignant les points du plan[a‘, ¢(a‘)] et [a°*',c¢a®*!)]

pour t entier positif ou nul.



Le degré-limite a est celui de la définition 2.3. Remarquons qe nous

sommes dans le cas étudié au chapitre 4 od il y a un seul degré-limite ;

d'aprés la formule (13), la fonction @(x)/Log x a un seul minimum réel ;

elle a donc, soit un seul minimum entier, soit deux minimums entiers

consécutifs ; on peut @écarter ici ce dernier cas car il ne se produit que

si X est irrationnel (voir 8.2.2.), ce qui est impossible dans une

implémentation sur ordinateur.

8.2.1. CALCUL DES STRATEGIES OPTIMALES. HEURISTIQUES

Pour lecalcul des stratégies optimales et sous-optimales quand les mono-

tonies initiales sont de tailles inégales, nous renvoyons le lecteur 4

l'algorithme et aux heuristiques présentés au chapitre 6, paragraphes 5

et 7. Si les monotonies initiales ont méme taille, l'algorithme de cal-

cul des arbres optimaux est décrit en 2.1.4. (nous indiquons plus Loin

en 8.2.2, comment calculer la borne q ax sur le nombre de voies de

fusion). En fait, cet algorithme calcule seulement le cot optimal pour

nm monotonies initiales de taille unitaire. Le coft optimal pour n mono-

tonies de tailles s est obtenu en multipliant le résultat par s.

D'autre part, pour obtenir la forme de l'arbre optimal, il suffit

d'imprimer aux instructions I, et I, les valeursdei et d qui minimisent

respectivement A(d,n) et A(i,n). Si les monotonies initiales ont méme

taille, nous présentons plus loin deux heuristiques trés simples qui don-

nent de bons résultats. NN

Nous avons vu au paragraphe précédent que le temps de fusion élémentaire

n'est Ggal a Playa, que si a, est suffisamment grand par rapport 4M

(voir formule (12)). Si ce n'est pas le cas, il faut remplacer dans

les algorithmes et heuristiques les termes de la forme gy -par le

terme F(y,x) de la formule (10).

8.2.2. FORME DES ARBRES OPTIMAUX. DEGRE MAXIMUM. DEGRE-LIMITE

En général, il n'y a pas de régles simples permettant de déterminer les

stratégies optimales (c'est-a-dire les arbres optimaux correspondant 4

une fonction @ donnée): la seule méthode consiste 4 utiliser les algo~

rithmes précédents. Cependant, les arbres optimaux obéissent A certaines

régles et possédent certaines propriétés que nous décrivons dans ce

paragraphe.

swiZitg =

Tout d'abord, certaines transformations préservent l'optimalité : ces

transformations opérent, soit sur .iles arbres de fusion, soit sur les

n-uples, soit sur la fonction @. Elles permettent 4 partir d'une stra-

tégie optimale pour un n-uple et me fonction @ donnée d'en déduire

beaucoup d'autres.

Transformations préservant l'optimalité

Si nous multiplions la longueur des monotonies initiales par une cons-

tante, la forme de l'arbre optimal ne change pas ; seul le cotit optimal

est multiplié par cette constante (proposition 1.3) :

Clea, ,+++,ca,) = C.Clay, +++, 4))

C(a,s) = s.C(n,1) = s,C(n)

En particulier, l'arbre optimal est toujours le méme pour n monotonies

initiales de méme taille, et cela'quelle que soit cette taille. De la

méme maniére, la forme des arbres optimaux ne change pas si l'on multi~

plie la fonction de coiit @ par une constante : on peut donc remplacer

pd) par [> + cea)? ]3 la forme des arbres optimaux ne dépend donc

que du n-uple et de }.

La transformation d'arbre suivante laisse invariant le cofit d'un arbre

quelconque : cette transformation, appelée filtrage, consiste 4 échanger

le degré d d'un noeud avec le degré d' de ses fils si ceux-ci ont tous

d' pour degré (proposition 1.2). Par exemple, les deux arbres suivants

ont méme cofit pour le |2-uple (@y3+++38) 9) ft

Apres s8g gees Bg Bgphe 37415 Ay G OLIISE ES EGS! E- erysit ge HAH

Done si T est optimal, T' l’est également, et réciproquement.



- 220 -

Par ailleurs, les sous-arbres et ‘les contractions d'marbre optimal

sont également optimaux (proposition 1.4). Par exemple, si L'arbre T

précédent est optimal, alors le sous-arbre T, et la contraction T, ci-
1

dessous sont également optimaux :

Nous allons montrer que, pour une fonction @ donnée, le nombre de voies

de fusion des stratégies optimales est au plus égal a un entier d..,

ne dépendant que de, Cette propriété résulte du corollaire 1.5 puisque

la fonction g(d)/Log d est croissante et non bornée a partir d'un cer~

tain rang. Mais il existe une démonstration directe qui permet en plus

de calculer d.,

Considérons un noeud quelconque d'un arbre optimal de degré d et de

poids a,. Soient a,,...,a, les poids de ses fils, classés par ordre croif

sant de poids. Les sous-arbres et contractions d'un arbre optimal étant

optimaux, l'arbre suivant est optimal :

suivant :

Comme a),++,a, sont les k plus petits poids et que le temps de fusion

élémentaire F est croissant par rapport 4 a, le cot C de cet arbre

vérifie :
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k
Cy ¢ Flay, d-k+l) + FG ayy k)

Le premier arbre étant optimal, on aC, < C, 3 on en déduit :

as) vie | 2 ck edt Flajd) ¢ Pla,,d-kel) + ré ak)

soit :

(16) Vk 2ek<dl dfted) - e(d-Kt)] < kf, + EGO]

Tout entier d qui est le degré d'un noeud d'un arbre optimal doit véri-

fier cette condition. On vérifie facilement qu'il existe un plus grand

entier d, vérifiant cette condition et que tous les entiers plus petits:

que dy la vérifient également. Il existe donc une borne Geax sur les

degrés desnoeuds des arbres optimaux qui ne dépend que de X. En pratique,

Guay CSt gal 4 d,. Le tableau suivant hdique les valeurs de d,,, en
Th

fonction de i.

max » dan " Snax a

8 0.7 16 7.0 24 13.7

9 a4 17 7.8 25 14.6

10 2.2 18 8.6 26 15.5

i 2.9 19 9.5 27 16.3

12 3.7 20 10.3 28 17,2

13 AS 21 Ted 29 18.0

14 5.3 22 12.0 30 18,9

1s 6.2 23 12.8 31 19.8

TABLEAU 3

Degré maximum en fonction de 4

Bien entendu, les valeur de \ sont approchées. Nous voyons que d,,, est

une fonction croissante de X. Par exemple, le degré maximum est 19 pour

8.6 <2<9.5, Nous donnons un tableau plus complet de d_,, en fonction

de 4 en annexe et indiquons plus loin les valeurs ded... pour quelques

configurations courantes.
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Pour le calcul du degré maximum, nous avons supposé que F(a)24) est

égal a p(d)a, - Si ce n'est pas le cas, c'est-&-dire si les monotonies

sont de petites tailles, on calcule de la méme maniére le degré maximum

en remplagant dans (15) les termes F(aj2d) par l'expression (10). Les

valeurs obtenues sont plus grandes que celles du tableau 3 et dépendent

évidemment de la taille des monotonies initiales.

Degré-Limite

Le degré-limite a de la définition 4 peut étre considéré comme le nombre

de voies privilégié correspondant 4 une fonction @, c'est-A-dire & une

configuration donnée.

En effet, d'aprés le corollaire 2.4, les arbres a~parfaits sont optimaux

pour aP monotonies initiales de méme taille. Si nous utilisons par

exemple le disque DIMAS avec une place mémoire de 20 K-octets, le degré-

limite correspondant est 5. Pour 25 monotonies initiales de méme taille,

l'arbre de fusion optimal est donc L'arbre S-parfait suivant :

Comme la contraction préserve l'optimalité, on en déduit que, pour la

méme configuration, l'arbre suivant est optimal pour 10 monotonies de

longueur s et 3 monotonies de longueur 5s :

S$ 6885 § ssss $$

FIGURE 1

(17) (da) =

= 22302

Enfin, d'une maniére générale, les arbres optimaux ont tendance 4 avoir

pour degré le degré-limite a (proposition 2.1 ; voir aussi le paragra~

phe 6,.6.1.). En particulier, si les n monotonies initiales ont méme

taille, le degré au sommet des arbres optimaux tend vers le degré-

limite a quand n augmente (théoréme 8). Le degré-limite représente donc

le nombre de voies moyen des arbres optimaux pour une configuration

donnée.

Nous montrons en 8.3.2 que le degré-limite se calcule comme suit. Posons :

_ E(d+l) Log d - &(d) Log (dtl)

Log (d+I) - Log d

Le degré-limite a est défini par l'inégalité :

(18) Wla-l) < A < ¥(a)

Remarquons qu'il n'y a jamais égalité car les valeurs de w(d) sont

irrationnelles. Nous indiquons ci-dessous les valeurs de y(a) en fonc-

tion de A:

a pla) a pla) a ¥(a)

4 0.1 12 19.9 20 45.0

5 2.1 13 22.8 21 48.4

6 4.3 14 25.8 22 51.8

7 6.6 15 28.9 23 55.3

8 9.0 16 32.0 24 58.8

9 11.6 17 35.2 25 62.3

10 14.3 18 38.4 26 65.9

i 17.1 19 41.7 27 69.5

TABLEAU 4

Degré-limite a en fonction de A
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Le degré-limite est donc une fonction croissante de 1. I] est égal par

exemple A 17 si 32.0 < A < 35,2. Nous donnons en annexe un tableau plus

complet de 1a fonction y.

Degré-maximum, degré-limite pour quelques configurations

Le tableau 5 indique les valeurs de X, a et d,,, pour les 6 disques

présentés au chapitre 7, quand la place mémoire disponible varie de

20 & 1000 K-octets. Nous avons vu que le degré-limite a et le degré-

maximum d,, sont des fonctiomcroissantes de i, c'est-a-dire de

Tt.M/Ta. Ces deux degrés augmentent donc avec le temps de transfert

et la place mémoire et diminuent avec le temps d’accés. Sauf pour le

DIAD moyenne vitesse, le facteur prépondérant est la taille mémoire :

pour les petites tailles mémoire, le nombre de voies moyen (égal au

degré-limite a) est de l'ordre de ladizaine et le nombre de voies maxi-

mum est de l'ordre de la vingtaine ; pour les grandes tailles mémoires,

le nombre de voies moyen et le nombre de voies maximum sont de l'ordre

de 50 et 200 respectivement. Pour le DIAD moyenne vitesse, les nombres

de voies moyens et maximums sont nettement plus importants, car le

temps de transfert est relativement lent.

8.2.3. MONOTONIES INITIALES DE MEME TAILLE. FORME DES ARBRES OPTIMAUX.

HEURISTIQUES

\

En pratique, on a souvent 4 considérer le cas 0% les monotonies ini-

tiales ont toutes méme taille, ou approximativement méme taille. Cela

arrive en particulier si les monotonies initiales sont générées a par-

tir du fichier que l'on désire trier. 11 est donc utile d'étudier ce

cas de plus prés, d'autant que cette étude donnera une vue plus claire

sur la forme et les propriétés des arbres optimaux dans le cas général.

Si les monotonies initiales ont méme taille, nous savons que la forme

des arbres optimaux est indépendante de lataille des monotonies. Pour

une configuration donnée, la forme des arbres optimaux dépend done

uniquement du nombre n de monotonies initiales. Nous allons d'abord

étudier la valeur du degré ou sommet des arbres optimaux en fonction

de n pour la configuration suivante : un disque DIMAS utilisé avec

20 K-octets en mémoire centrale,

es -lqa gle alae
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a = 5 a =
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2
8
a

° = 2 2 2 “

s s 3 5 5 S
a x a 2 8 es

a

= el- Sla »|/+ na a z=

a 8/2 81S S/2 8/8 8S] 2 sg
a

2
8
a ~ © a 4 o a

s < a s 3 o
a = 2 a5 8 g

a =,;o +]/s a|- nle ala

= 4 S]/s S/o a]2 S]/2 8

8 ©
a . c a gy Hy o

5 a s
a 3 s a 2

a of nxn «1a ao ]oa a

= 8 2/8 8 ejs gifs
2
6

= #2 a = . © <
2 + cs o eS a

a alo fa alo mloaln «= xy Ss 9 iS =

°a + + wy = a 5
a a “ < a :By <

eo alan alo valu of © alu o
2 e 2 2 x 2

3
&

" o ° x ° 4 a

= a = ¢ 7 a a

= a a . a

a = x = a g 5
a 3 ms 4 = ay
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» ®
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TABLEAU 5 Valeurs de 4, a, di. pour quelques configurations
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Dans ce cas, nous savons (voir tableau 5) que le nombre de voies de fusi
g

est au plus égal 4 10 dans les stratégies optimales et que le degr
é-

limite est 5. Pour n= 5, 25, «ss, sp, l'arbre optimal est donc l'arbre

5-parfait de profondeur p (voir 8.2.2.).

64 252

. 56 150 334 750
s 42 80 294 335 7

12 30 180 1080

_ 20 64 100 372 500

o 5 , 16 25. 36 49 gy 125 372. 02

FIGURE 2

aie «Degré au sommet d des arbres optimaux pour 0 monotonies

initiales de méue taille (disque DIMAS avec 20 K-octets)

Sur la courbe ci-dessus, on constate que l'arbre optimal est l'arbre

plat jusqu'a n = daax 7 10 (cette propriété est valable dans le cas

général). Pour n = 11, le degré au sommet passe brusquement a3 
et }

augmente jusqu'a 8 pour n = 64. Pour cette valeur de n, il y a deux

arbres optimaux équivalents de degrés au sommets 8B et 4, De n= 65 4 i

n = 334, le degré an sommet augmente réguliérement de 4 4 7.

L'amplitude des oscillations diminue ensuite. On peut montrer qu'
a

partir de 300.000 monotonies initiales, il existe toujours um ar
bre

optimal de degré au sommet agal au degré-limite 5 (cette propriét
é est

vérifiée dans le cas général ; voir théoréme 8). Par ailleurs, on

vérifie que le degré au sommet est gal 45 si n est une puissanc
e de 5.

D4éfinition 1 :

i227 =

On peut remarquer que pour certaines valeurs de n, il y a plusieurs

degrés au sommet. possibles correspondant 4 plusieurs arbres optimaux.

Par exemple si n = 90, un arbre optimal possible est :

FIGURE 3

Si nous filtrons le sommet de cet arbre, nous obtenons un arbre équiva-

lent, donc optimal, mais de degré au sommet 4 :

degrés

En fait, 4 partir de la courbe précédente, on peut reconstituer dans

la plupart des cas la forme des arbres optimaux. En effet, comme dans

le cas n = 90, le degré des noeuds des arbres optimaux ne différent le

plus souvent que de un. Nous allons préciser cette notion a l'aide de

la définition suivante :

Un arbre est dit régulier si toutes ses feuilles sont a

la méme profondeur p et si les noeuds situés 4 une méme

profondeur ont tous méme degré. Un arbre est dit pseudo-

régulier si cette derniére propriété n’est vérifiée qu'aux

profondeurs 1, 2, ..-, pr2-
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Par exemple, l'arbre T de la figure 3 est pseudo-régulier : toutes ses

feuilles sont 4 la profondeur 2 et les noeuds situés 4 la profondeur |

ont touspour degré 4. Dans la suite, nous appelerons arbre & deux degrés

un arbre dont les degrés sont égaux soit 4 un entier unique, soit 4 deux

entiers consécutifs. Nous dirons par exemple que L'arbre T précédent est

pseudo-régulier 4 deux degrés : 4 et 5.

Arbres réguliers et pseudo-réguliers a deux degrés optimaux

D'une maniére générale, si les monotonies initiales ont méme taille, les

arbres optimaux sont le plus souvent des arbres réguliers ou pseudo-régu-

liers 4 deux degrés. Cette propriété est la conséquence d'une propriété

plus générale que nous indiquons ci-dessous et dont la démonstration

figure en annexe :

Propriété | : Soit un arbre optimal pour une fonction de cot du type (lh)

Si tous les fils d'un méme noeud de degré d ont méme degré

d', alors la différence |d-d'| n'excéde pas un.

On en déduit facilement que les arbres réguliers et pseudo-réguliers

optimaux sont forcément "A deux degrés". Si nous reprenons l'exemple

de la figure 2, les arbres réguliers suivants sont optimaux pour n = 80

et n = 100 : d é
degrés BBres i

N
5 5 i

5, = 4 T, = 4

4 5

n = 80 n = 100

z oe -l ,2 p. busts palt wees
décomposition :(5 ,4°) décomposition : (4° ,5°)

FIGURE 4

= 22905

Le degré au sommet de T, est gal a5 ; les 5 noeuds situés 4 la pro-

fondeur 1 ont pour degré 4 et les 20 noeuds situés 4 la profondeur 2

ont pour degré 4. Comme le filtrage ne change pas les cofits, l'ordre

des degrés des différentes profondeurs est indifférent et les arbres

réguliers sont entiérement décrits par leur décomposition. Nous indi-~-

quons ci-dessous les arbres réguliers optimaux dans l'exemple précé-

dent pour n allant de 11] 2 125;

n décomposition n décomposition

16 4? 49 V4

20 al is! 56 7! ig!

25 5? 64 8° a

30 st gt 80 47,5!

36 6° 100 uP a

42 at 125 ge

Entre ces valeurs de n, les arbres optimaux sont pseudo-réguliers 4

deux degrés. Par exemple, pour n = 90, L'arbre optimal ye déduit facile-

ment des arbres réguliers optimaux pour n = 80 et n = 100 ; il suffit

de modifier les degrés des noeuds situés 4 la profondeur 2. Ceci est

valable pour tous les arbres optimaux entre 80 et 100 : le degré au

sommet est 5 ; les noeuds de profondeur | ont pour degré 4 ; a la

profondeur 2, il y a q noeuds de degré 5 at r noeuds de degré 4, les

entiers q et xr étant solution de :

qtr 20 Sq + 4r =n

Bien entendu, les arbres optimaux ne sont pas toujours réguliers ou

pseudo-réguliers. Mais c'est trés souvent le cas, en particulier pour

7 — 5
les petites valeurs de n : dans l'exemple précédent, pour 2 < n < 5°=3125,

les arbres optimaux sont réguliers ou pseudo-réguliers sauf pour les

valeurs suivantes den:

n=ti, 335 ¢n < 371, 1804 <n < 1970
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On en déduit que l'heuristique suivante sera pratiquement toujours : De la profondeur 0 4 la profondeur ¢-2, tous les noeuds ont degré d ;

optimale : de la profondeur t-1 4 la profondeur p-2, tous les noeuds ont degré

d-1 ; a la profondeur p-I, il a q noeuds de degré d et r noeuds de

Heuristique 4 deux degrés. degré d-1.

Caleulons le cofit H(n,p) de cet arbre par la méthode des coiits partiels

Cette heuristique est une amélioration de la méthode de BLACK [1]. (voir proposition 1.1) en supposant que les monotonies initiales sont
Elle consiste 4 prendre comme stratégie de fusion le meilleur arbre de longueur unitaire. Nous obtenons :

pseudo-régulier pour n donné.

Considérons un entier p quelconque vérifiant : H(n,p) = @(d) [ns = x] + @(a-1) [ n(e-s) " r]

(19) Log n é Log n } L'heuristique 4 deux degrés consiste 4 choisir comme stratégie de fusion
Log 4 Log 2 + noe . : : res
98 Snax 8 celle qui minimise H(n,p) quand p varie. Si Pp, est L'entier vérifiant :

A faisons correspondre de maniére unique un arbre navi egal ;Pp, nous Pp q ; H(n,p_) = Min H(n,p)
profondeur p, Les degrés de ses noeuds sont égaux 4 d ou d-l, l'entier d 9 5

étant déterminé par :

le cofit de L'arbre calculé par cette heuristique sera égal a s.H(n,p,)

PB : « . .(a-D)P <ned pour n monotonies initiales de longueur s.

Cette heuristique donne d'excellents résultats : trés souvent, elle

Soient t, q et r les entiers définis par : calcule l'arbre optimal ; si ce n'est pas le cas, la différence rela-

tive avec le cofit optimal n'exc&de pas | %.

de! (aenyPTR) cng ahcaniyPt

Heuristique du degré-limite

qen- dhl gpyP tl

Cette heuristique consiste 4 prendre comme arbre de fusion les arbres

ewe a’ (d-1)P"® - 1 a-€quilibrés, l'entier a étant le degré-limite. Rappelons que, dans un

arbre a-quilibré, tous les noeuds, sauf peut-€tre un, ont pour degré a,

L'arbre pseudo-régulier a la forme suivante : et la différence de profondeurs des feuilles n'excéde pas un (voir défini-

| tion 1.14). L'avantage de cette méthode est sa simplicité : tous les

noeuds @tant de degré a, l'allocation des tampons en mémoire centrale

sera toujours la méme tout au long de processus de tri-fusion.

peu Calculons le cofit A(n,s) des arbres ainsi obtenus pour n monotonies

de longueur s. On a évidemment A(n,s) = s.A(n,1). D'autre part, si l'on
Pp 8 part,

fait d= a dans la formule |.(46), on obtient :
degré d-i p-t

q noeuds
n_noeuds (20) A(ny1) = hla) + (4-1) [ola g8p - gta) Bp]

d est un entier vérifiant 2 < d < a et h la fonctionde la définition 8

(si l'arbre a-Gquilibré poss@de un noeud de degré différent de a, l'en-
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tier d est le degré de ce noeud). D'aprés la définition 6, on a donc :

. k| N Log N - x a. Log a. <« C¢(21) h(n) + K' < A(n,l) < h(n) + K [ oven 2h 108 i] (@yseeya,)
(22)

Sur la Figure 5 du paragraphe suivant, nous avons tracé la courbe- h(n). < k [N Log N - x a, Log a. ] + @ (aN
: i ?

‘ l<isn
D'autre part, nous verrons que le cofit optimal vérifie :

N est égal & la somme des a. et k est égal 4 m(a)/Log a (l'entier a

G(n) < C(n,1) < h(n) + K : i 8 ? B
est le degré-limite). Nous verrons plus loin que la borne inférieure

de la formule (22) constitue généralement une bonne estimation du coiit

On en déduit que la différence relative entre le cofit des arbres calculé: . a
optimal. On peut vérifier que le cofit optimal est égal 4 cette borne

ar cette heuristique et le cot optimal n'est jamais trés grandeet tend
P q P J a . . ree

inférieure si et seulement gi leslongueurs des monotonies initiales

verszéro quand le nombre de monotonies initiales augmente.Néanmoins, 
~pi

peuvent se mettre sous la forme a; = a aN. L'arbre optimal est alors

cette heuristique est moins bonne que la précédente : elle ne calcule

Ey
: . . une contraction d'arbre a-parfait, la monotonie de longueur a, étant

les arbres optimaux que si n = a" ; la perte en pourcentage peut attein- a
a la profondeur Ps* Dans l'exemple de la figure |], les longueurs des

dre 50 2 sin < a ; elle dépasse rarement 10% sin > a et 5 % si .
monotonies peuvent se mettre sous la forme :

2
moas

s=a .N 5s =a .N (a = 5, N = 25s)

8.3. TEMPS DE FUSION OPTIMAUX. ETUDE DES PERFORMANCES EN FONCTION DE LA

CONFIGURATION . ; .

————— L'arbre optimal est bien une contraction d'arbre S5-parfait et son coft

est @égal 4 la borne inférieure précédente.

Pour une configuration donnée, nous présentons une méthode permettant . . _ =
Si les n monotonies initiales ont méme longueur s,le cofit optimal est propo

d'évaluer approximativement les temps de fusion optimaux en fonction . .
tionnel 3 s (C{n,s) = s.C(n,!) = s.C(n)), la formule (22) devient donc :

du nombre et des longueurs des monotonies initiales. Nous introduisons

ensuite une mesure des performances d'une configuration du point de vue: . (23) kn Log n < C(n) < k n Log a + p (aN

du tri-fusion. Cette mesure nous permettra de comparer diverses confi- \
\

urations et d'étudier l'influence respective des divers paramétresg Pp Pp i 7 3 At ~
En fait, il existe une meilleure borne supérieure de C(n) +: le coiit

sur les performances : temps d'accés et de transfert lace mémoirePp ip > P : z ope ge Be ecpen «4a = fll our
optimal étant inférieur par définition au cofit des arbres a-Gquilibrés,ep ee eee redisponible, nombre de voies de fusion, méthode d'allocation de la .
on déduit de la formule (21) que :

mémoire.

C(n) < h(n) + K

8.3.1. TEMPS DE FUSION OPTIMAUX

=} iron’ ] eQ 3Sur la Figure suivante, nous avons représenté les fonctions k

Pour cakculer le temps de fusion optimal C(a,,.-.,4.) correspondant & 5
y P ? ua et k(n} qui encadrent C(n)

n monatonies initigles de longueurs Ayaeera8ys la seule méthode consiste

R utiliser les algorithmes décrits précédemment. Il est cependant pos~ |

sible d'avaiy une idée des temps de fusion optimaux par la formule

suivante (voir corollaire 6.5) :



C(n)

G(x) = k x Log x

h(x)

i
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{
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FIGURE 5

Borne inférieureet supérieurede C(n)

Si n= aP, l'arbre optimal est l'arbre a-parfait de profondeur p et le

cot optimal correspondant est égal 4 la borne inférieure G(n).

Le tableau suivant permet de se faire une idée plus précise des temps

de fusion optimaux quand les monotonies initiales ont méme taille. Ce

tableau indique les valeurs de C(n) quand on utilise un disque MD-100

avec une place mémoire variant de 20 4 1000 K~octets. Les colonnes indi-

quent successivement la taille mémoire M, A, le degré-limite a, k et

les valeurs de C(n) exprimées en secondes,pour nm variant de 20 & 300.

La deuxiéme ligne indique la différence en pourcentage par rapport 4

la borne inférieure [ n Log a}. La troisiéme ligne indique succes—

sivement le degré au sommet et la profondeur maximum de l'arbre opti-

mal. Par exemple, pour M = 20, C(50,s) est égal 4 2.88s secondes ;

la différence en pourcentage par rapport 4 [& n Log a] est de 2.2 % ;

le degré au sommet de l'arbre optimal correspondant est 8 et sa pro-

fondeur maximum 2.
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M d a k n= 20 50 100 300

20 1.63 5 | 14.41 0.87 2.88 6.68 25.05

0.9 2.2 0.6 1.6

5 2 8 2 5 3 7 3

50 4.08 6 6.84 0.42 1.34 3.23 11.71

3.4 0.2 2.7 0.1

5 2 8 2 5 3 7 3

100 8.16 8 4.20 0.27 0.83 1.95 7.26

8.9 0.5 0.9 0.9

5 2 8 2/10 2 7 3

200 | 16.31 | 11 2.79 0.18 0.57 1.29 4.94

6.0 4,2 0.2 3.4

201 8 2]10 2/18 2

300 | 24.47 | 14 2.27 0.14 0.48 1.07 3.92

2.1 8.8 2.0 0.8

20 8 2/10 21/18 2

500 40.78 19 1.81 0.1] 0.41 0.89 3.10

0.0 14.7 6.9 0.2

20 1 |50 2 |io @]1a 2

1000 | 81.55 | 31 1.39 0.09 0.28 0.76 2.49

ans 3.3 18.3 4.5

20 I 50 1 10 2 18 2

TABLEAU 6

Temps de fusion optimaux pour ‘un disque MD-!00
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8.3.2. VITESSE ET TEMPS DE TRI-FUSION D'UNE CONFIGURATION

Calcul de la vitesse de tri-fusion et du degré-limite

Examinons la borne inférieure du cofit optimal de la formule (22) : elle

i . La formule (24) peut s'écri : :
est égale au produit de deux facteurs ; le premier, k, dépend exclusi- ormule (24) peut s'écrire, avec les notations (14)

vement de la configuration (voir définition 5) ; le deuxiéme terme

A+ (a)dépend exclusivement du nombre et des longueurs des monotonies 4 fusion, (25) Ee win SE

ner. Si cette borne inférieure est une bonne estimation du coat optimal, |

alors la constante k constitue une bonne mesure des performances d'une

. . 
Soit D,(A) la droite d'équation :configuration. a) ibe: Equation

Diaprés la formule (22), L’erreur E(a,, +14Q) commise en approximant le
a At Ed)

DQ) = S554cofit optimal par la borne inférieure est plus petite que : Log d

Log a .
: 2. :E(ays a.) < > cm N) Log (i a) la formule (25) devient

l¢isn

k/a = Min DyQ)

La fonction x log x étant convexe, plus les tailles des monotonies ini- dz2

tiales sont équilibrées, et plus cette erreur diminue. Si les monotonies

initiales ont méme taille, cette erreur devient : On vérifie facilement que les droites Dy définissent la ligne brisée

concave suivante :

E(n) < Log a/Log n kis

Elle tend vers zéro quand le nombre de monotonies initiales augmente. Sur)

L'exemple du tableau 6, l'erreur E(n) ne dépasse pas 18.3 2 et est géné-

valement inférieure 4 5 %. Si les monotonies initiales sont de tailles

différentes, l'erreur peut étre plus importante, mais, en moyenne, la

borne inférieure est une bonne approximation du coit optimal.

On peut done considérer que k est une bonne mesure des performances d'unt

configuration. Dans la suite, nous appelerons k letemps de tri-~fusion

de la configuration, exprimé en millisecondes par K-octets ; nous appeler

vel/k la vitesse de tri-fusion, Ces constantes sont définies par la |

2 2eTt + (Ta/M) (1+ Vay? = Min ea)1
2 wed(24) v Log 2 ep bog d Temps de tri-fusion en fonction de A

D'aprés La définition de Dy), l'abscisse ¥(d) du point d'intersection

Rappelons que a est le degré-limite de la configuration. de Dy ct D

d+1

E(d) Log (d+!)

Tog d
(26)

|
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Pour A fixé, le terme D,() est donc minimum pour d = a, L'entier a

étant défini par :

(27) p(a-l) < dX < vlad

Cette inégalité détermine le degré-limite a. On en déduit k et v par la

formule (24). Pour les valeurs de ¥(d), voir le tableau 4 et en annexe,

8.3.3. COMPARAISON DES PERFORMANCES DE DIVERSES CONFIGURATIONS

La vitesse et le temps de tri-fusion ne dépendent que des caractéristi-

ques matérielles de la configuration : place mémoire disponible, temps

de transfert, temps d'accés. Il s'agit ici d'étudier 1'influence respec

tive de ces divers facteurs sur les performances.

On peut faire une premiére constatation : le temps d'accés et la place

* mémoire jouent des réles symétriquis : seul le rapport Ta/M intervient

dans le temps de fusion élémentaire et dans la vitesse de tri-fusion.

Autrement dit, diviser par deux le temps d'accés a le méme effet sur les

performances que doubler la place mémoire disponible.

La figure 7 indique les temps de tri~fusion en fonction de la taille

mémoire M pour les six disques présentés au chapitre 7. On remarque

tout d'abord que les temps de tri-fusion diminuent trés vite avec M

pour les petites valeurs de M. Dés que la place mémoire dépasse

200 K-octets (300 K pour le DIMAS) les temps de tri-fusion diminuent

beaucoup plus lentement avec M : nous avons indiqué par un point sur

les courbes les valeursde M pour lesquelles les temps de tri-fusion

sont inférieurs de 20 2 aux temps de tri-fusion pour M = 500 K. Pour

tous les disques, les tailles mémoires correspondantes sont de L'ordre

de 300 K.

Examinons maintenant l'influence du temps de transfert et du temps d'accé

du périphérique. Classons les périphériques par temps de tri-fusion

croissants pour les diverses tailles mémoires. Pour les petites tailles]

mémoixres, ce classement correspond exactement au classement par temps

d'acc®s croissants. A partir de 200 K-octets, il correspond au clas-

sement par temps de transfert croissants (si l'on excepte le DIMAS).

20 4
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M

k 20 50 100 200 | 300 500 1000

DIMAS 35.5 | 17.1 ]10.7 | 7.2 | 5.9 | 4.7 337

DIAD-Moy. | 13.7 | 8.7] 6.7 | 5.3 | 4.7 | 4. 3.5

MD-50 20.5 | 10.7 | 7.2 | 5.2 |. 4.4 | 3.6 2.9

MD-100 14.4} 6.8] 4.2 | 2.8 | 2.3 | 3.3 1.4

TAMBOUR 3.8] 2.0] 1.9 | 0.9 | 0.8 | 0.7 0.6

DIAD~Gd. | 7.1 | 3.2] 1.4 | 1.1 | 0.9 | 0.7 0.5

DIMAS

is 4

DIAD-Moy.

¥0-50

MD-100

TAMBOUR

DIAD-Gd.

to J

5 4

DIAD “Gd,

TAMBOUR

1 7 r 7 + +

20 50 100 150 200 250 300 350
FIGURE 7

Temps de tri-fusion en fonction de la place mémoire
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D'une maniére générale, le temps d'aces est donc le Facteur prépondéran

pour les petites tailles mémoire ; pour les grandes tailles mémoire,

c'est le temps de transfert. On peut d'ailleurs remarquer que les disque)

a téte mobile ayant une grande vitesse de transfert sont meilleurs 4

mémoire égale que certains disques a téte fixe dés que la mémoire est

raisonnablement grande, Par exemple, le disque 4 téte mobile MD-50 est

meilleur que le disque DIAD moyenne vitesse dés que M dépasse 170 K. La

méme remarque vaut pour le DIAD grande vitesse dont les performances

sont comparables 4 celles du TAMBOUR dés que M dépasse 200 K ; et cela

bien que le temps d'acc@s du DIAD soit trois fois plus grand que celui

du tambour. En résumé, dés que_la place mémoire dépasse 200 K-octets,

il est préférable d'utiliser des disques ayant une grande vitesse de

transfert.

Variations relatives des performances avec les caractéristiques de la

configuration,

Afin de préciser l'influence respective de la place mémoire et des tempa

de transfert et d'accés sur les performances, nous indiquons ci-dessous

les variations relatives de k et v avec M, Tt et Ta. En valeur absolue,

elles sont égales 4 :

dk / dit 1 2
Ly = + Yett j A= (1 Yayo)

2.Tt.M/Ta~ u

F(ike) faa = aie aM
k Ta k M L+A

Ltentier a est le degré-limite. Notons que les variations relatives de li

vitesse et du temps de tri-fusion sont les mémes puisque dk/k et dv/v

sont égaux en valeur absolue.

On constate que les variations relatives par rapport 4 Taet M sont égale

ce qui est normal puisque les performances ne dépendent que de Ta/M.

D'autre part, ces formules indiguent que la somme des variations relati~

ves par rapport 4 Tt et Ta, ou par rapport 4 Tt et M, est égale 4 1'unitl

En conséquence, si i/(l+A) est plus grand que 1/2, c'est~adire si A <

le temps de transfert a plus d'influence sur les performances que le

je temps d'acc’s ou la place mémoire. $i A> 1, c'est le contraire. |
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On peut montrer que A est une fonction décroissante

de A qui est égale A un pour 4 = (1+.V13)* = 10.60 ... Pour cette valeur

de \, le degré-limite a est égal a 13. En conséquence :

si * 10.6 ou si a > 13, il est préférable d'améliorer Tt

si A < 10.6 ou si a < 13, il est préférable d'améliorer Ta ou

Sur les courbes de la figure 7, nous avons marqué d'une croix les valeurs

de M au dela desquelles l'influence du temps de transfert sur les

performances est prépondérante.

8.3.4. AMELIORATIONS DES TEMPS D'ACCES

Nous avons examiné en 7.3. diverses méthodes qui permettent de diminuer

les temps d'accés au périphérique. La méthode d'optimisation du mouvement

du bras sera étudiée 4 part au chapitre 9. Nous étudions ici 1l'incidence

sur les performances des deux autres méthodes : la premiére diminue les

temps de positionnement du bras, la seconde améliore le délai rotationnel.

Amélioration des temps de positionnement du bras

Cette méthode s'applique pour des disques 4 bras mobile et consiste a

n'utiliser qu'une partie du disque comme espace de travail au cours du

tri-fusion dans le cas of la taille du fichier trié résultant est

nettement plus petite que la capacité du disque. Comme le bras ne se

déplace que sur une partie du disque, les temps moyens Tb de position-

nement du bras sont plus petits. Le tableau suivant indique les temps

d'accés moyens Ta correspondants si l'on utilise qu'une fraction d'un

disque DIMAS :

Fraction du espace de travail Tb Ta Gain sur le

disque utilisée (K-octets) temps d'accés

tout 24.000 80 92.5

moitié 12,000 61 73.5 21%

quart 6.000 50 62.5 32%

huitiéme 3.000 4y 53.5 42%

TABLEAU 7

Valeur des temps d'accés si l'on utilise qu'une

partie du disque DIMAS
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Le temps moyen de déplacement dubras est calculé 4 partir des temps

de déplacements du bras en supposant que les accés sont aléatoires &

l'intérieur de l'espace disque utilisé (voir chapitre suivant : para-

graphe 1, figures 2 et 3}. Pour obtenir les temps d'accés moyens,il

faut ajouter le délai rotationnel (12.5 ms). La derniére colonne indi-

que les améliorations des temps d'accés.

Le tableau suivant indique les gains en pourcentage sur les temps de

tri-fusion quand on n'utilise qu'une partie du disque :

Fraction du disque utilisée M = 50 200 500 1000

tout 17.1 7.2 4.7 37

moitié Sr 2 112 8% 7%

quart 24% 17 % 14 2 12%

huitiéme 31 2 23% 18 % 16 %

TABLEAU 8

Temps de tri-fusion si l'on utilise qu'une partie du disque DIMAS

La premiére Ligne indique les temps de tri-fusion quand on utilise la

totalité du disque. Comme le laissaient prévoir les régles du paragra-

phe précédent, les gains sont d'autant plus grands que la place mémoire

est petite. D'une maniére générale, ils ne dépassent pas 20 2, sauf

dans le cas of L'espace disque utilisé et la mémoire disponible sont

petits. Dans tous les cas, les gains ne sont jamais en proportion de

L'amélioration du temps d'accés (voir tableau 7).

En résumé, cette méthode n'améliore pas de facon décisive les temps de

fusion. C'est encore plus net pour les disques dont les temps de dépla~-

cement du bras sont plus petits (disques MD-100 et MD-5O par exemple).

(ited elena
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Amélioration du délai rotationnel

Cette méthode consiste 4 diminuer le délai rotationnel en commengant

les entrées/sorties le plus tét possible, sans attendre que la téte

de lecture/écriture soit positionnée en début de séquence. Nous nous

limiterons au cas de disques 4 tétes fixes ; pour les disques 4 tétes

mobiles, cette méthode ne diminue que faiblement les temps d'accés,

car le délai rotationnel y est petit devant le temps moyen Tb de dépla-

cement du bras (voir tableau 7.1).

Nous avons vu en 7.3 que si les longueurs des séquences 4 lire ot 4

écrire sont des multiples de la capacité d'une piste de disque, cette

méthode permet en théorie d'éliminer le délai rotationnel. En pratique,

cela n'est pas possible : chaque piste est divisée en un certain nombre

de secteurs et les entrées/sorties ne peuvent commencer qu'a un début de

secteur. Si S est le nombre de secteurs par pistes et y la woitié de

la durée d'une révolution, le temps d'accés est en moyenne égal A :

v/s

Par rapport @ la méthode classique, le temps d'accés moyen est donc

divisé par le nombre S de secteurs, qui est de l'ordre de 5 a 20.

L'am@élioration du temps d'accés est donc trés importante ; mais il faut

bien avoir 4 l'esprit les conditions 4 satisfaire pour que les lon-

gueurs des séquences soient toujours des multiples de Ya capacité d'une

piste au cours du processus de tri-fusion : il faut bien sir que les

longueurs des monotonies initiales soient des multiples de la capacité

d'une piste ; mais il faut aussi que les tailles des tampons en mémoire

centrale vérifient cette condition.

Supposons maintenant que les longueurs x des séquences soient plus

petites que la capacité P d'une piste et calculons le temps d'accés

moyen. I] faut distinguer deux cas suivant que la téte de lecture est

ou non positionnée sur la séquence au moment de L'ordre d'entrée. Dans

le premier cas, la lecture de la fin de laséquence peut commencer tout

de suite, mais il y a un temps d'attente égal a 2y(P-x)/P avant qu'on

puisse lire le début de la séquence. Dans le deuxiéme cas, le temps

d'attente avant que la lecture puisse commencer est égal en moyenne 4

y(P-x)/P.
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Cas |

x = longueur de la séquence

séquence et :a P = capacité d'une piste

2y = temps d'une révolution

Il y a en moyenne x/P chances d'étre dans le cas 1 et (P-x)/P chances

d'’étre dans le cas 2. Le temps d'attente moyen pour lire une séquence

de longueur x est donc égal 4:

x P-x
S[2ve-n/e] + SE [y@-x/? ]

Pour obtenir le temps d’accés moyen 4 une séquence de longueur quelconque

x plus petiteque P, il suffit d'intégrer cette expression entre O et P.

Finalement, le temps d‘accés moyen est gal 4:

Lejn ~t

Si les séquences sont plus longues que la capacité d'une piste, on peut

généralement diminuer encore le temps d'acc®s moyen. Mais on ne peut

plus donner de méthode générale d'am@élioration dans ce cas : en effet,

chaque séquence est alors divisée en un certain nombre de sous~séquences

réparties sur différentes pistes du disque ; les méthodes d'amélioration

du délai rotationnel dépendent done du placement des sous~séquences et

des caractéristiques des disques (nombre de tétes mobiles, nombre de

pistes par cylindre, organisation du disque, ete...).

Le tableau suivant indique les gains sur les temps de tri-fusion qui

résultent des procédés précédents pour un disque DIAD moyenne vitesse.

La durée d'une révolution étant de 40 ms, le temps d'acc@s moyen est

de 13,34 ms si la longueur des séquences est quelconque. Dans le cas oii

les longueurs des séquences sont des multiples de la capacité d'une

piste (soit 5760 octets), le temps d'accés moyen est de 1.25 ms ; en

effet, chaque piste comprend 16 secteurs de 360 octets.
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Ta M = 50 200 500 1000

20 8.7 523 4.1 3.5

1.25 57 % 46% 41% 36%

13.34 15 % 11% 9% 8%

TABLEAU 9

Temps de tri-fusion avec amélioration du délai rotationnel

La premiére ligne indique les temps de tri~fusion sans amélioration.

La deuxiéme ligne indique les gains de performances si les longueurs des

s@équences sont des multiples de la capacité d'une piste. La troisiéme

ligne indique les gains dans le cas général. Ils sont en moyenne de

10 %Z dans ce dernier cas, ce qui est assez faible si l'on considére

les difficultés d'implémentation de cette amélioration. Par contre, ces

difficultés se justifient amplement dans le premier cas puisque les

gains sont de l’ordre de 50 %.

8,3.5, INFLUENCE DU NOMBRE DE VOIES ET DE L'ALLOCATION DE LA MEMOIRE

CENTRALE

Pour mettre en évidence 1'influence respective de ces deux facteurs sur

les performances, nous allons comparer les performances des stratégies

proposées 4 celles de stratégies non optimales. Pour mettre en évidence

l'influence de l'allocation de la mémoire centrale, nous allons comparer

les performances de la méthode d'allocation proposée en 8,1. avec la

méthode la plus simple possible, celle qui consiste 4 allover des tampons

de méme taille 4 toutes les manotonies. Pour mettre en évidence l'influence

du nombre de voies, nous allons comparer les performances des stratégies

optimales proposées avec les stratgies oii le nombre de voies des fusions

élémentaires est limité a trois.
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Etude des performances si les tampons en mémoire centrale ont tous

méme taille

Dans L'introduction (formule (5)) nous avons calculé le temps de fusion

élémentaire dans ce cas. Il est @égal a:

Fy (aid) = P (a). a,

(4) = 2(Te + Ta/M) + 2(Ta/M)id

Ce temps de fusion élémentaire définit une fonction de cofit sur les

arbres du méme type que celle de la formule (13). Les résultats exposés

dans ce chapitre restent donc valables si l'on remplace la fonction @

par la fonction , précédente. En particulier, on peut définir un

temps de tri-fusion k,) qui mesure les performances des stratégies opti~

males correspondant 4 cette nouvelle méthode d'allocation :

k, = Min @ , (d) /Log d

| d>2

En utilisant les notations (14), cela s'écrit :

ky) = a.Min (A + 2 + 2d)/Log d

dz2

Le temps de tri-fusion k, est évidemment supérieur au temps de tri-~-
1

fusion k qui correspond a la méthode d'allocation proposée au paragraphe

k = a.Min (A + (1+ Fay?) /Log d
dz2

La perte de performance quand on utilise la méthode simple d’allocation

est égale a Ck, ~ k)/k. Elle ne dépend donc que de A. Un calcul simple

montre qu'elle est de L'ordre de 12 % pour les petites valeurs de d et

qu'elle ne dépasse pas 18 % quand A augmente. Cette perte de performance

est relativement faible. On peut donc considérer que le choix de la

méthode d'allocation de la mémoire centrale n'a pas une grande influence

sur les performances. Il n'en va pas de méme en ce qui concerne le choix

du nombre de voles, comme nous le montrons ci-dessous.
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Influence du nombre de voies des fusions élémentaires

Nous avons indiqué au paragraphe 2 qu‘d chaque configuration correspon-—

dait un nombre de voiesprivilégié : le degré-limite. D'une part, le

nombre de voies de fusion dans les stratégies optimales est en moyenne

égal 4 ce degré-limite. D'autre part, si le nombre de voies des fusions

élémentaires est toujours égal au degré-limite, on obtient de bonnes

stratégies de tri-fusion (cf. algorithme de Huffman exposé en 6.7 ;

cf. heuristique du degré-limite si les monotonies initiales ont méme

taille). Or, une légende tenace veut que les bonnes stratégies de tri-

fusion soient obtenues avec des fusions élémentaires de degré trois.

Nous allons montrer que c'est complétement faux.

Appelons Ca (ayy0++5a,) le cofit minimum des arbres de fusion quand le

nombre de voies est limité 4 trois. On peut montrer sans difficulté que

le cofit Ca (ayye+-9a)) vérifie la formule (22) avec a = 3 et

k= kj = (3) /Log 3. La constante k3 mesure donc les performances quand

le nombre de voies est limité 4 trois. Le tableau suivant indique le

rapport ka /k entre le temps de tri-fusion kz de la méthode 4 degré trois

et le temps de tri-fusion k de la méthode exposée dans ce chapitre :

M= 50 200 500 1000

TAMBOUR l <3 ps8 2.3 2h

DIAD-grande vitesse 1.1 1.3 1.6 1.9,

DiAD-moyenne vitesse 1.8 2.6 3.2 3.7

MD-100 Veer. teas 1.9 2PxZ:

MD-50 1.3 1.8 2.3 2.7

DIMAS 1.2 1.5 1.9 2.3

TABLEAU 10

Temps de tri-fusion pour les statégies a degré 3.

Pour les petites tailles mémoires, le rapport ka /k est de L'ordre de 1.2.

Pour M = 200 K-octets, il est de L'ordre de 1.5. Si M dépasse SOO K-octets

il est de l'ordre de 2 ou 3. D'une maniére générale, la méthode a degré
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trois est donc trés mauvaise puisqu'elle multiplie les temps de fusion

par un facteur variant entre 1.5 et 3, A contrarié, on en déduit que le!

choix du nombre de voies des fusions élémentaires a une influence déternj,

nante sur les temps de fusion.

8.4. INFLUENCE DU TEMPS DE TRAITEMENT DE L'ORDINATEUR SUR LES PERFORMANCES.

Nous allons examiner comment sont modifiées les stratégies optimales aingj

que les temps de fusion quand le temps Tm de traitement de l'ordinateur

n'est pas négligeable devant le temps d'entrée/sortie. Nous avons vu en

7.5 que le temps de fusion élémentaire est alors égal A :

’

(28) Pe 2.Ttra, + Ta = Jay; ] + c.a,.Log d
ogi<d

avec :

Te = Te + Fete + c,/L)

(29) Ta = Ta + Ma

© = ey/(L.Log 2)

Rappelons que Apyrs+yaq sont les tailles des monotonies entrantes, ay est

la taille de la monotonie résultante, et bor-++sby les tailles des tampon

correspondants en mémoire centrale. Par ailleurs, c, et co sont des cons-

tantes dépendant des performancesde l'ordinateur et du temps de comparaisq

de deux clés ; Mt est le temps de transfert en mémoire centrale ; Ma est

délai d'activation des entrées/sorties.

On peut remarquer que, pour une allocation mémoire donnée, le nombre total

d'accés est le m@me que dans le cas ol le temps de traitement de 1'ordiné’

teur est négligeable. (voir formue 8.(1)). Tous les résultats du paragra-

phe 8.1 sont done valables dans ie cas présent (allocation de la mémoire

centrale, ajustement de la taille des tampons, validité de la modélisatiot

D'aprés 1a formule 8.(4), le temps de fusion élémentaire est donc égal a}

- 249 -

FY(ai.d) = p'(@).a,

(30) é

gia) = 2te+ “ea +4fay’ + cotog 4

La fonction de cofit F'(a,,d) étant du type étudié dans la partie théorique,

tous les résultats exposés dans ce chapitre restent valables. En particu-

lier, on peut associer 4 cette fonction de colt un temps de tri-fusion k’

qui mesure les performances des stratégies optimales correspondantes. On

peut également lui associer un degré-limite a', nombre de voies de fusion

moyen de ces stratégies. Les constantes k' et a’ sont solution de :

‘ 4 2win soe win [22e + reno a+ 1a)2) ye PL@a rw PAD 2 an PE
GY Log a’ 455 bee d ao Log d

On voit que la valeur du degré-limite est indépendante de la constante c.

Le calcul du degré-limite s'effectue donc comme en 8.3.2 : il suffit de

calewler \' = 2 Te.M/ Th et de se reporter au tableau 4, On en déduit k'

par (31).

Comme dans le cas classique, le nombre de voies de fusion dans les straté-

gies optimales est borné. Le calcul du degré maximum est analogue : il

suffit de remplacer F par F' dans la formule (15). La encore, la valeur

de c n'a que peu d'influence : si les autres paramétres sont constants,

le degré maximum n'augmente que trés lentement avec c. En résumé, on peut

donc dire que la valeur de c n'a pratiquement aucune influence sur la

forme des arbres optimaux.

Que deviennent les temps de fusion quand le temps de traitement de l'ordi-

nateur n'est pas négligeable ? Considérons 1'exemple du paragraphe 7.5

et supposons que l'utilisateur programme lui-méme les entrées/sorties

(clest-A-dire Ma = 0) ; rappelons que l'ordinateur est un IRTS-80 et que

les clés acomparer sont des nombres. Afin que le temps de tri interne

soit non négligeable, nous supposons d'autre part que les enregistrements

ont pour longueur une centaine d'octets (c'est-a-dire L = 0.1). D'aprés

les formules 7.(5) et 7-(7), les constantes de la formule (30) sont alors

égales a:

a

Te = Tt + 0.3 Ta=Ta © 20.15



Le tableau suivant indique l'augmentation en pourcentage des temps de tri,

fusion par rapport au cas of le temps de traitement de L'ordinateur est

négligeable (c'est-a-dire par rapport aux temps de tri-fusion de la

figure 7). La deuxiéme ligne indique successivement le degré-limite a'

dans le cas présent et le degré-limite a du tableau 5.

On constate sur ce tableau que plus la configuration est rapide plus

les augmentations des temps de tri-fusion sont grandes. Si l'augmentation

est pratiquement négligeable pour le DIMAS, elle atteint 50 % & 60 2 pour

le tambour.et le DIAD grande vitesse.

M = 50 200 500 1000

ae

2t% 36 % 45 2 52 2

EDeNES 10 9 | 22 is | 43 34] 73 57

DIAD 15 % 36 2 52 % 62 %

grande vitesse 6 6] i 9] 19 14] 30 22

DIAD 4% 6 % a@ 8 Z

moyenne vitesse 18 18 | 48 46 97 94 1170 164

7% 14% 19% 23%

MD~100 7 6} 12 11 | 22 19] 35 31

4% Te 8% ll Z

MD-30 9 8 | 18 18 | 34 33] 58 55

2% 5% 7% 8%

anaes 7 7413 12 | 22 21] 36 34

TABLEAU 11

Influence du temps de traitement de l’ordinateur sur les

performances ct la forme des stratégies optimales.

Pout la taille mémoire, on constate que l'augmentation varie du simple au

double entre M = 50 et M = 1000. En ce qui concerne le temps de transfert

les plus grandes augmentations sont enregistrées pour le DIAD grande

vitesse, disque qui a la plus grande cadence de transfert. En ce qui con4

cerne le nombre de voies moyen, on peut dire qu'il est relativement peu

sensible au temps de traitement de l'ordinateur.

25,

En conclusion, ce tableau met en évidence qu'il est indispensable

d'évaluer précisément le temps de traitement de l'ordinateur si l'on veut

trouver les bonnes stratégies optimales et calculer des temps de fusion

qui aient un sens,
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CHAPITRE 9

TRI-FUSION AVEC OPTIMISATION DU MOUVEMENT DE BRAS

Les stratégies de tri-fusion proposées au chapitre précédent sont vala-

bles dans le cas général. Cependant, il est possible de les améliorer

quand L'utilisateur dispose de disques 4 bras mobile et a la possibilité

de choisir l'emplacement des monotonies sur disque. Dans ce chapitre, nous

présentons des algorithmes d'optimisation du mouvement de bras quand

l'utilisateur dispose d'un seul ou de deux disques. Nous étudions les

stratégies optimales correspondantes, ainsi que l'amélioration des perfor-

mances par rapport au cas du chapitre précédent ot les mouvements du bras

n'étaient pas optimisés.

Au chapitre 7, nous avons indiqué que les temps de déplacement du bras,

et donc les temps d'accés, pouvaient @tre fortement réduits dans le cas

d'un seul disque si l'on rapprochait les monotonies entrantes et la mono-

tonie résultante sur le disque pour chaque fusion élémentaire. Au para-

graphe !, nous indiquons comment il faut placer les monotonies sur disque

pour optimiser les mouvements de bras au cours d'une fusion élémentaire.

Nous indiquons également comment allouer la mémoire centrale de maniére &

minimiser le temps de fusion élémentaire

Au paragraphe 2,nous présentons des algorithmes d'optimisation du mouvement

de bras pour un ou deux disques ; pour un arbre de fusion donné, ces algo-—

rithmes indiquent dans quel ordre effectuer les fusions élémentaires et

comment placer les monotonies résultantes sur disque de maniére 4 ce que

les mouvements de bras soient optimisés au cours de chacune des fusions

élémentaires de l'arbre de fusion.

Au paragraphe 3,nous étudions les stratégies optimales correspondant 4 ce

modéle : ces stratégies différent sensiblement de celles présentées au

chapitre précédent dans le cas oii le temps d'accés est constant. En

particulier, il n'y a plus de nombre de voies privilégié correspondant a

une configuration : le nombre de voies diminue en effet avec la taille

des monotonies 4 fusionner. D'autre part, nous présentons une heuristique

calculant des stratégies quasi-optimales 4 1% prés. Enfin, nous évaluons

l'amélioration des performances apportée par L'optimisation du mouvement

de bras : dans certains cas, les temps de fusion sont divisés par un fac~

teur deux (pour un seul disque) ou trois (si l'on dispose de deux disques).
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9.1, TEMPS DE FUSION ELEMENTAIRE SI LE MOUVEMENT DU BRAS EST OPTIMISE

Dans la suite, pour indiquer les placements des monotonies sur disque,

nous représentons le disque par une droite : 4 chaque cylindre du disque

correspond un segment sur cette droite, segment qui est divisé lui-méme

en sous~segments correspondant aux différentes pistes du cylindre. Par

exemple, si l'utilisateur dispose d'un seul disque, le schéma suivant

représente une fusion élémentaire contigué, c'est-A-dire telle que la

monotonie résultante m, et les monotonies entrantes My y eee yy soient

contigués sur le disque :

FIGURE |

Placement optimum des monotonies au cours

d'une fusion élémentaire pour un seul disque

Peut-on considérer que ce placement optimise les mouvements du bras au

cours d'une fusion élémentaire ? En fait, tous les placements contigus

sont équivalents : on pourrait par exemple placer la monotonie résul-

tante au milieu des monotonies entrantes. En effet, on peut considérer

qu'au cours de la fusion élémentaire, les déplacements du bras du disque

sont aléatoires 4 l'intérieur de l'espace disque de taille 2a, occupé

par les monotonies (a, est la taille de la monotonie résultante m)-

Le temps moyen d'accés au cours de la fusion élémentaire est donc le

méme pour toutes les monotonies ; il est égal au délai rotationnel plus

le temps moyen des déplacements aléatoires du bras 4 l'intérieur d'un

espace disque de taille 2a,. Nous indiquons maintenant comment évaluer

ce temps moyen.
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9.1.1. TEMPS D'ACCES MOYEN A L'INTERIEUR D'UN ESPACE DISQUE DONNE

Q)Nous calculons ce temps moyen pour un disque DIMAS mais la méthode

estvalable pour un disque & t@tes mobiles quelconque. La courbe suivante

veprésent T, temps en millisecondes de déplacement du bras en fonctiog

du nombre c de cylindres parcourus pour un disque DIMAS.

T 4

(ms) J

100 —J

50a]

T T T T | T T T T I T T T T I T T TT qT —

50 100 150 200 (cylindres)

FIGURE 2

Temps de déplacement du bras

Remarquons que le temps de déplacement du bras n'est pas une fonction

linéaire de la distance : en effet, pour effectuer un déplacement, le bri

prend une grande vitesse initiale, puis il ralentit au fur et 4 mesure

u'jl se rapproche du cytindre 4 atteindre.q PP

(1) Les courbes des figures 2 et 3 nous ont été fournies par la CII.
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Calculons le temps moyen Tb(c) des déplacements aléatoires du bras 4

L'intérieur d'un espace disque de longueur égale A la capacité dec

cylindres. Cet espace disque s'étend sur c+l cylindres contigus. Le

temps moyen Tb(c) est donc égal 4 la moyenne des temps de déplacement

a l'intérieur de ces ctl cylindres en considérant comme équiprobables

tous les déplacements possibles. Il y a_en tout (e¥1)” déplacements

possibles, qui se décomposent de la maniére suivante :

distance parcourue
nombre de déplacements (en nombre de cylindres)

ct] 0

2c t

2(c-1) 2

2(c+1-i) 1

2 c

Tous ces déplacements @tant équiprobables et,compte tenu du fait que

T(0) est nul, le temps moyen Tb(c) des déplacements aléatoires est

égal a:

2. 2 (etl-i)TG)

i<i<c
Tbh(c)} =

(e+)?

La courbe suivant représente les temps moyens Tb(e) des déplacements

aléatoires du bras 4 l'intérieur d'un espace disque de taille e ; cette

courbe est calculée & parcir de la courbe T(c) de la figure 2 4 l'aide

de la formule précédente. Les longueurs des espaces disques sont exprimées

cette fois en K-octets (la capacité d'un cylindre du DIMAS est de

120 K-octets) :



Tb

(ns)

100

50

CQ) >

FIT TT = e (K-octets)

6000 12000 18000 24000

FIGURE 3

Temps moyens des déplacements aléatoires

& l’intérieur d'un espace disque

Nous précisons ci-dessous les temps moyens Tb pour certaines valeurs de

e (exprimé en centaines de K-octets)

e 1,2 6 12 36 60 120 180 240

Tb(e) 1] 24 31 43 50 61 70 80

Quand la totalité du disque est utilisée, on retrouve bien la valeur

moyenne de 80 ms du tableau 7.1.

Pour obtenir le temps d'accés moyen Ta(e) 4 L'intérieur d'un espace dis-

que de taille e, il suffit d'ajouter le délai rotationnel moyen y (égal

3 12.5 ms pour le DIMAS) :

Ta(e) = y + Th(e)

9.1.2, TEMPS DE FUSION ELEMENTAIRE. ALLOCATION DE LA MEMOIRE CENTRALE

Cas d'un seul disque

Les monotonies étant contigués sur le disque, elles occupent un espace

disque de taille 2a, (a, est la taille de la monotonie résultante). Le

temps d'accés moyen au cours de la fusion élémentaire est done égal 4

ta(2a,). D'aprés la formule 7.(1), le temps de fusion élémentaire est

alors @égal &:

= 257 =

(2) FL = 2Tt.a,+Ta(2a) £ fa; /b, J + Tm
ogis<d

Nous ne traiterons pas dans ce chapitre le cas oii il faut tenir compte

du temps Tm de traitement en mémoire centrale : les techniques présen-

tées au chapitre précédent restent en effet valables (voir 8.4), Si Tm

est nul, l'expression du temps de fusion élémentaire est la méme que

dans le cas o0 le temps d'accés est constant (voir formule 8.(1)) : on

a simplement remplacé Ta par Ta(2a,). Tous les résultats du paragraphe

8.1. sont donc valables dans le cas présent (allocation de la mémoire

centrale, ajustement de la taille des tampons, validité de la modélisa-

tion). En particulier, on partagera la place M disponible en mémoire

centrale en d tampons de taille b pour les monotonies entrantes et un

tampon de taille B pour la monotonie résultante :

1 4a
b= xX —— B=M

d+ afd a+ yd

D'aprés la formule 8.(4), le temps de fusion élémentaire est égal a:

Ta(2a,) 9

G3) Fi (a,,d) = a,[2Te +p i + fa)

Blaprés la formule 8.(10), si les longueurs des monotonies sont du méme

ordre de grandeur que M, le temps de fusion élémentaire est égal, 4

20 % prés, a:

Ta(2a_)

+ fay’, (a1) Ta(2a,)(4) F(a 7od) = atta, + Max [

Cas de deux disques

Si l'utilisateur dispose de deux disques identiques, le placement sui-~

vant des monotonies optimise les mouvements de bras au cours d'une

fusion élémentaire :
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DISME! ~~, 2

1 ma
DISQUE 2 — poy py.

FIGURE 4

Placement optimum des monotonies au cours

d'une fusion élémentaire pour deux disques

Montrons que tout autre placement des monotonies est moins bon. Appelons

TI (resp. 12) le temps d'accés moyen aux monotonies placées sur le

premier disque (resp. sur le deuxiéme disque). Pour le placement de

la figure 4, le temps d'accés T2 est égal a Ta(a,) puisque la somme des

longueurs des monotonies entrantes est égale a la taille ay de la mono-

tonie résultante ; le temps d'accés T! est égal av délai rotationnel y

puisque les sorties sur 1'emplacement réservé a la monotonie résultante

se feront séquentiellement (naturellement, le bras du disque ! doit se

déplacer de temps en temps d'un cylindre au cylindre voisin; mais ce

temps de déplacement est inclus dans le temps de transfert, comme nous

l'avons indiqué en 7.2.1). Pour le placement précédent, les temps

d'accés sont donc :

Tey T2 = Ta(a,)

Considérons maintenant un placement quelconque des monotonies. Deux cas

peuvent se présenter :

1) Une monotonie est isolée, par exemple sur le premier disque. Si L

est la longueur de cette monotonie,les temps d'acc’s sont

Tlsy T2 = Ta(2a, ~ L)

Comme L est plus petit que a,» le temps daccés T2 est supérieur 4 celui

de la formule (5). Ce placement est donc moins bon que celui de la Figur

2) Dans les autres cas, on peut supposer que la monotonie résultante est

placée sur le deuxiéme disque. Si lL est la somme des longueurs des mono-

tonies placées sur ce disque, les temps d'accés sont

TI = Ta(2a, - L) T2 = Ta(L)

= 259 =

D'aprés (1), Tl est supérieur a y; d'autre part, comme L est supérieur

&a,, ona: Ta(L) > Ta(a,). Les temps d'accés étant supérieurs a ceux

de la formule (5), ce placement est également moins bon que celui de

la figure 4. a

Calculons le temps de fusion élémentaire correspondant au placement de

la figure 4. Si l'on néglige le temps de traitement de 1'ordinateur

dans la formule 7.(1), il est égal a:

F, = 2tt.a, + y.[a,/b,] + Tala,) -Egltil*il

Le temps de fusion élémentaire F, pour deux disques différe du temps F,

pour un seul disque car le temps d'accés 4 la monotonie résultante

différe du temps d'acc@s aux monotonies entrantes. Néanmoins, les résul-

tats du paragraphe 8.1. restent valables, avec quelques restrictions

toutefois. Au cours de la fusion élémentaire, on partagera de la méme

maniére ia place M disponible en mémoire centrale en d tampons de

tailles b' pour les monotonies entrantes et un tampon de taille B' pour

la monotonie résultante ; mais les tailles des tampons ne sont plus les

m@mes que dans le cas précédent. En effet, si les ¢ailles des monotonies

sont grandes par rapport 4M, le temps de fusion Fy est égal 3

Py = 2Tt.a, + a, [1 + ta(a,)/6"]

i

On vérifie facilement que Fo est minimum si : °

w/a + ¥d.6) 6 =pt =uf(d + 4/6) B

On peut remarquer que b' est supérieur 4b, et B' inférieur a B (puisque

5 > 1) 3 cela vient du fait que le temps d'accés & la monotonie résul-

tante est plus faible que le temps d'accés aux monotonies entrantes.

Pour la méme raison, si l'ajustement de la taille des tampons est néces~

saire, il suffit de se limiter aux tampons d'entrée.



(6)

@)
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Le temps de fusion correspondant est égal a :

a5: [r« + Ely +a iate))4Fy (ays¢)

Si les longueurs des monotonies sont du méme ordre de grandeur que M,

le temps de fusion élémentaire est égal, 4 20 % prés, a:

a 2

Fy(ajd) = 2Tt.a, + Max at (ie Varfta(e.)) y¥ + 4.Ta(a,)

Pour que les temps de fusions élémentaires calculés ci-dessus aient un

sens, encore faut-il qu'il soit possible d'organiser le tri-fusion de

maniére A ce que la contiguité de chaque fusion élémentaire soit assurée,

Nous allons montrer que c'est possible, pour un ou deux disques, quel

que soit l'arbre de Zusion, Plus précisément, nous présentons des algo-

rithmes qui, pour un arbre de fusion donné, indiquent dans quel ordre

effectuer les fusions élémentaires et comment placer les monotonies

résultantes sur disque pour assurer la contiguité de presque toutes les

fusions. Nous disons “presque toutes", car, pour les fusions initiales,

c'est-a-dire celles ou interviennent des monotonies initiales, il n'est

évidemment pas possible d'assurer la contiguité si les monotonies ini-

tiales sont placées au départ n'importe of sur le disque. Nous envisa-

gerons plusieurs cas pour les monotonies initiales :

Cas | : Elles sont placées sans ordre sur disque avant le début du tri-

fusion.

Cas 2: Elles sont contigués sur disque et placées dans l'ordre, de

gauche 4 droite, des feuilles correspondantes de l'arbre de fusion ;

notons que cette derniére condition est automatiquement réalisée si les

monotonies initiales ont méme taille.

Cas 3 : Les monotonies initiales sont générées par l'utilisateur avant

le début du processus de tri-fusion 4 partir du fichier initial 4 trier.

Cas 4 : Comme le cas 3, sauf que les phases de génération peuvent alter-

ner avec les phases de fusion élémentaire au cours du processus de tri-

fusion.

FUSELEMI (M) :
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9.2.1, ALGORITHME D'OPTIMISATION DU MOUVEMENT DE BRAS POUR UN SEUL DISQUE

La procédure suivante permet d'effectuer le tri-fusion correspondant a un

arbre de fusion donné en assurant la contiguité des fusions élémentaires

selon le schéma de la figure 1, Cette procédure, appelée TRIFUSION! ,

@ pour argument un noeud M d'un arbre de fusion ; elle effectue le tri-

fusion correspondant au sous~arbre de sommet M en optimisant les mouve-

ments de bras et place la monotonie résultante correspondant 4 M 4

L'adresse disque désignée par la variable p 4 1'appel de la procédure

(dans la suite, M désignera indifféremment un noeud de 1’arbre ov la

monotonie résultante correspondante) ; au retour de la procédure, la

variable p pointe sur la fin de l'emplacement réservé aM. Le programme

suivant effectue donc le tri-fusion correspondant 4 un arbre T de fusion :

p: = adresse disque of doit tre placé le fichier tri résultant

TRIFUSIONI(sommet de T) ;

La procédure TRIFUSIONI s'écrit ;

‘procédure TRIFUSION] (M) ;

Seba
p: =p + taille () ;

pour chaque F € fils (M) faire

si F # feuille alors TRIFUSIONI(F) sinon GEN(F) ;

Si M = noeud initial alors FUSELEMI(M) sinon PUSINITI(M) ;

fin

Rappelons que les noeuds initiaux sont ceux dont un fils au moins est

une feuille ; les noeuds initiaux correspondent donc aux fusions ini-

tiales, et les feuilles aux monotonies initiales. Cette procédure utilise

les primitives suivantes :

cette primitive effectue la fusion élémentaire des mono-

tonies correspondant aux fils de M ; 4 l'appel de cette primitive, les

monotonies entrantes sont & gauche de l'adresse B pointée par p ; au

retour, p pointe sur A, c'est-a-dire sur la fin de la monotonie résul-

tante M ;



fils(M)

FIGURE 5

GEN(@{) ; | cette primitive a pour argument une monotonie initiale

M; elle a plusieurs actions possibles :

1) Dans le cas 4 (les phases de génération peuvent alterner avec les

phases de fusion élémentaire), cette primitive génére la monotonie M 4

l'emplacement p sur disque.

2) Dans les autres cas, il y a deux possibilités : soit recopier la

monotonie M 4 l'emplacement p, soit laisser la monotonie & l'endroit od

elle est.

Dans les cas of M est placée 2 l'emplacement p, la variable p doit poi

sur la fin de cet emplacement au retour de GEN,

FUSINITI(M) : cette primitive effectue la fusion élémentaire quand l'une aw

moins des monotonies entrantes est une monotonie initiale. Naturellement,

si les monotonies initiales ont été générées ou recopiées par GEN, cette

primitive a la méme action que FUSELEMI, Sinon, seules les monotonies

entrantes qui ne sont pas des monotonies initiales sont placées entre A

et B (voir figure 5). Dans tous les cas, la variable p pointe sur B a

l'appel de FUSINITI, et sur A au retour.

Comment fonctionne la procédure TRIFUSION! ? Elle réserve d'abord la

place sur disque pour la monotonie résultante M. La procédure TRIFUSIONI

est appelée ensuite récursivement sur chacun des fils de M de maniére 4

placer sur disque les monotonies entrantes correspondant aux fils de M,

selon le schéma de la figure 5. Enfin, la derniére instruction effectue

la fusion élémentaire. Il est clair que cet algorithme assure la conti-

guité de toutes les fusions, sauf peut @tre des fusions initiales.

Considérons l'exemple suivant oi nous supposons pour simplifier que les

fusions initiales sont contigues. Soit 4 effectuer le tri-fusion corres*

pondant @ L’arbre de fusion suivant :
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Nous indiquons ci-dessous 1’état du disque & certaines phases du processus

de tri-fusion (appel de M signifie appel de TRIFUSIONI (M) ou de GEN(M)

selon que M correspond 4 un noeud ou 4 une feuille) ; les monotonies sont

représentées par leurs numéros :

appel de M4 ba ny

{

appel de MS joel ey

t

appel de MB pe 2

1

appel de M9 pal gh St eT By

t

Les traits pleins indiquent les monotonies effectivement présentes sur

le disque ; dans le cas contraire, la place est simplement réservée.

Les £léches indiquent les adresses disque pointées par la variable p.

Contiguité des fusions initiales

D'aprés ce qui précéde, la contiguité des fusions initiales ne peut étre

assurée sans recopie que si les phases de génération peuvent alterner

avec les phases de fusion (cas 4). En effet, on constate sur l'exemple

récédent que l'algorithme réutilise le méme espace disque pour diffé-P' 4 ry
rentes monotonies. Il a’est donc pas possible d'assurer la contiguité

des fusions initiales si les monotonies initiales sont générées avant

le tri-fusion. Dans les autres cas, la méthode qui consiste 4 recopier

les monotonies initiales pour assurer la contiguité n'est généralement

pas bonne (sauf si les monotonies initiales sont placées sur un périphé-

rique plus lent : bande magnétique par exemple). Il est préférable de ne

pas faire de recopies, quitte 4 effectuer des fusions initiales non

contigués.
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9.2.2. ALGORITHME D'OPTIMISATION DU MOUVEMENT DE BRAS POUR DEUX DISQUES

La procédure suivante permet d'effectuer le tri~fusion correspondant 4

un arbre de fusion donné en assurant la contiguité des fusions élémen-

taires selon le schéma de la figure 4. Les deux disques jouant un réle

symétrique, il y a deux types de fusion élémentaire, suivant que la monoJ

tonie résultante est sur le premier ou le deuxiéme disque. Dans la suite,

le numéro i désignera l'un des disques et dif(i) l'autre disque.

La procédure TRIFUSION2 a pour arguments un noeud M d'un arbre de fusion

et le numéro i de l'un des disques. Elle effectue le tri-fusion corres-

pondant au sous-arbre de sommet M et place la monotonie résultante M

A l'emplacement désigné par p(i) sur le disque i, Au retour de la procé-

dure, la variable p(i) pointe sur la fin de 1'emplacement ré>.rvé & M.

Le programme suivant effectue donc le tri-fusion correspondant a un

arbre T de fusion :

p(1): = adresse disque of doit étre placé le fichier trié

résultant ;

p(2): = début de L'espace de travail du deuxiéme disque ;

TRIFUSION2 (sommet de T,1) ;

La procédure TRIFUSION2 s‘écrit :

ptocédure TRIFUSION2(M,i) 3

Seong

pour chaque F€fils(M) faire

si F # feuille alors TRIFUSION2(F,dif(i))

sinon GEN(F,dif(i)) 3

si M = noeud initial alors FUSELEM2(M, i)

ssinon FUSINIT2(M,i) ;

p(i): = p(i) + caille(TM) ;

fin

Cette procédure utilise les primitives suivantes

FUSELEM2(M,i) : cette primitive effectue la fusion élémentaire des mono-

tonies correspondant aux fils de Met place la monotonie résultante 3

l'adresse A pointée par p(i) sur le disque i ; 4 L'appel de la primitive,

les monotonies entrantes sont 4 gauche de l'adresse B' pointée par

p(dif(i)) sur le disque dif(i) ; au retour de la primitive, p(i) pointe

sur Bet p(dif(i)) sur At:
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fils (M)

M ee

A 1 L A
DISQUE i DISQUE dif(i)

FIGURE 7

GEN(F,i) : +: L'action de cette primitive est identique a celle de GEN(F),

a ceci prés que la monotonie initiale F peut étre placée sur l'un ou

l'autre disque, selon la valeur de i.

FUSINIT2(M,i):cette primitive est identique 4 FUSELEM2, avec les mémes res~

trictions que pour la primitive FUSINITI.

Pour expliquer comment fonctionne la procédure TRIFUSION2, nous reprenons

l'exemple de la figure 6 en indiquant 1'état des deux disques 4 certaines

phases du tri-fusion :

DISQUE 1 DISQUE 2

appel sur M4 ae

appel sur M5 eiys ae = 5

appel sur MB 284 _

appel sur M9 24348). ------
' 5.64 7 23. +

retour de l'appel sur M7 — 2k

retour de L'appel sur M4 #----—---- oy 4 ee

retour de L'appel sur MI pet ee

t t
Les fléches indiquent les adresses disque pointées par p(1) et p(2).

Les montonies indiquées sont présentes sur disque puisqu'il n'y a pas de

"réservation de place" dans ce cas.

Contiguité des fusions initiales

Si nous sommes dans lescas | et 4 pour les monotonies initiales, les

m@mes remarques s'appliquent que dans le cas d'un seul disque. Par contre

dans le cas 3, il est toujours possible d'assurer la contiguité des fusion
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initiales, Il suffit de générer au départ ces monotonies & 1'emplacement

quielles doivent occuper au cours du tri-fusion. Dans 1'exemple de la

figure 6, le placement suivant assure la contiguité des fusions initialey

DISQUE 1

DISQUE 2

On remarque que les monotonies initiales de profondeur impaire sont sur

le deuxiéme disque et celles de profondeur paire sur le premier disque.

En conséquence, dans le cas 2, c'est-a-dire quand les monotonies initials

sont contigués sur un méme disque et placées dans l'ordre des feuilles

de L'arbre de fusion, il est possible d'assurer la contiguité des fusions

initiales si les feuilles de l'arbre sont toutes 3 la méme profondeur.

Dans le cas général, sauf coincidence extraordinaire, les monotonies

initiales ne sont pas dans. l'ordre désiré. Par contre si elles ont voutl
méme taille, cette condition est automatiquement réalisée. Il est donc

intéressant dans ce cas de chercher des arbres de fusion dont toutes les

feuilles ont méme profondeur.

En résumé, la contiguité des fusions iniciales peut étre assurée dans

les cas suivants :

Cas ! 2 3 4

un disque non non non oui

deux disques non oui (*) oui oui

TABLEAU |

Contiguité des fusions initiales

Dans la suite, pour simplifier le calcul des temps de fusion, nous nous

placerons toujours dans le cas of les fusions initiales sont contigués.

(*) si les feuilles de l'arbre de fusion sont & la méme profondeur
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9.3. LES STRATEGIES OPTIMALES. COMPARAISON DES TEMPS DE FUSION

Nous avons vu que si la longueur ay de la monotonie résultante est assez

grande par rapport & la place M disponible en mémoire centrale, les temps

des fusions élémentaires contigués pour un ou deux disques sont égaux 2 :

(8) F (aj) = are +a fa]
| Ta(2a,)

2

(9) Fy (aged) = 2 it + El +4 fia)

Comme dans le cas of le temps d'accés est constant, les temps de fusion

ptécédents définissent des fonctions de coat @ (tT) et &%(T) sur les arbres

de fusion. Soit par exemple l'arbre de fusion T suivant pour 6 monotonies

initiales de longueurs aj,... ag :

a a

1 42 4 85 46

Pour un seul disque, le temps total de fusion G(r) correspondant 4 cet

ae a

arbre est égal 3:

g, (2) = (aytay)-F, (@)#29,2) + (agtastag) Fy (a;tastag,3)
\

+ (ay t+ stag) Fy (ayte-tag,3)-

Pour deux disques, il suffit de remplacer F, par F, pour obtenir @@.

Trouver la stratégie optimale pour un n-uple (a,,...,4,) revient donc a

trouver L'arbre de fusion optimal qui minimise G(T) (resp. &(1)) pour

un disque (resp. deux disques) ; nous eppellerons C,(a,,-..,a,) (resp.

Cylayyee a) le cofit optimal ; on définit de méme C, (n,s) et Cy (a,s)

pour n monotonies de méme longueur s.

Bien entendu, les stratégies et les cofits optimaux ne sont pas les mémes

pour un ou deux disques. Mais les propriétés des arbres optimaux corres-

pondants sont assez voisines, si bien que nous traiterons les deux cas

ensemble ; dans la suite F(a,,4) désignera indifféremment Fy (a,4) ou

Fy (aj.d) 5 de méme pour Ber c.
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9.3.1. CALCUL DES STRATEGIES OPTIMALES. HEURTSTIQUES

Si les monctonies initiales sont de tailles différentes, les algorithmes

et heuristiques présentés au chapitre 6, paragraphe 5 et 7 restent

valables si l'on remplace les termes de la forme @(x).y par F(y,x).

Nous indiquons plus loin comment calculer la borne q ax sur le nombre

de voies de fusion. Si les monotonies initiales ont méme taille s,

L'algorithme 2.1.4 est également valable si l'on remplace le terme

@({djn de l'instruction 14 par F(ns,d). Mais attention ! si les monoto~

nies initiales ont méme taille,les heuristiques présentées au chapitre

précédent en 8.2.3 ne sont plus valables,les arbres optimaux ayant des

formes différentes. Nous présentons plus loin une tr&és bonne heuristique

dans ce cas.

9.3.2. FORME DES ARBRES OPTIMAUX. DEGRE MAXIMUM

Quelles sont les propriétés des stratégies optimales ainsi calculées 2?

Il est évident que le coiit oprimal reste proportionnel 4 la fonction de

colt : si l'on multiplie F par une constante, la forme des arbres opti-

maux ne change pas ; seul le cofit optimal est multiplié par cette cons-

tante. Mais, contrairement au cas ot le temps d’accés est constant, le

coit optimal n'est plus proportionnel au n-uple, c'est-a-dire aux lon-

gueurs des monotonies initiales ; en effet, le temps de fusion é1émen-

taire n'est pas proportionnel a ay a cause des termes Ta(2a_) et Tala).

En conséquence, la forme des arbres optimaux va dépendre de la taille des

Monotonies initiales. En particulier, pour n monotonies initiales de méme

taille s, la forme des arbres optimaux dépend non seulement de n, mais

aussi de la longueur s des monotonies.

D'une maniére générale, la plupart des propriétés indiquées au chapitre

précédent ne sont plus valables (filtrage, nombre de voies privilégié

d'une configuration, etc...). Les seules propriétés qui s'appliquent

sont les suivantes : les contractionset les sous-arbres d'un arbre

optimal sont optimaux, le nombre de voies fles fusions élémentaires est

borné, mais cette borne dépend maintenant de la longueur des monotonies.

(10)
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Nombre de voies de fusion. Degré maximum

Dans une stratégie optimale, considérons une fusion @lémentaire 4 d

voies dont la longueur de la monotonie résultante est ay: Comme en

8.2.2, formule (15), on montre que d et ay vérifient

k
Vk 2<«k<d-l F(a,,d) < F(a ,d-k+1) + FG aye k)

ce qui s'écrit :

Ve 2<¢k< dl

a.fec,.a = £(a,,2-k+!)] < ie[zte a see a,0|

C11) Ta(2a,). (1+ vay? pour un disque

avec : f(a,.d) =

(12) [we +a Vie(a)|? pour deux disques

Comme dans le cas ot le temps d'accés est constant, om peut montrer que

dest borné par un entier 4 axl (resp. q ax?) dans le cas d'un seul disque

(resp. deux disques), Ces bornes dépendent d'une part de la configuration,

c'est-a-dire du produit Tt.M, et d'autre part de la longueur a, de la

monotonie résultante par l'intermédiaire de la fonction Ta. Pour une

configuration donnée, nous noterons donc ces bornes diaxt (Ao? et 4 ax2 8q)°

Remarquons que, contrairement au cas ol le temps dlaccés est constant, il

n'existe pas pour une configuration donnée de degré maximum valable

quelles que soient les longueurs des monotonies. Nous savons seulement

que dans les stratégies optimales, le nombre de voies de chaque fusion

élémentaire est borné par un entier dépendant de la longueur de la mono-

tonie résultante.

Comme dans le cas of le temps d'accés est constant, le degré maximum

augmente avec le temps de transfert et la taille mémoire, et diminue avec

le temps d’accés. Comme Ta est une fonction croissante de a,» le degré

maximum diminue avec la taille de la monotonie résultante.

En général, les fonctions qwaxd et ax? sont approximativement aégales

pour une configuration donnée : la fonction d ax? étant Légérement

supérieure pour les valeurs courantes de aye Tt et M. Quand a, augmente,

on peut montrer que d_ tend vers trois et que 4 ax? tend vers deux,

et cela quelles que soient les valeurs de Tt et M. Ceci n'a qu'un intérét
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théorique car les valeurs correspondantes de a dépassent trés largement

la capacité de tous les disques connus ! Mais ce résultat nous montre

qu'il n'y a pas de degré privilégié correspondant & une configuration,

contrairement au cas of le temps d'accés est constant.

Tl n'est done pas possible d'indiquer des valeurs, méme approximatives,

pour les degrés des arbres optimaux correspondant 4 une configuration

donnée. Tout dépend de la taille des monotonies initiales : plus elles

sont grandes, et plus les degrés des arbres optimaux correspondants sont

petits (et inversement). Cette propriété est également valable a l'inté-

rieur d'un méme arbre optimal : plus les noeuds sont proches du sommet

de l'arbre, et plus les degrés diminuent, puisque la taille des monoto-

nies résultantes augmente quand on se rapproche du sommet de l'arbre.

Autrement dit, les degrés desnoeuds des arbres optimaux augmentent avec

la profondeur, comme nous le montrons en 9,3.2 quand les monotonies ini-

tiales ont méme taille.

Les fonctions qa, etd indiquent des bornes sur le nombre de voies
ax] max2

d'une fusion élémentaire seulement. Mais pour utiliser les algorithmes

décrits plus haut, nous avons besoin d'une borne sur les degrés de tous

les noeuds de l'arbre optimal correspondant & n monotonies initiales

de longueurs a),...,a,. Appelons Ad la somme des longueurs des d plus

petites monotonies initiales. La méthode la plus simple consiste &

prendre comme borne d_ | (A2) (la fonction d désigne d ou d
max max max! max2

selon les cas) ; en effet, la taille des monotonies résultantes est

toujours au moins égale 4 A2. Naturellement cette borne est généralement

trés large. Une méthode plus sophistiquée consiste 4 prendre comme borne

le plus petit entier d tel que 4 ax (Ad) <d 3 si, dans l'arbre optimal

correspondant, il existait un noeud de degré d' supérieur 3 d, la lon-

gueur a, de la monotonie résultante correspondante serait plus grande

que Ad ; on aurait donc : d' < d (a.) ¢d_ (Ad ) < d, ce qui est
max ‘o max"

impossible.

9,3.3. MONOTONIES INITIALES DE MEME TAILLE

L'étude du cas of les monotonies initiales ont méme taille permet de

mieux saisir les propriétés des arbres optimaux dans le cas général.

Nous allons considérer la méme configuration qu'au chapitre précédent

(disque DIMAS avec 20 K-octets en mémoire centrale) et étudier les pro-

priétés des arbres optimaux correspondants dans le cas ot l'on optimise

les mouvements du bras pour un seul disque. Les résultats présentés sont

valables pour d'autres configurations et s'appliquent égalementdans le

cas de deux disques.

10
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La forme et le cofit des arbres optimaux dépendant de la longueur s des

monotonies initiales, nous sommes obligés de choisir une valeur pour s.

Nous prendrons s = 5. K-octets. Comme au chapitre précédent, nous étu-

dions d'abord la valeur du degré au sommet des arbres optimaux en fonc-

tion du nombre n de monotonies initiales.

12

50
4

‘ 35, 222
24 105 ; 3a

. 17 — 7 — a

13 385 1

r 1 T T

5 25 125 625
FIGURE 8

Degré au sommet des arbres optimaux pour n monotonies de

taille 5 K-octets avec mouvement de bras optimisé pour un

seul disque DIMAS (M= 20 K-octets)

Sur la courbe ci-dessus, on constate que l'arbre optimal est plat

jusqu'a n = 12. Pour n = 13, le degré au sommet passe brusquement 4 3

7 pour n = 70. De n= 71 3n = 366, le degré augmenteet augmente jusqu

de 4 4 6, Comme dans le cas of le temps d'accés est constant (voir

figure 8.2,), L'amplitude des oscillations diminue ensuite. Mais dans

l'exemple de la figure 8.2, les degrés oscillent autour d'une valeur

moyenne égale au degré-limite 5 et tendent yers cette yaleur quand n

augmente.Dans le cas présent au contraire, les valeurs extrémes des

oscillations diminuent simultanément de la maniére suivante

(2,12) (3,7) (4,6) (4,5) (3,5) (3,4) (3)

On peut montrer qu'a partir de un million de monotonies initiales, le

degré au sommet des arbres optimaux est égal a trois. Ceci est valable

quelles que soient la configuration et les longueurs des monotonies
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initiales. On peut donc dire qu'il y a un "“degré-limite" &gal 4 trois.

Dans le cas de deux disques, le "degré-limite" est égal A deux.

On peut remarquer que, contrairement au cas ot le temps d'accés est cong

tant, il n'y a jamais plusieurs degrés au sommet possibles pour une méme

valeur de n. Considérons par exemple i'arbre suivant qui est optimal pour

n= 190:

degrés

5

6 ou 7

FIGURE 9

Arbre optimal pour n = 190

Le degré au sommet est’ égal 4 5 ; les sous-arbres principaux ont chacun

38 feuilles et leur degré est égal 4 6 ; sur la figure, nous n'avons

représenté que le sous~arbre principal de gauche ; les autres sont

identiques.

Pour n = 190, il y a un seul degré au sommet possible, qui est @gal a 5;

on peut méme montrer que l’arbre optimal précédent est unique pour

n = 190. D'une maniére générale, pour la plupart des valeurs de n,

Liarbre optimal est unique. ily a deux raisonsa cela :

1) Le filtrage change le coiit des arbres (rappelons que le filtrage

consiste 4 échanger le degré d'un noeud avec celuide ses fils si ceux-

ci ont tous méme degré ; voir 8.2.3). Par exemple, si nous filtrons le

sommet de l'arbre T de la figure 9, nous obtenons un arbre T' de coft

supérieur & celui de f. Cela est également valable pour deux disques : on

a Fr") >& (2), alors que pour le modéle a temps d'accés constant, le

filtrage ne change pas le coft :@(t) = &(T').

Définition | : Un arbre est dit pseudo-régulier croissant si:
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2) Les arbres optimaux sont aussi équilibrés que possible : Considérons

liarbre Tf précédent ; chacun des sous~-arbres principaux a 6 noeuds pour

fils, dont 4 de degré 6 et 2 de degré 7. Modifions lesdeux sous-arbres

principaux de gauche de la maniére suivante : attribuons 6 noeuds de

degré 6 au premier ; attribuons au deuxiéme sous-arbre principal 2 noeuds

de degré 6 et 4 noeuds de degré 7. Nous obtenons ainsi un arbre T' qui

a Ggalement 190 feuilles, mais dont le cotit est supérieur 4 celui de T.

Cela est également valable pour deux disques : on a Sct!) > @,(T), alors

que cette opération ne change pas le codt pour le modéle & temps d'accés

constant : @(T) = @(T'). Dans la suite nous appelerons cette propriété

la propriété d'"équilibrage'" des noeuds de plus grande profondeur.q P

Arbres réguliers et pseudo~réguliers croissants optimaux

1} toutes ses feuilles sont 4 la méme profondeur p,

2) les noeuds situés 3 une méme profondeur ont méme degré,

sauf & la plus grande profondeur (c'est-a-dire 4 la

profondeur p-!),

3) les degrés des noeuds sont croissants (non strictement)

avec la profondeur.

4) 4 la profondeur p-l, les noeuds n'ont que deux degrés

possibles, d et d-l, qui sont répartis de la maniére

la plus équilibrée possible sur les noeuds de profon-

deur p-2.

Un arbre est dit régulier croissant si les noeuds de pro~

fondeur p ont aussi méme degré,

D'une maniére générale, si les monotonies initiales ont méme taille,

les arbres optimaux sont le plus souvent des arbres réguliers ou pseudo-

réguliers croissants. Si nous reprenons 1l'exemple de la Figure 8, les

arbres réguliers croissants suivants sont optimaux pour n = 180 et

n= 210:



n = 180 n = 210

décomposition = (5,6,6) décomposition = (5,6,7)

FIGURE 10

Le degré au sommet de Ts est égal 45 ; les 5 noeuds de profondeur |

ont pour degré 6 et les 30 noeuds de profondeur 2 ont pour degré 7.

Nous avons vu que l'ordre des degrés des différentes profondeurs a son

importance : dans les décompositions, on lit de la gauche vers la droite

les degrés par profondeur croissante. Nous indiquons ci-dessous les

arbres réguliers optimaux dans l'exemple précédent pour n variant de

13 4 500 :

n décomposition n décomposition

15 3,5 100 4,5,5

20 4,5 125 59859

25 5,5 150 5,5,6

30 5,6 180 5,6,6

36 6,6 2t0 5,6,7

42 6,7 252 6,6,7

48 6,8 288 6,6,8

56 7,8 336 6,7,8

63 7,9 400 4,4,5,5

70 7,10 500 4,5,5,5

80 44,5

Entre ces valeurs de n, les arbres optimaux sont le plus souvent psaudoal
réguliers croissants. Par exemple, pour n = 190, l'arbre optimal T de |

la figure 9 se déduit facilement des arbres réguliers optimaux Tl et

T2 pour n = 180 et n = 210 (voir figure 190) : il suffit de modifier

les degrés des noeuds situés a la profondeur 2. Ceci est valable pour

tous les arbres optimaux entre 180 et 210 : le degré au sommet est 5 3
j

les noeuds situés a la profondeur | ont pour degré 6 ; 4 la profondeur af
il y a q noeuds de degré 7 et r noeuds de degré 6, ces entiers étant

solution de :

= 275 "=

qt+r-= 30 7q + 64 =n

Mais attention, il ne faut pas oublier de placer 4 la profondeur 2 les

noeuds de degré 6 ou 7 de la maniére la plus équilibrée possible.

Bien entendu, les arbres optimaux ne sont pas toujours des arbres pseudo—

véguliers ou réguliers croissants. Mais L'heuristique qui consiste 4

choisir pour n donné l'arbre pseudo-régulier croissant de coit minimum

donne d'excellents résultats : dans les cas ott elle ne calcule pas

l'arbre optimal, la différence relative avec le coiit optimal n'excéde

pas | %. D'autre part, dans les arbres calculés par cette heuristique,

les feuilles sont toutes 4 la méme profondeur. Cette propriété est trés

intéressante si l'utilisateur dispose de deux disques : les algorithmes

de tri~fusion sont alors trés simples et la contiguité des fusions ini-

tiales est assurée dans tous les cas (voir 9.2.2).

9.3.4, COMPARAISON DES TEMPS DE FUSION OPTIMAUX

Pour calculer les temps de fusion optimaux Cy (ay see yay) et Cy (ayes a)

pour n monotonies initiales de tailles a,,-.+,a), il n'y a pas d'autre

méthode que d’utiliser les algorithmes décrits précédemment. I1 n'existe

pas en effet de mesure de performance permettant de se faire une idée

approximative des temps de fusion si l'on optimise les mouvement de bras

avec un ou deux disques. Bien entendu, on a l'inégalité :

Cy fa petresay) < Cy (ay .+++58) < C(aj,+++,a,)

Nous allons comparer les temps de fusion optimaux pour des monotonies

initiales de tailles égales quand l'utilisateur dispose d'un disque

DIMAS. Pour ce disque, le temps de transfert est de 4.37 millisecondes

par K-octets ; le temps d'accés moyen Ta(e) a été calculé en 9.1.1

(voir figure 3 et formule (1))
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Les courbes de la figure 1! représentent les temps de fusion en secondeg

pour n monotonies initiales de longueur 50 K-octets quand la place M

disponible en mémoire centrale est de 300 K-octets. Rappelons que

C(n,50) est le temps de fusion sans optimisation du mouvement de bras

calculé au chapitre 8 avec un temps d'accés moyen de 92.5 ms. Les

courbes C,(n,50) et C)(n,50) représentent respectivement les temps de

fusion avec optimisation du mouvement de bras pour un ou deux disques.

Le tableau annexe précise pour certaines valeurs de n les temps de

fusion quand il n'y a pas optimisation du mouvement de bras, ainsi que

les gains de temps quand il y a optimisation.

On constate que dans ce cas, le gain de temps par rapport a la méthode

sans optimisation est relativement faible : de l'ordre de 17 % avec un

seul disque ; de l'ordre de 30 2 avec deux disques. Cela vient du fait P+

que la taille des monotonies initiales est relativement grande. Si

elle est plus petite, le gain peut @tre beaucoup plus important.

Considérons en effet le cas of la longueur des monotonies initiales

est égale 4 5 K-octets. Supposons en outre que la place disponible en

mémoire centrale soit de 20 K-octets (nous avons étudié en 9.3.3 la

forme des arbres optimaux dans ce cas si l'utilisateur optimise les

mouvements de bras avec un seul disque). On constate sur la figure 12 lh

que les gains par rapport a la méthode sans optimisation sont trés inté

ressants : on gagne en moyenne un facteur deux dans le cas d'un seul

disque, et un facteur trois pour deux disques. On remarque également que

les gains diminuent avec le nombre de monotonies : en effet, la taille

des monotonies résultantes augmente avec le nombre de monotonies et les

temps d'accés moyens augmentent en proportion.

En résumé, on peut dire que L'optimisation du mouvement de bras n'a

d'intérét que si les tailles des monotonies initiales sont petites par

rapport & la capacité du disque, et si les temps moyens de déplacement

du bras sont importants ; si l'on utilise un disque MD-50 ou MD-100,

les gains sont beaucoup plus faibles qu'avec un DIMAS, car les temps moyt

de déplacement du bras pour ces disques (respectivement 35 et 30 milli-

secondes) sont nettement moins importants que celui du DIMAS (80 milli~

secondes ; voir tableau 7.1).
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tT

100 io 200 250 300 330 abo 430

FIGURE 11

Comparaison des temps de fusion pour n monctonies de taille 50K (M=300)



f
temps de fusion (en secondes)

ne 50 100 200 300 400 500

c 35 82 189 308 430 555

c/c, 2.65 2.44 2.27 2.16 2.18 2.15

c/c., 3.53 2.95 2.94 2,91 2.87 2.72

FIGURE 12

Comparaison des temps de fusion pour n monotonies de taille SK (M=20)

(1)

(2)

(3)
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ANNEXE |

DEMONSTRATION DU LEMME 4.6

Le lemme 6 du chapitre 4 sert & montrer que le cofit optimal C(n)

posséde une certaine régularité 4 partir d'un certain rang. On en

déduit une formule relativement simple de calcul des arbres optimaux

et de leurs coits.

Nous étudions donc la suite de fonctions 8, suivantes et montrons que

si p est plus grand qu'wm certain entier Pp, &, se déduit facilement

de Bt

Définition 1 : Nous définissons la suite de fonction &, suivantes pour

p entier positif ou nul :

Soient des entiers positifs a, L, 2, %' (a » 3) et

la fonction By suivante |

19) g, est une fonction bornée quelconque de Wo dans les

réels positifs ou nuls:

We = ensemble des entiers relatifs ae[ shy us|
By vérifie :

g,(0) = e(L) = 0 :

pour m< 0 cum>L, 8,,(2) >O *

2) pour p= 1, g est la fonction de He dans les réels

positifs ov nuls définie par:

HS = ensemble des entiers de [o,12° |

(n) = Min y (m

®p L<isa? ¥o ?aN
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Définition 2: Nous définissons les deux sous-ensenbles de W, suivants :

Ze {meu |m #0, m7L, gy(m) = 0}

D={mew |g(m) > OF

Ltensemble Z est l'ensemble des z€tos de g,.0!aprés le définition de g,,

on at

(4) zcjor[

Remarquons que les quatre sous~ensembles Z, D, {0}, (L} constituent

une partition de W,.

Définition 3: Pour m€Z, nous définissons les entiers p(m) et p'(m)

suivants :

G) p(m).m= p'(m).L = P.P.C.M.(m,L)

(P.P.C.M. signifie : "plus pectic commun multiple

Comme m€Z, on a d'aprés (4) :

(6) 0 < p'(m) < p(n)

Définition 4 Nous appelons Pn) ou p-partition de n un ensenble
P

de a? entiers tel que :

n= avec mEW
°

x m
m€ Peay

Notons qu'un méme entier peut étre répété plusieurs fois dans P (a).
P

~ 281 -

A toute p-partition Pwd, nous faisons correspondre :

a 1 CP tdae}

tT. CP (dad)

u = nombre d'éléments de Re @gaux aL

v = nombre d'éléments de ‘Pio égaux 4 0

Notons que la p-parititon Po) est entigrement décrite par le quadruplet

(S,T,u,v). Dans la suite, nous écrirons Pn) = (S,T,u,v). Si nous posons

Fisy- fon Fm- 2 0
mes mé€T

on a évidemment :

m n Ss) + F(1) + wt

(8) aP = |s[ + |T|) tut = nombre d'éléments de S)

On vérifie facilement que les formiles (7) et (8) sont des conditions

nécessaires et suffisantes pour qu'un quadruplet (S,T,u,v) soit une

prpartition de n.

L'ensenble $ sera souvent décrit par une fonction ¥ sur Z : N(m) est égal

au nombre d'éléments de S$ égaux 4 m. On a donc :

(9) Is] = £. N(m) Ss) = E v(m)
méZ mez

Nous décrirons parfois une p-partition par un quadruplet (N,T,u,v).

Défintion 5: Nous définissons le coft d'une p-partition Pen) = (8,T,u,s
par:

€(Rm)- = aim) = EZ gm)
n€ Pn) meT
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Nous appelons p~partition optimale pour n celle qui minimis,

ce cott. Deux p~partitions de n sont dites équivalentes si

elles ont méme cofit.

D'apxrés la définition de By» le cofit de la p-partition optimale pour n

est égale 4 g,(n).

Lemme [| : A tout p-partition P (n) = (S,T,u,v) correspond une
i

p-partition équivalente Pim) = (S',T,u',v') telle que :

(11) [stl <s avec s, = & |p(m)-l
] 1

mez

(ecm) a été défini en 3).

‘Preuve : Appelons N et N' les fonctions correspondant respectivement 4 S ei

S'. Nous allons définir N', u' et v' de la maniére suivante :

a N'(m) est le reste de la division entiére de N(m) par p(m) (voir

définition 3). Plus précisément :

(12) N(m) = q(m).p(m) + N'(m)

GO < N'(m) < p(m ~- 1

(3)e ul =ut SY qm). p'(y)

méZ

(M)yevievtr (p¢m)-p" (m)}.q(m)
meZ

En utilisant les formules (5), (6), (12), (13) et (14), on vérifie facile-

ment que (N',T,u',v') est une p-partition de n. Comme Treste le méme,

$" (n) est &quivalenc 4 Ro). D'autre part, on sait que :

Is", = 2 NtGn)
mEZ

Comme N'(m) < p(m)-1, on en déduit que [s'| < s I

Z,
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Lemme 2 : Pour p > p', n € Wo» n'eé€ Wo on a:

(15) (i) a, (n'> € a(n).

(15) (il) g, (nm) < (reste (n,L)

(tii) sin = 0 mod.(L) alors g,(n) = 0

Preuve de (i) : Soit (S,T,u,v) une p'-partition optimale de n'. On vérifie
° t

facilement que (S,T,u,vtar~aP ) est une p-partition de n' de méme cofit

que la précédente. On en déduit (15).

Preuve de (ii) +: Appelons q et r le quotient et le reste de la division

de n par L. Soit (S,T,u,v) une p'-partition optimale de r. On vérifie

facilement que :

1

($,T,utq,vtaP—aP -q)

est une p-partion de n de méme cott que la précédente. On en déduit (16).

Preuve de (iii) : D'aprés (ii), on a2 Bin) € &, (0) = 0. On en déduit

ue (n) = 0.que B, )
ZB

Lemme 3; Si (8,T,u,v) est une p-partition optimale de n, on ai:

[tT] <us/u,

ou uy est le maximum de 8 et % est le minimum non nul

de 8 sur D.

Preuve : D'aprés (10), on a gm) = »¥ g (Mm. On en déduit que :

mé Tt

(17) g(a) > [Typ

D'aprés le lemme précédent, on sait que a, in) < 8, (reste (n,L)). On en

déduit que :

g,(n) <u

D'aprés cette inégalité et l'inégalité (17), on a bien |Th<u,/uy.

LZ
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Lemme 4 : Il existe toujours une p-partition optimale ($,T,u,v) de

n telle que:

(18) uz nf/L-R

(19) ve aP-n/L-R

(20) avec : R= (+ + =) + sextet)

(sy est défini au lemme 1, uy, et Uy au lemme 3).

Preuve : D'aprés le lemme 1, il existe toujours une p-partition

optimale ($,T,u,v) de n télle que ;

(21) Is] <s

Nous allons montrer que u et v vérifient (18) et (19). D'aprés cette

derniére inégalité, et le lemme 3, on a:

(22) Is] + iT] <s, + ny/uy

Si nous posons A = 8) + yl eys on en déduit que

(23) ane Ss) + Sev) <a (te")

Diaprés (7), on en déduit que :

A,(Lt2") + uy

n atL a + L )

Cette demiére inégalité entraine bien la minoration de u de l'inégalité

nh AN

ce qui s'écrit :

co w

(18). En utilisant les formules (7), (22), (23), on montre de méme la

inoration de v.

. Y,

- 285 -

Lemme 5 : Si les entiers n et n' vérifient :

n,n! € [., 2P-r.| (R est défini par (20))
(24)

ns n' mod.(L)

alors : 8, (a) 4 g(a")

Preuve : Il suffit de faire la démonstration dans le cas o8 n' = ntL.

Sin ou n' est gal 4 l'une des bormes, on an = n' = O mod (L).

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

D'aprés le lemme 2.(iii), on a bien 8,60) . 2,(n')

Supposons maintenant que n et (n+L) sont différents des bornes.

On en déduit que :

(ntL}/R - R> 0

aP - N/L- RB > O

D'aprés cette derniére inégalité, et le lemme précédent, il existe

une p-partition optimale (S,T,u,v) de n of v est strictement positif.

On en déduit que (S,T,utl,v-1) est une p-partition de (ntL) de méne

cotit que la précédente. On en déduit que 8, (nth) < a(n). Un raisonne-

ment analogue utilisant l'inégalité (25) montre que Bp (ntl) > a(n).

On déduit = +L). onen déduit que gin) gp (n ) GO

Lemme 6 : A partix d'un certain rang p', gn) se déduit facilement

de Bm) si n est dans mvoisinage borné de zéro ou

a. Plus précisément : pour tout entier R', si p! vérifie

aP > RR!

alors pout tout entier p » p'

ne€[o,r't] => 8 (0) = g.1(n)

Py_ps P p' Ppne He ~L-R'Lya | = a’ L+n-aPbh’ — gi) Barf )



Lemme 4.6 :

(30) g,(m) = Brin")
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Preuve : Nous ne le montrons que pour né[0,R'L] . La démonstration

est analogue dans l'autre cas. D'aprés le lemme 4, il existe une

p-partition optimale ($,T,u,v) den, od v vérifie l'inégalité (19). Comme

n < R'L, on en déduit que :

veaP-R'-R

ce qui entraine, d'aprés (27) :

Tt

ve a+ oP 20

'

On en déduit que (S,T,u,v-aPtaP ) constitue une p'-partition possible

de n de m@me cofit que la p-partition optimale de n. On a donc gr (n) $80

Comme p est plus grand que p', d'aprés le lemm 2,(i) on a aussi

l'inégalité contraire. On en déduit bien que g (n) = g.,(n). ,
P D UZ

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le lemme 6 du chapitre 4.

Si l'entier Q vérifie ae > R, alors }

(V p)(¥ p') p>p' 2%Q

et n' se déduit den par:

[o, y] n
né Jy oa -yf{ n' =? jey+ veste (n, y)

[ aPL- vy, at] aP'L + ono aPh

j et y sont des entiers vérifiant

a

yea tn ie Lag’ 24
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Preuve : Posons :

(31)

(32)

(33)

R' = el

On a donc:

Y = R'L

' Q-1 et Te :
Comme p'’ »Q et que a > R, on vérifie facilement que

'

aP > ReR!

Donec, si n est proche de zéro ou de (a LJ, L'égalité (30) découle

directement du lemme 6. Reste le cas oii né|y, a®L- y E Posons :

vro= rest (n,L) Osgretlb

Q-t
Comme p' % Q et que a‘ > R, on en déduit que y > RL. On a done:

RL < Y~Ltr <n < aP-RL

Comme n = Y-L+r mod.(L), on a,d'aprés le lemme 5 :

(n) = -LtrBo g fy )

Comme Y-Lt+r < R'L, on a, d'aprés le lemme 6:

-Itr) = Ltrgy CY ) B10¥ )

Biautre part, si 1 < j] < a~2, on a:

RL < ‘Y-Ltr < 7Y + reste (n,y¥) < aPL-RL

Gomme :

yr-lt+r = ]¥ + reste (n,Y) mod .(L)

on a, d’aprés le lemme 5:

g,1(¥-Ltr) = (iy + reste(a,y }

D'aprés les @galités (31}, (32) et (33), on a bien:

g, (n) = en:(5 7 + reste (a,¥)) (i < js a~2)
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ANNEXE 2

DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE 8.1

Cette propriété donne des indications sur les stratégies optimales quand

le temps d'accés est constant (voir chapitre 8).

propriété 8.1. : Soit un arbre optimal pour une fonction de coiit du type

ay g(ay= of + arvea?|

aeR’ x€R*U {0}

Si tous les fils d'un méme noeud de degré d ont méme degré

d', alors la différence |d-d'| n'exc@de pas un.

preuve : Par l'absurde : supposons que |d-d’| soit au moins égal a deux.

Les sous~arbres et contractions d'un arbre optimal étant optimaux (propo-

sition 1.4), l'arbre T, suivant est optimal :, 1 Pp

d noeuds de degré d'

Appelons n le poids de T) et S sa suite de poids. Dans ‘la suite nous suppo-

sons d > d' (si ce n'est pas le cas, il suffit de filtrer le sommet de T,

pour obtenir un arbre optimal équivalent oi d > d'). On a done

d>dttl1%3

Nous allons construire un arbre Ty de codt strictement inférieur 4 Ty).

Considérons l'arborescence suivante qui a le méme nombre de feuilles que

Tt

d' noeuds de (d-d'-!} noeuds de

degré d'tl degré d'
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Sur cette arborescence, nous plagons les poids de la suite $ de la maniayy

suivante : les plus petits poids de $ sont attribués aux fils des noeuds

de degré d'+1 (soit n, ld somme de ces poids) ; les plus grands poids de g

sont attribués aux feuilles restantes (soit ny la somme de ces poids).

Liarbre aini obtenu a méme suite de poids que T, et on a:

d-d'=1
(2) Ng? a yo

Comparons les cofits de T) et Ty:

Bay = fea) +9]

Cty =n, [? (a1) eer + af g(a’) + pen]

En posant n, ~ avn), la différence des cofits s'écrit :

6) ~a, = af o (a's) -ear

to [pa + Qa) ~O(a'tl) -9-n]

D'apr&s (2), on en déduit :

@) €(1,) - Bry) 2 : [sfo - een] - ctnfpcasn - oa]

Posons .

£(x) = x[oco ~ eo)|

L'inégalité (3) devient :

(4) Gr) - Cry oF [fa - Fars]

Un calcul simple montre que f(x) est strictement croissante quand x > 3.

Comme par hypothése d > d'+1 3 3, on en déduit que £(d) > £(d'+1). D'eprés

(4), le coft de T, est done strictement supérieur au cofit de Ty, ce qui

contredit l'hypothése d'optimalicé de Ty.

ANNEXE 3

DEGRE-LIMITE EN FONCTION DE A

Le degré-Limite a est défini par l’inégalité suivante :

Yla-l) <A < ¥(a) d= 2, Tt.M/Ta

d ¥(d) d y(d) d y(d) d y(d)

” Dold 24] 4478 4a | 135,37 64 | 220.66

> 25] 62.32 45 | 139.46 65 | 225.08

6 26] 65.90 46 | 143.57 66

P bart é7 | 9.5¢ 47 | 147.70 67

# yeh 2a] 73.16 40 | 151.85 68

y | lene 29] 75.54 49 | 155.02 69 | 262.95

ru. | L4eey 30] 60.56 30 | 160.20 70 | 247.46

a) | 17.05 31] 44.30 51 | 164.63 TL | 252.99

te | tye90 32] 54.07 Se | 164.646 72 | 255.50

ad edate 33 91.57 23] 172.88 73 | 261.03

14 | 25.81 34] 95.70 54] 177615 74 | 265.52

ib | 2.47 39] 49.20 Sb | lal.sl 75 | 270.14

16 | 32.99 36] 103.44 56 | 185.72 76 | 274.73

17 | 35617 37 | 107.35 57 | 190.03 77 | 279.34

1a | 35.4u 38] 111.28 58 | 194.37 78 | 283,93

1 | 41.59 39 | 115-24 oo | 198.71 79 | 298.55

20 | 4.02 40 | lla.22 60 | 203.06 80 | 293.19

cl | 45.39 41 | 123.22 61 | 207.45 81 | 297.83

22 | obeSe 42 | 127.29 62 | 211.82 82 | 302.47

23 | 5.28 43 | 131.30 63 | 218,23 83 | 307.14
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ANNEXE 4

DEGRE~MAXIMUM EN FONCTION DE i

Le degré-maximum 4 ax est défini par l'inégalité suivante :

Fd aD <a< t(d dX = 2, Tt.M/Ta

d £(d) d £(d) d f£(d) d £(d)

4 ebb ey 14.07 30 35074 71 55.96

+ Lets 3U lee Sl 37.6D 72 56.88

10 2019 a1 19.30 D¢ 34.56 23) 57.81

Li 2a92 se 20.97 a3 39.48 74 58.73

ld Safh 33) eles 24 40.39 75 54.56

13 0 BB, 3a ece4t 35 | 41.30 76 50.58

i46 Sede 35 23624 56 42.22 17 51.50

Ss ne lé 36 c4ely of 43.13 78 62.43

ip nav 3? gneUy Sis 44.04 79 53.35

1? 7043 3H oredk oY 44.95 80 64.27

ln e565 3Y che th 6u 43.36 81 65615

iy eS ae etelt o1 46077 #2 66.12

cu LUe3e¢ 41 e4eb? od 47.68 43 67.04

el Li.els Ge Creat 63 43,59 84 67.96

ee 11.97 43 3U.4d 04 49.50 85 68.59

23 Lees 44 31.36 65 S024] 86 69.82

cu Ls./0 42 320d bb 21.33 &7 70.76

a L4.3b 46 Soule of 52ee> 88 71.59

ch lae4d 4a7¢ 3400s 68 53.18 B9 72.63

a? 14.32 438 d4ade oY 54-11 30 73.56

2B 17.20 49 33e8¢ TU 53.03 91 74.50



£(d) d
= 2.92) =a £(d) d £(d) d £(A)

Je (3.44 idé | 103.55 152 | 1431.89 182 | 150.4)

v4 Th,47 les] 104.994 153 | 132,84 183 | 161.3?

v4 (7.30 124] 103.43 154 | 133.78 184 | 162.32

37> loee3 125 | lub. 37 155 | 134.73 185 | 163.28

wn lyeiT te6 |] 107.30 lose | 135.68 186 | 164.24

at Buelyu le? | 10B.24 ls/ | 135.64 4B7 | 165.19

2H ol.b3 Leu | 109.16 158 | 137.59 168 | 166.15

2 $1.96 ley | 1ld.ele 159 | 133.54 1869 | 157.106

Low 42. 9U 13u | 111.07 160 | 139.49 190 | 168.06

bud caeta dai} Lld.ve 161} 140.44 191 | 169.02

Lue N4e i lad] Ji2ege loc | 141.40 192 | 169.97

lus 45.54% 133] 113.91 163] 142.35 193] 170.93

jus Kae od 134 | 114.46 164 | 143.30 194 |] 171.388

w7 “heoe ls] lionel loo | 144.¢5 195 | 172.54

Luts BKeaY 130 | Lide7S Yoo | 145.20 196 | 173.79

Lu7 Ried L3f] ti?.7u 167 | 145.15 197 1 174.75

Lue Guest 13% | Y13,55 los | 1474611 194] 175.71

buy Lede lay] dily.5u 169 | 145,06 199 | 175.56

bit Yeadd 140 | léu.54 17u | 149.01 200 | 177.62

Lil y3.eu Aol | Lel.4¥ L171] 149.96 €01 | 178.97

lic 94014 V4e | 122.43 l7¢}] 150.9) 202 | 179.53

11s Yaa UK 143 |] 124.46 473 ]-15).86 203 | 180.48

Lia 45 e002 144 | 124.33 174 | 152.81 204 | 181.44

Lis Boe 7x6 1a5] i25.2/ 17> | 153.76 205 | 182.39

lit Ytevl 1466 |] ldb.2e l7o}] 154.71 206 | 183.34

1i7 We OD £47 | level? 177 | 155.66 207 | 184.30

Llo yaely bua | l24ei) l7?s | 195.61 208 | 185.e5

lig Jivu.rs 149 | 129.06 17y¥ | 157,56 209 | 186.2)

lev Jlogeaf lev | 130.90 180] 158.51 210 | 187,16

del Jlve¢.5] fol |] 130.95 161 | 159.46 2li | 193.12
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d £(d) d £(d) d £(d) d E(d)

che | bsse07 cud | 2l7o4s cle | 245.68 302 | 275.59

e453] L9U603 243] 218.74 Z73 | 247.64 303 | 275.55

els | 140694 244 | 219.75 274 | 243.60 304 | 277,52

ela] 1lyvi.95 245 | 220.71 27> | 249.56 305 | 278.48

¢16 | 192.91 e246 | 221.57 eto | 250.52 306 | 2759.44

ci? | i9sen7 247 | 222.64 e?T | 251.48 307 | 280.41

Clb |] 194.53 248 | 223.39 278 | 252.44 308 | 281.37

ely | 195.79 249 | 224,56 279 | 253,41 309 | 282,34

ceu | l¥5e74 2nu | 225e2 280 | 254.37 319 | 283.30

eel | iste ty col | @c$.44 del | 255.33 31] | 284.¢6

ede | 195.56 252] 227.44 2B¢ | 2569.30 312 | 285.23

¢é23 | 199.92 223] 224,41 283 257426 313] 285.19

ode | 2du— 2a4 | ¢cda3l 284 | 2539.23 314] 287.15

rés | 20h woe 2355 | 230.33 e855 | 259.19 415 | 288.12

eco | 2ud.ou coo} 23).¢9 256 | 260.16 j16 | 299.06

cet | 205.56 do? | 232.25 eu? | 261.12 317] 290.05

coh | dts Se das | ¢agaee coe | g62.09 S31 | 292.02

C29 | Zude db 259 | 234.10 cbY | 263.05 319 | 291.98

CSU | cuSe dS 260 | 235.14 c9U | 264.02 320 | 292.95

gsi | culecs 261 | 236.10 c9)k | 264.98 321 | 293.92

¢3¢] cusacd 262 | 237.06 292 | 265.95 322 | 294.88

Zsa] cedecl 263 | 234.05 c33 | 265291 $23) 295.95

e3% | ¢lual? Zoe] 238.99 294 | 267.87 324] 295.82

sa lovliiia Pos | 249,95 795 | 263.84 325 1 297.78

edh |] eldewge 290 | 240.9] eyo | 259.80 326 | 298.75

cdf | cl seus Zo | 261,57 29? | 270.77 327 | 299.72

cok] cb+e bl aoe | ¢42.45 c98 | 271.73 328 | 300.58

su | ¢l4edh Zoo | 243,79 239 | 272.70 329 | 301.65

7x0 | dla.32 cfu] 244.76 B00 | 273.66 330 | 302.62

d+) | dlo.ede 2fl] 245-72 301 | 274.62 331 | 303.58
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