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INTRODUCTION

1. MOTIVATION

; Jusqu'd ces derniéres années, les bandes magnétiques &taient les seuls

périphériques utilisés pour trier les grands fichiers ; naturellement, ce

probléme a été trés &tudié, les principaux résultats &tant présentés par

KEUTH [14].

% Avec 1'évolution de la technologie, les.périphériques & accés direct,

f disques et tambours en particulier, sont de pus en plus utilisds : on peut
estimer qu'd 1'heure actuelle, les ordinateurs passent 10 % de leur temps

I a4 effectuer des tris sur disques (voir [6]). Cepéhdant, bien que les bonnes

| strat&gies pour ce type de tri externe différent beaucoup de celles utilisées
pour le tri sur bande magnétique, peu de recherchssont &té publides sur le

i sujet, comme en atteste encore KNUTH [13].

Le point de départ de cette thése est la modélisation du tri-fusiom sur

disque faite par KNUTH [13] : la recherche de stratégies optimales de tri-
fusion se raméne 3 un probl&me de recherche d'arbres minimisant une certaine
fonction de coit. Ces arbres sont appelés arbres optimaux pour cette fonction

de cofit,

| Dans une premi&re partie,nous &tudions les propriétés des arbres optimaux
ainsi que la complexité des algorithmes de recherche pour une\ classe plus
large de fonctions de coflit. Sous cette forme plus générale, ce probléme a
des applications en th&orie du codage (HUFFMAN [7], GALLAGER [5]) et en
théorie des questionnaires (PICARD [17]), comme nous le montrons au paragra-

phe 7. Il s'applique également a des problémes plus &sotériques, comme la

construction de réseaux de permutations (PIPPENGER et VALIANT [18]),

Dans la seconde partie, les ré&sultats obtenus nous permettent de proposer
de bonnes stratégies de tri-fusion sur disque, adaptées aux configurations maté-
e 2 rielles couramment utilisées. Nous &valuons &galement les performances de
diverses configurations du point de vue du tri sur disque, permettant ainsi de

faire des choix de configuration.




it

2. PRESENTATION DU TRI-FUSION SUR DISQUE

On peut distinguer deux &tapes dans le tri d'un fichier sur périphérique
externe. Dans une premi&re &tape, on génére une série de monotonies, ou
"séquences initiales", que l'on range sur le périph&rique. Dans une deuxiéme
&tape, que 1'on appelle généralement "tri-fusion', ces monotonies sont fusionn
répétitivement, jusqu'd ce qu'on obtienne le fichier trié résultant. Cette

deuxidme phase peut 8tre représentde par un "arbre de fusion", qui décrit dans

|
|
“
|

i
rn
Par exemple, si 1'on a 3 monotonies m, Wy, Ty 3 fusionner, les arbres de fug
possibles sont :
™3 o
My My T nm Ty M

quel ordre le processus doit s'exécuter.

Le troisiéme arbre décrit le processus suivant. Au début, les 3 monotonies
sont rangées sur le disque. On effectue alors une "fusion élémentaire” de m,
e:né pour obtenir unme nouvelle monotonie, qui est le résultat du tr1-1nterc1as-
sement de m, et my - A& la fin de la fusion élémentaire, cette nouvelle monoton1e
est rangfe sur disque. On effectue alors la fusion élémentaire de cette monotonh
avec la monotonie m, pour obtenir le fichier trié résultant.

Nous décrirons au paragraphe 6 le processus de la fusion &lémentaire. Disons
simplement que le temps nécessaire pour l'effectuer peut &tre &valué en fonction
de la taille des monotonies 3 fusionner, de la stratégie d'allocation de mémoirg
centrale de 1'ordinateur, de la configuration et des performances du matériel.
Dans la suite, nous appellerons "degr" (ou "mombre de voies") de fusion le
nombre de monotonies 3 interclasser au cours d'une fusion élémentaire.

On peut donc associer i chaque arbre de fusion un temps (ou cofit) de fusion,
qui est &gal & la somme des temps de chacune des fisions élémentaires & effectuer:
Le temps de fusion &lémentaire définit ainsi une fonction de colt sur les arbre!

de fusion.

3. LE MODELE DE KNUTH - TRAVAUX ANTERIEURS

L'approche de KNUTH est la suivante : étant donné n monotomies Myseee sy

quel est, parmi tous les arbres de fusion possibles, celui qui minimise le tem

total de fusion ? Cet arbre est appelé arbre optimal pour la fonction de cofit

ainsi définie. Ce probléme peut se formaliser de la maniére suivante :

1} Pour une stratégie simple de fusion élémentaire, que nous décrirons en

détail au paragraphe 6, le temps F d'une fusion &lémentaire d d voies s'écrit

|

) F = (ad + B)a,

1 %2 a4
Les constantes positives a et B dépendent du matériel utilisé. Les réels

8p,.. .52y sONL les longueurs des monotonies & fusionner et a, est la longueur

de la monotonie résultante,

2) Evaluons maintenant le cofit d'un arbre de fwion quelconque T. A chaque
feuille £ de T correspond une monotonie initiale ; nous noterons w(f), ou
poids de la feuille £, la longueur de cette monotonie. A chaque noeud v de T
correspond une fusion élémentaire, et donc une monotonie résultante ; nous
noterons w(v), ou poids du noeud v,.}a longueur de cette monotonie. Remarquons
que w(v) est la somme des poids des feuilles du sous—arbre de sommet v. Le cofit

de la fusion &lémentaire correspondant au noeud v s'éerit donc :
1y (ed(v) + B).w(v)
ol d(v) désigne le degré du noeud v.

Le temps (ou colit) de fusion de l'arbre de fusion T est la somme des coiits
des fusiors élémentaires. La fonction de colit ¥sur les arbres de fusion s'écrit

done
€y = X [(ad(v) + B).w(v)]
ve();

C*} désigne 1'ensemble des noeuds de l'arbre T. Par exemple, le colit de 1l'arbre

de fusion suivant pour 7 monotonies initiales de longueurs aj,..-,2, est égal a :

149

(a]+az+33)(3u+8)

4

(as+a6)(2u+e)

+ (a +...+a7)(4a+s)

1

2y 2y a3 2 3




Le probléme est donc le suivant : étant douné n mounotonies initiales, trouvs

l'arbre optimal qui minimise le coiit ©(T). Naturellement, si nous choisissons

fonction de colit et les arbres optimaux correspondants seront différents.

une méthode de fusion élémentaire plus sophistiquée, nous cbtiendrons une autre'I
i

Les travaux effectués jusqu'ici concernent principalement le cas ol le temps

de fusion &lémentaire est donné par la formule (!), et oii les monotonies ini-

tiales ont toutes méme taille. On peut d'ailleurs supposer, sans faire de restri

tion, que cette taille est &gale & 1'unité de longueur. Le colit optimal dépend

alors uniquement du nombre n de monotonies initiales. On peut donc le noter C(um

Nous montrons au chapitre 2 que C(n) est solution de la récurrence suivante :

C(1) =0 ]

i

C(n) = Min Min [(ad + Bn+ X C(ni)] i

2 % a, =n lsixd i

lgigd b

n, n; et d sont des entiers positifs (les d-uples Nty représentent 1'ense

ble des partitions de n). La forme des arbres optimaux se déduit facilement de

tout procédé permettant de calculer le cofit optimal C(n).
i

Si a = 0, 1'arbre optimal est 1l'arbre plat. Si g = O, KNUTH [13] donne une rj

simple de formation des arbres optimaux. Dans les autres cas, les arbres optimal

sont trés irréguliers. KNUTH [13] a proposé un algorithme de recherche de 1'arbi

optimal et de son cofit C(n) en temps O(n .Log n). VUILLEMIVN et SCHLUMBERGER[ZO]

ont montré que les degrds des noeuds des arbres optimaux sont bornés, mettant |

ainsi en &vidence un algorithme de recherche en temps O(nz). HYAFIL, PRUSKER et

VUILLEMIN ont borné inférieurement et sup@rieurement le cofit optimal [8] et
proposé un algorithme de recherche en temps O(Log n) quand la fonction

(ad + B)/Log d a un seul minimum sur les entiers. Dans ce méme cas, HYAFIL [10]'
a montré que si n est assez grand, il existe toujours um arbre optimal dont le

degré au sommet est l'entier qui minimise (ad + B)/Log d.

L

4, PRESENTATION DE LA PARTIE THEORIQUE

Nous généralisons d'abord ces résultats # unme vaste classe de fonctions de
colit, les rendant ainsi applicables aux problémes cit&s au paragraphe | ainsi
qu'a d'autres fonctions de colt liges au tri sur disque. Ces fonctions de cofit
fip sont définies par la donnée d'une fonction () quelconque des entiers dans

les réels positifs :

@ AOE vé{ [qo(d(v))-w(v)]

Les résultats sont obtenus par des méthodes analytiques, essentiellement
différentes des techniques combinatoires utilisées en [8], [9], [10] et [20]

dans le cas oilt @ (d) = ad+B

Nous obtenons ensuite des résultats plus fins pour les fonctions de colt
820 de la formule (3). Si la fonctionq)(d)/bog d a un seul minimum, nous présen-
tons une régle relativement simple de formation des arbres optimaux permettant
de calculer la forme et le colt des arbres optimaux en temps constant. Pour les
autres fonctions de colit, nous montrons que, si n est assez grand, le degré du
sommet des arbres optimaux est l'un des entiers qui minimisent ¢(d)/Log d.

Nous répondons & diverses conjectures relatives 3 ce probléme, ainsi qu'aux
questions posées par KNUTH [13], p. 377, Ex. 9. En particuliqf, nous montrons
qu'il n'existe pas toujours un arbre optimal dont la différence de profondeur
des feuilles n'exc&de pas un,et que,pour certaines fonctions de colit, cette

différence tend vers 1'infini avec n.

Résumé de la partie théorique

Le premier chapitre précise la terminologie, indique les définitions et les
propriéiés é€lémentaires, et donne desconditions suffisantes sur @ pour que les

degrés des arbres optimaux soient bornés.




¥

optimaux ont toutes méme poids. Le colit optimal C(n) est alors solution de la

récurrence suivante :

]
o

c(1)

C(n)

ds2 3 n.=n Igig

|
Min  Min [¢(d)n+ ZdC(ni)] r
I<icd * i

}

11 s'agit d'étudier cette récurrence et les propriétés des arbres optimaux

correspondants, ainsi que la complexité des algorithmes de recherche. |
+ |

Au chapitre 2, nous bornons inférieurement et supérieurement le colt optimal

et donnons quelques indications sur la forme des arbres optimaux, généralisant

ainsi les résultats obtenus en [8] et [20].

Au chapitre 3, nous étudions les propriétés de l'enveloppe comvexe de la |
fonction C(n), mettant en évidence la forme asymptotique de C(n). Nous sommes
ensuite amenés d distinguer deux catédgories de fonctions ¢, pour lesquelles les
propriétés des arbres optimaux sont assez différentes.

|

Pour la premidre catégorie de fonctions ¢, nous montrons au chapitre 4 que
le degré du sommet des arbres optimaux tend vers une limite avec n, généralisani
ainsi le résultat obtenu en [9] et [IO]. Nous présentons ensuite un algorithme
de calcul des arbres optimaux et de leur colit en temps constant. Enfin, nous mof
trons que, pour une fonction de coit donnée,la différence de profondeur des |
feuilles des arbres optimaux est bornée, mais que cette borme n'est pas toujout:
dgale a l'unité. | =

|

Au chapitre 5, nous &tudions les propriétés desarbres optimaux pour la deu-
xiéme catégorie de fonctions ¢¢. Nous montrons em particulier que la différence

de profondeur des feuilles tend vers 1'infini avec n.

Les quatres chapitres suivants traitent le cas oli les feuilles des arbres ‘
.

Au chapitre 6, nous étudions la forme des arbres optimaux dans le cas oi les
feuilles ont des poids quelconques. Nous bornons inférieurement et supérieurement
le cofit optimal et présentons des algorithmes et heuristiques de calcul des

arbres optimaux.

5. PRESENTATION DE LA PARTIE PRATIQUE

Il s'agit ici d'&tudier les problémes pratiques posés par le tri—fusion sur
disque, et, plus généralement, sur tous les périphériques i accds direct (tam—
bours, cartes magnétiques par exemple). Nous proposons diverses stratégies de
tri-fusion selon le contrdle de l'utilisateur sur les entrdes/sorties et selon
la configuration matérielle utilisée. L'analyse des performances de ces diverses

stratégies permet de faire des choix de configuration.

Au chapitre 7, nous présentons les caractéristiques de quelques périphériques
4 accds direct ainsi que les diverses configurations possibles. Selon le type
de périphériques utilisés et les possibilitds offertes par le systdme d'exploi-
tation, nous distinguons deux méthodes principales de tri-fusion : la méthode
a4 temps d'accés constant et la méthode optimisant les mouvements de bras du

disque.

Au chapitre 8, nous &tudions la méthode & temps d'accds constant. Elle s'appli-

que si l'utilisateur dispose d'un tambour ou d'un disque i tétes fixes. Elle
s'applique Egalement pour un disque 3 t8tes mobiles si l'utilisateur ne contréle
pas suffisamment les entrées/sorties pour optimiser les mouvements de bras du

disque.

Au chapitre 9, nous &tudions le tri-fusion avec optimisation du mouvement de
bras. Nous présentons un algorithme d'optimisation des mouvements de bras quand
L'utilisateur dispose d'un disque 3 t&tes mobiles. Nous &tudions également le

cas ol 1'utilisateur dispose de deux disques i tétes mobiles et comparons les

performances des diverses méthodes de tri-fusion.




6. MODELISATION DU TRI-FUSION SUR DISQUE i

Nous présentons en détail le processus de tri-fusion et analysons son cofit %

pour une stratégie simple, justifiant ainsi les formules (1) et (2) du paragrap

|
6.1, Description de la fusion &lémentaire i

I1 s'agit de fusionner 4 monotonies Wy ol s s ey Ty rangées sur disque
en une seule monotonie m . A la fin de 1a fusion &lémentaire, la monotonie o
devra étre rangée sur disque. Une fusion &lémentdire & d voies peut 8tre

représentée de la maniére suivante :

Nous appelons a; la longueur de la monctonie m, . Les monotonies

My e,y sont appeles "monotonies entrantes' et m "monotonie résultante'. ‘

Avant de commencer la fusion, il faut réserver sur le disque un enmlac%
ment de taille a_ pour la monotonie résultante m . Il faut également partager |
la place M disponible en mémoire centrale en (d+!) tampons de tailles

bo,b .,b,. On a évidemment X b. =M.

sie 3
! g l¢icd

A chaque monotonie entrante m correspond un tampon d'entrée de
taille bi ; & la monotonie résultante m  correspond le tampon de sortie de

taille b .
o

Nous représentons cela schématiquement sur la figure suivante :

o | b,
\ ol
tri-interclassement.
02 By
—_— B
7 I~
|
1
|
!
t
I
1
m b
—a i :
m b
o o
- et o { i
DISQUE MEMOIRE CENTRALE

FIGURE 1

Au débur, on remplit chaque tampon d'entrée avec le début de la monotonie
correspondante ; le tampon de sortie est vide. On effectue alors en mémoire
centrale la fusion des tampons d'entrée par un programme classique de tri-
interclassement, tri dont on range le résultat au fur et i masure dans le tampon
de sortie. Ce tri se poursuit jusqu'd ce qu'un tampon d'entrée devienne vide
ou que le tampon de sortie devienne plein. Dans le premier cas, on remplit le
tampon vide avec la suite de la monotonie correspondante. Dans le deuxiéme cas,

on vide le tampon de sortie & l'emplacement réservé & la monotonie résultante m .

Le temps F pris par la fusion &lémentaire se décompose en trois parties 1@

1)temps total de traitement de 1'ordinateur : Tm

2) temps total d'accd@s : pour chaque entrée/sortie, il y a un temps d'attent

- ou'temps accés" ~ avant que le transfert puisse commencer (temps de position-

nement du bras si le disque est & bras mobile plus temps de rotation du disque).

Le nombre d'accds & la séquence m; est [ai/bi], c'est-&-dire 1'entier égal ou immé

diatement supérieur & ai/bi'




- 10 -

Dans la pratique, les monotonies &tant beaucoup plus longues que le
tampon qui leur correspond en mémoire centrale, on ne commettra qu'une erveur

minime en remplagant [8i/bi] par ai/bi' Si T.a\i désigne le temps d'accés 4 la

monotonie o, le temps total d'accds est &gal ‘3 :

ai ]
D3; Tai 5.
O<icd i

3) temps total de transfert : chaque enregistrement &tant lu depuis le dis

puls derit sur le disque, le temps total de tramsfert est &gal i :

2 Tta
o

e e ki

ot Tc désigne le temps de transfert par unité de longueur.

L} |
Dans le cas général, le temps F d'une fusion &lémentaire est donc égal i

a.

4) F=2Tta + Y Ta, — +TIm
‘ i b,
ogigd i

6.2. Temps de fusion élémentaire pour une stratégie simple

Nous supposerons d'abord que le temps d'accés est constant. Dans le
cas de tambours ou de disques i tEtes fixes, le temps d'accds Ta est en moyenne
la moitié du temps d'une rotation du disque. Dans le cas de disques & t&tes
mobiles, on est obligé de prendre pour temps d'accés une valeur moyenne Ta si
1'utilisateur n'a aucun contrdle sur 1'emplacement des monotonies sur disque
(dans le cas contraire, il est possible d'optimiser le mouvement du bras du |

disque - voir chepitre 9).

Nous supposerons ensuite que les tampons en mémoire centrale ont tous

méme taille, soit M/(d+1). Nous traitons au chapitre 8 du choix d'une meilled

stratégie d'allecation de la mémoire centrale.

Enfin, nous ne tiendrons pas compte du temps de traitement
en mémoire centrale, ce probléme &tant examiné au chapitre 8.
En utilisant la formule (4), un calcul simple montre qu'avec |

ces hypothéses, le temps de fusion &lémentaire s'éerit

o B Ta
(5) F = (ad+B).aO csz-M g =2 (—E+Tt)

ce qui correspond bien au temps de fusion &lémentaire du paragraphe 3. |

r
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7. ANALOGIE AVEC LE CODAGE ET LA THEORIE DES QUESTIONNAIRES

Supposons que nous disposions d'un alphabet infini AI ,AZ,... AL, .00 et que
i

nous voulions coder dans cet alphabet n événements El""’En de probabilités

| IETERTE S Ce codage peut @&tre représenté par un arbre i n feuilles
(voir GALLAGER [5], Hurmman [7], prcarp [i 7]). L'arbre suivant représente
un codage possible pour 9 €véunements El Foos ,Eg.

a

%2 \ 2
El E2 E3 E4 Eg
A/ A\ &
1 2 3
E E'L
¢ E7 Eg

Le code de 1'&vénement E] est AIAI’ celui de E, est A A,, celui de E_ est A

] 4 174> 5 2

celui de E7 est A3AIA2, etc... Pour identifier 1'&vénement El‘, il faudra d'abord

poser la question correspondant au noeud a, qui a trois réponses possibles, puis

la guestion b, qui a quatre réponses possibles. A chaque &vénement E. correspond
i

donc un temps d'identification C(Ei) €gal & la somme des temps pris par les

questions nécessaires 4 1'identification de Ei'

Si go(d) est le temps pris par une question & d réponses, le temps

d'identification de E, est &gal i :
i

C(Ei) = P

@ (d(v)
VEL(Ei)

oti L(Ei) désigne l'ensemble des noeuds sur le chemin qui méne du sommet i la
feuille E;. Le temps moyen d'identification #(T) correspondant i un arbre

de codage T est donc :

(6) Cm= % p.cE)

I<ign




: 5179 '
Le probléme est le suivant : trouver le codage optimal, c'est-a-dire l'arbre

qui minimise le temps moyen d'identification E’(T).

Reprenons les notations du paragraphe 3 en remplagant les longueurs
des n monotonies initiales par les probabilités des n &vénements. Un calcul
simple montre que la formule (6) peut s'&crire :
g&n = 2 [ptam)u)]
vEG‘&

Nous retrouvons la formule (4) :‘la fonction de cofit sur les arbres est

donc la méme dans le cas du codage et dans le cas du tri-fusion. Le probléme

de la recherche de 1'arbre optimal est donc le méme dans les deux cas.

e ey
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CHAPITRE |

DEFINITIONS EI PROPRIETES ELEMENTAIRES

Nous présentons ici les définitions ainsi que les propriété &lé-
mentaires des arbres de fusion.Le premier paragraphe est conmsacré i la
terminologie que nous utiliserons sur les arbres et les transformations
d'arbres. La plupart des termes sont classiques. Nous définissons ensuite
la fonction de colit sur les arbres et &valuons le cofit des arbres possédant
certaines régularités. Nous donnons quelques propriétés &lémentaires des
arbres optimisant le coflit et examinons les transformations d'arbres préser-
vant l'optimalité. Nous disons enfin quelles, conditions doit satisfaire

A
la fonction de cofit pour que les degrés des arbres optimaux soient bornés.
1.1, TERMINOLOGIE

Définition 1 : Un arbre de fusion T est une arborescence A dont les feuilles f

ont des poids w(f) ré@els positifs ou nuls.

Par exemple :

FIGURE 1

Dans la suite, mous parlerons le plus souvent d' "arbre", au lieu d'arbre
de fusion. Gé€néralement, un arbre sera représenté par une arborescence dont le

feuilles sont valuédes.




L'arbre T suivant est une valuation des feuilles de l'arborescence A de
la figure 1.
T=
i
|
]
FIGURE 2 i

Nous emploierons les notations et la terminologie suivantes sur les arbore

cences et les arbres :
of; désigne 1'ensemble des noeuds de l'arbre ; sur l'exemple :

CR
a‘ﬁ; Lvl,vz,va,va}

375 désigne 1'ensemble des feuilles de 1'arbre ; sur l'exemple :

Fo o= 5,65 E508,, 80, g5 )
|

Sq désigne la suite des poids des feuilles de 1'arbre T, clest-d-dire

"7 le n-uple constitué par les poids de ses n feuilles ; sur 1l'exemple {
Sy = (4,20,7,10.5, 2.4,30,9,1). L'opération qui consiste & attribuer ‘

les poids d'un n-uple § aux n feuilles d'une arborescence sera appeld

placement. On dira qu'on place 5 sur A.

ascendant d'un noeud ou d'une feuille : sur l'exemple, les ascendants du
noeud v, sont les noeuds v, et Vs les ascendants de la feuille f2 sont

les noeuds Vs Yy et Vi

indépendance : un ensemble de noeuds ou de feuilles est dit indépendant si

aucun d'eux n'est ascendant d'un autre ; sur l'exemple, {v ,v3} est

wiypts
indépendant.

Al
pére d'un noeud ou d'une feuille : c'est 1'ascendant direct ; sur 1'exemple

est v, .

le pére de Yy est v, ; le pére de f4 2

I

SF}V) désigne 1l'ensemble des fils du noeud v, c'est-d-dire les descendants

directs de v ; sur 1'exemple : :F?vz) = {v4,f3,f4}.

sommet de l'arbre : c'est le noeud qui ne posséde pas de pére.

noeud terminal : c'est un noeud dont tous les fils sont des feuilles de 1'arbr

T(v) ou sous-arbre engendré par le noeud v : c'est le sous-arbre de sommet v

dont les feuilles ont méme poids que dans 1'arbre initial. Sur 1'exemple :

~

T(vz) = 9
1 2.4

FIGURE 3

sous—arbres principaux’: ce sont les sous-arbres engendrés par les fils du

sommet de l'arbre, appeiés noeuds principaux.
—_— e

Définition 2 : On appelle arbre de fusion & poids &gaux un arbre dont toutes

les feuilles ont le wéme poids.




m

Définition 3 : Le poids w(v) d'un noeud v est la somme des poids des feuilles

sous—arbre T(v) engendré par le noeud v. Le poids d'un arbre Ti

la somme dee raids de ses feuilles ; on le note w(T).
Sur 1'exemple, on a w(vz) =194, w(v4) =34 eor w(T) = 83.9

Définition 4 : Le degré d(v) d'un noeud v est &gal au nombre de ses fils.

Le degré d'un arbre T est le degré du sommet de cet arbre ; ou

le note d(T).

L

Sur 1'exemple, oun a d(v4) =2, d(vz) =3 et d(T) =4

Définition 5 : On appelle profondeur d'un noeud (resp. d'une feuille) le

nombre d'ascendants de ce noeud (resp. de cette feuille).

La profondeur du sommet est donc zéro. Sur 1'exemple, la profondeur de vy

est un, la profondeur de f, est trois.

Définition 6 : On appelle chemin L(v) (resp. L(f)) d'un noeud v (resp. d'une

feuille f) 1'ensemble des ascendants de ce noeud (resp. de cett

£
feuille). La profondeur du chemin est ia profondeur de ce moeud
(resp. de cette feuille).
Sur 1l'exemple, le chemin de f2 est {VA’VZ’VI} ; le chemin de v, est [vz,vﬁ

1.1.l, TRANSFORMATIONS SUR LES ARBRES

Définition 7 : Nous définissons sur les arbres de fusion les transformations |
=

suivantes (T désigne 1'arbre initial).
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Contraction T/v d'un noeud v : c'est la transformation qui

consiste 4 remplacer le noeud v par une feuille de poids w(v).

On peut contracter plusieurs noeuds indépendants VisVgseea sV

On note la contraction T/v],.__,vt.

Expansipq d'une feuille f par un arbre T' (L'arbre T' doit

avoir wlme poids que la feuille f) : c'est la transformation
qui consiste 3 remplacer la feuille f par un noeud qui engen-
drera le sous—arbre T'.

Remplacement d'un noeud v par un arbre T' (l'arbre T' doit

avoir le méme poids que le noeud v) : c'est la transformation
qui consiste 34 remplacer le sous—arbre engendré par v par

le sous-arbre T'.

Equilibrage d'un noeud terminal v : c'est la transformation
qui consiste & remplacer le noeud terminal v par un noeud

terminal dont tous les fils ont méme poids :

a
. o e d
Noeud terminal initial : ;j7‘?::>‘2L\\\j(v) =a= X
Icigd
Qi a2 a4
\
a
Noeud terminal transformé : ;:;‘1%:::><Z:1\\\
a & e
d d d

Filtrage d'un noeud v : si tousles fils de v sont des noeuds d
mémwe degré d, le filtrage consiste 3 remplacer le sous-arbre
T(v) par un sous—arbre de degré d dont tous les fils ont

degré d{(v). Par exemple, si 1'arbre initial est

a; a, a; 2, a a d(v) =3 d=2

par filtrage du noeud sommet, on obtlent l'arbre :




4y 92 03 ¢ @5 g 1
Toutes ces transformations laissent invariant le poids de 1l'arbre. Mais :
seul le filtrage laisse invariant sa suite de poids. Donnons quelques exeny

de transformations sur l'arbre T des figures 1 et 2. Voici deux exemples d¢

contractions de T :

TNy =
19.4 20 10.5
4 30

I

£~
TIVz,Vaz /]N

194 20 105 3

L'expansion de f par l'arbre T' suivant donne 1'arbre :

6

‘.
N /@

4L 25 3

|
|
|
|

Expansion de f6 par T' =

t 24 L 253 |

Le remplacement de v, par 1'arbre T' suivant donne l'arbre :

64 13

Remplacement de v, par K =

6.4 13

_]9_

1.2. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES DE LA FONCTION DE COUT

Définition 8 : Nous d&finissons sur les arbres la fonction de cofit suivante :
¢ Epm = = [(p(d(v)).w(v)]
vedd,
T
oli ¢ est une fonction quelconque des entiers plus grands ou
&gaux 3 deux dans les réels strictement positifs. L'arbre réduit
4 une feuille a un cofit nul,
Notons que la fonction de colit est entiérement définie par la donnée de la
fonction . Généralement, nous supposerons la fonction ¢ donnée et nous

noterons simplement &(T) le cofit d'un arbre T.

Définition 9 : Deux arbres sont dits 8quivalents s'ils ont méme cofit et méme

suite de poids des feuilles.

Si @(d) = d+2, les deux arbres suivants sont &quivalents pour la suite
(2,1.5,1,1.3,1.2) :

12 15 1.3

Nous examinons maintenant différentes méthodes de calcul du colit, ainsi que

les modifications du cofit entraindes par les transformations de la définition

Définition 10: Le colit partiel c(v) d'un noeud v est &gal & :

(2) clv) = X

u € L(v) ¢ (d<U))

On définit de méme le colit partiel d'une feuille.




Sur 1'exemple de la figure I, on a c(fs) =@ (2)+@(4) et c(vl') =§0(3)+§D(4),"l

Notons que le colit partiel ne dépend pas des poids.

ProEosition | : Le colit t’(T) d'un arbre T peut étre calculé par les quatre

formules suivantes :

{(3) 1) ?(r) = vequ‘ [q)(d(v)) w(v)] }—
) 2 L1 - & - ‘C(T(v)) ]

oli v désigne un noeud quelconque de T. Cette formule est :
1

appelée formule des contractions.

(5) » B - “Zg? [c(f) w(f)] r

Le cofit d'un arbre est donc la somme des colits partiels des
feuilles pondérés par leurs poids. Cette formule est appelée |

formule des colits partiels.

(6) o Em - ¢ (am) v + Riim ey .

! désignent les sous-arbres principaux de T.

1T Ty em

Preuve : |
£330/

J

en deux sous-ensembles : le sous—ensemble des noeuds de T/v et celui des

La méthode des contractions revient & faire une partition des noeuds de

noeuds de T(v). On obtient ainsi la formule (4) & partir de la formule (3]

On en déduit la formule (6).
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Montrons maintenant la formule (5). Lz formule (3) de définition du coit

peut s'écrire :

™ tn = 5 [plew). 2 wo

véﬂ/; fET(v)

Considérons waintenant une feuille f. Dans la formule (7), w(f) est en
facteur de tous les termes @(d(v)), ol v est un ascendant de f. Si nous

inversons 1'ordre des sommations, nous obtenons donc :
Em = Z [w\(f). z q)(d(v))]
134 VEL(£)

D'apré&s la définition du cofit partiel, on en déduit (5).

7

Proposition 2 : Le filtrage et 1'équilibrage laissent invariant le colt.
Preuve :

Pour 1'@quilibrage, c'est &vident.
Pour le filtrage : soit v le noeud que 1'on veut filtrer, d son degré, et

d' le degré de ses fils. D'aprés (4), le cout de 1'arbre T s'écrit :
B = Earm + Blrw)

Si nous appelons M IEEE A les petits-fils (fils de fils) de v

(q = d.d"), le colit de T(v) s'écrit :
?(T(v)) =Z’<T(v)/-vl,...,vq) + I\(Zi;sq ‘C(T(vi))

Caleculons maintenant le colit de T(v)/vl,...,vq par la méthode des cofits

partiels :

Crw/vnv) - Z oo ew +pan)]

Ce qui s'éerit :

‘Z( T(v)/vl,. ‘. ’Vq) = [(ﬂ(d) +Q (d')] w{v)
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| S8i n est le nombre de feuilles et p leur profondeur, on a

Le cofit de l'arbre s'écrit donc : 9,
(9 n= I ab ec p= T,
Igigt lgigt
€ - B/ +[(p(d)+qo(d')].w(v) v 2 (1)
lgigq . A toute déoomposition de 1'arbre régulier est donc associée une factori-

Cette formule &tant symétrique en d et d', l'opération de filtrage sation de n. La réciprogque est évidemment fausse. D'autre part, il est

== ne change pas le coft. &vident que toutes les feuilles ont mme coiit partiel c

1.3, DEFINITION ET COUT DE QUELQUES ARBRES PARTICULLERS

(10) ¢ = [1. (d.)]
: g o " . I<igt ﬂp *
Nous allons &tudier ici quelqueg types d'arbres possédant certaines régulaj . g .
1 )
rités. | Le colit d'un arbre T régulier de décomposition (dl],...,dtt) est domnc :
Définition I1 : Un arbre est dit plat si toutes ses feuilles sont 2 la (an b = wr. X [gi¢(di4
LA b T TR = Igist

profondeur 1.
D'aprés cette formule, le placement des poids sur les feuilles n'influe
Le cofit d'un arbre plat T est domc @ pas sur le colit. De méme, 1'ordre des degrés des différentes profondeurs
n'influe pas sur le cofit. Quel que soit le placement des poids sur les
(8) E(T) =¢(d(T)).w(T) | feuilles, les deux arbres suivants ont donc méme coflit que 1'arbre de

la figure 3 :

L'arbre obtenu depuis un arbre quelconque par contraction de ses noeuds

. . - . ||
principaux sera appelé arbre plat sommitgl. |
| \
Définition 12 : Un arbre est dit régulier si toutes ses feuilles sont & la
méme profondeur et si tous les noeuds situds 3 une méme pro-

fondeur ont méme degré. On appelle décomposition d'un arbre

régulier un ensemble noté (d],...,d t ol les d sont tous dif- Définition 13 : Un arbre d-parfait est un arbre régulier dont tous les noeuds

férents, et ol zi est €gal au nombre de profondeurs ol les 1— ont méme degré d.

noeuds ont degré d;. |
La décomposition d'un arbre d-parfait est donc (dp), ofi p est la profondeur

Par exemple, 1'arbre régulier suivant a pour décomposition (31,22). ! des feuilles. Avec les mémes notations que pour les arbres réguliers, nous

. N | . avons :
I (12) S L
| | (13) c=pp(d

ol - (:4) Er) = p.dp @)




F
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1.4. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES DES ARERES OPTIMAUX

Définition 14 : Un arbre est dit d-équilibré si son arborescence a la
forme suivante : jusqu'd la profondeur (p-1), tous les

" R . Définition 15 : Un arbre est dit optimal pour un n-uple $ = (& ,...,a )
noeuds ont degré d ; a la profondeur p, il y a r noeuds e | 2
. _ . . donné s'il minimise le cofit des arbres ayant S pour
terminaux de degré d, un noeud terminal de degré s
P . ; suite de poids des feuilles. Le colit de 1'arbre optimal
(2¢sgd), et (d*-r-1) feuilles. Si n est le nombre de ]
R . . est noté Cpla, ,...,a_) ou C,(S).
feuilles de 1'arbre, les entiers p, r et s sont déterminés (['( 1’ ! n) (P( )

de fagon unique par :

F- §'il n'y a pas ambiguit& sur ¢, nous noterons le cofit optimal
(15) & <n< dp+1 C(al,...,an) ou C(S). Il peut exister plusieurs arbres optimaux
différents pour un méme n-uple. Par exemple, si @ (d) = 4, les deux
(16) n-dP-1 = (d-Dr + (s-2) arbres suivants sont optimaux pour le 4-uple (1,1,1,1)

Les entiers r et’ (s-2) sont respectivement le quotient B

et le reste de la division de (n-d"~1) par (d-1). | m
1 1

Notons que dans un arbre d-8quilibré tous les noeuds, sauf peut—8€tre un

g
ont degré d et que la différence de profondeur des feuilles n'excéde pal
}

un. Un arbre d-8quilibré peut 8tre représentéd de la faconm suivante : | Proposition 3 : Le cofit optimal est "proportionnel au n-uple.

F Plus précisément, si b est une constante réelle positive, on a

| (18) € aj,.w-sb a) =b Clajsensa)
{ D'autre part, les arbres optimaux pour (b al,...,b an)se dé duisen
(aP~r-1) feuilles des arbres optimaux pour (al,...,an) en remplagant le

poids ay de chaque feuille par b.ai.
profondeur p

e profondeur p+l I Preuve : SoitT un arbre optimal pour (al,...,an). Si nqus remplagons
éegré d ] i dans T le poids a; de chaque feuille par b.ai, nous obtenons un arbre T'
degré s | pour (b al""‘b an) de colt :
FIGURE 4 BT = b, T = b.Clajy-ra)

Par exemple, 1'arbre 3-équilibré & 6 feuilles est : L'arbre T' ayant (b al,...,b an) pour suite de poids des feuilles, nous

avons :

p=1
i iy ro=1 = BT > Cb ap,..uyb a)
s =2 |
On en déduit que :

Un caleul simple montre que le cofit Hd(n) de l'arbre d-8quilibré i

n-feuilles de poids égaux 3 1'unité est : ‘. b.C(al,---,an) > C(b a],---,b an)

(17 Hy(n) = @& {npred ] + sgs) ‘
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Un raisonnement analogue (avec 1/b) wontre 1'inggalitd contraire. ! Preuve de (ii) : Appelons T 1'arbre optimal correspondant au n-uple
On obtient donc bien 1'égalité (18). Il en résulte que l'arbre T' est | (al,...,an). Complétons le noeud v de degré d par (d'-d) fils de poids e.
bien optimal pour (b al,...,b an). % Le colt de 1'arbre T' ainsi obtenu est &gal & :
f
1.4.1. HYPOTHESE DE CROISSANCE DE LA FONCTION DE COUT 1) = LM -9 (d.ulv) + P W(V)+(d._d)el
=H Dans la pratique, il est &videant que la fonction @ est croissante. - Comme par hypothése @(d) >¢(d'), on en déduit, d'aprés 1'inégalité (19),
Du point de vue théorique, si ce n'est pas le cas, on sboutit i une i que €(T') < @(T). Comme par définition on a C(a],...,an,g,...,e) < ‘f(T‘)
anomalie, comme le montre le lemme suivant : 0 . et P(1) = C(al,...,an), on en déduit bien que :
_ (d'-d) fois
Lemme 1 : (i) Si @ est croissante, om a: C(al,...,an) > C(a‘,...,an,'e,...,e) )
C(al,...,an) SC(al,...,an,b) (b » 0) 4

S8i @ n'est pas croissante, on a donc une anomalie : on peut améliorer

ii) Si ¢ n'est pas croissante, c'est-a-dire, s'il existe N . N o
(ii) 4 2 ’ ’ le coflit optimal correspondant 4 un n-upte en lui ajoutant des termes

deux entiers d et d' vérifiant :

d < d' et ©(d) > @)

non nuls ! Pour &viter cette anomalie, la méthode la plus simple consiste
d transformer la fonction ¢ en fonction croissante de la manidre suivante.
alors on 2 : (d'-d) fois Chaque fois que 1'on a :

C(al,...,an) e C(a),...,an,_g,...,g)

chaque fols que 1'arbre optimal correspondant au 4<ar et @(d) >0 (a’)
n-uple (a],...,an) a un noeud v de degré d et si e

FRREIR on fait @(d) = @ (d'). Un nceud de degré d sera alors représenté par :
Yl 4
(19) €< ‘;Sg Lﬁ‘?({;_)(d.f)ﬂl .
astit :( 53 ai)(p(d')
lgi<d
Preuve de (i) : Soit T' un arbre optimal correspondant 3 la suite i
(al,...,an,b). Considérons le noeud v qui est le pére de la feuille
de poids b. Si nous supprimons dans T' la feuille de poids v, le degré
-- du noeud v passe de d & d-1. L'arbre T ainsi obtenu a donc pour coBt : o d'
cofit :( Z ai>g0(d')
) = G - @) wv) + @ d-1). (w(v)-b) Ay S e B 1<icd

(d'-d) zéros

Comme (¢ est croissante par hypoth&se, on en déduit Ty ¢ eT').
L] SL nous 11 tte transformati gpétiti ent, nous obtenons

Comme par définition, on a C(a],...,an) < @(T) et cF(T') = C(a],...,an us appllquons cetfie tranSiormation repetitivement,

une fonction  croissante, c'est—-d—dire telle que :

d>d = @@ @dh).

on en déduit bien :
C(al,A.A,an) < C(al,...,an,b)

—_— e —— .
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Dans la suite, nous supposerons donc que ia fonction ¢ est croissante. | Si dans T, nous faisons l'expansion de la feuille de poids 1.4 par T

o
Cette hypoth&se n'est pas essentielle & 1'expos&, mais elle simplifie | nous obtenons l'arbre T' suivant qui n'est pas optimal :
{

- . . Kl 3 -I
les démonstrations. Si la fonction @ n'est pas croissante, il faut modi~

fier d'une constante les bornes sup&rieures des chapitres suivants,et 13

proposition 6.1.(ii) n'est plus valables. ' T = 1.1 8(’1") = 20.3
1 1 =2 Q.2
= 1.4,2. TRANSFORMATIONS D'ARBRES CONSERVANT L'OPTIMALITE
i En effet, pour la suite de poids (1,1,1.1,1.2,0.2), 1'arbre optimal
Proposition & : (i) Toute contraction d'un arbre optimal est optimale. est 1'atire T" ‘suivant
(ii) Tout sous-arbre d'un arbre optimal est optimal. :
(iii) Si dans un arbre optimal, on remplace un noeud Vv par
un arbre &quivalent i T(v), on obtient un arbre optim b - 1.2 DI K(T.") - 20.1

1 1 0.2

Preuve : Considérons un arbre optimal T et un noeud v. D'aprés la

proposition 1, le cofit de T peut s'écrire :

Proposition 5 : L'arbre obtenu par équilibrage d'un arbre optimal est égale-

?(T) =?(T/V) + P(r(v)) ment optimal.
Cette formule montre que si L'on remplace T(v) par un arbre Equivalent, Preuve : Reprenons les notations de la définition 7 :
1'arbre obtenu a méme cofit que T. Comme,d'autre part, sa suite de poids
la mémwe, 1'arbre obtenu est équivalent & T. Il est donc optimal, ce Noeud e i HE] AraEal q 4 wly) = a - 5 e
qui démontre (iii). ; i:\. Igigd
3 # %4
Enfin ', si T/v et T(v) n'étaient pas optimaux, on les remplacerait 3 N\
dans T par un arbre de cofit inférieur, améliorant ainsi le colt ¢, Noeud terminal transformé d
ce qui contredit 1'hypothdse d'optimalité de T. q a s LAY,
) d d d

Les contractions multiples sont aissi optimales.

I1 est important de voir que la "réciproque” de ce lemme est fausse : \

si dans un arbre optimal, nous faisons l'expansion d'une feuwille par un | On peut supposer que a; < 8, § ... < a,. Appelons T 1'arbre initial et

- i . 3 ] T T - .
sous-arbre optimal, nous n'obtenons pas toujours un arbre optimal. Sp sa suite de poids. Appelons U' 1'arbre transformé et Sy sa suite.

' = s .
Considérons par exemple, la fonction de colt ¢@(d) = d. Pour cette | D'aprés la proposition 2, on a :

fonction de cofit, les arbres T et T, suivants sont optimaux : |

(20) Bany = Em
1.4
T = 1.1 1.4 T, = /\ Appelons U 1'arbre optimal pour la suite 8. Il est clair que
e 1.2 0.2
. 2n Cw <« Tay
i
W




Classons maintenant les d feuilles de poids a/d de 1'arbxe U par ordre
décroissant de leurs colits partiels (c'est-a-dire :
C(fl) > c(fz) % AP 12 c(fd)). Calculons le coiit de U par la

formule des cofits partiels :

& sped X e(f.)
22 (U) = R
= 2 lgigd 1

Dans cette formule, R désigne la sommation des cofits partiels pondérés |-

sur toutes les feuilles sauf les feuilles fi définies précédemment.

Construisons maintenant un arbre T' pour la suite initiale S, de la

manidre suivante : on attribué 3 chaque feuille fi de U le poids a; .

Comme T est optimal pour ST’ on a :
(23) L@ <Ban [

Comme précédemment, le cofit de T' peut s'écrire :
(24) gry =r+ I c(f)ay

1¢igd

D'aprés (22) et (24), la différence C(U) - (1) s'erit :
a
(25) GBw -8y = I e (§- ai)
lgigd
Montrons que cette quantité est positive ou nulle. Les a; €tant croissan
e a a
appelons k un indice tel que a €7 et e > g

L'égalitd (25) peut alors s'@crire :

C - [ > £,) 2 = - ) c(f.){a.~
(26) W - &an ) e(f; (d 1) veied A (1i

Les cofits partiels c(fi) dtant décroissants avec i, on en déduit @

(27) Gy - Gan >{ cg). = (§- ai)] -[c(fk). b (ai 3

lsigd k+lgicd

|
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Le second terme &tant nul, on a bien :
(28) Cuvwy » Can
Finalement, en combinant (20), (23) et (28), on obtient :
Ew < T
L'inégalité (21) étant dans 1'autre sens, on en déduit :
Cany = Lw.
L'arbre transformé U' est donc optimal.

Bien entendu, la réciproque (avec opération de déséquilibrage) est

fausse.

1.4.3. RELATION ENTRE POIDS ET COUTS PARTIELS DANS LES ARBRES OPTIMAUX

Dans un arbre optimal, il existe une relation simple entre les poids
et les coflits partiels des noeuds et des feuilles. Cette relation nous
permettra de placer les poids d'une suite S donnée sur les feuilles

d'une arborescence A donnée de mani&re I minimiser le cofit.

. ¥ . 1 X
Proposition 6 : Pour toute paire de noeuds ou de feuilles v, et v, d'un

arbre optimal, on a 1'indgalité :
(29) [c(v])—c(vz)].[ w(v)- w&zﬂ <0

Preuve : Si.l'un des deux est ascendant de 1'autre, 1'inégalité est
évidente. Supposons donc v, et vy indépendants et contractons si nécessaire
v, et v,. D'aprés la proposition précédente, l'arbre U ainsi obtenu est

&galement optimal. Calculons son coiit par la méthode des cofits partiels :
(30) W) = R+ cv),w(v)) + c(v,).wl(v,)

Dans cette formule, R désigne la sommation des colits partiels pondérés

sur toutes les feuilles sauf v, et v,. Considérons 1'arbre U' obtenu en
échangeant les poids de v, et vy,




= P
=1 B3I =

Son colt est @ 1.5.1. DEFINITION ET PROPRIETES
N = v . . o
Cwry =r+ c(vowlvy) + elv) w(v)) Définition 16 :  Une fonction de cofit est dite 4 degré borné par un entier

do si pour tout n-uple, il existe un atbre optimal dont

, ~ . : L [ B pon
L'arbre U &tant optimal, on a &(U) < G(U'). On en déduit 1'inégalité ( tous Ies noeuds ont un degré inférieur ou égal i 4.

A ]
On appelle degré maximum le plus petit entier d , dvant
. : E t ma
Corollaire 1 : Pour toute paire de noeuds ou de feuilles v, et v, d'un cette propridté.

arbre optimal, on a les implications : k-

31 e(v)) < elvy) = wiv)) > w(v,) Le fait que la fonction de cofit posséde un d .y M'entraine pas que
(32) “'(Vl) y w(vz) = C(vl) X C(VZ) ) tov:.\s les arbres optimaux ont un degré inférieur ou &gal 2 dmax' Il peut
exister des arbres &quivalents de degré sup&rieur. Par exemple, si
Corollaire 2 : Dans un arbre 'optimal, les poids des feuilles sont dans @ (d) = d+1, on peut montrer que dmax = 5. Cependant, les deux arbres
1'ordre inverse de leurs cofits partiels. suivants sont optimaux, pour le 6-uple (1,1,1,1,1,1) et ont pour colt 4.2 :

arborescence A et pour suite S est obtenu en plagant

Corollaire 3 : Soient une arborescence A & n feuilles et une suite
S = (a] SR ,an). L'arbre T de cofit minimum ayant pour
1 1 1 1 1 1
1 11 1 1 1

les poids de S sur les feuilles de A, dans l'ordre invers

de leurs cofits partiels. Le cofit de T est noté :

Proposition 7 : S8i les deux conditions suivantes sont réalisées :
(33) Z:’A(S) ou C,A(ai""’an) 1) pour tout n-uple, il existe un arbre optimal de
degré au sommet inférieur ou Egal i dmax
Preuve : Par 1'absurde : s'il existait deux feuilles f] et f2 telles que 2) pour certains n-uple, il n'existe pas d'arbres
w(fl) > w(fz) et C(fl) > c(fz), I optimaux de degré au sommet inférieldr 3 dmax
on pourrait alors améliorer strictement le cofit en échangeant les alors la fonction de colt a nour degré maximum dmax'
poids de fl et £, (cf. démonstration de la propesition 5).
%
N 1.5. FONCTIONS DE COUT A DEGRE BORNE __Fw : Considérons un arbre optimal T quelconque pour un n-uple donné.
i ) . Nous allons construire un arbre équivalent dont tous les noeuds ont un
Pour les fonctions de colit rencontrées dans la pratique, les degrés des degré inférieur ou égal a dmax' Si le degré du sommet de T est supérieur
noeuds des arbres oplimaux ne sont pas arbitrairement grands (c'est le 3d . nous remplegons T par un arbre &quivalent de degré au sommet
cas pour les foncticns de cofit du tri sur disque). Nous montrons ici que plus petit ou égal i d ax (c'est possible d'aprés la condition 1).
B les arbres optimaux & poids &gaux ont leurs degrés bornés, alors c'est o Dans l'arbre ainsi cbtenu, remplagons si nécessaire les noeuds situés
vrai pour les arbres optimaux correspondants 4 un n-uple quelconque. 4 la profondeur 1 par des arbres &quivalents de degrés plus petits ou
Nous donnons eansuite des conditions suffisantes pour que la fonction Egaux 3 4 ax (toujours d"aprés la condition 1). D'aprés la proposition 4,

1 - .
de cofit soit a degré borné. 1'arbre résultant est optimal.
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Sur ce nouvel arbre, on fait les wfmes opérations sur tous les noeuds X
Il est clair que :

situés 3 la profondeur 2, et ainsi de suite, jusqu'a ce qu'on obtieane !

un arbre optimal dont tous les noeuds ont un degré inférieur ou &gal I
i o : (34) By = Ewy
4 d . La condition 2 assure que d est le plus petit entier
max max
possédant cette propridté. , i o
a L'arbre U2 est un arbre optimal & poids égaux de degré au sommet
F d supérieur 3 d . Par hypoth8se, i1 existe donc un arbre 8quivalent
Proposition 8 : Si la fonction de cofit posséde un degré maximum d R . jmax i q
r Zzopositidn © ; ‘ max i U3 a d feuilles, de degré au sommet d' plus petit ou égal 2 d___.
pour tous les arbres i poids égaux, alors elle max
On a donc :
posséde le méme degré maximum dmax dans le cas général.
35 _
(35) Bwy = Ew,)

Preuve : Si pour tout n-uple, nous construisons un arbre optimal
A a .

.
de degré au sommet plus petit ou &gal 4 d__, la condition 1 de la . i
o ] . | max . . , Plagons donc les poids (a],...,ad) sur 1'arborescence de U, dans 1'ordre
proposition 7 sera satisfaite. La condition 2 est satisfaite. puisque, 3 2 A 3
) . j ) inverse des cofits partiels. Nous obtenons ainsi un arbre U,. Par une
par hypothése, pour certains n-uples d@ poids &gaux, il n'existe pas _ . . L. 4
méthode identique 3 celle de la proposition 5 (démonstration de 1'iné-

d'arbres optimaux de degrd au sommet inférieur @ d . D'aprés la .
max galité (28)), on montre que @

proposition précédente, la fonction de cofit aura donc pour degré maximum

Inax (36) B, <« By

Soient donc un n-uple quelconque et un arbre optimal! T correspondant. i
. ) La combinaison des formules (34), (35) et (36) montre que C(U ) € Ew .

Si T a un degré au sommet d supérieur i d , nous allons construlre x N X 4 |
max Mais les arbres U4 et U ont la wlme suite de poids (a],...,ad). Comme U]

un arbre équivalent de degré au sommet inférieur ou égal & d . . ~ ! . !
max est optimal, on en déduit que U4 est également optimal. Mais le degré

Posons a = w(T) ; appelons T, ,...,T, les sous—arbres principaux i et T =
) 1 d ] au sommet de U& est d', inférieur ou &gal 2 d . Il suffit donc dans T

de T et a,,..-,a, leurs poids ; appelons U] 1'arbre plat sommital de T # = » L v
1 de remplacer U1 par Uk (c'est-d-dire de faire dans UA 1'expansion des

a . .

i 4 feuilles de poids @seee,8y par les sous—arbres T]""’Td) pour obtenir
1 . un arbre T' &quivalent T et de degré au sommet plus petit ou égal & d__ .
a a>"* ay max

1.5.2. CONDITIONS SUFKFISANTES POUR QU'UNE FONCTION DE COUT SOIT
D'aprés la proposition 1, le cclit de T s'@crit : ’
A DEGRE EORNE
Em - Ewp + X Eay . ‘ iy
] Peied i Nous avons vu qu'il suffit de se limiter aux arbres optimaux & poids

1 égaux. En fait, on peut se limiter aux arbres 3 poids égaux et unitaires.

Nous allons donner une condition pour que les arbres de ce type ne

D'aprés la proposition 5, 1'arbre U2 suivant obtenu par 8quilibrage de . ] i 1 . ) .
solent pas optimaux si leurs degrés sont trop grands., A cette fin, il suffa

U, , est également optimal : o, -
1 de trouver une condition pour que les cofits des arbres de degrés trop grands

A soient sup@rieurs aux cofits de certaing arbres, les arbres d-équilibrés. Not

u ¥ ) p allons done commencer par &tudier le colit des arbres d-&quilibrés i poids

égaux et unitaires.




Définition 17 : Nous définissons deux fonctions fd et hd sur le domaine

réel [ i, [de la maniére suivante :

: _ 9@ 1
37 1) f,00 = T Log x |
(ii) hy est la fonction constitude par les segments de
" droite joignant les pairesde points du plan
[dp,fd(dp)] et [dp‘H ,fd(dpﬂ)] pour p entier positj
ou nul. Plus précisément :
(38) pour & < x < de
nx) = 0@.fp P+ x-® (p+ o
(39) FICO L A ON §J Dl
Lemme 2 : Le coflit Hd(n) d'un arbre d-8quilibré & poids égaux et
unitaires vérifie :
(40) (1) Hd(n) < fd(n) +@(d).n
(41) (1) Hy(n) < b () + R()
oli K(d) est le réel positif ou nul défini par :
s d
(42) K(d) = Max [<s—1)(¢(5) = - 0(a) »&:)]
2¢sgd

Preuve de (i) : Pour les arbres d-&quilibrés, nous utilisons les notatinil
SRR A

de la définition 14 :

(dP-r~1) feuilles )

Profondeur p

Profondeur p+l /i\ /I\ /l\

T T

degré d degré s

FIGURE 5

_374

Si n est le nombre de feuilles, les entiers p, r et s sont déterminés par

(43) P <q s "
(bt) n-dP-1 = (d-l).r + (s-2) 2<s <d

Majorons le cofit Hd(n) en utilisant la formule des colits partiels. Les
s feuilles correspondant au noeud terminal de degré s ont pour coit
partiel[p¢(d) +§0(s)]. Les autres feuilles sont & la profondeur p ou
p*l ; leurs colits partiels sont donc inférieurs ou &gaux 3 [(p+l) (p(d)] s

Le cofit Hd(n) est donc majoré par :
Hy(n) < s [p(p(d) +(p(s)] + (n-s) (p+1) @(d)
ce qui s'Berit :
s) By < 041) 9@ 0 +s [p(s) - 9 ()]

Or, d'aprés 1'inégalité (35), p est borné par :

Log n
P < Log d

En substituant dans (45), on obtient \

Hy(n) < {@g—:)—g n Logn+ ®(d) n + s(go(s)—go(d))

On en déduit 1'inégalité (40), car @ est croissante.

Preuve de (ii) : D'aprés les formules (17) et (39), la différence Hd—hd

s'écrit
(46) Hy()=h, (n) = s@(s) - (%) d @(d)

On en déduit immédiatement la formule (41).




I
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La deuxigme majoration est évidemment plus fine que la premiére.
Cependant, cette derni&re a 1'avantage d'étre simple 3 formuler et
sera utilisée le plus souvent dans la suite.

Remarquons que si la fonction @(d)sd/(d-1) est ¢roissante, on a

K(d) =0

Clest le cas pour les fonctions de cofit du type tri sur disque si

Bfa < 1.

Théoréme 1 Si la fonction @ satisfait 1'une des conditions suivantes,

alors la fometion de colit possidde un degré maximum dmax

inférieur i do :

) o)
(47) (1) Vn > d, o) > Tog 4, Log n + @(d))
(48) (i) Va » d n.@(n) > hy (2) + K(d))
1l
(d0 et d] sont des entiers plus grands ou &gaux 3 deux)

De plus, tous les noeuds des arbres optimaux ont un degré

inférieur 2 do'

Preuve : D'aprés le lemme préc&dent, 1'une ou l'autre de ces deux

conditions entraine que :

(49) Va 2 d n @ (n) >Hd(m
1

aQ

Montrons donc que les noeuds des arbres optimaux ont un degré inférieur

a do’ ce qui entrafnera le degré maximum

Supposons qu'il existe un arbre optimal dont un noeud a un degré d

supérieur ou Egal i do’ Considérons 1'arbre engendré par ce noeud.
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D'aprds la proposition 4, cet arbre est optimal. Toujours d'aprés
cette méme proposition, son arbre plat sommital est Egalement optimal.
D'aprés la proposition 5, 1'arbre P obtenu par équilibrage de cet arbre
plat est aussi optimal. Son cofit est donc inférieur ou égal au cofit
de 1'arbre d-8quilibré 4 d feuilles de poids w(P)/d, ce qui s'@crit :
w(P
p @@ ¢ B2 w, (@
d 4
ce qui entrafne :

aPa) < B, (&)
i

Cette derni&re inégalité contredit (49), puisque d > dg
%
Corollaire 4 : $i la différence entre @(n)/Log n et son minimum est
plus grande qu'une constante & partir d'un certain rang,
alors la fonction de colit est & degré borné. Cette condition

s'exprime de la maniére suivante :

(n) : (d)
(50) (3e>0) @N) (v, E';gLn s e+ g;; E%EE

Preuve : Il nous suffit de montrer que cette condition entrafne la propo-

sition (i) du théoréme l. Cette dernidre peut s'écrire:
el @ld)
51 3d,)@d) VYo > d fn) ' I
(51 (34))@d) Vo o Log n ~ Log d, * Log n

Nous allons donc calculerx dl et do en fonction de € et N. D'aprés
(50), la fonction ¢)(n)/Log n a un minimum pour un entier m plus

petit que N. Posons :

(52) d, =m

(d))/e
(s3) d, = Max (N, lf ’ J+1)




Preuve : Il est évident que cette proposition entrafne le corollaire
précédent.
%,
1.6. EXEMPLE DU TRI SUR DISQUE

Corollaire 5 :

Conme d0 > N, la

proposition (50) entraime :
(d;)
@ (n) pig,

(54) Vo > d Lopun e+ Toa d[
Or, d'aprés (53), on a :
)
€ > g
Log do

En combinant cette inégalité et 1'indgalitd& (54), on obtient :

@ (n)

Vn » do Tog

XCORENICH!
Log dl i Log do

Comme n » d_, cette derniére inégalité entraine bien 1'inégalité (51).
%
Si la fonction {o(n)/Log n est croissante et non bornée

3 partir d'un certain rang, alors la fonction de colit
est & degré borné.

(56)

(55)

Nous avons vu dans 1'introduction que pour une modélisation simple du
tri sur

disque, les fonctions de colits sont du type :

Q) =ad+B

oti o et § sont des réels positifs ou nuls. Ces [onclions de colt nous

serviront d'exemple dans la prewmiére partie. En fait, nous nous limiterof
aux fonctions du type :

Py =d + A

ol X est un réel positif ou nul.
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En effet, il est facile de vérifier que la multiplication par une constante

@ d'une fonction @ de ce type ne change pas la forme des arbres optimaux.
Seul le colit est multiplié par¢y. Plus précisément :

Eo (D = el (D)
(57) i 4

ch(/)(S) = u.C(p (8)

D'aprés le corollaire 5, les fonctions @ de ce type poss&dent un degré

maximum. En effet, la fonction (n+A)/Log n posséde un (parfois deux)
minimum entier et elle est croissante ensuite.
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CHAPITRE 2

ARBRES OPTIMAUX A POIDS EGAUX

Dans ce chapitre, ainsi que dans les trois chapitres suivants, nous
étudions les arbres optimaux & poids égaux. Il s'agit d'une part de

- = mettre en &vidence les propriétés des arbres optimaux et de leur coit,
et d'autre part d'étudier la complexité des algorithmes de recherche des
arbres optimaux. Nous montrerons au chapitre 4 que, pour la plupart

des fonctions de colit, il existe un algorithme de recherche en temps

! constant.

Dans la suite, nous supposerons que les poids gont &gaux a 1'unité.
D'aprés la proposition 1.3, cela n'est pas une restriction : l'arbre
optimal pour le n-uple (1,1,...,1) est &galement optimal pour le n-uple
(b,b,...,b), le colit étant proportionnel & b. Le colit optimal dépend alors
uniquement de n. Nous le noterons C(n). Par ailleurs, les poids des
feuilles étant toujours 1'unitd@, les arbres seront entiérement décrits
par la forme de leurs arborescences ; nous omettrons donc d'indiquer

sur les figures le poids des feuilles.

Nous présentons d'abord une récurrence permettant de calculer C(n),
colt des arbres optimaux 4 n feuilles de poids unitaire. Un algorithme
\
de calcul de ces arbres et de leurs colits est proposé, algorithme dont nous

gtudions la complexité en temps et en espace mémoire.

Au deuxiéme paragraphe, nous étudions la forme asymptotique du colt
optimal C(n), ce qui nous donnera, au paragraphe 3, des indications sur
la forme des arbres optimaux. Nous appliquons ensuite ces résultats # une

certaine classe de fonctions de cofit.
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2.1. RECURRENCE ET ALGORITHMES DE CALCUL DES ARBRES OPTIMAUX ET DE LEURS COUTS

2.1.1, RECURRENCE DE CALCUL DU COUT OPTIMAL C(mn)

Nous cherchons les arbres optimaux & n feuilles, ainsi que leur colt.
L'arbre 3 une feuille est réduit & un point et son colit est nul par
définition.: C(!) = 0. Supposons que 1l'on connaisse les arbres optimaux

a 1,2,3,...,n"1 feuilles, ainsi que leurs coits.

Pour calculer 1'arbre optimal & n feuilles, la méthode la plus simple
consiste 4 examiner tous les ,arbres & n feuilles et & choisir celui de
cofit minimum; D'aprd@s la proposition 4, on peut limiter cette recherche
aux arbres dont les sous—arbres principaux sont eux-mémes optimaux. Soit T
un tel arbre. Appelons d son degré au sommet, (Tl""’Td) ses sous—arbres
principaux et (nl,...,nd) leurs poids. D'aprés la proposition 1.1, le

coflit de cet arbre est égal & :

gm = g o+ X BT
Igigd

Les arbres Ti étant optimaux, on a g(Ti) = C(ni) jieh v

Om = ¢@n+ %
lsigd

C(n,)

h
Il s'agit donc de chercher l'arbre qui minimise €(T) pour tous les degrés
d possible et pour toutes les partitions de n en (nl,...,nd). Le cofit C{n)

est donc solution de la récurrence suivante :

c(l) =0
(n
C(n) = Min [gp(d)ni- Min ( 2] C(ni))]
2¢dsn 14 Y n.en \lgigd |
lgigd *

oi d et n, sout des entiers positifs.

La fonction C(n) n'est définie que sur les entiers. On peut 1'étendre,
par interpolation lingaire, aux réels de [I,oe [ Plus précisément, entre
deux entiers n et n+l la fonction C est le segment de droite joignant les

points du plan [n,C(n)] et [n+1 ,C(n+l)].
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On montre facilement que la fonction C(n) ainsi définie vérifie :
La somme des coflits des arbres du groupe est donc @

c(l)y =0
@) (5) A(1,i) + A(d-1,n-i).
C(x) & Min [@(d). x + Min ( 5 C(Xi))
d>2 5 t=x Igi<d Pour obtenir A(d,n) il suffit de minimiser cette quantité quand i varie :
leied *
= =z = L. (6) A(d,n) = Min [Al,i + A(d-) n—i]
ol X et %; sont des réels plus grands ou égaux & 1. Notons que pour (d,n) ei<n/d (1,1) (&1,0-1)
un réel x donné on ne trouve généralement pas d'entier d et de réels
) Vapalité (par symétrie, on peut faire varier i de 1 El_n/dJseulement).
%; qui assurent 1'égalité.
2.1.2. ALGORITHME DE CALCUL DES ARBRES OPTIMAUX ET DE LEURS COUTS L'algorithme suivant calcule “C(N) = A(1,N) en utilisant les formules (4) et
o j (6). Dans un souci de clarté, cet algorithme, ainsi que ceux que nous serons
Les méthodes de programmation dynamique s'appliquent bien & la résolution amenés d décrire par la suite, est &crit dans un ALGOL tré&s approximatif.
A Nous nous permettons par exemple d'écrire Min . En téte de chaque algo-
de la récurrence précédente. En effet, définissons le tableau A(d,n) sui- P P 4 2<den n chaque alg
rithme, nous indiquerons la dimension des tableaux nécessaires.
vant :
tableau A(N,N) ;
Ald,n) = Min Y c) pour 2<dsn teblegy AGLND ¢
b3 n.=n lgigd ]' Il} pour n:=2 pas | jusqu'd N faire
(3) lgsigd | début
. . "
12 pour d: = 2 pas 1 jusqud n faire
A(l,n) = C(n) —a
' dgbut
A(d = Min [A 1,i) + A(d-1,n-1 ]
En clair, A(d,n) minimise la somme des cofits de d arbres dont la somme 13 (dpe) I<idnld (1,1) 481,01
g 1 fin ;
des poids est n. Connaissant A(d,n) pour 2<d<m, il est clair que le e
) - T4 A(l,n)i= Min [(p(d).n + A(d,n)]
colit optimal C(n) s'écrit : 2<den
fin
) Cm) = aQ,n) = Min [@(d).n + ad,0)] £p

2<d<n

. . Cet algorithme calcdle uniquement le colit optimal. Pour obtenir en méme
Pour calculer A(d,n), il faut examiner tous les groupes de d arbres dont

. d - omC o temps la forme des arbres optimaux, il suffit de garder les entiers i et d
la somme des poids est n et choisir le groupe de colit minimum. On peut

= R qui minimisent respectivement A(d,n) dans l'instruction I3 et A(l,n)
limiter celle recheiche aux groupes dont les arbres constitutifs et tous ‘ ‘ : ‘ ‘

i L dans 1l'instruction I4. A partir de ces informations, on reconstitue
les sous—groupes sont eux-mémes optimaux. Considérons um tel. groupe et ) A

] . 2 . - aisément la forme des arbres optimaux.
isolons un de ses arbres de poids i. Cet arbre &tant optimal, son colt -

est égal a C(i) = A(i,i). De méme, la somme des colits des (d-1) arbres

restants est A(d-1,n-1).
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2.1.3. COMPLEXITE DE L'ALGORITHME

Evaluons la complexité de cet algorithme. Il utilise un espace mémoire
de taille N2 pour le tableau A. Evaluons le temps pris par cet algo-
rithme, c'est—i-dire le nombre d'opérations nécessaires a 1'exEcution
de 1'instruction It. Pour cela, nous comptons le nombre d'opdrations
en commencant par la boucle intérieure.
Instruction I3 : il s'agit de calculer un minimum parmi ln/d]valeurs H
cette instruction nécessite donc de 1'ordre de n/d opérations.

1
Instruction I2 : pour chaque d (2<d<n), il faut exécuter 1'instruction I3
le nombre d'opérations nécessaires & l'exécution de I2 est donc de l'ordse

de :

On reconnaft la série harmonique. L'instruction I2 nécessite donc de

1l'ordre de n Log n opérations.

Instruction Il : c'est une boucle pour. Pour chaque d, il faut effectue
successivement 12 et I4. Comme pour I3, il faut de 1'qrdre de n opératLonj
pour exécuter I4. On peut négliger ce terme devant n Log n, norbre
d'opérations nécessaires pour effectuer I2. Finalement, le nowbre d'opé-

rations nécessaires d 1'exécution de Il est done :
Y nlogn
2<n<N

ctest-3~dire de 1'ordre de Nz. Log N opérations.

. el 2
Nous dirons que 1'algorithme est en espace mémoire O(N") et en temps

O(NZ. Log N). Plus précisément, cela signifie que le temps ta(N) pris par ®
algorithme pour calculer la forme et le colit des arbres optimaux & N feull

est bormné de la maniére suivante

< N2 Log N < f(N) < CZ N2 Log N
ot ¢, et ¢ sont des constantes réelles positives dépendant de 1'implémen’

tation de 1'algorithme et des performances de 1'ordinateur utilisé.
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Pour &valuer ¢ et &> i1 faut évaluer avec précision le temps

pris par chaque instruction et négliger les termes de second ordre, comme
nous l'avons fait en négligeant le temps pris par l'instruction I4 devant
celui pris par I2.

Pourquoi prendre cette mesure pour évaluver la complexité d'un algorithme 7
La raison est la suivante : quelles que soient 1'implémentation de 1'algori-
thme et les performances de l'ordinateur, un algorithme en temps O(Nz)

est toujours plus rapide qu'un algorithme en O(N3) d partir d'un certain
rang. C'est pourquoi nous nous attacherons dans la suite & trouver des
algorithmes dont la mesure de complexité est la plus petite possible.

'

2.1.4. CAS DES FONCTIONS DE COUT A DEGRE BORNE

Dans ce cas, quel que soit n, il existe un arbre optimal dont tous les

noeuds ont un degré inférieur ou égal a dma . On peut donc limiter la

X

recherche aux arbres de degré inférieur ou &gal & d ax’ Nous n'obtiendrons
m

pas tous les arbres optimaux par cette méthode puisqu'il peut exister

des arbres optimaux de degré supérieur i dm . Mais le plus souvent, un

ax
seul suffit !

En modifiant 1'algorithme précédent, on obtient 1'algorithme :

tab leau A(dmax’N) d

Il pour mn:= 2 pas | jusqu'd N faire
début
Dt=min (n,d ) ;
max
12 pour d: =2 pas | jusqu'3d D faire
début
13 A(d,n) = Min [A(,1) + agd-1,0-1)]
fin; l<ign/a
L A(l,n): = Min  [@(d)en + &(d,n)]
1 2<d<D
fin




"

Evaluons la complexité de cet algorithme. I1 utilise un tableau de
dimension demax . L'algorithme est donc de complexitd 0(N) en espace
mémoire, ce qui constitue ume amBlioration considérable par rapport
au précédent algorithme en O(NZ). En effet, un algorithme utilisant
un espace mémoire de dimension N2 est pratiquement inutilisable pour

les grandes valeurs de K.

En ce qui concerne le temps, nous 1l'analysons comme pour 1'algorithme
précédent :

Instruction 13 : n/d opérationms
SnStruct e, =

. . .
Instruction I2 : si n est plus grand que dmax’ le nombre d'op&rations

nécessalre est :

cee *

(51t
-

c'est-3-dire 0(n) opérations

Py . - : t
Instruction I} : le nombre d'opérations nécessaire est de 1'ordre de
SEAE -
hY
2gn<i

2 . 3
c'est-d-dire de l'ordre de N opérations

Finalement, si la fonction de colit est & degré borné&, 1'algorithme
g 2
précédent permet de calculer les arbres optimaux en temps 0(N”) et en

espace mémoire O(N).

2.2. BORNE INFERLEURE ET SUPERIEURE DU COUT OPTIMAL C(n)

Nous nous proposons de donner une gvaluation approximative du colt

optimal qui est calculable rapidement. Dans le cas du tri sur disque,
. 1 3 -

cela nous-permettra d'évaluer rapidement les performances d'une confi

guration en fonction des caractéristiques du matériel.

il
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Cela nous permettra aussi de comparer des configurations différentes

sans @tre obligés & chaque fois d'utiliser les algorithmes précédents.

Il y a une autre motivation plus th@orique. Nous verrons que les bornes
inférieures et sup&rieures donnent des indications sur la forme des arbres
optimaux. Ces indications nous permettrons dams la suite, de limiter de
plus en plus la recherche des arbres optimaux & certains types d'arbres,
et par 13 d'améliorer les algorithmes de recherche. Plus les bornes seront
fines, plus les indications sur la forme des arbres optimaux deviendront
précises, ce qui nous permettra d'améliorer les algorithmes. Les

bornes suivantes constituent Idcmc une premi&re approximation et donnent

une idée sur la forme des arbres et la forme asymptotique de C(n).

Pour la définition des bornes inférieures et supérieures, 1'étude de

la fonction (o(n)/Log n joue un grand rdle. Nous avons déjd rencontré
cette fonction au chapitre précédent (corollaires 1.4 et 1.5), & 1l'occasion
de 1'étude des fonctions de colit 4 degré borné. En fait, nous verrons

plus loin que si la fonction ¢ croft "moins vite" que la fonction loga-
rithme, alors les arbres optimaux sont les arbres plats. Pour 1l'instant,
nous avons besoin des définitions suivantes concernant les minimums de

la fonction @(n)/Log n.

Définition 1 ¢ La fonction L_<¢,'(n) des entiers positifs \dans les réels positif

est définie par :

kgo(l) = @ (2) / Log 2
(7 "
ktp(n) = 21’%!‘1 ioé ; pour n > 2
<€4<n

On appelle "degré-limites" pour n les entiers minimisant la

fonction  @(d)/log d sur 1'intervalle {2,11]. On note

Qj(p(n) l'ensemble des degré~limites pour n.

L'ensemble o {(n) est donc défini par :

[

Dpe) =} ¢ l(dGN)h(Zédcn)A<f§’§% = kq)(n))%

La fonction K, (n) est positive décroissante. Ella a donc une limite positiv

ou nulle.




Définition 2 :

(8

Définition 3 :

(9)

Théoxéme 2 :

(10)
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Nous définissons la constante réelle positive ou nulle k¢

par :

k¢ = limite ‘k(p(n)

nre

En d'autres termes, kqﬂ est la borne inférieure de 1'ensend

dénombrable des réels ¢(n)/Log n pour n » 2. Nous verrony —-

plus loin que les propriétés des arbres optimaux sont assez
différentes selon que cette borme inférieure est atteinte

ou non dans cet ensenble
N

On dit qu'une fonction de cofit posséde un degré-limite
s'il existe un ou plusieurs entiers winimisant la fonction
@(n)/Logn  sur 1'intervalle [Z,m[. On appelle degré-limi
ces entiers. On note "a" le plus petit d'entre eux et $¢

leur ensemble.
L1918 . . ' . o ~ - 3 R i
D'aprés la définition 2, si la fonction de colit possé&de un degré-limite,
on a

np = B2 . Q)

Log a Log d aved de Jgo

Dans la suite, quand il n'y aura pas ambiguité sur la fonction § , nous
omettrons les indices ¢ dans kq‘a‘ (n), k¢ b Q(P (n) et e2)¢.

Nous pouvons maintenant mettre en évidence les bornes inférieures et
supérieures suivantes :

Le cofit optimal C(n) vérifie :

k n Logn € k(n) n Log n € C(n) <£§)Enl.ogn+ @(d) n

(d est un entier quelconque plus grand ou &gal a deux) -

_5]_

Preuve : Nous avons montré au lemme 1.1 que le cofit Hd(n) des arbres

d-équilibrés 4 n feuilles de poids unitaire est majoré par :

Hy(n) < —Q——Loédzl n Logn + @(d).n

Comme par définition, on a : C(n) < Hd(n), on endéduit la majoration.
La borne inférieure se montre par récurrence. Pour n = 1, c'est &vident.
Considérons un arbre optimal de poids n. Appelons d son degré et
LYEREEI ) les poids de ses sous-arbres principaux. Le cofit optimal

peut s'écrire :

v

Cm) = g(@n+ X C)
lsigd

D'aprés l'hypothése de récurrence, on en déduit :

C(n) > @(d) n + 1 Zd k(n;) n; Logn,

“\

La fonction k(n) étant décroissante, on a :

C(n) = q)(d) n + k{n) ] 2. . n, Log n
<1<

La fonction x Log x étant convexe, on en déduit :

Cm) > @(d) 0+ k(n) d §Log 5

ce qui peut s'écrire :
C{n) » k(n) n.Logn +.n [qp(d) - k(n) Log d]

Comme on a 2 £ d € n, le terme entre crochets est positif ou nul d'aprés la

définition t. On en déduit la minoration

C{n) > k(n) n Logn
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Comme par définition, k(n) » k, on a bien :
C(n) » k(n).n Logn » k n Logn

Corollaire 1 : Le colit optimal C(n) vérifie :

k(n) n Log n ¢ C(n) < k(n) n Logn + ¢(d).n
ol d est un degré-limite pour n (df-é(n)) .

Preuve : Il suffit, dans 1'inégalité (10), de prendre d dans <8 (n). >
%
Cette formulation fait apparaitre le méme terme [k(n) n Log n] dans

la borne inférieure et la borne supérieure. L'erreur relative commise
en approximant C(n) par la borne inférieure [k(n) n Log n] est donc

dgale & :

_Logd
(12) g e o avec d € & (n)
Cette erreur relative est donc inférieure ou &gale & 1. Mais, comme oﬁ(n)

varie avec n, nous ne sommes pas en mesure de dire si la borne inférieure
est ou mon une bonne approximation. Cependant, nous verrons plus loim qu

C{n) atteint la borne inférieure infiniment souvent.

2.3. PREMIERES INDICATIONS SUR LA FORME DES ARBRES OPTIMAUX

Lz borne inférieure du théoréme précédent va nous fournir des indications
précieuses sur la forme des arbres optimaux. Nous allons d'abord mettre
en évidence les facteurs qui interviennent dans la différence entre le
cofit d'un arbre quelconque et cette borne inférieure. Comme les arbres opl
maux sont ceux qui minimisent.cette différence, cela nous donnera une 1dé
leurs propriétés. Nous examinons ensuite dans quelles canditions le col
d'un arbre optimal est précisément €gal & cette borne inférieure.

Le lemme suivant nous donne un moyen d'évaluer la différence entye le

colit d'un arbre quelconque et la borne inférieure.

|
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Lemme 1 : Pour tout arbre T & n feuilles de poids unitaire, on a:

(13) €Ty - cnlogn = X w(wyfa (v) +4 (v)]
1 2
vEeH
T
c est une constante réelle positive quelconque.

A et A, sont des fonctions dépendant de @ et de c ¢

1 2
(14) A](v) = @(d(v)) - c,Log d(v)
= wiu) w(u)
(15 by(v) =e [L°g B o ue:?}(v) wiv o8 Gy ]

Preuve : Rappelons que F(v) désigne 1'ensemble des fils de v.

Posons :
(16) &(v) = w(v) [AI(V) + Az(v)]
Un calcul simple montre que :

an A(vy = @(d(V) w(v) -~ cow(v).Log u(v) + X
u €F(v)

c w(u) Log w(u)

I1 nous faut donc montrer que pour tout arbre T & n feuilles de poids

unitaire, on a :

(18) &y - c.n.Logn = DI TEY)
Ve
T
La démonstration se fait par récurrence sur n. Un calcul simple montre
que la formule (18) est vérifiée pour n = 2,
Considérons maintenant un arbre T quelconque 4 n feuilles. Appelons V
son sommet, d son degré au sommet, (Tl""’Td) ses sous-arbres principaux

de poids (n ,nd). D'aprds la formule (1.6), son cofit peut s'écrire :

preee

7o = pn+ I €1y

I<tgd

D'aprés 1'hypothése de récurrence, on a :

zp('l‘i) =cny Log o, o+ 5 A(v)
VGJ,'E

1




Lz somme de tous les c((Ti) est donc égale 3 :

Y @)= 2 cn, Logm, * 2 oav) = a(W)
lded T aded T boveody

La différence & calculer s'@crit donc :

(1) - cmlogn= X AV
c.n £

+[¢(d)n - conlogn+ X cm Logny —- 0

1gigd

D'aprds la définition de B, le terme entre crochets est nul, ce qui

termine la démonstration. %

D'aprés ce lemme, la 4ifférence eatre le cofit d'un arbre quelcongue
3 n feuilles de poids unitaire et 1a borne inférieure du théoréme 2

peut donc s'écrire, si 1l'on pose ¢ = k{n)

(19) ) - k() n.logn = I [w(v).A](v) + w(v).z.\z(v)]
veaﬁ‘r

avec

(20) 5,(v) = @ (d(v)) - k{n) Log d(v)
w(w) g B
(21) 8,(v) = k(@) [Log a(v) + uezﬂv) T 8 W ]

éxaminons de plus prés la significarion de 4, et by Comme d(v) € my
A (v) est positif ou mul d'aprés la définition de k(n) (définition 1.
I .

I1 ne s'annule que si d(v) est degré-limite pour n. Dans les autres cas,

i1 est strictement positif.

Voyons maintenant 4. La fonction = Log x @&tant convexe, Az(v) est

4 ' o
i 3 —a~dire
minimum et s'annule si tous les termes w(u) /w(v) sont égaux, c est

si wlu)/w(v) = 1/d(v).
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Le terme Az(v) est donc nul si et seulement si tous les fils de v

ont méme poids. Dans les autres cas, il est positif. Le terme

Az(v) constitue en quelque sorte une mesure du déséquilibre des poids
des fils du noeud v. Plus ce déséquilibre est grand, plus Az(v) augmente.

Nous résumons cela dans la proposition suivante @

Proposition 1 : La différence entre le colt d'un arbre quelconque T

a poids &gaux et unitaires et la borne inférieure est
la somme sur chaque noeud v de 1'arbre de deux termes
A,(v) et A,(v) positifs ou nuls. Le premier terme
s'annule si et seulement si le degré du noeud est
degré-limite pour u, nombre de feuilles de 1'arbre.
Le deuxiéme terme mesure le dés&quilibre des poids

des fils du noeud ; il s'annule si et seulement si

ces poids sont tous &gaux, Une formulation précise est

donnée par les formules (19), (20) et (21).

Les arbres optimaux &tant ceux qui minimisent cette différence,
ils tendent 3 avoir pour degrés le ou les degré -~limites. Par ailleurs,
ils tendent 3 &tre aussi équilibrés que possible. Nous disons tendance,
car il n'est généralement pas possible de satisfaire ces deux conditioms,
et en particulier d'annuler simultan&ment 4, et b,. Par exemple, si n est
premier, le seul arbre annulant A4 est 1'arbre plat ; mais si n n'est pas
degré-limite pour n, A& n'est pas nul ; le colit de cet arbre
plat est donc plus grand que la bornme inférieure.
Mais il existe certains arbres qui annulent simultanment 4, et b,
sur chaque noeud :
Théoxréme 3 : Tout arbre régulier 3 n feuilles est oprimal si ses
degrés sont des degrés-limites pour n. Son colit est

gal 3 la borne inférieure k(n).n,Log n.

Preuve : Pour chaque nceud v, le terme & (v) est nul puisque d(v) est un
degré~limite. D'autre part, le terme Ag(v) est égalemeat nul en effet,
les fils de v ont tous méme poids puisque 1'arbre est régulier. Le
colit de ces arbres est donc 8gal 3 la borne inférieure. Ces arbres

sont donc optimaux.

%
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I1 existe une preuve directe de ce théor&me. Calculons en effet le colt

d'un arbre T régulier dont tous les degrés sont des degrés-limites pour n, Comme 4, est nul, tous les noeuds de T ont pour degré d puisque d est

o tond 2 s s ),
nombre de feuilles de T. Appelons (dlll,...,dtzt) la décomposition de T. 1'unique degré-limite. Comme A2 est nul, les fils de chaque noeud
D'aprés (1.11), son colt est &gal 3 : de T ont méme polids et toutes les feuilles de T sont donc situdes 2 la
méme profondeur. L'arbre T est donc parfait.

Y
C@=n Z niqo<di)]
lsigt Corollaire 3 : Tout arbre plat & n feuilles est optimal si n est un
2 L = P — - 2 " v
Comme n = dl 1‘ . SRS dtl et que par hypothése, ¢(di) = k(n) Log di’ on degré-limite pour n. Son colit est &gal & la borme infé-
en déduit facilement que :. | rieure. Si n est .1'unique degré-limite pour n, alors
1'arbre plat est l'unique arbre optimal 4 n feuilles.
'f(T) = k(n) n Log n
’ Preuve : Il suffit de faire'p = | dans le corollaire précédent. o)
7

qui est précisément la borne inférieure.
On peut exprimer ce corollaire de la mani&re suivante. Si pour n domné,

I1 est évident qu'il y a une infinité d'arbres réguliers verifiant les Cn &1
conditions de ce théoréme. Il y a donc une infinité de valeurs de n

. i B ¢ (22) 2@ . oy L2
pour lesquelles C(n) est &gal & la bonne inférieure. Il semble donc Log n Log d

2¢dgn
que cette borne constitue une bonne approximation de C(n). Malheureusement

ces valeurs de n peuvent 8tre trés espaces et,entre ces valeurs, " _ , , P B L .
alors l'arbre plat de Jegié n est optimal. Si 1'inégalité est stricte,

C(n) peut s'éloigner infiniment de 1» borne inférieurc. Il en est de w&mi - . . ..
cet arbre plat est 1'unique arbre optimal. Il en résulte la proposition

en ce qui concerne la forme des arbres : il n'y a pas de régles simples d¢

suivante
formation des arbres entre ces valeurs de n.
Nous allons maintenant examiner certains arbres optimaux particuliers. Proposition 2 : Si la fonction @ {(n) / Log n est décroissante, alors

les arbres plat sont optimaux quel que soit n et leur
Corollaire 2 : Tout arbre d-parfait 2 d? feuilles est optimal si d est = . - [ ’ - .
r———— colit est €gal 3 la borne inférieure. Si la décroissance est
un degré-limite pour dP. Son cofit est égal & la borne . .

stricte, les arbres plats sont seuls optimaux.

inférieure. S1 d est 1'unique degré-limite pour &, alors

b t 1'uni b timal i d° feuilles.
eet Srfireyesis STURIQUE BrDTe OpEmal B 2.4. CLASSIFICATION DES FONCTIONS DE COUT - HYPOTHESE DU DEGRE-LIMITE

Preuve : La premiére partic de l'énoncé découle directement du théordme . - . )
= Nous allons classer les fonctions de colit en quatre catégories incluses

récédent, les arbres parfaits étant des arbres réguliers particuliers. |
p : P g P 1'une dans 1'autre :

Montrons la deuxidme partie. Supposons que d est 1'unique degré-limite

pour d’. Considérons un arbre T optimal & d feuilles. Son cofit est ) ~
1) Fonctions de colit quelconque

égal 4 la borme inférieure. D'aprés la proposition |, les termes £, (v} R R - . .
8 P Prop ! 1 2) Fonctions de colit bornées inférieurement : ce sont les fonctions telles

tA sont done nuls pour chaque noeud v de T. A Tm p, =, "
et 4,(v) g 4 | que kq; n'est pas nul (voir définition 2). Le colt optimal est alors

borné inférieurement par @

C{n) = k¢ n Log n




3) Fonctions de colit possédant un degré-limite : ce sont les fonctions

telles que k¢ est atteint pour un ensemble o d'entiers appelés

degré —limites :

k¢'=:¢—(£l—)— pour aed

Log d

4) Fonctions de cofit possédant un degré maximum

Nous représentons les inclusions de ces quatre catégories sur le schéma

suivant @

cas gendral
kp# 0

egré-
fiste

Les deux premidres inclusions sont évidentes. Reste @ montrer que :

Proposition 3 : Une fonction de coflit ayant un degré maximum posséde
aussi un degré-limite. Si a designe le \plus petit

degré-limite, on a : as d

Preuve : Il suffit de montrer qu'une fonction n'ayant pas de degré-limite
ne posséde pas non plus de degré maximum. D'aprés la définition 3,

une telle fonction vérifie :

(VN) 3a »¥) @ . . 2@
Log n 2 Tog d
¢d<n

D'aprds le corollaire 3, les seuls arbres optimaux pour les valeurs de
n vérifiant 1'inégalité ci-dessus sont les arbres plats. Leur degré
au sommet dtant précisdment n, il en résulte que la fonction de colt

ne posséde pas de degré maximum.
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D'aprés le corollaire 3, le seul arbre optimal ayant a feuilles est

1'arbre plat ; on a donec a £ d___. -
. %

max

Pour les trois premiéres catégories, il existe une condition nécessaire
et suffisante simple les caractérisant. Pour les fonctions de coflit d
degré borné, il y a bien slir la condition nécessaire et suffisante de
définition., Mais cette condition n'est pas simple ! Il existe une
condition nécessaire simple, relle de posséder un degré-limire, ce qui

peut s'dcrive

(a) ()
(32)(Vn) {g—g—; < E%g’?

Il existe &galement une condition suffisante simple, celle du corollaire

1.4

p(a) P(n)
(3a) (3e>0)(3N) (Y neN) i{‘;g Tte s Ton

A cause de la constante € , on n'a pas de condition nécessaire et suffisante

simple.

2.4,1. FONCTIONS DE COUT LOGARITHMIQUES

Que se passe-t-il si g;(n)/Log n est constant ? Si gcette

fonction est décroissante, il n'y a pas de degré-limite et donc pas

de degré maximum, et que si elle est croissante, il y a un degré maximum
(voir corollaire 1.5). Si cette fonction est constante, on a la situation
intermédiaire ; la fonction de cofit 2 un degré-limite, mais pas de

degré maximum.
En effer, tous les degrés sont des degré -limites dans ce cas. puisque

Yn k€0=§()(n)/Logn




On en déduit facilement que tous les arbres plats sont optimaux puisque
leurs cofits sont &gaux 3 la borne inférieure k(P n Log n. En fait,
tous les arbres réguliers sont optimaux, d'aprés le théoréme 3.

Pour n donnd, il y a autant d'arbres réguliers optimaux que de
factorisations possibles de n. Si n est premier, le seul arbre optimal
est donc 1'arbre plat. La fonction de cofit ne poss&de donc pas de

degré maximum.

2.4.2. HYPOTHESE DU _DEGRE-LIMITE

DPu point de vue théorique et du point de vue pratique, les seules
fonctions de colt intéressanfes sont celles qui possé&dent un degré
maximum. Du point de vue théorique, les résultats montrés jusqu'ici

sont valables dans le cas général. Mais il est difficile d'aller plus
loin pour les fonctions de coiit 4 degré non born& : les arbres plats E&tant
seuls optimaux pour une infinité de valeurs de n, il n'est pas possible
de trouver des régularités pour les arbres optimaux. Dans ce cas, le seul

algorithme de recherche des arbres optimaux est 1'algorithme en O(n2 Log,

C'est pourquoi les résultats concernent maintenant principalement
les fonctions de cofit 4 degré maximum. Cependant, le chapitre suivant
s'applique également si 1'on suppose seulement l'existence d'un
degré-limite. Pour 1'instant, nous supposons donc un degré-limite et

ferons 1'hypothése du degré maximum aux chapitres 4, 5 et 6.

Nous allons d'abord appliquer les résultats précédents quand il y a un

degré-limite.
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2.5. PROPRIETES DU COUT OPTIMAL ET DES ARBRES OPTIMAUX S'IL Y A UN DEGRE-LIMITE

Nous supposons donc dorénavant qu'il existe un ou plusieurs entievs,
appelés degrés-limites, qui minimisent (n)/Log n. Rappelons la

définition 3 :

23 - g 2D
= & 1::; gd
' -0 | (D
(24) k T Loz d pour d €d

K

o3 désigne 1'ensemble des degrés-limites et a le plus petit d'entre eux.
Les propriétés montrées aux paragraphes 2 et 3 s'appliquent et prennent

une forme plus simple.

2.5.1. BORNE INFERIEURE ET SUPERIEURE - FORME DE C(n)

Proposition 4 : Si la fonction de colit poss&de un degré-limite, on ats
(25) k,nLogn < C(n) <k n Logn + @(a) n

(26)

27

C(dp) =k d° Log 4P pour d€d

Rappelons que of désigne l'ensemble des degrés—limites et
R

a le plus petit d'entre eux.

Preuve : Il guffit d'appliquer lesth&crémes 2 et 3 avec d = a en remarquant

que @(a)/Log a = k. %

4

Cette proposition montre que [k.n.Log n]est une bonne approximation de
C{n). En effet, d'aprés (26), la borne inférieure [k.n,Log n] est atteinte
infiniment souvent. D'autre part, l'erreur relative commise en remplagant

C(n) par [k n Log n] est égale & :

_Log a
Log n




L'erreur relative tend vers 0 avec n. On peut donc cousidérer que

le cofit optimal C(n) est asymptotiquement &gal & k,n.Log n.

Quelle est la forme de la courbe C(n) ? Nous savons qu'elle touche &
la borme inférieure aux points d'abscisses a = ap(p 2 0).

Que se passe-t—ilﬂentre ces points ? La courbe C(n) est inférieure, bien
slir, & la borne supdrieure précédente. Mais il existe une meilleure
borne supérieure. Nous avons vu au lemme 1.2, que le cofit Ha(n) d'un

arbre a-8quilibré 3 n feuilles de poids &gaux et unitaires vérifie :

H (n) < ha(n) + K(a)

La constante K{a) est définie en (1.42) ; la fonction ha (voir définition’

1.17) est constituée par les segments de droite joignant les paires

de points du plan
+1 +1
[ ap,fa(ap)] et [ap ,fa(ap ) ]

oli £ (x) est précisément la borne inférieure du théoréme pré&cédent.
a

Nous résumons cela sur le schéma suivan :

FIGURE |

Proposition 5 :
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La fonction C(n) est supérieure & la borne inférieure fa(n) et inférieure
4 une constante prés 4 ha(n). Notons que cette indgalité s'étend sans
difficulté aux réels, C(x) étant définie par interpolation linéaire

de C(n) (volr paragraphe 2.1.1).

La fonction C{n) est~elle plus proche de ha(n) ou de fa(n) ?
Nous verrons dans la suite que la plupart du temps C(n) s'éloigne
infiniment de ces deux bornes quand n croft. C'est pourquoi nous

serons amenés 34 définir de meilleures bornes au chapitre suivant.

2.5.2. FORME DES ARBRES OPTIMAUX

Dans le cas ol la fonction de colit posséde un degré-limite, les

propriétés générales montrées plus haut se simplifient

Tout arbre régulier est optimal si ses degrés sont des

degrés-limites. Sonr colit est €gal & la borne inférieure.

Preuve : Il suffit d'appliquer le théor&me 3 en remarquant que les

degrés-limites sont valables pour tout n.

V

Donnons un exemple. Si @ (d) = d + )‘o’ avec

A _ 4 Log 3 -3 Log 4
o Log 4 - Log 3

on verra que la fonction de cofit posséde deux degrés-limites, 3 et 4.
Dans ce cas, cette proposition indique que pour n = 3p.4q, les arbres
réguliers de décomposition (3%, 4%) sont optimaux. Par exemple, les

arbres réguliers suivants sont optimaux pour les valeurs de n indiquées

A




= i =
a=12=3l4 et /
s 36 = 3% 41
o et et
N\,
/] !
)

Corollaire 4 : Tout arbre d-parfait est optimal si d est un degré-limite.

Son colit est &gal 3 la borne inférieure. Si le degréd-limite

est unique, alors cet arbre est l'unique arbre optimal.

Preuve : Cela découle du corollaire 2.

Par exemple, si @(d) = d+ 0.5, on verra que la fonction de cofit

donc seuls optimaux pour n = 3P (p 5 0).

|
posséde un degré-limite unique égal a trois. Les arbres 3-parfaits sont t
|
“
1
[
|

2.6. EXEMPLE DES FONCTIONS DE COUTQ(d) =d + A

Nous allons appliquer les résultats précédents aux fonctions de cofit du |
type (P(d) = d+ A, oli A est un réel positif ou nul. !

2.6.1. DEGRE MAXTMUM

Examinons d'abord la fonction (x+3)/Log X . Quand X est positif ou nul,

clle posséde van seul minimum réel %y D'aprés le corellaire 1.5, la fonct?

de colit posséde donc un degré maximum. Par des méthodes combinatoires,
o VUILLEMIN et SCHLUMBERGER {2@ ont montré qu'il est @&gal & :

d
max

= [bﬁn [2+(1+ %)(1+A)] ] LEN

22!

| degré-limite a

29

(30)

(2D}
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Rappelons que la notation [x] désigne l'entier &gal ou immédiatement
supérieure au réel x. On trouve &galement la démonstration de ce
résultat dans KNUTH ([13] , P- 372, th&oréme M). Le degré maximum est
donc une fonction croissante de A. Pour A =0, dmax est &gal a trois.
En minimisant la fonction réelle [x = (l+l/x)(!+x)] , on volt que

dmax est approximativement égal & :

dmax& (142) + 24/1+x

2.6.2. DEGRE-LIMITE

Les fonctions de cofit du type @ (d) = d+)} ont &galement un degré-limite
car la fonction _ (x+A)/Log % a un seul minimum réel X, Le degrd-limite
est donc généralement unique et &gal, soit 3 leJ, soit & [XO]'

Il y a deux degrés-limites si la fonctions (x+A)/Log x a méme valeur
pour x = leJ et x = [Xo]. Ces valeurs &tant consécutives, il y a

deux degré -limites, d et d+l, si :

SR CO R 221}
Log d Log d+i

ce qui implique -

. (dr1) Log d - d Log(d+1)
X o= 0(d) b(d) = Log(d+1) ~ Log d

On en deduit facilement que :

si g(d-1) < a2 < ¢(d) alors a=d
si A= (d) alors & = {d,d+1}

Cela peut se traduire sur le schéma suivant :

3,4} (4,5} {5,6} {a-1,d} {a,d+1}
s b b oy
1 1 1 ety e e [ Lee——p =,
] T i 1 1 L
$(3) w(4) w(5) P(a-1) y(d)

=0.818... =2.212... =3.827...
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Un calcul simple montre que le minimum réel %, est solution de :
On en déduit que le colit optimal est donné par la formule suivante :
(32) A= %, Log x, = x,
et que la valeur de la fonction (x+1)/Log x en X, est précisément X+ | 3P ¢n < 2.3P C{n) = (3p+&)n - 4.3P
On en déduit que k est appr_oximativement E€gal au degré—limite a. (35)
3 +1
2P ¢n <3P Cn) = (3p+5)n — 2,37
R L'égalité se prodult quand : ]
[ On voit facilement que C{(n) est une ligne brisde convexe dont les
(33) A= aloga=- a points anguleux ont pour abscisses 3P et 2,37 ¢
o P v &
Dans le cas général, on a évidemment :
(34) k= @lalrd ri —2 _ x.log x
Log a ' Log 3
2.6.3. CAS (B(d) = d
D'aprés les résultats précédents, on a :
a=4d =3
max I
Dans ce cas, KNUTH([B] , Théoréme L) a montré que les arbres & 0 X
optimaux ont la forme suivante
soit p l'entier tel que : 3P n<3p+I ! FIGURE 2
construire un arbre 3-parfait de profondeur p [
.. PP
si n > 3P, remplacer chaque feuille par un noeud terminal binaire : /\ On peutpremarquer que C(n) s'€loigne infiniment de f£,(n) et h,(n) pour
. n 1 1 ? 0 . 21, !
jusqu'd ce qu'il y ait n feuilles, ou bien 2.3% feuilles, E 3
sin > 2..3p, remplacer chaque noeud terminal binmaire par un noeud
£5(2.3%) = 6p.3F + 6(Log,2).3°

terminal ternaire, jusqu'i ce qu'on obtienne n feuilles.

’ rra P = Py L AP
Par exemple : \ ] c(2.3%) 6p.3° ¢ 4.3
|

- ’ & p = P ZsqP
=5, l'arbre optimal est : h3(2-3 ) 6p,3° + . 3

%)

e

=]
i

sin=7, l'arbre optimal est : !




l
|
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2.6.4. CAS GENERAL : @ (d) = d+) Pour n = 5, il y a 3 arbres optimaux équivalents :
Nous ne retrouvons pas les belles régularités du cas précédent. !
Les arbres ont des formes irrégulidres, ainsi que les courbes C(n}.
En particulier, la fonction C(n) n'est jamais convexe si A >0, comme F
nous le verrons au chapitre suivant. Nous indiquons ci-dessous quelques | c(5) = 27.5
) arbres optimaux et leurs coflits pour (/)(d) = d+1] et ¢(d) = d+0.5. [—-
On a dmax =5 et le degré-limite est unique : a = 4 . : c(6) = 36 c(7) = 45 c(8) = 54
/\ /N /NN |
c(2) = 6 C(3) = 12 C(4) = 20 I
f c(9) = 63 c(i1) = 85 c(12) = 96
I
;
/I\ m ’ c(14) = 120 CLi6) = 144 c(18) = 171
c(5) = 30 C(6) = 42 ¢(7) = 52
|
C{19) = 183.5 C(27) = 283.5
Nous constatons que les arbres 3-parfaits sont bien optimaux.
C(23) = 266 Remarquons que pour n = 16, L'arbre 4-parfait est optimal.
Cas @(d) = d+0.5 2.6.5. QUELQUES QUESTIONS
On a dmax = 4 et a = 3. Nous tracerons en 3.3. la courbe C(n) | Dans les exemples précédents, les différences de profondeur des
et &tudierons plus particuli&rement ce cas. feuilles n'excddent jamais un. Il est vrai qu'il s'agit seulement de

petites valeurs de n. Mais méme pour de grandes valeurs de n,

/\ /I\ /]\ cette propriété reste vraie si A =0 ou A = 0.5.

c(2) =5 c(3) = 10.5 c(4) = 18




Par ailleurs, cette propriété semble une conséquence logique de la
CHAPITRE 3

proposition 1, & savoir que les arbres optimaux ont tendance &
Stre &quilibrés. En fait, nous verrons que dans le cas général,
= 5 ; ETUDE DE L'ENVELOPPE CONVEXE DU COUT OPTIMAL C(n)
la différence des profondeurs n'est pas bornée : il existe des
fonctions ¢ pour lesquelles cette différence croit infiniment

avec le nombre de feuilles (voir chapitre 5). Il en est de méme X . . R
Nous supposons i partir de maintenant que la fonction de colt

pour les différences de poids des sous-arbres principaux. o . ) .
- poss&de un degré-limite, c'est-3-dire qu'il existe des entiers,

o . appelés degré -limites, minimisant ¢(n)/Log n :
Une autre question se pose : la proposition | montre que les arbres

optimaux ont tendance & avoir pour degré les degré-limites. Mais t
L B i (1) pour dEJ k____{»D‘(d_)\( _gD_(n_)‘
nous avons vu sur les exemples précédents que les degrés peuvent Log d Log n

gtre différents des degré -limites. Par exemple, pour @(d) = d+0.5,
on peut montrer que le seul arbre optimal # 16 feuilles est L'arbre ' Nous avons montré au chapitre précédent (proposition 2.4) qu'avec
4-parfait de profondeur 2. Or, le degré-limite est unique et &gal & 3 cette hypothése, le cofit optimal C(n) est encadré par :
dans ce cas.

Nous verrons aux chapitres 4 et 5 que les arbres ont pour degré au

P eI

(2) k nLogn € C(n) < k n.Logn+ (p(a)n

somnet le (ou les) degré -limite(s) seulement & partir d'un certain

rang- ol a désigne le plus petit degré-limite. Nous en avons déduit des

indications sur la forme des arbres optimaux par la méthode suivante
i chaque fois que 1'on peut construire un arbre 3 n feuilles de cofit

k,n,Log n, alors cet arbre est optimal d'aprés la formule (20"

1 Nous allons &tudier dans ce chapitre ume nouvelle minoration convexe

. E(n) de C(n), qui est meilleure que la foncl:tion convexe [k o Log n].

La fonction E(n) est plus difficile & calculer mais donne des indications
plus précises sur la forme des arbres optimaux. Nous montrons &galement
que ,dans un certains sens, les fonctions C et E sont asymptotiquement

égales.
Dans la suite, mous poserons :

(3) G(x) = k x Log x
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3.1. DEFINITION ET PROPRIETES DE L'ENVELOPPE CONVEXE E

Nous appelons poche p, ou Pp (p entier, p » 0) 1'intervall
réel [ap, ap+1

. 51 n est un entier positif, nous appelons
5 +1
poche de n 1l'intervalle PP tel que n EPP et n A P

Définition 1

Dans la suite, nous noterons Cp(x) la partie de C(x) définie sur l'inter-
valle Pp.

Définition 2 : Nous appelons Ep(x) la fonction réelle définie sur Pp

de la mani&re suivante :

-~ considérons 1'enveloppe convexe des points P(n) du
plan d'abscisse n et d'orxdonnée C(n), ol n est un
entier de la poche p.

- Ep est la ligne brisée convexe constitue par la

partie de 1'enveloppe convexe située sous le segment

d'extrémités P(ap) et P(ap+l)

P(ap-H)

FIGURE |

e a

Lemme | : (i) Les points anguleux de Ep ont une abscisse entiére e

(4)

%)

(6)

Défirnition 3

et on a Ep(e) = C(e)

in

(ii) On a : G(x) « Ep(x) C(x) pour x réel EPp

(3
n

6(aP) Ep(ap) c(aP)

e - Ep(apﬂ) = c(a”*h

Preuve : La proposition (i) découle de la définition de EP.
D'aprds la proposition 2.4, les fonctions G et C sont égales en af

piFl ; on en déduit (5) etj(ﬁ).

et a

Montrons la formule (4). D'aprés la définition de Ep’ si n est entier,

on a Ep(n) < C(n). Entre les valeurs entiéres, Ep et C sont des segments

de droite ; on a donc Ep(x) < C(x) pour x réel. I1 reste & montrer que

G(x) « Ep(x). Si e est 1'abscisse d'un peint anguleux de Ep, on a

Ep(e) = C(e) d'aprés (i). D'aprés la proposition 2.4, on en déduit

que Ep(e) 2> G(e). Entre les points anguleux, E_ est un segment de droite

et G est convexe ; on a donc Ep(x) < C(x) pour x réel quelconque de la

poche p. >
%,

Nous sommes maintenant en mesure de définir 1'enveloppe convexe E de C.

Nous appelons enveloppe E de C la fonction définie
sur les réels plus grands ou Egaux & | par réunion des
fonctions E_(p20). Plus précisément, si xéPp alors

E(x) = Ep(x).

) . = + .
Cette définition a un sens pulsque Ep et E sont égales en P L qui

ptl

est 1l'intersection de leurs domaines de définition Pp et Pp*l'

Proposition 1 : (i) E est convexe
(ii) Les points anguleux de E ont une abscisse entigre
e et on a : E(e) = C(e)
(7) (65003 Ou a: G(x) < E(x) < C(x)

6(eP) = E(aP) = c(aP) p entier, p »0
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£, .
(8) (iiii) Sin = H d, * avee die@ et 5; €N i
leigt 1 L'inégalité &' < 2" &tant stricte, les entiers a® sont des abscisses
de points anguleux de E.
alors n est 1'abscisse d'un point anguleux !
et on a G(n) = E(n) = C(n). 1? Montrons (iiii). D'aprés la proposition 2.5, 1'arbre régulier 2
n feuilles de décomposition (d]z],...,dtf't) est optimal et son colit
L Preuve : Les propositions (ii) et (iii) résultent du lemme 1. Pour (i), l:&r vérifie
les fonctions E_ sont convexes 4 l'intérieur de leurs domaines de i
» . ;
définition, il reste 3 montrer la convexité aux "points de raccordement"‘! ¢ln) = G(n).
. |
aP. sppelons &' la pente du dernier segment de Ep—l et 2" la pente |
du premier segment de Ep- I1 faut montrer que : ! Par un raisonnement analogue. au précédent, on en d&duit que n est
1'abscisse d'un point anguleux de E. .
AR |
F Définition & : Nous appelons arbres correspondant aux points anguleux de E
» : P | . q . .
Appelons & la pente de la tangente 3 la fonction G en a”. I les arbres optimaux dont le peids est 1'abscisse d'un point
1 anguleux.
|
| D'aprés la proposition précédente, le colit de ces arbres est égal & E(n), ©
. n est leur nombre de feuilles. Nous examinons dans la suite la forme de
ez | |
y ces arbres.
tangente a G en aP I ‘
I On peut faire une premi&re constatation : d'aprds la proposition précé-
dente, les arbres réguliers dont les degrés sont les degré —limites corres-
AY
pondent & des points anguleux.

o x% Nous verrons au paragraphe suivant qu'il existe d'autres arbres corres—
pondant aux points anguleux de E. Nous montrons d'abord que E posséde la
propriété suivante :

FIGURE 2
Proposition 2 : (i) Pour tows x et X réels et 4 entier vérifiant
D'une part, G, Ep et bp—l sont égales en aP. D'autre part, Ep at Ep'l L B, Xi = x X % 3 1 d s 2
sont plus grandes ou égales 3 la fonction G qui est convexe. I1 I l<ied
en résulte que : On a :
FANR R A (9) E(x) € p(d)x+ X E(x,)

Igigd




- 76 - - 77 -
D'aprés 1'égalité (12), on a bien :
(ii) Pour tous x réel et d entier vérifiant
x/d >l d3z2 E(x) < ¢(d) x + d E(x/d) b
On a : i
E On peut remarquer que les trois fonctions C, G et E vérifient :
(10) E(x) € @(dx + d E(x/d) ?
| . g0 « (& x+ X £(x,)
Preuve : La fonction E étant convexe, (i) résulte de (ii). Montrons lsigd
donc la proposition (ii). Appelons e et e, les abscisses des points avec les mémes conditions que dams la proposition 2.(i). $i 1'on impose
anguleux les plus proches de x/d (eys x/d se,) et posons : 3 1'égalité pour certains x et x; entiers, on obtient la définition de C.
| Si 1l'on impose que g est convexe, on obtient des bornes inférieures
H - A
(11) x/d = o oept oo oe, avec oto, = ! |- de C, comme G et E, mais il n'y a plus en général d'entiers assurant
| 1'égalité. En ce qui concerne la fonction G, 1'égalité est assurée pour
La fonction E &tant un segment de droite entre e et e,, on a 1 d=aet X = x/d. (voir lemme 2(iiii) au paragraphe 5). Nous &tudions
i plus en détail les fonctions g de ce type au chapitre 6.
f
(12) E(x/d) = o E(e)) + o, E(e,) :

3.2. FORME DES ARBRES OPTIMAUX CORRESPONDANT AUX POINTS ANGULEUX DE E

D'autre part, la fonction E &tant convexe, on a :

De méme que G, la fonction E est ume fonction minorante convexe de C.

(13) E(x) ¢ o, E(d el) +oa, E(d e,) Comme au chapitre précédent, nous examinons maintenant la forme des

arbres optimaux quand C = E, c'est-i-dire aux points anguleux.
D'aprés la proposition précédente, on a E(d e]) < C(d el).

D'aprés la définition de C, on a : C(de)) < de; pd) + de}). ! Théoréme 4 : (i) Dans un arbre optimal correspondant i un point

Comme e, est l'abscisse d'un point anguleux, on a C(el‘) = E(el) d'aprés

la proposition précédente. En combinant ces fermules, on obtient : i

anguleux de E, tous les sous—arbres correspondent i
un point anguleux et les fils d'un méme noeud de
1'arbre ont tous méme poids.

E(d el) gdelq)(d) + dE(el) i

(ii) A wn point anguleux correspond au moins un arbre
ontre de méme que P .
Y0 q régulier optimal.

E(de,) <d e, (d) + d E(e,)
Preuve de (i) : Soient n l'abscisse d'un point anguleux et T un arbre
En combinant ces deux dernidres inégalités avec 1'indgalité (13), optimal correspondant. Appelons d son degré au sommet et B,y
on obtient : | h les poids de ses sous-arbres principaux. Pour montrer (i), il suffic
de montrer que :
B0 ¢ p(@) x+ d[a) Bl + ey Eley |
(14) no= ... = o= n/d
(15) n/d est 1'abscisse d'un point anguleux.




(16)

(17) o+ I E@) >
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En effet, d'aprés (15), les sous-arbres principaux correspondent eux-méme
3 des points anguleux. Ils possédent donc eux-mémes les propriétés (14)ed
En continuant ainsi, on montre bien (i).

Montrons d'abord (14) : !

Les sous-arbres principaux ont tous méme poids n/d.

L'arbre T étant optimal, on a :

C(n) = @(d)n + p.A C(ni)

lsigd
Comme C > E, on en déduit :

c@) > @@+ Z E)
lgigd

D'autre part, d'aprés la proposition 2, on a @

E(d.n;) € @) d n; + d.E(ny)

Si 1'on ajoute ces inégalités membre & mewbre pour Igigd, on obtient :

i %‘i Z E(d ni)
l<igd 1gicd |

D'aprés la convexité de E, on a :

(18) = X E(d n;) > E(n) |

Igigd
On d8duit des inégalités (16), (17) et (18) que :

S E(d n;) > E(n)

Cln) 2 —é*
1gigd

Comme m est un point anguleux, on a E(n) = C(n) ; on déduit que :

o L
SR d lsfid s ni)
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La fonction E étant convexe et n &tant un polnt anguleux de E,
cette derniére égalité n'est possible que si n = dni . On a donc
bien n = n/d. Montrons maintenant (i5)
n/d est 1'abscisse d'un point anguleux.
Appelons ey et ez'les abscisses des points anguleux les plus proches
de n/d (el < n/d < ey 3 e1‘¥ e2). Posons

n/d = o e *ta, e, @ +oay =1 o 2 0 ay 2 0

D'aprés la proposition 2, on a :
E(n) > @(d)n + d E(a/d)

Comme E est une droite entre e et ey, on a: E(n/d) = alE(el) + aZE(e

2)'
L'inggalité précédente peut donc s'écrire :
B > wfd e 0@ + aie] + fie, p@ v arey]

D'aprés la proposition 2, chacun des termes entre crochets est supérieur

ou égal 3 E(d el) et E(d ez) respectivement. D'ol :
E{n) 2 “ E(d e]) ooy E(d ez)

La fonction E &tant convexe et n &tant un point anguleux de E, cette
dernidre égalité n'est possible que si o, ou a, est nul, c'est-d-dire
si n/d est confondu avec e, ouc,. Dans les deux cas, n/d est un point.

point anguleux de E.

Preuve de (ii) : La démonstration sefait par récurrence sur n.

C'est trivial pour n = |, 1'arbre étant réduit & un point
Considérons maintenant un arbre optimal T correspondant & un point
anguleux d'abscisse n. D'aprés (i), ses sous—arbres principaux

ont tous méme poids et correspondent & un méme point anguleux

de E.
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Par hypothése de récurrence, & ce point anguleux correspond au moins

3 3 a P Fonctions E == ===~
un arbre optimal régulier. Si nous remplagons les sous—arbres principaux
de T par cet arbre régulier, nous obtenons un arbre régulier de méme

colit que T, donc optimal pour fi. =
’ %,

Notons qu'a un méme point anguleux peuvent correspondre des arbres

réguliers de décomposition différentes. Dans la suite, nous dirons

souvent "décomposition d'un point anguleux" au lieu de "d&composition

d'un arbre régulier correspondant i un point anguleux'.

D'apras la proposition 1. (iiii), les arbre réguliers dont les degrés

sont des degré~limites correspondent i des points anguleux de E. Le

théoréme précédent met en évidence d'autres arbres réguliers corréspond%

i
3 des points anguleux, comme nous le verrons sur l'exemple du paragraphe

suivant. |

|

1

|

Corcllaire J :  Si le degré d figure dans une décowposition d'un |
point anguleux d'abscisse u, alors : |

(19) E(n) = @(d)n + d E(n/d) |
(20) Cn) = @(d)n + d C(n/d) |

Preuve : Considérons 1'arbre régulier correspondant i cette décompositit

Par hypothé&se, i une certaine profondeur, tous les noeuds de l'arbre |

ont degré d. Par filtrages successifs, on peut construire un arbre

régulier de degré au sommet d. Le filtrage ne changeant pas le colit

(proposition 1.2), cet arbre régulier est optimal. On en déduit (20).

D'aprds le théor&me précédent, on a C{n/d) = E(n/d) ; on en déduit (19}

puisque C(n) = E(n) par hypothése. @

3.3. EXEMPLE DE LA FONCTION DE COUT ¢ (d) = d+0.5

FIGURE 3

Nous avons représenté sur la figure 3, les fonctions C, E et G dans le *;:
~ 5 AT 1A v 5 = b Ce i & . P o
od @(d) = d+0.5. Nous avons dé&ja &tudié ce cas en 2.6.4. et donné la dessin ne respecte pas les &chelles . Pour des raisons de présentation,

nous avons représenté séparément Eo’ E], E?_ et EB' Nous avons entouré les

et le cofit des arbres optimaux pour quelques valeurs de n. Rappelons qul)
abscisses des points anguleux de E et indiqué les pentes des segments de

a=3 d =4 k = 3.5/Log 3 i
max : droite de C.




.

Chaque fois que E et C sont confondues (par exemple sur 1'intervalle
[27,48]) , mous n'avons pas tracé de pointillés.

Nous indiquons dans le tableau ci-dessous 1'gbscisse des points amguleuxI

‘_

|
|
|

ainsi que la décomposition et le coflit des arbres réguliers correspondant

_83_

La réponse est oui : nous montrerons au chapitre suivant que si la
fonction de cofit a un seul degré-limite, les fonctions Ep se déduisent

l'une de 1'autre par des transformations de ce type & partir d'un certain

rang.

. 3.4. CALCUL DE L'ENVELOPPE CONVEXE
‘ . : 4
E.
n = abscisses des , . Cofit optimal C(n) = E(n) o .
1 1 Décomposition | Nous allons donner des indications facilitant le calcul
points anguleux {
§ de 1l'enveloppe convexe E,
! 0 {
5 1 ! 5 Proposition 3 : Pour calculer l'enveloppe convexe, il suffit de se
: 31 10.5 limiter aux arbres réguliers. Plus prdcisément :
4 4! 18 | E est 1'enveloppe convexe de C', oli C'(n) minimise le
o 52 63 | cofit des arbres réguliers3d n feuilles.
1
12 3,4 %
16 42 144
27 43 283.5 Preuve : Appelons E' 1'enveloppe convexe de C' et montrons que
26 32 4 414 E' = E. Par définition de C, on a C' » C ; on en ddduit :
,
2 600
48 3,4 (1) '3 E
81 3b 1134
D'aprés le théorémeé.(ii), & chaque point anguleux de E d'abscisse n
correspond un arbre régulier optimal. On a donc E(n) = C'(n) aux points
TABLEAU |
anguleux de E. Comme E' est 1l'enveloppe convexe de C', on en déduit :
Notons que 6 n'est pas 1'abscisse d'un point anguleux, bien qu'on ait (22) I3

C(6) = E(6) ; en effet, E est une droite sur 1'intervalle [4,9].

De méme 59 et 70 ne sont pas des abscisses de points anguleux.

On peut remarquer que les abscisses des points anguleux de E3 se

déduisent de celles de E, par une multiplication par 3. Un examen

plus fin montre que :
E3(X) =@(3)x + 3.E,(x/3)

On peut se demander si E[4 ne se déduit pas de E3 par la méme transformal

(23)

Proposition 4 :

On a donc bien E = E', d'aprés (21) et (22).

%

La proposition suivante va restreindre la classe des arbres réguliers

3 examinex pour calculer 1'enveloppe convexe

2
Les décompositions (dI

2
],...,dt t) des arbres réguliers op—

timaux obéissent 3 la régle suivante : si di n'est pas un

degré-limite alors ’Li est borné par une constante L(di)

= @a)
go(di)—k,Log di

L(di)
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Preuve : Appelons n le poids de 1'arbre régulier optimal. Son colt ) 2 < di < dmax
s'éerit : 0 < 21 < L(di) (L(di) de la proposition «’-&)
di et 4. entiers
Cm) = n X 2.9(d)
F i i
Igist
Preuve : Il suffit d'appliquer la proposition 3 avec les restrictions
D'aprés la proposition 2.4, on a : 1 des i
propositions 4 et 5. .
!
C(n) <knLogn+ @(a) n E Dans le cas oli il y a un seul degré-limite, nous verrons au chapitre &,
une méthode plus rapide permettant de calculer E en temps fini sur [l oo [
ce qui s'écrit : t
I‘ 3.5. FORME ASYMPTOTIQUE DU COUT QPTIMAL ET DE L'ENVELOPPE CONVEXE
n b} JLi (p(di) ¢ kn E E'i Log di +¢(a) n h
lgist Igigt I
| Nous avons vu au chapitre précédent que la fonction G(x) = k x Log x
soit : | est asymptotiquement £gale 4 C. La fonction E est une meilleure appro—
> li [‘D(di) - k Log di] < gla) L ximation de C puisque l'on a2 G ¢ E < C.
l<ist t Nous allons donner une méthode permettant de comparer asymptotiquement

D'aprés la définition de k, les termes entre crochets sont positifs ces trois fonctions et montrer que les transformées ((,"p et ?p de E et C

si d, n'est pas un degré-limite. On en déduit Ei < L(di)' sont asymptotiquement égales.
il

Proposition 5 @ Si la fonction de colit a un degré maximum dma

x
& chaque point anguleux correspond au moins un arbre

3.5.1. DEFINITION ET PROPRIETES DES TRANFORMEES & &T Ep

On a vu sur l'exemple du paragraphe 3 que E

régulier dont tous les degrés sont plus petits ou &gaux se déduit de F.2 par la

3
14 . ) transformation :
max
Preuve : Il suffit de refaire la preuve de la proposition (ii) du théori‘ Eg(") = @la)x + a.Ez(x/a) atee @ = 3,
4 en choisissant a chaque fois un arbre optimal de degré au sommwet infé-|
rieur ou égal a d h { - Cette transformation "raméne" une fonction définie sur 1'intervalle PZ a
max % 5 T . :
une fonction définie sur P3’ On peut définir aussi la transformation
1 e ~ n . : : . L TaTEE ‘ vl
Corolla_ire 2] Si la fonction de cofit poss&de un degré maximum, on peut | inverse qui fait passer de P3 a PZ' L'idée es;de rafener” siadh Cp - F‘p
calculer 1'enveloppe convexe E sur 1,2°) de la maniére définies sur 1'intervalle P_ 3 des fonctions up et E’P définies
!
; o sur P = |l,a}. Ceci afin de pouvoir comparer C_ et E quand p varie.
suivante : | b [ ’ ] P mp P P q P

C'est pourquoi nous définissons la transformation suivante :

trouver 1'enveloppe convexe inférieure des points
% L

(1,0) (X,Y) X=d e et

Y =X E L @ dp)
leigt
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Définition S : Nous appélons fla transformation lin8aire définie |
par la matrice suivante : ! (ii) Si p est un entier relatif quelconque, on a :
a o] P 1 0
(24) %a = f =l 13>
a.@(a) a pq)(a) 1
. : - (28) (0 = o 3 ?
ous poserous X(x) = afx fY(x’y) = & (p(p(a)x # y)
&
FAC) 29) &ty - Cly = Py
X £ | " i y v y(%y) = a7y’
®x i 13 P
fY< »¥) y (30) y < yv______> fxgx,y) < f\;x,y')
clest-a-dire ¢ (iii) Si £ est convexe, T (f) est convexe
& P
(25) X(x) 2 G i (iiii) La fonction G(x) = k x Log x est invariante par ¢ .
(26) fY(x,y) & a(p(a) x+ay ! Preuve : Il suffit de vérifier par un calcul simple. 7
7
Si Jz’désig—ne un ensemble de points du plan, nous
No el J " i e
noterons ‘f’(eﬂ') 1'enseuble des points transformé& par s 8l16ns miinEengnt “ramener Cp et Ep sY: [1 i ate mvalile Po'
En particulier :
. . Définition 6 : gfini u ges" B
= 85 T est &b iBfervalie réel[ll,!l'], e ot e oS ﬁl) gfinition Nous définissons les '"'transformées 8; et ?’P de E et C

. " de la manié i :
1'intervalle transformé [ag, a2'] - anigre suivante

-~ 8i f est une fonction définie sur I, nous appelons

f(f) la fonction définie sur fa(l).

A
P (CP)

S ————lT T

Plus précisément :

A4
gP (EP)

7 x € 2 € (0 = f’;(x/a, f(x/a))
femme 2 : i) £ Eracsforasiien ‘Zpesc srveteiBIE B | é et °€p sont des fonctions réelles suyr 1'intervalle [l,a]
/ On a donc :
1 1/a 0 Py
{) ) " B E (a"%) .
= (31) EP(X) = —P-—p p.x.0(a)
~p(a)/a 1/a | .
| ¢ (aPx)

(32) Co = e - pxp@
a




et inversement @
(33) B, () = af Ewla®) +pnp

(34) G (m) = & &’p<n/a") +pnga)

==

Comme C est définie sur les réels par interpolation linaire entre
les entiers, il en résulte que 8 est une 11gne brisée constituée
n+l

de segments de droite sur les lntervalles =N p

1 a
(,n et ntl € [ap, 2y ])

Il en est de méme pour EP

Le lemme suivant va nous permettre de comparer les fonctions z;, ?p o

Lemme 3 : (9] ?;(x) 2 ? (x) » G(x) = k % Log x
iy 0y = Ly =60y =0 |
Kp(a) = gp(a) = g(a) =k a Log 2

(ii1) E’ est convexe |
P

< 23 et O 1 < 2’ |

i) ¢ 3 ot 5 |

ptl
Preuve : Les propositions (i), (ii) et (iii) découlent respectivement
de (iii), (1iii), et (i) de la proposition 1. Montrons (iiii). |
1
|

Calculons fp(x) - E;H(X)

€0 - B =ty [Fxp@ ¢ e - e

s +1
+1 a

pt |\“

+ 1
Posons y = ap

X ; on én déduit :

ifp(x) -8, = pﬂ[y pla) + a C(y/a) - C<Y)]

p+i

Définition 7 :

(35}

(36)
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D'apréds la définition du colt optimal et la formule (2.2), le terme

entre crochets est positif ou nul. On a donc bien fﬂ < €.

P
On montrerait de méme, & 1'aide de la formule (10), que EPH < gp'

%

3.5.2. EGALITE ASYMPTOTIQUE DE f,’p ET &’p
Nous voulons montrer que 8; et ?p convergent vers une méme fonction ¢,
généralement différente de G. L'égalité asymptotique de C et E est

donc plus forte que l'égalité asymptotique entre C et G que nous avons

m.se en évidence au chapitre précédent (voir 2.5.1).

Nous avons besoin, dans ce bth, d'une majoration simple de C(n). Pour
cela, nous allons construire un arbre & n feuilles qui n'est pas
forcément optimal mais dont le cofit est facile 3 calculer. Cette
majoration nous sera utile au chapitre suivant.

Sinz3x ap'ﬂ (p' entier » 0), nous appelons Rp,(n)
1'arbre & u feuilles suivant : soit p la poche de

+ 1 o
P"Yy . Par définition, on a p>p'.
pp'

n(a’snc<a
Posons m = n/a
On amé€ Pp“ Appelons e et e, les abscisses des

points anguleux de E_, les plus proches de m (e gm<e ).
Par définition, (n - aP” p. e ) est positif. Appelons q et r
le quotient et le reste de la division de (n - a¥ ¥ el)
par (e2 o e]) 3

n-a e, = (e2~e])q +

i 0gr<e,”

Posons




L'arbre Rp,

1) Jusqu'i

(n) a la forme suivante :

la profondeur (p-p'-1) comprise, tous les noeuds ont degré a.

g |
2) A la profondeur p~p', il y a 2P noeuds qui ont les poids suivants j

b, noeuds engendrant l'arbre optimal de poids e,

1
b, noeuds engendrant 1l'arbre optimal de poids ey

| noeud engendrant l'arbre optimal de poids n'

L'arbre Rp.(n) peut &tre représenté de la maniére suivante :

b 1

—~—\ _ profondeur p-p'

SAREN

FIGURE 4.

La définition est cohérente : il suffit de vérifier que :

(37)

blzo b2;0
p-p'

a —b1+b2+
n=b, e +b,e, +n'

Définition 8 :

Lemme 5 :

Lemme 4 : Avec les notations de la définition 7 (m = n/ap—pl). on a :

(38) e, 1) = Gy pam + b, Ble)) + by Ble) + Cah)
PP

(39) Z(Rp,(n)) - €, (nE@) = ca) - BGH

Preuve : Pour obtenir (38), il suffit de calculer le coflit de .1'arbre

en remarquant que E et C sont &gales aux points anguleux e, et e,.

Pour obtenir (39), calculons d'abord E(m). D'aprés (37), on a :
_ e’ '
m= a [blel+b2e2+n]
Comme E est une droite entre e, et e,, on en déduit :

(40) E(m) = aP P [bl E(e) + b, E(ey) + E(n')]

Or, d'apraés (28), on a :

]

4y {z_p' (m,E(m)) PP [(p—p')ga (a)m + E(m)]

D'aprads (40) et (41), on a :
p=p'
42) €, (mEm) = Gpg@ n b B + b, Be,) + En'

En soustrayant menbre i membre les €galitds (38) et (42), on obtient

bien la formule (39) : g
%
Si f et g sont deux fonctions r8elles définies sur un
méme intervalle I, nous noterons \f-—g leur différence
ma Ximum
| f-g] = Max [f(x)—g(x)]
x€T

On a : \{p(f—g)| = |f«g\ap

Preuve : Cela découle de la formule (29).




Lemme 6 Si et sont deux e rer 0sitifs ou nuls quel comn g
P P nt S pos s q

Verifiant p >p', alors ;

[fp“fpyfs M[ !

—ry !
R [

Preuve : C'est avi i
ident si p = p7, Supposons dene P >p'. Soit nep '

&
omme G(n) < &’(Rp.(n)) > on déduit du lemme 4 que : t
. pp' |
(43
) ¢ -, (mEm) < oy - neary

' est 1'entier 4 P
N PP' de 'la d&finition 7, et m = n/ap_P', 1

On i
montre que le premier menbre de 1'indgalits (43) vaut
b p
a [ffp(n/a) - Ep,(n/ap)]

et que le deuxigme membre ‘de (43) est égal a ; I

'p T L L}
a [gp'(n /ap)-g;'(nr/al) )]

On déduit donc de (43) que :

& w/aPy - P = .
v = gpl(n/a ) s ap E [Zpr(nh/ap ) - E (nl/a]:7l:|;J
P

{
|
(

D'aprés la définition 8, on 4 :
¢ p' T
&, ay - & waty ¢ 1€,.- 2.l

Comme @ et
( . %p' sont des segments de droite sur leg intervalle i
n et n+] € Pp), on en déduit bien N

| &-5,] « Gk

N
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Nous sommes maintenant en mesure de montrer que ‘Z,’p et E’p convergent

vers la méme limite :

g et & convergent uniformément vers la méme limite & .

P P

Théordme 5 i
La fonction & est continue, bornée, convexe, et vérifie :

(44) €(x) > 6(x) =k x Log x
(45) €0y =61y =0
46) (?’(a) = 1@(a) = a.@(x)

Preuve : D'aprés le lemme 3, si x est fixé, & (x) est décroissant avec p
et borné inférieurement par G(x). La suite fp(x) tend donc vers une
limite 2(1;) > G(x). Les fonctions continues & sont donc bornées
inférieurement par G et convergent en décroissant sur 1'intervalle fermé
[I,a]. La convergence est donc uniforme sur cet intervalle et la fonction

Gest continue, bornée, supérieure ou &gale 3 G.

De la méme maniére, &’P converge uniformément vers une fonction 8, continue,

bornée, supérieure ou égale & G.

Les fonctions 3' Btant converes, leur limite & est aussi convexe.
Les Egalités (45).et (46) découlent du lemme 3.(ii).

Reste 4 montrer que g = E Comme &p > E,p (voir lemme3.(i )),on en
déduit que E > €. 11 nous suffit donc de montrer que la différence

E(x)- E(x) peut &tre rendue aussi petite que possible. Cette différence

peut s'dcrire :

) P T 4 1T % 1
47) Gy - E(w) = [‘b(X) Gp(x)] + l f:p(x) (:p,(x)J

+[ € (x- B ]

p et p' sont deux entiers vérifiant p » p' » 0. D'aprés le lemme

précédent, on a :
] 1 '|
€0 - & .0 < &yl

PP

(48)




Si 1'on choisit p et p' suffisamment grands, le premier et le troisiéme |

terme entre crochets peuvent Etre rendus aussi petits que possible.

D'aprés (48), pour rendre le deuxiéme terme aussi petit que possible,

il suffit que la différence (p-p') soit suffisamment grande. Finalement,

la différence &(x) - B (x) peut &tre rendue aussi petite que possible.

On a donc bien K = F. =
%.
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CHAPITRE 4

CAS OU IL Y A UN SEUL DEGRE-LIMITE

Ce chapitre et le chapitre suivant sont consacrés & 1'étude des
arbres optimaux & poids €gaux quand la fonction de colit est & degré
borné, c'est-3-dire quand il existe pour tout n un arbre optimal de
poids n dont les degrés sont au plus &gaux I une constante dmax'
I1 faut distinguer deux cas, suivant que -la fonction

de colit posséde un seul ou plusieurs degré -limites, c'est-3-dire

un ou plusieurs entiers vérifiant

—?(d) < L(_n) pour tout n.

Log d f.og n

Nous avons vu au chapitre précédent que les transformées Ep et (?;J
du colit optimal C et de son enveloppe convexe E convergent vers la

méme limite ? La convergence se fait de fagon trés différente

sulvant qu'il y a un seul ou plusieurs degré -limites. Dans le premier
cas, g = ?é partir d'un certain rang ; dans le deuxiéme cas, on a
€=c (G(x) =k x Log x) . Il en résulte que les propriétés des

arbres optimaux sont tré&s différentes. En particulier, nous montrerons
que dans le premier cas, les arbres optimaux et leurs coiits sont
calculables en temps fini.

Nous &tudierons au chapitre 5 le cas ol il y a plusieurs degré -limites.
Dans ce chapitre, nous supposons donc que la fonction de coflit posséde
un degré maximum dmax et un seul degré-limite a. En fait, les résultats
de ce chapitre restent valables s'il y a plusieurs degré —limites qui
sont des puissances entiéres d'un mEme nombre entier. Les démonstrations

s'étandent facilement 3 ce cas.
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Rappelons que :
4.1, FORME ASYMPTOTIQUE DE E

(1 g = -2 o o) )
Nous voulons montrer que les transformées é’ de E sont égales 2

leur limite g 4 partir d'un certain rang pl' Nous en déduiromns

(2) a < dmax qué les fonctions E sont réguliéres, c'est-d-dire qu 'elles se
déduisent l'une de 1 autre par tne transformatlcm? (voir définition 3.5
= (3) G{n) < E(n) < C(n) 6(x) =k x Log x La définition suivante va nous permettre d'établir des correspondances

entre les E_:
)4

Nous allons d'abord montrer que l'enveloppe convexe E a une forme

régulidre 3 partir d'un certain rang, c'est~a-dire que la limite & des Définition 1 : Pour p et i entiers (p » 0, i » 1), nous définissons

transformées 81) de E est atteinte & partir d'un certain rang p,- Nous & Sp,i ¢ le i-iéme segment de Ep

déduirons un procédé de calcul de E en temps fini et montrerons que E 1'. et er" o les abscisses des points anguleux qui
J 3 s P

est une excellente approximation de C : en effet, C et E ne différent ’ ’

sont les extrémités de S

que d'une constante. Nous donnerons également une heuristique quasi- Ip i le p-iéme intervalle de E_ ; c'ez::ll'intervalle
s
optimale qui calcule des arbres dont le colt ne diffé&re du coilit optimal réel I i —[ i’ e;;,i
que d'une constante. .
rIPri - l;)l - eF‘:l

Au paragraphe 3, nous nous intéresserons aux degrés des arbres optimaux.

Nous avons vu au chapitre 2, que les arbres a-parfaits sont optimaux D i(x) ¢ 1'8quation de la draite prolongeant Sp,i'

t, plus généralement, que les arbres ont tendance i avoir pour degré le Sin € [ep,j_’ elp,i[ , on dit que Ip,i est l'intervalle
degré-limite a. Le théoréme du degré-limite va préciser cette notion : de n et que Sp,i est le segment de n

a4 partir d'un certain poids Ny, il existe toujours un arbre optimal dont

le degré au sommet est le degré-limite a. C'est ce qui justifie 1'expressi Notons qu'on a toujours E(x) » Dp’i(x), pui§que E est convexe.
"degré-limite".

4.1.1. REGULARITE DE E

Au paragraphe 5, nous mettrons en &vidence des propriétés des arbres

optimaux qui nous permettrons de calculer leur forme et leur cofit Nous allons d'abord traiter le cas ol les seuls points anguleux
en temps fini. de E sont ceux d'abscisses al.
Au paragraphe 6, nous verrons qu'il existe toujours des arbres optimaux Lemme 1 : 8i & chaque point anguleux correspond au moins un
dont la différence de profondeur des feuilles est bornée par une constanE'T arbre régulier ayant un noeud de degré a, alors les
Mais, contrairement d la) conjecture de KNUTH ([13], p. 377, Ex. 9), points anguleux ont pour abscisses a® et 1'enveloppe

. 2 . " ’ 1 exe E la fonction h_.
cette borne n'est pas toujours égale i un. Autrement dit, il n'existe convexe [ (est a

pas toujours un arbre optimal dont la différence des profondeurs des

feuilles n'excéde pas un.
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P : La fonction h été définie en !.17 : elle est constitu@e X
Sreuvey & ton a) & €Ly @ + ptl Appelons donc Nl 1l'abscisse de g"’la plus grande et Py la poche corres-
des segments joignants les points <ap,C(ap)) et (ap , C(a )) A——
(voir figure 2.1). Soit n l'abscisse d'un point anguleux. D'aprés
! é il lui d i égulie ant un .
L Hypothisr, il Iui Bor=eEpond 29.Moits i SEbIe EOPWOLeT, EY B Comparons & 4+ et & . Considérons un point anguleux de E +1 d'abscisse
noeud de degré a. Par filtrages successifs, on peut transformer cet 4 . Py ~ ) pi
€. Comme e > 1 11 existe une décomposition de e comportant le degré a.
P $ = - C = et -
EFBDe €7l Ul SEOWE YRguiner, SERlENY Optinsl, mEg)-de Haprd = opeptag D'aprés le corollaire 3.1, e/a est donc l'abscisse d'un point anguleux
D'apré&s le théorgme 4, les sous—arbres principaux ont tous méme poids
- 2 = de E et on a :
et correspondent eux-mfmes i des points anguleux. On a2 donc n = a.rg‘, 1
in' : i i i . E i nt ce raisonnement
oli n' est l'abscisse d'un point anguleux. En appliqua ce E +1(e) = (/)(a)e + a.Eb (e/a)
i n' et en continuant ainsi, on voit finalement que n = aP. % Py 1
%
A chaque point anguleux de Ep 1 correspond donc parf_] un point
goré & A tir 4’ i h E 2 for ue E 3 .
Théoréme 6 REYEEE U CErEarnel Pocte Jpfs p 2 meme torme Y | anguleux de E_ . On en déduit que les points anguleux de @&, 41 sont
a : i 3s. P Gcisément : . .
e BE=S aall it également des }%olnts anguleux de Eﬁ Comme 813 et gp +1 sont des
PP lignes brisées convexes, on a donc : ! !
(%) g =% (&)
P P
Vo > p, ?p]ﬂ %,
g - -
P Py
Mais, d'aprés le lemme 3.3, on a z; + < Ep , on en déduit que
; . .
p, est la poche contenant le pou';:1 anguleux dgaabsusse gp o = EP' Garmoatierait de iEte q‘lie % +21= Ep e et Al
N, la pl de 1' i t e st 1'ens ¥ 5 M [ B
j B2 pEus grande de lhensemble J” suivan b ens généralement, 1'égalité (5). La formule (4) en résulte d'aprés les
ble des points anguleux pour lesquels tous les arbres définitions de € et g . %
réguliers correspondants n'ont aucun noeud de degré a, P /4
P D'apr@s ce théoréme, une fois que l'on a déterminé Ep , on en déduit E
Preuve : Si est réduit au seul point anguleux (1,0), alors, pour p > p, alnsi que la limite z Pillta. e diedtient :1
d'aprés le lemme précédent, l'enveloppe convexe est la fonction ha. :
5 gt . -FP
On vérifie facilement que dans ce cas Ep = (Eo), et que pour tout p, Corollaire_ | Sin€P , avecps p,» on a:
gp = 4E'= Eo. La fonction EO est le segment de droite joignant les poinf P
PPy PP
(1,0) et (a,a ‘P(a)). (7 Ep(n) = (prpP@(adn + a E, (n/a )
e . i
Dans le cas général, montrons d'abord que les abscisses des points
a 2 ¥ s - o 3 5 |3 P
anguleux de J° sont bornées. D'aprés la proposition 3.5, 3 un point (8) alix) =(Ep (a ]x))/a b px ¢(a)
anguleux de P correspond toujours un arbre régulier de décomposition ’ !
2 ¥ ~ T -
(d, ‘,...,dt €y, avec 2 < d; < d_ . Par hypothdse, les d; sont différent
, N Cos 5 .
de a. D'apré&s la proposition 3.4, les abscisses des points anguleux (9 E(n) = pg(a)n + ap.f(n/ap)
de @sont donc bornées par :
1
(6) SR |
2¢d<d
max
d#a




Preuve : Ces formules découlent directement du th8orime précédent et des -

définitions de i et &.

Sur la figure suivante, nous avons représenté trés schématiquement les foy

i E U .
tions 8, Epl, Ep, et o’ pour p > p' > pl

)

el eI
P2 ',2

Définition 2 : = By o ; est l'intervalle de n (c'est~3-dire ep ;€ < e;) g
£ MLELOn- & b

Pyl
e a
P;s2

FIGURE 1I.

Ce dessin ne respecte pas les échelles. Nous avons rap\résenté le
segment Sp jc'est-3-dire le deuxiéme segment de Ep .\Comme les
fonctions 1,2 Ep’ Ep, et Ep se déduisent 1'une de l‘Iautre par
une transformation ‘é?, ces 1l:ro;v'.s fonctions ont le méme nombre de
segments et la transformation & fait correspondre le deuxi&me
segment de E aux deuxiémes segments de E_ et Ep" Nous sommes

Al pEEnLs
donc  amenés a définir des "segments' correspondants :

P> >
nous appelons T_, 5 1'intervalle correspondant de n
: D

,
dans 1la poche p' (p et p' 2 p;). Plus généralement :

n€l . ) 9 » e . e' . D_ .
Pl Pyl Pyl Pl Pt Pst
correspondants I , . S , . e , . e', '
gans P, i p'si p'hi p'.i p's

Corollaire 2 :

(10)

(1)
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Si p et p' sont des entiers plus grands ou &gaux i p;, on ¢

p-p'
(i) s -=2€ (Sp',i)

P,l
o
2] =i app.E.
p,i Pl
g )
el . = PPl er,
p.i p'si
1 .| =P |1, .|
P, P 1
p-p'
p . =¥ D, .
p.i (P'.l)

(ii) Si n€ Ip,i et pxp', alors :
—~ry t |
E () = (p") @ (a)n + PL .Ep.(n/ap Py

Ep(n) = (ppplam + X '[Dp',i(nj)]

Isn, ¢ aP7P
5 €

Preuve : Toutes ces formules, sauf (1), sont des consBquences du théordme 6

(12)

(13)

et du corollaire précédent. Pour la formule (11}, il suffit de remarquer

que Dp, 5 est une droite,et qu'en conséquence :
s

. ey B
% D .(n.]=app.D (a/aP"P
l<n.<aP® L Pt i pt, i )
J
ie
Comme ep. ; € n/aP P < el'), jrooomoa
s B
. — P
Dy (/PP = Ep|(n/ap Py
s

En substituant (12) et (13) dans la formule (11), on obtient bien (i0).

%,




A
Corollaire 4 : Siné€ IIJ ; @vec p > p, alors HP i|/a est entier et on a :
TR » »

Le thoréme 6 a comme conséquence immédiate la propriété suivante :

sin € Ip,i salors le cofit optimal est &gal & E(n) chaque fois

que (n—ep‘i) est un multiple de IIp ,il' Pour cela, il suffit de

montrer que le cofit de 1'arbre Rp (111) est égal 3 E(n). Montrons |

d'abord que si n est grand, le coé\t de 1'arbre Rp (n) (voir définition 3.7)
| g

se calcule simplement :

p,+1
Corollaire 3 : Sinza , alors le colit de 1'arbre Rp (n) vérifie :
1
(14) 3(Rp (n)) ~ E(n) = C(n") - E(a")
1

ol n' est défini en 3.7.

Preuve : D"aprés le lemme 3.4, si 1l'on pose m = n/ap-pl, le coilit de

cet arbre vérifie :
3 pp
L"(Rpl(n)) %y merm) - ey - B

Un calcul simple montre que

?z—p'(m,E(m)) = (pppP@(an + ap pl.E(n/apupl)

D'aprés le corollaire 2, formule (10), le deuxiéme membre est

égal a Ep(n). On en d&duit bien (14).

(i) C(n) = E(n) pour n = ep,i + j‘Ip,i

2ud

(i) () | (ocica

E(n) pour n=e .+ _]I

P,i Ip i
r )

Preuve : D'abord ]IP i|/a est entier puisque d'aprés le corollaire 2, on a i
3

hp,il/a - |Ip—l,i| pour p-l 2 P

=~ 103 -~

La proposition (i) est une conséquence de (ii) puisque :

p-py-l

5, ;172 = 11 L

Ppsi

Pour montrer (ii), il suffit de montrer que le colit de l'arbre

Rp (n) est égal & E(n). D'aprés la définition 3.7, n' est égal a :
1

n' =e_ ., + reste n~ap_pl.e . e! . ~-e .
plvl Ppl ) P],l p],l

ce qui s'écrit :

n' =e ., + reste (n—e AT ]
pyst LIV PR

Par hypothése, le reste est donc nul et n' = 5w Comme ep ; est
. . U °
1'abscisse d'un point anguleux, on a :

€(n') = E(n")

On en déduite que g(RpI(n)) = E(n) d'aprés le corollaire précédent. L'arbre
Rp (n) est donc optimal et on a bien : C(n) = E(n).
‘ %

4.1.2. CALCUL DE E ET & EN TEMPS FINI

Les r8sultats précédents nous permettent de donner un procédé de calcul

de E et g en temps fini

Proposition 1 : Les enveloppes convexes E et £ sont calculables en temps

fini de la manidre suivante :

) Déterminer N; par la formule (6) et la poche p;
correspondante. Calt':uler 1'enveloppe convexe E sur
3 +1 : 9
l'intervalle |1, apl ] i 1'aide du corollaire 3.2.
2) Identifier la poche Py (p1 < pi) a partir de laquelle

E est réguliére.




3) Pour p 3 P 15‘.17 est donné par la formule :

Ry (o p“pl)
= g oS N
Ep(n) (prppolam + a 5, n/a

4) 1'enveloppe convexze asymptotique est donnée par :
E (ap].x)
P

lp, -pVX.¢(®
a

’f(x) =

Preuve : Comme N; est borné, la phase | prend un temps fini. Il en e

de méme pour les phases 2, 3 et 4 (les formules sont celles du corol

4.2, FORME ASYMPTOTLQUE DE C

Nous avons vu au théoréme 5 que les transformées 5; et gp tendent
vers la méme limite. Mais cela ne signifie pas que Cp
pas infiniment 1'une de 1'autre pour certaines valeurs de n.
Nous montrons ici  une propriété beaucoup plus forte, & savoir que
C etE ne différent que d'une constante. Nous en dé&duirons un procédé
heuristique calculant des arbres quasi-optimaux en temps fini.

4.2.1. LA DIFFERENCE C-E EST BORNEE

Théoréme 7 : La différence C(x) ~ E{(x) est bornée : '

(15) YV x réel » 1 C(x)~E(x) < B
avec B = Max ;o4 [C(n)—E(n)]
l<nga
Preuve : Comme E et C sont des segments de droite entre les valeurs
entiéres, il suffit de montrer (15) pour x entier. Soit donc n - a

(n) de la définition 3.7. D'aprés le corollai
i

Considérons l'arbre R
son coiit vérifie
C(n')-E(n')

g (R (n))— E(n) =
Py

avec n' € P_ .
1

et Ep ne s'éloignen!

py*l

st

1ai e

re 3,

Définition 3 :

Proposition 2 :

(16)

= @5 =

Par hypoth&se, on a donc €(n') - E(n') < B. Comme d'autre part,
Cln) < e(np (n)), on en déduit bien (15).

: %

Ce théorme nous montre que 1'enveloppe convexe E est une excellente
approximation du colit optimal ; contrairement 3 la fonction G(x) = k x Log x
qui pouvait s'éloigner infiniment de C(x) (voir 1l'exemple 2.6.3).

Aux paragraphes 4 et 5, nous déduizons de cette propriété des indications
trés précises sur la forme des arbres optimaux. Pour 1'instant, nous allons

en déduire 1'heuristique suivante.

4.2.2. HEURIS_TIQUE QUASI-OPTIMALE CALCULABLE EN TEMPS FINI

L'heuristique # calcule les arbres ui'(n) sulvants

1) Calculer E (voir proposition 1) etles arbres réguliers

optimaux correspondants aux points anguleux de E
pl” I
2) Pour{ I < n €8 i sinestun point anguleux
de EPI, 1'arbre oé (n) est 1'arbre régulier optimal
correspondant ; son cofit est donc égal 3 E(n).
Dans les autres cas, on calcule des arbres, optimaux
ou non, par n'importe quelle méthode.
p,*l
3) Pour n > a X 1'arbre .f(n) a méme forme que 1'arbre
R (n) défini en 3.7, sauf que 1'on remplace le sous—
argre optimal de poids n' par 1'arbre rf(n') calculé

i la phase 2.
L'heuristique # poss&de les propriétés suivantes :

(1} Elle est calculable en temps fini.

o ] P+l
(ii) S8in > al ', elle calcule des arbres de cofit :

BEw) - ew + E(F @) san

avec n‘EPpl (n'a 8té dgfini en 3.7).




an

(iii) La différence entre le colt des arbres £(n) et

le cofit optimal est born8e par une constante :

(Vn) Z(eﬁ(n)‘) - C(n)s B

avec B' Maxpl*‘l

l<nga

[%(j(n)) - E(n)]

Preuve : (i) Nous avons vu & la proposition | que E et p, sont
calculables en temps fini. Comme p, est fini, la phase 2 prfll‘ld
Pl

un temps fini quel que soit le procé&dé& utilisé. Si n > a i

le calcul de la forme de 1l'arbre est immédiate, d'aprés la définition 3,

Le calcul du cofit de 1'arbre est immédiat par la formule (16). Cette

heuristique est donc bien calculable en temps fini.

(ii) Un calcul identique & celui du corollaire 3 démontre la

formule (16).

+1
. Comme C 2E, on a :

P
(iii) Supposons n > a

E(Zw) - e <& (£ w)- 2

D'aprés (16), on en déduit :

8

i‘-’(&f(n)) = C(n) < 8(1‘(11')) ~ E(n")

p,*1

Comme n' < a , le deuxiéme membre de 1'inégalité est inférieur ou

8gal 3@ B', ce qui entraine la formule {{7).

Cette heuristique est quasi-optimale puisque le cofit de ses arbres
ne différe du cofit optimal que par une constante., Naturellement, plus

les arbres calculés & la phase 2 sont bons, plus petite est la constante
BY

En particulier, si & la phase 2, on prend les arbres optimaux, sera

&gale 3 la constante B du théoréme 7.
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4.3. THEOREME DU DEGRE-LIMITE

Définition 4 :

Proposition 3 :

Nous nous proposons de montrer qu'asymptotiquement le degré au sommet

des arbres tend vers le degré-limite a. Plus précisément, nous allons voir
que si n est assez grand, il existe toujours un arbre optimal de poids n
dont le degré au sommet est égal 3 a. C'est pourquoi, il nous faut

introduire la notion de degré possible pour un arbre.

On dit que le degré d est possible pour n s'il existe un

arbre optimal 3 n feuilles de degré au sommet d. Sinon,

on dit que le degré d est impossible pour n.

Par extension, on dit que le degré d est possible pour

un arbre si le degré au sommet de cet arbre est d ou
s'il existe un arbre équivalent de degré au sommet d.

Sinon, on dit que le degré d est impossible pour cet arbre.

Si le degré d est impossible pour un arbre, alors le degré d
est impossible pour au moins un des ses sous—arbres princi-
paux.

Preuve : La preuve se fait par 1'absurde. Soit T un arbre de depré d

impossible. Si le degré 4 &tait possible pour tous ses sous—arbres
principaux, on pourrait les remplacer dans T par des arbres équivalents
de degré d. On obtiendrait ainsi un arbre T' &quivalent 2 T. En filtrant

le sommet de T', on obtiendrait un arbre T" &quivalent & T, donc optimal,

mais de degré au sommet d, ce qui contredit 1'hypothése.

Z
Lemme 2 : Soit un arbre optimal de poids n. Scient d son degré
et LR les poids de ses sous—arbres principaux.
Si une droite D quelconque vérifie :
(18) D<E et C(n) € D{(n) + b
alors la droite D' suivante :
(19) D'(x) = D(dx)/d - x@(d)
vérifie :
(20) D' ¢ E et z [C(ni) o D’(ni)] <b

l¢igd




- 109 -
i
i
Preuve : L'inégalité D < E signifie D(x) < E(x) pour x > I. ] B est la constante du théoréme 6 ; p est la profondeur
Cette inégalité est possible puisque E est convexe. La définition de D! : de la feuille ; di est le degré du noeud situé i la
peut s'écrire : profondeur i sur le chemin.
(21) D(x) = (/)(d)x + 4,D'(x/d) Preuve : Appelons n; (0 €« 1 < p) le poids du noeud situé & la profondeur i.
Remarquons que n est le poids de 1l'arbre et que np = ]. Soit une
- D'autre part, on sait, d'apr&s la proposition 3.2,que : droite D quelconque vérifiant :
o (22) E(x) ¢ @(d)x + d E(x/d) D, < E et Clny) <D (n) + B
Comme D < E, on déduit de (21) et (22) que : Remarquons qu'une telle droite existe toujours : d'aprés le théoréme 6,
on peut prendre la droite prolongeant le segment de E correspondant & n,
@(d)x + d.D' (x/d) < @(d)x + dE(x/d) i Considérons la droite D, suivante :
1 . 1 1 = =
ce qui entraine bien D' < E. Dl(x) = Do(dox)/do x¢(do)

Comme D' est une droite, on peut 8crire, d'aprés (21) ipaRenty oo pEpalEy 7 )
Dl < E et C(nl) < D(n|)+B
(23) D(n) = g(ddn + X D' (n;)

lgigd On peut done réappliquer le lemme précédent & tous les noeuds du chemin.

D'autre part, 1'arbre de départ &tant optimal, on a: On obtient une suite de droite D; ayant les propriétés suivantes

(24) C(n) = @p(d)a + 1 ; . C(ni) _ D, <E et C(n;) < Di(ni) + B
gig (26) pour l<isp
Par hypothdse, C(n) < D(n)+b. On a donc, d'aprés (23) et (24) : D, (%) = Di—l(di-lx)/di—l - qo(di)x
2 Clnzd ¢ 2 D'(ni)+ b Comme m = I d; , on en déduit que :
lsigd lgicd Ogigp-1
ce qui est Bquivalent i (20). o . D (x) = x X (d.) + m.D (x/m)
% o O\dgp—l(p 1 p

Ecrivens que D (m) ¢ E(m)

Lemme 3 : Dans un arbre optimal, les degrés des noeuds du chemin |
d'une feuille quelconque vérifient :
(27) m z ;) + D (D] s E{m)
Ocigp-1 B
(25) I e -Blm < Em) m= IT 4
Osiep-i . ogisp-]




D'apras (26), nous savors que Dp(np) » C(n_) - B. Comme n, = 1, :
on en déduit que Dp(l) > -B. En substitua.nt dans (27), on obtient bien
(25).

Avant de montrer le théoréme du degré-limite, nous mettons en &vidence

la relation suivante entre le poids des arbres et leurs profondeurs.

Proposition 4 : Les poids n des arbres optimaux dont tous les noeuds

ont des degrés inférieurs ou &gaux 2 dm et qui

ax
possédent une feuille & la profondeur p sont bornés supérig
rement par la fonction de p suivante :

(pt1).@(d__ )/k
(28) nee # max

Preuve : Considérons un tel arbre optimal. Appelons n son poids et
f la feuille & la profondeur p. Soit f' une feuille quelconque, f'
pouvant étre confondue avec f. Appelons u le pére de £'. Comme

w(u) > w(£), d'aprés le corollaire 1.1, les colits partiels vérifient

o(u) € c(f). Comme par définition, c(f') = @ (d<u)) + c(u), on en d&duit
e(£) < p(aw) + o)

La fonction ¢ é&tant croissante, on a : @ (d(w)) N (dmax) et
c(f) < p.(o(dmax), puisque la feuille f est & la profondeur p.
D'ol :
'
c(f") < (p*l).(P(dmax)
Cette dernidre inégalité &tant valable pour toute feuille £' de

1'arbre, on en déduit, d'aprés la formule des cofits partiels :

C(n) < n(p+1)_§0(dmax)

Comme d'aprds la proposition 2.4, ona k n Log n £ C(n), On en déduit :
g

k n Log n € n(p+l) (P(dmax)

Ce qui entraine la formule (28).

N
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Théoréme du "degré-limite" (8) : A partir d'un certain poids N,, il existe

au moins un arbre optimal dont le degré au sommet est le

degré-limite a.

Preuve : Nous allons majorer les valeurs de n pour lesquelles le degré a
est impossible. Soit n une telle valeur. La fonction de cofit possédant

un degré maximum dmax’ il existe un arbre de poids n dont tous les

noeuds ont un degré plus petit ou égal & dmax' Par hypothése, son degré
au sommet do est différent de a, et, d'aprés la proposition 3, le degré a
est impossible pour un de ses sous-arbres principaux. Appelons dl le
degré au sommet de ce sous—arbre. En réappliquant la propositionm 3, on
construit un chemin de 1'arbre dont tous les noeuds ont un degré différent
de a. D'apré&s le lemme 3, si B désigne la constante du théoréme 7 et p

la profondeur du chemin, on a :

(29 m.| X d.) - Bl < E@
Osi\<p—|¢( 2 °
avec
(30} m= J] d. .
Ogigp-1

Comme E(m) < C(m) (proposition 3.1) et C(m) <k mLogm + @ (a)m

(proposition 2.4), omen déduit :
(31) E(m) <k mLogm+ @(a)m
En combinant (29), (30) et (31), on obtient

(32) py [(p(di) - % Log di]< p(a) + B

Ogigp-1

Mais les di 8rant tous différents de a, les termes entre—crochets sont

tous strictement positifs.




=
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Si nous posons. : 4.4.1. VALEURS DE N,
ue= uin [‘o(di) - k Log di] i Nous donnons ci~dessous 1'allure générale de la courbe N, en fonction
2<d<d
i de A+ Nous détaillons plus pour A€ [o,\u (3)],
dta
1'indgalité (32) entraine : N2 |
- 'N i
degré- 2 s " -5 6 |
p < (go(a)+B) /u limsres| @3] e = - :
i . [ 180 1
o | : i
. N i !
D'aprés le lemme précédent, on en d&duit : 160 |
140 1
(d_ ) (a)+B ’
H—w——.—qg max i+ ? - 120 degré-limite '
% o !
T B 5@ 100 a=3 '
!
80 .
j !
Donc si n dépasse cette valeur, le degré-limite a sera toujours 60 !
é |
possible pour n : il existera toujours un atbre de degré au sommet a. e l
Clest ce qui justifie 1'expression "degré-limite". y :
— )
|
. 0 B3y Y4 Y(5) w(6) J Yon
Dé finition 5 Nous appelons N2 la plus petite valeur de n & partir de =0.81.. =2.12.. =3.83.. =5.62.. 0 .2 3 .4 .5 5 L7 \'3(3)
laquelle le degré-limite a est toujours possible. FIGURE 2.
Nous appelons Py la poche de NZ’
Les valeurs %(3), w¢(4), ... sont les valeurs de i pour lesquelles il y a
11 faut bien comprendre le sens de ce théoréme : il ne signifie pas pilualates degss “sedl tey (vole 2.4 2] . On TENEDNEE G0N T A et STosbe
qu'a partir d'un certain rang tous les arbres optimaux ont un degré au ‘ d'une valeur ¥(d), N, tend vers 1'infini. Ce cas sera étudié
sommet a. Nous verrons sur 1'exemple suivant qu'il existe des arbres au chapitre suivant. Voici quelques valeurs de Nz ,
optimaux de degré au sommet différent de a, méme si n est arbi- A NZ
trairement grand. 5 5
174 5 Par exemple :
4.4. EXEMPLE DES FONCTIONS DE COUT '@(d) = d+} 3/10 % i 0<Ac1/4 aloss N = 5
1/3 16
D'aprés le théoréme précédent, la valeur de N2, rang @ partir duquel le % 718 19 Remerque |
degré-limite a est possible,ne dépend que de la donnée de la fonction 4/9 0 B . y2>5000
de cofit, c'est-a-dire de @ et, dans notre cas, uniquement de . 9/19 5
Mous allons d'abord voir comment varie NZ avec X. 12 -
TABLEAU 1.
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h.6.2. CAS @(d) =4

Nous avons vu en 2.6.3 que KNUTH([IS] , Théoréme L) avait domnné une
méthode simple de calcul des arbres optimaux et de leurs colits. Nous
pouvons maintenant montrer ce résultat par une autre méthode @
Considérons 1'ensemble P des points anguleux pour lesquels tous les
arbres réguliers correspondants n'ont pas de noeud de degré a=3

(voir théoréme 6). Comme dans notre cas d = 3, les seuls points

max
anguléux de .(P sont ceux d'abscisses | et 2. On a donc NI = 2 et

P 0. On en déduit, d'aprés le théoréme 6, que :
fp
EP =2 (Ex)

On vérifie facilement que les arbres définis en 2.6.3 ont pour cofit

E(n). Ils sont donc optimaux. On a donc dans ce cas
2 = g =¥ =E =¢
4 P

et les points anguleux de EP sont :

abscisses 3P 237 3p+‘
ordonnées pe 3P*! (6p+4). 3°

b.4.3. CAS @ (d) = d+0.5

Nous avens déja étudié ce cas en 2.6.4 et en 3.3.

Rappelons que :
k = 3.5/ Log 3
Sur la figure 3.3, on peut constater que le dernier point anguleux

dont la décomposition ne comporte pas le degré 3 a pour abscisse N =

On a donc Py = 2.

G+ 1) 37

On en déduit que gz est défini par les points anguleux :

00 (58) (%2) aios

et que les points anguleux de Ep (p 2 2) ont pour abscisses et ordonnées :

3P 4. 307! I 16, 3P72 3P*!

p 3 (3 4-3""[<p—1)¢(3)+¢<4>] 16. 37 Jp-2)p(3)+20(0)] | o+ 137" 'p(3)

L'arbre régulier optimal de poids 16.3p—2 a la forme suivante :

.~ profondeur p-2 FIGURE 4.

3P

arbres 4-parfaits de poids 16

Remarquons que cet arbre est &quivalent 3 1'arbre T' suivant :

16 arbres 3-parfaits de poids Bp-z

FIGURE 5.
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" y . Définition 6 : Nous appelons i-i&me voisinage de la poche p l'intervalle
Donc, méme si n est grand, on pourra toujours trouver des arbres L N
o P o réel suivant :
de degré au sommet 4, donc de degré différent du degré-limite 3.
. . v .= [Z(V .),2'(V .)]
On voit sur cet exemple que, par filtrages successifs, on peut amener Pyl p,l p,t
le degré-limite a au sommet de l'arbre et amener les degrés différents X . .
£(V, .) et 2'(V_ .) sont les abscisses des points d'inter-—
de a vers les profondeurs de 1'arbre. Nous montrerons au paragraphe Pgl 1 . .
_ . section de [D .(x)+B] avec E(x). 8'il n'y a qu'un seul point
suivant que cette technique s'applique aussi pour les arbres optimaux - p.l

d'intersection, £'(V i) est son abscisse et 4(V_ .) = 1.
s

ne correspondant pas 4 des points anguleux. Sur notre exemple, pour Pyl

. L La constante B est la borne du théoréme 7.
n = 181, un arbre optimal possible est :

n = 16 arbre 4-parfait
n = 27 arbre 3-parfait
n = 20 1'arbre optimal ey

4,5, FORMULE DE CALCUL EN TEMPS FINI DES ARBRES OPTIMAUX ET DE LEURS COUTS

Nous avons vu sur l'exemple précédent qu'il existe des arbres optimaux py

lesquels les noeuds ont pour degré le degré~limite aux petites profondeus
Nous allons préciser cette notion et montrer qu'd partir d'un certain raf FIGURE 7

la forme des arbres est suffisamment régulire pour Etre caleculsble en R . R X
Comme & la définition 2, & un voisinage V_, de la poche p, nous ferons
temps constant. Pl

correspondre les voisinages Vﬁ : dans les poches p' (si p et p' » pl)'
s

D'autre part, on peut remarquer que l'intervalle V_ . contient strictement
4.5.1 . PREMIERES INDICATIONS Pyl

Ty oy = [e ., &' .] et que 2(V_ .) et £'(V_.) sont croissants avec p et i.
Pl P>t p,t Pl P,t

Nous allons d'abord montrer qu'il existe des arbres optimaux pour lesquell . .
Dans la suite, quand ce ce ne sera pas nécessaire, nous omettrons 1'indice i
la différence des poids des sous—arbres principaux n'est pas arbitraire-
. . . .y ¥ indiquant le num@re du segment dane la poche.
ment grande. Pour cela, il nous faut définir la notion de "voisinage". |

Lemme 4 : Si n vérifie C(n) < Dp i(n) + B alors n €V,
e ) Pyl




Preuve : Comme C(n) » E(n), on a :
E(n) < Dp,i(n) + B

D'aprés la définition précédente, cela n'est possible que si

Définition 7 : Nous appelons Py le plus petit entier tel que :
(34) JL(Vp i l) > N, (1'entier N, est celui de la définitie
3t

I1 nous faut montrer que Py existe ! Si p est plus grand que Py appe long
le premier segment de EP et S'_1 le dernier segment de Ep—l' Considérons
les droites correspondantes D_ et Dl;_]. Ces droites se coupent au point

<ap, G(ap)) . Leurs équations s'€crivent donc :
D (x) = G(ap) + 0 (x—ap)
p p

D;_l(x) = G(ap) + al;_](—ap)

ol S et al;‘l désignent leurs pentes respectives. Par définition, Q(Vp)

vérifie :

E{L(V =D (2(V )+ B)

( ( P)) . P( ¢ P)
Comme D;'r‘l < E, on en déduit :

D' :.v)< D 2v)+B

w ()< pplec)
ce qui s'écrit :

B
BV) > aP - i il
P p-!

Un calcul simple montre que la différence des pentes (up—ai’)_]) est consta
quand p > p,+ On peut donc choisir p suffisamment grand pour que

Z(Vp) > Nz.
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Comme Vp désigne en fait Vp 1 premier voisinage de la poche p, on
3
trouvera bien un entier P3 vérifiant (34).
Remarquons que Py Py puisque Py désigne la poche de NZ'
Lemme 5 @ S1 1'16Vp ;0 avec p > P3s alors le degré-limite a est
=i s
possible pour n.
Preuve : Comme 9.(\1p i) est croissant avec p et i, on a :
3
LV L) 2 AV 3
S 2 Mgy )
Comme par définition = » SZ(VP i)' on en déduit, d'aprés (34) :
’
n > N2
D'aprés le théordme 8, le degré-limite a est donc possible pour n.
Nous sommes maintenant en mesure de donmer une premiére indication sur
la forme des arbres cptimaux.
Py*l
Proposition 5 : Sin3a et si Ip i désigne l'intervalle de n, alors
k]

il existe un arbre optimal ayant la forme suivante
1) Tous les noeuds de profondeur plus petite ou égale a
p—p3—1 ont pour degré a.
2) Les sous—arbres optimaux dont le sommet est & la pro-—
fondeur p-p, ont leur poids dans V_ ..
3 gt
Preuve : Dans cette preuve, nous omettrons l'indice i qui désigne le
J D our D .
p71 g p P pil 4
Vp pour Vp ; ete... Nous allone construire un arbre optimal ayant cette

3
forme. Comme p > Py il existe, d'aprés le lemme précédent, un arbre

nuréro du segment. Nous €crirons donc Ip pour I

optimal T de degré au sommet a.
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Conme Dp désigne la droite prolongeant le segment Sp de n, on a

D <E
Pl

et, d'aprés le théoréme 7 :

C(n) < Dp(n) + B

D'aprés le lemme 2, les poids o, des noeuds situés & la profondeur 1

vérifient donc :
+ B
o) <0 (ny)

En effet, les droites Dp et Dp_ correspondent pour d = a, aux droites

1
D et D' du lemme 2. D'aprés le lemme 4, les poids n, sont donc dans
Vp_]. 8i p-1 = Py, alors 1'arbre T répond aux conditions de la propo-
sition 5 et la démonstration est terminée.

51 p=1 » py, alors le degré a est possible pour les sous—arbres principaux

puisque leurs poids sont dans Vp—l (d'aprés le lemme 5). On peut donc
remplacer, si nécessaire, ces sous—arbres par des sous-arbres optimaux
de degré au sommet a. On obtient ainsi un nouvel arbre optimal dont les
noeuds situés aux profondeurs 0 et 1 ont pour degré a, D'autre part,
comme D
-

< Eet C(n)s Dp_](ni)ﬂi (n] est le poids d'un noeud

1
quelconque de profondeur 1),on peut réappliquer les lemmes 2 et 4. On mon-
tre ainsi que les poids des noeuds situés & la profondeur 2 dans le

nouvel arbre optimalsont dans Vp__z.

En continuant ce processus, on obtient un arbre satisfaisant les conditions|

de la proposition 5. On est obligé de s'arréter quand on a montré que

les poids des noeuds de profondeur PP, sont dans Vp . En effet, rien

= ; 3
n'assure que le degré a est possible pour n€V_ .
q g P P P %

8

Cette proposition nous permet de restreindre la classe des arbres a explore

our trouver 1'arbre optimal. La recherche du colit optimal $'en trouve
P P

également simplifige, comme le montre la proposition suivante.

Pt

Proposition 6 : Sinza et si I
~Hopos1Gion. 9 Pui

colit optimal est donné par la formule :

(35) I<jga’ "D3 J

P, n, =n avec n, € V
1¢jed® P3 ] 1 eyl

colit pour obtenir la formule (35).

4.5.2, FORMULE DE CALCUL EN TEMPS FINI

optimaux ayant la forme suivante, si n > a

o FIGURE 8.

poids des sous—arbres Ti'

C(n) = (p~py)-@(a).n + Min [ pX C(n,)

A ce point de 1'exposé, nous avons montré qu'il existe des arbres
Patl

3 . .
a sous—arbres optimaux de poids w(Ti)E v
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désigne l'intervalle de n, le

Preuve : Il suffit de calculer le colit d'un arbre quelconque ayant la
forme décrite dans la proposition 5. Comme d'aprés cette proposition

il existe un arbre optimal de cette forme, il suffit de minimiser le

%

P3>3

Nous allons maintenant nous attacher & trouver une formule donmant les
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Nous supposons d'abord que le degré-limite a est au moins égal & 3. IEERmR0 2 Soient des entiers positifs a, L, &, £' ( a » 3) et la

Cela nous permettra de simplifier les démonstrations. Si le degré~limite suite de fonctions gy Suivantes (q entier » 0)

est 2,il suffit de rewplacer la fonction ¢ par la fonction @, suivante :
1) g, est une fonction bornée quelconque de W, dans

les réels positifs ou nuls :

?,(d) = @(d) pour d # 4

‘W, = ensemble des entiers relatifs de [—JL,LH;']

g, veri fie :

[}

P,(4) = 20(2) ;

On montre facilement que les arbres optimaux pour ¢ se déduisent des g,(0) =g (L) =0

arbres optimaux pour @, e remplagant les noeuds de degré 4 oh)

pour m < 0 oum > L, go(m)>0

= r L , 2) pour q » 1, 8, est une fonction de Wq dans les réels

1 2 3 o o
positifs ou nuls, définie par :

par le sous-arbre : m\ wq = enseuwble des entiers de [O,L aq]
gq(m) = Min X go(mi)

T‘ T2 T3 T4 (37) l<iga

mi =m m € W

lgical

Pour la fonction de cofit 5‘01 , les degrés 2 et & sont des degré - limites

puisque i é i
Alors les fonctions gq possédent une certaine régularité

3 partir d'un certain rang. Plus précisément :
?,(2) _ @ (&) . @ (n) e tout i 30 > 1
Log 2 Log 4 = Logn po u

N

T
Bien que 2 soit le plus petit degré-limite, nous poserons a = 4. (38) (va)(vq') q9>q' »Q
Tous les résultats montrés jusqu'ici restent valables. Les résultats
. . : . 9 = '
suivants s'appliquent donc pour @ . On en déduit les arbres optimaux §360 gq(m) gq,(m ) (‘“qu ,m'e Wq')

pour ¢ par la transformation ci-dessus
et m' se déduit de m par :

Supposons donc a » 3. Nous allons mettre en &vidence ume certaine
[U,Y] m
(40) ne v yalli= [ m' = iV +reste(m,y)
t
[aqL—y , aqL] \ a%L + n- 9L

régularité de C(n), grice au lemme suivant dont la démonstration

figure en annexe.

y et j sont des entiers vérifiant

1
-1
y=al L et 1 ¢ ¢ a2
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B Preuve : Bour alléger la preuve, nous supprimons l'indice i indiquant le
L'entier Q est le plus petit entier vérifiant : '\ ~ ..
f numéro du segment : nous &crirons I_pour I ., V pour V. ., V_ pour
it ) P Pyl P Pyt Py
i v . etc...
i P3)l
u 1 !
& [ (s e -; , i ., -
] b, L i i Supposons tout d'abord p > Py- D'aprés la proposition 6, le colit optimal
C(n) s'écrit :
= avec
s;= 2 [etm-1] (43) C(n) = (p-py).Q(a)en + Min I ¢(n;)
m€Z 3 PP, i
] Igiga
Z est l'ensenble des zéros de différents
e ens s z g, i (44) D2 oW =1 avec n, € V
0et L ; plm = P.P.C.M.(m,L) PPy i i Py
H m | lgiga

u = maximem de g,
D'aprds le corollaire 2 et la formule (44), Ep(n) est égal & :

¥y = minimum non nul de 8,

Preuve : La démonstration de ce lemme, qui est assez longue et

(45) E (n) = (p~p,) a) n+ £ D (n)
technique, est donnée en annexe. @ |4 3 ]<i<aP Py Py 2
Nous en déduisons une certaine régularité de C :
Posons :
L 7 £ A chaque segment 1 de E eorrespond un entier P, tel qué
emme chag gm , P i 4 (46) A (a) = C (n) - D_(n)
p p P
i > P. t - o
WESIRE, F TEHa Dlaprés (43), (4) et (45), A (n) verific :
stovs ' én A =Mn I A (n)
R 1igaP P3 P3. *
{ = + 'y - E(n’ L
(C3D) C(n) = E(n) + C(n") (n') avec n 1, (48) z n, =n avec o, €V
et n' se déduit de n par les formules suivantes : L P3
l€iga
. ¥ B = s
[ep,l' ep,1 Y] LR Rl
(42) e 4y, e 'Y[ = + v+ reste Définition de g, : Nous allons définir wne fonction 5 satisfaisant les
. B e .
He ] Pl P,l o R | conditions du lemme 6. Posons
+ reste (n—ep i,'f
’ |
[e' ;7Y e'.i] e' i+n—e‘i
By Dy Ty P, L=e' -e = |I ’
Pz Py P3
j et v sont des entiers vérifiant | ¢ j ¢ a2 et g =le - Q(V )
Py Py
v =11, /e (49)
w, T =

(]
—
)
—_——
<
=
w
—
[/
®
o o-
W
e




‘La définition de g, est cchérente puisque :

50 €W e +ml€V
(50) ™ °=>(p3> by

(51) mévpf.}(n—epa)G v,

On vérifie facilement que :

A (n) >0 pour e <mn <e'

P3 P3 3

A (e ) = A (e' > =0

Ps\ P3) P4l Ps

A (n) >0 pour n <e_ oumn >e'
Py 3 3

La fonction g, satisfait bien les conditions du lemme 6.

Correspondance avec Ap (n}

Si dans les formules (47) et (48), on pose n, =e + m. et

P
n = ep + m, elles deviennent, d'aprés (49), (50) eg (51)

A (e +m) = Min| X m.
PP ) [ P7Pq g"( 1)]
lgiga
b m. = m avec m. € W
i~ o

Igiga

Mais ces formules correspondent exactement 4 la définition de gq dans .le

lemme 6. On a donc :

1

(52) pour n € 1’.p Ap(n) (n-ep)

g
PPy
et inversement :

meEW = A +m
3) . q gq<m) p3+q<ep3+q )
Application du lemme 6

Soit Q l'entier du lemme 6 correspondant 4 la fonction g définie en (491}
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Posons ¢

Pi = P3 +Q

Considérons deux entiers p et w vérifiant p > m » P,. Appliquons
1

le lemme 6 avec q = Pp4 et q' = 1~py+ On a donc :
g (m) =g _(m") ( meEW _ , mEW _ )
P P3 TP3 P 93 v P3
m' se déduit de m par :
[o.v] m
PP,
m € Y, a L -y mt = jY + reste (m,Y)
PPy PP mp PP
[a L-Y,a 3L] a 3L+n—a 3L
m-py-l
j et y sont des entiers vérifianty = a Let | €3 € a2
Si nous posons maintenant m = n—ep et m' = n'—e", nous obtencons les

formules suivantes, en utilisant la formule de conversion (53) :
Ap(n) = 4 (n) (anp. n'€ 1)

n' se déduit de n par :

[ep,e +Y] e, tm
] PP3 [
= 3 = 3
ne(le trye ta Loy n'=fe, + iy + reste (ne V)
pp PP p PP
3 3
[ep+a L—Y,ep+a L] e“+a 3L+n-a 3L

D'aprés le corollaire 2 et la définition de L, on a :

PP
e + a 3L=e'
% P
mp
3 s
en+a L-en
Tep —
p31 |
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Remarque : D' és 1 les f &
bstituant ces formules dans les précédentes et en se souvenant argue SIESE T preive,, Tee Somyules €84 (55) et (56) resten
En substi valables si on remplace ar un entier plus grand.
que A(n) = C(r) - E(n), on obtient bien les formules (41) et (42) mp P4 ? F .
B 1. = ; ier : en effet, on sait que
& démontrer. Vérifions que y est bien entier 11'_ ! a dodd La formule (54) nous donne un procddé simple de caleul du cofit.
. d'ol ; d'aprés le corollaire 2, on | . i
T 2P, >Py 2Py ¥y dlol m > py j gpres | Nous allons mzintenant construire des arbres dont le colit vErifie (54) ;
' mp,"I I ces arbres seront donc optimaux, Leur forme est domnnde par le théoréme
]I“\/a = |Ip]|a suivant :
: N i 1
3 - - t bien entier, vl Il . Pt - . .
Comme |Ip | est entier et Py=) 210, nyEs 7| Théoréme 9 : Sinzal (p4 est défini 4 la proposition 7), et si
' I ; est l'intervalle de n, il existe un arbre optimal T
Nous en déduisons que le colit des arbres optimaux est calculable par dp,l o ¢ 1af X ) L
ou e poids n ayant la forme suivante :
une formule simple 3 partir d'un certain rang. i
. . P[.H 1) Jusqu'ad la profondeur p-p,+1, tous les noeuds ont
o i entier p,, (p, > p,y), tel que, sin 3> a b
Proposition 7 : Il existe un 40 Py 3 pour degré le degré-limite a
(3
et Ty i D'P4
alors : 2) A la profondeur P, ilyaa noeuds qui_sont
, neg g sommets de sous-arbres optimaux : il y a(a 4 = 2)
] - .
(54) C(n) = E(n) + C(u') -~ E(n') avec n Pyl noeuds de poids ep j ou EI; i dont M noeuds de
: . . 4 ’
et n' se déduit de n par les formules suivantes : poids ep ;- Les pglds des éeux noeuds restants, n; et n,.
7
sont dans Ip ; etona C(nz) = E(nz).
e ,re .ty By o THL E 855 o
pi’ Tpui Pyot i .
Le colit optimal C(n) est égal a
L. + jy + reste (n-e_ .4 - -
o 2 ]ep,i+Y’e;'),i— Y[ w =l ot Y 5 2l (57) C(n) = E(n) + C(n)) - E(n,) .
[e| =, ! ] eI" ;v eL') i Cet arbre est entilrement décrit par la donnée de M,
10 1 ’ 4 i
v o i n, et ny. Ces entiers sont donnés par les formules
. 3 - suivantes :
(56) j et v sont entiers ; y = IIpA,il/a 3 1ej a2
: Posons :
Preuve : A chaque segment i de Ep correspond l'entierx Pi du lemme
SAI AT ) i de E
précédent. Soit v, le plus grand rl:Ies Pi' Sur chaque segment 1 p]’ l .
; R 5P y=11 .l/a (v est entier car p, > p,)
on peut appliquer le lemme précédent avec m = p,. Comme p > p, 2 E; Pyot 4 !
. 42) . .
on déduit les formules (54) et G5) des formules (41) et (42) % % q = quotient (n - ep iv‘f)
1
r = reste (n - ep’i,v)
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Nous distinguons 3 cas suivant les|valeurs de q :

A =0 €le .,e .+
4 4 (n [ pyi? Tp,i Y[)
P7P
M =a 4—2
= e g tn=e
©9 T i pai
n, =e_ .
2 pA,l
p-paﬂ , 5
B) q<a <& (nE[ep’i*‘Y, EP’i—(aI)Y[)
Posons q' = quotient (gq-1,a)
r' = reste (q-1,a)
PP
M = a * q' -2
(59) n, = epl'.i +y+r
- 1
n2 = ePA,i +ry
p—p4+l ,
C) q> a - a <n£[e 'i‘-(a—l)y,e 1[
M =0
n, =e' . +n-e',
(60) ! Pyt Pl
n, =e' .
2 pt

(61)

(62)

= (8=

La forme de l'arbre est indiquée sur le schéma suivant :

T =
a ! noeuds
; A ~profondeur PP,

éix Y T Zﬁé Zﬁx )

M sous-arbres L _

de poids e : (aP"P4 - M - 2) so

Py de poids e’
FIGURE 9.

us—arbres

Pyl

Preuve : On vérifie facilement dans chaque cas que M, n, et n, satisfont

i 2
aux conditions du théoréme, c'est-d-dire :

PP
.+t (a A—M—Z).e' [y Wiy

n = M.e
TR pa,l 1

2

Al
n1 et nz g[epwi, 29411]

C(nz) = E(nz)

L'égalité C(nz) = E(n2) résulte du corollaire 4, puisque y= le il
4
Il reste i montrer que l'arbre T est optimal. Calculons son cofit :
PP, ;
C@ = (P“pé).QD(a).n + M.C(ep4’i) 4 (a ~M~2).C(ep

+ C(nl) + C(nz)

/a.

)

40




Calculons maintenane E(n). Comme
(p-pé) ont leurs poids nJ. dans I ., On a D
Py gt () = B,

D apres le co ollaire 2 formule 11 E(n e donc H
e rollai 3 ( ), ( ) S'ecrit

(63) E(n)

+ E(nl) + E(nz)

Comme les fonctions
de (62) et (63) que

C et E sont égales en e
Pgs1

avec n, € I

& - e@m) - Cn;) ~ En))
1 .
Byl

Cette formule e a
St analogue 3 14 formule (54) de la propositi
sition 7

= v
) 1 T %, 00us en d&duirons que &(T) = C(n)
arbre T d éora i ~ ‘
u théoréme est bien optimal,

S1i nous mOntrons que n

et donc que 1'

Nous a
lions donc montrer cas par cgg q
ue n *

]=n.
1) Cas A ﬂé[e
Pyi’ epli B [

Clest &vj
St &vident dans e cas car n, = !
;=o'

2) Cas B
el R RAR ®pi <a"l).Y[

1 g
pond.

3) Cas ¢ n [v
—2 = €lte' | ~ (a-
Pyt @ ])Y' e;,i [

I p—
1 faut distinguer deux sous-cag |

- Cas C.1 nE[ i
Las c.1 e . - (a-
] (al)y,eéi-v[
on vérifi ,
le que M peut s'dcrire .
) p-p,+|

n, =e +

] i ¥ la-a *

9411 . a)ey + reste (n~e . YD)
avec 1 <€ q -, 4{—a 2 "
€ a-

. >
ous les noeuds situds i 14 profonde

= (P~p)e@(a)en + i e
4@ n 'E<ep4,i) + (a 4-M—2),E(el;

1
Pysi’ %p, 1 ©F M2, on dedu

el

4o
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p-p4+1
L'entier n, est donc €gal 3 l'entier n' pour j = q - a l+a
- Cas C.2 néje’ .-y, e' . [
[ Pl L P:1
C'est évident dans ce cas car n, = n'. >
! %

4.5.3. ALGORITHME DE CALCUL EN TEMPS FINI

La forme des arbres est donc "simple" 3 partir d'un certain rang.

La forme et le colit des arbres %e+rr‘alcule imméddiatement si 1'on
4

connait C(n) et E(n) pour n < a . On en déduit :

Théoréme du temps fini(10).La forme et le cofit des arbres optimaux peuvent

&tre calculés en temps fini par la méthode suivante

1) Calculer E (proposition 1)

2) Déterminer N2 (théoréme 8)

3) Déterminer Py (définition 7)

4) Déterminer Py (lemme 6, proposition 7)

5) Calculer la forme et le cg\'lit C(n) des arbres

optimaux pg*ixr ne (i, a ] (Algorithme 2.1.4)

6) Sin > a , la forme et le colt C{(n) des arbres
optimaux sont donnés par les formules du théoréme 9.

N\

Preuve : Il est évident que toutes ces opérations prennent un temps fini,

qui ne dépend que de la donnée de @ . %

Algorithme de calcul en temps fini

Si les cing premi&res Etapes onhécé franchies, 1'algorithme suivant
P

calcule les arbres pour n > a . Plus précisément, il a pour résultats

M, By Dy, qui déterminent la forme de 1'arbre optimal (voir théoréme 9),

ainsi que le cofit optimal, noté Cn'




Nous eupposons donc donnés :

a et P(a) * a est le degré-limite

p, ¢ 1'entier déterminé & la proposition 7

s ¢ le nombre de segments de Ep1 (donc de EPA)

C(n) et la forme des arbres optimaux pour
I €n¢g ap4+]

X(i) (lsiss+l) : abscisse du i-iéme pointpz};%uleux de E

(x(x) -2ty X = a

Nous indiquons les commentaires entre accolades.
. Py

ta_b]gau clavy j

t;ableau X(s+l) ;

pt = lm—n—l ; {détermination de la poche de n}

Log a
{calcul de e ; et e! i}

p_p4 pév P4a
A: = a 5
m: = nfA ;

N

it =1 3
tant que m » X(i+1) faire i: = i+l ;
e 1= X(1i) ; e' 1 = X(i+1)
’ i) ; %, (i+1) 3
Bt = A e' =Ae!
P p, " ® p,

{calcul de M, n et nz}

1

= (e - la §
Y (ep4 epl‘) a

q: = quotient (n—ep,y) 5

P4

siq =0 alors

début
M: = A-2
n,: =e
1 +n-e_
Py o
n,: = e s
2 2,

allera suite ;

fim 3

siq < ah - aalors
début

r: = reste (n—ep;fr) ;

q't = quotient (q-1,a) ; r':

M: = A-gq'-2;

=& #®y*t;]
1 Py ’
. B 1y
n,s ep4+ rhir’

fig

sinon

début
M: =0
n,:t=e' +n-c¢e';
i p4
n, = e’
2 94;

fin ;

suite 3

pente: = (C(epl‘)-c(epl‘))/(epz‘—ep[‘

B

Em: = C(epl‘) + pente.(m—ep[‘)
E o= (pop @ (a)em + AE 5
Cn: = En + C(nl) = En 5

1

E : = C(epl‘) + pente.(nl-ep4) 3

:

)

B

reste (q-1,a) ;

{calcul du cofit optimal Cn}
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Notons que cet algorithme ne comporte pas de tableau pour la fonection E(;}h
La donnée des points anguleux de E_ suffit. C'est pourquoi nous &criveng
E_ , Em' En pour E(n]), E(m), sE(n).aPour le calcul de En, nous avons
utilisé le corollaire 2, formule (10). D'autre part, pour ne pas intro-
duire de complications inutiles, nous avons supprimé l'indice indiquant

le numéro de segment : nous &crivons e pour e ., €  pour e_ ., etc..,.
4 P Py P&:l

Cet algorithme a pour résultats M, n , n, et le cofit optimal C_.

D'aprés le théoréme 9, on en déduit la forme dun arbre optimal possible.

L'efficacitd de cet algorithme dépend de 1l'ordre de gramdeur de Pyt
En effet, il fgu:f tout de méme calculer C(n) par 1'algorithme classique
pour ! £mn < a . Y¥ous avons vu que ?, vérifie :

Py > P3 2Py 2P
La poche p, est celle & partir de laquelle l'enveloppe convexe E est
régulidre. La poche Py est celle qui contient NZ’ rang i partir duquel
le degré-limite a est possible pour tout n.
L'eatier Py est tel que le degré-limite a soit possible dans tous les

volsinages des segments de E Notons que, généralement, P3Py

+1°
La poche p, est celle a parti?t" de laquelle la fonction C elle-méme
devient régu]‘.iére‘ En ce qui concerne les fonctions (d) = d+X, on a

généralement P, S Pyt 3.

L'efficacité de 1'algorithme est donc conditionnée par l'ordre de grandeu
P g
p,, clest-a dire de Ny«

Cas des fonctions de colit (p‘(d) = d+i

Reportons—nous 2 la figure 2. Si A est plus petit que y(3) et pas

trop proche,de y(3), N2 n'est pas trés grand :

pour A < 0.796 N2 & 2105 Py <€ 8 i

Mais si A est proche de ¥(3) , alors NZ tend vers l'infini

pour A > 0.797 N2 » 5000 p, > 10

I1 faut alors calculer C(n) jusqu'a : 3” = 177 147 !

= 137 -

Cas_@(d) = d+0.5

Nous avons déja vu que dans ce cas Py = 3 et N2 = 52.
On montre que py = 3etp, = 4. L'algorithme précédent fonctionne

donc avec les données suivantes :

ar =3 ; @(a): = 3.5
puio= 4
g =3 ;
Babflsaw CTe 1) &

X: = (81,108,144,243) ;

Le tableau C, de dimension 243, est supposé calculé par l'algorithme
classique. Remarquons que dans ce cas, l'algorithme en temps constant

est parfaitement utilisable.

4.6. DIFFERENCES DE POIDS ET DE PROFONDEURS BORNEES

Nous allons voir que pour une fonction ¢ donnée ayant un seul degré-limite
les différences de poids et de profondeurs des arbres optimaux sont bormées
Avant d'aller plus avant, il nous faut bien préciser que cette propriété

n'est vraie, pout tout n, que pour certains arbres optimaux. I1 y a,

en effet un grand nombre d'arbres optimaux pour n donné, qui ne vérifient

pas tous ees propriétés.

4.6.1. DIFFERENCES DE POIDS BORNEES

Nous allons montrer qu'il existe pour tout n des arbres optimaux
de poids n dont ta différence des poids des sous—arbres principaux

est bornde. Tl nous faut d'sbord donner la définition suivante :

Défini_t_ion 7, 3 Pour @ et n donnés, nous appelons &' (n) l'ensemble

"des arbres i n feuilles optimaux pour la fonction de
cofit @ . Pour un arbre T, nous appelons Q(T) la dif-
férence entre le poids du sous-arbre principal de plus
grand poids et le poids du sous-arbre principal de

plus petit poids.
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Nous définissons : i En effet, les poids de chacun de ses sous-arbres principaux sont
8gaux & la somme des poids de chacune des a classes définies pré-

(64) Qp (n) = Min (1) cédemment. D'autre part, 1'arbre T"' est optimal puisque nous avons

Tez"(,, (n)

seulement changé 1'ordre des sous-arbres dont les sommets sont 3 la

La quantité (n) correspond donc & 1'arbre optimal & n feuilles rofondeur p-p, .
4 9 P P Py,

%

qui minimise la différence Q(T).

551 Proposition § : Pour une fonction de colit ¢ donnge, pour tout n,
Lemme 8 @ Sian»>a et si Ip,i désigne l'intervalle de n, il existe un arbre optimal de poids n dont la dif-
alors il existe un arbre optimal de poids n dont la | . férence de poids des sous-arbres principaux est bornée
différence des poids des sous-arbres principaux est par une constante Q¢ . Cette propriété peut se traduire

bornée par ]Ip A L'entiér p, est défini au théoréme 9 par la formule suivante :
Plus précisément :

(Y @T) T €Ty (m) Q1) £ Qp

n €L . > n) ¢ [T :
pi PP = Qo <] p4,1|
ou bien par la formule suivante :
Preuve : Reportons—nous au thoréme 9 et 3 la figure 9 qui décrit
+1
la forme d'un arbre optimal T possible pour n > apb . (Vo) Q(r”(n) < Q¢)

Considérons 1'arbre T' obtenu par contraction des noeuds situés 2 la
La constante QW vérifie:

profondeur (p-p,). D'aprés la figure 9, 1'arbre T' est a-parfait et les
4 P

poids de ses A feuilles sont dans 1l'intervalle Ip i (A =a pﬁp(‘).
,
Appe lons nq leurs poids classés par ordre croissant : W = hE p,tl Q(/J ()
l<nga
A
ep4vi$n1S"'Snj\(njﬂs“'s%sem’i Q, = Max |I |
2 g p, i

i 47
On peut partitionner les poids n_ en a classes (de numéro 1 g ya)
Qg s Max (Q;+Q)

telles que la différence entre la somme de poids de deux classes quel-

conques n'excdde pas IIp i[ = e;) §T % i Pour cela, il suffit o +1
v k] ¥ i3 12z = Pl . .
d'attribuer le poids n % la classe de numéro (q mod a). Ereuve :psi n<a » la propriété résulte de la définition de Q.
a i . e e S
{ Sin>a 4 , la propriété résulte du lemme précédent, puisque Q2

Appelons T',...,T' les sous-arbres principaux de T' et attribuons : est le plus grand intervalle de E_ . s
ER 1 d P 1 %

aux feuilles de Tj les A poids de la classe j. Dans 1'arbre T" ainsi

ocbtenu, faisons 1'expansion de chaque feuille de poids n, par 1'arbre | Il existe par contre des arbres optimaux dont la différence des poids

des sous—arbres principaux est arbitrairement grande, et cela, pour

optimal a oy feuilles. Nous obtenons ainsi un arbre T'"'qui satisfait

les conditions du lemme. l toutes les fonctions ¢ possédant un seul degré-limite.
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Considérons en effet un segment i de E_ et les valeurs de n suivantes,

pour p >.p; i !

[/a

n=e . +|

L &
Pal Pyl

D'aprés le coxollaire 4, pour ces valeurs de n, on a C(n) = E(n).

On voit facilement qu'un arbre optimal possible est :
q P P

e ———
(a—1) arbres de | arbre de poids e' ..
ol

poids ep—l,i

La différence des poids entre les sous—arbres principaux est &gale & :

pp,~l

QT) = e’ —e .= |I .].a

p-1,1 p-1,1 pl,i
Comme p peut étre arbitrairement grand, la différence de poids Q(T)
peut &tre arbitrairement grande.

Notons cependant que la différence des poids nme peut €tre rendue arbi-
trairement grande pour toutes les valeurs de m : si n est 1'abscisse
d'un point anguleux, cette différence est nulle pour tous les arbres

optimaux de poids n, d'apr&s le théoréme 4.

4.6.2. DIFFERENCES DE PROFONDEURS BORNEES

Nous avons besoin de la définition suivante :
Définition 8 : Pour un arbre donné T, nous appelons P(T) la profoudeur
de la feuille de profondeur minmimum ; nous appelons G(T)

la profondeur maximum et A(T) = G(T)-P(T).

(65)

(66)

. (67)
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Pour @ etn donnés, nous définissons :

Pp(n) = Min P(T)
¢ T Ef(ﬂ(ﬂ)
Gp(n) = Max G(T)
4 Tef, ()
®
A (n) = Min A(T)
¢ TE€ ‘fq,(n)

Remarquons que A(P(n) < Gq,(n) - P¢,(n). Mais il n'y a pas toujours
ggalité, les profondeurs maximum et minimum pouvant provenir d'arbres

optimaux différents.

Proposition 9 : Pout une fonction de cofit ¢ donnée, il eriste pour tout n

un arbre optimal T de poids n dont la différence maximum
de profondeur des feuilles A(T) est bornde par une cons-—
tante A¢. Cette propriété peut se traduire par la formule

suivante :
(Vo) (3N TEeBp( A < bp
ou bien par la formule suivante :

(V n) A¢(n) < b

La constante 4, vérifie .

4
A, = Max p oy A )
! l<nga 4 ¢
6, =] Max Ggp(n)| - Min Py (n)
z [n €P ¢ ] [nEP ¢
Py Py
Aq)s Max(8 | ,8,)
[ pl& p4+l
(Rappelons que PP = {a, a ).

4
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pytl
Preuve : Sin < a 4 , c'est évident d'aprés la définition de by

P4+l

Supposons n > a . Considérons 1'arbre T optimal du théoréme 9
(voir figure 9 ). On sait que tous les sous—arbres optimaux dont le
sommet est & la profondeur p-p, ont leurs poids dans IPA,i’ donc
dans P_ . Il en résulte que la différence maximum de profondeur
des feu?.lles de T est inférieure ou égale 3 AZ, donc 3 A, .

P %
La constante A est-elle toujours égale & un ? Si ¢ est de la forme
@¢(d) = d+ A, on peut vérifier que A¢= | pour Xx<l/4 (voir KNUTH [13] N
p. 377, Ex. 9). Pour ces valeurs de i, il existe tgujours pour tout n un
arbre optithal dont la différence de profondeurs des feuilles n'excéde pasy

Dans le cas général, c'est faux. Par exemple, si @ est définie par :

P(d) = d+0.81 alors AL =2
®

Par exemPIe, A(p(223 000)=2. Cela signifie qu'il n'existe pas d'arbre
optimal & 223 000 feuilles dont la différence des profondeurs soit O
ou I, En effet, pour n = 223 000, 1'arbre optimal est unique et i la
forme suivante :
Pour cette fonction ¢ , le degré-limite unique est &gal 3 3-; les valeurs
n, et n, suivantes sont les abscisses de deux points anguleux consécutifs
de la poche PIO =[310, 3“]. Nous indiquons la décomposition des arbres
réguliers T, et T, correspondants

8

ap 3 48 = 65 536 décomposition de T 47)

1

ny = 4.3° = 78 732 décomposition de T, : (3°,4).

On peut vérifier que pour n = oo+ 2 n,, le seul arbre optimal T est :

A

n = 223 000 11 9

v
v

Toutes les feuilles de TI étant 4 la profondeur 8 et celles de T2
34 la profondeur 10. On a bien A¢(223 000) = 2, puisque T est le
seul arbre optimal pour n = 223 000.

Plus généralement, il existe des fonctions ¢ pour lesquelles A(P
est arbitrairement grand : considérons les fonctions @ du type
@(d) = a+x, avec A < ¥(3) = 0.81884 ... (rappelons que si

X = w(3), il y a deux degré -limites, 3 et 4). On peut montrer

que si X se rapproche de V¥(3), alors A§0 augmente. Par exemple, si
@(d) = d+ 0. 81863 alors A(P = 6.

Cela signifie que pour cette fonction @ , il existe des valeurs de n
pour lesquelles tous les arbres optimaux T ont une différence de

profondeur des feuilles A(T) égale 3 6.

Nous verrons au chapitre suivant que si A = ¥ (3), c'est-i-dire
s'il y a plusieurs degré -limites, la différence de profondeur des

feuilles n'est pas bornée.
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CHAPITRE 5

CAS OU IL Y A PLUSIEURS DEGRE-LIMITES

5.1. PRESENTATION ET RAPPEL DES RESULTATS

Comme au chapitre précédent, nous &tudions toujours les arbres optimaux
3 poids 8gaux quand la fonction de colit est 3 degré borné, c'est—3-dire
quand il existe pour tout n un arbre optimal de poids n dont les degrés

sont au plus &gaux & une constante dma Le chapitre précédent &tait

%
consacré au cas ol la fonction de cofit posséde un seul degré-limite, ou
plusieurs degré-limites qui sont puissances enti&re d'un méme nombre
entier. Dans ce chapitre, nous supposons donc qu'il existe plusieurs
degré-limites dont deux au moins, & et b (a<b), ne sont pas puissances

entiére d'un méme nombre entier. Cette condition peut g'écrire :

(1) Log b/log a irrationnel

Rappelons d'abord les principales propriétés montrées aux chapitres I,

2 et 3 qui restent valables dans ce cas :

1) L'ensenble o des degré -limites (a, b €ed) est l'ensemble des entiers

d vérifiant (définition 2.3)

S R C.Y:
Lo

Tog d € g n pour tout n

Si l'on pose k = @(a)/Log a et G(x) =k.x,Log x, on a:
6(n) < E(n) < C(n) < G(n) + (&) n

olf C désigne le cofit optimal et E 1'enveloppe convexe de C (propositions

2.4 et 3.1).
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2) Les arbres réguliers dont les degrés sont les degré-limites sont

optimaux et leur colit est &gal & la borne inférieure G (proposition 2.5).

3) Les transformées Z’p et gp de CP et Ep convergent uniformément vers

la méme fonction continue et convexe & (théoréme 5).

Récapitulons maintenant les résultats obtenus au chapitre précédent,

dans le cas oud il y a un seul degré-limite.

1) L'enveloppe convexe E est réguliére 3 partir d'un certain rang. Plus
précisément, si p » Py» les fonctions Ep se déduisent de Ep par la trans-—

" l
formation :

PP
g =8 e )
P Dl
et la limite E des transformées Sp est Egale & Ep (théoréme 6).
1

2) Sinz2 Nz (1a constante N2 ne dépend que de ¢), alors il existe toujours
un arbre optimal 3 n feuilles dont le degré au sommet est le degré-limite a

(théoréme 8).

3) Il existe une formule permettant de calculer la forme et le colt C(n)
des atbres optimaux en temps fini (théoréme 9).

N\
4) Pour tout n, il existe un arbre optimal dont la différence de poids
des sous—arbres principaux est bornée et dont la différence de profondeur

des feuilles est bornée (propositions4.8 et 4.9).

Que deviennent ces propriétés dans le cas qui nous intéresse maintenant ?
Nous supposons l'existence de plusieurs degré-limites dont deux au moins,
a et b, vérifient 1'hypothése {1}.

La premidre propriété n'est plus vraie, les fonctions 8p et Ep évoluent
constamment vers une limite que nous montrerons &tre &gale &

G(x) = k X Log x.




5.2, FORME ASYMPTOTIQUE DU COUT OPTIMAL ET DE L'ENVELOPPE CONVEXE

Pour ce qui est de la deuxilme propriété, nous montrexons ici une

propriété plus forte : & partir d'un certain rang N,, les arbres de

’
poids supérieurs & N2 ont obligatoirement pouxr degré au sommet 1'un
des degré-limites. Alors que dans 1'autre cas, il existait des

arbres optimaux de degré différent du degré-limite a pour des valeurs
de n arbitrairement grandes (voir 4.4.3).

En ce qui concerne la complexité du probléme de la recherche des arbres
optimaux et de leurs colits, il semble trés improbable qu'il existe un
algorithme en temps fini dans le cas qui nous intéresse. Le meilleur
algorithme connu reste 1'algorithme en temps 0(n2) et en espace mémoire
0(n) décrit en 2.1.4.

En ce qui concerne les différences de poids et de profondeurs, nous montd
rons qu'elles ne sont pas bornmées. Plus précisément, pour tout entier N,
on peut trouver des valeurs de n pour lesquelles tous'les arbres optimau‘xl
de poids n ont une différence de profondeur des feuilles supérieure a ¥,

I1 en est de méme pour la différence des poids des sous-arbres principaux

Lemme 1 Si a et b sont des entiers (a < b) vérifiant la condition
alors :
) (vn> 0Cvxe[la]) (3ge |x- 2| <n
RICY

(3)

Nous voulons montrer que E et C tendent vers la borne inférieure G

au sens suivant : leurs transformées f et Z’ définies sur 1,a
’

P
tendent vers G. Il nous faut d'abord &tablir le lemme suivant :

avec p(q) = [q Log_ bj

(x et n sont des réels)

Preuve : Si 1l'on passe aux logarithmes, on vérifie facilement que la

condition suivante est une condition suffisante de (2)

(¥n > 0)(Vge [1,a]) (3q€N")
|

T S
<aLoga

Log, x - (q Log, b - |a Log, bJ)

(4}

Proposition 1

(5)

(6)

(7
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Posons z = Loga b z est irrationnel d'aprés la condition (1). Posons
y = Loga X 3 y est une réel de [0,1] puisque xE[l,a .]Une condition
suffisante de (3) est domc que

(vz > 0, z irrationnel) (Ve > O)(VyG[O,l]) (3q € N+)

<€

1 vy - (az - faz

Cela revient 3@ montrer que (gz - [_q zj) est dense dans [0,1] quand =z

est un irrationnel et q varie sur les entiers. C'est um exercice de taupe

bien connu !

Les transformées b et 8 de C_ et E tendent vers

G(x) = k.x.Log x quand p tend vers 1'infini.

Preuve : D'aprés le théoréme 5, nous svons que e et & tendent vers
P P

la méme limite g Pour montrer que f = G, il suffit de montrer que

( ?P(X) - C(x)l peut Etre rendu plus petit que € , le terme positif e

pouvant 8tre aussi petit que possible. Onsait que :

|T‘p<x)—c<x>| < [E o-Eo| + Eeo-Goy| + |Exy-o0x)]|
+ | 6x")-6(x) |

Les fonctions & et G 8tant continues sur 1'intervalle fermd bornd [l,a] 5
elles sont uniformément continues. Il est domc possible de choisirn tel

que

Vx') |x-x'| <n Ig(x)—?(x')‘\ a /8
IG(X)*G(X')I < ef3

t

Choisissons maintenant x'. D'aprés le lemme précédent, il existe un entier

q tel que

bq
w - B
ap(q)




" T

avec 1
®) p(a) = [q Log, b]

Posons x' = bq/ap(q). D'aprés la proposition 2.5, b &tant un degré-limiteg

f-.'p<x'> = G(x").

D'aprés le théoréme S5, on sait que 8p(x') > E(x') > G(x'). On a donc :

on a E(bq) = G(b%y. On en déduit, d'aprés (8), que

©)) | & x)-6(x")] = 0

Reste le terme E:)(x)—?(x) . Comme <%(x) converge vers g(x), il existe

p' tel que :

(10) v

p >0 |E;(x>-8<x)| <el3

D'aprés (5), (6), (9) et (10), on a finalement :

[E -6 <
On peut donc dire que C et E tendent vers G(x) = k x Log x.
Mais cela ne signifie pas que la différence C-E est bornée, ou que

la différence C-G est bornée !

5.3. THEOREME DU DEGRE-LIMITE

Théoréme 11 : A partir d'un certain rang NZ’ tous les arbres optimaux
de poids n » N, ont pour degré au sommet 1'un des degré-
limites.

Preuve : Considérons un arbre optimal de poids n et de degré au sommet d.
Nous allons montrer que si n est assez grand, d est égal & 1'un des degréj
limites.

D'aprés la proposition 2.1, et la formule (2.20), on a :

(11) C{n) —knLogn;n[go (d) -~ k Log d]

(12)

+1
Appelons p la poche de n (& < n < a’" . D'aprds la proposition 3.6,

formule 3.(34), on a:

C(ny= aP ?.:(n/ap) +puga)

Posons x = n/aP. D'aprés (I1) et (12), on a:
?p(x) -k xLog x » x [¢(d) - k Log d]
D'aprés la proposition précédente, (?p(x) tend vers k x Log x.
Donc, si p est assez grand, c'est-3-dire si n est assez grand, le
terme entre-crochetsdoit &tre nul, ce qui entrafne que d est
un degré-limite. I1 existe donc wm entier N2 tel que tous les arbres opti-
maux de poids supérieur ou égal & NZ ont pour degré au sommet 1'un des

degré-limites. %

Dans le cas oll 11 y a un seul degré-limite a, nous avons vu qu'd partir
d'un certain rang N, il existe un arbre optimal de degré au sommet a.

Dans le cas ol il y a plusieurs degré-limites, nous avons une propriété

duale ¢ & partir d'un certain rang N tous les arbres optimaux ont pour

2’
degré au sommet 1l'un des degré-limites.

Quelles sont les valeurs de N, s'il y a plusieurs degré-limites ?
Prenons 1'exemple des fonctions de cofit du type @ (d) = d+i. Nous avons
vu en 4.4.1, que dans le cas ol il y a un seul degré-limite, N2 tend
vers 1'infini quend } approche des valeurs ¥(d) (voir définition en 2.6.2)
pour lesquelles il y a plusieurs degré-limites. En fait, quand x = ¢(d),
¥(3), par exemple,

les valeurs de N, ne sont pas trés &levées. Si A =

)
N2 est &gal 4 7 ! Bien entendu, N2 a un autre sens

cela signifie que
pour cette fonction de colit, les arbres optimaux de poids sup@rieur ou
égal & N, = 7 ont pour degré au sommet 1'un des degré-limites, c'est-i-dire
3 ou 4.
5.3.1. FORNE_ DES ARBRES CORRESPONDANT AUX POINTS ANGULEUX DE E.
CALCUL DE E

Nous avons déja vu (proposition 3.1.(iiii)) que les arbre réguliers dont
les degrés sont tous des degré-limites correspondent & des points anguleux

de E, c'est-a~dire que leur poids est 1l'abscisse d'un point anguleux de E.




Proposition 2 : Si n est l'abscisse d'un point anguleux de E et si

’ 5.4. DIFFERENCES DE POIDS ET DE PROFONDEURS NON BORNEES
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Si n est plus grand ou égal & NZ' la réciproque est vraie :

n > NZ' alors tous les degrés des arbres réguliers corres-

pondants sont des degré-limites.

_Preuve : Supposons qu'il existe un arbre régulier correspondant i un point
anguleux d'abscisse n » N2 et tel qu'd une profondeur donnée le degré d
de ses noeuds ne soit pas un degré-limite. L'ordre des degrés des diffé-
rentes profondeurs n'influant pas sur le colit d'un arbre régulier, cet

arbre est équivalent & un arbre optimal de degré au sommet d. Comme n 2 NZ’

: - -~ 7
c'est contradictoire avec le théoréme précédent. v
Corollaire 1 : Si n est l'abscisse d'un point anguleux et si n > Ny,

alors n est €gal 3 un produit de puissances entiéres

de degré-limites

L
+
(13) n= I 4. * diéob LieN
l<ict
Preuve : Cela découle directement de la proposition précédente. v

Au chapitre précédent , mous avons vu que l'enveloppe convexe E est
calculable en temps fini s'il y a un seul degré-limite. Dans notre cas,
ce n'est évidemment plus vrai puisque nous avons vu au paragraphe 2 que
% 8volue constamment et tend asymptotiquement vers G. Cependant, la
formule (13) mnous donnme un moyen de calcul rapide des points anguleux

de E d'abscisse supérieure ou égale 3 N, -

Reportons—nous & la définition 4.8. Pour un arbre T donné, nous avons appell
4(T) la différence maximum de profondeur de ses feuilles. Pour une fonction
de colit ¢ donnée et pour n donné, nous avons appelé Aq)(n) le minimum de &

sur tous les arbres de poids n optimaux pour la fonction de cofit ¢ .
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Nous avons défini de méme Q(T) et Q¢(n) pour la différence de poids des
sous-arbres principaux (voir définition 4.7). Nous avons montré que s'il v a
un seul degré-limite, A¢(¢) et Q(p(n) sont bornés respectivement par

des constantes Aq)et Qq)(propositions 4.8 et 4.9).

Nous allons montrer que s'il y a plusieurs degré limites (avec 1'hypothése
(ny, A¢(n) et ng(n) ne sont pas born&s. Qu'est ce que cela sknifie exacte-
ment ? Pour les différences de profondeur, cela peut s'exprimer par la
formule suivante :

VN dn (n) > N

A
9
ou bien, si Z’¢ (n) désigne 1l'ensenble des arbres optimaux de poids n

v In VT € f,P(n) AT)> N

Cela signifie que pour tout N arbitrairement grand, on peut trouver des
valeurs de n telles que tous les arbres optimaux de poids n ont une
différence 4 de profondeur des feuilles supérieure i N. De méme, les

différences de poids peuvent &tre rendues arbitrairemeut grandes.

Cette propriété est assez surprenante. En effet, elle semble en contradiction
avec la proposition 2.1, qui indique que les arbres optimaux ont tendance

& Etre &quilibrés. Nous n'avons pas trouvé d'explication réellement satis-—
faisante 3 cette contradiction.

Nous allons faire la démonstration dans le cas oll la fonction de cofit

ne posséde que deux degré-limites a et b (a < b) vBrifiant 1'hypothése (1).
La présence d'autres degré-limites ne ferait que compliquer inutilement

la démonstration. La méthode de preuve est la suivante : trouver des

valeurs de n pour lesquelles 1'arbre optimal est unique et les différences

A et Q arbitrairement grandes. Nous avons besoin du lemme Suivant

Lemme 2 : Soit n tel que le degré d soit possible pour n et tel que

n et n/d ne soient pas des abscisses de points anguleux
de E. Appelons e, et e les abscisses des points anguleux
les plus proches de n

e]<n<e
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Appelons e; et @' les abscisses des points anguleux
les plus proches de n/d : D'apréds (16), D(n) est égal i :
(14) e{ «n/d <e' D(n) = al‘D(d e;) + a.,D{(d e')
Alors D'aprés (18), on en déduit :
) de' > e =>  C(n) > E(n)
(ii) d.e; <e => C(n) > E(n) (19) C(n) > D(n)
Preuve : Nous ferons la démonstration pour (i) seulement. La démonstration ’ D'autre‘part, d'aprés les hypothéses du lemme, on a :
de (ii) est du méme type. Comme d est possible pour n (voir définition
4.4), on a, pour certains Ty, eeep Dyt [ e} <n<e<de'
C(n) = @(d)en+ X C(ni) Comme il y a un point anguleux d'abscisse e entre (3 e;) et (de'), la
lsied droite D est strictement sup@rieure & E entre (d e;) et (d e").
Comme C » E et comme E est convexe, on en déduit : On a donc : D(n) > E(n). On en déduit bien, d'apréds (19) que
(15) C(m) > @(d.n + d.E(n/d)
C(n) > E(n).
Posons : La figure suivante aidera 2 comprendre cette preuve :
(16) n/d = u].e; + g.e' & + g =
Comme E est une droite entre les points anguleux consécutifs d'abscisses ) D

|
|
ei et e, on a: N\ ~E
|
|
Q7)) E(n/d) = al.E(ei) + 0.E(e") | | |
| [ |
On deduit de (15), (16) et (17) que : ‘ — ' %
de; n e de'
Cn) > o) [p(and.e] + d.EeD] + o [p@).die’ + dECe)] FIGURE 1. 7
D'aprés la proposition 3.2, on en déduit : la définition suivante va nous permertve de trouver des valeurs de n

pour lesquelles les arbres optimaux sont uniques et ont une grande

(18) C(n) > u].E(d e;) + a.E(d e') . différence de profondeurs des feuilles.

Appelons D(x) 1'équation de la droite passant par les points de E d'absciss
(d e}) et (de').




Défi

(20)

21

(22)

(23)

& '54&

nition 1 : (i) Pour g entier non nul, nous définissons :

p(@) = | qLog, b
y(a) = q Log_ b - p(q)
(ii) Nous appelons @ l'ensemble des entiers q tels gque
ap(q)/b >N
2
y(q) < Min  y(s)
1€sgq-1
Notons que @
y@ € fo,1]
Pl e @]
Notons d'autre part: que 1l'ensemble Q comporte une infinité d'entiers

En effet, y(q) s'écrit

y(q) =q 2z - lq zJ avec z = Loga b
Nous avons vu dans la preuve du lemme 1 que y(q) est dense dans [0,1]
quand q varie. Il y a donc une infinité& de valeurs de q pour lesquelles

y(q) est aussi proche que possible de zéro. L'ensemble @ est donc infini

Lemme 3: Si g€ @ et si aet b sout les seuls degré~limites, on a :

(1) ap(q) et b¥ sont les abscisses de points anguleux

consécutifs.

1
(ii) ap<q)+l et (a.b%) sont les abscisses de polnts angu”

leux consécutifs.

(iii) Si'a E] ap(Q), B4 [ alors C(n) > E(n)

= U55T=

Preuve de (i) et (ii) : Nous ferons la démonstration uniquement pour
P

et b La preuve est identique dans l'autre cas. La démonstration

se fait par 1'absurde. Supposons qu'il existe un point anguleux d'abscisse
n entre ap(q) et b3 D'aprés (22), n est plus grand que Ny D'aprés le
corollaire 1, comme il y n'y a que deux degré-limites a et b, n est

de la forme :

n=a b {r et s entiers)

On a donec :
ap(q) < a¥ b% < bt et s <q

En prenant le logarithme, on dbtient :
p(qQ) <t + s Loga b <q Log3 b
Avec les notations de la définition 1, cela s'crit :
[pC@ -t - 9] < yts) < [p(@ -z - p&)] + y@

On en déduit donec y(s) < y(q). Comme s < q, c'est contradictoire avec

1'hypothése q € @,
Preuve de (iii) : Soit n vé@rifiant
(24) ap(q) R

Comme n » NZ (d'aprés (22)), seuls les degré-limites a et b sont possibles

pour n.

Considérons d'abord le cas oli a est pssible pour n.

Appelons e’ 1'abscisse du point anguleux le plus proche de n/a et tel que :
(25) n/fa < e'
D'aprés (22), onae' 2 N, . D'aprés le corollaire !, 1l'entier e' est donc

de la forme :

(r et s entiers)




(26)

27

Proposition 3 :

(28)

(29)
(30)

On a donc

(ae') est donc l'abscisse

< n gae et que ap(q) et bl

D'aprés la proposition 3.1.(iiid), l'entier
d'un point anguleux de E. Comme ap(q)

sont les abscisses de points anguleux consécutifs, on en d&duit que :

Mais 1'égalité est impossible car elle contredirait 1'hypothése (1)

= r+l
(on aurait en effet : 378 = 27, on a done :

sur a et b
ae » bl

De (24) et (26), on déduit que :
n/a <e'

L'entier n/a n'est donc pas l'abscisse d'un point anguleuX. D'autre part,
1'entier n n'est pas non plus 1'abscisse d'un point anguleux. D'aprés
les inégalités (24), (26) et (27), nous pouvons donc appliquer le lemme

2.(i) avec d = a et e = b%. On a donc bien :

C(n) > E(n)

Dans le cas oii le degré b est possible pour n, la démonstration est
identique, en utilisant le lemme 2. (ii). 7
Si a et b sont les seuls degré-limites, alors, pour les
valeurs de n suivantes :

qEQ

p(a) j entier

n= j pe 4 (a=y) a avec

¢ j < al

On a :
AQ(n) =plq) - q
qu (n) = b% - ap(q)

4

A (n) = A{T) '

(30

(32)

(33)

L'arbre T optimal de poids n est unique 3 une permutation prés des
sous—-arbres principaux. Son colit vérifie C(n) = E(n) et il a la

forme suivante

b-parfaits de poids b%

(a-j) arbres

a-parfaits de poids ap(q)

FIGURE 2.
Preuve : La preuve se décompose en plusiéurs parties. Nous allons
d'abord montrer que 1'arbre T ci-dessus est optimal pour les valeurs
de n définies en (28). Nous montrerons ensuite que pour ces valeurs
de n, il n'existe pas d'arbre optimal de degré au sommet b. Nous en dé-

duirons enfin que T est 1'unique arbre optimal pour ces valeurs de n.

Nous allons d'abord mettre en évidence une propriété de D(x), droite passant
par les points de E d'abscisses ap(q) et b9, Comme ap(q) et b(q) sont les

abscisses de points anguleux consécutifs de E (lemme 3-(i)), on a :

si xe[ap(q), bq] alors E(x) = D(x)

si xf [ap(q), bq] alors E(x) > D(x)
Comme C(x) » E(x), on en dé&duit que

C{x) » D(x)
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Montrons qu'il n'y a égalité que si x est &gal a ap(Q) ou b%.
D'aprés (32) et (33), on a :
(34) si x¢ [2(9, 53] alors c(x) > D(w)
D'aprés le lemme 3.(iii), on a :
(35) si x € ]aP(Q), bq[ alors C(x) > E(x)
puisque C et E sont des interpclations linéaires entre les valeurs
entiéres.
On déduit de (31) et (35) que :
(36) si x€]a®D, 83 ators co > D(x
Finalement, d'aprés (34) et (36), on a :
(37) C(x) = (X)=x = ap(q) ou x=bt
(Rappelons que C et E sont &gaux en ap(q) et b puisque ce sont des
abscisses de points anguleux).
L'atbre T est optim_al pour n et C(n) = E(n)
Calculons le colit de T :
@iy = s o(bd o= p(q)
(1) = @(a)n + j.Cb7°) + (a-3).C(a"77)
D'aprés la définition de n, on en déduit :
Cey = i [pa.ab® + a.coH ]+ (i) [ ptar. 2”@
£ a‘c(ap(q))]

Mais les termes entre-crochets sont précisément les colts des arbres
optimaux de poids (a.bq) et <ap(q)+l>_ On a donc :
L1y - j.cta b9 + (i (29
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Comme ces arbres correspondent & des points anguleux, on en déduit :
p +
By = jeBCab®) + (a5).E(POH)
o + g ,
Les entiers (a.bq) et (ap(q) I) étant les abscisses de points anguleux
consécutifs de l'enveloppe convexe E, on en déduit, d'aprés (28), que
le point (n, 8(‘1‘)) est sur le segment de E jolgnant ces points anguleux.
On a donc ©(T) = E(n). L'arbre T est donc optimal et on a :

C(n) = E(n)

Le degré b est impossible pour n

La démonstration se fait par 1'absurde. Nous allons montrer que si
le degré b était possible pour n, on aurait C(n) > E(n), ce qui

contredit (38).

Supposons donc que le degré b soit possible pour n et appelons e;
1'abscisse du point anguleux le plus proche de n/b et tel que :

e; < n/b

L.a suite du raisonnement est la m@me que pour la preuve du lemme
3.(@ii). On montre que n/b n'est pas l'abscisse d'un point anguleux

(c'est-&-dire que e{ < n/b) et que :

be! < ap(q)+l
i

Comme n n'est pas 1'sbscisse d'un point anguleux, on peut appliquer
5 5 + e
le lemme 2.(i1) avec d = b et e = ap(q) ' 0n en dgduit que C(n) > E(n).

ce qui contredit (38).

L'arbre T est 1'unique arbre optimal de poids n

Comme le degré b est impossible pour n et que n > Nz, tous les arbres

optimaux de poids n ort pour degré au sommet a.
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29

23 + 2.377, 1'unique arbre optimal est :

Appelons T' 1'un deux et appeloms n ,...,n les poids de ses sous-arbres
: ! 2 pour n = 4
principaux. Comme T' est optimal, on a :

(39) ' C(n) = @(a).n + Z C(ni) avec Z n, =n , )
lgiga Igiga (n) =6
¢ 23 29
. %(n) =47 -3
Calculons maintenant E(n). D'aprés (28), n est dans l'intervalle 61

ne€ [ap(q)ﬂ N a.bq]

ol T, est 1'arbre 4-parfait de profondeur 23 et T, 1'arbre 3-parfait

1
de profondeur 29.

2

On en déduit facilement que :

Théoréme 12 : Si la fonction de colit @ posséde plusieurs degré-limites,

E(n) = ¢(a).n + a.D(n/a)
vérifiant 1'hypoth&se(i),les différences de profondeurs
oi D est la droite définie précédemment. On en déduit que : des feuilles Aw(n) et les différences de poids Q(P(n)
ne sont pas bornées. Plus précisément :

40y E(n) = @(a).u + }_; D(ni) YN 3n A(p(n) > N
l<iga V¥ 3n Q(p(n) » N
D'aprés (39) et (40), on a : Preuve : Dans le cas ol il y'a deux degré-limites a et b (a <b)
b [C(n.)—D(n‘)] =T vérifiant 1'hypothése (1), la proposition précédente nous indique que
” i i
I€iga pour les valeurs de n suivantes :

D'aprés (33), on en d&duit que C(ni) = D(n;). D'aprés (37), q¢ @ (d&finition 1)

=33 4 p(q)
les entiers n; sont donc Egaux,soit 2 ap(q , soit a bY. L'arbre T (€D n=b'+ (a-l) a  avec ) = |a, 58 o
s 5 pla) = |q
est donc 1'unique arbre optimal, & une permutation prés des sous-arbres R a
incipaux. iy
princip % ﬂq)(n) =p(q) - q et Qq)(n) -4 - ap(Q)

i i i d'aut 1 s de n pour lesquelles les o
i, cpiCenttu, Al FRLEEE S SRS v . Montrons que pour ces valeurs de n la différence de profondeurs A(p(n)

iffé es de profondeurs et de poids des sous~arbres principaux B . .
différenc P P e P n'est pas bornée. La démonstration est analogue pour Q‘P(n). On a :

sont arbitrairement grandes.

s exemple. Si d) = A+y(3) (voir 2.6.2 et 4.4.1) il y a
Donnons un p @ (d) ¥(3) ( . ' A (n) = l.q,Loga b_l - g
deux degré-limites : 3 et 4. L'entier q = 23 fait partie de 1'ensemble Q (0]

de la définition 1 et on a p(q) = 29. D'aprés la proposition précédente, -

A¢(n) > q.log, b -1 -gq

ce qui s'éecrit :

(42) A, (n) > q.(Logab -1 -1

4
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L'ensemble (@ &tant infini, les entiers q de 1'ensemble @ peuvent Etre
arbitrairement grands. D'aprés (42), on en déduit que Aq)(n) n'est pas

borné.

La démonstration se généralise au cas ol 11 y a plusieurs degré-limites

dont deux au moins vérifient 1'hypothése (1). %
7|
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CHAPITRE 6

ARBRES OPTIMAUX A POIDS INEGAUX

6.1. PRESENTATION

(§))

Dans les chapitres précédents, nous avons &tudié la forme et le cofit
des arbres optimaux 3 poids Egaux. Nous nous plagons ici dans le cas
général o 1'on cherche la feorme et le cofit des arbres optimaux pour une
suite de poids quelconque S = (al....,an). Nous supposons toujougs que

la fonction de coflit est 4 degré borné, c'est—d-dire qu'il existe, pour

.toutn—uple §, un arbre optimal dont tous les degrés sont inférieurs ou

égaux 3 un entier dmax' Ap chapitre I, le théoréme | et les corollaires
1.4 et 1.5 donnent des conditions suffisantes sur ¢ pour que la fonction
de cofit soit 3 degré bomé.

I1 s'agit donc, pour une suite § = (a],...,an) de réels positifs ou nuls,

de trouver l'arbre de suite S de cofit minimum.

Nous étudions d'abord comment varie le colit optimal C(8) avec

le n-uple S .Apoids total constant, nous Verrons que plus le n-uple
est "équilibré", plus le colt optimal augmente.

Nous avoms vu que pour les arbres 3 poids &gaux le colit optimal est
borné inférieurement et supérieurement. Nous montrerons que 1'on

peut étendre ce résultat aux cas des arbres 3 poids inégaux.

Nous avons vu aux chapitres précédents que les arbres optimaux ont

tendance & avoir pour degré les entiers d qui mininmisent ¢(n)/Log n :

Pl o )

entier
N phais Log d Log n

Ces entiers sont appelés degré-limites et leur ensemble est noté D .
Nous ne distinguerons pas lci les cas ol il y a un seul ou plusieurs
degré-limites. Mais nous montrerons que dans le cas pénéral, les arbres

optimaux ont &galement tendance & avolr pour degréd les degré-limites.




En particulier, 1'algorithme de HUFFMAN [7], utilisé avec 1l'un de ces depy

constitue une bonne heuristique.

En ce qui concerne la complexité de 1'algorithme de recherche de 1'arbre
optimal, nous n'avons pu mettre en évidence un algorithme en temps
polynomial en n. Cependant, pour certains n-uples, il est possible de
calculer rapidement 1'arbre optimal, c'est-d-dire en temps polynomial -
ou méme lindaire ~ en fonction de n. Nous indiquerons également des

heuristiques.

Rappelons que a désigne le plus petit degré-limite et que

(2) k=_ﬂ_al= _Pad) pourdGJ

)
Log a Log d

Définition 1 : Pour un n-uple § = (a],...,an) nous définissons :
— le minimum m(S) de S : m(S) = Min a,
I<ign
- le poids N(S) de S : NES) = 2 e
1<i<n
A N(S)
~ 1'entropie H(S) de S : H(S) = X Log
g N(S) a.
l<ign i

6.2. VARIATION DU COUT OPTIMAL AVEC LE N-UPLE

11 s'agit d'étudier les facteurs qui interviennent dans la valeur

du coflit optimal. Dans certains cas, cela permet de comparer le cofit
optimal correspondant 2 deux n-uples donn&s. Si 1'on comnaft le cofit
optimal de 1'un deux, on en déduit des indications sur celui de 1'autre.
Les régles suivantes peuvent donc servir i trouver de bonnes approximatief

du cofit optimal :

Proposition 1 @ (i) VYe>0 C(c.al,.“,c.an) = c.C(a,00,a)
(ii) ¥b 2 0 C(al,...,an) < C(al,...,an,b)
(iii) Ye > O C(al,-..,ai,...an) <C(a],...,ai+c,...,an)

= ey -~

Preuve : La formule (i) résulte de la proposition 1.3 ; la formule (ii)
découle du lemme 1.1, puisque la fonction ¢ est supposée croissante.
Montrons (iii) : si dans 1'arbre optimal pour la suite (al,...,a.1+c,...,an)
nous remplagons la feuille de poids a;+c par une feuille de poids a5,

nous obtenons un arbre de cofit moindre pour la suite (a a ) s
preresayeenal)

Proposition 2 : A poids constant, plus le n-uple est &quilibré, plus le

il en résulte (iii).

colt optimal augmente. Plus précisément :

si+ al+ al=a +a
- ] 1 3
al - all<la, - a
] = ]

alors

C(al,...,ai,...,aj,...,an) < C(al,...,a]!_,...,aJ’.,...,an)

. By - ;
Preuve : C'est évident si a, = aj. Supposons donc a;, <a, et a! < al.
e ]

1 J
On a donc a; & a]{. Posons

S = (al""ai""aj""’an)

' = (a],...,aj{,...,aé,...,a)

1

Appelons T' 1'arbre optimal pour S' et Cj‘_ et Cj les colits partiels

des feuilles de poids a] et aJ! dans T'. D'aprés le corcllaire I.1,

i
comme a{ < a!, on ac]-'. > cl

(si ai = a;'i, il suffit d'échanger
les indices i et j). Remplagons dans T' les feuilles de poids a!

il
et aJ! par des feuilles de poids a; et 4, respectivement. On obtient

ainsi un arbre TI dont le colt vérifie :
gT = 8 (R =t i - L
Ty (Th (ai ai)(c.l cj)

Comme a. < a! § ! édui :
S al et c; z cJ, on en déduit que :

ey < Can

Comme par définition C(8') = &(T') et C(S) ¢ 8(Tl)’ on en déduit bien

C(S) sC(SY.
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Corollaire | Pour tout n-uple § = (a],...,an), on a ¢ i
N(S N(S
™ Claysenhay) € c(__g 2. M)

6.3. BORNE INFERIEURE DU COUT OPTIMAL

Définition 2

(4)

(5)

(6)

Preuve : On peut passer du n-uple (al,,;;,an) au n-uple (N(S)/n,...,N(S)]ﬁ
par une suite de transformations du type de celle décrite 3 la propositiy
2. Comme, d'aprés cette proposition, le cofit augmente i chaque fois, on

en déduit bien (3).

N

Aux chapitres 2 et 3, nous avons vu que l'enveloppe convexe E et la fonetj
G sont des bornes inférieures du cofit optimal C,. pour les arbres optimaux
3 poids égaux. Nous verrons qu'd partir des fonctions G et E, on peut
construire des bornes inférieures du cofit optimal C(a],...,an) dans le
cas général. Nous allons d'abord donner une méthode générale de

construction de bornes inférieures.

6.3.1. FORME GENERALE DES BORNES INFERIEURES

A toute fonction g des réels dans les réels, nous faisons

correspondre les trois fonctions suivantes :

(1) une fonction Z  sur les n-uples

Zg(a],...,an) = g(I P ai> -t ](Z gla)

<ign
(ii)} une fonction Wg sur les noeuds v d'un arbre

W = PE). v - gfuce) ¢ e g (w)

(iii) une fonction Zé sur les arbres

Y T) = E W (W)
g v(:r.l’,'r g

On peut remarquexr que \Jg et Zé dépendent de la donnée de la fonction

de cofit, c'est-&-dire de @.

Lemm_eZ:
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Lemme 1 : Le colt f’(T) d'un arbre quelconque vérifie :
(7) T) = Z (S + 2
M =z, + 2D

Preuve : Il suffit de calculer Z'g(T) et de remarquer que la somme sur

tous les noeuds de 1l'arbre du premier terme de Wg(v) est égale 3 B(T)

et que la somme sur tous les noeuds de l'arbre du deuxiéme et du troisiéme

terme est égale & (-2 _(5.)).
g T %

74

Nous définissons maintenant une classe de fonctions qui vont nous

" permettre de construire des bornes inférieures.

Définition 3 : (1} On appelle ?«1'ensemble des fonctions réelles g
qui satisfont les conditions suivantes :
(8) g0 € @dx+ X gx)
I<igad
avec X, = X

lgigd

td entier, 2 <d g d

(ii) On appelle ?(S) le sous-ensemble des fonctious de ?’
dont l'intervalle de définition contient [m(S), N(S)]

Sig E?(S), si T est un arbre quelconque de suite § et
v un noeud quelconque de T, on a :

W(v) >0 t T 2

\g( ) e g( ) 20

Preuve : Si l'on écrit la formule (8) avec x = w(v) et X, = w(u)

(pour Igigd et uei’(v)), on voit que wg(v) est positif ou nul. D'apres (&),

on en dédult que Zé(T) > 0.
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Théoréme 12 : Pour tout n—uple §,pour toute fonction g de }(S) le

colit optimal C(S) est minoré par ZE(S) g
S S
(9) vs Vge;(S) C(s) » Zg( )
ce qui s'Ecrit :

(10) Cla;,.-,a) >gl %X a)- X gla)
% B (léisd ﬁ) 1<igd =

Preuve : Considérons un arbre T quelconque de suite S. D'aprés le

lemme 1, on a :
=2 (8) +2'(T
B(m) = 2,(8) + 2y(D)
D'apréds le lemme précédent, on a Zé(T) > 0. On en déduit :
(an B > 2,09,

Comme T est un arbre quelconque de suite S, cette inégalité reste valable

pour 1'arbre optimal.

Pour une suite $ donnée, i1 y a une infinité de fonctions g dans '}5 (S).
Le colt optimal C(S) est borné inférieurement par tous les termes Zg(S)
correspondants. Il en résulte que si nous trouvons une fonction g 63(5)

et un arbre T dont le colit est &gal 3 Zg(S) alors 1l'arbre T est optimal

pour S.
Définition 4 : On dit qu'une fonction g est optimale pour une suite S
si
c =
g€H(s) , <) 2,(9)
On dit qu'une fonction g est optimale pour un arbre T
si g est optimale pour ST'
Lemme 3 : Si g est optimale pour un arbre T, alovs T est optimal

et W (v) est pul sur tous les noeuds v de T.
g
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Preuve : Si g est optimale pour T,alors Z’(T) = Zg<ST)' D'aprés le théoréme
précédent, 1l'arbre T est donc optimal. D'aprés le lemme 1, on en déduit

que Zé(T) = 0O,et, d'aprés le lemme 2, que wg(v) = 0 sur tous les noeuds

de T. =
%,

6.3.2. EXEMPLES DE BORNES INFERIEURES DU COUT OPTIMAL

Dans le cas des arbres 3 poids &gaux, chaque fois que le cofit optimal C(n)
est égal & 1'une des bornes inférieures E(n) ou G(n), les arbres optimaux
correspondants ont des propriétds particulidres. Dans notre cas, il y a2 une
infinité de bornes inférieures Zg(S) possible. Nous allons montrer que l'on
peut prendre pour g les fonctions C, E et G et &tudierons la forme des
arbres optimaux pour lesquels ces fonctions sont optimales (au sens de

la définition 4).

Corollaire 2 : Si m(S) » 1, alors C(S) ZE(S) , ol E désigne 1'enveloppe

convexe définie en 3.3,

Preuve : D'aprés la proposition 3.2.(i), la fonction E satisfait la condition
(8). On a donc E 63 . Comme E est définie sur [l,m [, on a bien E Gy(S)
puisque m(S) > 1. Il suffit alors d'appliquer le th&or&me 12.

Corollaire 3 : Si m(8) 2z 1, alers C(S) 2 ZC(S), ol C est le coflit optimal

des arbres 3 poids &gaux et unitaires.

Preuve : D'aprés la formule (2.2), la fonction C satisfait la condition (8).

La suite de la preuve est identique & celle du corollaire 2.

%

Ce corollaire peut s'écrire :

(12) Claysomesag) % c( 2 ai>— 5 cay)
lgign I<ign

mn

Pour quels arbres la fonction C est-elle optimale ? D'abord pour les
contractions d'arbres optimaux & poids &gaux. Considérons en effet, un

arbre optimal T 3 n feuilles de poids &gaux et unitaires.
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Contractons le par un ensemble de noeuds indépendants vy,.-«sVes de poids Corollaire 4 : Pour tout n-uple S, on a :

LIFEERRL D'aprés la proposition 1.4, 1'arbre T' obtenu est également
optimal pour une certaine suite S' de poids n et on a: C(8) > 2,4(S) avec G(x) = k x Log x
En - Tay + I Baw) (1) C(s) > k N(S) H(S)
Igigt
Preuve : La fonction G est la borne inférieure des chapitres précédents et
ce qui s'éerit : H est l'entropie de la définition !. On vérifie facilement que :
(13) c(8"y =Cn) - X C(ni) 24(8) = k N(s) H(S)

l¢igt
Le deuxidme membre de 1'&galité (13) &tant &gal ZC(S'), 1a fonction C Pour terminer la preuve, il nous faut donc vérifier que G sarisfait
est bien optimale pour 1'arbre T'. la condition (8), c'est—&-dire :

Mais la fonction C peut 8tre optimale pour des arbres qui ne sont pas de: kxLogx <@(d) x + X kx Log x
1

c . . . - ' lsig
contractions d'arbres optimaux & poids &gaux. Par exemple, si @(d) = d, (15) 5 si<d
avec x. = 3
1'arbre suivant est optimal pour la suite S = C1, 1, 1,041 ,2.5,3) lsi<d T ¢
d entier, 2 £ d s d
max
[ = 3 G(r) = C(s) = 63.5 La fonction x.Log x &tant convexe, on & @
11 2.5 2 x log x »d > Log=
P i
1 ) I 1 N <1<
! FIGURE 1. On en déduit que :
Si 1'on se reporte & 2.6.3, on voit que cet arbre n'est contraction d'au (16) 08 5
. . X+ k x. Log x. >k xL ¢ + % L8
arbre optimal & poids égaux. Et pourtant, 1a fonction C est optimale pol lsi<d i 8 X og * *[:¢(d) k Log d]

clest-i~-dire @ ZC(S) =%(T). En effet, & 1'aide des formules (2.35), E :
Le terme entre-crochets &tant positif ou nul par définition de k, on en

on vérifie que : déduit bien (15).

v/

Zo(s) = c(11.5) - C(3) - C(2.5) = 63.5 i
Pour quels arbres la fonction G est-elle optimale ? Calculons la différence

entre le colt d'un arbre T quelconque et la borne inférieure ZG(ST).

Cela nous montre d'une part que les arbres optimaux pur un n-uple . - .
D'aprés le lemme 1, et la définition 2, cette différence s'@crit

quelconque ne sont pas tous des contractions d'arbres optimaux 3 poids

égaux, et d'autre part, que la recherche d'une fonction g optimale
' ' an B - 245 = E W W.

pour un arbre T donné est un moyen officace de tester l'optimalité de T. v E o
T

Malheureusement, comme nous le verrons plus loin, il existe des arbres

optimaux auxquels ne correspond aucune fonction g optimale.
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Par un caleul analogue 3 celui effectué au lemme 2.1, on montre que : D'aprés le lemme 3, une fonction g optimale pout T doit vérifier Ng(v) 25

sur chacun des noeuds de T ; cela s'éerit :

(18) He(w) = w8, () +4,(0]
g(2) = & + 2,g(1)
(19) 5w = (p(dm) - k Log a(V) .
(0 () g(8) =16 + 2,.g(4)
wlu,
(20) B v E & Lag d(V) + x AR Log
2 weT(v) w(v) w(v) . X
ce qui entraine :
Par définition de k, on a AI(V) > 0, et AI(V) ne s'annule que si d(v)
est un degré-limite. D'autre part, la fonction x.Log x &tant convexe, 21 g(8) = 48 + 8 g(1)

on a Az(v) > 0, et iz(v) ne s'annule que si tous les fils de v ont
D'aprés la définition de g, on doit avoir :

méme poids w(v)/d.
La fonction G sera donc optimale pour tout arbre T vérifiant les deux g(3) € 3.¢(3) + 3.g(l)
conditions suivantes : g(8) < 8.9 (3) + g(3) + g(3) + g(2)

On déduit des deux inégalités précédentes que
g(8) < 46 + 8 g(1)

ce qui est contradictoire avec (21). Au é4-uple (1,1,2,4) ne correspond

1) tous les degrés de T sont des degré-limites,
2) les fils de chaque noeud ont méme poids.
$'il n'y a qu'un seul degré-limite a, G sera optimale uniquement pour douc aucune fonction g optimale si @(d) = d.

les contractions d'arbres a-parfaits.
6.4. BORNE SUPERIEURE DU COUT OPTIMAL - ANALOGIE AVEC LE CODAGE

6.3.3. EXISTE-T-IL UNE BORNE INFERIEURE "UNIVERSELLE" ?

HUFFMAN [7] (voir aussi GALLAGER [S], p. 50) a donné une borne inférieure

Existe-til une fonction g telle que pout tout n-uple S on ait et supérieure du colt optimal quand on se limite & une certaine classe

. = 3 ~ - . d'ar 1 b d-ai
c(s) = Zg(S) ? 51 c'était vrai, le calcul du cofit optimal sexait breds ILES, athEeE LSS
immédiat. Mais la réponse est non. On peut alors se demander si & tout

n-uple S correspond une fonction g optimale pour S. La réponse est encof Définition 5 : (i) Nous appelons arbres d-aires, les arbres dont tous les

non, comme le montre le contre-exemple suivaot . noeuds, sauf peut-8tre un noeud terminal, ont pour

Nous montrerons en 6.6.3, que l'arbre T suivant est optimal si @(d) = d degré d. Plus précis&ment, si le nombre de feuilles n

pour le 4-uple (1,1,2,4). vérifie :
- (n-1) = 0 mod. (d-1)
= 4
! 2 alors tous les noeuds ont degré d. Sinon, il v a un
: l noeud terminal de degré [l + reste (n—l,d—])]
(ii) L'arbre d-aire de cofit minimum pour une suite S donnée
FIGURE 2. est appelé arbre d-aire optimal..Son colit est noté

Cd(S).
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Théoréme 13 (HUFFMAN) : Pour une suite S quelconque, on a :
P(d) @(d) .
(22) Tea N(5).H(S) s C4(8) < Tos d <N(8).H(S) + @(d).N(S)

En fait, HUFFMAN cherchait a4 minimiser la longueur moyenne du code pour

un alphabet & d lettres. Dans ce cas, @(d) = | et comme les a; sont des

probabilitds, on a N(8) = |. Le théoréme de Huffman s'écrit donc :
H(S) H(S) -
e o 3 Cd(S) “fd3 8 + 1 avec H(S) = 1<iz<n a; Log

HUFFMAN a proposé un algorithme permettant de calculer rapidement 1'arbre

d-aire optimal et le coit correspondant (voir 6.7.1}.

Remarquons que la borne inférieure donnée par ce théoréme a méme forme que
celle du corollaire 4 (formuie (14)). Si nous nous limitons aux arbres

d-aires, leur cofit est borné inférieurement par :

23) 2@ wes) mes)

Si nous ne faisons aucune restriction sur la forme des arbres, le cofit

est borné inférieurement par :

- Mg 2@
(24) k N(S) H(S) avec k ?;; Tog d

La borne sup@rieure est &videmment valable dans le cas général :

Corollaire 5 : Pour un n-uple § quelconque, on a :
: P
(25) () C) < oz NS) K(S) + @(d) N(S)

(ofi d est entier, d > 2)

(26) (ii) k.N(S8).H(S) « C(S) < k. N(S).H(8) + @ (a).N(5)

= W75 =

Preuve : La proposition (i) r@sulte directement du th€or&me de HUFFMAN,

puisque C(8) ¢ Cd(S). Pour (ii), il suffit de faire d = a dans les

formules (14) et (25). .
%

On peut remarquer que la bome sup@rieure varie avec d. Généralement,
la pluspetite borne supérieure sera donnée pour d = a.

Le terme k N(S) H(S) constitue-t-il une bonne approximation du coft
optimal ? L'erreur relative ? aommise en approximant le coflit optimal

par la borne inférieure est égale 3 :

27) E.un s

Plus S est équilibré , et plus H(S) augmente. Donc, plus les suites sont
&quilibrées, et plus la borne inférieure est une bonne approximation de

C(S). Si tous les poids sont &gaux, l'erreur relative est égale 3 :
P g g

_Log a
(28) E- J—Log 3

6.5. CALCUL DES ARBRES OPTIMAUX ET DE LEURS COUTS

6.5.1. ALGORITHME DE CALCUL

Soit un n-uple $ donné. Pour calculer la forme et le cofit de 1'arbre
optimal correspondant & S, on peut explorer toutes les arborescences
possibles & n feuilles. Pour chaque arborescence, il faut placer les
poids du n-uple S sur les feuilles dans l'ordre inverse de leurs cofits
partiels, de maniére 3 minimiser le cofit ( voir le corollaire 1.3).
Enfin, parmi les arbres ainsi obtenus, il faut choisir celui de colit
minimum. C'est cette méthode que nous allons employer, en utilisant

la proposition suivante :

Proposition 3 : Pour tout n-uple, 11 existe un arbre optimal ol les
plus petits poids du n-uple sont placés sur les feuilles

qui sont les filles d'un méme noeud terminal.




(29)

(30)

Preuve : Considérons 1'arbre optimal T pour ce n-uple et son arborescence |
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Consid&rons un noeud terminal de A dont les filles sont les feuilles de
plus grand colit partiel. Plagons les plus petits poids du n-uple sur

ces feuilles et plagons les poids restants sur les autres feuilles de A dans
1'ordre inverse des cofits partiels. L'arbre T' ainsi obtenu satisfait les
conditions de la proposition. D'aprés le corollaire 1.3, on a:

By = BA(S) < G(T). Comme T est optimal pour S, on en déduit que T'

est optimal. .

L'algorithme de calcul du colit optimal utilise une récurrence sur n,

nombre de poids du n-uple. Pour n = |, le coiit optimal est nul. Supposons
que nous sachions calculer le colt optimal pour tous les l-uple, 2-uples,...
(n~1)-uples. Considérons maintenant un n-uple (al,...,an) avec n > dmax’
otli les a; sont ordonnés par poidscroissants. Soit un arbre optimal
correspondant vérifiant la propriété de la proposition 3 et dont tous les
degrés sont plus petits ou &gaux i dmax' Soit d le degré du noeud terminal
qui regroupe les plus petits poids du n-uple. Daprds la formule des
contractions, le coit de cet arbre est &gal & :

o). Z a; +C<I a; ad+1""’an>

lsigd gigd

avec 2<dxgd
max

D'aprés 1'hypoth&se de récurrence, nous savons &valuer le deuxiéme terme da
(29), puisqu'il s'agit de calculer le cofit optimal d'un (n-d+1)-uple.

Le colit optimal est donc obtenu en minimisant (29) quand d varie entre 2

et dm H |

ax

c(al""’an) =  Min [ Q). % a; + C(l X dai, ad*l""‘ar)l

2<dsd 1gigd
max
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C'est le procédé qu'utilise l'algorithme récursif suivant :

données : entier d fonction ¢.

ax ’
appel: le tableau '?A, de dimension n, contient les n poids du n-uple
triés par ordre croissant de poids.

pour lgign TA(L) = a;
résultat : le résultat de la procédure est C, le coft optimal corres-
pondant au n-uptle.
Fonction utilisée : la fonction somze (d,TA) a pour résultat la somme
des d premiers &léments du tableau TA. La fonction remplacer(d,TA) a
pour argument un entier d et un tableau TA trié par ordre croissant
de poids . Elle a pour résultat un tableau trid ofi les d premiers éléments
de TA ont &t& remplacés par leur somme. Par exemple :

TA = (1,2,3,4,9) remplacer (3,TA) = (4,6,9)
La procédure récursive C est la suivante :

réel procédure C(TA,n) ; valeur Ti,n ; réel tableau TA ; entier n
début ’

entier d,E ;

sin=1 alors C: =0
sinon
Cri=w
pour d = 2 pas | jusqua min (n,dmax) faire
E: = (p(d).sonme(d,TA.)

+ C(remplacer(d,TA),(n-d+1)) ;
C: = min(E,C) ;
fin
fin

fin

Pour obtenir la forme de 1'arbre optimal, il suffit de garder trace des

entiers d qui minimise 1'expression E, c'est-i-dire 1'expression (29




4
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Cet algorithme est récursif. Il est &vident que son temps de calcul est
exponentiel en fonction de n. Il est donc inutilisable pour les grandes
valeurs de n : il faut environ une heure d'ordirateur IRIS-80 pour

calculer le colit optimal si n = 60 !

6.5.2. COMPLEXITE INTRINSEQUE DU PROBLEME DE RECHERCHE DE L'ARBRE OPTIMAL

Existe-t-il des algorithmes non exponentiels ? Nous verrons que dans
certains cas particuliers, il est possible de calculer 1'arbre optimal
rapidement, c'est-d-dire en temps polynomial, ou méme linéaire,en fonctig
de n. Mais dans le cas général ?

Jusqu'a présent, nous nous sommes posés le probléme suivant :

Probl&me ] : Solent une fonction ¢ et une suite S = (a],...,an),

trouver 1'arbre de suite S qui minimise le cofiit.
Considérons le probléme suivant :

Probléme 2 : Soient ume fonction @ , une suite S = (a],...,an) et une
constante réelle c. Existe-t—il un arbre T de suite S dont le coit

vérifie &(T) <c ?

Il est &vident que le probléme 2 est plus simple que le probléme I, car
si on connalt l'arbre optimal pour S, on peut immédiatement répondre a
la deuxi®me question. Essayons d'analyser la complexité du deuxiéme

probléme.

Tout. d'abord, le probléme 2 est NP, ce qui veut dire'nmon déterministe
polynomial "(voir COOK [3] et KARP [12]). Cela signifie que la vérificatiJ
peut 8tre faite en temps polynomial en n : c'est évident dans notre cas

puisqu'il suffit de calculer le colit de T et de comparer ¥(T) et e.

Le probléme 2 lui-méme peut-il &tre résolu en temps polynomial ? Ce serail
tvidemment le cas s'il existait une fonction g "universelle", c'est-a-

dire telle que pour toute suite S on ai:_Zg(S) = C(8) (voir 6.3.3).

= 1% =

Mais il n'existe pas de telles fonctions g et nous n'avons pu mettre

en &vidence un algorithme non exponentiel pour le probléme 2.

Le probléme 2 est-il alors intrinséquement exponentiel ? Jusqu'd main-
tenant, on n'a jamais pu montrer qu'un probléme NP est intrins&quement
exponentiel (voir COOK [3] et KARP [12]). Mais on a mis en &vidence une
vaste classe de probl&mes NP, appelés problémes NP-complets, qui sont
8quivalents entre eux, au sens suivant : si l'un d'eux est intrins&-
quement exponentiel, alors ils le sont tous ; si l'un deux peut &tre
résolu par un algorithme polynomial, alors tous peuvent 1'&tre €galement.
Nous pensons que le probléme 2 est NP-complet, mais nous n'avons pu le

montrex.

6.6. INDLCATIONS SUR LA FORME DES ARBRES OPTIMAUX

Nous &tudions d'abord la forme générale des arbres optimaux (degrés,
différence de poids des fils d'un méme noeud). Nous verrons ensuite
que les arborescences optimales pour les n-uples & poids &gaux restent
optimales pour les n-uples &quilibrés. Enfin, pour les n-uples trés

déséquilibrés, nous verrons que les arbres '"linaires" sont optimaux.
6.6.1. FORME GENERALE

Nous avons wvu en 6.3.2. (formules (17), (18), (19) et (20)), que la
différence entre le cofit d'un arbre quelconque T et la borne inférieure

tz : .
ZG(ST) s'écrit 3

By - z2g(5) = T wv[s,(0) + 8,(0]
Ve

avec

4,(v) = @A) - k Log &(v)
s w(u) w{u)
by(v) =k [LDE dv) + \155%v) w(v) Log w(V)]

Nous avons vu que Al(v) et Az(v) sont positifs ou nuls.
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Le terme A](v) ne s'annule que si d est un degré~limite.
Le terme AQ(V) ne s'annule que si tous les fils de v ont méme poids.

.

En conséquence, les degrés des arbres optimaux tendent 4 &tre les
degré-limites, et les arbres optimaux tendent & &tre aussi équilibrés
que possible. Mais cela ne signifie pas que les différences de poids

des sous—arbres principaux sont bornées ! (cf. 5.4)

6.6.2. CAS DES N-UPLES EQUILIBRES

Nous allons montrer que les arbres optimaux i poids €gaux restent

optimaux pour les n-uples &quilibrés. Nous le montrerons pour deux

fonctions de cofit particulidres, mais ce résultat s'étend & d'autres

fonctions de coiit.
Proposition 4 : 51 @(d) = d et si le rapport du plus grand au plus petit
poids du n-uple S = (al,...,an) est inférieur 3 3/2,
l'arbre optimal T pour S est cbtenu en plagant les
poids a; de S sur l'arborescence & dans l'ordre inverse dej
colits partiels. L'arborescence A est celle de 1'arbre
optimal 3 n feuilles de méme poids.

+

n < 3P ! (31

Preuve : Supposons tout d'abord que L . D'aprés 2.6.3,

1'arborescence A a la forme suivante : jusqu'ia la profondeur p-i, tous le

H

noeuds ont degré 3 ; 4 la profondeur p, il y a (n—2.3p) noeuds ternaires

+ v
et (3P l~n) noeuds binaires :

profondeur p arborescence A

degré-3
{32)
AT,
n, feuilles ,
n, feuilles
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I1 y a donc :
3(n-2.3P) feuilles "ternaires™

2(3p+!—n) feuilles "binaires"

1

Nous allons supposer d'autre part, que les n
(a,

dans 1'intervalle [2,3] . En effet, on peut toujours se ramener 3 ce

| plus petits poids du n-uple

. an) sont dans 1'intervalle [1,2] et les o, plus grands poids

cas en multipliant le n-uple par une constante, puisque le rapport
a 3/2

(inférieur donc & 2/1 et 3/2, rapport entre les extr@mités des intervalles

du plus grand au plus petit poids du n-uple est inférieur

[1,2] et [2,3]). D'aprés la proposition 1.3, la forme de l'arbre optimal
ne change pas dans cette transformation. Le résultat séra donc valable pou
tout n-uple dont le rapport du plus grand au plus petit poids est infé-
rieur & 3/2.

Appelons B la somme des n, plus petits poids et H la soume des n

! 2

plus grands poids.
Calculons le coilit de 1'arbre T obtenu en plagant sur A les poids dans
1'ordre inverse des colits partiels. Appelons N le poids du nm-uple ;
un calcul simple montre que :

BTy = 3.p.N + 2,4+ 3.8

soit

'}

G(T) = 3(p+1)N = H

Calculons maintenant la borne inférieure ZC(S) du corcllaire 3. Les
formules (2.3.5) sont &videmment valables pour les réels. Elles
s'éerivent

3p

(3p+4)x — 4.3P
(3p+5)x - 2.3P"!

C(x)
C(x)

< xg 2.3 alors

p+l

si
2.3° <

si x <3 alors

Evaluons C(N). Comme les n, plus petits poids sont compris entre 1 et 2,

3n

!

nous avons : n, € B < Znl De méme Comme N = B+H,

I
nous en déduisons

2"

<N g 2n, +

n |

I+2n2
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OR en BRI G : 6.6.3. CAS DES N-UPLES DESEQUIL1BRES
p+1<N<23p+l [ ~ é éséquilibré i 1
3 d <2 es n-uples sont trés déséquilibrés, les arbres "linéaires" sont
optimaux : un arbre linéaire 4 n feuilles a pour profondeur maximum n-}
AR et tous ses noeuds ont pour degré 2. Par exemple, l'arbre lindaire a
cay = (3(p+1)+4)N . 4'31:*1-1 6 feuilles est :
Calculons wmaintenant ¥ C(ai) en partitionnant les a; entre les o
<i 5
plus petits poids et 1eé\r11§np1us grands.Nous obtenons, d'aprés (32) :
T o) =[4B-4na ]+ [58-6n)]
I<isn
On en déduit :
Nous nous limitons au cas ¢(d) = d+X. Mais la méthode de démonstration
s' L. aad' cti 5}
ZC(S) e - 3 C(ai) - 3N - B applique & d'autres fonctions de coiit.
liiin I1 nous faut d'abord établir le lemme suivant :

La borne inférieur ZC(S) est donc égale au cofit de 1'arbre T (formule (31)
L'arbre T est donc optimal. Lemme 3 : Si @(d) = d+A et si 1'arbre plat de degré d est optimal
pour le d-uple (al,...,ad), alors tout arbre plat de

= . degré d' { T N
Dans le cas oi 3¥ < n ¢ 2.3P, une démonstration analogue prouve le g < d est optimal pour tout d'-uple extrait de

- SRS 5 '
résultat. 1 d
%

_Preuve : Appelons T' l'arbre plat de degréd' et appelons b' son poids.Appelms

Les arborescences des arbres optimaux i poids &gaux restent donc optimalef

! 1l'arbre de degré d et N ids. = g-q Gvi £i .
si les n-uples ne sont pas trop désdquilibrds. Il em est de méme dans le g £ son poids. Posons d; = d-d'. On vérifie que :
cas suivant :

(33) & = [Y’(T')+d'(m—b')] + [(dlﬂ)(N—b‘)erlb']
Proposition 5 Si @(d) = d+i, avec AE]'Z, - 1/2], et si le rapport £ mh
| i T' n'était pas optimal, il exi i n N f ez
du plus grand au plus petit poids du n-uple § = (al""’an p ptimal, il existerait un arbre T" de colit inférieur

) i €(T') et de degréd d" < d'. Remplacons d g ! ' "
est inférieur & 2, 1'arbre optimal T pour S est obtenu en B plagons dans T 1'arbre T' par Ll'arbre T".
fons On obtient ainsi un arbre de coflit inféri g :
plagant les poids a; de § sur 1'arborescence 2-8quilibrée B ! inférieur & €(T) : en effet, dans la
) ormule (33), le premier terme entre-cr i mi ie
i n feuilles dans l'ordre inverse des colits partiels. ) ) ’ P ochets diminue, le deuxiéme reste
invariant. Cela contredit 1'hypothdse d'optimalitd de T.

%

Preuve : L'arborescence 2-8quilibrée est dé&finie en !.14. On montre faci-
lement que si @ (d) = d+x avec AE] 2 = 1/2], les arbres oprimaux a
poids égaux sont les arbres 2-&quilibrés. Le reste de la démonstration

est analogue & celle de la proposition 4.

%
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Proposition 6 : Si@(d) = dfx et si le n-uple S = (a;,...,q ) vérifie : 6.7. HEURISTIQUES
(34) pour 3<i<n a; > (1+x) X a, L'algorithme proposé en 6.5.1 est inutilisable en général, puisqu'il
I€j<i prend un temps exponentiel en n pour le calcul de l'arbre optimal
alors 1'arbre linfaire suivant est optimal : correspondant & un n~uple donné. Les deux heuristiques suivantes

donnent des moyens pratiques et rapides de calculer des arbres

i o approximativement optimaux.
2 #ne
/< 6.7.1. ALCOKITHME DE HUFFMAN
a  a,

Cet algorithme d & HUFFMAN [7] calcule le meilleur arbre d-aire,

N o k . . - c'est-d~dire l'arbre dont tous les noeuds ont degré d, sauf peut-8tre
Preuve : D'aprés la proposition 3, il existe un arbre optimal ol ) '
y . . . , . . un noeud texminal (définition 5). On procdde comme dans 1'algorithme
les plus petits poids du n-uple sont les fils d'un méme noeud terminal. o B
. , L général exposé en 6.5.1, sauf qu'a chaque fois on regroupe toujours
Appelons d son degré. Montrons d'abord que d est différent de 3. ) i )
) . . . les d plus petits poids sur les feuilles d'un méme noeud terminal.
Si d était &gal 3 3, 1l'arbre 'I‘2 suivant serait optimal : )
L'algorithme est le suivant :

'I‘ =
2 /[\ données : entier d ; fonction Q.

4 & &3 _appel : le tableau TA, de dimension n, contient les n poids du n-uple triés
par ordre croissant de poids :
or, ce n'est pas le cas : on peut vérifier i 1'aide de (34) que son résultat : H, colt de 1'arbre d-aire optimal.
cofic est strictement supérieur au cofit de l'arbre T, suivant : fonctionsutilisdes:les fonctions somme et remplacer sort décrites en 6.5.1.
r: = reste (n-1l,d-1)
T, = as si r =0 alors H: = 0
R sinon
Montrons que d = 2. Si d Etait supérieur ou égal & 4, on en déduirait H: =@ (r+1).somme(r+1,T4) ;
d'aprés le lemme précé&dent, que T3 est optimal, ce qui n'est pas le cas. TA: = remplacer(r+1,TA) ;
Comme d = 2, nous sommes donc amends, comme pour l'algorithme décrit en BE =l |
6.5.1, & chercher 1'arbre optimal pour le (n-1)-uple (a]+a2,as,...,ad). fin ;
Comme ce (n-1)-uple satisfait les hypothé&ses (34), 1'arbre linéaire est tant que n > | faire
bien optimal. début
H: = H + @(d), somme(d,T4) ;
TA: = remplacer(d,TA) ;
u: = n~d+l ;
fin
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Cet algorithme n'est pas récursif. Il utilise un espace mémoire de : L'inégalité (35) est valable pour S'. Comme :
1'ordre de 0(n). Pour ce qui est du temps, la boucle tant que est } Hi(8) < Hd(s') N(S) = N(S") H(S) = H(S')
parcourue environ ((n-l)/(d—l)) fois. Dans cette boucle, seule
. A7 . 1'in&galité (35) est donc valable pour S
la fonction remplacer prend un temps significatif : elle P J %

effectue la somme des d premiers &l&ments et ins@re cette somme
o o 2 22 . L'algori HUFFMAN 1sti énéral :
dans la suite d&ji triée des éléments restants ; cette fonction effectue gomnthime; "de MAN nous donne une heuristique dans le cas général

il suffit de choisir 1l'arbre minimisant Hy(8) quand 2 < d < daxt

donc de l'ordre de Log n opérations. La complexité en temps de
Généralement, les bons degrés d sont ceux qui minimisent @(d) [Log 4,

1'algorithme est donc O(n Log n).

c'est-a-dire les degré-limites. En effet, le premier terme de la borne

Dans la suite nous appelons H,(S) le cofit de 1'arbre calculé par cet supérieure (35) est généralement d'un ordre de magnitude plus grand que
. " < ; . orvflare le second.
algorithme. HUFFMAN a montré que Hd(S) satisfait les bornes inférieures

et supérieures du théoréme 13
6.7.2. HEURISTIQUE DES N-UPLES ORDONNES

e

Proposition 7  (RUFFMAN) : Pour un n-uple S = (al,...,an), on a les propriétés !
Pour chercher 1'arbre optimal pour un n-uple §, la méthode de

(i) Si u-1 = 0 mod.(d-1), .l'algorithme précédent calcule 1'algorithme général consiste 3 examiner toutes les arborescences et
= = . L
1'atbre d-aire de cofit minimum pour S 4 placer les poids de S sur ces arborescences dans 1'ordre inverse

n-1 = 0 mod.(d-1) = Hy(8) = Cy(8)

des colits partiels. L'heuristique que nous présentons ici consiste &
faire 1'inverse : nous allons fixer 1'ordre des poids des Ffeuilles

T ] S t chercher 1' de coll > ul
(ii) Pour d emtier, d » 2, 1 »a, e ercher 1'arbre de colt minimum tel que les feuilles

de poids respectifs ayseeesay soient placées sur 1'arbre de la
. ¥ .
(35) Hd(S) B fgo(dz} N(S) H(S) + @(d) N(S) gauche vers la droite. Nous appelerons cet arbre l'arbre optimal
o8 ordonné pour le n-uple ordonné a1y n,a.

Preuve de (i) : Une démonstration analogue & celle de la proposition 3 ; L ;
B =" L'algorithme utilise le tableau A & trois dimensions suivant

montre que, pour tout n-uple, il existeun arbre d~aire optimal ol les plus ) .
A(d,i,j) est le colit minimum de d arbres juxtaposés

petits poids du n-uple sont regroupés sur un méme noeud terminal.D'autre .
dont les feuilles ont pour poids, de gauche 3 droite :

part, si n-1 £ 0 mod.(d-1), tous les noeuds de cet arbre ont pour degré d.

Le noeud terminal précédent regroupe donc les d plus petits poids et cet

3 I (36) Sy By puvn s gl
arbre est calculé par 1'algorithme de HUFFMAN. Son colit Cq(S)} est donc i 1 4] J
égal i Hd(S).
Preuve de (ii) : Si n~1 = 0 mod (d-1), c'est &vident d'aprés le théoréme ”i En particulier, A(1,i,j) est le colit de 1'arbre optimal ordonné dont les

puisque Hd(S) = cd(S). Sinon, complétons S par des poids nuls de maniére | feuilles ont leurs poids dans 1'ordre (36). D'aprés cette définition,

5 obtenir un n'-uple S' tel que : il est clair que le tableau A vérifie :

n'~1 = 0 mod,(d-1) pour d 3 2 A(d,1,)) = Min [A(l,i,k)+ A(d—l,kﬂ,j)]
ickgj-d+]
& B a(L,i§) = Mia  fe@ X a +A(d,i,j>]
2<d<D igks]

D= i =i+
avec Iln(dmax,J 1+1)
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On en déduit 1'algorithme suivant, oli 1'on a posé 2= j-i :

données ! entier d fonction 0.
—_— ma

x ?
_appel : le tableau TA, de dimension n, contient les n poids du n-uple
ordonné selon 1'ordre choisi.

résultat : A(l,1,n) , colit de l'arbre optimal ordonné

_fonction utilisée : la fonction sigma(TA,i,j) avec i < j, a pour résultat

la somme TA(i) + ... + TA(])

tableau A(dmax,n,n) H

pour i: = I pas | jusqua n faire A(1,i,i): = 0 ;
pour g: = 2 pas | jusqua n-1 faire

début

pour i: = 1 pas | jusqua n-¢ faire

D: = min (dmax’“ 9

pour d: = 2 pas 1 jusqua D faire

It

ACd,i,i40): Min [A(l,i,k) + A(d—l,k+1,i+1)] i

igkgi+i-d+!

1t

A(Y,1,i48): Min @(d). sigma(TA,i,j) + A(d,i,iﬂ.)]

2<d<D
fin

fin

On vérifie facilement que la complexité@ de cet algorithme est

O(n3) en temps et O(nz) en espace mémoire, puisque le tableau A est

. 3 2|

de dimension (d___,n").
max i

Le colit de 1'arbre calculé par cet algorithme peut &tre éloigné du coflit
optimal : en particulier rien n'assure que SOR colit soit plus petit
que la borne sup&rieure du corollaire 5. Cependant, on constate que
si les poids TA(i) sont ordomnés par ordre croissant, cette heuristique
donne généralement de bous résultats.
L'intérét principal de cette heuristique est qu'elle peut €tre combinde

avec 1'algorithume de HUFFMAN.

e b TR

Pt =y
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Soit en effet, un n-uple § = (al""’an)' Avec 1'algorithme de HUFFMAN,
nous obtenons un arbre pour la suite S dont le cofit est plus petit que
la borne supérieure du théoréme 13. Appelons a a

. : EP (1) Br2) 0 ()
les poids des feuilles de cet arbre ordonnées de la gauche vers la
droite (v est une permutation de 1,2,...,n). Appliquons maintenant
au n-uple ord ’( : ié 1sti

p onné ar(]), ar(Z)’ s aT'(n) la deuxiéme heuristique.
Nous obtemons ainsi un nouvel arbre pour la suite S dont le cofit est
inférieur ou &gal au précédent, puisque c'est le meilleur arbre pour

ce n-uple ordonné. Ce procédé donne une bonne approximation de 1'arbre

optimal.
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CHAPITRE 7

MODELISATION DU TRI-FUSION

Le but de cette &tude est de proposer des stratégies efficaces pour
fusionner un certain nombre de momotonies de grandes tailles quand 1'utili-
sateur dispose de périphériques & accés direct, disques et tambours

en particulier. Rappelons qu'une monotonie est une suite d'enregistrements
trids suivant une certaine clé.

Nous proposons des stratégies optimales et sous—optimales et &valuons leurs
performances pour les diverses configurations matérielles couramment
utilisées. Nous définissons également une vitesse de tri-fusion, ne dépenda
que des caractéristiques matérielles, qui constitue une bonne mesure des
performances d'une configuration du point de vue du tri-fusion. Cette
vitesse de tri-fusion permet de comparer les performances de diverses
configurations et peut aider dans le choix d'une configuration et d'une

méthode de tri-fusion adaptée au tri sur disque.

7.1. PRESENTATION DU TRI-FUSION SUR DISQUE

7.1.1. CADRE DE L'ETUDE

Tout d'abord, nous supposons que les monotonies i fusionner sont initia-
lement places sur disque et que le fichier trié résultant doit &tre &gale-
ment placd sur disque. Dans le cas oli les périphériques de départ et
d'arrivée ne sont pas des périphériques i accd@s direct, les stratégies
optimales de fusion se déduisent facilement des stratégies optimales
proposées.

D'autre part, nous supposons que la place M disponible en mémoire centrale
de 1'ordinateur reste fixe tout au long du processus de tri-fusion. C'est
&videmment le-cas si 1'utilisateur est seul a travailler sur l'ordinateur.
C'est &galement le cas dans certains systémes i partage de ressources ol

chaque utilisateur dispose d'une partition fixe de la mémoire centrale.
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Notons que dans ce cas, 1'optimisation du temps de fusion n'a de sens
que du point de vue du systéme, puisque le processus de tri-fusion sera
interrompu par les autres utilisateurs partageant 1l'ordinateur.

Nous supposons également que le processus de tri~fusion s'exécute séquen—
tiellement, c'est-a-dire que les lectures et les écritures sur disques
ne s'effectuent pas en paralléle. C'est le cas si l'utilisateur dispose
d'un seul disque. S'il dispose de plusieurs disques, il est généralement
possible de faire des entrées/sorties en paralléle. Cette méthode permet
d'améliorer sensiblement les temps de fusion. Mais il est difficile de
proposer des stratégies de tri-~fusion qui soient efficaces dans tous les
cas, car les temps de fusion dépendent alors de 1'ordre respectif des
enregistrements des différentes monotonies.

Enfin, nous supposons que les tailles des monotonies 3 fusionner sont grandes

par rapport & la place disponible en mémoire centrale.Si ce n'est pas le cas,

il est inutile d'utiliser un périphérique pour effectuer la fusion !
Cependant, il faut considérer le cas ol les tailles des monotonies initizles
sont plus petites que la place disponible en mémoire centrale, alors que

la taille du fichier trié résultant est beaucoup plus grande.

7.1.2. METHODE DE TRI-FUSION - OPTIMISATION

Description du processus de tri-fusion

. . N, .
Nous avons vu dans 1'introduction que le processus de tri-fusion peut
étre représenté par un arbre de fusion. Soient par exemple 7 monotonies

.,a, & fusionner.Le schéma suivant

Byyees sy, de tailles respectives a 7

Joee
représente un arbre de fusion possible

A chaque feullle de poids a, correspond la monotonie initiale m, de taille




(n

(2)
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L'arbre précédent décrit le processus de tri-fusion suivant : effectuer
la fusion &lémentaire de m et m, ; on obtient ainsi une nouvelle
monotonie de taille a * a3 effectuer ensuite la fusion €1lémentaire
de cette monotonie avec m 5 et ainsi de suite, jusqu'd obtenir le
fichier tri& résultant. Les fusions élémentaires étant effectudes
successivement, le temps total de fusion est Egal & la somme des temps

pris par chacune des fusions &lémentaires.

Temps de fusion €lémentaire

A chaque noeud de 1l'arbre correspond une fusion &lémentaire et donc une

monotonie résultante dont la longueur est la somme des poids des feuilles

du sous-arbre correspondant 3 ce noeud. Une fusion élémentaire peut &tre ‘
§

représentée de la manidre suivante :

Les valeurs a,...,a, sont les tailles respectives des monotonies
"entrantes" LIEREETL P i fusionner et a, est la taille de la mounotonie 1
résultante m . L'entier d est le degré ou "nombre de voies" de la

fusion Elémentaire.

Nous avons décrit en détail dans 1'introduction le processus de
fusion élémentaire. Si toutes les entrées/sorties s'effectuent séquen—

tiellement, le temps F pris par la fusion élémentaire est &gal & :

||

Tt est le temps de transfert par unité@ de longueur ; Taj est le temps moyeb
d'accés 4 la monotonie n Tm est le temps de traitement en mémoire
centrale. A chaque monotonie w correspond en mémoire centrale un tampon

de taille bi' Bien entendu, nous avons int&rét A utiliser toute la place M]

disponible en mémoire centrale, si bien que : §

M= B, "y,

Oc¢ie¢d . i

- g3 =

Recherche des strat@gies optimales de fusion

Pour une configuration donnée, cette recherche se décompose en deux étapes:

1) L'optimisation du temps de fusion &lémentaire : il s'agit d'abord

d'évaluer Tt, Tai et Tm en fonction de l'ordinateur utilisé, des carac-

téristiques matérielles des disques, et de la méthode de fusion &lémentaire

choisie (voir paragraphessuivants). Une fois ces paramétres connus, il
reste & partitionner la place M disporible en mémoire centrale en (d+1)
tampons bo’bl""’bd de maniére 3 minimiser F. Nous obtenons ainsi un
temps F de fusion &lémentaire qui est fonction des tailles apyeesay des

monotonies entrantes.

2) La recherche des arbres de fusion optimaux représentant les stratégies

optimales de fusion. Le temps de fusion élémentaire calculé ci-dessus
définit une fonction de colit sur les arbres de fusion qui est la somme
des temps de fusions élémentaires représentées par chacun des noeuds de
1'arbre. Etant donné n monotonies initiales de tailles 8y5eehd, il
s'agit de trouver l'arbre de fusion & n feuilles de poids apseensy qui
minimise ce colit ; cet arbre est appelé arbre optimal pour le n-uple
S=(al,...,an).

Dans la suite de ce chapitre, nous &tudions les divers paramétres qui

interviennent dans le temps de fusion &lémentaire, ainsi que les diverses

méthodes de fusion él&mentaires possibles.

CARACTERISTIQUES DES PERIPHERIQUES A ACCES DIRECT

Nous décrivons d'abord le fonctionnementet les caractéristiques des
périphériques usuels 3 accés direct. Nous &valuons ensuite les temps
moyens d'accés et de transfert guand 1'utilisateur a un contrfle minimum
sur les entrées/sorties, en particulier quand il ne peut choisir 1'empla-—
cement des monotonies résultantes sur le périphérique. Nous indiquons

enfin comment améliorer les temps d'accés si l'utilisateur a un contrBle
plus grand sur les entrées/sorties.

Dans cette Etude, nous nous limiterons & deux types de périphériques i
accés direct : les disques A tiEtes moﬁiles d'une part, les disques i
tétes fixes et les tambours d'autre part. Mais les modélisations que
nous proposons sont valables pour d'autres périphériques i accds direct,

les cartes magnétiques par exemple.
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7.2.1. DISQUES A TETES MOBILES

iy - =
| Si 1'utilisateur n'a aucun contrble sur 1'emplacement de ses monotonies

Ces disques sont généralement constitus de une ou plusieurs surfaces sur disque, il faut supposer qu'elles sont réparties de fagon aléatoire.
circulaires empilées en rotation tr&s rapide . Chaque surface est Le temps moyen Tb de positionnement du bras est alors le temps moyen de
divisde en un certain nombre de pistes circulaires sur lesquelles se déplacement entre deux points aléatoires du disque. Le temps Tb est

trouvent les donndes. Un bras mobile, comprenmant une ou plusieurs généralement fourni par le constructeur.

- - m . = . - i 1 = - ~
tétes de lecture/écriture, sert i lire ou &crire les données sur ces Finalement, le temps d'accds moyen Ta est égal 3 :

pistes, de telle sorte que toute l'information stockée sur une piste

_peut @tre lue en une révolution du disque ; de méme pour l'dcriture. 3) Ta =Tb + y

Le bras mobile se déplace radialement, de piste en piste, mais ce dé-
2) Evaluation du temps de transfert moyen Tt

placement prend du temps. Un ensemble de pistes qui peut &tre lu ou sur

lequel on peut &crire sans déplacer le bras est appelé un cylindre . La

S—— . ; B ~
figure suivante présente un disque possédant une seule téte de lecture/ A l'intérieur d'un cylindre, le bras n'a pas & se déplacer. Le temps de

&criture par surface : transfert Ct & l'intérieur d'un cylindre est donc égal & la durée d'une

révolution divisée par la capacité d'une piste. Ce temps est généralement

| fourni par le constructeur. Si les donnes i transférer chevauchent deux

cylindres, il faut ajouter au temps de transfert proprement dit le temps

= surface circulaire . )
6 de déplacement du bras d'un cylindre au voisin. Pour le transfert d'une

séquence de taille N, la somme des temps de déplacement du bras est en

\\“H\‘b | moyenne N.8/p, ol p est la capacité d'un cylindre. Le temps de transfert
ras
moyen Tt est donc égal 2z :

(4) Tt = Ct + 8/p

FIGURE I

Di s 3 bras mobile
1sque a bras 7.2.2 - DISQUES A TETES FIXES - TAMBOURS

Les pointillés indiquent le cylindre correspondant & la position

e E oG b Les disques 4 tétes fixes sont identiques aux disques 3 tétes mobiles,

sauf qu'il y a une téte de lecture/&criture par piste. C'est également

le cas pour les tambours, bien que leur fonctionnement soit différent.

1) Evaluation du temps d'accds moyen Ta : le temps d'accés est la somme

9 2 T . .
du temps de positionnement dubras sur le cylindre plus le délai rotatiomn Dans les deux cas, il n'y a donc pas de temps de positionnement du bras.

d'attente pour que la téte de lecture/dcriture atteigne le point désiré On a done :

de la piste.

il i

En moyenne, le délai rotatiomnel est &gal & la woiti& du temps d'ume
révolution du disque. Nous l'appelons Y. Lt'évaluation du temps de posi-
tionnement du bras est plus complexe : le temps de déplacement du bras

d'un cylindre i un autre augmente avec la distance qui les sépare, mais

.

il n'y a pas proportionnalitécomme nous le verrons au chapitre 9.

i ——
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7.2.3. CARACTERISTIQUES DE QUELQUES DISQUES ET TAMBOURS Les colonnes indiquent dans 1l'ordre :

Le tableau suivant présente les caractéristiques d'un tambour et de quel= la capacité du disque

- v H]
ques disques. Ces caract&ristiques proviennent des manuels CLI et IBM. Ta : le temps d'acc@s moyen
Le premier périphérique est un tambour et les deux suivants sont des Tt : le remps de transfert moyen
Vt : la vitesse de transfert moyenne (Vt = 1/Tt)

disques DIAD 3 t@tes fixes. Les trois derniers sont des disques & tétes

e . 1
mobiles : le MD 100, le MD 50 et le DIMAS. Les unit&s utilisées sont la Y ¢ le délai rotationnel moyen (y = 5 60000/TH)

milliseconde et le K-octet (= 1024 octets). TM : le nombre de tours/minute

Pour les disques Z tétes mobiles, nous indiquons Egalement :

Tb : le temps moyen de positionnement du bras
s Te ve |y el s e P y Ct : le temps de transfert & l'intérieur d'un cylindre.
TAMBOUR 4000 | B-65 [0.81 ] 1.23 | 8.65 3450 R ®.J8 (EpERAMD d:"“ Sy Ty _ o
1BM 2301 3} ¢ le temps de déplacement du bras d'un cylindre au voisin
DIAD-G Dans les chapitres suivants, nous &tudions les performances de ces disques
grande vitesse [ 5248 |20.03 |0.4%9 |2.05 |20.03 (1497 du point de vue du tri-fusion, en fonction des diverses configurations
CII possibles.
e 7.3. METHODES D'AMELIORATION DES TEMPS D'ACCES
moyenne vitesse| 2880 |20.03 [7.12 |0.14 [20.03 1497
SR le tableau | indique les temps d'accés et de transfert moyens quand
MD- 100 amita s sl 22 $orew | % uibiams 36\ i.s1 | 209 Ml 7o 1'utilisateur a un contrble minimum sur les entrées/sorties. Naturellement
oIt ’ ’ : : : plus ce contrdle est grand, et plus ces temps peuvent €tre améliorés.
En ce '‘qui conceme le temps de transfert, la seule amélioration possible
MD-50 48000 147.50 l4.22 0.24 |12.50 |2400 | 35 1.17 120 6 serait d'éviter les déplacements de bras d'un cylindre au voisin au cours
CIT d'une méme entrée/sortie. En effet, les tailles b, des tampons en mémoire
centrale sont toujours plus petites que la capacité d'un eylindre. Si
DIHAS 24000 |92.50 |4.37 |0.23 | 12.50 2400 |80 | 4.17 | 120 | 24 " 1'utilisateur peut diviser les monotonies m, correspondantes en séquences
G, || de taille bi de maniére & ce que chaque séquence soit contenue dans un

cylindre, le temps de transfert est alors égal a Ct au lieu de Tt. Mais,

. o, 2 ammalh , ) .
¥ TABLEAU 1 d'une part, cela est difficile & réaliser, et, d'autre part, la diminution
des temps de fusion qui en résulte est trés faible, méme pour le DIMAS.
Il n'est donc pas possible en général d'améliorer les temps de transfert.
Caractéristiques de quelques disques et tambours Par contre, les procédés suivants améliorent beaucoup les temps d'accés,

exprimées en millisecondes et en K-octets et, par 13, les temps de fusiom.

[T
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Amélioxation du temps de positionnement du bras

Suppos.ons que la taille du fichier résultant soit nettement plus
faible que la capacité du disque. Méme sl 1'utilisateur ne peut choisir
1'emplacement de ses monotonies sur disque, il est parfois possible

de n'utiliser qu'une partie du disque, c'est—d-dire un certain nombre
de cylindres contigus, au cours du processus de tri-fusion. Ce procédé
permet de diminuer trds sensiblement les temps de fusion, comme nous

le montrons en 8.3.4.

Optimisation du mouvement de bras

Supposons que l'utilisateur dispose de disques & bras mobile et qu'il

a la possibilitd de choisir 1'emplacement de ses monotonies sur disque.

Dans ce cas, il a &videmment int&r&t 3 rapprocher sur le disque les

monotonies entrantes et la monotonie résultante, de man%?re 34 minimiser

les temps de déplacement du bras au cours des fusions élémentaires.
Plagons nous dans le cas d'un seul disque. Si les monotonies

entrantes et la monotonie résultante sont placées de maniére

contigué sur le disque, la longueur totale de l'espace disque nécessaire

pour la fusion &lémentaire est égale & Zao, si a est la longueur de la

monotonie résultante. Si 1a longueur totale Zao est comprise entre

(q-1)p et qp, ol p est la capacité d'un cylindre, le bras ne se déplaceri

au maximum que de (q+l) cylindres contigus au cours de la fusion
81émentaire, au lieu de se déplacer sur tout le disque. Le chapitre 9

est consacré & 1'étude de cette optimisation du mouvement du bras.

Amélioration du délai rotationnel

Cette amélioration a &té suggérée par KNUTH [13] . Elle consiste &
commencer la lecture ou 1'&eriture d'une séquence le plus t8t possible,
sans attendre que le début de la séquence viemne se placer sous la

téte de lecture/écriture.
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Par exemple,la lecture d'une séquence occupant toute une piste
commencera & partir de la position de la téte de lecture sur la
piste au moment ol le bras est positionné ; on remplit ainsi la

fin du tampon correspendant en mémoire centrale, puis le début du

tampon.
piste du
disque t
début de position de la téte de lecture
la s&quence au moment ol le bras est
positionné sur’la piste
b { tampon en mémoire centrale
o ——— — > } ordre de remplissage du tampon
=

FIGURE 2

Cette méthode permet d'éliminer presque totalement le délai rotationnel
si les longueurs des Séquences gont des multiples de la capacité

d'une piste. Cependant, elle est légérement utopique, car, & notre
connaissance, avec les disques actuels, les entrées/sorties ne peuvent
commencer qu'd partir de 1'adresse disque indiquée dans 1'ordre
d'entrée/sortie. Nous indiquons néanmoins en 8.3.4 les améliorations des

temps de fusion que pourrait apporter ce procédé.

7.4. LES DEUX PRINGIPALES METHODES DE TRI-FUSICN

Aux paragraphes précédents, nous avons vu qu'il existe de nombreuses
méthodes de fusion, selon les caractéristiques des disques, selon le con-
trole de l'utilisateur sur les entrées/sorties. A chacune d'entre elles
correspondent des temps de fusion élémentaire différents, et donc des
stratégies optimales de tri-fusion différentes. Du point de vue de la
modélisation, on peut classer ces méthodes en deux catégories principales
les stratégies & temps d'accés constant, les stratdgies & temps d'accés

optimisé.
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7.4.1. TRI-FUSION A TEMPS D'ACCES CONSTANT

Ce modéle, qui sera &tudig au chapitre 8, s'applique dans le cas ol
1'utilisateur n'a aucun moyen d'influer sur 1es.temps d'accés. Le temps
d'accés Ta est alors unme moyenne. Si nous disposons de tambours ou de
disques 3 tétes fixes, le temps d'accds moyen Ta est &gal au délai
rotationnel moyen y. Pour des disques & tétes mobiles, ce modéle
¢'applique si 1'utilisateur n'a aucun contréle sur 1'emplacement des
monotonies sur disque et si elles sont réparties de fagon aléatoire sur
le disque. Le temps d'accés moyen Ta est alors le temps d'accés aléa-

toire calculé en 7.2.1.

Naturellement, le temps d'accés moyen Ta peut Stre réduit si 1'on utilise
les procédés du paragraphe précédent qui améliorent le temps de posi-
tionnement du bras ou le délai rotationnel. Mais cela ne change pas la
modélisation. Par ailleurs, on peut remarquer que le nombre de disques
importe peu dans ce modéle puisque les temps d'accés et de transfert

restent les mémesquel que soit le nombre de disques. 1

7.4.,2 TRI-FUSION AVEC OPTIMISATION DU MOUVEMENT DE BRAS

Nous avons vu en 7.3 que si 1'utilisateur dispose de disques & tétes

mobiles et coutrdle 1'emplacement des monotonies sur disque, il a intér@t

——

3 "rapprocher" les monotonies de maniére 3 minimiser les temps de dépla-

cement du bras. Au chapitre 9, nous présentons des algorithmes optimisant

i . 1 G .
les mouvements du bras pour le tri-fusiom si 1'utilisateur dispose de un|

ou deux disques. La modélisation dans ce cas est entiérement différente
de la précédente. En particulier, les stratégies optimales et les temps

de fusion dépendent du nombre de disques utilisés.

|
|

|

Nous avons vu que le temps de fusion &lémentaire est égal & : ;

F=2Tta + X Ta [a;/b;1+ T
osi<d .
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Jusqu'ici, nous avons étudié uniquement les paramdtres qui interviennent
dans les temps d'entrée/sortie. Bien que letemps Tm de traitement en
mémoire centrale soit généralement beaucoup plus petit, il est tout de
méme nécessaire de 1'évaluer, ne serait-ce que pour savoir dans quel cas
il est négligeable. Le temps Tm comporte d'une part le temps de tri-
interclassement des ¢ monotonies 3 fusionner, et d'autre part le temps

d’activation des entrées/sorties.

1) Temps de tri en mémoire centrale

Appelonsg E le nombre d'enregistrements 3 interclasser et L leur longuew
Si a, désigne la longueur de la monotonie résultante, on a donc :
2, = LxE. Le travail de l'algorithme de tri consiste 3 sélectionner
' . N "
l'enregistrement 3 transférer dans le tampon de sortie, puis & effectuer
le transfert.
Le temps total de transfert dépend uniquement de la longueur de la

monotonie résultante. 11 est &gal 3 :

Mt.a
o
ol Mt est le temps de transfert 3 1'int&rieur de la mémoire centrale
de l'ordinateur.
Le temps de tri proprement dit dépend uniquement du nombre E d'enre-
gistrements et du temps pris par la comparaison de deux clés. Il est

égal 3 :
#
(¢ * ¢, Log,d).E
d est le nombre de monotonies & fusionner ; ¢y et ¢, sont des constantes
dépendant des performances de l'ordinateur utilisé, Le terme en Log,d vient
de ce que les algorithmes de tri-interclassement utilisent unarbre de

sélection de profondeur moyenne Logzd.

2) Temps d'activation des entrées/sorties

Pour chaque entrée/sortie, il y a un délai Ma entre le moment ol le
programme donne l'ordre d'entrée/sortie et le moment ol 1l'ordre est regu
par le périphérique. Si l'utilisateur programme lui-méme les entrées/

sorties, ce délai est négligeable.
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Mais si l'utilisateur passe par 1'intermédiaire du systéme d’exploitatiﬁi
le délai Ma peut atteindre une milliseconde. Dans ce cas, le temps tota}
d'activation au cours de la fusion élémentaire est &gal au nombre total

d'entréessorties multiplié par Ma :

Ma, X a./b,
ocicd * *

Le temps total de traitement en mémoire centrale est donc é&gal & :

Tm = a, [Mt *{ep * ey Log,d) /L ] + Ma . Z [ai/bi]
o<i<d

le temps de fusion 8lémentaire est donc égal & :

F=a, [2 Tt + Mt + (e * ¢, Logzd)/L] + I (Ta; + Ma)[a;/b

osigd

Quel est LVordre de grandeur du temps de traitement Tm en mémoire
centrale par rapport au temps d'entrée/sortie ? Il dépend évidemment des
performances de l'ordinateur et des pé&riphériques. Considérons le cas
suivant : sur un ordinateur CII IRIS-80, si l'utilisateur passe par le
systéme d'exploitation pour ses entrées/sortie, et si les clés sont des

nombres i comparer, les constantes précédentes et le temps de traitement

en mémoire centrale sont &gaux i : \

3 3

Mt = 0.33 ¢ = 30,107 ¢y = 10,107 Ma = 0.5 !

Tm = a [ 0.33 + (30 + 10 Log,d) 1%4 ]+ 0.5 X e /v] [
° o<ig<d

Rappelons que les unités sont toujours la milliseconde et le K-octet.
Remarquons tout d'abord que le temps d'activation des entrées/sorties

est négligeable devant le temps d'accés au périphérique, sauf peut-&tre
si 1'on utilise un tambour : le d&lai Ma s'ajoute en effet au temps
d'accés Tai qui est de l'ordre de 20 & 100 millisecondes pour des disques

Considérons maintenant le temps de tri en mémoire centrale : on remarque

(6)

(7)
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tout de suite qu'il est loin d'@tre négligeable pour les périphériques
4 grande cadence de transfert (tambours, DIAD grande vitesse, MD-100).
En effet, le temps de transfert de ces périphériques (de 0.49 3 1.56
millisecondes par K-octet) est du méme ordre de grandeur que le temps
de transfert Mt en mémoire centrale (0.33 ms/K-octet). Si 1'on utilise
un périph&rique a cadence de transfert moins rapide (MD-50, DIMAS ou DIAD
moyenne vitesse), le temps de tri en mémoire centrale n'est négligeable
que si la longueur L des enregistrements est grande , de l'ordre de

un K-octet. En effet, le nombre d de voies de fusion dépassant rarement
la centaine, le temps de tri interne est alors de l'ordre de 0.4 a, et
peut Btre négligé devant le temps total de transfert 2 Tt a, qui varie
de 8.4 a_  pour le MD~50 & 14,2 a, pour le DIAD moyenne vitesse.

En conclusion, sur un IRIS-80, le temps de traitement em mémoire
centrale n'est généralement pas négligeable devant le temps d'entrée/
sortie. Notons que méme si 1'on dispose d'un ordinateur plus rapide,
il y a toujours des cas ol le temps de traitement en mémoire centrale
n'est pas négligeable : périphérique 4 grande cadence de transfert ;
enregistrements de petites tailles ; grand nombre de voies de fusion ;
temps de comparaison de deux clés important (rappelons que dans
1'exemple ci-dessus les cl&s & comparer &taient des nombres; s'il s'agit
de trier des chaines de caractdre par ordre alphabétique, le temps de
comparaison de deux clés est beaucoup plus long et les constantes ¢y
et ¢, beaucoup plus grandes).

8i le temps de traitement en mémoire centrale n'est pas négligeable,

nous poserons @

Tﬁi [ai/bi] + c.a . Log d

avec ¢
Te =Tt + %‘(ML + c]/L)
Tva, = Tai + Ma

¢ = cz/(L‘Log 2)




m

~ 204 -

Nous montrerons en 8.4. que la valeur de ¢ n'a pratiquement aucune
influence sur les stratégies optimales : seuls les temps de fusion
varient avec c. Dans la suite, nous nous plagonsdonc dans le cas od le
temps de traitement de l'ordinateur est négligeable. Les résultats sur
la forme des arbres optimaux restent valables si ce temps n'est pas

négligeable.
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CHAPITRE 8

TRI-FUSION A TEMPS D'ACCES CONSTANT

Dans ce chapitre, nous supposons que le temps d'accds Ta au périphérique
est constant. Nous proposons diverses stratégies de tri~fusion selon

les caractéristiques du matériel et selon le contrSle de 1'utilisateur
sur les entrées/sorties. Nous &tudions les propriétés des stratégies
optimales et les temps de fusion correspondants. Nous dé&finissons une
mesure de performance pour une configuration donnée, ce qui nous permet
de comparer 1l'efficacité de diverses configurations ainsi que 1'influence
des divers paramétres sur les temps de fusion (temps d'accés et de trans-—
fert, place disponible en mémoire centrale, temps de traitement de 1'or-
dinateur).

Rappelons que cette modélisation est valable si 1'utilisateur dispose de
disques 3 t€tes fixes ou de tambours, ou s'il dispose de disques i tétes
mobiles sans possibilité de choisir l'emplacement des monotonies sur
disque. Dauns tous les cas, le temps d'accés Ta est une moyenne ; la vali-
dité de la modélisation dépend donc de la validité de cette moyenne.

Pour des disques 4 tétes fixes, le temps d'accés est &gal au délai rota-
tionnel. Dans ce cas, on peut comsidérer que y , moitié du temps de
rotation, constitue une bonne mesure du délai rotationnel moyen, et

donc du temps d'accés moyen Ta. Mais dans le cas de disques & t8tes
mobiles, il faut ajouter au délai rotationnel le temps de positiomnement
du bras : le temps d'accds moyen Ta est denc égal 2 Tb + vy, oli Tb est

le temps moyen de positionmnement du bras si les monotonies sont réparties
de fagon aléatoire sur le disque. Il faut que cette condition soit
effectivement réalisée pour que la modélisation soit valide. Sinon, il
faut mesurer expérimentalement Th.

Au paragraphe 1, nous indiquons comment allouer la mémoire centrale de
maniére 3 minimiser le temps de fusion &lémentaire. Au paragraphe 2,

nous présentons les algorithmes calculant les stratégies optimales er
étudions la forme des arbres optimaux correspondants. Quand les monoto-
nies intiales ont méme taille, nous présentons une heuristique trés

simple calculant des stratégies quasi-optimales 4 | Z pras.
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Au paragraphe 3, nous &tudions les temps de fusion correspondant aux
stratégies optimales. Nous présentons wme formule simple permettant de
calculer approximativement les temps de fusion, ainsi qu'une vitesse

de tri-fusion mesurant les performances d'une configuration donnée. Nous

&tudions 1'influence des divers paramétres sur les performances et

montrons en particulier que le choix du nombre de voies dans les fusions

8lémentaires a une influence déterminante. Au paragraphe 4, nous pro-—
posons des stratégies efficaces quand le temps de traitement en mémoire

centrale n'est pas négligeable.

8.1. ALLOCATION DE LA MEMOIRE CENTRALE. TEMPS DE FUSION ELEMENTAIRE

(€)]

8.1.1. METHODE QPTIMALE D'ALLOCATION

Si le temps d'accds Ta au périphérique est constant et si le temps de
traitement en mémcire centrale est négligeable, le temps F d'une fusion

€lémentaire & d voies est &gal & :

A ao ' TaO&iZSd ai/bi ao B ]i@d %
Rappelons que a,,...,a, sont les tailles des monotonies & fusionner et
que a_ est la taille de la monotonie ré&sultante. Par rapport & la for-
mule 7.(1}, nous avons remplacé [ai/bi] par ai/bi en supposant que a.
est grand devant bi. Nous examinerons en 8.1.5 dans quelles conditions
1'erreur ainsi commise est acceptable.
Comme Tt, Ta, apyeen,ay sont supposés donnés, le pobléme est de choi-
sir les tailles bi des tampons en mémoire centrale de mani&re & mini-
miser F. Le calcul a &té fait par FERGUSON [4]. Comme la somme des
tailles des tampons bo,bl,...,bd est &gale dla place M disponible en
mémoire centrale, les extrémums de F (considéré comme fomction de bo’

b ""’bd) vérifient i

!

oF _ 9F  _ _ OF
abo abl abd

c'est-d~dire :

b b b
o =

1
VI, VE T VR

|
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On vérifie facilement que cet extr@mum est un minimum quand les b, sont

positifs et que leur somme est égale & M. Le temps de fusion et la

taille des tampons correspondants sont &gaux & :

T 2
(2) Fia),.o,ag) = 2 Tt ao+-ﬁi[ z \[ai]
o<i<d

(3) b, =M

o<i<d

Bien que minimisant le temps de fusion &lémentaire, cette méthode pré-
sente un inconvénient majeur : le calcul des arbres optimaux corres—

pondants prend des temps prohibitifs : il faut une heure d'IRIS-80 pour
calculer la stratégie optimale pour soixante monotonies initiales ! Et
cela pour un gain de temps généralement faible par rapport 3 la méthode

que nous décrivons maintenant.

8.1.2. METHODE SIMPLIFIEE D'ALLOCATION

Cette méthode consiste & partager la place M disponible en mémoire
centrale en d tampons de méme taille b pour les monotonies entrantes
et un tampon de taille B pour la monotonie résultante. On a évidemment

M = B + db, Le temps de fusion élémentaire devient alors

aO aO
F=2Tt ao+Ta[—1—3—+—E—]

Le temps de fusion minimum et la taille des tampons correspondants sont

égaux 3 :
Ta 2
(4) F(a],...,ad)=ao[2 T:+—ﬁ-(1+\[?1) ]

| Na

(5) B M et Bre Mam=mit= s
a+ Na

On a évidemment
Fl(a],...,ad) < F(al,...,ad)

1'égalité n'ayant lieu que si toutes les mmotonies entrantes ont méme

taille.
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Avec cette méthode, le temps de fusion &lémentaire ne dépend que de a,

et de d. Nous le noterons F(ao,d) B

F(ao;d) L4 ?(d) ao a, = ai
(6)
@) = 27Tt + IIj‘T(l + Va2

8.1.,3. COMPARAISON DES DEUX METHODES D'ALLOCATION

I1 nous faut comparer les temps — ou coflits = de fusion des arbres opti-
maux correspondant & chacune des deux méthodes. Pour la méthode optimale,
appelons Cl(al,...,an) le colit de l'arbre de fusion optimal pour n nono-
tonies de longueurs a;,...,a,. On définit de méme C(a‘,...,an) pour la

méthode simplifiée. On a évidemment :
Cl(a],...,an) < C(al,...,an)

D'aprés (6), le temps de fusion élémentaire de la méthode simplifiée
définit une fomction de cofit sur les arbres de fusion du type &tudié
dans la partie théorique. D'aprds le corollaire 6.4, le cofit optimal
C(a‘,...,an) est minoré par :

k[N Log N - X a, Log ai] < C(al,...,an)

I<i<n

ol N est la somme des a; et k le minimum de ¢(d)/Log d pour d entier.
Cette borne inférieure est atteinte pour une infinité de n-uples S =
(al,...,an) et constitue généralement une bonne minoration de
C(al,...,an). Or, HYAFIL, PRUSKER et VUILLEMIN ont montré (voir [11])
que cette borne inférieureest également wlable pour C), c'est-d-dire

que :

k[N Log N = X

a; Log a; ]s Cl(al""’an) < C(al""’an)
l<ign

—ibr—— - —r——

7y
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I1 y a donc de bonnes raisons de penser que la méthode simplifiée
d'allocation est en fait quasi-optimale. Dans la pratique, 1'erreur rela-
tive commise en utilisant cette méthode au lieu de la méthode optimale
dépend du n-uple : si tous a, sont égaux cette erreur ne dépasse jamais
0.1 Z. 8i le n-uple n'est pas trop déséquilibré (rapport du plus grand

au plus petit a; inférieur & 2), cette erreur ne dépasse pas | 7. Si le
n-uple est trés déséquilibré, cette erreur peut atteindre 20 %. La
méthode la plus simple pour pallier cet inconvénient est de calculer les
arbres optimaux correspondant & la méthode simplifige d'allocation ;

on obtient ainsi rapidement un arbre de fusion ; mais ensuite, on alloue
les tampons en mémoire centrale selon la méthode optimale. L'erreur
relative passe alors & 8 %, ce qui est acceptable.

Dans la suite, le temps de fusion &lémentaire sera donc donné par la
formule (6). Une fois déterminé 1'arbre optimal, il faut examiner pour
chaque fusion &lémentaire quelle méthode d'allocation employer : si les
monotonies entrantes sont txr@s déséquilibrées en taille, on alloue la
mémoire centrale selon la méthode optimale ; sinon, on choisit la méthode

simplifiée,

8.1.4. AJUSTEMENT DE LA TAILLE DES TAMPONS

Quelle que soit la méthode d'allocation employ&e, on peut généralement
améliorer le temps de fusion &lémentaire en modifiant légérement la
taille des tampons. Soit w, une monotonie entrante ou la monotonie
résultante, a; sa longueur et bi la taille du tampon correspondant,
taille déterminée par 1'une des deux méthodes d'allocation précédentes.
Le nombre d'accés i cette monotonie est [ai/bi]’ entier 8gal ou immédia-
tement supérieur & (ai/bi)‘ La méthode d'amélioration consiste & modi-
fier les tailles des tampons de maniére i diminuer le nombre d'accés.
Remarquons tout d'abord que le nombre d'accés 2 la monotonie m, ne

change pas si l'on alloue & cette monotonie un tampon plus petit de

taille

bi = a;/fa;/b;]




-
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Par contre, si nous allouons 3 cette monotonie un tampon plus grand de

taille :

(8) by = ai/< [a; 0,1 - 1)
le nombre d'accés i cette monotonie diminue d¢'une unité. A chaque mono~
tonie correspond donc une place mémoire "exc&dentaire" (b - bi) et une
place mémoire "utile" bg - by. Si nous ajustons la taille de certains
tampons & bi, nous libérons une certaine place mémoire sans changer le
nombre d'accé&s. Si nous utilisons cette place mémoire pour augmenter la
taille des autres tampons et les ajuster i b; , nous diminuons le nombre
total d'accés au cours de la fusion &lémentaire. La régle suivante
indique quels tampons ajustes a b{ et quels tampons ajuster a bz de

maniére 3 gagner le maximum de temps d'accés.,

Régle d'ajustement des tampons

1) A chaque tampon de taille bi’ faisons correspondre :

e, = bY - b!
i i i
2) Classons les (d+l) tampons par ordre croissant des ei(eosels...<ed).
Posons f; = e *t...%e, et f_l = 0.

3) Si k est 1l'entier vérifiant :

(9) £.n 0 12 (b; = b)) < £

i) K

alors on peut gagner k temps d'accé&s en ajustant les tailles des k pre-
miers tampons a bg (ogi<k) et en ajustant les tailles des tampons res—
tants & b{ (k<i<d), Cette régle permet de gagner le maximum de temps

d'accés.

< 20 =

preuve : Montrons d'abord que cette méthode permet de gagner k temps
d'accds, l'entier k &tant déterminé par la formule (9). Si k n'est pas
nul, cette formule peut s'écrire :

Y b'-b'l¢ X b=-bl< X b'-yp!
Ao 1 1

ogick-1 ogicd P ocick
Retranchons X% bs* bi 3 la premiére in&galité&. Nous obtenons :
ogigk-1

z bY - b, < z b =~ bf
ogigk-1 ke<isd

Enclair, cette inégalité signifie que la place mémoire utile des k pre-
miers tampons est inférieure ou &gale & la place mémoire excédentaire des
tampons restants. En utilisant la méme taille mémoire M, la méthode
d'ajustement fait donc gagnerk temps d'accés.

Montrons qu'il n'est pas possible de gagner plus de k temps d'accés.
Considérons un ajustement permettant de gagner k' temps d'accés et soit

I l'ensemble des k' tampons ajustés & b;, et J l'ensemble des tampons

restants. La place mémoire utilisée ne devant pas augmenter, on a

z bY - b, < 2 b; - b}
ier *t i€d -

Ajoutons X bi e b; d cette inégalité ;nous obtenons
i€1

z e; ) b, - bl
1€1 o<igd

Les tampons étant class@s par ordre croissant des e;; on en déduit :

D'aprés (9), om en déduit que k' ¢ k. On ne peut donc gagner plus de

' L
k temps d'accés. %
On vérifie facilement que cette méthode permet de diminuer le nombre
d'accés de d unités au maximum. Le gain relatif est donc au plus &gal

5 (d.Tafp(d).a ). T1 est d'autant plus important que la taille de la




monotonie résultante est petite. En particulier, si la taille de la
monotonie résultante est de l'ordre de la place M disponible en mémoire
centrale, nous montrons ci-dessous qu'il est indispensable d'ajuster la

taille des tampons pour que la modélisation reste valide.

i.5. VALIDITE DE LA MODELISATION

Pour évaluer le temps de fusion &lémentaire correspondant & une alloca-
tion donnée des tampons en mémoire, nous avons approximé le nombre
d'accés [ai/bi] & chaque monotonie par ai/bi' Le temps de fusion &lémen-
taire modélisé de la formule (6) sous-estime donc le temps de fusion
réel. Nous allons évaluer 1l'erreur relative ainsi commise en fonction du
rapport aO/M entre la taille de la monotonie résultante et la place dis-
ponible en mémoire centrale. Nous indiquons Egalement comment calculer le
temps de fusion Elémentaire quand 1'approximation précédente n'est plus

valable. L'erreur relative E est égale i :
E = 8.Tafp(d).a

A est la différence entre le nombre réel d'accés et le nombre d'accés de

la modélisation :

5l 2 el g

(pour les tailles b et B des tampons, voir la formule (5)) ; Comme

A < d+l, l'erreur relative vérifie :

.| a+ )
3 lZTc M/Ta + (1+Vd)2

I——c

TR

23 =

En pratique, le nombre de voies de fusioadans les stratégies optimales

étant borné, le terme entre crochets est inférieur a 1/2 :

E < 2 a /M
o

Le tableau suivant indique l'erreur relative maximale en fonction de
aO/M :

a /M l { 2.5 5 10 25 50 > 50

E | 507 207 107 5 % 2% 12 <13

TABLEAU |

Validité du temps de ifusion

Si aolM est plus grand que 25, l'erreur relative est inférieure d 2 %.
Par contre, si ce rapport est plus petit que 5, 1l'erreur dépasse 10 %
pour atteindre 50 et 100 Z si a, est du méme ordre de grandeur que M.
Dans ce cas, il est indispensable d'améliorer 1'allocation des tampons
en mémoire centrale de maniére 2 diminuer le temps de fusion élémentaire.

Nous disposons de deux méthodes :

1) ajuster la taille des tampons,

2) utiliser la méthode optimale d'allocation.

Dans la plupart des cas, il suffit d'ajuster la taille des tampons i
partir de la méthode simplifide d'allocation. La méthode optimale d'allo-—
cation ne devient utile que si les monotonies entrantes sont de tailles tré
différentes (dans ce cas, il faut également ajuster la taille des

tampons). D'une maniére générale, ces procédés permettent de diminuer

le nombre d'accés et donc de diminuer 1l'erreur relative qui est alors

au plus égale & :

<._.J=._7
4(aO/M)
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Le tableau suivant indique l'erreur relative si 1'on utilise les procé&dés

d'amélioration ci-dessus :

a /M ‘ i ul 1.6 2 2.5 3.5 5
E | 25 % 20 7 10 % 6 7 (4 27 17
TABLEAU 2

Validité du temps de fusion si 1'on ajuste les tampons

s ao/M est plus grand que l.6,]l'erreur relative est inférieure 2 10 Z.
On peut donc considérer que la modélisation est valide dés que ao/M

dépasse cette valeur.

Cas des monotonies de méme ordre de grandeur que la place mémoire

disponible.

Théoriquement, la mod&lisation n'est plus valide dans ce cas, puisque
1'erreur sur le temps de fusion élémentaire dépasse 10 %Z. En pratique,
si nous acceptons ume erreur de 20 Z, on peut considérer que le temps

de fusion &lémentaire est donné par la formule :
(10) F(ao,d) = Max [¢(d).ao, P8+ (d+l).Ta ]

Naturellement, les méthodes d'allocation de la mémeire centrale sont
différentes de celles exposées jusqu'ici. En particulier, si aO/M est
plus petit que 1/2, la meilleure fagon d'allouer la mémoire centrale
est d'attribuer & chaque monotonie un tampon de méme taille que la
monotonie (la somme des longueurs de la monotonie résultante et des
monotonies entrantes &tant inférieure 3 M). Il y a donc seulement un

accds seulement par monotonie et le temps de fusion &lémentaire est

(11D 2.Tt.aD + (d+1),Ta

s ——

[ERR

= 215+

On peut remarquer que le temps de fusion élémentaire est toujours au
moins &gal & cette valeur puisqu'il y a au moins un accés par monotonie.
C'est ce qui explique la formule (10).

Quelles méthodes d'allocation employer. pour assurer que F(ao,d) appro-
xime le temps de fusion &lémentaire 3 20 % pré&s quand aD/M qal.rht

8i a /M < 1/2, 1'erreur relative est nulle si 1'on utilise la méthode
ci-dessus. Dans les autres cas, si les monotonies entrantes ont appro-
ximativement méme taille, il suffit d'ajuster la taille des tampons i
partir de la méthode simplifide d'allocation. Si les monotonies ini-
tiales sont de tailles tr&s différentes, il faut parfois utiliser des
méthodes "ad hoc” qui dépendent de chaque cas particulier. Par exemple,
si 1/2 < ao/M < 2/3, les tailles des tampons correspondant aux mONoto-
nies (mo,ml,...,md) doivent €tre Egales i (30/2, al,...,ad).

Il ne faudrait pas eroirequ'une erreur de 20 % sur le temps de fusion
&lémentaire soit catastrophique pour la modélisation. D'une part, cette
erreur est une erreur maximale et non une erreur moyenne. D'autre part,
pour un arbre de fusion quelconque, cette erreur ne concerne générale-—
ment que les fusions initiales, c'est-3-dire les fusions ol certaines
monotonies entrantes sont des monotonies initiales. Pour les autres

fusions &lémentaires, l'erreur est largement inférieure & 20 %.

Validité de la modélisation

En résumé, la modélisation du temps de fusion &lémentaire de la formule (6)
est bonne & 10 % prés dés que ao/M dépasse 1.6. Si aolM > 2, elle est
valable & 6 % prés. Si aO/M < 1.6, la modélisation du temps de fusion de
la formule (10) est bonne 3 20 % prés.

Dans la suite, nous supposons généralement que le temps de fusion est

égal 3 @(d)a, , c'est-d-dire que :

(12) a /i > (@) [T’

Le deuxidme membre de cette inégalité é&tant plus petit que un, on peut
considérer que le temps de fusion est égal & @(d)a, d&s que la taille
2, de la monotonie résultante est supérieure & la place M disponible en

mémoire centrale.
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8.2. LES STRATEGIES OPTIMALES DE TRI-FUSION

Trouver la stratégie optimale de fusion pour le S9-uple (a],...,ag)

- . . : revient donc @ trouver l'arbre de fusion optimal qui minimise le colit

Nous avons vu que le temps de fusion €lémentaire de d monotonies de !

. . S : précédent. On définit de m@me la stratégie optimale pour un n-uple

tailles a;,..,a suffisamment grandes par rapport & M (voir (12)) est
(a],...,an). Ce probléme a &été &tudié& dans la partie théorique. Nous

o=l rappelons ci-dessous quelques définitions. Pour plus de précisions,
le lecteur pourra se reporter au chapitre 1.
Fag,d) = @(d).a, = 1:;;& =
(13)
Q@ =21t + %%,(1+\ra)2 Définitions Pour une fonction ¢ donnée, nous définissons :

(] C(a;,.-.,a_) ou C(S) : colit optimal pour S = (a,,...,a_)
Dans la suite, nous poserons i 1207748y, ) P P (250005,

- 5 2 3 C(n,s) : colit cptimal pour n monotonies initiales de
(14) g =2Tt o = Ta/M X =8la g(dy = (1+Vd) longueur s.

On a donc : g K C{n) = C(n,1).

@ =a(x + g(d))} [ le degré-limite a : c'est l'entier qui minimise
@(d)/Log d.

Ce temps de fusion élémentaire définit une fomction de colit BT) sur les | .
5 la constante k = Q(a)/Log a

arbres de fusion T, qui est la somme des temps des fusions élémentaires
représentées par chaque noeud de 1'arbre. Soit T 1'arbre de fusion sui-
6 : les constantes X et K' qui maximiseut et minimisent

vant pour 9 monotonies initiales de longueurs CIFERRRL T “ ( )
A pour d entier (2 £ d € a

a@ = @) [p@ g -p@ 5]

i
[
RS la fonction G(x) = k x Log x
1 - 8 1la fonction h(x) constituée par les segments de droite
a a a,
172 73 joignant les points du plan [at, G(at)] et [at+],G(at+lﬂ

la tewps total de fusion correspondant G(T) est &gal i : £ ) )
I pour t entier positif ou nul.

B(T) = (a; + a; + 25) Q(3) + (2 + a, + ay +2,) P(2)

+ (ag *+ay +oag +oag) Pa) () + ...+ oag) 93)

s Sy

it e




Le degré-limite a est celui de la définition 2.3. Remarquons qi¢ mous
sommes dans le cas &tudié au chapitre 4 ol il y a un seul degré-limite :
d'aprds la formule (13), la fonction @(x)/Log x a un seul minimum réel ;
elle a donc, soit un seul minimum entier, soit deux minimums entiers
consécutifs ; on peut Ecarter ici ce dernier cas car il ne se produit qu
si A est irrationnel (voir 8.2.2.), ce qui est impossible dans une

implé&mentation sur ordinateur.

8.2,1. CALCUL. DES STRATEGIES OPTIMALES. HEURISTIQUES

Pour le calcul des stratégies optimales et sous-optimales quand les mono-
tonles initiales sont de tajlles inégales, nous renvoyons le lecteur 3
1'algorithme et aux heuristiques présentés au chapitre 6, paragraphes 5
et 7. Si les monotonies initiales ont méme taille, 1'algorithme de cal-
cul des arbres optimaux est décrit em 2.1.4. (nous indiquons plus loin
en 8.2.2, comment calculer la borne dmax sur le nombre de voies de
fusion). En fait, cet algorithme calcule seulement le colit optimal pour
n monotonies initiales de taille unitaire. Le cofit optimal pour n mono-
tonies de tailles s est obtenu en multipliant le ré&sultat par s.
D'autre part, pour obtenir la forme de 1'arbre optimal, il suffit
d"imprimer aux instructions I et I, les valeursdei et d qui minimisent
respectivement A(d,n) et A(l,n). Si les monotonies initiales ont méme
taille, nous présentons plus loin deux heuristiques tr&s simples qui don-
nent de bons résultats. 4

Nous avens vu au paragraphe précédent que le temps de fusion élémentaire
n'est égal & ¢(d)ao que si a est suffisamment grand par rapport & M
(voir formule (12)). Si ce n'est pas le cas, il faut remplacer dans i
les algorithmes et heuristiques les termes de la forme @(x)y -par le

terme F(y,x) de la formule (10).

i
8.2.2. FORME DES ARBRES OPTIMAUX. DEGRE MAXIMUM. DEGRE-LIMITE F

En général, il n'y a pas de régles simples permettant de détermimer les
stratégies optimales (c'est-3-dire les arbres optimaux correspondant i
une fonction @ donnée): la seule méthode consiste 3 utiliser les algo-

rithmes précédents. Cependant, les arbres optimaux ob&issent i certaines i
régles et possédent certaines propriétés que nous décrivons dans ce i

paragraphe.

b

r df§ -~

Tout d'abord, certaines transformations préservent l'optimalité : ces
transformations opérent, soit sur .illes arbres de fusion, soit sur les
n-uples, soit sur la fonction . Elles permettent & partir d'une stra-
tégie optimale pour un n-uple et wme fonction ¢ donnée d'en déduire

beaucoup d'autres.

Transformations préservant 1'optimalité

Si nous multiplions la longueur des monotonies initiales par une cons—
tante, la forme de 1'arbre optimal ne change pas ; seul le colt optimal

est multiplié par cette constante (proposition 1.3) :
C(cal,...,can) = C'C(al"“’an)
C(n,s) = s.C(n,1) = s,C(n)

En particulier, l'arbre optimal est toujours le méme pour n monotonies
initiales de wéme taille, et cela'quelle que soit cette taille. De la
méme mani&re, la forme des arbres optimaux ne change pas si l'on multi-
plie la fonction de cofit ¢ par une constante : on peut donc remplacer
w(d) par [l + (1+ Vﬁ)z ]; la forme des arbres optimaux ne dépend donc
que du n-uple et de X.

La transformation d'arbre suivante laisse invariant le colit d'un arbre
quelconque ¢ cette transformation, appelée filtrage, consiste & &changer
le degré d d'un noeud avec le degré d' de ses fils si ceux-ci ont tous
d' pour degré (proposition 1.2). Par exemple, les deux arbres suivants

ont méme coilit pour le l2-uple (al,...,alz) ]

Donc si T est optimal, T' l'est également, et réciproquement.
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Par ailleurs, les sous-arbres et les contractions d'warbre optimal i
k
sont &galement optimaux (proposition 1.4). Par exemple, si l'arbre T ) C) ¢ Fla,, d-ktl) + F(zga , k)
précédent est optimal, alors le sous-arbre T, et la contraction T, ci-
dessous sont Egalement optimaux : Le premier arbre &tant optimal, on a €, < C, 5 on en déduit :
| 2 <ik < d- = X

(15) vk | <k < d-1  Fag,d) < Fla ,d-k+1) + F(g a_,k)

T1 = T, = b b by = ag *t ...+
1 2 :
soit :
a a, a; 2, a; 8,353, b, = ag * et

(16) Yk 2 < k< a1 dfe@ - g@kD] < k[x + 2]

Degré-maximum Tout entier d qui est le degré d'un noeud d'un arbre optimal doit véri-

fier cette condition. On vérifie facilement qu'il existe un plus grand

¥ous allons montrer que, pour une fonction ¢ donnée, le nombre de voies entier d vérifiant cette condition et que tous les entiers plus petits

de fusion des stratdgies optimales est au plus égal 2 un entier d.

ax ‘ que do la vérifient également. Il existe donc une borne dmax sur les
ne dépendant que de . Cette propriZté résulte du corollaire 1.5 puisque degrés desnoeuds des arbres optimaux qui ne dépend que de A. En pratique,
la fonction @(d)/Log d est croissante et non bornge & partir d'um cer- d__est gal & d_. Le tableau suivant ndique les valeurs de d . en
tain rang. Mais il existe une démonstration directe qui permet en plus fonEtien ds A

de calculer d__ .
max

Considérons un noeud quelconque d'un arbre optimal de degré d et de

| d A d s d A
poids a. Soient apyeeeady les poids de ses fils, classés par ordre croif g R ANK
sant de poids. Les sous-arbres et contractions d'un arbre optimal &tant _
) ] 8 0.7 16 7.0 24 13n:7
optimaux, l'arbre suivant est optimal :
9 1.4 17 7.8 25 4.6
a B 10 2.2 18 8.6 26 1505
e} 1
4 11 2.9 19 9.5 27 16.3
==y 12 3.7 20 10.3 28 17,2
% 24 )
| 13 4,5 21 11,1 29 18.0
| 14 SR3! 22 12.0 30 18,9
suivant :
1 15 6.2 23 12.8 31 19.8
i TABLEAU 3

< d-l
Degré maximum en fonction de A

R . i & Bien entendu, les valeur de A sont approchées. Nous voyons que d est
Comme ay,..,8, sont les k plus petits poids et que le temps de fusion i ~ . e

{ . | une fonction croissante de A. Par exemple, le degré maximum est 19 pour

&lémentaire F est croissant par rapport 3 a_, le coit 02 de cet arbre

© 8.6 < x<9.5, Nous donnons un tableau plus completde d en fonction

vérifie : . i

de % en annexe et indiquons plus loin les valeurs dedmax pour quelques

—

configurations courantes.
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Pour le calcul du degré maximum, nous avons supposé que F(ao,d) est

égal a2 g(d)a, . Si ce n'est pas le cas, c'est-3-dire si les monotonies
sont de petités tailles, on calcule de la méme maniére le degré maximum
en remplagant dans (15) les termes F(ao,d) par l'expression (10). Les
valeurs obtenues sont plus grandes que celles du tableau 3 et dépendent

évidemment de la taille des monotoniesinitiales.
Degré-limite

Le degré-limite a de la définition 4 peut &tre considéré comme le nombre
de voies privilégié correspondant i une fonction @, c'est-i-dire a une
configuration donnée.

En effet, d'aprés le corollaire 2.4, les arbres a-parfaits sont optimaux
pour a” monotonies initiales de méme taille. Si nous utilisons par
exemple le disque DIMAS avec une place mémoire de 20 K-octets, le degré-
limite correspondant est 5. Pour 25 monotonies initiales de méme taille,

1'arbre de fusion optimal est donc l'arbre S5-parfait suivant :

Comme la contraction préserve l'optimalité&, on en déduit que, pour la
méme configuration, 1'arbre suivant est optimal pour 10 monotonies de

longueur s et 3 monotonies de longueur S5s :

S 8885 8 $888 S

FIGURE 1

(17) Y(d) =

= 37 .

Enfin, d'une maniére générale, les arbres optimaux ont tendance & avoir
pour degré le degré-limite a (proposition 2.1 ; voir aussi le paragra-~
phe 6.6.1.). En particulier, si les n monotonies initiales ont méme
taille, le degré au sommet des arbres cptimaux tend vers le degré-
limite a quand n augmente (théoréme 8). Le degré-limite représente donc
le nombre de voies moyen des arbres optimaux pour une configuration
donnée.

Nous montrons en 8.3.2 que le degré-limite se calcule comme suit. Posons :

_ E(d+1) Log d - £(d) Log (d+1)
Log (d+1) - Log d

Le degré-limite a est défini par 1'inégalité

(18) v(a-1) <X < y(a)

Remarquons qu'il n'y a jamais &galité car les valeurs de ¢(d) sont
irrationnelles. Nous indiquons ci-dessous les valeurs de y(a) en fonc-

tion de X:

a y(a) a y(a) a v (a)
4 0.1 12 19.9 20 45,0
5 2zl 13 22.8 21 48.4
6 4.3 14 25.8 22 51.8
7 6.6 15 28,9 23 55.3
8 9.0 16 32.0 24 58.8
9 1.6 17 35.2 25 62.3
10 14.3 18 38.4 26 65.9
i 17.1 19 41.7 27 69.5
TABLEAU 4

Degré-limite a en fonction de X
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Le degré-limite est donc une fonction croissante de A. 11 est égal par

exemple & 17 si 32.0 < A < 35,2. Nous donnons en annexe un tableau plus

complet de la fonction ¢.

Degré-maximum, degré-limite pour quelques configurations

Le tableau 5 indique les valeurs de X, a et dmax pour les 6 disques
présentés au chapitre 7, quand la place mémoire disponible varie de
20 3 1000 K-octets. Nous avons vu que le degré-limite a et le degré-
maximum d__ - sont des fonctiorms croissantes de A, c'est-a-dire de
Tt.M/Ta. Ces deux degrés augmentent donc avec le temps de transfert
et la place mémoire et diminuent avec le temps d'accds. Sauf pour le
DIAD moyenne vitesse, le facteur prépondérant est la taille mémoire
pour les petites tailles mémoire, le nombre de voies moyen (€gal au
degré-limite a) est de l'ordre de ladizaine et le nombre de voies maxi-
mum est de L'ordre de la vingtaine ; pour les grandes tailles mémoires,
le nombre de voies moyen et le nowbre de voies maximum sont de 1'ordre
de 50 et 200 respectivement. Pour le DIAD moyenne vitesse, les nombres
de voies moyens et maximums sont nettement plus importants, car le

temps de transfert est relativement lent.

8.2.3. MONOTONIES INITIALES DE MEME TAYLLE. FORME DES ARBRES OPTIMAUX.
HEURLISTIQUES

N

En pratique, on a souvent & considérer le cas ol les monotonies ini-
tiales ont toutes méme taille, ou approximativement méme taille. Cela
arrive en particulier si les monotonies initiales sont générées 3 par-—
tir du fichier que 1'on désire trier. Il est donc utile d'étudier ce
cas de plus prés, d'autant que cette &tude donnera une vue plus claire
sur la forme et les propriétés des arbres optimaux dans le cas général.
Si les monotomies initiales ont méme taille, nous savons que la forme
des arbres optimaux est indépendante de lataille des monotonies. Pour
une coufiguration donnée, la forme des arbres cptimaux dépend donc
uniquement du nombre n de monotonies initiales. Nous allons d'abord
gtudier la valeur du degré ou sommet des arbres optimaux en fonction

de n pour la configuration suivante : un disque DIMASutilisé avec

20 K-octets en mémoire centrale.
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Dans ce cas, NOus savons (voir tableau 5) que le nombre de voies de fusiy

est au plus égal & 10 dans les stratégies optimales et que le degré-

limite est 5. Pour n = 5, 25, ..., 5P, 1'arbre optimal est donc 1'arbre

s-parfait de profondeur p (voir 8.2.2.).

d A
10
N |
9- . |
7 64 252
. 56 150 334 750 ]
5 . 42 80 294 335 1
T2 3, 30 180 1080
3] . 20 64 100 372 500
o 5 ;4 & 75 3b 49 ¢ 1235 va 60
FIGURE 2
Degré au sommet d des arbres optimaux pour n monotonies é
initiales de mBue taille (disque DIMAS avec 20 K-octets)
Sur la courbe ci-dessus, on constate que l'arbre optimal est 1'arbre H
plat jusqu'a n = dmax = 10 (cette propriété est valab%g dans le cas |
général). Pour n = i1, le degré au sommet passe brusquement g3 et !
augmente jusqu'd 8 pour n = 64. Pour cette valeur de n, il y a deux [

arbres optimaux &quivalents de degr&s au sommets 8 et 4. De n = 65 3 E
n = 334, le degré au sommet augmente régulidrement de 4 & 7. |
L'amplitude des oscillations diminue ensuite. Om peut montrer qu'ad :
partir de 300.000 monotonies initiales, il existe toujours un arbre
optimal de degré 2u sommet &gal au degré-limite 5 (cette propriété est
yérifide dans le cas général ; voir théoréme 8). Par ailleurs, on

mmet est dgal 4 5 si n est une puissance de 54
I

vérifie que le degré au so

Définition 1 :
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On peut remarquer que pour certaines valeurs de n, il y a plusieurs
degrés au sommet. possibles correspondant a plusieurs arbres optimaux.
Par exemple si n = 90, un arbre optimal possible est :

degrés

degré 4

degré 5

FIGURE 3

Si nous filtrons le sommet de cet arbre, nous obtenons un arbre &quiva-—

lent, donc optimal, mais de degré au sommet &4 :

degrés

FIGURE 3 bis

En fait, & partir de la courbe précédente, on peut reconstituer dans
la plupart des cas la forme des arbres optimaux. En effet, comme dans
le cas n = 90, le degrd des nceuds des arbres optimaux ne différent le
plus souvent que de un. Nous allons préciser cette notion & 1'aide de

la définition suivante :

Un arbre est dit régulier si toutes ses feuilles sont &

la méme profondeur p et si les noeuds situés a une méme
profondeur ont tous méme degré. Un arbre est dit pseudo-
régulier si cette dernilre propriété n'est vérifide qu'aux

profondeurs 1, 2, ..., p-2.




Propriété 1 : Soit un arbre optimal pour une fonction de cofit du type (i)

|
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Par exemple, l'arbre T de la figure 3 est pseudo-régulier : toutes ses
feuilles sont 3 la profondeur 2 et les noeuds situés & la profondeur 1
ont touspour degré 4. Dans la suite, nous appelerons arbre & deux degré{
un arbre dont les degrés sont &gaux soit & un entier unique, soit 3 deuy
entiers consécutifs. Nous dirons par exemple que l'arbre T précé&dent est

pseudo-régulier & deux degrés : & et 5.

Arbres réguliers et pseudo-réguliers & deux degrés optimaux

D'une maniére générale, si les monotonies initiales ont méme taille, les

arbres optimaux sont le plus souvent des arbres réguliers ou pseudo-régu-

liers i deux degrés. Cette propriété est la conséquence d'une propriété

plus générale que nous indiquons ci-dessous et dont la démonstration

figure em annexe :

8i tous les fils d'un méme noeud de degré d ont méme degré

d', alors la différence |d-d'| n'exc&de pas un.

On en déduit facilement que les arbres réguliers et pseudo-réguliers

optimaux sont forcément "3 deux degrés'. Si nous reprenons l'exemple

de la figure 2, les arbres réguliers suivants sont optimaux pour n = 80 |

|

et n = 100 : é
degrés degréa
N\
5 5
TI = /A T2 = 4
& S
n = 80 n = 100

2

décomposition :(5],42) décomposition :(4],5 )

FIGURE 4
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Le degré au sommet de T est &gal & 5 ; les 5 noeuds situés i la pro-
fondeur 1 ont pour degré 4 et les 20 noeuds situés 3 la profondeur 2
ont pour degré 4. Comme le filtrage ne change pas les cofits, 1'ordre
des degrés des différentes profondeurs est indifférent et les arbres
réguliers sont entidrement décrits par leur décomposition. Nous indi-~
quons ci-dessous les arbres réguliers optimaux dans 1'exemple précé-

dent pour n allant de 11 & 125 :

n décomposition n décomposition
16 42 49 k&
20 45! 56 7t.8!
29 g2 64 82 42
30 s! 6! 80 42,5
36 6 100 4,52
42 6',7! 125 53

Entre ces valeurs de n, les arbres optimaux sont pseudo-réguliers i

deux degrés. Par exemple, pour n = 90, l'arbre optimal se dé&duit facile-

ment des arbres réguliers optimaux pour m = 80 et n = 100 ; il suffit

de modifier les degrés des noeuds situés & la profondeur 2. Ceci est

valable pour tous les arbres optimaux entre 80 et 100 : le degré au

sommet est 5 ; les noeuds de profondeur | ont pour degré 4 ; 3 la

profondeur 2, il y a q noeuds de degré 5 et r noeuds de degré 4, les

entiers q et r &tant solution de :
g = hrerdh 5q + 4r = n

Bien entendu, les arbres optimaux ne sont pas toujours réguliers ou

pseudo-réguliers. Mais c'est trés souvent le cas, en particulier pour

les petites valeurs de n : dans 1'exemple précédent, pour 2 € n < 55=3125,

les arbres optimaux sont réguliers ou pseudo-réguliers sauf pour les

valeurs suivantes de n :

n=11, 335 <ns37l, 1804 <n < 1970




- 230 ~ = 28]l -

On en déduit que l'heuristique suivante sera pratiquement toujours De la profondeur O i la profondeur t-2, tous les noeuds ont degré d ;

optimale : de la profondeur t-1 & la profondeur p-2, tous les noeuds ont degré

d-1 ; & la profondeur p-1, il a q noeuds de degré d et r noeuds de
Heuristique 3 deux degrés. degré d-1.

Calculons le colt H(n,p) de cet arbre par la méthode des coiits partiels

Cette heuristique est une amélioration de la méthode de BLACK [1]‘ (voir proposition 1.1) en supposant que les monotonies initiales sont

Elle consiste i prendre comme stratégie de fusion le meilleur arbre de longueur unitaire. Nous obtenons :

pseudo-régulier pour n donné.

Considérons un entier p quelconque vérifiant @ H(n,p) = @(d) [ns -r ] + @(d-1) [n(p—s) + r]
(19) Log n Log n L'heuristique & deux degrés consiste 3 choisir comme stratégie de fusion

Log d 2 & Log 2 S . . ] .
max celle qui minimise H(n,p) quand p varie. Si p, est 1l'entier vérifiant :

faisons correspondre de maniére unique un arbre pseudo-régulieg )
A p, nous P q i ' ) : H(“rPD) = Min H(n,p)
profondeur p, Les degrés de ses noeuds sont &gaux & d ou d-1, 1l'entier d 5
étant déterminé par :

le cofit de l'arbre calculé par cette heuristique sera &gal i s.H(n,po)

P . : . Py
(@-1)P <n <4 pour n monotonies initiales de longueur s.
Cette heuristique donne d'excellents résultats : trés souvent, elle
Soient t, q et r les entiers définis par : calcule l'arbre optimal ; si ce n'est pas le cas, la différence rela~

tive avec le cofit optimal n'exc&de pas | %Z.
= —t+ t =~
N @-yP ! ¢ on g aBa-1)P

Heuristique du degré-limite

q=n-d" @nee! .
Cette heuristique comsiste & prendre comme arbre de fusion les arbres
- dt(d‘l)p_t -n a—€quilibrés, l'entier a &tant le degré-limite. Rappelons que, dans un
arbre a—équilibré, tous les noeuds, sauf peut-&tre un, ont pour degré a,
L'arbre pseudo-régulier a la forme suivante : I et la différence de profondeurs des feuilles n'excéde pas un (voir défini-

tion 1.14). L'avantage de cette méthode est sa simplicité : tous les

4 4
noeuds étant de degré a, l'allocation des tampons en mémoire centrale
é sera toujours la méme tout au long de processus de tri-fusion.
. : Calculons le colit A(n,s) des arbres ainsi obtenus pour n monotonies
5 de longueur s. On a &videmment A(n,s) = s.A(n,1). D'autre part, si l'on
| fait d = a dans la formule |.(46), on obtient :
degré d-i p-t i
i
euds
Ll n noeuds _ (20) A1) = ha) + (@) [p@F T - pla) =2 ]
b i i
1 i
"y ¥ 1 d est un entier vérifiant 2 < d € a et h la fonctionde la d&finition 8

| (si 1'arbre a-8quilibré poss&de un noeud de degré différent de a, 1'en-
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tier d est le degré de ce noeud). D'aprés la définition 6, on a donc :

~ k| N Log N - Y  a. Log a. < C
(21) h(n) + K' ¢ A(n,]) €« h(n) + K [ leien I 2 1] (al""’an)
; (22)
Sur la figure 5 du paragraphe suivant, nous avons trac& la courbe. h(nm). <k [N Log N - X a. Log a, ] + @ (a)¥
. 1 r
I<isn

D'autre part, nmous verrons que le colit optimal vérifie :

N est &gal a la somme des a. et k est égal 4 @(a)/Log a (1l'entier a
G(n) € C(n,1) < h(n) + K . i g ¢ g

est le degré-limite). Nous verromns plus loin que la borne inférieure
de la formule (22) constitue généralement une bonne estimation du codt

On en déduit que la différence relative entre le colt des arbres calculg . . ]
optimal. On peut vérifier que le colit optimal est &gal & cette borne

par cette heuristique et le cofit optimal n'est jamais tr&s grandeet tend " . K . B =
inférieure si et seulement si leslongueurs des monotonies initiales

verszéro quand le nombre de monotonies initiales augmente.N&anmoins, -pi .
] peuvent se mettre sous la forme a, =a N, L'arbre optimal est alors

cette heuristique est moins bonne que la précédente : elle ne calcule

p

; . i une contraction d'arbre a—parfait, la monotonie de longueur a. étant
les arbres optimaux que si n = a* ; la perte en pourcentage peut attein- s

& la profondeur P Dans 1'exemple de la figure ], les longueurs des

dre 50 % si n < a ; elle dépasse rarement 10 %Z si n > a et 5 % si .
monotonies peuvent se mettre sous la forme :

2
n>a.
-2 =Tl
s =a JN 5s = a N (a =5, ¥ = 25s)
8.3. TEMPS DE FUSION OPTIMAUX. ETUDE DES PERFORMANCES EN FONCTION DE LA

CONF IGURAT ION . . R . N
g L'arbre optimal est bien une contraction d'arbre 5-parfait et son coflit
est égal & la borne inférieure précédente.

Pour une configuration donnée, nous présentous une méthode permettant . , N -
Si les n monotonies initiales ont méme longueur s,le colit optimal est propo

d'évaluer approximativement les temps de fusion optimaux en fonctiocn X .
tionnel & s (C{n,s) = s.C(n,1) = s.C(n)), la formule (22) devient donc :

du nombre et des longueurs des monotonies initiales. Nous imtroduisons

ensuite une mesure des performances d'une configuration du point de vue
(23) knLogn<C(n) <knlogna#+ w(a)N

5
N

du tri-fusion. Cette mesure nous permettra de comparer diverses confi-
gurations et d'étudier l'influence respective des divers paramétres _— . . o .
En fait, il existe une meilleure borne supérieure de C(n) : le colt

sur les performances : temps d'accés et de transfert, place mémoire
P p . = P s ~ flln . o
optimal &tant inférieur par définition au colt des arbres a-&quilibrés,

disponible, nombre de voies de fusion, méthode d'allocation de la .
on déduit de la formule (21) que :

mémoire.

C(n) < h(n) + K
8.3.1. TEMPS DE FUSION OPTIMAUX

BT e Y———

Sur la figure suivante, nous avons représenté les fonctions k n log »

¥

Pour calculer le temps de fusion optimal C(al,...,an) correspondant & |
I et k(n) qui encadrent C(n) :

n monotonies initiales de longueurs a;,...,a la seule méthode consistei g

3 utiliser les algorithmes décrits précédemment. Il est cependant pos-

sible d'avoir une idée des temps de fusion optimaux par la formule

suivante (voir corollaire 6.5) :

p




C(n) & y i
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G(x) = k x Log x

h(x)

R e e

[
i
!
[
T

1 a a

FIGURE 5
Borne inférieureet supérieurede C(n)

Sin-= ap, 1'arbre optimal est 1'arbre a-parfait de profondeur p et le
colit optimal correspondant est &gal 4 la borne infé&rieure G(n).

Le tableau suivant permet de se faire une idée plus précise des temps

de fusion optimaux quand les monotonies initiales ont méme taille. Ce
tableau indique les valeurs de C(n) quand on utilise un disque MD-100
avec une place mémoire variant de 20 3 1000 K-octets. Les colonnes indi=
quent successivement la taille mémoire M, A, le degré-limite a, k et

les valeurs de C(n) exprimées en secondes,pour n variant de 20 & 300.
La deuxidme ligne indique la différence en pourcentage par rapport &

la borne inférieure [k n Log n]. La troisidme ligne indique succes-—
sivement le degré au sommet et la profondeur maximum de 1'arbre opti-
mal. Par exemple, pour M = 20, C(50,s) est égal 2 2.88s secondes ;
la différence en pourcentage par rapport & [k n Log n] est de 2.2 7 ;
le degré au sommet de 1'arbre optimal correspondant est 8 et sa pro-

fondeur maximum 2.
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M A a k 20 50 100 300
1
20 1.63 s | 14.41 0.87 2.88 6.68 25.05
0.9 2.2 0.6 1.6
5 2 8 2 5 3 7 3
50 4,08 6 6.84 0.42 1.34 3.23 11.71
3.4 0.2 2.7 0.1
5 2| 8 2 5 3 7 3
100 8.16 8 4,20 0.27 0.83 1.95 7.26
8.9 0.5 0.9 0.9
5 2 8 2|10 2 7 3
200 | 16.31 | 11 2.79 0.18 0.57 .29 4.9
6.0 4.2 0.2 3.4
20 | 8 2|10 2|18 2
300 | 24.47 | 14 2.27 0.14 0.48 1.07 3.92
2.1 8.8 2.0 0.8
20 1t 8§ 2|10 2|18 2
500 | 40,78 | 19 1.81 0.11 0.41 0.89 3.10
0.0 14.7 6.9 0.2
20 1 [so 1 |0 %2 |18 2
1000 | 81.55 | 31 1.39 0.09 0.28 0.76 2,49
2’5 3.3 8.3 4.5
20 1 |50 1 |10 2 |18 2
TABLEAU 6

Temps de fusion optimaux pour :ur disque MD-10C




:
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8.3.2. VITESSE ET TEMPS DE TRI-FUSION D'UNE CONFIGURATION

Calcul de la vitesse de tri-fusion et du degré-limite

Examinons la borne inférieure du cofit optimal de la formule (22) : elle!

. . . La formule (24) peut s'Beri 1 i 14) :
est &gale au produit de deux facteurs ; le premier, k, dépend exclusi- 24 v tus, Bvee s edabidne [18)

vement de la configuration (voir définition S5) ; le deuxiéme terme

5 " ! A+
dépend exclusivement du nombre et des longueurs des monotonies 3 fusiem (25) %-: Min —Esgééﬂl
d»2

ner. Si cette borne inférieure est une bomme estimation du cofit optimal,

alors la constante k constitue une bonne mesure des performances d'une
Soit Dd(k) la droite d'équation :

configuration.
D'aprds la formule (22), l'erreur E(a,,...,a_) commise en approximant lg

1 n : D) = At E)
colit optimal par la borne inférieure est plus petite que : d Log d

E(al""’an) < la formule (25) devient :

Log a
iy (ai/N) Log (N/ai)
1<ign
kfo = Min D (A}
La fonction x log x &tant convexe, plus les tailles des monotonies ini- d»2

tiales sont équilibrées, et plus cette erreur diminue. Si les monotonies
initiales ont méme taille, cette erreur devient : On vérifie facilement que les droites Dy définissent la ligne brisée
concave suivante :
E(n) < Log afLog n
(n) ¢ afLlog -
Elle tend vers zéro quand le nombre de monotonies initiales augmente. Sur
1'exemple du tableau 6, l'erreur E(n) ne dépasse pas 18.3 % et est géné-
ralement inférieure 3 5 %. Si les monotonies initiales sont de tailles
différentes, 1'erreur peut &tre plus importante, mais, en moyenne, la
borne inférieure est une bonne approximation du cofit optimal.

On peut donc considérer que k est une bonne mesure des performances d'ume

configuration. Dans la suite, nous appelerons k letemps de tri-fusion a=4 a=7

de la configuration, exprimé en millisecondes par K-octets ; nous appelet

|
|
|
!
|
f
!
a=5 { a=6
|
T
&

|
\
\
\
|
i
v=1/k la vitesse de tri-fusion. Ces constantes sont définies par la formil 0 V(&) o

5) b(6) ¥
; FIGURE 6

_ 2.0t + (Ta/) 1+ V)P _ vin 20

g 1
(24) kis = Top 2 4oy Log d [ Temps de tri-fusion en fonction de A

| D'aprés la définition deDd(A), 1'abscisse ¢(d) du point d'intersection

Rappelons que a est le degré-limite de la configuration. de D, et D est &gale a
d d+l )

_ E(d+]) Log d - £(d) Log (d+1)
! (26) w(d) = Log (d+1) - Log d
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Pour X fix&, le terme D () est donc minimum pour d = a, l'eatier a
q M
&tant défini par : k 20 50 { 100 | 200 | 300 | 500 | 1000
@7 Y(a=1) < X < y(a) DIMAS 35.5 | 17.1 [10.7 | 7.2 | 5.9 | 4.7 3.7
DIAD-Moy. | 13.7 8.7 6.7 53 4.7 4.1 i 2
Cette indgalité détermine le degré-limite a. On en d&duit k et v par la 20 4
MD-50 20.5 10.7 52 512! 4.4 3.6 2.9
formule (24). Pour les valeurs de ¥(d), voir le tableau 4 et en annexe.
MD-100 14,4 6.8 4.2 2.8 2.3 3.3 1.4
8.3.3. COMPARAISON DES PERFORMANCES DE DIVERSES CONFIGURATIONS TAMBOUR 3.8 200 1.9 | ool o8 | 0.7 46
- _n DIAD~Gd. 7.1 31,2 1.4 1.1 0.9 0.7 0.5
La vitesse et le temps de tri-fusion ne dépendent que des caractéristi-
ques matérielles de la configuration : place mémoire disponible, temps Ta Te
de transfert, temps d'accds. Il s'agit ici d'&tudier 1'influence respee-
. DIMAS 92.50 4,37
tive de ces divers facteurs sur les performances. 5
On peut faire une premiére constatation : le temps d'accds et la place DIAD-Moy. 20.03 7.12
' mémoire jouent des rdles symdtriquie : seul le rapport Ta/M intervient MD-50 47.50 4.22
dans le temps de fusion &lémentaire et dans la vitesse de tri-fusion. ‘
i o K - MD-100 38.33 1.56
Autrement dit, diviser par deux le temps d'accEs a le méme effet sur les
performances que doubler la place mémoire dispounible. TAMBOUR 8.65 0.81
La figure 7 indique les temps de tri~fusion en fonction de la taille DIAD-Gd.

mémoire M pour les six disques présentés au chapitre 7. On remarque
tout d'abord que les temps de tri-fusion diminuent trés vite avec M 10 4
pour les petites valeurs de M. D&s que la place mémoire dépasse

200 K-octets (300 K pour le DIMAS) les temps de tri-fusion diminuent

beaucoup plus lentement avec M : nous avons indiqué par un point sur

les courbes les valeursde M pour lesquelles les temps de tri-fusion
sont inférieurs de 20 7 aux temps de tri-fusion pour M = 500 K. Pour
tous les disques, les tailles mémoires correspondantes sont de 1'ordre p
de 300 K. J
Examinons maintenant 1'influence du temps de transfert et du temps d'accél
du périphérique. Classons les périph&riques par temps de tri-fusion !
croissants pour les diverses tailles mémoires. Pour les petites tailles|
mémoires, ce classement correspond exactement au classement par temps

1 ~ : o = i oy
d'accds croissants. A partir de 200 K-octets, il correspond au clas DIAD-GA,

|
sement par temps de transfert croissants (si 1l'on excepte le DIMAS).

TAMBOUR

T T
20 50 100 150 200 250 300 350
FIGURE 7

L. Temps de tri-fusion en fonction de la place mémoire




D'une maniére générale, le temps d'accis est donc le facteur prépondérang

pour les petites tailles mémoire ; pour les grandes tailles mémoire,

c'est le temps de transfert. On peut d'ailleurs remarquer que les disqug

4 teéte mobile ayant une grande vitesse de transfert sont meilleurs &
mémoire égale que certains disques 3 t8te fixe dés que la mémoire est
raisomablement grande, Par exemple, le disque & t€te mobile MD-50 est
meilleur que le disque DIAD moyenne vitesse dés que M dépasse 170 K. La
méme remarque vaut pour le DIAD grande vitesse dont les performances
sont comparables & celles du TAMBOUR dés que M dépasse 200 K ; et cela
bien que le temps d'accds du DIAD soit trois fois plus grand que celui

du tambour. En résumé, dés gue la place mémoire dépasse 200 K-octets,

il est préférable d'utiliser des disques ayant une grande vitesse de

transgfert.

Variations relatives des performances avec les caractéristiques de la

configuration.

Afin de préciser 1'influence respective de la place mémoire et des temps
de transfert et d'accés sur les performances, nous indiquons ci-dessous
les variations relatives de k et v avec M, Tt et Ta. En valeur absolue,

elles sont égales & :

dk [dTe _ 1 - 2
/T CTYR AU ey A
dk [ dTa _dk [dd _ A A = 2,Tt.M/Ta

k/ Ta M1+ A

L'entier 2 est le degré-limite. Notons que les variations relatives de 1&

vitesse et du temps de tri-fusion sont les mémes puisque dk/k et dv/v

sont &gaux en valeur absolue. '
On constate que les variations rclatives par rapport @ Tzet M sont égalE{

= |
ce qui est normal puisque les performances ne dépendent que de Ta/M. 1

D'autre part, ces formules indiquent que la somme des variations relati-

'
ves par rapport i Tt et Ta, ou par rapport 3 Tt et M, est &gale d 1'unith

En conséquence, si i/(1+A) est plus grand que 1/2, c'est-a-dire si A < l@
le temps de tramsfert a plus d'influence sur les performances que le I

ie temps d'accés ou la place mémoire. Si A > 1, c'est le contraire.
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On peut montrer que A est une fonction décroissante
de A qui est &gale & un pour x = (I+ QT?)z = 10.60 ... Pour cette valeur

de A, le degré-limite a est &gal & 13, En cons&quence

si X * 10.6 ou si a > 13, il est préférable d'améliorer Tt

si A < 10.6 ou si a < 13, il est préférable d'améliorer Ta ou V
Sur les courbes de la figure 7, nous avons marqué d'une croix les valeurs
de M au deld desquelles l'influence du temps de transfert sur les

performances est prépondérante.

8.3.4. AMELIORATIONS DES TEMPS D'ACCES

Nous avons examiné en 7.3. diverses méthodes qui permettent de diminuer
les temps d'accés au périphérique. La méthode d'optimisation du mouvement
du bras sera étudiée & part au chapitre 9. Nous étudions ici 1'incidence
sur les performances des deux autres méthodes : 1aApremiére diminue les

temps de positionnement du bras, la seconde améliore le délai rotationnel.

Amélioration des temps de positionnement du bras

Cette méthode s'applique pour des disques 3 bras mobile et consiste 3
n'utiliser qu'une partie du disque comme espace de travail au cours du
tri-fusion dans le cas ol la taille du fichier trié résultant est
nettement plus petite que la capacité du disque. Comme le bras ne se
déplace que sur une partie du disque, les temps moyens Tb de position-
nement du bras sont plus petits. Le tableau suivant indique les temps
d'acc®s moyens Ta correspondants si 1'on utilise qu'une fraction d'un

disque DIMAS :

Fraction du espace de travail Tb Ta Gain sur le
disque utilisée (K-octets) temps d'accés
tout 24.000 80 92.5
moitié 12.000 61 73.5 21 7
quart 6.000 50 62.5 32 %
huitiéme 3.000 41 53,5 L2 7
TABLEAU 7

Valeur des temps d'accis si 1'on utilise qu'une

partie du disque DIMAS
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Le temps moyen de déplacement dubras est calculé & partir des temps

de déplacements du bras en supposant que les accés sont aldatoires a
1'intérieur de l'espace disque utilis& (voir chapitre suivaunt : para-—
graphe 1, figures 2 et 3). Pour obtenir les temps d'accés moyens,il
faut ajouter le délai rotationnel (12.5 ms). La dernidre colonne indi-
que les améliorations des temps d'accés.

Le tableau suivant indique les gains en pourcentage sur les temps de

tri-fusion quand on n'utilise qu'une partie du disque :

Fraction du disque utilisée M ; 50 200 500 1000
tout iy | 7.2 4.7 8,¥
moitié 150 % 11 7 8 7 7%
quart 24 7 17 % 14 % 2. %
huitiéme 3l & 28] % 18 % 16 %
TABLEAU 8

Temps de tri-fusion si 1'on utilise qu'une partie du disque DIMAS

La premiére ligne indique les temps de tri-fusion quand on utilise la
totalité du disque. Comme le laissaient prévoir les régles du paragra-—
phe précédent, les gains sont d'autant plus grands que la place mémoire
est petite. D'une manidre géndrale, ils ne dépassent pas 20 %, sauf
dans le cas ofi 1'espace disque utilisé@ et la mémoire disponible sont
petits. Dans tous les cas, les gains ne sont jamais en proportion de
1'amélioration du temps d'accés (voir tableau 7).

En résumé, cette méthode n'améliore pas de fagon décisive les temps de
fusion. C'est encore plus net pour les disques dont les temps de dépla-

cement du bras sont plus petits (disques MD-100 et MD-50 par exemple).

- 28

Amélioration du délai rotationnel

Cette méthode consiste & diminuer le dé&lai rotationmnel en commengant
les entrées/sorties le plus tGt possible, sans attendre que la téte

de lecture/écriture soit positionnée en début de séquence. Nous nous
limiterons au cas de disques i t8tes fixes ; pour les disques i tétes
mobiles, cette méthode ne diminue que faiblement les temps d'accés,

car le délai rotationnel vy est petit devant le temps moyen Tb de dépla-
cement du bras (voir tableau 7.1).

Nous avons vu en 7.3 que si les longueurs des séquences # lire ol a
écrire sont des multiples de la capacitd d'une piste de disque, cette
méthode permet en théorie d'éliminer le délai rotationnel. En pratique,
cela n'est pas possible : chaque piste est divisde en un certain nombre
de secteurs et les entrées/sorties ne peuvent commencer qu'd un début de
secteur. Si S est le nombre de secteurs par pistes et vy la moitié de

la durge d'une révolution, le temps d'acecés est en moyenne &gal i :

Y/s
Par rapport 3 la méthode classique, le temps d'accés moyen est donc
divisé par le nombre S de secteurs, qui est de l'ordre de 5 3 20.
L'amélioration du temps d'accés est donc trés importante ; mais il faut
bien avoir 3 1'esprit les conditions # satisfaire pour que les lon-
gueurs des séquences soient toujours des multiples de Ea capacité d'une
piste au cours du processus de tri-fusion : il faut bien siir que les
longueurs des monotonies initiales soient des multiples de la capacité
d'une piste ; mais il faut aussi que les tailles des tampons en mémoire
centrale vérifient cette condition.
Supposons maintenant que les longueurs x des séquences solent plus
petites que la capacité& P d'une piste et calculons le temps d'accés
moyen. Il faut distinguer deux cas suivant que la té&te de lecture est
ou non positionnée sur la séquence au moment de l'ordre d'entrée. Dans
le premier cas, la lecture de la fin de laséquence peut commencer tout
de suite, mais il y 2 un temps d'attente &gal 3 2y(P-x)/P avant qu'on
puisse lire le début de la séquence. Dans le deuxilme cas, le temps

d'attente avant que la lecture puisse commencer est &gal en moyenne i

Y(B-x)/P.
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Cas |

% = longueur de la séquence

séquence e et 5
Cag 2 — P = capacité d'une piste

2y = temps d'une révolution

Il y a en moyenne x/P chances d'@tre dans le cas 1 et (P-x)/P chances
d'€tre dans le cas 2. Le temps d'attente moyen pour lire ume séquence

de longueur x est donc &gal & :
X BEX
;[ZY(P x)/P] +T[Y(P‘X)/P]

Pour obtenir le temps d'acc&s moyen i une séquence de longueur quelconque
x plus petiteque P, il suffit d'intégrer cette expression entre O et P.

Finalement, le temps d'accds moyen est &gal 3 :

Wi
-

Si les sdquences sont plus longues que la capacité d'unme piste, on peut
généralement diminuer encore le temps d’'accds moyen. Mais on ne peut
plus donner de méthode générale d'amélioration dans ce cas : en effet,
chaque séquence est alors divis@e en un certain nombre de sous-séquences
réparties sur différentes pistes du disque ; les méthodes d'amélioration
du d&lai rotationnel dépendent donc du plicement des sous-séquences et
des caract@ristiques des disques (unombre de t&tes mobiles, nombre de
pistes par cylindre, organisation du disque, etc...).

Le tableau suivant indique les gains sur les temps de tri-fusion qui
résultent des procédés précédents pour un disque DIAD moyenne vitesse.
La durge d'une révolution &tant de 40 ms, le temps d'accds moyen est

de 13.34 ms si la longueur des séquences est quelconque. Dans le cas ol
les longueurs des séguences sont des multiples de la capacité d'une
piste (soit 5760 octets), le temps d'accEs moyen est de 1.25 ms ; en

effet, chaque piste comprend 16 secteurs de 360 octets.

= 245 =

Ta M= 50 200 500 1000

20 8.7 5.3 4.1 3i5

1.25 57 % 46 7 41 7 36 %

13.34 15 2 11 7z 97 8 7%
TABLEAU ¢

Temps de tri-fusion avec amélioration du délai rotationnel

La premiére ligne indique les temps de tri-fusion sans amélioration.

La deuxiéme ligne indique les gains de performances si les longueurs des
séquences sont des multiples de la capacité d'une piste. La troisiéme
ligne indique les gains dans le cas général. Ils sont en moyenne de

10 Z dans ce dernier cas, ce qui est assez faible si 1'on considére

les difficultés d'implémentation de cette amélioratiom. Par contre, ces
difficultés se justifient amplement dans le premier cas puisque les

gains sont de 1'ordre de 50 Z.

8.3.5. INFLUENCE DU NOMBRE DE VOIES ET DE L'ALLOCATION DE LA MEMOIRE

CENTRALE

Pour mettre en évidence 1l'influence respective de ces deux facteurs sur

les performances, nous allons comparer les performances des stratégies
proposées a4 celles de stratégies non optimales. Pour mettre en évidence
1'influence de 1'allocation de la mémoire centrale, nous allons comparer
les performances de la méthode d'allocation proposée en 8.1. avec la
méthode la plus simple possible, celle qui consiste & allouer des tampons
de méme taille 3 toutes les monotonies. Pour mettre en &vidence 1l'influence
du nombre de voies, nous allons comparer les performances des stratégies
optimales proposées avec les stratgies ol le nombre de voies des fusions

élémentaires est limité 3 trois.
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Etude des performances si les tampons en mémoire centrale ont tous

méme taille

Dans 1'introduction (formule (5)) nous avons calculé le temps de fusion

élémentaire dans ce cas. Il est égal & :
Fl(ao’d) = q)‘(d).ao
@, (@) = 2(Tt + Ta/M) + 2(Ta/M)id

Ce temps de fusion &lémentaire définit une fonction de colit sur les
arbres du méme type que celle de la formule (13)., Les résultats exposés
dans ce chapitre restent donc valables si 1'on remplace la fonction ¢
par la fonction ?, précédente. En particulier, on peut dé&finir un
temps de tri-fusion kl qui mesure les performances des straté@gies opti~

males correspondant & cette nouvelle méthode d'allocation :

k1 = Min ¢}(d)/Log d
dx2

En utilisant les notations (l14), cela s'écrit :

by o= oMin (A + 2+ 2d)/Log d
d»2

Le temps de tri-fusion k, est &videmment sup&rieur au temps de tri-

1
fusion k qui correspond 2 la méthode d'allocation proposge au paragraphe |

K = a.Min (A + (1+V)2)/Log d
ds2
La perte de performance quand on utilise la méthode simple d'allocation
est égale 3 (kl - k)/k. Elle ne dépend donc que de A. Un calcul simple
montre qu'elle est de l'ordre de 12 Z pour les petites valeurs de X et
qu'elle ne dépasse pas 18 % quand A augmente. Cette perte de performance

est relativement faible. On peut donc considérer que le choix de la

méthode d'allocation de la mémoire centrale n'a pas une grande influence
sur les performances. Il n'en va pas de méme en ce qui concerne le choix

du nombre de voles, comme nous le montrons ci-dessous.
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Influence du nombre de voies des fusions élémentaires

Nous avons indiqué au paragraphe 2 qu'd chaque configuration correspon—
dait un nombre de voiesprivilégié : le degré-limite. D'une part, le
nombre de voies de fusion dans les stratégies optimales est en moyenne
&gal 3 ce degré-limite. D'autre part, si le nombre de voies des fusions
&lémentaires est toujours &gal au degré-limite, on obtient de bonnes
stratégies de tri-fusion (cf. algorithme de Huffman exposé en 6.7 ;

cf. heuristique du degré-limite si les monotonies initiales ont méme
taille). Or, une légende tenace veut que les bonnes stratégies de tri-
fusion soient obtenues avec des fusions &lémentaires de degré trois.
Nous allons montrer que c'est complétement faux.

Appelons C3(al,...,an) le colit minimum des arbres de fusion quand le
nombre de voies est limité@ & trois. On peut'montrer sans difficulté que
le coiit C3(a|,...,an) vérifie la formule (22) avec a = 3 et

k = ky = ®(3)/Log 3. La constante ks mesure donc les performances quand
le nombre de voies est limité & trois. Le tableau suivant indique le
rapport k3/k entre le temps de tri-fusion ky de la méthode & degré trois

et le temps de tri-fusion k de la méthode exposée dans ce chapitre :

M= 50 200 500 1000
TAMBOUR 1.3 ly =8 28 2.9
DIAD-grande vitesse 11 1.3 1.6 1.9,
DIAD-moyenne vitesse 1.8 2.6 I=2 3.7
MD-100 1022 i35 1.9 22,
MD-50 1.3 1.8 2.3 2.7
DIMAS 1.2 1.5 1.9 2.3

TABLEAU 10

Temps de tri-fusion pour les statégies 3 degré 3.

Pour les petites tailles mémoires, le rapport k3/k est de 1l'ordre de 1.2.
Pour M = 200 K-octets, il est de l'ordre de 1.5. Si M dépasse SO0 K-octets

il est de l'ordre de 2 ou 3. D'une manilre générale, la méthode & degré




trois est donc trés mauvaise puisqu’elle multiplie les temps de fusion
par un facteur variant entre 1.5 et 3. A contrarid, on en déduit que lg-
choix du nombre de voies des fusions &lémentaires a une influence détersmi.|

nante sur les temps de fusion.

8.4. INFLUENCE DU TEMPS DE TRAITEMENT DE L'ORDINATEUR SUR LES PERFORMANCES.

Nous allons examiner comment sont modififes les stratégies optimales aing
que les temps de fusion quand le temps Tm de traitement de 1'ordinateur
n'est pas négligeable devant le temps d'entrée/sortie. Nous avons vu en

7.5 que le temps de fusion &lémentaire est alors égal & :
! "
(28) F= 2.Tta +%Ta I [ai/bi] + c.a,.Log d
ogigd
avec :

Tt = Tt + %(Mt + cl/L)

(29) Ta = Ta + Ma

(2]
[

= 02/(L.Log 2)

Rappelons que 2)5. 00,8y SONE les tailles des monotouies entrantes, a_ est
o

la taille de la wonotonie résultante, et b -sby les tailles des tampont

0"
correspondants en mémoire centrale. Par ailleurs, c) et ¢, sont des cons-
tantes dépendant des performancesde 1'ordinateur et du temps de comparaiss
de deux clés ; Mt est le temps de transfert en mdmoire centrale ; Ma est
délai d'activation des entrées/sorties.

On peut remarquer que, pour une allocation mémoire donnée, le nombre tota
d'accés est le m8me que dans le cas ol le temps de traitement de 1'ordiné
teur est négligeable. (voir formue 8.(1)). Tous les résultats du paragra-
phe 8.1 sonl donc valables dans le cas présent (allocation de la mémoire
centrale, ajustement de la taille des tampons, validité de la modélisarifs

D'aprés la formule 8.(4), le temps de fusion &lémentaire est donc égal i !
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F'(a,d) = 0'(d).a
(30) i
pi) =27+ -—%{—a—(l +»\/d—)2 + c.Log d

La fonction de cofit F'(ao,d) étant du type &tudié dans la partie théorique,
tous les résultats exposés dans ce chapitre restent valables. En particu—
lier, on peut associer & cette fonction de colit un temps de tri-fusion k'
qui mesure les performances des stratégies optimales correspondantes. On
peut &galement lui associer un degré-limite a', nombre de voies de fusion

moyen de ces stratégies. Les constantes k' et a' sont solution de :

2
v win |27t (T G+ AE)
Log a' Mrogd © o Tog d
dz2 ds2

@31) e = 22 Ly £

On voit que la valeur du degré-limite est indépendante de la constante c.
Le calcul du degré-limite s'effectue donc comme en 8.3.2 : il suffit de
calculer X' = 2 TIt.M/ Th et de se reporter au tableau 4. On en déduit k'
par (31).

Comme dans le cas classique, le nombre de voies de fusion dans les straté-
gies optimales est borné&. Le calcul du degré maximum est analogue : il
suffit de remplacer F par F' dans la formule (I5). L& encore, la valeur

de ¢ n'a que peu d'influence : si les autres paramdtres sont constants,
le degré maximum n'augmente que trés lentement avec c. En ré&sumé&, on peut
donc dire que la valeur de ¢ n'a pratiquement aucune influence sur la
forme des arbres optimaux.

Que deviennent les temps de fusion quand le temps de traitement de 1'ordi-
nateur n'est pas négligeable ? Considérons 1'exemple du paragraphe 7.5

et supposons que l'utilisateur programme lui-méme les entrées/sorties
(c"est-a-dire Ma = 0) ; rappelons que l'ordinateur est un IRIS-80 et que
les cl&s & comparer sont des nombres. Afin que le temps de tri interne

scit non n8gligeable, nous supposons d'autre part que les enregjstrements
ont pour longueur une centaine d'octets (c'est-d-dire L = 0.1). D'aprés
les formules 7.(5) et 7.(7), les constantes de la formule (30) sont alors

égales a :

3 i
Tt =Tt + 0.3 Ta = Ta ¢ =0.15
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Le tableau suivant indique 1'augmentation en pourcentage des temps de trj,
fusion par rapport au cas ol le temps de traitement de 1'ordinateur est
négligeable (c'est-a-dire par rapport aux temps de tri-fusion de la
figure 7). La deuxime ligne indique successivement le degré-limite a'
dans le cas présent et le degré-limite a du tableau 5.

On constate sur ce tableau que plus la configuration est rapide plus
les augmentations des temps de tri-fusion sont grandes. Si 1'augmentatiop
est pratiquement négligeable pour le DIMAS, elle atteint 50 % & 60 % pout

le tambour.et le DIAD grande vitesse,

M = 50 200 500 1000
21 % 36 % 45 % 52 7
Lol 10 922 18 | 43 34| 73 57
DIAD 15 % 36 % 52 % 62 7
grande vitesse 6 6111 9119 141 30 22
DIAD 43 67 7% 8 %
moyenne vitesse 18 18] 48 46 | 97 94 [170 164
7% 14 2 19°% 23 %
HD-100 7 6112 1| 22 19| 35 31
4% 72 87 117
M50 9 8|8 18 | 34 33| 58 55
27 57 77 8 %
DIMAS 7 7113 12 | 22 21| 36 34
TABLEAU 11

Influence du temps de traitement de l'ordinateur sur les

performances et la forme des stratégies cptimeles.

Pour la taille mémoire, on constate gque l'augmentation varie du simple all
double entre M = 50 et M = 1000. En ce qui concerne le temps de transferd
les plus grandes augmentations sont enregistrées pour le DIAD grande

vitesse, disque qui a la plus grande cadence de transfert. En ce qui con
cerne le nombre de voies moyen, on peut dire qu'il est relativement peu

sensible au temps de traitement de l'ordinateur.

= [250ll, &~

En conclusion, ce tableau met en &vidence qu'il est indispensable
d'évaluer précisément le temps de traitement de l'ordinateur si 1'on veut
trouver les bonnes stratégies optimales et calculer des temps de fusion

qui aient un sens.
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CHAPITRE 9

TRI-FUSION AVEC OPTIMISATION DU MOUVEMENT DE BRAS

Les stratégies de tri-fusion proposées au chapitre précédent sont vala—
bles dans le cas général. Cependant, il est possible de les améliorer
quand 1'utilisateur dispose de disques a bras mobile et a la possibilité
de choisir l'emplacement des monotonies sur disque. Dans ce chapitre, nous
présentons des algorithmes d'optimisation du mouvement de bras quand
l'utilisateur dispose d'un seul ou de deux disques. Nous &tudions les
stratégics optimales correspondantes, ainsi que 1'amélioration des perfor-
mances par rapport au cas du chapitre précédent oli les mouvements du bras
n'étaient pas optimisés.

Au chapitre 7, nous avons indiqué que les temps de déplacement du bras,

et donc les temps d'accés, pouvaient &tre fortement réduits dans le cas
d'un seul disque si l'on rapprochait les monotonies entrantes et la mono-
tonie résultante sur le disque pour chaque fusion &l&mentaire. Au para-—
graphe 1, nous indiguons comment il faut placer les monotonies sur disque
pour optimiser les mouvements de bras au cours d'une fusion &lémentaire.
Nous indiquons également comment allouer la mémoire centrale de maniére i
minimiser le temps de fusion &lémentaire,

Auparagraphe 2,ous présentons des algorithmes d'optimisation du mouvement
de bras pour un ou deux disques ; pour un arbre de fusion doun&, ces algo-
rithmes indiquent dans quel ordre effectuer les fusions &lémentaires et
comment placer les monotonies résultantes sur disque de maniére 3 ce que
les mouvements de bras soient optimisés au cours de chacune des fusions
élémentaires de 1'arbre de fusion.

Au paragraphe 3,nous &tudions les stratégies optimales correspondant a ce
modéle : ces stratégies diffdrent sensiblement de celles présentées au
chapitre précédent dans le cas ofi le temps d'acc@s est constant. En
particulier, il n'y a plus de nombre de voies privilégié correspoudant a
une configuration : le nombre de voies diminue en effet avec la taille

des monotonies & fusionner. D'autre part, nous présentons une heuristique
calculant des stratégies quasi-optimales & 17 prés. Enfin, nous évaluons
1'amélioration des performances apportée par l'optimisation du mouvement
de bras : dans certains cas, les temps de fusion sont divisés par un fac-

teur deux (pour un seul disque) ou trois (si l'on dispose de deux disques).
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9.1. TEMPS DE FUSION ELEMENTAIRE SI LE MOUVEMENT DU BRAS EST OPTIMISE

Dans la suite, pour indiquer les placements des monotonies sur disque,
nous représentons le disque par une droite : & chaque cylindre du disque
correspond un segment sur cette droite, segment qui est divisé lui-méme
en sous-segments correspondant aux différentes pistes du cylindre. Par
exemple, si l'utilisateur dispose d'un seul disque, le schéma suivant
représente une fusion élémentaire contigué, c'est-&-dire telle que la
monotonierésultantemO et les monotonies entrantes Myee,my soient

contigués sur le disque :

FIGURE 1
Placement optimum des monotonies au cours

d'une fusion &lémentaire pour un seul disque

Peut~on considérer que ce placement optimise les mouvements du bras au
cours d'une fusion &lémentaire ? En fait, tous les placements contigus
sont &quivalents : on pourrait par exemple placer la monotonie résul-
tante au milieu des monotonies entrantes. En effet, on peut considérer
qu'au cours de la fusion &l&mentaire, les déplacements du bras du disque
sont alatoires & l'intérieur de l'espace disque de ggille 2a  occupé
par les monotonies (aO est la taille de la monotonie résultante mo).

Le temps moyen d'accé&s au cours de la fusion &lémentaire est donc le
méme pour toutes les monotonies j; il est &gal au délai rotatiommel plus
le temps moyen des déplacements alatoires du bras 3 l'intérieur d'un
espace disque de taille 2a_. Nous indiquons maintenant comment &valuer

ce temps moyen.
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9.1.1, TEMPS D'ACCES MOYEN A L'INTERIEUR D'UN ESPACE DISQUE DONNE

Hous calculons ce temps moyen pour un disque DIMAS(I) mais la méthode

estvalable pour un disque & t@tes mobiles quelconque. La courbe suivante
représent T, temps en millisecondes de d&placement du bras en fonctig

du nombre ¢ de cylindres parcourus pour un disque DIMAS.

<3

- |

(eylindres)

FIGURE 2

Temps de déplacement du bras

Remarquons que le temps de déplacement du bras n'est pas une fonction
lingaire de la distance : en effet, pour effectuer un déplacement, le br
prend une grande vitesse initiale, puis i1 ralentit au fur et 3 mesure

qu'il se rapproche du cylindre 3 atteindre.

(1) Les courbes des figures 2 et 3 nous ont &té fournies par la CII.
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Calculons le temps moyen Tb(c) des déplacements aléatoires du bras 2
1'intérieur d'un espace disque de longueur égale 3 la capacité de c
cylindres. Cet espace disque s'étend sur c+l cylindres contigus. Le
temps moyen Tb(c) est donc &gal & la moyenne des temps de déplacement
d 1l'intérieur de ces c+l cylindres en considérant comme &quiprobables
tous les déplacements possibles. Il y a en tout (c#])z déplacements

possibles, qui se décomposent de la maniére suivante :

nombre de déplacements (endiz;:::edzaz;i:izies)
ctl (o]
2c 1
2(c-1) 2
2(c+l-1) i
2 [<

Tous ces déplacements &tant &quiprobables et,compte tenu du fait que
T(0) est nul, le temps moyen Tb(c) des dé&placements aldatoires est
égal 3 :
2, X (ctl-i)T(3)

igige

Tb(e) =
(c+l)2

La courbe suivant représente les temps moyens Tb(e) des déplacements
aléatoires du bras i l'intérieur d'un espace disque de taille e ; cette

courbe est calculée i partir de la courbe T(c) de la figure 2 3 1'aide

de la formule précédente. Les longueurs des espaces disques sont exprimées

cette fois en K-octets (la capacit@ d'un cylindre du DIMAS est de

120 K-octets)
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Tb
(ms)
100
50
N ) LS LN G T JER N (RN L + e (K-octets)
6000 12000 18000 24000
FIGURE 3
Temps moyens des déplacements alatoires
3 1'intérieur d'un espace disque
Nous précisons ci-dessous les temps moyens Tb pour certaimes valeurs de
e (exprimé en centaines de K-octets)
e 12 6 12 36 60 120 180 240
Tb (e) 11 24 3t 43 50 61 70 80
Quand la totalité du disque est utilisée, on retrouve bien la valeur
moyenne de 80 ms du tableau 7.1.
Pour obtenir le temps d'accés moyen Ta(e) & 1'intérieur d'un espace dis-
que de taille e, il suffit d'ajouter le délai rotationnel moyen y (&gal
3 12.5 ms pour le DIMAS)
(D Ta(e) =y + Tb(e)

9.1.2. TEMPS DE FUSION ELEMENTAIRE. ALLOCATION DE LA MEMOIRE CENTRALE

Cas d'un seul disque

Les monotonies &tant contigués sur le disque, elles occupent un espace
disque de taille Zac (aO est la taille de la monotonie résultante). Le
temps d'accds moyen au cours de la fusion &lémentaire est donc &gal S
Ta(2a,). D'aprés la formule 7.(1), le temps de fusion &lémentaire est

alors égal & :

=1'Z5V% &=

(2) F| = 2Tt.a  + Ta(2a) I [ai/bi] + T
ogi<d

Nous ne traiterons pas dans ce chapitre le cas ol il faut tenir compte
du temps Tm de traitement en mémoire centrale : les techniques présen-—
tées au chapitre précédent restent en effet valables (voir 8.4). Si Tm
est nul, l'expression du temps de fusion Elémentaire est la méme que
dans le cas ol le temps d'accds est constant (voir formule 8.(1)) : on
a simplement remplacé Ta par Ta(2a,). Tous les r&sultats du paragraphe
8.1. sont donc valables dans le cas présent (allocation de la mémoire
centrale, ajustement de la taille des tampons, validité de la modélisa-
tion). En particulier, on partagera la place M disponible en mémoire
centrale en d tampons de taille b pour les monotonies entrantes et un

tampon de taille B pour la monotonie résultante :

| Vd

b=M——-— B=M

d+ Afd d+ yd
D'aprés la formule 8.(4), le temps de fusion é&lémentaire est égal & :

Ta(Zao) 2
3) Fi(a,,d) = a 2T + —2m (1 + A

D'aprés la formule 8.(10), si les longueurs des monotonies sont du méme
ordre de grandeur que M, le temps de fusion glémentaire est égal, &

20 7 prds, & :

Ta(2a )

—Z (v D, @r)Tacza)

(%) Fl(ao’d) = 2Tt.ao + Max [ao T

Cas_de deux disques

Si lfutilisateur dispose de deux disques identiques, le placement sui-
vant des monotonies optimise les mouvements de bras au cours d'une

fusion &lémentaire :
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m
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FIGURE 4

Placement optimum des monotonies au cours

d'une fusion &lémentaire pour deux disques

Montrons que tout autre placement des monotonies est moins bon. Appelons
Tl (resp. T2) le temps d"accés moyen aux monotonies placées sur le
premier disque (resp. sur le deuxiéme disque). Pour le placement de

la figure 4, le temps d'accés T2 est &gal i Ta(ao) puisque la somme des
longueurs des monotonies entrantes est égale i la taille a, de la mono-
tonie résultante ; le temps d'accés T! est égal au délai rotatiommel y
puisque les sorties sur l'emplacement réservé 3 la monotonie résultante
se feront séquentiellement (naturellement, le bras du disque ! deit se
déplacer de temps en temps d'un cylindre au cylindre voisin ; mais ce
temps de déplacement est inclus dans le temps de transfert, comme nous
1'avons indiqué en 7.2.1). Pour le placement précédent, les temps

d'accés sont donc :

T1

[
-<

T2 = Ta(ao)

Considérons maintenant un placement quelconque des monotonies. Deux cas

peuvent se présenter :

1} Une momotonie est isolée, par exemple sur le premier disque. Si L

est la longueur de cette monotonie,les temps dfaccds sont

Tl =y 12 = Ta(ZaD ~ L)

Comme L est plus petit que a, le temps d'accés T2 est supérieur d celul

de la formule (5). Ce placement est donc moins bon que celui de la figurs

2) Dans les autres cas, on peut supposer que la monotonie résultante est
placée sur le deuxiéme disque, Si L est la somme des longueurs des mono—

tonies placées sur ce disque, les temps d'accés sont

T} = Ta(ZaO = Iy T2 = Ta(L)
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D'aprés (1), Tl est supérieur & y; d'autre part, comme L est supérieur
a a , ona: Ta(L) > Ta(ao). Les temps d'acc@s &tant supdrieurs 3 ceux
de la formule (5), ce placement est &galement moins bon que celui de
la figure 4. 7
Calculons le temps de fusion &lémentaire correspondant au placement de
la figure 4. Si l'on néglige le temps de traitement de 1'ordinateur

dans la formule 7.(1), il est &gal a :

P, = 21t.a + v.[a /o ] + Ta(ao).lsfid[ai/bi]

Le temps de fusion élémentaire F, pour deux disques différe du temps F,
pour un seul disque car le temps d'accés & la monotonie résultante
différe du temps d'accds aux monotonies entrantes. Néanmoins, les résul-
tats du paragraphe 8.1. restent valables, avec quelques restrictions
toutefois. Au cours de la fusion é&lémentaire, on partagera de la méme
maniére la place M disponible en mémoire centrale en d tampons de
tailles b' pour les monotonies entrantes et un tampon de taille B' pour
la monotonie résultante ; mais les tailles des tampons ne sont plus les
mémes que dans le cas précédent. En effet, si les tailles des monotonies
sont grandes par rapport & M, le temps de fusion F, est &gal E]

- ] '
F2 = ZTt.ao +a [Y/B + Ta(ao)/b ]

H

On vérifie facilement que F, est minimum si :°

Ta(a )
i 0
bt = Mf(d + 4ds8) B =uf(1 + d.8) & = —
On peut remarquer que b' est supérieur 3 b, et B' inférieur a B (puisque
5§ > 1) ; cela vient du fait que le temps d'accés & la menotonie résul-
tante est plus faible que le temps d'accés aux monotonies entrantes.
Pour la méme raison, si l'ajustement de la taille des tampons est néces-

saire, il suffit de se limiter aux tampons d'entrée.
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Le temps de fusion correspondant est &gal i :
2
1
(6 Fylag,d) = 2. [m + ﬁ-(q/; +afd '\,/Ta(ao})

Si les longueurs des monotonies sont du méme ordre de grandeur que M,
le temps de fusion élémentaire est &gal, @ 20 7 prés, & :
2
J

a
(7) Fz(ao,d) =) ZTV:.aO + Max Eo-(;\/*;+ ‘Vgﬁa(ao)) v o+ d.Ta(ao)]

9.2, ALGORITHMES D'OPTIMISATION DU MOUVEMENT DE BRAS

Pour que les temps de fusions sl&mentaires calculés ci-dessus aient un
sens, encore faut-il qu'il soit possible d'organiser le tri-fusion de
maniére 3 ce que la contiguité de chaque fusion élémentaire soit assurée.
Nous allons montrer que c¢'est possible, pour un ou deux disques, quel
que soit l'arbre de Zusion. Plus précisément, nous présentons des algo-
rithmes qui, pour un arbre de fusion donné, indiquent dans quel ordre
effectuer les fusions &l&mentaires et comment placer les monotonies
résultantes sur disque pour assurer la contiguité de presque toutes les
fusions. Nous disons ''presque toutes", car, pour les fusions initiales,
c'est-3-dire celles ou interviennent des monotonies initiales, il n'est
évidemment pas possible d'assurer la coatiguité si les monotonies ini-
tiales sont placées au départ n'importe ol sur le disque. Nous envisa-

gerons plusieurs cas pour les momotonies initiales

Cas | : Elles sont placées sans ordre sur disque avant le début du tri-
fusion.

Cas 2 : Elles sont contigués sur disque et placées dans l'ordre, de
gauche & droite, des feuilles correspondantes de 1'arbre de fusion ;
notons que cette derniére condition est automatiquement réalisde si les
monotonies initiales ont méme taille.

Cas 3 : Les monotonies initiales sont générées par 1l'utilisateur avant
le début du processus de tri-fusion 3 partir du fichier initial d trier.
Cas 4 : Comme le cas 3, sauf que les phases de génération peuvent alter-
ner avec les phases de fusion Elé&mentaire au cours du processus de tri-

fusion.
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9.2.1. ALGORITHME D'OPTIMISATION DU MOUVEMENT DE BRAS POUR UN SEUL DISQUE

La procédure suivante permet d'effectuer le tri-fusion correspondant 3 un
arbre de fusion donné en assurant la contigulté des fusions &l&mentaires
selon le schéma de la figure |. Cette procédure, appelée TRIFUSION! ,

a pour argument un noeud M d'un arbre de fusion ; elle effectue le tri-
fusion correspondant au sous—arbre de sommet M en optimisant les mouve-
ments de bras et place la monotonie résultante correspondant i M &
1'adresse disque désignée par la variable p & 1'appel de la procédure
(dans la suite, M désignera indifféremment uﬁ noeud de 1'arbre ou la
monotonie résultante correspondante) ; au retour de la procédure, la
variable p pointe sur la fin de 1'emplacement réservé & M. Le programme

suivant effectue donc le tri-fusion correspondant & un arbre T de fusiom :

p: = adresse disque oili doit &tre placé le fichier tri résultant

TRIFUSION! (sommet de T) ;

La procédure TRIFUSIONI s'é@crit ;

procédure TRIFUSIONI (M) ;

p: = p + taille (M) ;

pour chaque F € fils (M) Efiﬁi

si F # feuille alors TRIFUSIONI(F) sinon GER(F) ;

i M = poeud initiel alors FUSELEMI (M)  sinon FUSINITI(M) ;
fin
Rappelons que les noeuds initiaux sont ceux dont un fils au moins est
une feuille ; les noeuds initiaux correspondent donc aux fusions ini-
tiales, et les feuilles aux monotonies initiales. Cette procédure utilise

les primitives suivantes :

FUSELEM1 (M) : cette primitive effectue la fugion Elémentaire des mono-

tonies correspondant aux fils de M ; & 1'appel de cette primitive, les
monotonies entrantes sont & gauche de 1'adresse B pointée par p ; au
retour, p pointe sur A, c'est-3-dire sur la fin de la monotonie résul-

tante M




GEN () :

FUSINITI(M) : cette primitive effectue la fusion élémentaire quand 1'une au

£ils (M)
M T Pl
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FIGURE 5

., cette primitive a pour argument une monotonie initiale
M; elle a plusieurs actions éossibles 5

1) Dans le cas 4 (les phases de g&nération peuvent alternmer avec les
phases de fusion élémentaire), cette primitive génére la monotonie M i
1'emplacement p sur disque.

2) Dans les autres cas, il y a deux possibilités : soit recopier la
monotonie M 3 1'emplacement p, soit laisser la monotonie & 1'endroit oit
elle est.

Dans les cas oli M est placée & l'emplacement p, la variable p doit pointd

sur la fin de cet emplacement au retour de GEN.

moins des monotonies entrantes est une monotonie initiale. Naturellement,
si les monotonies initiales ont &té générées ou recopiées par GEN, cette
primitive & la méme action que FUSELEMI. Sinon, seules les monotonies
entrantes qui ne sont pas des monotonies initiales sont placées entre A
et B (voir figure 5). Dans tous les cas, la variable p pointe sur B i
1l'appel de FUSINITI, et sur A au retour.

Comment fonctionne la procédure TRIFUSION! ? Elle réserve d'abord la
place sur disque pour la monotonie résultante M. La procé&dure TRIFUSIONI
est appelée ensuite récursivement sur chacun des fils de M de maniére i
placer sur disque les monotonies entrantes correspondant aux fils de M,
selon le schéma de la figure 5. Enfin, la derniére instruction effectue
la fusion &lémentaire. Il est clair que cet algorithme assure la conti-
guité de toutes les fusions, sauf peut &tre des fusions initiales.
Consid&rons 1l'exemple suivant ol nous supposons pour simplifier que les
fusions initiales sont contigues. Soit 3 effectuer le tri~fusion corres-

ondant & l'arbre de fusion suivant :
p
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FIGURE 6

Nous indiquons ci-dessous 1'&tat du disque i certaines phases du processus
de tri-fusion (appel de M signifie appel de TRIFUSIONI (M) ou de GEN(M)
selon que M correspond & un nceud ou 3 une feuille) ; les monotonies sont

représentées par leurs numéros :

appel de M4 & L :2: 3;
f
appel de M5 } i :2: 3: 4 =
t
appel de M8 b ! :2.3: 4 :5:61
t
appel de M9 i I :2.3% 4 gi%é{ 7 }§4

Les traits pleins indiquent les monotonies effectivement présentes sur
le disque ; dans le cas contraire, la place est simplement réservée.

Les flaches indiquent les adresses disque point8es par la variable p.

Contigulté des fusionms initiales

D'aprés ce qui précéde, la contiguitd des fusions initiales me peut &tre
assurée sans recopie que si les phases de génération peuvent alterner
avec les phases de fusion (cas 4). En effet, on constate sur 1l'exemple
précédent que 1'algorithme réutilise le méme espace disque pour diffé-
rentes monotonies. Il n'est donc pas possible d'assurer la contiguité
des fusions initiales si les monotonies initiales sont générées avant
le tri-fusion. Dans les autres cas, la méthode qui consiste 3 recopier
les monotonies initiales pour assurer la contiguité n'est généralement
pas bonne (sauf si les monotonies initiales sont placées sur un périphé-
rique plus lent : bande magnétique par exemple). Il est préférable de ne

pas faire de recopies, quitte 3 effectuer des fusions initiales non

contiguds.




FUSELEM2 (M,1) : cette primitive effectue la fusion &lémentaire des mono-
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9.2,2. ALGORITHME D'OPTIMISATION DU MOUVEMENT DE BRAS POUR DEUX DISQUES

La procédure suivante permet d'effectuer le tri-fusion correspondaant a
un arbre de fusion donné en assurant la contiguité des fusions &lémen—
taires selon le schéma de la figure 4. Les deux disques jouant un rd&le
symétrique, il y a deux types de fusion &lémentaire, suivant que la mono-
tonie résultante est sur le premier ou le deuxiéme disque. Dans la suite,
le numéro i désignera 1'un des disques et dif(i) l'autre disque.

La procédure TRIFUSION2 a pour arguments un noeud M d'un arbre de fusion
et le numéro i de l'un des disques. Elle effectue le tri-fusion corres-
pondant au gsous—arbre de sommet M et place la monotonie résultante M

4 1'emplacement désigné& par p(i) sur le disque i, Au retour de la procé-
dure, la variable p(i) pointe sur la fin de l'emplacement rés .rvé 3 M.
Le programme suivant effectue donc le tri-fusion correspondant & un

arbre T de fusion :

p(l): = adresse disque ol doit &tre placé le fichier trié
résultant ;
p(2): = début de l'espace de travail du deuxiéme disque ;

TRIFUSION? (sommet de T,1) 3

La proc&dure TRIFUSION2 s'écrit :

proc&dure TRIFUSION2(M,i) ;
pour chaque FE€fils(M) f_a_i_r_e
si F # feuille alors TRIFUSION2(F,dif(i))
sinon GEN(F,dif(i)) ;
si M = noeud initial alors FUSELEM2(M,1i)
sinon FUSINIT2(M,i) ;

p(i): = p(i) + taille(™) ;
fin
Cette procédure utilise les primitives suivantes
tonies correspondant aux fils de M et place la monotonie résultante 4
l'adresse A pointée par p(i) sur le disque i ; & 1'appel de la primitive,
les monotonies entrantes sont & gauche de 1'adresse B' pointée par
p(dif(i)) sur le disque dif{(i) ; au retour de la primitive, p(i) pointe

sur B et p(dif(i)) sur A' :
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fils (M)
M T Al
A B A’ B'
DISQUE i DISQUE dif (i)
FIGURE 7
GEN(F,i) : : l'action de cette primitive est identique & celle de GEN(F),

& ceci prés que la momotonie initiale F peut &tre placde sur l'un ou

1'autre disque, selon la valeur de i.

FUSINIT2(M,i):cette primitive est identique & FUSELEM2, avec les mBmes res-—

trictions que pour la primitive FUSINITI.
Pour expliquer comment fonctionne la procé&dure TRIFUSIONZ, nous reprenons
1'exemple de la figure 6 en indiquant 1'état des deux disques & certaines

phases du tri-fusion :

DISQUE 1 DISQUE 2

2.3
appel sur M4 e m—em — - = FE T e e o e
2 2.3
ppel sur M5 ot S L gt e e
appel sur M8 P£+§4 ______ F%ﬁl4 _____ =
appel sur M9 P = 2 paeB gl oot

' 5 6% 7 23 %

retour de l'appel sur M7 2,7y * . L
retour de l'appel sur M4 = = == — - = o= 5—24-3—}———A———+—~--
retour de l'appel sur Ml L_____I_.._.{ e b= s e e meeee

Les fléches indiquent les adresses disque pointées par p(l) et p(2).
Les montonies indiquées sont présentes sur disque puisqu'il n'y a pas de

"réservation de place' dans ce cas.

Contiguité des fusions initiales

Si nous sommes dans lescas | et 4 pour les monotonies initiales, les
mémes remarques s'appliquent que dans le cas d'un seul disque. Par contre

dans le cas 3, il est toujours possible d'assurer la contiguité des fusio
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initiales., Il suffit de générer au départ ces monotonies & 1'emplacement 9.3, LES STRATEGIES OPTIMALES. COMPARAISON DES TEMPS DE FUSION

qu'elles doivent occuper au cours du tri-fusion. Dans 1'exemple de la

figure 6, le placement suivant assure la contigulté des fusions initialeg Nous avons vu que si la longueur a, de la monotonie résultante est assez

grande par rapport & la place M disponible en mémoire centrale, les temps

DISQUE 1 _____'________{_5_*_6_._ —— e —— des fusions 8lémentaires contigués pour un ou deux disques sont égaux & :
. Ta(ZaO) 2
DISQUE 2 ___MF_+34____QL+24____ (8) Fi(a ,d) = a. Ht+——ﬁ~ﬁ(l+Ja
On remarque que les tonies initiales de profondeur impai t ! )
monotoni iales de pro paire sont sur = P )
n_ ] = 9 Fy(a ,d) = a_.|2Tt + M(ﬁ*-,\/;'\/’fa(ao)
le deuxiéme disque et celles de profondeur paire sur le premier disque.
En cons&quence, dans le cas 2, c'est-i-dire quand les monotonies initiale Comme dans le cas oii le temps d'accés est constant, les temps de fusion
sont contigués sur un méme disque et placées dans 1'ordre des feuilles précédents définissent des fonctions de cofit iﬁ(T) et 8Z(T) sur les arbres
de l'arbre de fusion, il est possible d'assurer la contiguité des fusiony de fusion. Soit par exemple l'arbre de fusion T suivant pour 6 monotonies

initiales si les feuilles de l'arbre sont toutes 3 la méme profondeur. initiales de longueurs aj,... ag :
Dans le cas général, sauf coincidence extraordinaire, les monotonies
initiales ne sont pas dans 1'ordre désiré. Par contre si elles ont touts
méme taille, cette condition est automatiquement réalisée. Il est donc
intéressant dans ce cas de chercher des arbres de fusion dont toutes les a,

feuilles ont méme profendeur. k& i

I 2 4 75 6

Pour un seul disque, le temps total de fusion ?%(T) correspondant i cet

a a

En résumé, la contiguité des fusions initiales peut &tre assurée dans

les cas suivants :
arbre est égal & :

Cas 1 2 ) 4
= N o+
%’] (D) = (a +a,).F (a,+a,,2) + (a,tagra).F,(a,*agtag,3)
i \
un disque non non i
o - + (al+..+a6).Fl(a|+..+a6,3).
deux disques non oui (%) oul oui
Pour deux disques, il suffit de remplacer F, par F, pour obtenir g;(T).
TABLEAU | & i g . ,
Trouver la stratégie optimale pour un n-uple (al,...,an) revient donc a
Contiguité des fusions initiales trouver l'arbre de fusion optimal qui minimise gﬂ(T) (resp. g;(T)) pour
_ un disque (resp. deux disques) ; nous appellaronscl(al,...,an) (resp.
Dans la suite, pour simplifier le calcul des temps de fusion, nous nous Cylayyeee,a )) le cofit optimal ; on définit de méme C](n,s) et Cz(n,s)
: . ARy = n
placerons toujours dans le cas ofi les fusions initiales sont contigues. pour n monotonies de méme longueur s.

i E Bien entendu, les stratégies et les cofits optimaux ne sont pas les mémes

pour un ou deux disques. Mais les propriétés des arbres optimaux corres-

pondants sont assez voisines, si bien que nous traiterons les deux cas

(#) si les feuilles de 1l'arbre de fusion sont & la méme profondeur ensemble ; dans la suite F(ao,d) désignera indifféremment Fl(ao’d) ou

Fz(ao,d) ; de méme pour &er c.
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9.3.1. CALCUL DES STRATEGIES OPTIMALES. HEURISTIQUES

5i les monotonies initiales sont de tailles différentes, les algorithmeg
et heuristiques présent&s au chapitre 6, paragraphe 5 et 7 restent
valables si 1'on remplace les termes de la forme @(x).y par F(y,x).

Nous indiquons plus loin comment calculer la borme dmax sur le nombre

de voies de fusion. S$i les monotonies initiales ont méme taille 85
1'algorithme 2.1.4 est &galement valable si 1'on remplace le terme
@(d)n de 1'instruction I4 par F(ns,d). Mais attention ! si les monoto-
nies initiales ont méme taille,les heuristiques présentées au chapitre
précédent en 8.2.3 ne sont plus valables,les arbres optimaux ayant des
formes différentes. Nous présentons plus loin une trés bonne heuristique

dans ce cas.

9.3.2. FORME DES ARBRES OPTIMAUX. DEGRE MAXIMUM

Quelles sont les propriétés des stratégies optimales ainsi calculées ?
Il est évident que le cofit optimal reste proportionmel i la fonection de
colt ¢ si 1'on multiplie F par une constante, la forme des arbres cpti-
maux ne change pas ; seul le cofit optimal est multiplié par cette cons-—
tante. Mais, contrairement au cas ol le temps d'accés est constant, le
colit optimal n'est plus proportionnel au n-uple, c'est-a-dire aux lon=
gueurs des monotonies initiales ; en effet, le temps de fusion &lémen-—
taire n'est pas proportionnel i ag a cause des termes Ta(ZaO) et Ta(a ).
En conséquence, la forme des arbres optimaux va dépendre de la taille des
monotonies initiales. En particulier, pour n monotonies initiales de méme
taille s, la forme des arbres optimaux dépend non seulement de n, mais
aussi de la longueur s des monotonies.

D'une maniére générale, la plupart des propriétéds indiquées au chapitre
précédent ne sont plus valables (filtrage, nombre de voies privilégié
d'une configuration, etc...). Les seules propriétés qui s'appliquent
sont les suivantes : les contractionset les sous-arbres d'un arbre
optimal sont optimaux, le nombre de voies des fusions &lémentaires est

borné, mais cette borme dépend maintenant de la longueur des monotonies.

?
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Nombre de voies de fusion. Degré maximum

(10)

Dans une stratégie optimale, considérons une fusion élémentaire a d
voies dont la longueur de la monotonie résultante est a . Comme en
8.2.2, formule (15), on montre que d et a vérifient :

VE 2<k<d-l Fa,d) € Fla,dk+l) + I-‘(% a )

ce qui s'écrit @

Yk 2 kg d-

d.[f(ao,d) = f(ao,d-kH)] < k[ZTt.M N f(% ao,k)]

@) Ta(ZaO).(I+'VE)2 pour un disque

avec E(ao,d) =

(12) [W +'\/3'VTa(ao)]2 pour deux disques

Comme dans le cas olt le temps d'accés est constant, on peut montrer que

d est born& par un entier dmaxl (resp. dmaxZ) dans le cas d'un seul disque
(resp. deux disques). Ces bormes dépendent d'une part de la configuration,
c'est~3~dire du produit Tt.M, et d'autre part de la longueur a, de la
monotonie résultante par 1l'intermédiaire de la fonction Ta. Pour une
configuration donnée, nous noterons donc ces bornes dmaxl(ao) et dmax2<ao)'
Remarquons que, contrairement au cas ol le temps d'accés est constant, il
n'existe pas pour une configuration donnée de degré maximum valable

quelles que soient les longueurs des monotonies. Nous savons seulement

que dans les stratégies optimales, le nombre de voies de chaque fusion
élémentaire est borné par un entier dépendant de la longueur de la mono-—
tonie résultante.

Comme dans le cas oii le temps d'acc8s est constant, le degré maximum
augmente avec le temps de transfert et la taille mémoire, et diminue avec
le temps d'accés. Comme Ta est une fonction croissante de a_, le degré
maximum diminue avec la taille de la monotonie résultante.

En général, les fonctions dmaxl et dmaxZ sont approximativement égales
pour une configuration donnée : la fonction dmax2 étant légérement
supérieure pour les valeurs courantes de ag, Tt et M. Quand a_ augmente,
on peut montrer que dmaxl tend vers trois et que dmaxZ tend vers deux,

et cela quelles que solent les valeurs de Tt et M. Ceci n'a qu'un intérét
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théorique car les valeurs correspondantes de a dépassent trés largement
la capacité de tous les disques connus ! Mais ce résultat rous montre
qu'il n'y a pas de degré privilégié correspondant & une configuration,
contrairement au cas ol le temps d'accds est constant.

Il n'est donc pas possible d'indiquer des valeurs, méme approximatives,
pour les degrés des arbres optimaux correspondant 3 une configuration
donnée. Tout dépend de la taille des monotonies initiales : plus elles
sont grandes, et plus les degrés des arbres optimaux correspondants sont
petits (et inversement). Cette propriété est &galement valable & l'inté-
rieur d'un méme arbre optimal : plus les noeuds sont proches du sommet
de l'arbre, et plus les degrés diminuent, puisque la taille des monoto-
nies résultantes augmente quand on se rapproche du sommet de 1'arbre.
Autrement dit, les degrés desnoeuds des arbres optimaux augmentent avec
la profondeur, comme nous le montrons en 9.3.2 quand les monotonies ini~
tiales ont méme taille.

Les fonctions dm et d indiquent des bornes sur le nombre de voies

axl max2
d'une fusion élémentaire seulement. Mais pour utiliser les algorithmes
décrits plus haut, nous avons bescin d'une borne sur les degrés de tous
les noeuds de 1'arbre optimal correspondant & n monotonies initiales
de longueurs CSERRRRL W Appelons Ad la somme des longueurs des d plus
petites monotonies initiales. La méthode la plus simple consiste &
_prendre comme borne dmax(AZ) (la fonction dmax désigne dmaxlcu dmax2
selon les cas) ; en effet, la taille des monotonies résultantes est
toujours au meins Egale & A2Z. Naturellement cette borne est généralement
trés large. Une méthode plus sophistiquée consiste 3 prendre comme borne
le plus petit entier d tel que dmax(Ad) < d ; si, dans l'arbre optimal
correspondant, il existait un noeud de degré d' supérieur 3 d, la lon—
gueur &g de la monotonie résultante correspondante serait plus grande
que Ad ; on aurait domc : 4' ¢ dmax(ao) & dmax(Ado) < d, ce qui est

impossible.

9.3.3. MONOTONIES INITIALES DE MEME TAILLE

L'étude du cas ol les monotonies initiales ont méme taille permet de
mieux saisir les propriétés des arbres optimaux dans le cas général.
Nous allons considérer la wéme configuration qu'au chapitre précédent
(disque DIMAS avec 20 K-octets en mémoire centrale) et &tudier les pro-
priétés des arbres optimaux correspondants dans le cas ol 1l'on optimise
les mouvements du bras pour un seul disque. Les résultats présentés sont
valables pour d'autres configurations et s'appliquent égalementdans le

cas de deux disques.

?‘

~i
1
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La forme et le colit des arbres optimaux dépendant de la longueur s des
monotonies initiales, nous sommes obligés de choisir une valeur pour s.
Nous prendrons s = 5 K-octets. Comme au chapitre précédent, nous é&tu-—
dions d'abord la valeur du degré au sommet des arbres optimaux en fonc-

tion du nombre n de monotonies initiales.

b .12
50
———]
: 35 222
24 105

. 7 ———— 71 S 14 367

13" 38} .

f——t
T T 1 T -
5 25 125 625
FIGURE 8

Degré au sommet des arbres optimaux pour n mounotonies de
taille 5 K-octets avec mouvement de bras optimisé pour un

seul disque DIMAS (M= 20 K-octets)

Sur la courbe ci-dessus, on constate que 1l'arbre optimal est plat
jusqu'a m = 12. Pour n = 13, le degré au sommet passe brusquement a 3

et augmente jusqu'ad 7 pour n = 70. De n = 7] 3 n = 366, le degré augmente
de 4 & 6, Comme dans le cas ol le temps d'accés est constant (voir
figure 8.2.), l'amplitude des oscillations diminue ensuite. Mais dans
1'exemple de la figure 8.2, les degrés oscillent autour d'une valeur
moyenne &gale au degré-limite 5 et tendent vers cette valeur quand n
augmente,Dans le cas présent au contraire, les valeurs extrémes des

oscillations diminuent simultanément de la mani&re suivante
(2,12) (3,7) (4,6) (4,5 (3,5 (3,4 (3)
On peut montrer qu'iz partir de un million de monotonies initiales, le

degré au sommet des arbres optimaux est égal 3 trois. Ceci est valable

quelles que soient la configuration et les longueurs des monotenies
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initiales. On peut donc dire qu'il y a un "degré-limite" &gal & trois.
Dans le cas de deux disques, le '"degré-limite" est &gal i deux.
On peut remarquer que, contrairement au cas ol le temps d'accés est conge
tant, il n'y a jamais plusieurs degrés au sommet possibles pour une méme
valeur de n. Considérons par exemple l'arbre suivant qui est optimal pour
n =19 : |
degrés

5

6 ou 7

e e ——
4 noeuds de degré 6 2 noeuds de degré 7

FIGURE 9

Arbre optimal pour n = 190

Le degré au sommet est &gal 3 5 ; les sous—arbres principaux ont chacun
38 feuilles et leur degré est &gal & 6 ; sur la figure, nous n'avons
représenté que le sous—arbre principal de gauche ; les autres sont
identiques.

Pour n = 190, il y a un seul degré au sommet possible, qui est &gal & 5;
on peut méme montrer que 1l'arbre optimal précédent est unique pour

n = 190, D'une mani&re générale, pour la plupart des valeurs de n,

1'arbre optimal est unique. Ily a deux raisons i cela :

1) Le filtrage change le cofit des arbres (rappelons que le filtrage

consiste & &changer le degré d'un noeud avec celuide ses fils si ceux—
ci ont tous méme degré ; voir 8.2.3). Par exemple, si nous filtrons le
sommet de 1'arbre T de la figure 9, nous obtenons un arbre T' de cofit

supérieur & celui de f. Cela est également valable pour deux disques : on

a 8}(T') >Ef2(T), alors que pour le modéle i temps d'accé@s constant, le

filtrage ne change pas le cofit : ¥(T) = &(T").
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2) Les arbres optimaux sont aussi &quilibrés que possible : Considérons

1'arbre T précédent ; chacun des sous-arbres principaux a 6 noeuds pour
fils, dont 4 de degré 6 et 2 de degré& 7. Modifions lesdeux sous-arbres
principaux de gauche de la maniére suivante : attribuons 6 noeuds de

degré 6 au premier ; attribuons au deuxime socus—arbre principal 2 noeuds
de degré 6 et 4 noeuds de degré 7. Nous obtenons ainsi un arbre T' qui

a également 190 feuilles, mais dont le coiit est supérieur & celui de T.
Cela est également valable pour deux disques : on a 82(T') > EE(T),alors
que cette opération ne change pas le colt pour le mod&le & temps d'accés
constant : &(T) = €(T'). Dans la suite nous appelerons cette propriété

la propriété d'"équilibrage' des noeuds de plus grande profondeur.
p

Arbres réguliers et pseudo~réguliers croissants optimaux

Définition ! : Un arbre est dit pseudo-régulier croissant si :

1} toutes ses feuilles sont 3 la méme profondeur p,

2) les noeuds situés 3 une méme profondeur ont méme degré,
sauf & la plus grande profondeur (c'est~a-dire & la
profondeur p-1),

3) les degrés des noeuds sont croissants (mon strictement)
avec la profondeur.

4) & la profondeur p-1, les moeuds n'ont que deux degrés
possibles, d et d-1, qui sont répartis de la maniére
la plus équilibrée possible sur les noeuds de profon-

deur p-2.

Un arbre est dit régulier croissant si les noeuds de pro-

fondeur p ont aussi méme degré.

D'une maniére générale, si les monotonies initiales ont méme taille,

les arbres optimaux sont le plus souvent des arbres réguliers ou pseudo-
réguliers croissants. Si nous reprenons 1l'exemple de la figure 8, les
arbres réguliers croissants suivants sont optimaux pour n = 180 et

n=210:




n = 180 n = 210
décomposition = (5,6,6) décomposition = (5,6,7)

FIGURE 10

Le degré au sommet de T2 est 8gal 4 5 ; les 5 noeuds de profondeur |

ont pour degré 6 et les 30 noeuds de profondeur 2 ont pour degré 7.

Nous avons vu que l'ordre des degrés des différentes profondeurs a son
importance : dans les décompositions, on lit de la gauche vers la droite
les degrés par profondeur croissante. Nous indiquons ci-dessous les
arbres réguliers optimaux dans 1'exemple préc&dent pour n variant de

13 a 500 :

n décomposition n décomposition
15 3,5 100 4,5,5
20 4,5 125 555515
25 5,5 150 5,5,6
30 5,6 180 5,6,6
36 6,6 210 5,6,7
42 6,7 252 6,6,7
48 6,8 288 6,6,8
56 7,8 336 6,7,8
63 7,9 400 4,4,5,5
70 7,10 500 4,5,5,5
80 44,5

Entre ces valeurs de n, les arbres optimaux sont le plus souvent pseudo-|

réguliers croissants. Par exemple, pour n = 190, 1'arbre optimal T de
la figure 9 se déduit facilement des arbres réguliers optimaux Tl et
T2 pour n = 180 et n = 210 (voir figure 10) : il suffit de modifier

les degrés des noeuds situ&s & la profondeur 2. Ceci est valable pour

tous les arbres optimaux entre 180 et 210 : le degré au sommet est 5 ;

les noeuds situés & la profondeur | ont pour degré 6 ; i la profondeur 2{

il y a q noeuds de degré 7 et T noeuds de degré 6, ces entiers &tant

solution de :
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q+ 1t =230 1g + 6t =n
Mais attention, il ne faut pas oublier de placer i la profondeur 2 les
noeuds de degré 6 ou 7 de la mani&re la plus équilibrée possible.
Bien entendu, les arbres optimaux ne sont pas toujours des arbres pseudo—
réguliers ou réguliers croissants. Mais 1'heuristique qui consiste &
choisir pour n donné l'arbre pseudo-régulier croissant de colt minimum
donne d'excellents résultats : dans les cas oli elle ne calcule pas
1'arbre optimal, la différence relative avec le colit optimal n'excéde
pas | %. D'autre part, dans les arbres calculés par cette heuristique,
les feuilles sont toutes i la méme profondeur. Cette propriété est trés
intéressante si l'utilisateur dispose de deux disques : les algorithmes
de tri-fusion sont alors trés simples et la contiguité des fusions ini-

tiales est assurée dans tous les cas (voir 9.2.2).

9.3.4. COMPARAISON DES TEMPS DE FUSION OPTIMAUX

Pour calculer les temps de fusion optimaux C](al,...,an) et C2(al,...,an)
pour n monotonies initiales de tailles a;,...,a, il n'y a pas d'autre
méthode que d'utiliser les algorithmes dé&crits précédemment. Il n'existe
pas en effet de mesure de performance permettant de se faire une idée
approximative des temps de fusion si 1'on optimise les mouvement de bras
avec un ou deux disques. Bien entendu, on a 1'inégalité :
N
Cz(a

..,an) < Cl(al,...,an) < C(al,.‘.,an)

1%
Nous allons comparer les temps de fusion optimaux pour des monotonies
initiales de tailles égales quand 1'utilisateur dispose d'un disque
DIMAS. Pour ce disque, le temps de transfert est de 4.37 millisecondes
par K-octets ; le temps d'accés moyen Ta(e) a &té calculé en 9.1.1

(voir figure 3 et foxrmule (1))
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Les courbes de la figure 1l représentent les temps de fusion en secondeg
pour n monotonies initiales de longueur 50 K-octets quand la place M
disponible en mémoire centrale est de 300 K-octets. Rappelons que
C(n,50) est le temps de fusion sans optimisation du mouvement de bras
calculé au chapitre 8 avec un temps d'accés moyen de 92.5 ms. Les ) -
courbes Cl(n,SO) et Cz(n,SO) représentent respectivement les temps de
fusion avec optimisation du mouvement de bras pour un ou deux disques.
Le tableau annexe précise pour certaines valeurs de n les temps de
fusion quand il n'y a pas optimisation du mouvement de bras, ainsi que
les gains de temps quand il y a optimisation.

On constate gue dans ce cas, le gain de temps par rapport & la méthode

sans optimisation est relativement faible : de 1'ordre de 17 % avec un

seul disque ; de l'ordre de 30 % avec deux disques. Cela vient du fait [
que la taille des monotonies initiales est relativement grande. Si
elle est plus petite, le gain peut &tre beaucoup plus important.
Consid@rons en effet le cas oii la longueur des monotonies initiales
est 8gale 3 5 K-octets. Supposons en outre que la place disponible en
mémoire centrale soit de 20 K-octets (nous avons étudié en 9.3.3 la
forme des arbres optimaux dans ce cas si l'utilisateur optimise les
mouvements de bras avec un seul disque). On constate sur la figure 12
que les gains par rapport d la méthode sans optimisation sont trés intéfk'
ressants : on gagne en moyenne un facteur deux dans le cas d'un seul
disque, et un facteur trois pour deux disques. On remarque #galement que
les gains diminuent avec le nombre de monotonies : en effet, la taille
des monotonies résultantes augmente avec le nombre de monotonies et les
temps d'accés moyens augmentent en proportion.

En résumé, on peut dire que l'optimisation du mouvement de bras n'a
d'intérét que si les tailles des monotonies initiales sont petites par
rapport & la capacité du disque, et si les temps moyens de déplacement
du bras sont importants : si 1l'on utilise un disque MD-50 ou MD-100,

les gains sont beaucoup plus faibles qu'avec un DIMAS, car les temps HOyE
de déplacement du bras pour ces disques (respectivement 35 et 30 milli-
secondes) sont mettement moins importants que celui du DIMAS (80 milli-

secondes ; voir tableau 7.1).

t
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temps de fusion (en secondes)

n = 50 100 200 300 400 500
C 64 141 314 509 719 943
C/C| 1.16 1.17 Iail? 1.16  1.16  t.15
C/C2 1.34 1.29 1.31 MG 632 131

4bo 430

I
250

T T
150 200

FIGURE 11

Comparaison des temps de fusion pour n monotonies de taille 50K (M=300)
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n = 50 100 200 300 400 500 ANNEXE |
C 35 82 189 308 430 555 DEMONSTRATION DU LEMME 4.6
C/C] 2,65 2.44 2.27 2.16 2,18 205
C/C2 3.53 2,95 2.94 2,91 2.87 2.72 Le lemme 6 du chapitre 4 sert i montrer que le cofit optimal C(n)

posséde une certaine régularit@ i partir d'un certain rang. On en
déduit une formule relativement simple de calcul des arbres optimaux
et de leurs colits.

Nous étudions donc la suite de fonctions g_ suivantes et montrons que

si p est plus grand qu'un certain entier p, gp se déduit facilement

de gp..

Définition 1 : Nous définissons la suite de fonetion g, suivantes pour

p entier positif ou nul :

Soient des entiers positifs e, L, &, &' (a > 3) et

la fonction g, suivante

1) g, est une fonction bornée quelconque de WO dans les
réels positifs ou nuls:
Wo = ensemble des entiers relatifs de[ =% 4 L+£]
8y vérifie :
m 8,(0) = g,() = 0
(2) pour m < 0 ou m > L, go(m) >0

L

2) pour p > 1, gp est la fonction de Wp dans les réels

positifs ou nuls définie par :
wp = ensemble des entiers de [O,Lap ]

(n) = Min ) (m
gp Iciga? %o 1)

"

(3)

1 T T T
U 50 100 150 200 250 300 350 400 4%0
FIGURE 12

Comparaison des temps de fusion pour n monotonies de taille SK (M=20)
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Définition 2 : Nous définissons les deux sous—enseubles de Wo suivants
2=ma%h#0,m#L,%m)=m
D = {n€W |g (m >0}

L'ensemble Z est l'enseunble des z&ros de 8, 0'aprés le définition de g_,
a

oan oa o
(4) zcJo,n [

Bemarquons que les quatre sous-ensembles Z, D, {0}, {L} constituent

une partition de wo.

Définition 3 : Pour m€Z, nous définissons les entiers p(m) et p'(m)
sulvants
(5) p(m)em = p'(m)eL = P.P.C.M.(m,L)

(P.P.C.M. signifie : "plus petit commun multiple')

Comme m€Z, on a d'aprés (4) :

(6) 0 <p'(m) < p(w
Définition 4 : Nous appelons @P(n) ou p-partition de n un ensemble
de a° entiers tel que 3

n = z m avec mEW
mé @

f;(n)

Notons qu'un méme entier peut &tre r&péré plusieurs fois dans .(P(n).
p

- 281 -

A toute p-partition g;(n), nous faisons correspondre :

s = { ‘.‘Pp(n),\z}

)
1

{ pr (n)aD}

I
5

u = nombre d'éléments de (f;(n) dgaux 3

<
n
w
=]

nombre d'éléments de ’?p(n) égaux a

Notons que la p-parititon g)p(n) est enti8rement décrite par le quadruplet

(8,T,u,v). Dans la suite, nous &crirous q)p(n) = (s,T,u,v}. Si nous posons

Fs)= 2 w F@ =3 n
mE€S mé€T

on a évidemment :
(7 n =2 + £+ wl
(8) P =8| + T vur v (|s] = nombre d'éléments de S)

On vBrifie facilement que les formules (7) et (8) sont des conditious
nécessaires et suffisantes pour qu'un quadruplet (S,T,u,v) soit une

p-partition de u.

L'ensemble S sera souvent décrit par unme fonction N sur Z : N(m) est &gal

au nombre d'éléments de S égaux & m. On a donc :

(9 [s] = % N(w Fe) = 2 v
mEZ mEeZ

Nous décrirons parfois une p-partition par un quadruplet (N,T,u,v}.

Défintion 5 Nous définissons le cofit d'une p-partition @p(n) = (8,T,u,

par :

2(Pw) - = g () I g (m
(pn) még“p(n) 2 meE€T o™

i
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Nous appelons p-partition optimale pour n celle qui minimig,

ce cofit. Deux p-partitions de n sont dites équivalentes si

elles ont méme cofit.

D'apré@s la définition de gp, le cofit de la p—partition optimale pour n

est égale & gp(n).

Lemme | @ A tout p-partition f) (n) = (8,T,u,v) correspond une
i
p-partition &quivalente {Pp(n) = (8',T,u',v") telle que :
(11 |s'] < s, avec s, = o) [p(m)-l]
me€Z

(p(m) g Beendedi Bn 3).

Preuve : Appelons N et N' les fonctions correspondant respectivement d § uf

S'. Nous allons définir N', u' et v' de la mani&re suivante :

o N'(m) est le reste de la division enti&re de N(m) par p(m) (voir

définition 3). Plus précisément :

(12) N(m) = g(m)ep(m) + N'(m)
0 s N'(m) ¢ p(m) ~ 1

N

(1Deu' =u+ I qw.p'(m

m€eZ

i

(18)e v' = v+ X (p(m)-p'(m)>.q(m)
neEZ
En utilisant les formules (5), (6), (12), (13) et (i4), on vérifie facile
went que (N',T,u',v') est une p-partition de n. Comme Treste le méme,

@;(n) est &quivalent 3 {Pp(n). D'autre part, on sait que :

[s'] = X w'(m
mez
Comme N'(m) < p{m)-1, on en déduit que IS'[ ISP, .

1
%

T
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Lemme 2 : Pourpap',néwp, n'éwp,, on a :
(15) (i) gp(n') < gp.(n')f
(16) (11) gp(n) 3 (reste (n,L)

(iii) si n = 0 mod.(L) alors gp(n) =0

Preuve de (i) : Soit (S,T,u,v) une p'-partition optimale de n'. On vérifie
facilement que (S,T,u,v+ap—ap') est une p-partition de n' de méme cofit
que la précédente. On en déduit (15).

Preuve de (ii) : Appelons q et r le quotient et le reste de la division
de n par L. Soit (S,T,u,v) une p'-partition optimale de r. On vérifie
facilement que :

'
(8,T,u+q,v+aP-aP —q)

est une p-partion de n de méme colt que la précédente. On en déduit (16).

Preuve de (iii) : D'aprés (ii), on 2 gp(n) g go(O) = 0. On en dédult

= 0.
que gp(n)

Vi

Lemme 3 : 8i (8,T,u,v) est une p-partition optimale de n, on a :

[Tl < uyfu,

oll y, est le maximum de et est le minimum non nul
1 & Y

de g, sur D.

Preuve : D'aprés (10), on a gp(n) = ¥ go(m). On en déduit que :
méT

an g,(m) > [Ty

D'aprds le lemme précédent, on sait que gp(n) < go(reste (n,L)). On en
déduit que :
gp(n) <y

D'aprés cette inégalité et 1'inégalité (17), on a bien \T[ﬁllluz.
%




Lemme 4 :

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)
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Il existe toujours une p-partition optimale ($,T,u,v) de

n telle que :

uz n/L-R
vz af - n/L - R
Hyy Max(2,2")
avec ¢ R = s, + — Il + —/—2=
T L
(sI est défini au lemme I, uy ety au lemme 3).
Preuve : D'aprés le lemme 1, il existe toujours une p-partition

optimale (S,T,u,v) de n télle que ;

Nous allons montrer que u et v vérifient (18) et (19). D'aprés cette

derniére inégalité, et le lemme 3, on a :

Is| + i1] <s, + o,

Si nous posons A = st ulluz, on en déduit que :

AL < 30(8) + LT < A @
D'aprés (7), on en déduit que :

A,(L+2'y + u.L

n L'
2 T A.(l i L )

Cotte dernidre inégalité entrafne bien la minoration de u de 1'inégalité

C
A

ce qui s'écrit :

i
*

(18). BEn utilisant les formules (7), (22), (23), on montre de méme la

minoration de v. %

Lemme 5 :

Si les entiers n et n' védrifient :

n,n' € [RL, apL~RL] (R est défini par (20))

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

o= n' mod.(L)

alors : = v
gp(n) = gp(n )

Preuve : Il suffit de faire la démonstration dans le cas oii n' = n+l.
Si n oun' est gal & 1'une des bornes, on an =z n' = 0 mod (L).

D'aprés le lemme 2.(iii), on a bien gp(n) = gp(n')

Supposons maintenant que n et (n+L) sont différents des bormes.
On en déduit que :

(n+L)/R - R > 0
&’ = N/L-R>0

D'aprés cette derniére inégalité, et le lemme précédent, il existe
une p-partition optimale (S,T,u,v) de n ol v est strictement positif.
On en déduit que (8,T,utl,v-1) est une p-partition de (n+L) de méme
colit que la précédente. On en déduit que gp(n+L) < g (n). Un raisonne~
ment eznalogue utilisant 1'in€galité (25) montre que gp(n**L) > gp(n).

On en déduit que gp(n) = gp(n+L).

Lemm

e 6 ¢ A partir d'un certain rang p', g (n) se déduit facilement
de g f(n) si n est dams un voisinage borné de zéro ou

P

a” . Plus précisément :pour tout emier R', si p' vérifie

v

a® » ReR’

alors pout tout entier p 3 p', on &
neflo,r'L] = g,(n) = g, ()

|
nE[aP.L—R‘L,apL] — 8p(n) = gp.(ap.L+n—apL)
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Preuve : Nous ne le montrons que pour ne[O.R'L] . La démonstration
est analogue dans l'autre cas. D'aprés le lemme 4, il existe une
p-partition optimale (S,T,u,v) de n, od v vérifie 1'inégalitd (19). Comme

n £ R'L, on en déduit que :

ce qui entralne, d'aprés (27) :
p T
v-d +a 20

On en déduit que (S,T,u,v—ap+ap') constitue une p'-partition possible
de n de méme coilit que la p~partition optimale de n. On a donc gp,(n) sgp(.
Comme p est plus grand que p', d'aprés le lemme 2,(i) on a aussi

1'inégalité contraire. On en déduit bien que gp(n) = gp,(n). 7

.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le lemme 6 du chapitre 4.

Lemme 4.6 : Si l'entier Q vérifie aQ—] > R, alors :
(Y p)(Vp"H p>p'>Q
(30) gy(n) = gp'(n')

et n' se déduit de n par :

[01 Y] hs
ne€ ]Y,apl_ - Y[ n' =] juy+ reste (m, v)
[ aPL- v ’ apL] aplL + n - aPL

j et vy sont des entiers vBrifiant :
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Preuve : Posons :

R' = ap"l
On a donc :
Y = R'L
! Q=1 P .
Comme p' >Q et que a > R, on vérifie facilement que
p'
a® 2 R+R'

Donc, si n est proche de zéro ou de (ap. 1), l'égalité (30) découle

P

directement du lemme 6. Reste le cas ol né]*{, a L-vy [ Posons :

r =rest (n,L) O s rsglL

" it Zvm e
Comme p' % Q et que aQ > R, on en déduit que Y > RL. On a donc :

RL ¢ Y-L+r <m < ap—RL
Comme n = Y-L+r mod«(L), on a,d'aprés le lemme 5 :
(31 n) = ~Ltr
gp( ) gp(v )
Comme Y-L+r < R'L, on a, d'aprés le lemme 6 :
(32) gp(Y—L“'r) = gp'(Y—L+r)
D'autre part, si 1 g j € a~2, on a:

RL € ¥ ~L+r < jY + reste (n,y) < aPL~RL.

Cumme @

y-L+r = jY + reste (n,Y) mod . (L)

on a, d'aprés le lemme 5 :
(33) g1 (1 -L+x) = gp,(jY+ reste(n,Y)) (1< ¢ a2

N'aprés les &galités (31}, (32) et (33), on a bien :
gp(n) = gp.(jv + reste <n,Y)) (1 ¢ is a~2)
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ANNEXE 2

DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE 8.1

Cette propri&té donne des indications sur les stratégies optimales quand

le temps d'accés est constant (voir chapitre 8).
propriété 8.1. : Soit un arbre optimal pour une fonction de colit du type
ay p@=of + asva?]
a€r’”  r€rU {0}

8i tous les fils d'un méme noeud de degré d ont méme degré

d', alors la différence |d~d'| n'exc&de pas um.

preuve : Par 1'absurde : supposons que |d-d'| soit au moins &gal & deux.
Les sous-arbres et contractions d'un arbre optimal &tant optimaux (propo-
P P prop

sition 1.4), l'arbre T, suivant est optimal :

d noeuds de degré d'
Appelons n le poids de ’1‘l et S sa suite de poids. Dans la suite nous suppo-

sons d > d' (si ce n'est pas le cas, il suffit de filtrer le sommet de '1‘I
pour obtenir un arbre optimal &quivalent ol d > d'). On a done :

d >d'+l » 3

Nous allons construire un arbre T, de colit strictement inférieur & T,.

1
Considérons l'arborescence suivante qui a le méme nombre de feuilles que

Tlt

d' nceuds de (d-d'~1) noeuds de

degré d'+!1 degré d'
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Sur cette arborescence, nous plagons les poids de la suite S de la manidy,
suivante : les plus petits poids de S sont attribués aux fils des noeuds
de degré d'+1 (soit ¥ ld somme de ces poids) ; les plus grands poids de §
sont attribués aux feuilles restantes (soit n, la somme de ces poids).

L'arbre aini obtenu a méme suite de poids que T, et ona:

d-d'-1
(2) n, >0 -

Comparons les colits de T et T, :

Cap = ofp@) +p)
€ (1) = n, [qo (A1) +;o(d—1)] ) p2[¢(d') +(p(d-l)]

En posant n; = n-n,, la différence des coiits s'@erit :

1

B -8y = af patsn) - g
+ o [¢(d') + @) -Qd'+1) —(p(d—l)]
D'aprés (2), on en déduit :
(3) ) -8y = g [d[<p<d) —(o(d—l)] - (d'+1)[¢(d'+x) ~§0(d‘)]]
Posons .
£(x) = X[Q(x) = (P(x—l)]
L'inégalité (3) devient :
4) B -6y [r@ - e
Un calcul simple montre que f£(X) est strictement croissante quand x > 3.
Comme par hypothse d > d'+1 3 3, on en déduit que £(d) > £(d'+1), D'aprés

(4}, le colt de T[ est donc strictement supérieur au coiit de T2, ce qui

contredit 1'hypothése d'optimalité de Tl'
%

DEGRE-LIMITE EN FONCTION DE A

ANNEXE 3

Le degré-limite a est défini par 1'inégalitéd suivante :

¥Y(a=1) < i < ¥(a) X =2, Tt.M/Ta
d ¥(d) d y(d) d y (d) d y(d)
“ Gelo 24 J4e7d 44 | 135,137 54 | 220,66
5 2012 25 62432 45 | 139,46 65 | 225.08
> 4029 26 | 65.90 46 | 143,57 66 | 229452
! Sabhd ¢ he,5¢ &7 | 167470 67 | 233,99
Y EXS L] 28 /3.16 48 | 151.85 68 | 238.46
9 1] .52 29 7554 49 | 155.02 69 | 262,95
LU 1429 30 80,56 50 | 160.20 70 | 247.46
iy b7.05 31 | 8s.30 51 | 164,63 71 | 251,99
1z 19.90 32 | ss.07 5S¢ | 164,66 72 | 255.50
1d e ube 33| 9Yies7 53 | 172.88 73 | 251,03
La Eoasl 34 9. 70 54 | 177415 74 | 265452
15 ES-Y) 45 H3.0b 55 | 18lasl 75 | 270414
16 31.99 36 | 103.44 56 | 183472 76 | 274473
17 35.17 37 107435 57 | 190.03 77 | 279,34
18 35440 g | 111.28 S8 | 194,437 78 | 283,93
1% 41459 39 1115.26 59 | 198,71 79 | 288.55
20 45402 40 | 114422 6U | 203.06 80 | 293.19
cl br,39 4) | 123.2¢2 61 | 207445 81 | 297.83
e SINL-T4 42 | 127.25 62 | 211482 82 | 302.47
23 5528 43| 131.30 63 | 215,23 83 | 307.14
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ANNEXE 4
DEGRE~MAXIMUM FN FONCTION DE A
Le degré-maximum dmax est défini par 1'inégalité suivante :
A S < d < £(d ) A= 2, Tt.M/Ta
d £(d) d £(d) d £(d) d £(d)
] Usbh 29 lu.07 50 35,74 71 55496
v La%o 30 13eww 1) 3765 72 55,84
10 2419 1 194n0 5¢ 38.56 73 57.81
Pl 2432 2 2057 53 33.48 74 58.73
1z Sufl 3 S -1 o4 40,39 7S S4.56
13 o B8 sS4 2l Hu 55 41.30 76 650,38
Lo Selé 35 2324 56 42.22 77 4150
, 15 helb 36 Zhel™ of 43,13 8 82443
! it NaY 37 dn.UY by 44,04 79 A3 §5
! 17 ITEE 3 ene 98 59 44,495 BO 6427
In Mahb 3y Chann 60 45486 81 65419
19 ERE ] 40 2Telt -3} 46577 82 b6.12
ey 146 3¢ 41 LY =74 a7 b8 43 67.04
cl 1lall 4¢ 24en7 63 483,39 B84 67496
e 11e57 43 3U.40 b4 43,50 85 68.89
zh leans 4o 31.30 (3] S04l 86 h9.82
b lsa/0 4o 32420 b6 51433 &7 70.76
25 L4eon 46 33alte ¥4 52.25 88 71.59
Zh [T 47 du.ud 6y b3, 18 B9 72463
e? laa 42 a3 3%.q30d oY 54411 30 73.56
28 17220 49 35.8¢ 70 55,03 91 74450
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d £(d) d £(a) d £(d) d £(d)
e 1243 12 | 103,35 152 | 131.89 162 | 140.4)
ER] Taais? 123 | 104,89 154 | 132.84 I83 ]| 161,37
i 1730 126 | 103449 154 [ 133,74 184 | 162,32
35 Ine23 125 | lubn. 37 155 | 134,73 185 | 163.28
@t Fve17 te6 | 107.30 Is6 | 135,68 186 | 164,26
a1 BiOelU 127 | 108.24 157 | 135.64 187 | 165.19
v blelbd led | 103418 158 | 137.59 148 | 156,15
29 $1l.96 1y | 110412 159 | 133.54 189 | 1567410
L H2.90 130 | 111.07 160 | 139.49 190 | 168.06
lui K 121l | 11240¢ 161 | 140,44 191 | 16%.02
lug Yige I% 13¢ | 11264t loe | lal. s 192 | 169457
s 85454 133 ] 113.91 164 | 142435 193 | 170.93
[RVES Mhe 52 136 | 114.%6 164 | 143.30 194 |1 171.88
It Hileah las | 1inaul los | las.eb 195 | 172,586
L Hido o 130 | 11575 lob | 145.20 196 | 173.79
w7 Hie43 L3 | 117.70 167 | 1a5.1% 197 | 174,75
Lus G 37 138 [ 113,55 168 | la7,.11 198 | 175,71
Ly | e 32 149 | 114050 169 | les,.06 199 | 175,56
byl Yre2h 160 | 120454 1706 | led.ul 200 | 177.52
111 93420 161 | 1214y 171 | l43.96 €01 | 178407
i1z Q4alb 14 | 122443 17¢ | 150,91 202 | 179423
113 Y. UB 143 | 123438 ¥73 04 151.86 203 | 180,48
lid wn, 02 1us | 124.33 174 | 152.81 204 | 181,44
i Yhevb las | 123.2¢ 175 | 153.76 205 | 182.39
Il 91evl las | 1¢be2¢2 176 | 154,71 206 | 183,34
L7 e nd et | 1714 177 | 155.66 207 | 184,30
llo FEPRS Lun [ 1291l 178 | 155451 208 | 183,25
L1s |luvers lay | 129.06 179 ] 157,56 209 | 186,21
lev |10} and 190 | 130400 180 | 158,51 210§ 187.16
lel |logenl i51 [ 130.9% 181 | 199,46 211 | 183.1¢
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d £(d) d £(d) d £(d) d £(d)
zle | 1awa07 cue | 217en3 ele | 245458 302 | 275%.59
213 ] 190,03 243 [ 218.79 273 | 247.64 303 | 275.55
Als | 19069y 244 | 219475 276 | 268,60 306 | 277.52
cln | 191433 2us | 220471 275 | 243456 305 | 278,48
cit | 192431 246 | 221457 270 | 250652 306 | 279444
il | 193.87 247 | 222.53 ¢17 | 251.48 307 | 280441
clh | L194%.33 248 | 223429 278 | 252.44 308 | 281.37
2L | 19547y 249 | 224.56 279 | 253441 309 | 282,34
eV | 195,74 25U | 223402 280 | 254437 310 | 283.30
cel | 1wfafV ¢ol | 2¢b.sn el | 255,33 311 | 284.26
¢él | 195456 252 | 227444 282 | 256,430 312 | 285.23
ces | 199052 253 | 204,91 283 | 257.26 313 | 286419
aen | 2duenn Zou | Fededd 284 | €53,23 314 | 237.15
reS | 201 .50 235 | 23033 55 | 253419 315 | 288.12
ccb | 2u2eou 2ob | 23129 2ot | 260.16 316 | 289,06
¢l | 203496 257 || Z32.25 eHT | 261,12 317 | 290.05
ces | ddn s he Zon | 233,22 ey | £62.09 318 | 291,02
cc9 | zuselb 259 | 234010 8y | 263,05 319 | 291.38
dav | zuHe s 260 | 235.10 29U | 26%.02 320 | 292.35
3L | 2uTe2y 261 | 235410 ¢91 | 2644938 321 | 293.92
¢3¢ | cudags 26l | 237400 292 | 265,95 322 | 294488
Z3x | dudecd 263 | 234403 93| 265491 323 | 295.85
234 | ¢lyel? Zon | 233,939 294 | 267487 324 | 295.82
sl 210,04 265 | 433,95 795 | 768.8¢4 325 ) 297.78
cab | zlzaun 296 | 2406721 296 | 269.80 326 | 238,75
cai | ¢lsaly 2ol | 2641437 297 | 270477 327 | 299.7¢
el | zl4abU 2ot | c42.33 e98 | 271473 328 | 300.58
234 || 214490 209 | 243479 239 | 272.70 329 | 301.55
cxu | dlo.32 2Tu | 244476 300 | 273.66 330 | 302.62
2+l | ZlneBh 2il | 245,72 301 | 274462 331 | 303,58
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