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INTRODUCTION

La fonction "ordonnancement" est une fonction essentielle en gestion de

production. Pourtant, trés peu de progiciels de gestion de production intégrée ou

de gestion de production assistée par ordinateur contiennent un module

d'ordonnancement pouvant prendre en compte des ressources limitées. Tout

chercheur en ordonnancement connait les raisons de cette pauvreté : sauf dans

des cas trés particuliers, le nombre de calculs a effectuer pour obtenir un

ordonnancement qui optimise un critére donné croit comme l'exponentielle du

nombre d'entités (produits et machines) concernés.

En outre, il n'existe pas un probléme d'ordonnancement, mais de

nombreux problémes d'ordonnancement en fonction du systéme de production

considéré, de son fonctionnement, et du contexte économique. Par exemple,

l'estimation d'un bon ordonnancement n'est pas identique pour une entreprise

dont le carnet de commandes sature les machines et qui doit essentiellement

maximiser la charge, quitte 4 ne pas respecter certains délais-clients, et pour une

entreprise qui est suréquipée par rapport a son carnet de commandes, qui est

dans un marché concurrentiel, et qui doit avant tout respecter les délais imposés

par les clients tout en cherchant 4 produire au moindre cofit avec, par exemple,

des stocks minimaux. Cette variété se traduit par des contraintes et des critéres

différents qui conduisent a des modéles d'ordonnancement différents.

Pour chague modéle, des méthodes exactes et/ou des nigthudes

approchées ont été proposées par les chercheurs. II est possible de les regrouper

par approches de résolution.

La contribution de cette thése est de proposer de nouvelles approches par

décomposition et de les évaluer.
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Introduction

Proposons une classification général

méthodes par décomposition.

_ les produitsSont découpés « 4 leesupés en SOUS-produits de telle sorte qu'un sous-produit utilise |
ilise leg

machines d'un seul ilot.

La méthode de décomposition Spatiale consiste a ordonnancer les sous produits,
ilot par flot, puis a gérer les liens résiduels entre les i]Il est possible de croiser de di ts deedécomposition temporelle. On
spatiale et temporelle.

fférentes fagons la décomposition spatiale et la
obtient ainsi des méthodes de décomposition

3 Introduction

Nos méthodes de décomposition sont des méthodes approchées. En effet,

la réunion de solutions optimales locales ne donne pas, en général, un optimum

global. Elles sont du méme ordre de complexité que la méthode utilisée pour

résoudre les sous-problémes obtenus.

Dans le chapitre 3, nous évaluons les méthodes de décomposition

temporelle dans le cas particulier ot I'atelier ne comporte qu'une machine. Nous

montrons que, lorsque les durées sont unitaires, une méthode de décomposition

temporelle est identique a l'algorithme de Jackson : elle est polynémiale et

minimise le critére "somme des retards". Dans le cas ot les durées sont égales,

mais non unitaires, c'est-a-dire que les instants d'arrivée des taches ne sont pas

multiples de la durée opératoire unique (taches longues par rapport a l'unité de

temps), une méthode de décomposition temporelle est toujours polynémiale, mais

c'est une méthode approchée. Nous fournissons une majoration de l'erreur

commise en fonction de la taille du probléme.

Une nouvelle notion est introduite dans ce chapitre 3

d'ordonnancement u-actif. Il est démontré que dans le cas des durées égales, ce

sous-ensemble est dominant pour le critére "somme des retards", mais il ne l'est

cest celle

pas dans le cas général.

Dans le chapitre 4, les méthodes de décomposition introduites

précédemment sont comparées entre elles et & d'autres méthodes approchées. Les

comparaisons sont réalisées 4 partir d'expériences sur des ensembles générés de

maniére aléatoire. Elles sont présentées essentiellement sous forme de tableaux.

Les conclusions sur le comportement moyen des méthodes ne sont que des

tendances indicatives, limitées aux particularités des exemples générés.

D'autres résultats peuvent étre obtenus sur l'évaluation de cette nouvelle

famille de méthodes qui peut s'enrichir de multiples variantes. Nous proposons

pour terminer quelques extensions et perspectives.

Ces méthodes, bien que développées hors contrat en laboratoire,

intéressent les industriels. I] ne manque que l'interface pour les intégrer dans les

outils de gestion existants (l'annexe D rappelle les expériences pratiques

antérieures de l'auteur en milieu industriel). Des contacts ont été pris pour des

tests en situation réelle.
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1 Chapitre 1

1LES P. D' E

11. INTRODUCTION, DEFINITION ET MODELISATION

LLL Introduction

Ce travail propose une nouvelle approche de résolution pour les

problémes d’'ordonnancement.

Dans un chapitre introductif, nous rappelons les approches et les

méthodes existantes. Mais auparavant il est nécessaire :

- de définir ce que l'on appelle un probléme d'ordonnancement,

- d'en présenter une formulation générale,

- d'insister sur la grande diversité des problémes rencontrés,

- de constater les liens entre les hypothéses différentes et la complexité des

problémes posés,

- puis de souligner J'influence de la complexité sur la qualité des solutions

obtenues,

- et enfin, d'introduire les différentes approches de résolution.

LL2. Définiti

Il y a une dizaine d'années, en collaboration avec Bernard ROY et Gilles

CHAUVIN, nous avons rédigé un document interne au laboratoire LAMSADE sur

la définition des "modéles d'ordonnancement” ([B. ROY/ G. CHAUVIN / M.C.

PORTMANN 1978)). La tache fut complexe. Trop générale et congue dans le cadre

des problématiques d'aide a la décision, la définition englobe d'autres problémes de

décision (par exemple, suivi de processus en présence d'aléas); trop restrictive, elle

exclut certains aspects des problémes d'ordonnancement comme, par exemple, le

pilotage et le suivi en présence de perturbations.

La définition présentée ici est tras générale. Par la suite, nous la

particulariserons en ajoutant des hypothéses ou des caractéristiques nouvelles.
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Définition générale des problémes d'ordonancement ((B. ROY 1970])Il y a problame d'ordonnancement F
~ quand un ensemble de travaux est a réaliser
~ que cette réalisation est décomposable en taches

van” le problame consiste A définir la localisation temporelle degaches et/ou la maniare de leur affecter les moyens nécessaires

Résoudre un probleme d'ordonnancement. c' iA deux questions - Quand ? st Conmment est donc fournir la réponse

L 

; 

:a réponse & ceg questions est fournie lorsqu'on a obtenu :- des valeurs qui optimisent un critére donné
’

- ou des valeurs jugées satisfaisantes face a i 5 2ment antagonistes, plusieurs critéres éventuelle-

contraintes,

- OU encore un outil conversationn el daide A la décisi ua teendu décideur pour certains digie cision qui intégre l'avis

3 Chapitre 1

113. Modéli:

Modéliser un systéme de fabrication, c'est définir :

- l'ensemble des paramétres représentatifs du systéme de fabrication

étudié,

- les liens entre ces paramétres,

- les critéres qui permettront d'évaluer les solutions obtenues.

En ce qui concerne les problémes d'ordonnancement, il est rare qu'ils

soient clairement définis en début d’analyse. Cela nécessite donc une premiére

phase de négociation et de collaboration avec les utilisateurs.

La décomposition en taches n'est pas toujours immédiate. Il n'y a pas

unicité de cette décomposition, et un méme probléme concret peut conduire a

plusieurs problémes d'ordonnancement selon la précision du découpage en taches

et les critéres d'évaluation retenus en fonction de cette précision. Et pour chaque

probléme d'ordonnancement mis en évidence, il y a différentes possibilités de

modélisation.

Pour décrire un modéle, on est amené a choisir un langage de

description (formules mathématiques, description graphique, Réseau de Pétri....).

Quel que soit le langage utilisé, il manipule des informations connues (les données

et les hypothéses du probléme) et des informations inconnues (les décisions a

prendre). Les informations inconnues peuvent avoir de multiples significations

suivant le modéle choisi. Par exemple, on peut avoir A choisir entre :

Vij’ entier désignant la machine qui exécute l'opération j du produit i

et

ijk! entier valant

* 1 sila machine k exécute l'opération j du produit i

* 0 sinon
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ou encore entre :

t : date de début de la tache i
et

Uj ¢ : entier valant
Kas 

F,1 si la tache i commence ali#0 apa, instant t

Aussi est-il diffie;, ifficile q
d'ordonnancement. € présenter un modéle pour les problém

es

Ds {dj} est l'ensemble des i
(ainsi que les durées de chaque trong

Ws (Wi te) VK} est Lon,manag! *mo wipe des informatj. ad'utilisation des moyens pour tions concernant 1chaque moyen k, °s modes

T et D précise5 nt la localisatiod'allouer leg TMmoyens aux tacheg n temporelle des taches et W la Manidre
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Les ordonnancements (T,D,W) fournis par une méthode de résolution

dépendent de la problématique retenue pour le modéle et de la qualité de la méthode

de résolution dans le cadre de cette problématique.

Bernard ROY ((1977] ,par exemple) distingue quatre problématiques :

- la problématique du choix ou de la sélection,

- la problématique du tri,

- la problématique du classement ou du rangement,

- la problématique descriptive ou cognitive.

En ordonnancement, les problématiques utilisées sont essentiellement la

premiére et la derniére.

Dans la problématique du choix ou de la sélection, on retient, parmi les

solutions réalisables, un sous-ensemble de solutions sélectionnées que l'on fournit

au décideur. Celui-ci n'a pas la connaissance des solutions rejetées.

La recherche d'une solution optimale ou de toutes les solutions

optimales, en présence d'un seul critére, est un cas particulier de cette

problématique. La recherche d'une solution 4 moins de 90 % de l'optimum en est

une autre. La recherche de toutes les solutions “efficaces" relativement a plusieurs

critéres ou d'un compromis entre ces solutions efficaces ([R.S. STAINTON 1978],

[R.T. NELSON / R.K. SARIN / R.L. DANIELS 1986], [L.N. VAN WASSENHOVE /

K.R. BAKER 1982], [R. SLOWINSKI 1981]) appartient également A cette

problématique. (En analyse multicritére, on appelle solution efficace une solution

telle que l'on ne peut pas gagner sur un critére quelconque sans perdre sur un ou

plusieurs autres).

Dans la problématique du tri, on informe le décideur sur l'ensemble des

solutions en distinguant dans cet ensemble un sous-ensemble certainement bon et

un sous ensemble certainement mauvais. Ceci est surtout valable lorsque les

données sont évolutives ou incertaines.
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a
 

1X Ou da la Sélectio

tiliserons de manié i

Il n'est pas iPossible de détailler davantage la iModélisation sj 0n newidres des problémes Posés. Ceci fait l'objet qu
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1.2. DIVERSITE ET ESSAIS DE CLASSIFICATION

Souvent, lorsque l'on parle d'ordonnancement, on pense uniquement

aux ordonnancements d'atelier. En réalité, les domaines d'application sont

nombreux :

- ordonnancement de projets, avec éventuellement limitation de certains

moyens (construction de maisons individuelles, d'immeubles,

d'autoroutes, d'usines..., planification des taches d'études et de

conception, de taches administratives...) ;

- organisation d’emplois du temps (établissements scolaires, sessions de

stages, sessions d'examens...) ;

- problémes de tournées, avec éventuellement des contraintes

supplémentaires dies aux clients ou au personnel (ramassage de lait,

distribution de courrier, de béton, de colis...) ;

- ordonnancement des services publics de transport (horaires du service

rendu au client, tournée des véhicules, affectation du personnel de chaque

catégorie) ;

- problémes de découpes ( A une dimension, en surface, en volume) ....

Le probléme abordé dans ce travail concerne les ordonnancements

datelier. C'est pourquoi nous n'avons pas cité la littérature abondante sur les

autres problémes d'ordonnancement.

La grande diversité des cas possibles ((CESTA 1983], [J. BERNAD / M.

PAKER 1985]) montre qu'il est impossible de concevoir des logiciels universels

d'ordonnancement quel que soit leur niveau de paramétrage.

Cette diversité est liée aux systémes de production et aux hypothéses

différentes de leur fonctionnement. Elle est illustrée par la figure 1.2.1. .
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12.2, Di sta ta 1 lucti

12.2.1 Présentation générale

En avant-propos, signalons la grande similitude entre

l'ordonnancement des taches a l'intérieur d'un ordinateur et celui des opérations

dans un atelier de production. Ces deux problémes seront appelés

ordonnancements d'atelier.

Toutefois, ils different par une hypothése fondamentale, l'interruptibilité

des taches d'un ordinateur qui rend les problémes d'ordonnancement plus aisés a

résoudre.

Rappelons les hypothéses de composition et de fonctionnement des

ateliers qui sont 4 la source de la grande diversité des problémes.

a) Les machines

Dans le cas le plus simple, on considére une seule machine ([J.

CARLIER 1982)).

C'est un cas rare dans une entreprise, plus fréquent pour les

ordinateurs mono-processeur mais multi-usagers. Toutefois, il ne manque pas

d'intérét méme pour les entreprises. En effet, si une machine constitue un goulot

d'étranglement et ralentit le débit général de la production, alors que les délais sont

serrés, il y a deux solutions envisageables :

* la solution "matériel" consiste :

- soit A acheter une machine supplémentaire,

- soit A échanger la machine goulot contre une autre plus rapide,

- soit a modifier les gammes de production de maniére 4 éviter cette

machine ;

* la solution "logiciel" consiste 4 améliorer l'ordonnancement de cette

machine. La présence des autres machines est alors traduite par des

contraintes dans un modéle simplifié. Cette approche est bien sar

utilisée lorsque l'ordonnancement "optimal" de tout l'atelier nécessite

des coiits de calcul trop élevés.
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smméai Dans la mesure ot la solution "matériel"atement envisageable, les résultats dévelomachine sont loin d'étre inutiles, 
°

n'est pas toujours Possible oy
Pés pour les Problémeg a une

Lor ' +enfin : Sque l'on considére ] ‘une machin lusi
er, uger. Ils correspondent aux notions, bien oe » PluSleurs cas sont a

, ues en 6]
de parallélisme, Série, et Série-et-parallalisme - ectricité par exemple,

p i 
sont u il ée: en paralléle Elles ont la

C 8, 1 § i 
i

dans le sees ‘a eé machines t seesméme fonction et sont Susceptibles d'effectuer I 
:

exem 
i

Ple une unité centrale multi-processeyfraiseuses). 

.

©8 mémes opérations (par

ou une batterie de trois
Dans ce cadre, on note trois possibilités -

- les machines Sont identiques et nécessitent | é
F 

. 

e

exécuter la méme obéragion 
meme temps Pour

y

les machines differ ent uniquement par leur rapidité (par exemple
WW 

p

ne im Timante 60 ) li Nes, minute et une im rimante 1200
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* dans le deuxiéme cas, les machines sont utilisées en série. Il ne s'agit plus

de choisir, pour une opération, quelle machine va l'effectuer, mais

d'assurer une suite d'opérations sur des machines différentes (par

exemple, une fraiseuse, puis un tour, puis une machine A usiner) ;

* dans le cas le plus général, les produits subissent une série d'opérations et

pour certaines de ces opérations, on a le choix entre plusieurs machines

en paralléle.

La description des opérations a effectuer sur le produit, ainsi que les

machines nécessaires, constitue la gamme de fabrication du produit dans l'atelier.

Nous reviendrons plus tard sur l'influence des hypothéses

correspondantes sur la diversité des problémes d’ordonnancement. Nous allons

auparavant nous intéresser a l'organisation générale de la fabrication.

Lorganisation de la fabrication

La fabrication peut se limiter A quelques produits, voire un seul de

chaque type, fournis a la demande. I s'agit alors de fabrication unitaire,

La fabrication peut se faire sous forme de séries non fractionnables, ni

pour la fabrication, ni pour les transports. Dans ce cas, une série de produits

élémentaires est considérée comme un seul produit et les problémes a résoudre

ressemblent a ceux de la fabrication unitaire.

Tout en fabricant les produits en séries, celles-ci peuvent étre décounées en lots an

rafales pour l'usinage ou, A cause de la taille limitée des containers utilisés, pour

le transport. Cela induit des contraintes particuliares de succession (voir par

exemple [B. ROY 1970}).
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machine), on obtient un probléme de

13 Chapitre 1

Toujours en utilisant des gammes linéaires, lorsque l'ordre de passage sur les

différentes machines dépend du produit, on obtient un probléme de "job-shop”.

Les gammes ne sont plus linéaires lorsque l'ordre des opérations sur les

machines est partiel et non total. Cela laisse des possibilités d'inversion plus ou

moins limitées. On parle parfois d' "open shop" lorsqu'il n'y a aucune contrainte

de succession entre les opérations ([R. SLOWINSKI 1979)).

D'autres caractéristiques viennent compléter la description des

gammes.

En cas de fabrication en séries ou en rafales, du recouvrement peut étre

autorisé entre deux opérations successives sur le méme produit (L.G. MITTEN

1958]). En effet, l'opération suivante dans la gamme est susceptible de commencer

sur les premiers produits élémentaires de la série alors que l'opération en cours se

termine sur les derniers produits élémentaires. Cette hypothése de recouvrement.

entre opération est d'autant plus utile et nécessaire que les places de stockage

entre les deux opérations sur la série sont limitées, voire inexistantes (flow-shop de

permutation sans en-cours ([K.R. BAKER 1974]).

Les opérations peuvent nécessiter des outils spécifiques. Nous

aborderons cette question en d), Nous nous intéressons ici non pas A la disponibilité

de moyens, mais aux conséquences induites sur les gammes. Les opérations de la

gamme sont souvent précédées de temps de réglage : simples réglages ou

changement d'outils et réglages avec, dans le cas le plus défavorable,

acheminement des outils vers la machine.

Si les temps de réglage ne dépendent que du produit traité et ont lieu alors que le

produit est déja sur la machine, on en tient compte en allongeant simplement la

durée opératoire. Si les réglages ne dépendent que du produit traité et peuvent avoir

lieu avant l'arrivée du produit, on les ajoute a la durée opératoire, mais on autorise

un recouvrement du temps de réglage avec l'opération précédente. Dans le cas le

plus général et Je plus difficile, la durée des temps de réglage dépend de l'ordre de

passage des opérations associées aux différents produits sur la machine.
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d) Les moyens

; Il s'agit ici des ressources complémentaires autres que les machines, enparticulier le personnel qualifié, les outils et leg ressources en énergie Chacundeux posséde trois caractéristiques essentielles : disponibilité, quantite nature.Lidéal est de disposer de moyens toujours disponibles et fonctionnels, Gola est, angénéral, impossible pour les machines qui ont besoin d'étre entretenues, Pailleurs, on ne peut pas toujours organiser les 3x8 de maniére a avoir onPermanence du personnel de toute qualification, et il arrive que le personnels'absente. On dispose alors d'un calendrier de disponibilités deg moyensoe quantité de moyen peut étre constante, au moins pendant les périodes dedisponibilité, ou au contraire variable avec le calendrier,

En utilisant la terminologie de I'école iPolonaise ( [J. BLAZEWICZ /W. CELLARY /R, SLOWINSKI/ J. WEGLARZ 1986)), nous distinguons trois typesde moyens selon leur nature,

pour la Suite, Les contraintes exprimant quiils existent en quantité limitée sont descontraintes instantanées qui doivent étre vérifiées 4 chaque unité de temps.

Les " ”; moyens ~consommables", comme par exemple certains outils ouune alimentation auxiliaire en piéces secondaires (vis, boulons, écrous )

Enfin, les moyens “doublement limités" juxtaposent les deux types decontraintes précédentes : la consommation instantanée doit rester dans une

inte : iculi
ervalles. C'est le cas en particulier pour les sources d'énergie, comme le gaz ou
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Pour en terminer avec la diversité des systémes de production et leur

lien avec celle des problémes d'ordonnancement, nous allons aborder deux points

qui concernent les liens entre les systémes de production et leur environnement a

savoir la connaissance du carnet de commandes et celle des objectifs de

l'entreprise, de maniére a définir des critares d'évaluation des ordonnancements.

Lihomme d'étude aime que son probléme soit parfaitement défini. Cela

implique la connaissance des commandes, de leurs délais, des gammes, de la

disponibilité des produits et des moyens etc... C'est, bien sir, le cas idéal. Souvent,

cependant, ces informations sont soumises a des aléas, ou sont prévisionnelles, ou

encore sont connues en probabilité, En outre, la production A réaliser n'est pas

toujours connue a priori.

Un probléme d'ordonnancement est dit statique si l'on connait a priori

toutes les données le concernant. Il est dit dynamique si de nouveaux produits a

faire surgissent au fur et & mesure de son déroulement.

L i appr

Dans la mesure oi il y a rarement un seul ordonnancement compatible

avec les contraintes du probléme posé, il est nécessaire de disposer de critéres

d'évaluation qui aideront a faire un choix. Ces critéres doivent traduire les objectifs

de l'entreprise, On peut retenir de nombreux objectifs :

- minimiser les cycles de fabrication,

- minimiser le volume d'en-cours,

- minimiser la variance des durées totales de fabrication des produits ((S.

CHAKRAVARTHY 1986]) de maniére a régulariser les délais internes,
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~ respecter au mieu slaix les délais i 
i

imiser le plug grand retard,
ig 

moen com 14

minimiser le nombre de retards
* . » . 

,
minimiser la somme deg retards,

esas ea

minimiser 
I

une somme de pénalités dies aux retards
a

~ Maximiser la charge des machines,

sous-traitance,

~ minimiser les temps de réglages
a

mais aussi des objectifs moins quantifiables telg que:
- Maximiser Ja sécurité,

~ Minimiser l'absentéisme.

Certains objectifs vont dans le meme sens, Sans avoir toutefois leurtr€8, par contre, sont antagonistes. Pour leg

meilleures pour le deuxiéme..,)
- ou bien en agréger plusieurs

pondérée),

solutions réalisables ((J.ERSCHL
ROUBELLAT 1 983],F. ROUBELLAT / V. THOMAS 1 987})

12.2.2. Hypothéses envisagées

Face a la diversité des systames de production voila, point par point, les

hypothéses que nous avons retenues dans ce travail.

a) Les machines sont utilisées en série et non en paralléle. S'il existe

plusieurs machines susceptibles d'effectuer une méme opération, nous supposons

qu'un choix précis a été fait au préalable dans une étape antérieure de la gestion de

production, dont l'ordonnancement considéré n'est qu'un maillon. Cette étape

antérieure, qui consiste a fixer le cheminement des piéces dans l'atelier, est

appelée routage. Cela n'interdit pas, a posteriori, de réintroduire d'autres

cheminements pour obtenir des solutions encore meilleures. Simplement, cette

souplesse ne sera pas prise en compte dans le modéle proposé.

b) Il s'agit de fabrication unitaire (ou en séries non fractionnables sans

recouvrement). On peut noter que :

- autoriser l'interruptibilité des taches rendrait le probléme plus facile,

- gérer des séries fractionnables compliquerait le modéle sans

remettre en cause la méthode choisie.

Il n'y a pas de contraintes de succession entre les produits dies a des

assemblages. On peut noter que cette contrainte s'ajouterait sans difficulté au

modéle choisi, elle compliquerait simplement les notations et demanderait un

effort supplémentaire de programmation pour les expérimentations.

c) Les gammes sont linéaires avec un ordre de passage qui dépend du

produit. Il s'agit d'un "Job-Shop". On peut noter que :

- le "flow-shop" est pris en compte par le modéle, puisque c'est un cas

particulier de "job-shop",

- autoriser des gammes non linéaires demanderait la méme modification

des notations du modéle et du programme que pour intégrer des

contraintes de succession dies aux assemblages de produits.
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Le recouvrement entre opérations n
pourrait l'étre sans difficulté,

Les places de stockage sont su
permettre des en-cours quasi illimités,

‘a pas été intégré au modéle, mais

Pposées en quantité suffisante pour

facile 4 obtenir par une astuce qui s'intégre bien au modéle :
Prévoir une tache "panne" ou "maintenance" doit :

- la durée est celle de l'intervalle de tem
immobiliser la machine,

~ la date de disponibilité est celle du début de l'intervalle- le délai est la date de fin de lintervalle,
- la pénalité die au retard est infiniment grande.

ps sur lequel on veut

Pour nos résultats, nous j
somme des pénalités de retard",

optimiser.

nsistons tout particuligrement sur le critére
qui est un des critares leg plus difficiles a
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12 i ion

A partir des paragraphes 1.2.1. et 1.2.2., on pourrait construire une

arborescence de tous les probleémes d'ordonnancement possibles a partir des

différentes hypothéses. Les branches en seraient multiples et cela n'apporterait

rien 4 la connaissance des problémes d'ordonnancement et leurs structures

particuliéres.

Si l'on souhaite une typologie des problémes d'ordonnancement pour les

classer et les situer les uns par rapport aux autres, mieux vaut revenir a la

modélisation générale présentée en 1.1.3. On distingue, en allant du plus simple au

plus complexe (voir [B. ROY 1970]):

* Les problémes de type T, pour lesquels les seules informations

inconnues sont les dates de début des taches. Les durées sont fixées et connues, et

le mode d’affectation des moyens aux taches est ou bien fixé a priori, ou bien ignoré

car inutile dans le modéle.

Dans cette classe de problémes, une premiére sous-classe, appelée dans

([B. ROY 1970]) "probleme central d'ordonnancement”, suppose les moyens en

quantité suffisante pour qu'ils ne créent pas de conflit entre les taches. Ce sont les

problémes d'ordonnancement A moyens illimités encore appelés “ordonnan-

cements de projet”. Ce furent les premiers résolus ([P.E.R.T. 1958), [J.E. KELLEY /

M.R. WALKER 1959], [B. ROY 1960]}. La modélisation correspondante utilise des

graphes ot les arcs traduisent des “contraintes de potentiel” ou contraintes de

succession chronologique entre des événements.

Une deuxiéme sous-classe, o% les moyens existent en exemplaire unique, comporte

des contraintes disjonctives entre les taches ([B. ROY 1966], [Y. TABOURIER

1969]). Lorsque au moins un moyen (renouvelable) existe en plusieurs exemplaires

identiques en quantité limitée, on parle de contraintes cumulatives ({J.F. BOSS

1966], [T.L. PASCOE 1966], [E. BALAS 1968].
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* Pour Jes prob] m
Supposée fixée et connue. Les seules in
@utilisation des Moyens. Il s'agit d'aff,

_ la durée deg taches dépend de leur
7 par exemple, lorsqu'il ¥ a des tAches de

est linéaire),

- la durée de la tache dépend de |'
(voir [E.L. LAWLER / J. LABETOULLE 1978
LAWLER / J.K. LENSTRA / AH.

Dans ce travail, comme nous supposonsexemplai i
mplaire unique, nous avons un problémedisjonctives,

les moyens déja affectés et en
de type T avec contraintes
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, la localisation temporelle deg taches est
connues du problame sont les modes
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13. COMPLEXITE ET APPROCHES DE RESOLUTION

13.1. Alvorit} theuristi

Etant donné un probléme, une procédure qui, pour toute application

numérique, fournit une solution optimale, est appelée algorithme optimal ou

algorithme exact.

Etant donné un probléme, une procédure telle que,

- ou bien, il existe des exemples pour lesquels la solution fournie n'est pas optimale,

- ou bien, l'on n'arrive pas 4 démontrer que la solution fournie est optimale quelle

que soit l'application numérique,

- ou bien l'algorithme conduit a la solution optimale, mais est interrompu avant d'y

parvenir ,

est appelée heuristique ou algorithme approché,

Il existe d'autres définitions des heuristiques, par exemple, Nicholson

(IT. NICHOLSON 1971]) définit une méthode heuristique comme une procédure qui

"... résout des problémes par une approche intuitive dans laquelle la structure du

probléme peut étre interprétée et exploitée intelligemment afin d'obtenir une

solution raisonnable".

Cette derniére définition correspond 4 un souhait plus qu'a une réalité :

- comment démontrer qu'une procédure utilise "intelligemment” la structure du

probléme ?

- comment prouver qu'une solution obtenue est raisonnable ?

Nous avons retenu les définitions fournies au début de ce paragraphe

car elles ont le mérite d'étre mutuellement exclusives, bien qu'évolutives (une

heuristique devenant, grace 4 une nouvelle démonstration, un algorithme exact).

On peut noter, en particulier, que s'il existe des conditions suffisantes pour qu'une

procédure fournisse a coup sir une solution optimale, alors une procédure est

algorithme exact ou heuristique selon que les conditions suffisantes sont satisfaites

ou non.
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celle de solution optimale ([R. SLOWINSKI / J. WEGLARZ 1982])
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13.2 i lexité 'é

La premiére évaluation intéressante d'un algorithme exact ou approché

est son cotit en nombre d'opérations élémentaires (additions et comparaisons). Ce

coat, exprimé en fonction de la "taille" du probléme (nombre de bits occupés par les

données), est appelé complexité de l'algorithme.

Si la fonction complexité peut étre majorée par un polynéme fonction de

la taille du probléme, alors l'algorithme est dit pglynémial. Si, au contraire, la

fonction complexité peut étre minorée par une fonction exponentielle de la taille du

probléme, alors l'algorithme est dit exponentiel.

Dans le cas polynémial, la propriété est universelle : quel que soit

l'exemple, la fonction complexité est bornée par le polynéme. Dans le cas

exponentiel, la propriété est existentielle : il existe au moins un exemple pour

lequel la fonction complexité est supérieure 4 une fonction exponentielle. Les

notions d'algorithmes exponentiels et polynémiaux sont donc des analyses dans le

pire des cas (Worst Case Analysis).

Il est également possible de définir la complexité moyenne d'un

algorithme. Pour cela, deux possibilités existent :

- la génération d'exemples aléatoires et des mesures expérimentales sur

ces échantillons,

- le choix de lois de probabilité pour les données du probléme et le calcul

théorique de l'espérance mathématique de la fonction complexité.

Ces mesures ont toutes un inconvénient : elles "biaisent" l'ensemble des

données du probléme. En effet, pour la complexité dans le pire des cas, les

exemples qui sont minorés par une fonction complexité exponentielle peuvent étre

rares et entiérement artificiels, sans aucun rapport avec les exemples de

problémes réels. Au contraire, pour la complexité en moyenne, les lois de

probabilité choisies pour la génération d'échantillons ou pour les calculs théoriques

réduisent considérablement l'ensemble des données du probléme en fournissant

des valeurs plus "réguliéres". Ces mesures ne sont donc que des indicateurs

particuliers du coat des algorithmes.
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Depuis 1970, toute une théorie a été élaborée sur les analyses dans le piredes cas. Elle montre en particulier que la complexité des meilleurs algorithmesconstruits pour résoudre un probléme est étroitement liée a la structure mame duprobléme. Elle permet d'établir des frontiares entre les problémes polynémiaux etles problames NP-complets, NP-difficiles et NP-difficiles au sens fort. Ces frontiaresévoluent chaque fois que, pour un probléme ouvert (c'est-A-dire non classé), ondétermine sa complexité ([M.R. GAREY / D.S. JOHNSON 1979]).Une présentationplus détaillée de ces notions est proposée en annexe A.

Le probléme d'ordonnancement abordé dans ce travail est NP-difficile ausens fort, c'est-a-dire qu'il fait partie de la classe des problémes les plus difficiles.

La deuxiéme évaluation d'un algorithme est la valeur du ou des critéresde la solution fournie. Comme pour le cotit en calcul, l'évaluation peut étre faitedans le pire des cas ou en moyenne. Dans le pire des cas, il est possible de définirdes majorations absolues ou relatives ainsi que des ratios de performance,

Cette deuxiéme évaluation n'a d'intérét que pour les problémesmulticritéres et pour les algorithmes approchés, Les mesures correspondantes ontles mémes défauts que celles qui sont basées sur le cout en calcul. Ce ne sont doncque des indicateurs qui permettent partiellement d'apprécier deg algorithmes.

Pour E.A. SILVER, R.V.V. VIDAL et D. DE WERRA ([1980}) uneheuristique peut étre qualifiée de bonne si :

(1) la durée des calculs nécessaires est "réaliste",
(2) la valeur du critare est en moyenne proche de loptimum,
(3) la probabilité d'avoir une trés mauvaise valeur pour le critare est faible,
(4) elle est aussi simple que possible et donc facile 4 comprendre par l'utilisateur,

Le terme "réaliste" dépend de la taille maximale des problames abordéset du délai autorisé pour fournir la solution : par exemple, les algorithmes
exponentiels sont inutilisables en temps réel pour des problémes de tailleindustrielle.

Si les problémes sont NP-difficiles, on est obligé de se contenterd'algorithmes approchés et d'utiliser des heuristiques polynémiales. Leursperformances respectives sont comparées par simulation.

Chapitre 1

13,3. A) hi esolution

Que l'on cherche des algorithmes exacts ou approchés, une question sé

pose comment trouv er ou construire ces algorithmes ou un ensemble

d algorithmes qui four mir ont les infor mations necessaires a la prise de décision?

Nous allons présenter dans la suite de ce paragraphe quelques grandes

approches qui gont 4 l'origine de nombreux algorithmes, c'est-a-dire :

- l'approche par analogie des modéles,

- l'approche par modification des modéles :

* réduction

* extension,

* linéarisation,

- lapproche par décomposition

* hiérarchique,

* structurelle,

* spatiale,

* temporelle,

* de l'ensemble des solutions,

- l'approche par construction et exploration :

* aléatoire,

* dirigée par des empirismes,

* utilisant le recuit simulé,

* arborescente,

i léme :- approche par enrichissement des connaissances sur le prob

* analyse sous contraintes,

* simulation et études analytiques,

* systémes experts et intelligence artificielle.
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13.3.1, Approche par analogie des modéles

Quelques problémes d ordonnancement d atelier se raménent également a la
recherche de flots dans un raphe et utilisent .
LAWLER 1964],[W.A. HORN 1973)) ent les méthodes primal-dual ((E.L,

?

d'inte up 

oT. 
. 

wah,

1 
pendent d la s quenc ( R G E ARKER R

rr tion dé 
e é e e 

/a 197 7 ), ou bien ou les en-cours Sonu totalement inter dits (| K.R. BAKER
1974 y qui se rameénent a un probléme de voyageur de commerce
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- plus généralement, en ajoutant des inconnues et des contraintes, il est

souvent possible de modéliser un probléme d'ordonnancement sous forme de

programmation linéaire en nombres entiers ou P.L.E. ((H. MULLER-MERBACH

1974], [R.S. STAINTON 1978]). Il suffit alors d'utiliser des méthodes générales de

résolution des P.L.E. ((R.E. GOMORY 1958], [A.M. GEOFFRION / R.E. MARSTEN

1972]). Certains problémes conduisent a des modéles de P.L.E. comprenant des

contraintes disjonctives ([E. BALAS 1976 et 1977)).

Malheureusement, dans ces trois derniers cas, le probléme est

NP-difficile et on retrouve pour sa résolution des approches analogues A celles

développées pour les problémes d'ordonnancement (et de combinatoire) en général.

Une approche un peu plus générale présentée par Heiner

MULLER-MERBACH ([1974]) propose de s'intéresser aux sous-modeéles standards

inclus dans le modéle. Comme sous-modéle standard, il distingue :

- les problémes de séquencement ot l'on recherche un ordre total ou

partiel ;

- les problémes de sélection ot l'on cherche un meilleur sous-ensemble

dans un ensemble ;

- les problémes d'affectation ot l'on met en correspondance biunivoque

deux sous-ensembles.

La présence de ces sous-modéles informe sur la complexité des

problémes posés et suggére des pistes pour des approches de résolution par

décomposition.
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13.3.2. Approche Par modification des modéles

On plonge le probléme posé dans un
certaines méthodes de résolution :
dynamique que nous verrons plus e

probléme plus général qui se préte mieux 4
cest une des hases de la programmation

: n détail en 1.4. Ou a
méthode, optimale Sous certaines hypothases nee ule ateou ces hypothéses ne sont pas vérifiées, se propiemes Pla nee

- Linéarigation
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fonction linéaire par morceaux ([L.N. VAN WASSENHOVE / K.R. BAKER 1982])
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; des changements de variables pour se ramener total a
probléme linéaire. 
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13.3.3. Approche par décomposition

- Décomposition hiérarchique

- ordonnancement A long terme
:

- ordonnancement 4 moyen terme
,

- ordonnancement 4 court terme
’

- ordonnancement a trés court terme.
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Bien que désigné dans certains ouvrages sous le terme

d'ordonnancement, les problémes du long terme ne sont pas des problames

d'ordonnancement au sens ot on les a décrit dans ce travail. Plutdt que de

répondre aux questions Quand ? et Comment ?, on répond aux questions Avec quels

moyens ? et Pour faire quoi ? En quelle quantité ?

Au niveau moyen terme, on répond bien aux questions Quand ? et

Comment ? afin de prendre des décigions tactiques d'équilibrage de la charge par

rapport aux limites de capacité.

A ce niveau, on lisse les flux de production de maniére a respecter les contraintes

de moyens, mais en travaillant sur des entités agrégées : familles de produits (sans

distinguer les variantes) et sous-systémes de production. On n'entre pas dans les

détails techniques de la réalisation précise de la fabrication ou des taches de

transport.

Au niveau du courtterme, on s'intéresse aux informations

élémentaires : produits, avec toutes les variantes possibles, opérations et machines.

A ce niveau, la réponse aux questions Quand ? et Comment ? peut prendre des

formes diverses et ne pas étre compléte de maniére a laisser une marge de décision

au trés court terme ; ce peut étre :

* des régles & appliquer en temps réel pour piloter la fabrication ;

* des solutions partielles précisant avec quels moyens, mais laissant des

marges de liberté pour les décisions temporelles ;

* des solutions complétes précisant quand et avec quel moyen chaque

opération sera effectuée ;

* des solutions complétes enrichies par des choix possibles de variantes

compatibles avec les objectifs.

Au niveau du trés court terme, on suit la réalisation en prenant les

derniéres décisions dans le cadre des contraintes techniques et des contraintes

issues des niveaux précédents. C'est & ce niveau qu'il faut réagir face aux

perturbations aléatoires, quitte A remettre en cause les décisions des niveaux

supérieurs.
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Un autre exemple, concernant l'emploi du temps d'une session

d'examens, utilise l'existence de sous-modéles inclus. Si l'on néglige les moyens

en salles, le probléme de type (T,W 1) est un probléme de coloration. Si l'on suppose

la localisation temporelle T connue, le probléme de type (T,Wo) est un probléme

d'affectation. Si l'on n'est pas satisfait, on modifie les contraintes du premier

probléme, et on recommence.

- Décompogsition spatiale

Elle consiste 4 découper le problame en sous-problémes par la création

de groupes d'exemplaires de moyens, groupes de machines ou ‘lots de fabrication

pour les problémes d'ordonnancement d’ateliers, et de groupes de taches ou

groupes de produits.

Si 4 chaque groupe de machines correspond un groupe de produits et un

seul, alors on a mis en évidence des sous-problames indépendants plus petits et

donc de résolution moins codteuse.

Si non, on découpe chaque produit en autant de sous-produits que de groupes de

machines. On ajoute des contraintes pour rendre les sous-produits indépendants.

On peut alors ordonnancer indépendamment chaque groupe de machines.

Si la solution globale obtenue n'est pas réalisable, on modifie les contraintes et on

reprend.

Dans ce travail, nous développons des méthodes utilisant cette

décomposition, elles seront longuement développées au cours des chapitres

suivants.

- Décomposition temporelle

Elle consiste 4 découper le probléme en sous-problémes par la création

de groupes de taches que l'on ordonnance successivement en progressant le long de

l'axe du temps.
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- A chaque étape, la décision peut étre dirigée par des régles empiriques. On

choisit, par exemple parmi les t&éches accessibles, celles de durée minimale, ou la

permutation qui améliore le plus le critére (méthode de plus forte pente).

- Dans le cas des méthodes par voisinage, il est possible de méler aléatoire et

empirisme de la maniére suivante :

en début d'itération, on dispose d'un ordonnancement réalisable, ou solution

actuelle ; on tire au sort parmi des ordonnancements voisins obtenus par

permutation de taches (4 partir de la solution actuelle), qu'ils améliorent ou non le

critére par rapport & la solution actuelle ; dans le cas ot le critére est dégradé, on

accepte de prendre l'ordonnancement tiré au sort comme nouvelle solution actuelle

avec une probabilité qui dépend de l'importance de la dégradation et d'une quantité

T appelée "température". La probabilité d'accepter une dégradation du critére est

d'autant plus grande que la dégradation est faible et que la température est élevée.

La méthode fait baisser progressivement la température jusqu'é 0 ot la probabilité

d'accepter une dégradation est nulle. Ainsi, en début d'algorithme, la probabilité

est faible de s'arréter sur un optimum local (non optimum global) et, en fin

d'algorithme, on termine par une "méthode de descente".

Ces méthodes ont été imaginées par analogie avec des phénoménes de

thermodynamique et portent le nom de "recuit simulé" ou "simulated anealing"

([S. KIRKPATRICK / C.D. GELATT / M.P. VECCHI 1982)). Elles ont été utilisées en

ordonnancement ((L. DUPONT 1986}.

Enfin, pour ce type d'approche par construction ou par voisinage, on

peut construire des "algorithmes gloutons", oti toute décision prise est définitive, et

des “algorithmes avec retour arriére", ou "backtracking", plus ou moins limités

dans leur souplesse. Dans ce dernier cas, on accepte de revenir 4 un point

antérieur ot l'on a pris une décision, et de modifier cette décision. L'ensemble des

chemins représentant les décisions successives prend la forme d'une arborescence

qui permet d'explorer par construction ou par voisinage un sous-ensemble plus

grand de solutions. Si, pour toute décision, on essaie tous les choix possibles, on

obtient une exploration explicite de toutes les solutions. En général, on limite

l'ensemble des choix et on obtient une exploration partielle explicite de solutions.

Dans ce cas, on obtient des méthodes heuristiques.
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Dans le cas des ateliers de type "job shop" avec machines non reliées en

paralléle (cf. 1.2.2.1. a)), F. ROUBELLAT et V. THOMAS ([1987]) définissent des

“séquences de groupes d'opérations admissibles". Un groupe d’opérations associé A

une machine est dit admissible s'il peut conduire A un ordonnancement admissible

quel que soit la permutation de ses éléments. Une séquence de groupes d'opérations

est admissible si toute solution qui en est issue par permutation est admissible.

C'est la séquence de groupes admissible, calculée "off line", qui est fournie a

l'atelier. La permutation des opérations a l'intérieur de chaque groupe est choisie

"on line" en temps réel en fonction des perturbations locales. Un algorithme a été

mis au point pour rechercher une séquence de groupes admissibles. Il repose sur

les principes de scission, transfert et regroupement.

* Simulation (et études analytiques)

Ce ne sont pas des méthodes d'ordonnancement. Néanmoins, on les

trouve dans certains progiciels d'ordonnancement d'atelier pour choisir entre

plusieurs régles d'ordonnancement (en temps réel).

Dés l'instant ot les algorithmes utilisés sont des méthodes approchées,

la simulation de leur comportement sur des exemples réels ou sur des exemples

générés aléatoirement apporte ume connaissance (limitée aux hypothéses des

expériences faites) de leurs performances respectives ((W. GERE 1966]), [G.H.

JONES 1973], [S.8. PANWALKAR / W. ISKANDER 1977], [J.H. BLACKSTONE /

J.R. PHILIPS / G.L. HOGG 1981)).

Ces simulations peuvent étre réalisées simplement en utilisant des

langages informatiques traditionnels. Il est également possible d'utiliser des

modéles et des langages plus élaborés et congus pour la simulation (voir par

exemple [G. BEL 1984], [M. AMMAR 1984)).

En particulier, les problemes d'ordonnancement peuvent étre modélisés

avec des réseaux de files d'attente ([E.G. GELENBE / G. PUJJOLLE 19823) ou avec

des réseaux de Pétri temporisé ((J. CARLIER / P. CHRETIENNE / C. GIRAULT

1983], [P. CHRETIENNE 1984] ou encore d'autres modéles permettant de décrire le

déroulement de processus.
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Si on prend des hypothéses adéquates (arrivées poissonniennes, temps

de service exponentiels,...), il est possible d'obtenir des informations sur le

comportement moyen des systémes décrits, c'est le "mean value analysis" (voir par

exemple [J.B. CAVAILLE / D, DUBOIS 1982] et [Y. DALLERY 1984]. Il permet

d'évaluer les performances et de dimensionner des systémes (choix des quantités

de chaque ressource) et non d’ordonnancer.

* Systemes experts et intelligence artificielle

Il est difficile, en quelques paragraphes, de synthétiser les grandes

lignes de l'intelligence artificielle et des systmes experts et de présenter leur

utilisation en ordonnancement (voir par exemple [K.G. KEMPF 1985], [P.. RAYSON

1985], [K. KAZANTZIDIS 1985], (M.S. STEFFEN 1986)).

La plupart des produits sont seulement en phase de recherche et n'ont pas été

testés dans des entreprises.

ISIS ((M.S. FOX / S.F. SMITH 1984]) est utilisé dans un atelier de la

firme Westinghouse. Il utilise la technique de séparation de la "base de

connaissances" et de la "base de faits" propre A l'intelligence artificielle. La base de

faits contient l'environnement du probléme réel y compris des contraintes “floues".

La base de connaissances contient des “régles de production". Le "moteur

d'inférence” est remplacé par la simulation du comportement d'un

“ordonnanceur" travaillant sur un diagramme de Gantt. Le syst4me ne comporte

pas de possibilité d'apprentissage lui permettant de compléter la base de faits de

connaissances déduites ou d'expériences passées.

L'utilisation de la “mémoire artificielie’ (ijd.M. PROTH /

J. QUINQUETON/ H. RALAMBONDRAINY 1983], [E. BECHLER / J.M. PROTH /

K. VOYIATZIS 1984]) est une maniére d'intégrer un processus d'apprentissage

dans un systéme de pilotage d'atelier. En raison de la grande quantité

d'informations liées aux états successifs de l'atelier et aux multiples choix

possibles pour le pilotage, il est nécessaire d'utiliser des techniques d'analyse des

données de maniére 4 réduire le volume de ces informations.
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On considére alors des classes d'états du systéme, des régles d'ordonnancement et

des objectifs (exprimés ici sous la forme : faire croitre ou décroitre la valeur d'un

critére).

La mémoire artificielle contient, pour toute classe d'états E et pour

toute régle d'ordonnancement R, l'espérance mathématique de la valeur des

critéres ou de leur variation A(E,R,T) lorsque l'on applique a un état e de E la

régle R pendant l'intervalle de temps T.

La mémoire artificielle est initialisée par simulation. Des informations statistiques

viennent enrichir la base de connaissance au fur et A mesure du déroulement du

pilotage en temps réel.

Pour prendre une décision de pilotage, on considére un état du systeme

s. On cherche si s est suffisamment proche de l'état représentatif e d'une classe

d'états E. Si oui, on suppose que s ale méme comportement que e face aux

différente régles R (comportement décrit par A(E,R,T)) et on choisit R en

fonction des objectifs recherchés. Sinon, il faut utiliser des méthodes classiques

pour choisir la régle R_ et il devient nécessaire de "rafraichir" la mémoire

artificielle ; cela est fait "offline" ; des simulations sur les états non rattachables a

des classes permettent de les valuer et la classification automatique fournit de

nouvelles classes d'états plus conformes 4 l'évolution actuelle du systéme de

production et de sa charge. L'utilisation de la mémoire artificielle est illustrée par

la figure 1.3.3.5.

L'analyse sous contraintes présentée au début de ce paragraphe peut

devenir un élément de base de la construction d'un systéme expert. J. ERSCHLER

et P. ESQUIROL ((1987]) ont ainsi utilisé PROLOG pour réaliser MASCOT, un

module d'analyse sous contraintes utilisant la programmation logique, qui peut

servir & générer des ordonnancement réalisables.
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1.4, METHODES DE RESOLUTION EXISTANTES

14.1, Introduction

En 1.3., nous avons présenté succinctement les différentes approchespossibles pour construire des algorithmes

Sous-ensembles de soluti ins i
tions moins intéressants que d'autres,

Nous terminerons ce chapitre par l'étude de quelques cas particuliers ofil est possible de concevoir des algorithmes exacts polynémiaux
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14,2, L, ion i

Elle a été initialement développée par Richard BELLMAN (IR.

BELLMAN 1954 et 1957]) pour résoudre des problémes de chemins extrémaux.

Le principe fondamental de l'optique de Pierre de FERMAT (1629) “la lumiére suit

des chemins extrémaux" est appliqué A la théorie des graphes et devient le principe

d'optimalité de BELLMAN :

si C appartient A un chemin minimal (resp. maximal) allant de A a B,

alors les sous-chemins de ce chemin allant de A A C et de C a B sont

minimaux (resp. maximaux).

La démonstration est immédiate par l'absurde (elle utilise le fait que

l'addition de la longueur des arcs du chemin est associative),

On utilise en fait le principe de Bellman sous la forme du corollaire suivant :

sile chemin de AA C (resp. de C a B) est imposé, alors le plus court (ou le

plus long) chemin de A 4 B utilisant la partie imposée AC (resp. CB) est

obtenu en complétant la partie imposée par un sous-chemin optimal allant

de C 4B (resp. A a C).

Ce corollaire, utilisé de maniare séquentielle avec des parties imposées

d'un seul are, permet d'obtenir des formules de récurrence pour la recherche de

chemins extrémaux.

Ce sont ces méthodes de calcul qui sont utilisées dans les méthodes

d'ordonnancement A chemins critiques ( [P.E.R.T. 1958], C.P.M. [J.E. KELLEY /

M.R. WALKER 1959], méthodes de potentiels [B. ROY 1 960)]).

Par la suite, des méthodes analogues construites aA partir de formules de

récurrence ont été développées pour résoudre des problames :

- dinvestissement ([R. FAURE 1974], [A. LAHRICHI / M. LAHRICHT

1980)),

- de gestion de stocks déterministes ou stochastiques ([M.E. VENTURA

1960], [A. KAUFMANN 1968], [A. BENSOUSSAN / J.M. PROTH 1981 et

1984],[V.I. LEOPOULOS / J.M. PROTH 1985)),

- de contréle optimal (R. BELLMAN 1961)),

- de reconnaissance des formes et de la parole ([F. CHARPILLET / J.P.

HATON /J.M. PIERREL 1984)),
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La formule de récurrence porte sur la fonction objectif du probléme

étendu. Pour que la fonction objectif puisse se mettre sous forme récurrente, il faut

qu'elle puisse se décomposer en parties élémentaires et complémentaires (par

addition ou multiplication, par exemple) étape par étape.

En résumé, les démarches a effectuer pour construire un algorithme de

programmation dynamique sont les suivantes:

1) rechercher une formulation récursive de la définition des solutions du probléme,

2) si cela n'est pas possible, plonger le problame dans un problame plus général

et revenir 4 1) sinon poursuivre en 3)

3)1a formulation récursive induit une recherche arborescente en profondeur d'a-

bord avec retour arriére. Cette recherche arborescente est aveugle, c'est-A-dire

qu'elle ne reconnait pas les sous-arborescences identiques.

En organisant les calculs niveau par niveau, on peut :

- les exécuter en partant des feuilles de l'arborescence,

- les regrouper de telle sorte que les sous-arborescences identiques ne

soient évaluées qu'une fois.

C’est le réle du découpage en étapes.

4) Les calculs ne fournissent que la valeur de l'objectif des solutions optimales. Une

descente rapide dans l'arborescence représentée par des repéres permet de

retrouver les solutions optimales.

La programmation dynamique a été fréquemment proposée pour les

problémes d’ordonnancement. Par exemple, pour les problémes se ramenant au

probléme du voyageur de commerce ou 4 la coloration dans un graphe ((N.

CHRISTOFIDES 1975]), ou encore a des problémes moins classiques de tournées

avec contraintes d'horaires ({J. DESROSIERS / P. PELLETIER / F. SOUMIS 1983).

Mais, elle a été essentiellement utilisée pour des problémes de séquencement & une

machine ((L. SCHRAGE / K.R. BAKER 1978 a) et b)], [C.N. POTTS / L.N. VAN

WASSENHOVE 1982)), [E.L. LAWLER 1977], [V. SRINIVASAN 1971], [K.R.

BAKER / J.B. MARTIN 1974], [I. NABESHIMA 1971)).

Plusieurs articles proposent tantét l'extension des méthodes a des cas plus

généraux (L. SCHRAGE / K.R. BAKER 1978 a) et b)], tantét des améliorations par

des méthodes de dominance ([V. SRINIVASAN 1971]), ou encore des comparaisons

avec d'autres méthodes.
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A Afin de présenter un bref historique de ces méthodes, citons PierreNSEN ([1971]) : "...des algorithmes ont été Proposés pour plusieurs classes

KAREL , utilisant une P.S. pour résoudre le probléme du voyageur de commerceeut un grand retentissement ; dés lors, les principes des P.S, étant bien dégagés lenombre d'applications a cra rapidement. P. BERTIER et B. ROY ont donné en 1964une EEDOieae axiomatique des P.S. applicable A deg problames de natureia casabii ome a5 Récemment, B. ROY (1970 et 1970 a)j) a modifié un des axiomesproposés..."

Dans la suite de son historique Pierre HANSEN cite encore : E, BALAS [1968], L.GMITTEN [1970], P,. HERVE [1968], N. AGIN [1 966], E. LAWLER et D, WOOD (1966),M. BALINSKI [1965 et 1967] et M. BALINSKI et K. SPIELBERG [1969].
Comme nous Pouvons le constater dans toutes ces références, de

arborescentes y compris les méthodes approchées ([H. MULLER-MERBACH 1974])la programmation dynamique et les procédures par séparation et évaluation intvues comme des cas particuliers de recherche arborescente.

Nous allons présenter au Paragraphe 1.4.3.2. les procédures parséparation et évaluation de la méme maniare que nous avons présenté laProgrammation dynamique, c'est-a-dire en partant de définitions récursives dessolutions du problame, Ce point de départ explique la présentation unifiée de HMULLER MERBACH {[1974]) puisque toute définition récursive engendre unerecherche arborescente,

Nous illustrerons ensuite au paragraphe 1.4.3.3. les variantes possiblesen nous appuyant essentiellement sur des exemples appliqués & des problémesd’ordonnancement.
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14.3.2, Présentation général

Contrairement 4 la programmation dynamique of la formulation

récursive est souvent difficile A trouver, elle vient naturellement pour les

procédures par séparation et évaluation.

Nous appelons S l'ensemble de toutes les solutions du problame posé.

Nous remplagons S par une suite 81, Sg, .., Sp (p22) de sous-ensembles de

solutions du probléme qui recouvrent ou partitionnent S.

Si l'on connait la meilleure solution de chacun de ces sous-ensembles 8; , il suffit

de retenir la meilleure de toutes ces solutions pour obtenir la meilleure solution de

S.

Le probléme initial est ainsi remplacé par p sous-problémes identiques

et indépendants de taille inférieure.

Si, pour les résoudre, on utilise le méme procédé de séparation, on

obtient une formulation récursive de la solution du probléame. Comme toute

définition récursive, il est nécessaire de prévoir les cas ot l'on remplace lappel

récursif par un calcul non récursif. Cela assure la convergence des calculs sous

réserve que les appels successifs conduisent bien aux cas prévus.

Pour les procédures par séparation et évaluation, on cesse d'utiliser

l'appel récursif lorsqu'on ne peut plus, ou lorsqu’on ne veut plus, séparer. La

méthode la plus simple consiste a s'arréter lorsque les sous-ensembles ne

contiennent plus qu'une solution. Si une solution est unique, elle est a la fois la

moins bonne et Ja meilleure, elle donc nécessairement optimale pour le

sous-ensemble qu'elle constitue.

La méthode récursive, ainsi définie, s'arréte si S est fini. Elie tournit ia

solution optimale du probléme posé. Cependant, elle examine toutes les solutions

du probléme. C'est en fait une énumération explicite par séparation de l'ensemble

des solutions.
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C'est pour éviter l'exploration systématique par séparation de tous lessous-ensembles de solutions que l'on introduit des valuations associées auxsous-ensembles. Ces valuations peuvent jouer différents réles dang les algorithmesconstruits.

Certaines valuations, que nous qualifions de secondaires » fournissent desinformations pertinentes sur le sous-ensemble considéré. Par exemple :

- quelles contraintes a-t-on ajoutées au problame initial pour définir ce
sous-ensemble ?

- quelles contraintes supplémentaires leg contraintes précédentes ont-elles
induites ?

- reste-t-il encore des possibilités pour introduire de nouvelles contraintes 7
- ete...

Ces informations peuvent étre représentées sous des formes simples.Par exemple, pour le probléme du voyageur de commerce, on marque dans lamatrice des distances les arcs choisis par une valeur spéciale, et on rend infiniestoutes les distances incompatibles avec les choix faits.
Ou encore, pour des problémes de programmation linéaire en variables 0 et 1, onassocie 4 chaque contrainte un majorant de sa variable d'écart.

Ces informations permettent en particulier d'éliminer dessous-ensembles qui seraient vides de solutions réalisables, Cette anomalie peut seproduire si, au départ, on a pris § plus grand que l'ensemble des solutionsréalisables.

On reconnait les sous-ensembles vides de solutions réalisables lorsque, parexemple, la matrice des distances comporte une ligne ou une colonne ot. tous leséléments sont infinis et donc interdits, ou lorsqu'une majoration d'une variabled'écart d'une contrainte devient négative.

Elles permettent aussi de Savoir quand on ne peut plus séparer un
Sous-ensemble, Par exemple, pour la programmation linéaire en variables 0 et 1,
on ne peut plus séparer :
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- soit quand un majorant de variable d'écart est négatif : sous-ensemble

vide de solutions réalisables,

- soit quand un majorant de variable d'écart est nul : cela impose le choix

le plus favorable pour toutes les décisions“*) restant A prendre et conduit A

un ensemble vide de solution ou A une seule solution réalisable,

- soit quand toutes les décisions ont été prises, ce qui donne une seule

solution réalisable.

Une valuation, que nous qualifions de principale , est appelée borne du

sous-ensemble par tous les auteurs.

L'idéal pour cette valuation serait qu'elle soit toujours égale A la valeur de

l'optimum du sous-ensemble considéré.

Cela est obligatoire lorsqu'un sous-ensemble, non rejeté comme intéressant, ne

sera plus séparé car on a su en extraire une meilleure solution : on dit alors quil

est exploré.

C'est le principe de coincidence : pour tout sous-ensemble de solutions

exploré §; ,la borne b; doit étre égale a la valeur de Voptimum.

Lorsque le sous-ensemble §; n'est ni éliminé, ni exploré, la borne doit

fournir une surestimation de la valeur de l'optimum dans le sous-ensemble,

cest-a-dire un majorant lorsque l'on cherche un maximum et un minorant

lorsque l'on cherche un minimum.

Si l'on suppose que cette surestimation est de bonne qualité, c'est-a-dire qu'elle est

proche de la valeur de l'optimum, alors un sous-ensemble qui a une "bonne" borne

(petite pour un minorant et grande pour un majorant) a une forte probabilité de

contenir des solutions strictement meilleures qu'un sous-ensemble qui a une borne

plus "mauvaise" (plus grande pour un minorant et plus petite pour un majorant).

Cette idée intuitive est utilisée dans certaines procédures par séparation

et évaluation dites "progressives" (P.S.E.P.), ot l'on sépare en priorité le

sous-ensemble de meilleure borne.

(*) ici une décision consiste a fixer une variable A la valeur 0 ou 1.
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Cela conduit a deux remarques.

D'autre part, il peut étre intéressant diintervenir Pour choisir dans quelordre seront effectués les appels de la formulation récursive,

Tl y aura autant de procédures par séparation et évaluation différentespour un probléme donné et pour des lois de séparation et d'évaluation retenues que
d'ordres d'exécution des appels récursifs choisis.

Si le langage utilisé autorise les procédures récursives, c'est lui quiexécute systématiquement les appels récursifs. IL utilise alors unempilement-désempilement des appels dans Vordre ow il les rencontre : on explorel'arborescence deg séparations en profondeur d'abord comme le montre le schémade la figure 1.4.3.2. a.

SEQUENTIELLE,

Pour tout autre ordre d'exploration de l'arborescence, il est nécesgaire deprévoir soi-méme le passage de la formulation récursive A une formulationitérative. Ainsi, au lieu d'utiliser systématiquement “une pile en profondeurd'abord" des sous-ensembles en cours de séparation, un choix varié de structures
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a été le i-eme sous-ensemble créé,

; gl
obtenu par séparation de 2g et est

le j-eme sous-ensemble de la séparation.

Figure 1.4.3.2.a P.S.E.S. avec vile “profondeur d'abord”
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s 2

2

/ 5 22

iomif d =signifieque co; a été le i-dme sous-ensemble créé,

obtenu par séparation de $s it et est

le j-8me sous-ensemble de la séparation,

Figure 1.4.3.2.b P.S.ES. avec file

exploration niveau par niveau

51 Chapitre 1

Les P.S.E.S. explorent l'arborescence dans un ordre établi a priori. Cet

ordre peut étre donné par la structure de données utilisée pour ranger les

sous-ensembles en attente de séparation.

Par exemple, si l'on choisit pour cette structure de données une file d'attente avec

la régle “premier arrivé - premier servi", on obtient l'arborescence des séparations

de la figure 1.4.3.2. b . On peut remarquer sur ce schéma que l'arborescence est

explorée niveau par niveau. Cela nécessite plus de mémoire que lors d'une

exploration en profondeur d'abord.

Tl est également possible d'utiliser une pile “en largeur d'abord" : on y remplace le

“dernier arrivé" par tous les sous-ensembles issus de sa séparation (alors que dans

la pile en "profondeur d'abord" on en choisissait un seul et que dans la file on

séparait le “premier arrivé" non encore séparé ou exclu).

Nous avons remarqué précédemment qu'il pouvait sembler judicieux

d'utiliser la valeur des bornes pour choisir le sous-ensemble de solutions A géparer

qui sera toujours le sous-ensemble non éliminé de plus petit minorant (ou de plus

grand majorant). Pour cela on utilise une liste des sous-ensembles & séparer triée

par bornes croissantes pour une minimisation (ou décroissantes pour une

maximisation). On obtient une méthode "branch and bound with jumptracking” ou

une P.S.E.P. ; Procédure par Séparation et Evaluation Progressive ([B. ROY 1970],

(P. HANSEN 1971)).

il est 4 noter qu'une P.S.E.P. conduit plus vite & l'optimum lorsque les bornes sont

de bonne qualité, mais que le hasard peut, sur des cas particuliers, favoriser les

P.S.E.S. en leur permettant d'obtenir trés vite la solution optimale et de savoir

qu'effectivement elle est optimale. Par ailleurs, une P.S.E.P. est plus codteuse en

mémoire qu'une P.S.E.S. utilisant une pile en profondeur d'abord.

Aussi introduit-on ([P. HANSEN 1971]) des P.S.E.M. ou Procédures par

Séparation et Evaluation Mixtes qui, pour profiter des avantages respectifs des

P.S.E.S. et des P.S.E.P., les utilisent en alternance au cours de la recherche.



=

52 Chapitre 1 : 53 Chapitre 1

Dans cette thése, nous avons programmé une P.S.E.M. qui

réguligrement et automatiquement passe d'une liste triée A une pile en largeur

d'abord et vice-versa : ceci nous permet, tantét d'économiser la mémoire tout en

explorant le plus possible les feuilles de l'arborescence, tantét d’élaguer en partant

de la racine et en séparant des sous-ensembles de bonne évaluation.

Lorsqu'on passe de la pile a la liste, puis de la liste a la pile, les feuilles que l'on

atteint sont en général "éloignées" dans l'arborescence de celles que l'on atteignait

auparavant comme l'illustre la figure 1.4.3.2. ¢ ; aussi, au lieu d'avoir des

solutions voisines qui ne différent que par les derniéres décisions prises au cours

des séparations, on obtient de maniére “aléatoire” des solutions trés différentes.

Afin de terminer la présentation générale des procédures par séparation

et évaluation, il reste A montrer comment on utilise la borne b; associée 4 chaque

sous-ensemble de solutions S; pour:

- éliminer des sous-ensembles de la recherche,

- reconnaitre une solution optimale du probléme initial.

Pour simplifier les explications, supposons que l'on recherche un

minimum et qu'aprés un certain nombre de séparations, on ait trouvé le minimum

x, de §, donnant a l'objectifla valeur by, , alors:

- tout sous-ensemble 8; tel que bj > by ne contient pas de solutiontoute une partie de l'arborescence n'a pas été

explorée entre A et C, alors qu'elle 'aurait

été systématiquement si on n'utilise qu'une pile

optimale et son exploration doit étre abandonnée ;

- tout sous-ensemble 8; tel que bj = by ne contient pas de solution
“pile en largeur d'abord"

strictement meilleure que x, et son exploration peut étre abandonnée si

l'on ne souhaite trouver qu'une seule solution optimale ;

"pile en largeur d'abord"

- si toutes les bornes b; des sous-ensembles 8; a explorer ou explorés sont

A

B GD “mneilleure borne"

C

D ae "meilleure borne" 
supérieures ou égales A bj, , alors x, est optimal.

cece 

C'est ce qui permet d'arréter l'algorithme avec la solution cherchée.

figure 1.4.3.2. ¢ P.S.E.M. "pile largeur d'abord"
en alternance avec "liste triée sur meilleure borne"
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4 nstruction de P.S.E

Pour un méme probléme, on peut construire de nombreux algorithmes
différents qui seront tous des procédures par séparation et évaluation. Ils seront
plus ou moins performants selon les exemples numériques traités. Aucun ne sera
polynémial. Nous allons les présenter en les distinguant selon :

- la nature de l'ensemble des solutions candidates,
- le principe de séparation choisi,

- la méthode de caleul de la borne b;,

- Yordre dans lequel on effectue les séparations (P.S.E.S., P.S.ELP. ou
P.E.S.M.). Ceci a été longuement détaillé précédemment et nous n'y
reviendrons pas.

A) NATURE DE L'ENSEMBLE DES SOLUTIONS CANDIDATES

Elle dépend de la maniare de modéliser le probléme. Par exemple, pour
le problame du voyageur de commerce, l'ensemble des solutions réalisables du
probléme peut étre :

- soit l'ensemble des permutations de 1,2,....n ([W.H. KOHLER / K.
STEIGLITZ 1976)),

- soit l'ensemble des sous-ensembles d’arcs constituant des circuits
hamiltoniens ([J.D.C. LITTLE / K.G. MURTY / D.W. SWEENEY / C.
KAREL 1963)).

Mais il peut étre intéressant, pour obtenir une "définition en
compréhension” ([B. ROY 1970 tome 1]) plus simple de l'ensemble des solutions A
séparer, de choisir comme ensemble de solutions candidates aux séparations un
autre ensemble que l'ensemble des solutions réalisables.

Par exemple :

- pour le problame du sac A dos (ou du knapsack"), on travaille sur 10,1)" ot n
est le nombre d'objets a placer dans le sac ([P.C, GILMORE /R.E. GOMORY 1966)).
On n'‘élimine donc pas a priori les combinaisons d'objets n'entrant pas dans le sac.

a
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Cela a pour conséquence immédiate que les séparations peuvent créer des

sous-ensembles §; vides de solutions réalisables ; ce sont les valuations

secondaires qui permettront d'éliminer ces sous-ensembles ;

- pour le probleme du voyageur de commerce, traité par l'algorithme de LITTLE

({1963]) l'ensemble des solutions candidates est constitué de sous-ensembles d'arcs

tels que pour 2 ares (x,y) et (x'y') appartenant a un sous-ensemble, ona x+#x' et

y#y’. Il faut ultérieurement éliminer les sous-ensembles d'arcs qui contiennent

des circuits de moins de n ares.

Pour ces deux exemples, l'ensemble des solutions candidates contenait l'ensemble

des solutions réalisables.

Il existe des exemples inverses : pour les problémes d'atelier A une

machine avec les hypothéses les plus simples et des critéres réguliers (qui ne

peuvent se détériorer en avangant une date de fin d'une tache sans reculer celles

des autres) on démontre deux résultats.

Les ordonnancements semi-actifs (toute tache est calée 4 gauche) sont dominants,

cest-a-dire qu'il existe au moins une solution optimale qui est un ordonnancement

semi-actif.

Les ordonnancements actifs (aucune tache ne peut étre ordonnancée plus tét sans

reculer au moins une date de fin de tache d'une autre) sont dominants également

(et sont semi-actifs).

Si on ne souhaite pas toutes les solutions optimales possibles, on choisit

comme ensemble de solutions candidates l'ensemble des ordonnancements actifs

qui est beaucoup plus petit que l'ensemble de tous les ordonnancements réalisables.

Cela accélére la procédure, A condition que le fait de se limiter A ces seuls

ordonnancements n'augmente pas trop le volume de calculs A effectuer A chaque

séparation.

Dans cette thése, nous avons utilisé comme ensemble de solutions

candidates tantét les ordonnancements actifs, tanté6t les ordonnancements

semi-actifs, et méme des ordonnancements e-actifs définis pour des cas

particuliers.



56 Chapitre 1

Bien que cela soit théoriquement possible, nous n'avons pas rencontré
d'exemples de P.S.E. ot l'ensemble des solutions candidates ne contient pas toutes

les solutions réalisables et contient des solutions non réalisables (sauf lorsque l'on

décide arbitrairement d'ajouter des contraintes pour accélérer la recherche au
risque de ne pas trouver l'optimum).

B) LE PRINCIPE DE SEPARATION CHOISI

Il remplace le sous-ensemble 8; par les sous-ensembles Siz; Si9,--Sip.

Cette séparation doit vérifier le principe de conservation des solutions réalisables :

Pp

SO R=U (Sip OR)

k=1

ou Rest l'ensemble des solutions réalisables.

C'est-a-dire que toute solution réalisable de Sj se retrouve dans au moins un des

Six.

St Sigg Spo = S pour k; # ko , nous avons affaire a un partitionnement, Ce

terme est utilisé abusivement ici car on autorise que Si, soit vide.

Si une solution peut apparaitre dans plus d'un Sj_, il s'agit d'un simple

recouvrement.

Pour assurer le principe de finitude (dans le cas ov S; est fini) on impose la

condition :

Sk& Ss si 5:4 @

Les procédés de séparation sont trés variés. Par exemple, on obtient un

partitionnement :

- dans le cas du probléme du voyageur de commerce ou lorsque l'on

s'intéresse au séquencement d'opérations ou de travaux sur un ensemble de

machines ([W.H. KOHLER / K. STEIGLITZ 1976], [K.R. BAKER 1974], [E. IGNALL

/L. SCHRAGE 1965]) en procédant de la maniére suivante :
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si 5, est le sous-ensemble de permutations se terminant par la

sous-séquence o ,onsépare Sg en Siqg, > Sikes es Sipo ob Sitg est

le sous-ensemble de permutations se terminant par la sous-séquence

constituée par la tache ik suivie de la sous-séquence o avec ik

n'appartenant pas a o.

- dans le cas du voyageur de commerce ((J.D.C. LITTLE / K.G. MURTY /

D.W. SWEENEY /C. KAREL 1963]) en procédant comme suit :

si Sp 7 est le sous-ensemble de solutions ot les arcs appartenant A P sont

imposés et ceux appartenant a I sont interdits, on sépare SPI en

Sputxy},1 et Splutxy) avec &y) eP et (x,y) el, c'est-a-dire qu'un nouvel

are est soit interdit, soit imposé (en fait, on prend SPUtxy}, Iuly,x} et

Sp Iufx,y} °F le fait d'imposer {x,y} interdit obligatoirement {y,x} qui

fermerait un sous-circuit de 2 points) ;

- dans le cas des problémes 4 contraintes disjonctives ([B. ROY 1966], [Y.

TABOURIER 1969], [J. CARLIER 1978]) ot des contraintes de précédence

mutuellement exclusives traduisent le fait que deux taches utilisant le méme

moyen en exemplaire unique ne doivent pas étre exécutées simultanément, on

sépare Sp ot P est l'ensemble des contraintes de précédence correspondant & des

contraintes disjonctives pour lesquelles on a déja décidé de l'ordre des taches en

conflit sur les moyens, en SPU txy) et SPUty,x} avec {x,y}¢P et {y,x}¢P;

- dans le cas du Job-shop oi Sp est un ensemble d'ordonnancements

partiels actifs ot: seul le début de lordonnancement est imposé, on sépare Sp en

fonction de la tache que l'on place en premier derriére P de maniére A résoudre un

premier conflit sur une des machines ([(G.H. BROOKS / C.R. WHITE 1965)).
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On obtient plus rarement un recouvrement :

- dans le cas du voyageur de commerce, on le rencontre dans deux
méthodes : celle de l'arbre minimum (IM. HELD / R.M. KARP 1970]) et celle deEASTMAN (IN. CHRISTOFIDES 1975)) utilisant la méthode hongroise ([H.W.KUHN 1955]). Dans ces deux cas, on sépare en ouvrant des sous-circuits (ou des
sous-cycles) de moins de n Points de maniére 4 ne plus retrouver ces solutions nonréalisables.

Si S] est le sous-ensemble de solutions od les arcs de I sont interdits, on sépare

Sy en Stupd,x2)> Stufx2,x3) dees Stutp,x1) avec psn-l.

Le fait d'avoir défini un procédé de séparation ne suffit pas pour séparer
un sous-ensemble donné dans certains des exemples cités,

En effet, il n'y a pas forcément unicité, par exemple, de l'arc a interdire ou A
imposer, ou de la contrainte disjonctive A partir de la
contraintes de précédence exclusives,

quelle on construit deux

Lialgorithme choisi devra également prévoir la stratégie a suivre dans ces cas (par
exemple, le plus grand regret dans lalgorithme de LITTLE [1963]).

©) LA METHODE DE CALCUL Di LA BORNE b,

Il s'agit ici de disposer d'un procédé de calcul le moins codteux possible
pour trouver un minorant (resp. majorant) le plus proche possible de la borne
inférieure (resp. supérieure) lorsque l'on cherche une solution minimale (resp.maximale). 

,

Dans les cas les plus simples, et les plus fréquents, chaque décision
prise pour effectuer une séparation induit une augmentation correspondante de la
fonction objectif (pour un minimum). On initialise alors la fonction objectif 8 0 ou Aune somme de pénalités a payer a priori avant toute décision (par exemple sommedu minimum des lignes puis des colonnes dans Valgorihtme de LITTLE ). Puis on
ajoute les pénalitées dies a chaque décision (par exemple, nouveaux retards [K.BAKER 1974)). 

mes
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Il est possible d'améliorer la borne en examinant plus précisément l'incidence des

décisions actuelles sur les décisions ultérieures en augmentant le volume des

calculs (par exemple,[E. IGNALL / L. SCHRAGE 1965)).

Une méthode plus générale d'obtention de bornes consiste a utiliser des

méthodes de relaxation.La relaxation consiste plonger le probléme a résoudre, ou

le sous-probléme correspondant & un sous-ensemble a séparer, dans un probléme

plus général plus facile a résoudre. Le probleme plus général est obtenu en

relachant des contraintes.

On sait résoudre certains cas particuliers d'ordonnancement d'atelier lorsque les

taches peuvent étre interrompues ([K.R. BAKER 1974], [E.G. COFFMAN

1976],[R.L. GRAHAM / E.L. LAWLER / J.K. LENSTRA / A.H.G. RINNOOY KAN

1979], [A.H.G. RINNOOY KAN 1976], [E.L. LAWLER / J. LABETOULLE 1978], [J.

LABETOULLE / E.L. LAWLER / J.K. LENSTRA / A.H.G. RINNOY KAN 1979)). IL

est alors possible de les utiliser pour construire des procédures par séparation et

évaluation, la valeur de l'objectif pour la solution optimale du probléme avec taches

interruptibles sert de borne pour le probléme & taches non interruptibles.

Une autre relaxation courante consiste & modéliser le probleme sous forme de

programmation linéaire en nombres entiers et de négliger la contrainte d'intégrité.

A.V. CABOT et S.S. ERENGUC ([1986]) proposent une extension de cette dernigre

technique de relaxation au cas oi la fonction objectif n'est plus linéaire, mais est

constituée d'une somme de fonctions concaves de chacune des variables ; ils

ajoutent alors une relaxation (par minoration) de la fonction objectif en la

remplagant par son enveloppe convexe sur le domaine de définition.

Il est également possible de négliger certaines contraintes (par exemple,

pour le probléme du voyageur de commerce, I'interdiction des sous-circuits dans

l'algorithme de EASTMAN [N. CHRISTOFIDES 1975).

Une maniére générale de relacher simultanément certaines contraintes

ser la relavation lagrangiennetout en essayant de ne pas trop les violer est d’z

((M.L. FISHER 1981}) :

une contrainte k de la forme Ay, X=dy_

est ignorée et déplacée dans la fonction objectif qui devient, par exemple :

min [CX + ¥ wy (A,X - dy) ]

k

(si w, = 0 alors Ja contrainte k est totalement ignorée).
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La solution relachée obtenue n’a aucune garantie ni d'optimalité, ni de faisabilité,
Elle dépend du choix deg coefficients de Langrange Ww} . La valeur obtenue pour le
nouvel objectif est un minorant de CX*, qui est la valeur optimale.

En effet , si X° est Ja solution du probléme relaxé, ona:

OX? +E wy (AyX°- dpe) < COX*4 Sw K(A,X* - dy) = CX*
k 

k

Linégalité est die au fait que X° est optimal pour le probléme relaxé et l'égalité au_ fait que X* est réalisable et vérifiedonc A,X*- d, = 0 pour tout k .

Cette maniare d'obtenir des bornes pour les P.S.E. a été abondammentutilisée en ordonnancement ({M_L. BISHER 1973], [C.N. POTTS / L.N. VANWASSENHOVE 1985], (C.N. POTTS 1985, J, GRABOWSKI / £. NOWICKI / S.SDRZACKA 1986)). Récemment, il a été montré que l'on peut améliorer ces bornesen utilisant, non pas une méthode de relaxation lagrangienne mais une méthodede décomposition lagrangienne ((M. GUIGNARD /S. KIM 1986}).

Une autre méthode de relaxation, moins fréquemment utilisée est larelaxation "surrogate" ((F. GLOVER 1968 et 1975)).

Un ensemble de contraintes k de la forme :

A, X= dy, ou Ay& - dy, =0

est remplacé par leur moyenne pondérée :

2 wi, (A,X - dy) = 0

k

Tl est évident que cette nouvelle relaxation fournit une borne pour l'objectif duprobléme posé.
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4.4. Méth 
Ang

1.4.4.1, Introduction

Dans ce qui précéde, nous avons longuement développé les différentes
approches utilisées pour résoudre les problames d'ordonnancement. Nous avons
présenté les concepts qui sont A la base des méthodes approchées et ceux qui
permettent de construire des algorithmes exacts exponentiels (programmation
dynamique et procédures par séparation évaluation essentiellement). I reste donc
une derniére catégorie d'algorithmes A examiner : les méthodes exactes
polynémiales utilisées pour résoudre des problémes d'ordonnancement d'atelier.

Nous avons exclu les problames ou les taches sont interruptibles, car
nous ne nous intéressons pas ici aux ordonnancements des taches a I'intérieur

d'un ordinateur. Par ailleurs, si les durées et les dates d'arrivées des taches sont
codées sous forme de nombres entiers, les taches de durées unitaires sont des cas
particuliers de taches interruptibles (toutes les unités de temps) ; les résultats
correspondants, connus et intéressants dans le cadre de ce travail, seront

présentés au chapitre 3.

Le lecteur intéressé par les taches interruptibles ou unitaires peut consulter
J. BLAZEWICZ / W. CELLARY / R. SLOWINSKI/ J. WERGLARZ ([1986)).

Comme la plupart des problames d’ordonnancement d'atelier sont
NP-difficiles, seuls quelques cas tras particuliers ont été résolus par des
algorithmes exacts polynémiaux. Nous allons les citer en considérant d'abord les
problémes & une machine, puis ceux comportant des machines en paralléle, et
enfin ceux qui contiennent des machines en série.

Considérons le probléme de base A une machine ((K.R. BAKER 1974)),
c'est-a-dire le problame o& n tdches disponibles a l'instant 0 sont a ordonnancer
sur une machine toujours diponible avec des durées de réglages qui ne dépendent

pas de la séquence des taches. Pour ce probléme, si l'on cherche a optimiser
certains critéres seulement (comme par exemple le plus grand retard), une

séquence optimale est obtenue par un simple tri des taches.
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En particulier, on appelle SPT (pour "Shortest processing time") la
séquence qui classe les taches par durées croissantes, WSPT (pour "Weighted
shortest processing time") la séquence qui classe les taches dans l'ordre croissant
du rapport durée divisée par le poids associé a la tache et EDD (pour "Earliest due
date") celle qui ordonne les taches par urgence croissante. La séquence SPT
minimise trois critéres, le critére noté F (pour "mean Flow time") qui représente le
temps moyen de présence des tAches dans latelier ([(W.E. SMITH 1956)), le critare
noté C (pour "mean Completion time") qui représente la moyenne des dates
d'achévement et le critére J (pour "mean number of Jobs") qui représente le
nombre moyen de taches simultanément présentes dans l'atelier. La séquence
WSPT minimise le critare noté w (pour “weighted mean Flowtime") qui

représente la moyenne pondérée des durées de présence des taches dans I'atelier.
La séquence EDD minimise le plus grand retard ([J.R. JACKSON 1955)).

Toujours pour ce probléme de base, l'algorithme polynémial de Hogdson
et Moore ({J.M. MOORE 1968]) permet, par une procédure itérative simple qui
modifie EDD, de minimiser le nombre de taches en retard.

En ajoutant des contraintes de précédence entre les tAches au
modéle de base, il est encore possible de trouver quelques modéles qui ne sont pas
NP-difficiles méme pour des ta&ches non interruptibles de durées non unitaires.
Ainsi E.L. LAWLER ((1973) propose un algorithme polynémial pour minimiser la
durée totale (Makespan) lorsque les arrivées des taches ne sont pas toutes
simultanées et qu'il existe des contraintes de précédence entre les taches.,
Plusieurs auteurs ((W.A. HORN 1972], (J.B. SIDNEY 1975], [EL, LAWLER 1978})
ont proposé des algorithmes polynémiaux pour minimiser le temps moyen de
présence des tAches lorsque les contraintes de précédence forment une
arborescence. Enfin, E.L. LAWLER et J.M. MOORS ((1969]) proposent un
algorithme polynémial qui minimise le plus grand retard lorsqu'il existe des
relations de précédence entre les taches.
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1.4.4.3. Algorithmes polynémiaux pour les problémes d'atelier

comportant des machines en paralléle

Le seul critére pour lequel des auteurs ont proposé des algorithmes
polynémiaux est le "mean flow time" ou temps moyen de présence. Pour le
probléme de base & une machine, généralisé 4 m machines identiques en

paralléle, R.W. CONWAY / W.L. MAXWELL / L.W. MILLER ([1967]) utilisent

Vordre SPT et une affectation progressive des taches aux machines pour

minimiser ce critére.

Des algorithmes polynomiaux ont été proposés par E. HOROWITZ et S. SAHNI

([1976)] dans le cas des machines A vitesses proportionnelles, par W.A. HORN
((1973]}) et J. BRUNO / E.G. COFFMAN / 8. SETHI ((1974] dans le cas de machines

non reliées et par J. BLAZEWICZ / W. KUBIAK/ H. ROCK / J. SZWARCFITER

([1986]) dans le cas des machines identiques mais avec des ressources
complémentaires.

1.4.4.4, Algorithmes polynomiaux pour les problémes d'atelier

comportant des machines en sérieg

Tous les algorithmes polynémiaux existants sont des généralisations de

la célébre “Régle de Johnson" ((1954]) valable pour minimiser la durée totale dans

le cas d'un “flow-shop" & deux machines.

La seule généralisation pour les "Job shops" a été proposée par J.R.

JACKSON ([1956] dans le cas de deux machines et lorsque chaque gamme ne

demande que deux opérations au plus.

H. ROCK ({1984]) intégre, toujours dans le cas de deux machines, la prise en
compte de ressources limitées supplémentaires.

Pour les généralisations a plus de deux machines, elles concernent
toutes les "flow shop de permutation" c'est-A-dire le cas ot les produits, ne pouvant

pas se dépasser, passent dans le mame ordre sur toutes les machines.

C.L. MONMA et A.H.G. RINNOOY KAN ([1983]) présentent un ensemble de
théorémes de dominance qui permettent d'expliquer les nombreux cas particuliers

publiés auparavant, en particulier par W. SZEWARC et I. NABESHIMA,
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14.4.5. Conclusion

Si l'on exclut a priori, comme nous I'avons fait, les cas particuliers plus

faciles o& les taches sont interruptibles, ou bien ot les durées sont unitaires, les

problémes d'ordonnancement d'ateliers que l'on sait résoudre avec des

algorithmes polynémiaux sont vraiment tras rares.

L'espoir d'en résoudre d'autres et par ailleurs faible dans la mesure ot

beaucoup d'autres cas particuliers ont été démontrés NP-complets (voir, par

exemple, [J. BLAZEWICZ / W. CELLARY / R. SLOWINSKI /, WEGLARZ 1986).

Il convient donc de s'intéresser aux méthodes approchées, comme celles

que nous proposons dans le cadre de ce travail.

~
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A) Notations utili

Nous essayons d'utiliser les notations les plus courantes, bien qu'elles
rappellent rarement les noms francais des objets désignés.

Le probléme d’atelier considéré est un probléme de type "job-shop" sousles hypothéses les plus classiques.

L'atelier comporte m machines utilisées en série. Une machine ne peut traiter
qu'un produit a la fois, 

:

Sur l'horizon considéré, n produits devront tre fabriqués.
Chaque produit i passe sur certaines machines dans un ordre imposé quidépend du produit et subit une opération sur chaque machine.
Le produit i est disponible a l'instant ri) qui est donc, pour i, l'instant dedébut de fabrication au plus tét. La lettre r vient de la dénomination anglaise
“release date".

Pour ne pas étre en retard, le produit i doit étre terminé a l'instant d(i) , qui estdonc, pour i, l'instant de fin de fabrication au plus tard ("due date"). Il s'agit icid'un délai souhaité, mais non impératif. Son non-respect induit des pénalités deretard.

La gamme linéaire du Produit i comporte q(i) opérations.
La k-éme opération du produit i utilise la machine dont le numéro est uG,k)pendant une durée plik) (i<k<q(i)) . La lettre Pp vient de l'anglais “processingtime".

Les opérations ne sont pas interruptibles. Les temps de réglage sont supposésindépendants de la séquence. Les réglages effectués alors que la piéce est déja surla machine allongent simplement la durée de l'opération et sont inclus danspti,k) . Si une partie des réglages peut étre réalisée avant que la piace ne soit sur lamachine, nous notons s(i,k) la durée correspondante. La lettre s vient deVanglais "set-up time’,

Nous notons t(m1,mg) la durée du déplacement de la machine TMy, vers la
machine mg. Pour étendre cette notation a la durée de déplacement nécessaire
pour passer de l'entrée a la sortie de l'atelier, deux machines fictives numérotées0 et m+1 désignent l’entrée et la sortie de l'atelier.
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Enfin, pp(i) sera la durée minimale de séjour du produit i dans |'atelier

qG1

pp@= L ([pGk) + tuk), w@k+1))] + pG,q(i))

Les s(i,k) n'interviennent pas car ils peuvent étre comptabilisés avant l'arrivée

du produit sur chaque machine visitée.

Toutes les informations précédentes sont supposées connues.

Un énoncé du probléme d'ordonnancement P considéré est donc défini

a l'aide du huit-uple: (n, m, r, p, pL, d, s, 7)

ot n,metp e INt

r, p, d et s e IRD

t e IRM+2 , jpm+2

et se simplifie en (n,m,r,p,,d) lorsque les temps de réglage avant l'arrivée

du produit et les durées de transport sont négligeables.

Nous notons t(i,k) les seules informations inconnues qui sont les dates de début

des opérations.

B) Modélisation roblém:

C'est un probléme de type T (cf. § 1.2.3.). Toute solution est définie par le

vecteur T :

T = [t0,1), 11,2), ... t(1,q(1)),

(2,1), t(2,2), ... ,t(2,q(2)),

,

t(n,1), t(n,2), ... ,t(n,q(n)) J
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Une solution T est réalisable si elle vérifie les conditions de faisabilité
C = (C1,C2,C3) définies ci-dessous :

Ci: condition de disponibilité du produit et de préparation de la machine

Viz max [(r(i)+7(0,uG1))) » (tot(sG,1))] < tGi,1)

ou tg est l'instant de début de l'erdonnancement,.

C2: condition de non chevauchement entre les opérations d'un méme produit

VisVk: 1<ke<q(i):

tGk) + pik) + tWGb), wakel) < tG,k+1)

C3: condition de non chevauchement des opérations sur les machines,

Viz, Vig, Vky: 1 <ky <q(iz), Vko:1<kg < qlig)

ky #kg et wliy,ky) = plig,ko)

ty ky) + pliz,ky) + stigko) < tlig,ko)

ou

Ugske) + pligdy) + sty ky) < ti by)

Le produit i quitte l'atelier a l'instant cfi) . La lettre ¢ vient de
l'anglais "completion time” ou date d'achévement.

Iciona: c(i) = t,q(i)) + p Gali) + tul,q(i)), m+1)

c(i) est une fonction de l'ordonnancement retenu T. Pour ne pas alourdir
les notations, nous utilisons ci), ¢'Gi) ou cy) pour désigner les dates

d'achévement des ordonnancements T, T’ ou Ty.
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Les critéres dits "réguliers" (IK.R. BAKER 1974] sont des fonctions des

c(i) tels que pour deux solutions T et T telles que:

dig: clig)<clig) et Vi: cli) <e'i)

alors critére (T) < critare (T’),

Les critéres que nous étudierons seront tous des critéres réguliers que

nous chercherons A minimiser.

Notre critére principal sera la somme des retards R(T), critére

équivalent 4 la moyenne des retards ou "mean tardiness". Nous utiliserons aussi

des moyennes pondérées des retards ou "mean weighted tardiness".
Th

R(T) = © max[0, c(i) -dd)]
i=l

ou

n

Ry(T) = 2 max [0, (cli)- d@)).W; ]

i=l

ou Wj est le poids attribué au produit i. Il représente une pénalité par unité de

temps de retard pour le produit i.

Notre critére secondaire sera souvent la durée totale ou le "makespan"

M(T) = max [c(i)]

i

Mais il est possible d'utiliser nos méthodes de décomposition avec

d'autres critéres comme par exemple le plus grand retard :

Tmax (T) = max [max [0, ci)-dG)]] = max [0, Linay (T)]

1

ou

Lmax (T) = max [ cli)-d@]

i
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Pour simplifier la présentation des méthodes de décomposition, nous
utiliserons le modéle suivant, sans réglage ni durée de transport :

min [R(T)]

n

avec —- R(T) et max [0, t(i,q@i)) + pG,q(i)) - d(i)]
l=.

sous les contraintes C suivantes :

Cl: contrainte de disponibilité du produit

Vi r(i) < tGi,1)

C2: condition de non chevauchement entre opérations du méme produit

Vi,Vk: 1<k<qd{i):

tk) +pGk) < t(i,k41)

C3: condition de non chevauchement des opérations sur les machines

Viz, Vig,

Vky: 1l<k; Sq), Vkg:l Skg <afig), ky #ko

wy ky) = [lig,ko)

SS=s=>

ty sky) + pliz ky) < t(g,ko)

ou

Atg, kg) + plig,kg) $ t(iy ky)

Il s'agit de programmation linéaire avec des contraintes disjonctives.
Il existe des algorithmes exponentiels pour résoudre ce type de probléme
((CARLIER 1978], [RINNOOY KAN 1976]). Ils ne sont utilisables que pour des
problémes de petite taille. Nous les avons programmés pour les utiliser dans nos
méthodes de décomposition. Les détails pratiques sont présentés dans l'annexe B.
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Dans la suite de ce chapitre, nous supposons que nous disposons d'un

algorithme exact pour résoudre le probleme modélisé en 2.1.1. en temps

raisonnable. Cet algorithme pourra étre remplacé par une heuristique de “bonne

qualité" lorsque, malgré la décomposition, la taille des sous-problémes a traiter

reste trop importante.

Toutefois, nous parlerons toujours d'optimisation locale ou de solution

localement optimale pour la résolution des sous-problémes issus de nos méthodes

de décomposition.

Nous allons successivement présenter la décomposition temporelle, puis

la décomposition spatiale, et enfin la décomposition spatiale et temporelle.

2.2. DECOMPOSITION TEMPORELLE

221, Introduction

La décomposition temporelle correspond a une technique de plan

glissant. Contrairement a la décomposition hiérarchique utilisée en Gestion de

Production, on n'agrége pas les informations et l'on reste au niveau du trés court

terme, celui des informations détaillées. Le plan glissant n'est pas utilisé comme

moyen pour relier les différents niveaux de décision et d'agrégation, mais comme

technique pour construire des algorithmes approchés.

Nous considérons un probléme d'ordonnancement comportant un

nombre important de taches, avec des produits qui arrivent progressivement dans

l'atelier & des dates r(i) . Alors il n'est pas déraisonnable de penser que

lYordonnancement le meilleur des derniers produits est relativement peu sensible

aux multiples variantes de placement des premiéres taches des premiers

produits, sous réserve que l'on ait toujours cherché a maximiser la charge des

machines.
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La plupart des méthodes exactes explorent de maniare implicite
l'ensemble des solutions en combinant toutes les décisions possibles aA partir de
l'instant initial et en progressant le long de l'axe des temps (soit en construisant
progressivement la solution par prise de décision au premier instant od une
machine est disponible avec des produits en attente de cette machine, soit en
considérant a priori un ordonnancement complet avec l'hypothase de machines
en nombre illimité et en prenant une décision concernant le premier conflit sur
les machines ).

Pour chaque décision possible, on poursuivra le long de l'axe des temps
avec de nouvelles décisions, construisant ainsi les branches d'une arborescence.
Si les décisions finales (liées par exemple A de nouveaux produits) sont
relativement peu sensibles aux décisions initiales, on retrouvera plusieurs fois
sans utilité les méme combinaisons de décisions finales. C'est a partir de cette
hypothése de relative indépendance entre des décisions locales suffisamment
éloignées dans le temps qu'on peut construire une méthode par décomposition
temporelle.

On remplace la résolution du probléme initial par la résolution d'une
suite de problémes de méme nature et de taille inférieure. Au départ, on
ordonnance de maniére optimale un premier sous-ensemble de produits, ceux qui

arrivent avant une certaine date Py -

A chaque itération k , on introduit un nouveau sous-ensemble de

produits que l'on ordonnance de manidre optimale 4 partir de , . Les taches

déja ordonnancées qui sont terminées avant , sont définitivement planifiées.

Les taches déja ordonnancées qui se terminent aprés %, sont réordonnancées

avec le nouveau sous-ensemble de produits introduit.
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2.2.2, Définitions et méthode générale

Pour construire un algorithme de décomposition temporelle, il faut

disposer d'un procédé de regroupement des produits en sous-ensembles de

produits. Ce procédé, comme nous l'avons introduit précédemment, doit tenir

compte de la date de disponibilité des produits (r(i)) .

Nous appelons suite temporelle @ associée A un probléme

d'ordonnancement P une suite finie d'instants 99 Ops oo OE ay de L+2

termes telle que:

a) 9g < 91 < 9 < 91,1 ' est strictement croissante,

b) 99 < min [rfi)] et QL,41 > max [r(i)].

1 1

Lintervalle [ 9 , oy, 4, [ contient toutes les dates d'arrivée de produits.

Nous appelons suite de sous-ensembles de produits associée au

problame P etalasuite temporelle o la suite finiede L+1 termes 1

définie par :

Vk: Osk<L:i m= {i/o Sr <o,)

Le terme général x, de cette suite est l'ensemble des indices des

produits du (k+1)-8me sous-ensemble.

Nous pouvons décrire maintenant l'algorithme général de

décomposition temporelle.
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Initialisation

09 ‘= ordonnancement optimal des produits du sous-ensemble To

pour k del 4 L faire

"ajouter le sous-ensemble TM, Al'ordonnancement Oj. "

- les opérations terminées au plus tard a l'instant 9.4 conservent définitivement

la position qu’elles occupent dans O;.1 . Ces opérations sont fixées (on dit aussi

figées) ;

- les opérations des produits du sous-ensemble m et les opérations de Oy.4 non

terminées a l'instant Q,.1 sont ordonnancées conjointement de maniére A

minimiser le critére. On réalise donc une optimisation locale pour le

sous-probléme correspondant, plus pauvre en opérations que le probléme initial.

finpour

La figure 2.2.2. schématise une itération de la méthode de décomposition

temporelle.
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DECOMPOSITION TEMPORELLE

WPF LLL

lllI

VM

opérations fixéesde kl

| WII opérations réordonnancées de Q) .

O= 0 © I,

constitution de l'ordonnancement Q k 4 partir de l'ordonnancement O ke

opérations de = [T 7

par adjonction des opérations de [] k

figure 2.2.2,
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2,2, rithme d'or n ecomposition tem: 1

Pour définir un algorithme d'ordonnancement par décomposition

temporelle, il faut préciser le calcul de la suite temporelle , la méthode et les

critéres utilisés pour I'optimisation locale.

2.2.3.1, La suite temporelle

On peut imaginer plusieurs schémas pour construire la suite temporelle

@ qui détermine les sous-ensembles de produits a introduire successivement dans

l'ordonnancement .

Par exemple :

n dé nifor mps:

% = min [ri] 5 p44 = max [rli)} +1

i i

P L416

Ap=——— ; % = OK + Ao

L+1

in. $ i ‘arriv :
9 = min[r@)] ; 9, = min [r(i)] ; 914; =min(g) = +2

i i

r(i}> Pk]

Le découpage uniforme du temps impose le choix d'un paramatre
supplémentaire : le nombre d'itérations de la méthode. Mais il permet de faire
évoluer dans le sens croissant ou décroissant la taille moyenne des
sous-ensembles de produits. Ceci n'est valable bien sir que si les dates d'arrivée

sont uniformément réparties sur l'intervalle [ 9» PL4-H.

Le regroupement des produits par dates d'arrivées identiques constitue
un découpage unique. Si les sous-ensembles sont trop petits, il faut changer la

suite temporelle pour faire des regroupements.
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Nous avons voulu une suite temporelle unique associée A tout probléme

P qui soit susceptible de regrouper des produits arrivés A des dates différentes et

qui ait un intérét relativement 4 notre méthode d'optimisation locale.

r i la 1

tot

=min[r(i)] ; 9, =min [r(i) + ppfi)]

al i

j= min [ r(i) + pp(i) J pour k=2,3,...

i

ri) 2 O.1

Cela signifie que l'on cherche, parmi les produits en attente

d'ordonnancement, celui qui, placé sur toutes les machines au plus tét, se

terminerait le premier, et que l'on introduit tous ceux qui peuvent entrer en conflit

avec lui sur cette période.

La figure 2.2.3.1. met en évidence ce choix.

Ici les définitions de la suite temporelle et de la suite de

sous-ensembles x sont liées, mais toutes deux ne dépendent que de l'énoncé du

probléme d'ordonnancement P et non des optimisations locales successives.

Si les sous-ensembles de produits ainsi constitués sont trop gros et ne

permettent pas de réaliser les optimisations locales avec des coiits raisonnables,

une variante de cette méthode consiste A remplacer pp(i) , durée minimale de

présence du produit dans l'atelier, par p(i,1) , durée de sa premiére opération.

Ces deux découpages sont équivalents lorsque chaque produit ne comporte qu'une

tache. Ce dernier découpage construit une suite temporelle analogue A celle

utilisée dans les générateurs d'ordonnancements actifs (IK.R. BAKER 19741).
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YH

K

date minimale de fin

d'un nouveau produit

opérations définitivement fixées

opérations non terminées a l'instant ®@
et qui correspondent a des ket
produits déa entrés

opérations d'un produit j non encore placé
et pouvant se terminer

le plus tét possible

opérations des nouveaux produits, qui en plus du
produit j , vont entrer en conflit, pour l'utilisation des
machines, entres elles et avec celles qui ne sont pas
terminées a l'instant @

k-1

figure 2,2.3.1.
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Mais, contrairement a ces générateurs oi l'on choisit successivement et

individuellement chacune des taches disponibles entre Px.1 et P,-1 , nous

recherchons un optimum local pour l'ordonnancement de l'ensemble de ces

taches.

2.2.3.2, Les critéres de l'optimisation locale

Dans ce travail, nous avons considéré comme critare principal la somme

des retards. Le critére de l'optimisation locale est donc la minimisation de la

somme des retards des produits déja introduits. Nous avons limité notre

recherche aux seuls ordonnancements actifs qui sont dominants. Dans la mesure

ot le cotit de la méthode le permet, a égalité sur le premier critére, nous

minimisons la durée totale.

La méthode d'ordonnancement local utilisée est présentée dans

l'annexe B.

2.2.4, Remarques

Dans la suite de ce travail, nous avons cherché a évaluer les méthodes de

décomposition temporelle. Ce sont bien sir des heuristiques, puisque la réunion

de solutions optimales partielles ne constitue pas, en général, un optimum global,

sauf dans des cas particuliers (une seule itération, L+1 sous-problames

indépendants...).

En nous plagant dans des cas trés particuliers, nous avons réalisé des

analyses dans le pire des cas : cela fera l'objet du chapitre 3.

Nous avons obtenu des analyses en moyenne par expérimentation. Elles

seront présentées au chapitre 4. Comme toutes expériences faites en générant des

exemples, les conclusions ne peuvent étre généralisées sans risques.
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2.3. DECOMPOSITION SPATIALE

2.3.1, Introduction

La décomposition spatiale cherche A constituer des sous-ateliers les plusindépendants possibles les uns des autres. Elle peut correspondre a un découpage

niveau, on distingue en général le découpage par fonctions et le découpage parfamilles de produits.

Dans le découpage par fonctions, on regroupe par exemple les machines

préparation, un sous-atelier d'usinage, un sous-atelier de tournage, unsous-atelier de finition,... Dans ce type de découpage, les flux de produits alone lessous-ateliers sont importants.

Dans le deuxiame type de découpage, on cherche & constituer des ilots defabrication tels qu'une famille de produits donnée est presque entiérementfabriquée dans un ilot et ne fait appel qu'exceptionnellement A des machinesd'autres flots. Ce découpage est tras utilisé dans la conception des ateliers flexibles(par exemple, [A. KUSIAK / A.VANNELLI / K.R. KUMAR 1985] et [A. KUSIAK1985)). Eventuellement, il est possible de dédoubler certaines machines pourquielles soient présentes dans plusieurs flots de maniére a réduire lesinterconnexions entre les ilots.

La méthode de décomposition spatiale, que nous Proposons, reléve de ladeuxiéme catégorie de découpage. Elle permet, si on le souhaite, un découpagePhysique de l'atelier. Mais ce n'est pas dans cet objectif que nous l'avonsdéveloppée. Nous utilisons la décomposition comme un outil de travail au sein delalgorithme de résolution : il s‘agit d'un découpage virtuel et non réel, propre aun carnet de commandes A ordonnancer, et qui évolue donc avec les carnets decommandes qui se présentent au cours du temps.

Nous allons tout d'abord présenter la décomposition de l'atelier en ilotsde fabrication par des méthodes de classification non hiérarchique, puis nousverrons comment, A partir de ces flots, décomposer le problémed'ordonnancement initial en sous-problémes et, enfin, comment construire unalgorithme qui gére les liens résiduels entre les ilots.
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L'objectif de la décomposition spatiale d'un atelier est de regrouper les

machines en ilots de fabrication et les produits en familles de telle sorte que:

- ily ait autant d'flots de fabrication que de familles de produits ;

- les flots et les familles de produits soient mis en correspondance

biunivoque ;

- tout produit d'une famille soit traité essentiellement sur les machines

de I'ilot associé et rarement sur celles d'autres lots.

C'est un probléme de classification croisée que nous allons traiter par

une méthode de sériation par blocs. Avant de la décrire, nous allons rappeler

quelques approches différentes qui conduisent également a des décompositions en

blocs diagonaux.

2.3.2.1, Autres méthodes

Toutes les méthodes utilisent une matrice A de n lignes et m colonnes

représentant ]' importance des liens entre les éléments des deux ensembles que

l'on cherche a partitionner en k classes.

La plupart des méthodes permutent les lignes et les colonnes afin de

regrouper les éléments les plus grands. J.L. BURBIDGE dans les années 70

propose une méthode manuelle avec visualisation de la matrice, Par la suite, des

méthodes automatiques se développent. Elles n'ont pas toujours pour objectif de

trouver des blocs diagonaux non empiétants, mais parfois simplement des blocs

homogénes, les blocs diagonaux étant obtenus, par exemple, s'ils sont parfaits ;

c'est le cas des algorithmes proposés par W.T. Mc CORMICK, P.J. SCHWEITZER

et T.W. WHITE ([1972)), J.R. SLAGLE, C.L. CHANG et S.R. HELLER (1975),

M.V. BHAT et A. HAUPT [1976] ainsi aue G GOVAERT ([1983N,

Les autres auteurs cités dans la suite de ce paragraphe recherchent des

blocs diagonaux non empiétants. Certains s'intéressent essentiellement a la

constitution de familles de pi&ces, d'autres a la constitution de familles de

machines et quelques uns seulement a une classification croisée des deux types de

familles ; leurs objectifs différents les conduisent, néanmoins, A une modélisation

semblable.
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J. DEKLEVA et D. MENART ([1986] fabriquent de manidre indépendante les
familles de pidces et les familles de machines, puis testent leur cohérence.
J. Me AULEY ([1972]) et W.T. Mc CORMICK and al. ([1972]) utilisent des mesures
de ressemblance entre les rangées (lignes ou colonnes). J.R. KING ([1980]) utilise
un tri des rangées A partir d'un codage en base 2.

J.R. SLAGLE and al. ([1975]) utilise des arbres de recouvrement minimaux, M.V.
BHAT et A. HAUPT ((1976]) des couplages, A. KUSIAK ([1985]) et A. KUSIAK and
al. ({1985]) la décomposition d'un graphe biparti en k-sous-graphes ou la
programmation linéaire en variable 0-1 (formulation p-médiane), Ces derniers
auteurs ont été amenés a développer des méthodes approchées pour résoudre les
nouveaux modéles obtenus.

Certains auteurs travaillent sur des matrices entiéres ou réelles,
d'autres sur des matrices en variables bivalentes ; nous n'avons pas jugé utile
dinsister sur cette différence,

Il est totalement impossible de comparer ces méthodes entre elles car
leur qualité dépend du critare choisi pour apprécier les bonnes solutions de la
classification croisée.

2.3.2.2 h ilisé

La méthode que nous utilisons a été développée par le projet SAGEP de
VINRIA ((J.M. PROTH 1985], [H. GARCIA / J.M. PROTH 1985], [H. GARCIA /
B. MUTEL / J.M. PROTH 1985 et 1986]). Elle était destingée A résoudre des
problémes de technologie de groupe.

Par la suite, dans cette méme équipe, nous avons étendu son champ
d'application a la résolution des problémes d'ordonnancement ([N. DRIDI /
M.C. PORTMANN / J.M. PROTH 1986], [N. DRIDI / J.M. PROTH 1987],
[M.C. PORTMANN 1987]),

F, MARCOTORCHINO [1986] a proposé quelques améliorations aA la
méthode dans le cas des matrices en variables 0-1. La légére amélioration obtenue
pour la valeur du critére ne semble pas significative pour les applications en
ordonnancement.
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2.3.2.3. Définitions et notations

Nous désignons par Z° l'ensemble des indices des n_ produits et par

Y¥° l'ensemble des indices des m machines.

Le terme général de la matrice A de n lignes et m _ colonnes est

défini par :

qty)

aligdg) = L plig,k)

k=l

B(ig,k) = jg

a(igjg) est donc le temps total de passage du produit ig surlamachine jg .

Les figures 2.3.2.3. a et b illustrent comment on passe des gammes des

produits 4 la matrice A.

Si deux lignes de la matrice A sont identiques, cela signifie que deux

produits fournissent le méme volume de travail aux différentes machines et il

n'est pas possible de les différencier dans la méthode de classification croisée.

Nous remplagons tout sous-ensemble de produits indifférentiables par

un produit type représentant le sous-ensemble. Les produits différents de tous les

autres constituent 4 eux seuls un produit type.

Soit Z l'ensemble des indices des produits types et soit A' la matrice

de N lignes (N<n) et m colonnes définie par:

a'(ijg) = alig,jg) o&% i, est l'indice initial de l'un des produits

correspondant au produit type i

Alamatrice A’ estassociéunvecteur a de N éléments:

ai) = poidsdeJaligne i dans A'

= nombre de produits correspondant au produit type i

= nombre de lignes identiques correspondant au produit type i

dans A.

Les figures 2.3.2.3 b et c illustrent comment on passe de la matrice A

4 la matrice A’.
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Si deux colonnes de la matrice A’ sont identiques, cela signifie que
tous les produits types demandent les mémes durées opératoires sur les deux
machines. Ces deux machines seront placées dans la méme classe par la
méthode de classification. Pour diminuer la taille de la matrice, il est possible
d'effectuer sur les colonnes le méme remplacement que sur leg lignes (ce
remplacement doit probablement atre rare pour les problames réels,
proposons pour raison de symétrie du modéle),

Tout sous-ensemble de machines indifférentiables est remplacé par une machine
type représentant le sous-ensemble. Les machines différentes constituent a elles
seules une machine type.

mais nous le

Soit Y. l'ensemble des indices des machines types et soit A" |]
matricede N lignes (N<n) et M_ colonnes (Ms<m)_ définie par:

a

a'(i,j) = a'lijg) ot Jo est I'indice initial de l'une des machines

correspondant a la machine type j .

A la matrice A" sont associés les vecteurs a de N éléments et B de M
éléments ot :

BG = poidsdelaligne j dans A"

= nombre de machines correspondant a la machine type j

= nombre de colonnes identiques correspondant a la machine

type j dans A ou A’,

Les figures 2.3.23 cetd

a la matrice A",

illustrent comment on passe de la matrice A’
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opérations

al 15

2 10

gammes des produits

pour chaque opération : durée et machine

figure 2.3.2.3. a

machines

1 2 3 4

1 25 15 25 0

duit2 10 5 10 0 tae =

produit 3 25 15 25 0
type 1 

produit
4 5 25 5 12 type 4

roduit5 0 0 10 8 Sipe 5

6 25 15 25 0

7 0 0 0 104

produit 
produittype 2 8 15 25 15 0 type 6

9 0 oO 0 10

matrice A

figure 2.3.2.3. b
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machines types

. 1 2 3 o
2 1 1 0.6 0 3produits

a produits 2 Q 0 0.4 2
4 

types

3 0.4 0.2 0 1
5

4 0.2 1 0.48 if6

5 0 0 0.32 1

6 0.6 1 0 1machine machine
type 1 type 3 B 2 1 1

machine
type 2

matrice V

matrice A' 
figure 2.3.2.3. e

figure 2.3.2.3. ¢

machines types

machines types 

1 2 3 Oo
1 2

8 : 1 1 1 0 37 95 i 

ae

prod » fo fo fa | aproduits 2 0 0

WIPES 3 1 1 0 18 5 
nouveau

4 1 1 ] 1 q— produit4 
nouveau 

type 3
produit 1 15 

ype 5 0 0

6 1 J a 1

B 
B 2 1 1

matrice U
matrice A" 

figure 2.3.2.3. f
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nouveaux

produits

types

nouvelle machine

type 1 type 9

matrice U'

figure 2.3.2.3, g

nouvelles

machines

types

nouveaux

produits 9 0
types 5 3

1 1 1

B 3

matrice U"

figure 2.3.2.3. h

r
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Nous allons enfin normaliser la matrice A" pour ramener ces éléments

entre 0 et 1 de deux fagons : normalisation bivalente et normalisation réelle.

Normalisation en variables 0-1,

Le terme général dela matrice U de N lignes et M_ colonnes est défini par :

uij=1 si a'Gjp>o

0 sinon

(voir la figure 2.3.2.3. f)

Normalisation en vari II

Soit E défini par :

E= max [a'(ij)]

i=1,...,.N

j=l,....M

Le terme général dela matrice V de N_ ligneset M_ colonnes est

défini par :

vGj) = a'Gj) / E

(voir la figure 2.3.2.3. e)

Remarque : Si de nouvelles lignes et/ou colonnes de la matrice U sont identiques,

il est possible de la réduire A nouveau en corrigeant en conséquence N, M, les

ensembles d'indices Z et Y ainsi que lesvecteurs o et B.

Les figures 2.3.2.3. f, g,eth illustrent ces réductions toujours sur le

méme exemple.

Dans la suite, nous allons présenter la méthode avec la normalisation en

variables réelles qui est plus générale. Nous signalerons les simplifications qui

apparaissent lorsque l'on remplace la matrice V parla matrice U.
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a7 CRED

4, En 1é écomposition

On se donne le nombre maximal de classes (familles de produits et

groupes correspondants de machines) que l'on accepte de constituer, soit Ne

VY(< min [N,M]). WY

L'objectif du problame est de constituer : 
Z

~une partitionde Z en n, classes:Pz = {Zj,... Le} 1

- une partition de Y en n, classes : Py (¥z,... Yue)

LL

u

“sling

a) “ue 

Z 
yj} _.

i afi) . BG). vq) 
° 

Uyn

G,j)¢ U(Z,.x¥},)
k=1 ken

qui

b) assure que v(i,j) soit petit lorsque (i,j) est situé hors des blocs.

(partie non hachurée de la figure 2.3.2.4, a )

@ Whe 
ee ee me.

Yp=¥ , Yg= Yo =..2 ne = 9 VY

qui satisfait parfaitement a) et b) est exclue par la définition mathématique d'une La ” n. 
. 

8 
c

partition d'un ensemble, A savoir pour Z : 
~

Gy, = ( Z x Y )
Dy 

k k
Pz partiinde Zo Z= U & 

k=1
k=1

blocs diagonauxet

figure 2.3.2.4.. aVky et ko, ky #ko 2 Lag OL #8

et

Vk 2, #o
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Pour satisfaire a) et b), nous proposons de maximiser le critare suivant :

sMPyPy) =h . Sali). BG). (wig))*
i,j

Ne

Gjle U (Z,xY;,)

k=l

+ (ch). Y afi). BG). A-vajyl

i,j

Ne

Ge U (AxY,)

k=1

avecO<h<1, O<AS1 etO0<vij)s1

que nous allons commenter en utilisant la figure 2.3.2.4. a.

Si v(ij) appartient a l'un des blocs diagonaux, zine hachurée, sa
participation a la mesure est :

h. afi). BG). Wap

si vGj)=0 alors vij)*=0 WA>0,

si vij)#0 alors v(ij) \ tend vers 1 quand 4 tendvers 0.

On a donc:

lim (vij))* =u Gj)

A> 0

Quand 4=1 , la participation d'un point (ij) appartenant aux blocs

diagonaux est proportionnelle A sa valeur vii,j) et aux “poids” h, a (i) et BG).

Plus 4 est petit et moins l'on accorde d'importance a la valeur exacte de vii),

seul le fait qu'il soit ou non différent de 0 reste significatif.

29 Chapitre 2

Si Gj) n'appartient pas a I'un des blocs diagonaux, sa participation a la mesure

est:

(1-h) . oi). BG). d-va,jy) 1

si vij)=0 alors G-vGj)!4=1 vr>0

si v(iij)#0 alors (1-v(i,j)) 1 tendvers 0 quand A” vers 0.

Ona donc:

lim (1-vGj)) 1 =1-uGj)

A> 0

Quand 4 =1 , la participation d'un point (i,j) n'appartenant pas aux blocs

diagonaux est proportionnelle A (1-v(i,j)) et aux "poids" i-h ,a(i) et BG) .

Plus 4 est petit et moins l'on accorde d'importance, dans le critare que l'on

cherche A maximiser, aux grandes valeurs de v(i,j). Seules les valeurs de v(i,j)

proches de 0 comptent.

En résumé, quand 4% tend vers 0

si viij)= 0 alors

il n'apporte rien en position diagonale,

il apporte le maximum en position hors blocs

si vGi,j) est strictement compris entre 0 et 1 alors

il apporte d'autant plus en position diagonale que v(ij) est grand et que

est petit.

si vGij)=1 alors

il apporte le maximum en position diagonale,

il n’apporte rien en position hors blocs.

Ceci conduit & n'accepter hors des blocs diagonaux que des petites

valeurs de v(i,j).
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> 4
Si l'on remplace la matrice V par la matrice U, le paramétre 2, devient
inutile car 

;

1%=1 et 0420 Vaso,

Soit Au(P7,Py) la mesure correspondante. Les remarques précédentes
montrent que: 

4

lim A*(Pz,Py) = du @z,Py) 
_

A430

La mesure avec les variables bivalentes est donc la limite asymptotique

de la mesure avec les variables réelles lorsque le paramatre 2 tend vers 0. -

4

Pour choisir la valeur de , on peut étudier les abaques de la figure 2.3.2.4.b,

Par exemple avec 4 =1/8 (1/2 = 8) .

* pour les points appartenant aux blocs diagonaux

WIS =0 si vijy=0 
a05 < WGj)M8 <1 si vaj) > 001

donc seules les valeurs presque nulles et nulles n'apportent pas de contribution a 

>
1

cette partie du critare. 

6 

*

* pour es points n'appartenant pas aux blocs diagonaux 
abaque des courbes xhQ-vG,j)° $0.01 si vGj) > 0.5

A-vGj)8 20.4 si vj) <0.1 

vel ee ee oe 2 ee

3.2.4. b

On cherchera donc a mettre des valeurs 20.01 a l'intérieur des blocs diagonaux 
figure 2.3.2et des v(i,j) les plus petits possibles et de préférence <0,5 A Vextérieur.

Liinterprétation du paramétre h est beaucoup plus facile. I] donne

plus ou moins de poids a la partie du critére concernant les blocs diagonaux par

rapport 4 l'extérieur de ces blocs.
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En résumé, h et 4 étant choisis par l'utilisateur, I'énoncé du

probléme de décomposition est le suivant :

trouver les partitions Pz de Z et Py de Y qui maximisent

aMy,Py).

Dans le paragraphe suivant, nous présentons 'heuristique, développée

dans l'équipe, qui conduit a de bonnes solutions de ce probléme.

2.5, Algorithm lassification croi

A) INITIALISATION

Pour débuter l'algorithme, il est nécessaire d'avoir une partition initiale

Pz de l'ensemble des produits types.

Pour I'obtenir, on utilise la méthode des centre mobiles de Forgey ([FORGEY

1965]) avec par exemple, la distance euclidienne d dans IRM (TH. GARCIA /

J.M. PROTH 1985)).

Soient z;,i =1,2,...,N, le produittype i et ati) son poids. Il s'agit

de partitionner Z en Pz =(Zy,...,Z,,} de telle sorte que deux éléments

appartenant auméme Z}, soient proches l'un de l'autre au sens de la distance

d.

On cherche donc a minimiser l'inertie totale interclasse :

n,

EL ali). d%,,ck)

k=1 ieZ,

ot ck est le centre d'inertie de Z, .

( ck est le point de IRM quiminimise I,(u) avec

I,(u) = afi) . d@j,u)).

ie Z,
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L'heuristique débute par la recherche de n, points O% Gd sksn))

situés dans des zones de forte densité et convenablement répartis dans l'ensemble

des points ((PROTH 1985])

Phase préliminaire de la phase d'initialisation :

On se donne un rayon pet une distance minimale entre les points

initiaux 6 avec 622p. 6 et p sont fournis par l'utilisateur.

On appelle densité de € pourle rayon p ,lenombre de points Z situés dans la

sphére de centre € etderayon p :

Dei €) = card ((a / d*(z;, Qs p*))

On commence par :

-E,=Z= ensemble des points a répartiren n, nuagesderayons p autour de

n, centres,

- choix arbitrairede x, dans Ko:

A la k-éme itération :

HT-Be = {3 /4eERy et d%zx,4) Sp? }

“Ex = Eyy - By

-Hy= (3, / ae Ey et d%(a,x,4)28 )

- choix arbitraire de x,,, dans Hy,

On arréte :

- quand Ey, est vide

Ensuite :

-si k-l2n, alors on trie les x; par densités décroissantes :

Dp (jz) 2 Dolxjg) 2... 2 Dp(xjy.y) et pour 1 de 1 a n,: C9 = xy

sinon il faut recommencer avec une valeur plus faible de 5.
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On obtient ainsi des Doints initiaux.

Puis on itaére sur la méthode des centres mobiles :

A litération 1:

1. on dispose de Nn, points gH d sks<n,)

2. on initialise Z, a @ (1 sk<n,)

3. pour i del A N faire

3.1. recherche du plus petit indice k qui minimise d(z;, ch)

3.2, Z,=Z, U fi}

finpour

4. pour k dela n, faire

4.1. ch = centre diinertiede Z,

finpour

Si a la fin de l'itération lona:

Vk: Zag,

alors la phase d'initialisation est terminée, sinon on poursuit les itérations.

Une itération de la méthode des centres mobiles est simple &
comprendre : on part des centres d'inertie de litération précédente et tout point est
attiré par le centre d'inertie le plus proche de lui. On obtient ainsi une nouvelle
partition dont on calcule les centres d'inertie, et ainsi de suite.

Il se peut qu'un sous-ensemble 2% ne regoive aucun point, dans ce cas:

- ou bien on accepte de diminuer n, (done d'éliminer le sous-ensemble

vide),

- ou bien on reprend l'algorithme avec de nouveaux paramétres pour

lobtention des €°,..

A la fin de l'application de l'algorithme, on a obtenu une partition
initiale,
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B) PARTIE CENTRALE DE LA METHODE DE CLASSIFICATION CROISEE

Soit plo, = { zis, , = FF zio la partition des produits types obtenue a
la fin de Ja phase d'initialisation.

La structure générale de l'algorithme itératif est la suivante :

lis l+l

calcul de ph Apartirde pl-l Zz

calcul de Pl, & partir de ply

jusqu’a (Ply,Plz) = (pity, pl) avec |; <1

Ow, sauf pour le premier calcul de plotl, qui donne sa premiére valeur a

arplo, plo+l,) ,ona:

eH, ply) 2 Apll,plty)

et pl, ply) > spl, ply)

doa aMPly,plyy > apy ply)

Cette propriété est évidente en raison du calcul choisi pour les partitions.

Nous alions détailler les deux modules de calcul deg nouvelles partitions

ply et Pl, . Ils sont parfaitement identiques en inversant les notions de lignes
et de colonnes et les notations qui s'y rattachent.
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Calcul de Ply a partir de pl, ;

yy = Yl, =... Ye =9

pour jde1 aM faire

pour s de 1 an, faire

a =h. Lai) wap)’ + (1h). ¥ oi) v6) l/rieZ"', ieZ"

finpour

recherche du plus petit indice 5 qui maximise a,Gj)

Yi, = YIU

finpour

Calcul de Plz a partir de Ply :

za, = a, = eZ =

pour idel aN faire

pour s de 1 a ne faire

b@D=h.S BG. (gy + Gh). 8G) Avagyle
ieY, ieY'g

finpour

recherche du plus petit indice 5 qui maximise bg(i)

a= ZU fi

finpour

Cet algorithme converge car les ensembles de partitions {Pz} et {Py} sont finis
et l'on s'arréte lorsqu'on obtient un couple (Pz,Py) déja obtenu au préalable.

C) REMARQUES ET CONCLUSIONS

On obtient ainsi un algorithme qui ne dégrade jamais la mesure et qui
converge vers un optimum local.

Il comporte un point délicat qui est la diminution éventuelle de No. Si
l'on accepte cette diminution, le critére se dégrade chaque fois qu'une classe
disparait ([N. DRIDI / J.M. PROTH 1986]). C'est sur ce dernier point que la
méthode tras voisine de F. MARCOTORCHINO apporte des améliorations.
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9 sfiniti mé oné

2.3.3.1, Décomposition robléme en -probléme:

a) Constitution des ilots et cas particuliers

La méthode de classification croisée décrite précédemment fournit les
informations suivantes :

~My: nombre de classes, c'est-A-dire nombre d'ilots de fabrication ou de

groupes de machines types,

mais aussi nombre de familles de produits types,

Ne estsupposé >1 ;

-Pz= { Z, Zo, ..., Zy,}: partition des produits types en familles ;

-Py=(Y1, Y9,..., Yao}: partition des machines types en ilots de

fabrication.

Pour traiter le problame d'ordonnancement, il faut revenir aux
informations détaillées sur les produits et les machines.

A partirde (ng, Pz, Py) , de l'appartenance des produits et des machines aux

produits types et aux machines types, et de l'énoncé du probléme initial
(n,m,r,p,,d) , on obtient les informations détaillées suivantes :

jam(6) = numéro de la partition de Py contenant lamachine 6

= ilot d'appartenance dela machine 4

Vi,l<ti<m:

fap (i) = numéro de la partition de Pz contenant le produit type correspondant

au produit &

= son ilot mare ou son ilot principal.
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Un produit & sort de son ilot mare dans le cas suivant (condition SP)).

SP) dk, l<k<¢q(a): tam (u(G,k)) # fap(a).

Nous dirons que la décomposition est parfaite lorsque tout produit est traité
uniquement a l'intérieur de son {lot d'appartenance, la condition DP est alors
vérifiée :

DP) Va, l<a<n
> fam (u(6,k)) = fap(a)

Dans le cas de décomposition parfaite, nous sommes ramenés A Ne
sous-problémes indépendants identiques au probléme initial et comportant
chacun moins de machines et de produits. Il est alors possible de les résoudre,
par des méthodes exactes s'ilg sont suffisamment petits, ou par des méthodes
approchées sinon, par exemple en leur appliquant A nouveau des méthodes de
décompositions spatiales et/ou temporelles,

Méme si la décomposition n'est pas parfaite, elle peut contenir des flots
indépendants, c'est-a-dire des ilots od tout produit qui le visite est dans son ilot
mére et ne visite que ce seul flot. C'est la condition d'indépendance INDP pour un
ilot donné {, :

INDP) Vv a: fap(a) = fo ===>

Vk:lsk<q(i): fam (p(0,k)) = ig (=fap (4)

et

Va: fap()s iy ===5>

Vk:isk<q(@): fam (ua) #4,
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Tout flot indépendant peut atre ordonnancé isolément, de la méme
maniére que ceux issus d'une décomposition parfaite.

En cas de décomposition imparfaite, une phase préliminaire permet de
supprimer éventuellement les ilots indépendants pour les traiter séparément.

Une seconde phase préliminaire permet encore de séparer le problame

restant en sous-problames indépendants s'il existe des groupes d'ilots

indépendants les uns des autres.

La condition d'indépendance d'un groupe d'flots s'écrit

INPG) Va: fap(Q)=f avec ie G ===

Vk: lsksq(a): fam (u(G,k)) =i, avec pe G

et

Vu: iap(i)=71 avec i¢ G =s=5>

Vk: lsk<q(@d): fam (2(,k)) = i, avec i, ¢G

La figure 2.3.3.1. a illustre ces deux phases préliminaires.

Dans la suite, on considére un seul groupe de n, flots dépendants entre

eux a traiter par la méthode d'ordonnancement.
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quatre groupes

dilots

indépendants

deux

ilots

indépendants

entre eux

partie ne contenant que des zéros

partie pauvre en valeurs > 0

figure 2.3.3.1. a

b) Décomposition des produits

Un produit @ qui ne vérifie pas la condition SP visite plusieurs ilots.Il doit étre divisé en autant de sous

Wt sept blocs diagonaux: riches en valeurs > 0

“produits que d'ilots successivement visités,Plusieurs sous-produits du méme produit peuvent étre traités dans le méme ilot sientre temps le produit est passé par un (ou plusieurs) autre(s) ilot(s).
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Les informations nouvelles concernant les produits sont les suivantes :

sp (&) : nombre de sous-produits du produit @ ;

ra(G,j) : instant de début de fabrication au plus tét du j-éme sous-produit du

produit @ ;

da(i,j) : instant (souhaité) de fin de fabrication au plus tard du j-eme
sous-produit du produit 4;

pp°°(a,j): durée totale minimale de présence du j-éme sous-produit du produit
a. (durées opératoires si les transports et les réglages sont

négligeables) ;

fasp(a,j): numéro de I'jlot of s'exécute le j-eme sous-produit du produit a ;

a°°(a,j): nombre d'opérations dans la gamme du j-eme — sous-produit du

produit a;

p°(aj,k): durée dela k-éme opération du j-eme sous-produit du produit 4;

H°°(,j,k) : machine nécessaire Ala k-8me opération du j-eme sous-produit

du produit & ;

ainsi que

nC) : nombre de sous-produits dans l'flot i .

Les figures 2.3.3.1 b) et c) illustrent la correspondance entre les

informations.

Et l'algorithme suivant permet leur calcul :

ig:= fam(H(G,1)); k:= 0; ks:=0; rs:= r(a); ds:= d(a) - pp(a) ; j=1; ra(G,1):= rs ;

répéter

kisk+l; ks:sksel; {j :=iam(u(4,k);

si ig#i, alors

da(aj):=ds; j:=j+l; ra(ij):srs; ks :=1

fai

B® (Gj,ks) = p(k); — pC j,ks):= WGK); rs := rs4p(a,k) ;

ds :=dstp(k); ig := ty

jusqua k=q(a) ;

da(i,)) := ds
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r

p— — pp*(,1)
ilot 1,

pp(ti,3)

YH

2

instants de début au plus tat et de fin au plus tard des sous-produits

figure 2.3.3.1. b

‘ ;became : ‘3 MM) 3
x6) ’ | | ‘ d(a)=ra(i,1) s : ' + =da(a,3}

‘ , ra(a,3) 1 da(a,1) '

\ t : : ; J

: : :
‘ ‘ y 4
: : 5 ‘

i ena
j Pp%G,2)

\ 
’

, ,
LLGYW

ra(i,2) da(éi,2)

ilot 7
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exemple avec un produit ide 6 opérations (q(a)=6)

numéro des opérations k 1 2 8 4 5:6

\ '
numéro des machines i 1 2 1,18 6 2

‘ 1ae eee ne nee eee eee Le peeneee dee

numéro des flots i 1 1 9 |
be eee eee ene eee} ee My eM coe Sane cle tens ate

& \
‘ 4numéro des sous-produits j 1 : 2 13

numéro des opérations ks, ; :
des sous-produits J 1 2 8:1 2 rd

P°°(G,j,ks;) = p(G,k) et H°°(,L,ks;) = wCa,k)

correspondance entre la gamme du produit & et celle de ses sous-produits

figure 2.3.3.1.¢

c) Etablissement de l'indépendance des sous-produits

Les ra(i,j) et les da(i,j) sont des dates au plus tét et au plus tard des

sous-produits au sens du PERT. Ce sont des limites extremes A ne pas dépasser

pour un sous-produit si on ne veut pas dépasser celles du produit. Nous les

appelons des DELAIS EXTERNES.

Observons leur position sur l'axe des temps, par exemple sur la figure

2.3.3.1.b.

Nous constatons que l'intervalle [ra(G,1),da(a,l)] , qui représente la plage de

temps sur laquelle il est possible, sans retard pour le produit ti , de planifier son

premier sous-produit, a une intersection non vide avec l'intervalle

[ra(G,2),da(a,2)] . Cela signifie que l'on ne peut pas planifier les deux

sous-produits indépendamment l'un de l'autre.

Pour acquérir cette indépendance, nous allons attribuer aux différents

sous-produits d'un méme produit des intervalles de temps dont les intersections

sont vides. Les extrémités de ces intervalles seront appelées les DELAIS

INTERNES et seront désignées par r°°(a,j) pour le début de l'intervalle et d°°(a,j)

pour la fin. Nous les ferons évoluer au sein des algorithmes d'ordonnancement

par décomposition.
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La figure 2.2.3.1.d montre un exemple d'un tel partage.

~ 

=

pp°*(a,1) pp*"(6,2) pp°°(a,3)

| 

—

r(t) d°(a,1) (4,2) d°°(4,3=r°°(i,1) =r°°(i,2) =1°°(G.3) sta

sous-produit 1 sous-produit 2 sous-produit 3gq 
<q——— < —_> < b>

figure 2.3.3.1. d

Les délais internes doivent vérifier les conditions DI

by Va:1<a<n, Vj:l<j<sp(t):

ra(t,j) < r°°(a,j)

r°(O,j) + pp°(a,jf) < d°°(4,j)

d°°(G,j) < r°°(G,j41) (j<sp(a) )

Si le produit est "critique" au sens du PERT, c'est-a-dire si
r(G) + pp(&) 2 d(a), Ia seule maniére raisonnable de choisir les délais internes
initiaux des sous-produits est de les prendre égaux aux délais externeg des
sous-produits.

Dans tous les autres cas, il y a de multiples fagons de choisir des délais internes
vérifiant DY.

Nous aurons autant dalgorithmes différents d'ordonnancement par
décomposition spatiale que de maniéres de choisir les délais internes initiaux,
Nous devons done nous donner une régle R de construction des délais internes
IMitiaux,

4
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Celles que nous avons utilisées utilisent la marge totale des produits :

marge(i) = d(a) - r(a) - pp(a)

Larégle Rl partage la marge totale a égalité entre les sous-produits :

rj) = de j-1) et dA) = rij) + pp°°(a,j) + marge(i) / sp(a).

La régle R2 partage la marge totale proportionnellement A la durée de

fabrication des sous- produits :

pp)
reece) = d°(Aj-1) et d°°(aj) = r°°Ca,j) + pp°°(i,j) + marge(a) x

pp(a)

On peut envisager d'autres régles, faisant intervenir le nombre

d'opérations par sous-produits ou la charge des ilots concernés.

Il est trés important de remarquer que ces délais internes sont

arbitraires. Ils ne font pas partie des contraintes initiales du probléme posé. Ce ne

sont que des objets intermédiaires utiles a la méthode, mais leur choix influe sur

les optimaux locaux qui seront cherchés indépendamment pour chaque ilot.

Aussi, lorsque l'on construit la solution globale A partir des solutions

localement optimales, on n'obtient pas en général l'optimum global.

On ignore si la solution trouvée est optimale, sauf dans le cas ov le critére

minimisant la somme des retards est nul.

Liarbitraire du choix des délais internes iransforme donc ia méthode de

décomposition spatiale en heuristique. Pour rester dans le cadre des algorithmes

exacts, il faudrait choisir toutes les valeurs possibles pour les délais internes et

appliquer pour chacun la méthode d'ordonnancement par décomposition spatiale,

mais cela serait trés coiteux, car on retrouve alors toute la combinatoire du

probléme général.
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d) Modélisation finale des sous-problémes

Rassemblons a présent toutes les informations obtenues,

Pour un ilot donné i, nous avons :

n°°(j) : nombre de sous-produits de I'flot,
m°(j) : nombre de machines de l'flot

r(i,j): instant de début au plus t6t du sous-produit (a,j)
a°°(G,j): instant de fin au plus tard du sous-produit (d,j)
p°°(t,,k) : duréedela kame opération du sous-produit (a,j)
u°°(aij,k) : machine pour cette opération

En remplacant ilot par atelier et sous-produit par produit, ce probléme estexactement le probléme initial, modélisé en 2.1.1. On utilisera aussi le critére“minimiser la somme des retards",

e) Construction de la solution globale

Chaque ilot est ordonnancé indépendamment des autres, de maniaére 4minimiser localement la somme des retards. En rassemblant les flots, on setrouve dans l'une des situations suivantes :

o& La somme totale de tous les retards est nulle

Cela signifie qu'aucun sous-produit n'a dépassé les délais internes quilui étaient attribués et qu'aucun produit n'est en retard. La solution globale estréalisable et, optimale.

B) La somme totale de tous les retards n'est pas nulle, mais ona :

NR) V a: c(i) < d(a)

NC) V i, Vj <sp(a): t°(Gj, 4°) + p°(H,j,q°°G,j)) < t°°(G,j+1,1)

—e
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NR est la condition de non-retard des produits,

NC est la condition de non-chevauchement des sous-produits.

Dans ce cas 8), des sous-produits sont en retard par rapport aux délais
internes, jamais par rapport aux délais externes et lorsque des sous-produits sont
en retard, les sous-produits qui suivent ne commencent pas immédiatement
comme le montre la figure 2.3.3.1. e.

Ici, la solution globale est encore réalisable et optimale. Le retard vrai est nul.

y La somme totale de tous les retards nest pas nulle :

onalacondition NC mais pas la condition NR

Dans ce cas, la solution globale est réalisable puisqu'il n'y a pas de
chevauchement entre les sous-produits d'un méme produit.

On ignore si elle est optimale, puisque la somme des retards vrais dépend du
choix arbitraire des délais internes.

§} La condition NC n'est pas vérifiée

Cela signifie que deux sous-produits d'un méme produit se
chevauchent comme le montre la figure 2.3.3.1. f . Les conditions de faisabilité C
ne sont pas vérifiées : la solution globale n'est pas réalisable.

Dans les situations «), B) et y), on arréte la méthode d'ordonnancement

wo
par décomposition spatiale, sans garantie d'optimalité dang le cas ‘

Dans la situation 8), il faut faire disparaitre les chevauchements. La
méthode consiste a itérer sur les ordonnancements d'ilots jusqu’a leur disparition
totale.
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Une telle méthode a été programmée et testée dang l'équipe SAGEP
par Najoua DRIDI ((N. DRIDI / MC. PORTMANN / J.M. PROTH 1986] et [N.
DRIDI/J.M. PROTH 1987]). Nous la présentons en détail au paragraphe suivant,

\

'

t

=
‘ ' ;

4 ' s d(a)

—- | :

délais internes

1

’

a =

existence de retards par rapport aux délais internes sans chevauchement

figure 2.3.3.1. e

délais intermes

existence de retards par rapport aux délais internes avec chevauchement

figure 2.3.3.1. £
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2.3.4, Un i ! men mypositi

Il est composé de deux parties : une phase préliminaire ot l'on classe

les ilots par ordre de priorités décroissantes, suivie d'une phase itérative

comprenant l'ordonnancement de tous les flots par priorités décroissantes, les

tests de chevauchement entre les {lots et la modification en conséquence deg délais

internes.

L'algorithme s'arréte lorsqu'il n'y a plus de chevauchement.

2.3.4.1, Priori fl

Tl s'agit de classer les flots de telle sorte qu'au cours d'une itération

sur tous les flots (nous parlerons alors de "macro-itération"), les ilots les plus

contraints (qui risquent de créer le plus de retards) soient ordonnancés en

priorité.

Il faut donc trouver un ordre ty, ig,...,i,, des flots a partir d'une

régle de tri T . Il y aura autant de méthodes de décomposition spatiale que de

choix pour cette régle de tri.

Par exemple, on peut choisir les régles Ty ou Tg .
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a) RégleT;: charge moyenne par machine décroissante

1

emm(i) = - 2% ppa,j)
mi) (aj):

fasp(i,j)=i

emm(i) est égal A la somme de toutes les durées des opérations a faire dans l'ilot
divisée par le nombre de machines de l'flot.

Pour la régle T, ,ona:

emm(?;) 2 emm(ig) 2... 2 emm(i,,,)

b) Régle Tg: marge moyenne par sous-produits croissante

1

mmsp(t) = =. 3 ; (d°°(a,j) = r°°(G,j) - pp°(t,j))
nd) aj):

iasp(a,j)=i

mmsp(i) est égal Ala somme deg marges des sous-produits dans l'flot.

Pour la régle Tg ,ona:

mmsp(iq) < mmsp(ig) < ... < mmsp(f ,)

La régle Ty est statique : elle ne dépend pas des délais internes. Il
suffit de l'appliquer une fois pour toutes a priori.

La régle Tg est dynamique : elle varie avec les délais internes, On
peut l'appliquer une seule fois a Prior avec les valeurs initiales des délais
internes ou au contraire Vappliguer A nouveau au début de chaque
macro-itération.
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2,3.4.2, Macro-itération sur tous les jlot,

La seule information importante transmise d'une macro-itération A la

suivante est la valeur des délais internes. Initialement, ils ont été calculés grace

au choix dela régle R de partage des marges, lors du découpage en

sous-produits.

V

On ordonnance les n, ilots dans l’ordre iy, f9,...,1,, obtenu en

appliquant la régle T .

A la fin de l'ordonnancement de i,, pour tout sous-produit de cet ilot

(a,j), on effectue les traitements d'ajustage des délais internes suivants :

Si j>1 et si fasp(aij-1)= i} avec 1>k alors

(le sous-produit qui précéde est dans un ilot non encore ordonnancé au cours de la macro-itération)

onattribue A (fij-1) toute la marge aval disponible :

d°°CG,j-1) = 1°) = t°Aj,1)

ob t°°(,j,1) est la date de début de (&j,1) dans l'ordonnancement

de ig.

Si j<sp(a) et si fasp(ij+1) = ij avec 1>k alors

(le sous-produit qui suit est dans un tlot non encore ordonnancé au cours de la macro-itération)

on attribue& (ij+1) toute la marge amont disponible :

d°CH, J) = °° J +1) = t°CH,j,q°°(E,j)) + po J,q°4,j)).

A la fin de l'ordonnancement des ny ilots, c'est-A-dire en fin de

macro-itération, on recherche les chevauchements entre sous-produits d'un

méme produit.

Sil n'y en a pas, la méthode spatiale est terminée.

Sinon, pour tout chevauchement entre les sous-produits (i,j) et (G,j+1), on corrige

a nouveau les délais internes (exclusivement en les augmentant) :

(on reporte le délai de début au plus t6t du deuxiéme sous-produit & la fin effective du premier)

d°CHF) = r°%(Hj+1) = t°°H,9,q°°(G,j)) + p?Cj,q°(a,j)).
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Tl est possible d'apporter A la méthodes des améliorations techniques.

Dans une macro-itération, il n'est pas utile de réordonnancer un ilot si depuis sondernier ordonnancement, on n'a pas modifié leg délais internes,
On peut essayer de réduire leg chevauchements en donnant dans le critare unpoids plus grand aux retards des sous-produits dont les suivants dans I'ordre dela gamme ont été planifiés dans les flots qui précédaient ; il faut alors choisir unpoids intermédiaire pour les derniers sous-produits de chaque produit dont leretard est toujours compatible avec les conditions de faisabilité, mais traduit unretard vrai pour le produit,

On évite également les chevauchements en exigeant qu'entre deux sous-produitsd'un méme produit figurant dans le méme ilot, il y ait l'intervalle de tempsminimum nécessaire a lexécution des opérations intermédiaires & exécuter &l'extérieur de I'ilot. Cette condition est vérifiée a linitialisation lors du partage desmarges, mais peut étre perdue par la modification des délais internes. On larétablit lorsqu'on ordonnance chaque ilot.

2.3.5, Remarques

L’algorithme défini au paragraphe 2.3.4. converge puisqu'a chaquemacro-itération la date de début de premier chevauchement ercit strictement etquiil existe au moins une solution réalisable sans chevauchement que l'on peutobtenir A partir de niimporte quel ordonnancement en repoussant globalementtout ce qui suit les chevauchements.

On peut imaginer deg variantes moins draconiennes pour laSuppression progressive des chevauchements. Par exemple, a chaquemacro-itération, on ne change les délais que pour le ou les premierschevauchements (dont l'instant de début de conflit entre opérations est minimal),

Dans ce cas, on augmente probablement le nombre demacro-itérations et donc le coat total de lalgorithme, mais on recule le momentou les retards vrais apparaissent. Le critare “somme des retards" devrait, enmoyenne, étre meilleur.
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2.4. DECOMPOSITION SPATIALE ET TEMPORELLE

2.4.1, Introduction

Liidée générale consiste A croiser décomposition spatiale et
décomposition temporelle.

Nous avons déja suggéré une premiére possibilité de croisement, Dans
la méthode de décomposition spatiale, si un ilot i, contient trop d'opérations a

ordonnancer, i] faut remplacer la méthode exacte d'ordonnancement par une
méthode approchée, par exemple une méthode de décomposition temporelle,

Le croisement peut également tre fait dans l'autre sens. Au cours
d'une méthode de décomposition temporelle, remplacer la méthode exacte
d'optimisation locale par une méthode approchée, par exemple une méthode de
décomposition spatiale.

C'est plutét cette deuxiame approche qui est a l’originie de la méthode
proposée, puisque nous utilisons une méthode de décomposition temporelle ot a
chaque itération un sous-ensemble de sous-produits est ajouté dans un seul lot.
Pour croiser plus généralement les deux méthodes selon la deuxiame approche, il
faudrait faire une décomposition en {lots différente a chaque itération de la
méthode de décomposition temporelle, ce que nous évitons : la décomposition en
flots est faite a priori comme dans la méthode de décomposition spatiale.

Comme le critére essentiel est la somme des retards vrais, c'est-a-dire
les retards des produits et non pas la somme des retards des sous-produits par

Winaida
rapport aux délais internes, on tiendra compte en permanence de Mincidonce des
retards des sous-produits sur le retard des produits.

Au paragraphe suivant, nous allons présenter les lignes générales des
méthodes de décomposition spatiales et temporelles, puis nous présenterons les
particularités de notre algorithme.
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2.4.2. Définitions et méthode générale

a) Décomposition spatiale

Comme pour la méthode de décomposition spatiale :

- on applique la méthode de classification croisée pour regrouper les machines en
flots de fabrication :

- on remplace le probléme initial par tn ensemble de sous-problémes identiques
associés 4 des groupes d'flots indépendants et dorénavant on S'intéresse A
l'ordonnancement d'un seul groupe d'ilots indépendant des autres groupes ;

- si le groupe d'jlots est réduit a un seul flot, on lui applique simplement la
méthode de décomposition temporelle ;

- si le groupe d'ilots contient plus d'tm flot, on décompose les produits en
sous-produits et on leur affecte des délais internes par répartition de la marge des
produits.

b) Dé sition tempore]!

Il faut disposer d'un procédé de regroupement des sous-produits en
sous-ensembles de sous-produits.

Nous utilisons deux critéres pour constituer ces sous-ensembles : i]
regroupent des sous-produits d'un méme ilot et ils sont hés dans le temps par une

suite i-temporelle «.

Cette suite i-temporelle a des propriétés légérement différentes de
celle utilisée dans la méthode de décomposition temporelle.
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Nous appelons suite i-temporelle » associée A un probléme

d'ordonnancement décomposé en flots, une suite finie d'instants Pop Peers PL 4]

de L+2 termes telle que:

o) 9 $91 S9Q...8 T41° est croissante

B) G S$ min [rt] et P41 = +”
1

l‘intervalle [99p 441 contient toutes les dates d'arrivée de

sous-produits.

Un sous-produit (aj) est accessible lorsqu'il est le premier
sous-produit de la gamme du produit t (j=1) ou lorsque les sous-produits (tja)

qui le précédent dans la gamme Ga<j) ont déja été introduits dans les

ordonnancements partiels de la méthode de décomposition spatiale et temporelle.

Al'itération k (1s k<L+1) , nous choisissons mm flot ft, et nous

ajoutons A son ordonnancement partiel le sous-ensemble de sous-produits défini

par :

Tt, = { (Gj) / (&j) accessible et lasp(j) =i, et ra) $ o, et

(tj) non encore introduit dans l'ordonnancement}

Cette suite m de sous-ensembles de sous-produits ne peut pas étre

construite a priori, comme dans le cas de la décomposition temporelle, car nous

allons faire évoluer les r°°(G,j) au cours des itérations.
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¢) Ordonnancement local

A chaque itération, comme dans la méthode de décomposition temporelle :

~ on ne remet pas en cause les taches planifiées qui sont terminées avant l’arrivée
du premier sous-produit A ajouter,

- on ordonnance conjointement les taches hon terminées avec celles ajoutées en
minimisant une somme pondérée de retards internes et de retards externes :

* des poids forts pénalisent les retards vrais par rapport aux délais
externes da(i,j) ,

* des poids infinis interdisent qu'un sous-produit se mette en
paralléle avec son successeur déja planifié dans un autre flot ; dans
ce cas, pour éviter des chevauchements, les délais internes d°°(t,j) ,
ajustés au début du sous-produit suivant t°(aj+1) , deviennent des
délais impératifs ou "deadlines",

“des poids faibles pénalisent les simples dépassements par rapport
aux délais internes d°°(ij) lorsque les sous-produits suivants ne
sont pas planifiés et que le produit conserve encore une marge totale
positive ou nulle.

La figure 2.4.2. illustre les particularités de l'optimisation locale.
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Te i

taches planifiées dans les autres flots, leur position est fixée
pendant tout l'ordonnancement local de I'flot t,

taches planifiées de I'flot 4, qui sont définitivement fixées

GZ taches déja ordonnancées de I'flot ty qui sont réordonnancées

[| t&ches introduites dans l'flot f k a cette itération

\ : taches suivantes qui seront introduites plus tard dans d'autres lots

délais externes [ | délais internes oe ae

optimisation locale dans l'flot i

figure 2.4.2.
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Pour finir de préciser la méthode, il faut donner la méthode de calcul de

la suite i-temporelle et la maniare de choisir I'ilot de la k-dme itération. Il faut
également préciser l'évolution des délais internes.

2.23.1, La suiteitemporelle @ et le choix de Iilot iy

On peut imaginer plusieurs schémas pour construire la suite

itemporelle et la suite d'ilots associés,

Par exemple :

un dé £ i 8 Yr il 1

donnée de 9

9 (one) = min [rj]
i

valeur

®max= max [max [r(i)+pp(i)] , max [d(i)] ].KD

i i

ou KD est un coefficient de dilatation supérieur ou égal Al.

max eSt une valeur approchée empirique de la future durée totale de

lordonnancement (car les délaisinternes r°° (a,j) qui varient dynamiquementpeuvent devenir beaucoup plus grands que max [r(i)]

1

_ max %(0,nc)
Ag 

,
L+1

Vky 1<k, <L: Skit = Pkiane + AQ

Vko iskg<n,: Pkika = Pkia

P (ome) < P(11) = P12) = = Pane) < (2,1) = 9 (2,2) ++ est la suiteitemporelle ainsi définie.
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Les Tlots sont ordonnancés dans l'ordre :

V2 s enptle pe Digi yess Mp, ,1,2,..,M6 |

ou encore dans l'ordre :

Ty sig,-. thes ty qi acta, teem ce lp, fg, a Ine

si on cherche a choisir un ordre sur les flots comme dans le cas de la

décomposition spatiale.

Comme dans le cas de la décomposition temporelle, nous avons retenu

un découpage du temps en utilisant Je sous-produit non encore placé qui se

lus _t6t_possible si on lui accordait en priorité les machines

nécessaires, et l'on choisit un des flots qui contient un tel sous-produit :

Poi min[ri)] ; to=0 ;
i

SPA, = { (&,1)} = ensemble des sous-produits accessibles ;

ki=0;

tantque SPA, # o faire

kiek+1;

Oe = min [rij + ppij)]

(ie SPAy.1

(a*j") = ]'tm des (ap : Re = r°(a,j") + pp’*(a",j*)

i, := lasp(a*j")

T= { (&) / (ijpe SPAL.y et fasp(fijy=f, et rei) iS aj

Ordonnancement local des opérations de m dans I'flot i, .

Ajustement des délais internes et modification des poids.

SPAyy1 = SPA, - Te + { (Gj+1) / (je m et j<sp(M }

fintantque
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2 I ‘ 
igi

La participation de tout sous-produit au critére "retards pondérés” est
constituée de deux parties :

- le retard vrai par rapport au délai externe du sous-produit (poids 100
par exemple) ;

- le retard virtuel par rapport au délai interne du sous-produit (poids 1
par exemple) ou

le retard interdit par rapport au délai interne ajusté au début planifié
du sous-produit suivant (poids 108 par exemple).

Appelons WE(Gj) le poids par rapport au délai externe et WI(i,j) le
poids par rapport au délai interne pour tout sous-produit (aj) .

A Linitialisation ;

On calcule les ra(a,j) , les da(a,j) et les WE(G,j) , en utilisant les définitions
pour les premiers.

On initialise les WI(Gj) A 1 etles raj) et d°°(G,j) en utilisant la régle de
partage de la marge totale des .

On initialise le critare somme des retards vrais SRV a 0.

ans Jilot_ ij:

VEPe me: soit /Aj) = tH, j,q°°(G5)) + P(A j,q°°(G,j))

si j> 1 alors

ajustement des délais en amont et interdiction de chevauchement pour
Je sous-produit amont :

WIGJ-1) := 108; d°°(aj-1) := t°°(6,5,1)
{si

si j < sp(@) alors

ajustement des délais en aval :

r°(G,j+1 ):=f°°(0,j)

fsi
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si f°(Gj) > da(aj) alors

on comptabilise ce retard vrai :

SRV:= SRV + (P°(Gj) - da (aj) x WE(G,)

on décale les délais externes de maniére Ane plus reconsidérer ce retard

vrai (il ne faudrait pas le compter pour tous les sous-produits suivants) :

décal := £°(aj) - da(tj)

pour jj de j 4 sp(@)-1 faire

da(é,jj) = da(fijj) + décal

ra(Gjj+l) := ra(tjj+1) + décal

finpour

2.4.4. Remarques

La méthode de décomposition spatiale et temporelle ne crée jamais de

chevauchements puisqu'on les interdit par l'utilisation de poids infinis,

Il existe toujours une solution pour le probléme d'ordonnancement local

puisqu'il y a toujours leur planification précédente pour les sous-produits déja

planifiés qui ont des délais impératifs et que l'on peut reculer aussi loin que

nécessaire les sous-produits que l'on ajoute.

L'ordonnancement partiel en cours de l'ensemble des ilots est donc

toujours réalisable.

Les délais interes liés 4 des poids de 1 ont une importance trés réduite

dans |'optimisation locale. Ils servent essentiellement a faire un choix entre des

solutions équivalentes pour les retards vrais en utilisant la connaissance de la

marge totale des produits.

La méthode converge puisqu'a chaque itération on introduit au moins

une opération de plus dans l'ordonnancement partiel.

Dans le cas général, la qualité de la méthode ne peut étre étudiée que par

expérimentation. Ceci sera vu au chapitre 4
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2.5, CONCLUSIONS

Les méthodes d'ordonnancement par décomposition, proposées dans ce
chapitre, permettent de construire de multiples variantes d'algorithmes
approchés d'ordonnancement.

Nous les avons développées avec le critare “minimisation de la somme
des retards". Le choix de ce critare est di a son intérét pratique (un carnet de
commandes doit étre effectué dans un atelier en respectant au mieux les délais),
et 4 son intérét théorique (c'est un des critares les plus difficiles a minimiser,
difficile au sens de la complexité des problames).

Toutefois, il est possible d'appliquer ces méthodes avec d'autres critéres,
dés l'instant ot l'on dispose d'un algorithme pour résoudre les sous-problémes
avec le critére retenu.

Les méthodes par décomposition temporelle, et spatiale et temporelle,
peuvent ne pas utiliser de délais externes si le critére choisi n'en utilise pas, mais

des délais internes devront étre construits dans le dernier cas pour interdire leg
chevauchements.
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CHAPITRE 3

EVALUATION DES METHODES DE

DECOMPOSITION TEMPORELLE

POUR LES PROBLEMES A UNE MACHINE



3.3. CAS PARTICULIER : DUREES OPERATOIRES EGALES ET NON
UNITAIRES

3.1, INTRODUCTION GENERALE

Les méthodes de décomposition présentées au chapitre 2 sont des

méthodes approchées, Pour les évaluer il faut, comme nous l'avons présenté au

paragraphe 1.3.2. du chapitre 1, s'intéresser a la complexité de l'algorithme et a

la valeur du ou des critéres. Il est trés difficile d'obtenir des résultats théoriques

dans le cas général, c'est pourquoi nous avons considéré, pour ces évaluations, le

cas du probléme d'ordonnancement A une machine et plus particuligrement,

pour certains résultats, le cas ou les durées opératoires sont toutes identiques.

Dans une premiére partie, nous allons rappeler le probléme et les

principaux résultats connus, puis nous intéresser aux variantes possibles des

méthodes de décomposition temporelle et a leurs propriétés dans le cas des

ateliers A une machine.

Dans la suite du chapitre, nous étudierons les cas plus particuliers

Pour le cas ow l'atelier se réduit A une seule machine, les notations

deviennent plus simples et les méthodes peuvent étre améliorées en tenant compte

des hypothéses particuliéres.

Lorsqu'il n'y a qu'une machine, la gamme d'un produit se réduit A une

opération et il y a correspondance biunivoque entre produits et opérations. Plutét

que de retenir systématiquement I'un de ces deux termes ou de les utiliser

indifféremment, dans la suite de ce chapitre, nous avons choisi d'utiliser le mot

tache qui désigne l'unique opération A réaliser sur le produit.
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Les caractéristiques du probléme d'ordonnancement A une machine iconsidéré sont les suivantes :

- la machine est toujours en état de fonctionner et ne peut exécuter qu'une
tache a la fois ;

- une tache commencée ne peut étre interrompue ;
- les réglages sont effectués alors que le produit est déja sur la machine -leur durée ne dépend pas de l'ordre de passage des taches et est inclusedans la durée de la tache ;

- les durées de transport sont négligeables ;
- les taches sont indépendantes : il n'y a pas de contraintes de précédence
entre les taches ;

-latache i est exécutable a partir de l'instant rj appelé date d'arrivée
ou de disponibilité de la tache i

-latache i a une durée Ry;

- la tache i aun délai d; (date de fin au plus tard souhaitée) ; si le délai

d; n'est pas respecté, cela engendre un cout de retard p. liéala
1

tache i

Pi =G-dj

ot ¢ est la date d'achévement de la tache i alors que tj est la date de
début d'exécution de la tache i:

HG

Ces notations sont conformes a celles utilisées dans le chapitre 2 et
regroupées dans le glossaire de Vannexe F, Simplement, l'indice correspondantaux opérations a disparu.

Nou: aa) baci 1us supposens que le codage retenu pour toutes les informations estchoisi de tell ; : i
esorteque ri, pj; et dj soient des données entiéres, tj et c;

Seront alors entiers ; cette hypothése n'est pas restrictive pour les problamesréels, il suffit de choisir convenablement l'unité de temps (dixiéme ou centi&medheure, de minute ou de seconde).
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B ] ntérieur

Les revues scientifiques sont trés riches en articles sur les problémes

d'ordonnancement. Pour s’en convaincre, il suffit de consulter la revue

"International Abstract of Operation Research" ; le premier chapitre de cette

thése illustre également. cette richesse.

Prés de la moitié des articles publiés s‘intéressent aux problémes

d'ordonnancement A une machine.

Mais lorsque l'on a comme objectif de minimiser la somme des retards

par rapport aux délais ou lorsque l'on suppose que toutes les taches ne sont pas

disponibles A l'instant "0" (les r; he sont pas tous égaux), alors la littérature

propose beaucoup moins de résultats.

Une premiére série d’articles propose des méthodes exactes de résolution. Comme

nous l'avons vu au paragraphe 1.4., il s'agit essentiellement de procédures par

séparation et évaluation ("branch and bound") ou de programmation dynamique.

Lorsque l'objectif est de minimiser la somme des retards (ou un critére

plus compliqué dont la somme des retards est un cas particulier), mais que toutes

les taches sont disponibles dés l'instant "0", on peut citer en particulier : H.

EMMONS ([1969], V. SRINIVASAN ((1971]), I. NABESHIMA ((1971]), A.H.G.

RINNOOY KAN /B.J. LAGEWEG et J.K. LENSTRA ([1974]), L. GELDERS et P.R.

KLEINDORFER ([1973]), M.L. FISHER ({1976]), L. VAN WASSENHOVE et L.

GELDERS ((1978]), J. SHWIMER ([1972]), E.L. LAWLER ([1977]), L. SCHRAGE et

K.R. BAKER ([1978]), C.N. POTTS et L.N. WASSENHOVE ({1982]) et T.T. SEN /

L.M. AUSTIN / P. GHANDFOROUSH ([1983)).

Lorsque les taches sont disponibles a des instants différents, mais que

l'objectif n'est pas de minimiser la somme totale des retards, on peut citer en

particulier : J.R. JACKSON ({1955]), P. BRATLEY / M, FLORIAN et P.

ROBILLARD ([1973]), K.R. BAKER et Z.S. SU ({1974]), G.B. Me MAHON et M.

FLORIAN ([1975}), B.J. LAGEWEG / J.K. LENSTRA et A.H.G. RINNOY KAN

({1975]), M.I. DESSOURY et J.S. DEOGUN ((1981]), J. CARLIER ({1982]), A.M.A.

HARIRI et C.N. POTTS ((1983]), M.E. POSNER ([1986]) et J. GRABOWSKI / E.

NOWICKI / S. SDRZALKA ([1986]). Dans ce cas, une étude stochastique sur deux

critéres a été réalisée par M. PINEDO ({1983)).
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Dans le cas général du job shop, une procédure par séparation et
évaluation a été proposée par A.H.G. RINNOOY KAN (1976).

Lorsque les taches sont disponibles a des instants différents, quelques
auteurs proposent, analysent et comparent des méthodes approchées, On peut
citer en particulier : H. KISE / T. IBARAKI / H. MINE ({1978]), C.N. POTTS
((1978]) et N.G. HALL et W.S.R, RHEE ([1986)).

Une deuxiéme série d'articles S'intéresse a la complexité des problames,
Les principaux résultats sont regroupés dans le répertoire du livre de M.R,
GAREY et D.S. JOHNSON ([1979]. Le lecteur, non habitué a la théorie de la
complexité des problémes, trouvera les définitions dans l'annexe A.

Dans le cas général, le probléme est NP-difficile au sens fort si l'on
choisit comme critére la somme pondérée des retards. Il le reste si l'on choisit des
poids égaux a un, c'est-A-dire si l'on prend comme critére la somme ou la
moyenne des retards. Par contre, dans le cas particulier ot toutes les taches ont
des durées unitaires, le problame est polynémial ([R.L. GRAHAM /¥E.L. LAWLER
/J.K. LENSTRA / A.H.G. RINNOOY KAN 1979).

Il faut done s'attendre a trouver des algorithmes non polynémiaux pour
résoudre le probléme dang le cas général. Tout algorithme polynémial sera une
méthode approchée.

certains cas particuliers, nous n'utiliserons pas un critére, mais une hiérarchie
de critéres lors des optimisations locales. C'est ce que nous allons détailler dans ce
paragraphe en mettant en évidence l'intérét d'une telle hiérarchie de critares.

Notre critére Principal sera toujours la somme des retards que nous
minimisons localement.
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Lorsque plusieurs solutions sont équivalentes au sens du premier critére,

nous utilisons un ou plusieurs critéres secondaires, dans un ordre choisi, pour

retenir la solution localement optimale.

La durée totale de l'ordonnancement partiel obtenu (ou "makespan") peut

étre un tel critére secondaire. Il a l'avantage de minimiser la somme des durées

improductives ot la machine est inutilisée entre deux taches et, ainsi, de libérer

plus t6ét la machine pour les futurs produits. Il a l‘inconvénient d'‘ignorer

l'urgence relative des taches et peut pénaliser des taches urgentes.

Un autre critére secondaire utilisé est nouveau. Nous l'appellerons U

(pour "urgence"). Il compte le nombre de fois ot tout couple de taches (i,j) vérifie

la propriété u définie ci-dessous. Nous cherchons a le maximiser.

Définition

On dit qu'un couple de tache (i,j) appartenant Ala séquence o (qui

définit un ordonnancement sur une machine) ala propriété u_ si:

i est avant j dans la séquence o ===> (dj $ dj) ou (cj - pj < 5)

et ondéfinit U(c) par:

Ulo)=card( { Gj) /iea, jeo, tj) vérifie u})

Vérifier la propriété u consiste & placer en priorité la tache la plus

urgente sauf si elle n'est pas encore accessible au moment ow l'on peut

commencer une autre tache moins urgente, auquel cas on peut placer cette

derniére pour éviter de laisser la machine inutilisée.

Tl est possible d'inverser i et j} dans une séquence o et de vérifier la

propriété u pour (i,j) ou G,i) dans les deux séquences comme le montre la figure
3.1.2.
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| :

figure 3.1.2. : propriété u vérifiée dans (ij) et o' GD

Tl est évident que :

- U est maximal pour la séquence EDD ("Earliest Due Date"), c'est-A-dire

la séquence 6 = (iy,i9,...,1,) avec dit SdigS...<di, ;

- U est maximal pour la séquence J construite a partir de la régle de
Jackson ([J.R. JACKSON 1955]): a partir de l'instant initial, chaque fois

que la machine est disponible, placer la tache la plus urgente parmi les

taches exécutables ;

n(n-1)
- U(EDD) = UJ) = ———— puisque tout couple (ij) avec i placé avant j

2

vérifie la propriété u.

Liintérét de U comme critare secondaire, utilisé pour choisir parmi les
séquences qui minimisent localement la somme des retards, est de trier dans
l'ordre EDD les téches non encore en retard (mais qui risquent de le devenir aux
itérations suivantes), avec une possibilité de choix utilisée lorsque le fait de
respecter EDD peut créer des temps improductifs sur la machine.

Pour désigner les différentes variantes des méthodes de décomposition
temporelle, nous utilisons les notations suivantes :

DTR désigne la méthode de décomposition temporelle qui localement

minimise la somme des retards et retient n'importe quelle solution en

cas d'optima locaux multiples ;

,
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DTRM désigne la méthode de décomposition temporelle qui localement

minimise la somme des retards et A égalité sur ce premier critére retient

l'une des solutions qui minimise le "makespan.

DTRU désigne la méthode de décomposition temporelle qui localement

minimise la somme des retards et a égalité sur ce premier critére retient

l'une des solutions qui maximise le nombre de fois ot localement on

vérifie la propriété u ;

DTRMU et DTRUM désignent de manidre analogue des méthodes de

décomposition temporelle ot les hiérarchies de critéres utilisées pour les

optimisations locales sont respectivement : somme des retards,

"makespan" et "urgence” et somme des retards, “urgence” et

“makespan”.

Nous disposons ainsi d'une famille de méthodes de décomposition

temporelle que nous pourrions enrichir avec d'autres variantes.
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Au paragraphe 1.4.3.3. A), dans le cadre de la présentation des
procédures par séparation et évaluation, nous avons été amenés a définir
rapidement les notions d'ordonnancements actifs et semi-actifs (IK. R. BAKER
1974). Nous allons rappeller ces définitions, ainsi que celle des ordonnancements
sans délai qui sera utile pour des comparaisons ultérieures. Nous introduisons
également une nouvelle notion, celle d"ordonnancement u-actif",

Nous montrerons ensuite que si les optimisations locales construisent
des solutions partielles vérifiant une propriété donnée, (actif, semi-actif,...), alors
la solution globale vérifie cette propriété,

A) Définitions

Un ordonnancement est Semi-actif si toute tache i commence au
plus tt compte tenu de sa date d'arrivée rj et de la date d'achavement Gj de

la tache j qui la précéde immédiatement : t j=max[rj,c j ] 5 on dit encore que
l'ordonnancement est calé a gauche.

Un ordonnancement est actif si, pour avancer une tache quelconque,
on est obligé de reporter le début d'une autre ; c'est-a-dire s'il n'existe pag
d'intervalle ob la machine est disponible et ot l'on pourrait placer une tache déja
exécutable (planifiée plus tard) sans modifier le reste de la solution.

Un ordonnancement est sans délai si la machine n'est, jamais laissée
inoccupée alors qu'il y a des taches exécutables.

Un ordonnancement est u-actif s'il est actif et si tout couple de taches (i,j)
vérifie la propriété u.

9 Chapitre 3

Tllustrons ces différentes notions a l'aide de la figure 3.1.3.

La figure 3.1.3.a fournit I'énoncé du probléme.

La figure 3.1.8. b présente le diagramme de Gantt de plusieurs

ordonnancements.

La figure 3.1.8. ¢ résume les propriétés de ces ordonnancements. On peut

remarquer ici que l'ordonnancement 0}; est obtenu a partir de la séquence EDD.

Bien que cet ordonnancement maximise le critére U, il n'est pas u-actif.

i 
ri 

Bi 
qi

i 0 5 12

2 4 6 8

3 0 3 10

4 15 2 1?

énoncé d'un problame A une machine

figure 3.1.3. a

|
5 10 15 20

2 1 43 N | | 0,

0 5 10 15 20

1 2 N 3 4 | a,
n 5 lo {s 20

1 2 | 3 N 4| 0,
|

0 5 10 15 20

ordonnancements

figure 3.1.3. b



10 
Chapitre 3

semi-actif actif U-actif sans délai

G; ou! NON NON NON

0, oul oul oul NON
0; NON NON NON NON

O,4 oul ou! NON oul

propriétés des ordonnancements

figure 3.13. ¢

Il est connu ([K.R. BAKER 1974)) que:

- un ordonnancement sans délai est toujours actif,

- un ordonnancement actif est toujours semi-actif,

- si le critére est régulier, il existe toujours une solution optimale qui est unordonnancement actif (et donc semi-actif), par contre, il se peut que parmi lessolutions optimales ne figure aucun ordonnancement gang délai.
(Rappelons (ef paragraphe 2.1.1.B)) qu'un critére est dit régulier si, lorsqu'onavance une tache sans retarder les autres, la valeur du critére ne peut ques'améliorer ou rester invariante),

B) La méthode

Rappelons tout d'abord la méthode de décomposition temporelle dans le
cas particulier d'une seule machine. Nous choisissong pour la suite temporelle @un découpage par rapport 4 la tache non encore placée qui peut se terminer auplus tét (ef. 2.2.3,1,),

1 
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L'algorithme général est le suivant :

W:

Do:

{ensemble des indices des taches}

min [rj] et @, := min [r; + pj]

ie W ieW

it

k:i=0 et O:=g et Po i=6

tantque P, # W faire

ki=k+1

m= fi /ieW et O41 S 1 <o)

PL = Pry U qk

Os: O @ my

Okay] = min (rj + Py]

ieW

fintantque

ot O- O On se traduit par :

- ne pas modifier les taches de 0 qui sont terminées au plus tard &

Tinstant 9,4) 3

considérer les autres taches de 0 et les t&ches de nr, et les

ordonnancer a partir de l'instant gq, (q, < 9.1) ot la machine est

disponible.

Cet ordonnancement local, qui ne remet pas en cause le début de

l'ordonnancement, est optimal pour la hiérarchie choisie (cf. § 3.1.2.).

La méthode de décomposition temporelle "conserve" les notions définies

au paragraphe A) comme i'exprime le théoréme suivant que nous allons

démontrer.
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Théoréme 3.1.3.

Si les optimisations locales fournissent d
5g 

s 

es ordonnancements semi-actifs

(ou actifs, ou u-actifs, ou sans délai), alors la solution globale obtenueést un ordonnancement semi-actif (ou actif, ou u-actif, ou sans délai)

Démonstration {)

Elle se fait par récurrence sur le nombre d’itérations.

a) Le théoréme est évident s'il n'y a qu'une utération, puisque la solution locale a laPropriété souhaitée et est également solution globale.

b) Supposons que la Propriété souhaitée soit vraie Jusqu’é litération K et Plagonsnous a litération K4+1.

Soit Mx Ia date d ‘achévement de la derniére tache @ Iq fin de l'itération K (ou
“makespan” & la finde K ).,

Deux cas sont & envisager :

a) Mx s min [rj]

IE M4]

Dans ce cas, | ‘ordonnancement local de l'itération Ke41 est totalementindépendant de | ‘ordonnancement partiel précédemment obtenu ; chacun d'entreeux étant semi-actif (ou actif, ou sans délai), leur réunion est semi-active (ou activeou sans délai.

Pour le cas u-actif, la propriété u est vérifiée pour tout couple interne aux deuxordonnancements indépendants ef elle est vérifiée entre toute tdche i du Premierordonnancement et toute téche jdu deuxiéme ordonnancement car l'on a
G° PO< MK s 4.

ES(*) Dans cette thése, toutes les démonstrations sont en italiques pour permettre au lecteur de leséviter lors d'une lecture rapide,
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§) Mg > min [ry]

JE M41

Dans ce cas, jusqu’a a4K41 » date de fin de la derniére tache figée,

Vordonnancement partiel correspondant est semt-actif (ou actif, ou sans délai),

selon I'hypothése de récurrence restreinte au début de l'ordonnancement. Puis

optimisation locale & partir de GK+1 est d nouveau totalement indépendante de

cet ordonnancement partiel, On en déduit comme précédemment que la réunion

des deux ordonnancements partiels est semi-active (ou active, sans délai).

Pour le cas u-actif, la propriété u_ est vérifiée pour tout couple interne aux deux

ordonnancements indépendants, mais il faut examiner deux cas possibles lorsque

la tache i est dans le premier ordonnancement et J dans le second:

i) je my alors u_ est vérifiée carona:

G- P< GKy S OK S$ 3

ii) j¢ mx, alors wu est vérifiée car a l'itération précédente on avait

i avant j dans un ordonnancement partiel u-actif et donc :

G-PR< Tj,

condition qui reste vraie puisque la téche i

dj dj ou

n'a pas été déplacée.

A l'exclusion des ordonnancements u-actifs qui nécessiteraient une

définition plus précise liée aux opérations dans le cas de plusieurs machines, il est

a noter que le théoréme 3.1.3. reste valable pour les méthodes de décomposition

spatiale et temporelle appliquées dans un atelier A plusieurs machines ; la méme

démonstration s'applique en remplagant GK+1 et My par des vecteurs ayant la

méme signification pour chaque machine,

Le théoréme 3.1.3. s'applique donc a un domaine plus large que celui

qui est défini par les hypothases de ce chapitre.
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Nous avons défini au paragraphe 1.3.2. les notions d'algorithmes
polynémiaux et exponentiels,

Un algorithme est polynémial si l'on peut majorer le nombre
d'opérations qu'il exécute par la valeur d'un polynéme dont la variable est la taille
du probléme.

Ici, tout énoncé contient 3n informations (pour chaque tache : date
d'arrivée, durée, délai). Il faut donc chercher un polynéme en n.

On peut remarquer qu'a chaque itération d'un algorithme de
décomposition temporelle on introduit au moins une nouvelle tache, et que
l'algorithme s'arréte lorsqu'il n'y a plus de nouvelles taches A introduire. Le
nombre d'itérations d'un algorithme de décomposition temporelle est donc
toujours majoré par n ,le nombre de taches.

Aussi, s'il est possible d'utiliser un algorithme polynémial pour les
optimisations locales, la méthode de décomposition temporelle utilise au plus n
fois des algorithmes polynémiaux et est elle-méme, dans ce cas, un algorithme
polynémial. Nous rencontrerons cette possibilité dans des cas particuliers ; ce
sera également le cas si l'on remplace l'optimisation locale par un algorithme
approché polynémial.

Au contraire, si le nombre d'opérations effectuées par les algorithmes
locaux ne peut pas étre borné par un polynéme, il en est de méme pour la méthode
de décomposition temporelle (dont le nombre d'opérations sera minoré par une
fonction exponentielle du nombre n de taches). C'est le cas général puisque le
probléme considéré est NP-difficile.

Pour les optimisations locales, dans le cas général du "job-shop", nous
avons construit deux procédures par séparation et évaluation (voir paragraphe
1.4.3.). L'une a 6té mise au point par Najoua DRIDI, a partir de l'algorithme
d'énumération de tous les ordonnancements actifs proposé par A.H.G. RINNOOY
KAN ([1976}) et l'autre se base sur la notion de contraintes disjonctives (voir
l'annexe B ainsi que : [B. ROY / B. SUSSMANN 1964], [E. BALAS 1968],
J. CARLIER 1978]).

rm
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Ce sont ces algorithmes non polynémiaux que nous utilisons, dans les

cas les plus généraux, lors de nos optimisations locales au cours de la méthode de

décomposition temporelle.

Comme la réunion de solutions localement optimales ne conduit pas en

général 4 une solution globalement optimale, nous nous intéresserons A l'erreur

commise sur le critére lorsque l'on applique les méthodes de décomposition

temporelle.

Dans le cas particulier, ou toutes les durées des taches sont unitaires, le

probléme est polynémial ([R.L. GRAHAM / E.L. LAWLER / J.K. LENSTRA /

A.H.G. RINNOOY KAN 1979]. Il peut done étre résolu par un algorithme

polynémial. Nous montrerons, dans ce cas, qu'une méthode de décomposition

temporelle se simplifie en un algorithme polynémial connu qui fournit une

solution optimale. C'est l'objectif du paragraphe 3.2.

Un autre cas particulier est celui, ot toutes les durées des taches sont les 4

une constante OD , mais ne sont pas unitaires ; c'est-A-dire que D ne divise pas

le plus grand commun diviseur des dates d'arrivées rj , ou encore qu'un

changement d'unité de temps ne peut pas rendre les taches unitaires tout en

conservant un codage entier pour les r;. Dans le livre de M.R. GAREY et D.S.

JOHNSON ((1979]), ce cas est rattaché au précédent, mais la référence citée reste

la méme que dans le paragraphe précédent ([R.L. GRAHAM / E.L. LAWLER /

J.K. LENSTRA / A.H.G. RINNOOY KAN 1979] et ne concerne que les durées

unitaires! A notre connaissance, le probléme reste donc ouvert. On ne sait donc

pas s'il peut étre résolu par un algorithme polynémial. Le paragraphe 3.3. a pour

objectif de montrer que, dans ce cas, une méthode de décomposition temporelle

conduit 4 un algorithme polynémial qui ne fournit pas toujours une solution

optimale. Une étude dans le pire des cas fournit l'ordre de grandeur de l'erreur

commise sur la somme des retards en fonction du nombre de tache n_ et dela

durée D.

Le paragraphe 3.4. correspond a4 d'autres cas particuliers dont certains ont

déja été étudiés. Le paragraphe 3.5. fait le point des conclusions que l'on peut

tirer dans le cas général a partir des cas particuliers précédents.
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Nous avons précisé au paragraphe 3.1.5. que si D divise le P.G.C.D.des dates d'arrivées rr

de durées unitaires, C'est en particulier le cas lorsque toutes les dates d'arrivées
des téches sont identiques ( n=0 Vi).

Dans le cas ot les taches sont disponibles das l'instant 0,([H. EMMONS 1969]) que si les séquences SPT (""

j » alors I'hypothase de durées égales est équivalente A celle

shortest processing time") et EDD(earliest due date") sont identiques, alors elles minimisent la somme des retards,

Lorsque les durées sont égales, legs n! séquences sont des séquencesSPT et parmi celles-ci figurent nécessairement une séquence EDD qui,coincidant avec SPT, est optimale.

Dans le cas ott leg durées sont égales et ov les taches sont exécutables daslinstant 0, on a:

- tout algorithme de tri qui classe les taches dans l'ordre EDD est un algorithmepolynémial exact (de complexité n log n);

~ la méthode de décomposition temporelle ne

(9, =0, 6, =D et Vi 19 =Oer

Valgorithme de tri précédent, alors la méthode de décomposition temporelle estpolynémiale et optimale.

Nous considérons la méthode de décom
au paragraphe 3.1.2.

Comporte qu'une seule itération

i < D= 1). Si celle-ci est réalisée par

positon temporelle DTRU définie

il est connu

17 
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L’algorithme général est le suivant :

{ensemble des indices des taches}

min [rj] et o := min [r; + p;J

icW icW

W:

9g: it

k:=0 et Og et Pore

tantque P, + W faire

ki=k+1

T= fi /ieW et 1 S TE < Oy}

Peis Phy U m

O-r 0 6H

941 = min [r; + pj)

ice W

fintantque

ou Or O @ TM, se traduit par:

- he pas modifier les taches de O qui sont terminées au plus tard a

linstant ey 3

- considérer les autres taches de 0 et les taches de nm, et les

u i tordonnancer a partir de l'instant aq, (q, < ®,.1) ot la machine es

disponible.

- cet ordonnancement local minimise la somme des retards et, A égalité, le

critére U (méthode DTRU).

Pour simplifier l'algorithme, étudions les “invariants de boucle” de “

algorithme itératif, c'est-a-dire la définition des objets calculés par récurrence e
. D E (*)montrons que ces définitions sont plus simples dans le cas particulier.

(*) cette partie technique est également mise en italique.
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En notant Ry la plus petite date d ‘arrivée d’un produit nm, ona:Ry = ait [rj] = min [rj44] -l= 9k] quand pj =1

Je W-P, je W-P;,

On en déduit :

TM=(i/ieW et 1 S<O }

={i/ieW et Ry +1 $1 <r 41 }

={i/ieW et Rey <7 SR, =min [rj] }

jen,
={ i/ icW et = Ry, }

(ces identités sont valables pour k=1 sil'on pose R, = G,-1)0 ~ To 7 * 4:

La partie principale de | ‘algorithme devient alors :

W := {indices des taches}

k:i=0 etO:=¢ et p =¢
o=

fantque P,, + W faire

ki=k+1

Ry := min [rj

ie W-P),

T:={i/ieW et ry = Ry}

Pee Phy U m

A chaque itération, | ‘algorithme ajouted O toutes les taches de pluspetite date d'arrinée non encore incluses dans 0.

Examinons maintenant le "module" . Or O 6 TM], lorsque lesdurées sont unitaires et que la méthode de décomposition choisie est DTRU:
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- on ne modifie pas les taches O qui sont terminées au plus tard é

instant Op. (qui vaut ici Ryy +l J;

- on consideére les autres taches de 0 et on les ordonnance conjointe-

ment avec les nouvelles téches de Ry gui arrivent a l’'instant Rx.

Reprenons les mémes notations qu’au paragraphe 3.1.3.: soit Mx.4

la date d’achévement de la derniére tache en fin ditération —k-1.

Deux cas sont & envisager :

a) My.1 < Ry

Dans ce cas, l’ordonnancement local de I'itération k est totalement

indépendant de l’ordonnancement partiel précédemment obtenu.

Il s'agit d’ordonnancer les taches de Tk gut sont toutes disponibles 4 l'instant

Ry et ont des durées égales (unitaires), de maniére & minimiser la somme des

retards et & égalité sur les retards de maximiser le critere U.

Or, on a déja rappelé en 3.2.1. que la séquence EDD minimise dans ce cas la

somme des retards, et constaté en 3.1.2. que la séquence EDD maximise le

critére U.

En outre, toute séguence qui ne respecte pas l'ordre croissant des délais ne

maximise pas U car G-1< tj =1; = Ry est impossible dans notre cas

particulier et la propriété une peut étre vérifiée que par la condition d; < dj .

L’ordonnancement local de la méthode DTRU retient donc obligatoirement une

séquence EDD, placée & partir de Ry.

BA My.y > Ry

Comme les durées sont unitaires, il n'y a pas de téche qui commence

avant Ry, et se termine apres Ry , la derniére téche figée se termine donc en

Ry ( gp = Ry, ).
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Toutes les taches réordonnancées ainsi que les nouvelles taches de TR sont de
durée unitaire et sont exécutables & partir de Ry , date de disponibilité de la

2 3 O e li Z t mplexité

machine apres les taches figées.

On retrouve, pour l’ordonnancement local, les mémes hypothéses qu'en @) et onretient donc la séquence EDD pour les optimisations locales.

L’algorithme que nous venons d'obtenir est connu sous l'appellation

i ‘il minimi lus grandDTRU dans ce cas particulier, on "régle de Jackson" ([J.R. JACKSON 1955]). On sait qu'il minimise le plus gr
ier, i] minimi retards.retard. Dans notre cas particulier, il minimise également la somme des

En examinant le comportement de
remarque que :

; : ‘ dans la littérature publiée, c'est
- seules les taches placées & l'itération k entre les instants R, Nous n'avons pas trouvé ce résultat

iti ; ; 
i nous en proposons une démonstration.

Ryyy restent définitivement & la place qui leur est attribuée ; pourquoi no prop

-Vordonnancement des autres est tgnoré par la suite, et done inutile : Théoréme 3.2.3.

Dans le cas du probléme d'ordonnancement a une machine, lorsque les durées
. 

ee 

tards des

- les taches placées entre Ry, et Ray 
sont unitaires, l' “algorithme de Jackson" minimise la somme des retar

sont les plus urgentes parmi
. 

: 

aches.

celles disponibles au plus tard en Ry et non encore placées ; a chaque 
Meeinstant Ryt+t , “on place la Plus urgente parmi les taches disponibles"

; j rties.

. 

. 

. 

ar 

La démonstration se fait en deux pa

Comme cette dernigre Propriété est vraie quel que soit l'instant et quelleque soit l'itération, on peut simplifier une derniére fois Ualgorithme DTRU qui 
Bren a

. 

Premiere partie :

devient :

On montre que , pour un ordonnancement considéré, l’échange de deux taches

i tere" somme des retards ".7 L ifi la propriété une dégrade pas le criASS te “i tia a qui ne vérifie pas la prop
1

tanque ken faire

Soit o une séquence de téches qui définit un ordonnancement semi-actif.Si ilexiste une tache j non placée telle que ry St
Soient i et j deux tdches quelconques placées dans cet ordre dans o.alors : 
Supposons que (i,j) ne vérifie pas la propriété u.- choisir une de ces taches j de délai minimal dj

-laplaceren + 

Ona:-kizk41; text41 

dj>dj et qg-l2y
sinon t:= min [r3]
a j tache non placée 

Il est done possible d'inverser i et j sans toucher aux autres taches comme le

, 3.2.3.

fintanque 

montre la figure
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4 pote ee nn gt tres pene . wa. | Dd<g

= 2 0 ig
ej

9 "sm oe 2 que ‘sce dQ: {sme oe. ds

rn . F alors Py= G - dj; Pj= G- di; py=G- 4

at Tg- Tg = max (0, o-di) + (op-dj) - (ep-dj) - (oj-dj)

Tee = e898) 5Sanne

et done Tg 2 T,'
J i 6

figure 3.2.3,

B ds > G

alors pj=0 2p; 20 dou p; =0;
Solent T :o @ Ty! la somme des retards correspondant aux séguences 6 et o'. 

Tg - Tg =;-p; etcomme op; 2 pi
a. 

. 

i 
=

En utilisant les notations introduites en 3.1. 4 Ona: 
: ;

ona Ts 2>T,-T le ; : 
o CTo = To’ = Bj + Bj - pi - 0

aud 
pj= max (0, «- d:) 

Dans tous les cas, on a trouvé Tg 2 Ty

Py = max (0, c:-d:) 
, ot .

3° 
Done l’échange de deux taches quelconques ne vérifiant pas la propriété

pPj= max (0, Ge d; ) u_ne dégrade pas le critére " somme des retards". Ceci acheve Ia premieére partie
' 

de la démonstration.Pj = max (0, o-d;)

a qd; > dj

gj > gq

. 

Ce résultat est insuffisant pour prouver que DTRU est optimal cardou PES Pi; pj < Pj; Pp 2 pi; p; 2 pi; Gi) est bien un couple supplémentaire vérifiant la propriété u, mais l’échange
peut avoir créé plusieurs couple (j,v) qui ne respectent plus cette nronriété alnrs

Examinons les différents cas possibles : quiils la vérifiaient précédemment. Donc a partir de o, il pourrait se créer un
phénoméne périodique d'échanges de taches qui ne vérifient pas la propriété u,w@ dz 5 sans jamais maximiser U et donc sans conduire & DTRU pour prouver son

7 

optimalité. Ceci justifie la nécessité de la deuxieme partie de la démonstration.

alors Pi=P;=0 et comme P; > p' ona T. > T.! Pp Justifi PB
= 4g
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Deuxiem rth

Soit o une séquence active optimale. Nous allons montrer maintenant
que l’on peut construire une suite de séquences (par permutation de couples detaches ne vérifiant bas la propriété u )qui converge vers DTRU o2 tous lescouples de taches vérifient la propriété u.

Nous notons ky et k', les rangs respectifs de toute tache u dans

deux séquences quelconques o et o'.

Nous définissons un ordre sur les couples de rang des tdches enutilisant l'ordre lexicographique strict dont nous rappelons la définition :

(a,b) <e (¢,d)

oS acc

ou a=c et bed

Supposons maintenant que (ij) soit le premier couple qui ne vérifie
pas la propriété u dans la séquence 6, c’est-d-dire -

Gj) ne vérifiepas ou

et Vu, Vv tels que (u,v) ne vérifie pas us:

(Kj,kj) <* (k,k,).

Nous construisons maintenant la séquence o' & partirde o enPp
inversant i et j sans toucher aux autres tadches,

Soit (ij), le Premier couple qui dans ' ne vérifie pas iu.

Nous allons montrer que (Kj,kj) <e (kyk').

95 Chapitre 3

a) Montrons tout d'abord quel’ona ky 2k;

En effet,ona ky< kj @ ky<kj carle passagede 6 & o' ne modifie pas

le début de la séquence oo.

Soit u une tache quelconque telle que k,<k; (@ k'y< k'), et soit v une

tache queleonque telle que k,<ky, (@ k',<k’, toujours parce que le début de la

séquence oO quicontient u est invariant, v étant n'‘importe ot aprés u_ ).

(ip, premier couple ne vérifiant pas la propriété u dans o

=> (u,v) vérifiela propriété u dans o

=> (d,s dy) ou (ey -D<ry)

=> car cysc’y: (dysdy) ou (",-D<nr)

= (u,v) vérifiela propriété u danso Vv: ky>ky

(= u#il)

ft riété u dans 0donc Vu: ky<kj= kj , Vv: ky<ky, (u,v) vérifie la prop

=> ky eky < ky

Ona donc:

Vurky<kj: ky<kj}

dou ky-1<ky (@ kysk})

et comme kj =k

. 
v

onabien kj <ks
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b) Montrons que dans le cas o& ky =k alors on a obligatoirement k's > k
en effet :

(ij), premier couple ne vérifiant pas la propriété u dans o

= Vviki<k<k : (dj s dy) ou (cj -l<x,)

avec k= kj

kj=kj

cj = G

dj <d;

et ky=ky, =>

Vviky<ky<kj: (d; < dy) ou (cj-1 <r)

et done Vv: ki <ky< ky: Gv) vérifie la Propriété u dans la séquence o'

enoutre comme (j,i) vérifie aussi la Propriété ucar d: >d:
1 J

ona ky >kj=k

Ce qui termi ion:
qui termine la démonstration : (kj,kj) <e (kyk'y)

Définissons & présent la suite de séquences :

Gg=6 (séquence optimale pour le critére “somme des retards")

et 35 est la séquence construite & partir de Sy en inversant le premier

couple de taches qui ne vérifie pas la propriété.

o,, est ; 
t

p une sulte de séquences qui converge, car l'ensemble des

séquences est fini et le fait que les rangs des premiers couples ne vérifipropriété u 
fam pes ig

sont strictement croissants implique qu'on ne peut pas retrouver
deux fois la méme séquence,
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Tant qu'il existe au moins un couple ne vérifiant pas la propriété u, on

échange les taches du premier d'entre eux, donc & la derniére itération on effectue

le dernier échange possible et pour la derniére séquence possible, il n’existe plus

de couple de taches ne vérifiant pas la propriété u.

Cette séquence limite o* est optimale car les échanges successifs n'ont

pas dégradé le critére somme des retards. Tout couple de taéches vérifie la

propriété u: elle maximise le critéere U .Elle est identiquead DTRU , au

numérotage des taches identiques prés, puisque respecter u pour tout couple de

tdches interdit de placer une tache moins urgente avant une téche plus urgente

déjé arrivée et oblige donc & respecter la régle de Jackson.

DTRU est done optimal pour le critére somme des retards.

L'algorithme de Jackson est polynémial. Il peut étre programmé en

O(nlog(n)) c’est-A-dire de telle sorte que son nombre d'opérations soit majoré par

K.n.Logn, o1 K est uneconstante ((J. CARLIER 1982)).

I est évident que, sans optimisation particuliére, le nombre d'opérations

de DTRU est majoré par un polynéme de degré 2: il y a au plus 2n itérations

puisque l'on place une tache au moins une itération sur 2 ; et la recherche de la

tache disponible de plus petit délai ou de la tache non placée de plus petite date

diarrivée demande au plus, 4 chaque itération, d'examiner les tAches restantes

en nombre inférieur a n.
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C, Remarques

1) Les méthodes de décomposition temporelle DI[RMU ou DTRUM sont identiques
a DTRU car dans le cas des durées unitaires, DTRU minimise aussi |]
"makespan", 

‘

2) Les méthodes de décomposition temporelle DTR et DTRM, qui ne cherchent pas4 
l 

ses 

amaximiser le critére U, ne minimisent pas forcément le critére somme des

En effet, considérons ce qui se passe a l'itération k et les conséquences possibles
sur la solution globale. A litération k, on minimise la somme des retards pour
les taches A ordonnancer a partir de Ry ; si une sous-séquence de taches n'induit
es de retard quel que soit l'ordre local choisi pour l'exécution des taches, alors
TR ou DTRM retient un ordre quelconque. Dans ce cas, une tache moins urgente

peut se trouver entre Ry et Ry,1 » alors qu'une tache plus urgente située aprés

Ry+1 va se trouver en conflit avec des tAches au moins aussi urgentes

apparaissant en Ry,1. Cela erée des retards qui sont évitables et évités par les

odes de déc mposition tempore ilisant le critére U comme critére

méthod d éco: tion t po. He uti sant 1 t

-
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3.3. CAS PARTICULIER : DUREES OPERATOIRES EGALES ET NON

UNITAIRES

3.3.1 Introduction

Nous avons déja vu au paragraphe 3.2.1., que sila durée D , commune

a toutes les taches, divise le PGCD des dates d'arrivée rj, alors, par changement

de l'unité de temps, on se raméne A des durées unitaires et la méthode de

décomposition temporelle DTRU (identique dans cecasa DTRMU et DTRUM)

est polynémiale et optimale. Nous nous intéressons dans ce chapitre aux durées

égales non unitaires.

Dans ce cas, le probléme reste ouvert : on ne sait pas s'il est polynémial

ou NP-difficile.

Une partie de la réponse est connue dans un cas particulier : lorsque les

durées sont identiques, quelles que soient les dates d'arrivée et les délais, le

problame de décision "Existe-t-il un ordonnancement de retard nul ?" est

polynémial ([J. CARLIER 1982]). Done, s'il existe une solution telle que la somme

des retards est nulle, alors cette solution peut étre trouvée par un algorithme

polynémial. Dans le cas contraire, le probléme reste ouvert.

Dans ce chapitre, nous allons successivement, dans le cas particulier

des durées égales et pour le crittre somme des retards, montrer que les

ordonnancements u-actifs constituent un sous-ensemble “dominant” (§ 3.3.2.),

étudier la simplification des méthodes de décomposition temporelle (§3.3.3.),

prouver que ces méthedes sont polynémiales mais qu’elles ne fanrnissant pas

toujours la solution optimale (§ 3.3.4.), étudier les erreurs commises dans le pire

des cas, et les comparer avec les erreurs commises par d'autres méthodes

(§3.3.5.).
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8.82, Propriété dea

Nous avons défini au Paragraphe 3.1.3.
F 

les ordonnancements u-actifs

comme des ordonnancements actifs o tout couple de taches vérifie la propriété u
(rappel : (ij) vérifie la propriété u dans lordonnancement correspondant a la

séquence 6 si i est pl; j ist placé avant jet si dj sd; ou G- Pi <4).

Nous allons montrer que, dans le cas des durées égales, le
sous-ensemble des ordonnancements u-.actifs est "dominant" pour | .

somme des retards, P e critére
cest-a-dire qu'il contient au moins une solution optimale.

Cela permet de n'explorer que les ordonnancements u-actifs pour chercher une
solution optimale.

Théoréme 3.3.2,

Dans le cas du probléme a une machine, lorsque toutes les duréesle sous-ensemble des ordonnancements w-acti i
ee ae 

ts u-actifs est dominant poi

des taches sont égales,
ur le critére "somme

Démonstration

Elle se fait selon le méme schéma que la démonstration aoptimalité du
paragraphe 3.2.3 dans le cas des durées unitaires.

Soit G, =0* un ordonnancement actif optimal. Il en existe au moins un puisque
Uensemble des ordonnancements actifs est dominant pour tout critére régulier.
Soit (ig,ig)_ le premier (dans l'ordre lexicographique) couple de tdches qui ne
vérifie pas la propriété u,

Soit 6, lordonnancement obtenu en inversant ig et jg dans la séquence o,
9:

On montre dans un premier temps que l’échange de ig et j

critére somme des retards,

ne dégrade pas le
; a puis dans un second temps que la position du premier

couple qui ne vérifie pas la propriété u croit strictement dans l'ordre
lexicographique.
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a) L’échange de ig et jg ne dégrade pas le critere "somme des retards" noté T.

En effet, comme (ig, jo) ne vérifient pas la propriété u, ona:

dig> djg et Gjg-D2 255

Il est donc possible d'inverser i et j sans toucher aux autres tdches et on

obtient l’ordonnancement o'1 des exemples de la figure 3.3.2.

La démonstration que To', est inférieur ou égal ad To, est identique a celle

faite au paragraphe 3.2.3. car le fait que les durées étaient unitaires n‘intervenait

pas dans la démonstration ona donc To'; ST oy.

Comme le montre la figure 3.3.2., l‘ordonnancement ', n'est pas forcément

semi-actif : soit 0", l’ordonnancement semi-actif obtenu en calant o'1 & gauche.

Le passage de o' & 6"; consiste 4 avancer des taches, comme le critére est

régulier,ona To") sTo}.

Enfin o", peut ne pas étre actif si un intervalle de temps ow la machine est

inutilisée a une longueur suffisante pour accueillir une tache déja arrivée et

planifiée plus tard, on peut avancer cette tache sans toucher aux autres et sans

dégrader le critére.

Il peut y avoir plusieurs taches candidates 4 l'utilisation de l'intervalle de temps

disponible : on choisira toujours celle de plus petit rang dans la séquence et a

égalité de rang la plus urgente. Comme cette opération a laissé un nouvel

intervalle de longueur au moins égale & la durée D de la tache avancée, on

cherche s’il existe des taches déja arrivées planifiées plus tard et on place la plus

urgente, on en cale d'autres 4 gauche, et ainsi de suite.

On passe ainside 0"; & 6, comme le montrent les différents exemples de la

figure 3.3.2.

On n‘a jamais retardé de téches. Donc, comme le critére T est régulier, on a

To, sTo'}.
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’Finalement, 64 est actif, puisqu’il n'y existe plus d’intervalle on on peut — INANE . | 4, u | j 0

avancer une tache sans en retarder d ‘autres, et = T 5, <To,. i ;

i) ; I. °. cf: | Es | a a
G

Se TT TT WOE IWCWUWDEK

| = Oy =0y
[ a figure 3.3.2. b

r r r 5

J fm ‘v "y "y

r id
j i 1 i. r r r rr r r ror
0 0 U v iv u u v U

{ 2 1 3 a2 1 2 3 1
: i. u i " =
SS {—* I 0 2 | "4 vs figure 332. ¢

r r ; : I Exemples de passage de o, & 6, par inversion des taches du premier couple de
eo ms r r

i . .J a 4 u 2 r v taches ne vérifiant pas la propriété u et avancées de taches pour rendre
3 Yordonnancement actif.

figure 3.3.2. a figures 3.3.2.
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b) Soit G31) le premier (dans 1 ‘ordre lexicographigque) couple de taches qui ne

vérifie pas la propriété y dans l'ordonnancement 1.

Nous choisissons des notations analogues & celles du paragraphe 3.2.3. :
Soit kj le rang de la tache j dans Sy

kj son rang dans oy,

et ky son rang dans Oy.

Soit <e l'ordre lexicographique sur les rangs des couples de taches.

Ne uw ikous allons montrer que (k; orkjg) <e (k"y k ‘i )

a} Ona k'iy 2 Kio

En effet, on ‘ : "
fe akie< kg ok u<k jo car le passage de O, 4 Gy ne modifie en

aucun cas le début de lg séquence Dy.

Soit u une téche queleo 
i

qd ngue telle que ku<k (ek u< Kio) et soit v une
tache quelconque telle que k,> ky fe k" > k", toujours parce que le début de

S_ ne change pas ).

(igdg), premier couple ne vérifiant pas la propriété u dans 6

=> (u,v) vérifie la Propriété u dans So

= (dy <dy ou t-D<r,)

= (dy sdy ou ec") -De< Ty)

= (u,v) vérifie la propriété u dans Gy

= uxil

eku<ky
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On a done:

Ww u K"y < Kyo : k"y < kK" => K"jo - 1 < ky (e kyo < k")

et comme Kho =k"jg

ona bien ki > kig

B) Plagons nous dans le cas ot k"j4 = kj, et montrons qu’alors k"j1 > ko.

Soit v une tache quelconque, différente de jg, telle que ky > kj, fo k"y > k"jo»

montrons que st (jp,v) ne vérifie pas propriété u dans o, alors k'y> Kio:

Trois cas sont 4 considérer :

iD ky > kig et k'y > Kio

(la tache ov était aprés (ig,jg) dans la troisiéme partie de

l‘ordonnancement et a gardé un rang la situant toujours dans cette

partie )

Ona bien k'y> Kio

ii) ky > kjy et k'y < k jo

(la tdche v était aprés (ig,j9) dans la troisiéme partie de

l‘ordonnancement et se trouve maintenant dans la deuxiéme partie ).

Ce cas est impossible, car lorsqu'on considére Go", i existe au plus un

intervalle entre jg et ig ot placer une tdche et on y place une téche

de rang inférieur ou égal a k"j, (ig convenant toujours s'il n'y a pas

d'autres téches possibles ). Ensuite, si la tache avancée n’était nas ig,

on répéte le méme processus et les taches de la deuxiéme partie de

lordonnancement sont toujours les mémes. Aprés avoir avancé ip, Le

rang de la tache avancée pour prendre la place de ig reste un rang de

la troisiéme partie.

Donc une tache telle que k,> Kio vérifie toujours k" > Kio.
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i) kg sky < kio

(ig,v) vérifie la propriété u dans Sy

=> (dip <dy ou Gy-D<r,)

=> av : . i :ec dig < digetc jo SSig : (dig sdy) ou ("55 -De< Ty)

> (ip.v) vérifie la propriété u dans 6, (pour tous les v de la

deuxiéme partie )

Ce qui montre que lors iy =j
gue 1 S 

fs _ . = ty1530 (e ky = Kin = k"j)

alors Kj > ko

Ona done dans tous les cas :

(igrkjg) <e (ki ky)

n répétant les modifications qut ont fait passer de la séquence o, dla
0

séquence 61, on obtient une suite de séquence :

Oo, Oy... L a
0 Oy telle que le critére "somme des retards" reste optimal et la suite

d'élém jksents (ik;,k) de couples de rang du premier couple de taches ne vérifiant
bas la propriété wu est strictement croissante.

Com 
tai

me dans le cas des durées unitaires, cette suite de séquences
converge vers une séquence optimale dont tous les coup.

Propriété u .En outre, cette séquence est un ordonna

les éléments de la suite le sont.

les de téches vérifient la

neement actif puisque tous

Ceci achave la démonstration du théoréme 3.3.2. Le sous-ensemble des
ordo -acti innancements u-actifs est dominant dans le cas des durées égales (unitaires
ou non),
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Remarques

Le théorame 3.3.2. ne signifie pas que tout ordonnancement v-actif est optimal.

Le théoréme 3.3.2. permet de prouver que dans le cas des durées égales, lorsque

toutes les taches arrivent A l'instant 0, EDD minimise la somme des retards (voir

le cas des durées unitaires). En effet, en partant d'une séquence optimale, comme

toutes les taches sont inversibles, on peut obtenir ou conserver la propriété u en

placant toute paire de taches dans l'ordre d'urgence croissante et la suite o tend

alors vers EDD.

Cela ne prouve rien pour le cas de taches de durées différentes, ou on sait que EDD

ne minimise pas toujours la somme des retards, méme si toutes les taches sont

disponibles dés l'instant 0.

Revenons & l'algorithme général de décomposition temporelle dans le

cas comportant une seule machine présenté au paragraphe 3.1.2., pour le

simplifier dans le cas des durées égales non unitaires.

L'algorithme général est le suivant: (cf 3.1.3. B) et 3.2.2.)

W := {ensemble des indices des taches}

Qo i= min [rj] et g, ‘= min [rj + pj]

ie W ic W

kis0 et O:=¢ et Poss

tantque Py, # W faire

ki=k+1

mois i/ieW et Oy S Fj <o }

Pye PRA U nm

O= O Om

kat ‘= min [rj + pl

ie W

fintantque
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ou Os O 6 To, se traduit par : 
Deux cas sont & envisager :

a) My.j <min [rj] = Ry- ne pas i A 
i

pas modifier les taches de O qui sont terminées au plus tard 4 
eM~ Tinstant M4 3

Dans ce cas, l’ordonnancement local de l'itération K est totalement indépendant

. 5 
de l’ordonnancement partiel précédemment obtenu 0.considérer les autres taches de 0 et les taches de TT, etles

ordonnancer A partir de l'instant Il suffit done d'ordonnancer de manire optimale (pour le critere T ) les téches9k (4k $4.1) of la machidisponible. tah ne est du sous-ensemble ny apartirde Ry.

Nous examinons leg invari
le cas particulier des durées égales

ants de boucle de cet algorithme itératif dans 
Moa i i i cae

non unitaires,

Ona: Nous notons ny, le nombre de taches dans ny .

Vjem : min [rj] <4) < min [rj]+D-1 = ae A Soit j la tache placée en premier, et v une tache quelconque , ona :
ier, ie m g=r+D 2 min [ry] +D > min[fry+D-1] = ry

ou encore : 
len len,

Vi, et Vio eamk: bey | Toutes les taches de T, sont donc exécutables & la fin de l'exécution de la

a-Mgi < D premiére, tout ordonnancement actif (ou semi-actif) les place donc de maniére
contigué, le seul intervalle o& la machine peut étre laissée indisponible se

Cela est immédiat & partir du calcul de 
trouvant devant j., et parce que W-Pyy 2m]:

k= min typi} = min fy] +D <<
ie W-Py 1 icWP. . nin] +D En outre, si l'on impose la premiere téche j,on connait une séquence qui

- jen

k minimise la somme des retards pour des téches de durées égales toutes
et Vjer,: min try] os Yj disponibles & partir du méme instant cj: c'est la séquence EDD pour le

ien 5k | sous-ensemble ty - {i}.
meee HSM oS mini +D-1

2E 7% Pour trouver une solution optimale de cette optimisation locale, il suffit donc de
5 construire ‘ordre EDD correspondant au sous-ensemble Ty, puis de calculer laConsidérons maintenant le module oO

*= 0 ® mM, et somme des retards pour les ny séquences obtenues en placant une téche j enreprenons les notations des Paragraphe 3.1.3. e¢ 

me

Soit Mx la date d'achey Jement di 
a ] ti J

ar convention, on prendra M, = min [r;] = 9 =R )
o = Ao).

icW

3.2.2, téte et en complétant par EDD - [j} comme le montre la figure 3.3.3. a. La
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B)_propriétés de dominance

Pour limiter les calculs, on peut, comme on 1
considérer que les ordonnancements u-actifs
décomposition temporelle DTRU.

séquence 6

figure 3.3.3. a

Considérons, dans ce but, la séquence EDD/FIF
sont classées par délais croissants, et ott,
premier la téche disponible la premieére.

O, c’est-d-dire celle on les taches
@ égalité sur les délais, on place en

Soit EDD/FIFO = (iq, ig, ... ing).

Considérons une séguence 5; (construite & bartirde EDD/FIFO en placant
ij en téte ).

Soit i, U'indice d'une té
ie tdche queleanqnue Placée avant jdons EDD/FIFO :

ly < iy <i et dij 2 di.

Deux cas permettent des éliminations de séquences :
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casi

Si dij > diy et ry:2 ry alors Gjsiy) ne vérifie pas la propriété u dans 5;

car (djj>djy) et (c'jj -D=ny 2 ry)

La séquence 5; n'est donc pas un ordonnancement u-actif, elle peut étre

éliminée de la recherche de l'optimum local dans une méthode DTRU.

cas tt)

Si dij = diy et tj 2 Ziv alors la propriété u_ est vérifiée par Gjsiy) dans 5,

mais la séquence 5; est dominée par la séquence O,,. En effet, la suite des

délais des taches correspondant a o,, est égale a la suite des délais des téches

correspondant & 555 mais, comme Oy, commence plus tét (ou au moins aussi

tét) que Gj, la, suite des dates de fin de tiches de o,, est inférieure ou égale &
v

celle de 9; et l’on a donc To, < Taj.

La séquence 9; peut donc, dans ce cas, étre également éliminée de la

recherche.

En utilisant ces éliminations dies A des propriétés de dominance, on démontre le

théoréme suivant :

Thésrame 2.3.2,

Si laséquence EDD fournit un ordonnancement semi-actif qui commence 4 la plus
petite date de disponibilité rj et qui ne laisse jamais la machine inoccupée entre deux
taches, alors cet ordonnancement est optimal pour le critére “somme des retards"
dans le cas ot les durées opératoires sont égales.
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Ces éliminations ne suffisent pas pour passer de la méthode de décompositontemporelle DTRU 4a lg méthode de décomposition temporelle DTRUM.

En effet, si l'on considere le cas particulier :

Tit > 92 >... > Tink

et diy >dig>...>din,

et Ty +nm,.D< diy

alorsona:

- toutes les séquences sont optimales avec un retard nul ;

- aucune séquence 9; n'est éliminée par les bropriétés de dominance

utilisées ci-dessus ;

~ toutes les séquences 6; sont des ordonnancements u-actifs.

Il faut ajouter la condition de minimisation du "makespan" barmi les solutionsminimisant T pour obtenir la méthode de décomposition temporelle DTRUM.

9) algorithme de l’optimisation locale

Avec les Propriétés de dominance présentées cl-dessus, Ualgorithmed'optimisation locale dans le cas a) s’écrit:

1. Construire la séquence EDD/FIFO notée oy

2. j* := premidre téche de la meilleure solution trouvée = indice 1

MT := meilleure somme des retards = T O}

Tmnin ‘= plus petite date de début essayée = riy
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3. pour j de 2 a ny, faire

si ij 20min alors

( dv: Tj 2 iv et j>v dou dij > diy)

la séquence o; n'est pas examinée
J

inon

Tmin ‘= ij

calcul de To;

Sl To; < MT alors

jis j; MT=To;

fsi

fsi

4, La solution localement optimale est Sie.

b) My.1 > min [rj] = Ry

iE ky,

Soit gq), la date de fin de la derniére tache figée.

Ona R,-D «< gy s Ry

Soit oy, l'ensemble des tachesde 0 telles que:

Vie: G- D> a

F 2 réordonnancer avec 1.O, est l'ensemble des taches & ré

ift i précédePuisque la méthode de décomposition temporelle ne modifie plus ce qui pr

qk dérons Ok comme date de début de lor donnancement etl instant const

‘arrivées :modifions en conséquence les dates d’arrivé

Vjeo, Um: rj =max [1j,q,];
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Le probléme consiste & ordonnancer de maniére optimale (pour le critere T ) les
taches du sous-ensemble ©, Um 4 partir de dk.

ude O17) S séguences local, males

Nous notons ng le nombre de tache de Oo, U my.

Soit X, la plus grande date d'arrivée des tdches de Tp:
X, = max {rj] = max Ir;] = max [ri]

leq, ie @, Un, ie oy, Un;

Deux cas sont & envisager,

Lt) si % 2 X_-D alors, comme au a),éalafindel ‘exécution de la premiéretache choisie j , toutes les autres téches sont exécutables et l'on peut utiliser
Valgorithme présenté & la fin du

simplement Tj

cas a) au Paragraphe 8) en remplacant
par ri.

Ww si q. < X,-D alors il y a plusieurs facons différentes de laisser dans

ik k

Vordonnancement local des intervalles de te
comme le montre la figure 3.3.3. b.

mps ot la machine est inutilisée

Dans le cas de la séguence 85 ,0u l'on place en premier une tache j de
Rk, toutes les autres taches de ©, U my sont exécutables 4 la fin de la tache j
et on complete la fin de séquence de maniére optimale par EDD/FIFO commedans le casa).

Dans tous les autres cas ow l'on commence par placer une téche u de
Oy, i faut encore choisir une tdche j de Tk oui ov de @, avant d’étre sir
de pouvoir compléter de maniére optimale par EDD/FIFO,

j
}

i
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ordonnancement
partiel O

si k

watts pat \ 

3

= 
séquence 5a, 

1

we eo eee ee eee \ ;
u SS

séquence 8@. 

2
k

ON = j ou v
ss séquence $a,

a u j ou v

séquence say 

4

durées égales non unitaires : différents cas possibles pour l'optimisation locale

danslecasoh q, < X - D

figure 3.3.3. b
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B)_ propriétés de dominance

Les conditions de dominance utilisées en a) pour éliminer des

séquences Gj avec J€ TM, restent valables pour éliminer des séquences o,,

avec vem U o, et Tj remplacé par rj.

Pour uw fixé appartenant & ®, placé en téte, on peut également, en
notant qi, lafinde u, corriger temporairement les ry, des autres téches

en ry =max[q',, ry] et appliquer les conditions de dominance & Ia fin de la

séquence qui suit u. Pour ne pas traiter @ part le cas o& aucune tdche wu de

©, n'est en téte nous noterons par vide, soit le symbole *% , le fait que

loptimisation locale commence bar une tdche de TH (ae).

%_algorithme de l'optimisation locale

Notons optloc (7,T,q,8) la partie d'algorithme qui, & partir d'un
sous-ensemble detaches fT dont les dates de disponibilité Yj sont comprises
entre q et q+D-1, cherche une solution optimale ayant une somme desretards inférieure ou égale 4 la valeur T en utilisant l’algorithme vu au

peragraphe & ducas a). La solution trouvée est 5. Dans le cas ot aucune
solution ne peut étre au moins aussi bonne que T, g prendlavaleur 4,

Examinons maintenant Valgorithme général de optimisation localedans lecas b):

i. Ry := min fr];

len,

2 OC i= fis < Ry et qG> Re);

3. dk '= min [¢] - D

ie wy,
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4.0, 35 EDD/FIFO (x, U @,) = (iq ,i9,...)

calcul de To, ; of = OL 5

MT := To, 5 Ymin ‘= Tip:

5.pourtout u de o, U{%) dans Yordre 6; faire

5.1. on place u en téte

d'ot

siu= alors q:i=qy; Ty:=Ry_

ginon q := date de fin deu

fsi

5.2. St Ty <Tpin alors

T= O Um - {u)

T = MT - Pu

optloe (7,T,q,8)

si s#@ alors

of := us

MT:= Tg + Py

Tmin = Ty

fsi

fsi

La solution localement optimale est 7.

me se modifie simplement pour obtenir lea différentes

variantes DTRU et DTRUM. a hes retards, &

DTRU, ow on ne cherche pas, a égalité sur ,
,Pour “optloc" de fournir uneminimiser la durée totale, on demande au module a

solution strictement meilleure que TT, ce qui accélére les calculs.

Pour DTRUM, dans et apres l’appel du module “optloc’,si (Tg + py)

est égala MT, on retient la solution de meilleure durée totale.
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2.24. Non 
optimalité et 

complexit

L'algorithme simplifié que nous venons d'obtenir au paragrapheprécédent est polynémial.

En effet, si nest le nombre de taches, il y a au plus n optimisationslocales. Pour chacune, on obtient la séquence initiale EDD/FIFO avec unecomplexité en O (n logon) (tri). On construit ensuite au plus n2 séquencespour lesquelles on calcule la somme des retards en balayant les n taches.

L’algorithme est donc polynémial en O(n4),

Par contre, il ne fournit pas toujours la solution optimale comme lemontre l'exemple de la figure 3.3.4.

L'énoncé est fourni parla figure 3.3.4.9.
Nous lui appliquons une méthode de décomposition temporelle avec minimisationlocale de la somme des retards notée DTR (le détail du déroulement delalgorithme est fourni dans l'annexe E) et nous obtenons la solution illustrée parla figure 3.3.4.5 quialavaleur 4.D-5 pour le critére "somme des retards".La solution optimale est représentée sur la figure 3.3.4. ¢ » et a pour somme degretards la valeur 3.

L'erreur commise ici par l'algorithme de décomposition temporelle s'élave 44D-2 o& D estla durée des taches,

numéro des taches j 1 2 3 4 5 6

D-1 2D 3D-2 4D 5 D-1

2D-1 6D-1] 4p-2 5D 6D

énoncé d'un problame de 6 taches

figure 3.3.4. a
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3 6

HS [tT 14a

| I if J ly [ao [eo 7D 8D
a, qd qd a, d) d

solution trouvée (somme des retards =4 D-5)

figure 3.3.4. b

1 
2

1 2 3 4 2 2

0 D 2D 3D) 4D] 5D 4” 1 a
dd qd,2

solution optimale (somme des retards=3)

figure 3.3.4. c

C'est une méthode polynémiale approchée. | ca@eneflepre

Il est donc intéressant de chercher un majorant de l'erreur commise

des cas. C'est l'objet du paragraphe suivant.
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Les ordonnancement u-actifs étant dominants pour le critére "sommedes retards" dans le cas des durées égales, nous limiterons notre étude auxméthodes de décomposition temporelle DTRU et DTRUM définies au paragraphe3.1.2. et simplifiées dans le cas des durées égales au paragraphe 3.3.3.

Comme les démonstrations directes sont difficiles et afin de permettre lescomparaisons, nous allons procéder par étapes (la figure 3.3.5. met en évidenceles inclusions entre les différents ensembles d'ordonnancements considérés) :

~ au paragraphe 3.3.5.1., nous majorons la plus grande erreur qui puisseétre commise sur la somme des retards dans l'ensemble des ordonnancementssemi-actifs (indépendamment de toute méthode), et nous montrons que cemajorant peut étre atteint ;

~ au paragraphe 3.3.5.2., nous majorons la plus grande erreur qui puisseétre commise sur la somme des retards dans l'ensemble des ordonnancementsactifs (contenu dans l'ensemble des ordonnancements semi-actifs et contenant aumoins une solution optimale) , et nous montrons que ce majorant peut étreatteint ;

~ au paragraphe 3.3.5.3, nous majorons la plus grande erreur qui puisseetre commise sur la somme des retards dans l'ensemble des ordonnancementsu-actifs (contenu dans l'ensemble des ordonnancements actifs et contenant au
moins une solution optimale lorsque les durées des taches sont identiques), et
nous montrons que ce majorant peut étre atteint ;

- au paragraphs 3.3.5.4., nous majorons ia plus grande erreur qui puisseétre commise sur la somme des retards dans l'ensemble des ordonnancements
u-actifs sans délai (contenu dans l'ensemble des ordonnancements u-actifs etdans l'ensemble des ordonnancements sans délai, ce dernier ne contenant pas
toujours une solution optimale), et nous montrons que ce majorant peut @treatteint ;
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- au paragraphe 3.3.5.5., nous majorons la plus grande erreur ca la

somme des retards que puissent commettre les méthodes de décomposition

temporelle DTRU et DTRUM (dont les solutions sont cantenuies dans

l'ensemble des ordonnancements u-actifs) et nous montrons que les majorants
. : .

sont des bornes supérieures de l'erreur ;

- au paragraphe 3.3.5.6., nous comparons les résultats obtenus.

~

( Y
(~ ~— “S

ry Pyo
a? fs

O sans délai

L Ordonnancements u-actifs /
\ Ordonnancements actifs —/)

LO Ordonnancements semi-actifs J)

i i i démontréeExistence d'ordonnancements optimaux 1

( dans le cas ot les durées opératoires sont égales )

? 39 Les sous-ensembles ne contiennent pas toujours des

** " ordonnancements optimaux

figure 3.3.5.
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|

Théoréme 3.3.5.1

Pour le probléme a une machine, dans le cas od les durées sont égalesa D
si_o' et o" sont deux séquences 

A i i

iq Gr Meloonques de n taches, définissant deux
ordonnancements semi-actifs 

i

|r nt T.| S max[n.Ar »n.(nl).D]

ot Qr = max (rj ]-min [rj] =r -
max ~ T nin

et cette valeur majorante peut étre atteinte,

Démonstration

Elle comporte trois Parties.

Dans la premiere partie, on démontre que IT y= T gn < {Ty Trl on T* M~*m M
m eprésentent la somme des retards de deux ordonnancemen:

“extrémes" que l'on définira.

e T,

ts spécifiques

Dans la deuxieme Partie, on montre que | Ty - Tr | est majoré par

max [nAr,n(n-1)D],

Dans la troisiéme partie, on met en évidence deux ordonnancements semi-actifs
o et " pour lesquels cette valeur majorante est atteinte.

Premiére partie

Soient o'et o” deux séquences quelconques définissant des ordonnance.semi-actifs dont les sommes des retards Par rapport aux délais sont

respectivement Tg et To".
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Nous supposons que To! est supérieur ou égal a To" (dans le cas contraire , on

échange les notations ' et o" ),

Onadone |Tg'-T "| = Ty-Ty".

0 = (i, ig, ip) définit Vordonnancement semi-actif 0.

Soit Rmax = mint max (Ar,(n-1).D] = max Urmax> "min + (a - 1).DJ

A partir de 0’, on construit l'ordonnancement 01 en posant din = Rmax et

en calant & gauche derriére i', les autres taches ig, yi n

Ona:

ci = Rmax = max (mays tmint+ (-1).D] 2 tmay 2 ty 2 i

En retardant le début de la séquence (i'j, ..., iy), on ne peut que retarder ou

maintenir au méme instant le début de toutes les taches.

Done Vk: chy > cli,

T est régulier,ona T, 2 Tg oi T, est la somme deset comme le critere

retards de l'ordonnancement 01.

Les figures 3.3.5.1. a et b illustrent de tels ordonnancements 0 et o!.

Considérons l’ordonnancement 0}. Toutes les taches sont disponibles 4 l'instant

Rmax et ont des durées égales. Dans ce cas, la séquence EDD minimise le

critére somme des retards (cf. 3.2.1.) et la sequence LDD , placant les taches

dans lordre décroissant des délais le maximise.

Si 0 est l’ordonnancement obtenu en plagant les taches dans l'ordre LDD a

partir de l'instant Rmax (voir figure 3.3.5.1. c) et si Ty est la somme des

retards correspondants, d’aprés ce qui précéde, ona: T,<Ty et done

To ST, < Ty.
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ordonnancement OTM

ordonnanc 

‘

ement définifigure 3.3.51. ¢ °° Par la séquence LDD lorsque le début imposé est R
max

ordonnancement oO

x r ” M

i” i” i .
4 1 2 r

ordonnance i-acti fe jfigure 338 em actif O° défini par la séquence oO"

| | | | 
ordonnancement o2

r r
=, %» 

=

1 
3

ordonnancement (non réalisabl i€) of | : i

min

ordonnancement @TM

ri. c s uy s ad <a
min 1 2 v5 mB

ordonnancement i i i
ieee obligatoirement réalisable) of la sécalée & gauche 7 quence EDD eat entigrement

figure 3.3.5.1. £
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Par ailleurs, o" =(i"),i"9,...,i',) définissant l’ordonnancement semi-actif 0",

@ partir de 6",on construit l'ordonnancement 0? en posant cing =Tmin + D

tt a0 aiet en calant & gauche derriére i 1 les autres téches i qo +51", Sans tenir

compte des dates de disponibilité Tips Tg, ws Thy:

0? n'est pas toujours réalisable pour les dates de disponibilité du probleme, mais

ona:

a) 4Wk . c i'k < c L k

et comme le critére T est régulier : Tz < Tg ot Ty est la somme des retards

de l'ordonnancement 0?

Les figures 3.3.5.1. d et e illustrent de telsordonnancements 0” et 02.

A partir de l'ordonnancement 07, 0n construit l’ordonnancement O0TM en

utilisant la séquence EDD et en la placant a partir de Tmin sams tenir

compte des dates de disponibilité des téches (voir figure 3.3.5.1. f). EDD placé

ainsi au plus tét sans interruption minimise la somme des retards (cf. 3.2.1.).

Onaainsi Ty, < Ty ot Ty est la somme des retards de l’ordonnancement

om,

En regroupant toutes les inégalités on obtient: Ty, < Ty

doe ‘Ten =» Ego s Ty = Thy,

Deuxiéme partie

Nous allons montrer que Ty - Tn! $ max [nAr,n.(n-1).D].
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Ona:

Vind gM og TMin+nD < Rya,+D < et

par définition de Rmax ef construction des ordonnancements OM e¢ om,

Done toutes les taches de OTM 0 terminent au moins aussi tot que celles de OM.

Ona:

Vu: APy = pM -pTM, = max [0,cM,- du - max [0,cmM,-di]
d'ouw on déduit en examinant les différents cas Possibles :

Ay < eM Blo

Wécart sur les retards d’une téche entre deux ordonnancements ne peut pasdépasser l’écart bositif entre les dates d ‘achévement des tdches).

Dott

Ty-Tm = 5 Ap, < = Mx cM =
u u

n
n

= CR +kD)- £
k=l — k=1

{min + k.D) = 2.(Rnax - Tmin) =

N.ypin + max [A r,(n-1).D]- Tmin]) = max {nAr »ndn-1).D ]
Done | Ty - Ty | S max [nAr,nin- 1).D }.

Troisiéme partie

On atteint cette valeur maximale pour exemple de la figure 3.3.5.1, g.

Pour cet exemple, ona:

n-1 
-1Tw Tm = 2 (eM My se MY am _

M~ +m kel k mm. 1 k wok

n-1 n-1
y ed + KDI - e kD =n(n-1).D = n.Ar = max [nAr,n(n-1)D]

|
|
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i 1 2 3 ee n-1 n

tr 0 D 2.D ae (n-2). Dj (n-1).Di

d D 2.D 3.D etme (a-l),D} n.D

60 D 2D ams (n-l) D nD (n+)D

énoncé d'un probléme d'ordonnancement

M
ordonnancement O

(2n-3)D (2n-2)D (2n-1)D

L, D. D.

m1

ordonnancement 0

E. D. D.

i-acti émaux” ité e des retardsordonnancements semi-actifs "extrémaux” pour le critére sommi

figure 3.3.5.1. g
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3.3.5.2, Erreur maximale dans le sous-ensemble des ordonnancements actifs

Théoréme 3.3.5.2,

On considére le problame d'ordonnancement de n taches sur une machine.Dans le cas oi les durées sont égalesa D , si Q estun ordonnancement actifqueleonque dont la somme deg retards par rapport aux délais est égalea T, etsi T* désigne la somme des retards de la solution minimale, ona:

n2

Ap = T.T* <->. (2.D-1)

et cette valeur est une borne supérieure,

Démonstration

Elle comporte trois parties.

Dans la premiére partie, on démontre la formule dans le cas particulier owVordonnancement 0 ne laisse jamais la machine tnoccupée sur des intervallesde temps supérieurs ou égauxa D,

Dans la deuxieme Partie, on montre que si | ‘ordonnancement
machine inoccupée sur des intervalles de temps supérieurs ou égaux
le probleme de majoration de l'erreur se découpe en plusieurs sou
pour lesquels on peut appliquer la formule démontrée dans la pre
afin d'obtenir la formule dans le cas général,

0 laisse la

&@ D, alors

s-problémes

miéere partie,

Dans la troisieme partie, on met en évidence deux ordonnancements actifs 0et O* pour lesquels cette valeur majorante est atteinte.

Premiére partie

On s’intéresse au cas ow, dans l'ordonnancement 0 , les intervalles o& la
machine est inutilisée sont de longueurs inférieures ou égalesa& D-l.feseD
puisque toutes les informations sont supposées étre des nombres entiers).
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Comme dans la démonstration du théoreme 3.8.5.1. , nous allons construire des

ordonnancements, non réalisables, notés OM e¢ OTM, et les utiliser pour caleuler

un majorant de T -T*. Pour obtenir ces ordonnancements respectivement moins

bon et meilleur que 0, nous accepterons que la machine exécute deux téches en

paralléles et que l'ordonnancement ne respecte pas les dates de disponibilité des

téches.

a) construction de 0M et om

Cette construction est illustrée par les figures 3.3.5.2. a, b ete.

Soit W l'ensemble des indices des téches de 0.

On pose:

Jy = Ge Wij>d; et g-D=r)

Jg= Wie W,c)>djete;-D>r}

Jg = (j4 é W, cj < dj)

Jz est l'ensemble des taches en retard qui ne peuvent pas étre avancées compte

tenu de leur date de disponibilité. Leur retard est inévitable et est minimal dans

l’ordonnancement 0.

Jag est l'ensemble des taches en retard qui peuvent étre planifiées plus tét. Si

Vordonnancement 0 n'est pas optimal, c'est en avangant au moins une tache de

Ja que l'on peut l‘améliorer.

Jg est l'ensemble des téches qui ne sont pas en retard. Leur participation au

, ; 5

critére "somme des retards” est nulle. Les avancer ne permet pas d'améliorer |

criteére.

Soient iun élément quelconque de l'ensemble {1,2,3) et p oe élément

quelconque de l'ensemble de notations {M,m,*} désignant respectivement les

*éléments associés aux ordonnancements O”“,0TM et O*.
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alls | sWA iW apa fo
a 

4 
Is 

4 
wd

ad a;1 6 12 
4, 4 é i a 7| | tache en retard, calée a gauche sur sa date de disponibilité

tache en retard, non calée a gauche sur sa date de disponibilité

autres taches |

a,G, machine laissée inutilisée

ordonnancement actif O

figure 3.3.5.2. a

Tf, I
L i ‘

L 3 ‘4 ; i;
ordonnancement non réalisable o”

figure 3.3.5.2. b

ED.D. |

TTT LY

i g
4 8 i

ordonnancement non réalisable o”TM

figure 3.3.5.2, ¢

Nous noterons :

kj la cardinalité de l'ensemble d'indices Jj ,

|

|
|
}

| y ji —‘Vindice d'une téche quelconque de Jj,

phi le retard de la tache jj dans l’ordonnancement oH,

pty; la somme des retards des taches de J; dans l’ordonnancement OH,

L’ordonnancement 0TM est construit de la maniére suivante 4 partir de

V'ordonnancement 0:

- les taches des ensembles J, et J3 sont maintenues a leurs emplacements

respectifs ;

- les taches de l'ensemble Jg sont déplacées vers la droite, 4 l'emplacement

des kg derniéres taches de 0 (éventuellement en paralléle avec les autres

téches). On les maintient dans leur ordre initial. Aucune n'est avancée : la

somme des retards se dégrade ou reste constante. On permute ensuite ces taches

entre elles pour les mettre dans l'ordre LDD.“)

Ona:

M M. M M M

T= py +PygtPyg =P I tPyotP JZ SP + P y2tP 33 = TM

etdone T<Ty

(+) En fait, cette dernigre modification est facultative car si toutes les taches Jo sont en retard

dans OM;

pM yy = co - 2 dig

aed haere
et le fait de passer 4 LDD_ne change pas la valeur du erittre.



L'ordonnancement 0 est constr uit de la maniére Sulvante a partir deVordonnancement 0 :

respectifs ;

5 
I a J sont déplacées vers la gauche placées a Di Lr

les téches de ensembl 2 
3 arti

’ 
1S ( 

@. Pp alléle avec le. re

du début de maniére contl ue éventuellement rn ar 
S autrestdches), en les mal ,

yan ainterian? dabord dans leur ordre initial (toutes aveur place initiale), puis en les triant dans l'ordre EDD ancent ou

Ona:

m

Pod2 © Py

doit

TT, = pm m
m =P J1 +P J2t+pTMyg = p m

JI +P Ja+pye < + _
etdone Ty, < J3 = PJ +Pyg+Pyg = T

Par ailleurs,

pm < ntJ2 > P'jQ Caron ne peut faire mieux Pour dy dans 0TM

om yy Ss p* ca |
It ron ne peut pas avancer plus les tdches de J 1

pmy3 = Pj3=0 <p*=P°J3 Caron ne peut faire mieux que 0 comm

retards de J 3, 
“

d'ott

T . 5m m m i.m SPSL +P J24+P 33 SP +P yo4+p yg = T*

Enfin, par définition de T* 5 “T* <7

On a done:

Sip as
du

dot

Te <T<<T < Ty

T-T* < - - ,>M
<Ty-Tm = p J2-PTM 9
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Nous allons maintenant majorer pM J2 - Oyo:

M a M. .p J2-PTMy2 “jee dy {max [0,c 27 djg] - max{0,cTM9-djo1]

Soit Jg= (j hedg et My > Mig}

ona:

oM. - Zz omgpMyo-pTMyg SE 4
je dg

on. obtient ce résultat en montrant que :

A2B = max [0,A]-max[0,B] <A-B

et que:

A<B = max [0,A]-max [0,B] < 0

Si kg estlacardinalitéde J4, onmajore 2% Mig en prenant les dates
je J4

kg
des k4 derniéres tachesde 0 etonmajore - % omg enprenant -£ j.D,

je J4 j=l

c'est-a-dire les dates des kg premieres tdches de om.

Nous examinons les dates de fin possibles pour les derniéres taches de 9

dans le pire des cas .

Pour laderniére: n.D+r(D-1)

c’est-a-dire la somme des durées de toutes les taches plus la somme des durées

des r intervalles ou la machine est laissée inutilisée. Ces intervalles sont, par

hypothese de la premiére partie, de durée inférieure ou égalead D-1

puis (n-1).D4+r(D-1) pour ‘avant derniére

ete...

jusqu'a (n-k44+1).D+4r(D-1).

D'ott 7

T-T* < oMj5 -pTMyo < 2 {m+1-k).D+r.(D-1)]- feo =
=] =

kan +1).D + kg.r{D - 1) - D.kg(kg+1) = k4.n- ky).D + kgr(D - 1)
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| +1 12 2D-1 PtlPear Gere at rm = s yemp) E eap-y = 2D PF nz <
eal k=1 4 4 k=l

ky +ko +kg =n, kg Skg 
| =

et r<ky car dans les ordonnancements actifs, la machine n'est laissée | 2D-1 p4+l om , n2 ep-1)inoccupée que devant des tdches qui sont planifiées au plus tét & leur date de - ( ea Ny) ve ,disponibilité. 
|

Ce qui termine la deuxiéme partie de la démonstration.
On en déduit :

rs hy ~ BoKg-kg S n-kg < nek Troisiéme partieDou 

:

; y 7 3.5.2. d.

T-T* < kgfn-ky).Dtkg(n-kg)(D-1) = kg. - k4).(2.D - 1) On atteint cette valeur maximale pour l'exemple de la figure 3
avec O<Skgsn

L ti f =x.(n- ; =
a fonction (x) «i x) est maximale pour x=n/2., 

; ; ~ a a ba 7 a ,Bi di T-T* < = (2p.one 4 0 a 4 D (08-DD | (@D-o2fasjDewt-l .., 30-2 D-1
1

Ceci termine la premiere partie de la démonstration, 
t D 2D | kp nD nD a oD aD1

énoneé d'un probleme d'ordonnancementDeuxiéme partie

D-l D-1 Dl D1
Considérons un ordonnancement 0 ow la machine est laissée inoccupée YA WY al YY _ WY n+l | a | nel iE | 4 I |

pendant p_ intervalles de temps de longueurs Supérieures ou égales a DD. 
o 

M
0

Sotent 0,,02,..., O,, ... » Ona les ordonnancements Partiels de ny, ng, ..., Mp4]
téches séparés par ces intervalles, chacun d'entre eux ayant une somme des
retards de ses taches notée Tr.

z | » | | wi] 2 | 2 foo || ae | oneConsidérons le k&me ordonnancement partiel O,. S' est précédé d'un
intervalle de durée supérieure ou égale &@ OD, c'est qu'aucune de ces taches n'a 

: dears (opal
: 

Sh 
: 

. 

. 
é 

. 

‘ 4 
‘i 

le critére somme des rel

une date de disponibilité suffisamment petite pour venir utiliser cet intervalle. enlace ae cat alle nelL’ordonnancement de O,..4 n'a done, tel qu'il a été fait dans 0, aucune influence figure 3452 d
sur l'ordonnancement de Ox. 

On

W/2

Ty-T*, ne dépend que des caractéristiques des taches de Ox. 
n/a My, - = cM, = TM [n/2.2.D-1)+k.D] z a k.D =Alors on peut appliquer & chaque O, (qui ne contient pas d'intervalles sur 

mtlesquels la machine est laissée inutilisée, de longueur supérieure ou égalea D ) n2. 
7 

— (@D-1)

le résultat de la premiere partie ; 
4
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uractifs

Théoréme 3.3.5.3,

On considare le probleme d'ordonnance
Dans le cas ot les durées sont égales a
u-actif dont la somme des retards par ra
T* désigne la somme des retards de la s

ment de n taches sur une machine,
D,si 9 estun ordonnancement
pport aux délais est égale A T et si
olution minimale, on a:

Ap = T-T* < nb D.D-1) | r n.(3.D-2) 1]

2 2.D-1 2.D-1

et cette valeur est une borne supérieure,

Démonstration

Elle suit le méme schéma que celui du théoréme 3.3.5.2. dans le cas desordonnancements actifs.

Premiére partie

On. s‘intéresse au cas ou, dans l’ordonnancement 0, les intervalles ot Ig
machine est inutilisée sont de longueurs inférieures ou égalesd D-1,

On construit deux ordonnnancements QM 0TM tels que
T-T* < Ty-Ty, puis on majore Try-Try .

Les constructions des ordonnancements extrémaux et le caleul des
majorations dépendent de importance de la durée tota
machine entre les taches de Vordonnancement Oo.

le d'inutilisation de lq

Soit L la somme des intervalles ot la machine est laissée inutilisée dans
0 etsoit A4(D-1) < L < Q+1.(-d),

On remplace l'ordonnancement 0 par l’ordonnancement 0' ow la

derniére tache est reportée de (L- 4,(D-1)) (figure 3.3.5.3.a).

id

NE

INE

NL!
3

2 |

_|

Y/.

0

ordonnancemenis 0 et

figure 3.3.63. a

10

NEE NZI
NSS

—>+—>
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ordonnancement 0 les intervalles o8 la machine est Jaissé+ inutilisée sont avancés le plas tit possible

figure 3.3.5.3. b

chapitre 3

i
us

Ue

a

séquence ED.D. calée a gauche
o

ordonnancement (non réalisable) 0

figure 3.3.5.3.c
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St L' est la somme des intervalles inutilisés de 0,

ee L'=i.(D-1),

ona: OsT’-T<sD.9

Nous allons distinguer deux cas selon que L's<(n-a).D et L's (n-A).DCes deux cas correspondent aux situations sulvantes : il existe peut-étre degtdches qui peuvent étre avancées pour combler tous les intervailes ou la machineest inutilisée, ou il n'existe sarement pas assez de tdches non bloquées sur leurinstant de début pour combler complétement tous les intervalles de QV’.

A) cas ot L'<(n-4).D

a) constructionde OM ot gm

La construction de 0M est Ulustrée par les figures 3.3.5.3. a et b.
Les taches de 0 sont maintenues dans le méme ordre. Les interval

machine est laissée inutilisée sont Placés le plus tét possible.

les ot la

Les i. intervalles sont dans 0M devant les % premiéres téches.
Cette modification de la durée et de | ‘emplacement des inter

aucun cas avancer des taches :

valles ne peut en

Vi, ls<i<n: @s cM;, et comme le critére “somme des retards” est régulier ;
TsTy, dod TST <Ty

La construction de 0TM est illustrée par les figures 3.3.5.3.a et
Comme pour le théoréme 3.3.5.1. , la séquence
st elle n'est pas réalisable.

Cy

EDD est calée @ &auche méme

Onadone Tyy<T* ,

Dou Tha S$ T*ST<Ty et T-T*<Ty-Ty

b) majoration de Tyg - Ty

Ona: TTM-Tms, 2 et. Z om

Pour obtenir plus rapidement une formule simple, considérons les écarts sur les

A. premiéres taches (dont la premiére avance de (D-1) , la seconde de 2(D - 1),

.} etsurles (n-4d) derniéres taches (écarts de U'=%.(D-1) y

69 
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AQ+D oy. (n- A).A.(D-1)Ty-Tm $ ——“5—- 1+

x
- — .[2n+1-A]Ty-Tm * (D-1). 5 [ 2.n

a, h croit, de 0)- tt, lorsque croit,La fonction f() = (D-1).5-([an+1 4] cro g

jusqu’a une valeur maximale obtenue pour 4=n+1/2, puts décroit.

Mais nous avons ici une contrainte sur =k:

4.(D-1) =L' s M-A).D => 4..(22.D-1) s n.D

2 D
Et en donnant a 2X la valeur (éventuellement non entiére) OS Oo ;

on obtient comme nouvelle majoration de Ty-Tm:

D(-1) n.D 1- n. ) =

Ty Tm Sp gop Pe th apr

n_ D.O-1) jae) + 1]
2 °2.D-1 2.D-1

B) Casot. L' 2 (n-A).D

a) constructionde OM et 0TM

j A). Elle est illustréeLa construction de OTM est analogue a celle du cas

dans ce cas par les figures 3.3.5.8. d et e.

Ona dela méme fagon TST’ sTy.

L L 3.5.3. f. On avance lesLa construction de OTM est illustrée parla figure 3.3

tdches au maximum en tenant compte du fait que :

n.D
L’2(-4).D e L=’.D-1) = A 2554

; Mek > -1).Det Ymag= @-1).D+L' =2.(2.D-1)-D (n

Tmax > (n-1).D
nD

Done si h>—R-q alors
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et

ordonnancements 0

figure 3.3.53. d

6

WY:

|TRAY = AQ STAY
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ordonnancement of les intervalles oa la machine est laissée mutilisée sont avancés le plus tét possible
figure 3.3.5.3. e
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ordonnancement (non réalisable?) g TM

j} minmau des derniers emplacements Possibles
séquence ED.D. calée 4 gauche en tenant compte des

figure 3.3.5.3. £
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La derniére tache (dans l’ordre des arrivées) est placée dans OTM 4 J'instant

max [rypyax:(n-1).D] =2.(2.D-1)-D 2(-1).D.

L'avant derniére tache (dans l'ordre des arrivées est placée a l'instant

max [Ymay~(2.D-1),@m-2).D] et, en remontant ainsi l’ordre des arrivées,

la tache qui arriveaurang (n-A+1) est placée a l'instant

max [tyay-@-1).(2.D-1),@-a).D].

Les i derniéres taches ne peuvent pas étre placées plus t6t compte tenu des x

derniéres dates d'‘arrivéesdans 0° etdes (n-d) téches placées devant.

On cale & gauche les (n-) premieres tdches.

Si, dans les emplacements ainsi définis, on place les tdches dans le méme

ordre que 0! , alors toute tdche est placée au moins aussi tét dans OTM que

dans 0',et le critére "somme des retards" ne peut pas se dégrader ; il en est de

méme si, en conservant les mémes emplacements, on utilise la séquence EDD:

Bast:

Ona T.,<T* puisque toute tache est placée le plus t6t possible tout en
m

respectant EDD (éventuellement on avance la derniére tache d’au plus D-2

pour revenir & la derniére position dans 0 légérement meilleure que celle de 9).

Dow Ty <T*STST<Ty e T-THS Ty-Ty

b) majoration de Ty, - T,,

Soit A, le nombre de taches précédées d’un intervalle ot la machine est

inutilisée dans 0TM,

Ces hy taches n'interviendront pas dans le calcul de Ty-Typ

puisqu'elles occupent la méme position dans les deux ordonnancements.

Ty-Tm s EeMj- EeTM
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(h- 4). - A441)
Ty- Tn < ----- ———. (2.D-1)

+f A.(m-A).(2.D-1) {SL B.@- At)
5 _

; (n- Ay). Ay +1)
7 | Ds hay)

Ss. 5 ;upposons d‘abord i. fixé et cherchons la valeur maximale en faisant varier
1

avec OSA, SA:

BA) =ha, A=

(Ay)?
—z' @- 1) + Ay.[-4.(2.D- - 5: (2.D-1) +n. D+. D]

A.A 41)
+ [—~5—(2..D-1) + A. (4). (20-1)

4» A.M - 1 +1) p. m+)

2 gy Di

(a4)?
B04) =—s “(D-1) + Ay. En +1/2).D - (A+1/2).(2D-1)]

+1 he WA +1) 1 Adm-A)).0D - Dam Dies AH) n(n+1)

BA) =4, .(D-1) + 4+12).D - (A+ 1/2). (2D -1)

B'Az) s‘annule pour

_ A+1/2). (2D-1) - m+1/2).D

A.@.D-1)20.D o4,2- V2-2D-1)-12.D
-1 = 1/2

ASn => My Ss n+1/2

L fon tion x déer ott quand x CI olt de 0 et roit quand x

a Cu g( 1 ) 
I a x 1 ¢. ‘J

crottde Ny a i1 @ n(si ASn-1,ce que nous supposons, car si X=n alors
toutes les téches de 0 sont calée a 4 rs di tes d arrivée ab 0

Sa &i uche SU leu J
; 

ale. 

LU 

é€ 

est
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gQ,) est donc maximal aux extrémités de l'intervalle [0,n] .

Enoutre 4 2

et AySA (we (A+1/2)(2D-1)-+1/2)D <a. (D-1)

@24.Dsm+1/2).D-D+1/2 = (n-1/2)D+1/2 )}

g(Q,) est done maximalen 0 ouen 2.

Avec 4, =0,0n retrouve lexemple de la figure 3.3.5.3. ¢ ; on couure les

intervalles ot la machine était inutilisée d’ot = %.(D-1)<(m-A)D , avec

X.(D-1)2@-4)D,celaconduita As no , et on retrouve la majoration du

cas A).

Ay =A entraine (n- i) =0: on n'a pas de tdches contigiies au début de

OM et = gd} =0.

On retrouve done un seul cas extréme, celui du cas A).

Deuxiéme partie

Pour un ordonnancement 0 tel que les intervalles ox la machine est

inutilisée sont de durée inférieure ou égalead D-1,0na trouvé dans la premiére

partie:

T-T*<An2+Bn avec A>O et B>O

Les ordonnancements u-actifs étant des ordonnancements actifs, on a

indépendance entre les sous-séquences séparées d’un intervalle de durée

supérieure ou égaled D-1:

T-TesE (T.-M) S2(An2, + Bm) SA. Ent +B Eng § An? +B.n
k k

Troisiéme partie

Cette valeur majorante est atteinte pour l'exemple de la figure 3.3.5.3. g .



(2.D-1)-D énoncé d'un exemple général
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“7, Da4, A= 4, n- 2a3, Ku1)
(n

oO

ordonnancement
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o*

ordonnancement

figure 3.3.5.3. g
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Toutes les taches ont un délai de 0 et sont donc en retard quel que soit

ordre. La somme des retards est égale & la somme des dates de fin.

(n-k.D) derniéresD.(n-k.D)=k.D.(D-1) (=n=(2.D-1).k) etles

k.D intervalles detdches disponibles & l'instant 0 comblent exactement les

longueur D-1 laissésdans OTM devant les premiéres taches.

Tu-Tm =2 cM: -ZcM, est exactement égale ala formule majorante
i i

calculée précédemment lors de la démonstration de la premiére partie.

Ainsi pour l’exemple numérique de la figure 3.3.5.3. g ona:

Ty-Tm = @.4-.Ps@.a-1.4.304 4.08 4

= 70 + 84 + 24 - 112 = 66

5 : ‘3 es 1] = 66
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: mbl rdonnancemen

Un ordonnancement est u-actif si :

Vi, Vj tels que G <q ,ona: (d; S$ dj) ou (q-D < rj)

Un ordonnancement est sans délai si la machine n'est jamais laisséeinutilisée alors qu'il existe une tache exécutable,

Un ordonnancement est u-actif et sans délai gi on ne laisse jamais la machineinoccupée alors qu'il existe une tache exécutable et si parmi les taches exécutableson choisit la plus urgente de maniére a respecter la propriété u. On retrouve larégle de Jackson déja rencontrée au paragraphe 3.2.2. dans le cas plus particulierdes taches unitaires ov il était optimal.

L'erreur maximale que l'on peut commettre en appliquant la ragle de Jacksondans le cas des durées égales est formulée par le théorame 3.3.5.4.

Théoréme 3.3.5.4.

On considére le probléme d'ordonnancement de n taches sur une machine,Dans le cas ot les durées sont égalesA D,si O est un ordonnancementu-actif sans délai quelconque dont la somme des retards par rapport aux délaisest égale 4 T, et si T* désigne la somme des retards de la solution minimale,ona:

Ap = T-T* < (n-1).(D-1) RSET RSLS NEE for careerset cette valeur est une borne supérieure.

Démonstration

Comme celle d‘autres théorémes démontrés précédemment, elle procéde par“encadrement” : elle utilise Ia construction d’ordonnancements, éventuellementnon réalisables, qui sont meilleurs que l'ordonnancement initial et dont la sommedes retards est au moins aussi bonne que la valeur optimale, puis on majorel’écart du critére entre les deux ordonnancements.
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icull aDans une premiére partie, on démontre la formule dans le cas particulier o

lordonnancement 0 ne laisse jamais la machine inoccupée.

iL" isse laDans une deuxiéme partie, on montre que si l'‘ordonnancement 0 la

machine inoccupée entre deux téches, alors le probleme de majoration de l'erreur

i tse découpe en plusieurs sous-problémes indépendants pour pespuials on -

appliquer la formule démontrée dans la premiére partie, afin d’obtenir la formule

dans le cas général.

L nts 0Dans la troisiéme partie, on met en évidence deux ordonnanceme

(u-actif sans délai) et 0* (u-actif avec délai) pour lesquels cette valeur majoranteu-ac

est atteinte.

Premiére partie

On § intéresse au cas Ou l’ordonnancement u-actif Sans délai 0 ne laisse

jamais la machine inoccupée (toutes les taches sont contigués).

tées dansPour simplifier les notations, on suppose que les taches sont numéro

l'ordre de leur position dans 0 : O= (1, 2, seey n) est la séquence des tdches de

UVordonnancement 0.

Comme l'ordonnancement est u-actif, ona :

ViVj: i<j 2 (d; < dj) ou (co, - D <r)

I>}? J eagneral rien & tr ‘ans poser 1 et dans la séquencSi d éd alors on ne g (EZ

L isqu'ict squence est contigué.quel que soit Tj , puisqu tet la séq

. o *

Si d: d; alors. ona G oj D r mais Sl ¢: Sr ’ alors on ne gagne rien a1 > J? a < ’ 1 j

4 adans la sé fence pulsgue cola retarderatt au mains SANS
t jp aans as GuUence PuISGue Colle rerenege.

transposer i €

avancer j.

“ desLe seul moyen d'améliorer l’ordonnancement 0 est done d’échanger

taches telles que :

dj>dj et q-De<rj<gq
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Nous allons donc nous intéresser plus Particuliérement aux tdches qui nerespectent pas EDD et & leur volsinage.

A partir de 1 ‘ordonnancement 0 » hous définissons la suite v (unique) de Iamaniére suivante : v est la suite finie croissante de k indices de téchescomprenant tous les indices tels que la tdche correspondante posséde un délaistrictement supérieur & celui de la téche suivante

lev <VO<..<V, <n

Vis lsisk: dy; > Wy iat

Par convention, nous Posons vo=0 et Vkq] =n.

Par définition de vy ,OnG

i, O<i<k: < Su.
Vi, O<i<k: dy 41 < dy 42 d,

i+1

c'est-d-dire qu'entre vj (exclu) et vi, (inclus), les taches sont dans l'ordre
EDD (sinon la suite y ne contiendrait pas tous les indices tels que (dy. > dy. +1):

Ces propriétés de la suite vy sont illustrées sur la figure 3.3.5.4.4.

On construit Vordonnancement om (non réalisable) de la maniére suivante(voir figure 3.3.5.4.b) :

- on maintient les taches 1 »2,..,v, @ leur emplacement initial.

- on avance les taches vytl, ..,n de D-1.

La somme des retards de | ‘ordonnancement 9m »hotée Th, est inférieure ou
égale a la somme des retards de toute solution optimale, comme nous allons Iemontrer.

En effet, pour tout i compris entre 0 et k , considérons la Sous-séquence

9; = (yj +1, Vit 2,...,Vi,4 ), la séquence compléte o étant constituée de

O9> Of sy Op.

ordonnancement 0

figure 3.3.54. a

ED.D.

ordonnancement OTM (la fin de l'ordonnancement avance de D-1)

figure 3.35.4. b

‘ ‘ L jamais laNous avons déja vu que 6; est dansl’ordre EDD et oj ne laisse ja

achine inutilisée puisque cette suite de taches était contigtie (hypothése de “m : rt

premiére partie) et a été avancée globalement de la méme quantité ( 0 pour i

et D-1 pour iz0 ).
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La seule i ‘ i it d'

maniére permettant d ‘améliorer Oj serait d'avancer au moins unetache jstrictement avant le début de cette sous-séquence,
avant ci -D 41.

cest-d-dire strictement

Examinons les différents cas possibles ;

a) 1} >¢yj-D est sant intérét puisqu’on ne Pourrait pas avancer j
strictement avant oi-D+1.

b) Se - fi j i i j

) rj S¢yj-D et vj avant j entraine dy sdj carsinon j aurait pris
la place de yj dans l'ordonnancement 0 wactif. On a alors q; 2d, Vueg, 1

i-

et on ne gagnerait pas par échange avec les taches de Oy
i-1°Plus généralement :

Sey -D a isi a

rj Sey; vec I Si entraine: Vue Oy y: dy $ dye sd; et on ne gagne

pas par échange avec les taches de Oy 4.

Onadone T*<sTMep ou T-T*<T.7~m

Majorons donc ='T-TM

T-TM< =z m u-eTM,)
uicy>c u

or

Vue oy: cy u

Vue oy: cy=cM, +(D-1)

T-Tms £ (@-1) < (a-1)(-1)
UE Oy

car Gy contient au moins la téche Vj si

T=T* si k=0.

k21 etla séquence est optimale avec

81 
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Deuxiéme partie

Supposons que la régle de Jackson fournisse un ordonnancement 0 qui

laisse r fois la machine inutilisée entre deux taches. Cela signifie, puisque

l'ordonnancement 0 est sans délai, qu’aucune tache n‘était en attente. Les r+1

sous-séquences de tdches contigués constituent donc des ordonnancements

indépendants pour lesquels on peut appliquer la formule de la premiere partie :

vk, Osksr: Tg, -T* og < (card (oj) +1. -1)

ou card (o,) est le nombre de taches contenues dans 0, d'oit :

r

T-T= E (To, To) SD-DL Ecard (o)-G+D1 s (a-1.0-1
k=0 a

Troisiéme partie

Ce majorant est atteint pour l’exemple de la figure 3.3.5.4.¢.

i 1 2 3 wee n

q ° 1 2 m. nl

a nD+1 Del 2D41 £3 (n-1).D+

énoncé d'un probléme dordonnancement

ordonnancement v-actif sans délai de retard (n-1).(D-1)

ordonnancement optimal de retard nul

figure 3.3.5.4. °



Théoréme 3.3.5.5.

On considére le probléme d'ordon: aDaaee cas ott les durées sont gales 9 Dea 8 eng pt me machineu-actif fourni par une méthode de décomposition temporeelle DT!cat la some des retards par rapport aux délais est égale at tres ey tate‘signe la somme des retards de la solution minimale, on a: ost

0 (resp. 0') est un ordonnancement

AP = 7.7 < ® . DD -1)

4 2D-1

et

2

AP aT. < (n- 1/2) DD -1)

4 "api

La premiére de ces deux valeurs é i
re ‘ peut étre atteinte exacte:deuxiéme asymptotiquement (car elle n'est jamais entigre). aa

Démonstration

Nous allons d'abord obtenir les majorants, puis montrer quiils peuvent étre
atteints exactement ou asymptotiquement dans une deuxidme partie.

Premiére partie

/ Nous utilisons certains des résultats déja obtenus au cours d
démonstrations des théorémes précédents. °

a Tout d'abord, si nous démontrons que la formule est majorante pour un
‘onnancement qui ne laisse jamais la machine tnutilisée sur des intervalles de

lo i angueurs supérieures ou égalesad D ,alors la formule est vraie dans le cas
général. En effet, les ordonnancements partiels entre deux intervalles sont actifs
tet leurs performances ou contre-performances sont indépendantes. On applique

la formule & chaque ordonnancement rtiel et i rmnt partiel et on en déduit
‘ 

la formule dans le
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(ny)? + (ng)? +. + (A)? << (ny tngé.. tmp)? et

(ny = 1/2)2 +... + (rg = 1/2)? = (ny)? - ny +:1/4 + (ng)? ng + 1/4 +... + (my) = my + 1/4

<(ny +ngt+..+ ny - 1/2)? = (ny + ng +... + N,)2- (ny + ng +... + n_) + 1/4)

Ensuite, si l’erreur par rapport & la séquence optimale consiste @ placer une

téche non urgente trop tét, alors nous avons vu au cours de la démonstration du

théoréme 3.3.5.4. que cela ne provoquait qu'une erreur proportionnelle 4 net

donc nettement inférieure 4 celles que l'on peut obtenir en laissant un intervalle

inutilisé pour attendre l'arrivée d'une tache urgente. Nous n‘utilisons donc que ce

deuxidme type d’erreurs pour obtenir les “pires cas".

Par ailleurs, plus ce deuxiéme type d’erreurs se produit tot, plus les

conséquences sont importantes sur les erreurs commises sur l'ensemble des

autres taches. Les ordonnancements OM et 0TM, comme ceux des figures

3.3.5.3. b et c, quicomportent en téte 2 taches précédées d'intervalles de durée

D-1 ow la machine est inutilisée, suivies de (n-) téches contigiies, donnent la

forme des "pires cas” possibles pour tous les ordonnnancements u-actifs avec

délais. Le choix de la valeur % qui maximise l'erreur commise dépend de la

famille d‘ordonnancements u-actifs avec délais considérée.

Comme au paragraphe 3.3.5.3. ,on @ toujours :

T-T* < Ty- Th < = oM; “= om, mais ce majorant est trop grand,
1 1

car avancer une tache strictement avant son délai n’améliore plus le critére

“somme des retards" et cette situation va se produire dans ce paragraphe.

Nous allons examiner les conditions nécessaires sur les délais des taches

pour qu'une méthode de décomposition temporelle fournissant des

ordonnancements u-actifs puissent proposer la solution 0M (alors que

Voptimum est la solution 0TM) tout en maximisant l’écart sur le critére "somme

des retards”.

Soient

Jy l'ensemble des indices des k, premieres tdches (ky =A) qui créent

dans 0 des intervalles oit la machine est inutilisée.



chapitre 3

Jag Uensemble des indices des ko téches qui sont repoussées, au cours des

Premieres itérations de la méthode de décomposition temporelle, par les
tachesde Jy. Elles arrivent au plus tard lors de l'itération qui place la
ky éme tdchede Jy (Cr <ky .(2.D-1)).

J3_ Uensemble des indices desk.es kg autres taches (Hy, 2ky.(2.D-1)).

Considérons l’ordonnancement Partiel u-actif (conduisant 4 OM ) juste

ky taches de Jy

sont suivies des ko tdches de Jg calées & gauche et classées dans Vordre EDD.

avant l'itération qui introduit la Premiére tache de J. ig . Les

M pee .Pour que OTM puisse étre réalisable, on suppose qu'il existe des téches de J. 2

susceptibles de venir combler com, iplétement les intervalles oi | i
inutilisée dans 0M, * machine es

Supposons qu'une tache de J2 (qui est susceptible de combler un intervalle)

soit en retard dans l’ordonnancement partiel, alors l'avancée de cette tache dans
Uintervalle fait gagner au minimum (2.D-1) sur le critere "somme de:” - 

°retards” et fait perdre au plus 1 pour la tache de

tache de

Jy retardée. Done toute

J2 qui est susceptible de venir combler des intervalles ne doit pas étre

en retard dans l’ordonnancement partiel.

Et au plus une tach iDi ede Jo telle que Tig? ky (2.D-1)-D-1 peut étre en

retard de au plus une unité de temps, pour qu'on puisse obtenir
Vordonnancement partiel et cela & condition que la taéche de Jy reportée par

Vavancée d'une tache de Jaq prenne du retard.

Done, si on numérote les taches dans ordre de l’ordonnancement artiel,
ona: 

“
Vi, Wy <iskpthy: ky .(D-1)4+i.D<d,

(avec éventuellement une exception o& on remplace dans le deuxiéme

membre dela formule d; par d i jiP j+1 maisalors jy: dis My )

rT

|

|
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Pour que les taches de Jg_participent au maximum 4 la valeur du critére

"somme des retards”, lors de l'introduction ultérieure des taches de Jg , nous

leur choisissons le délai minimal autorisé pour atteindre l’ordonnancement

partiel précédent: d,;=k, .(D-1)+i.D.

Considérons maintenant les taches de Ja : elles viennent s‘interclasser

avec les taches de Jp lors des itérations ultérieures. Elles participent au

maximum & l'écart sur la somme des retards entre OM et

enavancenidans 0 , nidans OTM .On leur attribue par exemple un délai

de 0 . Pour pouvoir les avancer au maximum dans 0TM | on leur attribue la

ky .2.D-D).

Jy

0TM si elles ne sont

plus petite date d'arrivée possible

Alors 0M

La seule information que nous n'avons pas encore fixée concerne les délais

est constitué de suivide Jz suivide Jp.

de Jy. Leur choix pour obtenir oM et pour maximiser l’erreur dépend de la

méthode de décomposition temporelle choisie, et nous allons distinguer deux cas.

A) Méthode de décomposition temporelle DTRU

Elle n’examine pas le "makespan" comme critére secondaire.

Alors, méme s‘il existe d'autres ordonnancements partiels de méme somme

des retards et de "makespan" inférieur, on peut trouver celui qui nous tntéresse

(Jy

Vip dj, = -@.D-1+D

ici suivide Jg) enprenant:

(on a bien Viz, Vig : dj, s dio

et la somme des retards de l’ordonnancement partiel est nulle et donc optimale).

Ce choix des diy permet de ne pas perdre sur l'écart du critére "somme des

retards" pour lesidches j, qui sont reportées dans OTM par rapport 4 oM,

Pour calculer l'écart maximum correspondant, nous remplacons oM

(Jy suivide Jg suivide Jg) par O' (Jj suivide Jy suivide J)

qui a méme somme des retards (aucune tache de Jg et Jg_ n'est strictement

enavance, nidans 0”, nidans 0! ).
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taches de J 1 LY Behes de J,

figure 3.3.55.

| ° D H D-l Del
k fois (k=2) ; k fig

: K fis |

2D-1 20-1 |

taches de J

r
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o! et OM delafigure 3.3.5.5.On obtient ainsi les ordonnancements

Jg une tdche quit n'est pasComme U'illustre la figure, mettre dans

utilisée pour combler les intervalles est équivalent pour la somme des retards a

mettre une tache de plus dans J3. Nous choisirons donc de combler exactement

les intervalles : ky .D-l)=kg.D=k.D.(-1)

Les taches Jy Udg_ ne sont en retard ni dans 01, nidans 0TM

alors que celles de Jg sont toujours en retard :

ec
ie dg ied3

= (durée totale des intervalles

= k.D.(@-1).(n-k.(2.D-1)

Ty-Tm=T1-Tm=

multipliée par card (Jg) )

n

fx) =x.D.(D-1).(m-x.(2.D-1)) — est maximal pour * =o7@.D-1)

etendonnanta k cette valeur, on obtient:

ne? D.(D-1)

Tu *Tm = 9787p

Cette valeur est bien atteinte si elle est entiére, c'est-a-dire en choisissant :

n=k.2.(2.D-1)

= _ _ n.D
d'ou kj =k. Dean

n.(D-1)
kg =k. O-D= sa

kg =n-k@D-1)=5

B) Méthodes de décomposition temporelle DIRUM et DTRMU

Elles examinent le "makespan" comme critére secondaire.

Pour obtenir l’ordonnancement partiel J, suivide Jg , il faut que tous

les autres ordonnancements qui ont un "makespan" strictement inférieur aient

une somme des retards strictement supérieure : aucune tache de J, _ ne peut

étre strictement en avance.

Nous prenons par exemple : Vip diy =0.
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Le calcul de l’écart maximal est le méme que dans le cas précédent & un€exception pres : il faut retirer de cet écart le retard pris Par les taches de

etard est minimal dans le cas de la figure 3.3.5.5. ot, pour chacun de. k
5. ott, 

s

groupes de tachesde Jy et Ja intercalés dans 0TM,

ona la premiere tache de Jy reportéede 1

la seconde reportéede 2,

la (D-1)éme reportéede (D-1),
et la péme qui n'est pas déplacée,

Dow:

TT =Ty-Tm=k.D.D-1).(n-k.@,D-1)-~ DOD
2

flx)=x.D.(D-1).[n-x.(2.D-1), 1/2) est maximal pour x = peke
2.(2.D-1)_

mats cette valeur ne peut pas étre atteinte car elle n'est pas entiére

_n-1/2En prenant See
“Sepp

n

Tea D1) @4! peuvent étre

des entiers, on obtient dans les deux cas ;

Ty - Ty =

qui est la valeur la plus &rande que l’on uls ; .
précédente de puisse atteindre, elle differe de la

r
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3.3.5.6. Conclusi :

Rappelons les formules trouvées dans le pire des cas :

pour les ordonnancements semi-actifs :

max [n.Ar,n.(n-1).D]

pour les ordonnancements actifs :

2
n

—.(2D-1Z ( )

pour les ordonnancements u-actifs :

n D.@-1) n.(3.D-2)

a -g e tA

pour les ordonnancements u-actifs sans délai :

(n-1).(@-1)

pour les ordonnancements fournis par DTRU:

pour les ordonnancements fournis par DTRUM et DTRMU :

D.@-1)n(n-1)

Pour obtenir des ordres de grandeurs comparables, supposons que n_ soit

grand par rapportA D,et D grandparrapporta 1.

On obtient alors :

(T-T*), ay (semi-actifs) 2n?.D

D(T - Tax (actifs) > 3:

* if #2 2D(T - T*) max (u-actifs) 3. n“.

1
(T-T) max DTRU..) #



9 chapitre 3
Ceci montre dans quelle mesure le fait de restreindre l'ensemble desordonnd r. ancements sur lesquels on travaille restreint l'erreur maximale dang lepire des cas, Pour pr esque tous ces exemples, erreur est en n

Les ordonnancements u-actifs sans délai sont, relativement a l'erre dle pire des cas, les plus intéressants puisque l'erreur est seulement satel ten. Ceci s'explique par le fait suivant : placer trop tét une tache non ur e ‘e . :pas un phénoméne qui accumule les causes d'erreurs. “nestOn peut considérer ce résultat comme un paradoxe.
En effet, la méthode de Jackson qui construit les ordonnancements u-actifs

qui vont arriver aprés l'instant t.

Se Dans les méthodes de décomposition temporelle, on prend également uneécision localement optimale a l'instant t, sans remettre en cause le passé i
. 

an 
. 

, m

€n connaissant les taches qui arrivent entre t et t+(D-1) 
-. Une connaisance plus importante du probléme peut done conduire dans |pire des cas a des résultats moins bons. 
“

: La suite de théorames que nous venons de démontrer pour le critére "sommeretards » qui nous intéresse plus particuligrement dans le cadre de ce travailpourrait étre reprise pour d'autres critéres, 
.

En suivant d'autres voies pour essayer de démontrer les théorémesprédédents, nous avons trouvé (et démontré) en particulier que :
AM (actifs) <n D.@-1)

2.D-1

et

: n 2AM (actifs) < max (E G).D-L,E as) -D

ou E désigne la partie entiare d'un réel, et ces valeurs majoy 
a.les deux tre atteintes. 

setae’ Pewent toutes
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3.4. AUTRES CAS PARTICULIERS

3.41 Pré 5

Au paragraphe 3.2.1., nous avons rappelé un résultat connu ([H. EMMONS

1969}) : si les séquences SPT et EDD sont identiques et si toutes les taches sont

disponibles a l'instant 0, alors elles minimisent la somme des retards.

Nous proposons une généralisation de ce résultat pour un cas particulier ot

les taches ne sont pas toutes disponibles A l'instant 0 ; nous analysons alors le

comportement des méthodes de décomposition temporelle

Nous avons déja défini (cf. 3.3.3.) les séquences EDD/FIFO , nous utilisons ici

les séquences FIFO ou "first in, first out" qui sont les séquences ot les taches

sont ordonnancées par dates d'arrivée rj croissantes et les séquences LIFO ou

“last in, first out” qui classent les taches par dates d'arrivée r; décroissantes.

Nous allons montrer au paragraphe 3.4.2. que, si les séquences SPT , EDD et

FIFO sont identiques, elles minimisent plusieurs critéres dont le critére "somme

des retards” et que la séquence inverse (LPT, LDD et LIFO) maximise alors ces

critéres. Des corollaires de ce théoréme seront présentés.

Au paragraphe 3.4.3., nous examinerons, pour ce méme cas particulier, le

déroulement des méthodes de décomposition temporelle de type DTRUM (ef. 3.1.2.)

et montrerons qu'elles sont optimales et polynémiales.

342, Les sé SPT.EDD et FIFO identi

A) Définitions

Nous utilisons les notations définies au paragraphe 9.1.1. . En outre, pour

toute séquence o qui définit un ordonnancement semi-actif, 0 (c), nous notons :

o = (ij, ig, .., ip)

n

Ty, lasommedesretards: T,= a Pk

=1

Mg le "Makespan” ov durée totale: M,= ae {ey]
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n

= = co

k=1 :
ps de présence des taches (ou “flow time") -n n

[cy - J= x Ch ~ zx = -Th key ko Cg-Rg

Cg la somme des dates d'achévement des taches: C

Fg la somme des durées des tem
n n

Fo= = f= £
° k=1 - k=1

MRg le plus grand retard >: MR, = max Pk

k

Comme Rg est une constante pour un probléme d'ordonnancement donné

minimiser (ou maximiser) F iest analogue imi imi

“ 
| 

io 
gue a minimiser (ou maximiser) C, ;

'8 ne considérons que l'un ou l'autre de ces deux critéres dans lesdémonstrations qui suivent.

B) Théorémes

Théoréme 3.4.2, a

Si les séquences EDD , SPT et FIFO sont identi: ues, elles définiune machine un ordonnancement semi-actif qui , éfinissent sur
minimise :

- la somme des retards,
- le plus grand retard,
- la durée totale,

- la somme des durées des tem F
ps de présence des tg(ou la somme des dates d'achévement). °s taches

Théoréme 3.4.2. b

Si les séquences EDD, SPT et FIFO sont identiques, la séquence inverseLDD, LPT et LIFO défini :atlemeadmie'* définit sur une machine un ordonnancement semi-actif

- la somme des retards,
- le plus grand retard,
- ze durée totale
- 1a somme des durées des temps de 4présence des t.(ou la somme des dates d'achévement). =

r
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Démonstration

Nous allons démontrer simultanément ces deux théorémes complémentaires.

La technique de démonstration utilisée est connue sous le nom "d'échange de

paires de taches consécutives”.

Soient :

Gj une séquence ott la tache i précéde immédiatement la tache j,

OF la séquence obtenue @ partir de Gy; en inversant l’ordre des deux téches i

ej,

Z l'ensemble des indices des taches,

U_ l'ensemble des indices des taches qui précédent {ij} dans 54; et dans Oi

dont l’ordonnancement ne change pas,

fij} dans ;, etdans o;;V_ Uensemble des indices des téches qui suivent ij ;

dont l'ordre ne change pas,

W laréunion des ensembles U et V,

q_ linstant de fin de la derniére tache de_ V,

Hd, et di, les instants de fin de toute tache z dans les séquences 9; et 9},

pu, et pi, les retards respectifs de toute tache z dans les séquences oj;et 6;;.

Pour simplifier, on écrira Mj; Mji ; Ty , Ti , Ci ; Ci : MR;; et MRji a

Mg...» Mg.. Te.» To. Cg.» Co... MRg.., MRg.. -
fa place de Mois Moy? Noy? oy" Moy? Oy OG Oh

Par hypothése, les séquences EDD,SPT et FIFO coincident et, toujours

pour simplifier, nous supposons que les tdches ont été numérotées selon l'ordre de

ces séquences identiques :

EDD = SPT = FIFO = (1,2,..,n)

Ona:

dy < dg <..< dy) daprés EDD (délais croissants)

Pi $< Pos... S$ Py daprés SPT (durées opératoires croissantes)

ry S1rgS.. S$ ty daprés FIFO (dates de disponibilité croissantes)



we

94 chapitre 3

Et pour deux taches quelconques x et y ona:

Ty 2 Ty et Px 2 Py et dy 2 dy

ou bien

T| Sty et py Sry et dy S dy

Nous supposons de maniére arbitraire que ne ry et pp 2 Pj) et dja q
et nous allons montrer qu'alors on a My 2 Mii : Ty 2 Ti et Cy = Cj 2
Nous en déduirons les deux théorémes.

Dans un premier temps,

di

nous allons montrer que dans tous les cas ona:
ij, ji, ij, ji. ij.is, Ascii, et Hs

(il est évident par ailleurs que i< of; et ii < oi, )

Puis nous distinguerons des cas en fonction des délais pour les critéres utilisant le
retard des téches,

Etude comparative des dates d'achévement des séquences Gis et Si

a)q2r (avec ney > q2r;)

Ce cas est illustré par la figure 34.2.0.

Ona: q+ P+ pj= j

=4+PjSq+p,=

et Hi=at py <atpj+pj=cij

ba<y

Crest le cas ot la machine est laissée inutilisée avant la tache i comme le
montrent les figures 3.4.2. a et b.

On aici:

+P, 
co

max [q, rj) +p; , ol, = max [q+ Ppp tj + Pp TY) + Py
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ii ijmax [q.ri +p js TPP E THPTE PS = chs 6;
a+ PtP; < tpt,

s iTUT PG+PGS TytP itp; > of <e

rot p, <r +P. +p
: j

i i

ETB £8 +P sy +P; i ij

j iro +P. S$ r +p.
J J 1 1

Pour les autres tdches, ona:

Vue U: vy = dy

et comme l'ordre des taches de 

i» Que ces

(c'est-d-dire calés & Gauche) et que l'on a

a = finde (ij) dans OF S oli = finde {ij} dans 0, ona:

V est le méme dans Oj; et dans 0;
ordonnancements sont semi-actifs

Wev: qi, < di,

& i in’ lan stan
Mj; = max [cll] = max (max [cil J, di.)> max [max (oll), iy = max [oli] = MaMaeZ vev od vey VP Oud = max fol) = Mj

2

zeZ #

yery

THE Merl enly kay Rik + Py + pli
kaj kzj

MG = max max (Olid, pH. ofy ot MRj = max [ max (pli), pii;, plyfs #1kaj kaj

Vk, k#i et kej: oi, > oi, a oii, 7 oii,
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dou ;

E pie ei pli, et Et pig) > a (oi,

kaj kaj kzj kj

Soient. y= pi + is, Pg= oi + pi, Pg = max p, , pi) et

Pq = max pi, pi

On aura Tyi2 Ti si Py 2 Pg

et MRj2MRi si Pg 2P4

Nous allons démontrer que oi, soi, , oi s oi; et oi, < oli entraine py > Po

et pg2Pq en examinant tous les cas possibles.

pil; = max (0, rn - di} oi; = max (0, ol; - dj)

max (0, oi; - dj] pli, = max [0, oli - dj]

= pyyaph

a) dj>c; (=dj>cl, et dadiy

i

93 =Py = 042 pil = pp = pg

B) dic;

D dsoi; (dj scl)

Py - Pg = max (0, cll; - dj) + (cli; - dp) - i; - 43) - max [0, oi, - di]

= max Cot, oli, - oi - di] - max [-c4Jj, ol; - ay - di]

> max [-dii, - dj] - max tol, - di]

=min (cl, d;]- min [dij,dJ 2 0

P3 = max (max (0, cj - dj, i; - dj]

pg = max (oll; - dj, max (0, olf; - d,]]
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FGPG et cj-daq et chad ediig = P32 Pq

3

 

E

m

a

i

l

 

a

 

=ii) dj>olj (avec dj2dj = dii<djsdj< cll)

Py -Pg = max (0, cli; 4) + (cl; -a) - 0- di, -a;)

= max (0, cM; -dij+ cl, rm oi.) +(d- 4) >0

3 = max [max (0, cli; - dj), oli -4j]

P4 = did

t — Nj-g2oi-di => pgapy

Ceci , 
.

ect termine la démonstration que Ty > Thi et MR 2 MR;

Fr

Nous avons done :

Gye. Rep et a2zd) =

M;; > M. ee q(My Mj» Cy 2 Ci By 2 Fi» Ty 2 Ti et MRj > MRj )

Quand les séquences EDD,SPT et FIFO coincident, on ne peut pas dégrader
Vun quelconque des critéres en inversant dans une séquence deux taches qui ne- ., 

°
vérifient pas l'ordre commun 4 ces trois séquences.

Done si js ii Onin (respectivement Smax ) est une séquence qui minimise

(resp. maximise) l'un des critér és, et si o re 1Ss critéres donnés, li 2, et si min’ O'min-- (resp. 6 max
o i Le
Pe axed) sont les suites de séquences obtenues en inversant a chaque fois les

taches, d'une paire de téches consécutives qui ne respectent pas I'ordre commun(ne . 7 ; .( espectivement l'ordre inverse), ces suites convergent vers l'ordre commun (resp.
inverse) qui est donc minimal (resp. maximal).

Ceci termine la démonstration des théoremes 8.4.2.a et 3.4.2.b

99 chapitre 3

C) Corollaires et théoréme auxiliaire

En corollaires du théoréme 3.4.2.a, on peut retrouver des résultats connus :

Celui de H. EMMONS ([1969]) en prenant les dates de disponibilité toutes

identiques :

Si Vi, r, = 0 et si les séquences EDD et SPT coincident, alors elles

minimisent la somme des retards.

On obtient un autre cas particulier en prenant pour les délais des valeurs égales :

Si Vi, dj = d et si les séquences FIFO et EDD coincident, alors elles

minimisent la somme des retards.

En prenant en outre les dates de disponibilités toutes identiques, on obtient un

résultat cité dans K. R. BAKER ([1974]) :

Si Vi, rj=0 et dj = d alors la séquence SPT minimise la somme des

retards.

En prenant les durées égales, on obtient un résultat déja obtenu au

paragraphe 3.3. :

Si Vi, pj = D et si les séquences FIFO et EDD coincident, alors elles

minimisent la somme des retards.

On peut également obtenir un autre résultat cité dans K. R. BAKER ([1974}) :

Si Vi, =0 etsi quelle que soit la séquence, toutes les taches sont en

retard, alors la séquence SPT minimise la somme des retards.

On obtient ce résultat en construisant un nouveau probleme par modification des

délais : 0, py=pj et dj=0 (=d,-dj)

Pour ce nouveau probleme, les séquences EDD, FIFO et SPT coincident, et en

particulier SPT minimise la somme des retards, on a, si toutes les séquences

sont en retard et les d,20:

T=T'+Zd; o& Zd; est une constante.

1 1

Done T et TT’ sont minimuax simultanément pour la séquence SPT.
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Nous présentons un autre corollaire du théoreme

auxiliaire.

3.4.2. et un théoreme

Corollaire 3.4.2.

Siles séquences EDD et SPT sont identi
un ordonnancement semi-actif qui ne laiss
alors cet ordonnancement minimise :

- la somme des retards,
- le plus grand retard,
- la durée totale,

et la somme des durées des temps de présence (ou la somme des dates d'achévement)

ques et si elles définissent sur une machine
jamais la machine inutilisée entre les taches

Démonstration

Soit m= ((r}, {pi}, (dik) l'énoneé du probleme x considéré et soit
n= ((r}, {p') , {d'j}) l’énoncé d’un nouveau probléme x’ obtenu en pDosant :

Vie W, ry=0, pis, dyed

Oo : P ‘ .na V3 eW, rj rt, et donc, toute solution réalisable pour

également pour rx’: l'ensemble des solutions de

solutions de 1 et la meilleure solution de

meilleure solution de pour un critére quelconque & minimiser noté CRE
st CR* (resp. CR*) désigne la meilleure valeur du critére quelconque CR
pour le probleme nm ( resp. m'),ona : CR'* < CR*

n lest

n' contient l'ensemble des

m est au moins aussi bonne que la

Par ailleurs, pour le probleme tr’, les séquences EDD, SPT et FIFOcofncid 

7coincident a, en notant CR la valeur d’un quelconque des critéres considérés
pour cette séquence commune on a, d'aprés le théoréme 3.4 Za: CR=CR*

Dou = CR 
. 

eea CR CR* < CR*, ce qui montre lUoptimalité des séquences EDD et
SPT qui coincident pour le probleme m sans gue

inutilisés. FIFO ne crée d’intervalles

-

101 chapitre 3

Théoréme 3.4.2.c

Si les séquences EDD , SPT et FIFO sont identiques, toute séquence 0 qui définit

un ordonnancement semi-actif © qui minimise simultanément

- la somme des retards,

- la durée totale,

- la somme des durées des temps de présence,

a le méme ensemble de dates de début et de fin de taches que la séquence vérifiant

EDD , SPT et FIFO.

Démonstration

Il s‘agit ici d'une démonstration par l'absurde.

Nous notons o* la séquence identique respectant simultanément les ordres

EDD , SPT et FIFO et nous marquons d'une étoile toutes les entités relatives &

cette séquence.

Nous supposons que la séquence o optimise les critéres considérés et a au

moins une date de début ou de fin de tache strictement différente de celles de o*.

o= (iz, ig, cE in) et o* = i*y, i*9, Fn i*,)

Soit k leplus petit entiertel que i, et i*, n'ont pas des dates de début et de

fin identiques. Ona:

Vj<k: c. = ctx, et a, © = Cte, - pte,
ij i%j ij Pi; i Pa

et G4 ci, ou Cy Pi, # CT - Prt,

Nous allons distinguer les quatre cas possibles et montrer qu’tls sont

incompatibles avec nos hypotheses.

a) Cy Pip < Cri - Pri,

Comme les dates de début et de fin so1

séquence o* ,la machine est laissée inutilisée entre la findela (k- 1)eMe téche

(instant “ity 4 = Sig, Sy,” Pip et le début dela k°TM° (instant “it, - PTH)

alors que d'apres la séquence oon sait qu'une keMe téche est disponible &

Uinstant Cy Pi, strictement antérieur @ cr - P*i*), . Cela signifierait que la

FIFO,séquence o* ne respecterait pas la séquence
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b) Ci, - Pi, > cit, - Prim,

Dans ce cas, la machine est laissée inutilisée dans la séquence
j o eninstants Cin (= CH) er tre les

i, (= Ciy, > Pix, }

Nous construisons un nouvel ordonnancement O° en conservant le début de

Vordonnancement 0, correspondant 4 la séguence co Jusqu'é la tache ip-l , et

EDD , FIFO et SPT les téches

ti, D'apres le théor’me 3.4.2.0 appliqué & partir

en réordonnangant dans l'ordre commun &

restantes @ partie de l'instant

de l’instant Ti,» la fin de l'ordonnancement 0) est au moins aussi bonne pour

les critéres considérés que la fin de 0 et cette propriété est vraie pour les
ordonnancements complets puisque le début reste inchangé (critéres de type
additif" ou concernant la derniére tdche).

OS (i sigs isis ig ei)

Soit r le plus petit enti i' i ‘
pius petit entier (2k) tel que Uy e¢ i*, n'ont pas des dates de début

et de fin identiques.

Ona: ".< Tip (en effet i, est une des taches de date de disponibilité minimale

de la fin de séquence, qui contient au moins une tache j telle que r:< rx
7“) k*

d'apres la comparaison entre o et ot ).

En avangant la i i, ag tache i, de Ty, @ Ti, on ne dégrade aucun critére et on
améliore strictement le critére somme des dates de fin de taches

Ceci est en contradiction avec loptimalité de la séquence oc

Oi Pig = Chim Pity
a) Cy < cre

Cela implique Prin, > Pip,

Ce cas est impossible, car les durées des (k-1) premiéres taches étant identiques

keme, o* placerait une téche de durée Prt, alors

qu'une tache de durée strictement inférieure

lors du placement de la

Pi, est disponible ; cela contredit

ordre SPT.
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B) Gi, > crim,

Comme au b), on fabrique 0'a4 partirde Oen réordonnancant les (n-k+1)

derniéres téches dans l'ordre commun &@ FIFO ,SPT et EDD. Aucun critére

n'est dégradé et le critére "somme des dates de fin" est amélioré strictement.

Pour le démontrer, on considére deux tdches consécutives qui ne respectent pas

SPT :

Pr> Pray ( tp 2 Ty41 Selon nos hypotheses )

Cred = r+ rad > rt rd = 2Cr4d * Prod

en les échangeant simplement sur l'intervalle [c,- pr ,¢,41] on obtient de

nouvelles dates de fin: c", et c"p4, avec

Cys Cyyy Ob Cp Hap Pp Cp tC py = 2.Cr41 > Py, et Py > Pret

SC yt yyy < Cp + Cry]

Un seul échange suffit donc pour améliorer ce critére, or il y en a au minimum

un pour passerde 0 a OQ.

D) Remarques

La condition "les séquences EDD, FIFO et SPT coincident " est une condition

trés forte. On peut se demander ce que devient le théoréme si seulement deux de

ces séquences coincident.

Nous allons rapidement présenter quelques résultats concernant le maintien

ou non des propriétés des séquences.

«) FIFO minimise toujours le makespan M

La démonstration se fait par échange de paires de téches consécutives :

Si, Oj» Mij, Mj et q sont définies comme pour la démonstration des théoremes

3.4.2. a et b.

On suppose ici rj < rj. Et on note mjj et mj; la fin de la paire {i,j}

respectivement dans 0;; et G5, - Si myj my, alors on aura Mjj < Mj; (méme

sous-séquence semi-active terminant la solution et pouvant commencer au moins

aussi t6t). Montrons donc que mj S Mj.
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a) q2y => My = 4+ Pj + Pj = mj

basi = my =max [q+ Pj) +Pi.t)+P)+Pi,m%+P)] <

max Cry + Ppt Pp r+ Pj +i, +P;) = +i + Dj

Ensuite, & partir d'une séquence minimisant M, des échanges de paires
consécutives conduisent 4 FIFO sans dégrader M.

= my

B) EIFO et EDD identigues, mais différents de SPT peuvent neAe - Oni F

Montrons le par un contre-exemple _( figure 3.4.2.4 ).

i 1 
2 3

Ti 0 D 2

P; 15 10 5

d; 0 1 2

énoncé d'un probléme d'ordonnancement

1 
2 3

T = (15-0) + (25-1) + (80-2) = 67
C= 15 + 25 + 30 = 70
ordonnancement selon les ordres FIFO et EDD.

G3 2 1 |

T= (7-2) + (17-1) + (80-2) = 53
C=7+17+ 32 = 56
ordonnancement strictement meilleur que les ordres
pour les critéres “somme des retards" et

; FIFO et EDD
somme des dates d'achévement".

figure 3.4.2. d
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4), EIRO att (SPP went a C

Ce résultat est un corollaire du théoreéme 3.4.2. a puisque ces critéres

n'utilisent pas les délais.

5) FIFO _et SPT identiges mais différents de EDD peuvent ne pas
inimi T

Montrons le par un contre-exemple ( figure 3.4.2. e )

T = max [0,10-22] + max [0,21-12] =9

séquence selon FIFO et SPT

4

22 2 1

T = max [0,12-12] + max [0,22-22] =0

ordonnancement optimal

figure 3.4.2. e

On peut noter que si, quel que soit l'ordre retenu, toutes les taches sont en

retard, la séquence commune A FIFO et SPT qui minimise C minimise

aussi T.

e) EDD SPT identiques is dint ie FIFO :

Montrons le par un contre-exemple ( figure 3.4.2.f)

R = (19-10) + (34-15) = 28; C=19+ 34= 53 et M = 34

séquence commune & EDD et SPT

a ee a |
R = (15-15) + (25-10); C=15+25=40 eb M-=25

séquence strictement meilleure pour les 3 critéres

figure 3.4.2.f



Théoréme 3.4.3.a

On considére le probléme d'ordonnancement A une machine.Siles séquences EDD, SPT et FIFO coincident, alors les méthodes dtemporelle DTRUM sont polynémiales et optimales, © &écomposition

Démonstration

. On considére d'abord le probléme d’ordonnancement ou, & partir d'un
instant q, on doit ordonnancer un ensemble de taches telles que les séquences
EDD SPT et FIFO coincident, de maniere @ minimiser la somme des retards
T, puis a égalité sur ce premier critére, maximiser le critére d'urgence U et
enfin, & égalité sur ce second critére,minimiser la durée totale M.

On peut remarquer que :

EDD minimise la somme des retards (théoréme 3.4.2.a)
toute séquence qui respecte pas EDD ne maxim;aximise pas U (avee |

En effet, U(eDD) = 2» (ef 3.1.2.) est le maximum maximorum du critére

U_ obtenu quand tous les couples vérifient la propriété U.

Or, ici, sila tache i est g jplacée avant j avec d; > qj , cela entratne rer
J

(> ¢-p,2 rj) et la propriété U n'est pas vérifiée pour ce couple.

—
 

: 
. 

ow,onc, parmi les séquences minimisant la somme des retards, le deuxieme critére7

ne retient que les séquences vérifiant EDD.

Parmi ces séquences, @ égalité sur la valeur du délai dj , i peut exister des
sous-séquences locales qui ne vérifient pas FIFO ou SPT et dans ce cas, la
séquence compléte, qui respecte EDD , peut minimiser ou non la somme d.
retards. 

~
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Le théoreéme 3.4.2.a nous indique que la séguence commune aux ordres EDD,

SPT et FIFO, qui peut étre obtenue par un tri (complexité polyndmiale en

O(n.logn)), satisfait & toutes les exigences demandées : minimisation de T,

maximisation de U et minimisation de M _ (tout en apportant des qualités

supplémentaires non exigées par DTRUM ).

Nous utilisons done cette solution au sein de la méthode DTRUM pour résoudre

le sous-probléme posé au cours des optimisations locales.

Démontrons maintenant le théoreme 3.4.3 par récurrence sur le nombre K

d‘itérations.

a) Si Ke=1 alors la construction de la séquence communea EDD, FIFO

et SPT est polynémiale et fournit une solution optimale.

b) Supposons qu’en fin d'itération K,la méthode de décomposition

temporelle DTRUM ait fourni pour l'ensemble des n, téches planifiées

lordre commun, pour ces téches,@ EDD, FIFO et SPT et considérons l'itération

K+.

Soit My la valeur du "makespan" & la fin de Vitération K.

a) My S$ Tmin= Cry}min

ie W-N,

ou Ny est l'ensemble des taches déja planifiées.

Alors V'itération K+1 est indépendante des itérations précédentes, la solution

locale est fournie par la sous-séquence commune aux ordres EDD, FIFO et SPT

pour les téches ajoutées et comme :

max [r}]<Mgs min [7]

ie Nx ie m|

La concaténation des deux sous-séquences vérifiant EDD, FIFO et SPT

constitue une séquence vérifiant EDD,FIFO et SPT.

B) Mx > tpin= min [r:]
Ke iminTM ie W-Nx |

Si q est le début de la tache planifiée j vérifiant q =; - pj <tmin < sj, alors

optimisation locale choisit, & partir de q,l'ordre EDD/FIFO/SPT pour les

tdches & réordonnancer et pour les taches ajoutées.
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Ona:

max[rj] <r < co-p. < rs
ieF ' i

ou F est l'ensemble des taches fixées,
et

[ry]r= min

ie Nx -F

d'apres la formule de récurrence & la fin de Vitération K.
A nouveau, les Sous-séquences correspondant a F et a1 ‘ordonnancement local
sont indépendantes, respectent EDD/FIFO/SPT et leur juxtaposition respecte
EDD/FIFO/SPT,

Done si & la fin de l'itération K , a solution partielle respecte les ordres EDD,
FIFO et SPT, alors ces ordres sont & nouveau respectés a la fin de l'itération K+41
et le colt de chaque itération est de complexité polynémiale (tri).

Ilyaau plus n itérations et & la fin de chacune, la solution partielle est
optimale pour le sous-ensemble de taches considéré. La solution finale est donc
obtenue avec une complexitéen 0 (n@logn) et est optimale.

Cela termine la démonstration du théoréme 3.4.3,

Si l'on ne recherche pas la polynémialité de la méthode, on peut démontrer

par récurrence sur le nombre diitérations en distinguant les cas «) et B) comme
ci-dessus, un théoréme plus général sur le méthodes de décomposition temporelle
utilisant le "makespan" M comme critére secondaire :

Théoréme 3.4,3.b

On considére le problame d'ordonnancement A une machine.Siles séquences EDD, SPT et FIFO coincident, alors les méthodes de» acdécomposition temporelle DTRM, DTRMU et DTRUM sont optimales.
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3.5. CAS GENERAL ET CONCLUSIONS

3,5. Introduction

Nous nous intéressons dans cette derniére partie du chapitre 3 au probléme

général 4 une machine lorsque les durées sont quelconques, sans liens

particuliers avec les délais et les dates de disponibilité, comme c'était le cas au

paragraphe 3.4,

Nous allons nous intéresser successivement aux ordonnancements u-actifs

(paragraphe 3.5.2.) et aux erreurs commises par les méthodes de décomposition

temporelle (paragraphe 3.5.3.).

Théoréme 3.5.2.

Lorsque les durées sont quelconques, le sous-ensemble des
ordonnancements u-actifs ne constitue plus un sous-ensemble dominant

"Gs u tt

pour le critére “somme des retards”.

Démonstration

Montrons le par un contre-exemple ou un ordonnancement non u-actif est

strictement meilleur que tout ordonnancement u-actif (figure 3.5.2.).

|? 13
T =(15-0)+(20-1)+(22-2)=54

Yj 0 seule séquence u-active: EDD (quand r; = 0)
1

; d ord neement T=(2-2)+(7-1)+(22-0)= 28

Snoncé dun probleme dordonne séquence non u-active meilleure que EDD

figure 3.5.2.
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Ce contre-exemple a été construit en utilisant des résultats connus ([K. BAKER

1974]}) et rappelés au paragraphe 3.4.2. : si Vi, r,=0 et si quelle que soit la
séquence toutes les taches sont en retard, alors SPT est optimal.

Comme, par ailleurs, vérifier u quand r;=0, oblige a respecter l’ordre des
délais, il suffit de choisir des délais suffisamment petits Pour que toutes les téches
solent en retard, et de faire cotncider EDD et LPT pour obtenir
contre-exemple. 

TM

En prenant dans l'exemple Tg=1 ou 2, on obtient un contre-exemple ow les

Tj ne sont pas tous nuls,

En conclusion, se limiter, dans le cas général aux ordonnancements u-actifs
comme dans les méthodes de décomposition temporelle DTRU, DTRUM et
DTRMU, c'est prendre le risque d'éliminer a priori les solutions optimales.

Les problémes ou toutes les durées des taches sont égales sont des cas
particuliers du cas plus général qui nous intéresse ici. Cela signifie que l'on peut
faire au moins aussi mal que dans le cas ot toutes les durées sont égales

En particulier, on a:

aT, 2max(n. Ar,n.(n-1). pin]

ATS >

Tye > i

4TpTRUM 2

4Tusd 2

od Pmin=min[ pj] et Pmax = max [ p; ]
i i
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et AT, pour pe {sa, a ua, DTRUM, usd) est I'écart maximal sur la somme

des retards que l'on peut obtenir entre deux ordonnancements quelconques d'un

méme probléme dans l'ensemble des ordonnancements semi-actifs, actifs,

u-actifs, fournis par DTRUM et u-actifs sans délais.

On peut se demander si on obtient des majorants en remplacgant Ppjn Par

Pmax @t Pmax Pal Pmin - La réponse est négative, car, ici, non seulement on

augmente l'écart en reportant le plus tard possible l'instant de début des taches et

ennerespectant pas EDD , mais aussienne respectant pas SPT.

Nous nous contenterons de fournir un exemple simple pour montrer que

max(n . Ar, n.(n-1). Pax ] n'est pas majorant dans l'ensemble des

ordonnancements semi-actifs. L’énoncé et les ordonnancements extrémaux sont

fournis par la figure 3.5.3. (n impair).

Pour construire cet exemple, nous avons utilisé les résultats du paragraphe

3.4. en choisissant les valeurs des paramétres de telle sorte que FIFO, SPT et EDD

soient trois séquences identiques. Il est alors évident que 0M maximise la

somme des retards et que 0TM la minimise. Par ailleurs Ty=T, car si des taches

de durées égales et toutes disponibles au méme instant sont toutes en retard quel

que soit leur ordre, alors la somme des retards ne dépend pas de leur ordre.

Ona:

-1 -1 “1
Tw -Tm=Tu-Ti= Jo otn. D+ p43 in. DA)

n-1 n-1 (n- 1)? (n-1)
=D.-3-- [2.nt5 1-=— = D.@-1).n+—7- .O-D

done ATs, >. (2-1). Prax (car Pmax =D>1)

ei comme ici Ar = (0-1). Pmax

ona bien

ATs, > max [n. Ar,n.(n-1). Pmax |

Et il est possible de trouver des écarts encore plus grands en ne se limitant pas

@ 2 valeurs possibles pour la durée des téches.
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i 1 a 5 (ell/2 | (eHt] (ene oe a a

q 0 1 = (ely 2} fo1yad ot (oeH(odD F (pd)D

Hdl 1 im 1 D D i D D

dj 1 2 Mo (od}/2 | (olyOD |(otya2d ws 12.04) | nD

énoneé dun probleme d ordonnancement

12}. fe (ol) (dO ] Pat tf a

trdomanemen ining! (FPO, PTAEDD): 9

YMMV) ee ee
cunene unal (0, LaDD}:

MMMWHMWWUIA_ Jno
tobe mca aca

SI

figure 3.5.3.

3.5.4, Conclusion

D. 1 S es queleongues. + xans le cas des durées quelconques, trop de paramétres interviennent pour
que l'on puisse trouver des bornes supérieures de forme simple comme dans le
cas des durées égales. On ne pourra avoir une idée des erreurs com:; . mises quesimulation. que par

De méme, les simulations sont nécessaires, méme dans le cas des durées
égales, pour obtenir des calculs d'erreurs en mo:yenne. C'est l'objet d' i
du chapitre 4, objet dlune partie
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CHAPITRE 4

EVALUATION EXPERIMENTALE

DES METHODES DE DECOMPOSITION

SPATIALE ET/OU TEMPORELLE



4.L INTRODUCTION

4.2, GENERATEURS DE PROBLEME

4,2.1.R énéral

3

décompositionspatiale 3

12.3, Générateur de soluti

ees SRT 4

4.3, COMPARAISON DES METHODES DE DECOMPOSITION

SEERA « 6

4.4. COMPARAISON AVEC D'AUTRES METHODES
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4.1. INTRODUCTION

Nous avons vu, au paragraphe 1.3.2., que, lorsque l'on utilisait des

méthodes approchées, se posait le probleme de leur évaluation, et que cette

évaluation pouvait se faire de deux facons : en moyenne ou dans le pire des cas. Le

chapitre 3 s'est intéressé, pour des cas particuliers, A des évaluations dans le pire

des cas. Ce chapitre va s'intéresser aux évaluations en moyenne.

Les évaluations en moyenne peuvent étre obtenues de deux facons :

- on associe aux différentes caractéristiques du probléme posé des

variables aléatoires dont on précise la loi de probabilité, et on cherche l'espérance

mathématique de l'écart par rapport a l'optimum des solutions fournies par les

méthodes approchées ;

- on génére un large échantillon de problémes, on applique des méthodes

approchées ou exactes, et on effectue des statistiques sur les résultats fournis par

les différentes méthodes.

La premiére fagon nous semble peu réaliste par rapport aux exemples

industriels car on ne sait obtenir des résultats que sur des cas trés simples : une

seule loi de probabilité par caractéristique avec une moyenne et un écart type. Or,

si l'on considére les délais, par exemple, une loi plus réaliste serait probablement

de la forme: x % des articles ont des délais raisonnables conformes en moyenne

aux décisions prises au niveau de la gestion de production 4 moyen terme, et

(100-x) % des articles ont. des délais trés courts, presque impossibles A satisfaire.

Il n'y a donc pas, en général, des lois pour les caractéristiques de l'ensemble des

produits, mais des lois propres & des familles de produits ou A des familles de

machines.

C'est pourquoi nous n'avons considéré que la deuxiéme approche pour

évaluer en moyenne, qui ne comporte aucune restriction sur la complexité des lois

utilisées dans les générateurs.
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Nous allons, dans le paragraphe 4.2., présenter les différentes formes de
générateurs que nous avons con¢us, puis présenter les différents résultats
obtenus en les utilisant. Les résultats sont donnés sous forme de tableaux
synthétiques, accompagnées de remarques. Lorsque nos méthodes sont
comparées avec d'autres, celles-ci sont briévement rappelés. Au paragraphe 4.3.,
nous ne nous intéressons qu'aux différentes variantes de nos méthodes de
décomposition ; au paragraphe 4.4., nous les comparons avec d'autres méthodes,
essentiellement avec des méthodes utilisant des régles empiriques dans le cas
général, et avec des méthodes plus spécifiques dans le cas ot I'atelier ne comporte
qu'une machine. Nous terminons par quelques remarques générales sur les
résultats obtenus.
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4.2. GENERATEURS DE PROBLEMES

L21R snéral

Les conclusions que l'on peut tirer d'un plan d'expériences dépendent

du plan d'expériences choisi. Cela signifie que des résultats expérimentaux

doivent toujours étre accompagnés de la description du générateur qui a fourni les

problémes.

La plupart des générateurs utilisés dans les résultats publiés proposent

une loi de probabilité par donnée caractéristique de chaque type d'information

(dates d'arrivée, durées opératoires, délais,...). Les résultats que l'on obtient ne

sont valables que pour des ateliers ow les caractéristiques des différents objets sont

uniformes.

Dans les méthodes de décomposition purement spatiale, on suppose

implicitement l'existence d'ilots de fabrication imparfaits dans l'atelier. En

d'autres termes, on suppose que certains groupes de produits passent

essentiellement sur certains groupes de machines avec seulement de rares

incursions dans les autres groupes de machines. II est évident que les méthodes

de décomposition spatiale sont d'autant plus performantes qu'il y a moins de

sorties des produits hors de leur ilot mére (voir paragraphe 2.3.3.) ; le cas idéal est

le découpage en tlots totalement indépendants, ou au moins en groupe diilots

indépendants entre eux.

Le générateur destiné & tester ces méthades doit travailler dans re cadre

On lui fournit en paramétres : le nombre diilots, le nombre de machines par flots,

le nombre de produits, le nombre moyen d'opérations par produit, les lois des

durées opératoires, et surtout le "coefficient de pollution" que l'on accepte hors des

jlots méres, c'est-a-dire le nombre de fois ot des produits quittent leur flot

d'origine pour subir des opérations sur un autre ilot.
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12.3, Géné je solu

Pour évaluer l'erreur commise sur la valeur du critére par des
méthodes approchées, il faut connaitre la valeur du critére a loptimum ou, a
défaut, en avoir une bonne estimation,

Si, pour obtenir la valeur de la solution optimale, on utilise un
algorithme exact, le problame posé demande un volume important de calculs. On
ne peut done les utiliser que pour des problémes de petite taille, et ceci ne fournit
pas des résultats intéressants pour les problémes concrets.

Pour des problames de taille plus importante, on peut, pour évaluer les
méthodes approchées :

- les comparer a des méthodes exactes en limitant, pour chacune, le
nombre total de calculs. On compare alors les meilleures solutions
trouvées par chacune des méthodes,

- les comparer aux meilleurs résultats obtenus par d'autres méthodes
approchées,

- les expérimenter sur des exemples dont on connait, a priori, la valeur
de la solution optimale ; c'est ce que nous obtenons avec ce que nous
appelons des générateurs "de solutions".

Le principe de ces générateurs de solutions est simple. Au lieu de
générer des problémes d'ordonnancement, nous générons des solutions de ces
problémes dont nous tirons l'énoncé correspondant.

Notre générateur fonctionne de la maniére suivante :

- dans une premiére phase, on génére de maniare aléatoire un
diagramme de Gantt comportant des taches indépendantes séparéeg
par des intervalles oa les machines sont inutilisées,

r
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~ dans une deuxiéme phase, on rassemble plusieurs taches qui se

suivent dans le temps pour constituer des gammes de produits et, pour

chacun d'eux, on génére, en amont de la premiére tache, une date

d'arrivée et un délai par rapport 4 la fin de la derniére tache.

Pour chaque produit, la suite des durées des taches qui constituent sa

gamme, ainsi que les machines associées et les délais, fournissent toutes les

informations de l'énoncé.

Les lois de probabilité que nous utilisons sont liées A des types de

machines. Pour chaque type de machines, il est possible de définir le pourcentage

de petites, moyennes et longues taches, leurs lois de probabilité, ainsi que la

probabilité qu'une tache soit suivie, dans le diagramme de Gantt, d'une période ot

la machine est inutilisée, et la loi de la durée de cette période.

Ceci permet d'obtenir des machines "goulots”, des machines peu chargées, des

machines chargées de nombreuses taches courtes ou de quelques taches longues,

etc.

Comme ce générateur est utilisé pour tester des méthodes de

décomposition spatiale, il comporte la possibilité, dans la premiére phase, de

fournir un nombre diilots, une loi de probabilité pour le nombre de machines par

lot, une loi pour la répartition des types de machines dans les flots. Dans la

deuxiéme phase, un flot mére est affecté 4 chaque produit, et on constitue sa

gamme avec une certaine probabilité de lui attribuer des taches longues dans I'flot

mére et courtes a l'extérieur. Malheureusement, la possibilité de respecter cette

probabilité décroit au fur et A mesure que l'on affecte des taches aux produits, le

choix de taches disponibles s'amenuisant. On n'a donc pas clairement un

coefficient de “pollution” choisi par l'utilisateur comme pour le générateur

présenté au paragraphe 4.2.2.

Considérons maintenant la partie "génération d'un délai nar rapnart &

la fin de la derniére tAche d'un produit". Si pour tout produit, nous supposons

qu'il n'est pas en retard dans la planification proposée par le diagramme de

Gantt, c'est-A-dire que nous générons le délai aprés l'instant de fin de la derniére

tache, alors la solution générée est optimale pour le critére "somme des retard"

avec un retard total nul, et nous connaitrons exactement l'erreur commise sur

ces exemples par les méthodes approchées.
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Cette possibilité est intéressante pratiquement, mais il faut étre prudent
et ne pas en tirer de conclusions générales : en effet, la théorie montre que, dans
certains cas particuliers, les problémes deviennent polynémiaux pour les critéres
de retard lorsqu'il existe des solutions (optimales) dont le retard est nul.

En générant, sur le diagramme de Gantt du retard pour quelques
on connait un majorant de la valeur optimale avec lequel on pourra

comparer les résultats des méthodes de décomposition. Toutefois, on ignore s'il
n'existe pas une solution de retard nul (4 moins diinsérer un produit "critique au
sens du PERT", c'est-a-dire ayant toutes ses taches contigués, en retard),

produits,

Les deux générateurs ont été utilisés pour nos expériences. Un avantage
du deuxiéme est de fournir des familles de solutions voisines en répétant
plusieurs fois la deuxiéme phase sur un méme diagramme de Gantt.

4.3, COMPARAISONS DES METHODES DE DECOMPOSITION

La figure 4.3. présente une série de résultats. Elle comporte 26 problémes
dordonnancement générés par un générateur d'énoncés (cf 4.2.2.).

On peut noter qu'aucune méthode de décomposition ne domine nettement
les autres. Chacune rencontre des difficultés sur des exemples différents (sauf
l'exemple 50, difficilement traité par toutes les méthodes). (Les débordements de
mémoire (disque) de la décomposition temporelle sont diis A un malencontreux
encombrement de la zéne disque commune a plusieurs utilisateurs).

Les "contre-performances" des méthodes de décomposition sont les
suivantes :

~- en ce qui concerne le coat d'obtention de la solution (2100s cpu) ou les
débordements mémoire (dis a l'utilisation de la file) :

- exemples 16, 45, 47,50 et 17 (soit 5 fois sur 26) pour les décompositions
temporelles,

- exemples 16, 48, 45, 47, 50, 17, 2 et 11

décompositions spatiales,

-exemple 50 (soit une fois sur 26)

temporelles.

(soit 8 fois sur 26) pour les

pour les décompositions spatiales et
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sans décomposition | décomposition | décomposition | nombre

numéro | telles | composition | temporelle spatiale spatiale et | dtlots

m{n|o| retards} coat | retards} coat | retards} coat | reterds} cott

1s |12| 2|o4| seo*| iso | wee | see | 228 | 690 | 186 56 8

43 |12| 20] 94] 249%} 1939 | a6 | 38 | 209°} 968 | 432 | 18 3

49 |12| 20) 67] 669°] 1142 | 192 | 485 t19)] 679 BL 24 | 13 5

45 | 8 | 2) 65] 1148*| 941 |28(0¥#) 70 (Ke#]] 61.9 458 0 4a 3

47 | 8| 2|65| 726*| 836 |15. (0) |360 (59]] 389%} 464 ° 40 3

so | 8|a|s7| ess*| 05 | se | sae | sa5*} s73 | 32a | 267 4

si | 10] 20) 56] 454%} 1039 | 454 | 19 (7) ] 454 5 | 454 | 10 4

17 | 7] 18/50] 198%] 710 | wee | wee 06 10 | 6 18 3

2 8 | 15) 50) 1919* 686 91 | 14 (12}] 138 u2 “4 12 3

u | a] 1s] 50] 1s19*| 713 91 | 14 (12]] 188 us | 4 “4 3

18 | 6] 17) 40] 857*] 597 | 112 | 58 f20)] 112 2] uz] u 3

8 7|14| 38] s69*| 592 fostio4 16 (9)| 18 5 | 104 u 3

19 | 6) 18/37] 0 6 ° 4 o 3 0 9 2

10 6 | 14) 37 0 20 | ofos)|) 1 f2}} 0 4 0 7 2

7 | 6}i4is7] o 20 ° u 0 8 0 9 3

4s | 7/16/35] 103 % | 103 5 106 3 ws | 8 3

1s | 7} 14/32] 0 10 o 5 02 30 ° 5 a

9 | 6ji14]s2] 949%] 469 | goa | 2ts)} 51 5 seg | 8 3

1 5j12)2] 0 12 o4 | 514) ] 0 3 11} 12 2

3 | s]12}29) 0 12 ot} 4 08 4 wd 1 2

4 | 5{12;2] 0 10 0 4 19 5 ° 1 2

6 5 | 12) 29 0 18 o1 | 74) 0 3 ol 5 2

12 | 5} 12} 29) 0 12 o 4 14 4 0 7 2

13 | 512/29] 0 12 04 5 ° 3 ost 7 2

14 | 5) 12/29] 0 12 ° 5 ° 3 ° 8 2

6 | 6j12}a8} 0 3 ° 4 ° 2 0 7 a

m = nombre de machines retards = valeur du critdre "somme des retards"

nombre de produits cott = durée “cpu” sur le DPSS (eystéme multics)
ombre d'opérations exprimée en secondes

* = lors des optimisations locales ou globales, on a conservé 1a meilleure solution trouvée en au plus 10 000 s¢parations
d#¥ = méthode arrétée pour cause de débordement mémoire

] = variante de la méthode de décomposition temporelle od les sous-ensembles de produits introduite sont plus

r i it terminer le plus tat possible),tits (on cherche Vopération et non pas le produit pouvant se

Fer nessrete correspondance be wont aiguee que els snot aiférente

figure 4.3.
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-- en ce qui concerne la valeur du critére "somme des retards", la méthode fournit
la plus mauvaise valeur obtenue pour les exemples :

-16, 50,5 et13 (soit 4 fois sur 26) pour les décompositions temporelles,
~ 48, 49, 46,15, 4et12 (soit 6 fois sur 26) pour les décompositions spatiales,
-1,3,5et13 (soit 4 fois sur 26)

temporelles.

pour les décompositions spatiales et

Chacune des méthodes fournit la meilleure des valeurs obtenues pour le critére
“somme des retards" dans les exemples suivants (une étoile marque les cas ot la
valeur est strictement meilleure que celles fournies par toutes les autres métho-
des, y compris la méthode sans décomposition interrompue a 10 000 séparations) :

~ 48*, 51, 2*, 11*, 18, 8, 19, 10,7, 46, 15, 4, 12,14et6 (soit 15 fois sur 26)
pour les décompositions temporelles,

~ 51, 17*, 18, 19, 10, 7, 9*,1, 5,18, 14 et6

pour les décompositions spatiales,

~ 16*, 49%, 45*, 47, 50*, 51,18, 8, 19, 10, 7, 46,15, 4,12, 14 et6 (soit 17 fois sur 26)
pour les décompositions spatiales et temporelles.

(soit 12 fois sur 26)

Les moyennes des cotits d'obtention des solutions sont respectivement :
- 436.7 secondes cpu pour les résolutions sans décomposition,

- 44.8 secondes cpu (sur seulement 23 exemples) pour les décompositions
temporelles,

- 130.9 secondes cpu pour les décompositions spatiales,

- 23.7 secondes cpu pour les décompositions spatiales et temporelles.

Les moyennes des valeurs du critére “somme des retards” sont respectivement :
- 46.8 pour les résolutions sans décomposition,

- 10.4 (sur 23 exemples) pour les décompositions temporelles,

- 25.8 pour les décompositions spatiales,

- 10.3 pour les décompositions spatiales et temporelles,

Les résultats montrent I'intérét des méthodes de décomposition : temps réduits
pour de faibles pertes sur le critére "somme des retards". Ils donnent un léger
avantage a la méthode de décomposition spatiale et temporelle. Ces méthodes
nous ont permis en outre d'aborder des exemples plus gros non accessibles aux
autres méthodes et pour lesquels nous connaissions la valeur optimale (nulle) du
critére "somme des retards" grace au générateur de solutions (cf 4.2.3.).

r
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En outre, nous avons constaté que pour obtenir des solutions correctes pour de

gros exemples récalcitrants, il suffit souvent de couper arbitrairement en deux

lilot contenant le plus de machines.

Il faut cependant se garder de tirer des conclusions générales déduites de petits

échantillons (qui ont pourtant coaté relativement cher en heures machine,

surtout pour les comparaisons avec les méthodes sans décomposition).

Il serait intéressant, mais coiiteux, de développer un plan systématique

d'expériences pour étudier en particulier :

- l'influence du découpage en flots,

- l'influence du choix de la régle de répartition des marges entre les sous-produits,

- T'influence de la régle de découpage du temps pour constituer les sous-ensembles

de produits ou de sous-produits.

4.4, COMPARAISON AVEC D'AUTRES METHODES

Dans le cas général, si l'on cherche 4 comparer avec des régles empiriques,

par exemple, l'opération la plus urgente ou ayant le moins de marges d'abord, il

suffit de descendre une seule branche de nos méthodes arborescentes dans le cas

sans décomposition. Les coats d'obtention de la solution sont alors trés faibles,

mais les performances médiocres par rapport aux méthodes de décomposition.

Il nous a semblé plus intéressant de réaliser les expériences correspondant

aux cas étudiés au chapitre 3 (une machine et durées égales) pour obtenir des

résullais moyens.

Les résultats se présentent comme le montre la figure 4.4.

Une série de tableaux de résultats figure a l'annexe C.

Ils comparent l'algorithme de Jackson avec la méthode de décomposition

temporelle DTRU.
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delais :

durees : 10

types de taches

delais minimaux

dates de disponibilite ; valeur minimale valeur maximale

0 500

valeur minimale valeur maximale

0 500

nombre moyen de taches -

numero de serie :99

chapitre 4

PARAMETRES DE LA GENERATION DES ENONCES

50

300

taille de l”echantillon - 10

|

de meilleures valeurs

RESULTATS

Jackson

cout moyen 
3

somme des retards

7121
(moyenne)

pourcentage

So cD

€cart moyen par rapport

aux meilleures valeurs

—

DTRU

22

7542

422

figure 4.4,

W 
Chapitre 4

On peut remarquer en particulier, que, pour les exemples générés, "Jackson"

est en général meilleure que "DTRU" mais que cela peut s'inverser (n° de série 2,

5 et 11) quand les taches sont relativement moins urgentes.

Jackson a une complexité en 0 (nlogn), DTRU en 0(n3), la série d'exemples 11,

12, 13, 14, 15 destinée a le vérifier est insuffisante pour en tirer des conclusions, et

cela d'autant moins que pour la série 1, 2, 3, 4, 5 ot tous les exemples comportent

50 taches, DTRU est entre 3 et 19 fois plus cofiteux en temps d'obtention des

solutions que Jackson.

Comme nous l'avons déja dit & plusieurs reprises, les expériences doivent étre

trés nombreuses avec toutes sortes de possibilités pour les paramétres de la

génération pour tirer des conclusions de séries d'expériences.
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons proposé, non pas un nouvel algorithme pour

ordonnancer les taches dans un atelier, mais de nouvelles méthodes générales qui

permettent de construire des familles d'algorithmes.

Ces méthodes approchées, qui utilisent des décompositions spatiales et

temporelles, répondent a certains besoins des utilisateurs en entreprise :

- nécessité de concevoir des solutions qui peuvent évoluer de maniére dynamique

au cours du temps en fonction de l'arrivée de nouveaux produits ou de

pertubations aléatoires,

- besoin de découper l'atelier en entités plus petites de maniére a mieux le piloter

et a mieux l'analyser.

Ces méthodes ont été évaluées de maniére théorique dans des cas

simples (décomposition temporelle et une seule machine). Cela a permis de

dégager de nouvelles notions de dominance pour le critére utilisé : la somme totale

des retards, critére peu étudié dans la littérature.

D'autres cas "simples" pourraient faire l'objet de recherches

particuliéres, par exemple, une machine par ilot dans le cas de la méthode de

décomposition spatiale et temporelle.

La suppression progressive des chevauchements dans les méthodes de

décomposition purement spatiale peut étre améliorée, mais au prix d'une

augmentation non négligeable du coit de la méthode.

Les expériences pratiques montrent l'intérét de ces méthodes. Mais la

grande variété de possibilités des hypothéses des problémes traités et des

stratégics différentes dans les méthodes utilisées ne permet. pas de tirer de

conclusions générales.
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ANNEXE A

NOTIONS DE COMPLEXITE

DES PROBLEMES

A.)_NOTIONS DE COMPLEXITE DES ALGORITHMES

La fonction complexité ou complexité d'un algorithme est l'expression de son coit,

exprimé en nombre d'opérations élémentaires, en fonction de la longueur des

entrées dans le pire des cas.

La longueur des entrées est le nombre de caractéres lus. Elle dépend du schéma

d'encodage des paramétres du probléme.

Souvent, on prendra comme longueur des entrées le nombre n de données lues.

Soit g une fonction de IN dans IN

Si f(n) est la fonction complexité d'un algorithme donné, on dit que fn) est en

O(g(n)) si il existe une constante c telle que:

va: |fn)| <e. len)

Cette définition est usuelle en mathématique.

Par extension, on dit qu'un algorithme est en O(g(n)) si sa fonction complexité est

en O(g(n)) .

-

Un algorithme est dit polynémial si sa complexité est en O(P(n)) ob P est un

polynéme.

Les algorithmes pour lesquels la fonction complexité ne peut pas étre bornée par

un polynéme sont dits exponentiels.
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Annexe A

Cott de l'exploration del'ensemble des solutions

n taches

1 
oe 

;ny s€quences possibles a comparer

( hyp. : 6YP. : une séquence est explorée en une nano-seconde

durée de l'exploration

3 millisecondes

40 millisecondes

0,5 secondes

6 secondes

1,5 minutes

minutes

heures

jours

mois

ans

ans

16 siacles

figure AJ
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Un algorithme exponentiel n'est pas utilisable pour de grandes valeurs de la

longueur des entrées. Nous illustrons ce fait par la figure Al . On y considaére un

simple probléme a une machine od l'on cherche A minimiser la somme des

pénalités de retards par rapport & des délais. Pour n produits, il ya nl!

séquences possibles. En prenant I'hypothése optimiste de pouvoir examiner une

séquence en une nano-seconde, la durée des calculs en fonction du nombre de

produits est donnée sur la figure Al . En supposant qu'un algorithme amélioré

n'explore, par exemple, qu'un centiéme des séquences possibles, on ne pourrait

pas l'utiliser pour n_ plus grand que 18.

Si un algorithme polynémial n'explore que nP séquences, chacune en une

nano-seconde, la figure A2 montre la supériorité des algorithmes polynémiaux

sur les algorithmes exponentiels pour des valeurs relativement élevées de p

Elle illustre également l'intérét de minimiser le degré du polynéme de la fonction

complexité des algorithmes polynémiaux.

5 3 10 9 9
n n<«x« 10 5 nx 10 5 n!x 10 s

10 0.1 millisecondes}| 10 secondes 3 millisecondes

20 3.2 millisecondes} 28 heures 17 ans

30 24.3 millisecondes| 68 jours 84 millions de millions

de siécles

40 0.1 seconde 121.3 jours ASTRONOMIQUE!!!

figure A2
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Face & un type de problame, la question importante est : peut-on espérer trouver
un algorithme polynémial pour le résoudre ou cela est-il impossible ?

Toute une théorie de la complexité des algorithmes a été développée depuis 1970,
on trouve en particulier dans le livre de MR GAREY et D.S JOHNSON ([1979]) la
présentation des principaux résultats ; de nombreux résultats ont été démontrés
pour les problames d'ordonnancement, voir par exemple A.H.G. RINNOOY KAN
((1976}) et J. BLAZEWICZ / W. CELLARY / R. SLOWINSKI / J WEGLARZ ([1 986)).

Nous essayons de présenter briévement ces notions, méme si cela nuit légérement
a leur rigueur mathématique.

La notion essentielle est la transformée polynémiale de tout énoncé d'un probléme
Pl en énoncé d'un autre problame P2. Le probléme P2 est alors au moins aussi
difficile que le probléme P1 car la transformation peut ne donner que des cas
particuliers de P2.

Au moyen de cette notion, si on démontre que P1 est au moins aussi difficile que
P2 et que P2 est au moins aussi difficile que Pl, alors on définit des classes
d'équivalence dans l'ensemble des problémes.

Parmi les problémes “décidables" (c'est-a-dire ceux pour lesquels il existe des
algorithmes susceptibles de les résoudre), on distingue alors :

-- la classe des problémes polynémiaux que l'on peut résoudre sur un ordinateur
déterministe par des algorithmes polynémiaux,

-- elle est contenue dans la classe des problemes N-P que l'on peut résoudre sur un
ordinateur non déterministe par des algorithmes polynémiaux (pour les
problémes de décision qui consiste a savoir s'il existe au moins une solution
vérifiant une propriété donnée, tester si une solution vérifie bien la propriété doit
pouvoir se faire en temps polynémial pour les problémes de N-P),
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-- la classe N-P contient une classe de problémes dit NP-complets dont il a été

démontré qu'ils sont au moins aussi difficiles que n'importe quel probléme de

N-P.

-- la classe des problémes pseudo-polynémiaux dont la complexité des meilleurs

algorithmes peut s‘exprimer sous forme d'un polynéme de la taille du probléme et

de la taille de la plus grande information pouvant figurer dans un énoncé.

-- la classe des problémes N-P complets au sens fort, tels que l'ensemble des

problémes particuliers, ot la taille de la plus grande information est limitée par

un polynédme dela taille des données, reste dans l'ensemble des problémes

N-P complets.

MLR. GAREY / D.S. JOHNSON

3 . Hie i

FREEMANN, 1979

J. BLAZEWICZ / W. CELLARY / R. SLOWINSKI / J WEGLARZ

i ints - ministi Isi

J.C. BALTZER AG, 1986

A.H.G. RINNOOY KAN . .

Machine scheduling problems : classification, complexity and computation

Nijhoff, The Hague 1976
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ANNEXE B

METHODE EXACTE D'ORDONNANCEMENT

UTILISEE POUR LES OPTIMISATIONS LOCALES

Bl) STRATEGIE

Cette méthode est une procédure par séparation et évaluation. Comme

nous l'avons signalé au paragraphe 1.4.3., il s'agit d'une PSEM. En effet, nous

alternons deux stratégies.

Dans un premiers temps, nous utilisons une pile en largeur d'abord,

cest-a-dire que tous les sous-ensembles issus d'une séparation remplacent

l'ensemble séparé au sommet de la pile, et que l'on sépare toujours le

sous-ensemble situé au sommet. Ceci permet d’atteindre trés rapidement les

feuilles de l'arborescences ou sont situées les solutions réalisables. En

poursuivant avec cette stratégie, on sépare en premier lieu les sous-ensembles les

plus proches du sommet de la pile, et donc les "branches" les plus a gauche de

l'arborescence qui contiennent des solutions réalisables peu différentes les unes

des autres.

Aprés un nombre fixé de séparations, on change de stratégie

d'exploration. On transforme la pile de sous-ensembles a séparer en une liste triée

par valeur croissante de la borne (minorant de la somme des retards) et on passe a

une stratégie d'exploration de type PSEP. Comme la valeur de la borne croit de la

racine vers l'extrémité des branches, cette stratégie sépare plutét les

sous-ensembles proches de la racine. En outre, les sous-ensembles créés ayant

également des bornes de faible valeur, ils sont rarement éliminés par l'existence

de bonnes solutions réalisables déja trouvées. Comme a chaque séparation on

remplace un sous-ensemble par deux autres, si on élimine peu, cette stratégie a

tendance a encombrer la mémoire (parfois jusqu'é dépasser les dimensions

prévues dans le programme).

C'est pourquoi, au bout d'un nombre fixé de séparations selon cette

stratégie, on reprend la stratégie avec la pile. Celle-ci va 4 nouveau nous entrainer

en priorité vers les feuilles de l'arborescence, mais comme le choix du

sous-ensemble se trouvant au sommet de la pile (ancienne liste gérée en pile) est

tout a fait aléatoire, les nouvelles solutions réalisables que l'on atteint seront

probablement trés différentes de celles ocbtenues précédemment par la stratégie de

la pile, ou par la stratégie de la file qui a pu atteindre elle-aussi des feuilles.
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Cette stratégie de pile sera abandonnée au profit de celle de la liste triée
au bout d'un nombre fixé de séparations et ainsi de suite,

La figure 1.4.3.2. ¢ du chapitre 1, illustre l'alternance de ces deux
stratégies et leurs effets,

B.2) PRINCIPE DE SEPARATION

Nous avons retenu une méthode utilisant des contraintes disjonctives.
C'est-a-dire que si deux taches i et j utilisent la méme machine k, nous devons
avoir (i avant j) ou Gj avant i).

Nous avons d'abord supposé que les moyens étaient illimités et avons
planifié toutes les opérations au plus tét. Nous obtenons ainsi un échéancier deg
dates de début de taches.

Sur cet échéancier, nous recherchons le premier instant ou deux
opérations jj et jg entrent en conflit pour l'utilisation de la méme machine. Nous

séparons alors l'ensemble de toutes les solutions en deux sous-ensembles, celui o&
l'opération jy Passe avant l'opération jg et réciproquement. Chaque nouveau
sous-ensemble est obtenu en ajoutant aux contraintes de précédence traduisant
les gammes des produits une nouvelle contrainte de précédence entre des
opérations de produits différents utilisant la méme machine. Les nouveaux
échéanciers sont construits en repoussant les taches situées sur des chemins
issus de la tache retardée ( a la premiére séparation, c'est seulement la fin de la
gamme du produit concerné). Le probléme initial est bien remplacé par deux:
sous-problémes identiques ow on recherche le premier conflit.

Une solution est bien sir réalisable lorsqu'on n'y trouve plus de conflit
machines.
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B.3) EVALUATION

Elle est obtenu trés simplement en calculant la somme des retards des

produits sur le planning correspondant a 1 ‘échéancier. Comme Ia solution n'est

pas, en général, réalisable, il s'agit d'un minorant de la valeur du critére pour le

sous-ensemble de solutions réalisables considéré. En effet, pour obtenir une

solution réalisable, les séparations ultérieures retardent des taches mais n‘en

avancent jamais.

Contrairement aux méthodes qui ajoutent une (ou plusieurs)

opérations & chaque séparation et ne regardent pas toujours les conséquences des

choix fait sur les futures opérations, cette évaluation a le mérite de considérer en

permanence l'ensemble de tous les produits.

B.4) VARIANTES

Il est possible de transformer cette méthode en méthode approchée, soit

en limitant le nombre total de séparations autorisées et en fournissant la

meilleure solution trouvée, soit en ne créant a chaque séparation que le

sous-ensemble plagant en premier une opération choisie selon une régle

empirique. (Ceci évite de programmer séparément les tests des méthodes

empiriques et rend les comparaisons plus justes puisque les coiits fixes de

préparation des données non liés a la méthode restent les mémes).
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PARAMETRES DE LA GENERATION DES ENONCES

dates de disponibilite : valeur minimale valeur maximale

0 500

delais : valeur minimale valeur maximale

0 500

durees : 10 nombre moyen de taches : 50

numero de serie : 1 taille de Pechantillon : 30

RESULTATS

Jackson DTRU

cout moyen 3 22

somme des retards

4859 5097

(moyenne)

pourcentage

96 3

de meilleures valeurs

ecart moyen par rapport

9 247

aux meilleures valeurs
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PARAMETRES DE LA GENERATION DES ENONCES

dates de disponibilite : valeur minimale valeur maximale
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PARAMETRES DE LA GENERATION DES ENONCES

dates de disponibilite : valeur minimale valeur maximale

0 500

delais : valeur minimale valeur maximale

0 1000

durees : 10 nombre moyen de taches : 50

numero de serie ; 2 taille de l”echantillon - 30

RESULTATS

Jackson DTRU

cout moyen 
3 

27

somme des retards

2489 2435
(moyenne)

pourcentage

36 
63

de meilleures valeurs

€cart moyen par rapport

71 17
aux meilleures valeurs

0 500

delais : valeur minimale valeur maximale

0 250

durees : 10 nombre moyen de taches : 50

numero de serie : 3 taille de |”echantillon : 30

RESULTATS

Jackson DTRU

cout moyen 3 20

somme des retards

8962 9069

(moyenne)

pourcentage

83 16

de meilleures valeurs

ecart moyen par rapport

51 158

aux meilleures valeurs
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PARAMETRES DE LA GENERATION DES ENONCES

dates de disponibilite : valeur minimale valeur maximale
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PARAMETRES DE LA GENERATION DES ENONCES

dates de disponibilite : valeur minimale valeur maximale

0 250

delais : valeur minimale valeur maximale

0 500

durees : 10 nombre moyen de taches : 50

numero de serie : 4 taille de l’echantillon : 30

RESULTATS

Jackson DTRU

cout moyen 4 75

somme des retards

2012 2769

(moyenne)

pourcentage

100 0

de meilleures valeurs

ecart moyen par rapport

0 756

aux meilleures valeurs

0 750

delais : valeur minimale valeur maximale

6 500

durees : 10 nombre moyen de taches : 50

numero de serie : 5 taille de \"echantillon : 30

RESULTATS

Jackson DTRU

cout moyen 3 9

somme des retards

9728 8230

(moyenne}

pourcentage

16 86

de meilleures valeurs

ecart moyen par rapport

1501 3

aux meilleures valeurs
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PARAMETRES DE LA GENERATION DES ENONCES

dates de disponibilite : valeur minimale valeur maximale
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PARAMETRES DE LA GENERATION DES ENONCES

dates de disponibilite : valeur minimale valeur maximale

100

delais : valeur minimale valeur maximale

100

durees : 10 nombre moyen de taches : 10

numero de serie :11 taille de l"echantillon : 10

RESULTATS

Jackson DTRU

cout moyen 0 {

somme des retards

246 210
(moyenne)

pourcentage

60 70

de meilleures valeurs

ecart moyen par rapport

45 8

aux meilleures valeurs

0 200

delais : valeur minimale valeur maximale

0 200

durees : 10 nombre moyen de taches : 20

numero de serie :12 taille de l’echantillon : 10

RESULTATS

Jackson DTRU

cout moyen 1 4

somme des retards

910 877

(moyenne)

pourcentage

70 30

de meilleures valeurs

ecart moyen par rapport

61 27

aux meilleures valeurs
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PARAMETRES DE LA GENERATION DES ENONCES

dates de disponibilite : valeur minimale valeur maximale

0 300

delais : valeur minimale valeur maximale

0 300

durees : 10 nombre moyen de taches : 30

numero de serie :13 taille de |”echantillon : 10

RESULTATS LARAMIE ho ctr mennamecthd Peet den 6h

Jackson DTRU

cout moyen 2 8

somme des retards

2093 2140

(moyenne)

pourcentage

90 10

de meilleures valeurs

ecart moyen par rapport

26 73

aux meilleures valeurs

9 annexe C

PARAMETRES DE LA GENERATION DES ENONCES

dates de disponibilite : valeur minimale valeur maximale

0 400

delais : valeur minimale valeur maximale

0 400

durees : 10 nombre moyen de taches : 40

numero de serie :14 taille de |”echantillon : 10

RESULTATS

Jackson DTRU

cout moyen 3 16

somme des retards

3029 3221

(moyenne)

pourcentage

90 10

de meilleures valeurs

ecart moyen par rapport

1 193

aux meilleures valeurs
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PARAMETRES DE LA GENERATION DES ENONCES

dates de disponibilite : valeur minimale valeur maximale

0 500

delais : valeur minimale valeur maximale

0 500

durees ; 10 nombre moyen de taches : 50

numero de serie :15 taille de l’echantillon - 10

RESULTATS

Jackson DTRU

cout moyen 3 22

somme des retards

$505 5755

(moyenne)

pourcentage

100 0

de meilleures valeurs

ecart moyen par rapport

0 249

aux meilleures valeurs
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ANNEXE D

EXPERIENCES PRATIQUES EN ORDONNANCEMENT

L'auteur de cette thése a commencé des recherches en

ordonnancement dés 1975 sous la direction du Professeur ROY dans le cadre de

l'équipe "Ordonnancement et gestion de production" du laboratoire LAMSADE a

l'université de PARIS IX DAUPHINE.

Dans ce cadre, pendant dix ans, il a encadré chaque année deux a trois mémoires

de D.E.A. dont environ la moitié était des applications industrielles réalisées pour

et dans les entreprises.

Plus particuligrement, son premier sujet de thése (abandonné car son

intérét théorique était limité) concernait la construction par ordinateur de menus

diététiques personnalisés, en collaboration avec une société de service

(APPLEDIM) et plusieurs services médicaux. Ce probléme pouvait se modéliser

comme un probléme d'ordonnancement, mais l'analogie ne débouchait pas sur

des résultats constructifs.

Un logiciel d'ordonnancement de taches manuelles et informatiques,

concernant la facturation téléphonique, a été mis au point pour TELESYSTEMES

NANCY. II tenait compte de taches interrruptibles et non interruptibles ainsi que

de ressources limitées. Il utilisait des régles empiriques de placement et des

possibilités limitées de retour arriére ou "backtracking" de maniére A réduire

l'exploration de l'arborescence des solutions. Le nombre de décisions possibles

explorées dépendait de paramétres choisis par l'utilisateur.

Un pilotage a été étudié pour RENAULT VEHICULES INDUSTRIELS

concernant le schéma initial de l'atelier flexible BOUTHEON (St Etienne). Un

ordonnancement utilisant une hiérarchie de régles empiriques a été proposé et

étudié par simulation. Un phénoméne de blocage ou de “verrou fatal" a été

constaté lors des expériences et des propositions ont été faites pour le prévoir et

l'éviter.
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Pour découper les tours de service des chauffeurs d'une ligne

d'autobus (CGFTE Nancy et Paris), une méthode approchée a été mise au point.

Elle procéde par étapes : élimination des services évidents puis des "tours

manuels", construction et élimination des taches concernant les "tours en une

fois" (le chauffeur n'a pas de pause de durée et de tranche horaire

réglementaires), construction de demi-tours par des méthodes empiriques et

mariage des demi-tours entre eux par des méthodes d'affectation.

L'informatisation de l'ordonnancement A court et A trés court terme de
atelier “A froid" d'une cristallerie (BACCARAT) a fait l'objet d'une thése de

docteur CNAM a NANCY, these qui a été co-encadrée par l'auteur. La solution

proposée est une décomposition hiérarchique a deux niveaux avec agrégation des

informations du niveau inférieur pour définir le niveau supérieur. Les décisions

du niveau haut sont prises A chaque début de période du niveau bas. Elles

concernent l'opportunité d'entrer dans l’atelier "A froid" certains ordres de

fabrication plutét que d'autres. Sachant qu'une méthode MRP a préalablement

déterminé l'ensemble des ordres de fabrication A lancer pendant la période de

niveau haut, il s'agit de définir les instants d’entrée des ordres de fabrication de

maniére 4 respecter approximativement (informations agrégées} les limitations

de ressources (machines et hommes).

Pour cette partie, on crée des familles d'ordres de fabrication, on les classe par

degré d'urgence, on entre les familles les plus urgentes et on essaie plusieurs

combinaisons des suivantes de maniére a utiliser au mieux le systéme de

production. L'ordonnancement de niveau bas, A tras court terme, place Jes

opérations sur les machines, ordre de fabrication par ordre de fabrication, avec

des régles empiriques de placement, (au plus t6t, au plus tard, en partant en

amont et en aval par rapport A une opération fixée...),

L'exemple de la cristallerie est un trés bon exemple owt l'on pourrait

appliquer, au niveau du trés court terme, nos méthodes de décomposition. En

effet, dans ce cas, s'il existe bien des sous-ateliers constitués physiquement, par

contre, les produits vont et viennent dans tous les sens entre ces sous-ateliers. Un

décomposition spatiale devrait permettre de définir des ilots virtuels tels que les

flux de produits entre les ilots soient pauvres. En fait, le probléme est plus

complexe que celui étudié dans cette thése car, A chaque poste de travail, il ya

plusieurs machines en paralléle que l'on peut répartir entre les lots.
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L'approche hiérarchique & deux niveaux a également été utilisée dans

le cadre du pilotage d'ateliers flexibles en présence de perturbations longues, mais

cette étude, conduite dans le cadre d'ARA (automatique et robotique avancée)

n'avait pas de partenaire industriel.

Une derniére application industrielle, récente, est la conception d'un

algorithme de "bin packing” pour une station automatique d'emballage qui place

des objets parallélépipédiques différents dans un emballage parallélépipédique.

Une méthode heuristique a été développée pour la société SYSPRO filiale de

PONT-A-MOUSSON S.A.
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ANNEXE E

EXEMPLE DE DEROULEMENT DE LA METHODE DE

DECOMPOSITION TEMPORELLE

L'énoncé est fourni par la figure E 1.

numéro des téches i 1 2 3 4 5 6

r, 0 D-1 | 2D | 3D-2 4D | 5D-1

ad 5D-1 2D-1 6D-1] 4D-2 5D 6D

D= durée égale des taches

énoncé d'un probléme de 6 taches

figure E1

Les itérations successives sont illustrées par la figure E 2.

Le détail des calculs selon l'algorithme simplifié du paragraphe 3.3.3. constitue

le texte de cette annexe.

Initialisation

Qo i=min [ryJ=0 5 gy =min [ry +D] = D
1 1

k:=0; O:=6; Poi=o; My :=0

lére itération

kisl; m= (1/9) Sr < gy} = (1/0Sr,<D) = (1,2}

Py = {1,2};
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0 D 2D 3D 4D 5D 6D 7D 8D

te, oat athe
2 2

ordonnancement partiel a la fin de la premiére itération (somme des retards = 0)

2 | | 4 | 1 | 3 |
| | !| |

3D 4D 5D 6D

Ts nt t, f M
3 2

ordonnancement partiel a la fin de la deuxiame itération (somme des retards=0)

0 D 2D 7D 8D

0 D 2D 3D 4D 5D 6D 7D 8D

d | fT (i2 4 ci ale a} qd.

solution trouvée (somme des retards= 4 D-5)

1 2. 8 4 5 6

0 D 2D 3D 4D 5D 6D 7D 8D

2 a, a a. d, ad,

solution optimale (somme des retards=3)

Déroulement de la méthode de décomposition temporelle sur un exemple de 6 taches
et comparaison avec la solution optimale

figure E 2
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Optimisation locale de litération 1

My s Ry =: O = 9 (algorithme du cas a))

6, = EDD / FIFO ( {1,2}) = (2,1)

(pas d'intervalle sur la machine entre 2 et 1)

To, := max [0,r9+D -dg] + max [0,r9+2D -d,] =

max [0,D-1 + D -2D+1] + max [0,D-1 + 2D-5D+1] = 0

dj >dg mais rj <rg :onexamine oy (bien qu'ici on sache déja que o, est un

optimum local puisque sa somme des retards est nulle. Ce qui suit est réalisé par

les méthodes de décomposition temporelle DTRM ou DTRUM qui cherche, aprés

la somme des retards, A minimiser la durée totale ou makespan My, ).

Gq: = (1,2)

(pas d'intervalle sur la machine entre 1 et2)

Tog : = max [0,ry+D -dy ] + max [0,177 +2D -dg] =

max (0,D -5D+1] + max [0,2D - 2D4+1]=1

Toute méthode de décomposition temporelle retient donc ol = (2,1) pour la

premiére optimisation locale représentée en premier sur la figure E2.

gg:= min f[ry+D]=3D et My: = cq = rg+2D = 3D-1
i¢ Py

Zéeme itération

kis2; Tigi = {i/ gy Sr < Gg} ={i/D<r< 3D) = {3,4

Po: = {1,2,3,4)
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Optimisation lecale de Vitération 2

d'ot

My, = 3D-1 > Rg = min [r,] = 2D

ié ng

9: {i/ 4 <Rg et ¢>Rg} = (1)

To U wg = {1,3,4} et qg: = cg = 2D-1 = ry

rg = max [q9,7r9] = max [2D-1,2D] = 2D

1

T4 uf Nvmax [q9,rg] = max [2D-1,38D-2] = 3D-2

69: = EDD/FIFO ( {1,3,4)) = (4,1,3)

(pas d'intervalle entre les 3 taches sur la machine car on commence

par une tache de m,)

Tog: = pot max (0,r4 + D - dq]

+ max [0,14 + 2D - dy J

+ max [0,r'4 + 3D - dg]

0 +max[0,83D-2+ D -4D+4+ 32]

+max[0,3D-2+2D -§5D4+1]

+max[{0,3D-2+8D -6D+1] =0

il

{comme précédemment, on poursuit bien que 6g soit optimal)

o*:= 09; MT:=0; rin: = 8D - 2;

u:=1 (1 placé en téte devant EDD /FIFO - {1} )

q:= cy = 8D-1

(ry =1ry =0) < (yin = 8D - 2)

T= (1U(B4} - O}) = 8,4)

T:=MT-p, =0

5 Annexe E

tl ZT.

sl: = EDD/FIFO (9: = (4,3)

(pas d'intervalle entre 4 et3)

Tmin: = r'4 = max[r'4,q] = max[3D-2,3D-1] = 3D-1

Typ := max [0,1r°4+ D - dg] +

max [0,1r"4+ 2D - dg]

= max [(0,38D-1+D-4D +2] +

max ([0,4D-1+D-6D+1] =1

Tyj >T: sl n'est pas retenue

ji: =¢; sti=g@

j:=3

rg: = max{rg,q] = max[2D,3D -1] = 3D-1

r'g 2 %min: Ja séquence (3,4) n'est pas examinée.

finde "optloc' avec s*=9¢, dot. o* reste o2.

u:s% (1 ne sera pas placé en téte).

q: = qq = 2D-1;

(ry i= Rg = 2D) < (min = 3D - 2)

7: = {1,3,4};

T: = MT =0

optloc (f T.g,s) :

$j: = EDD /FIFO (% = og = (4,1,3);

tmin: =t'4 = max(rq,q] = max [3D-2,2D-1] = 3D-2

Tey = 0 (sy déjaretenu) Q*: = 4; s*: = sq)

on n'essaie pas j = 1 car1 ne doit pas étre placé en téte.

ji =3

(r"g = max [rg,q] = max (2D, 2D - 1]} < (r"4 = 3D- 2)

danslecasot D > 2

Tmin: = t'g = 2D

sg: = (3,4,1)

(pas d'intervalle entre les taches)
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Tso: =max [0,r"9 + D - dg]

+max [0,r"g + 2D - dy]

+max [0,r"g + 8D - dy]

=max [0,38D -6D+4+1]

+max [0,4D - 4D +2]

+max [0,5D -5D+1]=3

TsQ > T: 89 nest pas retenue.

finde “optloc” avec s* =sy (oug)_

I n'y a pas d'autre choix pour u.

(4,1,3) est la solution optimale locale retenue a la deuxiéme itération quelle que
soit la méthode de décomposition temporelle utilisée (DTRU ou DTRUM).

La figure E2 présente l'ordonnancement partiel a la fin de cette deuxiém
itération. 

‘

93: = min [r+ D]

ig¢ Poy

H 5D; Mg: = cg rg + 3D = 6D-2

3éme itération

ki =3; mg := fi/og Sr < 93) = (i/3D < rm < 5D} = 6,6)

P3: = (1,2,38,4,5,6}

Optimisation locale de l'itération 3

Mg = 6D -2 > Rg = min [rj] = 4

ie ng

d'ou Wg : Ir {i/ry < Rg et q>Rg} = 1,3}

m3 U Og = {1,8,5,6} et qg:=¢qg=4D- 2

ry = 4D - 2; rg = 4D - 2; rs = 4D; rg = 5D-1
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o3 = EDD/ FIFO ( (1,3,5,6) ) = (1,5,3,6)

(pas d'intervalle entre 5, 3 et 6)

Tog: = pg + Py + max[0,ry+D - dy]

+ max[0,max [ry + D,r'5)+D - ds ]

+ max[{0,max[r'y + D,r'5] + 2D - dg]

+ max[0,max[r'y + D,r's5]+ 3D - dg ]

max [0,5D-2 -5D+1]

max [0,6D-2 - 5D]

max [0,7D-2 -6D+1]

max [0,8D-2 - 6D]

(D - 2) + M-1) + (@D - 2)

+ + + iH
It 4D - 5it}

of: = 6g; MT: =4D-5; rin: = ry = 4D- 2

comme il n'y a pas de tache telle que rj < rz , et que les taches de (1,5,3,6) sont

contigués, on ne peut améliorer ni la somme des retards (propriétés de

dominance), ni la durée totale.

La solution localement optimale de cette troisiéme et derniére itération

est donc (1,5,3,6).

L'ordonnancement obtenu, ainsi que la solution globalement optimale

terminent la figure E2.

Cet exemple illustre le fait que la méthode de décomposition temporelle

ne fournit pas toujours la solution globale optimale dans le cas particulier des

durées égales. Par exemple, ici, on commet une erreurde 4D - 2.

C'est donc une méthode polynémiale approchée.
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ANNEXE F

Glossaire des notations utilisées

avec les titres des paragraphes oi elles sont définies

m

n

ri)

dai)

q(i)

ppti)

c(i)

Wi

pG,k)

uGk)

s(i,k)

t(isk)

nombre de machines

nombre de produits

date de disponibilité du produit i

délai du produit i

nombre d'opérations sur le produit i

durée totale minimale de présence dans l'atelier du produit i

date planifiée de fin d'exécution du produit i

pénalité appliquée au produit i par unité de temps de retard

durée de la k-ime opération sur le produit i

machine utilisée pour la k-iame opération sur le produit i

durée du réglage de la machine (i,k) avant la k-iéme opération sur le

produit i (le produit i n'est pas nécessairement arrivé)

date planifiée de début d'exécution de la k-ime opération sur le

produit i

t(m ,mg) durée du transport de la machine my a la machine mg

2.2. DECOMPOSITION TEMPORELLE

nombre d'itérations, choisi ou calculé 4 partir des données, de la

méthode de décomposition temporelle

suite temporelle finie d'instants 9, Qj... OL 41

suite de sous-ensembles de produits m,n ,....0],

ordonnancement partiel obtenu a la fin de la k-iéme itération construit

a partir de Oy; et t
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2.3. DECOMPOSITION SPATIALE

BG)

aligdg)

a"(i,j)

v(i,j)

ui.)

nombre de classes dans les partitions

ensemble des indices des produits

ensemble des indices des produits types

cardinalité de Z = nombre de produits types

partition de Z en ng classes : Zy 29,
ne

ensemble des indices des machines

ensemble des indices des machines types

cardinalité de Y = nombre de machines types

partition de Y en n, classes : Yz,YQu.Yng

nombre de produits ig correspondant au produit type i, considéré

comme le poids du produit type i

nombre de machines Jo correspondant a la machine type i

temps total de passage du produit i sur la machine j

temps total de passage d'un produit ip correspondant au produit type i

sur l'une des machines jo correspondant a la machine type j (ce temps

est indépendant de i, et jy)

durée, normalisée entre 0 et 1, du passage d'un produit de type i sur

une machine de type j

variable bivalente indiquant l'utilisation ou non de la machine type j

par le produit type i

A¥,(Pz,Py) évaluation d'une classification croisée définie par le couple (Pz,Py)
h paramétre, compris entre 0 et 1, permettant d'agréger l'évaluation du

critére correspondant aux blocs diagonaux avec I'évaluation du critare

correspondant a l'extérieur de ces blocs

paramétre, compris entre 0 et 1, qui module Timportance donnée aux

v(i,j), différents de 0 et de 1, dans I'évaluation

Aup(Pz,Py) évaluation asymptotique d'une classification croisée définie par le

ck

couple de partitions (Pz,Py) a partir des variables bivalentes u(ij)

centre d'inertie de Z,

ad

aj)

bg(i)

m°(i)

n°(i)

emm(i)

mmsp(i)

iam(6)

jap(a)

sp(a)

marge(a)

ra(t,j)

r°(a,j)

da(a,j)

d°°(a,j)

iasp(a,j)

pp°*(a,j)

a°(a,j)

p(aj,k)

m°°(i,j,k)

Lk)
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participation de la colonne j a I'évaluation du critére si elle est placée

dans Y,

participation de la ligne i a l'évaluation du critére si elle est placée

dans Z,

nombre de machines dans I'ilot i

nombre de sous-produits dans I'ilot i

charge moyenne des machines dans I'ilot i

marge moyenne des sous-produits dans I'flot i

numéro de I'flot auquel appartient la machine 6

numéro de l'jlot auquel appartient le produit G ou "ilot mére" du

produit a

nombre de sous-produits obtenus a partir du produit i

marge totale du produit a

instant de début de fabrication au plus tét du j-eme sous-produit du

produit (délai externe invariant)

instant de début de fabrication au plus tét du j-¢me sous-produit du

produit & (délai interne lié au partage des marges et variable avec les

itérations des méthodes de résolution)

instant de fin de fabrication au plus tard du j-éme sous-produit du

produit & (délai externe)

instant de fin de fabrication au plus tard du j-eme sous-produit du

produit & (délai interne)

numéro de I'flot ot s'exécute le j-eme sous-produit du produit a

durée totale minimale de présence dans I'ilot iasp(a,j) du j-eme

sous-produit du produit G

nombre d’opérations du j-éme sous-produit du produit a

durée de la k-8me opération sur le j-8me sous-produit du produit a

machine utilisée pour la k-éme opération sur le j-eme sous-produit du

produit a

instant de début. planifié pour la k-¢me opération du j-eme sous-produit

du produit & dans l'ordonnancement T°?
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NOM DE L'ETUDIANT + Mademoiselle PORTMANN M. Claude
2.4, DECOMPOSITION SPATIALE ET TEMPORELLE

NATURE DE LA THESE : poctorat d'Etat és sciences
4

tk numéro de l'ilot 4 considérer 4 la k-éme itération

SPA, ensemble des indices des sous-produits accessibles au début de

litération k

WE(G,j) —_ pénalité appliquée au sous-produit (a,j) par unité de retard par rapport

aux délais externes

WI(G,j) —_ pénalité appliquée au sous-produit (a,j) par unité de retard par rapport

aux délais internes
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Thése d'état de Marie-Claude PORTMANN

soutenue le 18 septembre 1987

a l'Université de Nancy 1

sujet;

<<Méthodes de décomposition spatiale et temporelle en

ordonnancement de la production>>

. a.

Les problémes d'ordonnancement sont, pour la plupart, NP-difficiles.
Aussi, le cofit exponentiel des algorithmes exacts utilisés pour les résoudre

explique la prolifération d'algorithmes approchés polynémiaux.
Dans ce travail, nous proposons de nouvelles méthodes approchées par -

décomposition qui utilisent des algorithmes exacts pour des sous-problémes du

probléme initial. On cherche ainsi 4 minimiser ]'écart entre la valeur de l'objectif

de la solution trouvée par la méthode approchée et la valeur optimale si on se

donnait le temps (astronomique) de I'obtenir par un algorithme exact.

Dans le chapitre 1, nous situons notre travail par rapport aux

recherches antérieures.

Dans le chapitre 2, nous présentons nos nouvelles approches par

décomposition : temporelle et/ou spatiale avec l'utilisation pour cette derniére

d'une méthode de classification croisée.

Dans les chapitres 3 et 4, nous évaluons les méthodes proposées en

qualité et en coat d'obtention de la solution. En particulier, nous démontrons des
théorémes de dominance et des théorémes d'évaluation de l'erreur dans le pire

des cas pour un cas particulier de décomposition temporelle (ceci nous améne a

définir de nouvelles familles d'ordonnancement et 4 en analyser certaines

propriétés). Nous comparons nos différentes méthodes par décomposition en

réalisant des séries d' expériences pour le cas général.
Ces évaluations montrent. Vintérét des nouvelles méthodes proposées.

mots clés;

algorithmique - ordonnancement d'atelier - décomposition spatiale et/ou

temporelle - classification croisée - évaluation dans le pire des cas - propriétés de
dominance
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These d'état de Marie-Claude PORTMANN

soutenue le 18 septembre 1987

a l'Université de Nancy 1

sujet;

<<Méthodes de décomposition spatiale et temporelle en

ordonnancement de la production>>

2 a

resume;

Les problémes d'ordonnancement sont, pour la plupart, NP-difficiles.

Aussi, le coat exponentiel des algorithmes exacts utilisés pour les résoudre
explique la prolifération d'algorithmes approchés polynémiaux. -

Dans ce travail, nous proposons de nouvelles méthodes approchées par
décomposition qui utilisent des algorithmes exacts pour des sous-problémes du
probleme initial. On cherche ainsi 4 minimiser I'écart entre la valeur de I' objectif
de la solution trouvée par la méthode approchée et la valeur optimale si.on se

donnait le temps (astronomique) de l'obtenir par un algorithme exact.

Dans le chapitre 1, nous situons notre travail par rapport aux

recherches antérieures.

Dans le chapitre 2, nous présentons nos nouvelles approches par

décomposition : temporelle et/ou spatiale avec l'utilisation pour cette derniére
d'une méthode de classification croisée.

Dans les chapitres 3 et 4, nous évaluons les méthodes proposées en

qualité et en coat d'obtention de la solution. En particulier, nous démontrons des

théorémes de dominance et des théorémes d'évaluation de l'erreur dans le pire
des cas pour un cas particulier de décomposition temporelle (ceci nous améne a

définir de nouvelles familles d'ordonnancement et 4 en analyser certaires
propriétés). Nous comparons nos différentes méthodes par décomposition en

réalisant des séries d' expériences pour le cas général.
Ces évaluations montrent I'intérét des nouvelles méthodes proposées.

algorithmique - ordonnancement d'atelier - décomposition spatiale et/ou
temporelle - - classification croisée - - évaluation dans le pire des cas - propriétés de
dominance .
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