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INTRODUCTION

De nombreux auteurs ont défini et utilisé, sous des noms divers (sym-
bolkeller, last in first out, push down store, pile), des dispositifs qui rappel-
lent la notion courante de pile d'objets. Employée en 1959 par [52] pour tra-
duire un langage de programmation, cette notion a depuis été trés féconde en

théorie des langages. On peut penser qu'elle sera utile qussi dans d'autres do-
maines.

Nous étudierons d'abord cette notion de pile en elle-méme. En particu-
lier, nous mettrons en évidence la relation qui existe entre piles et ramifica-
tions orientées : une ramification est un graphe dont toute composante connexe
est une arborescence ; elle est orientée lorsqu'on a défini un ordre total dans
chacune de ses "familles", A toute ramification orientée, nous associerons
trois piles (piles attachée, adjointe, conjointe) dont chacune caractérise la
ramification. Au passage, nous indiquerons rapidement quelques applications
des piles a des problémes qui se posent en traitement de 1'information.

Une grande partie de ce travail est consacrée & l'analyse syntaxique
pour les grammaires de Chomsky. La fommalisation des grammaires due &
Chomsky [12], qui rend compte des principaux aspects syntaxiques des langues
naturelles aussi bien que des langages de programmation, conduit a associer
& chaque phrase une ou plusieurs " structures arborescentes" : on dit alors
qu'on a analysé la phrase. Si on se référe a l'analyse grammaticale scolaire,
il s'agit de décomposer la phrase en propositions, de distinguer dans chacune
d'elles un groupe sujet, un groupe verbal, un groupe complément, a leur tour
décomposés en nom, article, adjectif,... et méme racine, désinence... . L'ana-
lyse d'une expression algébrique du genre (a+b)Xc-dxsin{axy+b) est
d'ailleurs de méme nature,

Nous introduirons ces " structures arborescentes® sous la forme pré-
cise de pseudo-arborescences dans la définition méme des swuctures de
Chomsky. Chaque pseudo-arborescence, comme chaque ramification orientée,
sera caractérisée par 'une quelconque des trois piles, attachée, adjointe, con-
jointe & la pseudo-arborescence ; ainsi le probléme de l'analyse se raméne &
un probléme de construction de piles, et nous distinguerons trois familles d'al-
gorithmes d'analyse selon celle de ces trois piles qu'on cherche pour détermi-
ner une pseudc-arborescence, La plupart des algorithmes décrits dans la lit-
térature entrent d'ailleurs dans 'une de ces trois familles, Malheureusement,
ils sont souvent publiés sans étre rattachés & aucune idée générale, sans hy-
pothése de validité et sans démonstration. La raison en est que les outils de
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démonstration ne sont quére forgés. Nous essaierons d'y remédier en préciﬂsc{lt Slal 1 ¥Re
au chapitre 5 cette notion d'algorithme d'analyse, dans la ligne (}e‘lq theor;e

des automates, sous la forme de ce que nous nommerons les générateurs dc
piles. Les algorithmes introduits seront donc Eiéflr.lls sous cette forme précise,
qui nous permettra de les justifier et de les étudier ; le plus souYent, ils se- .
ront qussi décrits rapidement et approximativement par un organigramme qul I

en permettra une vue d'ensemble. i

1. 1. Yocabulaire utilisé & propos des relations binaires, des relations d'ordre.

On pourra consulter [5], [18]. Pour une relation (binaire) R dans un
ensemble E, si x est un élément de E, on note R (x) l'ensemble des y ¢ E tels
que X R y ; 'ensemble des y ¢ E tels que y R x sera done désigné par R-! (x).

Soit R une relation d'ordre dans un ensemble E. R (x) est l'ensemble

des majorants de x, R-1 (x) celui des minorants de x. Si la restriction Ry deR

a un sous-ensemble A de E est un ordre toal, A est une R chaine (ou simple-

& ment chaine). Si x R y, on appelle intervalle fermé [g x,y] I'ensemble des élé-

| ments z de E tels que x R z R y (autrement dit 'intersection R(x) ~ R-1'(y)),

et intervalle ouvert Jgx,y[, le complémentaire dans [k x,y] de 1'ensemble for-

mé de x et y (la lettre R mise en indice du premier crochet pourra &tre enle-

[ vée quand il n'y aura pas ambiguité). Si I'intervalle ]x,y[ est vide, y couvre x.

) s Une partie F de E est convexe pour R si, chaque fois qu'elle contient deux élé-

' ments x et y, elle contient aussi g x,y] ; si F est une partie convexe de E pour

d R et G une partie convexe de F pour la restriction de R & F, alors G est une

I partie convexe de E pour R. Lorsque I'ensemble des minorants {resp. majo-

1 rants) stricts de x, c'est-g-dire différents de x, n'est pas vide et posséde un

! plus grand (resp. plus petit) élément y, y est le prédécesseur (resp. succes-

seur) de x ; alors x couvre y (resp. y couvre x).x et y sont comparables si xR y
ouyRx.

Pour toute relation R, on notera R sa négation *non R,

1. 2. Grophes.

[3] définit un graphe comme un couple (E, ') d'un ensemble E (ensem-
ble des points du graphe ; nous le supposerons toujours non vide) et d'une ap-
plication multivoque [ de E dans E, c'est-g-dire d'une relation [ dans 1'en-
semble E. Une suite (x;, ..., x,) de points d'un graphe (E, ') telle que

n>Qetpouri=1,...n, %, x;estunchemin dugraphe qui joint x;ax, ;
X est son origme, x, son extrémité. Sin # 0 et Xy = ¥%,, le chemin est un
circuit,
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Nous norm'nonspsewio-cbemin(l ) du graphe (E, I J toute suite (Xg, X4+ - *n.
de points distincts telle que pour i = 1, 2, ...0, %0 xouxl X X et
x, sont les extrémités du pseudo-chemin, Une composante connexe du graphe
(E, ) est un sous-graphe maximal parmi ceux ol tout couple de points dis-

tincts est le couple des extrémités d'un pseudo-chemin.

A tout graphe (E, T') on associe un préordre R qui est la fermeture
x R y si, et seulement si, il existe un chemin d'origine x et

transitive de T :
e n'admet pas de cir-

d'extrémité y. R est un ordre si, ef seulement si, le graph
cuit contenant deux points distincts.

Nous nous intéresserons surtout dans la suite qux graphes finis {nom-
bre fini de points) et sans circuit. Soit E un ensemble fini, et R une relation
d'ordre dans E. Toute partie non vide de E posséde des éléments maximaux et
minimaux, Par conséquent, pour tout élément x de E qui est strictement ma-
joré, il existe y qui couvre X. Tout graphe (E, T') auquel 1'ordre R est associé
verifie :

y couvre X =—=» x[y.

Inversement, étant donné une relation d'ordre R, le graphe (E, r ) défini par

x[ y &= ycouvrex pour la relation R

d'ordre associée. Parmi les graphes auxquels R est
ation [ est minimale { autrement dit, qui
ute relation d'ordre R dans E définit un
[E, R} En‘particulier, la relation [

posséde R pour relation
associée c'est celui pour lequel la rel
posséde le minimum d'arcs), Alnsi, to
graphe sans circuit, que nous noterons
de ce graphe est antiréflexive : pour tout x deE, xT x.

Un graphe fini (E, T ) est une arborescence si:
a) il n'admet pas de circuit ;
b) il existe un élément 1 de E, tel que -1 (1) soit vide ;
c)six # 1, r-! (x)estun ensemble a un élement.
L.a notion d'arborescence sera généralisée au paragraphe 1. 4 en celle de ra-

mification.

On appelle isomorphisme d'un graphe (E, I') sur un graphe (E', r)
une application bijective p de E dans E', telle que

(Y x¢E) (YyeE) (xTY & ¢ (x) T (y)).
Nous dirons que P transforme le graphe (E, [ ) en (E*, T') et nous note~
rons parfois ¢ (E, T y=(E', [").SiRet R’ sont les préordres as30Ciés aux
deux graphes (E, ) et (E', '), \p est zussi un isomorphisme au graphe (E,
R) sur (E', R'). Inversement, soit ¢ un isomorphisme d'un graphe (E, R)

afne, employé pat [31_ pour ne pas créer de confusion a-

(1) Nous éviterons le mot ch
ée d'un ensemble ( 1. 1),

vec une partie totalement ordonn

4 -

,est le réfléchi de «,

sur (E', R'), o R est une relation d*
: . C \ ordre : R' est i i [
et “P est un isomorphisme du graphe [E, R} sur [‘IE?SIRU‘YIIE [;El?:oc::orsh?rdre
' L isme

transforme un ircui
graphe sans circuit en un graphe sans circuit
en une arborescence. Hu e SRCISCEIS

1. 3. Monoide libre. (cf. [6]1, [11]).

Une suite finie « = (a

) =3 , a ) ‘elé

appelée mot sur E ; nous la r?oterlc'ms ':;)qd elem:n'tsodlun fen'semble 2t
o - u i

20 1 ~{- . a, . n+1 estla longueur du mot « : n-li»l = I:I Pcﬁm:ls vy
n confond souvent le mot "a * de lon rélém e 5o
0 queur ] avec 1'élément a (de E, Sia,=b
i .’

nous diron i
s que i est une occurrence ou un rang de b dans &
une occurrence dans « % Shquehoissi

L'ensemble E P
ns e des mots sur | ensemble

E est muni d'une 101 de compo-
sition mtemE, nommee Concatenatlon, defmle par

aa ...a’ " .o
ot n Boby b = tege ey

ou cg— a c, =
0! a Wi, 1€ =l =
1 17 ' n nt Cn+l_b0""'cn+p+1:b-
P

E* est un monoide : on dit
2 que c'est le monoide libre dédui
e : e déduit de E, D 1 i-
dee E:e EZ :;Z:Im.l‘} pour }out ensemble E, E* désignera le monoide liﬁse :écslzit
. vide, noté A (de longueur 0) est élément neutre de E* Si «,8y,5

sont des mots tels —
que = = B85, n i
X facteur droit et & Sous-motﬁde .,;:" ous dirons que 3 est facteur gauche,

Sie="'a_a ~
.a_a lemot«="b x
nel nt Obl...bn_]bn‘ouhi:an.i

Soient E' et E" deux sous-ensembl 3 i
S e - X es complémentaires de E
d qucinecr:;:)tt, ge :xuumere u.mque.« =B \:(1 s Bp¥poup>l B E‘ET'Z,U‘:"TEE':
e dei surxlj n est"v1de. sauf éventuellement 8. et y . Nousl nom-
« e monoide libre E'* le mot 8 Bl i
1o By
Toute application g de ide Ii sdui
Zte E)' ix‘Edui; un homomor:hism}z :’?r;se l;*mdo:nosldé"l"lt;l:r E;*(éidut e enf?m-
a ) .g.al g(an). Nous nous servirons Darticuli = U .
;sotuts?e(filir:;npur unel::xpplication .f de E dans E' : g?:xr;oit' ??ai?spgS;tigﬁilzrdzuEg
g d(mssE?:es. tlfomomomh1§fne 'fnduit, encore noté f* est une tmnscriptio;
e 1 1t. es;une bijection, f* est un isomorphisme. D'autre part si
B e f'fp 120 ion de E dans E', et {' une application de E' dansE"
o f* Le produit de deux transcriptions est une transcription ek

a3 E T T E R . -




1. 4. Ramifications.

1. 4. 1. Définitions. Un graphe fini (
phe sans circuit et si pour tout x de

E. T )est une ramification si c'est un gra-
E, il existe au plusuny tel que y I x.

Soient a et b deux points d'une rumification tels que I ~1(a) ;t [‘r:g;)
i ides. Si a et b appartendient & la meme c.om.poscmte c_onnexe u graphe,
§°1e“_t iy do-chemin formé de points distincts (@ =XguX e Xoge
s ex‘Ste"m} T IPS:u :—t x. . [ b et donc un premier entier positif i tel que
i OL} dl Is xl- r :jlet x-lﬂ [ x;, ce quiest impossihle.‘Donc toute
= Xiaﬂ;llte, c(:n(l)nexelzil'une ;amifi::ation est une arborescence. Réciproquement,
E?lntl;‘;:he fini dont toute composante connexe est une arborescence est une ra-
mification. E
amification est unordre, Pourla rela_tion R,
tout &lément strictement minoré posséde un prédécesseur : enl ifsfet:e szlrzye::
strictement minoré, il existe un x eF un seul tel que x Fry ; ro .q:écéssaire_
z # y, n points vy, Vg, ..., Vn vériflex}t 20 vl va... vnt Y gl
Vo= x et z R x : x est le prédécesseur de y. Nous no eronz e
nl.;?:lf’tr: npczrt, y couvre x, D'aprés le paragraphe 1. 2,(E, ') est donc le gra-

phe [E, R].

Le préordre R associé @ uner

e T v
Comme tout élément strictement minoré posséde un prec]l:‘eiii?;e:r, ;éc-:ix:
semble R -1(x) des minorants de x e§t, 'pcur tout x dz'E,d:;leR e qu.e —
roquement soit un ensemble E muni d'une \relatlon‘ or A : mct,ement
fout x de Ié R -1{x) soit une chaine, c'est-a-dire ol tout & e.men'tsT e
minoré a un 'prédécesseur. [E, R] est un'graphe (E‘.,. r) ::‘.d:ls g:nr';uxau P;):S Lo
E couvre un élément au plus (son prédécesseur), il existe do

tel que y [ x.[E, R] estune ramification,

Théoréme 1. 1. Les propositions suivanies sont équivalentes :

a) le graphe G est une ramification ;
b) toute composante connexe de G est une arborescence ;

= baine,
t un graphe [E, R] oa, pour tout glément x de E, R™ (%) est une ¢
G o g ‘ ment strictement minoré posséde un

d) G est un graphe sans circuit oa tout éleé
predécesseur.

Les points maximaqux d'une ramitication pour son ordre associe seront
i i maux 7a-
nommés feuilles, les points non maximaux neeuds, et les pomlts zg;e A
i ion @ seule H
i onc une ramification a une : :
cines. Une arborescence est d ) an T
son ord?e associé, c'estunn - demi - treillis [19]. On appellera fami e
i vi
ramification (E [") l'ensemble de ses racines et les ensembles [ (1;) ném
F . wyr
(c’est-g-dire ou x estun neeud) : les familles forment une partition de E.
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Soit | E, R| une ramification, E; un sous-ensemble de E, R, la restric-
tion de R a E,|. D'apres le théoreme 1. 1, [E,. R, | est une ramification, qui
sera dite sows-ramification de [E, R| (1) on peut toujours considérer une ra-
mification | E, R| comme sous-ramification d'une arborescence [Eqy, Rgl, ob-
tenue en complétant E par un élément A (qui sera la racine de I'arborescence):

AcE;Eg=EUIAL ; (VxcEg (ARgyx).

Une sous-ramification de [E, R] qui est une arborescence sera appelée
sous-arborescence de [E, R|. Une sous-arborescence [E = Rl] de racine x tel-
le que E | soit une partie convexe de E pour R et avec tout élément y # x
contienne la famille de y, sera dite compléte,

Une orientation d'une ramification (E, " ) est une relation d'ordre dans
E pour laquelle chaque famille est une chaine et deux éléments appartenant &
deux familles différentes ne sont pas comparables ; une ramification munie
d'une orientation sera dite orientée (2}, Dans une ramification orientée, & tout
point x est associé un ensemble [ (x) vide ou totalement ordonné, c'est-g-dire
un mot ¥ (x) du monoide libre E* déduit de l'ensemble E des points. Si on
convient que la ramification est complétée en une arborescence comme il vient
d'étre dit, on notera ¥ (A ) la suite de ses racines. Une ramification orientée
peut donc étre donnée par un couple (E, ¥ ) d'un ensemble E et d'une applica-
tion ¥ de E U{A} dans E*: nous dirons qu'il s'agit de la ramification orien-
tée (E, ¥) ; il est clair cependant que ¥ n'est pas une application arbi-
traire de EU{A} dans E*: pour qu'une application de E U {A} dans E* soit
une application X, il faut que tout élément de E ait une, et une seule, occur-
rence dans les mots ¥ (x), pour x ¢ E U A} ; si on définit alors [ (x), pour
X ¢ E. comme U'ensemble des points ayant une occurrence dans ¥ (x) et si (E)
est un graphe sans circuit, c'est une ramification.

Soit “¢ un isomorphisme d'une ramification (E, ) dans une ramifica-
tion (E*, '), O une orientation de (E, '), O' une orientation de (E', ‘).
Si '? est également un isomorphisme du graphe (E, O) dans le graphe (E', 0'),
nous dirons que c'est un isomorphisme de la ramification (E, ") orientée par
O dans la ramification (E*, I'') orientée par 0.

1. 4. 2. Réunion horizontale de deux ramifications orientées disjointes. Soient
deux ramifications orientées (E1, ¥1) et (Ey, ¥, ) dont les ensembles de
points E et E, sont disjoints, Désignons par E la réunion de E, et E ,et dé-
finissons une application ¥ de E U {A | dans le monoide libre E’l, par :

¥ (x) =, (x) sixeE,
¥ (x) = ¥, (x) si x ¢ E,,
¥(8) = 3, (8) ¥,(A)

(1) [El 3 Rl] n'est pas en général un sous-graphe de [ E, R] qu sens de [3].

(2) Certains auteurs disent ordonnée.
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G i 1. 4. 1. Soient
sfini i 4 partir de y comme en L. !
DeﬁﬂESSC’“SR 1(]] Zl‘(l;m‘ ;2 ) :F‘ [E,, Rj) les ramifications .obtenues a
ir d )(E Eyl') e% (E, yZzi en faisant abstraction de l'orxentunorll.Ltirsgn:xZ
e ' 1 N . "

P?llz a et 1}3 c;purtiennent tous deux & E; ou tous deux @ E2 e't sznor} e
o 1 boual, b:par suite, (E, [} estun graphe [E, R} sans c’1r : ;,"/P' r)

= ficat e nommerons réunton horizor
ification orientée, que nous ‘ izo 4
((ezlt une) l;eatnzlgcaylz) L'opération de réunion horizontale est associative, mais

1071 21 .

non commutative.

(Ell rl

ifications de [E, R} ; Ejet Ey
{e,, R, 1 et [E,i R,] sont des sous-ramifications de [ e

P P P X i=1l
sont arties convexes de E pour IOldl'e R toute artie convexe de E) (

b .

toute sous-arporesc ence Cohl-

i E pour R ;

R. est partie convexe de ;

:;‘(}i);:?; 1R1] est une sous-arborescence compléte de [E, R].
1

1. 4. 3. Détermination d'une ramification orien:éeilglrxs:r:i;l):ert%\;;alc::%u:ll,iti
. ° : , . ,
i déﬁn'i F o dt:éif: ' z:u;u:o::vfgri?tu:‘méme, par un ordre total sur ses
Sef“ble L i oéiée {3). 1l en est ainsi en particulier pour les rami-
points o) 0 Tors T-1x) contient .un point au plus. Si chaque T (x) est donné
forme d'une suite y(x), il sulfit de connaitre de pluf; un ort.ire sur le;isaé
. s ienter la ramification. L'ordre total des pon}ts' qui c?rtesp d @
‘1:"“25 pz:rs (;;:;nes et colonnes de la matrice associée déflmlt-cms.sl une orien
tazzo;epar ses restrictions aux différentes familles de la ramification.

fications ; alors [ 7}{(x)

ne l'ﬂl'ﬂlilcatloll onentee est aussl déterminee IOI'SCIUO donne pour
U e ) n
n'est p '
( ): 1
tout pomt x le plemleI element X de Yy X S Y(X est pas Vlde et le
successeur X de x dans sa famllle, s1x 1 est pas le demier element de sa
1 qu jt P e . [0}
fami le, ainsi e la premlere racine n obtient une matrice a trois COIOHHES

i * x* et dont certaines cases sont vides, Nous
contenant sur chaque ligne x, X, X,

nommons une e e matric matric m i t le lien UEIUCH[ et
i trice atrice d'enc hathement X €es
n 1 i f i

X e lien horizon a de X out x es carac é .Sé ar le numéro de

" le li hori. tal . Tout t .t. 1 lp 1 . el ;

sociée : on peuf rem| lacer les liens x' ou x" par le numero de leu ne
' P P P g

er d'orienter un graphe

. eut tent
1. 4. 4. Extension & un graphe quelconque. On P haque ensemble I (x),

tal O dans ¢
pLEIEEE | 1rc)) er;;:sdﬁzzfel:nl;?eoir: ét?ément}; y pour lesquels -1 ‘(Yo) ezt
S ordfe to;u rel?ztion dans E obtenue par réunion des O, et de Q. Stl Znt
vide ;df:lctiq?lsa}: pour lequel tout élément majoré a]un succisse;rms:i:e;m-
S O - i amification), on peut, ¢
i e lqurtpzerf[ifi; 2n:] r:;)tlrti;:ed'[enchafnement qui détermine le qfvdp‘ze;(
graphe précéden :dee 525 propiisiss, il faut et il suffit que, quels que' smeno
Ptour‘q::rlg Iéosfees mots obtenus en ordennant [ (x)par O, etl (x") per Oy«
et x )
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s'écrivent ) ¥, et V| %, oh Y, et %', ne possédent aucun élé-
ment commun. Il en est ainsi en particulier si les ensembles I' (x) distincts
sont deux a deux disjoints,

1. 4. 5. Ramification des index d'une ramification orientée. Tout point x d'une
ramification |[E, R] est déterminé lorsqu'on connait la chaine de ses R-mino-
rants (v, v, ..., Yy Yig= x). L'orientation définit un rang pour chaque
élément dans sa famille. Ces rangs peuvent &tre comptés a partir d'une origine
arbitraire ; nous emploierons 1'origine 0, un rang sera un entier positif ou nul,

x est donc déterminé par la suite des rangs T Py vee w T T de ses mino-

rants yo, ¥, ..., Voopr X Cette suite Tyt ... 1, estun mot du monoide li-
bre N* déduit de I'ensemble N des entiers naturels, qu'on nomme inder du
point x. Dans deux ramifications orientées isomorphes, les points associés
ont méme index (démonstration par récurrence sur le nombre des minorants).
Ainsi, pour toute ramification orientée, on définit un ensemble I d'index, et
deux ramifications orientées isomorphes ont méme ensemble d'index. I est un
sous-ensemble fini de N* qui, avec tout mot de demier élément r, A = )\1 I,

contient A si A, # A et les mots Ayrtpour Ogr' gr.

Inversement, soit I un sous-ensemble fini de N* qui posséde cette pro-
priété. Définissons une relation [ dans I :

A[C X' si, et seulement si, A est facteur gauche de A'.

[I, (] est une ramification { théoreme 1. 1, c). Il est facile de l'orienter : les
mots ayant A pour prédécesseur sont de la forme A r oiir ¢ N ; il suffit de les
ordonner suivant les r croissants ; désignons par o cette orientation. On voit
aisément par récurrence sur le nombre de minorants de A que tout A de I est
son propre index : | est un ensemble d'index.

Soit une ramification [E, R], orientée par O. Chacun de ses points x «
un index i (x) et

xRy &= ix)[ ily) ; x0y e i(x) o il(y).

La ramification orientée des index est isomorphe a la ramification orientée
donnée,

Deux ramifications orientées ayant méme ensemble d'index sont donc
isomorphes. Comme réciproquement deux ramifications orientées isomorphes
ont méme ensemble d'index, la ramification des index caractérise une ramifi-
cation orientée a un isomorphisme prés ; une ramification orientée, dont 1'en-
semble de points est E, est définie par son ensemble I d'index et une bijec-
tion de I sur E ; tout couple form€ d'un sous-ensemble [ de N* qui posseéde la
propriété indiquée plus haut, et d'une bijection de I sur un ensemble quelcon-
que, définit ainsi une ramification,

2w - SE————




Si R est une relation d'ordre, il en est de méme pour R'. Nous dirons
alors que Y est un quasi-isomorphisme du graphe [E, R| sur le graphe
[E', R'] et que [E', R'| est quasi-isomorphe & [E, R|. Remarquons que Y
est aussi un quasi-isomorphisme de [E, R-! ] sur [E', R'-1}].

t 'lensemble E et la biyection i par

déterminen 3
urs, tels que | 371, dé lonne contient les élements de E,

Certains cute ; il
¢s index , sa premiere co

& i matrice d on peul pla-
BP (patdice S8 bre moximum de minorants d'un point de la ramification, P
. T
et si p est le nom

ides, [ 37| joint a cetle
ines cases restant vides,
S e i 5010“295,‘;?{“::"(5 de [ (x) et nomme la malrice obtenue |
i ele d
i r tout point x, le nombre " e
e = i npDe m:eme en )oignun( ce renseignement a la ma e e o ol
. (e ¥ filial he.ir matrix ", D'autre part, il ordonne les pomt.s. e on
e b i s ¢ ¥
; T l1 s lignes des matrices, suivant certains ordres privilegie
a-dire le

i ————

Tout isomorphisme est un quasi-isomorphisme, Tout quasi-isomorphis-

ment, il obtien me injectif est un isomorphisme. Si ¥ est un quasi-isomorphisme de | E, R|

. 3 Al -
fication, c'est

tendrons (2. 1. 2). L.a méme notion dtindex a aussi été introduite par [ 261 ' sur [E', R'l, a tout x de E', associons un a tel que x = ¥ (a). L'ensemble
y revientio o \ilisée en traitement de L'information des a est un sous-ensemble E, de E ; si \¥) et R sont les restrictions de ¥
La sh’ucludre de L";if::;?l:ssnrlns:,xslu::kqge ot recherche d'information, | etRaE, \P]l est i:lje‘ctive et ‘191 (x) R' ‘fl (y)} équivaut a x Rl y : les gra-
ron mopsiecofees, ey TP, 07 | phes [, 'R, et £, 1] sont isomorphes,
I Si y est minimal pour la relation R, Y¥(y) est minimal pour R' ; en ef-
i _ i fet, dans ce cas x R y entraine x = y ; donc, d'apres (1), ¥ (x) R* P (y)
entraine ¥ (x) = ‘“P(y). Au contraire, si y n'a la méme image par ‘P qu'au-
f - - cun élément minimal de E, il existe x ¢ E tel que x Ry et Y (x)# “Y(y);
g b g d'ou Y (x})R' P(y): W(y) n'est pas minimal. Enfin, deux éléments mini-
] maux pour la relation R ne peuvent, d'aprés (2), avoir méme image. P établit
c = d une bijection entre les points minimaux des deux graphes. En remplagant R
N . - et R' par leurs inverses, on en déduit que ‘P établit une bijection entre les
= d - points maximaux. On peut aussi montrer que les deux graphes ont le méme nom-
| i - i bre de composantes connexes et que ¥ applique chaque composante connexe
| N 1 R . 110010 de [E, R] sur une composante connexe de [E*, R'].
! b c f (b1 00-- | 7 1. 5. 2. ¥ définit une relation d'équivalence dans E :
a g h - (g 1-- - | | Xy < > ¥(x) =(y).
F Ramification h i - h[10--| D'aprés (2), les classes d'équivalence sont des chaines, D'autre part, si
| ey - p i _ E 001 - : ¥ix)= Py)etxRzRy, dors* (x) R ¥ (z) R' “P(y), c'est-a-dire
i (orientée de gauche a L= ! ¥ (x) R' ¥ (z) R* “P(x) ; comme la relation R' est antisymétrique, ¥ (x) =
i droite) . Matrice x ¥ (z) : les classes d'équivalence sont des chaines convexes. Enfin, suppo-
'i Mqtr1ce des ) sons x Ry et x Rz et *¥(x) = “Ply) ; alorsf (x) R' *P(z), c'est-a-dire ¥ (y)
i d'enchainement ‘e . R'\(z), d'ou (y Rz ou z R y). Il en résulte que si deux points couvrent x,
'|! " £ 1 x n'est équivalent a aucun d'eux, En remplagant les relations R et R’ par leurs
| igure 1.

! inverses, si x couvre deux points, il n'est équivalent a aucun d'entre eux, En
il conclusion, les classes d'équivalence sont des chaines convexes dont tout

1. 5. Quasi isomorphismes de graphes sans circuit. de relations R et élément, sauf peut-étre le plus grand, a un successeur dans E et, sauf peut-

1. 5. 1. Soient deux ensemblesE et E' munis respectivement

étre le plus petit, un prédécesseur dans E : ce sont des suites (x , x_,. .. X))
{l R' et Y une application de E sur E' telle que ) telles que x = soit successeur de x, et x, prédécesseur de X, pour
. (VxeE) (YycEf [xRy =3 YR 2] gt 1=k % o0 (HigUre i)y
€ 3 !

[90x) R Fy) = xRy ou (Y(x) =¥ly) et yRx]3

Munissons 'ensemble quotient E'* de la relation R'* définie par :

i sflexive, R' l'est aussi et alors 7 " s ‘
Si R est réflexive - cRy ou i = ly) . C(x) R'" Cly) a==> Y(x) R'"¥(y)
(1) “Y(x) R 5 y) &= Ry o yRZ _ ou C (x) désigne la classe de x : le graphe [E', R'] est isomorphe a [E", R"'].
= = X : - ’

- 11-
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raphe = f i 'é ivalence
i E‘ ) et une relation d equlva
Réciproquement, soit un g p l E:, Rl ( ) !

L+

t une suite (%, X5 -+ 0 Xqt O ) i
dont toute clnfsse es ; . x? e e et ot
x. et x, prédécesseur de X 4y ¢ Xi+)

1

s ol
1 | vtel que v Xit1 D'apres la définition de R, ferrpetux:eF:r;nixévx
. i 1% i . x'. x Ry entraine x ,
equi tsix~ X, XRY
i ‘est pas équivalentay e il
detr 'ins; p ‘; X' E;_.a relation (x Ry ou X~ v} est’ fio.nc comr;zﬁdxﬁon e
‘13" rr(ellut'u)yn d'équivalence studiée, ce qui permet de definir une
a

'ensemble quotient E' :
~ .
C(x) R Cy) < 5 xRy ou x~Yy

1 X yletx Y = Y Y q u I =
SiC R (6] t R alors C X) G ’ etdonc R x puls ue toute clas
asi is:n":ry:h(isme de S 'R’
( ( ) [E’ R [E , l‘

se est une chaine. C estun

' R'] {etun
En particulier, tout graphe [E, R] admet un graphe [E', R | (

i & i lui soi asi-isomorphe et qui possede un
seul un_ i.somor;)hlsrr;t:r-eZluiulle lt‘il:éﬁsr:}ilrt, [illusufﬁt de choisif les clagses d;{:
nor_nbre . - ZIZ: c‘e‘st‘&-dire telles que : x ) ne possede pus‘d e p;: -
quivalence maxim ,d';esseur n'a pas de successeur ; X, n.e possede p e
T B on seuccesseux n'a pas de prédécesseur (figure 1.. 2).h ou
Sl.lccesseur - SCEKE‘,' R'] est graphe réduit de LE, R H. est qussi graphe ré-
((iiu'ctmdseat?\:: ;'L;:he q'uasi-isomorphe a[E, Rl en particulier de lui-meme.

ui

X1
X

2 % .
X3
X

’ X

X, 5

Xg

Xe X3

'e

Figure 1.2- Classes d'équivalence maximales

it ¥ hisme d'
1. 5. 3. Application aux ramifications, Soit Y un quasi-isomorphls

ramification (E, R] sur un graphe U
chaine. Il résulte alors de (1) que R

3 L tion E‘, R'
phisme transforme une ramification [E, R] en une ramification [

isomor

- 12

une

-1(e) est une
' R']. Pour tout e de E, F} :
v [El [“f (e)] est qussi une chaine. Un quasi-

In

T T8 W e m———————— =

D'apres le paragraphe 1. 5. 1., |[E', R'| est isomorphe & une sous-ra-
mification [El . Ry | de | E, R]. ¥ transforme de maniére bijective l'ensemble
des feuilles de [E, R| en l'ensemble des feuilles de [E*, R'], et toute {amil-
le de [E, R| en une famille de [E', R']: la famille des racines en la famille
des racines, la famille de prédécesseur x, lorsqu'elle contient plusieurs elé-
ments, en la famille de prédécesseur Y (x).

Seit E , l'ensemble des points d'une ramification orientée |E, R| qui
ne sont pas des racines. Tout élément x de E, posséde un prédécesseur pd(x)
dans E. L'application pd est un quasi-isomorphisme de [E,. R, sur la sous-
ramification des nceuds de [E, R], si on définit R2 pa :

(pd(x) # pd(y) et pd(x) Rpd(y))ou(pd(x) - pd(y) et yOx)

ou O désigne l'orientation de la ramification.

xRy &=

Pour étudier le graphe réduit (ou ramfication réduite) d'une ramifica-
tion [E, R], nous reprendrons les notations du paragraphe 1. 5. 2. Tout point
qui n'est pas une racine posséde un prédécesseur, Les classes d'équivalence
sont donc telles que x, soit une racine, ou que plusieurs points couvrent son
prédécesseur, et que x, soit une feuille ou soit couvert par plusieurs points.
En associant a toute classe son demier point x_, on voit qu'alors [E’, R'|
est isomorphe a la sous-ramification de [E, R] formée par les feuilles et les
neeuds prédécesseurs de plusieurs points. Si tout neud est le prédécesseur
de plusieurs points, [E, R] et [E’, R'] sont isomorphes.

Soit une ramification {E, R]. A tout x de E, associons l'ensemble
r (x) des feuilles qui majorent x ; si x est un neeud, r (x) est la réunion des
images par r des éléments qui couvrent x. Soit E' I'ensemble des r (x). x Ry
entraine r (x} D r (y). Réciproquement, supposons t (x) D r (y) : x et y minorent
tout élément de r (y), donc x Ryouy Rx ; et y R x entrafner (x) Cr (y), d'od
r(x) = r(y). r est un quasi-isomorphisme de [E, R] sur [E', ;]. D'autre part,
si x a un successeur y, r(x) = r(y). Il en résulte que les éléments de toute
suite {x; ... x,) ou tout x; a x;4, pour successeur, ont méme image par r :
les classes d'équivalence associées & r sont maximales, qu sens du paragra-
phe 1. 5. 2. ; [E', D] est une ramification réduite de [E, R].

Construisons maintenant une nouvelle ramification quasi-isomorphe
a [E, R], en conservant les classes d'équivalence (x, ..., x,) maximales
ou x  n'est pas une feuille de [E, R], mais en scindant celles pour lesquelles
x estune feuille etn > 1 en (x,, ..., x_ ) et (x ). La ramification ainsi

MRS ] n-l’ " '"n
obtenue est isomorphe & [E, R] ol E est la réunion de l'ensemble E" des
r (x) associés aux nceuds x et de l'ensemble F des feuillesde [E, R], et ol R
est défini par :
~

URV == ueE" et[(veE" etuzv) ou (veF et veu)l.

-18=



de|E, RI.

m & -,
Nous appellerons | E, R ramttication sous-réduil

Deux ramifications isomorphes ont meémes ramifications reduites et

sous-réduites. Un exemple est schématisé figure 1. <

il

Ramification sous-

réduite (E, R|

Ranmification réduite

[E" R']

Ramification [E, R]
Figure 1.3.

1. 6. Piles. (1)

1. 6. 1. Définitions. Soit un ensemble E. On appelle pile sur E toute suite fi-
nie U = (ug, uyy ver s u,) d'éléments du monoide libre E¥, telle que,
Nug = u, = A

2)pouri=1,2,...,n:-U;, est facteur gauche de u; et fu;l= fu, 1 +1

ou -u; estfacteur gauche de u;; et lugl =lujql- 1.

ug, uy u. sont les états de la pile ; le demier élément de E dans le
+ Pomrt n

mot u, est le sommet de I'élat u; de la pile.

e E est donc un élément du monoide libre E#

ne pile sur l'ensembl of bre
s | @u; peut se faire de deux manieres différen-

déduit de E* Le passage de u;_
tes :

a) il existe e ¢ E tel que
de e dans la pile (e est le sommet de u; .

= te! n dit que i est une cuirée
u;=ug,y e 5 q

o= sera .
(1) En anglais : stack, push-doun store | le mot de pile semble avoir été introduit poul

la premiére fois par 25].

- 14-
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}

b) il existe e ¢ E tel que . Tu; e
tic de e de la pile (e est le sommet deu, ).

on dit que i est une s~

Théoréme 1. 2. Soit uj un état non vide d'unc pile U. ¢t j le plus petit entier
supérieur a i tel que | uj| <|u;|.

a) pour i< k <j, u, est facteur gauche deuy ;

b) j est une sortie du sommet de ;.

a se démontre par récurrence sur k ; b en est une conséquence.

Soit une pile U sur un ensemble E, Définissons une relation R dans
l'ensemble des éléments de E qui possédent une entrée dans U :
eRe' si, et seulement si, e posséde une occurrence dans tout état de U on e’
en posséde une,
R est une relation d'ordre ; nous dirons que c'est /'ordre associé a la pile U.

Le maximum des longueurs des états d'une pile sera appelé hawteur de
la pile.

1. 6. 2. Mots liés & une pile. Introduisons un ensemble E disjoint de E et a-
yant méme cardinal : a tout élément x de E, on associe ¥ de E, de maniére in-
jective ; cette application définit comme il a été dit au paragraphe 1. 3 une
transcription de E*dans E¥ que nous appellerons conjugaison. Soit E  la réu-
nion de E et E. A toute pile U = (ug, uy, ..., u ) sur E, associons une suite
de mots sur E_ de la maniére suivante :

mgy = A,
= ta. ii 3 .
pouri=1,2...n m, =m;, e sHestuneentr:eedeel,
L m; =m;, "€ si i est une sortie de e .

Le mot m = m_ caractérise la pile U : nous dirons que m est le mot attache
aU.

Les mots m; et u; représentent le méme élément du groupe libre [18]
dont les générateurs sont les éléments de E et ol 'inverse de x ¢ E est ¢ E.
On montre facilement que pour qu'il existe une pile sur E & laquelle soit at-
taché un mot donné m sur E_, il faut et il suffit que tout facteur gauche dem
représente le méme élément du groupe libre G qu'un mot sur E, et que m repré-
sente l'élément neutre du groupe. Les mots attachés aux piles sur E appar-
tiennent au langage de Dyck sur E _[15]. Nous n'utiliserons pas ces résultats,

La trace (1. 3) de m sur E* sera appelée mot d'entrée de la pile U. La

trace de m sur E* est transformée par conjugaison en un mot sur E, qui sera
nommé mot de sortie de la pile U,
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Remplagons dans m tous les éléments de E par un unique caractere o
n'appartenant pas & E. Nous obtenons un mot & qui caractérise qussi la pi-
le U. Nous dirons que u est le mot de description de la pile U. p s'écrity tut
o u'" estformé uniquement de caracteres o et ou le dernier caractére dep '
n'est pas 0 : u' caracterise aussi la pile ; nous dirons que c'est son wmul de
La donnée du mot de description incomplet est la ma-
niére la plus '* économique '’ de définir une pile : si on choisit un code de lon-
gueur minimum pour représenter o, c'est celle qui occupe le moins de place.
Pour qu'il existe une pile sur un ensemble E dont un mot dommé u sur Eulco {
soit le mot de description, il faut et il suffit que, dans tout facteur gauche
de u, le nombre d'occurrences de o soit au plus égal au nombre total d'occur-
rence des éléments de E, et que dans u ces deux nombres soient égaux. Pour
qu'un mot p ' ne se terminant pas par ¢ soit le mot de description incomplet

d'une pile sur E, il faut et il suffit que la premiere de ces conditions soit rea-

lisée.

description inc omplet

Pour préciser la maniére dont le mot de description cara ctériseune pi-
le, étant donné un mot u Sur Eetunmot v sur Ru {o} tels que tout facteur
gauche de uv contienne au moins autant d'occurrences d'éléments de E que
d'occurrences de o, nous définirons u 8 v par les conditions suivantes :
siv ='a’(aeE),uB Vv —ua:siv —tgretu=u'alaecE),udv =u';
siv = vxxeEulol,uav= (ug v)axAlorsuav’ vi=(uav'iev'.
Si uy; est le sous-mot d'un mot de description u d'une pile U, formé
des éléments dont le rang r vérifie i <1 <j, uj T Uy Bhyj -

Signalons deux autres mots gu'on peut lier & une pile, bien qutils ne soient pas
utilisés dans les applications qui se trouvent dans ce travail, Soit i une entrée d'un
élément x dans une pile U. Associons-lui le plus petit entier j(i) > i tel que lujl < lujt
et le nombre (i) > 0 des états uy, pour i < k < j(i), qui ont x pour sommet { ¢ 'est-a-dire
tels queuy = u;). j{1) est une sortiedex (théoreme 1.2), donc lu; 411 = {u; i)l = fuyl-1,
'application j est injective car i’ < et j(it) = jli) serait contraire a la cfelininon de J.
Les r{i), ordonnés suivant les i croissants, forment un mot sur I'ensemble des entiers
naturels, que nous appellerons mot direct des poz‘ds de lu pile U ; le mot obtenu en or-
donnant les r{i) suivant les j(i) croissants sera appelé mot tverse des poids. Toute
pile est déterminée par le couple de son mot dlentrée et de son mot direct des poids :
1'¢lément x ayant pour entrée 1 sort au r{ij-eme état qui suit U et qui posséde x pour

sommet,
On trouvera au paragraphe 2. 1. 3 un exemple de pile U avec les di-

vers mots introduits ici.

anée. Soit une pile U= (ug, Uy, oo ug ).
Lapile U' = {un, Un-3y -+o ¢ U ug) (qui est la réfléchie de U dans le mono-
{de libre E**) sera nommée prle réciproque de U.U est la pile réciproque deU".
Si i est une entrée (resp. sortie) de e dans U, n-i+1 est une sortie (resp. en-
trée) de e dans U'". Le mot m’ attaché aU" est le réfléchi du conjugué dumotm
attaché a U :m etm' représentent deux éléments inverses du groupe libre G.
Le mot d'entrée de U' est le réfléchi du mot de sortie de U, le mot direct des

1. 6. 3. Pile réciproque d'une pile do
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poids de U' est le réfléchi d i
s u mot inverse des poid >
i i 1 poids de U, Il
;;n phe ;;recedc?nt qu'une pile est déterminée par son mot de Sf(?t§UIte P
verse des poids. U et U' ont le méme ordre associé orie et son met

1. 6. 4.'Truce d'une pile. Soit une pile U = (u_, u

E, et E' un sous-ensemble d 2si LA ey

e e de E. Désignons par u', la trace d '
nvisageons la suite des enti i ; s .

s el e entiers qui sont des entrées dans U ou des sorties
] ] : supposons qu'il exist i it j

k-éme, enfin posons j, = 0.Sij, <i<J u :e'p tels entiers et soit j, le

On passe de u'; u', kL la s

u. =u' :/\etjk' _J¥+

m:eo a o . ujp—un=/\.LasuiteU':(u'- u'; u'; Jestd

pile sur E' : nous dirons que c'est la trace de Ijlos'ur JEL, | = st done

psij ogi<n,u, =u
| ¢ ,u'y=u',
, b I'entrée ou la sortie d'un élément de E°™

a

t

p— Ad‘:ﬂap;lteéll es.t associé un Ofdre R, et a U' un ordre R'. D'aprés la dé-
proquement suppos'o;1 . ;t' e ﬂppa‘m'ennent aE', x R y entraine x R' y. Réci-
rence de y’ R e 1s xRoy: SOl.t i un entier tel que u; contienne une occur-
s 'dcms d ;;us gmnd- entier pour lequel j, < i : il existe une occur-
ts, 2 e occurrjgr;ceog;asu?l.u:eRoccu“'ence de x, puisque x R' y ; par sui-
semble des éléments de E’ qu;p-ossédzr.ltl:im:s:nto;cdl;r:[s]tfiction de R a l'en-

1. 6. 5. Transcripti ' i
L ption d'une pile. Nous avons si 3
- i ' . signalé au paragraphe 1.
p(:;s;:pgh(t;utlon f d.un ensemble E dans un ensemble E' déﬁgit EZmeho s
1 E;c;nscngu*:n) du monoide libre E* dans E'™, d'ou un homommorll:l?r_
ans E'* i insi : s
L Une pile U sur E est ainsi transformée en une pile sur
U=
(g 0y een U,) ——s U= (E5(u,), B(u,), ..., #5(u,))
: n'ft*

N i i )
ous dirons que la pile U' est transcrite (par f) de la pile U, Le mot d'entré
. rée

et le mot de sortie de U’ i
s sont les imagespar f* des mots d'entrée et de sortie

_— iz Caomnjsul g:soréla associé 4 E un ensemble E, on associe & E' un en-

& E* et le mot iu h"~Et § s prolonge £ & E par {{x) = f(x), f* est prolongé

. Or,l ke . aché aI_J est 'image par f* du mot attaché a U ; de mém
prolonge f par f(o) = o, le mot de description et le mot de cjescriptiofll

incomplet de U' sont les ima * i
s e e A ges par f* du mot de description et du mot de des-

rons alol;gr;l?zel: eS.tlun"-hbiJ'eCtion, t* et {* sont des isomorphismes. Nous di
' s piles U et U' sont csomorph i A
une application de E' dans E", (g o fl)*k ;O;Qijséﬁotons encore que, si g est
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1. 7. Piles simples.

D éfinition. Unc pile U sur un ensemble fini E est simple lursque tout lément
de E posséde une entrée et une seule dans U.

Tout élément de E posseéde une occurrence et une seule dans le mot
d'entrée d'une pile simple sur E : l'ordre de ces occurrences détermine un or-
dre total P dans E, que nous appellerons ordre d'entrée de la pile simple. Le
mot m attaché & une pile simple représente ]'élément neutre du groupe libre G
défini au paragraphe 1. 6. 2 ; il contient une fois et une seule chaque élément
de E, donc une fois et une seule chaque élément de E. Il en résulte que le mot
de sortie d'une pile simple sur E contient une occurrence et une seule de tout
slément de E et définit de méme un ordre total S dans E, qui sera nommé urdre
de sortie de la pile. Si E est formé de k éléments, une pile simple sur E pos-
sede k entrées et k sorties, donc Zk+1 états. Tout élément de E a au plus une
occurrence dans chacun de ces stats. Ceci permettra de dire, par abus de lan-
gage, que e appartient & u;, ou que u; contient e, au lieu de dire que e pos=—

sede une occurrence dans u;.

La réciproque d'une pile simple U est une pile simple U’ ; 'ordre d'en-
U' est l'inverse de l'ordre de sortie (resp. d'entrée)
une pile simple U sur E est
sont les restrictions

trée (resp. de sortie) de
de U. La trace, sur un sous-ensemble E' de E, d'
une pile simple U' ; les ordres d'entrée et de sortie de U’
& E' des ordres d'entrée et de sortie de U.

Toute pile est transcrite (1. 6.5 ) d'une pile simple. Soit en effet U
une pile sur un ensemble E, etn la longueur de son mot d'entrée : 1'application
f qui associe & l'entler i (0 ¢ign-1) 1'élément de E dont i est occurrence
dans le mot d'entrée de U, définit une transcription £ qui transforme en U une
pile simple sur l'ensemble des entiers de 0 @ n-1. De cette propriété vient 1'im-
portance des piles simples. Nous y reviendrons au chapitre 3. Si une pile sim-
ple U est transcrite d'une pile simple U, U et U' sont isomorphes.

nsemble E. Désignons respectivement
un élément e de E. e appartient qux é-
L'ordre associé a la pile U

Soit U une pile simple sur un e
par £{e) et o(e) l'entrée et la sortie d'
tats u, tels que ele) ¢ i<ofe) etaeux seuls,
(qui est ici défini dans 'ensemble E lui-méme) vérifie donc :

e Re' ¢ > ele) gele") etole) gole).

> ePe ete'Se.

Théoreme 1. 3.e Re' <

Nous déduirons de ce théoreme une expression de S en fonction de R

et P, et une expression de P en fonction de R et S.
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T héore )
éoréme 1. 4. eSe' == e'Re ou (ePe' et eRe')

En effet, grace au théore e
valentes - éoréme ]. 3, les propositions suivantes sont équi-

e Re ou (ePe' et eRe')

(e'Pe et eSe') ou [ePe' et (ePe' ou e'§e))
(e‘Pe et eSe') ou (ePe' et e'Se) ’
(e P'e et eSe') ou (ePe' et eSe' ete # &
eSe' et (e'Pe ou ¢'Pe) «
eSe',

On a utilisé le fait que P et S étaient des ordres totaux
La démonstration prouve d'qutre part :

]. - n €s u et un ordre total P, il existe au
I heoreme 5 Etant donnés une relation R ]

S que € Re >} :
Plus un ordre tolal tel &) e Pe et e'S e,

Théore
eorem; ]. ?f.-td' .Epe' \d——‘—_: eRe' ou (esen ete' ﬁe)
simoia & sufti appliquer le théoréme 1. 4. q la pile réciproque d .1 .
ple étudiée : son ordre d'entrée est S-1, son ordre d = o ileg R
associé R. : e sortie P, son ordre

De plus, étant donnes une lelﬂtloﬂ R et un ordre total S, il existe au
plllS un ordre total P tel que e Re' % ePe et e S e.

e Szou mainfencmt un élément e de E,li =€ (e), j = a(e) D'aprés le théo

% dé.ﬁni;.pou(li' igk l< j, u; est le facteur gauche de u, qui se temine par e-

o Pensen:g{ze dee;?,’ll’enstzml;le R-1(e) des minorants de e pour la relation R
" éléments de u,, Sie' et " s i

. 1 3 ont de i

e' précéde e' dansuy,, c'est donlc un minorant de e i minorants de ¢ et si

T héorém 3 1
ensemezl:};l:_ 7. Soit R la relation d'ordre associée a une pile simple U sur u
e e,t 7: e u:z ea{emerzl de E. L'ensemble des R-minorants de e est unZ
- , a suite de ces minorants, ord 5.
. s onnés par R, est le facte
se terminant par e de tout état de la pile U qui contient e ! i

Le théore
e eore.rfr!e 1: 7 va nous permettre de rapprocher les notions de pile
s dmm1 1;:atmn, Les théorémes 1. 3, 1. 4 et 1. 6 prouvent que si
eux des ordres R, P, S, le troisiém ‘est déterming i
° ¢ ; , e est déterminé, Nous mont
Zi;pcl::s z;dsr\eds déterminent la pile, autrement dit qu'il existe qu plus :nr:roirll:
er p. e t(mt un ordre R pour ordre associé et un ordre total P pour oxr)dre
algorithem. cette démonstration sera faite au paragraphe 2. 2 ou on donnera un
e ue construction d'une telle pile. N SR den
o : uc pile. Nous étudierons ensuite (2.
ord?e) ;gl;eéles cgndltlonds un ordre R et un ordre total P, ou un ordrefé e? uert
, ou deux ordres totaux P et S sont effecti !
o e F eftectivement 1'ordre associé
e associé et ' i 2
g sorﬁe,d'une 5 simple_e et l'ordre de sortie, ou l'ordre d'entrée
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CHAPITRE Il

FILES SIMPLES ET RAMIFICATIONS

2. 1. Pile attachée & une ramification. Pile strictement attachée & une ramifi-

cation orientée.

2. 1. 1. D'aprés les théoremes 1. 1 et 1. 7, si R est la relation d.'o‘rdr(’ asso-
c.iéelc‘z-zme pile simple U sur un ensemble E, [E, Rl est une ramification. De

fll::l; 1 ) si x a pour entrée j, ou bienu, , est vide et x est une racine de (E, R},

ou bien le sommet de uj, \etc.t le R-prédécesseur de X ; dms les deux cas, X
n'a pas d'entrée inférieure aj.

(PR2) si x a pour sortie j, tout élément : Sdé
inférieure @ j (car si k est cette entrée, x doit appartenir a uy).
(PR3) toute racine de [E, R posséde une entrée dans la pile U.

dont x est prédécesseur a une entree

Inversement, soit une ramification [E, R] Montrons que lels pliesolrlx
sur E qui satisfont a ces trois consitions sont sxm?les et que R eit a r%a;ar
d'ordre qui leur est associée. Toute racine Possede une e‘ntree ants t. e
récurrence sur le nombre des minorants de X, il en est dc? méme pour tout p it
x de E ; car si le prédécesseur de x posséde une entfee, il a aussi unei A
tie j, puisque le dernier état de la pile est vide ;‘d‘(apres PRZ‘,dx a uneluesn ;Ze
inférieure & j. D'autre pert, d'apres PRI, tout elemer}t posséde au p oo
entrée : U est une pile simple. Une relation (:l'ordr’e )H lui est associée. "
prés le théoreme 1. 7 et la condition PR1, siun el?ment‘ de E ESt};r}e r:sc;u
de [E, R], c'est aussi une racine de [E, R'], (’et sinon il aun p};e :ec; =
pour R, qui est aqussi son prédécesseur pour R'. Les relations R e

confondues.

Ainsi lorsque [E, R] est une ramification, Ales pilf:.\s si1.'nples u auxqﬁgt
les la relation d'ordre R est associée sont les piles qui ’sut{sfont m}lechrdr,e
tions PR 1, PR2, PR3. On dira que ces piles’so‘l'xtatmcbees alE, F;:ﬁnition
d'entrée et 'ordre de sortie d'une pile attachée ‘a.[E, R] sont, par ed Hom,
wn ordre d'entrée et un ordre de sortie de la ramification !Ei R]; cesﬁ.eztion
dres seront dits associés. Siune pile simple est‘ attfxchee ¢ une ram slcnt 165,
sa pileréciproque 1'est qussi : les ordres de sortie d'une ramification so
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inverses de ses ordres d'entrée, Les piles attachées a une ramification | E, R|
ont toutes méme hauteur, le nombre maximum de R-minorants d'un point de E :
on appelle ce nombre bautcur de la ramification.

Les conditions PR1, PR2, PR3 conduisent & un algorithme de cons-
truction des piles U attachées a une ramification (E, 7} = (E, R] :

a) ug = A
b) lorsque u; | n'est pas vide et a pour sommet e :
- si tout point de " (e} posséde une entrée inférieure a j, j est la sortie de e:
- sinon, on choisit un point y de [ (e) qui n'a pas d'entrée inférieure & j :j
est l'entrée de y.
c) lorsque u;_; est vide :
- si toute racine possédeune entrée inférieure a j, Ui est le dernier état de
la pile ;
- sinon, on choisit une racine y qui n'a pas d'entrée inférieure aj: j est l'en-
trée dey.

2. 1.2, Cet algorithme prouve l'existence, pour toute ramification, de piles
simples qui lui sont attachées. L.'une d'elles est déterminée lorsqu'on impose
I'ordre dans lequel entrent les éléments d'une méme famille, c'est-g-dire lors-
qu'on oriente la ramification ; ainsi, & toute ramification orientée, on associe
I'une des piles qui lui sont attachées, et qui sera dite strictement attachée
a cette ramification orientée : celle ol les points de chague famille entrent
dans l'ordre d'orientation, On appelle ordre d'entréc et ordre de sortie de la
ramification orientée 1'ordre d'entrée et l'ordre de sortie de la pile simple qui
lui est strictement attachée. Réciproquement, on a vu que toute pile simple U
est attachée a une ramification [E, R] ; son ordre d'entrée (ou de sortie) dé-
finit une orientation de [E, R] gréce @ ses restrictions aux différentes famil-
les : U est strictement attachée & la ramification [E, R] ainsi orientée, La
pile réciproque de U est d'ailleurs strictement attachée & la méme ramification,
mais munie de l'orientation inverse. L'algorithme prouve aussi que les piles
simples strictement attachées a deux ramifications orientées isomorphes par
une application Y, sont transcrites par P (1. 6. 5) et donc aussi isomorphes.

Théoréme 2. 1. Toute pile simple est strictement attachée & une ramification
orientée unique . la pile et la ramification ont le méme ordre associé. A deux
ramifications orientées isomorphes sont stricte ment attachées des piles sim-
ples isomorphes.

Une ramification orientée est donc definie par le mot attaché m, ou le
mot de description u, ou le mot de description incomplet u' de la pile sim-
ple qui lui est strictement attachée ; H' donne une représentation qui occupe
un minimum de place, Elle est aussi définie par le mot d'entrée et le mot di-
rect des poids {ou le mot de sortie et le mot inverse des poids) de sa pile
attachée : le ''poids’' r(i) associé a 1'élément x d'entrée i (1. 6. 2) est le
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nombre de points de la ramification dont x est le prédécesseur. Le mot direct
{ou inverse) des poids, seul, détermine une ramification orientée a un isomor-
phisme pres (cf. [26]). Dans les matrices qui représentent une ramification
orientée {1. 4. 3), on peut adopter l'ordre d'entrée pour ordre des noeuds,
[37] qualifie de "' gauche'' cet ordre et les matrices ainsi construites. Le lien
vertical x' de x, s'il existe, suit alors x : dans la matrice d'enchainement, il
suffit d'indiquer son existence.

L.a connaissance de la pile strictement attachée & une ramification orientée
permet de résoudre facilement les problemes suivants :
- recherche des points de prédécesseur donné, détermination des familles ordonnées
suivant l'orientation, construction de la matrice associée,
. construction de la matrice d'enchafnement ou les points sont ordonnés dans l'ordre
dlentrée ; cette matrice peut Stre cisément obtenue & partir du mot m attaché & la pile :
si dans m lloccurrence de x est suivie dlune occurrence d'un élément x' de E, x' est
le premier élément de [ (x) (lien vertical de x), sinon [ (x) est vide ; si l'occurrence
de % est suivie d'une occurrence dtun élément x** de E, x'' est le successeur de x dans
sa famille (lien horizontal de x), sinon x est le dernier élément de sa famille.

- construction de la matrice des index ou les points sont ordonnés par 1'ordre d'en-
trée : on place dans la pile, avec chaque élément, son rang dans sa famille.

- recherche des minorants d'un élément donné : tout état uy de la pile est le chemin de
la ramification qui a une racine pour origine et pour extrémité le sommet de uj. Pour
que les piles attachées & une ramification ne possédent gucun état, sauf le premier et
le demier, qui soit vide, il faut et il suffit que cette ramification seit une arborescen-
ce : la premiére entrée et la demiére sortie sont celles de la racine de l'arborescence.

Soit une ramification orientée {E, R], x un de ses poiats, U la pile
strictement attachée, 1,es majorants de x constituent une sous-arborescence
compléte de [E, R}, de racine x : on peut orienter cette arborescence par la
restriction de l'orientation de [E, R]. La pile U, qui lui est alors strictement
attachée est construite par 1'algorithme indiqué plus haut : on voit de proche
en proche que ses états non vides sont les facteurs droits qui commencent par
x des états de U dont les indices sont compris entre l'entrée et la sortie de x.
Le mot m, attaché a Uy est l'intervalle [ x, X] du mot m attaché & U. Il enré-
sulte qu'il est facile de traduire sur les mots m des opérations telles que le
transfert d'un sous-graphe dans une arborescence ou le produit d'arborescences
définis par [48]. Notons d'autre part que R(x) est formé des éléments de E
dont une occurrence se trouve dans m, = [x, %).

2. 1. 3. Construction de la pile U sirictement attachée & une ramification orien-
tée (E, y).Lorsque la ramification donnée est une arborescence, 1'algorithme
indiqué plus haut se simplifie, car aucun état de la pile n'est vide, sauf le
premier et le demier. Dans le cas général, nous compléterons la ramification
en une arborescence par 1'introduction d'une racine A (1. 4. 1) : les racines
de la ramification donnée forment alors y (A ). Supposons que pour tout x de
E u {A} on donne le mot y (x) du monoide libre E* L'algorithme qui construit
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la pile simple U est décrit ! i i
e écrit par l'organigramme de la figure 2. 1

yle) = 4
oul1 NON
= e =A entrée du premier
NON élément y de y(e)
et enlever y de y(e)
sortie
——p—
Figure 2. 1
Exemple (figure 2, 2.) : £ g
v(a) = rab
yl@) = A E d
Y(b) = r¢cdt
ylc) = A a
y(d) = rfgh ‘\ /
y( = A v A
vl = A S
y(hy =A A
Figure 2, 2
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Etats successifs de la pile : f g h
c d d d d d d 4 A entrée de A dans U
a b b b b b b b b b b i
A A A A A A A A A A A
- entrée dans U" de # -
Y1oUp U3 ouy ug Uz up ug ug ouy, U1 Wiz Up3 upg ugg :

et des éléments de y'(e)

Ordre d'entrée P : a,b, ¢, d, f, q,h.

Ordre de sortie § : a,¢,f,q,h,d,b,

Mot attaché a la pile strictement attachée & la ramification orientée : .
m='adbcédffgghhdb:. .
Motdedescripﬁon:u:'acbcodfcgohccc'. h
Mot de description incomplet : W' = aobcodf oggaohs,
Mot direct des poids : 10203000,

Mot inverse des poids : *00 000 3 2°,

sortie de U" et
entrée dams U du
sommet de U"*

2. 1. 4. Modification de I'algorithme. Pour construire la pile U cherchée, on
peut utiliser une pile auxiliaire U’ sur 'ensemble des y(x): u‘j contient les
| v (x) associés aux x de u, (cf. paragraphe 1. 6. 5 : U' est une pile transcrite
de U) ; quand x entre dans U, y(x) entre dans U'. D'autre part, pour éviter que
v (x) ne devienne vide, on peut le terminer par un signe quxiliaire + : quand x

sortie des

[ sort de U, y(x) qui se réduit & ¥, sort de U'. Il est en réalité plus commode ::I?Jm::su..
de remplacer U' par une pile U" sur E.u { 4}, en faisant entrer dans u", lors-
que x entre dans U, # et, dans I'ordre, les éléments du mot réfléchi ?(x) de
v (x). La figure 2. 3 décrit 1'algorithme ainsi obteny ; e et e' désignent les ' Figure 2. 3.

sommets respectifs de U et U". Une justification directe de cet algorithme se-
ra donnée au paragraphe 2. 9. 1. Pour l'exemple déja étudié plus haut, on «
figuré au dessus de chaque état de U un état correspondant de U"' :

t +
i g g5 On peut encore modifier 1'algorithme : on teste si 1'élément e'' qui va
© A sortir de U'' est une feuille ; dans ce cas, il sortira de U dés son ?ntrée ; si-
;o ¢ d 2 F oxox ok * non, le premier élément de y(e"') entre dans U aussitét aprés e’ ; 1'1 est inu-
bbb+ F F F F £ + 3+ 3+ 3+ 4 tile de le faire entrer d'abord dans U''. En particulier, dans le cas d'une rami-
* *F £ += F £ F + £ = *F + * £ £ [ication binaire, c'est-a-dire d'une ramification o, pour toult noeud x, y(x) a
pour longueur 2, la moitié seulement des points entre dans U".
" 2] v v v v " " " te tr " " e | . . E
s v, Wi Wi ¥ 21 %23 B2a Wzs Ma7 Was s I Il est plus facile de construire la pile U si la ramification est donr?ee
par une matrice d'enchainement : aprés 'entrée d'un élément x tentre son lien
f ’ ; i vertical s'il existe, sinon x sort ; aprés la sortie de x entre son lien horizontal
N i & 7 g d d g s'il existe, sinon se produit une nouvelle sortie,
a b b b b b b b b b b b |
A A A A A A A A A A A A !
i
-24 - l] -25-
W

o
=t |
-

I

|

|

|

|




2. 1. 5. Piles attachées a un graphe quelconque. On peut étendre a un graphe
quelconque la notion de pile attachée & une ramification, en partant de l'algo-
rithme de construction (2. 1. 1). Nous disons qu'une pile U sur un ensemble E
est attachéc & un grapbe {E, T), si elle posséde les propriétés suivantes :
a) lorsqu 'un étatu, de U n'est pas vide et a pour sommet e :
- si tout point de [ (e) posseéde une entrée inférieure & j, j est la sortie
de e ;
- sinon, j est l'entrée d'un point de I (e) ne possédant pas d'entrée infe-
rieure a j.
b) lorsque u ; est vide :
- si tout élément de E a une entrée inférieure aj, U est le demier état

de la pile ;
- sinon, j est une entrée d'un élément qui ne posséde pas d'entrée inférieure

aj.
Toute pile attachée & (E, ) est une pile simple sur E. Elle est attachée a
une ramification qui posséde les mémes poiuts que (E, ) et en est un graphe
partiel (),

On pourra trouver dans [22] des applications de cette notion a la dé-
temmination de la fermeture transitive d'une relation ou des chemins élémen-

taires d'un graphe.

2. 2. Construction d'une pile simple connaissant son ordre associé et son or-

dre d'entrée.

2. 2. 1. Soit une pile simple U sur un ensemble E, R et P son ordre associé
et son ordre d'entrée. Au passage deu i1 au, deux cas sont possibles :

a) j est I'entrée d'un élément z, qui est le premier élément (dans l'or-
dre P) non encore entré.

b) le sommet de uj.; sort de lapile.

a se présente lorsque uj. est vide, et b lorsque tous les éléments de
E sont entrés. Ecartons ces deux possibilités,et soit e le sommet de uj_y, 2
le premier élément non encore entré. Dans le cas a, eRz (théoreme 1. 7).
Dans le cas b, la sottie de e précéde celle de z : eSz ; commee ¥z, e5z
n'est pas compatible avec eRz (théoreme 1. 4) : donc eRz. Ainsi, pour que z
entre dans la pile, il faut et il suffit que eRz.

(1) Un graphe partiel de (E, [ ) est un graphe (E, ') tel que, pour tout x de E, I (x}

contienne [~ "(x) L 31.
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our v g . D s
mborescincr eVltelt .le cas u;, vide, on gomplete la ramification [E, R| en une

escence en lui adjoignant une racine A (paragraphe 1. 4. 1) : A est le
premier élément a entrer. D'autre part, pour que la derniére entrée marque la
fin du processus, on introduit un nouvel élément ® tel que :

(VY xeE) (xR® et xPd) et ARD.

A l'entrée de ©, tous les éléments de E sont sortis ; le déroulement de l'algo-

rithme est terminé 3 . i
re 2. 4. . Cet algorithme est schématisé sur l'organigramme, figu-

entrée

eRz
OUI  NON

sortie

oulr

|

Figure 2. 4.

vE 3 s .
"L étude faite prouve gu'il existe au plus une pile simple ayant un ordre
associé R et un ordre d'entrée P donnés.

e mmg;‘c:\:z; :zt‘:f‘r cteEt ué o;ithme psur construire la pile strictement attachée a
ée " ont on donne la matrice des index o i
Z Rl > u les points sont
:redon.nes par P Alors e‘R z équivaut & : l'index de e est un facteur gauche de l'index
Celj.,dpcaur quelz' e:tre, il suffit (et il faut) d'ailleurs que son index soit plus long que
i de e, car l'index du premier élément qui entr & i
o it Bl R ER . S q e aprés la sortie de e a une longueur

22 2, 2 Efult'!e de's couples l(e,z) sur lesquels porte le test, [/ s'agitdes cou-
ples tels qu'il existe un entier j pour lequel e est le sommetde u, , etz lI'élé-
ment dont l'entrée est la plus petite, supérieure ou égale a j. Aloinsl'

a)ePz et efz;
b)soit velyez[ ;e T
elp ezl ;elv) <jdapres la définition de z ; o(v) <j car sinon
appartiendrait @ u;_; et il en résulterait vRe (th. 1. 7), qui contredit eP:

et e # v (théoréme 1. 3) ; d'autre part j ;d'ol
by A part, o(e) » j ; d'ott vSe, et donceRv
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c)c(v)(a(z):sz;parsuitevﬁz.
Réciproquement, soit un couple (e,z ) d'éléments de E, tel que :
ePz et efz et (Yvelpe,z[) (eRv et vRz).

Si l'intervalle ]p e,z[ n'est pas vide, soit j-1 la derniére sortie d'un de ses
éléments, v. L'entrée de z est supérieure ou égale a j, car sinon on c}urait
e(v) <e(z) <o(v), d'oi v R z ;1'entrée de z est la premiére qui est supérieure
ou éqgale & j. e se trouve dans uj.j, care R v (the:soréme 1. 7) ; le sommet €'
de u;_; vérifie donce R e, d'ou e P e' : e' ne peut etre que e,

Théoreme 2. 2. Pour qu'un couple (x,y) d'éléments de E soit un couple (e,z)
sur lequel porte un test dans l'algorithme du paragraphe 2. 2. 1, il [aut et il
suffit que

xPy et x%y et (Y Ve]Px,y[) (xRv et vRy).

2. 3. Conditions sur |'ordre associé et l'ordre d'entrée ou de sortie d'une pile

simple.

2. 3. 1. Théoréme 2. 3. Soit P un ordre total et R une relation transitive dans
un ensemble [ini E. Pour qu'il existe une pile simple dont P soit l'ordre d'en-
trée et R l'ordre associé il faut et il suffit que, pour tout x appartenant a
E, Rix) soit un P-intervalle ayant x pour premier élément. Cette pile simple

est alors unique.

Nous avons vu au paragraphe 2, 1, 2 que si m est le mot attaché a une
pile simple sur l'ensemble E, pour tout x de E, R(x) est l'intersection avec E
de l'intervalle [x, X] du mot m. Comme le mot d'entrée est la trace de m sur
E, R(x) est un intervalle du mot d'entrée possédant x pour premier élément.

Réciproquement, soit un ensemble E muni d'une relation transitive R
et P un ordre total sur E, tel que pour tout x de E, R{x) soit un P-intervcdl‘e
ayant x pour premier élément. Construisons une pile simple U sur E dont P soit
l'ordre d'entrée, en utilisant 1'algorithme du paragraphe 2. 2. 1 : au passage de
uj. auy, désignons par z le premier élément de E (d@s l'ordre P) non encore
entré dams la pile, s'il existe de tels éléments, et soil e le sommet de u;_ysi
uj. n'est pas vide,

a) lorsque u ;. n'est pas vide et que z existe : si e R z, z entre dans u;, si
e R z, e sort de la pile ; ) .

b) lorsque u ;_; n'est pas vide et que z n'existe pas, e sort‘de 1(.1 pl.le ;

c}lorsque uj_; est vide : si z existe, il entre dans u;; si z n'existe pas, u;
est le dernier état de la pile.
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Soit R' I'ordre associé a la pile U, Si y couvre x pour la relation R', il
existe un entier j tel que x soit le sommet de u;_ ) et que j soit l'entrée de y,
et donc x R y. Par suite, puisque 'ensemble E est fini et que la relation R est
transitive, x R' y entraine x R y.

D'aprés la partie directe du théoréme, R'(x) est un P-intervalle dont x
est le premier élément. 1l en est de méme pour R (x) et de plus R'(x) est conte-
nu dans R(x). Si le dernier élément de E pour l'ordre P appartient & R'(x),
R'(x) = R(x). Sinon, soit y le successeur, pour l'ordre total P, du demier élé-
ment de R'(x) : si v appartient au P-intervalle ]x, y[, x R' v mais v R'y puis-
que x R' y. D'aprés le théoréme 2, 2, (x, y) est donc un couple (e, z) pour la
pile construite ; comme x R'y, x sort de la pile lors de sa comparaison avec y:
donc x R y. Les intervalles R(x) et R'(x) sont encore confondus. R est l'ordre
associé a la pile construite,

L'unicité de la pile simple ayant un ordre associé et un ordre d'entrée
donnés a été démontrée au paragraphe 2, 2, 1.

2. 3. 2. L'ordre de sortie d'une pile simple est l'inverse de 1'ordre d'entrée de
la pile simple réciproque. Et une pile simple a méme ordre associé que sa ré-
ciproque. D'ol :

Théoréme 2, 4. Soit S un ordre total et R une relation transitive dans un en-
semble fini E. Pour qu'il existe une pile simple dont § soit l'ordre de sortie
et R l'ordre associé, il faut et il suffit que, pour tout x appartenant & E, R(x)
soit un S-intervalle ayant x pour demier élément. Cette pile simple est alors
unique.

2. 3. 3. La condition énoncée au théoréme 2, 3 (resp. 2. 4) est aussi néces-
saire et suffisante pour que [E, R] soit une ramification et que P (resp. S) en

soit un ordre d'entrée (resp. de sortie).

Une premiére conséquence est que si y est un noeud d'une ramification

[E, R] orientée, d'ordre d'entrée P, et si xy, x,, ..., x,, sont les points qui
ont y pour prédécesseur, dans l'ordre d'orientation, le P-intervalle R(y) est
formé de y suivi de R{x;), puis de R(x,),... de R(x_); le premier élément de

R{x;) est x;, le demier n'a pas d'autre R-majorant que lui-méme, car chacun
de ses R-majorants devrait appartenir @ R(x;) : ¢c'est donc une feuille ; la pre-
miére feuille f de R(y) est aussi la premiére feuille de R(xl) ; en répétant ce
raisonnement, on voit qu'il existe une suite z; =y, 27 = xy,...2, =, telle
que, pour 1 i p, z; soit le premier, dans 1'ordre d'orientation, des éléments
qui couvrent z;_;. On a aussi x Sx,....5x (théoréme 1.4) ;le S-intervalle
R(y) est formé de R(x; ), suivi de R(x,),...R(x,) et de y ; dans l'ordre S, le
dernier élément de R(x;) est x; et le premier est une feuille. Ces résultats é-
taient d'ailleurs presque évidents d'aprés la construction de la pile simple
strictement attachée & une ramification orientée (2. 1).
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Dans les paragraphes suivants, nous tirerons d'autres conséquencesdes
théoremes 2. 3. et 2. 4,

2, 4. Ordres d'entrée et de sortie d'une ramification et de ramifications qui lui
sont simplement liées.

2, 4. 1. Sous-ramifications. Soit P; la restriction d'un ordre P d'entrée d'une
ramification [E, R] a une sous-ramification {E, R,] ; P et R vérifient 'hy-
pothése du théoreme 2. 3, donc P, et Ry la vérifient aussi : P, est un ordre
d'entrée de [E,, R,]. Une orientation O d'une ramification [E, R] déternine
donc une orientation Oy de chacune de ses sous-ramifications [E |, R,], de
maniére que l'ordre d'entrée de [E,;, R,] orientée par O, soit restriction de
l'ordre d'entrée de [ E, R] orientée parQ,

On fait le méme raisonnement pour la restriction a E; d'un ordre de
sortie de [E, R]. De plus d'aprés le théoreme 1, 4, les restrictions de deux
ordres d'entrée et de sortie de [E, R] associés sont pour [Ey, R;] des ordres
d'entrée et de sortie associés,

Les traces (1. 6. 4) des piles simples attachées a [E, R] sont des
piles simples attachées & [E |, R,] .[E;, R,] peut avoir d'autres ordres d'en-
trée ou de sortie que les restrictions des ordres d'entrée ou de sortie de [E, R].
Autrement dit, une pile simple attachée @ [E,, R,] n'est pas toujours la trace
d'une pile simple attachée a [E, R1.

Exemple : E = {u,b,c,d} ;aRb aRe aBd;bc,.d, sontdes feuilles de
[E, R] (B = {b,c,d . b dc estun ordre d'entrée de [E:l, Rll], mais ce n'est lares-
triction d'aucun ordre d'entrée de[E, RJ.

Supposons cependant que toute famille de [E;, R;] soit contenue dans
une famille de [E, R]. L'orientation O, de [E, R,] détemminée par une orien-
tation O de [E, R] est alors la restriction de 0 & E, et [E,, R,] ne pos-
séde pas d autre orientation, donc pas d'autre ordre d'entrée (ou de sortie)
que les restrictions & E; des ordres d'entrée (ou de sortie) de [E, R].

Soit par exemple une ramification orientée (E, y), réunion horizontale
(1.4.2) de (Ey,v,) et (E,, v,), P, Py, P, les ordres d'entrée respectifs de
ces trois ramifications orientées, L'orientation O, de (E,, y,) est larestric-
tion & E, de l'orientation C de (E, y), donc P, est la restriction de P a E; ;
de méme P, est la restriction de P @ E,. Comme dans l'erdre P, toute racine
de (E,, y,) précéde toute racine de (E,, vy, ), d'aprés le théoréme 2. 3, tout
élément de E, précéde tout élément de E,. On fait le méme raisonnement pour
les ordres de sortie,
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2, 4. 2. Ramifications isomorphes, Si ‘¥ est un isomorphisme d'une ramifica-
tion [E, R] sur une ramification [E"’, R'], les ordres d'entrée de {E', R'] sont
les ordres P' tels que

P(x) P'P(y) &= xPy
ou P est un ordre d'entrée quelconque de [E, R]. Les ordres de sortie S' de
[E', R'] sont définis par

Y(x)S'P(y) ————> xSy
ol S est un ordre de sortie de [E, R]. Si P et S sont associés, il en est de mé-

me pour P' et §'. D'ailleurs P transerit (1. 6. 5) les piles attachées & [E, R]
en les piles attachées & [E', R'].

2, 4, 3. Transformation par quasi-isomorphisme. Soit ¥ un quasi-isomorphisme
d'une ramification [E, R] sur une ramification [E', R']. [E', R'] est isomor-
phe & une sous-ramification [E,, Rl] de[E, R] : atout “f(x)deE"', cetiso-
morphisme associe x) de E) tel que ‘P(x;) = “P(x). Alors, si P est un or-
dre d'entrée de [E, R], P' défini par
f(x) P'ly) & Py

est un ordre d'entrée de [E', R']. D'autre part, lorsqu'un élément u de E « un
successeur v pour la relation R, v est aussi successeur de u pour 1'ordre d'en-
trée P d'aprés le paragraphe 2, 3, 3, Pa suite, les classes de la relation d'é-
quivalence définie en 1. 5. 2 sont des P-intervalles ; x, et x, y, et y sont é-
quivalents. Donc

X Py &=xPy ou x; =y, &= xPy ou $x) = y).

Il enrésulte

(3) f(x) P' Mly) &= xPy ou ¥(x) = fy).

Réciproquement, soit P' un ordre d'entrée de [E’, R']. Montrons qu'i/
existe un, et un seul, ordre P d'entrée de [E, Rl, qui vérifie (3). Nécessaire-
ment, pour un tel ordre P :

- lorsque  “W(x)# Y(y), xPyéquivauta (x)P' ¥(y)

- lorsque  P(x) = W(y), x Py équivaut & x R y, d'aprés la forme des clas-
ses de la relation d'équivalence définie en 1. 5, 2.

11 existe donc au plus un ordre P répondant & la question, défini par :

xPy &= [P(x) £ Fly) et Fx)P' R(y)] ou [\W(x) = (y) et xRyl

Cette relation P est réflexive et antisymétrique ; elle est transitive : en
effet, supposons xPy et yPz:

a) P(x) = Ry} = Pz)

xRy et yRz —= xRz;
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b) Y¥ix) # ¥(y) #F(z) : P(x) P'¥y) et*f(y) P'Nz) —=Fix) P P(z) :
c) Yx) =Ry} £¥(z) : Px) +P(z) et P(x) P' Wz) :
a) R(x) #\W(y) =Yz) : W(x) #P(z) et P(x) P' Y(z).

Deux éléments sont toujours comparables car on a vu (1. 5. 2) que les clas~
ses de la relation d'équivalence associée au quasi-isomorphisme étaient des
R-chaines : P est un ordre total. On voit aisément que P vérifie (3).

D'autre part,
xRy === Y(x)R' Yly) == Wx)P' Yy
Par suite, d'aprés la définition de P, xRy entraine xPy. Enfin
xRy et xPzPy ——3 P(x)R'P(y} et 9(x})P' ¥(z) P'Wy)
=3 P(x) R' \P(z)
= xRz ou (zRx et Yx) = W(z2)).

Mais zRx et xPz sont incompatibles si x # z, donc (xRy et xPzPy) entrai-
ne xRz. P est un ordre d'entrée de [E, R] (théoreme 2. 3).

La correspondance entre les ordres d'entrée P et P' montre que toute
orientation O de [E, R] détermine une orientation Q' de [E', R'], et inverse-
ment; si xOy, “P(x) et P(y) appartiennent a la méme famille, et P (x) O" Ply).

Puisque les ordres de sortie d'une ramification sont les inverses de
ses ordres d'entrée, si S est un ordre de sortie de [E, R], 1'ordre S' défini par

(4) Plx) S* By) === xSy ou P(x) = Py

est un ordre de sortie de [E', R']. Si les ordres P et S sont associés, P! et §'
sont associés. Réciproquement, si S' est un ordre de sortie de [E', R'] la
relation § définie dans E par

xSy &= [Fx)# Py) et P(x)S"2(y)] ou [¥(x)=Hy) et yR x)

est un ordre de sortie de [E, R] qui vérifie (4}, et il n'en existe pas d'autre.

Tout ceci s'applique en particulier lorsque [E', R'] est ramification
réduite (ou sous-réduite) de [E, R]. Si [E, R] est orientée, on en déduit une
orientation de [E', R'] et on définit ainsi les ramifications orientées réduites
(ou sousréduites) d'une ramitication orientée donnée : ces ramifications orien-
tées sont toutes isomorphes.

2. 5. Ramification d'intervalles,

2. 5. 1, Soit un ensemble G, q un drdre total strict de G et E un ensemble fini
d'intervalles de G tel que :

(YaeE)(VBeE) (aCB ou BCa ou anfB =¢).
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[E, 2] est une ramification car (a 2y et B2 y) entrainean B # ¢, d'ol « 2 B ou
B 2« On peut la compléter en une arborescence en adjoignant G & I'ensemble E., Lars-
que a et 3 apportiennent a E, on dira que « précéde (3 si les intervalles @ et 8 sont
disjoints et si un élément de o précéde, dans l'ordre g, un élément de B (donc tout
élément de o précede tout élément de 3). Définissons la relation P :

a P B &==3 a 2f8 ou « précede .

P est une relation réflexive et antisymétrique ; deux éléments sant toujours compara-
rables, Elle est aussi transitive, car :

'GQ,B et BQY _— o«

- a précéde B et [ précedey =——=p « précédey ;

- aprécede B et 82y — « précedey;

- sia2 B et B précéde vy, y D «, qui entrainerait y D B, est impossible ; et
pour « N 3 = ¢, a précedey .

P est un ordre d'entrée, d'aprés le théoréme 2, 3 ; en effet, « 2 8 en-
traine a P B ; d'autre part supposons a« D> B et o P yP B:siy 28, a
lors o Ny # ¢ etdonc a ne précéde pasy; siy précéde B, ne précéde pas
y. D'aprés la définition de P, « D y.

I/

Si on oriente la ramification [E, 2] en ordonnant les racines et les in-
tervalles couvrant un méme élément, qui sont disjoints, par la relation ''pré-
céde'', P est l'ordre d'entrée strictement attaché a la ramification orientée,

L'ordre de sortie S associé a P est obtenu grace au théoreme 1. 4 :

S B8 & aCB ou(aPB et a‘pﬁ)
aSB &= aCf ou (aprécéde B).

Si les intervalles « de l'ensemble E sont repérés par leurs extrémités :
a = [8(a), w(a)] ou a=168(a), o (x)(, onvoit aisément que

aP B &= 6(a)qd(f) ou (6(a) =6(B) et x2f)
aSB & w(a) gw(f) ou (wla) =w(B) et aCB).

Si on parcourt G dans l'ordre q, P est en gros l'ordre ou on entre dans les in-
tervalles formant E, et S 1'ordre o on en sort,

Exemple : G étant l'ensemble des signes qui composent un programme Algol,
ordonné par l'ordre q d'écriture, l'ensemble E des blocs de ce programme possede la
structure qui vient d'étre décrite. Si donc on lit le programme dans l'ordre g, si qu dé-
but de chaque bloc & on fait entrer dans une pile une information™J (&) (cf, 1.6,5)
relative & & (déclaration, indications_d'occupation de la mémoire) et qu'd la fin on
fait sortir ¥ (Q) de la pile, lorsque "J (0} est au sommet, la pile est constituée des
‘:f(B) relatifs qux blocs [3 contenant @, ordonnés par l'inclusion. La relation d'ordre
P est la relation ''est antérieur a'' de [45 L
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2. 5. 2. Intervalles consécutifs. Deux intervalles o et 8 sont conséeutifs si,
pour l'ordre ¢, o précéde B et la réunion de « et 8 est encoreun intervalle,
Supposons [E, 2] complétée en une arborescence et soit y le plus petit inter-
valle de E qui contient o et 8. Il existe dans E deux chaines convexes pour
I'inclusion :

y2o; 2...2 o, = a et ygﬁ]g,‘,gpp:ﬁ;

dans la ramification [ E, D] orientée comme il a été dit, tout o, pour 1 <ign,
est le dernier élément de sa famille, tout B;, pour 1 < j < p, le premierde sa
famille ; a, est le prédécesseur de 3, dans leur famille commune. Réciproque-
ment, ces propriétés entrainent que les intervalles « et 8 sont consécutifs,
dans le cas ot tout intervalle appartenant @ E est réunion des intervalles de E
qui le couvrent (pour D) : car alors ay et B) sont consécutifs, o, et o 'ont
méme dernier élément, 8, | et B, ont méme premier élément.

2. 6. Restriction d'un ordre d'entrée ou de sortie d I'ensemble des feuilles
d'une ramification,

2. 6. 1. Soit une ramification {E, R], P un de ses ordres d'entrée, q la restric~
tion de P a l'ensemble F de ses feuilles. D'apres le théoréme 1. 4, I'ordre de
sortie S associé @ P posséde la méme restriction & F, car deux feuilles ne sont
pas comparables par la relation R,

Pour tout élément xde E, R(x) est un P-intervalle, donc r(x) =R(x)nF
est un g-intervalle. Réciproquement, soit q un ordre total de F pour lequel les
r{x) soient des intervalles ; montrons que q est la restriction @ F d'un ordre
d'entrée. Les r(x) sont les points de la ramification réduite [E’, 2] de [E, R]
(1. 5. 3) ; 'ensemble F' des feuilles de cette ramification est composé d'in-
tervalles formés seulement d'une feuille de [E, R]. Si r(x) et r(y) ne sont pas
disjoints, x et y ont un minorant commun, et donc x R y ou y R x (théoréme
1.1} ; pour x R y par exemple, r(x) contient r(y). L'ensemble d'intervalles E'
vérifie donc 1'hypothése faite au paragraphe 2, 5, I, ce qui nous permet de
considérer 1'ordre d'entrée P' de la ramification réduite :

r(x) P' r{y) &= 1(x) 2 r(y) ou (r(x)préceder(y)).
Six et y appartiennent & F
t(x) P' rly) = xqv.

D'cprés le paragraphe 2. 4. 3, il existe un ordre d'entrée P de [E, R] pour le-
quel :

t(x) P' rly) —— xPy ou r(x) =ty
Lorsque x et y appartiennent @ F, r(x) # r{y) si x £y, et donc

(YxeF) (YyeF) (xPy = xqy).
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D'autre part, soient P et P, deux ordres d'entrée de [E, R| distincts.
Il existe deux éléments distincts x et y de E tels que xPyety B x:xety ne
sont pas comparables par la relation R, Soit f et g deux feuilles telles que xR f
et yRg. Comme R(x} et R(y) sont des intervalles disjoints pour P et pour P,
i* ' résulterait {P g et gP; f, ce qui est impossible,

Théoreme 2. 5. Pour qu'un ordre total q, dans l'ensemble F des feuilles dunc
ramification [E, R], soit la restriction & F d'un ordre d'entréc P de [E, R}, #/
faut et il suffit que, pour tout x de E, R(x) n F soit un g-intervalle. L'ordre P
est alors unique et q est aussi la restriction a F de l'ordre de sortie associé
a P.

Un ordre q qui satisfait aux hypothéses de ce théoréme détermine un
ordre d'entrée de la ramification {E, R], donc aussi une orientation de [E, R];
et inversement toute orientation de [E, R| détermine un ordre d'entrée (2.1.1 )
donc sa restriction q & 1'eusemble des feuilles. Nous appellerons suite de [euil-
les de la ramification orientée 1'ensemble de ses feuilles ordonné par cet or-
dre q.

2. 6. 2. Réunion verticale de deux ramifications orientées, Au paragraphe 1.4, 2
on a défini la réunion horizontale (E, y) de deux ramifications orientées
(Ey, v,) et (E,, v, ) disjointes. D'aprés l'étude faite au paragraphe 2. 4. 1,
la suite de feuilles de (E, y) est obtenue par concaténation des suites de
feuilles de (E, v, ) et (E,, v, ).

Soient ici (E;, vy ) et (E;, y; ) deux ramifications orientées telles que
E, N E, soit a la fois I'ensemble des feuilles de (Ey, v, ) et la famille des
racines de (Ej, v, ), et que l'ordre q des feuilles de (E;, v, ) soit aussi l'or-
dre d'orientation des racines de (E,, y, ). Désignons par E la réunion de E,
et E, et définissons une application y de E u {A} dans le monoide libre E*
par :

y(x) = v (x) si xe E1\ Eg
y(x) = v (x) si xe Ey
v{4) = y1(B)

Désignons par [ la relation dans E pour laquelle I (x) est l'ensemble des élé-
ments qui possédent une occurrence dans y(x), et par (E;, 7 ) = [Eq, Ry 1,
(E,, T, ) =[E,, R,] les ramifications obtenues & partir de (Ey, y, )et(E,,y;)
en faisant abstraction de l'orientation. Lorsque a " b, si b ¢ Ey, alors a ¢ E,
etal b, siaeE, alors be E; et a, b, Onen déduit que (E, ) est un
graphe [E, R] sans circuit. Comme tout élément de E a au plus une occurrence
dans les mots y(x), (E, y) est une ramification orientée (1. 4. 1), que nous
nommerons réunion verticale de (Ey, v, ) et (E,, v,)).




De l'étude précédente résulte aussi que R, et R, sont lesrestrictions
de RaE, et E), que [E, R,] et [E,, R,] sont des sousramifications de
[E, R], que E, et E, sont des parties convexes de E pour R. Toute partie
convexe de E pour R, (1 = 1 ou 2) est donc partie convexe de E pour R, Par
suite, toute sous-arborescence complete (1. 4. 1) de [E,, R;| est une sous.ar-
borescence complete de [E, R].

Comme pour la réunion horizontale au paragraphe 2. 4. 1, on démontre

' que les ordres d'entrée (resp. de sortie)de (E,, y; ) et de (E,, v, ) sont les

restrictions a E, et E, de l'ordre d'entrée (resp. de sortie) de (E, y). En par-
ticulier, l'ordre des racines de (E, y) est celui des racines de (E, v;), la
suite des feuilles de (E, y) est celle de (E,, v, ). D'aprés le théoreme 2, 3
(resp. 2. 4}, la suite des éléments de E dans l'ordre d'entrée (resp. de sor-
tie) de (E, y) est obtenue @ partir de la suite des éléments de E; dans 1'or-
dre d'entrée (resp, de sortie) de (E;, v, ) en insérant aprés (resp. avant) cha-
que feuille la suite de ses mgjorants stricts dans la ramification (E,, v, ),
dans leur ordre d'entrée (resp, de sortie),

L'opération de réunion verticale est associative, mais non commuta-
tive.Le produit d'arborescences de [48] est une réunion verticale d'une arbo-
rescence et d'une réunion horizontale d'un certain nombre d'arborescences
toutes isomorphes,

2. 6. 3. Points consécutifs dans une ramification orientée. Deux points x et y
d'une ramification (E, I') = [E, R] orientée sont dits consécutifs si les in-
tervalles r(x) et r(y) sont consécutifs dems la suite de feuilles de la ramifi-
cation,

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et suffit que, dans la suite des éléments
de E ordonnés par l'ordre d'entrée (resp. de sortie), l'intervalle R(x) précéde
l'intervalle R(y) et qu'aucune feuille ne soit comprise entre eux,

Soit dlors z le plus grand minorant commun a x et y, dans la ramifica-
tion complétée en une arborescence, Il existe deux suites de points telles que
2l Mo, Tx,=x et 20y ...T y, =y. D'aprés les propriétés des in-
tervalles consécutifs (2. 5. 2) et celles de la transformation d'une ramification
orientée par quasi-isomorphisme (1. 5. 3 et 2. 4. 3), y, suit immédiatement
x, dans la famille des points qui ont z pour prédécesseur, pour 1 <igm, x;
est le demier élément de sa famille, pour 1 <j g p, y; est le premier élément
de sa famille ; et réciproquement ces propriétés entrainent que x et y sont
consécutifs,

Il en résulte que si [E,, R,] est une sous-arborescence compléte de
[E, R] (1. 4. 1), deux points consécutifs de (E |, R,] sont aussiconsécutifs
dans [E, R].
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2. 7. Application du théoréme 2. 4 & des problémes de minimisation.

2, 7. 1. Soit une ramification [E, R1. Nous dirons qu'un ordre total N dans E
vérifie la condition (OR) si vRw entraine wN v, A tout u de E associons alors
I'ensemble AN(u) des v ¢ E tels que vNu et pd(v) Nu. (pd(v) désigne le pré~
décesseur de v pour la relation R) ; soit nN(u) le cardinal de AN(u),

Les ordres de sortie de la ramification vérifient la condition (OR).
Montrons que si N satisfait @ (OR), mais n'est pas un ordre de sortie, il exis-
te un autre ordre total N' satisfaisant & (OR) pour lequel :

(5) (YueE) (nN.(u) gnN(u)) et (Jxe¢E) (nNa(x) <nN(x)).

a) D'aprés le théoréme 2. 4, si N n'est pas un ordre de sortie, il exis-
te un élément x de E pour lequel R(x) n'est pas un N-intervalle ; nous choisi-
rons pour x ie premier, dans l'ordre N, de ces éléments, Si y est le premier,
dans l'ordre N, des R-majorants de x, il existe un entier positif p et p éléments
Zy, % .00 2g de E tels que

YNz, Nz;...Nz, Nx et xRz; (;=1,2,...,p).

Alors i) z; Ru et x R u sont incompatibles car x R zj, Z; R x d'aprés 1'hypo-
thése (OR), et [E, R] est une ramification, En part:cuher z; Ry.

ii) z;Ru,uNyetu + y sont aussi incompatibles, car z; Ry: z; se-
rait un element précédant x dans l'ordre N, dont l'ensemble des R-ma)orcnts
n'est pas un intervalle .,

Finalement, siz; Ru, uestunz.

b) Construisons une nouvelle pemmutation de E & partir de la permuta-
tion dans l'ordre N, en plagant des z; immédiatement aprés x ; d'ou un ordre
N'; plus précisément :
mvetwnesontpusdesz], WN'V &= wNv;
sivNx, z,N'v;xN'z; N'z; ... N'z.

Montrons que N' vérifie la condltlon (OR) :

i) si v et w ne sont pas des z;, ou sont tous deux des z;, wN v entraine

wN'v.,

ii)siv=zjetsiw n'est pas un z;, vRw est impossible d'aprés a.

iii) supposons que w = z;, que v n'est pas un z; et que VRw : vRz; en-
traine z;Nv, d'oit yNv ; de va résulterait alors va d'ot x Rw, qui est im-
posmble donc vN x et par suite z;N'v,

c) Montrons que N' vérifie la condition (5) :

)siug¢lyy, x], vNu équivaut & vN'u ; donc An(u) = Ap(u).
u) si u appartient & [y y, x], mais n'est pas un z;, uN'x ; vN'u entrai-
ne donc que v n'est pas un z; ; d'aprés a, il en est alors de méme pour pd (v}.

D'on vN'u et pd(v)N's —————3 VNu et pd(v)Nu
ANl(U] & AN(U).
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De plus, z  appartient @ Ay (x), mais pas a Apr(x) :
Ani(x) C An(x). _

iii) siu =z, pd(v) N'u entraine pd(v) Nu. D'autre part,

pd(v)N'u —3 pd(v)N'x = xRpd(v) = xRv ou x=v,
Lorsque x R v, vN'u entraine soit vNy d'oit vNu, soit v = 2z;(j < i), d'ou en-
core vNu. Mais x appartient & Ay (u), alors qu'il n'appartient pas a AN(u).
Cependant, soit y, 1'élément couvrant x, tel que y, Ry ; ylﬁzi. A cause de
la définition de x, R{y,;) est un intervalle et donc u = z; n'appartient pas &
I'intervalle [, y, y,]. Par suite y, NuNx : y appartient & A \(u) et il n'ap-
partient pas & A y(u).

Anu) C Ayn(w) u fx].

1l résulte de 1'étude faite que N’ répond a la question,

Si N' n'est pas un ordre de sortie, on peut recommencer, Comme l'un
des ny(u) diminue strictement a chaque fois, on parviendra a un ordre de sor-
tie au bout d'un nombre fini d'étapes. Donc si un ordre N satisfaisant & la
condition (OR) n'est pas un o.dre de sortie, il existe un ordre de sortie § tel
que :

(YueE) (ns(u) gnN(u)) et (JxeE) (ns(x) < nN(x)).
Par conséquent, le minimum, pour tous les ordres N satisfaisant a{ OR}),
de fonctions telles que :

mx(N) = max nN(u)
uekE

ou k(N)= X A(u) nN(u) ol les A(u) sont positifs ou nuls, est
ueE

réalisé par un ordre de sortie (il peut étre aussi réalisé par d'autres ordres N).

2. 7. 2. Etudions ce cas oa N est un ordre de sortie ; les points de toute compo-
sante connexe de la ramification forment un N-intervalle ; pour tout u, Ap(u)
est constitué de points de la composante connexe de u, car si v appartient a
An(u), pd(v)Ru (théoreme 2. 4) ; on peut donc se bomer & étudier chaque
composante, c¢'est-g-dire qu'on est ramené au cas ou la ramification est une
arborescence. Alors sa racine a est le plus grand élément de E pour l'ordre N ;
convenons que Apfa) = {al ; les autres éléments de E forment une ramifica-
tion a p composantes connexes E, E, ..., Ep-) 1sii<j, E, précede Ej dans
I'ordre N (et aussi dans l'ordre d'entrée associ€) ; i est le rang de la racine
de E; dans sa famille, les rangs étant comptés a partir de l'origine 0 (para-
graphe 1. 4. 5). Soit N; la restriction de N & E;. Si u appartient & E;, An(u)
est la réunion de Ay (u)et des demiers éléments (racines) deEO, E,....Eip
il en est ainsi en particulier si u est la racine v, de E;, avec la convention
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ANl(vi) =1{v,}. Donc

(6) ny(u) = oy, (u) + i,
Soit (rg, 1y, ..., rq) I'index de u (1. 4. 5). D'apres (6) et avec des notations
évidentes :
nN(u) = ner (u) + r
nN, (u) = nNr r(u) + o,
1 12
n =n st 1
N q
l’l, rq_l 1'1 . rq
=1
an'l, ,rq
Donc nN(u):r1+ I, +...+rq+ 1.

Le maximum mx(N) de np(u) est réalisé par une feuille de la ramification,

Exemple : si N est l'ordre de sortie S donné dans l'exemple du para-
graphe 2. 1. 3, np(d) =1 + 1 + 1 =3, ny(f) =1 + 1+ 0+ 1 = 3. Effecti-
vement As(d) ={a,c,d}, AS(f) ={a,c,fl.

Si, sans modifier 1'ordre relatif des E;, on réordonne chacun d'eux de
maniére a réaliser le minimum de

mx(N;) = max iy (u) ou de (u)

k(N;) — = )\(u)nN
ueE; i

uekE; 3
mx(N) ou k(N) décroit (au sens large). Le minimum de mx(N} ou k(N) sera
donc réalisé pour un ordre de sortie N tel que chaque mx(N;) ou k(N;) soit mi-
nimum, De plus, d'apres (6)

mx(N) = mgX[mX(NQ + i}
1

k(N) = PZ [k(N;) + x;i] avee A;= 3 Afu)
i=0 ue€E;

Le minimum de mx(N) sera donc réalisé si la suite de ces mx(N;) est décrois-
sante ; et celui de k(N) si la suite des A; est décroissante, Nous donnerons
au paragraphe 2, 10, 6 un algorithme qui permet de passer d'un ordre de sortie
quelconque & un ordre de sortie qui réalise le minimum de mx(N) ou de k(N).
[37] donne un tel algorithme pour mx(N) & propos de la transformation d'une
formule écrite en notation polonaise.
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2. 7. 3. Si la ramification [E, Rl = (E, [') représente I'organigramme d'une
tache a accomplir, qui nécessite des résultats intermédiaires (xT y lorsque y
entre dans la construction de x), np(u) est le nombre d'éléments qui se trou-
vent stockés lorsque 1'on vient d'obtenir u. On cherche l'ordre N de construc-
tion des éléments qui minimise 1'espace nécessaire au stockage, Cet espace
est mesuré par mx(N) si tous les éléments v de E demandent le méme espace,
Pour généraliser, il faudrait affecter chaque v d'un coefficient positif ou nul
x (v) et remplacer nN(u) et mx(N) par

e

n'N (uy = = x(v) et mx'(N) = max n'y (u).
v e Aylu) ueE

La formule (6) est alors remplacée par

i-1

n-N(u) = n'Ni () + 2 ¥ (v].)

j=0
(vj est la racine de E'J.), Le minimum de mx' (N) parmi les ordres de sortie est
encore réalisé lorsque la suite des mx'(N,) est décroissante, Mais le minimum
de mx'(N) parmi les ordres qui satisfont & la condition (OR) n'est plus néces-
sairement réalisé par un ordre de sortie.
Exemple (figure 2, 5) : I'ordre N ci-dessous réalise les n'N indiqués :

d(3) e

Figure 2, 5,
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Le minimum de mx'(N) parmi les ordres de sortie est réalisé par 'ordre § :
h,e,d b1, { g,c aetn(l)=8.
On peut faire le méme raisonnement avec k'(N) = Alu) n'g (u).

ueE

L'ordre S réalise le minimum de k' (N) parmi les ordres de sortie et k'(S) = 39.
En revanche k'(N) = 37,

2. 8. Utilisation d'une pile simple pour permuter un ensemble.

2. 8. 1. Soit un ensemble fini E, P et S deux ordres totaux de E. Existe-t-il
une pile simple sur E dont P et S soient l'ordre d'entrée et l'ordre de sortie ?

Si une telle pile existe, la relation d'ordre associée R vérifie (théo-
reme 1, 3)

(7) eRe' o> ePe' ete'Se.

pour tout élément e de E, R(e) est un P-intervalle (théoréme 2. 3) et un S-in-
tervalle (théoréme 2. 4),

Réciproquement, supposons que pour la relation R définie par (7), tout
R (e) soit un P-intervalle, e est nécessairement son premier élément ; d'aprés
le théoreme 2. 3, il existe une pile simple dont P est l'ordre d'entrée, et R
1'ordre associé, Son ordre de sortie §, vérifie qussi

eRe' B — ePe' ete'S

D'aprés le théoreme 1. 5, § et S| sont confondus, P et S sont l'ordre d'entrée
et 1'ordre de sortie d'une pile simple, De méne, on montre qu'il suffit que tout
R(e) soit un S-intervalle pour qu'il existe une pile simple dont P soit l'ordre
d'entrée et S I'ordre de sortie.

2. 8. 2.Toute pile simple sur E définit une permutation de E, par le passage de son
ordre d'entrée & son ordre de sortie, L.e nombre des permutations ainsi engendrées est
égal au nombre des piles simples 'sur E ayant un mot d'entrée donné, Nous calculerons
ce nombre par récurrence sur le nombre k d'éléments de E, c'est-a-dire la longueur du
mot dlentrée A} = ' x;...x . Une pile simple U} ayant A, pour mot d'entrée est dé-
terminée par ceux de ses états dont l'indice précéde l'entrée € (x)) de xy, donc par une
pile simple ayant Ak-l pour mot d'entrée, et par le nombre d'éléments contenus dans
1'état ug (xk) ; POsons ug (x )= Vg i(Si V-] contient i éléments (i€ k-1), Vi peut-en
J

contenir 1, 2, 3,... ou i+1] Soit N." le nombre de piles simples Uy ol vy contient j

éléments : k Tpl k-1

Nj:,z,lNi pour 1 < j <k et k2
iy

k 1

N0=0paurk>1;N1:1_
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D'ou une autre définition des N}( :

k k k-1 .
Nj = Nj+1 + Nj-l pour 1 j <k

k _ k-l w0 =
Nk—Nk-l pourk}l,No—l
k

N0:0 pour k > 1.

Le nombre de piles simples ayant )\k pour mot d'entrée est alors

k
@ = 3 Nt o= N‘21+1
i=1

k+1
j .

On peut calculer Qpen iherc‘hant des fonctions génératrices (n des N}‘; sup=
o9
posons que les séries entidgres 2 N; tk solent convergentes, et désignons leurs som-

1
mes par "f; (t). Il résulte des relations définissant les N;c que :
( =
8) Pl =0+t ‘l;_l(t) pour j>0
‘?0(1) =l

De plus, lorsque t tend vers 0, ‘-Pj(t) est équivalent g tj Les suites solutions de 1'é-
quation (8) sont de lu forme A rf1 + rfzoﬁ A et [ sont indépendants de j, et r

2 1-y/1-4t 12

sont les racines de l*équation r¢ - r + t = 0, La racine est équivalente a
t quand t tend vers 0 ; l'autre racine tend alors vers 1, On esf ainsi conduit & envi-

sager la fonction

1-Vi-at Y,

(0 = 3

Réciproquement, cette fonction est analytique dans un voisinage de 0. Elle vérifie 1'é-
quation (§), de sorte que

k _ .k k-1 .
Ny o= NG b NG pour 1 £ j <k
CHIEE S pour § » 1
Qo(t] = 1 donc Ng =1 et Nl; = 0 pour k > 1.

11 est alors facile de calculer

L3.5000(2k-
B 1.3.5...(2k-1) K

x =
= N =
k 1 (k+1)1

(2k) 1

o0 = —
L ST

(1) of. [38]. Je dois cette idée & M.M. DEPAIX.
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Le nombre des piles simples sur un ensemble & k éléments est

; __(2k)!
kLG =Ty
Par la formule de Stirling,
4k
Gk ~ lorsque k >+ oo,

VA K VR

1.a probabilité pour qu'une permutation donnée de E soit engendrée tend vers 0
quand k tend vers l'infini,

a

On montre cependant qu'~n peut engendrer toute permutation en itérant la trans-
formation ; de sorte qu'on peut ainsi trier une suite, c'est-a-dire la réordonner dans un
ordre imposé ([46], 50] ). Il n= semble pas que cette méthode de tri se classe par-
mi les meilleures,

2. 9. Pile adjointe & une ramification orientée.

2. 9. 1. Justification de |'algorithme du paragraphe 2. 1. 4, Cet algorithme
construit la pile simple U strictement attachée & une ramification orientée
|E, R], complétée en une arborescence par l'introduction d'une racine A. La
trace sur l'ensemble E de la pile U" introduite au paragraphe 2, 1. 4 est une
pile simple. Son ordre de sortie est l'ordre d'entrée P de la ramification orien-
tée donnée. Son ordre d'entrée Q peut etre défini par :

xQy <=—=> [pd(x) # pd(y) et pd(x) P pd(y)] ou[pd(x) = pd(y)etyPx].

Nous montrerons directement, comme application du paragraphe 2, 8. 1,
qu'il existe une pile simple dont l'ordre d'entrée est Q et l'ordre de sortie P
Montrons d'abord que Q est un ordre total, D'aprés 1. 5. 3, 1'application pd est
un quasi-isomorphismed'une ramification[ E,R, | sur l'arborescence des noeuds
de [E u {A}, R] : R, a été définie au paragraphe 1, 5. 3 en utilisant l'orien-
tation O de la ramification donnée ; comme P et O ont méme restriction & toute
famille de la ramification :

> [pd(x) # pd(y) et pd(x) R pd(y)] ou [pd(x) = pd(y) et yPx]

xR,y<«

Alors pd(x) = pd(y) et yYPx <e====> pd(x) = pd(y) et xR,y.
Q est l'ordre d'entrée de la ramification [E, R,] déduit de l'ordre d'entrée P

d'une ramification quasi-isomorphe comme il a été dit au paragraphe 2. 4. 3 :
Q est un ordre total.
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Soit R' la relation définie par

> xOy et yPx

xR'y <
c'est-a-dire
(9) xR'y pd(x) P pd(y) et yP x.
R'(x) est un P-intervalle car (xR'y et yPzPx) entraine pd(x) P pd(y) Py
P z P x, d'oll pd(x)Rz (théoréme 2. 3) et pd(x)¥z, d'oi pd(x)Rpd(z) et en-

fin pd(x)Ppd(z). Il existe une pile simple 7 dont 1'ordre d'entrée est Q et 1'or-
dre de sortie P,

== >

Etudions . Soit y un noeud de [E, R], xy, x,, ..., x,, les éléments
dont y est le R-prédécesseur, avec : x; Px, ... Px.
yPx,yQx,Q... Qx,;, vy R'x,, la sortie de y précéde l'entrée de x, et
X, ... Xy, X, forment un Q-intervalle, car il s'agit d'une classe de la rela-
tion d'équivalence définie par le quasi-isomorphisme pd (2. 4. 3) ; dans la
suite, nous dirons que deux éléments de E, X et y, sont équivalents, et nous
noterons x ~y, lorsqu'ils appartiennent & la méme famille, c'est-adire que
pd(x}=pd(y). Dans l'ordre de sortie P de la pile w, x; est le successeur de
y (2. 4. 3). Entre la sortie de y et celle de x| ne se place donc aucune sortie,
mais, nécessairement, dans I'ordre, les entrées de x,, x,, ... , X, et entre
l'entrée de x, et celle de x; n'existe aucune autre entrée, D'autre part, entre
l'entrée et la sortie de x,, n'entre qucun élément v, sinon il sortirait avant x,
(théorémes 1. 7 et 1. 3). Enfin, si l'entrée d'un élément v se produisait entre
la sortie de y et l'entrée de x,, la sortie de y se placerait entre celle de pd(v)
et celle de v, premier élément (dans l'ordre P) équivalent a v. Le méme rai-
sonnement montre que la sortie d'une feuille z ne peut étre immédiatement sui-
vie de l'entrée d'un élément v, En résumé, pour un noeud y, on trouve succes-
sivement la sortie de y, les entrées de X, Xp.y, ... , X1 et la sortie de xy ;
pour une feuille z, sa sortie est suivie immédiatement d'une autre sortie ; les
premiers éléments & entrer sont les rdcines, qui ont pour prédécesseur A. T

est ainsi parfaitement définie,

Pour construire la pile U strictement attachée & la ramification don-
née, on fait entrer un élément dans U lors de sa sortie de T, puisque P est
l'ordre de sortie de 7, Reste & placer les sorties de la pile U ; pour cela on
a seulement besoin de savoir si un élément sortant de 1 est le dernier point
x,, d'une famille, Cette reconnaissance peut étre facilement effectuée en fai-
sant entrer un symbole F avant x , : 7 est alors remplacé par une pile U' et
'algorithme du paragraphe 2, 1, 4 est ainsi de nouveau complétement justifié,

2. 9. 2. Définition, étude et construction de la pile adjointe. La pile 7 sur E,
d'ordre d'entrée Q et d'ordre de sortie P est dite adjointe & la ramification o-
rientée [E, R].
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Le mot m attaché & w a pour facteur gauche ¥ (A) ; pour tout x de E,
l'intervalle ]%,%,{ de m qui a pour bomes 1'occurrence du conjugué xde x et
la premiére occurrence suivante d'un élément X, n'appartenant pas a E, est
?(x) ; il peut d'ailleurs étre vide. Une pile est adjointe & une ramification o-
rientée au plus,

Montrons que réciproquement, pour toute pile simple 7 sur un ensemble
E, il existe une ramification orientée dont elle est la pile adjointe, Définis-
sons un graphe (E, ') : pour tout x de E, I' (x) est l'ensemble des €léments
de E dont l'entrée est comprise entre la sortie de x et la sortie suivante, x " 2
entraine qu2 x entre avant z dans la pile : le graphe est sans circuit, Comme
d'autre part, pour tout z, il existe au plus un x tel que x [z, (E, [ ) est une
ramification (théoréme 1. 1) ; ses racines sont les éléments de E qui entrent
dans T avant la premiére sortie. Orientons cette ramification en utilisant pour
ordre, dans chaque famille, l'inverse de la restriction de l'ordre d'entrée de
w ; soit m sa pile adjointe, Les états de w; dont I'indice précede la premiere
sortie sont les mémes que les états correspondants de , puis seproduit une sor-
tiedans et dans 7 ; supposons queles états de m) et  jusqu'a la sortie de x
(incluse) sont les mémes ; alors se produisent les entrées dans w; et dans
m des éléments de I (x), dans le méme ordre, puis une nouvelle sortie, du mé-
me élément y. Les piles w et w, sont confondues.

Théoréme 2, 6. Toute pile simple est adjointe @ une ramification orientée uni-
que.

Notons que deux ramifications orientées isomorphes par*f ont des pi-
les adjointes transcrites par P.

La construction de w lorsque les mots y (x) sont donnés a été exposée
au paragraphe 2. 9. 1. Elle est schématisée figure 2. 6 : u désigne 1'état cou-
rant de la pile, e son sommet, v est une variable auxiliaire prenant ses valeurs
dans l'ensemble E.

Lorsque la ramification est donnée par une matrice d'enchainement cor-
respondant @ l'orientation inverse, I'algorithme de construction de m est sché-
matisé sur la figure 2, 7 : les cases vides de la matrice d'enchainement sont
supposées contenir ¢ ; e,u,v ont le méme sens que pour la figure 2, 6 ; e dé-
signe le lien horizontal de e, v' le lien vertical de la valeur de v.

2. 9. 3. Hauteur de la pile adjointe. Transformons la définition (9) de R'
pd(x) P pd(y) eniraine pd(x) P y et pd(x) # y, soit y P pd(x). Réciproquement

yPxetyPpdlx) = pd(x)PyPx etpd(x) ¥y
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yPx et yPpd(x) =—> yPx et pd(x)Ry et pd(x)#y (théoreme 2, 3)
==> yPx et pd{x)Rpd(y)
===> yPx et pd(x)Ppd(y).

Finalement xR'y <= yPx et yP pd(x)
ou encore xR'y <> xP'ly et pd(x) 15'1y,

P! est un ordre de sortie de la ramification [E, R]. Un état de la pile w qui

v e ? a pour sommet e est formé des éléments de l'ensemble A _-1(e) défini au para-
sortie de e 5 graphe 2. 7. 1. Le nombre maximum d'éléments contenus dans un état de la pile
l adjointe est mx{P™}).

Les propositions qui ont servi d'intermédiaire dans la démonstration de
la réciproque ci-dessus sont aussi équivalentes a x R' y :

u:=u y(v)

{10) xR'y = yPx et pd(x)Ry et y ¥ pd(x)
Figure 2. 6 ] (11) xR'y < y P x et pd{x)R pd(y).

2. 9. 4. Construction de ramifications de racines données dans un ensemble
donné. Soit un ensemble D et une relation p entre D etlemonoide libre D* dé-
duit de D. On se propose de trouver une ramification orientée (E, y) telle que
vi= A E soit un sous-ensemble de D, que pour tout élément x de E, xp y(x) et que
la suite v(A) des racines soit donnée, Il suffit d'utiliser I'organigramme dé-
crit figure 2. 6, en choisissant les y(v) tels que v p y(v) de maniére & cons-
truire une pile simple, c'est-ad-dire de maniére qu'un élément de D n'ait deux

v

occurrences ni dans un méme mot y(v), ni dans deux mots y (v) distincts : on
obtient alors la pile adjointe & une ramification orientée qui répond a la ques-
tion {paragraphe 2. 9. 2, réciproque ),

Soit par exemple E' un ensemble de nombres entiers, et D l'ensemble
des parties de E'. On appelle arborescence binaire de recherche dans E' une
arborescence (E, [ ) telle que :

[ entrée de v'

" a) E est un sous-ensemble de D ;

b) la racine de I'arborescence est E' ;

c) pour tout x ¢ E, il existe u ¢ x tel que siy(x, u)est l'ensemble des
éléments de x inférieurs @ u et z(x,u) l'ensemble des éléments de x supérieurs
a u, I'(x) est formé de ceux des ensembles y(x,u) et z(x,u) qui ne sont pas
entrée vides (en particulier x ¢ E est une feuille de 1'arborescence si, et seulement

our” NON

Vii==ie

sortie de e de "' —_—— si, x est un ensemble & un élément).

La construction d'une arborescence binaire de recherche entre dans le
Figure 2, 7. cadre qui a été tracé ; pour tout sous-ensemble x de E' contenant plus d'un
élément, les mots en relation avec x sont ceux qui sont formés de y(x,u) et
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z(x,u) (dans un ordre quelconque) lorsque u est un élément arbitraire de x ni
maximum ni minimum, le mot *y{x,u )’ si u, est le nombre maximum dans x,
le mot *z(x,uy)'si u, est le nombre minimum ; lorsque x a un seul élément,
il n'est en relation qu'avec A. La condition qui assure qu'on obtient une pile
simple est réalisée quel que soit le choix des mots y(v) .En réalité, comme on
I'a déja signalé au paragraphe 2, 1. 4, pour chaque x prédécesseur de deux
sous-ensembles y et z, il suffit de faire entrer 'un d'eux dans la pile, l'autre
devant sortir dés son entrée ; si x n'est prédécesseur que d'un seul sous-en-
semble, y par exemple, y n'entre pas dans la pile ; si x est réduit & un seul
élément, aprés sa sortie intervient une nouvelle sortie, On montre, par récur-
rence sur le nombre n d'éléments de E', que si on oriente l'arborescence de
maniére que, lorsque y (x) contient deux sous-ensembles y et z, le cardinal du
premier (qui entre seul dans la pile) soit au moins égal & celui du second, la
hauteur de la pile ne dépasse pas logzn.

L'arborescence binaire ainsi construite permet la recherche binaire
(" binary search'', [37]). Si & tout x on associe 1'élément u ¢ x de la défini.
tion (c), on transforme l'arborescence trouvée en une arborescence (E', ')
dont l'ensemble des points est E' : c'est plutdt cette demiére arborescence
qui sera utilisée, Lorsqu'on écrit un programme de recherche d'un nombie q,
olt & chaque test portant sur un couple (u,a), 1'égalité fait aller & une sortie
déterminée, a > u fait effectuer un saut & un nouveau test et a < u poursuivre
la séquence, l'ordre des u pour lesquels sont écrites les instructions de test
est l'ordre d'entrée de 1'arborescence avec l'orientation pour laquelle, lorsque
y (x) est de longueur 2, y (x)} = *y(x,u) z(x,u)".

Si l'ensemble E' est donné par ordre croissant, y(x,u) et z(x,u) sont
des intervalles dont il suffit de placer les bomes dans la pile. On peut choi-
sir pour u la médiane de x ou, si chaque élément de E' posséde une probabilité,
égaliser autant que possible la probabilité pour un élément d'étre dans y ou
dans z.

Lorsque E' est donné dans un ordre quelconque, on choisit u dans x
de maniére quelconque (par exemple le premier ou le dernier élément), et on
permute x de maniére a ce que y(x,u) et z(x,u) en deviennent des intervalles :
ils sont ainsi faciles & repérer, L'arborescence (E', ') est déterminée par une
matrice & trois colonnes, qui donne pour chaque nombre 0,1 ou 2 nombres dont
il est le prédécesseur, [31] montre qu'il est alors facile, aussi bien de cher-
cher un nombre de E' que d'enlever ou d'introduire de nouveaux points (nom-
bres) dans l'arborescence, De sorte que l'arborescence peut aussi étre cons-
truite par adjonctions successives ; on peut voir que cette construction deman-
de les mémes tests que celle qui vient d'étre donnée, et elle évite d'utiliser
une pile. En réalité, la construction de la pile par la méthode qui vient d'etre
indiquée permet surtout de trier I'ensemble E', car chaque élément u prend par
permutation sa place dans 'ordre croissant de E' : c'est la méthode de tri pro-
posée par T. Hibbard,
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La méthode de tri dite ''radix-exchange'* [32] revient aussia la cons-
truction d'une arborescence binaire : soit un ensemble E' de nombres entiers
écrits en numération binaire, qu'on peut supposer de méme longueur A. Soit E
I'ensemble de leurs facteurs gauches (1.3) et R la relation dans E : xRy si,
et seulement si, x est un facteur gauche de y ; [E, R] est une ramification.
A tout x de E, on associe le sous-ensemble ¥ (x) de E' formé des nombres
ayant x pour facteur gauche : [*f(E), D] est une ramification isomorphe &
[E, R]. On construit la pile adjointe & cette ramification : pour chaque x de E
n'ayant pas A pour longueur, on est amené a partager l'ensemble ¥ (x) en les
deux sous-ensembles y(x) et z(x) des nombres qui ont x*0' et x'1* respecti-
vement pour facteur gauche ; et on permute ‘P(x) de maniére que tout élément
de y(x) précéde tout élément de z(x). A la fin de la construction de la pile,
I'ensemble E' donné est trié. Comme dans I'étude précédente, on peut se bor-
ner & faireentrerdans la pile celui desdeux intervalles y(x) ou z(x) qui a le plus
grand nombre d'éléments. Cette méthode différe légérement de celle proposée
par [32], qui utilise cependant une partie de mémoire qui se rapproche d'une
pile.

La détermination d'une arborescence graphe partiel d'un graphe donné
entre aussi dans le cadre du probléme posé au début du paragraphe. D'ailleurs
la construction d'une arborescence binaire dans 1'ensemble D des parties d'un
ensemble E', que nous avons faite,est la construction d'une arborescence, gra-
phe partiel d'un treillis.

2. 10. Pile conjointe & une ramification orientée.

2. 10. 1. Constructions de ramifications orientées dont on donne lu suite de
feuilles. Soit un ensemble D, Un premier probléme consiste & chercher toutes
les ramifications orientées dont 1'ensemble des points est contenu dans D et
qui ont une suitede feuilles donnée, On peut aussi, comme au paragraphe2.9. 4,
se donner une relation p entre D et D* et chercher les ramifications orientées
(E, v) avant une suite de feuilles données et telles que, pour tout x de E,

xpy(x)

Soit [E, R] une ramification orientée & déterminer. Nous utiliserons
comme outil une pile 7' ofi, si xRy, x entre aprés y : il suffit que 1'ordre d'en-
trée de ' soit l'ordre de sortie de la ramification. Or la pile adjointe & une ra-
mification orientée a pour ordre de sortie 1'ordre d'entrée P de la ramification :
sa pile réciproque a pour ordre d'entrée P™!, qui est l'ordre de sortie de la mé-
me ramification, mais munie de l'orientation inverse. Appelons pile conjointe
@ une ramification orientée la réciproque de la pile adjointe & la méme ramifi-
cation, munie de l'orientation inverse. D'aprés les résultats analogues sur la
pile adjointe (2. 9. 2) :

Théoreéme 2. 7. Toute pile simple est conjointe & une ramification orientée uni-
que. Lorsqu'une ramification orientée est transformée par un isomorphisme ¥,
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sa pile conjointe est transcrite par\y.

2. 10. 2. Etude et construction de la pile conjointe & uneramification orientée '/ ramification
donnée, Soit une ramification [E, R] orientée, P son ordre d'entrée, S son or-
dre de sortie. En utilisant les résultats du paragraphe 2, 9. 1, moyennant le
passage & la pile réciproque et le changement d'orientation, on obtient la des-
cription suivante de sa pile conjointe 7' : dans le mot de sortie de ', les fa-
milles de la ramification forment des intervalles, ol les éléments de chaque fa- : A '
mille sont rangés dans l'ordre inverse de l'ordre d'orientation ; aprés la sortie

de w' d'un des éléments d'une famille, viennent immédiatement les sorties des )

autres €léments de cette famille, puis l'entrée du prédécesseur des points de

la famille : les noeuds entrent tous de cette fagon. Aprés la derniére entrée, Figure 2. 8.
sortent les racines. L'entrée d'une feuille n'est pas immédiatement précédée )
d'une sortie. On peut dissocier le mot d'entrée en ses deux traces sur les en- > ‘ entrée d'une feuille
sembles des noeuds et des feuilles : la trace sur l'ensemble des feuilles est ;
la suite de feuilles de la ramification orientée donnée,

]
]
I
-
T
!

e

o X

enZ — =

Complétons [E, R] en une arborescence en lui adjoignant une racine §:
aussi tout point qura un prédécesseur. ' posséde S pour ordre d'entrée ; son our NOl
ordre associé R' est celui qui a été défini au paragraphe 2, 9, moyennant le
changement de notation qui consiste & remplacer P par S°! (& cause du chan- \ TEST a
gement d'orientation) : d'aprés (9) (2.9.1), (10} et (11) {2.9.3) : i z=0" pdle) R z

(12) xR'y <==> xSy etpd(y) Spd(x) <==> xSy et pd(x) Ry et y¥pd(x) our > o
< > xSy et pd(x) Rpd(y).

Nous construirons la pile ' grace & un algorithme déduit de celui du
paragraphe 2, 2. 1., Comme aprés la sortie d'un élément sortent tous ceux de
sa famille, il serq inutile de revenir au test qui permet la sortie, pourvu qu'on
sache reconnaitre le premier des éléments de la famille qui est entré dans la
pile (donc le demier & sortir), Cette reconnaissance sera aisée si @ l'entrée
du premier élément d'une famille, on fait d'abord entrer un séparateur . Alors,
quand un élément sortira de la pile, sortiront & la suite tous les sommets suc- l S TEST b
cessifs jusqu'cu premier F rencontré, qui sortira aussi et pourra servir, dans
le mot de sortie, de séparateur entre deux familles différentes. A l'entrée d'un
élément z sur un sommet e, pour savoir si on doit d'abord faire entrer ¥, on 2
testera si e est équivalent @ z :'si e 0 zm, + entre avant z. Comme eSz, entrée
e~ z entraine d'ailleurs eR'z, donc que z entre dans la pile. de +

Les racines entrée sorties des

sont dansla de * éléments

pile - Vider ' jusqu'a ¥
la pile

oul NON

Le test d'entrée (eR'z) n'a besoin d'étre effectué que lorsque z est
une feuille, Alors z n'est pas le prédécesseur de e ; d'autre part, €Sz, D'aprés entrée du
(12), le test se réduit donc & celui de (pd(e)R z). noeud a

(1) #b signifie "non équivalent &''. Rappelons que e est dit équivalent & zsie etz Figure 2. 9.
appartiennent & la méme famille,
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La ramification [E, R] a été complétée en une arborescence par l'in-
troduction d'une racine §. D'aprés le paragraphe 2, 2. 1, on doit aussi adjoin-
dre a E un élément A tel que AR'x pour tout x de E : il suffit de convenir que
A a & pour prédécesseur et est, dans l'ordre d'orientation, le premier des points
qui possédent cette propriété (A est équivalent aux racines de la ramification
donnée). Enfin, au paragraphe 2. 2. 1, on introduisait un élément ® dont 1'en-
trée dans la pile marquait la fin du déroulement de 'algorithme. Ici, nous le
remplacerons par un élément @' qui soit une feuille équivalente a A et le der-
nier élément, dans 1'ordre d'orientation, de la famille de A : ®' ne possede pas
les propriétés indiquées pour ®, mais & son entrée dans la pile, celle-ci contient
les racines de la ramification donnée et A : en effet @' devrait ressortir qus-
sitét avec toute sa famille et déterminer ainsi & : 'entrée de ' marque donc
encore la fin du processus, § n'entre pas dans la pile, et pendant le déroule-
ment de I'algorithme, il existe toujours une premiére feuille non encore entrée,
Cette feuille est notée z sur I'organigramme de la tigure 2., 9, qui décrit 1'al - :
gorithme ; e est le sommet de la pile & chaque étape ; a est le prédécesseur de -
la famille qui vient de sortir. :

Ty ey per e L T

Figure 2. 10.

S CALGMIED v

On ne construit pas en réalite une pile simple, mais une pile sur l'en-
semble E u {A, ¥} dont la trace sur E est la pile simple 7', Le mot de sortie
est formé des divers y(x), o x est un noeud de la ramification, séparés par #,

et obtenus dans 1'ordre de sortie des prédécesseurs x. ] Remarque : Dans I‘ulqorithme‘précédent, remplagons le s'igne * par G : ].1? mot de sor-
tie obtenu contient chaque élément de E qui y est placé lors de sa sortie de la pile,
et un 0 qui est placé & chaque entrée d'un noeud. Placgons aussi dans ce mot un ¢ lors
de l'entrée d'une feuille : on obtient ainsi un mot A, Le réfléchi A de A n'est autre que

Exemple (figure 2. 10) : suite de feuilles : Avwxyzo', le mot de description de la pile réciproque de la pile conjointe & la ramification orien-
tée, c'est-a-dire de la pile adjointe & la méme ramification, munie de l'orientation in-
verse.

X z
2. 10. 3. Couples sur lesquels portent les tests. Deux sortes de tests sont ef-
* # al vy a3 fectués :
w W w ow w F £ F F ¥ ay
a) (erv z) et (pd(e) Rz) ; ce testest effectué immédiatement aprés l'en-
vVE ¥ v vV 2% 7@ Q9 a9 9 a g trée de e, que e soit une feuille ou un noeud.z est donc la premiére feuille
+ F F £ + F =# F+F 5+ £ + £ £ = % ag qui suit e dans I'ordre S.
AAA A A AL ADDDAAAANDAAAADLA ¢ b) (e ~ a) ; pour chaque noeud a, il existe un seul test portant sur e

sommet de la pile et a premier élément a entrer, car a entre immédiatement,
Identifions ce sommet e grace au théoréme 2. 2. Soit x le plus grand minorant
jie:x = = _‘ strict de I'intervalle R (a) pour 'ordre S ; pd(x) n'appartient pas a R (a), et donc
Mot de sortie : x = “Qvy ST g %y E s x S a S pd(x), d'ou pd((x)) ;u (théoréme 2? 4). Soiﬁpv un élément de g x, af ;
a R v et par suite pd(x)Rv, avec pd(x)#v : xR'v d'aprés (12). D'autre part,
i a R pd{v), d'oh a = pd(v) ou pd(v) R a: v R'a d'aprés (12). (x, a) est un cou-
ple comparé, donc x est le sommet cherché,
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En résume, on a a effectuer les tests suivants :

(test a) pour tout noeud ou toute feuille b, (b z) et (pd(b) R z) ou z est la
premiére feuille qui majore strictement b dans i'ordre S (b ~.z entraine pd(b)Rz).
(test b) pour tout noeud b, (x ~vb) o x est le plus grand minorant strict de
I'intervalle R(b) dans 1'ordre S.

Les couples de points ainsi comparés sont des couples de points consécutifs
(2. 6. 3). Inversement, tout couple de points consécutifs b, z oii z est une feuil-
le, est I'objet d'un test a.

Revenons & la pile simple 7' = (u,, ..., uy) conjointe a [E, R]:
1) si y est le sommet de u;_; alors que i est l'entrée d'un noeud ou d'une feuil-
le z, le couple (y, z) fait l'objet d'un test, donc y et z sont consécutifs et
pd(y) R z.
2) si uj; est vide alors que i est l'entrée d'un point z, le couple (A, z) fait
l'objet d'un test, A et z sont des points consécutifs de la ramification complé-
tée : il existe un chemin de |E, R] ayant une racine pour origine, z pour ex-
trémité, et dont tout point soit le premier de sa famille,
3) si i est une sortie d'un point y, i-1 son entrée et z la premiere feuille dont
1'entrée est supérieure a i, le couple {y, z) fait 1'objet d'un test a, y et z sont
consécutifs et pd(y) R z.
4) sii est une sortie d'un point y, i-1 son entrée et si l'entrée d'aucune feuille
n'est supérieure @ i, le couple (y,®) fait 'objet d'un test a, y et ® sont des
points consécutifs de la ramification complétée : il existe un chemin de {E, R]
ayant une racine pour origine, y pour extrémité, et dont tout point soit le der.
nier de sa famille,

2. 10. 4. Piles conjointes & certaines sous-ramifications d'une ramification
orientée,

Théorsme 2, 8. Soit [E, R] une arborescence orientée et [E |, R,] une sous-
arborescence compléte de méme racine, dont l'orientation est mduite par celle
de [E, R) (2. 4. 1). Tout état de la pile conjointe g [E|, R} est un état de
la pile conjointe a [E, R].

SoientyeE, et x¢E tels que x R'y. D'aprés (12), pd(x) Ry et y#pd(x) ;
un point x' de la famille de x vérifie pd{x) R x' R y. Comme la racine de [E, R]
appartient & E;, d'aprés la définition d'une pseudo-arborescence complete
(1.4.1), pd(x), x' et x appartiennent @ E,. R, et l'ordre de sortie 5, de [E,R,]
sont les restrictions & E, de R et de S, ordre de sortie de [E, R] ; (12) montre
alors que les piles conjointes aux deux arborescences orientées ont meéme état
de sommet y,
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Théoreme 2. 9. Soient unce ramification orientée [E, R) et lasous-ramification
[El' Rl] [ormée de ses racines, de ses feuilles ot de ceux de ses points qui
ne sont pas seuls dans leur famille | 'orientation de [Ell R,) est induite par
celle de [E, R]. Tout état de la pile U, conjuinte a [El, RI] est un élat de
la pile U conjointe 4 [E, R]. Pour tout état u de U, il existe un élat u, de U,
qui en différe au plus par le sommet, le sommet de u étant trans formé en celui
de uy par le quasi-isomorphisme qui transforme [ E, R] en [El‘ RI]' Si yest
un pomt de E, autre qu'une racine, la sutte des éléments dout la sortie est
comprise entre la sortie de y et la premiére entrée suivante est la méme pour

UetU,.

[El' R 1] est une ramification sous réduite de [E, R, donc déduite de
[E, R] par un quasi-isomorphisme “f{1. 5). Soient § et S| les ordres de sortie
de [E, Rl et{E|, R;], R' et R'| les ordres associés aux piles U et U,. §; est
restriction de S. Envisageons y e E, et x ¢ E tels que x R'y ; x appartient a
E,, sinon sa sortie de U suivrait immédiatement son entrée, ce qui contredi-
rait xR'y. Soient z et z; les prédécesseurs de x pour Ret Ry:z, Rz, z, = Y(z)
(1.5.3) ;zR yety # z entraine z; R y et y # z, ; réciproquement, z Ry
ety ¥z s'écrit P(z) R Ply) et P(y) ¥ F(z), qui entraine z Ry (1. 5.1, et
y # z. Donc, d'aprés (12), R'(y) = R'| (y).

Si y' n'appartient pas a E,, il existe y dans E | tel que Ply') =y, et
un chemin y, y,, ..., y,, y' de [E, R] dont chaque point, sauf y, est seuldans
sa famille, L'étude de la pile conjointe a [E, R] montre que cette pile contient
des états w'y’, u'y,, ... ,u'y;,u'y: u'y estun état de U, d'apres la pre-
miere partie du théoreme,

La derniére partie resulte du fait qu'avec un point, E; contient toute
sa famille dans [E, R].

2. 10. 5. Retour au probléme posé en 2. 10. 1. Scit un ensemble D et une suite
fl, fz, ks . [ ip d'éléments de D, Utilisons A, fy, fz, N, "p h D' comme suite de feuil-
les & l'entrée de l'algorithme de 2, 10, 2, et faisons entrer d'autre part dans la pile
comme noeuds a des éléments de D distincts n'appartenant pas & cette suite, Imposons
aux tests les seulesconditions qui permettent d'assurer A~ Q! etpd(A) R z, c'ested=
dire: si la pile ne contient qucun séparateur ¥ au moment d'un test (a),e ~v z 5i z = [oIR
et pd(e} R z (avec éventuellement e~ z) siz # D' ; si la pile contient un séparateur
& ce moment, e A D! et pd(e) R @', Dans les autres cas, les réponses aux tests seront
choisies arbitrairement, /A entre le premier dans la pile et ne sort jamais ; ®' n'entre
pas dans la pile ; f), fz, ..., fp v entrent tous si on envisage une exécution de 1l'al-
gorithme qui soit finle,

L'algerithme engendre alors une pile sur un ensemble E U fA, 4’—}, ou E est un
sous-ensemble de D ; sa trace sur E est une pile simple T, D'aprés le théoréme 2,7,
T est la pile conjointe & une ramification orientée, dont les feuilles sont caractérisées
par le fait que leur entrée dans la pile n'est pas immédiatement précédée d'une sortie :

la ramification & laquelle T est conjointe admet fi, ... fp comme suite de feuilles,
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En résumé, l'algorithme du paragraphe 2, 10, 2 engendre les piles conjointes
& toutes les ramifications orientées ayont une suite donnée comme suite de feuilles,
et elles seules, lorsque les éléments de D qui entrent dans la pile sont tous distincts
et que les réponses aux tests satisfont & la seule condition qui a été imposée ci-des-
sus. Comme toute pile simple est conjointe & une ramification orientée et une seule,
on peut dire qu'on détermine ainsi toutes les ramifications orientées (E, y) ayant une
suite de feuilles donnée,

Supposons que l'on donne de plus une relation p entre D et le monoide libre
b, Si @ la sortie d'une suite d'éléments formant un motA, on fait entrer un a tel que
ap A, pourvu qu'il existe un tel élément a non encore entré, les ramifications engen-
drées sont les solutions du deuxiéme probléme posé au paragraphe 2. 10,1,

2. 10. 6. Application de la pile conjointe aux problémes de minimum du para-
graphe 2. 7. Au paragraphe 2. 7, on a vu que, pour une ramification [E,R],
le minimum de la fonction mx(N), pour les ordres totaux N vérifiant la condi-
tion (OR), était réalisé par un ordre de sortie, Un tel ordre de sortie S est ob-
tenu en orientant la ramification de proche en proche : pour tout point y de la
ramification, notons Sy la restriction de S & 1'ensemble R(y) des majorants de
Y, et mx(S,) la valeur pour l'ordre S, de la fonction mx associée & la sous-
arborescence de [E, R] ayant R(y) pour ensemble de points : si pour chaque
famille tx, , x,, ..., x, } de prédécesseur x, on connait les Sy. et lesmx(S, ),
il suffit d'ordonner la famille pour que les mx(S, ) soient décroissants : on
connait alors S, (2.3.3) et mx(S,) (2. 7). Siy est une feuille, R(y) est ré-
duit @ y et mx(S,) = 1.

Partons d'un ordre de sortie quelconque S' de la ramification (qui est
ainsi orientée), et transformons le en S, en réordonnant les familles l'une a-
prés 'autre comme il vient d'étre dit : & chaque étape, on obtient une nouvelle
orientation, d'ou un nouvel ordre de sortie, pour lequel tous les ensembles
R(y) sont des intervalles (théoréme 2. 4). Nous utiliserons la pile conjointe
a la ramification, orientée par 1'ordre S' donné : cette pile sera construite par
I'algorithme du paragraphe 2. 10, 2, et nous y noterons, avec chaque point y,
mx(S,) et les extrémités de l'intervalle R(y) dans la permutation actuelle de
E; ala sortie de la famille {x;, x,, ... , x,} de prédécesseur X, on possede
les renseignements nécessaires pour la réordonner : on peut ainsi calculer
mx(S,), connaitre les extrémités de l'intervalle R(x) dans la permutation de
E, et réordonner les intervalles R(x) dans R(x) pour obtenir la nouvelle per-
mutation. Dans la mémoire d'une calculatrice, les permutations successives
pourront &tre stockées séquentiellement, et il faudra effectuer des transferts,
ou bien on pourra éviter ces transferts en les stockant sous forme de '*liste"’
(cf. par exemple [ 44]).

Tout ce qui vient d'étre dit reste valable en remplagant la fonction mx

par la fonction k définie au paragraphe 2. 7, ou par la fonction mx' si on cher-
che seulement & minimiser mx' (N) pour les ordres de sortie N.
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2. 11 Construction de la pile conjointe grice & des tests portant uniquement
sur des feuilles,

2. 11. 1. Etude générale. La construction de la pile conjointe & une
ramification orientée (ou la détermination d'une ramification orientée pami
celles qui possédent une suite de feuilles donnée) est donc ramenée & la
connaissance de deux relations, liées & la ramification : la relation d'équiva-
lence et la relation pd(x)Ry, pour les couples étudiés au paragraphe 2. 10, 3.
Ces couples ne sont pas formés uniquement de feuilles. Peut-on se contenter
des restrictions de ces deux relations & l'ensemble F des feuilles ?

Soit 7" la trace sur l'ensemble F (1. 6. 4) de la pile ' conjointe &
une ramification orientée. Chaque test (a) (2. 10. 3) porte sur un couple (b, z)
et provoque 1'entrée de la feuille z ou la sortie de la famille de b ; on peut lui
associer un test sur le couple (y, z), oh y est le sommet de la trace sur F de
1'état de m' dont b est le sommet : si b est un noeud, b est distinct de y ; peut-
on alors ramener le test (a) (b ~v z, puis pd(b)Rz) aux tests analogues (y ~ z)
et(pd(y)Rz) ? On doit aussi effectuer le test (b) (x v b) : peut-on encore le
ramener qux tests précédents ?

Soit une ramification [E, R]. Ses feuilles et ceux de ses noeuds qui
sont prédécesseurs d'une feuille forment une sous-ramification [IS_I, Rl, qu'on
appellera le feuillage de [E, R]. [E‘I), R] est son propre feuillage. La ramifi-
cation sous-réduite de [E, R} (1. 5. 3) a meme feuillage que [E, R]. Un feuil-
lage est sa propre ramification sous-réduite. Une orientation de [E, R] déter-
mine une orientation de son feuillage (2. 4. 1).

Si, pour construire la pile conjointe & une ramification orientée, on se
limite aux tests sur les feuilles qui viennent d'étre proposés, deux ramifica-
tions distinctes ayant méme feuillage fourniront les mémes réponses qux tests,

alors qu'elles n'ont pas la méme pile conjointe. On devra faire une hypothése
supplémentaire qui ne puisse étre satisfaite & la fois par deux remifications
distinctes ayant le méme feuillage, Le plus simple est de se limiter & étudier
{ou & chercher) une ramification qui soit un feuillage (1),

(1) On montre aisément qu'on obticentol'une quelconque des ramifications orientées
(E, Y) ayant un feuillage orienté (E, Y) donné, de la maniére suivante : pour chaque
noeud y du feuillage, Qn construit une arborescence orientée Aly) de racine gy, qui «
pour suite de feuilles Y (y), ol tout élément de Y(y) qui est une feuille de (E,Y) ay
pour porédécesseur, les points de A(y) autres que la racine oules feuilles n'appartenant
ni a E, ni & l'arborescence A(y') associée & un autre noeud y' ; on construit une rami-
tication Ap qui a pour suite de feuilles la suite des racmés du feuillage donné, dans
l'ordre d'orientation, les noeuds de Ag n'appartenant ni & E, ni @ aucune arborescence
Aly). Alors E est formé des points de Ag et des A(y) ; si x est un noeud de Aj ou de
Af(y), il n'est noeud d'aucune autre de ces ramifications : Y (x) est le mot qui apourpré-
décesseur x dans la ramification orientée dont x est noeud ; pour les autres points x
de E,y (x) =/\ ; le mot des racines de (E, Y) est celui de Ag.
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Soit donc un feuillage [E, R] orienté : tout noeud est le prédécesseur
d'une feuille, Etudions l'algorithme de construction de la pile 7' conjointe &
ce feuillage, Nous conserverons les notations qui ont déja été utilisées : R'
est l'ordre associé & la pile ' ; il a été défini au paragraphe 2, 10. 2, en (12) ;
Q est l'ordre de sortie de cette pile ; pour tout noeud b, x est le sommet de la
pile ' lors de l'entrée de b, autrement dit 1'élément qui, dans l'ordre S, pré-
céde immédiatement R(b) ; y est le sommet de la pile '' & ce moment ; il en
résulte que y R' x R' b (théoréme 1. 7) ; z est la premiére feuille qui majore b
dans l'ordre S. Nous poserons de plus a = pd(b) et r = pd(y). Démontrons d'a-
bord quelques lemmes :

Lemme 1.1 R pd(x) R a.
Ceci résulte directement de y R' x R' b d'aprés (12} (paragraphe
2.10. 2).

Lemme 2. Pour que x soit équivalent a b, il faut et il suffit que b ne soit pas
le premier élément, dans l'ordre S, de sa famille.

La condition est évidemment nécessaire, Réciproquement, si b n'est
pas le premier élément de sa famille, x qui précéde immédiatement R(b) dans
l'ordre S est équivalent ab (2. 3. 3).

Lemme 3. $'il existe une feuille w égquivalente a b et telle que w Sb, w, y, x
etb sont équivalents.

x est équivalent & b d'aprés le lemme 2. D'aprés (12), w R' b ;best le
sommet d'un état u; de w' : w appartient & u, (théoréme 1. 7). Le sommet de
la trace de u; sur F est y; donc w R' y R' b (théoréme 1. 7) et par suite
b Q y Q w. Comme les familles sont des Q-intervalles, y est équivalent a b,

Lemme 4. Pour que a R z, il faut et il suffit que b ne soit pas le dernier é1é-
ment, dans l'ordre §, de sa famille.

Si b est le demier élément de sa famille, son S-successeur est «
(2.3.3) :donc z S q, d'od a Rz, Sibn'est pas le demier élément de sa fa-
mille, son S-successeur appartient a R(a) et c'est une feuille (2, 3. 3) ; c'est
donc z,

En particulier, s'il existe une feuille w équivalente & b et telle que
b Sw,alors aR z,

Lemme 5. S'il n'existe aucune feuille w équivalente & b et telle que w S'b, y
n'est pas équivalent a z etr R z,

Comme la ramification étudiée est un feuillage, il existe une feuille w
équivalente a b ; ici elle vérifie b S w ; d'aprées les lemmes 1 et 4, rRaR z.
a # z car a est un noeud et z une feuille ; r ¥ a car y n'est pas équivalent a
b : doncr # pd(z).

Etudions maintenant si les réponses aux tests (y ~z) et (r R z) dé-
terminent les réponses a (x ~v b}, (b ~z)et{(aRz):

1) Hypothése : y~ z. D'aprés le lemme 5, il existe une feuille w équivalente
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a b telle que w S b, Alors, d'aprés le lemme 3: x ~ b ~ z. b et z entrent dans
la pile sans séparateur.

2) Hypothése : r R z (d'ot y + z). D'aprés le lemme 5, il existe une feuille w
équivalente a b telle que w S b, Donc (lemme 3) y~ x ~vb ;d'odr=a, by z
et a R z. b entre dans la pile sans séparateur, z n'entre pas ; la famille de b
sort donc,

3) Hypothése: ysbzetr Rz, Der R a(lemme 1) et r R 2, on déduit a R z,
car z est une feuille de la ramification. Mais nous allons voir qu'ici on ne peut
déterminer le résultat du test (x ~ b) sans hypothéses supplémentaires. En
effet, I'hypothése est réalisée dés que b n'est précédé (dans l'ordre S) par
aucune feuille équivalente (lemme 5). Mais selon que b est ou non le premier
élément de sa famille, b 4 x ou b ~ x (lemme 2). Il est donc nécessaire qu'il
n'existe aucune famille dont les deux premiers éléments soient des noeuds.
D'autre part, supposons qu'une famille posséde deux noeuds consécutifs (pour
I'ordre S) b et b', précédés d'une feuille, Etudions b : d'aprés le lemme 4,
a R z; d'aprés le lemme 3, y mx ~vb ; par suite r R z, z vérifie b' Rz et
b' # z, Donc z n'est pas équivalent a b ni & y. L'hypothése est satisfaite, et
b~ x. Il est donc nécessaire que s'il existe une telle famille, aucune autre
famille ne commence par un noeud,

Les réponses aux tests (yrJ z) et (r R z) ne peuvent donc déterminer
les réponses a (x ~b), (brvz) et (aR z)qgue dans les cas :

(A) si deux noeuds appartiennent & la méme famille, dans cette famille une
feuille se trouve entre eux (pour l'ordre d'orientation),

ou

(B} pour tout noeud, le premier, dans l'ordre d'orientation, des éléments dont
il est le prédécesseur est une feuille.

Dans (A) on a introduit une condition sur les racines parce qu'elles
forment, avec A et @', la classe des éléments de prédécesseur § (2. 10. 2).
Aucune condition sur les racines ne se trouve dans (B), car A est le premier
élément de la classe des racines et il a été considéré comme une feuille,

Pour qu'une ramification soit un feuillage et satisfasse a la condition
(A), il faut et il suffit qu'elle verifie (A) et
(Al) si un noeud est le prédécesseur d'un seul élément c, c est une feuille.
Les ramifications sousréduites satisfaisant @ (A} sont toutes des feuillages.
L'hypothése (B) suffit pour qu'une ramification soit un feuillage, In-
versement, il est clair que tout feuillage posséde une orientation telle que (B)
soit satisfaite.

2. 11. 2. Etude du cas (A).
Lemme 6. Dans le cas (B), x est une feutlle et donc x =y,
D'aprés le lemme 1, pd{x) R a, d’oi pd(x) R b ;il existe donc by tel que
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x~bjetb; Rb: x # b, car x R b, x n'appartient pas @ R(b,) et R (b;)
contient R(b), x est donc aussi 1'élément qui, dans l'ordre S, précéde R(b,) ;
dans leur famille, x et b | sont consécutifs. x est donc une feuille.

Lemme 7. Dans le cas (A), pour que b ne soit pas le dernier élément de sa fa-
mille, il faut et il suffit que b soit équivalent a z.

Sib n'est pas le dernier élément de sa famille, 1'élément suivant est une feuil-
le z'. R(z') est réduite @ z' : 2' est donc le S-successeur de b (2. 3. 3). D'ou
z' = z, b est équivalent a z, Réciproquement, b ~ z entraine a R z et il suffit
d'appliquer le lemme 4,

Revenons & I'hypothése 3 du paragraphe 2. 10. 2 : y Xz et r Rz.Sup-
posons que b ne soit pas le premier élément de sa famille, Alors b est équiva-
lent @ x = y (lemme 2}, b n'est donc pas équivalent & z, b est le dernier élé-
ment de sa famille (lemme 7) et a R z (lemme 4) : comme a = r, ceci contre-
dit r R z, b est donc le premier élément de sa famille. On en déduit x 0 b(lem-
me 2) et b z (lemme 7) : un séparateur entre, puis b, puis z, Les tests sur
y et z sont donc suffisants dans le cas (A).

1l est facile d'adapter & ce cas l'algorithme de 2. 10. 2. Aprés avoir
déterminé la classe des éléments dont un noeud a est le prédécesseur, on pla-
cera a dans une "' mémoire auxiliaire'' p, en attendant de savoir s'il doit étre
précédé dams la pile par un séparateur ¥, On a vu (lemme 6) que y est le som-
met de la pile construite. ''entrée de (n )'' ne modifie pas la pilelorsque p=A,

2. 11. 3. Etude du cas (B). L'hypothése du lemme 3 est toujours réalisée : x
est équivalent a b et ay. Pour yqozetr Rz, bpzetaRz:bentre, puis
un séparateur, puis z,

Les tests sur y et z suffisent donc aussi dans le cas (B). Et tout noeud
entre sans séparateur. L.'algorithme de détermination de la ramification est dé-
crit figure 2. 12,

2. 12. Romification gauche d‘une ramification orientée.

2. 12. 1. Définition. Au chapitre 6, nous serons amenés & déterminer une rami-
fication orientée (E, y) par une autre, qui a le méme ensemble de points E et
ol toute famille, sauf celle des racines, commence par une feuille. Pour cela,
nous allons ici associer & (E, y), de maniére injective, une telle ramification

(E, v').

Désignons par E, l'ensemble formé des racines de (E, y) et de tout
point qui n'est pas le premier de sa famille, par R 1'ordre associé a (E, v,
par S son ordre de sortie. Larelation R' définie dans E par

xR'y <= (xRyetxe¢E Joux=y
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est transitive ; R'(x) = R(x) si x ¢ E , R'(x) = {x} sinon. L'ordre total S et
la relation R satisfont aux hypothéses du théoréme 2. 4, il en est de méme pour
S et R'. Il existe donc une ramification orientée (E, y') unique dont R' est
'ordre associé et S l'ordre de sortie. Nous l'appellerons ramification gauche

de (E, y).

Si un isomorpnisme ¥ transforme (E, y) en (E", y'"), ~f est aussi
un isomorphisme de (E, y') sur la ramification gauche de (E", y''). Si toute
famille de (E, y) autre que celle des racines commence par une feuille, les
relations R et R' sont confondues, (E,y) = (E, y').

2.12.2. Propriétés de (E, y'). (E, y') a mémes racines que (E, y) ; ses feuil-
les sont les feuilles de (E, y) et les noeuds de (E, y) n'appartenant pas a
E, ; ses noeuds sont ceux de (E, y) qui appartiennent & E,. Identifions le
R'-prédécesseur z d'un point x qui n'est pas une racine : zRx et z¥x ; de
plus, dans le R-intervalle ]z, x[ n'existe aucun élément z' de E,, sinonz'
vérifierait zR'ZR'x. Le R'-prédécesseur de x est, pour R, le plus grand mi-
norent strict de x qui appartient & E;. De ce résultat, nous déduirons diverses
conséquences :

a) Si z € E; et siy est la premiere feuille de R(z), d'aprés 1'étude faite en
2.3.3, z est le R'-prédécesseur de y, la famille y'(z) a y pour premier élé-
ment : (E, y') est sa propre ramification gauche,

b) Deux points x et y qui appartiennent & la méme famille A de (E, y) appar-
tiennent aussi & la méme famille A' de (E, y'). Si y suit immédiatement x dans
)\, y appartient a E; et R'(y) = Rl(y) ; dans 'ordre de sortie S, x précéde im-
médiatement R(y) : y suit aussi immédiatement x dans A'.

c) Si le R-prédécesseur y d'un point x appartient @ E,, y est aussi le R'-pré-
décesseur de x; sinon , dams (E, y'), x et y appartiennent & la méme famille,
Supposons que x soit le demier point de sa famille dans (E, y) : pour l'ordre
S, x est le prédécesseur de y ; si y appartient & E,, x est le demier point de
y'(ly) ; sinon, x et y sont consécutifs dans leur famille commune,

On déduit de cette étude la forme des familles de (E, y') : si z estun
noeud de (E, y) oppartenant & E;, y'(z) commence par la premiére feuille ag
de R(z), qui est suivie des autres éléments de sa famille y(a;) ; si a; e Ey,
a, =z, y'(z) = y(a,) ; sinon y(a,) est suivi de la famille y(a,) dont a, est le
premier élément, etc... Finalement, y'(z) = y(a;) ... y(up) ou:px»l;a,=z;
pour 1 < i< p-1, a; est un noeud de (E, y) et une feuille de (E, y') ; tout au-
tre élément de y(z) est soit ay, feuille de (E, v}, soit un point de E | : c'est
une feuille de (E, y) ou un noeud de (E, y') ; pour 1 igp, aj est le pre-
mier élément de y(q;).
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La figure 2. 13 schématise une arborescence orientée et sa ramifica-
tion (arborescence) gauche (orientation de '' gauche a droite'").

Figure 2, 13

2. 12. 3. Existence et unicité d'une ramification orientée ayant une ramifica-
tion gauche et un ensemble de feuilles donnés. L.a donnée de la ramification
(E, v') et de 'ensemble F des feuilles de (E, y) permet de déterminer pour
chaque mot y'(z) la suite des a; ; on connait alors les y(a;) et y(z), c'est-a-
dire pour tout noeud u de (E, y) le mot y(u). Par suite, il existe au plus une
ramification orientée (E, y) qui a un ensemble de feuilles F donné et dont une
ramification orientée donnée (E, y') est ramification gauche,

Pour que (E, y) existe, il est nécessaire que toute famille de (E, y'),
sauf celle des racines, commence par une feuille et que F soit un ensemble de
feuilles de (E, y') qui contienne le premier élément de chacune de ces famil-
les. Supposons qu'il en soit ainsi. Envisageons un noeud z de (E, y') et, dans
y'(z),la suite (éventuellement vide) des feuilles de (E, y') n'appartenant pas
aF:ap,..., ayy ;posons a, =z (p 3 1) :on peut écrire y'(z) = y(q))...y(ay)
ot, pour 2g 1 g p, a;_, est le premier élément de y(q;) ; notons d'autre part que,
d'aprés 1'hypothése, le premier élément a, de y(a,) appartient @ F. On définit
ainsi, pour toute feuille u de (E, y') n'appartenant pas @ F, et pour tout noeud
ude (E, y'), un mot y(u) : chacun de ces mots commence par une feuille de
(E, y') : siueF, posons y(u) = A. Tout point de E qui n'est pas une racine
de (E,y') appartient & un, et un seul, des mots y(u) :d'aprés 1. 4. 1, ces mots,
avec y(A), mot des racines de (E, y'), définissent une ramification orientée
(E, y) dont F est l'ensemble des feuilles ; soit E| l'ensemble de ses racines
et de ceux de ses points qui ne sont pas premiers de leur famille : les noeuds
de (E, y) qui appartiennent & E ; sont les noeuds de (E, y'). Si R est l'ordre
associé a (E, y), d'aprés 2. 3. 3, la premiére feuille de R(z) = R(qy) estag.
Il résulte alors de la construction des familles de la ramification gauche de
(E, v) que cette ramification est (E, y').
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Théoréme 2. 10. Pour qu'il existe une ramification orientée (E, y) d'ensemble
de feuilles Fdonné ,dont une ramification orientée (E,y') donnéesoit la rami-
fication gauchke, il faut et il suffit que tout élément de F sout unc [euille de
(E,Yy') et que chaque famille de (E, y') autre que celle des racines commence
par un élément de F. (E, y) est alors unique.

2. 12. 4. Entrées et sorties de la pile strictement ottachée a (E, y'). L'entrée
d'un noeud de (E, y') est suivie de celle d'une feuille de (E, y). Si un noeud
x de (E, y) qui n'appartient pas & E| a pour successeur, dans l'ordre S, un
autre noeud y de (E, v), x est le premier point de sa famille, mais aussi le
dernier et y est le R-prédécesseur de x (2. 3. 3), donc y(y} =*x*. Soit ujun
état de la pile, i' le plus petit entier supérieur & i qui est l'entrée d'une feuil-
le de (E, y) ou l'indice du dernier état de la pile. i'-1 est la seule entrée pos-
sible d'un noeud de (E, y) comprise entre i et i', Entre i et i' se trouventm
(> 0) sorties d'éléments de v, j; < ... <j, ;posons i =jgeti =j . ;
i eti,, (k=0,..., m) sont séparés par l'entrée et la sortie de g (»0)
feuilles de (E, y'), qui sont aussi desnceuds de (E, y), x, ..., x : dans
l'ordre S, x;, ..., X, forment un intervalle et, pour 2¢ k< q, v(x.} =% ;"
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CHAPITRE Ml

PILES ET PSEUDO-RAMIFICATIONS

3. 1. Piles simples dont une pile donnée est transcrite.

Nous avons vu au paragraphe 1. 7 que toute pile U sur un ensemble E
est transcrite d'une pile simple U, sur un ensemble Eg, par une application f
de E; dans E ; le mot d'entrée de U est transcrit du mot d'entrée de U par
'application f ; cette condition définit d'ailleurs f, puisque tout élément de
E ; a une occurrence dans le mot d'entrée de U,, de sorte qu'il existe au plus
une transcription transformant une pile simple donnée U, en une pile donnée U
sur E,

Soient U, et U, deux piles simples, sur deux ensembles E, et E,, dont
une pile U sur un ensemble E est transcrite. L.es mots d'entrée o, et o, de Uy
et Uy ont méme longueur, celle du mot d'entrée de U ; tout élément de Ega
une occurrence et une seule dans «; ; associons-lui 1'élément de E, qui a mé-
me rang dans «; : nous définissons ainsi une bijection g de E| sur E;. Par
récurrence sur j, le j ™ état de U, est transcrit par g du jeme gtat de u,; la
pile U; est donc transcrite en Uy par g, et par suite U, est isomorphe & Ug.

Réciproquement, soit une pile U transcrite d'une pile simple U, par
une application f, et U; une pile simple isomorphe & Uy, c'est-a-dire que U
est transcrite de U; par une bijection g. Comme le produit de deux transcrip-
tions est une transcription (£ o ¢* = (fog)™), U est transcrite de U; (per
foqg).

Théoréme 3. 1. Toute pile U sur un ensemble E est transcrite d'une pile sim-
ple Uy. Si E, U, et Uy sont donnés, la transcription est unique. Les piles sim-
pbles dont U est transcrite sont les piles isomorphes a Uy et elles seules.

3. 2. Pseudo-Ramifications.

3. 2. 1. Définitions. Au paragraphe 1. 4. 5, nous avons vu qu'une ramification
orientée est déterminée par la donnée d'un ensemble d'index I et d'une bijec-
tion définie sur I : un ensemble d'index est un sous-ensemble du monoide li-
bre déduit de 'ensemble des entiers naturels, qui, avec tout mot A = X, r de
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dernier élement r, contient le mot A, s'il n'est pas vide et les mots A, ' pour
01 gr. Tout ensemhle d'index I définit une ramification orientée, que nous
noterons simplement | par abus de langage. Deux ramifications orientées iso-
morphes ont méme ensemble d'index I, et la ramification orientée I leur est
isomorphe,

Soit un ensemble E non vide. Nous appelons pseudo-ramification dans
E tout couple d'un ensemble d'index I et d'une application quelconque f de I
dans E. Nous dirons que la pseudo-ramification (I, f) est /'image par f de la
ramification orientée .

Une ramification orientée quelconque, d'ensemble de points E', déter-
mine son ensemble d'index I et une bijection g de I sur E' ; si on donnede
plus une application ' de E' dans E, on peut définir la pseudo-ramification
(I, f'oqg) : nous dirons encore que cette pseudo-ramification est l'image par f'
de la rami/icatz'on orientée donnée q(1) et nous la noterons ((g(I}, f')). Pour
que ((Rl, 1)) = ((Rz £'2)), il faut que les ramifications orientées R etR,
aient méme rdmmcatxon d mdex I, donc soient isomorphes : G{z =h(R,) ; dlors,
si®R; = g(I), ((Ry, £ ) = ((hog(1), £)) = (I, f', ohog); pour que ((szl. Y=
((h(R)), ', ) il faut et il suffit que f' =f'50h:

((R, foh)) = ((h(R), £)) si h est un isomorphisme.

Plus généralement, nous dirons qu'un graphe (E', [') et une application
f de E' dans E définissent un pseudo-graphe dans E (E', I’ ; £}, avec la con-
vention que (E;, [} ; f,)=(E, I, f,) si, et seulement si, le graphe(E,, [, )
est image de(El, ry) pm‘ un 1somorphlsme hetf =1f,oh. Le pseudo-graphe
sera dit fini si l'ensemble E' I'est,

Si (I, f) est une pseudo-ramification dans E et g une application de E
dans un ensemble E , nous dirons que g transforme (I, f) en la pseudo-rami-
fication (I, gof) dans E .

Exemple de pseudo-ramification : soit un ensemble A, et D un sous-en-
semble fini du monoide libre déduit de A, tel que tout facteur gauche d‘un mot
de D appartienne & D, Soit [ la relation dans D :

AL A’ si, et seulement si, le mot X est facteur gauche du mot \'.

[D, ] est une ramification ; orientons-la d'une maniére quelconque, A tout
mot de D, associons 1'élément de A qui le termine : l'image, par ' application f
ainsi deflme, de la ramification [D, [[] orientée est une pseudo-ramification ;
f transcrit les chemins de [D, [_] dont l'origine est une racine en les mots de
D. On peut utiliser une telle pseudo-ramification pour stocker un dictionnaire
(figure 3. 1, voir par exemple [56]) : D est alors 'ensemble des mots du dic-
tionnaire, terminés par un symbole ® qui permet de reconnaitre leur fin, et de
leurs facteurs gauches,
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Figure 3. 1

Soit une pseudo-ramification (I,f) dans un ensemble E. L'application
f transcrit les familles de la ramification orientée I, qui sont des mots du mo-
noide libre 1%, en des mots du monoide libre E* qu'on appelle familles de la
pseudo-ramification. La famille des racines de I est transcrite en la famille
des racines de (I,f) ; si I est une arborescence, (I,f) s'appelle une pseudo-ar-
borescence : elle a une seule racine, Toute autre famille de I est la suitey (x)
des éléments de | ayant le méme prédécesseur x : on dit que {(x) est prédéces -
seur de la famille transcrite de y(x). La suite de feuilles (2.6.1) de la rami-
fication orientée I est transcrite en un mot de E* appelé suite de feuilles de
la pseudo-ramification. On nomme hauteur de (I,f) la hauteur de I. Si J est une
sous-ramification de I, elle est orientée par l'orientation de I (2.4.1). Son
image par la restriction de f a J est une pseudoramification, dite sous-pseudo-
ramification de (I,f). Si J est une sous-arborescence complete (1.4.1) de I,
son image est appelée sous-pseudo-arborescence compléte de (I,1).

La pseudo-ramification (I, f} peut étre donnée par sa matrice des index,
définie comme pour une ramification (1.4.5). Elle est aussi déterminée par
toute matrice qui définit a la fois I (ou une ramification orientée isomorphe)
et f. Il en est ainsi pour une matrice associée & I bordée d'un vecteur qui pour
chaque ligne, correspondant a x de I, donne f(x). Il en est de méme pour une
matrice a trois colonnes qui, pour chaque x de I, donnent {(x), le numéro de la
ligne de la matrice qui correspond au lien vertical de x, et le numéro de celle
qui correspond au lien horizontal, lorsque ces liens existent : une telle ma-
trice est appelée matrice d'enchainement de la pseudo-ramification. En pa-
ticulier, on peut ranger les éléments de I dans !'ordre d'entrée de la ramifica-
tion : on a vu qu'alors il suffisait d'indiquer dans la deuxiéme colonne 1'exis-
tence du lien vertical.

3. 2. 2. Révunion horizontale ou verticale de deux pseudo-ramifications. Soient
deux pseudo-ramifications (11' fl) et (IZ, fz) dans un ensemble E ; désignons

par k le nombre des racines de (I] s fl ). A tout index A ¢ 12' associons la suite
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d'entiers t()\) obtenue en ajoutant k au premier des entiers qui composent A ;
t(I,} est un ensemble, disjoint de I;, de suites d'entiers qui sont les points
d'une ramification orientée I, isomorphe & I,. La féunion de I et de t(IZ) est
un ensemble d'index I, qui définit une ramification d'index : cette ramification
n'est autre que la réunion horizontale (1. 4. 2) des ramifications orientées Il
et',. Définissons une application f de [ dans E, par :

fx) =1, (x) si xely ; £(x)=f ot™(x) si xet(ly).

La pseudo-ramification (1) s'appelle réunion horizontale de (I, £,) et (1,, £,)
On définit ainsi une loi de composition interne de 1'ensemble des pseudo-ra-
mifications dans un ensemble E ; il est facile de voir que cette loi de compo-
sition inteme est associative (mais non commutative). On note

(10 = (0, £) u (. §p).

Soient \10) et P, les mots des racines de (I ,f,) et {1,,1,): \-Pl = (1)
et “Pz =f%(¥,) oh ¥, et ¥, sont les mots des racines de I; et I,. Le mot des
racines de I est '] t* (Y,) ; celui de la pseudo-ramification (I, f) est donc :

LY, (%)) = B 08 ) (Fot)*(¥,) = (¥, ) #5(¥; ) = P P,

Si o et o, sont les suites de feuilles de (I, f;) et (I,, {,), on montre de la
méme fagon que la suite de feuilles de (I, f) est «; «, ; on utilise le fait que
la suite de feuilles de la réunion horizontale de deux ramifications orientées
est obtenue par concaténation des suites de feuilles de ces ramifications

(2.6.2).

Envisageons maintenant deux pseudo-ramifications (I, f;) et (I, £2)
telles que la suite de feuilles de la premiére soit la famille des racines de
la seconde. Tout A de I, s'écrit r A", oh r est un entier et A' une suite d'en-
tiers ; soit A'" la feuille de I; qui a pour rang r ; posons ici tA) = A" AL (D)
est l'ensemble des points d'une ramification orientée I', isomorphe & I, dont
le mot des racines est la suite de feuilles de I;. La réunion verticale (2.6.2)
de ], et I', est une ramification d'index I. ]E)léﬁnissons une application f de [
dans E, par f(x)=1, (x) si x ¢ I, fix)=f, ot (x)sixet(l,):sixel; n t(I,),
x est une feuille de I; et une racine de I% ; comme la suite de feflilles de
(I;, f;) est la famille des racines de (I3, f3), on a bien f, (x) =f;0t (x). La
pseudoramification (I, f) s'appelle réunion verticale de (I, f,) et (I, f,). On
note

(1, £) = {1, ;) T (I, f2).

Soit “Plle mot des racines de (I, f,) : \?1 =f* (Y,) ot ¥, est le
mot des racines de [,. Le mot des racines de [ est ¥}, et celui de (1, 1),
Py ) =1 (Yy) = P,. Deméme, la suitede feuillesde(I,f) estcellede (I,,1,).
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Soit (I, f) la réunion horizontale (resp. verticale) de deux pseudo-rami-
fications (I, f;) et (I, f;) : une sous-pseudo-arborescence compléte de (1,, f,)
est l'image d'une sous-arborescence compléte J de I, par la restriction f, de
f, a J. Désignons par t et { les restrictions respectives de t et f & J et a t(J) ;
t(J) est une sous-arborescence compléte de I', et ((J, fz)) = ((t(1), f, 0 th) =
((t(J), £))._t{J) est une sous-arborescence compléte de 1 (1. 4. 2 et 2, 6. 2):
done ({J, f,)) est une sous-pseudo-arborescence compléte de (I, f). Il est im-
médiat de montrer que toute sous-pseudo-arborescence compléte de (I, f,) est
une sous-pseudo-arborescence complete de (I, f).

Théoréme 3. 2, Soient deux pseudo-ramifications dans un méme ensemble. Tou-
te sous-pseudo-arborescence compléte de l'une d'elles est une sous-pseudo-
arborescence compléte de leur réunion bhorizontale, et de leur réunion verticale
lorsque celle-ci existe.

3. 2. 3.Pseudo-ramification gauche d’une pseudo-ramification, On appelle pseu-
do-ramification gauche d'une pseudo-ramification (I, f) l'image par f de la ra-
mification gauche I . de I (2. 12).

I; est isomorphe & sa ramification d'index I' : I' = h(IG) ; la pseudo-
ramification gauche de (I, f) est (I', f o E'). I' est la ramification gauche de
h(I), et (I, f) est I'image de h(I) par f o h™* : (I', fohT)estla pseudo-ramifi-
cation gauche de 1'image parf o h™ d'une ramification orientée dont I' est ra-
mification gauche,

Réciprequement, soit une pseudo-ramification (I', ') telle que I' soit
la ramification gauche d'une ramification orientée I;. I, est isomorphe & sa
ramification d'index I : I; = h(I) ; la ramification gauche de I est v (D). La
pseudo-ramification gauche de (I, f' o h) est ((h°1 (I'), f' o b)) = (I, £').

Les pseudo-ramifications dont une pseudo-ramification (I', f') est pseu-
do-ramification gauche sont les images par {' des ramifications orientées dont
I' est la ramification gauche. On déduit alors du théoréme 2, 10 :

Théoréme 3, 3. Soit un ensemble E, E  un sous-ensemble de E, € lensemble
des pseudo-ramifications (I, f) dans E telles que { transforme les [euilles de 1
en des éléments de E, les noeuds de 1 en des éléments du complémentaire de
E,. Pour qu'il existe une pseudo-ramification (I, f) ¢ fo dont une pseudo-ra-
mification dans E, (I', 1'), donnée soit la pseudo-ramification gauche, il faut
et il suffit que tout point x de 1' tel que 1'(x) € E g soit une feuille et que cha-
que famille de 1', autre que celle des racines, commence par un tel point, (1, f)
est alors unique.

En effet, les pseudo-ramifications dont (I', f') est pseudo-ramification
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gauche sont les images par ' des I, dont I' est ramification gauche ; leur im-
poser d'appartenir @ € o revient a déterminer les feuilles de I, : les points x
tels que f'(x) ¢ E,.

La pseudo-ramification gauche de la transformée d'une pseudo-ramifi-
cation (I, f) par une application g est la transformée par g de la pseudo-rami-
fication gauche de (I, f).

Dans le cas ou (I, f) est une pseudo-arborescence, il en est de méme
pour sa pseudo-ramification gauche : nous parlerons alors de la pseudo-arbo-
rescence gauche de (I, f).

3. 3. Piles attachée, adjointe, conjointe & une pseudo-ramification.

On appelle pile attachée (resp. adjointe, conjointe )& une pseudo-ra-
mification (I, f) la pile transcrite par f de la pile strictement attachée ( resp.
adjointe, conjointe) & la ramification orientée I.

Soit une pile U, D'aprés le théoréme 3. 1, elle est transcrite d'une pile
simple U, définie a un isomorphisme prés. Chaque pile Ujest strictement at-
tachée (resp. adjointe, conjointe) a une ramification orientée, et aux diverses
piles U, toutes isomorphes cormrespondent des ramifications orientées isomor-
phes (théoremes 2. 1, 2. 6, 2. 7), qui ont toutes la méme ramification d'index I,
qui leur est isomorphe, U est transcrite de la pile strictement attachée (resp.
adjointe, conjointe} a la ramification I, et la transcription f est unique (théo-
reme 3, 1).

Théoreme 3. 4. Toute pile sur un ensemble E est attachée (resp. adjointe,
conjointe ) & une pseudo-ramification sur E et une seule.

Exemple : pseudo-ramification représentée figure 3, 2.

Matrice d'enchafnement (dans 1'ordre d'entrée} : 1 indique la présence d'un
lien vertical, 0 son absence,

n° de . lien lien

ligne élément vertical herizontal
1 D 1 -
2 A 0 3
3 B 1 -
4 C 0 5
5 B 1 -
6 A 4] 7
il C 0 8
8 A 0 -
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Pile attachée :
A C A
C BBBBBEB
L BBBBEBBBBEB

DDDDDDDDDDDDDDD

Pile adjointe :

A
A c cece
D BBB BBB AAAAA
A A A
Pile conjointe : Figure 3. 2.
A
ccc

AAAAA B
ccccceccecceccecce B

AAARAAAAAAARAAA D
A

Une pseudo-ramification est donc déterminée par sa pile attachée, sa
pile adjointe ou sa pile conjointe, c'est-a-dire par leur mot attaché ou leur mot
de description ou leur mot de description incomplet ou le couple de leur mot
d'entrée et de leur mot direct des poids oule couple de leur mot de sortie et
de leur mot inverse des poids.

Soit un ensemble E et une application p de E dans l'ensemble des entiers na-
turels. Envisageons l'ensemble des pseudo-ramifications dans E ol toute famille de
prédécesseur x ait pour longueur p(x), et dont chague feuille y vérifie p(y)=0. Dans
cet ensemble, une pseudo-ramification est définie par le mot d'entrée (resp. de sortie)
de sa pile attachée, qui détermine le mot direct (resp, inverse) des poids : on peut
appeler ce mot d'entrée (resp. de sortie), mot! de Lukasiewicz direct (resp. inverse)
de la pseudo-ramification. Les mots de Lukasiewicz directs des pseudo-ramifications
de l'ensemble forment un langage préfixé au sens de [27].
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CHAPITRE IV

STRUCTURES, GRAMMAIRES ET LLANGAGES DE CHOMSKY

4. 1. Définitions.

4. 1. 1. Structures de Chomsky. Soit un ensemble fini V et une relation binaire
entre V et le monoide libre V* déduit de V : nous nuterons ::= cette relation.
Nous appelons structure de Chomsky ¥ (V,::=) I'ensemble des pseudo-rami-
fications dans V telles que, pour toute famille P de prédécesseur A, A= P,
Nous disons que A ¢ V*dérive de A’ e V*lorsque A = X' = A ou lorsqu'il existe
dans ¥ (V,::=) une pseudo-ramification aont A est la suite de feuilles et A’
la famille des racines ; si la hauteur de cette pseudo-ramification est supérieu-
re @ 1, A dérive strictement de A'. A dérive de A' sera noté A' *> X ; une
pseudo-ramification dont la famille des racines est A' et la suite de feuilles A
sera dite de type (A' %> A). Si ' est une pseudoramification de type
(A' =25 A) et R" une pseudo-ramification de type (A —%—> A"}, la réunion
verticale de R' et R'' est de type (\'—*—> A"'), d'apres 3. 2. 2. Si le est
de type (A'} £—> \;) et R, de type (A',-*—> A,) la réunion horizontale
de R | et R, estde type (A"} A'; 2—> Ay Ay), d'aprés 3. 2. 2. Dans le mo-
noide libre V¥ la relation —*—> est un préordre, compatible avec la concaté-
nation,

Nous supposerons que le nombre de couples qui sont dans la relation ::=
est fini et non nul (voir généralisation en 4. 6). Alors ::= peut étre donnée
par énumération des couples en relation, A::= P : nous dirons que A::= ¢
est la régle de premier membre A, de second membre ¥ _ On abrége l'écriture

A=Y etA::= PenA::= 0| [11.

Déans la suite nous supposerons que V est donné comme réunion de deux
ensembles disjoints T et N, N contenant tout premier membre de regle, c'est-
a-dire tout prédécesseur d'une famille dans une pseudo-ramification de
Y(V,::=). Nous appellerons ators proposition de la structure tout mot du mo-
noide libre T* qui dérive d'un élément de N.

4. 1. 2. Grammaires et langages de Chomsky. Soit X ¢ N. L'ensemble des pro-

positions qui dérivent de X est le langage de Chomsky engendré par la gram-
maire (N, T, ::=, X). Ses eléments sont les phrases du langage : ce sont les
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suites de feuilles des pseudo-arborescences de ¥ (V,::=) qui ont X pour ra-
cine et dont les feuilles appartiennent a T ; on notera € (N, T,::=, X) l'en-
semble de ces pseudo-arborescences, V est le 1 ocabulaire, T le rocabulair
terminal, les éléments de T les symholes terminaux, N le vocabudaire won ter-
minal ou auxiliaire, ses éléments les symbules non terminaus ou auxiliaires,
2= la relation de production, X l'axiome de la grammaire. Deux grammaires
qui engendrent le méme langage sont dites éguivalentes.

Si on peut trouver deux mots A et A' de V* tels qu'il existe plusieurs
pseudo-arborescences de la structure de Chomsky :f (V,::=) qui ont A pour
suite de feuilles et A' pour famille des racines, la structure est dite ambigué.
Si on peut trouver un mot A de T* qui soit suite de feuilles de plusieurs pseu-
do-arborescences ayant pour racine X, on dit que la grammaire (N, T,::=, X)
est ambigué, La structure d'une grammaire ambigué est ambiqua.

Soit une pseudo-arborescence d'une structure de Chomsky, qui définit
une proposition a = *ay ... a.'. Elle est I'image par une application f d'une
arborescence I. Pour tout noeud x de I, on a montré (2, 6. 1) que les feuilles
qui majorent x forment un intervalle r(x) de la suite de feuilles de I ; f trans-
crit cet intervalle en un sous-mot B (x) de «, qui est une proposition de la
structure : on dit que B (x) est une sous-proposition de a. Les intervalles r(x)
et les feuilles de [ forment une arborescence sous-réduite de I (1, 5. 3), orien-
tée grace & l'orientation de 1 (2. 4. 3) ; l'image de cette arborescence par
"application qui transforme r(x) en B (x) et transforme les feuilles de [ comme
f sera nommée pseudo-arborescence des sous-propositions de «, Une proposi-
tion de la structure peut posséder plusieurs pseudo-arborescences des sous-
propositions ; la structure est alors ambigue : on dit qu'elle est fortement am-
bigué, De méme une grammaire qui engendre une phrase possédant plusieurs
pseudo-arborescences des sous-propositions est dite fortement ambiqu.

Exemple (cf. instructions d'affectation Algel, [43], [4]) :

N ={A,E,P,F,B,C,G,L} T=1{:=+,%,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,a,b}
A= G—E E::=E+PIP Pu=PxF|F
F::=GIB B::=BCI C G:=GL | L
C=u=011121314i5/6l71819 L::=alb

Axiome A,

b:=axbb+42 est une phrase, définie par la pseudo-arborescence qui est re-
présentée fiqure 4. 1. La figure 4 2 schématise la pseudo-arborescence des
sous-propositions de cette phrase. axbb+42, axbb, bb, a sont des proposi-
tions de la structure, + n'en est pas une,
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4. 1. 3. Comparaison & d'autres définitions. La définition des langages de
Chomsky qui vient d'étre donnée est équivalente a celle des langages du type
2 de [12] ou des langages ''context-free'' de [13]. En effet, d'apres les pro-
priétés de la relation ''dérive de'’, s'il existe une ¥ -dérivation d'un motw
au sens de [12], « dérive de Y. Réciproquement, supposons que w dérive de
Y, c'est-a-dire qu'il existe une pseudo-ramification (I, f) de la structure qui
soit de type (¥ ~£> w) ; envisageons la suite des états u'; de la pile conjointe
@ [ tels que j soit entrée d'un noeud ou j=0 : u'j  =u'g = A, u'y, ..., u'jp :
on passe de uY & u'j, , en faisant entrer un certain nombre ( éventuellement
nul) de feuilles, puis en remplacant une famille par son prédécesseur (2.10.2) ;
associons & chaque uj; la suite 84, des feuilles dont l'entrée est supérieure
ajj; ftranscrit u'; et 8% enuy et 8;. : pour i=0,.., p-1, il existe un sym-
bole non terminal A; et trois mots ‘f; , Xl, A de V*tels que uj 8; =A; T; A'j,
Uiy 8514 = A A AL et Ap = Py d'autre part, uj = /\,‘ej; =w, uj =Y,
8;_ = A : la suite des uj, 6;; est, dans l'ordre inverse, une ¥ -dérivation de .
Cette ¥ -dérivation présente la particularité que les A"} sont formés de feuil-
les : on ""réécrit'’ a chaque étape le demier noeud. On qurait pu aussi utili-
ser la pile adjointe & (I, f), et obtenir une dérivation ou on réécrive a chaque

étape le premier noeud.
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[13] montre que les langages de Chomsky sont les langages ' accep-
tés par un automate a mémoire pile'' : la pile utilisée pour engendrer une
phrase o est ici, a peu de chose prés, la pile attachée a une pseudo-arbores-
cence de type (X <£> a).

Les langages SPL de [2] sont les langages de Chomsky et leurs réu-
nions avec le mot vide, On remarquera qu'avec la définition que nous avons
donnée, l'adjonction ou la suppression de régles A ::= A ne modifie pas une
structure de Chomsky, car A ne peut étre une famille d'une pseudo-ramifica-
tion. Dans la suite, on supposera que la relation de production ne possede au-
cune régle de cette forme.

4. 1. 4. Définition de langages de Chomsky par un systéme d'équations. Soit
Q{A) le langage des propositions qui dérivent d'un symbole auxiliaire A don-

né. Q(A) est formé des mots de T* qui peuvent s'écrire og By &y ... By a 00 :
p»0,a5eT*; pour 1 1 p, o e TY PyeTHP; dérive de B, ¢ N ;
A ::=ay By ay ... B, a,. Q(A) est la réunion des sous-ensembles du monoide

libre T* oy Q(B,) «; ... Q(Bp) o, tels que les o; et les B; satisfassent qux
hypotheses précedentes, Précisons cet énoncé : toute application ® de N dans
I'ensemble [}(T* des parties de T* prolongée en une application @' de V
dans D}(T*) par @' (a) = {*a’} pour tout ¢ de T, induit un homomorphisme de
monoide de V* dans ’B(T*) (1. 3), que nous notons "™ ; avec cette notation,
pour tout A ¢ N, Q(A) est la réunion des ensembles Q™ (P ) tels que A ::= P
Ce résultat peut étre complété en :

Théoréme 4. 1[54]. Soient T et N les vocabulaires terminal etauxiliaire d'une
Structure de Chomsky (T u N, ::=) telle qu'aucun couple de symboles au-

xiliaires A, A' ne vérifie & ::= A", Il existe une, et une seule, application @
de Ndans (I(J(T*) pour laguelle
(VAeN) (A¢@®(A) et O(A) = U @*(7)),
As =P

l'application Q qui transforme tout A de N en le langage des propositions dé-
rivant de A,

Exemple : T = {a, b, c} ; l'unique solution dans 1}(T*)2 du systeme
de deux équations X =Y u Xc
Y = labl u aYb
est formée des deux ensembles des propositions de la structure de Chomsky
30 {T u N, ::=) qui dérivent respectivement de X e: Y, avec :
N=1{X,Y}; T=tqb,cl; X:=Y|Xc; Y::=abla¥Yh.
1l s'agit des ensembles {a™ b" cP:n>0,p3 0}, [a"b™ ;n> 0},

4. 1. 5. Image homomorphe et transcription d'un langage de Chomsky. Soit L,
un langage de Chomsky, engendré par une grammaire (N, T, ::=, X), et f une
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application de T dans le monoide libre T'* déduit d'un ensemble fini T' : f in-
duit un homomorphisme {* de T* dans T'* Prolongeons f en une application f;
de T U N dans T™ u N, par l'identité dans N. {* transforme L. en le langage
de Chomsky f*(L)} engendré par la grammaire (N, T', ::=', X}, ou la relation
de production ::=' est définie par les régles A =" £{( ¥ ) si A - P En par-
ticulier, si f est une application de T dans T' (identifié a un,sous-ensem-
ble de T'*), f* est une transcription : nous dirons que f trawscrit L en £7(L).

4. 2. Grammaires réduites. (d'apres [2]).

Une grammaire (N, T, 1=, X) qut engendre wn langag. de (Chomsky
non vide est dite réduite lorsque

a) pour tout A e V, il existe 9, et P, ¢ V¥icls qgue Py ANy, de-
rive de X ;
el b) pour tout symbole non terminal A, 1l existe unc propusition qur dé-

rive de A.

Soit alors A ¢ V* qui dérive de A ¢ V ; il existe, dans V¥, | et f,
tels que {1 A ‘f2 dérive de X ; des symboles non terminaux qui possédent
une occurrence dans ‘¥, , A et ¥, dérivent des propositions ; de “f,, A, ‘?2
dérivent des mots sur T, a,, B, «,. Il existe donc des pseudo-ramifications
fﬂq de type (X —— 0, A Y, ),fRZ de type (A Z=— A}, ‘:PL3 et 0&4
de types ( P, —*— o), (P, —— u,), R de type (A\—*— B).La pseu-
do-ramification

; 3[@\3 g(@\z 30’\5) u R,1

est de type (X %= o P a,) et 5{2 en est une sous-arborescence compléte
{théoreme 3. 2).

Théoreme 4. 2. Si la grammaire (N, T, ::=, X) est réduite, toute pseudo-ar-
borescence de la structure de Chomsky (T U N, 1:=) est une sous-pseudo-
arborescence compléte d'une pseudo-arborescence de (N, T, :=, X). De
plus deux pseudo-arborescences de méme racine qui ont deux suites de [euils
les terminales B et P' sont sous-pseudo-arborescences complétes de deux
pseudo-arborescences de (, (N, T, ::=, X), dont les suites de feuilles o | p «,
eta'y B'a’yvérifient oy =o' el o, = a'y

[2] donne un algorithme qui permet, pour toute grammaire G, de déci-
der si elle engendre un langage de Chomsky vide et, sinon, de construire une
grammaire réduite G' telle que 'f(G) = 46" :

1) On cherche les symboles non terminqux A dont dérivent des propositions ;
en particulier, on reconnait si X est un tel symbole, c'est-g-dire si le langage
n'est pas vide ; dans ce cas, on écarte les symboles auxiliaires dont ne dérive
aucune proposition et les régles contenant de tels symboles ; d'ol une gram-
maire (N', T, :=', X} ; soit V'=N'u T.
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2) Pour réaliser la condition a, définissons dans V' la relation p :
ZpY (19 e V5 (19,6 V') (2 ="K, Y ).
On construit la fermeture transitive R de p. Les régles qui ne contiennent que

des symboles de l'ensemble R(X) définissent une relation ::=". La grammaire
(R(X)NN', RX)N T, :=", X) répond & la question.

e

4. 3. Initiales, finales, couples vicinaux.

4. 3. 1. Soit une structure de Chomsky ¥ (V, =) et un élément Y de
V. On dit que Z ¢ V est une initiale de Y s'il existe un mot P de! V* tel que
Z ¥dérive de Y. On dit que Z' ¢ V est une finale de Y s'il existe un mot “P'
de V*tel que ' Z'dérive de Y.

Il existe alors dans P (V, ::=) une pseudo-arborescence qui a Y pour
racine et Z ¥ (resp. ' Z') pour suite de feuilles ; si I'une de ces pseudo-
arborescences a une hauteur supérieure & 1, ce qui est toujours le cas pour
Y # Z (resp. Y # Z'), on dit que Z (resp. Z') est une initiale (resp. finale)
stricte de Y.

Lu relation "'Z est une initiale de Y'' est la fermeture transitive de la
relation in définie dans V par :
ZinY (1Y eV* (Y =2 ¥).
"'Z est une finale de Y'' est la fermeture transitive de fn :
(Y eV* (Y =¥ Z).

Le graphe (V, in) sera nommé graphe des initiales de la grammaire,

>

ZinY <—

Soit (I, f) une pseudo-ramification de Y (V, ::=). Etudions le couple
formé par un point x de [ et la premiere feuille y qui majore x dans 1'crdre d'en-
trée de I. D'aprés le paragraphe 2. 3. 3, f(y) est une initiale de f(x). Inverse-
ment, soit (N, T, ::=, X} une grammaire réduite, A un symbole non terminal, a
une initiale terminale de A,’Il existe dans ¥ {N U T, ::=) une pseudo-arbores-
cence (I, f) de racine A et de premiére feuille a ; nommons x la racine de I, y
sa premiere feuille : f(x) = A, f(y) = a. (I, ) est une sous-pseudo-arborescen-
ce compléte d'une pseudo-atborescence (I', ') de € (N, T, ::=, X) ; dans
'arborescence orientée I', tout point, autre que x, du chemin joignant x a y est
le premier de sa famille : y est la premiére feuille qui majore x pourl'ordre
d'entrée de I'.

4. 3. 2. Envisageons maintenant une pseudo-ramification (I, f) de J (v, =),
¥, z un couple de points consécutifs de la ramification orientée I, Y = {(y) et
Z = f(z) ; une telle situation se présente en particulier lorsqu'il existe deux
mots “P) et ‘P, de V*tels que P, Y Z \f, dérive d'un symbole auxiliaire.
D'aprés le paragraphe 2. 6. 3, on peut trouver trois symboles A, Y', Z' de V
et deux mots Aet A' de V* tels que Y soit une [inale de Y', Z une initiale de Z'
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et A ::= A Y' Z' \'. Réciproquement, soit une régle A ::= A Y' Z'A', Y une
finale de Y' et Z une initiale de Z'. Il existe unmot A fY Z“P' X' qui de-

rive de A, donc une pseudo-arborescence (I, f) de ' (V, ::=) qui a A pour ra-
cine et deux points consécutifs y, z de [ tels que Y = f(y), = {(z). Si, de
plus, (N, T, ==, X} est une yrammaire réduite, (I, f) est une sous-pseudo-ar-

borescence compléte de (I', '} appartenant & (N, T, ==. X), et y et z sont
aussi consécutifs dans I' (2. 6. 3) ; d'autre part, il existe ‘P, et ¥, dans
V*tels que “(’1 Y Z P, dérive de X.

Théoréme 4. 3. Soit F (V, =) une structure de Chomsky, Y ot Z deux élé-
ments de V. Les propositions suivantes sonl équivalentes :

a) il existe dans f (V, ::=) une pseudo-ramification (1, f) ¢t wn couple de
points consécutifs y, z de 1 tels que Y = f{y), Z = (z) ;

b) il existe un symbole non terminal A et deux mots Y1, ¥y de V¥ icels que
L?l Y 2\, dérivede A ;

¢) il existe trois symboles A, X', Z' de V et deux mots A, X' de V*tels que Y
soit une finale de Y', Z une initiale de Z', et A ::= A Y' Z' A",

Si(N, T, ::=, X) est une grammaire réduite et V =N U T, les propositions sui-
vantes sont aussi équivalentes a a, b, ¢ :
d) il existe dans € (N, T, ::=, X} une pseudo-arborescence (I, t) et un cou-

ple de points consécutifs y, z de 1 tels que Y = {(y), Z = {(z} ;
e) il existe deux mots 0|, ‘P, de V*tels que | Y Z ‘P, dérive de X.

Définition : Le couple Y, Z est appelé couple vicinal lorsque les propositions
a, b, ¢ sont vraies.

Exemples: pour la grammaire donnée en exemple au paragraphe 4, 1, 2 : L. est
une initiale de G et A, b est une initiale de L et E, B est une finale de A, b une finale
de L, L une finale de G, G une finale de P ; L, L est un couple vicinal, ainsi quel.,
b etG, x.

4. 4, Représentation d'une relation de production par une pseudo-ramification.

Chaque ragle A ::= P esi connue lorsqu'on connait le mot A P . Ces
mots, en nombre fini, peuvent éire donnés par une pseudo-ramification (I, f)
(3. 2. 1, exemple) ; pour les distinguer de leurs facteurs gauches, on pourra
remplacer A ¥ par un mot A Y @, ou ® n'appartient pas & V : les mots AVVD
tels que A ::= “f sont les mots transcrits par f des chemins de I dont l'ori-
gine est une racine et dont 1'extrémité a ® pour image,

La pseudo-ramification peut étre représentée par une matrice d'enchai-
nement, Seuls les points d'image © ne possédent pas de lien vertical, Aussi,
si l'on emploie la matrice d'enchainement ou les points sont dans 1'ordre d'en-
trée, la colonne qui sert a indiquer l'existence du lien vertical (2. 1. 2) peut
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étre omise, Chaque symbole non terminal peut étre représenté par le numéro de
la ligne ol il se trouve en tant que racine ou, pour la plupart des utilisations,
par le numéro de la ligne suivante (celle du lien vertical} : dans ce cas, il
n‘y'a en général pas d'inconvénient a omettre les lignes qui correspondent aux
racines,
Exemple : N=1X, P, Ft, T=1+,x,4a,b,( )}
Xu=P+X|P P:=FxP|F F 2= (X)a|b

F Dans la matrice d'enchaine-

ment, comprimée comme il
b vient d'étre dit, ® est repré-
sentée par 0, et les symboles

+ terminaux par des entiers né-
X gatifs :
X
) + x a b )
D -1 -2 -3 -4 -5 -8
o
Figure 4. 3.
n° de ligne n° d'élément lien horizontal
I 6 -
2 -1 5
3 1 -
4 0 -
S 0 -
6 11 -
7 -2 10
8 6 -
9 0 -
10 0 -
11 -5 15
12 1 -
13 -6 -
14 0 -
s -3 17
16 0 -
17 -4 -
1. ].8 0 =
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Pour certaines utilisations, on préfére représenter une régle A :: ¥
par le mot ‘¥ A ou PAD 11 est commode de distinquer des symboles compo-
sant ¥ la demiére occurrence de A, en associant biunivoquement & tout sym-
bole auxiliaire A un An ‘appartenant pas a V, et en représentant A 1= =\ par
le mot WA ou $ A ; soit N l'ensemble des A. Les mots ¥ A ou ‘?A peuvent
étre donnés par une pseudo-ramification (I, f) : ce sont les mots transcrits par
f des chemins de I dont l'origine est une racine et dont 1'1maqe de l'extrémité
appartient & N. Comme plus haut, dans la matrice d'enchainement o les points
sont classés dans 1'ordre d'entrée, la colonne du lien vertical peut étre omise.

Des exemples seront donnés aux paragraphes 6. 4. 5 et 7. 5. 4.

Nous reviendrons sur ces représentations d'une relation de production
au paragraphe 4. 6. 4.

4. 5. Structures et langages de Kleene.

4. 5. 1. Définitions, Une structure de Chomsky dont toutes les régles sont du
type A ;= aB (resp. A ::= Ba) ou A ::= a, ol A et B sont des symboles non
terminaux et a un symbole terminal, s'appelle structure droute (resp. ganche)
de Kleene. Une grammaire de Chomsky dont la structure est une structure droi-
te (resp. gauche) de Kleene est une grammaire droite (resp. gauche ) de Kleene,
un langage engendré par une grammaire de Kleene est un langage de Kleence.

4. 5. 2. Langages de Kleene et chemins de pseudo-graphes. Soit un graphe fi-
ni (E, ' ). Ses chemins sont des mots du monoide libre E* Etudions l'ensem-
ble c(x) des chemins dont !'origine x est fixée et dont l'extrémité appartient a
un sous-ensemble E' de E : si x est dms E',*x* appartient @ c(x) ; les autres
chemins de c(x) sont les x A ol A ¢ c(y) et x [ y. D'aprés le theoréme 4. 1,
c(x) est un ensemble de propositions de la structure de Kleene définie de la
maniere suivante : E est le vocabulaire terminal, le vocabulaire non terminal
N a autant d'éléments que E ; il est obtenu en associant biunivoquement un
symbole h(x) & tout x de E ; la relation de production est donnée par les re-
gles :h(x) ::= x pourx ¢ E', h( )
c(x) est le langage de Kleene engendré par la grammaire (N, E, ::=, h(x)). Com-~
me la réunion d'un nombre fini de langages de Kleene est un langage de Kleene
[14], les chemins de (E,[) dont Il'origine est dans un ensemble
E'" et l'extrémité dans un ensemble E' forment un langage de Kleene ; il en
est ainsi en particulier pour ceux qui ont une extrémité donnée et une origine
dans E' : un raisonnement direct analogue au précédent aurait conduit ici &
une structure gauche de Kleene,

(1) Rappelons que ‘-{\»’]est le mot réfléchi de \P{ 1, 3)
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= xh(y) pour tout couple (x, y) tel que x 'y,

Soit f une application de E dans un ensemble E,;(E,, T ;1) estun
pseudo-graphe (3. 2. 1). Appelons chemin du pscudo graphe d'origine x ot
d'extrémuté y, tout mot transcrit par f d'un chemin du graphe (E, ') ayant x
pour origine et y pour extrémité, Si E' et E'" sont deux sous- ensembles de E,
les chemins du pseudo-graphe dont l'origine est dans E' et 1"extrémité dans
E' forment le langage de Kleene transcrit par f(4.1.5) de celui des chemins
de (E, ) qui ont leur origine dans E'' et leur extrémité dans E'.

Nous montrerons maintenant que réciproquement tout langage de Kleene
peut étre considéré comme un tel ensemble de chemins d'un pseudo-graphe,
Soit une structure droite de Kleene, T et N ses vocabulaires, terminal et non
terminal, ::= sa relation de produchon Associons lui une autre structure droi-
te, dont le vocabulaire terminal T' et le vocabulaire non terminal N' aient le
méme nombre d'éléments :

- T' est l'ensemble des couples (a, A) de l'ensemble produit T x N tels que
A ::= a ou qu'il existe B ¢ N pour lequel A ::= aB ;

- N' est l'ensemble des couples (A, a), pour (a, A) ¢ T' ;

- la relation de production ::=' est définie par les régles :
pour toute régle A ::=a ; (A, q)
et tout b ¢ T tel que (B, b) ¢ N'.

Désignons par T" le sous-ensemble de T' formé des couples (q, A) tels que

A = a. D'aprés I'étude directe, les propositions de cette structure sont les

chemins d'un graphe (T', ') dont I'extrémité appartient @ T'' : la relation [

est définie dans T' par :

(A, a) =" (a, A)
=="'(a, A) (B, b) pour toute régle A ::= aB

(a, A}T (b, B) <> (A, a)::="(a, A)(B,b).
Envisageons l'application f de T' U N'dans TU N :
fla, A)=a et f(A,a)=A si (q A)eT"

f transforme toute pseudo-arborescence de la structure P (T'U N', =="),
ayant (A, a) pour racine et « pour suite de feuilles, en une pseudo-arbores-
cence de (T U N, ::=), ayant A pour racine et f*{a) pour suite de feuilles,
et cette transformation est surjective. D'autre part, { transforme le graphe
(T', [) en un pseudo-graphe. Les propositions de la structure de Kleene don-
née sont les chemins de ce pseudo-graphe dont 1'extrémité appartient @ T,
Les phrases d'un langage de Kleene K engendré par une grammaire
(N, T, ::=, X) sont les chemins de ce pseudo-graphe dont 1'extrémité appar-
tient a T" et dont l'origine est l'un des couples de T' se terminant par X : on
notera T''' l'ensemble de ces couples,

On ferait une démonstration analogue pour une structure gauche de
Kleene.

Théoréme 4. 4. Soit un ensemble fini T. Les ensembles suivants sont égaux :
- celui des langages de Kleene de vocabulaire terminal T, engendrés par une
grammaire gauche,
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el des langages de Kleene de cocabudare teommal T cngendiis par um
grammdrre droite,
- cclui des cusembles de chemins des pscudo-graphes fves dans T, dont ori -

gine ot lextrémité apparticwrent @ deus ensembles donnés,

4. 5. 3. Etude du graphe (T", ). Chaque phrase du langage K qui a x pour pre-
mier élément est transcrite par f d'un chemin généralisé d'origine (x, X) dans
T'"'. Si, pour tout point (a, A) de T', les points (b, B) de [ (a, A) ont des
images b distinctes, ce chemin est unique, car ses points sont déterminés de
proche en proche de maniére unique. Il suffit pour cela qu'il n'existe pas deux
régles A ::= aB et A ::= aB' telles que B # B'. Tout langage de Kleene peut
étre engendré par une grammaire droite qui posséde cette propriété (et une
grammaire gauche qui posséde la propriété analogue) ([ 2], [49]) ; cette gram-
maire peut étre réduite sans perdre la propriété.

Un chemin B quelconque de (T', ') se présente sous la forme
(ag, Ag) ... (ay, Ap), avecp»0; sip>0, Ay i=aAjy pour 0gigp-l;
Ap := ap ou il existe B ¢ N tel que Ap ::= apB : selon le cas, ag... apou
ay ... a,B dérive de A, Supposons la grammaire réduite : A possede une
occurrence dans un mot qui dérive de X et il existe une proposition qui dérive
de B. On en déduit qu'il existe un chemin de (T', ['), (x, X} ... (qay, Ag) ...
(a,, A,) ... (¢, C) tel que C::=c, autrement dit un chemin B, B B, dont I'o-
rigine est dans T''' et I'extrémité dans T*'. Pour tout chemin ¥ du pseudo-gra-
phe (T', I ; i), il existe deux mots ; et f, sur T tels que %, ‘9 ¥} soit une
phrase de K. Alors, les points de T'" sont les seuls points w de'T' pour les-
quels l'ensemble ! (w) peut étre vide. Il l'est effectivement si X n'a d'oc-
currence & droite d'aucune régle. Toute grammaire de Kleene réduite posséde
une grammaire de Kleene réduite équivalente vérifiant cette propriété : il suf-
fit de remplacer X, dans le second membre des régles, par un nouveau symbole
non terminal X', puis de poser X' ::= ¥ lorsque X ::= ¥, De méme, les seuls
points w pour lesquels [ (w) peut étre vide sont ceux de T"'.

4.5. 4. Remarque, [.a caractérisation des langages de Kleene par le théoréme 4.4
se rapproche de caractérisations classiques ([14], [40]), que 1'étude précédente per-
met d'ailleurs de retrouver :
1) le graphe (T*, [ ) posséde la propriété suivante :

(a, AY[ (b, B) entrafne (a, A) [ (b', B) pour tout b' tel que (b', B) ¢ T".
On peut définir un multigraphe d'ensemble de points N, d'ensemble de noms d'arétes
T, comme un graphe sur une partie T' de T x N, qui posséde cette propriété ; si(a, A)
r (b, B),on dira que (A, a, B) est une aréte de nom o qui lie le point A au point B,
Un tel multigraphe (on dit aussi graphe d'état fini ) définit les transitions d'un auto-
mate fini (non déterministe). Au chapitre S, nous reviendrons sur cette notion d'auto-
mate fini et nous énoncerons le théoréme qui relie structures de Kleene et automates
finis.

.,les chemins élémentaires, c'est-g-dire sans répétition, d'un graphe fini sont en
nomhre fini, Les circuits élémentaires, c'est-a-dire sans répétition autre que celle de
leur origine, sont aussi en nombre fini., On obtient tous les chemins d'origine x e! d'exe
trémité x' en substituant dans les chemins élémentaires d'origine x, d'extrémité x', a
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certains éléments y un circuit d'origine y, Les circuits d'crigine y sont de lo forme
c cgé ... ey y ou les p; sont des entiers positifs et les ¢, des cucuits elémen-
taires d'¢rigine y privés de leur extrémité. Un langage de Kleene peut ainsi étre de-
tini par une ''somme d'expressions représentantes'! ([14], [13]). Réciproquement,
pour toute expression représentante, on peut définir un pseudo-graphe dont elie de-
termine l'ensemble des chemins qui ont leur origine et leur extrémité dans deux en-
sembles donnés. Un langage fini est obtenu & partir d'un pseudo-graphe sans circuit ;
aqux paragraphes 3. 2. 1 et 4, 4, nous avons utilisé une pseudo-ramification pour sto-
cker les mots d'un dictionnaire ou les régles d'une relation de production : ces mots
sont les chemins de la pseudo-ramification, dont l'origine est une racine et l'extrémi-
té une feullle ; on aurait aussi pu par exemple utiliser un pseudo-graphe ne contenant
qu'un seul point d'image @,

4. 5. 5. Détermination d'un pseudo-graphe par une matrice d'enchainement. Un
pseudo-graphe fini (T', I ; f), image d'un graphe (T', " }, peut étre déterminé
par une matrice qui définit a la fois (T', I ) et f, Si en particulier {T', ' ) pos-
séde une matrice d'enchainement (1. 4. 4), le pseudo-graphe pourra lui aussi
étre déterminé par une matrice d'enchainement: il s'agit, comme pour une pseu-
do-ramification, d'une matrice a trois colennes qui, pour chaque x de T', don-
nent respectivement f(x) et les numéros des lignes qui correspondent au lien
vertical et au lien horizontal de x, lorsque ces liens existent, On a vu au pa-
ragraphe 1. 4. 4 qu'il suffit, pour que (T', ') posséde une matrice d'enchai-
nement, que les ensembles [ (x) soient deux & deux confondus ou disjoints.
Nous allons montrer qu'a tout pseudo-graphe fini (T', [ ; f), qui ne posséde
pas cette propriété, on peut associer un pseudo-graphe fini, dans le méme en-
semble E, qui la posséde et qui a les mémes chemins,

Soit M l'ensemble des ["(x), pour x ¢ E', O et (' deux éléments de M,
distincts mais non disjoints ; introduisons un ensemble T disjoint de T', qui
a méme cardinal que leur intersection : a tout y de cette intersection, on as-
socie bijectivement un élément y' de 3 ; soit Q; = (£ \ ') u =, Définissons
alors :

T =T'uZ;pourtoutweE"'tel quel (w) =Q, ) (w)=Q,; pour les autres
points wde T', [} (w) =T (w}; poury' e S Ty (y') = y(y); f1(w)= f{w) si
weT', f1{y') =1Hy)siy'eZ.

Parmi les I (w), aucun n'est (), tous sauf Q| appartiennent a M ; 3, et Q'
sont disjoints et siQ" ¢ M, Q; n Q" # ¢ entraine O n Q" # ¢ : le graphe
(T'y, ) posséde moins de couples d'ensembles ') (x) distincts et non dis-
joints que le graphe (T', I ). D'autre part, les pseudo-graphes (T',, Iy ; ;)
et (T', I ; f) ont les mémes chemins, Si de plus T" et T'" sont deux sous-
ensembles de T' et si on définit T'}, (resp, T']) comme la réunion de T"
(resp. T'"') et de l'ensemble des points y' de = tels que y appartienne a T"
(resp. T'"'), les chemins de (T', | ; ;) d'extrémité dans T", d'origine
dans T'' sont les chemins de (T', " ; f) d'extrémité dams T", d'origine dans
T'"'. 1l suffit d'itérer cette construction,
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Cependant, il n'est pas nécessaire que les I (x) soient disjoints, pour
que (E, ') ait une matrice d'enchainement, de sorte que ce résultat peut par-
fois étre obtenu plus simplement,

Exemple : N ={X, A,B,C,D,F,Hl, T=1{b,c,d,e, h, ki, axiome X :
X:=dBldC B::=blk|b D D:=eH

H:~eB C:=c|cA A:=bF F:=hC(C

Le graphe (T', I') et le pseudo-graphe (T', ' ; f) associés sont représentés
sur la figure 4. 4, ol on a aussi noté l'origine et les extrémités des chemins
qui forment le langage. Le graphe (T', I' ) n'a pas de matrice d'enchainement :
en effet :

C(d,X)=1{(b,B), (k,B), (c,C}} ;T (e,H)={(k,B), (b,B)} ;I (h,F)=1(c,C)};

pour satisfaire qu critére d'existence de la matrice d'enchainement (1. 4. 4),
il faudrait placer (¢, C) & la fois au premier et au demier rang de [ (d, X).
On peut y remédier en introduisant un seul nouveau couple (¢, C') ; on ob-
tient alors le pseudo-graphe représenté figure 4. 5 avec sa matrice d'enchai-
nement, qui a les mémes chemins, Il peut étre commode d'introduire un nou-
veau signe terminal ® g la fin de toutes les phrases du langage ; pour le pseu-
do-graphe, cela revient & lier tout point de T" & un point d'image 9 ; dans la
matrice d'enchainement, ® peut étre repéré par un 0, & placer colonne 2, li-
gne 4, et colonne 3, lignes 5 et 8.

4. 5. 6. Bone d'intersection de deux langages de Kleene disjoints. Soient K
et K, deux langages de Kleene de méme vocabulaire terminal T. §'il existe
un entier naturel q tel qu'aucun mot sur T, de longueur q, ne soit facteur gau-
che d'une phrase de K et d'une phrase de K, nous appellerons borne d'inter-
section de K et K| le plus petit de ces entiers g,

Supposons K et K, définis par deux grammaires droites (par exemple)
de Kleene, dont les vocabulaires terminaux N et N, contiennent respective-
ment n et n; éléments, Nous allons montrer que si K et K, possédent une bor-
ne d'intersection, elle est au plus égale a nn;+1. Par conséquent, I'existence
d'une bome d'intersection est décidable.

K est I'ensemble des chemins d'un pseudo-graphe (T', [ ; f) o T' C

T X N, d'extrémité dans T"', d'origine dans T''' ; K, !'ensemble des chemins
d'un pseudo-graphe (T'\, [; ; f;) oi T'; C T ¥ N, d'extrémité dans T''},
d'origine dans T' . Supposons que ‘a) ... a. soit facteur gauche d'une

phrase de K et d'une phrase de K, . Il existe un chemin (a;, Ay) ...(qa, A;)..
(ariqr Aryq) de (T', '), d'extrémité dans T'', d'origine dans T'", et un che-
min (ay, By) ... (a;,B;) ... {@'ihq, Bryg) de (T, ) d'extrémité dans
T',, d'origine dans T''|. Sir> nn,, nombre des éléments de N x N, il existe
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deux entiers i et j tels que 1 <1< j<r, A = Aj, B;=B,. Quel que soit I'en-
tier naturel k, (a;, A;) ... [(a, A) ... (a, A,)Tk... (dryq. Arsg) estun
chemin de (T', ) et (ay, By)... [{q, B},..., (tﬁ, B])lk... (@'hqrs Brogr)
un chemin de (T; N ) ; par suite ay... (g aj) ... a, est facteur gauche
d'une phrase de K et d'une phrase de K : K et K, n'ont pas de bome d'inter-

section,

L'existence d'une bome d'intersection pour deux langages de Kleene
K et K, contenus dans T* équivaut & celle d'un sous-ensemble fini Q de T
tel que Q contienne un facteur gauche de toute phrase de K et qu'aucun mot
de Q ne soit facteur gauche d'une phrase de K. Nous dirons que Q est un en-
semble séparant K de K.

On peut généraliser la notion de bome d'intersection a p (>2) langa-
ges de Kleene, K,, K;,...K, de vocabulaire terminal T : il s'agit du plus
petit entier g, s'il existe, tel qu'aucun mot sur T de longueur q ne soit facteur
gauche d'une phrase de deux distincts de ces p langages. Pour que K, ,K,, ...,
K aient une bome d'intersection, il faut et il suffit que pour tous les entiers
i, j tels que 1 i <j < p, K;et K, aient une borne d'intersection, ou encore que
pour tout i {1 <i<p), K; et la réunion de Ki4y. --- K, aientune borne d'in-

tersection,

4. 6. Extension de la définition des structures et grammaires de Chomsky.

4. 6. 1. Nous avons supposé fini le nombre de couples qui sont dans la rela-
tion de production ::=, En réalité, cette hypothése n'est intervenue qu'a deux
reprises : pour l'algorithme de construction d'une grammaire réduite (4. 2} et
pour la représentation d'une velation de production (4. 4), En particulier, le
théoreme 4, 4 reste vrai lorsque le nombre de couples en relation est infini.
Bomons-nous & supposer que, pour tout symbole non terminal A, l'ensemble
L 5 des f tels que A ::= ‘Pest décidable : les langages ainsi définis sont dé-
cidables car la démonstration donnée par [ 12] reste valable.

Mais il importe de définir les ensembles L ;. Le plus simple est de
prendre pour chacun d'eux un langage de Chomsky. On n'étend pas de cette
maniére la classe des langages de Chomsky, mais seulement celles des struc-
tures et des grammaires, En effet, soit G = (N, T, ::=, X) une grammaire ain-
si généralisée. On peut supposer que les langages L , sont engendrés par des
grammaires G 5 = (N4, Ty, 1:7 4, X ) dont les vocabulaires non terminaux
N, sont deux a deux disjoints, et disjoints d¢ V.= N u T ; T, est un sous-
ensemble de V. Désignons par N la réunion de N et des N, et définissons
une relation de production ::=; en réunissant les réqgles des G 4 et les régles
A ;=4 X, : on cbtient ainsi une grammaire G ;= (N, T, ::=p, X). Pour toute
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dérivation dans G, au sens de [12], entre deux étapes 3, = ¥, A Y, et
b4 = 1) £ ¥, ol ¥ ¢ L, on peut placer une ¥, X, ¥, -dérivation de
Y] ¥ ¥, dans G ; on obtient ainsi une dérivation dans Gg : le langage en-
gei.dré par G est contenu dans le langage engendré par Gy. Réciproquement,
soit (I, f) une pseudo-arborescence de ‘\‘f(G0 ), R son ordre associé, et [' la
sous-arborescence de | formée des points x tels que f(x) ¢ V : I' a méme ra-
cine et méme suite de feuilles que I. Envisageons un noeud x de I' et A=f(x);
dans [, x est prédécesseur d'un seul point y et {(y)=X , ; dans I', soit {la
famille dont x est prédécesseur. La réunion des R-intervalles [y, z] pour z
décrivant £ est une sous-arborescence I, de [ dont y est la racine et { la suite
de feuilles ; supposons qu'il existe un point u de [, tel que f(u)n'appartienne
pas @ V = N, u Tp, et choisissons-le minimal pour R parmi les points qui
possédent cette propriété ; u et y sont distincts ; si v est le prédécesseur de
u, f(v) € V4 et f(v) ¢ V ; nécessairement, f(u) ¢ V,. f transcrit donc ¢ en une
phrase de L 4. Il en résulte que l'image de I' par une restriction de f appar-
tient & f(G), et donc que G et G engendrent le méme langage.

4. 6. 2. Cas particulier. Un cas particulier intéressant est celui o chacun
des langages L , est réunion d'un langage de Kleene L', contenu dans T* et
d'un nombre fini de langages BL , 5 obtenus en faisant suivre B ¢ N des phra-
ses d'un langage de Kleene L ;g contenu dans T* [54] montre qu'alors la
grammaire G engendre un langage de Kleene. Indiquons rapidement comment
on peut retrouver ici ce résultat : on engendre chaque L., 5 par une grammaire
gauche de Kleene ; on engendre BL ;g en remplagant par Ba le second mem-
bre de toute régle de cette grammaire qui se réduit & un symbole terminal a ;
les regles de la relation ::= sont de l'un des types C ::=; Da, C ::=aq,
C := D ot C et D sont des symboles auxiliaires et a un symbole terminal,
On verra en 7. 10. 2 qu'on peut modifier cette relation de production pour ob-
tenir une grammaire de Kleene équivalente, Ce résultat sera utilisé sous la
forme suivante : pour tout symbole auxiliaire X, les mémes propositions dé-
rivent de X dans'f(V, ::=) et dans une structure gauche de Kleene.

4. 6. 3. La premiére partie de l'algorithme de construction d'une grammaire
réduite équivalente & une grammaire donnée (4.2, cf[2]) demande seulement
qu'on puisse décider, étant donné un ensemble fini E et un symbole non ter-
minal A, si l'intersection de L, avec le monoide libre E* déduit de E est vi-
de, Or E*est un langage de Kleene ; si les L, sont des langages de Chomsky,
cette propriété est décidable et 1l en est de méme pour la relation p introduite
dans la seconde partie de l'algorithme,

Sont aussi décidables, les relations in, fn, la relation dans V :
(AreVH (TAeVH (AY'Z' N ¢ A YN L,)

et donc la relation : le couple (Y, Z) est vicinal (4. 3, théoreme 4. 3, ¢},
Pour la justification de ces propriétés de décidabilité, voir [ 2].
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4. 6. 4. Pseudo-graphes de production lorsque les L 5 sont des langages de
Kleene. Les régles d'une structure de Chomsky, en nombre fini, sont repré-
sentées par des chemins d'un pseudo-graphe, par exemple une pseudo-rami-
fication (3. 2. 1, 4. 4). Plus généralement, si les L , sont des langages de
Kleene, la relation de production peut encore étre représentee par un pseudo-
graphe ; nous utiliserons trois tels pseudo-graphes, selon qu'il sera commode
de représenter A ::= Ypar I'un des mots A'Y, ¥ A ou'f A. Plus précisément,
associons biunivoquement a tout symbole auxiliaire A un élément A n'appar-
tenant pas @ V : soit N l'ensemble des A. Les mots A ¥ (resp. ¥ A,*7 A) o
A ¢NetYel, forment un langage de Kleene K (réunion de langages de
Kleene ): ce sont les chemins d'un pseudo-graphe (I, I ; g) dans V (resp.
V u ), dont l'origine et l'extrémité appartiennent respectivement a deux
sous-ensembles J' et J'' de J. Nous dirons que (J, I ; g) est un pseudo-gra-
phe de production du premier (resp. deuxiéme, troisiéme ) type.

On a vu (4. 5.3, 4. 5. 5) que ce pseudo-graphe pouvait étre construit
de maniére & posséder les propriétés suivantes, d'ailleurs vérifiées pour les
pseudoramifications introduites en 3. 2. 1 (exemple) :

(PG1) Pour tout Y ¢ V, J' contient au plus un point w tel que g(w) = Y ; ce
point, lorsqu'il existe, sera noté o (Y).

(PG2) Siw, Y, ety, sont des points de J tels que wl y,, wl y, et v, Y,
alors 9()’1) * g(Yz)-

De PGl et PG2 résulte : (PG2') il existe au plus un chemin de (J, ") d'o-
rigine dans J', dont un mot donné sur V (resp. V u N) est transcrit.

(PG3) Pour tout chemin p du graphe (J, I ), il existe un chemin B; B B, dont
I'origine est dans J' et l'extrémité dans J'', c'est-a-dire qui est transcrit en
une phrase de K. En particulier, pour les pseudo-graphes du deuxiéme ou troi-
sieme type, si l'image g(z) d'un point z de J appartient @ N, il existe un tel
chemin qui contient z, nécessairement comme extrémité, et donc z appartient
a J'" ; réciproquement tout point z de J'' est 1'extrémité d'un chemin d'crigine
dens J', donc g(z) appartient a N. D'oi :

(PG3') Pour les pseudo-graphes du deuxiéme et troisiéme type, J'' est l'en-
semble des points de J dont I'image appartient a N ; si e I T w) = ¢,
(PG4) J' est I'ensemble des points w de J tels que " ~ (w) soit vide,

(PGS5) Le pseudo-graphe peut étre déterminé par une matrice d'enchainement.
La transformation éventuellement effectuée pour réaliser PG5 (4. 5. 5) n'al-
tere pas PG2 et PG3, ni PG4 et donc pas PGl qui ne porte que sur les
points de J'.

4.6.5. Lorsque, dans la suite, nous parlerons d'une grammaire généralisée, il
s'agira d'une grammaire de ce type, oii les L, sont des langages de Kleene ;
sauf avis contraire, les études qui suivent sont valables pour ces grammaires.
Dans toutes les réalisations pratiques, il est souhaitable que le pseudo-gra-
phe de production posséde la propriété PG5 ; pour les pseudo-graphes du
premier type, il peut étre plus commode, @ la place de o{A) de connaitre la
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ligne, dans la matrice d'enchainement, du premier élément de ' | o (A)| et de
retirer-de la matrice la ligne de o(A).

Ce type de grammaire généralisée est utilisé par [81,[36],1 23].

Une autre généralisation consiste & remplacer l'axiome unique d'une gram-
maire par un ensemble décidable d'axiomes, comme dans un systéme logique [17].
Une telle extension est proposée par [20]. Les phrases d'un langage sont alors dé-
finies par des pseudo-ramifications qui ne sont plus en général des pseudo-arbores-
cences. Ici encore, si l'ensemble des axiomes est un langage de Chomsky, le langage
engendré reste un langage de Chomsky, Nous nous contenterons dlenvisager au cha-
pitre 7 le cas ou la grammaire posséde un ensemble fini d'axiomes contenu dans son
vocabulaire aquxiliaire,

4. 7. Probléme de I'analyse.

Soit G = (N, T, ::=, X) une grammaire de Chomsky, ou une grammaire
généralisée. A son propos se posent :
- le probléme de la reconnaissance : étant donné un mot o sur T, « appartient-
il au langage engendré par G ? ]
- le probléme plus général de I'analyse : trouver dans % (G) les pseudo-arbo-
rescences dont « est la suite de feuilles.
C'est essentiellement ce demnier probléme qui sera étudié dans la suite de ce
travail. Nous conserverons les notations G, N, T, ::=, X, «. Nous détermine-
rons les pseudo-arborescences par leur pile attachée, adjointe ou conjointe
(3. 3). La plupart des méthodes d'analyse exposées dans la littérature, no-
tamment celles qui sont séquentielles, c'est-g-dire se contentent d'une seule
lecture du mot «, se raménent & la construction de l'une de ces piles, Nous
aurons donc & engendrer les piles attachées, adjointes ou conjointes aux pseu-
do-atborescences de € (G) qui ont « pour suite de feuilles, ou a des pseudo-
arborescences qui les déterminent, Pour préciser la notion d'algorithme d'ana-
lyse, nous introduirons au chapitre 5 la notion de générateur de piles. Puis
nous déduirons de 1'étude des piles attachée , adjointe, conjointe & une rami-
fication orientée (chapitre 2) divers types de générateurs de piles résolvant
le probléme de 1'analyse,
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CHAPITRE 5

GENERATEURS DE PILES

5. 1. Automates finis et transducteurs finis. (cf. [49], [13])

5. 1. 1. Définitions. Une application h d'un ensemble F dans I'ensemble _B‘ F')
des parties d'un ensemble F' induit une application i del}( F) dans {}(F"') par :
h(G) = U h(z). Une application k d'un ensemble produit E x E dansj} E)
induit ure upphcatlon k de’I}‘(E x E' dms JHE) par :
k(G y)=k(Gxiyl)= u k(x, y).
xeE

Définition 1. Etant donné un ensemble S et un ensemble [ini A, une fonrtion
d'automate d'alphabet A et d'ensemble d'états S est une application k du pro-
duit cartésien S x A* dansj}(S) telle que pour tout s de S, tout ade A et tout
mot v non vide de A* k(s, v a) = k[k (s, v), tarl. Si I'ensemble § est fini,
k est une fonction d'automate fini.

Une fonction d'automate d'alphabet A et d'ensemble d'états S est dé-
tinie par sa restriction au produitde S par l'ensemble des mots de A* de lon-
gueur 1 ou 0. Elle posséde les propriétés suivantes :

1)sise S, sivetv' sont deux mots non vides sur A, par récurrence sur |v' I:
k{is vv') =k [k(s, v), v'].

2) pour G C S X A*et v ¢ A% notons G. v la partie de S X A* formée des cou-

{s,v'v)ol(s,v')e¢G;enrevenant & la définition de 'k, on voit que :
k(G v) =k(k(G) x (vi1=K[k(G)v]; .

on en déduit que si F C S et siv et v’ sont des mots non vides sur A,
K(F,vv') =k[k(F, v}, v'].

Un exemple simple de fonction d'automate est k(s, v) = {s} pour tout
couple (s, v). Si k et k' sont deux fonctions d'automate de méme alphabet A,
d'ensembles d'états S et S', l'application k' de S X §' x A* dansT}(S x §')
définie par k' (s, s', v) = k(s, v} % k'(s, v) est une fonction d'automate d'al-
phabet A, d'ensemble d'états S X S', appelée produit de k et k' et notée k x k',

Nous utiliserons le résultat classique suivant, sans le redémontrer :

-90-

|
i

Théoréme 5. 1. Pour toute structure droite (resp. gauche ) de Kleene, il existe
une fonction d'automate fini k dont l'alphabet est le vocabulaire terminal T,
dont I'ensemble d'états est formé par le vocabulaire non terminal N et un au-
tre élément s, et tels que, quels que soient A ¢ N, v e T*:

vdérivede A <= sek(A,v) (resp.Acek(s, v)).

Réciproquement, pour toute fonction d'automate [ini k d'alphabet A et tout
couple d'états s, s', les mots v de A* tels que s' appartienne & k(s,v) for-
ment un langage de Kleene.

Définition 2. Soit une fonction d'automate fini k, d'alphabet A, d'ensemble
d’états S et deux sous-ensembles D et F de S ; l'application k' de D x A* dans
:]}(F) définie par k'(s,v) = k(s,v) N F est un automate fini , d'alphabet A,
d'ensemble d'états S, d'ensemble initial D, d'ensemble final F. Nous noterons

k'=(A,5,D,F k).

Toute fonction d'automate fini est un automate fini dontl'ensemble
d'états, 1'ensemble initial et I'ensemble final sont confondus, Soientdeux au-
tomates finis k' = (A, S, D, F, k) et k', = (A, §,, D, Fy, k) ;I'automate
fini (A,SX S, Dx D, FxF, kxk,) s ‘appelle produit de k' etk' :ilest
noté k' x k';.

5. 1. 2. Composition d droite et d gauche. Théoréme 5. 2. Soit un automate
fini k' = (A,S,D,F,k),D" un ensemble fini disjoint de S, h une application
de D' dans l'ensemble des purties finies de D X A* | l'application k' de
D' X A*dans :B' {F ), définie par k' (s, v) =%'[h (s).v]1) est un automate
[ini d'alphabet A, d'ensemble d'états Su D', d’ensemble initial D', d'ensem-
ble final F. Nous dirons que k' est obtenu par composition agauche de k' par h.

Définissons une application k; de (S u D') x A*dcms’l} SuD’')par:
ky(s,v)=k(s,v)siseS; kl(s v)=%k[(h(s').v]sis'eD';
pour s'e D ky(s'ww) O F =k"(s,v). Il reste a vérifier que k, est une fonc-
tion d'aqutomate :

k; (s',v a) =%In(s"). v al =k[R(h(s". v), ‘@] —El [k, (s',v), ‘e ].

Théoréme 5. 3. Soit un automate fin: k' = (A,S,D,F k), F' un ensemble fini
disjoint de S, h une application de F dans l'ensemble des parties [inies de F"
hok' est un automate fini d'alphabet A, d’ensemble d'états S U F', d'ensem-
ble initial D, d'ensemble final F' : nous dirons qu'il est obtenu par composi-
tion & droite de k' par h.

(1)G.V, ot GCSx A* etve A*a été définien 5. 1. 1.




Prolongeons h en une application h' définie dans S, par h'(s) = & si
s ¢ F ; et définissons une application k; de (S u F') x A¥ dans I}( SuF'}):

k (s,v)= [/}‘1'01’&(5,\1)] Uk(sv)siseS;k (s',v)=osis'¢F"
Alors k; (s,v) n F' = h'ok{syv) = hok'(s,v) pour s ¢ D ; k, est une fonc-
tion d'automate :

1

5. 1. 3. Transducteurs finis bornés. Un transductenr borné sur un ensemble fini
A est un algorithme qui transforme tout mot v du monoide libre A* en une par-
tie finie t{v) de A* Nous emploierons en particulier des transducteurs finis
bornés : intuitivement, un transducteur fini [13](” est un automate fini muni
d'un dispositif qui imprime de gauche & droite.

Définition 3. Un transducteur fini bomé est un quintuplet (A,S,s ,s,.,k) oi S
et A sont des ensembles finis (ensemble des états et alphabet ), s4 et s¢ deux
éléments de S (états initial et final) et k une application de SX A* dans I'cn-
semble de ses parties finies, telle que l'application k' de {SX A*) X A* duns
TS x A% définie par :

K'L(s,ph Al =1(s"pu) ; (s'u) e k(s,A)}

soit une fonction d'automate d’'alphabet A et d’ensemble d'états SXA* [l lui
est associé une application t de A* dans ,I}(A*) par :
Boet(d) == (s 1) ek(sg, A).
k' est déterminée par sa restriction @ (SXA*)xA; oll A, est I'en-
semble des mots sur A de lonqueur 0 ou 1 ; comme k(s,/\):Ik'[(s, A) AT, k
est déterminée par sa restriction & 1'ensemble fini Sx A, .

5. 2. Générateurs de piles.

On se donne un ensemble fini W, un élément o n'appartenant pas a W,
E = Wu {o}, un entier positif cd et une application t du monoide libre E* dans
I'ensemble de ses parties finies. Ces éléments vont nous permettre d'associer
@ tout mot o = ‘ag...ap ' du monoide libre W* un ensemble fini n(a) de pi-
les sur W.

De t, nous déduisons d'abord une application t' de E*2 dans l'ensemble

des parties de E* par t'(v', v''}) = t{v*" n\3')‘2). Nous emploierons les nota-
tions suivantes : a,.; — O pour tout entier i > 0 ; ap =g ... @y g pour

(1) Si on use du vocabulaire dé [ 53], il n'est question ici que de transducteurs droits,

(2) Rappelons que'\.; désigne le mot réfléchi dumot v (1., 3.
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tout entier i 3 0 ; U = (uy, uy, ..., u ) désignant une pile, un p purtuy. de U
est une suite d'entiers j; telle que o= 0<i; <o N jp ‘\jpﬂ =n; posons
alors v; = u, et soit y; le mot formé des éléments du mot de description de
U (1. 6. 2) dont le rang r vérifie j; <r <j i+l

Une pile U appartient & m () si, et seulement si, il existe un p-par-
tage de U tel que u, ¢ t'(v,, o) powri=0,1, ..., p v, et u, déterminent un
viyp auplus vy = v ® oy (1.6, 2).

Si l'application t est définie par un transducteur bomné sur E, on cons-
truit, a partir de «, les piles de l'ensemble m(a) par l'algorithme suivant :
pour i =0, 1, ..., p+] on détermine un ensemble F; de couples (v, ,p,) ap-
partenant a W*x E*:

a) Fg = {A, A}

b} F 1, est l'ensemble des couples (v', ¢) tels qu'il existe (v,p) ¢ F et
wet' (v, o) pour lesquels v' = va p etp =p u.

Les mots p tels que (A, p} ¢ F,; sont les mots de description des piles de
I'ensemble mr{a).

Nous appellerons cet algorithme un générateur de piles : o est sadon-
née ; lorsque le générateur est désigné par gn, nous notons gn{a) 'ensemble
m(a) des piles associées a a. Si les ensembles t(v) ont tous un élément au
plus, les ensembles F; ont tous au plus un élément : nous dirons alors qu'il
s'agit d'un générateur de pile unigue ; lorsqu'il n'en est pas ainsi, il s'agit
d'un générateur de piles multiples. Tous les éléments de F 41 sont de la
forme (A, p) lorsqu'est vérifiée I'hypothése :

(GP1l)sivteWs u ¢ t{c°d3") entraine que v' @ p est le mot vide ou n'e-
xiste pas.

Par récurrence sur i, la réunion, pour i fixé, des ensembles E asso
ciés @ tous les mots o est finie. Il en résulte que, pour i [ixé, i; est borné

Les algorithmes d'analyse qui vont étre présentés sont des générateurs
de piles ayant pour donnée le mot « & analyser. Les entiers i; du p-partage,
pour 1 1 g p, ou les j; +1, seront les entrées ou les sorties des feuilles de la
pseudo-arborescence cherchée ; l'entier cd représentera la longueur du
""contexte droit'’ utile & l'analyse ; le plus souvent cd = 1. Un générateur de
pile unique ne peut résoudre le probléme de l'analyse que pour des grammai-
res non ambigués.

Un générateur de piles est donc défini par un ensemble W, un entier
cd et un transducteur borné. En pratique, cette notion de transducteur borné
est trop générale, et nous restreindrons la classe des transducteurs bornés
utilisés.
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5. 3. Générateurs de piles utilisant un transducteur fini borné.

5. 3. 1. On se donne :

a)un ensemble fini M, et un élément s; n'appartenant pas @ M ; on pose
M'=M u {s } (M' est contenu dans 1'ensemble des états du transducteur, et
sy est 'état final) ;

b) un entier q » cd et une application / d'une partie D de E Tdans M ;

c) une application d de M X E dans l'ensemble des parties de M' ;

d) une application m de M dans 1'ensemble des parties finies de M' X E*

Nous appellerons calcul de premier état s ;¢ M et d'entrée v ¢ E*toute suite
finie de triplets (s, y;, A), i=1,..., r (r est la longueur du calcul) telle
que :

- s; e M'; y; est un mot de E*de longueur 0 (y;=A)oul; A; ¢ EX

- pour tout i : ou bien y, ¥ A, s;ed (s;., y;) et A;= 0" ;oubieny, = A et
(s A em(s; ) ;

- Y1 --- Y est facteur gauche de v.

A... A est le résultat et s, est le demier état du calcul. Si pe Detv e EX

nous appellerons calcul complet d’entrée pv tout calcul de premier état /(p),

d'entrée v, de dernier état s;.

Pour que la lonqueur des calculs d'entréé donnée soit bomée, il faut
et il suffit que : '
(GP2) il n'existe aucun calcul d'entrée A dont le premier et le dernier état
sont égaux.
Autrement dit, si on désigne par m(s) la projection sur M' de m(s), sous-en-
semble de M'XE#¥ il n'existe aucune suite sy,..., s, d'éléments de M tels
que s; =s, et, pour i=2,..., n, s;em (s, ;). Nous imposerons cette condi-
tion GP 2.

A partir de ces éléments, nous définirons 'application t qui, avec W
et cd, détermine le générateur de piles, par : t(v) est l'ensemble des résul-
tats des calculs complets d'entrée v o 3°9: t(v) est fini puisque la longueur
des calculs d'entrée donnée est bornée.

Lorsque, pour tout couple (s,x) de MXE, la réunion des ensembles
m(s) et d(s,x) posséde un élément au plus, nous dirons que le transducteur
est déterministe. Il définit alors un générateur de pile unique.

5. 3. 2. Montrons qu'il existe effectivement un transducteur fini bomé
(E, S, s4 sq kg) tel que, pour son application associée tgetfvi>q ty(v)
soit 1'ensemble des résultats des calculs complets d'entrée v. E=W u {o}et
s¢ ont déja été définis ; S=Mu {s{} u Eq_loﬁ E,.{ est I'ensemble des mots
sur E de longueur inférieure & q ; s4 est le mot vic?e. Pour définir k 3, nous ne
nous intéresserons qu'aux calculs d'entrée v dont le dernier état est s; ou tels
que y; ... Y, = v (avec les notations de 5. 3. 1) ; ces calculs serontdits

=\0% =

5
2
i
1
S
)
)
:

Sk

exhaustifs. kg est défini de la maniére suivante :
-Si s eM, kg(s,v) est formé des couples du demier état et du résultat des
calculs exhaustifs de premier état s et d'entrée v : cet ensemble est fini a
cause de GP 2.
- kO(Sf,V) = {(Sf, /‘\H.
-SiseEq;, kol(s,v)=1{(sv,A)} pour |sv]| <q-l,

kols,v) =1H({l{sv), A) pour [sv| =qetsveD,

ko(s,v)=¢ pour |sv|=gqgetsv¢D;
pour [sv| > q, on peut écrire sv =v; vy o [vy] =q:siv; €D, ky(s,v)est
formé des couples du demier état et du résultat des calculs exhaustifs de pre-
mier état /{v)) et d'entrée v, ; kg (s,v) = ¢ siv; ¢ D.

Il reste @ montrer que l'application k'y associée & k, dans la défini-
tion d'un transducteur fini bomé (5. 1. 3, définition 3} vérifie
k's [(s.p), v al =K'g[k'g((s,p), v), "a’']. C'est évident pour s = s, Pour se M
ousekEqg,; et|sv]>q, celarésulteimmédiatement du fait que les calculs
exhaustifs de premier état s et d'entrée v « sont : les calculs de premier état
s et d'entrée v dont s; est le dernier état ; tout autre calcul exhaustif (C) de
premier état s et d'entrée v, suivi des calculs exhaustifs d'entrée *‘a’ dont le
premier état est le dernier état de (C) : le résultat est obtenu par concaténa-
tion de ceux des deux calculs. Pour s e E_) et |sv| =g, les calculs exhaus-
tifs de premier état s et d'entrée v a sont ceux de premier état / (sv)et d'en-
trée 'a* : les deux membres de 1'égalité a démontrer sont vides ou valent
kY [(Z (s, v), p),*a’]. Pour s ¢ Eq-l et [sv] = g-1, d'ou {sva | = g, lesdeux
membres valent {/ (sva)} ; pour s e Eqq et |sv] <gq-l, ils valent {sv al.

Remarque : Soit m™ l'application de M dans l'ensemble des parties finies de
M!'x EI*, définie par m¥(s) = ko(s,/\). Il est facile de voir que le transducteur reste
le méme si on remplace l'application m par m™ ; on peut alors imposer que dans les
calculs qui définissent le transducteur, il n'existe jamais deux triplets consécutifs
de la forme (s;, A, )\i).

5. 3. 3. Intuitivement, l'application ! permet de déduire des cd caractéres lus
dans le mot « (contexte droit) et, si q > cd, des g-cd demiers caractéres de
1'état courant v d'une pile engendrée, un état initial du transducteur. Puis, &
chaque transition, ou bien un caractére sort de la pile et 1'état du transduc-
teur est modifié par 1'application d, grdce & un nouveau caractére lu dans v,
ou bien les états du transducteur et de la pile sont modifiés par m, sans tenir
compte de v. En particulier, pour les transducteurs qui seront définis dans la
suite, chaque caractére y; lu dans v est le (g-cd)*™“avant le sommet de 1'é-
tat ve (A,...A;,} de la pile ; si g > cd, les éléments compris dans la pile
entre y; et le sommet ont pu étre '"mémorisés'' grace aux états du transduc-
teur. Il suffit pour cela que, quels que soient s ¢ Met {(s',A}e m(s), A contien-
ne autant d'occurrences d'éléments de W que de o, ou que dans tout calcul

complet ot un triplet est (s', A, A} les triplets suivants scient tous dela for-
me {s", A, A").
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5. 4. Généralisation.

5. 4. 1. 1l est utile de généraliser les transducteurs finis bomés qui viennent
d'étre étudiés, en adjoignant aux éléments qui les définissent un automate fin.
k d'ensemble initial M, d'ensemble final M x {0,1{ x H ol H est une partie
finie de E* et en ajoutant dans la définition d'un calcul d'entrée v une troi-
siéme possibilité pour les triplets (s, y;, A;) :
(sifyil A eklsig,vig) o ypeeoyy vy =v

Appelons k; (s, v) la projection de k(s, v)sur M x {0,11} ; ici, la condition
GP 2 est équivalente a : quel que soit veE*, il n'existe aucune suite S
d'éléments de M telle que s; = s, et, pouri = 2,..., n, s; e my (s;., ) ou (s;,0)
¢ ky(s;.;, v). L'application t est définie comme en 5. 3. 1.

On n'obtient plus amnsi des transducteurs finis. Iptuitivement, avant
certaines transformations des états de la pile et du transducteur, on cherche,
grace & un qutomate fini, une information sur la partie de 1'état donné de la
pile qui n’a pas encore été lue. (1) 1] est facile de voir qu'on peut définir les
mémes transducteurs généralisés sans utiliser d'applications d et m, avec seu-
lement un automate fini k. Nous conserverons pourtant la définition ci-dessus,
qui permet d'évaluer la complexité du transducteur par 1'ensemble des éléments
s de M tels qu'il existe un mot v pour lequel k(s, v) n'est pas vide : le cas
particulier des transducteurs finis étudiés plus haut est celui ol k(s, v) est
vide pour tout couple s, v. Pour simplifier I'étude de 1'ensemble des résul-
tats des calculs, nous allons attacher qu transducteur une nouvelle applica-
tion y, qui récapitule en quelque sorte les applications d, m, k.

5. 4. 2. y est une application de MxE* dans l'ensemble des parties finies de
M'XE*XE*: pour s e Metv ¢ E¥ y(s,v) est formé des éléments :

(s, v, o) siv=xv'(xeE)ets'ed(s, x),

-(s',v,A) si(s',A) em(s) ou {(s',0,A)e k(s,v),

(s, v, A) siv=xv'(xeE) et (s',1,A) ¢ k(s,v).

Dans un calcul de premier état s, d'enirée v, de longueur r, pour
i=1..., 1,(ss vi, A) e x(sia1, viel J{vi a été défini ci-dessus:y; ...y v;

i=1,...,r, tels que, pour tout i, (s, v;, A;) € x (s;-1, vi.p )} : d'aprés la dé-

finition de y, les cas suivants sont possibles :

Vi T viave B, A =00 et sjed(s ), )

-Vl = v, (s, M) e m{siq) ou (s;, 0, Aj) e k(sj.y,viy); on pose alors
i =N

“viel Tyovi, e E et (si, LA )e k(sia, via ).

(1) cf. la définition d'un automate & pile, donnée par [54] .
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Pour tout i, v, , =y, v; ;onendéduitvy =y ... y; v,. Les triplets (s, ,'yl,/\i)
forment un calcul de premier état s, et d'entrée vg.

5. 4. 3. Déterminisme du transducteur. Un premier usage de !'application x est
la généralisation de la notion de déterminisme aux transducteurs définis en
5. 4. 1 ; on dira qu'un tel transducteur est déterministe lorsque, quels que
soient s ¢ M et v ¢ E¥ I'ensemble x (s, v) contient au plus un élément ; le
transducteur définit alors un générateur de pile unique. Dans le cas d'un trans-
ducteur fini, on retrouve la définition du déterminisme donnée en 5. 3. 1 ; dans
le cas général, pour que le transducteur soit déterministe, il suffit que pour
tous s ¢ M, x ¢ E, v' ¢ E*, la réunion de m (s), d (s, x), k (s, xv') contienne
au plus un elément, mais ce n'est pas nécessaire.

5. 5.7 -projection et projection d'un transducteur dans un autre.

Envisageons deux générateurs de piles gn® et gn!, définis par deux
ensembles W0et W (E® =Wy {0}, E} = W! ulo}), deux enfiers cd Oet cd!
et deux transducteurs tr° et tr , donnés respectivement par MO q 0, 19, d® m¥,
k®, définissant XO et M1, ql, 11, dY, m!, k! définissant x'. Supposons qu'on
donne une application 7 de E! dans E° pour laquelle r (o) = o ; r définit
une transcription 7 *de E!*dans E®% Soit wrune application de M 1 x E!*dans
MO x E0*telle que, pour s e M!, v ¢ EM* s' ¢ MY, v'e EM% )\ ¢ El*.

a) (s, v', A) ex! (s, v) entrafne [w(s", v'), r*(A)] ¢ ¥ la(s, vl ;
b) (sf,v', A) exl(s,v) entraine qu'il existe v''¢ E ™ pour lequel
[se, v' 7%(AM)] e x Ow(s, v)].

D'aprés 5. 4. 2, r transcrit le résultat de tout calcul de trl, dont le premier
état est s!, I'entrée v! et le dernier état sy, en le résultat d'un calcul de tr®
dont le premier état et 1'entrée vérifient (s, v0) =w(s!, v!), et dont le der-
nier état est s;. D'autre part, si un calcul de tr ', d'entrée A, a son premier et
son dernier état égaux, il en est de méme pour un calcul de tr? : lorsque tr®
vérifie la condition GP 2, tr* la vérifie également.

Supposens cdl» cd®. A tout mot y! v o @ <d! oy yle (E1)7d! et
v ¢ E1% associons y0 r* (v)oaP-cdl o3 v0 est le facteur gauche de r*{ yl)
qui a pour longueur cd®. Ecrivons y0 7% (v) ga%-cdl =50 40 oy |50)= g,
etylygal-edl =51 y1lou |pi] = ql. Simvérifie aussi :
c) pour tout yle (EIl)Cdl et tout ve E1% 10 ( p0) existe lorsque /! { pl)existe

etw (1l (pl), vl) = (19( p0), v 0),

7 transcrit le résultat de tout calcul complet de trl, d'entrée y! v gal-cdl en
le résultat d'un calcul complet de tr d'entrée y 0 7* (v) ¢ 9%9-¢40 7 transerit
toute pile engendrée par gn', pour une donnée «, en une pile engendrée par
gn?, pour la donnée 7*(a). D'autre part, si gn vérifie GP 1, il en est de mé-
me pour gn!. Nous dirons alors que @ 7 -projette tr! dans tr0.
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Dans le cas ou W%=W!et o r estl'identité, nous dirons simplement
que @ projette tr' dans tr ©; alors, pour tout mot « de T* I'ensemble gn'! (a)
est contenu dans gn %(a) : nous dirons que gn' est contenu dans gn®.

5. 6. Note pour une généralisation.

La notion de générateur de piles qui vient d'étre introduite ne rend pas
compte des algorithmes tels que ceux de [10], [35], [34], [57], (cf. [7]) :
ces algorithmes permettent des retours en arriére dans la donnée o et résol-
vent le probléme de la reconnaissance pour une classe de grammaires de
Chomsky et le probléme de l'analyse pour celles de ces grammaires qui ne
sont pas ambigués, en utilisant un nombre bomé de piles. L'algorithme de
[10] construit la pile attachée & une pseudo-arborescence de‘f(G) ayant o
pour suite de feuilles ; ceux de [35], [34], [57] construisent la pile attachée
a la pseudo-arborescence gauche d'une pseudo-arhorescence de € (G) ayont «
pour suite de feuilles. Pour rendre compte de ces algorithmes et en construire
d'autres du méme genre, on serait amené & généraliser la notion de générateur
de pile unique de maniére a pouvoir associer & certains générateurs de piles
gn, définis & l'aide d'un transducteur non déterministe, un générateur ainsi
généralisé gn' tel que gn'(x) soit vide si, et seulement si, gn(a) l'est, et que
gn'(«) soit contenu dans gn(a). On pourrait alors justifier du domaine d'appli-
cation de ces algorithmes.
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CHAPITRE 6

ANALYSE PAR CONSTRUCTION D'UNE PILE ADJOINTE OU

ATTA CHEE AUX PSEUDO-ARBORESCENCES CHERCHEES

6. 1. Analyse par constriction d'une pile adjointe.

Nous nous limitons ici au cas d'une grammaire de Chomsky non généra-
lisée.

D'aprés 1'étude de la pile adjointe & une ramification orientée (2.9.2),
la pile U adjointe & une pseudo-arborescence (I,f) de‘%(N, T, ==, X) pos-
séde les propriétés suivantes :

1) la premiére entrée est celle de la racine X ; elle est suivie d'une sortie f

2) aprés une sortie de symbole terminal, se produit une nouvelle sortie si la
pile n'est pas vide ; si la pile est vide, il s'agit de la demisre sortie :

3) la suite de feuilles de (I,f) est la trace sur T* du mot de sortie de la pile ;

4) aprés toute sortie d_:lun symbole non terminal A, entrent les éléments d'un
mot Y tel que A ::= Y, puis se produit une sortie.

Soit a = ‘dg...ay * la suite de feuilles de (I,f). Les entiers j; tels
que j;+1 soit une sortie de symbole terminal, ig = 0 et l'indice j 4 —ndu
dernier état de la pile U, forment un p-partage de U(j; +1 est sortie de a,_, ).
Pour cé p-partage, avec les notations du paragraphe 5. 2 :

- Ky estde laforme X o $Bo..o P By o0, ayour »let B, = Bk:f)k
pour 1 < k 1, en posant By = X et B, = a, (d'aprés les propriétes 1,4 ci-
dessus) ; vg = A.

- Pour 0 < i< p, sijj+2 est sortie d'un symbolenon terminalC, v; =nCaq;_,
v est de la formeso ¥ B1 g...0 'f’k Bko...cr { a; ouryletB, =B, ?’k
pour 1 £k <r, en posant By =C et B, = q; (d'aprés 4) ; sinon, j;+2 est sor-
tie d'un symbole terminal (d'aprés 2), Jiv1 ThtL vi=Ta a; ety =g,

Ve T At et u, = g0,
Cette étude va nous permettre de construire un générateur de piles gn

dont la donnée est un mot « de T* et qui engendre les piles adjointes qux pseu-
do-arborescences de Lﬁ,(N, T, ::=, X) dont « est la suite de feuilles : I'ensem -
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ble W est V, l'entier cd est 1 ; I'application t est définie par :

-pour ae T, t{ta’} est l'ensgmble des mots X o ¥1Byo ..o %‘r a pour les-
quels 1 et B; ©:= By ¥, pour 1 < k <1, en posant By=XetB =ala
est une initiale de chaque B,);

-pourae T,be E, Ce N, neV* t{abCn) est l'ensemble des mots
oo ¥ Byo...0 9 apourlesquelsry 1 et B, ; o= B, C{J’k pour l ¢ k<, en
posant By = C et B, = a (a est une initiale de chaque B,);

-pourae T,beE, neVXtlaban)=1{or};

-pourb¢E, t(*o b)) ={ror};

- dans les autres cas t (v ) = ¢.

Notons que sive V¥ acEetp et'(v, a) = t{a¥), vap est toujours défini,
et que t vérifie la condition GP 1. Il résulte de 'étude précédente que 1'en-
semble gn («) contient les piles cherchées.

Réciproquement, soit U une pile de gn(«), pour & = Ugeen O Elle
est adjointe & une pseudo-ramification (I, f) dans V. Chaque mot M; appartient
@ l'un des ensembles t(v) qui viennent d'étre décrits. Mg . qui appartient &
t(*ag*), commence par X o: (I, f} a X pour seule racine. Pour 0 < i <p, i+l
est une sortie du sommet de v; = v;,; ®p; ; sipy Frov, . =t (a; n")
se temmine par a;) ; sipgy =10, ujy =t{eg  bag n)etv,, =n a;, b;
dans les deux cas, le sommet de v, est a;; ; dans les deux cas aussi, i 2
n'est pas une entrée : a;.; est l'image par f d'une feuille de J. Si Et2F 540
[u;] > 1 et jj+2 est sortie de 'élément C qui précéde le sommet de v;:
g v; =a;a;,y C n; aprés cette sortie, entre un mot Y tel que C::=% : C¢N,
¥ est une famille de prédécesseur C. Si k est une sortie de la pile qui n'est
niun j;+1, ni un j;+2, c'est la sortie de l"élémentﬁ d'entrée k-1 ; k est suivi
des entrées des éléments d'un mot ‘¥ tel que B ::= ¥ : B« N, P est une famille
de prédécesseur B. La suite de feuilles de (I, f} est donc o et (I, f) appa-
tient a <uf:(N, T, ==, X). gn(«a) est l'ensemble des piles adjointes aux pseudo-
arborescences de €(N, T, ::=, X) dont « est la suite de feuilles.

L'ensemble t(v) ne dépend que du premier et du troisieme élément du
motv 0 0o ; testdéfini par une application d'un ensemble fini dans 1'ensem-
ble des parties de E* t est I'application associée & un transducteur borné lors-
que les ensembles t{v) sont tous finis (!}, Les suites (By = X ou C,
By, ..., By, ..., B, =a) rencontrées dans la définition de t sont des chemins
du graphe des initiales de la grammaire. Pour que t soit défini par un transduc-
teur borné, il suffit donc que ce graphe ne contienne pas de circuit, autrement
dit gu'aucun symbole ne soit initiale stricte de lui-néme. Nous désignerons
dans la suite cette condition par AD.

(1) On peut d'ailleurs définir un transducteur fini borné dont t soit l'application as~
sociée.

-100 -

Supposons inversement que la grammaire soit réduite et que A soit ini-
tiale stricte de lui-méme. De toute pseudo-arborescence de la structure P(V,::=)
qui a A pour racine, on peut en déduire une autre de hauteur supérieure. A pos-
séde une initiale a appartenant & T. Les pseudo-arborescences de Y¥(V,::=)
dont A est la racine et a la premiére feuille, ont leur hauteur h non bomée.
Elles sont sous-pseudo-arborescences complétes de pseudo-arborescences de
f(N, T, ::=, X) dont les suites de feuilles ont méme facteur gauche b_ ... 1'3‘_1
avec b;_; = a (théoréme 4. 2). La sortie o; de la i°™® feuille a est précédée
d'au moins h-1 sorties : o; n'est donc pas bornée. Les piles adjointes aux pseu-
do-arborescences de l'ensemble ne peuvent étre engendrées par un générateur
tel que —Joi soit borné (1)

L

La condition (AD) est en particulier réalisée si toute régle est du type
A:=aYouaeTet \Pe N*; [30] montre que pour toute grammaire, il existe
une grammaire équivalente qui posséde cette propriété. Alors, les chemins du
graphe des initiales sont tous du type (A, a). Les entiers r utilisés lors de
la définition de 1'application t sont tous égaux & 1. Ce cas est étudié par [ 29].
L'algorithme de [41] revient aussi & engendrer la pile adjointe & une pseudo-
arborescence.

Pour qu'on obtienne un générateur de pile unique, il suffit que :

(AD') pour tout AeN et tout ae T, il existe au plus une régle A ::=B P tel-
le que a soit une initiale de B.

Lorsque la grammaire est réduite, cette condition entraine AD ; en effet, si A
est initiale stricte de lui-méme, il existe dans le graphe des initiales plusieurs
chemins d'origine A ayant la méme extrémité a ¢ T ; deux de ces chemins ont
un premier point non commun, B sur l'un, B' sur l'autre, précédés d'un point
commun A’ ; il existe donc deux regles A' ::= B et A' ::= B' Y, B et B'
ayant tous deux a pour initiale.

Supposons maintenant que la grammaire est réduite, que AD' n'est pas
satisfaite, et envisageons un générateur des piles adjointes tel que cd =] et
que j;+1 soit la sortie de la i®™¢ feuille, pour 0< i < p. Il existe dans P (V,::=)
deux pseudo-arborescences de méme racine A, de méme premiére feuille a, oi
les deux familles qui ont la racine pour prédécesseur sont différentes. Elles
sont sous pseudo-arborescences complétes de deux pseudo-arborescences de
PN, T, ::=, X) dont les suites de feuilles ont méme facteur gauche by...b; |,
avec b, , = a. Par conséquent, pour une donnée by ... b, nl'ensemble F;
contient au moins deux éléments : le générateur est un générateur de piles
multiples. En résumé :

(1} Mais il est cependant possible qu'elles le soient par un autre générateur : par exem =
ple, si T = {a , N =1X§ et X := X ala, elles le sont par le générateur pour lequel

cd = 1l ettla ) = {'X g G'L ton) = 10‘”“}; 1tapplication t est associée & un trans~
ducteur fini déterministe.
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Théoréme 6. 1. Soit une grammaire (N, T, ::=, X) réduite. Pour que l'applica-
tion t définisse, avec l'ensemble V et ¢d = 1, un générateur de piles qn, il faut
et il suffit que le graphe des initiales de la grammaire ne posséde pas de cir-
cuit. Pour tout mot o sur T, gn(a ) est alors I'ensemble des piles conjointes
aux pseudo-arborescences de (N, T, ::=, X) dont « est la suite de feuilles.
gn est un générateur de pile unique si, et seulement si, la grammaire vérific

la condition AD'.

6. 2. Utilisation dans la suvite du chapitre d'un pseudo-graphe de production.

Nous emploierons dans la suite du chapitre un pseudo-graphe de produc-
tion (J, ' ; g) du premier ou du second type (4.6.4). Nous pourrons ainsi
traiter le cas d'une grammaire généralisée. Les mots A p (resp. ‘PA) tels que
A = sont les chemins de (I, [ ; g) dont l'origine et 1'extrémité appartien-
nent respectivement & deux sous-ensembles J' et I''. Nous supposerons que le
pseudo-graphe posséde les propriétés PG1l, PG2, PG3 ; 1'origine dans J'
d'un chemin commengant par Z est 0{Z ).

Soit (I, f) une pseudo-arborescence de'{)(N, T, ::=, X). Un noeud z
de I a pour image f(z) = A, la famille p de prédécesseur z est transcrite par f
en et A = 'Y; AY (resp. ¥ A) est un chemin de (J, T ; g), transcrit par
g d'un chemin (unique) w p' (resp. p' w) de (J, I') dont l'origine appartient
al :wel, |Bl =|¥I=|B"|; en associant & tout élément ydep l'élément
f; (y) de méme rang dans B’, on définit une application de I, privé de sa raci-
ner, dans J. Soit & un élément n'appartenant pas & J ; prolongeons f; par
fi(r) =6 et g par g(8) = X ; alors f =g o f;. (I, f; ) est une pseudo-arbores-
cence dans l'ensemble J; = J u {8}, Soit ¢, (N, T, ::=, X) l'ensemble des
pseudo- arborescences (I, f, ) ainsi associées aqux pseudo-arborescences de
T(N. T, ::=, X). Comme (I, f) est transformée de (I, f,) par g, l'application
qui a (I, f) associe (I, f,) est une bijection de ¥(N, T, ::=, X) sur
€ (N, T, ::=, X); (1, f;) détermine (I, f).

Dans la pile attachée & une pseudo-ramification, une sortie d'un élé-
ment Y est suivie d'une entrée d'un élément Z qui suit Y dans une famille,
ou d'une sortie si Y est dernier élément d'une famille. Les familles B'de (I,£,)
sont des chemins d'un graphe ; les éléments w prolongeant un chemin By d'un
graphe en un chemin By w ne dépendent que du demier élément de [3y. Cette
propriété est fausse pour les chemins d'un pseudo-graphe : or les familles ‘P de
(I, f) sont des chemins d'un pseudo-qraphe. Plutét que de construire les piles
attachées aux pseudo-arborescences (I, f) de ’€(N, T, ::=, X), nous cons-
triirons les piles attachées aux (I, f,) associées.
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6. 3. Analyse par construction des piles attachées aux pseudo-arborescences

de € (G).

Dans la pile strictement attachée & une ramification orientée, un noeud
entre avant les points dont il est le prédécesseur. Il sera commode d'utiliser
ici un pseudo-graphe de production (J, I' ; g} du premier type.

6. 3. 1. Caractérisation des piles cherchées. D'aprés 1'étude de la pile stric-
tement attachée @ une ramification orientée (2. 1), la pile attachée & une pseu-
do-ramification (I, f,) de <E>1(G) posséde les propriétés suivantes :
{AT1) La premiére entrée est une entrée de §.
(AT2) Siiestune entrée de x et i+1 une sortie, g(x) ¢ T.
(AT3) Siiestune entrée de x et i+ une entrée de y, o [g(x)] T y
(d'oii g(x) eNetyel).
(AT4) Siiestune sortie de x et i+1 une entrée de y, x et y sont des points
de J tels que x I y.
(ATS5) Siiestune sortie de x et i+] une sortie, x appartient @ J''.

Réciproquement, soit U; une pile sur l'ensemble J,, qui posséde ces
cing propriétés. Elle est attachée & une pseudo-ramification (I, f,), et trans-
crite par g en la pile U attachée & (I, g o £;) = (I, f). (I, {) est une pseudo-
ramification sur V ; montrons qu'elle appartient & € (N, T, ::=, X). D'aprés
AT3 et AT4, toute entrée autre que la premiére est celle d'un point de J ;
d'apres AT4 et ATS, il en est de méme pour toute sortie autre que la demiére;
d'aprés AT1, la premiére entrée, et donc la derniére sortie, portent sur & :
(I, f) est une pseudo-arborescence de racine g(8) = X. Si z est une feuille de
I, glf, (2)] = £(z) ¢ T (AT2). Pour un noeud z de I, posons x = f, (z) et
A = g(x) = f(z) : la famille B de prédécesseur z dams I est transcrite par f
en une famille B' de prédécesseur x dans (I, f; ), elle-méme transcrite par g
en une famille \P de prédécesseur A dans (I, f} ; d'aprés AT 3, AT4, ATS,
le mot A\P est un chemin du pseudo-graphe (J, I ; g) dont I'origine est o(A)
et l'extrémité dans J" : A ::='P. (I, {) appartient 6‘€(N, T, :=, X).

Complétons les propriétés précédentes par trois autres propriétés de la
pile Uy attachée a (I, f;) ¢ <€1 (G) ; g transcrit Uy en U, attachée & (I, ) ¢ € (G):
(AT6) Sii est une entrée de y dans U; et si dans U la premiére entrée de
symbole terminal supérieure ou égale @ i est une entrée de b, b est initiale de
g(y):en effet, il existe deux points y) et b, de I tels que y = f; (y;), b = f(b,)
et b) soit la premiére feuille qui majore y, dans l'ordre d'entrée de I ; b est
initiale de f (y,) = g(y) (4. 3. 1).
(AT7) Sii est une sortie de y de la pile U; et si la premiére sortie de U d'un
symbole terminal qui est supérieure & i est une sortie de b, g(y) et b, images
par f de deux points consécutifs de I, forment un couple vicinal (4. 3. 2).
(AT8) Si i est une sortie de x et i+1 une sortie de y, g(x) fn g(y) (4. 3. 1).
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6. 3. 2. Générateur. De 1'étude qui précéde, déduisons un génératcur de piles
gn tel que, pour toul mot « de T¥ q transcrive les piles de I'ensemble gn(x )
en les piles atiachées aux pseudo-arborescences de ¥ (G) dont « est la suite
de feuilles. Nous emploierons les notations du chapitre 5 : les j; seront les
entrées de feuilles. Ce générateur est défini par W = T u J, (rappelons que
E =Wuiol), cd =1 et par un transducteur fini borné (5. 3) tr ; & tout élé-
ment x de J), associons bijectivement un élément % n'appartenant pas @ J, ;
soit J, l'ensemble de ces % ; appelons d'autre part T' I'ensemble T u {o }.
aAM=T" x(J, ul).
b)q=2;pouraeT, /(a, o) =(a, &) ;pourae T' et x ¢ I Ha, x) ={a, %).
c)Pourae T, xe¢ Jyetx'elJ), d[(a,x}, x'] contient les seuls éléments :
- (@, y) pour tout y ¢ J tel que x I' y et a soit initiale de g(y) (d'ot x Foet
a¥o),
-(a, %') sixed", g(x) fn g(x') (1) et si, ou bien le couple g(x'), a est vici-
nal, ou biena=o¢ ;
dl(c, 8), 0] ={s}.
d) Pourae T etx¢ J;, m(a, x) contient les seuls couples suivants :
- (sg x) sig(x)=q,°
-[la, y),* x'] sig(x) e N, pour tout y ¢ J tel que o[ g{x)]T y et a soit initiale
de g(y).

Dans tous les cas ot /(a, b) n'a pas été défini (acE, beE), /(a,b)
n'existe pas; dans les cas o d (s,x') oum (s) n'a pas été défini (seM,x'¢E),
cet ensemble est vide. Ces conventions seront valables pour les applications
{1, d, m, k des transducteurs définis dans toute la suite.

Le résultat d'un calcul du transducteur est un mot sur J, u lol. Etu-
dions divers calculs complets ; on remarque que si s' est la projection sur M
d'un couple de m(s), d(s', x') est vide pour tout x'.

1} Si l'entrée est *a o ' (a ¢ T), sg = (a,8 ) et les calculs complets sont les
suites : ((a, v, }, A, *8°) ..({a, v, ), A, Vi el v ) Aty
(s¢'yg ) our»2, a=gqly,, )et o[g(yk_ll)] Iy, pour 1<kgr-1, enpo-
sant y; = & ; ces conditions entrainent que a est initiale des a{y, ). Le ré-
sultat du calcul est '8y, ...y,

2) Si l'entrée est *a x ;... X0 * (1' 2 1, ae T, xe eJ1), sp=(a, %) ; les
calculs complets sont les suites : ((a, Xy x, 00} o ((a, B, %0, t00)
((0, Yerr ): Xr||+1, 'U') ((G, yr”+1 )' Ar 'Yru’) 1eie ((0, Yr-l )l /\: 'Yr-Z') (si:
Yer)oh:lgrt <, e gr'; pour 1gkgr'-l, X eJ" et g(xy) fng(xy );
Xpo Iy s pour ' +1g k<1, ol gy, 1 )IT v s g(y, ;)= a;il en résulte
que a est une initiale de g(y_,), ..., g(y,; ) et que g(x oy g(x,, ) for-
ment avec a des couples vicinaux (théoréme 4. 3). Le résultat du calcul est
W=0™"yY . ¥,y ‘X, e X" @ i existe puisque r'' < 1', et cen'est pas le

T
mot vide.

(1) Voir la remarque qui suit l'étude des calculs du transducteur.
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3) Sil'entréeestto x, ... x 0" (r'» 1, x, €eJ, ), s, = (o, X,) ; puisqu'il exis-
te un calcul complet, il fauf que x,» = & ; Ce calcul est ((o, X} x50 00 ...
(o, %) 2t 0*) . ((0,8),8,r0), (sg. 0.t o*)si,pour 1 <k <r'-1, X eI
et g(x,) fng{xy ). Le résultat du caleul est o™.* x, ... x,* Bo*' existe et
c'est le mot vide : le générateur gn vérifie GP 1.

Remarque : envisageons les calculs du transducteur étudiés en 2 et 3.
Si on suppose que, pour 1  k € r-1, il existe un chemin de (J, [} d'origine
o[g(xg4 )] et d'extrémité x,, x ¢ J" entraine g(x, ) fng(xy,,). L'hypo-
thése est vérifiée lorsque *x,, ... x;* est I'un des états v, d'une pile engen-
drée : on le voit facilement par récurrence sur i. Il sera donc inutile de tenir
compte de la condition g(x) fng(z), imposée lors de la définition de 1'appli-
cation d pour que (a, X') appartienne & d{ (a, %), x'].

Soit o = *ay ... dp.; * un mot sur T. Envisageons une pile U, de l'en-
semble gn(a). Le premier calcul du transducteur conduisant & cette pile est
da type 1 ci-dessus ; v, appartient & J% et n'est pas vide ; le second calcul
est donc du type 2, et, par récurrence, il en est de méme de tous jusqu'au peme,
le dermnier calcul est du type 3. La premiére entrée est donc une entrée de § :
la pile vérifie donc la condition AT1. Pour 1 < i < p, j; est une entrée d'un
élément y tel que g(y) = aj.) ; toute aqutre entrée est suivie d'une entrée ; Uy
vérifie aussi AT 2.Toute entrée de x suivie d'une entrée de y est distincte d'un
ji; d'aprés les résultats des calculs de type 1 ou 2, o[g{x)] I y. Aucune sor-
tie n'est un j;, ni inférieure & j1 : si la sortie de x est suivie de l'entrée de
Y, x [ y d'aprés les résultats des calculs du type 2 ; si elle est suivie d'une
sortie, x ¢ J''. La pile U, vérifie donc aussi AT3, AT4, ATS ; elle est trans-
crite par g en la pile attachée U & une pseudo-arborescence (I, f) de
£(N, T, ==, X). La suite de feuilles de (I, f) est la suite des symboles ter-
minaux qui entrent dans U, c'est-a-dire a.

; Réciproquement, la pile U attachée & une pseudo-arborescence de

‘g(N, T, ==, X), ayant a pour suite de feuilles, est transcrite par g d'une pi-
le U qui vérifie AT1, AT2, AT3, AT4, ATS, AT6, AT7, AT8. Soit i
I'entrée dans U de la i°™® feuille, Ay 3= 0,y ey jp et ij, indice du
demier état de U, forment un p-partage de U;. D'aprés AT 2, toute entrée qui
n'est pas un j; est suivie d'une autre entrée. Pour le p-partage considéré

~ug estdelaforme* 5y, ... yj, ' avec i1 22, 9(y;,q ) =ag olgly, )My,
pour 1 (kg j -1, en posant y; = § (d'aprés AT1, A&T3) ; c'est le résultat d°
un calcul complet d'entrée *ag o,

- lorsque 1 i p-l, v; estde laforme *x,, ... ;" avecr's 1 ; j;+1 est une
sortie, j;4 une entrée. y; est donc de la forme o* ' Yevreoo Yoy 2 Gyra ) = ay;
Lgr" <, " <r' ; d'apres ATS, AT8, pour L kr''-1, xe " et g{xi)
fng(xy4y) ; d'aprés AT4, x;n Ty s pour '+l k<1, o[ g ( vy ) IT i
d'aprés AT 3. p; est le résultat d'un calcul complet d'entrée a,v,o0.
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fng(xy4,) (ATS, AT8). u, est le résultat d'un calcul complet d'entrée
o ¥ 0. U; appartient & gn(a).

Théoréme 6. 2. Pour que le transducteur.tr vérifie la condition GP2, il faut
et il suffit que le graphe des initiales de la grammaire, supposée réduite, ne
contienne pas de circuit (condition AD).

La condition est suffisante, car o[ g (x)] I' y entraine qu'il existe un mot ¢ tel
que g(x) ::= g(y) \p. Lorsque le graphe des initiales contient un circuit et que
la grammaire est réduite, on voit par une démonstration analogue @ celle don-
née pour les piles adjointes (6. 1), qu'il n'existe aucun générateur des piles
attachées aux pseudo-arborescences de < (G ) ou ‘fl (G) pour lequel, si¢; est
1'entrée de la i ®™e feuille, 'Ei est bomé ; ce qui achéve de démontrer et
étend le théoreme. i

Revenons au cas ol le graphe des initiales ne contient pas de circuit.
L'ensemble m,(a, x) des mots ‘Yo -+ ¥ sur J) tels que n >0, y, =x,
g(ya)=aetolg(y,.1}]T y pour 1< ig n, est fini. Les résultats des cal-
culs complets du transducteur ne changent pas si on remplace la définition de
l'ensemble m(a, x), pour @ ¢ T et x «¢ Jy, donnée plus haut, par
m'(a, x) = {s;} x my(a, x) (cf 5. 3. 2, remarque). Les ensembles m'(a, x)
peuvent étre déterminés une fois pour toutes ; c'est ainsi que procéde [36]
qu'on pourra consulter pour obtenir plus de détails sur la pratique de la mé-
thode.

6. 3. 3. Etude du déterminisme du transducteur. Pour tout couple (s, x') de
M X E, d (s, x') ou m(s) est vide. Si le transducteur n'est pas détemministe,
I'un de ces ensembles a plusieurs éléments, ce qui ne peut se produire que
dans deux cas :

1)1l existe dans ] trois points w, Yy, telsque wl y, wly, vy, ¥ Yo
g{y1) et g(y,) ont une initiale commune. D'aprés la propriété PG 1 du pseudo-
graphe de production, B) = g(y;) est distiict de By = g(y,) ; d'aprés PG3,
le chemin w y; du graphe (J, I') est contenu dans un chemin A w y; Ajd'ori-
gine dans J', d'extrémité dans J'' ; le chemin A w y, est contenu dans un che-
min A w y; A, d'extrémité dans J". g transcrit A w y; Ay en un mot A YB; 1
etAwy, AjenA YBy Pp: A=Y B, ), A=Y B, P,

2) I existe trois points de J, %, y, x', et un symbole terminal a tels que x I y,
a est initiale de g{y), x' est l'origine dans J' et x l'extrémité dans J'' d'un
chemin x' A x de (J, I'), et g(x'), a est un couple vicinal. Alors x' A x y est
un chemin de (J, T ), d'origine dans J' : il est contenu dans un chemin x'AxyA;
d'extrémité dans J'' ; g transcrit ce demier chemin en g(x') \f g(x) gly) ¥;:

g(x') ::= P g(x) et g(x') == PVg(x) g(y)\
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Soient un symbole non terminal A et un mot ¥ (éventuellement vide)
sur V, tels qu'il existe des mots « pour lesquels A ::= ¥ w ; désignons par
By, ... By les premiers symboles des mots wnon vides et par Q, (A, V) l'en-
semble des initiales terminales de B ; enfin, si I'un des mots w est vide, soit
Qo(A, ¥) 'ensemble des symboles terminaux a tels que le couple A, a soit
vicinal. Pour que le transducteur soit déterministe, il suffit que soit vérifiée :

(AT) pour tout couple A, les ensembles Q;(A,Y )sont deux a deux disjoints.

AD' entraine AT ; si la grammaire est réduite, AT entraine AD (méme dé-
monstration que pour AD' entraine AD, 6. 1).

Supposons AT non satisfaite et la grammaire réduite. Si pour un couple
A, Y deux ensembles Q; (A, ¥) et Q, (A, ¥} (i #0, k # 0, i ¥ k) ne sont pas
disjoints, il existe dans Y(V, ::=) deux pseudo-arborescences (I, f) et (I', {')
de racine A dont les suites de feuilles ont un facteur gauche commun y non
vide ; si Qy(A, V) et Q. (A, ¥) ont en commun un élément a, d'aprés le thé-
oréme 4. 3, il existe un symbole auxiliaire A' et deux mots Wy, gy sur Vtels
que P; A a \p, dérive de A', d'ou deux pseudo-arborescences (I, f) et (I', ')
de racine A', dont les suites de feuilles ont un facteur gauche commun y non
vide ; dans les deux cas, les sous-pseudo-arborescences de (I, f) et (I', '),
images des sous-arborescences de I et I' qui sont formées des noeuds majorés
par l'une des |y| premiéres feuilles étant différentes. On en déduit de la méme
maniére qu'au paragraphe 6. 1 :

Théoréme 6. 3. Soit une grammaire G réduite. Pour que le transducteur ir soit
déterministe, il faut et il suffit que G vérifie la condition AT. Lorsque AT
n'est pas satisfaite, tout générateur des piles attachées aux pseudo-arbores-
cences de<€(G) (ou de ](G)), pour lequel la donnée est la suite de feuilles
de la pseudo-arborescence (ou sa transcrite par l'application g), cd = 1 et j;
est l'entrée de la 1¢™e feuille, est un générateur de piles multiples.

On remarquera que pour prouver plus haut que toute pile engendrée
€tait 1'une des piles cherchées, on n'a pas utilisé toutes les conditions im-
posées au transducteur. Il existe donc des transducteurs plus simples condui-
sant aux mémes piles ; ils sont seulement ''plus indéterministes'’, et de ce
fait ménent a des réalisations pratiques moins efficaces ; en particulier, ils
peuvent n'étre pas déterministes méme lorsque AT est vérifiée. Une remarque
analogue peut étre faite pour les autres algorithmes d'analyse que nous étu-
dions ; elle sera illustrée par les divers générateurs qui, au chapitre 7, en-
genderont tous les mémes piles.

6. 3. 4. Exemples. Un langage de Dyck sur 2n lettres a; (1< ignet-ngig-1)

[15] peut étre défini par la grammaire suivante :

T={a;;lgign, ngig-1};
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N={X, A,B;;lgig<n, -ngig-1}; axiome X ;
Aju=a;Bya_ jja;a; pour l<ig<net-ngig-1,
B, ::= A; Byl Aj I<jgnet-ngjg-l,
X u=A XA et j ¥ -i.

Il est facile de voir que la condition j # -i assure AT. Rappelons que tout
langage de Chomsky est image homomorphe de 1'intersection d'un langage de
Dyck avec un langage de Kleene [54]. La relation de production donnée en
exemple au paragraphe 4. 1. 2 vérifie qussi (AT). D'autres exemples pourront
étre trouvés dans [ 25], qui étudie des cas out I'hypothése (A T) est réalisée.

Certains auteurs n'utilisent pas de pseudo-graphe de production, et le
remplacent par un jeu de procédures, récursives en général, une procédure
étant associée a certains symboles auxiliaires (ces procédures jouent parfois
un role en dehors de 1'analyse syntaxique) : [28], [42] étudient ainsi Algol.
Cependant, pour éviter d'avoir & introduire un trop grand nombre de procédures
ou un trop grand nombre d'éléments (''états syntaxiques'') dans 1'alphabet
utilisé, ces auteurs transforment souvent implicitement la grammaire donnée
en une grammaire généralisée équivalente.

6. 4. Analyse par construction des piles attachées aux pseudo-arborescences
gauches des pseudo- arborescences de € (G).

6. 4. 1. Introduction. L'hypothése AD est fort restrictive : en particulier, elle
interdit les régles de la forme A ::= A\, Son rdle est d'assurer qu'un état u;
de la pile attachée & une pseudo-arborescence de € G) étant donné, la pre-
miére entrée aprés i d'un symbole terminal, si elle existe, ou 'indice du der-
nier état de la pile sinon, est borné. Cette condition sera plus facile & réaliser
pour les piles attachées aux pseudo-arborescences gauches (2. 12) des pseu-
do-arborescences de € (G) : toute famille commence par une feuille ; plus pré-
cisément, d'aprés 1'étude faite en 2. 12. 4, il suffit qu'il n'existe aucune suite
de symboles auxiliaires AL ..., A tels queA, = A et, pour 2<kgn,
Ay = Ay, autrement dit, qu'aucun symbole auxilicire ne dérive strictement
de lui-meéme.

L'étude des familles d'une ramification gauche conduit & penser qu'il
est plus commode de disposer d'une régle A ::=\Psousla forme d'un mot WA
plutdt que A \p ; nous utiliserons donc un pseudo-graphe de production (7, I'; g)
du deuxiéme type. Nous construirons les piles attachées aux pseudo-arbores-
cences gauches des pseudo-arborescences (I, f,) de cfl(G)‘ D'aprés le théo-
reme 3. 3, (I, fl) est déterminée de maniére unique par sa pseudo-arborescence
gauche.
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Dans le cas déja envisagé d'une grammaire ou toute régle est du type A ::= oy
aeT, Ye N* {ou V"j, toute pseudo-arborescence de 1 (G) est sa propre pseudo-ar-
borescence gauche, puisque chacune de ses familles commence par une feuille.

6. 4. 2. Caractérisation des piles cherchées. D'aprés 1'étude des ramifications

gauches (2. 12) et celle de la pile strictement attachée & une ramification

orientée (2. 1), la pile U, attachée & ({I, f, )), pseudo-arborescence gauche
de (I, f;) e ¥, (N, T, ::=, X) posséde les propriétés suivantes :

(G1) La premiére entrée est une entrée de §.

(G2) Si i est une entrée de x et i+l une entrée de y, y appartient & J', g(x)
appartient @ N et g(y} @ T, car dans (I f,)) y est le premier élément
d'une famille de prédécesseur x ; y est le premier élément d'une famille
de (I, f;) et 'image d'une feuille de I.

(G3) Si i est une sortie de x et i+1 une entrée de y, deux cas sont possibles
(et ils s'excluent) :
a)xT y(dot x¥8, yF &) etg(y)eV;sig(y)eN,i+ 2 est une

entrée ; o
b)yeJ etilexistezeJtel quexT zetg(z)=g(y)eN;i+2est
une sortie de y.

En ettet, x et y sont consécutifs dans une famille de ((Ig, f,)), et ce qui pré-

céde résulte de 1'étude des familles d'une ramification gauche : dans le cas q,

x et y sont consécutifs dans une famille de (I, f) ; dans le cas b, x est I'ima-

ge par f; du dernier point d'une famille de I de prédécesseur Y. fily)) =yet

¥y, est le premier point de sa famille.

(G4) Si i est une sortie de x et i+l une sortie de y, il existe z tel que x[ z
et g(z) = g(y) e N (d'ol x # § et z ¢ J''), car x est le dernier élément
d'une famille de ((Ig, f,)) et d'une famille de (I, f; ), dont le prédécesseur
est y.

Réciproquement, soit U; une pile sur J; qui vérifie G1, G2, G3, G4.
Elle est attachée a une pseudo-ramification (I', f') dans J, iles points w de
I' tel que g o f'(w) ¢ T sont des feuilles, car, d'aprés G2, f' (w) sort de la pile
dés son entrée ; toute famille de I' commence par un tel point (G2) ; d'aprés
le théoréme 3. 3, (I', ') est la pseudo-ramification gauche d'une unique pseu-
do-ramification (I, f; ) dans J; telle que les feuilles de I soient ceux de ses
points w) qui vérifient g o f; (w;) ¢ T. D'aprés G1, G2 et G3, pour toute en-
trée dans Uy d'un élément y, g(y) appartient & V : g transforme (I, f,) en une
pseudo-ramification (I, f} dans V ; g transforme aussi (I', {') en la pseudo-ra-
mification gauche de (I, f) et transcrit la pile U, en la pile attachée a cette
pseudo-ramification gauche. D'aprées G1, G2, G3, & n'a qu'une entrée dans
U,, la premiére ; d'aprés G3 et G4, la sortie de & est nécessairement la der-
niére, (I', {') a une seule racine §, donc (I, fl) a une seule racine 8, (I, f) a
une seule racine X. Etudions les familles de (I, f,):d'aprés 2. 12. 2 et 3. 2. 3,
pour les construire, on considére dans toute famille wde I', de prédécesseur z,
les feuilles Ay, ey U5 telles que g o f'(a;) ¢ N (si elles existent) : les a
sont caractérisés par : g o f'(a;) ¢ N et, dans la pile U' strictemen* attachée

- 108 -




a I', I'entrée de q; est suivie d'une sortie ; o s'écrit G @o 01 @) ... Ty 0,
ou g o f'(ag) ¢ T; si un élément x d'un mot w; vérifie g o f'(x) ¢ N, son entrée
est suivie d'une entrée ; f'*(w) = a}y oy ap oyl o) est une famille
de (I', ') :aly &y est une famille de (I, £; ) qui a pour prédécesseur a' Ay ')
une famille de prédécesseur Ay, e, @l w',.; une famille de prédécesseur
f'(z) et on obtient ainsi toutes les iamilfes de (I, fl) sauf *§°. Pour 1 <igp-1
I'entrée dans U' de q; est précédée et suivie d'une sortie :d'aprés G3, aje J' ;
d'autre part, d'aprés G2, ay € J'. Pour 0K i < p-l, aprés la sortie d'un élé-
ment x de o; w; qui n'est pas le dernier vient I'entrée de 1'élément suivant y ;
d'aprés G3, f'(x) I f'(y). Pour 0 < i < p-2, la sortie du demier élément x de
a; w; est suivie de l'entrée, puis de la sortie, de a4y il existe y tel que
t'(x)T f'(y) etgo f'ly) =qgo0 f'ialﬂ } (G3). La sortie du dernier élément x
de ay @p.1 est suivie de la sortie de z : il existe y tel que ' (x) T £'(y) et
gof'(y) = gofi(z] (G4). g*(a} ;) g (a';4,), pour 0<ig p-2, et

g¥a'p, @'y) g [f' (z)] sont des chemins du pseudo-graphe de production,
d'origine dans J', d'extrémité dans J'"'. (I, f) est une pseudo-arborescence de

BN, T, ::=, X).

Nous allons préciser G1, G2, G3, G4 par d'autres propriétés de la pile
U; attachée & ({Ig, £;)) pseudo-arborescence gauche de (I, f, }¢ T} (G). No-
tons d'abord que l'entrée de & est suivie de I'entrée d'un élément b tel que
g(b) ¢ T. Désignons par U' la pile strictement attachée & I, arborescence gau-
che de I ; soient Xy, ¥, deux points de I(et Ig), b; une feuille de [, x = (%),
y =4 {y) b=1;(by).

Supposons d'abord que I'entrée de x; dans U' soit suivie immédiate-
ment de l'entrée de y, : y; est la premiére feuille qui majore x, dans l'ordre
d'entrée de I ; d'aprés 4. 3. 1, f(y;) = g(y) est une initiale de f(x,) = g(x):

(G5) Si i est une entrée de x dans U, et i+l une entrée de y, g(y) est initiale
de g{x).

Supposons maintenant que by soit la premiére feuille de I qui sort de
U' aprés y;, donc qui entre aprés la sortie de Yy - comme [ et I; ont le méme
ordre de sortie, y; et b; forment un couple de points consécutifs de I ; d'aprés
4. 3. 2, le couple g(y), g(b) est vicinal. Si aprés y; ne sort plus aucune feuille
de I, les points qui sortent apreés y, sont tous les derniers de leur famille
(2. 3. 3), et g(y) est une finale de 1'axiome ¥ :

(G6) S'il existe une feuille de (I, ;) qui entre dams U; aprés une sortie de y,
et si b est la premiére de ces feuilles, le couple g(y), g(b) est vicinal ;
sinon g(y} est une finale de X.

Supposons ensuite que la sortie i de x, soit suivie par l'entrée i+1 de

Y1 et que by soit la premiére feuille de I dont I'entrée est supérieure @ i, si
elle existe ; étudions les deux cas qui, d'aprés (G3) peuvent se présenter :
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cas a) si %, est une feuille, y; = b,, y = b ; sinon, i+2 est une entrée de b
dans U; (G2) et g(b) est initiale de g{y) (G5). o
cas b) y, sort dés son entrée, y, est une feuille de I et un noeud de'I: Dest—
gnons par R I'ordre associé & l'arborescence 1, par €, le spmmet de 1 tetat u';
de la pile U', et posons e = f,(e;). D'aprés 2. 12. 2, il existe un c-hemm del,
€)= Wo, Wi .. Wg, Y] = Wgyy, Ol Wy, L, Wgq, yp sont les pr?mxers de leur
famille (mais pas e ). Si aucune feuille de I n'entre dans U' aprés v, , auc|une
ne sort aprés w_, ..., w;, e, ,ni aprés les autres éléments de u';: chacun d.eux
est le demier ge sa famille et W, ..., W_, y; sont seuls dans leur tamille ;
g(e) = f(e;) est une finale de X, g(y) ?qi(yl) dérive strictemel:lt de g(e). Si
une feuille de I entre aprés y, , y, et b sont des points consécutifs de I. Deux
possibilités s'offrent alors (figure 6. 1) : '

i) e; R by : dans l'ordre de sortie de I, l'intervalle R(e,) contllent R(—yl).et
précéde b, ; d'aprés 1'étude faite en 2. 6. 3, e, et b, sont aussi consécutifs
et de plus, w;, ..., w_, y, sont demiers de leur famille, donc seuls dans leur
famille : g(y) dérive strictement de g(e) ; d'autre part, g(e), g(b) est un cou-
ple vicinal. . )

ii) e; R by : le plus grand R-minorant commun & y, et b; est 1'un des points
Wi weer Wg, appelons le w; ; si j ¥ q, d'c'xpres 2.'6. 8, wH:Z, “ee Wy Y1 font
demiers de leur famille : f(y;) = g(y) dérive de f(w;y,) ; il existe une régle
f(w].) = f(w).ﬂ) Z \p telle que g(b) soit initiale de Z. D'autre part, f(wj) est
une initiale de f(e;) = g(e).

\ /
v
\/ \ 7
1 §b; N/
N Yl bl
g
Yq
Wit
Wit v
e, €
S,
=~ /
\\\ ’ €h
V2
e; R by e; R b

Figure 6. 1.
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Définition. Les propositions en Ae N, Be N, ae T :
- A dérive strictement de B et le couple B, a est vicinal,
- il existe A',B', Z appartenant 4 V et Yappartenant & V* tels que B*::=A"'Z \,
A dérive de A', a soit initiale de 7, B* initiale de B(1),
sont décidables. Lorsque l'une d'elles est vraie, nous disons que A, a est un
couple initial de B.

De I'étude qui précede résulte la propriété de la pile U, :
(G7) Siiest une sortie de x et i+1 une entrée de y:
- dans le cas (a) de (G3), y est l'image d'une feuille de I, ou bien i+2 est en-
trée de b, image d'une feuille de | et g(b) est initiale de q(y);
- dans le cas (b) de (G3), e étant le sommet de la pile aprés la sortie de %
si qucun b pour lequel g(b) ¢ T n'a d'entrée supérieure & i, g(y) ¢ N dérive
strictement de g (e), finale de X ; si au contraire b est e premier élément pour
lequel g(b) ¢ T, dont une entrée est supérieure @ i, g(y), g(b) est un couple
initial de g(e).

Pour simplifier la description du générateur de piles qui sera étudié
Plus bas, lorsque A ¢ N dérive strictement d'une finale B de X, nous dirons
encore que A, 0 est un couple initial de B,

Supposons enfin que i soit une sortie de x| et i+ une sortie de I
Yy est un noeud de la ramification gauche I, donc n'est pas le premier de sa
famille dans I, Si aprés ces deux sorties aucune feuille de I n'entre plus dans
la pile U', y; et les points qui sortent aprés lui sont les demiers de leur fa-
mille ; done v, est laracine de I, y=8§, ou bien il existe une régle B ::= \pg(y)
ot Y + A et B est une finale de X. Si une feuille de I entre apres la sortie de
Y et si b, est la premiére telle feuille, y, et b, sont des points consécutifs
de I ; il existe une régle B := W A' Z ¥, ot £(b}) = g(b) est initiale de Z et
ou bien A' = g(y) et Y # A, ou bien il existe une régle A" = 9, g(y) ou A"
est une finale de A' et LA

Définition. S:, pour deux éléments A ¢ N, a ¢T, i existe B, A', Z appartenant
aV,\fet P, appartenant & V* tels que B := \PA' Z 9, aest initiale de 7
et soit A' = A et 9 £ A, soit une finale B' de A' et un mot non vide \-P2 de
V*vérifient A'* .= ‘-?2 A, nous dirons que le couple A, a, qui est vicinal, est
un couple vicinal post-initial,

D'o pour la pile U; :
(G8) Si i est une sortie de x et i+1 une sortie de y, si b est le premier élément
pour lequel g(b) ¢ T dont une entrée est supérieure q i, g(y), g(b) est un cou-
ple vicinal post-initial : si aucun b te] que g(b) ¢ T n'a d'entrée supérieure &
i, y = & ou une finale B de X et un mot \P non vide vérifient B ::= WPg(y) avec
g(y)eN.

(1) Cette proposition équivaut & : il existe ¥ ¢ V* tel que A'a Y dérive de B.
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Lorsque A est une finale stricte de X, nous convigpd}'ons de dire que
le couple A, o est vicinal. Lorsque pour un symbole auxiliaire A, une finale
B de X et un mot \¢ non vide vérifient B ::= ¢ A, nous dirons encore que A,
o est un couple vicinal post-initial.

6. 4. 3. Générateur. Cette étude va nous permettre de définir un générateul: de
piles gn tel que, pour tout mot « de T* les piles de l'ensemble gn(«) soient
transcrites par g en les piles attachées aux pseudo-arborescences gmfches
des pseudo-arborescences de “G(N, T, ::=, X) qui ont a pour suite de fel:ulles.
Pour soutenir la compréhension, la fiqure 6. 2 schématise la c0f1§tructxon d.e
ces piles ; les références entre parenthéses sont celles’qt’xi justifient s't.es di-
verses parties. Ici encore, les j; sont les entrées des éléments dont ) lmgqe
par g est un symbole terminal ; le générateur est donné par W = T.U Jired=1
et par le transducteur tr qui va &tre défini ; rappelons que T' = T uio},
Jy= J utd} etposons I, =J, ulal:
a)M=T"xJ} xJYy.
b)g=2;l{a, e)=(a, e, o)pourae T'etecl. ) .
c)) g’our aeT' ecl, e €]y, dl(qa, e,0), €] contient le seul triplet (a, e', e)
si g{e),a est un couple vicinal ; . .
pourae T, eeJ, xeJ, e'¢ Iy d[(a, e, x), e'] contient le seul triplet (u,e., e)
s'il existe we [ (x) tel que g(w) = g(e) et si g{e), a est un couple vicinal
ost-initial ; ) )
iour x € J, d[ (o, 8, x),0] contient le seul élément s; s'il existe we " (x) tel
ve g(w) = X; .
g) Pour a ¢ T, m(a, 0, o) contient le seul couple (s;,* & ofa)')si aest une
initiale de X ; ) ‘
pourae T', e e JY, xeJ, m(q, e, x) contient les couples suivants et eux seuls:
“{sprw)siwel (x)etg(w) =a, N
- (sgt wola)') siwe I (x), g(w) e N et a est initiale de g(w), _ .
-[(a, e, ofA)),* ofA)o*] s'il existe we I (x) tel que g(w) = Aet A, asoit
un couple initial de g(e).

La condition GP 2 est-elle réalisée ? Envisageons une suite S)yeeer 8,
d'éléments de M tels que s; = s, et, pour i = 2, ..., n, 5; = m {s;.1). Cette
suite est nécessairement du type (a, e, x), ..., (q, e ‘xn) ou X =X,
x, = o(Ay), ..., x, = o(A,) appartiennent a l'ensemble J c%es origines iies
chemins qui représentent les régles de la grammaire ; pour 1 g ign-l,g(x) =4
est le demier élément du second membre d'une régle de premier mer.nbre Ay
cette régle est donc A;,y ::= Ay Il en résulte que A; dérive stnctem.ent 'de
lui-méme. On retrouve la condition prévue en 6. 4. 1 : pour que GP 2 soit réa-
lisée, il suffit que : o
(DA) aucun symbole auxiliaire ne dérive strictement de lui-méme.
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@ = tdg .. apt

Api1= 0
a, initiale de X oo
L langage étudié

our

(G1-Gs} e sommet de la pile

entrée de § a ¢L

N eatrée de ofq;)

NON =
gfe), a 4 vicinal } anet du caleul

our

xi=e
Leowe |

pour w ¢ [ (x) si

g{w) =q; a; initiale g(w)=A et e+ 5; e=5:
deg{w)e N A,q; couple g(w)=gle}; q(w)=$(_;
initial de gle), a; couple a =qg
gle) vicinal
post-initial
(G4-G8) (G4-G8)

entree sortie
de o(A) génération

terminée

(G3a-G2)

Certains choix peuvent conduire a un nombre d'étapes suivantes dif-
férent de 1 (lorsque ce nombre est 0, le calcul s'arréte). Dans toutes les fi-
gures schématisant un générateur de piles, nous représentons ces choix par

@, pour les distinguer des tests, qui conduisent dans tous les

cas @ une et une seule étape suivante.

Figure 6.2

-114-

£
5
-
'.!';J:
i
i

ey

At

=

Si DA n'est pas vérifiée, il existe dans W(V, ::=) une infinité de pseudo-ar-
borescences de racine A, de seule feuille A ; si on suppose de plus la gram-
maire réduite, ¥ (V, ::=) contient une infinité de pseudo-arborescences de ra-
cine A ayant la méme suite de feuilles terminales B, et d'aprés le théoréemed. 2,

N, T, ::=, X) contient une infinité de pseudo-arborescences qui ont la mé-
me suite de feuilles.

Théoréme 6. 4. Pour que tr vérifie la condition GP 2, il suffit que la grammaire
vérifie DA. Si une grammaire réduite G ne satisfait pas @ DA, L(G) contient
une infinité de pseudo-arborescences ayant la méme suite de feuilles ; aucun
générateur de piles ne peut engendrer pour toute donnée o un ensemble de piles
en correspondance biunivogue avec l'ensemble des pseudo-arborescences de
‘ﬁ(G) qui ont a pour suite de feuilles.

En suivant la méme démarche qu'au paragraphe 6.3.2, on démontre que
pour tout mot o sur T, les piles de gn(a) sont transcrites par g en les piles
attachées qux pseudo-arborescences gauches des pseudo-arborescences de
€(G) dont « est la suite de feuilles.

6. 4. 4. Etude du déterminisme du transducteur. Pour tout couple (s, z) de
M x E, d(s, z) contient un élément au plus. d{s, z) et m(s) sont tous deux non
vides dans trois cas :

l)s=(a,e,x)ounae T, ec], xel;il existewe [ (x)tel queg(w)ra_(;)
et g(e}, a est un couple vicinal post-initial ; il existe w'e [ (x) tel que a soit
initiale de g(w') (avec comme cas particulier g(w') = a); z est quelconque
dans J;. Il existe donc trois éléments de V, A, A', Z, un élément a de T' et
deux mots \p et Py de V*tels que A =P, A' := PZ \f, A, aest un couple
vicmal post-initial, a est une initiale de Z.

2)s =(g,e,x)otae T, eeJ, xel;il existe wel (x)tel queg(w)= 6—(:)
et g(e), a est un couple vicinal post-initial ; il existe w'e I' (x) et A" ¢ N tels
que g(w') = A' et A', a est un couple initial de g(e) ; z ¢ 1. Il existe donc
deux symboles non terminaux A, A', un a de T' et un mot \p de V* tels que
A =@ A == \D A, aest un couple vicinal post-initial, A', a est un cou-
ple initial de A.

3)s =(g,8,x)ouxeJ ;il existe we (x) tel que g(w)=-)-( :il existe w'el (x)
et A ¢ N tels que g(w) = A et A dérive strictement de X (d'aprés I'extension
de la notion de couple initial) ; z = 0. I/ existe donc un symbole non terminal
A et un motQ de V*tels que A =P, X ::=\P, A dérive strictement de X
(d'ou A # X d'aprés DA).

m(s) contient plusieurs éléments dans trois cas ot s = (a,e,x) avec
aeT' eel'y, xel:
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4) 11 existe deux points w et w' de [ (x) tels que a soit initiale de g(w) (avec
comme cas particulier g(w) = «) et de g(w'). I/ existe donc quatre éléments
A, A, Z, 2" de V. et trois mots Vo oy de V* tels que A=\ 2 Fs
A =2 9 P £ A, ZFZ', Z et Z' ont une initiale terminale commune.
5)11 existe we I (x) et & ¢ N tels que g(w) = A et A, a est un couple initial
de g(e) ; il existe w'e [" (x) tel que asoit initialede g(w'). I/ existe donc trois
€léments A, A', Z de V, un élément a de T' et deux mots\ et \p, de V¥tels
que A =P, A' = PZ R, A, aest couple initial d'un symbole non termmal,
a est initiale de 7,.

6) Il existe deux points w et w' de " (x) et deux symboles non teminaux A
et A' tels que g(w) = &, g(w') = &', A, qet A', a sont des couples initiqux
de gle). Il existe donc trois symboles auxilizires A, A', B, un terminal a et
un mot \p de V¥ tels que A :=\§, A' :=\9, A+ A", A, aetA', a sont deux
couples 1nitiaux de B.

De la définition d'un couple iritial d'un symbole auxiliaire résulte que
tout tel couple est vicinal. Réciproquement, soit A ¢ N, ae T' un couple vi-
cinal qui ne soit pas post-initial. Si a # o, d'aprés 4.3.2, il existe une régle
B =9 A'Z\f . A est une findle de A", a une initiale de Z isiA=AY =A
sinon A, a serait post-initial : A, a est un couple initial de B ;siA+ A A
est une finale stricte de A', il existe une finale A" de A' et un mot P, tels
que A" ::= \p, A ; comme le couple A, a n'est pas post-initial, ¥, = A ; d'au-
tre part A", a est un couple vicinal : A, a est un couple initial de A".Sia =0,
A est une findle stricte de X, il existe une finale B de X et un mot P tels que
B:=YA,P=Aeth cestun couple initial de B. Laréunion de I'ensem-
ble des couples vicinaux post-initiqux et de celuj des couples initiaux des di-
vers symboles de N est donc l'ensemble des couples vicinaux appartenant &
N x T'. On peut réunir les propriétés trouvées en 1 et 5 dans : il existe trois
éléments A, A', Z de V, un élément a de T' et deux mots P et P, de V¥iels
que A =9 A' .:=97Z \?1 , A, aest un couple vicinal, a est une initiale de 7.

Si la grammaire ne posséde pas deux régles distinctes ayant le méme
second membre, les cas 3 et 6 ne peuvent se présenter ; dans le cas 2, il exis-
te un symbole non terminal A et un a de T' tels que A, a soit & la fois un cou-
ple vicinal post-initial et un couple initial de A.

On peut voir, par une méthode analogue & celle qui a été employée en
6.1 et 6.3.3 que, réciproquement, dans le cas oii 'une des propriétés signa-
lées en 2,3,6 est vérifiée, tout générateur des piles cherchées ol ed = 1 et
ou j est l'entrée du i®me élément dont l'image par g est terminale, est un ge-
nérateur de piles multiples. Mais il n'en est plus de méme lorsqu'est veérifiée
une des propriétés 1,5 ou 4. Par exemple, envisageons la grammaire :

N={X,A,A'I;T={a,c¥;X::=aAu,ch',A::?c,A'::an.
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Elle engendre un langage & deux phrases ac a et c ¢ a ; le couple A, a est
vicinal ‘et a est une initiale de a ; le transducteur n'est pas déterministe. Or
le second membre de toute regle commence par un symbole terminal, les pseu-
do-arborescences de ‘b, (N, T, ::= X) sont donc leurs propres pseudo-arbores-
cences gauches ; leurs piles attachées sont engendrées par le générateur dé-
crit en 6.3.2, générateur de pile unique puisque la grammaire vérifie la condi-
tion AT. On peut montrer que si la grammaire est réduite et si elle vérifie 1'une
des propriétés énoncées en 1,5 ou 4, il existe une phrase « telle que, dans la
génération de l'ensemble gn(a), 1'un des calculs du transducteur posséde un
triplet (s, y, A) pour lequel la réunion de m(s) et d(s, z) (pour tout z de J ;)
contienne effectivement deux éléments.

6.4.5. Etude d'un exemple. N ={X, P, F} ; T={+, x, (,), q, b};
X =X+P|P P:=PXF|F F::=(X)|a]|b.

Le pseudo-graphe de production du deuxiéme type (J, T ; g), qui est une pseu-
do-ramification, et sa matrice d'enchainement sont représentés surla tigure 6. 3.
L'ensemble J est l'ensemble des numéros de ligne de la matrice, c'est-a-dire
des entiers de 1 @ 19. Dans la matrice, les points de la ramification (J, 1)
orientée par l'ordre de ces entiers, sont classés par ordre d'entrée, de sorte
qu'on peut omettre la colonne qui indique le lien vertical : le lien de x est
x+1 sig(x) eV, il n'existe pas si g(x) ¢ N. Le lien horizontal des racines
est inutile ici et aurait pu étre omis.

(, a, b sont les initiales terminales de X, P, F ; o (( )=12,0(a)=
16, o (b} = 18. Les couples vicinaux appartenant & T X T' sont donnés par la
matrice :
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Les couples vicinaux appartenant & N x T' sont :
X+,P+,F+,Px,Fx,X),P}),F),Po,Fo.

La matrice suivante indique pour chacun d'eux, A, a, de quels symboles au-
xiliaires il est couple initial, o(A) qui ici existe toujours, et s'il est un cou-
ple vicinal post-initial :

X P F o(A) post-initial

X+ . 1
P+ .

F+ . . 10
P x . . 5
F x . . 10
X)) 1
P ) . 5
F) . ] 10
Po . 5
Fo . . 10

Aucun couple A, a n'est a la fois vicinal post-initial et couple initial de A ;
d'autre part, X,X n'est pas un couple vicinal. Le transducteur est donc déter-
ministe.

Pour la donnée a = {a+b) X b, on obtient la pile

18 10
16 10 5 1 2 33333 18
12 131313 1313 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 14 10 § 7 10 10 10 5
& & 8 &5 5655 885565 885 85888565858 8858 5058884835888

Cette pile est transcrite par g en

x % a
> % T
S
2%
X0 g
B
xxu
=X
x X

®xTW o

X
X

x 3™
X+

( R XK E AR %A ) F P x FFF P
X X X X X X X X X X X XX XXX x X X X X X
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Cette demiére pile est attachée a la pseudo-ramification gauche de la pseudo-
ramification decﬁ(N, T, ::=, X) dont « est la suite de feuilles ; ces deux pseu-
do-ramifications sont représentées sur la figure 6. 4.

Figure 6. 4
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CHAPITRE VI

ANALYSE PAR CONSTRUCTION D'UNE PILE CONJOINTE

7. 1. Grammaires pluriaxiomatiques.

En vue de transformations que nous ferons subir qux grammaires en
7. 10 et 7. 11, nous introduirons une légére généralisation de la notionde gram-
maire. Soit une structure de Chomsky de vocabulaire V = T y N, de relation
de production ::= et un sous-ensemble N' de son vocabulaire non terminal N.
Nous appelons langage engendré par la grammaire  pluriaxiomatique
(N, T, ::=, N') 'ensemble des propositions dérivant d'un élément de N' ; les
éléments de N' sont les axiomes ; ce langage est la réunion des langages en-
gendrés par les grammaires (N, T, ==,X) ou X e N'. Nous noterons
€(N, T, ©:=, N') la réunion des‘ﬁ(N, T, ==, X) pour X ¢ N'. La grammaire
(N, T,::=,N") est ambigué si plusieurs pseudo-arborescences deCG(N,T,::Z,N')
ont la méme suite de feuilles. Elle est réduite lorsque chacune des grammaires
(N, T, =, X), X e N, engendre un langage non vide et est réduite. Les au-
tres termes introduits au chapitre 4 ont des définitions inchangées. 1l est clair
que toute grammaire pluriaxiomatique est équivalente & une grammaire & un
seul axiome : il suffit d'adjoindre & N un élément X' et de prolonger la rela-
tion de production par X' ::= X pour tout axiome X.

Nous ferons sur N' I'hypothése suivante :
(PA) si X, et X, sont deux axiomes distincts, X | ne dérive pas de X,
Cette hypothése n'est d'ailleurs pas essentielle, mais elle simplifiera un peu
les générateurs qui seront introduits : si PA n'est pas vérifiée et si la gram-
maire (N, T, ::=, N') est réduite, =lle est ambigué.

Nous désignerons par g (N, T, ::=, N') I'ensemble des piles conjointes
aux pseudo-arborescences de<§(N, T, :=, N'). La grammaire (N, T, ::=, N')
étudiée sera aussi notée G.

7. 2. Caractérisation des piles de‘a (G).

7. 2. 1. D'aprés 1'étude de la pile conjointe & une ramification orientée (2.10.2),
la pile U conjointe & une pseudo-arborescence (I, ) deB(N, T, =, N') pos-
sede les propriétés suivantes :

- 121 -



(C1)La derniére sortie est une sortie d'un axiome ; elle est immédiatement
précédée par une entrée.

{C2) Si i est une entrée d'un symbole non terminal, i # 1 et i-1 est une sortie.
(C3) Soit i une entrée pour laquelle i-1 est une sortie, et i' la demiére entrée
inférieure a i ; sii est une entrée de A, la suite des éléments dont i'+1,...,1-1
sont des sorties est un mot \p tel que A ::=1p.

Réciproquement, soit U une pile sur V qui vérifie C1, C2, C3 ; elle
est conjointe a une pseudo-ramification (I, f) dans V. Les racines de (I, f} sont
les éléments qui sortent de U apres la derniére entrée ; d'apres C1, (I, f) est
donc une pseudo-arborescence dont la racine est un axiome. Les entrées des
feuilles de (I, f) sont caractérisées par le fait qu'elles ne sont pas immédia-
tement précédées d'une sortie : d'aprés C2 la suite de feuilles de (I, f) est
un mot sur T. Enfin, soit A ='Y; ... Y,* une famille de prédécesseur A ; une
entrée dans la pile U est suivie des sorties de Yp, ... Y} €t de l'entrée de
A ; d'aprés C3, A ::= A. (I, f) appartient donc aB(N, T, ::=, N'). De plus, la
suite de feuilles de (I, f) est la trace sur T* du mot d'entrée de la pile U.

7. 2. 2. Cette étude va nous permettre d'abord de préciser la relation entre les
dérivations au sens de [12] et les piles conjointes, en démontrant une réci-
proque d'une particularisation (mais il serait facile d'élargir les hypothéses)
d'un résultat établi en 4. 1. 3 ; d'une pile U de} (G )on peut extraire une suite
d'états u;; telle que, si 6, est la suite des symboles terminaux d'entrée su-
périeure a j;, les uy 6; forment une dérivation ; les j; sont j; = O et les en-
trées de symboles non terminaux. Soit (&g, ..., Bp) une dérivation quelconque :
pour 0 i <p, on peut écrire §; = A; A A}, i1 =AY, A, Ay o= f; dams
le cas de la dérivation précédente, pour tout i, A} ¢ T*Nous qualifierans de
droites les dérivations qui possédent cette propriété.Alors, pour 0 < i < p,

g}oga?s} yfcxcteur gauche de A; ) ¢/,  nous poserons A, , P = A Ay
iT Yifiele

Lemme 1. Pour toute X-dérivation droite (85 = X, 8;, ..., Sp) ou X ¢ N'

et 8 ¢ T* avec les notations précédentes, A, Aoy P oot Agey Aoy oA i,
Ai AL weer Ao Yo = Wo. Ao Ag = X est une suite d'états, d'indices
Jo=0<y <ip <y <o Clzp2i1 Czpi € v K daper < J2p. de la pile
conjointe & une pseudo-arborescence de®(Q) dont Oy est la suite de feuilles;
pour 0 <k £ p, les jax sont les entrées de symboles auxiliaires ; pour 0 £i<p,
les entiers strictement compris entre jy; et joi+) sont des entrées de symboles
terminaux ; X'| est la suite des symboles terminaux d'entrée supérieure @i ;.

Complétons la suite précédente en une pile U : les entiers jusqu'a j,
sont les entrées des éléments de Ap.y Pp15 uj ;si Ujppezinl — Aitfi, J2p-2i-1
est suivi des sorties des éléments de Y, puis de l'entrée de A;

Ui =A A j2p-2i est suivi des entréesdessymboles terminaux formant y;,
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de muni.ére a p.m"venir a Yinpitl = ANBiyi=AL R Ujpp ™ X, v 2P+ 1=A.
Cette pile vérifie C1, C2, C3. A}, = y; X., permet de démontrer, par récur-
rence sur i, la demiére partie du lemme ; et SP =A p‘l\{)p-l )"p-l est la suite
des symboles terminaux entrant dans la pile.

7. 2. 3. Nous définirons dans la suite un certain nombre de générateurs de pi-
les engendrant, pour toute donnée « de T* les piles conjointes aux pseudo-ar-
borescences de <G(G) qui ont « pour suite de feuilles. Nous emploierons les
notations du chapitre 5 ; les entiers 1, seront les entrées de feuilles ; les gé-
nérateurs seront définis par W=V, d'oi E = V u {o}, un entier cd et un trans-
ducteur ; on posera T' = T u {o}. Comme l'entrée d'un symbole non terminal
A intervient aprés les sorties d'éléments formant un mot \¢ tel que A ::I‘:{;,
nous représenterons la relation ::= par un pseudo-graphe de production (J,T ;q)
du troisieme type possédant les propriétés PG1, PG2, PG3' (4. 6.4). Nous
pourrons donc traiter des grammaires généralisées. Nous poserons ici
J1 =J v fol. Nous dllons d'abord définir un générateur gn0 fort simple, qui
n'est pas pratiquement utilisable, mais auquel nous rameénerons tous les au-
tres.

7. 3. Générateur gn0.

1l est défini par W =V, cd = 1 et un transducteur fini tr °:

a)M =E x J; x T'. Dans les définitions qui suivent, a et b sont des éléments
quelconques de T', Y et Z des éléments quelconques de E, w un élément
quelconque de J.

b)q=2; I(a b)= (b, o, a).

c)dl(b, o, a), Z1 = {(Z, o(b), @)} ;

d[(Y, w, a), Z] ={(Z, w', a)} si w' vérifie w w'etg(w') =Y :il exis-
te au plus un tel point w' dans J, d'aprés PG 2 ; il n'en existe aucun si
Y=0,ousiwel]" c'est-g-dire sig (w) e N (P G 3').

d) Si a #o, m(b, 0, a) = {(sf, av};

m (Y, w, a) contient {(Y, w', a), *A’} pour tout point w' de J" tel que
wl w'etg(w') = A : il n'existe aucun tel point w' si we J*' ;
siwel"etg(w) =24 m(Y,w, a) contient (sg,*a’) lorsque a # ¢ ou
Y =a =0c et A ¢ N' et contient toujours { (Y, o (A], a), *o*] ;

m (Y, w, a) ne contient pas d'autre élément.

Si la condition GP 2 n'est pas satisfaite, il existe une suite d'éléments
de M, (Y, o(Ay), a), ..., (Y, 0(A,), a) tels que A; = A, et que, pour 1 ign-1,
A; A, soit un chemin du pseudo-graphe (J, ; g) qui représente une régle,
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autrement dit que A;,; ::= A;. La condition DA entraine donc GP 2. La pro-
priété établie en 6.4.3 reste vraie pour les grammaires pluriaxiomatiques ré-
duites : DA est I'bypothése la plus faible qui permette & un générateur de pi-
les d'engendrer, pour une donnée a, un ensemble de piles en corres pondance
biunivoque avec l'ensemble des pseudc-arborescences de (G) dont o est la
suite de feuilles.

Etudions les calculs complets du transducteur qui ont pour entrée
vV=raxp..xotavecr 30(sir=0,v="a’), a¢ T, x1¢ Tsir 21,
"X .. X' € V¥;  convenons que x,,; = 0. Dans tous les cas, s o=(xy, 0, a).
Pourr > 1, v est l'entrée du calcul de longueur 1 (si, A, *a’), qui a pour ré-
sultat *a*. Si un autre calcul complet posséde v pour entrée, le premier tri-
plet du calcul est [(xz, o(xy), a), *x,*, *o°] et le i °™° triplet, s'il n'est pas
le demier, est de la forme LY, wy a;), v, A lon YieE wiel, qeT" y;
est un mot de E* de longueur 0 ou 1, A; ¢ E* ; montrons, par récurrence sur i,
que a; = a et que Y; est le demier élément du mot y, ... y;, ce qui est vrai
pouri=]:

-siy FA (Y, wa) ed (Y, wig, a), vyl dola; = aet =Y
-siy = A LY, wi ), Ad e m{Yioy, wiy, a) doit a; = aet Y; = Yia1: Y
est le demier élément de Y1 Yiog Y] e Yig Vg
Envisageons ceux des triplets ot w; ¢ J' : w; = o(Z}), Z;e V ; le premier est
de ceux-la. Aprés l'un d'entre eux [(%g, o(Z), a), ¥, Al on trouve les k' >0
autres triplets [(xy 41, W'y, @), Xpy, 00), oy [(Xppin Wi @), X qpeto],
puis [(xy 40, w", a), A, *A*], puis [(Xypr. o(A), @), A, *a*] ou le demier
triplet du caleul (s, A, *a’), car g(w') ¢ N; dans les deux cas
An=Xp 0y o X Z (B 2= Z si k' =0). I existe doncun entierp> l et
une suite de p entiers k;, 1 <k < ... k, < 1 tels que le résultat du caleul
soit ¢kl Ao olaky | gkprkp) A, a et que A} = Xk -.. Xq,
Aji=xg oo Xkjp +1 Ajy pour 1 <igp.

On voit alors que, pour tout mot o de T* les piles de l'ensemble gn?(a)
vérifient les conditions C2 et C3. Pour a = ¢, d'aprés la définition de I'ap~
plication m, A est un axiome et k _~ r ; il en résulte que les piles de gn09(c)
vérifient aussi C1 et de plus que la condition GP | est satisfaite par le géné-
rateur. Toute pile de gn®(a) est conjointe & une pseudo-arborescence de

(N, T, ::=, N') dont la suite de feuilles est «, trace sur T* de son mot d'en-
tree.

Au paragraphe 7.7, nous définirons un générateur gn? contenu dans

gn0(5.5) et tel que, pour tout mot a sur T, gnz(a) contienne toute pile conjoin-
te & une pseudo-arborescence deG(G) dont « est la suite de feuilles.
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Théoréme 7. 1. Le générateur gn0 associé & une grammaire pluriaxiomatique
G = (N, T, ::=, N') vérifiant les conditions DA et PA est tel que, pour tout
mot « sur T, gn® (o) soit ensemble des biles conjointes aux pseudo-urbores-
cences de G(G) dont « est la suite de feuilles.

7. 4. Complément & I'étude des piles de I'ensemble B(G).

Nous préciserons ici C1, C2, C3 par d'autres propriétés de la pile
U = (ug, ..., u,) conjointe & une pseudo-arborescence (1, f) deC&G). Nous em-
ploierons les notations suivantes : a U (resp. a_t_J) est le mot formé par la suite
des symboles terminaux dont l'entrée dans U ‘est strictement comprise entre
i eti' (resp. supérieure & i). U’ =(u'g, u'}, ..., u',) est la pile conjointe &
l'arborescence orientée I, R son ordre associé ; Y et z sont des points

del, Y = f(y), Z = f(z), x est le R-prédécesseur de y (y n'est pas la racine
deI).

Supposons d'abord que, i étant l'entrée de z dans U', y est le sommet
de u'_;. D'aprés 2.10.3, y, z est un couple de points consécutifs et x R z :
x est le plus grand R-minorant commun & y et z ; d'aprés l'étude des points
consécutifs (2.6.3), il existe un chemin de I, (x, Zy, e Z, = z) tel quey,
z; soient consécutifs dans la méme famille et, si P> 2, zy ..., z, premiers
de leur famille (figure 7.1). Posons A = f(x) et C = f(z;) ; Z est une initiale
de C et il existe deux mots ¥ et V' de V* tels que A::=¥ Y C¥'. D'autre part,
sii' est l'entrée de x et j la sortie de 21, y est le sommet de u, u';; = uf,
Uiel Tup = waY Y, ny = uwgY Y Z, u = uy A Enfin, les points de
R(z,) forment une sous-arborescence compléte (1.4.1) de I ;il en estde mé-
me pour les points de R{z;) \ (R(z)} \ {z}) car, avec tout point, R(z)\ {z}
contient ses majorants et ceux de sa famille ; les feuilles de cette sous-arbo-
rescence sont z et les feuilles de I qui entrent dans U’ aprés z et avant z,;
(rappelons que 1'ordre d'entrée de U' est 1'ordre de sortie de I). Les feuilles
de I qui entrent aprés z; et avant x sont celles qui majorent pour R les points

suivant z) dans sa famille (2,3.3). Comme (L, f) e"@(G), Z « T‘i, dérive donc de
cYy. !

Figure 7. 1
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Lemme 2. Soit i une entrée dans Ude Z ¢ V, et u; =nY¥Z (neV¥ YeV).
Il existe deux symboles auxiliaires A, C, trois mots ¥, ¥', n' sur Vet une
entrée i' dans U tels que A ==Y Y C ¥Y', Z est initiale de C, u;, =n' A,

n=n'%,12 ui?. dérive de C'¥'.

Supposons maintenant que, i étant l'entrée de z, u';,; = A. D'apres
2.10.3, il existe un chemin de I ayant pour origine la racine, pour extrémité z
et dont chaque point est le premier de sa famille : Z est une initiale d'un axio-

me X. Comme ci-dessus, les points de I \ [R(z) \ {z}] forment une sous-ar-
borescence compléte de I et on en déduit que Z a}{ dérive de X.

Lemme 3. Soit i une entrée dans U de Z ¢ V telle que u;=* Z *: Z est initiale
d'un axiome X et Z (xi[{ dérive de X.

Si la sortie de y est précédée de son entrée et siz est la premiére feuil-
le qui entre dans U' aprés cette sortie, (y, z) est un couple de points consé
cutifs et x R z (2.10.3). On déduit alors de 2.6.3 :

Lemme 4. St i est une sortie de Y de la pile U, i-1 une entrée et si la premiére
entrée de symbole terminal supérieure & i est une entrée de Z, il existe trois

symboles auxiliaires A, B, C et deux mots ¥ et Y' de V*tels que A::=YBCY',
Y est finale stricte de B, Z est initiale de C.

Enfin, on déduit encore de 2.10.3 :

Lemme 5. Si i est une sortie de Y de la pile U, i-1 une entrée el si aucune en-
trée de symbole terminal n'est supérieure & i, Y est une finale d'un axiome.

Ces lemmes conduisent a définir deux relations dans V :
Y £ Z si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A et C et deux
mots Y et ¥' de V*tels que A ==Y Y CY' et Z soit initiale de C.
Y %= 7 si, et seulement si, Z ¢ T et il existe trois symboles auxiliaires A,B,C
et deux mots ¥ et Y' de V*tels que A ::= Y B CY', Y soit finale stricte de
B, Z sout initiale de C.
Y< ZouY>Z équivaut a Z ¢ T et Y, Z est un couple vicinal (théoréme 4.3).
Prolongeons ces relations dans V u {o} par :
047 si, et seulement si, Z est initiale d'un axiome ;
Y $=0 s1, et seulement si, Y est finale d'un axiome.

7. 5. Générateur gn‘I utilisant les relations < ety

7.5.1. Ce générateur est défini par W = V, cd = 1 et un transducteur fini frl
que 1'identité projette (5. 5) dans tr °(7. 3) :
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a)M = E x J, x T'. Dans les définitions qui suivent, a ¢ T', be T', Y¢ E,
Ze¢eE, wel.
b)q=2; I{a, b) = (b, o, a).
c)Sibya(d'oub#0a),d[(b,o, a), Z]= {(Z, o(b), a)};
di(Y, w,a), Z] =1(Z, w', a)| si w' vérifie w w'et q(w') =Y.
d)Sib<{a(d'oha#a), m(b,o, a)= l(sf,' a')i;
m (Y, w, a) contient [(Y, w', a), *A*] pour tout point w'de J' tel que
wlw,g(w')=Aet Y<A;
siwel" etg(w) =4, m(Y, w, a) contient : (s, *a’) lorsque A<a (d'ou
afo)oulorsque Y=a=oetAeN', [((Y, 0(A),a)%] lorsque A»a,
sauf siY=a=cetAeN';
m (Y, w, a) ne contient pas d'autre élément.

Puisque l'identité projette trl dans tr0, tr! vérifie GP 2 des que DA
est satisfaite, et gn! vérifie GP 1. Au paragraphe 7.7, nous définirons un gé-
nérateur gn? contenu dans gn! et tel que, pour o« ¢ T* gn2(a) contienne toute

pile conjointe a une pseudo-arborescence de “O(G) dont « est la suite de feuil-
les.

Théoréme 7.2. Le générateur gn! associé a une grammaire pluriaxiomatique
G = (N, T, ==, N') vérifiant les conditions DA et PA est tel que, pour tout
mot o sur T, gn'(a) soit I'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arbores-
cences de c6((;) dont @ est la suite de [euilles.

La fiqure 7.2 schématise la construction de ces piles.

3

41 = @

e : sommet de la pile

entrée de o
=i+l e =c lorsque la plle

est vide,

pour w ¢ [ (w) _
giw)=e glw) =Rl
A

Figure 7.2




7.5.2. Etude du déterminisme du transducteur. Pour tout couple (s, Z) de MxE,
d (s, Z) contient un élément au plus ;s étant donné, l'existence de cet élé-
ment ne dépend pas de Z.

Si s =(b, o, a) ot a et b appartiennent @ T', m(s) contient un élément
au plus ; m(s) et d(s, Z) sont simultanément non vides si, et seulement si,
bgaetbya(douia#o,b+o).

Sis=(Y,w,a),aeT, YeE, wel", g(w)=A¢N, d(s, Z) est vide,
m(s) contient deux éléments si, et seulement si, AL aet A > a (d'oii a £0).

Soit enfin s = (Y, w, a), ae T', Ye E,we ], g{w) ¢ N. m(s) contient
plusieurs éléments si, et seulement si, il existe deux symboles non terminaux
distincts A et A' tels que A et A' soient images par g de deux points de " (w),
que Y £ A et Y L A'. m(s) et d{s, Z) sont tous deux non vides si, et seule-
ment si, il existe A ¢ N tel que Y et A soient images par g de deux points de
I (w) et que Y £A. Ces deux propriétés ne dépendent pas de a ; nous désigne-
rons par Det l'ensemble des (Y, w), Y ¢ E, w e J, g(w) ¢ N tels que, pour tout
ac¢T' et tout Z ¢ E, la réunion des ensembles d[(Y, w, a), Z] et m(Y, w, a)
contienne au plus un élément.

D'aprés ce qui précéde, et la propriété PG2' du pseudo-graphe de pro-
duction :

Théotéme 7. 3. Pour que le transducteur trl soit déterministe, il faut et il suf-

fit qu'aucune des conditions suivantes ne soit réalisée :

1)ilexiste YeV,ace T tels que YL aetY »a;

2} il existe A¢ N, A'¢N, Y¢E, Qe V¥ tels que A FA, A=y A=
Y<LA Y>A,

3) il existe A e N, Y ¢ V, 9 ¢ V¥tels que A ::=\9, Y L A et Y Psout facteur

droit du second membre d'une régle de la grammaire.

II est facile d'étudier, @ partir des matrices des relations £ et %, et
du pseudo-graphe de production, si l'une de ces conditions est réalisée. Lors-
que le transducteur n'est pas déterministe, il n'en résulte pas, comme en 6.3.3,
que tout générateur des piles degf (G) pour lequel cd = 1 et j; est lai®™® en-
trée de symbole terminal, soit un générateur de piles multiples : nous étudie-
rons plus bas des cas ol il n'en est rien ; on peut seulement montrer, lorsque
la grammaire est réduite, qu'il existe une phrase « telle que, dans la généra-
tion de gn!(a), I'un des calculs du transducteur tr! posséde un triplet (s, y, A)
pour lequel la réunion de m(s) et d(s, Z) contient plus d*un élément.

7.5.3. Remarque. Supposons la condition 3 du théoréme 7.3 réalisée : il exis-
te deux régles A= 2 ¢, A':=Y Y Z 9" et Y4 A ;il existe donc aussi une
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regle A" ==Y, Y CY¥) ot C a A pour initiale, donc Z pour initiale stricte.
Pour distinquer ces deux possibilités, définissons deux nouvelles relations
dans V, dont la relation < soit réunion :

Y = Z si, et seulement si, il existe A ¢ N, ¥ ¢ V¥ W' V¥ telsqueA::=YYZY';
Y 4 Z si, et seulement si, il existe A ¢ N, CeN, ¥ e V¥ ¥ e V¥iels que
A=Y Y CVY' et Z soit initiale stricte de C.

Si ces deux relations sont incompatibles, la condition 3 du théoréme ne peut
étre satisfaite. On en déduit une condition simple pour que le transducteur soit
déterministe : il suffit que les trois relations =, £, $- soient deux & deux in-
compatibles et que deux régles distinctes aient des seconds membres distincts.

Pour la pile conjointe & une pseudo-arhorescence de Ce(G), si une sor-
tie de Z est immédiatement suivie d'une sortie de Y, Y= Z ; si au contraire,
aprés une sortie de Z, le sommet de la pile étant Y, se produit une entrée, il
s'agit de l'entrée d'un élément B tel que Y < B (lemme 2) et dont Z est ini-
tiale : d'aprés les définitions des relations < et 4, Y.£4 Z. Lorsque les rela-
tions ~ et £ sont incompatibles, on peut conclure aux réciproques : aprés une
sortie, on sait s'il se produit une nouvelle sortie ou une entrée en comparant
le sommet au seul élément qui vient de sortir, sans tenir compte de ceux qui
sont sortis avant lui. Si on traite une grammaire de Chomsky non généralisée,
on peut ne pas utiliser un pseudo-graphe de production, mais seulement une
liste des régles. D'autre part, pour éviter deux tests différents (YL ZouY¥Z),
(Y = Z ou Y4 Z) portant sur le méme couple, on peut, en s'inspirant de 2.10.2,
a l'entrée d'un élément Z sur le sommet Y, noter si YZ Z par l'entrée d'un
séparateur + avant Y : une suite de sorties consécutives se termine alors par
une sortie de +. Nous ne formaliserons par cette variante, nous contentant de
la schématiser sur la figure 7. 3. A est le plus grand facteur droit de }'état cou-
rant de la pile qui ne contient pas # ; les autres notations sont celles de la
figure 7. 2 ; on prolonge la relation £ par : ¢ £ Z si, et seulement si, Z est
une initiale de 'axiome X.

Pour que les trois relations =, £ , >- soient deux & deux incompatibles,
il suffit qu'il existe deux symboles terminaux a et b tels que toute régle soit
de la forme A ::= a P b ou  ne contient aucune occurrence de anideb. En
effet Y = Z entraine alors Y # bet Z #a, Y/ Zentraine Y# bet Z = a,
Y % Z entraine Y = b. A toute grammaire G =(N, T, ::=, N'} on peut associer
une grammaire G' =( N, T', :=', N'} et une application h de T' dans T* qui
définit un homomorphisme h* transformant le langage engendré par G' en le
langage engendré par G(4.1.5), les pseudo-arborescences de‘f(G') qui ont B
pour suite de feuilles et celles de %p(G) qui ont h*{P) pour suite de feuilles
étant en correspondance biunivoque : il suffit de prendre T' = T u {a, b] ou
nia, ni b n'appartient @ T u N, h{a) =h{b) = A, h(c)=csice T, et de dé-
tinir ::=" par : A ;="' a b si, et seulement si, A ::=\p. Cette remarque mon-
tre qu'il suffit de peu modifier une grammaire pour rendre trés facile le pro-
bléme de !'analyse.
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i:=0 7. 5. 4. Exemple. (cf. expressions et instructions conditionnelles d*Algol) :
. ) i N=1{X,P,C, A ED,WI}; T=IS, ALORS, SINON, :=, a, b, ..., z} ;
- h | N'={X};
X = A|C|C SINON X D= P ALORS W
e=a; ela,; e a; 3 C::=P ALORS A W:=1
: P:u=SIE I := albl|...|z
E:=D SINON E|W Aux=1:=E
; La pseudo-ramification de production du troisiéme type est schématisée fi-
L entrée de a entrée sortie ' gure 7. 4.
i= i+l [¥] de * de + A &
i
i o A c X £ W f o b z
] ALORS I swon ! Sony= ALORS I I """""
X g Foito1
pour A tel que A = A - P c 5 P T
' z ?
e ~ A e L A ; f B b
E Figure 7. 4
e=aq =0 i
( et A axiome ) l Matrice des trois relations =,£, . :
NON our II
i
entrée entrée et sortie s
| e ) ol » a
de F de X i ]"elzt : x|p|lc|alelp|t ws:_?__z; : o
x P
génération ' 3 g
c - >
terminée A > ¥
JI £ el I 2 b
D -
. ! >lrl-1 |>]
| entrée de A | = s .
st L N2 iz L
ALORS = L= P
SINON AR EA S raAEaEs L
Ili.i uj L ele| e e 15 5 -
Figure 7. 3 2 Ll lZ] Z A I Z
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Les trois relations sont deux a deux disjointes et deux régles distinctes ont
des seconds membres distincts. Le transducteur tr! est déterministe. On peut
aussi utiliser 1'algorithme de 7. 5. 3. Nous représenterons ci-dessous certains
états de la pile obtenue par ce demier algorithme pour 'analyse de la phrase:

SI' b ALORS a:= SI ¢ ALORS d SINON h.
Il suffit de supprimer les ¥, c'est-a-dire de prendre la trace de cette pile sur
V*, pour trouver la pile engendrée avec la méme donnée par le générateur gn! .
(AL désigne ALORS)
c 1 w
+ *
SI SI SI SI SI St

i
!
!
]
|

1
]

a I 1 1 I 11 1

b 1 w + * £ F F ¥ + £ =

kS * * E AL AL AL AL AL AL AL AL AL AL AL

SI Sl SI SI SI SI SI SI P PP PP PP PP PP P
¥ ¥ ¥ F ¥ F F ¥ ¥ £ F ¥ F F £ F F F #*

ete ...

7. 6. Contextes d'un symbole du vocabulaire.

7.6.1. Dans le cas o le transducteur tr! n'est pas déterministe, nous défini-
rons un autre générateur qui tentera d'éviter les ''fausses pistes'' en utilisant
1'état courant de la pile, au lieu de son seul sommet, ou en étendant le contexte
doit (cd > 1). Pour cela, nous emploierons plus complétement les lemmes 2
et 3. al et uiL_Iont ici le méme sens qu'en 7. 4.

Définition. (n, y) est un contexte de Z ¢ V s'il existe une pile U de Q(G), une
entrée i de Z dans U et un entier r 2 0 tels que u; =n Z et que y soit facteur
gauche de a H af.

Sin#A(n= n, Y), d'aprés le lemme 2, il existe alors deux symboles
auxiliaires A, C, trois mots @, ¥', n' de V* et une entrée i' dans U tels que
A= PCY' P+A u =n'An=n"vetl oti(f.dérive de CY¥'; deux cas
sont possibles : y est facteur gauche de « ,, ou bien y = OLH. y', y' étant un
facteur gauche non vide de o ¢®. Sin = A, il existe un mot pdérivant d'un
axiome et un entier r 3 0 tels que Z y soit facteur gauche dep ¢ (lemme 3).

Pour éviter d'aveir a considérer des ensembles contenant le mot vide,
nous remplacerons n par le mot o sur Vu { o }. Nous noterons G (Z, y) l'en-
semble des mots o n tels que (n, y) soit un contexte de Z.“G(Z, y) est
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contenu dans la réunion des sous-ensembles suivants du monoide libre

(Vulol)*:

- (e(A, A) @ pour toute régle A ::=\¢ C ' telle que ¥ £ A et Z y soit facteur
gauche d'un mot qui dérive de C ¥' :

-B(a, v') 9 pour toute décomposition de y en y"y' (y' ¥ A} et toute régle
A=V CVY' telle que §# A et Z y" dérive de C ¥" ;

-{ro+} s'il existe un mot p dérivant d'un axiome et un entier r 3 0 tels que
Z vy soit facteur gauche de p or.

Des deux lemmes qui suivent résulte immédiatement que tout mot de
l'un de ces ensembles appartient a'B(Z, y), qui est donc leur réunion, a condi-
tion que la grammaire soit réduite, ce que nous supposerons dans la suite de
ce paragraphe 7. 6.

Lemme 6. Si la grammaire G = (N, T, ::=, N') est réduite et si Z ¢ V,AeN,
CeV,WeVXK ¥ e VEB ¢ T n' ¢ V¥sont tels que A ::=WC ¥', Z B dérive
de C¥', n' Aest un état u} d'une pile U' de F(G), alors il existe une pile U
de $(G) et deux entrées i, i' dans U telles que u;=n'PZ, u, =n'Aet
txit_lz Ba l?—"

D'aprés 7.'2. 2, il existe un axiome X et une X-dérivation droite du mot
n' A8 ol 8 = o .D'autre part, il existe une C ‘¥'-dérivation droite de Z B et
la grammaire est réduite. On peut donc construire une X-dérivation droite d'une
phrase du langage qui contienne les mots ' A 8, n' wCcY'e, n' pZpe.

Supposons d'abord que Z est un symbole auxiliaire. D'aprés le lemme 1,
il existe deux entrées i, i' dans une pile U de a(G) telles que u; =n'¢ Z,
u,=n"A etcxg:B .

Supposons ensuite que Z appartient & T et que Z B = C V', n'y peut
s'écrire ' B' ot B' ¢ T* et n'* est vide ou se termine par un symbole de N.
D'apres le lemme 1, il existe une pile U de g-(G) et trois entiers i' > j > j' tels
que i' soit une entrée, u;,= n' A, u=n"YZBp=n"p'Zp al= 8,u; =n",
j" et j étant séparés par les entrées des éléments de B' Z B ; d'oir une entrée i
telle queu;, =n'\p 2 etcciU(].H) =B; doucorg:ﬁ 6.

SiZeTetZp#CY', le mot qui précéde n' $Z B 6 dans la dériva-
tion s'écrit n'\p B; B O, avec ZP B =P, B, 6' et B ::= BB By FA, on
peut poser B B, = Z B, d'ot B,0' =P 6. Comme ci-dessus, on écrit
n' P =n" B 1l existe U'e F(G) et trois entiers i' > j > j' tels que i' soit une
entrée, u;, =1' A, u; =0 PP By =n" B PZ Py, 0 =0 u, =0, ' et ]
étant séparés par les entrées des éléments de B' Z B3 ;d'ot une entrée i telle

quey =n'PZ, ui(ljlﬂ) =P3;doncal=p;8' =P8,
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Lemme 7. Si la grammaire G = (N, T, ==, N') est réduite, si Z ¢ V et un mot
B sur T sont tels que Z p dérive d'un axiome, aIOrs il existe une entrée i dans
une pile U de}(c;) telle que u; =* Z 'et p = a

Ce lemme est vrai si Z ¢ N' et p = A. Sinon, il existe un axiome X et
une régle X := C ¥ tels que Z B dérive de C ¥' ; il suffit alors d'appliquer
le lemme 6.

@(Z, y) est donc réunion d'ensembles ‘Q(A, y') \9 o P # AJy<lY],
et éventuellement de 1'ensemble réduit a'o*. Le théoréme 4. 1, dont la dé-
monstration [54] reste valable pour une grammaire généralisée, montre qu'é-
tant donné un entier n 3 0, les ensembles B(Z, y) pour Z ¢ V et]y|< n sont les
langages Q(D) des propositions d'une structure SJ(N1 v Vu ol ::Zl) qui
dérivent des divers symboles auxiliaires D de N*' ; V U {o} est le vocabulaire
terminal de cette structure et ses régles sont du type D ::=; D' \pou D == 0
avec D¢ N, D' e Ny, @ € V¥ et P # A. Si la grammaire G est une grammaire
de Chomsky, il est facile de transformer cette structure en une structure gau-
che de Kleene dont les ‘8(Z, y) soient certains des langages des propositions
qui dérivent d'un symbole auxiliaire.

Si G est une grammaire généralisée (4.6.5), les phrases de chacun des
langages L 4 qui définissent sa relation de production ::= sont les chemins
d'un pseudo-graphe (J 5, [ 5 ; g ) dont l'origine appartient a un ensemble J'g
et 'extrémité & un ensemble J",. Etant donné Z ¢ V et y; ¢ V¥ siun cherrun
Yde ce pseudo-graphe, d'origine dans J's, peut étre prolongé en un chemin
Y C ¥, d'extrémité dans J''s, tel que Z y; dérive (resp. soit facteur gauche
d'un mot qui dérive) de C ¥', il en est de méme pour tout chemin d'origine
dans J', et de méme extrémité ; les \ possédant cette propriété sont donc les
chemins dont 1'origine appartient @ J', et I'extrémité & un ensemble J yl(”
pour D ¢ N; et D' ¢ Ny, les mots \p tels que D ::=, D'\p forment un langage
de Kleene. Il en résulte (4.6.2) que les ensembles*@(Z y) sont certains des
langages Q(D) des propositions d'une structure gauche de Kleene qui dérivent
des différents symboles auxiliaires D.

Théoréme 7. 4. Etant donné un entier n » 0, pour Z ¢ V et]y|< n, les ensembles
G(Z, y) des mots o n tels que (n, y) soit un contexte de Z sont certains des
langages des propositions d'une structure de Kleene qui dérivent d'un symbole
auxiliaire.

(1) Le fait pour un point de JA d'appartenir a Jz Y est décidable, car si Z Yl est tac-
teur gouche d'un mot dérivant de C LV', il est aussi facteur gauche d'un mot dérivant

d'un facteur gauche de C ‘Y' dont la longueur est au plus IZ b ) I
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7. 6. 2. Etudions les cas particuliers n = Q et n = 1. Pour n =0, & tout Z de
V associons, de maniére bijective, un élément < Z > n'appartenant pas a
V u fol: Ny est l'ensemble de ces < Z >. La relation de production ::=, est
définie par : < Z > :=; <A >\ si, et seulement si,\P# A et il existe C¢ V,
Y' e V* tels que A ::= P C Y¥' et Z est une initiale de C ; < Z > : =0 si, et
seulement si, Z est initiale d'un axiome.

SiaeT, daprés 2.10.3 et le théoréme 4. 3, d, pour que B(Z, a) ne

soit pas vide, il faut et il suffit que le couple (Z, a) soit vicinal ; €(Z, o)

n'est pas vide si, et seulement si, Z est une finale d'un axiome. Ici N, sera

obtenu en réunissant a l'ensemble N; du cas n = 0 les couples vicinaux d'un
symbole non terminal et d'un terminal et les couples (Z, o) ou Z est finale
d'un axiome. Prolongeons la relation ::=, précédente par :

-(Z,a) = <A> Psi, et seulement si, P F A et il existe Ce V, ¥'e V¥tels
que A ::= Y C Y', Z dérive de C alors que a est initiale du premier élément
de ¥' # A ou Z a est facteur gauche d'un mot qui dérive de C ;

-(Z, a) ==, (A, a)\P si, et seulement si, P £ A et il existe C ¢ V tel que

=Y CetZ dérivede C ;

-(Z, a) ::=, o si, et seulement si, Z a est facteur gauche d'un mot dérivant
d'un axiome oua = o alors que Z dérive d'un axiome.
(Z, a) est l'ensemble des propositions de la structure ‘:Y(N uVuial,: l)

qui dérivent de (Z, a).

7. 6. 3. Les générateurs introduits au paragraphe suivant sont fondés sur deux
conséquences de la définition des contextes et de la propriété C3 des piles U
de J(G) : soit un entierr ».0 ;

(C4) si i est une entrée de Z dans U et y un facteur gauche de aUc ou,
appartient @ B(Z, y) ;

(CS5) soit i une sortie qutre que la demiére, i' la demiére entrée inférieure a i,
y un facteur gauche de « Ua *: si la suite des éléments dont les entiers stric-
tement compris entre i’ et i sont des sorties est un mot \¢ (éventuellement vi-
de), il existe A ¢ N et deux mots n, ¥ sur Vu{ o} tels que A : —‘PL? Y EA,
gu;,=n¥etnecBA y)

Pour demontrer CS5, on applique C3 a la premiére entrée supérieure @ i (en-
trée de A).

i-1

Si\p#A, C)P est un chemin du pseudo-graphe de production (J, I ; g)
dont 1'origine est dans J' et dont l'extrémité est un point w de J, unique d'aprés
PG2'; A ¢tant donné, les mots ¥ non vides pour lesquels A ::= ¥ $ sont ceux
tels que ¥ A soit un chemin d'origine w : ils forment un lcmgage de Kleene,
qui ne dépend que de A et w, L. , . L'ensemble, noté ' (Y, y) ou @' (w, vh
des mots n Y tels que ¥ # A et qu'il existe Ae Npourlequel A i=Y @ et
1 ¢ (A, y), est laréunion, pour A ¢ N, des ensembles (A, y) L ay.Si @ =A,
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les mots ¥ tels que A ::= Y forment un langage de Kleene L ,. L'ensemble,
noté €' (A, y) ou @ (o, y) des mots n ¥ tels qu'il existe A ¢ N pour lequel
A=Y et n¢GQ(A, y) est la réunion des G(A, y) L o Que la grammaire soit
ou non généralisée, on peut étendre le théoréme 7. 4, d'apres le théoréme 4. 1
et le paragraphe 4.6.2 ; comme nous emploierons les mots réfléchis des états
de la pile, nous énoncerons un résultat portant sur les ensembles B(zZ, y) et
© (w, y) des réfléchis des mots de ‘§(Z, y) et ¥ (w,y):

Théoréme 7. 5. Ftant donné un entiern >0, pour Z ¢ V, we I, = Julaot,
Yy e T'*et |yl< n, les ensembles \G(Z, y) et ‘B (w, y) sont certains des langa-
ges des propositions d'une structure droite de Kleene, dérivant de ses divers
symboles auxiliaires.

Avec ces définitions, C5 devient :

(C'5) soit i une sortie de U autre que la demiére, i' la derniére entrée infé-
rieure a i, y un facteur gauche de a Lo ; si la suite des &léments dontles en-
tiers strictement compris entre i' et i sont des sorties est un mot <P, 0 u;.) ap-
partient @ @ (\p, y).

7. 7. Générateurs utilisant des contextes.

7. 7. 1. Nous serons amenés & faire dépendre certains états d'une pile de 1'é-
tat précédent, si long soit-il. Aussi ne pourrons nous nous contenter d'employer
un transducteur fini ; nous utiliserons la généralisation introduite en 5. 4. La
""partie droite'' y d'un contexte (n, y) sera un mot de longueur bornée, ce qui
aura pour effet de remplacer la valeur 1 de cd par une valeur quelconque. Il
est inutile de considérer un contexte dans le cas of, pour le transducteur trl,
la réunion des ensembles m(s) et d{s, Z) contient au plus un élément(cf. 7.5.2,
ou en particulier est défini Det).

Définissons donc des générateurs de piles gqn? par W = V, un entier
cd » 1 et le transducteur fini tr? donné par :

a)M=E x J x T'°9. dans les définitions qui suivent, a et b décrivent T°,
y décrit T' °4! (on convient que T'® ={A}), Y et Z décrivent E, w décrit
J etv décrit E*.

bjq=cd+1;/{ayb)=(b,o, ay).

c)Sibyaet—(b<a),d[(b,o,ay), Z] ={(Z, o(b), ay)t;
pour (Y, w)e Det, d [{Y, w, ay), Z1 ={(Z, w', ay)isiw L wetg(w)=Y.

d) Sib<aet—(b>a), m (b, o, ay)={(ss 'a*)}; _
pour (Y, w)e Det, m (Y, w, ay) ={[(Y, w', ay), "A']lsiwl w', g(w')=A
et YLA (le couple w', A est unique s'il existe puisque (Y, w) ¢ Det) ;
pour we J" etg(w)=A, m (Y, w, ay) a pour seul élément :
-(sg rar) siALaet—(A>a),ousiY=a=ocetAeN,
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-[{Y,0(A),ay),'0']siA>aet— (A La), saufsi Y = a =ocetAe N'.
e) Pour b4a etby a (d'ou a # o), k[ (b, o, ay), Z v} contient -

[(Z,ofb),ay), 1,'c* |sibZ ve@' (o, ay), [s; 0,7a')sibZ vegla,y)

et pas d'autre élément ;

pour (Y, w) { Det et wi I k[{Y, w, ay), Z v] contient les seuls &lé-

ments : =

-1(Z, w', ay), 1,'0'lsiYZv e€ (w, ay), w' étant le point de [ {w )

s'il existe, tel que g (w') = Y,

-[(Y, w', ay), 0, *A*] pour tous les w' ¢ I (w) et tous les A ¢ N tels que

g(w)=BAetYZve (A, ay);

pour w e J'', g(w) = A, ALaet AMa(d'oua#o), k{(Y,w, ay), Zvl

contient les seuls élémentshil

-ls0, 0,7a' 1 siAYZve@(a, y) (d'ona#oa),

-[{Y,0(A), ay), 0, 'o*]1siAYZve '({o,ay).

7. 7. 2. Vérifions que, l'application k est un automate fini. Envisageons les en-
sembles ‘€ (Z, y) et Q'(w, yipourZ ¢V, we Jl ,ve E¥etlyl< cd : d'aprés les
théoremes 7.5 et 5.1, il existe une fonction d'automate fini k', d'alphabet E,
dont l'ensemble des états S' contient s¢ et les couples (Z, y), (w, y) et telle
que, pour yue 1) appartienne '6(Z, y) (resp. €' (w, v)), il soit nécessaire et
suffisant que s appartienne & k [(Z, y), n] (resp. k' [ (w, v). n1).Pour engen-
drer 1'état initial (Z, y) ou (w, v), nous effectuerons une composition & gauche
(théoréme 5.2) ; pour engendrer |'état final, nous effectuerons le produit de k'
par d'autres fonctions d'automate et une composition & droite (théoréme 5.3).

Il est facile de construire une fonction d'automate k" qui a I'un de ses
états s, et & chaque mot v sur E de longueur 2 au moins, associe le second
€lément de v : on prend pour ensemble d'états §" = E ufsgy, s toisy s,
sont distincts et n'appartiennent pas & E, et pour k' (s, v) I'ensemble ayant
pour seul élément : - le deuxiéme élément dev sis = sgetiviz 2;

-sysis=sgetjv]=1;
- le premier élément dev sis =5, etv #A ;
-ssiseEouv =A.

Soit k"' la fonction d'automate d'alphabet E, d'ensemble d'états Jy x pred
telle que pour tout couple (s, v), k' (s, v) ={s}.

Définissons une application h; de M dans I'ensemble des parties finies
de (S' x §" x JyxT °d) x E*: g b, v, Y, w ont la méme signification qu'en
7.7.1:

- pourb<a et b » g hy (b, 0, ay) est formé des deux é&léments
(({o,ay), sgo(b),ay), *b] etl((a,y),0,0,ay),*b>];

- pour (Y, w) ¢ Det et w ¢ I, hy(Y, w, a y) contient les seuls éléments :
[((w,ay), sg, w', ay),*Y*]siun point w' de [ (w) vérifie g(w') = Y,
[((A, ay), Y, w', ay),*Y'] pourtousles w'e [ (w), Ae N tels que g(w)=A4A;
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~pour wel', glw)=A, ALaet Aya hi(Y, w, ay)est formé des deux élé-
ments [ ({a,y), 0,0, ay), "AY*] et[ {{c, ay), Y, o(A), ay), *AY'] ;
- pour les autres s ¢ M, h; (s) = ¢.

Enfin, définissons une application hy de §' x §** x J; x T'°Ydans 'en-
semble des parties de M x {0,1} x E (E est identifié a l'ensemble des mots
sur E de longueur 1) : hy(s, Z, w;, a y) estvide si s # s ou Z {E;sis=s
et Z ¢ E, il contient un seul élément : _

[((Z,w,ay),0,A] siw eJ" et g(w,;) = A,
[(Z, wy, ay), 0,70 *] siw; =0o(A) el

{(Z, w;, ay), 1," o '] dans les autres casou w; ¢ J,
[ 5,0 a"] siw, =0,

On vérifie facilement que k est l'automate fini d'ensemble initial M,
d'ensemble final M x {0,1} X E, obtenu par composition de la fonction d'au-
tomate k* X k** x k' & gauche par h; et & droite par h,.

7. 7. 3. Les transducteurs tr? et les générateurs gn? dépendent du paramétre
cd. Si cd' < cd, le générateur associé au paramétre cd est contenu dans le gé-
nérateur associé & cd', car !'application @ de (E X J; X T'°4) x E* dans
(ExJy x TN xE*:w[(Y, w,y, v2),v] = (Y, w,y;),v] projette le
transducteur associé & cd dans le transducteur associé & cd'. D'autre part, si
cd = 1, 1'identité projette tr? dans le transducteur fini trl car Y Z v e G(A, a)
entraine Y £ A (lemme 2).

Par conséquent, quel que soit cd, les transducteurs tr 2 vérifient GP2
dés que DA est satisfaite ; les générateurs gn? vérifient GP1 et les piles de
'ensemble gn?(a) sont conjointes & des pseudo-arborescences de (G) dont
« est la suite de feuilles. Nous allons démontrer que réciproquement les piles
conjointes & toutes ces pseudo-arborescences appartiennent a gn?(a). I en
résulte, comme nous l'avions annoncé, que les générateurs gnlet gn! engen-
drent aussi les piles cherchées.

Soit U la pile conjointe @ une pseudo-arborescence decg(G), dont
& ="dg ... @, est la suite de feuilles. Les entrées dans U de symboles ter-
minaux forment, avec 0 et le nombre d'états de U, un p-partage ; nous utilisons
les notations de 5. 2 : &; ='0; ... @jicg4.* GVEC A ,yq = 0 pouri' > 0;
si1<igp, a, est le sommet de v;. Lorsque j;, = j;+1,1 # p(Cl)
i =0eto-<ay oubieni# 0eta;,< a;(lemmes3,2) ; dans les deux cas,
o v; eB(a;, "Tigq e Upodar '), dlaprés C4 ; y; = "q;* est le résultat d'un
calcul complet d'entrée «; ¥, o, de longueur 1.Supposons maintenant i FitL
d'ou i # 0, avec v; = 'X, ... X;* (on posera X,;;+ = ¢ pour i' > 0}. Entre j;
etj,,, se trouvent p' entrées de symboles non terminaux (par exemple j c1h
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Ay, ..., A D'aprées C2 et C3, il existe p' entiers r;, pour lesquels :
1 <1y < ... €1 g1 est suivi de sorties de x, ..., x, et d'une entrée de
A, ;pour 1 i' <p', I' entrée de A,, est suivie d'Une sortie de A, de sorties
de X it 1s oos Xyayy SiTjgFretl et d'une entrée de Ajiy, ; l'entrée de
A, est suivie de celle de a; # ¢ ou d'une sortie si a; =0 :
pi =01 A o021 ..o ol AL g

log x1) = (x1,0,a;) ; x1 % a; (lemmes 4,5) etov, G(o, a;) (C'5) : selon
que x; 4 a; ou non, k{(x,, 0, a;), *x,... x, 0"} contient [(x, o(x}heg), 1,00,
oud[(x,, o, a;), x,] contient (x5, o(xy), o ). Pour montrer que u; est le ré-
sultat d'un calcul complet d'entrée «; v, o, il suffit de montrer que sous les
cing hypothéses :

- j' estune entrée de A ¢ N et j'' la demniére entrée précédant j',

- j"+1, ... j'-1 sont des sorties de z, ..., Zjijie] o
- z' est le demier élément de o uj g,
S0 Uy = v z' (z'" =2z'sij"+1=j'-1, 2" =z, sinon),

~aeT', ye T L qy estfacteur gauche de o:i';{_ o4,

il existe un calcul d'entrée ¥, de premier état (z", o{z;), ay), de demier état

(z', o(A), ay) et de résultat gi*i'2 Ao lorsque j'+1 est une sortie autre que

la derniére, de dernier état s; et de résultat o1'3'"2 A « lorsque j'+1 est une

entrée ou la derniére sortie . Cela résulte immédiatement des propriétés sui-
vantes :

= Zy... zjiju. A estun chemin du pseudo-graphe de production (C3) ;

- pour 11" j'i""-2, 0 ujuggine ‘ﬂ('zl w.zgn', ay) (C'S);

-2'{ A(lemmes 2,3) et g u;y ¢ G(A, ay) (C4);

- sij'+1 est une sortie, Ay a (lemmes 4,5) ;

- si j't1 est une sortie autre que la demiére et si a = o et uji = A, j'+2 est
une entrée, j'+3 une sortie, et ainsi de suite jusqu'a la demiére sortie : A
dérive de la racine (C3) ;d'apréds DA et PA, An'est pas un axiome;

- si j'+1 est une sortie autre que la demiére, o Ujie Yo, ay) (C'5);

- si j'+1 est une entrée, c'est une entrée de a (C2), A 4 a (lemme 2),
ousela, y) (C4);

- si j'+1 est la derniére sortie, a = o, ujy = Aet Ae¢N'.

Théoréme 7. 6. Les géndrateurs qn? associés a une grammaire pluriaxiomati-
que G = (N, T, ::=, N') vérifiant les conditions DA et PA sont tels que, pour
tout mot o sur T, qn’(a) soit l'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arbo-
rescences deCG(G) dont  est la suite de feuilles.

La figure 7. 5 schématise le fonctionnement des générateurs gn?.

2

7. 7. 4. Déterminisme du transducteur tr4 Pour que tr? soit déterministe, il
faut et il suffit que, pour tout s ¢ M et tout v ¢ E* 1'ensemble k(s, v) contien-
ne au plus un élément ; pour celaq, il suffit que simultanément :
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entrée de a;
i=it+1

i smjhe

}

he i .-mmv_q
i
4

(CD1)pouraeT,yeT'<d1, B(q,y) et e (o, ay) soient disjoints :

(CD2) pour y' € T'°d weJ et Ae N tels qu'un point w' de " (w) vérifie
g(w') =A,'G(A, y") et @' (w, y') soient disjoints ;

(CD3)pour y'e T'°d, we J, Ae N et A' ¢ N tels que deux points distincts w'
et w' de [ (w) vérifient g(w') = A, g(w") = A, G(A, y') et G (A", v")

soient disjoints.
T ='ag.. 4y’
o = s == O - L . . -
: By iy o Typogy Ces conditions sont décidables [2]. On peut aussi les &crire , d aprés
T % e  sommet de la pile 7.6.2:
ezaq et | ecajet | eyaet | —i(e<aq)et > e =0 lorsque la pile est (CD1)pour ae T,y' e T'%! et toute regle A ::= ¥, les ensembles G(q,y )
s a4, a —le La) | —leya) TV;d: - et'B(A, ay) Y sont disjoints ;
| [ ” courant de la pile. (CD2 et 3)pour y'e T'°4 A e N,A'¢ N et¥e V*vérifiant A + A'ouY #A,
o ne N amét du tels qu'il existe un mot p de V* pour lequel A == \Jet A' ::= Y,
@, B, (o, 8/ calcul %A, y') et (A", y') ¥ sont disjoints (CD3 correspond a 't = A ).

Intuitivement, la premiére condition assure qu'on peut choisir entre une
sortie et l'entrée d'un symbola teminal, la seconde entre une sortie (précé-
dée d'un certain nombre d'autres sorties) et l'entrée d'un symbole non termi-
nal, et la troisidme entre deux symboles non terminaux susceptibles d'entrer
(cf. figure 7. 5).

(e, w) € Det et (e, w) (e, w) « Det et 5 0 g o .
™ Det Lw' e M {w autres Nous allons montrer qu'inversement, si la grammaire est réduite et si

Lot T iw / (w) qu qr
(glw'] = e) wa)“i i ot = ! l'une de ces conditions n'est pas réalisée, on peut trouver deux mots « et o
o &) de T*tels que a 0% et «' ¢ °? gient un facteur gauche commun B y' o | y'|=cd
! et qu'il existe une pile U de gn? (a), une pile U' de qn? (a') et un entier i

Zout W+ [ {w) \ anét | pour lesquels u; £ u', etp = ao‘f = oy Par conséquent :
g(w') = e et gtw) = A et ) du

! 3 1 I rd - . -, . PRl s
\ " " « (%, 3¢ By I nr kA B‘./ =i Théoréme 7.7.Si une grammaire G réduite et un enticr cd> 1 vérifient les condi-
/ W 1 tions CD1, CD2, CD3, ils définissent un transducteur tr? déterministe. Dans

le cas contraire, aucun générateur de piles dans la définition duquel entre l'en-
tier cd, qui engendre les piles de ?(G) avec comme donnée la suite des sym-
boles terminaux y entrant et comme p-partage la suite de leurs entrées, n'est
a pile unique.

L

e s Gx
et A axiome
oul

NON

entrée de A \—‘

g

entree el sortie de A
generation terminee
| —geteiatian jenninee

|

Supposons d'abord A ::=p, A" =Y P, A A ou¥ £ A,01 ¢ GA,Y"),
n=n'"Y o0n'e G(A, y'). n A etn' A" sont des états de deux piles deg'(G) g
d'aprés 7.2. 2, il existe deux axiomes X et X', une X-dérivation d'un mot nhy
et une X-dérivation d'un mot n' A’ y'|, y' étant facteur gauche de v, 0°d et
Y| 04 Comme la grammaire est réduite , il existe aussi une dérivation

(g = n D0 B 5 Bp = P) ou p ¢ T¥ d'oll deux dérivations (X, ..., n Ay,
TV By v By ) et (X " Ay ngyYy, 8y, o By ). On
en déduit (lemme 1) deux piles U et U' conjointes & deux pseudo-arborescences
de T (G) dont B y; et Py} sont les suites de feuilles, et un entier i, tels que
— 0 — 0 ' U= O
w=nAu, =n A,am = ag, =pB.
Figure 7.5
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Supposons maintenant A ==Y, one¥{a, y),n=n""¥,on' «® (A,ay).
na est un état u" d'une pile U"de I {G) et v est tacteur gauche deaY'ocd
soit B le premier symbole auxiliaire dont une entrée dans U" est ’éupé-
. il existe un axiome X et une X-dérivation dont les deux derniers

rieure a j
mots sont n"By, etn'yy, =nay, v, (B == @), v étant facteur gauche de
y2 y10 4. Commeon' ¢ §(A, ay) et A = ¥, il existe un axiome X' etune

X'-dérivation dont les deux demiers mots sont n'Aay'; et n' Yay' =nay'y,y
étant facteur gauche de y'; o cd  D'ou deux dérivations (X, ..., 1" By ,n «

Y2 %5197 ned,ary na e Papy det(Xh .. n' Adyl, ayy.8,a
Y) By ay'y, ... B ay', ), ol BeT* De la premiére, on déduit (lemme 1) une
pile U qui contient un état u; =n*y =nay,aveca =y, j' étant précédé

des entrées des symboles terminaux qui forment a y, ; cette pile posséde donc
deux états u;_; =n, w, =n a, avec oz?_ =y,y, etdonca Idlx =P. Dela seconde,
on déduit une pile U* telle que ur;.,; =1, i soit une sortieeta = =ay',, d'oii
Ut = s
« =f.
04

7.7.5. Remorque.une variante du générateur gn?, pour cd = 1, n'utilise les ensem-
bles g (2, y) et g' , Y) que pour ¥, = A : dans la partie (e) de la définjtjon de tr2,
il syifit de remplacer @' (0, ay) paré(' (@ /\).?' (w,ay) par €' (w, \), @ (A, ay )
pcrr%(A, A). LYdentité projette dans trl e transducteur tr'2 ainsi obtenu et projette
tr2, avec cd = 1, dans tr'2. Le générateur engendre encore les mémes piles. Mais ses
conditions de déterminisme sont plus strictes que celles obtenues ci-dessus : si
(Y, w) ¢ Det et si un point w* de [ (w) vérifie g (w') = A, il faut que @A, A\) et
@'(w,\}soient disjoints,ce qui est plus strict que : pour tout a € T',# (A, a)et #1(w,
a) sont disjoints.,

7. 8. Générateurs utilisant des contextes bornés.

7. 8. 1. Les transducteurs tr2 décident comme poursuivrie un calcul en cours,
alors qu'il y avait plusieurs possibilités pour le tranducteur tr!, en fonction de
I'appartenance d'un mot & un langage de Kleene parmi plusieurs.Les étatss de-
mandant un choix ont été caractérisés au paragraphe 7. 5. 2 : on tentera ici de
remédier qussi " économiquement" que possible & chacun de ces cas d'indéter-
minisme ; plus précisément, on choisira, chaque fois qu'on le pourra, grace a
un facteur gauche du mot considéré ayant une longueur bornée.

Les générateurs de piles gn3 qui vont &tre définis seront donnés par
W = V, un entier cd > 1 et des transducteurs tr3 qui dépendent d'un certain
nombre de sous-ensembles finis de E* séparant un langage de Kleene d'un autre
(4. 5. 6). L'ensemble des phrases d'un langage de Kleene K qui commencent
par un élément Y donné est un langage de Kleene { cela résulte immédiatement,
par exemple, du théoreme 4. 4) : nous noterons Ky ce langage.

1) Pour tout couple Ye V, ae T tel que ¥ SaetY »qettout moty de Tred-1,
soit Q (Y, ay) un ensemble séparant B (q, y)yet €' (o, ay) sices lan-
gages ont une borne d'intersection.
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2) Envisageons un mot y' de T*<d et un couple (Y, w) de ExJ tel queg (w)
# N, n'appartenant pas & l'ensemble Det (7. 5. 2 ) : il existe p > 1 symboles
quxiliaires A pour lesquels A est 1'image par g d'un point de T (w) et Y <A ;
on les ordonne : AI, .+ Ap. On construit p ensembles Q (Y, w, A, y'), pour
i=1,...p, sépamnt?(A. : Y‘)Y de laréunion de ?(w, v'), et des“ﬁ"'(A,,y')Y
pour j > i, et un enseanle (Y, w, y') séparant lg réunion dé{s ?(A. . Y'), de
& (w',Yl)Y' lorsque @' (w, y')Yet les p langages § (A ,y') ontune bome Yd‘ in-
tersection : on peut prendre pour Q (Y, w, y') la réunion &,es Q(Y,w, A, Y').

La recherche des ensembles Q (Y, ay) peut &tre facilitée par la remar-

qx.xe suivante : si y; est facteur gauche de vy, #(aq, Y1)y contient # (a, v)y,
¢ (g, a YI)Y contient €' (5, a y)Y,do ¢ tout ensemble séparant ‘?(a, Y, ) de
‘o, ay, )Y est un ensemble séparant ¢ (a, y) de@" (o0,ay),. On pelutyu-
tiliser une remarque analogue pour déterminer Ies\é(Y, w, A;, y')th (Y, w,y').

Soit cg le maximum des longueurs des mots appartenant & 1'un des en-
§embles Q(Y,ay), Q(Y,w, A, v'), Q(Y, w,y"). Le transducteur tr? associé
a ces ensembles est défini de la maniere suivante :

a) M = E€9xJ, xT'¢d Dans les définitions qui suivent, a et b décrivent T',ndé-
crit ES971, y décrit T'¢¥1, Y et Z décrivent E, w décrit J et v décrit E* Nous
désignerons par Det' 'ensemble formé des ¢léments :

;.(b,o' ,ay)sib{a bX>a €(aq, v), et€' (g, ay), ont une borne d'intersec-
ion,

- (Y, w,ay) si_\g {(w) €N, lgvsymbole auxiliaire A tel que g (w) = ;\ vérifie
A <aetAD>a, € (a,y), et? (o, ay) » ont une bome d'intersection,

-{(Y, w,ay)sig (w);%\T,(Y, w) g Det et si pour les points w'; (i=1,_..., p)
de [ {w) tels que g (w') ine N, les p + 1 langages @’(Ai, ayls et‘él' (w,

ay), ont une borne d'intersection. b

b)g=cd +eg;l(aybn)=(bn,o,ay).

c)Sib>aet— (b a) ousi(b,o, ay) e Det' et aucun facteur gauche de bn
n'appartient @ Q (b, ay),d{(bn,0, ay), Z1 ={{n Z,0(b), ay)};

si (Y, w) ¢ Detousi (Y, w, ay) ¢ Det' et aucun facteur gauche de Ynn'appar-
tienta Q (Y, w,ay), d[{Yn, w,ay), Z] ={(n Z, w', ay)} si le point w'vé-

rifiew w'etg (w') =Y.

d)Sib€ aet —1{b>a)ousi(b,o, ay) e Det' et un facteur gauche de bn ap-

partient aQ (b, ay), m (bn,o, ay) = {(sf,'a')} :

si(Y, w) e Detet YA ousi(Y, w, ay) e Det' et A est le A; d'indice i mini-

mum tel qu'un facteur gauche de Y r appartienneda Q (Y, w, A;, ay), m(¥Yn, w

ay) ={[{Yn, w', ay),_'A' 11 si le point w* vérifie w I’ w' et g (w') = & ;

pourwe J'"etg (w)=A:

-si Aaet 7 (A%Pa), ousi(Y, w, ay) e Det' et un facteur gauche de AYn ap-

?ar’tgientaQ (A,ay),ouencoresiY=a=c etAeN', m(Yn, w ay)= is,
a’l,

-siApaet1(A<a), saufpour Y =a=cet Ae N',ousi (Y, w,ay) ¢ Det'

et aucun facteur gauche de AYn n'appartient @ Q (A, ay), m (Y n, w,ay) =

{L(Yn, 0 (A), ay), ']}
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e)Sib{ o, b>aet(b,o,ay)sDet', k[(bn,o,ay), Zv] contient les seuls
éléments : -

-[(nZ,0(b),ay), 1, c’] lorsquebn Z v e¢* (0, ay) a9},

-[s,0, ‘a'llorsque b Z v ¢ & (q, y)ocol ;

sig(w)¢N, (Y, w)¢ Detet (Y, w,ay)¢ Det',k[(Yn, w ay), Zv] con-
tient les seuls éléments :

-fnz, w, ay) 1, ‘c'lsiYnZve %" (w, ay)ocg-l, w' étant le point de
I(w), s'il existe, tel que g (w') =Y,

-[(Yn, w', ay),0, "A'] pour tous les w' ¢ ' (w) et tous les A¢ N tels que
g(w)=AetYnZve #(A, ay)ocal ;

siwe J", g(w) =4, A<q, A>aet(Y, w,ay)f Det', k[(Yn, w,ay),Zv]
contient les seuls éléments :

-[s, 0, ‘a’]siAYn Zy ¢ Z(a,y) o‘Cg'llN

-[(Yn,0o(A),ay) 0, 0"l siAYn Zv e ' (0, ay) o9,

On démontre comme en 7. 7. 2 que k est un automate fini.

7. 8. 2. Comparons tr3, pour cd quelconque, au transducteur tr® (7. 3 ), puis
tr3 et le transducteur t2 (7. 7. 1 ) associé au méme cd. Nous désignerons par
X9, X2, x? les applications X attachées (5. 4. 2 ) & t®, tr2, tr3 ; plus généra-
lement, nous affecterons de0,1,3 les applications [, d, m, k, de tr0, tr2,tr3.

Définissons une application @ par:@[(Y 1, w, ay),v 1=[(Y, w,a),up]
od YeE, neEco]l, we Jp, ae T', ye T'dl, y ¢ E*ety, est déteminé par
v = vy v,,[v;| = cg-1.Montrons que wprojette tr? dans tr%, en étudiantd'a-
bord les divers cas o1 (s', v', A ) appartient & X3 (s,v ) a
Ds=(Yn, way),s"'=(nZ w,ay),v=2Zy', A= o, lorsque s' ¢ d3
(s, Z)ou(s", 1,"c"e k3(s,v ). Alorsw(s,v ) =[(Y, w, a),vg ], nv=vq vy
(s, v') =UZ" w,a)v' ], sinZ=Z"n', n'v' =vi v' v =p"I=cgl:
Z'vig vy =2 v = Zv = =ygvy dlonZtvly =y 2 (2, w, a) e
do[(Y, w, a),Z'].
2)s=(Yn, w, ay), s'=(Yn, w', ay), v=v"', lorsque (s', A) e m3 (s) ou (s',0,A)
ek (s, A). Alors @ (s,v) = [(Y, w,a),vg], m(s', v} = [{Y, w, a),v];
(Y, w, a), Al em® (Y, w, a).
3)s=(Yn, way),s =sq,v=vlosque (s, A) e m® (s) ou (sq 0, A)e K
(s,v).w(s,v) =[(Y, w,a),vg]; (s A) em® (Y, w,a) car Y {aouh<a
entrafne a #o.

D'autre part, avec des notations analogues a celles de 5. 5, siy2 =ay (ae T},
ye Ecd-l)etvogea=bnv' (be T',ne Ecol), y0="a  pZ=aybn, v2 =v',
p%=‘ab’, v0geol=nv', 10 (o) = (b, 0, a),!2 (p2) =(bn, o, ay), ® véri-
fiew (12 (p2), v2] =10 (p9), v0.

On pourrait montrer de méme que m projette aussi tr® dans tr!,

Envisageons maintenant l'application @' : @' [{Y, w, y'), vi=[(Y¥Yn,w,y'Livy ]
ol Ye E, we J, y'e T®4, ve E¥ netv, sont déterminés par n v, =v g ¢3!
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et|n] =cg - 1; montrons que @' projette tr2 dans tr3 ; étudions les cas o
(s', v', A) appartientd)(z(s,v) :

a)s=(Y, woay), s =(Z,w,ay),v=2v',A="0", lorsque s’ ed? (s, Z)
ou(s', I,'0') ek?(s,v). o (s,v) = [((Yn,w,ay),val,qvy = vas9l,
In|= cg-1,& (s', v') =[(2Z nywhoaylhvalin'vy =v' o9l =cq-1:
Zn'v'y =Zv' o9l =y gl =g v ; comme|n|=|n'l, il existe Z' ¢ E tel
queZn'=n2' d'oiv; =Z'v'. Lorsque s' ¢d? (s, Z), (n 2" w', ay)
d3 [(Yn, w,ay),Z'];il enest de méme lorsque (s', 1, '0*) ¢ kz(s,v) et
(Yn,w,ay)eDet', d'aprés la définition des ensembles Q (Y,ay)etQ(Y,
w, ay) ; enfin, lorsque (s', 1, *o*)e k? (s, v) et (Y N, w,ay)¢ Det', [(n 2,
w'yay), 1, ‘o] appartient a k3 [(Y 7, w,ay),v,].

b)s=(Y,w,ay), s'"=(Y,w', ay),v=yv', lossque (s', A) em? (s) ou(s",0,
AMek?(s,v). @ (s,v) = [(Yn, woay),vz], @ (s, v) =[(Yn, w/ay),
vyl Lorsque (s, A} em2(s), [{(Yn, w', ay), A\l em3[(Yn, w,ay)];il en
est de méme lorsque (s', 0, A) ¢k (s, v) et (Y n, w, ay) e Det', d'aprés la
définition des ensembles Q (Y, w, A;, ay) et Q (A, ay) ; lorsque (s', 0, A) «
k¥(s,v)et(Yn, w,ay)s Det', [( Yn, w,ay),0, Al ek3? (s, vy).
c)s={(Y,w,ay),s' = Sg, v = v' lorsque (sg, A} € m? (s) ou(sg 0, ) ¢
k2(s,vy) ;0 (s,v) =[(Yn, w,a),vy]: (s, A) e m3 (s)ou (54,0, A) ¢
k3 (s, vy). Avec des notations analogues & celles de 5. S5,y2=y3; siveo =
bv2 p2=y2b; sivo®y = bv2gcel = bnv3 (neEc9),pd =y2bq;
12 (p2) = (b, 0, y2), 13 (p3) = (b 4,0, y2), v2 059 = v3, d'oi ' [12 (p?) ,
v231 =[5 (p3),v3],

Pour que les transducteurs tr? soient déterministes, il faut et il suffit
que, pour tout s ¢ M et tout v ¢ E¥ k (s, v) contienne au plus un élément ; il
suffit pour cela que la grammaire vérifie les conditions CD 1, CD 2, CD 3 qui
assurent le déterminisme de tr2 (7. 7. 4) : nous avons vu (théoréme 7. 7) que
ces conditions sont nécessaires lorsque la grammaire est réduite.

En résumeé :

Théoréme 7. 8. Les transducteurs tr3 associés & une grammaire pluriaxiomati-
que G = (N, T, ::=, N') vérifiant les conditions DA et PA satisfont & GP 2.
Ils définissent des générateurs de piles qu vérifiant GP 1 et tels que, pour
tout mot a sur T, gn3 {«) soit 'ensemble des piles conjointes aux pseudo-ar-
borescences de (G ) dont o est la suite de feuilles. Pour qu'un transducteur
tr3soit déterministe, il faut et il suffit que G vérifie CD 1, CD 2, CD 3.

7. 8. 3. Condition pour que tr® soit un transducteur fini. D'aprés la définition
de l'ensemble Det', pour qu'un transducteur tr® soit fini (il est alors détermi-
niste), il faut et il suffit que soient réalisées les deux conditions : N
(CB1)siYeV,aeT, yeT, YL agetY >a, les langages ¥ (aq, v)

et@,' (o, @ y),ont une borne d'intersection : L
Yiy

i
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(CB2)siwe J, Ye E, y' (_T'ci (Y, w) ¢ Det, pour lesgpoints W', (ij_—: 1,...,p)
de I {w) tels que g (w;) = A; ¢ N, lesp + 1 langages (Ai,y')Y et 4" (w, y')Y
ont une borne d'intersection.

Si 'S\’J(u, Yy #8,Y La(lemme 2) ; si¥' (0, ay), #4, par définition
de cet ensemble, il existe A ¢ N, dont Y est finale stricte, tel que @ (A, ay)Z4,
donc #(A, a) #8 ; A, a est un couple vicinal (7. 6. 2), A {aoulADPa, d'ol
Y »a (7. 4). D'autre part, & (a, y) est la réunion des €(a, Yy, et€ (o ,ay)
la réunion des €' (o, a y),, pour Y€ V. On_en déduit que CB 1 équivaut a:
(CB'1)siaeT', ye T 1, les langages #(q, v} et@" (o, ay) ont unebor-
ne d'intersection.

De meéme, (CB 2) équivaut a :

(CB'2) siwe J, y'e T'<d,s'il existe p (>0) points w} de[ (w) et psymboles
non terminaux A; tels que g (w';) = A;, les p+1 langages PAL v' )et8 (w,y")
ont une bome d'intersection.

Lorsque deux régles distinctes de la grammaire ont des seconds membres dif-
férents, p = 1 s'il existe.

Les grammaires qui satisfont @ CB1 et CB 2 sont les “bounded right
context grammars" de [24). Les grammaires "fully nested” introduites par
[38] peuvent &tre transformées en des grammaires équivalentes ne possédant
plus aucune régle A ::= A', oi A' ¢ N,sans modifier les sous- propositions
d'une proposition (7. 10. 4) ; alors, pour tout point w de J, ' (w) contient au
plus un élément et pour a ¢ T', €(a, A) et €' (o, A) ont une bome d'intersec-
tion inférieure au maximum de la longueur des seconds membres des régles. La
méthode d'analyse de [47] revient & la construction d'une pile conjointe, dans
le cas ou les seconds membres des régles sont distincts, de longueur 2 au
plus, et ol il existe un transducteur tr? fini pour lequel cd =1, cg = 2.

7.8. 4. Exemple. N={X, A, B, C,D}; T={a, b, c, d, f}; N'={X};

X:= AbC|dAD|B A=A la

B::= {Bb|a Cux=cCle

D”:bDIb X A B C D a b c _d i o

Matrice des relations et »: N I ; [ T[]
a8 <[ 5 1]
B | ZUL T s
c >
| T_
- 1 sl >
o] 1] <41 [$1L > |
s 4 <] | 1>
o I« < <| |
: << <l | <]
B ARNAE RN

- 146 -

S e e FEE R -

1) A<b et A > b : étudions € (b, A) et®@' (o, b),avec les notations et les
méthodes de 7. 6. 2 et 7. 6. 3 : b est initiale debet D ;

<b>:u= <X>A|<X>dAI<B>fB[<D>b, <X>u=, o
les mots de @ (b, A) se teminant par A sontoc Aetoc d A.®' (o, b) est la réu-
nion des ensembles & (A°*, b) ¥ pour A' ::= Y ; les mots de @' (o, b) se ter-
minant par A sont ceux de € (A, b) f A, L'ensemble formé par Ac et Ad, ou
encore 'ensemble des mots de longueur 2 qutres que A f, est un ensemble sé -
parant € (b, A), de &' (o, b,

2) b<b et b)b:les mots de & (b, A) se terminant par b sont ceux de &(D, A) b :
<D>:u=; <X>dA[<D>b;lesmotsde® (o, b) se terminant par b sont
ceux de @ (B, b) f B b et ceux de @ (D, b) b, mais ce demier ensemble est vi-
de car D, b n'est pas un couple vicinal (ni D <b, ni D> b}. On peut prendre
l'ensemble des mots de longueur 2 autres que b B comme ensemble séparant
F(b,A), de® (o, b),.

3) Les seuls mots ¥ & la fois second membre et facteur droit de second membre
d'une régle sont :
-'b’:D:u= betB:= fBb, mais onn'apas B<D.
-'a’iAu= o Bu= aetf<A f<B, 0 <A 0<B:T [o(a)] contient deux
points d'images A et B, mais aucun autre point ; (f, o (a)) et (o, o (a)) n'ap-
partiennent pas & Det, mais @' (o (a), A) =4.
Etudions € (A, A) et €(B, A):

<A>u= o |<X>d|<A>f <B>u=, o |<B>f;
les mots de QLA, A) sontleso " et o d {7, ceux de @(B, A) leso f~ (n>0).
@(A, A) et @(B, A) ne sont pas disjoints, ni €(A, A )y et (B, A) . best
le seul symbole terminal tel que P(A, b) # & =t aussi le seul tel que €(B,b) =
©;de plus €(B,o) =1{'c"'}, mais ¥(A, o) =0 :
- (A,b)::=lol<5>dl(A,bLf . (B,b):::] <B>1f.
@ (B, b), est vide, mais & (A, b); et €(B, b); ne sont pas disjoints, car ils
contiennent les mots ¢ 2 (n > 1)Etudions les € (A, bx) et @ (B, bx) ou x¢ T';
d'aprés 7. 6. 1, ¥ (B, bx) = ¥(B, x) f, donc est vide sauf pour x =boux =0 :
@ (B, bb) est l‘ensemble des o f* (n»2), (B, bo) ={'c f'}. €(A, bb) =
P(X,A)d u @(A, bb) f : il s'agit de I'ensemble des o df* (n »0).€(A,bo)
= P(X,0)d u @(A,bo)f : il s'agit du méme ensemble.

[

On choisit cd = 2, on ordonne A, B en plagant B avant A et on définit :
Qlo,0(a),B,y')=@siy' #o0;Q(0,0(a),B,oo)={A}; Q (0,0(a),
A, y") ={Alpour touty' ¢ E% Q (f, 0 {a), B, y') = @ si y' différe de 00, bo et
bb; Q(f, o (a), B, oo)={A}; Q(f, 0 (a), B, bo) =tf o};Q (f, o (a), A, y')=1A}
pour tout y'. @(A, bb)s et g(B, bb)¢ sont disjoints, mais n'ont pas de bome
d'intersection. On obtient un transducteur pour lequel cg = 2, qui est détermi-
niste mais n'est pgs un transducteur fini. Il est d'ailleurs facile de voir que
quel que soit cd, ¥ (A, de)i et ¢(B, b‘:d), n'ont pas de bomne d'intersection.
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7. 9. Générateurs controlés par des couples de symboles terminaux.

7. 9. 1. Dans les paragraphes précédents, on a limité 1'indéterminisme qui ren-
dait peu uilisable le générateur gn® en contrdlant les entrées et les sorties
des piles par les relations €, » et par les contextes ; le pseudo-graphe de pro-
duction participe & ce contréle et joue aussi un réle, théoriquement plus essen-
tiel, de vérification, assurant la condition C 3. Nous chercherons ici des géné-
rateurs plus simples & mettre en ceuvre, ou le pseudo-graphe de production ne
conservera que ce role de vérification et ou les entrées et les sorties seront
contrdlées par des couples d'éléments de T' : on ne retiendra du contexte, a
droite qu'un élément (cd = 1), & gauche que le demier symbole terminal et le
nombre de symboles auxiliaires qui le suivent.

7. 9. 2. Définition des ensembles A, (b, c) et A, (b, ¢). Soit U une pile de
I'ensemble '7(G). Pour chacun de ses états w, nous nommerons «; le plus
grand facteur droit de u; appartenant @ N* b, l'élément de T' =T u ol tel
que b, w, soit facteur droit de o u;, n; le nombre de sorties supérieuresa i, in-
férieures ou égales au plus petit entier suivemt i qui est une entrée, une sortie
de symbole terminal, ou l'indice du dernier état de la pile ; nous utiliserons no-
tamment les couples (I b, w |, n;).

Associons & tout couple (b, c) d'éléments de T' deux ensembles
A, (b, c) et A, (b, c) de couples d'entiers (n¥, n') vérifiant respectivement
0<n'¢<n"et0gn'¢<n", de maniére que :
(C 6) si i est une entrée dans U telle que i + 1 soit une sortie qutre que la der-
niére et si c est le premier signe de uH o, (Ib; coil,ni) e A (b, c);
(C7) siiestunesortiedece T, (b, o), n) e A, (b, c’.
Nous imposerons de plus que, pour tout b ¢ T', A, ?b, o) soit vide. Soit alors i
un entier pour lequel i + 1 est une entrée d'un symbole terminal c. Il existe une
sortie i' de c telle que u; = u;, (théoréme 1. 2). En appliquant C 7 &i' :
(C 8) sii+ 1 estune entrée d'un symbole terminal c, il existe dans A, (b, <)
un couple de premier élément b, wl :

Etudions la détermination des ensembles A (b, c) et A_ (b, ¢}, a I'ai-
de de C 3 et C 4. Soit un état u, de U,i' la premiére entrée superieure & i.Pour
n,, deux cas se présentent :

a) une sortie de symbole teminal est strictement comprise entre i et i' :
fig = | bimil o
b) aucune sortie de symbole terminal n'est strictement comprise entre i et i' :

n < |b wl .

All(b, cl)(rlesp. A (b, c)) est réunion des deux ensembles A} (b, c) et &Y (b, )
(resp. A! (b, ¢) et A‘Z' (b, ¢)) formés des couples(n'’, n') vérifiant n"'=n' d'une
part, n¥ < n' d'autre part.
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) Si i est une entrée pour laquelle i+ 1 est une sortie autre que la demie-
re et si c est le premier élément de a'iJ_cr =ai?_u,dcms le cas a il existe A ¢ N,
¥ € V¥tels que A ;1= ¥ b; w; et Y(A, c)#0; dams le cas b, il existe A e N,
w'e N* "¢ N*tels que A ::= o, o; = " ¢, et un mot de € (A, c) dont b; "
est facteur droit. Pour qu'un ensemble de couples d'entiers positifs (n', n')
soit un A! (b, ¢), il suffit qu'il contienne l'ensemble 0A' (b, c) des couples
(lwl+1, lof + 1) associés aux mots w sur N tels qu'il existe Ae N,V ¢ V*
vérifiant A:: =Y bwetl (A, c) #4. Pour qu'un ensemble de couplesd'entiers
(n", n') tels que 0 < n' < n" soit un A" (b, c¢), il suffit qu'il contienne l'en -
semble OA'I' (b, ¢) des couples (| w'| +1 & + 1, w'l) associés aux mots
w', o sur N tels qu'il existe A ¢ N pour lequel A ::= o'et b " est facteur
droit d'un mot de 8 (&, c).

Si i est une sortie de c ¢ T, dans le cas a il existe Ae N, ¥ ¢ V¥
P'e V* tels que A == ¥ b o ¢V ; dans le cas b, il existe A ¢ N, ¥ ¢ V¥,
@' € N¥ o' ¢ N*tels que A == o' c ¥, w; =" &', b, " soit facteur droit
d'un mot de 8 (A, A\).Pour qu'un ensemble de couples d'entiers positifs (n',n’)
soit un A! (b, c), il suffit qu'il contienne l'ensemble OA' (b, c) des couples
(tw! + 1, 1wl + 1) associés aux mots  sur N tels qu'il existe Ae N, ¥ ¢ V*,
W'e V* vérifiant A ::= ¥ b e c ¥'. Pour qu'un ensemble de couples d'entiers
(n", n') vérifiant 0 < n' < n" soit un Ay (b, c), il suffit qu'il contienne 1'en-
semble AY (b, c) des couples (1a') ¥ 1™ + 1, 1 &' |) associés qux mots
o'y ' sur N tels qu'il existe Ae N, ¥ ¢ V* pour lesquels A ::= ' c ¥ et ba"
est facteur droit d'un mot de ¥ (A, A).

On peut montrer, par exemple a 1'aide du lemme 1, que réciproquement,
lorsque la grammaire est réduite, les ensembles A! (b,c }, A¥ (b, c),A (b, ¢) ,
A7 (b, c) doivent contenir respectivement OAi (b, c), OAI' h), c), OAZ? (b, c) ,
OA'Z‘ (b, c}.
Exemple : N=(K,B,C,D,F}; T={d,f,q h}; N'={KI;
= {FB Cu=h|hC Fu=g|Fg
CD D:u:=dF
g ; F, h est un couple vicinal ; donc (1, 1) ¢ %A! (g, h).
CD;ofFe®€(B,o);donc (4, 2)¢ UAi'(f,U).

= dF;0cfFCe ® (D, A); donc (3,0)¢ OAN(E, d).
our tout couple b, ¢, A} (b, ¢) est vide.

0

TOWmm R

La génération des piles cherchées, qui va étre étudiée, est résumée par
l'organigramme de la figure 7. 6. Nous définirons un générateur de piles gn4
dans le cas od, pour tout couple b, c, les ensembles Al (b, c) et Az (b, c)
sont finis. D'aprés C 6 et C 7, pour qu'il existe de tels ensembles, il faut et
suffit que soit vérifiée la condition :

(C T) les facteurs droits des mots des langages G (A, A)(AeN), qui appar-
tiennent @ N* ont une longueur bomée.
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(&, n') ¢ B, (b, g(w})

—_—

o= ‘g, 4. nF,v

a, =0

e sommet de la pilk

e =g lorsque la pile est

vide

¢ demier terminal dans la
pile

« plus grand facteur droit de
la pile qui appartient & N*

pour w' e [ {

w) >
AN

ety [w)=

A axiome

NON

our
entree et entrée de A
sortie de A CRENNED)
géneration
t2rminée

—‘F__J

Figure 7. 6
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CT signifie que, pour tout A¢ N, les deux langages de Kleene & (A, A) et
N*A{A | ont une bome d'intersection : CT est décidable. Nous désignerons par
cg le plus grand des premiers entiers des couples appartenant aux différents
ensembles A (b, ¢) et A (b, c) , par [cq] I'ensemble des entiers compris au
sens large entre 0 et cq.

7. 9. 3. Générateur gn“. Il est défini par W = V, cd = 1 et un transducteur fini
tr4

a)M=E°esx J xT'x[cg] x[cgl. Dans les définitions qui suivent, a, b etc
décrivent T', B decnt N, n décrit E°9), Y et Z décrivent E, w décrit J, §' et 8"
décrivent [ cq]. Lorsque ' est un mot de E°9\N*et w son pluslonq facteurdroit
appartenant a N* on pose § (n') =lw ] + 1 et on nomme & (n') I'élément de T '

tel que £(q') © soit facteur droit de n'.

b)g=cg+1; l(abq)—(bq o, a,0,0).

c)SinZ¢ N* et(l 1)e A a),df(bn,0,a0,0),Z] est formé des
(nZ,o0(b),a,n',8(nZ)- ) pour tout entier n' tel que {8 (n Z}, n') ¢
By (E(nZ),b) ;

siB'#O,(B'. 8'") # (1, 0) et si un point w' de [ {w ) vérifie g (w') = B,

d{(Bn,w,a8,8,2]1={{n2Z w, q8-1,8"1};
sin Z ¢ N*et si un point w' de " (w) vérifie g (w') =¢, d[(cn, w, q, 1, 0),Z]
est formé des (n Z, w', a, n', 6 (1 Z) - n') pour tout entier n' tel que (& {(n2),
n')e¢ A, (&ln 2), c).
d) Si (1 0)ou(l, 1) appartient a A,
{(s ‘a’)t;
m (Yr], w, a, 0, 8") conuent[(Yq,w a, 0, 8"), ‘A’ ] pour tout point w' de J*
tel que wl w' et g (w') = A, et pas d'autre élément ;
siwe JV, g (w) —KetYn dN* (Yn, w a0, 5") contient les seuls élé -
ments :

- (s;+ 'a’) lorsque dans A, (£(Y n), a) se trouve un couple de premier entier
5”+l(doua:r‘cr)oulorsqueY—a-cetAcN'
-[(Yn, o(A),q,n" -1,8"+1-n'), o] pour tout n' tel que (5" + 1,n') ¢
Ay (£(Y¥ 1), a) souf lorsque Y =a=0c et A e N

(b, a)(d'oua#o), m(bn,o,aq00) =

On utilisera aussi le transducteur tr4' qui ne différe de tr4 que par la
suppresslon des mots soulignés en pointillé a la fin de la defmltmn et le géné-
rateur gn?' correspondant : l'identité projette tr4' dans tr4, gn4'est contenu
dans gn4.

Soit @' la projection de M sur E€9 x .T x T : " (n', Wy, 5', 6")
(n', wy, a). w étant I'application définie en 7 8. 2, qui projette le transducteur
tr3 associé & cd = I dans tr0, une démonstration analogue & celle de 7. 8. 2
montre que wo o' projette tr* dans tr0 tr4 vérifie GP 2 dés que AG est satis-
faite, gn* vérifie GP 1 et engendre des piles conjointes & des pseudo-arbores-
cences de ‘f(G)‘
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1l reste a montrer que gn* engendre toutes ces piles. Soit U l'une d'el-
les et "10 up_l'lu suite de feuilles de la pseudo-arborescence a laquelle
elle est conjointe. Les entrées des a;, avec J et le nombre d'états de U, for-
ment un p-partage de U. Nous utiliserons les notations de 5. 2 ; en particulier
a =o. A tout état u_ de U, nous associerons un triplet (sr %o 2) 8, =
(r]k, Wy C, B'k, 5"k ) e Mou Sy = Sg, ¥, estun mot sur E de longueur 0 ou'l ;
Z, ¢ E ; puis nous montrerons que les triplets associés aux états u, tels que
i, <kg j;,, forment un calcul complet du transducteur tr?, d’errljtrée a, uj, 69,
de résultat p .. Dans tous les cas, ¢, est le premier signe de o 0. -

a) Si k est une sortie autre que la demiére, N, est le facteur gauche de u, o9
ayant cg pour longueur ; si k' est la demiére entrée inférieure a k, les entiers
k'+ 1, ..., k sont des sorties de z_, ... z X donc Z, ez, est un chemin
du pseudo-graphe de production, d'origine olle) : w, est son extrémité; 8", =n
(défini au début de 7. 9. 2) ; 8, =8 (1) - ny ;Z,=0g;sik-1 estuneen-
trée de symbole non terminal, ¥, = /A i sinon y, est le demier élément de U
b) Si k est une entrée de A¢ N, k - | est une sortie ; N =0y s S k' est la
deiniére entrée inférieure a k, les entiers k + 1, ... k - 1 sont des sortiesde
e wm, @ ,doncz. ...z A est un chemin du pseudo-graphe de pro-
. K-k '] kk'-1 —
duction d'origine o(z;) : w, est son extrémité ; 8y =0 ;8" =86(n);
Ye=A;Z, =A
c) Sik est une entrée de a ¢ T, s = sy, Y =N, 2= a
d) Sik est la demiere sortie, s  =Sp Y A Zk =a.

Si les triplets associés aux uy tels que j; < k < j;;, forment un calcul
complet, le r'ésultat de ce calcul est u;. Pour tous ces k, ey =&, Posons
a 05 0°9= "oy X)X, S Xy N Xy o Xy x,=a;,sii#0,x =osi
1=0.1(a x;n)= ()t:l no,a,0, 0). é;ijﬂ»1 =j; +1,j; + 1 est une entréede
a;,(1, O)ou(1, 1)appartient & A,(x,, @)(C 8):(s;, ‘a;") e m (x,m,0,q,0,0).
Sijygy Fijtl k=i + 1estunesottiedex ¢ T ;n =n xch,wk:o(xl);
d [(xI n.o, a; 0,0), x, . ] contient  (ny, wy, a, ny, & (ny) -0y} car
(8 () m) €A, (x, aiq) (lC 7). Supposons maintenant k > j, + 1.

a) k et k - 1 sont des sorties : w;_; [ w etk est une sortiede g (w, );8', | =
n,, ¥ 0. 5ik est une sortie de symbole auxiliaire, O, =n > loud =
in,) -0, #0,n, =0, -1,8(n)=8 (Meq)-1:d {s ;. v,) contient
5,. Si k est une sortie d'un symbole terminal ey =8 ()= let(8(n dn,)
appartient a &, (& () ) (C7):d (s, .y} contient Spe

b) k #j ., estune sortieet k-1 uneentréede Ae N: si o, =cetu, =A, k
est suivi d'une entrée, d'une sortie, d'une entrée, ... jusqu'a ji4» dernier indi-
ce ; A dérive de la racine, donc, d'aprés DA et PA, n'est pas un axiome ; ce
cas ne se présente jamais si aucune régle n'a son second membre réduit a un
seul symbole auxiliaire ; dans tous les cas, Te = Mg = Mga1r 9 (wk-l) = A,
we=o(A) 8, =08 =0, =n 1,8 =8(n) (8", +1Ln_ )
Ay (E(n,), ) (CB), 8" =6 (n)-n, =8" | -n l:m{s, ) contient

*

C6 kT
(skl O,): Yk:/\‘ szU'
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c) k est une entrée de A ¢ N:k - 1 est une sortie (C 2)in, = Mt ¢ Wi T W,
etg(we) =A ;8 =8,,=0;8 =58, :m (sk-1) contient (s, *A") |
Yo =N, Z =A.

d)k=j i est entrée de a; k- 1 est une entrée (C3) d'un symbole auxiliai -
re A et k-é une sortie ;g (w,_;) = A;8' | =0 ; d'aprés C8, Ay (€ (nygy)ia;)
contient un couple de premier élément 5 (n,_,) +1=8 (Mgey ) 1 =8" 0 +1;
Sk =Su Yk =N, Z = a;, m (s, ) contient (s, "a;’).

e)k = ji+1 est sortie d'un axiome A : a; =0, u =u_, =A; k- lestentrée
c(ie A, g (w,,) =4, 'y =05, =5, Yo =N 2, =0, m (s, _,) contient

Sf, ‘o).

Théoréme 7. 9. Les transducteurs tr 4 associés & une grammaire pluriaxiomati-
que G = (N, T, :: =, N') vérifiant les conditions DA, PA, CT satisfont aGP 2.
lls définissent des générateurs de piles gn* vérifiant GP 1 et tels que, pour
tout mot o sur T, qnt («) soit I'ensemble des piles conjointes aux pseudv ar-
borescences de C (G) dont o est la suite de feuilles.

Sous les mémes hypothéses, tré'vérifie GP 2 et gn?' vérifie GP 1 ; I'é-
tude précédente montre que gnt' («) = gn? («) si de plus qucune régle de Gn'a
son second membre réduit @ un symbole auxiliaire,

7. 9. 4. Déterminisme de tr4. On vérifie facilement que, pour que tr4 ou tr4' soit
déterministe, il faut et il suffit que la grammaire vérifie :

(CT 1) Pour tout couple (b, ¢) d'éléments de T, A, (b, c) et A, (b, ¢} sont
disjoints et, pour tout entiern'', leur réunion contient au plus un couple de pre-
mier entier n**,

(CT 2) larelation de production ne posséde pas deux régles de méme second
membre

La condition CT 1 est fort restrictive : nous allons voir que si la gram-

maire est réduite, elle ne peut étre satisfaite dés que, pour trois symboles non
terminaux A, A', B et deux mots Wet ¥ sur V, A = B, A' .:= YA VY,
1¥1 + Y| #0. La raison en est que le remplacement de B par A dans
la pile laisse subsister le demier symbole terminal présent dans la pile et le
premier & entrer. Plus précisément :
1) Si¥ = A, puisque la grammaire est réduite, il existe un axiome X et une
X-dérivation droite d'un mot de T* qui contient des mots consécutifs n A'9,
nYAB n¥BE oibe T*: daprés la démonstration du lemme 1, il existe
une entrée i dans une pile U de f (G) telle que uy = n¢¥B, Ui, =N,
Ui =n @ Au, o =n@:i+ 3 estune sortie autre que la demiére,n =l,n, .=
1 +2|Y’| > Ljeagl= jwitz) bi =bigy i (|bjwy, n) et ( |b; wil, n i4) appartien~
nent @ 4,(b;, ¢) ol c est le premier signe de a U 0.
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2) Si ¥ # A, son premier élément Z a une initiale ce¢ T ; posons¥ =2 Y";
il existe un axiome X et une X-dérivation droite d'un mot de T* qui contient
nA' 9, nPAZY 8, nf Aco 6, nPBch 'O, 0ube T 8 e T*; d'ot une
pile U de ; (G), une entrée i telle que u; = n P B, i + 1 soit une sortie et ¢
soit le premier élément de or?_, et d'autre part {que Z = c ou Z # c) une sortie
i' de c telle que u;,=n ¥ A :jw; = Jo;db; = by, (Ib; @i, n,) appartient a
A, (b, c)et(Ib el n,)an, (b,c)

7. 10. Transformations de la grammaire.

7. 10. 1. Nous allons transformer la grammaire G = (N, T, ::=, N') donnée en
une grammaire qui ne posséde pas de régle dont le second membre se réduit a
un symbole non terminal (elle vérifie donc DA et PA), qui engendre le méme
langage que G et ou toute phrase a les mémes pseudo-arborescences des sous-
propositions (4. 1.2 ). L'analyse relative a la seconde grammaire (qui peut
&tre effectuée grace & gn?') ne résout pas complétement le probléme de 1'ana-
lyse relatif & la premiére. Mais elle résout le probléeme de la reconnaissance
et permet de trouver les pseudo-arborescences des sous-propositions d'un mot
donné ; si la grammaire transformée n'est pas ambiqué, G peut l'étre, mais el-
le n'est pas fortement ambigué. Nous proposerons ici deux transformations de
G ; la premiére ne modifie que la relation de production ; elle est trés proche
de celle indiquée par [2] ; la seconde modifie relation de production et ensem-
ble des axiomes ; toutes deux remplacent une pseudo-arborescence (I, f) par
une pseudo- arborescence, image d'une arborescence sous-réduite deI(1.5. 3)
A *, B signifie que B dérive de A pour la grammaire G.

7. 10. 2. Premiére transformation. Définissons une nouvelle relation de produc-
tion : pour Ae N, Ye V¥

Au=1 ¥ &= (I¥I320u¥e TH et(] Be N} (A HBetB::=VY).
Montrons que la grammaire Gy (N, T,::=, N') posséde les propriétés exigées .

Soit ( ‘f(G : I, estune ramification orientée (F,, v, ). En-
visageons un noeud y de I f le transforme en A et transcrit en ¥ lo famille
dont il est prédécesseur : A ::=;Y, donc il existe p > 0 symboles non termi-
naux A; tels que A; ) == A pour lgigpetAn=1Y (enposant A= A);
associons & y un ensemble F‘ de p elements X On choxslt les ensembles F
disjoints, et disjoints de F, ; soit F la reuxuon de F et des F_. Définissons
une ramification orientée (Fl y) de méme racine et de memes feuilles que [ en
posant pour chaque nceud y : y (x; ) =¥’ pour I<igp ety (x )=y, (v) (x4 —y)
Définissons d'autre part une application f de F dans V : pour chaque nceud Y,
fx) =A powrlgicg p;size F, £(z) =1 (z).L'image de (F, vy} par f
est une pseudo—urhorescence qui a meme racine et mémes feuilles que (11‘ £, )
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et qui appartient a €(G). (I1  f } en est une sous-pseudo-arborescence, les
points de I, sont la racine de (F, y), ses feuilles et ceux de ses neudsquine
sont pas seuls dans leur famille.

Réciproquement, soit (I, f) € f(G) la racine de I, ses feuilles et
ceux de ses nceuds qui ne sont pas seuls dans leur famille forment une sous-
arborescence I' de I, qui est une arborescence sous-réduite de I. La restriction
f' de f a I' transforme I' en une pseudo-arborescence qui a méme racine et mé-
me suite de feuilles que (I, f). Soit ¥ une de ses familles, de prédécesseur A :
A =1(y), yel';I'est transformée de I par un quasi-isomorphisme @ : d'aprés
1. 5. 2, I'ensemble ® ! (y) des points de I transformés par @ en y posséde un
plus grand élément z (pour 1‘ordre associé al) et A X3f (z): dans I, z est le
prédécesseur d'une famille B dont les points appartiennent @ I' ; dans I' le pre-
décesseur de p est y ; f transcrit donc p en ¥ :f (z) :: =Y, dou A :: =) Y.
(1, 1) e €1(G)).

L'application qui a (I, {) associe ((I', {')) est une surjection de f(G)

(Gy) ; I' est sa propre ramification sous-réduite. Par suite, les gram-
maires G et G, engendrent le méme langage et chaque phrase y posséde les mé-
mes pseudo-arborescences des sous-propositions.

7. 10. 3. Détermination des ensembles A, (b, c) et A, (b, ¢} relatifs 4 G,.
Nous les déduirons des ensembles analogues relatifs & la grammaire G donnée,
grdce & l'étude précédente dont nous conservons les notations. D'aprés le théo-
réme 2. 9 ,dans les piles U et U' conjointes & I et I', les états de méme sommet
y sont égaux. Par suite :

1) Si, pour 0, i* est une entrée et i' + 1 une sortie autre que la derniére, il
existe une entrée i dans U telle que u; = ', i + 1 soit une sortie (sinon i + 1
serait l'entrée d'un élément z et les états de sommet z dans les deux piles se-
raient différents), autre que la dermiére (car I et I' ont méme racine) ; i + 2
est alors une sortie, ou le sommet de T, une feuille, puisque ce sommet est un
point de I'.

2) Réciproquement, si, pour ﬁ, i est une entrée, i + 1 une sortie autre que la
demiére, i + 2 est une sortie ou le sommet de §; une feuille, alors ce sommet
est un point de I', il existe une entrée i' dans U' telle que &, =", eti' + 1
soit une sortie.

3) Si i* est la sortie d'une feuille de U, il existe une sortie i de U telle que
i1 T e ~ _

) Si i est la sortie d'une feuille de U, il existe une sortie i'de U' telle que

EI»D-E

1]
i-1 - Wy

D'autre part, puisque ' est une sous-arborescence orientée de I, la pre-
miére feuille entrant aprés un point de I, si elle existe, est la méme pour U et
U' ; si elle n'existe pas pour l'une des piles, elle n'existe pas pour I'autre.
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Enfin, d'aprés le théoréme 2. 9, le nombre de sorties qui séparent la sortie i
d'un point de I' du premier entier supérieur @ i qui est une entrée, la sortie
d'une feuille ou l'indice du demier état de la pile est le méme pour U et U".

Les piles conjointes & (I, f) et ((I', {')) sont transcrites de U et U" par
f. Les ensembles A} (b, ¢), Ay (b, c), A% (b, c), d'aprés leurs définitions
et |'étude précédente, sont les mémes pour les grammaires G et G | ; on obtient
les ensembles AY (b, c) relatifs & G| (nous lesnoterons A" {b, ¢) pouréviter
toute confusion) en enlevant de ceux relatifs a G les couples, ou certains des
couples, (n'', 1). Autrement dit, pour qu'un ensemble de couples d'entiers (n",
n') tels que 0 <n' <n" soit un A"! (b, ¢), il suffit qu'il contienne l'ensemble
OA'I'I (b, ¢) des couples { '] + ")+ 1,] «'|) associés aux mots &', w''surN
tels que [@'| 3 2 et qu'il existe A ¢« N pour lequel A :;= o et bw" est facteur
drolit d'un mot de ¥ (A, c). Nous noterons All (b, ¢) la réunion de A} (b, c) et
AV (b, c).

7. 10. 4. Deuxiéme frunsformuhon de la grammaire G. ¥ et ' étant des mots

sur V, nous noterons V' —=> ¥ lorsque Y dérive de Yretl¥li=I1¥'l: siyY =
Z1.Za' et V' = Z' .Z'.", Z% X5 Z;pour ] £ i n.Définissonsunerelation
de production :: : pour A € N ‘1" e V¥

A= Y & l‘i‘l 220ute TH et (1¥'e V¥) (A = P'et?' ZyY).

Soit N', l'ensemble des symboles non terminaux dérivant d'un axiome de la
grammaire G. Par une démonstration _analogue a celle donnée en 7. 10. 2, on
voit qu'on définit une surjection de ¢ (G) dans €(N, T, ::=,, N, ) en asso-
ciant & (I, f) ¢ €(G) une de ses sous-pseudo-arborescences ((I", £'')) ou les
points de I" sont les nceuds de I prédécesseurs de plusieurs points ou d'une
feuille, et les feuilles de I : I" est une arhorescence sous-réduite de 1. Les
deux grammaires G et G,= (N, T, ::=,, N'; ) engendrent le méme langage, et
chaque phrase y posséde les mémes pseudo-arborescences des sous-proposi-
tions.

En choisissant un ensemble N' réduit & un seul élément, on peut dire
aussi que si, pour la structure P(NU T, =), un mot A dérivede Ae¢ N, il
existe un A' ¢ N dérivant de A tel que, pour ¥(N u T, 1=, ), Adérivede A

A une pseudo-arborescence (I, f) de f(G) on a associé ((I', f'))e
‘f(Gl)(7. 10. 2) et ((I", ) e € (G,), qui possédent la méme suite de feuil-
les ; I' et I" sont des arborescences orientées isomorphes ayant la méme suite
de feuilles ; leurs piles conjointes U' et U" sont isomorphes et f les transcrit
en les piles conjointes U' et U" a ((I', {')) et ((I", {")) : les entrées de U'

sont les entrées de U", les sorties de U' sont les sorties de UY, EJ = o:U"

pour tout i. Les ensembles Al (b, c) et A (b, c) relatifs a la grammazreu
sont les mémes que ceux relatifs & G|, d'aprés leur définition. On sait donc
les déduire de la grammaire G (7. 10. 3).
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L'isomorphisme © qui transforme I' en I' est tel que, pour tout point x
del, £ [©(x) ] dérive de f (x). Soit n" Z un état u" de U" ; r|" Z est transcrit
par f d'un etat u" =n"z de U"; ©! transcrit u en u =n'y; d'aprés le
théoréme 2. 9, u'; est aussi un etat U, de la pile U comomte al, etl'étatn,
de U dont z est le sommet est n' z ; { transcrit n' z enn Z, état de la pile
conjointe a (I, f) ; et n =f*(q )——->"1 = (f o® )*(7'). Désignons par \S(Z, y)
et 82 (Z, y) les ensembles des mots o 7 tels que (1, y) soit un contexte de Z
pour les grammaires G et G,.

Lemme 8. Pour tout mot ¢ n" de 62 (Z,y) il existe un mot o n de 8(2, y) tel
quen L3n”

7. 10. 5. La premiére transformation de G en G, introduit des régles ayant le
méme second membre, de sorte que méme si elle permet de vérifier lacondition
CT1, CT 2 n'est pas vérifiée: nous verrons en 7.11 comment on peut se ramener
@ une grammaire qui réalise CT 2. La transformation de G en G2 n'est quére di-
rectement utilisable, car elle risque d'augmenter considérablement le nombre
des régles. Au paragraphe 7. 12, nous en déduirons une méthode pratique.

7. 11. Transformation de la grammaire pemettant de réaliser CT 2.

7. 11. 1. A toute grammaire G = (N, T, ::=, N'} , nous allons associer une
grammaire G ,= (N, T, 2=, N';) de méme vocabulaire terminal T, vérifiant
CT 2, de maniére que pour toute pseudo-arborescence (1, 1) de I'un des ensem-
blesC(G), %G (G,), il existe une pseudo-arborescence (1, {') de l'autre, ima -
ge de la méme arborescence orientée 1 et possédant méme suite de feuilles.
Les deux grammaires engendrent donc le méme langage. Une phrase n'est pas
nécessairement suite de feuilles du méme nombre d'arborescences dans <é(G)

(Gy) car, (I, f) étant donnée, (I, f') n'est pas nécessairement unique ;
mais toute phrase posséde les mémes pseudo-arborescences des sous-proposi-
tions, car la pseudo-arborescence des sous-propositions définie par une pseu-
do-arborescence (I, f) ne dépend que de I et de la suite de feuilles de (I, f).

N, est 'ensemble des parties non vides de N. Posons V=N u T,
V3 =Tu N3 : il sera commode, pour unifier les expressions, de confondre tout
élément a de T avec l'ensemble {a}. La relation de production est définie de
la maniére suivante : F, F, ..., F_ appartenant & Vi, Fu=; F| ... F s,
et seulementsi, F est l'ensemble des Ae N tels qu 11 ex15te Z € Fl, A o7
Z, ¢ F  ovérifiant A 2= Z, ... Z. D‘apres cette définition, F,, ... F étant
donnes, il existe au plus un F tel que Fu=F ...F.La grammmre G véri-
fie la condition CT 2. L'ensemble des axiomes N' est formé des partles de N

contenant un symbole de N'.
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Soit (I, f) ¢ {(G). Définissons f' (x) ¢ V, pour les points x de [,
étudiés dans l'ordre S de sortie de l'arborescence orientée I, de maniére que
f (x) appartienne a f' (x) :

a) si x est une feuille de I, f' {x) ’—‘f(x) ;

b) si x est un neeud et ‘y, . " la famille dont il est le prédécesseur,
flx) o= f(y)) ooty ) et y1 S x pour 1 <ign (théoreme 1. 3) ; f' (x)
est défini comme 1’ ensemble des A ¢ N tels qu'il existe Z; ¢ {' (y,;),

Z, e t' (y,) vérifiant A 2= Z ... Z, ; f (x) appartient a f* (x).

(I f') appartient u€ ) et a méme suite de feuilles que (I, f).

Réciproquement, soit (I, f) ¢ {(G3). Définissons une application ' de

I dans V, de maniére que f' (x) appartienne a f (x) :
a) si x est laracine de I, ' (x} ¢ N' n{(x) (qui n'est pas vide d'aprés la dé-
finition de N'; ) ;
b) on définit f' (x) pour les x dont un nceud y est prédécesseur, les y étant
rangés dans l'ordre P d'entrée de I : si 'xy ... x, est la famille de prédéces-
seur y, y est la racine de I ou pd (y) Py (théoréme 1. 3) ; f(y) ::=;f(x)

. £ (x ) ; on choisit f' (x ) = Z, ¢ f(x), f' (x ) =2, ¢f(x,)tels
que ' (y} == ' (x;) ... ' (x,). (I, {') appartient af (G)et a méme suite
de feuilles que (I, f) puisque, d'aprés la convention faite plus haut, f' (x) € f(x)
signifie f' {x) = f (x) lorsque { (x) e T

A toute pile de l'un des ensemhles; (G} ou ] (G; ), on peut donc as-
socier une pile de l'autre, transcrite de la méme pile simple, les mots d'entrée
des deux piles ayant méme trace sur T* Il résulte alors de la définition des

: (b, c) et A, (b, c) que ces ensembles sont les mémes pour les deux gram-
maires.

7. 11. 2. Nous allons maintenant définir un pseudo-graphe de production du troi-
siéme type (J3, [ 3 ; g3 ) pour la grammaire G3, qui nous permette dans la prati-
que de nous ramener a un pseudo-graphe de production (J, [ ; g) de la gram-
maire donnée G. Rappelons que pour définir (J, [ ; g) on associe a tout Ae N
un A appartenant & un ensemble N;(J, T ;g)estun pseudo graphe dans 1'en-
semble V u N et les mots ¥ A assoc1es aux régles A ::= Y sont ceux de ses
chemins dont l'origine appartlent @ un sous-ensemble J de J et I'extrémité a
un sous-ensemble J'' ; w et w' étant deux points de J, nous dirons que w est
lié @ w' lorsque w [ w'. Ici, & tout élément F de N;, c'est-g-dire & tout sous-
ensemble de N, associons l'ensemble Fdes Ac¢ N tels que A e N:soit N l'en-
semble de ces F' (J3, T3 ; g,) sera un pseudo-graphe dans V; U N J3 est
le sous-ensemble du produit cartésien (V, u N,) x CB(J) forme des couples
(F, W) tels que W# @ et g (W) (ensemble des g (w) pour w ¢ W) soit contenu
dans F. Larelation [ est définie dans J; par :

- pour F'e V4, (F, W), (F', W') si, et seulement si, W' est 1'ensemble des
points d'image dans F' liés & un point de W ;
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- pour F'e N3, (F, W) T 3 (F', W') si, et seulement si, W' est l'ensemble des
points de J* liés a un point de Wetg (W') — pr.
Enfin, g, (F, W) =F

Soit J'; l'ensemble des couples (F, W} de J; tels que W soit I'ensem-
ble des points de J' d'image dans F, et 1“3 I'ensemble des couples (F, W)
tels que F ¢ N;. Montrons que, pour que F ©:=; F, ... F,, il faut et il suffit
que F ... F F soit un chemin du pseudo-graphe qui vient d'étre défini ayant
son origine dans J'; et son exirémité dans J*, ; autrement dit, qu'il existe

Wiooo W, Wels que( W) Ta(F W, )r3(F Wiet(F ,W,) eJ's

Envisageons un tel chemin (F , W ) [, ... T, (F, W )T, (F, W)
avec (F, W )e J'5. g (W) = F est l'ensemble des 1mages par g des points
w de J" tels qu'il exxste w; ¢ Wy pour lequel w; [ w, donc l'ensemble des i-
mages des points w de J* tels qu'_i_l existe w; ¢ J, w, ¢ W, pour lesquels g (w, )
e Fietw,[ w, [ w, etc...;F est!'ensemble des images des w de J" tels
qu'il existe des points w .,ow_, deJ, w de W pour lesquels g (w 1)

~glw ) eF {w rw Tow T ow, "donc 1'ensemble des ima-
qes des w de 1" tels qu'il existe ; w,_ de J pour lesquels g (w, ) e F|,

cgiw )e E.w, eJetw [ wnl. .F w, [ w;enfin Festl'ensemble
des Ae N tels fqd il existe Ale Flon A eF pour lesquels A 1= A,

Par suite, F : =4 Fl Fn.

n-1
n-1"*
w o,
o

E: e E;

.+ et construisons un che-

Réciproguement, supposons F 15 F)
(F*, W), d'origine dans 1‘3 , d'extrémité

min (F_, W ) ry...r (FI' Wl) r
dans J",

- W, est I'ensemble des points de J' d'image dans F ;

- pour 1.<i<n, W, est 'ensemble des points liés & un point de W; | etd'imo-
ge dans Fj ; _

- W est I'ensemble des points de J" liés @ un pointde W, et g (W) = F".

11 suffit de montrer qu'aucun des ensembles W, W n'est vide F n'est pas vide,
et si Ae F, il existe Alc Fl' A € F tel que A :: Al...An donc il
existe un chemin w_ ... w w de (J r) Ttel que w e J', g(w )= By 2z
g(w)=A,g(w)= A ; de proche en proche, pouri =n, ..., 1, w € Wl, puis
w e W Alors, d'apres 1* etude directe F' :=; F} ... F comme il n'existe
pas deux régles de méme second membre F = F'.

w

3

ni

D'aprés les définitions de J'5, '3, I'y, le pseudo-graphe posséde les
propriétés PG 1, PG 2, PG 3' (4. 6. 4).

7. 11. 3. Dans la pratique, on effectue d'abord sur la grammaire G donnée la
transformation définie en 7. 10. 2, puis on fait subir & la grammaire G, obtenue

(1) ¢J3, F3 -1y est un multigraphe d'ensemblede pomts'_n»(J) d'ensemble de nomsdia~
rétes \f3 v N3 au sens de 4. 5. 4.
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la transformation qui vient d'étre définie. La grammaire G 3 =(N,, T, :: =;,N)
ainsi trouvée satisfait @ CT 2, ne posséde pas de régle dont le second membre
se réduit & un symbole non terminal, vérifie donc DA et PA et engendre le mé -
me langage que la grammdire donnée, chaque phrase conservant les mémes
pseudo-arborescences des sous-propositions.

Pour définir le transducteur tr4 ou tr4' servant & I'analyse (7. 9),0n
doit remplacer chaque ensemble 4y (b, ¢) par un All (b, c) dont on a étudié la
définition & partir de la grammaire G en 7. 10. 3. On ne représente évidemment
pas par une matrice d'enchainement le pseudo-graphe de production de la gram-
maire G,, défini en 7. 11. 2 : on se contente du pseudo-graphe (J, I ; q) de G.
La définition de {(J3.T5 ;g3) ala signification suivante :lors de sorties consé-
cutives de la pile d'ensembles Eo ..m, F] , encadrées de deux entrées, on dé-
termine l'ensemble W_ des points o (A ) de J tels que A ¢ F_, puis l'ensem-
ble W__, des points liés & un point de W_ et ayant leur image dans F. etc...
(si l'un des ensembles W, est vide, le mot analysé n'appartient pas au langage);
on dispose enfin de I'ensemble W; des extrémités des chemins de (J, T ;q)
An... A ol A€ F, qui sont seconds membres de régles ; on détermine alors
'ensemble F des premiers membres de ces régles et F entre dans la pile (s'il
n'est pas vide). Pour que tr4 ou tr4' soit déterministe, il faut et il suffit que
les ensembles A% (b, ¢c) et A, (b, c) vérifient CT 1.

On peut montrer directement que, dans le cas général, si une grammaire G véri-
fie DA, il en est de méme pour la grammaire G3 qui en est déduite par la transformation
étudiée dans le paragraphe 7. 11.

7.12. Simplication du pseudo-graphe de production par transcription des régles.

7.12. 1. Introduction. Pour le générateur gn 4, le pseudo-graphe de production «
comme seul rdle, nous l'avons déja dit, de vérifier que les piles engendrées
satisfont & la condition C 3. En réalité, ce rdle est aussi joué en partie par les
tests utilisant les ensembles A; (b, ¢) et 4, (b, c), qui permettent parfois de
reconnaitre que le mot étudié n'appartient pas au langage, si bien que certai-
nes vérifications sont en quelque sorte effectuées a deux reprises. Nous tente-
rons ici de tenir compte de ces tests pour pouvoir remplacer le pseudo-graphe
de production par un pseudo-graphe plus simple. Cette simplication sera appli-
quée au pseudo-graphe de la grammaire G, associée en 7. 10. 4 & une grammai-
donnée G: comme nous l'avons signalé, les régles de G2 peuvent étre beaucoup
plus nombreuses que celles de G, ce qui rend une telle simplication pratique-
ment indispensable.

Soit donc une grammaire G = (N, T,::= ,N'), transformée en

G,=(N, T, u= 3» N’y ),un ensemble N, et une application de N dans N, pro-
longée par 1'identité en une application r de V =N u T dans Ve = Ns uT.
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7 définitune transcription 7 *de V¥dans V*, etune relation de production::= g,
par les seules régles : r (A) i=¢ 7* (V) lorsque A ::=; Y. Plusieurs reqgles
peuvent étre ainsi remplacées par une seule. La relation::=gest représentée par
un pseudo-graphe de production du troisiéme type (Jg, I's ; g5 ), possédant les
propriétés PG 1, PG 2, PG 3', qui peut étre bien piwus simple qu'un pseudogra-
phe analogue représentant ::=, ; pour définir (J5, I's ; gs5), on associe & tout
B ¢ N_ un élément B d'un ensemble Ns_;_ 7 sera prolongée par r{A) = 7 (A)
en une application de V U N dans Vg u Ns.

Nous voulons maintenent définir un générateur qui, pour toute donnée
« ¢ T* engendre les piles transcrites par 7 des piles conjointes aux pseudo-
arborescences deq (G,) dont « est la suite de feuilles, et aucune autre. Com-
me 7 laisse invariants les symboles terminaux, on connaitra ainsi les pseudo-
arborescences des sous-propositions de « relatives a la grammaire G donnée.

7. 12. 2. Générateur gn> 1l est défini par W = V, (nous noterons Eg = v55U {055
et 7 sera encore prolongée par 7 (0c) = o), cd = | et un transducteur tr°: tr
utilise des ensembles A{ (b, c) et A, (b, c) relatifs a la grammaire G donnée ,
le pseudo-graphe (J5, s ; gs5) et I'ensemble N's = r (N'). Nous intm(%uirons
aussi une application qui r -projette (5. 5) dams tr® le transducteur r4' d'un
générateur gn4' (7. 9. 3) engendrant les piles de f (G, ) : par suite, gn® (a)
contient les piles transcrites par 7 des piles conjointes aux pseudo-arbores-
cences de € (G,) dont « est la suite de feuilles, mais peut en contenir d*autres.
Ce transducteur tr4' est défini qrace aux mémes ensembles A} (b, c} et A, (b,c}
que tr°, et & un pseudo-graphe de production (J, I ; g) de G, que nous dédui-
rons de (Jg, ['s ; g5 ) et d'un autre pseudo-graphe de production de G, (J,, 'y;
9, }, du troisieme type et vérifiant PG 1, PG 2, PG 3'.

Introduisons d'abord ce pseudo-graphe (J, [ ; g) : J est ['ensemble des
(w', w")e J, x ] tels que 7 [g,(w')]=gg (w"); (w', Vfl"l )T (W', w'y)
signifie w'1 FZ w'yetwh T w' s g{w', w') =g, (w'). Si A.::.:2 ‘P,‘PA.est
'image par g, d'un chemin w', ... w' de (J,, I',) dont l'origine appartient
& un ensemble J', et l'extrémité & un ensemble J"; ; 7 (A) = =¥ (Y), dfm.c
t* (¥ A) est l'image par gg d'un chemin w" ... w" de (Jg, rs_l dont I'origi-
ne et l'extrémité appartiennent & deux ensembles J's et J%; ; ¥ A est.dt?nc
1'image par g d'un chemin (w',, w' )} ... (w',, w",) de (J, ) ’dc.mt l'origine
appartient & J', X J's = J' et 'extrémité a J*, x J"s = J" Rec1proquemer‘1t
tout chemin de (J, [ ; g) d'origine dans J', d'extrémité dans J* est un ch?\r‘m_r}
de (J_, . ;g ) d'origine dans J' , d'extrémité dans J“z, donc de la forme ¥ A
avec 5& = ‘i} Comme (I,, [, ; g,) et (Jg, [y ; g5 ) vérifient les propriétés
PG 1, PG 2? PG 3', on voit facilement qu'il en est de méme pour (J, " ; g). La
définition de (J, I ; g) nous permet de définir une application 7' de J dans Js,
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qui aw = (w', w") associe 7' (w) = w": rog=gior';
enly ,J"enJ% etw I w, entraine r'(w, ) g r'(w,).

r' transforme J'

Venons en aux définitions de tr® et de l'application qui r-projette tr4'

dans tr
a) M =ESIx I, x T' x [cq] x [cg] : cq et [cg] sont définis comme en
7.9, ainsi que 8 (n') et £ (n') pour n° €E59; 1 =T, uiol
b) q = cg + 1. Définissons &, application de M' x E* dans M'S x E¥Y(E=Vu
{o} est I'alphabet de tr4', M = E€9 x Iy x T* x {eg] x [cqg] entre dcms la dé
finition de tr4’ M'=M v fsi M'S =MS uis i)
ta'(s, v)=lm, (s), r*(v)] avecw, (', w, q, &', 5')=(r* (n'), 7" (w),q, 8',86"),

' étant prolongée en une application de J, dans I, par 7' (0)=o, @, (s¢)=s,.
Pour que la restriction dewa M x E*r -pro;ette tr4* dans tr5, il sufht que les
applications /, d, m définissant tr4' et les applications 15, d5, m5 définissant
trS vérifient :
=15 [e* (p)] =8, [/ (p)] dés que [ (p) est défini (avec les notations de
5.5,p0= r"‘(pl)etvU *(vl)),
-d5[®) (s), 7 (x)] contlent 'ensemble w, [d (s, x)]1,
- ms [ml (s)] contientw{m (s) 1.
Ces propriétés sont faciles a vérifier sur les détinitions qui suivent, o a, b, ¢
décrivent T', B décrit Ng, n décrit EG2-!, Y et Z décrivent E, w décrit J
&' et 8" décrivent [cq].
IS(abn)=(bn,o,aq00).
c)SinZ ¢ Nfet(l,1)e Af(b,a),d5[{bn,o,q 0,0}, Z] est formé des
(nZ,0(b),a,n',6(n2Z)-n") pour tout entier n' tel que (6 (n Z), n') ¢
Az(-f(ﬂz),b);
si 8" #0, (8, 86") #(1,0) et siun pomt w' dely (w) vérifie g (w') =B,
d5[(Bn, w,q,8,8"), 2] ={{(nZ, w,qd-186"};
sin Z ¢ Nf et si un point w' de T (w) ver1f1e gg(w') =c, d{(cn,w,q,1,0),2]
est formé des (n Z, w', a,n*, 8 (q Z) - n') pour tout entier n' tel que (5(n Z),

n'fe A, (€(n Z), c).

d) Si (1 0) ou (1, 1) appartient a A, (b a), m3 (b n,o,q 0,0) ={s;rar);
m5 (Y n, w, a, 0, 8"} contient [(Y n, w', a, 0, §"), ‘A ]pour tout w' de J*, tel
que wl, w'et g5 (w')= A, et pas d' uutre element
siwe J'S', 9, (w) AetYn (N;‘, m5 (Yn, w, a, 0, 6") contient les seuls &-
léments :

- (sg 'a’) lorsque dans A, (£ (Y 1), a) se trouve un couple de premier entier
& +loqursqueY—u-—cretAf N'g,

-{Yn,o(A),qn'-1,8"+1-n'), ‘G '] pour tout n' tel que (6" +1,n')¢
&) (€ (Yn), a), sauf lorsque Y = a =o.

157

On montre, comme pour tré, que le transducteur tr® se projette dans le
transducteur tr0 relatif & la grammaire G5 = (N5, T, =g, N's ). Cette gram-
maire vérifie DA et PA puisque le second membre d'une de ses régles ne se
réduit jamais & un symbole auxiliaire. tr® satisfait @ GP2; gn5 satisfait @ GP1
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et les piles qu'il engendre appartiennent a ; (Gg). Pour que tr5 soit détermi-
niste, il faut et il suffit que les ensembles All(b, c) etA2 (b, c) vérifient la

condition CT 1 et que la relation ::=_ vérifie CT 2.

7. 12. 3. Montrons que les piles engendrées faar gnS possédent les propriétés
C 6 etC7(7.9.2), pour les ensembles it (b, c)et A (b c)utilisés par
tr5, qui sont définis a partir de la grammaire G Soxt U= (“0' .++, u, ) une pi-
le engendrée pour une donnée a = ‘a, ... a, 1 . D'aprés 5. 3. 1, il exxste un
p-partage (jg, ..., ]p+1) de U et une suite de tnplets (Sgr Yir Me)s Lgkgn',
tels que I les triplets pour lesquels j; <k <j;,, forment un calcul complet d'en-
trée a; . <9 (en posent a, = cr) de résultat y; (notations de 5. 3. 1).L.
transducteur est tel que, pour tout k, [A | =1, de sorte que n' = n etu, =u,
B A . Lorsque k n'est pas un j;, nous poserons s =(Y, Myr Wis k' B'k,‘o"' ) :
Yk € Es,qke Ec9], wkc JIS' a'y e T, B'k € [cql, 8% ¢ [cql. q u ., 0°9s"é-
cnt o b N v ol b sii #0, b =0 et nF= cg-1; nous defmuons aqussi
u' x par v' = y

i1
;1+1' Yk et

Outre d'autres propriétés nous allons montrer, par récurrence sur k
vérfiant j; <k < j;.;, que a', = a, (qui est le premier signe decx Ugy,
&'y T8 —B(Yk M, ) etqued, o° q—Y N, U, sik estune sortie, ukcrcg'—“
A Yk Ny u', sikestuneentréede Ae N: dou Ibkwkl:S(quk) dans le pre-
mier cas, |by @, /=8 (Y, )+ 1dans le second, b, =& (Y, n ), sib et o,
sont définis pour la pile U comme en 7. 9. 2.
1k=j +1:05(q b, 1) (b,1 r],o, u,, 0, 0) ; k est une sortie :
sy e d5[(byn, o0 a, 0, 0), ucg—ny uw, =Y nou'
&'y + 8, —5(Yknki Dautre part (1 l)cA1 , i) alors quenj 1 et
[b] m)l——l Enfin ( Ib © | 8 cA (b ] I 4
Dans de qui suit, on demontre les hypotheses de récurrence pour k + 1 en les
supposant vraies pour k.

2) ket k + 1 sont des sorties : A, = o0, d'ou wk¢0 et wy ¢ J%; )\k+l~0d'ou
s e d® (s, 'y, =ad =a, Y, o Ny Yy ppp Oy OF
dé(ntl’ﬁ‘kﬂackgzli{i{lqkk:ll ki], k-l—katlastku;é sol;hekgelY D'autre part :
a)siY, €N, 8, =8 -1:0% ;=" k+1+8.lk+1—5(yknk)_l =
B(Y 1”k+1)

§' ¢ T, comme wkafc, &, =1 8"k=0et(Jbk 8!
A (hk+1' W) i8 TN = BY )
3)k+lestunesortleetkuneentreedeAeN A=A, douw ¢ J” donc
(skﬂ,o)e m 5(sy):a k+1 :a'l; a, ;hc q:§Y nh y 3(1?‘1 acg
‘? Fyrms A, 5‘+b Wb pit s, “i s'kffil e al (bk, a)et 8 5 )
8(ka]k)+f |bk“’k|

4) k + 1 est une entréede A¢ N : (s, A) ¢ m3(s,): a' =0 =g
Wy © ©9= AT, 0°9=A Y, N, u k=AY e W 8 =8, =0

+1 @1l Oyl e

W‘

I
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sy =M =8 (Y ) =8 (Y M)

Etudions maintenant ny (défini en 7. 9. 2) :
- si k + ny est sortie d'un symbole terminal et ng > 1, k + n - 1 est une sortie

etd'y o =1(2,b) :d'aprés 2, q, 8", 4, ..., 8' | 4n -1 ©St une progression
arithmétique de raison - 1 :ny =3',  +1;

-sik+n,+ 1 est entrée d'un symbole auxiliaire, &' kn = 0 (4) ;841

8" fin est une progression arithmétique de raison - li . ici encore,

n, =064+ 1.

Alors lorsque k est une entrée et k + 1 une sortie autre que la demieé-
re, [b ) e Al i (b, 1) d'apres 1 et 3. Lorsque k est une sortie d'un
symbole termmal Y., etque k-1 est aussi une sortie, Ibk o, 8 ) ¢
A, (b, Y, 4) (2, b); lorsque k est sortie d*un symbole termmal et k - 1 une
enttee (de ce symbole) k=jj+1, le symbole qui sort est b; :(|b, w,|, &' )

(bk,bji) (1);si alors k+1 est sortie d'un symbole auxﬂlaue 8 =8k 4 Hl=ny
(2, a) ; si k + 1 est sortie d'un symbole terminal, n = letd', =1(2,b);
si k + 1 est une entrée, n, = O et &', =0 (4). La plleU venfle C6etC7.

7.12.4. Condition suffisante pour que gn° engendre les seules piles cherchées.
Définitions. 1) A e N est incompatible avec un couple (b, ¢) d'éléments de T'
lorsque, quels que soient b', c' dans T, les mots wet o' sur N, le mot ¥ sur V:

- A ~wet |o| 32 entraine qu'aucun cougle de A'il (b, ¢) n'a[w| pour second
entier ;

- A =coc ' entraine : (| c¢' |, | w")(ﬁ\ {c', ¢) ou aucun couple de
A (b c')n'a loolpour second entier ;

- A —coc Y b' ' entraine : Ib' o |, [b* )(A ', ¢) ou aucun couple

de A% (b, c')n'a |oo |pour second entler
2) A est partiellement incompatible avec le couple (g, o) lorsque, avec les
meémes notations :

-A: —mentrame(lool-f—l |w|)( A"l (0,0);

-A:=wc' & entrahe : [|c' o', | oa'l V¢ Ay (e’ o) ou (|w|+1,|w])d
A"(U C):

SR mec ¥ b o entraine (|b' o], [b*arl) ¢ At (b o) ou(lel+ 1, [ol)
A;(cr c').

Si A est incompatible avec {0, o}, il est aussi partiellement incompatible avec
lyi.,

3) Un couple (b, ¢) d'éléments de T' est unr-encadrement de A' ¢ N lorsqu'il
existe Be N, Ce N, Ye V¥ tels que : CEAY, r(C)# r(A')ouC=A" et
-soit B :: =Y C,¥Y#A etb estle demier élément de T' dans un mot de

€(B, c) ¥,

- soit il existe Z € V, ' ¢ V¥ pour lesquels B :: =Y C Z ¥, b est le demier
élément de T' dans un mot de B(B, A) ¥ et ¢ est initiale de Z.
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(On peut remarquer que dans les deux cas, b est le demier élément de T' dans
un mot de P(A', ¢) ).
4) L'application r est séparante si, lorsque 7 (A) = r(A'), d'une part
A' 5 A ou A est incompatible avec tout r-encadrement de A', et d'autre part,
quand A' dérive d'un axiome, A dérive d'un axiome ou est partiellement in-
compatible avec (o, o).

Théoréme 7. 10. i la grammawe G est réduite et I'application r séparante,
bour tout mot a de T* les piles de gn 5(a) sont les transcrites par r des pi-
les conjomntes aux pseudo-arborescences de €(G ) qut ont o pour suite de
feuilles.

Il reste @ montrer que la pseudo-arborescence (I, ') de e(G ) a la-
quelle une pile U engendrée par gn® est conjointe est la trcmsformee par r
d'une pseudo-arhorescence (I, f) de f(GZ) ; nous avons pour cela & définir
une application f telle que ' = 7o f.

Si y est une feuille de I, f (y) = ' (y). Les neeuds seront considérés
dans 1'ordre S-! mverse de l'ordre de sortie de I. Pour chacun d'eux, y, prédé-
cesseur d'une famille 'z, ... zr', on va déteminer f (y), r symboles Z et r
symboles Z? (1gij< r) de maniére que f' (y) = 7 [f (y} ], f' (z )= r(]ZJ)
ZU—Z our(Zo)?ﬁr z°i;z etf(y): “ZO Z9(d'ou £ (y) = =,Z100.2,) ;
sl y est la mcme on 1rnpose f (y) € N 5 sinon y possede un predecesseur X,
prédécesseur d'une famille 'y, ... y,/, avec y = ¥p @ Y S x, de sorte qu'on «
déja associé a x r' symboles Y, - = Yy tels que f' (yj) =7((Y;) (1{ i<r')et
f(x) :=,Y,.. Y,| et r' symboles YJ,..., Y} tels que Y Y ou r(Y VE2(Y;),

YO_;Y etf(x)::= Yo Y?,,onchmsuaf(y) tel queYO_;f ) et que
£(x) = LY, .. Ay )sip# L E(x) u=, (yl)... £(y,0)
sip= 1. Alors I fF)’e Montrons que cette constructlon est possible.
Puisque f' (y) := 5 ' (z ) f* (z ) il existe Y, le , 21 tels que
T(Y)=1"(y}, 1 (Z})=1"(z), Y z1. Zldoncﬂexxstez , 20
='z9..020,729 N ITLET ) 0 Yot
telsque Y ::= Z 28,25 5258t f{Z3) = 7(Z§ )onprend Z —Z .

sinon Z = Z1 Nous allons montrer qu on peut cho151r f (y) =Y.

Siyestlaracinedel, f' (y) ¢ N'; et il existe Y'e¢ N', tel que ' (y) =
r (Y')= 7(Y). 1 sufht donc de montrer que Y n'est pas partiellement in-
compatible avec (o, o). "' (z Ot (zr) estun état u, de U, i étant une
entrée suivie de r sorties, d'une ent:ée de f' (y) et de l'indice du demier état ;
comme la pile U satisfait ¢ C 6 ]b wln)e Al 1{by o). Dans le cas o tous
les Z, sont non terminaux, b, =o, lm I— n, =r. Dcms le casol Z, etZ, , sont
le premler et le demnier symbole termmal de 'Z, ... Z s b =2, |0 =1-k',
n, =r-k'+1; '—1+r-k+lestunesort1ede Zyy b =0, (e, =k-1,
n,“k-let(kk 1)e ( J(C 7).
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Dans la suite, y est un neeud de I autre que la racine ; avec les nota-

tions précédentes, f (x) = =, Yy ... Yo Yy £ (ype1) oo £ (yp), (Y,)=
f'{y) = #(Y). SiY, BY, f(x) =Y, .. Y_lY{(ypﬂ) . f (¥ ).Une
entreeldunsUetunmot)\sueronttelsqueul—)\f (z,). '(zr), i+1

soit une sortie, Wy = AL (y); soit b le demier element de T'dans o A et
c le premier element dea ¥ o=a iU+r-1-‘7' Montrons que Y n'est pas incompati-
ble avec (b, c}. {|b; 0y, n;) ¢ Al (b, ¢} (C6). Si aucun Z; n'est terminal,
n;=r, b, =b, fco |> r Dcms le cas o Z, et Z, , sont le premier et le dernier
symboletermmcxl de 1...Zr', —Zk,, [col—r-k'n—r-k‘+1

1+r-k+lestunesort1edeZ b bn.—k-l Too ol Ibwlkl)
A" (b, Z,) (C 7). 11 suffit mamtenant de montrer que (b, ¢) est un T-encadre-
ment de Y

Soit I" la sous-arhorescence de I contenant, pour tout point v tel que
y S v, la famille de v. I" contient la racine de I et est une sous-arborescence
complete (1. 4. 1) de I : en effet, soit R l'ordre associé & I ; si v' est un
point de I", il existe un point v de méme prédécesseur z' tel que y S v ; lors-
que v¥ R v' et v* # v', v" R z' d'oit v" R v, v S v" ety S v", Définissons une
application " de maniére que l'image de I" par f" appartienne @ P(V, :: =,) :
siySvet v, 1: v, f (v) a été défini avant f (y) et on pose " (v) =f (v) ; soit
une famille y' 1t y K " de prédécesseur z' pour laquelle il existep'(1<p'<k)
tel que y'_, Sy S y' otey et y FY o (11 en est ainsi en parhcuher pour la
famille de y et p = p) y Sz', de sorte qu'a z' on a déja associé Y'y, . Yy
vérifiant f (z') : =Y Y' f(y' '+1) f(y' o ) i la grammaire G e’tcmt
réduite, il exlste un mot sur T qu1, pout G, derlve de chaque Y] (1gigp");
pour G,, ce mot dérive d'un Y"; tel que Y N Y% (7. 10. 4), et
flz') =¥ ... Yo £y prey) - f(y k) : on pose f"( y ) =YL (1)
est une pseudo-arborescence de ¥ (V, :: =,), qu'on peut completer par réunion
verticale en une pseudo-arborescence (I'y, )4 (G,). Les suites de
feuilles de (I, £'), (I", *), (I", f* ) ont un fucteur droit commum, formé des
images des feuilles v de I telles que y S v : ce facteur droit commence par c.
I" est une sous-arborescence compléte de I et I'")(2. 6. 2) : d'aprés le théoréme
2. 8, les piles conjointes & I, I" et I'Jont les mémes états de sommets x et y.
Ces états sont respectivement transcrits parf'enn® f' (x)etn' £ (y,).. £y,
=Aaf (y), parf)enn' f(x)etn" Y'...Y}y. Siv estun point de I et si f' (v)
est terminal, ' (v) =" (v) = f"l(v) ; si f' (v) est non terminal,il en est de
méme pour £*{(v) : b, dernier élément de T'danson'f' {y,;) ... f' (yp 1) l'est
également dans o " Y*) ... Y",.; . Avec les notations du lemme 8 (7. 10. 4},
o n" appartient & ¢, (f (x), A),etsip=r'a @2 (f (x), ¢} ; il existe donc un
mot o 1 appartenant & @(f (x), A), et & ‘e(f }e ) sxp—r' tel quer]—)n
b est le demier élément de T dmson Y%...Y0 . _,Y ;sip<r', cest
une initiale de f (y +1) (d'apres 2. 3. 3), donc de Y0 donfdenve f (ypﬂ).
(b, ¢) est bien un r-encadrement de Y
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L'application 7 est particuliérement commode si A %5 A' entrafne T(A) =
7 (A'). Alors, les régles de la relation :: =g sont obtenues a purnr de celles de la
relation de production :: = donnée : ce sont les 7 (A) : = r¥ (P)pour A :: = P et
([Y’I 2 2o0u Pe T*). D'autre part, la définition d'un 7-encadrement se simplifie :
nécessairement, C = A,

7. 13. Slmplelcnhon de l'analyse par le choix des ensembles Al (b, <),
A"l (b, c), &%) (b, ¢), A% (b, €).

Lors de la génération d'une pile par gn%, gn4' ou gn5, on a & déterminer
si certains couples d'entiers appartiennent & un ensemble A (b, ¢} ou A, (b, c).
Si la simulation du générateur sur calculatrice oblige & conserver ces ensem-
bles en mémoire, elle risque d'étre coliteuse en place. Une grammaire G étant
donnée, on a vu (7. 9. 2, 7. 10. 3) comment en déduire des ensembles A" \(b, c)
%"1 (b, ), A (b, c), OA (b, c) tels que tout ensemble contenant %; (b, ¢}
(resp OA'” (b c) Ui L (b, c) %g (b, ¢)) soit un AY (b, c) (resp. AYY(b, c),
A (b, c) A"(b c))

Un cas simple est celui ol tous les ensembles Ay (b, c}(resp. A"l (b c),
Al (b c), A" (b, ¢)) non vides, relatifs & une grammalre donnée, ou meme cx
une classe de grammaires, sont chox51s eguux & un ensemble Al (resp. 4",
AZ, Ai‘) contenant la réunion des A b, £) (resp. OA“I(b c), OA (b, c},
UA 5 (b, ¢)) pour les divers couples b c et eventuellement les dwerses gram -
maues de la classe ; on supposera de plus que A} (b, ) (resp. AY! (b, ¢},
Aj (b, ¢}, A" (b, c) est choisi vide lorsque OA' (b c) (resp. OA"l (b,c),

OAé (b, c), (b c)) l'est. Il suffit alors de conncftre quatre relanons bi -
naires dans T' : %Y (b, ¢) (resp. Ay (b, c), N (b, c), OA" b, c)) n'est
pas vide ; nous noterons ces relations » (resp. #, ‘:, <} et nous les appellerons

relations de priorité

b > c si, et seulement si, il existe A ¢ N, V¥ ¢ V¥ we N*telsque A ==Y b w
et @(A, c) # D (c'est-adire A, ¢ couple vicinal lorsque ¢ ¢ T, A finale d'un
axiome lorsque ¢ =g, si la grammaire G est supposée réduite ) ;

b # c si, et seulement si, il existe A ¢ N, o' ¢ N¥ «''e N*tels que|w|3 2,
A= w' et bw' est facteur droit d'un mot de (A, ¢) ;

b = csi, et seulement si. il existe A eN, Y ¢ V¥ Y'e V¥ we N tels que
A:=YbaucY';

b <csi, et seulement si, il existe A e N,V e V%, o' ¢ N¥ o' ¢« N*tels gue

A = cVYetbw' soit facteur droit d'un mot de@ A, A).

Alors, pour que (n", n') appartienne & A} (b, c) (resp. AY (b, ¢), A} (b, ),
A% (b, c)), il faut et il suffit que b>c (resp b#c,b=c, b<c)etque(n"
n') appartienne aA (resp. A A")

Remplacer ainsi GA (b, c), OA"l(b c), OA' (b, ), 0A“(h ¢) par des

ensembles les contenant stnctement peut cependant avoir pour mconvenlent de
remplacer un transducteur déterministe par un transducteur qui ne l'est plus,
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parce qu'il ne vérifie plus CT 1. Pour que les ensembles A} (b, ), A'l'l (b, ¢},
A'2 (b, ¢), A (b, ¢} qui viennent d'étre définis vérifient CT 1, il faut et il suf-
fit que :

1) l'ensemble Y (resp. B'%) contienne au plus un couple (n'", n') de premier
entier n''donné ou la relation # (resp. <) soit vide |

2) si deux des ensembles Zl', E'i, Eé, Z\'é contienne respeclivement deux cou-
ples ayant le méme premier entier, les deux relations de priorité correspondan-
tes soient incompatibles.

Les relations de priorité permettent aussi de donner une forme simple
@ la définition de 1'incompatibilité d'un symbole non terminal avec un couple
d'éléments de T' (7. 12. 4). Si la grammaire G donnée est réduite, pour tout
A e N il existe b' ¢ T' et ¢'" ¢ T' tels que b" soit le demier élément de T
dans un mot de (A, c'*), donc (7. 10. 3) si un mot e sur N vérifie fwo}> 2 et
A :: = il existe un entier n' tel que (2", | w|) appartienne a %'1'1 (b, c''},
d'ol & A". Deméme, siA::=w c'Y' ouwe N c' ¢ T, V' e V¥ il existe un
entier n'' tel que (n",fw})appartienne &_A_'z' ;STA =Y o (folt 1,]ol+ 1)
appartient a Al.Par suite, pour que A e N soit incompatible avec un couple (b, c)
d'éléments de T', il fauf et il suffit que, quels que soient b' et ¢' dans T les
mots wet &' sur N, le mot Y sur V:
-Aui=wet |w|22 —= non(b#c)
A=l o —> non(b<c'etc'>c)
-Armwe'Ybh'e = non(b<c'etb'>c)
Dans le cas ol la grammaire ne serait pas réduite, ces conditions resteraient
suffisantes.

7. 14. Cas particuliers.

Nous donnerons trois exemples d'application de 1'étude faite aux para~
graphes 7. 9 & 7.13 a une classe de grammaires qui, pour simplifier, seront sup-
posées réduites. Les deux premiers correspondent aux cas ou les arborescences
sous-réduites des arborescencesorientées I dont une image (I, f} appartient a
€ (G) satisfont qux hypothéses Aet A}, ou B de 2. 11.

7. 14. 1. Le premier cas est celui o, dans le second membre des regles de la
grammaire G, deux occurences de symboles auxiliaires ne sont jamais consécu-
tives : il s'agit du cas étudié par [ 23].

Pour tout A ¢ N, les mots de @ (A, A) se terminent tous par un élément
de T' ; I'hypothése CT est toujours satisfaite. Les ensembles %'l (b, c) ne
peuvent contenir que (1, 1) et (2, 2) : nous prenons Z'l ={(1,1),(2,2)};les
R'3 (b, c) sont vides : AY = £; les %S (b, c) ne peuvent contenir que (1, 1)
et (2, 2), les %'2' (b,c) que (1,0) et (2,1): A'Z ={{1, 1),(2, 2)4,

- 168 -

———— e e R e

-A_'z' =1{(1,0), (2, 1) }; cg = 2. Les ensembles —A'l et A! contiennent tous les
couples possibles pour cg = 2, A') contient un couple (n'', n') commengant par
tout n'' possible {n'" =1, 2) et n' =n" - 1; les transducteurs tr4, tr4’, tr5 se
simplifient notablement : en utilisant les relations de priorité, on évite toute
r_é.f'érence explicite aux ensembles 4, (b, c), A, (b, c) et méme A, Z'l', Ez"
A%,

La relation # est vide ; les trois autres relations de priorité (1)peuvent

étre définies de la maniére suivante, en tenant compte de 1'étude de @(A, A)
(7. 6. 2) et de la définitiond'un couple vicinal (4. 3. 2) : pour be T, c¢ T :
b > ¢ si, et seulement si, il existe quatre symboles auxiliaires A, A', B, Det
trois mots ¥, ¥', ¥ sur V tels que B ::= ¥YA' c ¥', Aestfinale de A', A ::=
YbDoulh:=¥bh:

= c si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A, D et deux
mots ¥ et ¥' sur Vtels que A::=¥YbDcYVY' oud u:=¥Ybecy';
b < ¢ si, et seulement si, il existe quatre symboles auxiliaires A, A', B, D et
trois mots ¢, P, ¥ sur V tels que B ::= ¥b A' ¥', A est initiale de A', A ::=
DcYoulA:ii=cVY;
b > o si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A, D et un mot ¥
sur V tels que A soit finale d'un axiome, A::=¥YbDoud :=¥b;
¢ < c si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A, D et un mot ¥
sur V tels que A soit initiale d'un axiome, A::==DcYouA::=c Y.

Le transducteur tr4 (ou tr4') relatif a la grammaire G ; obtenue en fai-
sant subir successivement & G les transformations étudiées en 7. 10. 2 et
7.11 est déterministe si,et seulement si,les relations de priorité sont deux a
deux incompatibles. La méthode a été mise en ceuvre par [ 16].

Il est particuliérement facile ici de voir si une application r est sépa-
rante. La condition d'incompatibilité d'un symbole non terminal avec un couple
d'éléments de T', donnée en 7. 13, se simplifie puisqu'il n'existe aucune régle
A = wou we N* Surtout, les cas ot (b, ¢} est un r-encadrementde A' sont ici
les suivants : C étant un symbole auxiliaire tel que C X A", 7 (C) # 7 (A') ou
C = A, il existe des symboles auxiliaires B, B', D et des mots ¥, ¥', ¥, ¥,
sur V tels que :

-soit B::=¥Y, b(C,D:u= ¥ B'c ¥, Bestfinalede B' (carsice T, pour que
@(B, c) #0, il faut et il suffit que le couple B, ¢ soit vicinal) ;

- soit B:i:=%¥ b C, ¢ =0, B est finale d'un axiome ;

-soit B::=CcV¥, D= YbB'Y, B est initiale de B' (d'apres 1'étude de
©(B,AN)en7.6.2);

-soit B::=CcV¥, b=o0, Best initiale d'un axiome ;

-soitBu=%¥, bCeV.

(1) >, =, < sont des notations de [23].
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Exemple (cf. instructions d'affectation et expressions arithmétiques
Algol) :
N={A,E,P,F,B,G}; T={:=+,x,(,),0,1,2,3,4,56,7,8,9,a,b} ;N'={A};
A:= G:=E E:=E+P|P P =PXxF|F F =:=G|BI(E)
G:=GalGblajb B:=B0IBll...|B910]1...|9
Matrice des relations de priorité : elles sont deux & deux incompatibles.

0
= 4+ x () ab i o
9
.= G < < < G >
+ > ¢ < > < ¢ >
X > v & o < & o
( ¢ 4 <« = < <
) > o > >
ab [ > > > > >
0...9 > > > > >
o < <

Définissons 7: 7(A) =<i>, 7(E) =7(P) =7(F) = 7(B) =<e>, 7(G) = <v>.
No=t<i> <e> <v>{;N' =t<i>{;
<i> HE V> 1 = <e>
<e> =, <e> +t<e>| <e>+<v>| <v> +<e> | <v> +<v> | <e> X <e>|
<e> X <v> | <v> X <e>| <v> X <v> | (<e>) | (<v>)|
<e> 0 ]<e> 1f...|<e> 9]0(1]...]9
<v> =g <v> a|<v> b|alb.
7-encadrements de E: :=ag ; =+ ; (+;();
deP:+tao;++;+4); +x; :=x;(x;
deF ;Xo; X+ ;x);xx;
deB:xc;+c; :=c;(c:cdésigne l'un des chiffres 0, 1, ..., 9.
E est incompatible avec tout r-encadrement de P car ni + < +, ni + X ne sont
vrais, avec tout 7-encadrement de F car{x < + est faux, avec tout r-encadrement
de B car + > ¢ est faux. P est incompatible avec tout r-encadrement de F car
X < x est faux, uvec tout r-encadrement de B car X > ¢ est faux. Enfin F est in-
compatible avec tout r-encadrement de B car ) > ¢ est faux. L'application 7 est
séparante. Le générateur gn 5 permet 1'analyse.

Envisageons la génération d'une pile U par gn?, gqn?’ ou gn®. Soit i+ 1
une entrée dans U de c ¢ T ; d'aprés C 8 et avec ses notations, il existe un en-
tier n' tel que (| bimil, n') e A, (b, ¢} : hii coub,<c. Le premier j > i tel
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que u; = u; est une sortie de ¢ (théoreme 1. 2) ; si cette sortie est suivie,
aprés des sorties de symboles auxiliaires, d'une sortie de bi' bi'= c ; sinon,
b, <c et j est suivi de la sortie de 1'élément w; si w;# A. 5i les relations = et
< sont incompatibles, on peut déterminer comme en 7. 5. 3, dés l'entrée i + 1
de ¢, dans lequel de ces deux cas on se trouve et, en s'inspirant de 1'algorith-
me de 2. 11. 2, limiter les sorties consécutives en plagant dans la pile des sé-
parateurs #. Nous nous contenterons de schématiser I'algorithme ainsi obtenu,
en supposant les trois relations de priorité deux & deux incompatibles (figure
7. 7). On pourrait le justifier directement grace & 1'étude du paragraphe 2. 11.
2. Il s'applique avec les relations de priorité définies ci-dessus, pour relation
de production ::=; et pour ensemble des axiomes soit ceux de la grammaire G,
obtenue en faisant subir successivement a G les transformations de 7. 10. 2 et
7. 11, soit ceux d'une grammaire G définie par une application 7 séparante

(7.12).

7. 14. 2. Le second cas particulier que nous allons étudier est celui ol tout
second membre d'une régle de G, qui n'est pas réduit @ un symbole auxiliaire,
commence par un symbole terminal. Nous supposons de plus que la condition
CT est satisfaite, ce qui est toujours le cas pour une grammaire non générali-
sée de ce type.

On peut alors définir pour chaque grammaire G un entier cg et prendre
pour K'l et Z'Z I'ensemble des couples (n', n') tels que 1 < n' < cq ; les %'1' 1
(b, c) sont vides : —'1' =4 ;les %Y (b, c) sont formés de couples (n'*, 0) :
prenons pour K'z' 'ensemble des couples (n", 0) tels que 1< n' < cg.Ici en-
core, les transducteurs tr4 tr4', tr> peuvent étre définis grace aux relations de
priorité, sans faire appel & ces ensembles. La condition CT 1 est vérifiée si,
et seulement si, les relations de priorité sont deux & deux incompatibles.

La relation # est vide et les trois autres relations de priorité sontdéfi-
nies par : pourbe T,ce T :
b > ¢ si, et seulement si, il existe Z € V, trois symboles auxiliaires A, A', B,
trois mots ¢, ', ¥ sur V et un mot @ sur N tels que B ::= $A Z¢', A soit
finale de A', A ::= ¥ b w, ¢ soit initiale de Z (pour que c soit initiale de Z, il
taut et il suffit qu'un Z' ¢ V et un mot ¥' sur V vérifient Z *,2', Z' = c ou
Zt =o'} ;
b = ¢ si, et seulement si, il existe un symbole auxiliaire A, deux mots ¥ et
Y' surVetunmotwsurNtelsque A::=YbwcV';
b < c si, et seulement si, il existe trois symboles auxiliaires A, A', B, trois
mots ¢, ', ¥ sur V et un mot w sur N tels que B == b A'¢', A' A et
Au=cVY:
b > o si, et seulement si, il existe un symbole auxiliaire A, un mot ¥ sur V et
un mot w sur N tels que A soit finale d'un axiome et A ::=%Y b w;
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0 <c si, et seulement si, il existe un symbole auxiliaire A et un mot ¥ sur V
tels que A dérive d'un axiome et A ;;= ¢ V.

Lorsque ces relations ne sont pas incompatibles, on peut espérer obte-
nir un transducteur tr4, tr4'ou tr5 déterministe en utilisant directement les en-
sembles %} (b. c), Ay (b, c), %Y (b, c). Un cas particulidrement commode
est celui ol ceux de ces ensembles qui ne sont pas vides contiennent un seul
élément (n'; (b, ¢), n'; (b, c)), (n'y (b, c), n', (b, c)), (n' (b, c), 0). Pour
que la condition CT 1 soit satisfaite, il faut et il suffit que :sib®»cetb=c,
n'1 (b, c) ;tn‘z(b, c);sib>cetb<e, n'1 {(b,c)#n" (b,c);:si b=c et
b<eg, n‘2 (b, c) #n" (b, c).

Dans tous les cas, on peut, comme au paragraphe précédent, en s'ins-
pirant de 2. 11. 3, limiter les sorties consécutives grace & un séparateur * : si
i+1 est une entree de ¢ dans une pile U engendrée et si {Ibiwy| 0) € A (b,c),
on fait entrer + avant ¢ ; toute suite de sorties consécutives se termine par une
sortie de

Un couple (b, c) est ici un r-encadrement de A' lorsqu'il existe des
symboles auxiliaires B, C, D, B', un Z ¢ V, des mots Y, ¥, surV tels que
CHA" r(C)#7(A') ouC= A", bsoit le dernier élément de T dans ¥ £ A et
que ['une des conditions suivantes soit remplie :

-Bu=YC, Du= ¢B'ZY', B est finale de B' et ¢ initiale de Z :
-B =% C, c=0, B est finale d'un axiome ;
-Bu=Y CZY, cest initiale de Z.

Dans le cas particulier ol le second membre de toute régle de G ne
contient aucune occurence de symbole terminal autre que la premigre les en-
sembles %' (b, c) sont vides, ainsi que la relation = ; les transformations des
paragraphes 7. 10. 2 et 7. 10. 4 remplacent G par une grammaire normale au sens
de [30].

On peut généraliser le cas étudié dans ce paragraphe au cas oii tout
second membre de regle non réduit & un symbole auxiligire a un facteur gauche
formé de r (fixe) symboles auxiliaires suivis d'un symbole terminal : les cou-
ples des ensembles °A'2' (b, ¢) sont tous de la forme (n'', r).

7. 14. 3. Nous étendons ici le cas emdié en 7. 14. 1 en nous donnant un entier
r > 2 et en envisageant les grammaires dont toute régle est de I'un des types
A:=A"Au=w A:=PouAeN, A eN, weN¥ |a|=T1, Q¢ V* ¢ ne contient
pas deux occurences consécutives de symboles auxiliaires. Nous supposons
de plus que ces grammaires vérifient CT.
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