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INTRODUCTION

De nombreux auteurs ont défini et utilisé, sous des noms divers (sym-

bolkeller, last in first out, push down store, pile), des dispositifs qui rappel-

lent la notion courante de pile d'objets. Employée en 1959 par [52] pour tra-

duire un langage de programmation, cette notion a depuis été trés féconde en

théorie des langages. On peut penser qu'elle sera utile aussi dans d'autres do-

maines,

Nous étudierons d'abord cette notion de pile en elle-méme. En particu-

lier, nous mettrons en évidence la relation qui existe entre piles et ramifica-

tions orientées : une ramification est un graphe dont toute composante connexe

est une arborescence ; elle est orientée lorsqu'on a défini un ordre total dans

chacune de ses "familles". A toute ramification orientée, nous associerons

trois piles (piles attachée, adjointe, conjointe) dont chacune caractérise la

ramification, Au passage, nous indiquerons rapidement quelques applications

des piles a des problémes qui se posent en traitement de l'information.

Une grande partie de ce travail est consacrée a l'analyse syntaxique

pour les grammaires de Chomsky, La formalisation des grammaires due a

Chomsky [12], qui rend compte des principaux aspects syntaxiques des langues

naturelles aussi bien que des langages de programmation, conduit a associer

a chaque phrase une ou plusieurs "structures arborescentes" : on dit alors

qu'on a analysé la phrase. Si on se référe a ]'analyse grammaticale scolaire,

il s'agit de décomposer la phrase en propositions, de distinguer dans chacune

d'elles un groupe sujet, un groupe verbal, un groupe complément, a leur tour

décomposés en nom, article, adjectif,... et méme racine, désinence... . L'ana-

lyse d'une expression algébrique du genre (a+b) xc-dxsin(axy+b) est

d‘ailleurs de méme nature,

Nous introduirons ces "stmictures arborescentes" sous la forme pré-

cise de pseudo-arborescences dans la définition méme des structures de

Chomsky. Chaque pseudo-arborescence, comme chaque ramification orientée,

sera caractérisée par l'une quelconque des trois piles, attachée, adjointe, con-

jointe & la pseudo-arborescence ; ainsi le probléme de l'analyse se ramene a

un probléme de construction de piles, et nous distinguerons trois familles d'al-

gorithmes d'analyse selon celle de ces trois piles qu'on cherche pour détermi-

ner une pseudo-arborescence, La plupart des algorithmes décrits dans la lit-

térature entrent d'ailleurs dans l'une de ces trois familles, Malheureusement,

ils sont souvent publiés sans @tre rattachés a aucune idée générale, sans hy-

pothése de validité et sans démonstration, La raison en est que les outils de

-l- 
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démonstration ne sont quére forgés. Nous essaierons d'y remédier en précisant

au chapitre 5 cette notion d'algorithme d'analyse, dans la ligne de la théore

des automates, sous la forme de ce que nous nommerons les Rénérateurs de

piles, Les algorithmes introduits seront donc définis sous cette forme précise,

qui nous permettra de les justifier et de les étudier ; le plus souvent, ils BE:

ront aussi décrits rapidement et approximativement par un organigramme qul

en permettra une vue d'ensemble,

CHAPITRE {1

DEFINITIONS ET NOTATIONS

1. 1. Vocabulaire utilisé 4 propos des relations binaires, des relations d'ordre.

On pourra consulter [5], [18]. Pour une relation (binaire) R dans un
ensemble E, si x est un élément de E, on note R (x) l'ensemble des yeE tels
que x Ry ; l'ensemble des y ¢ E tels que y R x sera donc désigné par R=! (x).

Soit R une relation d'ordre dans un ensemble E. R (x) est l'ensemble
des majorants de x, R-! (x) celui des minorants de x. Si la restriction Ra, deR

a un sous-ensemble A de E est un ordre total, A est une R -chaine (ou simple-

ment chaine). Si x R y, on appelle intervalle fermé [p x,y] l'ensemble des élé-

ments z de E tels que x R z R y (autrement dit | intersection R(x) m R-! (y)),

et intervalle ouvert ],x,y[, le complémentaire dans [, x,y] de l'ensemble for-

mé de x et y (la lettre R mise en indice du premier crochet pourra étre enle-

vée quand il n'y aura pas ambiguité). Si l'intervalle ]x,y[ est vide, y couvre x.

Une partie F de E est convexe pour R si, chaque fois qu'elle contient deux élé-

ments x et y, elle contient aussi [, x,y] ; si F est une partie convexe de E pour

R et G une partie convexe de F pour la restriction de R a F, alors G est une

partie convexe de E pour R. Lorsque l'ensemble des minorants (resp. majo-

rants) stricts de x, c'est-a-dire différents de x, n'est pas vide et posséde un

plus grand (resp. plus petit) élément y, y est le prédécesseur (resp. succes-

seur) de x ; alors x couvre y (resp, y couvre x).x et ysont comparables sixRy
ouy Rx.

Pour toute relation R, on notera R sa négation 7non R",

1. 2. Graphes.

{3] définit un graphe comme un couple (E, ) d'un ensemble E (ensem-

ble des points du graphe ; nous le supposerons toujours non vide) et d'une ap-
plication multivoque [ de E dams E, c'est-a-dire d'une relation [ dans l'en-
semble E. Une suite (x), ...,%,) de points d'un graphe (E, I ) telle que

n>Qetpouri=1,...n, x.) [ xj est unchemin du graphe qui joint x, ax, ;

Xo est son orzgme, x, Son extrémité. Sin # O et x, =x%,, le chemin est un

circuit.

at 58 2S eee



Nous nommons pseudo-chemin' > ) du graphe (E, f } toute suite (x9, X1.-++ Xn
n, Xj, PF Xj OUT K-1- Xo et

de points distincts telle que pour i = 1, 2, wee

x, sont les extrémités du pseudo-chemin, Une composant
e connexe du graphe

(E, f) est un sous-graphe maximal panmi ceux oi tout co
uple de points dis-

tincts est le couple des extrémités d'un pseudo
-chemin.

A tout graphe (E, f) on associe un préordre R qui est la 
fermeture

x Ry si, et seulement si, il existe un chemin d'origine xet
transitive deT :

i, le graphe n‘admet pas de cir-
d'extrémité y. R est un ordre si, et seule

ment s:

cuit contenant deux points distincts.

tout dans la suite aux grapes finis (nom
-

bre fini de points) et sans circuit, Soit E un ensemble 
fini, et R une relation

d'ordre dans E, Toute partie non vide de E posséde des él
éments maximaux et

minimaux, Par conséquent, pour tout élément x de E
 qui est strictement ma-

joré, il existe y qui couvre x. Tout graphe (E,T ) auquel l'ordre R est associé

Nous nous intéresserons s
ur}

vérifie :

ycouvrex ===> xT y.

Inversement, étant donné une relation d'ordre R, le gra
phe (E, £ ) défini par

xP y === y couvre x pour la relation R

posséde R pour relation d'ordre associée. Parmi les graph
es auxquels R est

associée c'est celui pour lequel la relation T est minimal
e (autrement dit, qui

posséde le minimum d'arcs), Ainsi, toute relation d'ordr
e R dans E définit un

graphe sans circuit, que nous noterons [E, K]. En particul
ier, la relation r

de ce graphe est antiréflexive : pour tout xdeE, xf x.

Un graphe fini (E, 1 ) est une arborescence S
i :

a) il n'admet pas de vircuit ;

b) il existe un élément r de E, tel quel} (r) soit vide ;

c) six # 1,f7! (x) estun ensemble & un
 élement.

La notion d'arborescence sera généralisée au paragraphe
 1, 4 en celle de ra-

mification.

On appelle isomorphisme d'un graphe (E, fF) sur un gra
phe (E', rt)

une application bijective de E dans E', telle que

(VxcE) (WyeE) TY => y (xr & (y)).

Nous dirons que Y transforme le graphe (E,T ) en (Bt, [') et nous note~
rons parfois (E,f )=(E' 0 '). St Ret R' sont les préordres associé

s aux

deux graphes (E,[) et (E',F'), 4 est qussi un isomorphisme au graphe (E,
R) sur (E', R'). Inversement, soit Y unisomorphisme d'un graphe (E, R)}

(1) Nous éviterons le mot chaine, employé pat [3], pour
 ne pas créer de confusion a-

vec une partie totalement ordonnée d'un ensemble
 (1.1).

ad =

sur (E', R'), ot R est une relation d'o: iune relation d'ordre' 10 : tdre : R' est aussi i d:et YP est un isomorphisme du graphe [E, R] sur [E', R']. Un ‘somorphieme' ‘ : als

transforme un igraphe sans circuit en un graphe sans circuit,

en une arborescence. ss mmborescence

1. 3. Monofde libre. (cf. [6], [11]).

Une suite finie « = (= (ag, a "élé- or %, --- @,) d'éléments d'
a : appelée mot sur E ; nous la noterons ‘ana eee @,” ou ; Soe E est
goat “ye n+1 est la longueur du mot « : n+1 7 |. B P Se See
on confond souvent le mot ‘a, "de | j weitere ee eee

‘ a 9 de longueur 1 avec l'élé ja=b
néus dirons'que i est ltite ocomvence ou th rane, de jelement ade E, Sia=b,

une occurrence dans «, 3 ensie, €t.que.bipossede

L'ensemble E* dies mots sur l'ensemble E ia. = est muni d’ i

sition interne, nommée concaténation, définie par : sane Tol de compo
' ve

a,a)... a, bob
ntptl

2c

vieb’ = Tege, se

b

0

E* est un monoide : i fl ae anGest un mone e “on a que c'est le monoide libre déduit de E, Dans la sui-
ee ai, pour tout ensemble E, E* désignera le monoide libre déduit

ide, noté A (de longueur 0) est élément neutre de E* Si «,B,Y,5
Mw

sont des mots tels que« = BS acteur gauc.
X, 5

on ; B ; Rous dirons que B est facteur gauche,

ou Coz E,
0- %, C) = 4,...,6,= 4), ¢

on

Si@= a 0.0. %. & 7, lemet 2a"

estleréflécbidex, le mot «= "by b,...b, ,b,' otb,=a nei

Soient E' et E" deux sous.debt sar eee -ensembles complémentaires de E, Tout mot

, unique « = By Yi" i '° 11++ Bp Bp 0 p> MgjeE"
A aucun mot 8, ou x, n'est vide sauf éventuellement 8, a me i Ses
erons trace de « sur le monoide libre E'* le mot B B ¥p Nous non

iss By.

Toute application g de E dans | ide liTout le monoide libre E'* dédui

mt e me un homomorphisme g* de E* dans E'* oe oa tes “a i
ay) a(a,) ... g(a,). N i Parlculier'sa 9) g(a, n)+ Nous nous servirons su ‘tout iculier oi

est detin par une application fdeE dans E': Hae “Wlogtipeer winyaie te
4 7 7ve oe eae V homomorphisme induit, encore noté f*, est une sranseribtiog

Poe ans E'. Si f est une bijection, f* est un isomorphisme, D'autre j
te : fee peer oe t de E dans E', et f' une application ‘de E' deeE",

= fo f Le produit de deux transcriptions est une transcription. ‘

ee



1. 4. Romifications.

1. 4. 1, Définitions. Un graphe fin
phe sans circuit et si pour tout x di

i (E, 7 )est une ramification si c'est un gr
a-

ie E, il existe au plus un y tel que y[ x.

- -1

Soient a et b deux points d'une ramification tels que [ ~}(a) et r fo

ient vides, Sia et b appartenaient a la méme composa
nte connexe du graphe,

ted it in formé de points distincts (a = X 9/X y-- ++ *nae
il existerait un pseudo-chemin forme de po: e : Ce ree

=b) ob af x, et Xny f b, et donc un premier entier posit 7

CF x ; alors x4.) 0 x; ¢ Xid1 rx, ce qui est impossible, Donc eee
com osante connexe d'une ramification est une arborescence. Req gee
a ibe fini dont toute composante connexe est une arborescence 

est un
mification, =

Le préordre R associé & uneramification est unordre, Pour la relation Ee
é édé f S

tout élément strictement minoré posséde un prédécesseur : * ee oben
strictement minoré, il existe un x et un seul tel que x

T y; ae ie

z#y,n points vy, V2, +++ vp Vérifient 20 vil vg...F val Yi éce ane
ie =xet 2R x : x est le prédécesseur de y, Nous naterons:# = »).

Diautre ‘part y couvre x. D'aprés le paragraphe 1. 2,(E, T) est donc le gra-
.

phe [E, R].
25.1 '

Comme tout élément strictement minoré posséde un a ane. a
semble R -!(x) des minorants de x est, pour tout x de Ente a = a

at, soit un ensemble E muni d'une relation d'or re F qw i .

eats de E R-}(x) soit une chaine, clest-a-dire oi tout élément stric! -—
minoré a un ‘prédécesseur. LE, R] est un graphe (E,T ) sans ee vk x4 .

E couvre un élément au plus (son prédécesseur), il existe do

tel que yf x.[E, R] est une ramification,

Théorame 1. 1. Les propositions suivantes sont équivalentes :

ification ;a) le graphe G est une ramifi
orescence ;

b) toute composante a de Gest une anton ae ‘al set une cbatve,
it r tout élé ;

c) Gest un graphe [E, R] o2, pow élé ; ) est cbaine:

7 G est un grapbe sans circuit ow tout élément strictement minoré poss
éde

prédécesseur.

Les points maximaux d'une ramitication pour son ordre associé seront
i ints minimaux ra-

é i n maximaux neuds, et les po!nommés feuilles, les points no 
neruds, et Ss

une ramification 4 une seule 
7

ines, Une arborescence est donc ami i pour

a vie associé, c'est un n - demi - treillis [19]. On appellera familles a ©
on O! , 

: 
ide

ramification (E,f ) ltensemble de ses racines et les ensembles [ i) ne ic
qT ' es el

(ctest-a-dire oi x est un neud) ; les familles forment une partition de E. PET

Soit |E, R| une ramification, FE, un sous-ensemble de E, R, la restric-
tion de Ra E,. D'apres le théoreme 1. 1, [E\. R, | est une ramification, qui
sera dite sows-ramification de[E, R|“). On peut toujours considérer une ra-
mification [E, R| comme sous-ramification d'une arborescence Ep, Rol, ob-

tenue en complétant E par un élément A (qui sera la racine de |'arborescence):

QeE;Eg= EvtAS ; (¥ x« Eg) (A Rox).

Une sous-ramification de [E, R] qui est une arborescence sera appelée

sous -arborescence de [E, R]. Une sous-arborescence [E y R,] de racine x tel-

le que E, soit une partie convexe de E pour R_ et avec tout élément y# x

contienne la famille de y, sera dite complete,

Une orientation d'une ramification (E,[ ) est une relation d'ordre dans

E pour laquelle chaque famille est une chaine et deux éléments appartenant &
deux familles différentes ne sont pas comparables ; une ramification munie

d'une orientation sera dite orientée '?). Gans une ramification orientée, @ tout
point x est associé un ensemble [ (x) vide ou totalement ordonné, c'est-a-dire

un mot ¥ (x) du monoide libre E* déduit de l'ensemble E des points. Si on

convient que la ramification est complétée en une arborescence comme i] vient

d'étre dit, on notera y (A) la suite de ses racines. Une ramification orientée

peut donc étre donnée par un couple (E, ¥ ) d'un ensemble E et d'une applica-

tion ¥ de EU {A} dans E*: nous dirons qu'il s'agit de la ramification orien-
tée (E, ¥) ; il est clair cependamt que ¥ n'est pas une application arbi-

traire de EU{A} dans E*: pour qu'une application de E U {A} dans E* soit
une application ¥ , il faut que tout élément de E ait une, et une seule, occur-

rence dans les mots ¥ (x), pourx e« Eu {A} ; si on définit alors T (x), pour

x E, comme l'ensemble des points ayant une occurrence dans ¥ (x) et si(E.-)

est un graphe sans circuit, c'est une ramification.

Soit \¢ un isomorphisme d'une ramification (E, [ ) dans une ramifica-

tion (E', T'), O une orientation de (E,[), O' une orientation de (E', I‘).

Si est également un isomorphisme du graphe (E, 0) dans le graphe (E', 0°),

nous dirons que c'est un isomorphisme de la ramification (E, [ ) orientée par

O dans la ramification (E', [') orientée par O'.

1, 4. 2, Réunion horizontale de deux ramifications orientées disjointes. Soient

deux ramifications orientées (E,, ¥,) et (E,, %2) dont les ensembles de

points E , et E, sont disjoints. Désignons par E la réunion de Ey et Eo et dé-

finissons une application ¥ de E U {A} dans le monoide libre E*, par :

¥ (x) = ¥, (x) sixe« E),

B(x) = %, (x) si x « Ey,
¥ (A) = 3, (A) x, (A).

Q)LE), Ry] ntest pas en général un sous-graphe de [E,R] au sens de [3].

(2) Certains auteurs disent ordonnée,

“a



Définissons la relation [ a partir de y comme en 1, 4, 1, Soient

(E,W = {E,, Ral et (Ez, f,) =(E2, R,] les ramifications o
btenues @

partir de(E,, v1 ) et (Ez, 2) en faisant abstraction de lorientation. Lorsque
af b,aetb appartiennent tous deux a E; ou tous deux

 a E2 et selon le cas

af, boual, b; par suite, (E,) est un graphe [E, R] sans circuit : (E,y)
est une ramification orientée, que nous nommerons r

éunion horizontale de

(E), ¥1) et (Ez, Y2 ). L'opération de réunion horizontale e
st associative, mais

non commutative.

(E,, R,let {E,. R,] sont des sous-ramifications de [E, RJ; E,et
 E

de E pour l'ordre R ; toute partie convexe de E; (i=1
sont parties convexes toute sous -arborescence CoM

ou 2) pour R; est partie convexe de E pour
 R ;

plete de [E,, Ry] est une sous -arborescence complete de ({E, Rl.

1. 4. 3. Détermination d'une ramification orientée. Un gra
phe quelconque peut

@tre defini par la donnée, pour tout point x, de l'ensemble
 [ (x), ou de l'en-

semble [~ (x), ou encore, ce qui revient au méme, par u
n ordre total sur ses

points et sa matrice associée [3], Il en est ainsi en parti
culier pour les rami-

fications ; alors T-}{x) contient un point au plus. Si chaque [ (x) est donné
sous forme d'une suite y(x), il suffit de connaitre de plus 

un ordre sur les ra-

cines pour orienter la ramification, L'ordre total des point
s qui correspond a

l'ordre des lignes et colonnes de la matrice associée déf
init aussi une orien-

tation par ses restrictions aux différentes familles de la ra
mification.

e est aussi déterminée lorsqu'on don
ne pour

tout point x le premier élément x' dey (x), si y (x) n'est pas vide, et le
successeur x" de x dans sa famille, si x n'est pas le de

mier élément de sa

famille, ainsi que la premiére racine. On obtient une mat
rice &@ trois colonnes

contenant sur chaque ligne x, x', x", et dont certaines cas
es sont vides, Nous

nommons une telle matrice, matrice d'enchainement ; x' est le lien vertical et
x" le lien horizontal de x, Tout x est caractérisé par le n

uméro de la ligne as-

sociée ; on peut remplacer les liens x' ou x* par le numéro de
 leur ligne.

Une ramification orienté

1. 4. 4, Extension a un graphe quelconque. On peut tenter 
d’orienter un graphe

quelconque (E, F ) en se donnant un ordre total O,dans chaque ensemble [ (x),
et un ordre total Og dans ensemble des éléments y pour 

lesquels [ ~} (y) est
vide ; soit O la relation dans E obtenue par réunion des O, et

 de Oy. Si Oest
un ordre dans E pour lequel tout élément majoré a un succe

sseur (autrement
dit tel que le graphe {E, O-}) soit une ramification)

, on peut, comme au para-

graphe précédent, définir une matrice d'enchainement qui déte
rmine le graphe.

Pour que O posséde ces propriétés, il faut et il suffit que, quels que soient x
et x' dans E, les mots obtenus en ordonnant f (x) parO, et (x') par O,,
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s'écrivent “¥) Y¥. , a
1 2 et ) 3%, ob ¥ '

ment commun, I] Di 32 ou) et 3") ne possédent a eleP nun, I en est ainsi en particulier si les ensembl waist oa
sont deux a deux disjoints, mbles T” (x) distincts

1. 4. 5. Ramificati i- 4.5. ion des index d'une ramificati ivnitieaths it a ramification orientée. Tou i ‘
ane ne. R] est déterminé lorsqu'on connaft la chaine est one

. bree = 4 i ni chaqueerty ba Paes Yq ~ x). L'orientation définit un rang pour haga
Cane te eigiefocis mse peuvent étre comptés a partir d'une origins

i ‘ons l'origine 0, un rani i: a mp! ¢ 5 ig sera un enti iti

* a donc déterminé par la suite des rangs r,, r r wae fac.
ants Yor Wa eee 1 ¥ x, Cett i ae eee fe ses winemy; e suite r,poate Hos hE Nga r o tyr: Ty est un mot du monoide li-

pout & fone deme onsen ren des entiers naturels, qu'on nomme imddex du
x. Di ‘ications orientées isee meee tia x n e omorphes, les points ié

Rie cate oe enna par récurrence sur le nombre des aninovanite),
ins ee ramification orientée, on définit un ensemble | d'ind ne
esac Na s orentges isomorphes ont méme ensemble d'index. | a tn

e fini de n* qui, avec tout mot di ier élé eeseats vai ‘ ‘ot de demier élément r, A= A,r,

1 1# A et les mots A,r! pourO<¢r' <r. mw

Inversement, soit Isegs me 1 un sous-ensemb!| ‘ini * oni 2
priété, Définissons une relation [[ dans I : le fini de N* qui posséde cette pro-

ie

AL A’ si, et seulement si, 4 est facteur gauche de A'
I 

ope go

(1, C] est une ramification {théoréme 1. 1, c). Il est facile de lorienter : |1: les

mots ayant A pour prédécesseur sont de la forme Ar oi re N ; il suffit del: eles
ivant 

a 
P

ordonner suivant les r croissmts ; désignons par o cette orientation. On voit9) P
aisément par récurrence sur le nombre de minorants de A que tout A de I est
son propre index ; I est un ensemble d'index.

Soit une ramification [E ienté

un index i (x) et ([E, R], orientée par ©, Chacun de ses points x a

xRy S= > ilx) CL ily) ; xOy Gey ilx) 0 ily)

La ramificati ientéion orientée des index i“ e a bes
donnée, st isomorphe a la ramification orientée

Deux ificati ienté éfamenitee a orientées ayant méme ensemble d'index sont donc

oat ne come ee ee deux ramifications orientées isomorphes

chtidn anlcntde ts een ramification des index caractérise une ramifi-

peat de aetna Peat prés ; une ramification orientée, dont l'en-

tion de I sur E ; tout couple ie ea ani ida Gol gameSeg ties s-ensemble | de n* qui €

ar Meet eae et d'une bijection de I sur un exatuttl arsie: <
mification, meres



éterminent Wtensemble E et la biject
ion i par

4

Certains auteurs, tel ave al. re colonne contient les elements de E,
“¢ “\ ; sa premié! 

E,

ai te matrice des index 4 § 
Pema tie

Stal eae vmbre maximum de minorants d'un point de la ramilicg ton, en st ple.
ett p est ie nombre maxima Oe Tn gertaines caves restant vides. [27] joint 8 cele

cence mrt t point x, le nombre d'eléments de [ (x) et nomm treloviene
atrice, pour tou .

tall list matrix”. De méme, en sotgnant tana
“tiki "| ptautre part, 

= det 5

i t sa "filiglheir matrix”. 
don mints de te rom:

ment, il o eacaaiira les lignes des matrices, suivant certains ordres p wy ashe
eerienarons 2 1. 2), La méme notion dtindex a aussi été introduite Pp
y reviendrons (2.1. 2).

t ce renseignement & la matrice

iI ordonne jes points de la ra
mi-

La str je ramif n est fort utilisée en traitement de l'information
cture di ific atio

non numérique : codage, questionnaires analyse, stockage et recherche d nformation
or 21 : ,
ti. (133 “taa) [5il, (55), (56), (91, (58 (31), £37], ete...)

o Io

Ramification

(orientée de gauche @

droite)

alo fa lo °

00l1-

Matrice Matrice
des

index
d'enchainement

Figure 1. 1

s de graphes sans circuit.1.5. Quasi isomorphisme: hlesE ot E! munis respectivement de relations R et
. 5. 1.Soient deux ensem! 

,

fiat P une application de E sur E' telle que
== 3 V(x) R' ¥y)] et

nmelieae* | eo) = XR y ou (¥(x) = fly) et ¥R x)}
gi R est réflexive, R' l'est aussi et alor

s -

(1) 4(x) B' Ply) Ry ov ¥(x) = ly)
(2) Y(x) = Yy) === xRy ov yRx.
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Si R_est une relation d'ordre, il en est de méme pour R', Nous dirons

alors que Y est un quasi-isumurphisme du graphe LE, R] sur le graphe
[E', R'] et que [E', R’| est quasi-isomorphe a [E, R], Remarquons que ¥

est aussi un quasi-isomorphisme de [E, R-! ] sur [E', R'-) ].

Tout isomorphisme est un quasi-isomorphisme, Tout quasi-isomorphis-

me injectif est un isomorphisme. Si Y est un quasi-isomorphisme de {E, R]

sur [(E', R'], a tout x de E', associons una tel que x = Y (a), L'ensemble

des a est un sous-ensemble E, de E ; si Y, et R, sont les restrictions de ¥

etR&@E,, ¥, est injective et (x) R' f, (y) équivaut a x R, y : les gra-

phes {E,, R,} et [E’, R'] sont isomorphes.

Si y est minimal pour la relation R, ?(y) est minimal pour R' ; en ef-

fet, dans ce cas x R y entraine x = y ; donc, d'aprés (1), (x) R' “+ (y)

entraine f(x) = ‘f(y). Au contraire, si y n'a la méme image par Y qu'au-
cun élément minimal de E, il existe x « E tel quex Ryet P(x)# YP (y);

d'ou (x) R' P(y): (y) n'est pas minimal. Enfin, deux éléments mini-

maux pour la relation R ne peuvent, d'apres (2), avoir méme image. ? établit

une bijection entre les points minimaux des deux graphes. En remplagant R

et R‘ par leurs inverses, on en déduit que établit une bijection entre les

points maximaux. On peut aussi montrer que les deux graphes ont le méme nom-

bre de composantes connexes et que ? applique chaque composante connexe

de [E, R] sur une composante connexe de [E', R'].

1.5.2. \P définit une relation d'équivalence dans E :

> -¥(x) = ¥(y).

D'aprés (2), les classes d'équivalence sont des chaines. D'autre part, si

¥ (x) = Vy) etx RzRy, alors P(x) R' ¥ (z) Rt Y(y), c'est-adire

¥ (x) R' f(z) R' SP (x) ; comme la relation R' est antisymétrique, Y (x) =

f (z) : les classes d'équivalence sont des chaines convexes. Enfin, suppo-

sons x Ry et x Rz et P(x) = Py) ; alors ¥ (x) R' ‘P(z), c'est-a-dire ¥ (y)

R' f(z), d'ot (y R z ou z Ry). Il en résulte que si deux points couvrent x,

x n'est équivalent a aucun d'eux, En remplagant les relations R et R' par leurs

inverses, si x couvre deux points, il n'est équivalent a aucun d'entre eux, En

conclusion, les classes d'équivalence sont des chaines convexes dont tout

élément, sauf peut-étre le plus grand, a un successeur dans E et, sauf peut-

xny <

&tre le plus petit, un prédécesseur dans E : ce sont des suites (x_, x,,...

telles que x iy) Soit successeur de x, et x , prédécesseur de X yy Pour

i=1,2,...,a {figure 1. 2).

Munissons l'ensemble quotient E'' de la relation R'' définie par ;

C(x) R" Cly) <=> F(x) R'V(y)

ou C (x) désigne la classe de x : le graphe [E', R'] est isomorphe a[E", R''].
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i ‘équivalence
i =(E,f) et une relation d'équiv:éci t. soit un graphe [E, RI =(E, 4 ee

BE eae claste est une suite (X), Xp -+- 5 x,) ou x awe ed ani

ar sdécesseur de x,41: ¥i+1 St le seul élément 
u tel q a

8 ee ey tel que v X,.1- Digpres la definition de R, fermeture t mare

ae. ' it 8 i » x', x Ry entraine x '
équi tsixn *, xRy

j x n'est pas équivalent a y e' 
a

odie y Rx’. La relation (x Ry ou *~ y) Be a ch over
i relation d'équivalence étudiée, ce qui perme

t de defini
a

l'ensemble quotient E' :

C(x) R' Cty)

Si C (x) R'C (y) et x R y, alors C (x) a
se est une chaine. C est un quasi

-isomon

> xRy ou x~ y.

C (y) etdonc y R x puisque toute cla
s-

phisme de [E, R] sur{E', R'l.

he [E', BY] (et un
he [E, R] admet un gr

ap 5 (

Be) ail lui soit quasi-isomorphe et qui possede ae
Col ffit de choisir les classes d'é-

En particulier, tou’

seul a un isomorphisme pr
 i soit «

i ints > définir, il su’ ae
inimum de points : pour le yi i i ae

nogtes He marine clest-a-dire telles que : x; ne Fone ede Es .
te: édéc ¥ s de successeur > x,

son prédécesseur n'a pa 
ess : ae

Feces sar ou on successeur n'a pas de prédécesseur (figure 
i aire ne

irons cl s que [E', R'] est grapbe réduit de lE, R]. est aus is
Ae aah : 0 a iculi ui-méme.

oie de tout graphe quasi-isomorphe a (E, RI], en partic
ulier de

i,
x1 

1

x
2 Xy Xo «

x3

ay
Xq 

.

2

x2

Xs Xa mY

Xe x3

équivalence maximalesFigure 1.2- Classes d*

Soit ‘f un quasi-isomorphisme d'une
1. 5. 3. Application avx ramifications. 

oe

amificatio) 
“Ie)

E ' Bt], Pour tout e de E, R ‘
‘ticati , R) surun graphe [E', 

& te ie

ta ine i at alors de (i) que R'! {¥ (e)] est aussi neta b : .
ison :phisme transforme une ramification [E, R] en une 

ramification [E',R
isomo 

s
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D'apres le paragraphe 1. S. 1., [E', R'| est isomorphe a une sous-ra-

mification[E,, R)| de|E, RJ. ? transforme de maniére bijective l'ensemble
des feuilles de|E, R| en l'ensemble des feuilles de|E', R'], et toute famil-

le de [E, R| en une famille de [E', R']: la famille des racines en la famille

des racines, la famille de prédécesseur x, lorsqu'elle contient plusieurs ele-

ments, en la famille de prédécesseur Y (x).

Soit E, l'ensemble des points d'une ramification orientée |E, R| qui

ne sont pas des racines. Tout élément x de E, posséde un prédécesseur pd(x)

dans E. L‘application pd est un quasi-isomorphisme de [E,, R,| sur la sous-

ramification des neeuds de[E, R], si on définit R, par:

xRoy ==> (pdx) # pd(y) et pd(x) Rpd(y))ou(pd(x) ~ pd(y) et yOx)

ou O désigne !'orientation de la ramification.

Pour étudier le graphe réduit (ou ramification réduite) d'une ramifica-

tion [E, R], nous reprendrons les notations du paragraphe 1. 5, 2. Tout point

qui n'est pas une racine posséde un prédécesseur. Les classes d'équivalence

sont donc telles que x, soit une racine, ou que plusieurs points couvrent son

prédécesseur, et que x, soit une feuille ou soit couvert par plusieurs points.

En associant @ toute classe son demier point x,, on voit qu'alors [E', R']

est isomorphe @ la sous-ramification de [E, R] formée par les feuilles et les

naeuds prédécesseurs de plusieurs points. Si tout neud est le prédécesseur

de plusieurs points, [E, R] et [E', R'] sont isomorphes.

Soit une ramification [E, R]. A tout x de E, associons |'ensemble

t (x) des feuilles qui majorent x ; si x est un neeud, r(x) est la réunion des

images par r des éléments qui couvrent x. Soit E' l'ensemble des r (x). x Ry

entraine r (x) > r (y). Réciproquement, supposons r (x) r (y) : x et y minorent

tout élément de r (y), donc x R y ou y Rx ; et y R x entrainer (x) Cr (y), d'ou

r(x) = r(y). r est un quasi-isomorphisme de [E, R] sur [E', 2]. D'autre part,

si x a un successeur y, r(x) = r(y). Il en résulte que les éléments de toute

suite (x) ... x,) ou tout x, a x;4) pour successeur, ont méme image parr:

les classes d'équivalence associées @r sont maximales, au sens du paragra-

phe 1. 5. 2. ; [E', >] est une ramification réduite de [E, R].

Construisons maintenant une nouvelle ramification quasi-isomorphe

a [E, R], en conservant les classes d'équivalence (x,, ..., x,) maximales

ou x n'est pas une feuille de{E, R], mais en scindant celles pour lesquelles

x, est une feuille etn > Len (x), ..., x,.,) et (x,). La ramification ainsi

obtenue est isomorphe a [E, R] ov E est la réunion de l'ensemble E” des

t (x) associés aux neeuds x et de l'ensemble F des feuillesde[E, R], et ot R
est défini par:

uRv vs=e> ueE et [(ve E" etuzv) ou (veF et veu)].

-13-



Nous appellerons LE, RI ranatication seus-rédnite de[E, Rl.

Deux ramifications isomorphes ont mémes ramifications reduit
es et

sous-réduites, Un exemple est schématisé figure 1. 3.

Yr
Ramification sous-Ramification réduite n

réduite [E, BI
Ramification [E, R]}

[E', R']

Figure 1.3.

1. 6.Piles.

1. 6. 1, Définitions. Soit un ensemble E. On appelle pile sur E toute sui
te fi-

nie U = (Ug, Yj, -++ 5 u,,) d'éléments du monoide libre E*, telle que,

1) ug = =A;

2) pour i= 1, 2,...,9:- Uj, est facteur gauche de u, et }u,|= ju, j!tl

-u; est facteur gauche de uj; et luy}=luyal- 1.

Ug, Uy, u. sont les états de la pile ; le demier élément de E dams le
y Uy eee Un

mot u, est le sommet de "état u; de Ia pile.

ou

st donc un élément du monoide libre E*i ‘ensemble Ee

ee ee faire de deux maniares différen-
| déduit de E*% Le passage de uj.) @u; peut se

tes :

a) il existe e « E tel que

de e dans la pile (e est le sommet de u;).
u,p=uyy te? on dit que i est une cnirée

(1) Enanglais : stack, pushdown store ;

la premiére fois par [25].

-14-

le mot de pile semble avoir été introduit 
pour

oo’

TUTE Se eee

b) il existe e « E tel que uj) = ute’

tie de e de la pile (e est le sommet de u , _,).

on dit que i est une svr-

Théoréme 1. 2. Soit uj un état non vide d'une pile U. et j le plus petit enter

supérieur a i tel que |uj|<| uj).

a) pouri¢g k <j, uy est facteur gauche deu,

b) j est une sortie du sommet de u;.

a se démontre par récurrence sur k ; b en est une conséquence.

Soit une pile U sur un ensemble E. Définissons une relation R dans

l'ensemble des éléments de E qui possédent une entrée dans U :

eRe' si, et seulement si, e posséde une occurrence dans tout état de U ow e'

en posséde une,

R est une relation d'ordre ; nous dirons que c'est /'ordre associé @ la pile U.

Le maximum des longueurs des états d'une pile seraappelé hauteur de

la pile.

1. & 2. Mots liés & une pile. Introduisons un ensemble E disjoint de E et a-

yant méme cardinal : a tout élément x de E, on associe ¥ de E, de maniére in-

jective ; cette application définit comme il a été dit au paragraphe 1. 3 une

transcription de E*dans E*, que nous appellerons conjugaison, Soit E, la réu-

nion de E et E. A toute pile U =(u,,u,,..., u,) sur E, associons une suite

de mots sur E, de la maniére suivante :

sii est une entrée dee,,ur jax 

A 

;pouri=1, 2, , sii est une sortie de e,.

Le mot m =m, caractérise la pile U : nous dirons que m est le mut attaché

au.

Les mots m, et u, représentent le méme élément du groupe libre [18]

dont les générateurs sont les éléments de E et oi l'inverse de xe E est %¢ E,

On montre facilement que pour qu'il existe une pile sur E @ laquelle soit at-

taché un mot donné m sur E_, il faut et il suffit que tout facteur gauche de m

teprésente le méme élément du groupe libre G qu'un mot sur E, et que m repré-

sente |'élément neutre du groupe. Les mots attachés aux piles sur E appar-

tiennent au langage de Dyck sur E , [15]. Nous n'utiliserons pas ces résultats,

La trace (1. 3) de m sur E* sera appelée mot d'entrée de la pile U. La

trace de m sur E* est transformée par conjugaison en un mot sur E, qui sera

nommé mot de sortie de la pile U.
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Remplagons dans m tous les éléments de E par un u
nique caractere J

n'appartenant pas @ E. Nous obtenons un mot qui caractérise aussi !a pi-

le U. Nous dirons que uv est le mot de deseripliian de la pile U.u stécrity uy"
ou p'' est formé uniquement de caractéres o et ot le dernier caracté

re deu'
niest paso: caracterise aussi la pile ; nous dirons que c'est son mel de

description incomplet, La donnée du mot de description inc
omplet est la ma-

niare la plus '’ économique'' de définir une pile ; si on choisit un code de lon-
gueur minimum pour représenter o, c'est celle qui occupe

 le moins de place.

Pour qu'il existe une pile sur un ensemble E dont un mot donné 
» sur Eulol

soit le mot de description, il faut et il suffit que, dams tout facteur gauche

dep, le nombre d'occurrences deo soit au plus égal au n
ombre total d'occur-

rence des éléments de E, et que dans » ces deux nombres
 soient égaux. Pour

qu'un mot y' ne se terminant pas par o soit le mot de descript
ion incomplet

d'une pile sur E, il faut et il suffit que la premiere de ces
 conditions soit réa-

lisée.

Pour préciser la maniére dont le mot de description ca
ra ctériseune pi-

le, étant donné un mot u sur Eetunmot v surRu fo} tels que tout facteur

gauche de uv contienne au moins autant d'occurrences d'éléments d
e E que

d'occurrences de c, nous définirons u @ v par les conditions suivantes :

siv =ta’(acE),uav =ua:siv =tgretu=u'a(ae
E),uav =u;

siv = v'x,xeEulol,uav= (u@ v)@xAlors u#v' v'=(uav')@u".
Si wy est le sous-mot d'un mot de description H d'une pile U, formé

des éléments dont le rangr vérifie i <r <j, uj = Buy.

mots qu'on peut lier & une pile, bien qui
lls ne soient pas

t dans ce travail, Soit 1 une entrée d'un
ntier j(i) > i tel que lujl < lujl

Signalons deux autres

utilisés dans les applications qui 
se trouven

Glément x dans une pile U. Associons-lui le plus petit e:

ct ie nombre c(i) > 0 des états uz, pour i <k <i(H), qui ont
 x pour sommet (ctest-a-dire

telsqueu, = v;). j(i) est une sortiedex (théoréme 1.2), do
ne (aj yl= 14 jal = Feil “ly

\tapplication j est injective car it <i et ji!) = j(i) serait contraire a la definition 
de j.

Les r{i), ordonnés suivant les i croissants, forment un mot sur l'ensemble des enters

naturels, que nous appellerons mo! direct des poids de
 la pile U; le mot obtenu en or-

ts sera appelé mol inverse des poid
s, Toute

donnant les r(i) suivant les j{i) eroissan!

pile est déterminée par le couple de son mot d'entrée et d
e son mot direct des poids :

Melement x ayant pour entrée i sort au r(ij-eme état qui suit u, et qui possede x pour
sommet,

On trouvera au paragraphe 2. 1. 3 un exemple de pile U avec les di-

vers mots introduits ici.

e donnée, Soit une pile U = (Up, Uy ees uy
)

ug) (qui est la réfléchie de U dans le m
ono-

proque de U.U est la pile réciproque deU'
.

Si i est une entrée (resp. sortie) de e dans U, n-i¢] est un
e sortie (resp. en-

trée) de e dans U'. Le mot m' attaché aU' est le réfléchi du conjugué du motm

attaché a U : m et m' représentent deux éléments inverses du groupe 
libre G.

Le mot d'entrée de U' est le réfléchi du mot de sortie de U, le mot
 direct des

1. 6. 3. Pile réciproque d'une pil

La pile U' = (un, Unets ee Udy

ide libre E*) sera nommée pile réci

-16- me ores
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poids de U' est le réfléchi d iUe lu mot inverse des poid. esuas é i i poids de U. Il

Sap e pecan qu'une pile est déterminée par son mot de maa ape
nverse des poids. U et U' ont le méme ordre associé. me ef Son ek

1. 6. 4. Troce d'une pile, Soit une pile U = (u,, u
E, et E' un sous-ensemble d ési at thd trae sy) eaeBice ieee e eE. Désignons paru', la trace de u. sur E' (1.3)

Aan ie sien a entiers qui sont des entrées dans U ou des sorties
Y le : supposons qu'il existe i it j

come, enfin Posons jg =O.Sii, <i <iggy, Up = ive Fe one de
n passe de u';, @ u'; por l'entré : ie d' “ atement te E*o, Tea ae Sieh i : e ou la sortie d'un élément de Er,

- jp Un A. La suite U'=(uj, uy ‘

une pile sur E' : nous dirons que c'est la trace de Wsur Be Sp peat
inition aay est associé un ordre R, et a U' un ordre R', D'aprés la dé

vnoduonent, oe a six H Y Gppartiennent aE', x R y entraine x R' y, Réci-

rence tle Y. oe i xR'y; soit i un entier tel que u; contienne une occur-

rence de y davis Us cae oust ‘aoa rearienee iy Same vB ys perafence @ F rence de x, puisque x R’ y ; i-
te be une orcas dons ui R y. R' est donc ie restriction de Ra Men.

éléments de E' qui possédent une entrée dans U’

1. 6. 5. Transcription d' i. 5. une pile. Nous avons signalé' ans ' ignalé au paragraphe 1.

abe bau f d'un ensemble E dans un ensemble E' Wéfinit un hoi ane
eae | enact du monoide libre E* dans E'*, d'od un homomorphis.

e ans E'** i insi ‘ le suri. s Une pile U sur E est ainsi transformée en une pile sur

U=(uy,u u,) —— U'=(f (uy), Mu,), ..

Nous dirons que la pile U' est transcr ar f) de la pile d —q U nscrite (p ) la pile U. Le mot
:

et le mot de sortie de U' iA le U' sont les images par f* des mots d'entrée et de sortie

we

Si, ainsi qu'on a associé a E, n a E un ensemble E ie GE’eau sh qu'on. ° m , on associe a E ~

eh ect conjugués E', et sion prolonge f a E par {(x) = f(x), fest orien
a ae fee a U’ est l'image par f* du mot attaché aU; de mame,
come i. ae to o, le mot de description et le mot de description

‘ ima iptiad eoivtent ges par f* du mot de description et du mot de des-

— Hie pisltieen Ucksleg f* et f* sont des isomorphismes. Nous di.

piles U et U' sont < ae 1
une application de E' dans E", (go emo 

encore que, si g est
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1. 7. Piles simples.

Définition. Une pile U sur un ensemble fini E est simple 
lursque tout élément

de E posséde unc entrée et une seule dans U.

Tout élément de E possede une occurrence et une seule da
ns le mot

‘entrée d'une pile simple sur E : l'ordre de ces occurrences détermine un or-

dre total P dans E, que nous appellerons ordre d'entrée de \a pil
e simple, Le

mot m attaché @ une pile simple représente l'élément neutre du g
roupe libre G

défini au paragraphe 1. 6. 2 ; il contient une fois et une seule chaque élément

de E, donc une fois et une seule chaque élément de E. Il en rés
ulte que le mot

de sortie d'une pile simple sur E contient une occurrence et une 
seule de tout

élément de E et définit de méme un ordre total S dans E, qui sera nommé ordre

de sortie de la pile. Si E est formé de k éléments, une pile si
mple sur E pos-

sede k entrées et k sorties, donc 2k+] états, Tout élément
 de E a au plus une

occurrence dans chacun de ces états. Ceci permettra de dire, par
 abus de lan-

gage, que e appartient @ u;, ou que u; contient e, au li
eu de dire que e pos—

sede une occurrence dans uj.

simple U est une pile simple U' ; l'ordre d'en-

trée (resp. de sortie) de U' est l'inverse de l'ordre de sortie (resp. d'entré
e)

de U. La trace, sur un sous-ensemble E' de E, d'une pile sim
ple U sur E est

une pile simple U' ; les ordres d'entrée et de sortie de U' sont les restrictions
a E! des ordres d'entrée et de sortie de U.

La réciproque d'une pile

Toute pile est transcrite (1. 6. 5 ) d'une pile simple. Soit en effet U

une pile sur un ensemble E, et n la longueur de son mot d'entrée : l‘application
f qui associe @ l'entier i (0 <i<n-1) lélément de E dont i est occurrence

dans le mot d'entrée de U, définit une transcription f* qui transforme en U une

pile simple sur l'ensemble des entiers de 0 an-l. De cette propriété vient l'im-

portance des piles simples. Nous y reviendrons au chapitre 3. 
Si une pile sim-

ple U est transcrite d'une pile simple U', U et U' sont isomorphes.

Soit U une pile simple sur un ensemble E, Désignons re
spectivement

par e(e) et a(e) l'entrée et la sortie d'un élément e de E.e a
ppartient aux €-

tats u, tels quee(e) <i<o(e) et a eux seuls, L'ordre associé @ la pile U

(qui est ici défini dans l'ensemble E lui-méme) vérifie d
onc :

eRe == ele) cele’) et ale’) < ale) -

> ePpe'ete'Se.
Théorame 1.3.e Re’ <

Nous déduirons de ce théoreme une expression de S en fonc
tion de R

et P, et une expression de P en fonction de R et 5.

Théoréme 1. 4. eSe'oA 7 === e'Re ou (e Pet ‘En effet, gra sore iti signe seatvalentex grace au théoréme 1], 3, les propositions suivantes sont équi-

e'Re ou (ePe' et eRe')

or et eSe') ou [ePe' et (ePe' ou e'Se)])
tion et eSe') ou (ePe' et e'Se) :
e 7 et eSe') ou (ePe' et eSe' ete # e!

eSe' et (e'Pe ou e' Be) “)
eSe'.

On a utilisé le fait que P et S étaient des ordres totaux

La démonstration prouve d'autre part :

Théoréme 1. 5. Etant donne:2 lonnés une re lati

plus un ordre total § tel que eR f eos . af on ae e iH existe au
e e.

Théors

ee em ePet <— > eRe! ou (eSe'ete' Re)

atmucte Sn appliquer le théoréme 1. 4, @ la pile réciproque de la pil
Pp. fe étudiée : son ordre d'entrée est S“!, son ordre d rogu A e la pile

associé R. , e sortie P~*, son ordre

De plus, étant donnés une relati
: ti feral

plus un ordre total P tet que eRe’ as ape at et : fh eiste au—- e'Se.

due 1 ot maintenant un élément e de E,/i =e (e), j = o(e). D'aprés le théo-
a ae i¢gk 3 j, u, est le facteur gauche de u, qui se termine par e.

Pa tone ee ae ee R-1(e) des minorants de e pour la relation R
st len a ements de u;. Si e' et e' sont deux mi i

e' précéde e"' dans u,, c'est done un minorant de e" K minoranis dee et si

Théore i "Tietens 7. Soit R la relation d'ordre associée a une pile simple U sur u
ener E a e wn eigen de E. L’ensemble des R-minorants de e est une

, suite de ces minorants, ordonné:; fs és par R, est le fact
se terminant par e de tou: état de la pile U qui contient e —

Le théor

simple 7, a 1, 7 va nous permettre de rapprocher les notions de pill
single 3 & Zam ication. Les théorémes 1. 3, 1. 4 et 1. 6 prouvent que a

ux des ordres R, P, S, le troisiéme est déterminé one9 : 5, est déterminé, Nous mo

aie See ee z pile, autrement dit qu'il existe au plus Moe pile
un ordre R pour ordre associé3 * Po u E ié et un ordre total P

Sait cette démonstration sera faite au paragraphe 2. 2 ou on nse
ue construction d'une telle pile. N. studiera a aelle cat pile. Nous étudierons ensuite (2. 3 et

ns un ordre R et un ordre total :

ordre total S, ou deux ordre fechiboeal eki-trnciei s totaux P et S sont effecti ‘

et l'ordre d'entrée, ou l'ordre a ié 5, fl mie Blea' , issocié et l' i ‘ f é
at (toca de-ctlie Hame'yite ena et l'ordre de sortie, ou l'ordre d'entrée
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CHAPITRE Ill

FILES SIMPLES ET RAMIFICATIONS

2.1. Pile attachée & une ramification, Pile strictement attachée @ une ramifi-
cation orientée.

2. 1. 1, D'aprés les théorémes 1, 1 et 1. 7, st Rest la relation d'ordre asso-

ode a une pile simple U sur un ensemble E, (E, R] est une ramification. 
De

plus: . ,

(PR1) six a pour entrée j, ou bienu, ¢ ae

ou bien le sommet de uj. est le R-prédécesseur de

n'a pas d'entrée inférieure @ J. 
;

(PR2) si xa pour sortie j, tout élément dont x est prédéce
sseur a une entrée

inférieure & j (car sik est cette entrée, x doit appartenir @u,).

(PR3) toute racine de[E, R] posséde une entrée dans la pile U.

est vide et x est une racine de (E, RI],
; dans les deux cas, x

Inversement, soit une ramification [E, R}. Montrons que les piles U
sur E qui satisfont a ces trois consitions sont simples et que R est a a
d'ordre qui leur est associée. Toute racine possede une entrée 

Pct ere

récurrence sur le nombre des minorants de x, il en est de méme pour to Pp in
x de E ; car si le prédécesseur de x posséde une entrée, il a aussi une em

tie j, puisque le dernier état de la pile est vide i apres PR a a ee ies

inférieure @ j. D'autre part, d'apres PRI, tout € ment possede au pl pee

entrée : U est une pile simple, Une relation d'ordre R lui est associée. .

prés le théoreme 1. 7 et la condition PR1, si un élément de i ee ene
de {E, Rl, c'est aussi une racine de [E, R'], et sinon il aun me a an

pour R, qui est aussi son prédécesseur pour R', Les rel
ations R e'

confondues,

] est une ramification, les piles simples U auxquel-

les la relation d'ordre R est associée sont les piles qui satisfont 
Sate

tions PR1, PR2, PR3. On dira que ces piles sont attachées aE, BY verde

d'entrée et l’ordre de sortie d'une pile attachée aE, R] sont, 
par ein a

un ordre d'entrée et un ordre de sortie de la ramification {E, R]; aera

dres seront dits associés, Si une pile simple est attachée @ une ram scat on,
sa pile réciproque |'est aussi = les ordres de sortie d'une ramification so

Ainsi lorsque [E, R
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UT 68 see SS

inverses de ses ordres d'entrée, Les piles attachées a une ramification |E, R|

ont toutes meme hauteur, le nombre maximum de R-minorants d'un point de E :

on appelle ce nombre hauteur de la ramification,

Les conditions PR1, PR2, PR3 conduisent & un algorithme de cons-

truction des piles U attachées a une ramification (E,[) =[(E,R]:

a)ug=A;

b) lorsque u;_, n'est pas vide et a pour sommet e :

- si tout point def (e) posséde une entrée inférieure a j, j est la sortie dee;

- sinon, on choisit un point y de [ (e) qui n'a pas d'entrée inférieure a j :j

est l'entrée de y.

c) lorsque u;_; est vide :

- si toute racine possédeune entrée inférieure @ j, u,_, est le dernier état de

la pile ;

- Sinon, on choisit une racine y qui n'a pas d'entrée inférieure & j: j est l'en-

trée dey,

2.1.2. Cet algorithme prouve l'existence, pour toute ramification, de piles

simples qui lui sont attachées. L'une d'elles est déterminée lorsqu'on impose

l'ordre dans lequel entrent les éléments d'une méme famille, c'est-a-dire lors-

qu'on oriente la ramification ; ainsi, @ toute ramification orientée, on associe

l'une des piles qui lui sont attachées, et qui sera dite strictement attachéc

a cette ramification orientée : celle oi les points de chaque famille entrent

dans l'ordre d'orientation, On appelle ordre d'entrée et ordre de sortie de la

ramification orientée l'ordre d'entrée et l'ordre de sortie de la pile simple qui

lui est strictement attachée. Réciproquement, on a vu que toute pile simple U

est attachée a une ramification [E, R] ; son ordre d'entrée (ou de sortie) dé-

finit une orientation de [E, R] grace @ ses restrictions aux différentes famil-

les : U est strictement attachée a la ramification [E, R] ainsi orientée, La

pile réciproque de U est d'ailleurs strictement attachée a la méme ramification,

mais munie de l'orientation inverse, L'algorithme prouve aussi que les piles

simples strictement attachées @ deux ramifications orientées isomorphes par

une application ‘P, sont transcrites par (1.6. 5) et donc aussi isomorphes,

Théoréme 2. 1. Toute pile simple est strictement attachée @ une ramification

orientée unique . la pile et la ramification ont le méme ordre associé. A deux

ramifications orientées isomorphes sont stricte ment atlachées des piles sim-

ples isomorphes.

Une ramification orientée est donc définie par le mot attaché m, ou le

mot de description » , ou le mot de description incomplet u' de la pile sim-

ple qui lui est strictement attachée ; H' donne une représentation qui occupe

un minimum de place, Elle est aussi définie par le mot d'entrée et le mot di-

rect des poids (ou le mot de sortie et le mot inverse des poids) de sa pile

attachée : le ''poids'' r(i) associé a I'élément x d'entrée i (1. 6, 2) est le
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nombre de points de la ramification dont x est le prédécesseur
. Le mot direct

(ou inverse) des poids, seul, détermine une ramification orie
ntée a un isomor-

phisme prés (cf. [26]}. Dans les matrices qui représentent une
 ramification

orientée (1. 4. 3), on peut adopter l'ordre d'entrée pour or
dre des noeuds,

[37] qualifie de" gauche'’ cet ordre et les matrices ainsi construites. Le lien

vertical x' de x, s'il existe, suit alors x : dans la matrice d'enchainement, il

suffit d'indiquer son existence.

La connaissance de la pile strictement attachée @ une ra
mification orientée

permet de résoudre facilement les problémes 
suivants :

_recherche des points de prédécesseur donné, détermination 
des familles ordonnées

suivant l'orientation, construction de la matrice
 associée,

- construction de la matrice d'enchafnement ou les points sont o
rdonnés dans l'ordre

d'entrée ; cette matrice peut étre cisément obtenue a partir du mot m att
aché a la pile:

si dans m l'occurrence de x est suivie d'une occurrence d'un
 élément x! de E, x" est

le premier élément de T (x) (lien vertical de x), sinon T (x) est
 vide ; si occurrence

de % est suivie d'une occurrence d'un élément x" de E, x'' est le s
uccesseur de x dans

sa famille (lien horizontal de x), sinon x est le dernier élément 
de sa famille.

- construction de la matrice des index ou les points sont or
donnés par ordre dten-

trée : on place dans la pile, avec chaque élément, son rang dan
s sa famille.

. recherche des minorants d'un élément donné : tout état uj de la pile est le chemin de
la ramification qui a une racine pour origine et pour extre

mité le sommet de uj. Pour

que les piles attachées a une ramification ne possédent aucu
n état, sauf le premier et

le demier, qui soit vide, il faut et il suffit que cette ramifi
cation soit une arborescen-

ce : la premiere entrée et la derniare sortie sont celles de la r
acine de l'arborescence,

Soit une ramification orientée [E, R], x un de ses point
s, U la pile

strictement attachée. Les majorants de x constituent une
 sous-arborescence

compléte de [E, R], de racine x : on peut orienter cette arborescence par la
restriction de l'orientation de [E, R]. La pile U, qui lui est alors strictement
attachée est construite par l'algorithme indiqué plus haut : on voit de proche
en proche que ses états non vides sont les facteurs droits

 qui commencent par

x des états de U dont les indices sont compris entre l'entré
e et la sortie de x.

Le mot m, attaché a@ U, est l‘intervalle [x, %] du mot m attaché @ U. I enré-
sulte qu'il est facile de traduire sur les mots m des opération

s telles que le

transfert d'un sous-graphe dans une arborescence ou le pro
duit d'arborescences

définis par [48]. Notons d'autre part que R(x) est formé 
des éléments de E

dont une occurrence se trouve dans m, = (x, ¥].

2. 1. 3. Construction de la pile U strictement attachée 4 une
 ramification orien-

tée (E, y). Lorsque la ramification donnée est une arborescence, l'alg
orithme

indiqué plus haut se simplifie, car aucun état de la pile n'e
st vide, sauf le

premier et le demier. Dans le cas général, nous compléterons 
la ramification

en une arborescence par l‘introduction d'une racine A (1.
 4. 1): les racines

de la ramification donnée forment alors y{A). Supposons qu
e pour tout x de

E u {A} on donne le mot y (x) du monoide libre E*, L'algorithme qui construit
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la pile simple U est décrit ‘ i ise mebtctic ple par l'organigramme de la figure 2, 1 : e désigne le

OUI
NON

entrée du premier

élément y de y (e)
OUI

NON

et enlever y de y (e)

sortie

Fe |

a a

Figure 2. 1]

Exemple (figure 2, 2.) : f g h

y(A) = tab:

y(a) = c d
y(b) = ted?

y(c) =A

y(d) = 'f gh? . ;

y(f) = A

y(g) =A ‘

yh) =A x
Figure 2. 2

a 2B



Etats successifs de la pile ; f g h

c dododdd@qq

a bob bo b bo b b b b b- b

4 4A AA 4 A A A A A

Mr 42 43 Ug Ys Us U7 Ug Ug wo uy M12 43 Ug Uys
Ordre d'entrée P : a,b,c,d,f,g,h.

Ordre de sortie § : a,c,f,g,h,d,b,
Mot attaché a la pile strictement attachée a la tamification orientée :
m='aabcédfigghhdb,

Mot de description : p = tagbcodfogohoca:,
Mot de description incomplet: u' ='agbcodfo gchr,
Mot direct des poids : 0203000.
Mot inverse des poids :*0000032>.

2. 1. 4. Modification de lalgorithme. Pour construire la pile U cherchée, onpeut utiliser une pile auxilicire U’ sur l'ensemble des y(x): ul contient lesy (x) associés aux x de u, (cf. paragraphe 1. 6.5: U' est une pile transcritede U) ; quand x entre dans U, y(x) entre dans U', D'autre part, pour éviter quey (x) ne devienne vide, on peut le terminer par un signe auxiliaire + : quand xsort de U, y(x) qui se réduit &@ ¢, sort de U', Il est en réalité plus commodede remplacer U' par une pile U" sur E.u {+J, en faisont entrer dams U", lors-
que x entre dans U, # et, dans l'ordre, les éléments du mot réfléchi T(x) dey (x). La figure 2,3 décrit lalgorithme ainsi obtenu ; e et e' désignent lessommets respectifs de U et U"'. Une justification directe de cet algorithme se-
ta donnée au paragraphe 2. 9. 1. Pour lexemple déja étudié plus haut, on a
figuré au dessus de chaque état de U un état correspondant de U"' :

f +

. 9 gg Gg +

c + ho oh h ho h ¢

a + do dod # + $#$ + + £ +
bob b + + # # + £ + $ $€ 4 Gg

++ $$ + t+ $ Et EE L G

Wy ws UE UIQ UL Us Ut, Ugg Ud) U'ds Ugg U'Dg Ub, uyg U'b9

f g h

eC dodd do odd d
a b b b b b b b bo b b ob

AAA AAA A AA AB A A A
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entrée de A dans U

( e=A sortie de U" et
entrée dans U du

‘OUINON sommet de U"'

sortie des

sommets

deUetU"

Figure 2. 3.

On peut encore modifier l'algorithme : on teste si l'élément e" qui va

sortir de U"' est une feuille ; dans ce cas, il sortira de U dés son entrée ; si-

non, le premier élément de y(e"') entre dans U aussitét aprés e" ; il est inu-
tile de le faire entrer d'abord dans U"', En particulier, dans le cas d'une rami-
fication binaire, c'est-a-dire d'une ramification oii, pour tout noeud x, y(x) a

pour longueur 2, la moitié seulement des points entre dans U".

Il est plus facile de construire la pile U si la ramification est donnée

Par une matrice d'enchainement : aprés ]'entrée d'un élément x entre son lien

vertical s'il existe, sinon x sort ; apres la sortie de x entre son lien horizontal

s'il existe, sinon se produit une nouvelle sortie,

-25-
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2. 1.5. Piles attachées 4 un graphe quelconque. On peut étendre a un graphe

quelconque la notion de pile attachée a une ramification, en partant de l'algo
-

rithme deconstruction (2. 1. 1), Nous disons qu'une pile U sur un ensemble E

est altuchéc a un graphe (E, [ ), si elle posséde les propriétés suivante
s :

a) lorsqu'un état u;_, de U n'est pas vide et a pour sommet e :

- si tout point de [ (e) possede une entrée inférieure a j, j est la sortie

dee;

- sinon, j est l'entrée d'un point de T (e) ne possédant pas d'entrée infé-

rieure aj.

b) lorsque u ;_; est vide :

- si tout élément de E a une entrée inférieure a j, way est le demier 
état

de la pile ;

- sinon, j est une entrée d'un élément qui ne posséde pas d'entrée inférieure

aj.

Toute pile attachée 4 (E, F) est une pile simple sur E, Elle est attach
ée a

une ramification qui posséde les mémes points que (E,[) et en est un graphe

partiel (),

On pourra trouver dans [22] des applications de cette notion a la dé-

termination de la fermeture transitive d'une relation ou des chemins élé
men-

taires d'un graphe.

2. 2. Construction d'une pile simple connaissant son ordre associé 
et son or-

dre d'entrée,

2. 2.1. Soit une pile simple U sur un ensemble E, R et P son ordre associé

et son ordre d'entrée. Au passage de u jal a uy, deux cas sont possibles :

a) j est l'entrée d'un élément z, qui est le premier élément (dans !'o
r~

dre P) non encore entré.

b) le sommet de uj.; sort de la pile.

a se présente lorsque u;.; est vide, et b lorsque tous les éléments 
de

E sont entrés, Ecartons ces deux possibilités, et soit e le sommet de uj_y, Z

le premier élément non encore entré, Dons le cas a, eRz (théoreme 1. 7).
Dans le cas b, la sortie de e précéde celle de z : eSz ; commee # z, eSz

n'est pas compatible avec eRz (théoréme 1. 4) ; donc eRz. Ainsi, pour que z

entre dans la pile, il faut et il suffit que eRz,

(1) Un grophe partiel de (E, [ ) est un graphe (E, 1") tel que, pour tout x de E,T (x)
contiennef '(x)L31.
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Pour éviter le cas u;_, vide, e ificatile cas us , on complete la ramification [E, R] en un

atborescence en lui adjoignant une racine A (paragraphe 1, 4. 1): i est ie
premier élément @ entrer. D'autre part, pour que la derniére entrée marque la
fin du processus, on introduit un nouvel élément > tel que :

(VxeE) (xRO et xP) et ARD.

A l'entrée de , tous les éléments de E sont sortis ; le déroulement de |'algo-

rithme est terminé. i smatisé ' .
Fed. ing. Cet algorithme est schématisé sur l'organigramme, figu-

entrée

sortie

Figure 2. 4.

L étude faite prouve qu’il existe au plus une pile simple ayant un ordre

associé R et un ordre d'entrée P donnés.

une canoe aus et al Rene our construire la pile strictement attachée @
, ont on donne la matrice des index oi les poi: n RI ° points sont

Soong pat P. Alors e R z équivaut & : "index de @ est un facteur gauche de lindex

2 ; pour que z entre, il suffit (et il faut) d'ailleurs que son index soit plus long que

celui de e, car l'index du premier élément qui @ sortie de e a une longueur‘ e :
: qui entre aprés ki

2. 2.2. Etude des couples (e,z) sur lesquels porte le test. I/ s'agitdes cou-
bles tels qu'ilexiste un entier j pour lequele est le sommetdeu,, etz l'élé-

ment dont l'entrée est la plus petite, supérieure ou égale aj. Alors :
ajePz et ef#z;

b) soit ve ], e,2[ ; €(v) <j d'apre éfinitiPe lp ezl i j d'aprés la définition de z ; o(v) <j car sinon v
appartiendrait @ u;_, et il en résulterait vRe(th. 1. 7), qui contredit ePv

et e + v (théoréme 1. 3) ; d'autre part, j;d'otCiscoe ah part, o(e) > j ; d'ot vSe, et donceRv
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c)o(v) <o(z): v Sz; par suite v Bz.

Réciproquement, soit un couple (e,z) d'éléments de E, tel que :

ePz et e#2 et (Yvelpe,zl) (eRv et vRz).

Si I'intervalle ]p e,z[{ n'est pas vide, soit j-1] la demiére sortie d'un de ses

éléments, v. L'entrée de z est supérieure ou égale a j, car sinon on aurait

e(v) <e(z) <a(v), d'ot VR z ;l'entrée de z est la premiére qui est supérieure

ou égale aj, e se trouve dans uj, core Rv (théoreme 1. 7) ; le sommet e'

de uj, vérifie donc e Re', d'oh e Pe’: e' ne peut étre que e.

Théoréme 2, 2. Pour qu'un couple (x,y) d'éléments de E soit un couple (e,z)

sur lequel porte un test dans l'algorithme du paragrapbe 2, 2. 1, il faut et il

suffit que

xPy et xf#y et Wwvyd,xy¥0 (xRv et vRy).

2. 3. Conditions sur I'ordre associé et l'ordre d'entrée ou de sortie d'une pile

simple.

2. 3. 1. Théorame 2. 3. Soit P un ordre total et R une relation transitive dans

un ensemble fini E. Pour qu'il existe une pile simple dont P soit l'ordre d'en-

trée et R l'ordre associé ,il faut et il suffit que, pour tout x appartenant a

E, R(x) soit un P-intervalle ayant x pour premier élément. Cette pile simple

est alors unique.

Nous avons vu au paragraphe 2. 1, 2 que sim est le mot attaché @ une

pile simple sur l'ensemble E, pour tout x de E, R(x) est l'intersection avec E

de l'intervalle [x, ¥] du mot m, Comme le mot d'entrée est la trace de m sur

E, R(x) est un intervalle du mot d'entrée possédant x pour premier élément.

Réciproquement, soit un ensemble E muni d'une relation transitive R

et P un ordre total sur E, tel que pour tout x de E, R(x) soit un P-intervalle
ayant x pour premier élément, Construisons une pile simple U sur E dont P soit

l'ordre d'entrée, en utilisant l'algorithme du paragraphe 2, 2. 1 : au passage de

4512 U;, désignons par z le premier élément de E (dons V'ordre P) non encore

entré dans la pile, s'il existe de tels éléments, et soit e le sommet de uj.) si

uj. n'est pas vide,

a) lorsque u;., n'est pas vide et que z existe : sie R z, z entredansuj, si

e R z, e sort de la pile ; ;

b) lorsque u ;_, n'est pas vide et que z n'existe pas, € sort de iat pile :

c) lorsque uj.) est vide : siz existe, il entre dans u;; sizn ‘existe pas, Uj.)

est le demier état de la pile.
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Soit R' l'ordre associé a la pile U. Si y couvre x pour la relation R’', il

existe un entier j tel que x soit le sommet de u,_, et que j soit l'entrée de y,

et donc x R y. Par suite, puisque l'ensemble E est fini et que la relation R est

transitive, x R' y entraine x R y.

D'aprés la partie directe du théoréme, R'(x) est un P-intervalle dont x

est le premier élément. I] en est de méme pour R(x) et de plus R'(x) est conte-

nu dans R(x), Si le dernier élément de E pour l'ordre P appartient a R' (x),

R'(x) = R(x). Sinon, soit y le successeur, pour l'ordre total P, du demier élé-

ment de R'(x) : si v appartient au P-intervalle ]x, y[, x R' v mais v R’y puis-

que x R' y. D'aprés le théoréme 2. 2, (x, y) est donc un couple (e, z) pour la

pile construite ; comme x R'y, x sort de lapile lors de sa comparaison avec y:
donc x R y. Les intervalles R(x) et R'(x) sont encore confondus. R est l'ordre

associé @ la pile construite,

L'unicité de la pile simple ayant un ordre associé et un ordre d'entrée

donnés a été démontrée au paragraphe 2. 2. 1.

2. 3. 2. L'ordre de sortie d'une pile simple est l'inverse de l'ordre d'entrée de

la pile simple réciproque, Et une pile simple a méme ordre associé que sa ré-

ciproque, D'ou :

Théoréme 2. 4. Soit § un ordre total et R une relation transitive dans un en-

semble fini E. Pour qu'il existe une pile simple dont § soit l'ordre de sortie

et R l'ordre associé, il faut et il suffit que, pour tout x appartenant @ E, R(x)

soit un S-intervalle ayant x pour demier élément, Cette pile simple est alors

unique,

2. 3. 3. La condition énoncée au théoréme 2. 3 (resp. 2. 4) est aussi néces-

saire et suffisante pour que [E, R] soit une ramification et que P (resp. S) en

soit un ordre d'entrée (resp. de sortie).

Une premiére conséquence est que si y est un noeud d'une ramification

[E, R] orientée, d'ordre d'entrée P, et si x, 2, ... , X, Somt les points qui

ont y pour prédécesseur, dans l'ordre d'orientation, le P-intervalle R(y} est

formé de y suivi de R(x,), puis de R(x,),... de R(x,); le premier élément de

R(x;) est x;, le demier n'a pas d'autre R-majorant que lui-méme, car chacun

de ses R-majorants devrait appartenir a R(x,) : c'est donc une feuille ; la pre-

miére feuille f de R(y) est aussi la premiére feuille de R(x,) ; en répétant ce

taisonnement, on voit qu'il existe une suite zo = y, 2; = xy-..Z, = f, telle

que, pour 1 <i < p, 2; soit le premier, dans l'ordre d'orientation, des éléments

qui couvrent z;.). On a aussi x, Sx2....Sx,, (théoréme 1.4) jle S-intervalle

R(y) est formé de R(x, ), suivi de R(x,),...R(x,) et de y ; dans l'ordre S, le

dernier élément de R(x,) est x; et le premier est une feuille. Ces résultats é-

taient d'ailleurs presque évidents d'aprés la construction de la pile simple

strictement attachée a une ramification orientée (2. 1).
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Dans les paragraphes suivants, nous tirerons d'autres conséquencesdes

théorémes 2, 3. et 2. 4.

2. 4, Ordres d'entrée et de sortie d'une ramification et de ramifications qui lui

sont simplement liées.

2. 4, 1. Sous-ramifications, Soit P, la restriction d'un ordre P d'entrée d'une

ramification [E, R] a une sous-ramification [E,, Rj] ; P et R vérifient l'hy-

pothése du théoréme 2, 3, donc P, et R, la vérifient aussi : P, est un ordre

d'entrée de [E,, R,]. Une orientation O d'une ramification [E, R] détermine

donc une orientation Q, de chacune de ses sous-tamifications [E,, Ry], de

maniére que l'ordre d'entrée de [E,, Rj] ortentée par O, soit restriction de

ordre d'entrée de [E, R] orientée parQ,

On fait le méme raisonnement pour Ia restriction @ E, d'un ordre de

sortie de [E, R]. De plus d'aprés le théoréme 1. 4, les restrictions de deux

ordres d'entrée et de sortie de [E, R] associés sont pour [E,, R;] des ordres

d'entrée et de sortie associés,

Les traces (1. 6. 4) des piles simples attachées a [E, R] sont des

piles simples attachées @[E,, R,] .[E,, R,] peut avoir d'autres ordres d'en-

trée ou de sortie que les restrictions des ordres d'entrée ou de sortie de [E, R].

Autrement dit, une pile simple attachée @ (Ej, R il n'est pas toujours la trace
d'une pile simple attachée a[E, Rl.

Exemple : E = {a,b,c,d}; a Rb, a Re, a Rd; b,c,d, sont des feuilles de
Le, R] , £ = {b,c,d], b'd'c est un ordre d'entrée de (Ej, Ry], mais ce n'est la res-
triction d'aucun ordre dentrée de LE, RI.

Supposons cependant que toute famille de [E,, R,] soit contenue dans

une famille de [E, R]. L'orientation 0, de[E,, R,] déterminée por une orien-

tation O de [E, R] est alors la restriction deO & E,, et [E,, R,] ne pos-

séde pas d autre orientation, donc pas d'autre ordre d'entrée (ou de sortie)

que les restrictions a E, des ordres d'entrée (ou de sortie) de{E, R].

Soit par exemple une ramification orientée (E, y), réunion horizontale

(1. 4. 2) de (Ey,y,) et (Ez, y2),P, Py, Pg les ordres d'entrée respectifs de

ces trois ramifications orientées, L'orientation 0, de (E,, y,) est la restric-

tion @ Ey de l'orientation de (E, y), donc P, est la restriction de Pa Ey ;

de méme P, est la restriction de Pa E,. Comme dans l'erdre P, toute racine

de (Ej, y,) précéde toute racine de (E>, yz), d'aprés le théoréme 2, 3, tout

élément de E, précéde tout élément de E,. On fait le méme raisonnement pour

les ordres de sortie,

30 -
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2. 4, 2. Ramifications isomorphes. Si ‘P est un isomorphisme d'une ramifica-
tion [E, R] sur une ramification [E', R'], les ordres d'entrée de {E', R'] sont
les ordres P' tels que

(x) P' ly) ===> xPy

ou P est un ordre d'entrée quelconque de [E, R]. Les ordres de sortie S' de

[E', R'] sont définis par

V(x) S'Y(y) <== xSy

ou S est un ordre de sortie de[E, RJ. Si P et S sont associés, il en est de mé-

me pour P' et S', D'ailleurs +P transcrit (1.6.5) les piles attachées a[E, R]

en les piles attachées 4[E', R'].

2. 4. 3. Transformation por quasi-isomorphisme. Soit Y un quasi-isomorphisme

d'une ramification [E, R] sur une ramification [E', R']. [E', R'] est isomor-

phe @ une sous-ramification [E,, R,] de[E, R]: atout ‘?(x) de E', cet iso-

morphisme associe x, de E, tel que ‘?(x;) = “f(x). Alors, si P est un or-

dre d'entrée de (E, RJ], P' défini par

¥(x) P'fly) = Py

est un ordre d'entrée de [E', R']. D'autre part, lorsqu'un élément u de E a un

successeur v pour la relation R, v est aussi successeur de u pour l'ordre d'en-

trée P d'aprés le paragraphe 2, 3, 3. Par suite, les classes de la relation d'é-

quivalence définie en 1. 5. 2 sont des P-intervalles ; x, et x, y, et y sont é-

quivalents, Donc

x Py) =p xPy ou x, =) ey xPy on Y(x) = Vy).

Il en résulte

(3) 4¥(x) P' Y(y) es xPy ou ¥(x) = fly).

Réciproquement, soit P' un ordre d'entrée de [E', R']. Montrons qu'i/

existe un, et un seul, ordre P d'entrée de [E, R], qui vérifie (3). Nécessaire-

ment, pour un tel ordre P :

- lorsque ‘f(x)# Y(y), xP y équivauta f(x) P' f(y)

-lorsque ‘P(x)= Y(y), x P y équivaut @ x R y, d'aprés la forme des clas-

ses de la relation d'équivalence définie en 1. 5, 2.

Il existe donc au plus un ordre P répondant @ la question, défini par :

xPy <=5[Y¥(x) # fly) et Y(x) P' Yy)] ou [¥(x) = Yy) et x Ry).

Cette relation P est réflexive et antisymétrique ; elle est transitive : en

effet, supposons xPy et yPz:

a) Y(x) = Ply) = ¥(z) xRy et yRz == 5xRz;
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b) V(x) # Fly) Ez): (x) P'Hly) et P(y) P’(z) ——> Y{x) P? H(z) ;
c) P(x) = Py) # Pz) : Px) #4(z) et Y[x) P? Vz);
a) ¥x) # Py) = Fz) P(x) #4(z) et P(x) PY Y¥(z) -

Deux éléments sont toujours comparables car on a vu (1. 5. 2) que les clas-

ses de la relation d'équivalence associée au quasi-isomorphisme étaient des

R-chaines : P est un ordre total. On voit aisément que P vérifie (3).

D'autre part,

xRy === 5 ¥(x)R' Vly) ==> F(x) P' Fly).

Par suite, d'aprés la définition de P, xRy entraine xPy. Enfin

xRy etxPzPy == > Y(x)R'P(y) et $(x) P’ ¥(z) P' Ly)

3 $x) Rt Y2)

===> xRz ou (zRx et Yx) = ¥(z)).

Mais zRx et xPz sont incompatibles si x # z, donc (xRy et xPzPy) entrai-

ne xRz. P est un ordre d'entrée de [E, R] (théoréme 2. 3).

La correspondance entre les ordres d'entrée P et P' montre que toute

orientation Q de [E, R] détermine une orientation Q' de [E', R'], et inverse-

ment; sixOy, ‘P(x) et P(y) appartiennent & la méme famille, et P(x) O' Py).

Puisque les ordres de sortie d'une ramification sont les inverses de

ses ordres d'entrée, si S est un ordre de sortie de[E, R], l'ordre S' défini par

(4) Pix) S' Vly) ———— > «Sy ou ¥(x) = Fy)

est un ordre de sortie de [E', R']. Si les ordres P et S sont associés, P' et $'
sont associés. Réciproquement, si S' est un ordre de sortie de [E', R'] la

relation $ définie dans E par

xSy ep [Y¥(x) # Py) et F(x) S'4(y)] ou [¥(x) = Hy) et yRx]

est un ordre de sortie de [E, R] qui vérifie (4), et il n'en existe pas d'autre.

Tout ceci s‘applique en particulier lorsque [E', R'] est ramification

réduite (ou sous-réduite} de [E, R]. Si [E, R] est orientée, on en déduit une

orientation de [E', R'] et on définit ainsi les ramifications orientées réduites

(ou sous-réduites) d'une ramification orientée donnée : ces ramifications orien-

tées sont toutes isomorphes.

2. 5. Ramification d'intervalles,

2.5. 1, Soit un ensemble G, q un érdre total strict de G et E un ensemble fini

d'intervalles de G tel que:

(YocE)(V¥BcE)(aCB ov BCa ou anB =¢).

- Ba:

PELs TASER LE, 2] est une ramification car (a Dy et By) entrainean BF, diou a DB ou

8 2«. On peut la compléter en une arborescence en adjoignant G a l'ensemble E, Lors-

que « et 8 appartiennent @ E, on dira que a précéde si les intervallesa et B sont

disjoints et si un élément de « précéde, dams !'ordre q, un élément de B (donc tout

élément de a précéde tout élément de 8). Définissons la relation P :

a PB (==> « D6 ou o précéde B.

P est une relation réflexive et antisymétrique ; deux éléments sant toujours compara-

tables. Elle est aussi transitive, car :

-a2B et Bly ==> FDY;

- a précedeB et B précédey =— > a précédey;

- « précede B et By —— > « précédey;

- sia B et B précéde y, y 2 a, qui entrainerait y > B, est impossible ; et

pour an 6 = @, a précédey.

P est un ordre d'entrée, d'aprés le théoreme 2, 3 ; en effet, « > B en-

traine a P B ; d'autre part supposons a > B et aP yP B:siy 2B,a-

lors a Ny #¢ et donc « ne précéde pas y; si y précéde B,a ne précéde pas

y. D'apres la définition de P,a > y.

Si on oriente la ramification [E, 2] en ordonnant les racines et les in-

tervalles couvrant un méme élément, qui sont disjoints, par la relation ''pré-

céde'', P est l'ordre d'entrée strictement attaché 4 la ramification orientée.

L'ordre de sortie S associé a P est obtenu grace au théoréme 1. 4:

eSB & 3 «Chow («PB et a $B)

«SB = «Cf ou (a précéde B),

Si les intervalles « de l'ensemble E sont repérés par leurs extrémités :

a = [8(a),o(«)] ou a=] 6 (a), w (a) [, on voit aisément que

«oP B gy 5(a) qd (B) ou (d(x) =5(B) et «2 f)
«SP ey w(a) qa(B) ou (ala) =0(B) et «CB).

Si on parcourt G dans |'ordre q, P est en gros l'ordre ot on entre dans les in

tervalles formant E, et S l'ordre of on en sort.

Exemple : G étant l'ensemble des signes qui composent un programme Algol,

ordonné par l'ordre q d'écriture, l'ensemble E des blocs de ce programme posséde la

structure qui vient d'€tre décrite. Si donc on lit le programme dans l'prdre q, si au dé-

but de chaque bloc & on fait entrer dans une pile une information (a) (cf. 1.6.5)

relative & @ (déclaration, indications d'occupation de la meémoire) et qu'a la fin on

fait sortir J(a) de la pile, lorsque S(a) est au sommet, la pile est constituée des

‘F(B) relatifs cux blocs B contenant a, ordonnés par inclusion. La relation d'ordre
P est la relation ''est antérieur a! de{ 45].
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2. 5. 2. Intervalles consécutifs. Deux intervalles a et B sont consécutifs si,

pour l’ordre q, a précéde f et la réunion de a et 8 est encoreun intervalle,

Supposons [E, 2] complétée en une arborescence et soit y le plus petit inter-

valle de E qui contient « et 8. Il existe dans E deux chafnes convexes pour

l'inclusion :

YQ2% 2-2 aq a et yIP,2--.2B,= 6 ;

dans la ramification [E, 2] orientée comme il a été dit, tout a,, pour 1 <i<n,

est le demier élément de sa famille, tout B;, pour 1 <j < p, le premierde sa

famille ; «, est le prédécesseur de 8, dans leur famille commune, Réciproque-

ment, ces propriétés entrainent que les intervalles « et B sont consécutifs,

dans le cas oi tout intervalle appartenant a E est réunion des intervalles de E

qui le couvrent (pour 2) : car alors a, et 8, sont consécutifs, a.) et a; ‘ont

méme demier élément, 8,_, et 8, ont méme premier élément.

2. 6. Restriction d'un ordre d'entrée ou de sortie a l'ensemble des feuilles

d'une ramification,

2. 6, 1. Soit une ramification [E, R], P un de ses ordres d'entrée, q la restric~

tion de P a l'ensemble F de ses feuilles. D'aprés le théoréme 1. 4, l'ordre de

sortie S associé a4 P posséde la méme restriction 4 F, car deux feuilles ne sont

pas comparables par la relation R.

Pour tout élément xde E, R(x) est un P-intervalle, donc r(x) =R(x) NF

est un q-intervalle. Réciproquement, soit q un ordre total de F pour lequel les

(x) soient des intervalles ; montrons que q est la restriction @ F d'un ordre

d'entrée, Les r(x) sont les points de la ramification réduite [E', 2] de[E, R]

(1. 5. 3) ; l'ensemble F' des feuilles de cette ramification est composé d'in-

tervalles formés seulement d'une feuille de [E, R]. Si r(x) et r(y) ne sont pas

disjoints, x et y ont un minorant commun, et donc x R y ou y R x (théoréme

1,1) ; pour x R y par exemple, r(x) contient r(y). L'ensemble d'intervalles E'

vérifie donc l'hypothése faite au paragraphe 2. 5, 1, ce qui nous permet de

considérer l'ordre d'entrée P' de la ramification réduite :

r(x) P* rly) €=—==> r(x) 2 rly) ou (r(x) précéde r(y)).

Si x et y appartiennent a F

t(x) P' r{y) <= xGy.

D'aprés le paragraphe 2, 4, 3, il existe un ordre d'entrée P de [E, R] pour le-

quel :

r(x) P' rly) <==» xPy ou r(x) =r(y)

Lorsque x et y appartiennent @ F, r(x) # r{y) si x # y, et donc

(VxeF) (VyeF) (xPy == > xqy).
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D'autre part, soient P et P, deux ordres d'entrée de [E, R] distincts.

Il existe deux éléments distincts x et y de E tels que xP yetyP, x: xety ne

sont pas comparables par la relation R, Soit f et g deux feuilles telles que xRf

et yRg. Comme R(x) et R(y) sont des intervalles disjoints pour P et pour P,,

i" m résulterait {Pq et gP, f, ce qui est impossible.

Théoréme 2. 5. Pour qu'un ordre total gq, dans l'ensemble F des feuilles d'une

ramification [E, R], soit la restriction @ F d'un ordre d'entrée P de [E, RI, i

faut et il suffit que, pour tout x de E, R(x) n F soit un q-intervalle. L'ontre P

est alors unique et q est aussi la restriction a F de l’ordre de sortie associé

a@P.

Un ordre q qui satisfait aux hypothéses de ce théoréme détermine un

ordre d'entrée de la ramification [E, R], donc aussi une orientation de[E, RJ;

et inversement toute orientation de [E, R| détermine un ordre d'entrée (2.1.1 \

donc sa restriction q @ l'eusemble des feuilles. Nous appellerons suite de feuil-

les de la ramification orientée l'ensemble de ses feuilles ordonné par cet or-

dre q.

2. 6. 2. Réunion verticale de deux ramifications orientées. Au paragraphe 1.4.2
on a défini la réunion horizontale (E, y) de deux ramifications orientées

(E,, y,) et (E,, y2) disjointes, D'aprés l'étude faite au paragraphe 2. 4, 1,

la suite de feuilles de (E, y) est obtenue par concaténation des suites de

feuilles de (E,, y, ) et (E,, v2).

Soient ici (E,, y, ) et (Ez, yg ) deux ramifications orientées telles que

E, 9 E, soit a la fois l'ensemble des feuilles de (E,, y, ) et Ia famille des

racines de (Ep, yz), et que l'ordre q des feuilles de (E,, y, ) soit aussi l'or-

dre d'orientation des racines de (E2, yz ). Désignons par E la réunion de E,

et E, et définissons une application y de E u {A} dans le monoide libre E*

par:

v(x) = yy (x) si xe E,\ Ea,

¥ (x) = Yq (x) si xe Ep,

y(A) = 1 (A).

Désignons par [ la relation dans E pour laquelle [ (x) est l'ensemble des élé-

ments qui possédent une occurrence dans y(x), et par (E,, f; ) = (Ei, R; J,

(£2, ) =[E,, Ra] les ramifications obtenues & partir de (Ej, y, )et(E2, 7)

en faisant abstraction de |'orientation. Lorsque aT b, si be E,, alors ae E,

etal, b, siae E>, alors be Ey etal, b, Onen déduit que (E,[) est un

graphe [E, R] sans circuit, Comme tout élément de E a au plus une occurrence

dans les mots y(x), (E, y) est une ramification orientée (1, 4, 1), que nous

nommerons réunion verticale de(E,, y, ) et (Ez, yq).
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De l'étude précédente résulte aussi que R, et R,, sont les restrictions

de Ra@E, et E,,que [E,, R,] et [E,, R2] sont des sous-ramifications de

[E, R], que E, et E, sont des parties convexes de E pour R. Toute partie

convexe de E; pour R:(i = 1 ou 2) est donc partie convexe de E pour R. Par

suite, toute sous-arborescence compléte (1. 4. 1) de [E,, R;] est une sous.ar-

borescence complete de[E, R].

Comme pour la réunion horizontale au paragraphe 2. 4, 1, on démontre

que les ordres d'entrée (resp, de sortie) de (E,, y,) et de (E,, y,) sont les

restrictions a E, et E, de l'ordre d'entrée (resp, de sortie) de (E, y). En par-

ticulier, l'ordre des racines de (E, y) est celui des racines de (Ej, y;), la

suite des feuilles de (E, y) est celle de (E,, y, ). D'aprés le théoréme 2. 3

(resp, 2. 4), la suite des éléments de E dans l'ordre d'entrée (resp. de sor-

tie) de (E, y) est obtenue @ partir de la suite des éléments de E, dans l'or-

dre d'entrée (resp, de sortie) de (E, , y, ) en insérant aprés (resp. avant) cha-

que feuille la suite de ses majorants stricts dans la ramification (Ey, ¥2),

dans leur ordre d'entrée (resp, de sortie),

L'opération de réunion verticale est associative, mais non commuta-

tive. Le produit d'arborescences de [48] est une réunion verticale d'une arbo-

rescence et d'une réunion horizontale d'un certain nombre d'arborescences

toutes isomorphes,

2. 6, 3. Points consécutifs dans une ramification orientée. Deux points x et y

d'une ramification (E, f) = [E, R] orientée sont dits consécuti/s si les in-

tervalles r(x) et r(y) sont consécutifs dans la suite de feuilles de la ramifi-

cation,

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et suffit que, dans la suite des éléments

de E ordonnés par l'ordre d'entrée (resp, de sortie), l'intervalle R(x) précéde

l'intervalle R(y) et qu'aucune feuille ne soit comprise entre eux,

Soit alors z le plus grand minorant commun a x et y, dans la ramifica-

tion complétée en une arborescence, [] existe deux suites de points telles que

zoxyr... Px,=x et zTy,...T y, =y. D'aprés les propriétés des in-

tervalles consécutifs (2.5, 2) et celles de la transformation d'une ramification

orientée par quasi-isomorphisme (1. 5. 3 et 2. 4. 3), y, suit immédigtement

x, dans la famille des points qui ont z pour prédécesseur, pour 1 <i <m, x,

est le demier élément de sa famille, pour 1 <j < p, y; est le premier élément

de sa famille ; et réciproquement ces propriétés entrafnent que x et y sont

consécutifs,

Il en résulte que si [E,, R,] est une sous-arborescence compléte de

(E, R] (1. 4, 1), deux points consécutifs de [E,, R,] sont aussiconsécutifs

dans [E, R].
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2.7. Application du théoréme 2. 4 a des problémes de minimisation,

2. 7. 1, Soit une ramification [E, R]. Nous dirons qu'un ordre total N dans E

vérifie la condition (OR) si vRw entraine wNv, A tout u de E associons alors

l'ensemble A y(u) des vc E tels que vNu et pd(v) Nu, (pd(v) désigne le pré~

décesseur de v pour la relation R) ; soit ay (u) le cardinal de Ay(u).

Les ordres de sortie de la ramification vérifient la condition (OR).

Montrons que si N satisfait 4 (OR), mais n'est pas un ordre de sortie, il exis-

te un autre ordre total N' satisfaisant @ (OR) pour lequel :

(5) (WueE) (nyys(u) < Ay (u)) et (J xeE) (nyo (x) <ny(x)).

a) D'aprés le théoréme 2. 4, si N n'est pas un ordre de sortie, i] exis-

te un élément x de E pour lequel R(x) n'est pas un N-intervalle ; nous choisi-

rons pour x ie premier, dans l'ordre N, de ces éléments, Si y est le premier,

dans l'ordre N, des R-majorants de x, il existe un entier positif p et p éléments

Z1, 29, +++, 2, de E tels que

YN2,Nz2...Nz,Nx et xRz; (j=1,2,...,p).

Alors i) z; Ru et x Ru sont incompatibles car x R 25, 2; Rx d'aprés l'hypo-
these (OR), et [E, R] est une ramification, En particulier z;Ry. _

ii) z; Ru, u N y et u + y sont aussi incompatibles, car z; Ry : 2; se

rait un élément précédant x dans l'ordre N, dont l'ensemble des R-majorants

n'est pas un intervalle .

Finalement, si 2; Ru, uestunz,.

b) Construisons une nouvelle permutation de E a@ partir de la permuta-

tion dans l'ordre N, en plagant des z; immédiatement aprés x ; d'ou un ordre

N‘; plus précisément :

sivetwnesontpasdesz,, wN'v @=—=—=» wNv;

sivNx,z,N'v;xN'z, N'z2...N'z,.

Montrons que N' vérifie la condition (OR) :

i) si v et w ne sont pas des z;, ou sont tous deux des z;, wNv entraine

wN'v,

ii) si v = 2; et si wn'est pas un 2, vRw est impossible d'aprés a,

iii) supposons que w = 2;, que v n'est pas un 2; et que vRw : vRz; en-

traine z;Nv, d'oi_yNv ; de vNx résulterait alors xRv, d'oi xRw, qui est im-

possible ; donc vN x et par suite zjN'v.

c) Montrons que N' vérifie 1a condition (5) :

i) siu¢Lyy, x}, vNu équivaut 4 vN'u ; done Ay(u) = Ayi(u).

ii) si u appartient @ tn y, x], mais n'est pas un z,, uN'x ; vN‘u entrai-

ne donc que v n'est pas un z; ; d'aprés aq, il en est alors de méme pour pd(v).

D'oa vN'u et pd(v)N'u = —_e—3 vNu et pd(v)Nu

Ayu) ¢ An(u).



De plus, 2, appartient a Ay(x), mais pas @ Ayq'(x) :

Ayi(x) © Ay(x)

iii) siu = 2, pd(v) N'u entraine pd(v) Nu. D'autre part,

pd(v) N'u — pd(v) N'x = s xRpd(v) =» xRv ou x=v.

Lorsque x R v, vN‘u entraine soit vNy d'oi vNu, soit v= 2;(j <i), d'oa en-

core vNu. Mais x appartient a Ayia), alors qu'il n'appartient pas @ Ay(u).

Cependant, soit y, l'élément couvrant x, tel que y, Ky ; y,R3. A cause de

la définition de x, R(y,) est un intervalle et donc u = z, n‘appartient pas a

l'intervalle ly y, ¥,]. Par suite y NuNx: y, appartient @ Ay) et il n'ap-
: z 1 1

partient pas @ Ayy\(u).

Antu) C Ay(u) u fx}.

Il résulte de l'étude faite que N’ répond @ la question,

Si N' n'est pas un ordre de sortie, on peut recommencer, Comme l'un

des nyu) diminue strictement a chaque fois, on parviendra a un ordre de sor-
tie au bout d'un nombre fini d'étapes. Donc si un ordre N satisfaisant @ la

condition (OR) n'est pas un oidre de sortie, il existe un ordre de sortie S tel

que:

(VuecE) (no(u) <ny(u)) et (JxeE) (ng(x) < ny(x)).

Par conséquent, le minimum, pour tous les ordres N satisfaisant a(OR),

de fonctions telles que:

mx(N) = max ny(u)

ueE

ou k(N) = = A(u)ny(u) od les A(u) sont positifs ou nuls, est
ueE

réalisé par un ordre de sortie (il peut étre aussi réalisé par d'autres ordres N).

2. 7, 2. Etudions ce cas oi Nest un ordre de sortie ; les points de toute compo-

sante connexe de la ramification forment un N-intervalle ; pour tout u, Ay(u)

est constitué de points de la composante connexe de u, car si v appartient @

An(u), pd(v)Ru (théoreme 2, 4) ; on peut donc se bomer @ étudier chaque

composante, c'est-a-dire qu'on est ramené au cas oii la ramification est une

arborescence, Alors sa racine a est le plus grand élément de E pour l'ordre N ;

convenons que Ay(a) = {a} ; les autres éléments de E forment une ramifica-

tion @ p composantes connexes Ey, E,,..., EE, sii<i, E, précéde E; dans

l'ordre N (et aussi dans l'ordre d'entrée associé) ; i est le rang de la racine

de E, dams sa famille, les rangs étant comptés a partir de l'origine 0 (para-

graphe 1, 4, 5), Soit Nj la restriction de N @ Ej. Si u appartient & Ej, An(u)

est la réunion deAy (u)et des demiers éléments (racines) deE,, E,,...,E; 23;
il en est ainsi en particulier si u est la racine v, de E,, avec la convention
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Ni

(6) ay(u) = ay,(u) + i.

Soit (tg, Ty, .-- ty) l'index de u (1. 4. 5). D'aprés (6) et avec des notations

évidentes :

Ay (u) = my, @) tr

ny (u) = 9 (u) +4Ne Nees 2

n =n sha

N,. gel Typeset g 4

Done ny(u) =r,try to. trgt le

Le maximum mx(N) de ny(u) est réalisé par une feuille de la ramification,

Exemple : si N est l'ordre de sortie S donné dans l'exemple du para-

graphe 2. 1. 3,ny{d)= 1 +1+1=3, ny(f)=1+1+0+1 = 3. Effecti-

vement Ag(d) ={a,c,d}, Ag(f) =fa,c,f}.

Si, sans modifier l'ordre relatif des E;, on réordonne chacun d'eux de

maniére @ réaliser le minimum de

mx(N;) = max aN (u) oude k(N)) = = Au) 1 (u)

ucE, ueE;

mx(N) ou k(N) décroit (au sens large), Le minimum de mx(N) ou k(N) sera

donc réalisé pour un ordre de sortie N tel que chaque mx(N,) ou k(N,) soit mi-

nimum, De plus, d'aprés (6)

mx(N) = max [mx(Nj) + i}

p-l

k(N) = = [k(N,) + Aji] avec AY= = Alu).
i=0o ue Ey

Le minimum de mx(N) sera donc réalisé si la suite de ces mx(Nj) est décrois-

sante ; et celui de k(N) si la suite des A; est décroissante, Nous donnerons

au paragraphe 2, 10.6 un algorithme qui permet de passer d'un ordre de sortie

quelconque @ un ordre de sortie qui réalise le minimum de mx(N) ou de k(N).

(37] donne un tel algorithme pour mx(N) & propos de la transformation d'une

formule écrite en notation polonaise,
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2. 7. 3. Si la ramification [E, R] = (E, [) représente l'organigramme d'une
tache & accomplir, qui nécessite des résultats intermédiaires (xT y lorsque y
entre dans la construction de x), ny(u) est le nombre d'éléments qui se trou-
vent stockés lorsque l'on vient d'obtenir u. On cherche l'ordre N de construc-
tion des éléments qui minimise l'espace nécessaire au stockage, Cet espace
est mesuré par mx(N) si tous les éléments v de E demandent le méme espace,
Pour généraliser, il faudrait affecter chaque v d'un coefficient positif ou nul
xX (v) et remplacer ay(e) et mx(N) par

niy(u) = = x(v) et mx'(N) = max n'y (u).

ve Ayu) ueE

La formule (6) est alors remplacée par

isd

mye) = ay) + Ex Cy)
j=

(v5 est la racine de E;). Le minimum de mx'(N) pari les ordres de sortie est
encore réalisé lorsque la suite des mx'(N,) est décroissante, Mais le mininum
de mx'(N) parmi les ordres qui satisfont & la condition (OR) n'est plus néces-
sairement réalisé par un ordre de sortie.

Exemple (figure 2, 5) : l'ordre Ny ci-dessous réalise les n'y indiqués :

No hoe k £ d b @ c¢ a

x 5 1 5 1 3 303 41

No 5 1 6 2 5 4 7 6 4

mx'(No) = 7

d (3)
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Le minimum de mx'(N) parmi les ordres de sortie est réalisé par l'ordre S :

h,e,d,b, 1, £,9,¢,a et ni (1) =8.

On peut faire le méme raisonnement avec k'(N) = =

ueE

A(u) n'y (u).

L'ordre S réalise le minimum de k'(N) parmi les ordres de sortie et k'(S) = 39.

En revanche k'(N,) = 37.

2. 8. Utilisation d'une pile simple pour permuter un ensemble.

2. 8. 1. Soit un ensemble fini E, P et S deux ordres totaux de E, Existe-t-il

une pile simple sur E dont P et S soient l'ordre d'entrée et l'ordre de sortie ?

Si une telle pile existe, la relation d'ordre associée R vérifie (théo-

reme 1, 3)

(7) eRe

pour tout élément e de E, R(e) est un P-intervalle (théoréme 2. 3) et un S-in-

tervalle (théoréme 2. 4),

<— > =e Pe' et e' Se.

Réciproquement, supposons que pour la relation R définie par (7), tout

R(e) soit un P-intervalle, e est nécessairement son premier élément ; d'aprés

le théoréme 2. 3, il existe une pile simple dont P est l'ordre d'entrée, et R

l'ordre associé, Son ordre de sortie S, vérifie aussi

eRe! — => ePe' et e'S,c,

D'aprés le théoréme 1, 5, S et S, sont confondus, P et S sont l'ordre d'entrée

et l'ordre de sortie d'une pile simple, De méme, on montre qu'il suffit que tout

R(e) soit un S-intervalle pour qu'il existe une pile simple dont P soit l'ordre

d'entrée et S l'ordre de sortie,

2. 8. 2.Toute pile simple sur E définit une permutation de E, par le passage de son
ordre d'entrée & son ordre de sortie, Le nombre des permutations ainsi engendrées est

égal au nombre des piles simples 'sur E ayant un mot d'entrée donné, Nous calculerons

ce nombre par récurrence sur le nombre k d'éléments de E, c'est-a-dire la longueur du

mot dientrée Ay = 'x)...%, '. Une pile simple U;, ayant A, pour mot dlentrée est dé-

terminée par ceux de ses états dont l'indice précéde l'entrée €(x}) de xy, donc par une

pile simple ayant Aj) pour mot dtentrée, et par le nombre d'élements contenus dans

état ug (4) | POSONS Ug ( ) = Yq : Si Vga] Contient i éléments (i¢ k-1), vy peut en

contenir 1, 2, 3,... ou it]? Soit nf le nombre de piles simples U, ol vj, contient j

éléments : k kel el

pour 1<jgk etk>2

k 1
Ng = Opourk>1;N)=1,
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D'og une autre définition des NF:

ko yk kel ;
NS = NSg, + Nplp | pow l<i<k

ke yo =
Ny = pour k>1;Nj =1

k
Nj=0 pour k > 1.

Le nombre de piles simples ayant Ay pour mot d'entrée est alors

k
a eo k+l k+1

O = 2 Np = NQUS NYT

On peut caleuler Gy en gherchant des fonctions génératrices (1) des NE; sup-
oo

Posons que les séries entiéres > nf tk soient convergentes, et désignons leurs som-

mes par P(t), Il résulte des relations définissant les nf que :
(8) HO =F) + t Ft) pour i> 0

Yolt) = 1.

De plus, lorsque t tend vers 0, ¥7;(t) est équivalent & ti Les suites solutions de I'é-
quation (8) sont de la forme A rj + u rijot A et LK sont in

az 1
pendants de j, et ry,

1-4t,sont les racines de l*équation r2- 1 + t = 0, La racine ‘est équivalente @

t quand t tend vers 0 ; l'autre racine tend alors vers 1, On esf ainsi conduit & envi-

sager la fonction

vi-at |
1) = (———— YS4; (t) 2

Réciproquement, cette fonction est analytique dans un voisinage de 0. Elle vérifie l'6-

quation (8), de sorte que

kk kel
Nj = Nyy) + Nyt] pour <i <k

Nj re pour j >I

‘Po(t) = 1 done No = 1 et nk =0 pourk > 1.

Il est alors facile de calculer

1.3.5... (2kel)
a = yktHl ~ ~~ 4k

k 1 (+1)!

(2k) 1

ki (e+)!

(1) ef. [39]. Je dois cette idee & MM. DEPAIX.
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Zarek imemaeeaasante
Le nombre des piles simples sur un ensemble a k éléments est

(2k)!

kro, =TeenT

Par la formule de Stitling,

ak

a 4 lorsque k > + 0,

Vit k Ve

a,

La probabilite

quand k tend vers l'infini,

pour qu'une permutation donnée de E soit engendrée tend vers 0

On montre cependant qu'on peut engendrer toute permutation en itérant la trans-

formation ; de sorte qu'on peut ainsi trier une suite, c'est-a-dire la réordonner dans un

ordre imposé ([ 46], [50]). 11 na semble pas que cette méthode de tri se classe pare

mi les meilleures,

2.9. Pile adjointe & une ramification orientée.

2. 9. 1. Justification de I'algorithme du paragraphe 2. 1. 4, Cet algorithme

constuit la pile simple U strictement attachée &@ une ramification orientée

[E, R], complétée en une arborescence par l'introduction d'une racine A. La

trace sur l'ensemble E de la pile U"' introduite au paragraphe 2, 1, 4 est une

pile simple. Son ordre de sortie est l'ordre d'entrée P de la ramification orien-

tée donnée, Son ordre d'entrée Q peut étre défini par :

xQy <===> [pd(x) # pd(y) et pd(x) P pd(y)] ou[pd(x) = pd(y)etyPx].

Nous montrerons directement, comme application du paragraphe 2, 8. 1,

qu'il existe une pile simple dont l'ordre d'entrée est Q et l’ordre de sortie P.

Montrons d'abord que Q est un ordre total, D'aprés 1. 5. 3, l’application pd est

un quasi-isomorphismed'une ramification[E,R, | sur l'arborescence des noeuds

de [E u {A}, R] : Ra a été définie au paragraphe 1, 5. 3 en utilisant l'orien-

tation O de la ramification donnée ; comme P et O ont méme restriction a toute

famille de la ramification :

xR, y <=> [pd(x) # pd(y) et pd(x) R pd(y)] ou [pd(x) = pd(y) et yPx}

Alors pd(x) = pd(y) et yPx <=> pd(x) = pd(y) et xRzy.

Q est l'ordre d'entrée de la ramification [E, R,] déduit de l'ordre d'entrée P

d'une ramification quasi-isomorphe comme il a été dit au paragraphe 2, 4. 3;

Q est un ordre total,
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Soit R' la relation définie par

— => xOy et yPxxRy

c'est-a-dire

(9) xR'y pd(x) P pd(y) et yPx.

R‘(x) est un P-intervalle car (xR'y et yPzPx) entrafne pd(x) P pd(y) Py

Pz P x, d'ou pd(x)Rz (théoréme 2. 3) et pd(x)#z, d'oa pd(x)Rpd(z) et en-

fin pd(x)P pd(z), Il existe une pile simple 1 dont l'ordre d'entrée est Q et l'or-

dre de sortie P.

<——=>

Etudions 1. Soit y un noeud de [E, R], x,, x2, ... , x, les éléments

dont y est le R-prédécesseur, avec : x, Px, ... Px.

y Px, yQx,Q...Qx;, y R' x,, la sortie de y précéde l'entrée de x, et

Xe ses 4 Xgy X, forment un Q-intervalle, car il s'agit d'une classe de la rela-

tion d'équivalence définie par le quasi-isomorphisme pd (2. 4, 3) ; dans la

suite, nous dirons que deux éléments de E, x et y, sont équivalents, et nous

noterons xy, lorsqu'ils appartiennent a la méme famille, c'est-d-dire que

pd(x)=pd(y), Dans l'ordre de sortie P de la pile 1, x, est le successeur de

y (2, 4. 3). Entre la sortie de y et celle de x; ne se place donc aucune sortie,

mais, nécessairement, dans ‘ordre, les entrées de x,, X,.), .»- , X,, et entre

lentrée de x, et celle de x, n'existe aucune autre entrée, D'autre pat, entre

l'entrée et la sortie de x), n'entre aucun élément v, sinon il sortirait avant x,

(théorémes 1, 7 et 1. 3). Enfin, si l'entrée d'un élément v se produisait entre

la sortie de y et l'entrée de x,, la sortie de y se placerait entre celle de pd(v)

et celle de v,, premier élément (dams l'ordre P) équivalent a v, Le méme rai-

sonnement montre que la sortie d'une feuille z ne peut étre immédiatement sui-

vie de l'entrée d'un élément v, En résumé, pour un noeud y, on trouve succes-

sivement la sortie de y, les entrées de Xy,Xn., ... , X1 et la sortie de x, ;

pour une feuille z, sa sortie est suivie immédiatement d'une autre sortie ; les

premiers éléments & entrer sont les racines, qui ont pour prédécesseur A. wT

est ainsi parfaitement définie.

Pour construire la pile U strictement attachée @ la ramification don-

née, on fait entrer un élément dans U lors de sa sortie de 1, puisque P est

l'ordre de sortie de 7, Reste @ placer les sorties de la pile U ; pour cela on

a seulement besoin de savoir si un élément sortant de 1 est le dernier point

x, d'une famille, Cette reconnaissance peut étre facilement effectuée en fai-

sant entrer un symbole + avant x,: 7 est alors remplacé par une pile U"' et

l'algorithme du paragraphe 2, 1, 4 est ainsi de nouveau complétement justifié,

2. 9. 2. Définition, étude et construction de la pile adjointe. La pile w sur E,

d'ordre d'entrée Q et d'ordre de sortie P est dite adjomte & la ramification o-

rientée [E, R].
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Le mot m attaché @ w a pour facteur gauche z (A) ; pour tout x de E,

l'intervalle ]%,%,{ ae m qui a pour bomes I'occurrence du conjugué xde x et

la premiére occurrence suivante d'un élément X, n'apportenant pas a E, est

F(x) ; il peut d'ailleurs étre vide. Une pile est adjointe & une ramification o-
rientée au plus,

Montrons que réciproquement, pour toute pile simple w sur un ensemble

E, il existe une ramification orientée dont elle est la pile adjointe, Définis-

sons un graphe (E, If) : pour tout x de E, [ {x) est l'ensemble des éléments

de E dont l'entrée est comprise entre la sortie de x et la sortie suivante, xf z

entraine que x entre avant z dans la pile : le graphe est sans circuit, Comme

d'autre part, pour tout z, il existe au plus un x tel que x fz, (E,f ) est une

ramification (théoréme 1, 1) ; ses racines sont les éléments de E qui entrent

dans r avant la premiére sortie. Orientons cette ramification en utilisant pour

ordre, dans chaque famille, ]'inverse de la restriction de l'ordre d'entrée de

mw; soit m, sa pile adjointe, Les états de 1, dont l'indice précéde la premiére

sortie sont les mémes que les étatscorrespondants de T, puis se produit une sor-

tiedans et dans t ; supposonsqueles états de 7, et 7 jusqu‘a la sortie de x

(incluse) sont les mémes ; alors se produisent les entrées dans 7 et dans

nm des éléments de [ (x), dans le méme ordre, puis une nouvelle sortie, du mé-

me élément y. Les piles et 1, sont confondues.

Théoréme 2,6. Toute pile simple est adjointe a une ramification orientée uni-

que.

Notons que deux ramifications orientées isomorphes par‘? ont des pi-

les adjointes transcrites par ?.

La construction de lorsque les mots y (x) sont donnésa été exposée

au paragraphe 2. 9, 1. Elle est schématisée figure 2. 6 : u désigne l'état cou-

rant de la pile, e son sommet, v est une variable auxiliaire prenant ses valeurs

dans l'ensemble E.

Lorsque la ramification est donnée par une matrice d'enchdinement cor-

respondant @ l'orientation inverse, l'algorithme de construction de 1 est sché-

matisé sur la figure 2. 7 : les cases vides de la matrice d'enchainement sont

supposées contenir o ; e,u,v ont le méme sens que pour la figure 2, 6 ; e'' dé-

signe le lien horizontal de e, v' le lien vertical de la valeur de v,

2. 9. 3. Hauteur de Ia pile adjointe, Transformons la définition (9) de R' :

pd(x) P pd(y) eniraine pd(x) P y et pd(x) # y, soit y P pd(x), Réciproquement

yPxetyPpd(x) = pd(x) PyPx et pd(x)#y
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es vide — yPxetyPpd(x) ==> yPx et pd(x)Ry et pd(x)#y (théoréme 2, 3)
==> yPx et pd{x)Rpd(y)

===> yPx et pd(x)Ppd(y).

yPx et y P pd(x)Finalement xRiy <=>

xP"'y et pd(x) Bo’y,ou encore xR'y —

p7! est un ordre de sortie de la ramification {E, R]. Un état dela pile w qui
a pour sommet e est formé des éléments de l'ensemble A_-1(e) défini au para-

graphe 2. 7. 1. Le nombre maximum d'éléments contenus dans un état de la pile
adjointe est mx(P7).

Les propositions qui ont servi d'intermédiaire dans ladémonstration de

la réciproque ci-dessus sont aussi équivalentes ax R' y:

y Px et pd(x)Ry et y # pd (x)

y Px et pd{x)R pd(y).

(10) x R' y =—>

(11) x Ry =—=>

2. 9. 4. Construction de ramifications de racines données dans un ensemble

donné. Soit un ensemble D et une relation p entre D etlemonoide libre D* dé-

duit de D. On se propose de trouver une ramification orientée (E, y) telle que

E soit un sous-ensemble de D, que pour tout élément x de E, xp y(x) et que

la suite v(A) des racines soit donnée, Jl suffit d'utiliser l'organigramme dé-

crit figure 2. 6, en choisissant les y(v) tels que v p y({v) de maniére a cons-

truire une pile simple, c'est-ad-dire de maniére qu'un élément de D n'ait deux

occurrences ni dans un méme mot y(v), ni dons deux mots y(v) distincts : on

obtient alors la pile adjointe a une ramification orientée qui répond a la ques-

tion (paragraphe 2. 9. 2, réciproque ).

Soit par exemple E' un ensemble de nombres entiers, et D l'ensemble

des parties de E', On appelle arborescence binaire de recherche dans E' une

arborescence (E,[ } telle que:

a) E est un sous-ensemble de D;

b) la racine de l'arborescence est E';

c) pour tout x « E, il existe u « x tel que siy(x, u) est l'ensemble des

éléments de x inférieurs a u et 2(x,u} l'ensemble des éléments de x supérieurs

au, T(x) est formé de ceux des ensembles y(x,u) et z(x,u) qui ne sont pas

vides (en particulier x « E est une feuille de l'arborescence si, et seulement

si, x est un ensemble a un élément).

La construction d'une arborescence binaire de recherche entre dans le

cadre quia été tracé ; pour tout sous-ensemble x de E' contenant plus d'un

élément, les mots en relation avec x sont ceux qui sont formés de y(x,u) et
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z(x,u) (dans un ordre quelconque) lorsque u est un élément arbitraire de x ni

moximum ni minimum, le mot 'y(x,u,)* si u, est le nombre maximum dans x,

le mot 'z(x,u2)*siu, est le nombre minimum ; lorsque x a un seul élément,

il n'est en relation qu'avec A. La condition qui assure qu'on obtient une pile

simple est réalisée quel que soit le choix des mots y(v) .En réalité, comme on

l'a déja signalé au paragraphe 2, 1. 4, pour chaque x prédécesseur de deux

sous-ensembles y et z, il suffit de faire entrer l'un d'eux dans la pile, l'autre

devant sortir dés son entrée ; si x n'est prédécesseur que d'un seul sous-en-

semble, y par exemple, y n'entre pas dans la pile ; si x est réduit aun seul

élément, aprés sa sortie intervient une nouvelle sortie, On montre, par récur-

rence sur le nombre n d'éléments de E', que si on oriente l'arborescence de

maniére que, lorsque y(x) contient deux sous-ensembles y et z, le cardinal du

premier (qui entre seul dans la pile) soit cu moins égal a celui du second, la

hauteur de la pile ne dépasse pas logon.

L'arborescence binaire ainsi construite permet la recherche binaire

(“binary search'',[37]}. Si @ tout x on associe l'élément u ¢ x de la défini-

tion (c), on transforme l'arborescence trouvée en une arborescence (E', [')

dont l'ensemble des points est E': c'est plutét cette demiére arborescence

qui sera utilisée, Lorsqu'on écrit un programme de recherche d'un nombie a,

ou a chaque test portant sur un couple (u,a), l'égalité fait aller @ une sortie

déterminée, a > u fait effectuer un saut @ un nouveau test et a < u poursuivre

la séquence, l'ordre des u pour lesquels sont écrites les instructions de test

est l'ordre d'entrée de l'arborescence avec !'orientation pour laquelle, lorsque

y (x) est de longueur 2, y (x) = *y(x,u) 2(x,u)*.

Si l'ensemble E' est donné par ordre croissant, y(x,u) et z(x,u) sont

des intervalles dont il suffit de placer les bomes dans Ia pile, On peut choi-

sir pour u la médiane de x ou, si chaque élément de E' posséde une probabilité,

égaliser autant que possible la probabilité pour un élément d'étre dans y ou

dans z,

Lorsque E' est donné dans un ordre quelconque, on choisit u dans x

de maniére quelconque (par exemple le premier ou le dernier élément), et on

permute x de maniére a ce que y(x,u) et z(x,u) en deviennent des intervalles :

ils sont ainsi faciles a repérer, L'arborescence (E', [') est déterminée par une

matrice @ trois colonnes, qui donne pour chaque nombre 0,1 ou 2 nombres dont

il est le prédécesseur, [31] montre qu'il est alors facile, aussi bien de cher-

cher un nombre de E' que d'enlever ou d'introduire de nouveaux points (nom-

bres) dans l'arborescence, De sorte que l'arborescence peut aussi étre cons-

truite par adjonctions successives ; on peut voir que cette construction deman-

de les mémes tests que celle qui vient d'étre donnée, et elle évite d'utiliser

une pile. En réalité, la construction de la pile par la méthode qui vient d'étre

indiquée permet surtout de trier l'ensemble E', car chaque élément u prend par

permutation sa place dans l'ordre croissant de E': c'est la méthode de tri pro-

posée par T. Hibbard,
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La méthode de tri dite '' radix-exchange'' [32] revient aussia la cons-

truction d'une arborescence binaire ; soit un ensemble E' de nombres entiers

écrits en numération binaire, qu'on peut supposer de méme longueur A. Soit E
l'ensemble de leurs facteurs gauches (1.3) et R la relation dans E: xRy si,

et seulement si, x est un facteur gauche de y ; [E, R] est une ramification.
A tout x de E, on associe le sous-ensemble (x) de E' formé des nombres

ayant x pour facteur gauche : [(E), >] est une ramification isomorphe &
(E, R]. On construit la pile adjointe & cette ramification : pour chaque x de E

n'ayant pas ’ pour longueur, on est amené a partager l'ensemble ¥ (x) en les

deux sous-ensembles y(x) et z(x) des nombres qui ont x'0* et x'l’ respecti-
vement pour facteur gauche ; et on permute (x) de maniére que tout élément

de y(x) précéde tout élément de z(x). A la fin de la construction de la pile,
l'ensemble E' donné est trié. Comme dans I'étude précédente, on peut se bor-
ner & faireentrerdans la pile celui desdeux intervalles y(x) ou z(x) qui a le plus
grand nombre d'éléments. Cette méthode différe légérement de celle proposée
par [32], qui utilise cependant une partie de mémoire qui se rapproche d'une
pile.

La détermination d'une arborescence graphe partiel d'un graphe donné

entre aussi dans le cadre du probléme posé au début du paragraphe, D'ailleurs

la construction d'une arborescence binaire dans l'ensemble D des parties d'un

ensemble E', que nous avons faite,est la construction d'une arborescence, gra-

phe partiel d'un treillis.

2. 10. Pile conjointe a une ramification orientée.

2. 10. 1. Constructions de ramifications orientées dont on donne Ia suite de

feuvilles. Soit un ensemble D, Un premier probléme consiste @ chercher toutes
les ramifications orientées dont l'ensemble des points est contenu dans D et

qui ont une suitede feuilles donnée, On peut aussi, comme au paragraphe 2.9.4,

se donner une relation p entre D et D* et chercher les ramifications orientées

(E, y) avant une suite de feuilles donnéeset telles que, pour tout x de E,

xp y(x)

Soit [E, R] une ramification orientée a déterminer. Nous utiliserons

comme outil une pile m' ou, si xRy, x entre aprés y : il suffit que l'ordre d'en-

trée de r' soit l'ordre de sortie de la ramification. Or la pile adjointe @ une ra-

mification orientée a pour ordre de sortie l'ordre d'entrée P de la ramification ;

sq pile réciproque a pour ordre d'entrée PTM!, qui est l'ordre de sortie de la mé-

me ramification, mais munie de l'orientation inverse. Appelons pile conjointe

@ une ramification orientée la réciproque de la pile adjointe a la méme ramifi-
cation, munie de l'orientation inverse. D'aprés les résultats analogues sur la

pile adjointe (2. 9.2):

Théoréme 2. 7. Toute pile simple est conjointe & une ramification orientée uni-i

que. Lorsqu'une ramification orientée est transformée par un isomorphisme ¥,
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sa pile conjointe est transcrite par?

x

2. 10. 2. Etude et construction de la pile conjointe a uneramification orientée

donnée. Soit une ramification [E, R] orientée, P son ordre d'entrée, S son or-

dre de sortie. En utilisant les résultats du paragraphe 2, 9. 1, moyennant le

passage @ la pile réciproque et le changement d'orientation, on obtient la des-

cription suivante de sa pile conjointe t' : dans le mot de sortie de n', les fa-

milles de la ramification forment des intervalles, ou les éléments de chaque fa-

mille sont rangés dans l'ordre inverse de l'ordre d'orientation ; aprés la sortie

de w' d'un des éléments d'une famille, viennent immédiatement les sorties des

autres éléments de cette famille, puis l'entrée du prédécesseur des points de

la famille : les noeuds entrent tous de cette fagon. Aprés la derniere entrée,

sortent les racines, L'entrée d'une feuille n'est pas immédiatement précédée

d'une sortie. On peut dissocier le mot d'entrée en ses deux traces sur les en-

sembles des noeuds et des feuilles : la trace sur l'ensemble des feuilles est

la suite de feuilles de la ramification orientée donnée,

Compleétons [E, R] en une arborescence en lui adjoignant une racine 6:

aussi tout point aura un prédécesseur. Tt’ posséde § pour ordre d'entrée ; son

ordre associé R' est celui qui a été défini au paragraphe 2. 9, moyennant le

changement de notation qui consiste @ remplacer P par S$! (a cause du chan-
gement d'orientation) : d'apres (9) (2.9.1), (10) et (11) (2.9.3):

(12) xR! y <== > xSy et pd(y) Spd(x) q—=> xSy et pd(x) Ry et y#pd(x)

<—— _—-xSy et pd(x) Rpd(y).

Nous construirons la pile m' grace & un algorithme déduit de celui du

paragraphe 2, 2. 1. Comme aprés la sortie d'un élément sortent tous ceux de

sa famille, il sera inutile de revenir au test qui permet la sortie, pourvu qu'on

sache reconnaitre le premier des éléments de la famille qui est entré dans la

pile (donc le demier & sortir), Cette reconnaissance sera aisée si @ l'entrée

du premier élément d'une famille, on fait d'abord entrer un séparateur +. Alors,

quand un élément sortira de la pile, sortiront a la suite tous les sommets suc-

cessifs jusqu'au premier + rencontré, qui sortira aussi et pourra servir, dans

le mot de sortie, de séparateur entre deux familles différentes. A l'entrée d'un

élément z sur un sommet e, pour savoir si on doit d'abord faire entrer +, on

testera si e est Equivalent az :’si e o% 2) + entre avant z. Comme eSz,
erv z entraine d'ailleurs eR'z, done que z entre dans la pile.

Le test d'entrée (eR'z) n'a besoin d'étre effectué que lorsque z est

une feuille, Alors z n'est pas le prédécesseur de e ; d'autre part, eSz. D'apres

(12), le test se réduit done a celui de (pd(e)R2z).

(1) signifie "non équivalent &'', Rappelons que e est dit équivalent 4 zsie etz

appartiennent & la méme famille,
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La ramification [E, R] a été complétée en une arborescence par l'in-
troduction d'une racine &. D'aprés le paragraphe 2, 2. 1, on doit aussi adjoin-
dre a E un élément A tel que AR'x pour tout x de E : il suffit de convenir que
A a6 pour prédécesseur et est, dans l'ordre d'orientation, Je premier des points
qui possédent cette propriété (A est équivalent aux racines de la ramification
donnée), Enfin, ou paragraphe 2. 2. 1, on introduisait un élément ® dont l'en-
trée dans la pile marquait la fin du déroulement de lalgorithme, Ici, nous le
remplacerons par un élément 0' qui soit une feuille équivalente a A et le der-
nier élément, dans l'ordre d'orientation, de la famille de A : ' ne possede pas
les propriétés indiquées pour ©, mais & son entrée dams la pile, celle-ci contient
les racines de la ramification donnée et A : en effet ' devrait ressortir aus-
sitot avec toute sa famille et déterminer ainsi § ; l'entrée de o' marque donc
encore la fin du processus, § n'entre pas dans la pile, et pendant le déroule-
ment de l'algorithme, il existe toujours une premiere feuille non encore entrée,
Cette feuille est notée z sur l'organigramme de la figure 2, 9, qui décrit l'al -
gorithme ; e est le sommet de la pile a chaque étape ; a est le prédécesseur de
la famille qui vient de sortir,

On ne construit pas en réalite une pile simple, mais une pile sur ]'en-
semble E u {A, +} dont la trace sur E est la pile simple wm’, Le mot de sortie
est formé des divers y(x), ot x est un noeud de la ramification, séparés par +,
et obtenus dans l'ordre de sortie des predécesseurs x.

Exemple (figure 2. 10) : suite de feuilles: A vw x yzo'"

x Zz

+ + ay Y y a3

wow WwW w ow + + + FOF a4

Vv Vv Vv v Vv Vv a9 a a9 a a9 @ a9 a a9

+ + + ££ + + + ++ ++ + + $+ ¢ = Gs,

AAAA A AAAA AAAAAA AA AAA A

Motde somlesa ta, WV t ays a+ a a, +a
4 S
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Remarque : Dans l'algorithme précédent, Tremplagons le signe + por 0 : le mot de sore
tie obtenu contient chaque élément de E qui y est placé lors de sa sartie dela Pile,
et un qui est placé & chaque entrée d'un noeud. Placons aussi dans ce mot un@ lors

de l'entrée d'une feuille : on obtient ainsi un mot A. Le réfléchi A de A n'est autre que
le mot de description de la pile réciproque de la pile conjointe & la ramification orien-
tée, clest-a-dire de la pile adjointe & la méme ramification, munie de l'orientation in-
verse,

2. 10. 3. Couples sur lesquels portent les tests. Deux sortes de tests sont ef-
fectués :

a) (e~ z) et (pd(e) Rz) ; ce test est effectué immédiatement aprés l'en-
trée de e, que e soit une feuille ou un noeud.z est donc la premiere feuille
qui suit e dans l'ordre S.

b) (e ~ a) ; pour chaque noeud a, il existe un seul test portant sur e
sommet de Ia pile et a premier élément a entrer, car a entre immédiatement,

Identifions ce sommet e grace au théoréme 2. 2. Soit x le plus grand minorant

strict de l'intervalle R(a) pour l’ordre § ; pd{x) n'appartient pas a R(a), et donc
x S$ aS pd(x), d'ot pd(x) Ra (théorame 2. 4), Soit v un élément de]. x, a[;
a R v et par suite pd(x)Rv, avec pd(x)#v : xR'v d’aprés (12). D'autre part,
a R pd(v), d'ou a = pd(v) ou pd(v) Ra: v R'a d'aprés (12). (x, a) est un cou-
ple comparé, donc x est le sommet cherché,
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En résumé, on a a effectuer les tests suivants :

(test a) pour tout noeud ou toute feuille b, (b~ z) et (pdb) R z) ou zest la

premiere feuille qui majore strictement b dans i'ordre S (b ~z entraine pd(b) Rz).

(test b) pour tout noeud b, (x ~b) ou x est le plus grand minorant strict de

l'intervalle R(b) dans l'ordre S.

Les couples de points ainsi comparés sont des couples de points consécutifs

(2. 6. 3). Inversement, tout couple de points consécutifs b,z oi z est une feuil-

le, est l'objet d'un test a,

Revenons a la pile simple m! =(uy,... , Yu) conjointe a[E, R] :

1) si y est le sommet de u;.; alors que i est l'entrée d'un noeud ou d'une feuil-

le z, le couple (y, z) fait l'objet d'un test, done y et z sont consécutifs et

pd(y) Rz.
2) si uj., est vide alors que i est l'entrée d'un point z, le couple (A, z) fait

l'objet d'un test, A et z sont des points consécutifs de la ramification complé-

tée : il existe un chemin de [E, R] ayant une racine pour origine, z pour ex-

trémité, et dont tout point soit le premier de sa famille,

3) si i est une sortie d'un point y, i-l son entrée et z la premiere feuille dont

l'entrée est supérieure 4 i, le couple (y, z) fait l'objet d'un test a, y et z sont

consécutifs et pd(y) R z.

4) sii est une sortie d'un point y, i-] son entrée et si l'entrée d'aucune feuille

n'est supérieure @ i, le couple (y,@) fait l'objet d'un test a, y et © sont des

points consécutifs de la ramification complétée : il existe un chemin de [E, R]

ayant une racine pour origine, y pour extrémité, et dont tout point soit le der+

nier de sa famille,

2. 10. 4. Piles conjointes & certaines sous-ramifications d'une ramification

orientée,

Théoréme 2. 8. Soit [E, R] une arborescence orientée et [E,, R,] une sous-
arborescence compléte de méme racine, dont l'crientation est induite par celle

de[E, R] (2. 4. 1). Tout état de la pile conjointe @[E,, Ry] est un état de

la pile conjointe a[E, R).

SoientyeE, et xeE tels que x R'y. D'aprés (12), pd(x) Ry et y#pd(x) ;

un point x' de la famille de x vérifie pd(x) R x' R y. Comme laracine de[E, RJ
appartient a E,, d'aprés la définition d'une pseudo-arborescence complete

(1.4.1), pd(x), x! et x appartiennent @ E,. R, et l'ordre de sortie $, de[E,,Ry]

sont les restrictions 4 E, de R et de S, ordre de sortie de (E, R] ; (12) monte

alors que les piles conjointes aux deux arborescences orientées ont méme état

de sommet y.
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Théoréme 2. 9. Svient une ramification orientée [E, Rl ct lasaus-ramification
[E,, R, ] formée de ses racines, de ses feuilles et de ceux de ses points qui

ne sont pas seuls dans leur famille ; l'orientation de [E,, Ry] est induite par

celle de [E, R]. Tout état de la pile U, conjointe a (E,, R,) est un état de
la pile U conjointe 4[E, R]. Pour tout état u de U, tl existe un état uy deU,

qui en différe au plus par le sommet, le sommet dew étant trans formé en celui

dew, par le quast-isomorphisme qui transforne[E, Rl en [E,, Ry]. Si yest

un point de E, autre qu'une racine, la suite des éléments dont la sortie est

comprise entre la sortie de y et la premiére entrée suivante est la méme pour

UetU,.

(Ey, By] est une ramification sous-réduite de [E, R], donc déduite de
LE, R] par un quasi-isomorphisme ¥(1. 5). Soient S et S, les ordres de sortie

de [E, R] et{E,, R,], R' et R’, les ordres associés aux piles U et U;. S) est

restriction de §, Envisageons y ¢ E, et x « E tels que x R' y ; x appartient a

E,, sinon sa sortie de U suivrait immédiatement son entrée, ce qui contredi-

rait xR'y. Soient z et z, les prédécesseurs de x pour Ret R,:z, Rz,z, = Y¥(z)

(1.5.3) ;2Ryety #z entraine 2, R y et y #2, ; réciproquement, z, Ry

ety $2, s'écrit YP(z) R Ply) et 4(y) # Ylz), qui entrahe z Ry (1. 5.1, et

y #2, Done, d'aprés (12), R'(y) = R', (y).

Si y' n'appartient pas a E), il existe y dans E) tel que YWy') = y, et

un chemin y, y;,..., Ypr Y' de LE, R] dont chaque point, sauf y, est seuldans

sa famille. L'étude de la pile conjointe a[E, R] montre que cette pile contient

des états u'y’, u'y,,... ,u'y,,u'y: u'y est un état de U, d'apres la pre-

miére partie du théoreme.

La dermiére partie résulte du fait qu'avec un point, E, contient toute

sa famille dans [E, R].

2. 10. 5. Retour au probléme posé en 2. 10. 1. soit un ensemble D et une suite
£1, fg, «-. , f d'éléments de D, Utilisons A, fy, f2,... , &, D' comme suite de feuil-

les & l'entrée de l'algorithme de 2. 10, 2, et faisons entrer d’autre part dans la pile

comme noeuds a des éléments de D distincts n'appartenant pas & cette suite, Imposons

aux tests les seulesconditions qui permettent d'assurer AQ! etpd(A) R z, clesta-

dire: si la pile ne contient aucun séparateur + au moment d'un test (a),evzsiz=',

et pd(e) R z (avec éventuellement ew z) siz #' ; si le pile contient un séparateur

& ce moment, e* D! et pd(e) R@', Dans les autres cas, les réponses aux tests seront
choisies arbitrairement, A entre le premier dans la pile et ne sort jamais ; M' n'entre

pas dans la pile ; fy, fo, +++. 4p y entrent tous si on envisage une exécution de l'al-

gorithme qui soit finie,

L'algotithme engendre clots une pile sur un ensemble E U 1A, +}, oa E est un
sous-ensemble de D ; sa trace sur E est une pile simple 1’, D'aprés le théoreme 2.7,

Tt est la pile conjointe a une ramification orientée, dont les feuilles sont caractérisées

par le fait que leur entrée dans la pile n'est pas immédictement précédée d'une sortie :

la ramification & laquelle Tl est conjointe admet f}, ... fp comme Suite de feuilles,
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En résumé, l'algorithme du paragraphe 2, 10, 2 engendre les piles conjointes
@ toutes les ramifications orientées ayant une suite donnée comme suite de feuilles,
et elles seules, lorsque les éléments de D qui entrent dans la pile sont tous distincts
et que les réponses aux tests satisfont & la seule condition qui a été imposée ci-des-
Sus. Comme toute pile simple est conjointe @ une ramification orientée et une seule,
on peut dire qu'on détermine ainsi toutes les ramifications orientées (E, Y) ayant une
suite de feuilles donnée,

Supposons que l'on donne de plus une relation p entre D et le monolde libre
pt i la sortie dtune suite d'éléments formant un mot), on fait entrer un a tel que
« p X, pourvu qu'il existe un tel élément a non encore entré, les ramifications engen-
drées sont les solutions du deuxiéme probleme posé au paragraphe 2. 10, 1,

2. 10. 6. Application de la pile conjointe aux problémes de minimum du para.
graphe 2. 7, Au paragraphe 2. 7, on a vu que, pour une ramification [E, R ],
le minimum de la fonction mx(N), pour les ordres totaux N vérifiant la condi-
tion (OR), était réalisé par un ordre de sortie, Un tel ordre de sortie $ est ob-
tenu en orientant la ramification de proche en proche : pour tout point y de la
ramification, notons Sy la restriction de S a l'ensemble R(y) des majorants de
y, et mx(S,) la valeur pour |'ordre Sy de la fonction mx associée & la sous-
arborescence de [E, R] ayant R(y) pour ensemble de points ; si pour chaque
famille x, , x,,... , x, } de prédécesseur x, on connait les S,. et lesmx(S,.),
il suffit d'ordonner la famille pour que les mx(S,.) soient décroissants ; on
connait alors S, (2. 3. 3) et mx(S,) (2. 7). Si y est une feuille, R(y) est ré-
duit ay et mx(Sy)= 1.

Partons d'un ordre de sortie quelconque S' de la ramification (qui est

ainsi orientée), et transformons le en S, en réordonnant les familles l'une a-
prés l'autre comme il vient d'étre dit : a chaque étape, on obtient une nouvelle
orientation, d'ou un nouvel ordre de sortie, pour lequel tous les ensembles

R(y) sont des intervalles (théoréme 2. 4). Nous utiliserons la pile conjointe
a la ramification, orientée par |'ordre S' donné: cette pile sera construite par
l'algorithme du paragraphe 2, 10, 2, et nous y noterons, avec chaque point y,
mx(S,) et les extrémités de l'intervalle R(y) dans la permutation actuelle de
E ; ala sortie de la famille {x,, x2, ... , %,] de prédécesseur x, on posséde
les renseignements nécessaires pour la réordonner ; on peut ainsi calculer
mx(S,), connaftre les extrémités de l'intervalle R(x) dans la permutation de
E, et réordonner les intervalles R(x) dans R(x) pour obtenir Ia nouvelle per-
mutation. Dans la mémoire d'une calculatrice, les permutations successives

pourront étre stockées séquentiellement, et il faudra effectuer des transferts,
ou bien on pourra éviter ces transferts en les stockant sous forme de "'liste'!
(cf. par exemple [ 44]).

Tout ce qui vient d'étre dit reste valable en remplagant la fonction mx
par la fonction k définie au paragraphe 2. 7, ou par la fonction mx' si on cher-
che seulement & minimiser mx'(N) pour les ordres de sortie N.
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2. 11. Construction de la pile conjointe grace a des tests portant uniquement

sur des feuilles,

2. 11. 1, Etude générale, La construction de la pile conjointe & une
ramification orientée (ou la détermination d'une ramification orientée parmi

celles qui possédent une suite de feuilles donnée) est donc ramenée a la

connaissance de deux relations, liées a 1a ramification : la relation d'équiva-

lence et la relation pd(x)F y, pour les couples étudiés au paragraphe 2. 10, 3.
Ces couples ne sont pas formés uniquement de feuilles. Peut-on se contenter
des restrictions de ces deux relations a l'ensemble F des feuilles ?

Soit m"' la trace sur l'ensemble F (1. 6. 4) de la pile m' conjointe &

une ramification orientée, Chaque test (a) (2. 10. 3) porte sur un couple (b, z)

et provoque l'entrée de la feuille z ou la sortie de la famille de b ; on peut lui

associer un test sur le couple (y, z), ou y est le sommet de la trace sur F de

l'état de m' dont b est le sommet : sib est un noeud, b est distinct de y ; peut-
on alors ramener le test (a) (b ~ z, puis pd(b)Rz) aux tests analogues (y ~ z)

et(pd(y)Rz) ? On doit aussi effectuer le test (b) (x Wb) : peut-on encore le
ramener aux tests précédents ?

Soit une ramification [E, R]. Ses feuilles et ceux de ses noeuds qui

sont prédécesseurs d'une feuille forment une sous-ramification {B, Rl, qu'on
appellera le feuillage de [E, R]. [E, R] est son propre feuillage. La ramifi-

cation sous-réduite de [E, R] (1. 5. 3) améme feuillage que [E, R]. Un feuil-

lage est sa propre ramification sous-réduite. Une orientation de [E, R] déter-
mine une orientation de son feuillage (2. 4. 1).

Si, pour construire la pile conjointe a une ramification orientée, on se
limite aux tests sur les feuilles qui viennent d'étre proposés, deux ramifica-

tions distinctes ayant méme feuillage fourniront les mémes réponses aux tests,

alors qu’elles n'ont pas la méme pile conjointe, On devwra faire une hypothése
supplémentaire qui ne puisse étre satisfaite @ la fois par deux ramifications

distinctes ayant le méme feuillage. Le plus simple est de se limiter @ étudier

(ou a chercher) une ramification qui soit un feuillage (1),

(1) On montre aisément qu'on obtient, l'une quelconque des ramifications orientées

(E, Y) cyant un feuillage orienté (E, Y) donné, de la maniére suivante ; pour chaque

noeud y du feuillage, qn construit une arborescence orientée Aly) de racine,y,,qui «

pour suite de feuilles y(y), of tout élément de (y) qui est une feuille de (E,y¥) cy

pour prédécesseur, les points de A(y) autres que la racine oules feuilles n'appartenant

nia E, ni & Marborescence A(y') associée & un autre noeud y! ; on construit une rami-

fication Ag qui a pour suite de feuilles le suite des racings du feuiilage donné, dans

lordre d'orientation, les noeuds de Ag n'appartenant ni & E, ni & aucune arborescence

Aly), Alors E est formé des points de Ag et des Ay) ; si x est un noeud de Ag ou de
Aly}, il n'est noeud dtaucune autre de ces ramifications : y (x) est le mot qui a pour pré-

décesseur x dans la ramification orientée dont x est noeud ; pour les autres points x

de E,y(x) =A ; le mot des racines de (E, Y) est celui de Ag.
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Soit donc un feuillage [E, R] orienté : tout noeud est le prédécesseur

d'une feuille. Etudions l'algorithme de construction de la pile m' conjointe a

ce feuillage, Nous conserverons les notations qui ont déja été utilisées : R'

est l'ordre associé a la pile m' ; il a été défini au paragraphe 2. 10. 2, en (12) ;

Q est l'ordre de sortie de cette pile ; pour tout noeud b, x est le sommet de la

pile m' lors de l'entrée de b, autrement dit 1'élément qui, dans l'ordre S, pré-

cede immédiatement R(b) ; y est le sommet de la pile t'' & ce moment ; il en

résulte que y R' x R' b (théoréme 1. 7) ; z est la premiére feuille qui majore b

dans l'ordre S. Nous poserons de plus a = pd(b) et r = pd(y). Démontrons d'a-

bord quelques lemmes :

Lemme 1. 1 R pd(x) Ra.

Ceci résulte directement de y R' x R' b d'aprés (12) (paragraphe

2.10. 2).

Lemme 2. Pour que x soit équivalent a b, il faut et il suffit que b ne soit pas

le premier élément, dans l'ordre §, de sa famille,

La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si b n'est

pas le premier élément de sa famille, x qui précéde immédiatement R(b) dans

l'ordre $ est équivalent ab (2. 3.3).

Lemme 3. S'i/ existe une feuille w équivalente a b et telle que w Sb, w, y, x

etb sont équivalents.

x est équivalent a b d'aprés le lemme 2, D'aprés (12), w R' b ;best le

sommet d'un état u; de w’ : w appartient a u, (théoréme 1. 7). Le sommet de

la trace de u; sur F est y ; donc w R'y R' b (théoréme 1, 7) et par suite

b Qy Q w. Comme les familles sont des Qintervalles, y est équivalent a b.

Lemme 4, Pour que a R z, il faut et il suffit que b ne soit pas le dernier élé-

ment, dans l'ordre §, de sa famille.

Si b est le demier élément de sa famille, son S-successeur est a

(2. 3. 3) : done z Sa, d'oi aR z, Sib n'est pas le demier élément de sa fa-
mille, son S-successeur appartient a R(a) et c'est une feuille (2, 3, 3) ; c'est

donc z,

En particulier, s'il existe une feuille w équivalente a b et telle que

b Sw, alors a R z,

Lemme 5, S'il n'existe aucune feuille w équivalente a b et telle quew Sb, y

n'est pas équivalenta@zetrRz,

Comme la ramification étudiée est un feuillage, il existe une feuille w

équivalente a b ; ici elle vérifie b S w ; d'apres les lemmes 1 et 4,r RaRz,

a #z car a est un noeud et z une feuille ; r #acar y n'est pas équivalent 4

b ; doncr # pd(z).

Etudions maintenant si les réponses aux tests (y wz) et (r R z) dé-

terminent les réponses a(x wb), (bwz)et(aRz):

1) Hypothése : y-~w z. D'aprés le lemme 5, il existe une feuille w équivalente
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@ b telle que w S b. Alors, d'aprés le lemme 3: x ~ b wz. b et z entrent dans

la pile sans séparateur,

2) Hypothése : r R z (d'ot y # z). D'aprés le lemme 5, il existe une feuille w

équivalente a b telle que w S b, Donc (lemme 3) yw x wb; d'okr =a, byz

et aR z. b entre dans la pile sans séparateur, z n'entre pas ; la famille de b

sort donc,

3) Hypothése: y Pz etr Rz. Der R a (lemme 1) etr R z, on déduit aRz,

car z est une feuille de la ramification, Mais nous allons voir qu'ici on ne peut

déterminer le résultat du test (xb) sans hypothéses supplémentaires, En

effet, l'hypothése est réalisée dés que b n'est précédé (dans l'ordre S) par

aucune feuille équivalente (lemme 5). Mais selon que b est ou non le premier

élément de sa famille, b » x ou b ~ x (lemme 2), Il est donc nécessaire qu'il

n'existe aucune famille dont les deux premiers éléments soient des noeuds,

D'autre part, supposons qu'une famille posséde deux noeuds consécutifs (pour

l'ordre S) b et b', précédés d'une feuille, Etudions b : d'aprés le lemme 4,

aR z; d'aprés le lemme 3, y-w~x-~wb; par suite r R z, z vérifie b' Rz et

b' #2. Done z n'est pas équivalent @ b ni & y, L'hypothése est satisfaite, et

bw x, Il est donc nécessaire que s'il existe une telle famille, aucune autre

famille ne commence par un noeud,

Les réponses aux tests (yz) et (rt R z) ne peuvent donc déterminer

les réponses @(x vb), (b-vz) et (a Rz) que dans les cas :

{A) si deux noeuds appartiennent & la méme famille, dans cette famille une

feuille se trouve entre eux (pour l'ordre d'orientation ),

ou

(B} pour tout noeud, le premier, dans l’ordre d'orientation, des éléments dont

ilest le prédécesseur est une feuille,

Dons (A) on a introduit une condition sur les racines parce qu'elles

forment, avec A et ©', la classe des éléments de prédécesseur 6 (2. 10. 2).

Aucune condition sur les racines ne se trouve dans (B), car A est le premier

élément de la classe des racines et i] a été considéré comme une feuille,

Pour qu'une ramification soit un feuillage et satisfasse a la condition

{A), il faut et il suffit qu'elle verifie (A) et

(Al) si un noeud est le prédécesseur d'un seul élément c, c est une feuille.

Les ramifications sous-réduites satisfaisant a (A) sont toutes des feuillages.
L'hypothése (B) suffit pour qu'une ramification soit un feuillage, In-

versement, il est clair que tout feuillage posséde une orientation telle que (B)

soit satisfaite.

2.11. 2. Etude du cas (A).

Lemme 6. Dans le cas (A), x est une feuille et donc x = y.

D'aprés le lemme 1, pd(x) R a, d'ot pd(x) R b ;il existe donc b; tel que
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x~byjetb; Rb: x #b, car x R b, x n'apportient pas 4 R(b,) et R (bj )

contient R(b), x est done aussi l'élément qui, dans l'ordre S, précéde R(b;) ;

dans leur famille, x et b, sont consécutifs. x est donc une feuille.

Lemme 7. Dans le cas (A), pour que b ne soit pas le dernier élément de sa fa-

mille, il faut et il suffit que b soit équivalent az,

Sib n'est pas le dernier élément de sa famille, l'élément suivant est une feuil-

le z', R(z') est réduite @ z' : z' est donc le S-successeur de b (2. 3.3). D'ou

z' =z, b est équivalent @ z. Réciproquement, b~ z entraine a R z et il suffit

d'appliquer le lemme 4.

Revenons @ l'hypothése 3 du paragraphe 2, 10.2: y#zet rRz.Sup-

posons que b ne soit pas le premier élément de sa famille. Alors b est équiva-

lent a x = y (lemme 2), b n'est done pas équivalent a z, b est le dernier élé-

ment de sa famille (lemme 7) et a R z (lemme 4) : comme a = 1, ceci contre-
dit rR z, b est donc le premier élément de sa famille. On en déduit x % b(lem-

me 2} et bev z (lemme 7) : un séparateur entre, puis b, puis z, Les fests sur

y et z sont donc suffisants dans le cas (A).

Jl est facile d'adapter a ce cas l'algorithme de 2, 10. 2. Aprés avoir

déterminé la classe des éléments dont un noeud a est le prédécesseur, on pla-

cera a dans une "'mémoire auxiliaire'' , en attendant de savoir s'il doit étre

précédé dans la pile par un séparateur +, On a vu (lemme 6) que y est le som-

met de la pile construite. ''entrée de (u )'' ne modifie pas la pilelorsqueu=A.

2. 11. 3. Etude du cas (B). L'hypothése du lemme 3 est toujours réalisée : x

est équivalent a4 b et a y. Pour ypzetr Roz, bywz et a Rz:b entre, puis

un séparateur, puis z,

Les tests sur y et z suffisent donc aussi dans le cas (B), Et tout noeud

entre sans séparateur, L'algorithme de détermination de la ramification est dé-

crit figure 2, 12,

2. 12. Ramification gauche d'une ramification orientée,

2. 12. 1. Définition. Au chapitre 6, nous serons amenés 4 déterminer une rami-

fication orientée {E, y) par une autre, qui a le méme ensemble de points E et

ot toute famille, sauf celle des racines, commence par une feuille, Pour cela,

nous allons ici associer 4 (E, y), de mamiére injective, une telle ramification

(E, y’).

Désignons par E, l'ensemble formé des racines de (E, y) et de tout

point qui n'est pas le premier de sa famille, par R l'ordre associé @ (E, y),

par S son ordre de sortie, La relation R' définie dans E par

xRiy <= (xRyetxeE,)oux=y
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est transitive ; R'(x) = R(x) si xe E , R'(x) = x] sinon. L’ordre total 5 et

la relation R satisfont aux hypothéses du théoréme 2. 4, il en est de méme pour

S et R’. Il existe donc une ramification orientée (E, y') unique dont R' est

l'ordre associé et S l'ordre de sortie. Nous l'appellerons ramification gauche

de ({E,y).

Si un isomorpnisme ‘P transforme (E, y) en (E", y''), “P est aussi

un isomorphisme de (E, y') sur la ramification gauche de (E", y''). Si toute

famille de (E, y) autre que celle des racines commence par une feuille, les

relations R et R' sont confondues, (E, y) =(E,y').

2.12.2. Propriétés de (E, y'). (E, y') a mémes racines que (E, y) ; ses feuil-

les sont les feuilles de (E, y) et les noeuds de (E, y) n'appartenant pas a

E, ; ses noeuds sont ceux de (E, y) qui appartiennent a FE. Identifions le

R'-prédécesseur z d'un point x qui n'est pas une racine : zRx et z#x ; de

plus, dans le R-intervalle |z, x{ n'existe aucun élément z' de E,, sinonz'

vérifierait zR'2R'x. Le R'-prédécesseur de x est, pour R, le plus grand mi-

norant strict de x qui appartient 4 E,. De ce résultat, nous déduirons diverses

conséquences :

a) Size E, et si y est la premiere feuille de R(z}, d‘aprés l'étude faite en

2.3.3, 2 est le R'-prédécesseur de y, la famille y'(z) a y pour premier élé-

ment :(E, y') est sa propre ramification gauche,

b) Deux points x et y qui appartiennent @ la méme famille A de (E, y) appar-

tiennent aussi a la méme famille A' de (E, y'). Si y suit immédiatement x dans

d, y appartient a E, et R'(y) = Rly) ; dans l'ordre de sortie S, x précede im-

médiatement Rly) : y suit aussi immédiatement x dans A’,

c) Si le R-prédécesseur y d'un point x appartient a E,, y est aussi le R'-pré-

décesseur de x; sinon , dans (E, y'}, x et y appartiennent a la meme famille,

Supposons que x soit le demier point de sa famille dans (E, y) : pour l'ordre

S, x est le prédécesseur de y ; si y appartient 4 E,, x est le demier point de

y'(y) ; sinon, x et y sont consécutifs dans leur famille commune,

On déduit de cette étude la forme des familles de (E, y') : si z est un

noeud de (E, y) appartenant a E,, y'(z) commence par la premiere feuille ag

de R(z), qui est suivie des autres éléments de sa famille y(a,) ; sia, Ey,

a, =z, y'(z) = y(a,) ; sinon y(a,) est suivi de la famille y(az) dont a, est le

premier élément, etc... Finalement, y'(z) =ylay)... y(a,) ou: peljpa,p=z;

pour 1] <i< p-l, a; est un noeud de (E, y) et une feuille de (E, y’) ; tout au-

tre élément de y(z) est soit a4, feuille de (E, y), soit un point de E,: c'est

une feuille de (E, y) ou un noeud de (E, y') ; pour] <i¢p, a1 est le pre-

mier élément de y(q,).
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La figure 2, 13 schématise une arhorescence orientée et sa ramifica-

tion (arborescence) gauche (orientation de '' gauche a droite''),

2. 12, 3. Existence et unicité d'une ramification orientée ayant une ramifica-

tion gauche et un ensemble de feuilles donnés. La donnée de la ramification

(E, y') et de l'ensemble F des feuilles de (E, y) permet de déterminer pour

chaque mot y'(z) la suite des a; ; on connait alors les y(a;) et y(z), c'est-a-

dire pour tout noeud u de (E, y) le mot y(u). Par suite, il existe qu plus une

ramification orientée (E, y) qui a un ensemble de feuilles F donné et dont une

ramification orientée donnée (E, y') est ramification gauche.

Pour que (E, y) existe, il est nécessaire que toute famille de (E, y'),

sauf celle des racines, commence par une feuille et que F soit un ensemble de

feuilles de (E, y') qui contienne le premier élément de chacune de ces famil-

les. Supposons qu'il en soit ainsi, Envisageons un noeud z de (E, y') et, dans

y'(z),la suite (éventuellement vide) des feuilles de (E, y') n'appartenant pas

aF:@),..., G,.) | posons a, = z(p > 1) : on peut écrire y'(z)= y(a,)... y(a,)

ou, pour2<ig¢p, a;., est le premier élément de y(a;) ; notons d'autre part que,

d'aprés l'hypothése, le premier élément a, de y(a,) appartient a F. On définit

ainsi, pour toute feuille u de (E, y'}) n'appartenant pas a F, et pour tout noeud

ude (E, y'), un mot y(u) : chacun de ces mots commence par une feuille de

(E, y') : siue F, posons y(u) =A. Tout point de E qui n'est pas une racine

de(E,y') appartient aun, et un seul, des mots y(u) :d'aprés 1, 4, 1, ces mots,

avec y(A), mot des racines de (E, y'), définissent une ramification orientée

(E, y) dont F est l'ensemble des feuilles ; soit E, l'ensemble de ses racines

et de ceux de ses points qui ne sont pas premiers de leur famille : les noeuds

de (E, y) qui appartiennent a4 E, sont les noeuds de (E, y‘). Si R est l'ordre

associé a (E, y), d'aprées 2. 3. 3, la premiére feuille de R(z) = R(a,) estag.

Il résulte alors de la construction des familles de la ramification gauche de

(E, y) que cette ramification est (E, y').
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Théoréme 2, 10. Pour qu'il existe une ramification orientée (E, y) d'ensemble

de feuilles Fdonné ,dont une ramification orientée (E,y')donnéesoit la rami-

fication gauche, il faut et il suffit que tout élément de F soit une feuille de

(E, y') ef que chaque famille de (E, y') autre que celle des racines commence

par un élément de F.(E, y)} est alors unique.

2. 12. 4. Entrées et sorties de la pile strictement attachée a (E, y'). L'entrée

d'un noeud de (E, y') est suivie de celle d'une feuille de (E, y). Si un noeud

x de (E, y) qui n'appartient pas 4 E, a pour successeur, dans l'ordre 5, un

autre noeud y de (E, y), x est le premier point de sa famille, mais aussi le

demier et y est le R-prédécesseur de x (2. 3. 3), done y({y) =x’. Soit ujun

état de la pile, i' le plus petit entier supérieur & i qui est l'entrée d'une feuil-

le de (E, y) ou l'indice du demier état de la pile. i'-1 est la seule entrée pos-

sible d'un noeud de (E, y) comprise entre i et i', Entre i et i' se trouvent m

(> 0) sorties d'éléments de u,, ij, <... <j, ; posons i =jgeti'=j gy);

j, etiys, (k =0,..., m) sont séparés par l'entrée et la sortie de q (20)

feuilles de (E, y'), qui sont aussi desnoeuds de (E, y), x), ... , ¥q: dans

ordre 3, x,,... , X, forment un intervalle et, pour 2 ¢k<q, y(x,) ='X,_)'-
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CHAPITRE Ul

PILES ET PSEUDO-RAMIFICATIONS

3. 1. Piles simples dont une pile donnée est transcrite.

Nous avons vu au paragraphe 1. 7 que toute pile U sur un ensemble E

est transcrite d'une pile simple U, sur un ensemble E,, par une application f

de E, dans E ; le mot d'entrée de U est transcrit du mot d'entrée de Uy par
l'application f ; cette condition définit d'ailleurs f, puisque tout élément de

Eq une occurrence dans le mot d'entrée de Ug, de sorte qu'il existe au plus

une transcription transformant une pile simple donnée U, en une pile donnée U

sur E,

Soient Uy et U, deux piles simples, sur deux ensembles Ey et E,, dont

une pile U sur un ensemble E est transcrite. Les mots d'entrée a, et a, de U,

et U, ont méme longueur, celle du mot d'entrée de U ; tout élément de E,a

une occurrence et une seule dans a ; associons-lui l'élément de E, qui a mé-

me tang dans a, : nous définissons ainsi une bijection g de E, sur Ey. Par

récurrence sur j, le j°TM® état de U, est transcrit par g du j°"° état de U, ; la

pile U; est donc transcrite en Ug par g, et par suite U, est isomorphe a Uo.

Réciproquement, soit une pile U transcrite d'une pile simple U, par

une application f, et U, une pile simple isomorphe @ U,, c'est-a-dire que Uy

est transcrite de U, par une bijection g. Comme le produit de deux transcrip-

tions est une transcription (f* o g* = (fog)*), U est transcrite de U, (par

fog).

Théoréme 3. 1. Toute pile U sur un ensemble E est transcrite d'une pile sim-

ple Uy. Si E, U, et Uy sont donnés, la transcription est unique. Les piles sim-

ples dont U est transcrite sont les piles isomorphes @ Up et elles seules.

3. 2. Pseudo-Ramifications.

3. 2. 1. Définitions. Au paragraphe 1, 4, 5, nous avons vu qu'une ramification

orientée est déterminée par la donnée d'un ensemble d'index [ et d'une bijec-

tion définie sur ] : un ensemble d'index est un sous-ensemble du monoide li-

bre déduit de l'ensemble des entiers naturels, qui, avec tout mot A = A, 1 de
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demier élement r, contient le mot A, s'il n'est pas vide et les mots A, pour
0 <r' <r. Tout ensemble d'index | définit une ramification orientée, que nous
noterons simplement | par abus de langage. Deux ramifications orientées iso-

morphes ont méme ensemble d'index I, et la ramification orientée | leur est

isomorphe,

Soit un ensemble E non vide, Nous appelons pseudo-ramification dans

E tout couple d'un ensemble d'index | et d'une application quelconque f de I
dans E. Nous dirons que la pseudo-ramification (I, f) est l'image par f dela
ramification orientée I.

Une ramification orientée quelconque, d’ensemble de points E', déter-

mine son ensemble d'index | et une bijection g de I sur E'; si on donnede

plus une application f' de E' dans E, on peut définir la pseudo-ramification

(1, fog) : nous dirons encore que cette pseudo-+amification est l'image par {*
de la ramification orientée donnée g(I) et nous la noterons ((g(I), £)). Pour

que ((R, f'1))=((Qz f'2)), il faut que les ramifications orientées Ry, etRy
aient méme ramification d'index I, donc soient isomorphes :F 2 = h(R,) ; alors,
si, = g(D), (Ry, £2 )) = ((hog (I), £2 )) = (1, fy ohog); pour que ((Ry, fy) =
((h(R}), f'2)), il faut et il suffit que f) = f',0h :

((R, foh)) = ((h(Q), £)) si h est un isomorphisme.

Plus généralement, nous dirons qu'un graphe (E','[) et une application

f{ de E' dans E définissent un pseudo-graphe dans E (E',T; £), avec la con-

vention que (E,,, ; £,)=(E,,0 2; £,) si, et seulement si, le graphe(E,, 1, )
est image de(E,, I, ) par un isomorphisme h et £, = f,0h, Le pseudo-graphe

sera dit /ini si l'ensemble E' l'est.

Si (I, f) est une pseudo-ramification dans E et g une application de E

dans un ensemble E,, nous dirons que g transforme (I, f) en la pseudo-rami-

fication (1, gof) dans E).

Exemple de pseudo-ramification : soit un ensemble A, et D un sous-en-

semble fini du monoide libre déduit de A, tel que tout facteur gauche d'un mot

de D appartienne a@ D, Soit [ la relation dans D:

ALA’ si, et seulement si, le mot \ est facteur gauche du mot X'.

{D, [] est une ramification ; orientons-la d'une maniére quelconque. A tout
mot de D, associons l'élément de A qui le termine : l'image, par l'application f

dinsi définie, de la ramification [D, [_] orientée est une pseudo-ramification ;
f transcrit les chemins de [D, [[] dont l'origine est une racine en les mots de

D. On peut utiliser une telle pseudo-ramification pour stocker un dictionnaire
(figure 3. 1, voir par exemple [56]) : D est alors l'ensemble des mots du dic-
tionnaire, terminés par un symbole © qui permet de reconnaitre leur fin, et de

leurs facteurs gauches,

=66=

NPT NT BS

= Se.

Soit une pseudo-ramification (I,f) dans un ensemble E. L'application
f transcrit les familles de la ramification orientée I, qui sont des mots du mo-

noide libre I*, en des mots du monoide libre E*, qu'on appelle familles de la

pseudo-ramification. La famille des racines de [ est transcrite en la famille

des racines de (I,f) ; si] est une arborescence, (I,f) s'appelle une pseudo-ar-

borescence : elle a une seule racine. Toute autre famille de I est la suite y (x)

des éléments de | ayant le méme prédécesseur x : on dit que f(x) est prédéces -

seur de la famille transcrite de y(x), La suite de feuilles (2.6.1) de la rami-

fication orientée I est transcrite en un mot de E*, appelé suite de feuilles de

la pseudo-ramification. On nomme hauteur de (I,f) la hauteur de I. Si J est une

sous-tamification de J, elle est orientée par l'orientation de I (2.4.1). Son

image par la restriction de f a J est une pseudo-ramification, dite sous-pseudo-

ramification de (I,f), Si J est une sous-arborescence compléte (1.4.1) de I,

son image est appelée sous-pseudo-arborescence complete de (I, {).

La pseudo-ramification (I, f) peut étre donnée par sa matrice des index,

définie comme pour une ramification (1.4.5). Elle est aussi déterminée par

toute matrice qui définit a la fois I (ou une ramification orientée isomorphe)

et f. Il en est ainsi pour une matrice associée &@ | bordée d'un vecteur qui pour

chaque ligne, correspondant a x de I, donne {(x), Il en est de méme pour une

matrice a trois colonnes qui, pour chaque x de J, donnent f(x), le numéro de la

ligne de la matrice qui correspond au lien vertical de x, et le numéro de celle

qui correspond au lien horizontal, lorsque ces liens existent : une telle ma-

trice est appelée matrice d'enchainement de la pseudo-ramification, En par-

ticulier, on peut ranger les éléments de | dans l'ordre d'entrée de la ramifica-

tion : on a vu qu'alors il suffisait d‘indiquer dans la deuxiéme colonne |'exis-

tence du lien vertical,

3. 2. 2. Réunion horizontale ou verticale de deux pseudo-ramifications, Soient

deux pseudo-ramifications (y, £,) et (I,, f,) dans un ensemble E ; désignons

par k le nombre des racines de (I, fi ). A tout index Ae L. associons la suite
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d'entiers t(A) obtenue en ajoutant k au premier des entiers qui composent A;

t(L,) est un ensemble, disjoint de I,, de suites d'entiers qui sont les points

d'une ramification orientée I', isomorphe a 1,. La féunion de I, et de t(I,) est

un ensemble d'index I, qui définit une ramification d'index : cette ramification

n'est autre que la réunion horizontale (1. 4. 2) des ramifications orientées 1,

et I',. Définissons une application f de I dans E, par :

f(x) =f, (x) si xel fx) =f ot (x) si xe tll).

La pseudo-ramification (I,f) s‘appelle réunion horizontale de (I, , f,) et (I, f,).

On définit ainsi une loi de composition interne de l'ensemble des pseudo-ra-

mifications dans un ensemble E ; il est facile de voir que cette loi de compo-

sition inteme est associative (mais non commutative), On note

(1,0) = Oh.) uh fe

Soient 4 et ‘P, les mots des racines de (I, ,f,) et (In, £2): y = fF (4)
et Y, =f$(¥_) of Y, et Y, sont les mots des racines de I; et I,. Le mot des

racines de I est ‘, t* (¥,) ; celui de la pseudo-ramification (I, f) est donc :

fT, tH, 1) = A (, ) (fot)*(¥,) = PUY, ) UY.) = A Pee

Sic, et a, sont les suites de feuilles de (1,, £,) et (Ij, f,), on montre de la

méme fagon que la suite de feuilles de (I, f) est «, a2 ; on utilise le fait que

la suite de feuilles de la réunion horizontale de deux ramifications orientées

est obtenue par concaténation des suites de feuilles de ces ramifications

(2.6, 2).

Envisageons maintenant deux pseudo-ramifications (I), f) et (Iz, fo)
telles que la suite de feuilles de la premiére soit la famille des racines de

la seconde, Tout A de I, s‘écrit r A’, oa r est un entier et A' une suite d'en-

tiers ; soit A'' la feuille de I, qui a pour rang r ; posons ici t(A) = A" A‘, t(Iy)

est l'ensemble des points d'une ramification orientée I', isomorphe @1,, dont

le mot des racines est la suite de feuilles de I,. La réunion verticale (2.6.2)

del, et I', est une ramification d'index I, Définissons une application f de I

dans E, par f(x)=f, (x) sixe],, f(x) =f, ot (x)sixet(I,):sixel, a t(1,),

x est une feuille de 1, et une racine de I ; comme la suite de feuilles de
(Iy, £) est la famille des racines de (Ip, f2), on a bien f£,(x) =fzot (x), La

pseudo-ramification (I, f) s'appelle réunion verticale de (I, £,) et (I, £2). On

note

(1, £) = (ly, £1) u (Ty, £2).

Soit ?, le mot des racines de (I,, f;) : P, = f*; (¥,) o& ¥, est le

mot des racines de I. Le mot des racines de] est ¥,, et celui de (1, f),

f(Y,) = £4 (P)) = YP). Deméme, la suite de feuillesde(I,f) estcellede (ly fz).

-68-

a ee +

Sehk aiaeeSt A leit nlite oe tra naa —
Soit (I, f) la réunion horizontale (resp. verticale) de deux pseudo-rami-

fications (I, , £,) et (Iz, {.) : une sous-pseudo-arborescence complete de (13, fz)
est l'image d'une sous-arborescence compléte J de 1, par la restriction f de

f, a J. Désignons par t et f les restrictions respectives det et f a J et at(J);

1(J) est une sous-arborescence compléte de I', et ((J, £)) = ((t(J), £20 ty)s
((t(J), £))._t(J) est une sous-arborescence compléte de 1 (1. 4, 2 et 2. 6. 2);
done ((J, f,)) est une sous-pseudo-arborescence compléte de (I, f). Il est im-

médiat de montrer que toute sous-pseudo-arborescence compléte de (I), f,) est

une sous-pseudo-arborescence complete de (I, f).

Théoréme 3. 2. Soient deux pseudo-ramifications dans un méme ensemble, Tou-

te sous-pseudo-arborescence compléte de l'une d'elles est une sous-pseudo-

arborescence compléte de leur réunion borizontale, et de leur réunion verticale

lorsque celle-ci existe.

3. 2. 3. Pseudo-ramification gauche d'une pseudo-ramification, On appelle pseu-

do-ramification gauche d'une pseudo-ramification (I, f) l'image par f de la ra-

mification gauche I , de I (2. 12).

1, est isomorphe 4 sa ramification d'index I' : I' = (I) ; la pseudo-

ramification gauche de (I, £) est (I', fo T' est la ramification gauche de

h(I), et (I, f) est l'image de h(I) par f oh” : (I', £ oh”) est la pseudo-ramifi-

cation gauche de l'image parf oh” d'une ramification orientée dont I’ est ra-

mification gauche,

Réciproquement, soit une pseudo-ramification (I', f') telle que I' soit

la ramification gauche d'une ramification orientée I,. I, est isomorphe 4 sa

ramification d'index I : 1, = h(I) ; la ramification gauche de I est Br). Le
pseudo-ramification gauche de (I, fo h) est car? ('), ffoh)) =(I', £").

Les pseudo-ramifications dont une pseudo-ramification (I', f') est pseu-

do-ramification gauche sont les images par f' des ramifications orientées dont

I' est la ramification gauche, On déduit alors du théoréme 2, 10:

Théoréme 3, 3, Soit un ensemble E, E, un sous-ensemble de E, € . l'ensemble
des pseudo-ramifications (1, f) dans E telles que { transforme les feuilles de 1

en des éléments de E,, les noeuds de | en des éléments du complémentaire de

Eq. Pour qu'il existe une pseudo-ramification (1, f) « € 4 dont une pseudosa-
mification dans E, (I, {'), donnée soit la pseudo-ramification gauche, il faut

et il suffit que tout point x de I' tel que f'(x) € Eg soit une feuille et que cha-

que famille de I', autre que celle des racines, commence par un tel point. (I, f)

est alors unique.

En effet, les pseudo-ramifications dont (I', f') est pseudo-ramification
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gauche sont les images par f' des I, dont ]' est ramification gauche ; leur im-

poser d'appartenir a € g revient a déterminer les feuilles de [, : les points x

tels que f'(x) € Ey.

La pseudo-ramification gauche de la transformée d'une pseudo-ramifi-

cation (I, f) par une application g est la transformée par g de la pseudo-rami-

fication gauche de (I, f).

Dons le cas ou (I, f) est une pseudo-arborescence, il en est de meme

pour sa pseudo-ramification gauche : nous parlerons alors de la pseudo-arbo-

rescence gauche de (I, f).

3. 3. Piles attachée, adjointe, conjointe 4 une pseudo-ramification,

On appelle pile attachée (resp. adjointe, conjointe )@ une pseudo-ra-

mification (I, f) la pile transcrite par f de la pile strictement attachée ( resp.

adjointe, conjointe) a la ramification orientée I.

Soit une pile U. D'apres le théoréme 3. 1, elle est transcrite d'une pile

simple U,, définie a un isomorphisme pres. Chaque pile U,est strictement at-

tachée (resp, adjointe, conjointe) a une ramification orientée, et aux diverses

piles Uy toutes isomorphes correspondent des ramifications orientées isomor-

phes (théorémes 2, 1, 2.6, 2. 7), qui ont toutes la méme ramification d'index I,

qui leur est isomorphe, U est transcrite de la pile strictement attachée (resp.

adjointe, conjointe} & la ramification I, et la transcription f est unique (théo-

reme 3, 1).

Théoréme 3. 4. Toute pile sur un ensemble E est attachée (resp. adjointe,

conjointe ) a une pseudo-ramification sur E et une seule.

Exemple : pseudo-ramification représentée figure 3, 2.

Matrice d'enchainement (dans l'ordre d’entrée) : 1 indique la présence d'un

lien vertical, 0 son absence,

n° de aye lien lien

ligne elem vertical horizontal

1 D 1 -

2 A 0 3

3 B 1 -

4 Cc 0 5

5 B 1 -

6 _ A 0 7

7 Cc 0 8

8 A 0 -
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Pile attachée :

A C A

C BBBBBBB

A BBBBBBBBBBB

DDDDDDDDDDDDDDD

Pile adjointe :

A

A c ccc

D BBB BBB AAAAA

A A A

Pile conjointe :

A

ccc

AAAAA B

cccccccce B

AAAAAAAAAAAAA D

A

Une pseudo-ramification est donc déterminée par sa pile attachée, sa

pile adjointe ou sa pile conjointe, c'est-a-dire par leur mot attaché ou leur mat

de description ou leur mot de description incomplet ou le couple de leur mot

d'entrée et de leur mot direct des poids oule couple de leur mot de sortie et

de leur mot inverse des poids.

Soit un ensemble E et une application p de E dans l'ensemble des entiers na-

turels. Envisageons l'ensemble des pseudo-ramifications dans E of toute famille de

predécesseur x ait pour longueur p(x), et dont chaque feuille y vérifie p(y)=0. Dans

cet ensemble, une pseudo-ramification est définie par le mot d'entrée (resp. de sortie)

de sa pile attachée, qui détermine le mot direct (resp, inverse) des poids : on peut

appeler ce mot d'entrée (resp, de sortie), mot de Lukasiewicz direct (resp. inverse)

de la pseudo-ramification. Les mots de Lukasiewicz directs des pseudo-ramifications

de l'ensemble forment un langage préfixé au sens de [27].
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CHAPITRE Iv

STRUCTURES, GRAMMAIRES ET LANGAGES DE CHOMSKY

4.1. Définitions.

4. 1. 1. Structures de Chomsky. Soit un ensemble fini V et une relation binaire

entre V et le monoide libre V* déduit de V : nous nuterons ::= cette relation,

Nous appelons structure de Chomsky Y (V,::=) l'ensemble des pseudo-rami-

fications dans V telles que, pour toute famille .P de prédécesseur A, An:= ‘f.

Nous disons que A « V* dérive de A' « V* lorsque A = A' = A ou lorsqu'il existe

dans ¥ (V,::=) une pseudo-ramification aont A est la suite de feuilles et A'

la famille des racines ; si la hauteur de cette pseudo-ramification est supérieu-

real, A dérive strictement de A'. X dérive de X' sera noté »4' >A; une

pseudo-ramification dont la famille des racines est X' et la suite de feuilles

sera dite de type (A' “> A). Si Rt est une pseudo-+ramification de type

{At #-> r) et KR" une pseudo-ramification de type (A —#—> At), la réunion
verticale de R' et R'' est de type (A'—*—> A"), d'aprés 3. 2. 2. Si R, est

de type (A'; -*—> A,) et Ry de type (A'z—*— > A,) la réunion horizontale

de R, et Ry est de type (A'; A'g > Aq AQ), d'aprés 3, 2. 2, Dans le mo-
noide libre V* la relation —*—> est un préordre, compatible avec la concaté-

nation,

Nous supposerons que le nombre de couples qui sont dans la relation ::=

est fini et non nul (voir généralisation en 4. 6). Alors ::= peut étre donnée

por énumération des couples en relation, A::= ‘? ; nous dirons que A::= ‘?

est la régle de premier membre A, de second membre ‘? , On abrége l'écriture

Ans YP etA::= “PienA:= Yi [1].

Dans la suite nous supposerons que V est donné comme réunion de deux

ensembles disjoints T et N, N contenant tout premier membre de regle, c'est-

a-dire tout prédécesseur d'une famille dans une pseudo-ramification de

¥(V,::=). Nous appellerons alors proposition de la structure tout mot du mo-

noide libre T* qui dérive d'un élément de N.

4. 1. 2. Grammaires et langages de Chomsky. Soit X « N. L'ensemble des pro-

positions qui dérivent de X est le langage de Chomsky engendré par la gram-

maire (N, T, =, X). Ses éléments sont les phrases du langage : ce sont les
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suites de feuilles des pseudo-arborescences de Y (V,::=} qui ont X pour ra-

cine et dont les feuilles appactiennent a T : on notera © (N, T,::=, X) len-
semble de ces pseudo-arborescences, V est le recahulaire, T le rocabuleir
terminal, les éléments de T les symhules terminaur, N le vocabulaire non tere

minal ow auxiliaire, ses éléments les symboles non terminaur ow auriliatres.
v= la relation de production, X laxiome de la grammaire, Deux grammaires

qui engendrent le meme langage sont dites éguiralentes.

Si on peut trouver deux mots A et A’ de V* tels qu'il existe plusieurs

pseudo-arborescences de la structure de Chomsky <j (V,::=) qui ont A pour
suite de feuilles et A' pour famille des racines, la structure est dite ambipue.

Si on peut trouver un mot A de T* qui soit suite de feuilles de plusieurs pseu-

do-arborescences ayant pour racine X, on dit que la grammaire (N, T,::=, X)

est ambigué, La structure d'une grammaire ambigué est ambigué.

Soit une pseudo-arborescence d'une structure de Chomsky, qui définit
une proposition a ~ ‘ag... a,". Elle est l'image par une application f d'une

arborescence J. Pour tout noeud x de I, on a montré (2, 6. 1) que les feuilles
qui majorent x forment un intervalle r(x) de la suite de feuilles de [ ; f trans-

crit cet intervalle en un sous-mot B (x) de a, qui est une proposition de la

structure ; on dit que B (x) est une sous-proposition de a. Les intervalles r(x)

et les feuilles de I] forment une arborescence sous-réduite de | (1.5.3), orien-

tée grace a l'orientation de ] (2. 4. 3) ; l'image de cette arborescence par
‘application qui transforme r(x) en 8 (x) et transforme les feuilles de | comme
f sera nommée pseudo-arborescence des sous-propositions de a, Une proposi-

tion de la structure peut posséder plusieurs pseudo-arborescences des sous-
propositions ; la structure est alors ambigue : on dit qu'elle est fortement ani-

bigué, De méme une grammaire qui engendre une phrase possédant plusieurs

pseudo-arborescences des sous-propositions est dite fortement ambigué.

Exemple (cf. instructions d'affectation Algol, [43], [4]) ;

N ={A,E,P,F,B,C,G,L} T={:=,+,x,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,a,b}

As:> GE E:=E+P/P P::=PXFI|F

F::=GIB B::=BC! C G:=GLIL

C i= 011/213/4)51617/1 819 Ls:=a}b

Axiome A,

b:=axbb+42 est une phrase, définie par la pseudo-arborescence qui est re-
présentée figure 4. 1. La figure 4 2 schématise la pseudo-arborescence des

sous-propositions de cette phrase. aX bb +42, ax bb, bb, a sont des proposi-

tions de la structure, + n'en est pas une.
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4. 1. 3. Comparaison & d'autres définitions. La définition des langages de

Chomsky qui vient d'étre donnée est équivalente a celle des langages du type

2 de [12] ou des langages " context-free’ de [13]. En effet, d'aprés les pro-

priétés de la relation ''dérive de'', s'il existe une ’ -dérivation d'un motw

au sens de [12], wdérive de Y. Réciproquement, supposons que w dérive de

'Y, c'est-a-dire qu'il existe une pseudo-ramification (I, f) de la structure qui

soit de type (’ +> «) ; envisageons la suite des états u', de la pile conjointe

@ I tels que j soit entrée d'un noeud ou j=0 : wig =u'g=A, Wheres us
on passe de uy a wey en faisant entrer un certain nombre (éventuellement
nul) de feuilles, puis en remplagant une famille par son prédécesseur (2.10.2);

associons @ chaque uj; la suite 65, des feuilles dont l'entrée est supérieure

@ i; f transcrit u'j, et 6, en uj et 6;. : pour i=0,.., p-1, il existe un sym-

bole non terminal A; et trois mots Yj, , A‘, de V* tels que uj; 8. HAUT) AN,
Ujsar Cpa, = Aa ALAL et Ay = Pi; d'autre part, uj, = A, 8, =o, uj =,
8), =A : la suite des uj, 6), est, dans l'ordre inverse, une Y’ -dérivation dew.
Cette Y -dérivation présente la particularité que les A‘, sont formés de feuil-

les : on "réécrit'' a chaque étape le demier noeud, On aurait pu aussi utili-

ser la pile adjointe a (1, £), et obtenir une dérivation ou on réécrive a chaque

étape le premier noeud.
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(13] montre que les langages de Chomsky sont les langages ''accep-

tés par un automate a mémoire pile'' : la pile utilisée pour engendrer une

phrase a est ici, a peu de chose prés, la pile attachée a une pseudo-arbores-

cence de type (XK +> a).

Les langages SPL de [2] sont les langages de Chomsky et leurs réu-

nions avec le mot vide. On remarquera qu'avec la définition que nous avons

donnée, l'adjonction ou la suppression de régles A ::= A ne modifie pas une

structure de Chomsky, car A ne peut étre une famille d'une pseudo-ramifica-

tion, Dans la suite, on supposera que la relation de production ne posséde au-

cune régle Je cette forme.

4, 1. 4, Définition de langages de Chomsky par un systéme d'équations. Soit

Q{A) le langage des propositions quidérivent d'un symbole auxiliaire A don-

né, Q(A) est formé des mots de T* qui peuvent s'écrire ag 8, a)... B, a,o0:

p>0,a,9¢T*; pourl<ig¢ p,ae TY Bie TP; derive de Bie N;

A ::=% By @ ... B, a. Q(A) est la réunion des sous-ensembles du monoide

libre T*, «1 Q(B,) a)... Q(B,) «, tels que les a, et les B, satisfassent aux

hypothéses précédentes, Précisons cet énoncé : toute application @ de N dans

l'ensemble Ty des parties de T* prolongée en une application @' de V

dans Pr4 par Q' (a) = {ta*} pour tout a de T, induit un homomorphisme de
monoide de V* dans Bir4 (1. 3), que nous notons ®"* ; avec cette notation,

pour tout A « N, Q(A) est la réunion des ensembles Q*(‘f) tels que A ::= ?.

Ce résultat peut étre complété en:

Théoréme 4. 1 [54]. Soient T et N les vocabulaires terminal etauxiliaire d'une

‘structure de Chomsky S(T UN, ::=) telle qu'aucun couple de symboles au-

xiliaires A, A' ne vérifie A ::= At, Il existe une, et une seule, application ®

de Ndans VX(T*) pour laquelle

(WAeN) (A¢@(A) et O(A) = U_ O*(P)),
A

l'application Q qui transforme tout A de N en le langage des propositions dé-

rivanide A,

Exemple : T = fa, b, c] ; l'unique solution dans ‘J}( T*)? du systeme
de deux équations X= Yu Xe

Y = fab} u aYb_

est formée des deux ensembles des propositions de la structure de Chomsky

SY (TUN, ::=) qui dérivent respectivement de X et Y, avec :

N=tX,Y}; T=ta,b,c}; X= Y|Xe; Yusab/aYb,

Il s'agit des ensembles {a b" cP; n>0, p20}, la" bTM;-n> O}.

4. 1, 5. Image homomorphe et transcription d'un langage de Chomsky. Soit L,

un langage de Chomsky, engendré par une grammaire (N, T, ::=, X), et f une
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application de T dans le monoide libre T'* déduit d'un ensemble fini T' : f in-

duit un homomorphisme f* de T* dans T'* Prolongeons { en une application £;

de TUN dans T* u N, par l'identité dans N. f* transforme L. en le langage

de Chomsky f*(L) engendré par la grammaire (N, T’, ::=', X), ou Ia relation

de production ::=' est définie par les regles A ::=' f}( 7) si A: P . En par-

ticulier, si f est une application de T dans T' (identifié a un,sous-ensem-

ble de T'*), f* est une transcription : nous dirons que f frase rif Len £*(L).

4, 2. Grammaires réduites. (d'apres [2]).

Une grammaire (N, T, =, X) qui engendre un langag. de (hamsky
non vide est dite réduite lorsque

a) pour tout Ae V, il existe Py) et Yo ¢ Vitels que 8, AR, d=

rive de X;

et b) pour tout symbole non terminal A, il existe une proposition qui dé=

rive de A,

Soit alors \ « V* qui dérive de A« V ; il existe, dans V* ‘?, et Y,

tels que ‘3 A ‘f2 dérive de X ; des symboles non terminaux qui possédent

une occurrence dans ‘f, ,Aet ‘fz dérivent des propositions ; de “%,,A, f2

dérivent des mots sur T, 4), B, &2. Il existe donc des pseudo-ramifications

Ry de type (X > 8, A Y2), Rey de type (A #> a), Ry et Ky
de types ( ‘Py; *—> a), (‘P2 > a), Rs de type (A—*> 8). La pseu-
do-ramification

HR uth; utR, u Xs) u Kyl

est de type (X+> a, a,) et R, en est une sous-arborescence complete
({théoreme 3, 2).

Théoréme 4. 2. Si la grammaire (N, T, ::=, X) est réduite, toute pseudo-ar-

borescence de la structure de Chomsky F(T UN, :=) est une sous-pseudo~

arborescence compléte d'une pseudo-arborescence de & (N, T, :=, X). De
plus deux pseudo-arborescences de méme racine qui ont deux suites de feuil-

les termnales B et B' sont sous-pseudo-arborescences complétes de deux

pseudo-arborescences de F (N, T, ::=, X), dont les suites de feuilles «Baz

eta’, B'a', vérifienta,= a’, ela,= a'p.

[2] donne un algorithme qui permet, pour toute grammaire G, de déci-

der si elle engendre un langage de Chomsky vide et, sinon, de construire une

grammaire réduite G' telle que €(G) = tic):

1) On cherche les symboles non terminaux A dont dérivent des propositions ;

en particulier, on reconnait si X est un tel symbole, c'est-a-dire si le langage

n'est pas vide ; dans ce cas, on écarte les symboles auxiliaires dont ne dérive

aucune proposition et les regles contenant de tels symboles ; d'ov une gram-

maire (N', T, ::=', X); soit V'=N'u T.
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2) Pour réaliser la condition a, définissons dans V' la relation p:

ZpY <—— > (1 he V4) Ae Ve) (Z st Y %).

On construit la fermeture transitive R dep. Les régles qui ne contiennent que

des symboles de l'ensemble R(X) définissent une relation ::=", La grammaire

(R(X) AN’, R(X) T, ::="', X) répond @ la question.

4, 3. Initiales, finales, couples vicinaux.

4, 3, 1. Soit une structure de Chomsky ¥ (V, ::=) et un élément Y de

V. On dit que Z ¢ V est une initiale de Y s'il existe un mot \P det V* tel que

Z Ydérive de Y. On dit que Z' « V est une finale de Y s'il existe un mot ‘P'

de V*tel que ‘?' Z' dérive de Y.

Il existe alors dans YP (V, ::=) une pseudo-arborescence qui a Y pour
racine et Z‘f (resp. ‘P' Z') pour suite de feuilles ; si l'une de ces pseudo-
arborescences a une hauteur supérieure @ 1, ce qui est toujours le cas pour

Y #Z (resp. Y # Z'), on dit que Z (resp, Z') est une initiale (resp, finale)

stricte de Y.

Lu relation ''Z est une initiale de Y'' est la fermeture transitive de la

relation in définie dans V par :

ZinYo => (Je V*) (Yu=ZY¥).

"'Z est une finale de Y'' est la fermeture transitive de fn :

ZinY <=> (jJ¥eV*) (Y YZ).

Le graphe (V, in) sera nommé graphe des initiales de la grammaire.

Soit (I, £) une pseudo-ramification de Y (V, ::=). Etudions le couple

formé par un point x de | et la premiere feuille y qui majore x dans l'ordre d'en-

trée de I. D'aprés le paragraphe 2. 3. 3, f(y) est une initiale de f(x). Inverse-

ment, soit (N, T, ::=, X) une grammaire réduite, A un symbole non terminal, a

une initiale terminale de A. Il existe dans ¥ (NU T, ::=) une pseudo-arbores-

cence (I, f) de racine A et de premiere feuille a ; nommons x la racine de I, y

sa premiere feuille : f(x) = A, f(y) = a. (I, £) est une sous-pseudo-arborescen-

ce compléte d'une pseudo-arborescence (I', f') de € (N, T, ::=, X) ; dans

l'arborescence orientée I', tout point, autre que x, du chemin joignant x ay est

le premier de sa famille : y est la premiére feuille qui majore x pour !'ordre

d'entrée de I',

4. 3. 2. Envisageons maintenant une pseudo-ramification (I, f) de ¥ (V, ::=),

y, 2 un couple de points consécutifs de la ramification orientée I, Y = f(y) et

Z = f(z) ; une telle situation se présente en particulier lorsqu'il existe deux

mots ‘P, et ‘f, de V*tels que 4, Y ZY dérive d'un symbole auxiliaire,

D'‘aprés le paragraphe 2. 6, 3, on peut trouver trois symboles A, Y', Z' de V

et deux mots Aet A' de V*tels que Y soit une finale de Y',Z une initiale de Z'
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et A ::= A Y' Z' A‘. Réciproquement, soit une régle A ::= A Y' Z' A‘, Y une

finale de Y' et Z une initiale de Z', Il existe un mot AY Z¥'A' qui de-

rive de A, donc une pseudo-arborescence (I, f) de Y (V, ::=) qui a A pour ra-

cine et deux points consécutifs y, z de I tels que Y = f(y), Z = f(z). Si, de

plus, (N, T, : X) est une grammaire réduite, (I, f) est une sous-pseudo-ar-

borescence compléte de (I', f') appartenant a € (N, T, ::=. X), et y et 2 sont

aussi consécutifs dans I' (2. 6. 3) ; d'autre part, il existe “P| et ‘¥, dans

Vitels que ¥, YZ 2 dérive de X.

Théorame 4. 3. Suit P(V, =) une structure de Chomsky, Y ct Z deux
ments de V, Les propositions suivantes sont équivalentes :

a) il existe dans ¥ (V, ::=) une pseudo-ramification (1, £) ef mr couple de

points consécutifs y, z de I tels que Y = fy), Z = f(z);

b) il existe un symbole non terminal A et deux mots 1, Pp de V*tels que

YL YZ dérive de A;

c) il existe trois symboles A, Y', Z' de V et deux mots A, A’ de V¥tels que Y

soit une finale de Y', Z une initiale de Z', et A= AY'Z'M,

Si(N, T, =, X) est une grammaire réduite et V=NU T, les propositions sui-

vantes sont aussi équivalentes aa,b,c:

d) il existe dans € (N, T X) une pseudo-arborescence (I, f) ef un cou-

ple de points consécutifs y, z de I tels que Y = f(y), Z = f(z) ;

e) il existe deux mots Py, ‘Pz de V*tels que fy YZ Py dérive de X.

Définition : Le couple Y, Z est appelé couple vicinal lorsque les propositions

a, b, c sont vraies.

Exemples: pour la grammaire donnée en exemple au paragraphe 4, 1. 2: Lest

une initiale de G et A, b est une initiale de L et FE, B est une finale de A, b une finale

de L, L une finale de G, G une finale de P ; L, L est un couple vicinal, ainsi queL,

betG,x,

4. 4, Représentation d'une relation de production par une pseudo-ramification,

Chaque régle A ::= ‘P esi connue lorsqu'on connait le mot AP . Ces

mots, en nombre fini, peuvent étre donnés par une pseudo-ramification (I, f)

(3. 2. 1, exemple) ; pour les distinguer de leurs facteurs gauches, on pourra

remplacer AP par un mot A \P ©, ou ® n'appartient pas & V : les mots APD
tels que A ::= ‘? sont les mots transcrits par f des chemins de | dont I'ori-

gine est une racine et dont l'extrémité a © pour image.

La pseudo-ramification peut étre représentée par une matrice d'enchai-

nement, Seuls les points d'image © ne possédent pas de lien vertical. Aussi,

si l'on emploie la matrice d'enchainement oi les points sont dans l'ordre d'en-

trée, la colonne qui sert @ indiquer l'existence du lien vertical (2. 1. 2) peut
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étre omise, Chaque symbole non terminal peut étre représenté par le numéro de
la ligne ob il se trouve en tant que racine ou, pour la plupart des utilisations,

par le numéro de la ligne suivante (celle du lien vertical) ; dans ce cas, il
n'y a en général pas d'inconvénient & omettre les lignes qui correspondent aux
racines,

Exemple: N=1!X,P,Fi, T=1t+, x,a,b,(,){

XusP+X/P Pas F xP[F Fs:=(X)/a]b

Dans la matrice d'enchaine-

ment, comprimée comme il

b Vient d'étre dit, © est repré-

sentée par 0, et les symboles
R 

terminaux par des entiers né-

gatifs :

x

+ x aib ( )

o -1 -20 +3 -4 +5 6

Figure 4. 3.

n° de ligne n° d'élément lien horizontal

il 6 =

2 -1 5

3 1 =

4 0 -

5 0 -

6 ll -

7 -2 10

8 6 z

9 0 -

10 0

1 -S 1/5)

12 1 -

13 -6 -

14 0 -

1S -3 17

16 0 -

17 -4 -

L 18 0 :
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Pour certaines utilisations, on préféere représenter une regle A:: ‘?

par le mot fA ou $A", II est commode de distinguer des symboles compo-
sant ‘f la dermiére occurrence de A, en associant biunivoquement a tout sym-
bole auxiliaire A un A n‘appartenant pas a V, et en représentant A 3 par
le mot YA ou PA; soit N l'ensemble des A. Les mots ¥ A ou SA peuvent
étre donnés par une pseudo-ramification (I, f) : ce sont les mots transcrits par

£ des chemins de I dont l’origine est une racine et dont l'image de l'extrémité

appartient @ N. Comme plus haut, dans la matrice d'enchainement ou les points

sont classés dans l'ordre d'entrée, la colonne du lien vertical peut étre omise.

Des exemples seront donnés aux paragraphes 6. 4, Set 7. 5, 4.

Nous reviendrons sur ces représentations d'une relation de production

au paragraphe 4. 6. 4.

4. 5, Structures et langages de Kleene.

4. 5. 1. Définitions, Une structure de Chomsky dont toutes les régles sont du

type A ::= aB (resp. A::= Ba) wA a, ou A et B sont des symboles non

terminaux et a un symbole terminal, s'appelle structure droite (resp. gauche )

de Kleene. Une grammaire de Chomsky dont la structure est une structure droi-

te (resp. gauche) de Kleene est une grammaire droite (resp. gauche ) de Kleene,

un langage engendré par une grammaire de Kleene est un langage de Kleenc,

4. 5. 2. Langages de Kleene et chemins de pseudo-graphes. Soit un graphe fi-

ni (E,{). Ses chemins sont des mots du monoide libre E* Etudions lensem-
ble c(x) des chemins dont l'origine x est fixée et dont l'extrémité appartient a

un sous-ensemble E' de E : si x est dans E','x’ appartient a c(x) ; les autres

chemins de c(x) sont les x A ot Ae c(y) et xf y. D'aprés le theoréme 4. 1,

c(x) est un ensemble de propositions de la structure de Kleene définie de la

maniére suivante : E est le vocabulaire terminal, le vocabulaire non terminal

N a autant d'éléments que E ; il est obtenu en associant biunivoquement un

symbole h(x) & tout x de E ; la relation de production est donnée par les rée-

gles :h(x) ::= x pour x« E', h(x) ::= xh(y) pour tout couple (x, y) tel que xT y.

c(x) est le langage de Kleene engendré par la grammaire (N, E, ::=, h(x)]. Com-

me la réunion d'un nombre fini de langages de Kleene est un langage de Kleene

[14], les chemins de (E,[) dont l'origine est dans un ensemble

E" et l'extrémité dans un ensemble E' forment un langage de Kleene ; il en

est ainsi en particulier pour ceux qui ont une extrémité donnée et une origine

dans E" : un raisonnement direct analogue au précédent aurait conduit ici a

une structure gauche de Kleene.

(1) Reppelons que ¥ est le mot réfléchi de ¥(1, 3).

- 80 -

Rana Ema ASN
Soit f une application de E dans un ensemble £1; (E,,0 ; f) est un

pseudo-graphe (3. 2. 1), Appelons chemin du pseudo-praphe, d'origine x vt
dextrémilé y, tout mot transcrit par f d'un chemin du graphe (E, f ) ayant x

pour origine et y pour extrémité, Si E' et E'' sont deux sous-ensembles de E,

les chemins du pseudo-graphe dont l'origine est dans E" et l“extrémité dans

E' forment le langage de Kleene transcrit par f(4.1.5) de celui des chemins
de (E, F ) qui ont leur origine dans E"' et leur extrémité dans E',

Nous montrerons maintenant que réciproquement tout langage de Kleene

peut étre considéré comme un tel ensemble de chemins d'un pseudo-graphe.
Soit une structure droite de Kleene, T et N ses vocabulaires, terminal et non

terminal, ::= sa relation de production, Associons lui une autre structure droi-
te, dont le vocabulaire terminal T’ et le vocabulaire non terminal N' aient le
méme nombre d'éléments :

- T' est l'ensemble des couples (a, A) de l'ensemble produit T x N tels que

A::= a ou qu'il existe B « N pour lequel A aB;

- N' est l'ensemble des couples (A, a), pour ja, A) « T';

- la relation de production ::=' est définie par les régles : (A, a) ::="' (a, A)
pour toute regle A ::= a ; (A, a) ::=' (a, A) (B, b) pour toute régle A aB

et tout b ¢ T tel que (B, b) e N'.

Désignons par T'' le sous-ensemble de T' formé des couples (a, A) tels que

A ::= a, D'aprés l'étude directe, les propositions de cette structure sont les

chemins d'un graphe (T', [) dont l'extrémité appartient 4 T'' : la relation [

est définie dans T' par :

(a, A) (b,B) <=> = (A, a) ::=" (a, A) (B, b).

Envisageons l'application f de T'UN'dans TUN:

f(a,A)=a et fA,a)=A si (a, A)e T’.

f transforme toute pseudo-arborescence de la structure ¥ (T'U Ni, ::='),
ayant (A, a) pour racine et a pour suite de feuilles, en une pseudo-arbores-

cence de (TUN, ::=), ayant A pour racine et f(a) pour suite de feuilles,
et cette transformation est surjective. D'autre part, f transforme le graphe

(T', [ ) en un pseudo-graphe, Les propositions de la structure de Kleene don-
née sont les chemins de ce pseudo-graphe dont l'extrémité appartient a T".
Les phrases d'un langage de Kleene K engendré par une grammaire

(N, T, , X) sont les chemins de ce pseudo-graphe dont l'extrémité appar-
tient a T' et dont l'origine est l'un des couples de T' se terminant par X : on

notera T''' l'ensemble de ces couples,

On ferait une démonstration analogue pour une structure gauche de

Kleene,

Théoréme 4, 4, Soit un ensemble fini T. Les ensembles suivants sont égaux

- celui des langages de Kleene de vocabulaire terminal T, engendrés par une

grammaire gauche,
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celui des langages de Kleene de vocabulaire terminal T, engendres par un

grammaire droite,

- celui des ensembles de chemin des pseudu-graphes Jinis dans T, dont Vari«

gine ot lextrémité apparticuncnl @ deux ensembles données

4. 5. 3. Etude du graphe (T', [). Chaque phrase du langage K qui a x pour pre-

mier élément est transcrite par f d'un chemin généralisé d'origine (x, X) dans

T'''. Si, pour tout point (a, A) de T', les points (b, B) de [ (a, A) ont des

images b distinctes, ce chemin est unique, car ses points sont déterminés de

proche en proche de maniére unique. [] suffit pour cela qu'il n'existe pas deux

régles A ::= aB et A ::= aB' telles que B + B'. Tout langage de Kleene peut

étre engendré par une grammaire droite qui posséde cette propriété (et une

grammaire gauche qui posséde la propriété analogue) ([ 2], [49]} ; cette gram-

maire peut étre réduite sans perdre la propriété.

Un chemin ® quelconque de (T',[) se présente sous la forme

(a9, Ag) ... (ap, Ap), avec p >0; sip>O, Aj a;Aj4, pourO<icp-l;

Ap = dp ou il existe B ¢ N tel que Ap ::= apB: selon lecas, a9... ap ou

G9... @,B dérive de Ay. Supposons la grammaire réduite : Ag possede une

occurrence dans un mot qui dérive de X et il existe une proposition qui dérive

de B. On en déduit qu'il existe un chemin de (T', [), (x, X) ... (ag, Ag)...

(a, A,) ... (c, C) tel que C::=c , autrement dit un chemin B, B 8, dont l'o-
rigine est dans T''' et l'extrémité dans T"'. Pour tout chemin ¥ du pseudo-gra-

phe (T', F ; £), il existe deux mots “j et %, sur T tels que 4 ¥ % soit une

phrase de K. Alors, les points de T''’ sont les seuls points w de’T’ pour les-

quels l'ensemble [7! (w) peut étre vide. Il l'est effectivement si X n'a d'oc-
currence @ droite d'aucune régle. Toute grammaire de Kleene réduite posséde

une grammaire de Kleene réduite équivalente vérifiant cette propriété : il suf-

fit de remplacer X, dans le second membre des régles, par un nouveau symbole

non terminal X', puis de poser X‘ ::= Y lorsque X ::= Y. De méme, les seuls

points w pour lesquels [ (w) peut étre vide sont ceux de T"’.

4.5.4, Remarque. La ccractérisation des langages de Kleene par le théoreme 4.4

se rapproche de caractérisations classiques ([14],[40]), que l'étude précédente per-

met diailleurs de retrouver :

1) le qraphe (T', [ ) posséde la propriété suivante :

(a, A) (b, B) entrafne (c, A) [ (b', B) pour tout b* tel que (b', B) e TY.

On peut définir un multigraphe d'ensemble de points N, d'ensemble de noms d'arétes

T, comme un graphe sur une partie T' de T x N, qui posséde cette propriété ; si (a, A)

T'(b, B),on dira que (A, a, B) est une aréte de nom a qui lie le point Aau point B.

Un tel multigraphe (on dit aussi graphe d'état fini) définit les transitions d'un auto-

mate fini (non déterministe), Au chapitre 5, nous reviendrons sur cette notion d'auto~

mate fini et nous énoncerons le théoréme qui relie structures de Kleene et automates

finis.

4, les chemins élémentaires, c'est-adire sans répétition, d'un graphe fini sont en

nombre fini, Les circuits élémentaires, clest--dire sans répétition autre que celle de

leur origine, sont aussi en nombre fini, On obtient tous les chemins dlorigine x et d'ex-

trémité x! en substituant dans les chemins élémentaires d'origine x, d'extrémité x', a
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certains éléments y un circuit d'origine y. Les circuits d'crigine y sunt de la forme

cfl cf2 ... cq y o& les pj sont des entiers positifs et les c des circuits elémen-

taires d'érigine y privés de leur extrémité, Un langage de Kleene peut ainsi étre de-

fini por une ''somme d'expressions représentantes'' ([14], [13]). Réciproquement,

pour toute expression représentante, on peut définir un pseudo-graphe dont elle de-

termine l'ensemble des chemins qui ont leur origine et leur extremité dans deux en-

sembles donnés. Un langage fini est obtenu & partir d'un pseudo-graphe sans circuit ;

aux paragraphes 3, 2. 1 et 4, 4, nous avons utilisé une pseudo-ramification pour sto-

cker les mots d'un dictionnaire ou les régles d'une relation de production : ces mots

sont les chemins de la pseudo-ramification, dont l'origine est une racine et l'extrémi-

té une feuille ; on aurait aussi pu par exemple utiliser un pseudo-graphe ne contenant

qu'un seul point d'image ,

4. 5. 5. Détermination d'un pseudo-graphe par une matrice d'enchainement. Un

pseudo-graphe fini (T', [ ; £), image d'un graphe (T', [ }, peut étre déterminé

par une matrice qui définit a la fois (T', [ ) et f. Si en particulier (T', I ) pos-

sede une matrice d’enchainement (1. 4. 4), le pseudo-graphe pourra lui aussi

étre déterminé par une matrice d'enchainement: il s'agit, comme pour une pseu-

do-ramification, d'une matrice @ trois colonnes qui, pour chaque x de T', don-

nent respectivement f(x) et les numéros des lignes qui correspondent au lien

vertical et au lien horizontal de x, lorsque ces liens existent, On a vu au pa

tagraphe 1. 4, 4 qu'il suffit, pour que (T', [ ) posséde une matrice d'enchai-

nement, que les ensembles [ (x) soient deux a deux confondus ou disjoints.

Nous allons montrer qu'a tout pseudo-graphe fini (T', f ; £), qui ne possede

pas cette propriété, on peut associer un pseudo-graphe fini, dans le méme en-

semble E, qui la posséde et qui a les mémes chemins.

Soit M l'ensemble des [ (x), pour x « E', Q et ' deux éléments de M,

distincts mais non disjoints ; introduisons un ensemble © disjoint de T', qui

a méme cardinal que leur intersection : a tout y de cette intersection, on as-

socie bijectivement un élément y' de >; soit Q; = (Q\ Q') u &. Définissons

alors :

T'; =T'u 2%; pour tout we E' tel quel (w)=2,1 (w) =Q, ; pour les autres

points w de T', [, (w) = (w); pour y'¢ 5 1 (y') =F y(y) ; f£y(w) = f(w) si

weT', f(y’) = fly) siy'e =.

Parmi les [, (w), aucun n'est 0, tous sauf Q, appartiennent & M ; Q, et 2'

sont disjoints et siQ'" « M,Q,0 Q" # ¢ entraine OQ NO" +g: le graphe

(T', , 1) posséde moins de couples d'ensembles [; (x) distincts et non dis-

joints que le graphe (T', [ ). D'autre part, les pseudo-graphes (T';, 1 ; £;)

et (T', F ; £) ont les mémes chemins, Si de plus T" et T''' sont deux sous-

ensembles de T' et si on définit T", (resp, T'']) comme la réunion de T"

(resp. T''') et de l'ensemble des points y’ de = tels que y appartienne @ T"

(resp. T'''), les chemins de (T,, [, ; £,) d'extrémité dans T"',, d'origine

dans T''! sont les chemins de (T', [ ; f) d'extrémité dans T", d'origine dans

T''', Il suffit d'itérer cette construction,
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Cependant, i] n'est pas nécessaire que les [ (x) soient disjoints, pour
que (E, F ) ait une matrice d'enchainement, de sorte que ce résultat peut par-
fois étre obtenu plus simplement.

Exemple: N ={X,A,B,C,D,F,Hi, T={b,c,d,e,h, ki, axiome Xx;

Kso=dBildc B::=bl[k]bD D::=eH

H::=eB C::=clcA A:=bF F:i:=hc

Le graphe (T', [ ) et le pseudo-graphe (T', [ ; f{) associés sont représentés

sur la figure 4, 4, of on a aussi noté l'origine et les extrémités des chemins

qui forment le langage, Le graphe (T', [ ) n'a pas de matrice d'enchainement ;

en effet :

T (d,X) = {(b,B), (k,B), (c,C)$;T (e,H) = {(k,B), (b,B)}; 7 (hy F) = (c,C)I;

pour satisfaire qu critére d'existence de la matrice d'enchainement (1. 4. 4),

il faudrait placer (c, C) @ la fois au premier et au demier rang de fF (d, X).
On peut y remédier en introduisant un seul nouveau couple (c, C') ; on ob-

tient alors le pseudo-graphe représenté figure 4. 5 avec sa matrice d'enchaf-

nement, qui a les mémes chemins, I] peut étre commode d'introduire un nou-

veau signe terminal D a la fin de toutes les phrases du langage ; pour le pseu-

do-graphe, cela revient @ lier tout point de T'' @ un point d'image ; dans la

matrice d'enchainement, ® peut étre repéré par un 0, @ placer colonne 2, li-

gne 4, et colonne 3, lignes 5 et 8.

4. 5. 6. Bore d'intersection de deux langages de Kleene disjoints. Soient K

et K, deux langages de Kleene de méme vocabulaire terminal T. S'il existe

un entier naturel q tel qu'aucun mot sur T, de longueur q, ne soit facteur gau-

che d'une phrase de K et d'une phrase de K,, nous appellerons borne d'inter-

section de K et K, le plus petit de ces entiers q.

Supposons K et K, définis par deux grammaires droites (par exemple)

de Kleene, dont les vocabulaires terminaux N et N, contiennent respective-

ment n et n; éléments, Nous allons montrer que si K et K, possédent une bor-

ne d'intersection, elle est au plus égale ann ,+1. Par conséquent, l'existence

d'une bome d'intersection est décidable,

K est l'ensemble des chemins d'un pseudo-graphe (T', F ; f) of T'c

T XN, d'extrémité dans T'', d'origine dans T''' ; K, l'ensemble des chemins

d'un pseudo-graphe (T';, F, ; f;} o& T') C T * Ny, d'extrémité dans T"),

d'origine dans T'') . Supposons que ‘a, ... a,’ soit facteur gauche d'une

phrase de K et d'une phrase de K,. I] existe un chemin (a,, Ay} ...(a,, A,)..

(Qr4q, Aryq) de (T', [), d'extrémité dans T'’, d'origine dans T' et un che-

min (a), B,)... (a,,B,) ... (@'r4qr, Brags) de (Ty, 11) d'extrémité dans

T'',, d'origine dans T"'!. Sir >nn,, nombre des éléments de N x N,, il existe
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deux entiers i et j tels quel Ci<j¢r, Aj= Ay. B,= B;. Quel que soit |'en-

tier naturel k, (a,, Ay) ... (Cay, Ay)... (aj, ASTK.. (apyg, Areg) est un

chemin de (T', F) et (a), By)... [(,, By),..., (a5, By) IR. (Gags Brage)

un chemin de (Tj ,f, ) ; par suite a)... (a,...4; . a, est facteur gauche

d'une phrase de K et d'une phrase de K,: K et K, n'ont pas de bome d'inter-

section,

L'existence d'une bome d'intersection pour deux langages de Kleene

K et K, contenus dans T* équivaut @ celle d'un sous-ensemble fini Q de T!

tel que Q contienne un facteur gauche de toute phrase de K et qu'aucun mot

de Q ne soit facteur gauche d'une phrase de K,. Nous dirons que Q est un en-

semble séparant K de K,.

On peut généraliser la notion de bome d'intersection a p (>2) langa-

ges de Kleene, K,, Kz,...K,, de vocabulaire terminal T : il s'agit du plus

petit entier g, s'il existe, tel qu'aucun mot sur T de longueur q ne soit facteur

gauche d'une phrase de deux distincts de ces p langages, Pour que K,,K3,...,

K, aient une bome d'intersection, il faut et il suffit que pour tous les entiers

i, j tels que 1 <i <j <p, K, et K, aient une bome d'intersection, ou encore que

pour tout i (1 <i<p), K; et la réunion de K,,,,..., K, aient une bome d'in-

tersection,

4. 6, Extension de la définition des structures et grammaires de Chomsky.

4. 6. 1, Nous avons supposé fini le nombre de couples qui sont dans la rela-

tion de production ::=, En réalité, cette hypothése n'est intervenue qu'a deux

reprises : pour l'algorithme de construction d'une grammaire réduite (4. 2) et

pour la représentation d'une telation de production (4. 4), En particulier, le

théoréme 4, 4 reste vrai lorsque le nombre de couples en relation est infini.

Bomons-nous & supposer que, pour tout symbole non terminal A, l'ensemble

La des ¥ tels que A ::= ‘fest décidable : les langages ainsi définis sont dé-

cidables car la démonstration donnée par [12] reste valable.

Mais il importe de définir les ensembles Ly. Le plus simple est de

prendre pour chacun d'eux un langage de Chomsky, On n'étend pas de cette

maniére la classe des langages de Chomsky, mais seulement celles des struc-

tures et des grammaires, En effet, soit G=(N, T, ::=, X) une grammaire ain-

si généralisée, On peut supposer que les langages L, sont engendrés par des

grammaires Gq, = (Ng, Ta, := q, Xq) dont les vocabulaires non terminaux

N, sont deux a deux disjoints, et disjoints de V = Nu T ; T, est un sous-

ensemble de V. Désignons par Ng la réunion de N et des N, et définissons

une relation de production ::=9 en réunissant les régles des G, et les régles

A ::=,X, : on obtient ainsi une grammaire Gy = (No, T, i:=9, X). Pour toute
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dérivation dans G, au sens de [12], entre deux étapes 6, = ¥, AY, et

bis = ¥ CY, oF Ye Lg, on peut placer une ¥; X,Y, -dérivation de
Y, ‘P Y_ dans Go ; on obtient ainsi une dérivation dans Go : le langage en-

gei.dté par G est contenu dans le langage engendré par Gg. Réciproquement,

soit (I, f) une pseudo-arborescence de (Go ), R son ordre associé, et I' la
sous-arborescence de | formée des points x tels que f(x) « V : I' a mémera-

cine et méme suite de feuilles que I, Envisageons un noeud x de J' et A= f(x);

dons I, x est prédécesseur d'un seul point y et f(y)=X, ; dans I', soit {la

famille dont x est prédécesseur, La réunion des R-intervalles [y, z] pour z

décrivant ¢ est une sous-arborescence I, de [ dont y est la racine et ¢ la suite

de feuilles ; supposons qu'il existe un point u de I,, tel que f(u) n‘appartienne

pas 4 V, =N, u Tg, et choisissons-le minimal pour R parmi les points qui

possédent cette propriété ; u et y sont distincts ; si v est le prédécesseur de

u, f(v) € Vy et fv) ¢ V ; nécessairement, f(u) ¢ Va. f transcrit donc ¢ en une

phrase de L.,. Il en résulte que l'image de I' par une restriction de f appar-

tient a €(G), et donc que G et Gy engendrent le méme langage.

4. 6. 2. Cas particulier. Un cas particulier intéressant est celui oi chacun

des langages L , est réunion d'un langage de Kleene L', contenu dans Tret

d'un nombre fini de langages BL ,,, obtenus en faisant suivre B « N des pnra-

ses d'un langage de Kleene L ag contenu dans T* [54] montre qu'alors la

grammaire G engendre un langage de Kleene. Indiquons rapidement comment

on peut retrouver ici ce résultat : on engendre chaque L,, par une grammaire

gauche de Kleene ; on engendre BL, en remplagant par Ba le second mem-

bre de toute régle de cette grammaire qui se réduit a un symbole terminal a ;

les régles de la relation ::=, sont de l'un des types C ::=, Da, C ::= 9a,

Cc 9D ot C et D sont des symboles auxiliaires et a un symbole terminal.

On verra en 7, 10, 2 qu'on peut modifier cette relation de production pour ob-

tenir une grammaire de Kleene équivalente. Ce résultat sera utilisé sous la

forme suivante : pour tout symbole auxiliaire X, les mémes propositions dé-

rivent de X dans f(V, ::=) et dans une structure gauche de Kleene.

4. 6, 3. La premiere partie de l'algorithme de construction d'une grammaire

réduite équivalente & une grammaire donnée (4.2, cf[2]) demande seulement

qu'on puisse décider, étant donné un ensemble fini E et un symbole non ter-

minal A, si l'intersection de L, avec le monoide libre E* déduit de E est vi-

de. Or E*est un langage de Kleene ; si les Ly sont des langages de Chomsky,

cette propriété est décidable et il en est de méme pour Ia relation p introduite

dans la seconde partie de l'algorithme.

Sont aussi décidables, les relations in, fn, la relation dans V :

(Treva (i MeV) (AY Z Ave Cu Ly)

et donc la relation : le couple (Y, Z) est vicinal (4, 3, théoreme 4. 3, c),

Pour la justification de ces propriétés de décidabilité, voir [ 2].
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4. 6. 4. Pseudo-graphes de production lorsque les L , sont des langages de
Kleene. Les regles d'une structure de Chomsky, en nombre fini, sont repré-
sentées par des chemins d'un pseudo-graphe, par exemple une pseudo-rami-

fication (3. 2. 1, 4. 4). Plus généralement, si les L, sont des langages de

Kleene, la relation de production peut encore étre représentée par un pseudo-
graphe ; nous utiliserons trois tels pseudo-graphes, selon qu'il sera commode
de représenter A ::= Ypar l'un des motsAY, ¥ A ou A, Plus précisément,
associons biunivoquement a tout symbole auxiliaire A un élément A n’appar-

tenant pas 4 V: soit N l'ensemble des A, Les mots A ¥ (resp. 4 A, +? A) oa
AeNet Pe L, foment un langage de Kleene K (réunion de langages de

Kleene}: ce sont les chemins d'un pseudo-graphe (J, ; g) dans V (resp.

V u N), dont lorigine et l'extrémité appartiennent respectivement a deux
sous-ensembles J’ et J'' de J. Nous dirons que (J, ; g) est un pseudo-pra-

bhe de production du premier (resp, deuxiéme, troisiéme) ty pe,

On a vu (4. 5. 3, 4. 5. 5) que ce pseudo-graphe pouvait étre construit

de maniére a posséder les propriétés suivantes, d'ailleurs vérifiées pour les

pseudo-ramifications introduites en 3, 2.1 (exemple) :

(PG1) Pour tout Y ¢ V, J' contient au plus un point w tel que g(w) = Y; ce
point, lorsqu'il existe, sera noté o (Y),

(PG2) Siw, y, et y, sont des points de J tels quewl y,, wf y, et ¥, FY,

alors g{y,) + g(y.).
De PG1 et PG2 résulte : (PG2') il existe au plus un chemin de (J, [ } d'o-

rigine dans J', dont un mot donné sur V (resp. V u N) est transcrit,

(PG3) Pour tout chemin B du graphe (J, 1), il existe un chemin B, 6 B, dont

l'origine est dans J’ et l'extrémité dans J'', c'est-d-dire qui est transcrit en

une phrase de K. En particulier, pour les pseudo-graphes du deuxiéme ou troi-

siéme type, si l'image g(z) d'un point z de J appartient aN, il existe un tel

chemin qui contient z, nécessairement comme extrémité, et donc z appartient

a J" ; réciproquement tout point z de J"' est l'extrémité d'un chemin d'origine

dans J', donc g(z) appartient &N. D'oi :

(PG3') Pour les pseudo-graphes du deuxiéme et troisiame type, J'' est l'en-

semble des points de J dont l'image appartient aN ; si Wwe J"; (iw) =¢.

(PG4) J' est l'ensemble des points w de J tels quel ~ (w) soit vide,

(P G5) Le pseudo-graphe peut étre déterminé par une matrice d'enchainement.

La transformation éventuellement effectuée pour réaliser PG5 (4. 5. 5) n'al-

tere pas PG2 et PG3, ni PG4 et donc pas PG1 qui ne porte que sur les

points de J’.

4. 6. 5. Lorsque, dans la suite, nous parlerons d'une grammaire généralisée, il

s'agira d'une grammaire de ce type, oii les L, sont des langages de Kleene ;

sauf avis contraire, les études qui suivent sont valables pour ces grammaires.

Dans toutes les réalisations pratiques, il est souhaitable que le pseudo-gra-

phe de production posséde la propriété PGS ; pour les pseudo-graphes du

premier type, il peut étre plus commode, a la place de 0{A) de connaitre la
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ligne, dans la matrice d'enchainement, du premier élément de [[o(A)| et de

retirer-de la matrice la ligne de o(A),

Ce type de grammaire généralisée est utilisé par [81,{ 36], [23].

Une autre généralisation consiste & remplacer l'axiome unique d'une gram.
maire par un ensemble décidable d'axiomes, comme dans un systéme logique {171.

Une telle extension est proposée par [20]. Les phrases d'un langage sont alors dé-
finies par des pseudo-ramifications qui ne sont plus en général des pseudo-arbores-
cences, [ci encore, si l'ensemble des axiomes est un langage de Chomsky, le langage
engendré reste un langage de Chomsky, Nous nous contenterons dtenvisager au cha-
pitre 7 le cas ou la grammaire posséde un ensemble fini d'axiomes contenu dans son
vocabulaire auxiliaire,

4. 7, Probléme de l'analyse.

Soit G = (N, T, ::=, X) une grammaire de Chomsky, ou une grammaire

généralisée. A son propos se posent :

- le probleme de la reconnaissance : étant donné un mot a sur T, « appartient-

il au langage engendré par G ?

- le problame plus général de /'analyse : trouver dans %(G) les pseudo-arbo-

rescences dont « est la suite de feuilles,

C'est essentieliement ce demier probleme qui sera étudié dans la suite de ce

travail, Nous conserverons les notations G, N, T, ::=, X, «. Nous détermine-

rons les pseudo-arborescences par leur pile attachée, adjointe ou conjointe

(3. 3). La plupart des méthodes d'analyse exposées dans la littérature, no-

tamment celles qui sont séquentielles, c'est-a-dire se contentent d'une seule

lecture du mot «, se raménent a la construction de l'une de ces piles, Nous
aurons done @ engendrer les piles attachées, adjointes ou conjointes aux pseu-

do-arborescences de €(G) qui ont « pour suite de feuilles, ou a des pseudo-
arborescences qui les déterminent. Pour préciser la notion d'algorithme d'ana-

lyse, nous introduirons au chapitre 5 la notion de générateur de piles. Puis

nous déduirons de l'étude des piles attachée , adjointe, conjointe a une rami-

fication orientée (chapitre 2} divers types de générateurs de piles résolvant

le probléme de l'analyse,
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CHAPITRE 5

GENERATEURS DE PILES

5. 1. Automates finis et transducteurs finis. (cf. [49], [13])

5. 1. 1. Définitions. Une application h d'un ensemble F dans l'ensemble Thr)
des parties d'un ensemble F' induit une application h de {5(F) dans {(F') par :
h(G) = _UY_ h(z). Une application k d'un ensemble produit E x E dans’}#(E)
induit une‘ application k de}}(E) x E' dans“[E) par :

E(Gy)=E(GXfyl)= u_k(xy).
xe

Définition 1. Etant donné un ensemble S et un ensemble fini A, une fonction

d'automate d'alphabet A et d'ensemble d'états S est une application k du pro-

duit cartésien S X A* dans‘V}(S), telle que pour tout s de S, tout ade Aet tout
mot v non vide de A*, k(s, v a) = k[k(s, v), ‘a’]. Si l'ensemble S est fini,

k est une fonction d'automate fini.

Une fonction d'automate d'’alphabet A et d'ensemble d'états S est dé-

finie par sa restriction au produitde S par l'ensemble des mots de A* de lon-

gueur 1 ou 0. Elle posséde les propriétés suivantes :

1) sis eS, siv et v' sont deux mots non vides sur A, par récurrence sur lv

k(s vv')=k[k(s, v), v'].

2) pour GCS x A* et v « A*, notons G. v la partie de S x A* formée des cou-

(s,v'v) o& (s, v') « G; en revenant @ Ia définition de k, on voit que :

KG. v) = RER(G) x fv] =RUR(G)v ] ;
on en déduit que si F CS et si v et v' sont des mots non vides sur A,

K(F, vv‘) =K(K(F, v), v'].

Un exemple simple de fonction d'automate est k(s, v) = {s} pour tout

couple (s, v). Sik et k' sont deux fonctions d'automate de méme alphabet A,

d'ensembles d'états S et S', l'application k" de S x S' x A* dansT}(S x S')

définie par k''(s, s', v) = k(s, v) x k'(s, v) est une fonction d'automate d'al-

phabet A, d'ensemble d'états S x S', appelée produit de k et k' et notée k x k‘.

Nous utiliserons le résultat classique suivant, sans le redémontrer :
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Théoréme 5. 1. Pour toute structure droite (resp. gauche) de Kleene, il existe

une fonction d'automate fini k dont l'alphabet est le vocabulaire terminal T,

dont l'ensemble d'états est formé par le vocabulaire non terminal N et un au-

tre élément s, et tels que, quels que soient Ae N,v e T*:

sek(A,v) (resp. Ae k(s, v)).

Réciproguement, pour toute fonction d'automate fini k d'alphabet A et tout

couple d’états s, s', les mots v de A* tels que s' appartienne @ k(s,v} for-

ment un langage de Kleene.

vdérivedeA <—<——>

Définition 2. Soit une fonction d'automate fini k, d'alphabet A, d'ensemble

d’états S et deux sous-ensembles D et F de § ; l'application k' de Dx A* dans

TF) définie par k'(s,v) = k(s,v) MF est un automate fini, d'alphabet A,
d'ensemble d'états S, d'ensemble initial D, d'ensemble final F. Nous noterons

k'= (A,S,D,F,k).

Toute fonction d'automate fini est un automate fini dont]'ensemble

d'états, l'ensemble initial et l'ensemble final sont confondus, Soientdeux au-

tomates finis k' = (A, S, D, F, k) et ky =(A,S, Dy, Fy, k,) ;l'automate

fini (A,S x S,, Dx D,, F x Fy, k Xk) s'appelle produit de k' et k's lest

noté kx k').

5. 1. 2. Composition a droite et 4 gauche. Théoréme 5. 2. Soit un automate

fini k' = (A,S,D,F,k),D! un ensemble fini disjoint de 8, h une application

de D' dans l'ensemble des purties finies de D XA*; l'application k'' de

D' x Atdans Y} (F), définie park" (s,v) =B'[h (s).v] 1) est un automate
fini d'alphabet A, d'ensemble d'états Su D', d'ensemble initial D', d'ensem-

ble final F, Nous dirons que k''est obtenu par composition agauche de k' par h.

Définissons une application k, de (S u D') x A* dans}(S u D') par:
k, (s,v) =k(s,v) sis eS; k,(s', v) =F[h(s').v] sis'eD';

pour s'e D', k) (sv) 9 F =k''(s,v). Il reste & vérifier que k, est une fonc-

tion d'automate :

ky (sv a) =£[h(s'). v a] =k(R(h(s"). v), ta] = ky [k, (s',v), tar).

Théoréme 5. 3. Soit un automate fini k' = (A,S,D,F,k), F'un ensemble fini

disjoint de S, h une application de F dans l'ensemble des parties finies de F';

hok' est un automate fini d'alphabet A, d'ensemble d'états S u F', d'ensem-

ble initial D, d'ensemble final F' ; nous dirons qu'il est obtenu par composi-

tion & droite de k' par h.

(1) Gv, ok GC Sx A* etve A* a été définien 5.1.1,



Frolongeons h en une application h' définie dans S, par h'(s) = & si

s ¢ F ; et définissons une application k, de (S u F')* A* dans ]}(S UF"):

k, (s,v) =[h'ok(s,v)] U k(s,v) siseS;k,(s',v) =osiste FY
Alors k, (s,v) n F' = Fok(s,v) = fok'(s,v) pour s« D; k, est une fonc-
tion d'automate :

k, [k, (s,v),'o°] = k, [k(s,v),'a’]=[h'ok(k (s,v),'a?) JU (k(s,v),"a") =k, (sv

5. 1. 3. Transducteurs finis bornés. Un transducteur borné sur un ensemble fini

A est un algorithme qui transforme tout mot v du monoide libre A* en une par-

tie finie t(v) de A* Nous emploierons en particulier des transducteurs finis

bornés : intuitivement, un transducteur fini (13) est un automate fini muni
d'un dispositif qui imprime de gauche @ droite.

Définition 3. Un transducteur fini bomé est un quintuplet (A,S,8 yS.k) of S

et A sont des ensembles finis (ensemble des états et alphabet), sq ct s¢ deur

éléments de § (états initial et final) et k une application de SX A* dans I’'en-

semble de ses parties finies, telle que l'application k’ de (SX A*)* A* dans

TUS*A*) définie par:

kK'L(s, p, AJ={(s'sp un) ; (stu) e k(s,A)}

soit une fonction d'automate d'alphabet A et d’ensemble d'états SX A* Il lui

est associé une application t de A* dans Tran par:

Ke t(A) (sz, 4) € k(sg, A).

k' est déterminée par sa restriction @ (Sx A*)x A; ott A, est I'en-

semble des mots sur A de longueur 0 ou 1 ; comme k(s,A)=k'L(s, A),Al, k

est déterminée par sa restriction @ l'ensemble fini Sx A,.

—>

5. 2. Générateurs de piles.

On se donne un ensemble fini W, un élément o n'appartenant pas a W,

E =Wu fo}, un entier positif cd et une application t du monoide libre E* dans

l'ensemble de ses parties finies. Ces éléments vont nous permettre d'associer

@ tout mot a='ag... a." du monoide libre W* un ensemble fini m(a) de pi-

les sur W.

De t, nous déduisons d'abord une application t' de E*? dans l'ensemble

des parties de E* par t'(v', v'') = t(v''9')'?)_ Nous emploierons les nota-
tions suivantes : a, = pour tout entier i > 0 ; a =a... Gig eae) Pour

+i i

(1) Si on use du vocabulaire dé [53], il n'est question ici que de transducteurs droits,

(2) Rappelons que V désigne le mot réfléchi dumotv (1. 3),
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tout entieri»0;U= (up, uy, -.., u, ) désignant une pile, un p-partuy: de U

est une suite d'entiers j, telle que jg =O <i, <-..\ i, Sip4) =; posons

alors y = u, et soit u, le mot formé des éléments du mot de description de

U (1. 6. 2) dont le rang r vérifie j, <r <j,4y.

Une pile U appartient a 7 (a) si, et seulement si, il existe un p-par-

tage de U tel que y, « t'(v,, «;) pouwri=0,1,..., p. v, et, déterminent un

yy, auplus: vy) =v, @ yu; (1.6. 2).

Si l'application t est définie par un transducteur bomé sur E, on cons-

truit, a partir de a, les piles de l'ensemble m(a) par !'algorithme suivant :

pour i = 0, 1, ..., p+] on détermine un ensemble F, de couples (v; .p; ) ap-

partenant a W*x E*:

a) Fy ={A, At;

b)F,4, est l'ensemble des couples (v', p') tels qu'il existe (v,p) « Fi et

uct'(v, a) pour lesquels v’'=vayp etp =pu.

Les mots p tels que (A, p) ¢ F,4, sont les mots de description des piles de

l'ensemble tc).

Nous appellerons cet algorithme un générateur de piles ; a est sadon-

née ; lorsque le générateur est désigné par gn, nous notons gn(c) l'ensemble

(a) des piles associées & a. Si les ensembles t(v) ont tous un élément au

plus, les ensembles F, ont tous au plus un élément : nous dirons alors qu'il

stagit d'un générateur de pile unique ; lorsqu'il n'en est pas ainsi, il s'agit

d'un générateur de piles multiples. Tous les éléments de Foe sont de la

forme (A, p) lorsqu'est vérifiée ]"hypothése :

(GP1) siv'e We p ¢ t(o°4 0") entraine que v' wp est le mot vide ou n’e-

xiste pas.

Par récurrence sur i, la réunion, pour i fixé, des ensembles F asso

ciés @ tous les mots « est finie. Il en résulte que, pour i fixé, jj est burné

Les algorithmes d'analyse qui vont étre présentés sont des générateurs

de piles ayant pour donnée le mot a & analyser. Les entiers j; du p-partage,

pour 1 <i <p, ou les j, +1, seront les entrées ou les sorties des feuilles de la

pseudo-arborescence cherchée ; l'entier cd représentera la longueur du

“contexte droit'’ utile @ l'analyse ; le plus souvent cd = 1. Un générateur de

pile unique ne peut résoudre le probléme de l'analyse que pour des grammai-

res non ambigués.

Un générateur de piles est donc défini par un ensemble W, un entier

ed et un transducteur borné. En pratique, cette notion de transducteur borné

est trop générale, et nous restreindrons la classe des transducteurs bornés

utilisés,
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5. 3. Générateurs de piles utilisant un transducteur fini borné.

5. 3. 1. On se donne :

a)un ensemble fini M, et un élément s, n'appartenant pas a M ; on pose

M'=M u ts } (M‘ est contenu dans l'ensemble des états du transducteur, et

s,; est l'état final) ;

b) un entier q 2 cd et une application / d'une partie D de E ‘dans M;

c) une application d de M x E dans l'ensemble des parties de M' ;

d) une application m de M dans l'ensemble des parties finies de M'x E*

Nous appellerons calcul de premier état sy ¢ M et d'entrée v « E* toute suite

finie de triplets (s;, y,, Aj), i=1,..., r (r est la longueur du calcu!) telle

que:

- sje M'; y; est un mot de E*de lonqueur 0 (y;=A) oul; A; € E*

- pour tout i : ou bien y, #A, syed (54.3, y;) etAy= to’ ; oubien y, =A et

(s,,A,) em(s,_));
- y) «+» ¥, est facteur gauche de v.

Ay..-Ar est le résultat et s, est le demier état du calcul. Sipe Detve E*,

nous appellerons calcul complet d’entrée pv tout calcul de premier état /{(p),

d'entrée v, de demier état sy.

Pour que la longueur des calculs d'entréé donnée soit bornée, il faut

et il suffit que:

(GP2) il n'existe aucun calcul d'entrée A dont le premier et le dernier état

sont égaux.

Autrement dit, si on désigne par m;(s) la projection sur M' de m(s), sous-en-

semble de M'XE*, il n'existe aucune suite s;,..., S, d'éléments de M tels

que 5 =s, et, pour i=2,..., n, s;¢m,(s,_,). Nous imposerons cette condi-

tion GP2.

A partir de ces éléments, nous définirons l'application t qui, avec W

et cd, détermine le générateur de piles, par : t(v) est l'ensemble des résul-

tats des calculs complets d'entrée v o 1-°4; t(v) est fini puisque la longueur

des calculs d’entrée donnée est bornée.

Lorsque, pour tout couple (s,x) de MXE, la réunion des ensembles

m(s) et d(s,x) posséde un élément au plus, nous dirons que le transducteur

est déterministe. Il définit alors un générateur de pile unique.

5. 3. 2. Montrons qu'il existe effectivement un transducteur fini bomé

(E, S, sy sg, kp) tel que, pour son application associée ty etlvi>g, tg(v)

soit l'ensemble des résultats des calculs complets d'entrée v. E=W u {o fet

s; ont déja été définis ; S=Mu [s,} u Eq.) 00 E,.; est l'ensemble des mots

sur E de longueur inférieure a q ; sy est le mot vide. Pour définir ky, nous ne
nous intéresserons qu'aux calculs d'entrée v dont le dernier état est s; ou tels

que y, .-. y, = v (avec les notations de 5. 3. 1) ; ces calculs serontdits
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exhaustifs. ky est défini de la maniére suivante :

- Sis e M, kg(s,v) est formé des couples du demier état et du résultat des

calculs exhaustifs de premier état s et d'entrée v : cet ensemble est fini a

cause de GP2.

~ ko (sev) = f(s, A).

-Sise Egy, kg(s,v)=t(sv,A)} pour Isv] <q-l,

kg(s.v) ({(sv), A) pour |Isv|=qetsveD,
ky(s,v) =p pour |sv| =qetsv¢D;

pour |Ssv| > q, on peut écrire sv =v) vz on[ vy] =q: sivy, ¢D,kg(s,v)est

formé des couples du demier état et du résultat des calculs exhaustifs de pre-

mier état /(v,) et d'entrée vz ; kp (s,v) = ¢ siv, ¢ D.

Il reste a montrer que l'application ky associée a ky dans la défini-

tion d'un transducteur fini bomé (5.1.3, définition 3) vérifie

k'y ((s,p), v a] = k'y (k'p ((s,p), v), ‘a’]. C'est évident pour s = s; Pour se M
ou s¢ Eq.; et|sv|> q, cela résulteimmédiatement du fait que les calculs

exhaustifs de premier état s et d'entrée v a sont : les calculs de premier état

s et d'entrée v dont s; est le dernier état ; tout autre calcul exhaustif (C) de

premier état s et d'entrée v, suivi des calculs exhaustifs d'entrée ‘a’ dont le

premier état est le demier état de (C) : le résultat est obtenu parconcaténa-

tion de ceux des deux calculs. Pour s € Eg. et [sv | =, les calculs exhaus-

tifs de premier état s et d'entrée v a sont ceux de premier état / (sv) et d'en-

trée ‘a’: les deux membres de l'égalité a4 démontrer sont vides ou valent

koL(/(s, v), p),"a’}. Pour s ¢ Eq. et |sv| = q-l, dot |sva}=q, les deux

membres valent {/(sva)}; pour se Ea et |sv| <q-l, ils valent {sva}.

Remarque : Soit m* l'application de M dans "ensemble des parties finies de

M!XE* détinie par m*(s) = kg(s,A). IL est facile de voir que le transducteur reste
le méme si on remplace l'application m par m* ; on peut alors imposer que dans les

calculs qui définissent le transducteur, il n'existe jamais deux triplets consécutifs

de la forme (s,, A, Aj).

5. 3. 3. Intuitivement, l'application | permet de déduire des cd caractéres lus

dans le mot « (contexte droit) et, si q > cd, des q-cd demiers caractéres de

l'état courant v d'une pile engendrée, un état initial du transducteur. Puis, a

chaque transition, ou bien un caractére sort de la pile et l'état du transduc-

teur est modifié par l'application d, grace & un nouveau caractére lu dans v,

ou bien les états du transducteur et de la pile sont modifiés par m, sans tenir

compte de v. En particulier, pour les transducteurs qui seront définis dans la

suite, chaque caractére y, lu dans v est le (q-cd)°TM“avant le sommet de l'é-
tat v & (A,.--Aj_,} de la pile ; si q > cd, les éléments compris dans lq pile

entre y; et le sommet ont pu étre ''mémorisés'' grace aux états du transduc-

teur. I] suffit pour cela que, quels que soient s« Met (s',A)e m(s), A contien-

ne autant d'occurrences d'éléments de W que de c, ou que dans tout calcul

complet ou un triplet est (s', A, A) les triplets suivants soient tous dela for-

me(s",A , A‘).
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5. 4. Généralisation.

5. 4. 1. Il est utile de généraliser les transducteurs finis bomés qui viennent

d'étre étudiés, en adjoignant aux éléments qui les définissent un automate fin.

k d'ensemble initial M, d'ensemble final M x {0,1} x H od H est une partie

finie de E*, et en ajoutant dans la définition d'un calcul d'entrée v une troi-

siéme possibilité pour les triplets (s;, y,, A;) :

(si fyb Ag ek (sia. vig) 08 ype yy vay =v

Appelons k,(s, v) la projection de k(s, v) sur M x {0,1] ; ici, la condition

GP 2 est équivalente a : quel que soit veE*, il n'existe aucune suite s},...,5,

d'éléments de M telle que s; = s, et, pouri = 2,..., n, 5; € m, (s;.,) ou (s;,0)
¢k,(s,_, v). L'application t est définie comme en 5. 3. 1.

On n'obtient plus ainsi des transducteurs finis. Intuitivement, avant

certaines transformations des états de la pile et du transducteur,on cherche,

grace 4 un automate fini, une information sur la partie de l'état donné de la

pile qui n'a pas encore été lue. '!) I] est facile de voir qu'on peut définir les

mémes transducteurs généralisés sans utiliser d'applications d et m, avec seu-

lement un automate fini k. Nous conserverons pourtant la définition ci-dessus,

qui permet d'évaluer la complexité du transducteur par l'ensemble des éléments

s de M tels qu'il existe un mot v pour lequel k(s, v) n'est pas vide ; le cas

particulier des transducteurs finis étudiés plus haut est celui ou k(s, v) est

vide pour tout couple s, v. Pour simplifier l'étude de l'ensemble des résul-

tats des calculs, nous allons attacher au transducteur une nouvelle applica

tion x, qui récapitule en quelque sorte les applications d, m, k.

5. 4. 2. y est une application de MxE* dans l'ensemble des parties finies de

M'x E*x E*: pours eMetv ¢ E*, x(s,v) est formé des éléments :

-(s',v','0") siv=xv'(xeE) ets'ed(s, x),

-(s',v,A) si (s',A) © m(s) ou (s',0,A)e k(s,v),

-(s',v',A) siv =xv'(xeE) et (s',1,A) € k(s,v).

Dans un calcul de premier état sg, d'entrée v,, de longueur r, pour

«1 t,(Si, Vis Aa) eX(Si-a, Viet (vi a été défini ci-dessus:y1... yi; yy

v), Réciproquement, soit spe M, voe E* et une suite de triplets (si,v;, Ai),

1,...,1, tels que, pour tout i, (sj, vj, Ay) € X (Sj-7, Vie) : d'aprés la dé-

finition de x, les cas suivants sont possibles :

“Yi FERY YEE, ASH to* et sie d(siy, yy);

-Vier = Vi, (Sie AG) € M(Sp1)} Ou (sj, 0, A) © kK (84.4, 44.4); on pose alors

NaN;
“Vier =H VU, We E et (sy, 1,Ai)e k(si-n, vin).

wey ee

(1) ef. la définition d'un automate a pile, donnée par [54].
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Pour tout i, vy.) = y, vj ; on en déduit v, = y)... y, vj. Les triplets (s,,y,,A,)

formert un calcul de premier état sq et d'entrée vo.

5. 4. 3. Déterminisme du transducteur. Un premier usage de !'application x est

la généralisation de la notion de déterminisme aux transducteurs définis en

5. 4. 1 ; on dira qu'un tel transducteur est déterministe lorsque, quels que

soient s ¢ M et v « E*, l'ensemble x (s, v) contient au plus un élément; le

transducteur définit alors un générateur de pile unique. Dans le cas d'un trans-

ducteur fini, on retrouve la définition du déterminisme donnée en 5, 3. 1 ; dans

le cas général, pour que le transducteur soit déterministe, il suffit que pour

tous s ¢ M, xe E, v' « E*, la réunion de m (s), d(s, x), k (s, xv') contienne

au plus un elément, mais ce n'est pas nécessaire.

5. 5.1 projection et projection d'un transducteur dans un autre.

Envisageons deux générateurs de piles gn? et gn', définis par deux

ensembles W° et W! (E° = W°u fol, E! = W! u {c}), deux entiers cd et cd!
et deux transducteurs tr° et tr!, donnés respectivement par M°, gq 2/9, d°, m°,
k°, définissant x? et mM}, q}, U 7 dh nm}, k! définissant xi. Supposons qu'on
donne une application 7 de E! dans E° pour laquelle + («) =o ; 7 définit

une transcription + *de E}*dans E°* Soit wune application de M!x E!*das

M°x E°*telle que, pours ¢M!,v ce El s'e¢M4, vic E* AcE:

a) (s',v', A) ex {s, v) entraine [a(s', v'), r*(A)l ce y° lols, v)] ;

b) (s,v', A) ext (s,v) entraine qu'il existe v''e ETM pour lequel

[sp v') r*(A)] € x f(s, v)].

D'aprés 5. 4. 2, 7 transcrit le résultat de tout calcul de tr}, dont le premier

état est s!, l'entrée v! et le dernier état sz, en le résultat d'un calcul de tr?

dont le premier état et l'entrée vérifient (s°, v°) = w(s!, v!), et dont le der-

nier état est s;. D'autre part, si un calcul de tr 1 d'entrée A, a son premier et
son dernier état égaux, il en est de méme pour un calcul de tr? : lorsque tr?

vérifie la condition GP 2, tr! la vérifie également.

Supposons cd! > cd°. A tout mot y! v ota! oy yle (E1)73! et
v © El, associons y97*(v)oa°-cd9 oi y9 est le facteur gauche de r*( y})

qui a pour longueur cd°. Ecrivons y® r* (vy) o9-¢2 = p60 y of [p%|= q°,
ety! vaal-cedl = 51 y1 ot |p! = ql. Si @vérifie aussi :

c) pour tout yle (El)eal et tout ve El*, 10( 9%) existe lorsque /! ( p!) existe
et o(14(p!), vl) = (29( p%), v9),

7 transcrit le résultat de tout calcul complet de tr}, d'entrée y1 vy oa'-cd! en

le résultat d'un calcul complet de tr® d'entrée y9 r*(v) o 9-49. + transcrit
toute pile engendrée par gn!, pour une donnée a, en une pile engendrée par

gn’, pour la donnée 7*(a). D'autre part, si gn® vérifie GP 1, il en est de mé-
me pour gn}. Nous dirons alors que @ 1 -projette tr! dans tr®
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Dans le cas ot W°= Wet ot 7 est l'identité, nous dirons simplement

que @ projette tr! dans tr°; alors, pour tout mot a de T*, l'ensemble gn! (a)
est contenu dans gn 9(a) : nous dirons que gn! est contenu dans gn®.

5. 6. Note pour une généralisation.

La notion de générateur de piles qui vient d'étre introduite ne rend pas

compte des algorithmes tels que ceux de [10], [35], [34], [57], (ef. [71) :

ces algorithmes permettent des retours en arriére dans la donnée a et résol-

vent le probléme de la reconnaissance pour une classe de grammaires de

Chomsky et le probléme de l'analyse pour celles de ces grammaires qui ne

sont pas ambigués, en utilisant un nombre bomé de piles. L'algorithme de

[10] construit la pile attachée & une pseudo-arborescence de € (G) ayant a

pour suite de feuilles ; ceux de [35], [34], [57] construisent la pile attachée

a la pseudo-arborescence gauche d'une pseudo-arborescence de €(G) ayant «

pour suite de feuilles. Pour rendre compte de ces algorithmes et en construire

d'autres du méme genre, on serait amené @ généraliser la notion de générateur

de pile unique de maniére a pouvoir associer & certains générateurs de piles

gn, définis & l'aide d'un transducteur non déterministe, un générateur ainsi

généralisé gn' tel que gn'(a) soit vide si, et seulement si, gn(ca) l'est, et que

gn'(a) soit contenu dans gn(a). On pourrait alors justifier du domaine d'appli-

cation de ces algorithmes.
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CHAPITRE 6

ANALYSE PAR CONSTRUCTION D'UNE PILE ADJOINTE OU

ATTA CHEE AUX PSEUDO-ARBORESCENCES CHERCHEES

6. 1, Analyse par construction d'une pile adjointe.

Nous nous limitons ici au cas d'une grammaire de Chomsky non généra-

lisée.

D'apres l'étude de la pile adjointe 4 une ramification orientée (2.9.2),
la pile U adjointe & une pseudo-arborescence (I,f) de €(N, T, =, X) pos-
séde les propriétés suivantes :

1) la premiére entrée est celle de la racine X ; elle est suivie d'une sortie Z
2) aprés une sortie de symbole terminal, se produit une nouvelle sortie si la

pile n'est pas vide ; si la pile est vide, il s'agit de la demiére sortie ;

3) la suite de feuilles de (I,f£) est la trace sur T* du mot de sortie dela pile ;
4) aprés toute sortie diun symbole non terminal A, entrent les éléments d'un

mot Y tel que A ::='Y, puis se produit une sortie.

Soit a = ‘dg...d,_)’ la suite de feuilles de (I,f). Les entiers j, tels
que j,+] soit une sortie de symbole terminal, ig = 0 et l'indice j yy = udu
demier état de la pile U, forment un p-partage de U(j,+1 est sortie de a,j).
Pour cé p-partage, avec les notations du paragraphe 5. 2:

-Hy est de la forme Xo Y, Blo... oY B, ... 6 Ya, our zlet By = B,
pour 1 <k <1, en posant By = X et B, = a, (d'aprés les propriétés 1,4 ci-
dessus) ; vg =A.

- Pour 0 <i < p, si j;+2 est sortie d'un symbolenon terminal C, v, =n C a,j,
u, est de la formeaa Y, Bl o..0 %. By o..0 f a our>] et By ::=B, g,

pour] <k <r, en posant By = C et B, =, (d'aprés 4) ; sinon, j, +2 est sor-
tie d'un symbole terminal (d'aprés 2), jig, =AtL vy = 1a,a,) ety, =tor.

“Vp = fan." et Rp = tg’,

Cette étude va nous permettre de construire un générateur de piles gn
dont la donnée est un mot a de T*et qui engendre les piles adjointes aux pseu-
do-arborescences de €(N, T, :=, X) dont a est la suite de feuilles : |‘ensem-

-~ 99 -



ble W est V, l'entier cd est 1 ; l'application t est définie par :

- pour ae T, t('a’) est l'ensemble des mots Xo Y, By o ... 0 Ya pour les-
quels r> 1 et By.) ::= By, 9, pour 1 <k <r, en posant By-XetB=a(la
est une initiale de chaque B,) ;

-pourade T, be E, Ce N, 1 ¢ V*%, t(abC 1) est l'ensemble des mots

oo, B, o...0 9,4 pour lesquels r >] et Bey ::= By $y, pourl<k<r,en
posant By = C et B. =a (a est une initiale de chaque B,)

-pourae T, be E,n e V4, t(aban)=fto'};

-pourbeE, t(tab*)={to};

- dans les autres cast (v) = ¢.

Notons que sive V4, ace Eetuet'(v, a) =t(a¥), ven est toujours défini,

et que t vérifie la condition GP1. Il résulte de l'étude précédente que lI'en-
semble gn(«) contient les piles cherchées.

Réciproquement, soit U une pile de gn(a), pour a =" Gq .-. G4’. Elle
est adjointe a une pseudo-ramification (I, f) dans V. Chaque mot HK, appartient

@ l'un des ensembles t(v) qui viennent d'étre décrits. Ho . qui appartient &@
t(*a9*), commence par X o: (I, f) a X pour seule racine. Pour 0<i < p, ijt
est une sortie du sommet de vj = vj.) Buy) ; Siuyy Flot, uy) =t(ayy n')
se termine par aj.) ; sivy.) ='o", uy) = t(ay. b a4) ety) =n ab;

dans les deux cas, le sommet de y, est a.) ; dans les deux cas aussi, j,+2
n'est pas une entrée : aj.) est l'image par f d'une feuille de J. Si U+2F jiap
[usJ > 1 et j,+2 est sortie de l'élément C qui précéde le sommet de v,:
a vj =a, a;_, C 1; aprés cette sortie, entre un mot Y tel que C ::=" : Ce N,

Y est une famille de prédécesseur C. Si k est une sortie de la pile qui n'est
ni un j,+1, ni un j,+2, c'est la sortie de I*élément B d'entrée k-1 ; k est suivi
des entrées des éléments d'un mot ¥ tel que B ::= P : Be N, ? est une famille
de prédécesseur B. La suite de feuilles de (I, £) est donc a et (I, £) appar-
tient a €(N, T, X). gn(a) est l'ensemble des piles adjointes aux pseudo-
arborescences de €(N, T, :=, X) dont a est la suite de feuilles.

L'ensemble t(v) ne dépend que du premier et du troisigme élément du
motvooo ; t est défini par une application d'un ensemble fini dans ]'ensem-

ble des parties de E*, t est l'application associée & un transducteur borné lors-
que les ensembles t(v) sont tous finis ‘), Les suites (By = X ou C,
By, wee By, -, B. =a) rencontrées dans !a définition de t sont des chemins
du graphe des initiales de la grammaire. Pour que t soit défini par un transduc-

teur borné, il suffit donc que ce graphe ne contienne pas de circuit, autrement
dit qu'aucun symbole ne soit initiale stricte de lui-méme. Nous désignerons
dans la suite cette condition par AD.

(1) On peut d'ailleurs définir un transducteur fini boré dont t soit l'application as-
sociée.
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Supposons inversement que la grammaire soit réduite et que A soit ini

tiale stricte de lui-méme. De toute pseudo-arborescence de la structure Y(V,:
qui a A pour racine, on peut en déduire une autre de hauteur supérieure. A pos-

séde une initiale a appartenant a T. Les pseudo-arborescences de Y(V,:

dont A est la racine et a la premiére feuille, ont leur hauteur h non bomée.

Elles sont sous-pseudo-arborescences complétes de pseudo-arborescences de

€(N, T, ::=, X) dont les suites de feuilles ont méme facteur gauche b. ... bo
avec bj. = a (théoréme 4. 2). La sortie o; de lai®TM® feuille a est précédée
d'au moins h-] sorties : o; n'est donc pas bornée. Les piles adjointes aux pseu-

do-arborescences de l'ensemble ne peuvent étre engendrées par un générateur

a)
tel que soit borné

La condition (AD) est en particulier réalisée si toute régle est du type
A:=a Pouae Tet Ye N*; [30] montre que pour toute grammaire, il existe

une grammaire équivalente qui posséde cette propriété. Alors, les chemins du

graphe des initiales sont tous du type (A, a). Les entiers r utilisés lors de

la définition de l'application t sont tous égaux & 1. Ce cas est étudié par [29].

L'algorithme de [41] revient aussi @ engendrer la pile adjointe & une pseudo-

arborescence.

Pour qu'on obtienne un générateur de pile unique, il suffit que :

(AD') pour tout AeN et tout ae T, il existe au plus une régle A ::=B ¥ tel-

le que a soit une initiale de B,

Lorsque la grammaire est réduite, cette condition entraine AD ; en effet, si A

est initiale stricte de lui-méme, il existe dans le graphe des initiales plusieurs

chemins d'origine A ayant la méme extrémité a « T; deuxde ces chemins ont

un premier point non commun, B sur !'un, B' sur l'autre, précédés d'un point

commun A' ; il existe donc deux régles A' ::= BY et A' ::= B'', Bet B'

ayant tous deux a pour initiale.

Supposons maintenant que la grammaire est réduite, que AD' n'est pas

satisfaite, et envisageons un générateur des piles adjointes tel que cd = ] et

que j;+1 soit la sortie de la i®TM® feuille, pour 0< i < p.Il existe dans ¥(V,::=)
deux pseudo-arborescences de méme racine A, de méme premiére feuille a, ov

les denx familles qui ont la racine pour prédécesseur sont différentes. Elles

sont sous pseudo-arborescences complétes de deux pseudo-arborescences de

n=, X) dont les suites de feuilles ont méme facteur gauche bg... buy,

i-] — & Par conséquent, pour une donnée by... b,_, 7 l'ensemble F;

contient au moins deux éléments : le générateur est un générateur de piles

multiples, En résumé :

(1) Mais il est cependant possible qu'elles le soient par un autre générateur : par exem-
ple, si T= fa}, N={X] et X s:= X ala, elles le sont par le générateur pour lequel

ed=lett(an) ={'xaa'l, tion) =fo!N}, application t est associée a un trans+
ducteur fini déterministe.
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Théoréme 6. 1. Soit une grammaire (N, T , X) réduite. Pour que l'applica-
tion t définisse, avec l'ensemble V et cd = 1, un générateur de piles gn, il faut

et il suffit que le graphe des initiales de la grammaire ne posséde pas de cir-

cuit, Pour tout mot a sur T, gn(a) est alors l'ensemble des piles conjointes

aux pseudo-arborescences de €(N, T, ::=, X) dont « est la suite de feuilles.
gn est un générateur de pile unique si, et seulement si, la grammaire vérifie

la condition AD'.

6. 2. Utilisation dans la suite du chapitre d'un pseudo-graphe de production.

Nous emploierons dans la suite du chapitre un pseudo-graphe de produc-
tion (J, T ; g) du premier ou du second type (4.6.4). Nous pourrons ainsi
traiter le cas d'une grammaire généralisée. Les mots A ¥ (resp. A) tels que
A ::= ¥ sont les chemins de (J, ; g) dont l'origine et l'extrémité appartien-
nent respectivement 4 deux sous-ensembles J' et J''. Nous supposerons que le

pseudo-graphe posséde les propriétés PG1, PG2, PG3 ; lorigine dans J'
d'un chemin commengant par Z est 0(Z).

Soit (I, f) une pseudo-arborescence de€(N, T, :=, X). Un noeud z
de I a pour image f(z) = A, la famille B de prédécesseur z est transcrite par f
en Pet A::= Y; AY? (resp. fA) est un chemin de (J, ; g), tronscrit par
g d'un chemin (unique) w 8' (resp. B' w) de (J, ) dont l'origine appartient
aJ': we J,/B| =|¥1=/6"| ; en associant @ tout élément y def |'élément
£, (y) de méme rang dans B', on définit une application de I, privé de sa raci-
ner, dans J. Soit 5 un élément n'appartenant pas a J ; prolongeons f; par
f(r) = 6 et g par g(5) = X ; alors f= g 0 fy. (I, fy) est une pseudo-arbores-
cence dans l'ensemble J; = J u {8}. Soit €, (N, T, ::=, X) l'ensemble des
pseudo-arborescences (I, f,) ainsi associées aux pseudo-arborescences de
YIN. T, ::=, X). Comme (I, f) est transformée de (I, f;) par g, l'application
qui a (I, £) associe (I, f,) est une bijection de (N, T, =, X) sur

=, X); (1, f,) détermine (I, f).

Dans la pile attachée &@ une pseudo-ramification, une sortie d'un élé-
ment Y est suivie d'une entrée d'un élément Z qui suit Y dans une famille,
ou d'une sortie si Y est demier élément d'une famille. Les familles B' de (L£,)
sont des chemins d'un graphe ; les éléments w prolongeant un chemin By d'un
graphe en un chemin By w ne dépendent que du demier élément de [J9. Cette
propriété est fausse pour les chemins d'un pseudo-graphe ; or les familles ? de
(I, £) sont des chemins d'un pseudo-qraphe, Plutét que de construire les piles
attachées aux pseudo-arborescences (I, f) de <(N, T, :=, X), nous cons-
truirons les piles attachées aux (I, f, ) associées.

- 102 -

Geeta
6. 3. Analyse par construction des piles attachées aux pseudo-arborescences
de€(G).

Dans la pile strictement attachée @ une ramification orientée, un noeud

entre avant les points dont il est le prédécesseur. Il sera commode d'utiliser

ici un pseudo-graphe de production (J, [ ; g) du premier type.

6. 3. 1. Caractérisation des piles cherchées. D'aprés l'étude de la pile stric-
tement attachée a une ramification orientée (2. 1), la pile attachée a une pseu-

do-ramification {I, f,) de €(G) posséde les propriétés suivantes :
(AT 1) La premiére entrée est une entrée de 5.

(AT 2) Sii est une entrée de x et i+] une sortie, g(x)e T.
(AT3) Si i est une entrée de x et i+] une entrée de y, o[g(x)] T y

(d'ot g(x)eNetyeJ).

(AT 4) Si i est une sortie de x et i+] une entrée de y, x et y sont des points
de J tels quexT y.

(ATS) Si i est une sortie de x et it] une sortie, x appartient & J".

Réciproquement, soit U, une pile sur l'ensemble J,, qui posséde ces
cing propriétés. Elle est attachée @ une pseudo-ramification (I, f,), et trans-

crite par g en la pile U attachée a (I, g o £,) = (I, f). (I, f) est une pseudo-

ramification sur V ; montrons qu'elle appartient a €(N, T, ::=, X). D'aprés

AT3 et AT4, toute entrée autre que la premiére est celle d'un point de J ;
d'apres AT 4 et ATS, il en est de méme pour toute sortie autre que la demiére;

d'aprés AT1, la premiére entrée, et donc la demiére sortie, portent sur 6:

(I, f) est une pseudo-arborescence de racine g(5) = X. Siz est une feuille de
I, g[f, (z)] = £(z) eT (AT2). Pour un noeud z de I, posons x = f; (z) et
A = g(x) = f(z) : la famille B de prédécesseur z dans I est transcrite par f,

en une famille B' de prédécesseur x dans (I, f, ), elle-méme transcrite par g

en une famille Y de prédécesseur A dans (I, f) ; d'apres AT3, AT4, ATS,

le mot A‘? est un chemin du pseudo-graphe (J, [ ; g) dont l'origine est o(A)
et l'extrémité dans J": A ::=¥. (I, £) appartient a€(N, T, =, X).

Complétons les propriétés précédentes par trois autres propriétés de la
Pile U, attachée a (I, fj) « €1(G) ;g transcrit U, en U, attachée 4 (I, f) e€ (G):
(AT6) Si i est une entrée de y dans U, et si dans U la premiére entrée de
symbole terminal supérieure ou égale ai est une entrée de b, b est initiale de

g(y):en effet, il existe deux points y, et b, de I tels que y = fy (y;), b = £(by)
et b, soit la premiére feuille qui majore y, dans l'ordre d'entrée de I ; b est

initiale de f (y,) = g(y) (4. 3. 1).

(AT7) Sii est une sortie de y de la pile U, et si la premiére sortie de U d'un
symbole terminal qui est supérieure a i est une sortie de b, g(y) et b, images

par f de deux points consécutifs de I, forment un couple vicinal (4. 3. 2).

(AT8) Si i est une sortie de x et i+] une sortie de y, g(x) fn g(y) (4. 3.1).
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6. 3. 2. Générateur. De l'étude qui précéde, déduisons un générateur de piles
gn te! que, pour tout mot a de T*, g transcrive les piles de l'ensemble gn(a )
en les piles attachées aux pseudo-arborescences det (G) dont « est la suite
de feuilles. Nous emploierons les notations du chapitre 5 ; les j,; seront les
entrées de feuilles. Ce générateur est défini par W = T u J, (rappelons que
= Wu {c}), cd = 1 et par un transducteur fini borné (5. 3) tr; & tout élé-

ment x de J,, associons bijectivement un élément n'appartenant pas @ J, ;
soit J) l'ensemble de ces ¥ ; appelons d'autre part T' l'ensemble T u ja}.
a)M=T' x(J, uJ, ).

b)q=2; pourae T, {(a,c) = (a, 8}: pourae T'etxe J,, Ma, x) = (a, ®).
c) Pourae T', xe J, et x'¢J,, d[(a,x), x'] contient les seuls éléments :
- (a, y) pour tout y « J tel que xT y et a soit initiale de gly) (d'ot x # Set

ato),
- (a, X') si xe J", g(x) fn g(x') (1) et si, ou bien le couple q(x'), a est vici-
nal, ou biena=c;

d [( G, 5), o] = Ls; }.
ad) Pourae Tet xe J, ,m (a, x) contient les seuls couples suivants :

~ (s¢,"x*) si g(x) =a,"
-[(a, y),* x'] si g(x) ¢ N, pour tout y ¢ J tel que ol g(x)]y eta soit initiale

de g(y).

Dans tous les cas ot /(a, b) n'a pas été défini (ac E, beE), /(a,b)
n'existe pas ; dans les cas ot d (s,x') ou m (s) n'a pas été défini (seM,x'eE),
cet ensemble est vide. Ces conventions seront valables pour les applications

/, d, m, k des transducteurs définis dans toute la suite.

Le résultat d'un calcul du transducteur est un mot sur J, u to}. Etu-
dions divers calculs complets ; on remarque que si s’ est la projection sur M
d'un couple de m(s), d(s', x') est vide pour tout x’.

1) Si entrée est taa't(ae T), Sq = (a,6 ) et les calculs complets sont les

suites : ((a, y,),A,'8') ..(la,y,),A, Wye he (CO yy AL Ty?)

(sp, 'y,,°) our > 2,a= gly, ) et olg(y,.) JIT y, pour 1<k<¢rl, en po-
sant yo = 6 ; ces conditions entrainent que a est initiale des gly, ). Le ré-

sultat du calcul est'8 y, ... yy".

2) Si entrée est ta x1... xo? (r' > 1, ae T, x, €J,), sg=(a, ®,); les
calculs complets sont les suites: ((a, Xo), Xp, 'o"} we (CO, Kid, Xiu *)

((a, Your ), Xp ta?) ((a, Yreigy ), A, "Yru?) . ((a, Yee1 ), A, ‘y-2°) (sz,
typ) ob: ler <r, r' <r: pour 1 gk <r''-l, x, eJ" et g(x,) Ing(x,44);

Xyuol yy; pourr''+1<k<r-l, ol gly, Ji ry, 7 9(y,.,)= a; il en résulte
que a est une initiale de g(y,..), ..., gly, ) et que g(x grr OCR) for-

ment avec a des couples vicinaux (théoréme 4. 3). Le résultat du calcul est
w=oTMyy a, Yiy+'XpreX,7 Gu existe puisquer''<r', et cen'est pas le

mot vide.

(1) Voir la remarque qui suit l'étude des caleuls du transducteur.
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3) Si l'entrée esto x, ... x ,0' (r'>1, x ed ), 8, = (0, X,) ; puisqu'il exis-
te un calcul complet, il faut que x,. = 6 ; ce calcul est ((o, ¥,), Xo" GO)...
((o, %). Xp°o%) (C0, 8), 680"), (s,,0,' 0") si, pour l<k <r'-l, x, J"
et g(x, ) fng(x,4)). Le résultat du calcul est oT. x, ... x)’ Ga’ existe et

c'est le mot vide : le générateur gn vérifie GP 1.

Remarque : envisageons les calculs du transducteur étudiés en 2 et 3.

Si on suppose que, pour 1 <k < r-l, il existe un chemin de (J,T } d'origine

ofg(x,4,)] et d'extrémité x,, x, ¢ J" entraine g(x, ) fng(x,4,). L'hypo-

thése est vérifiée lorsque 'x,, ... x,’ est l'un des états v, d'une pile engen-

drée : on le voit facilement par récurrence sur i. Il sera donc inutile de tenir
compte de la condition g(x) fng(z), imposée lors de la définition de lappli-

cation d pour que (a, %') appartienne & d{(a, %), x'].

Soit a ='ag ... a,., ’ un mot sur T. Envisageons une pile U, de l'en-

semble gn(a). Le premier calcul du transducteur conduisant & cette pile est

du type 1 ci-dessus ; v, appartient & J} et n'est pas vide ; le second calcul

esi donc du type 2, et, par récurrence, il en est de méme de tous jusqu'au peme.

le dernier calcul est du type 3. La premiére entrée est donc une entrée de 8:
la pile vérifie donc la condition AT1. Pour 1 <i< p, j, est une entrée d‘un

élément y tel que q(y) = aj-) ; toute autre entrée est suivie d'une entrée ; Uy

vérifie aussi AT 2.Toute entrée de x suivie d'une entrée de y est distincte d'un
j, ; d'aprés les résultats des calculs de type 1 ou 2, o{ g(x)] T y. Aucune sor-

tie n'est un j;, ni inférieure & j, : si la sortie de x est suivie de l'entrée de
y, xT y d'aprés les résultats des calculs du type 2 ; si elle est suivie d'une

sortie, x ¢ J''. La pile U, vérifie donc aussi AT3, AT4, ATS ; elle est trans-

crite par g en la pile attachée U a une pseudo-arborescence (I, £) de

€(N, T, =, X). La suite de feuilles de (I, £) est la suite des symboles ter-
minaux qui entrent dans U, c'est-a-dire a.

Reéciproquement, la pile U attachée a une pseudo-arborescence de

£(N, T, :=, X), ayant « pour suite de feuilles, est transcrite par g d'une pi-
le U, qui vérifie AT1, AT2, AT3, AT4, ATS, AT6, AT7, ATS. Soit i;

lentrée dans U de la i®TM® feuille, Oi ig =D iy ees j, et ipay indice du
dernier état de U, forment un p-partage de U,. D'aprés AT 2, toute entrée qui
n'est pas un j, est suivie d'une autre entrée. Pour le p-partage considéré :

~uo estdelaforme' Sy, ... y;, 1, avec jy > 2, g(¥;, 1) =a ofg (yy HP y,

pour 1<k<j,-1, en posant y, = 6 (d'aprés AT 1, AT3) ; c'est le résultat d’
un calcul complet d'entrée ‘ag o'.

- lorsque 1 <i<p-l, v, est de laforme'x,, ... x,’ avec r'> 1; j;+1 est une

sortie, jj41 une entrée. u; est donc de laformeaTM” Yor Yer 2 GC Yr.) ) = ay!
Ler <r, 1'' <r! ; d'aprés ATS, AT8, pour ¢k<r'-l, xpe J" et g( xy)

ing(x,4)) ; d'aprés AT4, xpnP ype; pourr'+1<ke¢rl, ol gl yer )IT Yin
d'aprés AT 3.1, est le résultat d'un calcul complet d'entrée a, 9,0.
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Vp = 86 Xen es My? OUT > 2; UH, = oT et pour <k<r'-l, x, eI" et g(x,)
fng(x,+,) (ATS, AT8). u, est le résultat d'un calcul complet d'entrée
o ¥p 0, U; appartient a gn(a).

Théoréme 6. 2. Pour que le transducteur.tr vérifie la condition GP 2, il faut
et il suffit que le graphe des initiales de la grammaire, supposée réduite, ne
contienne pas de circuit (condition AD).

La condition est suffisante, car o[ g(x)] [ y entraine qu'il existe un mot tel
que g(x) ::= g(y) Y. Lorsque le graphe des initiales contient un circuit et que
la grammaire est réduite, on voit par une démonstration analogue a celle don-
née pour les piles adjointes (6. 1), qu'il n'existe aucun générateur des piles

attachées aux pseudo-arborescences de (G) ou £,(G) pour lequel, sie; est
I'entrée de la i*TM* feuille, £1 est bomé ; ce qui achéve de démontrer et
étend le théoréme. 4

Revenons au cas oii le graphe des initiales ne contient pas de circuit.
L'ensemble m,(a, x) des mots “Yo ++ Yn” Sur J, tels que n > 0, yy =x,
G(yn,) =a et of g(yi-1)]F y; pour 1<i<n, est fini, Les résultats des cal-
culs complets du transducteur ne changent pas si on templace la définition de
l'ensemble m(a, x), pour ae Tet x ¢€ Jj, donnée plus haut, par
m'(a, x) = {sp} x mo(a, x) (cf 5. 3. 2, remarque). Les ensembles m'(a, x)
peuvent étre détérminés une fois pour toutes ; c'est ainsi que procéde [36]
qu'on pourra consulter pour obtenir plus de détails sur la pratique de la mé-
thode.

6. 3. 3. Etude du déterminisme du transducteur. Pour tout couple (s, x') de
Mx E, d(s, x') ou m(s) est vide. Si le transducteur n'est pas déterministe,

l'un de ces ensembles a plusieurs éléments, ce qui ne peut se produire que
dans deux cas :

1) Il existe dans J trois points w, yj,y, tels quewTl y,, wT" yp, yi FY,
g(y,) et g(y,) ont une initiale commune. D'aprés la propriété PG1 du pseudo-
graphe de production, B, = g(y;) est distirict de By = g(y2) ; d'aprées PG3,
le chemin w y, du graphe (J, [) est contenu dans un chemin A w yy Ay d'ori-
gine dans J', d'extrémité dans J'' ; le chemin \ w y, est contenu dans un che-
min A w yp Az d'extrémité dans J". g transcrit Aw y, A, en unmotA YB, 4,
etAwy, A,enA YBz Y.:Ar=¥ By Y, As=¥ Bo Y.

2) Il existe trois points de J, x, y, x', et un symbole terminal a tels que xT y,
a est initiale de g{y), x' est l'origine dans J' et x l'extrémité dans J'' d'un

chemin x'A x de (J, [), et g(x'), a est un couple vicinal, Alors x' Ax y est
un chemin de (J, F), d'origine dans J' ; il est contenu dans un chemin x'Ax yA,
d'extrémité dans J"' ; g transcrit ce demier chemin en g(x’) Y g(x) gly) Py:

a(x") = ‘Pg(x) et g(x! Ya(x) gly)
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Soient un symbole non terminal A et un mot (éventuellement vide)

sur V, tels qu'il existe des mots @ pour lesquels A ::= Y w ; désignons par

B,, .- By les premiers symboles des mots wnon vides et par Q,(A, ¥) l'en-

semble des initiales terminales de B,, ; enfin, si l'un des mots west vide, soit

Qo(A, ¥) l'ensemble des symboles terminaux a tels que le couple A, a soit

vicinal. Pour que le transducteur soit déterministe, il suffit que soit vérifiée :

(AT) pour tout couple A,¥ les ensembles Q\(A,¥ )sont deux &@ deux dis joints.

AD' entraine AT ; si la grammaire est réduite, AT entraine AD (méme dé-

monstration que pour AD’ entraine AD, 6. 1).

Supposons AT non satisfaite et la grammaire réduite. Si pour un couple

A, ¥ deux ensembles Q, (A, Y) et Q, (A, Y) (i #0, k # 0, i #k) ne sont pas

disjoints, il existe dans Y({V, ::=) deux pseudo-arborescences (I, f) et (I', f')

de racine A dont les suites de feuilles ont un facteur gauche commun y non

vide ; si Qj(A, ¥) et Q,(A, ?) ont en commun un élément a, d'aprés le thé

oréme 4. 3, il existe un symbole auxiliaire A' et deux mots ,, \Y, sur V tels

que ; Aa & dérive de A', d'oii deux pseudo-arborescences (I, f) et (I', f')

de racine A’, dont les suites de feuilles ont un facteur gauche commun y non

vide ; dans les deux cas, les sous-pseudo-arborescences de (I, £) et (I', f'),

images des sous-arborescences de I et I' qui sont formées des noeuds majorés

par l'une des jy| premiéres feuilles étant différentes. On en déduit de la méme

maniére qu'au paragraphe 6. 1 :

Théoréme 6. 3. Soit une grammaire G réduite. Pour que le transducteur tt soit

déterministe, il faut et il suffit que G vérifie la condition AT. Lorsque AT

n'est pas satisfaite, tout générateur des piles atlachées aux pseudo-arbores-

cences de £(G) (ou de¥,(G)), pour lequel la donnée est la suite de feuilles
de la pseudo-arborescence (ou sa transcrite par l'application g), cd = 1 et jy

est l’entrée de la j¢me feuille, est un générateur de piles multiples.

On remarquera que pour prouver plus haut que toute pile engendrée

était l'une des piles cherchées, on n'a pas utilisé toutes les conditions im-

posées au transducteur. I] existe donc des transducteurs plus simples condui-

sant aux mémes piles ; ils sont seulement ''plus indéterministes'’, et de ce

fait ménent @ des réalisations pratiques moins efficaces ; en particulier, ils

peuvent n'étre pas déterministes méme lorsque AT est vérifiée. Une remarque

analogue peut étre faite pour les autres algorithmes d'analyse que nous étu-

dions ; elle sera illustrée par les divers générateurs qui, au chapitre 7, en-
genderont tous les mémes piles.

6. 3. 4. Exemples. Un langage de Dyck sur 2n lettres a, (1<i¢net-n<i¢-l)

[15] peut étre défini par la grammaire suivante :

T={ay;l<ign,-ngic¢-l];
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N={X, A, By; 1<ig¢n,-n<i¢-1}; axiome X;

A, a; Bi a_jla;a, pour l<i<net-n<i¢-l,
B,::= Aj Byl A; l<j<net-n<j¢-l,
x A,X |A, et j #-i.

Il est facile de voir que la condition j # -i assure AT. Rappelons que tout
langage de Chomsky est image homomorphe de |'intersection d'un langage de
Dyck avec un langage de Kleene [54]. La relation de production donnée en
exemple au paragraphe 4. 1. 2 vérifie aussi (AT). D'autres exemples pourront
étre trouvés dans [25], qui étudie des cas oi I'hypothase (AT) est réalisée.

Certains auteurs n'utilisent pas de pseudo-graphe de production, et le
templacent par un jeu de procédures, récursives en général, une procédure
étant associée a certains symboles auxiliaires (ces procédures jouent parfois
un réle en dehors de l'analyse syntaxique) : [28], [42] étudient ainsi Algol.
Cependant, pour éviter d'dvoir & introduire un trop grand nombre de procédures
ou un trop grand nombre d'éléments (''états syntaxiques'") dans lalphabet
utilisé, ces auteurs transforment souvent implicitement la grammaire donnée
en une grammaire généralisée équivalente.

6. 4. Analyse par construction des piles attachées aux pseudo-arborescences
gauches des pseudo- arborescences de £(G).

6. 4. 1. Introduction. L'hypothése AD est fort restrictive : en particulier, elle
interdit les régles de la forme A ::= AY, Son réle est d'assurer qu'un état u,
de la pile attachée a une pseudo-arborescence de €(G) étant donné, la pre-
miére entrée aprés i d'un symbole terminal, si elle existe, ou l'indice du der-
nier état de la pile sinon, est borné. Cette condition sera plus facile 4 réaliser
pour les piles attachées aux pseudo-arborescences gauches (2. 12) des pseu-
do-arborescences de €(G) : toute famille commence par une feuille ; plus pré-
cisément, d'aprés l'étude faite en 2. 12. 4, il suffit qu'il n'existe aucune suite
de symboles auxiliaires A, ..-, A, tels queA, = A. et, pour2<k<n,
A, 2= Ay.) autrement dit, qu'aucun symbole auxiliaire ne dérive strictement
de lui-méme.

L'étude des familles d'une ramification gauche conduit @ penser qu'il
est plus commode de disposer d'une ragle A ::= Ysousla forme d'un mot YA
plutot que A Y ; nous utiliserons donc un pseudo-graphe de production (J, [; g)
du deuxiéme type. Nous construirons les piles attachées aux pseudo-arbores-
cences gauches des pseudo-arborescences (I, f,) de €,(G). D'aprés le théo-
reme 3. 3, (I, f,) est déterminée de maniére unique par sa pseudo-arborescence
gauche.
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Dans le cas déja envisagé d'une grammaire oi toute régle est du type A := ay

ae€T, ¥ € N*(ou V¥), toute pseudo-arborescence de 1 (G) est sa propre pseudo-ar-
borescence gauche, puisque chacune de ses familles commence par une feuille.

6. 4. 2. Caractérisation des piles cherchées. D'aprés l'étude des ramifications
gauches (2. 12) et celle de la pile strictement attachée @ une ramification

orientée (2.1), la pile U, attachée a ((Ig, f, )), pseudo-arborescence gauche

de (I, f,) € €,(N, T, ::=, X) posséde les propriétés suivantes :
(G1) La premiére entrée est une entrée de 6.

(G2) Si i est une entrée de x et itl une entrée de y, y appartient @ J', g(x)

appartient 4 N et g(y) @ T, car dams ((I, f,)) y est le premier élément

d'une famille de prédécesseur x ; y est le premier élément d'une famille

de (I, f,) et l'image d'une feuille de I.

(G3) Si i est une sortie de x et if] une entrée de y, deux cas sont possibles

(et ils s'excluent) :

a)xT y (d'ot x # 5, y #4) et g(y)e V;sig(y) ¢N,it2 est une

entrée ; _
b)y « J' et il existe z «J tel quexf z etg(z)=g(ly) eN;it2est

une sortie de y.

En ettet, x et y sont consécutifs dans une famille de ((Ig, f,)), et ce qui pré-

céde résulte de l'étude des familles d'une ramification gauche : dans le cas a,

x et y sont consécutifs dans une famille de (I, £,) ; dans le cas b, x est l'ima-

ge par f, du dernier point d'une famille de I de prédécesseur Y, £,(y,) = yet

y, est le premier point de sa famille.

(G4) Si i est une sortie de x et it] une sortie de y, il existe z tel que xT z

et g(z) = gly) « N (d'ot x # & et z ¢ J"), car x est le dernier élément

d'une famille de ((Ig, f,)) et d'une famille de (I, f, ), dont le prédécesseur

est y.

Réciproquement, soit U, une pile sur J, qui véritie G1, G2, G3, G4.

Elle est attachée @ une pseudo-ramification (I', f') dans J, jles points w de

I tel que g o f'(w) T sont des feuilles, car, d'aprés G2, f'(w) sort de la pile
dés son entrée ; toute famille de I' commence par un tel point (G2) ; d'aprés

le théoréme 3. 3, {I', £') est la pseudo-ramification gauche d'une unique pseu-
do-ramification (I, f,) dans J, telle que les feuilles de I soient ceux de ses

points w, qui vérifient g o f, (w,) « T. D'aprés Gl, G2 et G3, pour toute en-

trée dans U, d'un élément y, g(y) appartient @ V : g transforme (I, f;) en une

pseudo-ramification (I, f) dans V ; g transforme aussi (I', f') en la pseudo-ra-

mification gauche de (I, £) et transcrit la pile U, en la pile attachée a cette

pseudo-ramification gauche. D'aprés G1, G2, G3, 6 n'a qu'une entrée dans

Uj, la premiere ; d'aprés G3 et G4, la sortie de 5 est nécessairement la der-

niere, (I', f!) a une seule racine 5, donc (I, f,) a une seule racine 6, (I, f) a

une seule racine X. Etudions les familles de (I, f,) :d'aprés 2. 12. 2 et 3. 2. 3,
pour les construire, on considére dans toute famille «de I’, de prédécesseur z,

les feuilles a1, ..., ap.; telles que go f'(a;) « N (si elles existent) : les a;

sont caractérisés par : go f'(a;)¢N et, dans la pile U' strictemen* attachée
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al’, l'entrée de a; est suivie d'une sortie : w s'écrit My HG) @) .-. Oh.) Oy.)
ou go f'(ag) « T; si un élément x d'un mot 0; vérifie go £'(x) ¢ N, son entrée
est suivie d'une entrée ; f'*(a) = ay wy ay O') + GE.) oy est une famille
de (I', f') :a'y wy est une famille de (I, f, ) qui a pour prédécesseur ay ,a} wy
une famille de prédécesseur Gy, ue, a -) @'5., une famille de prédécesseur
£'(z) et on obtient ainsi toutes les lomilles de (I, f,) sauf'8*. Pourl <i¢ p-l
l"entrée dans U' de a, est précédée et suivie d'une sortie: d'aprés G3, aje J’:
d‘autre part, d'aprés G2, ay ¢ J’. Pour 0 <i < p-l, apres la sortie d'un élé-
ment x de a; «; qui n'est pas le demier vient l'entrée de "élément suivant y ;
d‘apres G3, f'(x) T f(y), Pour 0 <i < p-2, la sortie du dermier élément x de
a; ©; est suivie de l'entrée, puis de la sortie, de a4, : il existe y tel que
f(x) T f(y) et go f'(y)=go Flay) ) (G3). La sortie du demier élément x
de a, ©.) est suivie de la sortie de z : il existe y tel que f'(x)T f'{y) et
gof'(y) = go f'{z) (G4). g*(a'; ats) g {a';41), pour O<i< p-2, et
g*{a',., oy.) g [£ (z)] sont des chemins du pseudo-graphe de production,
d'origine dans J', d'extrémité dans J". (I, £) est une pseudo-arborescence de
G(N, T, ::=, X).

Nous allons préciser G1, G2, G3, G4 par d'autres propriétés de la pile
U, attachée & ((Ig, f)) pseudo-arborescence gauche de (I, f, }e G] (G). No
tons d'abord que l'entrée de & est suivie de l'entrée d'un élément b tel que
g(b) « T. Désignons par U' la pile strictement attachée & Ig, arborescence gau-
che de I ; soient X,, Y, deux points de I(et Tg), b, une feuille de I, x= f, (x,),
y =f (y,), b = £, (by).

Supposons d'abord que l'entrée de x, dans U' soit suivie immédiate-
ment de l'entrée de y, : y, est la premiare feuille qui majore x, dans l'ordre
d'entrée de I ; d'aprés 4, 3. 1, f(y, ) = g(y) est une initiale de £(x,;) = g(x):

(G5) Si i est une entrée de x dans U, et i+ 1 une entrée de y, g(y) est initiale
de g(x).

Supposons maintenant que b; soit la premiere feuille de I qui sort de
U' aprés y,, donc qui entre aprés la sortie de ¥; : comme I et I, ont le méme
ordre de sortie, y, et b, forment un couple de points consécutifs de I ; d‘aprés
4. 3. 2, le couple g(y), g(b) est vicinal. Si aprés y, ne sort plus aucune feuille
de I, les points qui sortent aprés Y, Sont tous les derniers de leur famille
(2. 3. 3), et g(y) est une finale de l'axiome X -

(G6) S'il existe une feuille de (L, £,) qui entre dans U, aprés une sortie de y,
et si b est la premiere de ces feuilles, le couple g(y), g(b) est vicinal ;
Sinon g(y) est une finale de X,

Supposons ensuite que la sortie i de X, Soit suivie par l'entrée i+] de
Yi et que b; soit la premiére feuille de I dont ]'entrée est supérieure @ i, si
elle existe ; étudions les deux cas qui, d’aprés (G3) peuvent se présenter :
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sr meet =
cas a)si ¥ est une feuille, y, = b,, y = b; sinon, it+2 est une entrée de b

dans UW, (G2) et g(b) est initiale de g(y) (G5). -

cas b) y, sort dés son entrée, y, est une feuille de I, et un noeud de I. eee

gnons par R I'ordre associé @ l'arborescence I, par e, le sommet de 1 état uy

de la pile U', et posons e = f,(e,). D'aprés 2. 12. 2, il existe un chemin de I,

©) = Wo, Wy «+. Was Y1 = Wa4z, OF Wy, «., Wg, ¥) Sont les premiers de leur

famille (mais pas e,). Si aucune feuille de I n‘entre dans U' aprés y, , aucune

ne sort aprés w_, ..., WwW), €, ,ni aprés les autres éléments de u';: chacun d’eux

est le demier de sa famille et Wires Wo, ¥,; Sont seuls dans leur tamille ;
q(e) = f(e,) est une finale de X, g(y) =4Hy,) dérive strictement de g(e). Si
une feuille de I entre aprés y, , y, et b, sont des points consécutifs de I. Deux

possibilités s'offrent alors (figure 6. 1) :

i)e, R b, : dans lordre de sortie de I, l'intervalle R(e,) contient R(y,) et

précéde b, ; d'aprés l'étude faite en 2. 6. 3, e, et by sont aussi consécutifs

et de plus, w,, ..., w,, y, sont demiers de leur famille, donc seuls dans leur

famille : g{y) dérive strictement de g(e) ; d'autre part, g(e), g(b) est un cou-

ple vicinal.

ii) e; R by: le plus grand R-minorant commun a y, et b; est l'un des points

Wo: «+1 Wo, appelons le wi si j # q, d'aprés 2. 6. 3, Witge cere War V1 sont

demiers de leur famille : f(y,) = g(y) dérive de {(w;,,) ; il existe une régle

£(w,) n= £(w,44) Z ‘P telle que g(b) soit initiale de Z. D'’autre part, f(w,) est

une initiale de f(e,) = qe).

vod

vs 
‘ /‘i by NN @

Yy by
Ns

Wa

Wit

wh wy

@ eé

~N UU,
~ ,
~ ‘ eh

vf

e, Rb, e, Rb,

Figure 6. 1.
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Définition. Les propositions en Ke N, Be N,aeT:
- A dérive strictement de Bet le couple B, aest vicinal,
~ il existe A',B', Z appartenant 4 V et Yappartenant & V* tels que BY::=A'Z ve,A dérive de K', a soit initiale de Z et B’ inttiale de B(1),
sont décidables. Lorsque l'une d'elles est vraie, nous disons que A, a est uncouple initial de B.

De l'étude qui précéde résulte la Propriété de la pile U,:(G7) Si i est une sortie de x et it] une entrée de y:
- dans le cas (a) de (G3), y est l'image d'une feuille de I, ou bien i+2 est en-trée de b, image d'une feuille de I et g(b) est initiale de gly);
- dans le cas (b) de (G3), e étant le sommet de la pile aprés la sortie de imasi aucun b pour lequel g(b) « T n'a d'entrée supérieure 4 i, g(y) « N dérivestrictement de g(e), findle de X ; Si qu contraire b est le premier élément pourlequel g(b) « T, dont une entrée est supérieure a i, g(y), g(b) est un coupleinitial de g(e),

Pour simplifier la description du générateur de piles qui sera étudiéPlus bas, lorsque A ¢ N dérive strictement d'une finale B de X, nous dironsencore que A,o est un couple initial de B,

Supposons enfin que i soit une sortie de x, et i+] une sortie de Y,:Y, est un noeud de la ramification gauche Ig, donc n'est pas le premier de safamille dans I, Si aprés ces deux sorties aucune feuille de I n'entre plus dansla pile U', Y, et les points qui sortent aprés lui sont les demiers de leur fa-mille; done Y, est la racine de I, y=6, ou bien il existe une régle B ::= ~g(y)oi Y #A et B est une finale de X. Si une feuille de I entre aprés la sortie dey et si b, est la premiére telle feuille, y, et b, sont des points consécutitsde ; il existe une régle Bi:= YA'Z \P, ob £(b,) = g(b) est initiale de Zetou bien At = g(y) et Y #A, ou bien il existe une régle A" ::= 9 g(y) on A"est une finale de A’ et Y#A,.

Définition. Si, pour deux éléments AeN,a eT, il existe B, A', Z appartenant@V, SP et P, appartenant a V* tels que Bs= PA' ZA, aes! initiale de Zet soit A'= Ret P#A, soit une finale A" de A et un mot non vide Y, deV*vérifient AY = P, A, nous dirons que le couple A, a, qui est vicinal, estun couple vicinal post-initial.

D'oit pour la pile U; :
(G8) Si i est une sortie de x et i+] une sortie de y, sib est le premier élémentpour lequel g(b) ¢ T dont une entrée est supérieure a i, g(y), g(b) est un cou-ple vicinal post-initial i si aucun b tel que g(b) ¢ T n'a d'entrée supérieure @i, y = 6 ou une finale B de X et un mot f non vide vérifient B ::= Pg(y) avecgly) e N.

(1) Cette proposition équivaut & : il existe P ¢ V* tel que Aa? dérive de B,
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Lorsque A est une finale stricte de X, nous conviendrons de dire que

le couple A, o est vicinal. Lorsque pour un symbole auxiliaire A, une finale
B de X et un mot y non vide vérifient B ::= ¥ A, nous dirons encore que A,
a est un couple vicinal post-initial.

6. 4. 3. Générateur. Cette étude va nous permettre de définir un générateur de
piles gn tel que, pour tout mot a de T* les piles de l'ensemble gn(a) soient

transcrites par g en les piles attachées aux pseudo-arborescences gauches
des pseudo-arborescences de “U(N, T, ::=, X) qui ont « pour suite de feuilles.
Pour soutenir la compréhension, la figure 6. 2 schématise la construction de

ces piles ; les références entre parenthéses sont celles qui justifient ses di-
verses parties. Ici encore, les jj sont les entrées des éléments dont } image

par g est un symbole terminal ; le générateur est donné par W = Tu J,,cd=1

et par le transducteur tr qui va @tre défini ; rappelons que T' = T u fo},
J, = Ju {5} et posons J‘) =J, ule}:

a)M=T'x J) x Jy.

b) q= 2; l(a, e) = (a, e,c) pourae T'etee J. ; '= Pour ae T' ec J, e' ¢J,, d[(a, e,0), e') contient le seul triplet (a, e', e)
si g(e),a est un couple vicinal ; ; /
pan aeTi ecJ,xele'e J,, d[(a, e, x), e'] contient le seul triplet (a, e', e)
s'il existe we T (x) tel que g(w) = g(e) et si g(e), a est un couple vicinal

post-initial ; . ; '
pour x « J, d{(c, 5, x),0] contient le seul élément st s'il existe we [ (x) te.

que g(w) = X; /
d) Pour a e T, m(a,o, o ) contient le seul couple (s;,* 5 o(a)")si aest une
initiale de X ; ,

pourae T’', ee J), xeJ, m(a, e, x) contient les couples suivants et eux seuls:
- (s,,¢w’) si we [ (x) et g(w) =a, a
- (sgt w o(a)*) siwe T (x), g(w) ¢ Net aest initiale de g(w), ,

- [(a, e, 0(A)),* ofA) o*] s'il existe w « [ (x) tel que g(w) = Aet A, a soit
un couple initial de g(e).

La condition GP 2 est-elle réalisée ? Envisageons une suite Spree Sy
d'éléments de M tels que s; = s,, et, pour i = 2, n, 8; = mj (s,_,). Cette
suite est nécessairement du type (a, e, x ), .. +) (a, e, Xa) ou x =x,i

x, = 0(A,), ..., X, = o(A,) appartiennent a@ l'ensemble a des origines a

chemins qui représentent les régles de la grammaire ; pour I< i¢n-l,g(xi)=A;
est le demier élément du second membre d'une régle de premier membre Aigi:
cette régle est donc A;4, ::= Aj. Il en résulte que A, dérive strictement de
lui-méme. On retrouve la condition prévue en 6. 4. 1 : pour que GP 2 soit réa-
lisée, il suffit que :

(DA) aucun symbole auxiliaire ne dérive strictement de lui-méme.
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Certains choix peuvent conduire a un nombre d'étapes suivantes dif-

férent de 1 (lorsque ce nombre est 0, le calcul s'arréte). Dans toutes les fi-

gures schématisant un générateur de piles, nous représentons ces choix par

<>, pour les distinguer des tests, qui conduisent dans tous les

cas a une et une seule étape suivante.

Figure 6.2
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Si DA n'est pas vérifiée, il existe dans Y(V, ::=) une infinité de pseudo-ar-

borescences de racine A, de seule feuille A ; si on suppose de plus la gram-

maire réduite, P(V, ::=) contient une infinité de pseudo-arborescences de ra-

cine A ayant la méme suite de feuilles terminales f, et d'aprés le théoreme 4. 2,

N, T, ::=, X) contient une infinité de pseudo-arborescences qui ont la mé-

me suite de feuilles.

Théorame 6. 4. Pour que tr vérifie la condition GP 2, il suffit que la grammaire

vérifie DA. Si une grammaire réduite G ne satisfait pas @ DA,‘L(G) contient

une infinité de pseudo-arborescences ayant la méme suite de feuilles ; aucun

générateur de piles ne peut engendrer pour toute donnée « un ensemble de piles

en correspondance biunivoque avec l'ensemble des pseudo-arborescences de

€(G) qui ont « pour suite de feuilles.

En suivant la méme démarche qu'au paragraphe 6.3.2, on démontre que

pour tout mot a sur T, les piles de gn(a) sont transcrites par g en les piles

attachées aux pseudo-arborescences gauches des pseudo-arborescences de

€(G) dont « est la suite de feuilles.

6. 4. 4. Etude du déterminisme du transducteur. Pour tout couple (s, z) de

M x E, d(s, z) contient un élément au plus. d(s, z) et m(s) sont tous deux non

vides dans trois cas :

1)s = (a,e,x) ot ae T', ec J, xe J; il existe we [ (x) tel que g(w) = ate)
et g(e), a est un couple vicinal post-initial ; il existe w'e [ (x) tel que a soit

initiale de g(w') (avec comme cas particulier g(w') = a); z est quelconque

dans J,. tl existe donc trois éléments de V, A, A', Z, un élément ade T'et

deux mots Y et Pde V* tels que A: A's= PZ4,A, aest un couple

vicinal post-initial, a est une initiale de Z.

2)s = (a,e,x) ob ae T', ee J, xe J ; il existe wel (x) tel que g(w) = gle)

et g(e), a est un couple vicinal post-initial ; il existe w'« [ (x) et Ate N tels

que g(w') = A’ et A', a est un couple initial de g(e) ; z « Jy. Mexiste donc

deux symboles non terminaux A, A', un a de T' et un mot P de V* tels que

Ai:= 9, A'::= 9, A, a est un couple vicinal post-initial, A', a est un cou-

ple initial de A

3) s = (0,8,x) o xe J ; il existe we (x) tel que g(w)=X ; il existe w'eT (x)

et Ae N tels que g(w) = A et A dérive strictement de X (d'aprés l'extension

de la notion de couple initial) ; z =. II existe donc un symbole non terminal

A et un mot 9 de V*tels que A Y, X=, Adérive strictement de X

(d'ol A # X d'aprés DA).

m(s) contient plusieurs éléments dans trois cas ou s = (a,e,x) avec

aeTy ees, xeJ:
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4) ll existe deux points w et w' deT (x) tels que a soit initiale de g(w) (avec
comme cas particulier g(w) = a) et de g(w'). I/ existe donc quatre éléments

A, AY Z, 2! de V. et trois mots p, fy, 4, de V* tels que Az= PZ,
A RZ P PEA, Z#Z', Z et Z! ont une initiale terminale commune
5) Il existe we [ (x) et Ac N tels que g(w) = Aet A, a est un couple initial
de g(e) ; il existe w'e [ (x) tel que asoit initialede g(w'). Il existe donc trois
éléments A, B', Z de V, un élément a de T' et deux mots‘? et Y, de Vetels
que A=, Ahs= PZ, A, aest couple initial d'un symbole non terminal,
aest initiale de Z.

6) Il existe deux points w et w' del (x) et deux symboles non teminaux A
et A’ tels que g(w) = A, g(w') = A', A, a et A’, a sont des couples initiaux
de g(e). Il existe donc trois symboles auxiliaires A, A’, B, un terminal a et
un mot) de V* tels que A= 8 A's=%, A#A',A,aetA',a sont deux
couples initiaux de B.

De la définition d'un couple initial d'un symbole auxiliaire résulte que
tout tel couple est vicinal. Réciproquement, soit A ¢ N, ae T' un couple vi-
cinal qui ne soit pas post-initial. Si a # ¢, d'aprés 4.3.2, il existe une régle
Bu=YA'ZY . Aest une finale de A', a une initiale de Z ;SiA=A',VY =A
sinon A, a serait post-initial : A, a est un couple initial de B ; si A# AYA
est une finale stricte de A', il existe une finale A'' de A' et un mot , tels
que A" 9, A ; comme le couple A, a n'est pas post-initial, Y, =A ; d'au-
tre part A'', a est un couple vicinal : A, a est un couple initial de A''.Sia=o,
A est une finale stricte de X, il existe une finale B de X et un mot? tels que
Bu= PA; P=A et A, o est un couple initial de B. Laréunion de l'ensem-
ble des couples vicinaux post-initiaux et de celui des couples initiaux des di-
vers symboles de N est donc l'ensemble des couples vicinaux appartenant @
N x T'. On peut réunir les propriétés trouvées en 1 et 5 dans : il existe trois
éléments A, A', Z de V, un élément a de T' et deux mots Y et 9, de V*tels
que A=, A's= PZ, A, aest un couple vicinal, a est une initiale de Z.

Si la grammaire ne posséde pas deux régles distinctes ayant le méme
second membre, les cas 3 et 6 ne peuvent se présenter ; dans le cas 2, il exis-
te un symbole non terminal A et una de T' tels que A, a soit & la fois un cou-
ple vicinal post-initial et un couple initial de A.

On peut voir, par une méthode analogue & celle qui a été employée en
6.1 et 6.3.3 que, réciproquement, dans le cas oi l'une des propriétés signa-
lées en 2,3,6 est vérifiée, tout générateur des piles cherchées ot cd = 1 et
ot j, est l'entrée du i@me élément dont l'image par g est terminale, est un gé-
nérateur de piles multiples. Mais il n'en est plus de méme lorsqu'est vérifiée
une des propriétés 1,5 ou 4. Par exemple, envisageons la grammaire :

N={X,A, AN; T={a,c};X::=aAajcA'A c,A
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Elle engendre un langage @ deux phrases ac aetcca;le couple A, a est
vicinal et a est une initiale de a ; le transducteur n'est pas déterministe. Or
le second membre de toute régle commence par un symbole terminal, les pseu-
do-arborescences de “G,(N, T, ::= X) sont done leurs propres pseudo-arbores-

cences gauches ; leurs piles attachées sont engendrées par le générateur dé-
crit en 6.3.2, générateur de pile unique puisque la grammaire vérifie la condi-
tion AT. On peut montrer que si la grammaire est réduite et si elle vérifie l'une
des propriétés énoncées en 1,5 ou 4, il existe une phrase « telle que, dans la
génération de l'ensemble gn(q), l'un des calculs du transducteur posséde un
triplet (s, y, 4) pour lequel la réunion de m(s) et d(s, z) (pour tout z de J yd

contienne effectivement deux éléments.

6. 4. 5. Etude d'un exemple. N={X,P,F} ; T={+, x, (,), a,b};

Xn=X+P/P P::=PXFIF F ::=(X) Jab.

Le pseudo-graphe de production du deuxiéme type (J, ; g), qui est une pseu-

do-ramification, et sa matrice d'enchainement sont représentés surla figure 6.3.
L'ensemble J est l'ensemble des numéros de ligne de la matrice, c'est-a-dire
des entiers de 1 @ 19. Dans la matrice, les points de la ramification (J, T)

orientée par l'ordre de ces entiers, sont classés par ordre d'entrée, de sorte
qu’on peut omettre la colonne qui indique le lien vertical : le lien de x est
xt1 si g(x) € V, il n'existe pas si g(x) ¢ N. Le lien horizontal des racines
est inutile ici et aurait pu étre omis.

(, a, b sont les initiales terminales de X, P, F ; 0 (( ) = 12,0(a)=
16, o (b) = 18. Les couples vicinaux appartenant 4 T x T' sont donnés par la
matrice :



~<

ligne x

Um o<e

QQ a

—

1H

lien horizontal

aon Ou AB Ww bh

eeOoOmMnN MoO hwWMhMeY Ow moO mA Mt om UT UT x Xo xo + Ox
Figure 6. 3
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Les couples vicinaux appartenant a N x T' sont :

X+,P+,F+,Px,FX,X),P),F),Po,Fa.

La matrice suivante indique pour chacun d'eux, A, a, de quels symboles au-

xiliaires i] est couple initial, o(A) qui ici existe toujours, et s'il est un cou-

ple vicinal post-initial :

X P IP o(A) post-initial

X+ . 1

P + .

P+ . . 10

P x . . 5

Fx 10

X ) 1

P ) : 5

F ) 10

Po 5

Fo 10

Aucun couple A, a n'est a la fois vicinal post-initial et couple initial de A;

d'autre part, X,X n'est pas un couple vicinal. Le transducteur est donc déter-

ministe.

Pour la donnée « = ({atb) X b, on obtient la pile

16 10

16 10 5 L 2 39393 3 3 18

12 13:13:13 13:13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 4 10 4 7

§&66 6&8 68 &6§ 56 FFF ER FE FEE FE FF FEE FF FFE FE FFE GSE

Cette pile est transcrite par g en

“>A DS ot Tt “xo x + x xD xe xO xO xx UD xx
{ x x x x x x

XX XK XK x x x x x
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Cette demiere pile est attachée a la pseudo-ramification gauche de la pseudo-

ramification de GIN, T, ::=, X) dont « est la suite de feuilles ; ces deux pseu-
do-ramifications sont représentées sur la figure 6. 4.

33

aan ~ ae
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CHAPITRE Vii

ANALYSE PAR CONSTRUCTION D'UNE PILE CONJOINTE

7. 1. Grammaires pluriaxiomatiques.

En vue de transformations que nous ferons subir qux grammaires en
7. 10 et 7. 11, nous introduirons une légére généralisation de la notionde gram-
maire. Soit une structure de Chomsky de vocabulaire V = T UN, de relation
de production ::= et un sous-ensemble N' de son vocabulaire non terminal N.
Nous appelons langage engendré par la grammaire pluriaxiomatique
(N, T, ::=, N') l'ensemble des propositions dérivant d'un élément de N' : les
éléments de N' sont les axiomes ; ce langage est la réunion des langages en-
gendrés par les grammaires (N, T,::=,X) ot Xe N'. Nous. noterons
°G(N, T, ::=, N') la réunion des G(N, T, ::=, X) pour X ¢« N'. La grammaire
(N, T, ::=,N') est ambigué si plusieurs pseudo-arborescences deG(N,T,::=,N')
ont la méme suite de feuilles. Elle est réduite lorsque chacune des grammaires
(N, T, ==, X), Xe Ns engendre un langage non vide et est réduite. Les au-
tres termes introduits au chapitre 4 ont des définitions inchangées. I est clair
que toute grammaire pluriaxiomatique est équivalente & une grammaire @ un
seul axiome : i] suffit d'adjoindre 4 N un élément X' et de prolonger la rela-
tion de production par X' ::= X pour tout axiome X.

Nous ferons sur N' l'hypothése suivante :
(PA) si X, et X 4 sont deux axiomes distincts, X 1 ne dérive pas de X >.
Cette hypothése n'est d'ailleurs pas essentielle, mais elle simplifiera un peu
les générateurs qui seront introduits ; si PA n'est pas vérifiée et si la gram-
maire (N, T, ::=, N') est réduite, elle est ambigué.

Nous désignerons par q(N, T, ::=, N') l'ensemble des piles conjointes
aux pseudo-arborescences de@(N, T, ::=, N'). La grammaire (N, T, ::=, N')
étudiée sera aussi notée G.

7. 2. Caractérisation des piles de q (G).

7. 2. 1. D'aprés l'étude de la pile conjointe & une ramification orientée (2.10.2)
la pile U conjointe @ une pseudo-arborescence (I, £) de G(N, T, :=, N') pos-
séde les propriétés suivantes :
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(C1) La demiere sortie est une sortie d'un axiome ; elle est immédiatement

précédée par une entrée.

(C2) Si i est une entrée d'un symbole non terminal, i # 1 et i-] est une sortie.

(C3) Soit i une entrée pour laquelle i-] est une sortie, et i' la demiére entrée

inférieure ai; si i est une entrée de A, la suite des éléments dont i'+,...,i-1

sont des sorties est un mot ¥ tel que A nee,

Réciproquement, soit U une pile sur V qui vérifie Cl, C2, C3 ; elle

est conjointe a une pseudo-ramification (I, f) dans V. Les racines de (I, f} sont

les éléments qui sortent de U aprés la demiére entrée ; d'aprés C1, (I, f) est

done une pseudo-arborescence dont la racine est un axiome. Les entrées des

feuilles de (I, f) sont caractérisées par le fait qu'elles ne sont pas immédia-

tement précédées d'une sortie : d'aprés C2 la suite de feuilles de (I, f) est

un mot sur T. Enfin, soit A ='Y, ... Y,? une famille de prédécesseur A ; une

entrée dans la pile U est suivie des sorties de Y,, ..., Y, ét de l'entrée de

A ; d'aprés C3, A ::= A. (I, f) appartient done a<G(N, T, ::=, N'). De plus, la

suite de feuilles de (I, f) est la trace sur T* du mot d'entrée de la pile U.

7. 2. 2. Cette étude va nous permettre d'abord de préciser la relation entre les

dérivations au sens de [12] et les piles conjointes, en démontrant une réci-

proque d'une particularisation (mais il serait facile d'élargir les hypothéses }

d'un résultat établi en 4, 1. 3 ; d'une pile U deg (G)on peut extraire une suite

d'états uj, telle que, si6;, est la suite des symboles terminaux d'entrée su-

périeure a jj, les uj 6; forment une dérivation ; les j; sont jg = 0 et les en-

trées de symboles non terminaux. Soit (89, ..., 8,,) une dérivation quelconque :

pour 0 <i <p, on peut écrire 6, =A; ApAi, 6441. =ALG AL, Ay w= Wj dams

le cas de la dérivation précédente, pour tout i, Aj « T*Nous qualifierans de

droites les dérivations qui possédent cette propriété.Alors, pour 0 <i <p,

i A, esi treteur gauche de A,_, cf, :nous poserons h,_, Pim Ay Ay Yue

dot AL = yy Aber

Lemme 1. Pour toute X-dérivation droite (8y = X, by, 5 6,) ou X ¢ N'
et d,€ T*, avec les notations précédentes, N, Ay. F ot Apel Apert edi Fie

Ai Ay we. Ao fo = Po, Ao Ao = X est une suite d'états, d'indices

jo =O< 5, <iq Cig < + <iapaied <dapegi < «+ < Japa < jap. de la pile
conjointe & une pseudo-arborescence de@(G) dont 5, est la suite de feuilles;

pour0<k<p, les jay sont les entrées de symboles auxiliaires ; pour 0<i<p,

les entiers strictement compris entre jo; et jai41 sont des entrées de symboles

terminaux , \', est la suite des symboles terminaux d'entrée supérieure @jo..9;-

Complétons la suite précédente en une pile U : les entiers jusqu'a j,

sont les entrées des éléments deAp-) YPp-15 uj, ; si Ujopegied = AGPi, Jap-2iet

est suivi des sorties des éléments de Y,, puis de i'entrée de A;

Y janet A, Ay; j2p-2i est suivi des entréesdes symboles terminaux formant y,,
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de maniére a parvenir AUjop aig) =A Ai Nia nn Ujay = X, vy apt 1=A.

Cette pile vérifie C1, C2, C3. Ai = y; Ay-1 permet de démontrer, par récur-

rence sur i, la demiére partie du lemme ; et 35 =A pelt p-l Mel est la suite

des symboles terminaux entrant dans la pile.

7, 2. 3. Nous définirons dans la suite un certain nombre de qénérateurs de pi-

les engendrant, pour toute donnée a de T* les piles conjointes aux pseudo-ar-

borescences de 6(G) qui ont « pour suite de feuilles. Nous emploierons les
notations du chapitre 5 ; les entiers j, seront les entrées de feuilles ; les gé-

nérateurs seront définis par W = V, d'oa E = Vu {co}, un entier cd et un trans-

ducteur ; on posera T' = T u {o}. Comme I'entrée d'un symbole non terminal

A intervient aprés les sorties d'éléments formant un mot Y tel que A = G,
nous représenterons la relation ::= par un pseudo-graphe de production (J,T ;q)

du troisieéme type possédant les propriétés PG1, PG2, PG3' (4.6.4). Nous

pourrons donc traiter des grammaires généralisées. Nous poserons ici

J; =Ju ic}. Nous allons d'abord définir un générateur gn® fort simple, qui

n'est pas pratiquement utilisable, mais auquel nous raménerons tous les au-

tres.

7. 3. Générateur gn°.

I] est défini par W = V, cd = 1 et un transducteur fini tr°:

a)M=E x J, x T'. Dans les définitions qui suivent, a et b sont des éléments

quelconques de T', Y et Z des éléments quelconques de E, w un élément

quelconque de J.

b) q=2; l(a, b) = (b, o, a).

ce) d[(b, 9, a), Z] = {(Z, o(b), a)} :

dl(Y, w, a), Z] =4(Z, w', a)}} si w' vérifie wl w' et g(w') =Y :il exis-

te au plus un tel point w' dans J, d'apres PG 2 ; il n'en existe aucun si

Y =a, ousiwe J" c'est-a-dire sig (w) ¢N (PG 3').
d) Sia #o, m(b, o, a) = t(s,, ta’};

m (Y, w, a) contient {(Y, w', a), ‘A’} pour tout point w' de J" tel que

wf w'etg(w') =A: il n'existe aucun tel point w' siwe J";

siwe J" et g (w) =A, m (Y, w, a) contient (s;,'a*) lorsque a # o ou

Y=a=c et Ac N' et contient toujours {(Y, 0 (A), a), to’);

m (Y, w, a) ne contient pas d'autre élément.

Si la condition GP 2 n'est pas satisfaite, il existe une suite d'éléments

M, (Y, o(A,), a), ..., (¥, o(A,), a) tels que A, = A, et que, pourl <i¢n-l,

A

de

A, A,,, soit un chemin du pseudo-graphe (J, 1; g) qui représente une régle,
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autrement dit que Aj,, ::= A,;. La condition DA entraine donc GP2. La pro-

priété établie en 6.4.3 reste vraie pour les grammaires pluriaxiomatiques ré-
duites : DA est l'bypothése la plus faible qui permette @ un générateur de pi-
les d'engendrer, pour une donnée a, un ensemble de piles en correspondance
biunivoque avec l'ensemble des pseudo-arborescences de (G) dont a est la

suite de feuilles.

Etudions les calculs complets du transducteur qui ont pour entrée
v="ax,.. x, ot avecr 20(sir=0,v="a'), ae TY xe Tsi rl,

'X2 +X," €V*; convenons que x,4,=0. Dans tous les cas, Sg=(x,,9, a).
Pour r > 1, v est l'entrée du calcul de longueur 1 (sg, A, a*), quia pour ré-
sultat ‘a’. Si un autre calcul complet posséde v pour entrée, le premier tri-
plet du calcul est [(x2, 0(x,), a), 'x2', 'o'] et le i°TM® triplet, s'il n'est pas
le demier, est de la forme (CY, we ay), yy Ap] oa Yc E, wel,qeTiy;
est un mot de E* de longueur 0 ou 1, A;e E*; montrons, par récurrence sur i,
que a; = a et que Y; est le demier élément du mot y) ... Yj, ce qui est vrai

pouri=1:

si yiFA, (YW ay) e di(Yi4, win, a), yi] dot a;=aety,='

-siy =A, ((¥%,wiai), Ad ¢ m(Yia, wir, a) doi ai=aet Y;
est le demier élément de y, .. Yea =¥y om Yu Yer

Envisageons ceux des triplets ou w, « J' : w, = 0(Z,), Z,€ V; le premier est
de ceux-la. Aprés l'un d'entre eux [(x,, 0(Z), a), y, A] on trouve les k' >0
autres triplets [(xq41 W'1, @), Xety [07], oo [Xe gun Wer, a), Xero],
puis [(x,4,1, w", a), A, ‘A’], puis (xy 441, OCA), a), A, ta*] ou le demier
triplet du calcul (s, A, ‘a'), car g(w') « N; dans les deux cas
At Xyayey oe XZ (A n= Z si k' = 0). Il existe donc un entier p > let
une suite de p entiers k,, 1 < ky <u... < k, <1 tels que le résultat du calcul
soit o*1 Ay o ok27F1 1. , og kp"Fp- Apa et que Aj s= Xkyp eee Me
Ay t= My eee Xkjey +1 Aj.y pourl<ig¢p.

On voit alors que, pour tout mot « de T*, les piles de l'ensemble gn9(«)
vérifient les conditions C2 et C3. Pour a =a, d'aprés la définition de ]'ap-

plication m, A, est un axiome et k,=1; il en résulte que les piles de gn®(a)
vérifient aussi C1 et de plus que la condition GP 1 est satisfaite par le géné-

tateur. Toute pile de gn2(a) est conjointe @ une pseudo-arborescence de

(N, T, ::=, N‘) dont la suite de feuilles est a, trace sur T* de son mot d'en-
trée.

Au paragraphe 7.7, nous définirons un générateur gn? contenu dans
gn°(5.5) et tel que, pour tout mot a sur T, qn?(a) contienne toute pile conjoin-
te @ une pseudo-arborescence deC( G) dont a est la suite de feuilles.
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Théoréme 7. 1. Le générateur gn associé @ une grammaire pluriaxiomatique
G =(N, T, ::=, N') vérifiant les conditions DA et PA est tel que, pour tout
mot a sur T, gn°(a} soit l'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arbores-
cences deb(G) dont a est la suite de feuilles.

7. 4, Complément a l'étude des piles de ‘ensemble 4 (G).

Nous préciserons ici Cl, C2, C3 par d'autres propriétés de la pile
U = (uo, ..., U,) conjointe @ une pseudo-arborescence (I, f) deG(G). Nous em-
ploierons les notations suivantes : a U (resp. a¥) est le mot formé par la suite
des symboles terminaux dont l'entrée dans U ‘est strictement comprise entre
i et i' (resp, supérieure @ i). U' =(u'p, u'), ..., u,) est la pile conjointe a
l'arborescence orientée I, R son ordre associé ; y et z sont des points
del, Y = f(y), Z = £(z), x est le R-prédécesseur de y (y n'est pas la racine
del).

Supposons d'abord que, i étant l'entrée de z dans U', y est le sommet
deu';). D'aprés 2.10.3, y, z est un couple de points consécutifs et x Rz:
x est le plus grand R-minorant commun @ y et z ; d'aprés l'étude des points
consécutifs (2.6.3), il existe un chemin de I, (x, Zs wy Zp, = Z) tel que y,
Z soient consécutifs dans la méme famille et, si P > 2, 22, «+, 2p premiers
de leur famille (figure 7.1). Posons A = f(x) et C = £(z)) ; Z est une initiale
de C et il existe deux mots ¥ et ¥' de V* tels que -¥ ¥ CY". D'autre part,
si i’ est l'entrée de x et j la sortie de 2,, y est le sommet de us, wip = us,
Bier = Up = yey PY Yeu; = uy? YZ, us = uj, A. Enfin, les points de
R(z ) forment une sous-arborescence compléte (1.4.1) de I ;il en estde mé-
me pour les points de R(z,) \ (R(z) \ {z}) car, avec tout point, R(z)\ {z}
contient ses majorants et ceux de sa famille j les feuilles de cette sous-arbo-
Tescence sont z et les feuilles de ] qui entrent dans U' aprés z et avant Zz,
(rappelons que l'ordre d'entrée de U' est l'ordre de sortie de 1). Les feuilles
de I qui entrent aprés 2 et avant x sont celles qui majorent pour R les points
suivant 2, dans sa famille (2.3.3). Comme (I, £) <6(G), Z all, détive done de
cw.

x(A)
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Lemme 2. Sui! i une entrée dans U de Ze V, et uy =n YZ (ne V*, YeV).

I existe deux symboles auxiliaires A, C, trois mots ¥, ¥"', n' sur Vet une

entrée i' dans U tels que A Y Y C ¥',Z est initiale deC,u,,=n' A,

n=n'¥, Zait dérive de C¥!

Supposons maintenant que, i étant l'entrée de z, u';.) = A. D'aprés

2.10.3, il existe un chemin de I ayant pour origine la racine, pour extrémité z

et dont chaque point est le premier de sa famille : Z est une initiale d'un axio-

me X. Comme ci-dessus, les points de I \ [R(z) \ {z}]} forment une sous-ar-

borescence compléte de I et on en déduit que Z al dérive de X.

Lemme 3. Soit i une entrée dans U de Z¢ Viele queu,="Z': Z est initiale

d'un axiome X et Z af dérive de X.

Si la sortie de y est précédée de son entrée et siz est la premiére feuil-

le qui entre dans U' aprés cette sortie, (y, z) est un couple de points consé

cutifs et x R z (2.10.3). On déduit alors de 2.6.3 :

Lemme 4. Si i est une sortie de Y de la pile U, i-] une entrée et si la premiére

entrée de symbole terminal supérieure @ i est une entrée de Z, il existe trois

symboles auxiliaires A,B,C et deux mots ¥ et Y' de V* tels que A::=VYBCY',

Y est finale stricte de B, Z est initiale de C.

Enfin, on déduit encore de 2.10.3 :

Lemme 5. Sii est une sortie de Y de la pile U, i-] une entrée et si aucune en-

trée de symbole terminal n'est supérieure & i, Y est une finale d'un axiome.

Ces lemmes conduisent a définir deux relations dans V :

Y < Zsi, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A et Cet deux

mots ¥ et ¥' de V*tels que A::=¥ Y C¥' et Z soit initiale de C.

Y>Z si, et seulement si, Z¢ T et il existe trois symboles auxiliaires A,B,C

et deux mots ¥ et ¥' de V* tels que A::= ¥ BC Y', Y soit finale stricte de

B, Z soit initiale de C.

Y<ZouY»Z équivaut a Z« Tet Y, Z est un couple vicinal (théoreme 4.3).

Prolongeons ces relations dans Vu {c$ par:

o-<<€Z si, et seulement si, Z est initiale d'un axiome ;

Y >o si, et seulement si, Y est finale d'un axiome.

17. 5. Générateur gn’ utilisant les relations < ety.

7.5.1. Ce générateur est défini par W = V, cd = 1 et un transducteur fini tr!

que l'identité projette (5. 5) dans tr°(7, 3) :
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a)M= Ex J, x T'. Dans les définitions qui suivent, a¢ T’, be T', Ye E,

ZeE,weJ.

b)q=2:; Ma, b) =(b, 0, a).

c) Sib >a (d'ot bb #a), d[(b,o, a), Z] = {(Z, o(b), a)};

a{(Y, w, a), Z]=1(Z, w', a) | si w' vérifie wl w' et g(w') = Y.

d) Sib<a(d'ot a #o), m(b, 0, a) = U(s,' a')s;

m (Y, w, a) contient [(Y, w', a), 'A*] pour tout point w'de J" tel que

wl wg(w') =Aet YXA;

siwe J" etg(w) =A, m(Y, w, a) contient : (sg, 'a’) lorsque A<a(d'ou

a #0) ou lorsque Y=a=o et Ac N’, [(Y, 0 (A), a),'0°] lorsque A>a,

sauf si Y=a=oetAcN';

m (Y, w, a) ne contient pas d'autre élément.

Puisque l'identité projette tr! dans tr, tr! vérifie GP 2 des que DA

est satisfaite, et gn! vérifie GP 1. Au paragraphe 7.7, nous définirons un gé-

nérateur gn? contenu dans gn! et tel que, pour a « T*, gn2(a) contienne toute

pile conjointe 4 une pseudo-arborescence de “b(G) dont a est la suite de feuil-

les.

Théoréme 7.2. Le générateur gn! associé @ une grammaire pluriaxiomatique

G=(N, T, 1 N') vérifiant les conditions DA et PA est tel que, pour tout

mot « sur T, gn!(a) soit l'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arbores-

cences deG(G) dont.ciest la suite de feuilles.

La figure 7.2 schématise la construction de ces piles.

fe eeamet dela pile

=e lorsque le pile

extvide

‘géaération

Figue 7.2
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7.5.2. Etude du déterminisme du transducteur. Pour tout couple (s, Z) deMxE,
d(s,Z) contient un élément au plus ;s étant donné, l'existence de cet élé-

ment ne dépend pas de Z.

Si s =(b, 0, a) ot a et b appartiennent & T', m(s) contient un élément

au plus ; m(s) et d(s, Z) sont simultanément non vides si, et seulement si,

beaetb>a(d'ouat#o,b#a).

Sis =(Y, w, a), ae T', Ye E, we J", g(w) =AeN, d(s, Z) est vide,

m(s) contient deux éléments si, et seulement si, A% aet A }a(d'oi a #o).

Soit enfin s = (Y, w, a), ae T', Y ¢ E, we J, g(w)¢N. m(s) contient

plusieurs éléments si, et seulement si, il existe deux symboles non terminaux

distincts A et A' tels que K et A’ soient images par g de deux points def (w),
que Y A et Y < A‘. m(s) et d(s, Z) sont tous deux non vides si, et seule-

ment si, il existe A « N tel que Y et A soient images par g de deux points de
T (w) et que YA. Ces deux propriétés ne dépendent pas de a; nous désigne-

rons par Det l'ensemble des (Y, w), Ye E, we J, g(w) ¢ N tels que, pour tout

ae T' et tout Ze E, la réunion des ensembles a{(Y, w, a), Z] et m(Y, w, a)

contienne au plus un élément.

D'aprés ce qui précéde, et la propriété PG2' du pseudo-graphe de pro-

duction :

Théoréme 7. 3. Pour que le transducteur tr soit déterministe, il faut et il suf-

fit qu'aucune des conditions suivantes ne soit réalisée :

1) ilexiste Ye V, ae T tels queYKaetY >a;

2) ilexiste AN, A'eN, YeE, QeV* tels que A#A', A:

YSA,Y>A';

3) il existe Ace N, Ye V, Ve V*tels que As:=¥,Y<Aet Y ¥ soit facteur

droit du second membre d'une régle de la grammaire

=¥y ArH yy

Il est facile d'étudier, @ partir des matrices des relations 4 et }, et

du pseudo-graphe de production, si l'une de ces conditions est réalisée. Lors-

que le transducteur n'est pas déterministe, il n'en résulte pas, comme en 6.3.3,

que tout générateur des piles de $ (G) pour lequel cd = 1 et j, est la iTM° en-
trée de symbole terminal, soit un générateur de piles multiples : nous étudie-

rons plus bas des cas oii il n'en est rien ; on peut seulement montrer, lorsque

la grammaire est réduite, qu'il existe une phrase a telle que, dans la généra-

tion de gn!(a), l'un des calculs du transducteur tr! posséde un triplet (s, y, A)
pour lequel la réunion de m(s) et d(s, Z) contient plus d'un élément.

7.5.3. Remarque. Supposons la condition 3 du théoréme 7.3 réalisée : il exis-

te deux régles A::= ZY, Atu=¥ Y ZY et Y4 A ;il existe donc aussi une
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régle A" = ¥, Y CY ot C a A pour initiale, donc Z pour initiale stricte.
Pour distinguer ces deux possibilités, définissons deux nouvelles relations

dans V, dont la relation < soit réunion :

Y= Z si, et seulement si, il existe Ae N, ¥ € V*, We V¥ telsqueA::=PYZY';
Y4Z si, et seulement si, il existe Ae N, CeN, ¥ ¢V*, P'¢ V*tels que
A:=¥YCY' et Z soit initiale stricte de C.

Si ces deux relations sont incompatibles, la condition 3 du théoréme ne peut
étre satisfaite. On en déduit une condition simple pour que le transducteur soit
déterministe : il suffit que les trois relations =, 2, % soient deux a deux in-
compatibles et que deux régles distinctes aient des seconds membres distincts.

Pour la pile conjointe 4 une pseudo-arborescence de BiG), si une sor-
tie de Z est immédiatement suivie d'une sortie de Y, Y~ Z ; si qu contraire,
aprés une sortie de Z, le sommet de la pile étant Y, se produit une entrée, il

s‘agit de l'entrée d'un élément B tel que Y < B (lemme 2) et dont Z est ini-
tiale : d'aprés les définitions des relations < et 4, Y2 Z. Lorsque les rela-
tions ~ et2 sont incompatibles, on peut conclure aux réciproques : aprés une
sortie, on sait s'il se produit une nouvelle sortie ou une entrée en comparant

le sommet au seul élément qui vient de sortir, sans tenir compte de ceux qui
sont sortis avant lui. Si on traite une grammaire de Chomsky non généralisée,

on peut ne pas utiliser un pseudo-graphe de production, mais seulement une

liste des régles. D'autre part, pour éviter deux tests différents (Y<ZouY}Z),
(Y =Z ou Y4 Z) portant sur le méme couple, on peut, en s‘inspirant de 2.10.2,
a l'entrée d'un élément Z sur le sommet Y, noter si YZ Z par l'entrée d'un
séparateur + avant Y : une suite de sorties consécutives se termine alors por
une sortie de +. Nous ne formaliserons par cette variante, nous contentant de
la schématiser sur la figure 7. 3. A est le plus grand facteur droit de l'état cou-
tant de la pile qui ne contient pas + ; les autres notations sont celles de la
figure 7. 2 ; on prolonge la relation £ par :¢ £ Z si, et seulement si, Z est
une initiale de l'axiome X.

Pour que les trois relations =, 4, > soient deux a deux incompatibles,
il suffit qu'il existe deux symboles terminaux a et b tels que toute régle soit
de la forme A ::= a Yb ou ne contient aucune occurrence de anideb. En
effet Y ~ Z entraine alors Y # b et Z # a, Y 2 Zentraine Y# bet Z =a,
Y » Z entraine Y= b. A toute grammaire G =(N, T, ::=, N') on peut associer
une grammaire G' =(N,T', ::=', N') et une application h de T' dans T* qui

définit un homomorphisme h* transformant le langage engendré par G' en le
langage engendré par G(4.1.5), les pseudo-arborescences de (G') qui ont B

Pour suite de feuilles et celles de %(G) qui ont h*(B) pour suite de feuilles

étant en correspondance biunivoque : il suffit de prendre T' = T u fa, bl ow

nia, ni b n‘appartient a T uN, h(a) = h(b) = A, h(c) =csice T, etdedé

finir =" par: As:='a Wb si, et seulement si, A ::=\Y. Cette remarque mon-
tre qu'il suffit de peu modifier une grammaire pour rendre trés facile le pro-
bléme de l'analyse.
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Cones eta, =

entrée de a entrée | | sortie

i:= itl de + dev

pour A tel que A

eA | eZA

io

et A axiome

entréede A

NON OUI

entrée entrée et sortie

de + de X

génération

terminée

Figure 7. 3
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7.5. 4. Exemple. (cf. expressions et instructions conditionnelles d'Algol) :

N=1X,P,C,A,E,D,W, 11; T=151 ALORS, SINON, :=, a,b, ..., 24;
N'={XI;

X= A|CI|C siwon X D::= P ALORS W

Cs=P ALORS A Wie

P IE I ajb|...[z

D SINON E|W Ass 1:5 E

La pseudo-ramification de production du troisiéme type est schématisée fi-

gure 7. 4.

Figure 7. 4

Matrice des trois relations ~,4, 5 :



Les trois relations sont deux 4 deux disjointes et deux régles distinctes ont

des seconds membres distincts. Le transducteur tr! est déterministe. On peut

aussi utiliser l'algorithme de 7. 5. 3. Nous représenterons ci-dessous certains

états de la pile obtenue par ce demier algorithme pour l'analyse de la phrase:

St b ALORS a:= SI c ALORS d SINON h.

I] suffit de supprimer les +, c'est-a-dire de prendre la trace de cette pile sur

V*, pour trouver la pile engendrée avec la méme donnée par le générateur gn! .

{AL désigne ALORS)
c 1 w

+ +

SI SI SI SI SI SI

cf eof Fe

a Irrdm3r3rigt

b I W + + + $+ # FR F

+ + E AL AL AL AL AL AL AL AL ALAL AL

SI SI SI SI SI SI SI SI P PP PP PP PP PPP
e+ te pe +t + + + ¢ ¢ # £¢ $$ & $$ F # 4

etc...

7. 6. Contextes d'un symbole du vocabulaire.

7.6.1. Dams le cas ou le transducteur tr! n'est pas déterministe, nous défini-

rons un autre générateur qui tentera d'éviter les ''fausses pistes'' en utilisant

l'état courant de la pile, au lieu de son seul sommet, ou en étendant le contexte

droit (cd > 1), Pour cela, nous emploierons plus complétement les lemmes 2

et 3. a9, et aU ont ici le méme sens qu'en 7. 4.

Définition. (n, y) est un contexte de Z ¢ V s'il existe une pile U de 4(G), une
entrée i de Z dans U et un entierr >-0 tels que u, = Z et que y soit facteur

gauche deaY at.

Sin #A (n = n, Y), d'aprés le lemme 2, il existe alors deux symboles

auxiliaires A, C, trois mots ?, Y', n' de V*et une entrée i' dons U tels que

A= YCY PEA, uy =n' A, =n'¥ et Za U,dérive de C ¥' ; deux cas

sont possibles : y est facteur gauche de a ji, ou bien y = 0,9, y', y' étant un

facteur gauche non vide de o_o’. Sin =A, il existe un mot pdérivant d'un

axiome et un entier r > 0 tels que Z y soit facteur gauche dep o* (lemme 3).

Pour éviter d'avoir a considérer des ensembles contenant le mot vide,

nous remplacerons n par le mot o n sur Vu to}, Nous noterons (Z, y) l'en-

semble des mots o n tels que (n, y) soit un contexte de Z.6(Z, y) est
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contenu dans la réunion des sous-ensembles suivants du monoide libre

(Vulo})*:

- (A, A) Ypour toute régle A == YC ¥" telle que WHA et Z y soit facteur
gauche d'un mot qui dérive de CY’' ;

-€(A, y') ¥ pour toute décomposition de y en y"y' (y' # A) et toute réegle
As=¥C¥' telle que P#A et Z y"' dérivedeCY';

-{t 0%} stil existe un mot p dérivant d'un axiome et un entier r 20 tels que
Z y soit facteur gauche de p of.

Des deux lemmes qui suivent résulte immédiatement que tout mot de
l'un de ces ensembles appartient 4@(Z, y), qui est donc leur réunion, @ condi-
tion que la grammaire soit réduite, ce que nous supposerons dans la suite de

ce paragraphe 7. 6.

Lemme 6. Si la grammaire G = (N, T, ::=, N') est réduite et si Ze V,AeN,
Ce VB e V4 Ye VEB e TH n' ¢ Vtsont tels que A::=PC ¥', ZB dérive
de CY", n' A est un état uj d'une pile U' de $(G), alors il existe une pileU
de {(G) et deux entrées i, i' dans U telles que yen? Zuy =n! Aes
a v= Ba ie

D'aprés 7. 2. 2, il existe un axiome X et une X-dérivation droite du mot
n' AB ot 8 =a P!. D'autre part, il existe une C ¥'-dérivation droite de Z f et
la grammaire est réduite. On peut donc construire une X-dérivation droite d'une
phrase du langage qui contienne les mots n' A 6, 7! OCHE, n'pZ pe.

Supposons d'abord que Z est un symbole auxiliaire. D'aprés le lemme 1,
il existe deux entrées i, i' dans une pile U de GG) telles que u, =n' 9 Z,
ur =n Aeta¥=B 6.

Supposons ensuite que Z appartient a T et que ZB =CY'. n'y peut
s'écrire n"' B' oi 6' ¢ T* et n'' est vide ou se termine par un symbole de N.
D'aprés le lemme 1, il existe une pile U de 4(G) et trois entiers i' > j > j' tels
que i' soit une entrée, u,,= ' A, uy =n pZB =n" B' ZB, oF =68,u,, =n",

j' et j étant séparés par les entrées des éléments de B' Z B ; d'oii une entrée i
telle queu; =n' PZ et Oye) = BE donc avs B 6.

SiZe Tet ZB#C¥", le mot qui précéde n'\PZ BO dans la dériva-
tion s‘écrit n'y B, B 0', avec ZB 6 = B, By 8 et B::= 85:8; By #A, on
peut poser 8B, B, = Z B,, d'oa 6, 6' =f 6. Comme ci-dessus, on écrit

n' P=n"' Bl Ul existe Ue ¢(G) et trois entiers i' > j > j' tels que i' soit une
entrée, uj, =n" A, uy = 1° P By By =n" BY Z A; a,,= 6", a, =n", jet i
étant séparés par les entrées des éléments de B' Z 3 :d'ou une entrée i telle

que u, =P Zat =B3; donc a U= B, e'=pe.
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Lemme 7. Si la grammaire G = (N, T, ::=, N') est réduite, si Z¢ V et un mot

B sur T sont tels que Z dérive d'un axiome, alors il existe une entrée i dans

une pile U de/f(G) telle que u, =" Z? et B = ay.

Ce lemme est vrai si Z ¢ N' et 8 =A. Sinon, il existe un axiome X et

une regle X ::= C Y' tels que Z dérive de C ¥' ; il suffit alors d'appliquer

le lemme 6.

@(Z, y) est donc réunion d'ensembles Q(A, y') Y ot Y # Aly'i<tyl,
et éventuellement de l'ensemble réduit a'a*. Le théoréme 4. 1, dont la dé-

monstration [54] reste valable pour une grammaire généralisée, montre qu'é-

tant donné un entier n > 0, les ensembles ‘6(Z, y) pour Z ¢ V etly|< n sont les

langages Q(D) des propositions d'une structure P(N, u Vu fo}, =) qui
dérivent des divers symboles auxiliaires D de N" ; Vu {o} est le vocabulaire

terminal de cette structure et ses régles sont du type D ::=, D' pou D::=, 0

avec De Ny, D'e Ny, Ye Veet Y#A. Si la grammaire G est une grammaire

de Chomsky, il est facile de transformer cette structure en une structure gau-

che de Kleene dont les 6(Z, y) soient certains des langages des propositions

qui dérivent d'un symbole auxiliaire.

Si G est une grammaire généralisée (4.6.5), les phrases de chacun des

langages L , qui définissent sa relation de production sont les chemins

d'un pseudo-graphe (Jn, 1 , ; gq) dont l'origine appartient a un ensemble J‘,

et l'extrémité & un ensemble J'',. Etant donné Z ¢ V et y, « V* si un chemin

de ce pseudo-graphe, d'origine dans J',, peut étre prolongé en un chemin

YC ¥', d'extrémité dans J'',, tel que Z y, dérive (resp. soit facteur gauche

d'un mot qui dérive) de C ¥’', il en est de méme pour tout chemin d'origine

dans J', et de méme extrémité ; les Y possédant cette propriété sont donc les

chemins dont l'origine appartient a J', et l'extrémité @ un ensemble J zm"? t
pour De N, et D'e Nj, les mots 7 tels que D := ,D'¥ forment un langage

de Kleene. Il en résulte (4.6.2) que les ensembles‘G(Z, y) sont certains des

langages Q(D) des propositions d'une structure gauche de Kleene qui dérivent

des différents symboles auxiliaires D.

Théoréme 7. 4. Etant donné un entier n> 0, pour Z V etly|<n, les ensembles

G(Z, y) des mots on tels que (n, y) soit un contexte de Z sont certains des

langages des propositions d'une structure de Kleene qui dérivent d'un symbole

auxiliaire

(1) Le fait pour un point de Ip d'appartenir & Jz yy est décidable, car si Z YN est fac-

teur gauche d'un mot dérivant de C ‘Y?, il est aussi facteur gauche d'un mot dérivant

dtun facteur gauche de C Y' dont Ia longueur est au plus|Z y, |.
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7. 6. 2. Etudions les cas particuliers n = 0 etn = 1. Pourn =0, a tout Z de

V associons, de maniére bijective, un élément < Z> n'apportenant pas &

V uta}: Ny est l'ensemble de ces < Z >. La relation de production ::=, est

définie par: <Z>: <A>¥ si, et seulement si,'p# A et il existe Ce V,

¥' ¢ VF tels que A ::= YC ¥' et Z est une initiale deC ;<Z> n=,0 si, et

seulement si, Z est initiale d'un axiome.

Si ae T, d'aprés 2.10.3 et le théoréme 4. 3, d, pour que @(Z, a) ne

soit pas vide, il faut et il suffit que le couple (Z, a) soit vicinal ; @(Z, o)

n'est pas vide si, et seulement si, Z est une finale d'un axiome. Ici N, sera

obtenu en réunissant a l'ensemble N, du cas n = 0 les couples vicinaux d'un

symbole non terminal et d'un terminal et les couples (Z, o) ot Z est finale

d'un axiome. Prolongeons la relation i=, précédente par ;

- (Z, a) ::=; <A> si, et seulement si, Y } A et il existe Ce V, V'e V*tels

que A YC", Z dérive de C alors que a est initiale du premier élément

de ¥' # A ou Z a est facteur gauche d'un mot qui dérive de C ;

- (Z, a) ::=, (A, a) ¥ si, et seulement si, ~ # A et il existe C ¢ V tel que

A: Cet Z dérivedeC;

- (Z, a) ::=, 0 si, et seulement si, Z a est facteur gauche d'un mot dérivant

d'un axiome oua =o alors que Z dérive d'un axiome.

(Z, a) est l'ensemble des propositions de la structure SIN, u Vuich}

qui dérivent de (Z, a).

=)

7. 6. 3. Les qénérateurs introduits au paragraphe suivant sont fondés sur deux

conséquences de la définition des contextes et de la propriété C3 des piles U

de $(G) : soit un entierr 20;

(C4) si i est une entrée de Z dans U et y un facteur gauche de avo’, ou,
appartient a ‘6(Z, y) ;

(C5) soit i une sortie autre que la demiére, i' la demiére entrée inférieure a i,

y un facteur gauche de avo *; si la suite des éléments dont les entiers stric-
tement compris entre i’ et i sont des sorties est un mot ¥ (éventuellement vi-

de), il existe A ¢ N et deux mots n, ¥ sur Vu{o}tels ueAs:=V¥Y,P#A,

ous, =n etn GA, y).

Pour démontrer C5, on applique C3 a la premiére entrée supérieure @ i (en-

trée de A). .

1

SiVFA, g est un chemin du pseudo-graphe de production (J, F ; g)
dont l'origine est dans J' et dont l'extrémité est un point w de J, unique d'apres

PG2'; A $tant donné, les mots Y non vides pour lesquels A ::= Y g sont ceux

tels que Y A soit un chemin d'origine w : ils forment un langage de Kleene,

qui ne dépend que de A et w, L ,,,. L'ensemble, noté (2, y) ow (wy y),
des mots n Y tels que ¥ # A et qu'il existe Ae N pour lequel A vy et

ne ‘@(A, y), est la réunion, pour Ae N, des ensembles ‘@(A, y) L aw. Si Par,
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les mots ¥ tels que A ::= Y forment un langage de Kleene L,. L'ensemble,
noté €'(A, y) ou (co, y) des mots n ¥ tels qu'il existe A ¢ N pour lequel
A :=¥ etn e@(A, y) est la réunion des ‘6(A, y) Lp, Que la grammaire soit
ou non généralisée, on peut étendre le théoréme 7. 4, d'aprés le théoréme 4, 1
et le paragraphe 4.6.2 ; comme nous emploierons les mots réfléchis des états
de la pile, nous énoncerons un résultat portant sur les ensembles €(z, y) et
‘S(w, y) des réfléchis des mots de €(Z, y) et @(w, y) :

Théoréme 7. 5, Etant donné un entier n > 0, pourZeV, weJ, =Julal,
y €T'*et lyl¢ n, les ensembles 8(Z, y) et B(w, y) sont certains des langa-
ges des propositions d'une structure droite de Kleene, dérivant de ses divers
symboles auxiliaires.

Avec ces définitions, C5 devient :

(C'S) soit i une sortie de U autre que la demiére, i' la demiére entrée infé-
rieure @ i, y un facteur gauche de af! a" ; si la suite des éléments dontles en-
tiers strictement compris entre i' et i sont des sorties est un mot SP. O Uj.) ap
partient a @(¥y, y).

7. 7. Générateurs utilisant des contextes.

7.7.1. Nous serons amenés 4 faire dépendre certains états d'une pile de l'é-
tat précédent, si long soit-il. Aussi ne pourrons nous nous contenter d'employer

un transducteur fini ; nous utiliserons la généralisation introduite en 5. 4. La
“partie droite'' y d'un contexte (n, y) sera un mot de lJongueur bornée, ce qui
aura pour effet de remplacer la valeur 1 de cd par une valeur quelconque. I]

est inutile de considérer un contexte dans le cas oi, pour le transducteur tr 1
la réunion des ensembles m(s) et d(s, Z) contient au plus un élément(cf.7.5.2,
ou en particulier est défini Det).

Définissons donc des générateurs de piles gn? par W = V, un entier
cd > 1 et le transducteur fini tr? donné par :

a)M=Ex J, x Tied. dans les définitions qui suivent, a et b décrivent T',
y décrit T'°2! (on convient que T'°={A}), Y et Z décrivent E, w décrit
Jetv décrit E*

b)q=cdt1;l(ayb) =(b,o, ay).

c) Sib>aet (b< a), d[(b,o, ay), Z]={(Z, o(b), ay)};
pour (Y, w) « Det, d [(Y, w, ay), 2] = {(Z, w', ay)} siw{ w' et g (w')=Y.

d) Si b<a et—(b>a), m(b, 0, ay) = (sy, ta’) }; _
pour (Y, w) ¢ Det, m(Y, w, ay) ={[(Y,w', ay), ‘A'] i siwl w', gw)=A

et YZA (le couple w', A est unique s'il existe puisque (Y, w) ¢ Det) ;
pourweJ" etg(w)=A,m(Y, w, ay) a pour seul élément :

~ (sg, tat} si Aa et—(A>a), ou si Y=a=cetAeN’,
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ne Loner cial —
- UY, ofA), ay), *o"] siA -aet—(A 4a), saufsi Y=a=cet Ae N’.
Pourb4a et bya (d'oi a #oa), k[ (b,c, a y), Zv) contient |,
[(Z, 0(b), ay), l,to* ] sibZ ve@(o, ay), [s, 0,'a'] sibZ veGla,y),
et pas d'autre élément ;

pour (Y, w) ¢ Det et wf J", k{(Y, w, ay), Z v] contient les seuls élé-
ments : ms

-U(Z, way), 1, to) si¥ Zu e@ (w, ay), w! étant le point de T (w ),
s'il existe, tel que g (w') = Y,

-(C(Y, w', ay), 0, *A*} pour tous les w' ef (w) et tous les Ac N tels que
g(w')=AetYZve G(A,ay);
porwe J", g(w) =A, A<aet Ada(d'oi a#c), k((Y, w, ay), Zv]
contient les seuls éléments :

-[s,, 0, tar] si AY Zv e O(a, y) (doug #a),
-U(¥,0(A), ay), 0, 'o*] si AY Zve®' (c, ay).

&

7. 7. 2. Vérifions que l'application k est un automate fini. Envisageons les en-
sembles ‘8(Z, y) et '(w, y) pour Ze V,weJ,, ye Efetlyl< cd: d'aprés les
théorémes 7.5 et 5.1, il existe une fonction d'automate fini k', d'alphabet E,
dont l'ensemble des états S' contient sy et les couples (Z, y), (w, y) et telle
que, pour que n appartienne a‘€(Z, y) (resp. €(w, y)), il soit nécessaire et

suffisant que s+ appartienne &k [(Z, y), n] (resp. k' [(w, y),1)}.Pour engen-
drer l'état initial (Z, y) ou (w, y), nous effectuerons une composition & gauche
(théoréme 5.2) ; pour engendrer l'état final, nous effectuerons le produit de k'
par d'autres fonctions d'’automate et une composition a droite (théoréme 5.3).

Il est facile de construire une fonction d'automate k"' qui a l'un de ses
états s, et 4 chaque mot v sur E de longueur 2 au moins, associe le second
élément de v : on prend pour ensemble d'états S'' = E ufso, s,}oisy s,
sont distincts et n'appartiennent pas a E, et pour k''(s, v) I'ensemble ayant
pour seul élément : - le deuxiéme élément dev sis = Sgetlv)> 2;

- 8S, Sis =sp et|vJ=1;

~ le premier élément dev sis =s, etv #/A;
-ssiseEouv=A.

Soit k'"' la fonction d'automate d'alphabet E, d'ensemble d'états J, x Tred
telle que pour tout couple (s,v), k'""(s,v) ={s]}.

Définissons une application h, de M dans l'ensemble des parties finies
de (S' x S" x J) x T°4 x EX; a, b, y, Y, w ont la méme signification qu'en
7.701:

- pourrb<a et b » a, h, (b, co, ay) est formé des deux éléments
(Uo, ay), 5g o(b), ay), *b*) et[((a,y),0,0,ay),tb>];

- pour (Y, w) ¢ Detetw¢ J", hy(Y, w, ay) contient les seuls éléments :
(((w, ay), so, w', ay),* Y*] siun point w' del (w) vérifie g(w') = Y,
(((A, ay), ¥, w', ay),¥*] pour tous les w'e [ (w), Ae N tels que g(w)=A;
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- pour we J", g(w) =A, A-<aetA >a, hilY, w, ay) est formé des deux élé-

ments [((a,y), 0,0, ay), "AY*] et( ((o, ay), Y, o(A), ay), *AY') ;

- pour les autres s ¢ M, h, (s) = ¢.

Enfin, définissons une application hz de S' x S'* x J, x T'°4dans l'en-
semble des parties de M x {0,1} x E (E est identifiéa l'ensemble des mots

sur E de longueur 1) : hg(s, Z, w;, @ y) est vide sis # sp ou Z4¢ EE; sis = sy

et Z¢ E, il contient un seul élément : .

((Z,w,,ay),0,*A*] siw, « J" et g(w,) =A,

((Z, wy, ay), 0,0 *] siw) =0(A) eJ',

{(Z, w,, ay), 1," *] dans les autres cas ou w, € J,

(s, 0,.a7] siw,7o.

On vérifie facilement que k est l'automate fini d'ensemble initial M,

d'ensemble final M x {0,1} x E, obtenu par composition de la fonction d'au-

tomate k' x k'" x k'"* & gauche par h, et a droite par hy.

7. 7. 3. Les transducteurs tr? et les générateurs gn” dépendent du paramétre

cd. Si cd' < cd, le qénérateur associé au paramétre cd est contenu dans le gé-

nérateur associé @ cd', car l'application a de (E x J, x T'*?) x E* dans
(Ex J, xT) x EF: oY, w, 71 ¥2),¥1 = (YW, 71), v)— projette le

transducteur associé a cd dans le transducteur associé @ cd’. D'autre part, si

cd = 1, l'identité projette tr? dans le transducteur fini tr) car Y Zv ¢ BA, «)
entraine Y < A (lemme 2).

Par conséquent, quel que soit cd, les transducteurs tr? vérifient GP2

dés que DA est satisfaite ; les générateurs gn? vérifient GP1 et les piles de

I'ensemble gn“(a) sont conjointes a des pseudo-arborescences de“G(G) dont

« est la suite de feuilles. Nous allons démontrer que réciproquement les piles

conjointes @ toutes ces pseudo-arborescences appartiennent a gn7(a). Il en

résulte, comme nous l'avions annoncé, que les générateurs gn et gn! engen-

drent aussi les piles cherchées.

Soit U la pile conjointe 4 une pseudo-arborescence de (G), dont
« ="ag ... d,.;" est la suite de feuilles. Les entrées dans U de symboles ter-

minaux forment, avec 0 et le nombre d'états de U, un p-partage ; nous utilisons

les notations de 5.2: Gj; ="@;... Giscaey? Avec Gp4; =o pouri' 20;

sil <i p, a;., est le sommet de v;. Lorsque jj,, = ij+l,i #P (C1):

i =O eto<ap, ou bien i #0 et a3.) < a; (lemmes 3,2) ; dans les deux cas,

ov; € Bla; 'ai4, + Gitcan’), dtaprés C4 ; ny = ay" est le résultat d'un

calcul complet d'entrée a; ¥; ¢, de longueur 1.Supposons maintenant jj, +i, +1,
dou i #0, avec v; ='x,... x1" (om posera x,4;+ = 0 pour i' > 0). Entre j;

et j,41 se trouvent p' entrées de symboles non terminaux (par exemple jj, 1),
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Aj, ---. Agu D'apres C2 et C3, il existe p' entiers r,, pour lesquels :

1<€r<...€ t+ <1; jj est suivi de sorties de x,, ..., x, et d'une entrée de

A, ; pour 1<i'<p', I’ entrée de A,, est suivie d'une sortie de Aj, de sorties
de Xie te ee Xyrgy SE Titty FIet] et d'une entrée de Ayr, ; lentrée de

A » est suivie de celle de a; #0 ou d'une sortie si aj—c:

by =oT1 Ay o of271 ... oo TM pl Ags ay.

P(a; x1) = (x1,0, &;) ; x1 > @; (lemmes 4,5) etov; © 6'(o, a;) (C'5) : selon

que x; <q; ou non, k[(x,, 9, a;), 'X2-.. x, 0°} contient [(x , 0(x,)a;), 1,"0 4,

ou d{ (x, , o;), x2] contient (x,, 0(x,), a). Pour montrer que 1, est le ré-

sultat d'un calcul complet d'entrée a, ¥, o, il suffit de montrer que sous les

cing hypothéses :

- j' est une entrée de A ¢ N et j'' la demiére entrée précédant j',

- j'+1, ... j+1 sont des sorties de z), ..., 2jrjuey

- z' est le demier élément de ouj.1,

7 o Ung, =v 2" (z" =z sij'+1= j'-1, 2" =z, sinon),

-aeTyeT' oder, a y est facteur gauche de Care ocd,
il existe un calcul d'entrée UV, de premier état (z'', 0(2,), ay), de dernier état

(z', ofA), ay) et de résultat o/'3'"=2 Ag lorsque j'+1 est une sortie autre que
la demiére, de dernier état s; et de résultat ol'i2 Ag lorsque j'+] est une

entrée ou la demiére sortie . Cela résulte immédiatement des propriétés sui-

vantes «

~ Zu Z A est un chemin du pseudo-graphe de production (C3) ;

- pour 1<il' < j'-j"-2, 0 ujnyine (ez) oa, ay) (C5) ;

-z'<A(lemmes 2,3) eta uy € BA, ay) (C4);

- sij'+] est une sortie, Ay a (lemmes 4,5) ;

- si j'+1 est une sortie autre que la derniére et si a =o et Up =A, j't2 est

une entrée, j'+3 une sortie, et ainsi de suite jusqu'a la demiére sortie : A

dérive de la racine (C 3) ;d'aprés DA et PA, An'est pas un axiome;

- si j'+1 est une sortie autre que la demiére, 0 uj: ¢ ‘@(o, ay) (C'S) ;

- si j'tl est une entrée, c'est une entrée de a (C2), Aaa (lemme 2),

oujre Ga, y) (C4) ;
- sij'+l est la derniére sortie, a =o, ujyny =A et AeN'.

Théoréme 7. 6. Les générateurs gn* associés & une grammaire pluriaxiomati-

queG=(N, T, N') vérifiant les conditions DA et PA sont tels que, pour

tout mot a sur T, gn2(a) soit l'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arbo-

rescences de ©(G) dont «est la suite de feuilles.

La figure 7. 5 schématise le fonctionnement des générateurs gn?.

7. 7. 4. Déterminisme du transducteur tr2, Pour que tr? soit déterministe, il
faut et il suffit que, pour tout s « M et tout v ¢ E*, l'ensemble k(s, v) contien-

ne au plus un élément ; pour cela, il suffit que simultanément :
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(CD1) pourae T, y ¢ T'S4], Bla, y) et BW (o, ay) soient disjoints ;
(CD 2) pour y'e T'°4 we J et Ae N tels qu'un point w' del (w) vérifie

qg(w') =A, ‘6(A, y'} et @(w, y') soient disjoints ;
(CD3) pour y'e T'S4, we J, Ac N et Ae N tels que deux points distincts w'

et w" de [ (w) vérifient g(w') = A, g(w") = A', (A, y') et@(A', y')
soient disjoints.

Ces conditions sont décidables [2]. On peut aussi les écrire, d'aprés
7.6.2:

(CD1) pour ae T,y' € T'®%! et toute regle A ::= 7, les ensembles @(a,y }
et (A, ay) Y sont disjoints ;

(CD2 et 3) pour y'e T'°?, Ae N, Abe Net Ye V¥ vérifiant A ¢ A'ouV FA,
tels qu'il existe un mot \p de V* pour lequel A ::= Wet Abs= Vy,
‘€(A, y') et (A', y') ¥ sont disjoints (C D3 correspond a ¥ =A).

Intuitivement, la premiére condition assure qu'on peut choisir entre une
sortie et l'entrée d'un symbole terminal, la seconde entre une sortie (précé-
dée d'un certain nombre d'autres sorties) et l'entrée d'un symbole non tenmi-
nal, et la troisiéme entre deux symboles non terminaux susceptibles d'entrer
(cf. figure 7. 5).

Nous allons montrer qu'inversement, si la grammaire est réduite et si
l'une de ces conditions n'est pas réqlisée, on peut trouver deux mots a et a!
de T*tels que ao°4 et at o “4 aient un facteur gauche commun 6 y' ou] y'|=ed
et qu'il existe une pile U de gn? (a), une pile U' de gn? (a') et un entier i
pour lesquels u; fu’, etB = ay = a" Par conséquent :

Théoréme 7.7. Si une grammare G réduite et un entier cd>] vérifient les condi-
trons CD1, CD2, CD3, ils définissent un transducteur tr? déterministe. Dans

le cas contraire, aucun générateur de piles dans la définition duquel entre l'en-

tier cd, qui engendre les piles de ¢(G) avec comme donnée la suite des sym-
boles terminaux y entrant et comme p-partage la suite de leurs entrées, n'est
@ pile unique.

Supposons d'abord A ::=, A'i:= ¥ Y AFA ouv #A,on € BA,y'),
n=n'¥,on'e €(AL y'). 1 A etn! At sont des états de deux piles de $ (G) E
d'aprés 7.2.2, il existe deux axiomes X et X', une X-dérivation d'un mot nay,
et une X-dérivation d'un mot n' A' y',, y' étant facteur gauche de y, 04 et

y', o°4. Comme Ia grammaire est réduite , il existe aussi une dérivation
(89 =n, Sy os 5, = B) ot Be T* d'ot deux dérivations (X, ..., Ay,
THY ype we By) et (X wa at Aly, mypy's, Ory). es By). On
en déduit (lemme 1) deux piles U et U' conjointes & deux pseudo-arborescences
de &(G) dont B y et By} sont les suites de feuilles, et un entier i, tels que

= _ — ,~Ul_ue =n A, ul, =n! By = a5, =.
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Supposons maintenant A::=Y,one €(a,y),n=n' ¥,on' 6 (A,ay).

na est un état u" d'une pile U"def(G) et y est tacteur gauche deaU"acd

soit B le premier symbole auxiliaire dont une entrée dans U" est Supé-
rieure @ j : il existe un axiome X et une X-dérivation dont les deux derniers

mots sont n"By, et n"vy, =1aY2 y (B ::= ), y étant facteur gauche de

y2 v1.0. Commesn'« (A, ay) et A::= ¥, il existe un axiome X' etune

X'-dérivation dont les deux demiers mots sont n'Aa y', et n' Yay; =nay',Y

étant facteur gauche de y') o cd D'ou deux dérivations (X,..., 9" By. na

Yah 1818 %2 % 18 947 Ye sr Payy det(X an! Aay', nay.)

Yo Bg FV eee Bay’, ), o8 BeT* De la premiére, on déduit (lemme i} une
pile U qui contient un étatujs =“ Y =n ay%,aveca, =y, j' étant précédé

des entrées des symboles terminaux qui forment a y2 ; cette pile posséde done

deux états u,.) =, u, = @, avec op Yon et donc a i =B. Dela seconde,
on dédilt une pile U' telle que u';.; = 1, i soit une sortie et an =ay'; , doi
a oy = Be

7. 7. 5. Remarque.Une variante du générateur gn2, pour cd = 1, ntutilise les ensem-

bles @ (Z, y) et G" Gy, y) que pour,y, = : dans la partie (e) dp la définitjon de tr2,

il spffit de Pee (9, ay) can (o, A), & (w, ay) por 8! (w, AVG (A, ay )
por OA. A). Ltidentité projette dans tr! le transducteur tr'? ainsi obtenu et projette
tr2, avec cd = 1, dans tr2, Le générateur engendre encore les mémes piles. Mais ses

conditions de déterminisme sont plus strictes que celles obtenues ci-dessus : si

(Y, w) ¢ Det et si un point w' de [ (w) vérifie g(w') =A, il faut que @(A, A) et

Y'(w, A) soient disjoints,ce qui est plus strict que : pour tout a € TY F(A, a)et ew,
a) sont disjoints.

7. 8. Générateurs utilisant des contextes bornés.

7. 8. 1. Les transducteurs tr? décident comme poursuivre un calcul en cours,

alors qu'il y avait plusieurs possibilités pour le tranducteur tr!, en fonction de

l‘appartenance d'un mot a un langage de Kleene parmi plusieurs. Les étatss de-
mandant un choix ont été caractérisés au paragraphe 7. 5. 2 : on tentera ici de

remédier aussi "économiquement" que possible a chacun de ces cas d'indéter-

minisme ; plus précisément, on choisira, chaque fois qu'on le pourra, grace a

un facteur gauche du mot considéré ayant une longueur bornée.

Les générateurs de piles gn? qui vont étre définis seront donnés par

W = V, un entier cd > 1] et des transducteurs tr3 qui dépendent d'un certain

nombre de sous-ensembles finis de E* séparant un langage de Kleene d'un autre

(4. 5. 6). L'ensemble des phrases d'un langage de Kleene K qui commencent

par un élément Y donnée est un langage de Kleene (cela résulte immédiatement,

par exemple, du theoreme 4. 4) : nous noterons Ky ce langage.

1) Pour tout couple Ye V, ae T tel que Y {aet Y >aet tout moty de T'e4-1,
soit Q (Y, ay) unensemble séparant 8(a,y)yet €'(c, ay) y sices lan-

gages ont une borne d'intersection,
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2) Envisageons un mot y' de T’¢4 et un couple (Y, w) de ExJ tel que g (w)

# N; n'appartenant pas @ l'ensemble Det (7. 5. 2) : il existe p > 1 symboles

auxiliaires A pour lesquels A est l*image par g d'un point de [(w) et Y<A;
on les ordonne : AL zy++ Ap. On construit p ensembles Q (Y, w, A, y'), pour

i= 1, ves Be sépardnt 8 (A i Vy de la réunion de Kw, y')y, et des ®(Aj,y'),
pour j >i, et un ensemble Q (Y, w, y') séparant Ig réunion des GA, y'}, de
e (wer )ys lorsque ¢' (w, y')et les p langages § (A,,y'), ontune bome di in-
tersection : on peut prendre pour Q (Y, w, y’) la réunion des Q(Y,w, A, y').

La recherche des ensembles Q (Y, ay) peut étre facilitée par la remar-

que suivante : si y, est facteur gauche de y, #(a, y,)y contient_Y (a, y)y,

g' (a, ayy) y contient @ (co, ay) ysdo tout ensemble séparant B (a, y \de
‘(o, ay, )y est un ensemble séparant € (a, y) Soe {o, ay)... On peut‘u-

tiliser une remarque analogue pour déterminer les Q(Y, w, Aj, y')etQ (Y, w, y').

Soit cg le maximum des longueurs des mots appartenant @ l'un des en-

sembles Q(Y,ay),Q(Y,w, A,, y'), Q(Y, w, y'). Le transducteur tr} associé

a ces ensembles est défini de la maniere suivante :

a)M=Ec9xJ xT'e4 Dans les définitions qui suivent, a et b décrivent T'\ dé-

crit EC! y décrit T'S! Y et Z décrivent E, w décrit J et v décrit EX Nous

désignerons par Det' l'ensemble formé des éléments :

atid ay) sib<a,b>a, P(a,y), et @ (c, ay), ont une bome d'intersec-
ion,

-(Y,w, ay) sig {(w) €N, le symbole auxiliaire A tel que g (w) = A vérifie
A CaetA>a,@ (a, 7), et?" (a, ay) aont une bore d'intersection,

-(Y,w, ay) sig (we NY, w) ¢ Det et si pour les points w'; (i = 1,..., p)
de [ (w) tels que g (w',) = Aye N, les p + 1 langages @ (A,, ay}s ete" (w,
ay)y ont une bome d'intersection, . e
b)q=cdteg;l(aybn)=(bn,o, ay).
c) Sib >a et (b¥ a) ousi(b,o, ay) ¢ Det! et aucun facteur gauche de bn

n'appartient 4Q(b, ay), d{(bn,o, ay), Z) ={( Z,0(b),ay)};

si (Y, w) € Det ou si (Y, w, ay) € Det' et aucun facteur gauche de Yq n'appar-

tient aQ(Y,w, ay), di (¥n, w, ay), Z] ={(n Z, w’, ay)} si le point w'vé-
tifie w Tw et g(w') = Y.

d) Sib€aet 4(b>a) ousi(b,o, ay) ¢ Det’ et un facteur gauche de by ap-

partient 2Q(b, ay), m(bn,o, ay) =4(s,,'0")} ;
si (Y, w) ¢ Det et Y€A ou si(Y, w, ay) € Det' et Aest le A, d'indice i mini-
mum tel qu'un facteur gauche de Y 1 appartiennea Q(Y, w, Ai, ay), m(Yn,w,

ay) ={(Yn, w', ay), A’ Ji si le point w’ vérifiew [ wet g(w') =A;
pourwe J" etg(w) =A:

- si A<aet 4(A >a), ousi(Y, w, ay) € Det' et un facteur gauche de AYnap-

ee (A, ay), ouencore si Y=a=oc etAeN',m(Yn,w, ay) = ts,

a

-siA>aet4(A <a), sauf pour Y=a=c et Ae N', ousi(Y,w, ay) ¢ Det’

et aucun facteur gauche de AYn n'appartient4Q(A,ay),m(Yn,w,ay) =

{[(¥n, 0 (A), ay), ‘o"]h.
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e) Sib<a,b>aet (b,c, ay) ¢ Det’, k[(bn,c,ay), Zv] contient les seuls

éléments : ~

-((n Z,o(b), ay), 1,’0'] lorsque bn Zv € @' (5, ay) oO},

-[s,, 0, ‘a"] lorsquebn Zv ¢ O(a, y)aco! ;

sig(w)¢N, (Y, w)¢ Det et (Y, w, ay) ¢ Det’, k[(Yn, w,ay), Zv | con-

tient les seuls éléments :

-((n Z,w', ay), 1, ‘oJ si¥nZve @! (w, ay) oca-l, w' étant le point de

T(w), s'il existe, tel que g (w') = Y,

-((Yn, w', ay},0, ‘A'] pour tous les w'« [ (w) et tous les Ae N tels que

g (w') =AetYn Zve @(A,ay)ocsl ;

siwe J".g(w) =A, A<a, A>aet(Y, w,ay)¢ Det’, k[(Yn, w,ay),Zv]

contient les seuls éléments a

-[s,, 0, a’) si AYn Zv € G(a,y) oooh

-((Yn, 0 (A), ay), 0, 'o] si AYn Zve P' (co, ay) ocel,

On démontre comme en 7. 7. 2 quek est un automate fini.

7. 8. 2. Comparons tr3, pour cd quelconque, au transducteur tr® (7. 3), puis

tr? et le transducteur tr? (7. 7. 1 ) associé au méme cd. Nous désignerons par

x°, x2, x3 les applications xX attachées (5. 4. 2 ) a tr®, tr2, tr? + plus généra-

lement, nous affecterons de9,!,3 les applications 7, d, m, k, de tr®, tr2,tr3.

Définissons une application @ par:@l (Yn, w, ay),v J=[(Y, wa),vgl

ok Ye E,ne Ecol, we Jy, ae Ti ye Tetl, ve E* ety, est déterminé par

NY = vo v,,1¥, | = cg-1. Montrons que w projette tr3 dans tr°, en étudiantd'a-

bord les divers cas ot (s', v',A ) appartient a x3 (s,v) i,

l)s=(Yn, w,ay),s'=(n Z,w', ay), v=Zy',A= co, lorsque s' ec d?

(s, Z)ou(s', 1,"o’)e k3(s,v). Alors a(s,v ) =[(Y, w, a), v9 J, nv=vovn

a(siv')=[(Z',w', a),v'pl,sinZ=Z' nt, n'y! =v vi Yl SW l= cal:

Zuo vy HZ qivi=ndvi =nv=vg v, dot Z'v'g =vg : (Z', w, a) €

d°((Y, w, a), 2").
2)s=(Yn, w, ay), s'=(Yn, w', ay), v=v', lorsque (s', A) « m3 (s) ou (s',0,A)

ek’ (s, A). Alors o (s,v) =[(Y,w, a), vg], w(s',v) = [(Y, wa), vg];

L(Y, w', a), A] « m° (Y, w, a ).

3)s=(Yn, w, ay), s' =s;, v =v! lorsque (s;, A) € m? (s) ou (sz, 0, Ade ke
(s,v).a(s,v) =[(Y, w, a), vg]; (sg, A) em? (Y, w, a) cr YK aouA <a

entrafne a 4c.

D'autre part, avec des notations analogues a celles de 5.5, siy? =ay(ae TS

ye Eetl) etvacd=bnvu' (be TY ne Ecol), yO = ‘a p2=aybn, v2 =v',

eta ‘ab', v9 ecel=qy', 19 (69) = (b,c, a), 12 (p2) =(bn,o, ay), w véri-

fie @ [12 (p2), v2] =[1° (9%), v®].
On pourrait montrer de méme que o projette aussi tr? dans tr’,

Envisageons maintenant l'application a’: oa [(Y,w,y'), vJ=E(Ynwiy'hva J

ob Ye E,we Jy, y'e T’4, ve EX n etv, sont déterminés par nv, =v geo!
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et|n |= cq - 1; montrons que o' projette tr? dans tr3 ; étudions les cas ou
(s',v', A) appartient ay 2(s,v);

a)s=(Y,w,ay),s'=(Z,way),v=Zv',A="o!, lorsque s'¢ d?(s, Z)
ou (s', 1, 'o') ¢k? (s,v). a (s, v) =UY¥nw, ay), velqv2 = vacsl,
In|= eg-L@ (sv) =UZ2n wi ay), v2] ni v's =v ott in ya eg-1:
Zyivig =Z2viactlavatl=anvye; comme |7|={n'l, ilexiste Z’cE tel
que Zn' =n Z', d'ot v2 = Z'v'y. Lorsque s' ¢d*(s, Z), (7 Z',wi,ay) ¢
d3 [(Y¥n, w, ay), Z'] ; il en est de méme lorsque (s', 1, tot} e k? (s,v} et
(Yn, w, ay) Det', d'aprés la définition des ensembles Q (Y,ay) et Q(yY,
w, ay) ; enfin, lorsque (s', 1, ‘o*)e k? (s,v) et (Yn, w, ay) ¢ Det’, [(n Z',
w', ay), 1, to’ | appartient ak? [(Y nw, ay), vo].

b)s=(Y,w, ay), s'=(Y, w', ay), v=v', lorsque (s', A) ¢ m2 (s) ou(s',0,
A) ek? (s,v). w&(s,v) = L(Y nw, ay), v2], (sv) =(Yn, wray),
vz]. Lorsque (s', A) em?(s), [(Y ny, w', ay),A]lem?[(Yq,w,ay)]; il en
est de méme lorsque (s', 0, A) ek?(s,v)et(Y 1. w,ay)eDet', d'aprés la
définition des ensembles Q(Y, w, Ai, ay) et Q(A, ay); lorsque (s',0,A) «
k? (s,v) et (Y nw, ay) ¢ Det’, [( Yn, wy ay), 0, Ay ek? (s, v2}.
c)s=(Y,w,ay),s' = S;, v = v' lorsque (sp, A} «€ m? (s) ou (sz, 0, A)
k2(s,v2); a (s,v) =L( Yn, w, a), val: (sg, A) m3 (s) ou (s;, 0, A)
k3 (s, v2). Avec des notations analogues @ celles de 5. 5, y2=y3: sive
bv’, pt=y2b; sivocs = bv2 oe = byv3 (ne ECS), p3 =y*bn;

2 (p2) = (b, 0, y2), 13 (p3) =(b a, 0, 72), v2 o°S! =n v2, doa [12 (p2),
v2} = [2 (93), v3],

IL nom

Pour que les transducteurs tr? soient déterministes, il faut et il suffit
que, pour tout s ¢ M et tout v « E*, k (s, v) contienne au plus un élément ; il

suffit pour cela que la grammaire vérifie les conditions CD 1, CD 2, CD 3 qui

assurent le déterminisme de tr? (7.7. 4) : nous avons vu (théoréme 7. 7) que
ces conditions sont nécessaires lorsque la grammaire est réduite.

En résumé :

Théoréme 7. 8. Les transducteurs tr? associés 4 une grammaire pluriaxiomati-
que G =(N, T, ::=, N') vérifiant les conditions DA et PA satisfont & GP 2.

Ils définissent des générateurs de piles qn? vérifiant GP 1 et tels que, pour
tout mot « sur T, qn? (a) soit "ensemble des piles conjointes aux pseudo-ar-
borescences de €(G)} dont a est la suite de feuilles, Pour qu'un transducte ur
tr? soit déterministe, il faut et il suffit que G vérifie CD 1, CD 2, CD 3.

7. 8. 3. Condition pour que tr? soit un transducteur fini. D'aprés la définition
de l'ensemble Det', pour qu'un transducteur tr? soit fini (il est alors détermi-
niste), il faut et il suffit que soient réalisées les deux conditions: __

(CBl)siYeV,aeT ye Te, YX aetY >a, les langages (a, y)
et€' (co, a y)yont une borne d'intersection : wi'
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(CB2) siwe J, Ye E,y' 6 T'S, (Y,w) ¢ Det, pour lesaints we (i= 1,....P)
deT (w) tels que g (w,) = A,e N, les p + 1 langages @(A,,y')y et 8 (w, y'ly

ont une borne d'intersection.

Si P| a, y)y 7B, Y Ka (lemme 2) ; si¥' (o, ay), 4, par détfinition
de cet ensemble, il existe A N, dont Y est finale stricte, tel que GA, ay) Az,

donc 9(A, a) #O; A, aest un couple vicinal (7.6. 2), A faouAda, d'ot

Y >a (7. 4). Diautre part, @(a, y) est la réunion des @(a, y)y, et#’ (o ,ay)

la réunion des @' (o, a y),, pour Ye V. On_en déduit que CB 1 équivaut a:

{(CB'1) siae T', y « T'°9-1, les langages @ (a, y) et@' (oc, ay) ont une bor
ne d'intersection.

De méme, (CB 2) équivaut a:

(CB' 2) siwe J, y'e T'°4,s'il existe p (>0) points wi del (w) et psymboles

non terminaux A; tels que g (w';) = A;, les p+ 1 langages P(Ai, y' )et@ (w,y')
ont une bome d'intersection.

Lorsque deux régles distinctes de la grammaire ont des seconds membres dif-

férents, p = 1 s'il existe.

Les grammaires qui satisfont ¢CB1 et CB 2 sont les “bounded right

context grammars" de [24]. Les grammaires “fully nested" introduites par

[38] peuvent étre transformées en des grammaires équivalentes ne possédant

plus aucune régle A ::= A‘, ou A'e N,sans modifier les sous- propositions

d'une proposition (7. 10. 4) ; alors, pour tout point w de J, (w) contient au

plus un élément et pourae T', @(a, A) et @' (c, A) ont une bome d'intersec-

tion inférieure au maximum de la longueur des seconds membres des regles. La

méthode d'analyse de [47] revient la construction d'une pile conjointe, dans

le cas ot les seconds membres des régles sont distincts, de longueur 2 au

plus, et oi il existe un transducteur tr? fini pour lequel cd = 1, cg = 2.

7. 8. 4. Exemple. N={X, A, B,C, D}; T={a,b,c,d,f};N'={X];
AbC|dAD[B A fAla

=f{Bbla cClec
bD|b

Matrice des relations <et >:

sow > x

am an
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1) A<betA >b: étudions @(b, A) et@' (c, b),avec les notations et les

méthodes de 7. 6, 2 et 7. 6. 3: b est initiale de bet D;

<b>ns) <X>A|<X>dAl<B>f{BIl<D>b, <X>25) o:

les mots de @(b, A) se terminant par A sontc Aetod A.@' (o, b) est la réu-

nion des ensembles @(A', b) Y pour A‘ ::= ¥ ; les mots de @* (a, b) se ter-

minant par A sont ceux de @ (A, b) f A. L'ensemble formé par Ao et Ad, ou

encore l'ensemble des mots de longueur 2 autres que A f, est un ensemble sé -
parant @(b, A)q de @ (a, b)a.

2) b<b et b>b: les mots de @(b,A) se terminant par b sont ceux de @(D, A) b:

<D>:=) <X>dA[<D>b; les mots deY! (c, b) se terminant par b sont

ceux de @(B, b) £ Bb et ceux de 2 (D, b) b, mais ce demier ensemble est vi-

de car D, b n'est pas un couple vicinal (ni D <b, ni D> b). On peut prendre

l'ensemble des mots de longueur 2 autres que b B comme ensemble séparant

@(b, A), de®" (oc, b),.

3) Les seuls mots ’ a la fois second membre et facteur droit de second membre

d'une régle sont :

-‘b’:D::= betB::= £B b, mais onn'a pas B<D.

stats A a, B::= aetf<A,£<B,o <A, <B:T [0 (a)] contient deux

points d'images A et B, mais aucun autre point ; (f, 0 (a)) et (o, 0 (a)) n'ap-

partiennent pas a Det, mais @' (o (a), A) =.

Etudions # (A, A) et @(B, A):

<A>n= o|<X>d/<A>£,<B>s=, 6 [<B>E;

les mots de G(A, A) sont les o " eta d £", ceuxde O(B, A) lesa f (n>0).
GA, A), et @(B, A), ne sont pas disjoints, ni G(A, A jg et GB, Ng. best
le seul symbole terminal tel que @(A, b) # 2t aussi le seul tel que @(B,b) =

Bde plus @(B,o) =}'o', mais @(A,o) =:

Bs (A, b) n=) 0 |<X>d} (A, b) ft , (B,b) ::=, <B>.

?(B, b), est vide, mais (A, b), et @(B, b), ne sont pas disjoints, car ils
contiennent les mots o f* (n > 1)Etudions les € (A, bx) et #(B, bx) ou xe T';

d'aprés 7. 6. 1, 9(B, bx) = @(B, x) f, donc est vide sauf pourx =boux=c:

(B, bb) est l‘ensemble des o f* (n>2), @(B, ba) =\'of"}. GA, bb) =

9(X,A) du YA, bb) f: il s'agit de !"ensemble des o df" (n >0).@(A, ba)

= P(X,c) d u YA, bo)f£ : il s'agit du méme ensemble.

On choisit cd = 2, on ordonne A, B en plagant B avant A et on définit :

Q(c,0(a), B,y') =B siy' Zoa ; Q(c,0(a), B, oo) =1A}; Q (c, 0 (a),
A, y') = {A} pour tout y' € E*; Q (£, 0 (a), B, y')=@siy' différe de oo, bo et

bb ; Q (£, 0 (a), B, oc) = IAS; Q (£, 0 (a), B, bo) =f£ 0} ;Q (£, 0 (a), A, y')=IAS
pour tout y’. @(A, bb)¢ et HB, bb) sont disjoints, mais n'ont pas de bome
d'‘intersection. On obtient un transducteur pour lequel cg = 2, qui est détermi-

niste mais n'est pas un transducteur fini. I] est d'ailleurs facile de voir que

quel que soit cd, @(A, b°4), et OB, b°4), n'ont pas de bome d'intersection.
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7. 9. Générateurs controlés par des couples de symboles terminaux.

7.9. 1. Dans les paragraphes précédents, on a limité l'indéterminisme qui ren-

dait peu udlisable le yénérateur gn® en controlant les entrées et les sorties

des piles par les relations < , > et par les contextes ; le pseudo-graphe de pro-

duction participe a ce contréle et joue aussi un réle, théoriquement plus essen-

tiel, de vérification, assurant la condition C 3. Nous chercherons ici des géné-

rateurs plus simples 4 mettre en euvre, ou le pseudo-graphe de production ne

conservera que ce role de vérification et ou les entrées et les sorties seront

contrélées par des couples d'éléments de T' : on ne retiendra du contexte, a

droite qu'un élément (cd = 1), a gauche que le demier symbole terminal et le

nombre de symboles auxiliaires qui le suivent.

7. 9. 2. Définition des ensembles A, (b, c) et A, (b, ¢). Soit U une pile de

l'ensemble '¥(G). Pour chacun de bes états u,, 7,0us nommerons , le plus
grand facteur droit de u; appartenant a N* b, Iélément de T! = Tu lo} tel

que b, a soit facteur droit de o Uy Dy le nombre de sorties supérieures a i, in-
férieures’ ou égales au plus petit entier suivont i qui est une entrée, une sortie
de symbole terminal, ou l'indice du dernier état de la pile ; nous utiliserons no-

tamment les couples (1b; ;|,n,).

Associons @ tout couple (b, c) d‘éléments de T' deux ensembles

1 (b, c) et A re Ee de couples d'entiers (n”, n') vérifiant respectivement

Oke <ntet0< n", de maniére que :
(C 6) sii est une mates ‘dans U telle que i+ 1 soit une — autre que la der-
niére et sic est le premier signe de av o, (1b, oI In) eA, (b,c);

(C7) siiest une sortie dec ¢ T, ({b, Ol, n, ye A (by, ot
Nous imposerons de plus que, pour tout b € T, Ay tb, a) soit vide. Soit alors i
un ae pour lequel i + ] est une entrée d'un symbole terminal c. I] existe une

sortie i' dec telle que u; = u,, (théoréme 1. 2). En appliquant C7 ai’:

(C 8) sii t+] est une entrée dun symbole terminal c, il existe dans A, (by, c)
un couple de premier élément {b, a! :

Etudions la détermination des ensembles 4, (b, c) et A, (b, c), a l'ai-

de de C 3 et C 4, Soit un état u; de U,i' la premiare entrée supérieure 4 i. Pour
, deux cas se présentent :

a) une sortie de symbole terminal est strictement comprise entre i et i'
= bya, ;

4) aucune ‘sortie de symbole terminal n'est strictement comprise entre i et i'
an < [bal

A, {b, e)(resp. A,(b, ¢)) est réunion des deux ensembles A} (b, c) et Ay tb, c)
(reap. A (b, c) et Ay (b, c)) formés des couples (n"',n ") vérifiont n't=n' d'une
part, n' n% n‘ d'autre part.
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Si i est une entrée pour laquelle i+] est une sortie autre que la demié-
re et si c est le premier élément de a4 Vox a; Yo,dans le cas a il existe Ac N,

Y € V¥tels que A ::= Yb; et B(A, °c) #0; dans le cas b, il existe A « N,
ae N¥ wre N* tels que A: = a, = ola, ‘et un mot de © (A, c) dont b,c"
est facteur droit. Pour qu'un ensemble de couples d'entiers positifs (n', n' )
soit un At (b, c), il suffit qu'il contienne l'ensemble °A* (b, c) des couples

(lo} +1, lof + 1) associés aux mots w sur N tels qu'il existe Ae N, ¥ « V*
vérifiant A::=Y b wet € (A, c) AM. Pour qu'un ensemble decouplesd'entiers
(n", n') tels que 0 <n' <n" soit un a (b, c), il suffit qu'il contienne l'en -
semble Sat (b, c) des couples (| wo] +] 01 +1, | a'| ) associés aux mots
w', o sur N tels qu'il existe A ¢ N pour lequel A ::= a! et ba" est facteur
droit d'un mot de 8 (A, c).

Si i est une sortie de ce T, dans le cas a il existe Ae N,V V*,

Y'e« V*¥ tels queA := Yb w, ee: dans le cas b, il existe A eN, Ve V*,

wo « N* ate N* tele « qeeA n= of c¥, a, =o" a, bo" soit facteur droit
d'un mot ae (A, A).Pour qu'un ensemble de couples d' ‘entiers positifs (n',n')
soit un A‘ (b,c), il suffit qu'il contienne l'ensemble °A' (b, c) des couples

(tal +1, 1a! +1) associés aux mots w sur N tels qu'il existe Ac N, Pe V*,

Ye V* vérifiant As:= ¥ b eo c ¥'. Pour qu'un ensemble de couples d'entiers
({n", n') vérifiant 0 < n' <n" soit un Ay (b, c), il suffit qu'il contienne l'en-

semble "~Y (b, ¢) aes couples ( la’! + to"! +1, 10 1) associés aux mots
o', o sur N tels qu'il existe Ae N, ¥ ¢ V* pour lesquels A::= ai c ¥ et bo”
est facteur droit d'un mot de 8 (A, A).

On peut montrer, par exemple @ l'aide du lemme 1, que réciproquement,

lorsque la grammaire est réduite, les ensembles a (b,c ), A¥ (b, c), AS (b,c) ,

A} (b, c) doivent contenir respectivement At (b, c), Sar bb, c), on? (b,c),
OA" (b,c).

Exemple: N={K,B,C,D,F}; T={d,f,g,h}; N'={K];
K {FB Cu= bIhC Pas glFg
B:= CD D dF

F g; F, h est un couple vicinal ; donc (1, 1) « °A! (g, h).

CD;ofFe 6 (B,c) ; donc

= dF;ofF Ce @(D,A); donc

our tout couple b, c, A) (b, c) est vide.

(4, 2)e CAINE, o).

(3, O)e CANE, d).

B

D

P

La génération des piles cherchées , qui va étre étudiée, est résumée par

l'organigramme de la figure 7. 6. Nous définirons un générateur de piles gn4

dans le cas oi, pour tout couple b, c, les ensembles A, (b, ¢) et A, (b, c)

sont finis. D'aprés C 6 et C 7, pour qu'il existe de tels ensembles, il Faut et
suffit que soit vérifiée la condition :

(C T) les facteurs droits des mots des langages G (A, A) (A€N), qui appar-

tiennent a@N* ont une longueur bomée,
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pour tout n° tel que
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Figure 7. 6
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CT signifie que, pour tout Ae N, les deux langages de Kleene iG (A, A) et
NAIA ont une bome d'intersection : CT est décidable. Nous désignerons par

cg le plus grand des premiers entiers des couples appartenant aux différents

ensembles A (b,c) et 4, (b, c) , par [cg] l'ensemble des entiers compris au
sens large entre 0 et cg.

7.9. 3. Générateur gn ‘4. Il est défini par W = V, cd = 1 et un transducteur fini
* oe

a)M=Ecx J, x T' x [eg] x [cg]. Dans les définitions qui suivent, a, b etc

décrivent T', B décrit N, n décrit E°!, Y et Z décrivent E, w décrit J, 5 et 6”
décrivent [cg]. Lorsque n' est un mot de E°9\ N* et w son pluslong facteurdroit

appartenant a N*, on pose 6 (y') =!01 + 1 et onnommeé (r") I'élément de T'

tel que €(n') w soit facteur droit de n'.

b)q=cg+1;! (abn) =(bn,o,a, 0, 0).

c) SinZ¢ N* et(1, l)e A, (b, a),d[(bn,o,4,0,0),Z] est formé des

(y Z,0(b), a, n', &(n Z)-n') pour tout entier n' tel que {8(n Z),n') €

Ay (E(nZ), b) ;
si 6' £0, (8', 5") #(1, 0) et siun point w' del (w) vérifie g (w') = B,

a[(Bn, w, a, 5, 6"), 2] ={(n Z, w', a, 6-1, 8")4;

sin Z¢ N*et si un point w' def (w) vérifie g(w') =c, d[{(cn, w, a, 1, 0),Z]

est formé des (n Z, w', a, n', & (1 Z) -n') pour tout entier n‘ tel que (d (n Z),

n')¢ A, (&(n Z), c).
| Si (1, we (1, 1) appartient aA, (b, a) (d'oia #0), m(bn,o,a,0,0) =

(sp 'a’)h;
m (Yn w, a, 0, 6") contient [(Y n, w', a, 0, 8"), ‘A’) pour tout point w' de J"
tel que wf w' et g (w') =A, et pas d'autre élément ;
si we J", g(w) =Aet Yn ¢N* m(Y n, w, a, 0, 5") contient les seuls élé-

ments :

- (s,,‘a") lorsque dans A, (E(Y 4), a) se trouve un couple de premier entier

5" + 1 (d'ot a #0) ou lorsque Y = oetAcN',

-[(¥n, o(A), a, n'- 1,6" +1-n"), ‘o'} pour tout n' tel que (5+ ln") «

A, (€(Y¥ ), a) sauf lorsque Y= a=cetAe Nt.

On utilisera aussi le transducteur tr4' qui ne différe de tr4 que par la

suppression des mots soulignés en pointillé @ la fin de la définition, et le géné-

rateur gn4” correspondant : l'identité projette tr4' dans tr4, gn4’est contenu
dans gn4,

Soit w” la projection de M sur ES x J, x Ti: o' (n't) w), 4,65") =

(n', w,, a). wétant l'application définie en 7. 8. 2, qui projette le transducteur

tr3 associé @ cd = 1 dams tr®, une démonstration analogue & celle de 7. 8. 2

montre que @ o ot projette tr4 dans tr®, trt vérifie GP 2 dés que AG est satis-

faite, gn4 vérifie GP 1 et engendre des piles conjointes 4 des pseudo-arbores-
cences de € (G).
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Il reste @ montrer que gn* engendre toutes ces piles. Soit U l'une d'el-
les et “ag a a,., ‘la suite de feuilles de la pseudo-arborescence a laquelle
elle est conjointe. Les entrées des a,, avec 0 et le nombre d'états de U, for-
ment un p-partage de U. Nous utiliserons les notations de 5. 2 ; en particulier

ao A tout état u, de U, nous associerons un triplet (sy. ye 2), 5, >

(Ter Me See OL, 6") € Mou s, =s,, y, estun mot sur E de longueur 0 oul;
Z,, € E ; puis nous montrerons que les triplets associés aux états u, tels que
i, <k <j, , forment un calcul complet du transducteur tr4, dentrée gq; uy, 0°9,

de résultat By Dans tous les cas, c, est le premier signe de ao. 7

a) Si k est une sortie autre que la demiére, n, est le facteur gauche de u.o°9

ayant cg pour longueur ; si k' est la demiére entrée inférieure a k, les entiers

k' +1, ..., k sont des sorties dez., ...z okt donc z, ...z, |, estun chemin
du pseudo-graphe de production, d'origine ofz) :w, est son extrémité ; 5‘, =n,
(defini au début de 7. 9. 2) ; 8° = 8 (ny) - ny; Z, =o; sik- 1 est une en-
trée de symbole non terminal, y, = A ; sinon y, est le demier élément de n,.

b) Sik est une entrée de Ae N, k - 1 est une sortie ;n, =n 4,7 Sik’ est la

j

demieére entrée inférieure a k, les entiers k + 1, ... k - 1 sont des sortiesde

Ze eeey Zp, done Zee Zea A est un chemin du pseudo-graphe de pro-

duction d'origine o(z}) : wy, est son extrémité ; 5, = 0; 6% =8(n,);

YpHAN; Z, =A.

c) Sik est une entrée deae T, Sy=SpYy=A, Zy= 4.

d) Sik est la demiére sortie, SL =Sn Ya, Z.= o.

Si les triplets associés aux u, tels que j; < k < jj4, forment un calcul

complet, le résultat de ce calcul est 1,. Pour tous ces k, c, = 4, Posons
a; uj, OOF ay Xp Ky HO XN Xe ggy ee He Hy =a, sii#0,x,=osi
i=0.1 (a; x, ) = (x, , 9, a, 0,0). ETe4y +1, j, + 1 est une entréede

a,,(1, O)ou(1, 1 )appartient GAx,, a)(C 8):(s,, ‘a,")e m (x, 7,9, 4,0 0).

Si jya) Fig +1, k =i, + 1 est une sortie de x, « T Me SN ® ogee = 0(X);

d[(x, 7,0, 4; 0,0), x. 04,] contient (ny, Wy aj My, O(M_) = My) car
(S (ny) nde A, (x, a,) tc 7). Supposons maintenant k > j, +1.
a) k et k - 1 sont des sorties : wy.) w, et k est une sortie de g (w,);8',.) =

n,_, #0. Sik est une sortie de symbole auxiliaire, o' a =O? Loud =

Sinyy) ay FO, np Hayy - 1 b(n.) =5 (nyy)-did (s,_), y,) contient

s,. Sik est une sortie d'un symbole terminal omy 8 (ny = Let (8(n,)ny)

appartient a A, (é (qn, ),¢) (C7): 4 (8,1), ¥,) contient 5).

b) k #j,,, est une sortie et k- 1 une entrée de Ae N: si =oetu,=A, k

est suivi d'une entrée, d'une sortie, d'une entrée, ... jusqu'a ita dermier indi-

ce ; A dérive de la racine, donc, d'aprés DA et PA, n'est pas un axiome ; ce

cas ne se présente jamais si aucune régle n'a son second membre réduit a un

seul symbole auxiliaire ; dans tous les cas, n, = Nyy = Nyays (Mey) = A

w, =0(A), 5. =0,8, =n, 50-1, ae =O(n oy) (6% +1, ay le

Ay (E(n,). 4) TC 6), % =S{n,) om, = Hy -a, PL ims) contient
(s,,‘o"), Y¥, =A, 2, =9.
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c) k est une entrée de A N:k - 1 est une sortie (C 2) ie = Neer 7 Way TW,
etg(w,) =A; 6, = 84. =0; 6 = 5") 1m (S_.)) contient (s,, A") ,
Yy=A, Z,=A.

d)k= i,,) est entrée de a,; k- 1 est une entrée (C3) d'un symbole auxiliai -
re A et k-4 une sortie; g (wy.,) = A;3",., = 0; dapres C8, A, (E (ny.1),4;)
contient un couple de premier élément 5 (ny) + 1= 8 (ny.y) +1 = 6% +1;

Sy = Sp Ye =A, Z,= Gj, m (Sy.1) contient (ss, 'a;').

e)k = Jiay est sortie d'un axiome A: a,;=0, uu, =u, ,=A;k- lestentrée
‘ A, g (wy) =A, 8) =O; s,=5, x =A, Z, =o, m(s,_,) contient
Sp, 10"),

Théoréme 7. 9. Les transducteurs tr 4 associés & une grammaire pluriaxiomati-
queG=(N, T, :: =, N') vérifiant les conditions DA, PA, CT satisfont 2GP 2.
Ils définissent des générateurs de piles gn4 vérifiant GP 1 et tels que, pour
fout mot a sur T, gn4 (a) soit l'ensemble des piles conjointes aux pseudo -ar-
borescences de © (G) dont a est la suite de feuilles

Sous les mémes hypothéses, tr’ vérifie GP 2 et gn" vérifie GP 1 ; 1'é-
tude précédente montre que gn’ (a) = gn‘ (a) si de plus aucune régle de Gn'a
son second membre réduit & un symbole auxiliaire.

7. 9. 4. Déterminisme de tr4. On vérifie facilement que, pour que tr4 ou tr4' soit
déterministe, il faut et il suffit que la grammaire vérifie :

(CT 1) Pour tout couple (b,c) d'éléments de T', A, (b,c) et 4, (b,c) sont
disjoints et, pour tout entiern"', leur réunion contient au plus un couple de pre-
mier entiern'',

(CT 2) la relation de production ne posséde pas deux régles de méme second
membre

La condition CT 1 est fort restrictive : nous allons voir que si la gram-
maire est réduite, elle ne peut étre satisfaite dés que, pour trois symboles non

terminaux A, A', B et deux mots Pet Y surV,As:= B, Abs:= VAY,

iYt + 1¥| #0. La raison en est que le remplacement de B par A dans
la pile laisse subsister le demier symbole terminal présent dans la pile et le
premier a entrer. Plus précisément :

1) Si ¥ =A, puisque la grammaire est réduite, il existe un axiome X et une
X-détivation droite d'un mot de T* qui contient des mots consécutifs n A’ 6,

1 PA8, 7 $B8, 08 Ge T*; d'apras la démonstration du lemme 1, il existe
une entrée i dans une pile Ude f (G) telle que uy =n ¥ B,uy,, = 1¢,
w2=nPA Us43 =P: i + 3 est une sortie autre que la demiére,n,=1,n,, =

LFAPL > fet loseah bi = big2 + (Ibi ods mi) et ( [bs cul, mig) apportion
nent a A,(b;, c) oi c est le premier signe de « Yo.
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2) Si ¥ #A, son premier élément Z a une initiale ce T ; posons¥=ZY';

il existe un axiome X et une X-dérivation droite d'un mot de T* qui contient

n Ale, nYAZY'6, nf Ac8'8,4P BcG'G, onde T* O'e T*; dou une

pile U de g (G), une entrée i telle que u, =n f B, i+ 1 soit une sortie etc
soit le premier élément de ov, et d'autre part (que Z =c ou Z #c) une sortie

i'dec telle queu,y=nP A: faji = loydb;= by, (1b; 1, nj) appartient a

A, (bi, c) et ( Ib, olay )@ A, (b,, ce).

7. 10. Transformations de la grammaire.

7. 10. 1. Nous allons transformer la grammaire G = (N, T, ::=, N') donnée en

une grammaire qui ne posséde pas de régle dont le second membre se réduit &

un symbole non temninal (elle vérifie donc DA et PA), qui engendre le méme

langage que G et ou toute phrase a les mémes pseudo-arborescences des sous-

propositions (4. 1.2). L'analyse relative a la seconde grammaire (qui peut

&tre effectuée grace & gn4") ne résout pas complétement le probléme de l'ana-

lyse relatif a la premiére. Mais elle résout le probleme de la reconnaissance

et permet de trouver les pseudo-arborescences des sous-propositions d'un mot

donné ; si la grammaire transformée n'est pas ambigué, G peut l'étre, mais el-

le n'est pas fortement ambigué. Nous proposerons ici deux transformations de

G ; la premiére ne modifie que la relation de production ; elle est trés proche

de celle indiquée par [2] ; la seconde modifie relation de production et ensem-

ble des axiomes ; toutes deux remplacent une pseudo-arborescence (I, f) par

une pseudo- arborescence, image d'une arborescence sous-réduite de I (1. 5. 3).

A +, B signifie que B dérive de A pour la grammaire G.

7. 10. 2. Premiére transformation. Définissons une nouvelle relation de produc-

tion: pourAe N, Pe V*

As=1 ¥ => (I¥lp2ou¥e Te et(] Be N) (A 4BetB::=¥).

Montrons que la grammaire G, (N,T,::=,, N') posséde les propriétés exigées .

Soit (I,, fi)e €(G, ): 1, est une ramification orientée (F,, y, }. En-
visageons un neeud y de I, ; f, le transforme en A et transcrit en Y la famille

dont il est prédécesseur : :=)'", donc il existe p 2 0 symboles non termi-

naux A; tels que A, ::= A; pour l<ei¢petAg:=¥ (en posant Aj= A) ;

associons @ y un ensemble F| de p éléments x,. On choisit les ensembles FY
disjoints, et disjoints de F, ; soit F la réunion de FY et des F_. Définissons

une ramification orientée (F, y) de méme racine et de mémes feuilles que I, en
posant pour chaque neeud y : y (x,_,)="x," pour l<i<p ety Jan (y) (xg=y).

Définissons d'autre part une application f de F dans V : pour chaque nceud y,

f(x,) = A, pour l<isp: size Fy, f(z) =£, (z).L'image de (F, y} par f

est une pseudo-arborescence qui a méme racine et mémes feuilles que (I, f )
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et qui appartient a €(G). (I, f, ) en est une sous-pseudo-arborescence, les
points de], sont la racine de (F, y), ses feuilles et ceux de ses nceeudsquine

sont pas seuls dans leur famille.

Réciproquement, soit (I, f) € € 1G) ; la racine de I,ses feuilles et
ceux de ses neeuds qui ne sont pas seuls dans leur famille forment une sous-

arborescence [' de I, qui est une arborescence sous-réduite de I. La restriction

f' de f a I' transforme I' en une pseudo-arborescence qui a méme racine et mé-

me suite de feuilles que (I, f). Soit ¥ une de ses familles, de prédécesseur A:

A=f(y), ye I'; I' est transformée de I par un quasi-isomorphisme @ : d'aprés

1. 5. 2, l'ensemble @ ~!(y) des points de I transformés par @ en y posséde un

plus grand élément z (pour I‘ordre associé @1) et A*>f(z) ; dans I, z est le

prédécesseur d'une famille ® dont les points appartiennent 4 I' ; dans I' le pré-

décesseur de est y ; f transcrit donc B en V:f (z) 2 =¥,d'ot Az: =, ¥.

(1, f))e €(G,).

L'application qui a (I, £) associe ((I', f')) est une surjection de €(G)

dans €(G, ) ; I' est sa propre ramification sous-réduite. Par suite, Jes gram-
maires G etG, engendrent le méme langage et chaque phrase y posséde les mé-

mes pseudo-arborescences des sous-propositions.

7. 10. 3. Détermination des ensembles A, (b, c) et A, (b, c) relatifs a G,.

Nous les déduirons des ensembles analogues relatifs & la grammaire G donnée,

grace @ l'étude précédente dont nous conservons les notations, D'aprés le théo-

reme 2. 9 ,dans les piles U et U' conjointes &1 et I', les états de méme sommet

y sont égaux. Par suite :

1) Si, pour U', it est une entrée et i' + 1 une sortie autre que la deriere, il

existe une entrée i dans U telle que U, = U';,, i + 1 soit une sortie (sinon i + 1

serait l'entrée d'un élément z et les états de sommet z dans les deux piles se-

raient différents), autre que la demiére (car | et I' ont méme racine) ; i + 2

est alors une sortie, ou le sommet de U, une feuille, puisque ce sommet est un

point de |’.

2) Réciproquement, si, pour U, i est une entrée, i + 1 une sortie autre que la
demiére, i + 2 est une sortie ou le sommet de tj une feuille, alors ce sommet

est un point de I', il existe une entrée i' dans U' telle que i, =u';, eti' + 1

soit une sortie.

3) Si if est la sortie d'une feuille de U', il existe une sortie i de U telle que

Ty = Whey.

4) Si i est la sortie d'une feuille de U, il existe une sortie itde U' telle que
i..-a'

D'autre part, puisque I’ est une sous-arborescence orientée de I, la pre-

miére feuille entrant aprés un point de I, si elle existe, est la méme pour U et

U' ; si elle n'existe pas pour l'une des piles, elle n'existe pas pour l'autre.
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Enfin, d'aprés le théoréme 2, 9, le nombre de sorties qui séparent la sortie i

d'un point de I' du premier entier supérieur a i qui est une entrée, la sortie

d'une feuille ou l'indice du demier état de la pile est le méme pour U et U'.

Les piles conjointes & (I, f) et ((I', f')) sont transcrites de U et U' par

f. Les ensembles Aj (b, c), A} (b, c), AY (b, c), d'aprés leurs définitions

et l'étude précédente, sont les mémes pour les grammaires Get G,; on obtient

les ensembles A‘! (b, c) relati{s @ G, (nous lesnoteronsA‘"(b, c) pouréviter

toute confusion) en enlevant de ceux relatifs a G les couples, ou certains des

couples, (n'', 1), Autrement dit, pour qu'un ensemble de couples d'entiers (n",

n') tels que 0 <n' <n" soit un AG? (b, c), il suffit qu'il contienne l'ensemble

SAN (b, c) des couples ( le'| + lo" | + 1,| a!) associés aux mots w', w!'surN

tels que |a'|] 2 2 et qu'il existe A « N pour lequel A ::= o et bo" est facteur

droit d'un mot de @(A, c), Nous noterons A} (b, c) la réunion de A} (b, c) et
AY (b,c).

7. 10. 4. Deuxiéme transformation de la grammaire G. Y et Y' étant des mots

sur V, nous noterons Y'—=> lorsque Y dérive de Y' et (YI=I¥'l: si ¥ =

Zi.Zn' et Y'= = 2. .Z',', Z), * Z,pour 1 < i <n. Définissonsune relation

de production :: : pour Ae N, cy eV*:
As: =2 V ( vis 2ouVe T*) et (1 Pte V*)(Ar= Pret ¥' 45).
Soit NY, l'ensemble des symboles non terminaux dérivant d'un axiome de la
grammaire G. Par une démonstration analogue 4a celle idonaee en 7. 10. 2, on

voit qu'on définit une surjection de €(G) dans ein, T, ::=2, N',) en asso-
ciant & (I, f}« €(G) une de ses sous-pseudo- vatborescences ((1", £")) ot les
points de I" sont les noeuds de I prédécesseurs de plusieurs points ou d'une
feuille, et les feuilles de ] : I" est une arborescence sous-réduite de I, Les

deux grammaires G et Gp=(N,T, 9, N"g) engendrent le méme langage, et

chaque phrase y posséde les mémes ; proudo-arborescences des sous-proposi-
tions.

En choisissant un ensemble N' réduit a un seul élément, on peut dire

aussi que si, pour la structure £ (N u T, ::=), un mot A dérive de Ae N, il

existe un A'¢ N dérivant de A tel que, pour (N u T, =), Adérive de A‘

A une pseudo-arborescence (I, f) de €(G) on a associé ((I', f')) €
EG, )(7. 10. 2) et((I", f")) € €(G,), qui possédent la méme suite de feuil-
les ; I' et 1" sont des arborescences orientées isomorphes ayant la méme suite

de feuilles ; leurs piles conjointes U' et U" sont isomorphes et f les transcrit
en les piles conjointes U' et U" a ((I', £)) et ((1", f")} : les entrées de U"

sont les entrées de U", les sorties de U' sont les sorties de U", ad’ = ay’
pour tout i. Les ensembles A, (b,c) et A, (b, ¢) relatifs a la grammaireG
sont les mémes que ceux relatifs @ G,, d'aprés leur définition. On sait donc

les déduire de la grammaire G (7. 10. 3).
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L'isomorphisme © qui transforme I' en I"’ est tel que, pour tout point x
de I, £[ @(x) | dérive de f (x). Soit n" Z un état u! de un é . Z est transcrit
par f d'un état ut q'z de U" ; @7 transcrit ut en uy =n'y; d'aprés le
théoréme 2. 9, u'; est aussi un état i; de la pile u conjointe aI, et l'état d,
de U dont z est le sommet est q' 2; £ transcrit 4! z enn Z, état de la pile

conjointe & (I, f) ; etn =F*(q! )yntt= (£00 )* (7 ). Désignons par ©(Z, y }
et C.(2Z, y) les ensembles des mots cn tels que (n, y) soit un contexte de Z
pour les grammaires G et G).

Lemme 8. Pour tout moto n"'de &, (Z,y) il existe un motande © (2, y) tel
que 2)”

7. 10. 5. La premiére transformation de G en G, introduit des régles ayant le

méme second membre, de sorte que méme si elle permet de vérifier lacondition
CT 1, CT2 n'est pas vérifiée: nous verrons en 7.1] comment on peut se ramener

@ une grammaire qui réalise CT 2. La transformation de G en Gan'est guére di-

rectement utilisable, car elle risque d'augmenter considérablement le nombre

des régles. Au paragraphe 7. 12, nous en déduirons une méthode pratique.

7. 11. Transformation de la grammaire permettant de réaliser CT 2.

7. 11. 1. A toute prenecteg G=(N, T, ::=,N') , nous allons associer une
grammaire G,=(N,, qe N';) de méme vocabulaire terminal T, vérifiant

CT 2, de manjare que hous toute pseudo-arborescence (I, £) de l'un des ensem-
bles&(G), G (G3), il existe une pseudo-arborescence (I, f{') de lautre, ima -

ge de la méme Bibciescénca orientée I et possédant méme suite de feuil les.
Les deux grammaires engendrent donc le méme langage. Une phrase n'est, pas

nécessairement suite de feuilles du méme nombre d'arborescences dans & (G)

(G3) car, (I, f) étant donnée, (I, f') n'est pas nécessairement unique ;
mais toute phrase posséde les mémes pseudo-arborescences des sous-proposi-

tions, car la pseudo-arborescence des sous-propositions définie par une pseu-

do-arborescence (I, £) ne dépend que de I et de la suite de feuilles de (I, f).

N, est l'ensemble des parties non vides de N. Posons V = N u T,

V, = TUN,: il sera commode, pour unifier les expressions, de confondre tout

élément a de T avec l'ensemble {a}. La relation de productioy est définie de

la maniére suivante: F, FR, ..., F, appartenant 4 V,, F:=3 Fy ... Fy si,

et seulementsi, F est lensemble des Ac N tels at 4 existe 2 € B, Ba
Z, ¢ FP, vérifiant A::= Z)... Z,. panes cette définition, F,, .. _E ‘stant
donnés, il existe au age un F F tel que F::= PF, ... F.. La grammaire G, véri-
fie la condition CT 2. L'ensemble des axiomes N', est formé des parties de N
contenant un symbole de N'.
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Soit (I, f) € € 1c). Définissons f' (x) € V3 pour les points x del,
étudiés dans l'ordre $ de sortie de l'arborescence orientée I, de maniére que

f (x) appartienne a f* (x) :

a) six est une feuille de I, f' (x) =£{x);

b) si x est un noeud et "Ype * la famille fon il est le prédécesseur,

f(x) i:= £ (y,)... f(y); et . s x pour 1 <i<n (théoréme 1. 3) ; f' (x)
est défini comme l'ensemble des Ac N tels qu a existe Z, « f' (yy),
Z,€ f' (y,) vérifiant A ::= Z, ... Z, ; £ (x) appartient a f (x).

(1, £") appartient aG(G,) et a méme suite de feuilles que (I, f).

Réciproquement, soit (I, f) € € (Gs). Définissons une application f' de
I dans V, de maniére que f' (x) appartienne a f (x) :

a) si x est la racine de I, f' (x) « N' nf (x) (quin'est pas vide d'aprés la dé-

finition de N', ) ;

b) on définit f' (x) pour les x dont un neud y est prédécesseur, les y étant

tangés dans l'ordre P d'entrée de I : si “xy ... X,' est la famille de prédéces-

seur y, y est la racine de I ou pd (y) Py (théoréme 1. 3); f(y) ::=3f(x,)

- £(x,); on choisit f' (x,) = Z, € f (x Le LE (x) =Z, ef (x, ) tels
que f' (y) := f' (x). af (xn). ‘a, f') apportient a (G)et a méme suite
de feuilles que (I, £) pulsque, d'aprés la convention faite plus haut, f! (x) ¢ f(x)
signifie f! (x) = £ (x) lorsque f (x) « T.

A toute pile de l'un des ensembles J (G) ou 7 (G3 ), on peut donc as-
socier une pile de l'autre, transcrite de la méme pile simple, les mots d'entrée

des deux piles ayant méme trace sur T* II résulte alors de la définition des

A, (b, c) et A, (b, ¢) que ces ensembles sont les memes pour les deux gram-

maires,

7. 11. 2. Nous allons maintenant définir un pseudo-graphe de production du troi-

siéme type (J3, 3 ; 93) pour la grammaire G3, qui nous permette dans la prati-

que de nous ramener a un pseudo-graphe de production (J, [ ; g) de la gram-

maire donnée G. Rappelons que pour définir (J, [ ; g) on associe a tout Ae N

un A appartenant a un ensemble N; (3,1 ;g) est un pseudo graphe dans l’en-
semble V u N et les mots ¥ A associés aux régles A ::= Y sont ceux de ses

chemins dont l'origine appartient @ un sous-ensemble u ‘de J et l'extrémité a
un sous-ensemble J"' ; w et w' étant deux points de J, nous dirons que west

lié @ w' lorsque wT w'. Ici, & tout élément_F de N,, c'est-a-dire @ tout sous-

ensemble de N, associons l'ensemble F des Ac N tels que Ac N: soit N, Men-
semble de ces F ; (J,, 03 3 93) sera un peer das V, uN, 4 est
le sous-ensemble du produit cartésien (V,; U N,)} x Bs) formé des couples

(F, W) tels queW #@ et g (W) (ensemble des g (w) pour we W) soit contenu
dans F. La relation [3 est définie dans J, par:

- pour F'e V3, (F, W)C; (F', W') si, et seulement si, W' est l'ensemble des

points d'image dans F" liés @ un point de W ;
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- pour F'e¢ N;, (F, W) Tr, (F', W') si, et seulement si, W' est l'ensemble des

points de J" won point iva) =F)
Enfin, g, (F, W) =

Soit J'; l'ensemble des couples (F, W) de J; tels que W soit l'ensem-

ble des points de J' d'image dans F, et J; l'ensemble des couples (F, W)

tels que Fe N,. Montrons que, pour que F ::=, F, ... F,, il faut et il suffit

que F ... FY F soit un chemin du pecudl-graph qui vient d'étre défini ayant
son origine dans J; et son extrémité dans vy ; autrement dit, qu'il existe

Wy, ---. Wy, Wtels que (FL, W,) f3...03(F,, W,) 73(F, Woet(F,.W,) e J's.

Envisageons un tel chemin (F_, W,) Pye Tg (Fy. W, dT; (F, Ww)
avec (F,, W,) J. g(W) = F est Pensemble des images par ia des points
w de J" tels qu'il existe w, € W, pour lequel w, [ w, donc l'ensemble des i-
mages des points w de J" tels qu'il ‘il existe w, ¢ J, w, ¢ W, pour lesquels g(w, )

€ Fy etw Tf w,T w, etc... ; F est l'ensemble des images des w de J" tels
qu'il existe des points w, +. Ww, de J, w, de W, pour lesquels g (wy de

Flacee g (w 4 1) € Pia et'w, c wen. ae r wy oP w, Yonc l'ensemble des {me-
ges des w de J" tels quiil existe w pee We de J pour lesquels g(w,)e¢ Fy,

nel ct? w,T w; enfin F est l'ensemble~giw ye FR, wie J'etwi fw

des Ke Sais wv ‘if existe A,e Fy... A, € F, pour lesquels A::= A... A
Par suite, Fi:=, PF, ... Fe

nr

Fy. eee Fa et construisons un che-

WwW), d'origine dans J‘,, d'extrémité
Réciproguement, supposons F :

min (FL, WA) T, Ti (Fy, W)T;

dans J", :

- W,, est l'ensemble des points de J' d'image dans F, ;

- pour 1<i <n, W, est l'ensemble des points liés a un point de W, , , et d'ima-

ge dans F; ;

- West l'ensemble des points de J" liés a un point de W, et g (W) = FY

I] suffit de montrer qu'aucun des ensembles W,, W n'est vide. F n'est pas vide,

etsi Ae F, ilexiste A,e F,,..., Ae F, tel queAs= A, » A, ; done il
existe un chemin w ww de (r T) ‘tel que w, € a(w, JHA yoenee
g(w,) =A,, g (w) =A; de proche en proche, pouri =n,..., 1, vy, € W, puis
we W. Alors, d'apres l'étude directe F' ::=, F, ... F,, ; comme il n'existe
pas deux régles de méme second membre F = Fr

(

D'aprés les définitions de J';,

propriétés PG 1, PG 2, PG 3'(4. 6. 4).

3, J"5, le pseudo-graphe posséde les

7. 11. 3. Dams la pratique, on effectue d'abord sur la grammaire G donnée la

transformation définie en 7. 10. 2, puis on fait subir a la grammaire G, obtenue

(1) (13, F371) est un multigraphe d'ensemblede points T}(J), d'ensemble de nomsd'e-
rétes V;U Ny, au sens de 4. 5.4.
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la transformation qui vient d'étre définie, La grammaire G3 =(N,,T, :: =3,N'5)
ainsi trouvée satisfait a CT 2, ne posséde pas de régle dont le second membre
se réduit @ un symbole non terminal, vérifie donc DA et PA et engendre le mé -
me langage que la grammaire donnée, chaque phrase conservant les mémes
pseudo-arborescences des sous-propositions.

Pour définir le transducteur tr4 ou tr4' servant & l'analyse (7. 9),on
doit remplacer chaque ensemble A, (b,c) par un Al (b, c) dont on a étudié la
définition @ partir de la grammaire G en 7. 10. 3. On ne représente évidemment
Pas par une matrice d'enchainement le pseudo-graphe de production de la gram-
maire G,, défini en 7. 11. 2 : on se contente du pseudo-graphe (J, [ ; g) deG.
La définition de (J, T, ;93) ala signification suivante :lors de sorties consé-
cutives de la pile d'ensembles FL, ---, Fy, encadrées de deux entrées, on dé-
termine l'ensemble W_ des points o (A,,) de J tels que A, « F,, puis l'ensem-
ble W._, des points liés a un point de Wet ayant leur image dans F. ete...
(si l'un des ensembles W, est vide, le mot analysé n'‘appartient pas au langage):
on dispose enfin de l'ensemble W, des extrémités des chemins de (J, fF :q)
A,-.. A, ou A; € F,, qui sont seconds membres de régles ; on détermine alors
l'ensemble F des premiers membres de ces régles et F entre dans la pile (s'il
n'est pas vide). Pour que tr4 ou tr4' soit déterministe, il faut et il suffit que
les ensembles At (b,c) et A, (b, c} vérifient CT 1.

On peut montrer directement que, dans le cas général, si une grammaire G véri-

fie DA, il en est de méme pour la grammaire G3 qui en est déduite par la transformation
étudiée dans le paragraphe 7. 11.

7. 12. Simplication du pseudo-graphe de production par transcription des régles.

7.12. 1. Introduction. Pour le générateur gn 4, le pseudo-graphe de production a
comme seul réle, nous l'avons déja dit, de vérifier que les piles engendrées

satisfont @ la condition C 3. En réalité, ce réle est aussi joué en partie par les
tests utilisant les ensembles A, (b, c) et A, (b, c), qui permettent parfois de

reconnaitre que le mot étudié n'appartient pas au langage, si bien que certai-
nes verifications sont en quelque sorte effectuées a deux reprises. Nous tente-

rons ici de tenir compte de ces tests pour pouvoir remplacer le pseudo-graphe

de production par un pseudo-graphe plus simple. Cette simplication sera appli-
quée au pseudo-graphe de la grammaire G, associée en 7. 10. 4 a une grammai-

donnée G: comme nous l'avons signalé, les régles de G, peuvent étre beaucoup
plus nombreuses que celles de G, ce qui rend une telle simplication pratique-
ment indispensable.

Soit done une grammaire G = (N,T,::= ,N'), transformée en
G,=(N, TT. gs N',),un ensemble N, et une application de N dans N,, pro-
longée par l'identité en une application 7 de V=N u T dons Vv. = N. u T.
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7 définitune transcription r*de V*dans V*,, etune relation de production::= 5,

par les seules régles : 7 (A) ::=, 7* (1) lorsque A::=, Y. Plusieurs régles

peuvent étre ainsi remplacées par une seule. La relation::=,est représentée par

un pseudo-graphe de production du troisieme type (Js, Is ; g,), possédant les

propriétés PG 1, PG 2, PG 3', qui peut étre bien pius simple qu'un pseudo-qra-

phe analogue représentant ::=, ; pour définir (J5;, [5 ; gs), on associe @ tout

Be N. un élément B d'un ensemble Nei 7 sera prolongée par +{A) = 7 (A)

en une application de V u N dans V, u Ns.

Nous voulons maintenant définir un générateur qui, pour toute donnée

a ¢€ T* engendre les piles transcrites par + des piles conjointes aux pseudo-

arborescences de{ (G,) dont a est la suite de feuilles, et aucune autre. Com-

me 7 laisse invariants les symboles terminaux, on connaitra ainsi les pseudo-

arborescences des sous-propositions de « relatives a la grammaire G donnée.

7. 12. 2. Générateur gn®. Il est défini par W = V, (nous noterons E, = V, u tol

et 7 sera encore prolongée par +(o) = a), cd = 1 et un transducteur tr>: tr

utilise des ensembles A} (b, c) et A, (b, c) relatifs a la grammaire G donnée ,

le pseudo-graphe (J, , Ts ; gs) et l'ensemble N's = 7 (N'). Nous introduirons

aussi une application qui 7 -projette (5. 5) dans tr> le tronsducteur 4’ d‘un
générateur gn4' (7. 9. 3) engendrant les piles de 7 (G,) : par suite, gn* (a)

contient les, piles transcrites par 7 des piles conjointes aux pseudo-arbores-

cences de U (G,) dont a est la suite de feuilles, mais peut en contenir d'autres.

Ce transducteur tr4' est défini grace aux mémes ensembles Al (b, c) et A, (b,c)

que tr, et & un pseudo-graphe de production (J, ; g) de G., que nous dédui-

rons de (J,, 1; ; gs) et d'un autre pseudo-graphe de production de G,, (J, To;

Io ), du troisieme type et vérifiant PG 1, PG 2, PG 3'.

Introduisons d'abord ce pseudo-graphe (J, ; g) : J est l'ensemble des

(w', w")e J, x J, tels que 7 [g,(w')l=g.(w") ; (wy, w"y )P (wy, w' )

signifie wy re wi etw' T, wh ig (wt, w") =g,(w'). Si A a) ‘, YAest

l'image par g, d'un chemin w' . wi de (J,, [,) dont Pouigine appartient
a un ensemble J', et l'extrémite @ un ensemble J" ; + (A) :: =s7 (Pde donc
7*(¥ A) est l'image par g, d'un chemin w", ... w" de (Jz, Pe) dont | origi-

ne et l’extrémité appartiennent a deux ensembles J', et J", ; ‘YA est done

l'image par g d'un chemin (w',, w",) ... (w',, w",) de (J, F) dont l'origine

appartient a J', x J's = J" et l'extrémité a J", x J"5 = I" Réciproquement

tout chemin de (J, [ ; g} d'origine dans J', d'extrémité dans J" est un chemin

de (J,,1, ;q,) d'origine dans J',, d'extrémité dans J",, donc de la forme Y A

avec a ie ¥. Comme (J,, ho I g,) et (J,, 0, ; g,) vérifient les propriétes
PG1,PG 2 PG 3', on Tait facilement qu'il en est de méme pour (J,T ;g).La
définition de (J, 7 ; g) nous permet de définir une application r' de J dans Js,
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qui a w = (w',

en J‘,

w") associe r'(w) =w": rog=qor'

,J"en J"; et w, [ wy entraine r'(w,)T 5 r'(wo ).

; v' transforme J"

Venons en aux définitions de tr> et de l'application qui r-projette tr?’

dans tr5;

a) M5 = Eqs x Ji, x T'x leg] x [eg] : cg et [cg] sont définis comme en
a, OF ainsi que 3 (n *) et E(n') pourn' « Ei dis =J,uto}.
b) q=cgt+l. Détinissons &, application de M' x E* dans M'5x E{(E=Vu
{o} est l'alphabet de tr’, M= E&9 x J, x T' x [eg] x [cg] entre dans la dée-
finition de tr 4! a =Mu ts,, MS = me uls,}):
a(s,v) =[0, (s),r*(v)}] avec, (n', w, a, 5", 5") =(7* (n'),7' (w),a, 5,8"),7‘ étant mete en une application de J, dans J, parr‘ (o)= 0, @, (s,)=s,.
Pour que la restriction dewaM x E*r -projette tr4* dans tr5, il ssuffit que les
applications /, d, m définissant tr4' et les applications 15, d5, m5 définissant

tr5 vérifient :

- Bb [r* (p)] =B, (l (p)] das que! (p) est défini (avec les notations de

5S. 5,p0= r*(p!) etyo= (v!)),
3 a? [, (s), r (x)] contient l'ensemble o, (d (s,x)],
- m5 [ay (s)] contient o[m (s) ].
Ces propriétés sont faciles a vérifier sur les détinitions qui suivent, ow a, b, c

décrivent T', B décrit Ns, 1 décrit E4%!, Y et Z décrivent E, w décrit Jigs
5' et 5" décrivent [cg].

15 (abn) =(bn, 9,4, 0, 0).
c) Sin Z¢NFet(1,l)e at (b, a), d5[(bn,o, a, 0,0), Z] est formé des

(n Z, 0 (b), a, n',8 (n Z) -n') pour tout entier n' tel que (6 (n Z), n') €

A,(E(qZ ),b);
si 6' #0, (5', 6") #(1, 0) et si un Point w' del, (w) vérifie g. (w') =

45[(Bn, w, a, 5', 8"), Z] ={(n Z, w', a, d'- 1, 8")};
sin Z¢ Néet si un point w' del ,(w) vette gs(w') =c, d{(cn,w
est formé ian (n Z, w', a,n', 6 (9 Z)-n') pour tout entier n' tel que
n'}e A, (€(n Z),c).
d) Si (1, 0) ou (1, 1) appartient @ A, (b, a), m>(bn, so, a, 0, 0) =Mspras M;
m5 (Yn, w, a, 0, 5") contient [(Y n, w', a, 0, 5"), ‘A "| pour tout w' de J", tel
quewl, w'etg, (w!) = A, et pas d' autre élément ;
siwe we, g, (w) = AetYy ens, m5 (Yn, w, a, 0, 5") contient les seuls
léments :

- (8g, ‘a') lorsque dans A, (€ (Yn), a) se trouve un couple de premier entier

& + lou lorsque Y= a= et Ac N's.
-{(Y¥n, 0 (A), a, n'-1,6"+41-n'), ‘co "] pour tout n' tel que (6"+1,n')e

A} (€ (Yn), a), sauf tetaque Ya,

B,

.a,1,0),Z]

(8(nZ),

é-

On montre, comme pour tr4, que le transducteur tr se projette dans le

transducteur tr® relatif & la grammaire Gs = (Ns, T, n=, N's). Cette gram-

maire vérifie DA et PA puisque le second membre d'une de ses régles ne se

réduit jamais a un symbole auxiliaire. tr> satisfait a GP2; gn® satisfait a GP1
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et les piles qu'il engendre appartiennent a d (G,). Pour que tr> soit détermi-
niste, il faut et il suffit que les ensembles Al(b, c) et A, (b, c) vérifient la
condition CT 1 et que la relation ::=, vérifie CT 2.

7. 12. 3. Montrons que les piles engendrées

C 6 etC7 (7. 9. 2), pour les ensembles Ay (b, c)et A 2b, c)utilisés par

tr5, qui sont définis a partir de la grammaire ‘ Soit U = fig, s++, U,) une pi-
le engendrée pour une donnée a = ‘a, ... a, a . D'aprés 5. 3. 1, il "existe un
p-partage (jo, -.., ipsa) de U et une suite de triplets (Syr Yr Aye Lek<n',
tels que I les triplets pour lesquels i, <k<i,,, forment un Sale complet d'en-
trée a, T o69 (en posant a,= =a), de résultat y; (notations de 5. 3. 1).Le
transdubtedr. est tel que, pour tout k, |A, | = 1, de sorte que n' =net Up =Uy
BA,. Lorsque k n ‘est pas un j, , Nous poserons s ah Thee Wye a’ et Oe on):

YY, € arte Ecol, ef J a',e TY a e[eg], 8", € [eg]. 4; q, _ oo9s'é-
crit a, bi. ou be sii #0, bi =o et InF cg-1; nous définirons aussiFi
ut, par vi, YU.

par gn> possédent les propriétés

vi

= Yop
Outre d'autres Propriétés, nous allons montrer, par récurrence sur k

May i<k < iggy, que a' Ko ; (qui est le premier signe dea Yo),
+ 8", =8 (Y, ny, ) et que ty, o ca=¥, ny‘, sik est une sortie, Uoco =

i , nu, sik est une entrée de AeN: Wot [B, 0,1 6 (Y,,;,) dans le pre-
mier cas, |b, o,1= 6 (Y, 7.) + 1 dans le second, b, = &(Y¥, n,}, sib et o,

sont définis pour la pile U comme en 7. 9. 2.

l)k=j, +1: 28 (a, Bua) 2a, Th BO we k est une sortie :
s,é 45 [(by, 7,0, 4, 0,0), ¥,]: oD, o8F=nywy = Yen uyi

ato, =B(¥ nk D'autre part, oh iYekt (b, a) aldts qué ny =1 et
tbr o, (= 1. Enfin (Tb, 0,1 dy )e A, (dy, Bb.’
Déhs de qui suit, on démentre les hypothases'de récurrence pour k + ] en les
supposant vraies pour k.

2)ket k + 1 sont des sorties : A, =o, d'ou Ww, 4o ctw, 05 i eae oa d'ou

S16 (Sp Vig Peg Ae GY a Me Me Net ye OOM a
one Bee Met ett “egy! RFE pstune sortie de Y,: D'autre part :

aie Ny Be LEO = ON Ot ON HOY ay) 1 =
kgikty |

si ¥, eT, comme W,, 7 o, On =, oN =Oet (by oh OL de
FS 2 (bn Y Vi bya FO = BUM Mea)
ayk+ 1 est une sortie ebk une entrée de Ac N:A, =A, re re Ms. donc
vten ele Yon! en ee ee ae Ty Be . =

atta hy, “eptkie pat tae, SH ath ye fies atin He
B(Yp ny) +E = Ib, oy.
4) k + Lest une entrée de Ac N: (Syay, A) € m5 (sy): a'yyy

Tey, TPH AT C= AY nyu HAY er Mee Weg Oy
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FM ay = ON = 5K 1) HSV aa Tega):

Etudions maintenant n, (défini en 7. 9. 2) :

- sik +n, est sortie d'un symbole terminal et nk > 1, k +n x- 1 est une sortie

et 8 edn =1(2,b) : d'aprés 2, a, 5", 4),..., 6 k+n,-1 St une progression
arithmétique de raison- 1: n, =6'y 4, +1;

-sik+n,+ lest entrée d'un symbole auxiliaire, 5' wang OA) Oye cess

5' 44, est une progression arithmétique de raison - 1s ici encore,
ny=o "atl.

Alors, lorsque k est une entrée et k + 1 une sortie autre que la demie-

re, ( |b, ol, n,) eA} (b,, a,) d'aprés 1 et 3. Lorsque k est une sortie d'un
symbole terminal Y,_, et que k-1 est aussi une sortie, ( |b, xl, 5) «€

A, (by, Yy.) (2, b) ; lorsque k est sortie d'un symbole terminal et k - 1 une

entrée (de ce symbole), k=j,+1, le symbole qui sort est by: (by, ox 5) €

Az (by, by.) (1); si alors k+] est sortie d'un symbole auxiliaire, 8'.=5', ,,+1=n,

(2, 4) ; sik + 1 est sortie d'un symbole terminal, n, = 1 et 3 1(2,b);

sik + 1 est une entrée, ny = 0 et 6', = 0 (4). Lapile U vérifie C 6 et C 7.

7.12.4. Condition suffisante pour que gn° engendre les seules piles cherchées.

Définitions. 1) Ae N est incompatible avec un couple (b, c) d'éléments de T'

lorsque, quels que soient b', c' dans T, les mots wet w' sur N, le mot Y sur V:

- As: =wet || 32 entraine qu'aucun couple de AN (b, c) n'a|o| pour second

entier ;

- A: =oct' o& entraine : ( fect at], [ct a | )¢A}(c', c) ou aucun couple de
A‘ (b, c') n'a {| pour second entier ;

-A: =a@c'Y b' ot entraine : ([b' of, [bt ot) ¢ A} (b', c) ou aucun couple
de AY (b, c') n'a lo |pour second entier.

2) A est partiellement incompatible avec le couple (a, c) lorsque, avec les

mémes notations :

wentraine (|o 1+ 1, Jal) ¢ AY! (a,c) ;

oc at entraine : ({ctat|,[ctatl) 4 A}(c', 0) ou (lo|+1, lof) ¢

AY (o,¢) ;
-A::=oc'Y b'o! entraine (|b* ot |, |b" atl) d Ay (b',c) ou (fal+ Llol) ¢
A$ (o, ¢').

Si A est incompatible avec (o, 0), il est aussi partiellement incompatible avec

lui.

3) Un couple (b, c) d’éléments de T' est unr-encadrement de A'e N_ lorsqu'il

existe Be N, Ce N, Ve V* tels que: C_*sA', 7(C)# 7(A') ou C=A', et

- soit B::=¥C,¥ #A et b est le demier élément de T' dans un mot de

€(B, c)¥,
- soit il existe Z « V, ‘¥' « V* pour lesquels B :: = ¥ C Z'¥', b est le demier

élément de T' dans un mot de @(B, A) ¥ et c est initiale de Z.
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(On peut remarquer que dans les deux cas, b est le demier élément de T' dans
un mot de @(A‘,c) ).
4) L'application + est séparante si, lorsque + (A) = 7(A'), d'une part

A'—+, A ou A est incompatible avec tout r-encadrement de A‘, et d'autre part,
quand A' dérive d'un axiome, A derive d'un axiome ou est partiellement in-
compatible avec (a, a).

Théoréme 7. 10. Si la grammar G est réduite et l'application + séparante,
Pour tout mot a de T*, les piles de qn5(a} sont les transcrites par r des pi-

les conjointes aux pseudo-arborescences de

feuilles.

(G_) gut ont a pour suite de

Il reste @ montrer que la pseudo-arborescence (I, f') de €&c.) a la-
quelle une pile U engendrée par gn° est conjointe est la transformée par r
d'une pseudo-arborescence (I, f) de (Gy) ; nous avons pour cela @ définir
une application f telle que f= rof.

Si y est une feuille de I, f (y) = f' (y). Les neuds seront considérés

dans l'ordre S-! inverse de l'ordre de sortie de I. Pour chacun d'eux, y, prédé-
cesseur d'une famille ‘z . 2, on va déterminer f (y), r symboles Z et r
symboles zo {1 <¢j<r) de maniére que f' (y) = 7 [£(y)],f(z.)= 7 Zi),
Zp=Z, ou 7(Z0)Ar(Z;), 2) SZ, et f(y) = Z9...29 (d'ou £ (y) : eee) F
si y est la racine, on impose f (y) ¢ N', ; sinon y posséde un prédécesseur x,

prédécesseur d'une famille ‘y, . ', avec Y= Yp: y Sx, de sorte qu'on a
déja associé a x r' symboles Yj, ..., Yr tels que f' (y)) = 7((Yj) (1<i<r')et

f (x) := 2 Y)...Y,r et 1! symboles Y?,..., Yq tels que YP=Y, ou AYP) #r(¥)),

YO ASY et f(x) := ¥9... ¥%; on choisira f(y) tel que Y°4f(y) et que
f(x) i= oY... Yo fly.) .. f(y) sip 41, £ (x) = at ly)... fy)
si p= 1. Alors (I, fy € (6,). Montrons que cette construction est possible.

Puisque f' (y "(z,).= ‘(z_), il existe Y,Z) wos, Z} tels que
r(Y)=f (yj), r(Z1) =f (2), ¥j Z4...Z1,donc il existe Z5..., 29
tels que Y= Z9....29, 29421; sj (Zi) = 7(Z 9) on prend Z,;=29 F
sinon Z,=Z i Nous allons montrer qu'on peut choisir f (y) = Y.

Si y est la racine de I, ft (y) « N', et il existe Y' ¢ N', tel que f' (y) =

7 (Y') = r(Y). Il suffit donc de montrer que Y n'est pas partiellement in-
compatible avec (a, a). "f' (z pee ft (z,) “est un état u, de U, i étant une
entrée suivie de r sorties, d'une entrée de f' (y) et de l'indice du demier état ;

comme la pile U satisfait aC 6, ( Ibo 4 njeA j (b;, 0). Dans le cas of tous
les Z, sont non terminaux, b, =o, lo jl=n, =r. Dans le cas of Z, et Z xt sont
le premier et le dernier symbole terminal de ‘Zy = Lies b.=Zy,lo)=r-k
n,=r-k'+1;i'=i+1r-k+1 est une sortie de Ze by =a, foa,[=k-1,
niv=k-let(k, k-l)e a (o, Z,) (C7).
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Dans la suite, y est un noeud de I autre que la racine ; avec les nota-

tions précédentes, f (x) :: =2 Y, ... Yo-Yo f (¥pai) --- £ lye), 7(Y,}=

f'(y) = 7(Y). SiY, “SY, f(x): =) Yy..- Y. iY (Yon )... £ (ype). Une
entrée i dams U et un Fang A sur V sont tels queu, =Af'(z,))...f' (z,), i +1
soit une sortie, Viarey =AL (y) ; soit b le demier élément fe T' dans o Aet
c le premier ai dea UY 'G=a Be .;-¢- Montrons que Y n'est pas incompati-
ble avec (b, c}. (|b; «| n,)¢ Al(b, c) (C6). Si aucun Z, n'est terminal,
n,=1, b,= an tty, I> I ‘Dan le cas ou Z, et Z,, sont le premier et le dernier
symbole teminal We Z, Cn ee b, = San jol=r-k, n,=r-k'+1;
=itr-k+1 est une sortie de Z,, by =b,n,,=k-1< lo Clb oi k-1)e
A (b, Z ,) (C 7). Il suffit raaiuteriaat de montrer que (b, c) ast un r- Senoadre:
nent de Y,.

Soit I la sous-arborescence de I contenant, pour tout point v tel que

y 8 v, la famille de v. I" contient la racine de I et est une sous -arborescence

compléte (1. 4. 1) de I: en effet, soit R l'ordre associé & 1; si v' est un

point de I", il existe un point v de méme prédécesseur z' tel que y S v ; lors-

que v* Rv'etv"#v', v"Rz' dot v" Rv, vSv"ety Sv", Définissons une

application £" de maniére que l'image de I" par {" appartienne &@ Y(V, :: =):

siySvet ¥,# v,f (v) a été défini avant £ (y) et on pose {"(v) =f (v) ; soit
une famille y' 1: aay k "de prédécesseur z' pour laquelle il existep'(l<p'<k)

tel que Y'ps Sy 5 y' pte} et Y FY ota (il en est ainsi en particulier pour la
famille de y et Pp = =P): y Sz', de sorte qu'a z' on a déja associé Y'), .. Vy
vérifiant f (z') : =,Y » Yh E(y' pity) we E(y' ; ) : la grammaire G “étant
réduite, il azine un mats sur T qui, pour G, dérive de chaque es (l<j<p');
pour G,, ce mot dérive d'un Y". tel que Ys ty Y" (7. 10. 4), et

f(z')::=,¥")... Y'oe E(y' pay) --- f(y’) : on pose f(y; ) = ¥" (TNE)

est une pseudo-arborescence de ¥(V, :: =,), qu'on hw: compléter par réunion

verticale en une pseudo-arborescence (I, f,) d e €(G, ). Les suites de
feuilles de (I, f'), (I", #"), (IN, £". i) ont un teMeun. droit commum, formé des
images des feuilles v de I telles que y Sv: ce facteur droit commence par c.
I" est une sous-arborescence compléte de I et I"\(2. 6. 2) : d'aprés le théoreme

2. 8, les piles conjointes aI, I" et I'jont les mémes états de sommets x et y.

Ces états sont respectivement transcrits parf'en 1' f' (x)etn' f' (y,).. -f(y,)

=Af" (y), par fi enn" £ (x) etn" Y']...Y. Si v est un point de I* et si ft iv]
est terminal, f'(v) =i" (v) = ev) | ; si f' (v) est non terminal,il en est de
méme pour {"\(v) : b, dernier élément de T' dans a n' f" (y,)... 8 (Yp-1) l'est

également dans o 7" Y"| ... Y",_,. Avec les notations du lemme 8 (7. 10. 4),

o 1" appartient a @ (f(x), A), etsip=r'a @, (f(x), c) ; il existe donc un

mot c y appartenant a @(f (x), A}, eta Et (x }, c) Sp =r', tel que n on".
b est le demier élément de T'damsan Y®.. -Yo “ir ; vo pay ;sip<r', cest

une initiale de f sat) (d'apres 2. 3. 3), done de yee , dont dérive f (aah
(b, c) est bien un 7-encadrement de Yo
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L'application 7 est particuliérement commade si A —y A! entrafne

7 (A'). Alors, les régles de la relation ::
relation de production :: = donnée : ce sont les

(P| 22 ou Pe T*). D'autre part,

nécessairement, C = A',

T(A) =

=5 sont obtenues a partir de celles de la

7(A) : =57* (P) pour A:: =Pet
la définition d'un 7-encadrement se simplifie :

7. 13. Simplification de I'analyse par le choix des ensembles Aj (b, ¢),
A (b, ¢), A’, (b, ¢), AY (b, c).

Lors de la génération d'une pile par gn4, gn4' ou gn®, on a a déterminer

si certains couples d'entiers appartiennent a un ensemble A ,(b, c) ou A lb c).

Si la simulation du générateur sur calculatrice oblige & conserver ces ‘eigen
bles en mémoire, elle risque d'étre cofiteuse en place. Une grammaire G étant

donnée, on a vu (7. 9. 2, 7. 10. 3) comment en déduire des ensembles "A! ib, c),

‘ay! (b, c), WS (b, c), nS (b, c) tels que tout ensemble contenant nr (b, c)
(Peep, on (b,c), “5 (b, a) Ky (b, c)) soit un A} (b, c) (resp. Aut (b,c),
A! 2 (Dy eit A‘) (b, c)).

Un cas simple est celui ot tous les ensembles A} (b, c) (resp. AN (b,c),

At ” (b, ce}, A} (b, c)) non vides, relatifs & une grammaihe donnée, ou TteTRS a
wie classe de grammaires, sont ehpisis égaux a un ensemble Ay (resp. A" v
Ah, RY) contenant la réunion des CAL (b, ¢) (resp. Ay (b,c), "AS (b, c},
my 5 (b, c)) pour les divers couples b, c et evedtuelleheng les diverses gram -
nates de la classe ; on supposera de plus que Aj (b, c) (resp. Att (b,c),
Ay (b, c), AS (b, c) est choisi vide lorsque SAS (b, c) (resp. mri (b,c),
ms (b, c}, ms (b, c)) l'est. Il suffit alors de connaitre quatre relations bj -
fides dans T : : W! (b, ¢) (resp. Ww"! (b,c), Ay (b,c), Wwe (b, c)) n'est
pas vide ; nous oleae ces relations > (resp. 4, Ss det nous les appellerons
relations de priorité

b >c si, et seulement si, il existe Ace N, ¥ € V*, we N* telsque As:=Y ba

et G@(A, c) #@ (c'est-adire A, ¢ couple vicinal lorsque ce T,A finale d'un
axiome lorsque ¢ =, si la grammaire G est supposée réduite ) ;

b # c si, et seulement si, il existe Ke N, a ¢ N* we N* tels que|a}>2,
A ::= a! et bo" est facteur droit d'un mot de @( A, c) ;

b=c si, et seulement si, il existe Ae N, VY € V¥, Y'e V¥, ae N tels que

A::=Vbac'';

b <csi, et seulement si, il existe Ae N,V € V¥, w' € N*, wl" ¢ N* tels que

A ::=atcYetb on soit facteur droit d'un mot de@(A, A).

Alors, pour que (n", n') appartienne a Ay (b, c) (resp. AY} (b,c), A} (b,c),

Ag (b, c)), il faut et il suffit ne b> c(resp.b#c,b=c, b<c) et que (n",
n') appartienne aA} (resp. AY, » AY).

Remplacer ainsi oat (b,c), Ayt (b, ¢), “AS (b,c), Ae (b, c) par des
ensembles les contenant stictement peut eqpentians avoir pour ‘nconvénlent de
remplacer un transducteur déterministe par un transducteur qui ne l'est plus,
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parce qu'il ne vérifie plus CT 1. Pour que les ensembles A} (b, c), AN! (b,c),
Ay (b, c), A5 (b, c) qui viennent d'étre définis vérifient CT 1, il faut et il suf-

fit que:

1) lensemble Ry (resp. AY) contienne au plus un couple (n"', n') de premier

entier n''donné ou la relation # (resp. <) soit vide ,

2) si deux des ensembles Kj, At, Aj, A contienne respectivement deux cou-

ples ayant le méme premier entier, les deux relations de priorité corres pondan-

tes soient incompatibles

Les relations de priorité permettent aussi de donner une forme simple

@ la définition de l'incompatibilité d'un symbole non terminal avec un couple

d'éléments de T' (7. 12. 4). Si la grammaire G donnée est réduite, pour tout

AeN il existe b'' « T' et c'' € T' tels que b" soit le demier élément de T'

dans un mot de @(A, c'), donc (7. 10. 3) si un mot w sur N vérifie ja[> 2 et

A :: =, il existe un entier n'' tel que (n'', | |) appartienne @ Aut (b", c!'),
d'oi a AN. De méme, siA::=0 c' VY! owe N* cle T, ¥'€ V*, il existe un

entier n" tel que (n"',|~})appartienne & At; si A = ¥' cc! a (fot 1,[o|+ 1)

appartient 4 A}.Par suite, pour que Ae N soit incompatible avec un couple (b,c)

d'éléments de T', il faut et il suffit que, quels que soient b' et c' dans T,les

mots wetw’ surN, le mot Y sur V:

22 = > non(b ¥c)

= — non(b<c'letc'>c)

a ==> non (b <ctetb'>c)

Dans le cas oi la grammaire ne serait pas réduite, ces conditions resteraient

suffisantes,

7. 14, Cas particuliers.

Nous donnerons trois exemples d'application de l'étude faite aux para-

graphes 7, 9 4 7.13 @ une classe de grammaires qui, pour simplifier, seront sup-

posées réduites. Les deux premiers correspondent aux cas oi les arborescences

sous-réduites des arborescences orjentées I dont une image (I, £) appartient a

€ (G) satisfont aux hypothéses A et A,, ou Bde 2. 11,

7. 14. 1. Le premier cas est celui of, dans le second membre des régles de la

grammaire G, deux occurences de symboles auxiliaires ne sont jamais consécu-

tives : il s'agit du cas étudié par [23].

Pour tout Ae N, les mots de @(A, A) se terminent tous par un élément

de T' ; l'hypothése CT est toujours satisfaite. Les ensembles AY (b, c) ne

peuvent contenir que (1, 1) et (2, 2) : nous prenons a ={(1, 1), (2, 2)} ;les

W'}! (b, c) sont vides : A}! = £/; les “Aj (b, c) ne peuvent contenir que (1, 1)

et (2, 2), les AY (b,c) que (1,0) et (2,1) : By SN Und al2Ze2 ih,
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Ay = {(1, 0), (2, 1)}; cg = 2. Les ensembles A‘ et A! contiennent tous les
couples possibles pour cg = 2, A‘; contient un couple (n'", n') commengant par
tout n'* possible (n'' = 1, 2) et n' =n" - 1; les transducteurs tr4, tr4’, tr se

simplifient notablement : en utilisant les relations de priorité, on évite toute

référence explicite aux ensembles Ay (b, c), A, (b, c) et méme 2, at By

ay.

La relation ¥# est vide ; les trois autres relations de priorité {1 peuvent

étre définies de la maniére suivante, en tenant compte de l'étude de @(A, A)

(7. 6. 2) et de la définition d'un couple vicinal (4. 3. 2) : pour be T, ce T:

b> c si, et seulement si, il existe quatre symboles auxiliaires A, A', B, Det

trois mots ¥, ¥', Y sur V tels que B::= ¥A'c f', Aest finale de A', A::=

YbDoA::=Vb;

b =c si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A, D et deux

mots ¥ et Y' sur V tels queA::=?bDcY¥'ouAs:=VbeY';

b <c si, et seulement si, il existe quatre symboles auxiliaires A, A', B, Det

trois mots ¥, P', Y sur V tels que B ::= Yb A'¥', Aest initiale de A', A=

DeYouA::=c¥;

b>o si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A, D et un mot ¥

sur V tels que A soit finale d'un axiome, A::=?bDouA::=¥b;

o <c si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A, D et un mot Y

sur V tels que A soit initiale d'un axiome, A::=DeYouA::=c¥.

Le transducteur tr4 (ou tr4') relatif @ la grammaire G , obtenue en fai-

sant subir successivement 4 G les transformations étudiées en 7. 10. 2 et

7,11 est déterministe si,et seulement si,les relations de priorité sont deux a

deux incompatibles. La méthode a été mise en ceuvre par [16].

Il est particuliérement facile ici de voir si une application 7 est sépa-

rante. La condition d'incompatibilité d'un symbole non terminal avec un couple

d'éléments de T', donnée en 7. 13, se simplifie puisqu'il n'existe aucune régle

A ::= wot we N* Surtout, les cas ot (b, c) est un r-encadrementdeA' sont ici

les suivants : C étant un symbole auxiliaire tel que C 4, A', 7(C) #7 (A') ou

C = A, il existe des symboles auxiliaires B, B', D et des mots f, #', ¥, V1

sur V tels que:

- soit B::=Y; bC, D::= YB'c ', B est finale de B' (car sice T, pour que

@(B, c) #Q, il faut et il suffit que le couple B, c soit vicinal) ;

- soit B::= ¥,bC,c=c, Best finale d'un axiome ;

- soit B::= Cc ¥, D::= Yb B'¢, B est initiale de B' (d'apres l'étude de

Q(B, A) en 7.6.2);
- soit B Cc, b=o, Best initiale d'un axiome ;

- soit B VY, bCcY.

(1) >, +, < sont des notations de [23].
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Exemple (cf. instructions d'affectation et expressions arithmétiques

Algol) :

N={A,E,P,F,B,G} ; T=1:=,+,*,(,),0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,a,b} ;N'={A];
A:s= G:=E E:=E+P(/P P::= Px FIF F:=G|BI(E)
G:=GalGblajb B::=BO|Bl1l...1B9lO]il... 19
Matrice des relations de priorité : elles sont deux & deux incompatibles.

0
= + x ( ) a, b : a

9

= i < < << ¢ >

+ > ¢ ¢ > <£ <>

x > > <> ¢<¢ <>

( <“< €¢€ ¢ = <« <<

) > > > >

ab /> > > > >

0...9 > > > ad

o < <

Définissons 7: r(A) = <i>, 7(E)=7(P) =7(F) =7(B) =<e>, r(G) =<v>.
No=U<id,<e>,<v>$;N',=t<iod;

<i> n= a<v>:=<e>

<e> n=, <e> + <e>| <e>+<v>] <v> + <e> | <v> + <v> |<e> x <e>]

<e> X <v> | <v> X <e>| <v> x <v>] (<e>) | (<v>)|

<e> O]<e> 1]... |<e> 9/O]1[...]9

<v> 2 5<v>al<v> bla|b.

v-encadrements de E::=a; :=+; (+;();

deP:to;4+4+:+); +*; :=*;(x;

deF;xXo;X+;X);xx;

deB:xe;+e; :=c; (ce: c désigne l'un des chiffres 0,1, ..., 9.

E est incompatible avec tout -encadrement de P car ni + <+, ni +> x ne sont

vrais, avec tout r-encadrement de F carlx < + est faux, avec tout r-encadrement

de B car +> c est faux. P est incompatible avec tout -encadrement de F car
x <x est faux, uvec tout rencadrement de B car x > c est faux. Enfin F est in-

compatible avec tout r-encadrement de B car } > c est faux. L'application 7 est

séparante. Le générateur gn > permet l'analyse.

Envisageons la génération d'une pile U par gn*, gn*’ ou gn. Soit i + 1

une entrée dans U de c « T ; d'apres C 8 et avec ses notations, il existe un en-

tier n‘ tel que {| b, od, n') ¢€ ng (b,, ec): b= cou b.<e. Le premier j >i tel
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et

eba; aucune

relation

vérifiée

entrée entrée

det de (4)

entrée de (y ) sortie

entrée de a, de#X

visity

1A | AL
aAisa pNo

OUI ~ 7

e=a,=6

L langage etudie
a> "Ag Tp

Gero

e. sommet de ia pile

e = a lorsque lu pile est

vide

‘| A plus grand facteur droit

de ia pile ne contenant

pas ¢

A axiome

entrée et adh

sortie de A

génération

terminée

W

Figure 7.7
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que u; =u, est une sortie de c (théoreme 1. 2) ; si cette sortie est suivie,

aprés des sorties de symboles auxiliaires, d'une sortie de b,, b,= c ; sinon,
b, <c et j est suivi de la sortie de l'élément ®,; si wo, # A. Si les relations = et
< sont incompatibles, on peut déterminer comme en 7. 5. 3, dés l'entrée i + 1]

dec, dans lequel de ces deux cas on se trouve et, en s'inspirant de l'algorith-
me de 2. 11. 2, limiter les sorties consécutives en plagant dans la pile des sé-
parateurs +. Nous nous contenterons de schématiser l’algorithme ainsi obtenu,
en supposant les trois relations de priorité deux & deux incompatibles (figure

7. 7). On pourrait le justifier directement grace @ l'étude du paragraphe 2. 1].
2. Il s'applique avec les relations de priorité définies ci-dessus, pour relation
de production ::=, et pour ensemble des axiomes soit ceux de la grammaire G,
obtenue en faisant subir successivement a4 G les transformations de 7. 10. 2 et

G wy ceux d'une grammaire G, définie par une application r séparante

7. 14. 2. Le second cas particulier que nous allons étudier est celui ow tout

second membre d'une régle de G, qui n'est pas réduit @ un symbole auxiliaire,

commence par un symbole terminal. Nous supposons de plus que la condition

CT est satisfaite, ce qui est toujours le cas pour une grammaire non générali-

sée de ce type.

On peut alors définir pour chaque grommaire G un entier cg et prendre
pour AY et ay l'ensemble des couples (n', n') tels que 1 <n' < cq; les ae a
(b, c) sont vides : AY = ; les %'; (b, c) sont formés de couples (n", 0) :

prenons pour ay l'ensemble des couples (n", 0) tels que 1<n'' < cq.Ici en-
core, les transducteurs tr4 tr4', tr> peuvent étre définis grace aux relations de

Priorité, sans faire appel a ces ensembles. La condition CT 1 est vérifiée si,

et seulement si, les relations de priorité sont deux @ deux incompatibles.

La relation # est vide et les trois autres relations de priorité sontdéfi-

nies par: pourbe T,ceT:

b> c si, et seulement si, il existe Z « V, trois symboles auxiliaires A, A', B,

trois mots Y, ¥', ¥ sur V et un mot o sur N tels que B::= PA! Z', A soit
finale de A', A ::= Y ba, c soit initiale de Z (pour que c soit initiale de Z, il

faut et il suffit qu'un Z' « V et un mot Y' sur V vérifient Z *,Z', Z'=cou

ZhusteV');

b = c si, et seulement si, il existe un symbole auxiliaire A, deux mots Y et

Y' sur V et un mot wsurNtels queA::=VYboc'Y';

b <c si, et seulement si, il existe trois symboles auxiliaires A, A', B, trois

mots f, f', Y sur V et un mot w sur N tels que B::= YhbwA'Y', A' +A et

A:n=cY;

b> o si, et seulement si, il existe un symbole auxiliaire A, un mot Y sur V et

un mot w sur N tels que A soit finale d'un axiome et A::= YP ba;
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g <c si, et seulement si, il existe un symbole auxiliaire A et un mot ¥ sur V
tels que A dérive d'un axiome et A ::=c ¥.

Lorsque ces relations ne sont pas incompatibles, on peut espérer obte-
nir un transducteur tr4, tr4‘ou tr5 déterministe en utilisant directement les en-
sembles ont (b. c), Ws (b, c), WY (b,c). Un cas particuliérement commode
est celui ot ceux de ces ensembles qui ne sont pas vides contiennent un seul
élément (n', (b,c), n') (b, c)), (n', (b, ¢), n',(b,c)), (n'* (b,c), 0). Pour
que la condition CT 1 soit satisfaite, il faut et il suffit que: sib>cetb=c,
ny (b, c) #n',(b, c);sib>cetb<c, ny (b,c) #n'' (b,c);si b=c et
b<e, n' (b,c) An" (b,c),

Dans tous les cas, on peut, comme au paragraphe précédent, en s‘ins-
pirant de 2. 11. 3, limiter les sorties consécutives grace & un séparateur +: si
i+] est une entree de c dans une pile U engendrée et si (|b; | 0) € AY (b,c),
on fait entrer + avant c ; toute suite de sorties consécutives se termine par une
sortie de

Un couple (b, c) est ici un r-encadrement de A' lorsqu'il existe des
symboles auxiliaires B, C, D, B', un Z « V, des mots ¥, Y'.? sur V tels que

C *,A',7(C) #7(A') ou C = A‘, b soit le dernier élément de T dans ? #A et
que l'une des conditions suivantes soit remplie :

-Bs=¥C, D::= (B'Z ¥', B est finale de B' et ¢ initiale de Z f
-B::=¥ C,c=o, Best finale d'un axiome ;

-B::=¥CZ¥‘, c est initiale de Z.

Dans le cas particulier of le second membre de toute ragle de G ne

contient aucune occurence de symbole terminal autre que la premiére les en-
sembles “' (b, c) sont vides, ainsi que la relation = ; les transformations des
paragraphes 7. 10. 2 et 7. 10. 4 remplacent G par une grammaire normale au sens
de [30].

On peut généraliser le cas étudié dans ce paragraphe au cas of tout
second membre de regle non réduit & un symbole auxiliaire a un facteur gauche

formé de r (fixe) symboles auxiliaires suivis d'un symbole terminal : les cou-
ples des ensembles oN (b, c) sont tous de la forme (n"', r),

7. 14. 3. Nous étendons ici le cas ewdié en 7. 14. 1 en nous donnant un entier
r > 2 et en envisageant les grammaires dont toute régle est de l'un des types

A:SA',A:=0, As= ot AeN, A'eN, oe N* fol=x, Pe V* ne contient
pas deux occurences consécutives de symboles auxiliaires. Nous supposons

de plus que ces grammaires vérifient CT.
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Pour chaque grammaire, étudions les ensembles :

- “At (b, c) : ses seuls éléments possibles sont (1, 1) et (2, 2);

- CAN (b, c) : ses éléments sont de la forme (n'', r) avecn''>r>2;

- %5(b,c) : ses seuls éléments possibles sont (1,1) et (2, 2):

- wy (b, c) : ses éléments sont de la forme(n'', 1) ou (n'', 0}.

Soit cg le plus grand des premiers entiers des couples des At} (b, c) et

CAS (b,c): cg>r 22 s'il existe effectivement une régle A ::= w, ce que nous

supposerons. On peut prendre Ai = A} ={(1, 1), (2, 2)}, et pour AY} ]'ensem-

ble des couples (n'', r) pour lesquels r < n'' < cg. Plutot que de définir de mé-

me un ensemble A'!, nous définirons A'’., ensemble des (n"', 0) tels que

l<¢n'' <¢ cg, et Ay, ensemble des (n'', |) tels que 2 < n'' < cg.Nous rempla-
cerons la relation de priorité < par deux relations dont elle est réunion :

b <o c si, et seulement si, SAY (b, c) contient un couple de second entier 0 ;

b <1 c si, et seulement si, oA {b, c) contient un couple de second entier 1.

Autrement dit :

b <o csi, et seulement si, il existe Ae N, Y ¢ V*, ot'e N*¥tels queAs:= c¥

et b w'' soit facteur droit d'un mot de #( A, A) :

b <1 csi, et seulement si, il existe AeN, BeN, Ye V*, w'teN* tels que

A ::=BcY et be" soit facteur droit d'un mot de @( A, A).

Choisissons Ay (b,c), AM (b,c), A5(b, c) comme en 7, 13 et : Ady (b,c) =

A'' sib <o c, An (b,c) =Q@sinon; A" (b,c) =A" sib<i c, Aji (b,c)=

Q sinon ; AY (b, a) = A" (b,c) UA" tb, c}. Pour que la condition CT Isoit
satisfaite par les ensembles A} (b, oj et A,(b, c), il faut et il suffit que les
relations >, =, <0, <1 soient deux a deux incompatibles et que ~ soit incompa-

tible avec <o et avec <1.
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