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INTRODUCTION

De nombreux auteurs ont défini et utilisé, sous des noms divers

(symbolkeller , last in first out, push down store, pile), des dispositife qui

rappellent la notion courantede pile d'objets, Employée en 1959 par

(SAMELSON,BAUER) pour traduire un langage de programmation,cette

notion a depuis été trés féconde en théorie des langages, On peut penser

qu'elle sera utile aussi dans d'autres domaines.

Nous étudierons d'abord cette notion de pile en elle-méme,; £&n particulier,

nous mettrons en évidence la relation qui existe entre piles et ramifications

orientées : une ramification est un graphe dont toute composante connexe

est une arborescence ; elle est orientée lorsqu'on a défini un ordre total

dans chacune de ses "'familles", A toute ramification Grientés nous asso-

cierons trois piles (piles attachée, adjointe, conjointe) dont chacune carac-

térise la ramification, Au passage, nous indiquerons rapidement quelques

applications des piles 4 des problémes qui se posent en traitement de l'in-

formation,

Une grande partie de ce travail est consacrée & l'analyse syntaxique

pour les grammaires de Chomsky, La formalisation des grammaires dfie

& Chomsky [CHOMSKY, i] , qui rend compte des principaux aspects syn-

taxiques des langues naturelles aussi bien que des langages de programma-

tion, conduit & associer 4 chaque phrase une ou plusieurs "structures arbo-

rescentes" ; on dit alors qu'on a analysé la phrase, Si on se référe A l'ana-

lyse grammaticale scolaire, il s'agit de décomposer la phrase en proposi-~

tions, de distinguer dans chacune d'elles un groupe sujet, un groupe verbal,

un groupe complément, & leur tour décomposés en nom, article, adjectif, ...

et méme racine, désinence.,, , L'analyse d'une expression algébrique du

genre (a+b)xc-dxsin(axy+b) est d'ailleurs de m@éme nature,

Nous introduirons ces "structures arborescentes" sous la forme précise

de pseudo-arborescences dans la définition méme des structures de Chomsky,

Chaque pseudo-arborescence, comme chaque ramification orientée, sera



caractérisée par l'une quelconque des trois piles, attachée, adjointe,

conjointe A la pseudo-arborescence ; ainsi le probléme de l'analyse se

raméne A un probléme de construction de piles, et nous distinguerons trois

familles d'algorithmes d'analyse selon celle de ces trois piles qu'on cher-

che pour, déterminer une pséudo-arborescence, La plupart des algorithmes _

décrits dans la littérature entrent d/ailleurs dans l'une de ces trois famil-

les, Malhsureusement, ils sont souvent publiés sans étre rattachés a

aucune idée générale, sans hypothése de validité et sans démonstration,

La raison en est que les outils de démonstration ne sont gure forgés, Nous

essaierons d'y remédier en précisant cette notion'd’algorithme d'analyse,

dans la ligne de la théorie des automates, sous la forme de ce que nous

nommerons les générateurs de piles, Les algorithme's introduits seront donc

définis sous cette forme précise, qui nous permettra de les justifier et de

les étudier ; le plus souvent, ils seront aussi décrits rapidement et appro-

ximativement par un organigramme qui en permettra une vue d'ensemble,

CHAPITREI

Définitions et notations

1, 1; Vocabulaire utilisé & propos des relations binaires, des relations d'ordre,

On pourra consulter [BOURBAKI,1 ] 5 (DUBREIL | . Pour une relation

(binaire) R dans un ensemble E, si x est un élément de E, on note R(x) l'en-

semble des y € Etels que xRy ; Uensemble des y € E tels que yRx

sera donc désigné par Role,

Soit R une relation d'ordre dans un ensemble E, R(x) est l'ensemble

des majorants de x, RNG) celui des minorants de x, Si la restriction Ry

de R 4 un sous-ensemble A de E est un ordre total, A est une R-chafhne

(on simplement chafne), Si xR y, on appelle intervalle fermé Ca¥] Ven-

semble des éléments z de E tels quexR zRy (autrement dit l'intersection

R(x) A Ry), et intervalle ouvert Jax , le complémentaire dans
[ae yd de l'ensemble. formé de x et y (la lettre R mise en indice du premier

crochet pourra étre enlevée quand il n'y aura pas ambiguité), Si l'intervalle

Jey est vide, y couvre x, Une partie F de E est convexe pour R si, cha-

que fois qu'elle contient deux éléments xety, elle contient aussi [Rey] E

si F est une partie convexe de E pour R et G une partie convexe de F pour la

restriction de RAF, alors G est une partie convexe de E pour R, Lorsque

Uensemble des minorants (resp, majorants) stricts de x, c'est-A-dire diffé-

rents de x, n'est pas vide et posséde un plus grand (resp, plus petit) élément

y, y est le prédécesseur (resp. successeur) dex ; alors x couvre y

(resp, y couvre x),

Pour toute relation R, on notera R sa négation "non R",

1. 2, Graphes, [BERGE ] définit un graphe comme un couple (E, ) d'un ensem-
ble E (ensemble des points du graphe ; nous le Supposerons toujours non
vide) et d'une application multivoque [ de E dans E, clest-a-dire d'une

relation {"dans ensemble E, Une suite (x, ,..., x.) de points d'un graphe2 t 
a] n

(E, P ) telle que

nZ% et pouriz=l,...n, x, Ox
aint gio in Oh

est un chemin du graphe qui joint x-ax
oe oe g on

* est son origine ,

x, Son extrémité . Si n#0 et x =xn Soa e 4 n’



. --¥q-8t Xe sontles extrémités du pseudo-chetnin, Uné ¢omposante connexe du |

le chemin est un circuit,

Nous nommons peeudo-chemin'!) du graphe (E,{ ) toute suite (xp, Xyteee x,)
; ae 

= 
rde points distincts telle que pour i=1,2,,...,n, xP x, ou x7 xe

graphe .(E,P ) est un sous-graphe maximal parmi ceux ob tout couple de points

distincts est le couple des extrémités d'un pseudo-chemin,

A tout graphe (E,{) on associe un préordre R qui est la fermeture transitive |

de : xRy si, et seulement ai, il existe un chemin d'origine x et d'extrémité

ye Rest un ordre si, et seulement si, le graphe n'admet pas de circuit conte-

nant deux points distincts,

Nous nous intéresserons surtout dans la suite aux graphes finis (nombre fini |

de points) et'sans circuit, Soit E un énsemble fini, et R une relation @ordre

‘dans E, Toute partie non vide de E posséde des éléments maximaux et minimaux,

Par conséquent, pour tout élément x de E qui est strictement majoré, il existe y

qui couvre x, Tout graphe (E,{) auquel l'ordre R est associé vérifie

ycouvrex ‘== > x[y,

Inversement, étant donné une relation d!ordre R, le graphe (E,( ) défini par

x~Py = sy couvre x pour la relation R

posstde R pour relation d'ordre associée, Parmi les graphes auxquels R est

associée c'est celui pour lequel la relation TM est minimale (autrement dit, qui

posséde le minimum d'arcs), Ainsi, toute relation d'ordre R dans E définit un

graphe sans circuit, que nous noterons [E.R] . En particulier, la relation [7

de ce graphe est antiréflexive : pour toutxde E, x Px a

Un graphe fini (E,TM) est une arborescence si

a) il n'admet pas de circuit ;

b) il existe un élément r de E, tel que 7 !(z) soit vide; |

c) six#r, 7 “4x est un ensemble & un élément,
La notion d'arborescence sera généralisée au paragraphe 1.4 en celle de

ramification,

(1) Nous éviterons le mot chafhe, employé par [BERGE] » pour ne pas créer de

confusion avec une partie totalement ordonnée d'un ensemble (2).

On appelle isomorphisme d'un graphe (E, f ) dans un graphe (E', [')

une application bijective \? de E dans E', telle que

(Vx EE) Wy EB KT y = > Fle) F Qy)).

Nous dirons que ‘f transforme le graphe (E, [ ) en (E', 1*') et nous note-

ohaa parfois Y(E,7)=(E', 7), Si Ret R! sont des préordres associés
aux deux graphes (E, TM) et (E', ['), ‘P est aussi un isomorphisme du

graphe (E,R) dans (E',R'), Inversement, soit ‘P un isomorphisme d'un

graphe (E,R) dans (E',R'), ob R est une relation d'ordre ; R!' est aussi

une relation d'ordre et P est un isomorphisme du graphe {e,Rl dans \E! Ri.
Un isomorphisme transforme un graphe sans circuit en un graphe sans

circuit, une arborescence en une arborescence, .

1,3, Monoide libre, (cf, (BOURBAKI,2] ,(CHEVALLEY} ),

Une suite finie A = (a,, a
vol

appelée mot sur E ; nous la noterons ‘a9 ayeee a, ou parfois simplement

> +e. a) d'éléments d'un ensemble E est
n :

ap apres ale

n+lest la longueur du mot &: ntl= \%1, Par abus de langage, on confond

souvent le mot ‘ay! de longueur 1 avec l'élément a, de E, Si a=b, nous dirons
4

que i est une occurrence ou un rang de b dans “ , et que b posséde une occur-

rence dans‘% ,

L'ensemble gt des mots sur l'ensemble E est muni d'une loi de compo-

sition interne, nommée concaténéation, définie par

, ma ble? Mord 1ay apres ay bibles Cy Sy Sneptl

% = S = = ate, =pot Cg Fag y= Aye eee CF ay cy by» Shape >

E* est un monoide : on dit que clest le monoide libre déduit de E, Dans la
* eS 14suite de ce travail, pour tout ensemble E, E désignera le monoide libre

, 2déduit de E, Le mot vide, noté /\\ (de longueur 9) est élément neutre de E.

Six , p » ahs § sont des mots tels que

x= pst

- 5 ¢nous dirons que 6 est facteur gauche , 6 facteur droit et o

sous-mot de % , ;eis ~ 7
Sif =a) ay..ca a',lemot® ='bo bl ...b Bb! of ba

f n-lon 01 n-lon i m-i

est le réfléchi de M .



Soient E' et E'' deux sous-ensembles complémentaires de E, Tout mot & de

' 2. : e = s 1 as'écrit, de manitre unique B Cee Po % ob pz, 8, €E OEE

vide sauf éventuellement f, et x“et aucun mot Py ou %; n'est

Nous nommerons trace de & sur le monoide libre ETM* le mot p, a B, .

Toute application g de E dans le monoitle mre E'*déduit d'un ensemble

E! induit un homomorphisme g* de E* dans, E"TM par g Fa, ayecca,')=

a(ay) g(a,) Sea g(a, ). Nous nous servirons surtout du cas sastioutied ot g est
défini par une application f de E dans E! : g(a)='f£(a)' pour tout a de E, Nous

dirons que l'homomorphisme induit, encore noté f* est une transcription de

E* dans ge, Si f est une bijection, & est un isomorphisme, D'autre part

si f est une application de E dans E', et f' une application de E' dans E",

(flo ‘* sit oe . Le produit de deux transcriptions est une transcription,

1, 4, Ramifications, ‘

1,4, 1. Définitions, Un graphe fini (E, [ ) est une ramification si c! est un graphe

sans circuit et si pour tout x de E, il existe au plus un y tel aue y Ux

Soient a et b deux points d'une ramification tels que 7 Ma) et r7 lip)

soient vides, Si a et b appartenaient 4 la méme composante connexe du graphe,

il existerait un paeudo-chemin formé de points distincts (a = XoXo Bias Sep

x,=b) ob a Bx, etx, , | b» et donc un premier entier positif i tel que

Ba igs. F sos x, 1x, et x,
i i+)’ i-1 i itl

toute composante connexe d'une ramification est une arborescence, Récipro-

rt xs ce qui est impossible, Donec

quement, un graphe fini dont toute composante connexe est une arborescence

est une ramification,

Le préordre R associé a une ramification est un ordre. Pour la relation

R, tout €lément strictement minoré posséde un prédécesseur : en effet,

si y est strictement minoré, il existe un x et un seul tel que x Ty 5 lorsque
eit ry;

1) Yor re Vy, VErifient z Tv Oviee tw y

nécessairement, var * et zRx : x est le prédécesseur de y, Nous noterons

aRy et a#y, n points v

x=pd(y), D'autre part, y couvre x, D'aprés le paragraphe 1,2, (E, 1° ) est

donc le graphe [E,R\.

Comme tout élément strictement minoré posséde un prédécesseur, l'en-

semble Rx) des minorants de x est, pour tout x de E, une R-chafhe. Réci-

. ‘proquement, se un ensemble E muni d'une relation d'ordre R tellé que, pour

tout-xde B, R Nex) soit une chaine, c'est 4 dire ob tout élément strictement

‘minoré a un prédécesseur, {z,R] est un graphe (E, [ ) sans circuit, Tout x

de E couvre un €lément au plus (son prédécesseur), il existe donc au plus un
ytelque y Fx, [E,R] est une ramification,.

Théoréme 1,1. Les propositions suivantes sont 6quivalentes ;

a) lé graphe G est une ramification ;

b) toute composante connexe de G est une arborescence ;

c) G est un graphe {E,R] ot, pour tout élément x de E, Rx) est une chafne ;

4) G est un graphe sans circuit oh tout élément strictement minoré poss’de un

prédéce'sseur, etre dbs associa’:

Les points maximaux d'une ramificationYseront nommés feuilles, les

points non maximaux noeuds , et les points minimaux racines, Une arbores~

cence est donc une ramification A une seule racine ; your son ordre iqao-

cié, clest un {) - demi - treillis ( [ DUBREIL] ). On appellera familles d'une

ramification (E, [ ) l'ensemble de ses racines et les ensembles [ (x) non vides

(cleat & dire ot x est un nooud) : les familles forment une partition de E,

Soit {z, RB] une ramification, E) un sous-ensemble de E, R la restriction
de R& E. D'aprés le théoréme 1, i a {EL R, } est une ramification, qui sera

“dite bide -ramification de (E, R\ (8 . On peut toujours considérer une ramifi-
cation E, R] comme sous-ramification d'une arborescence fe. R oy obtenue
en complétant = par un élément \ (qui sera la racine de Varborescence) :

AEE ; Es Bu {ay > (Ve EB) OR x,

Une sous-ramification de {e,R] qui est une arborescence sera appelée

sous-arborescence de {z.R} . Une sous-arborescence Rr} de racine x

telle que EL soit une partie convexe de E pour R et, avec tout élément y # x,

contienne la famille de y, sera dite complete.

(x) [eR] n'est pas en général un sous-graphe de {E.R} au sens de

{BERGE}.



S05, ' i: 1 ifi ‘ 5 .

Spit’ oS un ordxe.total dana l'ensemble des,racines dune ramification, [E.R] est donc une ramification orientée , que nous nommerons réunion horizontale
et, pour tout noeud x, oO, un ordre total dans P(x); nous nommerons orientation as (6), x) et (f,, ¥)). L'opération de réunion horizontale est associative,

de la ramification la A ets, O définie dans E par la eat) O. et des oO, ‘ rmpietion’ cantniuta tives
; 

. 

L . _ 

3une ramification munie d'une orientation sera dite orientée Dans une rami Soient (B; 7) = (E.R ' (E,1 a) = (E.R, 1 ,(,0 ) = {E.R} es,

fication orientée, a tout point x est associé un ensemble | (x) vide ou totalement ramifications non orientéee‘obtenuee A partir de (E,, *) (E,, %,). (E, ¥)

ordonné, clest A dire un mot Y¥ (x) du monoide libre EF déduit de l'ensemble E

eu? cz,

Tout élément de Ea une occurrence dans les mots o (x). (E,%)

i

| en faisant abstraction de l'orientation, Lorsque a (b, a et b appartiennent
j

des points, Si on convient que la ramification est complétée en une arborescence | fons deux & E, ou tous deux & E, eimalenecas a rr i fow ra vr, b; par
rg 7 : 

i i hie |comme il vient d'étre dit, on notera ¥( A ) la suite de ses racines, Une rami suite, lorsque a Rb, aet b appartiennent a Eg et aR,b, oua E, et aR,b.
fication orientée peut donc étre donnée par un couple (E, ¥ ) d'un ensemble E

i 1

|
parties convexes de E pour l'ordre R; toute partie convexe de Ey (i= 1 ou 2)

. [E.R] et [E.R] sont des sous ramifications de {E.R] ; E, et ED sont
et d'une application Y de E \ t AY dans E* : nous dirons qu'il s'agit

ite 1g yeepitication origntée (e, ¥ ) 3 ilest clair cependant que § n'est pas j pour R est partie convexe de E pour R;.toute sous-arborescence complete
une application arbitraire de cul dns Br pour qu'une application dee dene E* de [eR eat une sous-arborescence complgte de [E.R | :
soit une application ¥ , il faut ef’ suffit que tout élément de E ait ume ums sete, ' 1,4. 3, Détermination d'une ramification orientée , Un graphe quelconque peut étre
occurrence dans les mots ¥% (x) pour x € EU {o\ . défini par la donnée, pour tout point x, de l'ensemble { (x), ou de l'ensemble

; A ans 5 5a, 
ie 

“1

Soit (P un isomorphisme d'une ramification (E, [ } dans une ramification 1 “"(x), ouencore, ce qui revient au méme, par un ordre total sur ses points
scam 5 5 7 : ; 

7

(E', 7 '),,0 une orientation de (E, 1 ), O' une orientation de (E', r') Si? et sa matrice associée [BERGE } . Ilen est ainsi en particulier pour les
est également un isomorphisme du graphe (E,0) dans le graphe (E',O'), nous ramifications ; alors ro) contient un point au plus, Si chaque { (x) est
dirons que clest.un isomorphisme de la ramification (E, ) orientée par O donné sous forme d'une suite N(x), il suffit de connaftre de plus un ordre
dans la ramification (E', (') orientée par O', u

sur les racines pour orienter la ramification, L'ordre total des points qui
1,4, 2, Réunion horizontale de deux ramifications orientées dis jointes, Soiertdeux rami-

correspond a l'ordre des lignes et colonnes de la matrice associée définit
fications orientées (E, so ae v et (E % ) dont les ensembles de points E et2" aussi une orientation par ses restrictions aux différentes familles de laEy sont dig joints , vingagaA par Ela didnt de Eg Ee et définissons une ramification,
application, ¥. de BAU a! dans le monofde libre E”, par : Une ramification orientée est aussi déterminée lorsqu'on donne pour tout

© (x)= B(x) six €E ; : - . :1 1 \ point x le premier élément x'.de Y (x), si ¥ (x) n'est pas vide, et le successeur
x)= 4 Si¥ &) 53) ix € E, x'' de x dans sa famille, six n'est pas le dernier élément de sa famille, ainsi

¥ (a)= Hla) HA)
que la premiére racine, On obtient une matrice A trois colonnes contenant sur

chaque ligne x, x',x"'', et dont certaines cases sont vides, Nous nommons une

(#) Certains auteurs disent ordonnée, telle matrice, matrice d'enchafnement ; x' est le lien vertical et x" le lien

horizontal de x, Tout x est caractérisé par le numéro de la ligne associée ;

b~



14, 5, Ramification des index d'une ramification orientée, Tout point x d'une ramifi-

on peut remplacer les liens x' ou x"' par le numéro de leur ligne,

1,4, 4, Extension & un graphe quelconque, On peut tenter d'orienter un graphe quel-

. conque (E, 5") en se donnant un ordre total QO, dans chaque ensemble ["(x), et

-.un ordre total OQ, dans l'ensemble des éléments y pour lesquels {~ ly) est

vide, ; soit Q la relation dans E obtenue par réunion des oO. et de 2% ~ 510

est un ordre dans E pour lequel tout élément majoré a un successeur (autre-

ment dit tel que le graphe [z.07"7 soit une ramification), on peut, comme au

paragraphe précédent, définir une matrice d'enchafnément qui détermine le

graphe, Pour que O posséde ces propriétés, il faut et il suffit que, quels que

soient x et x' dans E, les mots obtenus en ordonnant ((x) par 9, et [(x') par

o, s'écrivent yy, Y, et ¥° iS, ot ° % et Je ne possédent aitcun slément com~
mun, Il en est ainsi en patticutier si les Sales (x) distincts sont deux &
deux dis joints,

cation [E.R] est déterminé lorsqu' on connait la chaine de ses R-minorants
(yg Vyrenne qe ya 5 x). Liorientation cermt un rang pour chaque élément

dans sa famille. Ces rangs peuvent étre comptés & partir dune origine arbi-

traire ; nous emploierons lorigine 0, un rang sera un entier positif ou nul,

0? Tyee Tana?
ra est un mot du monotde

x est donc déterminé par la suite des rangs r 5 Fg de ses mino-

rants Yo. Ypreees Yq “vp ® Cette suite Ty Tyee

libre Ni* déduit de Hengemitle Ni des entiers naturels, guion nomme index du
point x, Dans deux ramifications orientées isomorphes, les points associés ont
méme index (démonstration par récurrence sur le nombre des minorants), Ainsi,

pour toute ramification orientée, on définit un ensemble I @lindex, et deux rami-

fications orientées isomorphes ont méme ensemble dlindex. Lest un sous-ensem-

ble fini de NJ* qui, avec tout mot de dernier élément r,A= x r, contient a», si

Ay #A ct les mote A, r' pour ¢ r :

s dewaidbenrests soit : un heen Rete fini de WW é qui posséde cette propriété
Définissons une relation ( dans I

» E X! si, et seulement si, AX est facteur gauche ‘de A!

Gt, Cc] est une ramification (thégréme 1. 1, c). Il est facile ida llorienter : les
mots ayant \ pour prédécesseur sont de la fduma NE pe e mt, ; il suffit de les
ordonner suivant les r croissants ; désignons par ‘°° cette ‘orientation, On voit ai-
sément par récurrence sur le nombre de minorants de \ que tout Ade Lest son

propre index : I est un ensemble d'index, =—

Soit une ramification fz,R] » orientée par O, Chacun de ses points * aun

index i(x) et

xRy == ifx) (C ifk) ; xOy > ilx) )o ify)

La ramification orientée des index est isomorphe 2 la ramification orientée
donnée;

Deux ramifications orientées ayant méme ensemble d'index sont donc iso-

morphes, Comme réciproquement deux ramifications orientées isomorphes ont

méme ensemble d'index, la ramification des index caract€rise une ramification

orientée A un isomorphisme prés ; une ramification orientée, dont l'ensemble

de points est E, est définie par son ensemble I d'index et une bijection de I sur

E; tout couple formé d'un sous-ensembleIde [N a qui posséde la propriété

indiquée plus haut, et d'une bijection de I sur un ensemble quelconque, définit

ainsi une ramification, “ot

Remarque : certains auteurs, tels que {iverson | , déterminent l'ensemble E

et la bijection i par une matrice dite matrice des index: sa premiétre colonne

contient les éléments de E, et si p est le nombre maximum de minorants d'un

point de la ramification, on peut placer les index dans p autres colonnes, cere |

taines cases restant vides, [IVERSON] joint 4 cette matrice, pour tout point x,

le nombre d'éléments de [ (x) et nomme la matrice obtenue "fulllist matrix",

De méme, en joignant ce renseignement 4 la matrice d'enchafnement, il obtient

sa "filial-heir matrix", D'autre part, il ordonne les points de la ramification,

clest-a-dire les lignes des matrices, suivant certains ordres privilégiés : nous

y eet iendsbod (2.4.2), La méme notion d'index a aussi été introduite par
{GoRN, 1],

La structure de ramification est fort utilisée en traitement de l'information

non numérique : ecaaea questionnaires, analyse, stockage et recherche d'in-

formation, tri... ({, HUFFMAN], [PICARD] , [SALTON] , [SCIDMORE,

WEINBERG) , [SUSSENGUTH! , [BURGE] , [WINDLEY] , [HIBBARD]

{IVERSON}, etc... ). ad



ad - | k 1ol-
1’ . . Sr ee, al bp.

iF - - Om as

Oy. Fs

o00-

g
a b g

e - gl “Koc - «|

‘k a - k] 102-
£ : ell 2 OEE

b h i 7 J i] 1oo-,

Ag eayt TP] ool0

. g i I es b[oo--
g h - g leos

h | i - h}| 1o--

ald. a{ool-

Matrice des

index

Ramification

(orientée de gauche & droite)

Matrice d'enchafnement

Figure 1

1, § Quasi isomorphismes de graphes sans circuit,

1,§, 1, Soit deux ensembles E et E! munis respectivement de relations R et R', et

une application de E sur E! telle que

(Vx €B) (Vy € 8) {xRy => ¥RMy)] et,
CYO) RY fy) == xRy ou

(f (x)= ¥ (y) et yRx]
Si R est réflexive, R' lest aussi et alors 5 a

(1) POR Yt) E> xRy ov Foe Fly)

(2) Po)= Vy) =>
Si R est une relation d'ordre, il en est de méme pour R', Nous dirons

xRy ov yRx,

alors que ‘f est un quasi-isomorphisme du graphe [E,R] dans le graphe

{eR et que IER est quasi-isomorphe & [E.R] . Remarquons que
est aussi un quasi-isomorphisme de eal dans [E! Rey

= I<

Tout isomorphisme est un quasi-isomorphisme, Tout quasi-isomorphisme

injectif est un isomorphiime, Si est un-quasi-isomorphisme de [E,R} dans

kK {Ez RY, a tout x de E'; aséocions unatel que x= (a). L' ensemble
de E;si ¥ et Ri sont isis res-deo a est un sous-enseimble Ey

00) B! Uy) équtvant axRy:trictions de ‘Pet RAE, ¥ est injective: et

les graphes [E,,R,] et [E,R} sont isomorphes. 4), .

‘P (y) est minimal pour R'; en effet,Si y est minimal pour la relation R,

dans ce cas xRy entrafne x=y ; donc, d'aprés (1), P(x)R' ¥ y) entrafne

Y(x)= Ply), Au contraire, si y n'a pas la méme image par Wf qu'un élément

minimal de E, il existe’'x €E tel que xRy et Y (x)f Fly); dion Y (x)R' Ply):

(y) nlest pas’ miniidal, “Enfin,.deax éléments minimaux pour la relation R ne |

peuvent, d'aprés (2), avoir méme image, { établit une bijection entre les points

minimaux des deux graphes, En remplagant R et R! par leurs inverses, on en

déduit que \P établit une bijection entre les points maximaux, On peut aussi

montrer que les deux graphes ont le méme nonybre de composantes connexes et
que f applique chaque composante connexe de- [E.R] sur une composante con-
nexe de fe RB’ 7 , ‘

1.8.2. Pdéfinit une relation d'équivalence dans Et) cosy,

>. Gav Y)
D'aprés (2), les classes d'équivalence sont des chafnes, D'autre part, si :
? (x)= Wy) et xR2Ry, alors Y(x)R''P(z)R' Wy), clest a dire

P(x) R'W (z)R' YP (x); commie ta relation R! est antisymétrique, ‘P (x)= \P(z) :

xny

les classes d'équivalence sont. des chafnes convexes, Enfin, supposons xRy et

xRz et ¥ (x)= ¥(y) ; alors G(x)R! Y(z), clest-a-dire Y(y)R!' P(z), dod

(yRz ou zRy, Ilen résulte que si deux points couvrent x, x n'est équivalent a

aucun d'eux, En remplagant les relations R et R' par leurs inverses, si x couvre

deux point,il n'est équivalent & aucun d'entre eux. En conclusion, les classes

d'équivalence sont des chafhes -onvexe> dont tout élément sauf peut-étre le

plus grand, a un successeur dans E cv, oauf peut-dtre le plus petit, un préd¢-

cesseur dans E: ce ovnt ‘les suites (x 1%) ede »*_) telles que x, , soit succes -
ni i+h

seur de x, et x, prédécesseur de Xjyy) Pour i= 1,2,...,n (figure 2),
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Munissons l'ensemble quotient E'' de la relation R" définie par :

- E(&) R" Sly) a ¥ (x) Rt (y)

ot C{x) désigne la classe’ de x : le graphe {p JR est isomorphe A E.R") 7

Réaiproquemeat, soit un graphe {E.R} = (E,f } et une relation d'équivalence

‘dont toute classe est une suite (x, . ++ %) ob x,
nar. ith

est le seul élément u tel que * Cu, x, eat le seul v
1

est successeur de x, at x pré-

décesseur dex. |: x.
ith

tel que v Tx, Diaprés la définitionde R, fermeture transitive de [ , six
i+"

n'est pas équivalent & y,

x Ry et xv x. = >. x'Ry

= yRx!yRx et -x~ x!

La relation (xRy oa *x “y) est donc compatible avec la relation

d'équivalence étudiée, ce qui permet de définir une relation dans l'ensemble

quotient E' : a

C(x) R'Cly) © =>

Si C(x) R' C(y) et xR y, alors C(x) = Cy) et donc: yRx puisque toute classe est

xRy ou x wy,

une chafne, C est un quasi-isomorphisme de [E,R] dans (E',R"] .

En particulier, tout graphe [E.R] admet un graphe {= JR] (et un seul & un iso-

morphisme prés) qui lui soit quasi-iomorphe et qui posséde.un ‘nombre mini-

mum de points : pour le définir, il suffit de choisir les classes d'équivalence

maximales, c'est & dire telles que : x, ne posséde pas de prédécesseur ou son

prédécesseur n'a pas de successeur ; x, ne posséde pas de successeur!ou son

HR]

il est aussi graphe réduit de tout graphe quasi-

successeur n'a pas de prédécesseur (figure), Nous dirons alors que [3
est graphe réduit de fE, R|.

isomorphe & (E,R] , en particulier de lui-méme,

Figure 2 - Classes d'équivalence maximales
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By

15.3, Application aux ramifications , Soit Yun quasi-isomorphisme d'une ramifica-

tion [E,R) dans un graphe {fe »R'] . Pour toute de E, Re) est une chafne,

(¥ie}]
morphisme transforme une, ramification {E,R] en une ramification \E' RY .

D'aprés le paragraphe 1, $11. , {EF sR'} est isomorphe & une sous-ramifica-

tion (ER, de’ (E.R) . & transforme de manibre bijective l'ensemble des

Il résulte alors de (1) que Rel est aussi une chafne, Un quasi-iso-

feuilles ‘de’ fe IR} én l'ensemble des feuilles de {EB PR'4 , et toute famille de

[E.R] eh une famille de [E',R'] la famille des racines en la famille des

racines /‘la famitle de prédécesseur x, lorsqu'elle contient plusieurs éléments,

en la famille de prédécesseur W (x), tl

Soit ED i'ensemble des points d'une ramification orientée iE. R} qui ne sont

pas des‘ racines, Toutiélément x de E, eponsede up préaécenseuy pa{x) dang E

L'application pd est un aharichenendseetee de le, Rl dats ¥{E, R] , sion
définit R, par: . t

x Roy =—

ot O désigne l'orientation de la ramification.

2 Ay .

(pa(x)#pd(y) et pd(x)Rpd(y)) ou (pd{x)=pd(y) et yOx)

Pour étudier le graphe réduit (ou ramification réduite) d'une ramification

[E.R] , Rous reprendrons les notations du paragraphe 1, $.2. Tout point qui

n'est pas une racine posséde un prédécesseur., Les classes a équivalengé sont

donc telles que x soit une racine, ou que plusieurs points couvrent son prédé-
cesseur, et quetx soit une feuille ou soit couvert par plusieurs points. En as-

sociant 4 toute classe sgn dernier point x OF voit quialors fe. R'| est isomor-
phe & la sous- <paintfication de E, R| forinbe par les feuilles et les noeuds pré-
décesseurs de plusieurs points, Si tout noeud est le pvédetecugur de plusieurs
points, [E.R] et fe" Rt] sont isomorphes,

Soit une ramification [E.R]. A tdut x de E, associons l'ensemble r(x) des

feuilles qui majorent x; six est un noeud, x(x) est la réunion des images par r

des éléments qui couvrent x, Soit E! l'ensemble des 't(x), xRy entrafne r(x) 2 r(y)

Réciproquement, supposons r(x) 2 ox(y)i: x ety mimorent tout élément de

r(y), donc xRy ou yRx ; et yRx entramne r(x) ¢ rly), d'od r(x)=r(y).



est un quasi-isomorphisme de (E,R| dane {E', 2} , Diautre part, sixa

un successeur y, r(x)=r(y), Il en résulte que les éléegents de toute suite (x). x)
n

“od tout x, a a Pour successeur, ont méme image parr: les claases mea

|

‘. Construisons maintemnt une nouvelle ramifitation quasi-isomorphe a (E,R],

* valence feraaetess Ar sont maximales, au sens du paragraphe Le 2: {z
‘ est une ramification réduite de [e.R} 5

| en conservant les classes d'équivalence (x, sways’ 160 a) maximales ob xn ‘est pas

une feuille de [E,R],mais en ecindant celles pour lesquelles x, est une feuille

etn >I en &, Ltt bb ne) et (, }. La ramification ainsi cthenwe est isomor-
phe & [E,R] ob B est la seahionn de Vensemble E" des r(x) associés aux noeuds
x et de l'ensemble F des feuilles de [E,R] , et ob Rest la réunion de la rela~

tion dinclusion 2D dans E" et de la a relation d'appartenance 3 entre E" et F

SduRy dete “et (WeE" et udv) ov WEF et adv],
. ru Nw \ Ka " ,Nous appellerons {\E,R} ramification sous-réduite de {E.R}.

essEduite 

:

Deux ramifications isomorphes ont mémesramifications réduites et sous-réduites.

Un exemple est schématisé figure 3,

tse :
" Ramification (E,R} Ramification réduite (EVR! Ramification sous-

réduite (E, 2}
Figure 3 lag ,

1,6, Piles,

1,6.1,Définitions, Soit un ensemble E,

- 15-

Q)

On appelle pile sur E

toute suite finie U= (uj, 4), ..., a) d'éléments du

monotde libre E*, telle que,

As

leas Baar 82

- ) est facteur gauche de u, et ful =tu, 14

ou 7 BU, est facteur gauche de By etluyt stu, jl -

Uys uy tee a) sont les Stats de la pile ; le dernier

élément de E dans le mot u, est te sommet de l'état u

de. iha 1

(1) pn anglais : stack, push-down store ; le mot de pile

semble avoir été introduit pour la premitre fois

[cenvys |. i
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Une pile eur l'ensemble E est donc un élément du monofde libre E**
} * a J " 4
i dSduit de E. Le passage de wy a a, peut se faire de deux manitres différentes ;

! a) ilexistee € E tel que u, Vel
a,

f on dit que i est une entrée de e dans la pile aaa le sommet de a).
| b) ilexistee € E tel que a Eu, ‘elo:

on dit que i est une sortie de ¢ de la pile (e est le sommet de a

| Théoréme 1, 2, Soit a, un état non vide d'une pile U, et j le plus petit entier

i supérieur & i tel que fat gta

a) pour i ¢k <j, a, est facteur gauche de ai

b) jest une sortie du sommet de ue

a se démontre par récurrence sur k; b en est une conséquence,

Soit une pile U sur un ensemble E, Définissons une relation R dans l'ensem-

ble des éléments de E qui possédent une entrée dans U;

eRe! si,et seulement si,e posséde une occurrence dans tout état de Uote!’ enposséde ue,

R est une relation d'ordre ; nous dirons que c'est 'ordre associé A la pile U.

Le maximum des longueurs des états d'une pile sera appelé hauteur de la

pile,

1.6. 2, Mots liés A une pile , Introduisons un ensemble © disjoint de E et ayant méme

cardinal ; & tout élément x de E, on associe % de E, de manitre injective ; cette

application définit comme il a été dit au paragraphe 1,3, une transeription de

E* dans E*, que nous appellerons conjugaison, Soit E, la réunion de E et
A toute pile U=(ajsu, tee a) sur E, associons une suite de mots sur E de

©

si i est une entrée de e,
i

siiest une sortie de ee

Le mot m= ma caractérise la pile U : nous dirons que m est le mot attaché A U.

Les mots m, et u, représentent le méme élément du groupe libre (DUBREIL |

dont les générateurs sont les éléments de E et od l'inverse dex €E eat

x € E, On montre facilement que pour qu'il existe une pile sur EA laquelle soit

attaché un mot donné m sur EQ: il faut et il suffit que tout facteur gauche de m

représente le méme élément du groupe libre G gu'un mot sur E, et que m repré-

2174

sente 1'élément neutre du groupe, Les mots attachés aux piles sur E appar-

tiennent au langage de Dyck sur Ey [CHOMSKY SCHUTZENBERGER ]. Nous

n'utiliserons pas ces résultats,

La trace (1, 3) de m eur E* sera appelée mot dentrée de la pile U. La

trace de m sur E* est transformée par conjugaison en un mot sur E, qui

sera nommé mot de sortie de la pile U.

Remplagons dans m tous les éléments de E par un unique caractére Oo”

n'appartenant pas a E, Nous obtenons un mot eae cardctérise aussi la pile U,

Nous dirons que mest le mot de description de la pile U. jx s'écrit BK e ob

Pp est formé uniquement de caractéres ¢ et ob le dernier caractére de ee

niest pas © ; al caractérise aussi la pile ; nous dirons que c'est son

mot de description incomplet, La donnée du mot de description incomplet est

la maniére la plus "économique" de définir une pile : sion choisit un éode

de longueur minimum pour représenter 6”, c'est celle qui occupe le moins de

place, Pour qu'il existe une pile sur un ensemble E dont un mot donné jasur

EU on soit le mot de description, il faut et il suffit que, dané tout facteur

gauche de j1, le nombre dloccurrences de 6 soit au plus égal at nombre total

d'occurrences des éléments de E, et que dans peces deux nombres soient

6gaux, Pour qu'un mot yp ne se terminant pas par 0 soit le mot de descrip~-

tion incomplet d'une pile sur E, il faut et il suffit que la premi&re de ces

conditions soit réalisée,
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Pour préciser la maniére dont le mot de description caractérise une pile,

&tant donné un mot u sur E et un mot \) sur EU rt tels que tout facteur

. gauche de u contienne au moins autant d'occurrences d'éléments de E que

dioccurrences deo , nous définirons u f}~) par les conditions suivantes

si J='al(a€E),u BV =ua; siv='g' etu= wa(a EEF), uBv=u;

si V=V'x,x€E Ufo »u Rvs (u BY) Mx Alors u Mva'y" s

(ve BY") BY Si ij est le sous~mot d'un mot de description ,d'une

pile U, formé des éléments donit le rang r vérifie ig riéj, 4 Fu yp; 7

Signalons deux autres mots qu'on peut Hier A une pile, bien qu'ils ne

soient pas utilisés dans les applications qui se trouvent dans ce travail, Soit

i une entrée d'un élément x dans une pile U. Associons-lui le plus petit entier

(i) > i tet que | 4;) < vad et le nombre r(i) > 0 des états ur pourigk¢ iti),

qui ont x pour sommet (c'est-A-dire tels que uy = ub i(i) est une-sortie de x

{théoreme 1, 2), donc/ a, be luygyl =}u,]-1 5 lapplication j est injective

car i'¢ i et j(i') = j(i) serait contraire & la définition de j. Les r(i) ordonnés

suivant les i croissants, forment un mot sur l'ensemble des entiers naturels,

que nous appellerons mot direct des poids de la pile U ; le mot obtenu en

ordonnant les r({i) suivant les j(i) croissants sera appelé mot inverse des poids,

Toute pile est déterminée par le couple de son mot d'entrée et de son mot

» direct des poids : 1'élément x ayant pour entrée i sort au r(i)-&me état qui

suit a et qui posstde x pour sommet, On trouvera au paragraphe 2, 1,3 un

exemple de pile U avec les divers mots introduits ici,

1, §, 3, Pile réciproque d'une pile donnée , Soit une pile U= (alse plate a). La pile
Eile To proses Sane PES ean. 1

u' =(u_,u pose apes) (qui est la réfléchie de U dans le monotde libre E**)
n’ one

sera nommée pile réciproque de U. U est la pile réciproque de U', Siiest une

entrée (resp, ‘soxtie) de e dans U,,,n-itl est une sortie (resp, entrée) de e dans
U', Le mot m' attaché a U! est le réfléchi du conjugué du mot m attaché a U:
m et m! représentent deux éléments inverses du groupe libre G, Le mot d'entrée

de U! est le réfléchi du mot de sortie de U, le mot direct des poids de U! est le

‘r6fl€chi du mot inverse des poids de U. Il résulte du paragraphe précédent qu'une
pile est déterminée par son mot de sortie et son mot inverse des poids, U et U!

ont le m€me ordre associé,

1.6.4, Trace d'une pile. _Soit une pile U = (u,.u,, +++) u,) sur un ensemble E, et E

un sous-ensemble de E, Désignons par a la trace de u, sur E'( 13.), Envisa-

geons la suite des entiers qui sont des entrées dans U ou des sorties de U d'un

élément de E' ; supposons qu'il existe p tels entiers et soit J, le k-@me, enfin,

u'. , On passe deposons j,=0. Si i, € i <dup we si i, Si gana’,
i

ul. au, par l'entrée ou la sortie d'un élément de E'; u!, = ee A et
Je Jkt J &

uw =u' = A. La suite Urs (u, my ».e., u'. ) est donc une pile sur E! ; nous
? lo 9

dirons que c'est la trace de U sur E',

A la pile U est associé un ordre R, et & U unordre R', D'aprés la définition

de Ret R', six et y appartiennent 4 E', xRy entrafhe xR'y, Réciproquement,

supposons xR'y; soit i un entier tel que a contienne une occurrence de y, et k

le plus grand entier pour lequel Jy Xi: ilexiste une occurrence de y dans uy ,

donc aussi une occurrence de x, puisque x R'y; par suite, x.a une occurrence

dans a: xRy, R!' est donc la restriction de R & l'ensemble des éléments de E!

qui possédent une entrée dans U',
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1. 6, 5, Transcription d!un @ pile, Nous avons signalé au paragraphe 1, 3 que toute

application f d'un ensemble E dans un ensemble E! définit un homomorphisme

ft (transcription) du monoide libre E* dans EM, d'ot un homomorphisme os
de ETMTM dans E'TM, Une pile U sur E est ainsi transformée en une pile sur E''; °

> =F (u,), Drees Bay).
Nous dirons que la pile U' est transcrite i 4 de la is U, Le mot dlentrée

Us (a, 4), ...,0)

et le mot de sortie de U' sont les images par e des mots d'entrée et de sortie

de U,

Si, ainsi qu'on a associé A E un ensemble E, on associe a E' un ensemble

de conjugués E', et si on prolonge fa E par f(x) = i), £ est prolongé & Et
et le mot attaché a U! est Sms par du mot attaché & U; de méme, si
on prolonge f par f(o)=O0 , le mot de description et le mot de description

incomplet de U' sont les images par f* au mot de description et du mot de des-
cription incomplet de U,

Lorsque f est umbijection, f et sont des isomorphismes, Nous dirons
alors que les piles U et U' sont isomorphes, Notons encore que, si g est une
application de E' dans E", (go f)**_ g*# tt

1, 7, Piles simples,
= £8 simples.

Définition, Une’ pile U sur un ensemble fini E est simple lorsque tout élément
de E poss&de une entrée et une seule dans UL

Tout élément de E posséde une occurrence et une seule dans le mot d'entrée
d'une pile simple’ sur E : Vordre de ces occurrences détermine un ordre total
P dans E, que nous appellerons ordre d'entrée de la pile simple, Le mot m
attaché a une pile simple représente l'élément neutre du groupe libre G défini
au paragraphe 1, 6,2; il contient une fois et une Boule chaque élément de E,

donc une fois et une seule chaque élément de E, ‘nt en résulte que le mot de
sortie d'une pile simple sur E contient une occurrence et une seule aa tout
élément de E et définit de mérne un ordre total S dans E, qui sera nommé
ordre de sortie de la pile,

+ 2) =

SiBest formé de k éléments, une pile simple sur E posséde k entrées et k

sorties, donc 2k+l états, Tout élément de E a ‘au plus une occurrence

dans chacun de ces états,; Ceci permettra de dire, par abus de langage, que

e appartient a a,» ow que a contient , au lieu de dire que e possede une oc-

currence dans Uy

La réciproque d'une pile simple U est une pile simple U'; l'ordre d'entrée

(resp. de sortie) de U! est l'inverse de l'ordre de sortie (resp, d'entrée) de U,

La trace sur un sous-ensemble E' de E d'une pile simple U sur E est une pile

simple U' ; les ordres d'entrée et de sortie de U' sont les restrictions 4 E'

des ordres d'entrée et de sortie de U,

Toute pile est transcrite (1,6; 5,) d'une pile simplé, Soit en-effet U une

pile sur un ensemble E, et n la longueur de son mot d’entrée : l'application
£ qui associe A l'entier i <i < n-1) 1'élément de E dont i est occur-

rence daxie le mot d'entrée de U, Pena une transcription ot qui transfor me
en U une pile simple sur l'ensemble des entiers deQ an-1, De cette propriété

vient l'importance des piles simples, Nous y reviendrons au chapitre 3 Si

une pile simple Uest transcrite d'une pile simple U', U et U! sont isomor-

phes,

Soit U une pile simple sur un ensemble E, Désignons respectivement par

E(e) et o (e) l'entrée et la sortie d'un élément e de E, e appartient aux

i ¢ Ole)états a> tels que E (e) g

et A eux seuls, L'ordre associé A-la pile U (qui est ici défini dans l'ensemble

E lui-méme) vérifie donc :

eRe ==> Ele) ¥.Ele') ote!) < o (e):

Théortme 1, 3. eRe! ==> ePe’ et é'Se

Nous déduirons de ce théoréme une expression de S en fonction de Ret P,

et une expression de Pen fonction de R et S,
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Théoréme 1,4, eSe! a, e'Re ou (ePe! et eRe!)

En effet, grace au théoréme 1.3 , les propositions Suivantes sont équivalentes
e'Re ou (ePe! et eRe}

(e' Pe et e Se!) ou [e Be! et(ePe! ou e'S e)|

(ePe' et e! § e)

(ePe' et eSe' et e #e!)

(e' Pe et eSe') ou

(e' Pe et e Se!) ou

eSet et (e'Pe ou e' PB e)

eSel,

Gn a utiligé le fait que P et S étaient des ordres totaux,

‘La démonstration prouve d'autre part ;

Théoréme 1, 5, Stant donnés une relation f et un ordre total P, il existe

au plus en ordre'total S tel que’

eRe'

e Pe!

=—

—=

Ii suffit d'appliquer le théoréme 1.4 A la pile réciproque de la pile

ePe' et e'Se,

Théoréme 1, 6, eRe' ou (eSe! et e'Re)

: ; . -1 ih
simple étudiée : son ordre d'entrée est S , son ordre de sortie P , son

ordre associé R,

‘De plus, étant donnés une relation R et un ordre total S, il existe au

=——— ¢«Pe' et e'Se,

Soit maintenant un élément e de E, i= © (e), j= d(e), D'apraés le théo-

plus un ordre total Ptelque eRe!

‘(reme 12, pour i Ele sj u. est le facteur gauche de 4. qui se termine

par e, Par définition de R, l'ensemble R(e) des minorants de e pour la

relation R est l'ensemble des éléments de a. Si e' et e'' sont deux mino-

rants de e et sie! précéde e" dans ws e'est donc un minorant de e'',

Théoremé i,7, Soif R la relation d'ordre associée & une pile simple U sur

un ensemble E, et e un élément de E. L'ensemble des R-minorants de E est

une R-«chafne ! et la suite de ces minorants , ordonnés par R, est le facteur

gauche se tertiinant par é de tout état de la pile U qui contient e, ~~

Le théoréme ‘i, 7, Va nous permettre de rapprocher les notions de pile

simple et de ramification, Les théorémes 1,3 , L4 et 1,6 “prouvent que

jj
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si on donne deux des ordres R,P,S, le troisitme est déterminé, Nous mon-

trerons que ces ordres déterminent la pile, autrement dit, qu'il existe au

plus une pile simple possédant un ordre R pour ordre associé et un ordre

total P pour ordre d'entrée cette démonstration sera faite au paragraphe

2. 2 ob on donnera un algorithme de construction d'une telle pile. Nous étu-

dierons ensuite (2,3 et 2, 8) A quelles conditions un ordre R et un ordre total

P, ou un ordre P et un ordre total S, ou deux ordres totaux P et § sont effec-

tivement ordre associé et l'ordre dlentrée, ou l’ordre associé et ltordre de

sortie, ou ordre d'entrée et l'ordre de sortie d'une pile simple,
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CHAPITRE 2

Piles simples et ramifications
————— ee emncations

2. 1, Pile attachée & une ramification, Pile strictement attachée A une ramification

orientée,

2, 1, 1. D'aprés les théorames 1, Let 1, 7, si R est la relation d'ordre associfA une

pile simple U sur un ensemble E, [E.R] est une ramification, De plus

(PR1) si x a pour entrée j, ou bien a4 est vide et x est une racine de (E,R] 9

ou bien le sommet de ey est le R-prédécesseur de x; dans les deux cas 3

x n'a pas d'entrée inférieure A j,

(PR2) si x a pour sortie j, tout élément dont x est prédécesseur a une entrée

inférieure A j (car sik est cette entrée, x doit appartenir & 4) :

(PR3) toute racine de (=,R] posséde une entrée dans la pile U,

Inversement, soit une ramification (z,R] - Montrons que les piles U sur

E qui satisfont & ces trois conditions sont simples et que R est la relation

d'ordre qui leur est associée, Toute racine posséde une entrée dans U. Par

récurrence sur le nombre des minorants de x, il en est de méme pour tout

point x de E; car si le prédécesseur de x posséde une entrée, ila aussi une

sortie j, puisque le dernier état de la pile est vide ; d'aprés PR2, x a une

entrée inférieure A j, D'autre part, d'aprés PR1, tout élément posséde au

plus une entrée : U est une pile simple, Une relation d'ordre R! lui est

associée, D'aprés le théoréme 1.7 et la condition PR1, si un élément
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de E est une racine de {E.R , clest aussi une racine de {£,R'] » et

sinon il a un prédécesseur pour R, qui est aussi son prédécesseur pour R',

Les relations R et R' sont confondues,

Ainsi lorsque {E,R] est une ramification, les piles simples U auxquelles

la relation d'ordre R est associée sont les piles qui satisfont aux conditions

(PR1), (PR2), (PR3), On dira que ces piles sont attachées & {E,R]} .

Liordre d'entrée et l'ordre de sortie d'une pile attachée & {E.R] ‘sont, par

définition, un ordre d'entrée et un ordre de sortie de la ramification fe,R) ;

ces deux ordres seront dits associés Si une pile simpleestattachée 4 une

ramification, la pile réciproque l'est aussi : les ordres de sortie d'une rami-

fication sont les inverses de ses ordres d'entrée, Les piles attachées & une

ramification {ER} ont toutes méme hauteur, le nombre maximum de

R-minorants d'un point de E: on appelle ce nombre hauteur de la ramifica-

tion,

Les conditions (PR1), (PR2), (PR3) conduisent & un algorithme de cons-

truction des piles U attachées & une ramification (E, { )= {E,R} :

a) ay Naz

b) lorsque re n'est pas vide et a pour sommete :

- sitout point de [ (e) posséde une entrée inférieure a j, jest la

sortie de e;

- sinon, on choisit un point y de { (e) qui n'a pas d'entrée inférieure

& j:jest-1' entrée de y,

c) lorsque Yt est vide

- sitoute racine posséde une entrée inférieure a j, Make est le der-

nier état de la pile ;

- sinon, on choisit une racine y qui n'a pas d'entrée infériaire & j :

jest 1' entrée de y,

2,A,2.Cet algorithme prouve l'existence, pour toute ramification, de piles sim-

ples qui lui sont attachées, L'une d'elles est déterminée lorsqu'on impose

l'ordre dans lequel entrent les éléments d'une méme famille, ctesteal dite
lorsqu'on oriente la ramification : ainsi, A toute ramification orientée ; on

Fitieee ne pens etany ~25-

associe l'une des piles qui lui sont attachées, et qui sera dite strictement
attachée a cette ee ae ws decgennet sae ome earn ste
de sortie de la ramification orientée ordre d'entrée et l'ordre de sortie

de la pile simple qui lui est strictemiént dttachée, Réciproquement, on a

ova gue toute pile simple U est attachée & une ramification {E.R] 3 son

ordre d'entrée (ou de sortie) définit une orientation de {E.R| grace A ses

restrictions aux différentes familles; U est strictement attachée a la rami-

fication {E,R] ainsi orientée, La pile réciproque de U est d'ailleurs stric-

tement attachée & la m@me ramification, mais munie de l'orientation inverse,

L'algorithme prouve aussi que les piles simples strictement attachées &

deux ramifications orientées,isomorphes par une application , sont trans-

crites par {f (1.6, 5 ) et donc aussi isomorphes,

Théoréme 2.4. Toute pile, simple est strictement attachée & une ramifica-
tion ‘6#iéntée ‘unique : la pile et la ramification ont le méme ordre associé,
A deux ramifications orientées isomorphes sont strictement attachées des

piles simplés isomorphes, yo x80

Une ramification orientée est dant’ définie par le mot attaché m, ou le

mot de desctiption y , ou le mot de description incomplet z' de la pile simp

qui lui est strictement attachée 3 ph donne une repr ésentation qui occupe un

minimum de place, Elle est aussi définie par le mot d'entrée et le mot

ditect des poids (ou le mot de sortie et le mdét inverse des poids) de sa

pile attachéd'pty "poids" r(i) RssbeisY viétemdn xlabnites P21, 2 ) est
le nombre de points de la ramification dont x est le prédécesseur, Le mot

direct (ou inverse) des poids, seul, détermine une ramification orientée

@ un isomorphisme pres (cf, [GORN, 1]"), Dans les matrices qui repré-

sentent une ramification orientée (1.4.3), on peut adopter l'ordre d'entrée

pour ordre des noeuds, (IVERSON |] qualifie de "gauche" cet ordre et les

matrices ainsi construites, Le lien vertical x' de x, s'il existe, suit alots

x ; dans la matrice d'enchafnement, il suffit dlindiquer son existence,
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La connaissance de la pile strictement attachée & une ramification

orientée permet de résoudre facilement les problémes suivants :

“‘Dfdehieren? des poidic de prédécSossu¥ donné, détermination des
eee ,

familles ordonnées suivant l'orientation, construction de la matrice associée,

> construction de la matrice d'enchafnement ob les points sont or-

donnés dans l'ordre d'entrée ; cette matrice peut étre aisément obtenue &

partir du mot m attaché a la pile : si dans m l'occurrence de x est suivie

d'une occurrence d'un élément x' de E, x' est le premier élément de {[~ (x)

(lien vertical de x), sinon T (x) ) eat vide ; si l'occurrence de x est suivie
d'une occurrence d'un élément x" de E, x" est le successeur de x dans sa

famille (lien horizontal de x), sinon x est le dernier élément de sa famille,

~ construction de la matrice des index od les points sont ordonnés

par l'ordre d'entrée : on place dans la pile, avec ghaque élément, son rang

dans sa famille, . '

- recherche des minorants d'un élément donné : tout état a de la

pile est le chemin de la ramification qui a une racine pour origine et pour

extrémit€é le sommet de a. Pour que les piles attachées & une ramification

ne possédent aucun état, sauf le premier et le dernier, qui soit vide, il

faut et il suffit que cette ramification soit une arborescence : la premiére

entrée et la dernitre sortie sont celles de la racine de l'arborescence,

Soit une ramification orientée {E.R} » x un de ses points, U la pile

strictement attachée, Les majorants de x constituent une sous -dulorurcemee

cote a LER], dhe Mite Hs ow pot

orienter cette arborescence par la restriction de l'orientation de [E.R] ©

La pile UL qui lui est alors strictement attachée est construite par l'algo-

rithme indiqué pilus haut : ses Sats non vides sont les facteurs droits qui

commencent par x des états de U dont les indices sont compris entre l'en-

trée et la sortie de x, Le, mot m, attaché & UL, est l'intervalle [x, x) du

mot m attaché & U, Ilen résulte quiil est facile de traduire sur les mots
m des opérations telles que le transfert d'un sous-graphe dans une arbo-

Ad

2a

rescence ou le produit d'arborescences définis par [PICARD . Notons

d'autre part que R(x) est formé des éléments de E dont une occurrence se

trouve dans m= {x.%] :

Construction de la pile U strictement attachée A une ramification orientée (E,,

Lorsque la ramification donnée est une arborescence ,l'algorithme indiqué plu

haut se simplifie , car aucun état de la pile n'est vide , sauf le premier et le dernier,

Dans le cas général, nous compléterons la ramification en une arborescence

par l'introduction d'une racine A (1.41) : les racines de la ramification

donnée forment alors ¥( A) a et que pour toutxde E U {a \

on donne le mot Y¥ (x) du monofde libre E® Lialgorithme qui construit la

pile simple U est décrit par l'organigramme de la figure 4 : e désigne

le sommet de la pile,

entrée du premier

élément y de ¥ (e)

et enlever y de X¥@) i

ee “

Figure 4

Exemple (figure 5) ;

¥(A) = 'abe

¥ta) = AN
¥(b) = 'eah

¥(c) = AN “

¥ (8) ='fgh'

yi) = A '

¥ le) = AN
Xt) = NN Figure 5
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Etats successifs de la pile :

if g h

- 6 a@idod.,dd44aéea

a bb b bb bb dB bb Db

&AaAaM4 4 6A AAA ABABA

BMH HY 5 MG My Me Mg My ha Ye 45 Mg Yas

Ordre d'entrée P_ ; a,b,c,d,fjg,h.

Ordre de sortie S : a,c,f,g,h,d,b.

Mot attaché & la pile strictement attachée a la ramification orientée :

mzaabcédfigghhdb,

Mot de description : P =agbeudftgohacro.

Mot de description incomplet : p' zsarbegdiggoh

Mot direct des poids : 0203000.

Mot inverse des poids : 0000032.

4.A\4. Modification de lalgorithme. Pour construire la pile U cherchée, on

peut utiliser une pile auxiliaire U' sur l'ensemble dés ¥ (x) : u', contient

les ¥ (x) associés aux x de u, (cf. paragraphe 1.6.5 : U! est une pile

transcrite de U); quand x entre dans U, © (x) entre dans U‘

D'iautre part, pout éviter que ¥ (x) ne devienne vide, on peut le

terminer par un signe auxiliaire + : quand x sortde U, ¥ (x) qui se

réduit a+, sort de U', Ilest en réalité plus commode de remplacer

U! par une pile U" sur E VU { $} , en faisant entrer dans U", lors-

que x entre dans U, + et, dans l'ordre, les éléments du mot réfléchi xg) de
¥ (x), La figure 6 décrit l'algorithme ainsi obtenu; e et e" désignent les

sommets respectifs de Uet U", Une justification directe de cet algorithme

sera donnée au paragraphe 2.4 . 1,

~29-

[entrée de A dane v1]

entrée dans U'de +

et des éléments de ¥(e

sortie des

sommets

de Uet U"

sortie de U" et

entrée dans U du

sommet de U'!

Figure 6

Pour l'exemple déja étudié plus haut, on a figuré au dessus de chaque état

de U un état correspondant de U" :

f +

e @6 6

ec + ho oh bh bh bh ¢

a ¢ a4 4 ¢ ¢ + # # e ¢#

bob b & &$ & &# + & & oR F

eo # + oe € & + £ F & FR OF

Bhs UMS WE Why Why Bas Wag Wag Woy Wag Ula U6 B27 B28 Wag

z & h

e a a a ad d ad a

a b b b b b b b b b b b

A Ay AA’ A -R) & ATW cA OW OB Ad A
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On peut encore modifier l'algorithme : on teste si 1'élément e" qui va sor-

tir de U" est une feuille } dans ce cas, il sortira de U dés son entrée ; sinon,

le premier élément de 4 (e") entre dans U aussitét aprés e''; il est inutile de

le faire entrer d'abord dang U", En particulier, dans le cas d'une ramification

binaire, c'est-A-dire d'une ramification ot, pour tout noeud x, ¥ (x) a pour

longueur 2, la moitié seulement des points entre dans U",

Il est plus facile de construire la pile U si la ramification est donnée par

une matrice d'enchafnement : aprés l'entrée d'un élément x entre son lien verti-

cal clit existe, sinon x sort; apraés la sortie de x entre son lien horizerial

stil existe, sinon se produit une nouvelle sortie,

2, 15, Piles attachées A un graphe quelconque, On peut étendre A un graphe quelcon-

que la notion de pile attachée A une ramification, en partant de l'algorithme

de construetion (2, 1, 1), Nous disons qu'une pile U sur un ensemble E est atta~

chée 4 un graphe (E,{), si elle posséde les propriétés suivantes :

a ) lorsqu'un état Bot de U n'est pas vide et a pour sommete ;

- si tout point de ((e) posséde une entrée inférieure 4 j, jest la sortie dee;

- sinon, j est l'entrée d'un point de {*(e) ne possédant pas d'entrée inférieure

a j.

b ) lorsque By est vide

- si tout élément de E a une entrée inférieure & #4 By est le dernier état

de la pile ;

- sinon, j est une entrée d'un élément qui ne posséde pas d'entrée inférieure

ai

Toute pile attachée & (E, [*) est une pile simple sur E, Elle ,eat attachée A une

ramification qui posstde les mémes points que (E,TM) et enest un graphe partiel

On pourra trouver dans {=monp | des applications de cette notion A la déter
mination de la fermeture transitive d'une relation ou des chemins élémentaires

d'un graphe,

(1) Un graphe partiel de (E, * ) est un graphe (E, (*') tel que, pour tout x de

E, 1 (x) contienne [7 '(x) [BERGE ] ;
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24, Construction d'une pile simple connaissant son ordre associé et son ordre
dientrée.

2. 2,A,Soit une pile simple U sur un ensemble E, R et P son ordre associé et son

ordre d'entrée, Au passage de a a a deux cas sont possibles :

a) jest l'entrée d'un élément z, qui est le premier élément (dans

lordre P) non encore entré,

>) le sommet de By sort de la pile,

ase présente lorsque u. , est vide, et b lorsque tous les éléments de E

sont entrés, Ecartons ces Mos possibilités, et soit e le sommet de u, jel?
z le premier élément non encore entré, Dans le cas a, eRz (th, 17), Dans
le cas b, la sortie de e précéde celle de z : eSz; comme e #z, e Sz n'est

pas compatible avec eR (th, 1.4); donc eRz, Ainsi, pour que z entre

dans la pile, il faut et il suffit que eRz,

Pour éviter le cas a vide, on complete la ramification {e,R] en une

arborescence en lui adjoignant une racine A (paragraphe 1A) : 4 est le

premier élément & entrer, D'autre part, pour que la dernitre entrée mar-

que la fin du processus, on introduit un nouvel élément o tel que :

(Vx €E) («RO et xP) et ARO

A l'entrée de d, tous les éléments de E sont sortis; le déroulement de

Valgorithme est terminé, Cet algorithme est schématisé sur l'organigram-

entrée

T

me, figure 8,

Figure 8
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i 2 vad relly, weir uo <

L'étude faite prouve quiil existe au Bee u une pile simple ayant un ordre
eeeocie R et un ordre d'entrée P donnés, ea

boo tee

: On peut, utiliser cet algorithme pour construire la.pile strictement attachée
a une ramification orientée (E,R} dont on donne la matrice des index ot les
points sont ordonnés par P, Alors eRz équivaut & : index dee est un

facteur gauche de l'index de z ; pour que z entre, il suffit (et ilfaut) d'ailleurs que

son index soit plus long que celui dee, car lindexdu premier élément qu

entre apres la sortie de e a une longueur au plus égale a celle de l'index de ¢

2.2. 2, Etude des couples (e,z) sur lesquels porte le test. [1 s'agit des couples telsiP Q P g ip

quiil qiste un entier j pour lequel.e est le sommet de By et z l'élément dont

l'entrée est la plus petite, supezionse ou égale & j, Alors; .

ajePz et ef#au .,

b) soit v és, e,Z C, & (v) <j d'aprés la définition de z ;
o (v) S j car sinon v appartiendrait & By et ilen résulterait

vRe (th, 1,7), qui contredit ePv et eAv (th, 1.3); dlautre part,

x (e) zy j; d'ob vSe, et donc eRv (th, 1. 3).

c) oW&) <a (2) : vSz; par suite vRz,

Réciproquement, soit un couple (e,z) d'éléments de E, tel que ;

ePz et ez et (Vv €] e,z[) (eRv et vRz),

Si Dintervalle eel n'est pas vide, soit j-1 la dernigre sortie d'un de ses

éléments, v. Lientrée de z est supérieure ou €égale & j, car sinon on aurait
E (v)< E(z) < ov), dot vVRz

supérieure ou égale & be e se trouve dans Bi ye car € Rv (th, 1.7); le som-

} llentrée de z est la premitre,

mete'deu, | vérifie ane eRe', doh ePe' : e' ne peut..:. tre que e,
théortme £2, Pour qu'un couple (x,y) d'éléments de-E soit un couple (e,z)

Cowes dans Valgorithme du paragraphe 2.2 A, il faut et il suffit que

xPy et xe y et (vue l, xyl) (x Rv et vRy),

2.4, Conditions sur Vordre associé et l'ordre d'entrée gu de sortie d'une pile simple.

22 4) A, Théor®me 2,4 . Soit P un ordre total et R une relation transitive dana un
" ensemble fini E, Pour, quiil existe une pile simple.dont P soit l'ordre d'entrée

et R l'ordre associé, al faut et il suffit que, pour tout. x appartenant 2 E, R(x)



34)

soit un P-intervalle ayant x pour premier élément, Cette pile simple est

alors unique, 5 rane

Nous avons vu au giipalsee a A au quesi mest le mot attaché & une
. Pile. simple sux l'ensemble E, pour tout x de E, R(x) est l'intersection avec

E de l'intervalle \x, x] du mot m. Comme le mot d'entrée est la trace de

m sur E, R(x) est un intervalle du mot d'entrée possédant x pour premier

élément,

Réciproquement, soit un ensemble E muni d'une relation transitive R

et P un ordre total sur E, tel que pour tout x de E, R(x) soit un Ea tans

ayant x pour premier élément, Construisons une pile simple U sur E dont e

soit ordre d'entrée, en utilisant Valgorithme du paragraphe 2,2, Asan pas-

sage de Bt a u,désignons par z le premier élément de E (dans l'ordre P)

non encore entré dans la pile, s'il existe de tels éléments, et soit e le

sommet de u,._ si a, al n'est pas vide;

a). thant u, eae: test pas, vide et que z existe a
Si e Ra, a entre dans ayy
si e Ra, e sort de la pile ; 4 i

b) loraque wot n'est pas vide et que z n'existe pas, e sort de la pile ;
c) lorsque Yay est vide : si z existe, il entre dans By siz n'existe

pas, a 1 est le dernier état de la pile,

Soit R! l'ordre associé 4 la pile U. Si y couvre x pour la relation R',

il existe un entier j tel que x soit le sommet de a; 1 et que j soit entrée

de y, et donc x Ry, Par suite, puisque l'ensemble E est fini et.que la

relation R est transitive xR'y entraine xR ye “Ay

Diapres la partie diredte du théoréme, R'(xc) est un Pig tervalle dont x
est le premier élément, Il en est de méme pour R(x) et de plus. Ri (x) est
contenu dans R(x). Si le heft ie “élément de E pour ordre P appar ient &
Rix), Ri (x)= =R(x). Sinon, soit y le successeur, pour l'ordre total P, du der,

jnier élément de R'(x) : si v appartient au P-intervalle , x,y, x Riv mais

vR'y puisque x R! y. D'aprés le théortme 2.2 . (x,y) est donc un couple

(e +2) pour Ja pile construite ; comme xRly, % sort de la pile lors de sa

comparaison avec y : donc xRy. Les intervalles R(x) et R'(x) sont encore
ats ot :

confondus, R est l'ordre associé & la pile construite,
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—/ Lhunicité de la pile simple ayant un ordre associé, et un ordre d'entrée

donnés a été démontrée au paragraphe dé, Ses want,

2.31 2. Liordre de sortie d'une pile simple est llinverse de I! ordre d'entrée de la

pile simple réciproque; Et une pile simple a m@me ordre associé que sa réci-

proque, D'ot :

Théoréme2,4

ensemble fini E, Pour qu'il existe une pile simple dont S soit l'ordre de

Soit S un ordre total et R une relation transitive dans un

sortie et R l'ordre associé, il faut et il suffit que, pour tout x appartenant

a E, R(x) soit un S-intervalle ayant x pour derniér élément, Cette pile simple

est alors unique,

2.%, 3, La condition énoncée au théoreme 2.4 (resp, 2, 4 ) est aussi nécessaire et

suffisante pour que IE, Ri soit une ramification et que P (resp. S) en soit un
ordre d'entrée (resp, de sortie),

Une premiére conséquence est que si y est un*hoeud d'une ramification

{z,R] orientée, d'ordre dientrée P, et si Xp rX yr eee sont les points

qui ont y pour prédécesseur, dans l'ordre d'orientation, le P-intervalle R(y)

est formé de y suivi de R(x), puis de R(x,), sre, de R(x) ; le premier élé-

ment de R(x,) est Xe le dernier n'a pas d'autre R-majorant que lui-méme,

car chacun de ses R-majorants devrait appartenir & R(x,) : clest donc une

feuille; la premiére feuille f de R(y) est aussi la premiére feuille de R(x,) 9

en répétant ce raisonnement, on voit qu'il existe une suite z oT? BR Xpr eee

2; =f, telle que, pour 1 <i <P> 2, soit le ‘Premicz, dans l'ordre d'orien-

atic: des éléments qui aiehoelt zy On a aussi xSx,. zm Sx, {théoreme
1,4); le S-intervalle R(y) est formé de R(x,), suivi de R(x), a7 R(x) et

de y; dans l'ordre S, le dernier élément de R(x,) est x, et le premier est

une feuille, Ces résultats étaient d'ailleurs presque évidents d'aprés la cons-

truction de la pile simple strictement attachée a une ramification orientée (2.4)

Dans les paragraphes suivants, nous tirerons d'autres conséquences des

théorémes 2.3 et 2.4.



2.4 Ordres d'entrée et de sortie d'une ramification et de ramifications qui

Tui sont simplement liées,

2.4, 1, Sous-ramifications, Soit PR la restriction d'un ordre P d'entrée d'une

ramification [E.R] a une sous-ramification [e,.R,] 3; P et R vérifient,

\Whypothése du théoreme 2,4 , donc P, et R la vérifient aussi : P, est

un ordre d'entrée de [ER | . Une Bie ee oO d'ung ramification
fz,R] détermine donc une orientation oO, de chacune de ses sous-ramifi-

cations [E,,R,] , de manitre que ordre d'entrée de [ E,,R, ] orientée

par O; soit restriction de l'ordre d'entrée de [E.R] orieritée par O,

On fait le méme raisonnement pour la restriction & E, d'un ordre de

sortie de [z,R] » De plus, d'aprés le théortme 1.4, les restrictions de

deux ordres d'entrée et de sortie de [E.R] associés sont pour.

[ER | des ordres d'entrée et de sortie associés,

Les traces (1.6.4) des piles simples attachées & [eR] sont des piles

simples attachées & [E32] . [ER] peut avoir d'autres ordres d'entrée

ou de sortie que les restrictions des ordres d'entrée ou de sortie de [E.R] a

Autrement dit, une pile simple attachée & [z,R,] n'est pas toujours la

trace d'une pile simple attachée a [E.R] )

Exemple.: E = {a,b,c,a} >; @Rb,aRec,a R d, b,c,d, sont des feuilles

de {E.R}: E ={b,e.d}. bdc est un ordre d'entrée de [EpR,] » mais

ce n'est la restriction d'aucun ordre d'entrée de LER] 5

Supposons cependant que toute famille de [EpR, ] soit contenue dans

une famille de [E.R] . L'orientation Oo de (E,.R,] déterminée par une

orientation O de [E.R] est alors la restriction de O& E,, et LE, Ry |ne

posséde pas d'autre orientation, donc pas d'autre ordre d'entrée (ou de

sortie) que les restrictions & ED des ordres d'entrée (ou de sortie) de [ER] :

Soit par exemple une ramification orientée (E,%.), réunion horizontale

(1.4, 2) de (E,, x) et (E,, %)) P, Piet
2

ces trois ramifications orientées, Liorientation 0; de (Bye % ? est la res-

les ordres d'entrée respectifs de

triction a EB de l'orientation O de (B,% ), donc P, est la restriction
1

de Pa E) 3; de méme P, est la restriction de P & E,. Comme, dans l'ordre
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' P, toute racine de (E,, %) précéde toute racine de (E,, Bp); d'aprés le

théoréme 2,3 , tout élément de E, précéde tout élément de ED

On fait le méme raisonnement pour les ordres de sortie,

2.4, 2, Ramifications isomorphes. Si P est un isomorphisme d'une ramifica-

tion {E,R) dans une ramification {E' R'| > les ordres d'entrée de

{E',R'] sont les ordres. P' tels que

Pe) PL Gly) see x Py £

ot P est un ordre d'entrée quelconque de (E.R) ‘ Les ordres de sortie

S' de {E' »R') sont définis par :

eG) s' Py) ==> x8y
" ot Sest un ordre de sortie de {E,R] . Si P et S sont associés, ilen est

de méme pour F! et S!, D'ailleurs Y transcrit (1,6, 5) les piles attachées

a [E.R] en les piles attachées & {E' »R'Y .

2.4. 3. Transformation par quasi-isomorphisme, Soit ‘P un quasi-isomor-

phisme d'une ramification {E,R] dans une ramification {E',R']. f& sR)

est isornorphe 4 une sous-ramification E)RJ de {E.R} :Aatout P(x)

de E’, cet isomorphisme associe x de E, tel que Pex) = W(x). Alors,

si P est un ordre d'entrée de |E,R\ , P! défini par

V(x) PI Ply) ===> HPy,

est un ordre d'entrée de {E" ;R'} , D'autre part, lorsqu'un élément u

de E-a un successeur v pour la relation R, v est aussi successeur de u

pour l'ordre d'entrée P d'aprés le paragraphe 2,3, 3, Par suite, les

classes de la relation d'équivalence définie en 13. 2 sont des P-inter-

valles ; £ a Scr Y ety sont équivalents, Donec :

Py == xPy ou FY es xPy ou (x)= 4Fy).

Il en résulte

(3) Y(x) PI Gly) == «Py ov Y(x)= Yy).

* Réciproqueret ; soit P' un ordre d'entrée de {E',R'] . Montrons qulil

existe un, et un seul, ordre P d'entrée de {E,R] » qui vérifie (3).
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Nécessairement, pour un tel ordre P:

= lorsque P(e) # 4(y), xP y équivaut a (x) PY Ply)
- lorsque (x)= Y(y),x Py €quivaut& x Ry, d'aprés la forme

des classes de la relation d'équivatence définie en L¥. 2.

Il existe donc au plus un ordre P répondant & la question, défini par:

Woz Vy) et Pq) Pt H(y)] ou

euitedt (4a) = Ply) et x Ry)
‘Cette relation P est réflexiye et antisymétrique i elle est transitive :

xPy a=

en effet, suppesons x Py et yPz

ay Fo) = Fy) = FE)

db) Mx) # Vly) # Pe) o

Ox)Pt yg (y) et CO)PE(z) => sp) PIQ():

c) Yx)= Vy) A Ml) ee) A Vz) et VO) Pr Pl) 5

4) Ye) # ¥y)= He) P(x) F Plz) et Px) PY Az).

Deux éléments sont toujours comparables car ona vu (1.8, 2) que les

“a xRy et yRz ==> xRaz;

classes de la relation d'équivalence associée au quasi-isomorphisme

étaient des R-chafnes, P est un ordre total, On voit aisément que P véri-

fie (3).

D'autre part,

F(x) RI Wy) > lay pry {y)-

Par suite, d'aprés la définition de P, xRy entrafne xPy. Enfin

=>xRy

xRy et xPzPy ==> “F(x)R' fy) et “EF (x)P! F(z) PI ¥ ly)

== PR" ¥(z) “

P(x) = %@)),

Mais zRx et xP2 sont incompatibles si x3z, donc (xRy et xPzPy) entraine
== «Rz ou (2 Rx et

xRz, P est un ordre d'entrée de {E,R! (théoreme 2.3).

La correspondance entre les ordres d'entrée P et P' montre que toute

orientation O de {ERI détermine une orientation O'de ‘E',R'] , et inver-

sement; sixOy, ‘4 (x) ct w (y) appartiennent & Ia mime famille, et

() O @ fy).
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Puisque les ordres de sortie d'une ramification sont les inverses de

ses ordres-d'entrée, si S est un ordre de sortie de E.R] , ordre S'

défini par -

(4) FR) SY Fy)

est un ordre de sortie de

he ek tie, i

= xSyoou Y(x)= Fy)

{E',R‘] . Si les ordres Pet S sont associés,

P! et S' sont associés, Réciproquement, si S' est un ordre de sortie de

(E'\R‘] , la relation $ définie dans E par fn

> (4H). AF Yly) et Gls! ly) on

(¥ (= Ply) et yRx)

est un ordre de sortie de. \E,R| qui vérifie (4), et ilm'en existe pas

xSy

d'autre, 2

Tout ceci s'applique en particulier lorsque E pRU est ramification ré-

duite (ou sous-réduite) de (E,R] . si [E,R} est orientée, on en déduit

uné Giiertation de {E" |R'] et on définit ainsi les ramifications orientées

réduités (ow sous-réduites) d'une ramification orientée donnée : ces

ramifications orientées sont toutes isomorphes,

2.8. Ramification ‘d'intervalles.

4.9.4, Soit un ensemble G, q un ordre total strict de G et E un ensemble fini

d'intervall# de G tel que :

(Wax € EVR EE (KH C Bou BCK uM NP =¢),

\E, >| est une ramification car

ADVCet P36 => XN 4G =—— sADfoufh2

On peut la compléter en une arborescence en adjoignant Ga l'ensemble E,

Lorsque & et RB appartiennent 4 E, on dira que % précéde RB si les

intervalles 4 et & sont disjoints et si un élément de % préc&de, dans

Vordre q, un élément de ® (donc tout élément de % précade tout élé-

ment de A ). Définissons la relation :

AP B =>. XL2A ou KX préctde BP,

P ést une relation réflexive et antisymétrique ; deux éléments sont tou-

jours comparables, Elle est aussi transitive, car :

~ ADR ae PPV mK 2V

- & précéde f et 6 précéde Yo => A préctde v

-Apréctde PB et B ay ==> Xpréctde ¥



et p préctde ¥, Y DO , qui entrafherait YD @:

est impossible ; et pur AMY =G, X précéde, v.

P est un ordre d’entrée, d'aprés le théor’me 2.% ; en effet, & D p |

entrafne A P p ; d'autre part supposons

ADB et XP ¥ PB

si ¥ D & , alors A!) -¥ # Pet donc % ne précéde pas Y; si ¥

précede 6 , & ne précéde pas Y . D'aprés la définition de P, il en résulte
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Si on oriente la ramification |E, =| en ordonnant les racines et les

intervallescouvrantun méme élément, qui sont disjoints, par la relation

"précéde", P est ordre d'entrée strictement attaché 4 la ramification

orientée, a,

L'ordre dé sortie S associé & P est obtenu grace au théoréme 1,4:

Asp = se alg etx PP )

Asp = © frou (ch précdde ).

Si les intervalles ‘4 de l'ensemble E sont repérés par leurs er foie ‘1

= (B(& ew ( am of A = JS (ew (OL
voit aisément que

XP RP =e Slk)aS(B) ov (S$ (x)= 5(B) ctX 2h)

LSB So wl(h)aw( B) ov (w(h )= 4 B)ebKE fs).
Si on parcourt G dans l'ordre q, P est en gros l'ordre od on entre dans

les intervalles formant E, et S l'ordre ot on en sort,

Exemple : G étant l'ensemble des signes qui composent un programme

Algol, ordonné par lordre q d'écriture, l'ensemble E des blocs de ce pro-

gramme posséde la structure qui vient d'étre décrite, Si donc on lit le pro-

gramme dans l'ordre q, si au début de chaque bloc “£ on fait entrer dans

une pile une information f (&) (cf 16.5) relative & % (déclaration,

indications d'occupation de la mémoire) et qu'a la fin on fait gortir J (% )

de la pile, lorsque sf (x ) est au sommet, la pile est constituée des gs ()

i ion, da wfotion dada Prelatifs aux blocs () contenant % , ordonnés par l'inclusion, naSotion Ae

art fa aration Yad adevean Ee" & Cnivat noun]: |
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2.F,2, Deux intérvallés det B sont consécutifs si, ‘pout l'otdre q, of précéde

B et la réunion de X et & est encore un intervalle, Supposons {E, >\

complétée en une’ arborescence et soit & le plus petit intervaile de E qui
contient of et ‘ee con ahéta dane E deux chafnes convexes pour l'inclusion ;
¥QAD- Se vet VD Py Dees DARy =Ps

dans la ramification fe, 21 orientée comme il a été dit, tout a pour
1 €i ¢ ny est le dernier élément de sa famille, tout B, ypour | é i<ps
le premier de sa famille ; hs est le prédécesseur de A, dans leur famille
commune, Réciproquement, ces propriétés antrafnent que les intervalles W

et 6 sont consecutifa, dans ie cas od taut intervalle appartenant & E est

réunion des intérvalles de 'E qui Je couyrent {pour 2, ): car alors o et

P et ca
Ay ont mémée'premiér élément,

p 1 sont consécutifs, “ ont méme derniey élément, B et
isl

ate G. Resivictick dun ordre dlentrée ou de sortie & l'ensemble des feuilles
d'une ramification. oO

Q, ¢ . 1, Soit une ramification [E, RI, Pp un de ses. ordres d'entrée, q la restriction
de P & Hensemble F de ses feuilles, Diaprés le théor&me 1,4, lordre de

sortie S associé A P posséde la méme restriction A F, car deux feuilles

jhe sont pas comparables par la relation R,

Pour tout élément x de E, R(x) est un P-interyalle, donc r(x) = R(x) N\F

est un q-intervalle, Rédiproquenient; soit q un ordre total de F pour lequel
les r(x) soient des intervalles } montrons que q est la restriction A F d'un

ordre d'entréé, Les r(x) sont les points de la ramification réduité E. 2)

e |E, R| (1,5. 3); l'ensemble F' des feuilles de cette ramification est
composé d'intervalles formés seulement d'une feuille de [E.R] » Si r(x)

et r(y) ne sont pas disjoints, x et y ont un minorant commun, et donc xRy

ou yRx {théoréme 1, 1); pour xRy par exemple, r(x) contient r(y). L'en~

semble d'intervalles E' vérifie donc Vhypothése faiteau paragraphe 2.8 A,

ce qui nous permet de considérer l'ordre dentrée'P" de la ‘yamification

réduite ri le

r(x) P' rly) #== r(x) 2 rly) ou (r(x) précéde r(y)).

i foe et ae
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Si x et y appartiennent & F

r(x) P' ely) Ga xqy-

Diaprés le paragraphe 2.4.3, il existe un ordre, d'entrée P de [E.R]

pour lequel : .

‘r(x) P' rly) = xPy ou r(x)= rly).
Laraqls x et y appartiennent a F, r(x) # r(y) si x #y, et donc

(Vx €F) (Vy €F) (xPy == > xqy).

Diautre part, soient P dP, deux ordres d'entrée
1

Il existe deux élémentdistincts x et y de E tels que xPy et yP x : xety

ne sont pas comparables par la relation R, Soit fet g deux feuilles telles
que xRf et Re. Comme R(x) et Rly) sont des intervalles disjoints pour P
et pour Py '§Pg et gP if.

aetatice as.

feuilles d'une ramification iz, R\ 3 soit la restriction a F d'un ordr

Pour qu'un ordze total a ‘dans Vensemble F des

d'entrée P de {E, RI , il faut et it suffit que, ‘pour tout x de E,R(x) {\ F

soit un q-intervalle, L'ordre P est alors unique et q est aussi la npetrig-

tion & F de l'ordre de sortie associé Fy Pp, ,

Un ordre q qui satisfait aux hypotheses de ce théoreme détermine un
ordre dientrée de la ramification ir, RI , donc aussi une orientation

de fE, R} : es inversement toute orientation de EE, R| détermine un

ordre silecie ge! (2, (2:Al one | sa restriction q A Vensemble des feuilles, Nous
appellerons suite de feuilles de la ramification orientée l'ensemble de ses

feuilles ordonné par cet ordre q.

2.6. 2, Réunion verticale de deux ramifications orientées. Au paragraphe 1,4, 2,

on a défini la réunion horizontale (E, y ) de deux ramifications orientées

(©,

la suite de feuilce de (E, ¥ ) est obtenue par concatenation dea suites de
feuilles de (,, *) et (E,, * 2)

Soient ici (E,, ¥)) et ,,
que E) ia E, soit A la fois dicen des feuilles as (e, vw D et la

tree eellt! )
¥,) deux ramifications orientées, telles

famille des racines de (E,,4,), etqel'ordre q des feuilles de (E,, %))

soit aussi l'ordre teh Ue ea des racines de {E,, ¥) Désignons parE

de = sR |distincts,

v D et (E,, rs 2) disjointes, D'aprés l'étude faite au paragraphe 2, 4.)

la réunion de Ey

dans’le thonaidé

FG) = 8 see"
BaP expe $4)

vla= (0),
Tout élément de Ea au plus une otcurrence dans tes mots ¥ (x). (E, ¥

est donc une ramification orientéé (1.4, 1), que nous normmerons réunion

verticale de (E,, 4 ) et (E,, ¥). ;

BR] 2, 7 )= (EpR,} En) =

fe,R} les ramifications now orientées obtenues & partir de (E,, §),

Désignons par (E,; wT) =

(E,, YE, Y ) en faisant abstraction de l'orientation, Lorsque a {| b,

sibé Ep alors ack et al, si a€E, alors bEE, et a > b; par suite,

lorsque aRb, sib -€ E, ,ae Ez) et aR,b, sia € E, »beE E, et aR pb.

IL en résulte que R et R sont les restrictions de R - E) et E, » que
(EPR, | et {E, wR A ‘sont dds 'sous-ramifications de (mine. que E, et E.
sont des parties convexes &¢ E pour R. Toute partie convexe de EY pour

R, (i = Lou 2) est donc partie convexe de E pour R, Par suite, toute

sous-arborescence compl&te (1.4, 1) de {EF R,] est une sous-arbores-

cence compléte de (ER) a

Comme pour la réunion horizontale au paragraphe 2. 4&1, on démon-

tre gue les ordres d'entrée (resp, de sortie) de (E), ¥,) et de (E,, 6)

sont les restrictions a EL et E, de llordre d'entrge (resp, de sortie) de

(E, ¥ ), En particulier, l'ordre des racines de (E, Y) est celui des

hi la suite des.fehilles de (E, YY ) est celle de (E,, ¥.

Diapfés le théortme 2.4 (resp, 2.4), heanieitiatis de E dahs l'ordre
@entrée (resp, de sortie) de (E, ¥ ) eat obtenue A partir-de la nube duel’

‘'raclines de (E,,

wenSde E dans l'ordre d'entrée (resp, de sortie) de (E, ‘ %) en insérant

aprés (tesp, avant) chaque feuille la suite de se’ majorants stricts dans

la ramification ({E,, %)). dans leur ordre d'entrée (resp, de sortie),

L'opérdtion de réunion vérticale est associative, mais non commuta-

tive, Le produit d'arborescences de {PICARD} ést-une réunion verticale

d'une arborescerice et d'une réunion horizontale d'un certain nombre
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d'arborescences, toutes isomorphes,

4.6 ., 3, Points consécutifs dans une ramification orientée. Deux points x et y

d'une ramification (E, {*)= {E,R] orientée sont dits consécutifs si les

intervalles r(x) et r(y) sont consécutifs dans la suite de feuilles de la

ramification,

Pour qu'il en soit ainsi, i! faut et suffit que, dans la suite des élé-

ments de E ordonnés pat l'ordre d'entrée (resp, de sortie), l'intervalle

R(x) précéde l'intervalle R(y) et qu’aucune feuille ne soit comprise

entre eux,

Soit alors z le plus grand minorant commun 4 x et y, dans la rami-

fication complétée en une arborescence, Il existe deux suites de points

telles que 3 meat oS '

2 Mx) Me Px sx et 2 Py. ry zy.

Diaprés les propriétés des intervalles consécutifs (2% $2) et celles

de la transformation d'une ramification orientée par quasi-isomorphis-

me (1.8.3 et 2.43), y, Suit immédiatement x, dans la famille des

points. qui ont 2 pour prédécesseur, pour 1 <i ¢m, x, est le dernier

élément de sa famille, pour-¥l. < j < & Yj est le premier élément de

sa famille ; et réciproquement ces propriétés entrafnent que x et y

sont.consécutifs,.

Ilen résulte que si &,.8,) est une sous-arborescené2 complete de

(E.R) {1.4 1),deux points consécutifs de (ERI sont aussi consé-

cutifs dans fE,R] a ‘

2.3 , Application du théoreme:'24j & des probl@mes de minimisation.

“Uda. Soit -unesrlamification (Ep) . Nous irons qu'un ordre total N dans

E vérifie la condition (OR) si vRw entrafie wNv, A tout ude E asso-

cions alors l'ensemble Ay (x) des v & E tels que vNu et palv)ite, (pd(v)

désigne le prédécesgeur de v pour la relation R); soit ay (a) te cardinal

de Ay(u). u . . ; :

Les ordres de sortie de la ramification vérifient la condition (OR),

Montrons que si Ni satisfait 4 (OR), mais n'est pas un brdre de sortie,

il existe un autre ordre total N' °>*isfaisant 4 (OR) pour lequet :

45)

(5) (Vu EE) My (a) Cony ly) et (4x €E) Ay, Oe) < aye).

> a) d'apras le th€éortme 2.4 j/'si N.n'est pas un ordre de sortie, il

existe un €1ément x de E pour lequel R(x) n’est pas un N-intervalle ; nous

_ 1 choisirons pour x le premier, dans 'l'ordre N, de c@ élérhenté,”’Si y est le

ptemier, dans l'ordre N, desf-majorants de x,.il existe un entier positif

pet p éléments z ay de, E tels quez
pZgren a

YN a N25 cus No Nx et a Bee (F= Leds ees Phe

Alors i) z.Ru et x Ru.sont incompatibles car x R 3; - aR x

d'aprés l'hypothése (OR), et fe,R) est.une ramification, En particulier

z Ry.
J us =

ii) z;R u, uNy et ug-y sont aussi-incompatibles, car 2jRy ;

z serait un élément précédanit. -x dans ordre N dont l'ensemble des

R-majorants n'est pas un intervalle,

Finalement, siz,
j

b) construisons une nouvelle permutation de £ & partir de la permu-

Ru, vest unz,-
v

tation dans l'ordre N, en plagant les = immédiatement aprés x; d'ot un

ordre N'; plus précisément :

siv et wne sont pas des 2p wNivy &> wNvy;

2

Montrons que N' vérifie la condition (OR) :

siv Nx, z N'v; xN'z N'a_..,N'2,
P \ P

i) si v et w ne sont pas des Bis ou sont tous deux des zo wNv en-

trafne wN'v,

ii) si wan et si w n'est pas un as vRw est impossible d'aprés a,

iii) supposons que Wee i, que v n'est pas un 2 et que vRw: vRe,

entrafne 2Nv, d'ot yNv ; de vNx résulterait donc xRv, d'ob xRw, qui

est impossible ; donc vNx et par suite a Nive

c) montrons que N! vérifie la condition (5) :

i)siu ¢ Lag real

vii) si-u appartient a ty, yx maio n'est pasunz, uN; vN'y entraine

» VNu équivaut & vN'u; done Ay(u)=Agy (4).

donc que v n'est pas un 23 d'aprés a, ilen est alors de méme pour pd(v),

Dot “vNtu et pd(v)Ntu ===> vNu et pd(v)Nu

Ayla) G Ayu).



De plus, z ier ch aA ne) mais pas & Ay) : |

i ® Cc Kw “(a). an
ili) si use, Sstintats entrafne pa(v)Nu, D'autre part,

paiira => ‘palw) ix ==> xRpd(v)) ==> xRv ou x=, {
oni x Re, yNu entrafne soit vNy d'ot vNu, soit ven, (i< < i), dot

encoré vNu,

Mais x appartient & Ay {u), alors qu'il n'appartient pas a Ay(v).

*Cepéndant, soit % Uélément couvrant x, tel que yRys yR 2. A cause 1

de la définition de x, R(y,) est un intervalle et donc u=z, n'appartient pas

a Vintervalle fe yoy,] . Par suite y,NuNx : y, appartient a A, (u) et il

n'appartient pas 2 A,,,(u).

Ayla) Cagle) {x\ :

Il résuite de I'étude faite que"N' r&pond & la question,

Si N! n'est pas un ordre de sortie, on peut recommencer, Comme

l'un des ay le) diminue strictemient A chaque fois, on parviendra a un

ordre’ de sortie au bout d'un nombre fini d’étapes, (On aurait aussi pu

remarquer qu'd cause du résultat de a, le rang’ du premier élément x

tel que R(x) ne soit pas un intervalle, augrnente & chaque étape),

Donc si un ordre N satisfaisant & la condition (OR) n'est pas un ordre

de sortie, il existe un ordre de sortie S tel que ;

(Vu €B) laglo) Kayla) et C}o € E) ingle) < nyln)

Par conséquent, le minimum, pour tous les ordres N satisfaisant &

(OR), de fonctions telles que :

ate

mx(N) = — ay(u)

ou K(N)= Yo A (a) a(t) ot les >(u) sont positife

weE

ou nuls, est réalisé par un ordre de sortie (il peut étre aussi réalisé par

d'autres ordres i),

2,.9.U.Etudions.ce cas ob Nest un ordre de sortie ; les points de toute

ion farment un N-intervalle ; pourcomposante oonnexs, de la ramifie>

tout y, Ay{e) est constitué de pointside la compnsante connexe de u,

car si v appartient a Ayla) » pd(v)Ru (théoréme 2,4 ) ; onpeut donc se borner

a Studier
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chaque composante, c'est-A-dire qu'on est ramené au cas ob la ramifica-

tion est une arborescence, Alors sa racine a est le plus grand élément de

‘oE pour ordre N; convenons que A. yl@)= fads les autres éléments de E

forment une ramification 4 p composantes connexes E- EL, see 5 1?
si i <j, B, préctde £, dans Vordre N (et aussi dans verdes d'entrée associé
iest le rang de la sien de E, dans sa famille,les rangs étant comptés &
partir de lorigine 0 (paragraphe 1,4.5),Soit N, la restriction de Na Ey.

Si u appartient & Ey A tt) est la réunion de A ni) et des derniers é1é-

ments (racines) de E oH? +++ 8,3 ilen est ainsi en particulier si u est

la racine x de E. » avec la convention Ay. a = ty, i}. Done
(6) n. wl) = Oy (u) +i.

; Ni fSoit (ror peeves x) Mindex de $ das ).D'iaprés (6) et avec des notations

évidentes :

pet

“Doi =onc ny (a) eryte tre

Le maximum mx(N) de nj (u) est réalisé par une feuille de la ramificatio:

Exemple : si Nest Vordre de sortie S donné dane lexemple du

paragraphe 2, as’,

ny(@) = l+i+1=3 5 a (f) St 1+ O04 b= 3,

Effectivement. ,A¢(4) = {a,c.a} 5 A(t) = faye th.

(x) 70 dans le cas d'une arborescence. De toute fagon, r_ n'entre pas
°

dans le calcul puisqu'on étudie chaque composante connexe de la

ramification,
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2.4.3. Sila ramification [E,R} = (E, (7) représente l'organigramme d'une

lde“fhanitve & réaliser ie minimum de |

Si, sans modifier ordre relatif des Ey: on réordonne chacun d'eux

f

tne? mx(N,) 2 aor n (u)
u€E. y i

ou de k{N,) = dA(a) an (u)in fe,’ ali
mx(N) ou k(N) décroit (au ‘sens large). Le minimum de mmx(N) ou k(N) sera

dénc réalisé pour un ordre de sortie N tel que chaque mx(N,) ou R(N;) soit

minimum, De plus, d'aprés (6)

mx({N) = max mx(N,) + i]

k(N) = = [(N,) + d il avec a = fia A(u).
i=0 u€@éE

Le minimum de mx(N) sera donc réalisé si la suite des mx(N,) est décrois-

sante ; et celui de k(N) si la suite des r, est décroissante, Nous donnerons

au paragraphe %@,A0,€ un algorithme qui permet de passer d'un ordre de

sortie quelconque a un ordre de sortie qui réalise le minimum de mx(N)
ou de k(N), [IVERSON] donne un tel algorithme pour mx(TM) a propos

de la transformation d'une formule écrite en notation polonaise,

tache A accomplir, qui nécessite des résultats intermédiaires (x Ty

lorsqua y entre dans la construction de x}, n,,(u) est le nombre d'éléments
N

qui se trouvent stockés lorsque l'on vient d'obtenir u, On cherche l'ordre

N de construction des éléments qui-minimise l'espace nécessaire au sto-

ckage, Cet espace est mesuré par mx(N) si tous les éléments v de E

demandent le méme espace, Pour généraliser, il faudrait affecter chaque

v d'un coefficient positif ou nul x (v) et remplacer, ny) et mx(N) par

n' (u) = x (7) et mx'(N) = max n', (u)N Fe6 i arn u at wn
5 us

49)

La formule (6) est alors remplacé¢ par

yw MFP Te)
i je0

nl (a) =n!

cs est la racine de E,). Le minimum de mx'(N) parmi les ordres de

sortie est encore réalisé lorsque la suite des mx'(N,) est décroissante,

Mais le mimimun de mx'(N) parmi les ordres qui satisfont a la condi-

tion (OR) n'est plus nécessairement réalisé par un ordre de sortie :

Exemple (figure9) : l'ordre N, ci-dessous réalise les ny indiqués :

N, he £€ £ &@ b gic a

* 5 1 5 1 3 3 3 3 42

5

7

n

Le minimum de mx'(N) parmi les ordres de sortie est réalisé par

ordre S:

ih, COPG Rel, le, £5 es eine

et : f =8.n a )

On peut faire le méme raisonnement avec k!(N) = ) A(u) n' (uv),
u €E

Liordre § réalise le minimum de k'(N) parmi les ordres de sortie et

k'(S) = 39; En revanche k'(N,)=37,
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B :

2.8, UtiHeation d'une'pile’siinple pour permutér un endemble,
2. 8. 1, Sqit un ensemble‘fini E, P et S deux ordres totaux de E, Existe-t-il une pile

simple sur E dont P et S soient l'ordre d'entrée et I'ordre de sortie ?

Si une telle pile existe, la relation dlordre associée R vérifie (théoreme 1,

(7) eRe! —=—> ePe' et e'Se;
pour tout élément e de E, R(e) est un P-intervalle (théoréme 2, 3) et un

S-intervalle (théoréme 2, 4) ; :

Réciproquement, supposons que pour la relation R définie par (7), tout R(e

soit un P-intervalle, e¢ est nécessairement son premier élément ; diaprés le

théortme 2.3, il existe une pile simple dont P est l'ordre d'entrée, et R

l'ordre associé, Son ordre de sortie s) vérifie aussi

1 eRe! x

Diaprés le théor’me 1, 5, S et 8) sont confondus, P et S sont l'ordre d'entrée

> ePe! et e'Sie.

et Vordre'de sortie d'une pild dimple: De méme, on montre qu'il suffit que tou

R(e) soit un S-intervalle pour'qu'il existe une pile simple dont P soit ordre

dlentrée et S lordre de sortie,

2,8, 2, Toute pile simple sur E définit tne permutation de E, par le paseage de son

ordre d'entrée & son ordre de sortic,” Le nombre des permutations ainsi engen.

drées est égal au nombre des piles simples sur E ayant un mot d'entrée donné,

Nous calculerons ce nombre, par récurrence sur le nombre k d'éléments de E,

He

ayant A pour mot d'entrée est détermin¢ - par ceux de ses états dont l'indice

clest-A-dire la longueur du mot d'entrée A, Une pile simple U,,

préctde llentrée Em) de x,, donc par une pile simple ayant a. vee mot
d'entrée, et par le nombre d'éléments contenus dans l'état u E (oye) | POBOns

u E (§) = vger si Vi.) Contient i éléments (i ¢:k-1), v,, peut en contenir 1,2,3,.

ou itl, Soit Ni le nombre de piles simples U, ob v, contient j éléments :
kel oes

k-1 yeMe tot ray pour 1¢j¢k et k 32aoe
as : leNyt Opowrk pis y= 2,



52)

k
D'ot une autre définition des NB E

-1 $Ni % eats pour 1£j <k
ke <1 0

= No=1Ny Ne pour k 21; 08

k
No = 0 pour k xy i

Le nombre de piles “male ayant PL pour mot d'entrée est alors

ee Ny = nett - wet
i

On peut calculer x, en cherchant deg fonctions génératrices (x) des
Ny : supposons que les " éries entitres = Nee t
et désignons leurs sommes par le), IL oF a des relations définissant
les NF que

() #0 =

e ork
De plus, lorsque ea vers 0, F(t) est équivalent A ,

soient convergentes,

Et) +t Pn CN pour j>0

Les suites ~ de 1! —_— @) sont de la forme
» oH +* per i

ot A et P sont init de j, et FT)» 7, sont les racines de Véquation
2

rer tt = 0

La racine eRe est €quivalente & t quand t tend vers 0; l'autre
racine tend alors vers 1, On est ainsi conduit 4 envisager la fonction

3

Réciproquement, cette fonction est analytique dans un voisinage de 0,

Blle vérifie l'équation (8), de sorte que

Ny = Nia + wy pour 1¢j<k
j j-l

wi = Nh pour jy 1

0 k
f(t) = 1 done Ng =1 et N’=0 pour k> 1

(#) cf, [JORDAN] . Je ‘ois la méthode employée & M, Michel DEPAIX,
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Tl est alors facile de calculer,

_ okt _-1.3.5'...(2k-1) ,k

Ae Np = i H
Aa (2k) i

ye it (et)

Le nombre des piles simples sur un ensemble & k éléments est

(2%)!
'Bh hye * on

Par la formule de Stirling, fe

hk Ay 4 lorsque k ——> + &-:
k = =

o Vik Vk

La probabilité os pour qu'une permutation donnée soit

engendrée tend vers 0 quand k tend vers iinfini,
On montre cependant qu'on peut engendrer toute permutation

en itérant la transformation ; de sérte qu'on peut ainsi trier une

; ( (pair 1),
fRomac] ) rat ne semble pas que cette méthode de tri se. classe parmi

suite, cleat-A-dire la réordonner dang uh ordre imposé

les meilleures,

. 1, Justification de l'algorithme du paragraphe 2.4.4, Cet algorithme

construit la pile simple U strictement dttachée a une ramification orientée

{E.R complétée en une arborescence par Vintroduction d'une racine A,

La trace sur l'ensemble E de la pile U" introduite au paragraphe Bly est

une pile simple, Son ordre de sortie est Vordre-d'entrée P de la ramifi-

cation orientée donnée, Son'ordre d'entrée Q peut tre défini par

xQy ==> [pd(x) 4 paly) et pd(x) P pd(y)]

ow {pal x) = pd(y) et yPx} .

Nous montrerons directement, comme application du paragraphe2,8.4,

quiil existe une pile simple dont ordre dentrée! sat et, Mordre de.sortie P,

Montrons d'abord que Q est un-ordré fotal: D'ap %5 1.5.3, Vapplication pd

est tin quasi- isomorphisme d'une ramification E, Ry | dans l'arborescence de:

noude de [Eu ( (al ahr, :R, a été définisau paragraphe t S. 3, en utilisant
Vorientation O a la eaeleaats donnée; comme P et O ont m&me |
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restriction & toute famille de la ramification :

xRoy ;

Alors pd(x)=pd(y) et yPx ==> pd(x)=pd(y) et *RY

Q est l'ordre d'entrée de la ramification = »R,\ déduit de l'ordre

d'entrée P d'uneramification quasi-isomorphe comme il a été

dit au paragraphe 2.4.3 ; Q est un ordre total,

Soit R' la relation définie par

xRiy S&S xOy et yPx

clest-a-dire /

(9) xy == pd(x) P pd(y) et yPx,

R'(x) est un P-intervalle car (xR'y et yPzPx) entrafne

" pd(x) P pdly) PyP2Px

dod pd(x)Rz (théoréme 2,4 ) et pdlx)séz, aod pd(x)Rpd(z) et enfin
pd(x) P pd(z)

et l'ordre de sortie P,

Soit y un noeud de fr ag

Il existe une pile simple T\ dont l'ordre dientrée est Q

Etudions 1, 2%,Ve%? Bite les 616
, ou

2x, Px wedeiag
2° ‘n,

yR! x la Bute de y précéde
ments dont y esyle. Re prédécesseur, avec

yP x2

vi entrée de x ,
vB

yx, 2. 1 2%)
1 forment F

interyatla, car il s'agit d'une classe. de la relation
et. x pepe 1 Xo ®

un. oO - ‘it

dl équivalence définie par le quasi-isomorphisme ‘pd (2, 4. zig dans la
atite., nous dirons que deux éléments de E, xety, sont Qhuivalents AI
et nous noterons x (vy, lorsqu'ilsappartiennent a la méme famille,

clest-& ire que pd(x)=pd(y).

x est le successeur de y (2.4.3), Entre la sortie de y et celle de x

Dans lordre de sortie Pde la pile IT ,

ne sé place donc ausure, sortie, mais, nécessairement, dans Vordre,
les entrées, de ey pe yeh eal et entre iiéntrée ge a et celle de x

“Po 1

n' existe auéune autre entrée, Diautre part, entre Ventrée et la sortie
de xn ‘entre aucun élément v, Sinon il sortirait avant x (théorémes
47 et 13), Enfin, si dreneeee. ‘d'un ‘élément vse aeees entre la

<= 3 {pd(x)fpdly) et _pa(x)R pdly)] ou [pa(x)=pa(y) et yPx,]

v.4.2.
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sortie de y et l'entrée de x la sortie de y se placerait entre celle de

d(v) et celle de v,, premier élément (dans ordre P) équivalent a v.
PON TAP

"Le méme raisonnement ~ontre que la sortie d'une feuille z ne peut étre

immédiatement suivie de Ventrée d'un élément v, En résumé, pour un

nocud y, on trouve successivement la sortie de y, lee entrées de x

porn et la sortie de ye pour une feuille z, sa sortie est suivie

immédiatement d'une autre sortie ; les premiers éléments 4 entrer sont

les racines, qui ont pour prédécesseur A,

définie,

Tl eet ainsi parfaitement

Pour construire la pile: ‘simple U etrictement attachée & la ramifica~
tion donnée, on fait entrer un élément dans U. lord & sa sortie de nT,

-"puisque P est l'ordre de sortie de TI, Reste A placer les sorties de la

pile U; pour celaona besoinde savoir si le dernier $lément sorti

de Tr. est le dernier point: x, dune. famille:
‘4

Cette reconnaissance peut étre facilgmént effectuée en faisant entrer

abun symbole = avant x, :,TTest alors remplacé par une pile U" et

Ualgorithme du paragraphe%.A.W est ainsi de nouveau complete ment

justifié,

Dé€finition, étude et construction de la pile adjointe. La pile J] sur E,

‘ar
d'ordre d'entrée Q et d'ordre de sortie Pgdite adjointe 4 la ramification

LZR] 3
~

Le mot m attaché & Tia pour facteur gauche ¥ ( A) ; pour tout

orientée

x de E, lintervalle j¥.x, L de m qui a pour bornes l'occurrence du

conjugué % de x et la premibre occurrence suivante d'un élément x

n'appartenant pas & E, est ¥ (x); il peut d'ailleurs étre vide, Une pile

est adjointe 4 une ramification orientée au plus,

Montrons que réciproquement, pour toute pile simple TY sur un

ensemble E, il existe une ramification orientée dont elle est la pile

adjointe, Définissons un graphe (E, [ ) pour tout x de E, [ (x) est

Vensemble des éléments de Edont 1' entrée est comprise entre la

sortie de x et la sortie suivante, x !"z entrafne que x entre avant z dans

la pile: le graphe est sans circuit, Comme d'autre part, pour tout z, il

existe au plus unxtelquex "2, (E, \” ) est une ramification (théoré-

me 1, 1); ses racines sont les 6léments de E qui entrent dans T) avant
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la premitre sortie, Orientons cette ramification en utilisant pour ordre,

dans chaqué farhille, inverse de la restriction de ordre dtentrée de
Tt; soit 1, sa pile adjointe, Les états de n dont l'indice précéde

la premid#e sortie sont les.m@mes que les états correspondants de uur

puis se produit une sortie dang mn et dans 1; supposons que les états

de my et Tl jusqu'a la sortie de x (incluse) sont les mémes ; alors se

produisent les entrées dans.) et dans W des éléments de T (x), dans

le méme-ordte, puig une nouvelle sortie, du méme élément y, Les piles

Tet i sont confondues,

Théordme & 6,

orientée unique, i

Notong que deux ramifications orientées isomorphes par p ont des

piles adjointes transcrites par a

La construction de TY lorsque les mots Y (x) sont donnés a été

Toute pile simple est adjointe 4 une ramification

exposée au paragraphé 2,4. 1, Elle est schématisée figure 10 : u

désigne l'état courant dela pile, ¢ son sommet, v est une variable

auxiliaire prenant ses valeurs dans, Vensemble E,
Lorsque la ramification est donnée par une matrice d'enchafnement

correspondant a l'orientation inverse, l'algorithme de construction de

Test schématisé sullfla figure, 11: les cases vides de la matrice d'en-

chafnement sont supposées contenir wT 3.e,u,vont le méme sens que :
pour la figure 10; e'' désigne le lien horizontal de e, v' le lien vertical

de la valeur de v,

‘finalement
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os ; : entrée

} iy “sortie de e dees =

. Figure “U1 cs

Hariages : ‘

2.4.3, Hauteur de la pile adjointe. Transformons la définition (9) de R' :

pd(x) P pd(y) entrafne pd(x) P yet pale) Fy, soit yP pd(x),

Réciproque ment 7

yPxetyPpd(x) = ‘Palx)PyPx et pd(x)Ay

Px et _PaGRy et pd(x)4y (théoreme 2,4 )

yPx et “pdlx) R pd(y)
= ypx et pd(x) P pd(y),

xRly & yPx et

ou encore xRly &>

y Ppa(x)
‘e Py et pd(x) BvYy,

P est un ordre de sortie de la ramification [E,R] . Un état de la pile

¥i qui a pour sommet e est formé des éléments de l'ensemble Ay, i)

défini au paragraphe 22,4. Le nombre maximum a'éléments contenus dans
uniétat de la pile adjointe est mx(P-1).

“Les propositions qui ont servi d'intermédiaire dans la démonstration
de la réciproque ci-dessus sont aussi équivalenivs a xRiy



(10) xRi'y <> yPx et pd(x)Ry et y#pd(x)

(11) xR'y > yPx et pd(x)Rpd(y).

2.5 . 4, Construction de ramifications de racines données dans un ensemble donné.
; 4

Soit un ensemble D et une relation ¢ entre D et le monolde libre D’

déduit de D, On se propose de trouver une ramification orientée (E, ¥ )

telle que E soit un sous-ensemble de D, que pour tout élément x de E,

xe ST (x) et que la suite YO ( A) des racines soit donnée, I] suffit

dutiliser lorganigramme décrit figure 10, en choisissant les Y¥ (v)

tels que v e Y¥ (vi) de manigre & construire une pile simple, c'est-2-

dire de maniére qu'un élément de D n'ait deux occurrences ni dans un

méme mot Y (v), ni dans deux mots W (v) distincts : on obtient alors

la pile adjointe & une ramification orientée qui répond 4 la question

(paragraphe 2.4 . 2, réciproque),

Soit par exemple E! un ensemble de nombres entiers, et D Vensem-

ble des parties de EB’, On appelle arborescence binaire de recherche

dans E' une wh oreecencs (E, [') telle que :

a) E est un sous-ensemble de D ,

b) la_racine de l'arborescence est E',

c) pour tout x € E, ilexiste u € x tel que si y(x,u) est l'ensemble

des éléments de x inférieursa u et z(x,u) l'ensemble des éléments de x

supérieurs & a, [" (x) eat formé de ceux des ensembles y(x,1) et z(x,u)

qui ne sont pas vide's (en particulier x € E est une feuille de l'arbores~

cence si, et seulement si, x est un ensemble A un élément),

La constsuction diune arborescence binaire de recherche entre dans
le cadre qui a été tracé : pour tout sous-ensemble x de E! contenant
plus d'un élément, les mots en relation avec x sont ceux qui sont formés

de y(x,u) et #(x,u) (dans un ordre que tsorque) lorsque u est un élément

arbitraire de x ni maximum ni minimum, le mot 'yGe,u,)! si u, est le

nombre maximum, dans x, le mot 'z(x,u,)! si uw est le nombre minimum ;

lorsque x a un seul élément, il n'est en relation qu'iavec A. La condition

-
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qui assure qu'on obtient une pile simple est réalisée quel que soit le

choix des mots S (v), En réalité, comme on I'a déja signalé au para-

graphe'%4.u, pour chaque x prédécesseur de deux sous-ensembles y

et z, il suffit de faire entrer l'un d'eux dans la pile,,, l'autre devant

sortir dés son entrée ; six n'est prédécesseur que d'un seul sous-

ensemble, y par exemple, y n'entre pas dans la pile; six est réduit
& un’seul élément, aprés sa sortie intervient une nouvelle sortie, On

montre, par récurrence sur le nombre n d@'é1éments de E! » que sion

oriente l'arborescence de manitre que, lorsque (x) contient deux

sous-ensembles y et z . le cardinal du premier (qui entre seul dans la
pile) soit au moins égal & celui du second, la hauteur de la pile ne dé-

passe pas logon.

Liarboresceénce binaire ainsi construite permet la recherche binaire

("binary search", [IVERSON] ). Sia tout se on associe u, on transforme
Varborescence trouvée en une arborescence (E', \"' ) dont l'ensemble

des points est El: cleat plutét cette dernitre arborescencé qui sera

utilisée,- Lorsqu'on écrit un programme de recherche d'un nombre a,

ol a.chaque test portant sur un couple (u,a), Végalité fait aller A une

sortie déterminée, a > u fait effectuer un saut A un nouveau test et

acu poursuivre la séquence, l'ordre des u pour lesquels sont écrites
les instructions dé test est l'ordre d'entrée de l'arborescente avec

Vorientation pour laquelle, lorsque Y (x) est de longueur 2',.,

& &) = "yOx,u) 2(x,u)',

Si l'ensemble E! est donné par ordre croissant, y(x,u) et z(x,u) sont

des intervalles dont il suffit de placer les bornes dans la pile. On peut

choisir pour u la médiane de x ou, s* chaque élément de E! posstde une

probabilité, égaliser autant que possible la probabilité pour un élément

d'étre dans y ou dans z, x

Lorsque E' est donné dane un ordre quelconque, on choisit u dans x
de maniére quelconque (par exemple le premier ou.le dernier élément),
et on permute x de maniére A ce que y(x,u) et 2(x,u) en deviennent
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intervalle’s: ils sont ainsi faciles A repérer, L'arborescence (E', [1 ') est

‘déterminée par une matrice & trois colonnes, qui donne pour chaque nom-

bre 0,1 ou 2nombres dont il est le prédécesseur, (HIBBARD] montre

qu'il est’alors facile, aussi bien de chercher un nombre de E' que d'enle-

ver ou d'introduire de nouveaux points (nombres) dans l'arborescence, De

sorte que l'arborescence peut aussi étre construite par adjonctions suc-

cessives ; on peut voir que cette construction demande les mémes tests

que celle qui vient d'étre donnée, et elle évite d'utiliser une pile, En réa-

lité, la corstruction de la pile par la méthode qui vient d'étre indiquée per-

met surtout de trier l'ensemble E', car chaque élément u prend par per-

mutation sa place dans l'ordre croissant de E’ : c'est la méthode de tri

proposée par T, Hibbard, .

La méthode de tri dite "radix-exchange"” (HILDEBRANDT, ISBITZ}

revient aussi 4 la construction d'une arborescence bi naire : sojt,un en-

semble E! de nombres entiers écrits en numération binaire, quign peut

supposer de méme longueur 2 Soit E l'ensemble de leurs facteurs gauches

( 1,3) et R la relation. dans E ; xRy si, et seulement si, x est un facteur

gauche de y; E.R] est une ramification, A tout x de E, on associe le

sous-ensemble \?(x) de E! formé des nombres ayant x pour facteur gau-

che: ['(z), D] est une ramification isomorphe & [E.R |. on cons-

truit la pile adjointe 4 cette ramification : pour chaque x de E n'ayant pas

Ppour longueur, on partage l'ensemble {('(x) en les deux sous-ensembles
y(x) et 2(x) des nombres qui ont x'0' et x'1' respectivement pour facteur

gauche ; et on permute ‘f(x) de manitre que tout élément de y(x) précéde

tout, élément de z(x); A la fin de la construction de la pile, l'ensemble E!

donné est trié, Comme dans l'étude précédente, on peut se-borner A faire

entrer dans la pile celui des deux intervalles y(x) ou z(x) quia le plus

grand nombre d'éléments, Cette méthode différe légérement de. celle pro-

posée par [HILDEBRANDT,ISBITZ] , qui utilise cependant une partie de

mémoire qui se rapproche d'une pile,
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La détermination d'une arborescence graphe partiel d'un graphe donné

entre aussi dans le cadre du probléme posé au début du paragraphe, D'ailleurs

la construction d'une arborescence binaire dans Uensemble D des parties d'un
ensemble E', que nous avons faite, est la construction d'une arborescence,

graphe partiel d'un treillis,

2, 10, Pile conjointe a une ramification orientée,

2, 10, 1, Constructions de ramifications orientées dont on donne la suite de feuilles,

Soit un ensemble D, Un premier probléme consiste & chercher toutes les

ramifications orientées dont l'ensemble des points est contenu dans D et qui

ont une suite de feuilles donnée, On peut aussi, comme au paragraphe 2, 9,4,
se donner une relation e entre D et D* et chercher les ramifications orientées

(E, ¥ ) ayant une suite de feuilles donnée et telles que, pour tout xdeE,

xe B(x).

Soit {E,.R] une ramification orientée 4 déterminer, Nous utiliserons
comme outil une pile TT! ob, six Ry, x entre aprés y : il suffit que ordre

d'entrée de J)! soit l'ordre de sortie de la ramification, Or la pile adjointe

A une ramification orientée a pour ordre de sortie l'ordre d'entrée P de la

ramification ; sa pile réciproque a pour ordre d'entrée pl, qui est lordre

de sortie de la méme ramification, mais munie de l'orientation inverse,

Appelons pile conjointe & une ramification orientée la réciproque de la pile

adjointe 4 la méme ramification, munie de orientation inverse, D'aprés

les résultats analogues sur la pile adjointe (2, 9.2) :

Théoréme 2, 7, Toute pile simple est conjointe 4 une ramification orientée

unique, Lorsqu'une ramification orientée est transformée par un isomorphis-

me 9 » 8a pile conjointe est transcrite par Y 7
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2. 10, 2, Etude et construction de la pile conjointe A une ramification orientée donnée,

Soit une ramification (E,R] orientée, P son ordre d'entrée, S son ordre de :

sortie, En utilisant les résultats du paragraphe 2, 9, 1, moyennant le passage

& la pile réciproque et le changement d'orientation, on obtient la description

suivante de sa pile conjointe 7\ ! dans le mot de sortie de T\', les famil-

les de la ramification forment des intervalles, ob les éléments de chaque.

famille sont rangés dans lordre inverse de ordre d'orientation ; aprés la

sortie de T\' d'un des éléments d'une famille, viennent immédiatement les

sorties des autres éléments de cette famille, puis l'entrée du prédécesseur

des points de la famille les noeuds entrent tous de cette facon, Apres la

dernitre entrée, sortent les racines, L'entrée d'une feuille n'est pas immé-

diatement précédée d'une sortie. On peut dissocier le mot d'entrée en

ses deux traces sur les ensembles des noeuds et des feuilles la trace sur

ensemble des feuilles est la suite de feuilles de la ramification orientée donnée,

Compleétons {z,R] en une arborescence en lui adjoignant une racine é :

ainsi tout point aura un prédécesseur, T(' posséde S pour ordre d'entrée ;

son ordre associé R' est celui qui a été défini au paragraphe 2.9, moyennant

_le changement de notation qui consiste A remplacer P par s} (A cause du

diaprés (9) (2. 9, 1), (10) et (11) (2, 9, 3)

(12) xRiy (=) xSy et pd(y)Spd(x) G=—=> xSy et pd(x)Ry et y $ pd(x)

(==) xSy et pd(x)R pd(y),

changement d'orientation)

Nous construirons la pile T\' grace & un algorithme déduit de celui du |

paragraphe 2.2.1, Comme aprés la sortie d'un élément sortent tous ceux

de sa famille, il sera inutile de revenir au test qui permet la sortie, pourvu

qu'on sache reconnaftre le premier des éléments de 1a famille

;
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qui est entré dans la pile (donc le dernier & sortir), Cette reconnais-

! sance sera aiséé si A Ventrée du premier €lémerit ‘d'une famille, on

- ofait d'abord entrer un séparateur +, Alors, quand un €lément sortira

de la pile, sortiront & la suite tous les sommets succeasifs jusqu'au

premier + rencontré, qui sortira aussi et pourra servir, dans le

mot de sortie, de séparateur entre deux familles différentes, A l'en-

trée d'un élément z sur un sommet e, pour savoir si on doit d'abord

faire entrer +, on testera sie est équivalent Az: si e op 2!*), =e
entre avant z, Comme eSz, e m/z entrafne d'ailleurs eR'z, donc que

z entre dans la pile,

Le test d’'entrée (eR's) n’a besoin d'étre effectué que lorsque z est

une feuille, Alors z n'est pas le prédécesseur de e; d'autre part, eSz,

(pd(e)Rz),

La ramification &.R), a été camplétée en une arborescence par

D'aprés (12), le test se réduit donc & celui de

introduction d'une racine & , Diaprés le paragraphe 2.2. 1, on doit

aussi adjoindre a E un élément 4 tel que AR'x pour toutxde E

il suffit de convenir que A a § pour prédécesseur et est,dans l'ordre

d'orientation,le premier des points qui possédent cette propriété

(A est équivalent aux racines de la ramification donnée), Enfin, au

paragraphe t,@, 1, on introduisait un élément o dont l'entrée dans la

pile marquait la fin du déroulement de Ualgorithme,: Ici, nous le rem-

placetohs par un élément o' qui soit une feuille équivalentea A ,

dévaies élément dans l'ordre d'orientation de la famille de &
@' ne posséde pas les propriétés indiquées par o, mais 4 son entrée

‘dans la pile, celle-ci contient les racines de la ramification donnée et

a :en effet Q' devrait ressortir aussit@t avec toute sa

famille et déterminer ainsi 6 ; Ventrée de o marque donc en-

core la fin eh processus, 5 nientre pas dans la pile, et pendant le
déroulement de l'algorithme, il existe toujours une premiére feuille

at non encore entrée, Cette feuille est notée z sur l'or-

(#) q signifie "non équivalent A", Rappelons que e est dit €quivalent8 q PP q

& z sie et z appartiennent A la méme famille,



““ganigsarnme de la figure 13, qui décrit Valgorithme ; e est le eommet

ge 1a pile '& chaque étape ; est le prédécesseur de la famille qui

vient dé sortir, .

( remification
_ domée _,'

> _fentrée dune feuitte

TEST a

oul

Les racines| entrée " [sortie des
sont dans lal de! == éléments

pile - Vider| jusqu'a +

la pile

TEST b

entrée du

7 noeud oh

Figure 13
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36 sit “b aGoy

:,On ne construit pas en réalité une pile simple, mais une pile sur

. ensemble EY { A ==} dont la trace sur E est la pile simple TT',
“~

Le mot de sortie est formé des divers Y (x),ot x est un noeud de la

ramification, s€éparés par +, et obtenus dans l'ordre de sortie des

prédécesseurs x,

Exemple (figure 14) :

suite de feuilles: Aabcdi@!

e f

e+ a aod ds,

bob bb »b * + #4 + ¢ ay

&oaaaaa Xe dy dg Ay dy dy ay oy ay

t+ bo e £ € + + $$ # $$ & # ¢ € a,

46446 AKKKHAOAKOHKBSAoBaA

Mot de sortie : c+ dybayfded s+ ay hye ae.
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Remarque : Dans l'algorithme précédent, remplagons le signe + par

© : le mot de sortie obtenu contient chaque élément de E qui y est placé

lors de aa sortie de la pile,. i! un € qui est placé a chaque entrée d'un

noeud 5 plagons aussi dans ce mot un 6 lors de entrée d'une feuille, On
obtient ainsi un ‘mot A ; le réfkéchi a de X nilest autre que le mot de
description de la pile réciproque de la pile conjointe a la ramification
orientée, clest-a-dire de la pile adjointe & la méme ramification, munie

de orientation inverse,

2.Ae. 3, Couples sur lesquels portent les tests. Deux sortes de tests sont

effectués :

a) (e wz) et (pd(e)Rz) ; ce test est effectué immédiatement aprés

lentrée de e, que e soit une feuille ou un nceud, z est donc la premiére

feuille qui suit e dans l'ordre S,

) (ew A); pour chaque neud , il existe un seul test portant

sur le sommet de la pile et X premier élément & entrer, car & entre

immédiatement. Identifions ce sommet e grace au théoréme 2.2, Soit x

le plus grand minorant strict de l'intervalle R( & ) pour l'ordre S;

), et done x S & S pd(x), dod pd(x)R&

Ig x, AL ARv et

par suite pd(x)Rv, avec pd(x)#v :xR'vd! aprés (12), D'autre part,

& Rpd (v), dot % = pd (v)ourpd (v) RO sv R'& dlaprés (12):

pd(x) n'appartient pas A R(

(théoréme 2.4 ). Soit v un Slément de

(x, & } est un couple comyor, donc x est le sommet cherché,;
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En résumé, on a & effectyer les tests suivants

(test a) pour tout nceud ou toute feuille b, (bru z) et (@d(b)Rz) ob z est la

premiére feuille qui majore strictement b dans l'ordre S (b wz ehtrafne

pd(b) Rz),

(test b) pour tout noeud b,(x 17 b) ob x est le plus grand minorant strict de

‘Iintervalle R(b) dans lordre S,

Les couples de points ainsi compargs sont d2s couples dz points consécutifs

(2, 6, 3), Inversement, tout couple de points consécutifs b,z ot z est une

feuille, est l'objet d'un test a,

Revenons & la pile simple TY' = (uy> bees a) conjointe a [E,R}

1) si y est le sommet de u,_, alors que i est Ventrée d'un nceud ou d'une

feuille z, le couple (y,z ) fait l'objet d'un test, donc y et z sont consécutifs

et pd(y)Rz,

2) si us.) est vide alors que i est l'entrée d'un point z , le couple (A ,z)

fait objet d'un test, A et z sont des points consécutifs de la ramification

complétée il existe un chemin de {Z.R] ayant une racine pour origine,

z pour extrémité, et dont tout point soit le premier de sa famille,

3) sii est une sortie d'un point y, i-1 son entrée et z la premiére feuille

dont l'entrée est supérieure ai, le couple (y,z) fait l'objet d'un test a, y et z

sont consécutifs et pd(y)Rz,

4) siiest une sortie d'un point y, i-1 son entrée et si l'entrée d'aucune

feuille n'est supérieure & i, le couple (y.) fait l'objet d'un test a, yet ®

sont des points consécutifs de la ramification complétée : il existe un che-

min de fz RY ayant une racine pour origine, y pour extrémité, et dont tout

point soit le dernier de sa famille,

2, 10,4, Piles conjointes & certaines sous-ramifications d'une ramification orientée,

Théoréme 2.8. Soit [E.R] une arborescence orientée et TE).R,| une sous-
arborescence’ compléte de méme racine, dont l'orientation est induite par celle

de [E,R] ( 2.4. 1), Tout état de la pile conjointe & {Fy Ry \ est un état de la

pile conjointe a! =, R}.
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Soient y €E, et x GE tels que xR'y, D'aprés (12), pd(x) Ry et y# pd(x) ;

un point x' de la frmille de x vérifie pd(x)Rx'Ry. Comme la racine de {e,R]

appartient & E, , dlaprés la définition d'une pseudo-arborescence complete

(1.4. 1), pd(x), x' et x appartiennent & Ey R) et ordre de sortie Ss, de

[E)-R,] sont les restrictions 4 E, de Ret de S, ordre de sortie de [E.R] ;

(12) montre alors que les piles conjointes aux deux arborescences orientées

ont méme état de sommet y.

Théortme 2, 9; Soient une ramification orientée (E,R| et la sous-ramifica-

tion (FpRyl formée de ses racines, de ses feuilles ot de ceux de ses points

qui ne sont pas seuls dans leur famille ; l'orientation de {F, Ri) est induite

par celle de {z.R] . Tout état de la pile Uy conjointe & {Fil est un état

de la pile U conjointe & [E.R] . Pour tout état ude U, il existe un état u
1

de uy qui en différe au plus par le sommet, le sommet de u étant transformé

en celui de a) par le quasi-isomorphisme qui transforme {E.R] en (E)R,] )

Si y est un point de E autre qu'une racine, la suite des éléments dont la

sortie est comprise entre la sortie de y et la premitre entrée suivante est la

méme pour U et UL .

{z)R, | est une ramification scus réduite de {E.R] , done déduite de

[E.R] par un quasi-isomorphisme ” (1.5), Soient S et Ss) les ordres de

sortie de [E.R] et (Fy Ry] » Ri et R') les ordres associés aux piles U et

Uy 5) est restriction de S. Envisageons y € E, etx € Etels que xR'y ;

x appartient 4 Ey, sinon $a sortie de U suivrait immédiatement son entrée,

ce qui contredit xR'y, Soient z et 2 les prédécesseurs de x pour R et Ry

zRz, z= Y (z) (1.5.3) 5 zRy et yz entrafne 2,Ry et yee 3 récipro-

quement, z Ry et y#2y stécrit eR ¥ (y) et Y (y)# (2), qui entrafne |

zRy (1,5, l) ety, Donec, daprés (12), Riy)=R' (y)- i L

Si y' n'appartient pas & E, il existe y dans gE) tel que Yly')=y, et un

chemin y, Yyreees yyy de [E.R] dont chaque point, seus y, est seul dans

sa famille, L'étude de la pile conjoin*~ & (z.R] montre que cette pile

contient des états u' y', ype aide rays uy ; uly est un état de u, d'aprés

la premiére partie du théoréme,

Cide. 6.

satisfont & la seule condition qui a été imposée ci-dessus, Comme toute

pile simple est conjointe 4 une ramification orientée et une seule, on

peut dire qu'on détermine ainsi toutes les ramifications orientées (E, % )

ayant une suite de feuilles donnée

Supposons que l'on donne de ae une relation fe entre D et le mo-

nofde libre p*, Sia la sortie d'une suite d'éléments formant un mot A ,
on fait entrer un & telque oO e X » pourvu qu'il existe un tel élément
O& non encore entré, les ramifications engendrées sont les solutions

du deuxigme probléme posé au paragraphe 2.4e, 1,

Application de la pile conjointe aux problémes de minimum du para-

graphe 2.4 . Au paragraphe 2.9 , ona vu que, pour une ramification

{e,R], le minimum de la fonction mx(N), pour les ordres totaux N

vérifiant la condition (OR), était réalisé par un ordre de sortie, Un tel

ordre de sortie 5 est obtenu en orientant la ramification de proche en

proche : pour tout point y de la ramification, notons S_ la restriction de

Sa Vensemble R(y) des majorants de y, et mx(S,) la valeur pour lordre

S de la fonction mx associée A la sous-arborescence de [E.R] ayant

Ry) pour ensemble de points ; si pour chaque famille [¥p% are x,}
de prédécesseur x, on connaft les oe et les mx(S,), il suffit d'ordon-

ner la famille pour que les mx(S,.) soient décroissants ; on connaft

alors S. (3.3) et mx(S,) (2.4. Si y est une feuille, R(y) est réduit

a yet mx(S,)= lL

Partons d'un ordre de sortie quelconque S! de la ramification (qui

est ainsi orientée), et transformons le en S, en réordonnant les fa-

mities l'une aprés l'autre comme il vient d'étre dit : A chaque étape, on

obtient une nouvelle orientation, d'ot un nouvel oudre de sortie, :

ot tous les ensembles R(y)

sont des intervalles (théoréme 2,4 ), Nous utiliserons la pile conjointe

a la ramification,orientée par l'ordre S' donné ; cette pile sera cons-

truite par l'algorithme du paragraphe 2, da, 2, et nous y noterons, avec
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La dernitre partie résulte du fait qu'avec un point, E) contient toute sa

famille dans [E,R] .

2. 10, 5, Retour au probléme posé en 2, 10, 1. Soit un ensemble D et une suite

te ! comme,£ d'éléments de D, Utilisons A, fh f,> eee

suite de feuitles a entrée de l'algorithme de 2, 10, 2, et faisons entrer
d'autre part dans la pile comme noeuds a des éléments de D distincts

n'appartenant pas a cette suite, Imposons aux tests les seubs conditions qui

permettent d'assurer “Aw o et pd(A)Rz, clest-A-dire ; si la pile ne

contient aucun séparateur ++ au moment d'un test (a), e wz si z= o » et

pd(e) Rz (avec éventuellement e fu'z), si z#9! 3 sila bile contient un

séparateur A ce moment, em o et pd(e)R ob. Dans les autres cas, les
réponses aux tests seront choisies arbitrairement, A entre le premier dans

V fy sone .

y entrent tous.si on envisage une exécution de l'algorithme qui soit finie.

la pile et ne sort jamais ; $ nientre pas dans la‘pile ; f

L'algorithme engendre alors une pile sur un ensemble E UJ {4 +3 ’

ob £ est un sous-ensemble de D ; sa trace sur E est une pile simple 71’.
Diaprés ‘le théoréme 2.7, 1\! est la pile conjointe & une ramification orientée,

dont les féuilles sont caractérisées par le fait que leur entrée dans la pile

n'est pas immédiatement précédée d'uhe sortie ; la ramification & laquelle

Ty ' est conjointe admet fy Biers i comme suite de feuilles,

En résumé , l'glgorithme du paragraphe 2, 10,2 engendre les piles

conjointes & toutes les ramifications orientées ayant une suite donnée

comme suite de feuilles , et elles seules , lorsque les éléments de D

qui entrent dans la pile sont tous distincts et que les réponses aux tests

|

|

|

L
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chaque point y, mx(5;) et les extrémités de l'intervalle R(y) dans la

permutation actuelle de E ; A la sortie de la famille {x Myr seee x3

de prédécesseur x, on poaséde les renseignements nécessaires pour la

réordonner ; on peut ainsi calculer mx(S.), connaftre les extrémités

de lintervalle R(x) dans la permutation de E, et réordonner les intervalles

R(x,) dans R(x) pour obtenir la nouvelle permutation, Dans la mémoire
d'une calculatrice, les permutations successives pourront étre stockées

séquentiellement, et il faudra effectuer des transferts, ou bien on pourra

éviter ces transferts en les stockant sous forme de "liste" (cf, par exem-

ple NEWELL, sHAw] ),
Tout ce qui vient d'étre dit reste valable en remplagant la fonction mx

par la fonction k définie au paragraphe 2.7, ou par 1a fonction mx! si on

cherche seulement & minimiser mx! (N) pour les ordres de sortie Ne

2, 11; Construction de la pile conjointe grace & des tests portant uniquement sur

des feuilles,

211, 1, Etude générale, La construction de la pile conjointe A une ramification

orientée (ou la détermination d'une ramification orientée parmi celles qui
possédent une suite de feuiljes donnée) est donc ramenée A la connaissance

de deux relations, liées A la ramification la relation d'équivalence et

la relation pd(x)Ry, pour les couples étudiés au paragraphe 2, 19, 3, Ces

couples ne sont pas formés uniquement de feuilles, Peut-on se contenter

des restrictions de ces deux relations A Uensemble F des feuilles ?

Soit TY" la traee sur ensemble F (1, 6.4) de la pile 7! canjointe &

une ramification orientée, Chaque test (a) (2, 10. 3) porte sur un couple

(b,z) et provoque lentrée de la feuille z ou la sortie de la famille de b ;

on peut lui associer un test sur le couple (y,z), ob y est le sommet de la

trace sur F de l'état de 71 ' dont b est le sommet sib est un noeud, b

est distinct dey ; peut-on alors ramener le test (a) (bw 2, puis pd(b)Rz)

aux tests analogues (y ry 2) et (pd(y)Rz) ? On doit anssi effectuer le test (b)

“Gerv b) + peut-on encore le ramener aux tests précédents ?
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Soit une ramification [E,R]. bes feuilles et ceux de ses noeuds qui

sont prédécesseurs d'une fevitle forment uné sous-ramification [E,2) ;

qu'oh appellera le feuillage de (z,R] 5 [E.R] est son propre feuillage,

La ramification sous-réduite de [E,R] Q. $.3) a m@me feuillage que

[E,R]. Une orientation de [E,R] détermine une orientation de ton feuil-

lage (24, 1),

Si, pour construire la pile conjointe 4 une ramification orientée, on se

limite aux tests sur les feuilles qui viennent d'étre proposés deux ramifica-

tions distinctes ayant méme feuillage fourniront les mémes réponses aux

tests alors qu'elles n'ont pas la méme pile conjointe, On devra faire une

hypothése supplémentaire qui ne puisse étre satisfaite a la fois par deux

ramifications distinctes ayant le méme feuillage. Le plus simple est de se

limiter & étudier, ou a chercher, une ramification qui soit un feuillage (#),
Soit donc un feuillage [E,R] orienté : tout noeud est le prédécesseur

d'une feuille, Etudions l'algorithme de construction de la pile Ti’ conjointe

A ce feuillage, Nous conserverons les notations qui ont déja été utilisées :

R' est ordre associé & la pile T\'; il a été défini au paragraphe Z,4e, 2,

en (12); Q est l'ordre de sortie de cette pile; pour tout neeud b , x est le

sommet de la pile W' lors de l'entrée de & , autrement dit 1'élément qui,

(x) On montre aisément qu'on obtient l'une quelconque des ramifications

orientées (E, y ) ayant un feuillage orienté (2,8) donné, de la maniére
suivante : pour chaque nceud y du feuillage, on construit une arborescence

orientée A(y) de racine y, qui a pour suite de feuilles ¥ (y), ob tout €1é-

ment de g (y) qui est une feuille de «, ¥) a y pour prédécesseur, les points

de A(y) autres que la racine ou les feuilles n'appartenant ni a E, ni a Uarbo-
rescence A(y') associée & un autre noeud y'; on construit une ramification Ay

qui a pour suite de feuilles la suite des racines du feuillage donné,dans l'ordre

d'orientation,les noeuds de A, niappartenant ni a g, ni a aucune arborescence

Aly), Alors E est formé des points de A, et des Aly); si x est un noeud de A,

ou de A(y), il n'est noeud d'aucune autre de ces ramifications ¥ (x) est le

mot qui a pour prédécesseur x dans la ramification orientée dont x est noeud,

7)

dans l'ordre S, précéde immédiatement R (b); y est le sommet de la pile Tt"

4 ce moment ; ilen résulte que yR'xR'b (théoréme 1. 7); z est la premiére

feuille qui majore b dans l'ordre S, Nous poserons de plus a=pd(b) et r=pd(y).

Démontrons d'abord quelques lemmes :

Lemme 1. rR pd(x) Ra,

Ceci résulte directement de yR'xR'b d'aprés (12) (paragraphe 2, 10, 2).

Lemme 2, Pour que x soit équivalent A b, il faut et il suffit que b ne soit pas

le premier élément dans l'ordre S, de sa famille,

La condition est évidemment nécessaire, Réciproquement, sib n'est pas

le premier élément de sa famille, x qui précéde immédiatement R(b) dans

Vordre § est équivalent & b (2. 3, 3),

Lemme 3, S'il existe une feuille w équivalente A b et telle que wSb, w, y, x

et b sont équivalents,

x est Equivalent & b d'aprés le lemme 2, D'aprés (12), wR'b ; b est le

sommet d'un état u, de 7' : w appartient & 4, (théoréme 1. 7), Le sommet

de la trace de u, sur Fest y ; donc wR'yR'b (théorme 1. 7) et par suite

bQyQw. Comme les familles sont des Q-intervalles, y est équivalent & b,

Lemme 4, Pour que aRz, il faut et il suffit que b ne soit pas le dernier élé-

ment, dans l'ordre S, de sa famille,

Si b est le dernier élément de sa famille, son S-euccesseur est a (2, 3,3) :

donc zSa, d'ot aRz, Sib n'est pas le dernier élément de sa famille, s2n

S-successeur appartient & R(a) et c'est une feuille (2.3.3) ; c'est donc z,

En particulier, s'il existe une feuille w équivalente & b et telle que bSw,

alors aRz,

Lemme 5. S'iln'éxiste aucune feuille w équivalente a b et telle que wSb, y

niest pas équivalent A z et rRz,

Comme la ramification étudiée est un feuillage, il existe une feuille w équi-

valente Ab ; ici elle vérifie bSw 3 d'aprés les lemmes 1 et 4, rRaRz,

a-fz car a est un noeud et z une feuille ; xa car y n'est pas équivalent Ab ;

donc r# pd(z),
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Etudions maintenant si les réponses aux tests (ymz) et (r Rz) déterminent

, les réponses & (xb), (bruz) et (aR 2) ::

1) Hypothése : yz. D'laprés le lemme 5, il existe une feuille w €quivalente & b

telle que wSb. Alors, d'aprés le lemme 3 : xmbaz. bet z entrent dans la

pile sans séparateur,

2) Hypothése rRz (d'ot yz). D'aprés le lemme 5, il existe une feuille w

€quivalente & b telle que wSb, Done (lemme 3) yu xmb ; dot r=a, b giz et

aRz, bentre dans la pile sans séparateur, z n'entre pas ; la famille de b

sort donc,

3) Hypothtse : yoliz et rRz, De rRa (lemme’ l) et rRz, on déduit aRz, car z

est une feuille de la ramification. Mais nous allons voir quiici on ne peut déter-

miner le résultat du test (x/v b) sans hypothtses supplémentaires, En effet,

Vhypothése est réalisée dés que'b n'est précédé (dans ordre S) par aucune

feuille €quivalente (lemme 5), Mais selon que b est ou non le premier élément

de sa famille, bx ou bry x (lemme 2), Il est donc nécessaire qu'il n'existe

aucune famille dont les deux premiers éléments soient des nocuds, D'autre part,

supposons qu'une famille posséde deux nceuds consécutifs (pour l'ordre S) b et bl,

précédés d'une feuille, Etudions b : d'aprés le lemme 4,aRz; d'aprés le

lemme 3, yuxmb} par suiterRz, z vérifie b'Rz et b! xz Donc z n'est

pas. €quivalent A b nia y. L'hypothése est satisfaite, et bw x, Il est donc néces-~

saire que s'il existe une telle famille, aucune autre famille ne commence par

un noeud,

Les réponses aux tests (y sz) et (rR z) ne peuvent donc déterminer les

réponses & (x ub), (ba) z) et (aR z) que dans lescas : -

(A) si deux noeuds appartiennent & la méme famille, dans cette famille une feuille

ou 22 trouve entre eux (pour l'ordre d'orientation) ,

‘(B) pour tout noeud, le premier, dans l'ordre d'orientation, des éléments dont

il est le prédécesseur est une feuille,

|
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Dans (A) on a introduit une condition sur les racines parce quielles forment,

avec A et Q , la classe des éléments de prédécesseur d (2. 10, 2), Aucune condi-

tion sur les racines ne se trouve dans (B),car Avest le premier élément de la

classe des racines et ila été considéré comme une feuille,

Pour qu'une ramification soit un feuillage et satisfasse & la condition (A), il

faut et il suffit qu'elle vérifie (A) et

(Al) si un noeud est le prédécesseur d'un seul élément @, o est une feuille,

Les ramifications sous-réduites satisfaisant a (A) sont toutes des feuillages,

L'hypothése (B) suffit pour qu'une ramification soit un feuillage, Inversement,

il est clair que tout feuillage posséde une orientation telle que (B) soit sarisfaite,

2, 1L 2. Etude du cas (A),

Lemme 6, Dans le cas (A), x est une feuille et donc x=y.

Diaprés le lemme 1, pd({x)Ra, d'ot pd(x)Rb ; il existe done b tel que x mb)

et b Rb ; x#b) car xRb, x n'appartient pas & R(b,) et R(b,) cortient R(b).

x est donc aussi l’élément qui, dans l'ordre S, précéde R(b,) ; dans leur famille ,

x et b sont consécutifs, x est donc une feuille,

Lemme 7, Dans le cas (A), pour que b ne soit pas le dernier élément de ga fa-

mille, il faut et il suffit que b soit €quivalent & z.

Si b n'est pas le dernier élément de sa famille, 1’élément suivant est une feuille

z', R(z') est réduit a z' ; z! est donc le S-successeur de b (2, 3,3), Dlot zt =z,

b est équivalent & z. Réciproquement, bv z% entrafne a Rz et il suffit dtappliquer

le lemme 4,

Revenons 4 l'hypothése 3 du paragraphe 2,10.2 : y poz et rRz, Supposons

que b ne soit pas le premier élément de sa famille, Alors b est équivalent A x= y

(lemme 2), b n'est donc pas équivalent & z, b est le dernier élément de sa famille

(lemme 7) et aRg (lemme 4) comme a=r, ceci contredit rRz, best donc le

premier élément de sa famille, On en déduit x ob (lemme 2) et br z (lemme 7) ;

un séparateur entre, puis b, puis 2, Les tests sur y et z sont donc suffisants dans

le cas (A),
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Il est facile d'adapter 4 ce cas l'algorithme de 2, 10,2, Apres avoir détermi-

né la classe des éléments dont un noeud a est le prédécesseur, on placera a dans

une "mémoire auxiliaire" pt, en attendant de savoir s'il doit étre précédé dans

entrée de (1)

sortie des élé-

ments jusqu'a +

entrée de (j)

vider la pile
entrée de +

Figure 2.11

On a vu (lemme 6) que y est le sommet de la pile construite, "entrée de (p"

ne modifie pas la pile lorsque p=,

76/77)

2, 11,3, Etude du cas (B), L'hypothése du lemme 3 est toujours réalisée : x est équiva-

lent A bet &y. Pour y@zetrRz, bpzetaRz': bdentre, puis un séparateur

puis 2,

Les tests sur y et z suffisent donc aussi dans le cas (B), Et tout nceud entre

sans séparateur, L'algorithme de détermination de la ramification est décrit

figure 2, 12.

— entrée d'une feuille

ani

N

f=! pd(g) Rf
our NON ee NON

vider entrée sortie des é1é-
la pile de + ments jusqu’a +

|

Figure 2.12
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2, 12, Ramification gauche d'une ramification orientée,

2, 12, L Définition, Au chapitre 6, nous serons amenés A déterminer une ramifi- eft te wetetevaleset team “tlhe "il

cation orientée (E, ¥ ) par une autre, qui a le méme ensemble de points E ment x dans A , y dppartient 4 E, et R'(y)=R(y) 5 dans l'ordre de sortie S,

et ot toute famille, sauf celle des racines, commence par une feuille, x préctde immédiatement R(y) : y suit aussi immédiatement x dans \'.

Pour cela, nous ailons ici associer & (E, ), de manidre injective, une c) Si le R-prédécesseur y d'un point x appartient & E,, y est aussi le
telle ramification (E, ¥'). R!-prédécesseur de x, sinon; dans (E, ¥ '), x et y appartiennent a la

Désignons par E, ensemble formé des racines de (E, & ) et de tout méme farnille, Supposons que x soit le dernier point de sa famille dans

point qui n'est pas le premier de sa famille, par R l’ordre associé & (E,8 ) : pour ordre S, x est le prédécesseur de y ; si y appartient &

(E, ¥), par S son ordre de sortie, La relation R! définie dans E par E), x est le dernier point de ¥'(y); sinon, x et y sont consécutifs dans

xRiy > (xRy et x& E)) ou xey leur famille commune.

est transitive ; R'(x)=R(x) six € Ey, Rix)= {x} sinon, L'ordre total S On déduit de cette étude la forme des familles de (E, 3') : siz est un

et la relation R satisfont aux hypothéses du théoreéme 2,4, ilen est de noeud de (£,8 ) appartenant & E) '¥ '(z) commence par la premi&re feuille

méme pour S et R', Il existe donc une ramification orientée (E, Y') unique i ay de R(z), qui est suivie des autres éléments de sa famille 8 @,)s sia, ek),

dont R' est l'ordre associé et S l'ordre de sortie, Nous l'appellerons aysz, B(zy=¥ (a) ; sinon J (a) est suivi de la famille 3 (a,) dont ay est

ramification gauche de (E, ¥ ). le premier élément, etc... Finalement, ¥*(z)= § (2,)... 6 fa.) 8

Si un isomorphisme 'P transforme (E, ¥) en (E", ¥"), est aussi P > l; ane ; pour 1gi¢p-l, a, est un noetit de (E,¥ ) et une feuille

un isomorphisme de (E, Y') dans la ramification gauche de (E", "), Si de (E, 8 ') ; tout autre élément de ¥ (z) est soit ay, feuille de (E,¥ ), soit

toute famille de (E, § ) autre que celle des racines commence par une un point de E, : clest une feuille de (E, ¥ ) ou un noeud de (E, ¥') ; pour

feuille, les relations R et R' sont confondues, (E, &)=(E, 6"). 1¢i ¢p, a,_, est le premier élément de v (a,).

2, 12, 2, Propriétés de (E, %'). (E, %') a mémes racines que (E, ¥ ); ses feuilles La figure 2, 15 schématise une arborescence orientée et sa ramification

sont les feuilles de (E, Y ) et les noeuds de (E, ¥ ) n'appartenant pas & Ei (arborescence) gauche (orientation de "gauclie & droite"),

ses noeuds sont ceux de (E, 8 ) qui appartiennent & E) . Identifions le ‘

R'-prédécesseur z d'un point x qui n'est pas une racine : zRx et 24x; |

de plus, dans le R-intervalle Jz,x[ n'existe aucun élément 2' de E) sinon

2! vérifierait 2R'z'R'x, Le R'-prédécesseur de x est, pour R, le plug

grand minorant strict de x qui appartient A Ey De ce résultat, nous )

déduirons diverses conséquences :

a)Siz€é Ez, et si y est la premiére feuille de R(z),d'aprés l'étude faite

en 2, 3,3, z est le R'-~prédécesseur de y, la famille ¥'(z) a y pour |
premier élément : (E, ¥') est sa propre ramification gauche, }

b) Deux points x et y qui appartiennent & la méme famille de (E, 0 ) | Figure 2, 15

appartiennent aussi a la méme famille Nae (E,%'), Si y suit immédiate-

|
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2, 12, 3, Existence et unicité d'une ramification orientée ayant une ramification

gauche et un ensemble de fevilles donnés, La donnée de la ramification

(E, 8 ') et de l'ensemble F des feuilles de (E, $ ) permet - de déterminer

pour chaque mot % '(z) la suite des a, } on connait alors les & (a,) et

% (z), clest-a-dire pour tout nosud u de (E, ¥ ) le mot x (u), Par suite,

il existe au plus une ramification orientée (E, ¥ ) qui a un ensemble de

feuilles F donné et dont une ramification orientée donnée (E, ¥ ') est

ramification gauche,

Pour que (E, ¥ ) existe, il est nécessaire que toute famille de (E, ¥'),

sauf celle des racines, commence par une feuille et que F soit un ensem-

ble de feuilles de (E, % ') qui contienne le premier élément de chacune

de ces families, Supposons qu'il en soit ainsi, Envisageons un noeud z de

(E, ¥') et, dans § '(z), la suite (€ventuellement vide) des feuilles de (E,%')

n'appartenant pas ar Ay veers.) 3 posons aa (p 2 1) : on peut

écrire ¥ (z= ¥ (a) aes 3B a.) ob, pour 2¢ i ¢ p, a; est le premier

élément de % (a,) ; notons d'autre part que, d'aprés Vhypothése, le

premier élément ay de ¥ (a > appartient 4 F, On définit ainsi, pour toute

feuille u de (E, X ') n'appartenant pas A F, et pour tout noeud u de (E, X '),

un mot % (u) : chacun de ces mots commence par une feuille de (E, ¥ | y;
siu € F, posons § (u)= A , Tout point de E qui n'est pas une racine de

(E, 8 ') appartient & un, et un seul, des mots § (u) : dlapras 1,4, 1, ces

mots, avec § (A), mot des racines de (E, ¥ '), définissent une rami-

fication orientée (E, 4 ) dont F est l'ensemble des feuilles 4, soit Ey

l'ensemble de ses racines et de ceux de ses points qui ne sont pas premiers

de leur famille ; les noeuds de (E, 3 ) qui appartiennent & E, sont les

noeuds de (E, X ''), Si R est l'ordre associé A (E, ¥ ), d'aprés 2, 3,3, la

premiére feuille de R(z) =Ria) est ap. Il résulte alors de la construction

des familles de la ramification gauche de (E, % ) que cette ramification

est (E, k al

Théoréme 2,}@, Pour qu'il existe une ramification orientée (E, § ) d'ensem-

ble de feuilles F donné, dont une ramification orientée (E, ¥ ') donnée soit

la ramification gauche, il faut et il suffit que tout élément de F soit une

feuille de (E, ¥ ') et que chaque famille de (E, 8 ') autre que celle des

racines commence par un élément de F, (E,% ) est alors unique.
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2, 12,4, Entrées et sorties de ia pile strictement attachée & (E, ¥ '),L'entrée

d'un noeud de (E, ¥ ') est auivie de celle d'une feuille de (E,&% ), Si un

noeud x de (E, ¥ ) qui n'appartient pas A E| a pour successeur, dans l'or-
1

dre S, un autre noeud y de (E, ¥ ), x est le premier point de sa famille,

mais aussi le dernier et y est le R-prédécesseur de x (2, 3, 3), donc

¥ (y)='x', Soit u, un état de la pile, i' le plus petit entier supérieur & i

qui est l'entrée d'une feuille de (E, % ) ou l'indice du dernier état de la

pile, i'-1l est la seule entrée possible d'un noeud de (E, ¥ ) comprise

entre i et i', Entre i et i' se trouvent m (> 0) sorties d'éléments de uss

. . |, ta 9 _& : =

iy Koad jj, } Posons i jg et i Jab? je et Saag (k=0,.2.,m)

sont séparés par l'entrée et la sortie de q ( > 0) feuilles de (E, 4 '), qui

sont aussi des nceuds de (E, & ), Kp rene dans ordre S, x xLV? cos,

‘ ~ 1forment un intervalle et, pour 2 < k < q, & (x)= "xy !
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CHAPITRE 3

Pilesd pseudo-ramifications

Piles simples dont une pile donnée est transcrite,

Nous avons vu au paragraphe 1,3 que toute pile U sur un ensemble E est

transcrite d'une pile simple US sur un ensemble E,: par une application f de

Ey dans E; le mot d'entrée de U est transcrit di mot d'ehtrée de Uy par l'ap-

plication f; cette condition définit d'ailleurs f, puisque tout élément de E a

une occurrence dans le mot d'entrée de US) de sorte qu'il existe au plus une

transcription transformant une pile simple donnée Uy en une pile donnée U.

Soient U,et u deux piles ‘simples , sur deux ensembles E, et Ey dont

une pile U sur un ensemble.E est transcrite, Les mots dentrée & 3 et & l

de Us et UL ont méme longueur, celle du mot d'entrée de U; tout élément de

Eo a une occurrence et une seple dans % Pt associons-lui l'élément de EB

quia méme rang dans C ; 7 nous définissons ainsi une bijection g de Eg sur

E; Par récurrence sur j, le j°TM® état de U_est tranecrit par g du j2TMe état

de UL: la pile UL est donc transcrite en US par g, et par suite UL est isomor-

phe a US:

Réciproquement, soit une pile U transcrite d'une pile simple Us par une

application f, et UL une pile simple isomorphe a US: clest-a-dire que Uy est

transcrite de UL par une bijection g. Comme le produit de deux transcriptions

est une transcription eo ° gn = (fo9)**), U est transcrite de U (par fog).

Théoreme 3. 1, Toute pile U est transcrite d'une pile simple US Si Uet US

sont données, la transcription est unique, Les piles dynples dont U est trans-

crite a les piles isomorphes & Uy et elles seules,

Pseudo-Ramifications,

Détinitions, Au paragraphe 1.4,§5, nous avons vu qu'une ramification orientée

est déterminée par la donnée d'un ensemble d'index I et d'une bijection définie

sur]; un ensemble d'index est un sous-ensemble du-monoide libre PW 2, dé-

duit de l'ensemble MW des entiers naturels, qui, avec tout mot A = Ay r de

dernier élément r, contient le mot A, s'il n'est pas vide et les mots \ x!

pour 0 & r! & r. Tout ensemble d'index I définit une ramification orientée,
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convention que (E,, Cc ve £) = (EL, 7 2

que nous noterons simplement I par abus de langage . Deux ramifications

orientées isomorphes ont méme ensemble d'index I, et la ramification orientée

I leur est isomorphe, , mt

Soit un ensemble E non vide, Nous appelons pseudo-ramification dans E

tout couple d'un ensemble d'index I et d'une application quelconque f de I dans

E, Nous dirons que la pseudo-ramification (I,f) est image par f de la rami-

fication orientée I, .

Une ramification orientée quelconque, d'ensemble de points E', détermine

son ensemble d'index I et une bijection g de I sur E' ; si on donne de plus une

application f! de E! dans E, on peut définir la peeudo- ramification (I, ffog) :
nous dirons encore que cette pseudo-ramification est image par f! de la rami-

(a(t), £) .Pour que

f), il faut que les ramifications orientées R, et RB aient

fication orientée donnée g(I) et nous la noterons

(By HYe(A,,

méme ramification d'index I, donc soient isomorphes : RB, = h( 9, pi alors,

si Ky = et), ( 3.2 -f1,)= (ho gt), f,)= (8,008) 5 pour que

CR pf) = (CH ,).f1,)) i faut et il suffit que ff! oh

(BR, ton) = (4 ),8)

Plus généralement, nous dirons qu'un graphe (E',[ ) et une appli-

si h est un isomorphisme,

cation f de E! dans E définissent un pseudo-graphe dans E (E', T jf), avec la

£) si, et seulement si, le graphe
2

r D par un isomorphisme h et fF f,0 h, Le pseudo-(E,, r 2) est image de (E,,

graphe sera dit fini si l'ensemble E! l'est,

"Si (I,£) est une pseudo-ramification dans E et g une application de E dans
un ensemble E) nous dirons que g transforme (1,f) en la pseudo-ramification

(I, gof) dans Ep 5 a

Exemple de pseudo-ramification ; soit un ensemble A, et D un sous-ensemble

fini du monoide libre déduit de A, tel que tout facteur gauche d'un mot de D

appartienne & D, Soit (~ la relation dans D: =e Be es

a €, A! si, et. seulement si, le mot est facteur gauche du mot. X’.

{b, Cc ] est une ramification; orientons-la

d'une manitre quelconque, A tout mot de D,

associons l'élément de A quile termine :

Vimage, par l'application f ainsi définie, de

la ramification {(p 5 Cc} orientée est une

pseudo-ramification ; f transcrit les chemins

A &.9
de (D ; Cc] dont l'origine est une racine en les 6 e

mots de D, On peut utiliser une telle pseudo- ° ‘ $
a4

ramification pour stocker un dictionnaire *-

(figure 3. 1, voir par exemple {SUSSENGUTH] ) Figure 3,1

D est alors l'ensemble des mots du dictionnaire, terminés par un symbole @ qui

pe a de reconnaftre leur fin, et de leurs facteurs gauches,

Soit une pseudo-ramification (I,f) dans un ensemble E, L'application f trans-
crit les familles de la ramification orientée I, qui sont: des mots du monolde libr:
, en des mots du monofde libre E* + qu'on appelle familles de la pseudo-ramifi-
cation; La famille des racines de 1 est transcrite en la famille des racines de

(I,f) ; sil est une WW cecacsite, (I,f) s'appelle une pseudo-arborescence : elle
a une seule racine; Toute autre famille de I est la suite ¥ (x) des éléments de I

ayant le méme prédécesseur x on dit que f(x) est prédécesseur de la famille

transcrite de ¥(x), La suite de feuilles (2, 6, 1) de la ramification orientée I est

transcrite en un mot de Gh appelé suite de feuilles de la pseudo-ramification,

On nomme hauteur ae (a ) la hauteur de I, Si J est une sous-ramification de I,

elle est orientée par ltorlentation de I (2. 4, 1), Son image par la restriction de f
a J est une pseudo -ramification, dite sous~pseudo-ramification de (I,f), Si J est

une sous- ~arborescence complate (1.4. 1) de, son image vat appelSe sous~pseudo
arborescence complite de (I,f), ~

La pseudo-ramification (1,4) peut @tre donnée par sa _matrice des index,

définie comme pour une ramification (1,4, 5), Elle 9st aussi déterminée par



4 toute matrice qui définit 4 la fois I (ou une ramification orientée iso-

morphe) et f, Il en est ainsi pour une matrice associée & I bordée d'un

+ vecteur qui pour chaque ligne, correspondant 4 x de I, donne f(x), I] en est

de méme pour une matrice & trois colonnes qui, pour chaque x de I, donnent

f(x), le numéro de la ligne de la matrice qui correspond au lien vertical de

x, et le numéro de celle qui correspond au lien horizontal, lorsqu ces liens exis -

tent : une telle matrice est appelée matrice d'enchafnement de la pseudo-
. 

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—
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ramification, En particulier, on peut ranger les éléments de I dans l'ordre

d'entrée de la ramification ; on a vu qu'alors, il suffisait d'indiquer dans la

deuxiéme colonne l'existence du lien vertical,

3. 2. 2, Réunion horizontale ou verticale de deux pseudo-ramifications, Soient deux

pseudo-ramifications (1,-£)) et (1, £5) dans un ensemble E; désignons par k

{le nombre des racines de (1, 4). A tout index A E IL associons la suite

@entiers t() obtenue en ajoutant k au premier des entiers qui composent \;

t(1,) est un ensemble, disjoint de I, de suites d'entiérs qui sont les points

d'une ramification orientée ry isomorphe & 1. La réunion de 1, et de t(L,)

est un ensemble d'index i, qui définit une ramification d'index ; cette rami-

fication n'est autre que la réunion horizontale (1, &.2) des ramifications

orientées L et r. Définissons une application f de I dans E, par:

(A)= HG) si x ET 5 fx) = fot“) ei x € tL).

La pseudo-ramification (1,f) s'appelle réunion horizontale de (1,4) et (I

On définit ainsi une loi de composition interne de l'ensemble des pseudo-

ramifications dans un ensemble E ; il est facile de voir que cette loi de com-

position. intérne est associative (mais non commutative ). On note

= Y ‘(4) (1.4) sf {, )).

Soient e et *, les mots des racines de (I, -£)) et (1,5)
pg _f ¥ 

:oY ae fy ( 4) et ot, = 5 ( ¥) 0b Me et ¥, sont les mots des racines

de L et I. Le mot des racines de Lest Y * { Y,) } celui de la pseudo-

ramification (I,f) est donc

& bye wd = POY) Cour Y)=A( WDEC Y= Po
1 2

2if2)

Si X 1e& « sont les suites de fe uilles de (1 £) et (1,.£,), on montre de

‘la méme fagon que la suite de feuilles de (I,f) est cat %. : on utilise le

fait que la suite de feuilles de la réunion horizontale de deux ramification:

orientées est obtenue par concaténation des suites de feuilles de ces rami-

fications (2.6 , 2). :

Envisageons maintenant deux pseudo-ramifications (1,4) et {1, £5) tell

que la suite des feuilles de la premitre soit la famille des racines de la

seconde, Tout 2X de 1, s'écrit rA', ot r est un entier et X! une suite

d'entiers ; soit X! la feuille de I, qui a pour rang r; posons ici t() = )!' )

t(L,) est l'ensemble des points d'une ramification orientée r, isomorphe &
Ll dont le mot des racines est la suite de feuilles de L. La réunion verti-

cale (26, 2) de I, et ry est une ramification d'index I, Définissons une

application f de I dans E, par £(x) = £ (x) si x € 1 > £6) =£,0t7" (x) si
x € t(L,) : pix € q a tI), x est une feuille de I, et une racine de ry :
comme la suite de feuilles de (1 -£) est la famille des racines de (1,55),

on a bien f()=f,0t7 Ge) La pseudo-ramification (I,f) s'appelle réunion
verticale de (1) .f)) et (1, £4). On note

(I,f) = (1 ,£,) v (yf he

Soit wy le mot des racines de (1, »£)) : aay = a v)) ob Y est le mo
des racines de I. Le mot des racines de I est Ww et celui de (I,f) ,

A Y) =i i ¥)) = ¥ De méme, la suite de feuilles de (I,f) est celle
de (1, 6£ ).

Soit (I,£) la réunion horizontale (resp, verticale) de deux pseudo-ramifi-

cations (.£) et (1, .£,)3 une sous-pscudo-arboreacence compl&te de (I, ,£,} ‘
Vimage d'une soug-arhorescence complete J de 1, par la restriction fh de f,‘i 

éta raltuctiovs wip iuy de
J. Désignons parvt et fa J et A t(J)s ey} est une sous-arborescence compl&at

et (ED) = (Gla),£, 0879) = (9,3)

£(3) est une sous-arborescence complete de
I (1,4, 2 et 24,6 .2); donc (3,£,)est une sous-pseudo-arborescence complete
de (I,f), Il est.immédiat de montrer que toute sous-pseudo-arborescence

complete de (Ip f)-est une sous-pseudo-arborescence complete de {I,£).
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Théoréme 3, 2, Soient deux pseudo-ramifications dans un méme ensemble,

Toute sous-pseudo-arborescence complete de l'une d'elles est une sous-pseudo-

arborescence compléte de leur réunion horizontale, et de leur réunion verticale

lorsque celle~ci existe,

3, 2, 3, Pseudo-ramification gauche d'une pseudo-ramification.¢ On appelle pseudo~

ramification gauche d'une pseudo-ramification (I,f) l'image par f de la ramifi-

cation gauche I, de I (2. 12). .

: IQ est isomorphe a sa ramification d'index I!

ramification gauche de (I,f) est (fon, I' est la ramification gauche de h(I),

et (I,f) est l'image de h(I) par fo ir

B=h(L) 3 la pseudo~

: (',foh” 1 est la pseudo-ramification
gauche de l'image par fohTM : d'une ramification orientée dont I' est ramifica-

tion gauche,

Réciproquement, soit une psetido-ramification (I,f') telle que I' soit la ra-
mification ‘gauche d'une ramification orientée I... I

1 1
fication d'index I ; Le h(I) ; la ramification gauche de I est nary, La pseudo-

est isomorphe & sa rami-

ramification gauche ‘de (1, f! oh) est (a7 Fry f'oh))=(' sf).

Les pseudo-ramifications dont une pseudo-ramification (I' ,f') est pseudo-

ramification gauche sont les images par f' des ramifications orientées dont I

est la ramification gauche. On déduit alors du théoréme 2, 10

Théoréme 3, 3, Soit un ensemble E, E un sous-ensemble de E, ¢, Vensemble

des pseudo-ramifications (1,f) dans E telles que f transforme les feuilles de I en

des éléments de Ey: les noeuds de I en des éléments du complémentaire de Ep:

Pour qu'il existe une pseudo-ramification ({,f) € &, dont une pseudo-ramifica-
tion dans E, (I' ,f'), donnée soit la pseudo-ramification gauche, il faut et il suffit

que tout point x de I' tel que f'(x) € E soit une feuille et que chaque famille de I',
autre que ‘celle des racines, comments ate eet: tab est alors unique.

En effet, les pseudo-ramifications dont (I' »f') est pabudot ramification
gauche sont les images par f! des I, dont I' est ramification gauche ; leur
imposer d'appartenir & . revient & d“terriiner les feuilles der, : les points

x tels que f! (x) € Ep:

La pseudo-ramification gauche de la transformée d'une pséudo-ramification

(I,f) par une application g est la transformée par g de la pseudo-ramification

gauche de (I,f),

2 - 6 bis

Dans le cas ob (I,f) est une pseudo-arborescence, il en est de méme pour

8a pseudo-ramification gauche nous parlerons alors de la pseudo-arbores-

cence gauche de (I,f),

3; 3, Piles attachée, adjointe, conjointe A une pseudo-ramification,

On appelle pile attachée (resp, adjointe, conjointe) & une pseudo-ramifica-

ticn (I, £) la pile transcrite par f de la pile strictement attachée (resp, adjointe
conjointe) 4 la ramification orientée 1,

Soit une pile U, D'aprés le théoréme 3, 1, elle est transcrite d'une pile

simple Ups définie A un isomorphisme prés, Chaque pile Uy est strictement

attachée (resp, adjointe, conjointe) & une ramification orientée, et aux divers:

piles Uy toutes isomorphes correspondent des ramifications orientées isomor

phes (théorémes 2, 1,2,6, 2, 7), qui ont toutes la méme ramification d'index I,

qui leur est isomorphe, U est transcrite de la pile strictement attachée (resp.

adjointe, conjointe) & la ramification I, et la transcription f est unique (théoré

me 3, 1),

Théoréme 3,4, Toute pile est attachée (resp, adjointe, conjointe) & une pseudo

ramification unique,

Exemple : pseudo-ramification représentée figure 3, 2,

Matrice d'enchafhement (dans l'ordre d'entrée) : 1 indique la présence d'un

lien vertical, 0 son absence,

n° de élé- lien ver- lien ho-

ligne ment tical rizontal

1 D a -

a) A 0 3

3 B 1 -

4 c 0 5

5 B l rs

6 A 0 7

7 c 0 8

8 A 0 -



Pile attachée ;

c BBBBBBB

4 BB BBB.BBBBEBB

DDDDDDDDDDDDUEDD

Pile adjointe : A

Pile conjointe :

4

cece

A AAA B

eccccccecc¢ B

AARARKRAARAAAKAAY D

Une pseudo-ramification est donc déterminée par sa pile attachée,

sa pile adjointe ou sa pile conjointe, c'est-4-dire par leur mot attaché ou

leur mot de description ou leur mot de description incomplet ot le couple

de leur mot d'entrée et de leur mot direct des poids ou le couple de leur

mot de sortie et de leur mot inverse des poids,

Remarque : soit un ensemble E et une application p de E dans l'ensemble

des entiers naturels, Envisageons l'ensemble des pseudo-ramifications

dans E ot toute famille de prédécesseur x ait pour longueur p(x),et dont

chaque feuille y vérifie p(y)=0, Dans cet ensemble, une pseudo-ramification

est définie par le mot d'entrée (resp. de sortie) de sa pile attachée, qui

détermine le mot direct (resp, inverse) des poids : on peut appeler ce mot

dentrée (resp, de sortie), mot de Lukasiewicz direct (resp, i werse) de la

pseudo-ramification, Les mots de Lukasiewicz directs des pseudo-ramifi-

cations de l'ensemble forment un langage préfixé au sens de [corn,2} d

CHAPITRE4

Structures, grammaires et langages de Chomsky

4, 1, Définitions,

4, 1, 1, Structures de Chomsky. Soit un ensemble fini V et une relation binaire entre V

et le monofde libre V* déduit de V : nous noterons ::= cette relation, Nous appe-

lons structure de Chomsky Y (Vj::=) l'ensemble des pseudo-ramifications dans

V telles que, pour toute famille p de prédécesseur A, A YY . Nous disons que

dh € Ve dérive de A! € V* lorsque A= A'=A ou lorsquiil existe dans

Pv

des racines ; si la hauteur de cette pseudo-ramification est supérieure 21, >®

une pseudo-ramification dont » est la suite de feuilles et ' la famille

dérive strictement de A', A dérive de A! sera noté A! —*> } une pseudo-

ramification dont la famille des racines est »' et la suite de feuilles X sera dite

de type ( A' nN ). Si A est'une pseudo-ramification de type (A! —S> A )

et JL" une pseudo-ramification de type ( » 4, »"), la réunion verticale de

Dur et Qu est de type (A! > 8), dapres 3,22, Si QR,
(d " 25 ? et R, de type (A te On 2?) la réunion horizontale de R, et

RK, est de type ( q » y 23 x» 1 » 2) d'aprés 3, 2,2, Dans le monoide

libre vies la relation — > est un préordre, compatible avec la concaténation,

est de type

Nous supposerons que le nombre de couples qui sont dans la relation ::= est

fini et non vide (voir généralisation en 4.6), Alors ::= peut étre donnée par énu-

” ; nous dirons que A::= ¥ est la régle

de premier membre A, de second membre \P , On abrége l'écriture A::=

etAu=y' en Ans 9 | y' [BAcKus],

Dans la suite nous supposerons que V est donné comme réunion de deux ensembk

mération des couples en relation, A:

‘joints T et N, N contenant tout premier membre de régle, c'est-a-dire

i=).

Nous appellerons alors proposition de la structure tout mot du monofde libre T

tout prédécesseur d'une famille dans une pseudo- ramification de YP (V

qui dérive d'un élément de N,



‘cences, V est le vocabulaire, T le vocabulaire terminal, les éléments de T les

“et A' pour famille des racines, la structure est dite ambigu&, Si on peut trouver

‘gence I, Pour tout noeud x de I, on a montré (2, 6, 1) que les feuilles qui majorent

“peut posséder plusieurs pseudo-arborescences des sous-propositions ; la struc-

Grammaires et langages de Chomsky, So:

qui dérivent de X est le langage de Chomsky engendté par'la grammaire (N,T,::= XL

it X € N. L'ensemble des propositions

Ses éléments sont les phrases du langage : ce sont les suites de feuilles des

pseudo-arborescences de y (V,::=) qui ont X pour racine et dont les feuilles ©

appartiennent aT ; on notera € (N,T

symboles terminaux, N le vocabulaire non terminal ou auxiliaire, ses éléments

,X) Vensemble de ces pseudo-arbores+

les symboles non terminaux ou auxiliaires, n= la relation de production, X

Uaxiome de la grainmaire, Deux grammaires qui engendrent le méme langage

sont dites équivalentes,

Si on peut trouver deux mots X et \' de

reoceres de la structure de Chomsky ‘P (V,::=) qui ont \ pour suite de feuilles

ai mot \ de T* qui soit suite de feuilles de plusieurs pseudo-arborescences

ayant pour racine X, on dit que la'grammaire (N,T, ,X) est ambigué, La

structure d'une grammaire ambigué est ambigué,

Soit une pseudo-arborescence d'une structure de Chomsky, qui définit une

proposition © ='ar ... er
0

x forment un intervalle r(x) de la suite de feuilles de 1; f transcrit cét intervalle

en un sous-mot 6 (x) de OC, qui est une proposition de la structure ; on dit que

Elle est l'imagé par une application f d'une arbores-

& (x) est une sous-proposition de . Les intervalles r(x) et les feuilles de I

forment une arborescence sous-réduite de 1 (1, 5, 3), orientée grace A l'orienta-

tion de I (2, 4. 3); l'image de cette arborescence par l'application qui transforme

x(x) en (x) et transfarme les feuilles de I comme f sera nommée pseudo-BeCude:

arborescence des sous-propositions de % . Une proposition de la structure

ture est alors ambigué : on dit qu'elle est fortement ambigué, De méme une

grammaire qui engendre une phrase possédant plusieurs pseudo-arborescences

des sous-propositions est dite fortement ambigué,

v* tels qu'il existe plusieurs paubabo-
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Exemple (cf, instructions c'affectation Algol, [ NAUR |, [ BOLLIET,GASTINEL,

LAURENT |):

N={A4,E,P,F,B,C,G,L}

Ans GisE Ess E}P}P

GiB B= BCIC

C= 01112131415161 71819
Axiome A,

T= (15,4,%,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,2,b}

Pits PxF| F

Gi=GLiL

Lisalb

bisaxbbt42 est une phrase, définie par la pseudo-arborescence qui est repré-

sentée figure 4.1 La figure 4,2 schématise 1a pseudo*arborescence des sous-

propositions de cette phrase, ‘axbb+42, axbb, bb, a sont des prdpositions de la

structure, + n'en est pas une,

c
“I |

| | IN
AGI
on
i |

Fignre 4.1

ee es
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Comparaison & d'autres définitions, La définition des langages de Chomsky

qui vient d'étre donnée est équivalente 4 celle des langages du type 2 de

[cHomsky, 1] ou des langages "context-free" de (CHOMSKY, 2 ] . En effet,

d'aprés les propriétés de la relation "'dérive de", s'ilexiste une \ -dérivation

d'un mot w au sens de {cHomsky, 1] , © dérive de w . Réciproquement,

supposons que q dérive de y , clest-a-dire qu'il existe une pseudo-ramifica-

tion (I,f) de la structure qui soit de type ( Y By GW); envisageons la suite
des états wv; de la pile conjointe 4 I tels que j soit entrée d'un noeud ou j=0:

u', zulyeA ul. ,...,u', : onpassedeu'. au’,
Jo jy KO Sigy

certain nombre (éventuellement nul) de feuilles, puis en remplagant une
en faisant entrer un

famille par son prédécesseur (2, 10, 2); associons A chaque “ la suite 5

i i
et 6’. enu, et

jj Ji

8 : pour i=0,.,., p-1l, il existe un symbole non terminal ‘A, et trois mots
1 1 . a ' = 'ppAg At, deve teleique fj, 16 dA, 4%; E> Sua “Baga ALA; i

la suitere > a! . = . os . os Loset Art \,, jrdiautre part, ty. Bo 8} uy y » 6; A

- Balt P 5
est, dans l'ordre inverse, une vy -dérivation de qw , Cette \y -dériva-

des feuilles dont l'entrée est supérieure a jy ; f transcrit u!

desu, 6,
Ka

tion présente la particularité que les 7 sont formés de feuilles :on "réécrit"

& chaque étape le dernier nceud, On aurait pu aussi utiliser la pile adjointe &

(I,f), et obtenir une dérivation ob on réécrive & chaque étape le premier noeud,

[cHomsky,2] montre que les langages de Chomsky sont les langages

"acceptés par un automate A mémoire pile" ; la pile utilisée pour engendrer une

phrase (X est ici, 2 peu de chose prés, la pile attachée & une pseudo-arbores-

cence de type (X 50% ).

Les langages SPL de [BAR-HILLEL, PERLES, SHAMIR] sont les langages

de Chomsky et leurs réunions avec le mot vide, On remarquera qu'avec la défi-

nition que nous avons donnée, l'adjonction ou la suppression de régles A ::= A

ne modifie pas une structure de Chomsky, car A ne peut @tre une famille d'une

pseudo-ramification, Dans la suite, on supposera que la relation de production

ne posséde aucune régle de cette forme,
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4, 1,4, Définition de lengages de Chomsky par un syst®me aiéqiations. Soit Q(a) le

langage des eae qui dérivént d'un symbole auxiliaire A donné, (a) est

- 6, a, ok:

»B; dérive de
formé des mots de T* qui peuvent s'écrire & oP 1 & 1

PY HK @ T*; pour 1< i<p, a, e%, ®; are
B. € N; re r= Of 3) X% pe By O° Q(A) est la réunion des sous-~ensembles

O 9 AUB) A we Q(B) m 5

satisfassent aux hypothéses précédentes, Précisons cet énoncé

du monofde libre T”, tels que les A ie les By

: toute application

@ de N dans l'ensemble 2B (t*) des parties de t*, prolongée en une application
!' de V dans B (7%) par ¢'(a)= { 'a'? pour tout ade T, induit un homomorphisme

de monofde de V* dans 2B (r*) (1. 3), que nous notons or; avec cette notation,
pour tout A € N, Q(A) est la réunion des ensembles a*(p) tels que Aris p,

Ce résultat peut tre complété en :

‘Théortme 4, 1 [SCHUTZENBERGER ] . Soient T et N les vocabulaires terminal

et auxiliaire d'une structure de Chomsky P (TUN, t=) telle qu'aucun couple de

syraboles auxiliaires A, A' ne vérifie A ::= A', Il existe une, et une seule, appli-

cation d de N dens B (t*) pour laquelle

Waem (AE of) GA5U o%(—)),

Vapplication Q qui transforme tout A de N en le langage des propositions dérivant

de A,

Exemple : T = {a,b.c} ; lunique solution dans B (r¥y?

X= Yu Xe

| = {ab} UW aYyb
est formée des deux ensembles des propositions de la structure de Chomsky

SP (T UN, ::5) qui dérivent respectivement de X et Y, avec:

N={X,¥}s T= {abc} p Xi vi

Il s'agit des ensembles {2 bv cP sn 0 iP >

du systéme de deux

€quations

lie; YusablaYyb,

2%, {an B pn>o}.

4, 1, 5, mage homomorphe et transcription d'un iatbae de Chomsky, Soit L un langage
de Chomsky, engendré par une grammaire (N,T X), et £ une application de T

*

dans le monoide libre T' déduit d'un ensemble fini T’ : f induit un aaa ae

at *f 2e T* dans T . Prolongeons f en une application fy de T U N dans T* UN,
par lidentité dans N, f° transforme L en le langage be Chomsky *(L) engendré
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par la grammaire (N,T! ,it=!,X), ob la relation de production ::=' est définie par

les régles A nati(p )siAss , En particulier, si f est une application de T

dans T’ (identifiée A un sous-ensemble de tr), ce est une transcription ; nous

dizons que f transcrit L en FL), ..

4, 2, Grammaires réduites,(d'aprés [BAR-HILLEL, PERLES, SHAMIR | )

Une grammaire (N,T,::=,X) qui engendre un langage de Chomsky non vide

est dite réduite lorsque

i a) pour tout A € V, ik existe 1% Po € v¥ tels que Py) 4 Ys dérive de X;

et b) pour tout symbole non terminal A, il existe une proposition qui dérive de A,

Py, ot 42
tels que y, AW 2 dérive de X; des symboles non terminaux qui possédent

Soit alors. ) € v* quidérive de A € V; il existe, dans V*,

une occurrence dans > A et ¥, dérivent des propositions ; de we a A i 2

dérivent des mots sur T, Ay fp, Oo 2 Tl existe donc des pseudo-ramifications

Ry de type ( My Ap: a do type (a BD), R, et R, de
types ( Y 1 Ay ay (Y,—> ee de type ( \ i, 6) ). La emtion
ramification ‘

ay Id WA, yy YO]
est de type (x a) 6 om)

(théoreme 3, 2),

Théoréme 4, 2, Sila grammaire (N,T

et a, en est une sous-arborescence complete

»X) est réduite, toute pseudo-arbores-

cence de la structure de Chomsky ‘f(T GN, ::5) est une sous -pseudo-arbores-~

cence compléte d'une pseudo-arborescence de € (N,T,::=,X), De plus deux

pseudo~arborescences de méme racine qui ont deux suites de feuilles terminales

6 et p ' sont sous-pseudo-arborescences complétes de deux pseudo-arbores-

cences de € (N,T »X), dont les suites de feuilles 7 ~ a 2c ay p' a,
vérifient a, = oy et he = Oh".

[BAR-HILLEL, PERLES, SHAMIR J, donne un algorithme qui permet, pour

toute grammaire, de décider si elle engendre un langage de Chomsky vide et,

sinon, de construire une grammaire réduite équivalente :
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1) On cherche les symboles non terminaux A dont dérivent des propositions ;

en particulier, on reconnaft si X est un tel symbole, c'est-A-dire ai le

langage n'est pas vide ; dans. ce cas, on écarte les symboles auxiliaires

dont ne dérive aucune proposition et les régles contenant de tels symboles ;

d'oti une grammaire (Nt :T,us',X); soit VisN' UT.

2) Pour réaliser la condition a, définissons dans V' la relation ge:

Zey = (J grev') (j] y ev) Gee yyy YD
On construit la fermeture transitive R de i . Les régles qui ne contiennent ,

que des symboles de l'ensemble R(X) définissent une relation ::=", La

R(X), T, s:5"

4, 3, Initiales, Finales, Couples vicinaux, 4, 3, 1,Soit une structure de Chomaky 4 (V,

grammaire (R(X) ON’, » X) répond & la question.

et un élément ¥ de V, On dit que Z € V est une initiale de Y s'il existe un mot

de V* tel que Zp dérive de Y. On dit que Z' € V est une finale de ¥ stil

existe un mot (P' de v* tet que (Y' Z' dérive de Y,

ll existe alors dans YP (Vv une pseudo-arborescence qui a Y pour racine

et Z Up (resp, ' 2') pour suite de feuilles ; si l'une de ces pseudo-arbores-

cences a une hauteur supérieure & 1, ce qui est toujours le cas pour Y # Z

(resp, Y # Z'), on dit que Z (resp, Z') est une initiale (resp, finale) stricte de Y,

La relation 'Z est une initiale de Y'"' est la fermeture transitive de la rela-

tion in d4finie dans V par:

Ziny G (JY € v*) (vuezy).

"Z est une finale de Y"' est la fermeture transitive de fn:

Ziny => (JY € V*) (vu= y 2).
Les graphes (V,in) et (V,fn) seront nommés respectivement graphe des initiales

et graphe des finales de la grammaire,

}, Etudions le couple formé parSoit (I,f) une pseudo-ramification de ‘9 (V,

un point x de let la premiére feuille y qui majore x dans l’ordre d'entrée de I,

D'aprés le paragraphe 2, 3.3, f(y) est une initiale de f(x}, Inversement, soit

(N,T,::=,X) une grammaire r@luite, A un symbole non terminal, a une initiale



4,3,2;Envisageons maintenant.une pseudo-ramification (I,f) de v (Vv,
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terminale de A, Il existe dans Y(N UT, ::5) une pseudo-arborescence (I, f) de

racine A et de premiére feuille a; nommons x la racine de I, y 8a premitre

~feuille : f(x)=A, f(y)=a, (I,£) est une sous-pseudo-arborescence compléte d'une

pseudo-arborescence (I',f') de & (N,T,::=,X); dans Uarborescence orientée I',

tout point, atthe que x, du chemin joignant x a y est le premier de sa famille :

y est la premiére feuille qui majore x pour lonrdre d'entrée de I',

diye 2

un couple de points consécutife de la ramification orientée I, Y=f(y) et Z=f(z) ;

une telle situation se présente en particulier lorsqu'il existe deux mots Yy 1 et

Y 2 de V* tels que” @) YZ G5 ‘d6rive-d'un symbole auxiliaire, D'aprés le ¢

paragraphe 2, 6, 3, on peut trouver trois symboles A,Y',Z' de V et deux mots

xX et \' de v* teis que Y soit une finale de Y', Z une initiale de Z' et

Aus \Y'Z! \', Réciproquement, soit une régle A::= AY! Z! A', Y une finale

de: Y' et Z une initiale de Z', Il eXiste un mot: A © wz @! aA' qui dérive de A,

donc ‘urie pseudo-arborescence (I,f) de Y (V,::=) qui a A pour racine et deux

points consécutifs y,z de I tels que Y=f(y), Z=f(z). Si, de plus, (N, »X) est

une prammaire réduite, (I,f) eet ure sous-pseudo-arborescence complete de

(ff!) appartenant & € (N,T,::=,X}, et y et z sont aussi consécutifs dans I'

(2.6.3) 5 dlautre part, ilexiste Yet P, dans V"teleque YY ZY, |

dérive de X,

Théorame 4, 3, Soit 9 (V,::+) une structure de Chomsky, Y et Z deux éléments

de V, Les propositions suivantes sont équivalentes :

a) il existe dans 9 (V,::=) une pseudo-ramifiéation (I,f) et un couple de points

consécutifs y,z de I tels que Y=f(y), Z=f(z);

b) il existe un symbole nor: terminal A et'deux mots & V Y 2 de V* tels que

Q, ¥ ZW, dérive de A;

c) il existe’trois symboles A,Y',Z' de V et deux mots , \' de V" tels que Y

soit une finale de Y', Z une initiale de Z', et Arsiz XY' ZA
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Si (N,T,::=,X) est une grammaire réduite et V=NUT, les propositions sui-

vantes sont aussi équivalentes 3 a,b,c: .

d) il existe dans € (N,T,::=,X) une pseudo-arborescence (I, f) et un couple de
points consécutifs y,z de I tels que ‘v=t(y), Z=f(z) ; .

e) il existe deux mots Yap 2 de v* tels que ¥, ¥Z 2 dérive de X,

Définition : Le couple Y,Z est appelé couple vicinal lorsque les propositions

a,b,c sont vraies, ‘

Exemples : pour la grammaire donnée en exemple au paragraphe 4, 1,2: Lest

une initiale de G et A, b est une initiale de Let E, B est une finale de A, b une

finale de L, L une finale de G, G une finale de P;_L,L est un couple vicinal,

ainsi que L, b et G,x, ve

4, 4, Représentation d'une relation de production par une pseudo-ramification,

Chaque régle A: Y est connue lorsqu'on connait le mot A ” . Ces mots, en

nombre fini, peuvent étre donnés par une pseudo-ramification (I,f) (3,2. 1,

exemple) ; pour les distinguer de leurs facteurs gauches, on pourra remplacer

A par un mot A & >, ot n'appartient pas A V: les mote A Y Ytels que

Aus @ sont les mots transcrits par f des chemins de I dont Vorigine est une

racine et dont l'extrémité a o pour image,

La pseudo-ramification peut étre représentée par une matrice d'enchafne-

ment, Seuls les points d'image (ne possédent pas de lien vertical, Aussi, si

l'on emploie la matrice d'enchafnement ob les points sont dans l'ordre d'entrée,

la colonne qui sert A indiquer l'existence du lien vertical (2, 1, 2) peut atre omise,

Chaque symboie non terminal peut étre représenté par le numéro de la ligne

ot il se trouve en tant que racine ou, pour la plupart des utilisations, par le

numéro de la ligne suivante (celle du lien vertical) ; dans ce cas, iln'yaen

général pas d'inconvénient & omettre les lignes qui correspondent aux racines.

Exe mple :N={X,P,F} » Tet, x,a,b,(, )}

XisP+XiP Pus FxPiF F os:= (X)lalb



x o x, of

Figure 4.3

|

Dans la matrice d'enchafne-

ment, comprimée comme il

vient d'étre dit, Qest repré-

senté par 0, et les symboles

terminaux par des entiers

négatifs :

+ x a b ( )

+1 -2 -3 -4 -5 -6

n° de ligne n° d'élément lien horizontal

1 6 :

2 -1 5

3 1 7

4 0

5 0 -

6 i 5

7 z 10

8 6 2

9 0 -

10 0 = ;

aU “5 15
12 1 :

3 -6 Cs

4 0 -

15 28 17

16 0 5

M7 -4 =

18 0 4

4,5,

43 be dy
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Pour certaines utilisations, on préfére représenter une régle A ::= © par
~

le mot [pA ou Gall) Il est commode de distinguer des symboles composant
\p la dernitre occurrence de A, en associant biunivoquement & tout symbole

auxiliaire A un A n'appartenant pas & V, et en représentant A ::= () par le mot

pa ou Ga ; eoit N l'ensemble des A, Les mots YA ou GA peuvent étre

donnés par une pseudo-ramification (I,f) : ce sont les mots transcrits par f des

chemins de I dont l'origine est une racine et dont l'image de l'extrémité appar-

tient 4 N, Comme plus haut, Gans la matrice d'enchafnement ot les points sont

classés dans l'ordre d'entrée, la colonne du lien vertical peut étre omise, Des

exemples seront donnés aux paragraphes 6.4.5 et 75,4,

Nous reviendrons sur ces rerrésentations d'une relation de production au
paragraphe 4, 6,4, ; . :

Structures et langages de Kleene.

Définitions, Une structure de Chomsky, dont toutes les régles sont du type A ::= aB

(resp. A ::= Ba) ou A::= a, ou AetB sont des symboles non terminaux et a un

symbole terminal, s ‘appelle structure droite (resp, gauche) de Kleene, Une gram-
maire de Chomsky dont la structure est une structure droite (resp. gauche) de

Kleene est une grammaire droite (resp, gauche) de Kleene ; un langage engendré

par une grammaire de Kleene est un langage de Kleene.

Langages de Kleene et chemins de pseudo-graphes, Soit un graphe fini (E, [ ),

Ses chemins sont des mots du monoide libre E*, Etudions l'ensemble c(x) des

chemins dont l'origine x eet fixée et dont l'extrémité appartient A un sous-ensem-

ble E' de E : six est dans E', 'x' appartient & c(x) ; les autres chemins de c(x)

sont les xA ob A € cly)etx ! y, D'aprés le théoréme 4. 1, (x) est un ensem-

ble de propositions de la structure de Kleene définie de la manitre suivante :

E est le vocabulaire terminal, lc vocabulaire non terminal N a autant d'éléments

que E ; il est obtenu en associant biunivoquement un symbole h(x) & tout x de E ;

la relation de production est donnée par les régles :

h(x) =x pour x € E' , h(x) ::=xh(y) pour tout couple (x,y) tel que x My,

~

(1) pappéions que W est le mot réfléchi de © (1, 3),
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e(x) est le langage de Kleene engendré par la grammaire (N, E,::=,h(x)), ‘C omme

la réunion d'un nombre fini de langages de Kleene est un langage de Kleene

{ CHOMSKY, MILLER ] , les chemins généralisée de (E, [ ) dont lorigine est

‘dans un ensemble E" et l'extrémité dans un ensemble E' forment un langage de

Kleene ; il en est ainsi en particulier pour ceux qui ont une extrémité donnée et

une origine dans E"; un raisonnement direct analogue au précédent aurait con-

duit ici A une structure gauche de Kleene,

Soit f une application de E dans un ensemble E) B (E), — ; f) est un pseudo-

graphe (3, 2, 1), Appelons chemin du pseudo-graphe , d'origine x et d'extrémité y,

tout mot transcrit par f d'un chemin du graphe (E, ) ayant x pour origine et y

pour extrémité, Si E! et E" sont deux sous-ensembles de E, les chemins du

pseudo-graphe dont l'origine est dans E" et Vextrémité dans E' forment le lan-

gage de Kleene transcrit par f (4, 1, 5) de celui des chemins de (E, ) qui ont

leur origine dans E" et leur extrémité dans E',

Nous montrerons maintenant que réciproquement tout langage de Kleene

peut @tre considéré comme un tel ensemble de chemins d'un pseudo-graphe,

* Soit une structure droite de Kleene, T et N ses vocabulaires, terminal et non

terminal, ::= sa relation de production, Associons lui une autre structure

droite, dont le vocabulaire terminal T! et le vocabulaire non terminal N' aient

le méme nombre d'éléments :

T’ est l'ensemble des couples (2,A) de l'ensemble produit Tx N tels que

Aisa ou qu'il existe B € N pour lequel A ::= aB;

nN est l'ensemble des couples (A,a), pour (2,A)G T! ;

la relation de production ::=' est définie par les régles :

(A,a) ::

(A,a)

Désignons par T" le sous-ensemble de T' formé des couples {a,A) tels que A::

'(a,A) pour toute régle A ::= a

‘(a,A) (B,b) pour toute régle A ::= aB et tout b € T tel que (B,b} € N',

D'aprés l'étude directe, les propositions de cette structure sont les chemins

d'un graphe (T', ( ) dont l'extrémité appartient 2 T' :

la relation [ est définie dans T! par :

(a,A) 7 (b,B) <=> (Aya) i=! (a,A) (Bb),

. Etude du graphe (T', [ ).
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Envisageons l'application f de T'4) N' dans T UN

f(a,A)=a et f(A,a)=A si (a,A)@ TL

f transforme toute pseudo-arborescence-de la structure ¥ (T' UO N', ss"), ayant

(A,2) pour racine et % pour suite.de feuilles, en une pseudo-arborescence de

YP (rTuN, us), ayant A pour racine et Fo ) pour suite de feuilles, et cette

transformation est surjective, D'autre part, f transforme le graphe (T', [) en

un pseudo-graphe, Les propositions de la structure de Kleene donnée sont les

chemins de ce pseudo-graphe dont I'extrémité appartient AT", Les phrases d'un

langage de Kleene K engendré par une grammaire (N,T »X) sont les chemins

de ce pseudo-graphe dont l'extrémité appartient A T" et dont Vorigine est l'un

des couples de T! se terminant par X ; on notera T"! l'ensemble de ces couples,

On ferait une démonstration analogue pour une structure gauche de Kleene.

Théoréme 4.4, Soit un ensemble fini T, Les ensembles suivants sont égaux :

- celui des langages de Kleene de vocabulaire terminal T, engendrés par une

grammaire gauche,

- celui des langages de Kleene de vocabulaire terminal T, engendrés par une

grammaire droite ,

- celui des ensembles de chemins des pseudo-graphes finis dans T, dont l'ori-

gine et l'extrémité appartiennent 4 deux ensembles donnés,

Chaque phrase du langage K quia x pour premier

élément est transcrite par f d'un chemin généralisé d'origine (x,X) dans T'"’,

Si, pour tout point (a,A) de T', les points (b,B) de TM (a,A) ont des images b

distinctes, ce chemin est unique, car ses points sont déterminés de proche en

proche de maniére unique, Il suffit pour cela qu'il n'existe pas deux régles

aB et A::= aB! telles que B#B', Tout langage de Kleene peut étre engendré

par une grammaire droite qui posséde cette propriété (et une grammaire gauche

qui posséde la propriété analogue) ([BAR-HILLEL, PERLES, SHAMIR ]} ,

(RABIN ,» SCOTT J) ; cette grammaire peut étre réduite sans perdre la pro-~
priété,

Un chemin @ quelconque de (T', m ) se présente sous la forme (a) ,A,) aa

a,j,A),a + si ma 5(aos > vec PZ? 3 sip> 9, Ay ue ay pourd @i gpl pA,
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iLexiste/ BY GeNitéliqae! Aegan e Garg 3p, Sue:

dérive de Ay 0 posséde une occurrence

dans un mot qui dérive de X et il existe une proposition qui dérive de B, On en

déduit qu'il existe un chemin de (T', TM), (x,X)... (a9,Ap) sie (aA) vee (c,C)

tel que C ::= c, autrement dit un chemin on e 8, dont l'origine est dans

selon le cas, a ane

Supposons la grammaire réduite : A

T"' et l'extrémité dans T", Pour tout chemin \p du pseudo-graphe (T', ("; f),

il existe deux mots 1ot Y2 sur T tels que gy, g 2 soit une phrase de

K, Alors, les points de T''' sont les seuls points w de T' pour lesquels l'en-

semble [~ Lew) peut 6tre vide, Il l'est effectivement si X n'a d'occurrence &
droite d'aucune régle, Toute grammaire de Kleene réduite posséde une grammaire

de Kleene réduite Equivalente vérifiant cette propriété il suffit de remplacer

X, dans le second membre des regles, par un nouveau symbole non terminal

YW lorsque X ::= \y. De méme, les seuls points wX', puis de poser X' ::=

pour lesquels [(w) peut étre vide sont ceux de T",

Remarque. La caractérisation des langages de Kleene par le théortme 4,4 Be

rapproche de caractérisations classiques ({CHOMSKY, MILLER ] (KLEENE ] )

que l'étude précédente permet d'ailleurs de retrouver

1) le graphe (T', @ ) posséde la propriété suivante :

(a,A) © (b,B) entrafne (a,A)! (b',B) pour tout b! tel que (b',B) € TT.

On peut définir un multigraphe d'eneemble de points N, d'ensemble de noms

d'arétes T, comme un graphe sur une partie T! de TxN, qui posstde cette

propriété ; si (a,A) (“(b,B),

qui lie le point A au point B, Un tel multigraphe (on dit aussi graphe d'état

(

on dira que (A,a,B) est une aréte de noma

fini) définit les transitions d'un automate fini (non déterministe), Au chapitre

: 5, nous reviendrons sur cette notion d'automate fini et nous énoncerons le

théoréme qui relie structures de Kleene et automates finis,

2) les chemins élémentaires, c'est-&-dire sans répétition, d'un graphe fini

dire sans répéti-

On obtient

sont en nombre fini, Les circuits €lémentaires, c'est-a-

tion autre que celle de leur origine, sont aussi en nombre fini.

tous les chemins d'origine x et d'extrémité x'en substituant dans les che-

mins élémentaires d'origine x, d'extrémité x', 2 certaino éléments y un

4, 5.5,
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PL oe at

daar: SF
ob les P, sont des entiers positifs et les S des circuits élémentaires d'origine

circuit d'origine y, Les circuits d'origine y sont de la forme c

y privés de leur extrémité. Un langage aa Kleene peut ainsi 6tre défini par une
"somme d'expressions représentantes" ({CHOMSKY,MILLER J, [ CHOMSKY, 2°

Réciproquement, pour toute expression représentante, on peut définir un pseudo-

graphe dont elle détermine l'ensemble des chemins qui ont leur origine et leur

extrémité dans deux ensembles donnés, Un langage fini est obtenu A partir d'un

pseudo-graphe sans circuit aux paragraphes 3, 2, let 4,4, nous avons utilisé

une pseudo-ramification pour stocker les mots d'un dictionnaire ou les régles

d'une relation de production ces mots sont les chemins de la pseudo-ramifi-

cation, dont Vorigine est une racine et l'extrémité une feuille; on aurait aussi

pu par exemple utiliser un pseudo-graphe ne contenant qu'un seul point dlimage 0

Détermination d'un pseudo-graphe par une matrice d'enchafnement, Un pseudo-

graphe fini (T',TM ; £), image d'un graphe (T', ), peut &tre déterminé par une

» Ti) et & Si (T', & ) possede

une matrice d'enchainement (1, 4, 4), le pseudo-graphe pourra lui aussi étre

matrice qui définit A la fois (T! en particulier

déterminé par une matrice d'enchafnement il s'agit, comme pour une pseudo-

ramification, d'une matrice & trois colonnes qui, pour chaque x de T', donnent

respectivement f(x) et les numéros des lignes qui correspondent au lien vertical

et au lien horizontal de x, lorsque ces liens existent. Ona vu au paragraphe

1,4, 4 qu'il suffit, pour que (T',{" ) posstde une matrice d'enchafnement, que

les ensembles [ (x) soient deux & deux confondus ou disjoints, Nous allons

montrer qu'& tout pseudo-graphe fini (T', @ ; £), qui ne posséde pas cette pro-

priété, on peut associer un pseudo-graphe fini, dans le méme ensemble E, qui

la posséde et qui a les mémes chemins,

Soit M lensenble des [(x), pour x €.E', Q et 2! deux éléments de M,

distincts mais non disjoints ; introduisons.un ensemble © disjoint de T', qui

a méme cardinal que leur intersection : A tout y de cette intersection, on

associe bijectivement un élément y' de ¥ ; soit a, =(0 NQ)0

Tost u +; pour tout w € .E! tel que T (w= a,

, } pour les autres points w de T', Pr = i (w) ; pouryéey ,

+ £)(w)=flw) siwE T', £(y')=fly) si y' ET

Définissons alors

r = nem

Pig= Fy) . Parmi les
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ir 6") auctn n'est O., tous sauf 1 appartiennent & Mf ; Qy et 2 sont

disjoints et si L" EM, 2) A AAG entrame 1 OUMAG : le

graphe (T! P nr » posséde moins de couples d'ensembles TM 1) distincts et non
dis joints que le graphe (T',TM ), D'autre part, les pseudo-graphes (T' om 1? £)

et (T', f ; £) ont les mémes chemins, Si de plus T' et T'' sont deux sous-

: ensembles de T et si on définit Tm! (resp, tm! ) comme la réunion de T" (reg, T! Jetde

Vensemble des points y' de 2. tels que y appartienne A T" (resp, T"'), les che-

mins de (tT r 1

mins de (T', ; f) d'extrémité dans T", d'origine dans T"’. Il suffit d'itérer

£) d'extrémité dans T" |, dlorigine dane tT! sorit les che-

cette construction,

_Cependant, il n'est pas nécessaire que les [7 (x) soient disjoints, pour que

(E, [) ait une matrice d'enchafnement, de sorte que ce résultat peut parfois

@tre obtenu plus simplement, ‘

N={ X,A,B,C,D,F,H} , Te {[b.c.de,h ke} , axiome X ;

dBldc B bikilbD DiseH

Hise B Creche A Auk bF

Exemple

x

Fi=shc

Le graphe (T',P ) et le pseudo-graphe (T', ry f ) associés sont représentés

sur la figure 4,4, oh on 2 aussi noté lorigine et les extrémités des chemins

qui forment le langage, Le graphe (T',TM ) n'a pas de matrice d'enchafnement ;

en effet

P (aX) = }(b,B), (eB), (c,C)}

PT (aF)= {(e,c)} 5

pour satisfaire au critére d'exietence de la matrice d'enchafnement (1. 4. 4),

P (es) = §(6,B),(0,B)} 5

il faudrait placer (c,C) & la fois au premier et au dernier rang de F" (d,X),

On peut y remédier en introduisant un seul nouveau couple (c,C') } on obtient

alors le pseudo-graphe représenté figure 4, 5 avec sa matrice d'enchafnement,

qui a les mémes chemins, Il peut étre commode d'introduire un nouveau signe

terminal ¢ & la fin de toutes les phrases du langage ; pour le pseudo-graphe,

cela revient & lier tout point de T" A un point d'image Q; dans la matrice d'en-

chafnement, ® peut étre repéré par un 0, & placer colonne 2, ligne 4, et colonne

3, lignes 5 et 8.
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(a,x) _ ORIGINE
a, =

(ic,B) (c,) k |

(»,B) y I e
2 a \

(n,)— exrredire i \
? A) 4

(e,8) (e,D) on by
\ /

x g
EXTREMITE

Figure 4,4

7 lien lien° ;

ne Ligne i eleneat | vertical horizontal
ar care

. tf 1 a 2 ~

a 2 c 5 3
i

k ay a b 8 4

b ' 4 | k - a

5 | ob 6 =

Zo eft fa >
MA AR PP tye]:

H e 9 =

9 | e 3 -

Figure 4,5

4, 5, 6, Borne d'intersection de deux langages de Kleene disjoints, Soient K et K) deux

langages de Kleene de méme vocabulaire terminal T, S'il existe un entier naturel

q tel qu'aucun mot sur T, de longueur q, ne soit facteur gauche d'une phrase de K

et d'une phrase de Ky, nous appellerons borne dlintersection de K et Ky le plus

petit de ces entiers q,

Supposons K et Ky) définis par deux grammaires droites (par exemple) de

Kleene, dont les vocabulaires terminaux N et Ny contiennent respectivement n et

ny éléments, Nous allons montrer que si K et Ky) possédent une borne d'intersec-

tion, elle est au plus égale & an + 1, Par conséquent, l'existence d'une borne

d'intersection est décidable.
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K est l'ensemble des chemins d'un pseudo-graphe (1, ;£)onT'C TxN,
; 4 do-

dlextrémité dans T"’, d'origine dans T"! ; K, ensemble des chemins d'un pseudo
= Pa rc

graphe (T' v ry Bat ) ot T’ ic TxN, , dextrémité dans tT , dlorigine dans 1

8, iu uh facteur me d'une ca & K et d'une phrase de
"ae d'extrémitéK). Iexiste un chemin (ayy) oo Ay) aera rae aq) 2° (T',7 ), dtextr :

1Bdans T", d'origine dans T"', et un chemin (a,.B)) ete ie Bl)... - (a! rq!’ Prsq!
Si x Sonn v nombre des

Supposons que ‘a, Fy

de (T) r yp dextrémité dans mT) d'origine dans TT.

éléments de NxN), il existe deux entiers i et jtels que 1 <ix< ig: r, AF cA,
Bi=B, Quel que soit l'entier naturel k, fa, A pe [a A, i): ay A “i 2. (a bq’ Ang)

est un chemin de (T', 7 )et (a, B))-. fl: 3) r feria (a, oa a aq!’ Bigg!)
un chemin de (tt ?) 3; par ans ayer (a, unas =e a eat facteur gauche
d'une phrase de K et d'une phrase de Kk

Li'existence d'une borne d'intersection pour deux langages de Kleene K et Ky

contenus dans rT équivaut & celle d'un sous-ensemble fini Q de T*, tel que @ con-

tienne un facteur gauche de toute phrase de K et qu'aucun mot de Q ne soit facteur

gauche d'une phrase de Ky Nous dirons que Q est un ensemble séparant K de r

On peut généraliser la notion de borne d'intersection A p ( > 2) langages de

Kleene, K, K, ...K_, de vocabulaire terminal T il s'agit du plus petit entier q,
p’

stil exaal, vel qu’aucun mot sur T de longueur q ne soit facteur gauche d'une phrase
bi ede deux distincts de ces p langages, Pour que Ky) Ky we x aient une born:

d'intersection, il faut et il suffit que pour tous les entiers i,jtels que 1 Kicig¢r

K, et K, aient une borne d'intersection, ou encore que pour tout i (gic p) K
J

et la réunion de K, pe ,K_ aient une borne d'intersection,
i+ Pp

Ket kK, n'ont pas de borne d'intersection.
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4, 6 Extension de la définition des structures et grammaires de Chomsky.

4, 6 1, Nous avons supposé fini le nombre de couples qui sont dans la relation de

production ::=. En réalité, cette hypothése n'est intervenue qu'a deux reprises ;

pour l'algorithme de construction d'une grammaire réduite (4, 2) et pour la

représentation d'une relation de production (4,4), En particulier, le théoréme

4, 4 reste vrai lorsque le nombre de couples en relation est infini, Bornons-

nous & supposer que, pour tout symbole non terminal A, l'ensemble Ly des

Y tels que A i= (P est décidable : les langages ainsi définis sont décidables

car la démonstration donnée par (chomsky, 1] reste valable.

Mais il importe de définir les ensembles L,, Le plus simple est de prendre
A

pour chacun d'eux un langage de Chomsky. On n'étend pas de cette maniére la

classe des langages de Chomsky, mais seulement celles des structures et des

grammaires, En effet, soit G=(N,T,::=,X) une grammaire ainsi généralisée,

On peut supposer que les langages La sont engendrés par des grammaires

Gat (Ns Ty). X,) dont les vocabulaires non terminaux Ny sont deux &

deux disjoints, et disjoints de V=NUT ; Ty est un sous -ensemble de V.

Désignons par Ny la réunion de N et des Ny et définissons une relation de pro-

duction heen réunissant les régles des G, et les régles A i= 0 X, : on

obtient ainsi une grammaire G = (NoT, ,X). Pour toute dérivation dans

G, au sens de [CHOMSKY,1] , entre deux étapes §, = YAY, et

Sie Y PY, od PE Ly, on peut placer une Y | X,Y ,-dérivation

de Yi Yo dans Go on obtient ainsi une dérivation dans G : le langage

engendré par G est contenu dans le langage engendré par Go. Réciproquement,

soit (I,f) une pseudo-arborescence de g, (G)), R son ordre associé, et I' la
sous-arborescence de I formée des points x tels que f(x) € V : I' a m&me

racine et méme suite de feuilles que I. Envisageons un noeud x de I' et A=f(x) ;

dans I, x est prédécesseur d'un seul point y et f(y)=X, ; dans I', soit G ta familk

dont x est prédécesseur. La réunion des R-intervalles [ y,z ] pour z décrivant

& est une sous-arborescence L de I dont y est la racine et ] la suite de

feuilles ; supposons qu'il existe un point u de 1, ,tel que f(u) n'appartienne pas

a Var Ny uu Ty) et choisissons-le minimal pour R parmi les points qui pos-
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sédent cette propriété ; u et y sont distincts ; si v est le prédécesseur de u,

f(v) € vA et tw) é V ; nécessairement, f(u) € Vas ftranscrit donc ©

en une phrase de Ly: Il en résulte que l'image de I' par une restriction de f

appartient a € (G), et done que G et G engendrent le méme langage,
Cas particulier, Un cas particulier intéressant est celui o& chacun des langa~

ges La est réunion d'un langage de Kleene Li, contenu dans T* et d'un nombre

fini de langages Blas obtenus en faisant suivre B € N des phrases d'un lan~

gage de Kleene L B contenu dans r, ( SCHUTZENBERGER] montre qu'alors

la grammaire G Fenotes un langage de Kleene, Indiquons rapidement comment
on peut retrouver ici ce résultat : on engendre chaque Lag par une grammaire

gauche de Kleene ; on engendre Blan en remplacant par Ba le second membre

de toute régle de cette grammaire qui se réduit a un symbole terminal a; les

régles de la relation ::=, sont de l'un des types C::=, Da, Ge
0 0 0

ob C et D sont des symboles auxiliaires et a un symbole terminal, On verra

a,c Hey D

en 7.40.2 qu'on peut modifier cette relation de production pour obtenir une

grammaire de Kleene équivalente, Ce résultat sera utilisé sous la forme sui-

vante : pour tout symbole auxiliaire X, les m@mes propositions dérivent de

X dans Divi ns) et dans une structure gauche de Kleene;

La premiére partie de l'algorithme de construction d'une grammaire réduite

équivalente & une grammaire donnée (4.2, cf, [BAR-HILLEL,PERLES,SHAMIR] )

demande seulement qu'on puisse décider, étant donné un ensemble fini E et un

symbole non terminal A, si l'intersection de Ly avec le monoide libre E*

déduit de E est vide, Or B* est un langage de Kleene ; si les Ly sont des lan-

gages de Chomsky, cette propriété est décidable et ilen est de méme pour la

relation e introduite dans la seconde partie de l'algorithme,

Sont aussi décidables, les relations in, fn, la relation dans V

bs ' a 1 ' '(Faevs aevs av anveh uy)

et donc la relation : le couple (Y,Z) est vicinal (4,3, théoréme 4, 3, c).

Pour la justification de ces propriétés de décidabilité, voir [BAR-HILLEL,

PERLES,SHAMIR] .

4, 6,4, Pseudo-graphes de production lorsque les L, sont des langages de Kleene,
A

Les régles d'une structure de Chomsky, en nombre fini, sont représentées

par des chemins d'un pseudo-graphe, par exemple une pseudo-ramif ication

(3. 2. 1,4.4). Plus généralement, si les La sont des langages de Kleene,

la relation de production peut encore étre représentée par un pseudo-graphe ;

nous utiliserons trois tels pseudo-graphes, selon qu'il sera commode de re-

présenter A ::= ) par l'undes mots AY , y ‘A ou % ‘A, Plus précisément,"

associons biunivoquement & tout symbole auxiliaire A un élément A n'appar-

tenant pas a v soit N Vensemble des A, Les mots A. y (resp, @ A, gy A)

oc AE N et YE Ly forment un langage de Kleene K (réunion de langages

de Kleene) ; ce sont les chemins d'un pseudo-graphe (J, ; g) dans V

(resp, VU N), dont l'origine et l'extrémité appartiennent respectivement a

deux sous-ensembles J’ et J" de J, Nous dirons que (J, 1; g) est un pseudo-

graphe de production du premier (resp, deuxitme, troisitme ) type,

On a vu (4, 5. 3, 4, 5, 5) que ce pseudo-graphe pouvait étre construit de

manitre & posséder les propriétés suivantes, d'ailleurs vérifiées pour les

pseudo-ramifications introduites en 3. 2, 1 (exemple)

(PG1) Les chemins qui commencent par le méme symbole Y et dont l'origine

appartient & J' ont tous la méme origine, que nous noterons o (Y).

(PG2) Siw, y, et yy sont des points de J tels que w [* yp Py, et y\F¥>

alors gly ,)#aly,).

De PG] et PG2 résulte ; (P24 J exc au plus un chemin de (J, (7) d'origine

dans J', dont un mot donné sur V (resp, VU N) est transcrit,

(PG3) Pour tout chemin () du graphe (J, ), il existe un chemin e, 6 p,

dont lorigine est dans J' et l'extrémité dans J", c'est-&-dire qui est trans~

crit en une phrase de K, En particulier, pour les pseudo-graphes du deuxitme

ou troisitme type, si l'image g(z) d'un point z de J appartient & N, il existe

un tel chemin qui contient z, nécessairement comme extrémité, et donc z

appartient & J"; réciproquement tout point z de J" est l'extrémité d'un

chemin d'origine dans J', donc g(z) appartient & N. D'ou:

(PG3') Pour les pseudo-graphes du deuxime et troisigme type, J" est len-
=

semble des points de J dont l'image appartient&8 N; siw € J", (7 (w)=G.
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(PG4) 3° eit j'éniserble des points w de J tels que Powe, soit vide,
(PG5) Le eattompranie peut étre déterminé par'une matrice d'enchafnement,
La transformation éventuellement effectuée pour réaliser PG5 (4.5. 5)

nialtére pas PG2 et PG3, ni PG4 et donc pas PG1 qui ne porte que sur les

points de J’,

Lorsque, dans la suite, nous parlerons d'une gramimaire généralisée ,

il rplaygita d'une grammaire de ce type, ot les Ly sont des langages de Kleene ;
sauf avis contraire, les études qui suivent sont valeblas pour ces grammaires,

Dans toutes les réalisations pratiques, il est souhaitable que le pseudo-graphe

de production poagede la propriété PGS; pour les pseudo-graphes du premier

type, il peut tre plus commode, Lie place’ de o (A) de connaftre la ligne,

dans la matrice d'enchafmement, du premier élément de T { o (A)] et de

retirer de la matrice la ligne de’ o(A),

Ce type de grammaire généralisée est utilisé par [ BROOKER , MORRIS | ;

[rons,2 |, [[FLoyD,1].

Remarque, Une autre généralisation consiste 4 remplacer l'axiome unique

d'une grammaire par un ensemble décidable d'axiomes, comme ‘dans un sys-

tame logique [DAVIS]. Une telle extension est proposée par [ EICKEL,PAUL ].

Les phrases d'un langage sont alors définies par des pseudo-ramifications

qui ne sont plus en général des pseudo-arborescences. Ici encore, si l'en-

semble des axiomes est un langage de Chomsky, le langage engendré reste

un langage de Chomsky. Nous nous contenterons d'envisager au chapitre 7

le cas ob la grammaire posséde un ensemble fini d'axiomes contenu dans son

vocabulaire auxiliaire,

Probléme de l'analyse.

Soit G = (N,T,1:=,X) une grammaire de Chomsky, ou une grammaire géné-

ralisée, A son propos se posent

=,le probleme de la reconnaissance : étant donné un mot & sur T, appar-

tient-il au langage engendré par G ?

- le probléme plus général de l'analyse : trouver dans k (G) led pseudo-
arborescences dont &% est la suite de feuilles,
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Clest essentiellement ce dernier probléme qui sera étudié dans la suite de

ce travail, Nous conserverons les notations G,N,T,::5,X,K, Nous déter-

minerons les pseudo-arborescences par leur pile attachée, adjointe ou conjointe

(3,3), La plupart des méthodes d'analyse exposées dans la littérature,

notamment celles qui sont séquentielles, c'est-A-dire se contentent d'une

seule lecture du mot % , se raménent & la construction de l‘une de ces piles,

Nous aurons donc & engendrer les piles attachées, adjointes ou conjointes

aux pseudo-arborescences de € (G) qui ont & pour suite de feuilles, ou A
_ des pseudo-arborescences qui les déterminent, Pour préciser la notion

d'algorithme d'analyse, nous introduirons au chapitre 5 la notion de généra-

teur de piles, Puis nous déduirons de l'étude des piles attachée, adjointe ,

conjointe & une ramification orientée (chapitre 2) divers types de générateurs

de piles réscivant le probléme de l'analyse,



5. 1. 1, Définitions. Une application h d'un ensemble F dans l'ensemble

CHAPITRE 5

Générateurs de piles

5, 1, Automates finis et transducteurs finis, (cf, [RABIN,SCOTT | , [ CHOMSKY,2]}

(F') des

parties d'un ensemble F' induit une application h de B (F) dans B (F') par

WG)= Ig h(z), Une application k d'un ensemble produit ExE! dans Bp (E) induit

une application k de B (E)xE! dans B (E) par

Définition 1, Etant donné un ensemble S et un ensemble fini A, une fonction d'auto-

mate d'alphabet A et d'ensemble d'états S est une application k du produit carté-

sien Sx ATM dans B (S), telle que pour tout s de S, tout a de A et tout mot \) non

k(s, V a)=k[k(s,9)),!at]

Si l'ensemble S est fini, k est une fonction d'automate fini,

vide de ATM

Une fonction d'automate d'alphabet A et d'ensemble d'états S est définie par

*
8a restriction au produit de S par l'ensemble des mots de A’ de longueur ] ou 0.

Elle posséde les propriétés suivantes :

1) sis € S, si V et \' sont deux mots non vides sur A, par récurrence sur | '\:

Ks, VY y')=kPk(s,9), 98].

2) pour Gc SxA* et > € aX, notons G.y la partie de § xa* formée des couples

(s, V' Vy ) od (s, >) € G; en revenant & la définition de k, on voit que
k(G.v)=k(Ck(G)x( 9] =kLk (G9) 5

on en déduit que si F C S et si Yet )' sont des mots non vides sur A,

k(F,Y 9) =kfk(r 9) ].

Un exemple simple de fonction d'automate est k(s, \ )= § 5} pour tout couple

(s, )), Sik et k' sont deux fonctions d'!automate de méme alphabet A, d'ensembles

d'états S et S', l'application k'"' de SxS! x A* dans B (S xS') définie par

k'"(s,s', 9 ) = k(s, ) )xk'(s, ) est une fonction d'automate d'alphabet A, d'ensem-

ble d'états SxS', appelée produit de k et k' et notée kxk',

Nous utiliserons le résultat classique suivant, sans le redémontrer :

K(G.y)= (Gx § ¥} )= 2 a kbxy).

ou

Théoréme 5, 1, Pour toute structure droite (resp, gauche) de Kleene, il existe une

fonction d'automate fini k dont l'alphabet est le vocabulaire terminal T, dont

Vensemble d'états est formé par le vocabulaire non terminal N et un autre é16-

ment 8, et tels que, quels que soient AG N, ~ € r :

) dérivede A <==> 8 € k(A,») (resp, AE k(s,~ )).

Réciproquement, pour toute fonction d'automate fini k d'alphabet A et tout couple

d'états s,s', les mots ) de AS telleque s' appartienne & k(s,¥ ) forment un

langage de Kleene,

on 2, Soit une fonction d'automate fini k, d'alphabet A, d'ensemble d'états ©

S et deux sous-ensembles D et F de S ; l'application k’ de Dxa* dans B (F)

définie par k'(s,) )=k(s, ¥ ) M F est un automate fini, d'alphabet A, d'ensem-

ble d'états S, d'ensemble initial D, d'ensemble final F,

Nous noterons k'= (A,S,D,F,k),

Toute fonction d'automate fini est un automate fini dont l'ensemble -d'états 5

Vensemble initial et l'ensemble final sont confondus, Soient deux automates finis

k' = (A,S,D,F,k) et ky = (4,8),D),F yk) ; automate fini :

(A,8xS),DxD),FxF,kxk,) s'appélle produit de k' et RY :ilest noté k'xk' r

5. 1. 2, Composition & droite et A gatiche, Théoréme 5, 2, Soit un automate fini

k' = (A,S,D,F,k), D'un ensemble fini disjoint de S, h une application de D' dans

l'ensemble des parties finies de Dx A* ; l'application K' de D! xA* dans B (F),

définie par k"(s, )) = k Mh(s) Jy Ast un automate fini d'alphabet A, d'ensemble
d'états SUD', d'ensemble initial BD’, d'ensemble final F, Nous dirons que k" est

obtenu par composition & gauche de k! par h,

Définissons une application kK de (S U D')x A* dane B (S U D') par

kj(s,V )=k(s,9 ) si s€s; k (st, 9 )=k [h(s').9J si s'é D' ;

pour s'€ D', Kk (s' »Y)O F=k"(s, ), Il reste & vérifier que ky) est une fonc-

tion d'automate

k(s', ya) = kf nls), > a] =k {k (h(s').9),'a" J =k Cle, » ),ta' }.
Théoréme 5, 3, Soit un automate fini k'=(A,S,D,F,k); F' un ensemble fini disjoint

de S, h une application de F dans l'ensemble des parties finies de F'; hok! est un
automate fini d'alphabet A, diensemble d'états § U F', dlensemble initial D, d'en-
semble final F' nous dirons qu'il est obtenu par composition A droite de k' par h,

QQ) G:d ,ok Gosxa*® e VY E A*® a été définien 5, 11
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Prolongeons h en une application h' définie dans S, par h'(s)=G si s ¢é F ; et

définissons une application ky de (SU F')xa*TM dane Be VF’);

k (6, 9 = [hok(s, 9 ye le, DY) ai 8ES5 K(s',d )-G si EF
pour séD; ky) est une fonction

ea Mocw H
ky, {x,(s, » )ta] = k, [e(s, Y ta] = [[ Rok(e(s,9 ),'a') k(K(s, 9) a!) (6 ah

Traneducteurs finis bornés. Un transducteur borné sur un ensemble fini A est un

algorithme qui transforme tout mot ) du monofde libre A* en une partie finie t( » )

de ae Nous emploierons en particulier des transducteurs finis bornés ; intuitive-

ment, un transducteur fini {cHomsxy,2 ] (a) est un automate fini muni d'un dis-
positif qui imprime de gauche A droite,

Définition 3, Un transducteur fini borné est un quintuplet (4, S, 84 85k) obSetA

a et 5, ne éléments
de S (états initial et final) et k une application de sxa*® dans 1! bedincit's de ses
sont des ensembles finis (ensemble des états et pane: s

parties finies, telle que l'application k' de (sxa* xa dans B (sxa* ) définie par

BLs.e AT = flee 4) 5 (tp) €kls,a)}
soit une fonction d'automate d'alphabet A et d'engyemble d'états Sxa*, Il lui est

associé une application t de A* gans B (a*) par

PEHA) => (5, HE leg +).

k! est déterminég par sa restriction A (Sx A¥) eA, ou A, est ‘Vensemble des
1

mots sur A de longueur 0 ou 1 ; comme k(s, X )=k! c (s,A), > J , k est déter-
minée par sa restriction a l'ensemble fini SxA).

. Générateurs de piles,

On se donne un ensemble fini W, un élément 0 n'appartenant pas A W,

E-wufe}

dans l'ense mble de ses parties finies, Ces éléments vont nous permettre d'asso-

, un entier positif cd et une application t du monofde libre E*

cier A tout mot (= ‘ages a1! du monofde libre W* un ensemble fini 1 (a)

de piles sur W.

(1) Si on use du vocabulaire de { ScHUTZENBERGER, 1 J , il n'est question ici
que de transducteurs droits,

atti eatad “‘suivantes : a i=
pti
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De t, nous déduisons d'abord une application t! de gk?

t(vi,v

ov ier i ; sl) 'pour tout entier i> 0 5 & Gp Fieg.y' POUT tout :

dans l'ensemble des
Ny

parties’ de Eg par "Yyet(v" Fy, Nous emploierons les notations

entier ip 0; U=(u),a,, oo ua) désignant une pile, un p-partage de U est

0 < Jp fetes J, Shou nm; posons

alors Vi FU et soit Py le mot formé des éléments du mot de description de U

une suite d'entiers 4 telle que’ Jo =

. 2) dont 1 érifie j, iG(1, 6.2) dont le rang r vér: fe So < dy

Une pile U appartient & 1\ (CK ) si; et seulement si, il existe un p-partage de

. et B i iviet py déterminent un v.U tel que Pi € (vi, & 5) pour i#0,1,...,p ied

POWs17% B Bw (4.6, 2).

Si l'application t est définié par un transducteur borné sur E, on construit,

au plus

a partir de & , les piles de l'ensemble TV ( &) par l'algorithme suivant : pour

iz0, 2; «+.» ptl on détermiine un ensemble Fy, de couples (vy. @;) appartenant &

w*x E* i

a) Fy = t A, a} 3

b) Fiay est l'ensemble des couples (v', e") tels qu'il existe (v, @) é F, et

BE tvs) pour lesquels v' =v Sp et pl=p pr,

1 sont les mots de description des piles de

Vensemble 7¥ (& ), ae va

Les mots p tels que (A, e je nee

Nous appellerons cet algorithme un générateun de piles; C4 est sa donnée;

lorsque le générateur est désigné par gn, nous notons gn(.) ensemble TV (A)

des piles associées 4 ( , Si les ensembles t(\)) ont tous un élément au plus, les

: nous dirons alors qu'il s'agit d'un

générateur de pile unique ; lorsqu'il n’en est pas ainsi, il s'agit d'un générateur

de piles multiples, Tous les éléments de Por sont de la forme (A,e ) lorsqu'est

vérifiée hypothtse

ensembles Fy ont tous au plus un élément

(GP1) si V'E Ww é (ot 3) entrafne que ~ Bp est le mot vide ou

n'existe pas,

i s

(1) Rappelons que V désigne le mot réfléchi du mot (1, 3),
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Par récurrence suri, la réunion, pour i fixé, des ensembles F associés & i Autrement dit, si on désigne par m(s) la projection sur M' de m(s), sous-

tous les mots &% est finie, Il en résulte que, pour i fixé, i est borné, i ensemble de M!' xE*, il n'existe aucune suite Spree 8 d'éléments de M tels
Les algorithmes d’ analyse qui vont étre présentés sont des générateurs de | que 5,5 5 et, pour i=2,.., nS; € m)(s,_)).

piles ayant pour donnée le mot & a analyser. Les entiers i du p-partage, pour | Nous imposerons cette condition GPz.
: i

1 < i gp, otles jth, seront les entrées ou les sorties des feuilles de la } A partir de ces éléments, nous définirons l'application t qui, avec W et cd,

pseudo-arborescence cherchée ; l'entier cd représentera la longueur du "contexte i détermine le générateur de piles, par : t(+) ) est l'ensemble des résultats des

droit" utile & l'analyse ; le plus souvent cd=1, Un générateur de pile unique ne © calculs complete dientrée VO a-ed : t(~ ) est fini puisque la longueur des
peut résoudre le probléme de analyse que pour des grammaires non ambigués, calculs d'entrée donnée ‘est bornée,

Un générateur de piles est donc défini par un ensemble W, un entier cd et un Lorsque, pour tout couple (s,x) de MxE, la réunion des ensembles m(s) et

transducteur borné, En pratique, ‘cette notion de transducteur borné est trop | d(s ,x) posséde un élément au plus, nous dirons que le transducteur est détermi-

générale, et nous restreindrons la classe des transducteurs bornés utilisés, | niste. IL définit alors un générateur de pile unique, é.

5.3. Générateure de piles utilisant un transducteur fini borné. 5, 3, 2, Montrons qu'il existe effectivement un transducteur fini borné (E,S, 8478 soKp)
5, 3. 1, On se donne ; ao { . tel que, pour son application associée ty et ivi > oq, tof \ ) soit l'ensemble

a) un ensemble fini M, et un élément s, n'appartenant pas 2 M ; on pose des résultats des calculs complets d'entrée ). E=WvU ¢ of ets, ont déja été

M'=M U f 8} (M! est contenu dans l'ensemble des états du transducteur, et définis ; S=MvU § 8} u Beal ov Baer est l'ensemble des mots sur E de lon-

5 est l'état final) ; gueur inférieure Aq ; Sq est le mot vide,

b) un entier q > cd et une application g d'une partie D de E7 dans M : Pour définir ky: nous ne nous intéresserons qu'aux calculs d'entrée \ dont le

c) une application d de MxE dans l'ensemble des parties de M! ; dernier état est S, ou tele que Yyrer nF \Y {avec les notations de 5, 3. 1) ; ces

d) une application m de M dans l'ensemble des parties finies de M'xE*, calculs seront dits exhaustifs, ky est défini de la maniére suivante

Nous appellerons calcul de premier état 85 © Met dientrée V € E* toute -Sis€M, kols, VY) est formé des couples du dernier état et du résultatdes

suite finie de triplets (s,5y55 r > si=l,..., 7 (x est la longueur du calcul) telle que : calculs exhaustifs de premier état s et d'entrée : cet ensemble est fini &

~ 8, € M' 5 y, est un mot de B* de longueur 0 (y= Ayoulsr if E* i cause de GP2,

- pour tout i : ou bien yy rs. € d(s,_pyJetAX, =o! ; ! ~ kylsp,V d= [ls A)} .
ou bien ye” et (s,,,) Em(s,_)) B ~Sise€E, ko(s.¥ = (5 dA) pour \s vt < a-1

- yy s+ y, est facteur gauche dev. ky(s, \ )= (Ls D)LA y pour |sy)}=q et sVED,

» tr A, est le résultat et s_ est le dernier état du calcul, k,(s, V)=gG pourtsV\leq et svV€@D;

Si pe D et Y,E EX, nous appellerons calcul complet d'entrée e tout calcul pour |sV\ > q, onpeut écrire sV = 9 1? 2 ou | vy) =qi: si yy, en,

de premier état fle), dlentrée ) , de dernier état Sp / k(s, \) ) est formé des couples du dernier état et du résultat des calculs

__Pour que la longueur des_calcula.dlentrée.donnée-soit bornée , -il-faut et-it- - 4 exhaustifs de premier état 2 ( » petdentrée V5 ky (8,9) =Gai VE D.
suffit que : Il reste & montrer que l'application Ky associée & ky dans la définition d'un

(GP2) il n'existe aucun calcul d'entrée A dont le premier et le dernier état sont transducteur fini borné (5, 1.3, définition 3) vérifie

égaux, Ky [(s.e), YaJ=k [Kk U(ls,e).9 ), ‘a! | L. Clest évident pour B=5y



Pour s € Mou pours & B get et Isvl > gq, cela résulte immédiatement du fait

que les calculs exhaustifs de premier état s et d'entrée Ya sont : les calculs

de premier état s et d'entrée y dont Se est le dernier état ; tout autré calcul

exhaustif ( C) dé premier état s et d'entrée V , suivi des calcul exhaustifs

d'entrée 'a' dont le premier état est le dernier état de (C) : le résultat est

obtenu par concaténation de ceux des deux calculs, Pour s € Bey etisVi =q,

les calculs exhaustifs de premier état s et d'entrée Ya sont ceux de premier

» état Rs Y ) et d'entrée 'a' ; les deux membres de l'égalité & démontrer sont

vides ou valent k' (Qs dhe )stat . Pour sé Eq. et 1a)! =q-1, dod

| s\al=q, les deux membres valent 5X(s Da)} ; pour sé Ea et.

(sD 1 <> q-1, ils valent fs vay.
\ ary 3

Remarque : Soit m~ application de M dans l'ensemble des parties finies de M'xE

définie par m*(s) eky(s, A )e Il est facile de voir que le transducteur reste le

méme si on remplace l'application m par m* ; on peut alors imposer que dans

les calculs qui définissent le transducteur, il n'existe jamais deux triplets consé-

cutifs de la forme (s,, A,X Ap

5, 3. 3, Intuitivement, l'application £ permet de déduire des cd caractéres lus dans le

mot (contexte droit) et, siq > cd, des q-cd derniers caractéres de l'état courant

v d'une pile engendrée, un état initial du tranesducteur, Puis, & chaque transition,

ou bien un caractére sort de la pile et l'état du transducteur est modifié par l'ap-

plication d, grace A un nouveau caractére lu dans v, ou bien les états du trans-

ducteur et de la pile sont modifiés par m,sans tenir compte de v. En particulier,

pour les transducteurs qui seront définis dans la suite, chaque caractére yi lu

dans v est le (q-ca)?TM° avant le sommet de l'état v TA ( > x j-) de 12 pile;

siq' > cd, les éléments compris dans la pile entre y et i sommet ont pu étre
‘"mémorisés' grace aux états du transducteur, Il euftit pour cela que, quels que
soient s € Met (s',X) € m(s), Acontienne autant d'occurrences d'éléments de

W que de 0 , ou que dans tout calcul complet ob un triplet est (s', A ,X) les

triplets suivants soient tous de le forme (s", A, X').

5.4. Généralisation,

5.4, 1, Il est utile de généraliser les transducteurs finis bornés qui viennent d'@tre étu-

diés, en adjoignant aux éléments qui les définissent un automate fini k d'ensemble

initial M, dlensemble final Mx {0,1} x} od H est une partie finie de E*, et en

ajoutant . dans la définition d'un calcul d'entrée ) une troisitme possibilité pour

les triplets (8,195) X ) f

rlyle Ad Ek; 1 954) OB yy Ie,
Appelons Ki (s, \ ) la projection de k(s, )) sur Mx fo 1} 3 ici, la condition

GP2 est équivalente A :; quel que soit € EX, il n'existe aucune suite 8, ,...,:
d'éléments de M telle que 6)=8 et, pouri=2,...,n, 85 Em (s,_) ou :

(s, 10) € Ks) \), L'application t est définie comme en 5. 3, 1,

On n'abtient plus ainsi des transducteurs finis, Intuitivement, avant certaines

ia transformations des états de la pile et du transducteur on cherche, gr&ce a _ —

| automate fini, une information sur la partie de l'état donné de la pile qui n'a pas

encore été lue, (a) Il est facile de voir qu'on peut définir les mémes transducteurs
généralisés sans utiliser d'applications det m, avec seulement un automate fini

k, Nous conserverons pourtant la définition ci-dessus, qui permet d'évaluer la

complexité du transducteur par l'ensemble des éléments s de M tels quiil existe

un mot ) pour lequel k(s, 9 ) n'est pas vide ; le cas particulier des transducteurs

finis étudiés plus haut est celui ot k(s, ) ) est vide pour tout couples, ),

‘Pour ‘ simplifier l'étude de l'ensemble des résultats des calculs » nous allons

attacher au transducteur une nouvelle application x , qui récapitule en quelque

sorte les applications d,m,k .

5.4.2, X est une application de MxE* dans l'ensemble des parties finies de M'xE*xE*:

pours € M et YE Et, Kt \) ) est formé des éléments

; -(8', 31g!) si Dy =x Ax EE) et s' E d(s,x)

-(8',, X) si (8, X) E mls) ou (s',0,%) Ek(s,Y)

-(s', 9',X) si Dax Y'(x EE) et (s',1, &) Ek(s,).

(1)

iL

cf, la définition d'un automate. a pile, donnée par CscHurzensercErR ]
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Dans un calcul de a état 8y° dentrée %)

| WANE K le,

Réciicbqusment , soit 89
a) (2; Sl ihenel ei. dessus : ae y;

yi ADs

? : dlaprés

i- yp?
€ M, Dq € “e et une suite de triplets (s, 3

lear, tels que, ores a? ax DEK 7a
la ‘définition de x , les cas suivants Sone possibles

5 aT iYury py, EB Ayah et et 8, dls, yy.)

Vi Ye (s,, xy) é€ m(s._)) ou (s,,0, x > € Ks,

on pose alors y= nS

Vary I He Bet LA) | ke, 94
Pour tout i, \) mee% 5 j “Y; » ¢

forment un calcul de premier état 8, et dentrée Vo

dy) 3

Va)

“on en déduit ) oY:

5. 4, 3, Déterminisme du transducteur, Un premier usage de l'application Xest la géné-

ralisation de la notion de déterminisme aux transducteurs définis en 5,4, 1: on

dira qu'un tel transducteur est déterministe lorsque, quels que soient s € Met

dé E,

nit alors un générateur de pile unique,

l'ensemble (8, ) contient au plus un élément ; le transducteur défi-

Dans le cas d'un transducteur fini, on

retrouve la définition du déterminisme donnée en 5, 3, 1 ; dans le cas général,

pour que le transducteur soit déterministe, il suffit que pour touss EM,x EE,

yreé EX, la réunion de m(s), d(s,x), k(s,x \)') contienne au plus un élément,
mais ce n'est pas nécessaire,

55, o -projection et projection d'un transducteur dans un autre,

Envisageons deux générateurs de pilesgn” et a, définis par deux ensembles
w? et w! (x°-w? vfs}, glewlu gay
ducteurs = s tr 4, = Tee aed Pe M

K a et mu ryt ae vm! uk} définissant Xs
cation T = Ei dans E° pour laquelle T (0 )=O@ ; T définit une transcription

Des deux entiers cat 3 ca!

oa’, 2° Q va? om Pa”, définissant
ra deux trans-

Supposons qu'on donne une appli-

T * ae EM dans E*, Soit TI une application de M!xE!* dans M°x Eo telle que,
pours €m!, denTM, 2ém, ier Aer :
a(t, ILA) € X Ye,W ) entrame [OO (s', 91), T *ryle Klee, v)]
by (s,, Vso -| x? (s, \) ) entramne qu'il existe if € pot pour lequel
Cea tO) Je Ko Pose. 9) 7.

, de longueur ¥, pour i=1,,..,7,

Y)

Les triplets (s,5¥,) » i)

ai as gene pial Wine ogg

5

54.2, “ transcrit le résultat de tout calcul de a, dontD'aprés

le premier état est s/, Ventrée \) 7 et le dernier état ie en * résultat d'un
calcul da tx? dont te premier état et l'entrée vérifient (2° , > - W(s u vi ),

A,

a son premier et son dernier état égaux, il en oe de méme pour un calcul de

et dont le dernier. état est Sp D'autre part, si un calcul de tr! , d'entrée

tr? : lorsque tn rae la condition GP2, in la vérifie également,

aces ca? > cd, A tout mot yry v qlacd! ot ¥ Te (e+) edt et
YN € El » associons 7° G Fy) of a°-ca?
qui a pour longueur ca? . Ecrivons ¥°

\ el=a°, et vive qi-cdl e Yoon tel =qi . Si WD vérifie aussi
c) pour tout yi e eye * tout Y € a, % e.

existe et @( 24 o} ), yt )= (9° (e % y%,
1@ transcrit le résultat de tout calcul pompist de tr! , d'entrée xu d, o4 Mea

9 0qv -cd'

ony est le facteur gauche de z*( x 4
0-ca9 0ey ) of c =p? 9

ot

) existe lorsque 2 1 e )

en le résultat d'un calcul complet de tr? dtentrée 3° zd \o

Ce a toute pile engendrée par ga’, pour une donnée A, en une pile engen-
drée par gn? » pour la donnée RA (Q), D'autre part, si ane vérifie GP1l, ilen
est de méme pour gn}, Nous dirons alors que TO dans tr°,c -projette tri

5Dans le cas ol W =w! eto Test lidentité, nous dirons simplement que
GD) projette tr! dans tr? ; alors, pour tout mot o de rT, ensemble gn'(h)
est contenu dans gn (X ) nous dirons que gnt est contenu dans gn’,

6, Note pour une généralisation,

La notion de générateur de pilesqui vient d'étre introduite ne rend pas compte

des algorithmes tels que ceux de [CHEATHAM,SATTLEY ] , [IRONS, 1 7,

[INGERMAN ] , [ UNGER] , étudiés dans [ BRASSEUR, COHEN ] : ces algorith-

mes permettent des retours en arritre dans la donnée et résolvent le proble-

me de la reconnaissance pour une classe de grtammaires de Chomsky et le pro-

bléme de l'analyse pour celles de ces grammaires qui ne sont pas ambigués, en

utilisant un nombre borné de piles, L'algorithme de [ CHEATHAM, SATTLEY |

construit la pile attachée & une pseudo-arborescence de (G) ayant pour

> {UNGER |] construisent
la pile attachée @ la pseudo-arborescence gauche d'une pseudo-arborescence de

suite de feuilles ; ceux de [IRONS,1 ], [INGERMAN ]

¢€ (G) ayant & pour suite de feuilles. Pour rendre compte de ces algorithmes et



en construire d'autres du méme genre, on serait amené a généraliser la notion

de générateur de pile unique de manitre a pouvoir associer 4 certains généra-

teurs de piles gn, définis & l'aide d'un transducteur non déterministe, un géné-

rateur ainsi généralisé gn’ tel que gn'( % ) soit vide si, et seulement si, gn( A)

Vest, et que gn'( ) soit contenu dans gn( & ), On pourrait alors justifier du

domaine d'application de ces algorithmes,
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CHAPITRE 6

Analyse par construction d'une pile adjointe ou

attnchSe aux pssulo-arboreac nces cherchées_

6, 1, Analyse par construction d'une pile adjointe,

Now rox tints ici au cas d'une grammaire de Chomsky non généralis ée,

Diaprés l'étude de la pile adjointe 4 une ramification orientée (2,9. 2), la

pile U adjointe & une pseudo-arborescence (I,f) de € (N,T,::5,X) possede les

propriétés suivantes ;

1) la premiére entrée est celle de la racine X ; elle est suivie d'une sortie i

2) aprés une sortie de symbole terminal, se produit une nouvelle sortie si la

Pile n'est pas vide ; si la pile est vide, il s'agit de la derniére sortie ;

3) la suite de feuilles de (1,f) est la trace sur T* du mot de sortie de la pile ;

4) aprés toute sortie d'un symbole non terminal A, entrent les éléments d'un
mot y tel que A

Soit H =a

wv

\ , puis se produit une sortie.

*#+8,_;' Ie suite de feuilles de (I,f), Les entiers j, tels que j,+1
soit une sortie de symbole terminal, Jg= 9 et l'indice Jogi? du dernier état de

la pile U, forment un p-partage de UGH est sortie de a p Pour ce p-partage,

avec les notations du paragraphe 5,2 :

- Po est de lahtorme XT Y, BT os TY, B oO Play ob rz

et Bet 7 B. Fy pour 1<¢k & ) en posant B =X et Bla (d'aprés les

propriétés 1,4 ci-dessus) ; Yo? “aA,

~Pour 0 <i < p, si jyt2 est sortie d'un symbole non terminal C, vie nye ana

Hy est de "2 forme Try, Bo vee F 9, BL aoe fy a ob r 71

et Boa is BLY, pourl <k <reen posant BoC et Blt, (d'aprés 4) ;

sinon, jt? est sortie d'un symbole terminal (d'aprés 2), Jy tatt, vena ay

theo

ov, Tian et Rye .

Cette étude va nous permettre de construire un générateur de piles gn dont

la donnée est un mot de T* et qui engendre les piles adjointes aux paeudo-

arborescences de € (N,T,::=,X) dont A est la suite de feuilles : ensemble W

1
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est V, l'entier cd est 1 ; l'application t est définie par

9,8) Cu © Y. a pour

B, 1 By, pour L< Re r, en posant By =X et
-pour a€ T, t('a') est ensemble des mots X

lesquels r z T et Bey

Bla (a est une initiale de chaque B,) 3

-pour a€T,bE€E,CEN, 1 €V*, t(abC 1) est l'ensemble des mots

o oy, B, S ses a pour lesquels r Zi et Boyt = B Pe

pour 1 K k ¢ rt, en posant Bo =C et BLta (a est une initiale de chaque BL) 5

-pour a€é T,b €E, 4 € v® » taba) = {ic} :

~pour b€ E, t(! o b') = fro’

~ dans les autres cas t( V)=@.

Notons que siv € v*, a €E et yr ett(via)=t(a¥), v Bp est toujours défini,

et que t vérifie la condition GP1, Il résulte de l'étude précédente que l'ensemble

gn(O ) contient les piles cherchées,

wee Elle est:

0 p-1°

adjointe & une pseudo-ramification (I,f) dans V. Chaque mot Fi appartient a l'un

Réciproquement, soit U une pile de gn(O), pour & ='a

des ensemblés t(-) ) qui viennent d'étre décrits, Ko qui appartient a t('a'),

commence par X & : (I,f) a X pour seule racine, Pour 0 <i <p, jjtl est une

Py ATO oye Ha)sortie du sommet de viEYy

i 3 shy slg! 7 eese termine para, ) 5 sia, | ol, pe ta, | bay 1) et Yiy na y>

dans les deux cas, _ sommet de vi est a “1 ; dans les deux cas aussi, Jt2 niest
pas une entrée ; aly est l'image par f aah feuille de J, Si it2# Jaye
Ba 1> let jy +2 est sortie de l'élément C qui précéde le sommet de vs

a¥ = ay any c 1 aprés cette sortie, entre un mot y tel que C =~? CéEN,
\y est une famille de prédécesseur C. Si k est une sortie de la pile qui n'est ni

un jth, ni un jt2, c’ est la sortie de 1l'élément B d'entrée k-1 ; k est suivi des

entrées des éléments d'un mot Y tel que B ::= y :BEN, o est une famille

de prédécesseur B, La suite de feuilles de (1,f) est done % et (I,f) appartient &

€ (N,T,u=,X),
rescences de € (N,T,

gn(o{) est l'ensemble des piles adjointes aux pseudo-arbo-

=,X) dont & est la suite de feuilles,

nto PEON,

Liensembleé t( ¥) ne dépend que 7a premier et du trsicitee élément Ju mot

Vos &

dans l'ensemble des parties de E*,
; t.est Jéfiai par une cyplication d'un easemtle fini

t est l'application associée & un transduc-

(1)

A Sem hs BL =a) rencontrées dans la définition de t

teur borné lorsque les ensembles t( ) sont tous finis’’, Les suites

(By =X ou C, By pésor B.

sont des chemins du graphe des initiales de la grammaire, Pour que t soit

défini par un transducteur borné, il suffit donc que ce graphe ne contienne pas

autrement dit qu'aucun symbole ne soit initiale stricte de lui-méme,de circuit,

Nous désignerons dans la suite cette condition par AD.

Supposons inversement que la grammaire soit réduite et que A soit initiale

stricte de lui-m@me, De toute pseudo-arborescence de la structure JS (vy=)

qui a A pour racine, on peut en déduire une autre de hauteur supérieure, A

posséde une initiale a appartenant a2 T, Les pseudo-arborescences de 3 (Vv,

dont A est la racine et a la premiére feuille, ont leur hauteur h non bornée,

Elles sont sous-pseudo-arborescences completes de pseudo-arborescences de

g (N,T,::=,X) dont les suites de feuilles ont méme facteur gauche by cosby

avec by =a (théoréme 4. 2); La sortie o, de la geme feuille a est précédée
-1

d'au moins h-1 sorties oy n'est donc pas bornée, Les piles adjaintes aux

pseudo-arborescences de itenserihs ne peuvent étre engendrées par un généra-
teur tel que soo soit borné (2 ,
La condition (AD) est en particulier réalisée si toute régle est du type

Ansay ob ae T et ¥ é€ n* ; [GREIBACH,2_] montre que pour toute

grammaire, il existe une grammaire équivalente qui posséde cette propriété,

Alors, les chemins du graphe des initiales sont tous du type (A,a), Les entiers

r utilisés lors de la définition de l'application t sont tous égaux A 1; Ce cas est

étudié par [ GREIBACH, 1 ]. L'algorithme de [ KUNO,QETTINGER ] revient

aussi a engendrer la pile adjointe & une pseudo-arborescence,

=

(1) On peut d'ailleurs définir un transducteur fini borné dont t soit l'application

associée,

(2) Mais il est cependant possible qu'elles le soient par un autre générateur

par exemple, si T.= { ay , N= § x} etX

rateur pour lequel cd=1 et t(a h )= {'x vary to = js my ;

Xala, elles le sont par le géné-

application t est associée A un transducteur fini déterministe,
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Pour qu'on obtienne un générateur de pile unique, il suffit que: :

{AD') pour tout A € Net tout a € T, il existe au plus une régle A i= BY

telle que a soit une initiale de B.

Lorsque la grammiaire est réduite, cette condition entrafhe AD ; en effet,

si A est initiale stricte dé lui-méme, il existe dans le graphe des initiales

plusieurs chemins d'origine A ayant la méme extrémité a © T ; deux de

ces chemins ont un premier point non commun, B sur l'un, B' sur l'autre,

précédés d'un point commun A' ; ilexiste donc deux régles A' u= BY et

A' u= B! ', Bet B' ayant tous deux a pour initiale,

Supposons maintenant que la grammaire est réduite, que AD' n'est pas

satisfaite, et envisageons un générateur des piles adjointes tel que cd=1 et

que jtt soit la sortie de la ime feuille, pour 0 ¢ i¢ p, Il existe dans
9 (V,::5) deux pseudo-arborescences de méme racine.A, de méme premiére

feuille a, o& les deux familles qui ont la racine pour prédécesseur sont dif-

férentes, Elles sont su#-pseudo-arborescences complétes de deux sous-pseudo-

arborescences de € (N,T,
jth

,X) dont les suites de feuilles ont méme facteur

auche b, , avec b. .=a, Par conséquent, pour une donnée b, ...b. >gi i- 0 in]

le générateur est un géné-

rateur de piles multiples, En résumé, si on suppose la grammaire réduite :

Théoréme 6, 1, Pour que l'application t définisse, avec l'ensemble V et cd=1,

un générateur de piles gn, il faut et il suffit que le graphe des initiales de la

grammaire (N,T X) ne posséde pas de circuit, Pour tout mot & sur T,

gn(& ) est alors l'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arborescences de

g (N,T,::=,X) dont & est la suite de feuilles, gn est un générateur de pile unique

si, et seulement si, la grammaire vérifie la condition AD',

. Utilisation dans la suite du chapitre d'un pseudo-graphe de production,

‘Nous emploierons dans la suite du chapitre un pseudo-graphe de produc~ “"

tion (J, ; g) du premier ou du second type (4.6, 4), Nous pourrons ainsi

traiter le cas d'une grammaire généralisée, Les mots AW (resp. WY A) tels

que A us

tiennent respectivement & deux sous-ensembles J' et J''. Nous supp oserons

sont les chemins de (J, ; g) dont l'origine et l'extrémité appar -

que le pseudo-graphe posstde les propriétés PG1,PG2,PG3; Morigine tans

J! d'un chemin commengant yar Z est o(Z),

boars vt arene

6 3.

Soit (I,f) une pseudo-arborescence de ¢ (N,T,::5,X), Un noeud z de Ia

pour image f(z)=A, la famille Pp de prédécesseur z est transcrite par f en y .

etAn= Yo; AY (resp, (y A) est un chemin de (J, [ ; g), transcrit par

g d'un chemin (unique) w p ' (resp, p w) de (J, [ ) dont l'origine appartient

asi :weés,t Pl =| v1 =| p | ; en associant A tout élément y de e

Vélément £(y) de méme rang dans pt , on définit une application de I, privé

de sa racine r, dans J, Soit 3 un élément niappartenant pas 4 J ; prolon-

geons f, par £,(z)= S et gparg(d )=X ; alors {=gof

wa ust.

,X) ensemble des pseudo-

1° (.f)) est une

pseudo-arborescence dans l'ensemble J

Soit € 7,
arborescences (1,£,) ainsi associées aux tf __y»v

x). \, fe
J

al,
Comme (I,f) est transformée de (.f,) par g,

pseudo-arborescences de ¢ (N,T

lapplication qui a (I,f} associe (1,£,) est une

bijection de € (N,T,::=,X) sur € (NT =.) ; E 6.1

(L,£,) détermine (I,f),

Dans la pile attachée & une pseudo-ramification, une sortie d'un élément

Yest suivie d'une entrée d'un élément Z qui suit Y dans une famille, ou d'une

sortie si Y est dernier élément d'une famille. Les familles p de (.£)) sont

des chemins d'un graphe ; les éléments w prolongeant un chemin Po d'un

graphe en un chemin p ow ne dépendent que du dernier élément de fp o Cette

propriété est fausse pour les chemins d'un pseudo-graphe ; or les familles

de (1,f) sont des chemins d'un pseudo-graphe, Plut6t que de construire les

piles attachées aux pseudo-arborescences (I,f) de & (N,T,::=,X), nous

construirons les piles attachées aux (I,f,) associées,

Analyse par construction des piles attachées aux pseudo-arborescences de € (G).

Dans la pile strictement attachée & une ramification orientée, un noeud

entre avant les points dont il est le prédécesseur, Il sera commode @'utiliser

ici un pseudo-graphe de production (J, [7 ; g) du premier type,

. Caractérisation des piles cherchées, D'aprés l'étude de la pile strictement

attachée & une ramification orientée (2, 1), la pile attachée & une pseudo-

ramification (1,£)) de € 9) posséde les propriétés suivantes :
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(AT 1) La premitre entrée estuneentrée de é ;

(AT2) Sii est une entrée de x et i+] une sortie, g(x) € T.

{AT3) Sii est une entrée de x et i+] une entrée de y,

of g(x) | — y (dot g(x) é Nety € J).

(AT4) Sii est une sortie de x et i+] une entrée de y, x et y sont des points

de Jtels quexTM y.

(AT5) Sii est une sortie de x et i+] une sortie, x appartient a J",

Réciproquement , soit Uy une pile sur l'ensernble Jp qui posséde ces

cing propriétés, Elle est attachée & une pseudo-ramification (Lf), et trans-

crite par g en la pile U attachée & (got )= (1,£). (1,f£) est une pseudo-

,X). D'aprésramification sur V ; montrons qu'elle appartient 4 (N,T,

AT3 et AT4, toute entrée autre que la premiére est celle d'un point de J ;

d'aprés AT4 et AT5, il en est de méme pour toute sortie autre que la derniére ;

d'aprés AT1, la premiére entrée, et donc la derniére sortie, portent sur 3 5

(I,£) est une pseudo-arborescence de racine g( 5 )=X. Si z est une feuille de

Ig [£,@)J = f(z) € T (AT2). Pour un noeud z de I, posons x=£ (2) et

A= g(x) = f(z) : la famille e de prédécesseur z dans J est transcrite par fy

en une famille p ' de prédécesseur x dans (14), elle-~méme transcrite par

gen une famille Y de prédécesseur A dans (I,f) ; d'aprés AT3, AT4, AT5,

le mot AP est un chemin du pseudo-graphe (J, [TM ; g) dont l'origine est o(A)

et 'extrémité dans J": A ui=f . (I,f) appartient & & (N,T,::=,X).

Complétons les propriétés précédentes par trois autres propriétés de la

pile uy attachée & (,8,) é€ € 1) } g transcrit u; en U, attachéea ,

(.f) € & (a) :

{AT6) Sii est une entrée de y dans U; et si dans U la premitre entrée de sym-

bole terminal supérieure ou égale Ai est une entrée de b, b est initiale de

gly) : eneffet, il existe deux points y,e by de I tels que yet y(y p> b=£(b ,) et

by soit la premiére feuille qui majore yy dans ordre d'entrée de I ; best

initiale de fly) =g(y) (4. 3. 2).

(AT7) Sii est une sortie de y de la pile U; et si la premiére sortie de U d'un

symbole terminal qui est supérieure 4 i est une sortie de b, g(y) et b, images

par f de deux points consécutifs de 1, forment un couple vicinal (4. 3. 2).

a> inna

(AT8) Si i est une sortie de x et i+] une sortie de y, g(x) in gly) (4.3. 1).

6, 3. 2, Générateur, De l'étude qui précéde, déduisons un générateur de piles gn tel

que, pour tout mot ® de r, g transcrive les piles de l'ensemble gn(& ) en

les piles attachées aux pseudo-arborescences de g (G) dont & est la suite

de feuilles, Nous emploierons les notations du chapitre 5 ; les j seront les

entrées de feuilles, Ce générateur est défini par W= Tw yy (rappelons que

E=Wu 5 sy ), cd=1 et par un transducteur fini barné (5,3)tr ; & tout

élément x de Jy associons bijectivement un élément x n'appartenant pas a

J, 3 soit J, ensemble de ces x ; appelons d'autre part.T’ l'ensemble

Tu fey. .

a) M=Tx(3,U J).
b)q=2; poura ET, &(a,o )=(a, 3) ; poura ET! etx € Jy @(a,x)=(a,x).

c) Poura € T',x € Jy etx’ e J.,d4 Fa,e)x4 contient les seuls élémentsv

- (a,y) pour tout y € Jtel que x y et a soit initiale de g(y) (d'ot xed

etaf#o), a .

- (a,x) six EJ", glx) fn g(x! et si, ou bien le couple g(x'),a est vicinal,yO ot

ou biena=6 ; /

aL(o,d),ol= fap.

d) Poura € Tetx € Jp m (a,x) contient les seuls couples suivants :

= (sp0'x') si glx)=a,

- Efa.y),'x'] si g(x) € N, pour tout y € J tel que of g(x) ] ° yet a soit

initiale de g(y).

Dans tous les cas ob 2 (a,b) nia pas été défini (a € E, b € E), &(a,b)

n'existe pas; dans les cas ob d(s,x') ov m(s) n'a pas été défini (s € M, x’ € E),

cet ensemble est vide, Ces conventions seront valables pour les applications

L.djm,k des transducteurs définis dans toute la suite,.

Le résultat d'un calcul du transducteur est un mot sur yy Vu { oy :

Etudions divers calculs complets ; on remarque que si s' est la projection sur

Md'un couple de m(s), d(s',x') est vide pour tout x',

1 5(1) Voir la remarque qui suit l'étude des calculs du transducteur,



1) Sil'eritrée est'a o' (a € T), Sy (a, 5) et les calculs complets sont les

suites +

(ary) Ast SN eselryde A rye yo (Box) O Vga Spr'¥,y')

oir > 2, a=gly,_)) et of ely;_,) ] Ty, pour 1 €& & rel, en posant

Yor 5 ; es conditions entrafnent que a est initiale des aly,» Le résultat

1 1du calcul est $ Yyorr Vy =

2) Si l'entrée est 'ax) 6.x ‘(rt > laeT, x € J)rs = (a4) 5

les calculs complets sont les suites :

(a,x) xo eee (2%) ye MEY) gyn ey Mary ng ps OV yn)
t ' 1 1

wee (@sy, ys A, 9) Bee'¥, 1)

ob: lg rt r, rg r'; pour lg k¢r'-l, x,€ a et g(x,) ing (x, |») :

. al Yu 3 pour r4l¢gk¢r-l, of aly 1) J Pp YF aly,_,)= 3 ilen

résulte que a est une initiale de lyin) J»: ely.) et que g(x,) 7 See g(x.)

forment avec a des couples vicinaux (théoréme 4, 3).
"

You Vn oy hs wee x)! Bp existe

puisque ‘r'! ¥ r', et ce n'est pas le mot vide,

1 ' 7 a Nit
pee (> 1X € Jy) 8 (O 4%) 5

puisqu'il existe un calcul complet, il faut que Xie 5 3 ce calcul est

(C6) kyoto De OT I) He 8 Vi 5), F'e')s Bp 610)

si, purl ¢k¢ r'-l, *e € Jet g(x,) in g(x, 1). Le résultat du calcul est

Le résultat du calcul est = o*

3) Sil'entrée est '© x

a x
6 ix, . 1.) B o1 le générateur gnexiste et c'est le mot vide

vérifie GP 1.

Remarque : envisageons les calculs du transducteur étudiés en 2 et 3,

Si on suppose que, pour 1 ¢ k ¢ r-1, il existe un chemin de (J, 7 ) d'origine

of at, a) et d'extrémité er Re € J" entrafhe els) in glx, ? . Lthypothése

est vérifiée lorsque ca me x,' est l'un des états yy d'une pile engendrée

on le voit facilement par récurrence sur i, Il sera donc inutile de tenir comp-

te de la condition g(x)fng(z), imposée lors de la définition de application d

pour que (a,x') appartienne 2 d[(a 1%) 13] Et

Soit d sta... ‘un mot sur T, Envisageons une pile U, de l'ensemblea

0 p-l .

gn( ck ), Le premier calcul du transducteur conduisant a cette pile est du type

lci-dessus ; v, appartient A r et n'est pas vide ; le second calcul est done

eerie

s r

= td wry heey ob ri > 23 Pee o
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me

du type 2, et, par récurrence, il en est de méme de tous jusqu'au 2 ;

le dernier calcul est du type 3, La premiére entrée est donc une entrée de 5

la pile vérifie donc la condition AT1, Pour 1 <ig¢p, i est une entrée d'un

élément y tel qué aly)=a,_) ; toute autre entrée est suivie d'une entrée ;

U, vérifie aussi AT2, Toute entrée de x suivie d'une entrée de y est distincte

d'un i ; dlaprés les résultats des calculs de type louZ, ofg(x)]T y.

Aucune sortie n'est un jp ni inférieure & jy si la sortie de x est suivie de

lentrée de y, x 7 y d'aprés les résultats des calculs dutype 2 ; sielle est

suivie d'une sortie, x€ J", La pile UF vérifie donc aussi AT3,AT4,AT5 ;

elle est transcrite par g en la pile attachée U & une pseudo-arborescence

(I, f) de g (N,T,::=,X), La suite de feuilles de (1,f) est la suite des symboles

terminaux qui entrent dans U, c'est-a-direQX .

Réciproquement, la pile U attachée A une pseudo-arborescence de

g (N,T,::=,X), ayant % pour suite de feuilles, est transcrite par g d'une

pile Uy qui wésitie AT1,AT2,AT3,AT4,AT5,AT6 ATT ,ATS, Soit i Ventrée

dans U de lai feuille, ae Jp=0 , jp andy 4, et 4 aL” indice du dernier

état de U, forment un p-partage de Uy D'aprés AT2 , toute entrée qui n'est

pas un i est suivie d'une autre entrée, Pour le p-partage considéré

- Bo est de la forme ‘dy, rege avec jy 22, gly, ,)sa
Jy-V 0"

of sy,_)] My, pour 1¢k ¢ jl, en posant yy = § (d'aprés ATI,AT3) j

clest le résultat c'un calcul complet d'entrée tay os!

- lorsque 1 gig p-l, Vv; est de la forme ca weeX,!' avec > Le jtlest
a

am : x
une sortie, dg tune entrée, Py est donc de la forme & Youre Vey t

sly,,_ 1) Fa lgrier, r''¢ r' ; dlaprés AT5,AT8, pour l<eke rel,

x, © Tet gx)ing&y,, |) ; dlaprds ATA, x, My, § pour rele ke rel,

ofelyy. dd Ty,» dlaprés AT3 . Fy est le résultat d'un calcul complet d'entrée

avo.
Ad 7

is+ 1 et pour lg¢gk gr Dy

x, € J" et ab,) fn aly 7) {(AT5,AT8). Mp est le résultat d'un calcul complet

d'entrée ia 5 ov. u appartient & gn( cA ).

Théoréme 6, 2, Pour que le’transducteur tr vérifie la condition GP2, il faut et

il suffit que le graphe des initiales de la grammaire, supposée rsuite, ne

contienne pas de circuit (condition AD),
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La condition est suffisante, car of g(x) ] y entrafne qu'il existe un mot /

tel que g(x)::=g(y) : Lorsque le graphe des initiales contient un circuit et

que la grammaire est réduite, on voit par une démonstration analogue & celle

donnée pour les piles adjointes (6, 1), qu'il n'existe aucun générateur des piles

attachées aux pseudo-arborescences de é (G) ou € (9) pour lequel, ~

si €, est l'entrée de la i®TM* suite, Ed bie ubadde ee 'quirathverde aa®

montrer et étend le théoréme, 2

Revenons au cas ot le graphe des initiales ne contient pas de circuit,

L'ensemble m,(2,x) des mots 'y,... ce sur J | tele que n> 0, ¥pr%s gly,)=4

et ofety,_,)] T ¥,- pour lgign, est fini, Les résultats des calculs com-

plets du transducteur ne changent pas si on remplace la définition de l'ensem-

ble m(a,x), pour a.€ T et x€ Jp donnée plus haut, par ma!(a,x)= {8,4 xm (2)

(cf, 5.3.2, remarque), Les ensembles m'(a,x) peuvent étre déterminés une

fois pour toutes ; c'est ainsi que prockde [ IRONS, 2} qu'on pourra consulter

pour obtenir plus de détails sur la pratique de la méthode,

6, 3,3, Etude du déterminisme du transducteur, Pour tout couple (s,x') de MxE,

d(s,x!) ou m(s) est vide, Si le transducteur n'est pas déterministe, l'un de ces

ensembles a plusieurs éléments, ce qui ne peut se produire que dans deux cas

1) Iv existe dans J trois points w,y) +7 tels que w 7 yyw My: ¥,7¥

ely) et aly.) ont une initiale commune. D'aprés la propriété PG1 du pseudo-

graphe de production, B) = aly,) est distinct de B, = aly,) ; dlaprés PG3, le

chemin wy) du graphe (J, TM ) est contenu dans un chemin A wy) x 1 d'origine

dans J', d'extrémité dans J"; le chemin hw ¥ est contenu dans un

chemin Awy, x 3 d'extrémité dans J", g transcrit Awy A 1 oR un mot

AY BY, et Awy, A, en AW Bo, Ans YB) By As WB es

2) Il existe trois points de J, x,y,x', et un symbole terminala tels que xT y,

a est initiale de g(y), x! est l'origine dans J' et x Vextrémité dans J" d'un che-
~

min x! A.x de (J, 7 ), et g(x'), a est un couple vicinal, Alors xX. xy est un

chemin de (J, f ), d'origine dans J'; il est contenu dans un chemin Ax yA,

d'extrémité dans J"; g transcrit ce dernier chemin en

ate’) & ele) ely) yy + abet) = Y Ble) et abe) == Y ah) BO) Fy
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Soient un symbole non terminal A et un mot W (éventuellement vide) sur

V, tels qu'il existe des mots w pour lesquels A ::= Wy © ; désignons par

Bp Selb Ba les premiers symboles des mots co non vides et par QA, wy )

l'ensemble des initiales terminales de BL 3 enfin, si l'un des mots Coest

vide, soit Q (A, \y ) l'ensemble des symboles terminaux a tels que le couple

A,a soit vicinal, Pour que le transducteur spit déterministe, il suffit que soit

vérifiée

(AT) pour tout couple A, WY les ensembles QA, y ) sont deux & deux dis-
joints,

AD! entrafme AT ; si la grammaire est réduite, AT entrafhe AD (méme dé-

monstration que pour AD! entrafne AD, 6, 1). ,

Supposons AT non satisfaite et la grammaire réduite, Si pour un couple

A,y deux ensembles QlA, w )et Q fA, w ) (x40, k40, ixtk) ne sont. pas

disjoints, il existe dans ¥ (V 112) deux pseudo-arborescences (I,f) et (I',£')

de racine A dont les suites de feuilles ont un facteur gauche commun v non

vide ; si Ql, Y )et QA, \ ) ont en commun un élément a, d'aprés le

théortme 4, 3, il existe un symbole auxiliaire A' et deux mots 1? V v7 2 sur

Vtels que Y 1 Aa 9 2 dérive de A', d'ot deux pseudo-arborescences (I,f) et

(i!, £9 33 mete A}, oat bs ect 7b ives ont un facteur gauche commun ¥ non vide ;

dans les deux cas, les sous-pseudo-arborescences de (I,f) et (I',f'), images

des sous-arborescences de I et I' qui sont formées des neeuds majorés par l'une

des \¥\ premiéres feuilles étant différentes, On en déduit de la ménis

maniére qu'au paragraphe 6. 1, en supposant la grammaire réduite :

Théoréme 6. 3. Pour que le transducteur tr soit déterministe, il faut et il

suffit que la grammaire vérifie la condition AT, Lorsque AT niest pas satis-
faite, tout générateur des piles attachées aux pseudo-arborescences de & (G)

(ou de & 1), pour lequel la donnée est la suite de feuilles de la pseudo-

arborescence (ou sa transcrite par g), cd=l et ji est l'entrée de la yeme feuille,

est un générateur de piles multiples,

On remarquera que, pour prouver plus haut que toute pile engendrée était

Uune des piles cherchées, on n'a pas utilisé toutes les conditions imposées au

transducteur. Il existe donc des transducteurs plus simples conduisant aux

mémes piles ; iles sont seulement "plus indéterministes", et de ce fait ménent
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A des réalisations pratiques moins efficaces ; en particulier, ils peuvent

n'étre pas déterministes méme lorsque (AT) est vérifiée, Une remarque

analogue peut étre faite pour les autres algorithmes d'analyse que nous |

étudions ; elle sera illustrée par les divers générateurs qui, au chapitre 7,

engendreront tous les mémes piles,

6, 3.4, Exemples, Un langage de Dyck sur 2n lettres a, Qgignet -ngig -)

[ CHOMSKY ,SCHUTZENBERGER ] peut étre défini par la grammaire suivante +

Tefaslgi¢n,-n Sig -1ys

N={X,A,B 3 lg ign, n¢ ig -1} 5 axiome X ;
g

A, =a, Bea laa, por 1 ¢ignet -ngi ¢-l,

Bus ABTA, l¢gjign et ngig-l

x ne A, XIA, et j#-i

Il est facile de voir que la condition ji assure AT, Rappelons que tout lan-~

gage de Chomsky est image homomorphe de l'intersection d'un langage de

Dyck avec un langage de Kleene [SCHUTZENBERGER |, La relation de

production donnée en exemple au paragraphe 4, 1, 2 vérifie aussi (AT), D'autres

exemples pourront étre trouvés dans [GEnuys] » qui étudie des cas ot

Vhypothése (AT) est réalisée,

Certains auteurs n'utilisent pas de pseudo-graphe de production, et le

remplacent par un jeu de procédures, récursives en général, une procédure

étant desociée a certains symboles auxiliaires (ces procédures jouent parfois

un réle en dehors de l'analyse syntaxique) : [GRAU], [LIETZKE] étudient

ainsi Algol, Cependant, pour éviter d'avoir a introduire un trop grand nombre

de procédures ou un trop grand nombre d'éléments ("états syntaxiques") dans

Valphabet utilisé, ces auteurs transforment souvent implicitement le gram-

maire donnée en une grammaire généralisée équivalente,

iA ak ES pore
6,4. 1. Introduction, L'hypothése AD est fort restrictive
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6,4, Analyse par construction des piles attachées aux pseudo-arborescences

gauches des pseudo-arborescences de € (G). ,

: en particulier, elle

interdit les ragles de la forme A At? . Son réle est d'assurer qu'un

état a de la pile attachée a une pseudo-arborescence de & (G) étant

donné, la premitre entrée aprés i d'un symbole terminal, si elle existe,

ou I'indice du dernier état de la pile sinon, est borné, Cette condition

sera plus facile & réaliser pour les piles attachées aux pseudo-arbores -

cences gauches (2, 12) des pseudo-arborescences de € (G) : toute
famille commence par une feuille ; plus précisément, d'aprés l'étude

faiteen 2, 12.4, il suffit qu'il n'existe aucune suite de symboles auxi-

liaires A) gesters a A, tels que A,sA, et, pour z<¢ k¢éa, ALFA

autrement dit, qu'aucun symbole auxiliaire ne dérive strictement de

lui-méme, :

L'étude des familles d'une ramification gauche conduit 4 penser qu'il

est plus commode de disposer d'une régle A wy sous la forme d'un

mot 9 A plutét que A ; nous utiliserons donc un pseudo-graphe de

production (J, F ; g) du deuxiéme type, Nous construirons les piles atta-

chées aux pseudo-arborescences gauches des pseudo-arborescences (I,f,}

de: € (6). D'aprés le théoréme 3, 3, (1,£)) est déterminée de manitre

unique par sa pseudo-arborescence gauche,

Remarque : dans le cas déjA envisagé c'une grammaire ob toute régle

est dutypeAtsaip ,aé€T, YE n* (ou v*y, toute pseudo-arbares~

cence de g (5) est sa propre pseudo-arborescence gauche, puisque

chacune de ses familles commence par une feuille,

6,4, 2, Caractérisation des piles cherchées, D'aprés l'étude des ramifications

gauches (2, 12) et celle de la pile strictement attachée 4 une ramification

orientée (2, 1), la pile U

che de (.4)) € 1

(G1) La premitre entrée est une entrée de 3 e

l attachée & (1.4), pseudo-arborescence gau-

(N,T,::=,X) posséde les propriétés suivantes

(G2) Si i est une entrée de x et itl une entrée de y, y appartient A J', g(x)

appartient & Net g(y) a T, car dans ((I_,f est le premier élément8 iy y P
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dhune familie “ae prédécesseur x: y est le premier élément d'une
famille de (L,f,) et l'image d'urie feuille de 1,

(G3) Si i est une sortie de x et it] une entrée de y, deux cas sont possiblés '

(et ils s'excluent) : :

a)x Cy (dorx# S ,y#d )etalyle Vi sigly) € N, itzest

une entrée ;

bhyeé Jet ilexiste z € Jtelquex I zet g(z)=g(y) EN; itdest

une sortie de y,

En effet, x et y sont consécutifs dans une famille de (1g -£))), et ce

qui précéde résulte de l'étude des familles d'une ramification gauche

dans le cas a, x et y sont consécutifs dans une famille de £)) 3

dans le cas b, x est l'image par fy du dernier point d'une famille de

Ide prédécesseur y,, fey ety, est le premier point de sa

famille,

(c4) Si i est une sortie de x et i+] une sortie de y, il existe z tel que x Mz
et g(z) = gly) eN (d'ow x46 etz € J"), car x est le dernier élément

d'une famille de (Gf) et d'une famille de (L.£))> dont le prédéces-

seur est y.

Réciproquement, soit UL une pile sur Jyqui vérifie Gl, G2, G3, G4

Elle est attachée A une pseudo-ramification (I',f!) dans Jp les points w

de I' tel que gof'(w) € T sont des feuilles, car, d’aprés G2, f! (w) sort de

la pile dés son entrée ; toute famille de I’ commence par un tel point

(G2) ; d'aprés le théoréme 3.3, (I',f!) est la pseudo-ramification gauche

d'une unique pseudo-ramification (1.f)) dans J,telle que les feuilles de I

soient ceux de ses points wy qui vérifient gof,(w,) € T. D'aprés Gl, G2 et

G3, pour toute entrée dans uy d'un élément y, g(y) appartient a Vo: g

transforme (L.£)) en une pseudo-ramification (I1,f) dans V ; g transforme

aussi (I',f!) en la pseudo-ramification gauche de (I,f) et transcrit la pile

Uy en la pile attachée a cette pseudo-ramification gauche, D'aprés Gl,

G2, G3, é wa qu'une entrée dans UP la premitre ; d'aprés G3.et G4, la

sortiededest nécessairement la dernigre, (If') a une seule racine & :

donc (1,8)) aune seule racine 4 , (I,f) a une seule racine X, Etudions les

yee rapes erated dene hil

|
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familles de (.f)) d'aprés 2, 12, 2 et 3, 2,3, pour les construire, on

considére dans toute famille CJ de I', de prédécesseur z, les feuilles

Apres ast telles que gofl(a ye N (si elles existent) : les a, sont

caractérisés par goft (aye Net, dans la pile U’ strictement attachée

al', entrée de a, est suivie d'une sortie ; Co s'€crit aM oF) ay fe ts

; ET; 6i 5 . iP ie
et Oy ob gof' (a9) T si un élément x d'un mot Wy vérifie

gof'(x)€ N, son entrée est suivie d'une entrée ;
- F

f!*( uo )=al 1 tat ' 3 i oft).(w) alg tulgaly Wy se.at) ) Wl) | est une famille de (If!) ;

aly wl est une famille de (1,4,) qui a pour prédécesseur a!

une famille de prédécesseur a!

fi fasu

yy)
ees al ww) une famille de pré-.

gi prl “ p-1

décesseur f'(z) et on obtient ainsi toutes les familles de (1,£,) sauf'$',

Pour 1¢i< p-1 entrée dans U! de a, est précédée et suivie d'une sor-

tie : dlaprés G3, al, € J' ; d'autre part, d'aprés G2, aty € J'. Pour

0 € i ¢ p-1, aprés la sortie d'un élément x de a, Ww .qui n'est pas le dernier

vient l’entrée de l'élément suivant y; d'aprés G3, £(xe) rf£'(y), Pour V.¢igp-2,
la sortie du dernier élément x de a,o est suivie de l'en-

trée, puis de la sortie de aud il exidte y tel que f'(x) [ £'{y) et

gof'(y)=gof! (a,, p (G3), La sortie du dernier élément x de anal eT

est suivie de la sortie de z ; il existe y tel que f'(x) TM f(y) et

gof'(y) = gof'(z) (C4). 8X, ot yey) pour 0 ¢ i ¢ p-2, et
ee, Cl) g {i (z)| sont des chemins du pseudo-graphe de produc-

tion, d'origine dans J', d'extrémité dans J", (I,f) est une pseudo-arbores-

cence de GIN,T X).

Nous allons préciser Gl, G2, G3, G4 par d'autres propriétés de la

pile U, attachée & (G_£))) pseudo-arborescence gauche de 4) é Cx, (G).

Notons d'abord que l'entrée de § est suivie de l'entrée d'un élément b

tel que g(b) € T, Désignons par U! la pile strictement attachée & Iq arbo-

rescence gauche deI ; soient Vy deux points de I (et IQ): b) une

feuille de I, x=£,(x,), y=£,(y,), b=£,(b,).

Supposons d'abord que l'entrée de x) dans U' soit suivie immédiate-

ment de l'entrée de yy vy est la premiére feuille qui majore xy dans

lordre d'entrée de I ; d'aprés 4, 3.1, f(y.) = ely) est une initiale de

f(,)= el)

(G5) Si i est une entrée de x dans U, et i+] une entrée de y, g(y) est initiale

‘de g(x).
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Supposons maintenant que b, soit la premitre feuille de‘I qui sort de U'

aprés yp donc qui entre aprés la sortie de vy comme I et Ig ont le

mémé ordre de sortie, a et im forment un couple de points consécutifs

del; dtaprés 4,3, 2, le couple gly), g(b) est vicinal, Si apres y,ne

sort plus aucune feuille de I, les points qui sortent aprés yy sont tous

les derniers de leur famille (2. 3.3), et g(y) est une finale de l'axiome X :

1 aprés une sortie de y,

et si b est la premiére de ces feuilles, le couple g(y), g(b) est vicinal ;

sinon g(y) est une finale de X,

Supposons ensuite que la sortie i de x) soit suivie par l'entrée i+] de

y, et que b, soit la premiere feuille de I dont l'entrée est supérieure ai,

si elle existe ; étudions les deux cas qui, d'aprés (G3) peuvent se

présenter

cas a) si yy est une feuille, yyrb »y=b 3 sinon, i+2 est une entrée de b

dans u, (G2) et g(b) est initiale ii gy) (G5).
cas b) y, sort dés son entrée, y, est une feuille de Ig et un nceud de I,

Désignons par R l'ordre associé & l'arborescence I, par e) le sommet de

l'état we de la pile U', et posons e=f (e p Diaprés 2, 12,2, il existe un

chemin de I, © y= Wor Wy eee Wq! YE Maer’ ot Wyprees

premiers de leur famille (mais pas e)). Si aucune feuille de I n'entre dans

Wye yy sont les

V ey ni aprés les autres

éléments de ut : chacun d'eux est le dernier de sa famille et Wrreee yy

U' apres y,» aucune ne sort aprés Pay awe, W

sont seuls dans leur famille ; g(e)=f(e ?} est une finale de X, aly)=£ly ,)

dérive strictement de g(e), Si une feuille de I entre aprés yp yy et by sont

des points consécutifs de I, Deux possibilités s'offrent alors (figure 6,2):

i) e) R bd) : dans l'ordre de sortie de I, l'intervalle R(e Pp contient R(y))

et précéde or ; d'aprés l'étude faite en 2, 6 3, e et by sont aussi cons€-

cutifs et de plus, w, ,...,; wey) sont derniers de leur famille, donc
i

seuls dans leur famille : g(y) dérive strictement de g(e) ; d'autre part,

g(e), g(b) est un couple vicinal.

ii) e) R by : le plus grand R-minorant commun a y, et b, est Tun des

points wos...) he appelons le wy si jf~q, d'aprés 2, 6.3, Weary]
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sont derniers de leur famille: fy ))= gly) dérive de fw 5 ) j il existe une

régle f(w)) n= f(w.. 1) Z telle que g(b) soit initiale de Z, D'autre part,
jel

£(w,) est une initiale de £(e,) = g(e).

da ‘A Nes

’ ‘a bh
a,

Wye

Wy Mj

a

oe f On

e,R &, e,R &,

Figure 6, 2.

Définition, Les propositions en A€ N, BE N,a €T

- Adérive strictement de B et le couple B,a est vicinal,

- ilexiste A', B', Z appartenant & V et (P appartenant a vz tels que

Bl ss A'Z y, A dérive de A', a soit initiale de Z et B' initiale de pil),
sont décidables, Lorsque l'une d'elles est vraie, nous disons que

A,a est un couple initial de B,

De l'étude qui précéde résulte la propriété de la pile U)

(G7) Si i est une sortie de x et i+] une entrée de y

dans le cas (a) de (G3), y est l'image d'une feuille de I, ou bien i+2 est

entrée de b, image d'une feuille de I et g(b) est initiale de g(y) ;

dans le cas (b) de (G3), e étant le sommet de la pile aprés la sortie de x,

si aucun b pour lequel g(b) € T n'a dentrée supérieure a i, gly) € N

dérive strictement de g(e), finale de X ; si au contraire b est le pre-

mier élément pour lequel g(b) € T,dont une entrée est supérieure 3 i,

g(y), g(b) est un couple initial de g(e).

Pour simplifier la description du générateur de piles qui sera étudié

plus bas, lorsque A € N dérive strictement d'une finale B de X, nous

dirons encore que A, gest un couple initial de B,

rT L() Cette proposition équivaut 4 : il existe 'y € v* tei que Aa Wdérive de B,
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Supposons enfin que i soit une sortie de x) et i+] une sortie de yy

yy est un noeud de la ramification gauche IW donc n'est pas. le premier

de sa famille dans I, Si aprés ces deux sorties aucune feuille de I n'entre

plus dans la pile U', yy et les points qui sortent aprés lui sont les der-

niers de leur famille ; donc yy est la racine del, y= 8 , ou bien il

existe une régle B::= Waly) ob P # A et B est une finale de X, Si une

feuille de I entre aprés la sortie de y et si by est la premiére telle

feuille, vy et by sont des points consécutifs de I ; il existe une régle

Bix p A'ZYY t ot £(b,) =g(b) est initiale de Z et ou bien A'=g(y) et

yp # A , ou bien il existe une regle AN ::= Paty) ot A” est une finale

de A' et Pot A,

Définition, Si, pour deux éléments A € N,a €T, ilexiste B, A’, Z

appartenant 8 V, YP et v) appartenant a v* tele que B ne PAZ Qypa

est initiale de Z et soit A'=sA et # /\ , soit une finale A" de A! et un

mot non vide a de v¥ vérifient A" ::5 ee A, nous dirons que le couple

A, a, quiest vicinal, est un couple vicinal post-initial

D'ot pour la pile Uy :

(G8) Si i est une sortie de x et i+] une sortie de y, si b est le premier

élément pour lequel g(b) € T dont une entrée est supérieure & i, ety),

g(b) est un couple vicinal post-initial ; si aucun b tel que g(b) € Tni'a

dtentrée supérieure ai, y= § ov une finale B de X et un mot WY non vide

vérifient B ::= g(y) avec gly) € N.

Lorsque A est une finale stricte de X, nous conyiendrons de dire que le

couple A, o est vicinal, Lorsque pour un symbole auxiliaire A, une

finale B de X et un mot ¥ non vide vérifient B ::= YP A, nous dirons en-

core que A, GO est un couple vicinal post-initial,

6.4. 3, Générateur, Cette étude va nous permettre de définir un générateur de

piles gn tel que, pour tout mot 4 de rT, les piles de l'ensemble gn( )

soient transcrites par g en les piles attachées aux pseudo-arborescences

gauches des pseudo-arborescences de 6 (N,T,::=,X) qui ont % pour suite

de feuilles. Pour soutenir la compréhension, la figure 6, 3 schématise

la construction de ces piles ; les références entre parenthéses sont
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celles qui justifient ses diverses parties, Ici encore, les i sont les

entrées des éléments dont l'image par gest msymbole terminal ; le géné-

rateur est donné par W= T U Jy cd=] et par le transducteur tr qui va

tre défini ; rappelons que T!'= Tu jo} dye gu (sy et

posons Byes, uu {o}

a)M= TixJ' xJ')

b)q=2 ; 2(a,e) = (ae, 7) poura € T'ete € ue

c)Pouraé€é Tre € J, e' € Jd {(e,e, o-),e'] contient le seul triplet

(a,e4e) sig(e),a est un couple vicinal ;

pora€T,e€ J,x €J,e € up a [(a,e,x),e') contient le seul

triplet (a,e',e) s'il existe w € 7 (x) tel que g(w)=g(e) et si g(e),a

est un couple vicinal post-initial ;

pour x €S,a {( Ome, 8 >), x] contient le seul élément 8, s'il existe

w € T (x) tel que g(w)=X -

d) Pour a € T, m(a, © , Oo) contient le seul couple (s,,' & ofa)') sia

est une initiale de X ;

poura € Tlie € Up x € J, m(a,e,x) contient les couples suivants

et eux seuls

- (s,5'w') si w€ 1 (x) et glw)=a,

- (s,,'wo (a)') si w& [TM (x), g(w) € N et a est initiale de g(w);

- [@,¢,0(A)),to(A)o" ] s'ilexiste w € [ (x) tel que g(w)=A et A,a

soit un couple initial de g(e) .
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A = ay vr B

Tn ayo

initiale de X

Our

(c1-05)

entrée de 8

pourw € © (x) si

(w) =a, | a, initiale g(w)=Ret pep 85

de gl) EN | Aya, couple | e(w) = ele) 5

initial de g(e),a, cou-

gle) ple vicinal

| nost—initiel

(3) (c4~cs) (G4~68)
e7 /

entrée | sortie

de ofA) | géngration

(63) termminge

Certains choix peuvent conduire & un nombre d'étapes suivantes diffé-

rent de 2 (lorsque ce nombre est 0, le calcul s'arréte). Dans toutes les figures

schématisant un générateur de piles, nous représentons ces choix par <> ,
pour les distinguer des tests, qui conduisent dans tous les cas & une et une seule

étape suivante.

6.4.4,

La condition GP2 est-elle réalisée ? Envisageons une suite

&) why 8 d'éléments de M tels que 8 = 8, et, pouri=2,..,,n,

s=m,(s;_ 1) Cette suite est necoanetenaees du type (a,e 2% )r ae (a,e.x,)
od HH § HOF o(A,) pee LF ofA) appartiennent 4 l'ensemble J' des

origines des chemins qui représentent les régles de la grammaire ;

pourl ¢i ¢n-1, g(x,)=A, est le dernier élément du second membre

d'une régle de premier membre Au : cette régle est donc Aut ne A;

Ilen résulte que A, dérive strictement de lui-méme, On retrouve la con-

dition prévue en 6,4, 1 : pour que GP2 soit réalisée, il suffit que :

(DA) aucun symbole auxiliaire ne dérive strictement de lui-m@me,

Si DA niest pas vérifiée, il existe dans Yf (V,::=) une infinité de pseudo-

arborescences de racine A, de seule feuille A ; si on suppose de plus la

grammaire réduite, § (V,::=) contient une infinité de pseudo-arbores-

cences de racine A ayant la méme suite de feuilles terminales 8 , et

dlaprés le théoreme 4.2, “G(N,T,: ,X) contient une infinité de pseudo-

arborescences qui ont la méme suite de feuilles,

Théoréme 6,4, Pour que tr vérifie la condition GP2, il suffit que

la grammaire vérifie DA, Si une grammaire réduite G ne satisfait pas &

DA, G (G) contient une infinité de pseudo-arborescences ayant la méme

suite de feuilles ; aucun générateur de piles ne peut engendrer pour toute

donnée & un ensemble de piles en correspondance biunivoque avec l'en-

semble des pseudo-arborescences de €6 (G) qui ont % pour suite de

feuilles,

En suivant la méme démarche qu'au paragraphe 6. 3.2, on démontre

que pour tout mot sur T, les piles de gn((X) sont transcrites par g

en tes piles attachées aux pseudo-arborescences gauches des pseudo-

arborescences de (G) dont % est la suite de feuilles,

Etude du déterminisme du transducteur,Pour tout couple (s,z) de MxE,

d(s,z) contient un élément au plus, d(s,z) et m(s) sont tous deux non vides

dans trois cas ;

1) s=(a,e,x)oha ET!,e € J,x EJ; ilexistew € (° (x) tel que

g(w) = g(e) et g(e),a est un couple vicinal post-initial ; ilexiste w' € [7 (x)
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tel que a soit initiale de g(w') (avec comme cas particulier g(w')=a) ;

z est quelconque dans Jy Il existe donc trois éléments de V, A, A', Z,

un élément a de T'et deux mots Yet w de v* teis queAus Y,

Ais QZ Yip A, a est un couple vicinal post-initial, a est une initiale

de Z,

2) s=(a,e,x)oha €T',e €J,x EJ; ilexistew € T (x) tel que

g(w) = g(e) et g(e),a est un couple vicinal post-initial ; ilexiste w! € 1 (x)

et A' € Ntels que glw') =A! et A',a est un couple initial de g(e) ; z € i
Il existe done deux symboles non terminaux A,A', un ade T!' et un mot

de V* tels que Ass , Al si= ,A,a est un couple vicinal post-

‘initial, Ala, est un couple initial de A,

3) s=(o, S,x) ox EJ; ilexistew € T (x) tel que g(w)=X ; il

existe w' € ( (x) et A € Ntels que g(w) =A et A dérive strictement de X

(d'aprés l'extension de la notion de couple initial) ; z=. Il existe donc

YX:un symbole non terminal A et un mot \f de V* tels que A

A dérive strictement de X (d'ot AX d'aprés DA),

m(s) contient plusieurs éléments dans trois cas ot s=(a,e,x) avec

a€Ty,e Es x €J

4) Il existe deux points w et w' de TM (x) tels que a soit initiale de g(w)

(avec comme cas particulier g(w)=a) et de g(w'), Il existe donc quatre

éléments A,A',Z,Z! de V, et trois mots Y, wi Pty de V* tels que

Pz Pi, Abie Yaz Gr PAA, Z#2', Zet 2 ont une

initiale terminale commune,

A

5) Iexistew € I (x) et A € N tels que g(w)=A et A,a est un couple

initial de g(e) ; ilexiste w'€ ( (x) tel que a soit initiale de g(w'). I]

existe donc trois éléments A,A',Z de V, un élément a de T'et deux mots

Y et w, de V* tels que A= P , Al rs Yz Yo A,a est couple

initial d'un symbole non terminal, a est initiale de Z, / '

6) Il existe deux points wetwide (x) et deux symboles non terminaux

Aet A! tels que g(w) =A, g(w')= A ,» A,a et A',a sont des couples initiaux

de g(e). Il existe donc trois symboles auxiliaires A,A',B, un terminal

=), Alnus AAT, A,aet Alaaetun mot de v* tels que A

sont deux couples initiaux de B,

ot rere tee rem
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De la définition d'un couple initial d'un symbole auxiliaire résulte

que tout tel couple est vicinal, Réciproquement, soit A & N,a € T'un

couple vicinal qui ne soit pas post-initial, Siaxt oO , d'apr&s 4, 3,2, il

existe une régle B = PAZ Wy, Aest une finale de A', a une initiale

de Z; siA=A', =A sinon A,a serait post-initial : A,a est un cou-

ple initialde B ; si ASA', A est une finale stricte de A', il existe une

finale A" de A’ et un mot ‘Py tels que AN i= Py A ; comme le couple

A,a n'est pas post-initial, f= A ; d'autre part A'ja est un couple

vicinal : A,a est un couple initial de A", Si a= oO ,A est une finale

PA;

Y= A et A, & est un couple initial de B, La réunion de l'ensemble des

stricte de X, il existe une finale B de X et un mot tels que B

couples vicinaux post-initiaux et de celui des couples initiaux des divers

symboles de N et donc l'ensemble des couples vicinaux appartenant 4 NxT',

On peut réunir les propriétés trouvées en 1 et 5 dans;

il existe trois éléments A,A',Z de V, un élément a de T'et deux mots ~

et 4 de ve tels que A ::= y Abus Y Zz, A,a est un couple vici-

nal, a est une initiale de Z,

Si la grammaire ne posséde pas deux régles distinctes ayant le méme

second membre, les cas 3 et 6 ne peuvent se présenter ; dans le cas 2,

il existe un symbole non terminal Aet unade T! tels que A,a soit A la

fois un couple vicinal post-initial et un couple initial de A,

On peut voir, par une méthode analogue & celle qui a été employée en

6, Let 6, 3.3 que, réciproquement, dans le cas ob l'une des propriétés

signalées en 2,3,6 est vérifiée, tout générateur des piles cherchées ob

ed=1 et ob 4 est l'entrée du ime élément dont l'image par g est terminale,
est un générateur de piles multiples, Mais il n'en est plus de méme lors-

quiest vérifiée une des propriétés 1,5 ou 4, Par exemple, envisageons la

grammaire ;

N= {x,a,a") fg) Dust {a,c} 3;XnsaAale A’, Asc, Als ca.
Elle engendre un langage & deux phrasesaca etcca ; le couple A,a

est vicinal et a est une initiale de a ; le transducteur n'est pas déter-

ministe, Or le second membre de toute régle commence par un symbole
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(N,T,::=X) sont done leurs? 6terminal, les pseudo-arborescences de ligne x | @(x) lien horizontal

propres pseudo-arborescences gauches ; eas piles attachées sont t i e 5
engendrées par le générateur décrit en 6, 3, 2, générateur de pile unique | 2 * a

puisque la grammaire vérifie la condition AT. On peut montrer que si 3 P =

la grammaire est réduite et si elle vérifie l'une des propriétés énoncées 4 x -

en 1,5 ou 4, il existe une phrase & telle que, dans la génération de ? 2 a

ensemble gal % ), l'un des calculs du transducteur posséde un triplet ; : '
(s,y, A) pour lequel la réunion de m(s) et d(s,z) (pour tout 2 de J) 8 F _

contienne effectivement deux éléments, 9 ) =

6.4. 5. Etude d'un exemple, n={x,P,Fy sat S f+x.0,),a.b | ; 10 ¥ 12

Xue X+Pip Pius PxFIF Fiz (X)lalb. 11 P =
Le pseudo-graphe de production du deuxiéme type (J, 7; g), qui est 12 ( 16
une pseudo-ramification, et sa matrice d'enchafmement sont représentés 7 ; -
sur la figure 6.4, L'ensemble J est l'ensemble des numéros de ligne de 15 F =

la matrice, clest-A-dire des entiers de 1.4 19, Dans la matrice, les ; 16 a 18

points de la ramification (J, 7) orientée par l'ordre de ces entiers, sont 7 F =

classés par ordre d'entrée, de sorte qu'on peut omettre la colonne qui Te 7 ~

indique le lien vertical : le lien de x est xt1 si g(x) € V, iln'existe *9 2 . ;
pas si g(x) € N. Le lien horizontal des racines est inutile ici et aurait Figure 6:4 (suite)

pu étre omis,

x i F ( Bi

+ yo = P { % {
A

e F 5

(,a,b sont les initiales terminales de X,P,F ; o({ ) = 12, o(a) = 16, o{b) = 18.

Les couples vicinaux appartenant & T x T' sont donnés par la matrice

aa —-O
+ Fa ~ o Q

mal]

% P F
\ ry MN NH Ot

Figure 6,4
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Les couples vicinaux appartenant 4 NxT' sont

X+,P+, F+,Px,Fx,X),P),F),Po,F oO.

La matrice suivante indique pour chacun d'eux, A, a, de quels symbole
s

auxiliaires il est couple initial, o(A) qui ici existe toujours, et s'il est

un couple vicinal post-initial

x] Pl Fy oft) | Bitia

K+ 1

P+ . 5 .

F+ ‘ 10 "

Px 6 5

Rx . 10 ‘

x) 1 .

P ) 5 é

F ) : 10 ‘

Pao]. D .

Fo}. 5 10 °

Aucun couple A,a n'est & la fois vicinal post-initial et couple initial de

A ; dlautre part X,x n'est pas un couple vicinal, Le transducteur est

donc déterministe,

Pour la donnée %

16 10 D 1

12 15 13.13 13 13.13.15. 13.15 15:13:13.1

$9888 688 FSS SES

2

(a+b)xb, on obtient la pile

D

18 10

3

3

AN3

1313

6 6

Cette pile est transcrite par g en

a F FP x + iP,

b F

PPPP

3

3

5

( XEXXEXXXXERAXAXXXEKR

KXMXEXKHKREKNXNEAKANXAXRARKAKRKARKKAXAKRAKAE

18

13 14 10 5 7 101010 5

§8§ 5 &§SS8hS §& SEES

) F P x FFF P

Cette dernidre pile est attachée & la pseudo-ramification gauche de la

pseudo—ramification de &, (N,T, :t=,%) dont & est la suite de feuilles

ces deux pseudo-ramifications sont représentées sur la figure 6.5.

:

?

See aS
Ye

Figure 6, 5

hq fd om

2 - 68



2-70

CHAPITRE 7

(Cl) La dernitre sortie est une sortie d'un axiome ; elle est immédiatement
Analyse par construction d'une pile conjointe

précédée par une entrée,

(G2) Si i est une entrée d'un symbole non terminal, i 1 et i-1 est une sortie,

7, 1, Grammaires pluriaxiomatiques, 
|

———————— (C3) Soit i une entrée telle que i-1 soit une sortie, et i! la derniére entrée
En vue de transformations que nous ferons subir aux grammaires en 7, 10

. inférieure Ai ; si i est une entrée de A, la suite des éléments dont i'+1,... ,i-1

et 7211, nous introduirons une légtre généralisation de la notion de ; a
sont des sorties est un mot " tel que Ati= YY.

grammaire. Soit une structure de Chomsky de vocabulaire V=T U N, de ;
Réciproquement, soit U une pile sur V qui vérifie Cl, C2, C3; elle est

= et un sous-ensemble N’ de son vocabulaire nonrelation de production
. . . conjointe 4 une pseudo-ramification (I,f) dans V, Les racines de (I,f) sont

terminal N, Nous appelons langage engendré par la grammaire pluriaxiomatique

les éléments qui sortent de U aprés la dernitre entrée ; d'aprés Cl, (I,£)

(N,T,::=,N!') Uensemble des propositions dérivant d'un élément de N'; les
est donc une pseudo-arborescence dont la racine est un axiome, Les entrées

éléments de N' sont les axiomes ; ce langage est la r€éunion des langages . .
_— des feuilles de (I,f) sont caractérisées par le fait qu'elles ne sont pas immé-

engendrés par les grammaires (N,T,::=,X) ob X € N', Nous noterons
diatement précédées d'une sortie : d'laprés C2 la suite de feuilles de (I,f)

G(N,T,1:=,N') la réunion des G(N,T »1=X) pour X € N'y La grammaire a . .
est un mot sur T, Enfin, soit A = yy see 2 une famille de prédécesseur A;

(N,T »N') est ambigué si plusieurs pseudo-arborescences de G(N,T,::=,N')
oo une entrée dans la pile U est suivie des sorties de Y_ ,...,Y, et de l'entrée

ont la méme suite de feuilles. Elle est réduite lorsque chacune des grammai- Pp 1
eS de A ; dlaprés C3,A:= A. (I,f) appartient donc & “G(N,T,::=,N'); De

res (N,T,::=,X), X € N', engendre un langage non vide et est réduite. Les
plus, la suite de feuilles de (I,f) est la trace sur 1 du mot d’entrée de la

autres termes introduits au chapitre 4 ont des définitions inchangées, I] est Fie ia
pile U.

clair que toute grammaire pluriaxiomatique est équivalente 4 une grammaire ..
7: 2: 2, Cette étude va nous permettre d'abord de préciser la relation entre les

aun seul axiome : il suffit d'adjoindre 4 Nun élément X' et de prolonger la oo
dérivations au sens de (cHomsky, 1| et les piles conjointes,

relation de production par X' ::= X pour tout axiome X. 7
en démontrant une réciproque d'une particularisation (mais il serait facile

Nous ferons sur N' l'hypothése suivante .
d'élargir les hypothéses) d'un résultat établien 4,13 : d'une pile U de y (G)

(PA) si X, et X, sont deux axiomes distincts, X, ne dérive pas de X,,
1 2 1 2 on peut extraire une suite d'états uj, telle que, si 6;, est la suite des sym-

Cette hypothése n'est d’ailleurs pas essentielle, mais elle simplifiera un i Ji
boles terminaux d'entrée supérieure & jp les ay 935

les i sont j,=0 et les entrées de symboles nonterminaux . Soit

forment une dérivation ;
peu les générateurs qui seront introduits ; si PA n'est pas vérifiée et si .

la grammaire (N,T,::=,N!') est réduite, elle est ambigué. as
( $4? aks) § ) une dérivation quelconque ; pour 0 < i <p, on peut écrire

5° AA, Mp Sire A, &; Mery
dérivation précédente, pour tout i, Ny é rT, Nous qualifierons de droites

Nous désignerons par Q (N,T,:: ,N') Vensemble des piles conjointes aux

: YP. ; dans le cas de la
pseudo-arborescences de &(N,T,::=,N'), La grammaire (N,T,::=,N') i

étudiée sera aussi notée G, 
—_

les dérivations qui possédent cette propriété, Alors, pour0 <i <p, A.A,
7, 2, Caractérisation des piles de “X (G), 3

est facteur gauche de A, |: nous poserons d, .. Po = ALA: ®,,
7. 2. 1, Diaprés l'étude de la pile conjointe & une ramification orientée (2, 10, 2), la dey iy ar i-] i-l t=) aT ica i

oO .= : - -
pile U conjointe & une pseudo-arborescence (I,f) de B(N,T,::=,N') possede i i i-l

Lemme 1, Pour toute X-dérivation droite (_ § o7* §, pete, S)od
Pples propriétés suivantes

xX EN! et §, € 7, avec les notations précédentes, [A , > 1 Ys V



ST wy Z) = §(Z,w! iw! vérifie w " w' et g(w')=Y : ilde ‘G(G) dont §, est la suite de feuilles ; pour 0 <k <p, les jy, sont a [(Y.w.a)o.Z] = { (Z.w!.a) } si wi v aw!)
P a existe au plus un tel point w' dans J, d'aprés PG2 ; iln'en existe aucun

les entrées de symboles auxiliaires ; pour 0 <i <p, les entiers stricte- =

si Y=, ousiw € J" clest-a-dire si g(w) € N (PG3')

d) Sia# & , mlb, o ,a)={ (s,,'a!) } ;

.m(Y,w,a) contient lw! ,a),"A"| pour tout point w! de J' tel que w [7 w!

sont des entrées de symboles terminaux ;
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i
q a = rn = 3MpeaApaaress A Be Apap ess Ay Som Por Moto % ba=2itaty=(o, oak

est une suite d'états, d'indices j= 0 <j) <i, <4, < wee i 2 4

has Kis, Xiestegrva onlay Actve wwenso-ateeee ' <} [too 8),.2] = { Z,00).a) 5Siap-2i € eae ¥4o521 x Jop , de la pile conjointe 4 une pseudo-arborescence ‘

ment compris entre joy et Josaa

Ni est la suite des symboles terminaux d'entrée supérieure & Jopa2it

Complétons la suite précédente en une pile U : les entiers jusqu'd jy

t g(w')=A +: il n'existe aucun tel point w' siw € J" ;sont les entrées des éléments de > et g(w') P ;
vor FE 2p-2i xPo P- 1 cy Jap-2i-1 siw €.J" et g(w)=A, m(Y,w,a) contient (8,,'a!) lorsque a O ou lors-

A, &:, J, zie, est suivi des sorties des éléments de ‘P, puis de l'entrée
i i’ “2p-2i- . . 4 que Y=a= Get A € N' et contient toujours [(y ,0(A),a), bo y 3de A, us = AAG I . est suivi des entrées de symboles termi-5 J2p-2i ii’ “2p-2i z ;fe t hoa iere & ia r % r & m(Y,w,a) ne contient pas d'autre élément,

naux formant ie le maniére 4 paryenir 85 5 -2it BAAD Ge AL

Si la condition GP2 n'est pas satisfaite, il existe une suite d’éléments
Yap =X) Yjpgt l= A. Cette pile vérifie Cl, C2, C3, AY % Wei ( ( 5; A

~ de M, (Y,o(A -e.» (Y,0(A_),a) tels que A.= et que, pourpermet de démontrer, par récurrence sur i, la dernitre partie du lemme ; y : 7° pr) » (Lf n) 4) a Vn PF Ue) P
' 1 <i<n-1,A,A,_, soit un chemin du pseudo-graphe (J, [ ; g) qui repré-et 5, = Apa Poel Mp1 est la suite des symboles terminaux entrant Six POE TUL un ene ms P graphe ( gq P

sente une régle, autrement dit que Aus

donc GP2, La propriété établie en 6, 4, 3 reste vraie pour les grammaires

A,, La condition DA entrafne
dans la pile, i

7, 2. 3, Nous définirons dans la suite un certain nombre de gén€rateurs de piles en-

Es : pluriaxiomatiques réduites : DA est l'hypothése la plus faible qui permette
gendrant, pour toute donnée & de T , les piles conjointes aux pseudo-arbo-

a un générateur de piles d'engendrer, pour une donnée o, un ensemble de
rescences de 6 (G) qui ont X pour suite de feuilles, Nous emploierons les g 2 g 7P ,

2 4 k piles en correspondance biunivoque avec l'ensemble des pseudo-~arbores-
notations du chapitre 5 ; les entiers jy seront les entrées de feuilles ; les

cences de (a) dont est la suite de feuilles,
Etudions les calculs complets du transducteur qui ont pour entrée

un transducteur ; on posera T!=T U {om \. Comme entrée d'un sym- Velax) so! avecr > O(sir=0, D='a!),ae TY, x/ETsi rz 1,

. . "xe Ee v* : convenons que x_ = o-. Dans tous les cas,
bole non terminal A intervient aprés les sorties d'éléments formant un mot 2 t r+]

85> (), o,a), Pourr >1, V est lentrée du calcul de longueur 1

générateurs seront définis par W=V, d'toh E=VU 4 s \ , un entier cd et

~

‘P tel que A ::= Y , nous représenterons la relation ::= par un pseudo-

graphe de production (J, f ; g) du troisitme type possédant les propriétés
(s,, A,'a'), qui a pour résultat 'a', Si un autre calcul complet posséde D

jour entrée, le premier triplet du calcul est |(x,,o(x 'io') et.PGI, PG2, PG3! (4, 6,4), Nous pourrons donc traiter des grammaires géné- eae Eipishdiicslenl ost [bs,,ole,)ia)stsy' ter
le i°TM° triplet, s'il n'est pas le dernier, est de la forme [(¥,,w,.2,).¥,. ,]ralisées, Nous poserons ici J)=J U io} . Nous allons d'abord définir un * x

0 1 ob Y, € E, w, €J,a, € T, y, est un mot de E de longueur Dou l, A, €E” ;
générateur gn fort simple, qui n'est pas pratiquement utilisable, mais E = + 4 1

montrons, par récurrence sur i, que a,=a et que Y, est le dernier élément
auquel nous raménerons tous les autres. 2

- si 1 = e'yl:si y,# aX 5 (¥,>w,.4,) éd [ep yp] Mob ajsaety'¥.' ;

eS Ne ae oe 3-siy,= A, [wad »;\ € m(¥,_ 5,102) dot ajsaet Y.=¥,

du mot aes ¥., C@ qui est vrai pour is
7. 3s Générateur gn’, Ypere¥yr ce 4 P

Il est défini par W = V, cd = 1 et un transducteur fini tr? : |

a) M= ExJ xT, Dans les définitions qui suivent, a et b sont des éléments 1
Y, est le dernier élément dey, ...y, ,=Y¥,0e+¥. Ys 6

quelconques de T', Y et Z des éléments quelconques de E, w un élément i 1 i-b *1 i-dti

quelconque de J.
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Envisageons ceux des triplets ob w, €yl:iw (2), Zz, EV; le pre-
AL

mier est de ceux-la, Aprés l'un d'entre eux (Oq.0(2),a),y, r} on trouve

i * datles k' > 0 autres triplets [are psa o'} sess,

1 7 leet i AA i(he TM wt) Kyron] + puis [eeTM a), Asta], pais
(Coe ,0(A),a), A ,! o'] ou le dernier triplet du calcul (555 A tat),

QZ (A i= Z si k'=0),

See

car g(w") € N ; dans les deux cas A ::= Xerta}

Il existe donc un entier p 3 1 et une suite de p entiers kT << k

Xx Xr tele que le résultat du calcul soit
k)F, kp-ky
o lA oo

A,

-k,
Si wteos o® P ale et que Ay kp seep

BS epee Mey yt Any pour l <igp.

On voit alors que, pour tout mot Xde tT, les piles de l'ensemble gn?( oh )

vérifient les conditions C2 et C3, Pour a= O, d'aprés la définition de l'ap-

plication m, AS est un axiome et kat ; ilen résulte que les piles de gn’ (X )
vérifient aussi Cl et de plus que la condition GP] est satisfaite par le géné-

rateur, Toute pile de gn°( A ) est conjointe & une pseudo-arborescence de
°G6(N,T,::5,N") dont la suite de feuilles est % , trace sur * de son mot

' dentrée,

Au paragraphe 7,7, nous définirons un générateur gn? contenu dans

ae (5,5) et tel que, pour tout mot % sur T, gn?( A ) contienne toute pile
conjointe & une pseudo-arborescence de “6 (G) dont & est la suite de feuilles,

Théoréme 7, 1, Le générateur gn” associé 4 une grammaire pluriaxiomatique

G=(N,T,::=,N') vérifiant les conditions DA et PA est tel que, pour ‘tout mot

Asur T, gn”( & ) soit l'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arbores-~
cences de “G(G) dont & est la suite de feuilles.

7,4, Complément @ l'étude des piles de l'ensemble %(G).

Nous préciserons ici C1, C2, C3 par d'autres propriétés de la pile

U= (3 Psa a) conjointe & une pseudo-arborescence (I,f} de Bia). Nous

of in (resp, A % est le mot formé
par la suite des symboles terminaux dont l'entrée dans U est strictement

emploierons les notations suivantes

comprise entre i et i! {resp, supérieure & i), U'= (ay: we ate gual est la

pile conjointe & l'arborescence orientée I, R son ordre associé ; y et z sont

des points del, Y=f(y), Z=4(z), x est le-R-prédécesseur de y (y n'est pas

la racine de I),

eee

|
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Supposons d'abord que, i étant l'entrée de z dans U', y est le sommet de

uv + D'aprés 2, 10,3, y,z est un couple de points consécutifs etxRz :
1

i-l

x est le plus grand R-minorant commun Aa yet z ; diaprés l'étude des

points consécutifs (2, 6, 3), il existe un chemin de I, (xz), n> ee z) tel

que y,z) soient consécutifs dans la méme famille et, sip 2 2, Zyreser®

Pp
premiers de leur famille (figure 7, 1),

Posons A=£(x) et C= iz) 3 Zest une

initiale de C et il existe deux mots \

et Y'de v* telsque Aris VY CY,
D'autre part, si i' est l'entrée de x

et jla sortie de z,, y est le sommet
1

t ' =u! =ude ul, wood wy wy as Bay WY,

wo. PYZ, 4, , & Enfin,

les points de R(z D forment une sous-~

arborescence compléte (1,4. 1) de I ;

ilen est de méme pour les points de R(z D \ (R(z) \ {z 5) car, avec tout

point, R(z) \ jz } contient ses majorants et ceux de sa famille ; les

feuilles de cette sous-arborescence sont z et les feuilles de I qui entrent dans

U' aprés z et avant z (rappelons que i'ordre d'entrée de U' est ordre de

sortie de I), Les feuilles de I qui entrent aprés 2, et avant x sont celles qui

majorent pour R les points suivant zy dans sa famille (2, 3. 3). Comme

8) € GB (G), ZX Fl aérive done de CY",

Lemme 2, Soit i une entrée dans U de Z € V, et u=]¥Z(€ V*.Y EV).

Il existe deux symboles auxiliaires A,C, trois mots ‘v, Y', YI sur Vet —

une entrée i' dans U tels que A:=sYYCY!', Z est initiale de C,

Wade, 2% dérive de C Y',as

Supposons maintenant que, i étant l'entrée de z, whe r n, D'aprés

2, 10,3, il existe un chemin de I ayant pour origine la racine, pour extrémi-

té z et dont chaque point est le premier de sa famille Z est une initiale

d'un axiome X; Comme ci-dessus, les points de I \ [R(z) \§ z ¥] forment

une sous-arborescence compléte de I et on en déduit que ZX i dérive de X.



Lemme 3, Soit i une entrée dans Ude Z € V telle que u,='Z' : Z est

initiale d'un axiome X et Z X ie dérive de X,

Si la sortie de y est précédée de son entrée et siz est la premitre

feuille qui entre dans U' aprés cette sortie, (y,z) est un couple de points

consécutifs et xRz (2; 10, 3). On déduit alors de 2, 6.3

Lemme 4, Si i est une sortie de Y de la pile U, i-1 une entrée et si la pre-

mitre entrée de symbole terminal supérieure 4 i est une entrée de Z, il

existe trois symboles auxiliaires A,B,C et deux mots Yet W'! de vt tels

YBC Y', Y est finale stricte de B, Z est initiale de C.

Enfin, on déduit encore de 2, 10, 3

que A

Lemme 5,.Si i est une sortie de Y de la pile U, i-1 une entrée et si aucune

entrée de symbole terminal n'est supérieure 2 i, Y est une finale d'un axiome,

. Ces lemmes conduisent 4 définir deux relations dans V

Y < Z si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A et C et

deux mots ’ et \/' de vt tels que A::= YY C W! et Z soit initiale de C,

Y > Zsi, et seulement si, Z € T et il existe trois symboles auxiliaires

WBCY', Y soit finaleA,B,C et deux mots Y et Y' de V* tels que A

stricte de B, Z soit initiale de C,

YX ZouY >Z €quivaut a Z €T et Y,Z est un couple vici-

nal (théoréme 4, 3), Prolongeons ces relations dans V U {o} par

riz si, et seulement si, Z est initiale d'un axiome ;

Y > © si, et seulement si, Y est finale d'un axiome,

7, 5, Générateur gai utilisant les relations 4 et >.

, cd=1 et un transducteur fini tr! gue

7.3)

a) M= ExJ)xT's Dans les définitions qui suivent, a € T', b € T', y € E,

ZEE,w€ T°

b) q=2 ; Rla,d)=(b, Oa) «

c) Sib >a (dou b¥x oO), d [eo .),Z] = { (z,0(b),a) } ;
4 [(¥,w,a),z] ={(z,w 1a) Siw! vérifie w Tw! et glw!)=¥ -

7.5, 1. Ce générateur est défini par W=

°lidentité projette (5, 5) dans tr
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ad Sib da (orad o), mbs oT aj= {(s,72) $s

m(Y,w,a) contient {ow ya), ta" pour tout point w' de J" tel que w Pw',

g(w)=A et YL A;

siw € J" et g(w)=A, m(Y,w ,a) contient : (5,,'2") lorsque AX a

(d'ok a= J) ou lorsque Y=a= TetA EN, {(¥,0(A),a)," a!)

lorsque A > a, sauf si Y=as Tet AEN;

m(Y,w,a) ne contient pas d'autre élément,

Puisque Videntité projette tr! dans tr’, tr! vérifie GP2 d&e que DA est

satisfaite, et gn! vérifie GP1, Au paragraphe 7,7, nous définirons un

générateur gn? contenu dans at et tel que, pour, X € tT, gn” (&)
contienniestoute pile conjointe A une pseudo-arborescence de G(G) dont %

est la suite de feuilles,

1
Théoréme 7.2, Le générateur gn associé & une grammaire pluriaxiomatique

G=(N,T, ,N!) vérifiant les conditions DA et PA est tel que, pour tout

mot & sur T, gnl(x ) soit l'ensemble des piles conjointes aux pseudo-

arborescences de “(,(G) dont of est la suite de feuilles,

La figure 7,2 schématise la construction de ces piles,

att

‘Bt.
e : sommet de la pile

—— " i

entrée de a := o(e) e= cS lorsque la pile

est vide.
iisi¢l

entrée et [entrée

sortie de A Lge A

génération

terminée

vy

Figure 7.2
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7, 5,2, Etude du déterminisme du transducteur, Pour tout couple (s »Z) de MxE,

d(s,Z) contient un élément au plus; s étant donné, l'existence de cet €16é-

ment ne dépend pas de Z,

Si s=(b, o,a), ot a et b appartiennent 8 T', m(s) contient un élément au

plus ; m(s) et d(s,Z) sont simultanément non vides si, et seulement si,

bia et b >a(dotaf ©, b¥ OC).

Sis=(Y,w,a),a € T', ¥ € E, w € J! g(w)sA € N, d(s,Z) est vide,

m{(s) contient deux éléments si, et seulement si, A< aet A ? a (d'ob aX cv),

Soit enfin s=(Y,w,a),a ©T', YEE, wE J, g(w).¢N .m(s) contient plu-

sieurs élément si, et seulement si, il existe deux symboles non terminaux

distincts A et 4! tels que A ct s.' soient images par g de deux points de ¥ (w) si
que Y <AetY < Aly m(s) ct d(s,Z) sont tous deux non vides si, et.seule-

ment si, il existe A © N tel que Y et A soient images par g de deux points

de TM (w) et que Y < AS Ces deux propristés ne dépendent.pas de a : nous

désignerons par Det l'ensemble des (Y,w), Y € E, w & J, g(w) ¢ N tels

que, pour touta € T' et tout Z € E, la réunion des ensembles a[(¥,w,a),z)

et m(Y,w,a) contienne au plus un élément,

D'aprés ce qui précéde, et la propriété PG2'du pseudo-graphe de production:

Théoréme 7, 3, Pour que le transducteur “ soit déterministe, il faut et il

suffit quaucune des conditions suivantes ne soit réalisée
1)ilexiste Y € V,a € Ttelsque Y< aetY Pa;

2)ilexisteA EN, A'EN, YEE, Y € VTM tels que AMA', Anis Y,

Abse O,y<a,Y<a';

3)ilexisteA€ N, Y EV, € V* tels que A i= W,Y 2 Aet YO soit

facteur droit du second membre d'une régle de la grammaire,

Tl est facile d'étudier, & partir des matrices des relations < et > , et

du pseudo-graphe de production, si l'une de ces conditions est réalisée, Lors-

que le transducteur n'est pas déterministe, il n'en résulte pas, comme en

6.3.3, que tout générateur des piles de % (G) pour lequel cd= 1 et i est la

iome entrée de symbole terminal, soit un générateur de piles multiples
nous étudierons plus bas des cas ob iln'en est rien ; on peut seulement

montrer, lorsque la grammaire est réduite, qu'il existe une phrase & telle

que, dans la génération de aa & ), Wun des calculs du transducteur te!
posséde un triplet (s,y, A ) pour lequel la réunion de m(s) et d(s,Z) contient

plus d'un élément,

7. 5.3, Remarque, Supposons la condition 3 du théoréme 7.3 réalisée
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: il existe

deux régles A ZW, Ass YYZ O! et YA ; il existe donc aussi

une régle A" ::= 4, yoy! pouc a “ pour initiale, donc Z pour initiale

stricte, Pour distinguer ces deux possibilités, définissons deux nouvelles’

relations dans V, dont la relation < soit réunion :

¥ & Z si, et seulement si, ilexisteA CN, We V*, WIE VTM tels que

Ars YYZ Wt;

Y 4 Z si, et seulement si, ilexisteA €N,CEN, W ev*, wre ve

tels que Aris YYC YW! et Z soit initiale stricte de C

Si ces deux relations sont incompatibles, la condition 3 du théoréme ne peut

étre satisfaite, On en déduit une condition simple pour que le transducteur

soit déterministe : il suffit que les trois relations 4, 4, > soient deux

a deux incompatibles et que deux régles distinctes aient des seconds membres

distincts,

Pour ja pile conjointe 4 une pseudo-arborescence de Gia) » Si une sortie

de Z est immédiatement suivie afane sortie de Y, ¥74Z ; si au contraire,

aprés une sortie de Z, le sommet de la pile étant Y, se produit une entrée,
il s'agit de l'entrée d'un élément B tel que Y x B (lemme 2) et dont Z est

initiale d'apreés les définitions des relations <et 2, Y 2 Z. Lorsque

les relations fy et 1 sont incompatibles, on peut conclure aux réciproques

aprés une sortie, on sait s'il se produit une nouvelle sortie ou une entrée

en comparant le sommet au seul élément qui vient de sortir, sans tenir

compte de ceux qui sont sortis avant lui, Si on traite une grammaire de

Chomsky non généralisée, on peut ne pas utiliser un pseudo-graphe de pro-

duction, mais seulement une liste desrégles, D'autre part, pour éviter deux

tests différents (Y < Z ou Y > Z), (Y A#Z.ou, Y 2 Z) portant sur le

méme couple, on peut, en s'inspirant de 2, 10, Br. A Ventrée d'un élément Z
sur le sommet Y, noter si Y 4 Z par l'entrée d'un s€parateur + avant Y

une suite de sorties consécutives se termine alors par une sortie de +.

Nous ne formaliserons pas cette variante, nous contentant de la schématiser

sur la figure 7,3, » estte plus grand facteur droit de l'état courant de la

pile qui ne contient pas + ; les autres notations sont celles de la figure 7,2 ;

on prolonge la relation 4 par :o- 2 Z si, et seulement si, Z est une initiale

de l'axiome X.



2-79

Ce wa, eda, je >a,

entrée de a fe

iv= itl de == de +

tie

>

/ pour A tel que Aste

ewa eta\ |

\

f

NON \

entrée entrée et sortie

de =: de X

génération

terminée

Lt

| entrée de A|

Figure 7, 3

+e Motes:
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Pour que les trois relations ~~ , Z. > soient deux & deux incompatibles,

il suffit qu'il existe deux symboles terminaux a et b tele que toute régle soit

de la forme A ::5 a W b ot Y ne contient aucune occurrence de a ni de b, En

effet Y 2 Z entrafne alors Y#b et Zf#a, YZ entrafne Y#b et Z=a, Y % Z

entrafne Y=b, A toute grammaire G=(N,T,::=,N') on peut associer une gram-

maire G'=(T',N,::=!',N') et une application h de T! dans rc qui définit un homo-

morphisme n* transformant le langage engendré par G' en le langage engendré

par G (4, 1. 5), les pseudo-arborescences de ¢, (G') qui ont i pour suite de
feuilles et celles de € (G) qui ont n*( ed) pour suite de feuilles étant en corres-

pondance biunivoque : il suffit de prendre T’=T U i a,b} ot nia, nib

n'appartient & TU N, h(aj=h(b)= “\, h(c)=c si c ET, et de définir ::=' par :

Ast! a pb si, et seulement si, A ii= ad . Cette remarque montre qu'il suffit

de peu modifier une grammaire pour rendre trés facile le probléme de l'analyse,

Exemple, (cf, expressions et instructions conditionnelles d'Algo})

N= (%P.C.A,E,D,W I} > Te { SL, ALORS, SINON, :,a,b,...,2}3

N' ={ x};

Xue Al CIC SINON X D ::= P ALORS W

Ci:= P ALORS A Wiel

Ps SIE Tousalbl... lz

E ti: D SINON E| W Ansl isk

La pseudo-ramification de production du troisiéme type est schématisée

figure 7. 4,



Figure 7,4

Matrice des trois relations 4, 4+, 7:

éme 1

lerelt t|/X/P)C|A

2

sison | yl ale

212/22] 4 2. ee a.

Les trois relations sont deux & deux disjointes et deux régles distinctes ont

1
des seconds membres distincts. Le transducteur tr est déterministe. On

peut aussi utiliser l'algorithme de 7, 5,3, Nous représenterons ci-dessous

certains états de la pile obtenue par ce dernier algorithme pour l'analyse de

* la phrase

SL b ALORS a:= SI ¢ ALORS d SINON h .



Il suffit de supprimer les +, c'est-a-dire de prendre la trace de cette pile

sur v*, pour trouver la pile engendrée avec la méme donnée par le généra-

teur gni,

(AL désigne ALORS)

c af W

+ + +

SI SI SI sl SI SL

eo £ ¢ # +

a IImImIgdg3g6idid

v i Ww + + oe & $ # $$ E

ei ot Heed” OE Mu AL AL AL Ab AL AL AL AL AL AL
SI SI SI SI SI SI SI SI P P P P P P-P P PP OP P

PF 4 wales ye soe $ FF FE ROR FOF

ete wes ~

1; 6; Contextes d'un’symbole du vocabulaire.
cone eee

7, 6. 1, Dans le cas ot le transducteur tr! niest pas déterministe , nous définirons un

autre générateur qui tentera d'éviter les "fausses pistes" en utilisant l'état

courant de la pile, au lien de son seul sommet, ou en étendant le contexte

droit (cd > 1), Pour cela, nous emploierons plus complétement les lemmes

2et 3, has et x ont ici le méme sens qu'en 7, 4.

Définition, ( > % ) est un contexte de Z € V s'il existe une pile U de ao,

une entrée ide Z dans U et unentier r % 0 tels que u.= ] Z et que O soit

facteur gauche de Xy ov:

si 4 #ACH= YY Y), dlaprés le lemme 2, il existe alors deux symbo-

les auxiliaires A, C, trois mots ‘\P, ', Y)' de vt et une entrée i' dans U

telsqueAs= PCY, PAA MIA = YI PetZza U aérive

Y est facteur gauche de X;;, , ovde C W! ; deux cas sont possibles

bien Y= fY,
il

Si = /\, jl existe un mot 'p dérivant d'un axiome et un entier r > 0 tels

r

¥', W' €tant un facteur gauche non vide de A,

r

que Z ¥ soit facteur gauche de @ o~” (lemme 3),

sa oe me Pour €viter d'avoir & considérer des ensembles contenant le mot vide,

nous remplacerons “par le mot a " sur VU {sy - Nous noterons

Sz, Y_) lensemble des mots o~ * tels que ( “| , ¥ ) soit un contextede Z,

@(Z, ¥ ) est contenu dans la réunion des sous-ensembles suivants du mo-

nofde libre (VU fr} )*

- G(A, \) ¥ pour toute rogle Ari= (PC 4! telle que YF A et ZW soit

facteur gauche d'un mot qui dérive de C w';

- ‘G(A, &')& pour toute décomposition de Sen ¥" Y'( ¥'¢ A)et

toute régle A siz PC Y' telle que PA AetZ Y'dérivede Cy! ;

= {: > y s'il existe un mot @ dérivant d'un axiome et un entier r 7 0 tels

que Z 8 soit facteur gauche de e o*,

Des deux lemmes qui suivent résulte immédiatement que tout mot de l'un

de ces ensembles appartient 8 ‘{(z, Y ), qui est donc leur réunion, & condi-

tion que la grammaire soit réduite, ce que nous supposerons dans toute la

suite,

Lemme 6, Si la grammaire G = (N,T,::=,N') est réduite et si Z€ V,AEN,

ceéev, pe vt, wre v*, BET, y! € VE sont tels que

An YO w',z p dérive de C W', ¥)'A est un état a d'une pile U' de

(G), alors il existe une pile U de 4S) et deux entrées i,i' dans U telles

que u, = y PZ, us WIA et xo = par :

Diaprés 7, 2,2, il existe un axiome X et une X-dérivation droite du mot

% "A® ob 6= Ae . Diautre part, il existe une C W'!-dérivation droite
de Z p et la grammaire est réduite, On peut donc construire une X-dérivation

droite d'une phrase du langage qui contienne les mots v7] ‘AS, " Pec we,

Vez 6 8;

Supposons d’abord que Z est un symbole auxiliaire, D'aprés le lemme 1,

il existe deux entréesi,i’ dans une pile U de x (G) telles que us yt YZ,

a= i Aet uve po:

Supposons ensuite que Z appartient & T et que Z 6 =C Whe 4! ‘p peut

siécrire yy" Bt ob Pie T¥et 1"! est vide ou se termine par un symbole

de N, D'aprés le lemme 1, il existe une pile U de 4 (9) et trois entiers

= Aros UZ B= HW" BIZ B,i'> j > }' tels que i! soit une entrée,



Li, ", ji et j étant séparés par les entrées des éléments de
a 

a

; dot ée i Ta U-..,,f a p 3 diol une entrée i telle que u, 1 PZ eth igen @ 3. done

dj= Pe
SiZET et 2B AC Y', le mot qui préctde W'S Z B® dans la

dérivation s'écrit Y' ‘Pf, Be! avecz BO= f 6,9! et

py : A, 6, # A, on peut poser Ay A, =Z Ps dou

B, g's Pe Comme ci-dessus, on écrit ”' Y= “" Bu Th existe

UE 7y@ et trois entiers i! > j > j! tels que i! soit une entrée, ae ia,
5 U = + geeas 6, Ae ne bp ZA, o 6, u,= Qi, ji et j étant séparés

par les entrées des éléments de, fp Zz Bs ; d'ot une entrée i telle que
U U=! 2 . = =a= " YY Zs A sce) p, 3 donc Xe Aye Pe.

Lemme 7, Si la grammaire G = (N,;T,::=,N') est réduite, si Z € V et un mot

P sur T sont tels que Z 6 dérive d'un axiome, alors il existe une entrée i

dans une pile Ude Y (G) telle que uj='Z' et 6 = of ane

Ce lemme est vrai siZ € Niet {= A . Sinon, il existe un axiome X

et une régle Xii= C wy! tels que Z B dérive de C YW! ; il suffit alors

d'appliquer le lemme 6,

%(Z, 6 ) est donc réunion d'ensembles G(A, Cy) Ya vse N,

\8'l <1 WI, et éventueliement de l'ensemble réduit A! o-', Le théor$me

4, 1, dont la démonstration [SCHUTZENBERGER] reste valable pour une

grammaire généralisée, montre qu'étant donné un entier n 2% 0, les ensem-

bles Gz, ) pour Z € Vet | 1 ¢n sont les langages Q(D) des proposi-

tions d'une structure FW,uvu {o t, 2) Qui dérivent

des divers symboles auxiliaires Dde N" ; VU | o } est le vocabulaire

1 D'Y ouD us

avec D € N, DEN, PE v¥ et. # A, Sila gratnmaire Gest une

terminal de cette structure et ses régles sont du type D

grammaire de Chomsky, il est facile de transformer cette structure en une

structure gauche de Kleene dont les %(z, W ) sient certains des langages

des propositions qui dérivent d'un symbole auxiliaire,

Si G est une grammaire gén€ralisée (4, 6.5), les phrases de chacun des

langages Ly qui définissent sa relation de production ::= sont les chemins

d'un pseudo-graphe (J,, ) dont l'origine appartient & un ensemble"a } &y 1
Etant donné Z € Vet ¥,.€ vTM, siuy et l'extrémité & un ensemble as

un chemin \f de ce pseudo-graphe, d'origine dans Bae peut étre prolongé

en un chemin C \', d'extrémité dans J", tel que Z v, dérive (resp,

soit facteur gauche d'un mot qui dérive) de C W', il en est de m@me pour

tout chemin d'origine dans uy et de méme extrémité ; les possédant

cette propriété sont donc les chemins dont l'origine appartient & wy et

Vextrémité & un ensemble J, x, : pour D € N, et D'€ Nj, les mots

Ytels que D Hey D' p forment un langage de Kleene, Il en résulte (4, 6, 2)

que les ensembles ‘G(Z, & ) sont certains des langages Q(D) des proposi®

tions d'une structure gauche de Kleene qui dérivent des différents symboles

auxiliaires D,

Théoréme 7.4, Etant donné un entier n > 0, pour Z € Vet Iwl < n, les

ensembles ‘G(Z, OW) des mots o ) tels que ( ” , &) soit un contexte

de Z sont certains des langages des propositions d'une structure de Kleene

qui dérivent d'un symbole auxiliaire,

76.2 Etudions les cas particuliers n=0 et n=], Pour n=0, & tout Z de V asso-

cions, de maniére bijective, un élément <Z> n'appartenant pas A VU {o

N) est l'ensemble de ces <Z> . La relation de production us) est définie

par: <Z>:;

CEV, VY! € V* tels que Ars YC WY" et Zest une initiale de C ;

<Z>

Sia € T, d'aprés 2. 10,3 et le théor&me 4,3, d, pour que ~% (Z, a)

<A> ¥ si, et seulement si, # A et il existe

yo si, et seulement si, Z est initiale d'un axiome,

ne soit pas vide ,il faut et il suffit que le couple (Z,2) soit vicinal ; @(z, 7)

niest pas vide si, et seulement si, Z est une finale d'un axiome, Ici Ny

sera obtenu en réunissant a l'ensemble Ny du cas n=0 les couples vicinaux

(1) Le fait pour un point de Ty d'appartenir & Jy y, et décidable, car si
1

Zz vy est facteur gauche d'un mot dérivant de C w', il est aussi facteur

gauche d'un mot dérivant d'un facteur gauche de C q! dont la longueur est

au plus |Z Bile



d'un symbole non terminal et d'un terminal et les couples (Z, @ ) ob Z est

finale d'un axiome, Prolongeons la relation ::=

- (Z,a) Hey <A> si, et seulement si, Y # Aet ilexiste C € V,

wre v* tels que As:= {C W!, Z dérive de C alors que a est initiale

du premier élément de W' / ou Za est facteur gaxte d'n nxt qi dérive de C;

- va) : :=)(A,a)Q si, et seulement si, y #A et ilexiste C € V tel que
= 8 C et Z dérive de C;

- ls Ayr = ic si, et seulement si, Za est facteur gauche d'un mot dérivant

1 précédente par

d'un dete ou sia= 0 et Z dérive d'un axiome,
‘G(Z,a) est l'ensemble des propositions de la structure

Sin, uv {a}

7. 65 3. Les générateurs introduits au paragraphe suivant sont fondés sur deux consé-

D qui dérivent de (Z,a),

quences de la définition des contextes et de la propriété C3 des piles U de

4's) : soitunentierr DO ; U

(C4) sii est une entrée de Z dans U et & un facteur gauche de a, _o,;

74, _| appartient a Gz, Ow) 5

(C5) dai’ iune sortie autre que la dernitre, i’ la dernitre entrée inférieure
ai, ¥ un facteur gauche de xe of ; sila suite des éléments dont les

entiers strictement compris entre i' et i sont des sorties est un mot ’

(éventuellement vide), il existe A © N et deux mots “> YsurVu fs}

tels que A::= \’ g, YAA, Tus "wet WE Gla, ).

Pour démontrer C5, on applique C3 a la premitére entrée supérieure a i

(entrée de A),

si PAA, % est un chemin du pseudo-graphe de production (J, [ ; g)
dont l'origine est dans J' et dont l'extrémité est un point w de J, unique d'aprés

PG2' ; A étant donné, les mots Y non vides pour lesquels A i:= W g sont

ceux tels que v A soit un chemin d'origine w : ils forment un langage de

Kleene, qui ne dépend que de A et w, Law Liensemble, noté Bi ¥ 0)

ou Bw, 8 ),des mots YY tels que y # / et quiilexiste A € Npour .

lequel A ::= WY e et We G (A, ¥ ),est la réunion, pour A € N, des

ensembles @(A, 6 aw! si =A , les mots \ tels que A ::= Y forment

S)ou Bor, 8)

vet ye G (4,0

un langage de Kleene Ly: Liensemble, noté ‘@'( A

des mots " \y tels quiil existe A€ N pour lequel A ::=
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est la réunion des Sila, wy Lys Que la grammaire soit ou non généralisée ,

on peut étendre le théortme 7,4, dlaprés le théoréme 4, 1 et le paragraphe

4.6.2 ; comme nous emploierons les mots réfléchis des états de la pile,

nous énoncérons un résultat portant sur les ensembles Bz, w)et
Bw, B ) des réfléchis des mots de G(z, Fj et Vilw, ¥)
— 7.5, Etant donné un entier n n> 9, pour 2s EViw€ THI U (sy,

WE r* et (YI <n, les ensembles Gz, S jet @ (w, 0) sist certains
des langages des propositions d'une structure droite de Kleene, dérivant de

ses divers symboles auxiliaires,

Avec ces définitions, C5 devient

(C'5)soitiune sortie de U autre que la dernigre, i! la dernigre entrée infé-

rieure Ai, Y un facteur gauche de xy oo 3 sila suite des éléments dont

les entiers strictement compris entre i! et i sont des sorties est un mot we,

ou appartient A ‘€'( Y, 0).

7 7, Générateurs utilisant des contextes,
ca aac ane

7: 7. 1, Nous serons amenés 3 faire dépendre certains états d'une pile de l'état

précédent, si inng aoit-ll, Aussi ne pourrons nous nous contenter d'employer

un transducteur fini ; nous utiliserons la généralisation introduite en 5, 4,

La "partie droite’ @ d'un contexte ( ” , © ) sera un mot de longueur bornée,

ce qui aura pour effet de remplacer la valeur 1 de cd par une vale ur quelconque,

Il est inutile de considérer un contexte dans le cas ot, pour le transducteur eh

la réunion des ensembles m(s) et d(s,Z) contient au plus un élément (cf,.7. 5.2,"

ob en particulier est défini Det),

Définissons donc des générateurs de piles gn° par W=V, unentier cd 21

et le transducteur fini tr? donné par

a) M= ExJ, os ed +; dans les aeBnitions qui suivent, a et b décrivent T',

¥ décrit = Vion ar que ri { A} ), ¥ et Z décrivent E,
w décrit Jet V décrit E* :

b) q= cdtl ; Q(aV b= (b, oa T).

c) Sib p aet—(b 4 a), af(b,o a ¥),z] = {iz sot) avy} 3

pour (Y,w) € Det, alte, wav), zj= f(z, wa %)y siwT w et
g(w!) = Y.



|
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d) Sib aet 4 (b > a), m(b, 71a Sys So,,'a") } ; ; Il est facile de construire une fonction d'automate k!! qui A l'un de ses

pour (Y,w) € Det, m(Y,w,a 6) ={ {ev 7 %),10'}} si wf w', | états 5, et & chaque mot V sur E de longueur 2 au moins, associe le second

g(w')=A et ¥< A (le couple w',A est unique s'il existe puisque ' élément de Y ; onprend pour ensemble d'états S"=E vu 250815 ow
(Y,w) € Det) ; 8598) sont distincts et n'appartiennent pas A E, et pour k''(s, ~ ) l'ensemble

pour w € J" et g(w)=A, m(¥,w,a ©) a pour seul élément $7" ~ ayant pour seul élément

~ (s,,ta!) siA 4 aet (A> a), ousiYsa= Oo et AEN, ~ le deuxitme élément de Y si s=s, et Ip! Ba;

fer, o(A),a 8 ) tol si Ay aet 7 (A4a), sauf si Y=a=o-et AE NY - 8, si s=s, et yl 21;
e) Pourb 4 aetb een afc), x(t, o a b)i,Z >] contient ~ le premier élément de V si s=s)etv AA;

[{Z,0(b).a 8), Lio 4} sibZvVE Ge (o ,a b), [s, 0,ta'] i -ssis €E ou vp=iAN,

bzveé & (a, ¥), et pas d'autre élément ; Soit k' la fonction d'automate d'alphabet E, d'ensemble d'états yx pred

pour (Y,w) ¢ Det et w ¢ uk ((y.~,a ),z v| contient les seuls telle que pour tout couple (5, V), k'"(s, v )= {sa} i
éléments Définissons une application hy de M dans l'ensemble des parties finies

- [(z awa 8) ato) si YZ VE Bua %), w! étant le point de f (w), de (s' xS"xT x9) x E*; ab, © ,Y,w ont la méme signification qu'en
s'il existe, tel que g(w')=Y, evaapets gorcr ies amememem mere SS REL

-((ysw' a 6 ),0,°A'] pour tous les w'€ ( (w) et tons les AG N tels oo ~ Pour bd aetb >a,h (> S ,a 8) est formé des deux éléments

que giwi)=A ot x26 & wat) ; (ose ¥),9,,000),a 8) tb} et (la, ),0 oa 8), :
| pour w € J", glw)=A, AA actA >a (dtonax oe), k [(¥,wav),2v) - pour (Y,w) e Det et w ¢ J", h(¥,w,a ®) contient les seuls éléments
contient les seuls éléments |: A Cw, av), risa ‘S),1¥"] si un point w! de (w) vérifie g(w')=¥,

- (5,.0,'a] siayzv € Ee.v) | (dorax eo), Gee Sew wrrg pour tous les w' € [ (w),A € Ntels que
-{(v,0fA), a0 ),ot06'} siaAyz ve Eu sav) g(w)=A ;

Ts Ts Qe Vérifions que Aapplication k est un automate fini. eens les ensembles -pourw €J", glw)=A, Av aetA ya, h(Yow,a © ) est formé des deux

Giz, ¥) et & (w, 6) pour ZEV, we T,, CE E* et 1Wl<cd : dlaprés éléments [((a, 0 ),o ,o a ¥),'AY') et [((o ,a ¥),¥,0(A),a ©), Ave]

les théorémes 7.5 et 5.1, il existe une — d'automate fini k', d'alphabet ~ pour les autres g € M, h(s)= g:

E, dont Lensemble des états S' contient 8, et les couples (Z, &), (w, & ) Enfin, définissons une application hy de S! xS"xI, xT dans ensemble
et telle que, pour que ¥ appartienne a ‘G(z,%) (resp. G'(w, 8 )), il des parties de Mx { 0,1 \xz (E est identifié & ensemble des mots sur E
soit nécessaire et suffisant que s, appartienne a k! (iz, wv), ql (resp, de longueur 1) : ha(s,Z,w),a BS) est vide si s#s, ou Z ¢ E; si 5 = 8,

kt (ew, Gi a] ). Pour engendrer l'état initial (2,6 ) ou (w, 8), nous et Z € E, il contient un seul élément

effectuerons une composition & gauche (théoréme 5,2) ; pour engendrer (2.w a v ),0,1A)] si wy € sy" et glw,)=A,

l'état final, nous effectuerons le produit de k' par d'autres fonctions d'auto- UZ.w a T),o ef si w= 0(A) es,

mate et une composition & droite (théortme 5, 3). [2.2 ),1,'o6'] dans les autres cas ob wy eT),
Ls,,0,'a"] siw =o.

i —



On vérifie facilement que k est l'automate fini d'ensemble initial M,

d'ensemble final Mx {9 1} xE, obtenu par composition de la fonction

d'automate k'xk''xk'" 4 gauche par hy et & droite par hye

7. 1, 3; Les transducteurs tr? et les générateurs gn? dépendent du paramétre cd.

Sicd' € cd, le générateur associé au paramétre cd est contenu dans le géné-

rateur associé & cd', car l'application Wde (exs, x7") x E* dans

(BxI, x19) xE* , :

ow [y.w, v %)s vy = (Zw, %), vj projette le transducteur associé

& cd dans le transducteur associé 4 cd’; D'autre part, si cd=1, l'identité

projette tr? dans le transducteur fini tr! car YZ Vv E S (a,a) entrafne
Y~< A (lemme 2).

Par conséquent, quel que soit cd, ‘les transducteurs tr? vérifient GP2

dés que DA est satisfaite ; les générateurs gat vérifient GP] et les piles

de l'ensemble antl & ) sont conjointes 4 des pseudo-arborescences de (a)
dont X est la suite de feuilles, Nous allons démontzer que réciproquement

les piles conjointes & toutes ces pseudo-arborescences appartiennent a

gn?(X ) Ten résulite , comme nous l'avions annoncé, que les générateurs

Ene et gai engendrent aussi les piles cherchées,
Soit U la pile conjointe & une pseudo-arborescence de GG), dont

X= ‘ay ofa an ql est la suite de feuilles, Les entrées dans U de symboles

terminaux forment, avec 0 et le nombre d'états de U, un p-partage ; nous

utilisons les notations de 5,2 : A, ='a,...a, ‘aveca
i io “ited+1 ptit”

est le sommet de Vis Lorsque ja r jt, isp

@ pour

wR: sil <gigp, a.)

(Cl) : iz=Oet > < ay: ou bien i#) et a; 1* a (lemmes 3,2) ; dans les

deux cas, ov, & ‘Bla, ,ta tea, '), d'laprés C4 ; yet, est le
Wd ited-1

résultat d'un calcul complet d'entrée oh, a o& , de longueur 1, Supposons

! =
1 r+i!

se trouvent p' entrées de symboles non termi-

maintenant jy arti jit, dlot if, avec ve x, +2ax,' (on posera x

pour i! > 9), Entre jetiyy

naux (par exemple daar 1); Ay pebee An « D'aprés C2 et C3, il existe p!

entiers zy» pour lesquels : 1 < ry Kaz SF rf <r; j, est suivi de sorties
‘

dex, ,.s+,%, et d'une entrée de Ay ; pourl <i! <p', e entrée de A,,
1

est suivie d'une sortie de A.,, de sorties de x. » tay |X, si
i ¥ ytl a

= i

sont sa eunesaany sir, ‘wai r,,+1 et diune entrée de Aug :

celle de at oT ou dlune sortie si aro:

=o 7} 72st . ao *pi-tp!-1 of = .i ae see Aa a A xp ley Or,

l'entrée de an est suivie de

x) ; flemmes 4, 5) et Givi € Over, %.) (C's): : selon que x, < a
dbama nae cr ,dk ??' 2 fe, o'] contient [be, 10(x,) A), Lite! y,

oud [@,» o,& 5) J srtiohé be. 0(x yp A) Pour montrer que Ri est
le résultat d'un calcul complet deaeas by, ¥ o , il suffit de montrer que
sous les cinq hypotheses

j! est une entrée de A € Net j" la dernitre entrée précédant j',

~- j'+1 ,... j-1 sont des sorties de Zpretes aj?

- z' est le dernier élément deo Bay

= Va" (2"=z! si j+1=j'-1, 2"=z, sinon),
2

ed-1

- OB ayy

-a€T,weéT ,a Test facteur gauche de and - cal

il existe un calcul d'entrée 9. de pretiier état (z", ole ie S +), de dernier
état (z',o(A),a U ) et de résultat o Fie Ao lorsque j'+] est une sortie

aoa

a3 tad lors-autre que la dernitre, de dernier état S,et de eesulbat rom

que j'+l est une entrée-ou la dernitre sortie, Cela résulte immédiatement

des propristés suivantes

Bee pn 4 est un chemin du pseudo-graphe de production (C3) ;

a Bitz) Mad Ze B) (C'5) ;

€ GilA,a ¥) (C4) ;

- si jit] est une sortie, A >a (lemmes 4,5) ;

pour 1 <i" < j'-jl'-2, Singin

-2z' < A (lemmes 2,3) et o B I

- si j'tl est une sortie autre que la derniére et sia= o et Eee A, j+2

est une entrée, j'+3 une sortie, et ainsi de suite jusqu'a la derniére sortie

A dérive de la racine (C3); d'aprés DA et PA, A n'est pas un axiome,

- si j!+1 est une sortie autre que la dernitre, ou, © @'(o-,a 8) (C'S)

- si jit] est une entrée, c'est une entrée de a (c2), A< a (lemme 2),
1 €& Bla, VW) (4) ;

-si itl est la dernitre sortie, a= oO, He NetA EN,

Théoréme 7, 6, Les générateurs aa ascociés & une grammaire pluriaxiomatiqu

Ge=(N,T ,N') vérifiant les conditions DA et PA sont tels que, pour tout

mot & sur T, gn“( & ) soit l'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arbo-
rescences de (a) dont est la suite de feuilles,

2
La figure 7,5 schématise le fonctionnement des générateurs gn,
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I:
e <a, et eda, ot e> a, et ale <a,) et

~leya,) e>a; ale da,) ale y a,)

|
WE = arrét du

( Clay p,) | Verahy) calcul
1

entrée de a,
a

iwi*vl

sortie

(e,w) € Bet ot (e,w) (e,w)€ Det et
Avie re y €Det shen autres

(Se e(w') = Aet eae
e <A)

l
: tec (w) arréta(w' )=e oo ‘ g(w' =A et \ du

1 € @' (wp, Pry) | NE G (48; Py) / calcul

our

entrée et sortie de A

génération terminée

4

NON

entrée de A :
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7. 146 Déterminisme du transducteur ex’ Pour ‘que tr? soit déterministe, il faut et il

suffit que, pour tout s € M et tout Y ©E*, ensemble k(s, ») contienne au

plus un élément; pour cela, il suffit que simultanément :

(cD) pour a€T, YET, Gea, w) et Blo a V) soient diejointe ;

(CD2) pour BE red w€J et AEN tels qu'un point w' de [ (w) vérifie

* g(wisA, (A, 8!) et “Gt(w, 8) soient dijoints ;

(cD3) pour %' € TH .w ES, A € Net A! € Ntels que deux points distincts

wi et wide [ (w) vérifient g(w')=A, g(w")=A', @ (A, ¥') et © (a', ¥')

soient dis joints,

Ces conditions sont décidables [BAR-HILLEL,PERLES,SHAMIR ]. On

peut aussi les écrire, d'aprés 7.6.2 :

(CD1) pour a€T, ¥1E€ TT? ot toute regle A

et & (A,a ¥ ) sont disjoints ;

(cp2 et 3) pour ye Tt, AEN, ATE Net y € V* vérifiant Axa! op xr,

e et Al p= Y YY,

@ (a, ¥') et Gla, ¥') WY sont disjoints (CD3 correspond & Y= A ).

Intuitivement, la premiére condition assure qu'on peut choisir entre une

, les ensembles € (a, ¥)

tels qu'il existe un mot Y de ve pour lequel A

sortie et entrée d'un symbole terminal, la seconde entre une sortie (précédée

d'un certain nombre d'autres sorties) et l'entrée d'un symbole non terminal, et

la troisitme entre deux symboles non terminaux susceptibles d'entrer (cf, figure

% 5).

Nous allons montrer qu'inversement, si l'une de ces conditions n'est pas

réalisée, on peut trouver deux mots A et ! de T* tels que A oct et ot

aient un facteur gauche commun — ¥' ot {Ji =cd et quiil existe une pile U de

gn@(O ), une pile U! de gn“( C4") et un entier i pour lesquels u#ul, et

p = x =au, Par cone équeae 5

Théoréme 7.7, Si une grammaire Gtet un entier cd > 1 vérifient les conditions

CD1, CD2, CD3, ils définissent un transducteur ee déterministe, Dans le cas

contraire, aucun générateur de piles dans la définition duquel entre l'entier cd,

qui engendre les piles de’ j (G) avec comme donnée la suite des symboles ter-

minaux y entrant et comme p-partage la suite de leurs entrées, n'est a pile

unique,

ee TES
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1 1 age 1 # é

Supposons d'abors/& te ADE Q ais 28 WEA. GG Bia, vt bo que celles obtenues ci-dessus : si(¥,w) ¢ Det et si un point w! de TM (w)
’ 1 ' ' TAI -

= UY ee 1 € | (a, 8. “4 e nia sont des étate de deux piles vérifie g(w')=A, il faut que Bla, A)et E(w, A ) soient disjoints, ce qui est
ia t t x! tide 3 (G) : 4 a8 7, 2:2, il existe deux axiomes X et X', une X-dérivation plus strict que : pour touta €T!, @(A,a) et @'(w,a) sont disjoints,

: t 1 ‘Ay,d'un mot a % ie une es aeeatige d'un mot 1) Al Y¥',, %! étant facteur 7:8, Génétateurs utilisant des contextes bornée,

he d t 3h 1c 1 i t-réduite, il exist 3 : Toesgane r 3, c ° Qramenla grammaize ee 7,8. 1, Les transducteurs tr? décident comment poursuivre un calcul en cours, alors
allow bbe ao LN by aera, by = 6) ob per, d'ot deux

dérivations (X ,s.2, A By> ne Yd) gy riser BB) et
quiil y avait plusieurs possibilités pour le transducteur tr’, en fonction de

Vappartenance d'un mot & un langage de Kleene parmi plusieurs,

tee ‘A'S! ae déduit(x, my 8 very x! Vv Jy wv 1’ , ps 3 Y Ontenl Ms g Les états s demandant un choix ont été caractérisés au paragraphe 7.5.2 : on
ile + U! ‘bi(ipainnte! i) depx'piles Ute conjpntes # deux preudorerborescences de (s) tentera ici de remédier aussi 'économiquement" que possible & chacun de ces

dont P ¥ et p vy sont ie denite de feuilles, et un entier i, tels que
awa A, as AL ad rep.

Supposons Societe A: Ws oH e€(a »), WF n y, ome Ga, a The
1 a est un état ae d'une pile U" de yo et ¥ est facteur gauche de oe ‘or? ay

cas dlindéterminisme ; plus précisément, on choisira, chaque fois qu'on le

pourra, grfce A un facteur gauche du mot considéré ayant une longueur bornée,

Les générateurs de piles rhe qui vont @tre définis seront donnés par W=V,
un entier cd = let des transducteurs te? qui dépendent d'un certain nombre de

soit B le premier symbole auxiliaire dont une entrée dans U" est {Ghévicuxe ay sous -ensembles finis de E* séparant un langage de Kleene dtan autre (4. 5. 6).
il existe un axiome X et une X-dérivation dont les deux derniers mots sont WB x
et ne ¥ a ya y 2 ei (Bor Y), ¥ étant facteur gauche de x, v, E5:

Comme on € Cia, a¥)etAus, il existe un axiome X' et une x dérivation

" Liensembie des phrases d'un langage de Kleene K qui commencent par un €1é-

ment Y donné est un langage de Kleene (cela résulte immédiatement, par exem-

ple, du théoréme 4.4) : nous noterons Ky ce langage.

twt 4 ‘ = yedont IEsidewiderniers mor sont | AaB et q y as ya 8 1’ ¥ étant 1) Pour tout couple YE V, a ET tel que Yea a et Ya et Eto ue mot ¥ de
fact vi ' ie?‘, 4, Ye go Boo “3 aérivations (Xs snes * Bi vp enh ¥, ¥, pied , soit Q(Y,a ¥ ) un ensemble séparant @ (a, ¥ Vy et ge (© ,2¥ dy> si

1 t 15, ae x 2 % Sy vere as ¥ > et (XI ae. al Aa ¥" ve ces langages ont une borne d'intersection, :
6 at, <a pa avy Jn ahi p ET Dele premlezen on a tems 2.) Envisageons un mot ¥ ' de 74 ot un couple (¥,w) de ExJ tel que g(w) € N,

me 1) une fia U a contient un - ae yn" Q= “a ¥ gr avec A =¥ a :1 nlappartenant pas a Vensemble Det (7. 5,2) : ilexiste p > 1 symboles auxi-
it pré 5 " us : :étant précédé des entrées des ayniboles terminaux qui oy Bs 3 cette dives A pour IéeqidiecAvest l'image par 3 d'un point de (w) et Y 4 A; én

i ze éti = =pile posséde donc deux états we " w= 1) a, avec a et donc ioe ordomne AL ond hg Oa daheteele prengempbles AX, in AD ¥"), pour

Ay ue =b. - la seconde, on a vne a U! telle que ui, j= \ , i soit une
sath eta o =a¥ 1), atod an

isl,... p, séparant @ (A,, zy! dy de la réunion de @ (w, ¥ y et des
eth . e (A; x! dy pour j > i, et un slats 2 ALY, Ww, y! ') séparant - réunion des

Ts Te 5s Remarque. U: Une ms du genevlet gn, pour cd=], n'utilise les eneeniples @ A, 4! i, de E(w ly ye lorsque @ (w, ¥ "y et les p langages

a) (2, $8) et Gw, 8) ) que Pew YaA: cans La partic (e) 4 dejlatdenniton de e (A, y' I, ont une borne d'intersection : on peut prendre pour Q(Y,w, $')
tr , il suffit de eet ex ¥ ) par G: (o,A), ge Se YX ) par id xSunton sh a(y,woA,, 8).
g: (w, A) ),@ (A,a 8) par a. A if Liidentité projette dans tr! le transducteur is
tr!” ainsi obtenu et projette eee avec cd=1, dans tr, Le générateur engendre

encore les mémes piles, Mais ses conditions de déterminisme sont plus strictes

li
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La recherche des ensembles Q(Y,a § ) peut étre facilitée par la remarque

suivante : si % est facteur gauche de ¥, @(a, v py contient @(a,8 dy

@! (oad ye contort @ (e ag dy , donc tout snseestig séparant
. g (a,¥ dy ae ve Co ,a Bye est tin made séparant Gea, v dy de
@ ( oO ,a % dye On peut utiliser une remarque analogue pour siete les
Q(Y,w,A,, ¥') et Q(Y.w, ¥'"): os Hai 2

Soit cg le maximum des longueurs des mots appartenant a l'un des ensem-

~ bles Q(Y,a v), OY.wA,, 3'), Q(y,w, %'), Le transducteur te associé &

ces ensembles est défini de la manitre suivante

a)M=E Bx, xT! ea Dans les définitions qui suivent, a et b décrivent T’,

N décrit EWE “Vy agerit T°! + ot z abctivent E, w décrit Jet D décrit
EX Nous désignerons par Det' l'ensemble formé des éléments o

NY Nn
-(b,0 ,a) sib a, bya, @a,v dy et @r( (628), ont une borne dintersetin

- {(¥ Ww ad) si gwen, le symbole auxiliaire A tel que g(w)= A vérifie AXaet Apa,

Ge, S),et Ge ad), ont une borne dlintersection,
- (Y,wiad) si g(w) EN, (©) eDet et sipour Veapoings wi (i=1,..,p) deM(w) tels que

a(wi)= A, €N, les p+l langages @(4, ably et @ (wat). ), ont une borne d!intersection,
b) q= eae eet Lladon)= (b Ho ay
c) Sib » aet “h(b-< a) ou si (b\o& ,a b) € Det! et aucun facteur gauche

de b nq n'appartient & Q(b,a 0), al(b Yoo sa ev ),z] = 4 V Z,o(b),a y x ;
si (Y,w) € Det ou si (Y,w,a ¥ ) € Det! et aucun facteur gauche de Yn_n'appar-

tient a Q(ywia ¥), Allyn wa ¥)Z]= ((q Zwad )}

si le point w! vérifie w [ w! et g(w')=Y,

d) Si b< aet (b> a) ousi (bo ,a 0) € Det! et un facteur gauche de by

appartient & Q(b,a ),m(b qi oa B)= { (s,,'2")}

si (¥,w) © Det et Y< A ousi (Y,w,a J) @ Det! et A est le A, d'indice i mini-

mum tel qu'un facteur gauche de Y \ appartienne & OY, w,A,,a x),

mY Mowe v)= {Ee nNowha x tary} si le point w' vérifie w 1 w! et

g(wi)=A;

pour w @ J'' et g(w)=A

-siA< aet “(A >a), ousi(Y,w,at)€ Det’ et un facteur gauche de

AYN appartient & O(A,a ¥), ouencore si Y=a-T etAEN',

m (Yq wwiad)= {e_'2} ,

enter ee =
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+ si A} aet (A -< a), sauf pour Y=a=0 et A € N', ousi (Y,w,a 3) € Det!

et aucun facteur gauche de AYr n'appartient & Qa, ad ), m(¥ owe, X)=

{fey ,0(A), ab), o']}.

e)Sib< ayb > aet (b,o° ,a¥) € Det', k((b oo 13% ),2} contient

les seuls éléments

Ez Coy Z,o(b),a ¥ )idjter J lorsque by ZN € Bie ya g yo ced
= [2:0,"2"] lorsque bry Z VE Gla, x yor I,
si g(w) £ N, (y,w) é Det et (Y,w,a vd ) ¢ Det’, «f(y ow y ).z9] contient

les seuls éléments a

te, [iq ziwia Vato] siYH ZV E Cr(wra 8) 8) wt stant te point
de [ (w), s'il existe, tel que g(w')=yY,

- fe Nowa ¥),0, ‘ary pour tous les w' © f(w) et tous les A @ N tels que
g(w')= sKetynzv € aad) o 8h,

siw @ J", g(w)=A, A<a,A>aet (taw.n ve) ¢ Det', K{(y 4 Wye % ez J
contient les seuls éléments ue

2 [o,.0,ta"f siAYK ZY € lav) oe 8},
- [rq 04). 800] itary zy € Syoiayx) 8h

On démontre comme en 7, 7, 2 que k est un automate fini,
3 z

. Comparons tr”, pour cd quelconque, au transducteur tr? (7 3), puis tv? et le
2transducteur tr’ (7, 7, 1) associé au méme cd, Nous désignerons par Ke 3 2

xe les applications X attachées (5,4, 2) & ate’, te”, tr; plus généralement,
nous affecterons ds o, 7 | les applications dL, d, m, kde tr’, tr’, tr?,

Définissons une application GJpar ; OD [ Nowa t) ,v] Ly, w m. ») el

ares, (én werser, yer 1) EE et 9,
déterminé par qv = Yo > yy, |= cg-l, Montrons que GW projette “3 dans
tr’, en étudiant d'abord les rn cas ob (s', .', 4) appartient & X? (s,)) :
l)s=(¥ Qawea VY) st ( WZ.wia VY =Z',A='o', lorsque

sé a(s,z) ou (s',1,'6-') € K (2,9 ), Alors G(s,) =[(ew,a), Yo pm=9,9,
ls, 9)=[Zwa), Vy] si qzez yy mo yews vyly felt fe cee:
Zao y! oy Nie qZv'= HV ad, ¥ 1 dob 2! s ms i
(2! 2) € a°[(x,w,a), 2].
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2)s=(¥H. a: =(¥ 4 wh ab), v= v', lorsque (s', ») € m(s) ov

(s',0,4) € ks, Ad. Alors (8, 9) =[(Y,w,a), 9 4}, OF (e'.8)=[(¥,w',a), oo
Civ,w',a),A] @ m°(y,w,a),

3)s= (¥ n iwia¥), 8'=8¢, yey! loreque (25) Em 3(5) ou (5,, 0, dA) EKs, yd).

w(s,) =[(y,w,a), Dg ]s (5, >A)Em Cy, w,a) car Y<a uA x a entraine
ago.

D'autre part, avec des notations analogues & celles de 5, 5, si ieee Sa €T',
Few Net Yoon nIbET, n€ e°6}), Yat, 0 ado n,
7s at, p®stap, 99 BL % 6 *)=(b, o 1a), Oe) =(o yo a¥),
W vérifie col 0 7% e’), y “|= fee, y *}.

On pourrait montrer de méme que OJ projette aussi tr” dans et

Envisageons maintenant l'application Gy

oo'[ (ew, a hv qs “Ly y. Ww, ¥)9 D jury es, wéJ,, vi e ret

cE- Lalmivae. Lk
montrons que 0' projette tr’ dans tr 3 étudions les cas ob (s', Y', d )

appartient a XK 24s, y)

a)s=(¥,w,2¥), 8 = (Z,wa¥),V=Z9', \='o', lorsque s! & 4?(s,2)

ule tio) €K(s,9). ols, 9) =[l¥ nwat) di], nV, zy oF,
inl =eg-L, cost, 2) =[(Z q'wiad), 9! adi WIGS VS cbt,
Ite eg-l r Zr yiye Zvi oF ty

il existe Z'E€ Etel que Z n' =

\ € E* ety, sont déterminés par nV, =Vo

en S, 3 emcee Intl,
Y Z, dot Y, = 2 ‘> Neneh s'éd 28, Za),

( n Zw ye aly yw ¥ ),.z'] jal enest de méme lorsque

(st, l,to') € (se, Y )et (vy wa ¥) € Det', dapras la définition des ensem-
bles Q(Y,a¥ ) et Q(Y,wya 2) 3 enfin, lorsque (s',1,'o') € (6, J )et
(Y q sw,ad ) ¢ Det’ [( y Biwi v yy, Ts" o'] appartient ax [¥ 2Wia v9].

b)s=(¥,w,a¥), s'= eos od ), Y=", lorsque (s', A.) € m“(s} ou

(81,0, ) € k2(s rege oes 3 )= [Owe 8), 92], Xs! D)=[(y nw a¥) ah
Lorsque (s', d)€ m? (s), Livny, w! ao, Al Em [omy wiab)]; il en est
de méme lorsque (s',0,)) Ek’(s, Je Yu. swia v) 4 Det', dlaprés a défi-~
nition des ensembles Q(Y,w, A; 1a v) et at); loreque (s',0,r ex? (s,~) )

et (yy wat) € Det’, [( vq owe ¥) ),0,r] é€ (8, 9,).

ee as
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c)s=(¥,w,avd), st=8,,0 = 9! lorsque (s,, \)€ m 2(8) ou (2 DALEK (8,9)

3's, 9 )=[(¥ awa), 9 als Wo SEN SE ge d) € (6, 9 2
Avec des notations ee & celles de 5,5, ¥ 5 ai VOT=D 2
224%, tate yes sD ee ime cth, Pe thas

970 p*) = (b, ¢ 3%), 0% 6%)= Oo 4%), v2 ohh

os [27 0), 3] [ee 4, > 7,
Pour | les transducteurs tr? soient déterministes, il faut et il suffit que,

pour touts € Mettout V © E* » k(s, ~)) contienne au plus un élément ; il

suffit pour cela que la grammaire vérifie les conditions CD1, CD2, CD3 qui

assurent le déterminisme de ee (7. 7.4) ; nous avons vu (th€éoreme 7, 7) que ces

conditions sont nécessaires lorsque la grammaire est réduite,

En résumé

. 3 ; voce
Théoréme 7.8. Les transducteurs tr’ associés 4 une grammaire pluriaxiom>-

tique G=(N,T,::=,N') vérifiant les conditions DA et PA satisfont A GP2, Ils

définissent des générateurs de piles en vérifiant GP1 et tels que, pour tout

mot O& sur T, gn*(X) soit l'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arbores-

cences de € (G) dont A est la suite de feuilles, Pour qu'un transducteur tr?
soit déterministe, il faut et il suffit que G vérifie CD1, CD2, CD3.

7.8. 3, Condition pour que tr? soit un transducteur fini, D'aprés la définition de l'ensem-
3

ble Det', pour qu'un transducteur tr” soit fini (il est alors déterministe), il faut

et il suffit que soient réalisées les deux conditions

3 ~N

(cBI)siveviaenr, yer yeacty Sa, les langages &(a, 0 ’
~

t Bre o ad }ysont une borne —e ;

(CB2)siw€J,YE€E, fe rS*, (y,w) € Det, pour les points w', (PEIy pen ep

de ( (xv) tels que g(w, d= A, EN, les ptl langages ee Ay Sy et Bw, b! Ny
ont une borne ahaeevsecdlon,

Si Gea, By # G, ¥<a (lemme 2) ; si Cio ya Vy # G, par définition
de cet ensemble, il existe A€ N, dont Y est finale stricte, tel que € (A, a¥) JF,

donc G(A,a)#G; A,a est un couple vicinal (7.6.2), A < aouA\a, , dio’

YS a (74), D'autre part, © (a, ¥) est la réunion des g (a, My , et @ (o,a¥)
la réunion des Elo aBy pour Y & V, On en déduit que CB1 santa a
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(CB'l)siaeT’, XY € pede les langages Gla, 4) et So,a %) ont une
borne d/intersection,

De méme, (CB2) équivaut &

(CB'2) siwE J, Y' ET! F stil existe p ( >0) points wi, de TM (w) et p sym-
boles non terminaux A, tels que g(w'. J Ay les pt] langages ‘= (A, BY 'jet
g '(w, ¥') ont une work rievaedtio®
Lorsque deux régles distinctes de la grammaire ont des seconds membres diffé-

rents, c=i stile ‘1,

Les grammaires qui satisfont 8 CBl et CB2 sont les "bounded right context

grammars" de [FLoyp,2] . Les grammaires "fully nested" introduites par

{sonnston } peuvent étre transformées en des grammaires équivalentes ne
possédant plus aucune régle A ::= A’, oh A' © N, sans modifier les sous-propo-

sitions d'une proposition (7, 10,4 ) ; palore, pour ttout point w de J, [ (w) contient

au plus un élément et pour a € T', @ (a, A) et @ (o-, A) ont une borne d'in-
tersection inférieure au maximum de la longueur des seconds membres des régles,

‘ade dianalyse de [pau } revient 4 la construction d'une pile conjointe,
dans le cas ot les seconds membres des régles sont distincts, de longueur 2au

plus, et oh il existe un transducteur tae fini pour lequel cd=1, cg=2,
3.4, Exemple, N={X,A,B,C,D} 3 T= fa,b,c,d.f} 5 Ni={x};

Xue AbCIdADIB AnsfAla

BiusfBbla Gree Cle

Dis bD}b

Matrice des relations < et s i

x A B Cc D a b @ d f

<

Daw PP AVA

»

qe moe AA A

A A

*

VENT Xx

wn nA7 vY¥YYV VY Via
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1jAAbetA >> : étudions Bo, A) et @'( ob), avec les notations et

les méthodes de 7,6, 2 et 7.6/3 : bestinitiale de bet D ;

<b> NE)<KDAICK>GAI<BDIB\CD>b KDE:

les mots de @(b, A) se terminant par A sont co Aet od A. @'( o 1b) est

la réunion des ensémbles © (A',b) Y pour A’ s:i= \Y ; les mots de € '( a,b)

se terminant par A sont ceux de € (A, b) £.A, Liensemble formé de Ag et Ad,

ou encore ensemble des eiots de longueur 2 autres que Af, est un ensemble

séparant Sw, A) a, de S (a, b),-
2)b<betb ye : les mots de ‘Bl, A) se terminant par b sont ceux de”
G@W,A)b: <Dy n=) CK PA AI<D>b ; les mots de €'(a-,b) se

terminant par b sont ceux de @ (B,b) £ Bb et ceux de @(D,b) b, mais ce

dernier ensemble est vide car D,b n'est pas un couple vicinal (ni D <b, ni

D ¥ ’b), On peut prendre eae des mors de longueur 2 autres que b B

comme ensemble séparant &( (b, A \ de S (o- rd)
3) Les seuls mots y & la fois second membre et facteur droit de second mem-

bre d'une régle sont

-'b' : D bet B

etal: Ansa, Bueaetf<A, fKB, er KA, TAB: P [ ofa)

contient deux points d'images Aet B, mais aucun autre point ; (f,o(a)) et

£Bb, mais onn'a pas BX D,

(© ,of{a)) n'appartiennent pas A Det, mais €'( o(a),A)=@.

Etudions @ (A, A) et @(B, A) : CASE: < \<x>dl<a>e ,

<B> ut) I< Bf; les mots de Gia, A ) sont les of et cdf", ceux de

ee, A) les of! (a 0). GA, A), et (BLA), ne sont pas disjoints, ni

@ (A,A Ne et Eo, Se b est le seul symbole terminal tel que © (A,b) 4G
et aussi le seul tel que @(B,b)4G ; de plus Y(B,o )= {ott , mais

Siac )=G :

(Aye) x =O 1 <x>al (Ab) £ » (Byb) sz 1 <B>E.

Ge, be
contiennent les mots & £" (n ri). * planer les @ (A,bx) et G(B,bx) ob
x €@T' ; daprés 7.6.1, @(B,bx)= © (B,x)£, donc est vide sauf pour x=b ou

x= o : Q(B, bb) est l'ensemble des o f” ({n 2 2%), S(B,b o )= to £y a

@ (A,bb)= R(X,A)a U GA, vb) : il stagit de ensemble des o- dé" (n >

ElA,bs= E(x,o-)d VU @(a,bolf : il s'agit du mé@me ensemble,

est vide, mais Eta, d)e et Pe , ne sont pas disjoints, car ils
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On choisit cd=2, on ordonne A,B en plagant B avant A et on définit

Ac ola), B, ¥}=G ei SAO Oo ; Aor ,ola),B,or &)= {A} ; O(c ,ola),a, W=f[M}

pour tout ¥! € Eg? ; Qlf,o(a),B, J ')=G si BY! differe de Oo &, bo et bb ;

Alf ofa) By S)e§ Ay (3, Ulf,0(2),B,be)= {£0} 3 Q(f,o(a),A, %= {}

tout J. & (A, bb), et (B,bb), sont disjoints, mais n'ont pas de borne d'inter-

section, On obiient un transducteur pour lequel cg=2, qui est déterministe mais

n'est pas un transducteur fini, I] est d'ailleurs facile de voir que, quel que soit

cd, Cav), et Ee, n'ont pas de borne d'intersection,

7. 9. Générateurs contrélés par des couples de symboles terminaux,

7,9, I, Dans les paragraphes précédents, on a limité l'indéterminisme qui rendait peu

utilisable le générateur gn? en centrélant les entrécset les sorties des piles par

les relations < > > et par les contextes ; le pseudo-graphe de production par~

ticipe & ce contréle et joule aussi un réle, théoriquement plus essentiel, de véri-

fication, assurant la condition C3, Nous ckercherons ici des générateurs plus

simples 4 mettre en ceuvre, ot le pseudo-graphe de production ne conservera

que ce réle de vérification et ok les entrées et les sorties seront contrélées par

des couples d'éiéments de T! on ne retiendra du contexte, a droite qu'un élé-

ment (cd=1), a gauche que le dernier symbole terminal et le nombre de symboles

auxiliaires qui le suivent,

7.9, 2, Défini ton des ensembles A (b,c) et SS, (b 0). Soit U une pile de l'ensemble

‘4 (9). Pour chacun de ses états 4, nous nommerons GJ, le plus grand facteur

droit de u, appartenant & ne, b, Uélément de T'=TU{ oT} tel que b,
soit facteur droit de wan, le nombre de sorties supérieures 4 i, inférieures

ou égales au plus petit entier suivant i-qui est une entrée, une sortie de symbole

terminal, ou l'indice du dernier état de la pile ; nous utiliserons notamment les

couples (\b, of) n.),

Associons & tout couple (b,c) d'éléments de T' deux ensembles & (b,c) et

a 2

Ogn < n'', de manitre que

b,c) de couples d'entiers (n'"',n') vérifiant respectivement 6 <a < n" et

(C6) si i est une entréé dans U telle que it1 soit une sortie autre que la dernire

U
et sic est le premier signe de A, oo , (Vb, co jf on) € 4 (b, 0) ;

pour
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(C7) sii est une sortie dec ET, (tb, w jt on.) € A (b,.¢).

Nous imposerons de plus que, pour tout b € T', A,o.e ) soit vide, Soit

alors i un entier pour lequel it] est une entrée d'un symbole terminal c, Il

existe une sortie i! de c telle que wea, (théoréme 1, 2), En appliquant C7 ai!

(C8) si i+ 1 est une entrée d'un symbole terminal c, il existe dans A, (0, .¢) un

couple de premier élément bo, w,I .

Etudions la détermination des ensembles 4, (b,c) et A,(b,¢), A Vaide de

C3 et C4, Soit un état a de U, i' la premiére entrée supérieure a i, Pour a,

deux cas se présentent

a ) une sortie de symbole terminal est strictement comprise entre i et i!

a, stb, wos

b ) aucune sortie de symbole terminal n'est strictement comprise entre i et i!

ad \b, wo ,t i,

A&A (+e) (resp, AV 2(,<)) est réunion des deux ensembles 4" (b,c) et
LB" (10) (resp, A ‘5(b,<) et S"(b,c)) formés des couples (n'"',n') vérifiant

n''=n' d'une part, n"' < n! d'autre part,

Si i est une entrée pour laquelle i+] est une sortie autre que la derniére et

c le premier élément de ay © = ate | dans le cas a ilexiste A EN,
ye v* tels que A ::= Ye, i et © (A,c)#G@ ; dans le cas b, il existe
AEN, w'é Nn’, w"é N* tels que Ars G)', C= Go" Gl, et un mot
de © (A,c) dont b CS" est facteur droit, Pour qu'un ensemble de couples
agniisre positifs (n',n’) soit un A! 7(b,c), il suffit qu'il contienne Vensemble
A * (b,c) des couples (\W \ +1, | Gol +1) associés aux mots W0sur N tels

quiil existe A@N,y € v* vérifiant As: y bw et G(A,c)#G, Pour qu'un
ensemble de couples d'entiers (n'',n') tels que 0 <n! < n" soit un (b,c),

il suffit qu'il contienne l'ensemble A "(,c) des couples (hoo'l+lao"l+l, [o't)

associés aux mots 6)', G)" sur N tels qu'il existe A € N pour lequel A ::= GW)!

et b Go" est facteur droit d'un mot de & (A,c),

Si i est ung sortie de c € T, dans le cas a il existe A & N, y € v*,

wre V* tels que A ::= Wb, Go, ¢ YW" 5 dans le cas b, ilexiste A EN,
ye v*, w'Gé N*, oo" EN* tels que A n= col Yr = "OO", bw"

soit facteur droit d'un mot de Gia, A\ ). Pour qu'un ensemble de couples d'entiers
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positifs (n',n') soit un 4B'7(b,0), il suffit qu'il contienne l'ensemble o a ‘4(b.<)

des couples ( 1Gol +41, | Col +1) associés aux mots G) sur N tels qu'il existe

AEN, YW.€ V*, y! & V* vérifiant A yb Gc W'. Pour qu'un ensem-

ble de couples d'entiers (n",n') vérifiant 0 < n! ¢ n" soit un A" (b,0), il
suffit qu'il contienne l'ensemble OAS " (b,c) des couples ( (Go'|+ teo'l+1, leo'l)
associés aux mots Co', G)" sur Ntels qu'ilexiste AEN, y € vTM pour les-

quels A:= Gol cl et b Go" est facteur droit d'un mot de @(A, /\).

On peut montrer, par exemple & l'aide du lemme 1, que réciproquement,

lorsque la grammaire est réduite, les ensembles A! (se) A" (bac), Al ylb,c),

4" (b, 0) doivent contenir respectivement 2 B' (b,c), 8 Ba"), oA (0,0),
° A" ,(b.0).

Exemple : N= {K,B,C,D,F}; T= {af.g.b}s N'={K} ;

KusfFB Cushthe FusglFg

Bus CD DisdF :

Fug 3. F,heet un couple vicinal ; done (1,1) €° 4B! (en.
0

Bis CD; ofF € G(Bio); done (4,2)€ Aff, o).

aF ; Tf FCE GDA); done (3,0) € Ponta).
Pour tout couple b,c, o”A "A{b.¢) est vide,

la génération des piles cherchées, qui va @tre étudiée, est résumée par

lorganigramme de la figure 7, 6, Nous définirons un générateur de piles gat
dans le cas oh, pour tout couple b,c, les ensembles O (P<) et 4,(b,c) sont

finis, D'apr&s C6 et C7, pour qu'il existe de tels ensembles, il faut et il suffit

que soit vérifiée la condition :

(CT) les facteurs droits des mots des langages @(A, A) (A € N), qui appar-

tiennent A N* ont une longueur bornée.

CT signifie que, pour tout A €N, les deux langages de Kleene € (A, 4) et NASA}
ont une borne d'intersection : CT est décidable, Nous désignerons par cg le

plus grand des premiers entiers des couples appartenant aux différents ensem-

bles A (b,c) et Ap(b,c), par {eg| l'ensemble des entiers compris au sens

large entre 0 et cg.

ds

pour tout n' tel que

(b, a, )
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Stien'-1

Sm=d-n!

w t= o(e)

sortie

/ pour tout n! tel que \

\ (dint) © A (d,8(w))

oy

ef 'Ks 'ay or a,

“pel ;
e : sommet de la pile

e@ =o lorsque la pile

est vide

€ dernier teminal
dans la pile .

C) plus grand -facteur
droit dela pile

qui eppartient &

=o

arrét du entrée et

calcul sortie de A
1 génération

¥ terminée

y
Figure 7, 6

entrée de A

die 5 41
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a: 7.9, 3, Générateur gn’, Il est défini par W = V, cd = 1 et un transducteur fini tr
a)}M= E°6 x3) xT! x [cg] x [cg]. Dans les définitions qui suivent, a, b et c
décrivent T', B décrit N, " décrit Ee") Y et Z décrivent E, wdécrit J ,

Stet §" décrivent {eg]. Lorsque “ est un mot de E°8\ n* et © son plus
long facteur droit appartenant A n*, on pose 5( ay ‘y= \ col+1 et on nomme
& ( n') Wélément de T! tel que €,( y ') & soit facteur droit de q"

b)a=cgtl ; Mab n) = (b 4, o .a,0,0).

c)Si nz ¢ N* et (1,1) (>a), d[f> 1. © ,a,0,0),2] est formé des

( 4 Z,o(b),a,n', 5 ( q Z)-n') pour tout entier n! tel que .

(Ss (q Z) nye A a! € (y 2).b) ;

si 5'£0, (5 ', b")£(1,0) et si un point w! de 1M (w) vérifie g(w')=B,

afte nwa $4 5S"), 245 f( Wewia, $1, sy} :
si nz € N* et ei un point w! de [(w) vérifie glw!)=c, aL(c How,a,1,0),2]
est formé des (Z,w',a,n! 15 (q2)-n') pour tout entier n' tel que

(S(n2) mE AE lqz),0).

d ) Si (1,0) ou (1,1) appartient & 4,(b.a) (dor azo), m(bM, 6,a,0,0)= {(s,,'a)} al

mY ,w,a,0, 4") contient Cw qew'.a,o, 3 ") Ay pour tout point w! de J'' tel

que w 7 w! et g(w')=A, et pas d'autre élément ;

siw€ J", g(w)=A et ¥n € n*, m(¥ »w,a,0, 4") contient les seuls 6léments
- (s_,'a') lorsque dans 4, (& (yq ),a) se trouve un couple de premier entier

S"+1 (dot aor) ou lorsque Y=a=oret AE N',

: [ov 9,04) ayant, S"+I1-n'),'o'] pour tout n! tel que (d"41,n') € ALE (¥q),8)
sauf lorsque Y=a=o et AG N’.

On utilisera aussi le transducteur tr que ne différe de tx* que par la suppres-
sion des mots soulignés en pointillé & la fin de 1a définition, et le générateur gn*

4! 7 4correspondant Videntité projette tr’ dans i, ae est contenu dans gn,

at
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Soit oy" la projection de M sur BPS xT wn! ow aid S")=( Hp 10a).
Go étant l'application définie en 7.8. 2, qui projette le transducteur tr” associé

& cd=1 dans ae, une démonstration analogue & celle de 7,8. 2 montre que Yo W"
projette tir dans tr, vérifie GP2 dés que AG est satisfaite, gné vérifie GP1
et engendre des piles conjointes & des pseudo-arborescences de Lc),

Il reste & montrer que gn engendre toutes ces piles, Soit U l'une d'elles et

"ay wee a 1 la suite de feuilles de la pseudo-arborescence A laquelle elle est

conjointe, Les entrées des an avec 0 et le nombre d'états de U, forment un

“p-partage de U. Nous utiliserons les notations de 5,2; en particulier a =o ,

e541)
€M ous = 85, Vc est un mot sur E de longueur 0 ou 1, Z€ E ; puis nous

A tout état de U, nous associerons un triplet (s,,y,Z,}, 8. = Weyke HM EMT Me
k

montrerons que les triplets associés aux états 4, tels que i <k¢ Jay forment

un calcul complet du transducteur tr’, dentrée ay Uo cB de résultat Be
Dans tous les cas, c, est le premier signe de no. 3

a) Si k’est une sortie autre que la derniére, Ne est le facteur gauche de %, o 8

ayant cg pour longueur ; si k' est la derniare entrée, inférieure &k, les entiers

K'+1,...,k sont des sorties de Byres Bae done Zy+++ yy est un chemin du

pseudo-graphe de production, d'origine o(z > i wy est son extrémité ; ote n.
k(défini au début de 7,9,2); 5 ne F(y j)"Myi 2,20 j si k-1 est une entrée de

symbole non terminal, y= 3 sinon y, est le dernier élément de ‘ue

b ) Si k est une entrée de AE N, k-l est une sortie MOET 1 si k' est la der-

niére entrée inférieure & k, les entiers k+1,... k-1 sont des sorties de

Zprere se Bye donc Byres Za 1 est un chemin du pseudo-graphe de pro-

duction d'origine ofz) i: W, est son extrémité ; d=05 bus S( re) iy, N;

=A, 
.2.

ik est é = =
c) Sikes une entrée dea € T, ,: 4? Yip

d) Sik est la derniére sortie, 8,286) YF a, eo.

n, Zsa,

Yd
* Si les triplets associés aux ay tels que jy < k<

le résultat de ce calcul est Pour tous ces k, c =a. Posonsatio- 8 =5 
i 

kL id

forment un calcul complet,

rope” =
1 eT Meggan ttt HF ye

Le, W)= Ge, Quo a,,0,0). Si jug y7 Jt, Jt est une entrée de a,, (1,0) ou (1,1)

Na. 13 ix£0, xo sii=0,
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i . t vE| sos :appartient a 4.) (c8) : (55, a; Jem, 16 a, 10,0). Si hy iryh

k=j,+1 est une sortie de x ET 5 Fae Vege? ,=0(x,) 34 (ee Morayo.ex, 7]

contient (q Ae J ( n)-my) ear (J (y 1) € S,(«)-4,) (C7), Suppo-

sons maintenant k > jit iz

a) k et k-1 sont des sorties : We ue W,, et k est urie sortie de g(w dG

d i 13x17 0, Sik est une sortie de symbole auxiliaire, Hic > lou

Fert TUM AO MAM LAN = SY ged : als, ey)
contient 8. Si k est une sortie d'un symbole terminal c, noe (My) =l

et (d (qd) appartient & 4 é (y re) (G7) : as, +¥,) contient Sy

b) kFiny est une sortie de k-1 une entrée de AEN : si aso etus”A,

k est suivi d'une entrée, d'une sortie, d'une entrée, .., jusqu'd jy » dernier

indice ; A dérive de la racine, donc, d'aprés DA et PA, n'est pas - axiome ;
ce cas ne se présente jamais si aucune régle n'a son second membre réduit &

un seul symbole auxiliaire ; dans tous les cas, MER oF Yer? aw, =A,

WF OA), dy 1205 STEMS = AM (dM tly) E
4g (yy) 94)) (c6), 5 "= Fy), SM ye yt
('O), yEA, Boo

c) k est une entrée de AGN

m(s,_ p contient

~ 1 i : mein k-1l est une sortie (C2) ; Ur “heey? wa
et a(w,) =A ; dye Jy yo 5 dus oy 4 m(s,_,) contient (5, .'A'), ye “A,
4. =A,

ad) ke joi est entrée de ai k-1 est une entrée (C3) d'un symbole auxiliaire A

bs ie ; =A; f! =O; z )et k~2 une sortie ; g(w,_,) A; do et 0; d'aprés C8, SHE (8)

ti ier 61 =: =o" ;
contient un couple de premier élément d (Myatt d (4 ke pt d eit} 3

8, = Sp, yA > Z,=a,, m(s

e)kz=j,
it]

A, (wy i)=A, dy =0 PRS VHA, Zee, ms) _)) contient (s,,'0"') :

i tadie » contient (s,, a, ).

est sortie d'un axiome A ;: ao : way 2° “” ; k-lest entrée de

Théortme 7, 9, Les transducteurs tr’ associés A une grammaire pluriaxioma-

tique G=(N,T,::=,N!) vérifiant les conditions DA, PA, CT satisfont & GP2, Ils

définissent des générateurs de piles iat vérifiant GP1 et tels que, pour tout
mot Q sur T, gn* (ok) soit Hensemble des piles conjointes aux pseudo-arbores-
cences de € (G) dont Q est la suite de feuilles,

Sous les mémes hypothéses, tr® vérifie GP2 et gn” vérifie GP1 ; l'étude
4! 4précédente montre que gn (c)=gn"(X) si de plus aucune régle de Gn'a son

second membre réduit & un symbole auxiliaire,

2 aarsneas —

7, 10, 1, Nous allons transformer la grammaire G=(N,T
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vi -s 4 4!7; 9. 4; Déterminisme de to On vérifie facilement que, pour que tr outr soit déter-
ministe, il faut et il suffit que 1; grammaire vérifie '

(CT 1) pour tout couple (b,c) d'éléments de T', 4, (b,¢) et 4, (b,c) sont dis joints

et, pour tout entier n', leur réuzi a contient au plus un couple de premier entier n!'

(cT2) la relation de production ne’ posséde pas deux régles de méme second membr
La condition CT] est fort restrictive : nous allons voir que si la grammaire

est réduite, elle ne peut tre satisfaite d’s que, pour trois symboles non termi-

naux A,A',B et deux mots vd et WsurV, Ass B, Al t= sada y, lopl+twh #0,

La raison en est que le remplacement de B par A dans la pile laisse subsirter .

le dernier symbole terminal présent dans la pile et le premier A entrer, Plus

précisément .

1) Si We /\ ,puisque la grammeire est réduite, il existe un axiome X et une

X-dérivation droite d'un mot de rr qui contient des mots consécutifs Oy A'6,
YAS, HYBE, oneET® ;
une entrée i dans, une pile U de 4 () telle que u=y Y B, SMP BMWA,

d'aprés la démonstration du lemme 1, il existe

ae My : it3 est une sortie autre que la derniére, n= Ty nF llth > 1,

lar Jaton, (tb,e.1 m,) et tb, Cohn) appartiennent & AO, (bB; sc) ota2? Pye
c est le premier signe de A qe Oe .

2)SiV AA, son premier élément Z a une initialec €T ; posone W=Z yi:

il existe un axiome X et une X-dérivation droite d'un mot de r qui contient yA 8,

HA Zz yt 6, Wea c 66, y OB c 6' 6, ob 6 er*, ee r 3 dou une pile

U de Yo, une entrée i telle que a= “YB. » i+] soit une sortie et c soit le pre-
mier élément de Q i , et dlautre part (que Z=c ou Zc) une sortie i! de c telle
que w= 4 " A :Ila@ eo, 1 bedi, (1b, 03, 1 mn.) appartient a 4 (b, ,¢) et

(t b wi 12,,) a J, (b, .¢).

7, 10, Transformationsde la grammaire,;

»N') donnée en une grammaire

qui ne posséde pas de régle dont le s¢cond membre se réduit A un symbole non

terminal (elle vérifie donc DA et PA), qui engendre le méme langage que G et ot

toute phrase a les m@émes pseudo~arborescences des sous-propositions (4, ], 2).

Lianalyse relative & la seconde grammaire (qui peut @tre effectuée grace a =)

ne résout pas complétement le probléme de lanalyse relatif & la premiére;
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’ Mais elle résout le probl&rhe de la reconnaissance et permet de trouver lés
pseudo-arborescences des sous-propositions dun mot donné ; si la grammaire

transformée n'est pas ambigué, G peut l'/@tre, mais elle n'est pas fortement

ambigu&, Nous proposerons ici deux transformations de G ; la premitre ne

modifie que la relation de production ; elle est trés proche de cette indiquée

par [BAR-HILLEL,PERLES,SHAMIR | ; la seconde modifie relation de pro-

duction et ensemble des axiomes ; toutes deux remplacent une pseudo-arbores-~

cence (I,f) par une sous-pseudo-~arborescence, image d'une arborescence sous-

réduite de I (1, 5:3), A Ey B signifie que B dérive de A pour la grammaire G,

7, 10, 2, Premiére transformation, Définissons une nouvelle relation de production

pour AEN, ye v*,

peat yy
2 quo la -rammaire G iN, L's

Soit (I, s£,) € €(G,) :

geons un sox y del

peou WET) (4B EN) (ASS Bu B xs wr.

n= .N!') posséde les propriétés exigées,

1 = une ramification orientée (Fy, %)). Envisa-
1 E f le eEunetBtens en A et transcrit en y la famille dont

il est prédécesseur : A ney Y ; donc il existe p > 0 symboles non terminaux

A; tels que A, sess A, pour l¢ i < p et Bs Y (en posant Ag=A) } associons

a yun Susie hy de p éléments Xi. On choisit les ensembles dis joints, et
dis joints de Fy i 1

orientée (F, b) de méme racine et de mémes feuilles que a en posant pour cha-

que neeudy : ¥ (x, d=! pour 1 <i¢p et ¥% fe) Bly

d'autre part une application f de F dans V

1 gi¢ ; size€ Fp £(

rescence qui a méme racine et mémes feuilles que (I

soit F la réunion de F, et des Fy Définissons une ramification

) (x9= y). Définissons

pour chaque noeud y, f(x;) =A, pour

z) = f(z), Liimage de (F, ¥) par f est une pseudo-arbo-

fy) et qui appartient a

g& (G). (,.£)) en est une sous-pseudo-arborescence, les points de I, sont la
racine de (F, ¥), ses feuilles et ceux de ses noeuds qui ne Sont pas seuls dans

leur famille,

Réciproquement, soit (I,f) € & (G) ; la racine de I, ses feuilles et ceux de

ses noeuds qui ne sont pas seuls dans leur famille forment une sous-arborescence

. I. de 1, qui est une arborescence sous-réduite de Il La restriction f!' de fal!

transforme I' én une pseudo-arborescence qui a méme racine et méme suite de

feuilles que (I,f). Soit y une de ses familles, de prédécesseur A : A=f(y),

7, 10, 3. Détermination des ensembles & tb» c)et DB (be c) relatifs a G

2-110

y €l' ; I est transformée de I par un quasi-isomorphisme ©O:daprés 1,65. (2:3

Vensemble @ “Nyy des points de I transformés par (en y posséde un plus

grand élément z (pour l'ordre associé 4 I) et A > tz) 3 dans I, z est le pré-

décesseur d'une famille p dont les points appartiennent a I' ; dans J’ le pré-

f(z) s:= y »dodiA:: iv adécesseur de p est y; £transcrit donc p en W :

(eye €(a)).
Liapplteation qui A (I,f) associe ((I',f')) est une surjection de & (G) dans

&(G) +
Get Gy engendrent le méme langage et chaque phrase y posséde les mémes

I' est sa propre ramification sous-réduite, Par suite, les grammaires

pseudo-arborescences des sous -propositions,

Nous les dé-

duirons des ensembles analogues ‘laa a in, grammaire G seni grace a
étude précédente dont nous conservons les notations, D'aprés le théoréme 2, 9,
dans les piles Uet Ui conjointes A let I', les états de méme sommet y sont

égaux, Par suite

1) Si, pour u , i’ est une entrée et i'+] une sortie autre que la derniére, il

existe une entrée i dans U telle que as a, , i+] soit une sortie (sinon i+] serait

Ventrée d'un élément z et les états de sommet z dans les deux piles seraient dif-

férents), autre que la dernitre (car I et I' ont méme racine) ; i+2 est alors une

sortie, ov le sommet de a, une feuille, puisque ce sommet est un point de I’,

2) Réciproquement, si, pour U, iest une entrée, i+] une sortie autre que la

dernitre, i+2 est une sortie ou le sommet de a, une feuille, alors ce sommet est

un point de I', il existe une entrée i' dans U! telle que as a, et i'+] soit une

sortie,

3) Si i' est la sortie d'une feuille de vu » il existe une sortie i de U telle que

waar / _ _
4) Sii est la sortie d'une feuille de U, il existe une sortie ide U' telle que

Boyer
D'autre part, puisque I" est une sous-arborescence orientée de I, la premitre

feuille entrant aprés un point de I, si elle existe, est la méme pour U et Uo; si

elle n'existe pas pour l'une des piles, elle n'existe pas pour l'autre, Enfin, d'aprés
le théoréme 2, 9, le non :¢ de sorties qui séparent la sortie i d'un point de I'
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du premier entier supérieur 4 i qui est une entrée, la sortie d'une feuille ou

l'indice du dernier état de la pile’ est le m@me pour Tet UL.

Les piles conjointes & (1,1) et {(I',f")) sont transcrites de Uet U! par f, Les

ensembles a! (bc), i, (050), A" ,(b,¢), d'aprés leurs définitions et l'étude

précédente, sont les mémes pour les grammaires Get G, ; on obtient les

ensembles A", (b,c) relatifs a Gy (nous les noterons ay (b,c) pour éviter toute

confusion) en enlevant de ceux relatifs A G les couples, ou certains des couples,

(n", 1), Autrement dit, pour qu'un ensemble de cptiple's dentiers (n",n') tels que
0 <n! <n" soit un an (b,0) , il suffit qu'il contienne l'ensemble 0 a "(0,0) des
couples ( lcu'l + lao} +1, 1co'|) associés aux mots @', a" sur N tels que

Yootl > 2 et qu'il existe A€ N pour lequel A ::= qy'et boo" est facteur droit
d'un mot de Bla,c). Nous noterons A t(o,0) la réunion de Ay (b,c) et

An '(b,0).
Deuxitme transformation de la grammaire G, y et w! étant des mots sur V,

nous noterons (y' 3s y lorsque dérive de ret ywi= Vyil : si

y IZ) — z et yistZ tae a a Bae Z, pour lgig¢n, Définissons une

relation de production ney pourAEN, ye vt

A ney > (Iwi > 2o0u yer) et (J yw év*y (A ss Wt et y' +5 Wy).
Soit nN Vensemble des syniboles non terminaux dérivant d'un axiome de la

grammaire G, Par une démonstration analogue & celle donnée en 7, 10.2, on voit

qu'on définit une surjection de € (G} dans € (N,T,::=
a) € &@
sont les noeuds de I prédécesseurs de plusieurs points ou d'une feuille, et les

iN 2) en associant A

une de ses sous-pseudo-arborescences ((I",£"')) ot les points de I"

feuilles de I : I" est une arborescencés sous-réduite de I, Les deux grammaires
S
S
S
 

EL ECE

=(N,T,::Geta, ( :

les mémes pseudo-arborescences des 80UuS~propositions,

N',) engendrent le méme langage, et chaque phrase y posséde

En choisissant un ensemble N' réduit A un seul élément, on peut dire aussi

que si, pour la structure g (NUT,::=), un mot A dérive de AEN, il existe

un A'€ N dérivant de A tel:que, pour # (NU Ty=,), d dérive de A',
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bes —__. A une pseudo-arborescence (I,f) de € (G) on a associé ((I',f))S € (G))
(7, 10, 2) et ((",£")) 6 € (G,), qui possédent la méme suite de feuilles ; I et J!
sont des arborescences orientées isomorphes ayant la méme auite de feuilles i

leurs pilés conjointes U! et uit sont isomorphes et f les trangcrit en les piles
conjointes Ul et ua ((I' ,£")) et ((",£"))
les sorties de U' sont les sorties de U", OL - =X a

les entrées de U' sont les entrées de U"

pour tout i, Les en-

sembles S j(brc) et 4, (b,) relatifs & la grammaire G, sont les mémes que
ceux relatifs & Gy daprés leur définition, On sait done les déduire de la gram-

maire G (7. 10. 3),

L'isomorphisme ui transforme I' en I" est tel que, pour tout point x de Ly9 que, p P

f£ (x) |dérive de £(x), Soit y"Z un état ul, de u" : "Z est transcrit par f4% i A Pd'un état als ns de U"' ; © i transcrit a, en as n'y. 3 dlaprés le théoré-
me 2,9, ae est aussi un état a, de la pile U conjointe AI, et l'état a, de U
dont z est le sommet est y'7 3 f transcrit Vz en HZ, état de la pile conjointe

a (Lf) ; ety=f(n') to" =¢00)* (“'). Désignons par Elz, ¥) et
€,(2. ) les ensembles des mots TM tels que (nq ¥) soit un contexte de Z
pour les grammaires G et G,

Lemme 8; Pour tout mot o % "de (Zz, %) il existe un mot oy de @(z, %)

tel que => ns

7. 10, 5, La premitre transformation de Gen G introcuit des régles ayant le méme second1
_ membre, de sorte que méme si elle psrmet de vérifier la condition CT1, CT2

n'est pas vérifiée nous verrons en 7. Il c>mment on peut se ramener A une

grammaire qui réalise CT2, La transformation de G en G2 n'est guére directe-

ment utilisable , car elle risque d'augmenter considérablement le nombre des
régles, Au Paragraphe 7, 12, nous en.déduirons une méthode Fratique,

7. 11, Transformation de la grammaire permettant de réaliser CT2,

7% 1L 1, A toute grammaire G= (N,T,::=,N'), nous allons associer une grammaire

Gye (Ny 7, 3iN'y) de méme vocabulaire terminal T, vérifiant CT2, de maniare

&(G,),
il existe une pseudo-~arborescence (1, f!) de l'autre, image de la méme arbores-

que pour toute pseudo-arborescence (I,f) de l'un des ensembles & (a),

cence orientée I et possédant méme guite de feuilles, Les deux grammaires

engendrent donc le méme langage. Une phrase n'est pas nétéssairement suite
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de feuilles du méme nombre d'arborescences dans g (G) et &(c,) car, (1,4)
étant donnée, (I,f') n'est pas nécessairement unique ; mais toute phrase posséde

les mémes pseudo-arborescences des sous-propositions, car la pseudo-arborescen-

ce des sous-propositions définie par une pseudo-arborescence (I,f) ne dépend que de

I et de la suite de feuilles de (1,4).

N, est l'ensemble des parties non vides de N. Posons V=N UT, Vz5TU Ny

il sera commode, pour unifier les expressions, de confondre tout élément a de

T avec l'ensemble { a t . La relation de production est définie de la maniére

suivante ; F, F a LaF, appartenant & Vi.F ue FD re Fh si, et seulement

si, F est tfeaneiine des A EN tels qu'il existe Ze F , Z. € FL véri-
fiant A ::= Za Het Ze D'aprés cette définition, F

peete

pee FL étant donnés, il

existe au plus un F tel que F ::= FP) oad F La grammaire G,vérifie la condition

CT2, L'ensemble des axiomes nN, est formé des parties de N contenant un

symbole de N!

Soit (I,f) € &, (G); D€finissons f' (x) € Ke pour les points x de I, étudiés
dans l'ordre S de sortie de l'arborescence orientée I, de manigre que f(x)

appartienne & f' (x)

a) six est une feuille de I, f(x) =£(x) ;

226b) si x est un noeud et yy nee, ‘ta famille ¢ + il est le prédécesseur,

£(x)

comme l'ensemble des A € N tels qu'il existe ste Z, ef (y)), oua> Zz ef (y,) véri-

fly d wee ty ) ;et y,8x pour 1< i gn (théoreme 1.3) ; f'(x) est défini

fiant A i= 3 £(x) appartient a £'(x),zy was Z

(I,f') appartient 4 (G,) et a méme suite de feuilles que (I,f),

Réciproquement, soit (I,f) € € (G3). Définissons une application f' de I
dans V, de manigre que f'(x) appartienne & £(x)

a) six est la racine de I, f'(x) EN'( f(x) (qui n'est pas vide d'aprés la défini-

tion de N',) ;

b ) on définit £"(x) pour les x dont un nceud y est prédécesseur, les y étant rangés

dans l'ordre P d'entrée del : si ‘xy ire x! est la famille de prédécesseur y,

y est la racine de I ou pd(y)Py (théor&me 1, 3) 3 £(y) f(x.) ome f(x.) 3 on choisit

f(x ))= Zz é fx), uss > f(x )= Ze f(x.) tels que £'(y) ::= f(x) udis B(x

{I,£) appartient & €() et a méme suite de feuilles que (I,f) puisque, d'aprés
la convention faite plus haut, f'(x) € f(x) signifie f'(x) = f(x) lorsque £(x) ET;

A toute pile de l'un des ensembles hte) ou ‘)(s,) » On peut donc associer
une pile de autre, transcrite de la méme pile. simple, les mots d'entrée des

deux piles ayant m&me trace sur tT, Il résulte alors de la définition des
Ay (b,c) et A, (0,0) que ces ensembles sont les m€mes pour les deux gram:

maires,

7. 11, 2, Nous allons maintenant définir un pseudo-graphe de production du troisitme

type (33, 43 8) pour la grammaire G3, qui nous permette dans la pratique

de nous ramener & un pseudo-graphe de production (3,1; g) de la grammaire

donnée G; Rappelons que pour définir (3,5 g) on associe A tout AE Nun A

appartenant & un rgnsemble N 3 (J,7 5 g) est un pseudo- graphe dans l'ensem-
ble VUN et les mote ty A associés: aux régles A ::= sont ceux de ses.che-
mins dont lorigine appartient a un sous~ensemble J‘ de J et l'extrémité & un

sous-ensemble J"; wet wi étant deux points de J, nous dirons que w est lié
aw! lorsque w[" w!, Ici, & tout élément F de N,, clest-A-dire & tout sous-

ensemble de N,associons ensemble F des AE N tels que AEN ; soit HN,

ensemble de ces F ; (J, r 33 & ) sera un pseide-graphe dans V Vv N,-

J, est le sous-ensemble du produit cartésien (¥, iv] N,) )« JB (2) ere des
couples (F, Ww) tels que WAG et g(W) ee: des en) pour w €W) soit
contenu dans F; La relation vr, est dé&finie dans 55 par :

~ pour FE V5 {F.W) re (F’,W') si, et aedletearh si, W' est l'ensemble des
points dione: dans F' liés a un point de W ;
- pour F'E N, : (F,W) pr, (F, W-) si, et seulement si, W' est l'ensemble des
points de J!" -s a un point de W et g(W')=F', (2)
Enfin, g,(F,W)=F 2

Soit J Vensemble des couples (F,W) de J tels que W soit l'ensemble des

points de & d'image dans F, et J 5 Veneemble | des couples (F, W) tels que
F € Ny ; Montrons que, pour que F ::= Fy ee By il faut.et il suffit que

3

¥ soit un chemin du pscudo-graphe qui vient d'@tre défini ayant son
origine dans uy et son extrémité dans ” ; autrement “TM., qu'il existe

WyrsccsW), W tels que (, :W,) Dyess P (FW) m,(F.W) et (f We J's

(1) (,, ry) est un multigraphe c'ensemble de points 3 (5), d'ensemble de
noms d'arétes V,U N,. au sens de 4, 5.4,
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eee Fr (Fy Wes (FW) avec

wde J"

Envisageons un tel chemin (FW) Ar 3

1©) és.

tels qu'il existe wy € Ww, pour lequel wy, TM w, donc l'ensemble des images des

g(W)=F est l'ensemble des _— par g des ats

points wde J" a qu'il Seal wié J, 6 Ww, pour lesquels g(w pe Fyet
2 3 F est rae teas des Palen des wde J" tels ais existe
n-1 ) ery

+P lw » done l'ensemble des images des w de J"' tels qu'il existe,

¥, Pw) Tw, ete.,

i € ,ate eaten Wyre W de J, w, de Wo pour lesquels a(w) Bye sew
et w ne ne 1

wEeeh, de ives lesquels avy, Jer, rsesB(w JER , wes et w tw we Pw, yews

enfin F est lVensemble des AEN tels qulil existe A. ‘F, o's AY er, pour tieshuats
Ans Ay

Réciproquemint, supposons F
&. Ww); Bee Ps ), W. yp GR (Ft ,W), Jidtigind dans Bye

bea As Par suite, F: sa F yes Fy

F 4¢..F , et construisons un chemin

d'extrémité dans uu,

- Wi est l'ensemble des points de J' d'image dans Fi 3

- pour l<i fxn, Ww, est l'ensemble des points liés 4 un point de Wis et d'iimage

dans F, i

- West Uensemble des points de J" liés & un point de WwW, et g(W)= FY

Il suffit de montrer qu'aucun des ensembles Wy W n'est vide, F.n'est pas vide,

et si AEF, il existe A,eé Fp oe rALE F, tel que Ans A AL 3 donc illee

' = Fse Ww de (J, 7 ) tel que wes, Blw )=Ay,... lw =A

1, wie Wy puis w € W, Alors,

existe un chemin We

g(w) = A 3 de otha en proche, pouri=n,...,
dlaprés l'étude directe F’ ne,F FL } comme il n'existe pas deux régles deie

méme second membre F=F',

Diaprés les définitions de wy ws

priétés PGI, PG2, PG3' (4. 6. 4).

3, le pseudo-graphe poss@de les pro-

7. 11, 3, Dans la pratique, on effectue d'abord sur la grammaire G donnée la transforma-

tion définie en 7, 10,2, puis on fait subir A la grammaire Gy, obtenue la transfor-

mation qui vient d'étre définie, La grammaire GaN, T,s:=,,N',) ainsi trouvée

satisfait 8 CT2, ne posséde pas de régle dont le second membte se résuit aun

symbole non terminal, vérifie donc DA et PA et engendre le méme langage que la

grammaire donnée, chaque phrase conservant les mémes pseudo-arborescences

des sous-propositions,

=P
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1

servant & l'analyse (7.9), on doit
Pour définir le transducteur tr* outr

remplacer chaque ensemble 4, (b,c) par un Ajle.0) dont on a étudié la défi-
nition a partir de la grammaire G en 7, 10, 3, On ne représente évidemment pas

Par une matrice d'enchafhement le pseudo-graphe de production de la grammai-

re Gy, définien 7.11.2:

définition de (J,, 7

on se contente du pseudo-graphe (J, 7; g) de G, La

3° 8) a la signification suivante : lors de sorties consé-

cutives de la pile d'ensembles Fo, yee 9 Fy encadrées de deux entrées, on

détermine l'ensemble Ww. des points ofA n) de J tele que AL €é Fh » puis l'ensem-
ble Wo 

neil

(si van. al ensembles Ww, est vide, le nai analysé n'appartient pas au langage) ;

7qo% points liés 4 un point de We et ayant leur image dans F__, ete...

on dispose enfin de itenaecable Ww) des extrémités des chemins de (1,7; 8),
A,: ry A, ou A, is Fy qui sont seconds membres de régles ; on détermine alors

Vensemble F des premiers membres de ces régles et F entre dans la pile

(stil n'est pas vide), Pour que tr? ou n” soit déterministe, il faut et il suffit
qua les ensembles 4 tb.) et A g(bsc) vérifient CT 1,

Remarque : on peut montrer directement que, dans le cas général, si une

grammaire G vérifie DA, il en est de méme pour la grammaire G, qui en est

déduite par la transformation étudiée dans le paragraphe 7, 11,

7. 12, Simplification du pseudo-graphe de pasanerien par transcription des régles,

7, 12, 1, Introduction, Pour le générateur aan » le pseudo-graphe de production a comme
seul réle, nous l'avons déja dit, de vérifier que les piles engendrées satisfont

& la condition C3, En réalité, ce réle est aussi joué en partie par les teste
utilisant les ensembles A (40) et 4, (0,0) > Qui permettent parfois de recon-

naftre que le mot étudié n'appartient pas au langage, si bien que certaines véri-

fications sont en quelque sarte effectuées A deux reprises, Nous tenterons ici

de tenir compte de ces tests pour pouvoir remplacer le pseudo-~graphe de pro-

duction par un pseudo-graphe plus simple, Cette simplification sera appliquée

au pseudo-graphe de la grammaire G, associée en 7, 10.4 4 une grammaire

donnée G : comme nous avons signalé, les régles de G, peuvent étre beaucoup

plus nombreuses que celles de G, ce qui rend une telle simplification pratique-

ment indispensable, |



2-117

Soit donc une grammaire G=(N,T,::=,N'), transformée en G,= (N,T, 2?N',),

un ensemble Ns et une application de N dane Ne» prolongée par

Videntité en une a @ de V=N UT dans V_= Ns UT, @& définit une trans-
5m

cription roa de V tans ve et une relation de osetia 5? Par les seules
régles : & (A) Hee sly ) lorsque A ::= 2+ Plusieurs on peuvent étre
ainsi remplacées fe une seule, La relation nee est représentée par un pseudo-~
graphe de production du troisiéme type, (J, v5 3 8.) possédant les propriétés

PG1, PG2, PG3', qui peut étre bien om simple qu'un pseudo-graphe analogue

représentant He) 3 pour définir (35, "5 3g 5)? on associe & tout B € Ns un élé-
ment B Hun ensemble N, 3; & sera prolongée par clA)= = ZA en une recaese
tion de V UN dans VU N,. .

Nous voulons maintenant définir un générateur qui, pour toute donnée O\ET

engendre les piles transcrites par C des piles conjointes aux pseudo-arborescences

(G,) dont % est la suite de feuilles, et aucune autre, Comme % laisse inva-

riants les symboles terminaux, on connaftra ainsi leg pseudo-arborescences des

sous-propositions de & relatives A la grammaire G donnée .

7. 12, 2. Générateur gril Il est défini par W=V, (nous noterons E,=V, U fo} et &
sera encore prolongée par ¢(o)= 0"), cd=1et un transducteur tr’ : tr” utilise

des ensembles Allee) et 4,(b,¢) relatifs 4 la grammaire G donnée, le pseudo-
graphe Gy, Tes g;) et l'ensemble N' 5 &(N'), Nous introduirons aussi une

application qui @-projette (5, 5) dans 1 le transducteur tr d'un générateur

gn® (7. 9,.3) engendrant les piles de 4(G,) : par suite, gn (oh ) contient les
piles transcrites par (des piles conjointes aux pseudo-arborescences de € (G,)

dont ( est la suite de feuilles, mais peut en contenir d'autres, Ce transducteur tr '

est défini grace aux mémes ensembles Ai (b,<) et 4, (b,c) que tr? ,etaun
pseudo-graphe de production (3,0; 8) de G, » que nous déduirons de (3, M33 8s)

et d'un autre pseudo- ~graphe de production 5 G 2? (35, r, t g,)> du troisiéme type
et vérifiant PG], PG2, PG3', .

Introduisons d'abord ce pseudo-graphe (J,{; g) : J est l'ensemble des

(w! ,w") €& J,x J, tels que & [e,(w!) |= g,(w") 5 (wy wi! ,). 7. (ws
1 oD wt im no. 1 ow") = gt B= 1wy 2 Wiz ctw Pe wits glw!w") 8, (w'). SiA:: 24> OPE aceite iar

w" 2) signifie

g d'un chemin Whos wi de (32, TM) dont l'origine appartient A un ensemble J
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et l'extrémité & un ensemble ”, 3 @ (A) neg x ( y), done etpa) est

image par 85 dun chemin wy Pats we de (G,, Ge 5) dont l'origine et l'extrémité

appartiennent A deux ensembles Jy et a 3 y A est donc Vimage par g d'un

chemin (w! yw") ais (wi awit) de (J, 1%) dont l'origine appartient & Six JB J

et l'extrémité & JH xd" 5s J". Kéciproquement tout chemin de (J,{; g) d'origine

dans J’, d'extrémité dans J" est un one de (3,, r ; 8,) dorigine dans vw

d'extrémité dans mu , donc de la forme PA avec Ar: Hae Comme (J, MG fi ‘s r
et (J5.0, O38 5) ae lea propriétés PG1, PG2, PG3', on voit facitonaent
quiil en eat ms méme pour (J;[*; g), La définition de (J,7 ; g) nous permet de
définir une application ede J dans Js qui & w=(w',w") associe w'{w) =w"!

ea B=g,0 ct! ; t' transforme J' en ves J" en u et wie wy entrafhe

(Ww) r, ei(w,).

Venons en aux définitions de te? et de l'application qui ¢-projette tr? dans
tro:

a) Ms Epox J _xT'x {eg} [cg] : cg et [cg] sont définis comme en 7.9,
ainsi que 5 (4!) )et E( Y) pour WE Eg s JjgI,U whe
b) q=cgth jeri sacle Ow, application de M'xETM dans M! xES (E= VU3o %
est l'alphabet de * = E <8 J, xT!x [cg] x {cel entre dans la définition de tr* 5
MI=MU $s Ag M=M MY fog4)

w(s,)= To, (s), # fee Hm owa dS T= ( Tq"), eHlw) a dich
@ tant prolongée en une seperate | de Jy dans J 15 par eer)=o, s)= 8

Pour que la restriction de A MxE* eg tprojette tr’ dans tr, il suffit que
'

les applications idm définissant ae et les applications v5, d a ma définissant
tr? vérifient

- os {x tele zw [e ( (pi), dés que Q( (e) est défini (avec les notations de 5.5,
e"s To) et Y= x*o'),

-a aa (s), zx] contient l'ensemble oy, {a(s, x)].
-m Tes, (s) | contient [m( s)|..
Ces propriétés sont faciles & vérifier sur les définitions qui suivent, ob a,b,c

décrivent T', B décrit Ng » Ndécrit Ee, a Y et Z décrivent E, w décrit Tis

d' et JS" décrivent [ex].
Brabn)= (b W10,2,0,0),
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ce) Si WZ tn et (1,1) € Ai lb.a), a? [(> n.o,a,0,0),Z]- est formé des
(1 Z,0(b),a,n! i 5 (4 Z)-n') pour tout entier n! tel que (S(.4Z),n!) é 2S g (42) D3

si 5'40, (S', {")=4(1,0) et si un point w! de ,(w) vérifie g.(w!}=B,

2° [ey »wya, d', J") 2] = §( Zw, 1a, d+ 1S :
si yz eNe et si un point w' de [ 5) vérifie gs (w')=c, d Te wal, 0), z\

_ est formé des (4Z,w! wen! Sinz) _-n') pour tout entier .n' tel que (din Z),n')
EA 26 & (MZ)2) .

4) st (1,0) ou (1, 1) appartient & 4, (b,a), m "one, a,0,0)= fs e ‘ary $

m(Y Qow.a,0, Jd") contient (x q w'ya,0, f") vat pour tout w! de 5 tel

que w Be w' et Bs (w')=A, et var hia élément ;

siw€ im 5? ao) = Aet Yn ¢ Ne »m "rq w,a,0, J") contient les seuls
éléments

- (s,,'a') lorsque dans 4 é (¥ ve se trouve un couple de premier entier

d"+lou lorsque Y=a=0 et AE Ne

- Ube Oe ,O(A),a,n'-1, 5 "+1-n'), ‘o'} pour tout n! tel que (d"+1,n') ©
A} 1 (Bly) ), sauf lorsque Y=a=6".

On montre, comme pour tr*, que le transducteur faa’ se projette dans le
transducteur tr° relatif A la grammiaire Gy (No.T,s=,,N 5): Cette grammaire

vérifie DA et PA puisque le second membre d'une de ses régles ne se réduit

jamais & un symbole auxiliaire. te? satisfait 4 GP2 ; gn” satisfait A GP] et les
piles qu'il engendre appartiennent & 1G ). Pour que 1? soit déterministe, il

faut et il suffit que les ensembles A ie, c) et 4,0) vérifient la condition CT]

et que la relation, Hes vérifie CT2.

7, 12, 3. Montrons que les piles engendrées par a possédent les propriétés C6 et C7

/ (7.9. 2), pour les ensembles 4 i(b,<) et A, (b,¢) utilisés par tr, qui sont
définis & partir de la grammaire G, Soit U=(u ay vu) une pile engendrée pour

)

‘ors

une donnée A='a_ .,, ay fe Diaprés 5, 3. 1, il existe un p-partage (iy Ssjea Joey

de U et une suite de triplets (Soy » x)? l¢k¢n', tels que les triplets pour

lesquels i <k¢ Jud forment un calcul complet d'entrée ay oh ot (en posant

ars o@), de résultat BP; (notations dé 5, 3, 1), Le transducteur est tel qué; pour

tout k, | A =1, de sorte que n'=n et ae a , Aus Lorsque k n'est pas un ij ;

Sy THIF YS Be NE EBT ET,nous poserons s)=(¥) "{,.6 alps kK!’ ae
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i 1 ~ 5fB gs Few.TT, St ees), J KE {eg}. aos écrit a; ba oF

as, st iO, byes” et \y\'= cg-) ; nous définirons aussi uly par -
79

wee

Outre d'autres propriétés, nous allons montrer, par récurrente sur k

Vérifiant jj ¢ k <4 ay we a! Pe ag est le premier signe de oy : _¢%),
1 nu oe =Bat ae aod wm x et que By k Ve? ee sik est une would .

- 

1Wo PsaAY nw 1, sik est une entrée de A EN: dat, 2 = FEN
dans le premier cas, Ib coy = J(¥,, dtl dans le second, b= By Ke

sib, et w, sont définis pour la pile U comme en 7, 9, 2.
k k

1) k= jad » Blaby Oe pM Soe a0) Ul ceeiaas Baste 4, aie
aa [t; WO 1a,.0, oy) : aaa, Yoo! = WEY UG
by sign = Gy Diautre part, (1,1) E 4 1°35, »a,) alors que nj = 1 et
TM Feo 2 Eatin (1, coy! sy) € gl, 3). a
pies ce qui suit, on démontre les hypothéses de récurrence pour k+1 en les
supposant vraies pour k,

2)ketktl — des sorties ;: AYE oO, dot w. eo et wy é a 5 Mat s /

dish cae EMG) a ag Lice” Vie Yea?
acs Bey, a Neer @ "egy? done OF Bard: = Ye Vig Wea? Res st une sortie
de Yy . D'autre part

AVENE NG Me OLE IM Sua t Me SK ded
SiMe :

i i esb)si¥, 6 T, comme wx Os dt =1, di =0 et (1b. OO. Se
: ot nog

BY) St Ma = 6a Ce)
3) k+1 est une sortie et k une entrée de AEN : AVAL dob wie wNes donc

5 Xs Y Be ee ce _(qr FE ma) sayy KT AY Va Mi gd
Net : e Mr nn = 5Me Vi I Yee Vice Meer Sot Tea = Mt ME AMF

JX cea) . Diautre part (S41, dy ait) eS At, 72,) et dl! we

D(X Hts Ib, ao, 1.

apes est une entrée de AEN : (s A) ES m%s,)
a kt? Bed ee?

yy TRAY AY ti AY Vit sed t a co kg
Sear OMe FGM = Ie Macey)



7 12,4,

2-121

Etudions maintenant n,_ (défini en 7.9.2)

- si kin, est sortie d'un symbole terminal et n> 1, kin, -1 est une sortie et

Fem ° 1(2,b) : d'aprés 2,a,<J' est uné progression1

wan! °° 2 een
arithmétique de raison -1 : n= J! 3mgt
- si kin +1 est entrée d'un symbole auxiliaire, oSfang) Sage ties De,

ici encore, n,= Ay yth

Alors, lorsque k est une entrée et k+1 une sortie autre que la derniére,

est une progression arithmétique de raisen -1

((b. ye Mat ny) Ea *o,. 0) d'aprés 1] et 3, Lorsque k est une sortie d'un
symbole terminal Y et que k-] est aussi une sortie, (1b, ot, Sy) €

k-1 k

Aa (o, 1 Me ) (2, b) 3 lorsque k est sortie d'un symbole terminal et k-1 une

(Ibo) s hy)

A, (b,, 2b; Re (1) } si alors k+] est sortie d'un symbole apeftiiaias +
alien (de ce symbole), k= dtl, le symbole qui sort est bj

Sy = Sey ytle ny. (2,a) ; si k+l est sortie d'un symbole terminal, ny =let
ie 1 (2,b) ; si k+l est une entrée, ny = 0 et FH 50 (4), La pile U vérifie

C6 et CZ

Condition suffisante pour que a engendre les seules piles cherchées,

Définitions, 1) A€ N est incompatible avec un couple (b,c) d'éléments de T!

lorsque, quels que soient b',

Vv

c' dans T, les mots Wet a’ sur N, le mot Yy sur

a ail
-Ans Wet !! 3 2 entrafne qu'aucun couple dé O 1 (b,c) n'a lot pour

second entier ;

-As=Oc! col entrafhe : (fclw't,tc' ut) dai(c' ,¢) OU aucun couple de
vas ‘5(b, ct) n'a \Go| pour second entier ;

@c'W b! Go! entrafne (\bled (,(b' ctl ) ¢ Atle! ,c) ou aucun couple

de A 3(>,¢") n'a | Go| pour second entier,

SA

2)Aest partiellement incompatible avec le couple (0, 6) lorsque, avec les

mémes notations :

~ Ass Wentratne (lool +1, 1 col) ¢au Cor
(bcfostl, bet aot) € Avlc

(fool +1, tol ¢é A 3 (Sc!) 3

- Ars Oc! W bia)! entrafne ((b' wilt bi uth) Ao, o)ou

lwi)€A 56 Gch

~ Ans Gc! co! entraine ',S) ou

(loot +1,

eatin
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Si A est incorzpatible avec (0, o-), il est'alissi partiellement incompatible

avec lui,

3.) Un couple (b,c) d'élémente de. T! est un @~encadrement de A' € N lorsqu'il

‘existe BE N, CEN, y évtels que :-C Hy A',w(C) # za!) ouC=A!, et

- soit B: Yc, WY #A et b est le dernier élément de T' dans un mot de

@B.c)y,

~ soit il existe Z &V, U'E V* pour lesquels B

élément de T' dans un mot de £(B, A) W et c est initiale de Z,

=ywcozZa wr , best le dernier

(On peut remarquer que dans les deux cas, b est le dernier élément de T! dans

un mot de € (A',c)),

4) Liapplication ¢ est séparante si, lorsque %(A) = @(A'),d’une part A! Joa

ou A est incompatible avec tout % -encadrement de A', et d'autre part, quand

A! dérive d'un axiome, A dérive d'un axiome ou est partiellement incompatible

avec (0,6).

Théoréme 7,10. Si la grammaire G est réduite et l'application t séparante,

pour tout mot m de tT; les, piles de gn (oh ) sont les transcrites par t des piles
conjointes. aux pseudo-arborescences de € (G,)- qui ont ol pour suite de feuilles,

Il reste & montrer que la pseudo-arborescence (I,f') de &(c,) & laquelle

une pile U engendrée par ne est conjointe est la transformée par & d'une
pseudo-arborescence (I,f) de &, (c,) } nous avons pour cela a définir une
application f telle que f'= Vo f, :

Si y est une feuille de I, f(y)=f'(y), Les noeuds seront considérés dans

Vordre sl inverse de ordre de sdrtie de I, Pour chacun d'eux, y, prédécesseur
d'une famille '2y ae 2, » on va déterminer f(y), r symboles Z, a r symboles

2} ( <i¢ * Ei He) = F(Z), 29-2, our} de ee que f'(y) =

UAV # ez), 2° Fs z, et Ky) ue 2° ® (arn fy) us, 2... ZYi de 2s ; we yy 22 Bal s

1

si y est la racine, on impose f(y) & Ny f Bion y posséde un prédécesseur x,
ySx, de sorte quion a

eu) a Si¢") et
ret? .tels que i you U8) Ae),

prédécesseur d'une famille 'Yy seey_l, avec yzy
re

déja associé & x r’ symboles Y

(x) ue, Y

"a3

poo Yo tels ae fly y=

Yu et-r! symboles vy

te 3 oon etiats “ely) tel que i => f(y) et que
i

a ¥, et £2), a tte

flr) =p Yyeee X oy yg) one Alyy) 8H DAL, £0) 2) y,) f(y.) si p= 1,



2- 123

Alors (I,f) © g (G, }, Montrons que cette aegis est possible,
Puisque f'(y) :: 3f (z))..- fi (2,),i1 existe Y, Zz > area 9 z) tels que

V(Y)=f(y), lz; ae Sole 2)» vy 2 Bi vsie 2 zi > done il ai Zz) Sisal a
tels que Y ::= 2°... zy Fass ait (Z, ie CE ) saamesez zs
sinon nt 2; . Nous allons eadittees qu'on peut ihgteas thy) =

Si y est la racine de I, f'{y)€ Ny et il existe Y'E Ny tel que f'(y)= & (y')=

GY).

(o,0).

sorties, d'une entrée de f'(y) et de l'indice du dernier état ; comme la pile

Il suffit donc de montrer que Y n'est pas partiellement incompatible avec

"H(z D Tie f(z)! est un état 4 de U, i étant une entrée suivie de r

U satisfait A C6, (1b, o| mn,) € Albee). Dans le cas ot tous les Z, sont
non terminaux, bro, teal =ni= r, Dans le cas ob Za et Ze sont le premier

et le dernier symbole terminal de 'Z, es Zs b= Zz. \ we, \or-k', n= r-k'+1l;
Kk?

k-I, n,,= k-let
1

i'=itr-k+1 est une sortie de 2.

(k,k-1) € a3 (o,2,) (C7).

Dans la suite, y est un noeud de I autre que la racine 3},avec les notations

Dis oe f(y) EY f(y) &(¥).

o Yael PAG . iVe Nt 1 ¥ fly pi! fy) Une entrée i dans U

et un mot A sur V sont tels que 4 =A (2 D tas f(z), i+] soit une sortie,

b=, 1a.)
1 1

précédentes, f(x)

si ¥ By Y, f(x)
P

eae Af (y) 3 soit ble aaraiss estos de T' dans o » et c le premier
élément de ay © =, ay _& . Montrons que Y n'est pas incompatible avec
(b,c). (1b, a} on) € Ay (b,c) (C6). Si aucun 2; n'est terminal, ner,

b=b, loo! > % Dans le cas ob Z, et Z,, sont le premier et le dernier symbole

terminalde 'Z)... Z2.', b=Z,,, l0o.t=r-k', ner-k'¢] ; iteisr-k+lest une1 r ik i i

Byrd mR Lash, (Ibo), KE AMb,Z,) (or. 0

suffit maintenant de montrer que (b,c) est un %-encadrement de Y :
P

sortie de a ,

Soit I'' la sous-arborescence de I contenant, pour tout point v tel que ySv,

la famille de v, I'' contient la racine de 1 et est une sous -arborescence compléte

(1.4, 1) del : eneffet, soit R ordre associé & 1 } si v' est un point de I'', il

existe un point v de méme prédécesseur z! tel que ySv ; lorsque v" Rv! et

vidy!, vRz!

maniére que l'image de I" par f" appartienne a Sivas

dob v" Ry, vSv'l et ySv", Définissons une application f"! de

2» : siySvetyv,
/ f(v) a été défini avant f(y) et on pose f"{y)=f(v) ; soit une famille-'y! 1 sor

VR

aren ss
' ce mot dérive d'un Y", tel que Y'.

Bi (bsc), AM
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de prédécessous z! pour laquelle il existe p' (1 ¢ p' < k) tel que y! Breyer!

et y#y' piel (it en est ainsi en particulier pour la famille de y et pep), :
p! vérifiantySz', de sorte qu’a 2! on a déja associé y'

fle") us tl J
H(z!) n=, ¥! et I (padres HOY) 5

existe un mot sur T qui, pour G, dérive de chaque Y5 ag

5 ¥", (7. 10.4), K ne )

lett ah

la grammaire G étant réduite, il

Jgp') 5 pour G,
hs. y" nHey yee EM,

(I ,f") est une pseudo-arborescenceJae. fy")

= 2) qu'on peut compléter par réunion verticale en une pseudo-arbo-

1

(y's pitl
de $(v,

rescence oP) de €iG,). Les suites de feuilles de (I,f'), (I",f"), (t").£"))

: on pose f"(y' | pe h

ont un facteur droit commun, formé des images des feuilles v de I telles que

ysv ce facteur droit commence parc, I'' est une sous-arborescence com-

plete de Let n (2. 6,2) : dlaprés le théoréme 2,8, les piles conjointes al,rm
et my ont les mémes états de sommets x et y. Ces états sont respectivement

transcrits par f' en hi fix) et nif v,) an ly )= d£'(y), par fen E(x)

et nl YY ae i . Si v est un point de I" et si f'(v) est terminal, f'(v) =f"(v) =

ey) 5
élément de T' dans o> qe vv) 4

b, dernier

nr'vt

si f'(v) est non terminal, il en est de méme pour fv)

- y

Avec les notations du lemme 8 (7, 10.4), o° rn appartienta G 2, (E(x) , A )et si

2 Vest également dans o” y"

pera €,¢ (f(x),c) ; il existe donc un mot on appartenant A elle ), A jet
b est le dernier élément de T' dans

pt)
(b,c) est bien un & -enca-

a Gale). 5 =p r', tel que ue qe
O *THM HW toy,

‘d'aprés 2, 3,3), done de YP

> Sip <r', c est une initiale de f(y

t déripel dont dérive fy ) .

drement de a .

. " c Z z xRemarque Vapplication Vest particuligrement commode si A —> A! entrafne

elA)= Ta’).

celles de la relation de production

Alors, les régles de la relation : sont obtenues A partir de

se)
5

ce sont les 2 (A) ::

et ({ ¥1 > zou y eT *) Di'autre part, la définition ena

= donnée

pour Ars

% -encadrement se simplifie écesacirement,C=A',

(b,c),
Simplification de l'analyse par le choix des ensembles 4! (bse), an

afbecl 441 5Lors de la génération d'une pile par gn, gi ou gn’, ona A déterminer si cer-

tains couples d'entiers appartiennent & un ensemble Aj (b,<) ou 4, (b,c). Sila
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simulation du générateur sur calcilatrice oblige A conserver ces ensembles

en mémoire, elle risque d'étre cofiteuse en place. Une grammaire a étant

aries on ; vu (7.9 ay 7 10.3) comment en déduire des sugerciiles °AY (b,c),

Sanit, c); on y 5b, i A glo, <) tels que tout ensemble contenant ay (b,c)
ene a" He, 2, Onn (bie), Pant, c)) soit un 4! (b> c) (rasp, A" ie, c),
Al,(b.c), a > (ove).

Un cas simple est celui ob tous les ensembles A! 1(?:<) (resp, a"lb,e),

aA 2tsc), a" (b,c)) non vides, relatifs A une grammaire donnée, ou méme &

une “amsue de Eornmamey, sont ehoisi €gaux a un a ay (agp: ZB! h
. te, 3), ‘ree

a", (b, es pour les divers couples b,c et ermundicitond ~ averane gram-
rc) (resp, ail ie, c),

a 2 ce), A” 2{b.<) est choisi vide lorsque ~ MAN 1) ed lreep, Ogi " ly, c),

A, An 2) contenant la réunion des ent b> c) (resp, oF
0

maires de la classe ; -on supposera de plus ave S' j(o

°oafr» c) val 2? c)) Mest, e = ee de conafieguatre sthalelitedtierey
dans 7 » Pa °an) (b,c), Pa 2fPsc),
nous noterons ces relations > (re ae, #, =, é) et nous iss appellerons relations

foe) (resp. lb, ¢)) n'est pas vide ;

de priorité

b-:> c si, et seulement si, il existe AE N, wy evt, Wwe wt tels que A wd oO

et €(A,c)¥G (clest-A-dire A,c couple vicinal lorsque c © T, A finale d'un

axiome lorsque c=o, si la grammaire G est supposée réduite) ;

bye si, et seulement si, il existe A € N, cst € N*, oo" EN* tels que |i > 2,

A 
Bl, <) ;

b=c si, et seulement si, il existe AG N, ye vt »Q! & ve » WEN tels que

WY bec y' ;

0 ¢ si, et seulement ci, il existe AE N, w €V*, co E NYE NY tels
que A = G2! cy et bdo" sdit facteur droit d'un mot ae als —

c)’ et bdo" est facteur droit d'un mot de @

Alors, pour que (n",n') appartienne’A A! ifP> c) (resp, a" i, fe); 5(b, c),

a" 2b» c)), il faut et il suffit que b b> c dis b¥c, bec, md c) et que (n,n!)
anpatlidna a a (resp. A"LA Ly A) 3

Remplacer ainsi PA! (oye), °A" tbe), Z'{b.c), "A" (b,e) par des en-
sembles les contenant strictement peut cépendant avoir pour inconvénient de

remplacer un transducteur déterministe par un transducteur qui ne l'est plus,

Se eS Ee

eet

7 14,
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1.8 ast -
A" {(b.2),

A" ,(b,¢) qui viennent d'étre définis vérifient CT1, il faut et il

parce qu'il ne vérifie plus CT1, Pour que les ensembles A’ (b,c),

d',(b,0),

suffit que

1) ensemble AM" (resp, A") contienne au plus un couple (n'',n') de premier

entier n" donné ou la relation # (resp, < ) soit vide ;

2) si deux des ensembles a a", AM, A", contienne respectivemént

deux couples ayant le méme premier entier, les deux relations de priorité

correspondantes soient incompatibles, :

Les relations de priorité permettent aussi de donner une forme simple &

la définition de l'incompatibilité d'un symbole non terminal avec un couple

d'éléments de T! (7, 12,4), Si la grammaire G donnée est réduite, pour tout

AEN ilexiste b' € T! etc" € T' tels que b'' soit le dernier élément de T'

dans un mot de &(A,c"'), donc (7. 10.3) si un mot sur N vérifie \WO\ > 2

\ Col) appartienne a Paul 1") cc"),

‘eT, prev*, A
3 siAn= Yre'do,

({G | +1, 1 Gol +1) appartient & a y Par suite, pour a A EN soit incompa-

@ , il existe un entier n" tel que (n",

dot a Ans De méme, siA ::= Wc! w! ob GE N¥,c

existe un entier n'' tel que (n". idol ) appartienne & an,

tible avec un couple (b,c) wait de T', il faut et il suffit que, quels que
soient b' et c' dans T, les mots Wet O)' sur N, le mot sur V

non (bc)

non (b& c! et ec! c)

-AnsWet

-ArseQ cl!

-ArstctW blo!

Dans le cas ob la grammaire ne serait pas réduite, ces conditions resteraient

falz2

ld non (b <c! et b' > c)

suffisantes,

Cas particuliers,

Nous donnerons trois exemples d'application de l'étude faite aux paragraphes

7.98 7. 134 une classe de grammaires qui, pour simplifier, seront supposées

réduites, Les deux premiers correspondent aux cas o& les arborescences sous-

réduites des arborescences orientées I dont une image (I,f) appartient A F(a)

satiefont aux hypothéses.A et Ay ou Bde 2, 11,
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‘Le premier cas est celui ot, dans le second membre des régles de la gram-

maire G, deux occurrences de symboles auxiliaires ne sont jamais consécu~

tives : il s'agit du cas étudié par | FLOYD,1].

Pour tout AEN, les mots de &(A, A) se terminent tous par un élément

de T' ; Uhypothése CT est toujours satisfaite, Les ensembles °A! (bse) ne
peuvent contenir que (1,1) et (2,2) : nous prenons A! = {(1,0,(2,2)} 5

les °Anitb,c) sont vides : A" = 3 les °F ' (b,c) ne peuvent contenir que
(141) et (2,2), tes A", (bse) quet10) et (2,1) > At, = {0.2.2},

ae § (1,0),(2,1I)} 5 cg = 2, Les ensembles 4! et 4! , contiennent tous les

couples possibles pour cg = 2, a contient un couple (n'! rE) cormmengant par

tout n" possible (n''= 1,2) et n'=n"'-1 ; les transducteurstr ,tr ,tr se

simplifient notablement : en utilisant les relations de priorité, on évite toute

référence explicite aux ensembles. 4, (b,c) , A, (b,c) et méme 4a, A")

a's, a’, . 5 én

La relation # est vide ; les trois autres relations de priorité' ’ peuvent

@tre définies de la maniére suivante, en tenant compte de l'étude de G(A, A )

(7, 6, 2) et de la définition d'un couple vicinal (4.3.2) : pourb€T,c€T

bc si, et seulement si, il existe quatre symboles auxiliaires A, A', B, D

et trois mots ¥Y, gy, y sur V tels que B = Ate ge, A est finale de A',

n= UbD ou A HEY |

bc si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A,D et deux

mots Y et \' sur V tels que A n= pb D ewtoA ue YoeW! 3

béc si, et seulement si, il existe quatre symboles auxiliaires A, A', B, D

et trois mots y, y' 5 y sur V tels que B ::= ye At y', A est initiale de A’,

A:=DeW ouA r= co i

b > si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A,D et un mot

Y sur V tels que A soit finale d'un axiome, A ::= yo DovA ss. Wb 3

© <c si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A,D et un mot

wy sur Vtels que A soit.initiale d'un axiome, A ::= D cy ou A re cw.

(1) >, =, & sont des notations de [ FLOYD,1].

2 = 128

Le transducteur tr? (ou tr’) relatif & la'grammaire G, obtenue en faisant
subir successivement & G les transformations étudiges en 7, 10, 2et 211

est déterministe si, et seulement si, les relations de priorité sont deux &

deux incompatibles, La méthode a été mise en muvre par [CoLMERauER |.

Il est particulitrement facile ici de voir si une application T& est sépa-

rante, La condition d'incompatibilité d'un-symbole non terminal avec un

couple d'éléments de T', donnée en 7, 13, se simplifie puisqu'il n'existe aucune

régle A ::= a> ot WE nt + Surtout, les cas ob (b,c) est un t-encadrement
de A' sont ici les suivants : C étant un symbole auxiliaire tel que C By A',

t(C)F# T(A') ou C=A', ilexiste des symboles auxiliaires B, B', D et des

mots gy, y', y, Y) sur V tels que

- soit B::= Y, bC, D::= YB cy ', Best finale de B! (car sic € T, pour

que @(B,c)¥G, il faut et il suffit que le couple B,c soit vicinal) ;

- soit B: = Y, bC, c=a@, Best finale d'un axiome

- soit B CeYW, Dis YbB' y! » B est initiale de B' (d'aprés l'étude

de & (B, A) en 7.6, 2) ; .
- soit Bi:= Cc ws b=o,, Best initiale d'un axiome

- soit Bis YP bCcy .

Exemple (cf. instructions d'affectation et expressions arithmétiques Algol) :

N= §A,E,P,F,B,G} ; T= ftG).9,1,2,3,4,5,6,7,.8,9,a,0}5 Ni= faqs

GisE E ::5 E+P) P P PxFIF F ::= G1BI (EB)

n= GalG blafb Bus BOIBI/...(B9IOM 1.249
G

Matrice des relations de priorité : elles sont deux & deux incompatibles,
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Définissons & : (A) = <i>, T(E) = T(P) = TF) =T(B) =<e> , T(G)= evr grammaire G obtenue en faisant subir successivement & G les transforma-

N= fie} ; Nos {cio } 3 
: tions de 7, 10.2 et 7, 11, soit ceux d'une grammaire: G, définie par une appli+

5 iz cay : cation tséparante (7, 12).

<e>+ <e> | Kedtcv> L<vr tced i Cv t<v> | <e> x<e>1 .

<e> x <v> \ <v> x Ke> I <v> x<v>] (Ke >) I(<¥>) 1}
L langage étudié

Ker Wed UM... cep EIU. 9 Gartag sna!

ev Bey <v> a I¢v> blalb, a :

%&-encadrements de E : i= T; +4. Oa e : sommet de la pile

e=o lorsque la

pile est vide

Aplus grand facteur

deP :+O3 ++3 +) 3 +

deF i xo; xt 5 x) 3 xx3

: Fa 168; [O29 | ae droit de la pile
deB: xc; te; :=¢ 3; (c¢ : ¢ désigne l'un des chiffres 1,1, ..., 9% yeriessa ne contenant pas =

E est incompatible avec tout % -encadrement de P car nit ¢+, ni+ 2x ne

I
entrée entrée
de = de (py)

entrée de ()) sortie

—, a 5 entrée de a, de £4
) > ¢ est faux, L'application vest séparante, Le générateur gn” permet its inl

sont vrais, avec tout t’-encadrement de F car x ¢ + est faux, avec tout

& ~encadrement de B car + > c est faux, P est incompatible avec tout

%&-encadrement de F car x < x est faux, avec tout T -encadrement de B car

x > ¢ est faux, Enfin F est incompatible avec tout t-encadrement de B car

| 'analyse, 
‘

:

Envisageons la génération d'une pile U par gn*, gn*' ou gn®. Soit i+] une

entrée dans Ude c€ T ; d'aprés C8 et avec ses notations, il existe un entier

n' tel que (Tb, 4 mje & (je) by =e ou bi gc. Le premier j >i

tel que 4; = u, est une sortie de ¢ (théoréme 1,2) ; si cette sortie est suivie,

aprés des sorties de symboles auxiliaires, d'une sortie de by, b= © 5 sinon, ou

b, ¢ ¢ et j est suivi de la sortie de élément 4 ai to $M, Si les relations (Ci extcao)

= et ¢ sont incompatibles, on peut déterminer comme en 7, 5,3, dés l'entrée s on = ce

it] de c, dans lequel de ces deux cas on se trouve et, en s'inspirant de lalgo- Va
rithme de 2, 11 2, limiter les sorties consécutives en plagant dans la pile des entrée et Ag.
séparateurs + , Nous nous contenterons de schématiser Valgorithme ainsi oats :

obtenu, en supposant les trois relations de priorité deux A deux incompatibles terminée

(figure 7.7). On pourrait le justifier directement grace & l'étude du paragra- ¥

phe 2, 11,2. Il s'applique avec les relations de priorité définies ci-dessus,

pour relation de production :
, . Fi s; ot pour ensemble des axiomes soit ceux de la i Ege

|
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Le second cas particulier que nous allons étudier est celui ot tout second

membre d'une régle de G, qui n'est pas réduit A un symbole auxiliaire, com-

mence par un symbole terminal, Nous supposons de plus que la condition CT

est satisfaite, ce qui est toujours le cas pour une grammaire non généralisée

de ce type,

On penis alors définir pour chaque grammaire G un entier cg et prendre

pour A et a, ensemble des couples (n',n') tels que l¢ n'< cg ; les

an (b,c) sont vides : Aa") =@; les o”N "

{n"',9)

Ici encore, les transducteurs tr , tr

2(bs¢) sont formés de couples

: prenons pour ai, Mpaera)te des couples (n'',0) tels que 1¢ nl < cg.

| tr? peuvent étre définis prfce aux
teldtions de priorité, sans faire appel A ces ensembles, La condition CT] est

vérifiée si, et seulement si, les relations de priorité sont deux A deux incom-

patibles,

La relation ~ est vide et les trois autres relations de priorité sont définies

par : pourbé T,cE€T

b 5c si, et seulement si, il existe Z € V, trois symboles auxiliaires A, A',

pat Zz ig! :

y bG, c soit initiale de Z (pour que c soit initiale

B, trois mots , p? :Y? sur V et un mot ¢) sur N tele que B i:=

A soit finale de A’, A iis

de Z, il faut et suffit qu'un Z' EV et un mot y! sur V vérifient Z Zs Zz,

Zr=c ou Z's cy!)

=c si, et seulement si, il existe un symbole auxiliaire A, deux mots et

Yb coc Ww! 8

b<c si, et seulement si, il existe trois symboles auxiliaires A, A', B, ae

= YDWA' YI, A! 5A

WI sur V et un mot cosur N tels que A ::=

mots Ys yey sur V et un motu) sur N tels que B:

etA nsec Y i

by @ si, et seulement si, il existe un symbole auxiliaire A, un mot w sur V

et un mot-G)csur N tels que ui soit finale d'un axiome et A cix yb Wy:

or & csi, et seulement si, il existe un symbole auxiliaire A et un mot ote

V tels que A dérive d'un axiome et A i= c Y.

2 ~ 132

Lorsque ces relations ne sont pas incompatibles , on peut espérer obtenir
4 4!

un transducteur tr’, tr>
5

outr” déterministe en utilisant directement lea en-
0.

1(.c), Ata (b,c),

mode. est celui ob ceux de ces ensembles qui ne sont pas vides contiennent un

seul élément {a' (b,c), n! y(b+c)), fa", (b,c), n'(b,¢)), (n"'(b,c) ,0)

sembles ; a o”A "3 (b,¢) . Un cag particulitrement com-

Pour que la condition

sib>cetb=c, n' (b,c)n!, (b,c)

sibdcetbéc, n! (b,c) #n"(b,c) ; sibtcetbéc, n! ,(b, 0) #n"(b,c) ‘

Dans tous les cas, on peut, comme au paragraphe précédent, en s'inspi-

CT 1 soit satisfaite, il faut et il suffit que

rant de 2, 11,3, limiter les sorties consécutives grace a un séparateur + :

si i+] est une entrée de c dans une pile U engendrée et si (1b; w, \ ,o)¢ a", (b,c

on fait entrer + avant c ; toute suite de sorties ee se ‘Petaacliie par
une sortie de + ,

Un couple (b,c) est ici un t-encadrement de A! lorsqu'il existe des symbo-

les Pecneined ‘B,C, D, B',wu ZEV, des ‘mots Y, wie Y sur V tels que

Cc 2, A', (C)4 T(A') ou C=A', d soit le dernier élément de T dans
Y A et que i'une

-B m= YC, Dis

dea conditions suivantes soit remplie :

WB Zu,
= Ww C,c=&, Best finale d'un axiome 5

“Bisel CZ yr, c est initiale de Z,

B est finale de B! et c initiale de Z ]

Dans le cas particulier ob le second membre de tout régle de G ne contient

ee occurrence de symbole terminal autre que la premitre, les ensembles

on 2{b, c) sont vides, ainsi que la relation = ; les transformations des para-efapiivs 7. 10, 2 et 7. 10,4 remplacent G par une grammaire normale au sens
de [GREIBACH,2 ].

On peut généraliser le cas étudié dans ce paragraphe au cas ot tout second

membre de régle non réduit A un symbole auxiliaire a un facteur gauche formé

de r (fixé) symboles auxiliaires suivis d'un symbole terminal les couples
des ensembles "A" (6,0) sont tous de la forme (n',r) ,
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