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INTRODUCTION

De nombreux auteurs ont défini et utilisé, sous des noms divers
(sytnbolkeller, last in first out, push down store, pile), des dispositifs qui
rappellent la notion courantede pile d'objets, Employée en 1959 par
(SAMELSON,BAUER] pour traduire un langage de progrimmation,cette
notion a depuis été trés féconde en théorie des langages. On peut penser
qu'elle sera utile aussi dans d'autres domaines,

Nous étudierons d'abord cette notion de pile en elle~-rhéme. £n particulier,
nous mettrons en évidence la relation qui existe entre piies et ramifications
orientées : une ramification est un graphe dont toute com_pos.ante connexe
est une arborescence ; elle est orientée lorsqu'on a défini un ordre total
dans chacune de ses 'familles", A tb\ite rarﬁifi'catioﬁ -orientée, nous agso-
cierons trois piles (piles attachée, adjointe, conjointe) dpnt cHacyne caracs
térise la ramification, Au passage, nous indiquerons rapidement quelques
applications des piles 2 des problémes qui se posent en traitement de l'in-
formation,

Une grande partie de ce travail est consacrée & 1'analyse syntaxique
pour les grammaires de Chomsky, La formalisation des grammaires dfle
a Chomsky ECHOMSKY,l] , qui rend compte des principaux aspects syn-
taxiques des langues naturelles aussi bien que des langages de programma-
tion, conduit 3 associer & chaque phrase une ou plusisurs "structures arbo-
rescentes' : on dit alors qu'on a analysé la phrase, Si on se réfere 3 l'ana-
lyse grammaticale scolaire, il s'agit de décomposer la phrase en proposi-
tions, de distinguer dans chacune d'elles un groupe sujet, un groupe verbal,
un groupe complément, 3 leur tour décomposés en nom, article, adjectif, ...
et m&me racine, désinence... . L'analyse d'une expression algébrique du

genre (a+b)x c -dx sin(axy+b) est d'ailleurs de mé&me nature,

Nous introduirons ces ''structures arborescentes' sous la forme précise

de pseudo-arborescences dans la définition méme des structures de Chomsky,

Chaque pseudo-arborescence, comme chaque ramification orientée, sera




- caractérisée par l'une quelconque des trois piles, attachée, adjointe,
conjointe & la pseudo-arborescence ; ainsi le probléme de 1'analyse se
ramene 2 un probléme de construction de piles, et nous distinguerons trois
familles d'algorithmes d'analyse selon celle de ces trois piles qu'on cher-
che pour déterminer une pseudo-arborescence. La plupart dés algorithmes
décrits dans la littérature entrent d'ailleurs dans l'une de ces trois famil-
les, Malhsureusement, ils sont souvent publiés sans &tre rattachés a
aucune idée générale, sans hypothese de validité et sans démonstration,

La raison en est que les outils de démonstration ne sont gudre forgés., Nous
essaierons d'y remédier en précisant cette notion'd'algorithme d'analyse,
dans la ligne de la théorie des automatés, sous la forme de ce que nous
nommerons les générateurs de piles, Les algorithme's introduits seront donc
définis sous cette foxrme précise, qui nous permeftra de les justifier et de
les étudier ; le plus souvent, ils seront aussi décrits rapidement et appro-

ximativement par un organigramme qui en permettra une vue d'ensemble,

=

CiH-AP TR E T

Définitions et notations

1. i Vocabulaire utilisé 3 propos des relations binaires, des relations d'ordre,

On pourra consulter V[;BOURBAKI,I ] " EDUBREIL] . Pour une relation
(binaire) R dans un ensemble E, si x est un élément de E, on note R{x) l'en-

sembls_z des y € Etels que xRy ; l'ensemble des y € E tels que yRx
sera donc désigné par R-l(x).
Soit R une relation d'ordre dans un ensemble E. R(x) est l'ensemble
des majorants de x, R-l(x) celui des minorants de x, Si la restriction RA
de R 3 un sous-ensemble A de E est un ordre total, A est urie R-chafne
(ou simplement chafne), Si xRy, on appelle intervalle fermé [Rx,y] l'en-
semble des éléments z de E tels que xR zRy (autrement dit 1'intersection
R(x) ('\R-l(y)), et intervalle ouvert JRx,y.[ , le complémentaire dans

[Rx,y] de l'ensemble.formé de x et y (la lettre R mise en indice du premier

. - crochet pourra &tre enlevée quand il n'y aura pas ambiguité), Si l'intervalle

]x,y[ est vide, y couvre x. Une partie F de E est convexe pour R si, cha-
que fois qu'elle contient deux €l1éments x et y, elle contient aussi [Rx,y:l B
si F est une partie convexe de E pour R et G une partie convexe de F pour la
restrictionde R & F, alors G est une partie convexe de E pour R, Lorsque
l'ensemble des minorants (resp. majorants) stricts de x, c'est-a-dire diffé-

rents de x, n'est pas vide et poss2de un plus grand (resp. plus petit) §l1ément

y: y est le prédécesseur (resp. successeur) de x ; alors x couvre y

(resp. y couvre x).

Pour toute relation R, on notera R sa négation "non R,

1. 2. Graphes. [BERGE ] définit un graphe comme un couple (E, ™ ) d'un ensem-

ble E (ense:mble des points du graphe ; nous le supposercons toujours non
vide) et d'une application multivoque ™ de E dans E, c'est-i-dire d'une
relation Aﬁ_tiians l'ensemble E, Une suite (x,), -

5 xn) de points d'un graphe
(E, M ) telle que

n20 et pouri=1,,., n, x.lr'x_

S S SE i
est un chemin du graphe qui joint )(NQ.Xn i X, est son origine ,
X, Son extrémité . Si n # 0 et x_= x ,
n — ; ] n




le chemin est un circuit, | On appelle isomorphisme d'un graphe (E, £ ) dans un graphe (E', {" ')
Nous nommon. ;i—s.eudc;-vchemin(l.) dau graphe (E, (") toute suite (xo, Xprees X ) : une application bijective ‘¢ de E dans E', telle que :
de points distincts telle que pour i=1, 2,000 ,m, %, lr‘ %, ou xir‘ % n (Vx€E) (Vy€E xTy &= Y T Ly
o '«_'__,_,_h_“:_co__qt xﬂ..son_t.les extrémités du pseudo-chemin, Uné ¢omposante connexe du | Nous dirons que @ transforme le graphe (E, T ) en (E', ') et nous note-
graphe.(E,lM ) est un sous-graphe maximal parmi ceux ol tout couple de points rons parfois @ (E, T )=(E", ). SiRetR' sontdes préordres associés
- distincts est le couple des extrémités d'un pseudo-chemin, aux deux graphes (E, T )et (E', '), ‘¥ est aussi un isomorphisme du
A tout graphe (E,( ) on associe un préordre R qui est la fermeture transitive | graphe 'QB,R) dans (E',R'). Inversement, soit ‘¥ un tsomorphisme d'un
de " : xRy si, et seulement si, il existe un chemin d'origine x et d'extrémité ; graphe (E,R) dans (E',R'), ou R est une relation d'ordre ; R' est aussi
vi R est un ordre si, et seulement si, le graphe n'admet pas de circuit conte- une relation d'ordre et ‘¥ est un isomorphisme du éraphé (_—E»Rl dans Y_E' JRTY.
| nant deux points distincts, . : Un isomorphisme transforme un graphe sans circuit en un graphe sans
4 ~ Nous nous intéresserons surtouf dans la suite.aux graphes finis (nombre fini | ciréuit, une arborescence en une arborescence,
- .. de points) et sans circuit, Soit E un énsemblé fini, et R une relation d'ordre : L 3, Monoide libre. (cf. (BOURBAKI,2] ,[CHEVALLEY) ).
+dans E. Toute partie non vide dé E posside des éléments ma.:%imau.x et minimaux, | Une suite finie oA = (a,J, ... an) d'éléments d.’un ensemble E est
Par conséquent, pour tout élément x de E qui est str'ictement majoré, il existe y appelée mot sur E ; nous la noterons 'ao aj... an' ou parfois simplemept
qui couvre x. Tout graphe (E, ") auquel l'ordre R est associé vérifie : e B
ycouvre x = x [y, : ntlestla longueu"r- dumot & : n+l= VXl Par abus de langage, on confond
Inversement, étant donné une relation dlordre R, le graphe (E, ) défini par souvent le mot 'ao' de longueur 1 avec 1'élément ag de E, Si ai=b, nous dirons
xMy &=y couvre x pour la relation R que i est une occurrence ou un rang de b dans oA , et que b possdde une occur-
posséde R pour relation d'ordre associde, Parmi les graphes auxquels R est rence dans X h
associée c'est celui pour lequel la relation I" est minimale (autrement dit, qui L'ensemble E* des mots sur l'ensemble E est muni d'une loi de compo-
posstde le minimum d'arcs). Ainsi, toute relation d'ordre R dans E définit un sition interne, nommée concaténéation, définie par
graphe sans circuit, que nous noterons [E,R] . En particulier, la relation |ag Bugjoie an‘ lbc b1 S bpI - lCT) G Cn+p+1l
de ce graphe est antiréflexive : pour tout x de E, x I x. ou € =28y, €T3 € Fa e =D, ""'Cn+p+1:bp'
Un graphe fini (E,[") est une arborescence si : ) | E"E est un monoide : on dit que c'est le monoide libre déduit de E, pans la
a) il n'admet pas de circuit ; suite de ce travail, pour tout ensemble E, E* dési:gnera le monoide libre

: . z - e . " *
b) il existe un élément r de E, tel que 7 l(r) soit vide ; déduit de E, Le mot vide, noté /\ (de longueur 0) est élément neutre de £,

c)sixztr, [ -l(x) est un ensemble 3 un élément, Silo, f.’> s Tl S B ark 'den mots Hale que
La notion d'arborescence sera généralisée au paragraphe 1.4 en celle de . A = (% 5% wE
ramification, W d nous dirf)ns que IB est facteur gauche , §  facteur droit et &
: sous-mot de X !
—_— o -
(1) Nous éviterons le mot c'}{a'i‘ne», employé par [BERGE] » pour ne pas créer de | B B Ia-’) 2 Rt an' o Yo At B lbo t.)l e bn—l bn] il bi= ¥h-i

. t le réfléchi d .
confusion avec une partie totalement ordonnée d'un ensemble (1. 1); o8l SRR




Soient E' et E" deux sous-ensembles compl&mentaires de E. Tout mo’t oL de

ol 8'écrit, de manidre unique o= (3 7{ o ?f o p2l, é E* ‘6’ ex*
1 P

‘et aucun mot lgi ou ‘(j n'est vide sa.uf eventueuement /31 nj:t ‘(p.

Nous nommerons trace de o{ sur le monoide libre E'* le mot Pl e ﬁp z
Toute application g de E dans le monoide libre E'*déduit d'un ensemble

E! induit un homomorphisme gx de E* dans E'* par gm('a(J ayees an‘) S

g(ao) g(al) $ia g(an), Nous nous servirons surtout du cas particulier ol g est

défini par une application f de E dans E' : g{a)='f(a)' pour tout a de E, Nous

dirons que 'homomorphisme induit, encore noté f) est une transcription de

Ex dans E'*. Si f est une bijection, f‘ est un isomorphisme, D'autre part,

si f est une application de E dans E', et f' une application de E' dans E",

(f' o f)i'E = f'* o'f’t . Le produit de deux transcriptions est une transcription.

1. 4, Ramifications,

1. 4. 1. Définitions, Un graphe fini (E, I } est une ramification si ¢! est un graphe

sans circuit et si pour tout x de E, il existe au plus un y tel que y Mg,

)

soient vides, S5i a et b appartenaient & la m&me composante connexe du graphe,

Soient a et b deux points d'une ramification tels que V' (a) et T

il existerait un pseudo-chemin formé de points distincts (a = x_,x ., ... ,%

- 81 n-1’
xn=b) obra I xpetx " b, et donc un premier entier positif i tel que
% = X alors %y i X et X1 o X, ce qui est impossible, Donc

toute composante connexe d'une ramification est une arborescence, Récipro-
quement, un graphe fini dont toute composante comiexe est une arborescence
est une ramification, '

Le préordre R associé A une ramification est un ordre, Pour la relation
R, tout élément strictement minoré possede un prédécesseur : en effet,
gi y est strictement minoré, il existe un x et un seul tel quelx "y ; lorsque

zRy et asty, npoints v_, v_, ...,vnvérifientz V‘vl ¢ Vo Ty Ty
n

1" 2
nécessairement, VX et zRx : x est le prédécesseur de y, Nous noterons
x=pd(y}. D'autre part, y couvre x. D'apres le paragraphe 1.2, (E, ") est

donc le graphe {E,R} .

Comme tout §lément strictement minoré possdde un prédécesseur, l'en-

semble R-l( ) des minorants de x est, pour tout x de E, une R-chafne. Réci-

K proquement smt un ensemble E muni d'une relation d'ordre R telle que pour

" 'fout x de E, R” (x) soit une chafne, c'est & dire ol tout élément stnctement

" minoré a un prédécesseur, LE,RJ est un graphe (E, [ ) sans circuit, Toutw_x
de E couvre un élément au plus (son prédécesseur), il existe donc au plu; un
ytelque y [ x, LE,R] est une ramification,.

Théoreme 1, L. ' Les propositions suivantes sont §quivalentes :

a) le graphe G est une ramification ;

b) toute composante connexe de G est une arborescence ;

c) G est un graphe l:E,R] ol, pour tout élément x de E, R-l(x) est une chaine ;

d) G est un graphé sans circuit ol tout élément strictement minoré possade un

prédécesseur, M. m assecis’-
Legs points maximaux d'une rarmﬁca’non\’seront nommés feuilles, les ,
points non maximaux 1_‘1_(_!.!;3?2, et les points minimaux racines, Une a.rboi-es}-
cence est donc une ramification A une seule racine ; \a\ouw ~son ordre asso-‘
cié, c'est un {) - demi - treillis ( EDUBREIL] ). On appellera familles d'une
ramification (E, I' ) 1'énsemble de ses racines et les ensembles |~ (x) non .v;ilc.ig:s
(c'est & dire ol x est un noeud) : les familles forment une partition de E. ‘
Soit [E R] une ramiiiéation E1 un sous-e'nsemble.de E,_ Rl la xjesér.iction
de R & E D'apreés le théoreme I, l. , LE R ] est une ramificatiqn, qui sera
" dite sdus-rarmification de (E, R\ . On peut toujours considérer une ramifi- .
cation @43 R] comme gous- rarmfxcahon d'une arborescence EE R 3 s obtenu-e
en complétant E par un élément /A (qui sera la racine de l’arborescence)
AéE:"=Eu{A} ; (Vx€ E) AR x

Une sous-ramification de [E R] qui est une arborescence sera appelée

sous-arborescence de LE,R) . Une sous-arborescence [EI,RA de racine x
telle que E1 soit une partie convexe de E pour R et, avec tout élément y # x,

contienne la famille de .y, sera dite compldte,

(%) [E Rj n'est pas en général un sous-graphe de [E R] au senn de
[pERGE‘




. et d'une application ¥ de E U}

'

Soit Qo un ordre total dans 1'ensemble des racines d'une ramit:ication [E,R]
et, pour tout noeud x, O un ordre total dans [ (x); nous nomme rons orientation
de la ramification la rela.txon O définie dans E par la réunion de O et des O H
une ramification munie d'une orientation sera dite orientée ) Dans une rami-
fication orientée, 2 tout point x est associé un ensemble | (x) vide ou totalement
ordonné, c'est A dire un mot br(?c) du monojide libre E* déduit de 1'ensemble E
des points. Si on convient que la ramification est complétée en une arborescence
comme il vient d'8tre dit, on notera W( A.) la suite de ses racines, Une rami-
fication orientée peut donc &tre donnée par un couple (E, ¥ ) d'un ensemble E

{ A } dans E¥ : nous dirons qu'il s'agit

.de la ramification orientée ( , ¥ ) ; il est clair cependant que ¥ n'est pas

une application arb1tra1re de id ns a‘ pour qu'une application dexi'gans E

soit une application ¥ , il faut e?sufﬁtgue tout §1ément de E ait ot A v seule

occurrence dans les mots ¥ (x) pour x € E U {A} .
. Soit Y un isomo6érphisme d'une ramification (E, [” } dans une ramification

(E', '), O une orientation de (E, I” ), O' une orientation de (E', [ ). S

. est également un isomorphisme du graphe (E,0) dans le graphe (E',0'),; nous

Lk, 2

dirons que c'est un isomorphisme de la ramification (E, ) orientée par O

dans la ramification (E', (*') orientée par o',

e

Réunion horizontale de deux ramifications orientées dis jointe 8. Solertdeux rami-
fications orientées (El’ {1) et (EZ, ‘GVZ) dont les ensembles de poi_n,tE;El et
E‘Z sont disjoints , Désignons par E la réunion de E1 et EZ et définissons une
application 3( de E U {/‘3} dans le monoide libre E*, par :
(x) = ?S'l(x) six & E, ]
2{ (x) ‘{2(;:) six { E,

(8)= ¥(a) ¥y(8)

(%) Certains auteurs disent ordonnée, |

Tout élément de E a une occurrence dans les mots ¥ (x). (E, )
est donc une ramification orientée, que nous nommerons réunion horizontale

de (El’ b’l) et

EZ’ ?)”2). L'opération de réunion horizontale est associative,
mais non commutative,
Soient (E Fl') = LEl,R1J s W

1 Z’F-z)= (:EZ'RZZ{ ,AE, (M) = [E,R‘J les

ramifications non orientées obtenues i partir de (El’ h’l), (E'iz, ‘52), E, %)
en faisant abstraction de l'orientation, Lorsque a "b , a et b appartiennent
tous deux 2 EI ou tous deux & E et selon le cas a F' b ou a r b ; par

suite, lorsque aRb, aetb appartxennent a E et aR. b, ou & E et aR b,

1 2
LE le et LE R] sont des sous ram1f1cat1ons de LE R‘\ 3 }:'J1 et E2 sont
parties convexes de E pour l'ordre R ; toute partie convexe de _Ei (i=1ou Z)
pour Ri est partie convexe de E pour R ; toute sous-arborescence complete

de [E R_}: edt une sous-arborescence complete de LE RJ

L y. 3. Détermination d'une ramification orientée | Un graphe quelconque peut &tre

défini par la donnée, pour tout point x, de l'ensemble [  (x), ou de 'ensemble
T -l(x), ou encore, ce qui revient au mé&me, par un ordre total sur ses points
et sa matrice associée LBEIRGEJ . Il en est ainsi en part‘iculier pour les
ramifications ; alors r_l(x) contient un point au plus, Si chaque { (x) est
donné sous forme d'une suite ¥(x), il suffit de connaftre de plus un ordre
sur les racines pour orienter la ramification, L'ordre total dles points qui
correspond 2 l'ordre des lignes et colonnes de la matrice assocife définit
aussi une orientation par ses restrictions aux différentes familles de la
ramification,

Une ramification orientée est aussi déterminée lorsqu'on donne pour tout
point x le premier é1ément x' de Y (x), si % (x) n'est pas vide, et le successeur
x'" de x dans sa famille, si x n'est pas le dernier élément de sa famille, ainsi
que la premitre racine. On obtient une matrice & trois colonnes contenant sur

chaque ligne x, x',x", et dont certaines cases sont vides, Nous nommons une

telle matrice, matpice d'enchafnement ; x' est le lien vertical et x" le lien

horizox_xtal de x, Tout x est caractérisé par le numéro de la ligne associée ;




on peut remplacer les liens x' ou x'" par le numéro de leur ligne, sgus

1. 4. 4, Extension & un graphe quelconque, On peut tenter d'orienter un graphe quel-

. conque (E, ") en se donnant un ordre total Ox dans chaque ensemble ["(x), et o~
Soit une ramification ,'_E,R] , orientée par O, Chacun de ses points x a un

!
t
[
t
{

“! o on o unoordre total O dans l'ensemble des éléments y pour lesquels Y"“l(y) est

Pl e g wvide, I; soit Q Ia relation dans E obtenue par réunion des O et de O0 v D index i(x) et .
est un ordre dans E pour lequel tout élément majoré a un successeur (autre- BHT % ifx) T i) ; xOy &= ig)o I(Y)

ment dit tel que le graphe [E,O lsoit e ramification) AT SSEaETEIER La ramification onentée des index est isomorphe 2 la ram1f1catmn orientée

paragraphe précédent, définir une matrice d'enchafnément qui détermine le SRt

s ux ramifications orientées ayant m&me ensemble d'index sont donc iso-
© .o graphe, Pour que O posside ces propnétgs, il faut et il suffit que, quels que be i :

hes, Co. e réciproquement deux ramifications orientées isomorphes ont
soient x et x' dans E, les mots obtenus en ordonnant " (x) par O, et M(x') par morp Comme réciproquem P!

&me ensemble d'index, la ramification des index caractérise une ramification
s O s'écrivent X X et X1 X ol X et Z' ne posseédent aitcun elément com- -
' orientée 2 un isomorphisme pres ; une ramification orientée, dont l'ensemble
mun, Il en est ainsi en part1culle;r si les ensembles " (x) distincts sont deux & 1
. e ( de points est E, est définie par son ensemble I d'index et une bijection de I sur
deqx dis joints. *

E ; tout couple formé d'un sous-ensemble I de | ui possede la propriété
- 1s4 5, Ramification des index d‘une rarmﬁ.catzon orientée, Tout pomt x d'une ramifi- ! P N “auip B

indiquée plus haut, et d'une bijection de I sur un ensemble quelconque , définit
cation [E RJ est déterrmné lorsqu'on connaft la chame de ses R- -minorants e i ’ : i e e < id
ainsi une ramification, A Iz, *d s
. (yo, Yyrewnn¥o o ¥ = x). L'orientation définit un rang pour chaque élément ; 3 =
.4 a. : i me ¢ Remarque : certains auteurs, tels que LIVERSON_\, , déterminent 1'ensemble E
dans sa famille. Ces rangs peuvent §tre comptés & partir dune origihe arbi-
- ; et la bijection i par une matrice dite matrice des index : sa premikre colonne

traire : nous emploierons. i'origine 0, un rang seéra un entier éositif ou nul,
. contient les éléments de E, et si p est le nombre maximum de minorants d'un
x est donc déterminé par la su1te des rangsr, , r_ ,..., T , ¥ de ses mino- ; g 1

0 1 q- l q point de la ramification, on peut placer les' index dans p autres colonsies, cer- -

rants yo, yl’ B , Yq 1 % Cette suite rO rl rq est um mot du monoide

* taines cases restant vides, l‘IVERSON". joint 3 cette matrice, pour tout point x,
libre M ™ déduit de l'ensemble ™ des entiers naturels, qu‘on namme index du L 4 » P

le nombre d'é1éments de [ (x) et nomme la matrice obtenue "fulllist matrix'",

point x, Dans deux rarmﬁcatlons orientées 1somorphes Ies pomts associés ont
De mé&me, en joignant ce renseignement a la matrice d'enchafnement, il obtient

mé&me index (demonstratmn par récurrence sur le nombre des mmorants) Ainsi,
sa '"filial-heir matrix"”, D'autre paxt, il ordonne les points de la ramification,

pour toute ramification orientée, on définit un ensemble I d‘mdex et deux rami-
c'est-3-dire les lignes des matrices, suivant certains ordres privilégiés : nous

fications orientées isomorphes ont méme ensemble d'mdex, I est un sous- -ensem-
y reviendrons (2. 4.2 ). La mé&me notion d'index a aussi été introduite par
{Gorn, 1] .

La structure de ramification est fort utilisée en traitement de 1l'information

ble fini de f\“ qui, avec tout mot de dernier élément T, )\ )\ r, contient )\ si
)\ #/\et les mots)\ r! pour@( < .

Inversement, soit I un sous-ensemble fini de M F ciuilposséde cette propriété&
non numérique : codage, questionnaives, analyse, stockage et recherche d'in-

formation, tri... ( [HUFFMAN] , {PIGARD} , {SALTON] , [SCIDMORE,
WEINBERG) , {SUSSENGUTH! , [BURGE] , (WINDLEY] , [HIBBARD)
[IVERSONj , etc... ).

Définissons une relation L dans I :

g A E X! si, et seulement si, A est facteur gauéHeJKde )\' .
[I L__] est une ramification (theqréme L1, c) Il est faclle de l'orienter : les
mots ayant ) pour prédécesseur sont de la forme /\r 0;.1 r e ™, ; il suffit de les
ordonner suivant les r croissants ; désignons par o cet;e ’c;ilentatlom On voit ai-

sément par récurrence sur le nombre de minorants de)\que tout Ade I est son

propre index : I est un ensemble d'index, =
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L. §. Quasi isomorphismes de graphes sans circuit.

1.4, L Soit deux ensembles E et E' munis respectivement de relations R et R', et
Y une application de E sur E' tel].e que
(Vx €E)(vVy ¢ B) J (xRy = $eRMy)] et
LY R W (y) xRy ou

| (§ (x)= ¥ (y) et yRx]]
Si R est réflexive, R' l'est aussi et alors B
(1) WER W) <= xRy on P(x= ¥y
(2) W= Yy = xRy ou yR=x

5i R est une relation d'oxdre, il en est de méme pour R'. Nous dirons
alors que ¥ est un quasi-isomorphisme du graphe [E Rl dans le graphe .
LE’ R‘_—} et que LE' R‘ est quasi~ 1somorphe Y LE R.j Remarquons que LP

est aussi un quasi- 1somorph15me de ‘»E,R ] dans LE' R 1] ol

Erpes

-

et fapl e B
i 1

Tout isomorphisme est un quasi-isomorphisme. Tout quas._il-isomorphismé'
injec'tif est .un isomorphisme, Si Y est un.qpasi-isomorphi_s'x%lg de [E ,_R__‘; dans
1 [:E' R EY tou?x de E'] associons un a tel que x = ‘P (a). L' ense mble
dea a ést un sous -ensetnble E_l de E;si \Pl et R sont les res-

trictions de ‘¥ et R 2 E, -\-Pl est injective: et kPI(X.) R! K.(J (y ) équivaut é xR y:

les graphes [_E R] et LE X} ‘sont isomorphes. . ., .
Y (y) est :mmmal _pour R‘ i en effet,

Si y est minimal pour la relation R,
y) entralne

dans ce cas xRy entrafne x=y ; donc, d'aprés (1), W (x)R' ¥ (y
Y(x)= Y(y). Au contraire, siy n'a pas la méme image par ¥ qu'un é1ément
minirfxad de E, il existe ' x € Etel que xRy et § (x)# W(y); d'oty P (x)R! kP(y)
W (y) n'est’ pas ' miathddl, “Enfin, deax €léments minimaux pour la relation R ne
peuvent, d'aprds (2), avoir méme image, { établit une bijection entre les pomts
minimaux des deux graphes, En remplagant R et R! par leurs inverses, on en i
déduit que P établit une bijection entre les points max1maux On peut aussi
montrer que les deux graphes ont le m&me nombre de cpmposantes connexes et

que P applique chaque composante conrexe de- rE R.] sur une composa.nte con-

nexe de {E’,R' ' ' { B N TN CR—
1552 LPdéﬁ‘:ﬁit une relation d'équivalence dans E: @ .. .-, v .
- xay e w(x w(y)

D'ap;r:és (2), les classes d"équivalence sont-des chaines. D'autre part, si

Y (x)= ¥(y) et xRzRy, ators . P(x)R' R (z)R' Y(y), c'est 2 dire

\P(x) R''\P (z)R' P (x) ; commie la relation R' est antisymétrique, \0 (x) = \P (z)
les classes d'équivalence sont des chafnes convexes, Enfin, supposons xRy et
xRz et ¥ (x)= $(y) ; alors ‘¥ (x)R' ¥(z), c'est-a-dire ‘P(y)R' ¥(z), d'ob
(.sz ou zRy). Il en résulte que si deux points couvrent x, x n'est équivalent &
aucun d'eux, En remplagant les relations R et R' par leurs inverses, si x couvre
deux point,il n'est équivalent & aucun d'entre eux. En conclusion, les classes
d'équivalence sont des chafnes r~onvexes donil toul é1émenfu sauf peut-&tre le

plus grand, a un successeur dans E <%, sauf psut-Gtre le plus petit, tn prédé-

cesscur dans E : ce sont les suites (xl,xz, ol e ,xn) telles que x,.'_1 soit succes -
i

seur de x, et x, prédécesseur de % . Pour i=1,2,...,n {figure 2),




o =12 -
Munissons l'lensemble quotient E' de la relation R" définie par :
LFL L C(x) R”C(Y) = \P(x) R! \P(Y) -
o C{x) désigne la classe de x : le graphe "E‘ Rq est isomorphe 3 \-_ ",R"] .
Ré&aiproquerredt,

‘dont toute classe est une suite (xl,x

s0it un graphe \E R} = (E, T } et une relation d'équivalence
R ,xn) ou xi+1 est successeur de S & %, pré-

décésseur de x est le scul élément utel que x, [ u, x, est le seul v
= i

I,
i v Ha
| tel que v T X D'apres la définition de R, fermeture transitive de [~ , si x

‘ n'est pas équivalent ¥ y,

(| x Ry et xm x' == xRy
! yRx et ‘xn x! == yRx

%X "y} est donc compatible avec la relation

o d'équivalence étudiée, ce qui permet de définir une relation dans I'ensemble

“ La relation (xRy ou

quotient E' : 3 ! ' "
C(x) R' C(y) et
Si C(x) R' C(y) et xR y, ‘alors C(x)= C(y) et donc yRx puisque toute classe est

xRy ou x awy.

¥ une chaine, C est un quasi-isomorphisme de I:E,R] dans [E',R'] .

En particulier, tout graphe [E,R] admet un graphe [E' ,R':\ (et un seul 3 un iso-
morphismé  pres) qui lui soit quasi-iomorphe et qui posséde.un nombre mini-
mum de points : pour le définir, il suffit de choisir les classes d'équivalence
maximales, c'est A dire telles que : x, ne posséde pas de prédécesseur ou son

1 .
prédécesseur n'a pas de successeur ; xne possede pas de successeur'ou son

successeur n'a pas de prédécesseur (f1gure2) Nous dirons alors que LE' R']
est graphe réduit de [E RJ . Il est aussi graphe réduit de tout graphe quasi-

isemorphe & LE,R] , en particulier de lui-mé&me,

Figure 2 - Classes d'équivalence maximales

—rw—
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1L5.3 Aﬁpﬁcatioh aux ramifications ; Soit ‘¥ un qua51 1somorp}uame d'une ramifica-
tion EE,R] dans un graphe [E' ,R] . Pour tout e de E, - e) est une chafne,
Il résulte alors de (1) que R'-1 i__'\P (e}
morphisme transforme une, z{a._rpification [E,R]_ex; une ramification [E‘ ,R'] .
D'apres le paragraphe L §.1., [E' R‘] est isdmorphe 3 une sous-ramifica-
tion ‘E RJ de rE Rj \{ transforme de mamére bijective l'ensemble des

est aussi une chafne, Un quasi-iso-

feuilles de [E \RJ én l'ensemble des feuilles de EE' R’ , et toute famille de

[E,R] &h une famille de LE' ,R‘ la famille des racines en la famille des
racines | la famille de'prédécesseur x, lorsqu'elle contient plusieurs éléments,
en la famille de prédécesseur ¥ (x). ¥

Soit E2 I'ensemble des pointé d'une ramification onentée LE RJ qui ne sont
pas des racires, Touti é1ément x de E possede u&prédicj”ssew; pdi“) dan E
L'application pd &st un guasi- 1s¢morphlsme de’ LE R] datis \y[E R_] , 8ion

définit R? par :

e—> (pd(x)#pd(y) et pd(x)Rpd(y)) ou (pdfx)=pd(y) et yOx)

ol O désigne l'orientation de la ramification.

szy

Pour étudier le graphe réduit (ou ramification réduite) d'une ramification

[E,R‘_{ , nous reprendrons les notations du paragraphe 1, § .2, Tout poiMnt qui
n'est pas une racine possdde un prédécesseur. Les classes d'équiv%llen*?é: sont
donc telles que % soit une racine, ou que plusieurs points couvrent s'c':)}x p:rédé-
cesseur, et que’xn soit une feuille ou soit couvert par plusieura pointa‘.Q En as-
sociant & toute classe sgn dernier point x 2 on voit qu'alors EE' R'] est isomor-
phe 2 la sous- ram1£1ca.t1on de \_E RJ formée par les feuilles et les noeuds pré-
décesseurs de plusieurs points. Si tout nceud est le prédécesseur de plusieurs
points, [_E,RT\ et

Soit une ramification [E.R]. A toht x de E, associons l'ensemble r(x) des

@L" ,R'J sont isomorphes,

feuilles qui majorent x; si x est un neeud, r(x) est la réunion des images par r
des éléments qui couvrent x, Soit E' I'enemble des’t(x). xRy entrafne r(x) 2 r(y)
Réciproquement, supposons r(x) 2 ry):: xety mworent tout §lément de

r(y), donc xRy ou yRx ; et yRx entrafne r(x) < z(y), d'od r(x)=r{y).
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s un quasi-isomarphisme de f—E R'\ dans 3]-3’ = “ . D'autre part, six a
[i un guccesseur y, r(x)=r(y). Il en résulte que Ies eléments de toute suite (x )
i . 2ok
\i: ‘ol tout x a *0 ‘pour successeur, ont méme 1mage par r: 1es classes d'équx-
i © Valence assomées 3 r sont maximales, au sens du paragraphe Le. 2. t.E', :.7]
IH “* est une rarrufzcatlon réduite de [E R'\ (1)
I':i I Construisons maintemant une nouvelle ramiﬁ&!ation quasi-isomorphe 2 [E R] L6 Piles,
] en conservant les classes d'équivalence (x PRI ) maximales ol x n'est pas 1.6.1.Définitions, Soit un ensemble E. On appelle Bil-_e_g_u_r__]:ﬂ_
| une feuille de \_E RJ,mazs en scindant celles pour lesquellesx est une feuille e S [ (e (liO’ Uys e un) d'éléments du
etnD>1 en (xl, Mo 1) et (x ). La ramification ainsi obtenue est isomor- A
i i Lt e,
phe & !E i] ou B est la réunion de l'ensemble E" des r(x) associés aux noeuds monOi_de o B n Polie ae
i x et de 1'ensemble F des feuilles de !E R] , et ol R. est la réunion de la rela- 1 ) Lo = Bagrs AN
d'incl _:) il 1 =%
tion d'inclusion dans E" et del Ea. rela.tlon d'appartenance 3 entre E' et F f 2)pour i=1,2, . ., 5
7yl . i i
uRv\ )ug\ﬁ" [(VéE" ‘et uDV) ou (v‘€F et qu)]. i LY P | aat facteur gauche de Yy et&uil =lui-].
Nous appellerons LE R] ramlﬁcatmn sous- réd\ute de tE R] ou . - u, ,est facteur gauche de P et | ui} ={u o1

Deux ramifications isomorphes ont mémesramlf:lcatmns rédmtes et sous-réduites,

s ul, ive, u_ s8ont les &tats de la pile ; le dernier
Un exernple est schématisé figure 3, . i 9 : '
' o \ ' €lément de E dans le mot u, est le sommet de 1'&tat u,
. 1 1 T Y 1

de. la pile .

'

G En anglais : stack, push-down store ; le mot de pile
) 'A
semble avoir été introduit pour la prem1ére fois

[GENUYS] :

Ramification (E,R] Ramification réduite [E'.R"] Ramification sous-
pmi k o
réduite [E,R)

Figure 3~ '
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Une pile sur l'ensemble E est donc un élément du monoide libre **

* : . ] .
d&duit de E . Le passage de w a u, peut se faire de deux manigres différentes :

a) il existe e € E tel que o= el
I on dit que i est une entrée de e dans la pile (e est le sommet de ui).

Vo
u, .=u, e
i-1 i

on dit que i est une sortie de e de la pile (e est le sommet de u 1).

Théor&me 1, 2.

b) ilexiste e £ E tel que

Soit u, un état non vide d'une pile U, et j le plus petit entier
| supérieur 3 i tel que \ujl < luil
. a) pour 1 <k <j, u, est facteur gauche de u_ ;

k

b) jest une sortie du sommet de u,.

a se démontre par récurrence sur k; b en est une conséquence,

Soit une pile U sur un ensemble E, Définissons une relation R dans 1'ensem-
ble des €léments de E qui possédent une entrée dans U :
eRe' si,et seulement si,e posside une occurrence dans tout état de U o &' enpossede ue,
R est une relation d'ordre ; nous dirons que c'est 'ordre associé 3 la pile U,

Le maximum des longueurs des états d'une pile sera appelé hauteur de la
pile,

L.6. 2. Mots 1iés A une pile , Introduisons un ensemble E disjoint de E et ayant méme

cardinal : 3 tout é1ément x de E, on associe % de E, de manidre injective ; cette
application définit comme il a ét€ dit au paragraphe 1, 3, une transeription de
o dans E*, que nous appellerons conjugaison, Soit EC la réunion de E et E,

A toute pile U=(u0,u1, RO un) sur E, associons une suite de mots sur EC de

la manidre suivante :

m_ = /N
. m, ='m, 'e, si i est une entrée de e
pouri=1,2,,.. n{ i i-1 71 i
m, = te,! siiest une sortie de e,
i i-1 71 i

Le mot m= m caractérise la pile U : nous dirons que m est le mot attaché 3 U,
Les mots m, et w représentent le méme élément du groupe libre [DUBREIL]

dont les générateurs sont les éléments de E et od l'inverse de x € E est

% € E. On montre facilement que pour qu'il existe une pile sur E 3 laquelle soit

attaché un mot donné m sur Ec’ il faut et il suffit que tout facteur gauche de m

représente le méme élément du groupe libre G qu'un mot sur E, et que m repré-

T

= 172

sente 1'élément ﬁélutre du groupe, Les mots attachés aux piles sur E appar-
tiennent au langage de Dyck sur Ec [CHbMSKY,SCHfJT ZEN’BERGER]; Nous
n' utilis.erons pa‘s ces résultats, 17

: La trace (L. 3) de m sur Ex sera ‘ap'pel‘ée mot d'entrée de la piie U. La

trace de m sur E” est transformée par conjugaison en un mot sur E, qui

sera nommé mot de sortie de la pile U,

Remplagons dans m tous les éléments de Epar un unique caractere o
n'app.artena.nt pas 2 E. Nous obtenons un I‘K‘;Ot}kqlﬁ. caractérise aussi la pile U,
Nous dirons que u.est le mot de description de la pile to/ )As‘écrit }.:(’ ).L” o1
}JU' est‘ formé uniquement de caraétéres o et ol le dernier caractere de /,L‘
n'est pas & ! caractérise aussi la pile ; nous dirons que c'est son

mot de description incomplet, La donnée du mot de description incomplet est

la mani®re la plus "économique' de définir une pile : si on choisit un éode
de longueur minimum pour représenter 67, c'est celle qui occupe le moins de
place, Pour qu'il existe une pile sur un ensemble E dont un mot dcnné),L sur
E U is% soit le mot de description, il faut et il suffit que, dans tout facteur
gauche de o le nombre d'occurrences de § soit au plus égal at hombre total
d'occurrences des .élément's de E, et que dans }Lces deux nombres soient
égaux;- Pour qu! un mot }L‘ ne se terminant pas par g 50it le mot de descrip~
tion incomplet :d'une pile sur E, il faut et il suffit que la premidre de ces

conditions soit réalisée,
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Pour préciser la manisre dont le mot de description caractérise une pile,

étant donné un mot u sur E et un mot ~) sur E U %0’} tels que tout facteur

.gauche de uV contienne au moins autant d'occurrences d'éléments de E que

d'occurrences de o~ , nous définirons u 59 par les conditions suivantes
sivV='2'@a€E),ul@V=ua; si V='gletu=v'alea €E), u B Vs= v ;
si V=V rx, erU;G‘} ,u X V= (u X 2)Rx. Alors u By =
(¢ X 9" =", si Mij est le sous-mot d'un mot de description d'une
pile U, formé des éléments dont le rang r vérifie is r< i, uJ_ =u @hj .
Signalons deux autres mots quon peut lier & une pile, bien qu'ils ne
soient pas utilisé€s dans les applications qui se trouvent dans ce travail, Soit
i une entrée d'un élément x dans une pile U. Associons-lui le plus petit entier
j(i) > i tel que| uj\ < )uif et le nombre x(i} > 0 des états Wy pour i k¢ i),
qui ont x pour sommet (c'est-a~dire tels que u, = ui),. i(i) est une-sortie de x
(théoreme 1. 2), donc | ui—l‘ = ‘uj(i)( =lui-1; l'application jest inj'eétive
car i' ¢ 1 et j(i*) = j(i) serait contraire A la définition de j. Les r(i) ordonnés
suivant les i croissants, forment un mot sur l'snsemble des entiers naturels,

que nous appellerons mot direct des poids de la pile U ; le mot obtenu en

ordonnant les r(i) suivant les j(i) croissants sera appelé mot inverse des poids

Toute pile est déterminée par le couple de son mot d'entrée et de son mot
direct des poids 1'élément x ayant pour entrée i sort au r(i)-&2me état qui

suit LA et qui possdde x pour sommet, On trouvera au paragraphe 2, 1, 3 un

exemple de pile U avec les divers mots introduits 188,

1.6 3

Pile réciproque d'une pile donnée , Soit une pile U= (uo,ul, e o un). La pile

U'=(u ,u P ul,uo) (qui est la réfiéchie de U dans le monoide libre E**)
n’ n-

sera yommée pile réciproque de U, U est la pile réciproque de U', Sii est une

entrée (resp. sortie) de e dans U, n-i+l est une sortie (resp, entrée) de e dans

U'. Le mot m' attaché A U' est le réfléchi du conjugué du mot m attaché & U :
m et m' représentent deux éléments inverses du groupe libre G, Le mot d'entrée

de U' est le réfléchi du mot de sortie de U, le mot direct des poids de U' est le

réfléchi du mot inverse des poids de U, Il résulte du paragraphe précédent qu'une

L.6. 4.

pile est déterminée par son mot de sortie et son mot inverse des poids, U et U'
ont le m&me ordre associé,

Trace d'une pile .  Soit une pile U = (uo,u . un) sur un ensemble E, et E'

1
un sous-ensemble de E, Désignons par u'i la trace de v, sur E'( L.3.). Envisa-
geons la suite des entiers qui sont des entrées dans U ou des sorties de U d'un

€lément de E' : supposons qu'il existe p tels entiers et soit jk le k-&¢me, enfin,

posons j =0, Si j ni .<jk+l’

u‘i= u'jk; si jp \< i ,\( n, u‘izu', . On passe de
par l'entrée ou la sortie d'un élément de E! ; u‘j s ul 'o; N et

u, au,
u"?k= u‘nikj\l. La suite U'= (u'j ,u’j s ves, u', ) est donc une pile sur E! ; nous
dirons que c'est la tracede U sgr E'}

A la pile U est associé un ordre R, et & U un ordre R', D'apras la définition
de R et R', 8i x et y appartiennent 2 E', xRy entrafhe xR'y, Réciproquement,
supposons xR'y ; soit i un entier tel que uy contienne une occurrence de y, et k
le plus grand entig; pour lequel jk ! 11 existe une occurrence de y dans uj p
donc aussi une occurrence de x, puisque x R'y; par suite, x a une occurrence
dans ui : xRy, R' est'donc la restriction de R 3 l'ensemble des éléments de E'

qui possedent une entrée dans U',
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1. 6. 5. Transcription d'une pile, Nous avons signalé au paragraphe 1, 3 que toute S st SRR NS TRt 6y e [ TR STE g AR sl pHizees ok

sorties, donc 2k+l états, Tout élément de E a ‘aa plus une occurrence

application f d'un ensemble E dans un ensemble E' définit un homomorphisme _
dans chacun de ces états, Ceci permettra de dire, par abus de langage, que

¢ (transcription) du monoide libre E* dans E't, d'ob un homomorphisme £oF
o PRS- g 4 i v 5 i ] " 3 N
ke 1 dans E'", Une pile U sur E est ainsi transformée en une pile sur E'"; ° 3 ] € appa::txegt 3 u‘r-’ Qi gue ui contient €, au lieu de dire que e HOGRERS ud e

> U= (f*(uo), f*(ul) S f*(un)) .

Nous dirons que la pile U' est transcrite (par £) de 1a pile U, Le mot d'entrée

currence dans .

U= (‘-1,}, LI un)
sq La réciproque d'une pile simple U est une pile simple U'; l'ordre d'entrée

et le mot de sortie de U' sont les images par f* des mots d'entrée et de sortie | v SERDARE) SN | pat -l Lol feafhes Reriigmulp (resp. dlentrée) de U.

de U, La trace sur un sous-ensemble E' de E d'une pile simple U sur E est une pile
5i, ainsi qu'on a associé & E un ensemble E, on associe 3 E' I simple U' ; les ordres d'entrée et de sortie de U' sont les restrictions 3 E'
de conjugués E', et si on prolonge f & E par f(x) = f(x & est prolongé 3 E* fiely TR FER{RAS A6 da vomis He
et 1e mot attaché 2 U' est l'image par = du mot attaché & U ; de méme, si . i Foue pile ot tepcrfte {1 6. - pab il atEaRRg R0 Ca SRS e
on prolonge fpar f(6) = &, le mot de description et le mot de description pile sur un ensemble E, et n la longueur de son mot d'entrée : l'application
incomplet de‘ U' sont les images par & du mot R T L f qui assocxe a l'entier i (0 \-< ﬁ-l) 1'élément de E dont i est occur-
cription incomplet de U, rence dans le mot d'entrée de U, défuut une transcription f** qui transforme
Lorsque f est urebijection, &= ot £5F sont des isomorphismes, Nous dirons en U une pile simple sur l'ensemble des entiers defan-1, Del cette propriété
alors que les piles U et U sont ISOmorphes Notons encore que, si v vient l'importance des piles simples, Nous y reviendrons au cjhapitrei 3. Si
application de E' dans E", (g o f) n gﬂ o &% ) une pile simple U est transcrite d'une pile simple U', U et U' sont i.sornor-
L 7, Piles simples, phes, f .

D_éfﬂl_tlﬂ Unel pile U sur un ensemble fini E est simple lorsque tout élément x
Soit U une pile simple sur un ensemble E. Désignons respectivement par

de E possdde une entrée et une seule d.
ans U,
1 3 1 > %
Tout élément de E posstde une occurrence et une seule dans le mot d'entrée E{ed et o) Hedinbe o la soctie Sfaiiment &'l o apiidiviant iux
d' . états u,, tel i
une pile sunple sur E : l'ordre de ces occurrences détermine un ordre total i ul’ - iR Efe) é : < o ()
Pd E d
ans i, que nous appellerons ordre d'entrée de la pile simple. Le mot m <4 b 3
et & eux seuls; L'ordre associé &-la pile U (qui est ici défini dans l'ensemble

attaché€ A une pile simple représente 1'élément neutre du groupe libre G défini Sl R
E lui-mé&me) vérifie donc :

eRel &= tle) LE(e') et "ale') & o (e):
Théordme 1. 3. . e Re! — ePe' et é'Se

Nous déduirons de ce théoréme une expression de S en fonction de R et P,

au paragraphe 1, 6, 2 ; il contient une fois et une seule chaque €lément de E,
donc une fois et une seule chaque élément de E Il en résulte que le mot de
sortie d'une pile sxmple sur E contient une occurrence et une seule de tout
€lément de E et définit de méme un ordre total S dans E, qui sera nommé

ordre de sortie de la pile, et une expression de B en fonction de R et S,
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Théor&gme 1, 4, eSe' &> e'Re ou (ePe' et eRe')

g . [QEERETE i I M !
En effet, gréice au théoréme 1.3 , les propositions suivantes sont équivalentes

¢'Re ou {(ePe! et eRe'}

(e"Pe et eSe') ou [ePe et(ePe ou e Se)l
{e"Pe et eSe') ou (ePe' et e Se) '
(e'Pe et eSe') ou (ePe' et eSe' et ez=e')
"eSe et (e'Pe ou e Pe) .

eSe',

Cn a utilisé le fait que P et S étaient des ‘ordres totaux,
" La démonstration prouve d'autre part :
Théoregme 1. 5. Stant donnés une relation I et un bidra tot::\l P, il existe
au plus un ordre'total 5 tel que’ ‘
‘ eRe'

e Pe'

&= ePe' et

—
11 suffit d'appliquer le théoreme 1.4 2 la pile réciproque de la pile

e'Se,

Théor&me 1, 6, eRe' ou (eSe ete'Re)

simple étudiée : son ordre d'entrée est S-l, son ordre de sortie P-l, son
o.rdz'e' associé R, '

De plus, étant donnés une relation R ét un ordre total S, il existe au
=

Soit maintenant un é1ément e de B, i= & (e), j= ¢ (e). D'apreés le théo-

plus un ordre total P tel que eRe' ePe' et e'Se,

‘réme 1, 2, pour i \<I T < u; est le facteur gauche de v _qui se termine

k
o -1
par e, Pir définition de R, l'ensemble R (e) des minorants de e pour la

relation R est l'ensemble des &léments de . Sie' et e'" sont deux mino-
rants de e et si e’ précéde e' dans e, e'est donc un minorant de e,
Théoremé 1,7, Soif R la relation d'ordre associée 3 une pile simple U sur
un ensemble E, et e un élément de E, L'ensemble des R-minorants de E est
une R-chafhe ,' et la suite de ces minoraﬁts, ordonnés par R, est le facteur
gauche se termina‘mt'par:e de tout &tat de la pile U qui contient e,

Le théordme I, 7. ¥a nous permettre de rapprocher leé‘nm‘:ionsbée pile

simple et de ramification, Les théoremes 1, 3 , L4 et 1.6 ‘vp!rouvént que
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si on donne deux des ordres R,P,S, le troisitme est déterminé, Nous mon-
trerons que ces ordres déterminent la pile, autrement dit, qu'il existe au
plus une pile simple posstdant un ordre R pour ordre associé et un ordre
total P pour ordre d'entrée : cette démonstration sera faite au paragraphe
2.2 ot on donnera un algorithme de construction d'une telle pile, Nous étu-
dierons ensuite (2.3 et 2, 8) 2 quelles conditions un ordre R et un ordre total
P, ouun ordre P et un ordre total S, ou deux ordres totaux P et S sont effec-
tivement l'ordre associé et l'ordre d'entrée, ou l'ordre associé et l'ordre de

gortie, ou l'ordre d'entrée et l'ordre de sortie d'une pile simple,
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CHAPITRE 2

Piles simples et ramifications

2. 1, Pile attachée 3 une ramification, Pile strictement attachée & une ramification

orientée,

2. 1. 1.D'apres les théorgmes 1 1| et 1.7, si R est la relation d'ordre assoc¥e 3 une

pile simple U sur un ensemble E, [E,R] est une ramification, De plus :

(PR1) si x a pour entrée j, ou bien uj-l est vide et x est une racine de [E,R:] 9
ou bien le sommet de u.j_1 est le R-prédécesseur de x ; dans les deux cas,
x n'a pas d'entrée inférieure 3 j
(PR2) &i x a pour sortie J, tout élément dont x est prédécesseur a une entrée
infe‘r_ieure & j (car si k est cette entrée , % doit appartenir 3 uk) .
(PR3) toute racine de [E,R] possede une entrée dans la pile U,

Inversement, soit une ramification [E,R] . Montrons que les piles U sur
E qui satisfont 3 ces trois conditions sont simples et que R est la relation
d'ordre qui leur est associ€e. Toute racine posséde une entrée dans U, Par
récurrence sur le nombre des minorants de x, il en est de méme pour tout
point x de E; car si le prédécesseur de x posside une entrée, il a aussi une
sortie j, puisque le dernier état de la pile est vide ; d'aprés PR2, x a une
entrée inférieure & j, D'autre part, d'aprés PR1, tout é1ément possdde au
plus une entrée : U est une pile simple, Une relation d'ordre R' lui est

associ€e; D'aprds le théoréme 1. 7 et la condition PR1, si un élément
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de E est une racine de {E,RZ‘\ , c'est aussi une racine de EE,R‘] , et
sinon il a un prédécesseur pour R, qui est aussi son prédécesseur pour R',
Les relations R et R' sont confondues.

Ainsi lorsque ‘\'_E,R] est une ramification, les piles simples U auxquelles
la relation d'ordre R est associée sont les piles qui satisfont aux conditions
(PR1), (PR2), (PR3), On dira que ces piles sont attachées 3 |E,R] ,

- L'ordre d'entrée et l'ordre de sortie d'une pile attachée a [E,R} ‘sont, par

définition,un ordre d'entrée et un ordre de sortie de la ramification fE,R:] R

ces deux ordres seront dits associés Si une pile simpleestattachée a une
ramification, la pile réciproque l'est aussi : les ordres de sortie d'une rami-
fication sont les inverses de ses ordres d'entrée, Les piles attachées & une
ramification I:E,R] ont toutes mé&me hauteur, le nombre maximum de
R-minorants d'un point de E : on appelle ce nombre hauteur de la ramifica-

tion,
Les conditions (PR1), (PR2}, (PR3) conduisent & un algorithme de cons-
truction des piles U attachées & une ramification (E, | )= \-_E,R—J g
a) u = AP

b) lorsque uj n'est pas vide et a pour sommet e :

1
- si tout point de |~ (e) possede une entrée inférieure 2 j, jest la
sortie de e ;
- sinon, on choisit un point y de |  {e) qui n'a pas d'entrée inférieure
aj:jest 1' entrée de y,
c) lorsque uj_1 est vide
- sitoute racine posstde une entrée inférieure 3 j, uj_1 est le der-
nier état de la pile ;
- sinon, on choisit une racine y qui n'a pas d'entrée infériaire 2 j :
jest 1' entrée de vy,
3.4.2.Cet algorithme prouve l'existence, pour toute ;‘amification, de piles sim-
ples qui lui sont attachées, L'une d'elles est déterminée lorsqu'on impose
1'ordre dans lequel entrent les §léments d'une mé&me famille, c'est-a-dire

lorsqu'on oriente la ramification : ainsgi, i toute ramification orientée; on

Skl ki
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associe l'une des piles %:1: lpi sont attachées, et qui sera dite strictement
oo da Mmsur foanmlbe wkand [ [P 39

telle dduna
attachée i cette ramification orientée 3don appelle ordre d'entrée et ordre

de sortie de la ramification orientée 'ordre d'entrée et l'ordre de sortie

de la pile simple qui lui est strictement ‘:itt;chée. Réciproquement, on a
vu que toute pi‘le simple U est attachée & une ramification [E,R] ; son
ordre d'entrée (ou de sortie) définit une orientation de [E,R—\, grice a ses
restrictions aux différentes familles; U est strictement attachée 3 la rami-
fication [E,R:] ainsi orientée, La pile réciproque de U est d'ailleurs stric-
tement attachée 3 la mé&me ramification, mais munie de l'orientation inverse,
L'algorithme prouve aussi que les piles simples strictement attachées 3
deux ramifications orientées,isomorphes par une application \f, sont trans-
crites par (f (1.6; 5i ) g?..donc aussi isomorphes,
Théoreme . 4. 'I:oute;pilejsimple est strictement attachée & une ramifica-
tion 'dfiéxit;‘:e'luz;ique : la pile et la ramification ont le méme ordre associé,
A deux ramifications orientées isomorphes sont siérictement attachées des
piles simplés isomorphes, Lard

Une ramification orientée. est dent définie par le mot attaché m, ou le
mot de description \.T , ou le mot de description incomplet ‘[.7' de la pile simg
qui lui est st'ricéement“atta.ché_e g ’p". donne une représentation qui occupe un
minimum de place, Elle est aussi définie par le mot d'entrée et le mot
direct des poids (ou le mot de sortie et 'le mdt inverse des poids) de sa
pile attachédhpag "poids” r(i) Asebcid® 1t6manf x Whrid el {6, 2 ) est
le nombre de points de la ramification dont x est le prédécesseur, Le mot
direct (ou inverse) des poids, seul, détermine une ramification orientée
2 un isomorphisme pres (cf. [GORN, 1]). Dans les matrices qui repré-
sentent une ramification orientée (1.4.3), on peut adopter l'ordre d'ent¥ée
pour ordre des noeuds, [IVERSON] qualifie de "gauche' cet ordre et les
matrices ainsi construites, Le lien vertical x' de x, s'il existe, suit alots

x : dans la matrice d'enchafnement, il suffit d’indiq{ler son existence,

gl .
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La connaissance de la pile strictement attachée & une ramification

orientée permet de résoudre facilement les problémes suivants :

-‘%echerche dés pri F1i d\. prédécussLuf”dorm détermination des

fanulles ordonnées suivant l‘orlentatmn, construction de la matrice associée,

- construction de la matrice d'enchainement ol les points sont or-
donnés dans l'ordre d'entrée ; cette matrice peut &tre aisément obtenue &
partir du mot m attaché 3 la pi,le : 8i dans m l'occurrence de x est suivie
d'une occurrence d'un élément x‘ de E, x' est le premier élément de [ (x)
(lien vertical de x), sinon l—(x) eat vxde ; sil'occurrence de X est suivie
d'une occurrence d'un élément x” de E, x'" est le successeur de x dans sa
famille (lien horxzontal de x), sinon x est le dernier élément de sa famille,

- constructmn de la matrice des index ol les points sont ordonnés
par t'ordre d'entrée : on place dans’ la pile, avec ;ixa.que élément, son rang
dans sa famille, .

- recherche des minorants d'un élément donné : tout état o de la
pile est le chemin de la ramification qui a une racine pour origine ¢t pour
extrémité le sommet de . Pour que les piles attachées & une ramification
ne possddent aucun état, sauf le premier et le dernier, qui soit vide, il
faut et il suffit que cette ramification soit une arborescence : la premidre
éant.rée et la dernidre sortie sont celles de la racine de l'arborescence,

Soit une ramification orientée [E,R.] , x un de ses points, U la pile
strictement attachfe, Les majorants de x constituent une sous-awscuscemte

%&;‘th [Elﬁ]l o\cm % ‘,\M:t

orxenter cette arborescence par la restriction de 1'orientation de LE R]
La pile U qui lui est alors str1ctement attachée est construite par 1'algo-
rithme mdlque plus haut : ses e;a.ts non vides sont les facteurs droits qui
com:nencent pa.r x des états de U dont les mchces sont compris entre l'en-
trée et la sortie de x. Le mot m attaché ?3, U est 1'intervalle Lx x\ du
mot m attaché 4 U, Il en résulte qu'il est fac11e de traduire sur les mots

m des opérations telles que le transfert d'un sous-graphe dans une arbo-

2, 4.3,

e

rescence ou le produit d'arborescences définis par EPICA.RD} . Notons
d'autre part que R(x) est formé des §1éments de E dont une occurrence se
trouve dans m = [_x,i] s

Construction de la pile U strictement attachée & une ramification orientée (E,,

Lorsque la ramification donnée st une arborescence,1'algorithme indiqué plu
haut se simplifie, car aucun état de lapile n'¢stvide, sauf le premier et le dernier,
Dans le cas général, nous compléterons la ramification en une arborescence
par l'introduction d'une racine A (L&4.]) : les racines de la ramification
donnée forment alors ¥ ( A R ..;u.pposons que pour tout x de E U { \]
on donne le mot ¥ (x) du monoide libre E* L'algorithme qui construit la
pile simple U est décrit par l'organigramme de la figure 4 e désigne

le sommet de la pile,

entrée du premier |
élément y de ¥ (e)
et enlever y ) i

Figure 4

¥

Exemple (figure 5) :

¥ ()

E 'Rl
Y@ =N
¥k)  =tca Vo
Y@ = A ; i
¥@) =igh
¥ (f) = N
¥le) = A
% (h) = N Figure 5
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! entrée de A dans UI

Etats successifs de la pile : entrée dans U' de F

et des &léments de §(e)

f g ) U= 3
R Ll A o MOVER e ] | 4 |
- T s e da .4 d.d4 4 4 4 3 | L
e, 11 { ' - ,e"z#)
a » b b b b b.b b b b b ' 7 N:

I oul ON
LAV E N A A D ATA DT A A B A ]

[

sortie de U'" et

entrée dans U du

U Uy Uy By g U oo Ugo Mg W W Mz Y3 Yy Ws
NON Ut

sommet de U"

Ordre d'entrée P : a,b,c,d,f;g,h

tie d
Ordre de sortie S : a,c,f,g,h,d,b. sortie des

sommets

de U et U"

Mot attaché 3 la pile strictement attachée 2 la ramification orientée :

m=aibccdffgghhdh,
Mot de description : P' =a0becydforgoha o,

A Figure 6
Mot de description incomplet : F' zagyvbegdiggah —_—

Mot direct des poids : 620 300 0.
. : Pour l'exemple déja étudié plus haut, on a figuré au dessus de chague état
Mot inverse des poids : 00 000 3 2.
il X i 3 de U un état correspondant de U"
d. Ay, Modification de 1'algorithme.  Pour construire la pile U cherchée, on

peut utiliser une pile auxiliaire U' sur lensemble dés ¥ (x) : u’i contient

les ¥ (x) associés aux x de u, (cf. paragraphe 1.6.5 : U' est une pile ! roF
transcrite de U); quand x entre dans U, ¥ (x) entre dans U\ g & & +
D'autre part , pour éviter que ¥ (x) ne devienne vide, on peut le ¢ & h h h h nh &
terminer par un signe auxiliaire % : quand x sort de U, y (x) qui se a L d a a p) + L o s + n
réduit 3 3=, sortde U', Il est en réalité plus commode de remplacer
b b b & & &£ £ £ * F F ¥ &
U' par une pile U" sur £ U { '-f:} , en faisant entrer dans U", lors-
+ 0+ % *+ 9+ £ * ¥ £ 4+ £ ¥ F ¥ %

Nt
que x entre dans U, = et, dans l'ordre, les éléments du mot réfléchi \6 (x) de

¥ (x). La figure 6 décrit l'algorithme ainsi obtenu; e et &' désignent les

sommets respectifs de U et U", Une justification directe de cet algorithme

sera donnée au paragraphe d.9 . 1, £ g h
@ a é d d d d d
a b b b b b b b b b b b
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On peut encore modifier 1'algorithme : on teste si 1'élément e" qui va sor-
tir de U" est une feuille } dans ce cas; il sortira de U dis son entrée ; sinon,
le premier élément de b(e") entre dans U aussitdt aprés e''; il est inutile de
le faire entrer d'abord dans U", En particulier, dans le cas d'une ramification
binaire, c'est-a-dire d'une ramification olt, pour tout nesud x, X(x) a pour
longueur 2, la moitié seulement des points entre dans U,

Il est plus facile de construire la pile U si la ramification est donnée par
une matrice d'enchafnement : aprés l'entrée d'un élément x entre son lien verti-
cal ¢'il exigte, sincn x sort; apres la sortie de x entre son lien horizarial

s'il existe, sinon se produit une nouvelle sortie,

2. 15, Piles attachées 3 un graphe quelconque. On peut étendre 3 un graphe quelcon-

que la notion de pile attachée & une ramification, en partant de l'algorithme
de constyuction (2. 1. 1). Nous disons qu'une pile U sur un ensemble E est atta-
chée 3 un graphe (E, ™), si elle possede les propriétés suivantes :
a ) lorsqu'un état uj_1 de U n'est pas-vide et a pour sommet e :
- si tout point de (" (e) posstde une entrée inférieure 3 j, jestla sortie de e ;
- sinon, j est l'entrée d'un point de {"(e) ne possédant pas d'entrée inférieure
aj.
b ) lorsque uj_ est vide

1
- si tout €lément de E a une entrée inférieure 3 1] uj est le dernier état

de la pile ; :
- sinon, j est une entrée d'un élément qui ne possede pas d'entrée inférieure
aj.
Toute pile attachée 2 (E, () est une pile simple sur E, Elle ,est attachée 3 une
ramification qui possdde les m&mes points que (E,M) et en est un graphe partiel‘
On pourra trouver dans [EMOND] des applications de cette notion & la déter
mination de la fermeture transitive d'une relation ou des chemins élémentaires

13

d'un graphe,

(1) Un graphe partiel de (E, I* ) est un graphe (E, (™ ') tel que, pour tout x de
E, 7 (x) contienne T° Y(x) EBERGE] .



32)

2. 2, Construction d'une pile simple connaissant son ordre associé et son ordre

d'entrée.
2. 2. A Soit une pile simple U sur un ensemble E, R et P son ordre associé et son
ordre d'entrée. Au passage de uj_1 a uj, deux cas sont possibles :
a) j est I'entrée d'un élément z, qui est le premier élément (dans
l'ordre P) non encore entré,
b) le sommet de uj_1 sort de la pile,
a se présente lorsque uj_1 est vide, et b lorsque tous les éléments de E
sont entrés, Ecartons ces deux possibilités, et soit ¢ le sommet de uj-l’
z le premier élément non encore entré, Dans le cas a, eRz (th, 17), Dans
le cas b, la sortie de e précede celle de z : €Sz ; comme e 5= z, e Sz n'est
pas compatible avec e Rz (th, 1.4 ); donc eRz, Ainsi, pour que z entre
dans la pile, il faut et il suffit que eR z,

Pour éviter le cas uj-l vide, on compléte la ramification [E,R] en une
arborescence en lui adjoignant une racine A (paragraphe L¥A) : O estle
premier élément & entrer, D'autre part, pour que la dernidre entrée mar-
que la fin du processus, on introduit un nouvel élément ¢ tel que

(VxEE) (xR et xP Q) et AR .
A l'entrée de ¢, tous les éléments de E sont sortis ; le déroulement de

V'algorithme est terminé, Cet algorithme est schématisé sur 1'organigram-

entrée }

e
j
NON\‘" z =0¢U ) sortie

!

me, figure 8,

Z
NON

Figure 8
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L'étude faite prouve qu'il existe au plus une pile simple ayant un ordre

assoc1§ R etlu.n ordre d‘entrée P dcnnés. - JRRI A
' ‘O;';l‘pezl(t. ﬁtthser cet algorithme pour construire la pile strictement attachée
4 une ramification orientée ‘E RJ dont on donne la matrice des index ou les
'pomts sont ordonnés par P, Alors e Rz équivaut & : l'index de e est un

‘ facteur gauche de l'index de z ; pour que z entre, il suffit {etilfaut)d'ailleurs que
son index soit plus lopg que celui dee, car llindex du premier élément qu

entre aprés la sortie de e a une longueur au plus égale & celle de 1'index oz ¢

Z 2. 2 Etude des couples (e,z) sur lesquels porte le test. Il s'agit des couples tels

qu 'il ex1ste un entier j pour lequel e est le sommet de uJ a et z 1'é1ément dont
1'entrée est la plus petite, supérleure ou égale & j, Alors i
a)ePz et ezz; . oy
b) .vsoit v Gij e,z { ;. & {v) <j d'aprds la définition de z ;
G (V) < j car sinon v appartiendrait a uj-l et il en résulterait
vRe (th, 1. 7), qui contredit e Pv et esv (th, 1. 3 ); d'autre part,
5 (e) 2 J s+ d'ouvSe, et donc eRv {th, . 3 ).
¢) ov) ¢ (z) : vSz; par suite vR z,
) Réci_.proquement, soit un couple (e,z) d'éléments de E, tel que :
CTePz et ez et (Vv&]ez[ (eRv et vRz)
‘Si l‘interv‘al‘le 1Pe zL n'est pas v1de soit J -11la derni®re sortie d'un de ses
élém‘ents‘ v L'entree de z est supéneure ou égale 3 j, car sinon on aurait

£ (V)< £(z) < o (v), dot vR z

supérieure ou égale & j. e se trouve dans Uy car e Rv(th L.7); le som-

; llentrée de z est la premidre,

met e' de u, vér1f1e donc eRe', doi e Pe' : e'nepeut. :. &tre que e,
Theoréme 2 . Pour qu'un couple (x,y) d'éléments de-E soit un couple (e,z)

wumkm dans l‘algorxthme du paragraphe 12 A, il faut et il suffit que
xPy et x#:y et Vv&} *¥,7L) (xRv et v R¥),

.5, Cond1t1ons sur 1’ordre assoc1é et 'ordre d'entrée ou de sortie d'une pile simple.

bR ‘3 A. Théoreme 2. 9% . ~ Soit P un ordre total et R une relation transitive dans un
' ensemble fini E, _EPo‘t‘xr“_qu'il existe une pile simple.dont P soit l'ordre d'entrée

et R llordre associé, il faut et il suffit que, pour tout x appartenant 3 K, R(x)

Aip,
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soit un P-intervalle ayant x pour premier élément, Cette pile simple est

alors unique, ar 4o

Nous avons vu au paragra.phe 2.4.0 quesi m est 1e ~mot a.ttaché 3 une

. pile simple suy Uensemble E, pour tout x de E, R(x ) est l'intersection avec

E de l'intervalle \Lx,i:]= du mot m. Comme le mot d'entrée gst la trace de
m sur E, R(x) est un intervalle du mot d'entrée possédant x pour premier

élément,

Réciproquement - soit un ensemble E muni d'une relation transitive R

et P un ordre total sur E, tel que pour tout x de E, R(x)} soit un P-'intervagle\

LY

ayant x pour premier élément, Construisons une ﬁle simple U sur E dont P
soit l'ordre d'entrée, en utilisant l'algorithme du paragraphe 2,2,4: au pas-

sage de uj 1'§,Iu_’désignop§ paxl'(z.l‘e premier élément de E {dans l'ordre P)

non encore entré dans la pile, s'il existe de tels éléments, et soit e le
sommet de uJ 1 si uj 1 'est pas v1de,

) lorsque LF 1 1 n 'est Pas vide et que z exlste ;,

s1 e R z, 2 entre dans uJ N
si e R z, e sort de la p11e ]

b} lorsque uJ 1 ‘est pas vide et que z n'existe pas, e sort de la pile ;
c) lorsque '..1.i | est.vide :

est le dernier

si z existe, il entre dans u,; si z n'existe
; j 3

pas, u, état de la pile,

j-1
Soit R' l'ordre associé a la pile U. Si y couvre x pour la rglation R',

il existe un entier jtel que x soit le sommet de uj ; &t due j soit l'entrée

. dey, et donc X R, Y Par suite, puisque l'ensemble E est fini et gue la

relatlon R est trans1t1ve x R'y entraine x R Ve

D'a.prés 1a partie dlrecte du théoréme , R'(x ) est un P,-igter,vaue dont x

est le prermer €lément, Il en est de mé&me pour R(x) et de plus R'(x) est

L
contenu dans R(x). Sile dernier elément de E pour l'ordre P ap;parnent é
R'{x), R'(x)= R(x) Sinon, soit y le successeur, pour l'ordre total B, du der-
si v appartient au P-intervalle ,Jx v

,pier élément de R'(x) : , xR'v mais
, ; - ¢

donc un couple

xy)e

(e, z) pour la pile conetruxte ; comme xR'y, % gort de la p11e lors de sa

v R'y puisque x ﬁ' ¥ D'aprés le théoreme 2, 2

comparaison avec y: d?'n; xRy, Les intervalles R{x) et R'(x) sont encore

confondus, R est l'ordre associé & la pile construite,

(’. s3112-

2.9, 3,
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_l Llunicité de la pile 81mp1e ayant un ordre assocnS et un ordre d'entrée
donnés a été démontrée au paragraphez G I vl

L'otdre de sortie d'une pile sirhple est 1‘1nverse de 1'ordre d‘entree de' la

pile sitnple réciproque; Et une pile s1mp1e a méme ordre associé que sa réci-
proque, D'ol :
Théoreme 2.4 ..

ensemble fini E, Pour qu'il existe une pile si mple dont S soit 1'ordre de

Soit S un ordre total et R une relation transitive dans un

sortie et R l'ordre assoclé il faut et il suffit que, pour tout x appartenant

a E, R(x) soit un S-intervalle ayant x pour derniér élément. Cette pile simple

est alors unique,
La condition énoncée au théoreme 2.% (resp. é‘h ) est aussi nécessaire et
suffisante pour que ‘LE ,R:i soit une ;émification et que P {resp, 5) en soit un
ordre d'entrée (resp, de sortie),

&

Une premidre conséquence est que si y est un"nceud d'une ramification

-2
qui ont y pour prédécesseur, dans l'ordre d'orientation, le P-intervalle R(y)

- R(xn):

EE,R_) orientée, d'ordre d'entrée P, et 81 x_,%_, ... X sont les points

est formé de y suivi de R(x le premier é1é-

1) , puis de R(xz)
ment de R(x,) est % le dernier n'a pas d'autre R-majorant que lui-mé&me,
car chacun de ses R—majorapts devrait appartenir 3 R()gi) : c'est donc une

feuille; la premidre feuille f de R(y) est aussi la premidre feuille de R(xl) £

en répétant ce raisonnement, on voit qu'il existe une suite 25, 25X

i cés
& Br z soit le premJ.er dans 1’ordre d'orien-

Sx_ {théoreme

z -f telle que, pour 1 <
ta.tmn, des €lé ments qui couvrent zZ; g
L4);

de y; dans l'ordre S, le dernier élément de R(xi) est x et le premier est

On a aussi XIsz. do

1), suivi de R(xz), e R(xn) et

le S-intervalle R(y) est formé de R(x

une feuille, Ces résultats étaient d'ailleurs presque évidents d'apres la cons-
truction de la pile simple strictement attachée A une ramification origntée (2.1}

Dans les paragraphes suivants, nous tirerons d'autres conséquences des

théoremes 2.3 et . 4 .
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& .4 Ordres d'entrée et de sortie d'une ramification et de ramifications qui

Tui sont simplement liées;

A Y L Sous-ramifications, Soit Pl la restriction d'un ordre P d'entrée d'une

ramification [E,RJ 4 une sous-ramification [EI,RJ ; P et R vérifient
1thypothése du théoreme 3,4 , donc P1 et R1 la vérifient aussi : P1 est

un ordre d'entrée de [El’Rl:f . Une orientation O d'ung r;gmif,ication
[E,R] détermine donc une orientation O1 de chacune de ses sous-ramifi-
cations [El,RJ , de manidre que llordre d'entrée de [EI,RL] orientée
par O1 soit restriction de l'ordre d'entrée de I:E,R} orientée par O,

On fajt le m&me raisonnement pour la restriction 3 E1 d'un ordre de
sortie de l__E,R] . I%e plus, d'gp}'és le théordme 1.4, les restrictions de
deux ordres d'entrée et de sortie de |:E,R] associés sont pour.

I:EI'RIJ des ordres d'entréeé et de sortie associés,

Les traces (1.6, 4) des piles simples attachées & ‘[E,R] sont des piles
simples attachées 3 [EI'RI] . [EI’R1] peut avoir d'autres ordres d'entrée
ou de sortie que legs restrictions des ordres d'entrée ou de sortie de [E,R} i
Autrement dit, une pile simple attachée X [El ,.R]} n'est pas toujours la
trace d'une pile simple attachée a EE,R] #

Exemple : E :{a,b,c,d‘} ; aRb,aRec,a R d, b,c,d, sont des feuilles
de [E,R}.; E, :{b,c,d} . bdc estun ordre d'entrée de [EI’Rl:] , mais
ce n'est la restriction d'aucun ordre d'entrée de [E,R] .

Supposons cependant que toute famille de [El’Rl ] soit contenue dans
une famille de [E,RJT ., L'orientation O de I:EI,RJ déterminée par une
orientation O de [E,RJ est alors la restriction de O & E, et {EI,RIJne
possede pas d'autre orientation, donc pas d'autre ordre d'entrée (ou de
sortie) que les restrictions A E1 des ordres d'entrée (ou de sortie) de [E,R] .

Soit par exemple une ramification orientée (E, ¥ ), réunion horizontale
(L4, 2) de (El, 2{1) et (Ez, 2‘2)’ P,P, P,

ces trois ramifications orientées, L‘orientatioxy‘oi de (El. 3 1) est la res-

les ordres d'entrée respectifs de

triction & E1 de l'orientation O de (E, % ), don¢ P, est la restriction

1
de P a E1 ; de méme P2 est la restriction de P 3 EZ' Comme, dans llordre

2.4. 3. Transformation par quasi-isomorphisme,
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' P, toute racine de (El’ 1};) précdde toute racine de (EZ, \(Z), d'apres le
théoreme 2.% , tout élément de E1 précede tout élément de EZ.

On fait le méme raisonnement pour les ordres de sortie,

2.4, 2. Ramifications isomorphes, 5i P est un isomorphisme d'une ramifica-

tion [E,R:I dans une ramification [E',R’] R les ordres d'entrée de
{E',R] sont les ordres. P' tels que

P P ply) == xPy

ot P est un ordre d'entrée quelconque de {E,R]" . Les ordres de sortie
s de (E' ,R'} sont définis par ’

U9 s Ply) &= xSy

ou § est un ordre de sortie de Y_E,R:\ . SiPet S sont associés, il en est
de méme pour F' et §'. D'ailleurs P tralxjmcrit {(1,6. 5) les piles attachées
3 "[E,R] en les piles attachées a [E' ,R‘l . .

Soit ‘¥ un quasi-isomor-

phisme d'une ramification ES,R.] dans une ramification \-_E' ,R'.]. [._E' JR']
est isorhorphe A une sous-ramification [EI’RI] de [E,R] ;4 tout W(x)
de E', cet isomorphisme associe x, de E, tel que ‘-?(il) = P(x). Alors,
si P est un ordre d'entrée de \;E,R} , P' défini par
Y P Wy) == xPy,
est un ordre d'entrée de Y_E' ,R'j . D'autre part, lorsqu'un élément u
de E-a un successeur v pour la relation R, v est aussi successeur de u
pour l'ordre d'entrée P d'apres le pa'.tagraphel.s. 3, Par suite, les
classes de la relation d'équivalence définie en 15 2 sont des P-inter-
valles ; %1 gt Xy, et y sont.fquivalents, Donc
x P A == xPy ou x1=‘yn1 e xPy ou Y(x)= ¥y

Il en résulte
(3) Yx) P Yly) & =xPy ou W)= Wy

" Ré&dproquerrert ; soit P' un ordre d'entrée de [E',Rﬂ . Montrons qu'il

existe un, et un seul, ordre P d'entrée de |E,R) , qui vérifie (3).
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Nécessairement, pour un tel ordre F :
- .].orsque W(x) # Yly), x Py dquivaut a ‘-‘gx) P Ply)
- lorsque P(x) = P(y), x P y ‘équivaut 3 xRy, d'apres la forme
des classes de la relation d'équivalence définie en L §. 2.
Il existe donc au plus un ordre P répondant 3 la question, défini par :
xPy &= W#F V) et WP W] ou
g (#6) = @b) e xRy)
1Cette .rellvat.il.éln 1:; ;sl~;é£lexiyé et antis‘ytpé‘it{iquq R el.l’e' et transitive :
en effet; suppggons xPy et yPz : .
a) W)= Wy)=""Fz) ":xRyetyRzs == xRz;
Tb) P E Y £ PR s ]
GE)P g () et QP Y(z) == ()P Y(2);
) W)= Yy £ W) W) #F W) et L) P P ()
4 Y # Wy = Wz) : Yx#F fl) et PP W)
Deux éléments sont toujours comparables car ona vu (L §. 2) que les
classes de la relation d'équivalence associée au quasi—isomcrphisr?:e
&taient des R-chafnes, P est un ordre total, On voit aisément que P 'véri-
fie (3).
D'autre part, \
xRy =—= )R W(y) e Wla) W {\P-
Par suite, d'apreés la définition de P, xRy entraine xPy. Enfin
xRy et xPzPy —==  FER' Y(y) et )P ()P P(y)
= YR 9(2)
== xRz ou (zRx et Y(x)= ¥(a))

Mais zRx et:ng sont incompatibles si x##z, donc (xRy et xPzPy) entrafne
%Rz, P est un ordre d'entrée de [E,R” (théoreme 2. % ).

La correspondance entre les ordres d'entrée P et P' montre que toute
orientation O de EE,RJ détermine une orientation O'de i}:' ,R‘] , et inver-

sement ; si xOy, ' (x) et (y) appartiennert 2 1n m&me famille, et

P ()0 @),
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Puisque les ordres de sortie d'une ramification sont les inverses de“
ses ordres'd'entr‘ée, si S est un.ordre de sortie de ];E,R] , Hordre S'
défini par - ) R T RN
(4) st W) &= xSy ou - @)= ¥ly)
okt B5 oddrer delsbEticide [E',RT . Siles ordres Pet S sopf associ€s,
P' et S' sont associés, Réciproquement, si S' est un ordre de sortie de
“[E'.RT] , 1a'relation S définie dans E par .. ...

xSy &= (P)F ) et LS Ply) ou
(¥ (x)= Ply)et yRx)

est un ordre de sortie de {E,R} qui vérifie (4), et il:n'en existe pas
dlautre, o
Tout ceci s'applique en particulier lorsque @E' ',R'j est ramification ré-

duite (ou sous-réduite) de LE,R:I_ . Si ]:E,R-_i est orientée, on en déduit

uné o¥ientation de f_i‘l' ,R‘] et on définit ainsi les ramifications orientées

réduités (ouw sous-réduites) d'une ramification orientée donnée : ces

ramifications orientées sont toutes isomorphes,

2.€ . Ramification d'intervalles.

2.4, Soit un ensemble G, q un ordre total strict de G et E un ensemble fini
dlintervallds de G tel que :
(VX € E)(VP € B) (A & Pou pCl cuX NP =g
{E, :_ﬂ est une ramification car
AD ¥ et p2E = ANP # ¢ == ADPoaf
On peut la compléter en une arborescence en adjoignant G & 'ensemble E,
Lorsque ™ et f3 appartiennent 3 E, on dira que « précdde 3 si les
intervalles o et 3 sont disjoints et si un élément de o4 précgde, dans
'ordre q, un €lément de (?) (donc tout élément de « précdde tout €16~
" ment de @ ), Définissons la relation :
O(Pl(‘?i =S ¢(;_‘ﬁ ou { précede ﬂ.
P ést une relation réﬂei\:‘%ve et antisymétrique ; deux éléments sont tou-
jours comparables, Elle est aussi transitive, car i?
A 2R et p2 ¥ = 2X
- o précide [5' et pr?cﬁéd% y & — (ipréq,éde ¥
- &k précdde B et fg 2% — A précede X
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~sicd 23 et (3 précdde K g st » qui entrafherait X2 (3,
est impossible ; et pour ANY =¢, p?écédel_ X

P est un ordre d'entrée, d'apres le théorme 2.% ; en effet, o{ 2 {3
entrafne A P P) ; d'autre part supposons
DR et AP Y P :
si XD {3 ,alors A )Y ## @ et donc ™ ne préctde pas ¥ ; 81 Y
précede {3 , X ne précede pas ¥ .
L 2

- :
Si on oriente la ramification [E, "—'-',,'\. en ordonnant les racines et les

D'apres la définition de P, il en résulte

intervallescouvrantun mé&me élément, qui sont disjoints, i)a.r la relation
Uprécede', P est l'ordre d'entrée strictement attaché & la ramification
orientée, . .
L'ordre dé sortie S associé & P est obtenu gréce au théorém§ 1,4 :
043{:‘: = °(_C_[30u (()(PI'S etli%’?)
A S {?) P A "3)011 (A précede (3) .
Si les intervalles ‘X de l'ensemble E sont repérés par leursi’ex}rermtés E
= (B (n)) ou % = IS (o) ()L
voit aisément que
A PP e Slol)as(p) on (S(x)=5(p) etk
o{Sﬁ oSN w(o{)q(»((&) ou ({cl )= (3)@\‘0&;[&)‘
Si on parcourt G dans l'ordre q, P est en gros l'ordre ol on entre dans
les intervalles formant E, et S l'ordre ol on en sort,
Exeémple : G étant 1'ensemble des signes qui composent un programme
Algol, ordonné par 1'ordre q d'écriture, l'ensemble E des blocs de ce pro-

gramrﬁe posséde la structure qui vient d'€tre décrite, Si donc on lit le pro-

gramme dans l'ordre g, si au début de chaque bloc f\ on fait entrer dans
une pile une information 1) (A ) (cf. 1.6.5) relative 3 £ (déclaration,
indications d'occupation de la mémoire) et qu'a la fin on fait dortir ‘j (L)
de la pile, lorsque | ( =L ) est au sommet, la pile est constituée des 3 {(3)
relatifs aux blocs (5 contenant K , ordonnés par l'inclusion, Lo, mlo¥ioun &' wl’k !
ot Lo m{mhpu 4t adiduna 8" & [NWAT, Nouw]: i
|
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2.5.4, Deux intérvalles J( et (3 sont consécutifs si, ppout 'ordre q, o/ précede
‘ I”g et la réunion de A et ﬁ) est encore un intervalle. Supposons LE D\
complétée en une’ arborescence et soit \6 le plus petit intervaile de E qui

contient of et ﬂ I1 exmte dans E deux chafnes convexes pour l'inclusion :
\{9_9(,\__: ...Jo(__x‘et w2 [54'_“.._,/3 =f;
dans la ramification [E, 2_‘ orientée comme il a été dit, tout ﬂ»(i,pour
1 i ¢ n,esét le dernier élément de sa famille, tout ﬁj spour 1 < j £ p,
le premier de sa famille ; 0(1 eat le prédécesseur de fﬁl dans leur famille
commune, Réciproquement, ces propriétés entrafnent que les intervalles «
et (9 sont consécut:fs, dans le cas oh taut intervalle appartenant a E est
réunion des mtervalles de E qm le couyrent {pour" %) : car alors o(l et
Fyq o8

! +
(‘5 1 sont consécutifs, s 0< et °<1 ,ont méme-dern}eg élément,

~i-1
/‘5. ont m&me- premlér élement

,Z & . Restriction d'un ordre d'entree ou de sortie & l'ensemble des feuilles

d'une ramification.
2. G . 1 Soit une ramification ]_E R?[ P un de ses. ordres d'entrée, g la restriction
de P & lensemble F de ses feuilles, D'aprs le théordme 1 4, l'ordre de
sortie S associ€ & P possdde la m&me restriction.d F, car deux feuilles
ne sont pas comparables par la relation R,

Pour tout élément x de E, R( x) est un P-interyalle, donc ri(x) £S5 (x) NF
est un g-intexrvalle, Récxproquement, soit q un ordre total de F pour lequel
les r(x) soient des intervalles ; montrons que q est la' restriction 3 ¥ d'un
ordre d'entrée, Les r(x) sont les pomts de la ramification redmte LE' 2 \
de Lh. R_| (L.5.3); l'ensemble F! des feuilles de cette ramiflcatlon est
composé d'intervalles formés seulement d'une feuille de LE",R] . Sir(x)
et r(y) ne sont pas disjoints ,» % et y ont un minorant commun, et donc xRy
ou yRx {théoreme 1, 1); pour xRy par exemple, r(x) contient r(y) Lien-~
semble d'intervalles E' vérifie donc U'hypothese faite au paragraphe 2.8 A,
ce qui nous permet de considérer l'ordre d'entrée P' de la ram1fxcatlon

réc;\ute HETE R

r(x) P' rly) == r(x) D rly) ou (r(x) précede r(y)).
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2.6.2

Sixety appartxennent aF 1
() P xly) &= xqy.
D‘aprés le paragraphei’ 4. 3, il existe un ordre d'entree P de [E,R]
pour lequel ‘ I
r(x) P! r(y) & xP y ou r(x) =t(y)
Lorsqué x et y appartiennent 3 F, r(x) # r(y) 8i x # y, et donc
(Vx €F) (Vy €F) (xPy $&==> xqy)
D'autre part, taoi-ent};i’el:]?1 deux ordre.s d'entrée t%e {E,R]distincm.
Il existe deux éléme.msdistincts x et y de E tels que xPy et yplx : xety
ne sont pas comparables par la relatlon R, Soitfet g deux fe\.ulles telles
que xRf et ng Comme R{x) et R(y) sont des intervalles dlsJo:.nts pour P
et pour P ng et gP £y
Théoréme 25 . Pour qu'un ordre total q, ‘dans 1'ensemb1e F des
feuilles d'une ramification IE R__X ] amt Ia restnctzon a F d'un ordr

d'entrée P de \_E R, il faut et it pufeit que, po » tout % de B,R(x) {\ F

soit un g-intervalle, L'ordre P est alors un1que et q est aussi la restnc-
tion 2 F de l'ordre de sortie a.ssomé 2 P

Un ordre q qui satisfait aux hypothéses de ce théorgme détermine un
ordre d'entrée d°” la ramification LE R—‘ , donc ausﬂ une orientation
de [}E R} 5 et inversement toute orientation de [E R_\ détermine un
ordre d' entrée l 4.1)'10:1(: sa restriction qa l‘ensemble des feuilles, Nous
appellerons sulte de feuilles de Ia. rarmﬁcatxon orientée l'ensemble de ses
feuilles ordonné pa.r cet ordre q,

Réumon vertlcale de deux ramxflcatxons or:entées Au paragraphe L4, 2,

on a défini la réunion horizontale (E, 3 ) de deux ramifications orientées

(E ‘d'l) et (EZ’ u ) dis jointes, D'aprés l’étude faite au paragra.phel b.

1’
la suite de feuilles de (E, ¥ ) est obtenue par concaténatlon des smtes de
feuilles de (E ks ) et (Ez, ks

Xl) et (E

2,)' B, gl 'l

Soient ici (E Z) deux ram:.ﬁcanons or1entees teues

2
que E; N E soit 3 la fois l'ensemble des feuilles de (E Y 1) et la
famxlle des racines de (E ,XZ) etquel'ordre q des femlles de (E 1 “S’l)

soit aussi l'ordre d'onentatmn des racines de (E 2 7{ Désignons parE

2.)'

‘‘racines de (El’
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la réunion de E et EZ et définistons uile application X de E U {A ]]
dans ‘le ‘monqlde fivrs £, pAFL Y e sl i

)) (x) = 81 (x’)‘ §1 x & E‘l \ EZ

TR Y Gey= 75%(){) 8i" % & E‘Z
¥in= T A)

Toiit 61ément de E'4 au plus une obcurrénce dans tes mots ¥ (x). (E, ¥

awi s oS {
LA ot

est donc une ramification orieritéé (L. 1), que nous nommerons réunion

21“1) et (EZ' ‘Ké).

‘verticale de (E

1’
Désignons par (El' T )= [E R (Ez, T ).- ,E R 3 JE, ) =
[E,Rjg les ramifications non orlentees obtenues é partir de (E }fl),

(EZ, Xz),(E, Y ) en faisant abstraction de l'orientation. Lorsquea | b,

. - s, Al e R 5
sib £ El’ alors aéEl et a ,P, i a€Ez alorsAbGEZ et a r*z b; par suite,
lorsque aRb, si b & E,a & E et aRDb, sia S EZ’ b € E, et aR,b,

Il en résulte que Rl'éf R. gont les restrictions de R & EI et EZ, que

[EI’R\] et [EZ’RZ_‘\ 's{)r?;t dds 'sous~ramifications de [En,R] , que E, et E;
sont des parties convexes &¢ E pour R. Touté partie convexe de Ei pour
R, (i = 1 ou 2) est donc partie convexe de E pour R, Par suite, toute
sous-arborescence complgte (1. 4, 1) de EE R-\ est une sous-arbores-
cence complite de kE ,'Ri! :

Comme pour la réunion horizontale au paragraphe 2. § 1, on démon-
¥t de (E,, )
sont les restrictions 3 E_ et E2 de l'ordre d'entrée (resp, de sortie) de

1
(E, ¥ ). En particulier, l'ordre des racines de (E, ) est celui des

tre que les ordres d'entrée (resp. de sortie) de (El,

\"-1), la suite des.fenilles de (E, Y ) est celle dé (E ‘S‘
D'aptes le théordme 1.3 {resp, 2.4 ), lastds el de E dahs l'ordre
d'entrée (resp, de sortie) de (E, ¥ ) est obtenue & partir-de la swube dnels'
vamlde E, dans l'ordre d'entrée (resp, de sortie) de (El’ ?b’l) en insérant
apr&s (fesp, avant) chaque feuille la suite de se8 majorants stricts dans
la ramification (Ez 75'2), dans leur ordre d'entrée (resp, de sortie),
L'opération de réunion verticale est associstive, mais non commuta-
tive, Le produit d'arborescences de EPICARD:% ést ‘uneé réunion verticale

d'uné arborescerce et d'une réunion horizontale d®un certain nombre
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d'arborescences toutes isomorphes,

4.6 . 3, Points consécutifs dans une ramification orientée. Deux points x et y

d'une ramification (E, 1" )= [E,R] orientée sont dits consécutifs si les
intervalles r(x) et r(y) sont consécutifs dans la suite de feuilles de la
ramification,

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et suffit que, dans la suite des &1é-
ments de E ordonnés par l'ordre d'entrée (resp, de sortie), l'intervalle
R(x) précide l'intervalle R(y) et qu'aucune feuille ne soit comprise
entre eux,

Soit alors z le plus grand minorant commun A x et y, dans la rami-
fication complétée en une arborescence, Il existe deux suites de points
telles que G et 2 :

Az‘r‘xlf',.,' r.‘xm=x et =z I‘-‘yl,,, r'y£ =y,

.D'apres les propriétés des intervalles consécutifs (4 1) et celles
de la transformation d'une ramification orientée par quasi-isomorphis-
me (LS. 3 etd. y4q3), y, Buit immédiatement x, dans la famille des
points qui ont z pour prédécesseur, pour 1 <i (m, x, est le dernier
€lément de sa famille, pour 1. € j £ g, v est le premier élément de
sa famille ; et réciproquement ces propriétés entrafnent que x et y
sont.consécutifs, i

Il en résulte que si ‘[EI'RL} est une sous-arborescenss complete de

- [E,R] {14 1),deux points consécutifs de [EI,RI] sont aussi consé-
cutifs dar_xs. I:E,R] ¢ L ‘

%.? . Application du théordme: ‘¢4 2 des probldmes de minimisation .
.34 Soit junesPamtification 1EE.,‘;R] . Nous dirons qu'un ‘ord'::’e'total N dans

E vérifie la condition (OR.) si vRw entrairie wNv, A té)ut ude E asso-
cions alors l'ensemble AN(u) des v € E tels que vNu et pd?’@“)ﬁu. (pd(v)
désigne le prédécesgeur de v pour la relation R); soit nl’l\](u) 1& cardinal
TR !
20 & Rl ‘ T -
e N(u) ‘

P I
Les ordres de¢ sortie de la ramification vérifient la condition (OR),

.. Montrons que si N Satisfait 2 (OR), mais n'est pas un brdre de sortie,

.13l existe un autre ordre total W' ~~*isfaisant 2 (OR) pour lequel :
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(5) (vu €E) (g (w) \<.-nN(li)). et '(3x €E) oy (%) <y fx)).
.o, a)d'aprés le théoreme 4 b ;isi N n'est pas un ordre de sortie, il

existe un élément x de E pour lequel R{x) n'est pas un N-intervalle ; nous

: choisirons pour x le premier, dans l'ordre N, de c®é1érhents.™Si y est le

ptemier, dans l'ordre N, desﬂ-majorants de x,.il existe un entier positif

p et p éléments z Der zP de E tels que

1'%2 =
yNanzz...szNx et XRzJ, (j=1,2,-’...,p)._
Alors i) z.Ru et xR u.sont incompatibles car x R zj D sz x
d'apres l'hypothese (OR), et EE,R} est.une ramification, En particulier
zj f{ Y.
i) sz u, u N y etu gty sont aussiincompatibles, car szy :

z, serait un élément précédant- -x dans Vordre N dont 'ensemble des

R-majorants n'est pas un intezvalle,

Finalement, 8i z;R u, uest unz, -
v

b) cqnstruisonsjune nouvelle permutation de £ & partir de la permu-
tation dans l'ordre N, en plagant les zj immédiatement apres x ; d'ol un
ordre N!; plus précisément :
si v et w ne sont pas des zj, ' wNv &= wNv;

F
Montrons que N' vérifie la condition {(OR) :

sivﬁx, sz‘v; xN'zIN‘z wd | Ve

i) si v et w ne sont pas des zi, ou sont tous deux des zi, wNv en-
trafne wN'v,
ii) si v:zj et si w n'est pas un Zs vRw est impossible d'apres a,
iii) supposons que w=zJ., que v n'est pas un 7 et que vRw : VRZj
entraine szv, d'ou yNv ; de vNx résulterait donc xRv, d'ob xRw, qui
est impossible ; donc vNx et par suite sz’v.
c) montrons que N' vérifie la condition (5) g
i)siu ¢ [N y,xl , vNu équivaut 3 vN'u; done AN(u,):AN,(u).

* . ii} si u appartient 3 [N y,xl mais n'est pasun %, uN'%; vN' entraine

‘donc gue v n'est pas un z,; d'aprés a, il en est alors de m&me pour pd(v).

Dioh T vN'u et pd(v)ﬁ’u ===>» vNu et pd(v)l_(Ju
AN,(u) < AN(u).
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De plus, 5 appartient & AN(x) ;> mais pos & AN,(x) :
AN' (x) C A'N(x). . U
iii) st u:izi', pd(viN'u entrafne pd(v)Nu, D'autre 'part,
pa(v)i\“vu ‘= pd()N'x  => xRpd(v) => xRv ou X =V, .
.&ug‘“ x ﬁv, vNu entrafne soit vNy d'od vNu, soit v=zj (j \( i), d'od
encoré vNu,

Mais x appartient & A (u), alors qu'il n'appartient nas 3 AN(u).
‘Cependant, soit N 1'élément couvrant x, tel que ‘ley; le z; A cause
de la définition de x, R(Y‘L) est un in‘ervalle et donc u=z; n'appartient pas

" a Dintervalle (N y,y{] , Par suite ¥y Nulx : v appartient 3 AN(u) et il
n'appartient pas 2 AN' ().
Agle) S Aagl) U gx \j :
1l résulte de 1'6tudé faite queN' répond 3 la question,

Si N' n'est pas un ordre de $ortie, on peut recommencer, Comme
1'un des nN(u) diminue strictemient & chiaque fois, on parviendra a un
ordi& de sortie au'bout d'un nombre fini d*étapes, (On aurait aussi pu
remarquer qu'a cause du résultat de a, le rang du premier élément x
tel que R(x) ne soit pas un intervalle, augrnents & chaque étape),

Donc si un ordre N satisfaisant & la condition (OR) n'est pas un ordre
de sortie, il existe un ordre de sortie § tel que

(Ve €E) (afe)  ngle)) ot (I € E) agl) < nyf)

Par conséquent, le minimum, pour tous les ordres N satisfaisant a

(OR), de fonctions telles que :
EARS -
mx{N) = r :12:; nN(u)
ou KNy = N A (u) nfu) oh les A (u) sont positifs
ue
ou nuls, est réalisé par un ordre de sortie (il peut &tre aussi réalisé par
d'autres ordres 1T),
1] 23,2 Etudions. ce cas ol N est un ordre de sortie ; les points de toute
. composante qonpexc, de 12 ramifiertisn forment un N-intervalle ; pour
tout u, AN(u), e gt gonstitul de points.de la compnsante connexe de u,

car si v appartient & AN(u) , pa(v)Ru (théoreme 2,y ) ; onpeut donc se borner
a étudier
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chaque composante, clest-i-dire qu'on est ramené au cas ou la ramifica-

tion est une arborescence, Alors sa racine a est le plus grand élément de
-E pour l'ordre N ; convenons que A (a)= { W, les autres éléments de E

forment une ram1f1cat10n ap composantes connfa:?:és E_ E1 '. g 'Ep 1

si 1<}, E précide EJ dans l'ordre N (et a.uss1 dans l'ordre ‘dentrée associé

i est le rang de la racine de E dans sa fa.rmlle,les rangs étant comptés 2

partir de 1'origine 0 (pa.ragraphe LS ).Soit Ni la restriction de N & Ei'

Si u appartient & Ei’ AN(u) est la réunion de AN.(u) et des derniers 616
i

ments (racines) de Ea ,E s ovo b E, | il en est ainsi en particulier si u est

1 i-1
la racine ¥, de E , avec la convention A (v ) f )} Donc
(6) (u) =0y (u )+i.
Soit (ro’rl’ o o rq) l'mdex de tg el 4.5).D'aprés (6) et avec des notations
évidentes :
ny(e) = nNr () + 7,
1
nNr (u) = ny (u) + T,
1 ™
1 1 n = ‘
r,..r nNr r . "1
Tt 1Ty
nNr o] o
v+ Ty
“ o . .
onc nN(u) r1+r2+...+rq+1,

Le maximum mx(N) de nN(u) est réalisé par une feuille de la ramificatio:
Exemple :" si N est U'ordre de sortie $ donné dans’ l'exemple du
paragraphe 2,4.%",

nN(fi) =1+1+1=3 ;5 nN(f) =1 L+ 0 k=l

Effecti t = 1 K} :
ctivemen -As(d) i\a,c,d% ; As(f) {a,c,f} :

(%) ro=0 dans le cas d'une arborescence. De toute fagon, r n'entre pas
)

dans le calcul puisqu'on étudie chague composante connexe de la

ramification,
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Si, s4ns modifier l'ordre relatif des Ei’ on réordonne chacun d'eux

“ide Fhalidre A réaliser le minimum de

i mx(Ni) = max ny (u)

» ué-Ei g o
et e kD Ay ()
N m ' o ;-—Ei . %ﬂi

mx(N) ou k(N) décroit (au"'sené large). Le minimum de mmx(N) ou k(N) sera
dénc réalisé pour un ordre de sortie N tel que chaque mx(Ni) ou R(Ni) soit
minimum, De plus, d'aprée' (6)
mx(N) = max mx(Ni) + i]
e gl =
= \ i A= .
k(.N) = iE_ 0 [k(Nl) + Ai:}—:.l avec A =/ M (u)

€x

=4

Le minimum de mx(N) sera donc réalisé si la suite des mx(Ni) est décrois-
sante ; et celui de k(N) si la suite des ')\i est décroissante. Nous donnerons
au paragraphe 8.4, un algorithme qui permet de passer d'un ordre de
sortie quelconque 2 un ordre de sortie qu1 réalise le minimum de mx(N)

ou de k(N), [IVERSON] donne un tel algorithme pour mx() & propos

de la transformation d'une formule écrite en notation polonaise,

2.3.3. Sila ramification [E,R} =(E, (V) représente l'organigramme d'une
tdche & accomplir, qui nécessite des résultats intermédiaires (x My
lorsqua y entre dans la construction de x}, nN(u)‘est le nombre d'éléments
qui se trouvent stockés lorsque l'on vient d'obtenir u, On cherche l'ordre
N de construction des éléments qui.minimise l'espace nécessaire au sto-
ckage, Cet espace est mesuré par mx(N) si tous les éléments v de E
demandent le m&me espace. Pour généraliser, il fandrait affecter chaque
v d'un coefficient positif ou nul X (v) et remplacer, nN(u) et mx(N) par

o' (u) = X ) et mx'(N) = max n'_(u)
N ?TANM ' e Y

5 LI
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La formule (6) est alors rempla.ciéi par
S s
MO O S
i J=0
(vj est la racine de Ej)' Le minimum de mx'(N) parmi les ordres de
sortie est encore réalisé lorsque la suite des mx‘(Ni) est décroissante,
Mais le mimimun de mx'(N) parmi les ordres qui satisfont 2 la condi-
tion (OR) n'est plus nécessairement réalisé par un ordre de sortie ¢

Exemple (figure9) : l'ordre No ci-dessous réalise les n' _ indiqués :

N

N, | h e £ £ a4 b g ¢ a
o 5 1 i B1'8 B B 1
1

" 5 1 6 2 5 4 7 6 1

m'(N,} = 7

afh)

Figure 9

Le minimum de mx'(N) parmi les ordres de sortie est réalisé par
l'ordre S :
iy, [EIF Wdahabt, 1 1 4B 5 el @
et n's(ﬂ) =8%
Or peut faire le m&me raisonnement avec k'(N) = Z Afu) n'_(u),
u € E i
L'ordre S réalise le mimimum de k'(N) parmi les ordres de sortie et

k'(S) = 39 ; En revanche k' (N, )=37.
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3
1

¢ i sl . vy "
2, 8. Utilisation d'une pile si;nple pour permuter un ensemble,

2. 8: L Soit un ensemblefini E, P et S deux ordres totaux de E, Existe-t-il une pile
simple sur E dont P et S soient l'ordre d'entrée et ['ordre de sortie ?
Si une telle pile existe, la relation d'ordre associée R vérifie’ (théoreme 1,

n eRe! ===> ePe' et e'Se;

pour tout élément e de E, R(e) est un P-intervalle (théorzme 2, 3) et un
S-intervalle (théoréme 2, 4); .
Réciproquement, supposons que pour la relation R définie par (7), tout R(e
soit un P-intervalle, e est nécesséirement son premier élément ; d'apres le
théordme 2. 3, il existe une pile simple dont P est l'ordre d'entrée, et R

| l'ordre associé, Son ordre de sortie S1 vérifie aussi

‘¢ eRe' <& > ePe! et e'Sle.

D'aprés le théordme 1. 5, S et S1 sont confondus, P et S sont l'ordre d'entrée
et l'ordre'de sortie d'une pilé ég‘.:;hplei' De mé&me, on montre qu'il suffit que tou
R(e) soit un S-intervalle pour'qu'il existe une pile simple dont P soit l'ordre
d'entrée et S l'ordre de sortie,

2,8, 2. Toute pile simple sur E définit une 5pérrmlta.tion de E, par le passage de son
ordre d'entrée & son ordre de sortic,” Le nombre des permutations ainsi engen-
drées est €gal au nombre des piles simiples sur E ayant un mot d'entrée donné,
Nous calculerons ce nombre par récurrence sur le nombre k d'éléments de E,
c‘:eszt'-é-dire la longueur du mot d'entrée Ak= 'x1 I xk'. Une pile simple Uk
ayant /\k pour mot d'entrée est détermin¢ - jar ceux de ses états dont 1'indice
grécéq%uen’crée E,(xk) de x, , donc par une pile simple ayant Kk-lv?aur mot
d'entrée, et par le nombre d'éléments contenus dans 1'état ué(xk) ; posons

<k-1), v

< peut en contenir 1,2,3,.

k
contient j éléments

u & (xg) =vg.: siv, , contient i éléments (i

ou i+l. Soit Nlj le nombre de piles simples Uk ou v,

k
k-1 St Y
k k-1 ) wdy
N:. = 21 Ni pour 1$J\<k et k »2
i=j-
L : 1
N =Op.ouArk“>(ll,le=1‘ o W vy

0
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D'ou une autre définition des N

-1
Nk Nl;_l Nl; pour 1 ,s i < k.
k k-1 0 _
Nk = Nk—-l pour k > 13 N0 ‘ 1
k
No = 0 pour k >/ 0,

Le nombre de piles s:mples ayant \Jk pour mot d'entrée est alors

O(=TNI< k+1=le+1

k =1
. *
On peut calculer f)(k en cherchant dei 'ftcj)pnctions génératrices () des
S .
Nl,< : supposons que les séries entiéres Z ‘Nj t  soient convergentes,
i =

et désignons leurs sommes par L‘?j(t), 11 résulte des relations définissant

les Nlj(que
® Wj(t)= "”.+1(t)+t UE‘J.J(H_. pour j > 0
LP(t =1

De plus, lorsque ttend vers 0, \‘PJ(t) est équivalent 2 tJ.

Les suites solutions de 1'équation (8) sont de la forme

i 3
)Y ¥ + P T s
ot A et ¥ sont indépendants de j, et T r2 sont les racines de 1'équation
rz - r +t =0,
La racine }-;\;—Lé—t est €quivalente & t quand t tend vers 0 ; l'autre

racine tend alors vers 1, On est ainsi conduit 2 envisager la fonction
Saas U
(- V14t )
o - (L)
Réciproquement, cette fonction est analytique dans un voisinage de 0;

Elle vérifie l'équation (8), de sorte que

N?= i+1 + N{(_ll pour 1 £ j <k
j -1 R
N; = j 1 pour j )/ 1
0 k :
\Po(t)-x domc Ny =1 et N =0 pour k> L

(%) cf. {:JORDAN'\‘ . Je 'ois la méthode employée 3 M, Michel DEPAIX,
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Il est alors facile de cal_cp.}er_

okt 1,305, {3k-1) _k
0ék = N I g
(2k) !

o = T

Le nombre des piles simples sur un ensemble 2 k é]éments est
K (2X)
S )

Par la formule de Stirling,

k
4 lorsque k ——s + OG-
C’(k o = =
o Virk Vk
La probabilité pour qu‘une permutatlon donnée . soit

engendrée tend vers 0 quand k tend vexs 1.’mfm1.
On montre cependant qu'on peut engendrer toute permutation
en itérant la transformation ; de sdrtéI c}u'on peut ainsi trier une
smte, c est é dJre la réordonner dan¥ un ordre 1mposé LPAIR 1:1 ,
[ROMAC] )s Il ne semble pas que cette méthode de tri se classe parmi

les meilleures,

i

2.9, Pile adjointe 3 une ramification orientée.

2% 1

1, Justification de l'algo}ithme du paragraphe 2,4.4, Cet algorithme

construit la pile simple U strictement dttachée & une ramification orientée
{E,R:j complétée en une arborescence pa:r 1'fn’t;'oduction d'une racine A,
La trace sur l'ensemble E de la pile U" introduite au paragraphe 04 est
une pxle difnple, Son ordre de sortie est l'ordre- d‘entrée P de la ramifi-
cation orientée donnée, Son ordre d'entrée Q peut étrf: géf;m. par
xQy &= |[pd(x)}# pdly) et pd(x) P pd(y)]
ou \pd(x) pd(y) et yP x].

" Nous montrerons directement, ¢ommse’ apphcatmn du paragraphe 2,8.4 ,

i

qu'il exxste une p1le simple dont l'ordre d'entrée’ est O \.t Iordre de.sortie P,
Montrons d'abord que Q est un ordreé total, D‘a,pré'a i1 S' 3, Vapplication pd

est un quas1-1somorph1ame d'une ra.m:ﬁcatxon [E R I dana l'arborescencede:
nosuda de fEU L8 ,_‘RJ :R_ a été définkeau paragraphe 1 §.3. en utilisant

l'omentatmn o} de la ramlflcatmn donnée ; comme P et O ont m&me !
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restriction 3 toute famille de la ramification :

xRy == [pd(x)#pd(y) ot pa(x) R pd(y)] ou [pd(x)=pd(y) et yPx)
Alors pd(x)=pd(y) et yPx $==> pd(x)=pd(y) et %?\23

Q est l'ordre d'entrée de la ramification |E ,R,) déduit de l'ordre

d'entrée P d'uneramification quasi-isomorphe comme il a été

dit au paragraphe Z.4.3 ; Q est un ordre total,
Soit R' la relation définie par
xR'y &= xQy e yPx
c'est-a-dire
(9) xRy &==2 pdlx)Ppdly) et yPx
R'(x) est un P-intervallle car (xR'y et yPzPx) entraine
; pd(x) Ppdly) PyPzPx
d'od pd(x)Rz (théortme 2, ) et pd{x =;£z d‘ou pd{x)Rpd(z) et enfin
pd(x) P pd(z) . Il existe une pile simple T\ dont l'ordre d'gptrég est Q
et l'ordre de sortie P, } o

Etudlons . Soit y un nceud as IEE;ﬁT Y ». i’—i,'xn le"s.'lxéllié;.-
ments dont y esgle R predécesseur avec : % sz ¥, .'Px p

YPXI’ y *)an v Qx yR % la sortie de y précéde
l'egtrée de x o et X oo P Xy ) Ky forment d
un. O. - mtervaue , car il 8 aglt d'une clas se. de la relation

i T

d'équwalence déhme par le quasi- 1somorphxsme pd (‘1 k 3) dans la

su1te ,pous dirons que deux éléments de E xety, sont équlvalents,

et nous noterons x (Vv y, lorsqu'ilsappartiennent & la méme famille,

c est 2~ du'e que pd(x) pd(y). Dans U'ordre de sortie P de la pile T7 ,

% est ie successeur de y (2.4.3). Entre la sortie de y et celle de x,

ne se place donc aucune gortie, mais, nécessairement dans 1'ordre,

1es entrées de xn,x REESE xl, et entre l'entree de x et celle de xl

_n'existe aucu.ne autre entrée. D'autre part, entre 1'entree et 1a. sortie

de %, 0 entre aucun elément v, sinon 11 sortxraxt avant % (théorémes

‘

Lot et 03 Enfm, si 1'entrée d'un élément v se prodl.usznt entre la
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sortie de y et 'entrée de Xn’ la sortie de y se placerait entre celle de

d(v) et celle de v, premier élément (dans l'ordre P) équivalent & v,
P hal 1! P

" Le méme raisonnement montre que la sortie d'une feuille z ne peut &tre

immédiatement suivie de l'ept;-éé d'un élément v, En résumé, pour un
noeud y, on trouve successivement la sortie de y, les entrées de xn,
Xopreres x et la sortie de X5 pour une feuille z, sa sortie est suivie
immédiaternent d'une autre sortie ; les premiers éléments A entrer sont
les racines, qui ont pour prédécesseur /\, Tl eet ainsi parfaitement
définie. | '

Pour construue la pxle simple U strictement attachée i la ramifica-

tion donnée, on fait entrer un élément da.ns u. loré é sa sortie de T1 ,

~‘puisque P est l'ordre de sortie de T1, Reste A placer les sorties de la

Y. .2

pile U; pour cela on a besoin de savoir 35i le dezxnier é&lément sorti
de TU st le durnier point x dlune. famills]

Cette reconnaissance peut 8tre ,facilémé‘nt effectuée en faisant entrer
un symbole == avant x _TTest alors remplacé par une pile U" et
l'algorithme du pa_rag_rgphe__;.k\q est ainsi de noutreau completement
justifié, ’

Définition, étude et construction de la pile adjointe. La pile 7] sur E,
3

d'ordre d'entrée Q) et d'ordre de sortie P‘y.dite adjointe 3 la ramification
or1entée “,]\] 1

Le mot m attaché & Ti a pour facteur gauche \6 ( A) ; pour tout
x de E, l'intervalle ]:-:,x1 L de m qui a pour bornes l'occurrence du
conjugué x de x et la premié\r/e occurrence suivante d'un élément El
n'appartenant pas 3 E, est \5 (x) ; il peut-d'ailleurs &tre vide, Une pile
est adjointe 3 une ramification orientée au plus,

Montrons que réciproquement, pour toute pile simple TV sur un
ensemble E, il existe une ramification orientée dont elle est la pile
adjointe, Définissons un graphe (E, {7 )} : pour tout x de E, [ (x) est
Vensemble des éléments de E dont 1' entrée est comprise entre la
sortie de x et la sortie suivante, x | z entrafne que x entre avant z dans
la pile : le graphe est sans circuit: Comme d'autre part, pour tout z, il
existe au plus un x tel que x | 'z, (E, \™ ) est une ramification (théora-

me 1, 1); ses racines sont les éléments de E qui entrent dans TY avant




) [ /

la prerhitre sortie, Orientons cette ramification en utilisant pour ordre, 57)

dans chaqué farhille, l'invérse de la restriction de l'ordre d'entrée de

™; ; soit .]T1 sa pile adjointe, Les états de \T dont l'm(hce précede ; -—3._-.__&_ ) ) e m
(Vo= = . Y
la premi2te sortie sont les. m&mes que les états cqrrespondants de T, +
puib #¢€ produit.une sortie dans TT] et dans 1(; supposons que les états I ) < vy L .
NON

de ﬁl et Tijusqu'd la sortie de x (incluse) sont les mémes ; alors se

produiseént les entrées dans -TY.“ et dans T des éléments de [ (x), dans

“1é ‘mé&me ordte, puls une nouvelle sortie, du méme élément y, Les piles

et Tf sornit confondues,

Théo'réme .6, Toute pile simple est adjointe 3 une ramification £ ol 5 ¢ Yl
orientée unique, ML oul ‘\‘_NON
Jiey Notons que deoux ramifications orientées 1somorphes par ont des

piles adjointes transcrites par \Q ; v R dnl eribanaliy s . oA eSS !

" La construction de TV lonsque les mots ¥ (x) sont donnés a été e g ; N e entrée :

! Ll sortie de e de' ettt [T

exposée au paragraphe 3. 8 . 1. Elle est schématisée figure 10 : u e i T s
désigne 1'état courant de la pile, e son sommet, v est une variable ] ] . o

: ' Figure 11 o ¢ E T

auxiliaire prenant ses valeurs dans l'ensemble E, o g M I 1 . . - .
P st | T e

' Lorsque la ramification est donnée par une matrice d'enchainement i Wy sl y a
2.% .3, Hauteur de la pile adjointe. Trans'formo'ns' la définition (9) de R’

d
TY est schématisé sug la figure, 11 : les cases vides de la matrice d'en- pd(x) P pd(y) entratne pd(x)Py et pd(")?é y, soit prd(x)

correspondant & 1'orientation inverse, 1'algorithme de construction de
a L

chainément sont supposées contenir 0 ;.e,u,vont le méme sens que Réciproquement . i
pour la figure 10 ; e" désigne le lien horizontal de e, v' le lien vertical yPx et yP pd(x) = . 'pd(x)Pny et pd(x)#y
de la valeur de v, . ; —‘;’“ ) YPX et Pd (x)Ry et pd(x)#y (théortme2.3y )
| . == ny et "pd(x)R pd(y)
:‘ o =" yPx et pab)Ppdly),
| finalement :
? ’ xR'y & yPx et ¥ Epd(x)
|l ou encore  xR'y &= xp“ly = pd(x)f"ly,

_1 i - - ¥ .t

P est un ordre de sortie de la ramification |E,R| . Un état de la pile

| Tl qui a pour sommet e est formé des eléments de l'ensemble A (e)
défini au paragraphe 1A, Le nombre maximum d'éléments contenus dans

uni état de la pﬂe ad_]omte est mx(P- 1).

" Les proposxtmns qm ont servi d'mtermédlalre dans la démonstration

de ld rec:proque Ci-déssus sont aussi eqmvalentgs é xR'y




(10) xR'y &> yPx et pilx)Ry et y#pd(x)
(11) xR'y & yPx et pd(x)Rpd{y).

2.% .4, Construction de ramifications de racines données dans un ensemble donné.

A *
Soit un ensemble D et une relation @ entre D et le monolde libre D
déduit de D, On se propose de trouver une ramification orientée (E, ¥ )
telle que E soit un sous-ensemble de D, que pour tout élément x de E,
x p ¥ (%) et que la suite ¥ ( ) des racines soit donnée, Il suffit
d'utiliser 'organigramme décrit figure 10, en choisissant les Y (v)
tels que v (: ¥ {v) de mani2re & construire une pile simple, c'est-a-
dire de manidre qu'un élément de D n'ait deux occurrences ni dans un
méme mot ¥ (v), ni dans deux mots ¥ (v) distincts : on obtient alors
la pile adjointe & une ramification orientée qui répond & la question
(paragraphe €. % . 2, réciproque),

Soit par exemgle.;E,',“.-m ensemble de nombres entiers, et D 1'Jen.serf1-
ble des parties de E', On appelle arborescence binaire de recherche
dans E' une arboresce\nce (E, T ) telle que :

a) E est un sous-ensemble de D

b) la racine de l'arborescence est E'

c) pour tout x € E, il existe u € x tel que si y(x,u) est l'ensemble
des €léments de x inférieursd u et z(x,u) l'ensemble des éléments de x
supérieurs a ;.1, I (x) est formé de ceux des ensembles y(x,u) et z(x,u)
qui ne sont pas vide's (en particulier x € E est une feuille de l'arbores-
cence si, et seulement si, X est un ensemble & un élément),

La COnStI’L;.CtiOn d'une arborescence binaire de recherche entre dans
le cadre ciui a 6té tracé : pour tout sous-ensemble x de E' contenant
plus d'un élément, les mots en relation avec x sont ceux qui sont formés
de y(x,u) et a(x;u) {dans un ordre quel’conque) lorsque u est un élément
arbitraire de x ni maximum ni minimum, le mot 'y(x‘, \x_.l)‘ si Uy est le
nol_:nbre maximqq ,‘d{ags x, le mot ‘z(x,uz)‘ si uv2 est le nombzre minimum ;

lorsque x a un seul élément, il n'est en relation qu'avec AN . La condition
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qui assure qu'on obtient une pile simple est réalisée quel que soit le
choix des mots ¥ (v). En réalité, comme on l'a déja signalé au para-
graphe" L 1.4, pour chaque x prédécesseur de deux sous-ensembles y
et z) il suffit de faire entrer 1'un d'eux dans la pile,, l'autre devant
sortir dés son ertrée ; si x n'est prédécesseur que d'un seul sous-
ensemble, y par exen.xple, y n'entre pas dans la pile ; si x est réduit
& un'seul élément, aprds sa sortie intervient une nouvelle sortie, On
montre, par récurrence sur le nombre n d'€1éments de E' , que 8i on
oriente 'arborescence de manidre que, lorsque ¥ (x) contient deux
sous-ensembles y et z, le c ardinal du premier (qui entre seul dans la
pile) soit au moins égal 3 celui du second, la hauteur de la pile ne dé-
passe pas logzn,

L 'arbore;s;ce‘n;:e binaire ainsi construite_ permet la recherche binaire
("binary search", [IVERSON] ). Sia touf: X on associe u, on transforme
ltarbdrescence trouvée en une arborescence (E!, v ) dont *ensemble
des poirnts est E s clest plutdt cette dernidre arborescencé qui sera
utilisée, Lorsqu'on écrit un programme de recherche d'un nombre a,

ol &.chaque test portant sur un couple -(u,a), 1'égalité fait aller & une
sortie déterminée, a > u fait effectuer un saut 3 un nouveau test et

a <u poursuix:zre la séquence, l'ordre des u pour lesquels sont écrites
les instructions dé test est 1'ordre d'entrée de l'arborescence aveéc
l'orientation pour laquelle, lorsque U (x) est de longueur 2.,

X 6 = tylx,u) 2x,u, | RS

Si l'ensemble E' est donné par ordre croissant, y(x,u) et z(x,u) sont
des intervalles dont il suffit de placer lgs bornes dans la pile. On peut
choisir pour u la médiane de x ou, s* chaque élément de E' posstde une
probabilité, égaliser autant que possible la probabilité pour un é1ément
d'&tre dans y ou dans z, i

Lorsque E' est 'don'né? da_n-s un ord're quelconque, on ¢hoisit u dans x
de maniere quelc'onqur'e (ﬁar exemple le premier ou lg dernier élément)

>

et on permute x de manidre 3 ce que  y(x,u) et 2(x,u) en deviennent'
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intervalle’s:i ils sont ainsi faciles & repérer, L'arborescence (E', [1') est

‘déterminée 'par une matrice i trots colonnes, qui donne pour chaque nom-

bre 0,1 ou 2 nombres dont il est le prédécesseur, (HIBBARD] montre

gu'il est'alore facile, aussi bien de chercher un nombre de E! que d'enle-

“ver ou d'introduire de nouveaux ppints (_nombres) dans l'arborescence, De

sorte que l'arborescence peut aussi &tre construite par adjonctions suc-
cessives ; on peut voir que cette construction demande les mémes, tests
que celle qui vient d'ére donnée, et elle évite d'utiliser une pile, En réa-
lité, la corstruction de la pile par la méthode qui vient d'étre indiquée per-
met surtout de trier l'ensemble E', car chaque élément u prend par per-
mutation sa place dans l'ordre croissant de E' : c'est la méthode de tri
proposée par T, Hibbard, )

La méthode de tri dite ''radix-exchange" (HILDEBRANDT, ISBITZ )
revient aussi & la construction d'une arborescence bi nairg : soit,un en-
semble E' de nombres entiers écrits en numération binaire , q‘u_‘qn peut
supposer de mé&me longueur p Soit E l'ensemble de leurs facteurs gauches
( L3)etR la relation dans E : xRy si, et seulement si, x est un facteur
gauche de y; [E,R] est une ramification, A tout x de E, on associe le
saus-ensemble P (x) de E' formé des nombres ayant x pour facteur gau-
che : [L\O(E), Q] est une ramification isomorphe & [E,R} . On cons-
truit 1a pile adjointe & cette ramification : pour chaque x de E n'ayant pas
ﬁpour longueur, on partage l'ensemble ' (x) en les deux sous-ensembles
y(x) et z(x) des nombres qui ont x'0' et x'1* respectivement pour facteur
gauche ; et on permute LF(x) de manikre que tout élément de y(x) précidde
tout. élément de z(x). A la fin de la construction de la pile, l'ensemble E!
donné est trié, Comme dans 1'étude précédente, on peut se bo,;uer 3 faire
entrer dans la pile celui des deux intervalles y(x) ou z(x) qui a le plus
grand nombre d'éléments, Cette méthode différe 1égérement de celle pro-
posée par EHILDEBR.‘ANDT,ISBITZ} , qui utilise cependant une partie de

mémoire qui se rapproche d'une pile,
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La détermination d'une arborescence graphe partiel  d'un graphe donné
entre aussi dans le cadré du probldme posé au début"du paragraphe, D'ailleurs
la construction d'une arborescence binaire dans l’ense:m‘ble D des parties d'un
ensemble E', que nous avons faite, est la construction d'une arborescence,

graphe partiel d'un treillis,

2. 10, Pile conjointe 3 une ramification orientée,

2. 10, 1, Constructions de ramifications orientées dont on donne la suite de feuilles,

Soit un ensemble D. Un premier probléme consiste & chercher toutes les
ramifications orientées dont l'ensemble des points est contenu dans D et qui
ont une suite de feuilles donnée, On peut aussi, g:énlqme au paragraphe 2, 9, 4,
se donner une relation () entre‘D et Dlt et ;:hercher les ;amiii‘cations orientées
(E, ¥ ) ayant une suite de feuilles donnée et telles que, pour Lot x de E,
x @ 3 (x). ) ‘ ’ '
Soit LE,RI une ramification orientée 3 déterminer. Nous utiliserons
comme outil une pile T{' ou, si x R y, x entre aprés y il suffit que l'ordre
d'entrée de V! soit I'ordre de sortie de ta ramification. Or la pile adjointe
4 une ramification orientée a pour ordre de sortie 1'ordre d'entrée P de la
ramification ; sa pile réciproque a pour ordre d'entrée P-I, qui est Mordre
de sortie de la méme_ramification, mais munie de 1'orientation inverse,
Appelons pile conjointe 3 une ramification orientée la réciproque de la pile
adjointe & la méme ramification, munie de P'orientation inverse, D'apres
les résultats analogues sur la pile adjointe (2, 9, 2)
Théordme 2, 7, Toute pile simple est conjointe & une ramification orientée
unique, Lorsqu'une ramification orientée est trans;’ol'-mée par un isomorphis-

me (P ,» 8a pile conjointe est transcrite par (\0 L
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2, 10, 2, Etude et construction de la pile conjointe & une ramification orientée donnée,

Soit une ramification [E,R] orientée, P son ordre d'entrée, S son ordre de
sortie;, En utilisant les résultats du paragraphe 2. 9, 1, moyennant le passage
a la pile réciproque et le changement d'orientation, on obtient la description
suivante de sa pile conjointe TV ' : dans le mot de sortie de TV', les famil~
les de la ramification forment des intervalles, ol les &léments de chaque
famille sont rangés dans l'ordre inverse de l'ordre d'orientation ; apras la
sortie de TV! d'un des éléments d'une famille , viennent immédiatement les
sorties des autres €léments de cette famille, puis l'entrée du prédécesseur
des points de la famille les noeuds entrent tous de cette fagon, Apres la
dernidre entrée, sortent les racines, L'entrée d'une feuille n'est pas immé-
diatement précédée d'une sortie. On peut dissocier le mot d'entrée en
ses deux traces sur les ensembles des noeuds et des feuilles : la trace sur
l'ensemble des feuilles est la suite de feuilles de la ramification orientée donnée,
Completons [E,R] en une arborescence en lui adjoignant une racine (5 :

ainsi tout point aura un prédécesseur, TU' possdde S pour ordre d'entrée ;
son ordre associé R' est celui qui a ét& défini au paragraphe 2.9, moyennant
_le changement de notation qui consiste & remplacer P par S-1 (2 cause du
changement d'orientation) : d'apres (9) (2.9, 1), (10) et (11) (2.9,3) :

(12) xR'y = xSy et pd(y)Spd(x) ¢=> xSy et pd(x)Ry et y# pd(x)

¢==> xSy et pd(x) R pd(y).
Nous construirons la pile TX' grace & un algorithme déduit de celui du

paragraphe 2, 2, 1. Comme apr2s la sortie d'un élément sortent tous ceux

de sa famille, il sera inutile de revenir au test qui permet la sortie, pourvu

qu'on sache reconnaitre le premier des &léments de la famille

63 )

qui est entré dans la pile (donc le dernier & sortir), Cette reconnais-

! sance :sera aisééd si & l'entrée du premier &1é€merit d'ané famille, on

. fait d'abord entrer un séparateur == , Alors, ‘quand un €lément sortira

de la pile, sortiront 3 la suite tous les sommets sucdessifd jusqu'au
premier # rencontré, qui sortira aussi et pourra servir, dans le
mot de sortie, de séparateur entre deux familles différentes; A l'en-
trée d'un élément z sur un sommet e, pour savoir si on doit d'abord
faire entrer =, on testera si e est équivalent 2z : si e P/Jz(*), =+
entre avant z, Commme ¢S5z, e n’ z entrafne d'ailleurs eR'z, donc que
z entre dans la pile,

Le test d'entrée (eR's) n'a besoin d'&tre effectué que lorsque z est
une feuille, Alors z n'est pas le prédécesseur de e ; d'autre part, eSz,
(pd(e)R z),

La ramification [E.Rl. a été camplétée en une arborescence par

D'apres (12), le test se réduit donc & celui de

l'introduction d'une racine & . D'apres le paragraphe 2.2. 1, on doit
aussi adjoindre 3 E un élément O tel que A R'x pour tout x de E :
il suffit de convenir que A a § pm;r prédécesseur et est,dans llordre
d'orientation,le premier des points qui possident cette propriété
(A est équivalent aux racines de la ramification donnée), Enfin, au
paragraphe 1,2, 1, on introduisait un é1ément d) dont 'entrée dans la
pile 'n';a‘.rquait la fin du déroulement de I‘algorithme.i Ici, nous le rem-
place;ith_;:Sér un élément (b' qui soit une feuille équivalente & A ,
dér;liér élément dans V'ordre d'orientation de la famille de &
¢' ne posside pas les propriétés indiquées par ¢, mais & son entrée
-dans la pile, celle-ci contient les racines de la ramification donnée et
FaY : en effet ' devrait ressortir aussitdt avec toute sa
famille et déterminer ainsi & ; l'entrée de ' marque donc en-
core la fin du processus, 5 n'entre pas dans la pile, et pendant le
déroulex:gejnt de l'algorithme, il existe toujours une premikre feuille

ol non encore entrée, Cette feuille est notée z sur llor-

(x)

% z 8i e et z appartiennent & la méme famille,

signifie ''non équivalent &', Rappelons que ¢ est dit équivalent




"éanié;%.ri;ﬁxe de la figure 13, qui décrit l'algorithme ; e est le sommet
:i::dl;:léﬂsizie S chaque étape ; A est le prédécesseur de 1.3‘ famille qui

" vient de sortir,

remification
'
v _ _domnée

- N
t \

8
Figure 12
= lfen}:rée d'une feuille l
TEST a
ool NON
Les racines entrée |sortie des
sont dans Ia| deti=g= éléments
pile - Vider jusqu'a F=
la pile ;
\L = 3 :
| ! TEST b
-,

entrée du
! .’ neeud ol

Figure 13
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FR s ‘
« . On ne construit pas en réalité une pile simple, mais une pile sur
- .. 'ensemble E 1) { L= } dont la traéf\fur E est la pile simple 7T,
Le mot de sortie est formé des divers & (x),ol x est un noeud de la
ramification, séparés par #, et obtenus dans l'ordre de sortie des
prédécesseurs x,

Exemple (figure 14) :

suite de feuilles :

Aabedf

c f
+ % °L1 d d 3
b b b b b PR F  * aL4
% a a a a a '#‘2 (/\2 d, ‘12 12 dy Olz (12 0(2
F O+ O+ & £ = % F F £ % & = % 4 % § &5

AAAAAAAAL\AAAAAA;C}AAAAA

Mot de sortie : ¢ # eleaq:fda:d.jzg Ay 5{2:& ots.

N
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Remarque : Dans l'algorithme précédent, remplagons le signe =% par
¢ :le mot de sortie obtenu contient chaque élément de E qui y est placé
lors de sa sort1e de la pile,, et un § qui est place a chaque entrée d'un
nceud plagons auss1 dans ce mot un § lors de l'entree d'une feuille, On
obt1elx'{t ainsi un mot A ; le réfléchi )\ de )\ n'est autre que le mot de
description d,é ia pile réciproque de la px}g con)m_nte 3 la ramification
orientée', c'est-a-dire de la pile adjointe & li‘;lrg}éme‘z ramification, munie

de l'orientation inverse,

2.40. 3, Couples sur lesquels portent les tests. Deux sortes de tests sont

effectués :

a) (e mz) et (pd(e)Rz); ce test est effectué immédiatement apras
l'entrée de e, que e soit une feuille ou un noeud, z est donc la premidre
feuille qui suit e dans 1'ordre S,

b) (e & ol ) ; pour chaque noeud ¢4 , il existe un seul test portant
sur le sommet de la pile et X premier élément & entrer, car L entre
immédiatement, Identifions ce sommet e grice au théore¢me 2.2, Soit x
le plus grand minorant strict de l'intervalle R{ & ) pour l'ordre §;
pd(x) n'appartient pas & R{C4 ), et donc x S ot S pd(x), d'otr pd(x)Rex,

], % o1 [
par suite pd(x)Rv, avec pd(x)#v :xR'v d' apres (13). D'autras part,
X R pd (v), d'ot ® = pd {v)oupd (v) Rk

(x, ¢ } est un couple wm'p»', donc x est le sommet cherché,

(théortme L. 4 ). Sbit v un $lément de 3. Ry et

v R'ct d'apres (12)
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En résumé, on a & effectuer les tests suivants )
(te;t a) pour tout noeud ou toute feuille b, (bruz)et (ﬁd(b)sz.oh z est la
premlére feuille qui majore strictement b dans l'ordre S (b vz entrafne
pd(b) K z). ‘

(test b) pour tout noeud b,(x rub) ol x est le plus grand minorant strict de

l'intervalle R(b) dans l'ordre S,

Les couples de points ainsi comparés sont d2s couples dz points cons&cutifs
(2. 6, 3). Inversement, tout couple de points consécutifs b,z ou z est une
feuille, est l'objet d'un test a,

Revenons & la pile simple TV = (uo, See s un) conjointe 3 [E,K}

1) si y est le sommet de u alors que 1 est 'entrée d'un nosud ou d'une

feuille z, le couple (y,z ) £ait:1 l'objet d'un test,- donc y et z sont consécutifs
et pd(y)R z.,

2)si Wy est vide alors que i est l'entrée d'un point z , le couple (A ,2)
fait 1'objet d'un test, A et z sont des points consécutifs de la ramification
complétée il existe un chemin de [E,R} ayant une racine pour origine,

z pour extrémité, et dont tout point soit le premie‘r de sa famille,

3 ) siiest une sortie d'un point y, i-1 son entrée et z la premigre feuille
dont 'entrée est supérieure 2 i, le couple (y,z) fait I'objet d'un test a, yetz
sont consécutifs et pd y)Rz.

4 ) 8iiest une sortie d'un point y, i-1 son entrée et si 'entrée d'aucune
feuille n'est supérieure & i, le couple (y.9) fait I'objet d'un test a, yet®
sont des points consécutifs de la ramlflcatlon complétée : il existe un che-
min de [E Rl ayant une racine pour ongxne y pour extrémité, et dont tout

peoint soit le dernier de sa famille,

2, 10, 4, Piles conjointes a certaines sous-ramifications d'une ramification orientée,

Théoreéme 2, 8. Soit [_E,R] une arborescenég orientée et'tEl,RI] une sous-
arborescence compldte de méme racine, dont l'orientation est induite par celle
de [_E R] ( 2.4.1). Tout état de la pile con]omte a [_E Rl—l est un état de la
pile conjointe &' [E R]
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Soient y EE et x EE tels que xR'y. D'apras (12) , pd(x) Ry et y=£pd(x) ;

1
un point x' de la fomille de x vérifie pd(x)Rx'Ry. Comme la racine de [E,R]
appartient & E1 , d'apres la définition d'une pseudo-arborescence complite

(1.4. 1), pd(x), x' et x appartiennent 3 E , R, et l'ordre de sortie S1 de

[El,Rll sont les restrictions a E1 de Rl et dle S, ordre de sortie de [E,R] B
(12) montre alors que les piles conjointes aux deux arborescences orientées
ont méme état de sommet y.

Théoréme 2. 9, Soient une ramification orientée [E,R_\ et la sous;rz;.miﬁca-
tion [EI’RI-} formée de ses racines, de ses feuilles et de ceux de ses points
qui ne sont pas seuls dans leur famille ; l'orientation de [El'Ra est induite

par celle de {E,R] .
" de la pile U conjointe & [E,R] g

Tout état de la pile U_ conjointe & [EI,RI—i est un état

1

Pour tout état u de U, il existe un état u,
de Ul qui en diffdre au plus par le sommet, le sommet de u étant transformsé

en celui de a,
Si y est un point de El autre qu'une racine, la suite des élélment‘s dont la
sortie est comprise entre la sortie de y et la premi¥re entrée suivante est la
mé&me pour U et U1 . ‘
(—EI’RI] est une ramification scus réduite de EE,R] , donc déduite de
[E,R] par un quasi-isomorphisme (e (1. 5). Soient S et Sl les ordres de
sortie de LE,R] et [EI'R].] , R' et R’1 les ordres associés aux piles U et
Ul' Sl est restriction de S. Envisageons y € El et x € E tels que xR'y ;
X appartient & El’ sinon sa sortie de U suivrait immédiatement_son entrée,

ce qui contredit xR'y, Soient z et zZ, les prédécesseurs de x pour R et R

1
L?(z) (1.L5.3) ; zRyet y#uzentrafne z Ry et yq&zl ; récipro-
s'écrit ¥ z)R L? etl.? (y) L?(z), qui entrafne
zRy (L5 1) etysa, Donc d‘apr*é‘s* (12 (y):R"l'(Sr)'. 1

Si y' n'appartient pas 3 E 1 il existe y dans E tel que Le(y‘

z Rz,z

quement z Ryety + z)

‘yi, et un
chemin y, Yyrese o y ,y' de [E R] dont chaque pomt sauf Y, est seul dans
sa famille, L'étude de la pile conjoir*~ A LE R] montre que cette pile

contient des états u' y', u' y'p, ade ,u'yl, u'y u'y est un état de Ul d'apres

"la premidre partie du théoreme,

par le quasi-isomorphisme qui transforme [E,R] en EEI,RJ .

i

68 )

¥.he. 6.

satisfont & la seule condition qui a été imposée ci-dessus, Comme toute
pile simple est conjointe A une ramification orientée et une seule, on
peut dire qu'on détermine ainsi toutes les ramifications orientées (E, ¥ )

ayant une suite de feuilles donnée -

Supposons que l'on donne de plus une relation f) entre D et le mo-
noide libre D Si A la sortie d'une suite d'éléments formant un mot A ,
on fait entrer un & tel que o p f:\: , pourvu qu'il existe untel élément
Ow non encore entré, les ramifications engendrées sont les solutions
du deuxitme probléme posé au paragraphe 2.4e. .

Application de la pile conjointe aux problémes de minimum du para-

graphe 2,% . Au paragraphe §.9 , on a vu que, pour une ramification
[E,RJ, le minimum de la fonction mx(N), pour les ordres totaux N

vérifiant la condition (OR), était réalisé par un ordre de sortie, Un tel
ordre de sortie S est obtenu en orientant la ramification de proche en

proche : pour tout point y de la ramification, notons S la restriction de

S 2 l'ensemble R(y) des majorants de y, et mx(S ) la valeur pour l'ordre
Sy de la fonction mx associée 3 la sous-arborescence de [E.R] ayant
R(y) pour ensemble de points ; si pour chaque famille {x x

de prédécesseur x, on connaft les Sx‘ et les mx(S,, ), il suffit d'ordon-
1 i

ner la famille pour que les mx(S,

)

) soient décroissants ; on connaft

alors Sx (83, 3) et mx(S S1 y est une feuille, R(y) est réduit
3yet mx(Sy)= 1

Partons d'un ordre de sortie quelconque S' de la ramification (qui
est ainsi orientée), et transformons le en S, en réordonnant les fa-
milies l'une aprés l'autre comme il vient d'8tre dit : & chaque étape, on
obtient une nouvelle orientation, d'ol un nouvel owdre de sortie, :

ol tous les ensembles R(y)

sont des intervalles (théoréme 2,4 ). Nous utiliserons la pile conjointe
ala ramification,orientée par l'ordre S' donné ; cette pile sera cons-

truite par l'algorithme du paragraphe £ Ae. 2, et nous y noterons, avec




2. 10, 5, Retour au probléme posé en 2, 10, 1.
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contient toute sa

La derni2re partie résulte du fait qu'avec un point, E1

famille dans [E,R] .

Soit un ensemble D et une suite

£,f ,...,f d'éléments de D, Utilisons A, fl, fZ’ =2 5 e (b' comme
P

siu‘.tezde feuilles & l'entrée de 1l'algorithme de 2 10, 2, et faisons entrer
d'autre part dans la pile comme noeuds a des éléments de D distincts
n'appartenant pas & cette suite, Imposons aux tests les seubs conditions qui
permettent d'assurer .“A A Q)' et pd(.A)R z, c'est-a-dire si la pile ne

contient aucun séparateur # au moment d'un test (a), e vz siz= ¢' , ‘et

g
pd(e) Rz (avec éventuellement e /u “z), siz q> ; si la pile contient un

separateur A ce moment, el ¢ et pd(e)R(b' Dans les autres cas, les
réponses aux tests seront choisies arbitraizement, A\ entre le premier dans
la pile et ne sort jamais ; (p' n'entre pas dans la pile ; fl’ fz, Iy o s fp

y entrent tous-si on envisage une exécution de l'algorithme qui soit finie.

L'algorithme engendre alors une pile sur un ensemble E U iﬂ, 7] )
ol E est un sous-ensemble de D ; sa trace sur E est une pile simple TT'.
D'apres’le théordme 2.7, T\' est la pile conjointe & une ramification orientée,
dont les féuilles sont caractérisées par le fait que leur entrée dans la pile
n'est pas immédiatement précédée diuhe sortie ; da rathification 3 laquelle
Ty ' est conjointe admet £l, s fp comme suite de feuilles,

En résumé , l'glgorithme du paragraphe 2. 10. 2 engendre les piles

conjointes & toutes les ramifications orientées ayant une suite donnée
comme guite de feuillgs , et elles seules , lorsque les &léments de D

qui entrent dans la pile sont tous distincts et que les réponses aux tests

r

IR = A

r_‘_ e

2. 11 1, Etude générale,
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chaque point y, mx(sy) et les extrémités de l'intervalle R(y) dans la

permutation actuelie de E ; 3 la sortie de la famille { 1P Xprvee s X

de prédécesseur x, on possitde les renseignements nécessaires pour la
réordonner : on peut ainsi calculer mx(Sx), connaitre les extrémités
de l'intervalle R(x) dans la permutation de E, et réordonner les intervalles
R(xi) dans R(x) pour obtenir la nouvelle permutation, Dans la mémoire
d'une calculatrice, les permutations successives pourront &tre stockées
séquentiellement, et il faudra effectuer des transferts, ou bien on pourra
éviter ces transferts en les stockant sous forme de "liste" (cf, par exem-
ple fEw=LL, sHAW] )

Tout ce qui vient d'8tre dit reste valable en remplagant la fonction mx
par la fonction k définie au paragraphe 2. 7, ou par la fonction mx' si on
cherche seulement & minimiser mx' (N) pour les ordres de sortie N,

2. 11 Construction de la pile conjointe gréce & des tests portant uniquement sur
des feuilles;

La construction de la pile conjointe & une ramification
_ori_éntée {ou 1a détermination d'une ramification orientée parmi celles qui
possident une suite de feuil}es donnée) est donc ramenée a la connaissance
de deux relations

, li€es A la ramification la: relation d'équivalence et

la relation pd(x)Ry, pour les couples étudiés au paragraphe 2, 19, 3, ées

couples ne sont pas formés uniquement de feuilles, Peut-on se contenter

des restrictions de ces deux relations 2 'ensemble F des feuilles ?

Soit TV "' la trace sur l'ensemble F (1, 6. 4) de 1a pile.; 7' conjointe &

une ramification orientée, Chaque test (a) (2. 10, 3) porte sur un couple

(b,z) et provoque 1'entrée de la feuille z ou la sortie de la famille de b

H
on peut lui associer un test sur le couple (y,z), oh y est le sommet de la

trace sar F de 1'état de 77 ' dont b est le sommet si b est un noeud, b

est distinct de'y ; peut-on alors ramener le test (2) (b~ 2, puis pd(b)Rz)
aux tests analogues (y ny z) et (Pd(y)Rz) ? On doit anssi effectuer le test (b)

“{xev b) : peut-on encore le ramener aux tests précédents ?
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Soit une ramification [E,R]. bes feuilles et ceux de ses noeuds qui
sont prédécesseurs d'un'e feuille forn;ent une sous-ramification D'Ejl,lg.] .
qu'oh appellera le feuillage de EE,R] A [}S:)J,I%:! est son prop‘re feﬁillage.

La ramification sous-réduite de [E,R] il. <. 3) a méme feuillage que
[E,R) . Une orientation de [E,R] détermine une oriez‘ltation de son feuil-
lage (L.4. 1).

Si, pour construire la pile conjointe & une ramification orientée, on se
limite aux tests sur les feuilles qui viennent d'étre proposés deux ramifica-
tions distinctes ayant méme feuillage fourniront les mé&mes réponses aux
tests ,alors qu'elles n'ont pas la m&me pile conjointe, On devra faire une
hypoth&se supplémentaire qui ne puisse &tre satisfaite 3 la fois par deux
ramifications distinctes ayant le méme feuillage., Le plus simple est de se
limiter 3 étudier, ou i chercher, une ramification qui soit un feuillage (x)

" Soit donc un feuillage [E,R] orienté : tout nceud est le prédécesseur
d'une feuille, Etudions l'algorithme de construction de la pile TU' conjointe
a ce feuillage, Nous conserverons les notations qui ont déja €té utilisées :
R' est 'ordre associé 2 la pile T\'; il a été défini au paragraphe Z,4o. 2,
en (12); Q est l'ordre de sortie de cette pile; pour tout nceud b, xestle

sommet de la pile N ' lors de l'entrée de % , autrement dit 1'61ément qui,

(#) On montre aisément qu'on obtient 1'une quelconque des ramifications
orientées (E, 1 ) ayant un feuillage orienté (E°,§) donné, de la manigre
suivante : pour chaque nceud y du feuillage, on construit une arborescence
orientée A(y) de racine y, qui a pour suite de feuilles 3 (y), ol tout €16~

ment de % (y) qui est une feuille de (Eo, 2?) a y pour prédécesseur, les points
de A(y) autres que la racine ou les feuilles n'appartenant ni 3 E, ni 3 l'arbo-
rescence A(y') associée & un autre nceud y' ; on construit une ramification Al
qui a pour suite de feuilles la suite des racines du feuillage donné,dans l'ordre
d'orientation,les noeuds de A0 n'appartenant ni 2 EO, ni 3 aucune arborescence
Aly). Alors E est formé des points de Ao et des A(y); si x est un nceud de Ao
oude Aly), il n'est nceud d'aucune autre de ces ramifications 3 (x) est le

mot qui a pour prédécesceur x dans la romification orientée dont x est nceud,

|
|
L
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dans l'ordre S, précede immédiatement R (b) ; y est le sommet de la pile T

4 ce moment ; il en résuite que yR'xR'b (théoreme 1, 7); z est la premidre
feuille qui majore b dans l'ordre S. Nous poserons de plus a=pd(b) et r=pd(y).
Démontrons d'abord quelques lemmes

Lemme 1. rRpd(x) Ra.

Ceci résulte directement de yR'xR'b d'apres (12) (paragraphe 2, 10, 2),
Lemme 2. Pour que x soit équivalent 3 b, il faut et il suffit que b ne soit pas
le premier €é1ément dans l'ordre S, de sa famille,

La condition est évidemment nécessaire, Réciproquement, si b n'est pas
le premier élément de sa famille, x qui précede immédiatement R(b) dans
l'ordre S est équivalent 3 b (2. 3, 3),

Lemme 3, S'il existe une feuille w équivalente 2 b et telle que wSb, w, Y, X
et b sont équivalents,

x est équivalent & b d'apres le lemme 2, D'apres (12), wR'b ; best le
sommet d'un état u, de 77! w appartient A u (théoregme 1, 7); Le sommet
de la trace de u, sur F est y ; donc wR'yR'b (théorzme 1. 7) et par suite
bQyQw. Comme les familles sont des Q-intervalles, y est équivalent & b,
Lemme 4, Pour que aRz, il faut et il suffit que b ne soit pas le dernier &1&-
ment, dans l'ordre S, de sa famille,

Si b est le dernier élément de sa famille, son S-successeur est a (2. 3,3)
donc zSa, d'owt aRz Sibn'est pas le dernier élément de sa famille, oon
S-successeur appartient 3 R{a) et c'est une feuille (2 3.3) ; c'est donc z,

En particulier, s'il existe une feuille w équivalente 3 b et telle que bSw,
alors aRz;

Lemme 5. S'il u'éxiste aucune feuille w équivalente 3 b et telle que wSb, y
n'est pas équivalent 3 z et r Rz,

Comme la ramification étudide est un feuillage, il existe une feuille w équi-
valente 3 b ; ici elle vérifie bSw ; d'apres les lemmes let4, rRaRz;

aztz car a est un noeud et z une feuille ; rsfa car y n'est pas équivalent 2 b
donc r % pd(z),

¥
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Etudions maintenant si les réponses aux tests (yowz) et (rRz) déterminent Dans (A) on a introduit une condition sur les racines parce qu'elles forment,

. les réponses & (xb), (bruz) et (aRz) . avec A et §', la classe des éléments de prédécesseur d (2 10, 2). Aucune condi-

1) Hypothese : ywz. D'aprds le lemme 5, il existe une feuille w équivalente & b tion sur les racines ne se trouve dans {B),car A est le premier élément de la

telle que wSb, Alors, d'apres le lemme 3 : xfbmz, b etz entrent dans la gleaseidsy racies ct'il a &€ cansidérs comume @ne fenille;

pile sans séparateur Pour qu'une ramification soit un feuillage et satisfasse & la condition (a), i1

: rRal e
2 ) Hypothése : rRz (d'0% y b z). D'apres le lemme 5, il existe une feuille w faut et il suffit qu'elle vérifie (A) et

. e 1 2z - :
équivalente 3 b telle que wSb, Donc (lemme 3y b ; dlokr=a, bl et (A1) si un noeud est le prédécesseur d Lmvseul élément @, d? est une feuille,

aRizs: B ent¥e dags 13 pile sans séparateur, z n'entre pas ; la famille de b Les ramifications sous-réduites satisfaisant 3 (A) sont toutes des feuillages,

sort donc, L'hypothese (B) suffit pour qu'une ramification soit un feuillage, Inversement,
3 ) Hypothese Y')(’ z et TRz, De rRa (lemme’ 1) et Rz, on déduit ANE, Ghv.z il est clair que tout feuillage posside une orientation telle que (B) soit sarisfaite,
2, 1L 2, Etude du cas (A),

est une feuille de la ramification. Mais nous allons voir qu'ici on ne peut déter-

" @ . feuill =Y.
miner le résultat du test (x A b) sans hypotheses supplémentaires, En effet, Lemigio 6 Dags-le cas (A); x et une deuille et done x=p,

Dtapres le lemme 1, pd(x)Ra, d'ou pd(x})Rb ; il existe donc b, tel que x rub

U'hypothése est réalis€e des que b n'est précédé (dans l'ordre S) par aucune 1

et ble 2 x=)4b1 car xRb, x n'appartient pas 2 R(b 1) et R(b 1) contient R(b).

1

feuille équivalente (lemme 5). Mais selon que b est ou non le premier élément

!
il
v g i1 3 r £ . ill
de sa famille, b x ou b rw x (lemme 2). Il est donc nécessaire qu'il n'existe ! %-eal Jasamgs) Vel gngns gk, Gams [emiee s, prdeads R(bl) b PefEleds Elsgile,
aucune famille dont les deux premiers éléments soient des noeuds, D'autre part, | * et bl SOt ESRaiGily et Jhg o= edilic
supposons qu'une famille posséde deux noeuds consécutifs (pour l'ordre S) b et b, i’ Lemme 7. Dans le cas (A), pour que b ne soit pas le dernier élément de sa fa-
précédés d'une feuille, Etudions b : d'apres le lemme 4, aRz ; d'apres le [ RTINS 2L aique bt Yguieladeh o
X T e3,ynuxmub ; par suite rRaz, z vérifie bRz et b’ 7&2 Doxc z n'ast '1 Si b n'est pas le dernier élément de sa famille, 1'élément suivant est une feuille
mim 3 3 . .
1, t a t b - 1 i
pas équivalent 2 bni A y. L'hypothése est satisfaite, et bay x. Il est donc néce s~ J z'. R(z') est réduit & z' : z' est donc le S-successeur de b (2, 3. 3), Dioh z' =z,
saire que s'il existe une telle famille, aucune autre famille ne commence par i best équivalent & z; Réciproquement, b = entrafne a Rz et il suffit d'appliquer
u.n‘noeud h le lemme 4.
{ , .
Les réponses aux tests (y ~ z) et (r R z) ne peuvent donc déterminer les | Revenons 3 I'igpothse 3 duparagraphe & 10: 2 : vy [ ok <RGN BpposEa
réponses & (xub), (bou z) et (aRz) que dans lescas : ’ L | que b ne soit pas le premier élément de sa famille. Alors b est Squivalent 3 x=y
, e |
: : " .
(A) si deux noeuds appartiennent & la mé&me famille, dans cette famille une feuille | Ueptiite 2, b nfSt donc pas équivalent 3 z, b est le dernier élément de sa famille
se trouve eatre eux (pour lordre d'orientation) ! (lemme 7) et aR2 (lemme 4) : comme a=x, ceci contredit rRz, b est donc le
ou — ! . i . . .
'(B) pour tout noeud, le prémies. dids Mordre dlorientation, dos Elémerts dagt -‘ premier élément de sa famille, On en déduit x ¢0b (lemme 2) et bru z (lemme 7) :
il est le prédécesseur est une feuille | un séparateur entre, puis b, puis z. Les tests sur y et z sont donc suffisants dans
i le cas (A),
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Il est facile d'adapter & ce cas l'algorithme de 2, 10, 2. Apres avoir détermi-
né la classe des €léments dont un nceud a est le prédécesseur, on placera a dans
une '"mémoire auxiliairé" ), enattendant de savoir s'il doit 8tre précédé dans

la pile par un séparateur == ,

entrée de [}
sortie des €1&-
ments jusqu'a 3=

entrée de (x)
vider la pile

b

entrée de %

entrée de (jA)
e

Figure 2, 11

On a vu (lemme 6) que y est le sommet de la pile construite, 'entrée de (p)

ne modifie pas la pile lorsque PEA

76/77)

2. 11 3. Etude du cas (B). L'hypothtse du lemme 3 est toujours réalisée : x est équiva-

lent 3 b et 3 y: Pour yguz et rRz, b0 zetaRz : b entre, puis un séparateur
puis z,

Les tests sur y et z suffisent donc aussi dans le cas (B), Et tout nceud entre

sans séparateur, L'algorithme de détermination de la ramification est décrit

figure 2; 12,

lentrée d'une feuille]

-

vider entrée sortie des él&-
la pile de =+ ments jusqu'a
y | ==

-

o

Figure 2, 12




2. 12, Ramification gauche d'une ramification orientée,

2, 12, 1, Définition, Au chapitre 6, nous serons amenés i déterminer une ramifi-
cation orientée (E, ¥ ) par une autre, qui a le méme ensemble de points E
et ou toute famille, sauf celle des racines, commence par une feuille,
Pour cela, nous ailons ici associer 3 (E,% ), de m;.m'.ére injective, une
telle ramification (E, ¥*).

Désignons par E| l'ensemble formé des racines de (E, ¥ ) et de tout
point qui n'est pas le premier de sa famille, par R l'ordre associé 3
(E, ¥ ), par S son ordre de sortie, La relation R' définie dans E par

xR'y <& (xRy et x éEl) ou x=y o

est transitive ; R'(x)=R{x) si x € E1 . RY(x)= {x} sinon, L'oxdre total S
et la relation R satisfont aux hypotheses du théoreme 2.4, il en est de
mé&me pour $ et R', Il existe donc une ramification orientée (E, ') unique
dont R' est-l'ordre associé et S l'ordre de sortie, Nous l'appellerons

ramification gauche de (E, ¥ ).

8i un isomorphisme Y transforme (E, ¥ )en (E" , ¥"), P est aussi
un isomorphisme de (E, ') dans la ramification gauche de (E",¥ "), Si
toute famille de (E, ¥ ) autre que celle des racines commence par une
fenille, les relations R et R' sont confondues, (E, ¥ )=(E, ¥ '),

2, 12, 2, Propriétés de (E, ¥ '). (E, ¥') a m&mes racines que (E, Y ); ses feuilles

sont les feuilles de (E, ¥ ) et les nceuds de (E, ¥ ) n'appartenant pas & E

ses noeuds sont ceux de (E, § ) qui appartiennent 3 E_, Identifions le

R'-prédécesseur z d'un point x qui n'est pas une ra.cirlxe zRx et z#x;
de plus, dans le R-intervalle Jz,x[ n'existe aucun élément z' de El’ sinon
z' vérifierait zR'z'R'x, Le R'-prédécesseur de x est, pour R, le plus
grand minorant strict de x qui appartient El' De ce résultat, nous
déduirons diverses conséquences
a)Siz € El et si y est la premiere feuille de R(z),d'apres 1'étude faite
en 2,3, 3, z est le R'-prédécesseur de y, la famille Y¥'(z) a y pour
premier &lément : (E, ¥ ') est sa propre ramification gauche,
b) Deux points x et y qui appartiennent & la mé&me famille A de (E,7 )

+
appartiennent aussi 3 la méme famille Ade (E, ¥ '), 5i y suit immédiate-

e ——

79)

]

ment x dans’ A , y dppartient ¥ El et R'(y) = R(y) ; dans l'ordre de sortie S,
x précdde immédiatement R(y) : y suit aussi immédiatement x dans X',

c) Si le R-prédécesseur y d'un point x appartient 3 El' y est aussi le
R'-prédécesseur de x, sinon; dans (E, § ), x et y appartiennent 3 la
méme farnitle, Supposons que x soit le dernier point de sa famille dans
(E,4)

El’ x est le dernier point de § '(y) ; sinon, x et y sont consécutifs dans

: pour llordre S, x est le prédécesseur de y ; si y appartient &

leur famille commune,

On déduit de cette étude la forme des familles de (E, 25 ') :8izestun
neeud de (E,bl ) appartenant 3 El’ ¥ '(z) commence par la premigre feuille
2y de R(z), qui est suivie des autres &léments de sa famille ?S'“(a'l) psia € E,
a =z, ¥'z)= ¥ (al) ; sinon ¥ (al) est suivi de la famille § (az) dont a, est
le premier élément, etc.,, Finalement, ¥'(z)= § (a 1) sis 8 (ap) ou
p } e ap:z ; pour 1 Si \<p-1, 2, est un noeud de (E,b’ ) et une feuille
de (E, ') ; tout autre élément de ¥ (z) est soit 2, feuille de (E, ¥ ), soit
un point de }:'J1 c'est une feuille de (E, ¥ ) ou un vnoeud de (E, ¥ ') ; pour
1\(i e a, , est le premier élément de ¥ (ai).

La figure 2, 15 schématise une arborescence orientée et sa ramification

(arborescence) gauche (orientation de "gaucke 2 droite"),

Figure 2, 15
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| 2. 12, 3, Existence et unicité d'une ramification orientée ayant une ramification a

. gauche et un ensemble de feuilles donnés, La donnée de la ramification I
(}_3: 8 ') et de l'ensemble F des feuilles de (E, ¥ ) permet * de déterminer . 2. 12, 4. Entrées et sorties de la pile strictement attachée & (E, ¥ '),L'entrée

| pour chaque mot ¥ '(z) la suite des a, ; on connait alorg les ‘b' (ai) et d'un noeud de (E, ¥ ') est auivie de celle d'une feuille de (E, ¥ ), Si un

| % (z), c'est-a-dire pour tout neeud u de (E, ¥ ) le mot ¥ (u). Par suite, nceud x de (E, ¥ ) qui n'appartient pas & E, & pour successeur, dans 1'or-
il existe au plus une ramification orientée (E,¥ ) qui a un ensemble de ! dre S, un autre noeud y de (E, ¥ ), x est le premier point de sa famille,
feuilles F donné et dont une ramification orientée donnée (E, ¥ '} est ! mais aussi le dernier et y est le R-prédécesseur de x (2, 3. 3}, donc
ramification gauche. E \l{ (y) ='x!: Soit u, un état de la pile, i' le plus petit entier supérieur 2 i

Pour que (E, ¥ ) existe, il est nécessaire que toute famille de (E, ¥'), : qui est l'entrée d'une feuille de (E, % )} ou l'indice du dernier état de la

sauf celle des racines, commence par une feuille et que F soit un ensem- | pile, i'-1est la seule entrée possible d'un nceud de (E, ¥ ) comprise
ble de feuilles de (E, ¥ ') qui contienne le premier élément de chacune I entre i et i', Entre i et i' se trouvent m ( > 0) sorties d'éléments de Uy

| de ces familles, Supposons qu'il en soit ainsi, Envisageons un noeud z de ! _jI ¢ s < jm ; posons i:jo eti'= jm+1 H Jk et jk+1 (k=0, ... ,m)
(E, ¥ ') et, dans §'(z), la suite (éventuellement vide) des feuilles de (E, ¥ ') E sont séparés par l'entrée et la sortie de g ( 3 0) feuilles de (E, ¥ '), qui
n'appartenant p.as AF 2 e ap-l ; posons ap:z (p 2 1) : on peut ; sont aussi des nceuds de (E, ¥ ), X)rees ,xq : dans l'ordre S, Xys e ,xq
§crire ¥ (z)= ¥ (al) >y, (ap) ol1, pour 2¢ig P, 2 est le premier : forment un intervalle et, pour 2 < k s q, § (xk)='xk_1‘.

€lément de ¥ (ai) ; notons d'autre part que, d'aprgs l'hypothese, le
premier élément 2, de { (a 1) appartient 3 F, On définit ainsi, pour toute
feuille u de (E, § ') n'appartenant pas 3 F, et pour tout noeud u de (E, ¥ '),
un mot ¥ (u) : chacun de ces mots commence par une feuille de (E, ¥ ') ;
si u € F, posons X(u)z A . Tout point de E qui n'est pas une racine de i
(E, § ') appartient 2 un, et un seul, des mots § (u) : d'aprés 1,4, 1, ces i
mots, avec § ( A ), mot des racines de (E, ¥ '), définissent une rami-
fication orientée (E, ¥ ) dont F est l'ensemble des feuilles ; soit E1
l'ensemble de ses racines et de ceux de ses points qui ne sont pas premiers f
de leur famille : les noeuds de (E, § ) qui appartiennent & E1 sont les l
nceuds de (E, ¥ '), SiR est 'ordre associé a (E, ¥ ), d'apres 2.3, 3, la
premigre feuille de R{z} =R(ép) esta. Il résulte alors de la construction
des familles de la ramification gauche de (E, ¥ ) que cette ramification
est (E, ¥ Ok

Théordme 2.}1§. Pour qu'il existe une ramification orientée (E, ¥ ) d’ensem-~
ble de feuilles F donné, dont une ramification orientée (E, ¥ ') donnée soit I
la ramification gauche, il faut et il suffit que tout élément de F soit une

feuille de (E, ¥ ') et que chaque famille de (E, § ') autre que celle des

racines commence par un élément de F, (E, ¥ ) est alors unique,
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CHAPITRE 3

Pilesd pseudo-ramifications

Piles simples dont une pile donnée est transcrite,

Nous avons vu au paragraphe 1L} que toute pile U sur un ensemble E est
transcrite d'une pile simpig _Uo sui un ensemble Eo' par une application f de
B, dans E; le mot d'entrée de U est transcrit du mot d'entrée de Uo par l'ap:
plication f; cette condition définit d'ailleurs f, puisque tout élément de Eo a
une occurrence dans le mot d'entrée de Uo’ de sorte qu'il existe au plus une
transcription transformant une pile simple donnée Uo en une pile donnée U,

Soient Uo_et U1 deux piles -simples, sur deux ensembles Eo et El' dont
une pil.e U sur un ensemble .E est transcrite, Les mots d'entrée & 5 et O 1
de Uo et UI ont m8me longueur, celle du mot d'entrée de U; tout é1ément de
Eo. a une occurrence et une senle dans X o associong-lui 1'élément de El
t_.]ui a mé&me rang dans | @ mous définissons ainsi une bijection g de IE1 sur
E‘O. Par récurrence sur j, le jo™M€ état de U_est transcrit par g du jeme gtat
de U ; la pile U1 est donc transcrite en Uo par g, et par suite U1 est isomor-
phe é. U

Recxproquement, so:t une pile U transcrite d'une pile simple U par une

apphca.tlon f, et U une pile simple isomorphe a U , c'est-a-dire que U est

transcrite de U1 par une bijection g. Comme le ptodmt de deux tra.nscnptmns
est une transcription (Ft* o gﬂ = (fog)**), U est transcrite de U1 (par fog).
Théortme 4, 1, Toute pile U est transcrite d'une pile simple Uo. Si Uet U0
sont données, la transcription est unique, Les piles dimples dont U est trans-
crite son‘t les pilesisomorphes a U0 et elles seules,

Pseudo-Ramifications,

Définitions, Au paragraphe 1.4, §, nous avons vu qu'une ramification orientée
eslt déterminée par la donnée d'un ensemble d'index I et d'une bijection définie
sur I : un ensemble d'index est un sous-ensemble du monoide libre MN *, dé-
duit de l'ensemble M des entiers naturels, qui, avec tout mot A = )\1 r de
dernier élément r, contient le mot >\1 s'il n'est pas vide et les mots )\1 !

pour 0 \< r! \< r, Tout ensemble d'index I définit ure ramification orientée,




2-2

‘convention que (E

que nous noterons simplement I par abus de langage ., Deux ramifications

orientées isomorphes ont méme ensemble d'index I, et la ramification orientée
I leur est isomorphe,

'

12 e
Soit un ensemble E non vide, Nous appelons pseudo-ramification dans E

tout couple d'un ensemble d'index I et d'une application quelconque f de I dans
E. Nous dirons que la pseudo-ramification (I,f)} est l'image par f de la rami-
fication orientée I, )

Une ramification orientée quelconque, d'ensemble de points E', détermine
son ensemble d'index I et une b1_1ectmn g de I sur E'; si on donne de plus une
apphcatmn f' de E' dans E on peut définir la peeudo- ramification (I, f'og) :
nous dirons encore que cette pseudo-ramification est l'image par f' de la rami-
- ((g(l),f‘)) Pour que

f'ZD, il faut que les ramifications orientées \rﬂ.l et ﬁ aient

fication orientée donnée g(I) et nous la noterons

((5’1“1’ f'ﬂ):((@l.z,

méme ramification d'index I, donc soient isomorphes : 9.2 = h( Jﬁ)L 1) ; alors,
si QL = g(I) ( @L Rl )):((hog(l f! ))= 1Le ohog) ; pour que
(( ((h( X ) £ )) il faut et il suffit que f'l— f'zoh

( A, fo h» = ( si h est un isomorphisme,
P lus généralement, nous dirons qu'un graphe (E',[” ) et une appli-
cation f de E' dans E définissent un pseudo-graphe dans E (E', U ;f}, avec la
p O =BT
est image de (El’ r 1) par un isomorphisme h et flz fzo h, Le pseudo-

2 Ez) si, et seulement si, le graphe
(&, 1)
graphe sera dit fini si 'ensemble E' V'est,

’ Si‘(I,f) est une pseudo-ramification dans E et g une application de E dans
un ensemble El’ nous dirons que g transforme (1,.f) en la pseudo-ramification
(I, gof) dans E. .

Exemple de ‘Il)seudo-ramification i soi%: un ensemble A, et D un sous-ensemble

fini du monoide libre déduit de A, tel que tout facteur gauche d'un mot de D

appartienne 3 D, Soit (T la relation dans D :

o

B

o e g 7 i

>\ = ‘)\h";;i-, et.seulement si, le mot A est facteur gauche du mot. N,
| fD,E: 1 est une ramification; orientons-la
d'une manikre quelconque, A tout mot de D,
associons 1'élément de A qui le termine :

V'image,par 'application f 2insi définie, de

la ramification [D, E] orientée est une

pseudo-ramification ; f transcrit les chemins

Af\¢

de [D, C] dont l'origine est une racine en les 8
& £ ¢
"

Figure 3,1

mots de D, On peut utiliser une telle pseudo- o)
ramiﬁcatiop pour stocker un dictionnaire
(figure 3. I; voir par exemple [SUSSENGUTH]) B
D e.st alors Il'enaemble des mots du dictionnaire, terminés par un symbole & qui
permet de reconnaftre leur fin, et de leurs facteurs gauches,

So1t une pseudo-ramification (I,f) dans un ensemble E, L'application f trans-
cr1t les farnilles de la ramification orientée I, qui sont: des mots du rhonoide libr

Ix, en des mots du monofde libre E* 4+ qu'on appelle familles de la pseudo-ramifi-

cation, La famille des racines de I est transcrite en la famille des racines de

(£.f) ; silest une ?rborescence, (1,) s'appelle une pseudo-arborescence : elle

a une seule racine, Toute autre famille de I est la suite § (x) des 6léments de I
ayant le méme prédécesseur x : on dit que £(x) est prédécesseur de la famille
transcrite de bl(x). La suite de feuilles (2, 6, 1} de la ramification oriéntée I est

£ * -
transcrite en un mot de E”, appelé suite de feuilles de la pseudo-ramification,

On nomme hauteur de (I f) la hauteur de I, Si J est une sous-ramification de I,
elle est orientée par 1'or1entat10n de I (2 4. 1). Son image par la restriction de f

a J est une pseudo»ram;.fxcatmn dite sous-~pseudo-rarmification de (I, f), Si J est

une sous- arborescence compléte (L 4. 1) de I, son image vot appelw, gous~pseudo

arborescence compléte de (I,f),

La pseudo~ram1f1cat1on (1,£) peut &tre donnée par sa matrice des index,

définie comme pour une ramification (1,4, 5), Elle'sst aussi déterminée par




¥ toute matrice qui définit & la fois I (ou une ramification orientée iso-
morphe) et £, Il en est ainsi pour une matrice associée & I bordée d'un

- vecteur éui‘ pour chaque ligne, corresgondant 4 x de I, donne £(x), Il en est
de mé&me pour une matrice i trois colonnes qui, pour chague x de I, donnent

f{x), le numéro de la ligne de la matrice qui correspond au lien vertical de

%, et le numéro de celle qui correspond au lien horizontal lorsqe ces liens exis-

tent : une telle matrice est appelée matrice d'enchafnement de la pseudo-

ramification, En particulier, on peut ranger les éléments de I dans 1'ordre
d'entrée de la ramification : on a vu qu'alors, il suffisait d'indiguer dans la
deuxiéme colonne l'existence du lien vertical,

3. 2. 2, Réunion horizontale ou verticale de deux pseudo-ramifications, Soient deux

pseudo~ramifications (I1 il) et (Iz,f

: le nombre des racines de (I 1

z) dans un ensemble E ; désignons par k
fl)' A tout index M € IZ, associons la suite
d'entiers t( A ) obtenue en ajoutant k au premier des entiers qui composent A\;
t(Iz) est un ensemble, disjoint de II’ de suites d'entiérs qui sont les points
d'une ramifi¢ation orientée I'z isomorphe a IZ La réunion de I et de t(I )
est un ensemble d'index I, qui définit une ramification d'index : cette rami-
fication n'est autre que la réunion horizontale (1, t,.z) des ramifications
orientées I1 et 1'2. Définissons une application f de Idans E, par-:
i()\):f(x) si xEI ; f(x)-fot (x) si xet(I)

La pseudo-ramification (I,£) s appelle réunion horizontale de (I ) et (I,

2’ 2)
On définit ainsi une loi de composition interne de l'ensemble des pseudo-

ramifications dans un ensemble E ; il est facile de voir que cette loi de com-
position intérne est associative (mais non commutative ). On note
L= 1LY ).
Soient ‘? et IPZ les mots des racines de (I1 fl) et I 2)

Ut f (\1} ) LP o (\.]JZ) ou \P et \1/ sont Ies mots des racines
de I1 et I2 Le mot des racines de I est \)—' t ( \\) } 5 celui de la pseudo~
ramification (I,f) est donc
flk y %* *

LWt = f = = R
S L W) =W ey ) - 2 WGy, = @

2

bt

e = i T

e e e L SR

e et

i - o =

r

Si 0( et O( sont les suites de fe uilles de (I £ ) e.t (I £ ) on montre de
‘la méme fagon que la suite de feuilles de (I,f) est O( 01- : on utilise le
fait que la suite de feuilles de la réunion horizontale de deux ramification:
orientées est obtenue par concaténation des suites de feu111es de ces rami-
fications (2.6 , 2),

Envisageons maintenant deux pseudo-ramifications (I ) et (I fz) tell
que la suite des feuilles de la premitre soit la famille des racines de la
seconde, Tout A de Iz s'écrit r A', ol r est un entier et \' une suite
d'entiers ; soit X' la feuille de 1, qui a pour rang r; posons ici t(A) = \" )
t(IZ) est l'ensemble des points d'une ramification orientée I'2 isomorphe &
IZ, dont le mot des racines est la suite de feuilles de 11. La réunion verti-
cale (26, 2) de Il et I‘Z est une ramification d'index L Définissons une
application f de I dans E, par f(x):f (x) si x 61 » f(x)=f ot (x) si
x € t(I )

comme la suite de femlles de (I fl) est la famille des racines de (I_,

six € I N t(I ), x est une femlle de I1 et une racine de I'

2’ Z)
on a bien f (x) f ot (x La pseudo-ramification (I,f) s'appelle réunion
verticale de (I1 fl) et (I 2) On note
= 9}
0= a5 Y (1.,
Soit &( le mot des racines de (I f)

KP =f*( \1) ol ‘\V est le mo
des racines de I1 Le mot des racines de I est \4’ , et celm de (I, f)
f*( \V fx( V) )- \P De méme, la suite de feulllea de (I,f) est celle
e (1508
Soit (I,f) la réunion horizontale (resp, verticale) de deux pseudo-ramifi-
cations (I . ) et (I 3 )v une sous-pscudo-arborescence compldte de (I o )
l'image d'une soua-arborescence complete J de I par la restriction f de f
T afackois Anpivy da 2

Ji Désignons pardt et f 4 J et A t(J); t(J) est une sous- arborescence complét
1'2 et (7, f ) = (1), f ot” )) = ((t(J),f)) ;

t(J) est une sous-arborescence complite de
I(LUu 2eté 6, 2); donc ((J,Ez))est une sous-pseudo-arborescence complite

de (I,f), Il est immédiat de montrer que toute sous-pseudo-arborescence

compléte de (If"ﬂi)'e“ une sous-pseudo-arborescence complate de (1,£),




Théordme 3. 2, Soient deux pseudo-ramifications dans un méme ensemble,

Toute sous-pseudo-arborescence complite de 'une d'elles est une sous-pseudo-

arborescence compléte de leur réunion horizontale, et de leur réunion verticale

lorsque celle-ci existe,

3, 2, 3, Pseudo-ramification gauche d'une pseudo-ramiﬁcétioﬁ.'} On ébpelie pseudo~

ramification gauche d'une pseudo-ramification (I,f) l'image par f de la ramifi-
cation gauche I der (2. 12), '

la pseudo~

IG est isomorphe & sa ramification d'index I' : I'= h(IG) i
ramification gauche de (I,f) est (I',foh" 1). I' est la ramification gauche de h(I),
et (I,f} est l'image de h(I) par Feihy : (', foh™ l) est la pseudo-~ramification

i . cler) el ; e
gauche de 1'image par foh = d'une ramification orientée dont I' est ramifica-

2 - 6 bis

Dans le cas ol (I,f) est une pseudo-arborescence, il en est de mé&me pour
sa pseudo-ramification gauche : nous parlerons alors de la pseudo-arbores-

cence gauche de (I,f),

3; 3. Piles attachée, adjointe, conjointe 3 une pseudo-ramification,

On appelle pile attachée (resp., adjointe, conjointe) & une pseudo-ramifica-

tion {I,f) la pile transcrite par f de la pile strictement attachée (resp. adjointe
conjointe) & la ramification orientée I,
Soit une pile U, D'apres le théorgme 3, 1, elle est transcrite d'une pile

simple UO' définie & un isomorphisme prés., Chaque pile U0 est strictement

tion gauche, attachée (resp. adjointe, conjointe) & une ramification orientée, et aux divers:

Réciprlgquement, s0it une pseudo-ramification (r,£1) telle qué I' soit la ra- piles U0 toutes isomorphes correspondent des ramifications orientées isomor

mification gauche d'une ramification orientée I . I phes (théordmes 2, 1,2, 6, 2. 7), qui ont toutes la méme ramification d'index L,

1 1
fication d'index I : I;= h(I) ; la ramification gauche de I est h~ 1(I'). La pseudo-

est isomorphe & sa rami-
qui leur est isomorphe, U est transcrite de la pile strictement attachée (resp.

a1 e e ) P 'ae‘(l,f' S st ((h_}(I') \ oh)) = (I ,’fl)' adjointe, conjointe) & la ramification I, et la transcription f est unique (théord

Les pseudo-ramifications dont une pseudo-ramification (I',£') est pseudo- me 3, 1),

ramification gauche‘ sont les images par ' des ramifications orientées dont I' ————-___Théoréme 3. 4. Toute pile est attachée (resp. adjointe, conjointe) & une pseudo

est la ramification gauche. On déduit alors du théorgme 2. 10 ramification unique.

Exemple : pseudo-ramification représentée figure 3, 2.

P S e R N T o= S S P .

Théoreme 3. 3, Soit un ensemble E, EO un sous-ensemble de E, f\fﬂo 1'ensemble

: . . i D R T < )
des pseudo-ramifications (1,f) dans E telles que f transforme les feuilles de I en Matrice d'enchafnement (dans l'ordre d'entrée) : 1indique la presefice diun

des éléments de EO » les noeuds de I en des éléments du complémentaire de EO‘ lien vertical, 0 son absence,

Pour qu'il existe une pseudo-ramification (t.f) e C%O dont une pseudo-ramifica-

. n° de élé- lien ver— lien ho-
tion dans E, (I',f'), donnée soit la pseudo-ramification gauche, il faut et il suffit ligne ment tical rizontal
que tout point x de I' tel que f!(x) € EO 8oif une feuille et que chaque famille de I', |

L e T T PR 3 ) : 1 D L =

autre que celle des racines, commenbé p’g? ume%o“ini. (I,f) est alors unique. I 2 i 0 3
En effet, les pseudo-ramifications dont (I' ,£') est pseudo-ramification é 3 B 1 L
gauche sont les images par {' des II dont I' est ramification gaudhe ; leur I 4 c 0 9
imposer d'appartenir & “ﬁo revient & dftarminer les feuilles deé,Il : les points r 5 B 1 -

l x tels qﬁé by (x) EE . !' 6 h 0 7

e g+ X0 i 9‘ . ] | | 7 ¢ 0 g
La pseudo-ramification gauche de la transformiée d'une pseudo~ramification | g i 0

(1,f) par une application g est la transformée par g de la pdeudo-ramification
gauche de (I,£),




Pile attachée :

G EBEBBGBB

A B BB BB BBBBIEBE

PDDDDDDDDDDD DL DD

Pile adjointe ; A

AL & L b B
¢cc¢cccccecceccc B

AAAAAAAA-AAAAAAD

Une pseudo-ramification est donc déterminée par sa pile attachée,
sa pile adjointe ou sa pile conjointe, c'est-i-dire par leur mot attaché ou
leur mot de description ou 1eur‘n';6t de description incomplet ou le couple
de leur mot d'entrée et de leur mot direct des poids ou le couple de leur
mot de sortie et de leur mot inverse des poids,

Remarque : soit un ensemble E et une application p de E dans 1'ensemble
des entiers naturels, Envisageons l'ensemble des pseudo-ramifications

dans K ou toute famille de prédécesseur x ait pour longueur p(x),et dont

chaque feuille y vérifie p(y)=0, Dans cet ensemble, une pseudo-ramification

est définie par le mot d'entrée (resp. de sortie) de sa pile attachée, qui
détermine le mot direct (resp, inverse) des poids : on peut appeler ce mot

d'entrée (resp, de sortie), mot de Lukasiewicz direct (resp, inverse) de la

pseudo-ramification. Les mots de Lukasiewicz directs des pseudo-ramifi-

cations de l'ensemble forment un langage préfixé au sens de [GORN,Z} B

-

| 4, 1. Définitions, L

CHAPITRE 4

Structures, grammaires et langages de Chomsky

4, 1, 1, Structures de Chomsky, Soit un ensemble fini V et une relation binaire entre V

et le monofde libre V* déduit de V g hd_(zs noterons ::= cette relation, Nous appe-

lons structure de Chomsky ¥ (V,::=) l;ensemble des pseudo-ramifications dans

V telles que, pour toute famille p-de p'rédécesseur A, A= @, Nous disons que
A E V’k dérive de A!' € V* lorsque A= A! =/\ ou lorsqu'il existe dans
§ (V,::=) une pseudo-ramification dont XA o8t T4 auite de feuillba'st A' la famille
des racines ; si la hauteur de cette j:seudo-rarﬁificgtion est supérieure 3 1, A
dérive strictement de A', ) dérive de A' sera noté U ; une pseudo-
ramification dont la famille des racines est \' e;: la suite de feuilles A\ sera dite
de type ( A’ 2y o ). Si f}l’ est une pseudo-ramification de type ( A’ BN )
et JL" une pseudo-ramification de type ( >\. -ib A "), la réunion verticale de
9{,' et Q)L" est de type { A' = )\"I'), d'apres 3,2, 2, Si {PLl est de type
(A " Es et (?12 de type ( A "y XA ,) 1a réunion horizontale de 8 et
(ﬂz est de type ( A " A 'y Xy Al A ,), d'apres 3, 2,2, Dans le monoide !
libre Vt, la relation —> est un préordre, compatible avec la concaténation,
Nous supposerons que le nombre de éouples qui sont dans la relation ::= est
fini et non vide (voir généralisation en 4. 6), Alors ::= peut 8tre donnée par énu-

mération des couples en relation, A:i=  ; nous dirons que A= Y est la rigle

de premier membre A, de second membre \p , On abrége l'écriture A::=
et Au= ' en Au= P | ' [BACKUS] .

Dans la suite nous supposerons que V est donné comme réunion de deux ensembl

~'rjoints T et N, N contenant tout premier membre de régle, c'est-a-dire
tout prédécesseur d'une famille dans une pseudo-ramification de ¥ (v, ::=).
Nous appellerons alors proposition de la structure tout mot du monoide libre T*

qui dérive d'un élément de N,
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4, L 2, Grammaires et langages de Chomsky, Soit X € N. L'ensemble des propositions

Exerple (cf, instructions d'affectation Algol, [ NAUR | [ BOLLIET,GASTINEL,
LAURENT | ) : ' -
N={A,E,P,F,B,C,G,L} T= {:=,+,x,0,i.,Z',n3,'4,5,6,7,8,9.a.b}

A n= Gi=E E ;1= E4PHP - P = PxFI|F

F ::=GIB B ::= BCIC - G:=GLIL
Cu=0111213141516171819 s Bn M B

symboles terminaux, N le vocabulaire non terminal ou auxiliaire, ses éléments : Axiome A,

qui dérivent de X est le larigage de Chomsky 'engandfépar‘l.a grammaire (N,T,::= X

Ses éléments sont les phrases du langage : ce sont les suites de feuilles des

| pseudo-arborescences de 54 (V,::=) qui ont X pour racine et dont les feuilles *

‘appartiennent 3 T ; on notera @ (N,T,::=,X) l'ensemble de ces pseudo-arbores=

%
]
|
|
#
|
!
’
i

" cences, V est le vocabulaire, T le vocabulaire terminal, les éléments de T les

| - les symboles non terminaux ou auxiliaires, ::= la relation de production, X 1

b:=axbb+42 est une phrase, définie par la pseudo-arborea'cence qui est repré-

"l'axiome de la grammaire, Deux grammaires qui engendrent le méme langage sentée figure 4, I, La figure 4.'2 schématise la pseudo-arborescence des sous-

sont dites équivalentes, propositions de cette phrase, ‘axbb+42, axbb, bb, a sont des propositions de la

Si on peut trouver deux mots A et A ' de v tels qu'il existe plusieurs psuleario-

structure, + n'en est pas une,
resceroes de la structure de Chomsky ¥ (V,::=) qui ont X pour suite de feuilles

“et \! pour famille des racines, la structure est dite ambigu#, Si on peut trouver : / I \
un mot A de T* qui soit suite de feuilles de plusieurs pseudo-arborescences |

ayant pour racineé X, on dit que la grammaire (N,T,::=,X) est ambigu®, La
structure d'une grammaire ambigu& est ambigus,

Soit une pseudo-arborescence d'une structure de Chomsky, qui définit une

o :i\-— 3
/

.
\ﬂ———'l:l/

R

proposition ® = 'a ap', Elle est 1'imagé par une application f d'une arbores-

l'] .aw
‘cence I, Pour tout noeud x de I, on a montré (2, 6, 1) que les feuilles qui majorent
x forment un intervalle r(x) de la suite de feuilles de 1; f transcrit cét intervalle

en un sous-mot F’S {x) de OL, qui est une proposition de la structure : on dit que

(5 (x) est une sous-proposition de O ., Les intervalles r(x) et les feuilles de I

R S S S F——
N—- /

forment une arborescence sous-réduite de I (1. 5. 3), orientée grice & l'orienta-

0 —— e © et ety

T~ — 2

tion de I (2, 4. 3); l'image de cette arborescence par l'application qui transforme }
r(x) en f& (x) et transforme les feuilles de I comme f sera nommée pseudo- '

arborescence des sgus-propositions de OU , Une proposition de la structure

-peut posséder plusieurs pseudo-arborescences des sous-propositions’; la struc- Figure 4.1 Figure 4.2
ture est alors ambigu® : on dit qu'elle est fortem ent ambigué, De mé&me une
grammaire qui engendre une phrase possédant plusi‘eui's pseudo-arborescences

des sous-propositions est dite foriement ambigug,

N _
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4, 1, 4, Définition de langages de Chomsky par un systéme d'équatxons Soit Q(A) le

4, 1, 3, Comparaison & d'autres définitions, La définition des langages de Chomsky

- langage des pmposnzons qui dérivént d'un symbole auxxhan'e A donné, Q(A) est
qui vient d'étre donnée est équivalente 3 celle des langages du type 2 de il formié des mots de TT gui peuvent 's'e ;
[CHOMSKY, 1] ou des langages "context-free" de [ CHOMSKY,2 ]. En effet I aui Bedvbat'siécrire Xy Py (5 p &
, ® b2 ] , P00, A CT,pourl\'sp,o(ieT @) @dénvede
' lation "déri ", 8'il exi -dérivati f
d'apres les propriétés df: la relation '"dérive de ., a'il existe un‘e Y pivationt, | Bi e N; A = o o 31 b8 E B oL . Q(A) est la réunion des sous-ensembles
d'un mot 0 au sens de LCHOMSKY, l] , €O dérive de w. Réciproquement, i du monofde libre T o~ QB O Q(B ) oL tels que les O, . et les B
y . . Jm ' 0 1 1 & P p Rt i
supposons que (v dérive de W) , c'est-a-dire q:'ﬂ existe une pseudo-ramifica- | satisfassent aux hypothses précédentes Précisons cet énoncé : toute application
tion (I,f) de la structure qui soit de type ( Y ——> W) ; envisageons la suite | ¢ de N dans l'ensemble 13 ) des parties de TF prolongée en une application
' 5 P : 3 1 i= .
des états u 3 de la pile conjointe a I tels que j soit entrée d'un noeud ou j=0 : 1 ; ' de V dans 33 par ¢ (.\ = { 'a‘? pour tout 2 de T, induit un homomorphisme
i 1=ogde e A Gt ' . 1 ' i . ; ;
u o wo=A oo ,u o on passe de u i au 31+l en faisant entrer un g de thonotde de V' dans :}3 T ) (1. 3}, que nous notons ¢,!; avec cette notation,
certain nombre (éventuellement nul) de TEHIch , puis en remplacant une i pour tout A € N, Q(A) est la réunion des ensembles Q‘t( \p) tels que A 1= 1p,
. z . 3 1 |
famille par son prédécesseur (2, 10, 2) ; associons & chaque u i la suite 6 iy Ce résultat peut &tre complété en :
: g : .- it : " s 3
des EQINENriTmy Henirgs pet FUPARISTRES, |, 5-Liamerif Wi, S5 54 =% Uy st - Théordme 4. 1 [SCHUTZENBERGER] . Soient T et N les vocabulaires terminal
eji : pour i=0, ... ;P'l» il existe un sy)r\nbole non terminal A, et tr:is mots ‘et auxiliaire d'une structure de Chomsky P (T U N, ::=) telle qu'aucun couple de
1 = t U PR 2 oy
95 A ;0 Ay de Vo tels que By eji (P My J1+1 9J1+1 AN I symboles auxiliaires A, A' ne vérifie A ::= A", Il existe une, et une seule, appli-
e WA £ o o = R & - ' . . -
et Ai 2= P 5 d'autre part, uJO N, eJO @, “JP v, er ¢ la suite | cation ¢ de N dans ;}3 (Tk) pour laquelle
des u; 8. est, dans l'ordre inverse, une -dérivation de cv , Cette -dériva- ! *
5y Y W | (Vae N (A b o dagl 0%,

tion présente la particularité que les )\ 'i sont formés de feuilles : on "réécrit" (
| l'application Q qui transforme tout A de N en le langage des propositions dérivant

3 chaque étape le dernier nceud. On aurait pu aussi utiliser la pile adjointe &
de A,

(I,f), et obtenir une dérivation ol on réécrive & chaque étape le premier nceud,
Exemple : T = {a,b,c} ; l'uni : *2
xemple : T = {a, ,c} ; 1'unique solution dans I’; (T7)" du systéme de deux

X=YWwuxXxce |
Y={ab} U aYhb

est formée des deux ensembles des propositions de la structure de Chornsk!y

[CHOMSKY,Z] montre que les langages de Chomsky sont les langages
f 3 . v équations
| "acceptés par un automate 3 mémoire pile' : la pile utilisée pour engendrer une | l

phrase ({ est ici, 2 peu de chose pres, la pile attachée 3 une pseudo-arbores-
cence de type (X o ).

T N,:= i déri § ; .
Les langages SPL de [ BAR-HILLEL, PERLES, SHAMIR ] sont les langages F(ru ) qui Gérivent redpectivament de X et ¥, avee :

N=§_X,Y3 ;T:{a,b,c} ; Xit= ¥idc; Yiu=ablayYhb,

Il s'agit des ensembles {an bn cal; 0 S0 S olx {an B HSO} .

de Chomsky et leurs réunions avec le mot vide, On remarquera qu'avec la défi-

nition que nous avons donnée, l'adjonction ou la suppression de r2gles A = A

1
|
I 4, 1, 5, Lrhage homomorphe et transcription d'un 1 i
ne modifie pas une structure de Chomsky, car A ne peut &tre une famille d'une ‘ £ E nscription d'un langage de Chomsky, Soit L un langage
de Chomsky, cngendré pa mmaire iz icati
pseudo-ramification, Dans la suite, on supposera que la relation de production 1 2 gen P,,r {Bie el e eI _'X)' Y . AENTISENGRIUE T
n dans le monoide libre T' déduit d'un ensemble fini T' : f induit un homomorphis me
ne possidde aucune régle de cette forme, ! % * %
i " de T" dans T'", Prolongeons f en une application f de T o N dans T‘ v N,

par l'identité dens N, f* transforme L en le langage de Chomsky f (L) engendré
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; *diad e
i 0

par la grammaire (N,T‘, 1=t ,"5(), ol la relation de production ::=' est définie par
les regles A ::='f_t(ﬁ? ) 8i A 1:= @, En particulier, si f est une application de T
dans T' (identifiée 3 un sous-ensemble de ’I"*), f* est une transcription : nous
dirons que f transcrit L en f*(L). B

4, 2, Grammaires réduites, (d'apras [BAR‘-.I-.IILLEL, PERLES, SHAMIR] ) &

Une grammaire (N,T,::=,X) qui engendre un langage de Chomsky non vide

‘est dite réduite lorsque

a) pour tout A € V, il existe 1, € v¥ tels que @, A ¢, dérive de X; !

et b) pour tout symbole non terminal A, il existe une proposition qui dérive de A,
Soit alors N € V" quidérive de A € V; il existe, dans V¥, @ et (p,
tels que L?l Ay 2 dérive de X ; des symboles non terminaux qui possadent
une occurrence dans L? 1’ A et LPZ dérivent des propositions ; de p T A H kq 5
dérivent des mots sur T, O i @ , R
*
ﬁl de type (X —>

% okl),( \{JZ—-ad\z), ﬂsdetype( & £y (5 ). La pseudo-

types(l.pl—é
(% WiR, Y% Y]

ramification
est de type (X ) (11 (’: oLZ) et ) , en est une sous-arborescence complete

it
(théoreme 3, 2),

. Il existe donc des pseudo-ramifications
2 £, Rye G
IAK,PQ),S?\Zde(:ype(A——o%),):set 4de

U

1 v

Théoreme 4, 2, Si la grammaire (N,T,::=,X) est réduite, toute pseudo-arbores-
cence de la structure de Chomsky {’ (T & N, ::=) est une sous-pseudo-arbores-
cence compléte d'une pseudo-arborescence de CE (N,T,::=,X). De plus deux
pseudo~arborescences de méme racine qui ont deux suites de feuilles terminales
{ﬁ et p ' sont sous-pseudo-arborescences complétes de deux pseudo-arbores-
cences de % (N,T,::=,X), dont les suites de feuilles oL 1 F) A , et pL'l f’;' o(‘z
vérifient O(l = d‘ll et d‘z = d\'z.
[BAR-HILLEL, PERLES, SHAMIR ], donne un algorithme qui permet, pour

toute grammaire, de décider si elle engendre un langage de Chomsky vide et,

sinon, de construire une grammaire réduite équivalente :

i
|
t'
ﬁ
|
1
i

4,
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1) On cherche les symboles non terminaux A dont dérivent des propositions ;
en particulier, on reconnaft si X est un tel symbole, c'est-a-dire si le
langage n'est pas vide ; dang ce cas, on écarte les symboles auxiliaires
dont ne dérive aucune proposition et les r2gles contenant de tels symboles ;
d'olt une grammaire (N',T,::=',X); soit V'=N' u T,

2 ) Pour réaliser la condition a, définissons dans V' la relation ¢
Ze¥ &= (19, evh (] g,evH @u= g vy
On construit la fermeture transitive R de P . Les regles qui ne contiennent .
que des symboles de 1'ensemble R(X) définissent une relation :=",

grammaire (R(X) O N', R(X) () T, ::=", X) répond 3 la question.

La

3. Initiales, Finales, Couples vicinaux, 4, 3, 1,Soit une structure de Chomsky ’:? (V,:::)

et un élément Y de V, On dit que Z € V est une initiale de Y s'il existe un mot
(¢ de V* tel que Z (p dérive de Y. On dit que Z' € V est une finale de Y s'il
existe un mot (§' de v¥ tel que (P' Z' dérive de Y,

1l existe alors dans ¥ (V, ::=) une pseudo-arborescence qui a Y pour racine
et Z \p (resp. (p' 2') pour suite de feuilles ; si l'une de ces pseudo-arbores-

cences a une hauteur supérieure & 1, ce qui est toujours le cas pour Y # Z

(resp. Y # Z'), on dit que Z (resp. Z') est une initiale (resp, finale) stricte de Y,

La relation "Z est une initiale de Y" est la fermeture transitive de la rela-
tion in définie dans V par :
zinY = (1% € v (vu=z y).
"'Z est une finale de Y" est la fermeture transitive de fn :
Z2mY & (JY € VY (vu=y2).

Les graphes (V,in) et (V,fn) seront nommés respectivement graphe des initiales

et graphe des finales de la grammaire,

Soit (I,f) une pseudo-ramification de M (V,::=), Etudions le couple formé par
un point x de I et la }Jremiére feuille y qui majore x dans l'ordre d'entrée de I,
D'aprés le paragraphe 2, 3, 3, f(y) est une initiale de f(x). Inversement, soit

(N,T,:::,X) une grammaire réduite, A un symbole non terminal, a une initiale




-« feuille : f(x)=A, f(y)=a.
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terminale de A, Il existe dans ‘;? (N U T, ::=) une pseudo-arborescence (I,f) de
racine A et de premiere feuille a; nommons x la racine de I, y sa premidre

(1,f) est une sous-pseudo-arborescence compléte d'une
pseudo-arborescence (I',f') de (N,T,::=,X); dans l'arborescence orientée I',

tout point, autre que x, du chemin joignant x & y est le premier de sa famille :

.y est la premidre feuille qui majore x pour l'oxdre d'entrée de I'.

;Envisageons maintenant une pseudo-ramification (I,f) de ¥ (V,u:=), v, z

un couple de points consécutifs de la ramification orientée I, Y=f(y) et Z=f(z)
une telle situation se présente en particulier lorsqu'il existe deux mots (? 1 et
o 5 de v¥ tels que @, Y2, dérive-d'un symbole auxiliaire. D'apres le *

paragraphe 2, 6, 3, on péeut troaver trois symboles A,Y',Z' de V et deux mots

Aet A de v¥iets que Y soit une finale de Y', Z une initiale de Z' et

A = X Y' Z' ', Réciproquement, soit une regle A :i= AY' Z!' A', Y une finale

‘de"Y' et Z uné initiale de Z'. Il ekiste un mot® A Qyz (()‘ X' qui dérive de A,

donc ‘une pseudo-arborescence (I,f) de ¥ (V,::z) qui a A pour racine et deux

points consécutifs y,z de I tels que Y=f(y), Z=f(z). Si, de plus, (N,T::=,X) est

une grammaire réduite, (I,f) eet une sous-pseudo-arborescence complite de

(1,{'} appartenant a Cg (N,T,::=,X}, et y et z sont aussi consécutifs dans I'

(2.6, 3) ; d'autre part, il existe ¢ ;e ¥ A dans V¥ tels Hue L?l YZWY 5 b

dérive de X,

Théorgme 4, 3, Soit “9 (V,::=) une structure de Chomsky, Y et Z deux &iérments

de V, Les propositions suivantes sont équivalentes :

a) il existe dans ) (V,::=) une pseudo-ramification (I,f) et un couple de points
consécutifs y,z de I tels que Y=f(y), Z=f(z); ; '

b) il existe un symbole nor terminal A et deux mots |, P, de v tels que
(.?IYZ(h?Zde'rivedeA; ' . )

c) il existe'trois symboles A,Y',Z' de V et deux mots X , X 'de V' tels que Y

soit une finale de Y', Z une initiale de Z', et A 1= AY' 2' X1,
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Si (N,T,::=,X) est une grammaire réduite et V=NuT, les propositions sui-
vantes sont aussj équivalentes ¥ a,b,c '
d) il existe dans <€ (N,T,::=,X) une pseudo-arborescence (I,f) et un couple de
®
points consécutifs y,z de I tels que Y=f(y), Z=f(z); .
A : x .
e) il existe deux mots \.?1, @ 2 de V" tels que LPI Yz \pztdénve de X,

Définition : Le couple Y,Z est appelé couple vicinal lorsque les propositions

a,b,c sont vraies. '

Exemples : pour la grammaire donnée en exemple au paragraphe 4, 1, 2 : L est
une initiale dg _G et A, b est une initiale de L et E, B est une finale de A, b une
finale de L, L une fina?lé de G, G une £ina,le__id_e P ;__y_,L est un couple vicinal,

ainsi que L, b et G,x, &

. Représentation d'une relation de production par une pseudo-ramification,

Chague regle A ::= Y est connue lorsqu'on connait le mot A L? . Ces mots, en
nombre fini, peuvent &tre donnés par une pseuao-ramification (1.,f) (3.2.1,
exemple) ; pour les distinguer de leurs facteurs gauches, on pourra remplacer
A LP par un mot A p b, ou ® n'appartient pas & V : les mots A N4 ¢ tels que
A 1= @ sont les mots transcrits par f des chemins de I dont l'origine est une
racine et dont l'extrémité a § pour image.

La pseudo-ramification peut &tre représentée par une matrice d'enchafne-
ment, Seuls les points d'image ® ne possddent pas de lien vertical. Aussi, si
l'on emploie la matrice d'enchafnement ob les points sont dans 1'ordre d'entrée 5
la colonne qui sert & indiquer U'existence du lien vertical (2, 1, 2} peut atre omise,
Chaque symbole non terminal peut &tre représenté par le numéro de la ligne
ol il se trouve en tant que racine ou, pour la plupart des utilisations, par le
numéro de la ligne suivante (celle du lien vertical) ; dans ce cas, il n'y a en
général pas d'inconvénient 3 omettre les lignes qui correspondent aux racines,
Exemple:N:{X,P,F} s, T=f+,%x,a,b, (,)}

Xu=P+XIP Pu=FxPIF F o= (X)lalb
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o |
P P Dans la matrice d'enchafne- %
. ment, comprimée comme il |
¥ ( B vient d'8tre dit, Q est repré- :'
x ¢ X ob L senté par 0, et les symboles T
) . | terminaux par des entiers .
négatifs .
; ¢ ¢I + x a b ()
- Figure 4. 3 -1 -2 -3 -4 -5 -¢ |
n® de ligne n° d'élément lien horizontal
1 & . g 4. 5,
2 1 ) 5 P 4,5 1;
3 1 - g
4 0 -
5 0 -
6 11 =
7 -2 10
i . ] 4.5.2
9 0 =
10 0 -
11 -5 15
12 1 - i
13 -6 : !
14 0 - |
15 -3 17 i
16 0 : |
17 -4 . .
18 0 ] '
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Pour certaines utilisations, on préfere représenter une régle A : L? par
le mot [\DA ou LPA( ). Il est commode de distinguer des symboles composant
Y la dermére‘ occurrence de A, en associant biunivoquement 3 tout symbole
auxiliaire A un A n'appartenant pas & V, et en représentant A ::= @ par le mot
rq)g ou ?éA ; soit N l'ensemble r..ies X Les mots L{J A ou C‘?IZ peuvent §t;e
donnés par une pseudo-ramification (I,f) : ce sont les mots transcrits par f des
chemins de I dont l'origi.ne est une racine et dont l'image de l'extrémité appar-
tient 2 N, Comme plus haut, dans 1a matrice d'enchamement ol les points sont
classés dans l'ordre d'entrée :1a colonne du lien vertical peut &tre omise, Des
exemples seront donnés aux paragraphes 6.4,5 et 7.5,4.

Nous reviendrons sur ces représent.at'ions d'une relation Id¢ p.rp&ucti,on au
paragraphe 4, 6.4, . ‘ \

Structures et langages de Kleene.

Définitions, Une structure de Chomsky dor.1t toutes les regles sont du type A 1= aB
(resp. A ::= Ba)ou A ::= a, ou AetB sont des symboles non termmaux et a un

symbole terminal, s appelle structure dro1te (reSp gauche) de Kleene Une gram-

maire de Chomsky dont la structure est une structure droite (resP gauche) de

Kleene est une grammaire droite (resp. gauche) de Kleene ; un langage engendré

par une gramrmaire de Kleene est un langage de Kleene.

Langages de Kleene et chemins de pseudo-graphes, Soit un graphe fini (E, " ).

Ses chemins sont des mots du monoide libre Ex. Etudions l'ensemble c(x) des
chemins dont l'origine x est fixée et dont l'extrémité appartient 3 un sous-ensem-
ble E' de E : si x est dans E', 'x' appartient & c(x) ; les autres chemins de c(x)
sont les xA ot A € c(y)etx " y. D'aprés le théorzme 4, 1, c(x) est un ensem-
ble de propositions de la structure de Kleene définie de la manitre suivante ;

E est le vocabulaire terminal, lz vocabulaire non terminal N a autant d'é1€ments
que £ ; il est obtenu en associant biunivoquement un symbole h(x) & tout x de E ;
la relation de production est donnée par les regles :

h(x) ::=x pour x € E' , h{x) ::=xh(y) pour tout couple (x,y) tel que x I v,

s
(1) Rappelons que Y est le mot réfléchi de Y (1, 3).
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c(x) est le langage de Kleene engendré par la grammaire (N, E,::= ,h(x)); *Comme
1a réunion d'un nombre fini de langages de Kleene est un langage de Kleene
E:(fHOl\/iSKY, MILLER:I , les chemins généralisée de (E, " ) dogt l'origine est
‘dans un ensemble E" et l'extrémité dans un ensemble E' forment un langage de
Kleene ; il en est ainsi en partic-:xlier pour ceux qui ont une extrémit.é donnée et
une origine dans E'" : un raisonnemént direct analogue au précédent aurait con-
duit ici & une structure gauche de Kleene,

Soit f une application de E dans un ensemble E1 R (El’ " ; f) est un pseudo-

graphe (3. 2. 1). Appelons chemin du pseudo-graphe, d'origine x et d'extrémité y,

tout mot transcrit f.»ar f d'un chemin du graphe (E, " ) ayant x pour origine ety
pour extrémité, Si E' et E' sont deux sous-ensembles de 'E, les chemins du
pseudo-graphe dont l'origine est dans E' et l'extrémité dans E' forment le lan-
gage de Kleene transcrit par f (4. L. 5) de celui des chemins de (E, ) qui ont
leur origine dans E' et leur extrémité dans E'.

Nous montrerons maintenant que réciproquement tout langage de Kleene
peut &tre considéré comme un tel ensemble de chemins d'un pseudo-graphe.

' Soit une structure droite de Kleene, T et N ses vocabulaires, terminal et non
terminal, ::= sa relation de production. Associons lui une autre structure
droite, dont le vocabulaire terminal T' et le vocabulaire non terminal N' aiept
le m&me nombre d'é1éments :

T est l'ensemble des couples (a,A) de 'ensemble produit Tx N tels que

A ::= a ou qu'il existe B € N pour lequel A ::= aB

.N‘ est I'ensemble des couples (A,a), pour {a,A) g T' ;

la relation de production ::=' est définie par les regles :

(A,a) ::=' (a,A) pour toute régle A ::= 2

(A.,a.)l :=' (a,A) (B,b) pour toute regle A ::= aB et tout b € T tel gue (B,b} € N',
Désignons par T' le sous-ensemble de T' formé des couples (a,A) tels que A ::=a,
D'apres 1'étude directe, les propositions de cette structure sont les Ichemins
d'unygraphe (T', I ) dont 1'extrémité appartient & T"

1a relation [ est définie dans T' par : ; e

(a,8) I (b,B) <> (A,a) =" (2,4) (B,b).

T IrRe
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Envisageons l'application fde T'4) N' dans T (J N

fla,A)=a et f(A,a)=A " si (2,A)E T

f transforme toute pseudo-arborescence.de la structure f? (T'" v N', ::='), ayant

(A ,2) pour racine et ¢ pour suite de feuilles, en une pseudo-arborescence de

ST U N, =), ayant A pour racine et f*(O( ) pour suite de feuilles, et cette

transformation est surjective. D'autre part, f transforme le graphe (T', ) en

un pseude-graphe, Les propositions dela structure de Kleene donnée sont les

chemins de ce pseudo-graphe dont Vextrémité appartient & T", Les phrases d'un

langage de Kleene K engendré par une grammaire (N, T,::=,X) sont les chemins

de ce pseudo-graphe dont l'extrémit& appartient 3 T" et dont i'origine est 1'un

des couples de T' se terminant par X : on notera T"' l'ensemble de ces couples;

On ferait une démonstration analogue pour une structure gauche de Kleene,

Théoréme 4, 4.‘ Soit un ensemble fini T. Les ensembles suivants sont égaux :

- celui des langages de Kleene de vocabulaire terminal T, engendrés par une
grammaire gauche,

- celui des langages de Kleene de vocabulaire terminal T, engendrés par une
grammaire droite ,

- celui des ensembles de chemins des pseudo-graphes finis dans T, dont l'ori-

gine et l'extrémité appartiennent 3 deux ensembles donnés,

4. 5, 3, Etude du graphe (T', " ). Chaque phrase du langage K qui a x pour premier

€lément est transcrite par f d'un chemin généralisé d'origine (x,X) dans T,
Si, pour tout point (a,A) de T', les points (b,B) de ™ (a,A) ont des images b
distinctes, ce chemin est unique, car ses points sont déterminés de proche en
proche de manitre unique. Il suffit pour cela qu'il n'existe pas deux rdgles
A = aBet A 1= aB' telles que B#B'. Tout langage de Kleene peut étre engendré
par une grammaire droite qui possdde cette propriété (et une grammaire gauche
qui possdde la propriété analogue) ([BAR-HILLEL, PERLES, SHAMIR.] 0
[RABIN , SCOTT ]) ; cette grammaire peut &tre réduite sans perdre la pro-
priété,

Un chemin @ quelconque de (T', P ) se présente sous la forme (ao,Ao) e M
(a.p,AP), avec p > 0.; sip> 0, Ai 1= aiAi+l pour 0 4 igp-1; Ap HR ap ou
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P PZ Pn
g 1 circuj,t d'origine y, Les circuits d'origine y sont de la forme Gy CSpieee Y
i i 1 A @=a B : selon le cas, a .a oua_ . a ) 7
il existe B € N te que P P 407 P 0 1 ol les p, sont des entiers positifs et les ¢ des circuits élémentaires d'origine
i sons la grammaire réduite : A ossede une occurrence i
e Ao SEmRposon 2, 0 5 ‘! Yy pnvés de leur extrémité. Un langage de Kleene peut ainsi &tre défxm par une

de X et il existe une proposition qui dérive de B, On en )
dans un mot qui dérive de il exi prop q : : ( ; ! "somme d'expressions représentantes" ([CHOMSKY,MILLER] , [ CHOMSKY, 2
i 'i i hemin de (T', 7 ), (x,X)...(a.,A )...{a ,A)...(c,C :
Asciig AU <SR iRl ) { ) ( 0 O) P B Réciproquement, pour toute expression représentante, on peut définir un pseudo-
= t dit hemin [> dont 'origine est dans ; ;
O et ™ gD T F L ﬁJ (52 i | L graphe dont elle détermine l'ensemble des chemins qui ont leur origine et leur
T'" et l'extrémité dans T'., Pour tout chemin \§ du pseudo-graphe (T', {"; £),

il existe deux mots P 1 et LPZ sur T tels que L?l \._\7 Y, soit une phrase de

K. Alors, les points de T'"! sont les seuls points w de T' pour lesquels l'en-

extrémité dans deux ensembles donnés, Un langage fini est obtenu 3 partir d'un
pseudo-graphe sans circuit : aux paragraphes 3,2, 1 et 4,4, nous avons utilisé

7 5 . une pseudo-ramification pour stocker les mots d'un dictionnaire ou les ragles
(i t 8tre vide, Il 'est effectivement si X n'a d'occurrence | .

semble (w) peul . d'une relation de production : ces mots sont les chemins de la pseudo-ramifi-

ite d'aucune régle, Toute grammaire de Kleene réduite possede une grammaire i o ' ;

droite c g g - cation, dont l'origine est une racine et l'extrémité une feuille; on aurait aussi

de Kleene réduite éqmvalente vénflant cette propriété : il suffit de remplacer o e . i

pu par exemple utiliser un pseudo-graphe ne contenant qu'un seul peint d'image o,

embre des re 1es ar un nouveau symbole non terminal A . v
e il second = F i ] 4, 5. 5, Détermination d'un pseudo-graphe par une matrice d'enchafnement. Un pseudo-

Opte B¢ De méme, les seuls points w .
X puis de poser X =Y lorsque = . P graphe fini (T', ™ ; f), image d'un graphe (T', T ), peut &tre déterminé par une

r de T,
pour lesquels {7 (w) peut &tre Vlde sont ceux de matrice qui définit 3 la fois (T', ™ ) et f. Si en particulier (T', " ) posside

4. 5 4. Remarque, La caractérisation dea langages de Kleene par le théoréme 4, 4 se

une matrice d'enchafnement (1, 4. 4), le pseudo-graphe pourra lui aussi &tre
rapproche de caractérisations classiques ([CHOMSKY,MILLER] , [KLEENE] ) :

! déterminé par une matrice d'enchafnement : il s'agit, comme pour une pseudo-
! é t d'aill de retrouver : 1 gy 1 ‘
que l'étude précédente permet d'ailleurs i | { ramification, d'une matrice A trois colonnes qui, pour chaque x de T', donnent
1) le graphe (T', (" ) posséde la propriété suivante : -
(a,A) T (B,B) entrafne (a,A) (b',B) pour tout b' tel que (b',B) € T'.

On peut définir un multigraphe d'ensemble de points N, d'enser-nble de noms

respectivernent £(x) et les numéros des lignes qui correspondent au lien vertical
et au lien horizontal de x, lorsque ces liens existent. On a vu au paragraphe

L 4,4 qu'il suffit, pour que (T',{" ) possdde une matrice d'enchafnement, que
ISR W, o, B itk EYR Thle [REGPGIR I S o Ky, B poss’éde cette les ensembles {7 (x) soient deux & deux confondus ou disjoints, Nous allons
proprléte ; 81 (a,A) [7(b,B), on dira que (A,a,B) est une aréte de nom a montrer qu'd tout pseudo-graphe fini (T',1" ; ), qui ne posside pas cette pro-
qui lie le point A au point B, Un tel multigraphe (on dit aussi M priété, on peut associer un pseudo-graphe ‘fini, dans le méme ensemble E, qui
: -f_‘_liu_) définit les transitions d'un automate fini (non déterministe), Au chapitre B boansraiichim Tod . St ’
5, nous reviendrons sur cette notion d'automate fini et nous énoncerons le Soft M l'ehsenble des I {x), povr x S, Q bt DUV det Elements de M,
Fheofiemc st reiled strartues ‘e Sl cnS et Bnisialce Ante distincts mais non disjoints ; introduisons un ensemble L. disjoint de T', qui
z) 195 Elp=Hs SRk iRy, & SR pel e répét1t1on ¢ EegedRDe a méme cardinal que leur intersection : & tout y de cette intersection, on
sont en nombre f1m Les circuits élémentaires, c'est-a-dire sans répéti- assoate Hjsdliverssdtu Semedt v' db s soft Q0 - (ANQyU S
tion autre que ceue de leur origine, sont aussi en nombre ot (phent Définissons alors : T 1=T‘ ] z ‘ Q p-our tout w € E' xtell que " (w)= Sl
tous les chemins d'origine x et d'extrémité x'en substituant dans le’s che- r I(W): a | pour les autres points w de T, r‘ l'(w)= ™ (w) ; NEMET |

Hins €1 i ‘origi , d'lextrémité x', 2 certains €léments y un
rhins élémentaires d'origine x .ex rémité x', a cer y i . l(yl)z ™ l(y) ; fl(w)=f(w) siwé& T, fl(y')=f(Y) siy' € o Pirmiles
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"‘:rj“ -1"(*3/) , aucun n'est Q., tous sauf X 1 appartiennent & M ; ‘Ql et SL' sont
disjoints et si SL" € M, _Q-l O LU £ @ entrafne (L O L'FG : le
_gra:gh_e (T 1 i 1) possade moins de couples d'ensembles [ 1(x) distincts et non
diajoix?tvsr'que le graphe (T', 7 ). D'autre part, les pseudo-graphes (T' l,r" X fl)
et (T', T ; f) ont les mémes chemins. Si de plus T" et T'""" sont deux sous-
' ensembles de TV et si on définit ™ (resp. T ) comme la réunion de T" (respT'")etde
l'ensemble des points y' de . tels que y appartienne & T'! (resp, T"'}, les che-
mins de (T'l, r X fl) d'extrémité dans T"l, d'origine dans T’i’ sornt les che-
mins de (T', I ; f) d'extrémité dans T'", d'origine dans T'", Il suffit d'itérer
cette construction, .

Cependant, il n'est pas nécessaire que les [ (x} soient disjoints, pour que
(E, ™) ait une matrice d'enchafnement, de sorte que ce résultat peut parfois
&tre obtenu plus simplelment.

N={X,A,B,C,DF,H] , T={bec,dehk]}, axiomeX;
X::=dBldC B:=blkibD D:u=eH
Hi=eB CuzclcA AEbF

Exemple

-

F:i=hC

Le érapﬁe (T',1 ) et le pseudo-graphe (T', [ ; f) associés sont représentés
sur la figure 4, 4, ol on a aussi noté l'origine et les extrémités des chemins

qui forment le langage. Le graphe (T', ™ ) n'a pas de matrice d'enchafnement ;
en ;ffet

F‘l (d,X) = (i(b,B),(k,B),(c,C)} :
T )= {(c0] ;

pour ‘satisfaire au critére d'existence de la matrice d'enchafnement (1, 4, 4),

P(e'H)=5,(le)1(bvB)} Dl

i

il faudrait placer (c¢,C) 2 la fois au premier et au dernier rang de | (d,X).

On peut y remédier en introduisant un seul nouveau couple {c,C') ; on obtient
alors le pseudo-graphe représenté figure 4, 5 avec sa matrice d'enchafnement,
'qui a les mé&mes chemins, Il peut &tre commode d'introduire un nouveau signe
terminal Ct)é la fin de toutes les phrases du langage ; pour le pseudo-graphe,
cela revient & lier tout point de T'" & un point d'image q): dans 14 matrice d'en-
chafnement, Q) peut &tre repéré par un 0, & placer colonne 2, ligne 4, et colonne

3, lignes 5 et 8.

e
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(8,%)
(krB) (c: C) k
(v,B) / S
(h, b,A) EXTREH'f

(e,H) :
' (e,D)
Figure 4, 4
’ . lien lien
o .
& llgﬂei - vertical | horizontal
) il é P2 i -
(%-\ E 2 c 5 3
b 4 k - =
b
/ 5 b 6 =
/ 6 i £ 7 m,
i
7 i
e ¢ h } ¢ 5 F
8 j 3 9 _
Figure 4, 5

4. 5, 6. Borne d'intersection de deux langages de Kleene disjoints. Soient K et Kl deux

langages de Kleene de méme vocabulaire terminal T, S'il existe un entier naturel

q tel qu'aucun mot sur T, de longueur q, ne soit facteur gauche d'une phrase de K

et d'une phrase de KJ, nous appellerons borne d'_intersgc%‘ion de K et Kl le plus
petit de ces entiers q,

Supposons K et K1 définis par deux grammaires droites (par exemple) de
Kleene, dont les vocabulaires terminaux N et Nl contiennent respectivement n et
n, éléments, Nous allons montrer que si K et K1 possédent une borne d'intersec-
tion, elle est au plus égale & nn1+ 1. Par conséquent, l'existence d'une borne

d'intersection est décidable.
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K est l'ensemble des chemins d'un peeudo-graphe (1,7 ;£)od T'C TxN,

igi i i J eudo-
d'extrémité dans T", d'origine dans TAhls K1 l'ensemble des chemins d'un ps

3 1 ioi [1§] i
graphe (T 1’ r‘ ot ) ou T C TxN,, d'extrémité dans T' | , dlorigine dans T,
a ’ so1t facteur gauche d'une phrase de K et d'une phrase de

Supposons que 'a ...
] )de (T', ), d’extrémité

Kl' Il existe un chemm (al, 1) Exe (ar, r) I (ar+q | )
dans T, d'origine dans T'"', et un chemin (a] ’Bl) et (a.r Br) oy (al riq'’ r+q'

de (T' 1) d'extrémité dans T, , d'origine dans T"‘l §i ¥ oang, nombre des

éléments de Nle, il existe deux entlers iet jtels que 1 < < <1: A, AJ
B, B Quel que soit I'entier naturel k, a JA ) [(a A) 1(: A )J. (a r+q’Ar+q)
'
estunchemmde (", )et (a ,B )...[a B) s ver s (@, B)] .. (a — 1h‘_ql)
a_est facteur gauche
r

un chemin de (’I"l,rI 1) ; par sulte a ... al a) -

'intersection.
d'une phrase de K et d'une phrase de Kl Ket K1 n'ont pas de borne d'inter
L'existence d'une borne d'intersection pour deux langages de Kleene K et K1

.= x* -
contenus dans T* équivaut 2 celle d'un sous-ensemble fini Q@ de T, tel que C con

tienne un facteur gauche de toute phrase de K et qu'aucun mot de Q ne soit facteur

gauche d'une phrase de KI' Nous dirons que Q est un ensemble séparant K de El’

On peut généraliser la notion de borne d'intersection & p ( >> 2) langages de

Kleene, K ,K K , de vocabulaire terminal T il s'agit du plus petit entier q,
P KRy By

s'il existe, tel qu'aucun mot sur T de longueur q ne soit facteur gauche d'une phrase

K aient une borne
p
igige

K. et K, aient une borne dlintersection, ou encore que pour tout i (1 gt < p), Ki

de deux distincts de ces p langages, Pour que K Kz_ e

d'intersection, il faut et il suffit que pour tous 1es entiers i,jtels que 1

et la réunion de K, 1 ,K aient une borne d'intersection,
1t !

=
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4, 6. Extension de la définition des structures et grammaires de Chomsky.

4, 6, 1. Nous avons supposé fini 'le nombre de couples qui sont dans la relation de
production ::= . En réalité, cette hypothése n'est inferve};;le qu'a deux reprises :
pour l'algorithme de construction d'une grammaire réduite {4, 2) et pour la
représentation d'une relation de production (4. 4). En particulier, le théoréme
4, 1 reste vrai lorsque le nombre de couples en relation est infini, Bornons-
nous & supposer que, pour tout symbole non terminal A, l'ensemble LAl des
LP tels que A ::= (§ est décidable : les langages ainsi définis sont décidables
car la démonstration donnée par [CHOMSKY,IJ reste valable,

Mais il importe de définir les ensembles L,. Le plus simple est de prendre

pour chacun d'eux un langagé de Chomsky.. On :;étend pas de cette manidre la
classe des langages de Chomsky, mais seulement celles des structures et des
grammaires, En effet, soit G=(N,T,::=,X) une érammaire ainsi généralisée,
On peut supposer que les langages L

A
GA= (NA,T dont les vocabulaires non terminaux NA sont deux 3

sont engendrés par des grammaires

A’ :=A,XA)

deux disjoints, et disjoints de V=NuT ; TA est un sous-ensemblg de V.,

0 la réunion de N et des NA et définissons une relation de pro-

en réunissant les régles des G et les regles A ::= = XA t on

,X). Pour toute dérivation dans

Désignons par N
duction =g
obtient ainsi une grammaire Go = (NO ,'I‘,::=O
G, au sens de [CHOMSKY, 1] , entre deux étapes § = ¢ AW, et

gi+1= W n 04 YZ ou Y € LA’ on peut placer une 1 XAL{J Z-dérivation

de k{/l&_e LP 2 dans GO; on obtient ainsi une dérivation dans G le langage

engendré par G est contenu dans le langage engendré par GO' I((]éciproquement,
soit (I,f) une pseudo-arborescence de { (GO), R son ordre associé, et I' la
sous-arborescence de I formée des points x tels que f(x) € V : I' a m&me
racine et mé&me suite de feuilles que I, Envisageons un noeud x de I' et A=f(x);
dans I, x est prédécesseur d'un seul point y et f(y):XA; dans I', soit G la famille
dont x est prédécesseur. La réunion des R-intervalles { v,z ] pour z décrivant

& est une sous-arborescence Ix de I dont y est la racine et { la suite de

feuilles ; supposons qu'il existe un point u de Ix,tel que f(u) n'appartienne pas

a VA NA (Y] TA, et choisissons-le minimal pour R parmi les points qui pos-
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sddent cette propriété€; u et y sont distincts ; si v est le prédécesseur de u,

iv) & V‘A

en une phrase de LA'

et f(v);é V ; nécessairement, f(u) € VA. f transcrit donc G,
Il en résulte que l'image de I' par une restriction de {
appartient a éé (G), et donc que G et G0 engendrent le méme langage,

Cas particulier, Un cas particulier intéressant est celui ot chacun des langa-

ges LA est réunion d'un langage de Kleene L‘A contenu dans T* et d'un nombre

fini de langages BL obtenus en faisant suivre B € N des phrases d'un lan-

AB

3
AB contenu dans T,

la grammaire G éngendre un langage de Kleene, Indiquons rapidement comment

gage de Kleene L [SCHGTZENBERGERJ montre qu'alors

on peut retrouver ici ce résultat : on engendre chaque LAB par une grammaire

gauche de Kleene ; on engendre BL,  en remplacant par Ba le second membre

AB
de toute regle de cette grammaire qui se réduit 3 un symbole terminal a; les
régles de la relation =g sont de 1'un des types C =g Da, C nEg 2 C =g D

ou C et D sont des symboles auxiliaires et a un symbole terminal. On verra
en 7. 46,1 qu'on peut modifier cette relation de production pour obtenir une
grammaire de Kleene équivalente, Ce résultat sera utilisé sous la forme sui-
vante : p'our tout symbole auxiliaire X, les m&mes propositions dérivent de
X dans ﬁo(V’,::=) et dans une structure gauche de Kleene;

La premiére partie de l'algorithme de construction d'une grammaire réduite
éduivalente & une grammaire donnée (4. 2, cf. [ BAR-HILLEL,PERLES,SHAMIR])
demande seulement qu'on puisse décider, étant donné un ensemble fini E et un
symbole non terminal A, s8i 1! intersecti_on de LA avec le monoide libre E*

si les L., sont des lan-

A
gages de Chomsky, cette propriété est décidable et il en est de méme pour la

déduit de E est vide, Or E* est un langage de Kleene ;
relation(a introduite dans la seconde .pa.rtie de l'algorithme,

Sont aussi décidables, les relations in, fn, la relation dans V

*
(3 xevh

et donc la relation : le couple (Y,Z) est vicinal (4. 3, théoreme 4, 3. c).
Pour la justification de ces propriétés de décidabilité, voir [BAR-HILLEL,

PERLES,SHAMIR] .

4, 6, 4, Pseudo-graphes de production lorsque les I"A sont des langages de Kleene.

Les regles d'une structure de Chomsky, en nombre fini, sont représentées
par des chemins d'un pseudo graphe par exemple une pseudo ramif ication
(3. 2 1,4.4). Plus généralement, si les LA sont des langages de Kleene,
la relation de production peut encore &tre représentée par un pseudo-graphe ;
nous utiliserons trois tels pseudo-graphes, selon qu'il sera commode de re-
préseni'e'r A= @ par l'un des mots A Y A ou ’\‘:JP A, Plus précisénie:it :
assomons b1umvoquement 2 tout symbole auxiliaire A un é1ément A n' appar-
tenant pas AV : soit N l'ensemble des A Les mots A L? (resp. k? A L() A)
ol A€ N et L= LA forment un langage de Kleene K (réunion de langages
de Kleene) ce sont les chemins d'un pseudo-graphe (J, " ; g) dans V
(resp. V v ﬁ) , dont l'origine et I'extrémité appartiennent respective;ne‘nt 3

deux sous-ensembles J' et J" de J, Nous di.rons que (J, T ; g) est un pseudo-

graphe de production du premier (regp. deuxitme, troisiéme ) type,

On a vu (4. 5. 3, 4, 5, 5) que ce pseudo-graphé pou'vait étre comstruit de
mamére 3 posséder les propriétés suivantes, d'ailleurs vérifides pour les
pseudo -ramifications introduites en 32 & (exemple)

(PG1) Les chemms qui commencent par le meme symbole Y et dont l'origine
appartxent é J' ont tous la m&me origine, gue nous noterons o (Y).

(PG2) Si w, Y, et y, sont des points de J tels que w vy w r'yz et yﬁéyz,
alors gy )#g(y,).

De PGl et PG2 résulte : (PR 1 edste au plus un chemin de (7, ™) d'origine
dans J',

(PG3) Pour tout chemin (5 du graphe (J,1 ), il existe un chemin ({71 r? [)-32

5
dont un mot donné sur V (resp, V w N) est transcrit,

dont l'origine est dans J' et 'extrémit§ dans J", c'est-a-dire qui est trans-
crit en une phrase de K. En particulier, pour les pseudo-graphes du deuxitme
ou troisieme type, si l'image g(z:) d'un point z de J appartient & _1\3, il existe
un tel chemin qui contient z, nécessairement ,comme extrémité, et donc z
appartient & J"; réciproquement tout point z de J" est 1'extrémité d'un
chemin d'origine dans J', donc g(z) appartient & N. Do :

(PG3') Pour les pseudo-graphes du deuxidme et troisidme type, J' est 'en-

™ {(w)=8.

semble des points de J dont 1'image appartient 2 N; siw € JV,
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. (PG4) T' est ifé"ris‘é‘éhb'lé des points w de J tels que r:_l(w) soit vide,

(PG5) Le féeud(.)-'graphe peut &tre déterminé par'une matrice d'enchafnement,
La transformation éventuellement effectuée pour réaliser PG5 (4. 5. 5)
n'altere pas PG2 et PG3, ni PG4 et donc pas PGl qui ne porte que sur les

points de J%.

5¢Lorsque, dans la suite, nous parlerons d'une grammaire généralisée ,

il s'agira d'une grammaire de ce type, ol les LA sont des langages de Kleene ;
sauf @avis contraire, les études qui suivent sont valablas pour ces grammaires,
Dans toutes les réalisations pratiques, il est souhaitable que le pseudo-graphe
de production possécie la propriéfé }.305; pour les pseudo-graphes du premier
type, il peut &tre plus commode, élla place'de o (A) de connaftre la ligne,
dans la matrice d'enchafnement, du premier élément de T E o (A)] et de
retirer de la matrice la ligne de o(A),

Ce type de grammaire généralisée est utilisé par [BROQKER,MORRIS] ’
[rons,2 |, [FrLoYD,1].
Remarque, Une autre généralisation consiste & remplacer l'axiome unique

d'une grammaire par un ensemble décidable d'axiomes, comme ‘dans un sys-

tédme logique | DAVIS | . Une telle extension est proposée par | EICKEL,PAUL |.
giq prop P i

Les phrases d'un langage sont alors définies par des pseudo-~-ramifications
qui ne sont plus en général des pseudo-arborescences. Ici encore, si l'en-
semble des axiomes est un langage de Chomsky, le langage engendré reste
un langage de Chomsky, Nous nous éontenteroﬁs d'envisager au chapitre 7
le cas o) la grammaire possiéde un ensemble fini d'axiomes¢ contenu dans son

vocabulaire auxiliaire,

. Probléeme de l'analyse.

Soit G = (N, T,::=,X) une grammaire de Chomsky, ou une grammaire géné-

ralisée, A son propos se posent

- le probleme de la reconnaissance : &tant donné un mot & sur T, & appar-
i 1 T W T R I

tient-il au langage engendré par G 7
- le probléme plus général de l'analyse : trouvetr dans C@, (G) les pseudo-

arborescences dont O{ est la suite de feuilles.

e

2-30

C'est essentiellement ce dernier probldme qui sera étudié dans la suite de

ce travail, Nous conserverons les notations G,N,T,u=,X, &, Nous déter-
minerons les pseudo~arborescences par leur pile attachée, adjointe ou conjointe
(3.3). La plupart des méthodes d'analyse exposées dans la littérature,
notamment celles qui sont séquentielles, c'est-3-dire se contentent d'une

seule lecture du mot X , se ramenent & la construction de 1'une de ces piles,
Nous aurons donc & engendrer les piles attachées, adjointes ou conjointes

aux pseudo-arborescences de (G) qui ont ® pour suite de feuilles, ou &

~ des pseudo-arborescences qui les déterminent. Pour préciser la notion

d'algorithme d'analyse, nous introduirons au chapitre 5 la notion de généra-
teur de piles, Puis nous déduirons de 1'étude des piles attachée, adjointe,
conjointe & une ramification orientée (chapitre 2) divers types de générateurs

de piles résolvant le probleme de l'analyse,.




CHAPITRE 5

Générateurs de piles

5. l. Automates finis et transducteurs finis, (cf. [RABIN SCOTT..[ [CHOMSKY 2])

5. 1. 1, Définitions, Une application h d'un ensemble F dans l'ensemble 33 (F') des

parties d'un ensemble F! induit une application h de b (F) dans ;3 (F') par

0= S o

une application k de 33 (E)x E' dans 1?) (E) par

z), Une application k d'un ensemble produit ExE' dans 33 (E) induit
k(G y)= k(Gx{ }
Définition 1. Etant donné un ensemble S et un ensemble fini A, une fonction d'auto-

mate d'alphabet A et d'ensemble d'états S est une application k du produit carté-

sien SxAt dans 33 (S), telle que pour tout s de S, tout a de A et tout mot ¥ non
vide de A* =k[ k(s,v),'a"] '

Si l'ensemble S est fini, k est une fonction d'automate fini.

k(s, Vv a)

Une fonction d'automate d'alphabet A et d'ensemble d'états S est définie par
sa restriction au produit de S par l'ensemble des mots de A% ge longueur 1 ou 0.

Elle possede les propriétés suivantes :

1)sis € S, si ¥ et V' sont deux mots non vides sur A, par récurrence sur | y'\ :

K(s, v =k [ks,v ), v'].
2)pour GC sxa*et v e A*, notons G.Vv la partie de S xA% formée des couples
(s, V' v )ou (s, \) 'Y &€ G; en revenant a la définition de ]T:, on voit que

k(G v)=k[k(@x(V}] =k[k(©,?]
on en déduit que si F C S et 8i Vet v' sont des mots non vides sur A,

KF,V 0)=k[k@E,v),5 ]

Un exemple simple de fonction d'automate est k(s, V¥ )= { 57‘ pour tout couple

(s, V). Siketk'sont deux fonctions d'automate de méme alphabet A, d'ensembles
d'états S et S', 'application k' de Sx & 2 A* dans B (s xs') définie par
k'(s,s', Vv ) = k(s,
ble d'états SxS', appelée produit de k et k' et notée kx k',

v )xk'(s, v ) est une fonction d'automate d'alphabet A, d'ensem-~

Nous utiliserons le résultat classique suivant, sans le redémontrer :

Gk(x»Y)-

L = Dl

Théordme 5, 1, Pour toute structure droite (resp, gauche) de Kleene, il existe une
fonction d'automate fini k dont l'alphabet est le vocabulaire terminal T, dont
l'ensemble d'états est formé par le vocabulaire non terminal N et un autre &16-
ment 8, et tels que, quels que soient AC N, 2 & ;i
"V dérivede A <==> s € k(A, V) (resp. A€ k(s,v )).
Réciproquement, pour toute fonction d'automate fini k d'alphabet A et tout couple
d'états s,s', les mots ¥V de A* telleque s' appartienne 3 k(s,V ) forment un
langage de Kleene,
Définition 2. Soit une fonction d'automate fini k, d'alphabet A, d'ensemble d'états -
§ et deux sous-ensembles D et F de S ; 1'application k' de DxA* dans 33 (F)
définie par k'(s,9 ) =k(s, ¥ ) N F est un automate fini, d'alphabet A, d'ensem-~
ble d'états S, d'ensemble initial D, d'ensemble final F.
Nous noterons = (A,S,D,F,k),
Toute fonction d'automate fini est un automate fini dont 1'ensemble d'états,
U'ensemble initial et I'ensemble final sont confondus, Soient deux automates finis
= (A,S,D,F,k) et k'l = (A,Sl,Dl,Fl,kl)
(A,SxSl,DxDl,F'xFl,kxkl) s'appelle produit de k' et k'1

; Vautomate fini

: il est noté k' x k' I

5. 1. 2, Composition & droite et 3 gauche, Théoréme 5, 2, Soit un automate fini

= (A,8,D,F,k), D'un ensemble fini disjoint de S, h une applica.tion de D' dans
; V'application X' de D' xA¥ dans 13 (F),
V)= iy I h(s) \)J( gst un automate fini d'alphabet A, d'ensemble

l'ensemble des parties fintes de DxA
définie par k'(s,
d'états SUD', d’ensemble initial D', d'ensemble final F. Nous dirons que k' est

obtenu par composition & gauche de k' par h,

Définissons une application k de (S v D')xA dans }3 (S v D'} par
ki(s, V)=k(s,V ) si s€S; kl(s, k[h(s') v] si s'e D' ;
pour s'&€ D', kl(s‘ y ¥ ) O F=k"(s, }. Il reste i vérifier que k. est une fonc-

i
tion d'automate

k(s', Va)=k[ne). v a] =k [R (afs).9),'a'] =k, [k (e, 9 )2 ],
Théordme 5, 3. Soit un automate fini k'=(A,S,D,F ,k), F' un ensemble fini disjoint

de S, h une application de F dans l'ensemble des part1es f1n1es de F'; hok' est un

automate fini d'alphabet A d'ensemble d'etats S U F', d'ensemble initial D, d'en-

semble final F' : nous dirons qu'il est obtenu par composition a droite de k' par h,

(1) G:V ,oh G csxa® et v € A* aétéaéfiniens L. 1
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Prolongeons h en une application h' définie dans S, par h'(s)=¢f si s é_ F ; et
) de (su F')xA dans /T;(S v F)
kl(s, Eh‘ok(s ~ )—lu k(s, \)) 8i s€S ; kl( ,V )=¢ si s'€ F',

Alors kl(s, DAY F‘:'hok(s LY )—hok‘(s, V) pour seD; kl est une fonction

dehmssons une apphcatl.on k

d'automate
i, [kl(s, N ),‘a’] = & [K(s, 9

Transducteurs finis bornés. Un transducteur borné sur un ensemble fini A est un

.a.lgorithme qui transforme tout mot ¥ du monolde libre A* en une partie finie t{ V)
de A Nous emploierons en particulier des transducteurs finis bornés intuitive-
ment, un transducteur fini [CHOMSKY 2] est un automate fini muni d'un dis-
positif qui imprime de gauche & droite,

Définition 3, Un transducteur fini borné est un quintﬁplet (4 S,s 8 ,k) ou SetA

d et si deux éléments

de S (états initial et final) et k une application de SxA dans l'ensemble de ses

sont des ensembles finis (ensemble des états et alphabet)

parties finies, telle que l‘apphcatlon k' de (SxA )xA dans 13 (SxA } définie par
K{(s,00, A= {(s'p 1) (87, ) € Kfs, )]

soit une fonction d'automate d'alphabet A et d'ensemble d'états SxAi. 11 luiest ‘
associé une application t de A% dans p (Ax) par .
PEL(A (== (sf,/d)Ek(sd,)\ ik A .
k' est déterminég par sa restriction a (SxA*)xAI ou Al est l'ensemble des
mots sur A de longueur 0 ou 1 ; comme k(s, A )=k' [ (s, A ), A ] , k est déter-

minée par sa restriction 2 l'ensemble fini SxAl.

. Générateurs de piles,

On se donne un ensemble fini W, un élément & n'appartenant pas 3 W,
E=wu{r}

dans 1'ense mble de ses parties finies, Ces éléments vont nous permettre d'asso-

, un entier positif cd et une application t du monoide libre E*

cier & tout mot O =

ag ... ap-ll du monotde libre W* un ensemble fini T8 ()

de piles sur W,

)rar] = [ﬁ‘oi(k(s,\) ),1at) o klic(s,9) 'al)zk o 92

(1) Si on use du vocabulaire de [SCHUTZENBERGER, 1 ] , il n'est question ici

que de transducteurs droits,
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De t, nous déduisons d'abord une ‘application t' de E*z dans l'ensemble des

~
parties de E* par t( V', V") =t(o" 9')(1). Nous emploierons les notations
2 o E jer % . = ' .
suivantes ap+i 0" pour tout entier i > 0 13-iek PRI 3;,.q.1 Pour tout: )
entieri» 0 ; U= (uo,ul, aa un) désignant une pile, un p-partage de U est
une suite d'entiers ji telle que - J0= 0 \<\ j1 < o . < Jp \Jp+1 n ; posons

alors v, =ug et soit My le mot formé des éléments du mot de description de U
(L 6, 2) dont le rang r vérifie gr< ji+ r

Une pile U appartient 3 T¢ {((X ) si; et seulement si;, il existe un p-partage de
U tel que ik € t’(v., 3 .) pour i'=0,1,..., p.
= 3 =) 4 (1.6, 2).
Si 1'apphcat10n t est déﬁn.ué par. un transducteur borné sur E  on construxt

a partir de X

v et },Li,détermment un vi+1

au plus : Vig

, les piles de 'ensemble TV (0() par I'a.lgonthme auwant B po'ur'
i=o0, 1, <.+ P+l on détermine un ensemble F ‘de couples (v (71) appartenant &
w xE i # g
a)F = 2 A /\} H
b) Fi+l est l'ensemble des couples (v', p !} tels qu'il existe (v, e ) € F, et

M & t'(v,(xi) pour lesquels v' = S/A et pl=p pr,
Les mots Ftels que (A, e = Fp+l sont les mots de description des piles de
T'ensemble 7% {&¢ ), S oaw v g

Nous appellerons cet algorithme un générateunr de pites ; OL est sa donnée ;

lorsque le générateur est désigné par gn, nous notons gn(ok ) l'ensemble TV (k)
des piles associées & O\ . Si les ensembles t(V) ont tous un élément au plus, les

ensembles Fi ont tous au plus un élément nous dirons alors qu'il s'agit d'un

générateur de pile unique ; lorsqu'il n'en est pas ainsi, il s'agit d'un générateur
de piles multiples. Tous les éléments de Fp+1 sont de la forme (/\,e lil‘orsqu'est
vérifiée 1'hypothese

(GP1) si V' € Wx,/Jx, € t((YCd ’\\)l') entrafne que -0'8)*. est le mot vide ou

n'exigte pas,

1 ~
() Rappelons que V désigne le mot réfléchi du mot (T “3);
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Par récurrence sur i, la réu_nion pour i fixé, des ensembles F associés &

‘ tous Ies mots Ot est finie. Il en résulte que, pour i fixé, J est borné

5. 3.
5 3r 1

Les algorithmes d‘analyse qux vont &tre présentes sont des générateurs de
p11es ayant pour donnée le mot oL & analyser. Les entiers 3 du p-partage, pour
1 (i < p, ot les J +1, seront les entrées ou les sorties des feuilles de la
pseudo~ arborescence cherchée ; l'entier cd représentera la longueur du "'contexte
droit" utile & l'analyse ; le plus souvent cd=1, Un générateur de pile unique ne
peut résoudre le probleme de l‘an-alyse que pour des grammaires non am'bi.gués.

Un générateur de piles est donc défini par un ensemble W, un entier cd et un
transducteur borné, En pratique,  cette notion de transducteur borné est trop

générale, et nous restreindrons la classe des transducteurs bornés utilisés,

Générateurs de piles utilisant un transducteur fini borné,

On se donne

a) un ensemble fini M, et un élément s_n'appartenant pas @ M ; on pose

M!'=M u§

i
sf} (M! est contenu dans l'ensemble des états du transducteur, et

5¢ est 1'état final) ;

b) un entier q > cd et une application £ drune partie D de E%dans M ;"
c) une application d de Mx E dans 1'ensemble des parties de M' ;

d) une application m de M ;ians l'ensemble des parties finies de M' xE*.

Nous appellerons calcul de premier état 59 € Met d'entrée ¥ € E* toute

suite finie de triplets (si,yi, A i),izl, ..., r (r est la longueur du calcul) telle que :
-8, €M ;y, estun mot de E¥ de longueur 0 {y,= A)oul ; X ; € E*

i A
ou bien yi# 8, € 4 (Si-l’yi) et A "

A etlsx) €mls ) s

- pour tout i =gt s

ou bien y, =
i

= y1 dd yr est facteur gauche de DR
by I Ar est le résultat et s est le dernier état du calcul,

Si e EDet ¥V & Ei, nous appellerons calcul complet d'entrée (a\) tout calcul

de premier état ¥ ( e ), d'entrée ¥, de dernier état s

f .

__Pour que la longueur des_calcula.dlentrée donnée-soit bornée , il-faut-et-it- -~
suffit que
(GP2) il n'existe aucun calcul d'entrée A dont le premier et le dernier &tat sont

&gaux,

i1
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Autrement dit, si on désigne par m _(s) la projection sur M' de m(s), sous-

|
ensemble de M' xE*, il n'existe aucune suite B seees 8 d'éléments de M tels

que s ='s‘net, pour i=2,... ,n, s E m (s

i 11)

Nous imposerons cette condition .GPZ A

A partir de ces élé}nents, nous définirons 1'application t qui, avec W et cd,
détermine le générateur de piles, par : t( v ) est l'ensemble des résultats des
calculs complets d'entrée V0 e : t{ V) est fini puisque la longueur des
calculs d'entrée donnée est bornﬂée.

Lorsque, pour tout couple (5,x) de MxE, la réunion des ensembles m(s) et
d(s,x) possede un élément au plus, nous dirons que le transducteur est détermi-
niste, Il définit alors un générateu-r de pile unique, <
Montrons qu'il existe effectivement un transducteur fini borné (£,5,s
Letivly
E=Wv

a8

tel que, pour son application associée t q, to( V) soit 1'ensemble

des résultats des calculs complets d'entrée V . i 0’} ets, ont déja été

et ol Eq 1 est l'ensemble des mots sur E de lon-

est le mot vide,

définis ; S=M ui (YVUE
gueur inférieure 2 q ; 4
Pour définir kO’ nous ne nous intéresserons qu'aux calculs d'entrée Vv dont le

dernier état est s, ou tels que ISREER A ¥ (avec les notations de 5, 3. 1) ; ces
calculs seront dits exhaustifs,

-8isEM, ko(s, >

ko. est défini de la manidre suivante

) est formé des couples du dernier état et du résultatdes
calculs exhaustifs de premier état s et d'entrée V : cet ensemble est fini 2
cause de GP2,

- k(s V)= {(s A

-Sis €E |, ks, )= { (s v, ~) pour VsVt ( g-1
ko(s,\))= {(2(5\)) /\)} pour sV} =g et sV ED,
(s, V)=¢ pour VsVl =q et sV ED;
pour sV! > g, onpeut écrire sV = 0102 ol \\71‘ =q : si ‘Dlé— D,

ko(s, V) ) est formé des couplés du dernier état et du résultat des calculs
P kg (8,9) = ¢ s v, € D

agsociée & ko dans la définition d'un

exhaustifs de premier état ) (v l) et d'entrée \)Z

s

Il reste & montrer que l'application k'o

transducteur fini borné (5, 1. 3, définition 3) vérifie

k‘o [(s,(?),\)a]:i’otk'o((s 'a‘:l.

Clest évident pour s= Sp
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Pour 8 € M ou pour s & Eq-l et sVl > g, cela résulte immédiatement du fait
que les calculs exhaustifs de premier état s et d'entrée Va sont les calculs
de premier état s et d'entrée ¥ dont s, est le dernier état ; tout autré calcul
exbaustif ( C) d¢ premier état s et d'entrée V , suivi des calculs exhaustifs
d'entrée 'a’ dont le premier état est le dernier état de ( C) : le résultat est

obtenu par concaténation de ceux des deux calculs, Pour s €E et\sVvl =g,

gq-1
les calculs exhaustifs de premier état s et d'entrée Va sont ceux de premier

5. 4. Généralisation,

5.4, 1,1l est u;i_le'de généraliser les transducteurs finis bornés qui viennent d'étre étu-

diés, en adjoignant aux éléments qui les définissent un automate fini k d'ensemble
initial M, d'ensemble final Mx { 0,1 g x H ol H est une partie finie de E*', et en
a joutant .dans la définition d'un calcul d'entrée 3 une troisidme possiia'ilité pour
les triplets (si,yi, A i) :

el A Ekley 1 v ) e ypyy TP
Appelons kl(s, ¥ ) 1a projection de k(s, V) ) sur Mx {0, l} ; ici, la condition

: : 2 . *
les deux membres de 1'égalité 3 démontrer sont quel que soit W € E, il n'existe aucune suite s

-état L(s V) et d'entrée 'a
. vides ou valent k‘0 [(2(5 V).p },ta! ] . Pour s € Eq-l |
! sVal=q, les deux membresd valent %.Q‘(S . a)z) } parSE Eq-l et ; | (Si :0) € kl(si-l’ V). L'application t est définie comme en 5, 3, 1,
's 91 < g-1, ils valent {s Qa}.

Remarque s Soit m l'application de M dans l'ensemble des parties finies de M' xEI*,

GP2 est équivalente 3

1 P as e 7:

et 1 sVl =g-1, d'ob d'éléments de Mte.lle i]ue' Fl: 5, et, pouri=2,...,n, Ei e ml(si-l) i

On n'abtient plus ainsi des transducteurs finis, Intuitivement, avant certaines
transfqrmations des états de la pile et du transducteur on cherche, grice 2 ixr.x o

. * ! 18 .
définie par m (s):ko(s, A ). Il est facile de voir que le transducteur reste le automate fini, une information sur la partie de 1'état donné de la pile qui n'a pas

o F A o * g (1)
' E . 2. R .
mé&me si on remplace l'application m par m~ ; on peut alors imposer que dans | encore €té lue, '’ Il est facile de voir qu'on peut définir les m&mes transducteurs

ies calculs qui définissent le transducteur, il n'existe jamais deux triplets consé- { généralisés sans utiliser d'applications d et m, avec seulement un automate fini
» 1

cutifs d¢ la forme (Ei. AL A i)' k. Nous conserverons pourtant la définition ci-dessus, qui permet d'évaluer la

5. 3. 3. Intuitivement, 1'application £ permet de déduire des cd caracteres lus dans le complexité du transduct'eu;~ par l'ensemble des éléments s de M tels qu'il exist
/ xiste
mot O, (contexte droit) et, si g > cd, des q-cd derniers caractéres de 1'état courant un mot ¥ pour lequel k(s, 2 ) n'est pas vide ; le cas T T o
; cteurs

v d'une pile engenidrée, un état initial du transducteur, Puis, 3 chaque transition, finis étudiés plus haut est celui ol k(s, ¥ ) est vide pour tout couple v
’ uple s,

ou bien un caractére sort de la pile et 1'état du transducteur est modifié par 1'ap- ‘Pour ' simplifier 1'étude de 'ensemble des résultats des calculs, nous allon
3 ’ 8

plication d, gréce & un nouveau caractere lu dans v, ou bien les états du trans- attacher au transducteur une nouvelle api)ii-ééiion P{ qui récapit\:ﬂé en quel
s : uelque
ducteur et de la pile sont modifiés par m, sans tenir compte de v. En particulier, sorte les applications d,m,k .
pour les transducteurs qui seront définis dans la suite, chaque caractere ¥y lu
. 1 3
5.4. 2, % est une application de MxE~ dans 1'ensemble des parties finies de M'xE-xxElt
;. 3
pour s € M et V€ ET, )( (8, V) ) est formé des éléments

(50 g si Y =x Ak ERB)ets & d(s,x)

& .
dans v est le (g-cd) ™ o vant le sommet de 1'état v IR ( peee >\i- l) de la pile ;
siq' > cd, les éléments compris dans la pile entre y et le sommet ont pu &tre

i
"mémorisés' grace aux états du transducteur, Il suffit pour cela que, quels que 1

soient s € Met (a', N} € m(s), A contienne autant d'occurrences d'éléments de - (s, ), ) si (', N) € m(s) ou (s',0, ) e I;(s, )
W que de 0, ou que dans tout calcul complet olt un triplet est (s', A , X} les (', N) st N=x V(x € E) et (s,1, ) € k(s, V).
triplets suivants soient tous de la forme (s'", A, X'). e

' ' (1)

cf, la définition d'un automate.3 pile, donnée par ESCH{I’I'ZENBERGER]
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4-39
i D'aprés 5r: 4; 2, ¢ transcrit le résultat de tout calcul de trl, dont
Dans un calcul de premier état 50 d'entrée v 0’ de longlieur ¥, P°“1;- i=1, '} .','r, " le premier état est sl, l'entrée ~ 4 et le dernier état 8;, en le résultat d'un
-4 (si; Qi’ A i). ¢ ﬁ (Bi-l’ 3 L. 1) (9 ; @ €té défini ci-dessus : YypeerV ] T ). J calcul de tro dont le premier été.t et 'entrée vérifient (so, ~ :’):w(sl, Y 1),
; Réciproquement, soit 55 € M, v 0 € E* et une suite de triplets (Si: v i N i)’ f et dont le dernier état est 8p D'autre part, si un calcul de tr, d'entrée A ,
i=1,...,r, tels que, pour tout i, (si’ ~ : A i) & K (si-l' 2 i-l) : d'aprés 5 a son premier et son dernier état égaux, il en est de méme pour un calcul de
la ‘définition de X , les cas suivants sont possibles : : 3 tro lorsque tro vérifie la condition GP2, tr1 la vérifie également,

v 1 0 13 5 ql-cal 1 1cal
» ™V o L d ¥ [\ ¥ € (& t
N 2 5 yi\) o 08 € E, ,\i T!ets € d(si-l'yi) ; Supposons ¢ ; cd, A tout mot ” ol (E7) e

) 0_.40 %
=Y, 1=V (8, XY €m(s, ) ou (5,0, ) ) € ks, 1 3 1) ; i NS El!. associons ¥ 75*(\7) ed-ed o ¥ est le facteur gauche de T (X l)
i-1 i i | i-1 1 i i- i- { ) p . XO . qO-ch 0y0 -
on pose alors y; = Fa¥ g qui a pour longueur cd’, 1Ecrivons ol VIR I ot =p ol
N L= J.,v. € E et (si’l”\i)ek(si 1")1 1), ! ! \(70‘=q0,et ?fl‘bﬁ'ql-‘:d: (’1\)1 ol l(’ll:ql, Si TO vérifie aussi
1= 1 1 o1 - - i
1
Pour tout i, V) B 155, Oi ; “on en déduit V) 0 Y-+ Y; V- Les triplets (si’yi' A i) c) pour tout ¥1le (El)Cd i doim 9 & EI*, R,O( o O) sxtute loraque l( ()1)
. : ’ ' 4 1, 1 51 0, .0, 40
forment un caleul de premier &tat s, et d'entrée \)0. ) i existe et TI{ §°( P ), V)= (R eV, el
5. 4, 3. Déterminisme du transducteur, Un premier usage de l'application ){est la géné- T transcrit le résultat de tout calcul complet de trl, d'entrée ¥ 19 o q-cd
: : | , 0.cq0
ralisation de la notion de déterminisme aux transducteurs définis en 5,4. 1 : on i en le résultat d'un calcul complet de tro d'entrée ¥ 9 & *( V) 6 g -cd .

! 3 . n 1 g
dira qu'un tel transducteur est déterministe lorsque, quels que soient 8 € M et ¢ transcrit toute pile engendrée par gn", pour une donnée A | en une pile engen-

v e Ek, 'ensemble (s, ) contient au plus un élément ; le transducteur défi- [] drée par gno, pour la donnée ’2‘:*( ™ ). D'autre part, si gno vérifie GPI, il en

' . 5 7 . 1
nit alors un générateur de pile unique, Dans le cas d'un transducteur fini, on est de m&me pour gn

0
. Nous dirons alors que ZO & -projette tr1 dans tr ,

0 3 v o s
retrouve la définition du déterminisme donnée en 5, 3. 1 ; dans le cas général, Dans le cas od W =W1 et ol Test 1'identité, nous dirons simplement que

. 1 0 1
pour que le transducteur soit déterministe, il suffit que pour tous s €M, x € E, W projette tr” dans tr ; alors, pour tout mot ok de T*, l'ensemble gn (oL )

| 0 . 1
Ve E*, la réunion de m(s), d(s,x), k(s,x V') contienne au plus un élément, est contenu dans gn (A ) nous dirons que gn  est contenu dans gno

mats ce n'est pas nécessaire, 5. 6. Note pour une généralisation,

5,5 T -projection et projection d'un transducteur dans un autre,

La notion de générateur de pilesqui vient d'8tre introduite ne rend pas compte
des algorithmes tels que ceux de [CHEATHAM,SATTLEY] 5 EIR.ONS, 1 3,
[INGERMAN] , [UNGER ] , étudiés dans [ BRASSEUR, COHEN ] : ces algorith-

mes permettent des retours en arridre dans la donnée Ok et résolvent le proble-

Envisageons deux générateurs de pil&‘igno et gnl, définis par deux ensembles

WO et W1 (EO=Wo U{G%, E1=wl u io‘} ), deux entiers cdo et ccl1 et deux trans-

o} 0 0

0 0 0 =mrwmp
ducteurs tr et tr , donnés respectivement par M ,q , § ,d ,m ,k , defm;ss_ant

x 0 et Ml,ql, ,?_I,dl,ml,kl définissant X l. Supposons qu'on donne une appli-

me de la reconnaissance pour une classe de grammaires de Chomsky et le pro-
cation T de'B" datis B pour laquelle T (G ) = ¢ ; “T définit une transcription

! bltme de 1'analyse pour celles de ces grammaires qui ne sont pas ambigués, en
= de Elx dans Eo*. Soit TJ une application de Mleu dans Mox .E:o}t telle que, :

pour s 6M!, QéElx,s'é Mll,\)' € El*, /\EEH R E
a)(s', Y, A) € % l(E-,,\) ) entrafne [‘CU (S'»\)’),'?:*(»\)le )i__?Lw(s,\) )] ’
by (Sf' W0 =g ?ﬁ l(s, Y ) entrafne qu'il existe V" € o pour lequel I

utilisant un nombre borné de piles, L'algorithme de [CHEATHAM,SATTLEY:!
construit la pile attachée & une pseudo-arborescence de (G) ayant oL pour
suite de feuilles ; ceux de I:IRONS,I _—} b EINGERMAN] 9 [UNGER] construisent
la pile attachée & la pseudo-arborescence gauche d'une pseudo-arborescence de

' Esf’ Iy, *( ) ]6 %0 [UJ(S. ) )j ' E | ‘g (G) ayant o pour suite de feuilles. Pour rendre compte de ces algorithmes et




en construire d'autres du mé&me genre, on serait amené 3 généraliser la notion
de générateur de pile unique de manidre 2 pouvoir associer & certains généra-
teurs de piles gn, définis & l'aide d'un transducteur non déterministe, un géné-
rateur ainsi généralisé ,gn‘ tel que gn'( &4 ) soit vide si, et seulement si, gn( &}
Vest, et que gn'( ok ) soit contenu dans gn{ o ), On pourrait alors justifier du

domaine d'application de ces algorithmes,
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CHAPITRE 6

Analyse par construction d'une pile adjointe ou

attachfe aux pssudo-arboresc-nces cherchées.

6. 1, Analyse par construction d'une pile adjointe,

Now rom Bt fei au cas d'une grammaire de Chomsky non généralisée,

D'aprs 1'étude de la pile adjointe & une ramification orientée (2.9.2), 1a
pile U adjointe & une pseudo-arborescence (L,£) de ‘% (N,T,::=,X) posstde les
propriétés suivantes :

1) la premitre entrée est celle de la racine X ; elle est suivie d'une sortie 1
2) aprés une sortie de symbole terminal, se produit une nouvelle sortie si la
pile n'est pas vide ; sila pile est vide, il s"agit de la derniére sortie ;

3 ) la suite de feuilles de (I,f) est la trace sur ™ qu mot de sortie de la pile ;

47 apres toute sortie d'un symbole non termmal A, entrent les éléments d'un
mot LP tel que A : LP puis se produit une sortie,
Soit of =‘aL0 SO ap-l

soit une sortie de symbole terminal, j0=0 et U'indice jp+1

la pile U, forment un p-partage de U(ji-l-l est sortie de a, 1), Pour ce p-partage,

' la suite de feuilles de (I,f). Les entiers ji tels que jif”

=n du dernier état de

avec les notations du paragraphe 5, 2
-}J.oestdelaforme X¢ @, BG ... GL?k "
etBk 1 -Bk Kek pour 1 L k ( r, enposantB

iis O \.(Jrad ot r>1
=X et Bl_=a.o {(dtapres les

propriétés 1,4 ci-dessus) ; Vol /\ :

~Pour 0 i p,si j+2 est sortie d'un symbole non terminal C, v, = YLC a3
)J.estdela.forme O"U'LFIB O sia W‘?kB T ien G’ke a oh r )1
et B = Bkkpkpour lgkgr, en posant By=Cet B _=a, (d‘a.prés 4) ;
sinon, 11+Z est sortie d'un symbole terminal (d'aprés 2), Ji+
et/u ='oh

-v ='a_ 'et}k ='g,

P . :
Cette étude va nous permettre de construire un générateur de piles gn dont

1'-Ji“’ VM A

la donnée est un mot A de T* et qui engendre les piles adjointes aux pseudo-

arborescences de @ (N,T,::=,X) dont cA est la suite de feuilles : llensemble W
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est V, l'entier cd est 1 ; l'application t est définie par
-pour a € T, t('a') est 'ensemble des mots X §, ., Blb' .o © @ a pour

“~
lesquels r > 1 et B =By ({Jkpour l\< k\< r, en posant BO =X et

k-1°F
Br = a (a est une initiale de chaque Bl't) = e g o
-pour 2 € T,b € E,Ce& N, v € Vt, t{ab € \1 ) est 'ensemble des mots
' ~S
o G L‘)l BIG' VI Lfra pour lesquels r >/1 et Bk-l = Bk\{?k
pour 1 ¢ k g ¥, en posant B_ = C et B_=a (a est une initiale de chaque B ) ;
~ 20 b k
-pour a € T,b € E, | € V ,tlabar)s= {‘c"} :
-pour b € E, t{' ¢ b') = i‘tr'g H
- dans les autres cas t( V)= @.
Notons que si v € Vk, a €E et )}_et‘(v’,a):t(a’\‘r‘), v \E/L est toujours défini,
et que t vérifie la condition GP1, Il résulte de 1'étude précédente que l'ensemble
gn( ol ) contient les piles cherchées.

b Elle est

1
0 p-1°
adjointe & une pseudo-ramification {I,f) dans V. Chaque mot }A—l appartient 2 'un

Réciproquement, soit U une pile de gn(ol ), pour KX ='a

des ensemblés t( v ) qui viennent d'&tre décrits, /U'O’ qui appartient a t(‘ao'),
commence par X ¢ : (I,f) a X pour seule racine, Pour 0 < i < p, ji+1 est une
sortie du sommet de v.=v, , = iy s CH s = A Pl s t(a.i_1 n"
8e termine par a_q i Si}*i—l g, M= t(ai~l bai_1 ) et vi_1=Y1ai_1b '
dans les deux cas, le sommet de vy est ai-l F
est l'image par f d'une feuille de J, Si ji+2# d

dans les deux cas aussi, ji+2 n'est
trée

pas une entrée ai—_l i1’

'/u'il > let ji+2 est sortie de 1'élément C qui précede le sommet de v,

y '~ . ~
zvi = ai ai-l (o] ni apré&s cette sortie, entre un mot ({) tel que C .:= W C €N,
\Y est une famille de prédécesseur C. Si k est une sortie de la pile qui n'est ni
un ji+1’ ni un ji+2’ c’ est la sortie de 1'élément B d'entrée k-1 ; k est suivi des
entrées des éléments d'un mot \() tel que B ::= ’\pl t B €N, $ est une famille
de prédécesseur B, La suite de feuilles de (I,f) est dont o et {I,f) appartient &
€ (N,T,u=,%) .

rescences de ‘€ (N, T,::=,X) dont 4 est la suite de feuilles.

gn(el ) est ensemble des piles adjointes aux pseudo-arbo-

)
i
i

L'enscmble t( ¥ ) ne dépend que u premier et du triisitme élément Ju mot
N o § & ; testdéfiai par une opplication d'un ensemBle fini
t est l'application associée & un transduc-

{1)

. Nawh Br = a) rencontrées dans la définition de t

dans l'enseémble des parties de E’.-
teur borné lorsque les ensembles t(V ) sont tous finis" /., Les suites
(Bo=x ou C, B1 PEYEN Bk
sont des chemins du graphe des initiales de la grammaire; Pour gue t soit

défini par un transducteur borné, il suffit donc que ce graphe ne contienne pas

de circuit, autrement dit qu'aucun symbole ne soit initiale stricte de lui-m&me,
Nous désignerons dans la suite cette condition par AD.,

Supposons inversement que la grammaire soit réduite et que A soit initiale
stricte de lui-m&me, De toute pseudo-arborescence de la structure -J (V,::=)
qui a A pour racine, on peut en déduire une autre de hauteur supérieure; A
posséde une initiale a appartenant 3 T. Les pseudo-arborescences de 4 (V,::=)
dont A est la racine et a la premiére feuille, ont leur hauteur h non bornée,
Elles sont sous-pseudo-arborescences compldtes de pseudo-arborescences de
S

0 i-1
avec b, =2 (théordme 4. 2); La sortie B—i de 12 £ fouille a ont précédée

% (N, T,::=,X) dont les suites de feuilles ont m&me facteur gauche b
d'au moins h-~1 sorties B"i n'est donc pas bornée, Les piles adjointes aux
pseudo-arborescences de l'ensemble ne peuvent &tre engendrées par un généra-
teur tel que -———E soit borné (2).

La conditioxix (AD) est en particulier réalisée si toute régle est du type
An=a @ ou a €T et L4 3 Nsﬁ ; [GREIBACH,2 ] montre que pour toute
grammaire, il existe une grammaire équivalente qui possede cette propriété,
Alors, les chemins du graphe des initiales sont tous du type (A,a), Les entiers
r utilisés lors de la définition de l'application t sont tous égaux 3 1; Ce cas est
étudié par | GREIBACH, 1 ). L'algorithme de [ KUNO,COETTINGER Jrevient

aussi 3 engendrer la pile adjointe & une pseudo-arborescence.

(1) On peut d'ailleurs définir un transducteur fini borné dont t soit I'application
associée,

(2) Mais il est cependant possible qu'elles le soient par un autre générateur
par exemple, si T.= i a’j , N= { X} et X 1:= Xala, elles le sont par le géné-
rateur pour lequel cd=1 et t(a n )= {'X (ra'} , t{o r-L)= §G“ ‘Q‘} ;

l'application t est associée A un transducteur fini déterministe,
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Pour qu'on obtienne un générateur de pile unique, il suffit que- :
(AD') pour tout A € Nettouta € T, il existe au plus une régle A ::= B
telle que a soit une initiale de B,
Lorsque la grammaire est réduite, cette condition entrafne AD ; en effet,
si A est initiale stricte de lui-m8&me, il existe dans le graphe des initiales
plusieurs chemins d'origine A ayant la m&me extrémité a € T ; deux de
ces chemins ont un premier point non commun, B sur l'un, B' sur l'autre,
précédés d'un point commun A' ; il existe donc deux regles A' u= B\@ et
A' u=B' ', BetB'ayant tous deux a pour initiale,

Supposons maintenant que la grammaire est réduite, que AD' n'est pas
satisfaite, et envisageons un générateur des piles adjointes tel que cd=1 et
qué ji+1 soit la sortie de la iéme feuille, pour 0 ¢ i ¢ p. Il existe dans
‘:? (V,::2) déux pseudo-arborescences de méme racine A, de m&me premisre
feuille a, ol les deux familles qui ont la racine pour prédécesseur sont dif-
férentes, Elles sont suB-pseudo-arborescences completes de deux sous-pseudo-
arborescences de (N,T,::=,X)} dont les suites de feuilles ont m&me facteur
0°"" bi- I 4 1
l'ensemble Fi contient au moins deux éléments

gauche b avec bi- =a, Par conséquent, pour une donnée b0 cee bi-l 1

le générateur est un géné-

rateur de piles multiples, En résumé, si on suppose la grammaire réduite :

Théoréme 6, 1, Pour que l'application t définisse, avec l'ensemble V et cd=1,

un générateur de piles gn, il faut et il suffit que le graphe des initiales de la

grammaire (N,T,::=,X) ne posstde pas de circuit, Pour tout mot & sur T,

gn( ) est alors 1'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arborescences de
(N,T,::=,X) dont & est la suite de feuilles, gn est un générateur de pile unique

si, et seulement si, la grammaire vérifie la condition AD',

. Utilisation dans la suite du chapitre d'un pseudo-graphe de production.

‘Nous emploierons dans la suite du chapitre un pseudo-graphe de Produc- =
tion (I, ; g) du premier ou du second type (4.6, 4). Nous pourrons ainsi
traiter le cas d'une grammaire généralisée, Les mots A Y (resp, Y K) tels
que A = (

tiennent respectivement & deux sous-ensembles J' et J''. Nous suppcserons

sont les chemins de (J, ™ ; g) dont 'originé et l'extrémité appar-

que le pseudo-graphe posseéde les propriétés PG1,PG2,PG3 ; 1'origine lans

J* 2'un chemin commengant par Z est ofZ),

= bl s bl
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Soit (I,f) une pseudo-arborescence de C‘é (N,T,::=,X). Unnoeud z de I a
pour image f(z)=A, la famille ﬁ de prédécesseur z est transcrite par f en @
etAn=\§ ;A (resp. (¢ A) est un cheminde (J, ™ ; g), transcrit par
g d'un chemin (unique) w > ' (resp, {5' w) de {J, ™ ) dont l'origine appartient
Ay s we 7,1 Pl = | l-?l = f)‘ ! ; en associant 3 tout §lément y de (‘5
1'élément f](y) de mé&me rang dans [5' , on définit une application de I, privé
de sa racine r, dans J. Soit 5 un élément n'a.pparte:éxant pas 2 J ; prolon-
geons f, par fl(r)= 4 et g par g § )=X ; alors £=gof1 : (I,fl) est une
pseudo-arborescence dans 1'ensemble J1= J U{é% .

Soit {I(N,T,::=,X) l'ensemble des pseudo-
arborescences (I’fl) ainsi associées aux
pseudo-arborescences de ‘f. (N,T,::=,X).

— v
f\l\ %
N3
1

Pigure 6.1

Comme (I,f) est transformée de (I'fl) par g,
I'application qui 2 (I,f} associe (I’f'l) est une
bijection de ‘E (N,T,::=,X) sur { 1(N,T,::=,X) :
(I,fl) détermine (I,f),

Dans la pile attachée a une pseudo-ramification, une sortie d'un élément
Y est suivie d'une entrée d'un élément Z qui suit Y dans une famille, ou d'une
sortie si Y est dernier élément d'une famille, Les familles F)' de (I,fl) somnt
des chemins d'un graphe ; les éléments w prolongeant un chemin PO d'un
graphe en un chemin (i) g% me dépendent que'du dernier élément de (’J o Cette
propriété est fausse pour les chemins d'un pseudo-graphe ; or les familles
Y de (1,f) sont des chemins d'un pseudo-graphe, Plutt que de construire les
piles attachées aux pseudo-arborescences (I,f) de é% (N,T,::=,X), nous

construirons les piles attachées aux (I,fl) associées,

. Analyse par construction des piles attachées aux pseudo-arborescences de { (G).

Dans la pile stricternent attachée & une ramification orientée, un noeud
entre avant les points dont il est le prédécesseur, Il sera commode d'utiliser

ici un pseudo-graphe de production (J, ™ ; g) du premier type.

. Caractérisation des piles cherchées. D'apres 1'étude de la pile strictement

attachée & une ramification orientée (2. 1), la pile attachée & une pseudo-

ramification (I,fl) de qoz 1(G) possede les propriétés suivantes
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(AT1) La premitre wnitis s eolGanattzn 0o o . ? (AT8) Si i est une sortie de x et i+1 une sortie de y, g(x) fn g(y) (4.3. 1)

(AT2) Sii est une er;trée de x et i+1 une sortie, g(x) € T. .i ¢, 3. 2. Générateur, De l'étude qui précede, déduisons un générateur de piles gn tel

(AT3) Sii est une entrée de x et i+1 une entrée de y, | que, pour tout mot & de Tx, g transcrive les piles de l'engemble gn( ok ) en
o[g(x)] ™ y (dohg(x)e Nety € I} les piles attachées aux péeudo-e;x:l:;orescences de € (G) dont &4 est la suite

(AT4) Sii est une sortie de x et i+1 une entrée de y, x et y sont des points de feuilles, Nous emploierons les notations du chapitre 5 ; les ji seront les

de Jtels que x [ y. entréss de feuilles, Ce générateur est défini par W=T v Jl (rappelons que

(AT5) Sii est une sc')rtie de x et i+l une sortie, x appartient a J'. E=Wyv 3. G“j J, cd=1 et par un transducteur fini barné (5. 3)tr ; & tout
Réciproquement, soit U1 une pile sur l'ensemble Jl’ qui posséde ces i élément x de Jl’ associons bijectivement un §lément X n'appartenant pas 2

cing propriétés, Elle est attachée 2 une pseudo-ramification ‘(I’fl) , et trans- | Jl ; soit Jl l'ensemble de ces x ; appelons d'autre part T! l'ensemble

crite par g en la pile U attachée 2 (I,gofl) =(I,f). (I,f) est une pseudo- : T v {6‘13

ramification sur V ; montrons qu'elle appartient & ‘g (N,T ,1:1=,X). D'apres | a) M=T! x(.]’1 w fl)

AT3 et AT4, toute entrée autre que la premidre est celle d'un point de J ; b)q=2 ; poura € T, £ (a, ¢ )=(a, $);poura €T etx € e 0 (a,x)=(a,x).

d'apres AT4 et AT5, il en est de méme pour toute sortie autre que la dernigre ; ! c)Poura & T', x € J1 etx' € Jl, a E(a,i),x‘:[ contient les seuls éléments

d'apres AT, la premidre entrée, et donc la dernidre sortie, portent sur cS : - (2,y) pour tout y € Jtelque x [ y et a soit initiale de g(y) (d'ont xaéé

(1,f) est une pseudo-arbores cence de racine g( d )=X. Si z est une feuille de ! eta# 0 ), o ' '

1, g [fl(z)] =f(z) € T (AT2). Pour unneeud z de I, posons x=fl(z) et i (a,%") six € I, glx) fn g(x')(l) e;_: si, ou bien le couple g(x'),a est vicinal,

A = g(x) = £(z) : la famille ,'3) de prédécesseur z dans I est transcrite par fl oubiena =6 ;

en une famille {f) ! de prédécesseur x dans (I,fl), elle-mé&me transcrite par { d E( & ; § ),Gj = isfg 3

g en une famille § de prédécesseur A dans (1.f) ; d'apres AT3, AT4, ATS, d) Pour a € Tetx ¢ J,, m (a,x) contient les seuls couples suivants '

1)
- (s,'x!) si g()=a,

le mot AY est un chemin du pseudo-graphe (3, T ; g) dont l'origine est o(A)
- [a,y),'x' ]sigx) e N, pour tout y € Jtel que o g{x)] " y ‘et a soit

et l'extrémité dans J" : A = ¢ . ([,f) appartient & ¢ (N,T,::=,X).
Complétons les propriétés précédentes par trois autres propriétés de la initiale de g(y).

pile U attachée & (I,fl) e QI(G) i gtranscrit U enU, attachée 3 Dans tous les cas ohg(a,b) n'a pas été défini (a € E, b € E), £(a,b)
e ¢ @ :

n'existe pas ; dans les cas ol d(s,x') ou m(s) n'a pas été défini (s € M, x' € E),

cet ensemble est vide, Ces conventions seront valables pour les applications

(AT6) Si i est une entrée de y dans U, et si dans U la premitre entrée de sym-

bole terminal supérieure ou &gale 2 i est une entrée de b, b est initiale de

Q,,d,m,k des transducteurs définis dans toute la suite,.
gly) : en effet, il existe deux points Yy &t bl de I tels que y:fl(yl) , b=f(b 1) et Le résultat d"un calcul du transducteur est un mot sur Jl (W { (rs i

bl so0it la premigre feuille qui majore v, dans l'ordre d'entrée de I ; b est Etudions divers calculs complets ; on remarque que si 8' est la projection sur

initiale de f(yl) =g(y) (4. 3. 1) Md'un couple de m(s), d(s',x') est vide pour tout x'.

(AT7) Si i est une sortie de y de la pile U, et si la premi®re sortic de U drun’

1
symbole terminal qui est supérieure i i est une sortie de b, g(y) et b, images

(1)

Voir la remarque qui suit 1'étude des calculs du transducteur,

[I
|
I
|
'I
|
|
I
it
par f de deux points consécutifs de I, forment un couple vicinal (4. 3. 2). .I'|




1) Sillentrée est'a g i (a & T), s(")z (a, 3) et les calculs complets sont les

suites <

((ayyl), A EY e lla, yk' Ay .1') ....((a,y )’ ALy, 21)(9 Ny 1.)
oury 2,a=gly, ) et ofsly,_ )] ¥y pour Lk 7-1, en posant
Yo" $ : ces conditions entrafnent que a est initiale des g(yk). Le résultat

du calcul est ! ('S Yy Yege
2) Si l'entrée est ' 2% L X, O v o(r >lLa€T, % € Jl), so=(a,x1) ;

les calculs complets sont les suites :

((a,; )ax oL &7 0y s ((a ';{r”)’xr”"‘r ')((a,Yr.,):xr..“:'ﬁ‘ ')((a,yr,,“), /\.,'yr"')
...((a,y ) AN Bty i

on : 1L x"( T, r"( r'; pour 1<k<r” 1, x € J'et g(x fng ( xk+1 2

C oy 3 pour '+l kg -1, oLg(yk_l)_I r Yy g(yr_l) a ; ilen
Y!._l) et que g(x?. PR g n)

r“ r
résulte que a est une initiale de g(an) s eees gl

forment avec a des couples vicinaux (théor2me 4, 3).
"

Le résultat du calcul est jr = ¢ 7 AURERS A .'xrl ..;xl' @)& existe
puisque " \< r', et ce n'est pas le mot vide,
(r' > iy, xkE Jl)' so=(6‘,;l) H

; ce calcul est

3) Si l'entrée est ' G Xpeee X

puisqu'il existe un calcul complet, il faut que x g
(5 %) %, s e (5 0x) 50 's D (s $). .t oy O e
51,;:our 1 \< k( r'-1, x}(e JY et g(xk)fng(xk+l) Le résultat du calcul est

Gr,'xr'...x’@ ol

. le générateur gn
vérifie GP L

existe et c'est le mot vide

Remarque envisageons les calculs du transducteur étudiés en 2 et 3,
Si on suppose que, pour 1 ¢ k ¢ r-1, il existe un chemin de (J, T ) d'origine
o'|—g Xep l)] et d'extrémité x, . x, € J" entrafne g(xk) fn g(xk+ l)' Lihypothese
est vérifiée lorsque 'x Ly @ XI' est l'un des états v d'une pile engendrée
on le voit facilement par récurrence sur i, Il sera donc inutile de tenir comp-
te de la condition g(x)fng(z), imposée lors de la définition de l'application d
pour que (a, %') appartienne 2 d{(a x) ,xJ ‘

Soit d = aO N ap_l’ un mot sur T. Envxsageons une p1’1e U de I‘ensemble»
gn( ok ). Le premier calcul du transducteur conduisant 3 cette pﬂe est du type

1 ci-dessus ; vy appartient 3 J'*l et n'est pas vide ; le second calcul est donc

v =14 x
p

2 -~ 50

du type 2, et, par récurrence, il en est de mé&me de tous jusqu'au péme :

le dernier calcul est du type 3. La premiere entrée est donc une entrée de é
la pile vérifie donc la condition AT1, Pour 1 < i \< P, ji est une entrée d'un

élément y tel que gly)=a toute autre entrée est suivie d'une entrée ;

U1 vérifie aussi AT2, Tloufte entrée .de x suivie d'une entrée de y est distincte
d'un j, ; d'apres les résultats des calculs de type 1 ouz, ofglx)] T y.
Aucune sortie n'est un ji, ni inférieure & j1 si la sortie de x est suivie de
l'entrée de y, x " y d'apres les résultats des calculs dutype 2 ; sielle est
suivie d'une sortie, x € J'", La pile U1 vérifie donc aussi AT3,AT4 ,AT5 ;
elle est transcrite par g en la pile attachée U 2 une pseudo-arborescence
(1,f) de cg (N,T,::=,X). La suite de feuilles de (I,f) est la suite des symboles
terminaux qui entrent dans U, c'est-a-dire o

Réciproquement, la pile U attachée 3 une pseudo-arborescence de
°€ (N,T,::=,X), ayant o, pour suite de feuilles, est transcrite par g d'une
pile U1 qui vérifie AT1,AT2,AT3,AT4,AT5,AT6 ,AT?,PfTS. Soit ji l'entrée

dans U de la iéme feuille, ai

-1
état de U, forment un p-partage de U

; jo=0 ) jl, ¢ oy jp et '}3 P indice du dernier
r D'apreés AT2 , toute entrée qui n'est
pas un ji est suivie d'une autre entrée, Pour le p-partage considéré
- Jrg oSt de laforme‘éyl...yjl',avec jl>/2,g(y ) ag

o[g(yk_l)J m ¥ Pour 1 ¢kg jl~1, en posant y, = (d'a.prés AT1,AT3) ;

clest le résultat c'un calcul complet d'entrée ‘ao 6

- lorsque 1 {i¢ p-1, v, est de la forme 'xr, o3 .xl' avec r' > Y ji+l est
- N . 1‘”
une sortie, 3, une entrée, M est donc de la forme § PAURETS SN
g(yr 1) =a g r, gt d'apres AT5,AT8, pour 1 k< r'-1,
- ~ ~
x € J'" et g(}ﬁ()fng et 1) 5 d'aprés AT4, x [y, i pour r'l kg -1,
) )1y, , d'apres AT3 . est le résultat d'un calcul complet d'entrée
V-1 K’ M P

an“
i B} !

.xl' ou r'> et pour 1k ri-

2L G )*p"=

(AT5,ATS8). /u'p est le résultat d'un calcul complet

) r'-1""
1§
xké JY et g(xk) fn g(xk 1)

dlentrée 0~V o . U, appartient & gn{ ¢k ).
B
Théoréme 6, 2. Pour que le transducteur tr vérifie la condition GP2, il faut et
il suffit que le graphe des initiales de la grammaire, supposée résuite, ne

contienne pas de circuit (condition AD),
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La condition est suffisante, car o[g(x)] ™ y entraine qu'il existe un mot (
tel que g(x)::=g(y) @ : Lorsque le graphe des initiales contient un circuit et
que la grammaire est réduite, on voit par une démonstration analogue 2 celle
donnée pour les piles adjointes (6. 1), qu'il n'existe aucun générateur des piles

attachées aux pseudo-arborescences de ‘g (G) ou ‘fL(G) pour lequel, .

si Ei est l'entrée de la iéme feuille, -E-i est borné ; ce qui acheve de dé-
montrer et étend le théoréme, :

Revenons au cas ou le graphe des initiales ne contient pas de circuit,
L'ensemble mz(a,x) des mots ‘yo . yn' sur J i tels que n > 0, Yo g(yn)=a.
et O[g(yi-l)] Iy ¥, -pour 1 £ign, est fini, Les résultats des calculs com-
plets du transducteur ne changent pas si on remplace la définition de l'ensem-
ble m(a,x), pour 2. € T et x& J,, donnée plus haut, par m'(a,x)= {s’&xmz(a,x)
(cf. 5. 3.2, remarque), Les ensembles m!(a,x) peuvent &tre déterminés une
fois pour toutes ; c'est ainsi que I‘Jroc\ede [IRONS,Z] qu'on pourra consulter
pour obtenir plus de détails sur la pratique de la méthode,

6. 3.3, Etude du déterminisme du transducteur, Pour tout couple (s,x'} de MxE,

d(s,x') ou m(s) est vide, Si le transducteur n'est pas déterministe, l'un de ces
ensembles a plusieurs éléments, ce qui ne peut se produire que dans deux cas
1) Il existe dans J trois points w,y,,y, tels que w [ VoW V‘yz, yﬁéyz’
g(yl) et g(y.z) ont une initiale commune, D'apres la propriété PG1 du pseudo-
graphe de production, Blzg(y 1) est distinct de B g(yz) ; d'apres PG3, le
chemin wy, du graphe (J, M) est contenu dans un chemin A WY, PN 1 d'origine
dans J', d'extrémité dans J"; le chemin hw Yy est contenu dans un
chemin /\wyz A o d'extrémité dans J''. g transcrit kwyl)\ | en un mot
AYB g, et lwyzkz en Ay B2\€ 2 Au= YB, @, An=y B, ¢ -
2 ) 1l existe trois points de J, x,y,x', et un symbole terminal a tels que x Ty,

a est initiale de g(y), x' est l'origine dans J' et x l'extrémité dans J'' d'un che-
min x' A x de (J, 7 ), et g(x'}, a est un couple vicinal, Alors x' A xy est un
chemin de (J, 7 ), d'origine dans J'; il est contenu dans un chemin x‘)\xy)v.l
d'extrémité dans J''; g transcrit ce dernier chemin =en

glx) @ g gly) @ | = glx) == ¢ glx) et g(x') ::= P gl gly) ¥

e .

.
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Soient un symbole non terminal A et un mot \Y (éventuellement vide) sur
V, tels qu'il existe des mots cv pour lesquels A ::=\y &) ; désignons par

Bl, e

l'ensemble des initiales terminales de Bk ; enfin, si 1'un des mots <o est

vide, soit QO(A, % } l'ensemble des symboles terminaux a tels que le couple

s Bp les premiers symboles des mots o non vides et par Qk(A, W )

A,a soit vicinal. Pour que le transducteur spit déterministe, il suffit que soit
vérifide
(AT) pour tout couple A,  les ensembles Qi(A' ) sont deux 2 (ieux dis-
joints,
AD! entrafne AT ; si la grammaire est réduite, AT entrafne AD (m&€me dé-
monstration que pour AD' ent~afne AD, 6. 1). .
Supposons AT non satisfaite et la grammaire réduite, Si pour un couple
A,y deux ensembles Qi(A’ W ) et Qk(A’ W) (10, k#0, i#k) ne sont pas
disjoints, il existe dans J (\i,:::) deux pseudo-arborescences (I,f) et (I',{')
de racine A dont les suites de feuilles ont un facteur gauche commun 4 non
vide ; si QO(A, Y o) et Qk(A’ W ) ont en commun un élément a, d'aprds le
théordme 4, 3, il existe un symbole auxiliaire A' et deux mots 1 % , 8ur
V tels que @ ) Aa 2 2 dérive de A', d'on deux pseudo-arborescences (I,f)et
(11, £ 32 wde A dat s el & Ilzs ont un facteur gauche commun % non vide ;
dans les deux cas, les sous-pseudo-arborescenées de (I,f) et (I',f'), images
des sous-arborescences de I et I' qui sont formées des nceuds majorés par l'une
des | ¥! premidres feuilles étant différentes. On en déduit de la m&ria
manitre qu'au paragraphe 6. 1, en supposant la grammaire réduite
Théoreme 6, 3. Pour que le transducteur tr soit déterministe, il faut et il
suffit que la grammaire vérifie la condition AT. Lorsque AT n'es1; pas satis-
faite, tout générateur des piles attachées aux pseudo-arborescences de f% (@)
(ou de @ I(G)), pour lequel la donnée est la suite de feuilles de la pseudo-
arborescence (ou sa transcrite par g), cd=1 et j; est l'entrée de la ol feuille,
est un générateur de piles multiples,
On remarquera que, pour prouver plus haut que toute pile engendrée était
U'une des piles cherchées, on n'a pas utilisé toutes les conditions imposées au
transducteur. Il existe donc des transducteurs plus simples conduisant aux

mé&mes piles ; iles sont seulement "plus indéterministes', et de ce fait menent
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A des réalisations pratiques moins efficaces ; en particulier, ils peuvent
n'étre pas déterministes méme lorsque (AT) est vérifi€e. Une remarque
analogue peut &tre faite pour les autres algorithmes d'analyse que nous
étudions ; elle sera illustrée par les divers générateurs qui, au chapitre 7,
engendreront tous les mé&mes piles.

Exemples, Un langa.ge de Dyck sur 2n lettres a, (lgigmet -ngig ~1)
ECHOMSKY,SCHUTZENBERGER:] peut &tre défini par la grammaire suivante :
T={ai; l¢igm,-n i g -1y

N={X,A,B ; l¢ign ngig -1} ; axiome X ;

A, :=a, B, a,
i 71 -i

A, B.1A,
g

la a,
[

=1

B

L
X 1= A XA,
1 1

Il est facile de voir que la condition j- assure AT, Rappelons que tout lan-
gage de Chomsky est image homomorphe de l'intersection d'un langage de
Dyck avec un langage de Kleene [SCH{JTZENBERGER] . La relation de
production donnée en exemple au paragraphe 4, L 2 vérifie aussi (AT). D'autres
exemples pourront &tre trouvés dans [GENUYS] , qui étudie des cas o
I'hypoth¥se (AT) est réalisée,

‘Certains auteurs n'utilisent pas de pseudo-graphe de production, et le
remplacent par un jeu de procédures, récursives en général, une procédure
étant associée A certains symboles auxiliaires (ces procédures jouent parfois
un rBle en dehors de l'analyse syntaxique) : [GRAU] , [LIETZKE ] étudient
ainsi Algol, Cependant, pour éviter d'avoir 3 introduire un trop grand nombre
de procédures ou un trop grand nombre d'éléments ("états syntaxiques'’) dans
'alphabet utilisé, ces auteurs transforment souvent implicitement la gram-

maire donnée en une grammaire généralisée équivalente,

6. 4. 1. Introduction. L'hypothtse AD est fort restrictive
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6. 4. Analyse par construction des piles attachées aux pseudo-arborescences

gauches des pseudo-irborescences de % (G). |

en particulier, elle
interdit les régles de la forme A = A \p . Son rdle est d'assurer qu'un
état u de la pile attachée 2 une pseudo-arborescence de <€ (G) étant
donné, la premiére er;trée apres i d'un symbole terminal, si elle existe,
ou l'indice du dernier état de la pile sinon, est borné, Cette condition
sera plus facile 3 réaliser pour les piles attachées aux pseudo-arbores-
cences gauches (2. 12) des pseudo-arborescences de ‘@ (G) : toute
famille commence par une feuille ; plus précisément, d'apres 1'étude
faite'en 2. 12. 4, il suffit qu'il n'existe aucune suite de symboles auxi-
liaires A1 o An tels que A1=An et, pour 2 \< k ¢ n, Ak::=Ak_l,
autrement dit, qu'aucun symbole auxiliaire ne dérive strictement de
lui-méme, b

L'étude des familles d'une ramification gauche conduit 2 'penser qu'il
est plus commode de disposer d'une régle A ::=p sous la forme d'un
mot l{) A plutdt que A ( ; nous utiliserons donc un pseudo-graphe de
production (J, ™ ; g) du deuxizme type. Nous construirons les piles atta-
chées aux pseudo-arborescences gauches des pseudo—arbo.rescenc.es (I,fl)
de- ‘g 1(G). D'apres le théoreme 3, 3, (I’fl) est déterminée de manidre
unique par sa pseudo-arborescence gauche, .
Remarque- : dans le cas déji envisagé ¢'une grammaire ol toute ragle
estdutype Au=alp ,2a €T, Y€ N (ou V*), toute pseudo-arbares-
cence de <€ I(G) est sa propre pseudo-arborescence gauche, puisque

chacune de ses familles commence par une feuille,

6. 4, 2. Caractérisation des piles cherchées, D'apres 1'étude des ramifications

gauches (2, 12) et celle de la pile strictement attachée & une ramification.

orientée (2. 1), la pile U, attachée 2 ((IG’fI))’ pseudo-arborescence gau-

1
che de (I,fl) & £ 1(N,T,::=,X) posskde les propriétés suivantes

(G1) La premidre entrée est une entrée de g .

(G2) Si i est une entrée de x et i+1 une entrée de y, y appartienta J', g(x)

appartient 3 N et g(y) & T, car dans ((IG,fl)) y est le premier Elément
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(G3) Si i est une sortie de x et i+1 une entrée de y, deux cas sont possiblés’

(G4) Si i est une sortie de x et i+l une sortie de y, il existe ztel que x " z

s

d'une famille de iifédéce sseur x : y est le premier élément d'une

famille de (1,£)) et 'image d'unie feuille de L. ——

(et ils s'excluent) : :

a)x My (d'ou x# S, y # Syetgly)e vV ; sigly) e N, it2est
une entrée ; '

b)y € J et il existe z € Jtel que x I" z et g(z)={;T;) € N ; i+ est
une sortie de vy,

En effet, x et y sont consécutifs dans une famille de ((IG,fl)), et ce

qui précede résulte de l'étude des familles d'une ramification gauche

dans le cas a, x et y sont consécutifs dans une famille de '(I,fl) ;

dans le cas b, x est l'image par fl du dernier point d'une famille de

1 de prédécesseur Yy fl(yl):y et Yy est le premier point de sa

famille,

et g(z) :E(;;) e N (d'ol x#(g etz € J"), car x est le dernier élément

d'une famille de ((IG,fl)) et d'une famille de (I,f,), dont le prédéces-

1
seur est y,

Réciproquement, soit U1 une pile sur quui vérifie G1, G2, G3, G4.

Elle est attachée 3 une pseudo-ramification (1,£'} dans J v les points w

de I' tel que gof'(w) € T sont des feuilles, car, d'aprés G2, £'(w) sort de

la pile des son entrée ; toute famille de I' commence par un tel point

(G2) ; d'apres le théoreme 3.3, (I,f') est la pseudo-ramification gauche

d'une unique pseudo-ramification (I,fl) dans Jltelle que les feuilles de I

soient ceux de ses points w

] qui vérifient gofl(wl) & T. D'apres Gl, G2 et

G3, pour toute entrée dans U, d'un élément y, g(y) appartient 2 V : g

transforme (I,fl) en une pseudo-ramification (I,f) dans V ; ‘g transforme

aussi (ILf!) en la pseudo-ramification gauche de (I,f) et transcrit la pile

u

G2, G3, (5 n'a qu'une entrée dans U

1

en la pile attachée A cette pseudo-ramification gauche. D'apres G1,

T la premidre ; d'aprés G3.et G4, la

sortie deéest nécessairement la de raoiere, (1,f') a une seule racine ({ R

donc (I,fl) a une seule racine & , (I,f) a une seule racine X, Etudions les

:
E
%
f
:
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familles de (I,fl) : d'apreés 2, 12. 2 et 3, 2. 3, pour les construire, on
consideére dans toute famille ¢J de I', de prédécesseur z, les feuilles
BT o wre Ba_g telles que gof'(ai) € N (si elles existent) : les a, sont

caractérisés par gof' (ai)e N et, dans la pile U' strictement attachée

3 1', 'entrée de a.i est suivie d'une sortie ; (O s'écrit aowoal c)l oo
ap_l CJP_l ol gof! (ao) € T ; siunélément x d'un i—not'wi vérifie
gof'(x) € N, son entrée est suivie d'une entrée ;

%W )=a' ot a' Wi, ...a' W' est une famille de (I',£') ;
1 p-1 -

0o p-1

est une famille de (I'fl) qui a pour prédécesseur a' l,a.' 1@ 'l

une famille de pré-

1 1
o Yo

une famille de prédécesseur a' !

' w
2 p-1 P p-1
décesseur f'(z) et on obtient ainsi toutes les familles de (I’fl) sauf ' S 1,

b ) &l

Pour 1 £ i £ p-1 lentrée dans U' de 2 est précédée et suivie d'une sor-

tie : d'apres G3, a'; € J' ; d'autre part, d'apres G2, a'o € I'. Pour

0 £ i g p-1, aprés la sortie d'un élément x de a, W qui n'est pas le dernier
vient l'entrée de 1'é1ément suivant y ; d'apres G3, f' (:é) r'(y). Pour 1.gigp-2,
la sortie du dernier élément x de a_ oo, est suivie de l'en -

trée, puis de la sortie de 2 il éxidte y tel que f'(x) I f'(y) et

gof'(y)=gof (ai+ 1) (G3), La sortie du dernier é1ément x de ap-l w g4

il existe y tel que f'(x). ™ f'(y) et

R, | i i S, §

gofily)=goflz) (G4). ¢!, w')gla, ), pour 0 ¢ i & p-2, et

gl w
p-1 p-1 o ,

tion, d'origine dans J', d'extrémité dans J", (I,f) est une pseudo-arbores-

cence de ‘G(N,T,::= , X).

est suivie de la sortie de z

)lg f:f' (z)] sont des chemins du pseudo-graphe de produc-

Nous allons préciser G1l, G2, G3, G4 par d'autres propriétés de la
pile U1 attachée 3 ((IG,fl)) pseudo-arborescence gauche de (I,fl) 3 ’@i (G).
Notons d'abord que l'entrée de § est suivie de U'entrée d'un élément b
tel que g(b) &€ T, Désignons par U' la pile strictement attachée 2 IG' arbo-

rescence gauche de I ; soient x_, Yy deux points de I {et IG), b, une

1 1

; =¥ = =
feuille de I, x l(xl), y fl(yl), b fl(bl),
1dans U' soit suivie immédiate-
18} est la premigre feuille qui majore Xy dans

Supposons d'abord que I'entrée de x
ment de l'entrée de vy
l'ordre d'entrée de I ; d'apres 4,3.1, f(yl) = g(y) est une initiale de
tx )= g ‘

(G5) Si i est une entrée de x dans U et i+l une entrée de y, g(y) est initiale
de g(x).
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Supposons maintenant que bl soit la premidre feuille de'l qui sort de U*

a.pr?es yl, donc qui entre aprés la sortie de Yl : comime I et IG ont le
méz::né ordre de sortie, v, et bl forment un couple de points consécutifs
de I ; d'apres 4. 3.2, le couple g(y), g(b) est vicinal, Si apres vy, me
sort plus aucune feuille de I, les points qui sortent apres Yy sont tous
les derniers de leur famille (2. 3. 3), et g(y) est une finale de l'axiome X
(G6) S'il existe une feuille de (I,fl) qui entre dans U1 aprés une sortie de y,
et si b est la premidre de ces feuilles, le couple g{y), g(b) est vicinal ;
sinon g(y) est une finale de X,
Supposons ensuite que la sortie i de %) soit suivie par l'entrée i+1 de
'Yl et que bl soit la premiére feuille de I dont l'entrée est supérieure 2a i,
si elle existe ; étudions les deux cas qui, d'apres (G3) peuvent se
présénter

“cas a) si Y est une feuille, yl=b , y=b ; sinon, i+2 est une entrée de b

dans Ul (G2) et g(b) est initiale di gly) (G5).

cas b) 1) sort d&s son entrée, Yy est une feuille de IG et un nceud de I,
Désignons par R l'ordre associé a l'arborescence I, par e le sommet de
I'état u', de la pile U', et posons e=f1(e 1), D'apres 2. 12, 2, il existe un
chemin de I, elzwo, wl ol v Wq' ylzwq+1, ol w1 o
premiers de leur famille (mais pas e 1), Si aucune feuille de I n'entre dans

U' aprés vy aucune ne sort apres wq, ey W

. ,wq, yl sont les

1 el, ni apres les autres

éléments de u', : chacun d'eux est le dernier de sa famille et wl, o N wq,y1
1

sont seuls dans leur famille ; g(e)=£f(e l) est une finale de X, g(y):f(yl)

dérive strictement de g(e), Si une feuille de I entre aprés ¥,» ¥ et b, sont
des poims consécutifs de I, Deux possibilités s'offrent alors (figure 6.2) :
i) e, R b1 . dans l'ordre de sortie de I, 1'intervalle R(e 1) contient R(yl)

et précede ‘al ; d'apres 1'étude faite en 2, 6, 3, e et b1 sont aussi consé-

cutifs et de plus, w : ,wq,y1 sont derniers de leur famille, donc

L
seuls dans leur famille : g(y) dérive strictement de g(e) ; d'autre part,

gle), g(b) est un couple vicinal

ii) e Rb le plus grand R-minorant commun & y, et by est T'un des’

1] 1
oints Ww_, ..., W , appelons le w_ ; si j5#q, d'apres 2, 6.3, w,
- 0 qt *EF ] . -

= r.ﬁ.\,u., e e e e e s

FPYETER. A5 Y

-
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sont derniers de leur famille : f(y l)= gly) dérive de f(wj_“) ; il existe une

ragle !(wj) = f(w, ) Z P telle que g(b) soit initiale de Z, D'autre part,

j+l
f'(wj) est une initiale de f(el) =gle).

34\ : Qr“ B

q
W()H
Wy WA
s\e4 )
\"\\\\ "I Q,‘
e,R By ey R &,

Figure 6, 2,

Définition, Les propositions en A ¢ N, B € N,a € T
- A dérive strictement de B et le couple B,a est vicinal,
- il existe A', B', Z appartenant 2 V et () appartenant 2 v* tels que
B' u= A'Z Yo, A dérive de A', a soit initiale de Z et B! initiale de B(l),
sont décidables, Lorsque l'une dlelles est vraie, nous disons que
A.,a est un couple initial de B,
De 1'étude qui précede résulte la propriété de la pile U

1
(G7) Si i est une sortie de x et i+l une entrée de y

dans le cas (a) de {(G3), y est l'image d'une feuille de I, ou bien i+2 est

entrée de b, image d'une feuille de I et g(b) est initiale de g(y) ;

dans le cas (b) de (G3), e étant le sommet de la pile aprds la sortie de x,
si aucun b pour lequel g(b) & T n'a d'entrée supérieure 2 i, g{y) € N
~ dérive strictement de g(e), finale de X ; si au contraire b est le pre-
mier €lément po':u- lequel g(b) € T,dont une entrée est supérieure 3 i,
g(y). g(b) est un couple initial de g(e).
Pour simplifier la description du générateur de piles qui sera étudié

plus bas, lorsque A € N dérive strictement d'une finale B de X, nous

dirons encore que A, g~ est un couple initial de B,

(1)

Cette proposition équivaut 3 : il existe Y €& v* tel que Aa\Ydérivede B,
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Supposéns enfin que i soit une gortie de *) et i+1 une sortie de Yyt
v, est un neeud de la ramification gauche IG, donc n'est pas le premier
de sa famille dans 1. Si aprgs ces deux sorties aucune feuille de I n'entre
plus dans la pile U', Yy et les points qui sortent apres lui sont les der-
niers de leur famille ; donc yl est la racine de I, y= 5 , ou bien il
existe une ragle B ::= Pg(y) ot Y # A et B est une finale de X, Si une
feuille de I entre apres la sortie de y et si b1 est la premiére telle

feuille, y1 et b, sont des points consécutifs de I ; il existe une regle

B = \p A'Z\P 11 ol f(bl) = g(b) est initiale de Z et ou bien A'=g(y) et

¢ # A, oubien il existe une ragle A" = LF’Zg(y) ol A" est une finale
de A' et ~qué N,

Définition, Si, pour deux éléments A € N, a € T, il existe B, A', Z
appartenant & V, P et \.PI appartenant & V* tels que B e YAz Lpl,a
est initiale de Z et soit A'=A et P # /\ , soit une finale A" de A' et un
mot non vide "PZ de V}t vérifient A" ::= ‘«PZ A, nous dirons que le couple

A, a, qui-est vicinal, est un couple vicinal post-initial,

D'ol pour la pile U1 .
(GB) Si i est une sortie de x et i+1 une sortie de y, si b est le premier
glément pour lequel g(b) € T dont une entrée est supérieure & i, g(y),
g(b) est un couple vicinal post-initial ; si aucun b tel que g(b) € Tn'a
d'entrée supérieure a i, y= 5 ou une finale B de X et un mot &.P non vide
vérifient B 1= \p g(y) avec gly) € N. -

Lorsque A est une finale stricte de X, nous conyiendrons de dire que le

couple A, ¢ est vicinal. Lorsque pour un symbole auxiliaire A, une

finale B de X et un mot P non vide vérifient B ©;= P A, nous dirons en-

core que A, G est un couple vicinal post-initial,

6. 4. 3. Générateur. Cette étude va nous permettre de définir un générateur de
piles gn tel que, pour tout mot X de Tx, les piles de 1'ensemble gn(o{ )
soient transcrites par g en les piles attachées aux p'seudo.—arborescences
gauches des psqu&o-arborescen.ces de r@)(N,T,:::,}() qui ont K pour suite
de feuilles, Pour soutenir la compréhension, la figure 6.3 schématise

la construction de ces piles ; les références entre parentheses sont

|
|
!
i
i

|
|
[

2 - 60

celles qui justifient ses diverses parties. Ici encore, les ji sont les
entrées des éléments dont l'image por g est msymbole terminal ; le géné-
rateur est donné par W= T U Jl, cd=1 et par le transducteur tr qui va
8tre défini ; rappelons que T' =Ty {o‘} by 3= 3V {8} et
posons J‘1=JI V] {0‘}
a) M = T'xJ"li'l
b)gq=2 ; JZl(a,ez) =({a,e, o) poura & T'ete € J"l g
c)Poura € T',e € J,e' € J ,d {a,e, o),e'] contient le seul triplet
(a,ete) sig(e),a est un couple vicinal ;
poura € T', e € J,x € J,e' € Jl, d[(a.,e,x),e‘] contient le seul
triplet (a,e',e) s'il existe w € [ (x) tel que g(w)=gle) et si gle),a
@8t un couple vicinal post-initial ;
pour x €7J,d [( o, S %), 0’_] contient le seul élément s

w € T (x) tel que g(w)=X -

¢ s'il existe
d) Poura € T, m(a, o, G’) contient le seul couple (sf,' § ofa)) sia
est une initiale de X ;
poura € T', e € J’l, x € J, m(a,e,x) contient les couples suivants
et eux seuls
- (sf,'w‘) si wé i (x) et glw)=a,
- (sf,'wo(a)‘) si w& ™ (x), g(w) € N et a estinitiale de g(w);
- [(a,e,o(A)),’o(A)o—"J s'il existe w € [ (x)tel que g{w)=A et A,a

soit un couple initial de g(e)
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TR o = 'ag eee 8 La condition GP2 est-elle réalisée ? Envisageons une suite
. e T ap-;-l: fou ? ,I sl, b, ,sn d'éléments de M tels que sl‘—-sr1 et,' pouri=2,..,,n,
a, i e L lengage étudié ! 8= ml(ﬁi 1). Cette suite est nécessairement du type (a,e,xl), 5w 5 (a,e,xn)
. oI -
e sommet de la pile ; - R . m ' 1
(61-65) ] o X=X X, O(AZ)' vee X o(An) appartiennent 2 1 enselmble J' des
! P T A | origines des chemins qui représentent les régles de la grammaire ;
f pour 1 (i {n-1, g(xi)=Ai est le dernier él1ément du second membre
. l entrée de o a; d'une régle de premier membre Ai+1 cette rigle est donc Ai+l = Ai'
o 1 Il en résulte que Al dérive strictement de lui-m&me, On retrouve la con-
L i oi= igl . |
(GZ—G%-LI . dition prévue en 6.4, 1 : pour que GP2 soit réalisée, il suffit que :
Tel; s, vicisal (DA) aucun symbole auxiliaire ne dérive strictement de lui-m&me,
Si DA n'est pas vérifiée, il existe dans f (V,::=) une infinité de pseudo-
° arborescences de racine A, de seule feuille A ; si on suppose de plus la
grammaire réduite, ':S’ (V,::=) contient une infinité de pseudo-arbores-
cences de racine A ayant la m&me suite de feuilles terminales 6 , et
pour w € I (x) si d'apres le théordtme 4, 2, @ (N, T,::=,X) contient une infinité de pseudo~
a. initiale | gw)=Ket |e=z= & ; e= & ; arborescences qui ont la mé&me suite de feuilles,
de glv) € N | &, couple elw) = gle) 5 [alw) =% Théordme 6, 4, Pour que tr vérifie la condition GP2, il suffit que
initi , = 1 =T 4 o5 : . " Sl
11(111):191 o ele)s; cou g! la grammaire vérifie DA, Si une grammaire réduite G ne satisfait pas &
gle ple vicinal
s DA, G (G) contient une infinité de pseudo-arborescences ayant la mé&me
| | poal-initial
. a5 " (c4-08) suite de feuilles ; aucun générateur de piles ne peut engendrer pour toute
G G3bY =
(Gga) (07 ) donnée (X un ensemble de piles en correspondance biunivogque avec l'en-
WL-— ‘ e 7' sqrtviet- semble des pseudo-arborescences de “G (G) qui ont oA pour suite de
de W de olA . génération .
de w 8<| () Tormings feuilles,
( ) 4 En suivant la m&me démarche qu'au paragraphe 6. 3, 2, on démontre
G3a~G2
que pour tout mot O sur T, les piles de gn{tA ) sont transcrites par g

Certains choix peuvent conduire i un nombre d'étapes suiventes diffé- ‘ en les piles attachées aux pseudo-arborescences gauches des pseudo-
rent de 1 (lorsque ce nombre est 0, le calcul s'arréte). Dans toutes les figures ' arborescences de (G(G) dont K est la suite de feuilles,
schématisant un générateur de piles, nous représentons ces choix par < >y

pour les distinguer des testas, qui conduisent dans tous les cas & une et une seule

6.4, 4, Etude du déterminisme du transducteur,Pour tout couple (8,2} de MxE,

d(s,z) contient un é1ément au plus, d(s,z) et m(s) sont tous deux non vides
étape suivante. dans trois cas
1)s=(a,e,x)oua €T',e € J, x € J; ilexistew € " (x)tel que

glw) = g—(s et g(e),a est un couple vicinal post-initial ; il existe w' & [ (x)
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tel que a soit initiale de g(w') (avec comme cas particulier g(w')=a) ;

z est quelconque dans Jl. Il existe donc trois éléments de V, A, A', Z,

" % :
un élément a de T'et deux mots ‘Pet \Pl de V~ tels que A = Y,

A= @z \-Pl, A, a est un couple vicinal post-initial, a est une initiale
de Z,

2)s=(a,e,x)ota €T ,e € J,x €T ; ilexistew & ¥ (x)tel que
glw) = g(_t;) et gle),a est un couple vicinal post-initial ; il existe w' & T (x)
et A' € Ntels que g(w‘);z' et A',a est un couple initial de gle) ; z & Jl'
Il existe donc deux symboles non terminaux A,A', un ade T' et un mot
¥ de v* tels que A ::= P, A" = \P A, a est un couple vicinal post-
.init'iai., Ala, est un couple initial de A.
3}s=(0, ® ,xj oux €7 ; ilexistew € T (x)tel que g{w)=X ; il
existe w' € ™ (x) et A & Ntels que g({w) =A et A dérive strictement de X
(d'apres l'extension de la notion de couple initial) ; z=¢", Il existe donc
un symbole non terminal A et' un mot ‘P de V* tels que A ::= ¥ , X o= P,
A dérive strictement de X (d'oﬁ A= X d'apres DA),
m(s) contient plusieurs éléments dans trois cas ot s =(a,e,x) avec

a £ T, e €, x 7

4 ) Il existe deux points w et w' de I™ (x) tels que a soit initiale de g(w)
(avec comme cas particulier g(w)=a) et de g(w'). Il existe donc quatre
éléments A,A',Z,Z' de V, et trois mots ‘P, L?l, LP'I de V¥ tels que
Au=Pz @, A s ¥z W1 W # A, 22, Zet 2' ont une
initiale terminale commune,

5)Ilexistew € I” (x) et A € Ntels que g(w)=A et A,a est un couple
initial de gle) ; il existe w' € " (x) tel que a soit initiale de g(w'). Il
existe donc trois é1éments A,A',Z de V, un élément a de? T'et deux mots
Y et L?l de v¥ tels que A =P, A =Y 2z L?l' A,a est couple

initial d'un symbole non terminal, a est initiale de Z, ‘ :

6 ) 11 existe deux points w et w' de [ (%) et deux symboles non terminauyx
A et Al tels que g(w)=A, g(w'):..&’ , A,a et A',a sont des couples initiaux
de gfe). Il existe donc trois symboles auxiliaires A,A',B, un terminal

a et un mot ‘P de v tels que A ;= WP, A = P A, A#A", A,a et A',a

sont deux couples initiaux de B,

2 - 64

De la définition d'un couple initial d'un symbole auxilizire  résulte
que tout tel couple est vicinal, Réciproquement, soit A &€ N, a € T'un
couple vicinal qui ne soit pas post-initial. Si ast o , d'aprés 4, 3, 2, il
existe une régle B ::= Y A' Z L?P A est une finale de A', a une initiale
de Z ; siA=A', P=/\ ginon A,a serait post-initial : A,a est un cou-
ple initial de B ; si As%A', A est une finale stricte de A’ , il existe une
finale A" de A' et un mot \Pz tels que A" ::= *{’2 A ; comme le couple
A,a n'est pas post~initial, H’»’2= A\ ; d'autre part A'a est un couple
vicinal : A,a est un couple initial de A", Sia= o ;A est une finale
stricte de X, il existe une finale B de X et un mot  tels que B 1= P A
WY = A et A, G estun couple initial de B, La réunion de I'ensemble des
couples vicinaux post-initiaux et de celui des couples initiaux des divers
symboles de N et donc I'ensemble des couples vicinaux appartenant 3 Nx T',
On peut réunir les propriétés trouvées en 1 et 5 dans;
il existe trois €léments A,A',Z de V, un élément a de T'et deux mots P
et \Pl de V=t tels que A ::= ¥ LA = Wz t?l’ A,a est un couple vici-
nal, a est une initiale de Z, )

Si la grammaire ne possdde pas deux regles distinctes ayant le mé&me
second membre, les cas 3 et 6 ne peuvent se présenter ; dans le cas 2n
il existe un symbole non terminal A et una de 7' tels  que A,a soit & la
fois un couple vicinal post-initial et un couple initial de A,

On peut voir, par une méthode analogue & celle qui a été employée en
6. 1 et 6, 3.3 que, réciproguement, dans le cas ol l'une des propriétés
signalées en 2,3,6 est vérifide, tout générateur des piles cherchées ob
cd=] et ou ji est l'entrée du iéme élément dont 1'image par g est tewrrminale,
est un générateur de piles multiples, Mais il n'en est plus de méme lors-
qu'est vérifiée une des propriétés 1,5 ou 4, Par exemple, envisageons la
grammaire ;
N = {X,A,A'} 3 T = {a,c}; Xu=aAalcAl, Au=c, A' 1:= ca.
Elle engendre un langage & deux phrasesaca etcca ; le couple A,a
est vicinal et a est une initiale de a2 ; le transducteur n'est pas déter-

ministe. Or le second membre de toute ra3gle commence par un symbole
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terminal, les pseudo-arborescences de "@1 (N, T,::=X) sont donc leurs

1 ligne x g(x) lien horizontal
propfas pseudo—arboresFences gauches ; leurs piles attachées sont ].Il 5 X 5
‘engendrées par le générateur décrit en 6, 3, 2, générateur de pile unique ! 2 5 ]
puisque la grammaire vérifie la condition AT. On peut montrer que si : 3 P =
la grammaire est réduite et si elle vérifie 1'une des propriétés énoncées i 4 X -
en 1,5 0u 4, il existe une phrase o4 telle que, dans 1 a génération de ! 5 E .
I'ensemble gn{ X ),I'un des calculs du transducteur posséde un triplet . : z j
(s,y, A ) pour lequel la réunion de m(s) et d(s,z) (pour tout z de Jl) | 8 ¥ 3
contienne effectivement deux éléments, 9 7 =
6. 4. 5. Etude d'un exemple, N={X,P,F} ;T :{+,x,(,),a,b} ; 10 F 12
X=X +PIP P:u=PxFIF F s (X)]alb . i} P =
Le pseudo-gra-phe de production du deuxitme type (J, [ ; g), qui est ' 12 ( 16
une pseudo-ramification, et sa matrice d'enchainement sont représentés iz ))( :
sur la figure 6. 4. L'ensemble J est l'ensemble des numéros de ligne de 15 ¥ =
la matrice, c'est-3-dire des entiers de 1.2 19, Dans la matrice, les 16 a 18
points de la ramification (3, ) orientée par l'ordre de ces entiers, sont ] 17 F =
classés par ordre d'entrée, de sorte qu'on peut omettre la colonne qui 18 E -
indique le lien vertical : le lien de x est x+1 si g(x} € V, il n'existe ) g - .
pas si g(x) € N. Le lien horizontal des racines est inutile ici et aurait Figure 6:% (suite)

pu &tre omis,
(,a,b sont les initiales terminsles de X,P,F ; o({ ) = 12, o(a) = 16, o(v) = 18.

Les couples vicinaux sppartenant & T x ' sont donnés par la mairice

P
* //\ i % { > E %’{ + x () a v o
+ g x [ * = v - . ] .
F ) X . .

g < .

% p v 1 I .
a . - . .
b . .

Figure 6,4
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Les couples vicinaux appartenant & NxT' sont
X+,P+,F+,Px,Fx,X),P),F), P ,F g .

La matrice suivante indique pour chaaun d'eux, A, a, de quels symboles
auxiliaires il est couple initial, o(A) qui ici existe toujours, et s'il est

un couple vicinal post-initial

x| 2| F| o) Egi:ial
X+ . b
P+ ' 5! .
P . H 10 .
Px & s 5
¥x a . 10 .
) b 5
P) . 5 8
F) . y 10
Pao| . b
Fo | . . 10 .

Aucun couple A ,a n'est & la fois vicinal post-initial et couple initial de
A ; d'autre part X,x n'est pas un couple vicinal, Le transducteur est
donc déterministe,

Pour la donnée A = (a+b)xb, on obtient la pile

_ 18 10
6 10 5 1 2 3333 18

3 E
12 1313131513131313 13131313 1313131313 14 10 5 7 101010 5
5555858858868 686 85868668 5888565668858 5884

Cette pile est transcrite par g en

b F
a P P X 4% PPPPP
( XXXXXXXXXXXXXXXXX ) * P = FFF P
IXXXXXXXXXEXXXXXXXAXXXXXXXXEXXXXXXXXX

Cette derni®re pile est attachée & la pseudo-remification gauche de la
pseudo-ramification de & (N,T,::=,%) dont X est la suite de feuilles ;
ces deux pseudo-ramifications sont représentées sur la figure 6.5.

Figure 6, 5

oo

o
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S

CHAPITRE 7

(Cl) La dernidre sortie est une sortie d'un axiome ; elle est immédiatement
Analyse par construction d'une pile conjointe

précédée par une entrée,

(C2) Si i est une entrée d'un symbole non terminal, i 1 et i-1 est une sortie,
7: 1; Grammaires pluriaxiomatiques.

- ) (C3) Soit i une entrée telle que i-1 soit une sortie, et i' la dernidre entrée
En vue de transformations que nous ferons subir aux grammalf'es en 7. 10 B B § o i s G oty sl e s B il
et 7. 11, nous introduirons une légdre généralisation de la notion de et Se e Rlat, on dod, TOET RS 6, = Cﬁ‘

grammaire, Soit une structure de Chomsky de vocabulaire V=T U N, de s r T Eb. “sots Beepiite oo Vgl wSiitie. S, o8 7 &l 51
AEIfq, e PRI FREE A Relishal SRl U 0, Kut e B e conjointe & une pseudo-ramification (I,f) dans V, Les racines de (I,f) sont
terminal N. Nous appelons langage engendré par la grammaire pluriaxiomatique

) les éléments qui sortent de U apres la dernidre entrée : d'apres Cl, (I,f)
=, NN D ble des propositions dérivant d'un élément de N' ; les
(N,T,::=,N') l'ensem PHOP est donc une pseudo-arborescence dont la racine est un axiome, Les entrées

3 1 t 1 i ; ce langage est la réunion des langages
€léments de N' sont les axiomes ; ¢ gage g82g des feuilles de (I,f) sont caractérisées par le fait qu'elles ne sont pas immé-

1087 E .

eﬂgendx és par les grammalres (N naSHIES ,X) ou X N'. Nous noterons ) )

6 N,T,::=,N') la réunion des 6 W ti= X € N'. La grammaire
( 0 oK) H ) (N: X) pour g : )\

une entrée dans la pile U est suivie des sorties de Yp' Y6 ,Y1 et de l'entrée

de A ; d'aprds C3, A u:= A, (I,f) appartient donc 3 “B(N,T,::=,N'), De

«.. Y une famille de prédécesseur A ;
(N,T,::=,N') est ambigu& si plusieurs pseudo-arborescences de "G(N,T,:::,N‘) P

ont la mé&me suite de feuilles, Elle est réduite lorsque chacune des grammai-

Tz X)n N', engendre un langage non vide et est réduite, Les .
res (N,T,::=,X), X € g g2 plus, la suite de feuilles de (I,f) est la trace sur T* du mot d'entrée de la-
autres termes introduits au chapitre 4 ont des définitions inchangées. Il est T
pile U,

i te grammaire pluriaxiomatique est équivalente 3 une grammaire .
clair que toute gram P q 1 g 7. 2. 2, Cette étude va nous permettre d'abord de préciser la relation entre les
eul axiome : il suffit d’adjoindre & Nun élément X' et de prolonger la
4 un seul axiom 2 J P g dérivations au sens de [CHOMSKY, 1] et les piles conjointes,
ion de ducti ar X' ::= X pour tout axiome X,
relation de production par P en démontrant une réciproque d'une particularisation (mais il serait facile
Nous ferons sur N' l'hypoth&se suivante X »
ou ons ‘su 372 d'élargir les hypotheses) d'un résultat établi en 4, 1.3 : d'une pile U de ‘3« (G)
(PA) si X et X_ sont deux axiomes distincts, X ne dérive pas de X, ] ] ) -
1 2 1 2 on peut extraire une suite d'états uj, telle que, si ej- est la suite des sym-~
Cette hypoth2se n'est d'ailleurs pas essentielle, mais elle simplifiera un . 3 . 1 )
) boles terminaux d'entrée supérieure a j,., les U, 6., forment une dérivation ;
peu les générateurs qui seront introduits ; si PA n'est pas vérifiée et si . . i i J? ) )
les i sont JO=0 et les entrées de symboles non terminaux . Soit
1 ammaire (N,T,::=,N') est réduite, elle est ambigus, ]
a gr ( ) g (s IET S ) une dérivation quelconque : pour 0 { i < p, on peut écrire

i ,T,0=,N) U ble des piles conjointes aux
Nous désignerons par 3 (N ,N') 'ensem P J 65 = >\i Ai )\li’ éi-s—l = )\i K()i ,\11, Ai sz \Pi ; dans le cas de la

seudo-arborescences de 5(N,T,::=,N'). La grammaire (N,T,::=,N') :
P ( ) ® B dérivation précédente, pour tout i, )\'i € 'I'*. Nous qualifierons de droites

étudiée sera aussi notée G,
les dérivations qui possddent cette propriété, Alors, pour 0 <i < p, /\i Ai

7. 2. Caractérisation des piles de ¥ (G),

est facteur gauche de A, i Lo | ¢ nous poserons N - = AA-TF,
7. 2. 1, D'apres 1'étude de la pile conjointe 3 une ramification orientée (2. 10,2), la Ton K = TN i- i- i-1 i-1 i i
; ioi -arb 1,f) de B(N,T,::=,N') posside SN FR o
pile U conjointe 3 une pseudo-arborescence (1,1) de ( N') p Lemme 1, Pour toute X-dérivation droite ( S 0= X, 51. d I, ép) ol
7 s 3
les propriétés suivantes X €N et Sp € T*, avec les notations précédentes, N, >\P 1 \Qp v

§ .
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P, A = N A = L
>\P*1AP-1""’ X ?i, (B e )\0 Tq Ve 0B =X N T
] Ao o : . ; : b)q=2;{(2,b) = (b, o ,a)
est une suite d'états, d'indices j =0 < j < j K, < o g A 3
0 | I R N “2p-2i-1 3 c)d (b, o ,2), Z] ={(z,o(b),a)\ :
<j2 2 Lo jz 1 ¢ jz , de la pile conjointe 3 une pseudo-arborescence d
Pa S P d[(Y,w,a).,.Z] = {(Z,w',a)} siw' vérifie w ¥V w! et g(w')=Y : il

de ‘B(G) dont 51: est la suite de feuilles ; pour 0 < k £p, les jp sOTE

. . . existe au plus un tel point w' dans J, d'apres PG2 ; il n'en existe aucun
les entrées de symboles auxiliaires ; pour 0 £ i < p, les entiers stricte-

ment compris entre jz'i et j

A

§iY=0, ousiwé€ J"clest-a-dire si g(w) € N (PG3')
d)Sia% 6, m, o ,a):{ (s,0'2") } ;
.m(Y,w,2) contient [(Y,w' ,a) ,’A'] pour tout point w' de J'" tel que w ™ w'

2141 sont des entrées de symboles terminaux ;

[i est la suite des symboles terminaux d'entrée supérieure & jZ 240
p~4il

Complétons la suite précédente en une pile U : les entiems jusqu'a j1 i
| . et g(w')=A : il n'existe aucun tel point w' si w € J" ;
sont les entrées des éléments de X 1 ¥ =uy o5 osiug, o - _

i p- pE ! adepsZisd siw €.JV et g(w)=A, m(Y,w,a) contient (sf,‘a‘.) lorsque 2% g~ ou lors-

A9, jZ 2i-1 est suivi des sorties des &léments de ‘P, puis de l'entrée L
N . - 7 X que Y=a= O"et A € N' et contient toujours |(Y,o(A),2),'c" o
de A, U5o 50 T A AL Ips o est suivi des entrées de symboles termi-
b PEg o p-\ > . . m(Y,w,a) ne contient pas d'autre élément,
naux formant ¥,, de manidre & parvenir 3 u; = =B )\, A, ‘6 = A, 1 “‘? 1;
* : Zp-2itl g - = Si la condition GP2 n'est pas satisfaite, il existe une suite d'éléments
Ujpp = Xo Uy, +l = /A, Cette pile vérifie C1, C2, C3. P ?5”1 Al

de M, (Y,o(A)),a), ... Y,o(A ),a) tels que A =A et que, pour
permet de démontrer, par récurrence sur i, la dernitre partie du lemme ; ( 1) )_  ( ( n) ) 9 [T et P

R

1 s i \< n-1, Ai Ai+1 soit un chemin du pseudo-graphe (J, T ; g) qui repré-

sente une regle, autrement dit que Ai+1::

donc GP2, La propriété établie en 6, 4, 3 reste vraie pour les grammaires

et & = X 1 N 1 est la suite des symboles terminaux entrant
p P p- =A.. La condition DA entrafne

dans la pile, 1

7: 2. 3. Nous définirons dans la suite un certain nombre de générateurs de piles en-

% . pluriaxiomatiques réduites : DA est l'hypothdse la plus faible qui permette
gendrant, pour toute donnée X de T, les piles conjointes aux pseudo-arbo-

3 un générateur de piles d'engendrer, pour une donnée o , un ensemble de
rescences de 6 (G) qui ont X pour suite de feuilles. Nous emploierons les g ¥ g ' P ’

. . . . z . piles en correspondance biunivoque avec l'ensemble des pseudo-arbores-
notations du chapitre 5 ; les entiers _]i seront les entrées de feuilles ; les

cences de Pg(G) dont X est la suite de feuilles,

générateurs deront détimis par W=V, d'08 E=V U { & } " U0 prlen fe bt Etudions les calculs complets du transducteur qui ont pour entrée

un transducteur ; on posera T'=T U {G‘ \ . Comme l'entrée d'un sym- Vslax ..ix 0! avec r > 0(sir=0, 9 ="a"),aeT,x '€ Tsi r3 I,
. o , e sbdx ! E"Vlt 3 convenons que x_ = o, Dang tous les cas,
bole non terminal A intervient aprés les sorties d'éléments formant un mot 2 T r+1
~ s,.=(x g ,a), Pour r 1, VW est l'entrée du calcul de longueur 1
\Ptel que A ::= \P |, nous représenterons la relation ::= par un pseudo- 0 ( 1 o) 2 b &
. . (s, \sa'), qui a pour résultat 'a', Si un autre calcul complet possede V¥
graphe de production (J, I ; g) du troisi®me type possidant les propriétés H ¥
our entrée, le premier triplet du calcul est |(x_,o(x_},a),'x ', ' g! et .
PG1, PG2, PG3' (4, 6.4). Nous pourrons donc traiter des grammaires géné- P B el DR onEREn S "‘l'( 2“"“£ 1)’)* Z“L"“”‘“]‘
) . le i triplet, s'il n'est pas le dernier, est de la forme [(Y. ,W,2),Y., >\.‘_l
ralisées, Nous poserons ici J1= J U {0‘} . Nous allons d'abord définir un g RO AW (Bt | ;
L 0 _ ) oY, €EE,w, €J,a €T, y estun motde E de longueur D.ou l, A, &€ E” ;
générateur gn fort simple, qui n'est pas pratiquement utilisable, mais 1 i i 1 1
montrons, par récurrence sur i, que a,=a et que Y, est le dernier élément
auquel nous ramenerons tous les autres, d 1 &
du mot YooV ce qui est vrai pour i=1
N3 o @, =ty
si yi% Aim (Yi’wi'ai) € d [(Yi—l’wi—l’a)'yi} dloh a =aety ="y ;

-8iy = I 5% 5 -
siy, A, \_(Yi,wi,ai), >‘il [ m(Yi—l’wi—l’a') d'ou a =3 et Yi Yi-

7. 3. Générateur gno.
11 est défini par W = V, cd = 1 et un transducteur fini tro

a) M = ElexT'. Dans les définitions qui suivent, a et b sont des éléments 1
Y. est le dernier élémentde y_ ...V, .=V ...V, i
quelconques de T!, Y et Z des éléments quelconques de E, w un élément i 1 i-1 71 i-171

‘_quelconque de J, . . - - -
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Envisageons ceux des triplets o w, et wi=o(Zi), z, € V ; le pre-
mier est de ceux-1a, Apres 'un d'entre eux ((xk,o(Z),a),y, )\] on trouve

U 203 1 out ' e
les k' 2 0 autres triplets [(xk“,w 1,a),xk_‘_l, a“] Y R
[(xk+k,,w'k,,a)~,xk+kl,'q—':| , puis (xk+k,,w",a), A ,'A'] , puis
[(xk+k' ,0(A),a), A ,'5 '] oule dernier triplet du calcul (sf, Noraty,
car g(w'") € N ; dans les deux cas A :i= Xkt 1 ...ka (A := Z sik'=0),
K o8

Il existe donc un entier p 2> 1 et une suite de p entiers ki’ i \< k1
< kp X r tels que le résultat du calcul soit

k - -k
o lA1 oo k2 b c;-kP P-lAp.a et que Al HE X eea Xy,

Ai 2B Koy aa xki-l“"lAi-l pour 1 <i < p.
On voit alors que, pour tout mot K de T*, les piles de l'ensemble gno( A )
vérifient les conditions C2 et C3. Pour a= G, d'apres la définition de 1'ap-
plication m, Ap est un axiome et kp: r ; il en résulte que les piles de gno(o( )
vérifient aussi Cl et de plus que la condition GP1 est satisfaite par la géné-
rateur, Toute pile de gno( oA ) est conjointe & une pseudo-arborescence de
G(N,T,::=,N') dont la suite de feujlles est X , trace sur T* de son mot
; d'entrée,
Au paragraphe 7. 7, nous définirons un générateur gnz contenu dans
gno (5. 5) et tel que, pour tout mot o sur T, gnz( A ) contienne toute pile
conjointe & une pseudo-arborescence de \"@(@ dont & est la suite de fsuilles,
Théoréme 7, 1, Le générateur gno associé 3 une grammaire pluriaxiomatique
G=(N,T,u= ,N') vérifiant les conditions DA et PA est tel que, pour ‘tout !mot

A sur T, gno( OA ) soit 'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arbores-~

cences de G(G) dont A est la suite de feuilles,

7.4, Complément 3 1'étude des piles de l'ensemble X (G).

Nous préciserons ici C1, C2, C3 par d'autres propriétés de la pile
U= (uo s Glan un) conjointe & une pseudo-arborescence (I,f) de p@(G) Nous
emploierons les notations suivantes : o g- (resp. oA :J_) est le mot formé
par la suite des symboles terminaux dont l'entrée dans U est strictement
comprise entre i et i' {resp, supérieure 3 i), U'= (u'o, u.‘1
pile conjointe a 1'arborescence orientée I, R son ordre associé ; y et z sont

y e.aul )estla
n

des points de I, Y=f(y), Z=£(z), x est le.R-prédécesseur de y (y n'est pas

la racine de I,

2-7

Supposons d'abord que, i étant l'entrée de z dans U', y est le sommet de

u‘i e D'apres 2, 10. 3, v,z est un couple de points consécutifs et xRz :
x est le plus grand R-minorant commun 3 y et z ; d'aprés 'étude des

points consécutifs (2, 6; 3), il existe un chemin de I, (x,zl, osd

que ¥,z soient consécutifs dans la m&me famille et, sip 2> 2, Zyraies 2

, &_=z) tel
p

premiers de leur famille (figure 7, 1),

x(8)
Posons A=£(x) et C=£(zl) ; Z est une 1)
¥

initiale de C et il existe deux mots v L _J z —_—

* R ©) 1(wn
et W'de V telsque A= WY C W', % \L

\

D'autre part, si i' est l'entrée de x N

et j la sortie de zl, vy est le sommet

z ‘;)__;
' ' - =Kl [
de u i wl, =u i’ W uj Wiy vy, (z) iir
u, =u, WYZ, u, =u,, . A Enfin,

i it-1l FL L |

les points de R(z 1) forment une sous- Figure 7. 1

arborescence compléte (1.4, 1) de I ;

il en est de m&me pour les points de R(z 1) \ (R(z) \ {z }) car, avec tout
point, R(z) \ {z } contient ses majorants et ceux de sa famille ; les
feuilles de cette sous-arborescence sont z et les feuilles de I qui entrent dans
U' aprés z et avant 2, (rappelons que l'ordre d'entrée de U' est l'ordre de

sortie de I), Les feuilles de I qui entrent aprés z et avant x sont celles qui

1
majorent pour R les points suivant z, dans sa famille (2. 3, 3). Comme

Lye B (g, zxY

i

Lemme 2, Soit i uﬁe entrée dans Ude Z & V, et u.= ‘q YZ( Vlé V*!.Y V).

dérive donc de C V',
Il existe deux symboles auxiliaires A,C, trois mots W, Y', \’L' S\;;V et
une entrée i' dans U tels que A u=WY Cwy!', Z est initiale de C,
U

= ' Y] = ! o t
o, YLA, L n W,Zo(ii, dérive de C W'*,

Supposons maintenant que, i étant l'entrée de z, \;‘i © | Dlapres

2. 10. 3, il existe un chemin de I ayant pour origine la racine, pour extrémi-
té z et dont chaque point est le premier de sa famille Z est une initiale
d'un axiome X; Comme ci-dessus, les points de I \ [R(z) \{ z }] forment

une sous-arborescence complate de I et on en déduit que Z X dérive de X,
j=
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Lemme 3, Soit i une entrée dans Ude Z € V telle que u, = YZ! + Z est

initiale d'un axiome X et Z K 1U dérive de X,

Si la sortie de y est précédée de son entrée et si z est 1a premiere
feuille qui entre dans U' apres cette sortie, (y,z) est un couple de points
consécutifs et xRz (2, 10, 3). On déduit alors de 2, 6, 3
Lemme 4, Sii est une sortie de Y de la pile U, i-1 une entrée et si la pre-
miére entrée de symbole terminal supérieure 3 i est une entrée de Z, il
existe trois symboles auxiliaires A,B,C et deux mots W et W' de V* tels
que A 1=V BC W', Y est finale stricte de B, Z est initiale de C.

Enfin, on déduit encore de 2, 10, 3

Lemme 5, Si i est une sortie de Y de la pile U, i-1 une entrée et si aucune

entrée de symbole terminal n'est supérieure 2 i, Y est une finale d'un axiome,

Ces lemmes conduisent 3 définir deux relations dans V
Y 4 Z si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A et C et
deux mots W et W' de Vx tels que A := W'Y C W' et Z soit initiale de C,
Y % Z si, et seulement si, Z € T et il existe trois symboles auxiliaires
A,B,C et deux mots W et W' de v¥ tels que A =W B C W', Y soit finale
stricte de B, Z soit initiale de C,
Y4 ZouY ¥ 2 équivaut 3 Z €& T et Y,Z est un couple vici-
nal (théoréme 4, 3), Prolongeons ces relations dans V U {G'} par
o<z 8i, et seulement si, Z est initiale d'un axiome ;

Y > ¢ si, et seulement si, Y est finale d'un axiome,

7. 5. Générateur gnl utilisant les relations 4 et > .

7. 5. 1. Ce générateur est défini par W=V, cd=1 et un transducteur fini trl que

I'identité projette (5. 5) dans tr0 (7.3) :

a) M=ElexT'.- Dans les définitions qui suivent, 2 € T', b &€ T', Y € E,
ZE€E,w€&7J -

b)q=2 ; L(a,b)=(b, 0 ,a) -

¢)Si b>a (doubs#g),d [(b, o ,2),2] = {(z,o(b),a)} ;
d [(Y,w,a),Z] =-{(Z,w' ,a)} si w' vérifie w [  w' et g(w')=Y *

e ey
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Qhsib 4 a (Qonas T), m(i»;"al:;“é)=' {62 s w
m(Y,w,a) contient {(Y,w' ,a) ,'A’] pour tout point w!' de J' tel que w " w',
glw)=A et Y < A ;

siw € J" et g(w)=A, m(Y,w ,a) contient : (sf,‘a.') lorsque A< a
(d'ou a=£ §7) ou lorsque Y=a= T et A € N' , [(Y,o(A),a),' (r']
lorsque A > a, sauf si Y=a= T et A € N' ;
m(Y,w,a) ne contient pas d'autre élément,

Puisque l'identité projette ';rl dans tro, tr1 vérifie GP2 d&s que DA est
nous définirons un
()

contienne toute pile conjointe & une pseudo-arborescence de "@(G) dont &

satisfaite, et gnl vérifie GP1l, Au paragraphe 7.7,

. 1
générateur gnz contenu dans gn~ et tel que, pour, A € T¥, gn

est la suite de feuilles,

Théorgme 7. 2. Le générateur gnl associé & une grammaire pluriaxiomatique

" G=(N,T,::=,N') vérifiant les conditions DA et PA est tel que, pour tout

mot X sur T, gnl(o( ) soit 'ensemble des piles conjointes aux pseudo-
arborescences de <G (G) dont o{ est la suite de feuilles,

La figure 7. 2 schématise la construction de ces piles,

4] K ='a ...a'

> [ 0 P
<e4“i >‘ai>

[ I e : sommet de la pile

i

o

@ il

entrée de a. . e = & lorsque la pile
* = 6(8) est vide.

it=341

entrée et
sortie de A
génération
terminée

Figure 7,2
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7. 5. 2, Etude du déterminisme du transducteur, Pour tout couple (s,Z) de MxE,

d(s,Z) contient un élément au plus ; s étant donné, l'existencevc\le cet é1é-
ment ne dépend pas de Z, .

Si s=(b, 0,2}, ob a et b appartiennent & T', m(s) contient un €lément au
plus ; m(s) et d(s,Z) sont simultanément non vides si, et seulement si,
b<aeb>a(dohiazs ¢, b# o).

Sis=(Y,w,a),a € T', Y € B, w € I} g(w):.l-\ £ N, d(s,Z) est vide,

m(s) contient deux éléments si, et seulement si, A < & et A 7 a(douaz#o),
Soit enfin s=(Y,w,a),2 € T', YEE, w& ], g(w) € N .m(s) contient plu-
sieurs élément si, et seulement si, il existe deux symboles non terminaux
distincts A et 4! tels que A ot s soient images par g de deux points de f‘(w) p
que Y { AetY < Al m(s) et d(s,Z) sont tous deux non vides si, et.seule-
ment si, il existe A & N tel que Y et A soient images par g de deux points
de [ (w) et que Y < A, Ces deux propriétés ne dépendent.pas de a : nous
désignerons par Det l'ensemble des (Y,w), Y € E, w & J, g(w) ¢ N tels
que, pour tout a € T' et tout Z & E, la réunion des ensembles d UY,w,a),Zl

et m(Y,w,a) contienne au plus un élément,

D'apris ce qui précdde, et la propriété PG2'du pseudo-graphe de production:

Théorgme 7, 3, Pour que le transducteur trl soit déterministe, il faut et il
suffit qu' aucu.;-le des conditions suivantes ne soit réalisée
1)ilexiste Y € V, a2 € Ttelsque Y < aetY > a ;
2)ilexiste A €N, A € N, Y € E, P & V* tels que A#A!, A= \§,
A= P v < A, Y LA
3)ilexiste A€ N, Y €V, PE V*telsqueA:F W,Y <4 AetYQ soit
facteur droit du second membre d'une régle de la grammaire,
Il est facile d'étudier, & partir des matrices des relations < et % , et
du pseudo-graphe de production, si l'une de ces conditions est réalisée; Lors~-
que le transducteur n'est pas déterministe, il n'en résulte pas, comme en
6. 3. 3, que tout générateur des piles de ’3« (G) pour lequel cd= 1 et ji est la
iéme entrée de symbole terminal, soit un générateur de piles multiples
nous étudierons plus bas des cas ou il n'en est rien ; on peut seulement
montrer, lorsque la grammaire est réduite, qu'il existe une phrase X telle
que, dans la génération de gnl( X ), 'un des calculs du trémsducteur trl
possede un triplet (s,y, A ) pour lequel la réunion de m(s) et d(s,Z) contient

plus d'un élément,

i
i
|

)

e

7. 5. 3, Remarque, Supposons la condition 3 du théor&me 7.3 réalisée
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il existe
deux regles A i:= Z ', A' 1= WY Z W' et Y 4L A ; il existe donc aussi
une regle A'' = ‘-Vl ¥ C \Y' ouC a & pour initiale, donc Z pour initiale
stricte. Pour distinguer ces deux possibilités, définissons deux nouvelles’
relations dans V, dont la relation < soit réunion

Y R4 Z si, et seulement si, il existe A € N, W ¢ Vx, W1 e V’E tels que
Aum=WYZ Y

Y £ Z si, et seulement si, ilexiste A € N, C € N, wev¥, e v¥
tels que A ::= W Y C W' et Z soit initiale stricte de C.

Si ces deux relations sont incompatibles, la condition 3 du théordme ne peut
&tre satisfaite, On en déduit une condition simple pour que le transducteur
soit déterministe il suffit que les trois relations 74, £ , » soient deux

4 deux incompatibles et que deux r2gles distinctes aient des seconds membres
distincts,

Pour la pile conjointe 3 une pseudo-arborescence de P@(G), si une sortie
de Z est immédiatement suivie d’uﬂe’ sortiede Y, Y4 Z ; si au contraire,
apres une sortie de Z, le sommet de la pil;e étant Y, se produit une entrée,

il s'agit de l'entrée d'un é1ément B tel que Y < B (lemme 2) et dont Z est
initiale d'apres les définitions des relations Let 2,Y 2 Z Lorsque
les relations [y et .. $sont incompatibles, on peut conclure aux réciproques
aprds une sortie, on sait s'il se produit une nouvelle sortie ou une entrée
en comparant le somm;st au seul élément qui vient de sortir, sans tenir
compte de ceux qui sont sortis avant lui, Si on traite une grammaire de
Chomsky non généralisée, on peut ne pas utiliser un pseudo-graphe de pro-
duction, mais seulement une liste desregles. D'autre part, pour éviter deux
tests différents (Y < 2 ou Y > 2Z), (Y A4 Z.ou Y 2 Z) portant sur le
méme couple, on peut, en s'inspirant de 2~10 Z, ~é. l'entrée d'un élément Z
sur le sommet Y, noter si Y £ Z par l'entrée d'un séparateur % avant Y
une suite de sorties consécutives se termine alors par une sortie de *.
Nous ne formaliserons pas cette variante, nous contentant de la schématiser
sur la figure 7.3, A estle plus grand facteur droit de 1'état courant de la
pile qui ne contient pas + ; les autres notations sont celles de la figure 7.2 ;
on prolonge la relation £ par : ¢~ £ Z si, et seulement si, Z est une initiale

de l'axiome X,
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<e AN e.J_ai e >a, b

entrée de a; entrée
i=itl de ==

sortie

de = A

/ pour A tel que A := A \

\ e A ] e 4 A /
- = 0—
l/ e=a,
A et A axiome
NON UI\
entrée entrée et sortie
de == de X
génération
terminée
¥

I entrée de AI

Figure 7,3

7.5, 4,

2 ~ 79 bis

Pour que les trois relations R , e ,> soient deux & deux incompatibles,
il suffit qu'il existe deux symboles terminaux a et b tels que toute rigle soit
de la forme A ::= a L{) b ol L( ne contient aucune occurrence de a ni de b, En
effet Y R4 Z entrafne alors Y#b et Zz#a, Y.£. Z entrafne Y#bet Z=a, Y . Z
entrafne Y=b, A toute grammaire G=(N,T,::=,N') on peut associer une gram-
maire G'=(T',N,::=',N') et une application h de T' dans T* qui définit un homo-
morphisme h* transformant le langage engendré par G' en le langage engendré
par G (4. 1, 5), les pseudo-arborescences de a?, (G') qui ont (b pour suite de
feuilles et celles de Cg (G) qui ont hx( r.‘)) pour suite de feuilles étant en corres-
pondance biunivoque il suffit de prendre T'=T U { a,b } ounia, nib
n'appartient 2 T N, h(a)=h(b)= /\, h(c)=c si c €T, et de définir ::=' par :
A :='a (\ob gi, et seulement si, A ::= L{) . Cette remarque montre qu'il suffit
de peu modifier une grammaire pour rendre tres facile le probléme de l'analyse,

Exemple, (cf, expressions et instructions conditionnelles d'Algol) :

N = itx,p,c,.A.,E,D,w,11I ; T = ig ALORS, SINON, :=,a,b,... ,z};

N' :{X};

X = AlCIC SINON X D ::=P ALORS W
C:i=P ALORS A Wo=1
Pu=SLE I u=albl,..lz
E

::= D SINON E\ W A=l =E
La pseudo-ramification de production du troisidme type est schématisée

figure 7.4,
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Figure 7,4

Matrice des trois relations 24, <, >

e §§ s
lerelt t|X|P|C|A|E|D|I | W|SI| S =] & o
X >
P N
¢ 2] 7
A > >
B }-;. ?
D 1 | '
I, > | >
0 | > >
sL 2 vl |22 |2 1,
ALORS " 2| = 2
SINON || L |4 |L W] 2 |42 |L )|
= P pll || 2
8...3 ldl Rl 2
o PR i L <

Les trois relations sont deux & deux disjointes et deux regles distinctes ont
1

des seconds membres distincts. Le transducteur tr est déterministe. On

peut aussi utiliser 1'algorithme de 7, 5, 3, Nous représenterons ci-dessous

certains états de la pile obtenue par ce dernier algorithme pour l'analyse de

* la phrase

SI b ALORS a:=8I ¢ ALORS d SINON h .




Il suffit de supprimer les 9=, c'est-3-dire de prendre la trace de cette pile
sur Vx, pour trouver la pile engendrée avec la m&me donnée par le généra-

1
teur gn ,

(AL désigne ALORS)

(o] i1 v
* ¥ ¥

o
I
i
1]

2 r 111 I 1 11

b I W & % £ £ + % + %

FRRRO PURUESTA R AL AL AL AL AL AL AL AL AL AL AL

SI sI 81 SI ST SI SI SL P p p P P P P P P P P P

B+ 4 Eodode k¥ £ % % + = % ¥ = ¥ & + £
ete . =

7, 6; Contextes d'un"symbole du vocabulaire,

1 7 i -
7. 6. 1, Dans le cas ol le transducteur tr n'est pas déterministe, nous définirons un

autre générateur qui tentera d'éviter les "fausses pistes' en utilisant 1'état
courant d-e la pile, au lieun de son seul sommet, ou en étendant le contexte
droit (cd@ > 1), Pour cela, nous emploierons plus complétement les lemmes
2et3 iti’ et O(H. ont ici le m&me sens qu'en 7. 4.
Définition, ( 9 € ) est un contexte de Z & V s'il existe une pile U de ‘X(G),
une entrée i de Z dans U et un entier r 3 (0 tels que = Y Z et que ¥ soit
facteur gauche de :{ Q-r.

si ¥ # N( = Y), d'aprés le lemme 2, il existe alors deux symbo-
les auxiliaires A, C, trois mots Q. Wi VY de v* et une entrée i' dans U
tels que A := P C W', WH#F A, u,= v TA, Y = 9! Pet ZX .q,dérive

de C W' ; deux cas sont possibles : ¥ est facteur gauche de X, , ou
) U i’ =
bien ¥ = O(ii’ X', ' étant un facteur gauche non vide de o(il_ o

Si \q = /N, il existe un mot f’ dérivant d'un axiome et un entier r 3, 0 tels

que 2 ¥ soit facteur gauche de 0" (lemme 3),

|
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Pour éviter d'avoir 2 considérer des ensembles contenant le mot vide,
nous remplacerons Vl par le mot o~ »] sur V U {c"} . Nous noterons

‘%(z, ¥ ) l'enseinble des mots o~ ¥ tels que ( Vv , % ) soit un contexte de Z,

Y(Z, ¥ ) est contenu dans la réunion des sous-ensembles suivants du mo-
notde tibre (Vu { o} )*
- (A, N) ¥pour toute riégle A 1= ¥ C W' telle que W NetZ W soit
facteur gauche d'un mot qui dérive de C W ';
- B, ¥YY @ pour toute décomposition de ¥ en ¥ ¥ ( W'#£ N)et
toute régle A 1:= P C W' telle que W AetZ YW'dérivede C ' ;
- {' g "] 8'il existe un mot e dérivant d'un axiome et un entier r 3> 0 tels
que Z ¥ soit facteur gauche de e G s
Des deux lemmes qui suivent résulte immédiatement que tout mot de 1'un
de ces ensembles appartient 3 %(Z, Y ), qui est donc leur réunion, 3 condi-
tion que la grammaeaire soit réduite, ce que nous supposerons da;xs toute la
suite,
Lemme 6, Si la grammaire G = (N,T,::=,N') est réduite et 51 Z € V, A € N,
cev, ¢ V*, Y e Vx, ﬁ)& Tx, ' E Vgk sont tels que
Ax=\PC y', z [5 dérive de C W', V] 'A est un état a', d'une pile U' de
(G), alors il existe une pile U de 3/((3) et deux entrées i,i' dans U telles
que u, = "]‘ Yz, u VZ‘A et O(K = ﬂ) 0(;:: E
D'apres 7,2, 2, il existe un axiome X et une X-dérivation droite du mot
Yz "AB ou 6= o(f:: . D'autre part, il existe une C W '-dérivation d:.'oite
de Z ﬂ et la grammaire est réduite, On peut donc construire une X-dérivation
droite d'une phrase du langage qui contienne les mots 1 ‘A8, V{' L C e,
' Wz (e
Supposons d'abord que Z est un symbole auxiliaire, D'aprds le lemme 1,
il existe deux entréesi,i' dans une pile U de 3/ (G) telles que u= v twz,
w= At o(iU: = [’a.e.*
Supposons ensuite que Z appartient 3 T et que Z ﬁ =C Y YI' ¢ peut
stécrire Yl” ﬁ ' ol fi’ € T et r( '" est vide ou sec termine p'ar un symbole
de N. D'apres le lemme 1, il existe une pile U de Z/(G) et trois entiers

el . R . . ] N
i > j > j* tels que i' soit une entrée,u = V]'A, u= "z p=yo [3\2 B,
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=8, u,= Yl "', j' et j étant séparés par les entrées des éléments de

d'oli une entrée i telle que u= 1) 1P Z et N(lg_'_ 1)= £ done

f=]
1
oo, 1
D

i §
SiZ €T et Z f #C W', le mot qui précide 'z fe dansla
dérivation s'é€crit Yl‘ ¥ /31 B e, avec Z ﬂ 6= F)l (52 o' et
B k= ﬂ)z : ﬂ] (gz # N\, on peut poser (31 ﬁz =2 [53, d'od
[a-’3 6! = fbe. Comme ci-dessus, on écrit VZ' W = \'L” ﬁ'. 11 exi ste
U € ?’(G) et trois entiers i' > j > j' tels que i' soit une entrée, = 9 A,
us= 9’ ‘{’(31 /-)hzz \') u (3&'(.? Zr53, A F{=6', Uy q", §' et j étant séparés

J J
par les entrées des éléments de, ﬂ' A ﬁ3 ; d'olu une entrée i telle que

5202, Ky - fys deme A Bore po
Lemme 7. Si la grammaire G =_(N,‘T,::=,N') est réduite, si Z € V et un mot
ﬂsur T sont tels que Z (5'3 dérive d'un axiome, alors il existe une entrée i
dans une pile U de 2/ (G) telle que u="2" et (5 = oL i
Ce lemme est vrai 81 2 € N' et f5 = A | Sinon, il existe un axiome X
et une régle X ::= C ' tels que Z 3 dérive de C \Y' ; il suffit alors
d'appliquer le lemme 6, '
Y (Z, ¥ ) est donc réunion d'ensembles Bla, ') WPou ¥ % N,
18t £ 1 61, et éventuellement de l'ensemble réduit 2 ' ¢~ '. Le théordme
4. 1, dont la démonstration [SCH&TZENBERGER] reste valable pour une
grammaire généralisée, montre qu'étant donné un entier n > 0, lés ensem-
bles G(z, ¥ )pour 2 € Vet | ¥} & n sont les langages Q(D) des proposi-
tions d'une structure Ef(Nl Uvuy {G‘} . ::=,1) qui dérivent
des divers symboles auxiliaires D de N'' ; VU { [on } est le vocabulaire
terminal de cette structure et ses rdgles sont du type D =y D'\ suD ::=10“
avec D € Nl’ D' € N, P e v et \f' =£ A | Sila grathmaire G est une
grammaire de Chomsky, il est facile de transformer cette structure en une
structure gauche de Kleene dont les (@,(Z, E ) eoient certains des langages

des propositions qui dérivent d'un symbole auxiliaire.
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5i G est une grammaire généralisée (4. 6. 5), les phrases de chacun des

langages LA qui définissent sa relation de production ::= sont les chemins

1 p = .
d'un pseudo-graphe (J,, ! s g.)
1 ] = : - T
J', et l'extrémité & un ensemble J At

un chemin \¢ de ce pseudo-graphe, d'origine dans J"A, peut &tre prolongé

dont l'origine appartient & un ensemble

Etant donné Z £ V et 7{1 & V*, si

en un chemin \PC W', d'extrémité dans I, telque Z 7{1 dérive (resp.
soit facteur gauche d'un mot qui dérive) de C !, il en est de m&me pour

tout chemin d'origine dans J', et de méme extrémité ; les ¥ possédant

A
cette propriété sont donc les chemins dont l'origine appartient 3 J'

et
o iz . (1) a

Uextrémité 3 un ensemble JZ 5 : pour D & N1 et D' € Nl' les mots
Ptels que D He D'(p forment un langage de Kleene, Il en résulte (4, 6, 2)
que les ensembles ‘B (Z, ¥ ) sont certains des langages Q(D) des proposi~
tions d'une structure gauche de Kleene qui dérivent des différents symboles
auxiliaires D,

Théordme 7.4. Etant donné un entier n > 0, pour Z € Vet 18! &L n, les
ensembles (Z, ¥ ) des mots & M tels que ( UK ¥ ) scit un contexte

de Z sont certains des langages des propositions d'une structure de Kleene

qui dérivent d'un symbole auxiliaire,

Q.G.Z. Etudions les cas particuliers n=0 et n=1, Pour n=0, 3 tout Z de V asso-~

cions, de manizre bijective, un élément < Z > n'appartenant pas 3 VUy {0‘}

Nl est l'ensemble de ces <Z > . La relation de production 1=y est définie

par : < Z> ey TA> Y si, et seulement si, \p # A et il existe
C eV, W'E v tels que A ;= ¥ C W' et Z est une initiale de C ;
LS ::=10" si, et seulement si, Z est initiale d'un axiomé.

Sia € T, d'apres 2. 10. 3 et le théoreme 4.3, 4, pour que %z, o )
ne soit pas vide,il faut et il suffit que le couple (Z,z) soit vicinal ; @ (Z, 7Y
n'est pas vide si, et seulement si, Z est une finale d'un axiome; Ici N1
sera obtenu en réunissant 3 l'ensemble N1 du cas n=0 les couples vicinaux

(1) Le fait pour un point de .IA d'appartenir & JZ 2, est décidable, car si
1

Z b’l est facteur gauche d'un mot dérivant de C ', il est aussi facteur

gauche d'un mot dérivant d'un facteur gauche de C ! dont la longueur est

au plus |2 ‘61\,

SRS



d'un symbole non terminal et d'un terminal et les couples (Z, g~ ) olt Z est

finale d'un axiome, Prolongeons la relation ::=

- (z2,a) = <A> ¥ si, et seulement si, \P # A et il existe C & V
Wi e V* tels que A == ¥ C W', Z dérive de C alors que a est initiale

du premier élément de \Y's /\ ou Za est facteur gaxhe d'w ot qi dérive de C;
= (Z a) 'I(A a)@ si, et seulement si, L? #A etilexiste C € V tel que
L? C et Z dérivede C;
- (Z a) = O si, et seulement si, Za est facteur gauche d'un mot dérivant

1 précédente par

d'un axiome ousia=z O et Z dérive d'un axiome,

'4(Z ,a) est 'ensemble des propositions de la structure
a

tf(NI Uuvu { -1

7. 6; %: Les générateurs introduits au paragraphe suivant sont fondé€s sur deux consé-

= 1) qui dérivent de (Z,a).

quences de la définition des contextes et de la propriété C3 des piles U de
?(G)

(C4) si i est une entrée de Z dans U et ¥ un facteur gauche de O(
Qv appartient Y (@(Z )

(C5) so1t i une sortie autre qgue la dernidre, i' la dernitére entrée inférieure

goit un entier r 2. 0 H u
' 4

0‘ ?

% un facteur gauche de (X:I_ o ¥ ; sila suite des €léments dont les
entiers strictement compris entre i' et i sont des sorties est un mot P
(éventuellement vide), il existe A € N et deux mots 9 Y sur V.U {0‘\3
v F, w4 A, Nw et Ne ©@A, T

Pour démontrer C5, on applique C3 2 la premiére entrée supérieure 3 i

o T =
tels que A :: w
(entrée de A),
~J
Pt A \? est un chemin du pseudo-graphe de production (J, I” ; g)
dont l'origine est dans J! et dont 1'extrémité est un point w de J, unique d'apres

~
PG2! ; A étant donné, Y P sont

s -

ceux tels que Y A soit un chemin d'origine w

. L'ensemble, noté (@‘( Y,%)

les mots ¥ non vides pour lesquels A =
ils forment un langage de

Kleene, qui ne dépend que de A et w, L

Aw
ou @' (w, ¥ ),des mots N Y tels que # /\ et qu'il existe A € N pour
~S
lequel A = W P et 9 € % (A, ¥ )estla réunion, pour A £ N, des

ensembles (@(A, %) ;=¥ forment

un langage de Kleene L

i = A
Lyw St P
L'ensemble, noté ‘@'( AR

, les mots W tels que A
B )ou Yo, T )
wet &% (A%

A
des mots Vl Y tels qu'il existe A € N pour lequel A ;=

O oy et it 1\4.!_‘15-

%7
T: 7. 1;
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est la réunion des Lé(A, % )LA. Que la grammaire soit ou non généralisée ,
on peut étendre le théoreme 7.4, d'apres le théoréme 4, 1 et le paragraphe
4.6.2 ; comme nous emploierons les mots ré&fléchis aes états de la pile,
nous énoncerons un résultat portant sur les ensembles Le;(Z ¥ ) et

L@ (w, ¥ ) des réfléchis des mots de % (Z, ¥ ) et Bi(w, ¥) :

Théoreme 7. 5. Etant donné un entier n > 9, pour Z € V,w & J -J 8} {é‘} s
¥ € et |71 & n, les ensembles k@(Z T ) et ‘6 (w, ¥ ) sont certains
des langages des propositions d'une structure droite de Kleene, dérivant de

ses divers symboles auxilinires,
Avec ces défihitions, C5 devient

(C'5)soitiune sortie de U autre que la dernidre, i' la dernidre entrée infé-
rieure a i, f un facteur gauche de o(it{ o“r ; 8i la suite des éléments dont
les entiers strictement compris entre i' et i sont des sorties est un mot £,
0w, appartient 2 Y ¥, % )

Générateurs utilisant des contextes,

Nous serons amenés 3 faire dépeﬁdre certains états d'une pile de 1'état '
précédent, s1 lang sonit-Il. Aussi ne pourrons nous nous contenter d'employer
un transducteur fini ; nous utiliserons la généralisation introduite en 5.4,
La "'partie droite” ¥ d'un contexte ( Vl , ¥) sera un mot de longueur bornée,
ce qui aura pour effet de remplacer la valeur I de cd par une valieur quelconque,
Il est inutile de considérer un contexte dans le cas ou, pour le transducteur trl,
la réunion des ensembles m(s) et d(s,Z) contient au blus un élément (cf,.7. 5.2,
on en particulier est défini Det),

Définissons donc des générateurs de piles gnz par W=V, un entier ¢cd 2> 1
et le transducteur fini trz donné par
a) M = ElexT‘Cd 3 dans les définitions qui suivent, a et b décrivent T!,

¥ décrit T’CCLl {on convient que 7102 { /\} }, Y et Z décrivent E,
w décrit J et V déerit EX,

b) g = cd+l ; Q(a“&b) =(b, 0,2 ).

)Sib p aet—(b < a), [(bo-a‘f) z) = {(z,0(0) a‘o’)}
pour (Y,w) € Det, d{Ywaf) Z_] {(Zw'a?f)] siw ( w et

gw') =Y.
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9

Sib< aet —{b »a), mb,q ,a \5‘)= %(uf,‘a')} ;
pour (Y,w) € pet, m(Y,w,a ¥) ={\_(Y,W’.a- X):’A']

g(w') =A et Y4 A (le couple w',A est unique s8'il existe puisque

si wi w',

(Y,w) €. Det) ;

pour w € J' et glw)=4, m(Y,w,a T) a pour seul élément {7

- (sf,'a') siA< aet i (A > a),ousi Y=a= 0 et AEN,

- \V_(Y',O(A),a L EL o"] si A aet ™ (A< a), sauf si Y=a= o et A € N\
Pourb 4 aetb > a(dlovata), k ((b, o .,a‘S).',Z 1)] contient
[(Z,o(b),ztv‘[),l,‘o— 'J sibZ V& %'(0—’ ;a ¥, [sf,o,'a.’] si

bZ v € L (a, ¥), et pas d'autre élément ;

pour (Y,w) ¢ Det et w ft ARl BY,w,a ¥),Z U] contient les seuls
éléments »

—[(Z ,wa 7{),1,'5“'} si YZ L E “YUi(w,a ), w' étant le point de T (w),

s'il existe, tel que g(w')=Y, .
—[(Y,w‘ ,a b ),0,'A‘] pour tous les w' € [ (w) et tous les A € N tels
S
que g(w')=A et YZVE @ (a,2) ;

 pourw € J', glw)=A, AL aetA > a(dohat o),k [(Y,w,ab’),z'x_:]

contient les seuls éléments

~/ E
= [sf,o,’a‘] siAYZY €@ (2,7) (dovas o),
-{(¥,0(8),2%),0,'c '} siavz vE€ Li(c,2a%¥)

7: 7. 2. Vérifions que 1'application k est un automate fini, Envisageons les ensembles
Vé: L

Cé(Z,T)et Ciw, E)pour ZEV, wE J

¥ erFet 17 <cd : dapres

ng

les théoremes 7.5 et 5. 1, il existe une fonction d'automate fini k', d'alphabet

E

, dont 1'ensemble des états S' contient s, et les couples (2, ¥ ), (w, )

et telle que, pour que V| appartienne & Y(z,%) (resp. G'(w, T ), il

soit nécessaire et suffisant que s, appartienne 3 k' {(Z, v), Yl:] (resp.

k! ((w, X)), \Q] ). Pour engendrer l'état initial (Z , ¥ ) ou (w, %}, nous

effectusrons une composition & gauche (théortme 5.2) ; pour engendrer

1'état final, nous effectuerons le produit de k! par d'autres fonctions d'auto-

mate et une composition & droite (théoreme 5, 3).

T vy
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Ii est facile de construire une fonction d'automate k' qui & 1'un de ses
états 85 et & chaque m.ot WV sur E de longueur 2 au moins, associe le second
élément de ¥ : on prend pour ensemble d'états S"'=E vy {so,sl\] ol
sb,sl sont distincts et n'appartiennent pas 3 E, et pour k'(s, vV ) l'ensemble
ayant pour seul élément

- le déuxiéme é1ément de ¥ si s=s, et 'l 22 ;
-8, si s=s, et vl =1 ;
- le premier élément de Y si s= s etV # A
-8sis €EE ou V =N/,

H

Soit k' la fonction d'automate d'alphabet E, d'ensemble d'états J xT'Cd

telle que pour tout couple (s, V), k''(s, v )= { s} 5

Définissons une application h1 de M dans l'ensemble des parties finies
de (' xS"lexT'Cd) x E* ; a,b, ¥ ,Y,wont la m&me signification qu'en
fag=1

~pourb < aetb > a, hl(b’ 5,2 ) est formé des deux éléments
(e, ¥),85.00),2 %), et L(a, ¥),0,0,2%),w] ;

- pour (Y,w) g Detetw & Jv, hI(Y,w,a %) contient les seuls é16ments
[((w,a ¥) 18, W' ,a LR Y‘:] si un point w! de ™ (w) vérifie g(w') =Y,
[((A,a ¥),Y,w,a¥),'Y'] pour tous les w! & (w),A € N tels que
glw)=A ;

-pourw €J", g(w)=A, A= aetA »a,h (Y,w,a T ) est formé des deux

Gléments (((2,% ), 0 , 0,2 ¥),'AY"] et 1[(('q- 2 ¥),Y,0(4),2 BY,1a7"]
- pour les autres g € M, hl(s)z F.
Enfin, définissons une application h_ de S' xS“lexT'Cd dans 1! énsemble
des parties de Mx { 0,1 }xE (E est identifi'évé l'ensemble des mots sur E
de longueur 1) : hz(s,Z,wl,a %) est vide si s;résf ou Z ¢ E; sis=s
et Z € E, il contient un seul élément

[(z:wl9ax),o,lA|] Sin € .T” et g(wl):;&’

]_(Z,wl,a 'ﬁ),g,ld.z;[ siw1=0(A) €5,

[(Z,wl,a ‘(),1,'0-’1 dans les autres cas ol v, & J,

f

[s.flolla-[) 8i Wl = g




On vérifie facilement que k est 1'automate fini d'ensemble initial M,
d'ensemble final Mx {O, l} x E, obtenu par composition de la fonction

dlautomate k'xk'" xk''' 4 gauche par h1 et 4 droite par hZ‘

7. 7 3. Les transducteurs tr2 et les générateurs gnz dépendent du parametre cd.

Si ed! < cd, le générateur associé au paramsetre cd est contenu dans le géné~
rateur associé 3 cd', car l'application Tde (ElexT‘Cd) x E¥ dans
(ElexT‘Cd’)sz : '

‘D:S‘[(Y,w, fl 772), \)] = [(Y,w, fl), ‘?3] projette le transducteur associé

3 c¢d dans le transducteur associé & cd'; D'autre part, si cd=1, 1'identité
projette tr2 dans le transducteur fini'ts! car YiZ € (é (A,a) entratne

Y < A (lemme 2). '

Par conséquent, quel que soit cd, les transducteurs te? vésifient GP2
des que DA est satisfaite ; les générateurs gnz vérifient GP1 et les piles
de 1'ensemble gn.z( ot )"sont. conjointes & des pseudo-arborescences de "@(G)
dont X est la suite de feuilles, Nous zllons démontzer que réciproquement
les piles conjointes 3 toutes ces pseudo-arborescences appartiennent &
gnz(o( )o Il en résuite , comme nous l'avions annoncé, que les générateurs
gno & gnI engendrent aussi les piles cherchées,

Scit U la pile conjointe & une pseude-arborescence de G (G), dont

oA = ‘ao ide a.p 1' est la suite de feuilles, Les entrées dans U de symboles

terminaux forment, avec 0 et le nombre d'états de U, un p-partage ; nous

utilisons les notations de 5,2 : o, ="'a ., .a, 'aveca .= G pour
i i ited-1 pHil -

i'S.n . gj ; - i !

21 ;811 £p, 3, est le sommet de Vi Lorsque el Ji+l, is£p

(Cl) : i=0et g- < a,, ou bien i#£9 et a4 - a (lemmes 3,2) ; dans les

1 t . 4T =g )

}, dtapres C4 ; ). =2y est le

deux cas, o‘vi € L%(ai,'a. LiyNa

i1 ited-1
résultat d'un calcul complet d'entrée D(i ?r'li O, de longueur 1, Supposons
maintenant ji+ 1:7£ jjt1, d'on i%£n, avec vi=E e x]‘ {on posera Xo=

pour i' > 7). Entre ji et j se trouvent p' entrées de symboles non termi-

i+l

naux (par exemple ji+l_ 1), Alvess AP' . Diapres C2 et €3, il existe p'

entiers x, pous lesquels : 1 < ) £... £ rp, G s ji est suivi de sorties
i

de Xy sdien %ot d'une entrée de Al ; pour 1 £ i < p', P entrée de Ai'

— 1 . i "
est suivie d'une sortie de Ai' , de sorties de x R si
i 141

u.-—u-n\..rﬂ

si #* r,,+1 et d'une entrée de Ay s l'entrée de Ap’ est suivie de

r.
i'+1 1
celle de ai:;é G ou d'une sortie si a= @ g
T i =2 Tl =Th! 3
= 1A oo T2771, ao fp'Fp'-1 < = G
/“:,L G A] a0 A'ai' ( ixl) (xl' "O(i'
% bt a (lemmes 4,5) et O~ % & Y, O(i) (C'5) : selon que x) < a,
ounon, k L(xl, Gl oLi),'xz ciax o' co.ntient l_(xz,o(xl) OLi)’ I Vet 1 ,
i T
oud [(xl, g s O(i) ,xZ] contient (x,z,o(xl), ZQi), Pour montrer que | i est
le résultat d'un calcul complet d'entrée o(i v, 9, il suffit de montrer que
sous les cing hypotheses
- j' est une entrée de A € N et j'' la dernidre entrée précédant j',

- j+1, ... j-1 sont des sorties de Zyo i zj’-j"—l'

1,
. =V gl (g=z! gi iNt]=ilw Ho i
G‘uj”i-l z" (z caz_lmj +1=j'~1, 2 z, sinon),
-a €T, T E T
~S
il existe un calcul d'entrée V, de premier état (z'",0(z 1),3, % ), de dernier
jt-jr-2

z! est le dernier élément de o uj'
By d
, a ¥ est facteur gauche de 04;,] o 9,

état (z',0(A),a ¥ ) et de résultat o A o lorsque j'+1 est une sortie

j-jt-2

autre que la dernidre, de dernier état s, et de résultat o A a lors-

£ !

que j*+1 est une entrée-ou la dernidre sortie, Cela résulte immmédiatement
des propriftés suivantes

A est un chemin du pseudo-graphe de production (C3);

[ ‘-@,‘('zl..,z La B) (C'5) ;

in?

~Z.40e32,

1 JFajr-1
pour 1 L i" £ j'-j"-2, U u

j”+i”
z' < A (lemmes 2,3) et G'uj’-l € ©a,a¥) (c4) ;

si j'+1 est une sortie, A > a (lemmes 4,5) ;

8i j'+1 est une sortie autre que la dernitre et sia= O et ujl 1= NoLit2
est une entrée, j'+3 une sortie, et ainsi de suite jusqu'd la dernigre sortie

A dérive de la racine (C3); d'aprds DA et PA, A n'est pas un axiome,

gi j'+1 est une sortie autre que la dernidre, o ujr £ Vg ,a ¥) (C's) ;
- 8i j'+1 est une entrée, c'est une entrée de a (C2), A < a (lemme 2),

(T“jv € (%(a:f) (64) H

- 8i j'+1 est la dernidre sortie, a= <, ujl = NetA € N,

Théoreme 7, 6, Les générateurs gn~ associés & une grammaire pluriaxiomatique

G = (N,T,::=,N') vérifiant les conditions DA et PA sont tels que, pour tout

2
(

mot X sur T, gn“( } soit I'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arbo-

rescences de fﬂ(a) dont (X est la suite de feuilles,

2
La figure 7, 5 schématise le {onctionnement des générateurs gn',
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T .4, Déterminisrrfe du transducteur trz. Pour 'que trz soit déterministe, il faut et il
A —_-"ao...a . suffit que, pour tout s € M et tout v & E*, 1'ensemble k(s, v ) contienne au
p
a = .=apwd=cf plus un élément’ ; pour cela, il suffit que simultanément
R . - d-
ﬁ’flaiﬂ‘"E‘i-;»t::d-l| | (CD1) pour a €T, ¥ & ¢ l, Y(a, B ) et B g ,a E) soient disjoints ;
L . . i d
e <a, et [o<a; ot e a; et [—le La;) et B E f}f"f;:qfﬁ %: gﬁz (CD2) pour ¥'€ T'°°, w €J et A € N tels qu'un point W' de [ (w) vérifie
-‘(e>3i) e>a; (e <ai) ey ai) = ZSE Z;di P g(w'):f\, Y (A, B et Bl(w, ¥') soient dijoints ;
| { 1'état courant de; (CD3) pour '€ T'-C-d-, ‘w€ J, A€ NetA' € N tels que deux points diatincts
= - la pile. . N o
o5 | @5 a,fy) > &% wh et w' de [ (w) vérifient g(w)=A, glw)=A', € (4, ¥ ) et § (a1, ¥
(a0 g ML ke ks ‘ e }
- \L soient dis joints,

Ces conditions sont décidables [BAR-HILLEL,PERLES,SI—LAMIR] . On

entrée de a8,

= 35 1 peut aussi les écrire, d'aprés 7.6, 2

Py
.‘ (CD1) pour a €T, ¥'&E T‘Cd-1 et toute regle A 1= ) , les ensembles €, )
[ et € (A,2F )\ sont disjoints ;
(e,w) € Dot st e, (e,w)e Dot et (CD2 et 3) pour ¥'E T'°d, AEN, A'€ Net W& v¥ vérifiant A=Al ou % # A,
(ﬂg‘(f;‘e) f'i“; € Det %X’é; (w) auires tels qu'il existe un mot (p de Vt pour lequel A ::=LP et Al u= P W,
5 glw') = & et ces ’ ©(a, fnet@B(a, 8 / sont disjoints (CD3 correspond a Y = A
° <A) Intuitivement, la premidre condition'assure qu'on peut choisir entre une
- I I | ’ ’ sottie et l'entrée d'un symbole terminal, la seconde entre une sortie (précédée
pour w'€ () arrét
glw')=e et glwt)=p et du d'un certain nombre d'autres sorties) et 'entzée d'un symbole non terminal, et
ne %l("?ai ibi) ne ¢ (A’aiﬁi) / galizil ) la troisizme entre deux symboles non terminaux susceptibles d'entrer (cf, figure
l 7 5)
) Nous allons montrer qu'inversement, si l'une de ces conditions n'est pas

d 4a
réalisée, on peut trouver deux mots Cl et (X' de T* tels que O4 a* et ol! C\'c

/ﬂl

entrée et sortie de A e PR

génération terminée : lo
) p=0( . = Gk Par conséquent

J, 0i e

I \
aient un facteur gauche commun F’ ¥ ot {1 =cd et qutil existe une pile U de

gnZ(DL ), une pile U' de gnz( A ') et un entier i pour lesquels uigé u'i et

(91
Théordme 7. 7. Si une grammaire Glet un entier cd » 1 vérifient les conditions

CD1, CD2, CD3, ils définissent un transducteur trz déterministe, Dans le cas
= contraire, aucun générateur de piles dans la définition duguel entre l'entier cd,
qui engendre les piles de B (G) avec comme donnée la suite des symboles ter-
minaux y entrant et comme p-partage la suite de leurs entrées, n'estd pile

unique,




d'un mot YLA \6 et une X~ dérwatlon d'un mot Y\'A' ?f'

_dont r) \6_1

T 5
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Supposons d'abord A : \? AV =
n=n'w.on'e% (A',

de '8 (G) : d'apres 7, 2.2, il existe deux axiomes X et X', une X-dérivation

) V\A et ‘TAl sont des états de deux piles

¥ étant facteur
gauche de b '3 det X‘ . Comme la grammaire es'c réduite, il existe
ausm\mederwatmn(cs —YL\Q CS 531 5 c; = F))oﬁ P&T*,d'ohdeux
r{q ¥ S, b’ vaiey PE ) et

(xr ,-~-,'Y1'A' Xll’ n Le 7{' T J g P f) g ) On en déduit

(lemme 1) deux piles U et U' conJOlnteS 2 deux pseudo-arborescences de CQ, (G)

dérivations (X , ..., L A K

[’) ' sont 1es smtes de feuilles, et un entier i, tels que
L AT U =
ui:YkA,ui— qA,o( ,og _P.
\VMC‘@ )= § v\e‘@(AaX)

YL a est un état u”J d'une pile U" de r2)(6) et ¥ est facteur gauche de 0‘. ~ o ;

Supposons rnaintenant A :

soit B le premier symbole auxiliaire dont une entrée dans U" est superxeure aj
il existe un axiome X et une X-dérivation dont les deux derniers mots sont V)\‘B X
" - Cd
et Yk LQ i e V’la \0/2 2(1 (B :: \? ), ¥ étant facteur gauche de X X
Comme G‘{k‘ c ce,(A,a X )et A = Y, il existe un axiome X' et une X dérivation
3 aqt 1 1 1 =
dont les deux derniers moct: sont ul Aa ¥ 1 et v (*) a ¥ i V\a , ¥ étant
facteur gauche de X'l ‘. D'ou deux dérivations (X, .,., " "B a’ ‘q a b’ X
X 1 1 1
rSlaﬁzx Ja‘lfzx ,..,,;3 X et (X ,...,Y"l Aa}flvlax ,
éa‘&l a){ TS r) a¥') ,ou [b(T Delapremlére,ondedmt (Iem-
V‘L”(? Vl.ax , avec 0\ _X
Stant précédé des entrées des symboles terminaux qui iorment a XZ 5 cette

b’ L$

(/\ U q:) De la seconde, on dédult une pile U' telle que u‘ o V\ , i soit une

mel) une pAle U qui contient un etat v

pile posstde donc deux états u et donc

I:Vl,u_qa avecOK

sortle etOK =a ¥ ' , dfou (7( [‘J z
et
Remarque, Une variante du génerateuﬂ gn , pour cd=1, n’utilise les ensembles

€ (z, F)et@(w, ¥) quepour Y =A
trz, il suffit de remplacer (G (6,2 %) par (@ (s, A (8 (w,a ¥ ) par
(@ (w, ), @ (A,a ¥) par (@, (A, A). L'identité projette dans trl le transducteur

dans la partie (e) de la définition de

tr’z ainsi obtenu et projette trz, avec cd=1, dans tr‘z. Le générateur engendre

encore les m&mes piles. Mais ses conditions de déterminisme sont plus strictes

o &

Y, afalon WA, 61 € B, b’): ;

que celles obtenues ci~dessus : si (Y,w) & Det et si un point w' de " (w)
vérifie g(w')=A, il faut que % (A, A ) et @}(w, A ) soient disjoints, ce qui est
@, (A,a) et ¢ '(w,a) sont disjoints;

plus strict que : pour tout a € T! "

7:8; Générateurs utilisant des contextes bornés,

7.8, 1, Les transducteurs trz décident comz:nent poursuivre un calcul en cours, alors
qulil y avait plusieurs possibilités pour le transducteur trl, én fonction de
appartenance diun mot 3 un langage de Kleene parmi plusieurs;

Les états s demandant un choix ont ét€ caractérisés au paragraphe 7.5,2 : on
tentera ici de remédier ausei "économiquement'’ que possible & chacun de ces
casg d'indéterminisme ;.plus précisément, on choisira, chaque fois qu'on le
pourra, grice 2 un facteur gauche du mot considéré ayant une l:ongueur bornée,
Les générateurs de piles gn3 qui vont &tre définis seront donnés par W=V,
un entier cd > 1 et des transducteurs tr qui dépendent d'un certpin nombre de

sous-ensembles finis de E¥ séparant un langage de Kleene d'un autre (4. 5. 6).

L’ensemble des phrases;d‘un langage de Kleene K qui commeqcent par un élé-

ment Y donné est un langage de Kleene (cela résulte immédiatement, par exem-

ple du théorgme 4.4) : nous noterons K_ ce langage.

1) Pour tout couple YE V, a €T tel quei-{ a et YHa et tout mot § de
4 1, soit Q(Y,2 ¥ ) un ensemBle séparant c(’, (a, ¥ ) et (@ (6 ,2%) Y’ s

ces langages ont une borne d'intersection,

2 ) Envisageons un mot X r a5 1 %t un cou.ple (Y w)yde ExJ g) que g(w ¢ N,

n'appartenant pas & l'ensemble Det (7.5.2) : il exlste P > 1 symboles auxi-

liaires A pour lesquels A est l'image par g d'un point de r‘ (w et Y _< A ; on

les ordonne : Al'

Ap On construit p ensembles Q(Y WA, ¥ '), pour
1,50 p, séparant @ (A v ) de la réunion de 56 (w, ')

et des

o

¢ (A X! ) pour i> i, et un ensemble Q(Y w, §') séparant la réunion des
(A %! ) de Q:, (w, ¥ )
@ (A e ) ont une borne d'mtcrsection

la réunion des Q(Y,W,Ai, ¥,

2SR

, lorsque Q,'(w, ¥ ’)Y et les p langages
: on peut prendre pour Q(Y,w, )
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i =teii (b b q

La recherche des ensembles Q(Y,a ¥ ) peut &tre facilitée par la remarque
si flest facteur.ga:uche de ¥, @ (a, .4 ) contient @ (a,d )Y' e
) (6 (Q’ a ¥ ) co'ntienf RATETR )Y
: @ (a, ¥ I)Y de (6 (& ﬁl)Y est un ensemble séparant %(a v ) de
(@ ( .28 ) . On peut utiliser une remarque analogue pour oéterrmner les
QY,w, A, Y )et QY,w, ¥ 'k . : e
Soit cg le maximum des longueurs des mots appartena.nt 2 l'un des” ensem-

" bles o(y,a f ) O(Y,w,Ai, I, Q(Y,w, X'). Le tranadnctanT tr3 associé &

suivante

donc tout ensem’t;lj séparant

ces ensembles est défini de la manikre suivante
. d

a) M=EngJIxT'c

r\ décrit E°87, ¥ décrit T

. Dans les définitions qui suivent, a et b décrivent T',

 alhar Y et Z décrivent E, w décrit J et Y décrit

E Nous désignerons par Det! 1'ensemb1e formé des éléments

-b,5 ,a¥)sib< a, b > a, C€. (a,¥) b €t CZ.‘(G',ab)bontuncbarned‘intarsa:ﬁm'.

- (Y wa¥)si g(w)é N,1e symbole auxiliaire Atelque g(w)=A vérifie AlaetAba,
(e(a b/)Aet <@(¢ ,35 ont une borne d'intersection,

- (Ywal)sigw) €N, (Y,w)éDet ot sipour les points w! (i=1,...,p) dei (W) tels que
g(w’)—A €N, les p+11angages‘€A,aX) et‘(,’ (wa¥)

b)q-cd+cg ‘E(a‘(fbrl) (b n,0” ,ab’ )

c)Si by aet “1(b £ a) ousi (b,& ,a ] } & Det' et Aucyn facteur gauche

de b | n'appartient & Qb,ad), d[(b .9 ,a 4 ),Z] E {( 1 Z,0(b),2 ¥ )’} 5

51 (Y,w) € Det ou si (Y,w,a J ) € Det' et aucun facteur gauche de Yn_n'appar-

tient 2 Q(Y,w,a ¥), a[(vn ,w,a ¥)2]= {(r 2,wa¥ N

si le point w' vérifie w [ w' et g(w') =Y,

ont une borne d'intersection,

d)Sibg aet (b a)ousi(b,o ,2 )& Det' et un facteur gauche de bry

{lepens
si (Y,w) € Detet Y< Aousi(Y,w,ad } & Déet' et Aestle Ai‘d’indice i mini-~

appartient 3 Q(b,a § ), m (b n.6 ,a8)=

mum tel qu'un facteur gauche de Y| appartienne & Q(Y,w,'A'i',é ¥y,
mY nw.a L {E(Y nosw'ha ¥ ),'A‘Jl si le point w' vérifie w 1" w' et
glw)=A; ‘
pour w & J" et g(w)zz
-siA< aet (A M>a),ousi(Y,w,ald) @ Det' et un facteur gauche de
AYn appartient & O(A,2 ¥ ), ouencore si Y=a=0 et A € N',
(YV\ w,a ¥ )= {sf,'a'} .

-

8.2,
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-6t AY aet (AL a), saul pour Y=a=6" et A € N', ou si (Y,w,a ¥) & Det'
et aucun facteur gauche de AYr| n'appartient 2 Q(A ay ), m(y Nowsa, X) =
g o2 %) 7Y
)S1b,< a;bxaet(b,o a¥) Q_f_ Det', k[(b r\,c',aﬁ ),Z\)} contient

les seuls éléments

5 [( 1 Z,o(b),a ¥ ),1, e '] lorsql.:le bv Z_'\) & %'(6’ a2l )6“c5-1,

= [sf,o,'a'J lorsque b Nz R & C@(a, ¥) G'Cg.l;

sig(w) & N, (¥,w) ¢, Det et (Y,w,a 3 ) ¢ Det', k[(Y q.w.a b ),Z\)j contient

les seuls éléments N

. [(Y\‘ Z,w',a ?f),l,'o—"] si Y'rl ZzvV & @w,a ¥) G’Cg-l, w! étant le point
de [ (w), s'il existe, tel que g(w')=Y,

E(Y n.«,a Y),o0, 'A'j pour tous les w' € [ (w) et tous les A € N tels que
w')-AethZvG‘%(Aa]’ =8 1;
siw & I, glw)=A, A < a,Ayaet(¥,w,ay) ¢ Det!, k[(Y N oW ¥ ez Q]

contient les seuls §léments
. rsf,o,'aﬁ siAYn 2V € ©Ya, ¥ y o o871
- (v o2 Y00 s ‘] siAYw 2V € @65 ,aY) et

On démontre comme en 7, 7. 2 que k est un automate fini,

3 z
Comparons tr”, pour cd quelcongue, au transducteur t20 (7. 3), puis o

et le
2
transducteur tr (7, 7. 1) associé au m&me cd, Nous désignerons par % X .

3
x les applications X attachées (5,4, 2) 2
0

ro, tr”, tr”; plus généralement,
0 2 i3
st tr,
Définissons une application GJpar : & [(Y n w2 Y) \)] [(Y w,a), 3 ]
wyer qEEE  wer,aer, ¥ el yert et 3,
déterminé par Vl\) = \) \) ‘\) |= cg-1. Montrons que m’pro;ette tr . dans
tro, en étudiant d'abord 1es dlvers cas ot (s', \3', A ) appartient & x (s,V ) :
)s-(YV‘{ wa}),s': quw' a¥),N=2z2Vy,A="g5"
s' & d (s,Z ou (s',l,' N & % (s, ). Alors &5 (s, v )={:(Y,w,a),\)OJ,V}‘x):\)O\)I
Y= [(z',w 3 'o]’ siZ=2'n", n' y'= ' \\\l{=\\)'1]= cg-1:
AR -Z‘rl' N'= rlz\)'—\q\) —\3 \) dVOuz'\)' = )0 ;
(Z‘,w' a) G d [(Y w,a), Z'] )

nous affecterons dz . - les applications ‘?, d, m, kde tr

, lorsque
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)s=(YVl wab’) s'—(Yr\,w‘,ab’) 3 = V', lorsque (s', A)Em?’(s)ou
(s',0, X ) E k (s )\) Alors TJ(s, v [(Y w,a) OI (s, ):[(Y,wi,a)’.eo}

[y, w a)/\]G m(Ywa),
\)‘lorsque (sf,)\)em(s)ou(s 0, )\)(;k( 29 )

3 s—(Yr\ wa\‘),s’-sf,\)
0
)€ m (Y,w 1a) car Y{ a ou A< a entrafne

s, V) [(Ywa ~) ]
a#oe,
D'autre part, avec des notations analogues & celles de 5, 5, si h'z;a Tla €1,
¥ GECd_l) et Vo Bop vl-\)'(béT',f\‘ ch 1) on'a‘,€2=alfb\'\,
vE 9, p%ar, 90 ol V1, 0% 00 b,y,a),ez(€2)=(bv1,o»,ax)
wveriie Wl L% p?), v 2] [0, v7].

On pourrait montrer de mé&me que &J projette aussi tr3 dans tr 1.

Envisageons maintenant l'application gJ!
C)’E(YW X)w)][(Yn\wX), ZjouYé.EwCJ ‘b'é’I"
\)éE Ylet\') cglet\V\l=cg1;
montrons que TJ' projette tr™ dans tr~ ; &tudions les cas o (s', v ', \ )
appartient 2 )( 2 V) e
(Ywa?f),s‘:(Zw’a\o,) N=Z 3", A= Iotsques‘&.dzs Z)
f')Ek(\))w [(lewa\é)\)]v\\)-\ao—',
inl =cg-1, To'(s', 2 [(Z ,w'ab/ \)%J V\\)" "-,
I G ERTS Zr\‘\)'2=Z)' gl:\)o—g‘ nv,
il existe Z'e E tel que Z r\' Y z', d'ou \)2 ARNE

rlZ Wwald)€ed r(Y\q w,a¥) Z], il en est de méme lorsque

(s',1,'¢") & kz(s, 3 ) et (Y»l,w,a ¥} € Det', d'apras la définition des ensem-
bles Q(Y,a ¥ )et @(Y,w,a ¥) ; enfin, lorsque (s',1,' & D kz(a, J )et
(Y " sw,ad ) ¢ Det',[:( vIZ‘,w',a ‘2{ ), 1,0 o"] appartient k3[yg waa V), 2]-
b)s=(v,w,a¥), s =(Y,w,a¥), y= 3, lorsque (8',N) € m"(s) ou
(s',0, )\ ) € kz(s,n) ). T3 '(s, ):[(Yrtw a b’ J J w'(s', V) [ V)\ ,wha¥) N 21
Lorsque (s',/\_ )€ mz(s), [(Y n.w,ad) 7\:[ € m E(Yrtw,a. ] )_-l ; il en est
,0,)\)€k2(s,0)_et '
nition des ensembles Q(Y,w,Ai,a ‘p/) et Q(A,a ) ; lorsque {s',0,7) 6k2(s )
ot (Y9 ,w,a ¥) ¢ Det', [(Y nowha 1),00] € k3(s, I,

.sont déterminés 'pa'r \\\72 =N o
a)s
ou (s',1,’

i comme In) = l\r\"\ .
o Lorsque s' @ dz(s,Z),

de mé&me lorsque (s’ v\ ,W,a ?)/) € Det', d'apres la défi-

=il n-.-n'.....‘._u*

a2

.

7:8..3.
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c)s=(Y,w,al),s Q V! lorsque (s, \) € m(s)ou( O/\)Ek(&\)?

os'(s, \))[(lewa \)2} >\)Em(sou3f E-,k(s )
-Avec des notations analoguesé.celles de 5,5, ¥ 7 ; si Vo =b \)
2§24 ; a1 ¢ Bop 2Bl bqw)(v\_e‘zgl)e 2;b.-L

e =t.o,8h, 513(o3)~<bv'\,f ¥, vt
2, 3\
o' [R%e%. V- [Q(eﬁoj

soient déterministes, il faut et il suffit que,

_V-L\)

Pour que les transducteurs tr
pour tout 8 € M et tout Vv € e* , k{s, V) contienne au plus un élément ; il
suffit pour cela que la grammaire vérifie les conditions CD1, CD2, CD3 qui
assurent le déterminisme de trz (7. 7.4) ; nous avons vu (théorzme 7. 7) que ces
conditions sont nécessaires lorsque la grammaire est réduite,

En résumé :
Théorgéme 7.8. Les transducteurs tr3 associés 3 une grammaire pluriaxiom=-
tique G=(N,T,::=,N

définissent des générateurs de piles gn‘) vérifiant GP1 et tels que, pour tout

') vérifiant les conditions DA et PA satisfont 3 GP2. Ils

mot O, sur T, gn3(0() soit l'ensemble des piles conjointes aux pseudo-arbores-

cences de (G) dont CA est la cuite de feuilles, Pour qu'un transducteur t:.-3

soit déterministe, il faut et il suffit que G vérifie CD1, CD2, CD3.

Condition pour que tr3 soit un transducteur fini, D'aprés la définition de 1'ensem-

ble Det', pour qu'un transducteur tr3 soit fini (il est alors déterministe), il faut
et il suffit que soient réalisées les deux conditions

d-
¥ e ol , YL asty ‘-2, les langages C@(a ¥ )

(‘@ (67 ,a 3 )Ysont une borne d'mte;sectmn g

(CBl) siYE V,a €T,
(CB2)siw €J,YEE, ' € ° , {Y,w) §f Det,pour les points w’ (=1 peor 5P
de [ (w) tels que g(w) A & N les p+1 langages (e,(’\ ¥ ) et cﬁ(w 4 )

ont une borne d‘mtersectlon,

8i %(a, ¥ )Y # ¢, Y<a(lemme 2) ; si (o ,a ?J/)Y #+ ¢, par définition

de cet ensemble, il existe A € N, dont Y est finale stricte, tel que 4 (A, a"bl V£ G,
donc G (A,a)£ ¢ ; A,a est un couple vicinal (7, 6.2}, A < aoudl\ a, d'ou

Y % a (7.4). D'autre part, ‘6 (a, ¥ ) est la réunion des @; (a, “5) , et (@ (6.aY%)

~
la réunion deg @‘(G',ab/)Y pour Y € V. On en déduit que CB1 équivaut 3
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~J ~
(CB')sia € T', ¥ € T'cCl , les langages @(a,i) et ' (o,a X) ont une
borne d'intersection,
De m&me, (CB2) équivaut & : . :
(CB’Z) siw€ J, ¥ € 'Cd, s'il existe p ( > 0) points w', de T (w) et p sym-
boles non terminaux A, tels que g(w’, )- , les p+l langages % (A T ') et
‘C '(w, ¥') ont une borne d'mtersectwm
Lorsque deux regles distinctes de la grammaire ont des seconds membres diffé-
rents, v=1 s*il er® '

Les grammaires qui satisfont & CB] et CB2 sont les '"bounded right context
grammars' de [FLOYD,Z] . Les grammaires "fully nested'" introduites par
[JOHNSTON] peuvent &tre transformées en des grammaires équivalentes ne
possédant plus aucune régle A ::= A', o A' € N, sans modifier les sous-propo-
sitions d'une proposition (7, 10,4 ) ; alors pour tout point w de J, [ (w) contient

au plus un élément et pour 2 € T!, (e (a, A)et (6 (o, 7\) ont une borne d'in-

tersection inférieure au maximum de la longueur des seconds memhres des r2gles,

T refnde d'analyse de [PAUL} revient & la construction d'une pile conjointe,
dans le cas ou les seconds membres-des régles sont distincts, de iongueur 2 au

plus, et ol il existe un transducteur trZ fini pour lequel cd=1, cg=2,

3.4, Exemple. N={X,A,B,C,D} ; T={ab,c,d,f}; N ={x]

Xu=AbC|dADIB An=fAla
B ::=fBbla Ciu=c¢c Clc
D :=bD}b

Matrice des relations _< et } :
X A B C D a b (<] d £

4

AOVA

X
. A
B
C
D

By

o

AN

A

YAV
VY YV VY Vg

A AN
AL A

A A A
IO A

1}A AL betA >- b : étudions %(b, AYet @ 5 ,b), avec les notations et
les méthodes de 7,6, 2 et 7.6/3 : b est initiale de bet D ; I
<b> = KX>AICXPAAICBY {BICD>b ,  <X>u=, o ¢
les mots de C@(b, Ny sé terminant par A sont " Aet od A ('( 5,b) est
la réunion des ensémbles (€.(A',b) L’) pour A' 1= \J) ; les mots de ¢ '{ o,b)
se terminant par A sont ceux de (e (A,b) £ A, L'ensemble formé de Ao et Ad,
ou encore 1'ensemble des mots de longueur 2 autres que Af, est un ensemble
séparant (e (b, ) , de (6 (15 b)A
2)b<beth >b : les mots de &, (b, A ) se terminant par b sont ceux de "
@Y D,A)b :  <DS 2= {XHd AL<KD>b ; les mots de @'(a,b) se
terminant par b sont ceux de & (B,b) f B b et ceux de & (D,b) b, mais ce
dernier ensemble est vide car D,b n'est pas un couple vicinal (ni D < b, ni
D }- b)., On peut prendre l’ensemble des mots de longueur 2 autres que b B
comme ensemble séparant Ce(b N )f de (g (o, b)f
3 ) Les seuls mots {.v 2 la fois second membre et facteur droit de second mem-
bre d'une reégle sont
=" : D:i=b et B::=fBb, mais onn'apas B<L D,
~'al ; A= a, B=a et fLA LB, o4 A, o £B ; r’[o(a)]
contient deux points d'images A et B, mais aucun aitre point ; (f,o(a)) et
( & ,o0(a)) n'appartiennent pas & Det, mais " ofa), A)=¢.
Etudions @ (A, A)et @ (B, A) : < ASn=) T\ <X>A\<ASE
{(By: = e | <KB>f ; les mots de @ (A, N ) sont les a—fnet sdf® , ceux de
(@(B N )les o*i (n / > 0). c@(A /\) et ‘6 (B, /\) ne sont pas disjoints, ni
4@ (A, A )0_ et C@(B A) b est le seul symbole terminal tel que % (A,b)#@
et aussi le seul tel que @ (B,b)=,:é¢ ; de plus € (B,o )= {' o—'& , mais
G, o)=¢ :
(i\\;b) G‘|<X>dlAb)£ ,  (B,b) =) KBMf.
({),(B,b) est vide, mais (@(A b) et %(B b) i
contien.nent: les mots 6 (n > 1) . Etudions les % (A,bx) et G (B,bx) ou
x € X ; dlapres 7.6, 1, & (B,bx)= € (B,x)f, donc est vide sauf pour x=b ou
x= o" 3 (Q(B,bb) est U'ensemble des o £ (n 2 2). C(B,b o )= {'6‘ f'g d
@ (a,bb) = (X, A)d U G(A,bb)f : il s'agit de llensemble des o~ df” (n > ok
@ Aabsl: X,57)d V @(A,be)f : il s'agit du mEme ensemble;

ne sont pas disjoints, car ils
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On choisit cd=2, on ordonne A,B en plagant B avant A et on définit :

(o ,0(a),B, ¥1)=Gsi ¥'#40 0 ; Qe 0fa),B,0- &)= { A 5 (e, 0(a),4, ¥1)={N}

pour tout ¥' € E? . Q(f,00a),B, § =@ si ¥ diffsre de 0" 6, bS et bb ;
Q(f,o(a),B, 0‘5‘) 3/\2 Qf,0(2),B,b6)= {fn Q(f,0fa), A, §")= i/\} pour
tout 7. (@ (A, b'b)f et @(B bb)f sont disjoints, mais n'ont pas de borne d'inter-
section. On obtient un transducteur pour lequel cg=2, qui est déterministe mais
n'est pas un transducteur fini, Il est d'ailleurs facile de voir que, quel que soit
cd, %(A,de)f
7. 9. Générateurs contrdlés par des couples de symboles terminaux,

= cd. .
et % (B,b )f n'ont pas de borne d'intersection,

7. 9. 1. Dans les paragraiahes précédents, on a limité 1'indéterminisme qui rendait peu
utilisable le générateur gno en contrdlant les entrécs et les sorties des piles par
les relations «< s >- et par les contexies ; le pseudo-graphe de produétion par-
ticipe & ce contrdle et joue aussi un réle, théoriquement plus essentiel, de véri-
fication, assurant la condition C3, Nous ckercherons ici des générateurs plus
simples & mettre en ceuvre, ol le pseudo-graphe de production ne conservera
que ce role de vérification et ol les entrées et les sorties seront contrdlées par
des couples d'éléments de T' : on ne retiendra du contexte, 2 droite qu'uﬁ &lé-
ment (cd=1), & gauche que le dernier symbole terminal et le nombre de symboles
auxiliaires qui le suivent,

7.9, 2, Définition des ensembles 4\ (b ,c) et L (b (b,c). Soit U une pile de l'ensemble

r3((3) Pour chacun de ses étuts 4, nOus nommerons CO le plus grand facteur
droit de u, appartenant 2 N l‘élement de T' =T U ﬂ_'rl tel que b, &,
soit facteur droit de vy u 5 n Ie nombre de sorties supérieures 3 i, mfémeures
ou égales au plus petit ent1er suivant i-qui est une entrée, une sortie de symbole
terminal, ou l'indice du dernier état de la pile ; nous utiliserons notamment les
couples (‘\bi wi‘( ) ni).
Associons 4 tout couple (b,c) d'éléments de T' deux ensembles O ( b,c) et

AN 2(b c) de couples d'entiers (n'',n') vérifiant respectivement 0 < n' < n' et
0 % n' é n", de manitre que ' !

(Cb) si i est une entréé dans U telle que i+1 soit une sortie autre que la dernidre

et si c est le premier signe de d\;u_ o ol b, i.‘ ’ni) & Al(bi’c) :
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(C7) siiest une sortiede c & T, (Lbiw n) (A A .,c)
Nous imposerons de plus que, pour tout b € T!, Az(b,o“ soit vide, Soit
alors i un entier pour lequel i+1 est une entrée d'un symbole terminal ¢, Il
existe une sortie i' de ¢ telle que = u, , (théordme 1, 2), En appliquant C7 3 i' .
(C8B) si i+1 est une entrée d'un symbole terminal c, il existe dans A\ (b ,¢) un
couple de premier &1ément ‘b w, |
Etudions la détermination des ensembles A (b,c)et A (b ¢}, & l'aide de
C3 et C4, Soit un état u de U, i' la premi2re entree supérleure a i, Pour n,
deux cas se présentent
a ) une sortie de symbole terminal est strictement comprise entre i et i'
n, =Jbi il
b ) aucune sortie de symbole terminal n'est strictement comprise entre i et i
LR GRS
L (b c) (resp A (b,c)) est réunion des deux ensembles A’ (b c) et
A" (b c) (resp, A (b c) et A“Z(b c)) formés des couples (n ,n') vérifiant
n''=n' d'une part, n'' n' d'autre part,

Si i est une entrée pour laquelle i+] est une sortie autre que la dernigre et

cle premler élément de oL 4

Yy e V tels queA

¢ = OKU o , dans le cas a il existe A € N,
\Vb w et (6 (A,c)#£ @ ; dans le cas b, il existe
A €N, o)'CN (,o"eN telsqueA =W, W= ' W', et un mot
de ¢, (A,c) dont bi o' est facteur droit, Pour qu'un e’;nsemble de couples
Od'entiera positifs (n',n') soit un A'](b,c), il suffit qu'il contienne 1’ensen?ble_
A 'l(b,c) des couples (1)} +1, | GO\ +1) associés aux mots tsur N tels
qu'il existe A @ N, y € v® vérifiant A H= W bw et G(A,c)#¢ Pour qu'un
ensemble de couples d'entiers (n',n') tels que 0< n' < n" soit un A."l(b,c),
"l(b,c) des couples (Veo'i+ 0"+, [Lo1)
associés aux mots €)', (U" sur N tels qu'il existe A € N pour lequel A ;1= !
et b (W' est facteur droit d'un mot de %(A c).

il suffit qu'il contienne 1'ensemble @

Si i est ung sortie de c € T, dans le cas a il exlsteAQ,N L‘) EV
\_P & v tels que A L‘Jb Ca..) G LP ; dans le cas b, il existe A € N,
Wev,ouéN w"eN’*telsqueA "QJC\{J co =W W', bf,,u”

soit facteur droit d'un mot de @ (A, A ). Pour qu'un ensemble de couples d'entiers
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positifs (n' ,;1') soift un ‘A"z(ﬂ,c), il suffit qu'il contienne l'efxsemble 4 AN ‘z(b,c)
des couples ( 1ol +1, | <ol +1) associés aux mots €O sur N tels qu'il existe
A € N, Wlev V*, W' e v vérifiant A = Wb c. U Pour qu'un ensem-
ble de couples d‘entiers (n',n') vérifiant 0 g n' < n" soit un A."Z(b,c), il
suffit qu'il contienne l'ensemble Da "Z(b,c) des couples ( L'l + teol+1, Leo'))
associés aux mots CO', C'" sur N tels qu'il existe A € N, & v* pour les-
quels A ::= W' e yoet b ¢y est factéur droit d'un mot de € (A, N).
On peut montrer, par exemple & 1'aide du lemme 1, que réciproquement,
lorsque la grammaire est réduite, les ensembles A'l(b,c), @"l(b,c) ) A'Z(b,c),
&”Z(b,c) doivent contenir respectivement 2 7a'g 1(b,c), 8 Bk "l(b,c), OA 'Z(b,c) ,
0D ”z(b,c).
Exemple : N = {_K,B,C,D,F} ; T= {d,f,g,hz; N
Ku=fFB C = hihC B oo
:=CD D:x=aF

0

u

tx} s

glFg

B
F =g ; F,hestun couple vicinal ; donc (1,1) € . Lx‘l(g,h).
Bz CD ; oofF & %(B,o0 ) ; donc (4,2) € OA”I(f,O")-
Du=dF ; ofFCe €(D,A); donc (3,0)€ oa “Z(f,d).
Pour tout couple b,c, 0 oy 'z(b,c) est vide,

1a génération des piles cherchées, qui va &tre étud.i'ée, est résumée par
l'organigramme de la figure 7. 6, Nous définirons un générateur de piles gn4
dans le cas oli, pour tout couple b,c, les ensembles & l(b,c) et Az(b,c) sont
finis, D'apres C6 et C7, pour qu'il existe de tels ensembles, il faut et il suffit
que soit Vérifiée la condition
(CT) les facteurs droits des mots des langages % (A, A) (A € N}, qui appar-
tiennent 3 N* ont une longueur bornée.
CT signifie que, pour tout A € N, les deux langages de Kleene € (A, A ) et N!\él\}
ont une borne d'intersection CT est décidable. Nous désignerons par cg le
plus grand des premiers entiers des couples appartenant aux différents ensem-
bles Al(b,c) et Az(b,c), par \"_cg-l 1'ensemble des entiers comprfs au sens

large entre 0 et cg.
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s

\ ($0) e 8,(h,8)

pour tout n' tel que
(L‘f,n') S Al(b‘vai)

b = a,
1

entrée de a;

G g A

Sri=n'-1
CS"::(S—H‘

w i= o(e)

/ pour tout n' tel que >
\(dn)e A (b))

|

’ 6' = ' ,:S" = J—n' l

f E{w'eﬂ(w)

glw') =e

- i l
= lag «ee ap
pl = T
: sommet de la pile
= o lorsque la pile
est vide
£, dernier terminal
dans la pile

€ plus grand facteur’
droit de la pile
qui appartient &

8
a
e
e

ouT Ol
W= W arrét du
—§'= 51 caloul
!

U
entrée et entrée do A
sortie de A &= "l
génération
terminée
b
Figure 7. 6
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.
: 7. 9, 3. Générateur gn4. Il est défini par W = V, cd = ] et un transducteur fini tr

a)Ms= EchJ]xT’ x {cg} x [cg].. Dans les définitions qu1 suivent, a, betc
décrivent T', B décrit N, Y{ décrit ECg-l, Y et Z décrivent E, w décrit J ,

é tet é" décrivent [cg]. Lorsque V‘L' est un mot de E B\ N"t et ¢ son plus
long facteur droit appartenant 3 N*, on pose cs( W =1\ ol +1 et on nomme

£ ( n ') 'é1ément de T' tel que é. ( n ') €O soit facteur droit de al '
b)g=cg+l ; {(ab n)=0 M6 ,2,0,0)
c)si nz €ntet(1,1)€ &0,3), alb v, 5 ,a,0,0),2] est formé des

( 1 Z,o(b),a,n', é ( n Z}-n') pour tout entier n' tel que

($(n2)m)e & (& (nz)m);

si & '#0, (d ', &")5(1,0) et si un point w' de [ (w) vérifie g(w')=B,
dl(Bn,w,a, ', §v),2]= f(qz.w.a, §-1, §"])
si YLZ ¢_ N* et si un point w' de [V (w) vérifie g(w')=c, d[(c V{,w,a, 1,0),ZJ
est formé des (NZ,w',a,n' ,é(l’]\Z)-n’) pour tout entier n' tel que
($(nz)m)e &, (€ (q2),0),
d ) $i(1,0) ou (1,1) appartient Az(b,a) (&'ox as£0), m(bvl, 6,a,0,0)= i(sf,'a')} ;
m(Y 1 ,w,a,0, d") contient [(Y 7.%'.a,0, é "),'A'] pour tout point w' de J' tel
que w ™ w' et g(w!)=A, et pas d'antre élément 3
siwé€ J", g(w):K et Yn ¢ Nx, m(YVt ,w,a,0, §") contient les seuls éléments

- (sf,‘a') lorsque dans Az (S (le ),a) se trouve un couple de premier entier

$M41 (doh a# o) oulorsque Y=a=pret AE N',
= [(le,o(A),a,n'-l, J"+-l-n‘),'o-':] pour tout n' tel que ( é"+l,n') E Al(é,(le),a)
sauf lorsque Y=a=g et AE N'.
On utilisera aussi l;.£;a:z;s£l£cteur trél que ne différe de 1:1'4 que par la suppre‘s-

sion des mots soulignés en pointillé 3 la fin de la définition, et le générateur gn4

4! 4 4! 4
correspondant l'identité projette tr” dans tr”, gn est contenu dans gn',
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. Soit o7 1a ;;rojection de M sur Ech..]‘lx.T'. m"'(rl',wl,a,g' ,J"):(r\' ,wl,a.).

' O étant I'Iapplication définie en 7.8. 2, qui projette le transducteur tr” associé

=

3 cd=1 dans fro, une démonstration analogue & celle de 7.8. 2 montre que T¥o T
projette tr4 dans tro. tr4 vérifie GP2 des que AG est satisfaite, gn4 vérifie GP1
et engéndre des piles conjointes & des pseudo-arborescences de ':g(G).

Il reste & montrer que gn engendre toutes ces piles. Soit U l'une d'elles et
'ao Pk ap_ l’ la suite de feuilles de la pseudo-arborescence & laquelle elle est
conjointe, Les entrées <.1es ai, avec 0 et le nombre d'états de U, forment un

‘p-partage de U, Nous utiliserons les notations de 5, 2; en particulier a = o ,

ck,é'
€ M ous =sf, yk est un mot sur E de longueur 0 ou 1, Zke E ; puis nous

k
montrerons que les triplets associés aux états u tels que ji < k S‘ii+1 forment

p
A tout état de U, nous associerons un triplet (s, 2.}, 8 =(n, ,w, , ,(S” )
Y PR e 2 0 e Y k' %k

5 4 .
un calcul complet du transducteur tr , d'entrée a, ’\\i)jiﬁ‘ Cg, de résultat )J,i.
Dans tous les cas, ¢, est le premier signe de d\k o .

a ) Si k' est une sortie autre que la dernidre, est le facteur gauche de & o &
k E k

ayahtf:g pour longueur ; si k' est la dernidre entrée inférieure & k, les entiers

k'+1, ...,k sont des sorties de 2 doncz_ .., 2k est un chemin du

z
. / 1 T 1
pseudo-graphe de production, d'origine ofz 1) Powy est son extrémité ; d-‘k= ny
(défini au début de 7, 9.2); 3 ”k: J(VI k)-nk; Zkzd‘ ; 81 k-1 est une entrée de
symbole non terminal, yk=/\ ; sinon ¥, st le dernier €lément de e
b} Si k est une entrée dg A€ N, k-1 est une sortie ;qk=nk-l ; 8i k! est la der-
nidre entrée inférieure & k, les entiers k+1, ,,. k-1 sont des sorties de
Zyreees 2y ki1’ done Ze. zk-k'-lA est un chemin du pseudo-graphe de pro-
duction d'origine oz l)

Z =A,

W, est son extrémité ; cs'k=0; é”k= J( qk) L7 N
k : L=

. Si k t : P é = = =
c)Sikes une?entreedeaE,T,sk 8ss Vi N, Zk a,

d) Sik est la dernidre sortie, B T80 Y= aw, Zk

" Si les triplets associés aux v, tels que ji < k\( j

| o”.

i1 formert un calcul complet,

le résultat de ce calcul est )Al Pour tous ces k, ck=‘a..1. Posons 'a_’t?}_FCg =
R iH

5

B Il = 3 = T — OO
a; X ...x = a x.n xcg+1 cen X x)=a, , si iz0, xl—o' 8ii=0,
z(ai :_cl_v\)=(x1 "5 ,ai,o,o). Si ji+1= it J;+1 est une entrée de a, (1,0) ou (1,1)
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. . - . .
apparnentéAZ(xl,ai) (c8) (sf, ai)em(xlrl,s',ai,o,o). Si Ji+l#‘]i+l’

7 ; P bt = . : \ |
k=j,+1 est une sortie de xleT : R qxcg+l, W o(xl) ; d£(x1VL,a:‘,ai,0,C,,xcg+ﬂ _
* contient (\’( LI N 4 ( Vlk)—nk) car (J (r'f k) ’.nk) € Az(xl’a'i) (C7)- Suppo- :

sons maintenant k ) ji+ 113

a ) k et k-1 sont des sorties M w, et k est une sortie de g(wk 3

P w
" Tk-1 k
Jlk-lznk-l'_’é 0. Si k est une sortie de symbole auxiliaire, J‘k-l:nk-l > lou

d"e1® ‘J(']kq)'“k-ﬁéo’ ”k”‘k-l’l’é(‘q W= é(VIk-l)-l ©dlsy yovy)

contient 8 Si k est une sortie d'un symbole terminal c, no_gF (v(k-l) =41

et (& (qk),nk) appartient 3 AZ( é, (Vl k),c) (cn) d(sk_l,yk) contient s, .
b) k:;éji+l est une sortie de k-1 une entrée de AE N : si a=0" etu = FAW

k est suivi d'une entrée, d'une sortie, d'une entrée ) .. jusqu'a ji+] "

indice ; A dérive de la racine, donc, d'apres DA et PA, n'est pas un axiome ;

dernier

ce cas ne se présente jamais si aucune rdgle n'a son second membre réduit

un seul symbote auxiliaire ; dans tous les cas, N N k-2™ k-1 g(wk_l)=X,
e=ol8), 4y =00 ez 14 s I (d7_p1m ) €
AI( g (Vlk)’ai) (cé), d P cf'(qk)-nk= cj”k_l-nk_1+l : m(sk‘l) contient
(s)5'0), V=N 2, =0

c)kest e entrée de A€ N : k-1 est une sortie (C2) ; e r’k-.l ; vxi(_lr'wk
et g(Wk)=A H é'k: cj'k_ 1=0 : (‘j"k= é“k-l : m(sk_ 1) contient (sk,‘A'), V= a0
Zk A, ’

d) k=ji+1 est entrée de a k-1 est une entrée (C3) d'un symbole auxiliaire A

et k-2 une sortie ; g(wk_l)=z 3 J‘k_l=0 ; d'aprés 8 5 AZ( é) (‘Qk-l)\'ai)
contient un couple de premier élément c}(‘qkd)H:Cj(q - l)+1: cfnk_ 1+1 s

S = Spr V= N, zkzai, m(sk_l) contient (sf,'éti') 0 o
e) k:ji+1 esi sortie d'un axiome A : 250w sy,
A, g(wk_1)=A, A'k_l=0 DS EeL Y = A z, =0, m(sk_l) contient (sf,'o") :

=/ ; k-1 est entrée de

Théordme 7. 9. Les transducteurs tr- associés 3 une grammaire pluriaxioma-
tique G=(N,T,::=,N') vérifiant les conditions DA, PA, CT satisfont & GP2. Ils
définissent des générateurs de piles gn4 vérifiant GP1 et tels que, pour tout
motX sur T, gn4(ok) soit Mensemble des piles conjointes aux p‘seudo-arbores—
cences de ‘ﬁ (G) dont X est la suite de feuilles,

Sous les mé&mes hypothises, tr41 vérifie GP2 et 'gn4' vériﬁe\ GP1 ; 1'étude

P 4t
précédente montre que gn ((x)=gn4(d\) si de plus aucune rigle de G n'a son

S Vil ambe: ‘Uﬁ

second membre réduit & un symbole auxiliaire, — S
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o 4 4t
7: 9. 4, Déterminisme de tr4. On vérifie facilement que, pour que tr outr  soit déter-

;niniste, il faut et il suffit que 1% grammaire vérifie " . .

(CTy) .pou:r tout couple (b,c) d'éléments de T', Al(b,c) et Az(l?,c) sont disjoints

et, pour tout entier n', leur réuni 2 contient au plus un couple de premier entier n'

(CTZ) 'Zla relation de production ne posstde pas deux regles de mé&me second membr

La condition CT1 est fort restrictive : nous allons voir que si la grammaire

est réduite, elle ne peut 8tre satisfaite des que, pour trois symboles non termi-
naux A-,A‘ ,B et deux mots et Ysur V, A= B, A' = K{{A W lptetwl 0

La raison en est que le remplacement de B par A dans la pile laisse subsirter .

le dernier symbole terminal présent dans la pile et le premier & enti:er.- Plus

précisément

1)si Y = /\ ,puisque la grammaire est r&duite, il existe un axiome X et une

X-dérivation droite d'un mot de T:‘§ qui contient cieé mots consécutifs nAte,

YLL{ A8, vlk? Bo,oub e Tit ; d'aprés la dém:ons‘tration du lemme 1, il existe

une entrée i dans une pile U de }(G) telle que ui:AYz ¢ B,u. =¥, wo= YA,

ui+3= V\ \e : i+3 est une sortie autre que la dernidre, ni=. 1, ni+2_= 1+\L€\ > 1,

loJ;:\cJHz}, bi: bi+2 : (\biw_'f ’ni) et (1bi wil,n ) aPpartie;_nngpt, a Al(hi‘c) ou

¢ est le premier signe de o\ P Ed ) ‘
2) Si ¥ # /\ , son premier élément Z a une initiale ¢ € T ; posons Y=2Z (VAR
il existe un axiome X et une X-dérivation droite d'un mot de T* qui contient V\-A’ e,
’1 LQA |4 kY‘ 6, VIL{’A c6to, 4 L?B cB'0, oub G.T*, ot & T* ; drou une pile

U de }(G), une entrée i telle que o= VIU? B. i+l soit une sortie et ¢ soit le pre-
mier élément de ¢\ ;. » et d'autre part (que Z=c ou Z#c) une sortie i' de c telle
que w,= M le A :IOJIH(Di,I, b=b,, (\tvio.Ji I »n,) appartient 3 Al(bi'c) et

(\bi wil .nil)é. l)z(bi,c).

7. 10; Transformationsde la grammaire,

7. 10, 1, Nous allons transformer la grammaire G= (N,T,::=,N') donnée en une grammaire

qui ne possdde pas de régle dont le sécond membre se réduit & un symbole non
terminal (elle vérifie donc DA et PA), qui engendre le me€me langage que G et ou
toute phrase a les memes pseudo-arborescences des sous-propositions (4, 1, 2).
L'analyse relative i la seconde grammaire (qui peut &tre effectuée gréce a gn4‘)

ne résout pas complatement le probléme de l'analyse relatif 2 la premidre;
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y €I' ; I' est transformée de 1 par un quasi-isomorphisme ©):d'apres 1.5, 2,
. . -1 .

Mais elle résout le problerme de la reconnaissance et permet de trouver lés V'ensemble @~ (y) des points de I transformés ;;a.r (Ben y posstde un plus

pseudo-arborescences des sous-propositions d'un mot donné ; si la grammaire grand €élément = (pour l'ordre associ€ 2 I) et A —>f(z) ; dans I, z est le pré-

. décesseur d'une famille ﬁ) dont les points appartiennent 3 I' ; dans I' le pré-

décesseur de (5 esty ; ftranscrit donc [b en Ll) o £(z) u= Uf) , d'odl A ::=1q) :

(.e)e €.

L'application qui & (I,f) associe ((I' ,')) est une surJectxon de € (G) dans

transformée n'est pas ambigu#, G peut 1'dtre, mais elle n'est pas fortement
ambigug, Nous proposerons ici deux transformations de G ; la premigre ne
modifie que la relation de production ; elle est trés proche de cette indiquée
par [ BAR-HILLEL,PERLES,SHAMIR | ; la seconde modifie relation de pro-

! suite, les grammaires
duction et ensemble des axiomes ; toutes deux remplacent une pseudo-arbores- (G ) I' est sa propre ramification sous-réduite, Par s S8 grammaires

G et Gl engendrent le méme langage et chaque phrase y posstde les mémes

. cence (I,f) par une sous-pseudo-arborescence, image d'une arborescence sous-
- pseudo-arborescences des sous-propositions,

réduite de I (1,5;3). A i) B signifie que B dérive de A pour la grammaire G.
(7 10 3. Deterrmnatmn des ensembles AN (b c)et DD (b c) relatifs 3 G Nous les dé-

7. 10, 2. Premi®re transformation, Définissons une nouvelle relation de production
pour A € N, ye Vx
= =S (g 2 ou V@T)A: }B N (A2s BuB =
- Muntrons qus la ~rammaire G (N Tl ,N ) possdde les propriétés exigées.
Soit (I f ) & ‘€ (Gl) g I est une ramiﬁ.ca.tion orientée (Fl, b’l) Envisa-

;|
; fl le transforme en A et transcrit en_{y la famille dont

duirons des ensembles analogues rela.tlfs a Ia grammaire G donnee gréce &
Iv'étude précédente dont nous conservons les notations, D'apres le théoreme 2, 9,
dans les piles et U conjointes & I et I', les états de méme sommet y sont
égaux, Par suite

1) Si, pour U', i' est une entrée et i'+1 une sortie autre que la dernidre, 11
geons un noeud y de Il
. . =] "]
il est prédécesseur : A =) Y donc il existe p >0 symboles non terminaux existe une entrée i dans U telle que u ul, i+1 soit une sortie (sinon i+l serait
. J J L t dif-
Ai tels que Ai 1::=Ai pour lg ig p et Ap::= Y {en posant A(): A) ; associons V'entrée d'un €lément z et les états de sommet z dans les deux piles seraient di

2 - N » . .o
% v up ensetnbls Fy de p éléments T On choisit les ensembles FY s letnn ; o férents), autre que la dernidre (car I et I' ont mé&me racine) ; i+2 est alors une

v . [ : s : 1
1 soit F la réunion de Fl et des F Définissons une ramification SOXEie’s B 19 seminet de by ume feuille, puisque ce. sommet est un point de I',
orientée (F,¥ ) de méme racine et de mémes fe\ulles que I1 en posant pour cha-

disjoints de F
2) Réciproquement, si, pour U, i est une entrée, i+1 une sortie autre que la

dernikre, i+2 est une sortie ou le sommet de Tli une feuille, alors ce sommet est
1
d'autre part une application f de F dans V : pour chaque noeud Y, f(xj\)=Ai pour

que nceud y : ¥ (x, l)_‘xi pour 1 {ip et ¥ (x)=%.(y) (x0= y). Définissons ¥ .
= p un point de I', il existeuncentrée i' dans U' telle que E;: u'i, et i'+1 soit une
1 < ; siz €F R f(z)=f (z). L'image de (F, ?{ ) par f est une pseudo-arbo- EEREIE . -
rescence qui a méme racine et mémes feuilles qué (I.,f.) et o apparti’.ent N 3) Sii' estla sortie d'une feuille de U', il existe une sortie i de U telle que
1T = _ %
% (G). (Il’ 1) en est une sous-pseudo-arborescence, les points de I1 sont la Yiorm g

N : Rty iiest s T ' ill _, . . 5315 =
racine de (F, f ), ses feuilles et ceux de ses noeuds qui e Sont pas seuls dans %) i1 estla sortie d'une feuille de U, il existe une sortie i de U' telle que

. =
leur famille, ' TS T

. 1 s r re | " k . Py :
Réciproquement, soit (I,f) € L€ (G 5 18 baakiis s [, as Eauiiiesl b e Ge D'autre part, puisque I" est une sous arborescence orientée de I, la premidre

feuille entrant apras int de I, si elle exi a A - S o
ses noeuds qui ne sont pas seuls dans leur famille forment une sous -arborescence prés un point de I, ! existe, est la m&me pour Uet U' ; si

. Inde I, qui est une arborescence sous-réduite de I. La restriction f' de f & I' elle n'existe pas pour l'une des piles, -elle n'existe pas pour l'autre, Enfin, d'apres

. le théoreéme 2. le nom :c de sorties qui sé t L ie i d! i .
transforme I' én une pseudo-arborescence qui a méme Thcine et méme suite de g % nom-=e o & SRR Entlary [ [ T

feuilles que (I,f). Soit § une de ses familles, de prédécesseur A : A=1(y),
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Ak ;;-L\;ﬁﬁ

- 111 i
g A une pseudo-arborescence (I,f) de Cﬁ (G) on a associé ((I',£)) & € (Gl)

(7. 10, 2) et ((1",fM)) € é (GZ), qui posseédent la méme suite de feuilles ; I' et I

i sont des arborescences orientées isomorphes ayant la méme suite de feuilles ;
du premier entier supérieur A i qui est une entrée, la sortie d'une feuille ou - ilarial ¥ d

e = L eurs pilés conjointes U' et U'" sont isomorphes et f les transcrit en les piles
l'indice du dernier état de la pile'est le m&me pour Uet U, - 5. P : )
B e conjointes U' et U a ({I',£')) et ((I",£")) : les entrées de U! sont les entrées de U"
Les piles conjointes 2 (I,f) et ((I',f')) sont transcrites de U et U' par f, Les
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les sorties de U' sont les sorties de g, of U = o U pour tout i, Les en-
ensembles A'l(b,c), Qb)Y A”Z(b,c), d'apres leurs définitions et 1'étude i- s Les en-

sembles Al(b,c) et Az(b,c) relatifs 3 la grammaire G2 sont les mémes que

précédente, sont les mémes pour les grammaires G et G, ; on obtient les

1 ceux relatifs & G, d'apres leur définition, On sait donc les déduire de la gram-
ensembles A" (b,c) relatifs 3 G (nous les noterons A" (b,c) pour &viter toute —
1 1 I maire G (7. 10, 3),

confusion) en enlevant de ceux relatifs & G les couples, ou certains des couples,

L'isomorphisme @ qui transforme I' en I'! est tel que, pour tout point x de I,

', 1). Aut ent dit, pour qu'un ensemble de couples d'entiers (n',n') tels que
L) R ; f [@(x)]dérive de f(x), Soit VL”Z un état u”i de U" V| "2 est transcrit par f

1 i : : . Y 1
‘n! " soi "y (b,c), il suffit qu'il contienne I'ensemble ~ O " (b,o) des i — N I \/ U
TR A5 m 2 ! el e 1 d'un état u", = V'L"z de U" ; @ L transcrit u, enu' = 'y ; d'aprds le théore-
couples { fco'l 4 leo" ) +1, 1 o' | ) associés aux mots ¢!, co'! sur N tels que i\ ) i i ~ oy
, A me 2. 9, u'. est aussi un état u_ de la pile U conjointe 2 I, et 1'état v de U
Teatd > 2 et qu'il existe A€ N pour lequel A ::= ¢,'et bey" est facteur droit i - Wb s
dont z est le sommet est 'z ; ftranscrit vl'z en 'IZ’ état de la pile conjointe

3 (1,f) ; etq:f*(r_l') -§-> n" =(fo@)* (71'). Désignons par G(z, ¥) et

(62(2, X) les ensembles des mots U‘Vl tels que (r(, b’) soit un contexte de Z

1 I
d'un mot de C@_(A,c). . Nous noterons Al(b,c) la réunion de A‘l(b,c) et
Aull(b, c).
7. 10, 4. Deuxidme transformation de la grammaire G, k? et W' étant des mots sur V,
nous noterons (,,y' —f—> ({} lorsque LP dérive de Y et \L\)i: VWt rsi
L\I =12 Zn' et Y '='Z'1 e Z'n' , Z',1 3—-) Zi pour lsiSn. Définissons une

pour les grammaires G et G2

Lemme 8, Pour tout mot g \(1 " de ?)Z(Z, ¥ ) il existe un mot o-vl de € (z,%)

“1 . tel que v‘léa rl”.

relation de production =, @ pour AEGN, Yy e
A s, W E (Tl > 2ou WE T*) et (3 Wyt e V*) (A o= W' et LY' —:—) (U 7. 10. 5. La premidre transformation de G en G~1 introcuit des ragles ayant le méme second
Soit N‘2 l'ensemble des symboles non terminaux dérivant d'un axiome de la . membre, de sorte que méme si elle psrmet de vérifier la condition CT1, CT2
grammaire G, Par une démonstration analogue 3 celle donnée en 7. 10. 2, on voit n'est pas vériﬁvée ‘ nous verrons en 7. Il c mment on peut se ramener 3 une
qu'on définit une surjection de c@ (G} dans C€ (N,T,::=2,N' Z) en associant a grammaire qui réalise CT2, La transformation de G en G2 n'est guére directe-
(1,f) € &, (G) une de ses sous-pseudo-arborescences ((X'",£")) ot les points de I ment utilisable, car elle risque d'augmenter considérablement le nombre des
sont les noeuds de I prédécesseurs de plusieurs points ou d'une feuille, et les regles. Au paragraphe 7, 12, nous en.déduirons une méthode pratique,
feuilles de I : I" est une arborescencés sous-réduite de I, Les deux grammaires 7. 11 Transformation de la grammaire permettant de réaliser CT2,
Get G, = (N,T,:::z,_li'z) engendrent le m&me langage, et chaque phrase y possade 7. 1L L A toute grammaire G= (N,T,:=,N'), nous allons associer une grammaire
les mémes pseudo-arborescences des sous-propositions, i §3=_(_1§_T3£L:=3,___1\I'3) de m&me vocabulaire terminal T, vérifiant CT2, de manidre

En chois‘issant un ensemble N' réduit 3 un seul élément, on peut dire aussi que pour toute pseudo-arborescence (I,f) de 1'un des ensembles Cg(G) H %(G3)_,
que si, pour la structure 67 (NUT, =), un mot A dérive de A €N, il existe il existe une pseudo-arborescence (I,f') de l'autre, image de lva méme arbores-
un A' € N dérivant de A telique, pour ¥ (NUT, :::2), A dérive de A!, cence orientée I et posstdant m&me suite de feuilles, Les deux gramn;aires

engendrent donc le m€me langage, Une phrase n'est pas nétéssairement suite

<
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de feuilles du mé&me nombre d'arborescences dans c@ (G) et Q(G3) car, (I;f)
étant donnée, (I,f') n'est pas nécessairement unique ; mais toute phrase possade
les mémes pseudo-arborescences des sous-propositions, car la pseudo-~arborescen-
ce des sous-propositions définie par une pseudo-arborescence (I,f} ne dépend que de
I et de la suite de feuilles de (I,).

N3 est l'ensemble des parties non vides de N, Posons V=N urT, V3= TV N3
il sera commode, pour unifier les expressions, de confondre tout élément a de
T avec l'ensemble { a } . La relation de production est définie de la manidre
suivante : F, Fl' ""Fn appartenant & V3, F ::=3}3‘l =
si, I est l’ensex'nble des A € N tels qu'il existe Zle F1 y 82, Zne Fxl véri-

Fn si, et seulement

fiant A ::= Zl Yau Zn‘ D'apres cette définition, F . Fn étant donnés, il

EEE
existe au plus un F tel que F ::= F . F . La grammaire G,vérifie la condition

CT2; L'ensemble des axiomes N'31est forI:né des parties de 13 contenant un
symbole de N!

Soit (I,f) € % (G): Définissons f'(x) € V, pour les points x de 1, étudiés
dans l'ordre S de sortie de l'arborescence orientée I, de manikre que f(x)
appartienne 3 f'(x)

a ) six est une feuille de I, f'(x)=£(x) ;

b} si x est un noeud et 'yl R yn' la famille ¢ * il 25t le prédécesseur,
£(x) = £(y ) it f(yn) ietySxpour 1{ign
comme l‘ensemble des A € N tels qu'il existe Zl = f'(yl), el Zn e f‘(yn) véri-

(théoreme 1. 3) ; f'(x) est défini

fiant A = Z1 ves 2 f(x) appartient & £'(x),
(1,f') appartient 3 ¢, (G3) et a m&me suite de feuilles que (I,),

Réciproquement, soit (I,f) & cﬁ (G3). Définissons une application f' de I
dans V, de manitre que {'(z) appartienne & £(x)
a ) sixestlaracinedel, f' (x) & N' M £(x) (qui n'est pas vide d'aprés la dé&fini-
tion de N'3) 3
b ) on définit £'(x) pour les x dont un nceud y est prédécesseur, les y étant rangés
dans Vordre P d'entréede I : si 'x1 e :‘cn' est la famille de prédéceséeur Y,
y est la racine de I ou pd(y)Py (théortme 1, 3) ; £(y) ::=3f(xl) sz f(xn) ; on choisit
1! (xi): Zl [ f(xl), s, f'(xn)= z e f(xn) tels que f'(y) ::= f’(xl) il f’(xn).

(1,£') appartient 3 ‘é(G) et a m&€me suite de feuilles que (I,f) puisque, d'aprés
la convention faite plus haut, f'(x) €£(x) signifie f!(x) = f(x) lorsque £(x) €T,

A toute pile de 1'un des ensembles 3((3 ou g(G ), on peut donc associer
une pile de l‘autre transcrxte de la m&me pile. simple, les mots d'entrée des
deux piles ayant mé&me trace sur T* « Il résulte alors de la définition des
Al(b,c) et Az(b,c_) que ces ensembles sont les m&mes pour les deux gram
maires, § 1 I

7: 1L 2, Nous allons maintenant définir un poeudo-graphe de production du troisitme
type (.TS, r’s H g3) pour la grammaire Gj, qui nous permette dans la pratique
de nous ramener 3 un pseudo-graphe de production (7,7 ; g) de la grammaire
donnée G: Rappelons que pour définir (7,9; g) on associe & tout AE N m A
appartenant a un ensemble N i (I, g) est un pseudo-graphe dans l'ensem-
ble VUT et les mots q) A a.ssoezés aux ragles A ::= sont ceux de ses.che-
gxpns dont T'origine a.pparuent.é. un sous~-ensemble J' de J et l'extrémité 3 un
sous-é‘nsgmble F" s woet wt ét;z‘zt deux points de J, nous dirons que w est P;é
2 w' lorsque wi™ w!, Ici, & tout élément F de N3, clest-2-dire A tout sous~
ensemblg de N,associons l'ensemble F des A€ N tels que A EN ; soit N3
U'ensemble de ces F ; (J3,r‘ 3 g.) sera un pseudo:graphe dans V3LJ N3 7]
J'3 est le sous-ensemble du produit cartésien (‘\1'3U N3) xj_—j (J) formé des
couples (F,W) tels que W ¢ et g(W) (enzemble des g(w) pour w € W) soit
contenu dans ¥, La relation PZ est définie dans J par :

- pour FIg v, (F, W) r’ (F', W) i, et seulement. si, W' est 'ensemble des
pomts d'unage dans F! 11éa 3 un point de W ;

- pour Fre N . AF,W) P (F W) si, et seulement si, W' est 'ensemble des
points de J" 11es 2 un point de W et g(W") =T, (1)

Enfin, gB(F,W):lf:,

Soit J'3 l'ensemble des couples (F, W) de J tels que W soit l'ensemble des
pomts de J' d'image dans F, et T“3 1'eneemble des couples (F W) tels que
F € N Montrons que, pour que F : 3 }.7‘1 3 5 F , il faut et i1 suffit que
Fn eis Tl 7 s0it un chemin du pecudo-graphe qui vient d'8tre défini ayant son
origine dans .T’3 et con extrérnité dans J”3 ; autrement ', qu'il existe

- o . e t
W1'°°" s Wn, W tels que (Fn ,Wn) FS"" r?;(Fl’ /Vl) ["3(F,W) et (Fn,Wn)eJ 5

A i '
(1) (J3, FB ) est un multigraphe <'ensemble de points,JB(J), d'ensemble de

noms d'arétes V,U N_, au sens de 4, 5. &,
3 -
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= —
Lol I 3 (Fvl'wl) P3(F,W) avec

wde J"

Env1sageons un teI chemin (F W ) r‘
(F W ) & J‘ g(W) =F est l’ensemble d_es images par g des points
tels qu il ex:lste w & W pour lequel w, ™ w, donc l'ensemble des images des

points w de J' tels qu'il exlste wET, w,E W pour lesquels g(w )€ Fet

2

W, r v, T w,ete,,. F est l'ensemble des xmages des w de J" tels qu‘ﬂ existe

: e 3
des pomts - P de J, w_de Wn pour lesquels g(\vl) Fl" "g(wn-l) EF,

G | n-1
et v Fw 1...]”‘wr‘w » donc l'ensemble des images des w de J" tels qu'il existe,
l,...w de J pour lesquels g(w )€F ,...g(w )£F oW €I et w Mw el e r'w Mw;

enfin F est l'ensemble des AE.N tels qu'il existe AleF s ,A 617‘ pour lesquels

1

A= ...A Par suite, F 1= F_;;0 F «
311 n

Réc1proquement supposons Fii= F see. F_, et construisons un chemin
(Fn Wn)! iee 1y (F w ) r (F', W), 3 or:gmendane Jiy, dlextrémité dans my
- W est 1'ensemble des points de J' d'image dans F ;

- pour 1 <i {n, W est l'ensemble des points liés i un point de W et d'image
dans F1 3

- W est l'ensemble des points de J" 1i€s % un point de W1 et g(Wy=F!'.

Il suffit de montrer qu'aucun des ensembles Wi’ W n'est vide. F.n'est pas vide,

et si ACF, il existe A_E€ F ,..,,A (=) Fntelque A:::Al... An ; donc il

1 1
existe un chemmw e Wy w de (J, ) tel que wnE. Jv, g(,wI)=A1,... ,g(wn)=A
glw) = A ; de proche en proche, pouri=n, .., , 1, wie Wi, puis w € W, Alors,

d'apres 1'étude directe F' ::=3F . Fn

1 ; comme il n'existe pas deux rigles de

méme second membre F=F',
D'apres les définitions de J"a, l"‘3, J"3.
priétés PG1, PG2, PG3' (4. 6. 4).

le pseudo-graphe possade les pro-

7. 11 3. Dans la pratique, on effectue d'abord sur la grammaire G donnée la transforma-
tion définie en 7. 10, 2, puis on fait subir 3 la grammaire Gl obtenue la transfor-
mation qui vient d'étre définie, La grammaire G3=¢$,T,::=3,N'3) ainsi trouvée

satisfait 3 CT2, ne possdde pas de regle dont le second membre se résuit & un

symbole non terminal, vérifie donc DA et PA ot engendre le m&me langage que la
gl"a'.mmaire donnée , chaque phrase conservant les mémes pseudo-arborescences

i

des sous-propositions,

n-1

n’
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]
serva.nt a l'analyse (7. 9), on doit

Pour définir le transducteur tr4 ou tr4
remplacer chaque ensemble A (b ¢} par un D. (b,c) dont on a étudié la défi-
nition 3 part1r de la grammaire G en 7. 10, 3, On ne représente évidemment pas
par une matrice d'enchafhement le pseudo~-graphe de production de la grammai-
re G3 '
définition de (J 3 (i

éfini en 7. 1L 2 : on se contente du pseudo-graphe (J, " ; g) de G, La

35 gs) 2 la signification suivante : lors de sorties consé-
cutives de la pile d'ensembles F N Ted s FI’ encadrées de deux entrées, on

- détermine l'ensemble W des pomts ofA ) de J tels que A (2 F , puis l'ensem-
blew, g G

(sx l'un des ensembles W est vide, le mot analysé n'appartient pas au langage) ;

des points liés 5. un point de W et ayant leur image dans F

on dispose enfin de l’ensemble Wl des extrémités des chemins de (J,M; g),
An). 32 A1 ol Ai € Fi’ qui sont seconds membres de régles ; on détermine alors
l'ensemble F des premiers membres de ces regles et F entre dans la pile
(s'il n'est pa.é vide), Pour que tr4 ou tr4| soit déterministe, il faut et il suffit
qu'e les ensembles Q_i(b,c) et A"Z(b,c) vérifient CT1,

Remarque on peut montrer directement que, dans le cas général, si une
grammaire G vérifie DA, il en est de méme pour la grammaire G qui en est
déduite par la transformation &tudiée dans le paragraphe 7, 11

7. 12; Simplification du pseudo-graphe de production par transcription des régles,

7. 12, 1. Introduction, Pour le générateur gn4, le pseudo-graphe de production 2 comme
seul rSle, nous l'avons déj dit, de vérifier que les piles engendrées satisfont
a la condition C3, En réalité, ce rdle est aussi joué en partie par les teats
utilisant les ensembles Al(b,c) et Az(b,c) . qui permettent parfois de recon-
naftre que le mot étudié n'appartient pas au langage, si bien que certaines véri-
fications sont en quelque sarte effectuées & deux reprises, Nous tenterons ici
de tenir compte de ces tests pour pouvoir remplacer le pseudo- giaphe de pro-
duction par un pseudo-graphe plus simple, Cette simplification sera appliquée
au pseudo graphe de la grammaire G2 associée en 7, 10,4 & une grammaire
donnée G comrme n6us I'avons signalé, les régles de G2 peuvent &tre beaucoup

plus nombreuses que celles de G, ce qui rend une telle simplification pratique-

ment indispensable, .



7. 12, 2.

.z.-eprésentant ::=2 ; pour définir (JS,
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Soit donc une grammaire G=(N,T,::=,N'), transformée en G2= (N,T,::=Z,N'Z),

un ensemble N5 et une a.j:plication de N dans N5, prolongée par

l'identité en une apphcatmn 0% de V=N UT dans V5 N W T, 2 définit une trans-

cription 't' de V' dans V*5 et une relation de productlon :i=_, par les seules

5)
regles : T (4) ey T (\.{)) lorsque A HE,W Plusieurs régles peuvent 8tre
ainsi remplacées par une seule, La relation ey est représentée par un pseudo~

grai)he de production du troisigéme type, (Js, Pra s gs) , possédant les propriétés

5
PGl, PG2, PG3', qui peut &tre bien plus simple qu'un pseudo-graphe analogue
" _; g.), on associe A tout B € N_ un &1é-
= gl 57 25 — 5
ment B d'un ensemble N5 ; T sera prolongée par T(A)= T (A) en une applica-
t1onde v UNdans V ) N

Nous voulons mamtenant définir un générateur qui, pour toute donnée d-&_T
engendre les piles transcrites par T des piles conjointes aux pseudo-arborescences

(GZ) dont & est la suite de feuilles, et aucune autre, Comme ¢ laisse inva-

riants les symboles terminaux, on connaftra ainsi les pseudo-arborescences des

soug-propositions de Gk relatives 2 la grammaire G donnée .

Générateur gns. Il est défini par W:Vs (nous noterons E5= V5 Y {0’} et &
sera encore pz;olongée par 2(6)=0"), cd=1et un transducteur tr> : tr utilise

des ensembles Ai(b,c) et Az(b,c) relatifs 3 la gramméire G donnée, le pseudo-

graphe (J 3 g5) et 'ensemble N' 5 T(N'). Nous introduirons aussi une

(g
505 ) -
application qui Z'-projette (5. 5) dans tr” le transducteur tr- d'un générateur

!
gn4 (7. 9..3) engendrant les piles de 3'(62) i par suite, gns(ok ) contient les
piles transcrites par T des piles conjointes aux pseudo-arborescences de @ (GZ)
1
dont Ak est la suite de feuilles, mais peut en contenir d'autres, Ce transducteur tr

est défini grice aux mémes ensembles Al(b,c) et Az(b,c) que trS, et 3 un

i
pseudo-graphe de production (AT 5 g) de G ,» que nous déduirons de (.]'5, ‘—‘5 g g5)
et d'un autre pseudo- graphe de production de G, , (3

et vérifiant PGl PGZ PG3‘

- Al
2 [ 2 gz), du troisigme type

Introdulsons d’abord ce pseudo- graphe (3,7°; g) : Jest'ensemble des
II € 1 = 1 - 1 ] T 1 13
(w*,w") szJS tels que (s [gzw)l gs(w Y 5 (w' ¥ 1)(:(\:' 2% 2) signifie
U S 1 1 0o, P i Y2 1 5 8o 5
W' szetwlr'Swz,g(w,w) gz(w), Si A zk{),kPAestllmagepar

g, d'un chemin w'_ ., ., w' de (JZ, ("2) dont l'origine appartient 3 un ensemble J’Z

|
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~—
et 'extrémité 2 un ensemble J"2 ;i T (A) e ’b‘( Y ), donc t*( YA) est

1'image par d'un chemin w'" _ ... w"
ge par g, : 1 a

de (J5, m 5) dont l'origine et l'extrémité

appartiennent & deux ensembles J"S et J”5 H q; A est donc l'image par g d'un

: 1 " ¢ " Latis i ient ' e ]
chemin (w I 1) vee (w 2V 1'1) de (I,{") dont 'origine appartient 3 J ZxJS J

et 'extrémité 3 J" xJ” =J". Kéciproquement tout chemin de (J,; g) d[’origine

dans J*, d‘extrémlté dans J" est un che;mn de (J’ r" ; gz) d'origine dans I,

d'extrémité dans J"z donc de la forme kPA avec A= g{,: Comme (J r* i g )

-~

et (J 1" S ) vérifient lee propriétés PG1, PG2, PG3', on voit fac1lement

qu'il en est de me&me pour (J,0°; g). La définition de (J, M ; g) nous permet de

définir une application 2'.de J dans J 5’

o g=gg0 ' 3 T transforme J' en J
1 1

W) Oy ).

qui 3 w=(w',w") associe &'fw)=w"

' " " [
5° J"enJ 5 et w1 W2 entraine

1
Venons en aux définitions de tr5 et de l'application qui %-projette tr4

te

M'—Mt)zflx m® '13

s, V)= [@ (), & (Q)Iavec o ,w,a, d',d "=

P J1a=9g uiv’i

dans

5 c
a)M” = EsnglsxT'x [cg}x [cg] ¢ cget rcg] sont définis comme en 7. 9,
ainsi que CS(Q' ) et E:( q’ pour n' €l ECg
b) q = cg+l Définissons &0, apphcatxon de M'x EX dans M'st (E=V \.){ .]S
|
est 'alphabet de tr M EEx Jle' x [cg] [cg] entre dans la définition de tr4

' étant prolongée en une apphcatlon de J_dans J . par =" o) (s )

Pour que la restriction de &5 & MxET
1
les applications £, d,m définisgant tr‘*

5
tr” vérifient

- 25 [’t (e)] ( )] des que 2(6 est défini (avec les notations de 5, 5,

P ’t((:)et\’) E(O)

1

T -projette tr dans tr°, il sufﬁt que

et les applications K-S, d ?

= d {m— (s), (x):[ contient l'ensemble LT_Y [d(s ,x)]

-m [Q (s)] contient CD'[m s)]

R m5 définissant

Ces propriétés sont faciles & vénfler sur les définitions qui suivent, on a,b,c

décrivent T!', B décrit N Y\décnt ESg
d'et cS” décrivent [cg]
E(abq) b q,o,2,0,0)

, Y et Z décrivent E, w déerit J

15"

*(q') a‘(w) a, effcf'o
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c)siy z,-qt,N’; et (1,1) € Ai(b,a), a° [(b R o~,a,0,_0),2]~ est formé des
(rl_z,_o.(b),a ', d( VEZ -n') pour tout entier n' tel que (o (. nzZ)mn') € &4 ( £ (YLZ) B
si J'#O Yo d™Ms4(1,0) et si un point w* de ™ (w) vérifie gs(w) B,
ar [Bvl,wa S, d"), Z_] g rtZw ,a, dt lar")}
si 1z él\r et si un point w' de M w) vérifie g (w')=c, d [(c v, 1, ,0), Z]
. est formé des (qZ,w ,a,n', cJ(rlZ _-n') pour tout entier n' tel que (J(Q Z),n')
€ 4,8 (q2)0).
d) 5i(1,0) ou (1,1) appartient 3 A (b a), ms(b\rt 4§ ,a,0,0) {s ,'a"i 3

(Y 0 wsa,0, d ") contient [Y vl w80, d ) ’A"] pour tout w' de J”5
que w r' w'etg (w') A, et pas d‘autre élément ;
siw€ J" 5 gSW) AetYY‘LQf Nt 5 (le w,2,0, d") contient les seuls
éléments
- (sf,'a') lorsque dans Az(é (v rl),a) se trouve un couple de premier entier
J“+1 ou lorsque Y=a=@ et A € N'5

[(Yr\ of(A),a,n'-1, d "+1-n'), q-:[ pour tout n' tel que (d"+1,n') €

é)(le), , sauf lorsque4Y a=g. -
On montre, comme pour tr', que le transducteur tr~ se projette dans le

transducteur tro relatif a4 la grammaire Gsz (NS’T H ;N' 5). Cette grammaire

vérifie DA et PA puisque le second membre d'une de -s:s régles ne se réduit
jamais 4 un symbole auxiliaire, tr5 satisfait 3 GPZ A gn5 satisfait & GP1 et les
piles qu'il engendre appartiennent & 3’ (G ) Pour que tr5 soit déterministe, il
faut et il suffit que les ensembles A ( c) et Az(b,c vérifient la condition CT1

et que la relation :;_75 vérifie CT2.

7. 12, 3. Montrons que les piles engendrées par gn5 possedent les propriétés Cé et C7

(7.9, 2}, pour les ensembles Ai(b,c) et Az(b,c) utilisés par tr5, qui sont

définis a partir de la grammaire G, Soit U= (uo, i ,un) une pile engendrée pour
une donnée Ok:'a.o .o ap'_ 1‘. D'apres 5. 3. 1, il existe un p-partage (JO, o) "]p+ l)
de U et une suite de triplets (sk,yk, k) 1< kgn', tels que les tnplets pour

Iesquels j, <k <.j_ forment un calcul complet d'entrée a, u.-, & © (en posant

J
a =¢6), de resultat }.x, (notations de 5, 3, 1). Le transducteur est tel fue; pour
tout k, | A l =1, de sorte que n'=n et w =u_ @ /\k Lorsque k n'est pas un i
! cg-1
nous poserons sk—(Yki’{k k’ak’ Jkl,or”k)_. Yke“ES"VlkE E s WkeJIS’
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cg N
a‘k é' e[Cg] c}" C[cg] a, u 0' ’écrlta b ‘(kv' ol
= . '
bji si 1750 b -G’ et’ \v\\ cg-1 ; nous définirons auss:.ukpar )
1 =
T YJ+1"' et

Outre d'autres propriétés, nous allons montrer, par récurrence sur k
virifiant i< k <1 » que a! K a1 (qui est le premier signe de 0( _ o)
» 1 n
¥ +Ci —J(Yk‘qk)etque\i i =Y e k
i 1,
G —AYkrlk ksxkestuneen’créedeAeN dcdbw ‘_J(ka)\k

si k est une sortxe .

dans le premier cas, \bkwkl =d(y Y, Vlk J+1 dans le second, bk-— E’(kaz k)'
si bk et o sont définis pour la pile U comme en 7. 9, 2

l)k—J+1 : g5 (a b l) (b rl G‘a,o 0) ; k est une sortie : ske

q [(b W0 80, Oyk] 2 B s = R vy
é' +J" = J(ka\k) D! autre part (1,1) € Al(bJ ,a ) alors que nJ =1 et
lb C\.’l ENN Enf]n(lb wkl ’Jk) & A(b b )

Dans ce qu1 suit, on demontre les hypotheses de recurrence pour k+l en les
supposant vraies pour k,

2 ) k et k+1 sont des sorties : )\kz o, d'ou wkaé G et e ¢ J"s PPN

dat Cd : at =zal = =
o %1 i =S R PR AL Vet T iee1™ Tac Vi1

cg . ~ . .
ukc‘ —Yk r“kyk+1 u.'k“,donc uk+1 b Yk+lqk+1 u'k+l;k+1 st une sortie
de Y, . D'autre part

= 6,
k+1, ',

k .
2) 8V € Ng, Iy = d -l s Iy = I, Iy 1= SY q )-1=
‘;(Yk+1vlk+1 :
b)s1Y & T, commew%é‘ cj " =0 er(lbk+lwk+1(.5'k+l)‘6
Az(bk+1’Yk) gt cj“k+1 cg(Ykﬂ Vit *
3 ) k+1 est une sortie et k une entrée de A € N : A A d'oh”wke J'"'5, donc
cg

5 . gt ol L ® cg_
(sk+1,(\')€m (sk) Pal Lty Y o T=AY

~g
1
KMk Y1 &
le u. =Y u! T Jr +Ju :J"*‘c[”:d(Y )___
S R R o R TS T A " kK
;{(Yk+lvlk+1) . D'autre part (J"k+1, d'k+1+l) & A{(bk,”ai) et c)"k+1=
(Y ] MHl=1b ..
k { k kT k

4 ) k+1 est une entrée de AE N : (s VA) € ms(sk) : al =a' =a,;

o k+1 . k+1 k it
Gy AT o Ay, e ke A Y1 Vir1 Vi1 § I kT 70
iar™ §NE SN = I )
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a.rithmétique de raison -1

2 - 121

Etudions maintenant nk.(défini en 7. 9.2)

- 8i k+nk est sortie d'un symbole terminal et nk > 1, k+nk-1 est une sortie et

J! =1(2,b) : d'apres 2,a,d’

est uné progression
k+nk- 1 P g

k+1’

'nk_dk+l ;

- si k+nk+l est entrée d'un symbole auxiliaire, J'

? .
e d k+nk-l

:=0 @ 5 &y preees J'k

ici encore )= Jk+1+ L

Alors, lorsque k est une entrée et k+1 une sortie autre que la dernidre,

est une progression arithmétique de raisen -1

(lb (%) ( ,nk) E N l(bk’ai) d'apres 1 et 3, Lorsque k est une sortie d'un
" g €
Az(bk,Yk_l) (Z,b) ; lorsque k est sortie d'un symbole terminal et k-1 une

! (e
(Ibeo by 1) &

) (1) ; sialors k+l est sortie d'un symbole auxiliaire ,

symbole terminal Y et que k-1 est aussi une sortie, (lbkuk

entrée (de ce symbole), k= ji+], le symbole qui sort est bj‘
i
A, b, b
1= iy : st ' N 15
d A °pk+ 1+1 o (2,2) ; sik+l est sortie d'un symbole terminal, n let
=L (2,b) ; sik+l est une entrée, n =0 et J'k= 0 (4). La pile U vérifie

Cé et C?.

s 3 5 : s
Condition suffisante pour que gn™ engendre les seules piles cherchées,

Définitions. 1) A € N est incompatible avec un couple (b,c) d'éléments de T!
lorsque, quels que soient b',c’ Idans T, les mots Wet ' sur N, le mot L\) sur
- :

- A = wet (w3 2 entrafne qu'aucun couple ds & ’1'1 (b,c) n'a L pour
second entier ; :
A =Qc ' entratne : {fctw!'l, e w'l) QA' (c',c) ou aucun couple de

AN (b,c‘) n'a ol pour second entier ;
-A: (\blead [, B cl) ¢ A'l(b' ,¢) ou aucun couple

de A 'é(b,c') n'a | Ll pour second entier,

=c! LP b' &' entrafne

2)Aest 'partiellement incompatible avec le couple ( &, ) lorsque, avec les

mémes notations

- A= @entratne (1ol 41,1 o)) £AM! (o, 55

- A n=et ot entrafne (lctent!, | cteotl) E’,*;‘ A'l(c',s‘) ou
(ool +1, lwl),gé A "‘(G‘,c‘) :

- A= ¢ Yhb! ! entratne (1b' w! ) | b

(lwl +1, lw\)éA”z 6 c'h

w'l) ¢ A.'l(b',a’) ou

oy

£ i i S 'rh‘-sr'-r-."g&

-

‘existe BE N, CE N, € vitels que
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Si A est incorapatible avec (@7, o), il est'ailissi partiellement incompatible

avec lui,: -

3') Un couple (b,c) d'éléments de.T' est un ~encadremeént de A' & N lorsqu'il
C Xy A, 2 (C) #F LAY ou C= A, et
WC, W#A et best le dernier élément de T' dans un mot de
€(B,c)y, - ‘

- soit il existe Z £V, v'e v* pour lesquels B ::=

- 8o0it B ::=

% CZz l.%)' , b est le dernier
€lément de T' dans un mot de € (B, A) L‘() et ¢ est initiale de Z,

(On peut remarquer que dans les'deux cas, b est le dernier élément de T! dans

un mot de G (A',c)).

4 ) L'application ¢ est séparante si, lorsque ' (A) = T(A') ,d'une part A’ i> A

ou A est incompatible avec tout ¥’ -encadrement de A', et d'autre part, quand

Al dérive d'un axiome, A dérive d'un axiome ou est partiellement incompatible

avec (6,6).

Théor&me 7. 10. Si la grammaire G est réduite et I'application & séparante,

pour tout mot ot de Tx, les piles de gns(d\ ) sont les transcrites par ’2;.d‘es piles
conjointes aux pseudo-arborescences de ‘@ (GZ)-qui ont ol pour suite de feuilles,
Il reste & montrer que la pseudo-arborescence (I,f') de <g,{(}s) 3 laquelle
une pile U engendrée par gn5 est conjointe est la transformée par T d'une
pseudo-arborescence (I,f) de ‘g (G?) ; nous avons pour cela 3 définir une
application f telle que f'= To f, 4
5i y est une feuille de I, £(y)=£f'(y). Les nceuds seront considérés dans
'ordre S-1 inverse de l'ordre de sdrtie de . Pour chacun d'eux, y, prédécesseur
d'une famille 'z.l 7 L

0
z; (1

', on va déterminer f(y}), r symboles Zn et r symboles

z U, (= z), z ZJou
0 1

v (2) # v(z), 2] 2> Z et £(y) 1= 2 ... r(doufy) Ao By <

si y est la racine, on lmpose f(y) & N‘2 ; sinon y possédé un prédécesseur x,

J& r) de maniére que f'(y) =
Zr)

prédécesseur d'une famille RAREE ySx, de sorte quion 2

L] -
V. avec yfyp

déja associé A x r' symboles Y <Y, tels que f‘(y )= 2 (Y ) (1 <_]

B ) et

f(x) : s Py e Yr’ et r’ symboles ‘Y(I) . ,Y tels que Yf Y ou (Y, )# t(Y )
6 =%

Yj - YJ et f(x) :: YS' ; on choisira f( ) tel que Y -—»f (y) et que

f Ak £y') .. ; s L

69 Y?_i <yp) ety ) 8oL, £l) s, 1y ) L Sy, sipe
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E
Alors (I,f) € tg 2 » Montrons que cette construction est possible, : de prédecesseur z' pour laquelle il ex1ste p' (1 <‘ p' < k) tel que y Sysyu
Puisque f'(y) : =g f'(z 1) 1_),11 existe Y, Zl M Z1 tels que ] et vy#Y Pl (11 en est ainsi en particulier pour la familie de y et p'—p)
w(Y)=1(y), 'e:(zjl)zf'(zj), ¥ 5, Zi o z:, donc 11 existe z1 o, zg : ySz', de sorte qu‘é. z! on a déja associé Y’1 5 o ,Y.'p,. vérifiant
tels que Y := Z‘: i 0 ZO _*_> le ;e (Zjl)= r(zt_)j) on prend Zj= z? X ' £(z") :::ZY'1 < A Y'P' iy p'+l) oo f(y! k) s la grammaire G étant réduite, il
sinon Zj= Z; . Nous allons montrer qu'on peut choisir f(y)=Y. existe un mot sur '?I‘qui, pour G, dé:ive de chaque Y‘j (1g jgp') ; pour G,
Siyestla racine de I, f'(y) & N'_ et il existe Y'E N'2 tel que f'{y)= & (Y') = " ce mot dérive d'un Y”j tel que Y'j e Y"j (7. 10. 4), et f(z ) =y Y"l —— Y”p,
& (Y) . 11 suffit donc de montrer que Y n'est pas partiellement incompatible avec f(y'p,_H) Shone f(y‘k) : on pose f'(y' j) =‘.,’”J, . (I',f") est une pseudo-arborescence
(o,0). 'f'(z 1) e f'(zr)’ est un état u, de U, i étant une entrée suivie de r de 3 (V,::=2), qu'on peut compléter par réunion verticale en une pseudo-arbo-
sorties, d'une entrée de f'(y) et de 'indice du dernier état ; comme la pile rescence (Iul’fnl) de ‘{(GZ). Les suites de feuilles de (I,£'), (I",{"), (I"l,f"l)
U satisfait & Cé, ( }bi Q)il ,n,) € Al(bi,o‘). Dans le cas ol tous les Z. sont ont un facteur droit commun, formé des images des feuilles v de I telles que
non terminaux, bi-_-o—, twiﬁ =ni: T, Dans_le cas ol Zk et zk‘ sont le premier ySv : ce fé.c:e\fr droit commence par ¢, I' est une sous-arborescer?ce com-
et le dernier symbole terminal de ,Zl o Zr' " bi: Zk' ; \wi \=r-k', n.= r-k'+1; plete de I et I1 (2.6.2) : d'aprds le théoreme 2,8, les piles conjointes & I, I
i'=it+r-k+1 est une sortie de Z_, bi'= o, | wi" = k-1, n, = k-1 et et I"1 onf les m&mes €tats de sommets x et y. Ces états sont respectivement
k,k-1) & Ag (c—,Zk) (7). transcrits par {' en n' f'(x) et " f'(yl) oG f'(yp)l= X f'(y), par f"l en vl"f(x)
Dans la suite, y est un nceud de I autre que la racine ; avec les notations et n" Y. Y”P . Sivestunpoint de I" et si f'(v) est terminal, {'(v)={"(v)=
précédentes, f(x) n=, Y1 o Y ofy V.. f(yr')’ 2—(Yp)=f'(y—)= z(Y). f”l (v) ; sif'(v) est non terminal, il en est de méme pour f"I(v) : b, dernier
st Yp _*_> Y, £x) af, Yl . Yp-l Y f(y “) . f(yr') ! ‘Une entrés i dams U 1 élément de T' dans ¢ r*l'f‘ (y ) . f'(y ) l'est également dans ¢~ VXI'Y”1 Y"
et un mot X sur V sont tels que ui=,\ '(z 1) - fv(zr)' i+1 soit une sortie, ] Avec les notations du lemme 8 (7 10, 4) o‘ n\" appartient 3 6 (f(x) A )et si
B § A (y) ; soit b le dernier élément de T' dans o X et c le premier p=r'a € (f C) il existe donc un mot & 1 appartenant & ‘E(f(x) A et
élément de 0‘30' = Dtg_r_ 0" . Montrons que Y n'est pas incompatible avec kS ‘@(f(xz), ) e teloqu: ! £3 N« bestle dernier élément de T' dans
(b,c). (I b, w‘\ ,n.) & By (b.,c) (Cé). Si aucun Zj n'est terminatl, n=r, o= ) Yoo Yp-l ; Yp — Yp 3 sip r', c estune initiale de f(YP+1)
b=b, | wil 2 T. Dans le cas ob 2, et Z , sont le premier et le dernier symbole (d'apres 2. 3, 3), donc de Yp+l dont dérive f(ypH) . (b,c) est bien un 2 -enca-
terminalde 'Z, ... Z. ', b=2,,, Jo b =r-K', n=r-K'+1 ; i'=i+r-k+1est une drement de I @
e de Zk' bi'"b’ nin:-k‘l\< \Cui,\ , (b wii‘ ,k-1)€ A;(b,zk) c7). 1 Remarque : l'application ¥est particulidrement commode si A i} A' entrafne
suffit maintenant de montrer que (b,c) est un % -encadrement de Y , Z (&)= T(A'), Alors, les ragles de la relation 15, gomt obtenues 2 partir de
Soit I" 1a sous-arborescence de I contenant, pour tout point v tepl que ySv, celles de la relation de production ::= donnée : ce sont les Z(4) (‘-f’ )
la famille de v. I'" contient la racine de I et est une sous-arborescence complate pour A = et “_"fl > 2Zou (-F € Tx)- D'autre part, la définition d’un
(L4.1)del : en effet, soit R l'ordre associé 3 I ; si v' est un point de I', il T -encadrement se simplifie : nécesseirement, C= Al
existe un point v de méme prédécesseur z' tel que ySv ; lorsque v'Rv' et 7. 13, Simplification de 1'analyse paf le choix des ensembles & l(b,c), &”; (b,c),
v'#v', v'Rz' d'ou v'Ryv, vSv' et ySv'., Définissons une application "' de oy (b c), A" (b (b, c). _
manitre que l'image de I'" par ' appartienne & (:JV(V: 2:=2) 18l ‘/S‘} ety#v, Lors de la genératmn d'une BUSIREE gn4 g!14ou gns’ ona 2 déterminer si cer-
' f(v) a été défini avant f(y) et on pose £"(v) =£(v) ; soit une famille W5 ad T tains «::ouples d'en@ers appartiennent 3 un ensemble Al(b,c) ou Az(b,c). Sila
SN
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simulatior du génératéur sur calculatrice oblige 3 conserver ces ensembles
en mémoire, elle risque d'étre cofiteuse en place, Une graﬁxmaire G étant
donnee onawvu (7. 9 2 7. 10. 3) comment en déduire des ensembles A (b el

*att, ) ‘A, RE
(resp- A” o, C) %A 5(b, C)
Al (b c) (b c)).

Un cas 51mple est celul ol tous les ensembles Q' (b c) (resp. A" (b <
Al bic), A"

une classe de grammaxres, sont cho:szs égaux 3 un ensemble A'

"(b c.) tels que tout ensemble contena.nt OA' (b, c)
” (b,c)) soit un A’ (b c) (rasp. AY (b c),

b c)) non vides, relatifs 3 une grammalre donnée, ou méme a
(resp. A '
" e, 3.% (B, 9,

A" (b, c)) pour les divers couples b,c et eventuellement les dlverSes gram-

A A ) contenant la réunion des A' {6,c) (resp.
0
maires de la classe ;- on supposera de plus que A'

pay (b c),
(¢}

(b,<c) (resp. A"l(b c),
(b c) est choisi vide lorsque QA b c))(resp. O (b c),

o' (b c) A' (b c}) 'est, 1 suffxt alors de connaﬁlequatre relatlombmaues
"2 1to,0) (resp. 1b.0), %ar,(.0),

nous noterons ces relations > (resp #*, =< ) et nous les appellerons relations

dans T' (b ¢)) n'est pas vide ;

de priorité

b > ¢ si; et seulement si, il existe A& N, W G,Vit wE N* tels que A : =wb

et G(A,c)# @ (c'est-A-dire A,c couple vicinal lorsque ¢ € T, A finale d'un

axiome lorsque c=¢ , si la grammaire G est supposée réduite) ;

b#c si, et seulement si, il existe A € N, ot & N*, w" € N*'tels que (W't 2,

(A c) ;

b=c si, et seulement si, il existe A€ N, kv € V cP 1] V , LOE N tels que
=Wbwe \.V ‘

b{. < si, et seulement si, il existe A€ N, Y e Vi, w'e D?,(l)" € N*tels

A =)' et b " est facteur droit d'un mot de B

que A 2= 02! e et LI soit facteur droit d'un mot de G ( A N

Alors, pour que (n'',n') appartienne’'s A (b c) (resp, A" (b c), (b,c),
AN (b c}}, il faut et il suffit que b >ec (resp b¥#c, b=c b< ¢) et que (n',n')
appartlenne EY A'l (resp. A" A A" )

Remplacer ainsi A' (b, c) A (b c), (b,c), A"Z(B,c) par des en-

sembles les contenant s’trxctement peut cependant avoir pour inconvénient de

remplacer un transducteur déterministe par un transducteur qui ne 'est plus,

7. 14.

% = 8

parce qu'il ne vérifie plus CTL Pour que les gt A'l(b,c), A":(b:é), ’
b 'Z(b,c) . A”Z(b,c)' qui vierinent d'étre défi.nis vérifient CT1, il faut et il

suffit que

1) I'ensemble Z)"l(resp. 5"2) contienne au plus un couple (n'',n') de premier
entier n" donné ou la relation # (resp. < ) soit vide ;

2) 8i deux des ensembles &' v Z\"'l, 75‘2, Z“z contienne respectivemeént
deux couplea ayant le m&me premier entier, les deux relations de priorité
correspondantes soient incompatibles, ':

Les relations de priorité permettent aussi de donner une forme simple 2
la définition de 1'incompatibilité d'un symbole non terminal avec un couple
d'éléments de T' (7. 12.4). Si la grammaire G donnée est réduite, pour tout
A €N ilexiste b'" € T' et ¢ € T' tels que b soit le dernier élément de T'
dans un rhot de ©(A,c"), donc (7. 10, 3) si un mot ¢ sur N vérifie I\ > 2
et A ::=Cv , il existe un entier n" tel que (n", \ Col) appartienne 2 Opn (b” e,
doud A", ¢ er, kp-ev,u

existe un entier n' tel que (n''. {¢ol ) appartienne 3 A"Z s siAn=Yr !

De méme, si A :=coc! W'ouw € N*

(teo] +1,1 Qo +1) appartient 3 A! | Far suite, pour que A € N soif ilr'xcompa-
tible avec un couple (b,c) d'é1éments de T', il faut et il suffit que, quels que
soient b' et ¢! dans T, les mots Lo et ' sur N, le mot L‘J sur V

=> non (b#c

== non (b& c'etc'> c)

==> non (b{c'eth > c)

-An=wet lwilz2
~A =L W

SA =L Wb !
Dans le cas ol la grammaire ne serait pas réduite, ces conditions resteraient
suffisantes,
Cas particulieis.

Nous donnerons trois exemples d'application de 1'étude faite aux paragraphes
7.9 7. 13 4 une classe de grammaires qui, pour simplifier, seront supposées
réduites, Les delx premiers correspondent aux cas ot les arborescences sous-
réduites des arbarescences orientées I dont une image (I,f) appartient & cE,(G)

satiefont aux hypothéses.A et Al' ou Bde 2 11,
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Le premier cas est celui ou, dans le second membre des regles de la gram-
maire G, deux occurrences de symboles auxiliaires ne sont jamais consétcu-
tives : il s'agit du cas étudié par | FLOYD,1].

Pour tout A € N, les mots de % (A, A) se terminent tous par un élément
de T' ; 1l'hypothdse CT est toujours satisfaite, L.es ensembles OA‘l(b,c) ne
peuvent contenir que (1,1} et (2,2) : nous prenons 23"1 = {(1, 1),(2,2)} ]
les OA"i(b,c) sont vides : Z"l=¢ ; les OE 'z(b,c) ne peuvent contenir que
(1,1) et (2,2), les QA”Z(b,c) que(1,0) et (2,1) : Z'Z= {(1,1),(2,2)} s
a"2= % (1,0),(2,1) } ; cg=2. Les ensembles Q‘l et dZ contiennent tous les

couples possibles pour cg = 2, A”Z contient un couple (n'',n') commencant par

At 5

4 4
tout n'' possible (n''=1,2) et n'=n"-1 ; les transducteurs tr , tr , tr  se

simplifient notablement en utilisant les relations de priorité, on évite toute

référence explicite aux ensembles. Al(h,c) , A_(b,c) et mEme 4! i’ A"l,

ST 2
1 H 1
AZ’ A 2

La relation 5& est vide ; les trois autres relations de priorité

(1)

peuvent
&tre définies de la manidre suivante, en tenant compte de 1'étude de G (A, A )
(7. 6. 2) et de la définition d'un couple vicinal (¢.3.2) : pour b€ T, c € T
b} ¢ 8i, et seulement si, il existe quatre symboles auxiliaires A, A', B, D
et trois mots @, L?’, Y sur V tels que B ::=L{J At e \Q', A est finale de A',
A:=yYbD ou AEh

b = ¢ si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A,D et deux
mots Y et W' sur V tels que A :::\‘JbD cy' ou A ::=U‘)bc({)’ ;

b ( c si, et seulement si, il existe quatre symboles auxiliaires A, A', B, D
et trois mots L? N k?' } U{ sur V tels que B ::= L?b Al LP' , A est initiale de A',
Au=Dcy ouA::=cL§) 3

b > § si, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A,D et un mot
(t,l sur V tels que A soit finale d'un axiome, A ::= \Vb DouA ::=.L&Jb 5

¢< ¢ 8i, et seulement si, il existe deux symboles auxiliaires A,D et un mot

\{) sur V tels que A soit initiale d'un axiome, A ::= D c'*l ou A = cyY.

(1) », =, & sont des notations de [FLOYD, 1] s
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4 4! '
Le transducteur tr” (ou tr ) relatif & la'grammaire G3 obtenue en faisant

subir successivement 3 G les transformations &tudifes en 7.10, 2et 7 11

est déterministe si, et seulement si, les relations de priorité sont deux 3
deux incompatibles, La méthode a été mise en ccuvre par ECOLMERAUER].
1l est particulidrement facile ici de voir si une application T est sépa-~
rante, La condition d'incompatibilité d’ un-symbole non terminal avec un
couple d'éléments de T', donnée en 7. 13, se simplifie puisqu'il n'existe aucune
régle A 1= ool W € N* . Surtout, les cas ot (b,c) est un % -encadrement
de A' sont ici les suivants C étant un symbole auxiliaire tel que G —=3 A! )
T(C)# T(AY)ouC=A', il existe des symboles auxiliaires B, B!, D et des
‘mots (P"P"L{J' L,i)lsuthelsque : ‘
- s0it B = Y, bC, D= YB'c Y ", Best finale de B' (car sic & T, pour
que © (B,c)#@, il faut et il suffit que le couple B,c soit vicinal) ;
-80itBu=Cec Y, D= $b B LP' » B est initiale de B' (d'aprés 1'étude
de @ (B, A)en7.6.2) ; '
- 80it B i:= C ¢ v, b =<, B estinitiale d'un axiome
- soit B 1= QPlec W

- 80it B ::= \yl bC, c=ao , B estfinale d'un axiome

’

Exemple (cf. instructions d'affectation et expressions arithmétiques Algol) :

N=§AE,P,F,B,G} ; T= §:=,+,x,(,),ﬁ,1,2,3,4,5,6.7,8,9,a,b}; N'=$A;

Aun=G = E E ::= E+P|P P = PxFtF F ::= GIBI| (E)
B = BOIBIl... (B9IOI1 ... 9 '

Matrice des relations de priorité

G :=GalGblalb

elles sont deux & deux incompatibles,
0

= 4+ x () ab | o
is oy
ol AR IR R AR
v Yy 4 ¢ > < ¢
= > ¢ > & ¢ >
( ¢ & ¢ =<
7 > > > >
CEb Yy > > > >
0:..09 > > > > »
o | <& &
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Définissons T : T(A) =iy, T(E)=T(P) =2T(F) =T(B) =<e> , T(G)=<vX
No=f{iewvy 5 No={ciz}; |
<iy ::=5<v> = ded>
Cep gDt Ke> | <ep vy [ Kvp +<ed | vy +<vD> | <ed x<ed |
Ce>x vy L v xe> | <vp x vyt (e p)i(<vy )
Kep 01 ey 1., 1 <e> 9211}, .19
vy HE vy a \{vy blalb,
T-encadrementsde E : =0 ; =+ ; (+; () ;
deP : +6; ++; +); +x; =x; (x;
deF : xo ; x+; x); xx 3
deB : xc; +c¢; =c; (c : c désigne l'un des chiffres 7,1, ;.., 9
E est incompatible avec tout ¥ -encadrement de P car ni + <* +, ni + » x ne
sont vrais, avec tout 2 -encadrement de F car x < + est faux, avec tout
% -encadrement de B car + > c est faux, P est incompatible avec tout
¥ -encadrement de F car x ¢ x est faux, avec tout T -encadrement de B car
x > ¢ est faux, Enfin F est incompatible avec tout T -encadrement de B car
) > c est faux, L'application ¥ est séparante, Le générateur gns permet
1 'analyse,

Envisageons la génération d'une pile U par gn4, gn“zl ou gn5. Soit i+1 une
entrée dans Ude ¢ € T ; d'aprés C8 et avec ses notations, il existe un entier
n' tel que (lb.iwi\ ,n')é A Z(bi’c) : bi =c¢ ou bi< ¢, Le premier j> i
tel que uj = u, est une sortie de ¢ (théortme 1.2) ; si cette sortie est suivie,
apres des sorties de symboles auxiliaires, d'une sortie de bi' bi = ¢ ; sinon,
bi ¢ c et j est suivi de-la sortie de 1¥1¢ment é.,Ll ai (.3i=)éﬂ;. . Si les relations
= et < sont incompatibfes , on peut déterminer comme en 7, 5, 3, d&s l'entrée
i+l de c, dans lequel de ces deux c;as on se trouve et, en s'inspirant de 1'algo-
rithme de 2; 11 2, limiter lés sorties consécutives en plagant dans la pile des
séparateurs == , Nous nous contenterons de schématiser l'algorithme ainsi
obtenu, en supposant les trois relations de priorité deux & deux incompatibles
(figure 7. 7) . On pourrait le Justifier directement grace 2 1'étude du paragra-
phe 2. 11,2, 11 s’app'h'que avec les relations de priorité définies ci-dessus,

pour relation de production nEy et pour ensemble des axiomes soit ceux de la
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grammaire G3 obtenue en faisant subir successivement & G les transforma-
tions de 7. 10. 2 et 7, 11, soit ceux d'une grammaire-4(35 définie par une apg;lis-

cation ¥ séparante (7, 12).

L langage étudié

=y '
A= 8y e a.p
ap+l=0'

¢ : sommet de la pile

e = ¢ lorsque la
pile est vide

Aplus grand facteur

:Em?on droit de la pile
vérifide ne contenant pas =
entrée entrée
de % de (}A)

entrée de ()h) sortie
entrée de a; de £ X
i = il

AEL

oy

ay

entrée et
sortie de 4
génération
terminde

¥

Figure 7.7
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Le second cas particulier que nous allons &tudier est celui ol tout second
membre d'une ragle de G, qui n'est pas réduit 3 un symbole auxiliaire, com-
mence par un symbole terminal, Nous supposons de plus que la condition CT
est satisfaite, ce qui est toujours le cas pour une grammaire non généralisée
de ce type,

On peut alors définir pour chaque grammaire G un entier cg et prendre
A et Q.’ l'ensemble des couples (n',n') tels que 1( n'g cg ; les
A" =@ les A

! prenons pour 5"2 1‘ensemblle des couples (n'',0) tels que IS n”\< cg.

pour A 1
: a” (b,c) sont vides
(n”,’))

Ici encore, les transducteurs tr , tr

2 (b,c) sont formés de couples

) trs peuvent &tre définis gréce aux
teldtions de priorité, sans faire appel & ces ensembles, La condition CT1 est
vérifiée si, et seulement si, les relations de priorité sont deux 3 deux incom-
patibles,

La relation # est vide et les trois mttres relations de priorité sont définies
par : pour b€ T, cET
b ¥ c si, et seulement si, il existe Z € V, trois symboles auxiliaires A, A',
LPA’ Z L@',

q) b >, ¢ soit initiale de Z (pour que ¢ soit initiale

B, trois mots (P, L?’ »§ sur V et un mot ¢ sur N tels que B ::=
A soit finale de A', A :=
de Z, il faut et suffit qu'un Z' €V et un mot \Y‘ sur V vérifient 2 p 2! .
n=e ')

= c si, et seulement si, il existe un symbole auxiliaire A, deux mots &Vet
Yheoe k*)' H

b ¢ ¢ si, et seulement si, il existe trois symboles auxiliaires A, A', B, trois

YbwAl P!, Al Es

2'=¢c ou 2
\V‘ sur V et un mot ysur N tels que A ::=

mots Lf, g{)',\r sur V et un motw sur N tels que B ::=
et A n=c £+) 3

by ¢ si, et seulement si, il existe un symbole auxiliaire A, unmot l«f) sur V
et un mot.tsur N tels que .\ coit finate d'un axiome et A 1= Wb w ;

o & c si, et seulement si, il existe un symbole auxiliaire A e§ un mot x,f)sur

V tels que A dérive d'un axiome et A 1:= ¢ ¢y .

"
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Lorsque ces relations ne sont pas incompatibles, on peut espérer obtemr
< ou tr5 déterministe en utilisant directement les en-
A‘Z(b,C). VAl "Z(b:C) g
mode est celui ol ceux de ces ensembles qui ne sont pas vides contiennent un

seul élément (n'l(b,c), n'l(lzt,c)),(n'v2 (b,c), n'z(b,c)), (n"(b,c),0)

un tfransducteur tr4, tr

Q
sembles =~ A 'l(b,c), Un cas particulidrement com-

Pour que la condition
sibycetb=c, n (b c)#n!' (b c)
sib>cetb e, n (b c)#n'"(b,c) ; sib=c etb < c,n' (b c)#n"(b c)

Dans tous les cas, on peut, comme au paragraphe précédent, en s'inspi-

CT1 soit satisfaite, il faut et il suffit que

rant de 2, 11, 3, limiter les sorties consécutives gréce 3 un séparateur %
si i+] est une entrée de ¢ dans une pile U engendrée et si (\b w, \ ,0) e A" (b,c
on fait entrer % avent ¢ ; toute suite de sorties conaécutlves se termine par
une sortie de 3=

Un couple (b,c) est ici un T-encadrement de A'! lorsqu'il existe des symbo-
les auxiliaires B, C, D, B',unZE V, de-s'mots ¥ q)',({) sur V tels que
(od i} A, T(C)# T(A') ou C=A', b soit le dernier €lément de T dans
Y #A et que 'une des conditions suivantes soit remplie :
-Bua=C, D H=@ B zyr,
- B = q) C, ¢c=6", B estfinale d'un axiome ;
=B =@ CZ ', cestinitiale de Z,

B est finale de B! et c initiale de Z

3

Dans le cas particulier ou le second membre de tout régle de G ne contient
aucune occurrence de symbole terminal autre que la premikre, les ensembles
&' (b ¢) sont vides, ainsi que la relation = ; les transformations des para~
graphes 7.10, 2 et 7. 10, 4 remplacent G pPar une grammaire normale au sens
de [GREIBACH,2 ]

On peut généraliser le cas étudié dans ce paragraphe au cas ol tout second
membre de rigle non réduit & un symbole auxiliaire a un facteur gauche formé
de r (fixé) symboles auxiliaires suivis d'un symbole terminal : les couples
des ensembles A" (b c) sont tous de la forme (n'",r
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7. 14. 3. Nous étendons ici le cas étudi€ en 7, 14, 1 en nous donnant un entier r > 2 et en

envisageant les grammaires dont toute régle est de 1'un des types : A 1= A',
A=, A ::=L{) ou A elN, A' € N, CA)GN*, lewol=1r, W th, LPne contient
pas deux occurrences consécutives de symboles auxiliaires, Nous supposons
de ;;lus que ces grammaires vérifient CT.

Pour chaque grammaire, étudions les ensembles

O (b c)

_4" (b c) : ses éléments sont de la forme (n",r) avecn" > r P 2 B

A S(pic)

ses seuls éléments possibles sont (1,1) et (2,2) ;

ses seuls é§léments possibles sont (1,1) et (2,2) ;

A“ (b c) : ses éléments sont de la forme (n", 1) ou (n',0) .
0 1
Soit cg le plus grand des premiers entiers des couples des A" l(b,c) et
OA”Z(b’C) cg > r > 2 s'il existe effectivement une régle A 1= <O, ce que
'

nous supposerons, On peut prendre &l: A s {(l ,1),(2,2) '} , et pour A ”1
l'ensemble des couples (n'",r) pour lesquels r < n"  cg. Plutdt que de définir
de m&me un ensemble 5"2, nous définirons Z”ZO’ ensemble des (n'',0) tels
que 1¢ n"\( cg, et &"21 ensemble des (n", 1) tels que 2\( n"' < cg. Nous
remplacerons la relation de priorité ¢ par deux relations dont elle est réunion
b <0 c si, et seulement si, DA\_” (b,c) contient un couple de second eptier 0 ;
b <1 c 8i, et geulement si, OA "Z(b,c) contient un couple de second entier 1,
Autrement dit :

b @ csi, et seulement si, il existe AEN, Y € V¥, e N tels que A 1= c Y
et b )" soit facteur droit d'un mot de @, (A, A) ;

b <1 ¢ 8i, et seulement si, il existe AC N, B e.N,_\{/ (=) ‘(*, 't € Nx tels

que A i= B e Ly et b co" soit facteur droit d'un mot de (@(A A )i

Choisissons A' (b ) A”l( c), &
sib Qec, A Zo(b c) = ¢smon 3 "Zl(b c) —A P (e, A% (b,c)=¢
sinon ; A" ( c)= A" (b ¢) U,A" ( ,¢).- Pour que la condition C.‘I'l s0it
satisfaite par les ensembles A (b c) etA (b ¢}, il faut et il suffit que les rela-

tions B , = <0, 1 socient deux a deux incompatibles et que # soit incompa-

tible avec <O et avec <l A

(b c) comme en 7.13et : A" (b,C)=A"20

C. BERGE
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