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INTRODUCTION

Une des différences profondes entre la structure des espaces~temps (M,g)

et celle des variétés riemanniennes est l'existence de courbes de longueur zéro

sur M (correspondant aux trajectoires de photons). Ceci conduit 4 s'intéresser

aux courbes de longueur maximum moyennant certaines hypothéses globales sur

(M,g) (dont une est intuitivement : on ne peut pas revenir en arriére). I1

existe un type d'espaces-temps qui posséde une propriété bien agréable : étant

donné deux points pouvant @tre reliés par une courbe causale (on ne s'intéresse

qu'a ces courbes) il existe une géodésique de longueur maximale entre ces deux

points. Une étude du cut-locus de tels espaces-temps a été faite assez récemment

([4]). Une remarque d'A. Lichnerowicz ([15]) permet d'envisager un type d'espaces-

temps plus général, les espaces-temps faiblement globalement hyperboliques dans

lesquels on s'intéresse aux composantes connexes de l'ensemble des courbes allant

d'un point p Aun point q.

On développe une étude de ces espaces-temps et on étudie les relations entre

distance, compacité de l'ensemble des courbes et nombre de composantes connexes.

Par analogie avec [4], on étudie ensuite le cut-locus sur ces espaces-temps.

Le paralléle géométrie riemannienne ~ géométrie lorentzienne est constant

tout au long de ce travail, le cas des courbes nulles s'avérant le cas lorentzien

typique, les résultats obtenus sont cependant souvent trés proches des résultats

riemanniens.



I - PRESENTATION DES ESPACES-TEMPS

La théorie moderne de la gravitation considére que l'ensemble des évé-

nements dans l'espace et dans le temps est décrit par une variété différen-

tiable de classe cTM, connexe et séparée.

Pour rendre compte de la nature différente de l'espace et du temps et

étre en accord avec les postulats de la relativité (en particulier le princi-

pe d'équivalence) on est amené A se placer dans le cadre de variétés diffé-

rentiables munies d'une structure lorentzienne, orientables, qu'on appelle

espaces-temps.

Dans ce qui suit, on expose les notions communes A la géométrie rieman-

nienne et 4 la géométrie lorentzienne utilisées par la suite et on introduit

les espaces-temps et leurs premiéres propriétés,

A — VARIETES LORENTZIENNES

Soit M une variété différentiable de classe Cc" de dimension d > 2

connexe et séparée.

On note ITM le fibré tangent 4 M, wm la projection TM>oM et TM

l'espace tangent en un point p quelconque de M.

Un champ de vecteurs sur TM est la donnée d'une section de classe C

de TM, et plus généralement un champ de (s,r)-tenseurs est la donnée d'une

section de classe C” de @°t*m @'rm oi TM désigne le dual de TM.

On appelle courbe dans M_ toute application c: [a,b] (C R >M de

classe c} par morceaux.

Une structure lorentzienne sur M est la donnée d'un champ de (2,0)-

tenseurs g dit tenseur de métrique (ou plus simplement métrique) lorentzien-

ne tel que :

(i) g est symétrique.

(ii) Pour tout p de M, gy est une forme bilinéaire non dégénérée

définie sur T MxT M

Pp Pp

(iii) Pour tout p de M, gy est de signature (+,-,-,...,-) (1 signe

positif, (d-1) signes négatifs ; beaucoup d'auteurs adoptent la

convention de signe équivalente (~,+,...,5+)).



cern eet a mcr
Soient X et Y deux champs de vecteurs dans Hite Par définition,

on appelle produit scalaire de X et Y le nombre 8) (%¥). X et Y= sont

dits orthogonaux en p_ si 8, (X,¥) = 0.

On peut étendre la notion de norme définie en géométrie riemannienne

en posant : Ix? = 8, (XX) et en particulier ; on appelle vecteur unitaire

tout vecteur X tel que ;: 8, (XX) = 1 ou Bp (K,X) =-l.

Soient (E,)o_, un repére orthonormé de TMs KX et Y deux vecteurs

de composantes (9, et (yS_,- Ona:

d ii

g (X,Y) = xy? - x xly?,
P i=2

Les composantes de la métrique Bp dans la base (E;) sont :

(g..) = our i # jBip 0 P J

(g,,),= 1p"

Cay 5) ml pour 2<¢i<¢d.

Au voisinage de chaque point p de M, on peut toujours trouver une

base de TM telle que gy s'écrive diag(+1,-1,...,-1) (matrice diagonale

dxd) ([7], p. 121).

Toute variété différentiable paracompacte admet une métrique riemannienne

(produit scalaire symétrique défini positif), par contre il n'est pas toujours

possible de définir une métrique lorentzienne, on peut cependant montrer que :

Toute variété différentiable paracompacte non compacte admet une métri-

que de Lorentz, et toute variété différentiable compacte admet une métrique

de Lorentz si et seulement si sa caractéristique d'Euler est nulle ([7], p-. 101).

On suppose dans tout ce qui suit que les variétés différentiables uti-

lisées admettent une métrique de Lorentz.

Definition 1.1. : Le couple (M,g) formé de La variété diffirentiable M de

chasse CTM% connexe, sépanée, de dimension d > 2, munie

d'une métrique de Lorentz g est appelée variété de Lorentz.



Sr I Um SRT =F dee EMAIL B — CONNEXION, COURBURE, GEODESIQUES

Une variété de Lorentz (M,g) posséde une connexion affine unique D,

sans torsion, compatible avec la métrique g.

Cela signifie que si X et Y sont deux champs de vecteurs

(i) D,Y-D)x = [X,Y] o& [+,+] désigne le crochet de Lie des champs

de vecteurs et ot DYY est la dérivée covariante du vecteur Y

dans la direction X relativement 4 la connexion D.

(ii) X g(¥,Z) = g(DyY,Z)+8(Y,D,Z) ot X, Yet Z sont des champs de

vecteurs.

Cette connexion D est définie pour les variétés lorentziennes de la

méme maniére que l'on définit la connexion de Levi-Civita pour les variétés

riemanniennes ([7], p. 228 ou [5], Appendice A).

Si (so, est une base de TpM, on appelle coefficients de la con-
nexion D_ les nombres rij vérifiant

D,E, == Taj z
E:

J k E

Soit X(p) l'ensemble des champs de vecteurs en p €M. On définit

R(X,Y) : xX (p)xX(p) > x(p) par

R(X,¥)Z = DyDyZ-D,D,Z-DPy Y ou ZEX(p).[x,y]”

C'est la courbure R de D.

(On rencontre aussi la convention de signe inverse :

R(X,Y)Z = Dry yz ~ D,DLZ+DDyZ )
2

Le tenseur de courbure est un champ de (1,3)-tenseur noté aussi R

possédant les propriétés suivantes ;

g(R(X,Y)Z,T) = -g(R(X,Y)T,Z)

g(R(X,Y)Z,T) = g(R(Z,T)X,Y).



niin eae iicmiaala _ a
En désignant par R bed les composantes du tenseur de courbure dans

une carte locale (U,p) de M, et si on pose

g

Raped ~ ; Ba cd

les propriétés précédentes s'écrivent ;

Rabed ~ “Biaed ~ “Bade

Raped ~ dap

On appelle champ de vecteurs X le long d'une courbe c: [a,b] >M

toute application de classe C Xx: fa,b] > TTMM telle que

X(t) € To ceyM pour tout t € [a,b].

Etant donné (M,g) variété lorentzienne munie de sa connexion affine

D, on dit que le champ de vecteur X est transporté parallélement le long

de c si: D.X(t) = 0 pour tout t € [a,b]. (c(t) désigne le vecteur tan-

gent 4 c(t)). Tl est A noter que le transport par parallélisme (@u paralléle)

conserve le produit scalaire.

Definition 1.2, : Une géodésique c: jJa,bf +»M est une courbe de chasse

Cc) z¢elle que Le vecteur tangent c se transporte panallé-

kement Le Long de ce, ce qui signifie que D;¢ = 0.

Soient ( U, (xt... 58°) un systéme de coordonnées locales sur M et

3 a aix penny ~-) la base naturelle par rapport 4 ces coordonnées.
\ORy “aG/

L' équation Dee = 0 s'écrit

2k d i ij
dx rk; ; dx” dx" _ = 2 d ge
Gt + : 7 ii “Sr at 0 off x (t),...,x (t) désignent

i=

les coordonnées de c(t).
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Le théoréme d'existence et d'unicité des solutions d'une équation diffé-

rentielle permet de montrer que :

(i) Pour tout point p de M et tout vecteur X dans TM, il existe

une géodésique cy et une seule définie sur un intervalle ouvert

Ja,b{[ contenant 0, non prolongeable 4 un intervalle plus grand :

cyt Ja,bl +M vérifiant cy(0) =p et cy (0) = X,

(ii) Il existe un voisinage V de X dans TM et un nombre € > QO

tel que cy (t) existe pour tout (Y,t) € vxJ-e,el et soit de

classe C” en (Y,t).

wo

En particulier, les géodésiques sont des courbes C.

Le probléme se pose de savoir si l'intervalle de définition d'une géodé-

sique peut @tre IR tout entier. En géométrie riemannienne, la réponse est

fournie par le théoréme de Hopf-Rinow :

| Soit (V,h) une variété riemannienne. Les quatre assertions suivantes

sont @quivalentes :

(1) Pour tout X de MTV, Cy est définie sur tout IR.

(2) Il existe p €V tel que pour tout X de TY Cy est définie sur

tout IR.

(3) (V,h) est un espace métrique complet pour la distance associée 4 h.? P

(4) Toute partie bornée de (V,h) est relativement compacte.

([6], p. 11).

Si V vérifie l'une quelconque de ces assertions, V est dite variété

riemannienne compléte.

Le théoréme de Hopf-Rinow entraine alors aque :

Si V est une variété riemannienne compléte et si p et q sont deux

points de V, il existe un segment de géodésique ailant de p a q de lon-

gueur minimale.

En géométrie lorentzienne, les choses se passent de maniére tout a fait

différente (voir en particulier chapitre V).
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Comme en géométrie riemannienne, on définit l‘application exponentielle

qui jouit des mémes propriétés ;

Deginction 1,3. : L'application quia X de TM assocte Le point ey (1)

Lonsqu' 4k existe est notée : Xw exp, X et s'appelle

application exponentielle,

Si exp 8X = cy (s) désigne la géodésique issue de p dans la direction

X de Ti ona:

(4 exp sx) =X
\ds e520

En général, 1'application e=B, n'est pas définie partout sur TM,

mais seulement sur un ouvert U de Eis voisinage de zéro. Ona U = TA

si (M,g) est une variété de Lorentz "compléte" au sens suivant :

Definition 1.4. : Une géodisique ec: t € Ja,bl > clt) EM est dite complete

44 ekke peut btre définie pour tout t€ R.

La variété de Lorentz (M,g) sera dite géodésiquement compléte (en

abrégé g-compléte) si toutes les géodésiques sur M sont complétes. Dans le

cas ot il existe une géodésique incompléte, on dit que la variété de Lorentz

(M,g) est singuliére.

Que "Ct, g) soit g-compléte ou non, 1l'application =a, est de rang d
au point p. Le théoréme des fonctions implicites permet de déduire l'exis-

tence d'un voisinage V, de l'origine de TM, d'un voisinage ouvert U(p)

de p dans M tels que l'application eXP 5 soit un difféomorphisme de Vo

sur U(p).

Le voisinage U(p) s'‘appelle voisinage normal en Pp.

On dit que ce voisinage est convexe si tout point q de U(p) peut

étre relié 4 tout point r de U(p) par une géodésique unique issue de q

et contenue dans U(p).

Le comportement des géodésiques dans un voisinage normal convexe est

tout 4 fait différent de ce qu'il est hors d'un tel voisinage.
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Etant donné p € M, il existe un voisinage U(p) de p ouvert et

convexe qui est voisinage normal de chacun de ses points (11), p. 1114).

Par la suite, un voisinage normal convexe ouvert sera toujours consi-

déré comme voisinage normal convexe de chacun de ses points.

Figure 1 : (Dessin tiré de [12])

: d _ dSoit Ei] une base de oo et a= (ay 5+++5aq) € IR . Pour

all sed suffisamment petit, l'application :

a,E,+...+a JE, > exp, (a, E,+...+a,E,)

est un difféomorphisme, ceci permet d'associer de maniére canonique 4 tout

point d'un voisinage normal U(p) de Pp un d-uplet (ay 5-++5aq) appelé

systéme de coordonnées normales pour U(p).
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C -— ESPACES-TEMPS

La métrique de Lorentz g n'est pas définie positive, elle peut en

particulier s'annuler pour certains champs de vecteurs non nuls et prendre

aussi des valeurs négatives. On partage donc les champs de vecteurs en

trois classes :

Difinition 1.5, : Un champ de vecteurs X sur TM est dit champ de vecteurs

temporek (nespectivement nul, spatial, causal ou non-spatiat)

bh: Gy {X,X) > 0 (respectivement 9{X,X) = 0, G)(X,X] < 0,

({X,X) 2 0).Ip

En particulier, 1'équation 8, (KX) = 0 définit sur aoe un coOne a

deux nappes de sommet p appelé c6ne isotrope (ou céne de lumiére), noté o

Definition 1.6, : Une vartété de Lorentz (M,g) orientable est dite onientée

dans Le temps si eke admet un champ de vecteurs temporel

négulien (4.e. ne S'annulant jamais). ([11], p. 1109, [7]

yp. 101).

Ceci nous permet de distinguer en tout point p de M les deux nappes

du cSne isotrope Cc, en nappe é. dite nappe future et nappe Cy dite nappe

passée.

Un vecteur causal est orienté vers le futur s'il est dans cr. orienté

vers le passé s'il est dans Cy.

Si X et Y sont deux vecteurs temporels orientés vers le futur dans

Fe sia et b~ sont deux nombres réels positifs non tous deux nuls, aX+bY

est un vecteur temporel dirigé vers le futur (convexité de l'ensemble des vec-—

teurs temporels orientés vers le futur, il en est de méme pour deux vecteurs

dans TMs non spatiaux.

orentz vérifie l'inégalité de Cauchy-Schwarz renver-& LY’

Ie(X,Y)1 > WX WE



L'égalité a lieu si et seulement si X et Y sont proportionnels.

On en déduit que :

(i) un vecteur temporel X et un vecteur causal Y ne peuvent jamais

@tre orthogonaux.

(ii) deux vecteurs nuls sont orthogonaux si et seulement si ils sont

proportionnels.

(iii) un vecteur XE 7m est temporel si et seulement si le sous-espace

xt = {Ye TMlg(x,¥) = 0} de dimension (d-1) dans TM est

spatial (i.e. vy € X',g(¥,¥) < 0) ([10], p. 20).

.

Nous sommes maintenant en mesure de donner la :

Definition 1.7. : On appelle espace-temps toute varitté de Lorentz (M,g)

orientable et ornientée dans Le temps,

D'aprés 1.4., si c est une géodésique, le vecteur tangent c est

En tenant compte des propriétés

c

transporté par parallélisme le long de c.

du transport paralléle (conservation de la norme), ceci entraine que

c, ce qui permet de distinguer trois sortesreste de méme genre le long de

de géodésiques

Les géodésiques temporelles, nulles et spatiales qui sont respectivement

les géodésiques c telles que :

g(c,c) > 0

g(c,¢) = 0

g(c,¢) < 0

On désigne sous le nom de géodésique causale (ou non spatiale) toute

géodésique qui est soit temporelle, soit nulle.

La trajectoire d'une particule soumise aux seules forces de gravitation

est une géodésique temporelle, celle d'un photon est une géodésique nulle.

Une géodésique causale c est dite dirigée vers le futur (respectivement

vers le passé) si c est orienté vers le futur (resp. vers le passé).



ITRET IT SE SE WL INe TET iene=esSiaiear Geach sa wae Si c: t € [a,b] > c(t) € M est une courbe de classe c!, on fait les

mémes distinctions, plus précisément :

¢ est une courbe temporelle (respectivement nulle, causale) dirigée

vers le futur si e(t) est temporel (respectivement nul, causal) orienté

vers le futur, pour tout t € [a,b].

On définit de méme des courbes temporelles, nulles, causales dirigées

vers le passé.

¢ est une courbe spatiale si c(t) est spatial, pour tout

Si c n'est définie que de classe C! par morceaux, on convient que

t € [a,b].

les deux demi-vecteurs tangents aux points oi il n'y a pas différentiabilité

sont dans le méme demi-cdne isotrope (i.e. ont mé@me orientation).

Les différences de genre entre les géodésiques permettent de distinguer

les complétudes suivantes :

Definition 1.8. : Un espace-temps (M,g) est dit temporellement (nespective-

ment nullement, spatialement) géodésiquement complet si

toutes Les géodésiques temporekles (respectivement nulles,

spatiales) sont completes.

On dina en abrégé t-g-complet, n-g-complet, s-g-complet.

En fait, ces complétudes sont indépendantes, il existe des espaces-—

temps qui sont :

t-g-complets mais n et s-g-incomplets

t et n-g-complets mais s-g-incomplets

n-g-complets mais t et s-g-incomplets

s-g-complets mais t et n-g-incomplets

s et n-g-complets mais t-g-incomplets

(KIINDT, W, 1963, 7. £, Phys., 172, 488 5; CEROCH, R.P_, 1968, Ann. Phys., 49,

526).

L'incomplétude des géodésiques temporelles peut avoir la signification

physique suivante : il existe des trajectoires de particules qui s'arrétent

avant ou aprés un intervalle de temps fini.
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D — EXEMPLES D'ESPACES-—TEMPS

On présente ici trois espaces~temps qui ont la particularité d'étre

des solutions exactes des équations d'Einstein du vide. On entend par solu-

tion exacte tout espace-temps (de dimension 4) vérifiant :

Bab ~ 2 Sap® * Bap ~ Tap

ou R est le tenseur de Ricci défini par RR, =2E1 Re »>R est la courbure
ab ab c acb

scalaire définie par R= &£ PR XA est la constante cosmologique intro-
a,b

duite par Einstein, Tab est le tenseur impulsion-énergie, il correspond 4 la

structure physique dans laquelle on se place. (T = 0 pour le vide).

1.- L'espace-temps de Minkowski

C'est a la fois l'espace~temps de la relativité restreinte, c'est-a-

dire l'espace-temps plat solution des équations d'Einstein du vide pur

= 0) 4 constante cosmologique nulle, et celui qui décrit la géométrieT( ab
induite sur l'espace tangent en tout point d'une variété lorentzienne quel-

conque ([7], p. 121).

On peut noter que les seules solutions exactes aux Gquations d‘'Einstein

décrivant un champ de gravitation créé par un corps isolé qui sont physique-

ment satisfaisantes doivent étre asymptotiquement plates et ainsi se compor-

ter au loin du corps comme l'espace-temps de Minkowski (espaces-temps asympto-

tiquement simples).

re n 6 =e

Cet espace~temps est la varieté IR munie de la métrique :

n

ds* = dx} - = dx Bee

C'est un espace-temps plat ou de courbure nulle, les géodésiques sont

des droites x. = a;t+b., t étant un paramétre affine, a; et bs des cons-

tantes, i = 1,...,n. L'orientation dans le temps est donnée par le champ de

vecteur 3x, ; c'est un espace-temps qui est A la fois t, n et s-g complet.
1
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Espace-temps de Minkowski en dimension 3

S hy persur Face spatrale

L a constante }

temps

espace

\ geodesique kemporelle
: ggode'si que ne We

2.- Les espaces-temps De Sitter et Anti-de-Sitter

j ai n ; a
: On note Re l'espace pseudo-euclidien R muni de la métrique

n

- = dx?

1 i=stl +

En particulier ; R} est l'espace-temps de Minkowski de dimension



ese see:
WILT TTD eee oer
phe Soit r un réel > 0 5 on pose :

nL ntl 2 2 2 _ _ 2s ={x € R, |x} Hypo KO = or }

n _ n+], 2, 2 9 _2 _— ~2
H- = {x € R, |x, 4%, Rye ky FE }

Topologiquement, ge est Rxgt} et Hy est SixRTM”

(Wolf, Spaces of constant curvature, Berkeley, 1972, p. 68).

n+1ee wpe ts . nt] . .
La métrique définie sur R, (respectivement sur R, ) induit une

nF : 1
métrique de Lorentz de courbure sectionnelle constante k = yz (resp.

1

ke=- == ) sur st (resp. sur Hy).

n . aes : . 7

L'espace-temps S,; muni de la métrique induite est appelé espace-temps

De-Sitter, c'est l'analogue lorentzien de la sphére riemannienne de rayon r.

n . 2 : :
H, contient des courbes temporelles fermées (en particulier, c(t) =

(r cost, r sint,0,...,0)) ce qui est exclu plus loin (cf. chapitre II) ; c'est
TM~.

. . . n : “~ ; .
pourquoi on introduit H, qui est le revétement universel de Hy qui est

. n ; ; = 5 : ;
topologiquement R et qui, muni de la métrique induite est encore un espace-

temps ({5], chap. 2) qu'on appelle espace-temps Anti-De-Sitter, c'est l'analo-

gue lorentzien de l'espace riemannien hyperbolique de courbure - a

Les espaces-temps de dimension n 4 courbure sectionnelle constante

sont localement caractérisés par :

R

Raped ~ n(n-1) (8,-8pa Sad2bo? ([13], p. 75 et p. 68)

ceci entraine en dimension 4 que ;:

R _
1

ab ~ % ®8ap * uab

~

—_ ae n n .
Ainsi, on peut considérer S$, et H, comme des solutions exactes des

équations d'Einstein du vide pur pour lesquelles la constante cosmologique i

R
est ig

Les espaces-temps De-Sitter et Anti-De-Sitter sont t, n et s-g-complets
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En dimension 2, l'espace-temps Anti-de-Sitter peut se décrire par la

1. ot oT : os
variété M= J- z? 3! xIR muni de la métrique

22 1 1242
ds Sete (dt“-dx*).

Les équations de mouvement dans cet espace~temps dérivent d'un Lagrangien

de la forme :

L(t,x,t,x) © — i (¢2-x?)
cos?x

oii le point désigne la dérivation par rapport au paramétre affine tT (temps

propre).

On en déduit les deux intégrales premiéres suivantes :

1 D5. WS ald .
(L,) cons (t*-x*) =p (conservation de la masse).

Il est toujours possible de normaliser le paramétre Tt de sorte que

v2 = 1 (respectivement 0, -1) pour les géodésiques temporelles (respecti-

vement nulles, spatiales).

(L,) ak = E (conservation de l'énergie 4 1'infini)
ot

it = E cos*x. (cf. [12], p. 344).ce qui donne

nous ont permis de tracer les géodési-~Les équations (L,) et (L,)

ques temporelles de la figure 3 4 l'aide d'un ordinateur.

L'espace-temps Anti-de-Sitter posséde une propriété remarquable : Toutes

les géodésiques temporelles issues d'un point p se recoupent en un méme point

q, et ainsi de suite, le point q étant déterminé par 1l'intersection de deux

comme indiqué On peut noter aussi aue bien qu'il puissemullas
2205 COmmpécdEsiques nu& q

courbe temporelle allant de p r, il n'existe aucune géodési-exister une a

que temporelle entre ces deux points.

(Pour une explication de l'expansion des géodésiques dans 1'espace-temps anti-

de-Sitter, voir chapitre IV, 4.4.3).
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E - DEUX THEOREMES

On va tout d'abord démontrer 1l'analogue lorentzien du lemme de Gauss

([8], p. 103).

Théonéme 1.9. : Soit (M,g) un ebspace-temps quekconque. Soit p un point

quekconque de M et U un votsinage normal convexe en p.

On pose pour tout q dans U: kl{q) = 9p (€xP,, a.exp, q).
Alors, fa déodésique temporelle issue de p et passant

par q edt orthogonale aux hypersurfaces {k(q) = constante

positive}.

Démonstration :

On définit une surface en posant

a: (s,t) € R? » exp, (sX(t))

oO . a
ot Oa est de classe C , et X(t) un champ de vecteurs temporels unitaire.

Y(s) = exp, (sK(to)) est la géodésique temporelle issue de p dans la

direction X(t,) ot ty) est constant.

. {a = _ . . : me? weOna: (4 ¥(s) Joo = (0) X(t.) et en particulier : DY 0.

A(t) = exp, (soX(t)) est une courbe située sur 1'hypersurface

= -1 71 — 2{k(q) = 8, (exp, (exp, sX(t)),exp, (exp,s,X(t)) = sq}.

Il faut montrer que ; @, (VA) = 0,

On pose S$ = Y et T= i (pour 1'écriture).

On a: Sg(S,T) = g(D.8,T)+g(S,D,T)

= wrfSi Dp TY
Sr\ lpr ary

S

1
= e(S,D,S) A) Tg(S,S).

La premiére égalité résulte du fait que Y est une géodésique ; la

seconde du fait que S et T commutent (i.e. [S,T] = 0).

g(S,8) étant constant, il vient que : Sg(S,T) = 0 et donc que g(S,T)

est constant par rapport 4 S.
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Pour s = 0, ona: a(0,t) = p ce qui donne que T=0O pour s= 0.

Ceci prouve le résultat.

Remarque 1.10. : ([9], p. 13) Sodt peEM et U un votsinage normal convexe

en p.

Les hypersurfaces {x € U/k{x) = constante K} (sont de

classe C dans U saug pour x = p) sont spatiales,

nukles ou temporelles si La constante K est respectivement

positive, nulle ou négative.
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Théoneme 1.11. : (€8], p. 103)

Soient (M,g) un edspace-temps quelconque, p un point de

M et U un votsinage normal convexe en p. Les points pou-

vant ttre nekiés A p par une courbe temporelle (rxespecti-

vement causale) sont de La forme exp, X, ot XE TM et

vertfie : Gy{X,X] > 0 (Aespectivement 9) {X,X) > 0).

Démonstration :

Soit C, l'intérieur du cSne isotrope en p et c: t € [a,b] > c(t) €M

une courbe temporelle allant de p 4 q dans U.

On pose : ©: t € [a,b] > c(t) = exp)! (c(t), ce qui définit un champ de

vecteurs sur Te En identifiant l'espace tangent 4 TM avec 1M lui-méme,

on obtient que :

é(a) = e(a),

- ° :

ce qui prouve que c(t) définit une courbe qui part dans One puisque c(a)

est temporel.

D'iaprés 1.9., exp,,(C,) est la partie de U_ sur laquelle la fonction
k est positive et dans laquelle les hypersurfaces {k = constante positive}

sont spatiales.

La fonction k ne peut 6tre que monotone croissante le long de c,

s'il n'en était pas ainsi, il existerait au moins un point m= c(t,) pour

lequel

- sic est différentiable en ty), le vecteur tangent e (ty) est spatial.

- sic n'est pas différentiable en m, les deux demi-vecteurs tangents

sont dans des demi-cSnes isotropes différents (ce qui est contraire

a la convention qu'on a pris), on a une contradiction dans les deux

cas.

On en déduit que k({q) = g, (exp, ds exp) '4) > 0, ce qui prouve que
°

€ ex Cc).q Poe >



SeTEIAAtRcNeemtcre nies yma
ee

- 20 -

2) Cas causal

Pour démontrer le théoréme dans le cas causal, il est nécessaire de

déformer la courbe causale c afin d'en faire une courbe temporelle.

Soit Y un champ de vecteur sur 1 tel que le champ de vecteurs

induit par exp, ©) soit partout temporel dans U et tel que :

g(Y,c) > 0 au point p.

Soient € 20 et B(t,€) 1a courbe sur Te telle que :

B(t) = &(t)+eY
B(t,&)

C'est une courbe temporelle car 2(B »B) > O, pour tout t.

En faisant tendre € vers O et en remarquant que B dépend de fagon

différentiable de t et de €, on obtient que

exp ,(B(t,0)) = e(t) < exp, (¢,)

et puisque exP, est un difféomorphisme, on a:

P

(sce, €)
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Conokkaine 1.12. : Sous Les mémes hypotheses que 1.1], si q EU peut btre

nekie A pp par une courbe causale mats pas par une courbe

temporetle, ka seuke courbe causate atlant de p a gq

est une géodésique nulle située dans U.

Le point q est de ka forme exp x ot 9y(X>X) = 0.

Ceci entraine que les seuls points q pouvant @tre reliés A p par

une géodésique nulle dans U_ sont de cette forme.

Ces points sont situés dans l'image du bord du céne er par l'applica-

tion exponentielle.
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II - STRUCTURE CAUSALE DES ESPACES-TEMPS

Un des postulats de la théorie relativiste de la gravitation stipule

que toute particule se déplace avec une vitesse spatiale inférieure 4 celle

de la lumiére, le cas limite @étant obtenu pour les photons. Ceci se traduit

mathématiquement par le fait que la trajectoire d'une particule appelée aussi

ligne d'univers se situe 4 l'intérieur du céne isotrope et est donc temporel-

le, que la trajectoire des photons se représente par des courbes nulles.

On introduit dans ce chapitre les notions relatives 4 la structure de

L'espace-temps qui permettent de traduire les conceptions habituelles de

nivers dans le formalisme mathématique utilisé en théorie relativiste de

gravitation.

Un champ de vecteur causal le long d'une courbe causale ne peut pas

passer du demi-cSne du futur au demi-c8ne du passé de maniére continue, il

s'ensuit qu'une courbe temporelle, nulle ou causale est soit dirigée vers le

futur, soit dirigée vers le passé.

On définit les relations << et < qui correspondent mathématiquement

a "qui peut communiquer avec qui ?" ; la chronologie et la causalité qui in->

terdisent les courbes causales fermées, ce qui semble @tre une hypothése phy-

sique "raisonnable".

Convention : Sauf mention expresse du contraire dans toute la suite de ce

travail, (M,g) désigne un espace-temps quelconque, p un point

quelconque de M, et toutes les courbes causales sont dirigées

vers le futur.

A ~— CHRONOLOGIE, CAUSALITE

Soient p et q deux points quelconques de M, on note :

.

° p<e da s'il existe une courbe temporelle allant de p 4 q.

q s'il existe une courbe causale allant de p a4 q.

; +

Ces deux relations permettent de définir le futur chronologique I (p)

et le futur causal J (p) du point p par:

{q € M/p << q}I’ (p)

{q € M/p < q},ttJ" (p)
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et de maniére analogue le passé chronologique I (p) et le passé causal

J (p) par:

1 (p) = {q € M/q << p} 3 J (p) = {a € M/q < p}.

Les relations << et < possédent les propriétés suivantes :

Lemme 2.1. : I) p << q>p< q

2) << et < sont des nelations transitives.

Démonstration ;

1) Se déduit immédiatement de la définition.

2) Soient p, q et r trois points de M vérifiant :p<<q et q<<r.

Soient c, : [a,b] > M une courbe temporelle ot ec; (a) =p et

ce, (b) = 4 3

c, : [b,d] + M une courbe temporelle of c,(b) = q et

ey) = m

(On peut toujours définir c, sur [b,d] quitte 4 faire une translation con-

venable sur le paramétre).

Considérons la courbe c: [a,d] »M définie par :

{ c(t)

e(t)

t = b on peut avoir perte de différentiabilité pour c mais :

c,(t) si t € [a,b]

h e,(t) si t € [b,d].

i c (b ) et é(b) = é, (b') sont les deux demi-vecteurs tangents en

bes c, et c, sont dirigées vers le futur.

Il s'ensuit que c est une courbe temporelle de p 4 fr, ce qui prouve

la transitivité de la relation <<. On en déduit celle de la relation < en

remplagant ci-dessus temporel par causal et en notant qu’'en b, les deux demi-

vecteurs tangents peuvent tre situés sur le bord du c6ne futur.

Dans certains cas, on peut aussi avoir : p<q, q<r et p<<r, plus

précisément :
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Lemme 2.2, : (cf. [9], p. 13) Sott U un votsinage normal convexe en un

point p de M, et sotent ¢,4 deux points de U tels que :

L'unique segment de géodésique aklant de p & q_ (Aespective-

ment de q & 4%) dans U est un Segment de géodésique nulle

v, (xespectivement v,).

Si es directions des vecteurs tangents v, et v, sont difgfe-

nentes du point q, L'unique segment de géodésique reliant’ p

&@ *% dans U est un Segment de géodésique temporelle.

Démonstration :

Soit x €B=v,Uv,, (« # p), et considérons la fonction k introduite

en 1.9. et définie par :

k(x) = g(ex Me ex )Py > Po

le c6ne isotrope c définit ume hypersurface nulle {x € U, x # p/k(x) = 0}

dans U que le segment de géodésique nulle v, ne peut pas traverser en q

pour sortir de ap Fe car < est une nelation transitive (2.1.).

Puisque les directions de v, et v, sont différentes en q, ceci

prouve que Vv, "rentre strictement” 4 1'intérieur de exp, iG) ui.

Dans ce cas, si x est dans le futur de q sur 8, ona: k(x) > 0, ce

qui est vrai en particulier si x =r et 1,11. entrafne qu'il existe une uni-

que géodésique temporelle dans U reliant p 4 r.

7 F + +

Dans 1l'espace-temps de Minkowski, la fermeture de I (p) est J (p),

mais J (p) n'est pas forcément fermé dans un espace-temps quelconque (Il suf-

fit d'enlever un point 4 1l’espace-temps de Minkowski pour le voir).

Cependant ;:

Lemme 2.3. : I’ (p) et I (p) sont des ouverts de M.

: +

Démonstration : On fait la démonstration pour I (p).

Soient re r*(p) et c: [a,b] +M une courbe temporelle allant de p
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Soit q €c([a,b]) NI (r) tel que; r€U ot U est un voisinage

normal convexe ouvert en q.

Dans ce cas, J = exp 10 n ce (ou ct désigne l'intérieur du cone futur
dans TM) est ouvert dans TM et contient expt

Alors, pour tout x dans exp,J on a: x €TI (q), ce qui prouve par

2 se ree fi + :
transitivité de la relation << que =p <I (p) qui est donc ouvert.

Definition 2.4. : Un espace-temps (M,g) est dit chronokogique (nespectivement

causal) si pour tout point p de M: pé¢ 1” (p) (respecti-
+

vement p¢ J (p)).

Il revient 4 dire que (M,g) est chronologique (respectivement causal)

s'il ne contient pas de courbes temporelles fermées (respectivement courbes

causales fermées).

Il résulte immédiatement de la définition qu'un espace-temps causal

est chronologique.

Les espaces-temps de Minkowski, de De-Sitter et Anti-De-Sitter sont

causals (on dira causals et non causaux !) ; mais il existe des exemples

d'espaces-temps qui ne sont pas chronologiques (en particulier 1'espace Hy,

introduit au chapitre 1, raison pour laquelle on s'intéresse plutdt a4 son re-

vétement universel Hes des exemples chronologiques mais non causals comme

M = S'xIR muni de la métrique ds? = do dt:

— Les géodésiques temporelles sont des héli-

ces, les seules courbes causales fermées

sont les cercles {t = constante} qui sont

| eet] des géodésiques nulles.

Pp ee —*"=n
Un autre exemple important d'espaces-temps non chronologiques est le

suivant :
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Théortme 2.5. : Tout espace-temps compact n'est famais chronoLogique.

Démonstration :

: 
+

Soit (M,g) un espace-temps compact ; (I (P) em forme un recouvrement

ouvert de M, on peut extraire un sous-recouvrement fini

ir Ty =(1 (Py) emt ot I= {1,...,m}.

ker

Ona: P, € I (i, ot I <i a. + ~
1 <TM, de méme ; Pi, ET (Pi) ot

1 <¢ i, <¢m. On obtient en répétant l'opération :

Pi << Pi, << Pi, <<.++<< PL:

. : - 
~ 2 

: + .Mais il existe Pin EM ot ig im <m tel que Pin-1 et (Pi) +

La transitivité de << entratne donc que :

. ~ . + ~ =ou I¢i, <¢m tel que : pj €T (pj _), d'oa le résultat.8 o to 1

Pour la suite de ce travail, on a besoin d'une condition plus restric-

tive que la condition de causalité : la forte causalité.

Definition 2.5. : 1) Un ouvert U de M est dit causalement convexe si Liin-

tersection de toute courbe causake avec U est un endsem-

be connexe, autrement dit : pour tout x et y dans

u,x<<z<<y entiatine z€U.

2) L'espace-temps (M,g) est dit fortement causal au point

p 4'£! existe un voisinage de p causalement convexe.

3) (M,g) Sera dit fortement causal s'il Lest en chacun de

Ses points.

Intuitivement, la condition de forte causalité peut se traduire par :

il existe un voisinage de p tel que si une courbe causale le quitte, elle

ne doit plus y revenir.
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Tout espace-temps fortement causal est donc causal (la réciproque est

fausse, cf. [8], p. 192).

Les espaces-temps de Minkowski, De Sitter et Anti-De-Sitter sont forte-

ment causals.

Il est A noter que tout voisinage normal convexe U en p, point d'un

espace-temps quelconque (M,g), considéré lui-méme comme un espace-temps muni

de la métrique induite est fortement causal ([9], p. 30).

B -— GLOBALE HYPERBOLICITE, FONCTION-TEMPS

Definition 2.7. : On dit qu'un espace-temps (M,g) est globalement hyperbo-

Lique (en abrégé G.H) s'Lk est fortement causal et AL pour

tous points p et q dans M, ona: J" (p) nT {q) est

compact.

Pour de tels espaces-temps, des théorémes d'existence et d'unicité glo-

baux de solutions des équations d'onde AutB(u)+cu =f sont valables ([7],

p. 124) ; leur importance apparaft aussi dans le théoréme suivant qui sera

démontré au chapitre V :

Théonime 2.8. : Soit (M,g) un espace-temps globakement hyperbolique, p © M

et q€ Jp).

12 existe une géodésique causate alkant de p a q dont ta

Longueur est superteure ou égale a cekle de toute autre cour-

be causale allant de p a q.

(Pour la notion de longueur, voir chapitre III).

Les espaces-temps de Minkowski et De-Sitter sont globalement hyperboli-

a 7 . + 7
ques, 1'espace-temps Anti-De-Sitter ne l'est pas (bien que re€éI (p), il

n'existe aucune géodésique causale allant de p 4 r, voir figure 3).

La globale hyperbolicité est liée 4 la notion de surface de Cauchy, au-

paravant il nous faut définir la notion de courbe interminable.

Soit c: [a,b[ »- M une courbe dans M, causale.
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Le point p est dit extrémité de ec pour t=b si:

lim c(t) = p.

t~>b-

Le point p_ sera dit extrémité future (respectivement passée) de c

sic est dirigée vers le futur (respectivement vers le passé).

La courbe c est dite interminable vers le futur (respectivement vers

le passé) si elle ne posséde pas d'extrémité future (resp. passée).

Si une courbe causale ne posséde ni extrémité future, ni extrémité passée,

on dit simplement qu'elle est interminable.

Ceci nous permet d'introduire la :

Definition 2.9. : Une surface de Cauchy S est un sous-ensemble de M pos-

Aédant La propriété suivante : toute courbe causale intermi-

nable dans M ne coupe S qu'une fois et une seule.

On montre que la condition (M,g) globalement hyperbolique est équiva-

lente 4 (M,g) admet une surface de Cauchy ([8], p. 209 et p. 212).

Dans le théoréme 1.9., on a introduit sur un voisinage normal convexe

U la fonction k, dont les surfaces de niveau étaient des hypersurfaces spa~

tiales (sur UNI’ (@)).

Sous certaines conditions, on peut étendre cette notion 4 tout 1'espace-

temps, et une surface de Cauchy peut apparaitre comme une surface de niveau

d'une certaine fonction. Plus précisément :

beginition 2.10. : i) Une fonction continue § : M > IR eat dite gonetion-

temps gkobake sur M 54h § est Strictement croissante

Le Long de toute courbe causale.

2) Une telke fonction est dite fonction-temps de Cauchy si

chaque surface de niveau ge (e) of e@ € R_ est une
surface de Cauchy de M.
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Il est 4 noter que tous les espaces-temps méme fortement causals n'ad-

mettent pas forcément une fonction-temps ([8], p. 188), qu'un espace-temps

globalement hyperbolique admet une fonction-temps de Cauchy ([8], p. 212),

que le choix d'une fonction-temps globale lorsqu'il est possible n'est pas

unique.

Remarque 2.11 :

Dans le théoréme 1.9., la fonction k définie par _

k(q) = g(exp.'a, exp) a)
Pp P

est une fonction-temps sur UNIT), oi U est un voisinage normal convexe

en p (-k en est une sur UNI (p)).

Une fonction-temps existe toujours sur U, bien qu'il n'y ait aucune

hypothése sur M.

D'autre part, on peut toujours trouver dans U un voisinage suffisam-

ment petit V_ tel que : (Vs 81 y) soit globalement hyperbolique, par exem-

ple :
+ ~-

si qE€UNTI (p), alors V = I*(p) AI (q) répond 4 la question.

Une autre maniére de construire une fonction-temps sur un voisinage

normal convexe U en p est la suivante : supposons qu'il existe

f:UcM-s IR declasse cC! tel que le gradient de £ soit toujours tempo-~

rel.

Si ce: t € [a,b] > c(t) € M est une courbe causale de classe c! telle

que c(t) est régulier, alors :

oF (Foe) (t) = g(E(t) grad £(c(t)))

est soit strictement positif si c(t) et grad f(c(t)) ont mé@me orientation,

strictement négatif dans le cas contraire.

Dans le premier cas, f est strictement croissante le long de c, dans

le second cas strictement décroissante. Il s'ensuit que f£ vérifie cela le

long de toute courbe causale et par suite que f ou -f est une fonction-—
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Il est 4 noter que grad f est orthogonal 4 chaque surface de niveau
=I

£ “(e) = {q € U/f(q) = e} qui sont des hypersurfaces spatiales.

On termine ce chapitre en donnant le schéma qui indique les relations

entre les différentes conditions de causalité introduite :

GLOBALE HYPERBOLICITE (# existence d'une fonction-temps

{ de Cauchy)

FORTE CAUSALITE

CAUSALITE

CHRONOLOGIE



III - ETUDE DES COURBES DE L’ESPACE-TEMPS

Dans ce chapitre, on s'intéresse d'abord Aa la convergence des suites

de courbes dans un espace-temps. Il y est introduit d'une part le concept

de courbe limite, d'autre part la C°-topologie sur les courbes.

On définit ensuite la longueur des courbes causales (de maniére ana-

logue 4 la géométrie riemannienne pour les courbes temporelles, par approxi-

mation pour les courbes causales) et la distance lorentzienne qui différe

en bien des points de son homologue riemannien.

A — CONVERGENCE DES SUITES DE COURBES

Il nous faut tout d'abord définir la notion de courbe causale continue

(et non plus de classe c} par morceaux) :

Definition 3.1. : Une courbe continue ce: ja,bl +M est dite courbe causale

dinigée vers Le futur si :

Pour tout £€ Ja,bl, iL existe e€ > 0 et un voisinage

nonmak convexe U en elt) tels que :

C|\[t-e,tte] CU et:

étant donnés +t, et +t, virnifiant : t-e < t, < t, < tte,

4k existe une courbe causale de chasse C” dinigée vers Le

futur dans (U,g|,) de el(t,) a o(t,).

Dans tout ce qui suit ; courbe causale sans autre précision signifie

courbe causale dirigée vers le futur au sens de la définition 3.1.

Une courbe causale définie au sens de 3.1. n'est pas forcément de

classe Cl par morceaux, toutefoiec elle wérifie uneae, ee oOondie

et par suite posséde un vecteur tangent presque partout. (cf. [9], p. 17).

Lorsqu'une courbe causale c est définie sur un intervalle fermé

{a,b] ; cela signifie que c posséde une extrémité future et passée.
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Definition 3.2, : 1) Soit (Cen une sucte de courbes causales dans M.

On appelle point Limite de La suite | ¢,) tout point

p de M 4e2 que: si V est un votsinage quelconque

de p, toutes £es courbes de La suite {e,) sauf un

nombre fini nencontrent V.

2) Une courbe c est dite courbe Limite de La suite

(ey) new Ske existe une s0us-suite {c,) de {e,)

telle que : Tout point de c est point Limite de La

Sous-suite (e,). On dit alons que (c,) distingue o
comme courbe Limite.

Dans un espace-temps quelconque, une suite de courbes causales peut

avoir plusieurs courbes limites comme elle peut avoir une courbe limite

spatiale ([5], chap. 2).

Dans 1'espace-temps Anti-De-Sitter, la

suite de géodésiques temporelles (ce)

posséde deux courbes limites : les seg-

ments de géodésique nulle V, et v,.

Figure 7 P

Toutefois, ona:

Proposition 3.3. : Soit (M,g) un espace-temps fonrtement causal. Une courbe

Limite ce: [a,b] +M d'une suite de courbes causales

{e) est causake.

Démonstration :

L'image c([a,b]) est compacte dans M, on peut la recouvrir par un

nombre fini de voisinages normaux convexes Us) sez qui possédent la proprié-

té suivante : toute courbe causale quittant un des U; n'y revient pas

(cf, [9], 4.10 et 4.14, p, 30),
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Puisque la relation < est transitive (2.1.), 3.3. est démontrée sic(fa,b]) n Uj est causale, pour tout i €T.

Soit (ec) la sous-suite de (ce) qui distingue c comme courbe li-mite. Si p et q € c([a,b]) a U;, on peut trouver deux suites (Pp) et
(q) telles que p et q soient des points limites de ces suites (p pour
(p> q pour (q))- Pour m_ assez grand, Ph et 4G, sont reliés par la
courbe causale c, > Par construction des U; et par le fait que p et q
sont situés sur une courbe c dans us, si on passe 4 la limite sur m, on
ne peut avoir que p et q reliés causalement.

Le choix de p et q étant arbitraire, il s'ensuit que c([a,b]) n U;
est causale, ce qui démontre la Proposition.

On cite maintenant un résultat relatif 3 l’existence des courbes limi-
tes, utile par la suite ({8l, Pp. 185).

Proposition 3.4. : Soient (Mg) un eSpace-temps quelconque et (ce) en
une suite de courbes causales Anterminables vers Le futur
dans M.

Si pEM est un point Limite de La Suite (e) ne 3 «2
existe une courbe causake oc Anterminable vers Lo futur,
passant par jp et qui est une courbe Limite de La suite

(on) new .

On va maintenant considérer la convergence des suites de courbes dans
la C°-topologie. Alors que pour le concept de courbe limite, l'intervalle
de définition des courbes n'intervient pas, il est nécessaire ici qu'il soit
le méme pour toute les courbes de la suite ainsi que pour la limite lorsqu'elle
existe.

ntes sur Le meme intenvalle [a,b].

On dit que la suite (c,) converge vers dans La C°-to-
pologke sk :

(4) ¢,, (a) >cla) et ce, {b) > e(b) Lorsque n > c,
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(<<) Pour tout votsinage ouvert V contenant c, iL

existe un entien N tel que : co VU pour tout

n>N,

Dans l'espace~temps Anti-De-Sitter, la suite (ec) a deux courbes li-

mites v, et v, mais elle ne converge ni vers Vv,» ni vers v dans la
2

C°-topologie, et pourtant cet espace-temps est fortement causal. (Figure 7).

Considérons maintenant l'espace-temps M = S'xIR muni de la métrique

ds* = dg dt (il n'est pas causal, figure 6).

Soit Yn le segment sur 6 = 0 donné

par : ¥, 60) = (0,t), O< t <1, Wn.

Soit y la courbe causale obtenue en

parcourant la géodésique nulle {t = 0}

depuis 0, puis en allant sur 6 = 0

de t=0 4 te=1.

La suite (Y) converge vers Y dans

la C°-topologie, mais Y n'est pas une

courbe limite de Yue

Toutefois, dans un espace-temps fortement causal, les deux types de

convergence sont "presque" équivalents, plus précisément :

Proposition 3.6. : Soit (M,g) un espace-temps fortement causal.

Soit (Cc) ne une Suite de courbes causales définies

Aut [a,b].

Une courbe causale ec: [a,b] >M elle que cla) = p

et ce(b) = q est une courbe Limite de La suite (ec) n€IN

SL et Seulement si 42 existe une sous-~suite (c.) de

(c)) qui converge vers c dans La C°-topoLogie. (121,

p. 164).

Démonstration :

(=) Soit V un ouvert quelconque de M tel que : c([a,bl) CV. Puisque



- 35 -

c([a,b]) est compacte, on la recouvre par un nombre fini de voisinages nor-

maux convexes Wyss s+ oWy tels que : W; cV, 1< ig< k. L'hypothése fortement

causal entraine que toute courbe causale quittant un des Ww; n'y retourne

pas.

Il existe une subdivision de l'intervalle [a,b] : a = tyStys-- <b; =b

telle que le couple (c(t; ),c(t;,,)) est dans Wea ot I< k(i) < k,

l< ig j-l.

Soit (c) une sous~suite de (c) qui distingue c comme courbe li-

mite.

On pose : p(0O,m) = ca) et p(j,m) ce (b) pour tout m.

Pour tout i fixé dans 1,...,(j-1) 3 considérons p(i,m) € cy tel

que : la suite (p(i,m)) converge vers e(t;).

Puisque c est une courbe causale et que (M,g) est fortement caucal,

il existe un entier N, tel que : p(itl,m) € J*(pG,m)) pour m2N,.

Il existe un entier N, tel que le couple (p(i,m),p(i+l,m) est dans

Wea) ot O<¢ i < j-l et pour tout m> N,-

Il s'ensuit que le segment de courbe co joignant p(i,m) 4 p(itl,m)

est tout entier dans Wea)? pour tout m > N = MAX(N,,N,).

En répétant le procédé, on obtient que :

cle W, UW, U«... U We <V, pour tout m2N.

(<=) Soit (ce) une sous-suite de (c,) convergeant vers c dans la C°-

topologie. On pose :

A={t,€ [a,b]/tout point de elfa,t,] est un point limite de

la sous-suite (ct.

La réciproque est démontrée si A = [a,b].

(a) > c(a) entraine que a€A.

Posons T = Sup{t,/t, E€ A} et supposons que T > a.

Soit (t,) une suite telle que : t.?% T par valeurs inférieures.

Puisque c est continue, pour tout voisinage ouvert U de c(t) il

existe un entier K tel que : e(t,) € U pour tout k pk.

Mais U est aussi un voisinage de c(t.) pour k>K, puisque e(t,)
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est un point limite de la sous-suite (c)> ceci entrafne que U_ rencontre

toutes les courbes de la sous~-suite (ce) sauf un nombre fini, U étant un

voisinage quelconque de c(t), on obtient que TEA.

Supposons maintenant que tT <b, et soit V un voisinage normal con-

vexe de c(t) ne contenant pas c(b) et tel que (V,8|y) soit globalement

hyperbolique (cf. remarque 2.11).

On définit alors f :VOR fonction-temps de Cauchy telle que :

f£(V) = R et £(c(t)) = 0.

Soient s fixé dans ]0,+~[ et x(s) = c(f[a,b]) n fe} (s).

Il est A noter que cette intersection est non vide car e(t) EV et

c(b) € V, et réduite 4 un seul point car £1 (s) est une surface de Cauchy.

Pour m assez grand, x63) = c(ta,b]) n fF | (s) existe et en particu-
lier pour tout voisinage W de c([a,b]) ona:

x(s) € wn £ '(s).

Ceci prouve que x(s) est point limite de la sous—suite (ce), et

comme f(c(T)) = 0, que A contient des nombres plus grands que T, ce qui

est une contradiction, d'’otit A = [a,b].

B - LONGUEUR DES COURBES CAUSALES

+

Soit pE€M et q€ J (p).

C(p,q) désigne l'ensemble de toutes les courbes causales allant de p

q- La longueur des courbes causales allant de p 4 q est une fonction

définie sur C(p,q) 4 valeurs dans R,- On définit tout d'abord L pour— OO py 1es courbes temporelles de classe C par morceaux :

Soient c: t € [a,b] > c(t) € M une courbe temporelle de classe Cc?

ey =b de fa,b] tell foque :0)
par morceaux et une partition a = fytitys.

. 1 .cllt;,t, 0 soit de classe C* pour i = 0,...,(k-1).

La longueur de la courbe temporelle c est :

k-1l rt:

L(c) = = | wh We(ate) eC) at
t=o .

2 1
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On note cette longueur L(clf[a,b]) ou bien L(cllp,q]) si c(a) = p

et c(b) = q. Cette définition est indépendante de la paramétrisation choisie

pour définir la courbe c (cf. par exemple, Thorpe, J.A., Elementary Topics

in Differential Geometry, UTM, Springer Verlag, 1979, p. 68).

Nous allons maintenant é6tendre la notion de longueur aux courbes causa-

les allant de p 4 q, pour ce faire il nous faut la:

Paoposition 3.7. : Supposons q € T’ (p).

Soit C'(p,q) L' ensemble de toutes Les courbes temporelles

de classe C ablant de p a gq.

C'{p,q) est dense dans C(p,q).

(Comparer avec [9], p. 50).

Démonstration : Soit c: [a,b] >M une courbe causale allant de p 4 q

(qui n'est pas une géodésique nulle non brisée).

On peut recouvrir l'image compacte c([a,b]) par un nombre fini de

voisinages normaux convexes U_,...,U, d'intersection non vide deux 4 deux.
ae N

Soit alors une suite de points 3) 52) tels que :

(i) ny < Day i= 1,...,N-1

(ii) on, €U, NU,,,, i = 1,...,N+1.

Si ny << Dy yp: on considére les segments de géodésiques temporelles

unique allant de n, 4 ny, notés Y; dans Dia (i = 1,...,N-1).

(cfs Sala) s N-1

Posons : y= U Y; 3 Y est une courbe temporelle de classe C?! par

isi

morceaux, allant de p 4 q, et voisine de c. Pour obtenir une courbe tempo-
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Figure 9

Supposons maintenant qu'on ait : n. << n. mai : e FPP q n i i+] S Pid) E Mi4+2
situés sur un segment de géodésique nulle. Dans ce cas, le résultat provient

du lemme plus général suivant :

Lemme 3.8. : Si p<<q et q<% akhons pcr,

Démonstration : Supposons que p << q et que q et r_ sont situés sur une

géodésique nulle y.

Soit v([b,d]) l'image compacte de la géodésique nulle wv allant de

q 4 r. On peut recouvrir cette image par un nombre fini de voisinages nor-

maux convexes U,s++-Uy qu'on suppose suffisamment petits pour posséder la

propriété suivante :

L'intersection du bord des U, (= ou;) avec v([b,d]) est formé d'un

point passé et d'un point futur. Soit U, le voisinage normal convexe conte-

nant q, et soit x, lL'intersection future de 9U, avec vilp,al).

7 a -oe _o fr ‘ o4 ew. . ecw ee ot c y= o>
Fuisque qQqQvg ARy) > ii CALSLE Sy} £ Uy it CYULaA,DI) cer. gue Sy. 4 \Ayss

ot c: [a,b] >M est une courbe temporelle allant de p A q. Soit Y; une

courbe temporelle reliant s, 4 x,. Soit x, 1'intersection future de 93U,

avec y({b,d]) et soit 8, = [s,x,] n 3U,. Dans ce cas, s, € I (x,) et Y,
2

est une courbe temporelle reliant s, A x,.
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En répétant le procédé, on fabrique une courbe temporelle de s 4 ir,

par transitivité de la relation << on obtient que p << r.

é

f

(

\

‘N

Figure 10

Soit maintenant A une courbe causale continue allant de p a q, et

U un voisinage de \ dans M. On pose :

&(U) = borne supérieure des longueurs des courbes temporelles

allant de p A q declasse c! situées dans U.

La longueur de la courbe causale A, L(Al[p,q]) est définie comme étant

la borne inférieure des 2(U), U parcourant l'ensemble des voisinages de A

dans M.

Cette définition est valable pour toute courbe causale, sauf, d'aprés

ce qui précéde pour une géodésique nulle non brisée.

Pour celle-ci, on définit leur longueur comme étant 0. (cf. [8] p. 215).

Pour la suite, on démontrera des résultats sur C'(p,q) qu'on transpor-

tera par densité sur C(p,q).
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Soit c une courbe temporelle de classe C! allant de Pp 4 q, dans

ce cas : L(cl[p,q]) > 0. On peut approcher c par une suite (c) de cour-

bes nulles cC! par morceaux, qui converge vers c dans la C°-topologie. On

a d'une part

Figure 11

Ceci prouve que L n'est pas une fonction continue sur C(p,q) pour

la C°-topologie.

Toutefois

Proposition 3.9. : Soit (M,g) un espace-temps fortement causal.

La fonetion-Longueur L est semi-continue supércteurement

dans La C°-topologie sur C'(p,q).

On peut remarquer que la fonction-longueur en géométrie riemannienne

est semi-continue inf@érieurement,

Remarque 3.10. : Avant de démontrer 3.9., nous allons donner une mhaniére pra-

tique de paramétrer les courbes de C(p,q).

1) Supposons que p et q_ sont situés dans un voisinage normal con-
+

vexe U, et que q € J (p).
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Soit f£ : UCM-—>M€& telle que : £(x15+++5%4) = X,, et telle que

grad f soit partout temporel dans U. Dans ce cas, f est une fonction-temps

locale sur U (il en existe toujours une, 2.11) et toute courbe causale c

dans U reliant p a4 q peut s'écrire : c(t) = (t,x, (t),...5%,(t)) pour

tout t tel que : f(p) ¢ t <€ f(q). Les surfaces de niveau {f = constante}

sont des hypersurfaces spatiales. En particulier, si y est l'unique géodé-

Sique causale allant de p & q dans U, et si on pose £(p) = 0, Y peut

étre reparamétrée par : y(t) = (t,0,...,0) (cf. [16], p. 7 et p. 35).

2) Supposons maintenant que p et q ne sont plus situés dans un méme

voisinage normal convexe, et q &€ I’(p). :

Soit c: [a,b] +>M une courbe temporelle de classe C! allant de P

a q, paramétrée par la longueur.

L'image c([a,b]) est compacte, on la recouvre par un nombre fini de

voisinages normaux convexes Wi5---W Soit V un ouvert de M_= contenantKe

e([a,b]) et contenu dans la réunion des We (i = 1,...,k).

Etant donné c(t), considérons l'orthogonal de é(t) : (é(t))t dans

ToceyTM il engendre une hypersurface spatiale dans V. Tout point c de V

peut @tre relié 4 c(t) par une géodésique spatiale unique située sur cette

hypersurface, pour t convenable. Quitte 4 restreindre l'’ouvert V en un

ouvert V' contenu dans V, on peut supposer qu'aucune de ces géodésiques

spatiales ne se coupe dans V"'. On peut alors définir :

6: Vie c([a,b]l) NV!

~

x » O(x) = c(t) otf x et c(t) sont reliés par une

géodésique spatiale unique définie com-

me ci~dessus.

Soit F:V'i7> vio R

@
x Be(t) et

A l'aide de F, on peut paramétrer une courbe temporelle y allant de

q, Située dans V' par:? ia)

y(t) =! (t,X,(t),.--x,(t)).
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Le paramétrage de c est : c(t) = (t,0,...,0),

Il est 4 noter que les surfaces de niveau {F = constante} sont des
hypersurfaces spatiales.

Démonstration de la proposition 3,9,

On conserve les mémes notations que 3.10.2.

Si A est une courbe temporelle allant de p a q et située dans
V', ona:

A(t) (tax, (t),...,x,(t)) et:

X(t) grad F(t)+k(t) ot k(t) est un vecteur spatial.

Ceci entraine que

g(A(t),A(t)) = 14g(k(t),k(t))

(Par construction, grad F(t) et k(t) sont orthogonaux, et on a supposé que
grad F(t) est de norme 1).

Pour tout € > 0, il existe un ouvert Vv" cy! tel que :

g(grad F(t),grad F(t)) < 1+e€ sur vy".

Dans ce cas, si X est une courbe temporelle de classe Cc! située

dans V", ona:

b * . I/, 1/5LAAIEp,q]) = J (g(A(t),A(t))) “dt < Cite) “L¢ellp,q])
a

ce qui prouve la proposition.

Par densité de C'(p,q) dans C(p,q), la proposition s'étend aux cour-

bes causales. Ceci a pour conséquence :

Lemme 3.11. : Sofent (M,g) un espace-temps fortement causal et e une cour-

be causale dans M.
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Si La suite (cy ne de courbes causales converge vers oc

dans La C°-topokogie, ona:

L(c) > Lim sup Lic)) :

On termine cette section en démontrant un théoréme fondamental relatif

a l'existence d'une géodésique de longueur maximale entre 2 points reliés

causalement dans un voisinage normal convexe.

Théontme 3.12. : Soient (M,g) un edspace-temps quefconque, p et q deux

points de M 4itués dans un voisinage normal convexe U

en p.

Si p et q peuvent Etre reliés par une courbe causale,

alors La plus Longue de ces courbes dans U est Lunique

geodésique reliant p & q.

Démonstration ;

Puisque U est un voisinage normal convexe, muni de la métrique in-

duite il est fortement causal ([9], p. 30).

Si qe€E (J* (py\ I @p)) NU, 1.12. entraine que la seule courbe causale
allant de p A q est une géodésique nulle v, de longueur nulle.

Supposons donc que q € I*(p).

D'aprés 1.2., il existe dans U une géodésique unique c reliant p

a q. Par 3.10.1., on peut paramétrer c: [a,b] >M par : c(t) = (t,0,...,0).

Si y est une courbe causale de classe C! allant de Pp 4a q et si-

tuée dans U, on peut la paramétrer par :

y(t) = (t,x, (t),....%,(t)).

Dans ce cas, g(y(t),y(t)) = g(grad f(y(t)), grad £(y(t))

+e (k(t), k(t))

ou k(t) est un vecteur spatial orthogonal A grad f£(y(t)) (Les notations

sont celles de 3.10.1.).
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On obtient que

b 1/

L(ylfp.q) < | (g(grad £(c(t)),grad £(e(t))) mat = Licl[p.q])
a

On a 1l'égalité si et seulement si k(t) = 0, autrement dit si

y(t) = (t,0,...,0) ce qui correspond au paramétrage de l'unique géodésique

causale c allant de p 4 q dans U.

C - LA DISTANCE LORENTZIENNE

En géométrie riemannienne, la distance entre deux points est définie

comme €tant 1'Inf des longueurs des courbes reliant ces deux points. En géo0-

métrie lorentzienne, cette définition ne peut pas avoir de sens puisque toute

courbe temporelle peut étre approchée par une suite de courbes nulles, la lon-

gueur de la courbe limite d'une telle suite est toujours 0.

On est donc amené 4 poser ;

Definition 3.13. : Soit pe M,

La fonction-distance de Lorentz est L' application :

d: MxM > IR” U {ow} tele que :

tl(4) dlp,q) = 0 si qg¢ I*Up)

{44} dlp,q) = Sup{L(e)/e € C(p,q)}.

On peut faire les remarques immédiates suivantes

+ 5 é 2 oie . .1) d(p,q) > 0@q ET (p) : ce qui signifie aque la fonection-distance

détermine le futur et le passé chronologique de tout point.

2) d(p,q) = 0 % GE J (PAI G@) sla fonction distance ne détermine pas en

général le futur et le passé causal d'un point .

Néanmoins, si q € TDP\U@ alors d(p,q) = 0. (cf, 3.20.)
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La fonction-distance est non symétrique et dégénérée ; elle vérifie

l'inégalité triangulaire renversée

d(p,q) > d(p,r)+d(r,q) si p<r<q.

Elle peut prendre des valeurs infinies, en particulier :

Lemme 3.14. : 1) Si pe 1” (p) akorns di(p,p) =,

Dans ce cas, pour tout point q de M ona soit d(q,q) =~,

Sott diq,q) = 0.

2) St (M,g) est un espace-temps ehronologique, alors

d(p,p) = 0 pour tout p de M.

Démonstration :

. + 
~1) Si p€ETI (p), on peut trouver une courbe temporelle c fermée en

p telle que L(c) > 0.

Si cTM désigne la courbe c parcourue n fois dans le méme sens,

ona: L(c”) = nL(c) et par suite

n
L(c’) +e lorsque n>,

Ce raisonnement est vrai en tout point q de M, sauf si la seule courbe

fermée en q est une courbe nulle, auquel cas : d(q,q) = 0.

2) Se déduit immédiatement de la définition.

Dans un espace-temps quelconque, la fonction distance n'est pas forcé-

ment continue, toutefois elle est toujours semi-continue inférieurement 1A od

elle est finie. Plus précisément

an =e Be 2 : ate &
Lemme 3.35. : Soit pe mM et qe i (p).

1) Si dip,q) <=, sé pi +p et Gq, > akonrs

d{p,q) < Lim ing dip,,a,).

2) Si dip,q) =~ et sé Py, > Ps 4 > 4 akon dlp .q,) > 2,
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Démonstration :

1) Si d(p,q) = 0, il n'y a rien a prouver.

Supposons que q € I'(p). Il existe une courbe temporelle c allant
de p & q de longueur d(p,q)-€/2 (propriété du sup). On peut trouver deux

voisinages suffisamment petits de p et q, notés U, et U, tels que c

peut @tre déformée en une courbe temporelle de longueur > d(p,q)-e de n'im—

porte quel point r de U, a n'importe quel point s de U,. Pour n_ suf-2°

fisamment grand, PL EvU,, qn € U, et en passant 4 la limite on obtient le ré-

sultat.

2) Supposons que d(p,q) =© et que lim inf d(p_,q_) = A < ©, Dans ce
n’°n

a q de longueur > At2.
cas, il existe une courbe temporelle c allant de P

On peut trouver deux voisinages U, et U, de p et q respective-

ment tels que c puisse @tre déformée en une courbe temporelle de longueur 3 Atl

de n'importe quel point r de U, aA n'importe quel point s de i, »

Pour n suffisamment grand, Pr €U, et qn € U,, en passant 4 la limite

on aboutit a une contradiction.

Il est 4 noter que la fonction-distance est continue si (M,g) est un

espace-temps globalement hyperbolique (voir chap. V), et qu'elle est toujours

finie.

Lemme 3.16. : Sé (M,g) est un espace-temps globalement hyperbolLique pour

tous p et q dans M ona: dlp,q) <@.

Démonstration

Puisque pour tous p et q de M, I'(p) nN J (q) est compact, on peut

le recouvrir par un nombre fini de voisinages normaux convexes U,,---,0,

vérifiaui la propriété suivante : toute courbe causaie quittant un des U

n'y revient pas (forte causalité de M) et est de longueur ¢ 1 dans U;.

Toute courbe causale c allant de p 4 q _ vé6rifie la propriété précé-

dente, il s'ensuit que

L(c{(p,q]) < m et par suite que d(p,q) < m.
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Deginition 3.17. : Soit pEM et q€ I*Ip).

Une courbe causale ec allant de p & q est dite maximale

Ak elke vinifie :

L{ellp,q]) = dlp,q).

Les courbes maximales possédent la propriété suivante

Lemme 3.18. : Soit ec: [a,b] >M une courbe maximale entre p=ecla) et

q = c(b).

Alors, pour tous 4 et t tebls que: ags<t<¢b, ona:

d(e(4),e(t)) = L{elfel(s),e(t)]).

Une courbe maximate est maximale entre chacun de ses points.

Démonstration :

d(p,q) = L(cllp,c(s)])+L(clLe(s) ,c(t)])+L(elle(t),q]).

Si le lemme est faux, il vient que

d(p,q) < d(p,c(s))+d(c(s),c(t))+d(c(t),q) < d(p,q).

La seconde inégalité résultant de l'inégalité triangulaire renversée.

Ceci aboutit 4 une contradiction.

Les courbes maximales jouent le réle des courbes minimales de la géomé-

trie riemannienne, ces courbes sont en fait des géodésiques. Soit p quelcon-

que dans M et qé€ J (p) NU ot U est un voisinage normal convexe en p-
3.12. montre que si 2 est une courbe causale allant de p 4 q vérifiant

L(Alfp,q]) = d(p,q), alors coincide (A une paramétrisation prés) avec

l'unique géodésique causale reliant p 4 q.

On conviendra que deux courbes différant d'une paramétrisation sont iden-

tiques.

Ceci a la conséquence globale suivante
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Théon®me 3.19. : Si une courbe causale oc: [a,b] >M est maximale entre

cla) et c(b), elle peut ttre reparamétrée en une géodé-

ALqUE..

Démonstration ;

Soit c(t) un point quelconque de la courbe c, et € > 0 assez petit.

Soit U un voisinage normal convexe en c(t+e) tel que U_ contienne

el[t-e,tte].

D'aprés 3.18., ¢ est maximale entre e(t-€) et ec(tté) et elle coin-

cide d'aprés ce qui précéde avec la géodésique causale maximale entre ces

deux points dans U.

Puisque t est quelconque, le théoréme en découle.

On peut maintenant démontrer l'analogue global du corollaire 1.12.

Lemme 3.20. : SC p<q mais p<<q est faux, il existe une géodésique

nuke atkant de p a q.

Démonstration :

Par hypothése, il n'existe aucune courbe temporelle de p a4 q,; il

s'ensuit que d(p,q) = 0.

Soit c une courbe causale allant de p 4 gq, ona:

d(p,q) > L(cl{p,q]).

Or d(p,q) = 0, ce qui entrafne que L(c[[p,q]) = 0 et que ec est une

courbe maximale entre p et q, 3.19. montre que c peut @tre reparamétrée

en une géodésique nulle.

Il est a noter que la réciproque de 3.20. est fausse

Soit l'espace~temps M = S1xIR muni de la métrique ds? = dt?-dx2.
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P et q sont situés sur une géodésique

nulle non brisée v, mais d(p,q) > 0

car il existe une courbe temporelle c

allant de p 4a q.

On peut remarquer que q est en dehors

d'un voisinage oi exp, est un difféo-

morphisme car il arrive deux géodésiques

nulles en q.
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IV - EXPANSION DES GEODESIQUES DE L’ESPACE-TEMPS

On ontroduit dans ce chapitre les formules des variations premiére et

seconde qui correspondent 4 la recherche d'extrémales de la longueur des

courbes et on parle briévement de la théorie de l'index en géométrie lorent—

zienne. Cela permet de définir les champs de Jacobi et les points conjugués

le long des géodésiques qui sont en relation étroite avec la maximalité de

celles-ci.

Alors que le cas des géodésiques temporelles est identique "mutatis

_Mutandis" au cas riemannien ; le cas des géodésiques nulles est un cas typi-

quement lorentzien, la perte de "maximalité" entre deux points d'une géodé-

sique nulle se traduisant par le fait qu'il existe une courbe temporelle

entre ces deux points.

A - CAS DES GEODESIQUES TEMPORELLES

Soit ec: [a,b] >M une courbe temporelle de classe Cc! allant de

p=c(a) Aa q=c(b).

Definition 4.1. : 1) Une variation {ou homotopie) de ce est une application

de classe C: alt,s) € [a,b]x]-e,el > alt,s) €M

{e > 0) ztekle que :

(4) a(t,0) = elt) pour tout +t € [a,b]

{4<) Les courbes voisines a,(t) = alt,s) défsinies

sur [a,b] sont temponettes pour tout 4 € J-c,eL.

2) La variation a est dite & extnimités 4XOS 'L

ala,s) = c{a) et alb,s) = c(b), pour tout 4 € J-e,el.

3) La variation a est dite C? par monceaux 4'iP ovinto

une partition finite a = t, <t,<... < ty = b de

[a,b] tele que :

a| soit une variation C” de
[t-,t,,,]*l-e,el

a » & = 0,...,N-1,ltt.t,47] ,



4) Le champ de la variation a est Le champ de vecteur

ke Long de c défini par :

v(t) = Flatt, s)) = oy (2 |
s=0 £,0)

On peut se passer de l'hypothése (ii) grace au :

Lemme 4.2. : ([5], 9.7.) Soét a une variation C” par morceaux d'un segment

de géodésique temponerle «a: [a,b] > M,

TL existe une constante S> 0 (dépendant de a) telle que Les

courbes votsines a, (4) sont tempornelles, pour tout 4 viri-

fiant 141 < S.

Démonstration :

co

(i) Supposons d'abord & de classe C et soit ©, : 0< €, < &€, alors

a est différentiable sur le compact [a,b]x[-€, ,€,]. En remarquant qu'on

peut prolonger a sur un ouvert contenant [a,b]x[-e,,€,] et que é(a’)

et c(b ) sont des vecteurs temporeis, on obtient l'existence d'une constante

S, > 0 telle que :

a + . -

a(a } et a. (b ) sont temporels pour Isl < S,.

Supposons qu'il n'existe aucun S$ > 0 vérifiant : les courbes a, sont

temporelles pour Isl < S.

On peut trouver une suite (s) > 0 telle que les courbes QO, (t) ne
n

soient pas temporelles. Ceci entraine l'existence de to € [a,b] :

(a, (t,)> a fe? < 0, pour tout n.

Par compacité de [a,b]x[-e,,€,] ; la suite (tS) nen a un point

d'accumulation (f,8s) of s = 0 et of ¢t #a et t #h (existence de S,).

En passant 4 la limite sur n 3 on obtient que :

g(G,(t) a, (t)) = g(c(t),c(t)) < 0 ce qui est une contradiction.

oO *
(ii) Supposons maintenant a de classe C par morceaux. En conbinant la

définition 4.1. avec la premiére partie, on obtient l'existence d'une constan-

te S; > 0 telle que :
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. + . -Pour tout s tel que: |s] < S; 3 a,(t;) et a, (t;) sont temporels
et a, est une courbe temporelle, i = 0,...,N-1.

[t;,.t,,,]

En prenant § = Min(S,,S,,...,8

it]

N=}? on obtient le résultat.

Il est 4 noter qu'il n'existe pas de résultat semblable pour les géodési-
ques nulles (comparer avec 4.10,).

Savoir si une courbe est de longueur maximale est un probléme de calcul
des variations, et on peut chercher 1'équation d'Euler d'un tel probléme.

Soit O une variation cTM de la courbe temporelle c: [a,b] >M
Paramétrée par la longueur. Si V est le champ de la variation > Oa:

Ve(c,c) = 2g(Dyc,é) = 2g (D-V,¢)

= 26 g(V,c)-g(V,D-é) } (i)

puisque [V,c] = 0.

D'oti :

db oI/ b zxae Ea, (t)) | Vg (2a = 4 | adys.dg/2(8,8)ae i)
Ss=o a a

1 . pb f? .z {| ve) = | e(v,zé)ac} (F1)
a

ot L'on a utilisé (i) et posé L= L(a,(t)).

(Fl) est la formule de la variation premiére.

Si a est A extrémités fixes alors V(a) = V(b) = 0 et le premier

terme de membre de droite de (F1) s'annule, si c est une géodésique, on
; d _obtient que : as L(a.(t)) _ = 0.

s=o

En particulier, 1'équation d'Euler du probléme de calcul des variations

est D.c = 0,
e
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Ce résultat entrafne qu'une condition nécessaire pour que la courbe

temporelle c soit une courbe de longueur extrémale entre P et q est

que c soit une géodésique (comparer avec 3.12.).

Pour savoir de quel extremum il s'agit, il nous faut calculer la déri-

vée seconde ; pour cela :

Soit c: [a,b] »M une géodésique temporelle paramétrée par la lon-

gueur.

B est dite variation double de c_ si

B : (v,w,t) € J-€,,€,[x]-e, ,e,[xla,b] > BWv,w,t) € M est une application

de classe C” (€; et €, > 0) vérifiant ;:

i) B(0,0,t) = c(t)

ii) les courbes voisines B(v,w,t) = eft) sont temporelles pour tout

v € J-e,,e;{ et tout wE€ J-e,,e,[.

B est dite 4 extrémités fixes si B(v,w,a) = c(a) et B(v,w,b) = c(b),

pour tout v € J-€,,€,{ et tout w€ J-e,,e,[.

Les champs de la variation 8 sont ;:

3 _g (3v(t) = dy POvawet)| = (2) co.0,t)

3 -af2w(t) = By Bow) | = Bal eI c0,0,¢)

On note : Le (t)) = L(v,w)

Proposition 4,3. : (Formule de La variation seconde}

Sous Les notations précédentes, si c est une géodésique,

ona:

b32 ont. fa :
swov 1M) Lig gy = Cg (Yoel lar) a (Pav sPall

-g(R(W,2)8,V)-8 g(v,8)8 gia) }ae (Fe)

Démonstration : D'aprés la ligne (ii) dans (Fl), il vient :
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92 P . . © +. 71/2Swiv L(V») | 65 9) = | [g(DDzV,c)+g(D2V,D c)](g(c,c)) dt
a

b

-| B(D.V,é)8(0 2.02/76, €)at
a

-1/2
b

| (g(c,¢)) [g(RW,c)V,¢)+g (D:D V,é)+g(D:V,D.W) lat
a

~3/2
b

-| (g(c,¢)) g(D-V,¢)g(D.W,c)dt
a

La 2°=° égalité provient du fait que [é,v] = [é,w] = 0, (F2) est obte-
nue en remarquant que c est paramétrée par la longueur et que Dz¢ = 0.

Considérons vi (ce) l’espace vectoriel des champs de vecteurs orthogo-
naux le long de c (i.e. si YE vite) alors g(Y¥(t),e(t)) = 0 pour tout
t € [a,b] ce qui montre en particulier que Y est un champ de vecteurs spa-

tial) et Vo (e) le s.e.v. de vt(e) défini par : Vy Ce) = {ye vi (ec) /¥(a) =
X¥(b) = O}.

Si V et W = sont dans vic) et si 8® est 4 extrémités fixes, (F2)

devient

b92 _ _ ie -wav ECM) (9) = | te@v,0,00 g(R(V,c)c,W)}dt = I(V,W)

ce qui définit une forme bilinéaire symétrique sur vice)xvb(e) appelée

forme d'index.

Si la forme d'index est définie négative, cela exprime que la géodésique

temporelle c est de longueur maximale parmi les courbes voisines ([8], p. 110,

[5], section 9.1.).

Ecrire que : g(D.V,D.W) = ¢ g(D.V,W)-g(D.D.V,W) nous permet de poser la

Definition 4.4, : Soit ag t, < t2 ¢ b.

clt,) est dit point conjugué futur de c(t,) Le Long de ka
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geodésique causale ce: [a,b] >M 45'£2 existe un champ de

veeteurs non identiquement nuk J Le Long de a viniftant :

(4) I(t) = I(t.) = 0

(44) 0,D,J-Ric,J)e = 0 dite équation de Jacobi.

J est dit champ de Jacobs Le Long de _c.

On définit de méme un point conjugué passé le long d'une géodésique

causale dirigée vers le passé.

La définition est valable que c_ soit une géodésique temporelle ou une

géodésique nulle (comparer avec [5], section 9.3., et [9], p. 59).

Pour les espaces-temps 4 courbure constante, on a:

soit (E.)?yey ume base orthonormée de champs paralléles le long de c ;

ot c est une géodésique temporelle.

1) Pour 1’espace-temps de Minkowski de dimension d :

d

J(t) = = (a;+bejeE,
i=] a

2) Pour l'espace-temps De Sitter (courbure R > 0)

R

~ a(d-1)

d

J(t) =

L

(a.chVK tt+b.sh¥K t)E. ot K
1 L 1 L

3) Pour l'espace-temps Anti-De-Sitter (courbure R < 0)

d

J(t) = =r (a, cosY[Klt + b; sinv|K|t)E;

i=l

L'hypothése J(0) = 0 entraine a, = 0 dans les trois cas. Ceci expli-

que en particulier l1'expansion des géodésiques dans 1'espace-temps Anti-De-
2u

VTKT
Sitter, le module des champs de Jacobi y est périodique de période

(cf. figure 3).

Le théoréme d'index pour les géodésiques temporelles s'écrit
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Théoneme 4.5, : Soit oc: [a,b] +M une gbodésique temponelee.

St pour tout +t € [a,bl],c(t) n'est pas un point conjugué

futur de cla) Le Long de c, sé V est un champ de vec-

teurs Spatial Le Long de c vértfiant : Via) = 0, i existe

un champ de Jacobé unique W vérifiant :

Wia) = 0, W(b) = V(b) et:

T(W,W) < T(V,V) avee Bgakité si et seulement si V = W.

Alors qu'en géométrie riemannienne on cherche 4 rendre la forme d'index

maximale ([6], p. 24), en géométrie lorentzienne on cherche A la rendre mini-

male ce qui correspond 4 la recherche de géodésiques maximales.

Pour une démonstration de 4.5., cf. [3], p. 377 ou [5], section 9.1.

On en déduit le résultat fondamental suivant :

Théontme 4,6. : Si clt)) o& ty) € 1a,b] est Le premier point confugué futur

de cla) Le kong de la géodésique tempornekle ec: [a,b] > M,

ators c cesse d’étre une courbe maximale pour t > ty.

Le théoréme 4.6. affirme que s'il existe un point conjugué futur 4 c(a)

le long de c, on peut trouver une variation de c contenant des courbes de

longueur plus grande que c entre c(a) et c(t), pour t >t, (comparer

avec [6], p. 27 ).

Pour une démonstration de 4.6., cf. [8], p. 111 ou [5], section 9.1.

B - CAS DES GEODESIQUES NULLES

On ne peut plus utiliser la méme méthode que dans le cas temporel pour

la bonne et simple raison que la fonction f(x) = vx n'est vas dérivable 4

L'origine et que pour une géodésique nulle vy: [a,b] > M, ona

g(v(t),v(t)) = 0 pour tout t € [a,b].

Pour éviter ce probléme, on introduit une fonction analogue 4 la fonction-

Llongueur
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Definition 4.7. : Soit ce: [a,b] +M une courbe causale de classe C.

L'application de classe C°: E, : [a,b] > R donnée par :

t

E, (4) -4] g (als) ,als)ids
a

est appelée fonction-énergie de c, et E, (6) 4'appelle

kL'énergie de La courbe c.

Si on pose L(t) = L(cl{a,t]), l'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

que : L.(b) < 2(b-a)E, (b) avec égalité si et seulement si g(c(s),é(s))
est constant, en particulier sic est une géodésique temporelle ou nulle.

Pour obtenir un théoréme équivalent 4 4.6. pour les géodésiques nulles,

il nous faut étudier (FI) et (F2) pour de telles géodésiques.

En particulier, l'exemple de la figure 12 nous montre ce que signifie

la perte de maximalité pour une géodésique nulle.

x

Figure 13 : r est situé sur une géodésique nulle brisée issue de P>

mais il peut tre atteint depuis p par une géodésique

temporelle.

Cet exemple trés simple dans l'espace~temps de Minkowski. nans conduit

or

Théontme 4.8. : Si p et q sont neliés par une courbe causale qui n'est

pas une géodésique nuke non brisée, ils peuvent Etre reliés

par une courbe temporeli[e.
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La démonstration du théoréme 4,8, s'appuie d'une part sur le lemme 2.2.

et d'autre part sur le lemme suivant : (comparer avec [8], p- 112).

Lemme 4.9. : ([9], p. 15) Si v, est un segment de géodésique nulle allant

de p & q, Vv, un segment de géodésique nulle de gq a 4,

akors on a Lune ou L'autne des possibilitéis suivantes :

(1) 2 € 1° (p)

(2) Vv, UV, constitue un seuk et meme segment de géodésique

nuke ablant de p & x,

La figure 12 montre qu'on peut avoir 4 la fois (1) et (2).

Démonstration :

Si la seconde possibilité ne se produit pas, c'est que v et Vv,
1

n'ont pas la méme direction au point q. Soit U un voisinage normal convexe
- +

en V,(q). On peut alors trouver x € Vv, NI (q), yEv, NI (q) tels que:

x << y (lemme 2.2.).

Dans ce cas, on ai p< x << y<r et 3.8. entraine que p << r.

On se propose de voir maintenant sous quelles conditions une variation

d'une courbe causale c est formée de courbes temporelles.

Definition 4,10. : Une variation de classe C” (par monreeaux)

a: [a,b]x]-e,e[ > M d'une courbe causale «: [a,b] >M

est dite admissible si Leds courbes voisines

a, + 4 € [a,b] > a, (2) = a(t,5) EM sont temporelles,

pour tout 4 non nul dans j-e,el.

Soit v: [a,b] > M ume géodésique nulle et ao une variation de classe

oo oe ~ - ele fe
Cc admissible 4 extrémité fixes de v.

Soient = et x les champs de vecteurs coordonnées sur [a,b]x]-e,e[,

on pose T = ts (se et V= on (s2). Dans ce cas, = v(t) et le champ
TY (t,0)

de la variation a est V » il vérifie :
(t,0)
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Y| (a,0) = Yl (0) = 0 car a est 4 extrémités fixes.

Puisque a(T.T)| ¢, s) > O pour s #0 et que g(T,T) (t,0) 7 0,

il s'ensui ;, =il s'ensuit que : 7 8(T.T)| (9) = 0. (1)

En remarquant que T et V commutent et que DT = 0 pour s= 0,

on obtient

d
ae g(T,T) (t 0) = 28(DyT.T 4 oy = 28(eVsT) |. 9)

d
FE EMM [E97 “28M Pg |p 9)

d

Posons : F(t) = g(V,T) (t,0)°
2

2 wo

F est une fonction de classe C

Si F n'était pas nulle pour tout t € [a,b], il existerait t, € Ja,b[

tel que F'(t,) > 0 (par exemple) ce qui entrafnerait

d =_ 1 2 .
ds g(T,T) (t 4,0) 2F (t) > O qui contredit (1).

Til s'ensuit qu'une condition nécessaire (mais non suffisante) pour qu'une

variation soit admissible est que le champ de la variation V soit orthogonal

& v(t), pour tout t € [a,b] (On peut noter que si V est un vecteur nul

proportionnel 4 T, alors g(V,T) = 0, mais dans ce cas la variation gq
(t,0)

équivaut 4 reparamétrer la géodésique nulle wy et n'est pas admissible).

Si a est une variation de vy dont le champ V vérifie la condition précé~

dente, on a

d

ds Bg, (b) | .9 =

Le probléme est de voir que Eg (bh) est minimale pour s =
2 s

d
, & 

> 0.faut done montrer que 32 Bg (b) | 0

0, il nous

par morceaux vérifiant : F(a) = F(b) = 0



(2) entraTne que :

2

o— g(7,7) =? 44 -
ds? (t,0) ~ ? de ds BMT | (p92 OYMPyT | (0)

~2g(V,D)D,T) | (t,0)

_, 4
= 2x [eOW. +802 || 0)

~28(V,DgDV-R(TVIT)| ce oy

En combinant ce calcul avec le lemme 4.5.6. ([8], p. 108) on obtient :

Proposition 4.11. : Une condition suffisante pour qu'une variation a de

classe C° (par morceaux) : [a,b]x]-e,el 3M & extné-

mitts sixes d'une géodésique nulle v: [a,b] >M soit

une vartation admissible pour 4 + 0 est que:

1) git) vith) | (4 0) 7 9 pour tout t€ [a,b], V stant

Le champ de La variation a.

2) HITT 14,0) = 0 pour tout +t € [a,b]

3) a glDV,T) +g(V,D V) | (4,0)79'Y¥.07O7V-RIT,V)T) (4,0)? 0

pour tout #4 € [a,b].

La proposition 4.11. permet de démontrer :

Théonéme 4.12. : ([5], section 9,3 ou [8], p. 115)

S'iL n'existe pas de point confugué futur a via) Le Long

de la aéodésigue nukhe +: Ta, bl > M, if n'oxiato aucune

vartation de vw admissible.

L'analogue du théoréme 4.6. est alors :

Théontme 4.13. : ({5], section 9,3 ou [8], p. 115)

Soit v: [a,b] +>M une géodésique nulle.
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Si vit,) est un point conjugué futur de via) Le Long

de v pour £, € Ja,bl, <£ existe une courbe temporelle

alkant de via) & v(b).

Remarque 4.14. : Il est 4 noter que les points conjugués 4 un point p le

long d'une géodésique sont de maniére équivalente les points ow (exp) «

est singuliére ([{13], p. 90 ou [16], p. 38).
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V —- LES ESPACES-TEMPS FAIBLEMENT GLOBALEMENT HYPERBOLIQUES

Les espaces-temps globalement hyperboliques ont été introduits au cha-

pitre II (2.7.). Une de leurs propriétés principales réside dans le théoré-

me 2.8. Cependant la condition de globale hyperbolicité n'est pas une condi-

tion nécessaire 4 l'existence d'une géodésique maximale entre deux points

pouvant @6tre reliés causalement.

L'espace-temps M = {(t,x) € Rm’*/O<t< 5, 0< x < 5} muni de la mé-

trique ds* = dt?-dx? est un ouvert de l'espace-temps de Minkowski.

Si deux points de M peuvent étre reliés par une courbe causale, alors

il existe une géodésique causale maximale les reliant (en l'occurrence, ce

sont des segments de droite). Mais M n'est pas globalement hyperbolique car

si p= (1,2) et q = (3,4) par exemple ; I (p) n J (q) n'est pas fermé.

En géométrie riemannienne, l'"hypothése variété compléte entraine 1l'exis-

tence d'une géodésique minimale entre deux points ([6], p. 11).

En géométrie lorentzienne, l'hypothése espace~temps t-g-complet n'est

pas suffisante, un contre-exemple étant 1'espace-temps Anti-De-Sitter (voir

figure 3).

L'idée est done d'introduire un type d'espaces-temps qui n'est pas glo-

balement hyperbolique, mais "presque".

Pour ce faire, on s'intéresse 4 la compacité de certains ensembles de

courbes (les composantes connexes de C(p,q)) plutét qu'a la compacité des

ensembles de points J’ (p) N J (q).

A ~ INTRODUCTION DES ESPACES-TEMPS FAIBLEMENT GLOBALEMENT HYPERBOLIQUES

Definition 5.1. : On diva que deux courbes causales cc, et cy définies sur

Lianternvakle [a,b] sont t-homotopes (ou homotopes dans Le

temps) s'£2 existe une application co: (gu"on apatiteate 2
cemps; + M a VAAMNKS (Gu o Cpe eee

t-homotopie)

h: (u,t) € [0,1]xla,b] > h(u,t) € M tele que :

(4) h(0,24)

h(1,t)

¢, (4)

c(t) pour tout +t € [a,b].u



- 63 -

(44) h(u,t) = h, (2) désigne une courbe causale définie

Sur [a,b], pour tout u € [0,1].

La t-homotopie h est dite & extrimitis fixes p

et q SL:

(444) hlu,a)

h(u, b)

p

q pour tout u dans [0,1].it

La relation “est t-homotope 4" est une relation d'équivalence ([14],

p- 55). Dans le cas of h est une t~homotopie 4 extrémités fixes p et q,

on note 2, (>a) la classe d'équivalence d'une courbe causale c¢ allant de

p a q. Q (sD est dite classe de t~homotopie de la courbe causale c 4a

extrémités fixes p et q. On dira simplement classe de t~homotopie.

Pour déterminer les propriétés des classes de t-homotopie, le résultat

suivant est essentiel

Proposition et désinition 5.2.

Soient (M,g) un edspace-temps quelconque, et ca: [a,b] > M

une courbe causale aklant de p a& q.

TL existe un votsinage ouvert V de c dans M tek que:

bX dr est une courbe causake allant de p & q et entianre-

ment située dans V, r est t-homotope &@ c. V est dit vor-

sinage de t-homotopie de La courbe c.

Démonstration : Pour construire le voisinage ouvert V, on fait une approxima-

tion de la courbe c par des segments de géodésiques causales maximales

(cf. 3.7.).

L'image c([a,b]) est compacte dans M, soit Ul s+++ Uy un recouvre-

ment fini de c({a,b]) par des voisinages normaux convexes ouverts. On peut

trouver une subdivision finie a= t, <t, <...<t,=b de [a,b] telle

que :

i t.) =x. ; = 0,...,N(i) cf > x, od :

(ii) x €E u, n Uae j = 1,...,N-]

(444) xy <xsy, 5 = Ores Ned.
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On suppose de plus qu'aucune courbe causale quittant un des U; n'y

revient.

On note G les segments de géodésiques causales maximales allant de

N
Xia a =F (1 € 37 <N) dans chaque Or Dans ce cas, Y= Uy. est une

j=l
approximation de classe c par morceaux de la courbe c.

Soit X un vecteur temporel de a et cot le sous~espace vecto-

riel de tv orthogonal a X, (xt est spatial.

Soit S, l'hypersurface spatiale exp, (X)” restreinte 4 U,.

On transporte parallélement X et les vecteurs spatiaux qui engendrent

Sy

contenant xy et restreinte 4 wa

On va construire un voisinage ouvert V de c possédant les propriétés

le long de Y, et on appelle Bg l'hypersurface spatiale transportée

suivantes :

(i) VOY

(ii) VN o sont disjoints deux 4 deux

(iii) VA oF partage V en deux composantes connexes.

Il existe un voisinage ouvert Mi de a tel que :

-W. CU. NU.
J J jt

_ Nw. = oe ys

s, Ws @ si i j

- 8. nm Ws partage rs en deux composantes connexes.

On pose

N-1]
+ =— cee joe fae

Vez U fu. nW. OT H.-A eee ti I nv \Fy 10; 0H; OT Ge) ‘ea (a) N Uy

Vest ouvert et vérifie les propriétés demandées.,

Soit 2X une courbe causale de classe Cc! définie sur [a,b] et possé-

dant un vecteur tangent régulier. (Le résultat qu'on va démontrer sera vrai

pour les courbes causales continues par densité).

On note = = A([a,b]) n Bs (il <¢j<WN-l) et as = x U: (l<ej< WN).

J

On paramétre A de telle fagon que ACts) = aie

Soit n- l'unique géodésique spatiale située sur Sy qu'on suppose

paramétrée sur [0,1] reliant % a mie
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La proposition 5.2. va dépendre du lemme local suivant

Lemme 5.3. : Sous Les notations ci-dessus, Vj et dj sont t-homotopes dans

chaque Uy (1<f <N).

4 >
ay eo

y ytea Xj Crh
t : | s

a y

‘i Lor Wijk
2 ,

v ca Yi y Vv
* ’

t

7

XN 4 (4

, .
? .

4 “

Figure 14

Démonstration de 5.3. :

Soit j fixé:1<j<N,

On note Py (n; (0) sn; 1) )X = vecteur transporté parallélement le long

de n; de n; (0) a ny) qui est X en n, (0).

On note Pry le transport paralléle dans le sens inverse.

Pour u € [0,1], on pose

sy -

25(u) = C1-w) Pry, (mj COD amg Cu) D¥ 5 (ts) Fup| (ng (1) ng (1-e) )A5 (5)

. . ‘ +

(Dans le cas of Y est différentiable en tae on prend ¥;(t5), sinon ¥5(t,)).
. + *

0 : Z.(0) = y.(t. et Z.(1) = X.(t.).ma 38 ) Y;6 > aa ) EK >

Pour u€J0,I{ ona: 8(Z5(u) 25 (u)) 2 O car le transport paralléle

conserve le produit scalaire et a(y; (tt) ,A;(t5)) > O par l'inégalité de Cauchy-

Schwarz renversée.
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oF est un champ de vecteurs causal défini sur [0,1] le long de la

géodésique spatiale Hg

Considérons : by : (u,t) € [0,1]x[t;,t..4] > h; (u,t) € M définie comme

suit :

h, (u,t) est la courbe intégrale paramétrée sur [t. du champpte

Z(u).

Ona: h, (0, t) = Y; (4), a, Gi ,€) a A(t) et h;(u,t) est une courbe

causale allant de 8; a s. définie sur [t.,+1 ], pour tout u € Jo,i[.ti]

Le théoréme d'existence et d'unicité des solutions d'une équation diffé-

rentielle nous donne la continuité de bin il s'ensuit que hy est la t-ho-

motopie recherchée.

Dans le cas particulier oi j = 1, on considére simplement le champ de

vecteurs causal Z,(u) = (1-u)¥; (a) +u4 (a).

Suite de la démonstration de 5.2. :

Soit H: [0,1]x[a,b] > M telle que

HIfO,1]x[t.,e5,)] = hy ;1<j<N.

On a: H(O,t) = y(t), H(1,t) = A(t)

It

?H(u,a) = h, (u,a)

H(u,b) = hy(u,b) = q pour tout u € [0,1].

H(u,t) définit une courbe causale sur [0,]]xf[a,b] par construction

des hy(u,t). Quitte 4 faire un changement de paramétrage, on peut paramétrer

les courbes causales H(u,t) de telle fagon que

H(u,t,) € 5, pour 1 < j < N+l, pour tout u € [0,1].

On a alors

H(u,t,) = hj (u,t,) =h (u,t,) pour tout u € [0,1]
jtl
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et ceci entraftne la continuité de H. On en déduit que yY et i sont t~ho-

motopes 4 extrémités fixes, et par suite, puisque c €V, yY et c. sont éga-

lement t-homotopes 4 extrémités fixes p et q.

Conoklamre 5.4. : Soit (M,g) un espace-temps quelconque.

Les ckasses de t-homotopie & extrimitéis fixes p et ¢

Sont Les composantes connexes de Clp,q).

Démonstration : Elle se fait en deux @étapes :

(1) Q.(p,q) est connexe par arc.

Soient c € C(p,q), c, et cc, quelconques dans 2.@.0, h définis-

sant la t-homotopie entre c, et cy.

Posons

H:u€ [0,1] > H(u) = he 2. @sD

ob hi: t € [a,b] > h(t) € M est une courbe de (p,q).

H est un chemin continu dans 2, (Psd) d'origine c, et d'extrémité c,.

Réciproquement, si H: u € [0,1] > he € C(p,q) (ot ho? [a,b] >M est

une courbe causale allant de p aA q) définit un chemin continu d'origine cy

alors e, (t) = hy(t) et c, (t) = h, (t) et h définitet d'extrémité Co»

une t~homotopie 4 extrémités fixes entre ce, et c, ({14], p. 68,

G(l0,1], 6(la,b],M)) est homéomorphe 4 €({0,1]x[a,b],M)).

Ceci prouve que toute partie connexe par are contenant ec est nécessai-

rement toute entiére dans 2. (Ps) et par suite, 2. (sq) est la composante

connexe par arc de c dans C(p,q).

(2) Sic, est une courbe causale quelconque de C(p,q) et V un voisinage

guelconque de c,. 5.2. entraine l'existence d'un vwoisinage de t-homotopie W

de c, tel que : WCV et W connexe par are d'aprés (1), ce qui prouve

que C(p,q) est localement connexe par arc et par suite que les &.(p,q) sont

les composantes connexes de C(p.q) ([14], p. 22).
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Conottaine 5.5. : Soit (M,g) un espace-temps fortement causal et t-g-complet.

Soit ce une courbe causale quelconque définie sur [a,b]

atlant de p & q.

Agons, 2 (p,q) est fermée dans Clp,q) pour La C°-topo-

Logie.

Démonstration : Soit (ce) ne IN € & (p,q) pour tout mn, une suite de courbes

causales définies sur [a,b], et soit c, une courbe limite de la suite (ce)

définie aussi sur [a,b].

3.6. entrafne qu'il existe une sous-suite (c) de (ce) qui converge

vers c, dans la C°-topologie.

Si V est un voisinage de t-homotopie, il existe N tel que :

CT cV, pour tout m>N.
a

Dans ces conditions, 5.2. entraine que c, est t-homotope 4 c, pour

tout m>N et par suite que c, € 2. (Psd) -

L'hypothése t-g-complet est nécessaire dans le corollaire 5.5., il suffit

d'enlever un point 4 l'espace-temps de Minkowski pour s'en rendre compte.

Remarque 5.6. : Il est 4 noter que si vi: [a,b] >M est une géodésique nulle

ne contenant pas de points conjugués, alors y ne posséde pas de voisinage

de t-homotopie, et 2 (va) sv (b)) se réduit 4 la seule géodésique vy. En par-

ticulier, les corollaires 5.4. et 5.5. sont bien vérifiés.

Si vy contient un point conjugué futur 4 v(a), dans ce cas il existe

une courbe temporelle ec allant de y(a) 4 v(b), suffisamment proche de vy

pour que y € Q, Cv(a) sv (b)) et on est ramené au cas des courbes temporelles.

(cf. 4.13.).

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser au nombre de classes de t+

homotopie qu'il peut y avoir dans C(p,q) et voir comment ce nombre peut étre

1ié A certaines hypothéses globales sur 1'espace-temps.

Lemme 5.7. : Soit (M,g) un espace-temps quekconque.

Soit peEM et qeun J (p) oi U est un votsinage normal

convexe en p.
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Si c est une courbe causale allant de p & q dans U, alors

ce est t-homotope & L'unique géodésique causale allant de p a

q dans U.

Démonstration : La construction du voisinage de t~homotopie d'une courbe cau-

sale en 5.2. montre que UN 1*(p) peut @tre considéré comme un voisinage de

t-homotopie de toute courbe causale allant de p &@ q dans U, pour

q€ 1).
Si qe *@\T ()) NU, 1.12. entrafne que la seule courbe causale

allant de p a q dans U est un segment de géodésique nulle, ce qui achéve

la démonstration.

Definition 5.8. : Soit (M,g) un espace-temps quekconque et pe M.

On note Fr Liensemble des points q EM teks que :

i) ¢€ F'(p)

AL} Le nombre de classes de t-homotopie a extrimités fixes

p et q est fink.

°o

Ll inténrieur de Fe sera note FE » Son bord oF.

On définit de méme 5 en considérant les courbes causales dirigées

vers le passé.

Il est 4 noter que étant donné p €M, ona:

+

F cJ(p).

Le lemme suivant nous donne une condition suffisante mais non nécessaire

. +

pour qu'un point q_ soit dans Fo

Lemme 5.9. : Soit {(M,q) un esSpace-temps fortement causal.

Soient peEM et Ge J’ (p) teks que : Clp,q) est compact.
Dans ce cas, g € Fr.

Démonstration : Supposons le lemme faux, et prenons une courbe dans chaque

classe de t-homotopie (elles sont disjointes). On fabrique ainsi une suite
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infinie (ce) de courbes de C(p,q) qui est compact . Cette suite posséde

done une courbe limite c,. Puisque (M,g) est fortement causal, il existe

une sous-suite (c) de (ce) qui converge vers c, dans la C°-topologie.

Soit V un voisinage de t-homotopie de c,, dans ce cas, il existe N

tel que : Co © V pour tout m2>N.

La proposition 5.2. entrafne alors que c et c
m 1

pour tout m2>N, ce qui est une contradiction.

sont t~homotopes

Remarque 5.10. : Pour voir que la condition C(p,q) compact n'est pas une

condition nécessaire, il suffit d'examiner la figure 3 : le nombre de classes

de t-homotopie de courbes causales allant de p 4 q est 1, par contre C(p,q)

n'est pas compact car les points de rencontres des géodésiques nulles issues

qT
de p et q avec les bords x =+# 2 sont manquants.

Les espaces-temps globalement hyperboliques ont été définis en 2.7., et

+ _

on montre que : J (p) N J (q) compact pour tous p et q dans (M,g) for-

tement causal est @quivalent 4 C(p,q) compact pour tous p et q dans M

([8], p- 208).

Une conséquence immédiate de 5.9. est donc :

Conoklaine 5.11. : Sott (M,g) un espace-temps globalement hyperbolique, et

q quekconque dans M, alors tout point q dans J’ (p)

est dans Fi.

: ; +
Ceci donne une caractéristique de Eo pour p € (M,g) espace-temps

globalement hyperbolique particuliérement simple :

+ +

F = J (p).
p

Il n'existe a priori aucune relation entre la distance lorentzienne et

le nombre de classe de t-homotopie 4 extrémités fixes dans un espace-temps

quelconque.

Mais, si (M,g) est globalement hyperbolique, le lemme 3.16 et le corol-

laire 5.11. donnent que :
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: + +

si q cF, = J (p) alors d(p,q)<o.

Il faut prendre garde 4 la réciproque de cette relation.

En effet, supposons qu'on ait d(p,g) = 0, dans ce cas, soit q ¢ J*(p)

et alors q ¢ Fe soit il existe une géodésique nulle maximale v allant de

p 4 q qui détermine la seule classe de t-homotopie 4 extrémités fixes p

et gq, et alors q € Fo

Si maintenant d(p,q) >O (il est A noter qu'on a toujours d(p,q) < ©

dans un espace-temps globalement hyperbolique, 3.16.) alors q € 1*(p) et en

particulier q € i par 5.11.

On peut rassembler les résultats dans la proposition suivante :

Proposition 5.12.: Soit (M,g) un espace temps globakement hyperbolique.

Pour tout point p de M, ona:

4) F< J lp)

ti) sh q EF, ators dip,q) <@
+

Ati) 4st dl(p,q) > 0 alors GE Fo

Une autre propriété particuliére des espaces-temps globalement hyperbo-

liques est la suivante :

Lemme 5.13, : Si (M,g) est un espace-tempos globakement hyperbolique, alors

kes classes de t-homotopie a extrimités fixes sont compactes.

C'est une conséquence du fait que C(p,q) est compact pour tous p et |

q dans M ([8], p. 208) et que les classes de t-homotopie 4 extrémités fixes

sont fermées dans C(p,q) (5.5., l'hypothése t-g-complet n‘'étant plus néces-

saire ici).

Réciproquement, si C(p,q) est réunion finie de classes de t-homotopie

compactes pour tous p et q dans M, il est compact et done (M,g) est

globalement hyperbolique. Ce qui donne la :

Proposition 5.14, : Sodent p et q quetconques dans (M,g) espace-temps

t-g-complet et fortement causal.
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1) Clp,q) est compact si et seulement si Les classes

de t-homotopie & extrimitis fixes p et q sont com-

pactes et en nombre fini.

2) (M,g) est un espace-temps globakement hyperboLique si

et seulement si Les classes de t-homotopie a extrémi-

40s fixes sont compactes et en nombre fini. (t-g-com-

plet non nécessaine) .

En général, l'ensemble des classes de t-homotopie 4 extrémités fixes P

et q est dénombrable, ([15], p. 114), ce qui améne a poser :

Definition 5.15. : ([15], p. 174) Un espace-temps (M,g) est dit fariblLement

globakement hyperbolique {en abnégé F.G.H.) si:

(<) (M,g) est fortement causal.

(44) 44 ce edt une courbe causale quekconque allant de p

& q, 2,(p,q) est compacte dans Ci(p,q).

La proposition 5.14. nous donne immédiatement un premier exemple d'espa-

ces-temps F.G.H. : les espaces-temps globalement hyperboliques.

Une autre sorte d'exemples nous est donnée par le lemme 1, II d'A. AVEZ

(L1], p. 141) :

La classe de t-homotopie 4 extrémités fixes d'une courbe temporelle dans

un eepace=tengs compact ou t-complet au sens de Ehresmann (i.e. toute courbe
causale de oe est le développement d'une courbe causale dans M) est com-

pacte.

Le théoréme 2.5. nous oblige 4 écarter les espaces-temps compacts, mais

la remarque 5.6. nous donne le :

Lemme 5.14. + Un espace-temps t-caomplet au sens de Ehnesmann et fortoment cau-

Les espaces-temps de Minkowski et De-Sitter sont F.G.H. car globalement

hyperboliques, par contre l’espace-temps Anti-De-Sitter ne L'est pas (remar-

que 5.10.).
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B ~ PROPRIETES DES ESPACES-TEMPS F.G.H.

Paoposition 5.17. : Soit (M,g) un espace-temps F.G.H,

Si p et q 4Sont deux points de M reliés par une courbe

temporerle, 425 peuvent etre rnekiés par une géodésique tem-

ponrekle.

Démonstration :;

Soit ec: a,b] *M une courbe temporelle allant de p 4 q.

Puisque 2. (p,q) est compact et que la fonction-longueur est semi-con-

tinue supérieurement sur C(p,q) (3.9.), elle atteint un maximum pour une cour-

be y de QQ - Puisque Y est la courbe la plus longue de sa classe, la

formule de la variation premiére (Fi) entraine que Y est une géodésique

(temporelle).

Nota bene : La proposition est vraie, que d(p,q) soit finie ou non.

Supposons maintenant que q€ J (p) dans (M,g) F.G.H.

Si p et q ne sont pas situés sur une géodésique nulle non brisée

(cf. 4.8.),

Si q arrive aprés le premier point conjugué futur de p le long

d'une géodésique nulle (cf. 4.13.), on peut se ramener 4 5,17.

Si q€E I*(p) Nr) et c'est le dernier cas, le lemme 3.20. assure

l'existence d'une géodésique nulle maximale allant de p a4 q_ (l'hypothése

F.G.H. n'étant d'ailleurs pas nécessaire ici).

Ceci nous permet d'avoir

Proposition 5.18. : Soit (M,g}) un espace-temps F.G.H.

Soit ec: [a,b] >M une courbe causale allant de p a gq.

Alons 42 existe une géodésique causale de Longueur maximale

dans La classe de t-homotopie 2,{p,q).

La relation entre le nombre de classes de t-homotopie et la distance

lorentizienne est la m@éme que pour les espaces~temps globalement hyperpoliques :
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Proposition 5.19. : Soit (M,g) un espace-temps F.G.H. et pe M.

Si qe fs ators d(p,q) < ~.

2 . ° +o, . “ eDémonstration ; Puisque q € SP il n'existe qu'un nombre fini de classes de

t-homotopie et elles sont compactes, Il suffit alors de prendre la géodésique

Y la plus longue parmi les géodésiques de longueur maximale de chaque classe

donnée par 5.18. et par définition de la fonction distance :

L(yl [p,q]) = d(p,q) .

Une des conséquences de la proposition 5.19. est le théoréme 2.8.

eye o 4ue . -
La proposition suivante nous donne une caractérisation de E dans les

espaces-temps F.G.H.

Proposition 5.20. : Soit (M,g) un edspace-temps F.G.H. et pEM, q € J’ (p).

Afors Clp,q) compact # q € Fo.

Démonstration :

(=) est donné par 5.9.

(=) puisque q € Fe C(p,q) est réunion finie de classes de t-homotopie

a extrémités fixes p et q compactes, il est donc lui-méme compact.

Proposition 5.21, : Soit (M,g) un espace-temps F.G.H., pEM et GE J’ (p).

4) Si Gg ¢ Fe alons pour tout q' € J*lp) ona:
' +

q' ¢€ Foe

4h) SiG E F akons pour tout q’ € I*lp) NI (q) ona:
+

q' € Foe

Démonstration :
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Prolongeons toutes les courbes causales allant de P a4 q par 1'unique

segment de géodésique causale allant de q 4 q' dans U.

Puisque C(p,q) n'est pas compact, il existe une suite de courbes causa-

les (ec) dans C(p,q) qui n'a pas de courbe limite dans C(p,q). Considérons

maintenant la suite (c) en tant que suite de courbes allant de p A q'.

La courbe limite de Cc, me passant pas par q ne peut @tre prolongée de q
'

a q' et donc ce lfpsq'] ne posséde pas de courbe limite dans C(p,q'), ce qui

entraine que C(p,q') n'est pas compact et en particulier que q' ¢ F* (5.20.).
Pp

. ° . + - :

2) S'il existait q' € J (p) NJ (q) tel que q' ¢ Fo? la premiére par-
. a ) + 3 : .tie entrainerait que q ¢ Fy? ce qui est une contradiction.

D'aprés 3.15, la fonction-distance est semi-continue inférieurement 14 ow

elle est finie ; elle n'est pas forcément continue pour un espace-temps quelcon-

que (M,g), mais elle est continue pour (M,g) globalement hyperbolique ([8],

p- 216, [5], section 3).

Pour un espace-temps F.G.H. on a

Pacposition 5.22. : Si (M,g) est un espace-temps F.G.H. 3 54 peM et si
o~ +

74 ot qe€F, akons :

dip,q,) >d(p,q) Lonsque nrt+o,

Démonstration : Il suffit de montrer que

lim sup d(p,q_) € d(p,q)

(Il est 4 noter que si d(p,q) = ©, cette inégalité est toujours vérifiée).

Supposons que ce n'est pas vrai, alors il existe § > 0 et une suite (qa)

de points de J*(p) de limite q telle que :

d(p,4,) >d(p,q)+25 pour tout n.

Par définition de la fonction distance, ceci entraine l'existence d'une

courbe causale cy allant de p 4 qn telle que
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L(c Ifp,a]) > d(p,q)t6.

Supposons que la suite (c) ait ume courbe limite c allant de p 4 q,

alors il existe une sous-suite (c) de (ce) qui converge vers c dans la

C°-topologie (3.6.) et

L(cllp,q]) > lim L(c I[p,a.]) > d(p,q)+6 (3.11)

ce qui est une contradiction,

Tout revient 4 prouver que

Proposition 5.23. : Sotent {M,g) un edspace-temps F.G.H., po € M, (c,) une

suite de courbes causates akkant de p a q, pour tout n.

St q#p luincte de La sucte de points (q,) est tel que :

o+
q € Fo akons :

La suite (ce) posséde une courbe Limite ec alkant de p

a q.

Démonstration : Les classes de t-homotopie . (p,q_) sont disjointes et com-
eae c. n

pactes pour tout n, et soit an la géodésique causale de longueur maximale dans

Qo (Psd) (donnée par 5.18.).

Soit U un voisinage normal convexe en q, et puisque q est limite de

(q)> il existe un entier WN, tel que :

qa € U pour n2?N,.

. OO. On

Soit qg' € 3 (q) NUN F, (ce choix est possible car q € ae, et U' un

voisinage de q tel que: U' CI (q') NU.

Il existe un entier N} 2N, tel que : da €uU' pour n>N}.
1

Prolongeons alors chaque AL vers le futur par le segment de géodésique

causale maximale unique allant de qa a q' dans U, pour np Ni. On continue
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a appeler les courbes causales ainsi construites Ant

5 o+
Puisque q' € Fa? C(p,q') est compact (5.20.) et la suite a) posséde

une courbe limite A dans C(p,q').

Puisque la suite des segments de géodésiques de qa a q' (n2N}) con-

verge vers le segment de géodésique allant de q a4 q', la courbe limite A

est une courbe causale (3.3.) allant de p 4 q' passant par q.

Supposons maintenant que (M,g) est un espace-temps globalement hyperboli-

que, dans ce cas Fe = J’(p).

Soient (P) et (q) deux suites de points de limites p et q _ telles

que : q. € 3" (p) pour tout n, p#q et qg € J’(p), et (c) une suite de
-

courbes causales allant de P, 4 4:

Construisons comme dans la proposition 5.23. un point q‘' : soient U un

voisinage normal convexe en q et q' € J’ (q) NU, U' wun voisinage de q _ tel

que : U' oc I (q') NU.

Tl existe un entier N tel que : qa € ut pour n2Nn
1 1°

Soient maintenant V un voisinage normal convexe en p, p' € JI (p) nv

et V" un voisinage de p‘' tel que :

vVicT(@') ny.

Il existe un entier N, tel que : PL € V' pour n2N,.

Soit N = MAX(N,,N,).

Prolongeons les c, vers le futur de q_ a q' par l'’unique segment de

géodésique causale dans U pour n?N, et prolongeons-les également vers le

passé par l'unique segment de géodésique causale dirigée vers le passé allant

de Pa a4 p' dans V, pour n2N.

On obtient une suite de courbes qu'on appelle OD dans C(p',q') qui

est compact car (M,g) est globalement hyperbolique.

Dans ce cas ; la suite (A) posséde une courbe limite A dans C(p',q')

qui passe par p car p est un point limite de la suite QO) (3.4.).

D'autre part, en utilisant le méme argument qu’ad la fin de la démonstra-

tion 5.23., A passe obligatoirement par q.



Figure 15

Il s'ensuit que :

Proposition 5.24. :

Conokkaine 5.25. :

Démonstration :

Soient (M,g) un ebpace-temps globalement hyperbolique,

(p,} et (q,) deux suites de points ayant pour Limites

p et q Aespectivement telles que :

ptq,q€ J’ (p) et dy © J (p,) pour tout n.

Sh (e,) est une suite de courbes causales allant de Py

a dp, alors (e)) 3 possede une courbe Limite c allant

de p &@ q.

St (M,g) est un espace-temps globalement hyperbolique, La

Ewa ay a DIE wR reli Fe yell) ates of amen

QOVLCAAUIL GADAGNCE C44 COYUANUC.

La fonction distance est semi~continue inférieurement 14 of elle est finie

(3.15.), et 3.16. montre que si (M,g) est globalement hyperbolique, d est

toujours finie.
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Comme dans 5.22., il suffit de montrer que d est semi-continue supérieu-

rement.

Supposons que ce n'est pas vrai 3; alors il existe 6 > 0 et deux suites

de points (p,) et (qa) de limites respectives p et q _ telles que
+ +

q€J (), 4, € 5 () et

d(p, sa) > d(p,q)+265 pour tout n.

Puisque la distance est définie par un sup, il existe une courbe causale

co allant de P, & a telle que :

L(c I[p,.4,]) 2 d(p,q)+6 pour tout n,

Or ; 5.24. entraine que la suite (ec) a une courbe limite c allant

de p a q, et puisqu'il existe une sous-suite (ce) de (ce) qui converge

vers c dans le C°-topologie (3.6.), 3.11. donne que :

L(cl{p,q]) > d(p,q)+5 ce qui est absurde.
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VI - LE CUT-LOCUS DANS LES ESPACES-TEMPS FAIBLEMENT GLOBALEMENT

HYPERBOLIQUES

L'étude des cut-points en géométrie lorentzienne a été faite récemment

sur les espaces-temps globalement hyperboliques ([2], [3], [4]). Elle s'est

avérée utile notamment pour démontrer certains théorémes d'incomplétude ([2],

p- 170) et pour l'étude globale des espaces-temps globalement hyperboliques.

Comme pour 1'étude des points conjugués, il y a beaucoup de ressemblances

entre le cas riemannien ([6], P. 93) et le cas temporel lorentzien, cependant

le cas nul lorentzien est encore une fois bien particulier. On traite donc ces

deux cas séparément, pour les espaces-temps faiblement globalement hyperboli-

ques, la troisiéme section parlant du cut-locus causal et de certaines pro-

priétés de fermeture de celui-ci.

A — LE CUT-LOCUS TEMPOREL

Definition 6.1. : Soient (M,g) un espace-temps quelconque, et ec: [0,al >M

une géodésique temporelle interminable vers Le futur.

Soit 4, = sup{t € [0,al/d(c(0),c(t)) = L{cfl0,t])}.

Si t € J0,al, clt,) est dit Le cut-point temporek futur

de c(0) e Long de ec.

On définit de maniére analogue le cut~point temporel passé sur une géodé-

sique temporelle dirigée vers le passé et interminable vers le passé.

Les premiéres propriétés des cut-points temporels futurs sont :

(1) cll0,t] est une courbe maximale pour tout t € to puisqu'une courbe

maximale est maximale entre chacun.de ses points (3.18.).

(2) clf0,t] est l'unique courbe temporelle maximale de c(0) 4 c(t)

(4 une paramétrisation prés) pour t < ty:

En effet, si on suppose (2) faux, il existe une autre courbe temporelle

maximale y définie sur [0,bl reliant c(0) A c(t).



Soient t, et t, dans [0,t,[ tels que : t) <t<t, <t, of ¢,

et t, sont suffisamment proches pour que c(t,) € I (y(t,)) nu ot U est

un voisinage normal convexe en c(t).

Le théoréme 3.12. entrafne qu'il existe un segment de géodésique temporel

maximal unique Y, situé dans U et allant de y(t,) 4 c(t,).

“e Che)

Figure 16 psc le) = lo)

On pose : c, = yI[0,t,] Uy,, ona

L(c,IEpsc(t,)]) = d(p,y(t,)#d(r(t,),e(t,))

2 d(p,y(t,)) +d (y(t, ) ,c(d)+d (c(t) ,c(t,))

= L(cllp,c(t,)])

ou L'inégalité provient de L'inégalité triangulaire renversée, la deuxiéme

égalité provenant du fait que c et y sont maximales de p A c(t). On

aboutit A une contradiction car elf0,t,] est maximale.

(3) Si t > t,, on déduit de l'inégalité triangulaire renversée qu'il

existe une courbe causale g allant de c(0) 4 c(t) vérifiant :

L(o) > L¢ct{0,t]).



2 epmeemts

(4) Une géodésique temporelle c: [0,al >M cesse d'@tre une courbe

maximale aprés un point conjugué (4.6.), il s'ensuit que le cut—

point futur de c(0)

point conjugué 4 c(0) le long de c.

Il est 4 noter que dans

cut-point futur 4 un point le

il serait 4 1'infini).

La proposition suivante

rels futurs par analogie avec

précisément :

~ 81 bis -

le long de c arrive avant ou sur le premier

l'espace~temps de Minkowski, il n'existe pas de

long d'une géodésique temporelle (s'il existait,

donne une caractérisation des cut~points tempo-

la géométrie riemannienne ([6], p. 93). Plus
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Proposition 6.2. : Soit (M,g) un espace-temps F.G.H.

Si g = alto) est Le cut-point temporek futur de p = c(0)

Le Long de La géodésique temporerle eae et si Ge re ona

soit L'une soit Les deux assertions suivantes

i) q est Le premier pornt confugué futur a p Le Long dec.

di) TR existe au moins deux segments de géodésiques tempo-

nekles maximates allant de p a q.

Démonstration : Soit (e) une suite de nombres positifs décroissante vers 0,

: = +E .
on pose qa c (ty » pour tout n

°

. +

Pour N suffisamment grand, on a q, E Po pour tout n2?N.

La propriété (3) assure l'existence de courbes causales aL allant de p

a q vérifiant

LA Ifp.4,) > L(cllp,a,D, 1 2N-

Les classes de t-homotopie QO (P»4) sont compactes et 5.17. entraine

l'existence d'une géodésique temporelle encore appelée an de longueur maximale

dans Q, (rd,)s n >N. On suppose que les rn vont définies sur [0,b[ et pa-

ramétrées par la longueur. Par construction, qa € JI (p) et q est limite de

la suite (q, ). La proposition 5.23 entraine l'existence d'une courbe causale

limite } allant de p a q et 5.17. entratne l'existence d'une géodésique

temporelle qu'on appelle encore A allant de p 4 q, de longueur maximale

dans sa classe de t-homotopie qu'on suppose définie sur 
[0,bdL.

Deux cas peuvent alors se produire

(1) 40) = ¢(0), alors si (exp p* n'était pas singuliére en q; il existerait

un voisinage V de T ov aS €Reondepwe & un voisinage U de q dans M par

exp es, (théoréme des fonctions implicites).

Pour n suffisamment grand, ha (0) € V, or les géodésiques AD et la

géodésique c se coupent en 4q)> ce qui donne une contradiction.

En particulier, ceci signifie que q est un point conjugué futur a p

le long de c (4.14.), la propriété (4) assurant que q doit @tre le premier

point conjugué futur a p le long de c.
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(2) 4(0) + c(0) et dans ce cas :

L(AI[p,q]) = lim sup(A,![p,q,]) > lim sup L(ci[p,q,])

La -maximalité de c entre p et q_ entraine que :

d(p,q) = L(cl{p,q]) = LO(I[p,q])

et A est un autre segment de géodésique temporelle maximale allant de p 4A q.

Dans le cas ot (M,g) est un espace globalement hyperbolique, la condi-

tion qg€ Ff est inutile et on utilise la proposition 5.24. 4 la place de 5.23.
dans la démonstration.

Comme dans le cas riemannien ([6], p. 94), on construit une fonction qui

"mesure" la distance d'un point 4 son cut-point futur le long d'une géodésique

temporelle. Pour cela

Definition 4,3. : Soit (M,g) un edspace-temps quekconque.

TM = {X € TM/g(X,X) = 1, X ontenté vers Le futurt.

Si p EM, TM est La fibre de T'M en p, La projection

TIM >M est note 1,

Etant donmné xX € TM, on note Cy Ltunique géodésique tempo-

nekke virtfiant ey (0) =X et cy(0) = p, supposte toujours

paramétrée par La Longueur.

On pose: 5: TM>R,U fo}

Xt 4(X) = Suplt 2 0,d(TM(X),cy(t)) = ¢.

Le nombre s(X) est la plus grande valeur que puisse prendre le paramé~-

tre t pour que soit vérifié ;

d(e,(O),e,(t)) = L(c, 1fo,e]).

L'étude de la continuité de la fonction s est l'objet de ce qui suit.

Elle n'est pas forcément semi-continue supérieurement pour un espace-

temps quelconque (pour le voir, il suffit d'enlever un point 4 l'espace-temps

de Minkowski), cependant
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Proposition 6.4. : (L4], p. 97) St (M,g) est un espace-temps t-g-complet, la

fonction 4 est semi-continue superteurement.

Démonstration : Il suffit de montrer que si x >X dans TM et (s(%))

converge dans R U {e}, alors s(X) > lim s(X,).

Si s(X) = ©, il n'y a rien a prouver, on suppose donc que s(X) <TM,

On raisonne par l'absurde, soit 65> 0 tel que :

s(X)+6 < A = lim s(X,) <a

et supposons que s(X) > s(X)+6 pour tout n.

Ceci entraine que :

d(m(K) cx, (s(X)+6)) = s(X)+5 pour tout n.

Puisque x? X dans TM, la semi-continuité inférieure de la distance

donne que :

d(m(X) cy (s (KX) +6)) < lim inf d (W(X) ,ex, (s (KX) +5) )

n

s(X)+6

il

L(cy| [0,s(x)+6]) <d (n(x) Cy (s(X)+6))

d(m(X),c,(s(X)+5)) = L(cy 1[0, s(X)+5]) = s(X)+6

et en particulier par définition de s(X), ceci entraine que s(X) 2 s(X)+6, ce

qui est une contradiction.

La fonction s n'est pas forcément semi-continue inférieurement dans un

espace-temps quelconque ([5J, section 8). Toutefois

Proposition 6.5. : (comparer avec [4], p, 98)

Soient (M,g) un espace-temps F.G.H., pe M.
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°
m - = +

Si X, +X dans TM et sh cx, {s [IX Jl +q of Ge Fy

alors 4& est une fonction semt-continue inférieurement en q.

Démonstration : Soit xX, > xX dans TM et s(X_) >A dans RU {-}. s est

semi-continue inférieurement si s(X) < A.

Si A=, il n'y a rien 4 montrer, supposons donc que A <©@ et qu'il

existe 65> 0 tel que : s(X) > At6d.

0 0

On pose : p = cx (0)
n

Soit N entier tel que : s(X_)+65 < s(X), pour n2N..

q, 7 cx (s(X) +5)

q = cy (Atd).

Puisque s(X) > Atéd, cy est définie pour des valeurs de son paramétre plus

grandes que A+5 alors que les cx, sont définies pour des valeurs du paramé~-

tre plus petites que s(K_)+5, pour n2>N2N,.

Puisque s(X_)+6 > s(X), cx [[0,8(K)+6] n'est pas une géodésique maxi-

male, la propriété (3) nous assure 1l’existence de courbes causales An de lon-

gueur plus grande que cx, entre p et q, pour n >N.

Les classes de t-homotopie Qy (p,q) sont compactes, 5.17. entratne
n

l'existence d'une géodésique temporelle encore appelée an de longueur maximale

dans sa classe pour n?2N,

Par construction, q est limite de (q) et pour 5 assez petit, q € Fr.

La proposition 5.23. donne l'existence d'une courbe limite } de la suite

C0,» passant par p et q.

Puisque (M,g) est fortement causal, il existe une sous-suite On de

OO, qui converge vers } dans la C°-topologie (3.6.) et

L(A\l[p,q]) > lim sup L(A, lfp.4a,) > lim sup L(cx Ilp,a))

it

L(cytlp,a]) (3.11.2)

On en déduit que cy n'est pas maximale de p A q et en particulier

que s(X) > A+t5 est une contradiction.
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En combinant 6.4. et 6.5. on obtient :

Proposition 6.6. : Sodent (M,g) un espace-temps F.G.H. et t-g-compket, p € M.

Si X, 2X dans TM,
o

Séi_ cy [5(X)] = q 7g 08 GE Fo

q = Cy(4{X)) oi 4(X) = Lim 4(X)),

Lorasque n>, alors

Il est A noter que si (M,g) est globalement hyperbolique et t-g-complet,

alors la fonction s : TM +> IR U o est continue (car dans ce cas, on utilise

la proposition 5.24. dans la démonstration de 6.5. et la condition q € F est

inutile).

On peut alors poser ;

Definition 6.7. : ([4], p. 98)

T* (jp) = {s(X)X/0 < s(X] <o et XE TM est Le cut-Locus

tempornek futur dep dans TM.

C}(p) = exp {T” (p)] est Le cut-Locus temporel futur dep

dans M.

Les cut-locus passés lr (p) et ci (p) sont définis de maniére analogue.

Avec les notations ci-dessus, la proposition 6.2. a pour corollaire :

q€ remy pee c @
eo

o+ on

€F le?gq P q

B - LE CUT-LOCUS NUL

Definition 6.8. : Sorcent (M,gj) un espace-temps quetconque et vi: ib,at > ii

une géodésique nulke.

Soit t, = Supit € [0,al/d(v(0),v(t)) = Oo}.

Si 0< 4, <a, v(t,) est dit Le cut-point nut futur de v(0)

Le Long de v.
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On définit de la méme maniére le cut-point nul passé pour une géodésique

nulle vw dirigée vers le passé,

Le cut-locus futur (respectivement passé) Ch (P) (respectivement Cy (p))

est l'ensemble de tous les cut-points nuls futurs (respectivement passés) de p.

La semi-continuité inférieure de la fonction-distance entraine que

d(p,q) = 0 pour tout q € Cr (p).

L'interprétation géométrique de cr (p) est semblable A celle de Ch) 2

la géodésique nulle y est maximale de y(0) au cut-point nul futur v(ty) en

ce sens qu'il n'existe aucune courbe temporelle reliant v(0) A v(t), pour

tout t<t< (comparer avec 4.12.).
0

De plus yv est l'unique géodésique nulle maximale reliant y(0) 4 v(t),

plus précisément :

Lemme 6.9. : Soit (M,g) un edspace-temps quelconque, 5'LL existe deux segments

de géodésiques mulles ablant de p & gq, alors q arrive sur ou

apres Le cut-point nuk futur de p Le Long de chacun des segments.

Démonstration : Soient v, et v, deux segments de géodésiques nulles (diri-

gés vers le futur) allant de p 4 q. Soit r un point de v, situé dans le

futur causal de gq. Dans ce cas, le lemme 4.9. entraine que r € 1*(p) car

v,(q) # kv, (4), KER.

Il s'ensuit qu'aprés q, v, et v, cessent d'étre des segments de géodé-

siques nulles maximaux.

Il est essentiel que les deux segments de géodésiques nulles soient diri-

gés vers le futur, sinon il nous faut imposer la condition espace-temps causal,

comme le prouve 1l'exemple ci-dessous

Soit l'espace-temps M = S'xIR muni de la métrique ds* = dO dt (cf.

figure 6). Les géodésiques nulles sont des cercles.

-~7 wes teen Ae —
q aivrive a

on an be Re sy
Vane G a 1G ig de Vy>

pourtant il existe deux segments

de géodésique nulle allant de p 4 q'.

Figure 17
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Pour démontrer l'analogue de la proposition 6.2. dans le cas nul, il

nous faut :

Proposition 6.10. : Sodent (M,g) un espace-temps F.G.H., pEM et Ge J (p).
Supposons que d(p,q) = 0 et que (J" (q) n Fr) U {qi econ-

tient un voisinage ouvert non vide de q.

Si (q,) est une suite de points de J’ (p) de Limite 4q,

AA {e,] est une suite de courbes causales aklant de p

& q,, ators ta suite [c,) possede une courbe Limite ¢

akkant de p & q quit est une gtodésique mulle maximale.

Démonstration : Soit U un voisinage normal convexe ouvert en q, et

q' € 3*(q) n Fe Nv, et U' un voisinage de q contenu dans J (q') NU.

Pour n suffisamment grand, ona: qa € ut.

Prolongeons alors, comme dans la proposition 5.23. les courbes c. de

qa A q' par l'unique segment de géodésique causale dans U. Appeions les

courbes obtenues X,.

Puisque q' € Fe C(p,q') est compact et la suite A.) posséde une

courbe limite \X dans C(p,q'). Par le méme argument qu'en 5.23., X passe

par q.

Or : d(p,q) = O2 LQAI{p,q]) d'ou :

LCAl[p,q]) = 0 et 3.19. entraine que > est une géodésique

nulle maximale allant de p 4 q,

Proposition 6.11. : Soient (M,g) un espace-temps F.G.H. et q = v(t) Le cut-

point nuk futur de p= v{0) Le Long de La géodésique nul-

fe ov.

Supposons que (7 (q) Fn) u {q} contient un votsinage

ouvert non vide de q.

On a une au bventuelLoment Lor deux posrrbihLitéis suivantes :

4) gq edt Le premier point confugué futur a p Le Long

de v,

di) 12 existe deux segments de géodésique nulle maximaux al~

lant de p a q.
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f Démonstration : Soit (t.) une suite décroissante de réels de limite t.

Pour n_ suffisamment grand, qd, v(t.) est dans U ot U_ est un voisinage

ouvert non vide de q dans (3* (p) n Fr) u {q}.

Soit (ec) une suite de courbes causales (ou temporelles, puisqu'on est

aprés le cut-point nul) allant de p 4a qa’

Par construction, q est limite de la suite (q)> d(p,q) = 0 et 6.10.

entraine que la suite (c) posséde une courbe limite c qui est une géodési-

que nulle maximale allant de p 4A q, qu'on suppose définie sur Lo,pl.

Deux cas peuvent se produire

i) é(0) = v (0), q est alors conjugué 4 p le long de VV (méme rai-

sonnement qu'en 6,2.). Puisque d(p,q) = 0, q doit @tre le premier

point conjugué nul futur 4 p le long de V.

ii) (0) + v (0) et e (0) engendre une seconde géodésique nulle maximale

de p a q.

Proposition 6.12. : (comparer avec [4], p. 107)

Soit {(M,g) un espace-temps F.G.H.

Supposons que jp M_ posséde un cut-point futur (ou passé)

dans Fe Le pkus proche au sens de La distance Lorentzienne.

Alors q est Soft un point conjugué futur a p (temporel

ou nul), soit un cut-point nul futur de p.

Démonstration : Supposons que q ne soit ni un point conjugué futur 4 p (tem-
°

porel ou nul), ni un cut-point nul futur de p, et que q € Fe.

Dans ce cas, 6.2. entraine qu'il existe au moins deux géodésiques tempo-

relles maximales c, et cy allant de p a q.

Soit y : [0,al > M une courbe temporelle issue de q et dirigée vers

le passé. En choisissant a assez petit, on peut supposer que l'image de y

est contenue dans I*(p).

Pour tout t € JO,a[, ona: p << y(t) << q, d'od :

d(p,q) >d(p,y(t) +d (y(t),q) > dQp,y(t)).

Puisque y(t) € I (p), il existe une courbe temporelle de p 4 Y(t) et

par suite une géodésique temporelle (5.17.).
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Puisque q est le cut-point futur le plus proche, y(t) est situé avant

le cut-point sur toute géodésique temporelle allant de p a y(t), ce qui en-

traine que toute géodésique temporelle allant de p 4 Y(t) est maximale.

Puisque q n'est pas conjugué 4 p le long de c, (exp, n'est pas
P

singuliére en q), il existe une géodésique temporelle cy allant de p 4

y(t), proche de c,, pour t suffisamment petit.

De méme il existe une géodésique temporelle c} allant de p 4 y(t),

proche de c, pour t suffisamment petit.

Puisque c} et cj sont maximales, et puisque y(t) € Fe (5.21.), ceci

entraine que y(t) est un cut-point futur de p, ce qui est en contradiction

avec d(p,y(t)) < d(p,q).

Si qé€ r\E dans ce cas q_ ne peut @tre qu'un cut-point nul futur

ou un point conjugué nul futur, ou les deux.

On peut comparer ce résultat ayec le résultat analogue en géométrie rie-

mannienne ([6], p. 95) : soit ona p conjugué 4 q, soit il existe une géodé-

sique fermée en p, constituée de deux géodésiques minimales allant de p a4 q

de vecteurs tangents opposés, ce qui est exclu dans un espace-temps causal.

C - LE CUT-LOCUS CAUSAL

Definition 6.13, : C’(p) = Cylp) U Cylp) est dit Le cut-Rocus causal futur

de p dans M.

C (p) = Cy lp) U Cy (9) est dit Le cut-Locus causal passé

de p dans M,

Afin de démontrer certaines propriétés de cut-locus causal, il nous faut

Proposition 6.14. : (comparer avec [3], p. 373)

Soient (M,g) un edspace-temps F.G.H. et pe M.

Le Lieu des points conjugués gq future {uu pussés) mls et

temponeks, & 0 tels que: (J" (p) Fr) U {q} lou

(J {p) 9 i) U {q}) contient un votsinage ouvert non vide

de q est un Sous-ensemble ferme de M.



Tl est 4 moter que si (M,g) est un espace-temps causal, p ne peut pas

étre un point conjugué futur (ou passé) nul ou temporel A lui-m@me car une géo-

désique causale ne passe par p qu'une seule fois.

Si x, € ae est un vecteur causal tel que exp est singuliére en

n

cas, c(t) = exp, (tX) est une géodésique (interminable vers le futur) issue

x et si exp), =q_, on dit que Xn est conjugué a4 p dans rele Dans ce

de pet contenant qa

Démonstration : Soit (q) une suite de points conjugués futurs temporels ou

nuls de limite q.

Puisque (exp) + est non singuliére 4 l'origine dans TM, il s'’ensuit

que p#*#q,p<q et p< q,, Pour tout n, et soit c= 2 oe:

Si qe Fe, 5.23. entraine que la suite de géodésiques (c) posséde une
courbe limite c issue de p et contenant q qui est elle-m@me une géodési-

que.

Soit X l'unique vecteur causal de tle tangent 4 ec en c(0) tel

que :q= i

Puisque c est courbe limite de la suite (cs il existe une sous-—suite

(XY de (x) telle que les directions des vecteurs x convergent vers la

direction de xX.

Dans ce cas, X_ +X (lemme 6.1., p. 372, {[3]) et X est conjugué 4 p

dans re car le lieu conjugué de p dans ot est un sous-ensemble fermé

du domaine d'exp , (Cexp,,) n'est pas singuliére sur un ouvert de TDs

Puisque X est causal et dirigé vers le futur, le point q = al est

un point conjugué futur de p dans M,

Si q€ BONED dans ce cas l'hypothése et la proposition 6.10. entratne
l'existence d'une courbe limite c contenant q. (que d(p,q) = 0 ou non). La

suite de la démonstration est la méme que dans le cas gq € i.

De la méme maniére, on montre la proposition pour les points conjugués

passés.

Il est 4 noter que les propositions 6.11., 6.12. et 6.14. sont vérifiées

par les espaces-temps globalement hyperboliques.

+ + woe
Puisque pour de tels espaces ona: J (p) = ea (5.12.), la condition sur

(J (p) n FS) Uq} se réduit & J ’(p) U {q} contient un voisinage ouvert non
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vide de q, ce qui est toujours vrai, et on utilise la proposition 5.24. 4 la

place de 5.23,

3 Nous terminerons par :

Proposition 6.15. : ([3], p. 374)

Soit (M,g) un edspace-temps globalement hyperbolique.

Pour tout p dans M, Les ensembles Crip), Cylp), C” (p)

et C (p) sont des sous-ensembles ferunés de M.

En particulier : C{p) = C*(p) UC (p) et

Cyl) = Cyl) UCilp) sont des sous-ensembLes fermés de M.

Démonstration : C'est la méme démonstration pour cri) Cy CP)» c* (p) et c (p)

On la fait pour Chip).

Soit (q)) € cy (P) avec q.> 4: Dans ce cas, q#p et qe€ Io) car

(M,g) est un espace-temps globalement hyperbolique.

Puisque la fonction distance est continue, ona ;

0 = lim d(p,q,) = d(p.q) (5.25.)

Puisque d(p,q) = 0, il existe une géodésique nulle maximale c allant

de p 4 q, et le cut-point nul futur de p le long de c ne peut pas arri-

ver avant q.

Il y a alors deux cas 4 considérer :

(1) Une infinité de (a) sont des points conjugués futurs nuls ou temporels

Dans ce cas, 6.14. entraine que q est un point conjugué futur nul ou tem-

porel A p. Si q est conjugué 4 p le long de c, q est aussi le cut-

point nul futur de p le long de c (le cut-point arrive avant le premier

point conjugué).

1
Si q est conjugué 4 le long d'une autre géodésique causale c', alorsJ Ug, P & & q

c' doit @tre une géodésique nulle et q est le cut-point nul futur de p

le long de c et de c (6.9.).

(2) Il existe N tel que qn n'est pas conjugué 4 p, pour tout np>N.

Dans ce cas, 6.11. entratne qu'il existe au moins deux géodésiques nulles
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maximales de p 4 q, et il existe deux vecteurs nuls x, et Y, tels

que : exp x, = SP = qn >N.

Les directions déterminées par xX, et Y¥, ont pour directions limites

X et Y respectivement.

Si X et Y déterminent des directions différentes, on obtient deux géo-

désiques nulles maximales de p 4 q, et q est un cut-point de p (6.10

et 6.9.).

Si X et Y déterminent les mémes directions, ils sont proportionnels et

il existe AE IR* tel que :

X = AY et exp _X = ex AY = q.Pp PD q

En appliquant alors le lemme 6.1. de [3] (p. 372), on obtient que pour deux

sous-suites a) (de ) et wD (de (Y)) ona: x >xX et

Yun > XY. Or x + Yn et exppX, = exPp yy ce qui signifie que (exPp) »

est singuliére en iY, autrement dit que q est conjugué 4 p le long de

e(t) = exp, (tAY). Puisque d(p,q) = 0, q est le cut-point de p le long

de oc.

Soit M l'espace-temps S'xR {(8,t)/0 < 6 < 2m, t € R} muni de la

métr ique ds* = -d074dt?,

C'est un espace-temps globalement hyperbolique. (cf. [8], p. 212). I1

n'y a pas de points conjugués dans cet espace-temps.

Si p = (0,0), alors chp) = (1,7).

Le cut-locus futur temporel est {(n,t)/t > w} et n'est pas fermé.

D'autre part, c*(p) = cho) U cy (p) est fermé : On a:

c'(p) = {(t,m)/t > mh.
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Page

65,

66,
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74,

87,

93,

ligne 10
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ligne 22

sur le dessin :

ligne 6:

ligne 12

ligne 13

ligne 16

ligne 23

ligne 25

ligne 19

ligne 21

ligne 9

ligne 18

derniére

ligne 3

derniére

ligne ;:

ligne

lire Définition 2.6. et non 2.5.

lire S, et non S,

lire Sy et non s,

Rajouter le j<N e

Remplacer la formule existante par ;

N~]
+ 

—~

v= a {W.) ur (AU AT («541))}

lire Asa et Yael et non A; et i

lire l¢j<¢N-l et non 1 < j <N

j = 0 et non j = 1

Z,(u) et non Z, (u)

O<j<€¢N-l et non 1 ¢ j <N

O<j<N et non | < j < N+l

bs 1 ,t5) et non h +1 sts)

Pp quelconque et non gq quelconque

caractérisation et non caractéristique

: +

lire Fa et non F

q' € J’ (q) et non q' € J” (p)
q' € JI’ (q) nu et non q' € J’ (p) AU

le cut~locus nul futur

c*(p) = {(t,m)/t > wh et non ton.
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Apres introduction des espaces-temps et des différentes -

conditions de causalité, on étudie L' ensemble des courbes

causates allant d'un point p @un point q (q € J’ (p))

C(p,q). On définit une relation de t-homotopie sur Clp,q),

kr. chasse de t-homotopie a extrimitis fixes et Les vortsinages

de t-homotopie d'une courbe de Clp,q). Les ckasses sont Les

composantes connexes de Clp,q) et dans Le cas ot elles sont

Aupposees compactes, Leur nombre est Lie A La compacité de

Clp,q) et dans une certaine mesure a La distance Lonentzienne

d(p,q). Dans La derniere partie, L'étude du cut-Locus tem-

porek et nuk est abordé du point de vue des courbes.

Mots ches :

Espaces-temps, géodésiques tempornelles et nulles, forte

causalité, hyperbolicité globake, courbe causale dirigée vers

ke futur, courbe Limite, C°-topokogie des courbes, - Longueur

et distance Lorentzienne, points conjugués, classes de t-homo-

topte a extrémctéis fixes, hyperbolicité globale faible, voisi-

nage de t-homotopie, cut-points et cut-Locus.


