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INTRODUCTION

Une des différences profondes entre la structure des espaces—temps (M,g)
et celle des variété@s riemanniennes est 1'existence de courbes de longueur z&ro
sur M (correspondant aux trajectoires de photons). Ceci conduit i s'intéresser
aux courbes de longueur maximum moyennant certaines hypoth&ses globales sur
(M,g) (dont une est intuitivement : on ne peut pas revenir en arridre). Il
existe un type d'espaces—temps qui poss&@de une propriété bien agréable ; étant
donné deux points pouvant &tre reliés par une courbe causale (on ne s'intéresse
qu'3d ces courbes) il existe une géodésique de longueur maximale entre ces deux
points. Une &tude du cut-locus de tels espaces—temps a été faite assez récemment
([4]). Une remarque d'A. Lichnerowicz ([15]) permet d'envisager un type d'espaces-
temps plus général, les espaces—temps faiblement globalement hyperboliques dans
lesquels on s'intéresse aux composantes connexes de 1'ensemble des courbes allant
d'un point p & un point q.

On développe une étude de ces espaces—temps et on &tudie les relations entre
distance, compacité de 1l'ensemble des courbes et nombre de composantes connexes.
Par analogie avec [4], on &tudie ensuite le cut-locus sur ces espaces—temps.

Le paralléle géométrie riemannienne - géométrie lorentzienne est constant
tout au long de ce travail, le cas des courbes nulles s'avérant le cas lorentzien
typique, les résultats obtenus sont cependant souvent tr&s proches des résultats

riemanniens.



I - PRESENTATION DES ESPACES-TEMPS

La théorie moderne de la gravitation considdre que 1l'ensemble des évé-
nements dans 1'espace et dans le temps est décrit par une variétéd différen-—
tiable de classe d”, connexe et séparée.

Pour rendre compte de la nature différente de 1'espace et du temps et
8tre en accord avec les postulats de la relativité (en particulier le princi-
pe d'équivalence) on est amené 3 se placer dans le cadre de variétés diffé-
rentiables munies d'une structure lorentzienne, orientables, qu'on appelle
espaces—temps.

Dans ce qui suit, on expose les notions communes i la géométrie rieman-—
nienne et 3 la géométrie lorentzienne utilisdes par la suite et on introduit

les espaces-temps et leurs premidres propriétés.

A — VARIETES LORENTZIENNES

Soit M wune variété différentiable de classe d», de dimension d > 2
connexe et séparée.

On note TM 1le fibré tangent 3 M, m 1la projection TM - M et TPM
1l'espace tangent en un point P dquelconque de M.

Un champ de vecteurs sur TM est la donnée d'une section de classe €
de TM, et plus généralement un champ de (s,r)-tenseurs est la donnée d'une
section de classe € de ®°T*M @'TM oi ™M désigne le dual de TM.

On appelle courbe dans M toute application c¢ : fa,b]c R > M de
classe ¢! par morceaux.

Une structure lorentzienme sur M est la donnée d'un champ de (2,0)-

tenseurs g dit tenseur de métrique (ou plus simplement métrique) lorentzien-—
ne tel que :

(i) g est symétrique.

(ii) Pour tout p de M, gp est une forme bilinéaire non dégénérée

définie sur T MxT M
p P

(iii) Pour tout p de M, gp est de signature (+,-,-,...,~) (1 signe
positif, (d-1) signes négatifs ; beaucoup d'auteurs adoptent la

convention de signe équivalente (=, +,...,4)).
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Soient X et Y deux champs de vecteurs dans TpM. Par définition,

on appelle produit scalaire de X et Y 1le nombre gp(X,Y). X et Y sont
dits orthogonaux en p si gp(X,Y) = 0.

On peut étendre la notion de norme définie en géométrie riemannienne
2 . . .
en posant : IXl* = gP(X,X) et en particulier ; on appelle vecteur unitaire

tout vecteur X tel que : gp(X,X) =1 ou gp(X,X) = -1,

Soient (E.)d

)32 un repére orthonormé de T M, X et Y deux vecteurs

p

de composantes (Xl)c].l_=1 et (YJ)g . Ona:

=1

a . .
g (X,Y) = x'v! - ¥ x'vh.
P i=2

Les composantes de la métrique gp dans la base (Ei) sont :

(8..) =0 pour i # j

i3°Pp
(gll)p= ]
(gii)p=_] pour 2 g1 g d.

Au voisinage de chaque point p de M, on peut toujours trouver une
base de TpM telle que gp s'écrive diag(+1,-1,...,~1) (matrice diagonale
dxd) ([71, p. 121).

Toute variété différentiable paracompacte admet une métrique riemannienne
(produit scalaire symétrique défini positif), par contre il n'est pas toujours
possible de définir une métrique lorentzienne, on peut cependant montrer que :

Toute vari&té différentiable paracompacte non compacte admet une métri-
que de Lorentz, et toute variétéd différentiable compacte admet une métrique
de Lorentz si et seulement si sa caractéristique d'Euler est nulle ([71, p. 101).

On suppose dans tout ce qui suit que les variétés différentiables uti-

lisées admettent une métrique de Lorentz.

Definition 1.1. : Le couple (M,g) foumé de La vaniéts différentiable M de
classe C%, connexe, séparnde, de dimension d » 2, munie
d'une métnique de Lornentz g est appelie varniété de Lonentz.
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B - CONNEXION, COURBURE, GEODESIQUES

Une variété de Lorentz (M,g) posséde une connexion affine unique D,

sans torsion, compatible avec la métrique g.

Cela signifie que si X et Y sont deux champs de vecteurs :

-~

(i) DXY-DYX = [X,Y] ot [e,-] désigne le crochet de Lie des champs
de vecteurs et ol DXY est la dérivée covariante du vecteur Y

dans la direction X relativement A la connexion D.

(ii) X g(Y,z) = g(DXY,Z)+g(Y,DXZ) oi X, Y et Z sont des champs de

vecteurs.

Cette comnexion D est définie pour les variétés lorentziennes de la
méme maniére que l'on définit la connexion de Levi-~Civita pour les variétés
riemanniennes ([7], p. 228 ou [5], Appendice A).

Si (Ei)g=l est une base de TpM, on appelle coefficients de la con-
nexion D 1les nombres Pkij vérifiant :

Dy E; = = I'ij E

E -

J k F

Soit X (p) 1'ensemble des champs de vecteurs en p € M. On définit :
R(X,Y) : x(pP)*X(p) - x(p) par
R(X,Y)Z = DXDYZ_D

YDXZ—D[X,Y]Z oi Z € X(p).

C'est la courbure R de D.

(On rencontre aussi la convention de signe inverse :

R(X,Y)Z = D[X’Y]Z - DD Z4DD 7 )

Le tenseur de courbure est un champ de (1,3)~tenseur noté aussi R

possédant les propriétés suivantes :

Il

g(R(X,Y)Z,T) _g(R(X,Y)TaZ)

it

g(R(X,Y)Z,T) g(R(Z,T)X,Y).
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En désignant par R bcd 1les composantes du tenseur de courbure dans

une carte locale (U,p) de M, et si on pose

L

Rabcd = i gaQRbcd

les propriétés précédentes s'écrivent ;

Rabea = Thaed = Pabde

Rabcd = Rcdab

On appelle champ de vecteurs X 1le long d'une courbe c¢ : [a,b] » M

toute application de classe ¢ X o [a,b] » ™M telle que :

X(t) € Tc(t)M, pour tout t € [a,b].

Etant donné (M,g) variété lorentzienne munie de sa connexion affine

D, on dit que le champ de vecteur X est transporté parallélement le long

de ¢ si : D.X(t) = 0 pour tout ¢t € [a,b].(é(t) désigne le vecteur tan—
c

gent & c(t)). Tl est & noter que le transport par parallé&lisme (ou paralléle)

conserve le produit scalaire.

Définition 1.2, : lUne géodésique c : Ja,b[ - M est une courbe de classe
C!  telle que fe vecteur tangent ¢ se thansporte paralle-

Lement Le Long de ¢, ce qui signigie que Déé = g.

Soient (U,(xl,...,xd)) un syst@me de coordonnées locales sur M et

[ 3

3 \ o
seensy THT— la base naturelle par rapport a ces coordonnées.

175 . -
\u)gl v)gd/
1.'équation Déc': =0 s'écrit :
2 k d i .3
d™'x Fk“ dx™ dx- _ - 1 d = 1
Jer * . )j:=] ii 3¢ 5% 0 ol x (t),...,x (t) désignent

les coordonnées de c(t).
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Le théoréme d'existence et d'unicité des solutions d'une &quation diffé-

rentielle permet de montrer que :

(1) Pour tout point p de M et tout vecteur X dans TPM, il existe
une géodésique ¢y et une seule définie sur um intervalle ouvert

Ja,bl contenant 0, non prolongeable i un intervalle plus grand :

ey la,bl > M vérifiant cg(0) = p et ¢ (0) = X.
(i1) I1 existe un voisinage V de X dans TM et un nombre € > 0
tel que cY(c) existe pour tout (Y,t) € vx]-c,el et soit de

classe ¢ en (Y,t).

(=)
En particulier, les géodésiques sont des courbes C .

Le probléme se pose de savoir si 1'intervalle de définition d'une géodé-
sique peut €tre IR tout entier. En géométrie riemannienne, la réponse est

fournie par le th&or&me de Hopf-Rinow :

Soit (V,h) wune variété riemannienne. Les quatre assertions suivantes

sont équivalentes :

(1) Pour tout X de TV, cx est définie sur tout T1R.

(2) Il existe p €V tel que pour tout X de TPV, cy est définie sur
tout IR.

(3) (V,h) est un espace métrique complet pour la distance associée 3 h.

(4) Toute partie bornée de (V,h) est relativement compacte.

(lel, p. 11).

-

Si V wvérifie 1'une quelconque de ces assertions, V est dite variété
L]

riemannienne compléte.

Le théoréme de Hopf-Rinow entralne alors aue :

Si V est une variété riemannienne compléte et si p et ¢q sont deux

points de V, il existe un segment de géodésique allant de p & q de lon-—

gueur minimale.
En géométrie lorentzienne, les choses se passent de manidre tout a fait

différente (voir en particulier chapitre V).



Comme en géométrie riemannienne, on définit 1'application exponentielle

qui jouit des mémes propriétés

Déginition 1,3. : L'application qui a X de TPM assocle Le point ey (1)
Lonsqu' il existe est notée : X - exppx et 5'appelle
application exponentielle.,

Si expst = cx(s) désigne la géodésique issue de p dans la direction

X de TpM’ on a :

KJL exp SX) =X
\ds r _
s=0
En général, 1'application expp n'est pas définie partout sur T M,
mais seulement sur un ouvert U de TPM, voisinage de zéro. Ona U =TM

P
si (M,g) est une variété de lLorentz "compléte" au sens suivant :

Definition 1.4. : Une géodésique c : £ € la,bl » c{t) € M est dite complete
44 elle peut Btrne déginie pour tout t € IR.

La variété de Lorentz (M,g) sera dite géodésiquement compléte (en

abrégé g-compléte) si toutes les géodésiques sur M sont complétes. Dans le
cas ol il existe une géodésique incomplate, on dit que la variété de Lorentz
M,g) est singuliére.

Que '(M,g) soit g-compl&te ou non, l'application expp est de rang d
au point p. Le théordme des fonctions implicites permet de déduire 1'exis-
tence d'un voisinage V, de l'origine de TpM, d'un voisinage ouvert U(p)
de p dans M tels que l'application exp, soit un difféomorphisme de v,
sur U(p).

Le voisinage U(p) s'appelle voisinage normal en p.

On dit que ce voisinage est convexe si tout point q de U(p) peut
8tre relié a tout point r de U(p) par une géodésique unique issue de q
et contenue dans U(p).

Le comportement des gé€odésiques dans un voisinage normal convexe est

tout a fait différent de ce qu'il est hors d'un tel voisinage.




i ]

Etant donné p € M, il existe un voisinage U(p) de p ouvert et
convexe qui est voisinage normal de chacun de ses points (111, p. 1114).
Par la suite, un voisinage normal convexe ouvert sera toujours consi-

déré comme voisinage normal convexe de chacun de ses points.

N

e

Figure 1 : (Dessin tiré de [12])

. d B d
Soit (Ei)i=1 une base de TpM et a = (al,...,ad) € IR . Pour

"a"IRd suffisamment petit, 1'application :

a1E1+...+adEd -, expp(a1E1+...+adEd)

est un difféomorphisme, ceci permet d'associer de manisre canonique 3 tout

point d'un voisinage normal U(p) de p un d-uplet (al,...,ad) appeléd

systéme de coordonnées normales pour U(p).
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C — ESPACES-TEMPS

La métrique de Lorentz g n'est pas définie positive, elle peut en
particulier s'annuler pour certains champs de vecteurs non nuls et prendre

aussi des valeurs négatives. On partage donc les champs de vecteurs en

trois classes :

Déginition 1.5, : Un champ de vecteurs X sur TpM est dit champ de vecteuns
temporel (rnespectivement nul, spatial, causal ou non-spatial)
A4 ¢ gp(X,X} > 0 (rnespectivement gp(X,X) =90, gp(X,X] < 0,
gp(X,X) > 0).

En particulier, 1'&quation gp(X,X) = 0 définit sur TpM un cdne 3

deux nappes de sommet p appelé cOne isotrope (ou cOne de lumidre), noté Cp'

Définition 1.6, : Une varniété de Lorentz (M,g) onientable est dite onientée
dans Le femps s4 elle admet un champ de vecteurs temponel
rnégulien (L.e. ne 8'annuwlant jamais). ([111, p. 1109, [7]
p. 107).

Ceci nous permet de distinguer en tout point p de M les deux nappes

du c8ne isotrope Cp en nappe C; dite nappe future et nappe Cp dite nappe

passée.

S . + . =
Un vecteur causal est orienté vers le futur s'il est dans Cp, orienté

vers le passé s'il est dans C;.
Si X et Y sont deux vecteurs temporels orienté&s vers le futur dans

TpM, si a et b sont deux nombres réels positifs non tous deux nuls, aX+bY
est un vecteur temporel dirigé vers le futur (convexité de 1l'ensemble des vec—

teurs temporels orientés vers le futur, il en est de méme pour deux vecteurs

o -
orientde woere lo

Soient X et Y dans TPM’ non spatiaux.
g vérifie 1'inégalité de Cauchy-Schwarz renver-

La métrique de Lorentz

sée

lg(X,Y) 1 > XN 1Y}
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L'égalité a lieu si et seulement si X et Y sont proportionnels.

On en dé&duit que :

(i) un vecteur temporel X et un vecteur causal Y ne peuvent jamais

8tre orthogonaux.

(ii) deux vecteurs nuls sont orthogonaux si et seulement si ils sont

proportionnels.
(iii) un vecteur X € TpM est temporel si et seulement si le sous—espace
<t = {y € TpM[g(X,Y) = 0} de dimension (d-1) dans TPM est
spatial (i.e. VY € X',g(Y,Y) < 0) ([10], p. 20).

Nous sommes maintenant en mesure de donner la :

Dédinition 1.7. : On appelle espace-temps foute variete de Lorentz (M,g)
ornlentable et onientie dans Le Lemps.

D'aprés 1.4., si c est une géodésique, le vecteur tangent c est

transporté par parallélisme le long de c. En tenant compte des propriétés

du transport paralléle (conservation de la norme), ceci entraine que c

reste de méme genre le long de c, ce qui permet de distinguer trois sortes

de géodésiques :
Les géodésiques temporelles, nulles et spatiales qui sont respectivement

les géodésiques ¢ telles que :
g(é,é) > 0
g(c,e) =0
g(c,¢) < 0

On désigne sous le nom de géodésique causale (ou non spatiale) toute

géodésique qui est soit temporelle, soit nulle.

La trajectoire d'une particule soumise aux seules forces de gravitation

est une géodésique temporelle, celle d'un photon est une géodésique nulle.

Une géodésique causale ¢
est orientd vers le futur (resp. vers le passé).

vers le passé) si ¢

est dite dirigée vers le futur (respectivement
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8i ¢ : t € [a,b] » c(t) €M est une courbe de classe C!, on fait les

mémes distinctions, plus précisément :

est une courbe temporelle (respectivement nulle, causale) dirigée

(S

vers le futur si c(t) est temporel (respectivement nul, causal) orientd

vers le futur, pour tout t € [a,b].
On définit de méme des courbes temporelles, nulles, causales dirigées

vers le passé.

¢ est une courbe spatiale si c(t) est spatial, pour tout ¢t € [a,b].

Si ¢ n'est définie que de classe C! par morceaux, on convient que

les deux demi-vecteurs tangents aux points oll il n'y a pas différentiabilité
sont dans le méme demi-cdne isotrope (i.e. ont méme orientation).

Les différences de genre entre les géodésiques permettent de distinguer

les complétudes suivantes ;

Définition 1.8. : Un espace-temps (M,g) est dit temporellement (nespective-
ment nullement, spatialement) géodésiquement complet 54
Loutes Les glodésiques Zempornelles (respectivement nulles,
spatiales) sont completes.
On dira en abrigé Z-g-complet, n-g-complet, s-g-complet.

En fait, ces complétudes sont indépendantes, il existe des espaces—

temps qui sont

n et s—g-incomplets

t-g—complets mais
t et n—g—complets mais s—g—incomplets
n—-g-complets mais t et s-g—incomplets
s—g—complets mais t et n—-g-incomplets
s et n-g—complets mais t—g-incomplets

(ROINDT W, 1063 7 £, Phye. , 172, 482 ; CEROCH, R.P_, 1088, Ann. Phys., %8,

526).

L'incomplétude des géodésiques temporelles peut avoir la signification

physique suivante :

avant ou aprés un intervalle de temps fini,

il existe des trajectoires de particules qui s'arrétent
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D - EXEMPLES D'ESPACES-TEMPS

On présente ici trois espaces-—temps qui ont la particularité d'@tre

des solutions exactes des &quations d'Einstein du vide. On entend par solu-

tion exacte tout espace—temps (de dimension 4) vérifiant :

1
Rab 77 8apR * A8y = Ty

c

od Rab est le tenseur de Ricci défini par Rab = f R’acb’R

est la courbure

scalaire définie par R = £ gabRab, A est la constante cosmologique intro-
a,b

duite par Einstein, Tab est le tenseur impulsion-énergie, il correspond 3 la

structure physique dans laquelle on se place. (T = 0 pour le vide).

1.— L'espace-temps de Minkowski

C'est 3 la fois 1l'espace~temps de la relativité restreinte, c'est—i-
dire 1'espace~temps plat solution des équations d'Einstein du vide pur

(Tab = 0) & constante cosmologique nulle, et celui qui décrit la géométrie

induite sur 1'espace tangent en tout point d'une variété lorentzienmne quel-

conque ([7]1, p. 121).
On peut noter que les seules solutions exactes aux équations d'Einstein

décrivant un champ de gravitation créé& par un corps isolé qui sont physique-

ment satisfaisantes doivent étre asymptotiquement plates et ainsi se compor-

ter au loin du corps comme 1'espace-temps de Minkowski (espaces-temps asympto-—

tiquement simples).

Cet espace~temps est la vari&té 1R munie de la métrique :

C'est un espace—temps plat ou de courbure nulle, les géodésiques sont

des cons-

des droites X5

tantes, i = 1,...,n. L'orientation dans le temps est donnée par le champ de
t, n et s—g complet.

= ait+bi’ t étant un paramétre affine, a. et bi

vecteur —— ; c'est un espace~temps qui est a la fois
P

Bxl
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Espace—temps de Minkowski en dimension 3
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Figure 2

2.- Les espaces—temps De Sitter et Anti-de-Sitter

n oo n s P
On note DRS 1'espace pseudo—euclidien R muni de la métrique

S T
ds? = X dxi - ¥ ax?
=1 i=s+1

En particulier ; ﬂi? est 1l'espace-temps de Minkowski de dimension
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Soit r wun réel > 0 ; on pose :

n _ n+l, > o 2 _ _.2
s, = {x € R, /xlﬁxl—]..‘xn+] = -r¢}
n _ n+tl, o o 2 .2 _ .2
H ={x€ R, /x;+x; Xy=e..TXo L ST }
Topologiquement, S? est ]RxSn_] et H? est Slx]Rn-]

(Wolf, Spaces of constant curvature, Berkeley, 1972, p. 68).

P oo e n+1 . n+1 . .
La métrique définie sur H{l (respectivement sur R, ) induit une

p .3 : 1
métrique de Lorentz de courbure sectionnelle constante k = = (resp.

k = - %3-) sur S? (resp. sur H?).

n . P . . N
L'espace~temps S, muni de la métrique induite est appelé& espace-temps

De—-Sitter, c'est 1'analogue lorentzien de la sphére riemannienne de rayon r.

H? contient des courbes temporelles fermées (en particulier, c(t) =

(r cost, r sint,0,...,0)) ce qui est exclu plus loin (cf. chapitre II) ; c'est
pourquoi on introduit H? qui est le revétement universel de H?, qui est

. n : E = . 3
topologiquement IR et qui, muni de la métrique induite est encore un espace-

temps ([5], chap. 2) qu'on appelle espace—temps Anti-De-Sitter, c'est 1'analo-

gue lorentzien de 1'espace riemannien hyperbolique de courbure =z

Les espaces—temps de dimension n 3 courbure sectionnelle constante

sont localement caractérisés par :

—_— _—R - —
Rabcd T n(n-1) (gacgbd gadgbc) (131, p. 75 et p. 68)

.

ceci entraine en dimension 4 que :

1 -
Bk Z'Rgab =0

~

. : n n h
Ainsi, on peut considérer S, et H; comme des solutions exactes des

gquations d'Einstein du vide pur pour lesquelles la constante cosmologique A
est L
7

Les espaces—temps De-Sitter et Anti-De-Sitter sont ¢t, n et s—g—complets
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En dimension 2, l'espace—temps Anti-de-Sitter peut se décrire par la
n_N L A . By
variété M = J- 5 5{ xR muni de la métrique

2 _ __1 24 2
ds E‘(‘)—s—g{' (de“—-dx“).

Les équations de mouvement dans cet espace—temps dérivent d'un Lagrangien

de la forme :

T e =

& oy o 1 22 2
L(t,x,t,x) = Tos%E (t°-x%)

oii le point désigne la dérivation par rapport au paramétre affine T (temps

T R YR T T

propre).
On en déduit les deux intégrales premiéres suivantes

ey T

! T2.02Y - 442 .
(L) — (t°=x*) u (conservation de la masse).

Il est toujours possible de normaliser le paramétre T de sorte que

0, -1) pour les géodésiques temporelles (respecti-

T T e ——

u2 = 1 (respectivement

vement nulles, spatiales).

9 . $ e
(L) —%—= E (conservation de 1'énergie & 1'infini)
ot
= E cos?x. (cf. [12], p. 344).

ce qui donne t =
Les équations (L;) et (L,) nous ont permis de tracer les géodési~—

ques temporelles de la figure 3 & 1'aide d'un ordinateur.

e N e v g -

L'espace-temps Anti-de-Sitter posséde une propriété remarquable : Toutes

les géodésiques temporelles issues d'un point p se recoupent en un méme point
étant déterminéd par 1'intersection de deux

q, et ainsi de suite, le point (¢
ndigud On pent noter anssi aue bien qu'il puisse

4

ags mulles esomme
exister une courbe temporelle allant de p & r, il n'existe aucune géodési-

que temporelle entre ces deux points.
(Pour une explication de l'expansion des géodésiques dans 1'espace-temps anti-

de-Sitter, voir chapitre IV, 4.4.3).
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E - DEUX THEOREMES

On va tout d'abord démontrer 1'analogue lorentzien du lemme de Gauss

(I81, p. 103).

Théoneme 1.9. : Soit (M,g) un espace-temps quelconque. Soit p un point

quefeonque de M et U un voisinage normal convexe en p.
On pose pour tout ¢ dans U : kR{q) = gp(expéjq,exp;’q).
Alons, La déodésique femponelle Lissue de p et passant

par G est onthogonale aux hypersurnfaces {k(q) = constante

positive}.

Démonstration :

On définit une surface en posant :
a : (s,t) € R® w exp_ (sX(t))

oi o est de classe dm, et X(t) un champ de vecteurs temporels unitaire.
Y(s8) = expp(sX(to)) est la géodésique temporelle issue de p dans la
direction X(t,) ol t, est constant.
d = _ : : s =
On a : (E;-Y(s)>s=o = Y(0) X(to) et en particulier : DYY 0.

Alt) = expp(sox(t)) est une courbe située sur 1'hypersurface
- -1 -1 - 2
{k(q) = gp(expp (exppsox(t)),expp (exppsox(t)) = s2}.

I1 faut montrer que : gp(?,i) =0,

On pose S =Y et T =) (pour l'écriture).

On a : Sg(S,T)

1
= g(8,D;8) = 5 Tg(s,8).
La premidre &galité résulte du fait que <Y est une géodésique ; la

seconde du fait que S et T commutent (i.e. [S,T] = 0).

g(S,8) étant constant, il vient que : Sg(S,T) = 0 et donc que g(S,T)

est constant par rapport i S.




T
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Pour s =0, ona : a(0,t) = p ce qui donne que T =0 pour s = 0.

Ceci prouve le résultat.

Remargue 1.10, = ([9], p. 13) Soit p €M et U un voisinage noamal convexe

en p.
Les hypersurnfaces {x € U/klx) = constante K} (sont de
classe C° dans U sauf pour x = p) sont spatiales,
nulles ou tempornelles s4 La constante K est nespectivement

positive, nulle ou négative.

/ Figure 4
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Théonéme 1.11. : ([81, p. 103)

Soient (M,g) un espace-temps quelconqgue, p un point de

M et U un voisinage normal convexe en p. Les points pou-
vant éthe neliés & p pan une courbe temponelle (respecti-
vement causafe) sont de La fonme expr, ol X € TPM et
venifie : gP(X,X) > 0 (nespectivement gp(X,X) > 0).

Démonstration :

Soit Ep 1'intérieur du c8ne isotrope en p et c¢ : t € [a,b] » c(t) EM
une courbe temporelle allant de p & ¢q dans U.

On pose : ¢ : t € [a,b] » c(t) = exp;](c(t)), ce qui définit un champ de
vecteurs sur TpM. En identifiant 1'espace tangent a TpM avec TPM lui-méme,
on obtient que :

¢(a) = c(a),
- o -
ce qul prouve que <c(t) définit une courbe qui part dans Cp, puisque c(a)
est temporel.

D'aprés 1.9., expp(Ep) est la partie de U sur laquelle la fonction
k est positive et dans laquelle les hypersurfaces {k = constante positivel}
sont spatiales.

La fonction k ne peut €tre que monotone croissante le long de c,

s'il n'en &tait pas ainsi, il existerait au moins un point m = c(t,) pour
lequel :

- si c¢ est différentiable en t,, le vecteur tangent é(to) est spatial.

- si ¢ n'est pas différentiable en m, les deux demi-vecteurs tangents

sont dans des demi-cOnes isotropes différents (ce qui est contraire
a la convention qu'on a pris), on a une contradiction dans les deux
cas.

On en déduit que k(g) = gp(exp;]q, exp;Iq) > 0, ce qui prouve que

]
€ ex (€ .
q pp( p)
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2) Cas causal

Pour démontrer le thé&oréme dans le cas causal, il est nécessaire de
déformer la courbe causale ¢ afin d'en faire une courbe temporelle.
Soit Y wun champ de vecteur sur TpM tel que le champ de vecteurs

induit par expp*(Y) soit partout temporel dans U et tel que :
g(Y,é) > 0 au point p.
Soient €& > 0 et PB(t,e) 1la courbe sur TpM telle que :

B(t) = &(t)+eY 8(t,e)

C'est une courbe temporelle car g(é ,é) > 0, pour tout t.

En faisant tendre €& vers O et en remarquant que B dépend de fagon

différentiable de t et de €&, on obtient que :

exp (B(t,0)) = c(t) < epr(Ep)

et pulsque exp, est un difféomorphisme, on a :

s °
ex = exp C_ = exp_C
pPCP pP p PP P

dCw, €

g e Wxp D




Corollaine 1.12. : Sous Les mimes hypoth2ses que 1.11, 54 q € U peut Etre

nelle a p par une cowrbe causale mais pas par une courbe
temporelle, La seule courbe causale allant de p a4 gq
est une geéodésique nulle située dans U,
Le point q est de La forme expr ol gp(X,X) = 0.

Ceci entraine que les seuls points ¢ pouvant &tre reliés 3 p par
une géodésique nulle dans U sont de cette forme.

Ces points sont situés dans 1'image du bord du cdne Cp par 1l'applica-

tion exponentielle.
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IT = STRUCTURE CAUSALE DES ESPACES-TEMPS

Un des postulats de la théorie relativiste de la gravitation stipule

que toute particule se déplace avec une vitesse spatiale inférieure a celle

de la lumidre, le cas limite étant obtenu pour les photons. Ceci se traduit
mathématiquement par le fait que la trajectoire d'une particule appelé&e aussi
ligne d'univers se situe 3 l'intérieur du c8ne isotrope et est donc temporel-
le, que la trajectoire des photons se représente par des courbes nulles.

On introduit dans ce chapitre les notions relatives & la structure de
1'espace—temps qui permettent de traduire les conceptions habituelles de 1'u-
nivers dans le formalisme mathématique utilisé en théorie relativiste de la
gravitation.

Un champ de vecteur causal le long d'une courbe causale ne peut pas

passer du demi-c8ne du futur au demi-c8ne du passé de maniére continue, il

s'ensuit qu'une courbe temporelle, nulle ou causale est soit dirigée vers le

futur, soit dirigée vers le passé.

On définit les relations << et <« qui correspondent mathématiquement

i "qui peut communiquer avec qui ?" ; la chronologie et la causalité qui in-

terdisent les courbes causales fermées, ce qui semble &tre une hypoth&se phy-

sique "raisonnable".

Convention : Sauf mention expresse du contraire dans toute la suite de ce
travail, (M,g) désigne un espace—temps quelconque, p un point

quelconque de M, et toutes les courbes causales sont dirigées

vers le futur.

A - CHRONOLOGIE, CAUSALITE

Soient p et g deux points quelconques de M, on note :

-~

s'il existe une courbe temporelle allant de p & a.

s'il existe une courbe causale allant de p & gq.

3 +
Ces deux relations permettent de définir le futur chronologique T (p)

et le futur causal J+(p) du point p par :

I'(p) = {q € M/p << q}

7

[]

{a € M/p < g},
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et de manidre analogue le passé chronologique I (p) et le passé causal

J (p) par :
17(p) = {q € M/q << p} ; J (p) = {q € M/q < p}.

Les relations << et < possé&dent les propriétés suivantes :

Lemme 2.1, :+ 1) p << g=p<qg
7) << et < sont des nelations truansdltives.

Démonstration

1) Se déduit immédiatement de la définition.

trois points de M vérifiant : p << q et q<<T.
et

2) Soient p, q et T
: [a,b] > M une courbe temporelle ol c;(a)

I
jse)

Soient ¢,

Cl(b) =q s
c, : [b,dl » M une courbe temporelle ol c,(b) = q et

c,(d) = r.

(On peut toujours définir ¢, sur [b,d] quitte & faire une translation con-

venable sur le paramétre).

Considérons la courbe c¢ : [a,d] » M définie par :

c,(t) si t € [a,b]

{ e ()
c(t) = c,(t) si te€ [b,d].

Pour t = b on peut avoir perte de différentiabilité pour ¢ mais :

&b ) = ¢;(b) t é(b+) = 62(b+) sont les deux demi-vecteurs tangents en

vy 3 1'intérieur du méme demi-cdne futur car les deux cour-

rt
0
QO
3
ot
"t
Q
0
u

%] e
bes ¢, et c, sont dirigées vers le futur.

I1 s'ensuit que ¢ est une courbe temporelle de p & r, ce qui prouve

la transitivité de la relation <<. On en déduit celle de la relation < en

remplagant ci-dessus temporel par causal et en motant qu'en b, les deux demi-

vecteurs tangents peuvent étre situés sur le bord du cdne futur.

et p <<r, plus

Dans certains cas, on peut aussi avoir : p <gq, q <T

précisément
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Lemme 2.2, : (cf. [91, p. 13) Soit U un voisinage normal convexe en un

point p de M, et solent gq,n deux points de U zels que :
£'unique segment de glodésique allant de p a q (respective-
ment de ¢ a #4) dans U est un segment de géodésique nulle
v; (respectivement v,).

Si Les directions des vecteurs tangents v, et v, sont diffe-
rentes du point q, £'unique segment de géodésique neliant p

a n dans U est un segment de géodésique tempornelle.

Démonstration :

Soit x € B = v, Uv,, (x # p), et considérons la fonction k introduite

en 1.9. et définie par :
k(x) = g(exp-]x, exp—]x)
P P

le cBne isotrope Cp définit une hypersurface nulle {x € U, x # p/k(x) = 0}
dans U que le segment de g&odésique nulle V, ne peut pas traverser en ¢
pour sortir de exp C car < est une relation transitive (2.1.).

PP . .
Puisque les directions de V, et Vv, sont différentes en g, ceci

prouve que V, ''rentre strictement" a 1'intérieur de expp(Cp)lﬁU.
Dans ce cas, si x est dans le futur de q sur B, on a : k(x) > 0, ce
qui est vrai en particulier si x =1 et 1.11. entrafne qu'il existe une uni-

que géodésique temporelle dans U reliant p & r.

; . + +
Dans l'espace—temps de Minkowski, la fermeture de I (p) est J (p),
mais J+(p) n'est pas forcément fermé dans un espace—temps quelconque (Il suf-
fit d'enlever un point 3 1'espace-temps de Minkowski pour le voir).

Cependant :
Lemme 2.3. : 1" (p) et 1 (p) sont des ouverts de M.

. ~ . +
Démonstration : On fait la démonstration pour I (p).

Soient r € I+(p) et ¢ : [a,b] - M une courbe temporelle allant de p
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Soit q € c¢([a,b]) NI (r) tel que : r €U oli U est un voisinage
normal convexe ouvert en (.

Dans ce cas, J = exp;]U n E; (ol E; désigne 1'inté&rieur du cdne futur
dans TqM) est ouvert dans TqM et contient exp :.

Alors, pour tout x dans equJ ona : x €I (Q), ce qui prouve par

S ve fim px o + .
transitivité de la relation << que equJ < I (p) qui est donc ouvert.

Déginition 2.4. : Un espace-Ztemps (M,g) est dit chronologique (nespectivement
causal) 84 pourn tout point p de M : p ¢ I+(p) {(respecti-
vement p ¢ J'(p)).

Il revient 3 dire que (M,g) est chronologique (respectivement causal)
s'il ne contient pas de courbes temporelles fermées (respectivement courbes
causales fermées).

Il résulte immédiatement de la définition gqu'un espace-temps causal
est chronologique. _

Les espaces—temps de Minkowski, de De-Sitter et Anti-De-Sitter sont
causals (on dira causals et non causaux !) ; mais il existe des exemples

5 . ; ; n
d'espaces-temps qui ne sont pas chronologiques (en particulier 1'espace H,,

~

introduit au chapitre 1, raison pour laquelle on s'intéresse plutdt i son re-

vétement universel E?), des exemples chronologiques mais non causals comme

M = S'xIR muni de la métrique ds? = do dt :

Q Les géodésiques temporelles sont des hé&li-
ces, les seules courbes causales fermées

sont les cercles {t = constante} qui sont

des géodésiques nulles.

Figure 6

———— ————
= ~

Un autre exemple important d'espaces—temps non chronologiques est le

suivant :
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Theorme 2.5. : Tout espace-~temps compact n'est jamais chionologique.

Démonstration :

. +
Soit (M,g) un espace—temps compact ; (I (p))pEM forme un recouvrement

ouvert de M, on peut extraire un sous-recouvrement fini

+ -l -_—
(1 (pk))pkEM oi I ={1,...,m}.
k €T
+ = p = X + -
On a : P €T (pj,) o 1 i, ¢m, de méme : Pi, €1 (piz) oll

1 £ i, < m. On obtient en répétant 1'opération :
p; << Pi, << piz <<eee%< P

.. . N . +
Mais il existe pim EM ot 1 giygm tel que Pi | €1 (pim)'
La transitivité de << entraine donc que

g + s =
ol 1 i, gm tel que : pio €1 (pio)’ d'ol le résultat.

Pour la suite de ce travail, on a besoin d'une condition plus restric-—

tive que la condition de causalité : la forte causalité.

Définition 2.5. : 1) Un ouvernt U de M est dit causalement convexe 34 L'in-
Lersection de toute counbe causale avee U est un ensem-
ble connexe, autrement dit : pour tout x et y dans
U, x << z << y entraine z € U.

Z) L'espace-temps (M,g) est dit fortement causal au point
P A'4Al existe un voisinage de p causalement convexe.

3) (M,g) sera dit forntement causal 5'ifl £'est en chacun de
Aes podnts.

Intuitivement, la condition de forte causalité peut se traduire par :

il existe un voisinage de p tel que si une courbe causale le quitte, elle

ne doit plus y revenir.
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Tout espace—temps fortement causal est donc causal (la réciproque est
fausse, cf. [8], p. 192).

Les espaces—temps de Minkowski, De Sitter et Anti-De-Sitter sont forte-
ment causals.

Il est & noter que tout voisinage normal convexe U en p, point d'un
espace~temps quelconque (M,g), considéré lui-méme comme un espace—temps muni

de la métrique induite est fortement causal ({9l, p. 30).

B - GLOBALE HYPERBOLICITE, FONCTION-TEMPS

Definition 2.7. : On dit qu'un espace-temps (M,g) est globalement hyperbo-
Lique (en abnégé G.H) 8'4L est fontement causal et A4 pour
fous points p et qdmbM,ma:J”Mﬂfm)e&
compackt.

Pour de tels espaces—temps, des théordmes d'existence et d'unicité glo-
baux de solutions des équations d'onde Au+B(u)+cu = f sont valables ([7],
p. 124) ; leur importance apparaft aussi dans le théoréme suivant qui sera

démontré au chapitre V :

Théoneme 2.8. : Soit (M,g) un espace-temps globalement hyperbolique, p € M
et q € 3 (p).
12 existe une géodésique causale allant de p a q dont La

Longueun est supérieurne ou égale a celle de toute autre cowr-
be cauwsale allant de p & q.

(Pour la notion de longueur, voir chapitre IIT).

Les espaces—temps de Minkowski et De—Sitter sont globalement hyperboli-
. . . + .
ques, 1'espace-temps Anti-De-Sitter ne 1'est pas (bien que r € I (p), il

n'existe aucune géodésique causale allant de p & r, voir figure 3).

-

La globale hyperbolicité est life & la notion de surface de Cauchy, au-

paravant il nous faut d&finir la notion de courbe interminable.

Soit ¢ : [a,b[ - M wune courbe dans M, causale.
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Le point p est dit extrémité de ¢ pour t =b si :

lim c(t) = p.
t->b"

Le point p sera dit extrémité future (respectivement passée) de c

si ¢ est dirigée wvers le futur (respectivement vers le passé).

La courbe c¢ est dite interminable vers le futur (respectivement vers

le passé) si elle ne posséde pas d'extrémité future (resp. passée).

Si une courbe causale ne possd@de ni extrémité future, ni extrémité passée,

on dit simplement qu'elle est interminable.

Ceci nous permet d'introduire la :

Déginition 2.9. : Une surface de Cauchy S est un sous-ensemble de M pos-
sedant La propriété sulvante : toute counbe causale Lntermi-
nable dans M ne coupe S qu'une fois et une seule.

On montre que la condition (M,g) globalement hyperbolique est &quiva-

lente 3 (M,g) admet une surface de Cauchy ([8], p. 209 et p. 212).

Dans le théoréme 1.9., on a introduilt sur un voisinage normal convexe
U 1la fonction k, dont les surfaces de niveau étaient des hypersurfaces spa-
tiales (sur U|1I+(p)).
{ Sous certaines conditions, on peut étendre cette notion i tout 1'espace-
temps, et une surface de Cauchy peut apparaltre comme une surface de niveau

d'une certaine fonction. Plus précisément :

vefinixeon Z2.i0. : 1) une gonciion comliinue 4 3 M -» IR esi didle goneiion-
temps globale sun M 84§ est strictement crodssante
Le Rong de toute counbe causale.

2) Une telle fonction est dite fonction-temps de Cauchy 54
chaque surface de niveau 5'1 (e) ol e € R est une

sunface de Cauchy de M.

D T e T T T

L :
T e P ——
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I1 est A noter que tous les espaces-temps méme fortement causals n'ad-
mettent pas forcément une fonction-temps ([8], p. 188), qu'un espace-temps
globalement hyperbolique admet une fonction-temps de Cauchy ([8], p. 212),
que le choix d'une fonction—temps globale lorsqu'il est possible n'est pas

unique.

Remarque 2.11

Dans le théoréme 1.9., la fonction k définie par

k(q) = glexp_'q, exp.'q)
P p
est une fonction—temps sur Ul11+(p), oi U est un voisinage normal convexe
en p (-k en est une sur UnI (p)).

Une fonction-temps existe toujours sur U, bien qu'il n'y ait aucune
hypothése sur M.

D'autre part, on peut toujours trouver dans U un voisinage suffisam-
ment petit V tel que : (V’glv) soit globalement hyperbolique, par exem-—
ple :

si q €U ﬂI+(p), alors V = I+(p) nI—(q) répond & la question.

Une autre manidre de construire une fonction-temps sur un voisinage
normal convexe U en p est la suivante : supposons qu'il existe
f:UcMo> IR de classe C! tel que le gradient de £ soit toujours tempo-
rel.

Si ¢ : t € [a,b] » c(t) € M est une courbe causale de classe ¢l telle

que c¢(t) est régulier, alors :
2 (Foe) (1) = g(&(t),grad £(c(£))

est soit strictement positif si &(t) et grad f(c(t)) ont meme orientation,
strictement négatif dans le cas contraire.

Dans le premier cas, f est strictement croissante le long de c, dans
le second cas strictement décroissante. Il s'ensuit que f vérifie cela le
long de toute courbe causale et par suite que f ou -f est une fonction-

temps sur U.
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Il est a noter que grad f

est orthogonal & chaque surface de niveau
-1
f (e) ={q € U/E(q) =

e} qui sont des hypersurfaces spatiales.

On termine ce chapitre en donnant le schéma qui indique les relations
entre les différentes conditions de causalité introduite :

GLOBALE HYPERBOLICITE

(@ existence d'une fonction—temps

é {g de Cauchy)
i FORTE CAUSALITE
5
- CAUSALITE
CHRONOLOGIE




_31_

IIT - ETUDE DES COURBES DE L'ESPACE-TEMPS

Dans ce chapitre, on s'intéresse d'abord i la convergence des suites
de courbes dans un espace-temps. Il y est introduit d'une part le concept
de courbe limite, d'autre part la C°~topologie sur les courbes.

On définit ensuite la longueur des courbes causales (de maniére ana-
logue & la géométrie riemannienne pour les courbes temporelles, par approxi-
mation pour les courbes causales) et la distance lorentzienne qui différe

en bien des points de son homologue riemannien.

A — CONVERGENCE DES SUITES DE COURBES

I1 nous faut tout d'abord définir la notion de courbe causale continue

(et non plus de classe ¢! par morceaux) :

Definition 3.1. : Une courbe continue c : la,bl - M est dite courbe causale
dinigée vens Le futur s4 :
Pour tout % € la,bl, 4L existe € > 0 ot un voisinage
nommal convexe U en c(t) zels que :

c|[t-e,t+e) =« U et :

etant donnes £, et t, verifdant : t-e < £, < 1, < t+e,
AL existe une courbe causale de classe C° dinigée vers Le
futwr dans  (U,g| ) de clt)) a clz,).

Dans tout ce qui suit ; courbe causale sans autre précision signifie
courbe causale dirigée vers le futur au sens de la définition 3.1.

Une courbe causale définie au sens de 3.1. n'est pas forcément de

clasge €l par morceany, toutefoic elle varifie un
et par suite poss&de un vecteur tangent presque partout. (cf. {91, p. 17).
;
Lorsqu'une courbe causale c est définie sur un intervalle fermé

[a,b] ; cela signifie que ¢ possdde une extrémité future et passée.
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Deginition 3.2, :

1) Soit (cn)new une suite de counbes causales dans M.
On appelle point Limite de La suite | cn) tout point
p de M el que : 84 V est un voisinage quelconque
de p, toutes Les courbes de La suite {cn) sauf un
nombre fini rencontrent V.

Z) Une courbe c est dite courbe Limite de fa suite
o . T ,
(cn)nenl 540 exLA;e une sous-suite (cm) de (cn)
telle que : Tout point de ¢ est point Limite de fLa

sous-suite (cm). On dit alons que (cm) distingue e
comme couwrbe Limite.

Dans un espace-temps quelconque, une suite de courbes causales peut
avoir plusieurs courbes limites comme elle peut avoir une courbe limite
spatiale ([5], chap. 2).

Dans 1'espace-temps Anti-De-Sitter, la
suite de géodésiques temporelles (cn)
posséde deux courbes limites : les seg-

ments de g€odésique nulle VvV, et V,.

Figure 7 g
Toutefois, on a :

.

Proposition 3.3. : Soit (M,g)

un espace-temps fortement causal. Une courbe

Limite c : [a,bl > M d'une suite de courbes causales
(cn) est causale.,

Démonstration :

L'image c([a,b]) est compacte dans M, on peut la recouvrir par un
g P

nombre fini de voisinages normaux convexes (Ui)iEI qui poss@dent la proprié-

té suivante : toute courbe causale quittant un des Ui

n'y revient pas
(cf, [9], 4.10 et 4.14, p, 30),
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Puisque la relation < est transitive (2.1.), 3.3. est démontrée si
c([a,b]) n Uj est causale, pour tout i € I.

Soit (cm) la sous—-suite de (cn) qui distingue c¢ comme courbe 1i-
mite. Si p et q € c([a,b]) n U;, on peut trouver deux suites (pm) et
(qm) telles que p et q soient des points limites de ces suites (p pour
(pm), q pour (qm)). Pour m assez grand, Ph et q  sont reliés par la
courbe causale Cp 3 Par construction des U; et par le fait que p et gq
sont situ@s sur ume courbe ¢ dans Ui’ si on passe 3 la limite sur m, on
ne peut avoir que p et q reli&s causalement.

Le choix de p et q &tant arbitraire, il s'ensuit que c([a,b]) N u,

est causale, ce qui démontre 1la proposition.

On cite maintenant un résultat relatif 3 1'existence des courbes limi-

tes, utile par la suite ([8], p. 185).

Proposition 3.4. : Soient (M,g) un espace-Lemps queleonque ot (cn)nﬂN
une suite de courbes causalos Anterminables vens Le futur
dans M.
SC p €M est un point Limite de fa suite (cn)nEIN s £l
existe une cournbe causale o interminable vens Le futur,
passant pan p et qui est une courbe Limite de £a suite

(cn)nEIN -

On va maintenant considérer la convergence des suites de courbes dans
la C°-topologie. Alors que pour le concept de courbe limite, 1'intervalle
de définition des courbes n'intervient pas, il est nécessaire ici qu'il soit
le méme pour toute les courbes de la suite ainsi que pour la limite lorsqu'elle

existe.

Definition 3.5. : Soit o et Loutes Les courbes de La auito fn ) dsfi

noneiN
nies sur Le méme intervalle [a,b].
On dit que Ra suite (e,) converge vers ¢ dans fa C°-%o-

pologie 54 :

(L) cn{a) > cla) et ¢, (b) > c(b) Rorsque n - co.
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(£L) Pourn tout voisinage ouvert V contenant c, il .
existe un entien N tel que : e, < V  pour tout
n>N.

Dans 1'espace-temps Anti-De-Sitter, la suite (cn) a deux courbes li-
mites v, et vy, mais elle ne converge ni vers Vv,, ni vers v, dans la

C°-topologie, et pourtant cet espace—temps est fortement causal. (Figure 7).

Considérons maintenant 1'espace-temps M = S!xIR muni de la métrique

ds® = d§ dt (il n'est pas causal, figure 6).

Soit Y, le segment sur 6 = 0 donné
par : Yn(t) = (0,t), 0gtg 1, vn.
Soit Y 1la courbe causale obtenue en
parcourant la géodésique nulle {t = 0}
depuis O, puis en allant sur 6 = 0

de t=0 a t=1.

La suite (Yn) converge vers Y dans

la C°-topologie, mais Y n'est pas une

courbe limite de Y,

Figure 8

Toutefois, dans un espace—temps fortement causal, les deux types de

convergence sont ''presque' &quivalents, plus précisément :

Proposition 3.6. : Soit (M,g) un espace-temps forntement causal.

Soit le,) oq une suite de courbes causales déginies
sun [a,bl.

Une courbe causale c : [a,bl > M telle que cla) = p
et clb) = ¢ est une courbe Limite de La suite (e,) e
54 et seulement a4 AL existe une sous-suite (cm) de
(cn) qui converge vens ¢ dans La C’~topofogie. {[21,

p. 164).

Démonstration :

(=) Soit V un ouvert quelconque de M tel que : c([a,bl) = V. Puisque
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c([a,b]) est compacte, on la recouvre par un nombre fini de voisinages nor-

maux convexes WI,...,Wk tels que : Wi <V, 1 £ 1< k. L'hypoth&se fortement

causal entraine que toute courbe causale quittant un des Wi n'y retourne

pas.

I1 existe une subdivision de 1'intervalle [a,b] : a = t0<t1<...<tj =b
telle que le couple (C(ti)’c(ti+l)) est dans wk(i) oi 1 g k(@) < Kk,
1 g1 j-1.

Soit (cm) une sous—suite de (cn) qui distingue ¢ comme courbe 1li-
mite.

On pose : p(0O,m) = cm(a) et p(j,m) = cm(b), pour tout m.

Pour tout i fixé dans 1,...,(j-1) ; comsidérons p(i,m) € ch tel
que : la suite (p(i,m)) converge vers c(ti).

Puisque ¢ est une courbe causale et que (M,g) est fortement caucal,
il existe un entier N; tel que : p(i+l,m) € J+(p(i,m)) pour m 2 N, .

I1 existe un entier N, tel que le couple (p(i,m),p(i+l1,m) est dans
wk(i) ol 0g 1g j-1 et pour tout m > N, .

I1 s'ensuit que le segment de courbe c joignant p(i,m) & p(i+l,m)
est tout entier dans wk(i)’ pour tout m > N = MAX(N,,N,).

En répétant le procédé&, on obtient que
W UW, U ... U W, <V, pour tout m x N.

(=) Soit (cm) une sous—suite de (cn) convergeant vers c¢ dans la C°-

topologie. On pose :

A= {t:0 € [a,b]l/tout point de cl[a,to] est un point limite de

la sous-suite (cm)}.

La réciproque est démontrée si A = [a,b].

cm(a) - c¢(a) entralne que a € A.

Posons T = Sup{to/t0 € A} et supposons que T > a.

Soit (tk) une suite telle que : t, = T par valeurs inférieures.

Puisque ¢ est continue, pour tout voisinage ouvert U de c(t) il
existe un entier K tel que : c(tk) € U pour tout k > K.

Mais U est aussi un voisinage de c(tk) pour k > K, puisque c(tk)
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est un point limite de la sous-suite (cm), ceci entrafne que U rencontre
toutes les courbes de la sous—-suite (cm) sauf un nombre fini, U &tant un
voisinage quelconque de c(tT), on obtient que T € A.

Supposons maintenant que T < b, et soit V un voisinage normal con-
vexe de c(T) mne contenant pas c(b) et tel que (V,g]v) soit globalement
hyperbolique (cf. remarque 2.11).

On définit alors f : V> IR fonction-temps de Cauchy telle que :
f(V) = R et f£f(c(T)) = 0.

Soient s fix& dans ]0,+o[ et x(s) = c([a,b]) N g i

(s).
Il est & noter que cette intersection est non vide car c(T) EV et
c(b) € V, et réduite i un seul point car f—](s) est une surface de Cauchy.
Pour m assez grand, xm(s) = cm([a,b]) n f_](s) existe et en particu-

lier pour tout voisinage W de c([a,b]) on a

x (s) €WNE(s).

Ceci prouve que x(s) est point limite de la sous—suite (cm), et

comme f(c(T)) = 0, que A contient des nombres plus grands que T, ce qui

est une contradiction, d'oit A = [a,b].

B - LONGUEUR DES COURBES CAUSALES

+
Soit p€M et q € J (p).
C(p,q) désigne 1l'ensemble de toutes les courbes causales allant de p
a4 q. La longueur des courbes causales allant de P a8 q est une fonction

L. définie sur C(p,q) & valeurs dans IR+. On définit tout d'abord L pour

les courbes temporelles de classe C! par morceaux :

Soient ¢ : t € [a,b] » ¢(t) € M une courbe temporelle de classe C!

Dar morceaux et une partition a = t<e < <t =1t de a5l a1 gue :

L=
CI]ti’ti+l[ soit de classe C! pour i = 0,...,(k~1).

]

La longueur de la courbe temporelle ¢ est

k-1
L{c) = X

ti4 -
j( Ve, o)) de
t

le) -
1
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On note cette longueur L(cl|[a,b]) ou bien L(cllp,q]) si c(a) =p
et c(b) = q. Cette définition est indépendante de la paramétrisation choisie
pour définir la courbe ¢ (cf. par exemple, Thorpe, J.A., Elementary Topics

in Differential Geometry, UTM, Springer Verlag, 1979, p. 68).

Nous allons maintenant étendre la notion de longueur aux courbes causa—

les allant de p & gq, pour ce faire il nous faut la :

Proposition 3.7. : Supposons q € I+(p).

Soit C'(p,q) 4L'ensemble de ftoutes Les courbes temponelles
de classe C' allant de p a q.
C'{p,q) est dense dans C(p,q).

(Comparer avec [9], p. 50).

Démonstration : Soit ¢ : [a,b] » M une courbe causale allant de p i q

(qui n'est pas une géodésique nulle non brisée).
On peut recouvrir 1'image compacte c([a,b]l) par un nombre fini de
voisinages normaux convexes Ul,...,UN d'intersection non vide deux i deux.

Soit alors une suite de points (ni)i=1 tels que :

(1) n, < L i=1,...,N-1

(ii) ng €U, NU,,, i =1,...,N1I.

Si n, << N, > On considére les segments de géodésiques temporelles
unique allant de n, a ng, notés Y5 dans Ui+1 (i=1,...,N-1).
(cifs 3elsds N-1
Posons : Yy = U Y; 5 Y est une courbe temporelle de classe c? par
i=i

morceaux, allant de p & q, et voisine de c¢. Pour obtenir une courbe tempo-

relle de classe Cl, il suffit "d'arrondir les angles'" aux points n.
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Figure 9

Supposons maintenant qu'on ait : n. << n. mais n. n.
PP 4 i i+l i+1 i+2
situés sur un segment de géodésique nulle. Dans ce cas, le résultat provient

et
du lemme plus général suivant :
Lemme 3.8. : SL p<< q et qg<”n alons p<<n,

Démonstration : Supposons que p << q et que q et r sont situés sur une

géodésique nulle ).

Soit w([b,d]) 1'image compacte de la géodésique nulle VvV allant de
q & r. On peut recouvrir cette image par un nombre fini de voisinages nor-—
maux Cconvexes Ul,...,UN qu'on suppose suffisamment petits pour possdder la
propriété suivante :

L'intersection du bord des Ui (= BUi) avec v([b,d]) est formé d'un
point passé et d'un point futur. Soit U, 1le voisinage normal convexe conte-

nant g, et soit x; 1l'intersection future de 03U, avec v(lb,a).

- - - AN . q sy N ~ 2 . N g ~ = a
Fuisque ¢ & J (x;), 11 exisie s; € U) i c(la,bi) tel que s, & I {n;)
oi ¢ : [a,b] > M est une courbe temporelle allant de p i q. Soit Y, une
courbe temporelle reliant s, & Xx;. Soit x, 1'intersection future de 23U

avec v([b,d]) et soit s, = [slxl] n dU,. Dans ce cas, s, € I—(xz) et Y,

w7

est une courbe temporelle reliant S, X,
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En répétant le procé&dé, on fabrique une courbe temporelle de 5 4a r,

par transitivité de la relation << on obtient que p << r.

Figure 10

Soit maintenant A une courbe causale continue allant de P a q, et

U un voisinage de A dans M. On pose :

2(U) = borne supérieure des longueurs des courbes temporelles

allant de p 4 q de classe C' situdes dans U.

La longueur de la courbe causale A, L(Allp,q]) est définie comme &tant

la borne inférieure des 2(U), U parcourant 1l'ensemble des voisinages de A
dans M.

Cette définition est valable pour toute courbe causale, sauf, d'aprés
ce qui précéde pour une géodésique nulle non brisée.

Pour celle-ci, on dé&finit leur longueur comme &tant 0. (cf. [8] p. 215).

Pour la suite, on démontrera des résultats sur C'(p,q) qu'on transpor-

tera par densité sur C(p,q).
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Soit ¢ wune courbe temporelle de classe C! allant de p & g, dans
ce cas : L(cllp,ql) > 0. On peut approcher ¢ par une suite (cn) de cour-
bes nulles C! par morceaux, qui converge vers c¢ dans la C°-topologie. On

a d'une part :

L(cnl[p,q]) > 0 et d'autre part : L(cl[p,ql) > O.

%o

Figure 11
Ceci prouve que L n'est pas une fonction continue sur C(p,q) pour

la C°-topologie.

Toutefois

Proposition 3.9. : Soit (M,g) un espace-temps forntement causal.

La fonction-Longuewr L est semi-continue supérienrement
dans La C°-topologie sur C'(p,q).

On peut remarquer que la fonction-longueur en géométrie riemannienne

est semi—continue inférieurement,

Remarque 3,10. : Avant de démontrer 3.9., nous allons donner une mani&re pra-

tique de paramétrer les courbes de C(p,q).

1) Supposons que p et g sont situés dans un voisinage normal con-

vexe U, et que q € J+(p).




Soit f : UcM > R telle que : f(xl,...,xd) = x,, et telle que
grad £ soit partout temporel dans U, Dans ce cas, f est une fonction-temps
locale sur U (il en existe toujours une, 2.11) et toute courbe causale c
dans U reliant p & q peut s'éerire : c(t) = (t,xz(t),...,xd(t)) pour
tout t tel que : f(p) € t < £(q). Les surfaces de niveau {f = constante}
sont des hypersurfaces spatiales. En particulier, si Y est 1'unique géodé-
sique causale allant de p & q dans U, et si on pose f(p) =0, Yy peut

étre reparamétrée par : Y(t) = (t,0,...,0) (cf. [16], p. 7 et p. 35).

2) Supposons maintenant que p et g ne sont plus situés dans un méme
voisinage normal convexe, et q € J+(p). -

Soit ¢ : [a,b] » M une courbe temporelle de classe C! allant de P
a q, paramétrée par la longueur.

L'image c¢([a,b]) est compacte, on la recouvre par un nombre fini de

voisinages normaux convexes W;s...,W . Soit V un ouvert de M contenant

c(la,b]) et contenu dans la réunion ges LA (1L =1,...,k).

Etant donné c(t), considérons 1'orthogonal de c(t) : (é(t))l dans
Tc(t)M’ il engendre une hypersurface spatiale dans V. Tout point ¢ de V
peut 8tre relié & c(t) par une géodésique spatiale unique situde sur cette
hypersurface, pour t convenable. Quitte i restreindre 1'ouvert V en un

ouvert V' contenu dans V, on peut supposer qu'aucune de ces géodésiques
2

spatiales ne se coupe dans V'. On peut alors définir :

¢ : V' c(fa,b]l) n V!

x +» ®(x) =c(t) ol x et c(t) sont reliés par une
géodésique spatiale unique définie com-

me ci-dessus.

Soit F:Vi > V' - R

o)
x B c(t) » t

A 1'aide de F, on peut paramétrer une courbe temporelle Y allant de

P a8 q, située dans V' par

y(t) = (t,xz(t),...,xd(t)).
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Le paramétrage de c¢ est : c(t) = (t,0,...,0),

Il est 3 noter que les surfaces de niveau {F = constante} sont des

hypersurfaces spatiales.

Démonstration de la proposition 3.9.

On conserve les mémes notations que 3,10.2.

Si A est une courbe temporelle allant de p 3 q et situde dans

V', on a :

A(t)

(t,xz(t),...,xd(t)) et :

i(t) grad F(t)+k(t) ol k(t) est un vecteur spatial.

Ceci entraine que
(), A(E)) = I+g(k(t),k(t))

(Par construction, grad F(t) et k(t) sont orthogonaux, et on a supposé que

grad F(t) est de norme 1).

Pour tout € > 0, il existe un ouvert V" < y' tel que :

g(grad F(t),grad F(t)) < 1+& sur V',

Dans ce cas, si A est une courbe temporelle de classe C! situde

dans V", on a :

b 1/, 1/,
L(Allp,qD) = J (g(A(E),A(t))) “dt < (1+¢) L(cllp,ql)
a

ce qui prouve la proposition.

Par densité de C'(p,q) dans C(p,q), la proposition s'étend aux cour-

bes causales. Ceci a pour conséquence :

Lemme 3.11. : Soient (M,g) un espace-Lemps forntement causal et o une cowr-
be causale dans M.
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S84 Ra suite (Qn)nEIN de courbes causales converge vers c
dans La C°-topologie, on a :

Lic) > &im sup L(cn} .

On termine cette section en démontrant un théordme fondamental relatif
3 1'existence d'une géodésique de longueur maximale entre 2 points reliés

causalement dans un voisinage normal convexe.

Théoneme 3,12, : Soient (M,g) un espace-temps queleonque, p et q deux
points de M situés dans un voisinage normal convexe U
en p.

St p et q peuvent &trne nelis parn une courbe causale,
alons La plus Longue de ces courbes dans U est L'unique
géodesique neliant p a gq.

Démonstration :

Puisque U est un voisinage normal convexe, muni de la métrique in-
duite il est fortement causal ([9], p. 30).

Si q € (J+(p)‘\1+(p)) N U, 1.12. entralne que la seule courbe causale
allant de p & q est une géodésique nulle v, de longueur nulle.

Supposons donc que q € I+(p).

D'aprds 1.2., il existe dans U une géodésique unique c¢ reliant p
a q. Par 3.10.1., on peut paramétrer c : [a,b] » M par : c(t) = (3050 sy D)

Si Y est une courbe causale de classe C! allant de P 3 q et si-

tuée dans U, on peut la paramétrer par :
v(£) = (t,x,(£),....x,(E)).

Dans ce cas, g(y(t),y(t)) = g(grad f£(y(t)), grad f(y(t))

+g (k(t),k(t))

oi k(t) est un vecteur spatial orthogonal & grad £(y(t)) (Les notations

sont celles de 3.10.1.),
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On obtient que :

b 1/
L(yllp,q]) g f (g(grad f(c(t)),grad f(c(t))) 2dt: = L(cllp,ql)
a

On a 1'8galité si et seulement si k(t) = 0, autrement dit si

Y(t) = (t£,0,...,0) ce qui correspond au paramétrage de 1'unique géodésique

causale c¢ allant de p i q dans U.

C - LA DISTANCE LORENTZIENNE

En géométrie riemannienne, la distance entre deux points est définie
comme &tant 1'Inf des longueurs des courbes reliant ces deux points. En géo-
métrie lorentzienne, cette définition ne peut pas avoir de sens puisque toute
courbe temporelle peut &tre approchée par une suite de courbes nulles, la lon-

gueur de la courbe limite d'une telle suite est toujours 0.

On est donc amené& 3 poser ;

Définition 3.13. : Soit p € M,
La fonction-distance de Lorentz est &'application :

d: MxM > RY U {eo} telle que :

tl

0 5L q & J (p)
Sup{L(c)/c € Clp,q)}.

(£) dlp,q)

(<4} dip,q)

On peut faire les remarques immédiates suivantes :

+ F . —— . .
1) d(p,q) > 0« g € I (p) : ce qui signifie aue la fonction-disrance

détermine le futur et le passé chronologique de tout point.

2) d(p,q) = 0 # q € J+(p)\I+(p);1a fonction distance ne détermine pasen

général le futur et le passé causal d'un point .

Néanmoins, si q € J+(p)\\I+(p) alors d(p,q) = 0. (cf, 3.20.)
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La fonction-distance est non symétrique et dégénérée ; elle vérifie

1'inégalité triangulaire renverséde :

d(p,q) » d(p,r)+d(r,q) si p<r < q.
Elle peut prendre des valeurs infinies, en particulier :

Lemme 3.14. : 1) S& p € I+(p) alons dip,p) = .
Dans ce cas, pour Zout point q de M on a s0it dlgq,q) = o,
s0it dlg,q) = 0.

2) S&¢ (M,g) estun e&pace—tempé chronologique, alons
dip,p) = 0 pour tout p de M.

Démonstration :

. + "
1) Si p € T (p), on peut trouver une courbe temporelle c¢ fermée en
p telle que L(c) > O.
si oM désigne la courbe c¢ parcourue n fois dans le méme sens,

on a : L(cn) = nL(c) et par suite :

n
L(c’) » o lorsque n - oo,
Ce raisonnement est vrai en tout point q de M, sauf si la seule courbe

fermée en q est une courbe nulle, auquel cas : d(q,q) = O.

2) Se déduit immédiatement de la définition.

Dans un espace-temps quelconque, la fonction distance n'est pas forcé-
ment continue, toutefois elle est toujours semi-continue inférieurement 13 od

elle est finie. Plus précisément :
Lemme 3.5, : Soit p€ M et qe 3 ip].
1) Si dip,q) < =, 84 P, P et q > q alors :
d(p,q) < £im ing dip,,q,).

2) S{ dlp,q) = = et 84 P, > P 4, > q alors d(pn,qn) - o,
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Démonstration

1) 8i d(p,q) = 0, il n'y a rien 3 prouver.
Supposons que gq € I+(p). Il existe une courbe temporelle ¢ allant
de p & q de longueur d(p,q)-€/2 (propriété du sup). On peut trouver deux
voisinages suffisamment petits de P et q, notés U, et U

1 2
peut &tre déformée en une courbe temporelle de longueur » d(p,q)-¢ de n'im-

tels que ¢

porte quel point r de U, & n'importe quel point s de U,. Pour n suf-
fisamment grand, P €u, q, € U, et en passant 3 la limite on obtient le ré-

sultat.

2) Supposons que d(p,q) = ® et que lim inf d(pn,qn) = A < o, Dans ce
cas, il existe une courbe temporelle ¢ allant de P a8 q de longueur > A+2.

On peut trouver deux voisinages U, et U, de p et q respective-
ment tels que ¢ puisse &tre déformée en une courbe temporelle de longueur > A+l
de n'importe quel point r de U, & n'importe quel point s de u,.

Pour n suffisamment grand, P, €U, et q, € U,, en passant i la limite

on aboutit A une contradiction.

I1 est & noter que la fonction-distance est continue si (M,g) est un
espace-temps globalement hyperbolique (voir chap. V), et qu'elle est toujours

finie.

Lemme 3.16. : S& (M,g) est un espace-temps globalement hypenbolique pour

tous p et q dans M ona : dip,q) < .

Démonstration

Puisque pour tous p et q de M, J+(p) NJ (q) est compact, on peut
le recouvrir par un nombre fini de voisinages normaux convexes Ul,...,Um
vérifiaui la propriécé suivante : toute courbe causale quittant un des U,

n'y revient pas (forte causalité de M) et est de longueur g 1 dans Ui'

Toute courbe causale c¢ allant de p & q vérifie la propriété précé-

dente, il s'ensuit que

L(clilp,q]) £ m et par suite que d(p,q) < m.
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Définition 3.17. : Soit p€ M et q€ I (p).
Une courbe causale ¢ allant de p a q est dite maximale
AL elle vernigie

Llellp,ql) = dlp,q).
Les courbes maximales poss@dent la propriété suivante :
Lemme 3.18. : Soit ¢ : [a,bl > M une courbe maximale entre p=cla) et
q = clb).

Alons, pour tous & et & teds que : a < A< £t b, ona :

dic(s),e(t)) = Licllels),clt)]).

Une courbe maximale est maximale entre chacun de ses points.

Démonstration :

d(p,q) = L(cllp,c(s)D+L(cllc(s),c(t)])+L(c] [c(t),q]).

Si le lemme est faux, il vient que :
d(P,q) < d(p,c(s))+d(c(s),c(t))+d(c(t),q) € d(p,q).

La seconde inégalité résultant de 1'inégalité triangulaire renversée.

Ceci aboutit 3 une contradiction.

Les courbes maximales jouent le rBle des courbes minimales de la géomé-
trie riemannienne, ces courbes sont en fait des géodésiques. Soit p quelcon-
que dans M et q € J+(p) NU oli U est un voisinage normal convexe en p.
3.12. montre que si A est une courbe causale allant de P a8 q vérifiant
L(Allp,ql) = d(p,q), alors A coincide (& une paramétrisation ords) avec
1'unique géodésique causale reliant P i q.

On conviendra que deux courbes différant d'une paramétrisation sont iden-—
tiques.

Ceci a la conséquence globale suivante :
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Theor2me 3.19. : Si une cowrbe causale ¢ : [a,b]l » M est maximale entre

cla) et c(b), elle peut etre reparamétrde en une géode-
sdique.

Démonstration ;

Soit c¢(t) wun point quelconque de la courbe c, et &€ > 0 assez petit.
Soit U un voisinage normal convexe en c(t+g) tel que U contienne
ellt-¢,t+e].

D'aprés 3.18., ¢ est maximale entre c(t—-€) et c(t+€) et elle coin-
cide d'aprés ce qui précéde avec la géodésique causale maximale entre ces
deux points dans U.

Puisque t est quelconque, le théordme en découle.

On peut maintenant démontrer 1'analogue global du corollaire 1.12.

Lemme 3.20. : SC p < q mais p << q est faux, £ existe une géodésique

nulle allant de p a gq.

Démonstration :

Par hypothése, il n'existe aucune courbe temporelle de p a q, il
s'ensuit que d(p,q) = 0.

Soit ¢ une courbe causale allant de p 3 g, on a :

d(p,q) = L(c|{p,ql).

Or d(p,q) = 0, ce qui entrafne que L(c|[p,q]) = 0 et que c est une
courbe maximale entre p et ¢, 3.19. montre que c peut &tre reparamétrée

en une géodésique nulle.

Il est 3 noter que la réciproque de 3.20. est fausse

Soit 1'espace-temps M = S1xIR muni de la métrique ds? = dt2-dx?2.
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Figure 12
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P et q sont situés sur une géodésique
nulle non brisée v, mais d(p,q) > 0
car il existe une courbe temporelle ¢
allant de p & q.

On peut remarquer que q est en dehors
d'un voisinage oi expp est un difféo-
morphisme car il arrive deux géodésiques

nulles en q.
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IV - EXPANSION DES GEODESIQUES DE L‘ESPACE-TEMPS

On ontroduit dans ce chapitre les formules des variations pPremiére et
seconde qui correspondent i la recherche d'extrémales de la longueur des
courbes et on parle bridvement de la théorie de 1'index en géométrie lorent-
zienne. Cela permet de définir les champs de Jacobi et les points conjugués
le long des géodésiques qui sont en relation &troite avec la maximalité de
celles—-ci.

Alors que le cas des géodésiques temporelles est identique "mutatis
~mutandis" au cas riemannien ; le cas des géodésiques nulles est un cas typi-
quement lorentzien, la perte de "maximalitd" entre deux points d'une géodé-

sique nulle se traduisant par le fait qu'il existe une courbe temporelle

entre ces deux points.

A - CAS DES GEODESIQUES TEMPORELLES

Soit ¢ : [a,b] > M wune courbe temporelle de classe (! allant de

p=c(a) a q = c(b).

Définition 4.1, : 1) Une variation {ou homotopie) de ¢ est une application
de classe € : alt,s) € [a,blx]-¢,el - a(t,s) € M
(e > 0) Zelkle que :

(£) alz,0) = c(t) pour zout * € [a,b]

{£L) Zes counbes voisines aA(/t) = alt,s) définies
sur [a,b] sont temporelles pour tout s € l-g,¢l.

2) La variation o est dite & extndmités fixes A4
ala,s8) = cla) et alb,s) = e(b), pour tout 5 € J-g,el.

3) La varniation o est dite & P morceaux A'il ox.iito
une partition ginie a=to <t < ... <%y = b de
[a,b] zelle que :

cx| 504t une vardation C. de
[/t’é'/t’("‘!_]]x]_e,e[

c A= 0, N
lte ¢, *
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4) Le champ de La variation o est Le champ de vecteur
Le Long de ¢ dégini par :

vie) = Slalt,8))] = ol o’
A=0 z,0)

On peut se passer de 1'hypoth&se (ii) grice au :

Lemme 4.2. : ([5], 9.7.) Soit o une variation G par morceaux d'un segment
de géodésique temporelle c : [a,b]l » M,
12 existe une constante S > 0 [(dépendant de «) telle que Les
counbes voisines CXA(»t) sont temponelles, poun tout 5 veri-
fhant 181 < S.

Démonstration :

(=]
(1) Supposons d'abord & de classe C et soit € : 0<¢g < ¢, alors

1
o est différentiable sur le compact [a,blx[-¢,,¢,]. En remarquant qu'on
.+
peut prolonger « sur un ouvert contenant [a,blx[-g,,6;] et que c(a’)
et ¢(b ) sont des vecteurs temporels, on obtient 1'existence d'une constante

S, > 0 telle que :

. + N —
as(a ) et as(b ) sont temporels pour |[s|l £ S;.

Supposons qu'il n'existe aucun S > 0 vérifiant : les courbes o sont
temporelles pour |[s| < S.
On peut trouver une suite (Sn) - 0 telle que les courbes 0oy (t) ne
n

soient pas temporelles. Ceci entraine l'existence de tn € [a,b] :
g(asn(tn), asn(tn)) £ 0, pour tout n.

Par compacité de [a,b]lx[-£,,6;] ; la suite (t:n,sn)nEIN a un point
wlation (f,s) o s =0 et o +*a et t * b (existence de S,).

En passant 3 la limite sur n ; on obtient que :

g(&o(t),&oﬂt)) = g(c(t),c(t)) £ 0 ce qui est une contradiction.

oo -
(ii) Supposons maintenant o de classe C  par morceaux. En conbinant la
définition 4.1. avec la premidre partie, on obtient l'existence d'une constan-

te Si > 0 telle que :




_52_

3 + - -
Pour tout s tel que : |s| < Si s as(ti) et as(ti) sont temporels
et x est une courbe temporelle, i = 0,...,N-1.
[ti’ti+] ]

En prenant § = Min(So,Sl,...,S ) on obtient le résultat.

N-1
Il est & noter qu'il n'existe pas de résultat semblable pour les géodési-

ques nulles (comparer avec 4.10,).

Savoir si une courbe est de longueur maximale est un probléme de calcul
des variations, et on peut chercher 1'équation d'Euler d'un tel probléme.
. . - o0
Soit a wune variation C  de la courbe temporelle ¢ : [a,b] -» M

paramétrée par la longueur. Si V est le champ de la variation , on a :

Vg(c,e) = 2g(Dyc,¢) = 2g(D.V,¢)

2{c g(V,é)—g(V,Déé)} i)

puisque [v,c] = 0.

D'ol :

b 1/ b E
f Vg 2,&)de = %J (D¢, &g 1200 &yae ity
S=0 a a

d
1= L(Gs(t))

n

] b (P .
7 {[g(V,c)Ja - f g(V,Déc)dt} (F1)

a

ol 1'on a utilisé (i) et posé L= La,(t)).

(F1) est la formule de la variation premidre.

Si o est 3 extrémités fixes alors V(@) = V() = 0 et le premier
terme de membre de droite de (F1) s'annule, si ¢ est une géodésique, on
) d . _
obtient que : EE—L(GS(t)). = 0.
s$=o0
En particulier, 1'&quation d'Euler du probléme de calcul des variations

est D.¢c = 0.
c
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Ce résultat entrafme qu'une condition nécessaire pour que la courbe
temporelle ¢ soit une courbe de longueur extrémale entre P et q est
que c¢ soit une g&odésique (comparer avec 3.12.).

Pour savoir de quel extremum il s'agit, il nous faut calculer la déri-
vée seconde ; pour cela :

Soit ¢ : [a,b] > M une géodésique temporelle paramétrée par la lon-
gueur.

B est dite variation double de ¢ si :

B : (v,w,t) € 1-¢,,6,[x]-¢,,e,[x[a,b] > B(v,w,t) € M est une application

de classe C. (¢; et €, > 0) wvérifiant :
i) B(0,0,t) = c(t)

ii) les courbes voisines B(v,w,t) = va(t) sont temporelles pour tout

v € J-g;,e;0 et tout w€ l-g,,e,[.

B est dite 3 extrémités fixes si B(v,w,a) = c(a) et B (v,w,b) = c(b),

pour tout v € ]-¢ ,&,[ et tout w€ l-g,,¢,[.

Les champs de la variation B sont :

]

_/)
v(t) = 5= B(V,Wst)|v=w=o - B*\ﬁ@'l(o,o,t)
{

5 d
w(t) §G'B(V’w’t)lv=w=o - B*\§6>|(°’°’t)

On note : L(cvw(t)) = L(v,w)

Proposition 4.3. : (Forumule de La variation seconde)

Sous Les notations précédentes, s4 ¢ esf une géodésique,

on a :
22 . 5 1br :
SV L(\),W) I (0,0) = [Q(DWV,C)]a"’)a{LQ (Dév,véW)

gIRIW,8)8,V)-6 glV,a)e g(w,é)}th (F2)

Démonstration : D'aprés la ligne (ii) dans (F1), il vient :
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b
satv L7 o,0) = J [8(D DV, E)+g(DV,D )1 (g (&) / 2ae

a

b
s f 0.V, 80 ¢,g /2, )ae
a

-1/2

b - -
[ (g(c,c))

[g(R(W,é)V,é)+g(DéDWV,é)+g(DéV,DéW)]dt
a

b - - .
j (g(c,c)) 3/2g(DéV,c)g(DéW,c)dt
a

La 2°7® &galité provient du fait que [&,V] = [&,W] = 0, (F2) est obte-

nue en remarquant que ¢ est paramétrée par la longueur et que Déé = 0.

Considérons Vl(c) 1'espace vectoriel des champs de vecteurs orthogo-
naux le long de c¢ (i.e. si Y € Vl(c) alors g(Y(t),é(t)) = 0 pour tout
t € [a,b] ce qui montre en particulier que Y est un champ de vecteurs spa-
tial) et Vﬁ(c) le s.e.v. de Vl(c) défini par : Vi(c) = {y € Vl(c)/Y(a) =
Y(b) = 0}.

Si V et W sont dans V%(c) et si B est 3 extrémités fixes, (F2)
devient :

52 b

§;§;-L(v,w)|(o,o) B Ja{g(DéV,DéW)—g(R(V,é)é,W)}dt = I(V,W)

ce qui définit une forme bilinéaire symdtrique sur V%(c)xV%(c) appelée

forme d'index.

Si la forme d'index est définie négative, cela exprime que la géodésique
temporelle c est de longueur maximale parmi les courbes voisines ([8], p. 110,
[5], section 9.1.).

Ecrire que : g(DéV,DéW) = ¢ g(DéV,W)—g(DéDéV,W) nous permet de poser la

Deginition 4.4. : Soit a ¢ %, < £, ¢ b.

clt,) est dit point conjugué futur de c(t,) Le Long de La
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glodésique causale c : [a,bl > M 5'4L existe un champ de
vectewrs non Ldentiquement nuf J Le Long de c¢ vérifiant :

() J(t) = J(ty) = 0

1

(44) DéDéJ—R(é,J)é 0 dite équation de Jacobi.

J est dit champ de Jacobi Le Long de c.

On définit de méme un point conjugué passé le long d'une géodésique

causale dirigée vers le passé.
La définition est valable que ¢ soit une géodésique temporelle ou une

géodésique nulle (comparer avec [5], section 9.3., et [9], p. 59).

Pour les espaces—temps & courbure constante, on a :

soit (£.)%

;)i=y ume base orthonormée de champs paralléles le long de c ;

>

oi ¢ est une géodésique temporelle.
1) Pour 1'espace-temps de Minkowski de dimension d :

d
J(t) = ¥ (a.+bt)E,
i=1 1

2) Pour l'espace-temps De Sitter (courbure R > 0)

J(t) =

1

- _ R
l(aich/K_t:+bishﬁi' ©E; o K= 35Ty

M

3) Pour 1l'espace-temps Anti-De-Sitter (courbure R < 0)

M e

J(t) =
i

(ai cos/IKlt + bi sim’lKIt)Ei
1
L'hypothése J(0) = 0 entraine a; = 0 dans les trois cas. Cecl expli-

que en particulier 1'expansion des godé&siques dans 1'espace—temps Anti-De-
2n

/Tl

Sitter, le module des champs de Jacobi y est périodique de période

(cf. figure 3).

Le théoréme d'index pour les géodésiques temporelles s'@crit
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Théoneme 4.5. : Soit ¢ : [a,b] > M une géodésique temporelle.
SL pourn tout 1t € [a,bl,c(t) n'est pas un point conjugus
futurn de cla) 4Le Long de ¢, 84 V est un champ de vee-
teuns spatial Le Long de c vérniglant : V{a) = 0, {8 existe
un champ de Jacobi unique W vérifiant :

Wia) = 0, W(b) = V(b) et :
I(W,w) < I(V,V) avec Egalité si et seulement 5L V = W.

Alors qu'en géométrie riemannienne on cherche # rendre la forme d'index
maximale ([6], p. 24), en géométrie lorentzienne on cherche i la rendre mini-
male ce qui correspond 3 la recherche de géodésiques maximales.

Pour une démonstration de 4.5., cf. [3], p. 377 ou [5], section 9.1.
On en déduit le résultat fondamental suivant :
Theoneme 4.6. : Si clt,) o %, € la,b]l est Le premien point conjugus futur

de cla) KLe Long de La géodésique temporelle ¢ : [a,b] - M,
alors c cesse d'etre une courbe maximale pour t > %,.

Le théoréme 4.6. affirme que s'il existe un point conjugué futur & c(a)
le long de ¢, on peut trouver une variation de ¢ contenant des courbes de
longueur plus grande que c¢ entre c(a) et c(t), pour t > t, (comparer
avec [6], p. 27 ).

Pour une démonstration de 4.6., cf. [8], p. 111 ou [5], section 9.1.

B - CAS DES GEODESIQUES NULLES

On ne peut plus utiliser la méme méthode que dans le cas temporel pour
la bonne et simple raison que la fonction f(x) = vxX n'est pas dérivable 3
1l'origine et que pour une géodésique nulle v : [a,b] > M, on a :
g(v(t),v(t)) = 0 pour tout t € [a,b].

Pour éviter ce probléme, on introduit une fonction analogue & la fonction-

longueur :
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Déginition 4.7. : Soit c : [a,bl » M une cowrbe causale de classe C.

L'apptication de classe C~ : E, : la,b]l > R donnée par

E(a:)—’ft (6(8),6(5)da
e —7a9C6,Cé

est appelée fonction-énengie de c, et Ec(b) 5 'appelle
£'énengie de La courbe c.

Si on pose Lc(t) = L(cl[a,t]), 1'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine
que : Lz(b) < 2(b—a)Ec(b) avec égalité si et seulement si g(é(s),é(s))

est constant, en particulier si ¢ est une géodésique temporelle ou nulle.

Pour obtenir un théor&me équivalent a4 4.6. pour les géodésiques nulles,
il nous faut étudier (F1) et (F2) pour de telles géodésiques.
En particulier, l'exemple de la figure 12 nous montre ce que signifie

la perte de maximalité pour une géodésique nulle.

Figure 13 : r est situé sur une géodésique nulle hrisée issue de p,

mais il peut &tre atteint depuis p par une géoddsique

temporelle.

Cet exemple trés simple dans 1'espace~temps de Minkowski. nons condudt

Théoneme 4.8. : Si p et q sont nelids par une courbe causale qui n'est

pas une géodésique nulle non brnisée, ils peuvent Etrne nelids
par une courbe tempornelle.
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La démonstration du théoréme 4,8, s'appuie d'une part sur le lemme 2.2.

et d'autre part sur le lemme suivant : (comparer avec [8], p. 112).

Lemme 4.9. : ([91, p. 15) S& v, est un segment de géodésique nulle allant
de p a gq, v, un segment de géodésique nulle de ¢ a ~x,
alorns on a £'une ou L'autrne des possibilités suivantes :

(1) n €1 (p)

(2) v, UV, constitue un seul et méme segment de géodésique
ntle allant de p a n,

La figure 12 montre qu'on peut avoir i la fois (1) et (2).

Démonstration :

Si la seconde possibilité ne se produit pas, c'est que v, et v,
n'ont pas la m@me direction au point q. Soit U wun voisinage normal convexe
en V,;(q). On peut alors trouver x € v, N J—(q), y €v, N J+(q) tels que :
X <<y (lemme 2.2.).

Dans ce cas, ona ;: p < x <<y <r et 3.8. entraine que p << r.

On se propose de voir maintenant sous quelles conditions une variation

d'une courbe causale ¢ est formée de courbes temporelles.

Déginition 4.10. : Une variation de classe C (pan morceaux)

o : [a,0)x]-e,el > M d'une courbe causale c : [a,b] » M
est dite admissible s4 Les cournbes vodsines

o t € {a,b]l - aé(t) = alt,s) € M sont Lempornelles,
pour tout 5 non nul dans l-e,el.

Soit v : [a,b] » M une géodésique nulle et o une variation de classe
oo » 13 -~ - - - »
€ admissible 3 extrémité fixes de V.

et les champs de vecteurs coordomnées sur La,blx]-¢,el,

9 9
ot ds
on pose T = a*(g%ﬁ et V = a*(g%). Dans ce cas, T (t,0) = v(t) et le champ

Soient

de la variation « est V , 11 vérifie :
(tpo)
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V'(a,O) = V'(b,O) =0 car & est 3 extrémités fixes.

Puisque g(T’T)l(t sy > 0 pour s % 0 et que g(T,T) t.0) = 0,
s L]

. [} . 5 _E_ =
il s'ensuit que : P g(T’T)'(t,O) = Q. (1)

En remarquant que T et V commutent et que

DTT =0 pour s =0,
on obtient

d
Is 8D [(,0) = 28Oy Dq oy = 280V.D |

- d .
= 2 ar g(V,T) l(t’o) 2g(V,DTT) I(t,o) (2)
d

Posons : F(t) = g(Vv,T) (t,0)"
’

F est une fonction de classe C par morceaux vérifiant : F(a) = F(b) = 0

Si F n'dtait pas nulle pour tout ¢t € [a,b], il existerait t, € Ja,b]

tel que F'(to) > 0 (par exemple) ce qui entrafnerait :

d — 1 . .
E;'g(T,T) (t,,0) ~ 2F'(t,) > 0 qui contredit (1).

I1 s'ensuit qu'une condition nécessaire (mais non suffisante) pour qu'une
variation soit admissible est que le champ de la variation V
i v(t), pour tout t € [a,b] (On peut noter que si V
proportionnel & T, alors g(V’T)1(t,O) =

soit orthogonal
est un vecteur nul
0, mais dans ce cas la variation ¢

-

équivaut 3 reparamétrer la g8odésique nulle Vv et n'est pas admissible).

Si o est une variation de v dont le champ V vérifie la condition précé-
dente, on a

4

ds

Le probléme est de voir que Eg (b) est minimale pour s = 0, il mnous
2 s

d
s & > 0,
faut donc montrer que ") Eas(b)ls 0




(2) entraTlne que :

d2 _ d d
ds? 80D (r,0) = 2 3 T 8T D (1,028 O 0D | (¢ )

—2g(V,DVDTT)I(t’0)

. d
= 2 g (g0 || (o)

_Zg(V,DTDTV—R(T,V)T)I(t,o)
En combinant ce calcul avec le lemme 4.5.6. ([ 8], p. 108) on obtient :

Proposition 4.11. : Une condition suffisante pour qu'une variation o de
classe €7 (pan monceaux) : [a,blxl-e,el » M & extnd-
mites gixes d'une géodésique nulle v : [a,b]l - M s0it
une varniation admissible pour 5 % 0 est que :

7]MVML5MH’MO’=0 pour tout £ € [a,bl, V etant
Le champ de La variation «.

Zl-é% g(T,T)|(t,0) =0 powr tout <t € [a,b]

3 e 9OTIRIOW) |y )-8V, DDVRITITI| (>0

pourn tout % € [a,b].
La proposition 4.11. permet de démontrer :

Théoneme 4.12. : ([51, section 9.3 ou [8], p. 115)
S'4L n'existe pas de point conjugu? futur & via) Le Long
de Ra géodésigue nille ~ : [a.bl » M, if n'oxiste aucune
vauation de v admissible.

L'analogue du th8ordme 4.6. est alors :

Théoneme 4.13. : ([5]1, section 2.3 ou [8], p. 115)
Soit v : [a,b]l » M une géodésique nulle.
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8¢ vlt)) est un point conjugul futur de via) £Le Long

de v pour %, € la,bl, 4L existe une courbe temporelle
allant de via) a wv(b).

Remarque 4.14. : Il est a noter que les points conjugués 3 un point p le
long d'une géodésique sont de maniére Bquivalente les points od (expp)*

est singuligdre ([13], p. 90 ou [16], p. 38).
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V - LES ESPACES-TEMPS FAIBLEMENT GLOBALEMENT HYPERBOLIQUES

Les espaces-temps globalement hyperboliques ont &té introduits au cha-
pitre IT (2.7.). Une de leurs propriétés principales réside dans le théor&-
me 2.8. Cependant la condition de globale hyperbolicité n'est pas une condi-
tion nécessaire a 1'existence d'une géodésique maximale entre deux points
pouvant étre reliés causalement.

L'espace-temps M = {(t,x) € R?*/0<« t < 5, 0< x< 5} muni de la mé-
trique ds? = dt?-dx® est un ouvert de 1'espace-temps de Minkowski.

Si deux points de M peuvent &tre reliés par une courbe causale, alors
il existe une géodésique causale maximale les reliant (en 1'occurrence, ce
sont des segments de droite). Mais M n'est pas globalement hyperbolique car
si p=(1,2) et q = (1,4) par exemple ; J+(p) n J—(q) n'est pas fermé.

En gé@ométrie riemannienne, 1'hypothése variété compléte entralne 1'exis-
tence d'une géodésique minimale entre deux points ([6], p. 11).

En géométrie lorentzienne, 1'hypoth&se espace~temps t-g-complet n'est
pas suffisante, un contre—exemple étant 1'espace-temps Anti-De-Sitter (voir
figure 3).

L'idée est donc d'introduire un type d'espaces—temps qui n'est pas glo-
balement hyperbolique, mais "presque".

Pour ce faire, on s'intéresse 3 la compacité de certains ensembles de
courbes (les composantes connexes de C(p,q)) plutdt qu'id la compacité des

ensembles de points J+(p) nJ ().

A — INTRODUCTION DES ESPACES-TEMPS FATIBLEMENT GLOBALEMENT HYPERBOLIQUES

Déginiteon 5.1, : On dina que deux courbes causales ¢, et ¢, définies surn
L' intervalle [a,b] sont £-homotopes (ou homotopes dans Le

st Aam Avnn P Pn
QU o SRRl

vvvvvvvvv

£-homotopie)

h: (u,z) € [0,71xla,b] » hiu,t) € M telle que :

(L) n(0,%£) = ¢, (%)
h{1,2) = ¢, (&) pour tout £ € [a,b].

it
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() hlu,t) = h (£) designe une cowrbe causale définie
sur [a,bl, poun tout uw € [0,1].
La t-homotopie h est dite & extnemitis fixes p
et g A4 :

(Lid) hlu,a)
hiu,b)

P
q pour fout u dans [0,1].

1t

La relation "est t-homotope 3" est une relation d'équivalence ([14],
P- 55). Dans le cas oi h est une t-~homotopie 3 extrémités fixes p et q,
on note Qc(p,q) la classe d'équivalence d'une courbe causale ¢ allant de

P & q. Qc(p,q) est dite classe de t—-homotopie de la courbe causale c¢ 3

extrémités fixes p et ¢q. On dira simplement classe de t-homotopie.

Pour déterminer les propriétés des classes de t-homotopie, le résultat

suivant est essentiel :

Proposition et deéginition 5.2. :

Soient (M,g) un espace-temps quelconque, et c¢ : [a,b] » M
une coutrbe causale allant de p a q.

12 existe un voisinage ouvert V de ¢ dans M tel que :
54 N est une counbe causale allant de p & q et entilre-
ment située dans V, X est Z-homotope a c. V est dit vodi-
sdnage de t-homotopie de La courbe c.

Démonstration : Pour construire le voisinage ouvert V, on fait une approxima-

tion de la courbe ¢ par des segments de géodé&siques causales maximales
(cf. 3a7w)s

L'image c([a,b]) est compacte dans M, soit UJ”"’UN un recouvre-

ment fini de c¢([a,b]) par des voisinages normaux convexes ouverts. On peut
trouver une subdivision finie a = t, <t; < ... <t =b de [a,b] telle
que :
(1) c(t.) = x. 3 = 0,...,N
3 3 Ty

(1) 2, €U N U, § = 1, ,N]

(i18) x5 <x5,, 3= 00e.,Nl.
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On suppose de plus qu'aucune courbe causale quittant un des Ui n'y

revient.
On note 7Yy. les segments de géodésiques causales maximales allant de
N
Xj—] a Xj (1 £ j £ N) dans chaque Uj' Dans ce cas, Y= U Y. est une
j=1

approximation de classe > par morceaux de la courbe c.

Soit X un vecteur temporel de TpM et (X)'L le sous-espace vecto-
riel de TpM orthogonal a2 X, (X)'L est spatial.

Soit S, 1l'hypersurface spatiale expp(X)l restreinte a U,.

On transporte parallélement X et les vecteurs spatiaux qui engendrent

1

contenant Xj et restreinte 3 Uj'

On va construire un voisinage ouvert V de c¢ possé&dant les propriétés

S le long de Y, et on appelle Sj 1'hypersurface spatiale transportée

suivantes :
(i) vor
(ii) vn Sj sont disjoints deux i deux
(1ii) v n Sj partage V en deux composantes connexes.

Il existe un voisinage ouvert Wj de Xj tel que

-W.<U. NU.
] 3 J+l

_ = . s oy os
Sj n Wi P si i ]

= Sj n Wj partage W5 en deux composantes connexes.

On pose

-
) I ¥ - 3 __,,}_{ = }
i 20 00 AL Gp-A-F-0 ) fAn T (@) n Uy

N
ki

V est ouvert et vérifie les propriétés demandées.

Soit A une courbe causale de classe C' dafinie sur [a,b] et possé-
dant un vecteur tangent régulier. (Le résultat qu'on va démontrer sera vrai
pour les courbes causales continues par densité).

On note xé = A([a,b]) n Sj (1 £ J € N-1) et Xj = A u. (1gigW.

. J

On paramétre A de telle fagon que A(tj) = xi.

Soit 1n. 1'unique géodésique spatiale située sur Sj qu'on suppose
= 1

paramétrée sur [0,1] reliant x; & xi.
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La proposition 5.2. va dépendre du lemme local suivant :

Lemme 5.3. : Sous Les notations ci-dessus, L7 et )‘j sont t-homotopes dans
chaque Uj (1 €4 <N).

4

Figure 14

Démonstration de 5.3. :

Soit j fixé : 1 < j € N,
On note pn_(nj(O),nj(]))X = Vecteur transporté parallé&lement le long

de nj de nj(O) a nj(]) qui est X en nj(O).

On note p7H. le transport paralléle dans le sens inverse.
nj

Pour u € [0,1], on pose :
. + .
Zj (u) = (I‘U)Pnj (nj 0) Ny (U))Yj (tj)+upﬂj (ﬂj(l) Tl (I—U))?\j (tj)

. - +
(Dans le cas oli Y est différentiable en tj’ on prend Yj(tj), sinon Yj(tj))'
. =i 2 ’
On a : Z.(0) = v.(t. et Z.(1) = A.(t.).
n J( ) Y}( J) J( ) J( J)
Pour u € ]0,1T on a : g(Zj(u),Zj(u)) > 0 car le transport paralléle
conserve le produit scalaire et g(Qﬁ(tg),ij(tj)) > 0 par 1'inégalité de Cauchy-

Schwarz renversée.
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Z. est un champ de vecteurs causal dé&fini sur [0,1] le long de 1la
géodésique spatiale nj.

Considé&rons : hj : (u,t) € [O,]]x[tj,tj+l] - hj(u,t) € M définie comme
suit :

hj(u,t) est la courbe intégrale paramétrée sur [tj du champ

Zj(u).
On a : hj(O,t) = Yj(t), hj(l,t) = Aj(t) et hj(u,t) est une courbe

~

causale allant de Sj a s définie sur [t 1, pour tout u € JO,I[.

j+1 ity
Le théoréme d'existence et d'unicité des solutions d'une &quation diffé-
rentielle nous donne la continuité de hj’ il s'ensuit que hj est la t-ho-
motopie recherchée.
Dans le cas particulier ol j = I, on considére simplement le champ de

vecteurs causal Z,(u) = (l—u)fl(a)+uX(a).

Suite de la démonstration de 5.2.

Soit H : [0,1]x[a,b] > M telle que :

HI[O,I]X[tj,th] = hj ; 1 €3 <N,

On a : H(O,t) Y(t), H(1,t) = A(t)

H(u,a) = h,(u,a) =

1
jae]

H(u,b) = hN(u,b) = q pour tout u € [0,1].

H(u,t) définit une courbe causale sur [0,1]x[a,b] par construction
des hj(u,t). Quitte & faire un changement de paramétrage, on peut paramétrer
les courbes causales H(u,t) de telle fagon que :

H(u,tj) € Sj pour 1 £ j £ N+1, pour tout u € [0,1].

On a alors :

H(u,cj) = hj(u’tj) = hj+](u,tj) pour tout u € [0,1]
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et ceci entrafne la continuité de H. On en déduit que Y et A sont t-ho-
motopes a extrémités fixes, et par suite, puisque c € V, Y et ¢ sont éga-

lement t-homotopes & extrémités fixes p et q.

Conollaire 5.4. : Soit (M,g) un espace-temps quelconque.
Les classes de Z-homotopie & extrhemités §ixes p et g
sont Les composantes connexes de Clp,q).

Démonstration : Elle se fait en deux &étapes :

) Q.(p,q) est connexe par arc.
Soient ¢ € C(p,q), ¢, et c, quelconques dans Qc(p,q), h définis—
sant la t-homotopie entre c; et c,.

Posons
H:ue€l0,1]->HW =h €9 (p,q)

ol hU : t € [a,b] » hu(t) € M est une courbe de Qc(p,q).

H est un chemin continu dans Q.(,q) d'origine c¢; et d'extrémité c,.

Réciproquement, si H : u € [0,1] - hu € C(p,q) (ot hu : [a,b] » M est
une courbe causale allant de p & q) définit un chemin continu d'origine ey
alors ¢, (t) = h (t) et c,(t) = h,(t) et h dé&finit

et d'extrémité Cys

une t-~homotopie 3 extrémités fixes entre c, et c, ({141, p. 68,

610,11, B(la,b],M)) est homéomorphe a ¥ ([0,1]1x[a,b],M)).

Ceci prouve que toute partie connexe par arc contenant ¢ est nécessai-
rement toute entiére dans Qc(p,q) et par suite, Qc(p,q) est la composante

connexe par arc de ¢ dans C(p,q).

(2) Si ¢, est une courbe causale quelconque de C(p,q) et V un voisinage
quelconque de c¢,. 5.2. entrafne l'existence d'un voisinage de t—homotapie W
de ¢, tel que : WcV et W connexe par arc d'aprés (1), ce qui prouve

que C(p,q) est localement connexe par arc et par suite que les §.(p,q) sont

les composantes connexes de C(p,q) ([14], p. 22).
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Conollaire 5.5. : Soit (M,g) un espace-temps fontement causal et t-g-complet.
Soit ¢ une courbe causale quelconque définie sur [a,b]
alant de p a q.
Abons, Q. (p,q) est fermée dans  Clp,q) pour La C°-zopo-
Logde.

Démonstration : Soit (cn)nEIN € Qc(p,q) pour tout n, une suite de courbes
causales définies sur [a,b], et soit ¢; une courbe limite de la suite (cn)
définie aussi sur [a,b].

3.6. entraTne qu'il existe une sous-suite (cm) de (cn) qui converge
vers ¢, dans la C°-topologie.

Si V est un voisinage de t—homotopie, il existe N tel que :

Cm c V, pour tout m > N,

Dans ces conditions, 5.2. entralne que Ch est t—homotope & ¢, pour
tout m > N et par suite que c¢; € Qc(p,q).
L'hypoth&se t-g—complet est nécessaire dans le corollaire 5.5., il suffit

d'enlever un point & 1'espace-temps de Minkowski pour s'en rendre compte.

Remarque 5.6. : Il est a noter que si v : [a,b] » M est une géodésique nulle

ne contenant pas de points conjugués, alors v ne poss@de pas de voisinage
de t-homotopie, et Qv(v(a),v(b)) se réduit 3 la seule géodésique v. En par—
ticulier, les corollaires 5.4. et 5.5. sont bien vérifiés.

Si v contient un point conjugué futur i v(a), dans ce cas il existe
une courbe temporelle ¢ allant de v(a) & v(b), suffisamment proche de v
pour que v € Qc(v(a),v(b)) et on est ramené au cas des courbes temporelles.

(cf. 4.13.).

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser au nombre de classes de ¢t~
homotopie qu'il peut y avoir dans C(p,q) et voir comment ce nombre peut &tre

1ié & certaines hypothéses globales sur 1'espace-temps.

Lemme 5.7. : Soit (M,g) un espace-temps quelconque.
Soit p€e€M et gelUn 3 (p) ol U est un voisinage normal
convexe en p.
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S& ¢ est une courbe causale allant de p & q dans U, alons
c est t-homotope a@ L'unique géodésique causale allant de p &
g dans U.

Démonstration : La construction du voisinage de t—~homotopie d'une courbe cau-

sale en 5.2. montre que U N I+(p) peut 8tre considérd comme un voisinage de
t-homotopie de toute courbe causale allant de p & q dans U, pour
q €1 (.

Si q ¢ (J+(p)\\I+(p)) N U, 1.12. entraTne que la seule courbe causale
allant de p & q damns U est un segment de géodé&sique nulle, ce qui achéve

la démonstration.

Deginition 5.8. : Soit (M,g) un espace-temps queleonque et p € M.
On note F; L'ensemble des points q € M tels que :

L) q € J+(p)

LL) Le nombre de classes de t-homotople & exthemitis fixes
p et ¢ est find.

o
L'inténieun de F; sera note F; , Aon boxd BF;.

On définit de m€me Fp en considérant les courbes causales dirigées
vers le passé.

Il est 3 noter que étant donné p € M, on a :
+ +
Fp = J (p).

Le lemme suivant nous donne une condition suffisante mais non nécessaire

- - &
pour qu'un point ¢ soit dans Fp.

Lemme 5.9. : Soit (M,a) un espace-temps fortement causal.
Soient p €M et q € J+(p] teks que : Clp,q) est compact.
Dans ce cas, q € F;.

Démonstration : Supposons le lemme faux, et prenons une courbe dans chaque

classe de t-homotopie (elles sont disjointes). On fabrique ainsi une suite
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infinie (cn) de courbes de C(p,q) qui est compact . Cette suite possdde
donc une courbe limite c¢,. Puisque (M,g) est fortement causal, il existe
une sous-suite (cm) de (Cn) qui converge vers c¢,; dans la C°-topologie.
Soit V wun voisinage de t~homotopie de c,, dans ce cas, il existe N
tel que : S < V pour tout m > N.
La proposition 5.2. entralne alors que c_ et ¢

m 1
pour tout m > N, ce qui est une contradiction.

sont t-homotopes

Remarque 5.10. : Pour voir que la condition C(p,q) compact n'est pas une

condition nécessaire, il suffit d'examiner la figure 3 : le nombre de classes

de t-homotopie de courbes causales allant de p & gq est 1, par contre C(p,q)

n'est pas compact car les points de rencontres des géodésiques nulles issues
de p et q avec les bords x = % g— sont manquants.

Les espaces—temps globalement hyperboliques ont &té définis en 2.7., et
on montre que : J+(p) nJ (q) compact pour tous p et q damns (M,g) for-
tement causal est équivalent 4 C(p,q) compact pour tous p et q dans M
([81, p. 208).

Une conséquence immédiate de 5.9. est donc :

Conollaine 5.11. : Soit (M,g) un espace-temps globalement hyperbolique, et
q queleongue dans M, alorns tout point q dans J+(p)
+
est dans F p*

. +
Ceci donne une caractéristique de Fp pour p € (M,g) espace-temps

globalement hyperbolique particuli@rement simple :
+ +
F =J (p).
P P

I1 n'existe a priori aucune relation entre la distance lorentzienne et
le nombre de classe de t-homotopie 3 extrémités fixes dans un espace—temps

quelconque.

Mais, si (M,g) est globalement hyperbolique, le lemme 3.16 et le corol-

laire 5.11. donnent que :




) +
si gq er = J+(p) alors d(p,q) < .

I1 faut prendre garde 3 la réciproque de cette relation.

En effet, supposons qu'on ait d(p,q) = 0, dans ce cas, soit q € J+(p)
et alors q ¢ F;, soit il existe une géodésique nulle maximale VvV allant de
p & q qui détermine la seule classe de t-homotopie 3 extrémités fixes p
et g, et alors q € F;.

8i maintenant d(p,q) >0 (il est & noter qu'on a toujours d(p,q) <
dans un espace—temps globalement hyperbolique, 3.16.) alors q € I+(p) et en

particulier q € Fp par 5.11.

On peut rassembler les résultats dans la proposition suivante :

Proposition 5.12. : Soit (M,q) un espace temps globalement hyperboligue.

Pour tout point p de M, on a :
" F-f' _ J'l'
4) P (p)
i) s g EF;; alorns dip,q) <=

L) L dip,q) > 0 alorns g€ F;.

Une autre propriété particulidre des espaces—~temps globalement hyperbo-

liques est la suivante :

Lemme 5.13, : S& (M,g) est un espace~temps globalement hyperbolique, alons
Les classes de t-homotople 4 extndmitis fixes sont compactes.

C'est une conséquence du fait que C(p,q) est compact pour tous p et
q dans M ([8], p. 208) et que les classes de t-—homotopie 3 extrémités fixes
sont fermées dans C(p,q) (5.5., 1'hypothdse t-g-complet n'étant plus néces-
salre 1ici).

Réciproquement, si C(p,q) est réunion finie de classes de t—homotopie

compactes pour tous p et q dans M, il est compact et donc (M,g) est

globalement hyperbolique. Ce qui donne la :

Proposition 5.14. : Sodent p et q queleonqued dans (M,g) espace-temps
t-g-complet et fortement causal.
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1) Clp,q) est compact 54 et seulement si Les classes
de t-homotopie & extn@mités fixes p et q sont com-
pactes et en nombre fini.

Z) (M,g) est un espace-temps globalement hyperbolique 84
el seulement s4 Les classes de t-homotopie & extndmi-
tes fixes sont compactes et en nombre §ini. (£-g-com-
plet non nécessaire).

En général, 1l'ensemble des classes de t-homotopie 3 extrémités fixes P

et q est dénombrable, ([15], p. 114), ce qui améne & poser :

Definition 5.15. : ([15], p. 114) Un espace-temps (M,g) est dit faiblement
globalement hyperbolique (en abrégé F.G.H.) 54 :

(L) (M,g) est forntement causal.

(LL) 84 ¢ est une courbe causale quelconque allant de p
a q, Q,(p,q) est compacte dans Clp,q).

La proposition 5.14. nous donne immédiatement un premier exemple d'espa-
ces—~temps F.G.H. : les espaces—temps globalement hyperboliques.

Une autre sorte d'exemples nous est donnée par le lemme 1, II d'A. AVEZ
([11, p. 141)

La classe de t—homotopie & extrémités fixes d'ume courbe temporelle dans
un espace—temps compact ou t—complet au sens de Ehresmann (i.e. toute courbe
causale de TPM est le développement d'une courbe causale dans M) est com—
pacte.

Le théoréme 2.5. nous oblige & &carter les espaces—temps compacts, mais

la remarque 5.6. nous donne le :

Lommo 5 14 - Un espace-femps Z-complet au gens de Ehnesmann ot fomtoment cau-

Les espaces-temps de Minkowski et De-Sitter sont F.G.H., car globalement
hyperboliques, par contre 1'espace~temps Anti-De-Sitter ne 1'est pas (remar-—

que 5.10.).
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B ~ PROPRIETES DES ESPACES-TEMPS F.G.H.

Proposition 5.17. : Soit (M,g) un espace-temps F.G.H,
SL p et q sont deux points de M reliés par une courbe
temporelle, A5 peuvent &trne nelils parn une géodésique tem-
porelle.

Démonstration :

Soit ¢ : [a,b] 2 M une courbe temporelle allant de p 3 q.

Puisque Qc(p,q) est compact et que la fonction-longueur est semi-con-—
tinue supérieurement sur C(p,q) (3.9.), elle atteint un maximum pour une cour-—
be Yy de Qc(p,q). Puisque Y est la courbe la plus longue de sa classe, la
formule de la variation premiére (F1) entralne que Y est une géodésique

(temporelle).
Nota bene : La proposition est vraie, que d(p,q) soit finie ou non.

Supposons maintenant que q € J+(p) dans (M,g) F.G.H.
S1 p et q ne sont pas situ@s sur une g&dodésique nulle non brisée
(cf. 4.8.),
Si gq arrive aprés le premier point conjugué futur de p 1le long
d'une géodésique nulle (cf. 4.13.), on peut se ramener i 5,17.
Si1 q € J+(p) \\I+(p) et c'est le dernier cas, le lemme 3.20. assure
1'existence d'une géodésique nulle maximale allant de p a q (1'hypothése

F.G.H. n'étant d'ailleurs pas nécessaire ici).
Ceci nous permet d'avoir :

Proposition 5.18. : Soit (M,g) un espace-temps F.G.H.
Soit ¢ : la,bl = M une courbe causale allant de p a gq.
Alons AL existe une glodésique causale de Longueur maximale
dans La ctasse de t-homotopie Q,{p,q).

La relation entre le nombre de classes de t-homotopie et la distance

lorentizienne est la m@me que pour les espaces~temps globalement hyperpoliques :
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Proposition 5.19. : Soit (M,g) un espace-temps F.G.H. et p € M.
Si g€ F; atons dip,q) < oo

- . . + . . N
Démonstration : Puisque q € Fp, il n'existe qu'un nombre fini de classes de

t-homotopie et elles sont compactes. Il suffit alors de prendre la géodésique
Y la plus longue parmi les géodésiques de longueur maximale de chaque classe

donnée par 5.18. et par définition de la fonction distance :
L(rl[p,q]) = d(p,q).
Une des conséquences de la proposition 5.19. est le théordme 2.8.

P . P . +
La proposition suivante nous donne une caractérisation de Fp dans les

espaces—temps F.G.H. :

Proposition 5.20. : Soit (M,g) un espace-temps F.G.H. et p € M, q € J+(p).
Alorns Clp,q) compact e g € F;.

Démonstration :

(=) est donné par 5.9.
" + ¥ 5 N .
(<) puisque ¢ € Fp, C(p,q) est réunion finie de classes de t-homotopie

3 extrémités fixes p et q compactes, il est donc lui-méme compact.

Proposition 5.21. : Soit (M,g) un espace-temps F.G.H., p €M et ¢ € I (p).

L) 8L ¢ ¢ F; alons powr tout ¢' € I (p) on a :

' +
q' ¢ Fp.
L) 8L g € F; alons powr tout gq' € J+(p) nJilg ona:
+
q' € Fn‘

Démonstration

+ 9 6
1) Soient q ¢ Fp et U wun voisinage normal convexe en g, et

+
q' € J (p) nU.
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Prolongeons toutes les courbes causales allant de P & q par 1'unique
segment de géodésique causale allant de qg & q' dans U,

Puisque C(p,q) n'est pas compact, il existe une suite de courbes causa-
les (cn) dans C(p,q) qui n'a pas de courbe limite dans C(p,q). Considérons
maintenant la suite (cn) en tant que suite de courbes allant de p a q'.

La courbe limite de €, 1€ passant pas par q ne peut &tre prolongée de q
a q' et donc cnl[p,q'] ne posséde pas de courbe limite dans C(p,q'), ce qui

entrafne que C(p,q') n'est pas compact et en particulier que q' ¢ Fr (5.20.).
P

: q . + = ’
2) S'il existait q' € J (p) n J (q) tel que q' ¢ F;, la premiére par-

. - . + F n .
tie entrainerait que q € Fp’ ce qul est une contradiction.

D'aprés 3.15, la fonction-distance est semi—continue inférieurement 13 oil
elle est finie ; elle n'est pas forcément continue pour un espace-temps quelcon-—

b

que (M,g), mais elle est continue pour (M,g) globalement hyperbolique ([8],
p. 216, [5], section 3).

Pour un espace-temps F.G.H. on a

Proposition 5.22. : S4 (M,g) est un espace-temps F.G.H. ; 54 p € M et 44

o

- +
q, > q ou q€F,Q alonrns :

dip,q,) = dlp,q) Lorsque n > +e.

Démonstration : Il suffit de montrer que :

lim sup d(P,qn) < d(p,q)

(I1 est a noter que si d(p,q) = ©, cette inégalité est toujours vérifide).
Supposons que ce n'est pas vrai, alors il existe & > 0 et une suite (qn)

de points de J+(p) de limite q telle que :

d(p,qn) > d(p,q)+28 pour tout n.

Par définition de la fonction distance, ceci entrafne 1'existence d'une

courbe causale ch allant de p a q, telle que
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L(cnllp,qn]) > d(p,q)+5.

Supposons que la suite (cn) ait une courbe limite ¢ allant de p a3 q,
alors il existe une sous-suite (cm) de (cn) qui converge vers c¢ dans la

C°-topologie (3.6.) et
L(cllp,q]) > lim L(cnl[p,qn]) > d(p,q)+b (3.11)
ce qui est une contradiction.
Tout revient & prouver que :

Proposition 5.23. : Solent (M,g) wun espace-temps F.G.H., p € M, (cn) une

suite de courbes causales allant de p a q, powr tout n.

S¢ q # p Limite de La suite de points (qn) est tel que :

9+
qg € Fp alorns

La suite (cn) possede une courbe Limite ¢ allant de p

a q.

Démonstration : Les classes de t-homotopie . (p,qn) sont disjointes et com-—
n
pactes pour tout n, et soit An la géodésique causale de longueur maximale dans

an(p,qn) (donnée par 5.18.).

Soit U wun voisinage normal convexe en ¢, et puisque q est limite de

(qn), il existe un entier N, tel que :
qa, €U pour n > N,.

. O, .8
Soit q" €J (g) NUN F; (ce choix est possible car q € Fp) et U' un

voisinage de q tel que : U' = I (q') N U.

I1 existe un entier N; >N, tel que : q, € U' pour n > Nj.

1

Prolongeons alors chaque An vers le futur par le segment de géodésique

=1 1

causale maximale unique allant de 9, 3 4 dans U, pour n > N;. On continue
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d appeler les courbes causales ainsi construites An

o
Puisque q' € F;, C(p,q') est compact (5.20.) et la suite (An) posséde

une courbe limite A dans C(p,q').

Puisque la suite des segments de géodésiques de q, a q' (n2>Nj]) con-
verge vers le segment de géodésique allant de q 3 q', la courbe limite A

est une courbe causale (3.3.) allant de p a4 gq' passant par (.

Supposons maintenant que (M,g) est un espace-temps globalement hyperboli-
que, dans ce cas F; = J+(p).

Soient (pn) et (qn) deux suites de points de limites p et gq telles
que : q_ € J+(pn) pour tout n, p ¥ q et q € J+(p), et (cn) une suite de
courbes causales allant de P a q,-

Construisons comme dans la proposition 5.23. un point q' : soient U un
voisinage normal convexe en q et gq' € J+(q) N U, U' un voisinage de q tel
que : U' © I (q') NU.

1 _
Soient maintenant V wun voisinage normal convexe en p, p' € J (p) NV

11 existe un entier N, tel que : q, € U' pour n >N

et V' un voisinage de p' tel que :

Vi <1 (p") N V.

2
Soit N = MAX(N,,N,).

I1 existe un entier N tel que : P € V' pour n >N,.

Prolongeons les c =~ vers le futur de q a q' par 1'unique segment de
géodésique causale dans U pour n > N, et prolongeons—les également vers le
passd par l'unique segment de géodésique causale dirigée vers le passé allant

= ]

de p,a dans V, pour n 2> N.

On obtient une suite de courbes qu'on appelle (An) dans C(p',q') qui
est compact car (M,g) est globalement hyperbolique.

Dans ce cas ; la suite (An) posséde une courbe limite A dans C(p',q")
qui passe par p car p est un point limite de la suite (kn) (3.4.).

D'autre part, en utilisant le méme argument qu'd la fin de la démonstra-

tion 5.23., X passe obligatoirement par q.
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Figure 15

I1 s'ensuit que :

Proposition 5.24. :

Socent (M,g) un espace-temps globalement hyperbolique,
(pn) et (qn] deux suites de points ayant pour Limites
p et q nespectivement telles que :

ptq, q€ T (p) et q, € J+(pn) pour tout .

Si (cn) est une suite de cowrbes causales allant de Py,

Cornollaine 5.25.

Démonstration :

La fonction dis
(3.15.), et 3.16. mo

toujours finie.

-~

a q, alors (cn); possede une courbe Limite ¢ allant
de p & q.

St (M,g) est un espace-temps globalement hyperbolique, La

R o ey ey A sk e I T -~
PorCAALOL AADAGHCE €44 COrAANUE.,

tance est semi-continue inférieurement 13 ol elle est finie

ntre que si (M,g) est globalement hyperbolique, d est
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Comme dans 5.22., il suffit de montrer que d est semi-continue supérieu-

rement.

Supposons que ce n'est pas vrai ; alors il existe & > 0 et deux suites
de points (pn) et (qn) de limites respectives p et q telles que

+ +
qQ€J (P, q €J(p) et
d(pn’qn) > d(p,q)+286 pour tout n.

Puisque la distance est définie par un sup, il existe une courbe causale
allant de a telle :
c, P, q, te que

L(Cnl[pn,qn]) > d(p,q)+5 pour tout n.

Or ; 5.24. entralne que la suite (cn) a une courbe limite ¢ allant
de p a q, et puisqu'il existe une sous—suite (cm) de (cn) qui converge

vers c¢ dans le C°~topologie (3.6.), 3.11. donne que :

L(ctip,q]) > d(p,q)+8 ce qui est absurde.
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VI = LE CUT-LOCUS DANS LES ESPACES-TEMPS FAIBLEMENT GLOBALEMENT

HYPERBOLIQUES

L'étude des cut—points en géométrie lorentzienne a &té faite récemment
sur les espaces-temps globalement hyperboliques ([2], [3], [4]). Elle s'est
avérée utile notamment pour démontrer certains théorémes d'incomplatude ([2],
p. 170) et pour 1'étude globale des espaces—temps globalement hyperboliques.

Comme pour 1'étude des points conjugués, il y a beaucoup de ressemblances
entre le cas riemannien ([6], P. 93) et le cas temporel lorentzien, cependant
le cas nul lorentzien est encore une fois bien particulier. On traite donc ces
deux cas sé@parément, pour les espaces—temps faiblement globalement hyperboli-~-
ques, la troisiéme section parlant du cut-locus causal et de certaines pro-

priétés de fermeture de celui-ci,

A - LE CUT-LOCUS TEMPOREL

Définition 6.1. : Sodient (M,g) un espace-temps queleonque, et c : [0,al - M
une géodésique tempornelle Linterminable vers Le futur.
Soit 2, = sup{t € [0,al/d(c(0),c(2)) = L{c[[0,£])}.
S¢ £ € ]0,al, clt,] est dit Le cut-point temporel futur
de c¢(0) XLe Zong de c.

On définit de maniére analogue le cut~point temporel passé sur une géodd-—
sique temporelle dirigée vers le passé et interminable vers le passé.

Les premiéres propriétés des cut—points temporels futurs sont

(1) cll0,t] est une courbe maximale pour tout ¢t € tg puisqu'une courbe

maximale est maximale entre chacun de ses points (3.18.).

(2) cilo,t] est 1'unique courbe temporelle maximale de ¢(0) a c(t)

(2 une paramétrisation prés) pour ¢t < ty-

En effet, si on suppose (2) faux, il existe une autre courbe temporelle

maximale Y dé&finie sur [0,bl reliant c(0) a c(t).
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Soient t, et t, dans [0,t,[ tels que : tp St <t, <t; ol ¢t
) +
et t, sont suffisamment proches pour que ¢(t,) € T G(t)) NU o U est

un voisinage normal convexe en c(t).

Le théoréme 3.12. entrafme qu'il existe un segment de géodésique temporel

maximal unique 7Y, situé dans U et allant de Y(t;) 3 c(t,).

e Cre)

Figure 16 p =€) = ¥io)
On pose : c, = vI[0,t,1 U Y,, on a
Lic, 1pac(t,)]) = d(p,y(t,)+d (v (£,),c(t,))
Z d(p,y(t ) +d(y(c ),c(P+d(c(t),c(t,))
= Lcllp,e(t,)D)
oli 1'inégalité provient de 1'inégalité triangulaire renversée, la deuxiéme
égalité provenant du fait que ¢ et Yy sont maximales de p & c(t). On

aboutit A une contradiction car cl[0,t,] est maximale.

(3) si t>t on déduit de 1'inégalité triangulaire renversée qu'il
0’

existe une courbe causale g allant de c¢(0) a c(t) vérifiant :

L(o) > L(clf0,t]).




ARt

e

-~ 81 bis -

(4) Une géod8sique temporelle c : [0,al > M cesse d'étre une courbe

maximale apr@s un point conjugué (4,6.), il s'ensuit que le cut-

point futur de c(0)

le long de ¢ arrive avant ou sur le premier

point conjugué & c¢(0) 1le long de c.

Il est & noter que dans
cut-point futur 3 un point le

il serait & 1'infini).

La proposition suivante
rels futurs par analogie avec

précisément :

1'espace-temps de Minkowski, il n'existe pas de
long d'une géodésique temporelle (s'il existait,

»

donne une caractérisation des cut-points tempo-

la géométrie riemannienne ([6], p. 93). Plus.
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Proposition 6.2. : Soit (M,g) un espace-temps F.G.H.
Sé q = clty) est Le cut-point temponel futur de p = cl0)
Ze Long de fLa géodésique temponelle ¢ et 8L q € %;, on a
s0it L'une soit Les deux assentions suivantes :

i) q est Le premien point confugué futun a p Le Long de c.

i) 1L existe au moins deux Segments de géodésiques Lempo-
nelles maximales allant de p a q.

Démonstration : Soit (Sn) une suite de nombres positifs décroissante vers 0,

: = +& .
on pose : g = ¢ (t, n) pour tout n

(<]
. +
Pour N suffisamment grand, on a qn € Fp pour tout =n > N.
La propriété (3) assure 1'existence de courbes causales Xn allant de p

a q, vérifiant
L(Anl[p,qn]) > L(cllp,q D), n > N.

Les classes de t—homotopie an (p,qn) sont compactes et 5.17. entralne
1'existence d'une géodésique temporelle encore appelée Xn de longueur maximale
dans QK (p,q ), n > N. On suppose que les kn sont définies sur [0,bl et pa-
rametrees par la longueur. Par construction, q, € J (p) et gq est limite de
la suite (q ). La proposition 5. 23 entraine 1l'existence d'une courbe causale
limite A 1lant de p a q et 5.17. entraine 1'existence d'une géodésique
temporelle qu'on appelle encore A allant de p & g, de longueur maximale
dans sa classe de t—homotopie qu'on suppose définie sur [O,bl.

Deux cas peuvent alors se produire :

(1) X(0) = ¢(0), alors si (expp)* n'était pas singulidre en q, il existerait
un voisinage V de TM difféomorphe & un voisinage U de q dans M par
exp p (théoréme des fon;tlons implicites).

Pour n suffisamment grand, X (0) € V, or les géodésiques A, et la
géodésique c¢ se coupent en q., ce qui donne une contradiction.

En particulier, ceci signifie que gq est un point conjugué futur a p
le long de c (4.14.), la propriété (4) assurant que ¢ doit 8tre le premier

point conjugué futur i p le long de c.
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(2) X(O) * 6(0) et dans ce cas :

L(Allp,q]) = lim sup(A I[p,q 1) > lim sup L(cilp,q 1
La maximalité de c¢ entre p et q entralne que :

d(p,q) = L(clip,q]) = LAAI[p,q])

et A est un autre segment de gé&odésique temporelle maximale allant de p & q.
Dans le cas ot (M,g) est un espace globalement hyperbolique, la condi-
tion gq € E; est inutile et on utilise la proposition 5.24. a la place de 5.23.
dans la démonstration.
Comme dans le cas riemannien ([6], p. 94), on construit une fonction qui
"mesure" la distance d'un point 3 son cut-point futur le long d'une géodésique

temporelle. Pour cela :

Déginition 6,3. : Soit (M,g) un espace-temps quelcongue.

T'M = {X € TM/g(X,X) = 1, X ornients vers Le futurl}.
Si p €M, T;OM est La fibre de T'M en p, La projection
T'M - M est noté m.
Etant donné X € T;>M, on note ¢y L'unique géodésique tempo-
nelle vérndglant c)’((O) =X et cX(O) = p, Aupposée foufourns
paramétnie par La Longueut.
On pose : 8 : T'M > R, U {=}

X+ (X)) = Suplt > 0,d(m(X),cy(£)]) = t}.

Le nombre s(X) est la plus grande valeur que puisse prendre le paramé-—

tre t pour que soit vérifié
d(PX(‘O)’CX(t)) = L(CX| [O,t]) .

L'étude de la continuité de la fonction s est 1'objet de ce qui suit.
Elle n'est pas forcément semi-continue supérieurement pour un espace-—
temps quelconque (pour le voir, il suffit d'enlever um point 3 1'espace-temps

de Minkowski), cependant
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Proposition 6.4. : ([41, p. 97} SL (M,g) est un espace-temps t-g-complet, La
fonction s est semi-continue supérieurement,

v

Démonstration : Il suffit de montrer que si Xn -+ X dans TM et (s(Xn))

converge dans TR U {}, alors s(X) » lim s(Xn).
Si s(X) =, il n'y a rien & prouver, on suppose donc que s(X) < oo,

On raisonne par 1l'absurde, soit & > 0 tel que :
s(X)+6 < A = 1lim s(Xn) g o

et supposons que s(Xn) > s(X)+& pour tout n.

Ceci entraine que :

d(n(Xn),an(s(X)+6)) s(X)+8 pour tout n.
Puisque X = X dans T, la semi-continuité inférieure de la distance

donne que :

d(M(X), e (5(N)+6)) § lim inf d(W(X),cx_(s(X)+6))

I
s(X)+6

]
L(ch [0,s(x)+61) Sd(M(X), ey (s(X)+8))

d(M(X), ey (s(X)+6)) = Llcy [10,5(X)+61) = s(X)+8

et en particulier par définition de s(X), ceci entraTne que s(X) 2 s(X)+6, ce

qui est une contradiction.

La fonction s n'est pas forcément semi—continue inférieurement dans un

espace—temps quelconque ([5], section 8). Toutefois

Proposition 6.5. : (comparen avee [4], p. 98)
Soient (M,g) un espace-temps F.G.H., p € M.
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, N 1 . 1 °y
S¢ X, = X dans TpM et sL cxn(é(xn)) >q oll q EFp,

alons 4 est une fonction semi-continue inférieurement en q.

Démonstration : Soit Xn - X dans T;M et s(Xn) -+ A dans RUYU {=}. s est
semi-continue inférieurement si s(X) £ A.

Si A =, il n'y a rien 3 montrer, supposons donc que A < et qu'il
existe O > 0 tel que : s(X) > A+d.

Soit N, entier tel que : s(Xn)+6 < s(X), pour n ?’No‘

On pose : p = cxn(O)

q, = an(s(Xn)+6)

q = cX(A+6).

Puisque s(X) > A+, ey est définie pour des valeurs de son paramétre plus
grandes que A+® alors que les X, sont définies pour des valeurs du paramé-
tre plus petites que s(Xn)+6, pour n >N > N.

Puisque s(xn)+6 > s(Xn), cx I[O,s(Xn)+6] n'est pas une géodésique maxi-
n

male, la propriété (3) nous assure 1l'existence de courbes causales An de lon-

gueur plus grande que an entre p et ¢ pour n > N.

Les classes de t—homotopie QAn(p,qn) sont compactes, 5.17. entraTne
1'existence d'une géodésique temporelle encore appelée kn de longueur maximale
dans sa classe pour n > N,

Par construction, q est limite de (qn) et pour O assez petit, q € ﬁ;.

La proposition 5.23. donne 1l'existence d'une courbe limite ) de la suite
(An), passant par p et q.

Puisque (M,g) est fortement causal, il existe une sous-suite (Am) de

(An) qui converge vers J) dans la C°-topologie (3.6.) et :

L) Ip,q]) = 1lim sup L(Anl[p,qn]) > lim sup L(cxnl[p,qn])
i

L(cXI[p,q]) (3.11.)

On en déduit que Cy n'est pas maximale de p & q et en particulier

que s(X) > A+0 est une contradiction.
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En combinant 6.4. et 6.5. on obtient :

Proposition 6.6. : Sodient (M,g) un espace-temps F.G.H. et Z-g-complet, p € M.

S{ X - X dans TM,
n 14 0

Sé ex (8(X)) = q,»q oa g€ F;

q = cX(A(X)) ol 5(X) = &im A(Xn).

Lorsque n -+ o, alons

I1 est i noter que si (M,g) est globalement hyperbolique et t-g—complet,

alors la fonction s : T'M > R U e est continue (car dans ce cas, on utilise
o

la proposition 5.24. dans la démonstration de 6.5. et la condition q € Fp est

inutile).

On peut alors poser :

Définition 6.7. : ([41, p. 98)
I (p) = {8(X)X/0 < 5(X) <o ot XE T;OM} est Lo cut-Locus

Zemponel futurn de p dans TpM.

C;(p) = expp[l‘+(p)] est Le cut-fLocus femporel fufur de p

dans M.

Les cut—locus passés F_(p) et C;(p) sont définis de maniére analogue.

Avec les notations ci-dessus, la proposition 6.2. a pour corollaire :

4 —
q € Ct(p)}ﬁjp €c. @

q € Fr

b e
p P =T

B - LE CUT-LOCUS NUL

Definition 6.8. : Socent (M,g] un espace-temps quelconque ei v : (G,ul - WM

une géodeésique nulle.
Soit %, = Sup{t € [0,al/d{v(0),v(%)) = 0}.
Si 0< ty, <a, vit,) est dit Le cut-point nul gutur de v(0)

Le Long de V.
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On définit de la m8me mani&re le cut—point nul passé pour une géodésique
nulle v dirigée vers le passé.

. = + . =
Le cut-locus_futur (respectivement passé) CNA(p) (respectivement CN (p))

est 1l'ensemble de tous les cut—points nuls futurs (respectivement passés) de p.
La semi-continuité inférieure de la fonction-distance entraine que
d(p,q) = 0 pour tout q € C; (p).
L'interprétation géométrique de C; (p) est semblable a celle de CZ(p) :
la géodésique nulle v est maximale de v(0) au cut-point nul futur v(to) en
ce sens qu'il n'existe aucune courbe temporelle reliant v(0) 3 v(t), pour

tout t Kt

< (comparer _avec 4.12.).

0
De plus v est 1'unique g8odésique nulle maximale reliant v(0) 3 wv(t),

plus précisément :

Lemme 6.9. : Soit (M,g) wun espace-temps quelcongue, 8'il existe deux segments

de géodésiques nulles allant de p a q, alons q awvive sur ou
apres Le cut-point nul guturn de p KLe Long de chacun des segments.

Démonstration : Soient vy et vy, deux segments de g€odésiques nulles (diri-

d

gés vers le futur) allant de p & q. Soit r wun point de v, situé dans le
futur causal de q. Dans ce cas, le lemme 4.9. entraine que r € I+(p) car
v,(@) # kv,(q), k € R.

I1 s'ensuit qu'aprés g, v, et v, cessent d'@tre des segments de géodé-
siques nulles maximaux.

Il est essentiel que les deux segments de géodésiques nulles soient diri-
gés vers le futur, sinon il nous faut imposer la condition espace-temps causal,
comme le prouve 1'exemple ci-dessous

Soit 1'espace-temps M = S'xIR muni de la métrique ds? = do dt (cf.

figure 6). Les géodé&siques nulles sont des cercles.

Al — —

I o mmme S man s maon o ke b I
] arrive availc g FES v

~ 4 .
15 A& vy,

pourtant il existe deux segments

2 [}
e B g de géodésique nulle allant de p i gq'.
\’& P VQ

Figure 17
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Pour démontrer 1'analogue de la proposition 6.2. dans le cas nul, il

nous faut :

Proposition 6.10. : Sodent (M,g) un espace-temps F.G.H,, p € M et q € 7 (p).
Supposons que dip,q) = 0 et que (J+(q) n F;) U {q} con-
tlent un voisinage ouvert non vide de gq.

Si (qn) est une suite de points de J+(p) de timite g,
A4 (cn) est une suite de cowrbes causales allant de p

a q,, atons La suite (c,) possede une cowrbe Limite c
allant de p a gq qui est une gtodésique nulle maximakle.

Démonstration : Soit U un voisinage normal convexe ouvert en q, et

+ + . . -
q"' €T () N Fp N U, et U' un voisinage de q contenu dans J (q') N U.
Pour n suffisamment grand, on a : q, €u'.
Prolongeons alors, comme dans la proposition 5.23. les courbes c, de
1

a, i q' par l'unique segment de géod&sique causale dans U. Appelons les

courbes obtenues A .

Puisque q' € F;, C(p,q') est compact et la suite (An) posséde une
courbe limite A dans C(p,q'). Par le méme argument qu'en 5.23., A passe
par q.

Or : d(p,q) = 0 > L(Al{p,q]) d'otu :

LA [p,q]) = 0 et 3.19. entraine que )X est une géodésique

nulle maximale allant de p a q,

Proposition 6.11. : Sodient (M,g) un espace-temps F.G.H. et q = v(t) Le cut-
point nul futun de p = v(0) ZLe Long de La glodésique nul-
Le V.

Supposons que (77 (q) n F;) U {q} contient un voisinage
ouvert non vide de gq.
On a une ou Bvontuellomont Lo deux possibilités sulvantes

L) g est Le premien point confugul futur a p 4Le Long
de v,

iL) 12 existe deux segments de géodésique nulle maximaux al-
Lant de p a q.
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Démonstration : Soit (tn) une suite décroissante de réels de limite ¢t.

Pour n suffisamment grand, q, = V(tn) est dans U od U est un voisinage
ouvert non vide de q dans (J+(p) n F;) u {qt.

Soit (cn) une suite de courbes causales (ou temporelles, puisqu'on est
aprés le cut-point nul) allant de p 3 4,

Par construction, q est limite de la suite (qn), d(p,q) = 0 et 6.10.
entraine que la suite (cn) poss&de une courbe limite ¢ qui est une géodési-

que nulle maximale allant de p & g, qu'on suppose définie sur [0,bl.

Deux cas peuvent se produire :

i) ¢(0) = 6(0), q est alors conjugué 3 p le long de V (méme rai-
sonnement qu'en 6.2.). Puisque d(p,q) = 0, q doit @tre le premier

point conjugué nul futur 3 p le long de V.

ii) é(O) * Q(O) et é(O) engendre une seconde géodésique nulle maximale

de p & q.

Proposition 6.12. : (comparen avec [41, p. 107)

Soit (M,g) un espace-temps F.G.H.

Supposons que p M posséde un cut-point futurn (ou passé)
dans F; Le plus proche au sens de La distance Lorentzienne.
Alons q est sodll un point conjugué futur & p (Lempornel
ou nul}, 804t un cut-point nul gutur de p.

Démonstration : Supposons que ¢ ne soit ni un point conjugué futur 2 p (tem—

-
porel ou nul), ni un cut—point nul futur de p, et que q € F:.

Dans ce cas, 6.2. entralne qu'il existe au moins deux géodé&siques tempo-
relles maximales ¢, et c¢, allant de p & q.

Soit Yy : [0,al » M une courbe temporelle issue de q et dirigée vers
le passé. En choisissant a assez petit, on peut supposer que 1l'image de Y
est contenue dans I+(p).

Pour tout t € ]0,a[, ona : p << y(t) << ¢q, d'ol :
d(p,q) > d(p,y(£))+d(y(t),q) > d{(p,v(t)).

Puisque Yy(t) € I+(p), il existe une courbe temporelle de p & Y(t) et

par suite une gfodésique temporelle (5.17.).
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Puisque q est le cut—point futur le plus proche, y(t) est situé avant
le cut-point sur toute géodésique temporelle allant de p & 7vy(t), ce qui en-—
traine que toute géodésique temporelle allant de p & 7Y(t) est maximale.

Puisque q n'est pas conjugué 3 p le long de ¢, (expp n'est pas
singuliére en ), il existe une géodésique temporelle c; allant de p &
Y(t), proche de c¢,;, pour t suffisamment petit.

De méme il existe une géodésique temporelle ¢} allant de p & Y(t),
proche de ¢, pour t suffisamment petit.

Puisque ¢} et c¢j sont maximales, et puisque Y(t) € §; (5.21.), ceci
entraine que Y(t) est un cut-point futur de p, ce qui est en contradiction
avec d(p,Y(t)) <d(p,q).

Si q € F;\\ﬁg, dans ce cas q ne peut etre qu'un cut-point nul futur

ou un point conjugué nul futur, ou les deux.

On peut comparer ce résultat ayec le résultat analogue en géométrie rie-
mannienne ([6], p. 95) : soit ona p conjugud & q, soit il existe une géodé-
sique fermée en p, constituée de deux géodésiques minimales allant de p a ¢

de vecteurs tangents opposés, ce qui est exclu dans un espace—temps causal.

C - LE CUT-LOCUS CAUSAL

Definition 6.13. : C'p) = Cylp) U Cylp) est dit Le cut-Locus causal futur
de p dans M.
C p) = C;(p) U C&(p) est dit Le cut-Locus causal passe
de p dans M,

Afin de démontrer certaines propriétés de cut-locus causal, il nous faut

Proposition 6.14. : (comparer avec [31, p. 373)
Soient (M,g) un espace-femps F.G.H. et p € M.
Le &ieu des poinis confugués q fulwis (vu pussésd) nmnls el
tempornels, a p tels que : (77 (p) n F;) U {q} (ou
(T {p) N F;) U {q}) contient un voisinage ouvert non vide
de q est un sous-ensemble fermé de M.
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Il est & noter que si (M,g) est un espace-temps causal, p ne peut pas
eétre un point conjugué futur (ou passé) nul ou temporel i lui-méme car une géo—
désique causale ne passe par p qu'une seule fois.

Si Xn € TPM est un vecteur causal tel que (expp)* est singuliére en

Xn et si exp Xn =q,, on dit que Xn est conjugué a4 p dans TpM. Dans ce

cas, cn(t) = expp(tXn) est une géodésique (interminable vers le futur) issue

de p et contenant qn

Bl Wb Gy

Démonstration : Soit (qn) une suite de points conjugués futurs temporels ou
nuls de limite q.

Puisque (expp)* est non singuliére 3 l'origine dans TpM, il s'ensuit

que p ¥ q, p<gq et p< qn pour tout n, et soit c, = expthn.

Si q € ﬁ;, 5.23. entraine que la suite de géodésiques (cn) poss&de une
courbe limite c issue de p et contenant q qui est elle-m@me une géodési-
que.

Soit X 1'unique vecteur causal de TPM’ tangent & ¢ en c(0) tel
que : q = expr.

Puisque ¢ est courbe limite de la suite (cn), il existe une sous-suite
(Xm) de (Xn) telle que les directions des vecteurs Xm convergent vers la
direction de X.

Dans ce cas, X - X (lemme 6.1., p. 372, [3]) et X est conjugué a p
dans T M car le lieu conjugué de p dans TpM est un sous—ensemble fermé
du domaine d'expp ((expp)* n'est pas singulidre sur un ouvert de TpM).

Puisque X est causal et dirigé vers le futur, le point gq = expr est
un point conjugué futur de p dans M,

Si q € F;\\E;, dans ce cas 1l'hypothdse et la proposition 6.10. entraine
1'existence d'une courbe limite ¢ contenant q. (que d(p,q) = 0 ou non). La
suite de la démonstration est la méme que dans le cas q € f;.

De la méme mani&re, on montre la proposition pour les points conjugués

passés.

Il est 3 noter que les propositions 6.11., 6.12. et 6.14. sont vérifiées
par les espaces—temps globalement hyperboliques.
+ + ..
Puisque pour de tels espaces on a : J (p) = Fp (5.12.), la condition sur

(J+(p) n F;) Uqu} se réduit a J+(p) U {q} contient un voisinage ouvert non
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vide de q, ce qui est toujours vrai, et on utilise la proposition 5.24. 3 la
place de 5.23,

Nous terminerons par :

Proposition 6.15. : ([3], p. 374)
Soit (M,g) un espace-~temps globalement hyperbolique.
Pour tout p dans M, Les ensembes Cylp), Cylp), C'(p)
et C{p) sont des sous-ensembles fermés de M.
En particuliern : Clp) = C*(p) U C (p) et
Cylp) = C;(p) v C’(!(;o) sont des sous-ensembfes fermés de M.

Démonstration : C'est la méme démonstration pour C;(p), C&(p), C+(p) et C-(p)

On la fait pour C;(p).
+ +
Soit (qn) € CN(p) avec q_ - q. Dans ce cas, q + p et q € J (p) car
(M,g) est un espace-temps globalement hyperbolique.

Puisque la fonction distance est continue, on a ;:
0 = lim d(p,q ) = d(p,q) (5.25.)

Puisque d(p,q) = 0, il existe une géodésique nulle maximale ¢ allant
de p a q, et le cut-point nul futur de p 1le long de ¢ ne peut pas arri-
ver avant q.

I1 y a alors deux cas 3 considérer :

(1) Une infinité de (qn) sont des points conjugués futurs nuls ou temporels :
Dans ce cas, 6.14. entralne que q est un point conjugué futur nul ou tem-—
porel & p. Si q est conjugué & p 1le long de ¢, q est aussi le cut-
point nul futur de p le long de c¢ (le cut—point arrive avant le premier
point conjugué).

Si q est conjuguéd @ p le long d'une autre géodésique causale c¢', alors

c' doit @tre une géodésique nulle et q est le cut-point nul futur de p

le 102& de ¢ et de ¢ (6.9.).

(2) I1 existe N tel que a, n'est pas conjugué & p, pour tout =n » N.

Dans ce cas, 6.11. entrafne qu'il existe au moins deux gé€odésiques nulles
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maximales de p & q, et il existe deux vecteurs nuls Xn et Yn tels
ue : exp X = exp Y = .

q Xy PoY, = 4y, n >N

Les directions déterminées par X et Y~ ont pour directions limites
X et Y respectivement.

Si X et Y déterminent des directions différentes, on obtient deux géo-
désiques nulles maximales de p & gq, et q est un cut-point de p (6.10

et 6.9.).

Si X et Y déterminent les mémes directions, ils sont proportionnels et

i1 existe A € B¥ tel que :
X =AY et exp X = exp_ AY = q.
Pp Pp q

En appliquant alors le lemme 6.1. de [3] (p. 372), on obtient que pour deux
sous=suites (Xm) (de (Xn)) et (Ym) (de (Yn)) on a : Xm - X et

Ym - AY. Or Xm * Ym et exprm = expme ce qui signifie que (expp)*

est singulidre en AY, autrement dit que ¢ est conjugué 3 p le long de

c(t) = expp(tXY). Puisque d(p,q) = 0, q est le cut—-point de p le long

Soit M 1'espace—temps S'xR = {(0,t)/0< 6 g2, t € R} muni de la
métr ique ds? = -d6%+dt”.

C'est un espace—temps globalement hyperbolique. (cf. [8], p. 212). I1
n'y a pas de points conjugués dans cet espace—temps.

Si p = (0,0), alors C;(p) = (m,m).

Le cut-locus futur temporel est {(m,t)/t > n} et n'est pas fermé.

D'autre part, C+(p) = C:(p) U Cg(p) est fermé : On a :

ctp) = {(t,m/t > n}.
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ERRATA
' Page 26, ligne 14 : lire D&finition 2.6. et non 2.5.
Page 64, ligne 8 : lire S, et non s,
ligne 10 : lire S, et non S,
ligne 18 : Rajouter 1 g j < N ‘
; ligne 22 : Remplacer la formule existante paf s
N-1 % =
V= jgo {(wJ.) u (I (xj) nU,, NI (’fj+1))}
Page 65, sur le dessin : lire Aj+1 et Yj+l et non kj et Yj
ligne 6 : lire 1 g jgN-1 et non 1 < jgN
Page 66, ligne 12 : j=0 etnon j =1
ligne 13 : Z,(u) et non Z, (u)
ligne 16 : 0<j<N-1 etnon 1g3jgN
ligne 23 : 0<jgN et non 1 g j g N+l
ligne 25 : hj_](u,tj) et non hj+l<u’tj)
Page 70, ligne 19 : P quelconque et non q quelconqué
ligne 21 : caractérisation et non caractéristique
Page /1, ligne 9 : lire F; et non F
3 L + L} +
Page 74, ligne 18 : q' € J (q) et mon q' € J (p)
o dernigre ligne : q' € J+(q)l1U et non q' € J+(p) nu
Page 87, ligne 3 : le cut~locus nul futur
Page 93, dernigre ligne : C+(p) = {{t,m)/t 2w} et non t > m.
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