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RESUME

Liobjet de la premiére partie de cette thése est l'étude et limplattation de différentes

méthodes de démonstration automatique basées essentiellement sur un algorithme de

complétion rapide appelé SKB et un algorithme de complétion sans échec appelé UKB. SKB

est un algorithme de complétion qui privilégie la régle de simplification par rapport & celle de

Superposition, nous étudions cet algorithme et son implantation, nous prouvons sa correction

totale par la technique des ordres sur les preuves équationnelles de

Bachmair-Dershowitz-Hsiang. L'algorithme UKB de complétion sans échec, di a

Hsiang-Rusinowitch est étudié et implanté, il nous permet de construie des preuves dans les

théories Equationnelles et les théories équationnelles généralisées,

La deuxiéme partie de cette thése est consacrée a l'étude du probléme de filtrage qui est

crucial pour la simplification et la réécriture des termes, Ce probléme est étudié d'un point de

vue algébrique, ce qui nous permet d'exprimer les principales phases des algorithmes de

filtage par des régles d'inférence simples dont la traduction sous forme d'un systéme de

réécriture fournit un algorithme de filtrage. Cette étude algébrique nous permet de donner un

algorithme original dans le cas du filtrage modulo la distributivité et par conséquent de prouver

la décidabilité du fileage distributif. Un algorithme pour le filtrage modulo I'axiome de

commutativité droite est également donné. De la méme maniére que les transformations

d'équations, nous définissons les transformations de théories dans le squelles les équations

sont résolues. Dans le cas d'union de théories EUT, nous donnons des conditions suffisantes

pour ramener le probléme de EUT-filtrage d'un systéme d'équations au probléme de E-filtrage

(ou T-filtrage) d'un autre systéme d'équations.

Mots clefs: Théorie équationnelle, preuve automatique, preuve par réfutation, algorithme de

complétion, algorithme de complétion sans échee, filtrage équationnel, décomposition, fusion,

mutation.
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INTRODUCTION

L’objet de la premiére partie de cette thése est Jl’étude et

implantation de différentes méthodes de démonstration automatique basées

essentiellement sur des extensions d’un algorithme original de complétion

plus rapide que l’algorithme classique de Huet.

La seconde partie de ce travail est consacrée a une étude algébrique

du probléme de filtrage équationnel, qui permet de décrire des algorithmes

de filtrage dans un formalisme trés général.

La procédure de complétion de systéme de réécriture a ét$ introduite

par Knuth-Bendix pour résoudre le probléme du mot en algébre universelle

[Knuth-Bendix-70]. Elle permet de transformer un ensemble d’équations en un

ensemble d’équations orientées appelées régles de réécriture de telle sorte

que le résultat du calcul ne dépende pas du choix des régles itilisées (ce

qu’on appelle propriété de confluence). Cette procédure jeut &tre vue

comme un moyen de compiler une spécification équationnelle £, pour laquelle

le calcul est non déterministe, en un ensemble de régles de réécriture R



qui engendre la méme équivalence sur les termes que 1’ ensemble d’ équations

E de départ. Pour le probléme d’égalité des termes, cet ensemble de régles

faurnit une procédure de décision a condition que la relation de réécriture

soit noethérienne (sans chaine de réécriture infinie). En effet pour

prouver que deux termes sont E~égaux il suffit alors de calculer leurs

formes irréductibles dans R et de vérifier leur identité (égalité syntax-

ique). Notons que cette méthode est beaucoup plus avantageuse que la

méthode de remplacement des égaux par des égaux utilisant les équations de

E et nécessitant un algorithme de retour arriére (backtracking) qui est

fort codteux et ne garantit pas un succés dans tous les cas.

Pour construire un systéme R de régles qui soit (c’est-a-convergent

dire confluent et noethérien) a partir d’un ensemble d’équations E, la

procédure de complétion de Knuth-Bendix consiste a ajouter au systéme &
,

toutes les paires de termes de taille minimale qui proviennent de la

réécriture d’un terme de deux facons différentes, (on appelle ces paires

des paires critiques), et 4 les orienter (en utilisant un ordre bien fondé,

de maniére a conserver la propriété de terminaison). Ce processus doit étre

itéré jusqu’a ce que, le cas échéant, la procédure s’arréte en fournissant

un systéme convergent.

Durant ces dix derniére années, la procédure de Knuth-Bendix s'est

avérée un outil puissant pour une large classe de problémes: preuves induc-

tives [Musser-80, Goguen-80 , Huet~Hul lot-80, Jouannaud-Kounalis-86],

démonstration automatique de théorémes [Peterson-83 ,Hsiang-82,fribourg-83],

synthése de programmes [Hsiang-Plaisted-82,Dershowitz-84], exécution de

spécifications équationnelles [Goguen,etal.-82}...

5/9 =

Récemment, plusieurs auteurs ont donné des méthodes pour améliorer

l’efficacité de la procédure de complétion [Winkler-d3uchberger-

83,Kuechlin-85,Kapur,etal.~85]. Ces méthodes sont toutes basézs sur le

principe de la limitation du calcul des paires critiques.

Egalement dans le but d’en ameliorer l’efficacité, nous exposons dans

cette thése une procédure de complétion oW la notion de simplification est

privilégiée par rapport @ la génération des paires critiques. Ncus pensons

en effet que c’est la simplification qui apporte toute sa prissance aux

systémes de réécriture:

S Jx 5 . TE .

® Lorsqu’on génére une paire critique, on augmente le systéme d’un

équation; lorsqu’on simplifie, on remplace le systéme par un systéme

plus simple.

8 La génération de paires critiques utilise un algorithme d’unification,

la simplification utilise un algorithme plus rapide de filtrage.

Afin de justifier le mécanisme implanté, nous utilisons le formalisme

des ordre sur les preuves équationnelles proposé par Bachmair--Dershowitz-

Hsiang[Bachmair,etal.-86] Aprés la preuve de correction de notre algorithme

dans ce formalisme, nous en décrivans ensuite l’ implantation SBREVE dans le

cadre du systéme REVE.

Dans le cas ot toutes les paires critiques peuvent étre orientées, la

procédure de complétion peut ne pas terminer (on dit qu’elle diverge).

Dans ce cas on ne sait 4 aucun momment si elle n’a pas encore trouvé de

systéme convergent ou bien s’il n’existe pas de tel systéme qui soit fini.

Cette divergence de l’algorithme n’est toutefois pas si catastraphique que
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l’on pourrait le croire: Huet ([Huet-81] a montré que la procédure de

Knuth-Bendix, dans ce cas de divergence, reste une procédure de semi-

décision pour l’égalité de deux termes t et t’. Si t=,t’ alors il existe

une itération de l’algorithme 4 partir de laquelle t et t’ auront méme

forme normale. il suffit donc de calculer 4 chaque étape les formes nor-

males de t et t’ et de vérifier leur égalité.

Nous présentons une extension de cette méthode due 4 Hsiang et Rusi-

nowitch [Hsiang-Rusinowitch-85b], appelée UKB, (pour Unfailing Knuth-

Bendix) qui enléve la restriction de noetherianité de la réécriture, mais

conserve la propriété d’étre une procédure de semi-décision pour le

probléme du mot dans les théories équationnelles. On peut donc l’utiliser

comme procédure de semi-décision méme dans le cas d’ existence d’ équations

non-orientables. Nous décrivons son implantation et ses applications aux

preuves par réfutation.

Le filtrage est 1’élément central de la simplification, une régle gd

simplifie un terme t{s], lorsqu’il existe un filtre o tel que ag=s. Cette

égalité devient égalité modulo un ensemble d’axiomes E (og=,s) lorsque nous

consirérons la réécriture modulo. La recherche des substitution o telles

que oM= N est appelé probléme de filtrage équationnel. Le filtrage

équationnel est & la base de la réécriture de termes dans l’agorithme de

complétion équationnel (ou madulo) [Jouannaud-Kirchner-84], il est aussi 6

la base de la réduction des termes dans les langages basés sur la

réécriture comme OBJ [Futatsugi,etal.-85].

~10-

Burckert [Burckert-86] a récemment montré que le filtrage r’est pas,

comme on pourrait le croire, un cas particulier de 1’ unificatior (oM= oN).

Ramener un probléme de filtrage 4 un probléme d’unification en renomant les

variables du deuxiéme terme N de 1l’équation a résoudre nécessite

l’introduction de nouvelles constantes, et cela peut rendre la théorie (E

union l’ensemble des nouvelles constantes) indécidable!

Dans la deuxiéme partie de cette thése, nous étudions le probléme du

filtrage équationnel en définissant des opérations élémentaires sur les

équations et les systémes d’équations 4 résoudre. Nous montrons comment les

principales opérations, définies dans le cas de l’unification par C.

Kirchner [Kirchner-85], peuvent s’exprimer par des régles d’inférence sim-

ples dont la traduction en un systéme de réécriture fourni directement un

algorithme de filtrage.

Cette étude algébrique nous permet de donner un algorithme dans le

cas du filtrage modulo l’axiome de distributivité et nous prouvons donc la

décidabilité du filtrage distributif, la décidabilité de l’unification dis-

étanttributive encore un probléme ouvert. Un algorithme pour .e filtrage

modulo l’axiome de commutativité droite est aussi donné.

Nous décrivons également des transformations d’équations de filtrage

qui simplifient non pas 1’équation elle-méme, mais la théorie dans laquelle

l’équation doit étre résolue. Dans le cas d’union de théories E UE nouswe

donnons des conditions suffisantes pour ramener le probléme de E,UE,~

filtrage d’un systéme d’équations au probleme de E,-filtrage (ou de Eo-

filtrage) d’un autre systéme d’équations.
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1. Algébres et théories équationnelles

1.1. Structure d’algébre

Soit F un ensemble dénombrable de symboles de fonction, et soit ar une

application de F dans N qui a chaque élément f de F associe un en*ier ar(f)

appelé arité de f. F est partitionné en une réunion d’ ensemble Fe

F,= (fF, ar(f) = i}

Les symboles de fonction d’arité 0 sont appelés constantes et notés a, 6b,

c.., et ceux d’arité non nulle sont désignés par les lettres f, g, h...

Définition 1.1 -- Une F-algébre est un couple Ma (Dy 5Fy) ou oO, est un

ensemble non vide appelé domaine de M, et F,, une famille d’opérations sur
M

oy indexées par l’ensemble des symboles de fonction de F. IL existe une

application de F dans Fa qui 4 f associe Fy Si ar(f)=k, fy est une appli-

cation de oN dans D.. On note Fy = {fy | f appartient a F}.
M

°

Exemple 1.1 -- Soit F = {|, &} un ensemble de symboles de fonction

binaire (d’arité égale a4 deux). Nous choisissons comme domaine ® = {0,1},

et comme opérations lp et &y définies comme suit :
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Ipl Ota &gl O | 2

aoih—]__— Sa)
o{o|f1 ololo

—|_ J oe
rafaifi plo].

Le couple (B, {lye &g)) est une F-algébre.

1.2. Opérations sur les algébres

Définition 1.2 -- Soit A=(D,,F,) et B= (Dh FQ) deux F-algébres. Un

homomorphis@e de fF-algébre (ou fF-homomorphisme) 4 de A dans B est une

application de D, dans Dp» telle que pour tout symbole de fonction f

d’arité n dans F et pour tout élément Byars, dans Dy on ait :

$045) 0+-45,)) © Fy l(3,)s + 16C8,))

Un homomorphisme d’une F-algébre dans elle méme est appelé endomorphisae.

si de plus il est bijectif, il est appelé automorphisae. Un hamomarphisme

bijectif est appelé isomorphisee.

0

Exesple 1.2 —- Soit la F-algébre sur (N, {+} ou N est l’ensemble des

entiers naturels et *N VPaddition dans N. F est donc l’ensemble qui con-

tient le symbole de fonction + d’arite 2. Soit (B+) la F-algébre de méme

domaine & que 1’exemple précédent, et +, définie par :
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+g! o|1

| |
well
ololi1

awl)
1jilfo

Considérons $ l’application de N dans B qui 4 un entier n fait ccrrespondre

0 sin est pair et L sinon. $ est un F-homomorphisme.

Définition 1.3 -- Sait M=(D, Fy) une F-algébre. Une F-algébre

N= (0. .F) est dite une sous-algébre de M si et seulement si D, est inclus

dans Dy et pour tout f de F, la restriction de f,, a Dy coincide avec fy:
M

Définition 1.4 -- Soit une famille de F-algébres M=(Dy Fy ) indexées

ii

par un ensemble I. La F-algébre produit M est la F-algébre

Cn Dy , TM)

ieI i

ou 7 est l’ensemble des opérations sur [1 Dy associées aux éléments de F.

iel i

Pour un élément f de F et pour (8)5++58,) un élément du produit ensembliste

des Dy » hous avons

i

M (5) s+. Fy (59)
n

tm Iw Algébre libre
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Définition 1.5 -- Soit K une classe quelconque de Fealgébres et X un

ensemble. Nous appelons F-algébre K-libre engendrée par X (ou sur X) toute

F-algébre M= (Dy) Fy) telle que:

1) MEK

2) Dy =X

3) pour toute F-algébre N=(D,5Fy) de K et toute application $5 de X = dans

Dis il existe un unique homomorphisme @ de M vers N qui prolonge $ SUT Dy.

G

Remarque 1.1 -- Si une algébre K-libre sur X existe, elle est unique 4

un isomorphisme prés, ce qui justifie le fait de parler de la F-algébre K-

libre engendrée par X.

Le théoréme suivant dO a Birkhoff caractérise les classes d’ algébres

pour lesquelles il existe une algébre libre.

Théoréme 1.1 -- [Birkhoff]-- Si K est une classe de F-~algébres stable

par produit (vide aussi) et sous-algébre, 1’algébre K-libre sur X existe

pour tout ensemble X.

Dans le cas particulier of K est la classe de toutes les F-algébres

pour F fixé, et of soit X (1’ensemble des variables) soit Fo l’ensemble des

constantes est non vide, alors la F-algébre libre engendrée par X existe

Elle est notée M(F,X).

Exemple 1.3 -~ Ce théoréme justifie donc l’existence des structures

K-libres engendrées par un ensemble X, appelées structures libres comme

groupe libre, monoide libre etc...

- 16 -

Remarque 1.2 -- L’algébre K-libre sur @ (unique 4 un isomorphisme

prés) est l’objet initial de la classe des algébres libres sur in ensemble

X, lorsqu’on fait varier X, ce qui justifie Jl’appellation d’alvyébre ini-

tiale. On le note G(F). Il correspond 4 l’objet libre sur un ensemble vide

de variables.

1.4. Les termes du premier ordre

Soient F un ensemble de symboles de fonction fixé, K la classe de

toutes les F-algébres. Soit X un ensemble d’éléments appelés variables et

natés par les lettres x,y,z... Nous supposons toujours que soit F soit X

est différent de l’ensemble vide. Alors le théoréme précédent nous assure

l’existence de 1l’algébre K-libre sur X. Nous la notons MC(F,X).

Lorsque X = 9, M(F,@) est l’algébre initiale notée G(F).

4.4.1. Termes: éléments de la F-algébre K-libre

Définition 1.6 -- Nous appelons termes du premier ordre ou cermes les

éléments de M(F,X).

Définition 1.7 -- Les éléments de l’algébre initiale sont appelés

terges clos ou termes fermés.
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Ces définitions des termes sont abstraites et ne permettent pas de le:

manipuler, nous allons donner dans le paragraphe suivant d’autres

définitions explicites.

1.4.2. Termes : Arbres étiquetés

Sait No lensemble des entiers strictement positifs ’ Nt le monoide

libre engendré et ¢ le mot vide et ”.” l’opération de concaténation.

Définition 1.8 -- Soit une application t de Nr dans FUX et

dom(t) san domaine de définition, c’est-d-dire l’ensemble des m appar-

tenant a N" tels que t(m) soit défini. Alors t est un arbre étiqueté sur

FUX si et seulement si

1) c est élément de dom(t)

2) dom(t) est clos par préfixe i.e.:; m appartient a dom(t) si m.m’ appar-

tient a4 dom(t).

3) pour tout m dans dom(t), m.i appartient 4 dom(t) si et seulement si i

est compris entre 1 et l’arité de t(m).

Exemple 1.4 -~ Soit F = {f, g, h, a} avec ar(f) = 2, ar(g) = ar(h) = 1

et ar(a) = 0 et V = {x,y}. L’application t définie sur

{e,1,2,11,21,22,221} par:

t(e)sf , t(l)sh , t(2)=f , t(ll)sy , t(21)=a , t(22)=h , t(221)=x

est un arbre que l’on représentera graphiquement ainsi:

~ 18 -

Leeme 1.1 -- L’ensemble A des arbres sur F U X est une F-alcébre, et

ceci est réalisé en définissant pour tout f d’arité n dans F, 1’ opération

F, de A" dans A:

Fy Fi ty tort, — arbre F(t) tort.)

Par abus de langage, le symbole de fonction f est confondu avec

l’opération sur FUX Fy associée .

Proposition 1.1 -- La F-algébre A du lemme précédent est K-libre sur

Comme toutes les F-algébres K-libres sont isomorphes, M(F,X) et A

l'ensemble des arbres sur FUX le sont également. Terme et Arbre correspon-

dent donc 4 la méme notion, nous parlons donc indifféremment des deux

notions.

Exemple 1.5 -- L’arbre de l’exemple précédent correspond au terme

F(hly), fla, h(x))).

a, x, f(x,y) sont des exemples de termes. a, 6, f(a,b) sont des exemples de

termes clos éléments de G(F).
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Ie i> 5 fur + Terme : Définition inductive

I] est possible de construire l’ensemble des termes d’une facgon induc-

tive, cela permet de prouver dans M(F,X) des propriétés par induction sur

la structure des termes,

Fe désigne l’ensemble des symboles de fonction d’arité k.

un l’opération associée au symbole f sur les arbres.

X l’ensemble des variables.

Soit MCF SX) la famille de parties définies par:

~~ Mg(F,X) = X U fa, | a appartient & Fig

a- MOF OX) = MCF LX) U {fy(tyseserty) tel que f appartient a F, et

t .,t, appartiennent 4 MCF AX) }vr’

Lemme 1.2 -- M(F,X) est la réunion pour tous les n positifs ou nuls

des M(F,X).

Ce résultat montre le lien existant entre le raisonnement par

récurrence structurelle et par récurrence sur les entiers. Une propriété de

la forme "Pour tout t dans M(F,X), P(t)” peut étre prouvée par récurrence

sur la structure de t.

1.4.4. Qpérations sur les termes

Notation -- L’ensemble des occurrences d’un terme t est le domaine de

arbre t, on le note O(t), c'est 1’ensemble des noeuds de l’arbre désignés

~ 20

par des mots de Nr. e est le mot vide et ”.” est l’opération dz concatena-

tion. Le mot m.i (ou tout simplement mi) désigne le i-éme fils du noeud m.

a(t) est l’ensemble des occurrences non variables de t .

Un terme est fini si son domaine l’est.

Exemple 1.6 -- Soit le terme M = f(g(x),a) oU x est une variable et a

est une constante.

O(M} = {e,1,2,11}

O(M) = {e,1,2}

Définition 1.9 —— L’ensemble des variables d’un terme t, noté V(t) est

lvensemble des variables ayant une occurrence dans t, inductivement il est

défini par :

~~ V(x) = {x} si x € X

-- V(f(t,,t,,-.,t_)) = U V(t.)

: 4 1Sisn +

Définition 1.10 ~- La taille d’un terme t, notée |t] est le cardinal

de ort), c’est donc le nombre des symboles non-variables dans t, il peut

étre défini inductivement par :

" OQ-- si t est une variable alors |t|

-- Sit = f(t),...,t,) alors jt} = 14+ 2 t,].

Exemple 1.7 -- Soit t = f(x,f(a,b)), [t] = 4, V(t) = {x}. Les éléments



-21-

de G(t) sont les éléments tels que V(t) = a.

Définition 1.11 -- Soit t un terme et m un élément de O(t). Le sous

terme de t a4 Jl’accurrence m, noté est Jl’arbre t’ défini parCl

t'(m’ )=t(m.m’) pour tout m’ appartenant a Ni.

ct) = t
Je

Pty rest sm = “ale

0

Définition 1.12 -- Nous notons t[t'l, le terme t dans lequel le

sous-terme & l’occurrence m a été remplacé par t’. Nous avons ;

ttt") = t’

Fety reeset), ft] 7 Flty,--,(t,) [t7],..,t))

t[u] : u est un sous-terme de t

0

Définition 1.13 -- Pour tout terme u, tu) est l’ ensemble des

occurrences de u dans t, noté O(u,t). Si u n’est pas un sous-terme de t,

Q(u,t) = @. Le cardinal de O(u,t) est noté #(u,t), c’est le nombre

d’occurrences de u dans t.

Définition 1.14 -~ Un terme t est dit linéaire si toute variable a av

plus une occurrence dans t, c’est-a-dire si

VxeV, A(x,t) $1.

~ 22 -

In f\n Endomorphismes de M(F,X)

Définition 1.15 -- Une substitution o est une application je X dans

M(F,X) telle que o(x) = x sauf sur un sous-ensemble fini appelé domaine de

a et noté D(a). Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, a(x) est notée 3x.

D(a) = {x | ox # x}

I(c) est l’ensemble des variables introduites défini par :

I(@) = U

x€D(a)

Vox)

Le caractére libre de la F-algébre M(F,X), nous permet de srolonger o

de fagon unique en un endomorphisme de M(F,X). Il vérifie donc pour tout f

de M(F,X) :d@arité k de F, pour tout t eyt
vrrk

oF{ty yet d= Flot, ,+++,0t)).
k

Notation -~ Les substitutions sont notées par les lettres a,f,&... et

représentées par leurs graphes notés:

{(x*-ox)} pour x dans le domaine de ca.

Définition 1.16 -- La composition des substitutions est la composition

classique des applications :
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Vx eX (op)x = o(px)

°

Définition 1.17 -- Pour toute substitution go et pour tout sous-

ensemble U de X, la restriction deo aU notée Fy est la substitution

définie par :

ayy) = o(x) six € U

= x sinon

©

Définition 1.18 -—~ Soient M et N deux termes. On apelle probléme de

filtrage de M vers N, le probléme qui consiste 4 trouver toutes les substi-

tutions o telles que oM = N. L’unification de M et N est le probléme de

trouver toutes les substitutions ao telles que oM = oN.

On note Subs 1’ensemble de toutes les substitutions.

1.6. Préordre de Filtrage

La composition des substitutions induit un préordre sur 1’ ensemble

~ Subs.

Définition 1.19 -—- Nous dirons que o est inférieur 4p, ce qu’on note

o Sp si et seulement s’il existe 1 tel que no = p.
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la relation d’équivalence = associée 4 ce préordre est 1’égalité des

substitutions 4 une permutation prés. o =p ssi a Sp et p iia.

Les substitutions induisent aussi un ordre dit de fitrage sur les

termes.

Définition 1.20 -- M est dit inférieur 4 N si et seulement s’il existe

a tel que oM = N. On dit aussi que N est une instance de M, ou que M filtre

Nou qu’il existe un filtre de M vers N.

Unifier ty et ty c’est chercher les instances communes de deux termes

ty et t,

Oo

Les deux termes M et N sont unifiables si et seulement s’il existe une

substitution o telle que oM = oN.

Nous dirons que o est un filtre (resp. unificateur ) principal si et

seulement si o est inférieur a toutes les substitutions p t2lle que pM = N

(resp. pM = pN). On peut voir que les unificateurs principaux sont uniques

a une permutation des variables prés, c’est-d-dire modulo =.

L’algorithme de filtrage est simple et peut étre donné par une

procédure recursive [Huet76].

Pour le cas de l’unification le probléme est moins facile. Depuis les

travaux de Herbrand [Herbrand] en 1930, 1’étude de l’unification a donné

lieu 4 de nombreux travaux. Robinson [Robinson-71] est le premier 4 donner

un algorithme d’unification. Mais il a été trés vite l’objet de critique 4

cause de la complexité exponentielle de son algorithme sur la structure de
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terme [Huet-76, Baxter-73, Martel li-Montanari-82 »Corbin-Bidoit-83]. Des

études expérimentales [Hullot80] ont montré la superiorité en pratique de

l’algorithme de Martelli et Montanari pour une structure particuliére des

termes. C’est la généralisation de cet algorithme que C. Kirchner a étudié

pour construire des algorithmes d’unification dans les théories

équationnelles.

~ 26 -

2. Variétés et Théories équationnelles

2.1, Variétés équationnelles

2.2. Congruence

2.3. Théorie équationnelle

2.4, Théoréme de complétude

2.5. Algébre initiale de la théorie

2.6 E-filtrage et E-unification
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2. Variétés et théories équationnelles

2.1, Variétés équationnelles

Définition 2.1 -- Une équation est une paire de termes {t),tp} notée

th = ty. Les équations peuvent étre considérées comme une expression dans

une algébre particuliére, avec ”=” comme symbole de fonction.

Exemple 2.1 -- F={.},

XY = eX

est une équation.

Définition 2.2 -- On dit q’une F-algébre Me (Dy »F iy) valide 1’ équation

(ty = t)) ou que M est un modéle de bist, si et seulement si pour tout

homomorphisme ¢ de M(F,X) dans Dy o(t) = o(ty). On dit aussi que

1’ équation (ty = ty) est valide dans M et on le note

Me (t)=t,).

Rappelons qu’un homomorphisme de 1’algébre des termes M(F,X) dans

l’algébre M est complétement déterminé par sa restriction % sur 1’ ensemble

des variables X. Comme de plus, nous ne nous intéressons qu’aux variables
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é tee To geeeyt? d D :de t et to, il suffit de se donner $y sur V(ty) U V(to). eleneat ey tit preeee g GANs by

cr tl e1 poo tet > F(tyseeest hy) S PCE? geet?)

Exemple 2.2 -- L’agébre (B,{],.&4}) de l’exemple 1.1 valide 1’ équation |

x | x= x Définition 2.5 -- Soit M=(DysFy) une F-algébre et = une congruence sur

v M. L’algébre quotient de M par = est le couple M=(D,/=,F /=) ot D,/= est

Vvensemble quotient de Dy par =, et F/= est l’ensemble des opérations

Définition 2.3 -- Une variété équationnelle de F-algébre est une induites dans le quotient.

classe de F-algébres H pour laquelle il existe un ensemble d’équations A

tel que H soit la classe de toutes les algébres validant les équations de

Définition 2.6 -- Soit A un ensemble d’équations. La plus petiteA. H est aussi appelée la classe des modéles de A et est notée MCA).

congruence sur M(F,V) contenant toutes les paires {o(t,), a(ty)}, ou

(ty = t,) est une équation quelconque de A et o une substitution, est

Sn sait (Birkhoff) que, pour tout X, la F-algébre M(A)-libre engendrée appelée A-égalité ou congruence engendrée par A ou égalité modulo A et est

par X existe, dés que M(A) est une variété.
notée =|. Deux termes tels que tA t, sont dit A-égaux.

1 “A "2

Le probléme qui consiste 4 décider si une équation (t t,) est
1 > *2

valide dans toute F-algébre de M(A) est appelé probléme du wot pour la F- Une maniére équivalente de définir 1’égalité modulo A est de définir

algébre M(A)-libre. Le probléme de la validité dans M(A) revient a
=, comme la fermeture réflexive symétrique et transitive de la relation

caractériser les formules de la théorie équationnelle de A c’est-a-dire les I-l, appelée remplacement en une étape et définie pour M et N deux termes

équations valides dans toutes les algébres de M(A). par: M I-\, Nsiet seulement s’il existe Isr équation dans A, une

occurrence u dans O(M)MO(M) et une substitution o telle cue My path) et2.2. Congruence

Nera ou Mh yrete et Rigen

2.3. Théorie équationnelle

Définition 2.4 -- Soit M= (DF) une F-algébre. Une = relation

d’équivalence = sur Dy est une F-congruence (ou congruence) sur M si et

seulement si pour tout symbole de fonction f de F d’arité n et pour tout
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Définition 2.7 -- On appelle théorie équationnelle engendrée par A

l’algébre quotient MN’ = (MCFX)/=,,F), on dit aussi théorie équationnelle

presentée par A ou tout simplement théorie équationnelle A. A est alors une

présentation de M’. Lorsque A = g on parle de théorie équationnelle vide

qui correspond & M(F,X).

Dans toute la suite de ce travail, on suppose que les congruences 4

considérer sont les égalités engendrées par un nombre fini d’équations,

appelées aussi axiones. Le théoréme de Birkhoff assure l’existence de

l’algébre libre sous ces hypothéses. Ainsi nous parlerons de groupe libre. |

Mais la théorie des corps n’est pas spécifiable par un ensemble fini

d’équations, de plus elle n’est pas fermée par produit (voir theoréme 1.)

de Birkhoff). 11 n’existe donc pas de corps libre. Henkin [Henkin-84]

Donne aussi une théorie des entiers naturels qui n’est pas finiment

spécifiable.

Nous supposons aussi qu’aucune présentation de la théorie ne contient un

axiome de la forme x = y avec x et y€X. Cela évitera a la théorie

équationnelle d’étre réduite 4 un seul élément (on parle d’ inconsistance).

Ainsi nous parlerans de théorie équationnelle associative commutative

c’est-d-dire de la théorie équationnelle engendrée par 1’ensemble des

axiomes suivant :

A = {associativité, commutativité}

I
ou l’axiome d’associativité est x.(y.z) = (x.y).z et celui de commutativite |

est x.y = y.x.

x, y et z étant des variables dans X et ".” un élément de F.
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Définition 2.8 ~~ Une théorie équationnelle A est dite réguliére si et

seulement si il existe une représentation de A dont tous les exiomes tyst,

satisfont V(t, J=V(t5)5 elle est dite finie si et seulement si les classes

@équivalences modulo contiennent un ensemble fini d’éléments, et elle
=A

est dite potente si et seulement si il existe une représentation de A qui

contient un axiome du type x=t ou x € X et t ¢ X. Une théorie est dite per-

gutative si et seulement si pour A une présentation, pour tous les axiomes

lst de A et pour tous les termes (ou variables) t, on a #(t,1) = #(t,r).

Exeaple 2.3 -- La théarie distributive est finie la démonstration se

trouve dans [Szabo-82]}. La théorie réduite & Jl’axiome d’idempotence est

potente. La théorie commutative est permutative. La théorie constituée

d’un ensemble fini de symbole associatif-commutatif est permutative. les

théories permutatives sont finies [Burckert-Herold-86]. La théorie réduite

au seul axiome f(x,y)=x n’est pas reguliére.

2.4. Théoréme de Complétude

L’algébre quotient de M(F,X) par =, est l]’algébre M(A)-libre sur X, le
A

raisonnement équationnel est suffisant pour décider ]’égalité dans une

théorie équationnelle comme le montre le théoréme suivant de Birkhoff.

Théoréme 2.1 -- [Birkhoff]-- Etant donné un ensemble d’équations A,

une équation (ty = ty) est valide dans la variété M(A} si et seulement si



-32-

M(A) & (ty = ty) et t
1 “A °2

Ce théoréme est le fondement de la logique équationnelle. il permet

de ramener un probleme sémantique de validité d’une équation dans une

5

variété équationnelle M(A), a un probléme purement syntaxique de A~égalité.

2.5. Algébre initiale de la théorie

L’algébre quotient de G(F)} (qui est rappelons-le M(F,@)) par =, est

Vvobjet initial de la catégorie M(A) [Goguen Thatcher Wagner], il est

appelé algébre initiale de la théorie et noté G(F,A).

En appliquant la définition de validité 1.22 nous obtenons :

Définition 2.9 -- Une équation est valide dans Jl’algébre initiale

G(F,A) si et seulement si pour toute substitution o close (i.e XG), nous

avons o(t) =p a(t’).

Sauf pour le probléme d’égalité des termes clos, le raisonnement

équationnel n’est pas complet pour le probléme des mots dans 1’algébre ini-

tiale en général, car il est possible d’avoir deux termes contenant des

variables et non égaux modulo E, mais tels que toute substitution close les

rende E-égaux. D’autres régles d’inférence, comme la reccurrence struc-

turelle, sont alors nécessaires [Goguen-80,Huet-Hullot-82,Remy~92,Paul-

= Ba -

84,Kirchner-85b, Jouannaud-Kounalis-86]... Par exemple 1’équation

rev(rev(x)) = x

he peut pas 6tre prouvée dans la spécification suivante:

null + x = x

(x.y) +42

rev(null)

rev(x.y) = rev(y) + (x.null)

LA preuve ne peut pas se faire uniquement par remplacement c\’égaux par des

égaux, mais elle nécessite un raisonnement par reccurrence.

2.6. E-filtrage et E-unification

La E-égalité peut étre étendue pour les substitutions.

Définition 2.10 -- Nous disons que deux substitutions « et p sant E-

égales sur un sous~ensemble V de X et nous notons o =e P [Vv] si et seule-

ment si pour tout x € V ox =p PX.

Définition 2.11 -- o est dites inférieure 4 p sur V dans la théorie E

ce qu’on note o = p [V) si et seulement s’il existe une substitution 17

telle que no =P [v].

Définition 2.12 -- a =P (V] ssi a S- p [V] et p S o [v].

Définition 727.13 -- o est un E-filtre du terme M vers le terme N ssi

oM =p N. o est aussi appelé filtre de M vers N dans la théorie E.
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L’ensemble des E-filtres de M vers N est noté {MeN}...

{MaN} = {a / oM =e N}

Nous avons un préordre dit de €-filtrage sur les termes et noté aussi

S.: M s N ssi il existe o telle que oM =p N.

Définition 2.14 -- Deux termes M et N sont dits E-unifiables ssi il |

existe une substitution o telle que oM =F oN. o est dit E-unificateur de 4

et N, ou unificateur dans la théorie E. L’ensemble des E-unificateurs de H

et N est noté {M==N}_.

{M==N}_ = {o / of =p oN}

Les filtres ne sont pas des unificateurs particuliers, 1’ exemple clas-

sique est que x et f(x) sont filtrables, sans qu’ils ne soient unifiables.

Mais si N ne contient pas de variable ou si V(N) et V(M) sont disjaints,

Lunification et le filtrage de M et N sont équivalents.

Contrairement au cas ou E = g, l’ensemble des filtres (resp. des uni-

ficateurs) principaux n’est plus réduit 4 un seul élément, il peut méme

étre infini. Pire encore, pour certaines théories le probléme de

l’unification est indécidable comme par exemple la théorie Associative-

Distributive (AD) [Szabo82] [Arborg85]. Pour les théories semi-décidables

E, {M==N} est récursivement énumérable car l’ensemble de toutes les sub-

stitutions est lui-méme énumérable. Plotkin [Plotkin-72] a défini un ensen-

ble générateur de l’ensemble de tous les unificateurs de M et N, appelé
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ensemble complet de E-unificateurs et naté C{M==N},. Cet ensemble permet

d’engendrer tous les E-unificateurs par instantiation:

Vae {MesN}., Vp € Subs, pa € {M==N}

Un ensemble d’unificateurs C{M==N} est générateur si

Vo € {MeN}, dp € c{M==N}. /p So

Cet ensemble est une base s’il vérifie la condition de minimalité:

Vo et p € c{M==N} Se p implique o = p
en

Plus précisement nous avons la définition suivante:

Définition 2.15 -- Soient M et N deux termes, V = V(M)UV(N) et Wun

ensemble fini de variables contenant V. Un ensemble complet de E-

unificateurs de M et N en dehors de W, noté c{M==N}_, est un ensemble de

substitutions vérifiant:

LVaGeE c{M==N}_, D(o) © VY et Ifa) N Wz

2) c{Ms=N}, € {M==N},

3) Va € {M==N}_, dp € c{M==N}, / p So [v]

Nous dirons que c{Ma=N}, est minimal, et on le note uetMssN}_., si de plus

4)Vaetpe c{M==N},, oS, p implique o = p

La condition 1) est une condition technique qui permet d’éviter les

conflits entre les variables des termes M et N et les variables introduites
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par a. ta condition 2) traduit la cohérence et la condition 3) la

complétude. La condition 4) décrit 1’indépendance des unificateurs.

De la méme maniére on définit un ensemble complet de E-filtres.

Définition 2.16 -- Soient M et N deux termes, V = V(M) et W un ensem-

ble fini de variables contenant V. Un ensemble complet de E-filtres de M

vers N en dehors de W, noté c{MeN},» est un ensemble de substitutions

vérifiant:

1 Vae ciMeN}., D(o) SV et Ila} M (W-V(N)) = 9

2) c{MaN}, S {aN}.

3)VoeE {MeN}, 5 dpe c{MeN} /p s, o [Vv]

Nous dirons que c{M«N} est minimal , et on l’écrit pe{MaN},, si de plus

4) V¥oet pe c{MaN} a a p implique o = p

> Notons que l’ensemble minimal de E-unificateurs (rep. £-filtres)

n’existe pas toujours [Fages-Huet-83a]. L’exemple donné par Fages et

Huet n’est pas évident, il montre que la minimalité 4) peut étre

incompatible avec la complétude 3), 4 cause de chaines infinies non

bornées d’unificateurs de plus en plus généraux. Mais si un ensemble

minimal existe, il est unique modulo = (unicité de la base),

> L’ensemble complet de E-unificateurs (resp. E-filtres) existe toujours

(lorsque l’unification est décidable bien sir), il suffit de

considérer tous les unificateurs (resp. filtres) satisfaisants 1),

oS &

puisque W est fini et VY infini dénombrable.

Contrairement @ ce qu’on pourrait croire, le filtrace n’est pas un cas

particulier de l’unification, pour une équation de filtrage MeeN dans

une théorie £, il ne suffit pas de renomer les varicbles de N par des

nouvelles constantes, et appliquer un algorithme c’f£-unification, en

effet, Burckert [Burckert86] a montré qu’en ajoutent des nouvelles

constantes a la théorie E, la E-unification peut devenir indécidable.

L’ensemble complet de E-unificateurs (resp. E-filtres) peut nme pas

étre fini, par exemple [Plotn 72] l’ensemble des solutions de

1’ équation atx = X+a losque + est associative est

{x*-a,x-ata,xt-arata,...}. Il est infini et tous ses éléments sont

incomparables. Pour le cas du filtrage, un exemple est construit par

F. Fages [Fages-83] od 1l’ensemble minimal de E-filtres est infini,

donc l’ensemble complet est lui m@me infini.

Quand il existe un ensemble complet d’unificateurs (resp. de filtres)

fini, il existe toujours un ensemble minimal, obtenu en éliminant les

éléments redondants.

Filtrage et unification ne se comportent pas de la méme maniére dans

les théories réquliéres (théories définies par des équations ty 4 t,

telles que v(t) = V(t,)). Dans de telles théories, alors que pour le

Filtrage, tout ensemble complet de E-filtres distincts (modulo =p) est

minimal, pour l’unification Fages [Fages83] a montré qu’il peut exis-

ter des termes E-unifiables qui n’admettent pas d’ensemble complet de

E-unificateurs minimal.
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> Burckert [Burckert-86] a étudié les relations qui peuvent exister

entre la E-unification et le E-filtrage en utilisant une notion plus

générale que le filtrage appelée E-unification restreinte, qui est

unification sur un ensemble fixé de variables. Il a montré que dans

le cas des théories non potentes, 1’ensemble minimal des unificateurs

restreints est aussi un ensemble minimal d’unificateurs.

> Remarquons qu’il existe des procédures d’unification qui énumérent

l'ensemble de tous les unificateurs, des procédures qui énumérent un

ensemble complet d’unificateurs et des procédures qui énumérent un

ensemble complet et minimal de solutions. Ces derniéres procédures

sont appelées des procédures d’ unification minisales,

L’état de l’art en 85 sur l’unification équationnelle se trouve dans

[Kirchner85}. Il s’agit, en fait, d’un domaine de recherche en pleine

expansion.

Nous revenons au probléme du filtrage équationnel dans le Partie II de

cette thése of nous présentons une méthode similaire 4 la méthode utilisée

dans [Kirchner85] pour construire des algorithmes de filtrage.

3. Systéwes de réécriture

3.1. Intreduction

3.2. Notions de Base

- 39 -



SSS
- 40 -

3. Systémes de réécriture

IM i Introduction

Nous avons vu que le théoréme de Birkhoff est un résultat fondamental

puisqu’il raméne un probléme sémantique (la validité d’ure équation dans

une variété équationnelle : probléme du mot) a un probléme purement syntax-

ique de A-égalité (sy). Par exemple pour décider de la validité de

léquation O+x=x dans la variété d’algébres définie par les trois équations

suivantes :

x40 = x

x+(-x) = 0

(xey)4z = x+(y4z)

I] suffit d’avoir l+x yA

Bien que ce résultat donne une solution mathématique pour le probléme

du mot, il n’est pas suffisant pour une solution informatique implantable

sur machine. En effet, le raisonnement équationnel (=_) utilisé par le

mathématicien, c’est-a-dire le remplacement d’égaux par égaux, n’est pas

utilisable en machine 4 cause des nombreux retours en arriére nécessaires,

ce qui peut engendrer des boucles incontrélables et de ce fait rendre la

méthode inefficace.

la réécriture est une approche développée pour éviter cet
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inconvénient. I1 s’agit d’orienter les équations, c’est-a-dire de ne les

utiliser que dans un seul sens. Un sens d’orientation des équations de

l’exemple est le suivant:

xt0 7 x

x+(-x) 7 0

(x+y )4+z > x#(y4z)

Les équations ainsi orientées sont appelées régles de rééeriture.

Réécrire un terme t consiste a choisir un sous-terme t’ de t et une régle

de réécriture gd tel que o(g)=t’ (i.e. g filtre t’ au bien t’ est une

instance de g) puis 4 remplacer t’ dans t par l’ instance correspondante

dans d (ad). Ainsi (x+y)+(-y) > x+(y+(-y)) 7 x40 7 x, en utilisant dans

J’ordre la troisiéme, la deuxiéme et la premiére régle . Un terme qui ne

peut étre réécrit par aucune régle de réécriture du systéme est dit

irréductible ou en forme normale.

Du fait de la réstriction de l’utilisation des équations dans un seul

sens, le systéme de réécriture n’a plus la méme puissance de démonstration

que l’ensemble des équations E. La procédure de complétion de Knuth-Bendix

est une méthode qui a partir d’un ensemble d’équations E, donne, si elle

termine, un systéme de réécriture qui a la méme puissance sur les termes

que l’ensemble d’équations E; ce qui permet de décider de la A-égalité a

Laide de la réécriture uniquement, a condition d’avoir la propriété de

terminaison (qui implique l’existence d’une forme normale).

L’unicité de la forme normale est forcée dans l’algorithme de Knuth-

Bendix par l’adjonction des 2 formes normales différentes, si elles

existent, comme nouvelle équation a orienter. Cela nous assure la propriété
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appelée confluence.

Un systéme qui termine et a la proprieté de confluonce est appelé

systéme convergent et donne une procédure de décision pour le probléme du

mot en comparant les forme normales des deux termes de 1’éuation a tester.

Par exemple le systéme précédent de trois régles esi: complété par la

procédure de Knuth-Bendix en le systéme convergent suivant

-(0) 70

O+x > x

x+07 x

-(-(y)) 7 y
-(x) +x 70

y+-(y) 7? 0

-(x) + (x ty) Py

x + (-(x) + y) > y

(x+y) +27 x + (y +z)

-(x + y) > -Cy) + -(x)

Dans certains cas, il n’est pas possible d’orienter une équation de A

sans perdre la propriété de terminaison, comme par exemple pour le cas de

l’équation de commutativité x+y=y+x oG il existe toujours une chaine

infinie pour la relation 7 qui est x+ty+y4+x7x+y... Coest le cas aussi

des axiomes d’associativité et de commutativité x+(y+z) — (y+z)4+x >

yt(z+x} > 20,

Pour résoudre ce probléme une idée est alors de diviser 1’ensemble des

axiomes A en deux ensembles R et £, et de considérer la réécriture des

classes qui est alors la composition des trois relations (=.)()=,),

c’est ce qu’on appelle la réécriture équationnelle. La réécriture clas-

sique devient alors un cas particulier de la réécriture équationnelle,

c’est le cas ot l’ensemble des équations E est vide.
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En fait, il est nécessaire de montrer que la réécriture de n’ importe

quel terme de la classe ne dépend pas du terme choisi dans cette classe, |

comme cela se fait quand on calcule sur les classes d’équivalence. Aprés

|

plusieurs tentatives d’élaboration de nouveaux concepts abstraits permet-

tant la manipulation conjointe de régles et d’équations [Sethi-74,Huet-

81 ,Peterson-Stickel-81, Jouaaud-83], J-P. Jouannaud et H, Kirchner

[Jouannaud-Kirchner-84] ont mis en évidence le Concept de cohérence qui a

permis de faire un paralléle entre la réécriture équationnelle et la

réécriture standard. Ils ont aussi donné un cadre général permettant

d’englober différentes méthodes de réécriture équationnelle. Nous

présentons au chapitre suivant une méthode de réécriture manipulant des

régles et des équations, différente de la réécriture équationnelle.

Nous avons choisi d’utiliser un formalisme proche de celui de Claude

et Wéléne Kirchner [Kirchner-85,Kirchner-85ba], qui généralise celui de

Jouannaud [Jouannaud-83] par ce qu’il permet d’englober les différentes

définitions et de faire la synthése des travaux existants dans ce domaine.

3.2. Notions de base

Nous avons déjé défini les notions de filtrage et d’unification

(paragraphe 2.6). Nous utilisons ici un autre formalisme: on définit le

Filtrage et Jl’unification comme des applications U (unification
E

particuliére) et Fe (filtrage particulier) qui 4 un couple de termes font

correspondre un ensemble, éventuellement vide, de substitutions. L’intérét

de ce point de vue est de permettre ensuite de faire varier la méthode de
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filtrage ou d’unification en fonction des termes considérés et de regrouper

les différentes méthodes de réécriture dans le méme formalisme.

Rappelons que M(F,X) est l’algébre des termes et Subs est 1’ ensemble

des substitutions.

Définition 3.1 -- Soient M et N des termes de M(F,X). Une opération

de filtrage est une application notée F. de M(F,X)xM(F,X} dans P{Subs).
E

FE (M,N) est par exemple l’unique substitution o telle que oM = N, dans

te cas F, est le filtrage dans la théorie vide et Fe(MN=fiten} Un autre

exemple pour Fee

{Man} (def.2.13), elle est naturellement notée {«},-

l’application qui aux termes M et N fait correspondre

Il est possible de considérer d’autres types de filtrage moins intui-

tifs comme par exemple F_CM,N) lapplication définie comme étant {<}, si M

est linéaire et {«}, sinon.

Définition 3.2 -- Une équation orientée st telle que V(t) © V(s) est

appelée régle de réécriture.

Définition 3.3 -- Soit A une théorie et soient E et 2 deux ensembles

d’équations tels que A=EUR. les équations g=d de R sont orientées en régles

de réécriture g?d. La relation de réécriture >, associse a l’opération
RE

de filtrage Fe et a R est définie comme suit: s> gt si et seulement si
R

1) il existe une régle g7d de R et une occurrence u de s telles que o

€ Fe (as), et,
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2) t= sled] Une paire de termes (ty ,ty) est dite:

i notée
O°

{ R/E-conf luente ty berets il existe t tel que
A chaque type de filtrage correspond un type de réécriture. i ¥ z

t.—, ot, et. 't-,.,£
i 1 R/E 2 R/E

e Remarquons tout de suite que lorsque que nous considérons Featch, avec

} RE-confluente modulo £ tHe, il existe ty’ et t’2 tels que
= = i é > > tE=@ (et donc Feet«}), la relation de réécriture Ra notée R est ; nfl ot That aE 40

| 1 R/E 1 2 R/E 2
la suivante: s>,t si et seulement s’il existe une régle gd de R

R 
et t’ls,t?2

telle que s=ulog] et tsufod]. i

° La réécriture de Peterson et Stickel notée a E est associée a {<},. }
y

a > ition =~ = .. 
k

Notation Nous notons R/E la composition ERS

Nous avons

< : €
R RE R,E R/E | ‘

Définition 3.4 -- Un terme t est dit RE-irréductible s’il n’existe

aucun terme u tel que tppue Un terme u est une RE-forme normale de t si

toaeu et u est RE-irréductible.

La relation Re est noethérienne modulo E si et seulement si — est —
R/E

noethérienne.
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La relation pe est dite:

Church Rosser modulo £ pour tous termes t, t
1 2

t=,t, > t We,

Confluente modulo £ pour tous termes t t, t
1 °2

cty > t We,
¥*

tart, et t7,

Coherente modulo EF pour tous termes t uh ty

#
~ patpt; et t=,t, = t We, >

‘ 5 , > , Yil existe ty tel que t, Reto et t Ht,

compatible avec le préodre te< t? et t est R&-irréductible en t >

=<" associée a Fe t’ est RE-irréductible en t’l

’ ,sur t et t et t’l ter o(t,).

compatible au sommet tect et t est RE-irréductible en t
1

avec le préordre a l’occurrence ¢ >

=<" associé a Fi t’ est RE-irréductible en t’l

, ,sur t et et t’l ter att, ).

Nous avons le résultat fondamental suivant:

+

Théoréme 3.1 ~-[Jouannaud-Kirchner-86]-- (Théoréme de Church-Rosser

modulo)

Si aE est noethérienne, les propriétés suivantes sont équivalentes:
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(1) >). est de Church-Rosser modulo £
RE

(2) RE est confluente modulo E et cohérente modulo £

(3) pour tous termes t et t’, ts,t? si et seulement si thap=pt’ bor.

De la méme maniére que le filtrage nous définissons 1l’unification

comme une application Up

Définitian 3.5 -- Soient M et N deux termes de M(F,X). Une opération

de d’unification UE est une application de M(F,X)xM(F,X) dans P(subs).

Oo

Ue (M,N) est par exemple l’unique unificateur ao tel que oMzoN, o est dans ce

cas l’unificateur principal dans la théorie vide.

A toute notion d’unification il est associé une notion de paires cri-

tiques que nous définissons ici:

Définition 3.6 —— Un terme t non réduit a une variable se Up-superpose

sur un terme t’ & une occurrence u de O(t’) avec un ensemble complet T de

superpositions si et seulement si T = Up(t,t? |).

Exemple 3.1 -- Soit les deux termes t=f(x,a) et t’=g(f(b,y),b). t se

U-superpose 4 l’occurrence 1 T={x*-b, ya}.

Définition 3.7 -- Etant données deux régles g>d et lr telles que

V(g) et V(1) soient disjoints, et que 1 se superpose sur g é 1’ occurrence

u avec l’ensemble complet de superpositions T, alors 1’ ensemble
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{(p,q) | p=t(d), ger(glut-r]) pour tout + dans T}

est un ensemble complet de paires critiques de la régle ir dans la régle

g7?d @ 1l’occurrence u. A chaque superposition + de T est associé le terme

superposé 1(qg).

® On retrouve la définition de paires critique définie par Knuth et Ben-

dix en prenant Ue = ue

° On retrouve la notion de £-pair critique définie par Peterson et

Stickel en prenant Up l’ensemble complet des E-unificateurs de tous

les termes.

Dans ce formalisme le théoréme de décidabilité de la propriété de Church-

Rosser s’énonce ainsi:

Théoréme 3.2 ~- Soit R un ensemble de régles E-noethérien, et £ une

théorie telle que Ue existe et que les classes d’équivalence modulo =
E

soient finies. Supposons que me soit la réunion d’un nombre fini n de

relations de réécriture équationnelles 7R E telles que

° pour tout i € [1..k],7, est compatible sur M(F,X)xM(F,X) avec
if

Vordre associé = qui est conservé sur les sous-termes,

e pour tout i € {k+l..n], “py ¢ est compatible au sommet avec 1’ordre
i

associé =<* sur M(F,X)xM(F,X).

Alors RE est Church-Rosser modulo E si et seulement si

pee ee
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> toutes les paires critiques de confluence sont R/E-confluzntes modulo

E

> toutes les paires critiques de cohérence (p,q) obtenues par superposi-

tion d’une régle dans un axiome sont telles qu’il existe p’ tel que p

RE p’ et (p’,q) soit R/E-confluente.

> toutes les paires critiques de cohérence (p,q) obtenues par superposi-

k

tion d’un axiome dans une régle de U Re sont telles qu’il existe q’

isl

tel que q RE q’ et (p,q’) soit R/E-confluente.

J-P. Jouannaud et H. Kirchner ont donné une procédure de complétion

équationnelle lorsque U_ existe, elle prend en argument un ensemble P de
£

paires de termes, un ensemble R de régles de réécriture, un ensemble con-

stant d’axiomes E— et un ordre compatible avec la structure de F-algébre tel

que l’équivalence associée contiennent =_ et tel que l’ordre strict associé
E

soit noethérien, Lorsque U_ existe et lorsque E est une théorie finie et
E

que le préordre de E-filtrage est nothérien, i =Rook est Church-alors

Rosser modulo E, Rw étant le systéme engendré par la procédure.

Le systéme REVE 3 [Kirchner-Kirchner-85r] est une réalisation de cette

méthode dans les trois cas de E égal a la théorie vide, associatif-

commutatif ou commutatif. Quatre types de réécritures sont implantés:



Knuth-Bendix

E=@9

R toutes les régles

>

Fee {«lo filtrage

dans la théorie vide

Huet

E#s

R: régles linéaires gauche

>

Peterson et Stickel

E: axiomes linéaires

R: régles

>

R,E

Fee {<}, filtrage dans

la théorie E

Jouannaud

E non-vide quelconque

Rl: régles linéaires gauche

Rn: régles non-linéaires gauche

~

R1URn,E

Fe est {«}o si la régle

est linéaire et {«}, sinon.
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5 Fup t

ssi stt

5 =cup t

. * *

ssi sp Wee R

S Eup ¢
. +* = *

ssi sp 5 UF RE

s EUR t

is-* =
$52 Spurn, E UE Y

*

RiURn,E
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4. Logique du pre@ier ordre

4.1.

4.2.

4.3.

4.4,

Syntaxe de la logique du premier ordre

Sémantique du calcul du premier ordre

Rappel sur le calcul des prédicats

Méthode de Hsiang pour la preuve du CPl

4.4.1. Systéme BA

4.4.2, Preuve par réfutation
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4. Logique du premier ordre

Dans ce chapitre nous rappelons les notions essentielles de la

logique du premier ordre ou calcul des prédicats ou calcul des prédicats du

premier ordre (CP1) [Shoenfield-67] et nous introduisons les notations

utilisées par la suite.

4.1. Syntaxe de la logique du premier ordre

Dans ce paragraphe nous définissons la syntaxe de la logique du prem-

ier ordre.

Définition 4.1 -- Un ensemble de symboles de relation & est un ensem-

ble de symboles disjoint de 1’ensemble des symboles de fonction F et de

lensemble des variables X, on les appelle aussi symboles de prédicat. Les

symboles de relation sont désignés par les lettres P, Q, R...

Comme a tout symbole de fonction, on fait correspondre a tout symbole

de relation R un entier appelé aussi arité et noté ar(R). Si on désire

mettre en évidence l’arité d’un symbole de relation on note celui-ci Rar(R)

Définition 4.2 -- On appelle formule atomique ou atowe tout terme de

la forme:

Ri(ty see sth)
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avec k = ar(R) et Vi €[1,k] t,€ M(F,X).

L’ensemble des formules atomiques est note At(R,f,X) ou tout simplement At.

9

Il est facile de voir que toutes les définitions concernant les termes

peuvent s’appliquer aux formules atomiques. Pour tout atome A nous avons:

suit.

a

L’ensemble des variables V(A) = U v(t)

k=1

Pour toute substitution o de Subs (l’ensemble de toutes les substitu-

tions de M(F,X)), nous avons:

a(A) = R(olt,), seve y(t, )) € At

Deux atomes Al et A2 sont unifiables si et seulement si il existe une

substitution oa telle que o(Al) = o(A2). Une condition nécessaire pour

que deux atomes soient unifiables est qu’ils aient le méme symbole de

relation.

Nous définissons les formules (ou prédicats) du premier ordre comme

Définition 4.3 -- Soient A et 8 deux atomes, par définitian:

A est une formule,

— A est un formule (se lit non A),

Av 8B est une formule (A ou B),

dx A est une formule (il existe x A).

SS 6 eae

—ses eine
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Les autres symboles tels que VW (quelque soit), a (et), => (implique)...

ne sont que des abréviations d’écriture, pour ¢ et ¥ deux ‘ormules, nous

avons;

$> abréviation de vt

bah a(g = =)

deh (o> p) a (b> 9)

vx ¢ 3x* 34

Notation -- L’ensemble des formules du premier ordre est noté

CPL(R,F,X) ou tout simplement CPL.

4.2. Sémantique du calcul du premier ordre

Définition 4.4 -— Une interprétation I du calcul des prédicats est un

triplet (Dp 5Fy+Ry) ou

e D est un ensemble non vide appelé domaine de 1’ interpr3tation,

® Fy est un ensemble d’applications dans DY associées aux symboles de

fonction de F, avec l’arité correspondante.

® Ry est un ensemble de relations dans Dy associées aux symboles de

relation de &, avec l’arité correspondante.

Nous avons:
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FEF, I(F): part f) 7D
I

ar(R)

I

ou B est égale a {0,1} c’est-d-dire {faux,vrai}

ReER, I(R): D > B=8

L’interprétation permet de donner un sens a4 une formule A, en rempla-

cant dans A, le v par “ou”, — par "non” etc, on obtient un prédicat qui est

vrai sur un certain sous-ensemble Ay de o- si la formule A dépend des vari-

ables libres XyrreX C’est ce que nous précisons ici-dessous.

Définition 4.5 -- Une valuation v d’une interprétation I est une

application de l’ensemble des variables X dans le domaine Dy de I

vi X 7D)

qui peut étre étendu 4 M(F,X) et CPl par morphisme (A cause du caractére

libre de M(F,X)}. Nous avons;

VER, vCF( Eye. yt)) = ICPICV(ty Dy eee svt, ))

VRE, V(R(E yee yty) = 1(R) (v(t ),.--s v(t, ))

v associe donc a chaque terme t de M(F,X) un élément (I,v)(t) de Dy et 2a

chaque atome A une valeur de vérité (I,v)(A) dans 8.

Définition 4.6 -~ La valeur d’une formule $ dans une interprétation I,

notée val (4) est par définition l’ensemble des valuations v tel que

(I,v)($) = 1.

La valeur (I,v)($) se définit par reccurrence sur la structure de o, on
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connait la valeur si est un atome et on pose

(Iv) (ovo?) = (1,v) (6) + (1,¥) 0b’) (+ booleen)

(I,v)(-#) = (1,v)()

(I,v)(3x $) = 1 si et seulement si pour une valuatiun v’

différente de v seulement sur x on a (I,v’)=l.

OQ

Nous disons qu’une formule $ est universellement quaitifiée si et

seulement si toutes ses variables sont dans la portée de V. (appelée aussi

cloture universelle). par exemple la formule

Wx P(x)

nest pas universellement quantifiée.

Nous définissons la valeur de vérité d’une formule.

Définition 4.7 -- Bn dit qu’une formule » universellement quantifiée

est vraie dans une interprétation I et on le note Ir $ si 2t seulement si

pour toute valuation v (I,v)($) = 1, sinon la valeur de vérité de $ est

faux (14% >). Pour qu’une formule sans variable libre (on dit aussi close

ou fermée), soit vraie dans une interprétation I, il suffit d’avoir

(Iyvg)($)=4, ou v. est l’unique valuation de domaine @.
0

Définition 4.8 -- On dit qu’une formule ¢ est valide, si et seulement

si ¢ est vrai dans toute interprétation I, It $.

$ est satisfiable (ou non contradictoire) si et seulement s’il existe une

interprétation I telle que I Fe $.

¢ est insatisfiable si et seulement si pour toute interprétation I, Ie 4.

Si > est close, $ est valide si et seulement si — est insatisfiable.
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Les formules sans quantificateurs et CPO (CP-zera)

i Ces formules présentent de grandes analogies avec celles du calcul des

4.3. Rappel sur le calcul des prédicats
propositions, les atomes jouant le réle de variables proposition-

nelles. Par exemples

Les prédicats peuvent étre considérés comme les éléments d’un langage P(xs¥) vm Plysx)

de vocabulaire: est une formule sans quantificateur associée 4 la formule

> Variable X = {x, y, z...}, i av—b

du calcul des propositions.

> F ensemble des symboles de fonctions. F = Fy U Fo am F_, F. est
n i

l’ensemble des symboles de fonction d’arité i. r ues formules

> L’ensemble des symboles de relation &. : OR Ry DNS 3 BN)

ot P un symbole relationnel et f un symbole fonctionel. x variable.

> Les symboles booléens: {1, 0, v, a}

les formules prénexes

» Les symboles de quantificateurs:

’ Les formules ot les symboles V et J sont en téte
a= {Vv x€X} U {3,, x€ X}

Vx dy (P(g(x),x) v R(fly))

» Les ponctuations pour la lisibilité *écriB ibilité de l’écriture: (, ), ,. Toute formule est équivalente 4 une formule sous forme prénexe.

Dans le langage des prédicats on distingue plus particuliérement: Msi ciguses

Les termes f Une clause est une formule sans quantificateur qui est une disjonction

! vs <

Les eléments de M(F,X). de littéraux

Les atomes P(F(x),y) v R¢g(h))

At = {R(t stosee rts) ReR, ty € M(F,X)} ! Pour une formule A, il existe un ensemble de clauses C(A) tel que

A est contradictoire si et seulement si C(A) l’est. Cette ensemble

les littéraux
est obtenu par la suite de transformations suivantes qui conservent la

Ce sont les atomes et les négatiog ns des atomes. satisfiabilité et 1’insatisfiabilité.
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Skolémisation

La skolémisation est une transformation d’une formule ¢ du premier

ordre (en une formule purement universelle appelée forme de Skolem),

qui conserve la satisfiabilité (et l’insatisfiabilité). En considérant

gu’une formule est sous forme prénexe (ce gui est toujours possible),

cette transformation consiste a:

* renommer les variables quantifiées plusieurs fois

y0eX
* supprimer Ix et remplacer x par PUK seeps ou x sont les vari-

i k

ables libres de $ et les variables universellement quantifiées

précédant x dans la liste des quantificateurs et of pest un nouveau

symbole de fonction appelé fonction de Skalem.

La forme de Skolem d’une formule w est notée ©

La forme de Skolem d’une formule universellement quantifiée, ne contient

pas de variables.

Une forme de skolem & est satisfiable si et seulement si VX) + Wx w (la
n

formule universellement quantifiée) est satisfiable.

Il ne peut pas exister des méthodes générales permettant de dire si

oui ou non une formule du CPl est vraie. En effet Church (1936) et Turing

(1936) ont montré indépendamment que le CP1 est indécidable.

Si une formule est vraie, il existe des approches pour le montrer. Ces

approches sont de deux types:

Méthodes positives

montrer la validité de la formule.
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Méthodes négatives

montrer que la négation de la formule est insatisfiable.

Les notions présentées jusqu’a présent sont iwtilisables en

démonstration automatique. En effet, nous faisons apvel a des notions

sémantiques (liées a la signification) qui sont difficiles, vaire impossi-

bles & manipuler par le raisonnement automatique. I] s’agit donc de trouver

des moyens syntaxiques (liés 4 la forme) pour montrer 1’insatisfiabilité

d’un ensemble de formules A. Une méthode syntaxique consiste 4 se donner

des régles dites d’inférence, qui permettent d’engendrer, 3 partir de A de

nouvelles formules, jusqu’d ce que l’une d’elles soit insatisfiable. On

dit que la preuve de A se fait par réfutation.

L’utilisation des méthodes syntaxiques pose le »robléme de la

légitimité de la méthode: est elle équivalente a la méthode sémantique? Une

méthode est dite correcte si et seulement si, utilisant cette méthode,

lorsqu’elle aboutit 4 une réfutation de A, A est effectivement insatisfi-

able. Une méthode est dite compléte si de plus, lorsque A est insatisfiable

alors la méthode permet de réfuter A.

En considérant les formules sous forme clausale, Robinson [Robinson-

65], s’appuyant sur les résultats de Herbrand, a montré la complétude de la

méthode de résolution. Cette méthode ne contient qu’une seule régle

d’inférence appelée résolution. Un ensemble A de clauses est insatisfiable

si on arrive 4 dériver a partir de A (par résolution) la clause vide (aucun

littéral) qui est trivialement insatisfiable.

Cette méthode a permis la mise en oeuvre des premiers programmes

effectifs de démonstration automatique. Plusieurs restrictions ont été
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développées pour limiter le grand nombre de clauses engendrées qui ne par-

ticipent pas & la réfutation. Une étude des différentes méthodes peut étre

trouvée dans [Loveland-78].

Dans le cas particulier des clauses constituées d’un seul littéral et

ou les littéraux sont des équations (cas des théories équationnelles), la

procédure de Knuth et Bendix [Knuth-Bendix-70] est une méthode efficace

pour engendrer, a& partir d’un ensemble d’équations initial, d’ autres

équations logiquement déductibles des premiéres. Plusieurs implantations de

la procédure de Knuth-Bendix ont été réalisées, nous donnons dans le chapi-

tre 5 une implantation qui prévilégie la régle de simplification.

Utilisant la procédure de Knuth-Bendix, Hsiang a donné une méthode

réfutationnelle compléte pour la preuve dans le calcul du premier ordre

[Hsiang-82]. Nous décrivons cette méthode et son implantation dans le

paragraphe suivant.

4.4. Méthode de Hsiang pour la preuve du CP1

La méthode de Hsiang pour la preuve dans ie calcul des prédicats du

premier ordre est une méthode se basant sur les techniques de réécriture.

Cela lui donne l’avantage de limiter l’espace de recherche. Cette méthode

utilise la régle d’inférence de simplification qui n’existe pas en

résolution.

4.4.1. Systéme BA

=
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Hsiang [Hsiang-82] spécifie 1’algébre booléenne en utilisant le “ou

exclusif”’ (+) & la place de l’opérateur “ou” (v). On note le “et” par *,

non par =, vrai par 1, faux par 0. En exprimant l’idempotence de « et la

nilpotence de +, et en considérant + et « associatif-commutatif, nous avons

le systéme de réécriture BA suivant:

xv y > x¥y + x + y

x>y > xey + x41

xeyrxeetyel

x > x41

x+07 x

x+x 70

xal 7 x

x¥x > x

xx0 7 0

xely + Zz) > xey + xHZ

Ce systéme est convergent. ta preuve de convergence est Jlaissée 4

implantation préférée du lecteur (il faut un test de ccnvergence pour la

réécriture associative-commutative, par exemple REVE 3). Far conséquent, ce

systéme nous donne une procédure de décision pour le probleme du mot dans

le calcul des propositions (CPO). La forme normale d’une formule

(considérée comme un terme) est donc le terme 1, le terme 0 ou un autre

terme, qui correspondent respectivement A la validité, 1’insatisfiabilité

ou la satisfiabilité de la formule considérée.

Exemple 4.1 -- pour prouver la formule pp, il suffit de normaliser

ce terme dans le systéme BA, nous avons la séquence de normalisation

suivante obtenue par le systéme REVE:

pP>p

(p*p)+1+p

l+tp+op

1+0

1
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et pour prouver p > (—(p) > q) nous avons la séquence suivante:

p > (-(p) = q)

(1p) = q) *p) +1+p

(Cp) #q) +1+-(p)) «p)+lep
((1 + a(p)) * p) + ((p) * p*q) +1l4p

(1 # p) + (Ap) * p) + (lp) *p 4 q) + lp

(Cp) * p) + ((p) *# p * q) + p+op
(A(p) * p) + (Cp) * p # q) + 1
((p) * p) + ((p) * p ¥ q) +

((1 +p) *#p) + ((p) *p#¥q) el

(h * p) + ((p) #p*#q) + (p¥p) +i]
((p) *p*q)+(p*xp)+lep

((l+p)*pxq)+(p*p)+lep

(CCl # p) + (p*p))*q)+(p*p)+1l4p

l+

O+

1

(l*pxq)+(p*p)+(p*p*eq)t+tlip
(p*p) + (p*¥p*q)+(p¥q)+lep
(p¥pxq)+(pxq)+l+pe+p

(p*p*¥q)+(pxq)+041

(p*¥p*aq)+(peq)4+1

(p * q) + (p*q) 41

O+1

1

on peut aussi montrer que pv(p*q) = p en normalisant le membre gauche

pv (p ¥ q)
(p *p*q) + (p*q)+p
(p*q)+(p*¥q)+p
O45

p

Se l= Im Preuve par réfutation

Bien que cette méthode soit compléte pour le calcul des propositions,

elle présente un certain nombre d’inconvenients:

(1) Dans le cas des formules contenant un grand nombre de symbole =, les

termes booléens peuvent sont, en général, trés grande taile.

co
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(2) La normalisation 4 l’aide de BA est insuffisante pour traiter le cas

général des formules du premier ordre, A cause notamment de la

présence de variables,

Ces problémes sont contournés en utilisant une preuve pal réfutation:

(1) Pour prouver la validité d’une formule =byve vi du calcul des

prédicats du premier ordre, on skolémise sa négation, et on la met

sous forme clausale Hytyn Ac.

(2) Transformation des clauses en régles de réécriture ci70. le systéme

BA est utilisé pour calculer la forme normale des ci.

(3) Afin de limiter la taille des termes, les régles de la forme

Dpto stp tl O sont transformées en l’ensemble des: régles suivantes:

Ppl... pL. Cette transformation conserve le satisfiabilité.

D’autres méthedes de tranformations de clauses en régles de réécriture

peuvent étre trouvées dans [Hsiang-Josephson-83]

(4) La situation particuliére de la logique du premier ordre permet

d’utiliser un algorithme appelé BN-unification [Hsiang-82], plus

adapté et plus efficace que l’algorithme d’unificetion AC le plus

général. Il tient compte du fait que les symboles + et % n’ont pas

pour sous-termes immédiats une variable, et du fait qu’un atome

apparait dans un méme monéme au plus une fois, 4 cause de la propriété

d’idempotence de +.

Nous donnons maintenant les régles d’inférence de la méthode de preuve par

réfutation appelée N-strategie.
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Les régles booléennes sont divisées en trois ensembles, N 1’ensemble

des régles de la forme pis. .#p.-70, P celles de la forme py*..¥p 1, et 0

(pour “others”) i’ensemble des autres régles. Pour & égal A 1 ou 0, une

régle de la forme p+l—&, est considérée comme la régle p>5+1 (5+1 est

égal 4 0 si 5=l et 1 sinon). S est l’ensemble des régles simplificatrices.

La notation N/P, représente une BN-unification-superposition (Def 3.6)

d’une régle de N sur une régle de P.

Ny) (Réduction d une régle de N, P, 0 ou S)

NU{g75},P,0,5

© gq’ (par S)

N,P,0,SUfg’ 8}

No) (Fin de Réduction 1)

N,P,0,S{s~0}

e plus rien n’est simplifiable par s—0.

NU(s70},P,0,5

N3) (Fin de Réduction 2)

N,P,0,SU{s71}

e plus rien n’est simplifiable par sl.

N,PXs~1},0,5

N4) (Superposition 1)

N,P,0,@

e sd € N/P ou s6 € N/O et 5 est

N,P,0,SU{s—5} un N-terme ou un P-terme

N5) (Superposition 2)

N,P,0,0

es?6& €N/O et s est un 0-terme

N,P,OU{s5},o
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N6) (Contradiction)

N,P,0,SU{1-0}

CONTRADICTION

Lorsque ces régles d’inférence engendrent “CONTRADICTION”, l’ensemble

des clauses considéré au départ est insatisfiable, dans les autres cas il

est satisfiable. Nous ne donnons pas de preuve ici, elles peuvent étre

trouvées dans la thése de Hsiang [Hsiang-82] (voir aussi celle de J. Durand

{Ourand-921),

Exeaple 4.2 -~ Reprenons l’exemple précédent, p= p, |.’ensemble des

clauses obtenues par négation de la formule est {p~?1, p+1—70} qui est

transformé en {p—1, pO}; par superposition, la contradiction est

immédiatement trouvée.

La N-stratégie peut étre généralisée au cas ot les prédicats sont

définis sur un domaine particulier, spécifié par un systéme convergent de

régles de réécriture. Ce systéme est pris en compte avec les régles

booléennes. Les régles d’inférence suivantes sont alors ajoutées:

Soit J le systéme de régles de réécriture specifique du domaine.

RN) (Superposition 3)

T,N,P,0,S

e s>S € T/N ou T/P ou N/O et s est um N-terme ou

T,N,P,0,SU{s 6} un P-terme
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RN, ) (Superposition 4)

T,N,P,0,0

@s?&€T/0 et s est un O-terme

T,N,P,OU{s—5},o :

Nous avons réalisé une implantation de cette méthode comme extension

du systéme REVE 3. Nous décrivons maintenant quelques aspects de cette

implantation.

* La simplification (régle Ny) est privilégiée par rapport aux autres:

tant que l’ensemble S n’est pas vide, on applique la régle No.

* Les ensembles de régles sont toujours triés par ordre croissant de

taille des termes.

* Utilisation de la factorisation des termes au cours du calcul des

paires critiques: par exemple pour superposer la régle Ty!

M(x,i Cy) ,z)P(x)PCy)P(z)+M(x,i(y),z)P(x)P(y) 70 avec la régle To!

P(i(b))—0, il est inutile o’unifier P(i(b)) avec P(x) ou Ply) car tT

peut se factoriser en P(x)P(y)(M(x,i(y),z)P(z)4M(x,i(y),z)), et toute

superposition avec un sous-terme de P(x)P(y) donne une paire critique

triviale. Dans ce cas la seule superposition possible est celle de

P(i(b)) avec P(z) qui danne la N-paire critique

<M(x,i(y),i(b))P(x)P(y),0> [Durand-84]

* Nous avons utilisé aussi les possibilités du langages LU [

Liskov,etal.-B81] (langage d’implantation de la méthode). Cela permet

pour deux termes booléens bl et b2, d’utiliser l’écriture "bl + b2”,

(rep bl * b2) pour le résultat de l’opération booléenne + (rep *) avec

==
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utilisation du systéme 8A pour la normalisation. L’ensemble des

Tégles BA est implanté par des procédures dans le systéme et utilisé

implicitement dans toutes les opérations. Il n’est pas considéré comme

systéme de réécriture pour des raisons évidentes d’efficacité.

L’utilisation de cette implantation, en plus de la méthode de preuve

quelle offre dans le CPl, est envisagée a l’intérieur du systéme REVEUR4

[Remy-Zhang-84], en particulier pour tester 1’équivalence des contextes des

régles conditionnelles, qui sont des formules du premier ordre.
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5. Algorithse de Complétion

5.1. Introduction

5.2. Algorithme de complétion rapide (SKB)

5.2.1, Ragles d’ inférence

5.2.2. Algorithme SKB et preuve de correction

5.3. Implantation de SKB

5.4, Expérimentation
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3. Algorithme de Complétion

5.1. Introduction

L’efficacité de la procédure de complétion est étroitement liée au

mécanisme de simplification des régles et des équations, c2 qui limite le

nombre des paires critiques engendrées.

Récemment, plusieurs auteurs ont donné des méthodes sour améliorer

Vefficacité de la procédure de complétion [Winkler-Buchberger-

83,Kuechlin-85,Kapur,etal.-85]. Ces méthodes sont toutes j3asées sur le

principe de la limitation du calcul des paires critiques. Toutes ces

approches ont été unifiées par le formalisme des ”critéres de paires cri-

tiques” donné par Bachmair et Dershowitz [Bachmair-Dershowitz-86b].

Nous donnons dans le paragraphe suivant une procédure de complétion

appelée SKB, ot la notion de simplification est privilégiée par rapport

celle de génération de paires critiques. Nous pensons en effet que c’est la

simplification qui apporte toute sa puissance aux systémes de réécriture et

que c’est l’une des clées de l’efficacité d’une procédure de complétion:

e Lorsqu’on génére une paire critique, on augmente le systéme d’une

équation; lorsqu’on simplifie, on remplace le systéme par un systéme

plus simple.
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° La génération de paires critiques utilise un algorithme d’unification,

la simplification utilise un algorithme plus rapide de filtrage.

L’algorithme de complétion SKB est un algorithme original différent de

celui de Huet [Huet-81]. Nous donnons sa preuve de correction totale en

utilisant l’outil d’ordre sur les preuves équationnelles de Bachmair-

Dershowitz-Hsiang [Bachmair,etal.-86]. Nous décrivons son implantation

dans le systéme SBREVE, réslisé & la State University of New York en colia-

boration avec J. Hsiang. Sbreve est une extension de la version 2.4 du

systéme REVE [Forgaard-84]. Nous montrons sur quelques exemples comment

l’implantation de 1’algorithme SKB est plus efficace que d’autres implente-

tions d’algorithme de complétion.

3-2. Algorithme de complétion rapide (SKB)

Nous décrivons dans cette partie notre algorithme de complétion, ou la

simplification joue un réle privilégié. Notre premier souci est

l’efficacité, mais cela n’est pas au détriment de la simplicité de

l’algorithme. La régle de simplification a été toujours considérée comme

nécessaire pour la convergence du processus, elle est aussi vitale pour son

efficacité.

Dans la procédure SKB, comme dans toutes les procédures de complétion,

pour prouver la terminaison de la réécriture nous avons besoin d’un ordre

de réduction sur les termes, que 1’on note <. Nous ne nous étendons pas

dans cette thése sur les méthodes et les problémes de terminaisons de

systémes de réécriture de termes, plusieurs recherches se font dans ce
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domaine [Bachmair-Dershowitz-86a,BenCherifa-86,Gnaedig-86].. nous nous

limitons 4 donner la définition d’un ordre de réduction nécessaire pour

l’orientation des termes dans la procédure de complétion.

Définition 5.1 -- Un ordre de réduction < est um ordre partiel sur

Vensemble des termes tel que:

1) > est bien fondé (il n’existe pas de séquence infinie)

2) > est clos par substitution (on dit aussi stable par instantiation)

(MON = oM>aN)

3) >a la propriété de f-compatibilité (on: dit aussi monotonicité

[Bershowitz-85] ou "est clos par remplacement de sous-termes”

(Hutlot-80] (MN > F(..M..)>F(..N..)) ou "oréconguruence” en

mathématiques.

Une sous classe d’ordre de réduction est la classe des ordres de sim-

plification (la propriété de bon fondation est remplacée par celle de

"sous-terme” f(..M..)>M). Plusieurs ordre de simplification: RPO

(Dershowitz-82], RDO, [Jouannaud,etal.-82].. sont implantés dans le systéme

REVE et permettent la preuve automatique de terminaison pour une grande

classe d’exemples.

Signalons que la terminaison est une propriété indécidable en général

(i.e. il n’existe pas d’algorithme qui permette de dire si oui ou non un

systéme termine).
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2-2.1. Régles d’ inférence

L’algorithme de complétion SKB est basé sur des régles d’inférence

simples pour la transformation du triplet (R,E£,S) of R est l’ensemble des

régles déjé superposées sur lui-méme, E 1’ ensemble des régles ou équations

déja utilisées comme simplificateurs et S 1’ensemble des régles non encore

utilisées comme simplificateurs. Nous ne partageons pas les ensembles

suivant les équations et les régles comme dans [Bachmair-Dershowitz-86b],

car pour nous, une équation n’est autre qu’une régle non encore orientée,

ou au pire non orientable, (dans ce cas on espére qu’a une étape ultérieure

de l’algorithme, on aura ume régle qui la simplifie et donc qu’elle

disparaitra du systéme). E peut donc contenir des régles ou des équations,

R ne contient que des régles. Si aprés un certain nombre d’itérations, E

devient vide, R est alors un ensemble convergent de régles.

Les régles d’inférence utilisées dans 1’algorithme de complétion sont

basées sur les mécanismes suivants:

Sim La réduction par les simplificateurs de $, des régles de R, € et S. Ce

mécanisme peut engendrer de nouveaux simplificateurs a partir des

régles ou équations simplifiées.

S2> Une régle de S qui ne simplifie plus est transférée dans E£.

53» Le calcul des paires critiques des régles de E avec celles de R.

S3e L’orientation de nouvelles paires critiques et leur utilisation comme

simplificateurs.
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$4 Le transfert dans R d’une régle de E dont les paires ci'itiques ont été

caiculées.

Les régles d’inférence précises utilisées sont données au paragraphe

suivant.

Les transferts possibles entre R,E et S peuvent étre schématisés par

le graphe suivant:

3s _ R
, S

, St

1

S

Z%

5.2.2. Algorithme SKB et preuve de correction

Nous présentons la complétion SKB en utilisant le formalisme de

[Sachmair,etal.~86], et mous prouvons sa correction totale par la méthode

des ordres sur les preuves équationnelles de BSachmair-Dershowitz-Hsiang

[Bachmair,etal.-86].

Nous définissons t>>t’ par: t>>t” si et seulement si
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et #t’ a un renomage prés (c’est-a-dire u # © ou o # Id)

La théorie des preuves SKB est définie par les régles d’inférence

suivantes ad:

- E et S sont des ensembles de régles (orientées ou non),

- R est un ensemble de régles orientées,

4 désigne indifféremment S, E ou R

- et > un ordre de réduction,

51.1) Simplification du membre droit d une régle utilsant S

TWs>t},5

® tt?

TU{st?},5

$1.2) Simplification du membre gauche d une régle utilsant S

TUs—t},5

T, Ss’ =t}

e s>) 4,5" avec l>reéSets>>t

$1.3) Simplification par R

£,R,SU{sst}

° s,s’ t,t?

E,R,SU{s’=t? }

$2) Fin de Réduction

E,R,SY st}

@ plus rien n’est simplifiable par st.

EU{s>t},R8,5

aa aeee!

”
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53) Superposition

E,R,@

@ us et ut of u est

une superposition d’une regle de R

et une régle de E.

E,R,{s=t}

$4) Orientation

E,R,SAs=t}

® sot

E,R,AHst}

S5) Fin de superposition

FUul{i-~r},R,2,

E,RUU1~>r},e

S6) Elimination des paires critiques triviales

E,R, SA s=s}

E,R,S

Nous notons par (E,R,S) 3,
SKB

plusieurs régles d’inférence (Si). oun

(E’,R’,S’) l’application d’une au

est appelée SKB-dérivation.

Une preuve de s=t dans (E,R,S) est une suite de termes

ou s,ss et s =t et
0 n

- est soit >

TTtid oan
Nous allons montrer d’abord la correction des régles d’inférences
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ensuite la complétude.

Le lemme suivant montre que si s=t est prouvable dans (E,R,S), alors

s=t est prouvable dans (E£’,R’,5’) avec (£,R,S) =SKB (E’,R’,S8’), ce qui

prouve la correction des régles d’inférence SKB.

Lemme 5.1 -- (Lemme de correction)-- Si (E,R,5) =sKR (E’R’S’) alors

les relations de congruence > EURUS et — esuR US? sont les mémes.

Nous montrons ensuite que la construction d’un systéme convergent R a

partir d’un ensemble d’équations — est possible, sous certaines conditions,

en utilisant les régles d’inférence de la théorie des preuves SKB.

(@, 8, S)... 3% (@, R, @)KB T°

En d’autres termes nous montrons que toutes les preuves de la forme

s, 7 tae s
EURUS “n

peuvent étre transformées en des preuves de la forme

¥ *
> <

8) oR YR Bn

que l’on applelle preuve par réécriture.

Ce résultat est di au fait que les preuves de s=t dans (£’,R’,S’) sont

"plus simples” que celle dans (E,R,S). Nous formalisons cette notion en

définissant un ordre sur ces preuves.

Définissons dans ce qui suit l’ordre sur les preuves équationnelies

[Bachmair,etal.-86].

Définition 5.2 ~~ Un ordre Tp est un ordre preuves si et seulement si
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> +p est bien fondé (pas de chaines infinie)

b Stable: si Pe(s,..8,,..t) et P?=(s,..5’.,.-t) sont dezx preuves telles

que PorpP?s alors pour tout terme u et toute substitucion o

(ulos],..ulos,J,..ulot]) ap (ulos],..ufos’ §],..ulot])

> compatible avec la théorie des preuves TP: si (E,R,S) =. (E?,R?,S’)
TP

alors pour toute preuve P de s¢-—> » 11 existe une preuve P’ deeurus®

sé t, telle que P 2rpP’.>

E?UR?US’

,

Nous allons construire un ordre de preuves 4 la Bachmair-Dershowitz-

Hsiang, basé sur un ordre de réduction >. Nous définissons d’abord une

mesure de compléxité c, sur une étape élémentaire (s; - Sup d’une preuve

P de s=t, et nous définissans un ordre > sur ces compléxités, qui bien sir

est construit grace 4 l’ordre de réduction >.

Considérant ensuite une preuve comme un multiensemble d’étapes

élémentaires de preuves, on associe 4 chaque preuve P le multiensemble

M(P)efe)5--.0, des compléxités des étapes élémentaires de preuves de P.

D’ot l’ordre sur les preuves:

> gi i P) > M(P’P >yp P? si et seulement si M(P) fy (Pp?)

oi >, est 1’extension multiensemble [Dershowitz-Manna-78] de >, qui est

connue pour étre un ordre bien fondé si > est un ordre bian fondé.

Pour notre cas, la théorie des preuves SKB, considérons la mesure de



- Bl -

- 80 -

puisque {u} >. {s,t}
complexité c suivante:

° si TU{st},5 xp TUs7t’},S par $1.1 avec toot?

si uv alors c(u,v) = ({u,v},_,_,_,5) alors (st) >sKB (setv<t);

si u~<v par lr @ l’occurrence 6 alors c(u,v) = (tu},uy.sd.v,8) : + si TUfs>t},5 3... T,SU{s’=t} par $1.2 avec s>._, 5’ avec lr €

si uF py par lr @ l’occurrence 6 alors c(u,v) = ({u}, ui s,1sv sR) ; Sets>>t

si u> v par 1>r a l’occurrence 6 alors c(u,v) = (tu},uy 5.1, ¥,E) | alors (st) skp (srs’—-t);

+ si £,R,SU{s=t} a),
L’ordre ~~. est la combinaison lexicographique de:

alors (st-—t) >

E,R,SU{s’=t’} par 51.3 avec s,s’ et tpt?

B (sts? bt’ —t)
SKI

l’extension multiensemble de l’odre de réduction >, ° si E,R,SU{[s>t} oun EUlst},R,S par $2

l’ordre des sous-termes stricts, alors (st) ~sKB (st) puisque S>E

l’ordre de filtrage OO), e EU{1—r},R,o SKB E,RU{1l—>r},@ par 55

l’ordre de réduction >, alors (lr) >sKe (lr) puisque E > R

et l’ordre sur l’ensemble {£,R,S} définie par S>RDE. F la propriété de compatibilité montre que lorsqu’une régle

; d’inférence de SKB est appliquée, certaines partie de preuves peu-

lemme 5.2 -- L’ordre Ka associé a >. est un ordre sur les preuves vent étre remplacée par des preuves plus simples

équationnelles, 
Q

Preuve :

Nous donnons la condition d’équité (fairness) pour une SKB-dérivation.
L’ordre sKR est bien fondé puisque > l’est, de méme pour la sta-

bilité. Pour prouver la compatibilité de SKB avec la théorie SKB, Oéfinition 5.3 -- La condition d’équité pour une SKB-dérivation est:

re = —_ 3 = inous avons: e £,R,SAs=t} =cxp E,R,SU{s>t} par 54 a) Ni E,=@ pour tout i,

i c= = 4 ble de toutes lesalors (s¢-~t) > SKB (st) ; b) si ced N € 34 cP, alors s tee, cP est L’ensemble de to

puisque {s,t} os {s} } paires critiques entre les régles de R.

¢ E,R,SU{s-s} yg ERS par Sé oO

alors (ss) SKB (s) Une procédure de complétion SKB est une procédure qui prend en entrée un

puisque {s,s} 6 6 ordre de réduction >, et un ensemble d’équation S, et utilise les régles

° E,R,o = oxR E,R,{s=t} par $3 d’inférence SKB. Supposons que les SK8-dérivations vérifient la condition

alors (st-u7*t) ska (st)
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d’équité, nous avons le théoréme suivant:

Thécréme 5.1 -- Soit SKB une procédure de complétion. Si scot et

SKB ne s’arrete pas en échec pour la donné d’un ensemble d’équation § et un

ordre >, alors SKB engendre (E, oR. S,) tel que st, t.

i

3.3. Implantation de SKB

Dans ce paragraphe, nous ajoutons aux régles d’inférence du paragraphe

précédent des régles de contréle pour obtenir un algorithme que nous

appelons SKB. Signalons que lorsqu’on parle d’orientation ou de non-

orientation, il s’agit d’un ordre de réduction choisi une fois paur toute

dans la procédure. Si l’on change l’ordre au cours du processus, celui-ci

doit étre compatible avec l’orientation des régles présentes dans le

systéme parce que la propriété de terminaison est une propriété globale des

systémes de réécriture.

Dans la description des algorithmes, nous utilisons la syntaxe du lan-

gage de programmation CLU [Liskov,etal.-81] utilisé pour l’ implantation de

SKB. L’instruction continue reprend la boucle of elle se trouve, et exit

sort de la boucle.
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& l’initialisation: R - @, £ = 0, S = l’ensemble des équations

& de l’utilisateur.

SKB = proc(R,£,S: ensemble de régles)

SIMP(S,E,R)

& & la sortie de SIMP, S est vide

répéter jusqu’é E = &

® Prendre la premiére régle l>r de E (E:=€-{1?r})
@ Engendrer UNE paire critique non triviale R-normalisée g=d

de lr sur RU{l~r}

e Si g=d n’est pas orientable alors la mettre dans E

‘ % engendrer une nouvelle

& paire critique

continue

o SIMP({g~d}US,E£,R) .

e Si lr est simplifiée alors exit la boucle "En gendrer

critiques

e Si il n’y a plus de paires critiques pour 1~r alors R:=RU{ 1 r}
fin SKB

SIMP = proc(S,£,R: ensemble de régles)

Tant que S # 9 faire

e Prendre la premiére équation l=r de S

e si l=r n’est pas orientable alors E:=fU{1-r}

continue

SIMPLF({1—r},5)

SIMPLF ({1—r},E)

SIMPLF({1—>r},R)

Esse {lr}
IPmeeedeefin S1

SIMPLF = proc({l—r},T: ensemble de régles) z

répéter jusqu’a ce que toutes les régles de T soient considérées.

® Prendre une régle g7d de T

@ Si g-*d est simplifiée par lr en g’=d’ alors

S:=SU{g’ =d’ }

Tr=T-{g7d}

fin SIMPLF

Natons que dans cet algorithme les régles sont toujours en R-forme

normale, (les régles de R sant donc toujours inter-réduites) car une régle

passe toujours par S l’ensemble des simplificateurs avant d’aller dans E et
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ensuite dans R. Il est aussi & noter que dans SIMPLF, lorsqu’il n’y a que

le membre droit d d’une régle gd qui est simplifié en ad’, cette régle

n’est pas un nouveau simplificateur et il est donc inutile de la transférer

dans 5. Par contre, si son membre gauche se réduit en q’, g’=d est alors 4

orienter de nouveau, et 4 mettre dans S, puisqu’elle devient un simplifi-

cateur.

La stratégie du calcul des paires critiques est la suivante: on ne

calcule jamais l'ensemble des paires critiques relatives a deux régles en

une seule fois, on les calcule une par une et on les utilise immédiatement

pour la simplification (elles sont mises dans 5S). on n’engendre une

nouvelle paire qu’aprés avoir utilisé les précédentes pour simplifier

(récursivement) toutes les régles et équations du systémes. Si l’une des

régles engendrant cette paire critique est simplifiée, on arréte le

génération des paires critiques.

Il est aussi trés important d’utiliser les paires critiques par ordre

de taille croissante, les petites d’abord, cela donne plus de chance de

simplifier, avant de continuer l’algorithme. Cette remarque est vitale dans

l’une des méthades de preuve issues de l’algorithme de complétion (étudiée

plus loin), of le but est de trouver la régle 170, le plus tét possible.

Il est possible d’utiliser toutes les régles orientées du systéme pour

normaliser les nouvelles paires critiques, c’est-a-dire, qu’en plus des

régles de R, on utilise les régles orientées de E. Si cette stratégie n’est

pas utilisée, et s’il existe une régle lr dans E qui simplifie la paire

critique g=d, dans une étape ultérieure de l’algorithme (lorsque lr est

mise dans R), g=d sera simplifiée. Cette stratégie simplifie donc le
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systéme et nous permet de simplifier tout de suite, ce qui peut étre sim-

plifiable plus tard dans Jl’algorithme. Dans notre imp.antation SBREVE,

nous avons utilisé la technique des tables pour implanter ..es ensembles des

régles[Forgaard-84]: les régles sont considérées dans une table H h-codée

par le symbole de téte du membre gauche 1 d’une régle 1~r. Cela permet de

ne sélectionner que les régles utiles a la réduction d’ui terme t de sym-

bole de téte f, a l’occurrence c, c’est-a-dire de symbule de téte f.

3.4. Experimentation

Les temps donnés dans le tableau suivant sont en secondes. Ce sont des

temps CPU sur VAX 785. L’ implantation de SKB est réalis#e en CLU dans le

systéme SBREVE. Nous 1’avons réalisé sur les machines SUN 3/75, et VAX

785. SBREVE contient toutes les possibilitée offertes par REVE. KB est

l’implantation de l’algorithme de Knuth-Bendix dans Je systéme REVE

(Forgaard-Guttag-84]

Les exemples considérés sont classiques, les spécifications complétes

correspondant a ces exemples sont données dans 1’appendice 1.

Nous pouvons remarquer qu’en général 1l’algorithme SKB est plus rapide

de 1/3 que KB sur des "petits” exemples (group, fib..). La différence

devient plus significative lorsque nous considérons des exemples de plus

grande taille (z)}. Cela montre l’importance de la simplification pour de

tels exemples.



group ib

fib 7
ackermann 1
stack 3
z 94

pgl 7

SKB

rBnovue
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6. Extension (UKB)

6.1. Introduction

6.2 UKB algorithme de complétion sans échec

6.2.1. Ordre de simplification total sur les termes clos

6.2.2. Notions de base

6.2.2. Régles d’ inférence

6.2.4. Algorithme UKB
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6.3 Utilisation de UKB dans les Preuves équationnelles
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6. Extension UKB

6.1. Introduction

La procédure de complétion de Knuth-Bendix en tant que procédure de

complétion de systémes de réécriture est une procédure de semi-décision

dans le sens ol, considérant en entrée un ensemble d’équations E et un

ordre sur les termes, elle fournit, s’il existe, un ensemble convergent de

régles de réécriture. Elle peut aussi s’arréter en échec, ar exemple s'il

n’est pas possible d’orienter une paire critique, ou bien ne pas s’arréter

en ajoutant indéfiniment de nouvelles régles.

Dans plusieurs cas d’échec, on peut encore utiliser la procédure de

complétion de Knuth-Bendix pour décider de 1’égalité des termes. Citons

quelques uns de ces cas d’échec et leurs solutions:

> n peut arriver que l’ordre utilisé par la procédure de complétion ne

soit "pas capable de comparer les termes des paires critiques afin

d’assurer la terminaison de la réécriture. On peut dans ce cas

définir un ordre plus puissant, qui peut orienter ce type de paires

critiques [Jouannaud-Lescanne-82, BenCher i fa-Lescanne-86,Bachmair-

Dershowitz-86a]... Rappelons que la propriété de terminaison est

“indécidable [Huet-Lankford-78 ,Dershowitz-85].
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> Pour certaines équations comme l'axiome de commutativité (x. yzy.x),

il n’est pas possible d’orienter celles-ci sans perdre la propriété de

terminaison de la réécriture. Dans ces cas il est possible d’isoler

les équations "& probléme,” et de réécrire modulo ces équations, en

utilisant un algorithme d’unification et un algorithme de Filtrage

modulo ces équations. C'est la méthode générale de réécriture

équationnelle présentée dans le chapitre précédent.

> Dans le cas o¥ toutes les paires critiques peuvent étre orientées, la

procédure de complétion peut ne pas terminer (on dit qu’elle diverge).

Dans ce cas on ne sait 4 aucun moment si elle n’a pas encore trouvé

de systéme convergent ou bien s’il n’existe pas de tel systéme qui

soit fini. Cette divergence de l’algorithme n’est toute fois pas si

catastrophique que l’on pourrait le croire. Huet [Huet-81] a montré

que la procédure de Knuth-Bendix méme dans ce cas de divergence reste

une procédure de semi-décision pour 1’égalité de deux termes t et t’.

Si ts,t? alors il existe une itération de 1’algorithme pour lequelle t

et t’ auront méme forme normale. il suffit donc de calculer & chaque

étape les formes normales de t et t’ et de vérifier leur égalité.

Cette propriété est 4 la base de certaines méthodes de démonstratian

automatique en logique du premier ordre [Hsiang-Dershowitz-83,Paul-

84}.

Dans ce chapitre nous présentons une méthode due 4 Hsiang et Rusi-

nowitch [Hsiang-Rusinowitch-85a] et implantée dans le systéme SBREVE, qui

est une extension de la procédure de complétion, et donne une procédure

de semi-décision pour le probléme du mot dans le cas ot il n’est pas possi-
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ble d’orienter une équation au cours de l’algorithme de Knuth-Bendix. Ce

cas d’échec pour la procédure de complétion SKB (et pour la procédure de

Knuth-Bendix en général) ne l’est plus dans le cas de cette méthode. Cette

extension appelée UKB (de 1’ anglais Unfailing Knuth-Bendix) enléve la con-

dition de n’avoir que des régles orientables dans la procédure de

complétion de Knuth-Bendix (ou de SKB). L’idée est de carder 1’ équation

g=d non orientable telle quelle et de l’utiliser pour réduire les termes

clos, pour lesquels 1l’ordre sera supposé total: cette réduction est une

généralisation de la réduction classique, dans le sens ot lorsque g=d est

orientable en g—d, la réduction généralisée est exactement la réduction

classique. Cette réécriture nécessitera une notion de “paire critique

généralisée,” qui étend la notion classique de paire critique.

La procédure de complétion UKB est trés similaire 4 la procédure de

complétion de Knuth-Bendix (ou SKB): elle engendre des paires critiques

généralisées, les oriente si possible et les utilise pour simplifier les

autres régles. Lorsqu’elle s’arréte, avec un ensemble de régles toutes

orientables, nous avons un systéme convergent. Si elle s’arréte avec un

ensemble de régles orientées et d’équations, nous avons un systéme conver-

gent sur les termes clos (tous les termes clos ont une unique forme nor-

male). Un tel systéme est appelé un systéme convergent pour les termes

clos.

UKB peu étre adopté au raisonnement par réfutation. Pour montrer que

Er s=t od s et t sont des termes non clos (que 1’on ne peut décider égaux

par la réécriture si seule la convergence close est obtenue), on se raméne

a montrer que {E,§ # €} est contradictoire, ol § est la skclémisation de s.

Pour cela on cherche a engendrer suffisamment cie conséquences
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équationnelles de E (paires critiques) pour pouvoir réduire §#€ &

i’ inégalité contradictoire a#a. Si on part avec un ordre total sur les

termes clos, les équations non orientables ne posent plus de probléme, car

le but est de réduire § # € qui est sans variables. Ce qui nous intéresse

ce sont donc les instances closes des régles, or celles-ci sont toujours

orientables d’aprés l’hypothése faites sur l’ordre. Nous revenons en

détail sur cette méthode dans le paragraphe 6.3.

6.2. UKB Algorithme de Complétion sans échec

6.2.1. Ordre de simplification total sur les termes clos

Dans UKB, nous avons besoin d’un ordre de simplification total sur

les termes clos.

Définition 6.1 -- Un ordre de simplification fort est un ordre > sur

les termes vérifiant les propriétés suivantes:

1} propriété de sous-terme: f(..t..}) > t

2) monotonicité: s>t > f(..s..)>f(..t..)

3) stabilité par substitution: s>t = os>ct

4) > est total sur l’ensemble des termes clos (sans variables)
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De maniére évidente un ordre de simplification fort 2st un ordre bien

fondé sur les termes (Dershowitz).

Nous remarquons que la plupart des ordres de simplification (RPO,

RDO...) peuvent &@tre aisément transformés en des ordres Je simplification

forts.

Dans tout ce paragraphe < désigne un ordre de simplification fort.

6.2.2. Nations de base

De la méme maniére que l’algorithme de complétion de <nuth-Bendix, la

procédure UKB utilise une notion de paire critique mais c3lle-ci n’est pas

limitée 4 la superposition des régles. Avec cette nouvelle notion de paire

critique appelée paire critique généralisée, il est possible de superposer

régles et équations:

Définition 6.2 -- Soient g[t]=d et l=r deux équations, o t est un

sous-terme non variable de g. S’il existe un unificateur principal o tel

que

1) ot = ol

2) or Zol

3) od Z ag

alors <od, o(g{r])> est une paire critique généralisée. -e processus de

génération des paires critiques genéralisée est appelé superposition
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généralisée.

0

Le lecteur remarquera que dans le cas od g=d et l=r sont orientables,

(donc lorsque nous avons gd et lr) nous retrouvons la définition clas-

sique des paires critiques, en effet les conditions 2) et 3) deviennent

2?) ol > or

3’) og > od

Nous donnons maintenant une extension de la notion de réduction qui

consiste & utiliser les instances orientables d’équations comme des régles

de réécriture,

Définition 6.3 -- Un terme s[t] est réductible par une équation ler

s’il existe une substitution o telle que

1) ol =t

2) ol > or

On dit aussi que l’équation ler réduit le terme s(t] (c’est-a-dire s[ol]})

en le terme s[or].

le

Nous retrouvons la définition de la réduction Classique lorsque l=r

est orientable en lr car dans ce cas la condition 2) est automat iquement

vérifiée.
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Rappelons que l’ordre > considéré est bien-fondé, ei donc qu’aucun

terme ne peut étre réduit indéfiniment.

Exeaple 6.1 -- Considérant 1’ équation x#y=yxx, et un ordre > qui peut

orienter axb > b¥a (par exemple l’ordre recursif de diicomposition avec

@>b et un statut gauche-droite pour *), le terme axb est: réductible par

xeyzy#x en bea, mais bea n’est pas réductibe puisqu’on n'a pas bea > axb.

De plus, si u et v sont des variables, uxv ne peut pas étre réductible

puisqu’on ne peut pas avoir uxv > veu (ni d’ailleurs veu > uxv). Cette

équation ne peut donc pas étre utilisée pour réduire des termes non clos.

ton . Ip Iw . Régles d’ inférence

Les régles d’inférence de UKB sont trés similaires 4 celles de SKB.

Les réductions sont remplacées par les réductions généralisées et les

paires critiques par les paires critiques généralisées (les superpositions

sont des superpositions généralisées).

Notons que contrairement a SKB, une équation non orientée est utilisée

pour la simplification par réécriture généralisée (utilisant les notations

du paragraphe 5.2.1, ume régle de S est utilisée comme simplificateur, par

la réduction généralisée, avant d’aller dans £).

: _ L ee mE .

Nous proposons, sous forme intuitive, les régles d’inference suivantes

qui généralise celles de SKB:
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Ul» La réduction par les simplificateurs de S (régles orientées ou non),

des régles de R, E et S. Ce mécanisme peut engendrer de nouveaux sin-

s

plificateurs a partir des régles ou équations simplifiées.

U2e Une régle de S (orientée ou non) qui ne simplifie plus est transférée

dans E.

U3» Le calcul d’une paire critique généralisée de E avec une équation ou

une régle de R.

U4> Le transfert dans R d’une régle (orientée ou non) de E dont les paires

critiques avec R ont toutes été calculées.

U5> L’élimination des équations qui sont subsumées par d’autres (s’il

exsite ao telle que ol=g et or=d alors g=d est éliminée)

Les régles d’inférence de UKB sont les mémes que SKB (S1,..,56) en

remplagant la superposition par la superposition généralisée et la

réduction par la réduction généralisée. Nous avons de plus la régle de sub-

somption suivante

£,RU{l=er}, SU{g=d}
U7.1 @430/ ol=g et or=d

E,RU{1sr},5 ou ol=d et or=g

EU{l=r},R, SU{g=d}
U7.2 . edo/ olsg et ore=d

EU{l=r},R,5 ou ol=d et or=g
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Appelons ces régles d’inférence U1) U2).. U7).

La preuve de correction se fait de la méme maniére que celle de SKB,

en utilisant le formalisme de Bachmair-Dershowitz-Hsiang et la théorie UKB.

Nous appelons une procédure UKB toute procédure utilisant les régles

d’inférence Ui.

Considérant un ensemble d’équations £, et un ardre < cle simplification

fort. Trois éventualités peuvent se produire lorsque l’algorithme UKB est

appliqué 4 — et <:

1) Il n’y a plus de paires critiques divergentes et UKB s’arréte avec un

ensemble R de régles toutes orientées. Dans ce cas le systéme de

régles trouvées est convergent, et donc tous les termes £-égaux ont la

méme forme normale dans R

2) Il n’y a plus de paire critique divergente et UKB s’arréte avec un

ensemble R de régles qui ne sont pas toutes orientées. Dans ce cas R

est un systéme convergent sur les termes clos et UKB peut néanmoins

servir de procédure de décision pour le probléme du mot dans £

(paragraphe 5.3)

3) La superposition généralisée engendre toujours des fpaires critiques

non convergentes, UKB me termine pas. Dans ce cas étant donné deux

termes clas E-égaux, il existe un systéme Ri de régles et d’équations

trouvées 4 une étape i de l’algorithme, pour lequel ces termes ont la

méme forme normale.
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Nous donnons deux exemples ot le résultat de UKB est un systéme con-

vergent sur les termes clos. Ces systémes convergents sur les termes clos

vont servir 4 prouver des thécrémes équationnels comme on le verra dans le

paragraphe 5.3,

Exemple 6.2 -- considérant les deux équations suivantes:

(x.y). (z.w) (x.z). (yw)

(x.y).x = x

Le premier axiome est permutatif, il ne peut donc pas étre orienté, ce qui

met en échec Valgorithme de complétion de Knuth-Bendix. Avec la procédure

de complétion UKB, nous obtenons le systéme suivant

(x.y).x 7 x

x. (y.z) > x.z

(x.y).z = Oxw).z

C(x.y).z).w FP xW

Ce systéme est convergent sur les termes clos.

Exemple 6.3 —- Considérons 1’ensemble suivant d’ équations

(x.y) e x

x.(y.z) = x.2z

(xsy).z = F(x,z)
f(x,z).Wwo= x.W

COxcy).z).w = XW

UKB s’arréte avec le systéme suivant

on In I
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f(x, x) > x

x. fy. z)7>x.z

(x ey) 6 2 F(x z)

f(x, z).wOx.w

f(x .y, w) =x. Ww

f(x, y . z) > f(x, z)

y. f(x, z) my. z

f(f(x, z), y) > F(x, y)

f(x, fly, 2)) > FOy z)
f(x . z, w) = F(x. y, #)

Implantation de UKB

La procédure donnée dans ce paragraphe est une réalisation de la

procédure UKB. Le schéma général de la procédure UKB est donc le méme que

SKB, nous utilisons les paires critiques généralisées 2t la réduction

généralisée.
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UKB = proc(R,E,S: ensemble de régles)

USIMP(S,E,R)

& & la sortie de USIMP, 5 est vide

répéter jusqu’a £ = @

© Prendre la premiére régle lr (orientée ou non) de E (E:=E-{]-r})
@ Engendrer UNE paire critique non triviale normalisée g=d

de lr sur RU{1~r}

® si g=d est subsumée par une équation de R ou de £ alors continue
@ USIMP({g-*d}JUS,E,R)

e Si l~r est simplifiée alors stopper la génération

des paires critiques

® Si il n’y a plus de paires critiques pour l-r alors R:=RU[1—r}
fin UKB

USIMP = proc(S,E,R: ensemble de régles)

Tant que S # @ faire

e@ Prendre la premiére régle (orienter ou non) l=r de §

USIMPLF ({1—r},S)

USIMPLF ({ir},E)

USIMPLF ({1—r},R)

Es=€Uf1r}

fin USIMP

USIMPLF = proc({l—r},T: ensemble de régles)

répéter jusqu’a ce que toutes les régles de T aient été considérées.
@ Prendre une régle gd de T

e Si gd est simplifiée par lr en g’-d’ alors

S:=SU{g’ =d’ }

Tz=T~{g->d}

fin USIMPLF

Remarque 6.1 -- 11 est nécessaire d’utiliser un test de subsomption

afin de détecter et d’éliminer les paires critiques qui sont instances des

Equations du systéme. Cela pour éviter a l’algorithme de Teproduire

indéfiniment les mémes équations non-orientables. Cette condition n’est pas

nécessaire dans l’algorithme de complétion de Knuth-Bendix puisqu’on
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suppose que toutes les paires critiques sont orientables.

Les régles sont considérées dans une h-table (tale d’adressage

dispersé) comme pour le cas de SKB (table h-codée par le symbole de téte du

membre gauche 1 d’une régle 1~r). Dans le cas de UKB, les équations sont

utilisées dans la réduction, l’ensemble de ces éG6quations est aussi

représenté par une table h-codée. Si on utilise l’équation Jl=r pour

réduire, il est nécessaire de considérer aussi l’équation r=1. Une inser-

tion dans la table h-codée utilisant les symbole de téte de r et de 1 per-

met de retourner Isr ou r=l suivant que le symboles de téte du terme &

réduire est le méme que celui de 1 ou de r.

6.3. Utilisation de UKB dans les preuves équationnelles

Nous présentons dans ce paragraphe une méthode four décider du

probléme du mot dans les théories équationnelles utilisant UKB.

Oans le cas of UKB retourne un systéme convergent sur les termes clos,

la procédure pour décider de probléme du mot dans une théorie équationnelle

E donnée au départ est la suivante: étant donnée une équetion s=t, nous

considérons sa négation, et la skolémisons pour obtenir & # €: toutes les

variables de § et f sont remplacées par des constantes de Skolem et donc

admettent des formes normales uniques dans le systéme convergent sur les

termes clos considéré. La forme normale de § est égale 4 la forme normale

de € si et seulement si, d’aprés le théoréme de Hsianc et Rusinowitch,

l’équation est un théoréme de E.
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UKB est une méthode de semi-décision pour le probléme du mot dens les

théories équationnelles comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 6.1 -- [Hsiang et Rusinowitch]-- Soit £ une théorie

équationnelle et s=t une équation. s=t est un théoréme dans E si et seule-

ment si la procédure UKB, appliqué 4 EU(S # t}, produit une contradiction

ata.

La démonstration est donnée dans [Hsiang-Rusinowitch-85b], elle util-

ise une technique sur les arbres sémantiques transfinis [Hsiang-

Rusinowitch-85a].

Ce théoréme nous assure la preuve de s=t par réduction de & #f en

utilisant les régles et les équations de E.

On peut faire un paralléle entre ce théoréme et la formulation

réfutationelle du résultat de Huet ([Huet-81]: étant donnée une théorie

équationnelle £ et une équation s=t, s=t est un théoréme de E si et seule-

ment si la procédure de complétion de Knuth-Bendix engendre suffisamment de

régles pour réduire l’inéquation §#€ en axa. Il est cependant

nécessaire que l’algorithme de Knuth-Bendix n’engendre pas d’équations non

orientables. Cela n’est plus nécessaire pour le cas de UKB, puisque les

Equations servent aussi a4 réduire & # t.

Il n’est pas nécessaire non plus de trouver un systéme convergent sur

les termes clos pour réfuter une inéquation, on peut le faire "a la volée”

c’est-a-dire pour chaque nouvelle régle engendré par UKB, tester si elle

réduit l’inéquation 4 la contradiction a # a.

~ 102 -

Exemple 6.4 -- Considérons la spécification du IF gli ne peut pas étre

orientée par la procédure classique de complétion 4 cause des équations

permutatives qu’elle contient.

if(true, x, y) == x

if(false, x,y) == y

if(x, x, y) == if(x, true, y)

if(x,y,x) == if(x,y, false)

if(botom, x,y) == botom

if(x, botom, botom) == batom

if(xp, if(xp, x,y),z) == if(xp,x,z)

if(xp,x,if(xp,y,z)) == if(xp,x,z)

if (xp, if(xq,x,y),if(xq,u,v)) == if(xq,if(xp,x,u),if(xp,y,v))

ifGfOp,x,y),U, vies if(xp,if(x,u,v),ifly,u,v))

Le but est de montrer l’équation suivante

if(x, u, iffy, u, v)) <= if(if(x, true, y), u, v)

Nous la skalémisons et nous considérons sa négation:

if (px, pu, if(py, pu, pv)) # if(if(px, true, py), pu, pv)

ol px, pu, py, py sont des nouvelles constantes de Skolem. Considérant cet

ensemble d’équation et 1’ inéquation a réfuter, UKB arrive a une contradic-

tion (les deux membres réduits de l’inéquations sont unifiable), en 15

secondes, ce qui achéve la preuve sans avoir besoin de compléter le systéme

initial.

Exemple 6.5 -- Considérons la spécification suivante:

X+y == K+

(x-y)+z == (x4+2)-y

(xey)-y ==x

et l’inéquation suivante

(a~b)+c # a
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en considérant 1’ordre suivant c>->a>b nous avons une contradition en 13

secondes.

Hsiang et Rusiniwitch [Hsiang-Rusinowitch-85b] montrent que cette

méthode de preuve peut étre généralisé au cas ou on a plusieurs inéquations

et ou ces inéquations contiennent des variables, plus précisement dans le

cas des théories équationnelles contenant un ensemble fini d’équations et

d’inéquations avec toutes les variables quantifiées universellement. Pour

cela on définie la superposition d’une équation et d’une inéquation comme

suit:

Définition 6.4 -- Soit l=r une équation et g{t]#d une inéquation, s’il

existe o une substitution telle que

1) ot = ol

2) or Z al

alors o(g{r}#d) est une inéquation engendrée par superposition de g[t]#d et

l=r.

La contradiction est engendrée lorsqu’on a une inéquation gtd avec

ogqzad.

Les inéquations peuvent étre considérées comme des équations et

ajoutées a4 l’ensemble des équations de la théorie considérée (§ # f=1 ou #

est un nouveau symbole de fonction) et l’équation x#x=0; l’équation est

réfutée lorsque la contradiction 1=0 est engendrée. Cette contradiction ne
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peut jamais étre engendrée par superposition de deux inéquations (équations

de symbole de téte #), il est donc inutile de superposer de telles

inéquations. Pour cette raison, dans l’implantation SBREVE, l’ensemble des

inéquations est stocké a part, dans un ensemble N. Les paires critiques

engendrées par la superposition d’une inéquation de N et d’une régle de R

ou de € est une inéquation, elle est donc mise dans N si ce n’est pas une

contradiction.

Exemple 6.6 -- Soit la spécification suivante d’un probléme danné dans

*Sth Assoc. of Automated Reasoning Newsletter, 1985":

s(x, s(y, 2)) == s(flx, y), 2)
s(m, x} == s(x, x)

s(a,x) #x

Le systéme SBREVE arrive 4 la contradiction suivante en 5 secondes sur VAX

785,

s(m,f(x,m)) # s(m,f(x,m))

1a => Conclusion

UKB est une méthode de complétion qui n’échaue pas 4 cause d’équations

non orientables. Nous avons vu au chapitre précédent une autre méthode, la

réécriture équationnelle, pour résoudre le méme probléme. Pour cette

derniére méthode (réécriture équationnelle) nous avons besoin d’algorithmes

d’unification et de filtrage pour la théorie considérée alors que pour UKB,

on utilise l’unification dans la théorie vide. Dans certains cas contenant
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Jes axiomes d’associativité et de conmutativité, on peut ne pas trouver de

systéme convergent fini par UKB (1’algorithme ne termine pas en engendrant

indéfiniment des nouvelles paires critiques), alors que la réécriture

équationnelle termine et donne un systéme convergent fini modulo AC. Une

approche naturelle serait de combiner ces deux méthodes.

PARTIE II
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7. Egalité sodulo un ensemble d’axiomes E

7.1. Introduction de la méthode sur un cas particulier

7.1.1. Algébre de structures

| 7.1.2. Systéme de réécriture de structures
7.1.3. Caractérisation des classes modulo AC

7.1.4. Réalisation

7.2. Et Pour Les Autres Ensembles d’Axiomes?

7.2.1. Structures de Données A, C ou I

7.2.2. Forme Normale modulo E

7.2.3. Forme Normale dans un mélange de structures

, 7.2.4, Réalisation de la forme normale dans un mélange de théories
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I~ + Egalité modulo un ensemble d’axiomes E

Pour décider de 1’égalité de deux termes modulo un ersemble d’axiomes

E, il n’est pas toujours possible d’utiliser les techniques de complétion

de Knuth-Bendix sur 1’ensemble d’équations £. De plus, dais la méthode de

complétion équationnelle, E est justement un ensemble 3’ équations od ces

techniques échouent. Des axiomes, tels la commutativité, ne peuvent pas

étre utilisés comme des régles orientées de gauche 4 droite, puisque la

propriété de terminaison n’est pas satisfaite. Ces techniques ne sont pas

possibles dans le cas, comme celui de J’ensemble E des axiomes

d’associativité et d’idempotence, of l’ensemble des régles engendrées est

infini.

Pour résoudre ce probléme, nous exploitons une technique trés souvent

utilisée en programmation, et nous la formalisons. Cette technique consiste

a utiliser des structures de données associées 4 l’ensemble des axiomes E,

pour décider de 1’égalité modulo E. Ainsi ces structures de données per-

mettent de représenter les classes d’équivalence des termes modulo

l’ensemble. d’axiomes E en question.

Cette démarche est naturelle, puisqu’une structure de données peut

étre vue comme une espéce de structures [Bourbaki-58]. Les ensembles

d’axiomes ne sont qu’une description de cette structure, comme 1’explique

A. Joyal [Joyal-81]:
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Il existe déja un concept précis d’espéce de structures. La

description d’une espéce particuliére se fait souvent en

spécifiant les conditions que doit satisfaire une structure pour

appartenir 4a cette espéce. Cette description peut prendre la

forme d’une axiomatisation de l’espéce considérée.

Tl est donc naturel d’associer & un ensemble d’axiomes une structure,

ce n’est que voir la méme chose de deux points de vue différents. Nous gar-

dons l’aspect ensemble d’axiomes lorsque nous manipulons des termes — de

l’algébre libre, et mous considérons la structure lorsque cela est

nécessaire.

Notation -- Soient F l’ ensemble des symboles de fonction, et M(F,X)

l’algébre libre engendrée par X. Fe désigne l’ensemble des symboles de

fonction qui vérifient les axiomes de 1’ ensemble E, Fas sera l'ensemble des

symboles de fonction associatifs et commutatifs et FS celui des symboles

idempotents.

7.1. Introduction de la méthode sur un cas particulier

Dans ce paragraphe nous introduisons une méthode de décision pour

l’égalité modulo l’ensemble d’axiomes d’associativité et de commutativité.

Nous définissons un ensemble appelé FNAC (AC pour l’ensemble des axiomes

utilisés, dans ce cas l’axiome d’associativité et de commutativité) de

structures récursives notées FN? et nous montrons que MCF,X)/= 4

(l’ensemble des termes quotienté par congruence Fac) est en bijection avec
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une partie de FNAC. Nous définissons ensuite dans FNAC un systéme de

réécriture dans lequel la forme normale d’un terme t (ou plus exactement de

son image dans FNAC) est le représentant de la classe d’écuivalence de tous

les termes égaux A t madulo les axiomes d’associativite et de commuta-

tivité.

7.1.1. Algébre de Structures

Soit F__ l’ensemble des symboles AC, X l’ensemble des variables et
ac

MCF OX) la F-algébre libre sur X.

Définition 7.1 ~- FN est par définition

* soit une variable,

* soit un couple formé d’un symbole de fonction et d’un multiensemble de

FNL.
ac

FN. ::= variable | (symbole de fonction AC, {{ Foe }} ) |
ac

ou {{x}} est le multiensemble qui contient x.

On peut munir l’ensemble des FN d’une structure de F-algébre, que

l’on note FNAC en définissant les opérations foe suivantes :

Vfer, ar(f) =k,

fo: FNACK => FNAC
ac

vay ty o Fagftps ot dalf, {ft),--,t HD

M(F,X) peut &tre considérée comme une partie de l’algébre FNAC, et
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ceci en considérant 1’ image de M(F,X) par l’ application suivante :

Lee : M(F,X) > FNAC

Y ~ si yest une variable alors y

sinon % y = FED,» t)

(fF, {{1,(t)). 1D

Un élément de FNAC est 1’ image d’un terme par lV application Le s’il

vérifie les contraintes d’arité correspondantes.

Exemple 7.1 -- Un terme f(f(x,y),z) peut @tre considéré comme

lélément (f,{{(F,{{x,y}}),z}}) de FNAC.

7.1.2. Systéme de Réécriture de Structures

Nous définissons maintenant un systéme de réécriture dans 1’ensemble

FNAC; ce systéme sert a caractériser la classe des termes égaux 4 un terme

t modulo les axiomes d’associativité et de commutativité. Cette classe est

caractérisée par la forme normale de Tift) dans ce systéme de réécriture.

En d’autres termes le quotient de 1’algébre M(F,X) par la congruence = =,/,

est en bijection avec une partie de FNAC.

Notation -- Pour simplifier les notations , (Ff fx) ,+9x 11) est noté

Fix)... }).

Soit R{AC] le systéme de réécriture constitué des régles suivantes :

- lll -

Schéma 1: Fix). ox sAlfys s+. synttt =" FULxp 9+ 2X s¥yoe- syn

Schéma 2: fi{x}} > x

Remarquons que le systéme précédent, tel qu’il est présenté n’est pas

un systéme de réécriture des termes mais un systéme de réécriture de struc~

tures. Néanmoins il peut étre considéré comme un systéme ce réécriture de

termes puisque les structures FNoe elles mémes peuvent étre considérées

comme des termes d’une certaine F-algébre, moyennant la donnée d’une

précédence sur l’ensemble des symboles de fonction et ces variables. Par

exemple la structure f{{y,x,f{{x}}}} est le terme taf, (x.y, f,(2)) de la F-

algébre ot f, et f, appartiennent a F et d’arité respective 3 et 1, avec en
1 2

plus la précédence x<y<f2.

Remarquons que 1’on peut aussi considérer ces structures comme des

termes de symboles de fonction d’arité variable, le méme terme t sera alors

f(xy, F(z)) ol f est un symbole de fonction d’arité variable.

Une autre maniére de considérer les structures FNoe comme des termes

est la suivante : une structure f{{x,y}} est le terme suivant

couple
,

f liste
/-

x sy

Ob *liste” et "couple” sont deux nouveaux symboles de fonction.

La justification de la considération des structures en tant que

termes étant faite, mous revenons aux structures Noe que nous manipulons

alors comme des termes.
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Lemme 7.1 -- Le systéme de réécriture R[AC] est convergent.

Preuve :

ia terminaison est due 4 la taille décroissante des termes. Nous

laissons au lecteur le soin de vérifier qu’il n’y a pas de paires

critiques entre ces deux régles.

Le systéme convergent R[AC] va donc nous servire a caractériser les

Classes des termes égaux modulo les axiomes d’associativité et de commuta-

tivité. C’est l’objet du paragraphe suivant.

7.1.3. Caractérisation des Classes Modulo AC

Définition 7.2 -~ Soit M un terme, on appelle forme normale

associative-commutative, et on la note FNM), la forme normale de I__(M)
ac

dans R[AC}.

Proposition 7.1 ~- Soient M et N deux termes,

M = tac N@ FNS (M) = FN CN)

Preuve :

Deux points 4 démontrer :

1) REAC) contient AC (trivial) et

* A2) ty prac] ty ssi taterac) = totetac]’ d’aprés la canonicité

de R[AC].
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Cette méthode nous a donc permis de ramener l’éyalité modulo les

axiomes d’associativité et de commutativité 4 une égalité sur les multien-

sembles, puisque la structure FN oe d’un terme M est un couple composé d’un

symbole de fonction et d’un multiensemble.

Exemple 7.2 -- Pour f € Fac? les deux termes suivarts ont la méme

forme normale AC f{{x,y,a,b}}

7.1.4. Réalisation

La mise en pratique de cette méthode pour décider de l’égalité modulo

AC est simple puisque l’implantation de la structure FNoe he pose pas de

problémes particuliers. En utilisant des langages de programmation basés

sur les types abstraits, tel CLU [ Liskov,etal.-81], il suffit de définir

le type multiensemble. Quant au systéme de réécriture RAC], il peut étre

réalisé par une fonction manipulant les structures FRc! L’égalité modulo

AC devient de cette maniére une simple égalité syntaxique sur les struc-

tures FNoot Nous donnons dans le paragraphe 7.2.4 une procédure permettant
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la réalisation de cette méthode. En fait nous donnons une procédure

générale dont, la méthode présentée dans ce paragraphe est un cas particu-

lier.

7.2. Et pour les Autres Ensembles d’Axiomes?

Dans ce paragraphe nous caractérisons Pégalité dans la théorie

€quationnelle od les symboles de fonction vérifient l’axiome E. nous mon-

trons comment 1’égalité modulo cet ensemble d’axiomes E, est caractérisée

en associant a chaque ensemble E une structure adaptée. Par exemple pour

oe 
Pry: 

aratel’axiome de commutativité C, nous utilisons la structure des couples permu-

tatifs,

Le paragraphe suivant est une présentation des structures de données

utilisées dans la suite pour les axiomes d’associativité, de commutativité,

bs 
sasd’idempotence ou de toute combinaison de ces trois axiomes.

2.2.1. Structures de données pour A, C ou I.

Soit E un ensemble d’axiomes parmi les sept ensembles suivants :

A chaque ensemble d’axiomes E on fait correspondre une structure de
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donnée str. Commengans par les définir.

Trois opérations sont nécessaires pour définir str, 3

nil, :

add. : MCF,X) x str

7 str.

E

oO. >i str x str,

> str

str

Dans le tableau suivant nous décrivons ces opérations et les relations

entre elles.

str, add, (x nil.) propriétés

liste fx/ add(x,11)°12 = add(x,11°12)°| | m couple

permutatif

[x] [etyl = Deyl = ly.)

=| couple

sans

répétition

(x) OOP {y) = Gay)
add(x, (x)) = (x)

AC |multi-

ensemble

{{x}}
a

add(x, My) Mo
a

= add(x, My My)

AI jliste

sans

répétitian

immédiate

Litt AIxIfPOl yl = si x = y alors //x//

sinon //xy//

CI [couple

permutatif

sans

répétition

({x]}] [{x]}°Cfy]] = six = y alors [{x]]

sinon [[x,yl] = [Lly,x]]

ACI [ensemble {x}

Nous utilisons la notation stre pour désigner aussi l’application qui

a tout objet t fait correspondre un élément de la catégorie des strep, par
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exemple si t est un arbre, str yo, (t) = {t} qui est l’ensemble qui contient

l’arbre t, et str, (t) = /t/ la liste contenant un seul élément t.

Sit € M(F,X) alors

str, (t) = add, (t,nil-)

7.2.2. Forme normale modulo £

Sait FN. une structure récursive définie, pour E quelconque par :

FN, t= variable I cr, str, (FN,))

Pour E fixé FN. est le structure récursive associée 4 la structure de

données str,. Par exemple FNaG est la structure FN, pour E = AC associée a

la structure stra. qui est la structure de multiensemble.

L’ensemble des FN. est appelé FNE.

FNE peut étre muni d’une structure de F-algébre de la méme maniére que

FNAC dans le paragraphe précédent.

M(F,X) peut @tre aussi vue comme une partie de FNE (ou isomorphe a une

partie de FNE)

L’application qui a un terme M fait correspondre son image dans FNE

est appelée Ip. Nous avons certainement besoin d’un test sur le symbole de

téte du terme afin de déterminer la théorie équationnelle E 4 laquelle il

appartient, et donc déterminer la structure de données str, nécessaire pour
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définir FN. Nous introduisons pour cela Ll’ application TH qui a tout sym-
e

bole de fonction fait correspondre la théorie 4 laquelle i appartient.

Exemple 7.3 -- Soient f € Pal a et b des constantes.

Tryp ey FO% F(ab) = Typ (F(x, f(a.b)))

a= (f, stra. (IanO) (1,.¢FCa,b)))

(Ff, {{x}} U {£CF, Cfx, yd} FF

(f, {{x, (Ff, {fx yl}})ub

Notation ~- Pour simplifier les notations, le couple (f, str. (t)) sera

noté fstr,(t). Ainsi le terme de l’exemple précédent est roté f{{x,glx,y]}}

Pour chaque ensemble d’axiomes E, et donc pour chaque ensemble FNE

nous définissons un systéme de réécriture R[E] contenant deux régles Rte]

et RTE], telle que pour S € {A,I}, si S € £ alors la régle Role] appar-

tient 4 R[E].

R fe] (f, Stray py 6t)) > ¢t

Rte] Cf, Stray py yr Xr Fs Str ry py Vyr Yd eZpre |)

>

(f, SEE y pyro X I SEE GCG) pr MS Tree) (Zp ))

Tous les systémes RIE] sont convergents a cause de l’absence des

paires critiques et de la décroissance de la taille des mambres droits.

La forme normale d’un terme M (ou plus précisement dz T.(M)) dans le

systéme de réécriture RIE] nous permet de caractériser la classe
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d’équivalence de tous les termes égaux 4 t modulo E.

Définition 7.3 -~ Soit M un terme, on appelle E-forme normale de M, ce

qu’on note FNE(M), la forme normale de 1. (M) dans le systéme de réécriture

R(E).

Exemple 7.4 -- La forme AC-normale du terme t = f(x, f(a,b)) de

l’exemple précédent est la la forme normale de Tp (t) dans le systéme

R, fac]. nous avons (exemple précédent)

Te lt) = (f, (fx, Cf, {fa, b}}}}))

en appliquant la régle R, [AC] sur Typ ft), nous obtenons

(f, {{x}}U{{a,b}}) =

(f, {{x,a,b}})

d’ou

FN, (f(x, f(a,b))) = (f, {{x,a,b}})

La caractérisation des classes d’équivalence est donnée par la propo-

sition suivante.

Proposition 7.2 ~— Scient deux termes M et N, et E un ensemble

d’axiomes parmis les 7 ensembles définis au paragraphe 7.2.1, M et N sont

égaux modulo E si et seulement si FN, (M) = FNE(N).
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Preuve :

D’aprés la canonicité du systéme de réécriture R[E] considéré.

Une implantation de cette méthode est donnée dans le paragraphe 7.2.4.

7.2.3. Forme normale dans un mélange de structures

Nous considérons dans ce paragraphe une théorie équationnelle ot cer-

tains symboles de fonction satisfont un ou plusieurs axiomes parmi A, C ou

I. Les symboles de fonction satisfont donc un ensemble d’axiomes parmi les

sept ensembles donnés au paragraphe 7.2.1. Un terme dans cette théorie peut

donc contenir des symboles de fonction A, d’autres AC, etc.. Pour chaque

symbole de fonction f nous avons une théorie £ et une structure de donnée

associée str,.

Les différents systémes définis dans le paragraphe précédent nous per-

mettent de définir une forme normale des termes, utilisant les différentes

structures de données définies au le paragraphe 7.2.1.

Définitian 7.4 -- Soit un terme MefC..t...), La forne normale de M,

ce qu’on note FN(M) est

FN cA SEE yc py CPNCE DD? stray gy (FNCES))% «)
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Exemple 7.5 -— Considérons le terme t = f(x,f(a,g(y,z))) lorsque f est

AC et g est CI,

FN(t) = FR aCe) PSEE cp CFNGD )°strr ay |) (FNC F(a, Fly, z)))

= FN« FELFN(x) IULLEN(F(a,a(y,z))) }}

it Fac PUExHIULL CEN, (FE La, FN, (g(x) ))}}

FNac ft{x, (Fifa, al [x,¥]])

fi{x,a,gf[x,yJ]}}

Proposition 7.3 -- Soient deux termes M et N; M et N sont égaux modulo

l’ensemble des axiomes vérifiés par leurs symboles de fonction si et seule-

ment si FN(M) = FN(N).

Exemple 7.6 -- Le terme de l’exemple précédent est égal au terme

f(x,g(y,z)), puisqu’ils ont la méme forme normale.

7.2.4. Réalisation de la forme normale dans un mélange de théories

La caractérisation qu’on vient de présenter dans le paragraphe

précédent peut étre réalisée facilement. Nous donnons dans ce paragraphe

une réalisation pour le cas de mélange de théories, implantée dans le

systéme REVE 3 pour le cas AC et C. L’implantation de la méthode pour le

cas d’une seule théorie E est un cas particulier de cette implantation.
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Le calcul de la forme normale d’un terme est donné scus la forme d’une

procédure appelée FN. La procédure FN prend en entrée un terme et

retourne sa forme normale.

FN(M) = proc (M: terme) retourne (forme normale de M)

si ( M = cte ou variable ) alors retourner( M, nil }

sinon M = f(ty, ey t)

si f vérifie lensemble d’axiome E tq A € £ alors

retourner( APLATIR( f, str tFN(t))), str, (FN(t)))

sinon % f vérifie les axiomes de E

oOretourner(f, str, (FN(t, }) sir FN(t,))

fsi

fsi

fFN

f vérifiant les axiomes de E dont A

APLATIR = proc (f: top, (al, bl), (a2, b2): (top, str)) retourne ((top, str))

NV t= nil,

pour i:= 12 faire

sia. = f alors NV := NV°str.(b.)
i Bi

sinon NV :s Nv°str, ((ai,bi))

fsi

fpour

retourner(f, NV)

fAPLATIR
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Dans ce paragraphe nous avons caractérisé la E-égalité en associant

une structure de donnée 4 E et en caractérisant l’égalité de telle struc-

tures. Nous avons ramené 1’égalité une égalité modulo E a une égalité syn-

taxique sur les structures de donnée. Pour la théorie équationnelle oi

chaque symbole de fonction fy vérifie la théorie Eye le probléme d’égalité

dans cette théorie est ramené a l’égalité des structure strey correspon-

dantes. Une procédure de construction des structures pour le cas particu-

lier ot les symboles de fonction considérés vérifies un ou plusieur axiomes

parmi A, C et I est donné. Nous n’avons pas étudié le probléme de la

correspondance systématiquement d’une structure de donnée a un ensemble

d’axiomes.
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8. Etude algébrique du probléme du filtrage

8.1. Introduction ‘

8.2. Substitutions

8.3, Equations et ensemble de solutions

8.4. Transformation de filtricandes

8.5.1. Décomposition

8.5.2. Fusion

8.5.3. Mutation

8.5.4. Algorithme de filtrage

8.6. Exemples d’algorithmes de Filtrages

8.6.1. Théorie vide

8.6.2. Théorie associative

8.6.3. Théorie commutative

8.6.4. Théorie Idempotente

8.6.5. Théorie associative-commutative

8.6.6. Théorie associative-idempotente

8.6.7. Théorie commutative-idempotente

8.6.8. Théorie associative-commutative-icempotente

8.6.9. Tableau pour A, C ou I

8.6.10. Théorie distributive gauche (ou ciroite)

8.7. Exemple de filtrage par réécriture
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8. Etude Algébrique du Probleme de Filtrage

8.1. Introduction

Dans ce chapitre nous étudions le probléme de filtrage dans les

théories équationnelles d’un point de vue algébrique. Nous résolvons des

équations et des systémes d’équations. Nous définissons des opérations

élémentaires sur les équations et les systémes d’équations. Ces transforma-

tions appliquées 4 l’équation (pour le probléme de filtrage) M«N, permet-

tent de trouver l’ensemble de filtres de M vers N.

Plus précisement, étant donnés deux termes M et N, chercher 1’ ensemble

des filtres de M vers N dans la théorie équationnelle E (ou chercher les

E-solutions), revient 4 transformer 1’équation Mee en un systéme

d’équations (ou plusieurs systémes) plus simples, ayant le méme ensemble de

solutions que l’équation M«N. Ce processus est itéré jusqu’a 1’obtention

d’un ensemble de systémes d’équations triviales, auxquelles correspondent

les substitutions cherchées.

Pour résoudre une équation, nous la transformons en équations plus

simples. Grace a trois types de transformations, appelés décomposition,

mutation et fusion .

Nous prouvons de la complétude de la méthode, en montrant que les

transformations appliquées sont des £-équivalences dans le sens ot
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l’ensemble des E-solutions d’un systéme donné d’équations est le méme que

L’ensemble des E~solutions du systéme transformé.

Une maniére duale de résoudre un systéme d’équations dans une théorie

équationnelle E, consiste a transformer le systéme en un ensemble de

systémes équivalents 4 résoudre dans des théories équationnelles plus sim-

ples que E, par exemple des sous~ensembles de E. Cette méthode est 1’objet

du chapitre: Union de Théories. Elle fut appliquée pour la premiére fois

aux problémes d’unification (ou résolution d’équations pour le probléme

d@unification) par C. Kirchner [Kirchner-85] et K. Yelick [Yelick-85] puis

par £. Tiden [Tiden-86] et A. Herald [Herold-86]. Cette méthode raméne

l'étude d’un probléme dans une théorie E a celui des problémes dans les

théories ES telles que UE = E, d’od le nom du chapitre correspondant.

i

8.2. Substitutions

Dans ce paragraphe nous étudions les opérations sur les substitutions.

Définition 9.1 -- Soit E un ensemble d’axiomes. Nous dirons qu’un

ensemble de substitutions a, pour i € {1,p] est inconsistant modulo E

s’il existe j et k appartenant a {l,p], et s’il existe x qui appartient 4a

la fois a onee? et Dfo,) tel que o5(x) # a. 00) modula E. Nous disons que la

suite des substitutions est consistante dans le cas contraire.

O

Définition 9.2 -- Soit 9; pour i € IC WN un ensemble de substitutions

consistante, alors par définition la substitution
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G50) 2 GS A a AO

est la substitution de domaine U Dos), définie par
i

(x)a(x) = si x € dD. alors AT

L’opération ~ est appelé conjonction. Dans le cas d’une suite inconsis-

tante de substitutions, le résultat de l’opération de canjonction ~ est

par définition @, la substitution résultat n’existant pas.

Cette opération correspond 4 la composition des substitutions a un

seul niveau, c’est tout ce dont on a besoin dans un probléme de filtrage.

Par exemple le filtre de f(x,y) vers f(y,a) est {x*y,y@-a} et non pas

{xy}. Cela provient du fait que seules les variable de gauche sont

instantiées (oM=N). Nous revenons plus en détail sur ce probléme dans les

Pparagraphes suivants.

Nous généralisons l’opération a aux ensembles de substitutions.

Définition 8.3 -- Soient S, (pour ié€[1,k]} une suite d’ensembles de

substitutions.

i ; <
S, = {oj taveci€élet je J,

alors 5) aS, a... & est un ensemble de substitutions céfini par :

k

S, AS, A.A 5, 7 U {A ° }

Gyre r5j 29 isl “a

Par définition si 1’un des ensembles 55 est vide alors 5,08 Aon =o.
2
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Exeaple 8.1 --

{c, 05} a {8 ,5,} = 10) 25) 10,459 1098, 7,65}

Remarque 8.1 -- Soient X et I’ deux ensembles de substitutions telles

que la suite des substitutions dans © est inconsistante. La conjonction de

ces deux ensembles peut ne pas étre vide comme le montre l’exemple suivant:

Exemple 8.2 -- Considérons 1’ exemple précédent avec 0,26) ={xa,y@b)

et o,28,={x—b,y*a}, Bien que Ty A oy est inconsistante (3) a 6, de méme),
2

nous avons

{oso} A {8,55,} = {xa,yb}

Nous donnons une propriété de « par rapport a l’union des ensembles.

Lemme 8.1 -- L’opération ~ sur les ensembles de substitutions est dis-

tributive par rapport a U ensembliste, nous avons :

Zl a (22 U 3) = (£1 a 32) U (ZL U 33)

Preuve :

En appliquant les définitions.

=
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8.3. Equations et ensembles de solutions.

Nous présentons dans ce paragraphe les équations pour le

probléme de filtrage. Nous supposons donnée la théorie E dans laquelle nous

travaillons.

Définition 8.4 -- Une équation pour le prabléme de filtrage est un

couple de termes (M,N) et une théorie E noté M«_.N. A une équation Maen est
E

associé un ensemble de solutions, 1’ensemble des substitucions a telles que

o(M) =p N.

EF(MagN) = {o | of) =, N}

Oo

La notation « est choisie par analogie au symbole < arichmétique, dans le

sens oG on augmente le terme M jusqu’a le rendre éjal 4 N (oM=N).

Siekmann[Siekmann-78] utilise la convention contraire

NeM qui se lit "le terme M est plus général que N”. Nous préferrons la

premiere notation.

Regarque 8.2 -- L’équation pour le filtrage xa F(x) admet une solution

o:xf(x), Il me faut pas voir en cette solution un cycle, parceque les

variables du terme de droite ne sont pas instanciées: elles peuvent étre

considérées, & un renaommage prés, comme distinctes de celles du membre

gauche, plus précisement comme des constantes.

Définition 8.5 -- Une équation normalisée (ou triviale) est une

équation dont le membre gauche est une variable x. A une équation triviale

est associe la substitution {x«-t} o4 t est le membre droit de 1’ équation.

O
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La terminologie “triviale” est justifiée par la remarque précédente

(le membre droit d’une équation dans un probléme de filtrage est un terme

clos), et danc la solution d’une telle équation (xa, t) est xt.

Notation -- Par la suite, eq dénote une équation quelconque M«_N, et
E

eqs un ensemble d’équations.

Définition 8.6 ~~ L’ensemble des symboles d’une équations Maen, noté

syeb(M«,N), est la réunion des ensembles de symboles de fonction qui

apparaissent dans les termes M et N.

O

Si eq est une équation triviale symb(eq) = symb(N) oJ N est le membre

droit de eq.

Nous définissons les systémes d’équations et leurs solutions.

Définition 8.7 ~~ Un systéee d’équations est un ensemble d’ équations

moté S = Mise N,AvseaM « N.. (Nous utilisons le constructeur d’ ensemblei 1 n EF n

A, Qui peut étre vu comme un symbole de fonction ACI) L’ ensemble des solu~

tions d’un systéme S (pour le probléme de filtrage), est l’ensemble des

substitutions, solutions de toutes les Equations du systéme. Cet ensemble

de solutions est noté EF(S)

EF(S) = {o, V i€[i,n], o € EF(eq,).

Lorsque toutes les équations sont considérées dans la méme théorie, (E. = £
i

pour tout i) l’ensemble des solutions EF(S) peut étre noté sans ambiguité

EF (My «Ns My aN) (on ne précise pas la théorie E pour chaque équation

mais pour le systéme tout entier.
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Nous décrivons maintenant la relation entre l’ensemble de solutions

d'un systéme d’équations et l’ensemble de solutions de chuque équation.

Lemme 8.2 -- L’ensemble des solutions d’un systéme d’équations est la

cenjonction des ensembles de solutions de chaques équation du systéme.

Nous avons:

oe .5 elEF (eq, aeq,a aeq,) EF(eq,) A EF(eq,) AA E (eq)

Preuve :

Montrons l’inclusion ¢&.

Soit o solution de EF (eq neq,a. neq. ) » Nous avons donc o € EF (eq. )

pour tout i€[l,n], donc oa..ac (qui est égale 4c) appartient

EF(eq,) Aa EF(eq,) AGA EF(eq_).

Inversement,

soit o € EF(eq,) A EF (eq,) A ae EF(eq.), donc il existe {o.,

n

izl..n} tel que a= A op ou 9; est solution de 2q55

i=l

el) si D(a, ) nN Eke =@Wiv# j, alers Vi, o est selution de eq,

donc o € EF (eq neqya. -neq.).

@ 2) si D(a, ) nN Deed #8, alors nécessairement, V x € D(c,) nN

D(o,), on a (x) = yes) (sinon o n’existerait pas) et donc o est

solution de EF (eq nega. neq).

O

Ce lemme est important car il raméne la recherche des filtres d’un

ensemble d’équations, 4 la recherche des filtres de chaque équation
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indépendamment des autres. L’ensemble des solutions de l’ensemble

d’équations considérées est la conjonctian des ensembles de solutions de

chaque équation. Ce résultat implique une strategie de résolution de

systémes d’équations, on verra plus loin d’ autres stratégies qui permettent

de résoudre un systéme d’équations sans dissocier les équations, ce qui

sera parfois plus judicieux pour certaines applications.

Remarque 8.3 -- Rappelons que EF(eq,) U EF (eq,) # EF (eq, neq) comme on

le verra dans l’exemple suivant. Nous avons seulement EF (eq, ) A EF(eq, )

EF(eq,aeq,).

Exemple 8.3 -- Soient eq, = flxsy)« fla,b) et eq, = FUxsye f(b,a).

Nous avons

EF(eq,) = {x-a,y@b}

EF (eq, ) = {x*b, ya}

et donc

EF(eq,) U EF(eq,) = {{xea,yb}, {x—b,y-a}]}

par contre

EF (eq, neq, ) = 9

car ce systéme n’a pas de solutions.

Nous définissons maintenant les ensembles de systémes et leurs ensem-

bles de solutions.
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Définition 9.8 -- Une disjonction de systéaes oy pour i € I est un un

ensemble de systémes notés S)VS9v- V5 5

L’ensemble des solutions d’une disjonction de systémes est, par définition,

l’ensemble réunion des solutions des systémes de cette disjonction. Nous

avons donc :

EF(S,v5,v.-v5_) = EF(S,) U EF(S.) Uu..U EFS)

Donec en reprenant l’exemple 8.3 EF (eq, )UEF (eq, )=EF (eq, veq,).

8.4. Transformation de filtricandes

Pour résoudre une équation pour un probléme de filtrage, nous allons

procéder par transformation d’équations et de systémes d’équations. Nous

ne nous intéressons qu’aux équations et systémes d’équations, et oublions

leurs ensembles de solutions. Le passage entre les équations et leur sub-

stitutions sera fait lorsque les équations considérées seront toutes

transformées en des équations triviales, ce qui sera alors simple et

naturel.

Pour s’assurer de la complétude de la méthode, il est nécessaire que

les transformations considérées conservent l’ensemble de solutions. De

telles transformations sont appelée des transformations correctes.

8.5. Equivalence
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Nous appelons filtricande une conjonction et/ou une disjonction

d’équations. Par exemple (M) «pN)AMa«pN, )veqs est un filtricande.

Lemme 8.3 ~~ L’opération ~ sur les filtricandes est distibutive par

rapport a 1’opération v.

Qn (S) v $,) = (@AS)) v (QA S,)

Preuve :

D’aprés la distributivité de ~ par rapport a U.

On retrouve dans le lemme précédent la notion denvironnement défini

classiquement dans les algorithmes de filtrage et d’unification dans les

théories équationnelles et qui correspond 4 la substitution partielle con-

struite 4 une étape de 1’algorithme.

Définition 8.9 -- Un filtricande F, est é€quivalent 4 un autre filtri-
1

cande Fo et on le note A ° Fo si et seulement si l’ensemble des solutions

EF(F,) du filtricande Fi est égale 4 l’ensemble des solutions EF(F,) du

filtricande Fo.

Si de plus le filtricande Fy est considéré dans la méme théorie E que le

filtricande Fo nous dirons dans ce cas que Fy est E-équivalent 4 Fo et on

note Fy =, Fy

Exemple 8.4 -- Soit ”+” un symbole de fonction commutatif, et soit F

le systéme suivant :

pied
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Fos {x+y«a+b}

C{+) est la théorie ou le symbole +” est commutatif. Notws avons

Eee ° xtye ath v xtye bea

ou @ est la théorie vide, c’est-a-dire la théorie ot tvuus les symboles

n’ont aucune propriété.

Vv

Exeaple 6.5 --

PUP (try) 2&6 ¢ 9) Flay Fla, b)) cS

(FOGY Ke’ pya A 240 ¢¢) fab) v

(FOG YD (6) Fla,b) A Ze ¢)8)

Vv

tout pro-Définition 8.10 -- Nous appelons transformation correcte,

cessus qui transforme un filtricande F en un autre filtricande G, tel que

FeG.

Chercher l’ensemble des filtres modulo E de M vers N, c’est résoudre

l’équation M«N dans la théorie équationnelle E c’est-a-dire transfomer

cette équation jusqu’a obtenir des équations normalisées (ou triviales).

Pour cela nous caractérisons les transformations les plus utilisées sur

les filtricande: Décomposition, Fusion et Mutation. La décomposition et la

mutation sont des simplifications de filtricandes; la fusion est un

arrangement de filtricandes, Cette technique remonte 4 Martelli et Man-

tanari pour le cas de l’unification dans la théorie vide [Martelli-
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Montanari-82] et a C. Kirchner pour le cas des théories équationnelles.

Nous leur empruntons les concepts de la décomposition, sauf celui de

l’exclusivité qui est original.

Avant de détailler ces trois phases, donnons en 1’idée de base:

Décomposition:

fe FY 1’ équation

F(t A, ty) « F(t)7,t,", suey ty)iu tos 5

a les méme solutions que

, ¥ ,74 ty«t, Awe A t «tyty«t

ce que 1’on note

EF (P(E store esty )ag(t,’sty?s++ sty?) E EF(t at,’ A toat,’ Aves sA t at, )

D’autres symboles de fonction se comportent de la méme maniére, de

tels symboles sont appelés décomposables.

Nous caractérisons aussi pour cette phase les couples (f,g) de sym-

boles de fonctions pour lesquels 1’ équation

F(ty stores rtp daglt,’,t,7,--,t)")

n’as pas de solution. De tels couples de symboles sont appellés

exclusifs. Dans la théorie vide tout couple (f,g) tq

exclusif.

Fusion :

Dans cette transformation, nous regroupons les équations qui

f#g est

ont le
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méme membre gauche afin de vérifier si les deux membres droits sont

égaux. Les équations dont le membre gauche est ure variable sont

collectées pour former la partie triviale du systéne d’équations. La

partie non-triviale est traitée dans l’opération de mutation.

Mutation ;

Ce processus est celui de la transformation des équations sur

lesquelles on ne peut plus appliquer de décomposition ou fusion et qui

forment donc la partie non-triviale du systéme. Ces transformations

sont déterminées par l’ensemble des axiomes que vérifient les symboles

de téte des équations cansidérées, contrairement a la décomposition.

las Ina lim Décompositions

Nous définissons l’encemble des symboles de fonction qui permettent de

simplifier ume équation sans se référer aux axiomes de la théorie dans

laquelle on résoud cette équatisn.

Définition 8.11 -- Soit E un ensemble d’axiomes. L’ensemble Fd(E)

des syzboles E-décomposables pour un probléme de filtrage, est le plus

grand sous-ensemble de F telle que :

Wf
- ? , yVif, g€Fd t= Flty,...,t)), t? = g(t wn)

f=eg > [t=t’o A (ty = t,’)

k=l..n
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Exemple 8.6 -- Soit F {*, +} od * est distributif gauche par rapport a

Dg(x,+): x * (y +2) = (x # y) + (x & z)

Fd(Dg) = F [Tiden-86].

Exemple 8.7 -- Soit F = FOF ou Fe est l’ensemble des symbales commu-

tatifs. Fd(C) = Fe

Définition 8.12 -- Soit E un ensemble d’axiomes. On appelle ensemble

E-exclusif, le plus grand sous ensemble Fex(E) des couples (f,g) de F x F

tels que si (f,g) apparaissent en téte d’une équation M«N (c’est-d-dire f

est le symbole de téte de M et g celui de N), alors {M«N} = o. -

Fex[E] = {(f,g)| EF(F(t),..,t )ag(t,’,..,t)7) =a}

avec les notations précédentes.

Exemple 68.8 -- Dans les conditions de l’exemple précédent, Fex(C) =

{(f,g)eFxF, f¥g}.

v

Nous décrivons la décomposition par des régles de réécriture, oJ « est un

nouveau symbole de fonction. Nous rappelons que @ est la substitution vide

et que oveq=@ et a@veqzeq.

ee
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Soit fd € Fd et (fx,gx) € Fex

. ’ yy, > , ’
Dl: Fd(t,,..,t dafad(t) pero ty ) ty«ty Ase erty aty

. , >) o>
D2: Fx(ts,..,t, )agx(t)",.-t)?) @

La décomposition d’une équation se généralise 4 la décomposition d’un

filtricande en décomposant toutes ses équations.

La décomposition est une transformation correcte comme le montre le

lemme suivant.

Legge 8.4 -- est une transformation correcte.=

O1lub2

Preuve :

D’aprés la définition de Fd et Fex.

8.5.2. Fusion

Dans cette phase nous regroupons les équations triviales (xept et

y«.t’) paur former ce qu’on appelle la partie triviale du systéme.E P' wanparere eriviate

Définition 68.13 -~ On appelle partie triviale d’un filtricande

l'ensemble des équations triviales de ce filtricande. La partie non-

triviale est le reste du filtricande.
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Au cours de la transformation de fusion, s’il existe dans le filtri-

cande considéré deux équations triviales xe)

est transférée dans la partie triviale (xet, par exemple), et 1’équation

et xGtos une seule équation

ti«t, est alors ajoutée dans la partie non-triviale du systéme. Nous

avons:

Définition 8.14 -- La régle de réécriture pour la fusion est la

suivante:

Fl: >eet) A x«pt, xepty A tet,

Rewarque 8.4 -- ty et ty sont deux termes clos donc 1’ équation t,«,t,

peut @tre résolue par un algorithme spécial de test de f-égalité.

L’ équation ti«pt, ne peut avoir que deux solutions @ ou Identité, dans le

premier cas la fusion termine en échec, et dans le second xept) A Xx«.t, est
£2

équivalent a xepty. Cela peut étre axiomatisé par les régles de réécriture

suivantes:

F2: > i =erty A xapty eet) si ty E ty

ou bien

396F'2: xepty A xapty

F3: eqna-a

> xepty A xapty A t =p ty

F4: eqa Id ~ eq

FS: eqaeq eq

a

ie es SS Sees OS
‘
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Cette transformation, comme la décomposition consei:ve 1’ équivalence

des filtricandes.

Lemme 8.5 -- >... et sont des transformat.on correctes,
4+

Fl F2UF 3UF 4

8.5.3. Mutation

La mutation est la transformation de la partie non-triviale. Elle

dépend de l’ensemble des axiomes E considérés. Pour un filtricande U,

Mut(U) est l’opération qui 4 U fait correspondre un autre filtricande U’

tel qu’on sait résoudre les équations de U’. Nous exigons de la transforma-

tion de mutation d’étre une transformation correcte pour assurer 1’égalité

des ensembles de solutions des filtricandes avant et aprés la mutation. La

mutation n’est pas unique en général.

Définition 8.15 -- La mutation mut est la transformation des filtri-

candes F composés d’équations de la forme f(..)«g(..) avec f, g des sym-

boles non décomposable et (f,g) non exclusif, et cel que EF(F) =

EF (mut(F)}).

Pour un ensemble d’axiomes E, les techniques de caractérisation de E-

Mut différent d’un ensemble d’axiomes a un autre et reposent souvent sur

des principes fort différents les uns des autres. Ils ont tous le méme but:

simplifier le filtricande. C. Kirchner [Kirchner85] a décrit plusieurs

ensemble d’équations dans le cas deméthodes de mutation = d’un

unification, ces méthodes peuvent aussi étre utilisées pour le filtrage,
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Nous donnons dans le chapitre "Union de théorie”, une méthode originale de

mutation basée sur la transformation des théories. Une méthode générale de

mutation est la surréduction {Hullot-80a, Jouannaud, etal.-83,Kirchner-

85,Rety,etal.-85,Rety-87].

Dans le cas du filtrage, il suffit de connaitre la mutation d’une

Equation M«N of les sous-termes de M sont tous des variables.

Lemme 8.6 ~- Soient M et N deux termes. M=f(t,,--t.) et

Neg(t)’,..,t)7), et soient Xprre eX, des variables qui n’appartiennent pas 4

V(M), nous avons

F(t. -t Jen ° F(x) y+ ox DaN A tix) Awe A tex,

ce filtricande restreint a V(M).

avec la régle suivante

Fé: x«D «a Gex > G«D

Nous ne détaillons pas la sémantique de ~. Gex peut étre considérée comme

une équation particuliére.

Donnons un exemple avant de donner la preuve.

Exemple 8.9 -- Pour résoudre 1’ équation Flayv)«n py Fla,b) il suffit de

résoudre le systéme suivant

i 5 a
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Fy) «(gy Fla,b) A BX A Vey @

(Cx« aa Yo fyb) v (xe ¢ pyb A ¥<epyé)) A
c(f)

ax A VOX °

(x« ba aex a vey) ov
cece)? * ¥ccF)

(xe ¢pyb A Kor pya A ax a vey) @

en appliquant la régle F6

(a« aA Veocgy>) v (ae (eb A Voce)! oe
c(f)

Cd a Veo (py) v(@a Veo (p28) ®

(vee cp yb vg @

(vee ¢py®)

Les variables Xp des équations ti, ne sont pas instantiés, ce sont des

variables intermédiaires qui disparaissent une fois 1’équation F(x) 5 +X DN

est complétement transformée. En effet pour chaque équation du type tins,

il existe une équation x, «d, aprés transformation de Foxy a esX Ja, ce qui

donne, en appliquant la régle Fé tj«d.

Donnons maintenant la preuve du lemme.

Preuve :

Soit M’=M[t.«x.]
J o3

XA A tex) C EF(M«N). Soit ao
e1) Montrons EF (Mt, x len A t

dans premier ensemble,

g={t «x, ,..,t)«x) JUo,,

rye ' yeavec a, (M }=N, en appelant Sy l’ ensemble {t«xy,--sty«xi}, nous

= = ? ~avons o=0,0), et o(M) = a, tM den.
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2) Inversement,

Sait o une substitution telle que oM=N. on veut montrer que o €

EFCM«N A tlexia ..1% At ax) qui est égale 4 {M? «N}Uc, , or en appli-

quant F6é sur ce systéme on trouve MeN.

Remarque 8.5 -- On peut voir le lemme 8.6 comme l’application de la

régle suivante

Fey yo X, DAN > DEx 15+ + 9X oN)

sur une équation du type

F(t vst dan
1°

ce qui donne D(t),..st ND, c’est cette application de la régle qu’on note

par

(E(x) ye 25% D«N) A (ty«x Ave tex)
1

Dans le cas de 1’exemple précédent, nous avons la régle

F(x, y)«fla,b) > (xea a yab) v (x«b a y«a)

que l’on applique 4 f(a,v)«f(a,b), on obtient

(axa a veb) v (acb a v«a)

ce que nous exprimons dans le lemme 8.6 par

[(x«a a yeb) v (xeb) a (yea)] a (aax) a (vey)

en utilisant la régle Fé, nous obtenons

a
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(aca ~ veb) v (acb a v«a)

8.5.4. Algorithme de Filtrage

Un algorirhme de filtrage est donné par le systéme ce réécriture com-

posé des régles de réécritures définies dans les paragraphes précédents et

qui sont une formalisation des transformations décrites dans le paragraphe

précédent.

FL) Fusion

t =>F2: apt) A xeety A tiepty Xe

F3; eqagaroe

Fa; eqa ld > eq

My) Mutation

Ml: F — mut(F}

F3) Décompasition

La décomposition est un cas particulier de régle Ml), c’est la muta-

tion associé a la théorie vide. Pour les symboles fd € Fd et (fx,gx)

dans Fex, elle peut étre définie comme suit:
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DL: Fd(t),.-,t) efd(t)?,..,t)") = tyet arent «ty?

02: Fa(ty ye yt, Jagx(t)?s..,t) 7) > @g

La régle Ml est en réalité un ensemble de régles décrivants la muta-

tion d’un unificande pour la théorie considérée. Le lemme suivant nous

assure la correction de la méthode.

Lemme B.7 -- Soit U un filtricande et UW’ le filtricande obtenu aprés

l’application de 1’une des transformations précédentes, alors U + U’.

Preuve :

Toutes les transformations utilisées sont correctes, comme nous

l’avons mantrées dans le paragraphe précédent.

0

nous avons la complétude de la méthode lorsque la mutation est décrite

complétement.

Nous regroupons toutes les régles de réécriture décrivant la

décomposition, fusion et la mutation. Le systéme de réécriture abtenu est

complété en un systéme convergent. Dans le cas d’existence de tel systéme,

nous avons un algorithme de filtrage dans la théorie considérée. La ter-

minaison de cet algorithme de filtrage et sa correction découlent de la

convergence du systéme. Donnons un exemple pour le cas de la théorie vide,

d’autres exemples de théories plus complexes peuvent étre trouvés dans le

paragraphe 8.7 (Exemples de filtrage par réécriture).

Exemple 8.10 -- Soit F l’ensemble des symbole de fonction {f,g,a,b}, f

et g
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sont d’arité deux, a et b des constante. Considérant le systéme de

réécriture qui axiomatise les trois phase de l’algorithme de

"echec” est la substitution vide, Id est 1’identité.

Les trois premiéres régles

suivante

decrivent les propriété de l’opération «. La complétion de ce systéme

Vl: a « b == @chec

V2: (x « b) a (x «

V3: f(x, y) « glz,

V4: f(x, y) « f(z,

V5: g(x, y) « g(z,

V6: a«a == Id

V7: b«b == Id

V8: échec a x == 6

V9: x a Id == x

Vl0: x A x s= x

(V4 V5 V6 V7)

a) == échec

u) == échec

u) == (x « zp a ly «uw

u) s= (x «zd aly «wu

chec

(V1 V2 V3) décrivent l’exclusivité,

la décomposition et les deux derniére (v8 V7)

a symbole AC engendre le systéme suivant:

Ce systéme convergent peut étre utilisé comme un

dans la théorie

trouver le filtre de M vers N.

Vi: a « b > &chec

V2: (x « b) aA (x «

V3: f(x, y) « g(z,

a) — échec

u) > échee

Vil: b « a > €échec

V4: f(x, y) « f(z,

V5: g(x, y) « g(z,

V6: aca > Id

V7: beb > Id

u) 7 (x « za ly « ub)

u) 7 (x « z) a ly « ud

V8: &chec a x — échec

V9: x A Id > x

VlO: x Ax > x

considéré, i1

utilisant le systéme REVE:

donnons une

algorithme

suffit de

sortie de la

filtrage ou

les quatre

avec

normaliser le terme M«N pour

de filtrage

normalisation |
|
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Résolvans 1’équation f(x,g(a,x))«f(a,g(a,b))

Please enter the term for which you would like the normal form computed,
terminated by <ESC>:

f(x, g(a,x))«f(a,g(a,b))

The sequence of term réductions leading to the normal form of your term is:
F(x, gla, x)) « fla, gla, b))

(g(a, x) « gla, b)) a (x « a)
(a « a) a (x « a) vA (x « b)
(a « a) a échec

échec

Considérons 1’équation suivante

FCFOGy), F(g(a,b), f(x,y)) )ef(Fla,b), F(gla,b), F(a,b)))

Please enter the term for which you would like the normal form computed,
terminated by <ESC>:

F(F(x,y), F(g(a,b), f(x,y)) eF(F(a,b), F(gla,b), f(a,b)))

The sequence of term réductions leading to the normal form of your term is:
F(F(x, y), F(gla, b), F(x, y))) « F(Fla, b), Fl(gla, b), Fla, b)))
(f(gla, b), f(x, y)) « F(gla, b), Fla, b))) a (Fx, y) « Fla, b))
(f(x, y) « fla, b)) a (f(x, y) « Fla, b)) a (gla, b) « gla, b))
(f(x, y) « fla, by) a (gla, b) « g(a, b))

(g(a, b) « gla, b)) a (x « a) vw (y « b)
(a « a) a (b « b) a (x «€ a) A (y « b)

(b « b) A (x « a) vw (y « b) A Id
(b« b) A (x « a) a (y « b)
(x « a) a (y « b) A Ie

(x « a) A (y « b)

Considérant deux termes égaux:
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Please enter the term for which you would like the normal {orm computed,

terminated by <ESC>:

f(a,b)«f(a,b)

The sequence of term réductions leading to the normal form of your term is:

f(a, b) « f(a, b)

(a « a) a (b « b)

(b « b) aA Id

b«b

Id

Prouver la terminaison de l’algorithme de filtrage revient A prouver

la terminaison du systéme de réécriture considéré, cela peut se faire en

conditionutilisant les ordres RDO, RPO... Remarquons que si la

nécesssaire donnée par C. Kirchner pour la terminaisaon est vérifiée, le

systéme de réécriture considéré termine. Cette condition s’énonce ainsi:

Définition 8.16 —-[Kirchner-85]-- Soit » une mesure de complexité des

filtricandes (une application de la classe des filtricandes dans N) rela-

tive a la théorie E, Une mutation mut se termine si et seulement si

p(Mut(F)) < pF)

lemme 8.8 -- Soit mut une transformation qui se termine, alors la

forme normale d’un filtricande F est composée uniquement d’équations trivi-

ales. A cet ensemble d’équations est associé un ensemble de substitutians

égal 4 l’ensemble des solutions de F.

Preuve :

Ce résultat est une conséquence des systémes de réécriture a ter-

minaison fini.
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8.6. Exemples de Filtrage

Nous étudions dans les paragraphes suivants quelques cas de filtrage

utiles en réécriture et en Programmation logique. Pour chaque cas nous

appliquons 1’ algorithme standard de filtrage, pour cela nous décrivons les

ensembles Fex(E) et Fd(E) et la phase de mutation.

Notons que pour le cas des théories EUI (contenant 1’axiome

d’idempotence) il suffit de donner la mutation pour les équations dont les

termes ont le méme symbole de téte et ceci Waprés le résultat suivant:

Lemme 8.9 --[Mzali-84]-- Soit M tel que top(M) vérifie 1’ axiome

d’ idempotence. Meru ° Meeytop(M) (N,N).

La phase de mutation est complétement développée pour ces différents

exemples. Les termes sont considérés avec leurs formes normmales FN définie

dans le chapitre précédent.

Lorsque nous parlons de théorie E, on suppose que l’ensemble des sym-

boles de fonction F est l’ensemble Fe: tous les symboles de fonctions

vérifient 1’axiome €.

8.6.1. Théorie vide

L’ensemble de symboles de fonctions est noté Fv

Fd = F
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Fex ={(f,g) / f #g}

Cette théorie est la plus simple a cause de l’absence de la phase de

mutation. Tous les symboles de fonctions sont décomposables et

l’algorithme de filtrage n’a que deux phases qui se succédent:

décomposition puis fusion. Nous verrons dans le paragraphe 8.5.4 une

impalntation de ce cas par les régles de réécriture.

8.6.2. Théorie associative

L’ensemble des symboles de fonction associatif est noté

Fa

Fd =@

Fex = {(f,g) / f # gq}

La mutation est appliqué aux équations de symbole de téte appartenant

a {(f,g) / f = g}. Elle correspond 4 la résolution des équations dans

lensemble des structures de listes. Cette résolution peut étre décrite par

un simple parcours de liste, par exemple /xy/=/abc/ admet deux solutions

{xt-a,y“be} et {xt-ab,y+c}.

8.6.3. Théorie commutative

L’ensemble des symboles de fonction commutatif est naté

Fe

Fd=o

Fex = {(f,g) / f # g}

La mutation est appliquée aux équations dont le symbole de téte est

dans {(f,g) / f = g}, et c’est la résolution des équations dans les couples
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permutatifs. [x,y]=[a,b] admet deux solutions {x*-a,y“b} et (xb, yea}.

8.6.4. Théorie Idempotente

L’ensemble des symboles de fonction idempotent est noté

Fi

Fd: @

Fex = 9

Dans ce cas la mutation est appliquée 4 l’ensemble tout entier, elle

correspond 4 la résolution des Equations dans les structures de couple per-

mutatif sans répétition. la mutation de 1’ équation FOcy)«g(a,b) est

(xe yaya yb) v(xe79(a,b)aye,g(a,b)).

8.6.5. Théorie associative-commutative

L’ensemble des symboles de fonction associatif-~

commutatif-est noté Fac

Fd =@

Fex = {(f,q) / f # g}

La AC-forme normale d’un terme utilise la structure des multiensem-

bles, comme cela a été presenté au chapitre 7. F{t,,...t) 3) est la forme

normale de tous les termes AC-égaux au terme Flt, F(to,.. ty), les ti

n’ont pas de symboles de téte égaux 4 f. la mutation est appliquée aux

équations de symbole de téte dans {(f,g) /f = g}, elle correspond a ia

résolution des équations dans la structure de multiensemble qui est la

résolution d’équations diophantiennes a coefficients dans N (appelée parti-

tion de mots abéliens) [Hullct-8o].
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En considérant deux termes M et N sous leurs formes normales AC

définies dans le chapitre précédent

Ms Fl{x,y}}

N= f{{c ,c ,b}}

résoudre 1’ équation

Mea oN

revient 4 résoudre

,

(bP cP’ )(p4 cl) = 5 ae

Ce qui correspond 4 l’équation diophantienne suivante

p+eq:zl

pp +q’ =2

Les seules solutions possibles (p et p’ ne pouvant pas @&tre nuls

simultanément, ils peuvent étre représentés comme suit [Mzalil9a3]:

x y x y x y x y x y

c 2=p’+ q’ 2 0 0 2 1 1 1 1

b l=p+gq 0 1 1 0 0 1 1 0

F{{cP’ uP}

y = {fc 4}

solution: x

x -+———=c
y=f{{e ,b}}
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8.6.6. Théorie associative-idempotente

L’ensemble des symboles de fonction Associatif-

idempotent est noté Fai

Fd =@

Fex = @

Fmut = Fai

La mutation dans ce cas est la résolution des équations sur les Listes

sans répétitions immédiates. L’équatian //xy//=//abce// peut étre résolue

Comme pour le cas A avec en plus la simplification //xx//=//x//.

8.6.7. Théorie Commutat ive~Idempatente

L’ensemble des symboles de fonction CI est noté Fei

Fd =@

Fex= @

Fmut = Fei

La mutation dans ce cas est la résolution d’équations dans la struc-

ture des couples permutatifs sans répétition. L’équation {€x,yll={fa,b]]

admet trois solutions

xza, ysb

x=b, ysa

xsys[[a,b]]

8.6.8. Théorie Associative-Commutative-Idempotente

L’ensemble des symboles de fonction ACI est noté Faci

Fd = @

See SS
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Fex =@

La mutation dans le cas ACI correspont & la résclution d’équation

booléenne. Les équations en p et q du cas AC sont considérées dans

l’ensemble B, c’est-a-dire que p et q € {0,1}. L’exemple du cas AC devient

dans le cas ACI

M

N

f{x,y}

f{c ,b} (puisque {ce ,c ,b} = {e ,b]

résoudre 1’équation

M«, nN
ACI

revient a trouver toutes les matrices 200 aucune ligne ni colonne n’est

nulle, et telle que dans chaque ligne et chaque colone aumoins une valeur

est non nulle [Mzali-84,Mzali-85].

x y x yi x y x y x y etc,

c pa lol 1 oo lol 11

b p’ q’ 1 L 1 1 0 1 1 0

, {
solution: x = f{eP ,bP}

y = F{c7 ,b4y |
x=c

y=f{c ,b}

8.6.9. Tableau pour A, €C ou I
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(ng. eB dans Fe et g dans Faci}

Equations sans
solutions

Equations sur te:4 mutation est comes’
Ci

Al

AC

Tansformation d’équation
6n une autre dont ta

resolution est connue

8.6.10. Théorie distributive gauche (ou droite)

Dans ce cas il n’existe pas de structure évidente pour caractériser

les formes normales modulo la distributivité gauche, mais la mutation a pu

étre caractérisée dans tous les cas possibles [Arnborg-Tiden-85]. Nous

présontons dans le paragraphe suivant une étude du probleme du Filtrage

distributif gauche (cu droit) qui fournit un algorithme de filtrage util-

isant les régles de transformation de filticandes décrites précédemment.

Se
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ABSTRACT
|

!

We study matching problems for one-sided distributivity. A general method is

presented to build up a matching algorithm in an cquational theory, and illustrated by the

case of one-sided distributivity. Using this algorithm, (right and left} distributivity match-

ing is shown decidable and a method to compute distributive matches is given.

Key words: matching, distributivity, equational theory, decomposition, merging, mutation.

Lt. Introduction

Solving an equation {;=—=!, modulo a set of axioms E (or unifying ¢, and ¢, in the equational theory

E) consists of finding a substitution ¢ such that o(f,) =¢ off).

In many cases, such as program transformation [Der84] or Kauth-Bendix completion [JoK84], we are

interested in a matching problem, i.e. a substitution o is needed such that o{/,} = f2. Matching is also the

basic mechanism of languages based on rewriting such as OBJ2 [FGJ85]. Of course if a unification algorithm is

known, it can be applied for computing matches. However, efficiency is crucial in applications such as Knuth-

Bendix completion or rewriting-based languages. Therefore, it is still advantageous to find matching algo-

tithms.

The axiom of distributivity (left and/or right) is especially important in theorem proving applications

|kaN85] {Hsi85] and in other kind of applications as well (BeK84]. Decidability of unification under distribu-

livity (left and right) is open [Sza82], but one sided-distributivity (left or right) has been shown decidable by

| Arborg & Tiden who gave a complete algorithm [ArT85]. On the other hand matching under distributivity has
| not yet been studied. Starting from a new method of constructing matching algorithms, we develop an

| efficient algorithm for the left (or right) distributivity. Furthermore, we give a simple method to decide the

equality problem modulo left (or right} distributivity. Finally we solve the open problem of matching under left

ad right distributivity. However, our algorithm is derived from simple general consideration upon finite

congruence classes, which leads to a somewhat inefficient algorithm.

| 1, Substitutions and Matches
:

; We assume the reader to be familiar with the basic notions of term rewriting systems [HuO8o], but recall

| some definitions related to our problem.

Definition 2.1 — Let F be a graded set of function aymbola, and X a set of variablea. M(F,X) is the

free algebra over X. Elements of M(F,X) are called terma.

Definition 2.2 — Substitutions ¢ of M(F,X) are defined to be endomorphisms of M(F,X) equal to the

w Proc. Bi. Gung On Automated Deolrebion | Orfad LACS £0
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identity om X except on a finite subset of it, called the domain D(a) of the substitution. I() denotes the set of
variables occurring in the terms o{x) for all variables x in the domain of o. o|W is the restriction of o on thesubset W of D(a]. Composition of substitutions 7 and p is written po. We say that p factors o, if there a €such that o = pf.

Definition 2.3 — We call an axlom any pair of terms {t,,f2) written t,==(9, For a finite eet of axiomsE, the E-equallty is the smallest congruence on M(F,X) containing all pairs (o{t,)o(ts)) where (,=t, is anyaxiom of E and ¢ any substitution. The E-equality is written =p.

Definition 2.4 — We denotes by <p the quasi-ordering on M(F,X) defined by ti Se trill to =p off),where ¢ called an E-match, is a substitution from t, to ta, Let VC X, we say that a substitution o factorsa" modulo E on V, written as ¢ <¢ a’ [VI iff there exists a substitution o” such that Vx € V, o'(x) =p2" (ax).
A substitution o is written {(z;—t)), ... (zt, )}. When E = 6, <p is written as <-

Unlike the standard case of the empty theory, there may be (infinitely) many independent matches from
#; to ty in general. We are therefore interested in finding a basis of the set of matches whenever one exists[FaH83]. We now give the definition of a complete set of E-matches,

Definition 2.6 — {FaH83]— Let M and N be two terms, V(M) the set of variables of M. The set of theE-matches from M to N is written {M==N},. Let W be a set of variables containing V(M). A complete setof E-matches from M to N outside W is a set of substitutions denoted C{M==N}» such that
* Vo C{M==N}z Dfo) C V(M) and (a) M (W-V(N)) = @ (Protection of variables)
* C{M==N}e © {M==N}p (correctness)

* Wo€ (M==N}p, there exists p € C{M:
Moreover C{M==N}¢ is minimal if

* Wo,c' €C{M

Nye s0 that p <z 0 [V] (completeness)

N}e ¢ Se 0’ = 0 = o' (minimality)

3. Transformation of Equations

We now introduce equations and systems of equations that constitute the basis of our framework.

Definition 3.1 — We call an equation any pair of terms written M==N. A trivial equation is an
equation whose Brst term is a variable. An E-solution (or E-match) of an equation M=-=N is any E-match
from M to N.

A system is a set of equations U = (M==N, | i€I}. An E-solution of U is any substitution o such that o
is an E-solution of each equation Af, ,- We denote by {Af,==M, | i€l}e the set of all solutions.

Definition 3.2 — An environment is a system of trivial equations {z, ==, | i€1} where z, appears atmost once, as the left part of an equation. The Domain of an environment e, written D(e) is the set of variables
having an occurrence as left part of an equation,
Given an environment ¢ = {z,==t, i€l}, we define an associated substitution o, of domain D(e) such that

9.(2,) = if ¢, isa variable and (, ¢ Die) then 4,
else o, (t,)

Remark 3.1 — a, is well defined, if there is no cycle in the relation (x, 0, (x)) This is the case in our
study because:

1) each added variables is a new variable, one which, does not occur anywhere else in the set of equations,
2) the right hand side of an equation can be considered as a ground term. As a consequence, environments

like ((x==x)) or ((x==y),(y==x)} are not possible,

In some cases like distributivity matching, we need to introduce new variables during the matching, process.
This provides eavironments such as ( 1y===2) where y"is the new variable. This is why we need a
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recutsive definition of 7, as given above.

Example 3.1 — fore = {(x==a), (y==v), (v==f(a,b)}},

a(x) =a,

o,(2) = 2,

o.(y) = f(a,b) and

o,(a) =a.

Our matching method amounts to transforming any system of equations until it contains only trivial

equations. Correctness and completeness of our transformation are consequences of using an equivalence rela-

tion among sets of equations

Definition 3.3 —- We say that systems S = {M, ==N, | i€1} and s' = {M,
equlvatent for the matching problem, and we write S ep S, iff {M,==N, |i€Ie = (M

N,' | j€J} are E-

=N,'li€Je-
A system can contain trivial equations, and in that case the system is divided into two parts called

trivial part (containing only trivial equations), and non-trivial part (containing the others}.

The base of our method is to increase the trivial part and decrease the non-trivial one while respecting

the equivalence of equations. This is done by looking at head symbols in the equations, as explained now.

Some symbols of F may behave, with respect to simplification of equations, as if E is an empty theory

Such symbols are called decomposable |Kir85]:

] Computing a set of matches of two terms M and N in the equational theory defined by E, is done by
j transformation of the set of equations EQ,={M, ‘N, | i€I} into a set of equations EQ, E-equivalent to
| £Q,, and which contains only trivial equations. This transformation consists of applying repeatedly the three

following steps: merging, decomposition and mutation. In what follows we brieily present these three steps
which constitute the main phases of our matching algorithm in an equational theory E.

Definition 3.4 — Given a set of axioms, the set Fd(E) of E~decomposable symbols for the matching
problem, is the largest subset of F such that

ER GERE tat teh C= ellen te)

| Cg s[(t=t} ee (4 = 4 hone) }-

| Simitarly, some symbols of F may behave, for the problem of non existence of solutions, as if E is non
| empty:
;

| Definition 3.5 — Given a set of axioms, the E-exeluslve set Fex(E) is the largest subset of PXP such
| that for two terms f(t...) and g(t," ), (fig) € Fex:

1 § gate melt ate Po = 8.
i

|. A General Scheme for Matching Modulo an Arbitrary Set of Equations E.

]

!

j

A more detailed presentation of the method in the general case of unification is given by C. Kirchner
| [Kir85]. A study of the same method for associative-commutative and/or idempotent matching can be found in
| Maas]

| Merging step: 7
During this step we group together trivial equations, to form the trivial part of the system tr two

trivial equations have the same left part like (x==/,) and (x===f,), then, (x==1,) stays in the tnvial

:

1

|

|
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Part while (==t, goes to the non-trivial part.

(z+y)==(0 +5)Frbaete th) a==t,

y==b 7
2==( i e6)

7 vod

Decomposition step:

Non-trivial equations that have the same decomposable top symbol are transformed into a systems of
simpler equations. During this step, only the decomposable and/or exclusive symbols are used, which
insures the equivalence of the starting system and of the decomposed system. If for example f belongs to
Fd and + does not, the system:

{ (f(x,y)=

On the other hand, if we have an equation f(t y.t \==g(ty'wte') with (fg) € Fex, we conclude that
the starting system has no solution.

Mutation step:

The non-trivial part of the system only deals with the last two steps. The mutation step consists of
transforming equations that cannot be transformed by the previous steps because their top symbols are
not decomposable or do not belong to Fex. These transformations are specific to the theory E, unlike
the two previous steps which are purely syntactic. Of course, they must transform a set of equations into
an E-equivalent one.

For example, let us start from the system obtained at the previous step be {(x+y}==(a+b), x~a,
y+b}, and let us assume that the symbol *+" is commutative. The mutation of this system yields a dis-
junction of two systems:

x==a

y==b

xta

(z+ )==(6 +6) yoo

ze + or

yd z==—b

y=

zo

yod

Our matching algorithm modulo E is a repetitive application of the three previous steps, as long as the
non-trivial part of the system is not empty. A sufficient condition for this algorithm to atop is that the mula-
tion step introduces equations of a size strictly smaller than the size of the previous equations. The correct-
neas of the algorithm follows from the proof that each transformation step maintains the equivalence of the
systems.

|
|

|
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5. Case of Left Distributivity

Di (x*y) + (x*2)=x*(y +2)

We only consider terms which are canonical with respect to the canonical system DL =

{(xty)+(x*z)-x¢(y+z}}. Non-canonical terms are reduced in their canonical form before the mutation process
starts,

$1. Merging

As described above, this step is completely independent from the Axiom DI.

| 62. Decomposition
We first characterize Fd and Fex:

Proposition 5.1 — The symbols + and * are decomposable, thus

atta} ep {(ty

stta)} pr {(t

Proof:

See Arnborg and Tiden (ArT85}. |]

Proposition 5.2 — Let Fr be the subset of F which contains all symbols not involved in the distributive

| wiom, thea

Fex = (FrxF) U (F XFr)

Proof :

It is easy to see that (Fr x F) U (F x Fr) C Fex. The reversed inclusioa follows from the fact that

equations of the form +(..)===4{..) or *(.. (..) need a mutation process as detailed in subsection

5.3. |]

43. Mutation Phase

We now have a system of the form

where the non-trivial equations M==N are not decomposable. More precisely, these equations are of

tke form

ttt, rey

$yeta ate,

We study in this part the transformation of these differeat equations into simpler Drequivalent systems.

First we give a result which allows us to reduce the general problem to the case where only variables

secur under the top symbol left band side of the equations, as in S={2,+2,==1;'¢t,'}, The general case is

dralt with by applying an appropriate transformation called generalisation: For example, the equation
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'yt+lo==,'*!,', is solved by considering the variable case Zyt+rg=s=1)'!,' first, then by iustantiating thesystem obtained from S by the substitution o== {t,t 2 geo).

Lemma 5.1 ~~ Let S; and Ss

= (Sp).

Proof:

Straightforward. |]

be two systems of equations and ¢ a substitution. if S ey S then of5,)

Now here is the mutation process for the variable case:

Lemma 5.2 —

(toty2==t,

{{z + )==(t, + 9)} ep, f 2 ==(t, #24)

y==(6, +2)

Proof:

Assume that o is a solution to the equation on the left, we show that it is also a solution to the sys-tem on the right. Because of the decomposability of *, x must be of the form x = ,*2, and y =
Zi*¥e thus xty = (2,82 0}+(z1%y2) =p, 21*(2y+Y2). Hence ofxty) =p o(2,*(z2+y2}). Accordingto the decomposability of *, we have (24) =o ty and o((zyty.))=p; to.

ponversely ofxty) = afx}+ay) = ((o(2,)*0(z2)) + (olvil*ofya)) = ((t20(z2)) + (ts40(ve)) = (ty *(e(z2) + ofys)) = (41°C). |

We omit the proof of the next lemma, which is similar.

Lemma 5.3 —

(zy )J==ty

{(zey ===(t,412)} Hayy 1 (24y g)eamty

y==(yi tua)

5.4. The Algorithm for Dl-Matching

By repeating the three steps we have a matching algorithm modulo the axiom Di. The algorithm mustlerminate because equations introduced during the mutation process have a size smaller than that of the equa-tions before the mutation process.

Note, however, that this Property is not true for unification modulo D1. In this case the mutation processconstructs equations of the same type (for example {y#z==wtz} 9 {v,tu,=
w==y*v,}). In the Dl matehing problem, this cannot occur even
process. The equations containing variables in their tight part are
equations to be transformed any more.

=yty,, waayty,
if we introduce new variables during the
equations of the trivial part and are not

We now give an example which illustrates the different steps of this algorithm.

Example 6.1 — Let M = (((x*y)+(z#u))-+x) and N = (((a+b)#(c+d)})+(a+b)). The decomposition andthe merging of {M==:N) gives:

(20y }4(20u jrem(a $b )e(e 44)

r==(a+5)

mutation:
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Zotyge=etd

ry ==(a+b ez,

ztu==(a +b )oy,

zr==(a+6)

decomposition:

merging:

atb=—a+b

22=>c¢

youd

yrrt,

z==(¢+b)

Uu ==—He

z==(e+b)

decomposition:

Ege

yg==d

y==zr,

z=={a+6)

“=—Y$e

r==(a+b)

| the solution is then: {x-(a+b}, yee, z--(atb), ued}.

6. A Technique for Partly Eliminating Mutations.

The mutation step sometimes introduces inefficiency. We consider here a method for eliminating muta-

tion steps by introducing a new symbol (A). The idea is to characterize the mutations that eventually fail
because of some clash of symbols in Fex, or yield a further decomposition step.

The new symbol A is defined as follows:

ze(y+z)=A(z,y,z,2)

(z4y )+(z4u J=Al(z,y,z,u)
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The Knuth-Bendix completion procedure tun on distributjvity and these two rule
canonical system AL:

z#(y +z) — A(z,y,z,2)

(zey )+(z4u) + A(z,y,z,u)

ze A(z y.z,u}— A(z,2,¢y,2,24u)

Alzy 2,2 )4(z, 4%) + Alz,y+z,2;,u)

(ey )+ A(z uy 2u2) > O(z yz ny 42)

A(z yiz za Ale yy ey 2) + A(z yitz22y +2)

Using the decomposability of + and *, it is easy to see that A in decomposable.
Terms are always considered in DL normal form. Ever

; 

a 

. Every term of the forms 9(to+t5) or (t;#t2)+(t3¢4,he transformed into AEA ts te), using AL, (¢;'=ts'=t, in the first case and f,"=t, in the eyince A is decomposable, equations containing such terms are then transformed by using the decompositionbrocess instead of a mutation process, and this is more efficient,

The mutation process is used only for those equations containing terms of the form (t+)4g are AL-irreducible, or of the form (f r*t;) where the top symbol of t, is not "+".
Consequently,

mutations.

where 1, and

these transformations reduce the number of transformation steps by eliminating many

Example 6.1 — We consider the terms M and N of Example 5.1.
into A(x,y,2,u)+x and A(atb,c,at+b,d)+(a+b). Decomposition (of 4 and
here to find solutions:

decomposition of (+) and merging:

They are transformed respectively

+) and merging steps are only used

Alziy,z,u)==A(a +s ,c,o+5,4)

decomposition of (4) and merging:

z==a+6

ya=se

z==ath

usoed

The introduction of a new symbol A also allows us to reduce i it
0 

¢ the equality modulo Dl, to the equality ofAL normal forms, which decteases the number of equality tests of the subterms of a term. For example ia aterm such as (x+y)*(z+u), the number of tests is 7 (explicitly the top symbol, +, x, y, +, 1 and u) whereas forits AL normal form A(x,y,z,u), the number of tests is only 5. Waie Hine tise Oo is only 5. We have thus transformed the two tests for «

Example 6.2 — Consider the following terms

M = (x*((y. + ya) + 2))
N = (((x v1) + (x * v2) + (x #2)
M’ = (x * ((y, + v2) #2)

The AL normal form of M is equal to A(x, (y:+¥3), x, 2) which is equal to the AL normal form of N. We con-clude that M =p N. On the other band, M’ is AL-irreducible and the top symbols of AL-normal form of Mand Mare not equal. This is enough to conclude that M and M’ are not equal modulo DI.

si ——
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1,D=DIUDr

The method used for DI to characterize the set of term modulo Di cannot be used for D = Di U Dr,

because all systems considered until now are not convergent (the Knuth-Bendi: completion runs forever)

However, matching modulo D is decidable, and we have this result:

We note /Mje

YM Ni}
ne

the set of all terms equal to M modulo E, and (M==/NJ} the union

Proposition 7.1 — Let A and B be two sets of axioms s.t. =, commutes wilh =g, then we have:

IN]a ha=Naue = (Mem INIa ba = (Me
|
| TM
| Proof :

| Using a commutation of =, and =g we have this equality. |]

| Since D is a permutative theory (admits finite equivalence classes), we can apply this result to prove deci-
| dability of D matching, and we have an algorithm to compute all matches under the axiom of distributivity.

|
Corollary 7.1 —~

Example 7.1 —

4 {(z +2) ty ==(a#b )+(a%b )}y U {(z 2 Jey =

} {(z +z )ey ==a8(b +5 Jp ={(2 +2) ¢y (b+ bib he

| witch 1s equal to:

(a +a 4b }y

| The first system has an empty set of O-solutions {clash * and + in the empty theory), the second system is &

equivalent to {xe-a, yb} witch is the unique solution.

|, Conclusion

The approach used here to describe an algorithm modulo Dl is based on a standard mechanism for the

construction of matching algorithms, applicable to other equational theories. This mecbanism is based on the

| following fundamental! points:

|+ Decomposition of equations.

(+ Merging the constraints in order to build substitutions.

q Mutation of non-decomposable equations into decomposable equations,

In the particular case of DI, this study is simplified by introducing a new function symbol A with

| ppropriate equations to define it. & allows us to simplify the algorithm by transforming mutation steps into
|decomposition steps. In the case of left distributivity, it also provides with an efficieat clash for Di-equation.
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8.7. Exemples de filtrage par réécriture

Nous venons de voir que les opérations essentielles du filtrage (ou de

l’unification [Kirchner-85]) se présentaient comme des régles de réécriture

de filtrificandes. Nous exploitons ici cette idée de maniére a4 dériver une

fois a notre connaissance qu’une telleimplantation. C’est la premiere

méthode de filtrage est utilisée.

Dans cette partie, nous spécifions le mécanisme de décamposition-

fusion-mutation par des équations. Nous utilisons lese symboles « pour la

conjonction d’équations de filtrage, v pour la disjonction, Id pour la

substitution Identité et échec pour la substitution vide. Par exemple pour

le cas of L’ensemble des symboles de fonctions est F = {s, b, +} avec + un

symbole commutatif, nous avons le systéme d’équations suivant

(x4y)a(zt+u) s= ((x«z) a Cy « u) Dv C(x «udaly«z))

(x « x) «= Id

x Ald == x

a«b == échec

b « a == échec

x a échec == échec

échec v x == x

La premiére régle est l’axiomatisation de la mutation potr ce cas particu-

lier. les autres régles sont des régle de simplificaticns. La complétion

de ce systéme complété of ~ et v sont AC, fournit le systéme convergent

suivant:
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(x « x) > Id

(x a Id) > x
(a « b) > échec

(b « a) > échec

(x a échec) > échec

(échec v x) > x
(Id v Id) > Id

(vy, A (x « échec)) > échee
(vy a (xa Id)) > (Vv, a x)
(vy v (échec v x)) > (vy, v x)
(vv Ud-~v Id}) > (v.% Id)
(18 v (x «@y) a ly @ 8))) > Id
(v, v (Id v (x « y) a (y « x)))) Ov Id)
Cx +y) « (z+u)) > (C(x « z) a (y «u)) v (x « u) a (y « z)))

Ce systéme convergent va nous servir a résoudre des problémes de filtrage

(et d’unification) dans M(F,X)/=C, en normalisant des termes dans ce

systéme.

Par exemple pour chercher 1’unificateur de ty « (xta) et ty « (y+b) il

suffit de normaliser le terme (x+a)«(y+b), nous donnons une sortie de

REVE 3

-> normal-form

Please enter the term for which you would like the normal form computed,
terminated by <ESC>:

(x+a)=(y+b)

The normal form of your term is:

((x « b) A (y « a))

qui correspond a la substitution (xa, yb}.

ied

ee Satire ee
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-> nor ; 5

Please enter the term for which you would like the normal form computed,

terminated by <ESC>:

(a+b) =(y+a)

The normal form of your term is:

(b « y)

-> nor (atb)=(b+a)

The normal form of your term is:

Id
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9. Union de théories

Dans ce chapitre, nous étudions les transformations de théories dans

lesquelles les équations sont résolues. Plutét que de faire des transforma~

tions sur les équations, nous transformons les théories équationnelles dans

lesquelles ces résolutions sont faites. Par exemple novs pouvons dire que

1’ équations xtyepatb dans la théorie ot le symbole +” est commutatif est

équivalente au systéme {xtyajatb, xtye bea} dans la théorie vide. Nous

transformons ainsi une résolution d’équations dans des théories plus sim-

ples. C’est cette approche que nous adoptons pour fabriquer des algorithmes

de filtrage dans des unions de théories.

Outre les transformations de théories, nous décrivons les transforma-

tions d’équations considérées dans des unions de théories, et par

conséquent nous donnons une solution au probléme d’union de théories qui

s’énonce comme suit : connaissant un algorithme de filtrage pour la théorie

eg) et un autre pour la théorie Eos peut-on en déduire un algorithme de

filtrage pour la théorie E, U E,? Plusieurs considérations sont a prendre
1 2

en compte, E, et E, sant-elles disjointes, contiennent-elles des axiomes2 J)1

comme 1’idempotence, etc...?

C. Kirchner [Kirchner-85] et K. Yelick [Yelick-85] ont présenté une

étude pour l’unification dans le cas o¥ les deux théories ne contiennent

pas les mémes symboles, et od l’ensemble des axiomes est d’un type particu-

lier. Nous reprenons cette étude dans le cas du filtrage, et nous montrons
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certai é A iins résultats, grace 4 des techniques originales dans ce cadre

9.1. Mélange de théories disjointes

Dans ce paragraphe nous étudions un type particulier de théeries, les

théories qui admettent une partition séparée, c’est-d-dire les théories qui

sont réunions de théories dont les ensembles de symboles de fonction sont

disjoints deux a deux.

Définition 9.1 -- [Kirchner-85]-- Soient A un ensemble d’axiomes et

P={E Bd iti{ peo Et une partition de A. Nous disons que P est une partition

séparée de A Si et seulement si pour tout k,j de [l..p] avec kk # j on a

symb(E, ) n Smee = 8.

ie

Notati 7 
Iftation Dans les conditions de la définition précédente, nous

notons A =A Ey 6 ES ®. .8 Ey lorsque P est une partition séparée de A.

Dans le cas d’une théorie é i ue équationnelle E=E,UE,U. .UE ou chaque théorie gE

admet un systéme de réécriture convergent décrivant son algorithme de fil-

trage, si les th i i7 éories ES sont séparées, l’union des systémes de réécriture

est confluent (puisque les symboles de fonction sont disjoints) mais la

terminaison du systéme union ne découle pas en général de la convergence

des systémes initiaux, car 1’union de deux systémes qui terminent peut ne

pas terminer [Toyama-86b].

Pour avoir un systéme de réécriture décrivant un algorithme de fil-

trage pour l’union de ces théories, il suffit d’ajouter au systéme union

-12-

les régles d’exclusivité (les régles décrivant les symboles exclusifs). La

terminaison de l’algorithme de filtrage pour l’union de ihéories (c’est-a-

dire du systéme union) reste 4 montrer séparément.

Nous étudions maintenant une autre approche au probléme dus filtrage

dans des unions de théories séparées basée sur des transformations de

théories.

Définition 9.2 -- [Kirchner-85, Yelick-85]-- Soit P une partition

séparée d’un ensemble d’axiomes A. On dit que le systéme d’équations 5 est

P-séparé si toutes les équations eq de S sont telles qu’il existe un ensem-

ble Fe de P tel que symb(eq) © Fi

Lemme 9.1 -- Soit A un ensemble d’axiomes admettant une partition P =

E jE, + OF de théories. A toute équation eq, on peut associer un systéme

équivalent d’équation P-séparées Ej (eq)ak,(eq)a, -al (eq) telle que

sumb(E, (eq) ) CF.

Preuve :

E, (eq) s’abtient par le remplacement des symboles de fonction qui

ne sont pas dans Ey par des nouvelles variables en utilisant les

techniques du lemme 8.6.

L’équivalence est di au lemme 8.6

Lemme 9.2 -- Soit A = Eee, une partition séparée de théorie non

potente de A.



- 173 -

K« N = E, (Mc. N) A E,(Me_ N)Eee, 1 ey 2 E,

Preuve :

Supposons que MeF(ti st), 1’ équation

M« N

Ee,

est équivalente a

POqr me oe N Aa tex Aaa tmx,

On recommence cette opération jusqu’a ce que chaque équation eq

ait ses symboles de fonction dans 1’un des ES (i=1,2) c’est-ad-dire

symb(E (eq) < Fi. En regroupant les équations qui ont tous leurs

symboles de fonctions dans le m@me ensemble Fis nous obtenons le

systéme suivant:

a N)E, (M« NY a E,(M«
1 EGE, 2 E 2

comme E. (M« N) ne contient que des symboles de fonction de E.i EGE, 
i’

cela est équivalente a Es Moe N), d’od le résultat.

i

9.2. Mélange quelconque de théories

Etant donné un ensemble d’axiomes E, nous étudions dans ce paragraphe,
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la relation entre les ensembles de solutions d’ure équation {M«_N} et

¢(Hag NI lorsque Ey Ce.

Notation -- Nous notons par [NI], la classe de termes égaux A N modulo

E. Me(N] est une notation pour la disjonction de systémes MeN vs .vM@N

pour Ne € [N],

Définition 9.3 -- On dit que deux théories équationnelles =, et =,

commutent si et seulement si =aua = “aqB

Le lemme suivant caractérise 1’ensemble des filtres modulo AUB par

rapport a celui des filtres modulo A ou modulo B.

Lemme 9.3 -- [Lemme fondamental]-- Soient A et B deux ensembles

d’axiomes tels que = Alors a est un AUB-filtre de M vers N siAB = a

et seulement si o est un B-filtre de M vers [N], (resp 9 est un A-filtre de

M vers IN],.

En utilisant les notations des équations, nous avons

M&pigN = Me SEN] a = Me, IN], = MeN],

Preuve :

o(M) = AUR Ne

a(M) € IN] ag °

o(M) €{t/ te (Nil, Ni € [N},}

et cela a cause de la commutation de =A et =p
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Dans le cas ot deux théories sont exprimées par des systémes de

réécriture, il est possible de donner une condition suffisante pour que ces

deux théories commutent.

appelons

que

(1)

(2)

(3)

Nous commengons par donner les définitions nécessaires.

Définition 9.4 -~ Soient R et S deux systémes de réécriture. Nous

cl c2 c3 et c4 les propriétés suivantes:

ee ic _

Cel) ate S Ha tp
a 

ee, «

(02) Fats S Ha tae mp
R— 
R_,

(03) pg Sp Hes S
ou if est 7, ou

In

in

-, ou
R

e

S

_- Cc(04) Ete S Pp 6 aL

Théoréme 9.1 -- Soient R et S deux systeémes de réécriture. Supposons

R et S ont les propriétés cl c2 c3 c4,

R et S sont convergents

(SUR) est convergent.
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Alors Fas S€ décompose en =5"R

Preuve :

Nous utilisons les techniques des ordres 3ur les preuves

équationnelles, mous montrons que toutes les preuves de la formes

SE pi jo sont supérieur 4 celles de la forme 8252p J. paragraphe Rap-

pelons (paragraphe 5.2.2) qu’un ordre sur les preuves

(Bachmair,etal.-86] est basé sur un ordre de vréduction sur les

termes et une mesure de compléxité d’une étape de réécriture.

utilisé est basé sur laL’ordre sur les preuves >p compléxité c

suivante d’une ’etape (u - v):

c(u> pv) = (u, R)

Cu, 5)c(u ev)

l’ordre sur les étapes élémentaires e est alors définie par Lex

la combinaison lexicographique droite-gauche de

l’ordre de réécriture (RUS)

l’ordre R < S

sur les compléxites c. Par exemples clue) ~ clu, puisque

+ y(u,5) ex (u,R), puisque qu’on a R > S.

On associe a4 chaque preuve P le multiensemble M(?) des camplexités

p est définie

P? ssi M(P)> MCP”), ou a est l’extention multiensemble de

des étapes élémentaires de preuves, d’ou l’ordre >

par: Po,

ros
c

Pour montrer que toutes les preuves par = sont superieures au
RUS

Vordre >, & des preuves du type (erat (maa), ilsens de P
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suffit de montrer que chaque type (FR) “ats: etc..) est p a

une preuve du type (> )(— >), Les quatres types possibles

sont:

(1) Tas

ia) “RS

(3) p>,

(4) Rs

Cela est vérifié gr&ce aux propriétés cl c2 c3 c4 puisque

“Ros Op pus *aus

"Rs 7p Rus pus

TR's ep tas ass

“R's ep *pus *pus

Nous donnons maintenant un résultat caractérisant la décidabilité des

propriétés cl c2 c3 et ca,

que

(1)

(2)

(3)

Théorése 9.2 -~ Soient R et S deux systémes de réécriture. | Supposons

R est linéaire droit,

R et S sont linéaire gauche,

S satisfait le condition V(g) = Vid) ¥ gd € 5

Alors cl, ¢2, c3 et c4 sont vérifiées si et seulement si les paires cri-

tiques locales vérifient cl c2 c3 et ca
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Preuve :

La preuve se fait en considérant la structure des termes. Les cas

d’existence de paires critiques de réécritures sur des sous-termes

disjoints, se traitent exactement comme dans [fuet-81] Nous mon-

trons ci-dessous l’importance des conditions de linéarité pour

traiter les autres cas. Nous supposons que la régle Ir € R et

god eS.

R est linéaire gauche est nécessaire pour élimirer les preuves du

ure A).

s R/\ car A liéaire
gauche

£\ La
(ENT O\

FIGURE A

S linéaire gauche est nécessaire pour éliminer les preuves du type

FA 5 ou la réécriture R a lieu sous une réécriture S (figure B).

R est linéaire droit, pour éliminer les preuves du type Rts

(figure C).
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car S est linéaire

gauche

A\ IN
[e\ [3\

s
/\ R_ car A est lindaire

droit

A\ {X
fe \ f6\

FIGURE C

Dans le cas de deux systémes de symboles de fonctions disjoints la

condition (3) du théoréme 9.1 précédent devient:

(3)' (SUR) termine

car dans ce cas la réunion de deux systémes confluents est un systéme con-

fluent [Toyama-86a]. Nous avons encore besoin de la terminaison de RUS
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car la réunion de deux systémes de réécriture convergent:, de symboles de

Fonction disjoints peut ne pas avoir la propriété de terminaison [Toyama~

86b).

Exemple 9.1 -- Soit R l’ensemble d’axiomes suivants :

x*# lex

et soit S l’ensemble des axiomes suivants :

lexex

Les systémes de réécriture obtenus en orientant les équations de gauche 4

droite forment des systémes convergents qui vérifient les hypathéses du

théoréme 9.1. nous avons donc

MepusN 7 Mec(N], = Map IN].

Exemple 9.2 -~- Pour le cas de R = {A} et 5 ={C}, on ne peut pas appli-

quer cette méthode puisque toutes les hypothéses du théoréme 9.1 ne sont

pas toutes vérifiées (convergence), et dans ce cas nous perdons des solu-

tions en séparant les deux ensembles comme en peut le voir sur 1’équation

x#(yaz)«pax (bec)

Vv

Le théoréme 9.1 nous permet aussi de prouver la décidabilité du filtrage

modulo la distributivité gauche (ou droite) et 1’éiément neutre: soit

l’axiome de distributivité

Dg(¥,+): x * (y +z) = (x * y) + Cc eZ)
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Od{x,+): (y+ zp) exe (y * x) + (z * x)

et soit l’axiome de 1’6lément neutre

M+): l4+x =x

Pour S égale & Dg ou Dd et R égale a 1(+) ou 1(*) cu 1(+)UL(#), nous avons

le résultat suivant:

Mepugh = Me IN], = Hep IN].

car dans ce cas, les systémes R et § correspondants sont convergents et

vérifient les hypothéses du théoréme 9.1.

9.2.2. Ramener le filtrage modulo E au filtrage dans ia théorie vide

Les résultats du paragraphe précédent nous permettent aussi de ramener

le probléme de filtrage dans une théorie E en une réunion de problémes de

filtrage dans la théorie vide, nous avons :

MeN He (NI,

En effet, les axiomes de la théorie vide (aucun axiome) commutent avec tous

les autres axiomes.

Ce résultat nous donne une méthode générale de mutation de filtri-

candes. 1 nous permet en particulier de prouver la décidabilité du fil-

trage modulo la distributivité (gauche et droite) ([Mzali86]. A titre de

comparaison, la décidabilité de l’unification distributive est un probléme

ouvert.
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Exemple 9.3 -- Soit D l’ensemble qui contient les axiomes de distribu-

tivité (gauche Dg(#,+) et droite Dd(+*,+))

Nous avons

(x+x)#y«pax(beb) =

(xex)#ye [ax (b+b)], =

(x+x)#y«ax(b+b) v

(x4x) aye, (ab )+(axb) v

(xex) aya, (ara) eb

D’ou la solution donnée par le troisiéme systéme {xt-a, yb}, tous les

autres systémes n’ayant pas de solutions dans la théorie vide.

Nous pouvons aussi utiliser cette méthode pour transformer le filtrage

associatif-commutatif Mea pN, en oun filtrage dans la théorie vide

Me [N@sub”[”, AC}. Cette méthode nous semble interessante dans le cas de

recherche d’une seule solution de filtrage.

Nous donnons maintenant un résultat qui permet de construire un algor-

ithme de filtrage pour un type particulier de théories, les théories finies

(chaque classe d’équivalence est finie)

9.2.3. Filtrage modula £ union une théorie finie

Corollaire 9.1 -- Soit A une théorie finie et soit 8 une théorie pour

laquelle un algorithme de filtrage est connu. Si les ensembles d’axiomes A

et B vérifient les hypothéses du théoréme 9.1, alors le filtrage dans la
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i éci 
ti rmine dans ce was parce que le

théorie AUB est décidable. Un algorithme pour le filtrage est donné par : Notons que le processus de mutation te an p q

systéme de réécriture composé de la seule régle précidente (avec a et v

Mey gh = MenIN], symbole AC) est convergent.

Ce qui veut dire qu’on cherche d’abord les éléments Ni égaux modulo A a N,

(qui sont en nombre fini puisque la théorie A est une théorie finie), et on

applique l’algorithme de filtrage de la théorie B sur les équations MepNi |

ensuite.

9.2.4. Caractérisation de la Mutation

Une autre application de ce qui précéde consiste 4 décrire la phase de 1

mutation d’un algorithme de filtrage modulo E. Par exemple pour le cas de

commutativité, la mutation peut étre décrite en ramenant la résolution d’un

filtricande modulo C A la résolution dans la théorie vide, ce qu’on peut

exprimer ainsi pour le cas de ces deux termes:

Fay «(gy F(z,u) ° Fay «ep [FW ecg)

o (xa ,z A eau) v (xagu A y«,z)

ce qui correspond & la régle de réécriture suivante:

FOuy eo gy F(vyu) > (x«,z A yegu) v (xegu A ez)

é 
, ,Dans le cas général (FC Ey sty )eocgy FUE, rt, Jetfe symb(t, )Usymb(t, )) le

régle de mutation est la suivante:

f(x, y)« F(v,u) >
c(f)

(xa py? A YeE(pyY) ¥ Oe E(gyU A YeQ Gg )2)
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CONCLUSION

Il est possible de dégager de cette thése deux types d’ apport:

@ la conception d’un algorithme de complétion qui prévilégie la régle de

simplification.

@ l’étude et 1’ implantation de deux types de preuves basées sur des exten-

sions de l’algorithme de complétion, a savoir les strategies N et RN et

UKB.

Cette étude permet de voir que les méthodes de démonstration automa-

tique basées sur des extensions de l’algorithme de complétion, manipulent

toujours les méme outils de base comme par exemple l’unification, la super-

position, la simplification. On voit aussi que pour passer d’une méthode a

une autre, il suffit parfois de remplacer un algorithms de £-unification

par un autre de E’-unification (complétion modulu £), ou de modifier la

méthode de calcul des paires critiques (N- et RN-stratejy). Pour avoir un
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systéme de démonstration puissant et souple, il est nécessaire de disposer

d’un certains nombres d’outils de base, qui permettent d’implanter une

méthode ou une autre suivant la maniére de combiner ces outils. Des

systémes tels que REVE 3 ou ERIL [Dick-85] offrent certaines possibilités:

REVE 3 permet de programmer sa propre théorie équationnelle en ajoutant au

systéme l’algorithme d’ unification et de filtrage de cette théorie, ERIL

permet a& l'utilisateur de définir ses ensembles de régles et de paires de

termes 4 orienter en spécifiant quelles superpositions et réductions sont

nécesssaires pour chacun. En Tregroupant toutes ces idées, on peut voir la

nécessité d’un langage de haut niveau, permettant de maniputer facilement,

les différentes unifications, les strategies de superpositions, les

systémes de régles et d’équations etc..

» Dans le domaine du filtrage équationnel.

@ Nous avons spécifié les principales opérations d’un algorithme de fil-

trage équationnel 4 l’aide de régles simples qui sont en général des régles

de réécriture.

e Nous avons adopté une approche pour construire des algorithmes de fil-

trage différente de celle définie pour 1’ unification par C. Kirchen, K.

Yelick, E. Tiden ou A. Herold, A savoir la transformation de théories.

Cette méthode nous a permi de donner un algorithme de filtrage pour

l’axiome de distributivité gauche et droite, et pour l’axiome de commuta-

tivité droite.

Les transformation de théories peuvent nous ammener 4 des fusions de

filtricandes du type (xe, ty) A XG to), ce type de fusion qui généralise la

1 2

notion classique de fusion n’est pas étudié dans cette thése, il est encore
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un probléme ouvert.

D’autre part, la combinaison d’algorithmes décrits par des systémes de

réécriture est une possibilité attrayante, quoique la terminaison de la

réunion des deux systémes soit 4 prouver dans chaque cas.

Enfin, l’indépendance de la résolution des filtricandes dans notre

méthode, ouvre des voies dans la définition d’algorithmes paralléles pour

le filtrage équationnel.
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ANNEXE

Théories utilisées

Nous adoptons la notation suivant: si R est un ens2mble d’équations rt

est le systéme convergent des régles de réécritures obt2nu par 1’algorithme

de complétion de Knuth-Bendix ou UK8.

group

(e * x) ss

(ix) * x)

((x # y) # == (x # (y * z))

group!

exx>x

i(x) *#x7e

(x #y) #27 x « (y * z)

ily) * (y*#z) 7 z

ife) %e

zee7z

i(i(z,)) Az

2, # H(2z,) Je
te Gd #2) 9 z
ily) # y) > ily) # ity)

fib

(0 + x) == x

(s(x) + y) == s((x + y))
((x + y) +z) == (x + (y + z))

fib(0) ==

fib(s(0)) == s(0)

fib(s(s(x))) == (Fib(x) + fib(s(x)))

dfib(0, y) == y

dfib(s(0), y) == s(y)

dfib(s(s(x)), y) == dfib(s(x), dfib(x, y))



fibl

ackeraann

ackermann!

stack

stack!
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fib(0) > 0

O+x7>x

dfib(O, y) > y

Fib(s(0)) — s(0)

dfib(s(0), y) > s(y)
s(x) + y 7 s(x + y)

(x+y) +z x + (y +z)

fib(s(s(x))) > fib(x) + fib(s(x))
dfib(s(s(x)), y) “> dfib(s(x), dfib(x, y))

a(O,x) == s(x)
a(s(x),0) == a(x,s(0))

a(s(x),s(y)) == a(x,a(s(x),y))

a(O, x) > s(x)
a(s(x), 0) > a(x, s(0))
a(s(x), s(y)) > a(x, a(s(x), y))

if_then_else(true, x, y) == x

if_then_else(false, x, y) ==

is_empty(empty_stack) == true

is_empty(push(u, x)) == false

top(empty_stack) == error_element

top(push(u, x)) == x

pop(push(u, x)) == u

pop(empty_stack) == error_stack

zd
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is_empty(empty_stack) ~ true

top(empty_stack) — error_element

pop(empty_stack) — error_stack

if_then_else(true, x, y) > x

if_then_else(false, x, y) > y

is_empty(push(u, x)) > false

top(push(u, x)) > x

pop(push(u, x)) > u

_(0) ==

(Od) s= x
(x +0) s= x

(0 + x) == x

((x # y) = (x + z)) == (y = z)

(C(x + y) = (z + x)) == (y = z)

(ly + x) = (x + z)) == (y = z)

Cy + x) = (z + x)) == (y = z)

(x + y) = x) == (y = 0)

((y + x) = x) == (y = 0)

(x = (x + y)) == (y = 0)
(x = (y + x)) <= (y = 0)
(x = 0) == nulle(x)

(x = x) == true

(L(x) + u(y) == (x + y))
(L(x) = _(y)) s= (x = y)

0(0 * x) ==

(1 * x) == x

C(x) * y) == _((x # y))

(x - y) == (x + _(y))

((x + y) * z) == ((x # z) + (y * z))
(0 + x) s= x



pgl

pgll
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(0) 7 0

nulle(0) > true

-((x)) > x

x+07x

+x x

*x>x

*x 70

=x true

ulle(_(y)) + nulie(y)

y > nulle(y)

0 > nulle(x)

(x + y) > nulle(y)

(y + x) > nulle(y)
(x + y) = x > nulle(y)

(y + x) = x > nulle(y)
x= _(y) > (x) ey

u(x) # y > (x # y)

xxx OBx OHO nun

(ty) + yp = y > nulle(y,)
x + _(y) F (C(x) + y)
(y +x) = (z+#x) A y=z

(y+x) = (x+z) Py ez

(x+y) = (z+x) Pyzz

(x+y) = (x +2) Py ez

(x+y) #2 (x #2) + (

f(x,x) == 0

F(x, Fly,z)) + Fly, F(z,x)) + F(z, F(x,y)) == 0
f(x, fly,z)) == 0

f(F(x, Fly,z)),u) se

F(F (F(x, Fly,z)), u), v) ==

(x +z) > _(y)

(_(x) + y,) > (y) = Yy

FCECF(F(x, Fly,z)), u), v),w) a=

f(x, x) 70
f(0, u) 7 0

f(x, 0) 70

1

y * 2)

d= (L(x) + y,) > Ly) =
(00) + y) = (2 + x7 > _(y)

+y)=

d=

f(x, Fly, z)) 70

0+ (0+0) 70

a

poids?

poids}
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(x.y). (za)

(x.y) .x

(x.y).x

x.(y.z)

(x.y).z

COny).z) 0

(x.y).x

x.(y.z)

(x.y).z

f(x,z).w

(Ox.y).z).w

f(x, x)

x. ly. 2)

(x.y). z

f(x, z) ow

F(x . y, w)

f(x, y . z)

y « F(x, z)
F(F(x, z), y)

F(x, fly, z))
f(x . z, Ww)

(x.z).Cy.w)
x

>x

7 xz

= (x.w).z

7x

X.Z

f(x,z)

xeW

ew

x

x. Z

F(x, z)

xX. W

x. Ww

> F(x, z)
>y.z

> f(x, y)

> F(x, z)

= f(x . y, w)

"JYdldd
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RESUME

L'objet de la premiére partie de cette thése est l'étude et I'implantation de différentes

méthodes de démonstration automatique basées essentiellement sur un algorithme de

complétion rapide appelé SKB et un algorithme de complétion sans échec appelé UKB. SKB

est un algorithme de complétion qui privilégie la régle de simplification par rapport a celle de

superposition, nous étudions cet algorithme et son implantation, nous prouvons sa correction

totale par la technique des ordres sur les preuves équationnelles de

Bachmair-Dershowitz-Hsiang. L'algorithme UKB de complétion sans échec, di a

Hsiang-Rusinowitch est étudié et implanté, il nous permet de construire des preuves dans les

théories équationnelles et les théories équationnelles généralisées.

La deuxiéme partie de cette thése est consacrée a l'étude du probléme de filtrage qui est

crucial pour la simplification et la réécriture des termes. Ce probléme est étudié d'un point de

vue algébrique, ce qui nous permet d'exprimer les principales phases des algorithmes de

filtrage par des régles d'inférence simples dont la traduction sous forme d'un systéme de

réécriture fournit un algorithme de filtrage. Cette étude algébrique nous permet de donner un

algorithme original dans le cas du filtrage modulo la distributivité et par conséquent de prouver

la décidabilité du filtrage distributif. Un algorithme pour le filtrage modulo I'axiome de

commutativité droite est également donné. De la méme maniére que les transformations

d'équations, nous définissons les transformations de théories dans lesquelles les équations

sont résolues. Dans le cas d'union de théories EUT, nous donnons des conditions suffisantes

pour ramener le probléme de EUT-filtrage d'un systéme d'équations au probléme de E-filtrage

(ou T-filtrage) d'un autre systéme d'équations.

Mots clefs: Théorie équationnelle, preuve automatique, preuve par réfutation, algorithme de

complétion, algorithme de complétion sans échec, filtrage équationnel, décomposition, fusion,

mutation.


