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INTRODUCTION :

Les systémes de réécriture equationnels constituent

une génfralisation du modéle de calculabilit& que representent

les systémes de r&&criture ordinaires , obtenue en supprimant

la condition qu’imposent ceux-ci de traiter comme des régles

de reduction tous les axiomes d’une théorie equationnelle -et

en admettant que les calculs associes auront des é&tapes de

calcul par reduction , ainsi comme des &tapes de calcul pure-

ment equationnel .

Un des problemes theoriques qu’implique de facon imme-

diate le modéle de r&écriture equationnelle est l’obtention des

critéres pour d&cider la correspondante version equationnelle

de la propriét& Church-Rosser e

Les differents critdres obtenus a ce propos (HUE-80)

(P-S-81) ont &t& contenus dans un critére général da a

Jouannaud (JOU-82) , en etant une des hypothéses employées dans

tous les cas , celle de la terminaison finie de ce qu’on appelle

1’ extension (modulo-E) de la relation de ré&criture associée au

systéme de ré&criture equationnel.

Ainsi, pour arriver a disposer - operativement du mo-

dale des systames de ré&criture equationnels , de la méme fagon

qu’on dispose du modéle non equationnel , il resulte speciale-

ment interessant analyser jusqu’a quel point les preuves de

terminaison equationnelles (ou E-terminaison ) peuvent arriver

a é@tre traitées a travers de méthodes syntactiques comme ceux

qui constituent les ordres de simplification dans le cas de la

ré$criture non equationnelle . L’analyse de ce probleme est ce

qui constitue le noyau de ce travail .



CHAPITRE 1 :

PRELIMINAIRES

INTRODUCTION: Avec ce chapitre on pretend donner une vision

général des concepts théoriques qui apparaissent au préalable

du probléme qui nous occupe . Ainsi , on a inclu un bref ré-

sumé de concepts de l’algébre universelle , des théories equa-

tionnelles et des systémes de réécriture . Le chapitre ne con-

tient aucun résultat original , et les résultats sont inclus

sans démonstration , pour lesquelles on revoie le lecteur aux

réeférences correspondantes .

Par rapport au probléme spécifique de la terminai-

son des systémes de réécriture , on a dédié une attention

spécial & la méthode de preuve basée sur le concept d’ordre

de simplification , dés que la généralisation au cas equa-

tionnel de cette m&thode est ce qui constitue l’objectif de

ce travail .

Dans ce chapitre on inclut aussi un bref apergu sur

les ordres de simplification du type ReP.O- (Recursive Path

Ordering) , en tant que ce modéle d’ordres a ét& choisi ini-

tialement pour nous a 1’intention dad’ étudier posterieurement

ses generalisations en tant que prouver la terminaison fi
nie

de systémes de réécriture equationnels «



Soe soon

1.1-F-ALGEBRES

La théorie algebrique connue comme Algébre Universe-

lle traite les systdémes doués d’un ensemble arbitraire d’ operas

tiens . Donc un objetif prioritaire de cette théorie est celui

de formaliser ce concept ec

1.1.1-OPERATIONS ET SIGNATURES

DEFINITION lele : Une opération sur un ensemble A est une appli-

cation £1: Am —> A. Le nombre m sera dit l’arité de l’opéra-

tion f o

DEFINITION le2e : Une signature est une paire ordonnée(F,ar) ,

oat F est un ensmble et ar est une fenction ar ?% Fuo->N de F

aux entiers non négatifs o

Lele2= FeALGEBRES ET HOMOMORPHISMES ENTRE F-ALGEBRES

DEFINITION 1.$- 3 Une F-algabre ( ou algébre du type F) est

une paire ordonnée(A, $y) » of A est un ensemble et Pp ost un

ensemble d’op$rations index& par F tel que peur tout tee Pe on

as

t. aar(f£) ——> A

DEFENITION 1ek. i Setent (A, S,) et (B,¥,) deux F-algdbres

arbitraires « Un homomorphisme de (A, Pp) a (B, Y, est une

application hs: A= 8B telle que pewr teut f ¢ F et

£

pour tout (a, Mg 2ccer®ar(¢)) € ar ( ) on @ 3

I¢ (8, Ag recerM@ar (ey) = wp (h(a, ) h(a.) sooo oblane(¢y))



ot a, et b, sont les opérations indexées par f dans Pp ot Y,
f

respectivement .« Dans le cas que l’application h seit inversible,

on dira que h est un isomorphisme .

1.12¢3-ALGEBRES LIBRES

DEFINITION 1e5e : Soit L ume F-algébre et V un ensemble tel

que V CL. Alors on dira que L est une F-algébre libre en-

gendrée par V , si pour toute F-algébre (A, 4) et toute appli-

cation vt V —>A , il existe un homomorphisme unique

n(v) :sL — >A qui étend A v e

Le Lemme suivant est classique dans la Théorie des

Algébres Universelles :

LEMME lole : La F-algebre libre engendr&ée par un ensemble V

est unique a isomorphisme prés.

lelete-TERMES DE PREMIER ORDRE

Etant donnée une signature (F,ar) et un ensemble dénoms

brable V tel que F \Y veg » le concept de terme de premier

ordre est identique A celui d’expresion formelle qu’on puisse

construire d’apras l’ ensemble V,( lequel sera nommé dans la suite

eomma ensemble des variables ) et la signature (F,ar) o

Formellement , ce concept est defini de facen

constructive comme ?:

DEFINITION loGe 3 Etant donnés we signature (F,ar) et un

ensemble denombrable de variables V, l’ensemble des termes



de premier ordre associé au paire ((F,ar),V) est Je plus petit

ensemble T(F,V) tel que :

1 Si t est um symbole d’arit& z6ro ou une variable , alors t€T(F,V)

f

g Si f est un symbole dans F et (ty otgoeeort icy) € r(F,v)8" 6 )

alors f(t styrecest (ry) € T(F,V)

3 T(F,V) seulement contient aux éléments construits d&puis les

points 1 et 2 anterieures »

L’ ensemble T(F,V) peut &tre douf d’ume structure de

F-algebre en interpretant chaque symbeled’opération f € F comme

ume operation I(f) d’arit& ar(f) et définie comme :

I(£)(tyrtyrecostar(ry?) =e £(ty stgreeestaicey)

Avec cette interpretation (T(F,V),1(F)) devient une F-algébre

libre engendrée par V . Dans la suite , la notation T(F,V) sera

toujours associée a cette algdbre o

Depuis le Lemme 1.1. , si L(F,V) est une F-algébre

libre engendrée par V , les algébres T(F,V) et L(F,V) seront

isomorphes o

2ele5-DOMAINES , ARBRES ETIQUETES ET REPRESENTATIONS ARBORESCENTS

D°UN TERME

fe c+ Ye i)o a onnid libre engendr& par les entiers

positifse

DEFINITION lo7e : On appelle domaine toute partie D de w=

telle que ?:



2el € € D (o& € est le mot vide dans w* )

202 Si uve D alors wé€D ( propri&St& préfixe )

203 Yucd Wi gj N( uieD et lg jvi ==> ujeD)

DEFINITION 1.8. : Soit D un domaine , alors on app®@lera SUC

la fonction SUC :D— > N a&finie comme :

YuedD suc(a) = card. fui | ui € D et ac n}

Un demainme sera dit fini si card,(D) <

LeleS$vl-ARBRES ETIQUETEES

DEFINITION 1-9, : Seit X un ensemble quelconque. Un arbre étieg

quet@ sur X est une paire ordonnée(D,a) , o& D est um domaine

et a est une application a :D —=p> X o

On appelera arbre vide sur X 1’arbre (9,0).

LeloSe2eREPRESENTATIONS ARBORESCENTS DES TERMES

DEFINITION 1.10. 3: Seit (F,ar) une signature et V un ensemble

de variables » Om appelle arbre &Stiquet& sur {(F,ar), V), out

arbre stiquet& (t,D) sur FUV qui verifie la cendition

additionnelle que le diagramme 3

D —t_» FU VY

we NO



soit commutatif .o% la fonction ar est supposée étendue aux

variables comme ar(x) =0 Vx€ Ve

LEMME 1.2. : Soit F une signature arbitraire , V un ensemble

dénombrable de variables et A(F,V) 1’ensemble de touts les

arbres etiquetés sur ((F,ar),V) & domaine non vide et fini.

Alors l’ensemble A(F,V) est ismorphe a l’ensemble des termes

T(F,V)

REMARQUE : L’ensemble A(F,V) peut &tre dou& facilement d’une

structure de F-alg&bre et dans ce cas , A(F,V) deviendra une

F-algébre libre engendrée par V .

Soit r:V¥V — >, A(F,V) l’application qui

fait correspondre a@ toute variable x < V l’arbre Cte} vay) oft

a, (x) = x , alors r s’étend a un isomorphisme R :T(F,V) — > A(F,V).

On appelera représentation arborescent d’un terme t € T(F,V)

l’image R(t) de t par R dans A(F,V) , Dans la suite , sauf

le contraire , on ne faira pas distinctiom entre un terme et

son représentatioa arborescent®.
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1¢e1¢563-SUBTERMES

DEFINITION 1.11 : Soit t un terme de T(F,V) , D son domaine

et u un 61l&ment de D . On appele occurrence de t a 1’ occurrence

u de son domaine , la valeur t(u) de la fonction t:D —> F U V

correspondante a la valeur u de son argument .

DEFINITION ..1.12. : Soit t un terme de l’algdbre T(F,V) et u

un 6lément de son domaine © On appele subterme a 1’ occurrence

u du terme t , au terme not& comme t/u , dont son domaine,

not& comme D/u , est défini par :

D/u =f | v7 € w* et uev’ € D }

et la fonction associ’e t/u : D/u ——>F UV est dé&finie par

t/a(v’) = t(uev’) .

DEFINITION 1.6136 : Soient t,s deux termes de l’algébre T(F,V)

et u un 6léhent du domaine de t , alors le terme de T(F,V)

not& comme t(u <— s) est défini comme

1 Si D(t(u ¢— w)), D(t) et D(s) sont les domaines de t(u <—s),

t et s respectivement , alors D(t(u ¢— s)) est défini par :

D(t(ue— s)) = D(t) U u.D(s) = 4 v|vé D(t) et vy u I

ou

weD(s) = { Wow \ w € D(s) }

2 la fonction t(a¢—s) » est définie comme : WV v €D(t(ue s))

si v> u alors t(we— s)(v) = alv’) et wov’= Vv

sine t(u <— s)(v) = t(v)
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REMARQUE : Dans la suite on appellera symbole a la racine d’un

terme t au symbole t(€ ) correspondant .

1.1.6eSUBSTITUTIONS

DEFINITION 1.14. : Soit T(F,V) la F-algébre libre engendrée

par l’ensemble de variables V . Une substitution est une appli-

cation ow : V¥V—>T(F,V) identique presque par tout .

DEFINITION 1615. : On appelle'domaine'd’une substitution ’

1’ensemble de variables D( &% ) d&fini comme :

D(o ) - {xev | ox) # x }

Les substitutions seront etendues comme endomorphis-

mes de T(F,V) comme :

O (£(t)storeeest,)) = f( o (ti), O (ty) yoces w(t ))

DEFINITION 1.216. : On appellera'permutation' aux endomorphismes

bijectifs dans T(F,V).

1.2-THEORIES EQUATIONNELLES

1e201-VARIETES D’ALGEBRES

DEFINITION 1.017. : On appelle equation a toute paire de termes

(t,t?) d’une F-algdbre libre T(F,V) ©
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DEFINITION 1.18. : On dit qu’une F-algébre (A, a) valide

une equation (t,t*) , ou que (A, Pp) est un moddle de (t,t”)

si h(t) = h(t’) pour tout homomorphisme kh: T(F,V) — > (a,F p)

DEFINITION 1.19. : Soit E un ensemble d’equations définies dans

une algabre T(F,V) -eAlors la classe des F-algébres que valident

toutes les equations de © sera appellée la varieté des F-algébres

induite par E , et aux equations dans E on les appel les

lois de la variet& , ou les axiomes de la variet& .«

REMARQUE : Dans la suite , une equation dans T(F,V) sera noté&e

indistinctement comme (t,t’) ou comme t = t’.

1.2.2- CONGRUENCES

DEFINITION 1.20. : Soit (A, ?,) une F-algabre quelconque . Une

relation r définie dans A est une congruence dans l’algébre

(A, Pp) si r est une relation d’equivalence stable par le
s

operations dans $ FF? Ainsi , r est une congruence dans (A, P_)

si r est une relation d’ equivalence dans A et pour toute opé
ration

ae € - et pour touts &léments

+ 3e ° A

Ap rAgeccos4ar(g)s 979929999 Far lf) €

on at:

e o o

a, © ay ===> ap(ay agree sfar(ey) r apap sagrcces@s ney)
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Le2e3-THEORIE EQUATIONNELLE

DEFINITION 1.21. : Soit EF un ensemble d’equations définies dans

T(F,V) « Alors on appelle théorie equationnelle induite par &

la plus petite congruence dans T(F,V) qui contient les 
axiomes

E et qui est ferm&e par substitutions -

REMARQUE : Dans la suite , la congruence induite par les

axiomes E sera notée comme =E .« Ainsi , d’apres la d&finition

anterieure , =E sera la plus petite relation dans T(F,V) telle que
 :

OQ =E est une relation d’ equivalence dans T(F,V) «

ll si (e,e") E alors e =E e”

2 sit =E s alors fleesgtyeoe) BE f(eeegSyoce)

3 sit -E s alors o (t) «E oO (s)

LEMME 123-6 : Soit E un ensemble da’ axiomes equationnels dans

T(F,V) et soit = la rblation d&finie dans T(F,V) comme
E

t sii

L s=t (ceaode s et t sont syntaxiquement identiques )

2 il exist unu €D(s) , une substitution @ et un axiome

(a. .a°) tels que:
a’ ou

2ol s/u = v (e;) (ou s/u = (es) )

et

222 t =s(u<— 0 (e;)) (ow t = s(u @—(e,))

alors , les relations = et =E sont identiques dans T(F,V) ©
E
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THEOREME DE BIRKHOF .

12

(BIR- 35 ) : Etant donn& un ensemble:

d’equations E dans une algébre T(F,V) , une equation t = t’

est valide dans la variet& induite par E sii t =E t’.

Le Théoréame de Birkhof permet transporter le pro-

bleme de la validit& d’ume equation t = tt” au probleme de dé-

cider t =E t’dans le domaine syntaxique T(F,V)

1.204-SATISFIABILITE

DEFINITION 1.222. 3 Une equation t = t’est dite satisfiable

dans une F-algabre (A, %,) sii il existe un homomorphisme

h:T(F,V)¢— (A, %,) tel que h(t) = h(t’) «

Comme problemes relation&s avec le probleme gene-

ral de la satisfiabilit& se trouvent

i Probleme de l’unification : C’est le probleme de la satisfia-

bilit& dans T(F,V).Casd. donnés deux termes t et t® trouver une

substitution © telle que Y(t) = V(t’).

: C°’est le probleme de la2 Probleme de l’unification modulo-E

Satisfiabilité dans le quotient T(F,V)/E .» Coaeds. donnés deux

termes t et t° trouver une substitution O telle que O(t) =E W(t’)

3 Probleme du filtrage } Donnés deux termes t, t° trouver une

substitution © telle que t= A(t’).



13

Dans ce cas on dira que o 'filtre ' tt” vers t , ou que t 'sche-

matise' t°.

4 Probleme du filtrage modulo-E : Donnés deux termes t,t’

et un ensemble d’axiomes equationnels E , trouver une substitu-

tion OU telle que t «E Y(t’).

1263-SYSTEMES DE REECRITURE DE TERMES

DEFINITION 1223.6 : Donnée une algébre T(F,V),un systéme de

ré6criture dans T(F,V) est un ensemble fini R de paires ordo-

nées de termes,tel que pour toute paire (g,+4,) €R on

a v(d,) < V(g;) .

REMARQUE : En tant que R est un ensemble de paires ordonées

de T(F,V) , wn systéme de réeécriture peut aétre consider& comme

1’specification explicite d’une relation finie dans T(F,V) ©

DEFINITION 1.24. : Seit R un systdme de ré&criture défini

dans T(F,V) .On appelle relation de ré6criture induite par

R dans T(F,V) , la plus petite relation —_> définie dans

T(F,V) qui contient a la rélation R et qui est fermée par

les operations de l’algébre et par substitutions.

REMARQUE : Plus formellement , la relation ER” associée a

un systaéme de réécriture est la plus petite relation définie

dans T(F,V) et telle que :

L (g,.4,) € R zea 85 ——p a;
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2 st ==> BC eccgSyeee ) ——> Fleceyt,oee)
R R

3 s—t sed r(s) —> & (t)

R R

LEMME 1.4. : Soit R un systéme de ré&criture dé&fini dans

T(F,V) et ——>R Ila relation d&finie dans T(F,V) comme :

s—>Rt sii

1 (s,t) ER

ou

2 Existe un u € D(s) , une paire (g,+4,) @R et une

substitution ©” tels que :

2el s/a = ow (g,)

et

262 t = s(u#— TF (4a,))

alors les relations Rp et — > R- sont identiques dans

T(F,V) «

DEFINITION 1.25. : On appelle régle de ré&criture chacurne

des paires (g,04,) dans un systaéme de ré&criture R .
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REMARQUES SUR LA NOTATION : Si = est une relation arbitraire

a * *
définie dans un ensemble T , les notations +, > et —>

representeront respectivement les fermetures transitive,

reflexive-transitive et simetrique-reflexive-transitive de la

relation = -d8finies dans T . N&cessairement , la relation

es sera une relation d’ equivalence dans T .o«

1e301-PROPRIETEES ABSTRAITES DE CONFLUENCE ET TERMINAISON

Les proprietées abstraites de confluence et ter-

minaison (HUE, 80) » constituent les propriet&es abstraites qu’on

doive exiger a une relation abstraite > définie dans un

»

ensemble T , pour décider 1’ equivalence => + induite par “=

dans T , en termes de la relation ——> d&finie dans T .

Dans les suivantes définitions on supposera alors,

que -——> represente une relation abstraite dans un ensemble
r

T quelconque .

DEFINITION 1226. (Propri&t6& Church-Rosser ) : On dira que la

relation = a la propri&t& Church-Resser si

( V x,y € T)

% x

x ey sii Jz2€T teqe x-—>>2 et yz

DEFINITION 1.27. (Propriété de Confluence ) : On dira que

la relation = est confluent si

(Y xX) 1X € T)

we x Jee Mowe x
x? x) et x > Xp ==> x T tege x, > x ®@ Xo “pe x
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ot graphiquement comme :

x

* x
r r

%1 v2
‘ /
\ r re

NN s

‘XN 4

azé
x

centinuus representent des hypothéses universelles,ot les traits

conclusions exicten-tandis que cewx pointillés representent des

cielles .

REMARQUE : L’anterieure convention pour representer grAéphiquement

des propriétés d’une relation sera toujours employ&e dans la

suite .

DEFINITION 1.28. :(Propriét& de Confluence-Locale ) : On dira

que > est localement confluent si :

(¥ XyXyyXy E T)

—_— %* = x =

==> 4 x €T tede x, “>> = et Xy >? xxe? x) et x > Xp

ot graphiquement :

x

4 ay
x1 2

> rr,

* \ *

\ /

v—*
x
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LEMME 1.5.6 3 > est Church-Rosser sii >: est Confluent .

DEFINITION 1.29. :'(Terminaison Finie ) : On dira que a

est A terminaison finie (ou est noethéSrienne ) si n’existe

pas de chaine infinie :

% Xo “ER *s > eee x, > coe

pour la relation => .

DEFINITION 1.30. (Formes Normales ) : On dira qu’un élément

t € T est une forme normale par rapport 4 = si

- ¥ ~
(VteT) ( Et sii t-at )

DEFINITION 1.31. : Soient t , t des éléments de T « Alors , on

# -
dira que t est une forme normale de t si t > t et ett est

une forme normale .

Les propriétés de confluence et terminaison d’une

relation définie dans T sont reliées A celles d’ existence des

formes normaux pour les éléments de T , d’aprés les lemmes

Suivants ;:

LEMME 1.6. Soit >= une relation confluente . Alors ,

v teT aa t a une forme normale , elle est unique .

LEMME 1e7. : Si = est confluente st noethérienne , alors

¥ teT il existe une forme normale et elle est unique .

THEOREME DE NEWMAN (NEW,42) : Si “=> est noethérienne , alors

= est confluente sii > est local-confluente .
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124-LA PROPRIETE DE TERMINAISON FINIE DES SYSTEMES DE REECRITURE

Etant donné un systéme de réécriture R dans une

algébre T(F,V) , on dira que R a une propriété P si la rela-

tion —R? associée a R a cette propriété .

Dans ce sens , les systémes confluents et noethé-

riens représentent un modéle de calculabilité parfaitement

adapté pour douer d’une semantique opérationnelle 4a une théo-

rie equationnelle , si le systéme d’axiomes A associé a la

théorie peut @tre transformé dans un systéme de réécriture

@quivalent (ceaede , si les congruences =A et ane induites

par les axiomes A et par la relation de ré&criture respecti-

vement , sont identiques ) .

D’aprés le Théoréme de Newman , la proprieté de

confluence d’un S.R.T. se réduit ( si terminaison finie ) a

la propriété de local-confluence - Ainsi , les propriétes

desirables dans la pratique pour un systéme de réécriture

se résument A celles de terminaison finie et de local-conflu-

ence .e

Ces propriétés se distinguent fondamentalement

pour le fait suivant : tandis que la propriété de local-

confluence admet un algorithme de décision , la terminaison

est une propriété indécidable (HU-LAN-78) et , done , elle

me peut pas &tre décrite de maniére algorithmique .

L°algorithme associé A ia décision de la propris

té de local-confluence est le conu algorithme de Knuth~-Bendix

(K-B-70) . Il peut étre compris comme une procedure pour com-

piler une spécification equationnelle dans un ensemble de

régles de réécriture confluentes »
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Les importants problémes associés a 1’algorithme

de Knuth-Bendix et ses généralisations (unification , E-unifi-

cation , «.-) sont en dehors du cadre de ce travail » en tant

que notre objectif est d’analiser les propriétés de terminai-

son des systémes de réécriture et leurScorrespondanteS généra-
egqvationne les.

lisationg% Des reférences adéquates pour le lecteur intéressé

dans les aspects associés a l’algorithme de Knuth-Bendix et

ses généralisations sont : (HUL-80) , (HUE§0) ,

(K-B-70) , (K-K-82) , (P-S-81) .

Dans la partie suivante de ce chapitre on résume

les résultats fondamentaux associés A la propriété de termi-

naison finie , dés que les chapitres qui suivent sont dédiés

au traitement de cette propriété pour les extensions équa-

tionnelles des S.R.T. .

1.4.1-ORDRES DE REDUCTION

Le concept d’ordre de réduction qu’on introduit

tout de suite permet réduire le probléme de la terminaison

A celui de l’existence (et donc , de la construction) d’un

ordre de reduction .

DEFINITION 1.32. : Une relation d’ordre est dite noethérienne

ou bien fondée dans un ensemble T) sii:

1 Elle est un ordre strict dans T .

2 I1 n’existe pas de chaine infinie decroissante pour cet ordre

dans T .

une relation d’ordre définie dansDEFINITION 1.332 : Soit

une algébre T(F,V) . On dira que * a la propriét& de momoto-
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nie dans T(F,V) si pour tous les t,t” T(F,V) et pour tout

symbole d’opération f dans F ona:

t > tt’ ==> £(eceytyooe) & Eleceytjoee)

DEFINITION 1.34. : On dira qu’une relation d’ordre définie

dans T(F,V) est un ordre de réduction sii :

1 Elle est un ordre moethérien .

2 Elle a la propri&t& de monotonie .

DEFINITION 1.35. : On dit qu’une relation d’ordre > oriente

une régle lor, d’un systéme de réécriture , si par rapport

& > ona lj> ry:

THEOREME DE MANNA ET NESS (MA-NE-70) : Un systéme de réécriture

est A terminaison finie sii il existe un ordre de réduction

teqe il oriente toutes les instances des régles de R .

La méthode des ordres de réduction justifie les

critéres , dites sémantiques ou interpretatifs , de terminaison,

dont nous ne traiterons pas dans ce travail .

Le concept d’ordre de réduction est aussi Aa la base

des méthodes syntactiques actuelles pour tester la terminaison

finie des S.R.T. « Ces m&thodes sont basées sur le concept d’or-

dre de simplification , dont nous nous occuperons dans la suite.

1.4.22-ORDRES DE SIMPLIFICATION

Dus & Dershowitz (DER,79) , les ordres de simplifi-

cation sont des ordres de réduction qui ont en plus la proprié-
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té@ que tout terme est plus grand que l’un quelconque de ses

sous-termes . Une propriét& essentielle des ordres de simpli-

fication est que tous contiennent un ordre de simplification

particulier appelé ordre de plongement .

1.40e2-e1-LA RELATION DE PLONGEMENT.

DEFINITION 1.36. : Soient s=f(s nree95,) et t=g(t),tyr0-,t,)17%

des termes dans une algébre T(F,V). Alors la relation de plon-

gement Cy est d&finie récursivement comme

s=f(5)9551++15)) GS E(t stoseest Jat sii

1 f=g8 et 855 t, lsig n.

2 3 ty teqe 8Gty «

L’importance de lérdre de plongement est liée au

théoréme de Kruskal (KRU-60) .

THEOREME DE KRUSKAL : Si tyatgrecostiaces est une succesion

arbitraire d’arbres étiquet&s sur un ensemble fini de symbo-

les F , alors il y a uni et un j teqe i¢ jet tig t, °

Cette propriét& des ordres de plongement est ala

base de la propriété de terminaison finie des ordres de simpli-

fication » Elle a sa contrepartie : la non complétude pour les

preuves de terminaison finie e« Néanmoins , les ordres bien fon-

somo a
Vou uodés utilisés en pratique powr faire adés prs

finie sont en général des ordres de simplification .

Lete2e2-ORDRES DE SIMPLIFICATION.

DEFINITION 1.37.2 : Une relation d’ordre strict + dans T(F,V)
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est dite un ordre de simplification si elle a les propriétés

suivantes :

S > t ==> FleeySyee) » Flee tyeoe) (monotonie).Ie

2 £leeytyoe) > t (propriét& sous-terme).

124.223-LE THEOREME DE DERSHOWITZ .-

LEMME (DER-79) : Si » est un ordre de simplification dans

T(F,V) , alors :

(VY ts <T(F,V)) (tG 8 s=> t< s)

Maintenant , par composition du lemme anterieur

et du théoréme de Kruskal on arrive au suivant théoréme fon-

damental sur les ordres de simplification :

THEOREME DE DERSHOWITZ (DER-79) : Soient >» et Run ordre

de simplification et un systéme de réécriture d&finis dans une

algébre T(F,V) . Alors , si toutes les instances des régles de

R sont orientées par > , la relation de réé&criture est a ter-

minaison finie .

La démonstration de ce théoraéme , faite par réduc-

tion A l’absurde , est essentiellement la suivante :

Supposons l’ existence d’une chaine infinie de réé-

criture . Alors , par l’hypothése d’orientation de toutes les

‘

instances des régles de R par 1l’orare 7 et i’*nypotntse a’ otis

un ordre de réduction , de la chafine infinie initial on obtien

une chafne infinie décroissante pour 1’ordre TM , ce qui n’est

pas interdit , en principe , pour un ordre de simplification .

Cette chafine infinie de termes ne contiendra qu’ un
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nombre fini de symboles de fonction de F , et un nombre fini

de variables , dépuis que tout terme dans T(F,V) est fini , que

le nombre de régles dans R est fini et que pour toute régle

1, -~»r, dans R on a V(1j IE V(r, ) e

Alors , d’aprés le théoréme de Kruskal , il y aura

iC <j.deux termes t, , t te ae th G t; et a <J
Jj

Finalement , d’aprés le lemme anterieur , on aura

ty < t; » ce qui contredit le caractére d’ordre strict qu’on

suppose pour >» .
Og

1.5-LES ORDRES DU TYPE R.P.O. ET ReDOW

Les ordres du type ReP.O. et ReoDo-O., dépuis 1’an-

glais "Recursive Path Ordering" et "Recursive Decomposition

Ordering" respectivement , sont des ordres de simplification

amplement acceptés dang lActualité et les deux classes ont

été implementées dans le systéme REVE (LES-82) .

Avant d’introduire ces deux grands groupes d’ordres

de simplification nous donnerons des bréves notes sur le con-

cept de multi-ensemble,

1.5e01-MULTI-ENSEMBLES .

Intuitivement , un multi-ensemble défini sur un

ensemble T peut @tre consideré comme une représentation du

contenu d’une liste d’éléments de T , dont on a fait obli de

l’ordre des éléments dans la liste .

Pour sen manipulation calculatoire , on propose

la définition comme suit
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DEFINITION 1.38. (JOU-LES-82) : Un multi-ensemble sur un ensem-

ble T est une application M: T ——+»N , ot N est l’ensemble des

entiers positifs .

Dans la suite , on appelera J (7) 1’ ensemble

de tous les multi-ensembles définis sur T .

On dit qu’un élément x&€T est dans un multi-

ensemble M , si M(x) #0.

On appelera multi-ensemble vide au multi-ensem-

ble ( ) tel que ( )(x)= O pour tout x€T.

L’union de deux multi-ensembles M et My est

2

On dira que M,C My sii M, (x) y My (x) x€ Te

définie comme : id M, (x) = M, (x) + M, (x) VxetT.

Le multi-ensemble difference de deux multi-

ensembles My et Mg est dédini conditionnellement comme :

Si M, CM, , alors M)- My (x) = M, (x) - M, (x) x€E Te

1.5e1e1-EXTENSIONS MULTI-ENSEMBLE D’UNE RELATION D’ORDRE.

Soit T un ensemble ordonné par un ordre strict

qu’on notera comme > . Alors , lérdre défini dans T induit un

ordre dans (T) défini comme

DEFINITION 1.39. (Ordre de DERSHOWITZ-MANNA) (DER-MA-79)

Soient M et N deux multi-ensembles dans (T) alors :

M < N sii il existe deux multi-ensembles X,Y dans JG (T) toQe

1 x#() et X CN.

2 Ms (N= X)4+Y¥.

(Vy ey) (3x EX) to qe EPY e
ft
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DEFINITION 1.40. (Urdre de HUET-OPPEN) (HU-OP-80)

Soient M et N deux multi-ensembles dans NG (T) « Alors 3

MON sii mew et

(Wx eT) (N(x) < M(x) 225 (A yET) (x gy) et (My) CN(y))).

LEMME (JOU-LES-81) : Les ordres de Dershowitz-Manna et de

Huet-Oppen sont équivalents .

LEMME (DER-MA-79) : L’ordre < dans T est un ordre bien fon-

d& sii 1l’extension <4 sur No?) est un ordre bien fondé .«
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1.5e2-LES ORDRES R.P.O.

1.5.2.1-PRECEDENCES

DEFINITION 1.41. : Etant donnée une signature F , on appelera

precedence sur F , la donnée d’un ordre strict , partial ou

total , sur les symboles de F . Cette precedence sera étendue

Aa l’ensemble F U V- en considerant chaque variable dans V

non relationée avec aucune outre variable et aucun symbole

dans F .

Les définitions des ordres R.P.O. supposent toujours

la donnée d’une precedence sur la signature de l’algébre corres-

pondante . Cette hypothése sera faite , donc , implicitement

dans les suivantes définitions

1.5.22.2-L”’ORDRE R.P.O.

DEFINITION 1.42. (DER-79) : Soient

a = £(8),85,00258,) et t= E(t) styoreee,t)

termes dans T(F,V) -Alors l’ordre R.P.O. , qu’on notera comme

*

> est defini recursivement comme :;:

»

s ~*~ t sii

Ke

iL F= g et t Sy 1Spreee98,} >» > ft, ty acer ub, }

*

2 f >¢& et s > t, pour i = l,eoogm

ou

: : #
3 V(t? «) et il exist un 8, teqe 8s; > t ou s, =¢t
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REMARQUE : La relation »> est 1’ extension multi-ensemble
*

de l’ordre > °

L’anterieure définition a &té perfectionnée par

Lescanne dans le sense suivant :

DEFINITION 1.43. ( Congruence de permutation )

On appelle congruence de permutation , la congruen-

ce =p définie récursivement dans T(F,V) comme

s=f£(s,,+++,5,) =p B(tyyeee,t Jat Sii

f=¢ et 5, = ae) > o8 p(l),p(2),.-.,p(n) répresente

une permutation quelconque de 1,2,..0-,n e

DEFINITION 1.44. (LES- )

L’observation de Lescanne a l’ordre de Dershowitz

consiste A modifier la dé&finition 1.42 , en substituant le

point 3 par le suivant point 3’ :

3° ](fy g) et ((JFs,) teas (2, t on 8, =p t))

REMARQUE : Avec cette définition on accepte implicitement que

l’egalité entre les termes de l’algébre est d&finie modulo la

congruence =p .«

1e650e203-L°ORDRE RePeO. LEXICOGRAPHIQUE

DEFINITION 1.45. (K-L-80) :

Kamin et Lévy ont remplacé dans la définition de

l’ordre R.P.O. de Dershowitz la comparaison de deux multi-

ensembles par la comparaison lexicographique de deux listes .o

Leur définition est la suivante =:
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*

S=£(8),0+6,5,) ” E(tyreeest Dat sii

*

L f=ag et s >t, et X 8) 522058,) FC tyseonst, >
e Cox

ou

*

2 f£>g et 8 m ty pour i = l,ee.,m

ou

*

3 1(f2s) et il exist un s, teqe 55 > t ous, =t

*

ot oe represente l’ extension lexicographique de l’ordre - °

Les ordres ReP.O. et ReP.O.-lexico. constituent des

ordres de simplification et dans le chapitre 4 de ce travail

on poursuivra l’analyse de cette classe d’ordres .

1e5e3e-LES ORDRES R.D.O.w

Un probleme associé & la classe des ordres R.P.O.

réside dans le fait que la préc&dence sur la signature doit

s’etablir completement avant de commencer un test les régles

d’un systéme de ré&criture . Si le résultat du test est néga-

tif , on doit modifier cette précédence et recommencer a nouveau

le test .

La classe des ordres dae simplification ReDeOo. (LES-61i)Y

(JLR-81) (REI-81) procesent les termes suivant une méthode

recursive bas&e sur le concept de décomposition des termes .

D’apres cet méthode la définition de la précédence dans F se

realise simultanement (par necessit& ) que le test d’orienta-

tion des régles d’un S.ReTo
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Dans ce sense , les ordres R.D.O. sont plus efficaces

que les R.P.O. par rapport a l’efficacit& des implantations .

Actuellement on dispose des versions permutative et

lexicographique de cette famille d’ordres .

Dans la suite cette classe d’ordres ne seront pas

traites puisque le modele R.P.O. resulte , en principe, plus

simple entant que analyser ses possibles extensions au cas des

systémes de réécriture equationnels .
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CHAPITRE 2 :

PROBLEMES DE TERMINAISON FINIE POUR LES SYSTEMES DE REECRITURE

EQUATIONNELS

Les systémes de r&&criture equationels constituent

une généralisation naturelle des systémes de ré&criture ordinai-

res , obtenue apras enlever l’hypothase , imposée sur le modéle

de ré&criture , d’interpreter tout axiome d’une théorie equa-

tionelle comme une régle de réduction.

Si A est un ensemble d’axiomes equationels dans

une algébre T(F,V) , un systéme de réécriture equationel sera

la donn$e d’une paire (R,E) , o& R est un systdme de ré&critu-

re obtenu d’aprés l’orientation partielle des axiomes dans A,

et E est le sous-ensemble d’axiomes dans A qui n’ont &t& trai-

tés comme ragles de réduction .«

Alors dans les caliculs associés au modéle equatio-

nnel on admetra la posibilit& d’étapes de calcul equationnel

ainsi comme de calcul par réduction ou réécriture .

L°’introduction du concept de systéme de réécriture

equationnel est intimement relatiené& avec les problemes de

terminaison . En efect, 1’ existence d’axiomes equationnels du

type permutatif ( comme les correspondants aux lois de commu-

tativit& ) , empéchent de garantir la propriét& de terminaison

rstame do réScriture dams le anal soientAn Semel See
eG Gucsa SYS 

fepour w° impor

introduits , et c’est dans ce sense que le concept de systame

de ré&criture equationnel représente une alternative pour cot

&tat de choses o
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Dans ce chapitre on analyse le concept de systadme de

réécriture equationnel (en bref, S.R.E.) nothérien , en arri-

vant A une définition que généralise l’adoptée jusqu’au presente

En effet , le caractére noethérien d’un systéme de réécriture

equationnel (R,E) a @té identifié avec la propriété de terminai-

son relative 4a la dite extension modulo-E de la relation de

ré&criture —R? » asociée au systéme de ré&criture R .

Le résultat qui fonde ce chapitre consiste en démon-

trer l’ equivalence de cette définition de systéme de ré&&criture

equationnel noethérien avec la suivante : un systéme de ré&critu-

re equationnel (R,E) est noethérien sili il existe une

relation -—-—> telle que :
R’

2S 8 = & ye
R R

(Cseaedw -——~ est une relation intermediare entre la relation
R?

et l’ extension modulo-E de cette relation )

R

2 —> est une relation noethérienne .
R?’

3 , est une relation E-compatible o

R’”

La propri&t& de E-~compatibilit&é de la relation -—~ peut se

2

.résumer avec le diagramme

Bee Mt
R 7

'+]e #8
t+ 4,

§° aoe >t



Ce resultat est dual du cel obtenu par Jouannaud

(JoU-82) par rapport a la correspondent extension equationnelle

de la propri&été Church-Rosser ( ou propriété E-Church-Rosser ).

La definition generalis&e de systéme de réécriture

equationnel noethérien , que nous proposons , permet de facon

immediate une generalisation equationnelle du concept d’ordre

de reduction (Def. 1.34.) laquelle a &t& appelée comme

Nordres de E-reduction" et aussi on a obtenu la correspondante

version equationnelle du Theoreme de Manna-Ness (maintenant

E-Manna-Ness ) .

Aussi, la definition proposge de systaéme de réécritur
e

equationnel noethérien suggere , a niveaux practiques, une

premiére méthode de preuve de terminaison , comme application

directe de cette definition. C&st dans ce sense qu’un
 SeReE«

sera a terminaison finie si :

1 On peut démontrer la terminaison finie d’une rel
ation

intermediare “re

2 On peut garantiser pour la relation RR la propriét&

de E-compatibilit®é& .

Cette méthode a &té& sugger& implicitement par Dershowitz

(DER=82) en tant que prouver la terminaison finie des

systémes de ré&écriture associatifa-commutatifs 
, mais nous

ne suivrons ce chemin , en tant que notre prochain

objetif c’ est celui de géneraliser au cas squationnel le

concept d’ordre de simplification. Ce qu’on faira
 dans le suivant

chapitre o
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2,.1-SYSTEMES DE REECRITURE EQUATIONNELS

DEFINITION 2.1. : Un systame de ré&criture equationnel est

la donnée d’une paire ordonnSe (R,E) ot R est un systame de ra-

Sles de r&&criture et FE un ensemble d°axiomes equationnels .

Le paragraphe suivant constitue la premiére étape

d’analyse des SoReEo en tant qu’ arriver A une définition pré-

cise de la semantique opérationnelle associée ainsi comme pour

arriver & des critdtres de terminaison . Nous nous occupons seu-

lement des problémes relatifs & la terminaison tandis que pour

les aspects semantiques et les correspondants & la prepri&té&

E-Church-Rosser ( la version eq tionnelle de la propriété

Chureh-Rosser ) voir (JOU-82) .

2,1.-1-LE TREILLIS DES EXTENSIONS E-INTERMEDZAIRES D°UN SYS-

TEME DE REECRITURE EQUATIONNEL

Si s=E représente la congruence equationnelle indui-

te par un ensemble d’axiomes equationnels E dang une algébre de

termes T(F,V) » alors on appelle application canoniquea associée

& cette congruence l’application

fp 3 T(F,V) —— > T(F,V)/E

telle que A tout terme dans T(F,V) lui associe la classe de

congruence t correspondante dans le quotient T(F,V)/E o

Si R est un systéme de réScriture défini dans

T(F,V) , la relation de réécriture associé’e -—R aura tou-



34

jours une image par f, dans T(F,V)/E « Alors , si on 1a note

comme £, (4) » cette relation est définie dans T(F,V)/E comme:

DEFINITION 2.20 : (V 3,t € T(F,V)/E )

a f.(——») t sii J s’e £57) Aevers (t) teqe s°—— >t’
R

D’apras la d&finition de la relation image f (>)

et de l’application f, , & tout systame de ré&criture equatio-

nnel (R,E) en pourra toujours lui associer univoquement une

paire (£, (Rr) » f,) 2 L’application f, et la relation f .(—y)

existirent toujours , mais ce qu’oen ne pourra pas garantir en

général sera le caractére opérationel de cette représentation .o

Et, en particulier , cette représentation n’aura aucun sensé

opérationnel si les clases de congruence dans T(F,V)/E son
t infi-

mies o

20402 “RELATIONS E=jEQUIVALENTS DANS UNE THEORIE EQUATIONNE
LLE

DEFINITION 263. : Soit E un ensemble d’axiomes equationnels dé-=

fini dans une algdbre T(F,V) et soient R, et R, deux relations

arbitraires définies dans T(F,V) oAlers , on dira que Ry et Ro

sont relations E-&quivalents dans T(F,V) si Ry et Ry on
t la m8-

me image par f), dans le quotient T(F,V)/E o
f

Alors ,si ou mote comme =<-E la relation de E-équi-

valence entre les relations définies dans T(F,V),0
n aura ;

R. sxE R si £,(R,) = £, (Ry)
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Comme on verra dans la suite , la classe des relations

E-equivalents 4 une relation donn&e contiendra toujours une re-

lation maxime , par rapport 4 l’ordre d’inclusion , laquelle

sera appel&e son extension (modulo-E).

2 et23-L*° EXTENSION (MODULO-E) D’UNE RELATION DE REECRITURE

DEFINITION 264. : Soit un systdame de réécriture equationnel

(R,E) d&fini dans T(F,V) . Alors on appelle extension modulo-E

de la relation de réécriture “7 associgée &R , la relation

“R7E’ définie dans T(F,V) comme :

3 aE t sii Ja’ceEs Jt’sEt tq. srt

Intuitivement , si deux termes t,s sont relationés

par =z (peexe t R s ) alors, n’importe quel terme t°’=E t sera

“RE” — relation& avec n’importe quel terme s°=E # . Ceci consti-

tue le contenu de la proposition suivante , dont la démonstra-=

tion est immediate .

PROPOSITION 2ele 3: Se@it (R,E) un SoReE. défini dans T(F,V)o

alors (Wt,s € T(F,V)

tHE? 8 te> Ve'srE t Va'nk s t’—a7E? 8°

REMARQUE ; Denn& un S.ReEo dans T(F,V) , les relations —_*%

j FV Eoet “VE aurent toujours la m8me image par fp dans T(F, /

Ow , avec notre notation , ~j? #2E “WE °
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La relation “R7E’ est la plus faible relation

, s °

B-equivalent a pp? » dit d’outre facgon, We’ contient

a toutes les relations E~équivalents a > « Ceci constitue

l’ennocé de la propositien suivante , dont la preuve n’offre

aucune difficult&, et sera laissée au lecteur :

PROPOSITION 2626 : Soit (R,E) un systéme de ré&criture equa-

tionnel défini dans T(F,V) . Alors , pour toute relation R’®

definie dans T(F,V) on a

—», —>» — —

R’esE R sii R’ ¢ R/E

REMARQUE :D’aprés la caractérisation de la relation —p7E>

o < m
1’expresion t —R7E” gs pourra étre representé6 comme :

t =E CE s°--=EB s

et les termes t’et s°existirent toujours associés pour n’importe

quelle paire t,s relationée par “RE” °

Ainsi , la relation WE” peut &tre considerée

comme le produit =Eeo —R” e #E o

Finalement , toute chafne de reductions modulo-E

comme $

t, —R7E” te “R7E7*3 “R7E"*4 “R7E coo t, “R7E’'nsi °°?

sera représent&Se par une chafne equivalent comme 3

° c = 1 comes fos =E ee > =e
ty aE t) “7 ts sk t, 2E t3 “Fy ts E t, t 3 R
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Et une chafne génerique de R/E-réductions sera représentée comme:

t) =E t, p> ty =E t, ye oeee t =E ty Ee cee

2e1e4-LES EXTENSIONS E-INTERMEDIAIRES D’UNE RELATION DE REECRI-

TURE oe

DEFINITION 2.52 : Soit (R,E) un systéme de réScriture equatio-

nnel défini dans T(F,V) , alors on appelera extension E-inter-

mediaire associge A (R,E) , toute relation — définie dans

T(F,V) ,et telle que .

ee ee ee
RX R’ R/E

Intuitivement , ume extension E-intermediare

d’une relation de r&écriture “Rr est une relation quelconque

7 plus faible que —7> ( @eacede “37 SG —ar ) et E-equi-

valent a -— ( ceaado > Cc “WE , a’aprés la propo-

sition 2,2. )

C’est dans ce sense que la relation “RE?

devient maintenant 1’ extension E-intermediars maxime , tandis

que pour toute outre extension E-intermediaire “Re? » les ree

lations “RE? et “Rr auront encore la mame image par fe

dans T(F,V)/E o

La proposition suivante est dome immediate

@’aprés la définition anterisure et la propositiom 2.20

PROPOSITION 2.35 : Si —ye est une extensien E-intermediarse

d’une relation de réécriture “_? » les relations “a et

“yr? sont E-equivalentes dans T(F,V) «o
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2.1e4.1-LE TREILLIS DES EXTENSIONS INTERMEDIARES ASSOCIE

A UN SYSTEME DE REECRITURE EQUATIONNEL

DEFINITION 2.52 : Soit (R,E) um systéme de réécriture equationnel

quelconque défini dans T(F,V) .Alors on appelera Treillis des

extensions Intermediares associé a (R,E) ( en bref T.E.I.) ,

l’ensemble I(R,E) de toutes les extensions E-intermediaires

associées & la relation de ré&&criture ——»> .

R

REMARQUE : L’ensemble I(R,E) aura toujours une structure de

treillis par rapport Aa l’ordre d’inclusion entre relations,

dont 1’él1ément maxime sera la relation “RE” et 1°délément

minime sera la relation er? -En particulier,si E = $8 , le

treillis I(R,@) se reduira 4 la seule relation -—z °

2646¢5-LES PROPRIETEES DE E-COHERENCE ET E-COMPATIBILITE

Le concept abstrait d’extension E-intermediare -

a 6té introduit explicitement par Jouannaud (JOU=-82) par

rapport A l’étude des extensions equationnelles de la proprié-

t& Church-Rosser (propriété B-Church-Rosser ),ainsi comme

pour fixer la sematique opérationnelle des systémes de ré&cri-

ture equationnels .C’est dans ce sense qu’en démontre qu’un

(R,E) peut ‘8tre interpret&é par une extension inter-

mediaire ——> de la relation “Ez » Si la relation —pr>
R?

a une prepriét& additionnelle appelée E=-coherence o
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le résultat des calculs efectués sur des &léments E-&quiva-

lents , sont identiques 4 une &quivalence prés . La définition

abstraite de cette propriété relationnelle est comme :

DEFINITION 2.6 (JOU-82) : Soit —p_y» une relation définie dans

un ensemble T et re une relation symétrique dans T . Alors ,

la relation —R? sera dite E-coherente si

*

t -——"1 5

R E 1
|

+ \

fh te
\ !

*, R 1
v ¥

ty ppu---%----4 s’
E

Nous nous occupons maintenant du probléme correspon-

dant aux propriétés de terminaison des systémes de réécri
ture

equationnels e Cedede, quelles sont les propriét&s qu’on doive

exiger A une extension E-intermediaire d’un systdme de réécr
i-

ture equationnel (R,E) pour garantir la terminaison 
finie de

ce systéme 7.

On trouve que la correspondante propriét& 
est la

propriété de E-compatibilité& , dont la définition abstraite est

comme

DEFINITION 2.07 : Soit Re une relation définie dans T et aoe

une relation symétrique dans T . Alors , on dira que “2

e

est E-compatible dans T si:

( Wsjs,té T )
s a

eho eat sey Jeet teas sR trait
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Un état maximal par rapport 4 la propriété de E-com-

patibilit& est représenté par la propriété de E-complétude .«

DEFINITION 2-8 : Soit R une relation définie dans un ensemble

T et eet une relation symétrique dans T . Alors , R sera dite

E-compléte si :

(Vt,s,tjs°’é€ T )

al ae . -__* .
(t*‘heAt— sts ===> t°—— 3

E R E R

ou graphiquement comme

t —R 8

«le “|e
+

t’------> 8s”
R

Evidement , si une relation est E-compléte , elle

est E-compatible , mais le contraire n’est pas vrai o

Finalement ; il faut remarquer qu’en étant la pro-

priété de E-compatibilité plus forte que celle 
de E-coherence ,

ce fait me pose aucun probléme en tant qu’elles peuvent
 étre

appliquées 4 des extensions distinctes dans un méme sy
stéme

(R,E) pour garantir respectivement la propriété de
 terminaison

et la propriété de E-Church-Rosser du systo
me ©
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2e2-SYSTEMES DE REECRITURE EQUATIONNELS NOETHERIENS

Comme définition initial de systame de réécri-

ture equationnel noeth&érien on adopte la suivante

DEFINTION 2.9.: Un systame de ré&criture equationnel (R,E) se-

ra dit noeth6rien si la relation £,(-—R) associ$e dans T(F,V)/E

est noethérienne

Le Lemme suivante permet une premiére caracté-

risation syntatique de la propri&t& de terminaison des 
SeReEo

LEMME 2ele : Un systéme de réécriture equationnel (R,E) est noe-~

thérien sii 1’extension modulo-E de la relation “3 
( la rela-

tion —R7E~ ) est noethérienne dans T(F,V) «

DEMONSTRATION 3: Supposons £ ,(-R”) noethérienne dans T(F,V)/E,

tandis que “WE? ne soit pas noethérienne dans T(F,V). Alors,

si

tine” te “R7E? *3 “R7E” °°? —a7e t, “R72 tata “R7E °°°°

représente une chafne infinie pour RE , d’apras le

pasage au quotient , on obtiendra une chafne infinie pour

la relation £ (a7) » ce qui est absurde o

Reciproquement , 81 —“R7F est noethérienne

dans T{(F,V) , alors sem image £.¢ WE ) sera noethérienne

dans T(F,V)/E , et d&prés l’identité £, (RE = £,(-—)

£ (aR) sera noethérienne dans T(F,V)/E o
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Le Théorame suivante généralise le Lemme 2.1. et permet

garantir le caractére noethérien d’un S.R.E. dépuis des condi-

tions impos&es a une extension E-intermediare arbitraire dans

le treillis I(R,E) .

THEOREME 2ele 3 Soit (R,E) un systame de ré&criture equatio-

nnel arbitraire dans T(F,V) » Alors (R,E) est noethérien sii

il existe une extension —~¥ dans I(R,E) qui soit noethérienne

et E-compatible . 8

DEMONSTRATION 2 Si (R,E) est noeth&rien , alors d’aprés

le Lemme 2.1. 1’ extension —R7E” est noethérienne , et comme

que “R7E” est trivialement E-compatible , il est démontre le

directe «

Reciproquement , supposons l’existence d’une extension

E-intermediaire ——> noethérienne et E-compatible , tandis
R’

que (R,E) est suppesé non noethérien oAlors soit :

ty f,(—”) ty £,,(—?) ty £ (RQ?) coo t f(g) tagi cee

une chatne infinie , par rapport 4 f(y) dans T(F,V)/E e

D’aprés la définition de la relation £ (a) il y aur
a une

suite de termes dans T(F,V) comme :

tyitortzotgotZvcccertyrtartngs eee’

tels que ?:

ting 2 et ty =E ts

e 
e

to-#*ts et ts sE ts
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ta tne ot thar 7% tnsa

Et cette situation est contenue dans le suivant diagramme :

t
2 1 R 3 3 sR R n iD

? \, : \ ‘ \ {

d ! \ f \

‘ Fe fe. ' Se Se / fe te : f_¢
‘ ui N

v yu av dy

t £,(—) ty £ (Rr) ts £p(—) eee ty

Alors , comme que — > est une extension E-intermediare de —p” +
R’

on aura l’inclusion —~> ¢ — > et donc, on aura une chafne
R R°

infinie comme !

tio >t, =<E tt. —prert, =E ts RP ove —p t, zE ecoe

Finalement , comme que ——~? est E-compatible par hypothase ,
R’

on aura :

z=m> J ty teas ¢ = 5 et ty sE ts =E ty

ty =E tS ~ ty, acy 3 th tede t3 =e tE at h ak ty =B th

en iterant le mecanisme on obtiendra finellement une chaf
ne

infinie pour la relation ——ab comme ;
R?’

t, ——p t —>» tl —=> ty ty on on eooe

R° 2 R? 3 R’ R? R? BR R?

et domc une contradictiom o
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2e3-ORDRES DE Ee-REDUCTION

Le Th&0réme 2.l. permet une géndralisation au cas

equationnel du concept d’ordre de réduction (définition 1. 3 4.)

comme :

DEFINITION 2.210. : Soit T(F,V) ume algébre de termes quelcon-

que et E un ensemble d’axiomes equationnels définis dans T(F,V).

On appelera ordre de E-reduction sur T(F,V) , toute relation

» définie dans T(F,V) et telle que :

L > est un ordre bien fondé dans T(F,V) «

2 » est monotone par rapport aux operations de l’algdbre.

Coaede : ( ¥t,s € T(F,V))

8 + t =2>> f£(ocegSyeece) > Elecogtyoce)

3 > est E-compatible.s. Ceoaede ( UV sgt,8’ € T(F,V))

se’ =<E s > t exh Jt’ ET(F,V) teqe 3° > t° =E ¢t

La définition d’ordre de E-réduction maintenant

permet une g&néralisation du Thé0rame de Manna-Ness

comme 3

THEOREME 202, (E-Manna-Ness ) : Soit (R,B) un systéme de

réécriture equationnel défini dans T(F,V) » Alors (R,E) eat

noethérien sii il existe um ordre de E-réduction dans T(F,V)

qui oriente toutes les instances des régles de R .

DEMOSNTRATION : Supposons (R,E) moethérien , alors dad” aprés

le Théorame 21. il existe une extension E-intermediairea



RR?’ » laquelle est noethérienne et E-compatible . Et d’aprés

1l’inclusion 2” Ca, toutes les instances des régles de R

seront orientées par —- °

Reciproquement , si > est un ordre de £-réduction

qu’oriente toutes les instances des régles de R et (R,E) n’etait

pas noethérien , alors soit

ty RQ te =r ts -” ty =p eco Fp th > tual -poeee

une chaine infinie pour la relation ——> « D’aprés que , par
R/E

hypothése , Y» oriente toutes les instances des régles et il est

un ordre qui a la propriété de monotonie , on arrive A la suivan-

te chafne infinie :

Finalement , Aa partir d’une construction identique

& celle employée dans la démonstration du Théoréme 2.1. , d’aprés

l‘hypothése de E-compatibilité pour l’ordre > , on arriverait

& une chafne infinie pour l’ordre > comme :

ty > t > ce > ty > ocoe > th 7 ecco
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CHAPITRE 3:

EXTENSIONS EQUATIONNELLES DU CONCEPT D’ORDRE DE SIMPLIFICATION.

ORDRES DE E-SIMPLIFICATION

Dans ce chapitre on introduit une généralisation

equationnelle du concept d’ordre de simplification .Cette classe

de relations seront dites ordres de E-simplification ou ordres

de simplification modulo-E .o

D’aprés la donnéed’un ensemble d’axiomes equationnels

E dans une algébre de termes T(F,V) , wn ordre de E-simplifica-

tion est un ordre de simplification qui admet une extension

E-compatible .Essentiellement , une extension E-compatible d’un

ordre de simplificationest une extension de cet ordre , qui

conserve la propri&té& d’étre un ordre strict et qui est en pl
us

E-compatible .«

Quoiqué une extension E-compatible d’un ordre d
e

simplification ne soit pas necessairement un ordre de sim
plifi-

cation , on démontre qu’elle permet faire des preuves de E-ter
-

minaison e- En effet » le résultat qui fonde la théorie est le

suivant :; étant donné un systame de réécriture equationnel

(R,E) dans une algébre T(F,V) , si um ordre de simplification

oriente toutes les instances des régles de R et cet ord
re

admet une extensiom E-compatible , alors le systame (R,E) est

moethérien «

C’est dams ce sense que les preuves de E-terminai-~

son devienent identiques a les preuves de termi
naison des

systémes de ré&criture basées sur le concept d’ordr
e de simpli-

fication .o

Em particulier 4 si wn ordre de simplification

a la propriété de E-compatibilité » les preuves de terminaisen
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avec cet ordre seront simultanement, preuves de E-terminaison.

Dans les derniers paragraphes de ce chapitre on donne

une condition nécessaire d’existence des ordres de E-simplifica-

tion comme : si parmi les axiomes de la théorie E

certaines sont orient&s par l’ordre de plongement , alors n’au-

ra pas d’ordre de E-simplification . Plus pr&cisement , les or-

dres de E-simplification qu’on pourrait d&finir ne sont pas

stricts et ils ne peuvent pas donc @tre utilis&s pour faire des

preuves de E-terminaison .

Il faut souligner que la méthode de preuve de E-ter-

minaison bas$e sur les ordres de E-simplification n’exige que

la construction de l’ordre , et donc, il n’y a pas besoin de

construire des extensions de la relation de réécriture , comme il

a &té décrit pour la méthode directe dans le chapitre anterieur.

L’ existence des ordres de F-simplification dépendra

esentiellement de la congruence induite par E . Ce point sera

trait&é dans le chapitre suivant per rapport aux ordres du type

RePeO. -

Finalemernt, on a introduit le concept d’ordre de

simplificatiom E-complet « La classe des ordres E-complets a

un caractére maximal par rapport & la classe des ordres
 de

E- simplification » Les applications de ce concept seront données

4}
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3e1-EXTENSIONS E-COMPATIBLES D’UN ORDRE DE SIMPLIFICATION

DEFINITION 3el- : Soit > umn ordre de simplification (Def.l. )

et E un ensemble d’axiomes equationnels d&finis dans une algébre

T(F,V) .Alors on dira qu’une relation S est une extension

E-compatible de l’ordre si 3:

@) >om

(414) Y est un ordre strict dans T(F,V) .

(iii) yest E-compatible dans T(F,V). Ceaedo

’

t’sEt > s ==> 9 8° G T(F,V) teqe t’ % s’ =E B

Alors , si »¥ est une extension E-compatible d’un

ordre de simplification > , la relation > ne sera pas nécessai-

rement un ordre de simplification puisque on n’a pas exigé les

propriét&s de monotonie et sous-terme pour cette relation, mais

elle sera par contre , E-compatible.

3elel-PREUVES DE E-TERMINAISON BASEES SUR LE CONCEPT D*° EXTENSION

E-COMPATIBLE D°UN ORDRE DE SIMPLIFICATION

Le suivant Th$orgme justifie l’introduction du

concept d’ordre de E-simplification dont la définition sera

donnée aprés o

THEOREME 3o0le ?: Soit (R,E) un systéme de ré$criture equationnel

fini et d@fini dans une algébre T(F,V) © Soit > um ordre de

simplification défini dans T(F,V) eAlors si :

dans T(F,V).
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2 Toutes les instances des régles de R sont orient&ées par

l’ordre > (mon nécessairement par 1’ extension a)

Alors , le systaéme (R,E) est noethérien .

DEMONSTRATION : Supposons que l’ordre > oriente toutes les

instances des régles de R , qu’il existe une extension E-compa-

tible > de cet ordre et que (R,E) ne soit pags noethérien o

Alors soit :

t =E t, — > t, =E ty, ¥ eo50eo zt. cE tel “HE? tnse eoe

une chafne infinie pour 1° extension “RE” - Comme toutes les

instances des régles de R sont orientées par l’ordre >, et ce
t

ordre est un ordre de simplification , on aura une chafne infinie

comme :

t, =E t, > ts =5 t, > eee t, =E tay, > thao “Eee

et d’aprés 1’inclusion > C> om aura:

° _ ° 2 ° = ee

t, <E t, ¥ tz =E ty X coe Sty he tay > tigo =e

D’aprés la propri&té de E-compatibilité de la relation 
Y

de la m&me facom que dans la d&monstration du Théoré
me 2ole ,

em poura construire toujours une chafne infin
ie comme :;

‘ ‘

ts ¥ te ¥ th > te eco > te > coe

Comme que le nombre de régles et des equations dans (R,E)
 est

fini , le nombre de symbols dans la dernitre chaine sera f
ini,

et done , d’aprdas le ThSorame de Kruskal il y aura deux ter
mes

et t+’ dans la dernidére chaine tels que :
ti j

i <j et tr G +t;
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ot Cy est l’ordre de plongement dans T(F,V) ,et comme que

1’ordre est an ordre de simplification on en deduit:

ti << t§

d’od , d’aprés 1’inclusion - ow

ty x ty

d’o& la contradiction .

3.2-ORDRES DE E-SIMPLIFICATION

Le Th$orame precedent suggére une extension equatio-

nnelle du concept d’ordre de simplificatiom comme :

DEFINITION 363e : Soit E un ensemble d’axiomes equationnels

d&finis dans une algaébre de termes T(F,V). Alors , une relation

> définie dans T(F,V) est um ordre de E-simplification si

> est un ordre de simplification qui admet une extension

E-compatible dans T(F,V) eo

Le ThSorame suivant reformule le Théorame 3.1. et

constitue une généralisation equationnelle du ThSo0rame d
e Der-



THEOREME 3020 (E-Dershowitz ) : Soit (R,E) un systdme de ré&cri-

ture equationnel fini et d&fini dans une algébre de termes

T(F,V) . Alors , si toutes les instances des régles de R sont

orient&es par un ordre de E-simplification , le systéme (R,E)

est noethérien .»

DEMONSTRATION : Immediate d’aprés la d&finition 3.36 et le Théo-

réme 3ole

REMARQUE : D’aprés la d6éfinition d’ordre de E-simplifica-

tion , tout ordre de simplification tel que lui méme ait la

propriété de E-compatibilité&,sera un ordre de E-simplification

en tant que dams ce cas , 1”’ordre aura 1’ extension trivial

»’ => ,» et elle sera evidemment E-compatible .

- Dans la section suivante on donne une condition né-

cessaire d’ existence pour les ordres de E-simplificatio.

a une théorie equationnelle E

305 -UNE CONDITION NECESSAIRE POUR L’ EXISTENCE D*ORDRES DE E-SIM-

PLIFICATION

Le Lemme suivant contient une condition nécessa
ire

d’ existence d’ordres de simplification associés a u
ne Théorie

equationnelle E Comme corolaire du Lemme , on ebtient la non

existence d’ordres de simplification pour celles Th$o
ries E ,ous

parmi les axiomes de E,il y a des equations dent 
un membre est

plong& dans l’outre «

On en dduit la non existence d’ordres de E
-simpli-

fication dans le cas d’existence des lois d’idempot
ence , 816-

54



52

LEMME 3ele : Soit E un ensemble d’axiomes equationnels d&finis

dans ume alg&bre de termes T(F,V) quelconque cAlors si le nombre

d’axiomes dans E est fini et > est un ordre de E_simplification

on a la suivante propriété:

t =E s sep V(t > s }

DEMONSTRATION : Seit > um ordre de ~simplification

admet une extension S E-compatible eSupposons l’existen ce

de deux termes t et s dans T(F,V) tels que :

t =«E a et t > 6

alors d’aprés 1°’inclusion ~cY en aura les relations fs

t=E s et t 8

et d’aprés le m8me raisonement que dans le cas anterieur,il y

aura une chafine infinie d’ &1&ments E-équivalents pour 1’ordre

comme 3%

e eo e oe e oe o oe e
t ~ s » 8) ~~ 85 >» eooe > a

et deux termes By et 85 » tels que i<j et BF gy s5 °

D’aprés que » est un ordre de simplification , on aura ;

° ° == 8?
By G 5 85 < 3

@

et d’aprés 1°inclusion > CC & , om aura 85 z si ce

qui contredit le caractére d’ordre strict qu’en suppese pu
ui ie

relation >°



COROLAIRE .: Soit E un ensemble d’axiomes equationnels fini

et d&fini dans une algébre T(F,V) de termes T(F,V) quelconque.

S’il exist dans E une equation qui peut &tre ordomée, par 1l’or-

dre de plogement , alors il n’existe aucun ordre de E-simplifi

cation pour la Th$Sorie associ’e 4 E .

DEMONSTRATION a Soit e, = eF un axiome dans E et tel que

on ait e, G e5 , o8 G est l’ordre de plogement ~dans T(F,V).

Alors s’il exist un ordre de E-simplification , on

aura 3%

e, =E ef et eo, < %&

ce qui contredit la condition nécessaire d’existence des ordres

de E-simplification , contenue dans le Lemme anterieur .o
0

Remarquons que les ordres de E-simplificatio
n

mn’ existiront donc pas pour de nombreuses lois cl
assiques

( traités comme égalités ) tels :

( idempotence )
1 f(x,x) ==

2 g(x,e) =x (@1ément neutre )

3 f(x,a) = a (absortion )

4 n(h(x)) = Osx) (equipotence )

5 n(h(x)) = = ( involution )

en effet , pour chacune d’entre elles , le membre droit est pion~

g% dans le membre gauche e

53
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3e4-LES ORDRES DE SIMPLIFICATION E-COMPLETS

Le concept d’ordre de E-simplification admet

la suivante restriction , _ laquelle sera nomée la classe

d’ordres de simplification B-complets pour une théorie equa-

tionnelle E :

DEFINITION 3.4. :Soit E un ensemble d’axiomes equationnels

d6finis dans une alga&bre T(F,V) .Alors on dira qu’une relation

eS définie dans T(F,V) est un ordre de simplification E-com-

plet si:

1 S est un ordre de simplification dans T(F,V) -

et

/

2 S&S admet une extension S E-complate dans T(F,V) «

Dans ce cas , on entend par extension E-compléte
, 

.

a toute extension a de 1’ordre & qui soit um ordre strict et
é

qui en plus soit E-compléte .« Ceacde = est E-complate si :

( YVt,s,t3s° © T(F,V))

@

t’sE t & & SE 5° ==> t? = 8°

PROPOSITION 3ele 3 Si = est un ordre de simplification E-com-

plet , alors = est un ordre de E-simplification .
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Malgré que le suivant lemme est presque trivial ,

il est d’importance pratique pour la construction des exten-

sions modulo E des ordres du type ReP.O.

LEMME 342¢ : Si — est un ordre de simplification E-complet ,

alors por toute congruence =E” telle que =E”’ € =E , l’ordre

= est un ordre de simplification E’- complet .

c

DEMONSTRATION : Si @ est ume extension E-compléte de l’or-

dre & , alors nécessairement , si =E° C =E , l’extension

v °
Se sera compléte par rapport Aa la congruence =E” .
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CHAPITRE 4 :

LES ORDRES E-R.P.O.}

Depuis l’introduction formelle du concept d’ ordre

de E-simplification , la continuation logique de la théorie

| correspond a la construction des ordres de E-simplification

pour celles théories equationnelles E , dont l’existence des

ordres associés ne soit pas interdite par la condition nece-

ssaire d’existence , impos6@ dans le chapitre anterieur .«

C’est dans ce sense que l’existence d’ordres

de E-simplification pour les th&ories Commutative ,Associative ,

et Commutative-Associative respectivement , serait souhaitable

en tant que :

1 Le nombre considerable de théories equationnelles qui font

usage de ces axiomes , et donc, le domaine d’applications

practiques qui donnerait cette classe d’ordres .

L’ existence d’ordres de C,A et C-A-simplifcation (oi C,Ai)

et C-A signifient respectivement ,Commutativité , AssOo-

ciativité at Commutativit&-Associativité ) n’est pas in-

terdite pour la condition necessaire d’existence des 
ordres

de E-simplification .«

Le présent chapitre , et final de ce travail, est

has& sur leas snivantes observations par rapport aux ordres de

simplification du type RoP.Oe existents (coaedo l’ordre RoPoOe.

(DER=-79) et RePo.Oo-lexico (K-L-80) ) :

1 Les ordres de simplification du type RoP.O. sont définis
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sera dite ‘congruence propre' de l’ordre respectif ) dans l’al-

gébre T(F,V) - Cette congruence ast la congruence de permutation

(ceaed. la congruence equationnelle correspondante a la déclara-

tion comme commutatifs, pour touts les symboles d’arité superieu-

re ou egale a deux dans la signature ) pour le R.P.O. de Dersho-

witz , tandis que pour le Ro»P.O. de Kamin-Levy , la correspon-

dante congruence est la congruence syntaxique ( ceaed. la con-

gruence equationnelle definie d’apres l1°’ensemble vide ad’ axio-

mes equationnels )

2 La congruence propre d’un ordre R.P.O. determine une certaine

structure de données , depuis laquelle on arrive a une répre-

sentation recursive des clases de termes equivalents modulo

la dite congruence .eAinsf{ , pour l’ordre ReP.O.-Lexico ,

l’structure de données propre est la LISTE , tandis que pour

le ReP.O. de Dershowitz elle est clairement le MULTI-ENSEMBLE .

3 D’apres la representation recursive des classes de congruenc
e

associ&Ses a la congruence propre , l’ordre R.P.O. correspondant

est d&fini d’une facgon practiquement standaris&é&e sur la corres
-

pondante representat °

2

Le resultat qui fonde ce chapitre est double ?

Les ordres R.P.O. existents sont ordres de E-simplifi
cation

{HI

par rapport a ses congruences proprese Plus precisem
ent ,

les ordres RaP.O. existents sont orares a6 simMpliLicati
ou

E-complets par rapport a ses congruences pr
opres .o

II L’annalyse anterieur peut s”etendre la la construction des

correspondents ordres RoP.O. pour, respectivement , les

congruences Associative et Associative-GCommutative 
, meoye-



nant ' la bonne ' representation recursive des classes de

congruence des termes .

Les conclusions derivées du point I anterieur sont

essentiellement les suivantes :

I-1 En tant que l’ordre R.P.O. de Dershowitz ( dans la suite

C-R.P.O- ) est un ordre de simplification C-complet (ot

'C' represente la congruence de permutation (ou con-

gruence'totellement commutative' ) il est (Lemme 3. )

aussi un ordre de simplification C’-complet pour toute

congruence #C” induite dans l’algabre , depuis la décla-

ration comme commutatifs d’un nombre determin& de symbo
-

les de la signature ( mais pas necessairement touts ces

symboles ) , de peuis 1’inclusion =C°C =C .

Alors , si toutes les régles d’un systéme de réécriture R sont

orientées par l’ordre C-ReP.Oe , le systéme de réécriture

equationnel (R,C”) sera toujours noeth$rien , si =C” represente

la congruence induite d’apres la déclaration de,n’impo
rte quels

symboles de siganture,comme commutatifs

Dans les applications practiques , le resultat anterieur a un

interet rélatif d’apres que pour nombreuses theories 
equatio-

nnelles , les axiomes commutatifs sont toujours accompagn és

par des axiomes associatifs , Malheureusement , 1°’ordre C-RePO0.

n’est pas un ordre A- compatible , et donc , L° existence des

axiomes associatifs invalide son applicabilité

en tant que , cet ordre n’oriente , mon plus , les axiomes
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La situation correspondante pour l’ordre R.eP.O.-Lex.

est la suivante : Etant donn& que la congruence propre de l’ordre

de Kamin-Levy est la congruence syntaxique , cet ordre est un

ordre trialement de E-simplification . Em fin, l’ordre R.P.Oc-Lexico.

est un ordre de $-simplification. Ce fait a comme resultat prac

tique le suivant : Si toutes les régles d’un systéme de ré&criture

sont orietées par l’ordre ReP.O. -lexico (ou §-ReP.06- ) la

terminaison finie du correspondent systéame de r6&criture eqatio-

nnel (R,E) ne sera pas garantis6ée pour n’importe quel ensemble

d’axiomes equationnels Es La raison de ce resultat reside a nou-

veau dans le Lemme 3. anterieur , en tant que 1” ensemble de

congruences contenues dans la congruence syntaxique est, evid
ement,

vide .

Par rapport a le point it mention®& ( ceaede construction des

versions Associative et Associative-Commutative de l’ordre R.eP.O-)

a la date de presentation de ce travail l’etat du probl
eme est

le suivant :

1 Par rapport a 1’ordre A-RoP.O-. on a donn& une defi
nition de

la congruence de base o C’est la dire la congruence Associative.

On a appelé congruence Associative a la congruence equa
tionnelle

induite dans T(F,V) , depuis la d&claration comme associatifs

relative a touts le symboles d’arit& superieure ou 
egale a deux

dans F . L’extensiom au cas AC est immediate o

2 On a donn& une definition recursive de la congruence Ass
ociative-

moyenant une structure de donn$es sur les termes laquelle
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4.1-LA CONGRUENCE SYNTACTIQUE ET L’ORDRE R.P.O.-LEXICO

4.1.1-LA CONGRUENCE SYNTACTIQUE

DEFINITION 4.1 : On appelle congruence syntactique la con-

gruence equationnelle induite dans une algébre T(F,V) par

l’ ensemble vide d’axiomes equationnels .

REMARQUE : Deux termes seront égaux modulo la congruence

syntactique sii ils ont une méme représentation arbores-

cente . Donec , cette définition de la congruence syntacti-

que peut &tre employé&e comme critére de décision associé a

la congruence .

4..1.2-REPRESENTATION RECURSIVE SYNTACTIQUE D*’UN TERME

La suivante définition est équiva-

lent A donner une présentation récursive de la représenta-

tion arborescente d’un terme .

DEFINITION 4.2 : Soit t un terme de l’algébre . Alors , la

représentation récursive syntactique de t , que nous noterons

comme Ry(t) ,» est une paire ordonnée qui est définie récur-

sivement comme :

1 Si t est une constante ou une variable , R (t) = (t,nil),

ot nil est la liste vide de représentations ©

1) Si tef(t,,000,t,) , alors Ry(t) = (fy (Ry (ty) soe Ry (t,)? ),
i

ot (By (ty) pone sRylty)> est la liste des représentations

des sous-termes de t o

La proposition suivante est immédiate o
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PROPOSITION 4.1 :

VY t,s€T(F,V) R(t) = R(s) sii Rg (t) = Rg(a) , o&8 R(t) et

R(s) sont les représentations arborescentes de t et s respec-

tivement .

4.1.03-ORDRE SUR LES REPRESENTATIONS SYNTACTIQUES

DEFINITION 4.3 : Soit S une precedence sur la signature F de

l’algébre T(F,V) . Alors , l’ordre > s’étend 4 l’ordre e dé-

fini sur les représentations recursives syntactiques des ter-

mes de T(F,V) comme :

Soient Ry(s) = (f,L(s)) et

Ry(t) = (g,L(t)) , od L(s) et L(t) sont les listes des repré-

sentations des sous-termes de s et t respectivement . Alors ,

Rg(s) = (£,L(s)) & (g,L(t)) = Ry(t) sii

1 fg et L(s) Op wed et Ry ls) S Rylts) ,»pour tout Rglt, )

dans L(t) e

ou

2£>8 et Rg (3) & ae ,pour tout R (t,) dans L(t) .

3 1% 2) et F Ry (ay) EUCA) tede (Rg(s,)ERy(t) ou Ry (sy) =By(*))

41.4-ORDRE ReP.O. INDUIT PAR LA REPRESENTAT
ION Re

DEFINITION 4.4 : Soient s et t des termes dans T(F,V) © Alors ,

sous l’hypothése de la donnée d’une precedence sur F , l’ordre

= sur les représentations induit un ordre % sur les te
rmes

comme :

s s t sii R (s) & R(t)
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LEMME 4.1 : La relation g dans T(F,V) est identique A l’ordre

ReP.O. lexico .

La démonstration est immédiate et elle

est laissée au lecteur .

4.2-L’°ORDRE ReP.O. ET LA CONGRUENCE DE PERMUTATION

4.2.1-LA CONGRUENCE DE PERMUTATION

DEFINITION 4.5 : Nous appelerons congruence de permutation ,

la congruence equationnelle induite dans une algébre T(F,V) ,

aprés de déclarer comme commutatif tout symbole de fonction

de la signature F d’arité 22.

Dans la suite , on notera comme =P la congruence

de permutation .

4 5 262-REPRESENTATION PERMUTATIVE D’UN TERME

DEFINITION 4.6 : La représentation permutative R.(t) d’un

terme t est ume paire ordonnée définie récursivement
 comme

i sit est une constante ou une variable , alors

Ro (t) = (t,( )) , o& ( ) est le multi-ensemble vide .

2 si t=f(t),ecest,) » alors R(t) = (f,M(t)) , od

Wulti-ensemble dss roa er. . os te 4D a
M(t) = LR ht rreeer Rot ey) ¢ est le mul

sprésentations permutatives des sous-termes de t eo

PROPOSITION 4.2 :

Vv t,s € T(F,V) t =P s sii Ro (t) = Ro (s)



4 .2.3-ORDRE SUR LES REPRESENTATIONS COMMUTATIVES

DEFINITION 4.7 : Soit une precedence sur la signature F

d’une algébre T(F,V) . Soient Ro (#8) =(£,M(s)) et

Ro (t)=(ayM(t))

Ro (8) & Ro (t) sii

f=g et Ms) & Se M(t)

F>g et Rls) Se Ro (t,) pour tout Ro (t,) € M(t)mig mp 7T(f 2g) et FR (s,) tea (RQ (8, )ER (t) ou Ro(s,)=Ro(t))

4.224-ORDRE INDUIT PAR LA REPRESENTATION R,

DEFINITION 4.8 : Soient s,t des termes dans T(F,V) © Alors ,

sous l’hypothase de la donn&e d’une precedence sur F , 1l’or-

dre sur les représentations induit un ordre ee sur les ter-

mes comme

s ® t sii Ro (8) & Re (t)

la démontration des deux lemmes qui suivent n’offre

aucune difficulté et elle se laisse pour le lecteur o

LEMME 4.2 : La relation iy dans T(F,V) est identique 4 l’ordre

ReP.O. de Dershowitz avec la modification de Lescanne .

LEMME 4.3 : L’ordre R.P.O. (avec la modification de Lescanne)

est un ordre de simplification C-complet , ot =C est la con-

gruence commutative induite aprés la déclaration comme commu-
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4.225-LA NON A-COMPATIBILITE DE L’ORDRE ReP.O-

i L’ordre R.P.O. defini par Dershowitz est un ordre de

simplification C-compatible , lequel devient C-complet d’apres

la modification introduite par Lescanne « Le but de cette section

est d&montrer la non compatibilite de cet ordre par rapport a

la congruence associative induite dans l’algébre d’apres la

déclaration comme associatifs d’un ensemble Fa de symboles

dans F .

PROPOSITION 4ele : L’ordre ReP.O. ( ou C-ReP.O. ) n’est pas

un ordre de simplification A-compatible e

DEMOSNTRATION : Soit f un symbol declare comme associatif

dans F , et soit g un symbole quelconque de F tel que on ait

£Y>s§ dans la precedence .« Alors , on aura ;

f£ * &
>

/ \ /TMN
x y x y

f * £

JN > SN
Zz f Zz &

/~ YN
x y x y

£ £

f
D’outre part , on aura f£ \ y =A z 7 “-

JTMN 7oOTM

z x x y

mais n’existe pas de terme A-equivalent au f(z,g(x,y))
 toqo
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La proposition anterieure démontre que l’ordre R.P.O.

n’est pas un ordre A-compatible .« Dans ce sense , on pourrait

penser A l’ existence de quelque extension A-compatible de cet

ordre »« Cependant , le lemme suivant démontre la impossibilité

de telle extension .

LEMME 4.4 : Il n’existe pas d’extension A-compatible pour 1l’or-

dre RePeOe o

DEMONSTRATION : Dépuis le suivant contre-exemple qui contredit

la condition nécessaire d’existence d’ordres de E-simplifica-

tion impos&e dans le Lemme 3.1 du chapitre anterieur -

Soient t= f et gs = f

7TMN fTM

x f £ h

/~ /~ \
y h x y x

\
x

# eo
alors , on aura t =A 8 et t > s , d’aprés que :

L f£ * f£

S/N > 7oTM
y h x y

\

x

et

2 £ * h
= ys \ :

y h x

\

x

£

~ w= fi “ 1 \ aet nluwe weerana
et alors , Le muiti- ensemole Y x ) x i. } sst gius granc

x



sirasinsi stata paul 4. 3-REPRESENTATIONS RECURSIVES ASSOCIATIVES

4.3~21-LA CONGRUENCE ASSOCIATIVE

DEFINITION 4.9 : Nous appelerons congruence associative defi-

nie dans une algébre T(F,V) , la congruence equationnelle

=A induite dans T(F,V) aprés de déclarer tout symbole d’ari-

té > 2 comme associatif .

4.3.2-REPRESENTATION RECURSIVE ASSOCIATIVE D*UN_ TERME

44322-1-SOUS-TERMES PROPRES D’UN TERME DANS LA REPRESENTATIO
N

RECURSIVE ASSOCIATIVE.

DEFINITION 4.10 : Soit t un terme quelconque de l’algébre .

On dira qu’un sous-terme t/u est un sous-terme propre de t fu

+(u) # t(€) et Vvcu t(v) = t(&) , o& , comme d“habitude ,

représente le mot vide dans le domaine de T et t(&) est

la racine dans la représentation arborescente de t o«

4.3.2.2-LISTE DES SOUS-TERMES PROPRES D’UN TER
ME .«

DEFINITION 4.11 : On appelera liste des sous-termes propres

d’un terme t , et on la notera par SP(t) , l’ ensemble des

sous-termes propres det , ordonné suivant l’ordre lexicogra-

phique de §eg occurrences,

Exemple : Soit t =f
Exempzs 

PN.

£

/\ SN
ag of

S\ /TM

Ba Zz a b

/~



Gt

osAlors , les sous-termes propres du terme t sont

t/1l = g

SN
f z

/ N

x y

t/l2 = a

t/2l <= g

/ XN

a b

t/22 = y

La liste des sous~termes propres de t sera

sp(t) = (t/ll , t/12 , t/21 , t/22 »

4.3.22e3-POIDS ASSOCIATIF D°UN TERME.

DEFINITION 4.12 : Soit t un terme de T(F,V) , dont le symbole

& la racine de t a une arité } 2. Alors , le poids associa-

tif de t est défini comme

lIsP(+)]| -4
a(t) =

ar(f)-1

oa {isp(t)ll est la longueur de SP(t) .-

Exemple : Dans l’anterieur exemple le terme t a un poids asso-

. : 4 - 1
ciatif a(t) = >. 1” 3.

4. 30 3-REPRESENTATIONS RECURSIVES ASSOCIATIVES

DEFINITION 4.13 : La représentation recursive associative

d’un terme t , notée par R,(t) » est un triplet défini re-

cursivement comme :



{ro fH
fr

os

Si t est une constante ou une variable, R,(t)=(t,ar(t),nil).

Si teh(t’) , R,(t)=(h,ar(h), Cry(t)>).

Si t=f(tyye0+st,) ’ R,(t)=(f,a(t),SP,(t)) , of a(t) est le

poids associatif de t et sp,(t) est la liste des représenta-

tions recursives associatives des sous-termes de t



CONCLUSIONS

Dans ce travail on a developpé le cadre théorique

pour aborder le probléme de la terminaison des systémes de

ré&criture equationnels .

Les résultats obtenus dans ce domaine ont été a

niveau abstrait entierement compatibles avec ceux obtenus

indépendamment et rélatifs a la généralisation equationnelle

de la propriété Church-Rosser et A la d&finition adequate 
de

la sémantique opérationnelle des systémes de ré&criture équa-

tionnels (JOU-82).

Le concept d’ordre de simplification et les pr
euves

de terminaison correspondantes ont été généralisées au 
cas

equationnel A travers du concept d’ordre de E-simplifi
cation

Finalement , on a realisé@ un analyse sur la struc-

ture des ordres du type R.eP.O. et ona démontré que ces or-

dres sont essentiellement des ordres de E-simpli
fication par

rapport A leurs congruences propre
s =

De la méme maniére , on a @tabli les bases théori-

ques pour étendre la famille des ordres ReP.O. en tant que

construire les correspondents ordres ReP.O- de A 
et AC sim-

plification . Les preuves qui manquent dans ce sense sont

purement techniques -

Des objectifs immédiats & realiser dans
 ce sense

sont nécessairement la conclusion des preuves mentionées

pour les ordres RePeO.,et dans un outre sens
e , le corres-

pondant étude pour les ordres de simplificati
on du type

64
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