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. CHAPITRE T : INTRODUCTION

I~ i

La méthode PERT permet d'étudier des projets de grands travaux et de con—-i

ty6lor leur déroulement. Ces projets doivent 8tre décomposables en thches |

é1lémontaires dont on peut estimer & 1l'avance les durées et dont on connaif
les conditions technigues de réalisation. 1
Le méthode PERT fournit un cslendricr prévisionnel du projct ot en parti—-éz
culicr sa durée minimum de réalisation.
Elle indique & L'avance les tdches dont wn retard occasionnerait un mtang
dc 1'ensemble du projot (tAches critiques). i

Ltemploi d'un ordinatcur permet do décomposer le projet de fagon trés f:LII[:

¢t de swivre sa réalisation. Ainsi la méthode PERT dépasse de bcaucoup enrf fra

précision et en souplesse los méthodes do planning utilisdes a.ntériom‘ze;;i
| 4

De plus elle permet &'étudier 1'optimjsation des colits et des moyens mis r&

QeuvIC. |

Y

Hous nous limitons ici & 1'étude du facteur temps.
Ia méthode PERT Temps sc présente sous deux formes : i
i

- Le modtle déterministe : il consiste 2 associcr au projet un graphe.

e calcul du calendricr de réalisation se fait & 1'aide d'un algorithme

do rocherche du chemin le plus long d'un point & un autre du graphe.

o

Hous comparons ici quatre de ces algorithmes : celud fondé sur la noli

de pile est le plus intéressant.

- Ie moddle aléatoire : considere que les durdes des tiches sont des

variables aléatoires. C'est sous cette forme que lo PERT correspond lo
micux & la réalité. 1
On sc ramene au modéle déterministe, les durées sont alors les durdes
noyennes.
Si on fait 1'hypothdsc que les durées de téches sont indépendantes on
pout déterminer la distribution de la durée totale du projet, done aétal
miner la probabilité de tormincr & une date fixée.
Ta conception du moddle aléatoirc a été critiquée i plusicurs points ﬂﬂ:i
vue. (ef L8J = {9_] e :
&) Le choix do la loi de distribution des durées des téches paralt arbi":
gl

treirc. L'hypothésc d'indépendance des durées ost souvent fausse.
1) La méthode do calcul de la distribution de la durde du projet ot la ‘

détormination des tiches critiques est crronde.

e N

I
Le PERT ne considdre que les projets dont le graphe comporte un chomin
toujours plus long que les autres. Ce n'est qu'un cas particulicr.
La méthode de détermination de ce chemin n'utilise que la notion de durée
moyerne, clle ignore les notions de variance et de corrélation .
Nous étudions particulidrement la critique L* soit en utilisant la
néthode de simulation qui donne toutes les 'ih;formations que 1'on désire
& la précision voulue, soit en raisomnant sur des excmples simples ol le
calcul domne des résultats stricts.
Nous proposons unc amélioration:du modéle aldatoire
Aprés un calcul PERT qui laissc le choix de la distribution des durdes
on extrait un sous - graphe contenant les tiches qui pouvent &tre criti-
ques. Sur cc sous -~ graphe on fait wm caleul par la méthode de CIARK
(ef [10]) qui, moyennant 1'hypothésc d'indépendance des durées, fournit
des approximat'ions de la distribution dec la durée totale et des probabi-
lités de criticité, bion meillcufs que celles du PERT.
La méthode de CLARX impossible 2 appliquer sur un graphe important est
utilisable ie¢i.
A condition de le segmenter, le programme de caleul ne prend guére plus
de place cn mémoire-que le programmc PERT ot il est beaucoup plus rapide

que la méthode de simulation fiit-clle accélérée,




| 2-1 (2)

2-1 B . fos
On définit une relation binaire [ ' sur l'cnsemble U dos arcs
Pl 3
CHAPITRE II Pour tout arc a; ot agona i & o8y g1 et sculoment si 1l'oxtrémité

‘ de a; est 1l'origine de a,j"
RAPPELS SUR L4 NOTION DE GRAPHE. 2 -2 - TATLLE DU _GRAPHE.

Ia taille du graphe est donnée par le nombre N do sommets et le nombre I

2.9~ DEFDIITIONS. of Berge (1) d'ares.

Un graphe est la donnée d'un cnsomble X of d'unc relation binaire M sur J]
on le note (X, ). B

Dens cette étude les éldments de 1'cnscmble X sont en nombre fini, on 1n:u}‘r ) . inféricur N (N -1) /2 -
l Copondant dans 1'utilisation courante de la méthode PERT,

Le nombre d'arcs n'est pas de 1l'ordre de N2

Lo rapport W/ précise si lo graphe est trés "maillé" ou peu.

Dans un g::'aphe connexe sans circuit le nombre M d'arcs est strictement

appelle points ou sommets du graphe ct on les note x, ou simplement i,
=21, 2, aee 4 1 !
Les points y € X tels que x, !" ¥y (x € X), sont dits successeurs de 15

I'cnscruble des successcurs de X est noté r (x ).

Loy graphes que 1'on considere. dans la suite scront tels que 13 H.

|
Un point qui n'a pas de successcur est unc sortie du graphe. |
Les points y € X tels que y [ xi,X:L€X sont dits prédécesseurs do X ‘4

1,'ensemble des prédécesscurs de X ost noté {1 -1 (xi).

Un point sans prédécesscur est unc cntrdée du grapho.

Si X, M x le couple ordonng (x § M ) scra appelé un arc.

-

x; on cst 1‘ origine, x l'oxtremte. I’ arc sera figuré par unc flécho
orientée de X, vors xJ.
Soit U 1l'enscuble des arcs du graphe 0z = 9

Un chemin cst unc séquence d'ares <a1' oy eee an) tels que l‘cxtrémiti

do chaque arc coincide avec 1'origine de 1l'arc suivant. i

Si le chemin passe par les points X, * PURLE Xy Eg» OO peut lo désigme

par (xl, gp wee s X, Xg ).

x5 est 1'origine du chcmln, e Ltextrémité. i T
Unc chaine est unc séguence d’arcs (a1, gy weer & ) tels que 1‘cxtré-mé ) -
de chaque arc coincide soit avec 1'origine, soit avec 1l'extrémité de 1! F

suivant. l

(Un chenin est done unc chaine partlcullere) \ :

Un graphe est commexe si tout couple de points est rclié par ume chalm

Un gircuit est wn chemin qui relie un point & lui méme. F

On appellera longucur d'un arc (Xi’ xj3 un nombre L (Xi’ xj) = | ) ,

aszociéd A cot ave.

La longucur d'un chewin est la somme des longucurs des arcs qui le comp




3-2

sy

CHAPITRE III 34, o - :

F}

Supposons que le projet conmsiste & construire une maisor.

PRESENTATION SOUALRE DB TA METHODE PERT (1) lc tableau suivant présento 1'analyse des tdchos. (Lo lecteur est prié

de ne pas s'attarder sur la vraisemblance tcchnolorflquo de l‘exemplo,

celui ci n'a qu'un but dldacthue)

5 - 1 - REPRESEIMTATION DU PROBLEHE PAR Ul GRAPHE.
La condition de départ dc la téche «¢ pose des dalles »7 est que la tiche

La méthode PORT. consiste & décomposer le projet & réaliser en tiches

<« murs ;7 soit exéoutée i moitié. Or la seule relation prise en compte par

R i kL i

é1émentaires lides entre elles par des relations d'antériorité et &

caleuler les dates de débub de ces tiches. le travail préliminaire cony la méthode est @ telle téche comence quand telle autre ost terminée.

Tous tourncrons la difficulté en partageant la téche << murg >7 cn doux

o

g
) tAches de durde 15 jours.

- 1) déterminer ces tAches élémontaires,
) Excnple d'utilisation de tAches fictives 3

déterminer les relations d'antériorité entre taches,

~ 3) estimer leurs durdes.

Chaque tAche sera représentée par un arc du graphe (2). La tAche ¢¢ canalisations >y commence aprés << dalles ¥ et « raccordement

; La relation "une tAche peut débuter dés qu'une autre est terminée dtean » o

Ia tche «« toit ;) commence aprés « dalles) ¢t «escaliers 77 .

,cur:c.liga hm%

correspond & la rolation binaire définie sur 1'enscmble des arcs.
La représentation (ci-contre)

de cos conditions est fausse :

‘Eﬁiﬁ'ﬁ\_v-«n—.l»n e it At T

j

| Lxemple :
] ~ gi la thche x a pour condition de départ que la thche y soit te
: on représentera x et y par 2 arcs adjacents de fagon que y soit a.nt& elle implique que << canalisa-

5 tions 3 commence aprés

<¢ escaliers Y ce qui n'ost

rr . Ty

i (Lo 2O ;
e pas conforme aux conditions

i de départ.

i 8 — si la tAche x commence seulement quand los tiches y, et ¥, sont tmf:;' Doux thches fictives dmergeant du sommet 9 pormettent de lover cet

on représentera cette condition par le dessin suivant : i obstacle. of dessin du graphe.

-fit | R TR
MD e 50

O~

On obtiont ainsi un graphe connexe car le projet est unique, sens cil

On introduit aussi d'autres téches fictives pour 1z clar’ce du dessin,

i

Le graphe ainsi obtecmu a une scule entrée, une seule sortic cof nc préscate

paz de circuit. (On conviendra do numéroter 1 l'entréde et n la sortie).

E,‘—a?!,..—

W

|
il
il
i
i

car @i wae tiche est ferminée, on n'a pas, cn principe, & la rTéexde

Les asommets seront mumérotés de fagon quelcongue.

Sur chague arc on portera un nombre égal & la durée de la téche.

1
i

ir

Ce nombre est la longucur de l'arc, définie en 2 - *.

gL

Pour roprésenier loubes les relatious d'aubériorité, on ost parfols 4

iy

d'utiliser dos tiches fictives de durde nulle.

t
13
|
1.'—._'

el

(1) Nous nc faisons ici qu'uno préscntation élémentaire pour pormot
lectour non averti de comprendre la suite. On trouvera plus de
dans t_2 3 et | )J

(2) Cette représentation n'est pas la scule utilisée of. 4 ~ 1 -

- 10 = - IT -
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3-2
DECOMPOSITION DU _ PROJET EN TACHES. :
Huméros Durée !
Début Fin Nom de la téche {jours) Conditions de départ.
- 3
1 { Fondations 30 Début
1 5 Raccordenent égout | 5 Début
1 4 Raccordement cau i 2 Début
1 5 Raccordement gaz 2 Début .
1 6 Raccordement EDF 2 Début I
2 7 Elévation des murs 15 aprés fondations |
7 8 Elévation des murs 15 aprés fondations !
7 9 Posc dos dalles 15 murs oxdeutés a moitié
8 10 Bscalicrs 6 aprés murs |
8 11 Fenétres 4 aprés murs
10 12 Posc du toit 15 aprés dalles ot escalicrs
12 13 Carrclage 10 aprés toit :‘
4 14 Canalisations \ 3 aprés dalles ct raccordemcnt_é
' d'cau
12 15 Cloisons : 20 aprés toit
14 16 Chauffage .15 aprés raccordement de- gaz
canalisations ot toit.
17 18 Sanitaircs 3 aprés canalisations, égolit &
cloisons. i
16 26 Pose des plinthes 2 aprés cloisons ¢t chauffage.:
19 20 Conduites d'élec- \ 3 aprés cloisons et mccortic.
tricité ! électriques
20 21 Platre : 20 aprés électricité
22 23 Peintures ¢ 15 ; aprés plétres, sanitaires,
I ) carrelages et plinthes.
24 25 Posc des portes : 1 ’ aprés platre, carrclages ot &
' ' plinthes. g
23 27 Hettoyage § 1 ¢ 3 la fin,
|

- 12

i
'
i
R ='—.—§;L..__' -

e &

?._.w

i“ﬁ'- -t -

sea® 3103} VWD
Tokogren WIWIUD

1




% -3 - CALCUL DES DATES DES DTAPES.

35

o

Notons‘}\i la date & laguelle on parvient au plus t6t & 1'étape i.
Supposons que )\1 =0 .
On parvient & 1'étape 3 quard la téche (1, 3) est terminde, c'est & dire
au bout de 3 jours, )\ 5= 3, de m6m0>\5 =2, >\2 = 30, >\6 = 24
Pour parvenir & létape 4 il ne suffit pas que la téche (1,4) soit exéeutée,
il faut aussi que (1,2), (2,77, (7,9) 1o soient. On ne peut donc calculer
la date d'une étape avant de calculer les dates do ses ancBtres.
La téche (2,7) durc 15 jours, en commen¢ant au temps 30, ellc terminera au
toaps 45 donc )\ 7= 45, De néme >\8 = 60, )\9 = 60,
Pour parvenir & 1'étape 4 il faut que les tdches (1,4) ct(7,9) soicnt
exécutées. On y parviendra donc au plus 8t au tomps >\ 4= HMax EZ ,60]: 60
Domdme M lax [60 +6,60]= 66 '

hygax [ 60 +3,81 , 2) =8t
On essaic do celculer ainsi de proche en proche les dates au plus t6t des

étapes par les formules :

N =

okl (SRR
JErQ

dji &tant la duréde de 1'arc (3, i)

Comne on 1'a remarqué, 1l'ordre des calculs n'est pas quelconque.

On trouve en particulier que )\2,7:140. La durée minimum des travaux est donc

de 140 jours.

On voit aisément que le calcul des dates au plus 6t des étapes rcvient au

caleul de la longueur du plus long chemin allant de 1'étape 1 & chacune

d'clles.

Cherchons les dates << au plus tard 3 des étapes.

Calcul des dates au plus tard 2

L'étape 23 doit étrc atteinte au plus tard au temps 139, >\ 23=1 39 de méme
1

-

) )
L'étape 25 pout &tre aticinte aw tomps >‘
|

25~ 723

d25 23=1 39 sans perturber
E
la durée minimum du projet. De méme)é4=138

S

T s e s e T

ey t e

e )

35
L'étape 13 doit &trc atteinte & une date telle que les dates au plus tard
de 24 ot 22 nc soient pas ‘perturbées.
hjz=tin (138 - 0,124 - 0] =124
On continue ainsi de proche en proche en appliquant la formule.
A =tin [A3 -]
Je

dij étant 1a durée de llare (i, j)
ce qui implique que les dates su plus tord des succesgeurs de 1'étape i
soient déjh calculées. L'ordre de caleul n'cst donc pas quelconque.
Cette méthode de calcul sera utilisée aprés quelques anéliorations en
algorithme pour machine cn 4.3.
Les dates au plus t8% ot au plus tard coincident-clles ?
La comparaison des doux calculs précédents nous montre que les étapes
1, 2, 1, 8, 10, 12, 15, 19, 20, 2t, 22, 23, 27 ont des dates au plus t&t ct
au plus tard égales. C'est dire qu'aucun rctard nc peut &trc pris sur les
taches délimitées par cos étapes sans quoi la durde minimun du projet scrait
dépasséc.
On obtient ainsi un chemin appelé << chemin critique > joignant 1'enirée
2 1o sortic du graphe.
Les tAches qui, au contraire, ne sc trouvent pas sur le chenin critique
peuvent prendre un certain retard (ce sora précisé cn 4. 2).
Le caleul PERT perme.it done de comnaftre
~ la duréc nininun d'exdeution du projet,
~ Les tAches dont un retard cntrafnerait un retard de 1'enscmble,
- Les calendriers comportant les dates de début au plus 6t et au plus tard

dos thches, entre lesquelles devra sc situer la date de début effective,

(ces calendriors pouvent &tre transformés en dates calendaires, il suffit

do comnaitre los dates de début des travaux ot colles des jours chomés).
On a alors la possibilité de mininiscr la durée des travaux, de contréler
globalement leur avancement et de prendre les mesures nécessaires pour res-
pocter los délais impartis. Ceci sc fait par des << révisions périodiquesZy
qui consistent & rccaleuler les calcndriers sans modifier la structurc du
grapho mais en donnant aux tAches déjd exéeutées leur durde réelle ot on

réeotimant les durdes dos autres tAches en fonction de la situation.

-
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4-1(2)
CHAPITRE IV

COMPARAISON D'ALGORITHMES POUR LE NODELE DETERKINISTE.

REPRESEITATION DE TYPE "PERT" ou "POTENTIELS'.

La représcntation de type "PERT" symbolisc les thches ou opérations 2
acconplir, par les arcs du graphe, los sormets du graphe étant les éfapes
ou évincments. Elle a été utilisée au chapitre 3. i

Dans la Teprésentation de type "Potenticels", les ticheos sont au contraire

roprésontées par les somucts du graphe, les arcs représentant les rolation;;:
d'antériorité cntre téclmska(gpfﬁégm{mgé. (WJTW/","Q !
A 1'inverse de la représentntion "PERT", la ropréscatation "Potenticls" £
pernct de rendre compte des contraintes disjonctives ot de certaines con- :
traintes temporelles (cxemple : tollc tdghe doit commencer au plus tard
au tomps to } (ci‘ [‘Tj ).

linis la représentation "PERT" est de loin la plug utiliséc. Bn eoffct du
point de vue dessin, représcnter les tiches par dos arcs évoque, micux que
ne le ferait un point, la durécbouespondanto. En "Potentiels" il faut
tenir compte & la fois de la durée des tAches ot do la valeur des contrainﬁ
ce qui cst plus encombrant i ranger cn mémoire. I
Vu 1'objectif limité que nous poursuivons dans cette étude, la rcpr’éscnt&'l:g
de type PI]RT parait la plus simple & ut&liscr. Nous identificrons donc par:
la suitc los tAches aux arcs du grapho ct les étapes aux sommets. N
1i_PROBLUE PERY THIPS.

4 -2 -1 - FORULATICN.

Lo probléme du PERT - tewps so formule ainsi @

.

"E‘tani" Idonné un projet formé d'un ensemble de téches & accomplir de duréed
connucs lies par cortaincs rclations d'antériorité, quelles sont los dat%.‘
de début ot de fin de chacuncs d'clles pour que lo projet soit terminé et
un tenps winimum ? .. " 3
Remarques préliminaires : .

1 - La durée dc chaque tAche étont connuc, il suffira de déterniner lce utz

J

- de aébub, ou ou dééuiva immédiatoment los dates de Fin,

2 - Pour simplificr nous supposcrons que le graphc du probléme n'a quhund

geule ontréo ot unc soule sortic. (On peut toujours sc ramener & co

par l'adjonction de téches fictives de durée nullo).

- 16 -
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4-2-1 (2)

Exprossion mathématique du probléme :
Congidérons le graphe de type PERT associé au projet ; il décrit 1'enscmble
des relations d'antériorité entre les thches du projet. Ce graphe cst connexc
ot sans circuit. Nous muméroterons les sommets de 1 & n de fagon aléatoirc
pais en imposant & 1'entrée le mumére 1 ct & la sortic le mméro n, (n étant
lc nombre de sommcts).
Chaque tAche sera notée par lc couple (1, 3) ou(xi, xj), % étant le numéro
dc. 1'étape début, x celui de 1'étape fin. Le durde corrcspondante sera dij'
La date de 1'étape x; sera notée ti'
Hotons que la date de début (reep. la date de fin) d'une thche peut ne pas
&tre é@le & la date do son étapo début {rosp. fin) (c£4.2. 3)
Lo scul type de contraintos déerit par le modele PERT est de la forme : 1z
tAche (xj o 3%) commence au plus t6t quand la téche (xi, xj) cst terminde.
Elic so traduit par 1'inégalité sur los datos do début : [] -F, 77/ di
i : origine, j extrémité de l'arc (1, 3) \ dij>/ 0
On a autant d'inégalités-quo 1l'on a d'arcs. ‘
(Hotons que la rrié_j:hade des potenticls ticnt compte 4'autres contraintes,
par oxetple ¢ 1d tAche (_xj, xk]) coumence au plus tard quand la técho (xi,
X,j) cst. terminde). : ‘ ‘
Pronant comszc origine des tomps, la date de 1'éfape cntrde, lc probldme sc
raméne & la résolution du systéme linéairc :

)"t1 =0 (1)

4 tj-ti 2 93 V(x,, xj)E v (2)

(n intn (3)
La variable & minimiscr, tn’ représente la date de 1'étape fin donc la durée

totale du projet.

t -2 - 2 - CAITUDRIERS.

Ce systéme est un programme linéairc. 11 pourr'ait 8tre traité par los méthodcs
clagsiques, mais il cxiste des méthodes beaucoup plus simples.

llous appellcrons galendrier un ensomble de tpd=1,2, v, nqul satisfait
aux conditions (1) ot (2)

DTUDE _DRS _Solurrons D (1) ot (2) qui nminirdsont & ,

Définissons unc relation d'ordre sur’ l'ecnscmble }g dos calendricrs ¢
Ic calondricr ¢ = (ti, i=1, 2,...,n) cst inférieur au calendricr
¢! = (t]!-, i=1, 2,...,n) 8i ot sculcnent si ti*é’ ti pour tout i =1, 2,...,0

L'onsemblo B dos calendriers posséde un plus petit élément.

: , - I7 =




4-2-2
En offct, 1'algorithme utilisé on 3 . 3 fournit wn calondricr
NI ()‘i , 1= 1, 2ys0e,n ) tel quo
rh, =0
k) 1 ) ]
(lr){ki Hax [ R +djt] i=2, 3,...50
jefl ( )
ost un calendrier: En cffct los)\ vérifiont les conditions (1) et (2).

i

La calcul des >\ cst possible pulsquc lc graphc cst sans circuit. '
Lo systémo fome par les relations (1) ot (2) admet donc au moins unc solufiy

y ® i ost 1o longuour du plus Jong chemin allant do 1'étape 1 B 1'étape i.

Démonstration
11 cxiste au moins unc étape 1 ¢ " (1) telle que \ =>\i + di N
1
A
11 oxiste au moins unc étape iZE |" (i,‘) telle qucr\ :‘.1 =4 12 + d12 i1

ot ainsi de suite jusqu'ha 1'étape 1.

Soit P lc chemin { 1, 1) (o 4 2 qdeeess (3 i)y ( 1, 1)}

Salongucurcstl(P)fd. +4d, . A
R S l211 1
. =Aik—>1+}.. - . +...+\. —)1 +> hi
e -1 “x :
atolr 1 (P) = _>~1 :Xi
Comparons la longucur de P avec wn chemin quclconcuc P
ellant do 1 2 i P'—,k(1,31),... (31,1)) ]
i =L,
Sur cc chemin on a >‘i 51 dj1i

e it Wi At &

Neo— A >,/d.‘
1 .

Dtoh on ajoubant N34, g et dy;. = 1 (pv)
Donc *i= 1 (@)1 (@) VP joignant 1 2, :

Ajoutens membre & membre les inégalités (2) rclatives aux arcs formant lo

chemin P.
‘tjk—t1;/d1ik 3
LT -t > d.
k-1 ‘k/ lk G -7

£ -t ddi +d oo pd L+,
i 1 7 1 1klk— A= I

4-2-2
Dot > \i ceci ost val;.blc pour tout i =1, 2, «.oy 0
Le ecalondrier f\_ est donc inféricur 3 tout calondricr C. Clest lc plus
petit élement de E
Le calendricr Noost tel qu'aucun autrc calendricr ne permotte de commcncer
plus 6t une téche quelle gu'clle soit.
En conséquence, on appelle les dates du calendrier /A, dates au plus tét.
Bn particulicr /A minimisc t puisquo b > b -
So:.n. .‘//!LC 1'ensomble des calendricrs qui mingnisent tn.
e b contient-il d'autres calendriers que /A ?
Appliquons 1l'algorithme de construction de A\ ou graphe déduit du précédent
en inversant lc scns des arcs.

On obticnt des nombres li tels que

(ln=o
v’Lli=mx.12+dw i=1, 2,0, 0 =1
i oepr@)

Corme cola o été démontré pour les Ai -

1i ost la longucur du plus long chomin allant de 1'étape i 3 1'étape n.

Posdndl oM, “s N - 1. , il vient
i n it
(N =
G o
)[x' L P A A Ay B e
3‘ ¢ ()
/\ \ 1 2 iar
Soit { i 1= iy Zsezmin 1o o.;t un calendricr car les con-
ditions (1) ct (?) sont satisfaites par les r\
Comic A L A o AN appartlcnt A h} .

7/ N\ cst le plus grand élément do. ./o pour la rclation d'ordre définic sur % :

En offct : ajoutons membre & membre los inégalités (2) rclatives aux arcs

formant lc chemin lo plus long nllant de i & n , il vient t - t, T B
N n i< i

tlout < -’n—l = \'. - ccci pour tout i =1, 2,...,m.

Comne _/\_‘ app._r-'tlont A '( c cst bicn le plus petit des majorants de c,f 5

Lo calendricr V' ost tel qu'sucun autre calendrier ne permette de commencer
plus tard une guclconque téche sans allonger la durée mininale ,3\ du projet.
Los dabes Ge ce calewdeivr sont appeléos por suitc dates gu plus ke .c_rd

Fn conclusion 1c§ solutions dc (1) (2) ( ) forment un cnscmble « 9; dont on
pout calculer lo plus petit élement L\ ot 1o plus grand élément VAN
Hous étudicrons plus loin les différents algorithmes qui permettent de cal~

culer et /i,

- 19 -




o) - IARGE DES ETAPES.

Soit le calendrier C = ) (t ’)' in= iy 2 ,...,nz

C'ost un calendrier de ¢/ ““’ car A cst 1n_f‘émcu.r 3 C qui cst inféricur & A

(au scns de la relation d'ordro).

I1 v a donc wie infinité de calendricrs qui satisfont aux conditions (1), 3

(2), (3).

Soit i une étape quecleongue (1 )'C LS
Ny 2 B L

En cffct le calendricr C = {

e
it £ n) , & tout & tol que
/i, on peut associcr au moins un calendrior de .
tr =)\ 3 iy B
i
(au scns de la rclatlon rl'ordro cn‘cro FANNT VAN
1t intorvalle| R kg ]

- '}

s s '—'G'

étape no-1i , ‘:\ est lo morge do flottcmont.

Un ghemin critique cst wn plus long chemin allant de 1'étape 1 a 1'étape

n (il pout y en avoir plu.:lcurs) Sa longuour ost égale & \

Los étopes dont la marge de flottement ost nulle sont s s_:._’l;_u_éo.:_ sur ] __c}m
En offet :

ot P les chemins les plus longs qui la rclicnt

S\

1

Soit 1l'étape n®-i , P1
étapes n%1 ot n%n. Soit P = P‘l U P

1(®)=1(p)+1(2) = Ny o \

A
8i >\ \' alors 1 (P) = )\n
e I.ARGE DuS TACHRS.

P est donc le cheomin critique.

Définissons les dates des téches.

- Lo date de début au plus t6t de la tdche (i, j) ost /\i
- Lo dato do fin au plus t6t do la thehe (1,3) ost M + P
- Lo date do fin aw plus tazd do 1a thche (i, j) est X',

- la date de début aw plus tard do la tdche (i, j) st ')\'j - &5
On pout définir plusicurs types de merges pour los téches :

Le marge libre d'unc thcke (i,
sons perturber la date de début aw plus t8t des tAches d'origine j.

Xj— A - a..

it ij
La marge totale d'une téche (i, j) ost lo retord maximum qu'clle peut I

Elle s'exprime par 11 L (i, j) =

dre sans periurber les dules de ddbub au plus terd des tdchos

fu
[<
)
a8

o
i
E

Elle s'oxprime par @

He (i, ) = N~ A -4

I S '

Fous n'utiliserons ici que la marge totale.La notion de marge libre trouWT;

néammoins son utilité en pratique,
20 -

ost compris
. I1 apparticnt donc &«

i 4-2-3 1
! 4-2-5-1LARGES. 1

3

b
3
i

4

ost 1'intervalle do flottemont de la date de l%

]

1

j) est le rctard meximum qu'clle pout p&%

23
LES TACHES DE lARGE TOTALE INULLE SE TROUVENT SUR IE CIHEI'iIIT CRITIQUE? (4)
In offet : soit l'arc (i, J) 2. otI’,'j los plus longs chenmins de 1 & i ot de
j A n respectivement.
Soit P= P U (1, 3) Ypy ,
1<p>=>. - >1+aij+> xlj I N O T
i )“ dij -0 1(@®)= }\ ) P cst lc chemin critique.

4-2-4- GDIT‘RALISATIOH A DS GRAPHES A PLUSI"URS EX"‘?L'I JIT0S.

Los résultats précédents sc généraliscnt

1) Graphe 2 plusicurs cntrdes.

La datc au plus t6t de 1'étape n% i ost

B =

liax ‘_longucur du plus long chemin allant de j a 1]

JEE

£ = cnscmble des ontrées

2) Graphe » plusicurs sortics.

La date au plus tard do 1'étape n®% i est

N,

lax
P JES
1£i&nn

= llax )i - l:longueur du plus long chemin allant de i 2 j

) S = cnscuble des sorties
5) Grophe & plusiours entrées cf sortics.

Les dates au plus t6t ot au plus tard s'cxpriment comme ¢n 1 ct 2 respoe-
tivement.
La duréc minimum de projct cst

Yax l_ longuour du plus long chomin allent de i & 3]

i¢B

J€s

-2 =
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plus t6t (ou au plus tard) et que nous la portons au dessus du sommet corres—

4-3-1
L' ALGORITHME NATUREL. _
Reprenons la méthode utilisée en 3 . 3. Nous 1'appellerons algorithme

naturel, car elle est la plus immédiate.
I'ETHODE,
Hous dirons que nous “"marquons' une étape quand nous calculons sa date au

pondant sur le dessin. i

Nous pouvons marquer un sormet si ¢ . 1

1) - Hous connaissons ses prédécesseurs,

2) - Ses prédécesseurs sont marqués.

S T S

Le caloul doit donc commencer par la comstruction de la liste des prédéces-
seurs et successeurs de chaque somuetb. 1
FORNE DES DOWMEES. of 4.7 .2 . i
Le graphe peut avoir, dans la version suivante plusieurs entrées, mais une ]

3

seule sortie. La mumérotation cst gans treu ydet an, n
étant le numéro de 1'étape fin,
Pour chaque tAche on donne les mméros I de 1'étape début, J de 1'étape fin

et la durde D. On obtient ainsi 3 tableaux I, J, D.

pasag

CONSTRUCTION DE LA LISTE_DES PREDECESSLURS ET DES SUCCESSEURS.

gi on classe le tableau I par ordre croissant et que llon fait subir aux ta-

9

bloaux J et D les pexmutations correspondantes, on retrouve dans le tableau

J la liste des successcurs des scrmets rangés par ordre croissant ot dans le

tableau D la liste des longucurs des arcs correspondants. On constitue par
ailleurs un tableau contenant 1'adresse du premier successeur de chaque sonmetis
Por un classemont identique du tableau J, on obtient la liste des prédécesseuré%_.
et le tableau d'adresse correspondant.
CALCUL, DU CALFNDRIER AU PLUS TOT.

2
Chaque sommet sera rangé, une fois marqué, dans un tableau (17), i

1) - On marque d'abord les entrées,

2) - On essaic de marquer les successeurs des sommets marqués,
_ On toshe d'avord s'ils sont déjh marqués auquel cas on pesse au suivanty
- Si un sommet n'a pas tous ses prédécesseurs marqués, on ne peut le
marquer,
on ecalcule sa date au plus 6t

+ g

- Si.non on le marque :
= Hax |

him e LR

je ()

4-3-2-

4-4-

= 4-4-1
%) - Par ce processus on cn vient % marquer le sommet n & moins qu'il y ait
wn cireuit {une procédure complémentaire pourrait trouver les sommcts
appartenant & ce circuit). \
L'organigrame suivant décrit le caleul du calendrier au plus t8t.
CATCUL DU CALENDRIER AU PLUS TARD.

On pourrait procéder de la méme fagon, maiéon amontré end . 2. 2.

que lc
caleul des dates au plus tard se ramenait au calcul des dates au plus t6t% dans
un graphe déduit du fer par inversion du sens des arcs. Par conséguent 1'ordre
do marquage des tAches sera 1'inverse du précédent.

11 est done imutile de ester si les successeurs du sommet en question sont
marqués.

CONCLUSIONS.

L'algorithme naturel a le gros défaut a'étre lent. Co qui est principalement
du & 1a ndeessité do faire deux tris successifs des mémes dormées. Cortaines
versions , telle cclle utilisée dans lo programme COWCORD de la SHIiA, entrent
directoment en données les listes des successcurs ot des prédécesseurs de
chaque sommet, ce qui a 2 avantages

- 1) utiliser la mdondancé pour collationner les données,

- 2) éviter los tris.

L'algorithme naturcl présente aussi 1tinconvénicnt de nécessiter la présence

do toutcs los donndes simultandment cn mémoire centrale.

La taillc des graphes admisc est donc asscz limitée ce qui le rend inutilisable
sur petit ordinatcur (cf 4 -8 = 3).

Sur CAL 90 . 80 de 32 k on pout traitor des graphes de l'ordrc de 4,000 téchos
ot 2,500 étapos.y

L'ALGORITHIIE DE TORD.

4 -4 -1 -poeres (ef (1] page | 64)

L'algorithme calcule la longueur du plus long chemin d'un sommet origine a

tout sommet d'un graphe sans circuit.

- Calcul des dates au plus t6%.

Comptc tenu de 4 ~ 2 ~ 2 la date au plus t6t de 1'étape i cst la longucur du
plus long chemin allant de 1'étape 1 (supposée 1'unique cntrée du graphe) & 1!
étape 1. )

L'algorithme: procéde ainsi

1) - hyant muméroté les sommets de 1 & n de fagon quelconque mais en commengant
par l'entrée ot on torminant par la sortie, on marque chague sommet 1 avec
- 00

un riombre B‘i on prend tout d'abord )1 =0 ot >‘i = si 141

- 2% -
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441 (2)
2) - On fait subir & chaquo arc (1, 3) lc test suivant :
\ -
SRR LY
- 8'il est vrai on nec modific rien,
~ s'il ost faux A\, ¢ = A wd.
J 1 13
5) - Ayant ainsi teosté fous les arcs, on itére lc processus jusqu'a ce qu!'
aucun arc ne permette d'augmenter la valeur d'wn ’}‘i'
, cst la date au plus 8t do 1'étapo i.
H%x 5 i est la durde minimum du projot.
~ Calcul des datos au plus tard.
On calcule par lc mdme procédé la longucur 1:‘. du plus long chomin allant de i

% n pour tout i. Les dates au plus tard sont données par

W = - 4 - =

bY i= P N of 4 -2-2
La caleul peut sc faire cn méme temps que cclud des dates au plus tét.
L'aporithme reste valable si le graphe présente plusiours cntrées ou plusicurs
sortics.
IF HOMERE D' ITERATIONS EST INFERIEUR AU NOHBRE DE SOMUBTS, SINON IL Y A UN
CIRCULT.
Prouve @
Soit M, €

i

Pour k =1

la valeur deo Xi % la kigme itération,

s'il cxiste des chemins de 1 & i comportant 1 arc, /\i ! est la
longueur du plus long. S'il n'en cxistc pas ’\i1 = - 00

Supposons qu'd la kitme itération, ,\ ik est la longuour du plus long chomin

allant de 1 & i comportant au plus k arcs , s'il cn oxisto. Sinonz\j_k = - 00

Ala {k+1) @me itération

X Y+
i

N .
ou i a tous sos prédéccsscurs j tcls que A = - 00 slors = ).ik = <od

ou i a des prédéccsscurs j tels que b3 .k ;ﬁ ~ oo alors
Nk "\ x - \ 13{

i = Ilg.xi &j + djil comue ,>\j cst dans ce cas la longucur du plus
long chomin allant de 1 & j comportant au plus k arcs, 1'hypothése cst vérifide.
Lo nombre d'itérations cst donc égal au nombre maximum d'arcs quc peut compor-
ter un chenin.

Or wn chemin comprend un nombre d'arcs inféricur su nombre de sommets, d'ol 1o

résultat.

4 - 4 - 2 ~ PROGRAIIMATION.

1) - Formo dos domméos (cf 4 = 7 = 2)
Pour chaque tche on domne les numéros I des étapes début, J des étapos

fins ot la durée IDU - on forme ainsi 3 tableaux I, J, IDU.

-5 -
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e OuL DES NARGES 1

2) - Organigramme. 4=4=2 (3)
N = nombre de sormets,
M = nombre d'arcs;
I = tableau des muméros des étapes début,
= tablcau des numéros des étapes fin,
IDU - tableau dos durdes. -

I70 - tabloau des . dates de début au plus tét }initi?lisés a
zéro (pas de
ITA ~ tableau dos dates de début au plus tard loguenrs Adga~

ITiAX - durée totale minimum, tives).

4 - 4 =3 ~ COWCLUSTONS.

1 - RAPIDITE.

L'algorithme a l'avantage de nc pas nécoss.itor de tris des domnées. Mais il
les fait relire un grand nombre de fois, ce qui prend boauwcoup de temps( a
fortiori si ces données sont enregistrées sur bande nagnétique).

En cffot, N étant le nombre de sommets, M le nombre d'arcs, le calcul des
dates au plus t8t nécessite & chaque itération su plus 4 ™ leotures, M
additions, 2 ™ tests. Comme on faita%lu.s N itérations il y a au plus 4 Mu
loctures, M N additions, 2 I N tests.

Dans un graphe sans cirewit M J{¥_(N-1) (cf 2. 2).

Le nombre d'opérations ost donc major% par un nombre de llordre de N 3.

liais comme dans un graphc PERT M n'est jamais supérieur & 3 N, cc nombre
cst en fait en N2

La detection de circuit, ne pout se fairc qu'au bout de N loctures des données,
co qui cst trés long et il n'ost pas possidle de connattre lqs sommcts appar-
tenant au circuitA.'

2 - QUCUPATION EN MEHQTRE CENTRALE.

Le programme occupe une place trés réduite ce qui le rend intéressant pour do
potits ordinateurs de 8 K ~ par exzemple munis d'un périphérique (il est ainsi
utilisé sur IB 1130 ot sur BULL GE [ 55).




| b 4 - 5 - CLASSEIENT DES SOMMETS ET DES ARCS.
(it 4 .5 .1 . UTILITE D'UN CLASSEMENT.

On a remarqué e¢n 4.3.1. guc le classemont des sommets, dans leur ordro de |

\ 4-5-4

quage servait & la fois pour 1'établissement des calendriers au plus t6¢
plus tard. Comme ce classement n'est possible que s'il n'y & pas de c:.‘ruuﬂ* ’ /
on a intérét & le réaliser avant tout calcul. ] &

D'wn classement des sommets on’peut déduire un classemont des arcs. Ce

permet de construire "une chaine d'information" contenant, rangées les

la suitc des autres, les informations rclativos & chaque arc : le numéro

i
| étape début, celui de 1'étape fin, la durée ot d'autres informations s'ily N ;
licu. Cofte chaine a 1'avantage de pouvoir 8tre exploitée séquenticlloment t

gagnera de la place on mémoirc centrale on la rangeant sur un périphériqu

| cn 1'exploitant bloc par bloc.
| Si 1'on conserve cette chafne d'information sur bande magnétique, on pouty
| des révisions périodiques, rectificr les durées ct sortir les résultats

| recommencer le classcment.
‘ 4 .5 .2 . DEFINITIONS. La numérotation des sommets étant quelcongue,

om appelle classoment des sommets, un ordre total de 1'ensemble X tel que!

1

sixy [ xy, % soit rangé avant xge .
Remarque ¢ cet ordre n'cst pas unique. |

De méme, un classement des ares est un ordre total de 1'ensemble U tel qﬂ_if.‘;

J
4 «5 .3 . CLASSENENT PAR NUMFROTATION.

| Numerotcns les sommets du graphe de fagon que si x [ x onait i < J‘;:

3 ; .
sia, ' a;, a soit rangé avant aj.

51 on classe alors les sommets par indice cr01ssant nous obtcnons un clags

| Cotte méthode a le défeut d'imposer unc rumérotation. Si on veut modifier

structure du grapho, ce qui arrive au début do son élaboration, toute 1g ST

rotation se trouve bouleversée. Nous ne roticndrons donc pas cette méﬂmﬂr-ﬁ_ﬁs

4 .5 .4 . CLASSRHENT PAR LA METHODE DES NIVEAUX. (cf 2]} page 6)

On peut obtenir graphiquement cette décomposition de la nanidre suivante

Définition. - los sommebs sens prédéecsscur sont de niveau o, cffagons les ainsi que les
A tout sommet x d'un graphe sans circuit faisons correspondre un nombro ﬂj arcs qui en émcrg@n‘ﬁ_-
positif appolé "niveau de x" , noté ny (x) do facon que : 5 - 1os nouvoaux somncts sans prédécossour sont de niveau 1, offsgons les ct
- Bl x n's pas do prédéccssew niv (z) =o _I supprinons los arcs qui cn éxﬁergont.
| -~ sinon miv (x) = rHex niv ( ¥ ) 1= 1 -~ B adnsi do suitc.
L/E M () J k PROPRIETE 1, -
On appelle niveau i le sous onsemble de X formé des sommets x tels que m-T , Si on range los sommets par niveau croissant on obtient un classement.
=i - En cffet @

Excmple : Décomposons le graphe suivant par nivesux.

0 —




PROPRIETE 2 -

Prouve.

4-5-4

Si N i xy ctest que % ost prédécesscur de xj done, d'aprés le définition, |

( .) < niv (X)

xi scra donc rangé ava.nt xj.

g1 1o sommet x ost de niveau i, toub chomin d'unc entrée & x & au plus i arcs.

Par récurrcnce

pour i =0 c'est vrai

pour i = 1 x ost relié auwx ontrées par dos chemins de 1 arc car il cst

succossour d'une ou plusicurs entrées.

Si clost vrai pour i, montroms le pour i + 1w :

Si x st do miveau i + 1 c'est qu'il cxiste des 7/3 de nivoau i tols que

Y,] " xe §

Parmi les chemins joignant les cntrecs a X : !

~ Coux passant par les y r‘ouportcnt par hypothsc au plus i + 1 arcs

- Los autros passent par dos somets de niveau strictement inféricur ai,
d'aprés 1l'nypothese ils ont au plus @ - 1) +1 =i arcs.

COROLLAIRE.
Dans un graphe déduit du précédent cn égalant & 1 los longucurs de tous leos

arcs, niv (x) cst la longucur du plus long chemin des cntrées & x.
On peut donc détcrminer les niveaux dos sommets cn appliquant 1'algorithme
de FORD(cf 4.4.1.) & ce graphe.
CLASSRUENT DI DES ARCS.
Do 1la méme fagon nous définissons le niveau d'un arc (x 0 xj) par
mv(x 5 X3 )— niv(x ) .

Si on rangc les arcs par niveaux cro:Lssants on obtient un classement.

Erouve.

Soit 2 arcs a; ot 85 tels que ay (o aj

ils sont dc la formo a, = (%, 1), %= *1, *m) 1
oma® " % dlouniv (Fm) > miv (%1) i
doncniv (a ) niv (a ) ot a; cst rangé avant aJ. )

Dans 1'excmple précédent, au classomcnt dos sommcts : 1, 4, 9 3, 5, 2, Ts ﬁi

, correspond le classcment des ares. |
(1,3), @,5), (1,2), (&,2), (5,2), (5,7, (3,7, (2,6), (3,6), (T,6), (6,8)e%
(9,8), j
On obtiondrait autant do classements distincts on permutant cntre cux les JJ‘T

de méme niveau.

- %0 -

45+
PROGRAITIATION DU CALCUL DES NIVEAUX.

T1 cxiste plusicurs méthodes que 1'on trouvera dans [2]

Tous utiliscrons la méthode qui consiste & appliquer 1'algorithme de FORD au
graphe dont tous les arcs auraicnt pour longucur 1. L'algorithue calcule la
longucur du plus long chemin rcliant les entrées 3 tout sommet du graphc. Dans
co cas, cotte longucur scra égalc au nombre d'arcs que comporte le chemin.
Hous Téférant au corollaire 3 on obticnt ainsi lc niveau de chaque sommct.
Si 1'on sc roporte & 4.4.3. 1'opération néeessite au plus :
4 H N lecturcs
i ¥ additions (de 1)
M N tests




COUSTRUCTION DR LA CHATIE D' INFORIATIONS . dea=t

Du classcment des sommets on déduit celui des arcs par la formule vue précé-

bt CoRLCu R BES  wLTEAYX

denncnt.
On construit dircctoment la chafne d'informations de 1a manidre suivante :

— on cherche les sommets do nivesu 1,
- on on aéduit les arcs de niveau 1 : ils sont incidents aux sommets de
nivecau 1 -

- on place dans la chainc lecs muméros do aébut, de fin ct des durées des arcs
de niveau 1, ainsi que d'autres informations s'il ¥ a licu.

Me 2 ‘J - on passe aux sommcts de nivcau 2 et ainsi do suitc on compose la chafne df
informations. .
_ Koo AL Pour trouver los arcs incidents aux sommets, il cst nécossaire d'avoir un ta-
: bleau dos préddeesseurs. On le construit par un tri analogue & celui fait on
] 4.3.1.
] Ltopération de construction de la chatne cst asscz longue. Par cxemplc lc
| nombre de tostégst majoré par un nombre de l'ordre de T (N = nombre de sommets).
F y ) A , Lo caleul des niveaux ot la composition de la chaine d'informations nécessitent
| gl (3") ” N“VU“) + 4 . £ pour des graphes PCRT un nombre d'opérationspn N 2, comme dans 1'algorithme de
5 ! ; FORD.
. e —— i j La méthode pormet de détecter les circuits au bout de I itérations mais clle
ARghe & ne peut indiquer les sommets situds sur lc circuit.
._.....__I_—-
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CLASSHCHT PAR T4 HETHODE DE LA PILE. 455

 Appclons pilc sur 1'cnscublelldos arcs du

La méthode de la pilc est unc méthode de description d'un graphe qui prend

son origine dans la résolution du probléme du labyrintho.

HOFION DE_PILE ATSACHTE A UN GRADIE. (of [ 6 | )

Soit U 1'cnsemble des ares du graphc.

Soit uno suito finlo ec= | %, ®1, ..., “nld'élimonts de U.

Soit U* 1'ensemble de ces suites finies. I‘-’Iu_nissons Jc d'unc loi de composition

interne, la concaténation , tclle que pour tout s ot deo o %

. P o= Uy =
e B o={a, a0 8| I_bo, ERRY buJ
=[ao, a,[,... y B bo, b1, 5 I bmj
Cotbe loi cst associative ot admet un élément ncutre, lc¢ chomin vide noté e
(i1 relic tout point ¥ & lui méme).
Soit G 1'cuscmble des chomins du graphe.
On a G U*,
aphe, toute suite finic
(co, Cpy wee 5 C ) de chemins de € telle quo
a) ¢ = ¢ = ¢ (chomin vide)
0 n
b) pour i =1, 250y n =1y il cxziste un are a; tel que.

a; (opération concaténation)

i cst alors wnc cntrée de a;

solt ¢, =¢, « a

i-1 s i

i cst une gortic do a
Los chomins cy sont appelés états de-la pile.
P ) ost Lo sommct do 1'état i de la pile
tne pile attachéo au graphe cst une pile dont les états obéissent aux régics

Si ci ==g
suivantes :
1) - 8i i - 1 cst entrée de l'arc a @
5'i1 cexiste des arcs b tels que & ™' L et ne possédant pas d'entréc
inférieure & i, i ost 1'cntrée ¢'wn tcl arc, sinon i est la sortic do o .
2) - 8i i -1 cst sortic dc 1'arc a,
a) S'il cxiste un arc do mdme origine que a qui n'e pas d'ontrée infé-
ricurc & i, i cst l'entrée d'un tol arc,
b) Sinon et si C oy e i est unc sortic,
¢) Sinon ot si cl =0 sl oxiste un arc n'ayant pas d'ontrée
inféricurc & i, i cst l'entrée d'wn tel arc , dans le cas contrairc,

e g cst le dernicr état do la pile.

.35




_I_{;c&argucs.
19 La pile définie par cc procédé de constructi

20 Un arc a unc scule entrée donc une scule sortic,

30 COmme un état de la pile attachéc cst un chemin,
dc mbme origine, sinon on aureit un circuit,

4° Soit 2 arcs a ct b tels quo a i

avant a, sinon il
gurait un circuit.

Excmple de pilc

=)
L @)l
< v/

\
5

\

)
hY

Z

nunéro des états

WO aunmPHS AN O

Roprenons lo graphe préeédent.

4-5-5

on n'est pas unique.

il nc peut contenir 2

' b, si b cutre avant a, il sort aussi
cxistorait un état do la pile ol b figurc deux fois, on |

)

{

“P

®

[¢]

(1,3)

(1,3) « (3,6)
(1,3) . (3,6) . (6,8)
{1,3) . (3,6)
(1,3)

o]

(1,2)

(1,2) . (2,6)
(1,2)

(c]

(9,8)

{s]

(9,7)

(9,7) . (7,6)
(9,7)

(4,2)

(4,5)

(4,5) . (5,7)
(4,5) -

[ -
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Si_on renge lce arcs par ordre de sortic décroissant, on obticnt un ciAssomy
Preuve ¢ soit 2 arcs a ot b tels quo a ™'

4-5-5

soit i la sortic de l'arc a , 2 cas :
ou i~ 1 cst I'entrée de l'arc a,
Si i cst la sortic de a c'est que (cas 1) tous les arcs P tels

que a ' B ont unc ontrée inféricure A i : b cst sorti avant a

(remarque 4)
ou i — 1 cst la sortic d'un arc ‘f

V) s méme originc que b . Si a sort c'est que 1'entrée de b cst

inféricurc & i (cas 2 b),
Elle est done inféricure & la sortic de l'are |'3
Elle cst aussi inféricurc 2 l'entrée do F’ sinon on aurait dans
un &tat 2 arcs de mdme originc ce qui n'cst pas possible quand lo
graphe cst sans circuit. 3
Ia sortic de b est inféricure a ccllc de i” donc & cclle do a.
PROGRAITATION,
1) - Remarque.
Un état de la pile sur los arcs cst un chemin représenté par les arcs qui leo
composent. On peut aussi représenter co chomin par la liste ordonnée dos point
par ol il passc. On obticnt alors unc pile définic sur 1l'cnsemble X des pointg
du graphe. |
Dans cottc nowvelle pileun point x pourra avoir plusicurs cntrées (corrospons
dant aux cntrées des arcs d'cxtrémité x). ]
11 cst plus aisé du point dc vuc programmation, do gérer la pile définic sur
les points. On on déduit immédiatement la pile sur les arcs.
2) - Gestion de la pile sur les points.
On la gérora comme la pile sur les arcs mais on utilisera la rcprésentation
ci~dossus.
Lo test @

trénité de l'arc s a dos successcurs.

texiste $'il un erc b tel que & [* ' b sc ramdne & testor si l'e:-
On a donc besoin do commaitre les suitecs des successeurs de chaque point. On
log obticndra d'une fagon analoguc & cclle utilisée cn 4.3.1. Les succcssauré_;g
de chaque point scront rangés dans lc tableau 3S, 1'adresse du promier succeii:';
sour de chaque point sera rangéc dans le tablcau 4 D S.

Pour noter qu'un arc cst entré dans la pile, on peut @

~ goit mettre un zéro & la placc de son cxtrémité dans IS,

- soit modificr 1'adresse du promicr successcur de l'origine de 1l'arc ce 20

procédé étant plus rapide mais néeessitant 1'introduction d'un tableau de
néne dimension que A D S.

- 38 -

3

Los états de la pile sont construits dans un tablcau P & unc dimonsic;n. Co)llo
ci cst égale au nombre maximum d'arcs que peut comporter un chemin {etost 1o
niveau maximum of 4.5.4.). »

Blle est inféricurc su nombrc do sommets.

Tos longucurs des arcs scront rangéos dans un tableaul. D U correspondant & Is.
I1 est commode: dc ranger los longucurs des arcs cntrés dans la pilc dans un

tablecau (5 paralldle & P.

Rechorche dos circuits

8'il y & un circuit, un arc,donc son oxtrémitélfigurora plus d'une fois dans
un néme état.

A chaque entrée d'un point dans un état de la pile, on testera s8'il n'est pas
déjh dans cet état.

Pour aller plus vite on pourra utiliser un tableau T tel que : T (i) = o

Si lc point i n'cst pas dans 1'état considéré, T (i) = 1 sinon -
On ne pout donc détecter qu'un circuit & la fois.

En faisant imprimer 1'état de la pile corrcspondant on comnattra les points
du circuit.

Longclusion :

La méthode néeessitc un pou plus de place cn mémoire que la méthode des niveaus,
nais elle cst plus rapide.

En effet, lo nombre d'opérations dans la gestion de la pilé est proportionncl
aw nombre M d'arcs (cf [ 5] page 38), donc & N dans un graphe PERT.

4 - 6 - 1 ~ LOUGUEUR DY PLUS LONG CHEFIN ALLANT D'UN POINT x FIXE A TOUT POTIT

les m arcs du graphe dans leur ordre de classement.

(wi, zi) oul (ai) sa lon=

s

llontrons par récurrcnce que K (x, v, i) ost lc maximum des longucurs des cho-

nins de x & y vides de longucur nulle ou dont lo dernier arc cst o X é i.

4 - 6 - UTILISATION DU CLASSHIENT DES ATCS AU CALCUL DES CATGNDRIERS.
y DU GRAPHE.
L'algorithnc est le suivant (cf (6] )
Soit 81y 8ys evey B
Soit w, llorigine de l'arc a; s 2 800 extrémité , 1
aueur.
On caleulo successivement . .
o # x = y
E(x, y, 0) = {—oosi x ty
pour 1 =1,2,..., m
X (z, Zss i) = Hax ( (%, =. 1 g = ) ,{K (x,wi, i-t1)+1 (wi, z)%}
K(x,y,i)=K(x,y,1-1) Yy ¢ 7
Pour tout y de X, K (x, y, m) cst la longucur du plus long chomin allant do
¥ & ¥y, s'il existe , —co sinon.
Lrouve :
- 3G -
e -z




4-6-1

six f b4 (-00 cst la longucur du chemin

K(x, y,0) =0 gix = yvmc).

Supposons 1' hypothese vraic pour i - 1, vérifions la pour i

Pouri =0 K(x, y,0)=-00

Au rong i, les chomins de x % y sc divisont en 2 classes.

arc ost ao k £i . D'aprés 1'hypothese K (%, y, & - 1) st le
maximm des longueurs de tels chemins.

D'autre part, les chenins dont lc dernmicr arc cst ay ., avee k=1
Soit ¢ un tel chcm:m/l (c) sa longucur.

(=P — =

Soit a, = (wi 5 Zi) avee z; = ¥

1 (¢) =1(ct) +1 (ai)

ol clest un chemin vide dc longucur nulle ou torminé par un arc aj J

d'oxtrémité W On a done a, "' a; - Comme les arcs sont classés £

igi- 1/par hypothese K (%, v i - 1) est lc maximum des lon—

gucurs de tels chenmins c'-

Par construction, r\(x, ¥, i) = Hax LK_ (x, vy, 1 -1), {Y\ (z, w, i~ 1) + %

vérific donc bien 1'hypothésc.

1 (s3] Kixoy 9)

Quand i =m , K (x, v, m) est la longucur du plus long chemin allant de x & y.f

Wombre d'opérations : 1'algorithme nécessite m {nombre d'arcs) tests et m

additions.

Repronons 1toxemple traité précédemment :

Lo classcment des arcs cst par oxcuple 1 = . 4
(9,8) , ,7) 4,5, (5,7) , (1,6) , (5,.2) , (#,2) , (1,3}, (3,6) , (1,2)]
(2,6) , (6,8) 5 .'

Cherchons la longucur du plus long chemin menant du point 1 & tout point x ﬁu
graphe.

D'une part les chemins vides, de longucur nulle ou dont lc dornicr
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L _ 4-6-1 (3)

K(t,y,0)=-00%yex

Kg1,8,1.§=-oo 7 Yf‘

{1,7,23:-00

K{(1,5,3)=-00

K1,7,4g=—oo

K1, 6,5)=-0

_K1;2)6)=‘°0

K(t,2,7) =~00

K(1,3,8)=liax[~00,1(1, 3 =1(01,3)

€0 .6, 9) =k -oo,1(1 5 +1 (3,67 =1(1,3) +1 (3, 6)
E(1,2,10)-= 1 2) B

k(t,6,1)= lox (1E )+1(3,§,1E1,2)+122 6)]
t{1,8,12)= Hx {1 (1,3)+1(3 6 ,1(1,2)+1(2 6)]+1(6 8)

LO'IIGUEUT DU PLUS LOKG CHIIN ALLANT DE TOUT POINT x DU _GRAPHE A

o : .
f;'algonthmo cst analoguc - La liste des arcs classés est parcouruc cn scns
inversc.

On calcule successivement :

-

! o
k -00

sl x = ¥

X = .
(Xr ¥ 0) i B r o

Pour i =m, m-1 , ... 2, 1

K (Hi’ ¥om~1i+1) = Hax [K (wi, ¥, m-i)

E(x,y,m-3i41) = X (x, y, m = i)

Ll (v , 2. ) +X (
V x 4 LA
CALCUL DGS CALENDRIERSSc roportant aux définitions des dates au plus t6t ot .

Ne7 m~lj_1

au plus tard données en 4.2.2., les doux algorithmc.s précédents stappliquent
directement. Ils s'adaptent aisément au ces d'un graphc ayant plusicurs entrdes
ot sortics.
Soit B 1'cnscmble des cntrées du graphe,

S 1'cnscmble des sortics du graphe.

On ealenln anocossiveoment -

o
]
R

MW

190 (x, o) =

Sl
1
8
w
=

-4l -




4-6-3 (5)
Pour i =1, 2, ees, I {m = nombre d'arcs du graphe)
IT0 (zi, i) = Hax | 190 (zi, i-1), 110 (wi, i-1)+1 (wi, zi):l
170 (x, i) =190 (x, i =1)  ¥Yx4 2z
170 (x, m) cst la date au plus tét de x
00 81 X f S
1A (x, o) = o 8l x £ 8 ]
Pour i=m m=1, «o. 2, 1
104 (ny, oot + 1) = Hax [T08 (p, mei) 5 1 (g, 25) + TTA (o, nei) |
I (x, m-di+1) =18 (x,m-1i) Ve 4 w

Ia date au plus tard de x est alors liax IWO (y,m) - ITA (x, m) i

JEX
4 - 6 - 4 ~DDCUERCHE _DU_ CHRJIIN _CRITIQUE.
On & vu (ef 4.2.2) quc dans un graphe & unc entrée n°-1 ot une sortic n%n
lo chorin lo plus londgllant dos étapes 1 & n était le chomin i, =1,
12, iy ...,in=n tel que :
D e k=2, 3, cenr 1
. M1 M-tk -
¢lost oncore vrai pour un graphc i plusicurs entrées et sortics.
Lors du calcul du plus long cheriin allant des entrées & tout point x, on ]
Aétormine le chenin crifique en rctcr;ant cn mémoirc pour ohaqué point x lo
point PRED (x, 1) tel que :
PRED (%, 0) = o {ou rien)
Pour i =1, 2, veey _
PRED (7, 1) = PRED (s, 1 = 1) 81100 (z, 4 ~1) > T90 (g, & -4
+1 (wi, Zi)
=w, sinon
PRED (x, i):PRED(X,i—‘l) Vx;éwi
Soit in le point tel que ITC (in, n) = hax ITO (y, m)
y£=X

Si on posc PRED (x) = PRED (x, m) , le chemin |
1, 7ED (1), Prop [ 7@ (5) | oo

=L 4-1-1 (2)
4-T- COIPARATSON  EXPERIIEHTALL.

4 -7 -1 - BUT DE L'EXPERIENCE.

T1 s'ogit de comparer entre cux los algorithmes suivants 3

1) Mgorithme naturel (cf 4.3)

2) Mgorithme de FCRD avec ou sans mémoire périphérique (cf 4.4)

%) Ordonnancement par niveaux (cf 4.5.4) suivi de 1'algorithme do calcul dos
calendriors (cf 4.6.4.)

4) Ordormencememont par pile (of 4.5.5. suivi du méme algorithme.)

(Dansg 1la gestion de la pile, deux tableoux suppldmentaircs ont été introduits,
pour obtenir lo meximum do rapidité).

Los tris sc font par la méthode de transposition (ef §_7J )

La comparaison se fera sur 3 criteres ¢

1) Occupation du programme on mémoire centrale (tablcaux de donndes ot
némoires de traveil: compris),

2) Tomps de caleul des calendricrs au plus 48t ot au plus tard,

%) Aptitude & détccter los circuits, les entrées, les sortics (cos tosts
servent b contrdlor les données).

4-7 -2 - CODITIONS DE L'EXPERIEHCE.

1 L'ordinatour.
L'onscmble ost formé d'unc unité centrale C A B 90 - 80 dont la némoire
ost de 32000 mots de 24 positions (bits).

25,000 nots sont disponibles pour le programme ot les réscrvations de
tableaux. E e

Un noubre enticr occupe un mot do mémoirc (on a la possibilité d'en mettre
doux par mot & 1'aide d'un sous programme on code).

Les périphériques sont composés dc 6 déroulecurs de bande magnétique, un
locteur de carte et d'unc imprimante.

On n'utiliscra, dans cette expéricnce un scul déroulour commc MEmMOirc amicxc.

ny

Ies donnéos.
La structurc du graphc peut tre entrée sous 3 formes @
1) soit la liste des successours do chaque étapo,

2) goit la listo des succosscurs ot des prédécessours de ciaque étape,

est le chemin critique.

Remarque ¢ 11 peut y avoir plusicurs cheming critiques, cc procédé n'ecn

indigue qu'un. I1 fout dane eo coam esherchor los tAches criticues cn calculml{.

les marges totalés (cf 4.2.3).

4 = 6 - 5 = CONCLUSION. S a8l - .
L'algorithme de calcndricr au plus tot (resp. au plus tard) nécessite cxachdd

II tests ot I additions (II = nombro d'arcs). Si on construit let clagsem &

; par la méthode de la pile gui nécessito un nombre d'opérationsproportd

nel & M cet algorithme cst incontestablement lo plus rapidc.

- 42 =

3) soit pour chaque tichc scs numéros de débub ot de fin.
les formes 1 ot 2 sc rattachent & la ropréscntation utilisée dans la néthode
des poleabicls, la J¢ forme 3 la représentation PERT,

Los formes 1 ot 2 ne nécessitent pas le dessin du réscau co qui peut &tre
considéréd comme wne simplification si le réscau cst de tréds grande taille.

lais cn pratique cc dessin sort i visualiser lecs rcletions cntre tiches,

_.43..




4-7-2 (4)
i1 facilite le dialoguc cntre lo planificatcur ot les différents rosponsably
G'est cotte forme que nous choisirons.

‘h'
.
A chaque téche corrcspondra unc carte portant les mumérog de début ot de %
fin, la durée ot d'autres informations au besoin. 3

Le durée scra un nombre cntier, cc qui est plausiblc & condition do chois::_r
1'unité de tomps cn fonction de la précision des cstimations. !
HUIBROTATION, EITRERS BT _SORTIES DU GRAPEE.

La mumérotation des sommets se fait on nombros enticrs. Aucun muméro no pcut«

v

dépasser . Un nombro f\’ dormé dans 1a notice dc chaque programme. On a
donc intérét 3 mméroter les I sommets de 1 4 M sans laisser de trou dang 1&
suite. La numérotation cst totalcment aléatoire.

On cutre cn données complémcntaires lc nombre N de sommets c¢t lc nombre H

d'arcs, cc dornicr no servant qu'z contréler le nombre de cartes. i
Los quatre algorithmes s'adaptont & des graphes b plusicurs cntrées ot sor"ciﬁ
4 - GRAPIE _UTILISE. .
Pour 1'cxpérience on a utilisé unc suito de grophes s'cmboitant los uns dans
les autres do fagon & pouvoir faire varier la taille du réscau. :
Le rapport du nombre d'arcs au nombre de sommots o été choisi comme représcrn‘l
tant approximativement une "moyomne" de co quo 1'on rencontre cn général dang
los réscaux PERT : 17 arcs pour 10 sommcts.
4 =7 - 3 - RESULTATS.
On trouvora aux pages sulvantes @
1) L'occupation dc chiaque programme on wémoire contralc ot les dimensions
limites dos réscaux pouvant &tre traités. s
2) Le chronométrage du temps Scoulé entre la fin de la lecture des domnées
(sur cartes) et lc début d'improssion des résultats. Cc tenps corrcspond
an calenl des calendriers zu plus t6t ot au plus tord. La préeision, de 1y
ordre dc la scconde, cst asscz sommairc. !
%) La courbe dos temps de caleul en fonction du nombre de sommcts des graphodis
4) Un tableau dommant los diverscs possibilités de chaque prograrme.
4 - 7 = 4 - COHCLUSIONS. 3
1) L'algorithuc ao FORD utilisé avec mémoirc avxiliairc (ici\Bando magnétiqléj
prend trés f11 do place on mémoire centrale mais nécessite un temps de CDI-
cul trés long. I1 pout 84rc utilisé sur petit ordinateur.
2) L'algorithme naturcl cst dépassé tant au point dc vue place on mémoire q‘-l“

tomps de calcul (co tomps 'améliorcrait évidorment si on évitait 105

|
!
tris on cntrant les données sous la forme 2 cf 4.8.2.). :"'l
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4=7-4
3 L'algorithme dc FORD sans périphérique ot l'algcrithmé de. classament .
par niveaux sont en fait de mime conception. Le sccond construit en plus
wne chafne d'information, & l'aide d'un tri cc qui explique 1'écart initial
cntre les 2 courbes de temps de calcul. Mais 1'oxpérience montre que pour
il ; 800 il cst plus rapido.
Coumc dans les problémes courants N ;800 nous rctiendrons 1'algorithme

fondé sur ie classement . par nivoaux.

4 Ltalgorithme utilisant la pile cst de loin le plus rapido pour N >/ 500

(pour M £ 500 lc tri ot la construction de la chatne le rendent moins rapide
que FORD) mais los possibilités au point do wuc taille des graphes sont

plus faibles que pour l'algorithme utilisant les niveaux.

Finalement nous reticndrons ccs doux algorithmes choisissant colui utilisant
la pilec si le crit®rc vitesse ost primordial choisissant cclui utilisant

los niveaux si la priorité cst donnée & la ecopacité du programme.

(Notons qu'il existc une version de gostion de la pile occupant moins de
placo mais un pou moins rapide).

Ces résultats nc ticment pas compte do toutos les subtilités do prograrma-
tion on particulier cclle qui consiste & fractionner les mots de mémoire ce
qui asugmente la capacité de la machine au détriment évidemment du tomps de
calcul. '

I1 ost possible do traiter d'autros donnédes que lc tomps, par oxemple lc
colit ou la naturc de la tdche. Cos informations scront trides au début. ot
cnvoyées sur périphérique. hprés lc calcul PERT Tempe on los récupdre pour

lour fairc subir le traitcment nécessaire,

-
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4~T-4
PLACE DES FROGRAIMES EN IMMOIRE OU CAE 90.80 (32k)
NA = nombre d'arcs.
HS = nombre de sommets.
CODT = taille des blocs sur bande magnétique.
Algorithoe. Contraintc de capacité. Solution.
i —'-,-tk
HIVEAUX 2 UA + 2 NS + CODIIM \.f 22617 ML = 7000
N3 = 3500
CODIL = 999
—
HA = 5000
PILE 2 WA + 3 NS + 2 WV + CoDIll { 22495 NS = 2500
NV = nombre de niveaux _
( =dimension du tablcou = e
contenant la pile) CODII = 999 |
AIG. IATUREL 3 NA + 4 NS (\’ 22633 HA = 4000
S = 2500 |
!
FORD 3 WA+ 2 WS \( 23849 HA = 5000 J
HS = 3000 )
1S = 10000 i
W b 2 WS + 3 CODI ¢ 23299 (s < 17000) i
N JIAQIE b .
EANTBE: 314 MR CODIH = 1000
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TEMPS DE CALCUL D'ALGORITHME PERT SUR CAE 90 . 80.

4-7-4

Chronométrage du tonps de calcul des dates au plus t8t ot au plus tard

des étapes.

(temps de lecturc des domnées oxelu).

na NIVEAUX PILE FORD ALG TFORD avece
!
e g NATUREL bande

1 OO 1 70 6" 4" 1 " "r" 38"

200 344 11541

300 51 2 1 0" 3‘40"
400 683 5145 =
1
|

500 854 15" 101 2g# grisn
. - = i
1
600 = " it 1t H
1025 21 1 5 5/10 36"5/10 t
700 1196 o5n
SETEETEY e N
800 1367 120 go" |
SO |
N N
900 1538 28" J2% 34H
—
1000 1709 351 14m 431 5 agn o7 $
e s _

= 4T 1=
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TEMPS DE CALCUL SUR <CAE 80.120

Niveaux

dwn

#

.

(Jl sommel o~ A7 &f‘.ﬁ‘s)

7

v

Alg. naturel

Ford (sans bande)

m bl

A

N

oo
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H 5-1~(2)
I
CHAPITRE V 55 - LA IETHODE PRRT. (of [2] ) 5-3 (4)
: a) estimation des durdes.
LA METHODE PERT ALEATOIRE La péthode suppose qu'on peut obtenir des techniciens responsables de
| chaque téche, 3 estinations de duréde : .
- la durée optimiste A : on convient qu'il n'y a qu'uwne chance sur 100
51 - INTRODUCTION. SR 4 ¥ .
\ ) ., , . que la durde soit inférieure 3 A
Le méthode PERT déterministe dderite précédemment nécessite que la durée de

- la durée la plus probable M.

chaque tAche soit bien déterminde. Quand bien méme on aurait déja exéeuté cog )
% - la durée pessimiste B

taches dans un projet précédent, de multiples facteurs impossibles & prendre : , , ae e E
i La durée n'étant supérieure & B que dans 1 cas sur 10C.

apt le planificate iendront modifier les durdes dans un sens oy
en coupte par P ateur, vie : b) distribution des durées.

- (1)
La loi des durées ést’. continue, d'étenduc finie B ~ A présentant

dans un autre. On doit donc considérer la durée d'une tdche comme une variabl’é‘;

aléatoire. :

i y
) 5 w mode en N et telle que A et B soiont /i‘g 4
Cela se justifie encore plus pour les projets de recherche ou de développement L. ! -
¢ positifs. Comme on n'a pas, en général,
oll on n'a aucune statistique des durées des téches. ‘.L. 5 i

de statistique de la durée de chaque
Donc en toute rigueur, un projet prévisionnel est & durdes aléatoires. C'est {

téche, on choisit une loi Béta de

pour,_quoi, dans sa forme originale la méthode PERT est congue avec des durdas | ? ;
= dont les paramétres sont choisis de Pearsor{

e i .
o]

aléatoires. 4 ‘ ' t [
5 ) 3 fagon que la moyenne soit approximativement : A P
-2 = DEFTHITION DU PROBIEME. : B () - 41 ) 2 ,
s A+ %+ IL+B , lavariance 0{"=, B-A, 2
Le probldme se décompose en deux 3 t ("“6‘_‘ )
! ¢) Les durées des tichos sont supposées étre - . . . indépondentes.

1) déterminer la distribution des variables aléatoires représentées par les

durées des thches, d) Si & chaque tdche on associc sa durde moycrne, on ramine le problime au cas

déterministe : on obtient unc durée totale du projet , un chemin critique,
deux calendriers au plus t6% et au plus tard.

2) a) trouver la distribution de la durde totale du projet,

b) déterminer les tAches qui ont le plus de chances d'étre critiques. |

L4
e

.'I 09 . e R
On cherche aussi & comaftre la distribution de la date des étape® importear: L'indépendance dos durées des tdches a 2 conséquences :

- d'une part : s'il comporte assez d'ares, lo chemin critique a une longueur
qui est normalement distribuée

tes du projet mais le probléme est le méme que de déterminer celle de la

date de 1'étape fin, c'est & dire la distribution de la durde totale.

Dorénavant, les graphes dont il est question auront une seule étape début et - d'autre part la veriance de sa longueur cst la somme dos variances des

] 3
unc seule étape fin. Les chemins, quand on ne le précisera pas, iront de 1' arcs qui le composent. .

\
&tape ddbut & 1'étape fin. A f) Comme la durée totale trouvée par la méthode déterministe est la longucur

La longueur d'un chemin sera une variable sléatoire sonme des variables aléas moyenne du chemin critique, on attribue & la durde totale la distribution

de la longueur du chemin critique. On peut en déduire alors un intervalle

toires représentant les longueurs (ou durdes) des arcs. Soit X.1 - K:2 s omsely Kn‘"

de confiance do la Gurée ot calculer la probabilité pour que le projot soit
torminé & une date fizée au préalabie.
5-4 ~ CRITIQUE DR LA MRTHODE peRd,

les longueurs des n chemins du graphe. La durée totale sera la variable ald

toire lax (X1 v XZ T X:n). Le probléme consiste d'une part & déterminer 3

o
o

distriburion des by et d'autre part la distrabution de hax (X,1 ’ )&2, Jo Xn) i 1
In appligquant la méthode PERT, on commet 2 types dterreurs, les unes portont’

sur la durée des téchos, les aubres sur la méthode de‘ré_sglution dw probléme..
ERREUR. CONCERNANT 14 DUREE DES TAGIHES, .

D'une part, ep'cstjmant pour chaque tAche los durdes A , i , B on commet uno

L'expression mathématique de cette derniére variable aléatoire est J'.mpossiblﬂf;

oz
en général.

=R (I) A priori elle peut 8tre discontinue
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- 5-4 !
crreur qui peut toutefois sc réduire par offet de compensation entre téchea,
Dlautre part, le choix de la loi Béta est arbitraire , on pourralt cholsir
tout autant wio loi triangulaire, lod " ou wniforme... _'
Par ailleurs, la moyemne et la variance de la loi Béta indiguées plus haut
sont des approximations (le choixz de la loi triangulaire évite cetto errcur)'«l
On commet done 3 crreurs dans le calcul de la moyemne et de la variance de ]’Ql
durde d'unc téche.

Mrllac CRIMIIN (cf [8] ) a étudié ces orrours : 4
a) Errcur dans lo choix do la loi dc_s durdes. -I.':

Si on compare les valcurs de la moyenne et de la variance d'unc durée quand

: 4
la distribution cst soit triangulaire, soit uniforme, soit Beta PERT, l'c:'m_@i
absoluc sur la moycnnec (rcsp. la variancc) est au maxinum 33% de 1'étenduc

(resp. 16 §:). il

b) Brrour dans 1'estimation de A , H , B . !

a , m, b étant les valours estiméos. Si on supposc que ¢ ]
0,84 £adl, 14 3 o,9Hém§1,1II;0,9B41b<\1,2 B_:-'
dans le cas de la loi Beta PERT, 1'crreur absolue sur la moyenne (resp, la
variance) est au maximum 22 % de 1'étenduc (resp 10 %) .

e) Errcur sur la moycnne de loi Beta PERT, on peut 1'éviter on exprimant catte

woyenne cn fonction de & ¢t B uniquement (cf 6~5-2. )

Cos crrcurs sont trés jmportantes, mais comme clles peuvent 8tre positives ol

négatives il y a wn offet de compensation qui dépond on partic de la stmchr_m'i

bude.

du graphe. S

Drrours dans la méthode do résolution du problime. A
A - Indépordance dos dupdos des tchos. 1
Elle est souvent misc cn défaut i

- d'vne part quand une tAche prend du rotard, le responsablo du projet agl:'a
de fagon & accéléror les téches qui lui succddont.

- d'autre part, la durde d'unc téche dépend de la quantité ou de la qualité

du moyen qu'on lui affecte.

Du fait quo lcs moyens sont on générel limités, los durées des thches dont lﬂ
réalisation fait appel au mdme moyen sont déphndantcu.
La dépendance des durées dos tAches romet on question lc caleul de la v.ﬂs.::'miilﬁﬂJ
de la durée totale ot sa normalitd. g
L'ecssentiel de la . méthode PERT s'appuic sur les hypothéscs sulvantﬂﬂ

B - Il cxiste un chemin pmthucmont toujours plus long que les autres.

¢ - Cc _chemin a assez d'arcs de fachn que sa longucur 501t normaloment distlﬁi

- 52 -

|
|

54
L'hypothése B signific que tout autre chemin a une probabilité négligeablc
at8tre lc plus long,
Lc chemin toujours le plus long sc détermine alors facilement
Ctest lc chomin en moyonne le plus long. On 1'appclléra chemin critique au
sons PERT ou chemin P eritique.
I1 cst clair quo cotte hypothésc n'cst pas satisfaito en général. Il suffit

do considéror un graphe qui a 2 chemins de longuour voisine, toujours plus
longyque les autres. .

L'hypothése C , moyenmant 1'hypoth®sc A , cst plausible.

Log lois de distribution étant finies ot unimodalos, il suffit qu'un chemin
comporte une dizaine d'arcs pour que sa distribution soit sensiblement nommalc.
Lo but de 1'étude qui suit est de chercher & 1'aide de la méthode de simula—
tion & caractériser les erreurs découlant des hypothéses A ,' B, Cecta
suppléer la méthode PERT par unc méthode plus prec:Lse dans les cas ol scs

résultats sont fortoment erronds.

-5% -
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PRINCIPE

CHAPITRE VI

LA METHODE DE STMULATION.

.

La simulation consiste & répéter un certain nombre de fois le calcul PERT
déterministe sur des échantillons obtenus en tirant au hasard une valour
dans la distribution dos durées do chaque téche. J
La structurc du grapho reste inchangée, scules les durdes affectées aux aves
sont modifides.

La sinulation permet d'obionir des informations 14 ol la théoric cst impuisn'a,é.r
te ¢ clle permet d'estimer la moyenne et la variance de la durée totale du
projet ot d'en construire 1'histogramme.

En outre, & chaguc échantillon de durée, le calcul PERT détorministe fait
correspondre un chemin critique ; on pourra done étudier si wn cheomin ost
peu ou souvent critique.

La gimulation scra utilisée dans 2 perspectives :

1) Tostor 1a méthode PRRT aldatoire,

2) Domner des informations préciscs (cr accélérant au besoin lo procesaus
de simulation) sur la distribution de la durde du projet ot sur la
"eriticité" des téches.

La méthode do similation a déja été appliquée & 1'étude d'un projet & durdes
aléatoires par lionsicur VAN SIYKE (cf [12] ). Hous lui faisons quelques cm~
prunts,

HOTTON DB PROBABILIIE DE CRITICITE.

Soit n le nembre de chomins (lcs chemins dont il ost guostion dans 1a suite!

X1: xzv"’;

Xn lours longucurs. Soit Xy Xny eee X la valeur prise per la variable alée

sont los chemins qui vont du début & la fin du grapho)

toire & n dimensions X1 » K5 “'Xn lors d'unc réalisation.

DEFINITION { - Un chomin cst critique lors d'unc réalisation si sa Longueut -

1

gt supéricurc ou égalc 4 celle des autres. Adnsi le chemin n® 1 ost critiqif
= Gl : , \

lors d'une réalisation si x, 2, Tax (x2 yoibiy xn).

DEFINIRION 2 ~ La probabilité do criticité (ou criticité tout court) dtun

chomin est la probabilité que ce chemin soit lc plus long lors d'une réalifs

tion,

DEFIVITION 3 - La fréquence de criticité d'un chemin est égale au quoticnt aw

nombre de réalisations ol co chenin est critique par le nombre total de T
tions.
- 54 -
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DEFINITION 4 - Un chemin scra dit plus critique qu'un autre si sa probabilité
de criticité est supérieurc & cellc de 1'autre.
Si les longucurs dos chemins sont distribudes suivant des lois continucs, il
cst cn pratique oxtrémement rarc d'avoir 2 chomins eritiques simulbandment
lors d'une méue réalisation. L'éveércment "lo chemin i cst critique™ cxclut done
tous les autres. Si Pi egt la probabilité de criticité du chomin i on aura
Fi=1

Comme il est incommode dajﬁ'-é 1v.nc simulation de calculer la fréquenco de eritici-
té dos chemins, on calcule plutdt celle des arcs d'ol la définition :
DEFTHITION 5 ~ Un arc ost critique lors d'une réalisation si lo chemin lo plus
long passe par cot arc.
La fréquence et la probabilité de criticité d¢'un arc sont définies comme pour
un chenin,
On on déduit que

la fréquence (resp. la probabilité) de criticité d'un arc ost la somme dos

fréquences (resp. des probabilités) des chemins qui cmpruntent cet arc.
51 on comait les fréquences de criticité des chemins du graphe, on on déduira
los fréquences de criticité des ares. Hais la réciproque n'ost on général, pas
vraic.
Si per wn are passe un seul chomin, la fréquence de criticité du chemin cst
égale & cclle de 1'arc.

Dans les autres cas on obtient des relations formant un systéme d'équations

linéraires, on générol, indétermind, 7
EXIPIE 1| - '

Cc grophe cst formé de 3 chemins ¢ (4) 5
cheminn® t 1, 2, 3, 5

chemin n® 2 1, 2, 3, 4, 5 3
cheminn® 3 1, 2, 4, 5

On remarquo que 1'tarc (3, 5) n'ecst cnprunté que par lc chemin n® 1
On remarquo que 1l'arc {3, 4) n'est coprunté que par le chemin n® 2
On remorque que l'arc (2, 4) n'est cmprunté que par le chomin n® 3

Done P1 =Py P2 = P,54 F P3 = P24 (P1 F P? = P3 étant les probabilités do
criticité des chemins 1, 2, 3 ; P35 3 P34 » Boy étant ccllos des arcs corres-—
pondants ).

liais cet oxemplo ost un cas particulicr.
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6 - 3 - PRECISION DES ESTHATIONS

BEELE 2 - S

Ce graphe cst formé
do 5 chenmins.

ne 1 12547 §
no 2 123547 ]
n° 3 123567 1
e 4 12547 - 1
n° 5 12567 |I

La définition de la probabilité do criticité des arcs implique les relatiors 5
suivantes ¢

n = .
@12 = P1 + P + P3 + P‘,k + P5 ] 134 P1 :
s = Tt P5 dtol los équatations Bop = B+ F !
st = P1 + P2 + P3 indépendantoes. P5 6 = 93 5 ,,i
P35 =) P2 + P3 P35 - P2 - P3 II
P: = E '{
D 1 B ]
PSI’ = P2 +P, P1 = Pyr .1
o = : Pr Le solution cst ob~ P2 = P2 “
56 3 5 tenue on fonction = 3
1 E = P -P
For = B % d'un parandtre 3 35

P,, = P, +P,+P indéterming. Pﬂr = P54 -
&7 1 2 A N o R :
5 T 56”3 T2 B

Dans la suitc, on calculora dans los simulations la fréquence de criticité

des arcs pour 2 raisons : c'est d'unc part plus facile, ¢t d'autre part cottg
notion cst trés utilc dans la pretique du contrble de 1'exéeution d'un projm‘é‘;
linis comac la probabilité de criticité des arcs se déduit de celle des chcrrd::'ﬁ}
nous ne parlerons que do la probabilité de criticité des chemins dans les

étudos théoriques.

2 probldmes sc¢ posent
- avant la simulation on veut comnaitre lec minimum de réalisctions nécossairg?_:é

pour attcindre une certaine précision sur los parandtres étudiés.

IOTE : Dans lu suite on considére des inteorvalles de confiance avec un Jmu!,

de confiance de 0[ 05 finic il oot cladr que cc toux oot 3 fixer on foncticls

du cofit de L'orrour {por ox. : cofit des pénalités de rotard).

6-3-1 (2)

63~ 1 - ESTITION IE L4 HOYENNE D Hox (X~ X )

Soit n, 0, la noyonne ot 1'écart type do Fax (X1--.- X ). La noyonne du ¥ -

echnntlllon, gbtcnuo par la sinuletion suit unc loi nomalo ds noycmne n de

variaace g , soit x=1 2% x, étant la valeur prisc par Hax

(X1 —_ Xn) Mors a0 l'oxpériegcoin"; 4
X o3t un cstinvtour non biaisé de n
a) ~ Calculons N pour que 1'errour comiisc dans 1'ostinstion de m par X soit
inféricure & 07 avee wac probabilité dc 0,95 X P étant un nombre & préeisor.

P n
Pr ij—-m! _(.:..J = 0.95
ou® flE-ni & \/mt = 0,95
t Ql/r
Corma X ~ m! suit unc loi normale centrée réduitc
&7 vn
- L g = 1,96 done N = 3 y 85 P_21~ B

IL-faut vn pinimun de 3 , 05 P _oxpérioneces pour qua 1'errev.r lZ-nl soit
intériowre & @ ayee wne probabilité do 0.95.
Exemple ¢ F P = 10 ¥ = 385
P = 50 N Y 9640
L'intervalle de confiance de m & 0,95 ost cn gros
F-19 @ < w o CEat,0 G
On pout roten\_{; que l'errcur dans l'estinntion :;mn est divisée par 10
quont B st multiplié par 100.
) On ne pout utllﬁsor cot intervalle de confisnce car ¢ n'ost pas connu.

2 = 2
Soit ¢ §7 = > (xi - %)

1
iy
La variable X -n NN -1 suit we loi de STUDENT 3 H -1 degrésde libertd.
Quand ¥ _5 o 1o loi de STUDENT bord vers la loi noriale contrée réduite.
Done pour wn taux de confiancc do 95 %

7—1,96_:5_: <'n<3?+1,96___s___

Vg Vi
soit a" 'estinntour non binisé don d 2 = N 52
’° ¥ -1
¥ -1, 9% { S < o 96
VT e ’ Wi

EBSTHLLTION OF TA VILRIMCF DE linx (X. ——-X. )

2
0 82 suit un Y a ¥ ~1 degrésde llbcrté.
q
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-1

35

[ﬁu2J )

Donc L

VAR 2 (W -1)

Quand N 500 N s /rr suit approxmatlmmont une loi normale de Hoyonne N -

do variance 2 { H'=1 ) of (6.4.3.)
L'intervalle de confiance & 95 % ost
Ko _(w-1)

Z
_ 1,96/0( \1,96

11, 9%6\/_2 !L@M,%\j,a_
Yi-1 g2 H -1
e = | o1 2
" lf < A
T+1,9% V"z— ~ T -1, 9 \1:___.2 i
H-1 ;

Soit approxinativenent
-2 F5= ) Fpp2 of o 2
G/ (1 =% o "-"_2") QT L4
-1
. 2 Pl
Lterrour absolue comuise on estinant g/~ par q’

&"2x1,96\/

H-1

L'crrour relative corrcspondante 1 , 96 \/ 2

N-1
Calcoulons W pour que l'errcur rclative dens 1'estimntion de la variance
soit inféricurc &
1,9 \/_Z_=F£ = Ha _8
YT -1 b c 2
C
e T —
ex ¢ Si ¢ =5% o= 2950

6 -3~ 3 ~ PRECISION DE L'HISTOGRAITE DE LA LOHGUEUR DU PROJET. ]
les fonctions de répartition d'échantillons de la lomguout

Soit B2 et P
du projet de taille m et n.

Soit Tyn - 7 S ”: " () 1 (Z)_l-!
D = Sup thn (x) - F (x) ]
-

g = Y |
(1+1,9% \/_N_i_1/ i

sera

F étant la fonction 48
répartition do la popud
dont on oxtrait les &

tillons.

6-3-3 (4)
La distribution de KOLHOGOR)Vpermot d'obtonir la limite L (z) de la proba-
bilité Pr L \/_g: . Dm,x.ll < Zj lorsque m et n tendent vers
1'infini, lour rapport étant fini.
IEXOHE].G H
On 1it dans la table que L (1.36) = 0,9505
5i nous pronons m = 10 g on peut confondre Fm ct F

Prenant n asscz grand  Pp I D, / 1.36 \[n+10

1o3 Von

est voisine de 0,95

5i on veut qu.oD <O - 01, il fout que
1. 36 \n+10

10° \fon

Donc la fonction de répartition d'un échantillon de taille 10000 différera cn
tout point de moins de 0,01 de la fonction do répertition de la longucur du
projot avec unc probabilité de 0,95.

ESTTNATION D'UME PROBABILITE DE CRITICIME PAR Lo STIULATTON.

n 29350

D'aprés la loi des grands nombres la frequcnce d'un événencnt converge on pro-
babilité vers la probabilité do cot évencment. S

Tious estimerons done une probabilité de criticité par la fréquence corrcspon~

donte, cello-ci étant fournie par un simple comptage au cours de la simulation.

IWAERVALLE D CONFIANCE D'UMNS PROFABILITE DB CRIVICITE p.

La fréquence correspondante f ost wne variable aldatoire suivant unc loi

bindniale de moyenne p, de variance p{1-D),n étont la taille do 1'
n

échontillon. Mais quand n cst grond ( n >/ 100 ) ot que p n'est pas trds

petit ( sinon c'est une loi de Poisson), cette loi tend vers wie loi noruale

de mémes paramdtres.
Etont donné un scuil dtincertitude of correspondant aux crreurs systématiques

introduites dans la construction de 1'échantillon g

P [ f-p, <t% \/"“1—;2' = %

= n

+5c Y
ol fw ost tel que 1 ,r e ax =od/ 2
27 ]
4t
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’ = 6-3-4

i jerrour d'estimation absolue sur P sora ty Vi ( 1n—2 ) i
Lo fonction P = P (1 - P ) atteint son maximum 1/4 sur EO , 1] pour
P =1/2 . Donc 1l'orreur d'cstimation absolue st inféricurc ou égnle & q(:".-
pour tout P . ‘
Ce résultat permet do caleuler la taille de 1'échantillon nécessaire pour
attoindre une précision donnée dans l'cstimation dos probabilités de critic
Si nouy voulons commettre sur P une crrcur au plus égalc & 0.01 au scuil ar
incertitude de 5 %, il faudra un nombre minimum n de réalisations %ol qua.
1.96 = 0,00 doh n = (1,9) 2% = 9600 3
Vo 2 ¥ 0,01

In ogtimant 4 partir d'un échantillon de taille 10. , on commettra une
crrour inférieurc & 0,01 au souil d'incertitude do 5%. 3
On romorque au passage que la taille de 1'échantillon est élevée. liais po
3000-échantillon , 1l'errour & 5% cst déjd infériqure & 0,02. On sc conte!itr}j-‘;j
1lc plus souvent de cctte préecision. .

L'erreur d'estimation 4 5 % commise sur unc probabilité domnde ‘3 el i

1,9 V p( 1 = ¢ ) . lais quand n ost grand, on 1'approchora par
n
1,96 V't (=1 )

n

& 60 =

6-4~I (2)

6 ~ 4 - GENFRATIONS DL _NOHBRES PSEUDO ALEATOIRLS.

6 - 4 - 1 - PRINCIPE. R

Hous utilisons un procédé mis au point dans [_12J

Soit un nombre X, irrationnel 9( x, <

On construit la suite X, par la formule de récurrence.

Toyq = an+e —E( I‘Ixn+ & J

E[ ] = partie entidre de [ J
On prend pour N une puissance inpaire de 7 afin que la suite de nombres
présente une période assez longue.
On chdsit 72 = 40.353.607
On remarque que ce procédé rejoint le procédd de généretion de Lehmer par
congruences (cf procédures de Grenoble) =

=K.x (mod. D) ici K = 7°

xn+1

: D = 10 8 (puisque sur CAE 510 la partie décimale comporte
au plus 8 chiffres significatifs). )
&fin d'éviter un phénoméne de période sur certains chiffres (cf [T12 J ) on
fait varier & de fagon aldatoire.
Dans "‘ 12] on recomnande de prendre (c" =0 au départ et & chaque génération
de 4 xzombres de lui domer la valeur de la somme du fer et du 4e nombre.
On verra dens la suite qu'il vaut nicux prendre au départ “3:’: o

) comprise
On lui donnora wne valeur quelconque entre o et 1.

6-4-2-HISE AU POTIT SUR GAE 510 —

Comme on ne dispose que de 8 chiffres significatifs, le nombre x, de départ
nc peut &tre irrationnel.

Si onprend N = 40.355.607, le produit N 'x x, néeessite en général
plus de 8 chiffres significatifs. La partie décimale est donc tronquée et le
nombre % n'aura pas 8 chiffres exacts. On choisit donc : N = 4,0353607
Programme TFORTRAN _

On initialise I & O et {‘)é un nombre quelconque compris entre o et 1
dans le programme principal.

FUNCTION HAS (K:¢)

G0N I, TETA

A H = 4,0353607 # X0 + TETA
H = AH

Bli = I
X1 = Aan-3BH
I? (T-1)1,21
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2 RET = X1 ; “)/2 6mdm?
1 Eas = X1 d'ol Lﬁ,: (1) ~ ( t_/. ]
X0 = X1 L = \‘)/2

17 (1-4)5, 6,6

_-ta
et (Pz(t)_.; e /2 quand N -3 o
6 TETA = KET+ X1

En conséquence, au seuil de confiance de 95 % , si 1'hypothdse d'équirdpar-

T tition est vraie, on doit avoir B
w0 W 4 9 -1.96V1% ¢ G ¢ 99+ 1.96\1.8
5 1 = I+1 ) clest & dire T1.4¢ () ¢ 126.6

CONTINUE 4 !‘ I ’, - | .....

o e [ el al se sl o o [ wep |

B 7 2] 10,6 |12 | 124,9 | 22| 10,7 {32 ! o1 |a2 | 1060

§-4-35-Z50 SOV, [ J ' 3] 107,3 | 13 92,2 | 23] 107,0 |33 o2t "E'I‘Téﬂ"?

Des tests d'équirépartition et d'indépendance sont faits dans | 12 | et aﬂﬁt : : A ! i
jugés concluants. Hais ils sont faits sur des séries de 1.000 nowbres, ce i 4 1953_,_0 14_ 80,5 | 24 n‘!OO,S i. 30 ?3,3 [44 i 109,1 !
est insuffisant pour les six:’zula’cions que l'on va faire. m]?' 5 80,1 | 15 110,8 251 115,3 I a5 l 101,3 ! 45 ,l N, 7
e kDo Lot] - .:f : 6] 1196 | 16| 109,35 | 26| 119,3 Tssw 106.6 }Zg J 13,5 |
On construit un algorithme de 100.000 nombres avec N = 4,0353607. Au depa#: oy e p 120,5- . 91 ” ;-;7 ol 82',;_“!.:‘:7' nf_.-.7_3_,.3_.__1
x, = 0.81581963 ; © = 0.83541712 . - - - i B ) O U ORI, (NG
On teste si les 50 échantillons de 2.000 nombres sont équirépartis sur l_o,ﬂ 8 98‘,7 13 83,8 23' 110,5 74,6 “|1‘8. 113,19 |
Le ‘segment [0,1 ] est partagé en 100 classes. ‘ 9 _92,3 19—J 85,5 [: 25 r13¢ f_[ 33 0 110,4 1 49 E 90,5 :
Théoriquement il doit y avoir 20 nombres dans chaque classe. .' - 6.8 N o0 ! 101.4 l 0! "9‘6“;_; "fr‘o"l‘ —"88 - f - 7 ot %
Soit ki le nombre de valeurs tombées dans la classe n%i. 10 :ZJ i : | B RIS oo P R R A IO |
Si 1'hypothese d'équirépartition est vraie, le nombre - Q= ;f::_ (k, - 2@ Une seule valeur de (¥ sur 50 est en dehors de 1'intervalle de confiance &
“suit unc loi duw %,»2 & 99 degrés de 1ib<§\rté. = 20 .:'J': 95 % . L'hypothdse est donc valable jusqu'i plus anple information.
Rappelons” que lorsque  ~>® w f\/ 2 v degrés de liberté fend vers uma En effet, si les () sont normalement distribuds, il est légitime dobserver
loi nomale de moyemne \ de variance 2 % 275 des valeurs en dehors de 1'intervelle ¥ 05 %,

En effet :
. ¥ 2
La fonction caractéristique du est L]‘” o (+)

Un autre test confirme ce résultat.
Testons 1'hypothdse : les & formant wn 50 — échantillon extrait d'une loi
norrale de moyenne 99 de variance 198 -

B Z = 1,906

[a)
Utilisons encore la méthode du A= —

celle de 7 = 2\ evt, ME[
= T A 3 de < . 2 r < 2 .2
YEN 3 degrés de liberté Prl Y > Xo] = 0,95 pour X6 = 7.815
it - ‘*/2 . IESTS _D'INDEPEHDANCE. Lthypothdse est donc acceptée.
(t) = e V2O (1-2it) = | (1t +2 it - | Une condition nécessaire (non suffisante) pour que dewx variables aldatoires
Vo N - \ soient indépendantes est que leur coefficient de corrdélation soit nul.

pe \}/2

x( 1 ~-21%)

v A

a)Btudions 1'indépendance des 10 premicrs échantillons de 1.000 nombres de 1'
algorithme construit précédemment.
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643
Ies échentillons & 2 dimensions que 1l'on considére sont formés des
coupled® T+ 1 x 1000 X% + k' X 1000) , i = 1, 2, «.r , 1000
k et k' dtant 2entiers o (k ¢k' ¢ 10
Soit F' L'estimation du coefficient de corrélation fng.
Soit la transformation L)("!: ?'_.,7 e 1. Log 146 . Posons Z = ‘Pt
[

-
2 t
3

P 5 b
Si la populetion & 2 dimensions est normale, on sait que 2.7 suit wng
¥

loi normale centrée de variance voisine de 1 / (n ~ 3) il

Ici la population & 2 dimensions n'est pas normale mais tenant compte du
fait que foute fonction des moments est asymptotiquement normale et que 1a_f
transformation kP est normalisante, on considére que les résultats obfgél
dans le cas de la nomalité sont valables ici. - ¥
Au scuil de confiance de 95% |Z' - 2’ £ 1.9 \/ a1
Donc si  p=o , P 20it tre tel que 17" ¢ 0?8299
Aucun des 45 coefficients de corrdlation (C 13 ) se trouvent en dehots
de 1'intervalle de confiance & 95 %,
Le test est donc satisfaisant. d
I ES TS .‘
1 A LN S - SR S ASR - DI IR £
1| 0.000 E -0.021] 0.015| 0.014| 0.029 0.010] -0.008 0.025| -0.002]

1 -0.014| 0.017| 0.037| 0.030 0.018| 0.019 0.022] 0.024}]

1 -0,017| 0.004| 0,002 0.035) 0.050; 0.023] 0.037 I-Z.'I

1| ~0.020] 0.00F -0.005| ~0.030 -0.012| -0.011{}

o S—— L o

1 0.055 0.032/ C€.020 0.051] -0.007}

R et o ]y LS R e _.._.._.-..-1_!.

1 | 0.032| -0.029 0.003| -0.003

11 o.011 o.013 0.023(¢

L : 1| -0.043 0.02

0.00518

- T— o PO SR
i
[
i
t
|

b)On construit 4000 algorithmes de 10 nombres chacuns.
Le _,niéme algorithme engendre lcs nombres x? . = » xg soisrs 3

Soit les variables aldatoires unifoimes sur [0,1_{ X1 , XZ , I

-64 -

dont los nitmes rdéalisations sont respectivenent x?’ ; x; . x; sasey x?o
On étudie 1'inddépendance des varisbles X1 X2 s @ 5 110 dans 2 types d!
algorithme

ler type : © ost initialisé & o

2 type : @ ost initialisé & 0,66203656
Si 1'hypothdse p = 0 68t vraie p cst tol que H:'f( 0,03 au scuil de 95 %.
Dans le ter cas, 19 P' gont on dohors dé cot intervalle de confiance de
Plus P'12 , P'23 5 9'34 . P‘45 sont supéricurs & 0,17 -~
I1 existe donc un Yien.
Dans le 2e cas, 9 f' sont on dehors do 1l'intervalle de confiance auwcun n'
ost en valeur absolue supéricur & 0,09.
Explication
Sié= 0 , il oxiste un lion fonctiomne] simple cnire lcs 5 preuiers' chiffres.

cn offet, la suite étant initialisée &4 x

x, =k x - [—kx‘,
x3=kzz- \_l::x2
x4=kx3~ !;k
TEkxy - gk

—t ——

S

e )

Fales

{~!=x2+x

5 _ .
Xp = kx5+g —\ka5+9.]

11 apparait que lorsque © = o le lien entre %, et x n -1 est simple.
Dis que 8 # o lc coofficient de corrélation dst plus faiblo ( f' T o=
56

~ 0.041), le lion cst moins visible.
B = 4000 ZXo = C.36404178

Trianzle supéricur @ 9: o au dipart.
Priangle inférieur : 9# o au départ
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ALGORITHIIZ DE 40 NOIERES.

ool 5. 6 I B -.;_..ﬁ._..i__--JQ.....:
i 0.201 0.054! 0.025] 0.022} 0.018 0.023 -0.032| 0.059; 0.022}
B et e Lt S b AR [ __,.,.._...__.1,...,.._..}-.-.,...‘. .:
l -0.078) 0.253; 0.009} ~0.07G} 0.015 0.041"3.31_1“9_.%@ ._q.“o_:?_;
~0.040 -o.o;zg:jr 0.208| ~0.003[-0.C19| 0.03€} ©.020[-0.009; ~o.oo1~§
_..0.’.&_1,.—.6957 -0.087 0.176-0,0:0| ©.010] -0.018]-0,013! -0.005
---._-_-.ﬁ..::’.-‘ »:l ‘:,..-—-_ .-Ta¢-,_..-. PRI PR -.~-L. camn ..v......._.._v..?..........-.it,.,»....... --.T
0.029 -0.009].: -0.023!-0.086 ~0.041{ 0.021] 0.045-0.012" 0.001 ¢
\.‘..‘.- S A R e s ettty At R ..:._..... ._::T
0,003 0,023 0.011] .013{ 0.013 . o.o17+ 0.03 0.00_74: 0058 |
- lean s L S RETEREE
0.001| =0.001] 0.012{-0.002| ~0.006| 0.0t9 | -0.00T 0.021, 0-061.¢
SO ERAP S e e e e e
-0.015! 0.005| <0.038! 0.007! -0.013 0.004: ~0.003 0,836 -0.009
PRUDRDIIN SRRPRpEpy. JUpRpTep MOSPREN B _m.,wt__-»--.
0,001} 0.011} =0.008]~0.000; 0,000 ~0.003 -0.015_ 0.005+ | =0.034
0,020, 0.001  0.057) 0.021] ~0.042 0.000] o.o.z.agiw-o.ooﬁ 0.004

RSN

c)

d)

)

6-4-3

T - 4 1 1 1 ] 4 1
Dans lc 2¢ cas ou B# o au départ p 12 {)2} e P 31 P'as sont négatifs
et d'un ordre de grandeur supéricur aux autres.

Le lien existe donc encore, mais est beaucoup plus faible.

On construit un algorithme de 40.000 nombres.

Au dépsrt X = 0,36404178 = 0,63085808
L'hypothése p =-o cst vraic s} ‘(1?_"‘4- 0,03

Tn scul p' cst on dehors de l'intorvalle de confiance.
Il n'y a plus trace du lien constaté précédemment.
On construit un algorithme de 4 000 nombres,

Soit la variable X dont les valeurs sont x1 5 x3 poe Eope 4 oqreees x3999

Scit la variable ¥ WL
XO = 0.36404178
P' = 0,0146

Conclusion ¢

S _xz,-x pees Ky seer Tya00
8 = 0,41207328 On doit avoir l P' l £ 0,03

, 1'hypothesc p =0 est done acceptée.

L'effet observé au b est atténué si on prend € ¢ o au départ.

I1 dispareit si l'on géndre les nombres par grandes sérics (auw licu de les
générer 10 par 10} c'est done un "offet de bord".

Si on part de & £ 0 ct si on génére une grande séric de nombres, 1'hypo-

thése d'indépendance pout étre acceptée.

RECHERCHE DE LA PORIODE.

vos N = 4.0353607 , x_ = 0.81561963 , £ = 0.8354172,

On a cherché si permi les 100 000 premicrs nombres on trouve un nombre qui

6

differe de % de moins de 10 ~ ° . On n'én a pas trouvé.
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6 -5 - GEYDRARION

_ 6-4 (5)
¥ = 4000 X0 = 0.36404178 B = 0,63085808
ALGORITHIIE DE 40 000 HOMBRES
! 2 3 | 4 15 [6 7 | 8 g {10

.+... —m——t e i e

1 0.014 | 0.005| ~0.010 |-0.0254 0.003 | -0.002 0.013| 0.011[-0.016

1 ~0.006| -0.018 |-0.019| 0,009 | -0.004| 0.015| 0.008 =0.013

1 | =0.010 | -0.004 | 0.009 | ~0.006| 0.017| -0.006 -0.017

f 0.019| 0.01%| 0.002|-0.004 0,001} -0.012

-0.015! ~0.000

1 |-0.003 | -0.009|-0.005

1 -0.038|-0.008 | ~0.026 -0.023

1 |-0.007 0.019 0.011

-0.014 0.018

—_

_'” ] 11 0.004
1
i

| | L. Kook i 4

D'UN__ECHANTITION SUTVANT UNE IOT DONIHEE.

+ Principe. )
Soit ;" une variable aléatoire uniforme sur [ o , ‘lJ
Soit -F 1a fonction de répartition d'unc variable aléatoire continue gucl-

conque, alors la veriable aléatoirec X = § ~ 1 (y) af pour fonction de
répartition.

Seit o< ¥, <« 1

p [ Y<w, 1 =7,

F étant strictement croissanto

L .
Son inverse ¥~ existc.

[ yew ] - oee[r @) <77 G |- mixe i)
;_.r‘[x. TR AR

-1

T 1 = F
Soit x, =F (v 4) onadonc P._II_X- < % (x,)

e

6-5
Conséquence : On obtient un échantillon d'une variable aldatoire do fonc-

tion de répartition ¥ , cn pronant 1'image réeiproque par F d'un échan-~
tillon de velcurs équiréiaﬁrtics sur [o s 1] .

+ thations : )

Types do 101

d'étendue finie, unimodalc, dissymétrique, corme los lois triangulaire ot
Béta.

1/ Loi triang

Elle cst déterminée par les parambtros a, m, b.

f (x) =2X:§_) .
Sa densité () (b-a) (u~-a)

cst f()

is générées : Pour généror les durées do thche on prend des lois

laire :

siadxdm

=2(x=b) sy sind x<£b
(b-a) (w-

Sa noyemme est EX = g +m+b

Sa variance Var X = (b - g

_____ + (n~a) (n-b)
R

Sa fonction de répartion cst

2
[(BL_‘ siagdxdn
F-(X) g(b-a (Hl-&)
1= (x-D

- v
mm{x\gb

( b-a T‘"" -
P étant dans les 2 cas un polyndme du 20 dogré.
La fonction inverse s'obticnt ajsémont.
Soit y €fo, 1]

Sioo <y g B-a alorsx=a+\/y b-a(m-u)
Y b-a ,
51 m=2 ¢y ¢ x=b-V{1-y3) (bva) (ea)
b~ a =

2/ Loi Béta.

la loi BSta réduitc a pour densité

= ¥
£(t) = L(L—_‘i.l_._ﬁ o ¥ og1,
(O +17,751)

R G
ol (tl (P ;q) = P P P (_q ) avece rl (X) :/ (: i(—l dt

PP+ ©
Unc loi Béta quelconque dc valcur mirimm et maximum A ot B a pour densité
Ploy = (u=n’x(3 .y

x X -
(Hsay®+s plolet , Vaq)
Elle se déduit do la loi réduite par  la transformation Y= A+ ( B~4A) X
Dans le PERT on choisit %= 2+ V2 ot 2 2. Va2
- 68 = .




6
La moyome dc la loi réduitc ost _X t 1 soit 3 3 Va2
A+ 5+ 2 6

Le varianco ost (X 1) (T +1) = 1.
(X+ B +3) (%+ x+2)° 36

La moyenne de la loi quclconque est A + (B~ 4) ¢ 3 +2 \! 2
Sa variance cst ¢ I@ - A )}
6
Dans lc PERT, on prend 1l'habitude comae moyemmc A+4H+B
6

Tais o'est uno approximation car le mode I ost déterniné quand A ot B
A )‘f (t ) n'étant
o+ 8§
pes w polyndme, la fonction de répartition ne s'cxprime pas simplement.

1o sont,{le mode de la loi réduite est égal &

Pour inverscr facilement la fonction de répertition on a cherché unc approxi-—
notion polyndmiele.

L'expression de 1l'inverse de la fonction dc répartition do la loi réduite
domnéo dans | 43]

Soit o ¥ £1

51 ¥ £ 0.2825 x

cst la suivantc

A
(x )™
1.61

¥ + 0.4993
1.875

Si 047 vy < 0.95 X ¥ ox 0.425 + 0_-55025
Si Y7 095 x =t = Vi ¥,
B=3

L'orrour commise sur X cst on valeur absolue au plus dgale & 0.00

it

L)
il

Si 0.2825 ¢ ¥ < 0.47

it

La moyerne ot la variance do cette loi B&ta réduitc approchée ne sont pes

rigourcuscuent égalos & 3+ V2 - 0.7357 a'unc part
) 6
ot a1 = 0.0277 d'autro part.

Les jfxgcrvallcs do confiance & 95/2 dc 1la moyonnc et do la variance calculés
sur un échantillon de taille 40 000 sont:

07299 £ m £ 0.733L 5 0.02670 £ T2 ¢ o.02m5

Donc quand on comparera les résultats de le simulation et de la méthode
PERT, on prendra pour moyenne et variance Eie la loi Béta réduite les
estimetions ponctuelles f= 0.73515 75‘2= 0.027075

- 69 -

3/ loi pormslo.

65 (6)

Tia longucur d'un chemin, sous réserve que les arce soicnt en nombre suffisant
ot que leurs longucurs soient mutuellement indépendantes suit une loi normalc.
On aura donc besoin de générer des échantillons extraits de la loi nommale.
On utilisera une procédure d'inversion de la fonction de répartition de la

loi normale faite & Grenoble. (cf Procédures ALGOL CNRS p.3I6 )

-6 -HISE AU POINT SUR_ORDINATEUR.

ORGANIGRAIIE

li ORDONNANCEIENT DES ARCS

! ; i

i .

Génération des nombres au
hasard |

} Tnération d'wn Gohantiiion |

de la loi X

R |
{
i

e
i

Calcul .PERT [
déterministe ]

—

|

i Classemen: de la !

longueur du 'pmjgt

!
Vombre de criticited

1

des arcs.

-

Estimation de¢ la
moycnne de la variance de la
longueur du projet
I

! Estimation des
probabilitds de ceriticité
des arcs.

i
Histogramme de 1la
longueur du projet.

-T0 =




Comme la structure du graphe nc change pas, oun fait unc fois pour toutes 1'

6-5

ordomnancemont des ares par la méthode des niveaux ou de la pile (cf 4-5)

On généro des suites de 10.000 nombros au hasard par tranches dont on fixe

1a taille en fonction de la capacité de la mémoire centrale. Quand les nombres |

dfune tranche sont puisés, on génére une nouvello tranche.

La génération dos échantillons de la gomnéo sc fait par procédurcs intor-
changcablos

Un lion de dépendance cntre les durées de cortaines tAches peut &tre établi.
Lo ealcul PPRT est réduit au minimum :

Lo calcul du calendricr au plus tét suffit pour connaitre, b chaque réalisa-

tion, la longucur du projet ct le chomin critique que 1'on détermine par la =

néthode déerite en 4-6-4.
Lo calcul du calendrier au plus tard ot des marges oot supprimé. On reticndra
on mémoire 1a longucur du projet do fagon & estimer sa moycnnc, Sa variance
ot & construirc son histogramme.
On pourrait de la méme fagon mémoriser les detes d'étapes importentes du progot
ot cn fairc au begoin los histogrammes.
S5 on voulait retenir le nombre de réalisations ol un chemin est critique, il
faudrait mémoriscr los numéros des sommets de chaque chemin. Ce qui ticndrait
trop de place. On reticndra lo nombre de réalisations oh un arc cst critiquo.
Los xégultats du calcul sont les suivants 3
~ dates moycnnos au plus tét des dates aébut et fin de chaque arc,
- probabilité do criticité de chaque arc ot intecrvalle de confiance,
~ moycnne, variance et intorvalle de confiance de la longueur du projet,
- histograme de la longucur du projet.
Conclusion : 1'énorme défaut de la méthode de simulation est la longucur
des calculs.
DURFE DE 1.000 SUNIATIONS D'UH _ARC. " (on ninutos).

10.000 simulations d'un graphc de 100 arcs cn loi triangulaire sur CAE 510
durcront 6 heurcs 10 minutos.

=71 =

Loi CAEB 510 IBI 1620 i

Sta 0,57
Triangulaire 0,61 1,46
Uniforme 0,46 0,66 i
Normale 1,50

65

Bien que les ordinateurs réconts soiont de 30 & 50 fois plus rapides, la
gimplation reste un moyen cofitoux.
Par ailleurs la placc occupée on mémoire centrale est trés importante. Comme
il ne pourrait &tre question de fairc wne lecturc sur périphérique & chaquc
réalisation d'échantillon, on cst contraint de comsecrver toutes los donndes
cn mémoires centrales. Comme on a & rangor 3 tabloaux de durée au lieu d'un
ct un tableau de nombres au hasard, on occupe beaucoup plus de place que dans
lo calcul PERT déterministe.
En conclusion, la simulation a 1'avantage de nous domner toutes les informa-—
tions que 1'on attend sur le projet ot c'est une méthodo précisc. Nous 1'uti-
liserons dans 2 buts :
~ D'une part étudier la eriticité dos chomins ct le distribution de la lon—

gueur du projot.
- D'autro part tester des méthodes moins onéreuscs comme la méthode PERT aléa-

toire ou unc méthode plus élaborée que nous mettrons au point.




: 7-1 (2)
CHAPITRE VII

ETUDE DE LA CRITICITE

7 -1 -3UT_DE_L'DYUDE,
On vout étudier do quoi dépend la probabilité de criticité d'un chomin on
d'un arc.

i Pout-on coxprimer strictemont cotte probabilité ¢

Sinon, peut~on comparcr la criticité de deux chomins ot préciser gi'un
chenin est pou ou trds critique.
La méthode do rocherche que 1'on utilisera sera inductive. A partir d'exem—
ples simples olt 1o caleul strict pout aboutir ct 2 partir d'exemples obtenus
per simulation, on cssaicra &'cxpliquer lc cas général.

7% 2~ ST DE_COHPARATSON TES FROBABILITES DE _CRTYICITE.

Soient fi ct fj les fréquences de criticité des chemins i ot 3y ZPi ct

Pj les probabilités corrcspondantes.

Si au bout de N oxpéricnces on constate que -fi> fj, peut on conclure

que Pi ; ;Pj ?

Quand ¥ est grand fi ot fj suivent des lois normales.

Cos lois ne sont pas indépondantes car > f. =1 =n étant le nombre
de chemins du graphc. -
Ltudions ce lieu de dépendance
Calowl de COV (£, , fj)

Soit Ki le nombre de réalisations ol le chemin i ost critique en N oxpé-
riences. Ki suit une loi bindmialc de moycnne N f“ i de variance

Hp, (1 - /ni).

Dang lour ensemble los variables Ki yi=1,2, ..., n_(n : nombre de

chemins du grapho), suivent wne loi multindmiale

f)l‘ [K1=k sK2=k2 yoe B =k [ = wl__- .kI. ka kn-
1 ———dL T T2,
“ 3 T TR 0 L T -
avee N = 1c1+1c2+...+kn

b o,.P p _
" 2+...+n 1

Déterminons la loi marginele cn K1 et K2 - On 1'obticnt on remarquant
que c'est une loi multindmiasle de variables K, K, E=N-K K,

- 7%~




== % { e Lo
i = = =N-k, - [l - Bp— B 1
'f‘.rtk1—k1 ’KZ k2,K N 1 kz‘!l k1!k21-(13—k1—k2}1

. g B2l
(1 =pq = 1) { ¢
Cette formulc s'étend 3 la loi marginale de Ki et Kj 161 J4&

-
rirons m
Détorminons 1lc moment du 2¢ ordre mM... _]_ 1_ ..+ Que nous ec

i 3 kL |
g i ky k,j (1 -p - f )N—k'&x
m. = Ky ky _.,____.___IL-_,--__.___),P,; s 1T
ij K,k kigkjg@f-ki—kjg
k.
(i FTJJJ |
IR T -k, - k)i
(-1 - 1)!
| !
@_1);(1»:-1%—1:3.)-
kj_‘[ N-—ki—l\‘.j
%3 (1-»1-r5)
N-k -1
1,
ZN-ki—‘l-)-!
k. H-k -1
N } L &
s AL SV G I 57
i k =1 ZN-ki—t)f !
iy

= N - 5 % N-Z)E
¥ (¥ 1)[’1 3 @—1)}(N—ki~1)' :
1C4—1 -1 !
¥ )
ri e —,Pi) T
m.o= N@-1) P :

iJ i) ‘
Yo moment centré corrcspondant est COV (Ki = Kj)

cov (Ki s Kj) E (Ki kj) - b (Ki) - B (Kj)

i

L. . - - B N!’E.
N(N_1)pl i‘,’) I‘T{. 3

A

cov (Ki,xj) = -He. p.

e ]

7-2

On on déduit  COV (fi , fj)

f. = K, f. = K,
i i J l
N it
ooV (5, £) = NW=1) Py py - Fy opy

feov (£, ,£) = - F1bi |
| ; N
Quand N oest grand la loi marginale de fi ct fj tend asymptotiquement

vers une loi normale. Comme toute combinaison lindaire de variables normalcs

est normale, la variasble fi -1 3 est normaloment distribude
= = & L ¥

E (fi rj) £,

i L
Var (fi - fj) = Var £, - 200V (£, , fj) + Var £
=Py ey v o2 gy e Oy
B ¥, N
Var (f, -f) =1ls% 74 - (py - 1y
J ‘ I
fi - fj suit donc pour N assez grand wne loi normale de moyenne fl - ’Uj
e e ]
d'écart type '/;F'i * Py ( i ",i)
V 7
i t - 1 A = " ~ t 1 2 \.‘ 2
.81 1'on veut tester 1'hypothése Iy i 3 contre 1'alternative f i [\J
fi - fj doit suivre une loi normale de moyonne nulle d'éeart type
2y £, - f, . . e
\i i - Done u o= i i suit uno loi normale centrée réduite.
! 21,
Y2
‘N
5 L e
Pour N assez grand 2 !» 5 7 fi + fj

Soit un risque X correspondant & la probabilité do rejetter 1'hypothésc

J = f, ¢ ! g
s f 3 alors qp cllc cst juste

AR
Soit 4 tel que ), 1 [ - I
=
Vol ,L >
(Sl o = fi - f,j N 1'hypothése Fio= ;Uj est rejetée
s, ¢ -
! |
! N
t
V8L ow

u1 - 1'hypothése | 'y = |*s scra acceptée comc hypothesc de

travail,
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Puissance du _test.

Si 1'on teste l'hypothéso Y= % o = o contre 1'alternativo

-2

Soit %’ la moyonne de la variable aléatoire fi - fj - on no la comnai

pas.

=7, = \ cela reviont b testor 1'hypothésc o= T‘"j contre 1!
1 Do

almma’clve‘ N = r‘
La puissance d.u tost ost égalc & la probabilité que u soit dans la regi

£ T
de rejot quand pno= G- Appolons la (
siot f.i_.m
=
Vi
v =
Ch - r 4 ‘, " te =
Pl pe U ey
L o ,
i g
Sa= 1 .
Posons 1 == s ________'_(”‘; )2
U -] oyt My Ty
A ¥ :
4= ~ Lo 5
(&5 3 AT A AL E
Iy B4 o= Frr [ Ml e Sy i B
& ~r wee
ol 7= (g '_fg_)__'__'___ U guit une loi /[, 1) car
TS (SR
flar ty = Faley 2
\ 7
T = N, i
i 5 i ! vy )tL’l 5'( - J’ ag, o+ 4 0
I ; AP
LA Q t f
“ : H A {_A,. f— : /,‘:‘, |

\ )
Corme N ost grand 1\1 #

s {
La puissance du test cst une fonction croissantc de I et de = 1 -

Excople : Soit & comparer 2 fréog.zcnce.f1 et f2 tolle que f1 + f‘2 =n!

La différence f1 - f2 étant petitc son carré cst négligeable.

T & M 3

1 1t 3

Les résultats suivants montront que si ‘S = %/100 i
100 « . k

- avee cxpéricncos 1 ( (:; 1) = 0,1 , c'est & dire que l'on a 90 chaﬂ""-{:

sur 100 de se tromper,

276 = -

7-3

. 3
~ avee 10.000 expéricnces T ( $1) = 0,996, on a pratiquemcnt aucuno

chance de se tromper. :

Si nous voulons donc tirer des conclusions certaines, il faudra faire un
nombre d'expériences de 1'ordre de 10.000.

N I 0.5/100! 1/100 ] 2/100 ‘[ 3/100 l’ 4/100 5/100 9/100
N_ > ; -
100 ! 0.056 | 0,06 | 0.08 0.09 ! 0.11 0.13 0.23
5.000 ‘ 010 | 0,174 | 0.41 0.68 ] 0.88 0.975 | 0.9
e e T R e “I X s R R
{10,000 & 0.444 ' 0.74 | 0.95 0.99% | 0.9 | 0,999 | 0.999

Puissance du test

cas de 2 fréquences tellos que i‘ + f 1

- GAICUL _STRICT DE LA FROBABTLITE DR _CRITICITE.

Le procédé de simulation étant coliteux, on sc deomande s'il cat possible de

donner une expression mathématique 3 la probabilité de criticitd d'un cheiin
d'un graphe.

On ne pout 1'obtenir que dans des cas trés simples.

T-53-1-0A5 DE_2 CHEIINS,

Soit un graphe formé de 2 chemins dont lcs longucurs K ot X2 sont distri-
buéos respectivement suivant les lois

;"'-tl‘/ 10 ;“1\ ] ‘(/ P '12)
non indépendantes.

la probabilité de criticité du chemin 1 scra I 1= 0 XZ £ X, :
5i & = - = 4 - S =
51 X2 X1 B Vab 1 m
Var-f'=Varx1 Var X, - 2 Cov (A1,x2) = a2
: 2 _ 2 o™ 2 &
e L R T PR Y

Supposons que la variable (X1 ’ X2) suive wnc loi normalc % 2 dimensions.
Comme toute combinajson lindaire de lois normales est aussi normale, -
normalo.

cst

Solt & = Zom Z suit wne loi JC (0,1)
= a
& zZA+ m
P1=Pr';Ko“i=Per{:_E;
- a ‘ B PR R
Posant A = lq i p
- 77 -
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Ruisssnee <hotast

§P1=Prfxz<x] }(”’)

ol %(x ~l /x oo |

Vit
). A~
7-3-2-~CAS DE 3 CHENNS.

Soit un graphe formé de 3 chomins de longucurs

Aoon(?‘)

b dae

1§

g 4:,’ m I\
d K %(/‘A’1,41) X2 /u(/ 2:J2) X»j/-.‘ (/ 3,‘..) 5)
o+ "Iq correllds. Supposons que (X,l ] X2 y J%) swive wne loi normale.
3 4 =X - . = =
.- R R R T . LV T 8 X =y
’ . . b = _ . s
1 : Caloulons p = PT[,{1_> Hax (%, , %) ] = » [x1 > %y X, /)%]
& = we - t — A t - 1 i} .
B[E K Ham M x ax o M)
ik
Ptfe>'“zz‘>msj
_: ol m2 = /4‘
s = L
| M m3 ’ b /'1
i L. [ ' 2 2
I t = - f =\ s
‘. : Z,=1xy - x, %(o,s2 Vir +i 200v (x, x,) )
i o 9. 2 2
= ' - ' =/ = -
L £50 =s Z, X X ,@(0,33 I @ T3 2 cov (J(1 ,XB))
| <
| i’
I. 4 Cherchons la correlation entre 7 > ot 3
: Fo,E) = B -1 LX) - g - : -
, g ] v (%, %) = 5@, -x,) @y -x0) - B, X,) % (2,
| 4 .
I JH e X 5 )!
| [cov(i’z,z-')- VarXT—COV 1,ch) - cov (x, , %, +cov(x5,x2) .i
i T 3 cov ba z,, Z pcut otre positive ou negat.l;c ) == - o=
| : + o + o0 Y
" ) ) / [ / €p005) any jas,
|
| -

t-gis,
2
Z Z 2
, X 5§ doo %, 2 _2+(__1)

W y ' ¢ ' ' . | 2 % \s

"‘, 011-(3 ( 2 %5)

"2 N
|




7-3.2

M
soik (}_i_- - 23) oy = S,
F‘* Bl sl

szr.—,ﬁ"[d [

: g &
avee P(x) = '1./(3‘—% / e,x\of_"%_ ] =

40
. s \FE Ya-pt ‘*"P[“,{( s,) H'L i)[(
pe 2rsy sy A pr Jm,
‘Sutb of = 15 QdAv= dz.’s

= )=l

e/ ““’”ﬁ (% TET

My} Sq
d'ed” = 4 é(e“)
4
v \Y) §3 ]
~ s
avec Qzl.. "‘,g__i 5 %3‘ Sa
- 33 -

"2l

ey i

~f~;)r—'——“]}

N
A 9,!'
avac (0) ’:

T=3-2
{
Pour calculer ¢ on essaic de dériver sous le signe j par rapport A k2
ouP de fagon & changeriD on (P s ' ’

C'ost la dérivation par rapport F qui s'avére lae plus intéressante.

’ 123 () f _%_"--_F__’LY ‘ﬁi _'U)
%(F (4 )/ (V;_—T’“ )(€ ‘:!Q .

y ot :‘—u g A pe
L&f;(P,“) est de la forme .F(P)g_ 7 A= (P} re F
fonction qui cst dominée par unc fonetion du type R { E )
3
v

intégralc sur L1 ) + 00 Y .

[ 9. (p,v)
on pout cn déduire que 1'intégFale i 3 f \P) ¢ converge uni-
formément par rapport P -

[P étant wne probabilitd 3 cst une intégrale convergente, la dérivation

sous lo signe / cst done justifide.
) f
?F 3 7 / kP q’

Cherchons un changoment du variable dans lequel le produit des 2 cxponenticle:

%‘j)(sz_u)dlu’

\/4 pZ

los (f/ s'exprime & 1'aide d'une scule exponenticlle ({) fonction de v,

WB)‘P( [ 'P-l:t)z_ A ex\j(_ 1 & )

Va-p2 ViR
oot o) (ot g
Va-pz/ Va
faisons lo changoment « - _}Z_L&l- d'sd Aoz duvtr(;”
3’: (P“L) [p(\P(\/?):fl(lri) da
4 {1- FL)J/L by~ pla \




qle) =

5-3

-
t

2
& -

D'aprés la def:’mition de

j Q(Z)dl* 9(¢) - 7 ¢

(P

- CAS DB p CHEHINS.

(P)
j @(v) dv]xé(’f’?)
o)

y

<

IF
:[_—i~§9(915)_]@(&1)+Lq .
13— &1 o
e[

Ltintégrale cu r nc peut so caleculer strictoment. )
ot k. potits on pout développer la fonction sous le mgmf
D E

L[4 -2 (k) ][2

Pour k2
en séric entidre ot intégrer terme & ferme. |

CAS DE 3 CHEIINS DE LOUGUEURS HOYENHES EGALES.

Dang le cas k2 = 1’..5 = 0

P |

dr I

L)) o | e
Ia = _21_ + JET\ Arcsm?

‘ iticité gl tient les autres de
P ost la probabilité de criticité du chemin 1 . On obtier |

fagon analoguc.

En 7 — 4 - 2 - on romarque que les résultats de 1o ssmula
: (X X, %) suit unc loi normalc cst qom
: , 3

ation ecancordont aﬁb

cotte formule. L'hypothesc 1 5

justifide.

Ic calcul devient inextricable.
Corric les éveéncments X1 7}{, f 1 > X.j goas X1 7 A? A . e
on ne peut calculer Pr[ 17 Max ("2,...,1 )] & 1'aide de ™ 17 % :.

,.--h‘ 17 ] |

i 1ca)
On en cst réduit & utiliser dos approximations qui scront suggérécs par LER

chapitros suivants. (cf 9) .i
LA _euron CHRIIN  CRIATOUR _EST ERROWEL. |

Hmﬂﬁ
Vérifions d'abord si 1'hypothésc d'unicité du chemin critiquoe de la mé

PIDE DR

ne sont pas indépuﬂd@?."ﬁ.

qﬁ
PIRT ost fondée. Ce chomin critigue est un chemin guffisamment plus 1long
it -
les autres, ce que nous traduirons par chomin prosque toujours critig 9 N
Donc daone tout graphe PERT il devrait cxister un chemin par rapport angud

ies autres chemins sont de probabilité de criticité négligeable.
- 8T -

=

T4
Soit le graphe suivant dont

n a fait 10.000 simulations
en loi triangulaire.

r““c‘-};:m‘i‘z:s“h“"rm;;o;h Var (100 x Erreur
freq a 95%
1.2.4.6 [ 13 1.332 43.03 0.97
et VU S S DN
1.2.6 r 12.67 | 2.221 25.38 0.85
1+3.5.6 12.33 1.055 15.44 0.70
p te3.6 —“1.2_ L 1._9_&{{__“_“1‘6‘.‘1‘5-“wg_’?_Z—_“‘l

D'aprés la méthode PERT lo chomin critique ost (1 . 2 . 4 . 6), c'est bicn
le chomin de criticité maximum. Mais il ost plus long que les autres dans

43 % sculement des cas. (1 .2

(t.3.5

. 6) l'cst dans 25 % dos cas co qui ne peut
&tro négligé. L6) et (1.3, 6) sont faibloment critiques 1'un

et L'autre,

Ilais si on les considére dans leur ensemble, leur criticité dépasse 31 %
ce qui n'cst plus négligeable.

L'hypothése d'unicité du chemin critique est done fausse on général.

11 suffit q'étwdier un graphe formé de cheming do longucur moyenne voisine
pour le constator.

7 -5 - EACTEURS IIVLURNNS SUR 1A CRITICIVE DRS_ CHEIIINS.

L'bypothese d'un chomin suffisammont plus long que les autres n'étant véri-
fiée que dans des cas particulicrs, on pourrait élargir lo domaine de valie
dité du PERT on tcnant compte qu'il existe plusicurs chomins critiques ; on
suppogerait que lcour probabilité de criticitd cat fonetion croissante de
leur longucur moyennc.

Ltanalyse qui suit montre que cotte dernidre hypothdse ost fausse on géndral.
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- 7-5-2
- 48 - F-5-.4 & 7 -5 <2~ IFLUENCE DE LA VARTAMCE SUR LA PROBABILITE DE CRITICITE.

= Soit un graphe formé de n cheming de longueurs suivant des lois normalcs

3 fatcan - indé
Nous Vdbudierans exy drimentstument par simylate ot indépendantes.
Supposons que ces chemins aient des longucurs égales on moyenne ot de vari-

Salbt le ?3“6_?\"" solvent ances différontes.

Vérifions si lour probabilité de criticité dépend de leur veriance.
QuTs SRS aves

Leg fen kN

Si n = 2.
Hous pouvons utiliser la formuile précédemmont cn 3 - 1.

Py = Pe (X, <x,) = P (X) =% puisqucO{=_}_'i2_~£a1 -6

suivant <das lels belan au\&vf‘e.s

dont leg ?avami%vﬂ-s sonl

tndigquds sue Veve. La probabilité do criticité de chacun des 2 chemins ost 1/2.
Les variances n'ont donc aucunc influcnce.

SI n = 3

La simulation »cnm?or‘t-‘o_,

Ao 200 rialisationg -
Soit un grephe formé de 5 chomins de longuours:

X1%(10 REDIN xz%(w , 100, xﬁ%ho , 5)

NUmév;s Cheming Mayenne Yaciance Fregx s U;“::'- 10.000 simvlations donnent les résultats suivants.
. 3570 e R i - e e e e i wmm s
Erreur 100 = p
) P Chomin | Hoyenne Beart type| 100 x freg | d'estime (ealeul
A 4. 2,6 AL 08 | 2,357 o§¢ %95 % strict)
= = . 1 10 1 25,68 0,85 25,31
- 3 g - == . SN —
E 2 /’- »2 ;H . g 'l"')lﬁ6 Lt;?"é 32'132’ 0'8'L J a
= 2 10 10 42,15 0,97 42,50
'3) i 4‘, 5 15[ £ /45'6'(96’ 0[30 9‘3}‘*3 O’ 85 N
3 10 5 I 32,17 0,91 32,25
e ) - s
A 4 3 ¢ A% 03 | 2,80 | 032 ,
£ ! Utilisons le test ™ con 2 - 2 -
. ) Tixons lc seuil d'incertitude 3 5% , u 1wgf = 1.64
5 A . i | A% k ] ’Mllm OzéjJ 8 _ o
Hypothése hlternative w Conclusion
OO0 constate que i@ provabilife e eeittcitd nest pes wne Ronction — M =1'64) <t O
P N . longuevs mayenny & leil le chewmin en mc;Ta.una'\?«: v, = b, 2% 5, " b 2,
: . . ) cegue, -
plus long (iq_ hamin 'E~cv‘th°1°‘&-) A, 2 ,6) nest pas le ?tos cettigv L - A s
Uhypathase avancde plushaut est mise en aedavt - | by =y P3Py 9 p37 By
Al Shpe la @ S e e T -
La focke variance das chaming {4 6 ) el ('i 2, &g é) paman t e
. ‘ P35 =Py Py Py Lo P, £ B3
de tave facte eciticatd . : i 2
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. T-5=2
Si‘on ac roportc & 1'étude de la puissance du test on pout considérer qu'
avee 10.000 simulations cc résultat cst sfir.
ona done 07 < O5< T, b < P3P,
Si wn graphe cst formé do 3 chemins indépendants de longuours moycnuces
égnles, la probabilité de criticité cst une fonction eroissantc de L'écart
type.
Co résultat sc retrouve d'aillcurs théoriquement.
Nous azvons montré précédemment que si un graphe ost forné de 3 chemins

dépondants dc longucurs moyouncs égales, lours probabilités do criticité

sont
P = 1L+ L Arcsin p,
4 27 !
Ve
avee ?1 = Al [0“1 - cov ()(1 5 Xj) - Cov (X1 , XZ) + Cov (X3 : Xz)
i Sy 33L
2 1
55 = Q‘f + Q, - Qeov (X1 » X,)
2 2L 2
s = T} + 5 - 2 cov (X1,X3)

et de méme pour P, et Ps

.

Comme ici les chemins sont de longucurs indépendantes 3

“39_,
= el )
fu= *—:,_"T"‘“t Fi: ﬁz‘;,? ) f;' \[—r—z‘—‘i—(‘i
Vi) | Vaet)eh ) (w50 (5% )
Supposons que (r1 <GZ (q%
P 4
— . e S i - ——
= PRy ) I UL S PPy T{ Gf:“—:::
\{ +Q—‘A9—+ :TAL"' G_" Q;‘l (\-\:.i'l Q’,’; 3@ T':,) “3

Comporons p1 ct FZ

U 9
G Q:(L & puisque q" 74 )
o & o
5
2.
9 % f X
G T cer TLT
Sa W 2t
7 2 2 .

7 Dome P " <f)2 =2

& o)
De méme f‘? <{ 3
Come x .—> Arc sinoc¢ cst unc fonction croissante.
sur [— 1, + 1J on obtiont Py <p2<p3 _
Si n 7 3 - .
Comac nous nec pqssédons pas dc formule stricte nous procédons par simulation.

Soit un graphe formé de 5 cheming de longucur; voisincy suivant dos lois nor-

males indépondar{tqs. On on fait 10,000 simulations.

Chemins Hoyenne E'car’c “type Freg x 100
s ' | 10 34.36
2 10 7 28.35
Fud 10 - 5 . 21.60
4 10.05 | 1 8.24
5 10 1 7,45

Appliquons le test & droite utilisé precédomment (o= 57%)

o (g O(u: 1.64) Hﬁi’iﬁﬁiﬁ"
R Ry 75 By 7 85
Py 5 P3 9.7 p2> Pz |
5 0 2 Y
Py Py | 1.99 ;”p4> Pg

O oot de, 0 N C— = e
Vil COlsele quu\)1 /\\‘ 2 / \‘ ‘7 \3 4 \5 mpligue

P1 7?2 ~>173 >P4 7P5
Le chemin 4 est légérement plus long on moyenne que les autros

mais cn raison de son faible éeart type ce n'est pas le chemin lo

i plus critique.
-8 - = = 86 =
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T-5-2
Etudions graphiquement 1'allurc du lien cntre la variaonce ct la probabi-
1lité de criticité.
Soit un graphe de 10 chemins do longueurs moyenues égales 3 20 suivant des

lois triangulaires.
Résultats de 2.000 simulations

Chemin Variance Freq x 100 Errour b 95%
I 1 0.166 - O.4—5u 1 0-'9: -
2 0.665 s 0.5
B 3.“- B .1..—‘5‘(;0&‘ o --—'2_:.3‘(.)““*- N Y |
4 2,666 ) -;.75 “():.8
--.5_.....-.. 4,166 820 1.2
6 6. R IV
7 T ‘E-.-WTETE 13.45 1.5
5 . -"IE.ED'—G "1~6 .40 1.6 1
9 135 19.90 T
10 16,006 22.25 ) ‘-_——T.—B‘"“‘ 7

Lo lion eet irés grossibromont linéaire (mais il faut tenir compte des
orrours d'estimalion qui-vont jusqu'd + 1.8). Plus précisément la
courbe osaille auteur d'uns droitc avec unc amplitude qui croit aveu la
variaacc.

Influcnce du nombre de chemins indépendants sur 1'cffot dos voriances.

Soit plusicurs graphcs formés de chemin indépendants suivint des lois nor-
nales. Chaque graphe comporte les chemins de longuours }(1% (20, T°=2);
Xz % (19 N T = '5) ot un nombre variable d'autres chemins de longucur
voisinos de 20.

X1 ot X2 &tant de moyemne voisine ¢t d'écart type différont , 1leffet '
do varisnce décrit précédemmont va apparaltics

Ftudions si lo nombre de cheming du graphe cxerce unc influcnce sur cet
cffet.

- 87 -

Yariatimde {s powanilibdeatitoald

o Ronckim A ly vatisner 3 i

wmndanie .
Zooh Siwmvigtions an WTrizagetalive

Ot e T dkimun we Freagx4e0 2 4 R

-




7-5-2
Nombn? do 2 ) Py - O N 200 P1 - P,
chemins. x 100 x 10 %430 P+ I,
3 46.2 34 12.2 35
4 24.8 20.1 4.7 20.8
5 18.6 7.7 0.3 1.68
| - e i i o e —— o ]
6 11.9 1241 -0.2 -1.66
7 7.9 10.6 2.7 -29.2
8 6.0 7.6 1.6 ~23.6
9 75 8.3 -1.0 -13,0

L'offot dos variances cst caractérisé par la valcur de 1'écart pondéré de

2, ot Py .

On gait qu'il est nul pour wn graphc de 2 chemins.

On constate qua 1'écart pondéré décroit pour devenir négatif & partir de

6 chomins. Dans ce graphe & 6 chemins, le chemin 1 est devenu moins critique
que lc chomin 2.

On constate donc que l'effet des variances qui cst nul pour 2 chomins aug-
monte avec lo nombre de chemins.

(Quolques irrégularités sont dfics du fait que les chemins ne sont pas tous
de méme paramétrce , los longuours moyennes sont de 1l'ordre de 20).

En conséquence, on nc pout comparcr la criticité de 2 chemins si on ne tiont
pas compte de la préscnce des autres chemins du graphe, méme si tous los

choming sont indépendants.

4 -3 - ITLUEHCE DES CORRCLATIONS SUR _IES PROBABILITES DE CRITICTAL.

Définition
aléatoires indépondantes, on dit que doux chemins sont corrcllés s'ils ont
dos arcs de longucur non nullc on commun.
Soit 2 chomins corrcllés de longucur X1 ot X2 .
SoitY =Y , + Y o ees +1,
- 88 ~ = .

1

Comme lcs longuctrs des arcs sont supposées tre des variablbd!

lz somme des longucurs des arcs COmauiss %

o=

T-5-3

Les deux chemins auront pour longucur X, = Z1 +Y ot X2 = Z,+Y
2
Cov (x1 » X)) = Cov (1.1 , zz) + Cov (z1 , Y) + Cov (2, , ¥) + Cov (T, Y)

=1l‘a.:x:'1('=Va.:r'Y1 +VarY2+ vee +Var ¥
. T
La covariance des longucurs de deux chemins est égale & la somme des
variances des longucurs des arcs communs.
En conséquonce, le cocfficient do corrélation de 2 chemins est toujours
positif,
L'effet de corrélation entre chemins étant trés complexe, nous l'étudicrons
sur dos cas trés simples.
Etude d'un graphe de doux chemins.,

Soit un graphe de 2 chemins de longucurs X, %(/\1 Y ) ’

7)6 )‘”2 , ]‘/) de cocfficient de corrédlation f’

S =

1’ }11 sz ona wuque po=p,=1 quols que soiont I,

: 2

Si }*1 /*2) P 2, f peuvent influencor.

Supposons dans ce cas Gj = '\T:? =3J7
Dlaprés 3 - 1

oM
ol x] - c@(_w.--.—f_z )

p, dépend donc do f T2 V 1-

sipop 127 4
R \33 ﬁ)_) A1

N
fe B bl ) N o

Par ailleurs on constate un fait qui peut paraitre paradoxal

Si Q‘“ T

s ’ )‘L1 7/“'2 plus X2 ost corrcllé avec )(1 plus b, diminuc.
ude ggagho de frois chemins do Jlongucurs moyenneg ; égales.

Les distributions des chening étant normales,

s'cxprime par

? Q—IZ’F .

~,

En conséquence, pour comparer
la eriticité de 2 chomins il faut
tenir compte do leur coefficiont do

corrélation.

les probabilites do criticitd

Poo= 1 + 1 Arcsin J
T 3w P
avece = 1 " - 2 .
PI 5—9—;:{_@" COV(1,?%)-cov(x1,X2)+cov(X3,X2)F
2 . - -
_ )
Sg —Q-1 +-\2 - 2 cov (X1,X2)
. 2
33~O‘f-+T3—2mv(X1,L)
Supposons que s \)1 :r; = (Vj =G
- 89 -
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Dans

7-5-3

L2
F1 3

L i s R
Cov (A1 'XZ) = P12\)

Q
3]
<

F

£

|

- 9320“2

1 1- Pis- P2 4 O
2 V (-P2) (- F13)
’—;_ 4*€21“F23*F31

\j’l‘fzi)(i*\oz%»)
fa = 1 A~ Pa1 -tz Puy

- 9 (A -
7 [ A - F,
Etudions des cas partic\u/licrs. ?’;i) ( f32)

¢1=(T2 =Q”3 S

=
=)
e
5 <9
|

=0
RN

tfeor cas. F:LQ:?23 :asz? /,11"—-\,
=~ X
On a le cas de figure suivant @, J—"r@
¥a, "
E1 =y = @ = 1
PasPr=Fa= L+l xX = 2
4 27 6 3

1

“.‘un graphc & 3 chemins de méme longucuri

3i les cocfficients de corrdlation des 3 chemins sont égaux, los probabi-

| lités do criticité sont égales b 1/3 .

0\‘1‘@; =(\T3 =T

ﬁz -0 {13 :€23= ¢

On a lc cas de figurc suivant

[’1=F2=%\/—1.‘F
f{5=12_(1+f)

2¢ cas

Bpo= b =1+ 1 dresinVi-f
f "\‘Tr L
: ARy 2
p3=_1_+_1__ Arcs*n1+f)
& 2w 2
Plus X1 ot X2 sont correllés moins ils sont eritiques.
Si P-—- ) Py = P = Pz = _;_ (cf cas préecddent)
si F: 1 p1 = p2 = _1_ p5 =
4

= i
| i m
-90 - e S 5§y 2o

153
(1cs cheming X1 ot X2 sont alors confondus. Lo grophe sc réduit
& 2 chomins do méme longucur).
si F = 1 por cxemple
2

Ppo= Py = 1 % _ 1 Aresufe = 0.307
4 2% 4
P3 =1 + __1_\_: Arcsin 3 = 0.385
4 2 4
Les cheming X, ot X3 ont méme longuewr (moyormos et variances égales)

pourtant p3 P - L'effet de la corrélation cst done mis con évidence.
En général, si on comparc la criticité do 2 chemins il faut tenir compte

dos corrélations que chacun des 2 chemins pout avoir avec d'autres chomins.

T, =05 = = ("
%o cas. { 1 2 "3 V\@\
PA(E?{-O)&&#U/%—'Q:Q 4 /VC:J

On a lc cas de figure suivant

Pr=g At fe
(1ﬁﬁ12)(4_ﬁf’5) XT = (1139274)
Po=1 4-fig+Pss B =13,
2 VZ?E—% Xy = (t,2,4)

O
i}
A
1
v
o>
4
o
(Q




g -5-3
Pour toutFG[ 0,1] on a toujours 2, é Dy, = p3 , bicn que X1 s0it
de méme longucur (mdme moyonme, méme variance) que X2 ct XS’
On remarque que X2 et X3 ont méme probabilité de criticité, car ieci ils
sont 1ids au méme chomin ot les coofficicnts de corrélation somt dgaux.
4 » S = I, =T 3, QA
S A RIS T RN PR ATS
C. cas dérive au.Z <.
)i_ ‘3'42 - Py Ty
o i ) A
VIS - 2P0 0 ) (@547

':vz’L. = FqiqL

TN X 4

P,.

C VR ) )

CT;_ + ?U’l T
fs =

2, .2 2
%G; +‘:FL) 27,
J%.

Si()\1 dovient trés grand devant >

£ — -£ \D'ﬁ‘%i

=35 = ==

P 'cs Vo
Bore by 51 .Dy 5l - 1 Aresnf .p, 1 4+ 1 Arcsy D
1 >2 -/ 2>¢ 2Ty VZ- =y 27 V?

SiX o, Xy, X3 sont de méme longucur moyennc ¢2 = G; O trés

grand devant {3~ 2 , alors plus X1 ot X2 sont corrcllés plus la criticité
de X2
En offet

le:Q pz:p3=_11‘:

ost petite devant celle de K_j .

si P= 1 Bl B =3

A écarts typoes constants on pourrait aussi rendre la longucur meyemne de

X1 beaucoup plus grande que celle de X2 ct on constaterait que X2 ost

beaucoup moins critique que X3 bien qu'ils soient de mémes longucurs.

Nous appellerons ce phénoméne cffet de Shunt.

Si 2 chemins X1 ct X3 sont de mémes longucurs, si X2 est correllé avoc

un chomin plus critiquo que lui, alors p2< Pg
-92 -

—— -ﬂ&‘&'l;-o

Tembod-

81 X2 -ct X.J sont 2 chemins de méme longucur sindépendants

v 753 (4)
Si reprenent les hypothéses du de cas nous supposons au contrairc (.T]
trés potit devantQ, , alors

ey s A —_— A
fa™° T w BT E
A-—i “—__3. -—"‘—’—5«-
Pa Ny Pa 2 =2 P3 7 2

L'effet de shunt ne Joue plus dans cc cas, car X1 ost beaucoup moins
critique que X2 s
Repronant les résultats du 2o cas nous pouvons conclure ¢ .
, si X, est
.corrollé 4 un chomin X1 “alors P2 é }:’)3 . -
COnCLUSION,
Que peut-on induire des études particulidres faites précédemment pour lo
cas général ?
51 on veut comparer la criticité de 2 chowing il faut tenir compte dos fac-
tours suivants C
- longucurs moycn.nes,
- variances,
- corrélation cntre les 2 cheming,
- corrélation avee d'autres chemins,
~ présence des autres chemins.
C'est 1la combinaison de tous ces facteurs qui fait qu'un chemin cst plus
critiquo (ou plus long) gqu'ur autre.
Deux chemins de longucurs royennes égales ne sont pas de criticitéd égale &
priori (il faut tenir compte de 1'effet des variances ot des corrélations).
Deux cherins de méme longucur (moycn.nes ct variances égales) ne sont vas de
criticité égale & priori.
Si nous remplagons lcs autros choming Par leur maxinum nous déduisons do 1!
étudo d'un graphe a trois chomins des résultats valables pour un graphc quel-
conque 3
+ 31 deux chemins de méme longucur (moycnnes of varisnces égales) correllds
ou non sont indépendants dos autrcs choming, ile ‘sent deo criticitd Egalos.
+ Si doux chemins X1 et X2 sont de méme lo.ng-uo_ur, non corrollés, si
X, cst correllé avec un chemin X5 plus criéique que lui alors pzé Py
+ 8i deux chemins correllds ou non, indépendants des autres chemins sont d!
éecarts type; différents, lc plus critique est celui qui = lo plus grand decurl

type. -
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- - T=5-4

Autre remarque ¢

+ Dans un graphe dormé, la criticité des chemins n'est pas une fonction
croissante de lour cocfficient de corrélation avec lc chemin le plus
critique.
Excmple : Soit un graphe 99-10 dont on a fait une simuletion de 4.000

réalisations on lois triangulaircs.

gy [l ekl @ | fus 100
1 o 17,64 1 87.6
2 2.6'6 20.48 0.898 8.8
3 433 18.7 0.835 3.5
4 4,66 18.3 0.914 0.1
5 4.66 17.48 0.97 o

On remarque que le chomin 5 est le chemin le plus correllé avec le chomin
1 , pourtant sa probabilité de criticité ost nulle. 11 est Smnté par lo
chemin 1 car sa longueur moycnne cst inféricure de 4.66 .

Existc $'il des tests pratiques pour comparcr la criticité dc 2 chemins ?
On pourrait comparcr les 2 chemins sans tonir compte des autres chomins cf
dire

Si 2 chemins X, ot X, sont de longucurs différentes, corrclléey ou non,

1 2
s'ils gont indépendants des autres chomins, alors ¢

Pr]_x17x2} > Pr L x27x1] ::> P 7 P2
Coci est faux.
Soif un grophe dc 10 chemins distribués suivant des lois normales indépen—

Gantes. Comparons deux d'entre cux

moycnne Bcart type 100 \3]-
X 1 20.8 1 il
X2 19 3 8.%

3 ' P = L
Comme )A1 7 )12 : P‘{ [X1 4 le > P‘([X27 X1] (d'aprés 3 - 1).
Pourtant PZ Vs P‘l « On constate que bion que les 2 chemins soient indépon-
dants des autres, on ne pout les considérer isclément.
Considérés isolément, l'effct des variances ne joue pas, alors que la pré-

sence des aubres chemins le fait entrer cn jou.

Pour comparcr la criticité de doux chemins, on calculera d'abord l';. ifs-
tribution du maximum des longucurs des autres clicmins. Ayant oinsi ramoné
1o graphc & 3 chenins on appliquera la formule ~wue cn 3 - 2 . Le procddd
est on général inapplicablo.

51 un chemin cst beaucoup plus critique que les autres, alors sa longucur
est voisine du maximum des longucurs des aubres chemins ot lo graphc sc
raméne & ce chomin ot sux deux chemins & comparer.

En conclusion, nous ne savons pas calculer los probsbilités de criticité de
fagon stricte. Nous verrons plus loin comment on peut les calculer de

fagon approchée.

I1 cst wn cas olt nous pouvons dés maintenant los caleulor do fagon approchée,
c'est lc cas ol un chemin cst beaucoup plus critique quo les autres, éven-
tualité qui se recomaft par 1'oxamen dos longucurs moyemnes ct des varian-
ces. Dans ce cas on peut remplacer 1o maximm des longucurs des chemins par
la longucur de ce chemin et ramener lo graphe & 2 ou 3 chemins dont nous
savons calculer la criticité. '

Cc cas est 1o cas du chomin suffisamment plus iong cnvisagé par la méthode
PERT.

Lxcmple d'étude de la criticité.

Les remarques précédents pormettont d'avoir une idée grossigre de la criti-~
cité,

Soit un graphe 48 - 0 dont les longuours des arcs suivent des lois triangu-
laires. On considére le fuscau de marge 8 (cf 10 ~2-1)

Los caractéristiques du graphe sont indiquées en anncxe.

Los 5 chemins ¢n moyennc los plus longs sont @

chenin ) 6 H 8 4 ’ 7

moyonne 72 70. 666 70.665 70.3%% j 70.%5%

variance | 7.555 2.677 8.111 7.499 ‘ 8.611

Les longueurs de ces chcmilns sont asscz voisincs

sasAig = LR M) A =01 N =057
sup (07, T ;) o L4

{on convient de dire ’cf 8~3 .2 i quo 2 chemins sont de longucurs voisines
si 445 Lous) '
L'effot de variance va done jouer.

Bi on nc tiont pas compte des corrélations, on a cn gros

\3_6 >Ps > Ps> P1y Pa

—o




7ty (7-6)
I1 est en offct prévisible que le chemin ‘P.. critique scra le plus crifique
car, A @ = 0,47 est proche de 0,5 -
Exoninons les corrélations @
P68 = 0,14 ost potit 6 n'cst pas shunté par 8 -
PGE = 0,78 est asscz grard 5 cst shuiké per 6 , ce qui confirme
Pg 7 Ps
P

0,82 est asscz grand 7 cot shumé par 8 co qui atténuc 1'cfict

i

dc lo grande variance de 7 . Cela confirme p?<t3r e
A &
? 46 = 0,69 & cst shunté légdrement por 6 -
Co classcmont par probabilité der criticité déeroissantc corrcspond & la
réalité (cf amnexc). Mois 1'exomen que l'ont vient de faire ost trés appro-
ximatif.
T - 6~ CRITICITE DES _ARCS.

Lo notion do criticité des arcs cst plus importante en pratique que celle

dos chemins. Primo parce que le ealecul des longueurs moyennes ct des
variances des chemins ost fastidicux, sccundo parce que la notion de

chemin critique ne correapond & rion de concret alors qu'umc téche de forte
criticité roprésente pour le responsable des travaux unc tiche & surveiller
avec attention.

On a vu précédenment que la criticité des arcs se déduit do celles des cho-

nins, la probabilité de criticité d'un arc étant la somme dos probabilités

do criticité des chemins qui cmpruntent cct arc.

A la notion de lenguour d'un chemin correspond lo noti_-on de marge d'un arc.
Définiton Lo marge d'un 1 arc_(dans lo moddle aléatoirc) cst la différence
entre la longucur moycnne du chemin P critique ¢t la longucur moycnne du
chemin  on moyennc le plus long qui emprunte cet are.

Cotte marge sc détermine facilement : c'est la marge totale de 1l'arc dans
le graphe détermiriste ol les durées sont les durées moycrnes.

On utilise fréquemment cette marge comme indicateur do criticité.

En offct, si le chemin P- critique passe par wn arc, la marge de cet arc
ecst nulle, on dit on langage PERT que 1l'arc cst critique.

De 12 cortains déduiscnt quo plus la marge d'un arc ost petite, plus colud
ci est crifique.

Examinons si c'est vrai

La sinulation nous permet d'étudier la variation des probabilités de criti-
cité des arcs en fonction de leur marge totale.

—96—

T~6

Soit le grophe suivant dont on fait ...000 simmlations on lois normales.

[T

Are Hoyenne Vemtiahico Harge totale | TFréquence de
HOYCING. criticité
e % 100
| ﬁ 10 1 0.1 7.8
B 10 1 0 28,2
(0] 10,1 1 0 28,2
D 10 1 0.1 3
E
| 10 1 0.1 13,8
¥ 10 1 0.1 14,7
G 10 1 0.1 14,2
H 10 1
! .‘.(‘3_11 ) 14.75

Dans cot cxemple, le chemin critique au scns PERT cst formé des ares B
ct C.

linis llare A qui est do marge non mulle est de eriticitd supériourc
a4 Bet C.

Clest a4l aw fait quc plusicurs cheming faiblomont critiques cupruntent
l'Arc A.

La probabilité de criticité n'sst done pas une fonction décroissante de la
Arge.

Elle ne pouvait 1'étre pour wnc autre roison : comme la probabilité de

criticité d'un chemin n'cst pas unc fonetion croissante deo la longuour
noyenne de ce chcmin)

Lo probabilité de criticité d'un arc n'est pas unc fonction décroissanteo

de_sa marge.
(Cela découlo do la définition do 1a norgo)

- g7 -




7-6
Dans cos conditions, quollc information pouveant apporter les margesq.
----- L'étude de la distribution de la probabilité de criticité des arcs cn
fonction do lour marge, faite sur plusicurs graphcs, donne les résultats
suivants (cf graphiques ci~joints).
- si le morge ost nulle les probabilités de criticité cst grande on général,
mais elle peut varicr entre 0.07 ot 0.958, cc qui cst considérable.
- pour les graphes que nous avons étudids , si la marge est supéricurc a
1'éeart type du chemin [2 —critique, la probabilité de criticité cst mulle

ou voisine de zéro.

A partir de ces cxpéricncos nous peuvons dire que @
si un arc & unc marge nulle sa criticité cst non négligeable,
si un arc a unc marge supéricurc 4 1l'écart type du chemin P_eritique,
sa eriticité cst négligeablo.

La marge cst donc un indicatcur trés grossier de la criticité des arcs.
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CHAPITRE VIII

ETUDE DE LA DISTRIBUTION DE HMAX (x1 » &y ,...,xn)

Hax (X1 ’ Xz ) ses Xn) est la distribution de la longueur {ou durde)
totale du projet. L'étude suivante est aussi valable pour la distribution
d'une étape X; quelcongue, les cheming X1 B X2 s MG Kn envisagds étant
les chemins joignant 1'entrée & Xi.

8 ~ 1 — CONDITIONS D'APPLICATION DE LA METHODE PERT.
L'approximation PERT consiste & faire les trois hypothéses suivantes :

1) Les longueurs des arcs sont indépendantes,

2) I1 existe un chemin suffisamment long de fagon que la probabilité de
criticité des autres chemins soit négligeable,

3) Ce chemin comporte assez d'arcs pour que sa longueur soit normalement
distribude.

Alors les courbes de densité des longueurs des chemins sont disposés ainsi :

Je

~J L/\JU

Soit X la longueur du chemin "presque toujours eritique” ,

D'apres les hypoth¥ses 1 et 3 X, suit wne loi normale.
Max (%, , Xz, ere } K ) est peu différent de X o
Done Max (X, XQ, e Kn
E lnax )2 E X
= 1,80 N
Var | lax X |~ VarX
'- i = 1...§:J v ¢

Ce sont bien les affirmations de la méthode PERT relatives & la distribution

) est voisin d'une 101 normale et

de la longueur totale du projet.
Ces hypoth®ses ne sont souvent pas vérifides, étudions,
a) Dans quel cas peut-on accepter les résultats du PRRT ©
b) Sinon quelles sont les erreurs que 1'on commet en appliquant le FERT.
8 - 2 -~ TESTS DL _ NORIALITE.
8 -2-1 - ST DU X2,
On teste si 1'échantillon de Max (® : By 5.0 X ) est extrait d'une loi
=99 < -




| 82l (2) 8-2-2 (3-I)

normale X dont la moyenne et la variance sont estimées & partir de 1' 31 K 1 < o] )
échantillon. ST /
Soit M la taille de 1'échantillon. 4 S )

On le partage en r clasges. Soitb ki le nombre de valeurs de 1'échantillon '

On définit également un coefficient d'spplatissement 5 = ) J"& -3
qui fait intervenir le 4e moment centré . G/ 4

Pour une loi normale 3’2 =0 (de méme que pour §’ 1 la conditiéu X s = 0

contenues dans la classe i et Py la probebilité pour que X soit dans

cette classe.
Alors si 1'échantillon est bien extrait de la loi % la variable
a _ » L o pi)2 st -xz'é @3 deérés do n'est pas suffisante pour conclure & la normalité.)

5 . s .

i si ¥ 5 > 0 au voisinage de son mode la courbe de densité est plus haute

ot plus effilée que celle de la loi normale.
5DST DE NOWIALITE
Hypotheése : Le n. échantillon est extrait d'une loi normale.

i=1 n pi
liverté (cf [14] p 426). .
Soit wn seuil de probabilité o , soit X 2 tel que pr, D(Z > ‘/(02_\
: o

Iy -4
Si 6\ <X02‘ 1'hypothese est acceptée jusqu'd plus ample information, les quantités g = i 3 g &, - My, -3
:Si & > X°2 1'h3.rpothése estﬂreje’cée. . m, 3/2 m22
La fonction de répartition F de liax &:1 » eets X‘n) n'étant pas comnue,, (O%les ) (P_ _ asyItb Eiguigent )
on ne peut déterminer la puissance du test, D = Jr; & ; (xi ~ %) )sont . ¢ normales (cf [14_’ p 366)

5

Quand la taille n de 1'échantillon tend vers 1'infini.F, tend vers T.
© 1 et ona ( cf L14] p 36)

‘Comme on fait un test sur 1'écart entre F_ ot la fonction de répartition
n E (g) = o B (g) = - _6

i X 1 t t idérer le test entre T -
de la loiX , plus n est grand, plus on peut considérer le test entre I Var (g1) - ¢ L) a1

et oime un test entre-T ot &
= s (1) (3) Var (g)) = 24n (a2) (n-3)

8 ~ 2 - 2 - TESTS DR STMETRIE ET D'APPLATISSHENT. - .
Toute distribution symétrique & ses moments centrés d'ordre impair nuls. L. mH) (n43) (n+5)
Choisissons le seuil de probabilité & = 5% . Supposons n assez grand

( 1> 100 par exemple)

Tout moment d'ordre impair peut donc &tre utilisé comme mesure de la disy-
métrie. Le plug simple est /U. 3+ On considdre plutdt le rapport ?f1 =3 - Ve o
. L, ) 3”3 S1igy| <{1.96 \'Var g ot {gg - 6.1 < 1,96 "/ Var g
qui est homogine de degré o par rapport & l'unité de la variable. On 1 = 2

' alors 1'hypothése est acceptée jusqu'z plus ample information.

appelle coefficient de disymétrie.
A Si non elle est rejetde.

La condition K‘I = o est une condition nécessaire pour que la distribution
(Rappelons que ce test n'est pas suffisant powr conclure & la nomalité do

so0it symétrique. Elle n'est pas suffisante car elle ne fait pas intervenir
la popula’cion).

les noments 511‘_ ge;'drg impair et supérieursd 3.
co
8 ~ 3 ~ HYPOTHESE D'EXTSTENCE D'UN CIHEIIN PRESQUE TOUJOURS CRITIQUE. 8 = 3 — 1.

Si X—1 > o la densité de la variable & 1'allure suivante :
Onavu (cf 7 - 4) qu'en général il n'existait pas de chemin toujours critique.

P o i e . s
résultats du PERT sont done faux. Mais 11 faudrait préciser cc que l'on

t Poy eee s Pn

/o
/ \ ) entend par presque towjours critique : autrement dit si D,
/ \.\\\ sont les probabilités de criticité des n chenins, & partir de quelle valeur

- de Hax ) Dy 1'approximation PERT est-elle valable ?
i=1,2,.., n '

- I00 -
- I0I -




8-3-2-

83
On dire qu'elle cst valable si l'errcur gu'elle implique est inféricurc aux

orreurs commises par ailleurs (en particulier dans 1'estimation de la durée

des téchos).
ETUDE DE L'APPROXIMATION PERT SUIVAUT LES VALEURS DE Iiaxi pi

Vérifions sur dos excmples simples 1'hypothésc suivante

Plus Il[ix By ost grand, meillcurc est l'approximation PERT.

19 Fxemple : Etude de graphes de n =1, 2,...,10, chemins indépendants de
néme longucur JC (=10 , T =1 .41 ). La probabilité do criticité

d"m chomin est donc 1/n.
On a fait une simulation de 1000 réalisations pour chaque graphe. L'étude des
résultats confirme 1'hypotheése : les crrcurs relatives sur la moyennc ct la
veriance décroissent quand Ilaxi py ¢roit. De plus on constate que la moyenne
PERT est cn général sous cstimée, la variance surestimée (ellc cst parfois
mulbipliée par 2). Lo test duzz accopte 1'hypothese de normalité jusque
n =8, la rejette au dela.
Fn fait ce test a pou de valeur car 1'échantillon cst de taille trop réduite.
2° Excuple : Btude d'un graphe de 2 chemins indépendants de méme longucur
JE (eo=10, 0" =1.41 ). 0n & construit un échantillon de taille 10000.
Etudions la nomalité de llax @:1,x_2). ;
On sc donne un scuil de probabilitéexX- = 0.05. -
Lo tost dé XOLHOGOROV SIIIRHOV cP 0 7 domne :
P [ VZm ~ D (mn) < 1.36-! =0.95

n

m+n
-~ el
m = 10000
pou® [ VE00 D (10000) < 1.36] = 0.95
P [p (10000) <0.0096 = 0.95

Soit d 1la distance (au scns de la convérgence unifomo) de la fonction de
répartition de 1'échantillon oxtrait de Max (X.1 o Xz) ct de la loi normale dc
néme variance ot de méme édcart type.

La simulation cstime la moyome o = 10.778‘_J: 0.022 ¢t la variance

q 2 = 1,353 ¥ 0.036 au taux de confiance do 95%.

Si @ & C.CO0E on peut cemsidérer cxacte 1'hynothdse de nomolitd de lax

Q{,1 X 2) sinon on la rcjette.

La comparaison des 2 courbes montrc que d = 0.0124 -

Hax (X_'1 v XZ) n'est donc pas unc variable normalc. Ceci est confirmé par le
hed

tost duX” . Auw sowil o{ = 0,05 pour 16 dogrés de Ifbertd 'XE = 26,296 cn

trowe & =145,983 > 26,296.
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. 8=3=2
Ly ja r 1 & g
Tout laisse penser que dans le ler excmple ci-dessus dés que Ha.xi p; \<O. 5

CJest de Nocwmalite de Mox(X &) la nomalité de liax (X, , X,) est rojoter.

H
i b
Y dX - »&(AO,"’, HJ‘) _ Btudions ce qui se passe dans wi grapho simple ol O . 5\( liax, p; \< 1.
L ¢ 5% Exemple : Etude d'un graphe de 2 cheming de longucurs normales de moyennc
m"&m = 40.33¢ distinetes. )
s ce i) ormi i to-
deanl ['\I[z!.‘ A, 154 Dans ce cas nous pouvons par lc calcul de CLARK cf (9.1) déterminer strite
v ment los moments de Hax (X1 ’ Xz) ,
On calculera en particulier les coefficients d'asym®trie ot d'applatisscmont.
{ (4
Soit x, = %(0,1) y Xy, =Y (/"‘, a ), f lour cocfficiont do
i corrélation. ’
=~ = %(1&’7‘7? ) 4_45"') A G ot ¢ constant Hax ({91 . ﬁ?) cst une fonction croissantc de Mo

son expression cst domnnée dans 4 - 3 -~ 1.

o

— ¥ x(x,{x,/) |

On fait 3 caleuls pour des valeurs de r ot do T aifférentes.

cf lc tableau ci-joint :

SIGIA = 1.000 COEF DE CORREL =  0.000

B U PROB BSP STGH L ¥
0 .5000 5641 .8256 1369 L0617
0.5 L6331 8490 8368 517 .0682
1 7602 1.1996 .8720 1740 .0539
1.5 .8555 1.6048 .9120 L1672 L0017
2 L9213 2.0502 .9470 1326 . .0495
2.5 L9614 2.5218 .9720 0884 - .0699
S ir 3 .9830 3.0086 . 9869 .0504 -.0612
3.5 .9933 3.5030 .9946 .0248 -.0404
4 . .9976 4,0009 .9980 L0105 ..0215
4.5 .9992 4,5002 9993 .0038 ~.0094
5 .9997 5.0000 9998 .0012 - 0035
5.5 .9999 5.5000 9999 .000% <0011
& .9999 6.0000 9999 0.0000 =, 0003
6.5 9999 6.5000 .9999 0.0000 0.0000
7 <9999 7.0000 .9999 0.0000 0.0000
7.5 .9999 7.5000 9999 0.0000 0.0000
- 8 9999 8.0000 .9999 0.0000 0.0000
‘ 8.5 .0000 8.5000 9999 0.0000 0.0000
—— - 9 .0000 9.0000 19999 0.0000 0.0000
9.5 0000 9.5000 9999 0.0000 0.0000
10 9999 9.9999 1.0000 0.0000 L0005
= 104 p

) }
480 41,40 43,90
t Y




SIGA = 1.000 COEF DE CORREL = .500 832 L
T m————— ] - 8-3-2
WU PROB ESP SIGH ¢ Kz &) BIUDE DB L4 HOYENME Max (K-,' : xz) (B s p). ’
0 . .5000 23989 9169 L0353 L0101 ’ Son estimation par la méthode PERT ést /~'~ (1 U) dans les 3 cas.
0.5 6914 6977 .92 e 01 . o
1 8413 1.0833 25% ) 8;:2 _02)22 C'est toujours unc sous = estimation. L'errcur de l'approximation PERT cst
1.5 L9331 1.5293 9773 L0401 _.0131 une fonction décroissante de iax (p1 s p2)
[4 9772 2.0084 9914 0214 _.0160 5
ETUDE DE L'I TYFE ;
§-5 .9932 2.5020 .9974 .0082 -.0096 ) E L'DCART TYEL DE lax (X, , X,) ( sIoH)
.998 3.0003 3 .002 -.0036 s : m 2
5.5 3907 %5000 gggg .OOOZ _’0089 Son estimation PERT vaut { dans los 3 cas. Il est toujours surcstimé par PORT
i .9999 4.0000 9999 0.0000 0001 L'errcur de 1'approximation PERT ost une fonction ddoroissante de Max (p,l . Pz)'
9 .9999 4.5000 +9999 0.0000 0.0000 g N ¥ 1
5 .9999 5.0000 .999‘3 0.0000 ke I1y a unc cxcoption dans le 3eme cas pour P=0 ot j": 0.5 . Ies 2 chonins
5.5 <9999 5.5000 9999 0.0000 0.0000 sont de criticité égale ou voisine, la méthode FURT ne les distinguora pas cb
& 1.0000 6.00C0 .999% 0.0000 0.0000 nd . s
6.5 10000 6.5000 ‘3900 S L0u 05000 prendra soit le valeur 1, soit 0.6 pour 1'écart type. A la lumidre de 1'étude
7 .8999 6.9999 1.0000 0.0000 0.0000 de "l'cffet de variance" cof 4.5.2. on fait la convention suivante :
7.5 -9999 7.4999 1.0000 0.0000 .0005 Quand dans : : .
8 -9999 7.9999 1.0000 o002 20019 un graphe, il y a plusicurs chemins de longueur moycmne voisine, le
8.5 19999 8.4999 1.0000 -.0004 L0036 chenin eritique au sens PERT (chemin P .cr.i.tiémc) cst celui qui a le plus
9 -9999 8.9999 1.0000 —-.0002 .0018 grand édcart type .
9.5 1.0000 9.5000 -9999 .0013 - 0131 ’
10 1.0000 10.0000 .9997 L0054 _.0549 | ) On voit gu'ici il faut entendre par longuours voisines, deux longucurs tcllos
que :
PP ey - PTG o A et . =
I P b pamcedy 0 ,) -4 o
SIGMA = .600 COEF DE CORREL = 0.000 g
o o . Hoyermant cette convention le PIRT surcstime toujours 1'écart type de liax
Hy PROB ISP SIGH ¥ LA ' & %) 2
K c) BIUDE DU CORFFICIENT D'ASYHETRIE (_5 1) -
¢ 5000 4632 6808 4699 5812 il = Tt _
6.5 6659 157 “6155 ol iy . I1 est positif dans les 3 cas, la courbe de densité do Hax (x1 + xz) ‘présente
: . .8044 1.1265° .5853 1398 .1688 ; "une longue queuc” du cfté droit.
5 .9008 1.5546 5817 L0650 .025 ! .
5 9568 2. 0305 s ‘0339 _.‘0183 . On remarque dans les 2 premiers cas que X 4 me déeroit pas toujours quand liax
3-5 ggzg : 2-8866 .5945 L0213 ..0151 | (131 ’ PZ) croit. Ceci infirme 1'hypothdsc vérifide jusqu'ici. Elle n'est vraic
3 . 3.0018 L5980 .0097 -.0104 s (s N
3.5 "5086 %5004 004 " 0035 -.OOSg que si llax (P1 , p2) est supéricur & 0.76 dans le premicr cas, 0.84 dans lc
i : .gggg 1(;888 ggzg ggég -ggé Z . : second, 0.50 dans 1o 3bme. Ainsi on pourrait croire que lo cas oh on cst lo
5 1599 50000 .:5999 O:OOOO :0001 plus éloigné de la loi normale est cclui ol los 2 chemins sont do longuour
5.5 29999 5.5000 15999 0.0000 0.0000 moycrmc  égale . Or on constate, dans 1o ler cas :
3 . . Cl S par czenple po = 1
6 9999 6.0000 5999 0.0000 0.0000 c'est & dire Hax ( ) O’ 5 . s ? o /)’
6.5 .9999 6.5000 ° 15999 0.0000 0..0000 Py » Py) =0.76 la disymétric cst plus grande que lorsque
i 14000 7.0000 .5999 0.0000 — 0001 liax (p , py) = 0.5
. 4 : 7.5000 .5999 0.0000 ~.0003 i o ad N
8 "9999 7-9999 g B 232? | Por aillours dans 1o cas ot f = 0.5, la distribution do llax (X1 s L,) ost
8.5 29995 8.1999 6000 _.0002 L0037 beaucoup plus symétrique que dans les cas on r = 0
9 9999 8.9999 L6000 -.0009 .0151 d) BTUDE D T
9.5 19999 9.4999 o N B TUDE DU COEFFICIENT D!APPLATISSEFINIT.
10 9999 9.9999 L6000 . .00%3 L0561 De mbme que pour le coofficicnt d'asymétrioc, lc coefficicent d'applatisscment
Demarquo ¢ Dans ces trois cxemples la perturbation qui appardftsur los n'est pas wne fonction décroissanto do liax (1‘11 , p2)
résultats quand Ii U s'approche de 10 est due aux crreurs dc chutc. 11 ost tantdt négatif, tantsdt positif.

= 051 1=
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8-3-3

Dans lc fcr cas, on cst aussi éloigné de la normalité pour lax (p1 g p2)=@,50 ,

8-3-2 (3)

que pour liax (p1 5 pz) = 0,96

¢) Rechorcho dfun scuil au dela duquel 1'approximation PERT cst valoble.
Déterminons sur les 3 cxomplaires précédents le scuil & el quo si llax

(p1 . p2) M s, alors 1l'crreur absolue commisc par 1'approximntion PERT sur

un moment est inféricure & 0,1 .

EXEMNPLES SEUILS
Inscnble
R BT i Bl R =
0 |0 [ |oss | os | 0w
| o5 [ ome |om | om | om
o5 | o | ow Jom | ow | ow

On remarque que pour chaque moment ce scuil dépend de f ot de T . Onne pout
done déterminer pour tous les graphes un scuil au dela duguel 1'approximation
PERT est valable.

NFLUBICE DE T4 CORRGLATTON DBS CHIFILIS SUR L'APPROKTMATION PERT. x
Reprenons 1'exemple précédent d'un graphe de 2 chenins de néme loi Q}%Z(O,1)
de cocfficient de corrélation f

Quand () croit de 0 & 1, Ilax (P‘I 5 p2) reste constant,

L'errcur de 1'approximation PERT sur la moyenne et 1'écart type décroit ot
tend vers O. 6'1 ct 6 > décroissent et tendont vers zéro on rostant posim
tifs, Done

Dans wn graphe 3 2 chenins de méme longucur, plus f cst grand, moilleurc cof

1'approximation FERT.

RO

0.00
.05
.10
15
.20
25
.30
.35
.40
45
.50
.55
.60
.65
.70
.15
.80
.85
.90
.95

1.00

.PROB

-5000
.5000
.5000
+5000
+5000
5000
<5000
5000
.5000
5000
-5000
5000
<5000
<5000
5000
.5000
<5000
.5000
5000
+5000
5000

ESP

5641
. 45499
.5352
.5201
.5046
.4886
. 4720
4548
4370
.4184
.3989
5784
.3568
3337
.3090
.2820
.2523
.2185
1784
L1261
0.0000

SIGH

.8256
.8352
8447
8540
8655
.8725
.8815
.8905
8994
.9082
9169
L9256
L9341
.9426
<9510
9593
.9676
-9758
. 9839
.9920
1.0000

¥

1369
1224
L1091
0969
. 0857
L0753
0658
-0571
0492
0419
L0353
L0293
.0239
.0190
L0147
L0109
.0076
L0048
.0025
.0008
0.0000

8-3-3 (4)

&

0617
05352
L0456
0389
.0330
.0278
0252
L0192
0157
0127
0101
L0079
.0060
0044
0031
.0021
L0013
L0007
.0005
0.0000
0.0000

8- 4 HNELWENCE DR L'ECART TYPE DES CHFMTHS SUR I'APPROKIMATION _PRT.

Reprenon lc méme cxemple d'un graphe de 2 chemins de lois o?ﬁ (0,1) ot
g%ﬂ (0 ,& ) indépendantes

[

[
Q‘, /ﬁL Hax ﬂ”’ Max ! 6r1 ) ES'Z
o .'5'_""'068 i _—0.5954- - 1.418 *~-~2~.—;—-~---
0.4 0.4297 | 0.6288 ) "“‘()"925 1.29 o
RN AR
0.8 0.5109 0. 7477 0.209 o.;% ..... ]
SP IO I B A

N \ e
Quand qd——v 1 1'crreur de l'approximation PERT sur ,f llax augmento.

= To =




8-3-5-

8-3-4 (5)
In effet dens un graphe de 2 chemins indépendants de longueur moyenne égale,

d'aprés les formules de CLARK (cf 9~1-1)

'ﬁnax —}J+ 2r \/ﬁ +(l-22 101/-'-0 @"—1% nd

Tonc plus les écarts types des 2 chemins sont grands plus l’erreur sur la
moyenne de Max est grande.

D'aprés la convention précédente (of 8 - 3 — 2) 1'estimation PERT de 1'écart
tyove est 1.

Quaid § —2 1 1'erreur PERT sur:q—nﬂ_K diminue.

Tn effet, dans un graphe de 2 chemins indépendants de longueur moyemne égale.

2 2 2
2 o1 - 1
Crtex (2 2T ) T Qo
Si H\r? >62 , V'erreur BERT est

Tiax "G = <_%_§T>(6‘2 ' Kl a2 )( 2)

Cette quantité est négative. le P}:.RI' fait une surestimation.
Quand (2 __%‘“ 1 elle dininue en valeur absolue.

Quand u f auguente, q2 restant fixze \r Tiax V12 augmente en valeur

absolue.

2{1 ot ‘6'2 décroissent sans foutefois s'ammuller quand 1
Donc we gpephe dans un graphe de deux chemins indépendants de mfme longueur
moyenne, l'errecur PERT sur la moyenne de lax est une fonction croissanie de
la somme des variances. Plus leos variances sont voisines, plus 1l'errcur sur
1técart type de IHax diminue, plus la normalisation s'amdliore.
GEITRALISATION DES RESULTATS.

Le moyenne de Hax (X 1, X2, voiy Xn) est tovjours sous estimée par PERT.

Soit X,' ] X2 pone Xn les longueurs des chemins du graphe.
La méthode PERT prend pour moyenne de Max (X
liex B (X,)-

Hontrons que E llax (X1 M STep— Xn)

1 Ky aees Xn)

Hax B (%) , B (%,),e00, B (X)

Tn effct par de_?‘ Hax X, ) X.
2y Mg 3

Done X,j = Ilaf Xi u‘arj )d—a. ol '»\L"j est une- variable aldatoire posi-
tive.

i = X T Y SR (™ R T

I:(Xj) B (isx %) E ( Cj) BT )

Donc E (XJ) é i (mx X,) ¥

rgign

On a 1‘egallte dans les conditions d'application du PERT, c'est &

= lex LD(X\Jé E[Hax);i] _ N
1£'Sn

dire quand
on a un chenin suffisemment plus long que les autres.

Done la méthode PERT mous donne en général la moyemnc de la_durde totale.

4 défaut d'autres vérifications strictes, on va tester les hypothéses for-

milées précédemnent sur des graphes quelconques en comparant les résultats
du PERT avec ceux de la simulation.

- II0 -




i 8-3-6 (7)
8 -3 -6 - STUDE_DE GRAPHES QUELCONQUES.
a) Estimgtion de ls movonno. _
L'orrcur de 1'approximation PERT ost particulidroment grande (de L'ordre

de 40%) dans 2 cas

- los variances des chemins les plus eritiques n'ont pas le mdme ordre
de grandour (cf graphe 3 - 2 ot 5 - 2)

~ Les chemins los plus eritiques cont pew correllés (ef graphe 8 - 4 ct
10 - 2). .

En dchors de ces cas 1'errowr no dépasso pas %5 ot clle st d'autant plus

petite que H;iv.z Pi est voisine do 1 . (cf graphe 99 - 40)

b) Estimation do la varianmce :

I'approxination PORT surcstime la variance dans tous les cas rencontrés.,
- L'orrour cst trés grande (jusqu'd 200 ¢) dans 2 cas
— Quand les variances des chonmins trés critiques n'ont pas lc méme ordre
do grandeur. cf graphe (3 - 2) ot (5 - 2)
- Quand les chemins los plus critiques sont peu correllés (ef graphe
(10 - 2) ol ils sont indépendants).
T dehors de ces cas l'errcur cst d'autant plus petite que I‘.gx Pi ost
grand. (cf 99-40)
c) Normalisation :
Le cocfficiont d'asyméiric n'est pas toujours positif
(3 -2), (8 - 4). Dans cos cxemples, la Tonction de répartition de 1!

cf graphes (~5 - 4)

échantillon cst au~dessus de la fonction de répartition de la loi normale
de mme moycane ot méme écart type.
Dans les graphos ol les chomins trés critiques sont trés correllés on
pout considérer la distribution de Hax (X1 ] X2 ,...,Xn) comme normale.
(cf graphe (97 - 40)
Dans le cas ou ils sont peu correllés la distribution n'est pas mormalc.
of (48 - 40) , (8 - 4).

8 - 3 ~ 7 - CONCLUSION,
11 n'est pas possible de déterminer un scuil Po tel que si
Hax P i >Po 1'approximation PERT soit valable.
Fn offct 1l'errcur commisc dans 1'approximation PERT dépend égalcment des
corrélations et dos variances des chemins les plus critiques.
Les hypotheses sur les crreurs de l'approximation PERT de lNax (X1 ;

X,

5 v Xn) vérifides dans toutcs nos expériences sont les suivantes :

- III -
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8-3-7 ; 8-4-I

1) Dans 1'approximation PERT, la moyennc do Hax (x Xn) est toujours

sous estimde, la variance surcstimée (moyennant1la convention de 8-3-2).
2) Moins les chomins trés critiques sont corrcllés, plus l'errcur sur la
noyenne et la variance cst grande, plus on s'éloigne d'une distribution
normale.
3) Plus les variances des cheuins los plus critiques sont grandes, plus 1!
crrour sur la moycnne ¢st grande.
Plug les variances des chomins les plus critiques ont des ordres de gran-
dour différents, plus l'errcur sur la variance cst grande, moins la dis-

tribution cst normale.

4) Plus llax \o cst voisin de 1, plus les errcurs sur la moycnne ot la
i i

variance sont petites.

8 - 4 - IYPOTHESE _DE _NORUALITE _DES LONGUEURS DES CHEIIINS.

8 ~ 4 -1 - Howbre _d'arcs nécessaires pour atteindre la normalité.

On utiiisc le résultat suivant :

Si X1 0 X2 y sev o Xn sont des variables indéperndantes, contrées, finics.

n
e 2 .

&l Z. 0\’ Bnc—?oo
i=1 *

gquand N —p SO

Si i o0 V i:/ng‘.,n
B Y
n n
. S
Alors la variable Z = 1 / X. tond vors une variable normale
; B A 1
centrée réduite. n L=

Déterminons combicn un chemin doit comporter d'arcs pour que le théordme
g'applique.
Cag de lois wniformes.
On a fait un test du 'X‘Z sur un échantillon de taillc 1983 extrait do la
distribution de la longucur d'un chemin de 9 arcs.
&:2 27.43% au seuil de 0.95 le X.z & 26 degrés de liberté donne

) = 38.88 . Lo test est donc trés bon.
Cag dcolggs triansulaires.
Un test du X,Z sur un échantillon de taille 23514 cxtrait de la distribution
do la longucur d'un chomin de § arcs dome Gl = 20.472 au scuil de 0.95.

e X.2 %19 dogrés do liberté dome X ° = 26.441 , 1'hypothdse de
0.95

normalité est donc acceptée.

- I3 ~

8-5-

B4 ; B-5-I
8 - 4 - 2 — CAS OU Ul CHEMIN COIFORTE PEU D'ARCS.

Si tous les chemins du graphe comportent asscz d'arces, leur longueur suit

une loi normalc.
Si wn chemin n'en comporte pas assez, sa 1ongueur ne suit par unc loi nor-
nale
- 5i le chomin est peu critique la distribution de Hax (X1 . X2 L) Xn)
on dépendra pou.
- 5i ce chemin ost trés critique, il influence la distribution de IHax
(;{1 D SRPTI

nol.

Xn) mais on ne peut pas effirmer si coclle—ci est normalc ou

~ Si cc chemin est presque toujours critique, sa distribution ost trés voi-

sinc do celle de llax (X1 ’ }(2 Serere, Xn) celle~ci n'est done pas normaloe.
HYPOTHESE D' INDEPRIDARCE DES LONGUEURS DES ARCS (ou durdes do tAchos).
8 -5 -1 - Btude deg différents types de licn.

In pratique cette hypothése n'est pas vérifide. Il pout exister 2 sortes de

licns cntre téches d'un projet.

a) doux tachos nécossitant pour leur réalisation le méue moyen technique
ont des durées correllées si co moyen cst limité.

b) Si unc téche jugée critique prend du rctard, le responsable du projet
accélére les tiches suivantes.

Le premicr type de licn sc décompose cen 2 cas ¢

~ Soit les téches i ot J nc peuvent avoir licu en méme temps.
On cxprimera cette contrainte disjonctive en imposant par cxomple & j
de commencer quand i cst terminé. Les durdes des tdches ne sont donc
pas correllées.

~ Soit les tdches i et j peuvent avoir licu en méme tomps, wais il est nécos-
sairo que d; + d. \ k¥ (c'est 2 dire qu'on ne peut acedléror les deux
‘tAches cnscublc).

La dépondance de longucurs dog arcs a plusiours conséquoncos @

~ 81 un chemin a des arcs do longueurs corrcllées, sa longucur n'cst pas
normale ¢t sa variance n'est pas la sommc des variances des arcs.

- 31 cc chemin cst presque toujours critique, la distribution de
Tax (X1 s X2 e ol Kn) n'cst pas normale.

- Si wn chenin i a des arcs de longucurs corrcllées avee coux d'un chomin
J » la covariance de i ct j n'est pas égalc d la somme des variances
des arcs communs.

-1




9~1-1

CHAPITRE 9 : METHODE DE CLARK

- 8-5-2
8 -5-2-FUDE D' _ 4iYPE DB DEPEIDAICE. ?
Sinulons le licn créé par le contrdle des thches critigues. g-I CALCUL DES MOMENTS DU DE 2 VARIABLES O 5% I8 i COVARTANGE
Los durées des téches suivent des lois triangulaires. | AVEC UNE 3 B VARIABLE NORMALE. ef [ 10 ] .
On surveille wn cnscible de téches cribiques @ 1 G-I-T Calcul des moments de Max ( . ”) )
9i lors d'une réalisation une tiche surveillée of a wnc durée supéricurc & .I Soit ?et n) 2 variables normales de moyerne /‘i ot )‘2 drée z V‘ ot q_j

son mode, alors on accélére les téchos (%i qui suivent irmédiatement 0(
/
(tolles que o P 'fﬁi_

On los accélére de la fagon suivente, aulicu de les généror suivent la loi

de coefficient de corrélation f’ .
Supposaons que ( ? ’ "] ) suit une loi normale %'2 dimensions.Sa densité s'éerit:

triangulaire de paramdtres & , I, B, on prend les paramdtres A , inf (& +

B-M, U, B 4 % - - =
i, W, (F(x.,;t)_ expl-2 ( "“) 2(:(" "‘)(Uﬁ

Corme on général le mode cst plus proche dc B que de A, c'est une O" V""- e 4..62- 64 g-'z

accélération.

RESULTATS @ - -

AooULLALD . ) | + Y Hz ]

Grephc 99 - 40. 8 arcs du chemin le plus critique sont surveillés. > I . \ €

RIS ‘ .

i P ".J’ Tioy |Erreurl Varia.n-—l Errou:rt dogré F C‘\\V_ 4 " 95 :

(PR v R, SRS | -1 NS {Libortd! A Soit 4 1o itme moment de la varisble uu(%’ ' " )

! Sans acccl. | 4,000 |234. 518 | ;17 577 10.77 [ 22 !32.502 i 33,924 ‘ :

| Avoc accel. 2.000 '232.364 ' 0.285 142.314 12.622 " 5,508 | 33.924: too o0 K

Lo oriticité dos chening n's pas chungé comme iflax, f’i = 0.89. \)( = / {Ha* (x, ‘3-?] (;CX, 3') dax 0!9

La distribution de llax (X1 s X2 o Xn) cst voisine de cclle de la longucur o0 -2 .

du chemin le plus critique. Or celle-ci n'est pas normale. Ce qui cxplique
le résultat.

L'aceélération provoque une diminution de la moyenne ot augmente nettoment

Décomposons 1e domaine &'intégration R2 en DU D, tels quet

D4={(“1‘9-)€‘R1 [x<y ,sz.{(x,g)eﬁlz ]x>9}.

1).'L
Grapho 48 - 40. 7 arcs du chenin lo plus critiquc sout surveillés.

) |‘)(§’95;)((2)'90 | ff [Max(x,g)] of(z y) e'.:x.dg f Y [fgof(xlg)d:t} d;.

la variance. ge décompose en 0 \)I +‘) avecs

Hoy. l"rrﬁueranan— orrcur[ dogré |

|
1T STUL ’
o l ‘ce .oMberté e
Sane accél.  [75.345 |0.067 J4.179 [0.209 ; 19 ! 3.767 |30.144
4,000 | | | E | I § I [Max(x,g ;(:(,9) dz_dg\ fﬁ(:, 9)&5] dx .
Avee aceél. {70.715 0.073 '5.621 0.246 - 19 26.441 "30.144 27.204
4,000
2
Dans 1'accélération lc chemin le plus critique a changd, On remarque que '0 se déduit de .’) en changesnt x en y ot 1'indice I en 2,
De 1lax, t’: = 0.35 on cst passé & FHax P; = 64.7 o0 Y 75 1=
Done parados ' approximation PERT ost.med s ¥ 1 t [ 4 4 x- eg-M2) [ g - \
onc paradoxalement 1'approximation PLRT cst.meilleure quand lcs durdes | V) Bem—me ‘a’ eXf’ -3 —— PA = - ( 4
2 (DY ¥ R ) 2 p a; &3 = g
sont liées. 4 2 e “oo (=3 2 2
Cela explique que l'hypothése de normalité nc soit pas rcjetée par lc tost | tos ' 2 =
auwX.? . | 9. ,__‘__-_j;__m_____’ ui exf[ g- f‘-l)][ j exp ..; 4 e X =t _.() ';t:._._.‘) }*‘J"
L =
- 115~ no;o;w.(i - 4-p p & /JJ
3 - ’1.4.5 = '




Posons: QuTw]
Z= 3"‘;”2 atol } —t"z 1—5‘2 2_
1 I Z) = fa +6~% xX-My —66" 2 d
(3)= 1 ) exp|-4 (2ot st %
X~ pa =@ o e ‘o d
Poeo'ns: w : @4- = __Pz)“/z 4 du %

- +Z(€; ‘Pc:')
0"‘(-4 )‘/z. }

2
w(z) %

V=gt ¢ du

Smt W(Z) -

Y -
=Var 5’:;(4*6;9 ?[V(ZJ]
X _ ¢
od aL;(x) — f e % dt .
\/21! -0

v VET o (1-¢)% / rer) o (-2) B
Bt e

](p.‘,w*z) cf;(z) ?(’lr(z)) dz

Dérivona sous le aigne [ per rapport 2 P de fagon & changer Pen

4
I estde ia forwme jw 49(“;}‘4) 42 £ (2, jJI) ast de 1a forme

Ma

'&4'#'&1 i R - e + k{; .}
(____éM_?"Z (f(z) go[ ‘ {;3 aJ

K3

ot P (u)= I/V2%  exp(- u2/2) ? kpoky, 1% . Xy s kg gont des copstantes .

1 inie et conti Rx iR
. (z,}nI) est définis et contime sur 1K x!

- A4d6 .

.Est ce possible?

.,\l f (m, +5 Z) zf(a) CF(U(Z))

% (4
4 2
—0-2(4_ ?) I: 2'a? +(f"2~l“4) 42:2('1&2—'\14)(0";_ "(06‘4)]
i avec a = c;‘urz‘—a £ 0y
2 I
e =§_~z—(";_—(;,—)-[(za 4 (g ) (G -8 ) + () S A G m) (6—66“)] |
Pesons w = =% (M2 =pa) (F —pO4)
G: ("_(’;94/; as; (4__ (,?) R4S
2t Wy l/"?- K ) }i‘__(gz_:ﬁfl)i - utem®,

-u® OnT
On montre que @ 1
N
(4 4 82)™
\ Y
Bn faisant n=2 et en changsant u en u/{ 2
o .

w

-

e’ T g -
(e )

Utiligant cette majeration 13 f‘;‘ (2, }»I)\(g(z, I) ot g(z,j*l) est tel que S
3 (0 2 P'll) #" o

elz, }LI) est dome intégrable pour i= 1,2,3,4 .D'eprés le théorime de la convergence
dominde,on peat dériver sous le signe / . ‘ .

e)

Transformons o6 produit de fonctiona

g(z)q(v) = L expl-4(2° + %)

Ay “’*—-L;:)“[ZZOI R R (R A CER AT YR (R 1 m)]

@ / o:?- (4_(,z)




1 9-1-1 (2)

o= f_i_'_)"t a% . TLlasy - 2PTaTy
En posant me L2 J2% 9~I-1
" o . f 5 | QA R /*‘L é(d) 4‘}*" q&?(“d‘) +Q ({’(«) On obtient de mémes
zoqy (A=), Tp -§T2 L de =T U" 4 P ‘ '
4._5__;_2— 4 = Yy 1 .QL: (r4z+ﬁ:-)@(¢) +()*; _._v;’) @(-a)‘.y.()_.*.‘.}‘,_)a (%)
ANy g""e ~ % - w ey .
—;)M . _®(m) j [r.,_ Ty (T = R ) + 9_‘43_'_&“_.__1_ ‘P( )'v\ Vi = ()n 4—3)»,.%){:@) f" S )§(~ec)
| ~4
'\)',;’"' est la dérivée de ‘\)f par Tapport k 4 ' +[( )*.3'+)‘A)‘1. *)‘s)a +(2W4 + T IFL AR 2 f - 2T NAWL‘;) J
. L (=
Cherchons (\)’:)) : . )
e | Iy (e eprat +oel )2+ (e Feas) 26
(Q)‘L)l . ( “)L)) N ( ) . k;d )) «3a puisque }'\4:}‘1—*6!‘" f
s Qi = o) e ey piep)e - 3o (5 - ) T [ 3RO
L )41 8 @)l I 3 *
Q] ~—%)J [ oo sty s OG0 o K Y SRRV P C L o]} 0
st & td"’; ' 9-1-2 Caleul de COV ( Max (6,7 0. %) '
erchons le moment du Ier oxdre: SoitTune Je variable normale que 1ton peui suppoger centrés réduite.Soit FI i

1e coefficient de corréletion entrs Eetv, [, entre '? et .

4 sott = (G- L0/ Tr w7 -l T
B I L L 7
- % )} moit normslement

N)M,(m) - _‘kp(m)[)b,,«a-‘l‘z&@'a.af ¢) } ‘

sdmettons que le veoteur aléatoire (x ., Y,
distribué,sa densité est:

. J: - )"1 é (_aﬂ A Ty (:&.—.L:ﬁ) ‘-Ptvk) v . ‘
SR Kozl a®= WA‘L*“‘} -2 T T | 1
3 1
L o 4 xtAX]
342}‘.4'&(0‘) * K‘T;\-?Sl) (P(’d) dtoir le rémyltat { ‘?4. (") = ; ‘7‘"?{
’ | (21?) /2.
- 118 - ‘ i ? ?.L
| A" = ? 4 ?g_
! f&. e 4




B ] 9-1-2

A-fr Bf-? Phh
NI [ % 7 S X {1
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9-2-1 (2)

9 =2 ~ 1 vrincine.

X1ct>(2 1

pectivement lors d'une réalisation, la variable aléatoire Max (x1 F %2) cst

étant 2 variables aléatoires pronant les valcurs x, ot %, ros-
définie corme celle qui prend la valowr x = lax (x1 b xz) lors de cette réa-

lisation.

Ia loi de composition (x1 , XZ)H Hax (11 , 22) est une loi associative
sur VR =

‘o’x1€IR,Vx26m, \7’1.,).611'{

liax (x1 , Hax (x2 , xj))
lax (lax (x, , x,) , x3)
Tax (x1 + Es b x3)

8i Xy Ey ‘{.j sont les valeurs prises lors d'une réalisation quelconque

par les variables aléatoires X0 Koy x3 , on déduit quc Hax (><1 £ 5

%) = Max (x, , Max (x, , ><3) = Max (Hax () , ;) %)

L'opération "prise du meximum de 2 variables aléatoires" est donc associativo.
La méthode de CLARK permet d'obtenir unc approximation des moments de Max
(;(1 y Xy ><3) « En cffet :

Supposon que ><1 3 ><2 , X , soient 3 variables normales indépendantes.

On sait calculer cxactement los moments de HMax (x2 y 13) . Si on fait 1'ap-
proximation que Max (><2 , %) cst normslement distribuée, on peut calculer
los moments de ax (x1 , Max (><2 , ><3) ) c'est & dirc de Max (><1 ) %o s ><3)
Par récurrcence, on voit que 1'on peut calculer ainsi les momonts du maximum
de n variables normalcs.

Ltétude de 1'approximation scra faite plus loin.

Ltudions 2 applications de ce procédd.

IRTHODE DB TOOTSMA  of 11}

Ellec a pour but de calculer la moycnne et la variance de chaque étape d'un

projet dont on suppose que les durées sont des variables aléatoires normalcs

ct indépendantes.

Lotte méthode consiste & :

~ dessiner lo graphe associé au projet de fagon & avoir au plus 2 arcs inci-
denls & chaque sommct.

- ordonnancer les arces cf 4 - 5.

- celevler les moments de la date do chaque étape,
(on considére cette datc comme le maximum de 2 variablos normaloes).

=nli2b &




g-2-2 (3)

Soit t1 3 ’c2 . t3 lcs dates dos étapes 1, 2, 3 ; cL'3 , d23 les durées des
thchos (1, 3) et (2, 3).

‘s1 , tz, t.),, d13, 6.23 sont des variables normales, rl13 ct 623 so_n’c indépendan—
tos. t,, t, peuvont &trc liés by = Hax [t1 tdp s byt }.Ia aifficul-
té du calcul sonsiste & ranger les covariances des dates des étapes. Les cal-
culs sont beaucoup plus lourds quc dans la méthode PERT. L'estimation dc la
longucur moyenne du projet est bonne mais celle de la variance ne 1l'est pas
du tout. Co qui fait conclurc & HonsicurLootsma que lc gain de précision

n'est pas assez important vu la complication des calculs.

On supposc que les durécs dos téchos sont indépondentes et que los n  cho-
mins comportent suffisamment d'arcs pour &tre normalemont distribués. La pro-
babilité de criticité du chemin n° 1 ost
B Prr_x1 S Hax (XZ’XZV":"XII)J g

= B[ % > Mex {x,,uax [ x;, bax (...)J}J
moyennant 1'approximation déja signalée, on peut calculer la moyenne ) M et

la variance 6‘2 de Hax (><2 7 ><3 ,...,xn) par les formules de CLARK ct le
cocfficient de corrélation P de x, avec liax (x2 2 X genes xn)
On g alors d'aprés 7 ~3 -1, P, = %{/""1 - I

\ 2 2

{62+ c%-2066

Par aillecurs, ayant calculé la moycmne et la variance de Hax QC.2 5 X.3,... )(.n)

1

cela no cofite pas cher de les calculer pour liax C£.1 5 1.2 A X.}, )&n)

qui est la longucur totale du projet.

T1 est évidomment impossible pratiquement de détcrminer tous les cheming d'un
graphe. On fora donc un calcul FERT préalable qui permettra d'extrairc un
gous - graphc appelé fuscau critique formé dos chemins de criticité non négli-
geable.

Sur ece geaphe de taille réduite on pourra caleulor les probabilités de eriti-
¢ité dos chemins et les moments de la longucur du projet. C'est cette méthode

que nous appelerons "PERT affinée" que nous étudierons au chapitre X.
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9-2-3 (3-1)
loy (1) = moyenne du chemin i

VAR ({) = variancc du chemin i
COVAR (L,3 ) = covariance des chemins i, J
PR (1) = probabilité de criticité du chemin i

COVT, COV2 = tabloaux intermédiaires
2

52 . .
PHI (x) = 1. N
\/__... ﬂ.a_‘\ ‘. -l
20 _/, 2
On remerque que 1'organigranme ne fait pas d'écoriomie de calcul. Par cxemple,
Si le graphe est formé dc 4 chemins de longuours % X9 x3, x4, on calcule

successivement les moments de

max (x,, x5 x4)
Hax (x,\, x5 x4)

Hax (21, Zy0 x4)
Hax (x,, X, x3)
1572 ) (
Done on calcule 2 fcis de suite los moments de Hax (xj, x4) ¢t de Max %y
x2). On pourrait donc gagner on rapidité mais il sc poserait alors un pro-—
bleme de stockage difficile.
L'avantage de procéder suivant 1'organigramic ost lc suivent .
Fn calculant par excmple Hax (x1, o zs) = Hax 'Lx1, Hax (xz, x3)~| on rom—
place liax (XZ’ 13) per unc varieble x normalc de méme moyenne ot varianco.
Comme Hax (x2 Y x,j) n'est pas unc variable normalc, =X n'cst pas tout &
foit égal & lax (xp, )%) Tl s'ensuit que L'opération Max n'est pas vraiment
associative on faisant 1'approximation de CLARK B
tax [ x,, Hax (xy x;)] ¢ Max [ Max (x), %)/ x|

Done lo calcul des probabilités de criticité et des moments de la longucur
du projet dépend de 1'ordre choisi dens les différontes opérations "Max".
Dans 1'organigremme ci-joint, on caleule n fois de suite les moments, do
la longucur du projet. On obtient n résultats distincts, dont la dispcrsion

donne wie idée do 1'errour systématique lido & 1'ordre des chemins dans les

différentes opérations "llax". On prendra comme valour de la moycnne (resp. de .

1e variance) la moyenne arithmétique des n résultats obtonus.

9 - 3 - EIUDE DE L'APEOXIHATION DE CLARK.

9.5 =1 ~ DIUDE THEORTCUE.
Dans lc calcul des probabilités de criticité de la moyenno et de la variance
de la longucur du projet, 1'approximation de CLARK sc¢ fait cn 2 temps @
Tout d'abord on considire que le maximum de 2 variables normales cst normal.
Fnsuite on calcule leos moments du maximum d¢'unc veriable normale ot d'une
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9-3-1 (2)
variable non normale en remplagant cette dernigre par une variable normelc de

néme moyenne ot variance. On a vu en 8 que le maximum de 2 variables normales
n'est en général pas une variable normale. )
Considérant un graphe réduit & 2 chemins de longucur normalc x, ct x , Max

(x1 A x2\) ost normalement distribude si un chemin est toujours critique. Dans

~ lo cas contrairc 1'erreur commisc on faisant 1'hypothésc de normalité dépend

des moyennos des variances et du cocfficicnt de c‘orrélatj.on. Hais ce n'est
pas comme lc laisse ontendre CLARK dans i 10] quand les longucurs moyennos
des chemins sont égales que 1'approximation normalé cst la plus mauvaisc.cf 8.
I1 est impossible de déterminer au vu du graphe l'errour commise en faisant
1'approximation de CLARK.
Hous nous contenterons de nous faire une idée de cette errcur sur des cxemples
cn nous posant les 3 questions :

19/ Quol ost 1'ordre de grandeur de 1'orrour’

2°/ L'erreur croit-elle avec lc nombre de chemins ?

3°/ Comment 1'errcur dépond clle de la structurc du grapheq
9.=3 -2 - BNDE DE L'FRREUR SUR DES RXBPLES
Etudions d'abord la dispersion do la moyemme et de la variance de la longucur
du projot calculées par CLARK quand on modifie 1'ordrc des chemins dans los
opérations "Hax". Pour la moyennc ot la variance on prend pour cstimation
var la méthode do CLARK, la moyennc arithmétique des n résultats obtenus
(colomnes (1) ot {(5) du tabloau "Comparaison d¢ la méthode de CLARK avec la
similation" . On calcule 1'écart maximum par rapport & cottc moyenne (colonnes
(2) et (6) ).
Si on compare cet écart avec 1l'éeart cntre 1'estimation par CLARK ct 1'csti-
mation par la simulation, on constatc qu'il lui est trés inféricur.
Cot écart ne peut done donner une idée de 1'errcur commise. Il nc nous roste
qu'-Za comparcr les estimations de CLARK avee les résultats soit du caleul striet
dans des cas simples, soit de la simulation cn général.
COIIPARATSON AVEC LE CALCUL STRICT,
Jer oxemplo :

On peut calculor de fagon stricte la moyenne de la valour maximum d'un n

échantillon extrait d'une population normale. Cet échantillon peut §tre consi-

<9

éré comuc la réalisation d'un vecteur aidatoire ( {§ , § seer ‘B ) ol les
@ t s In
s sont dos variables nommales indépendantos.

Prenons les contrées réduites.
Comparons cette moyenne avee cclle obtenuc par la méthode de CLARK.
- 129 - ‘




9-3-2 (3)

= 3 e 9-3-2
Tableau extrait do {10 Dans 7 cas sur 9, la méthode de CLARK sur estime la moycenne. L'errcur n'aug-
mente pas avec lo nombre de chemins,
n 2 3 4 5 6 7 8 | 9 10
j ERROUR SUR LA VARTANCE
GELlcui 0.5642 | 0.8463 | 1.0294] 1.1630 | 1.2672| 1.3512 1.4236{1.4850 | 1.5388 1 Elle n'oxcdde pas 32 %, c'est important, mais malgrétout inféricur & 1'errcur
sirig
comaisc par la méthode PERT. 5 g &
CL?RI){ 0.5642 | 0.8476 | 1.0310{ 1.1643 | 1.2679|1.3522{ 1.4230|1.4837 | 1.5367 ‘ Dans 7 cas sur § la variance ost sous cstimée par 1a méthode do CLARK. L'
2
errcur n'augmente pas avec lo nombre de chemins.
(2)-(1)] o |+ + + + 0 |- = r ERREUR SUR LES PROBABILITES DE CRITICITE :
0.0013 | 0.0016| 0.0013 | 0.0007 0,0006,0,0013 0.0021 .
i Dans les graphes 1 & 5 il s'agit de celles des chemins, de 5 a 9 de colles
_E%%:r(r‘l_l 0 [1.54 | 1.57 [1.12 ] 0,55 0 —0.42.-0.88 | -1.37 dos arcs. Pour le grapho 6 le fuscau utilisé est plus potit que lc fuscau
4 ! critique d'ol 1'écart maximum de 0.14 . . #
On constate sur oot cxemple quo 1'erreur relative commise par la méthode de Pour leos autres graphes 1'crrour absoluc ne dépasse pas 0.06 .
CLARK sur la moycrme dw maximmm de n =1, ..., 10 variablcs normales indépen~ L'éeart joue dans les 2 sons. I1 n'augmente pas avec lc nombre de chemins.
dantes ot de méme loi cst inféricurc en valcur absoluc & 1.6“/'ou , clle est 9 -3 ~ 3 - COMCLUSION
tantét positive, tantdt négative, clle n'auvgmentc pas en valeur absolue avee n Ia néthode de CLARK est adaptable sur de grands graphes A condition do los
done avec lax i B réduirc & lour fuscau critique. Elle a l'avantage par rapport & la méthodo
i = rlrrerrer; ol .
3 Tertr PERT do domner unc bomne estimetion de la moyomne (3 2% prés environ) ot do
2¢ne cxemple @ .
i fournir les probabilités de criticité des arcs avec une crreur absolue de
On a montré cn 7 ~ 3 - 2 comment calculer les probabilités de criticité de 3 i
B 0.06 caviron. Ellc commct sur la variance unc crrcur importanto (environ 322)
chonins de méme longucur moycmne. Comparons les avee celles calculées par la .
malgré tout inféricurc & celle commisc par le PERT.
néthode de CLARK.
100 Pi
chomin moyorme | varisnce caloul CLARK (5) - (4)
(1) (2) (3) (4) (5)
1 10 1 25 .3 24, 97 - 0.3
2 10 100 42 . 50 Wa . A -0.23
] 10 25 2.25 | 20.15 | -0.10 |

L'errour commisc par CTLARK sur Pi cst inféricure & 0.004 . La méthode de CLARK

sous - cgtimo ici les Pi" . 5
COLDARATSON AVEC La& STHULATION.

On prend comme cxcmple s0it des graphes simples dont la structure est telle que

la sinulation donne la probabilité de criticité dos chemins soit des graphes

quelconque. On %raite ces derniers on isolant un fuscau critique comme on le |

décrit au chapitre 10 . La simulation cstime los probabilités de criticité des

arcs. On les comparera avec cclles obtenues par la méthode de CLARK.

ERREUR SUR LA MOYENNE =

Elle n'excede pas 2 % on grandour rclative. i ~I3I-
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10-2-1 (2)

Soit ¢ lo chemin en moyenne le plus long passant par (xi ’ xj) il a une

telle que L (e) ‘7/ L-s

Soitlx , x.) 1ltarc qui précéde ~

eitln s % (Rl

(x y XJ) sur le chemin ¢ ﬁ
x

S5ic /’cst le chemin cn moyonne Eia.) L‘j

lc plus long passant par (xk > Xy )

L (e") }/ L(c)/> L-sdoncmarm(xk,x)\\/ sd'oh(xk,xi) € Ty

Considérons le graphe (x, [!

de{l .Clest a

~

longucur moyerme L (c)

i
1) tel > quef ’ soit la relation symétrigue
x I} vy &> yx

1

dire que ¢

Les chomins do (x , f'1) sc ddduisent de coux de (x , [V ) par inversion de 1’
ordre de la liste des somcts qu'ile cmpruntent, Ils ont donc méme longucur
moyenne. Les marges dos arcs restont constantes.

Done lo fusesu do marges & du graphe (x , r'I.) gc déduit du précédent par
la méme transformation.

Considérons 1l'arc (z. 5 x ) par lec méme raisonncment que ci-dessus on montre
que liarc (xl 5 X ) qui précede (x : xl)sur le chemn est de marge n_nferleure
Conséquence Lout arc du fuscau dc mgrges S

Ll'entrde & la sortie.

Hemarque Dans ur fusesu de marge s , il peut cxister des chemins P tels
L _-L N
que ;. (P) A g

En offet, si un chomin P st tol que tous ses arcs solent empruntés par &'
autres chomins, lour marge ost inféricure ou égale 4L = Lt (D) .

Si ces chemins sont do longucur moyennc supériourc & L o2 s, les arcs de P
seront do marge inféricurc & s . Le chemin P scra contenu dans le fuscau
dc marge s , mais D
RICHERCHE __D_E_S___Q___I-DSLQ‘I\I_S__ALQ_L_AL_LB DE L'ENTREE A LA SORTIE D'UN FUSEAU.
Présentation de 1'algorithme.

Soit U* 1l'cnscmble des suites finies d'arcs du graphe (x, i ) (of 4=5-5).

W

Cet onsomble cst muni d'unc opération associative : la concaténation notéo: -

A= L (P) peut &tre supéricur & s.

Envisagoons 1'ensemble U**  dos suites finies de chemins généralisés.

Ihunissons U#% de 2 lois de composition interne :

’1

Prees.

so trouve sur un chomin joignant

[ p . el 3 '

- v&mion ¢ (‘/1 PR 'J-n) i {‘m) = *’(1 T [\m)
—produit |
( 1 T ) Q( cee i?’,l ,%’1 .‘)';2,..., 9(1 - I

P a ¥ r1"'°’ - F’m,...,# + P

n n
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R . 10-2-2
On montre (of [ 6 J ) que 1'algorithme do recherche des chemins allant de tout

point x du graphe & la sortic x, cst /lc néue A un homomorphisme prés)que il
algorithme de calcul de la longucur du plus long chemin allant de tout point

z du graphe & la sortie .

L'homomorphisme fait correspondre U * #* muni des lois de composition U (

ot [Rmml des lois Hax , + .

Il suffit dc roprendre l'algorithmc déerit on 4-6-2- oh on remplace liax par U
ot + par('?‘), . Le symbole K nc désignera plus un nombre mais un élément do
U * %

Fose 2

(on poscra égaloment

n
ALGORTTHME,
Soit 0(1 5 r£2 y ey un classoment des arcs.
Posons K (xi v E s 1) = K (xi , 1)

On construit successivement :

X (xj,1) :me YR xy r' x

K (xj i 1) = rien sinon
pour i = m-1,m~2, «i. 4 2, 1
soit °('. = (W 1)

K (W, ,m—1+1)—K(V"/ , 0= 1) UL(W v 2g) () K (2 ,m—l)]
Ix(_K,m—:L+1)=K(xk,m—1.> £ Wy
ZPROGRAPHATION :
Les ares sont représentés par lour mméro dans lo classcmeont. Un chomin cst
représenté par la séquence des numéros des arcs qui le composent. Chaque
séquence ost torminée per un O.

1) Rangoment des K (xi)

On los range séquenticllement dans le tableau K (de comptour L)

T JUnk (xi) cst repéré par TAD S (xi) , adrcsse dans K de son promicr €1&-

nment et par son nombre d'élements Long (xi) (v compris lo zére final).
Los chomins de K (Xi) sont donc sépards par des zéros.

2) Opération (\'\"‘i )2y () K (z , m-1i)

Elle consiste & placer l'arc (\Ni 5 Zi) en t8te de chaque chemin de K
n - i).

—
N
-

Lo composé cst placé dans le tableau J T A B (comptcur J T)

a) Si Z; =X, 1'opération cst simple car K (xn , m~ i) est vide,

On range le n? i de llarc (Wi > zi) dans J T A B et on 1le fait suivre
d'un zéro.

b) Sinon K (

Zg , m~ i) oat non vide, on composc (Wi y B ) {3 K (z,

i h 7

m - i) dans J P A B et on lui ajoute un zéro.
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10-2-2 (3)

3) Opération K (vvi ,m~ i) U[(Wi , zi) VRS (zi P m—i)J

Ellc consistc & placer au bout des chomins de K ("\/i , I~ i) les chemins

de [ (v\/i s zi) (N:) ¥ (zi , I - i)] ot & calculer 1l'adresse ot le nombre d!

éléments do K (vvi ,m-i+ 1 )

a) 81 K (W,
lc contenu de <

D) SiK (wi

, m - i) ost vide. I1 n'y a pas de réunion & fairc, on range
T A B au bout de K.

, m - i) ost non vide.

8i K (V\':., m ~ i) est placé au bout de K, on metT T A B au bout de K.
Sinon il sc¢ posc un probléme de rangement car K (Wi , =1+ 1) oceupe
plus de place que K (Wi , m - i),
On transfere K (Wi , m - i) dans un tabloau I T A B (compteur I 7. On
décele les K (zi ,m- i) suivants/ de fagon & "bouchcr lo trou" laissé
par K (\Ni s A~ i).
On range au bout de X lec contenu de & T A B puis le contenu de J T A B.
4) Dépassement do_capacité.
la dimonsion des tablcaux K , I TA B, J T A Bne peut &tre détorminée
a priori. Aussi dos tests sont prévus pour signaler les débordements

éventuels de ces tablcaux.

i = 2 = 5 - SEIFQTION DU FUSEAU CRITIQUE.

Définition. On appelle fuscau critique le sous - graphe composé des arcs de
probabilité do criticité non négligeable (supéricure & 0,01). Par unc démons—
tration analogue & cclle faite au 10 ~ 2 - 1 - on montre que le fuscau cri-
tique n'a pas d'arc pondant.

On choerche & déterminer la plus petite marge S, telle que le fuscau de marge
Sy conticnne le fuscau critique.

On n'a pas trouvé de méthode officace pormettant de déterminer co fuscau avant
lc caleul des probabilités de criticité per la méthode de CLARE. On ne peut
utiliser quo la remarque suivante

Dans les expériences fortes on a obscrvé quo 8o { G 7" étant 1'écart
type de la longucur du chemin P critique.

On détermine le fuscau critique par approximation on utilisant le calcul dos
probabilités de criticité.

1¢ - On sélectlonne ua fuscau Qv wecye 5y :\ 5

~ On cherche ses chemins

— On calcule leurs probabilités de criticité par la méthode de CLAILK '
~- On on déduit les probabilités de criticité des arcs du fuscau.

- I35 =
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b)

¢)

10-2-3 (4)
- Si aucun ou peu d'arcs ont unc probabilité de criticité voisine de zéro,

~ Ou si la moyennc de Iim{ X:i calculée par CLARK ost trés voisine do 1!
cstimation PERT,

. P ”,
~ Alors on sélectionnc un fuscau de marge S, » s, ct on recommence t

- Sinon on s'arréte. 1
~ Par mesurc de séeurité, on a toujours intérét & refaire le caleul d'un

ou do deux fuscaux de marge supéricurc de fagon & détecter des chemins de

criticité faible mais non négligeable qui auraicnt été oubliés.

~ Tant que s ¢ 4~ il faut prendre garde d'cn oublicr.
~ Lo type de chomin que 1l'on oublic souvent cst

a) wn chemin dont la moyonne de la longueur ost légércment inféricurc &
la moyenne de la longucur du chemin P._ critique, mais dont la variance
cst beaucoup plus grande.

b) un chemin dont la moyenne de la longueur cst légdrement inféricurc &
celle du chemin P . critique ot qui cst pou corellé alvcc les cheming
les plus critiques.

cf orgenigramme

Caleul des movennes et dos variances des longucurs des arcs.

On entre cn domnées les cartes des téiches rangdes dans leur ordre de

classoment.

Los moyennes ct los variances pouvent &tre calculdes suivant 3 lois au
choix (unifonne, Béta, triangulaire)

Los données sont listdes.

ZFrocédurg PRRT

Elle sc fait comme lo calcul déterministe, lcs durdes étant les durdes
noyennos (cf 4-6-3 et 4-6-4)

On calcule la variance du chonin en moyemne le plus long ct les marges des
téches ( = marges totales dans lo noddle détorministe).

Ies résultants sont imprimés.

Le numéro des arcs, la moyonne et la variance de leur longucur, leur marge

sont cnvoyés sur périphérique, toujours dans lcur ordrc de clessement

Procédurc E LI H

1) clle indique combion d'arcs comportent le fuscau do marge s pour

tout s

2) 1'opératour choisit une marge s

Ia procédure éliminc tous les arcs de marge supéricurc i 80 Les autres

restent rangés suivant le classement. Ils sont imprimés.
~ 136 ~
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10-2-4

d) Procédure CH E

Elle rccherche dans le fuscau de marge s, tous les chomins allant de 1!

entrée & la sortic. 1

Les chemins sont imprimés suivant les numéros des sommets par ol ils passent,
chaque chemin cst nmumérotd,

Si an cours du calcul, un tablcau déborde, un 1ibellé d'crreur cst imprimé

ot on est renvoyé au progremme principal.

o) Zost

£

)

S'il y a cu un débordement de tableau cn recherchant les chemins ou si on
veut sélectionner un autre fuseau, on relit les données relatives aux arcs
(moyenno, variance, marge) sur périphérique et on s¢ renvoic au début de
BL LIk

Sinon on continuc.

Progédurc CALNOY

Blle calcule la moyoenne ¢t la variance des longucurs des cheomins du fuscau
en additionnant les moyennes ct @es variances des arcs qui composcnt chagque
chomin. (on supposc les longuours des arcs indépendantes).

Ellc imprime la moycmne, la variance de la longucur de chaque chemin ainsi
que la différence de la longucur moyenne du chemin avee celle du chemin P

critique.

&) Procédure CAL G OY

Elle calcule les covariances dos chemins.

La covariance de 2 chomins cst la somme des variances des arcs qu'ils ont
cn commun (cf 7-—5—2)

La matrice des covarianceyest imprimée.

Procédure CALPRO

Elle calculc los probabilités de criticité des chomins ainsi gue la moyenne
ct le varience de Hax X par la méthode de CLARK of 9-2-3.

i
In pression des probabilités.

i) Procédurc CRIT AR

Elle calcule les probabilitds de criticité de chaque arc du fuseau (c'ost
la somme des probabilités de eriticité des chemins du fuscau qui cmpruntent
cet arc).

Impression.

j) Test

Aprds cxamen des résultats doe C R I T A R on foul
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9-2-5-

Bes®,

10-2-4 (5)
soit sélcctionner un nouveau fuseau cn s¢ renvoyant &8 E L I M

s0it traiter le méme graphc avec une autre loi
soit arréter.

Benargue ¢
Les différentes procédures sont cnregistrées sur disques ot ne sont trans-
férées en ménoires centrale: que lorsqu'on en o besoin.
Sur ordinateur I BHM 1620 , 4000némoires de 6 positions on peut traiter
des fuscaux de 5C arcs comportant 40 chemins.

Deux améliorations permettont de gagner de la place.

a) Réduction dos arcs on séric.

Un chemin étant roprésenté par leos nunéros des arcs qui le composent, on peut
gagner de la place on romplagant les arcs on séric par un seul arc.
(2 arcs (xi s xﬂ.) ct (xj , x_) sont cn séric s'il n'cxiste pag d'autre arc
J
d'origine ou d'extrémité xj)
Lxemple @,
=xomplie \ o /

4., e, . A g o~ - -
S SN N SN 0 R S,
\\4 \\‘ /

Ile¢ chewin t , 4,12, 13, 14,15, 18, 19, 35, 99 ! &

scra représenté aprés réduction dos arcs en séric par
1,4,12,15,19, 35, 99.

Aprés avoir sélectiomné un fuscou par la procédurc E L I M, on recherche lcs

arcs cn série, on los réduit & un seul arc dont la moyennc (rcsp. la. varianco)

de la longucur est la somme des moyennes (rosp. des variances) des Jongueurs

des arcs de la séric.

Rien n'est changé du point de vuc des marges ot des probabilités de criticité

puisque si plusicurs arcs sont cn séric, leur marge ot lours probabilités de

criticité sont égalcs.

Cette réduction permet do gegner de la place on méuoire quand on recherche les

chenins d'un fuscau.

b) Elinination dos choming do criticité néaligeable, .

S9i dans leo fuscuu de marge 8, un chomin a une probabilité de criticité P, ,

1
dens wn fuscaw 8o marse 3 RN N A bt W Telptid T
dons un fuscau do marge 3 i wluo chowin aura uno criticltd E,
telle que P, £ B,

Si P1 cst négligeable, P2 le scra a fortiori.

On peut éviter un oncombroment dans le calcul relatif au fuscau de marge s,
en élininant les chemings qui dans lo fuscau de marge s, avaicnt wne probabi-

~=nIEENE

1

ST pApE——

|

10 =3 =

10-2-5 ;I0-3-I
1ité de criticité négligeable (inféricurc & 0.01)
Aprés 1'impression de la listo des chemins 1‘opératouzf;:ransmct 3 la machinc
les numéros des chemins & éliminer. ‘
L'opération faite, la liste des chemins est imprimée avee la nouvelle numéro-
tation. _
Ies calculs suivants prennent moins do placc ot sont plug rapidegt
A 1'aide de ces 2 améliorations le programmc PERT affiné ne prend guére plus
de place on mémoire que le programme PERT (2 condition bicn sfir de disposer
d'unc unité de disques). Temps de caleul : il est évidemment plus long que lec
celeul PERT puisque ce dernicr ost inclus, mais il est sans communc mesurc
avee lo tomps pris par unc simulation fit-clle accélérde (ef 10-2-2). Le tomps
de caleul dépend de la taille du graphe, du nombre ct de la taille des fuscaux
caleulés ct de la rapidité de 1'opératour.
1A METHODE DE SIMULATION ACCELEREE. of [ 9]
10 = 3 ~ 1 — DESCRIPTION

Conment pout on accélérer la simulation.

a) d'abord on peut minimiser le nombre de réalisations compte tenu de la
précision rochorchée (qui n'cst souvent pas trés grande),

b) Ensuite on romarque que 1'algorithme déerit on 4-6-1 (utilisé pour fairc le
calcul PERT déterministe & chaque rdalisation) a ur tomps de calcul propor—
tiomnel au nombre a'arcs.

L'idéc cst d'éliminer des arcs pour gagner du tcmps.
Si un arc a une probabilité de crticité faible, c'est que les chemins qui
1'cmpruntent sont peu critigues, donc n'influencent pas lax (X’i , XZ« ,.X.ﬁ}‘d).
On peut donc éliminer lcs arcs de probabilité de criticité négligecable.
On pout rcconnaitre & pertir des cstimations de durée si un arc est jamais
critique. !
lais la méthode la plus ropide cst de détecter par unc simidation de quel-
ques réalisations les arcs de criticité ndgligeable. On a alors 2 possibi-
lités of [ 9]77
~ ouon 3¢ le la duréde des arcs de criticité négligeable ct on ne la
rogénére que toutes les 100 rénlisations par‘czemple,

- ou on les élimine carrément.
fous avons remarqué que los tests nécessaires pour appliquer la terc mé'tll';ourw:
faisaient perdre tout le gain de 1'accélération.
Wous proposons done la 2& méthode.
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On a prévu lo possibilité de faire 2 éliminations successives. Plus lo graphe

comporte d'arcs de criticité négligeable, plus lc gain de teops est apprécia-

ble.

Exonple : Soit un graphe de 48 arcs et 40 somcts dont leos longucurs dos arcs
sont distribuées suivent des lois uniformes indépendantes. On fait 2 simula .. -a.

- l'unc de 4000 réalisations, tions
- 1l'une do 2314 réalisations avec 2 &liminations.
- 1'une & 500 réalisations élimine 8 arcs de criticité inféricurc & 0.01
- Y'autre & 1000 réalisations élimine 14 arcs de criticité inféricurc i
0.05
Comparons los résultats :
Distribution do Mex G, __x..)

3 955 2 95%

échantil-| sans accel 72.600 0.094

T
| Hoy (crrcur IVar crreur
!
|
lon 1 1

9.280 0.406

échantil-] avec accel T2.355 0.125 9.900 0.558
lon 2

Tostons si 1'échantillon 2 cst issu de la méne populabion que 1'échantillon
1 . Hous dorment un seuil de probabilité X = 5%.

Soit X = 72355 . 3 =72.600 ot ¥ 1a moyomne do la papulation dont
on oxtrait le 2émc échantillon. -

%@ w %

Tostons 1'hypothése 5 = 7o comtre l'alternative § ()O
Supposons la variance de la population connue ot égalo A 9‘280 .
o
g | ( 22
2z 2.0 = 2.3 - 72.600 V2314 = -38 {) ¢ ax=-
W /Y R e Yor o 1.06
Done \Q ¢
o § (%

L'accélération a provoqué unc sous cstimation do la moyenne. Cela est du au
fait que au bout de 1000 réalisations on a éliminé des arcs dec probabilité de
criticité comprise entre 0.04 ot 0.05 . Los chemins passant par ces arcs
avaicnt donc une petite influence sur iax QI:t —— X.n) . On a done éliminé
trop d'arcs.

Conparons les probabilités do criticitd.

L'écart maximm cst 0.036 mais pour les arcs éliminés il n'est que 0.0008,

- T40 -

’1
1
1

10-3-1 (2)
On remorque d'ailleurs que la probabilité de criticité des arcs non éliminds

eat surcstimée, cc qui s'cxplique de la-méne fagon que ci-dessus.

I1 faut donc faire 1'élinination avec circonspection, les arcs de criticité
voisine de 5 ne sont pas & négliger si 1'on veut avoir la méme précision. Le
graphe étudié ici a peu d'ares de criticité négligeablc. En général il y on
a plus ¢t lc gain do tomps cst plus important.

COIPARATSOIl AVEC LA METHUODE PERT AFTIIEE.

Place on mémoire : ILa simulation prend beaucoup plus de place car on doit

ranger 3 ostimations de durdes par arcs cn némoire, alors que dans la méthogo
PERT affinée on ne les mémorisc pas.

Faigonsla comparaison sur le graphe précddent de 48 arcs ot 40 sommcts dont
les longucurs des arcs sont distribudées suivant des lois triangulaircs.

La précision de la méthode PERT affinde cst déterminde & 1'aide des résultats
d'une simulation de 4000 réalisations.

On recherche quel est le nombre do réalisation ninimm que doit comporter
une simulation accélérée pour obteonir la méme précision.

Le majorant de 1l'crrcur de PERT affiné cst épal & 1'écart par rapport & la

sirmlation plus 1'crreur d'estination de la simulation.

éeart i j L
— um/SIIvIUL I crreur de STHUL| crrcur de nombre de réa
RS a95% PERT AF. lisations.
Profalifile 4. 70 T 0.0332 0.0158 0.05 400
FES {moyerme .15 0.055 089 656
I - )5
Hox (4= )3 variance 0.114 0.21 | 0.32 853

Ig mombre de réalisafions mininum pour obtenir unc errour inféricure ou
égale & colle de PIRT affiné cst donné par los fortwles de 6-3- Il fauk
fairc unc simulation de 853 réalisations.
Faisons unc simulation de 900 réalisations.
Au bout de 100 réalisations, éliminons les arcs de probabilité infériocur i
0.01. 12 y en a 15,
On génére au total 100 x 48 + 800 x 35 = 32800 durées d'arcs.
Sur I BH 1620 Ic caleul prend 48 minutes.
Lo méthode PERT affinée comprenant 3 calculs de fuscau {ce qui cst corrcct)
durc cnviron (cela dépend de la rapidité de 1'opérateur) 10 minutes.
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CORCLUSION

Les résultats de notre étude sur la criticité et la distribution de la

durée totale du projet s'appuient sur trop peu d'exemples.

L'étude mériterait veut-8trc d'8tre poursuivie bien qu'on ne puisse pes arri~
ver & des résultats stricts.

La méthode PERT affinée devrait 8tre testée sur un plus grond nombre d'exem-
ples que nous n'en avons présentés.

L'idée de déterminer strictement la fonction de répartition de la durée to-
tale du projet en décomposant le graphe en "sous réscaux" , "sérics" of
"paralléles"”,

(ef article de Monsieur VENTURA Revuc de RO n® 38 AT IR 0) ¢st inappli-
cable en général.

lous pensons que les progrés qui restent & faire sur le PERT scraient de
préciser quelles sont les distributions de durées les plus souvent rencon-
trées dans la réalité ot d'étudicer avec plus d'attention que nous ne 1'avons

fait la dépendance des durées des téches.
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