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. CHAPITRE I: INTRODUCTION

I-

La méthode PERT permet d'étudier des projets de grands travaux et de con~

trélor leur déroulement. Ces projets doivent étre décomposables en t&ches |irate6lémentaires dont on peut estimer & L'avance les duréos ot dont on connail

les conditions techniques de réalisation.

La méthode PERT fournit un calendricr prévisionnel du projet et en prt

culicr sa durée minim de réalisation.

Elle indigque & l'avance les t&ches dont un retard occasionnerait un rotani
de l'ensemble du projet (t&ches critiques). i

L'emploi d'un ordinatour permet de décomposer le projot de fagon trés fine

et de suivro sa réalisation. Ainsi la méthode PERT dépasse de boaucoup en?

précision et en souplesse les méthodes de planning utilisées entériounenag

De plus elle permet a! étudier l'optimisation des cofits et des moyens mis

ocuvre.

Hous nous limitons ici & l'étude du facteur temps. ;

La méthode PERT Tomps so présente sous deux formes : ;

~ Ie moddle déterministe : il consiste & associcr au projet un graphe. [

Je caloul du calendricr de réalisation se fait A l'aide d'un algorithmo

do rocherche du chemin le plus long d'un point & un autre du graphe.

Nous comparons ici quatre de ces algorithmes +: celui fondé sur la no!

de pile ost le plus intéressant.

~ lo moddle aléatoire : considére quo les durécs des tAches sont des

variables aléatoires. C'est sous cette forme quo lo PERT correspond le

mioux & la réalité. Sietidlinsiesiaabliailiamismnta
On se raméne au modéle déterministe, les durées sont alors les durées

moyonues.

Si on fait l'hypothase que les durées de t&ches sont indépondantes on

pout déterminor la distribution do la duréo totale du projet, donc déti

miner la probabilité do tomincr & une date fixéc.

Ta concoption du moddle aléatoire a été critiquée & plusicurs points |

we. (ef [8 j -£ 9].

4) le ema do la loi de distribution des durées des téchos parait ashi
trairo. L'hypothse d'indépendance des durées ost souvent fausse. i

bv) La méthode de caleul de la distribution de la durée du projet ot le

détoermination des taches critiques est errondo.

I-

Le PERT ne considére que les projets dont le graphe comporte wm chemin

toujours plus long que les autres. Ce n'est qu'un cas particulicr.

La méthode de détermination de ce chemin n'utilise que la notion de durée

moyenne, colle ignore les notions de variance ct de corrélation .

Nous étudions particuliérement la critique 4 soit on utilisant la

méthode de simulation qui donne toutes les Tnfornations que l'on désire
& la précision vouluc, soit on raisonnant sur des exomples simples oh le

calcul donne des résultats stricts.

Nous proposons une amélioration du modéle aléatoire

Aprés un calcul PERT qui laisse le choix de la distribution des durdes

on extrait un sous - graphe contenant les taches qui pouvent étre criti-

ques. Sur ce sous - graphe on fait un calcul par la méthode de CLARK

(cf [10]) qui, moyennant 1'hypothgse d'indépondance des duréos, fournit

des approximations do la distribution do la durée totale et des probabi-

lités de eriticité, bien neilloufs que celles du PERT.

Za méthode de CLARK impossible & appliquer sur un graphe important est

utilisable ici.

A condition de lo segmenter, le programme de calcul ne prend guére plus

de place on mémoire que le programe PERT ct il est beaucoup plus rapide

que la méthode de simulation fit~clle accéléréc,
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CHAPITRE If

RAPPELS SUR LA NOTION DE GRAPHE.

2 = 1.— DEFINITIONS. of Borge (1)

Un graphe est la donnée d'un ensouble X ot d'une relation binaire f sur

on le note (x, 7). 3

Dans cette étude les éléments de l'ensemble X sont en nombre fini, on 1

appelle points ou somets du grapne et on les note x, ou simplemont i,

Lad, 2, ae, De

Les points y € X tels que xf y (x, € X), sont dits successeurs de }
L'onscuble des successeurs de x, est noté [ (x,)-

Un point qui n'a pas de successeur est une sortic du graphe.

Les points y € X tels que y 7 x MEX sont dits prédécesseurs de x;-

Ltensenble des prédécessours de x, ost noté ic 1 (x,). |

Un point sans prédécesscur est unc entrée du grapho.

Si x r xy le couple ordonne (x x5) sera appolé un arc.

x, on ost Morigine, x; L'oxtréaité. L'are sora figuré par uno flécho |

orientée de x; vors x.

Soit U l'ensemble dea ares du graphe (xX, [ )

Un chomin ost unc séquonce d'arcs (ay, Bay eee a,) tels que Vextrénit
de chaque are coincide avec l'origine de l'are suivant. ol

par (x, Xprcee eZ x,)+ 1
Si lo chomin passe par los points x;, Xj) «++ Xp» qx On pout Lo aésil

xy est l'origine du chemin, x Lioxtrémité.

Unc chafing est une séquence d'arcs (a4, Ops veer a,) tels que L'oxtrénti

do chaque are coincide soit avec l'origino, soit avec l'extrémité de 1'

suivant. |
(Un chemin est donc unc chafne particuliére). ¢

Un graphe est connexe si tout couple de points est relié par une chatings
Un circuit est un chonin qui relic un point & lui méme. |
On appellera longucur d'un are (xy, x,) un nombre L (xs x;) z 4

associé & eet arc. 
:

La longuour d'un cheuin est le sonme des longucurs des arcs qui le com

2-1 (2)

On définit une relation binaire [' sur l'onsemblo U dos arcs +

obasona : ay n'a, si ct sculoment si l'oxtrémitéPour tout are a. 5
i

de a est l'origine de aye

2-2 -TATLLG DU GRAPER.

La taille du graphe est donnée par le nombre N do sommets et le nombre Ii

d'ares.

Lo rapport 1/N précise si lo graphe ost trés "maillé" ou pou.

Dans un graphe connexe sans circuit le nombre M d'arcs est strictement

infériour aN (N- 1) /2-

Cepondant dans l'utilisation courante de la méthode PERT,

le nombre dtarcs n'est pas de l'ordre' de we
Les graphes que l'on considtre. dans la suite scront tels que Mg3 N.
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CHAPITRE Ill

PRESENTATION SOMIATRE DE LA MeTHODE PERT (1)

REPRESENTATION DU PROBLENE PAR UN GRAPHER.

La méthode PERT, consiste & décomposer le projet & réaliser en t&ches

élémentaires liées entre elles par des relations d'antériorité et &

caleulor les dates de début de ces taches. le travail préliminaire con:

Ros

- 1) déterminer cos taches éltmentaires,

- 2) déterminer les relations d'antériorité entre taches,

~ 3) estimer leurs durées.

Chaque t&che sera représentée par un are du graphe (2).

La relation "une t&che peut débuter dés qu'une autre est terminége",

correspond & la rolation binaire définie sur l'ensemble des arcs.

Exemple :

- si la t&che x a pour condition de départ que la tache y soit torming
i

on représentera x ct y par 2 arcs adjacents de fagon que y soit ante

ax.

O-0 40

- si la t&che x commence seulement quand les t&ches x et Yo sont to:

on représentera cette condition par le dessin suivant :

OX
=

oo
On obtient ainsi un graphe connexe car le projet est unique, sans ci:

ia aa acaaa aria aaa
ees

te ae
car si une tache est terminée, on n'a pas, cn principe, & la réoxécul
Les sommots seront numérotés de fagon quelconque.

Sur chaque are on portera wn nombre égal & la duréc de la t&che.

Ce nombre est la longucur de l'arc, définie en 2 - 1.

Pour roprésenier toutes les relatious d'antériorité, on ost parfois

d'utiliser dos t&ches fictives do durée nulle.

whe

(1) Nous no faisons ici qu'uno présontation élémontaire pour porn
lectour non averti de comprondre la suite. On trouvera plus de

gans f2} et [3]

(2) Cotte représontation n'est pas la scule utilisée ef. 4-1 -

~ fO=

pence ——- 4 te

cycantlishesiissnhsnnsocnnsiiisla
:FyEs t

3-2

Supposons que le projet consiste & construire une maison, .

le tableau suivant présente l'analyse des t&chos. (Lo lecteur est prié

de ne pas stattarder sur la vraisemblanco ‘tochnologiquo de l'exemple,

celui ci n'a qu'un but didactique), . . .

La condition de départ do la t&che << pose des dalles »7 est que la técho

<< murs 2 soit exécutéo & moitié. Or la seule relation priso en compte par

la méthode est : telle t&che commence quand telle autre est torminde.

Hous tournerons la difficulté en partageant la tache << murs 77 en doux

t&ches de durée 15 jours.

Ixenple d'utilisation de tdches fictives +

La t&che << canalisations >» commence aprés << dalles ¥ et « raccordement

atoau >>. :

La t&che << toit >> commence aprés ~ dalles>> ct <« escaliers Ds.
6-240 cane tigations cy

de ces conditions est fausse : 3

elle implique que << canalisa-

la représentation (ci-contre)

tions >>) commence aprés

<¢ escalicrs >> co qui n'ost

pas conforme aux conditions

de départ.

Deux taches fictives dmergeant du somet 9 pormettent de lever ect

obstacle. cf dessin du graphe. : }
On introduit aussi d'autres tachos fictives pour la clarté du dessin.

Le graphe ainsi obtenu a une soule entrée, une seule sortie ct ne présente

pas de circuit. (On conviendra de numéroter 1 l'enirée et n la sortie).

-II-
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i DECOMPOSITION DU. PROJDT EN TACHES. }

- T roo ~ ;
Tunéros i Durée

Début Fin | Nom de la t&che =; (jours) Conditions de départ.

1 | 2 Fondations 1 50 Début
1 3 Raccordonent égout | 3 Début

1 4 Raccordement cau j 2 Début

1 5 Raccordonont gaz. «2 Début

1 6 Raccordement HDF | Début

52 7 Elévation des murs , 15 aprés fondations

7 8 Elévation des murs | 15 aprés fondations

1 9 Pose dos dallos 15 murs oxdoutés & moitié

8 40 Escalicrs 6 aprés murs

8 "1 Fenétres 4 aprés murs

10 12 Pose du toit 15 aprés dalles ct escaliors

5120 4 15 Carrelage 10 aprés toit |

(4 14 Canalisations ‘ 3 aprés dalles ct raccordenenty

| | aoau

12 15 Cloisons 20 aprés toit

14 16 Chauffage | 15 | aprés raccordomont de. gaz
canalisations ct toit.

17 18 Sanitaires 3 aprés canalisations, égottt
i cloisons. 4

1 16 26 Pose des plinthes 2 | aprés cloisons ot chauffage.

1 19 20 Conduites d'éloce | 3 aprés cloisons et racconic

} tricité électriques

i 20 21 | Platre "20 aprés électricité

| 22 23 Peintures ) 15 | aprés plétros, sanitaires,
carrelagos et plinthes.

24 25 Pose des portes , 1 | aprés platre, carrelages ct
t ‘ plinthes. en

i } i 7

| 23 27 Hettoyage ; 4 | ala fin, : -

: t | 1 ; '
wee : | a A «

| , r
no
‘a
.§

eae ee >

| : Mm+ =

1

spobrgzes



3-3 “CALCUL DUS Dts DES nrApig:
33

w et

Notons ‘ la date & laquelle on paervient au plus t6t & 1'étape i.

Supposons que », =O«

On parviont & 1'étape 3 quand la t&che (1, 3) est torminée, c'est & dire

au bout de 3 jours, 5 = 3, de méne) 5 =2, »»> = 30, >; 22,

Pour parvonir & l'étape 4 il ne suffit pas que la t&che (1 »4) soit exécutée,

il faut aussi que (1,2), (2,7), (7,9) le soient. On ne peut done calculer

la date d'une étape avant de calculer les dates do ses ancétres.

la tdche (2,7) dure 15 jours, en commengant au temps 30, elle terminera au

teups 45 done By 17 45, De méne 3 = 60, dX, = 60.
Pour parvenir & l'étape 4 il faut que les t&ches (4,4) et(7,9) soiont

exécutées. On y parviendra donc au plus tét au tomps de = Hax [2,60 |= 60

Do mime 4 -tlax [60 + 6,60] = 66

> arttex [ 60 + 3,81 2) = a1

On essaie do caleuler ainsi de proche en proche les dates au plus t6t des

étapes par les formes +

\,=0

AS Max fh). +4, iweek 3744)

4,, étant 1a durée de lare (3, 4)

Comme on l'a remarqué, l'ordre des calculs n'est pas quelconque.

On trouve en particulier que da7=1 40, La durée minimum des travaux est donc

de 140 jours.

On voit aisément que le calcul des dates au plus tét des étapes revient au

calcul de la longueur du plus long chemin allant de 1'étape 1 & chacuno

d'elles.

Cherchons les dates << au plus tard 3 des étapes.

Calcul des dates au plus tard o ,

Liebe! 23 doit étre atteinte au plus tard au temps 139, » 237139 de méme
Dipped
L'étape 25 pout étre attointe au tomps doer 33
la durée minimum du projet. De néme ) 4 ,=138

‘ ‘

=139 sans urber55, 25 139 sans perturbe:

~I4-

3-3

L'étape 13 doit étre attcinte & une date telle que les dates au plus tard

de 24 ct 22 no soicnt pas ‘porturbécs.

dj = Hin (138 - 0,124 ~ 0] = 124

On continuo ainsi de proche en proche en appliquant la formule.

dy = Min [AS - 45]

Je f(a)

a, , étont la durée de L'are (i, 3)

ce qui implique que les dates au plus tard des successours do l'étape i

soiont 46j2 caleulées. L'ordre do calcul n'est done pas quelconque.

Cotte néthode de calcul sera utilisée aprés quelques andéliorations en

algorithne pour machino on 4.3.

Les dates au plus +6t ct au plus tard coincident-cllos ?

La conparaison des doux calculs précédents nous montre quo les étapes

1, 2, 7, 8, 10, 12, 15, 19, 20, 2t, 22, 23, 27 ont des dates au plus tot ct

au plus tard égales. C'est dire qu'aucun retard no peut étre pris sur les

tachos délinitées par ces étapes sans quoi la durée mininun du projet serait

dépasséc.

On obtiont ainsi un chemin appelé << chemin critique >> joignant l'entrée

& la sortie du graphe.

Les téches qui, au contraire, ne se trouvent pas sur le chesin critique

peuvent prendre un certain retard (ce sera précisé on 4. 2).

Le calcul PERT perne:t donc de connaftre

~ la duréo mininun d'exécution du projet,

~ Les tdchos dont un retard entrafnerait un retard de l'ensemble,

- Les calendriers comportant les dates de début au plus tét ct au plus tard

des taches, entre lesquelles devra se situer la date de début effective,

(ces calendricrs pouvent étro transformés en dates calendaires, il suffit

de connattro les dates de début des travaux et celles des jours chénés).

On a alors la possibilité de minimisor la duréc dos travaux, de contrélor

globalement leur avancement et de prendre les mesures nécessaires pour ros-

pecter les délais impartis. Ceci sc fait par des << révisions périodiques¥

gui consistent & rocaleuler les calondriers sans nodifior la structure du

grapho mais en donnant aux tiches déjh exéeutées leur durée réelie ot an

réestimant los durées des autres t&achos en fonction do la situation.

-~-b-
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CHAPITRE Iv
4-1(2)

COMPARAISON D'ALGORITHNES POUR LE NODELE DETERMINISTE.

REPRESENTATION DE TYPE UPERT" ou "POTENTLELS".

La représentation de type "PERI" symbolise les t&ches ou opérations &

accomplir, par les arcs du graphe, les somucts du graphe étant les étapos

ou évenoments. Elle a été utiliséc au chapitre 3.

Dans la représontation de type “Potenticls", les téches sont au contrairo

roprésontées par les sormets du graphc, les arcs re résentant Jes relations
CEs wbebiows ae OF

dtantériorité entre téchos Saectts edt ete
A l'invorse de la représontation "PERT", la roprésontation "Potenticls"

pormet de rendre compte des contraintes disjonctives et de cortaines con-

traintes temporelles (exemple : tolle téche doit commencer au plus tard

au tonps to). (ef CH) s

Hais la représentation "PERT" est de loin la plus utiliséc. Hn effet du

point de vue dessin, ropréscntor les tAches par des arcs évoque, mieux quo

ne le ferait un point, la durée correspondante. In "Potenticls" il faut

tcnir compte & la fois de la durée des tAches ot do la valeur des contraint
co qui cst plus encombrant & ranger en némoire.

Yu lobjectif limité quo nous poursuivons dans cette étude, la roprésontal
de typo PORT paraft la plus simple 4 utiliser. Nous identificrons done par

la suite les t&ches aux arcs du grapho ct les étapes aux sommets.

Lo problémc du PERT - towps se formule ainsi :

"Btant donné un projet formé d'un ensemble de tfches & accomplir de durée!

connues: jliées par cortaincs relations dtantériorité, quelles sont les dotey

de début ct do fin de chacunes d'elles pour que lo projet soit torminé on]

un tonps minimum ? ..."

Renarques préliminaires :

4 - La durée de chaque tAiche étant connuc, il suffira de déterminer les

- do débul, ou cu déGuiva imaddiatcucnt los actes ad Pin;

2 - Pour simplificr nous supposcrons que le graphe du probléme n'a quis)
seule ontréo et une soule sortic. (On peut toujours se ramoner & co

par L'adjonction de t&ches fictives de durée mulle).

r= EG f=

q

pea 2 vc.

ETD.

4-2-1 (2)

Exprossion mathématique du probléme +

Considérons le graphe de type PERT associé au projet ; il décrit 1'cnsomble

dos relations d'antériorité entre les ‘tiches du projet. Ce graphe ost connoxc

ot sans circuit. Nous numéroterons les sommots de 1 & n de fagon aléatoirc

nais on imposant & l'ontréc le numéro 1 ot hk la sortic le numéro n, (n étant

le nombro de sommets).

Chaque tdche sera notéo par le couple (4, 5) oulx, » x5) x, étant le numéro

do l'étape début, %, celui de 1'étape fin. La durée correspondante sera a; 5°

la date do 1'étape x, Sera notéc ty.

Hotons que la date de début (resp. la date de fin) d'une tache pout ne pas

@tre égale & la date do son étapo début (resp. fin) (cf 4. 2. 3)

le soul type de contraintes déerit par le modéle PERT est de la forme : le

t&che (z,, %) commence au plus tét quand la tfcho (x, a 5 ) est torminée,

Elle se traduit par l'inégalité sur les dates de aéout : ‘ti -f; yy dit
i: originc, j extrémité de l'are Gi, 3) a; Zz °
On a autant d'inégalités quo l'on a d'arcs.

(ifotons que la méthode des potenticls tiont compte d'autros contraintes,

par exeaple + la tAche (x5, %,) cowmence au plus tard quand la técho (x,>

x,) ost, torminée).

Pronant comze origine des tops, la date de 1'étape entrée, le probléno se

ramtne A la résolution du systéme linéaire :

fa =o (i)

Bat, Da, Why x) € 0 (2)

liPaa intn (3)
La variable & minimiser, th représente Ja date de 1'étape fin done la durée

totale du projet.

CALENDRTERS . ‘

Co systéne est un programme linéaire. li pourrait étre traité par les méthodes

classiquos, mais il cxiste des méthodes beaucoup plus simples.

Yous appellcrons calendricr un ensomble de tis i=1, 2, ..., n qui satisfoit

aux conditions (1) et (2).

RS SOLWTONS DE (1) ot (2) qui. mininisont + ,
Définissons unc relation d'ordre sur Lonsonble des calendricrs :

Le calondricr ¢ = (t,, i=, 2,...,n) est inférieur au calendricr

cl= (t, i=1, 2,...,n) si of sculonont si t,< t} pour tout i= 1, 2,...5n

L'onsemble & aos calondriors posséde_un plus potit élément.



~ 4-2-2

En offet, l'algorithme utilisé on 3. 3 fowrnit un calondri
or

A= Ma , La 1, 2paeeyn ) tol quo

or

(4) a = lax C, r5
jel +a

Clost un calonaricr: In offet los), vérifiont les conditions (1) ot (2).

aged L = 2, Byeveam

La calovl dos), est possible cox le graphe est sans circuit.
Le systéme commé per los relations (1) ct (2) admet done au moins uno soli

4. gat Ja longuour du plus Jong chonin allant de L'étape 1 & L'étape 3

Dénonstration

11 existe au moins uno étape i,f [7 G) tolle que 4 ayy
1

\

Il oxiste au moins une étapo i, ¢ tr a) tolle quo i= ty + 4, i,

et ainsi do suite jusqu'A 1'étape 1.

Soit P le chomin £¢ 1,1 is (is dy ye q)reses (354 4, i dy Gy, os

se tages sot 1) =8 +a. teeta, . +4,
The tk ’ tu

a * ad

atch 1 (2) = , ->

Conparons la ee de v avec wl chonin gueleonque pt
aklant do1 ad Gs dees (iy 25

i - SsSur cc chomin on a “Sy 24 548

= ND a5
l

Diok on ajoutant Ni 4 Fae dys 1 (PB)

Done *i = 1 (P) 1 (P*) ‘yo joignant 1 avi.
Ajoutons membre & membre los inégalités (2) relatives aux ares formant lo 

©

chenin P.

eth -d, Or \

4-2-2

Dror +, a Ay ceci ost valable pour tout i= 1, 2, ..,n

le calondrior /\ est done infériour a tout calendricr C. C'est le plus

petit élénont do B

Le calendricr /\ ost tol qu'aveun autre calendrier no pormotte de comm
encer

plus +6 une téche quelle qu'clle soit.

En conséquence, on appolle les dates du calondricr AV , dates au plus tét.

En particulier /\ minimise t, puisque t, > » Fe

Soit de l'ensemble des calendriors qui minimisont th

e 1% contiont-il d'autres calendricrs quo N?

Appliquons L'algorithme de construction de /\ ou graphe déduit du précédent

on inversant le sons des ares.

On obtiont des nombres 1, tels que

(4-0

1, =ilox 1, +d,

tee3 e€ PG)

Comme cola a été démontré pour les Aas

i=1,2,...,n-1

1, ost la longuour du plus long chonin allant de l'étape i & 1l'étape n.

Pososs ', = _ -1, , il vient
i a af

“Vr nk

An =

6S “8 coy at he 3
vA a Man cM; gl FEST Gy mnt

gé€r

soit At = { ym ei th Siz int 2? ‘oat un calendrior car les con-

ditions (1) ot (2) ant satisfaites par les ry
Come > 1 a n Sut appartiont adt.

fs! cst le plus grand 618mon$ do Js pour la relation d'ordre définic sur € .
En effet : ajoutons monbro & membre lcs inégalités (2) relatives aux ares

formant le chemin le plus long allant do ian, il vient t, - ty >?

aot, £ X-1, = dG
i “n° db a 2

Come /\.' appartiont & ./~ clost bion lo plus petit des majorants de c/

- coci pour tout i = 1, 2,-+em.

Le calondricr /\.' ost tel qu'aucun autre calendrier ne permotte de comencor

plus tard une quolconque tfcho sans allonger la durée mininale » A du projet.

Les dates de ce culuudeiur sont appolé

En conclusion les solutions de (1) (2) (3) dont on

pout calculor lo plus petit élément J\ ct lo plus grand élésent ho,

Hous étudicrons plus loin les différents algorithmes qui permottent de cal-

euler “Vet /\'.

-19-



4-2-3

4-2-3-HARGES

a) "TARO Das BONES.
Soit lo calondrier ¢ “ft, My S te oN

Cost un calondricer de Ot car wn ost inféricur & C qui cst infériour aN
L=1, 2, 0$

(au sons de la relation d'ordre).

Il y a done wie infinité de calendricrs qui satisfont aux conditions (4),

(2), (3).

Soit i une étape quelconque (Z fis & tout @" tol ie
i

i ¢n), a

tem j& i, on pout | associcr au moins un calcndriocr ; a
En effet le calendrier ¢ ={ t; 2h, ae j F dl y ty = G fost compris
(au sons de la relation d'ordre entre Wot A! . n appartiont done & ¢

fr \ y 4 *

Ltintervalle! dy . ' i est l'intervalle de flottemont de la date de i

i \,
Un chemin critique oat | un plus long chomin allant do 1'étape 1 a Liétape j i
étape nei, \! ost Jo marge do flottonont. j

n (il peut y on avoir plusiours). Sa longucur ost égale & A

Jes Stapos dont la marge de flottemont ost nulle. sont situsos Sur io chom

En effet :

Soit l'étape ni , BR ot P les chernins les plus longs qui 1a relicnt

étapes n®-1 ct n°n, Soit P= % U Py R

1 (2) =1(%,) #1 (%) = \, + ¥ Lae My
Si hy = » alors 1 (P) = a P est done le chomin critique.

b) - LARGE DES facHnS.

Définissons les dates des tfches.

~ La date de début au plus t6t de la ticho (4, 3) est d,

~ In date do fin au plus t6t de Ja tiche (i,j) cst , + 85
- Le date de fin au plus tard de la tacho (4, 5) est x .
- La dato de début au plus tard do la tacho (i, j) est M5 -

On pout définir plusicurs types de margos pour les t&chos :
ij

La mango libro d'une tAche (i, j) est le rotard maxinum qu'cile peut pi

sons porturbor la date de début au plus tét des téches d'origine j.

\,- A - a,
J 4 ad

la marge totale d'une tache (i, 3) est lo retard maximum qu'elle peut

Ello s'oxprino par iL (4, 3) =

dve sans perturber lus duivs de début uu plus tard des tiches

Elle stoxprime par :

H@ (i, j) = \te dea,
j a7 “ag

Wous n'utiliserons ici que la marge totale.La notion de marg
e libre trouve;

négmoins son utilité en pratique.
20 -

4-2-3 (4)

LES TACHRS DE MARGE TOTALE IULLE SE TROUVENT SUR LM CHENIN CRITIQUR.

In offet : soit L'are (i, j) By otP., los plus longs chomins de 1 & i ot de

j &n respoctivenent.

soit P=P, UG, i) Sp,

2) = deo Ay thy te = O's = Og> AQ = Oy da > ys)
Si »'5 - 45 =o 1(@)=> a s n) P cst le ean Mas

4-2-4- CHIMRALTSATTON A DES GRAPHES A PrUSTaRs me ITS.
Les résultats précédonts sc généralisont :

1) Grothe & plusiours ontnées.

La date au plus t6t do l'étape n° i ost

d=
as

liax | Jonguour du plus long chomin allant de j & i
Jee

£ = onsomblo des ontrées

2) Grapho & plusicurs sortios.

la date au plus tard do 1'étape n° i est

- Hes [ tonguour du plus long chomin allant do ia a|
i

1gign

. ensemble des sorties

3) Grapho & plusiours entrées ot sortios.

Los dates au plus tét ct au plus tard s'exprimont comme cn 1 ct 2 respec

tivoment.

La duréo minimum do projet est

Vex | longuour du plus long chomin allant do i A 3]
i€B

jes

-2-



4 - 3 - LALGORTTHNE NATUREL.

4-3-1 - [BETO

4-3-1

Reprenons la méthode utilisée en 3 . 3. Nous l'appellerons algorithme

naturel, car elle est la plus imnddiate.

Hous dirons que nous. "marquons" une étape quand nous calculons sa date au

plus té6t (ou au plus tara) et que nous la portons au dessus du sommet corres-

pondant sur le dessin.

Nous pouvons marquer un somet si

1) - Hous comaissons ses prédécesseurs,

2) - Ses prédécesseurs sont marqués.

Le calcul doit donc commencer par la construction de la liste des prédéces-

seurs et successeurs de chaque sommet.

PORE DES DOWNES. of 4.7.2. i

Le graphe peut avoir, dens la version suivante plusieurs entrées, mais une

seule sortie. La nunérotation cst gans trou »>detan, n

étant le numéro de 1'étape fin.

Pour chaque tAche on donne les numéros I de 1'étape début, J de 1'étape fin

et la durée D. On obtient ainsi 3 tableaux I, J, D. y

COUSTRUCTION DE LA LISTE DES PREDECESSUURS BT DES SUCCESSEURS.

Si on classe le tableau I par ordre croissant et que l'on fait subir aux ta-

bleaux J et D les permutations correspondantes, on retrouve dans le tableau

J la liste des successcurs des somets rangés par ordre croissant ot dans le |

tableau D la liste des longueurs des arcs correspondants. On constitue par 4

aillours un tableau contenant l'adresse du premier successeur de chaque somme ti)

Por un classemont identique du tableau J, on obtient la liste des prédécossoura
et le tableau d'adresse correspondant.

CALCUL DU CALENDRIER AU PLUS TOT. 4

Chaque sommet sera rangé, une fois marqué, dans un tableau (Zz), ;
1) - On marque d'abord les entrées,

2) - On essaie de marquer les successeurs des sommets marqués, j

- On teste d'abord s'ils sont déjh marqués auquel cas on passe au suivanty

- Si un somot n'a pas tous ses prédécesseurs marqués, on ne peut le

marquer,

~ Si_non on le marque : on calcule sa date au plus tét

= T\ 7Ve tox LX + as]

je poG)

=22-"

4-3-2-

4-4-

- 4-4-1

3) ~ Par ce processus on cn viont & marquor le somet.n A moins qu'il y ait

un circuit {une procédure complémontaire pourrait trouver les somnets

appartenant & ce circuit). "

L'organigramie suivant décrit le calcul du calendrier au plus tot.

CALCUL DU CALENDRIER AU PLUS TARD.

On pourrait procéder de la méme fagon, maison a montré en 4.2.2. quo lo

calcul des dates au plus tard se ramenait au caleul des dates au plus t6% dans

un graphe déduit du icr par inversion du sens des arcs. Par conséquent l'ordre

do marquage des t&ches sera 1'invorse du précédent.

Tl est donc inutile de tester si lcs successeurs du somet en question sont

marqués.

‘CONCLUSIONS.

L'algorithme naturel a le gros défaut a'étre lent. Co qui est principalement

du & la nécossité do faire deux tris successifs des mémes domées. Cortainos

versions , telle. celle utilisée dans lo programe CONCORD de la SEA, entrent

directoment en donnécs les listos des successours ct des prédécesseurs de

chaque sommet, ce quia 2 avantages ¢

- 1) utiliser la redondance pour collationner les donnécs,

~ 2) éviter les tris.

L’algorithne naturel présente aussi L'inconvéniont de nécessiter la présence

de toutes les donnéos simultantnont on mémoire centrale.

La taille des graphes admise est donc assez limitée co qui le rend inutilisable

sur potit ordinateur (of 4 - 8 - 3).

Sur CAH 90 . 80 de 32 k on pout traitor des graphes do l'ordre de 4,000 taches

et 2.500 étapes.

L'ALGORITHIE DE FORD.

4-4-1 -moorps (cf [1] page , 64)

L'algoritime ,caleule la longucur du plus long chemin d'un somet origine &

tout sonmet d'un grapho sans circuit.

- Caleul des dates au plus t6t.

Compte tenu de 4 - 2 - 2 la dato av plus tét de l'étape i cst la longucur du

plus long chomin allant de 1'étape 1(supposéc l'unique entrée du graphe) & 1!

étape i. :

L'algorithme procéde ainsi

1) - Ayant numéroté les sommots do 1 & n do fagon quelconque mais on commengant

par L'ontrée ct on temminant par la sortie, on marque chaque sommet i avec

untiombre }, on prond tout a'abord }, =o ot dpc oo sk tet

~23-
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4-4-1 (2)

2) = On fait subir A chaquo are (i , j) le test suivant +

dy7 a 2
- s'il est vrai on ne modific ricn,

= s'il ost faux A; t= Avtdsy

5) = ayant ainsi tosté tous les ares, on ittre le processus jusqu'aé ce qu!

aucun arc ne pormette d'augmenter la valour d'un \

Dg ost 1a date ou plus t6t do 1'étapo i.

Hgx =), ost 2a duréo minimun du projet.

~ Caloul des dates au plus tard.

On caleulc par le méme procédé la longucur 1, du plus long chomin allant de i

hn pour tout i. Les dates au plus tard sont données par +

Moe a, - of 4-2-2

Ia caleul pout so fairo on mémo temps quo colui des dates au plus t6t.

Ltakorithne reste valable si le graphe présente plusiours entrées ou plusicurs

sortios.

‘LB NONDEE D'TOBRATIONS EST TNPERTEUR AU NOHBRE DE SOMBTS, SINOY IL ¥ A UH

mous.

Prouve :

soit ). TM 1e valour do Ay a la kitno itération,

Pour k s'il existe des chemins de 1 & i comportant 1 arc, d, 1 est la
longuour du plus long. Stil n'on oxiste pas d,'

la Kitne itération, \ ,*

- 00

Supposons qu'd Ay est la longuour du plus long chemin

allant do 1&4 comportant au plus k ares , s'il on oxisto. SinonA,* = ~ 00

Ala (k+1) amc itération

ou ia tous sos prédécossours j tels que a =~ 00 alors X,¥ +t = dF = -00

ou i a dos prédécosseura j tels que >, 4-00 alors
\kt1 ie 4 e
i = rex d, + a, | comme \, ost dans ce cas la longuour du plus

Jong chowin allant de 1 & j comportant au plus k arcs, L'hypothése est vérifiée.

Le nombre d'itérations est done égal au nombre maximum d'arcs quo peut compor-

ter un chonin.

Or wn chemin comprend un nombre d'ares inféricur au nombre de somncts, dot le

résultat.

4-4 - 2 — PROGRADIATION,

1) = Forme des données (ef 4 - 7 - 2)

Pour chaque t&che on dome les numéros I dos étapos début, J des étapos

fins ot la durée IDU - on foxme ainsi 3 tableaux I, J, IDU.

- 5 -
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2) - Organigramno. 44-2 (3)

N = nombre de sonmets,

M = nombre d'ares,

= tableau des muméros des étapos début,

J = tabloau des numéros dos étapes fin,

IDU - tabloau dos durées. ~

190 ~ tabloau des .

ITA ~ tableau dos

IiAK - durée totale minimm,

2éro (pas de
dates de début au plus tard longucurs néga~

tives).

dates de début au plus tét pad fp a a

4-4-3 ~ CONCLUSIONS,

I - RAPIDITE.

Lialgorithme a l'avantage de no pas nécessitor de tris des données, Mais il

les fait relire un grand nombre de fois, ce qui prond boaucoup de tomps( a

fortiori si cos données sont enregistrécs sur bande magnétique).

En offot, N étant le nombre de sommets, M le nombre d'ares, le calcul des

datos au plus t6t nécessite & chaque itération au plus 4 M lectures, M

additions, 2M tosts. Commo on fait plus W itérations il y a au plus 4 MN

lectures, MN additions, 2 NN tests.

Dans un grapho sans cirouit MCN (N-1) (cf 2. 2).

Le nombre d'opérations ost done major8 par un nombre do l'ordre de N 3,

Mais comme dans un graphe PERT H n'est jamais supéricur & 3 N, cc nombre

ost on fait on N*.

la detection de circuit, no pout se faire qu'au bout de N lectures des données,

co qui ost trés long et il n'ost pas possible de connaftro igs sommets appar-

tenant au circuit.

2 - OCCUPATION EN MOUOIRE. CENTRALE,

Le programme occupe une place trés réduite ce qui le rend intéressant pour do

petits ordinatours do 8 K © par exomple munis d'un périphérique (il est ainsi.

utilisé sur IBM 1130 ot sur BULL GE 155).
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4-5 ~ CLASSEMENT DES SONNETS ET DES ARCS.

4.5.1. UMILIT D'UN CLASSEMENT.

On a romarqué en 4.3.1. que le classement des sommets, dans leur ordro de |
quage sorvait & la fois pour 1'établissement des calendriors au plus t6t s

plus tard. Comme co classement n'est possible que s'il n'y a pas de cirouit

on a intérét & le réaliser avant tout calcul. §

D'un classomont des sommets onpeut déduire un classemont des arcs. Ce dex
permet de construire "une chafne d'information" contenant, rangées les :

la suite des autres, los informations relatives & chaque are : le numéro a

étape début, celui de 1'étape fin, la durée ot d'autres informations s'il

licu. Cotte chatne a l'avantage de pouvoir étre oxploitée séquonticllomont)
gagnora de la plaoo on mémoirc centrale en la rangeant sur un périphériqus:
on L'oxploitant bloc par bloc.

Si l'on conserve cotte chatne d'information sur bande magnétique, on pout
des révisions périodiques, rectifier les durées ct sortir les résultats sg

recommencer lo classcment.

4.5. 2. DEFINITIONS. La numérotation des sonmets étant quelconque,

si x, t x a ih soit rangé evant x
Romarque : cet ordre n'est pas unique.

sia, p. a, ay soit rangé avant ay:

4.5.3 . CLASSHLENT PAR NUNEROTATION.

Numérotons les sommets du graphe de fagon que si x) r x5 oait i <j

iDe méme, un classement dos arcs est wn ordre total de l'ensemble U tel j
;

Si on classe alors les somets par indice croissant nous obtenons un clas

Cette méthode a le défaut d'imposer unc numérotation. Si on vout modifier!

structure du grapho, co qui arrivo au début de son élaboration, toute la 2
rotation se trouve bouleverséc. Nous ne retiondrons donc pas cette néthodll
4.5.4, CLASSUMENT PAR LA METHODE DES MIvRAUK, (cf [2} page 6) |

A tout sommet. x d'un graphe sans circuit faisons correspondre un nombre |

positif appolé "niveau de x" , noté niv (x) do facon que :

~sixn'a pas do prédécossour niv (x)
- sinon niv (x) ' car) | +4

ly er”
On appolle niveau i le sous onsomble de X formé dos sommots x tels quo it

=a

Exemplo : Décomposons le graphe suivant par niveaux.

4-5-4

|||

———
S

Biveau

On peut obtenir graphiquement cette décomposition de la maniére suivante :

- los somets sans prédécossour sont de niveau o, cffagons les ainsi que les

ares qui en émorgont.

= les nouveaux sométs sans prédécessour sont de niveau 1, offagons les ct

supprinons les arcs qui cn éuergont.

Bt ainsi do suitc.

PROPRIETE 1 -

Si on range les sommots par niveau croissant on obtient un classoment.

En effet :



qj
4-5-4

Siz. i & c'est que Xs ost prédécesseur de x, done, d'aprés la définitio
n,

niv (x,) < niv (x.).

Ky sera donc rangé avant a

PROPRIBTE 2 -

S43 lo sommet x est de niveau i, tout chemin d'une entréc & x a au plus i arcs
, |

Prowe.

Par récurrence

pour i=o clest vrai

pouri=1 x est relié aux ontrées par des chomins de 1 are car il est

guccosseur d'unc ou plusicurs entrées.

Si ctost vrai pour i, montrons le pour iti:

Si x ost do niveau i+ 1 c'est quiil existe des 76 de niveau i tels que:

Y 4 tx.

Parmi les chertins joignant les ontrées & x:

~ Coux passant par les ¥5 somportent par hypothése au plus i+ 1 arcs

- les autros passent par des somnets de niveau strictenont inféricur 4
 i,

ataprés L'hypothése ils ont au plus (4-1) 41 =i ares.

COROLLATRE.

Dans un graphe déduit du précédent on égalant 2 1 les longucurs de tous ics

arcs, niv (x) est la longucur du plus long chomin des entrées a x.

On peut done détorminor les niveaux dos somiets on appliquant L'algorith
me

de FORD { of 4.4.1.) & co graphe.

CLASSEUBNT DES ARCS.

De la méme facon nous définissons le niveau d'un are (x, ; x;) par

. niv(x; : x,)= niv(x,)

Si on range les arcs par niveaux croissants on obtient un classement
.

Erouve.

Soit 2 arcs a; et a. tels que a. ( ' a,

ils sont de la forme a. = (% , 1), A= Ca, *m)

ona *1 ( 4a atoh niv (n) > niv (1)

doncniv (a;) eg niv (a) et ay ost rangé avant a5

Dans l'oxomplo précédont, au classement des somots + 1, 4, 9, 3, 5s 2) T> 6)

, correspond le classement des ares.

(1,3), (4,5) (152), (4,2), (5,2), (5,7), (9,7), (2,6), (3,6), (7,6), (6,8)

(9,8),

M
¥

J 5

On obtiondrait autant do classemcnts distinets on permutant entre cu
x les

de méme niveau.

- 30+

4-5=4

PROGRAITIATION DU CALCUL DES NIVEAUX. °
Il existe plusicurs méthodes que l'on trouvera dans (2 |

Hous utiliscrons la méthode qui consiste & appliquer l'algorithme de FORD au

grapho dont tous les arcs auraicnt pour longucur 1. L'algorithme calcule la

longuour du plus long chemin reliant les entrées & tout sommet du graphe. Dans

co cas, cotte longucur scra égale au nombre d'arcs que comporte le chemin.

Nous référant au corollaire 3 on obticnt ainsi Ic niveau de chaque sommot.

Si l'on se reporte & 4.4.3. l'opération nécessite au plus :

4 MN WN lectures

Mo oN additions (de 1)

HON tests
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CONSTRUCTION DB _LA CHATHE D' INFORIATIONS. had
Du classement des sommets on déduit celui des ares par la formulo we précé-

donaent.

On construit directoment le chafne d'informations do 1a manibre suivante <

- on chercho les sommets do nivoau 1,

= on on déduit les arcs de niveau 1 : ils sont incidents aux sommets de

nivoau 1 ~

= on placo dans la chafne les numéros do début, do fin ot des durées dos arcs

do niveau 1, ainsi que d'autres informations s'il y a licu.

- on passe aux sommets de niveau 2 ct ainsi de suite on compose la chafne d'

informations. :

Pour trouver los ares incidents aux somots, il est nécossairc d'avoir un ta~

bloau des prédécosseurs. On le construit par wm tri analogue & colui fait on

43a

L'opération de construction de 1a chaine est assoz longue. Par exemple le

nonbre do tostdest majoré par un nonbre de l'ordro do 1? (N= nombre de somnets).

Conclusion.

Lo caleul des nivoaux ct la composition do la chafnc d'informations néecssitont

pour des graphes PERT un nombro d'opérationspn 2, comme dans 1'algorithme do

FORD.

La méthode pormot do détector les circuits au bout do Il itérations mais cllo

no pout indiquer les somots situés sur le circuit.

=335-
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4-5-5

5 ~ CLASSEHUNT PAR LA MBTHODE DE LA PILE.

La méthode de la pile est une méthdde de description d'un graphe gui prend

son origine dans la résolution du probléme du labyrinthe.

HOPTON DE PILE ATTACH A UN GRAPHER. (of [ 6 | )
Soit U l'ensemble des arcs du graphe.

Soit we suite finie e<= (0, ba ®nla! éléments de U.

Soit U* l'onsomble de ces suites finics. Hunissons le d'une loi de composition

interne, la concaténation , telle que pour touts ct fp de. UF

2%. 8 =la,, Apress a, | ° [b,» by, uo 2, |

= [a> Byres > a dy» De anes Ba!

Cotte loi est associative ot admot un élément noutre, le chomin vide noté e

~ (41 relic tout point x & lui méme).

Soit @ L'onsomble des chomins du graphe.

On a COL UE.

Appolons pile sur l'ensonblelldes ares du_graphe,

ce) de chomins de € telle que :

toute suite finic

(ep Cyr sees

a) oF y=

pb) pour i = 1, Qyeee, Mm Ty il cxiste un are a; tel que.
e (chemin vide)

soit c, =¢. a; (opération concaténation)
i a-i

i ost alors wo entrée de a;

soit Cy he

i ost uno sortio de as

Les chomins c, sont appolés états do la pile.

Si C= ep ly a? ay ost Le sommet de l'état i de la pile

Une pile attachéo au graphe est une pile dont les états obéissent aux régics

suivantos :

1) -Sii- 1 est entrée de l'arc a:

S'il existe dos arcs b tels que a [*' 4 et ne possédant pas d'ontréc

inférieure & i, i ost l'ontrée d'm tel arc, sinon i est la sortic doa.

2) - Si i-1 est sortie de l'arc a,

a) S'il existe un arc de méme origine que a qui n'e pas dtontrée infé-

ricure Ai, i est L'tentrée d'un tel arc,

-1 Fo?

c) Sinon ct si cy ay & o : Stil cxiste un arc n'ayant pas d'ontrée

inféricure & i, i cst l'ontrée d'un tel arc , dans le cas contrairc,

b) Sinon et sic, i est une sortic,

Cy oy est le dernier état do la pile.

«354



Romarquos.
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4° La pile définie par co procédé do construction n'cst pa
s unique.

2° Un aro a unc soule entrée done unc scule sortic,

3° COmme un état de la pile attachée est un chomin, il ne pout contenir
 2

do néme origine, sinon on aurait un circuit,

4° Soit 2 ares a ct b tels quo a ['! b, si b catro avant a, il sort aussi
avant a, sinon il oxistorait un état do le pile ob b figure deux f

ois, on

aurait un circuit.

Exonple de pile :

nunéro des Stats

wWOIANAVIN=O

Gestion DE LA PILE SUR LES ARCS (ois ATTACHES )

Ty existe un are &
,

nan Hehe entre

Th existe unare &

tel que sie

S sort

sss!

°

(1,3) 
ast dans & pi

(1,3) « (3,6) s Mpose Saee eits. *
(1,3) « (3,6) - (6,8) |

(1,5) « (3,6) 
a

(1,3)
°

(1,2)
(1,2) . (2,6)

(1,2) 
:

e 
Ss Sommat wa idtat conncddrd

(9,8) 
'

( ) sia are avivant ie sommet dans.
957 "t yagi hood
ee « (7,6) 

Vébat consist
(9,7. 

Bz chemin vide

(e,2) 
,

5)
(4,5) « (5,7)
(4,5) +
e

- 36=
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‘Sion yengo los ares par ordre de sortic décroissant, on obtiont un classomo
:

Prouve + soit 2 arcs a ct b tels que a rtp

soit ila sortie de l'arc a , 2 cas :

ow i ~ 1 ost L'entréo de l'arc a,

Si i ost la sortic do a c'est que (cas 1) tous les ares p tels

quea ft! ® ont unc cntrée inférioure 4 i: b est sorti avant a |

(romarque 4) 
{

ovi- 1 cst la sortic d'un arc are Ph

§ a méme origino que b. Si a sort c'est que l'ontrée de b est

inféricure & i (cas 2 b),

Elle est done inféricure & la sortic de l'arc p

Elle est aussi inférioure & l'entrée de ? ginon on aurait dans ©

un Stat 2 arcs de méme originc ce qui n'est pas possiblo quand lo ~

graphe est sans circuit. 7

La sortie de b est inférioure 4 colle de fg done & colle do a.

1) - Romarauc.

Un état de la pile sur les arcs ost un chomin roprésenté par les arcs qui le i

composent. On peut aussi représenter ce chomin par la listo ordonnée des pointy

par ot il passe. On obticnt alors unc pile définie sur l'ensemble X des points)

du graphe.

Dans cotte nouvelle pileun point x pourra avoir plusicurs ontrées (correspons:
dant aux entrées des arcs d'oxtrémité x).

T ost plus aisé du point de vue programmation, de géror la pile aéfinio sur_

les points. On on déduit inmédiatencnt la pile sur les arcs.

2) - Gostion de la pile sur les points.

On la gérera comme la pile sur les arcs mais on utilisera la roprésentation |

ci-dessus, {

Ie test : "cxiste t'il un arc b tel quoé [*'' dD se raméne & tester si ee |

trénité do l'arc s a dos successcurs. Fi

On a done besoin do connaftre les suites des successeurs de chaque point. ong

los obtiondra d'une facon analogue & colle utilisée en 4.3.1. Les successeute

de chaque point soront rangés dans le tableau 7S, l'adrosse du premier suct0®

sour de chaque point sera rangéc dans le tabicau a D 3. of

Pour noter qu'un are est ontré dans la pile, on nout : \

1~ soit mettre un zéro & la place de son oxtrémité dans 1S, "

1- soit modificr l'adrosse du premicr successour de L'origine de 1'are ce 20)

procédé étant plus rapide mais nécossitant 1'introduction d'un tableau de
nénc dimension que A D 8.

~ 38 =

4-5 (6)
Les états de la pilo sont construits dans un tableau P & unc dimension. Colle

ei est égale au nombro maximum d'arcs que pout comporter un chomin (c'ost le

niveau maximum cf 4.5.4.).

Dlle ost inférioure au nombre do sommets,

Les longucurs des ares seront rangéos dans un tableau ED U corrospondant & 1S.

Il est commodo; de ranger los longucurs des arcs ontrés dans la pile dans un

tableau § parallélo & P.

Rechorche dos circuits :

S'il y a un circuit, un arc,done son oxtrénité figurora plus d'une fois dans

un méme état.

A chaque ontrée d'un point dans un état do la pile, on testera s'il n'est pas

déjh dans cet état.

Pour aller plus vite on pourra utilisor un tabloau T tel quo : T (i) =

Si le point i n'est pas dans l'état considéré, T (i) = 1 sinon -

On ne pout done aétector qu'un circuit a la fois.

En feisant inprimor 1'état de la pile correspondant on connattra les points

du circuit.

Conclusion :

La méthode nécessite un pou plus de place en mémoire que la méthode des niveaux,

nais celle est plus rapide.

En effet, lo nombre d'opérations dans la gostion de la pilé est proportionnel

au nombre M dtares (cf {5} page 38), donc & N dans un grapho PERT.

UPILISATION DU CLASSHIRNT DES ARCS AU CALCUL DES CALENDRIERS.

4 — 6-1 ~ LONCUEUR DU PLUS LONG CHOVIN ALLANT D'UN POIN? x FIXB A TOUT POT?

DU _GRAPHE.

L'algorithne est le suivant (cf [6 )

Soit Byr Boy vvey OD les m ares du graphe dans lour ordre de classement.

Soit w, l'origine de l'arc a, , 2, son oxtrémité , 1 (w,, 2.) owl (a,) sa lon=
i i i iG i

gueur.

On calculo successivoment .

o Mh x = y

K (x, y, 0) = osx ty
pour i = 1,2,..., m

K (x, a3, 4) = Nox [x (x, Zee £1) flan 1-11 Oy a})
K (x, y, i) = K (x, y, i- 1) Vy ¢
Four tout y de X, K (x, y, m) est 1a longuour du plus long chomin allant de

x hy, s'il oxiste , -co sinon.

Prowo :

Montrons par récurrence que K (x, y, i) est 1c maximum des longucurs des che-

mins de x & y vidos do longucur nulle ou dont lo dernicr arc ost as k < i.

- 39 ~
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pourizo K(x¥,0)=-00 six fy (-00 cst le longucur du chenin

K (x, y, 0) =0 six = vido).
Supposons 1'hypothése vraic pour i- 1, vérifions la pou

r i

Au rong i, les chomins de x Ry se divisont en 2 classes.

D'une part les chemins vides, de longucur nulle ou dont le der
nior |

arc ost ay k gi . D'aprés L'hypothése E (x,y, i- 1) ost le

maximum des longuewrs de tels chenins.

D'autre part, los chouins dont le dernier are est By avec ke
i

Soit ¢ un tol chewin,1 (¢) sa longucur.

Soit a, = (es ; 2) avec 2, = 
4

1 (c) = Uct) +1 (a,) i
i 

2

ou cost un chemin vide de longuour nulle ou torminé par un arc ay 4]

doxtrénité w, . Ona done a, 7’ a, + Comic los arcs sont classés |

jg i- 1 par hypothtse K (x, wy, i - +) est 1c maximum des lon-

guours do tels chomtins c'- ¥

Par construction, K(x, yy i) =Hax (K( vy d- 1)» {xe up tot + d

1 (abt K (x, y, 4) vérific done bien 1'hypotheso. |

Quand i =m, K(x, y, ) est la longucur du plus long chemin all
ant de x & yy)

Nombre d'opérations : 1'algorithme nécessite m (nombre dtarcs) tests et m

additions.

Repronons l'oxomple traité précédomment ¢

Le classomont des arcs est par oxemple 
‘

(9,8) (9y7) » (495) (57) 5 (746) s (542) » (4,2) + (143) » G8) » (1,2);
(2,6) , (6,8) — !

Chorchons 1a longucur du plus long chomin menant du point 1 a tout point x du]
graphe.

4

— ee
=.40-

4-6-1 (3)

(8

K(t,y ,0)=~-00 ¥yex
na ee mo yt
KRKW,7, 00
K(1,5, -00
KU ,7, 00

K (ty 6, 00
KU ,2, 00

K(t,2, 00 _ bs
K(1,3, lax [-oo , 1 (1, 3!) =21 (1, 3)
K1,6, Kax fe00, 1 (1, 3) #1 (3, 6) =1(1, 3) +1 (3, 6)
KM 12 SO 1,2 . 5

K(15 6, W)x tox (2 ft Sad (od fy ad fe 6)
: K (1,85 12)= Wor fa (1, 3) +1 (3, 6), 24, 2) +2 (2, 6)) +1 (6, 8)

4-6-2 ~ LONGUDUR DU PLUS LONG CHININ ALLANT DE TOUT POINT x DU GRAPHED A

L'algorithae cst analoguo - La liste des arcs classés est parcouruc on sons

inverse.

On calcule successivoment +

{ o sh x =y

-o0 si x fy

K (uy y,m-a+1) = Max LX (uy ye ma), [1 (wy, a) +k (2h, ¥ mi)

Ved uy

CALCUL DES CALINDRTERSSe roportant aux définitions dos dates au plus tét ct .

au plus tard données en 4.2.2., les deux algorithnes précédents s'appliquont

K (x, y, 0) =

Pour i=m, mt, ... 2,1

K (x, y,m-i41) = K (x, y, m- i)

dixectonent. Ile s'adaptont aisément au cas d'un grapho ayant plusiours ontrécs

ot sortics.

Soit & l'onscmble des entrées du graphe,

8 l'onscnble des sortics du graphe.

Om ealente svecessivenent +

( (-00 six ¢ 2
170 7 }70 (x, 0) | oo atx EE

~41-



4-6-4 -2DCHERCHE DU CHENIN 6

4-6 - 5 - CONCLUSION,

4-6-3 (5)

Pour i= 1, 2, «+, m (m= nombre d'arcs du graphe)

170 (23, i) = Max [ 10 (2,, 3 - 1), 100 (uy, i- 1) +1 (i, 24)

100 (x, i) =iT0 (x,i-1) Wed 4

120 (x, m) ost la date au plus t6t do x

-oo si x ¢ s

Tata (x, 0) = o si x€ 8
Pouri=m,m-1, ... 2,1

TTA (w,, mi + 1) = ax (20a Gj, ma), 1 (org, 2g) + 0a (,, mi) }

rma (x, m-a¢1)=1m (x,m-i) Vx ff wy

La dato au plus tard de x est alors lax TiO (y,m) - 1A (x, m)
yEX

LQUE. 4

On a wu (of 4.2.2) que dans un graphe & uno entrée n°-1 ot une sortic n&n

le cherin le plus londphlant dos étapes 1 an était le chemin i, =1,

ipy Ags oe i

dh. =, -+d. 0g k= 2, 3, eee, 0

*k Act *et*k
C'est oncore vrai pour un graphe & plusicurs entrées ct sortics.

lors du calcul du plus long cherliin allant des entréos & tout point x, on ft

aétormine le chomin critiquo on retonant on mémoirc pour chaque point x lo

point PRED (x, i) tel que :

Pred (x, 0) = 0 — (ou rion)

Pour i= 1, 2, eo) 0

Pred (2,, i) = PRED (235 3-1) Si IW (25, i-1) > It (wy, i-

+1 Gr,» 2,)

Su sinon

Prop (x, i) = PRD (x, i-t) VeAu,
hax It0 (y, m)Soit i, le point tel quo TiC @,> nm)

y@ =X

Sion pose PRED (x) = FRED (x, m) ; le chomin

i, Prep (4,), map [ rama (G,) ]

est le chemin critique.

Remargua : 11 peut y avoir plusicurs chomins critiques, cc procédé n'on F

indigue qu'un. Il fout dene co can cherchor les téches critiques on calenlant
les nargos totalos (cf 4.2.3).

"de caleul du 
-

L'algorithme de calondricr au plus tét (rosp. au plus tard) nécessite oxact
IL tosts ot H additions (II = nombro d'ares). Si on construit let classent!

spar la méthode do la pile qui nécessito un nombre G' opérationgsproportl
nol & H eet algorithne cst incontestablement le plus rapide.
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4 - 7 ~ GOPARALSOM _EXPERDIENTALD.

4-7-1 - BODDE L' EXPERIENCE.

Il s'agit de comparer entre cux los algorithmes suivants :

1) Algorithme naturel (cf 4.3)

2) Algorithme de FORD avec ou sans mémoire périphérique (cf 4.4)

3) Ordonnancenent par niveaux (cf 4.5.4) suivi do l'algorithme do calcul des

calondriors (cf 4.6.4.)

4) Ordomancemement par pile (cf 4.5.5. suivi du mmo algorithme.}

(Dans la gestion de la pile, doux tableaux supplémentaires ont été int
roduits,

pour obtenir le maximum de rapidité).

Ios tris so font par la méthode de transposition (of | 7] )

La conparaison se fera sur 3 eritéres +

1) Occupation du programme on mémoire centrale (tableaux de données ct

nuémoires de travail compris),

2) Tomps de calevl des calendricrs au plus té¢ ct an plus tard,

3) Aptitude & détecter les circuits, les ontrécs, los sortics (ces tests
gorvont 4 contrélor les données).

4-7-2 - CONDITIONS DB L'EXPERIaICE.

1 Liondinatour.

L'onsenble est formé d'une unité centrale ¢ A B 90 - 80 dont la mémoire

est de 32000 mots do 24 positions (bits).

25.000 mots sont disponibles pour le programme et les réscrvations de

tableaux. 
a -

Un nombre cnticr oocupe un mot do mémoire (on a la possibilité d'on mottre

doux par mot & l'aide d'un sous programe on code).

les périphérigues sont composés do 6 déroulcurs de bande magnétique, un

lecteur de carte ct d'unc imprimante.

On n'utilisera, dans cette expéricnce um seul déroulcur comme mémoire annoxc.

2 Les domnéos.

La structure du graphe pout étre entrée sous 3 formes :

14) soit la liste des successours de chaque étapo,

2) soit la listo des succossours ot des prédécosseurs de chaque étape,

3) soit pour chaquo téche ses numéros do début ot de fin. -

Les formes 1 ot 2sc rattachont A la roprésentation utilisée dans la méthode

ntation PERT.des puluuticis, la % foro & la repr

Les formes 1 ot 2 no nécossitent pas le dessin du réscau ce qui peut étro

considéré comme unc simplification si le réscau ost de trés grande taille.

ais en pratique ce dessin sert & visualiscr les relations entre t&ches,
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4 - GRAPHER UTILISE.

4-7-3 - ROSULTAgS.

4-7 = 4 - CONCLUSIONS.

4-7-2 (4)

il facilite le dialogue entre le planificatcur ct les différents rosponsably|

C'est cotte forme que nous choisirons.

A chaque t&cho correspondra uno carte portant les numéros do début ot
 de

fin, la durée ot d'autros informations au posoin.

la durée sora un nombre onticr, ce qui est plausible ® condition do choisir |

L'unité do temps on fonction de la précision des estimations.

3 WUUEROTATION, ENTREES BP SORTIES DU GRAPHER.

La nunérotation des somots se fait on nombres onticrs. Aucun numéro no peut"

dépasser . Un nombre NS donné dans la notice de chague programme. Ona |

done intérét & muméroter les Il sonmets de 1 & W sans laissor de trou dans 1s)

suite. La nunérotation ost totalemont aléatoire.

On outro cn données complénontaires le nombre HN de sommets et le nombro un

d'arcs, ce dernier no servant qu'& contréler le nombre de cartes.

Les quatre algorithmes s'adaptont & des graphes & plusicurs entrées ct so:

Le rapport du nombre d'arcs au nombre do sommots 9 été choisi comme ropréson~

tant approximativonont une "moyenne" de co quo l'on rencontre on général dana

les réscaux FER? : 17 arcs pour 10 sommots. q

On trouvora aux pages suivantos +

1) L'oceupation de chaque programme en mémoire centrale ot les dimensions

limites des réscaux pouvant étre traitds.

2) Le chronométrage du temps écoulé ontre 1a fin do a lecture des données

(sur cartes) et lo début d'impression des résultats. Co tonps correspond |

ou calevl des calendricrs au plus tét ot au plus terd. la précision, de aq

ordre de la seconde, est assez sommairc.

3) la courbe des temps de calcul. on fonction du nombre de sommets des graphs)“|
4) Un tableau domant les diverscs possibilités de chaque programme.

1) L'algorithuc de FORD utilisé avec mémoirc auxiliaire ( (40d Bande nagnéti?
ro centrale mis nécessite un temps deprond trés pon do place

tris on cntrant los données sous le forme 2 cf 4,8.2.).

4-7-4

3 L'algorithme de FORD sans périphériquc ot l'algorithmo de. classement .

par niveaux sont en fait de méme conception. Ie sccond construit en plus

une chafne d'information, & l'aide d'un tri ce qui expliquo l'écart initial

entre les 2 courbes de temps de calcul. Mais l'oxpérience montre que pour

N > 800 il cst plus rapido.

Coume dans les problémos courants N 2.800 nous retiendrons 1'algorithme

fondé sur'le classement + par nivoaux.

Ltalgorithne utilisant la pile est do loin le plus rapido pour N 2 500-

(pour W < 500 le tri ct la construction de la chafne le rondent moins rapide

que FORD) mais los possibilités au point do vue taille des graphes sont

plus faibles que pour l'algorithme utilisant les nivoaux.

Finalemont nous reticndrons ccs deux algorithmes choisissant celui utilisant

la pile si le critére vitesse ost primordial, choisissant cclui utilisant

los niveaux si la priorité est donnéo & la eapacité du programme.

(Notons qu'il oxistc une version de gostion do la pile occupant moins do

place mais un pou moins rapide).

Ces résultats no tiement pas compto do toutos les subtilités de programma-

tion on particulier colle qui consiste & fractionnor les mots de mémoire ce

qui augmonte la capacité de la machine au détriment évidemment du tomps de

calcul.

Il ost possible de traiter d'autros données que le tomps, par oxomple le

coft ov la nature de la tache. Cos informations seront tridos au début ot

envoyées sur périphériquo. Aprés lo calcul PERT Tomps on los récupsre pour

leur faire subir le traitement nécessaire.

ac
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414 TMPS DE CALCUL D'ALGORITHNE PERT a 80.PLACE DES PROGRAINES EN TENOIRE OU CAR 90.80 (32k) RIREE FRE ‘SUR CHE (90).

Chronométrago du tomps de calcul des dates au plus tét ot au plus tardWA = nombre d'ares. is at te 1 ,

NS = nombre de somots. los étapos. emps de lecture des donnéos oxclu).

CODIE = taille des blocs sur bande magnétique, ; Sl nod ge | ea PILE FORD ALG FORD avec
wn eee 4) Nombro lombre

. somats . ares. NATUREL bande
Algorithne. Lontrainte de capacité. Solution.

400 170 6" an 4" 4n 3g
MIVEAUX 2A + 2S + CODD < 20617 NA = 7000

WS = 3500 - “L “|

coDnI = 999 200 3a 154"

HA = 5000 300 512 tom 3'400
PILE’ 2 NA +3 .NS +2 WV + CODIN ¢ 22495 NS = 2500 _.

NV = nombre de nivoaux

(=dinonsion du tableau HY = 1809 0 683 xiguy J
contenant in pile) CODI = 999 . 1

500 854 15" 10" 29" 8's"
ALG. TATUREL 3 NA+ 4 NS £22633 NA = 4000 - = i

HS = 2500 600 025 aim " 5 36"1025 ' ty "59 | 8"5/10

700 1196 25"

FORD 5 MA + 2S £25849 NA = 5000 } penn, _

NS = 3000

12m 60" |

\ tt ~ 2
——— —: + 900 1538 238" qo" 34" {

HS = 10000 1FORD AVEC ; Z } b-
21S + 3 CODE < 23299 (HA Y 17000) | iBANDE TAGMRTTQUE copmn = 1000 1000 4709 35" 14" an ee ee

— 
2

{
| ;
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5-1 = LumopuCTTON.

5-2 — DEFINITLON DU PROBLEL

5-1-(2)

CHAPITRE V

LA NETHODE PERT ALEATOIRE

La uéthode PERT déterministe décrite précédemment nécessite que le durée de |

chaque tAche soit bien déterminée. Quand bien méme on aurait déj& exécuté cog.

t&ches dans un projet précédent, de multiples facteurs impossibles & prendre 3

en compte par le planificateur, viendront modifier les durées dans un sens ou.

dans un autre. On doit done considérer la durée d'une téche comme une variable

aléatoire. 4

Cela se justifie encore plus pour les projets de recherche ou de développenent

ou on n'a aucune statistique des durées des taches. seg
Done en toute rigueur, un projet prévisionnel est & durées aléatoires. C'est

pourquoi, dans sa forme originale la méthode PERT est congue avec des durdes

aléatoires.

pbb ie
seLe probléme se décompose en deux :

1) déterminer la distribution des variables aléatoires représentées par les ©

durées des t&ches,

2) a) trouver la distribution de la durée totale du projet,

b) déterminer les taches qui ont le plus de chances d'étre critiqués.

On cherche aussi 4 connaftre la distribution de la date des étapes importake

tes du projet mais le probléme est 1c méme que de déterminer celle de la

date de 1l'étape fin, c'est A dire la distribution de la durée totale.

Dorénavant, les graphes dont il est question auront une seule étape début et |
une sevle étape fin. Les chemins, quand on ne le précisera pas, iront de 1! yl

étape début & 1'étape fin.

La longueur d'un chemin sera une variable aléatoire xsomme des variables aléa*)

toires représentant les longueurs (ou durées) des arcs. Soit x, 7 % parents SS

les longueurs des n chemins du graphe. la durée totale sera la variable all

toire Max &, 1 Ky reves %). Le probléme consiste d'une part & déterminer

distribution des Ry et d'autre part la distribution de hax (x, Kor ever x)

L'expression mathématique de cette derniére variable aléatoire est impossibles

en général.
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5-3 - LAMBIHODE PERT. (cf [2] ) 5-3 (4)

a) estimation des Surées.

la méthode suppose qu'on peut obtenir des techniciens responsables de

chaque t&che, 3 estimations de durée:

- la durée optimiste A +: on convient qu'il n'y a qu'une chance sur 100

que la durée soit inféricure A A

~ la durée la plus probable H.

- la durée pessimiste B

la durée n'étant supérieure & B que dans 1 cas sur 100.
b) distribution des durées.

la loi des durées ést*. calttaat arias finie B-~ A présentant
un mode on MN et telle que A et B soient tt)

positifs. Comme on n'a pas, en général, i

de statistique do la durée de chaque

téche, on choisit une loi Béta de

dont les parambtres sont choisis de Pearso! ee >tge |a- omy ofagon qué la moyenne soit approximativoment': 4 ?

E(t) = jack hia , 1a variance a ( BoA) 2
6

ce) Les durées des t&chos sont supposées étro . indépendantes.

d) Si & chaque téche on associe sa durée moyenne, on raméne le probléme au cas

déterministe : on obtient une durée totale du projet , wn chemin critique,

deux calendriors au plus t6t et au plus tard.

2 L'indépondance des durécs des t&ches a 2 conséquences :

- d'une part : s'il comporte assez d'ares, lo chomin critique a une longucur

qui est normaloment distribuée

- dtautre part la variance de sa longueur ost la somme des variances des

arcs qui le composent.

£) Commo la durée totale trouvée par la méthode déterministe est la longucur
moyenne du chomin critique, on attribue A la durée totale la distribution

de la longueur du chomin critique. On pout en déduire alors un intervalle

de confiance de la durée et calculer la probabilité pour que le projet soit

torming & une date fixée au préalabic.

5-4 — CRITIQUE DR LA NRTHODE Pzpm,me LA I THODE Fert.

En appliquant la méthode PERT, on commot 2 types d'torrours, los unes portent‘

sur la durée des t&chos, les autres sur la méthode de résolution du probléme..
ERREUR CONCERNANT L4 DURED DiS TACHRS. :

D'une part, en estimant pour chaque tAcho les durges A , H , Bon commot uno

(I) A pr‘ vri elle peut étre discontinue

— -~5T =
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orreur qui pout toutcfois so réduire par offot de compensation ontre taches,

D'autre part, le choix de la loi Béta cst arbitraire , on pourrait choisir

tout autant une loi triangulaire, lot T° ou uniforno...

Par ailleurs, la moyonne et la variance de la loi Béta indiquées plus haut

sont dos approximations (le choix do la loi triangulaire évito cette erreur),

On comict donc 3 crrours dans le calcul de la moyenne et de la variance de 1g

durée d'une tache, j

_Mrllac ORTUIN i (s] de a étudié cos orrours :

Si on compare les valcurs de la moyenne 10 ot a de la variance d'une durée quand 4
la distribution est soit triangulaire, soit uniforme, soit Béta PERT, L'orroig

absolue sur la moyenne (resp. la variance) est au maxinum 33% do 1'étonduo

(resp. 16 §).

b) Brrour dans l'estimation do A. Hy B.

a,, bd étant les valours estiméos. Si on suppose que

0,64 adi, 1A ,, of 9NgmKt,1n 5 0, 9BEZdDZ1,2 B

dans le cas de la loi Béta PERT, l'crrour absolue sur la moyenne (resp. la

variance) est au maximun 22 % do 1'étondue (resp 10 %) .

ec) Errour sur la moyenne de loi Beta PERT, on pout 1'éviter on exprimant cotl

noyenne en fonction de A ct B uniquouont (cf 6 - 5 - 2.)

Cos erreurs sont trés importantes, mais comme clles pouvont étre positives olt|

négatives il y a un offot do compensation qui dépond on partic de la structiin

du graphe. X

Elle est souvent mise on défaut

- d'une part quand une t&che prend du rotard, le rosponsablo du projet agire |

de fagon & accéléror les taches qui lui succédent.

~ d'autro part, la durée d'une tache dépond de la quantité ou de la qualité 4

du moyen qu'on lui affecte.

Du fait que lcs noyens sont on général limités, les durées des t&ches dont

réalisation fait appel au mdme moyen sont dépondanties.
Ia dépendance des durécs des t&ches remot on question le calcul de la versa

de la durée totale ct sa normalité.

L'ossentiel de la . méthode PERT s'appuic sur les hypothéses suivantos)
r < 4

3 - Il oxiste un chemin pratiouomont toujours plus long que les autres. 1

C - Co chemin a assoz d'arcs de fagon quo sa longuour soit normalomont aistel
bude.
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L'hypothtse B signifie que tout autre chomin a uno probabilité négligoablo

d'étre le plus long,

Le chemin toujours lo plus long se détormine alors faciloment :

C'est le chomin en moyenne le plus long. On l'appoellera chomin critique au

sons PERT ou chemin P- critigue.

Il ost clair quo cotte hypothése n'est pas satisfaito on général. Il suffit

do considéror un graphe qui a 2 chomins de longucur voisine, toujours plus

longsque les autres. .

L'hypothése C , moyennant l'hypothtse A , est plausible.

les lois do distribution étant finics ot unimodales, il suffit qu'un chemin

comporte une dizaine d'arcs pour quo sa distribution soit sensiblemont normale.

lo but de 1'étude qui suit est do cherchor & l'aide do la méthode de sinula-

tion & caractérisor les erreurs découlant des hypothéses A, B, Cota

suppléer le méthode PERT par uno méthode plus préciso dans les cas ol ses

résultats sont fortomont erronés.
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6 ~ 4 - PRINCIPE

6-1 (2)

CHAPITRE VI

IA HETHODE DE SIMULATION.

La simulation consiste & répéter un cortain nombre do fois le calcul PERT

aéterniniste sur des échantillons obtenus on tirant au hasard une valour

dans 1a distribution dos durées do chaque t&cho. |

La structure du grapho roste inchangéc, scules les durées affectées aux areg

sont modifiécs.

La simulation pomet d'obtonir des inforaations 14 of la théoric ost impuis:

te : clle permet d'estimor la moyenne ct la variance de la durée totale du

projet et d'en construire l'histogramne.

En outro, & chaque échantillon do duréo, lc calcul PERT détorministe fait

correspondre un chemin critique ; on pourra done étudier si un chemin ost

pou ou souvent critique. 5

la simulation sera utilisée dans 2 perspectives :

1) Testor la méthode PERT altatoiro,

2) Donner des informations précisos (cn accélérant au besoin lo procossus |

de simulation) sur la distribution de la duréo du projet ot sur la

"eriticité" dos t&ches. f

la méthodo de simulation a déja été appliquée & 1'étude d'un projet A durées |

aleatoires par lionsiour VAN SLYKE (ef [12] ). Nous lui faisons quolquos om

prunts. i

Soit n le nombre do chomins (les chonins dont il est quostion dans ita suite ||

sont les chemins qui vont du début A la fin du grapho) ~ Ky» Kop

x, leurs longucurs. Soit X,» Xp) +++ X, 1a valour prise par la variable ali

toire & n dimensions x 1%, ky lors d'une réalisation.

DEFINITION 1 - Un chomin cst critique lors d'uno réalisation si sa longuoit a

ost supéricure ou égale & collo dos autres. Ainsi le chomin n° 1 ost critique)
lors d'une réalisation si x, > hax (x, petiyp x).

DERITINION 2 ~ La probabilité do criticité (ou criticité tout court) aim |

chemin est la probabilité que ce chertin soit le plus long lors d'uno réal ise

tion. I

DERINERION 3 - La fréquenco de riticité d'un chewin est égale au quotient ai
nonibre do réalisations ob co chonin est critique par le nombro total do
tions,
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DEFINITION § - Un chowin sora dit plus critique qu'un autre si sa probabilité

de criticité est supérieure & cello do l'autre.

Si-les longueurs des chemins sont distribuées suivant des lois continues, il

est en pratique oxtrémenent rare d'avoir 2 chonins critiques simul tanénont

lors d'une méue réalisation. L'évéromont "lo chonin i est critique" exclut done

tous les autres. Si P est la probabilité do criticité du chomin i on aura

f=
Comme il est incommode ants ‘ung simulation de calevler la fréquenco de eritici-
té dos chemins, on calcule plutét colle des arcs d'ot la définition :

long passe par cot arc.

la fréquence ct la probabilité de criticité d'un are sont définies come pour

un chomin.

On on déduit que

la fréquence (resp. la probabilité) de criticité d'un are cst 1a somo des

fréquonces (rosp. des probabilités) dos chemins qui cmpruntent cot are.

Si on connait les fréquonces de criticité des chomins du grapho, on on déduira

los fréquoncos do criticité dos arcs. Hais la réciproque n'ost on général, pas

vraic.

Si par un are passe un seul chomin, la fréquence de criticité du chemin est

égale 4 colle de L'arc.

Dans les autros cas on obtient des rolations formant un systéme d'équations

linéraires, en général, indétorminég,

EXGUPLE 1 -

Co graphe ost formé do 3 chemins :

choninn® + 1, 2, 3,5

choninn®2 1, 2, 3, 4,5

choninn® 3 1, 2, 4,5

On ronarquo que l'are (3, 5) n'est emprunté que par le chemin n° 1

@———__—_.@

On romarque que l'are (3, 4) n'ost onprunté quo par lo chomin n° 2

On rorarque que l'are (2, 4) n'est omprunté quo par le chomin n° 3

Done Py = Pog, P= Py Py = Py (Ry Py P, étant les probabilités do

eriticité des chomins 1, 2, 3 ; P55 ’ Boa » P, 4, étant cclles des ares corros—

pendants).

llais cet cxemplo ost un cas particulier.
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6 = 3 ~ PRECISION DES ESTIMs'?IONS +

6-3-1 (2)
EXILE 2 - 

- 3-1 ~ BSUMEION DE 1d HOWE DB Nox (X,— X,)

Co graphe ost fomé Soit n, (*, la noyonne ct 1'écart type do Nax (,— — X,). Ie noyonne du ¥ -
de 5 chonins. échantilion, gbtonuc par la sinulotion suit unc Got nomaie de moyenne m do
n°4 12347 variance r » soit X= + east x étant la valeur priso par Nax

(x, — x,) Mors do Loxpériclea', 0° 4
X ost un estinstour non biaisé do 1

ne 2 123547

n° 3 123567

ne 4 12547

no? 5 12567 fi

La définition de la probabilité de criticité des arcs implique les relations 4

a) ~ Colculons N pour que l'errour comziso dans l'ostination de u par X soit

inférioure & £ avee une probabilité de 0.95 , P étant wm nombre & précisor.
7suivantes : pr fie- =a] Be i. Jo = 0.95

fy. = P+ Pe +P P +k = 1 By, = Py dtol B (iz-a) ¢ VE] = 0.95
P = PR, +P, tes toti Poa = Py + Py CN pt |

fa 7 2 z : PP pas ac8 “ee ‘ations P a PP. Conia ' E- a! suit unc loi normale centréo rédiite
25 205 —, 56 = “3% "5 Vii

P55 = +8, P55 = Bat Bs ~ MB = 1,96 done N= 5,05P 2
Py = Fy wh P

Pay = By +P, Pos Bae
t ‘ , .Pe. = P+ FP, Te jsclutlonest @b> iis i= |B indtetowe a voe une protebiité do 0.95

56 Bi 5 tenue cn fonction P= P-P P € 20. Oe
Pop = Pat d'un parandtre 3° °35 7 2 Exouple : P = 10 N = 385

Pep = Pt Pat, nel Er = Pon 7 Pe P = 50 x 2 9610
, PE = Pep - Pag + Pe Liintorvalle de confianeo do n & 0,95 ost en gros +

E- 19 fC Cn CzF+1,96 &
a —

On pout rotonir quo Lerrcur dans l'estination do" ost divisée por 10
quant WN cst miltiplié par 100.

Dans la suite, on caleulcra dans los simulations la fréquence do criticité q
i

des arcs pour 2 raisons : c'ost d'unc part plus facile, ct d'autre part cette

notion ost trés utilo dans la pratique du contréle de l'exéeution d'un projote

‘ b) = On no pout utiljsor cot intervalle de confiance car © ntost pas connu.

Sit: S = 4 ST (x, - z) 2
-— 1
iz

np NN -1 suit ume loi de STUDENTA N14 degrésde liborté,

Quang N _s, ae Ja loi de STUDENT tend vers la loi normale contrée réduite.
Done pour un taux de confiance do 95 %

~ 1,96 Knle +1,96 5

fiais comac la probabilité do criticité des ares so déduit de celle des chet

nous ne parlerons que de la probabilité de criticité des chomins dans les

étudos ‘théoriques.

In variable

2 problémes se posent

- avant la simulation on veut connaftre le minimum de réalisations nécessaixt

pour attcindre une certaine précision sur les paranttres étudiés.

- aprés la simlation on veut connaftre un intorvalle de confiance des para= Vac Vi

ndtres stings. 4 soit qv Mostimtour non bieisé dove? = y 5?
QT; +: Dans la suite on considére des intorvalles de confiance avec un taur) / “y-7

de confionce de 8/95 nat s il est clair que ec toux oct & fixcr on fonctions

: cofit des pénalités de retard).

r
o

B-1,9 & ocutt+i,96 &
, Vi TM - 3 v

=

degr@de Liberté.

du coft de L'orreur (per ox

~ 56 ~ ~ 5h -
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Done a [uz | = Net

Ue | 2(N-1)

Quand Nygo Ws’ 2p ouit approrinativonent une loi nornale de Hoyonne N ~
do variance 2(N~1) of (6.4.34)

L'intorvalle do soutienes 295 fost :

— (9-1) Z

1,96 ———— ¢? L196
Ve(i-1)

a

11, YB
Yu-t

~ Zz

Yr
THT, 62

OS
Soit approxinetivenent 3

72 oo 2722 ¢ \Y (1-15 8\EE) er Lq (141, 6 WER )

. hs 2 Ao)
L'erreur absolue comaise on estinant yo par gy sera

qo x 1 96"

L'erreur relative correspondante 1 , 96 V5 ;
T -

Caleulons W pour que l'errcur relative dans i'estimntion de 1a variance

soit inférioure & E

1,96 \ (227 f& =) Un _8
¥W-1 &2

ox: Si € =5% = 2950

6-3-3 - PRECISION DE L'HISTOGRAZ® DB LA LONGUEUR DU PROJET. i

Soit F ct PF les fonctions de répartition d'échantillons de la Longuott |

du projot de taille m et n.

it: = Sy Tr (x) 7Soit + Than zs Sup Wty Se ee :

Da = Sup {F, (x) - F F étant la fonction a)
répartition de la po)

dont on oxtrait los &

tillons.

6-3-4

HMERVALIE DB CONPTANCE D'UNE PRORABILTIR DH

6-3-3 (4)

La distribution do =a dtobtonir la linite L (2) de la proba-

az)bilité P [ ea aa. ae Dain! < | lorsque m ect n_ tondont vers

L'infini, leur rapport étant fini.

Exzenple :

On lit dans la table que L (1.36) = 0,9505

on pout confondre a, ot PF

Pronant n assez grand Py * <4 =36 Vin +4 410° ost voisine de 0,95

107 Von

Si nous pronons m = 10

Si on veut quo D, <o « O1 , il faut que

36 Vee 10
To3 \f2n <

Donec la fonction de répartition d'un échantillon de taille 10000 différera on

tout point de moins de 0,01 de la fonction do répartition de la longucur du

> 4 > 9 350

projet avec unc probabilité de 0,95.

SSTINACION D'UNE PROBABILITE DB CRIGICIE PAR LA STIMULATION.

D'aprés la loi des grands nombres la fréquence d'un événenont converge on pro~

babilité vers la probabilité de cot événouent. ‘

Hous estimerons done une probabilité de criticité par la fréquonce correspon~

dante, cello-ci étant fournic par un simple comptago au cours de la simulation,

La fréquence correspondante f ost uno variable adéatoiro suivant une loi
binduiale de noyonno p, do variance p(t-p),n étont la taille do 1!

échantillon. Mais quand n cst grand ( i > 100) ot que pv n'est pas trés
potit (sinon c'est une loi de Poisson), cotte loi tond vors uno loi noruale

de némes paramgtres.

tant donné un scuil d'incertitude of correspondant aux crrovrs systématiques

introduites dans la construction de 1'échantillon Hf

PB Of it-p: Lo j = | = fis| ieee Lt Velen 1-x

+ 30 z
ot Fe ost tel que _ 4 C ON ay =o/2

Ver j
Aty

~59-



Lierrour d'ostination absoluc sur Pp scra te V p f b
n 4

Ia fonction P—> P(1-P) attoint son maximum 1/4 sur [o , i pour

P= 1/2. Done l'orrour d'ostimation absolue ost infériocure ou égale & la

pour tout P 2V

Ce résultat pormet de caleulor la taille do l'échantillon nécessaire pour —

attoindre une précision donnée dans l'ostimation des probabilités de critig

Si nous -voulons cormettre sur P une crreur au plus égale 4 0.01 au souil @j

incertitude de 5 %, il faudra un nombre minimum n do réalisations tel que.
i1.96 = 0,01 ato n = (1,96) = 9 600 1

Vad 2 ¥ 0,01 i
En ostinant & partir d'un échantillon de taille 10- , on commottra uno {

errour inféricure & 0,01 au scuil d'incertitude do F |

On ronarque au passago que la taille de 1'échantillon cst élovée. iiais po :

3000-Schantillon , L'orrour & 5f5 ost déja infériqure & 0,02. On se contonton|

1c plus souvent de ectte précision. a

Lezrour d'ostination 4 5 {$ conmise sur unc probabilité donnée p al |

1,96 Vp (i =e). Inis quand n ost grand, on lapprochora par
n

1,9 VF Gat).
n

2160. =

64~I (2)
6-4 - GEUERATIONS DE NOHBRES PSHUDO ALEATOIRES.

6-4-1 = PRINCIPE. .

Hous utilisons un procédé mis au point dans [12]

Soit un nombre x, irrationnel o¢ x <1

On construit la suite x, Par ja formile de récurrence.

Yate Nx +@ -E [ Nxt 8 J

E[ ] = partie entitre de [ ]}

On prend pour N une puissance inpaire de 7 afin que la suite de nombres

présente une période assez longue.

On chésit 79 = 40.353.607

On remarque que ce procédé rejoint le procédé de génération de Lehmer par

congruences (cf procédures de Grenoble) =

X44 7K. x, (mod. D) ick K = 7?

oe D = 10° (puisgue sur CAB 510 le partie aécimale conporte
au plus 8 chiffres significatifs). .

Afin d'éviter un phénoméne de période sur certains chiffres (cf r 12 |) on
fait varier @ de fagon aléatoire.

8 =o au départ et & chaque génération
de 4 nombres de lui donner 1a valeur de la some du ter et du 4e nombre.

Dans [ 12] on recommande de prendre

On verra dens.la suite qu'il vaut micux prendre au départ LR £ o

On lui donncra une valeur qieloonque en oet i.
HEISE AU PODNT SUR CAE 510 -

Comme on ne dispose que de 8 chiffres significatifs, le nombre 5 de départ

ne peut &tre irrationnel.

Sion prend N = 40,353.607, le produit W-x x, nécessite en général

plus de 8 chiffres significatifs. La partie décimale est done tronquée et le

nombre xy n'aura pas 8 chiffres exacts. On choisit donc : W= 4,,0353607

Progranne FORTRAN

On initialise I a O et Or un nombre quelconque compris entre o et 1
dens le programe principal.

FUNCTION HAS (xc)

COMiON I, TETA

AH = 4,0353607 * XO + Tara

Ho= Ali

Ble =

Xi = an-34n

IF (L~1)1, 2,3

= 6b =



6-4-3 -

6-4-2 (3)2 Ret = X1

1 Has = Xt

XO = XI

Des tests d'équirépartition et d'indépendance sont faits dans i 12 J et a
jugés concluants. Hais ils sont faits sur des séries de 1.000 nombres, ce q

est insuffisant pour les simulations que l'on va faire.

TSST D'KQUIREPARTITION SUR { 0,1]

On construit un algorithme de 100.000 nombrés avec N = 4.0353607. Au aa

x, = 081581963 ; G@ = 0,83541712

On teste si les 50 échantillons de 2.000 nombres sont équirépartis sur [ o,f

maaLe ‘segment { 0,1 ] est partagé en 100 classes.

Théoriquement il doit y avoir 20 nombres dans chaque classe.

Soit k,
i

Si L'hypoth’se a'équirépartition est vraie, le nombre Q= S” (x, -

& 99 degrés de liberté.

le nombre de valeurs tombées dans la classe n° i. 100

. 2
i 1 1Bsuit une loi a x

Rappelons: que lorsque We un ft aa degrés de liberté tend vers und
loi normale de moyenne ) de variance 2 %

In effet : my)
la fonction caractéristique du r 2 est ry 2 (+)

h

\ yw

colle de Z = 2-0 ost % (+) )=a[e it] fe

Ye
y

¥ 2 (t) = =z (

x( 1-243 |

Ye 64-35

aor Y(t) ws [ - th I
z | . Yo

et %, > e tY. quand Y 7 oO
En conséquence, au seuil de confiance de 95% , si I'hypothtse d! équirépar-

tition est vraie, on doit avoir .

99 - 1.96VI8 CQ ZL 99+ 1.96 1.98
clest Adire 71.4.“ @ < 126.6

| 3

124,9 | 22/ 101,7 | 32 | i= of ee eet ramp henna
92,2 | 231 107,0 | 35 : 102,1 fas | 1254 |

0,5 | 24] 100,5 | 34° 05,3 | 44} ost {mre tae tad NOH
1108 | 25] 115,59} 1013 [45 | 91,7

109,3 | 26] 19,3 ' 36 | 106,6 ro | 103,5

120,6 | 27) 91,9 1 37 | 2,4 1 BB |

83,8 | za! 10,5 | 38 | 74,6 13d |
1

19 | 95,5 | 29

101,4 | 30: 96,8 40, 23,9 | 50
fatten meet ae ew ei te i Sh nee el.

Une seule valeur de @ sur 50 est en dohors de 1'intervelle de confiance A

95 % . Lthypoth’se est done valable jusqu'A plus ample information.

En effet, si les Q sont normalenent distribués, il est légitime d'observer

25 des valeurs en dehors de l'intervalle \ 95 fee

Un autre test confirme ce résultat.

Testons l'hypothtse : les Q formant m 50 - échantillon extrait d'une loi

normale de moyenne 99 de variance 198 -

Utilisons encore la néthode du K*- _- Z= 1,906

A 3 dogrés de Liberté Pri xts XB] = 0,95 pour X83 = 7.815

TESTS _ D' INDEPENDANCE. ‘ L'hypothgse est done acceptée.
Une condition nécessaire (non suffisante) pour que deux variables aléatoires

soient indépendantes est que leur coefficient de corrélation soit nul.
a)Btudions L'indépendance des 10 premiors échantillons de 1.000 nombres de 1
algorithme construit précédement.

-6-
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6-45

les échantillons & 2 dimensions que l'on considére sont formés des

coupled® £ +k x 1000 Xx 4k x 1000) , 4 = 1, 2, o , 1000

k et k! tant 2 entiers o <k <k! ¢ 10

Soit Fr Ltestimation du coefficient de corrélation Po

Soit la transformation Y: po? Z's 1. log 146 . Posons Z = Pp
a 1-p! a

Si la population & 2 dimensions est normale, on seit’ que Z'.2 suit tial
loi normale contrée de variance voisine de 1 / (n - 3)

bbe pibaeIci 1a population & 2 dimensions n'est pas normale mais tenant compte du —

fait que toute fonction des moments est asymptotiquomont normale et que Ig

transformation © est normalisante, on considére que les résultats obtey

dans le cas de la normalité sont valables ici.

Au souil do confiance de 955 |Z’ - 2] ¢ 1.96 J 1
997

Done si p= 0 , . Pdoit tre tel que "| 0.0599

Aucun des 45 coefficients de corrélation (¢ 10 ) se trouvent en dehors

de l'intervalle de confiance & 95 %.

le test est donc satisfaisant.

adn 2

1 | 0.000 | -0.021
4

a ie

0.015} 0.014

+

70.008 0.025
ocala

0.019 0.0221 -9.014! 0,017] 0.037

1 -0.017} 0.004 0.050} 0.023

1 ~0.020 -0.039 -0.012

1 0.055 0.032; 0.024 0.051
J rahe pd Beis, Solel tceccl een ooo

1 | 6.032} -0.024 0.003

| 1 0.0114 0.013)

~0..043}

b)Oa construit 4000 algorithmes de 10 nombres chacuns.

Le nibme algorithme engondre les nombres " ix, Kz oreeey ®

Soit les variables aléatoires uniformes sur Lot] Xo%, Boe

dont les nitmes rdalisations sont respectivenent x ’ x ' 5 pecs X46

On étudie 1'indépendance des variables x, % on Xo dans 2 types dt

algorithme :

ter type: @ ost initialisé 8 0

2 type + @ ost initialisé a 0,66203656

Si L'hypothdse p = 0 ost vraie pl cet tol que | p']< 0,03 au souil do 95%

Dons le tor cas, 19 Pp sont en dchors dé cot intervalle de confiance de

Plus p'yo » P'az + P'g4 + Pigg Sont supéricurs & 0,17 -

Tl existe donc un bien,

Dans le 2e cas, 9 f' sont en dchors do l'intervalle de confience aucun n!

est on valeur absolue supéricur & 0,09.

Explication +: :

si8= o , il existe wm lion fonctionne] simple entre les 5 premiers chiffres.

on offet, la suite étant initialisée & x,

Xk xy - [x x]

xy aka x]

% = x - {k xj

Hem Ky - Yk xy]
G@ = xy + x ;

we kx, + 8 - (xx, +8]

Tl apparait que lorsque @= © le lion ontre x, et x m3 est simple.

Dds que @ 4 © le coofficiont de corrélation est plus faiblo ( pr =

56~ 0.041), le lion cst moins visiblo.

N = 4000 Xo = 0.36404178

Triangle supériour : Q= o au départ.

Triangle inférieur : O40 au aépart

~ 65~
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AO wn

oO -1

ALGORITHE DE 10 NOIBRES.

! Bere Des Benen Baal angi Tree Bea Gna gael
te eer ee am

i 0.201) 0.054

+ |
0.078! { 0.253

-0.032| 9.059) 0.022
fn merennn etcmfm mt me tray a aa mm

0.011] 0.006; 0,087:

0.025; 0.022
en oe

0.009} ~0.076)
qt ne ow we nee mere

0.040] -0.072 | 0.228) ~0.003 0.0201-0,009! ~0.001 |

0.011 -0,053 | ~2.087
bate as an mn af ne eee eroemne wf

104029 “0.0091 0.025
be em fe wef me er et

0.603/ ~6.023! 0.014
Lene anne mole.

0.010; ~0.018]~0.013' -0.005 |
a rane oesennadpencnmstaanns: “ah

0.086 0.041; 0.021; 0.045;-0.012' 0.001 ;

0.176} -0..0:0

0.001] -0.001| 6.012
cee ber rene nate orf

ied ele bef ced nae tbe nee dees nent

0.013} 0.013 7 G.017| 0.053} 0.007, 9.058}
0.002] ~0.066| 0.019} | ~0.007 0.021; 0,061

os ee yearn in at bonnie Sh oa me ene |
wet

0.007! -0.0t3 0.004! ~0.003i 0,036 -0.009}
pom

0.015! 0.005} -0.038)

0.001; 0.011} -0.008
Lace wees aim 8 demu meee Ulemenaie ainnah

faa a arate Nae ant Ss —T eo—

0,000 0.000) -0.005 ~0.012} 0,005) » 0,034
Lectern eis be nme dea ea fen A tee enon amet eee mera pemiiene nee

le
‘nena

0.020, 0.001 0.037!
f ' 1

0.021} -0.042 0.000; 0,028 0,003: 0.004
-_ ee menial

e)

d)

°)

Dans le 2e cas o: BA o au départ P15 5 P'o5 7 Pl a4 ; Pas ee
et d'un ordre de grandeur supéricur aux autres.

Le lien existe donc encore, mais est beaucoup plus faible. -

On construit un algorithme de 40.000 nombres.

Au départ x = 0,36404478 = 0,63085808

L'hypothdse p = 0 cst vraie sj ley < 0,03

Un soul. p! est on dehors de l'intervalle de confiance.

Tl .n'y a plus trace du lien constaté précédemment.

On construit un algorithme de 4 000 nombres,

Soit la variable X dont les valeurs sont Xs Kz opeet Eo g gery X3999

Scit la variable y wl ébac 3 + -Xy5 pres Koy pesos X10 99

KX, = 0.56404178 8 = 0.41207328 On doit avoir |e | 0,03

p' = 0,0146 , l'hypothése p = 0 ‘est done acceptée.
i

Conclusion :

Lioffet observé au b ost atténué si on prend 8 ¢o au départ.

Il disparait si l'on génere les nombres par grandes sérics (au Licu de les

générer 10 par 10) c'est done um "effet de bord".

Si on part de 6 #0 ct si on géére une grande sérico de nombres, l'hypo-

thése d'indépendance pout étre acceptdée.

RECHERCHE DE LA PaRTODE.

Avec Ho = 4.0353607 , X= 0.81581963 , G = 0.8354172,

On a cherché si parmi les 100 000 premiers nombres on trouve um nombre qui

differe do x, de moins de 10 ~ 6 | on nten a pas trouvé,

=<



64 (5)

N = 4000 KO = 0,36404178 & = 0.63085808

ALGORITHAE DE 40 000 NOMBRES

12 3 4 15 6 1 8 9 10

1 0.014] 0.005) 0.010 | -0.0254 0.005 | 0.002) 0.013 0.011 |-0.016)

1 -0,006] 0.018 |-0.019| 0.009 | -0.004| 0.019] 0.008 -0.015)

1 | 0.010 |-0.004| 0.009 | -0.006 0.017) -0.006 ~0.017]

1 0.019| 0.013 | 0.002|-0.004 0.001; -0.012

0.015} -0.00

0.023

1 |-0.007 0.019 0.011

1 0.014 0.014

Soit =F la fonction de répartition d'une variable aléatoire continue quel-

conque, alors 1a variable aléatoire x= £7 ' (Y) a F pour fonction de

répartition.

Soit o< ¥, < 4

pl y<uy i =¥%

F étant strictement croissanto

Son inverse F’ existe.

pty yor | = pele! &) gro! (| = rik € “Ny )
Done

pe [x cB! yg) =

~ y = '¥Soit x, =F " (y 4) ona done pr] %. K x, = (x,)

6-5
Conséquence On obtiont un échantillon d'une variable aléatoire de fone~

tion de répartition F’ , en pronant l'image réciproquc par y d'un échan-

tillon de volours équirépartics sur fo , 1}.

+ Applications -

Synes do lois générées : Pour généror les duréos do t&che on prond dos lois

a'étonduc finie, unimodalo, dissymétrique, comme los lois triangulaire ot

Béta.

1/ Ii triangulaire :

Ello ost déterminée par les parambtres a, m, be

Sa densité | re) “este z) siagxém

est
f (x) =2(,-b) singxgb(- s ¢: =o

Sa noyenne est EX = atmt+b

Sa variance Var X = (b= 8)? 4 (a~a) (n=)
18

Sa fonction de répartion st 2

P(x) (tes oo

F étant dans les 2 cas un polynémo du 2° degré.

La fonction inverse s'obticnt aisémont.

Soit y efo,t ] :
Sio <¢ y yg psa alors x = a +yy/ “Ga) (ome)

S

b-a

Simsecy 1 x=b-V(—y¥) (ba) (bn)
bea ~

2/ Loi, Bota.

la loi Béta réduite a pour densité :
cd x

t(4) = Fat) og F gt,
OX 41, 54 1)

ok fh (P,q) = Mp F(3.) avec (x) 2J tTM
©Une loi Béta quelconque we eas nininun et maximum A ct Ba pour densité

Oca) = un-A * (p-y)) ccc es
(Bea) *** BCuKa1, P41)

Elle se déduit do la loi réduitce paw la transformation Y= A+( BA) xX

Dans lo PERT on choisit X= 24+ V2 ct Ye 2- Yo

= 68 = .



6-5

La moyomme dc la loi réduite ost X+t soit Zt V2
Xt Yt! 6

La variance est Ser) = 4
Ge ty ¥4 aye 36

La moyenne de la loi quolconque ost A+ (B-a) , B+ V2
2ZL Fi

$a variance est : |e =A )|
6

Dans lo PERT, on prend i'habitude comme moyenne At4H+B
6

ais clost uno approximation car le mode NH cst aétormming quand A ct B

lo sont,(1e node de la loi réduite ost égal & x )é (% ) ntétant
x+y

i

pas wm polynéme, la fonction de répartition no s'cxprime pas simplement.

Pour inverser facilomont la fonction de répartition on a cherché une approx
i~

nation polynémiale.

L'exprossion de l'inverse de la fonction de répartition do le loi réduite

donnée dans [ 4 3]

Soit og y Z 1

est la suivante

4

si ¥ £ 0.2825 x= (2)
4.61

Si 0.2825 ¢ ¥ ¢0-47 x = x + 0.4993
1.875

Si OM7TS y ¢ 9 F = ¥ x 0.425 + 0.55025

zet- ViSi YD 0.95

7? 3.5
Ltorrour commise sur x ost on valour absoluc au plus égale & 0,005

La moyenne ot la variance do cotte loi Béta réduite approchée no sont pas

rigourousouent égalcs & 3.4V2 = 0.7357 d'une part
6

et & 41 = 0.0277 a'autro part.

36

Les intorvalles de confiance 4 95 y de la moyenne et do la variance caloulés
is

sur un échantillon de taille 40 000 sont:

0.7299 Z m £0.7331 5 0.02670 S £o? ¢ 0.02745

Done quand on comparera les résultats de le simulation et de la méthode

PERT,on prendra pour moyenne et variance de la loi Béta réduite les

5 a2.
estimetions ponctuelles tt 0.7515 4 T= 0.027075

= 69-

3/ Loi normale. & (6)
a longucur d'tm chemin, sous réserve quo les arcs soiont en nombro suffisant

ot que leurs longueurs soient mutucllemont indépendantes suit une loi normale.

On aura done besoin de générer des échantillons extraits de la loi normale.

On utilisera une procédure d'inversion de la fonction do répartition de la

loi norwale faite & Gronoble. (cf Procédurés ALGOL CNRS p.3I6 )

6-6-HISE_AU POINT SUR ORDINATEUR.

ORGANIGRAMME

T

4

(Génération des nombres au}
hasard

ee aun échanti

de la loi X

| Caloul PERT |

déterministe
! oe al

{ Classement de la '

longueur du ‘projet

pe

Nombre de ad

des arcs.

Estimation de la

moyenne de la variance de la

longueur du projet

RES SSSR

| Estimation des
probabilités de criticité

des arcs.

i
5

Histogramme de la

longueur du projet.

-70=-
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Come la structure du graphe ne change pas, on fait unc fois pour to
utes 1'

erdonnancemont des arcs par la méthode des niveaux ou de la pile (cf 4-5)
On génére des suites de 40,000 nombros au hasard par tranches dont 

on fixe

la taille en fonction de la capacité de la mémoire centrale. Quand le
s nombres

dtune tranche sont épuisés, on génére une nouvelle tranche.

La génération dos échantillons de la donnéc sc fait par procédures intor-

changcables

Un lion de dépondance entre ics durécs de cortaines t&ches peut étre é
tabli.

Lo calcul PERT est réduit au minimum :

Le calcul du calendricr au plus tét surfit pour commattre, & chaque réalisa-

tion, la longuour du projet ct le chemin critique que l'on détermine pa
r la

néthode décrite on 4-6-4.

Le calewl du calendrier au plus tard et des marges est supprimé. On retiondra

on uémoire la longucur du projet do fagon & estimer sa moyennc, sa va
riance

et & construire son histogramic.

On pourrait de la méme facon mémoriscr les dates d'étapes importantes du proj
ot

et on faire au besoin les histogrammes.

33 on voulait retenir le nombre de réalisations ok un chomin est critique, i
l

faudrait mémoriser les numéros des sommets de chaque chemin. Co qui tiondrait

trop de place. On reticndra le nombre de réalisations ot un arc cst criti
que.

Les résultats du calcul sont Ics suivants :

- dates moyermes au plus tét des dates début et fin do chaque arc,

- probabilité de criticité do chaque are et intervalle de confiance,

~ moyenne, variance ct intervalle de confiance de la longueur du projet,

~ histogramie de la longueur du projet.

Conclusion : 1'énorme défaut de la méthode do simulation cst la longucur

des calculs.

DUREE DE 1.000 SINWLATIONS D'UH ARC. (on minutos).

| Loi GAB 510 I BI 1620

| éta 0,57
Triangulaire 0,61 1,46

Uniforme 0,46 0,66

Normale 4,50

10.000 simulations d'un graphe do 100 ares cn loi triangulaire sur CAH 510

dureront 6 heures 0 minutes.
-~Ti-

6-5

Bien que les ordinateurs réconts soiont de 30 & 50 fois plus rapides, la

simulation reste un moyen cotitoux.

Par ailleurs la place oceupée on mémoire centrale est trés importante. Commo

il ne pourrait 6tre question de fairc we lecture sur périphérique & chaque

réalisation d'échantillon, on est contraint de conserver toutes les données

on mémoires centrales. Comuc on a A rangor 3 tableaux de durée au lieu d'un

ot un tableau de nombres au hasard, on occupe beaucoup plus de place que dans

le calcul PERT déterministe.

En conclusion, la simulation a l'avantago de nous donner toutes les informa-

tions que l'on attend sur le projot et c'est une méthode précise, Nous l'uti-

liserons dans 2 buts :

- D'une part étudier la criticité des chomins ot la distribution de la lon-

guour du projot.

- Diautro part tester des méthodes moins onéreuses comme la méthode PERT alda-

toire ou une méthode plus élaborde que nous mottrons au point.



7-1 (2)
CHAPITRE VII

ETUDE DE LA CRITICITE

7-1 - BUL_DE L'evupg.

On veut étudier de quoi ‘aépond la probabilité de criticité d'un chomin ou
d'un arc.

Fout-on oxprimer strictomont cotte probabilité ?

Sinon, peut-on comparer la criticité de deux chomins ot préciser aitun

chenin est pou ou trés critique.

La méthode de recherche que l'on utilisera sera inductive. A partir d'exom—

ples simples ot lo caleul strict pout aboutir ot 2 partir d'exomples obtenus

par simulation, on essaicra d'oxpliquer le cas général.

7% 2 = GES? DE COMPARATSON DES FROBABILITES DE GRTPTCIM,

Soient f; et te les fréquences de criticité des chomins i ct a» P et

P les probabilités corrospondantes.

Si au bout de N oxpérionces on constate que t> fi, peut on concluro

que Pe » q ?

Quand WN est grand fy ot f, suivent des lois normales.

wt
Cas lois ne sont pas indépendantes car z=. fy =1 n étant le nombre

de chonins du graphe. te

Dtudions ce lieu de dépendance :

Calcul de COV (f; ; £;)

Soit K, le nombre de réalisations ot le chomin i ost critique cn N oxpé-
ricnces. K suit unc loi binémiale de moyenne N

Hey (= py)s
Dang leur ensemble les variables K » i=, 2, ..., n(n +: nombro de

par’ de variance

chemins du grapho), suivent une loi multinémialo 75 .
7 k,’ & k~fP. [ %& =k thoy Kos k fa Whos Ste *n, [% 17% Koes n n ety a er Ey 88s| Kiko it P27" Pa

avec N = x +h tee ty

DPp, 4?P Po.ptr ap tee th = 1

Déterminons la loi marginale on x et BH + On l’obticent on remarquant

que c'est une loi multinémiale de variables x, 7 K i KeN-K)-K,

-73-



ake ak, ak» Ka N-k, ~il =

x0 apy or PY)
a-k, -k,

: . hed

Cotte formule s'étond A la loi marginale de K; et k, G14 j 4£n

Déterminons le moment du 2c ordro m... i . 1 ++. gue nous écrirons m
i j

kk, Hk

, 3, pe -p— ke, EL fe pF re
aj

5
fs

(w A

Er W = ley

mp NG PS OF;

Yo monont contré correspondant est COV (K, , K,)

= - & (k,) - £,)cov (K, , X,) = E(k, «,) (x,) 5

= N(w- te fy 7 Nps, - WP,

cov (K, , %,) = - Ny

15

1-2
On on déiuit cov (f, , t))

SS f° 4%
¥ F

cov (£. NG) py — FER
re

Quand N est grand la loi marginale de FE ot f, tend asymptotiquement
vers une loi normale. Comme toute combinaison linéaire de variables normales

est normale, la variable fi fy est normeloment distribuéo

gh (fe = Poo efB (ft, ?;) f irs
j

Var (,-2;) = Var f, - 2 cov (f, , £5) + Var f,

Var (t; ~ 83)

f,-%; suit donc 
j Py

dtécart type \

i?
f, -f, doit suivre uno loi normale de moyomne nulle d'écart as

, Si l'on veut tester L'hypothése contre Ltalternative |?

~ Done u =_*:~*} suit uno loi normale contréo réduite.
;

Vet"N

N =) 1Pour assez grand 2 f 4 # £; + f,

Soit un risque X correspondant & la probabilité do rejetter l'hypothése

2, sp 1 jPs f 4 alors qu'clle est juste

xt

Soit 4, tel quo QF das tom

(siu = fp 2 fy 4X = [25 cot rojotéo

aB e ps. a7
oF

1 Mhypothtse/, = [rj Sora acceptée comme hypothése de7 
i

travail.

-75-



Puissance du test. /

Soit § la moyonne de la variable aléatoire f; - fy - on no la connait p>

pas.

Si l'on teste 'hypothése © 9 = 0 contre l'alternativo
aoa 3 o ap aa

"4 ~ Do cola reviont & tostor L'hypothése 1, = | 5 contre 1 3

altornative F 5 aha: 3

La puissance au tost est égale & la probabilité que u soit dans la <a
de rejet quand 5

Si ts

Comae N ost grand

la puissance du test cst une fonction croissante de Net de * ro

Exouple : Soit & comparor 2 Fréquonco.f, et fy tolle que f +f, = 1

la différence £, - f, étant petite son carré est négligeable. a

. et =

Les résultats suivants montront quo si e 1 = 3/100 a

~ eo eanehanbes tT ( § » = o,f , clost & dire quo l'on a 90 chances
sur 100 de so tromper,

-T6-

- avec 10.000 expéricnces FF ( a) = 0,996, on a pratiquemont runs
chance de se trompor. ° ,

Si nous voulons done tirer des conclusions cortaines, il faudra faire un

nombre d'expériences de l'ordre de 10.000.

INS; 0.5/100| 1/100 | 2/100 T5100 | a/roo |Ly . i | | 4
100 | 0.056 | 0.06 ! 0.08 0.09 O11 |

Ware aa i weceeee denen eed
i 5.000 | O10 | 0174 | ovat 0.68 Je 88
j bene cep nedeemeeesnedee anand,

10. 000 0.44 | 0.74 | 0,95 | 0.996 | 0.999 | 0.999

Puissance du test :

7-3 - CALCUL | STRICT

Le procédé de similation étant cofiteux, on se demande s'il est possible de

donner uno expression mathématique & la probabilité de criticité d'un chain

d'un graphe.

On no pout l'obtenir que dans des cas trés simples.

7-3-1-C4S DE 2 ¢

Soit un graphe formé de 2 chomins dont ie longueurs x, et Xe sont distri-

buéos respectivoment suivant les lois ~%

non inéépondantes.

Ya mH) , RK s 5)

‘a probabilité de eriticité du chonin 1 sore [y= f-/X, 4 x, |

Bho xe de peo oeB= eX Bee Ky nS, n

4 
2Var ¢ = Var X, + Var X, - 2 Cov & »E) so

= us2
ou try > 2+ To

Supposons que la variable (x, ’ %,) suive unc loi normale & 2 dimensions.

Comme toute combinaison linéaire do lois normales est aussi normale, * ost

nornalo.

Soit 2. Z suit ume loi 7 (0,1)

# ZA+ m

B = ey ; o} - a [2 < ~ a !
. 

aA 

an

Posant % = fy - je

a

-T7-
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Ry issance hy tasT

7-3-1 (2)
», [% x, ]= $ (a).

oh EF (3 neA0oul§,) 

van fo ep!

7-3-2~ CS De 3 CHUM,

Soit un grapho formé de 3 chomins do longucurs aS,
” Yo

RRO) oy BOM % 76s. OY
correllés. Supposons que (x, ky x5) suive uno loi normale.
Sit My =X- fH, Me eA, XS = &- Ay

Getewons p= Pf x, > Hex 1%) ] = 2, [% > %%>%]
= BP > Par Bye Ryo 8s Ps - Pil
= BL Zo > TM1Z3 > 3 |

om = hee fy

ss PY

NI
~

tl me \ >4
1 a°

nw?
il -

nN
t » g S ps ~S

2 2Zz, = ky - i, CY th = 2 cov (x, , x,))

Cherchons la correlation entro 7 2 Zz 5

cov (72, %) = Bey Hy) (R= m5) = Ber, ~ ey) xB (ey -

ee ys 8)
Var X, - cov (x, %) - cov &, i ») + cov (rr, , 0) |

jcov (z, rz;

cor (ED, z; 5) Pout _otre positive ou négative:
+ 30 +0 'rf [ [ t Es %5) az, ides



s

|me Poles 3. [Seba cil
ns, 

on

< da,

“P3) eel]ratep at] +-8[(Z

’ Byte 4 etavee D(x) = 4/08% [eet miata

oy VER Va “welt al(z +E )eal} %;
= Lp 25,544 - p* my,

soit ws 33 aAV= de 3

ef “ ye) 4 ~2((SE are
5 Sy

d'ow” e= + -&(%)-4
_ be =f deait a= fo [hate |

hy a

avec fy = SF Rs =

1-3-2
fPour calculer ¢ on essaic de dériver gous le signe | par rapport & ky

ouP de facon & changer <P on? , “
C'ost la dérivation par rapport & P qui s'avére la plus intéressante.

qh alee

toa): A ary Ef Ra = PO oR, -4407) Ae, CUE ( BEE) (ph)
gt:

2 
wtaf 

~ee 2 A ezGplP.*) est de la forme firle % 4-pe _a(ppre f
fonction qui ost dominée par uno fonction du typo R(f )

3
Vvintégrale sur lt, + co | .

on pout on déduire que 1'intégtale c 3 (p,v)4 aw converge uni-
re Ps

PP Stant uno probabilité 9 est une intégrale convergonte, la dérivation

formémont par rapport & Pp

sous lo signe est done justifidée.

PR ipa [ Fe) ¥
Cherchons un changoncnt du variable dans lequel le produit des 2 oxponenticl-:

les P s! oxprinc & l'aide d'une seule oxponenticllo p fonetion dew,
(x) )¥(k Re ant = AL exp(- 4 19 *)

Va= pe Ven ee



3-3 CAS DE n CHUIINS.

TA NowoN PER? DEC

T-4-

1-3-2 (3)

D'aprés la définition do UP)

gic =[ [' “play sv]. BCP 2) = [4-24] BUA) a
hy 

sade: 
;

fixe yr a UE)- WS) 5 WSTM ‘
Ry yt {is 1x) ae ;

acer = [4 - Bas] 2U%) , ‘

) ; Bs — Ry,

pe [4-2 (4)]T4 Bt) PPR CREE ~-- ——

Ltintégrale on r ne pout so calculer strictomont.

Pour k, ot k, petits on pout développer le fonction sous lo signe
2 3

on sério ontidre ot intégrer terme & terme. 
ft

CAS DE 3 CHEIINS DE LONGUEURS HOYENNES EGALES.

Dans le cas Kk, = ky; = 0 7

(-a)(04)*
Arc sine

Pp

Pod
iticité ad i iont les autres de

P ost la probabilité de criticité du chemin 1. On obticn’ 
:

+a

2i 
;

fagon analogue.

Bat 4 = 2 - on romarque que los résultats de ln sémulation concordent amt
X,) suit unc loi normale est donecotte forme. L'hypothtse : (X, Kr Wer

justifiée.

Le calcul dovient inextricable. 
7

XK ~ pas indépo!Conne les événcments 7% ’ KD X pees X> n eee

on ne peut caleulor Pe [X 17 ex (Ks ky )] A ltaide do Pr (x; > %)

eee Pel > X, |
’ it Tn. . . . 7

On en t réduit & utiliser des approximations qui scront suggérécs par
chapitres suivants. (cf 9) 

i

IN_CRTITTQUR BST ERROVER. i

Vérifions d'abord si l'hypothtse d'unicité du chomin critiquo éo la méthode

PERT est fondéc. Ce chomin critique est un chersin suffisamment plus “

les autres, co que nous traduirons par chemin presque toujours critique

Done dans tout graphe PERT il devrait exister un chomin par rapport aliquass

les autres chomins sont de probabilité de criticité négligeable.
-8I -

Tt

Vor | 100 x Brrour
freq a 9%

1.332 43.05 0.97

2.221 25.38 0.85

1.3.5.6 12.33 1.055 15.44 0.70

1.984 | 16.15 0.72 |

Diaprés la méthode PERT lo chomin critiquo ost (1.2.4. 6), c'est bion

ie chomin de criticité maximum. Hais il ost plus long que les autres dans

43 $ soulemont dos cas. (1.2. 6) 1'est dans 25 % des cas co qui ne peut

Stro négligé. (1.5.5.6) 0t (1.3. 6) sont faiblonent critiques 1'un

et L'autro.

Ilais si on les considére dans lour ensenble, lour criticité dépasso 31 %

ce qui n'est plus négligvable.

L'hypothése d'unicité du chemin critique est donc fausse on général.

Tl suffit d'étudier un graphe formé de chomins de longuour moyonne voisinc

pour le constater.

7-5 ~ RACTUURS TIQLUIIS SUR LA CRITICS ops cimznis.

L'hypothése d'un chemin suffisamnont plus long que les autres n'étant véri-

fiée quo dans des cas particuli ors, on pourrait élargir lo domaino de vali-

dité du PERT on tenant compte qu'il cxiste plusicurs chomins critiques ; on

Supposcrait que lour probabilité de criticité ost fonction croissante de

leur longucur moyenne.

L'analyse qui suit montre que cette dornitre hypothése ost fausse on général.
7-5 = 1 - LIEN EERE uA LORGURUR OVINE BT LA PROBABILIIR DE cRrerotre D'UHT

CEE,



“ERS 7-5-4

N 4 . 5 +r +
ous \eku diecons exp Ex Cements temen par Simulates -

Sait le arepre autvont +

Les fon queves as Svcs

suivant cles leis trian qoistves

ctont leg parametres sont

indiquds suc Vere ~ .

La simulation camporte

AG Wo vedaltsatcens -

Numices Chemins Mayenne |Variance | Freqxios a
S540

4 42,6 AK | O82 | 2635) a8¢

9 [A246 | 4661 476 | 32,92] 0,92

3 7143 5 6 A566 | 090 | 23,49 | 0%

ae

4 43,6 Ax | oan | 980 | ose
i

5 4,6 | At & Akh | 0,69

fe te cnifteitd niast pag une fonctionOn constate que fa probabil '

yet ‘ e.evoissante, cde la ton gueve mopenne rt iet te chemin en mayenne

5 beg ue =plvs long, (le chemin Bceitigque) (4,26) nest pas le ptys cereey

Ubypathese avancée plushaut est mise en défaut - |
ak dtye (a ce

La Pocte variance des chemings (4,6 )et (4,2,4,6) paratt etre

de leur forte oritioitd ~

= BB =

a

7-5-2

Soit un graphe formé de n chomins de longucurs suivant des lois normales

ot indépendantes.

Supposons que ces chemins aiont des longucurs égales en moyenne ct de vari~

ances différontes.

Vérifions si lour probabilité de criticité dépend de leur veriance,

Sin = 2

Hous pouvons utiliser la forme précédemmont on 3 - 1.

Pr = Pe Ge <u) = BO) = 4 mim -Le ty 6
la probabilité do criticité de chacun des 2 chemins est 1/2.

les variances n'ont done aucuno influence.

Si n= 3

Soit un grephe formé de 5 chomins de longueurs:

x96 (10 , 1) ’ x10 , 10), x00 , 5)
10.000 simulations donnont les résultats suivants.

Errour 100 x p
Chomin. Hoyenne Ecart type} 100 x frea | d'estime (calcul

495 8 strict)

1 10 1 25,68 0,85 25,31

2 10 10 42,50

+ =

! 32,17 0,91 32,25
: Lu

3 10 5

Utilisons le test wi on 2 - 2-

Hixons lo souil d'incertituio 85%, uy _ a = 1664

Fypothése Alternative u Conclusion

cones ye 6) |
Po? By 20 my

Py = Py Psy Dy 9 5 Py

Ps = Py Poy Ps | 12 Po Bs

Done Py & 5 Py



7-5-2

Si on so roporte & 1'étade db la puissance du test on pout considérer qu!

avec 10,000 simulations cc résultat est sir.

On a done A< T3<T2 ot P< Ps <Po

Si un graphe cst formé do 3 chomins indépendants do longuours 
moyennes

égales, la probabilité de criticité est unc fonction croissante de L'éear
t

type.

Co résultat so retrouve d'ailleurs théoriquomont.

Nous avons montré précédemont que si un graphe ost formé de 3 chenins

dépondants do longucurs moyonnes égales, lours probabilités de criticité

sont

yh i+ 1 = Aresin 9,

4 2h '

avec py = 1 fo? - cov (X, 5 x) = Cov (X, 5 X,) + Cov Gs, 1 Xp)

1 82 85h

ss = on + oe - cov (x, ’ %)

2
a, "

2 25 a, +05 - 2 cov (x, ? X,)

et de méme pour Py et Ps

Comae ici los chemins sont de longucurs indépondantes +
L

Ss
ho neta) pene) 7h eeapeee)

Supposons que v, <v, <Vy
A

fie 2 5 = : y= zt aintSt eight? ; 44S Se ES
y4+2, + ea rt %,7

ao st a4 a ">

Comparons fy ct Pe

( presque = 74)

ear TZ we

“~~ Done Py <f, ine
Do méme fe < f 3

Como x ——> Are sin2¢ est unc fonction croissanto.

sur [- t,+ i] on obticnt Py <Pn<P5 .

Sin ? 3 -

Come nous no possédons pas de formule stricte nous procédons par simulation.

Soit un graphe formé de 5 chomins de longuour, voisines suivant dos lois nor-

males indépondantes. On on fait 10.000 simulations.

Chemins Moyonno Beart “type Prog x 100

1 10 10 34.36

2 10 7 28.35

3 10 5 21.60

4 40.05 1 8.24

5 10 1 1,45

Appliquons le test & droite utilisé procédomnont (oj = 5)

fost (4 a" 1.64) —

Py > Bp 1.5 Py Pp

Py + Py 9.7 > Ps

Py By 26 > Py

+ Ps | 1.99 1 ey Ps

On ket TNE ee ~ eos re
SH constate wT Oo vy T 3 Wy =U5 implique

Pr DFa DP5 7 P4 7P5

Lc chemin 4 est légérenent plus long cn moyenne que les autros

mais on raison do son faible écart type ce n'est pas le chemin lo

plus critique.

= 86 =



1-5-2

Btudions graphiquement l'allure du lion entro la variance ct la
 probabi-

lité de criticité.

Soit un graphe do 10 chomins do longuours moyonncs égales hk 20 suivant cos

lois triangulaires.

Résultats de 2,000 simulations +

Chowin Variance Frog x 100 Erreur & 95%

[4 one foes |
2 oes | si]

roermeeen enw ere ee "|

~ 2.656 3.5

- be rr
vy 1 3

15.45 1.5 :

“16.40 1.6

Tg | |

10 16.666 22.25 1.8 ~T

Lo lion est trés grosei2romant linéaire (mais il faut tenir compte d
os

erreurs d'estimation qui-vont jusqu'a + 1:8). Plus précisénont la

covrbe oscille autour d'un droite avec une amplitude qui croit aveu la

variance.

Influence du nombre de chomins indépendants sur loffet dos varia
nces.

Soit plusiours graphes fornés de chemin indépendants suivént dos
 lois nor-

males. Chaquo graphe comporte los chomins do Jonguours x, (00, w= 2)5
ky OG (19 , T= 3) ot mn noubre variable d'autres chonins do longucur

voisinos de 20.

X, ot XZ, tant de moyenne voisine ot a'écart typo différont , l'effot

do varionce décrit précédemont ve apparaitre.

Btudions si le nombro de chomins du graphe oxoree unc influonce sur cot :

effet.

-8T-

Ad aEng

Variotimde (a pcubabilite’se ori tale

on Renckcmdala Varionse J tao pean’

convia nie .

Lor winvigttont en leiPecangelaive

Exvae mdatmum we Fragxteo 2 4.8

2 AS”



_ 1-5-2

| woubre do Py "b mo Py 200 Fy Pa
chomins. x 100 x 100 % ADD Py + Po

3 46.2 34 12.2 39 .

4 24.8 20.1 4.7 2.8 |

5 16.0 17.7 03 1.6

6 11.9 12.4 in a |

7 1.9 10.6 ~2.7 29.2

8 6.0 7.6 1.6 ~25.6

9 7-3 13,0

L'offot des variances est caractérisé par la valour de 1'écart pondéré de

Py et Py

On gait qu'il est nul pour un graphe de 2 chomins.

On constate quo 1'écart pondéré décroit pour devenir négatif & partir de

6 chomins. Dans ce grapho & 6 chomins, le chemin 1 ost dovonu moins critique

quo le chemin 2.

On constate done que l'offet des variances qui ost nul pour 2 chomins aug-

monte avoc le nombre de chemins.

(Quolques irrégularités sont dics du fait que les chemins ne sont pas tous

de méme paramétre , les longuours moyennes sont de L'ordre de 20).

En conséquones, on ne pout comparor la criticité de 2 chomins si on ne tiont

pas compte do la présonco des autres chemins du graphe, mémo si tous los

chomins sont indépondants.

4-3 ~ DNPWSNCE DES CORRELATIONS SUR JES PRORABILITES DE ORTTTOTE.

: Comme les longucurs dos arcs sont supposées étre des variablosDéfini tion

aléatoires indépondantes, on dit que dowx chemins sont correllés s'ils ont

des ares de longucur non nulic on commun.

Soit 2 chomins correllés de longucur x, et X .

SoitY = Y. + Y . +¥, le somme des longucurs des arcs comms:

88 - SE

a

“Ee see ee ee

1-53

= 4, +7

Cov (x, , X,) = Cov (Z, » 2) + Cov (2, » ¥) + Cov (2, 5 ¥) + Cov (x, ¥)

Les deux choming auront pour longucur x, = 2 +Y ot

= Vor ¥ = Var Y, + Var Y, + eee + Var ¥

La covariance des longuours de doux chomins est égalo & la somme des

variances des longucurs des arcs comauns.

En conséquonce, le coofficient do corrélation de 2 chonins est toujours

positif.

L'offet de corrélation entre chomins étant trés complexe, nous 1'étudicrons

sur dos cas trés simples.

Etude d'un graphe do deux chonins.
Soit un graphe de 2 chomins de longuours xX, Es Ty) ’ X

76 , Mos T]) de cocfficiont do corrélation fe:
Shy = Pe ona ugue Pp, =P) = quols que soiont war ToP .

a - ~ 2si My, # Bo »F-4 2 r peuvont influencor.
Supposons dans co cas Ty = Tv =

Dtaprés 5-1

= Pr >f i.TM [y<x] - $( £2 )
P, dépend done do fe a TV 2 V 1 -f
in conséquence, pour comparor = Parpe #
ia criticité de 2 chomins il faut f eats ) ad 4
tenir compte do lour coefficiont do a na
corrélation. hh + te 22) \ o= 

ciPar ailleurs on constate umn fait qui pout parattre paradoxal
80,297,2°? Ms rhe plus %, ost correllé avec X, plus p, diminuc.
Etude d'un graphe de trois chomins do longuours moyennes égalos.
les distributions des chomins étant noznales, les probabilites do criticitdé
s'oxprine par ;

Bera t Arc
1 4 ae es Ps

i

1
. W

avec Py = [s,° = cov (x )-ol, ; 4» %) = cow (x, » X,) + cov (x, x)
4

85 8.

2 3 a
=o? 4 2*2 v, +95 - 2 cov (xX)

=o 283 = 1 vs - 2 cov (, 1X)

Supposons que: QJ =o
- 89 =

1
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a: 108

2 Ve Fa) G- Fis)

fy = 4 4 - faq —fess faa

\h4- fos) (4-frs)
f, = 4 A_- fas - tras Pag

2 rw ae

Btudions des cas maeaas fe) (4~fa2)
(T, =T, aT; =o

jor cass Peo =P = fase f

On a le cas de figure suivant

Ph -B- nie

Pas Pe

“.4un graphe & 3 chomins de mmc longucuri

Pye Leax Me db
4. 2% 6 3

Si les cocfficients de corrélation des 3 chemins sont égaux, los probabi-

" lités do criticité sont égales 2 1/3.

O,= 92-55 = Xa

mie, =P Bs =fhs= 9 :
Ax 4On a le cas de figure suivant

poped Vie
Prt O+p)

R= Bm = d+ 1 AresinVi-?41 2 * ay e
4 27 ; z

Pp =i + 1 Arosm tt

? 4 20 2
Plus K, ot X, sont corrollés moins ils sont critiques.

Ns

SiP=o Py = Pp = Pg ed (cf cas précédent)

a

si Pa 1 Aha to pet

153

(les chomins X, ot %, sont alors confondus. Le grapho so réduit

& 2 chomins do méno longuour).

si P = 4 par oxemple

R= Py = +_1_ Aresy\2 = + 0.307
4

1
4 2%

eS= 1 + 41 Aresin 3 = 0.385

* 4 2N 4
Les chomins x ot x ont méme longuour (moyennes et variances égales)

pourtant Ps yh L'offot de la corrélation ost done mis on évidence.

En général, si on compare la ecriticité do 2 chomins il faut tenir compte

dos corrélations que chacun des 2 chomins pout avoir avee d'autres chomins.

Ty =T5 705 = oT LD

3o cas,

Pato, Pie F#°,fy2° 2
On a le cas de figuro suivant “

p, <3 4a ~ bee

* VF) 4-Fs) X= 1,35,2,4)

Pe = 4 4 - feat Poa % = (t,3,4)
V4a-Ry R= (1,2, 4)

nie
F

conte Sa fs < 1 on doit avoir <3
P= 2 + LL Are sin

4 an

=
2N

Py = By



1-5-3

Pour tout pel ot on a toujours p, x Py = Ps 5 dion que X, soit

do mémo longuour (mmo moyenne, méme variance) que x et X,,

On remarque quo x, ot % ont méme probabilité do eriticité, car ici ils

sont liés au méme chemin ct les cocfficionts do corrélation sont égaux.

foes Pye P Pye Ba=o Se aT3 Ty 7
C. cas dérive au ~. — Xa

2 yoNf; San PE Te x
oe %) oy 2.‘VE 2p) ets 5
Q= oe = PTET y _ x

Visfag’ 2p ate)

. ee
in +a, ) £TQ

sig , devient trés grand devant * 2

P

hat f= -— Ps Oe

<l- aroin£ Ps +
i V2

wT,SEX, Xy X sont de méme longuour moyenne ov = 4 3 v, trés

Donec 1 aM3 2aaln =!

grand devant > , alors plus x, ot x sont corrcellés plus la criticité

do X est petite devant celle de Xe

En offet 2

oi P= ° Py

si P= 1 Pal Ps = 2

A écarts’ typos constants on pourrait aussi rendro la longucur moycmme de

x, beaucoup plus grande que colle do X, ct on constaterait que x est
2

beaucoup moins critique que % bien qu'ils soicnt de mémes longucurs.

Nous appellerons cc phénoméno : offot de Shunt.

Si 2 chomins x, ot X sont de mémes longuours, si % est correllé avoc

un chomin plus critiquo quo lui, alors Pak Ps .

- 92 -

7-5-3 (4)
Si repronant les hypothéses du 4c cas nous supposons au contrairo g,

trés potit devant J, » alors

A. mp Ae—>0 — se >feo faery BOE
4 3 —> 32PA >t Ppp BoB PyePy g 8

L'effet de shunt no joue plus dans ce cas, car x, ost beaucoup moins

critique que x ”

Reprenant les résultats du 2¢ cas nous pouvons conclure :

Si x ot % sont 2 chomins de mémo longuour sindépendants , si X, est
correllé a un chomin x, “alors Po K Ps .

T= 5 - 4 - CONCLUSrON,

Que peut-on induire des études particulitros faites précédomment pour le

cas général ? 
.

Si on vout compatér la criticité do 2 chewins il faut tenir compte dos fac-
tours suivants + 

.

- longuours moyormos,
- variances,

- corrélation entre les 2 chemins F

- corrélation avec d'autres chomins A

~ présence des autres chonins.

C'est la combinaison de tous cos facteurs qui fait qu'un chemin est plus

critique (ou plus long) qu'un autre.

Deux chomins do longuours noyennes égales ne sont pas de criticité égale &
priori (42 faut tenir compte do l'effot des variances ct des corrélations),
Deux chenins de méme longucur (moyonnes ot variances égales) ne sont pas do
criticité égale & priori.

Si nous remplagons los autros chomins par lovr maxinum nous déduisons do 1!
étude d'un graphe & trois chemins dos résultats valables pour un grapho quel-
congue

+ Si doux chemins de méme longucur (moyennes et variances égales) correllés
ou non sont indépondants dos autres chomins, ils sont de criticité égalus.

+ Si deux chemins x ot X sont de mémo longuour) non corrollés, si
% est correllé avec un chemin x plus critique que lui alors BS Py

+ Si deux chomins corrollés ou non, indépendants des autres chemins sont d!
écarts typo; différents, co plus critique est eclui qui a lo plus grand écurt
type.

-3-
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Autre romarque :

+ Dans un grapho domné, la criticité des chemins n'est pas une fonction

croissante de leur coofficient de corrélation avec le chemin le plus

critique.

Exomple : Soit un graphe 99-!0 dont on a fait une simulation de 4.000

réalisations en lois triangulaircs.

aay Bee ee | 100

1 ° 17.64 1 87.6

2 2.66 20.48 0.898 6.8

3 4.33 18.7 0.835 3.5

4 4.66 18.3 0.914 0.1

5 4.66 0.971 °

On romarquc que le chomin 5 est le chonin le plus corrollé avec le chomin

1, pourtant sa probabilité do criticité est nulle. Il est Shunté par le

chemin 1 car sa longuour moyenne ost infériovre de 4.66

Bxiste t'il des tests pratiques pour comparer la criticité do 2 chomins ?

On pourrait comparer les 2 chemins sans tenir compte des autres chomins ct

dire i

Si 2 chomins X, ot hy sont de longuours différontes, correllées ou non,
1

s'ils sont indépendants dos autres chomins, alors :

P72) 7 [7H] =>? Po
Coci est faux.

Soit un grophe de 10 chomins distribués suivant des lois normales indépen-

dantes. Comparons doux d'entre cux :

moyenne Ecart type 100 Rj

x, 20.8 1 Aad

x 19 3 8.3

a | : 5-7.

Come }y 7 Hy Pel x, > x | > Play x] (a'aprés 3 - 1)
Pourtant Po 7 Py - On constate que bion que los 2 chomins soient indépon-

dants des autres, on no pout les considéror isolément.

Considérés isolément, l'ceffct des variances ne jouc pas, alors que la pré-

sence des autres chemins le fait entrer on jou.

15-4
Pour comparer Ja criticité de doux chomins, on calculcra d'abord la dis-

tribution du maximum des longucurs des autres chomins. Ayant ainsi ramcné

le graphe & 3 chonins on appliquora la formile wu cn 3 - 2 . Le procédé

est on général inapplicablo.

Si un chomin ost beaucoup plus eritiquo que les autres, alors sa longucur

est voisinc du maximum dos longuovrs des autres chomins ot le graphe so

vaméne & co chomin ct eux deux chomins & comparer.

En conclusion, nous ne savons pas caleuler los probabilités de criticité de

fagon stricte. Nous vorrons plus loin coment on pout les caleuler do

fagon approchéo.

T1 est un cas ok nous pouvons dés maintenant les caleulor do fagon approchéc,

ctost Je cas ol un chomin ost beaucoup plus critique quo les autres, évon-

tualité qui se reconnaft par l'oxamon dos longueurs moyennes ct des varian-

ces. Dans ce cas on pout romplacer lo maximum des longucurs des chomins par

la longucur de ce chemin ot ramoner le graphe & 2 ou 3 chomins dont nous

savons calculer la criticité,

Cc cas est le cas du chomin suffisamment plus long cnvisagé par la méthode

PERT. :

Exomple d'étude de la criticité.

Les romarques précédents pormettont d'avoir une idée @rossiére de la criti-

cité.

Soit un grapho 48 ~ 40 dont les longuours des arcs suivont des lois triangu-

laires. On considére le fuscau de margo 8 (cf 10 ~ 2 - 1)

les caractéristiques du grapho sont indiquées en annexe.

les 5 chomins cn moyenne les plus longs sont :

| chonin 6 5 8 4 7
| moyome | 72 70.666 70.665 10.353 10.333
[variance | 7.555 2677 | tt 7.499 8.61 |

A

les longuours de cos chomins sont assez voisinos
it Aas [BM - AGI .Soit Alig = Ii r “yl A = 0,47 A =0,57

68 Gisup (F- vp 5)

(on convient de dire cf 8-3-2 ) quo 2 chomins sont de longucurs voisines
si Aaj <0.5)

L'effet do variance va done jouor.

Si on ne tiont pas compte dos corrélations, on a on gros

P6 >Pa > Ps> Pr> Ps



Tim (7-6)
Il ost on offct prévisible que le chemin | PB critique scra le plus critique

car. LA 6 = 0,47 est proche de 0,5 =

Examinons les corrélations

Pee = 0,14 ost potit 6 n'est pas shunté par 8 -

Pes = 0,78 est assez grand 5 ost shunté par 6 , ce qui confirne

Pe 7 Ps-

Pre 0,82 est assez grand 7 ost shunté par 8 co qui atténuc l'offet

do lo grande variance de 7. Cola confirme Pa <P 2k

LP

= 0,69 4 est shunté légeremont par 6 -

o

46

Co classement par probabilité de’ criticité décroissante correspond & la

réalité (cf annexc). Nais 1'oxamen que l'ont vient de faire est trés appro-

ximatif.

7 ~ 6— CRITICITE DES ARCS.

La notion do criticité dos arcs est plus importante en pratique que celle

des chemins. Primo pares quo lc calcul des longucurs moyennes ct des

variances des chemins ost fastidicux, secundo parce quo la notion de

chemin critique ne corrospond &

criticité roprésente pour le responsable des travaux une tache & survoiller

rion de coneret alors qu'une téche de forte

avec attention.

On a vu précédonment que la criticité des arcs se déduit de celles des cho-

mins, 1a probabilité de criticité d'un are étant 1a somme des probabilités

aoc té dos chomins qui ompruntent cet arc.

A la notion de lenguour d'un chonin correspond la notion de margo d'un arc.

Définiton : La marge d'un are (dans lo modtle aléatoire) ost la différence

entre la longucur moycnne du chomin P. critique ct 1a longucur moyomne du

chemin cn moyenno le plus long qui cmprunte cct arc.

Cotte marge sc détermine facilement : c'est la marge totale de l'are dons

le graphe détermiriste. oh les durées sont les durécs moyonnes.

On utilise fréquoment cette margo comme indicateur de criticité.

Bn cffet, si lo chomin P— critique passe par un arc, la marge de cot arc

est nulle, on dit on langage PERT que l'are ost critique.

De 18 cortains déduisent que plus la marge d'un are est petite, plus celui

ci est critique.

Examinons si c'est vrai :

La simulation nous permet d'étudier la variation des probabilités de criti-

eité des arcs en fonction de lour marge totale.

6
Soit le graphe suivant dont on fait -1.000 simulations on lois normalos.

————A ane Tg

SS
4

= -po—

Are Hoyonne Varulotical Harge totale] Fréquonce do

moyenne. eriticité

* cere x 100

ce 10 1 0.1 1.8

B 10 1 0 28,2

¢ 10,1 1 0 28,2

Dd 10 1 0.1 1443

E{_ 10 1 0.4 13,8

a 10 1 Ot 14,7

G 10 1 0.1 4,2

E 10 1 | 0.1 4.75

Bans cot cxomple, le chomin critiquo au sens PERT est formé des arcs B

ot C.

linis tare A qui cst de marge non mille est de criticité supériouro
& Bott

Ctost dQ au fait quo plusicurs chemins faiblonont critiques empruntent

liArc A.

Ja probabilité de criticité n'ost done pas une fonction décroissante de la

marge.

Elle no pouvait 1'étro pour une autro raison : comme la probabilité do

criticité d'un chemin n'ost pas une fonction croissante de la longuour

moyenne de ce chonuiny

La _probabilité de criticité d'un are n'ost pas une fonction décroissante

Se sa marge.

(Cola Aécoule do 1a définition de la norgo}

- oy ~
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Dans ces conditions, quolle information peuvent apporter Ics marges?
— L'étude de la distribution de la probabilité de criticité des ares on

fonction dc lour marge, faite sur plusicurs graphcs, donne les résultats

suivants (ef graphiques ci-joints).

- si le marge ost nulle les probabilités de criticité ost grande on général,

nais elle pout varier entre 0.07 ct 0.98, ce qui ost considérable.

- pour los graphes que nous avons étudiés , si la margo est supéricure &

l'écart type du chemin -critique, la probabilité de criticité est nulle

ou voisine de zéro.

& partir de ces expéricneos neus pouvons dire que ?

si. wun arc a une margo mille sa criticité cst non négligcable,

si wn arc a unc marge supérioure 4 l'écart type du chemin P_eritique,

sa criticité est négligoable.

La marge est donc un indicateur trés grossier de la eriticité des arcs.

=

Flee ap eqoug
¥)

a

—=

“Jo BP eqoy

pany

seS

mesiey nSaersy swiges yess Ogos Ores eydeuy

a

is?

2y9j09, »bioy

mn

eC

ad

Sr oy “Aare aBueray 2°74 Sus 1zEsSees OOOH (04-65) aqdeag

o>

*Jo} abeew

ouv NN.d SIVLOL GDYVA ~ ALIOILIYO AG ALITIQVAOUd NAIT nd AanALS



A.

8 = 1 = CONDITIC

Blondes

8&-I (2)

CHAPITRE VIII

ETUDE DE LA DISTRIBUTION DE MAX (x, ’ 4h peeeyK,)

Max (x, + X45 ++ » E) est la distribution de la longueur (ou durée)
totale du projet. L' étude suivante est aussi valable pour la distribution

d'une étape x; quelcongue, les chemins %, : % » Tao 5 x, envisagés étant

les chemins joignant l'entrée & x,.

L'approximation PERT consiste A faire les th les trois hypothéses suivantes :
1) Les longueurs des arcs sont indépendantes,

2) Il existe un chemin suffisanment long de fagon que la probabilité de

criticité des autres chemins soit négligeable,

3) Ce chemin comporte assez d'arcs pour que sa longueur soit normalement
distribuée.

Alors les courbes de densité des longueurs des chemins sont disposés ainsi :

' Dahir ne
Soit x, 1a longueur du chemin "presque toujours critique" ,
Daprés les hypothéses 1 et 3 x, suit une loi normale.

Max (X,, Byres x ) est peu aietérent de x, 0
Done Max (%, %, wm, x) est volsin d'une ie normale et
E [iiax x Bx,

te. .

Var [ss X, | nm Var x,
Tees

Ce sont bien les affirmations de la méthode PERT relatives & la distribution

de la longueur totale du projet.

Ces hypothéses ne sont souvent pas vérifiées, étudions,

a) Dens quel cas peut~on accepter les résultats du PRRT ?
b) Sinon quelles sont les erreurs que l'on commet en appliquant le FERT.

TESTS DE NORMALITE,

8-2-4 - mr py YX?,

On teste si 1'échantillon de Max &,, E, Sow b x) est extrait d'une loi

= 995°



8-2-1 (2)

normale X. dont la moyenne et la variance sont estimées & partir de uw

échantillon. Se

Soit 7 la taille de 1'échantillon.

On le partage en r classes. Soit ke le nombre de valeurs de 1'échantillon °

contenues dans la classe i et p, la probabilité pour que K soit dans

cette classe.

Alors si l'échantillon est bien extrait de la loi % Ja variable

8 = < (k= n p suit uné loi du ra Q-3 degrés de

isi np,

Liberté (cf [14] p 126).

Soit un seuil de probabilité & , soit x? tel que pw, (x? > al
rx

a x Xo° L'hypothése est acceptée jusqu'& plus ample information,

> Kor 1'hypothése est rejetée.

‘a fonction de répartition F de liax &, rKeg setts %q) n'étant pas comnue,,

on ne peut déterminer la puissance du test,

Quand la taille n de 1'échantillon tend vers l'infini. Fy tend vers I.

“Comme on fait un test sur i'écart entre RB et la fonction de répartition

de la loiX , plus n est grand, plus on peut considérer le test entre Rr

et & come wm test entre-F et b

8-2-2 ~ STS DE SYMETRIE ET D' APPLATISSEENT.

Toute distribution symétrique & ses moments centrés d'ordre impair nuls.

Sout moment d'ordre impair peut done étre utilisé comme mesure de la disy-

nétric. Le plus simple est Ay . On considére plutét le rapport x =Kd 3

qui est homogéne de degré o oA rapport A Ltunité de la ane. On iw?
appelle coefficient de disymétrie. .

La condition x, =o est une condition nécessaire pour que la distribution

soit symétrique. Elle n'est pas suffisante car elle ne fait pas intervenir

les noments a ordre impair et supérieursa 3.

Si ¥, >o 1a densité de la variable & l'allure suivante :

- 100 =

. 
8-2-2 (3+si vy Lo On)

On définit également un coefficient d'applatissement b> = + ty - 3

qui fait intervenir le 4e moment centré . v 4

Pour une loi normale xy =o (de méme que pour if la condition YX, 2

niest pas suffisante pour conclure & la nommalité.)

Si Bo > © au voisinage de son mode la courbe de densité est plus haute

ot plus effilée que celle de la loi normale.

SST De NOMALTTE

Hypothése : Ie n. échantillon est extrait d'une loi normale.

les quantités & = “o3 - et g = wm. - 3

2

% %

les a asymptotiquement -
(ob mead -. (x, -%) )sont |"? normales (cf [14] p 366)

nis . *

et ona ef [14 I 386)

ot) we B (@) = - 6
Var (e,) = 6 n-2) n+t”

(av) (m3) Var (g,) = 24 0 (n-2) (n = 3)

(att )P(nt5) (m5)
Choisissons le seuil de probabilité X = 5%. Supposons n assez grand

( n> 100 par exemple)

st ja) <1.96 Vier e, ot fay- 6.) <1,96 Viarg,

alors l'hypothése est acceptée ee. plus ample information.
Si non elle est rejetée.

(Rappelons que cé test n'est pas suffisant pour conclure & la normalité de
la population).

8 ~ 5 = HYPOTRESE D'EXISTENCH D'UN CHENIN PRESQUE TOUJOURS CRITIQUE. 8 — 3.
On a vu (cf 7 - 4) quien général il n'existait pas de chenin toujours critique.

Les résultats du PERT sont donc faux. Mais il foudrait préciser co quo l'on

entend par presque toujours critique : autromont dit si P, + Por see y B

sont les probabilités de criticité des n chemins, & partir de quelle valew:

de Wax , Py l'approximation PERT est-elle valable ?

i=1,2,..., 0

- Iol -
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8-3

On dira qu'elle est valable si l'errour qu'elle implique est inféricure aux

erreurs commises par ailleurs (en particulier dans l'estimation de la durée

dos taches).

BUUDE DE L'APPROXINATION PERT SUIVANT LES VALEURS DE Tax, Py

Vérifions sur dos exemples simples L'hypothtse suivante

Plus Nex By est grand, moillouro est l'approximation PERT.

1° Exemple : Etude de graphes de n= 1, 2,...,10, chemins indépendants de

méuc longuour O€ (K=10 , 7 =1.41 ). Le probabilité do criticité

da'um chemin est donc ifn.

On a fait une simulation de 1000 réalisations pour chaque graphe. L'étude des

résultats confirme l'hypothése : les crrours relatives sur la moyenne ct la

variance décroissent quand Tex, Py éroit. De plus on constate que la moyenne

PERT est on général sous estimée, la variance surostimée (elle cst parfois

multiplige par 2), Le test au X? accépto l'hypothdse de nornalité jusque
n=8 , la rejette au dela.

En feit ce test a peu de valour car 1'échantillon est de taille trop réduite.

2° Exouple : Etude d'un graphe de 2 chemins indépendants de mémo longucur

J. (eo = 10, ( = 1.41 ). On a construit un échantillon de taille 10000.

Etudions la yormalité de Max f:,)%5)-

On se donne un seuil de probabilité«x- = 0.05.

lo test 4@ xouoconoy sso of >? donne +
*, [vam ~ op (mn) < 4.36 | = 0.95

m+n "

n- @

nm = 10000

piou B, [ 20000 D (10000) < 1.36] = 0.95
P, {D (10000) <0.0096 ] = 0.95

Soit a la distanco (au sens do la convérgence uniforme) de la fonction de

répartition de l'échantillon oxtrait de Hex &, »X,) ct de 1a loi normale de

méno variance ot de méme écart type.

La simulation estime la moyome = 10.778 - 9.022 et la variance

a * = 4.353 * 0.036 au taux de confiance de 95%.

de normelité de HoxSid < 0.0096 om pout « to Lhypot

&,,% 2) sinon on la rejette.

La comparaison des 2 courbes montre que d = 0.0124 -

Tax &, , x,) n'ost done pas une variable normale. Ceci est confirmé par Ie

test du'Y . Au souil XK = 0.05 pour 16 dogrés do Liberté ”e = 26,296 on
trowe GQ = 45,983 > 26,296.

- 102 -
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Tout laisso ponsor quo dans lo tor exomplo ci-dessus dbs quo Hax, p, KOS

- glest de Necmalite de Mox(%, MX) la nomalité de tisx (X, , %,) est rejoter.
Yy dy: (49,4, 44) Btudions co qui se passe dans wi grapho sinple oh 0. 5 ¢ llax; py x 1.

aya 3° Exomple : Etude d'un graphe do 2 chemins do longucurs normalos de moyenne
Anos enane. = 10.432 distinetes. ;

deat’ . Dans ce cas nous pouvons par le calcul de CLARK ef (9.1) déterminor strito~

— ' r nont los mononts do lex (X, ,X,)
On calculera en particulier les coefficients d'asymétrie ct d'applatisscnent.

Soit x, = XH (0,1), x» =f (#M.O J, lour cocfficiont do
corrélation. :

== F (40.98 » 4.454) AG ot constant Hex (g, , §) ost uno fonction croissante de A ,
gon expression ost donnée dans 4-3 = 1.

On fait 3 calouls pour des valeurs de f ot de @* différentes.

ef lo tableau ci-joint :

——. Yex (%4,%s) /

SIGHA’= 1,000 CORP DE CORREL = 0.000

uu PROB BSP SIGH By Xo
0 +5000 +5641 +8256 +1369 +0617
0.5 6381 +8490 8388 21517 +0682
1 - 7602 1.1996 «8720 “1740 +0539
1.5 +8555 1.6048 +9120 1672 .0017
2 +9213 2.0502 +9470 +1326 = 0495
2.5 +9614 2.5218 +9720 +0884, = «0699ee es 3 +9830 3.0086 +9869 +0504 00612
3.5 +9933 3.5030 +9946 +0248 - «0404
4 +9976 4.0009 +9980 +0105 + 0215
405 +9992 4.5002 +9993 +0038 -.0094,
5 +9997 5.0000 +9998 0012 ~,0035
5.5 +9999 5.5000 +9999 0003 0011
6 +9999 6.0000 +9999 0.0000 40003
6.5 +9999 6.5000 +9999 0.0000 0.0000
7 +9999 7.0000 +9999 0.0000 0.0000
15 +9999 7.5000 +9999 0.0000 0.0000
8 +9999 8.0000 +9999 0.0000 0.0000
8.5 0000 8.5000 +9999 0.0000 0.0000Bons 9 0000 9.0000 49999 0.0000 0.0000
9.5 +0000 9.5000 +9999 0.0000 0.0000
10 +9999 9.9959 1.0000 0.0000 +0005

{ -Im-
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SIGIA= 1.000 COEF DE CORREL =

a PROB

+5000

+6914

+8415

+9331

9772

+9937

+9986

«9997

+9999

+9999

+9999

+9999

1.0000

4.0000

+9999

+9999

+9999

+9999

+9999

1.0000

1.0000SQVVMMIAngaVUAaAAYUNNH=9O0Sh wen he DF eG ew
SIGHA =

a PROB

+5000
+6659

+8044

+9008

+9568

+9839"

+9949

+9986

+9996

+9999

+9999

+9999

+9999

+9999

1.0000

°

ui

wou UM YE
re

ul

+9999

+9999

+9999

+9999

+999

waDVVMONAAANVFEVWUNNY==9 ul uw 1.0000 -

ESP

+39

«6977

1.0835

1.5293

2.0084

2.5020

3.0003

3.5000

4.0000

4.5000

5.0000

5.5000

6.0000

6.5000

6.9999

7.4999

7.9999

8.4999

8.9999

9.5000

10,0000

-600 COEF DE CORREL =

ESP

+4692

«1573

1.1265

1.5546

2.0205

2.5066

3.0018

3.5004

4.0000

4.5000

5.0000

55000

6.0000

6.5000 °

7.0000

7.5000

7.9999
8.4999

8.9999

9.4999

9.9999

SIGH

«9169

-9264

+9538

+9773

9914

+9974

+9994

+9998

+9999

+9999

+9999

+9999

+9999

+9999

1.0000

1.0000

1.0000

1.0000

1.0000

9999

+9997

SIGH

+6808

66155

+5853

+5817

«5882

+5945

+5980"
+5994

+5998

+5999

+ +5999

+5999

+5999

+5999

+5999

+5999

+6000

+6000

«6000

+6000

«6000

0.000

%

4699

=3044

+1398

+0650

+0379

20213

.0097

20035

.0010

10002

0.0000

0.0000

0.0000

0.0000

0.0000

0.0000

0.0000

40002

= .0009

~ 0022

2.0033

85-2

25812

+4548

+1688

+0253

---0108

~ 60151

20104

- .0050

~.0017

«0004

«0001

0.0000

0.0000

0.0000

~ +0001

~ +0003

0001

+0037

20151

«03567

+0561

Zemarque : Dans ces trois exewples la perturbation qui appardftsur los

résultats quand li U s'approcho de 10 est duc aux erreurs de chute.

- 105 -

8-5-2
a) ETUDE DE LA HOYEHHE Max (x, , X,) (BS P).

Son ostination par la méthode PERT ost pe (IT U) dans les 3 cas.
C'est toujours une sous - estimation. L'orrour de l'approximation PERT ost

une fonction décroissante do Tax (p, : Pp)

pb) ETUDE DB L'DCART TYPE DE Nax &, , %) ( stcu)

Son estination PERT vaut 1 dans los 3 cas. Il est toujours surestiné par PORT

L'errour de L'approximation PERT est une fonction décroissante de Max (p, A Pp)

Tl y a une excoption dans le 3éme cas “pour P= 0 ot = 0.5 . Les 2 chonins

sont do criticité égale ou voisine, la méthode PERT ne les distinguora pas ot

prendra soit le valeur 1, soit 0.6 pour l'écart type. A la lumiére de 1'étude

de "L'effet de variance" cf 4.5.2. on fait la convention suivante :

Quand dans un graphe, il y a plusicurs chenins de longucur moyenne voisinc, le

chowin critique au sens PERT (chemin P critique) est celui qui a le plus
grand écart type. :

On voit gu'ici i1 faut entendre par longuours voisines, doux longueurs tolles

que :

URS Bob Pree 0 3) So =
Moyennant cette convention le PERT surestimc toujours l'écart type de Iiax

(Ks %) E
c) BUDE bu comrrrormn piasmmmm (84) .
Il est positif dans les 3 cas, la courbe de densité do ifax (x, * Xp) présonte

"une longue queue" du cété droit.

On remarquo dans los 2 proniers cas que g, ne décroit pas toujours quand lax
(, ? Pg) croit. Coci infirme L'hypothtse vérifiée jusqu'ici. Blle n'est vraic

que si Max (p, , Py) est supéricur 4 0.76 dans le promicr cas, 0.84 dans le
second, 0.50 dans lo 3éme. Ainsi on pourrait croire que lo cas ot on est le

Plus éloigné de la loi normale est celui ob les 2 chomins sont de longuour

moyemme égale . Or on constato, dans le ter cas par exonple pour #* = 4

clost & dire Hax (p, > Py) = 0.76 ia disymétric cst plus grante que lorsque
Tax (p, 1 Py) = 0.5

Por aillours dans le cas ok f = 0.5, 1a distribution do Hax x, 7 Xp) ost

beaucoup plus symétriguc que dans les cas ob tT = 0

De méme gue pour le coofficient d'asymétrio, le cocfficicnt d'applatissonont

niest pas unc fonction décroissante do Tiax (», 5 Pp)

Tl ost tantét négatif, tantét positif.

- 106 -



Dans le lor cas, on ost aussi éloigné de la normalité pour flax (p, ’ Pp) =0,50 fi
que pour liax (>, ‘ Pp) = 0.96

e) Recherche d'un sewil au dela duquel l'approximation PERT est valablo.

Déterminons sur les 3 oxomplaires précédents le scuil s tel que si Ilax

(p, 5 Pp) \ s,, alors l'crreur absolue comisc par l'approximation PERT sur

un momont est inféricure & 0,1 .

83-2 (3)

EXBNPLES SEUILS

Ensemble

©] 6 |B | me | Bt By cont.
— 0,96 | 0,95 |

ya “050 | oe

[oe | 0 | oa [os | 09 | 090

On remarque que pour chaque mouent co seuil dépond ée Pot do . On ne pout

done déterminer pour tous les graphes un souil au delé duquel 1'approximation

PERT est valable.

8 ~ 3 ~ 3 ~ DIFLUBNUR DB IA CORRULATON DES CHHT:IS SUR L'APPROKINATION PERT,

Ropronons Mexeuple préeédont d'um grapho de 2 chonins de méno toi Sf, (0,1)
de coofficiont de corrélation f

Quand P croit do 0 a 1, ax (P, + Py) roste constant,
L'erreur de l'approximation PERT sur la moyenno et l'écart type décroit ot

tond vors 0. , ct 8, décroissont ot tondont vors zéro on rostant posi~

tifs, Done

L'approximation PERT.

Ro

0.00

05

+10

AS

+20

125

+30

+55

+40

45

+50

255

-60

+65

70

+75

80

85

+90

+95

1.00

Roprenon le méme exemple d'un

+PROB

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

+5000

INFLVENCE DE L'ECART 26-3-4 - SRWRNCE DE LBCART TYPE _ DE

ESP

5641

+ 5999

+5352

+5201

+5046

«4886

+4720

+4548

4370

4184

«3989

+3784

+3568

+3337

+3090

+2820

+2523

+2185

+1784

«1261

0.0000

KH (0 ,& ) indépendantes

sia

-8256

8352

8447

+8540
8635

+8725

+8815

+8905

8994
+9082

«9169

+9256

+9341

+9426

+9510

+9593

9676

-9758

+9839

+9920

4.0000

hi
+1369

+1224

+1091

+0969

+0857
+0753

0658

0571

+0492

+0419

+0353

0293

+0239

.0190

20147

0109

+0076

+0048

0025

+0008

0.0000

8-3-3 (4)

%
+0617

+0532

208356

+0389

+0330

+0278

+0252

20192

0157

0127

0101

+0079

+0060

0044,

0051

«0021

0013

0007

+0005,

0.0000

0.0000

_SUR_ L'APPROXTNATION purr.

grapho do 2 chowins do lois $f (0,1) ot

T

i } tox Po mx Y, S>

0.2 fod q oss 1.418 aa |

0.4 noe 0. 6288 - ded 1.29 -

toe “uae ck | ode | ee |

0.8 0.5109 - 0.7477 0.209 | a

1-0 | ose | ome | om | ao |

Quand (> 1

= 108 =

i'crreur de l'approximation PART sur pt Max augmente.



8-3-5-

8-5-4 (5)
in effet dans un graphe de 2 chemins indépendants de longueur moyenne égale,

dtaprés les formules de CLARK (cf 9-1-1)

Dae =p = \[h 4 Ge ici M= 0 Gi=' =

Done plus les écarts types des 2 chewins sont grands plus l'erreur sur la

moyenne de Hax est grande.

D'aprés 1a convention précédente (cf § - 3 ~ 2) l'estimation PERT de 1'écart

type est 1.

Quand (—-% 1 Lerreur PERT or Th diminue.

Tn effet, dans un graphe de 2 chemins indépendants de longueur moyenne égale.

2 2 2

Cm “(E> a ie *o
Si G1 >62 » l'erreur PER? est

Ties W a= 4 t )(e4 + ( (3 - a tle]
Cette quantité est westive le PERL fait une surestimation.
Quand G a3; elle diminue en valour absolue.

2Quand Ti sezente, Ye restant fixe Vilar -vh augnente en valeur

absolue.

hi ot te aécroissent sans toutefois s'anmuller quand 1

Donc wa graphe dans un graphe de deux chemins indépendants de méme longueur

moyenne, L'errour PERT sur la moyenne de Max est une fonction croissanie de

la somme des variances. Plus los variances sont voisines, plus l'erreur sur

l'écart type de Hax diminue, plus la normalisation s'amdliore,

GENERALISATION DES RESULTATS.

la moyenne de Ilax (x, Xo wee, x) est toujours sous estimée par PERT.

Soit x, ’ k pose % les longucurs des chemins du graphe.

la méthode PERT prend pour moyenne de Wax (K, , Xp 9+ X,)

Mex B (x,).

Hontrons que B lax (Kj Xp» «++ X,) Max B (X,) , B (Xp)ye00, B (X,)

in offet par ad tex x, x,
i ee ae

Done x, =. Hax Ry th est une-variabie aléatoire posi-
tive. .

BC) = B (ax Bt Je

Done EB (%,) x ¥;

Le] Sefea
1€i ga Lk s a
Ona Li égalité dans les conditions d’application du PERT, c'est & dire quand
on a un chomin suffisamment plus long que les autros.

Done Je méthode POR? nous donne en général la moyenne de le durée totale.
A défaut d'autres vérifications strictes, on va tester les hypothtses for-

nulées précédement sur des graphes quelconques en comparant les résultats

du PERT avec ceux de la simulation.

- 10 -



; 8-3-6 (7)
8-3-6 - BMDE DE GRAFHES QUELCONQUES.

a) Estimation de le moyonno.

Lierreur do l'approximation PERT ost particulitromont grando (de l'ordre

de 40;5) dans 2 cas :

- los variances des chenins les plus critiques n'ont pas le méne ordre

do grandour (cf graphe 3 - 2 ct 5 = 2)

~ Les chenins los plus critiques sont pew correllés (cf grapho 8 - 4 ot

10 - 2). :

En dchors do ces cas l'errour ne dépasso pas 3 ot colle ost d'autant plus

petite que Vigx P, ost voisine do 1. (cf grapho 99 - 40)

b) Estimation do la variance :

L'approxination PERT surestime la variawice dans tous les cas rencontrés.

~ L'errour ost trés grande (jusqu'& 200 %) dans 2 cas :

- Quand les variances des chonins trés critiques n'ont pas le ménc ordre

do grandeur. ef grapho (3 - 2) et (5 - 2)

~ Quand les chomins les plus critiquos sont peu correllés (cf graphe

(10 - 2) ot ils sont indépendants).

Tn dchors de ces cas L'errour ost d'autant plus petite quo Mane e, est

grand. (cf 99-40)

c) Hormal,
Le coofficiont d'asymétric n'est pas toujours positif cf graphs (5 - 4)

(3-2) , (8 - 4). Dans ces oxonples, la fonction de répartition de 1!

uélon

échantillon est au-dessus de la fonction do répartition de la loi normale

do mmc moyenne ot mime écart type.

Dans les graphes oh les chemins trés critiques sont trés correllés on

pout considéror la distribution do Tax (Ky 7 XS peeeeXy) comme normale.

(cf graphe (97 - 40)

Dans le cas ot ils sont peu correllés la distribution n'est pas normale.

of (48 ~ 40) , (8 - 4).

8-3-7 - CONCLUSION,

Tl n'est pas possible de déterminer un seuil Ps, tel que si |

Nax p, >P, lapproximation FART soit valable.

En effet l'crrour commisc dans l'approximation PERT dépond égalomont des

corrélations et des variances des chomins les plus critiques.

Tes hypothtses sur les crrours do l'approximation PERT de Nax (x, j

Xy qaety x) vérifiées dans toutes nos expériences sont les suivantes :

a
- UI -
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8-3-7 ; B4-1

1) Dans l'approximation PERT, la moyenne de Max &, __ x,) est toujours

sous estimée, la variance surestiméc (moyennant 1a convention do 8-3-2).

2) Moins les chomins trés critiques sont correllés, plus l'crreur sur la

moyenne et la variance cst grande, plus on s'éloigne d'une distribution

normale.

3) Plus les variances des chewins los plus critiques sont grandes, plus 1!

erreur sur la moyenne est grande.

Plus les variances des chowins les plus critiques ont des ordres de gran-

dour différents, plus l'orrour sur la variance est grande, moins la dis-

tribution cst normale.

4) Plus Ilex e est voisin de 1, plus les erreurs sur la moyenne ot la
i i

variance sont potites.

Si x, A Ry y hee ge xX sont des variables indépcendantes, contrées, finics.

es 2
Ss P_ c;

i=]

Si ~
B

g. > 0 Yas...

-3? )
n ~7CO

quand n> OO

> 4 §
n

Alors la variable Z = J x tond vors une variable normale

contréc réduite. B
Me
i

Déterminons combion un chemin doit comporter d'arcs pour que le théorémo

s'applique.

On a fait un test du x? sur un échantillon de taille 1963 cxtrait do la

distribution de la longueur d'un chemin de 9 arcs.

=, 27.431 an souit do 0.95 10X.? a 26 aogrés de Liberté donne

= 38.88 . le test est done trés bon.

Cas do"18%s triangulairos.

Un test du ye sur un échantillon de taille 2314 extrait de la distribution
€e la longucur d'un chemin de 9 ares donne GL = 20.472 au sowil do 0.95.

tc X.? 8 19 dogrés de Liberté donno X.? = 26.441, 1thypothdse ae
normalité est done acceptée. 0.95

-I5-

8-5-

B4n2 5 6-5-1

8-4-2 — CAS OU Uli CHENIN COLFORTE PEU D'ARCS.

Si tous les chomins du graphe comportent assez d'arcs, leur Longucur suit

une loi normale.

Si un chamin n'en comporte pas assez, sa longueur ne suit par une loi nor~

nale

- Si lo chomin est pou critique la distribution de Hax (x, Xp sever X)

en dépendra pou.

- Si ce chemin ost trés critique, il influonce la distribution de Max

(, Xa aes x,) mais on no pout pas affirmer si colle~ci est normale ou

nom.

~ Si ce chemin cst presque toujours critique, sa distribution ost trés voi~

sine de celle de Ilax (x, ’ Ky penny x,) ceclle~ci n'est done pas normale.

HYPOTHESES D'INDEPRNDANCE DES LONGURURS DS ARCS (ou _duréos de tfchos).

B51 = Btude dos différents typos de Lion.

In pratique cette hypothése n'est pas vérifiée. Il pout exister 2 sortes de

licns entre t&ches d'un projet.

a) deux t&chos nécossitant pour leur réalisation le méue moyon technique

ont des durées correlléos si co moyon cst limité.

b) Si unc t&che jugée critique prend du retard, le responsable du projet

accélére les t&ches suivantes.

Le promior type do lion so décomposo on 2 cag :

~ Soit les t&ches i ot j mo pouvent avoir licu on méme tomps.

On cxprimera cette contrainte disjonctive on imposant par exomplo A j

de commencer quand i ost terminé. Les durées des taiches ne sont done

pas correllécs.

~ Soit les t&chos i et j peuvent avoir licu en méme tomps, mais il est néces-

sairo qued; + da. > k (ctost & dire qu'on ne pout accéléror les deux

tAches onsctible).

La dépondance de lonmuours dos arcs a plusiours conséquonces,

~- Si un chomin a des arcs do longueurs corrollées, sa longucur n'est pas

normale ct sa variance n'est pas la sommo des variances des ares.

- Si ce chomin est presque toujours critiquo, la distribution do

Tax (x, : x, Giolatolh x,) n'est pas normale.

- Siun chomin i a dos ares de longucurs correlléos avec coux d'un chonin

j , la covariance de i ct Jj n'est pas égale A la somo des variances

des arcs communs,

- 14 -



8-5-2-ENDS. D'UH _ yd
L, 8-5-2

TYPE DE DEPEMDANCE.

Simulons le lion eréé par le contrdle des tAches critiques.

Los durées des tAches suivent des lois triangulaires.

On survoille un onscble de taches critiques :

Si lors d'uno réalisation une t&che survoillée % a unc durée supéricure &

son mode, alors on accéltre les t&ches i qui suivent immédiatenent oO

(telles que rj

On les accélére de la fagon suivante, aulicu de lcs généror suivant la loi

triangulaire do paramtres A, , B, on prond los paramétros A , inf (A+

B-H,u),B.

Come on général le mode est plus proche de B que de A, c'cst unc

accélération.

RESULTATS =:

8 arcs du chemin le plus critique sont a e. ,

5
|32. 502 135.924!
5.598 | 33.924:

Tioy [Bere tartan Errour! dogré |

|234.518 | 0.129 |e 577 10.77
‘232. 364 | 0.285

Sans acecl. | 4.000

" 2,000Avec accel.

La criticité dos chenins n'a pas changé comme Max, Pa = 0.89.

la distribution do lax (X , Xp y.+.

du chemin le plus critique. Or collo-ci n'est pas normale. Co qui explique

x,) est voisine de colle de la longuour

le résuliat.

L'accélération provoque une diminution de la moyenne ct augmente nettomont

la variance.

Graphe 48 - 40. 7 ares du chomin le plus critique sont surveillés.
in,2

1X0,90Moy. | roour|Varian-| erreur} acer | Q.. \Xo,0
a diborté

|

a
Sans acoél. | 19 | 5.767 [50.144

4,000 | | i | ' I

Avee accél. 70.715 0.073 '5.621 "0.246 ' 19 ‘26.441 50.144 27.204
4,000

Dans l'accélération le chomin le plus critique a changé,

De lax, Ps = 0.35 on cst passé & Hax Pj = 64.7
3 ;

Done paradoxaleaent L'approxination PERT ost.meillcure quand les duréos

sont liées.

Cola expliquo quo l'hypothése de normalité ne soit pas rejotée par le test

au? .

- 115 -
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CHAPITRE 9: METHODE DE CLARK

g-I CAICUL DES MOMENTS DU MAXIMUM DE 2 VARIABLES NORMALES ET DB SA COVARIANCE

‘AVEC UNE 3 B VARIABLE NORMALE. ef [10] .

Q-I-I Calcul des moments de Max (e % )

Soit ot " 2 variables normales de moyenne} othe d'écarts types vy et Y

de coefficient de corrélation P .

Supposons que ( § ’ 4 ) suit une loi normale A'2 dimensions.Se densité s'écrit:

ot AY e(S9 ES)

+(#*)]
Soit v4 le idme moment de la variable Max( € 7 " )

§C md) “Wee ae

+00 400

[max Coy] fous da dy
02=O

Décomposons le domaine d'intégration R2 en D,VD, tele quet

d,={cagre R Jacy _D, = fcag) eR® Jxog}

, se décompose on ¥,= v +e avec!

it, lL (Max (x)]' fa, y) dudy = “Soy LL, ‘foas] ¢ 7

well [Max(x,3} 13) "fessy) dad = f=] [gone] dy .
Sesaaeiorme) ge déduit de 3? en changeent x en y et l*indice I en 2.
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4 g-1-t (2)
a. Pat at. THaSe -2PUSL
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I=: 9-2-1 (2)
or 9 ~ 2 ~ APPLICATION A L'BIUDS D'UN PROJET A DUREES ALRATOTRES.

9-2-1 principe.

x ot > étant 2 variables aléatoires prenant los valeurs x, et X_ Fes-
1

pectivement lors d'une réalisation, la variable aléatoire Max (, 1%) est

Ja G(T act (Tp aT (TFT) yy 4 TT 2 VAE ay uw [Pusu
a Ly . 8

éfinic comme colle qui prond le valour x = liax (x, , x5) lors de cotte réa~
Jace’ ~ TG - eer) J 4?

See Ql) To af L Pa- 4 (Ss a lisation.

Fok .
v La loi de composition (x, > X>) > Max (x, » Xp) est une loi associative

T,

%) + wim) [ % (mt PETIT
Has (0% Ps

[ “ = Pah 4 sur“: =

Wx, EM Vx ER, Vx, ER tiax (x, + Hax (x5 + 5)
Max (Itex (x, 1 x5) » x)

Hex (x, 1% X5)

Ey, 2 TH (4 SL +'e6m)

~W

Pac ht ce, fete)a fs BO} 4% (rE d+ em) [ 2 “t ]. Si Xp 1 Xp o Xs scnt les valeurs prises lors d'une réalisation quelconque

£,4+ 8, = &
par les variables aléatoiros x, , x)» % yon déduit quo Max (x, Xo

a. we im) (2 Pe “hey 5) = Hox (xy Max (x %) = Max (Hex (x) =) 45)

Bl wm) Lopération "prise du maximum de 2 variables aléatoires" est done associative.
B(m) + Tate La méthode do CLARK pornet a'obtenir unc approximation des moments do Max

(x, Mp %) « En offet :
= = LB rx( 8,3 + Safa

Supposon que Xp Xo Xz » soient 3 variables normales indépendantes.

at er e(-%)
ee

Come est centrée

cov[% nox (§,7)

avee as Ji
a

4}: at Bla) On sait calculor oxactouent los moments do Tax (x, , X5) » Sion fait l'ap-

proximation que Nax (x, , Xz) est normalemont distribuge, on pout caleuler

Jos mononts do Hax (x, , Hex (x), x,) ) clost & dire do Max (x, , x5 5 x5)

Par récurrence, on voit quo l'on peut calculer ainsi les momonts du maximm

de n variables normales.

L'étude do l'approximation sera faite plus loin,

Etudions 2 applications de ce procédé.

j 9-2-2 -IDTHODE DB yootsma of = ti!

Elle a pour but de calcvler la moyenne ct la variance do chaque étape d'un

projet dont on suppose que les durées sont des variablos aléatoires normales

ct indépondantes.

Lette méthode consiste &
~I24~ - dessiner le grapho associé au projet de fagon & avoir au plus 2 ares inci-

dents & chaque somuct.

| ~ ordonnancer les ares cf 4-5.
| - calcvlor les moments de la date do chaque étape,

| (on considére cette date comme le maximm de 2 variablos normales).
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9-2-2 (3)
Exemple :

yg

Soit ty f ty 7% ts les dates des étapes 1, 2, 3; ay , 4,5 les durées des

tachos (1, 3) et (2, 3).

tas tos t35 ay 59 455 sont des variables normales, as et a, sont indépendan-

tes. ue ty peuvent étre liés t3 = Max Lt, + a5 7 ty + dys J. Le difficul-

+6 du calcul sonsiste & rangor les covariances des datos des étapes. Les cal-

culs sont beaucoup plus lourds que dans la méthode PERT. Ii'estimation do la

longueur moyenne du projet est bonne mais celle de la variance ne l'est pas

du tout. Co qui fait concluro & HonsicurLootsma que le gain de précision

n'est pes assez important vu la complication des calculs.

CALCUL DES PRORABILITES DB CRISICITE DES CHRIILNS.

On suppose que les durées des téchos sont indépondantcs et que les n cho-

mins comportent suffisammont d'arcs pour étre normalemont distribués. La pro-

babilité de criticité du chomin n° 1 cst

B= PLL x > lax (5 4% veer DL -
= BD > He fx, ax [ x, » Max (ld)

moyonnant l'approximation déj& signaléc, on pout calculor la moyonno, AA ct

la varience G” do Hax (x 4X; y++45X,) par les formules do CLARK ct lo

coofficient de corrélation P de x, avec liax (%, , Xz peeey x,)

On a alors d'aprés 7-3-1. Ros jel }
\f——s Se

\G,? + G*-2Pae

Par ailleurs, ayant calculé la moyenne et la variance de Hax &, 5 Koy K,)

cela no cofite pas cher de les calculor pour liax , ky, x, +)

qui ost la longucur totale du projet.

Ii est évidemment impossible pratiquement de déterminer tous les chemins d'un

graphe. On fora done un calcul FERT préalable qui permettra d'extraire un

sous - graphe appolé fuscau critique formé des chemins de criticité non négli-

geablo.

Sur ce graphe de taille réduite on pourra caleuler les probabilités de criti-

cité des chomins et les moments de la longueur du projet. C'est cette méthode

que nous appolerons "PERT affinée" que nous étudierons au chapitre X.
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9 = 3 - BWUDE DE L' APE 0

3 9-2-3 (3-1)
Moy (i) = moyenne du chemin i

var ({) = variance du chemin i

covaR (i,4 ) = covariance des chomins i, Jj

PR ({) = probabilité de criticité du chomin i

cov, cov, = tabloaux intermédiaires
2s =

PHI (x) = 1. JS brep y = | “
Van /, 2-

On remarque gue l'organigramme ne fait pas d'écoriomie de calcul. Par exemple,

Si le graphe est formé do 4 chomins de longuours x,, Xp» Xz Xj» on calcule

successivement les moments de

Max (x5) X5y 4)

Max (x, ee x4)

Hox (x), Xo x,)

Hax (x), Xr x5) /

Done on calcule 2 fcis de suite les moments de Nax (55 x4) et de Max Xy>

Xp) On pourrait donc gagnor on rapidité mais il se poserait alors un pr
o-

plémc de stockage difficile.

L'avantage de procédor suivant 1'organigramc est lo suivant :

En calculant par exemple Max (x, Xp x5) = Max (xy> Tax (x x) on rem-

place Tiax (xp, X5) par unc variable x normale de mémo moyenne ct varianco.

Comme Hax (x, i %5) n'est pas unc variable normale, x n'ost pas tout &

foit égal & Max (x55 X5)« TL s'ensuit quo l'opération Hax n'est pas vraiment

associative on faisant l'approximation de CLARK .

Hox [x,, Hex (x5, x,)] # Max [ Max (x,, X>)/ x5 J

Done le calcul dos probabilités de criticité et des moments de la longucur

du projet dépond de l'ordre choisi dans les différontes opérations "Max".

Dans l'organigraume ci-joint, on calcule n fois de suite les moments, do

la longucur du projet. On obtient n résultats distincts, dont la dispersion

donne une idée do l'errour systématique liéo & l'ordre des chomins dens les

différentes opérations "Ilex". On prendra come valour de la moyonne (resp. de .

la variance) la moyenne arithmétique des n résultats obtenus.

is 6 = QUE.

Dans le calcul des probabilités de criticité de le moyenno et de la varianco

de la longucur du projet, l'approximation de CLARK se fait on 2 temps :

Pout d'abord on considére quo le maximum de 2 variables normales est normal.

Ensuite on calcule les nomonts du maximum d'une variable normale ot d'uno
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9-3-1 (2)
variable non normale en remplacant ectte derniére par une variable normale de

méme moyenne et variance. On a vu en 8 que le maximum de 2 variables normales

n'est en général pas une variable normale.

Considérant un graphe réduit & 2 chomins de longuour nomaale x, et Ee , Max
(x, a Xp) est normalemont distribuée si un chemin ost toujours critique. Dans

le cas contrairo l'cerreur comaisc cn faisant 1'hypothése de normalité dépend

des moyonnos des variances ot du cocfficiont de corrélation. Mais ce n'est

pas comme le laisse entendro CLARK dans 110 quand les longucurs moyennes

des chomins sont égales que l'approximation normale ost la plus mauvaiso.cf 8+

Il est impossible de déterminer au vu du grapho l'orrour commise en faisant

L'approximation de CLARK.

Nous nous contentcrons de nous faire une idéo do cotte erreur sur dos exemples

en nous posant les 3 questions :

1°/ Quel ost L'ordre de grandour de 1'orrour?

2°/ L'crreur croit-elle avec lo nombro do chomins ?

3°/ Comment l'erreur dépond elle de la structure du graphel

9-3 = 2 ~ BIUDR DE L'GRREUR SUR DES BGMPLES :

Etudions d'abord la dispersion do la moyenne ect de la variance de la longuour

du projot calculées par CLARK quand on modifie l'ordre des chemins dans los

opérations "ax", Pour 1a moyonne ct la variance on prond pour ostimation

par la méthode do CLARK, la moyenne arithmétique des n résultats obtenus

(colonnes (1) et (5) du tableau "Comparaison de la méthode de CLARK avec la

simulation” . On calcule 1'écart maximum par rapport & cette moyenne (colonnes

(2) ot (6) ).

Si on compare cot écart avoc 1'écart ontre L'ostimation par CLARK ot l'osti-

mation par la simulation, on constato qu'il lui est trés inféricur.

Cot écart no pout donc donner une idéo de l'erreur commise. Il no nous roste

quia comparcr les estimations de CLARK avoc les résultats soit du calcul strict

dans des cas simples, soit de la simulation on général.

COMPARATSON AVEC LE CALCUL STRICT,

lor oxomple +

On peut calculor de fagon stricte la moyenne do la valeur maximum d'un n

échantillon oxtrait d'unc population normale. Cot échantillon pout Stre consi-

aézé comic la réalisution d'un vecleur aldatoire ( € ye Soe » ot les

Fy sont des variables normales indépendantes.

Prenons les contrées réduites.

Comparons cette moyenne avec colle obtenuc par la méthode de CLARK.
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Tableau oxtrait do [10] 9-3-2

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10

caleul |0.5642 | 0.8465 | 1.0294] 1.1630 | 1.2672] 1.3512] 1.4256) 1.4850] 1.5388

strict

ares 0.5642 | 0.8476 | 1.0310] 1.1643 | 1.2679] 1.3522] 1.4250) 1.4837] 1.5567
2 '

(2)-(1)| 0

4

+ + + + 0 = |- a
0.0013 | 0.0016 0.0013 | 0.0007 0.0006 }0,0013 0.0021

feat O 41.54 | 1.57 | 1.12 | 0.55 0 -0.42.'-0.88 =1.37
1) @

On constate sur cet exemple quo l'erreur relative commise par la méthode de

CLARK sur la moyenne du maximum de n= 1, ..., 10 variables normales indépen-

dantes ct do méme loi cst inféricure en valour absolue & 1.6°/,, , elle ost

tant6t positive, tantét négative, elle n'augnente pas en valour absolue avec n

done avec Tax Py

L=1,.0., ny

2one exemple +

On a nontré on 7 - 3 - 2 comment calculer les probabilités de criticité de 3

chenins é@c mémo longucur moyonne. Comparons les avec cclics calculées par la

néthode de CLARK.
100 P,

chomin moyenne | variance caloul CLARK (5) - (4)
(1) (2) (3) (4) (5)

1 10 1 25. 31 24,97 | -0.

2 10 100 42.50 | 42.27 [| -0. 2

3 10 25 | 32.25 | 50.15 -0.10 |

L'errour commise par CLARK sur Pi est infériouro & 0.004 . La méthode de CLARK

sous ~ ostimo ici lcs Pe

GONPARATSON AVEC LA SI ON.

On prend comme exemple soit des graphes simplos dont la structure est telle que

la simulation donne la probabilité de criticité des chemins soit des graphes

quelconquc. On traite ces dernicrs on isolant un fuscau critique comme on le

aécrit au chapitre 10 . La simulation ostime les probabilités de criticité des

arcs. On les comparera avec colles obtonues par la méthode do CLARK,

ERRBUR SUR LA HOYEINR :

Elle n'excéde pas 2 % cn grandour relative.

- GO-

9-3-2 (3)

Dens 7 cas sur 9, la méthode do CLARK sur cstime la moyenne. L'erreur n'aug-

mente pas avec lo nombre de chomins.

GRREUR SUR LA VARIAICE +

Elle n'oxcéde pas 32 %, c'est important, mais malgrétout infériour & l'erreur

comuise par la méthode PERT, , FA é

Dans 7 cas sur 9 la variance ost sous estinée par la méthode de CLARK. L!

erreur n'augmente pas avec lo nombre do chemins.

ERRBUR SUR LES PROBABILITES DB CRITICITE :

Dans les graphes 1 A 5 il stagit de cclles des chomins, de 5 & 9 de colles

dos ares. Pour le grapho 6 le fuscau utilisé est plus petit que le fuscau

eritiquo d'ot l'écart maximum de 0.14 «

Pour les autres graphes 1'orreur absolue ne dépasse pas 0.06 .

L'écart joue dans les 2 sons. Ii n'auguonte pas avec le nombre de chomins.

9-3-3 CONCLUSION :

ia méthode do CLARK est adaptable sur de grands graphes & condition do les

réduiro & lour fuscau critique. Elle a l'avantage par rapport & la méthode

PERT do donnor une bonne estimation de la moyenne (& 2 prés environ) ct de

fowrnir les probabilités de eriticité des arcs avec une crrour absoluo de

0.06 environ. Elle commot sur la variance unc erreur importante (environ 32%)

malgré tout inféricure & celle commise par le PERT.
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Io-2-I (2)

Soit c lo chemin en moyenno le plus long passant par (x, ’ x,) il a une
telle que L (c) yy

Gr BHO -O
!

&)
le plus long passant par (x, I x,)

L (et) > L (c) 2 W-s done marge (x, 7 ug s dtob (x, , x;) €F

Considérons le graphe (x, {* » tel! > que f’ , soit la relation symétriquc

def! .Clest & dire que : > y0x

longucur moyenne L (c)

soit(s, e x;) l'arc qui précéde
: KS

(x, ’ x.) sur lo chomin c

Si ctest le chemin cn moyenne

xf ye

les chonins do (x , Py) se déduisent de coux de (x , fl ) par inversion de 1!

ordre de la liste des somets qu'ije cmpruntont. Ils ont donc méme longucur

moyenne, Les marges des eres restont constantes.

s du grapho (x, ho sc. déduit du précédont parDone le fuseeu do marge:

la méme transformation.

Considérons l'are (x, , x; ) par le mémo raisonnement we ci-dessus on montre

que L'are (x, ' x3) qui précédo (x; ; us le chemin’ est de marge poférieure

Conséquence : Tout arc du fuseau de marges s se trouve sur un chemin joignant

L'entrée & la sortie.

Remarque Dans ur: fuseau de marge s , il peut oxister des chomins P tels

LL \que Le (P) > és

En effet, si un chomin P est tol que tous ses arcs soicnt empruntés par d'

autres chomins, lour margo ost inféricure ou égale AL =~ Lt (p).

Si ces chemins sont do longueur moyenne supérioure & beg s, les arcs de P

goront do marge inféricure & s . Le chemin P sera contenu dans le fusca

do marge s , mais b — L (P) pout étre supériour & s.

RECHERCHE DES CHEMINS ALLAN? DE I‘ ENTREE A LA SORDEE D' UN FUSEAU.

Présentation de _l'algorithme.

Soit U* l'ensomble des suites finies d'ares du grapho (x , [7 ) (cf 4-5-5).
na

la concaténation notée:Cet onsomble ost muni d'une opération associative :

Envisagoons l'ensemble U** dos suites finies de chomins généralisés.

Hunissons U** do 2 lois de composition interno :

. ‘ By fe)- v&mion : (4, aISIeIS a) yy @, az f = ( oy prt Py PY)
—produit j

oly peer %) G) (Py oe PL) = BOP Pare & > |

Pape? By re Bs Po)
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On montre (cf { 6] ) que l'algorithme do recherche des chomins allant de tout

point x; du graphe 4 la sortie Xy est Este néme A un homomorphisme prés que ay

algorithme de calcul de la longucur du plus long chemin allant de tout point

x, du grapho a la sortie x

Lthomomorphisme fait corrospondro U * * muni des lois de composition U iO H

ot {R muni des lois Max ,+.
Il suffit de roprendre l'algorithme décrit on 4~6-2- oh on romplaco lex par U

ot + par(?).

Use

Le symbole K ne désignora plus un nombre mais un élément do

(on posora égaloment

ALCORT TNE,

Bolt hoy ee Ky

Posons K (x; , x,» 2) = K (x, , 1)

On construit successivomont :

KG ,1) st de xf a

fox,

un classement des arcs.

K (x; 71) = rien sinon
ie RE , Hn '2, on

soit = (wy +24)

K (W, tga ioe Ow
K (x, 5 wed Sajak (a,

PROGRAIDIATTON +
Les ares sont représentés par leur numéro dans le classomont. Un chomin ost

|

pened) UL, 2) @ Klay 2- a)
5 = Bp Vay #wW,;

représenté par la séquence des numéros des arcs qui le composent. Chaque

séquonce est terminéo par m 0.

1) Rangomont des K (x, )

On les rango séquonticliomont dans le tabloau K (de comptour L)

- Sunk (x,) est repéré par TADS (x;) » adresse dans K do son promior é18-

nent ct par son nombre d'éléments Long (x,) (y compris le zéro final).

Los chemins de K (x,) sont donc séparés par des zéros.

2) Opération (rs a) GK (a, ,m- i)

Elle consiste & placor l'arc (Ww, 5 25) on téte de chaque chomin de K (2. ,

n- i). Le composé ost placé dans lo tableau J 7 A B (compteur J T)

a) Si 2, =X, l'opération cst simplo car K (x, » 2 - i) est vide,

On range le ni do Lare (WW, , 2,) dans J A Bot on le fait suivro

d'un zéro.

b) Sinon K (2,

n-i) dans J PA Bet on lui ajoute un zéro.
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_ 10-2-2 (3)

3) Opération kK (WW, ,m-a)UL(W,,2,) @ Kl,» m - i)|

Elle consiste & placer au bout des chomins do K larg , m~ i) les chomins

de Low, , z;) Oy K (2, ,m- il ct A calculor L'adrosse ot le nombre a!

élgnonts do K WW, ,u-i+4 )

a) Sik (w, , m= i) ost vide. Il n'y a pas de réunion & fairc, on rango

Ye contom: de * TAB au bout dc K

Si K (TM, m- i) est placé au bout de K, on mct J TA B au bout do K.

Sinon il se pose un probléme de rangement car K w, > m-i+1) ocoupe

plus de place que K (w, »m-i).

On transfére K (wy .a- i) dans un tableau I TAB (compteur Iv. On

décelo les K (x, , m- i) suivants de facgon 4 "boucher le trou" laissé

par K (w +m-i).

On range au bout de K le contenu de i TA B puis le contenu de J TA 8B.

4) Dépassemont do capacité.

La dimonsion des tableaux KK, ITA B, J TAB ne pout étro déterminds

a priori. Aussi dos tests sont prévus pour signalor les aébordoments

éventuols de ces tableaux.

1-2 = 3 ~ SELNGTTON DU FUSEAU CRITIQUE.

Déf on. On appelle fuscau critique le sous - graphe composé des arcs de

probabilité do criticité non négligeable (supéricure & 0,01). Par une dénons-

tration analogue & colle faite au 10 - 2 - 1 - on montroe quo le fuseau cri-

tique n'a pas d'are pendant.

On chercho & déterminor la plus petite marge 8, telle que le fuscau de margo

8, contionne le fuscau critique.

On n'a pas trouvé de méthode officace pormettant de déterminor co fuscau avant

le calevl des probabilités de criticité par la méthode de CLARK. On ne peut

utiliser quo la romarque suivante :

étant L'écartDans les oxpériences fortes on a obscrvé quo s, ¢ 4" v

type de la longuour du chemin P critique. °
On détermine le fuscau critique par approximation cn utilisant le calcul des

probabilités do criticité.

1° = On séluctiomic un fiweau de marge 4 & ie

~ On cherche ses chemins

- On calcule leurs probabilités do criticité par la méthode de CLARK .

- On on déduit les probabilités de criticité des ares du fuscau.
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10-2-3 (4)
- Si aucun ou pou d'ares ont une probabilité de criticité voisine do zéro,

- Ou si la moyenne de Tax Ey calculée par CLARK ost trés voisine de 1!

ostination PERT,

SosSy > Sy~ Alors on sélectionne un fuscau de marge et on recommonce a

- Sinon on s'arréte.

- Par mesure de sécurité, on a toujours intérét & refaire le calcul d'un

ou de deux fuscaux de marge supéricure de fagon & détecter des chemins do

criticité faible mais non négligeable qui auraicnt été oubliés.

- Tent que s ¢4q” il faut prendre garde d'on oublicr.

- Le type de chomin que l'on oublie souvent est :

a) un chemin dont le moyonno de la longueur ost légérenent inféricure &

la moyenne de la longucur du chemin P- critique, mais dont la variance

est beaucoup plus grande.

>) un chomin dont la moyonne de la longucur est légéroment inféricure &

eclle du chemin P- critique et qui est pou corellé avee les chenins

les plus critiques.

On entre cn données les cartes des tAches xangées dans Jour ordro de

classement.

Les moyenncs ct los variances peuvent 6tre calculées suivant 3 lois au

choix (uniforne, Béta, triangulairo)

Los données sont listées.

Procéduro BERT :

Elle se fait comme lo calcul déterministe, les durées étant les durées

noyennes (cf 4-6-3 ct 4-6-4)

On caleule la variance du chomin on moyenne lo plus long ct les marges des

taches ( = margos totales dans le nodéle détorministo).

les résultants sont imprimés.

Ie numéro des arcs, la moyenne et la variance do leur longucur, leur margo

sont envoyés sur périphériquo, toujours dans lour ordre de clessement

Procéduro BL IN

1) clle indique combicn d'ares comportent le fuscau do marge s pour

tout s

2) L'opératour choisit une marge 8,

Ia procédure élimine tous les ares do marge supéri cure & 8. Les autres

restont rangés suivant le classement. Ils sont imprimés.
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10-2-4

d) Procédure C HE 10-2-4

tous les chomins allant de 1' : MBTHODE PERT AFFINEE ~ ORGANIGRAMME Disque
'

Elle recherche dans le fuscau de marge 8, j

entrée & la sortic.

grephe fetat

Les chomins sont imprimés suivant les numéros des sommets ou ils passent _» me Perey i LIRE Wa, MS.
chaque chemin ost numéroté.

Si au cours du calcul, un tableau déborde, un libellé d'crrour cst imprimé .

ot on ost renvoyé au programme principal. LumiFe LTRian - T

ce) Bost : —e, F

S'i1 y a cu un débordement de tableau en recherchant les chemins ou si on J

veut sélectionncr un autre fuseau, on relit les données relatives aux arcs | ESP

(moyenne, variance, marge) sur périphérique et on se renvoic au début de |

ELIM VAR

Sinon on continuc. | seri 4, J, ESE, VAR BMT
noy | PERT | BMT

eae | $ lecture fe
Blle calcevle la moyenne ct la variance des longucurs des chomins du fuscau | 4.4, £5P, VAR, BMT

cn additionnant los moyennes ct fos variances des ares qui composont chaque | Rang!on Common

chomin. (on suppose les longuours des ares indépendantes). Je
ELIM |eeri? te.jo >

Elle imprime la woyonne, la variance do la longuour de chaque chemin ainsi | a ESP.
8

que la différence de la longuour moyenne du chomin avec colle du chemin P_ | well? 4e ade: _ amet

critique. cH rae RO VARo
— Ger

g) Procédure CALC OV —
f . . K

Elle caleule les covariances des chemins. . our = fon continue? [or oth |

la covariance de 2 chemins est la sommo des variances des arcs qu'ils ont

on commn (cf 7-5-2) Saar ht ESpy. VARe.K

La matrice des covarianceyest impriméc.

h) Procéduro CAL PRO |
|

Elle calceule les probabilités de criticité des chomins ainsi que la moyenne } [carcov

ot la variance de Hax_ Ky par la méthode de CLARK cf 9-2-3.
a

Impression des probabilités.

i) Procédure CRI TAR CAL PRO
Elle calcule les probabilités de criticité de chaque are du fuscau (c'est |

la some dos probabilités de criticité dos chomins du fuscau qui cnpruntont ea 4e jek.

cet arc). }

Impression. | | our | |
5) Zest: |

Aprés oxamen dos résultats do CRI TAR on foul le -; jou! | Fin |

-BT- 
;
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10-24 (5)
soit sélectionnor un nouveau fuseau cn se renvoyant AB LIN

soit traitor le méme graphe avec une autro loi

soit arréter.

Remarque :

les différentes procédures sont onregistrées sur disques ct ne sont trans-

férées on ménoire:s centrale: que lorsqu'on en a besoin.

SEMENT DES GRANDS

Sur ordinateur I BM 1620 , 4000mémoires de 6 positions on peut traitor

des fuseaux de 50 arcs comportant 40 chomins.

Deux améliorations permettent de gagnor do la placo.

a) Réductioy

Un chemin étant wrésenté par los nunéros des arcs qui le composent, on peut

gagner de la place cn romplagant les arcs on séric par un seul arc.

(2 ares (x, ; x,) ct (x, , x) sont cn série s'il n'existe pas d'autre are

d'origine ou d'oxtrémité x;)

Exomple : wi
/

i = LO _

a QO —-GD_+.@ 5 BD —o 9
a

4 \ 7

d

Ie chowin 1 , 4,12, 13, 14,15 ,18, 19, 35, 99

sera représonté aprés réduction dos arcs on sério par

1,4,12,15,19, 35, 99%

Aprés avoir sélectionné un fuscau par la procéduro E L I N, on recherche les

arcs cn série, on les réduit & un seul arc dont la moyenne (resp. la variance)

de la Longueur est 1a some des moyonnes (rosp. des variances) des longuours

des arcs do la séric.

Rion n'est changé du point de vuc des margos ot des probabilités do criticité

puisque si plusicurs arcs sont on séric, lour margo ct lours probabilités de

eriticité sont égales.

Cotte réduction pormot do gagner de la place on méuoire quand on recherche los

chenins d'un fuseau.

d)

Si dans lo fuscuu de marge 5, un chonin a une probabilité de criticité PB F

Elimination dos chomins do oriticité négligcable. .

done um fuscau do marge S54 35> s, de wtue cliouwin aura uno criticité Fy

tello que P, ¢ P,

Si PB est négligeable, PB le sera a fortiori.

On pout éviter un oncombroment dans le calcul rolatif au fuscau de marge S$,

on élininant les chemins qui dans le fusoau de marge 84 avaicnt une probabi-

-- G8 -
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1ité do criticité négligoable (inféricure & 0,01)

Aprés 1'improssion de la listo des chomins Lopératouxtransnot & la machine
les numéxos des chomins & élinincr.

L'opération faite, la liste des chomins est imprimée avec la nouvelle numéro-

tation.

Les calculs suivants prennent moins do place ct sont plus rapides.

A l'aide do ces 2 améliorations lo programo PERT affiné ne prond guere plus

de place on mémoire que lo programac PERT (& condition bion sfir de disposer

d'une unité do disques). Tomps de calcul : il est évidemment plus long que le

celeul PERT puisque ce dernicr ost inclus, mais il est sans commune mesure

avec lo tenps pris par uno simulation fit-clle. accélérée (cf 10-2-2). Le tomps

de calcul dépend de la taille du graphe, du nombre ct de la taille des fuscaux

caleulés ct do la rapidité de 1'opérateur.

LA HBIODE DB STIMULATION accmuMEE. of J 9}
10 =.3 = 1_= DESCRIPTION

Comment pout on accéléror la simulation.

a) dabord on peut minimiser le nonbre de réalisations compte tenu do la

précision rechorchée (qui n'est souvont pas trés grande),

b) Ensuite on ronerque que l'algorithne agerit on 4-6-1 (utilisé pour faire le

calcul PERT détemniniste & chaque réalisation) a ui temps de calcul propor-

tionnel au nombre d'ares.

Ltidéo est d'élininer des ares pour gagner du temps.

Si un are a une probabilité de crticité faible, c'est que les chomins qui

l'ompruntent sont pou critigues, done n'influencent pas Hax &, > %, an ads

On peut donc élimincr les arcs de probabilité de criticité négligcable.

On pout reconnaftre & partir des estimations do duréo si un are est janais

critique. ‘

Mais la méthode la plus rapide est de détecter par une simulation do quol-

ques réalisations les arcs de criticité négligcable. On a alors 2 possibi-

uités of [| 9]

~ ou on ge le 7 la durée des arcs de criticité négligeable ct on ne la
rogénére que toutes les 100 réalisations par‘cxcmple,

- ou on les élimine carrémont.

Hous avons reuarqué que les tests nécossaires pour appliquer la tére néthor :

faisaicnt perdre tout le gain de l'accélération.

Nous proposons done la 2% néthode.

= HS i,



On a prévu lo possibilité de faire 2 éliminations succossives. Plus le graphe

comporte d'ares do criticité négligcablo, plus le gain de tenps est apprécia-

ble.

Exomple : Soit un graphe de 48 arcs ct 40 somets dont les longuours des arcs

sont distribuécs suivant des lois uniformes indépendantes. On fait 2 simla:.. 7A.

~ l'une de 4000 réalisations, tons

- l'une do 2314 réalisations avec 2 éliminations.

~ l'une & 500 réalisations élimine 8 ares de criticité inféricure & 0.01

- Mautre & 1000 réalisations élinine 14 arcs de criticité inféricurc &

0.05

Comparons Jes résultats :

Distribution de Nex {, yx...)

Tt :| Hoy erreur | Var / erreur
& Om 2 95%

échantil~| sans accel 72.600 0.094 9.280 0.406
lon 1

échantil-| avec accel | 72.355 | 0.125 9.900 0.558
lon 2

Tostons si 1'échantillon 2 est issu de la mame population que 1'échantillon

1. Nous donnent un sowil de probabilité X = 5%.

Soit X = 72.355. 30 = 72.600 ot . la moyenne de la papulation dont

on oxtrait le 2me échantillon.

% S tre L'alt ti :?o contre Italtcernative «5,
Testons l'hypothése } =

Supposons la variance de la population connue ot égalo & 9280

fait que au bout do 1000 réalisations on a éliminé des ares de probabilité do

eriticité comprise ontre 0.04 ot 0.05 . Les chomins passant par ces arcs

avaicnt done une potito influence sur ilax &:, ~ x.) + On a done élininé

trop d'ares,

Conparons les probabilités do eriticité.

L'écart maximum est 0.038 mais pour les arcs éliminés il n'est que 0.0008.

- 40 ~
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On remarque d'ailleurs quo la probabilité de criticité des arcs non élininés

est surestiméc, cc qui s'explique de la-méme fagon quo ci-dessus.

Il faut done faire 1'élinination avec circonspoction, les arcs de criticité

voisine de 5 ne sont pas & négliger si l'on vout avoir la méme précision. Le

evapho étudié ici a pou d'arcs de criticité négligeable. In général il y cn

a plus ct le gain do tomps ost plus important.

COMPARATSON AVEC LA NETUODE PERT A

Place on némoiro la simulation prend beaucoup plus de place car on doit

ranger 3 ostimations de durécs par ares cn némoire, alors que dans la néthode

PER affinée on ne les mémorise pas.

Ravidité :

Faison: la comparaison sur le graphe précédent de 48 arcs et 40 somnets dont

les longucurs des arcs sont distribuées suivant des lois triangulaires.

La précision do ls méthode PORT affinée ost détorninée & l'aide des résultats

d'une simulation do 4000 réalisations.

On recherche quol est le nombre de réalisation nininum que doit comportor

uno simulation accélérée pour obtonir la méme précision.

he majorant de l'crrour de PERT affiné cst égal & 1l'écart par rapport & la

simulation plus l’erreur d'estination do la simulation.

geart i f | |
mas pf STAUL erreur de SIL errour de nombre de réa-

amen a 95% PERT AR, lisations. |
ee 0.0532 | 0.0156 0.05 400 |

{moyonne 0-134 0.055 0.169 ~ "636

177} variance 0.114 0.21 | 0-52 853 |
ie nombre de réalisations nininum pour obtonir unc erreur inféricure ou

égale & colle de PERT affiné est donné par les fortmles do 6-3- Il faut

faire unc simulation de 853 réalisetions,

Faisons unc simlation de 900 réalisations.

Au bout de 100 réalisations, élininons les arcs de probabilité inféricur 4

0.01. ILy ena 13.

On génére au total 100 x 48 + 800 x 35 = 32800 durées d'ares.

Sur I BH 1620 ic calcul prond 48 minutes.

La méthode PERT affinége compronant 3 calewls de fuscau (ce qui est correct)

duro environ (cela dépend de la rapidité de l'opératour) 10 minutes.

- II -



CONCLUSION

Les résultats de notre étude sur la criticité et la distribution de la

durée totale du projet stappuient sur trop peu d'exemples.

L' étude mériterait peut-étre d'étre poursuivie bien qu'on ne puisse pas arri-

ver 4 des résultats stricts.

La méthode PERT affindée devrait étre testée sur un plus grand nombre d'exen~

ples que nous n'en avons présentés.

Ltidée de déterminer strictement la fonction de répartition de la durée to-

tale du projet en décomposant le graphe en "sous réseaux" , "sérics" ot

"paralléles",

(cf article de Monsicur VENTURA Revue de RO n° 36 ATF IR 0) ost inappli-

cable on général.

Hous pensons que les progrés qui restent & fairo sur le PERT scraient de

préciser quelles sont les distributions de durées les plus souvent roncon-

trées dans la réalité et d'étudier avec plus d'attention que nous ne l'avons

fait la dépendance des durées des t&ches.
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