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Introduction

Les problémes & caractére scientifique qui interviennent dans de nom-
breux domaines d’applications et de recherches tels que les problémes de
mécanique des fluides (en météorologie ou aérodynamisme), les problémes
de simulation (en astrophysique ou en recherche nucléaire), le traitement et
la synthése d’images, etc, sont caractérisés par la grande quantité de don-
nées numériques manipulées nécessitant de nombreuses opérations arith-
métiques. De ce fait, les temps d’exécution sont bien souvent prohibitifs sur
les machines séquentielles classiques, lorsqu'il s’agit d’'un probléme temps
réel ou d'une simulation en temps “raisonnable”.

Les progrés technologiques, en particulier au niveau des circuits VLSI
(¢f. [MEC 80]) ont permis et permettent encore des gains importants de
vitesse d'exécution, mais ne pourront dépasser les limites imposées par
les contraintes physiques des composants de circuits comme la vitesse de
propagation du signal.

Aussi les informaticiens ont-ils orienté leurs recherches, simultanément
aux travaux concernant I'électronique des circuits, vers une autre voie per-
mettant d’augmenter la vitesse d’exécution, méme sans augmenter la vi-
tesse des composants individuels : le parallélisme.

Le principe de base du parallélisme est de permettre l'exécution, non
plus d’une seule opération 4 un instant donné, comme sur les machines
séquentielles, mais de plusieurs opérations simultanées.

Le parallélisme concerne de nombreux aspects de l'informatique : la
conception de circuits, I’architecture des machines, algorithmique et la
programmation. On trouve, entre autre, dans [INR 84] et [AFC 83] un
apercu de ces différents sujets.

Le développement du parallélisme est caractérisé par deux aspects. Le
premier concerne la conception d'architectures paralléles. Il faut doter ces

nouvelles architectures de moyens physiques permettant I’exécution de plu-
sicurs actions simultandes. De nouvelles notions se sont développées dans
ce contexte : pipeline, tableaux de processeurs élémentaires, SIMD, MIMD,
cadencement par les données, etc, qui conduisent & des classes d’architec-
tures paralléles différentes. Il faut également proposer des critéres permet-
tant de déterminer l'efficacité d*une classe d’architectures pour résoudre
un probléme donné (nombre opérations par seconde, temps d’exécution,

nombre de processeurs simultanément actifs, etc).




Le deuxiéme aspect concerne la conception d’algorithmes paralléles :
quelle méthode proposer pour passer d’'un probléme 4 un algorithme pa-
ralléle correspondant, exécutable sur une classe d’architectures paralléles,
dans les meilleures conditions possibles, c'est-3-dire en utilisant au maxi-
mum le parallélisme? Comment interviennent les structures de données
du probléme? Quelle est I'influence de la classe d'architectures paralléles
choisie sur la méthodologie?

Le travail présenté dans cette thése se situe dans le cadre de la conception
d'algorithmes paralléles, adaptée & une classe particuliére d’architectures
paralléles, proposées par H.T. Kuna (¢f. [KUN 79], [KUN 82]), appelées les
architectures (ou réseauz) systoliques. Ces réseaux sont des systémes spé-
cialisés caractérisés par une structure réguliére de processeurs élémentaires
identiques (ou de quelques types simples) connectés localement, 3 travers
lesquels circulent les données de fagon rythmée. Leur fonctionnement est
synchrone : A chaque période de temps, un ensemble de calculs élémentaires
est réalisé simultanément par les processeurs élémentaires, puis les données
transitent vers un processeur voisin sur le chemin de communication, pour
étre utilisées lors de la période de temps suivante.

Pour ce type d’architectures, la mise en oeuvre d'un algorithme, dit algo-
rithme systolique est fortement liée & architecture du réseau. L'algorithme
s'exprime essentiellement par le ou les types de processeurs élémentaires
utilisés et par les chemins de communication nécessaires. Ainsi, contraire-
ment 4 la programmation classique ol un algorithme quelconque peut s'ex-
primer sur une architecture simple de type Von Neuman en utilisant une
structure de contrdle complexe, 'approche systolique consiste & concevoir
une architecture complexe, constituée de nombreux processeurs élémen-
taires et d'un réseau de communication régulier, correspondant & un seul
algorithme. La structure de contrdle est alors directement prise en compte
dans 1'architecture. Elle est donc réduite aux signaux de synchronisation.

L’essentiel de ce travail porte donc sur la conception d’algorithmes et
de réseaux systoliques. Le probléme que nous souhaitons résoudre peut
s’exprimer ainsi : comment concevoir, & partir d’une spécification d’un

. ; . ; .
probléme, un ensemble d'algorithmes systoliques solution de ce probléme,

L’objectif final est de proposer un logiciel qui, 4 partir d’une caractérisa-
tion d'un probléme, détermine automatiquement un ensemble de réseaux
systoliques intéressants réalisant les algorithmes systoliques solution du
probléme donné.

Aprés une description générale de différentes formes d’architectures pa-
ralléles au chapitre 1, le chapitre 2 présente les architectures systoliques et
illustre leur utilisation sur deux exemples classiques : le produit de convo-
lution et le produit matriciel. Au chapitre 3, nous analysons le probléme
posé et décrivons les points principaux de la méthode de conception d’al-
gorithmes systoliques sur l'exemple du produit de convolution. Le chapitre
4 présente de maniére formelle cette méthode.

Les principaux points de la méthode proposée sont :

— caractérisation systolique du probléme & partir de son énoncé.

— représentation du probléme par un réseau de points de coordonnées
entiéres dans R".

— application sur cette représentation d'une suite de transformations af-
fines, définies en fonction de critéres sur les données du probléme. Cela
permet d’obtenir d’autres représentations -ou ordonnancements tem-
porels des calculs élémentaires- pour chacune desquelles on déduit un
ensemble de réseaux systoliques.

Cette méthode permet de déterminer, & partir de l'énoncé d'un pro-
bléme, un ensemble de réseaux systoliques associés au probléme. D’autres
approches de conception d’algorithmes et de réseaux systoliques ont été
proposées par P.QuinToN [QUI 83], D.L. MOLDOVAN [MOL 83] et W.L.
MIRANKER et A. WINKLER [MIW 82]. Notre méthode, comme celle de
QUINTON et contrairement aux autres, est une méthode constructive donc
implantable. On peut alors réaliser un logiciel correspondant qui permet
d’obtenir les réseaux associés & un probléme, de maniére automatique, &
partir de ’énoncé. Elle est pour I'instant limitée aux réseaux systoliques de
forme classique proposés par Kuna (cf. [KUN 82]), mais une extension est
possible pour obtenir des réseaux plus particuliers, comme les réseaux en
anneaux (cf. [QUI 83]), #'il s'avére que de tels réseaux soient intéressants
dans la pratique.

Le chapitre 5 présente SYSTOL, le logiciel mettant en oeuvre la méthode

de conception proposée. Il a été réalisé en pascal sur SM90 et permet de
visusliser leg réseaux systoliques assoriés A un probléme donné sur un écran
bit-map. Au chapitre 6, nous comparons notre approche de conception
d’algorithmes systoliques avec les approches proposés par P. QUINTON
[QUI 83}, D.J. MoLpovan [MOL 83] et W.L. MiraNKER et A. WINKLER

[MIW 82].




CHAPITRE PREMIER

ARCHITECTURES PARALLELES

Les premiers ordinateurs construits au début des années 50 étaient ba-
sés sur le principe de séquentialité d’exécution proposé par Von Neumann.
Ces machines comportaient une unité d’entrée-sortie, une mémoire pour
le stockage 4 la fois des données et des instructions du programme & exé-
cuter et une unité centrale (CPU) constituée d'une unité de contrdle pour
I'interprétation des instructions et d’une unité arithmétique et logique,
activées successivement. Leur principe de fonctionnement reposait sur le
fait que les instructions du programme étaient exécutées séquentiellement
I'une aprés Pautre, les opérations élémentaires les constituant (accés mé-
moire, opération arithmétique ou logique, calcul d’adresse, entrée-sortie,
etc) étant elles-mémes exécutées en séquence.

L'UNIVAC 1 construit sur ces principes et commercialisé en 1951, per-
mettait d’exécuter une opération arithmétique simple en un temps d’envi-
ron une milliseconde (10~33).

Le CRAY-1, construit & la fin des années 70 [RUS 78] et basé sur des
concepts de parallélisme, peut exécuter une opération en un temps avoisi-
nant la nanoseconde (107%s).

L'augmentation de la vitesse d’exécution d'une opération en une tren-
taine d’années (facteur d’environ 10° entre 'UNIVAC 1 et le CRAY-1) est
due 3 deux phénoménes :

— les progrés technologiques réalisés au niveau des composants matériels :
les premiers tubes électroniques sont remplacés par les transistors, puis
par les circuits intégrés et enfin actuellement par les circuits 4 trés haute
densité d’'intégraiion ou circuits YLSI. Ces évolutions successives onb
permis d’augmenter considérablement la miniaturisation, la fiabilité, la
complexité et la vitesse des circuits. Ainsi & complexité sensiblement
égale, la puissance, évaluée & un millier d'opérations par seconde il y a
30 ans, atteind maintenant les MFlops, c'est--dire million d’opérations
par seconde.




— D'introduction du parallélisme & tous les niveaux de l’architecture. La
premiére mise en oeuvre du parallélisme sur un monoprocesseur a été
de permettre la simultanéité entre les calculs et les opérations d’entrée-
sortie, augmentant ainsi le taux d’activité de P'unité centrale. De nou-
veaux concepts architecturaux ont permis d’introduire davantage de
parallélisme et d’augmenter encore la vitesse d’exécution des opéra-
tions.

I. Concepts de base du parallélisme.

Une définition générale du parallélisme est de permettre I'exécution si-
multanée de différentes taches. Sa mise en oeuvre peut prendre différentes
formes basées sur quatre concepts différents décrits entre autre dans [HOJ
81] ou [ZAK 84] :

— la technique du pipeline

— D'introduction d'unités fonctionnelles dans un processeur
— les tableaux de processeurs

— les multiprocesseurs

I.1. Le principe du pipeline. — Le principe de la technique du
pipeline s’apparente au fonctionnement d'une chaine de montage, de voi-
tures par exemple, ol le travail 4 effectuer sur une voiture est morcelé en
taches. Une fois la chaine “amorcée”, toutes les taches sont actives simul-
tanément sur des voitures successives et une voiture sort terminée de la
chaine & intervalles réguliers.

Ce principe est appliqué & un opérateur décomposé en plusieurs taches
élémentaires, comme l'illustre la figure 1.1. On suppose que toutes les
taches ont la méme durée ¢. Aprés un temps d’amorgage de n intervalles
de temps, un résultat R;(i = 1,...,p) est obtenu & chaque intervalle de
temps. Les p résultats sont donc m}wlca en » - p intervalles de temps.
Ainsi une addition en virgule flottante peut étre segmentée en 4 phases
d’exécution successives : comparaison des exposants, normalisation de la

mantisse, addition des mantisses, normalisation du résultat. Chaque phase
utilise les résultats de la phase précédente.

Si ’addition est A réaliser sur une longue chaine de données, quatre addi-
tions sont simultanément exécutées & quatre phases différentes sur quatre
paires d’opérandes successives. On parle alors de recouvrement d’exécu-
tion : Pexécution d’une instruction commence avant la fin de I'instruction
précédente.

Le fonctionnement d'un opérateur pipeliné est donc particuliérement
adapté aux traitements portant sur des données de nature vectorielle (vec-
teur, matrice ou suite), afin d’utiliser au maximum le parallélisme du au
recouvrement partiel d’opérations successives de méme type.

L.2. Les unités fonctionnelles. — Une autre maniére d’augmenter
la vitesse de calcul est d’utiliser, dans un processeur unique, plusieurs uni-
tés fonctionnelles indépendantes. Chaque unité peut étre activée par une
instruction séparée qui spécifie les données correspondantes (instruction
logique, addition, multiplication, etc). Les différentes unités peuvent donc
8tre activées simultanément : il y a alors recouvrement total d’exécution.
Les fonctions peuvent étre entiérement différentes, mais on peut conce-
voir aussi que certaines fonctions soient répétées, avoir par exemple deux
additionneurs.

Un probléme important lié au bon fonctionnement d'un tel systéme est
celui de la synchronisation entre unités. Les différentes fonctions peuvent
avoir des temps d’exécution et d’obtention de leurs opérandes différents.
De plus, les opérandes d'entrée d’une fonction peuvent étre les résultats
d’une autre fonction.

La tache de programmation est donc trés complexe. L'existence de bi-
bliothéques de sous-programmes qui utilisent au maximum les possibilités
de parallélisme offertes par les unités en traitant correctement les pro-
blémes de synchronisation, est une aide précieuse pour le programmeur.

I.8. Les tableaux de processeurs (processor array). — Le prin-
cipe est d'utiliser un cosemble de processeurs, appelés processenrs élémen-

taires (P.E.) identiques soumis au contréle d’une seule umté de commande
qui décode et diffuse les instructions & tous les processeurs du tableau.
Ainsi, les processeurs exécutent de maniére synchrone (simultanément) la
méme instruction sur des données différentes.

Dans ce type d’architecture, il faut accéder en paralléle aux différentes
données utilisées par les processeurs élémentaires correspondants. Pour
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FIGURE 1.1. Opérateur pipeliné

cela, il est nécessaire de partitionner la mémoire en bancs, les différents
bancs étant accessibles simultanément par des processeurs différents.

La deuxiéme caractéristique de ce type d'architectures est le réseau d’in-
terconnezion (cf. [LEN 82]). Il permet la communication entre processeurs
ou entre processeurs et bancs mémoire. Différentes formes de réseaux sont
proposés dans la littérature : réseau crossbar, réseau de Benes, etc. On
trouve dans [HOJ 81| une présentation de ces différentes types de réseaux.

Une structure possible de ce type d’architecture est d’avoir autant de
processeurs que de bancs mémoire. Un processeur est alors directement
connecté & un seul banc. Le réseau d’interconnexion permet aux proces-
seurs de communiquer entre eux {c¢f. figure 1.2). Il peut avoir une forme
simple de connexion linéaire, un processeur communique avec ces deux
processeurs voisins (nearest-neighbour network) (¢f. figure 1.3(a)), ou de
connexion bidimensionnelle, un processeur peut communiquer avec ses 4
ou 8 voisins (¢f. figure 1.3(b)).

Lorsque le nombre de processeurs est différent du nombre de bancs mé-
moire, le réseau d’interconnexion doit relier les processeurs et les bancs
mémoire (cf. figure 1.4), les processeurs pouvant & priori avoir accés 3
n’importe quel banc "disponible”.

REMARQUE. — Le terme de calcul vectoriel (ou array processing)
désigne I'ensemble des problémes pouvant étre exprimés algorithmique-
ment en termes d’opérations sur des tableaux réguliers de données. Cela
concerne de nombreux problémes numériques (résolution de systémes li-
néaires, équations différentielles, récurrences, etc) utilisés dans des do-
maines scientifiques trés variés (météorologie, séismologie, géophysique,
etc).

Ces problémes sont par nature fortement paralléles : les calculs portant
sur différents &léments de tableaux peuvent étre simultanés. De ce fait, ils
tiennent une place importante dans le développement du parallélisme et
ont donné lieu & la conception de nombreuses architectures paralléles.

Il faut remarquer que le terme d’“array processor” n'a pas toujours la
méme signification dans la littérature. Pour les uns (par exemple [HAY-
al 82]), il désigne les architectures composées de processeurs identiques
synchrones exécutant simultanément la méme opération sur des données
différentes. Cela correspond aux tableaux de processeurs décrits précédem-
ment. Pour d’autres (par exemple [HOJ 81]), il désigne les architectures
adaptées aux calculs sur les tableaux de données. Cela correspond non
seulement aux architectures formées de tableaux de processeurs identiques
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mémoire mémoire mémoire
1 2 n
Unité
de
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Réseau d'interconnexion

FIGURE 1.2. Une organisation de tableaux de processeurs

synchrones, mais aussi 4 d’autres architectures congues 4 partir du principe
du pipeline.

I.4. Les multiprocesseurs. — Contrairement & I’approche précé-
dente, une architecture multiprocesseurs est composée de plusieurs pro-
cesseurs asynchrones. Chaque processeur exécute ses propres instructions;
les instructions exécutées simultanément peuvent étre de types trés diffé-
rents.

Ce type d'architecture pose d
mémoire et de communication entre processeurs. Le contréle est donc plus
complexe ainsi que le réseau d’interconnexion.

De plus, les méthodes de conception d'algorithmes existantes, orientées
vers le traitement séquentiel, ne permettent pas facilement l'utiliser au

maximum la puissance des multiprocesseurs.
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Processeurs

(a) Connexion linéaire
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(b) Connexions bidimensionnelles

FIGURE 1.3. Exemples de réseaux de connexions de processeurs

Parmi les différentes architectures multiprocesseurs proposées dans la

littérature, on distingue deux classes :

— les machines constituées d’un ensemble de processeurs séquentiels clas-
siques, comme CMMP ou CM* (¢f. [ENS 77]).

— les machines cadencées par les données (data-flow computers) (cf. [COM
82]) dont une réalisation est le systéme LAU (Langage & Assignation

11
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FIGURE 1.4. Une organisation de tableau de processeurs

Unique) (¢f. [BER-al 81}). Ces architectures sont basées sur le principe
suivant : une instruction est exécutée dés que ses opérandes ont été
calculés. Ainsi quand plusieurs opérations sont exécutables, c'est-4-dire
ont leurs opérandes disponibles, elles sont assignées 4 des processeurs
différents et exécutées. L'exécution d’une instruction rend disponible
un résultat et permet ainsi & d’autres instructions, utilisant ce résultat
comme donnée, de devenir actives.
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II. Classification

Les concepts de base décrits précédemment peuvent se combiner dans
une méme architecture. Ainsi, une unité fonctionnelle d’un ordinateur &
plusieurs unités peut étre un tableau de processeurs, ou les processeurs
élémentaires d'un tableau de processeurs peuvent étre des unités arithmé-
tiques pipelinées.

Ces combinaisons de plusieurs concepts rend difficile une classification
des différents types d’architectures paralléles. Plusieurs synthéses sur les
architectures paraliéles ont été proposées (cf. [HAY-al 82] [HOJ 81], [COS
83], [ZAK 84]), ainsi que des classifications dont nous retenons celles de
M.J. FLynn ([FLY 72]) et de R.W. Hockney et C.R. Jessnope (cf. [HOJ
81)).

IL1. La classification de FLynN [FLY 72}, — Clest la classifica-
tion la plus simple et la plus connue. Elle repose, non pas sur la structure
des machines paralléles, mais sur le fait que les suites d'instructions et
de données dans un ordinateur peuvent étre uniques ou multiples. Elle
propose ainsi quatre classes d’architectures :

— SISD (Single Instruction stream/Single Data stream). Cette classe cor-
respond 4 la machine séquentielle de type Von Neumann.

— SIMD (Single Instruction stream/Multiple Data stream). Elle corres-
pond aux machines ol une méme instruction est exécutée sur un en-
semble de données différentes. Dans cette classe se situent les architec-
tures constituées de tableaux de processeurs (processor array).

— MISD (Multiple Instruction stream/Single Data stream). Cette classe,
correspondant aux machines ol plusieurs instructions travaillent sur
une méme donnée, semble artificielle.

— MIMD (Multiple Instruction stream/Multiple Data stream). Cette clas-
se correspond 3 toutes les formes de multiprocesseurs.

Cette classification présente une ambiguité pour les architectures vecto-
rielles pipelinées. On appelle architecture vectorielle pipelinée, une machine
basée sur la technique du pipeline offrant en plus des instructions vecto-
rielles (de traitement de vecteurs) comme le CRAY-1 (cf. [RUS 78}) ou le
CDC CYBER 205 (cf. description dans [HOJ 81]).

Pour FLyYNN, ces architectures appartiennent & la classe SIMD car il
considére qu’une instruction vectorielle (Single Instruction Stream) opére
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sur un ensemble de données, ici des éléments de vecteur (Multiple Data
Stream). D’autres, dont HoCKNEY et JessuopE (cf. [HOJ 81]) préférent
classer ces architectures dans la catégorie SISD car un calcul vectoriel
8’effectue sur une suite de données vectorielles (Single Data Stream).

Il faut remarquer que contrairement 3 I'intention de FLYNN, les infor-
maticiens ont adopté la convention implicite suivante :

— SIMD est synonyme de tableau de processeurs synchrones (processor
array) avec une unité de contréle unique. Une architecture de ce type
est 'ILLIAC IV (c¢f. [BAR-al 68]).

— MIMD est synonyme de multiprocesseur, ensemble de processeurs com-
municants indépendants, comme dans la classification de FLYNN.

IL2. La classification de HockNey et Jessuore [HOJ 81]. —
En raison des ambiguités de la classification de FLYNN, HOCKNEY et JESs-
HOPE se sont orientés dans une toute autre voie et ont tenté de classer
les différentes architectures, séquentielles et paralléles, en fonction de leur
structure, en particulier selon la présence ou non des différentes formes de
parallélisme : pipeline, parallélisme fonctionnel, répétition de processeurs,
multiprocesseurs.

Pour cela, ils définissent une notation structurale permettant de dé-
crire les caractéristiques des différentes classes d’architectures. Elle per-
met de définir, le nombre d'unités d’instructions (unité décodant une suite
d'instructions), d'unités d’exécutions (ou unité arithmétique et logique)
et d'unités de mémoire (nombre de bancs), leurs interconnexions et le
contrdle.

Ils obtiennent ainsi une classification structurale beaucoup plus fine, en
une quinzaine de classes, qui semble peu utilisable dans la pratique.

II1. Les ordinateurs spécialisés

L'évolution rapide de la technologie des circuits intégrés, en particulier
les niveaux d'intégration maintenant accessibles (cf. [MEC 80]), conduit
3 une diminution de coiit et une augmentation du nombre et de la com-
plexité des composants d'un circuit. De ce fait, on assiste 3 I’avénement de
nombreux ordinateurs spécialisés adaptés 4 un type de probléme donné.
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Dans ce cadre, se sont développés de nombreux “array processors” au sens
le plus large indiqué ci-dessus, principalement pour les problémes de trai-
tement du signal.

Les architectures systoliques proposées par H.T. Kuna (¢f. [KUN 79,
[KUN 82]), auxquelles nous nous intéressons exclusivement dans la suite,
sont de telles architectures spécialisées. Elles permettent de résoudre des
problémes s’exprimant sous forme de récurrence et sont caractérisées par
une structure régulidre de processeurs élémentaires (ou cellules) connec-
tés localement 3 travers lesquels circulent les données de fagon rythmée.
L’enchainement des calculs est pipeliné.

[V. Parallélisme, algorithmique et langage

Outre les problémes matériels liés au parallélisme déja évoqués précé-
demment : conflit d’accés 3 la mémoire, communication entre processeurs,
réseaux d'interconnexion, etc, on ne peut parler de parallélisme sans évo-
quer les problémes liés aux algorithmes paralléles et aux langages d’expres-
sion du parallélisme. Il importe en effet, pour un probléme donné, de lui
trouver une solution algorithmique utilisant au maximum les possibilités
offertes par la machine paralléle cible choisie et de pouvoir I’exprimer dans
un langage de programmation bien approprié.

Clest un probléme difficile. Les algorithmes efficaces sur une machine
séquentielle ne sont pas nécessairement les plus efficaces sur une machine
paralléle. La décomposition de 'algorithme en parties parallélisables doit
prendre en compte la maniére dont sont réalisés 'accés mémoire et le
réseau d'interconnexion afin d’effectuer une “bonne” décomposition et de
pouvoir exprimer correctement les éventuelles communications entre les

parties paralléles de I'algorithme.

De nombreux algorithmes paralléles ont été publiés principalement dans
le domaine numérique (cf. [AFC 83]). Il apparait, dans le cadre du parai-
16lisme, que l'on ne peut plus considérer les algorithmes indépendamment
des architectures sur lesquelles ils sont réalisés. De plus, les langages d’ex-
pression du parallélisme ne sont pas toujours bien adaptés et suffisamment

élaborés.
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Pour les calculateurs vectoriels, comme le CRAY-1 par exemple, les pro-
positions de langage sont basées sur un langage de haut-niveau (en géné-
ral FORTRAN) auquel sont ajoutées des opérations de manipulation de
vecteurs ou tableaux (par exemple : produit scalaire de deux vecteurs
détermination de I'élément maximum d’un vecteur, etc). Ces opérations:
peuvent étre utilisées explicitement par le programmeur ou directement
par le compilateur effectuant une vectorisation.

La vectorisation consiste 4 déterminer le parallélisme implicite d'un pro-
gramme séquentiel et A le transformer pour produire un code définissant les
opérations vectorielles réalisables (cf. [MEY 80], [BOM 81], [BOS 82]). La
vectorisation n’est pas chose facile principalement au niveau des itérations
et des branchements. Elle peut étre réalisée directement par un compila-
teur qui prend en entrée un programme séquentiel et restitue un code objet
vectorisé. En raison des difficultés liées 4 la vectorisation, ce code n’est pas
toujours optimal. L’autre alternative est que le programmeur effectue cette
vectorisation “a la main” (cf. [BOS 81-a] et [BOS 81-b]).

Au niveau des multiprocesseurs, outre les langages comme LAU déve-
loppés pour les machines cadencées par les données (cf. [BER-al 82]), les
principaux langages proposés, comme CSP (cf. [HOA 78]) et ADA (cf.
[ICH-al 79]), permettent de décrire les différents processus indépendam-
ment ainsi que leurs relations. L'outil offert par ces langages est un outil
de synchronisation basé sur le rendez-vous, comme les opérations d’envoi
et de réception de données proposées par CSP.

Une autre approche consiste 4 définir les relations entre processus, non
plus en terme de synchronisation, mais par ’expression de communica-
tions. (¢f. [JUL 83]).
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CHAPITRE 2

LES ARCHITECTURES SYSTOLIQUES

I. Présentation

Une architecture (ou réseau) systolique est une structure paralléle consti-
tuée d’un ensemble de processeurs élémentaires, ou cellules, interconnectés
réguli¢rement et localement; chaque cellule exécute une opération simple.
Le nombre d’opérations différentes est limité : plusieurs cellules, éven-
tuellement toutes, sont identiques. Les flots de données circulent entre les
cellules de fagon réguliére, éventuellement & des vitesses et dans des di-
rections différentes. La communication avec l'extérieur, c’est-3-dire avec
Pordinateur “héte” auquel est relié le réseau, ne se fait qu'aux “cellules
des extrémités”. Par exemple, sur la figure 2.1(a), seules les cellules 1 et
n sont des ports d’entrée-sortie pour le systéme. Le fonctionnement d'un
systéme systolique est synchrone : un ensemble de calculs élémentaires est
effectué sur des cellules différentes au méme instant.

Un réseau systolique peut étre unidimensionnel ou bidimensionnel ainsi
que lillustre la figure 2.1.

La circulation pipelinée des données dans le réseau implique qu'une don-
née, une fois acquise par une cellule d’entrée du réseau, est utilisée dans
toutes les cellules ol elle transite. Sa valeur peut éventuellement étre mo-
difi¢e par le calcul réalisé dans la cellule. Les seuls problémes intéressants
3 résoudre par un systéme systolique sont donc ceux pour lesquels une

Jomnde est utilisée dans plusieurs opérations #l4mentaires. Ce sont les cal-
culs tributaires de la vitesse de calcul (compute-bound computations dans
[KUN 82]) ot le nombre total d’opérations est plus grand que le nombre to-
tal d’éléments d’entrée-sortie. Pour cette classe de problémes, I’approche
systolique permet de limiter les entrées-sorties avec le calculateur hate,
cotiteuses en temps. Toute donnée 4 usage multiple est acquise une geule

fois puis pipelinée & travers les cellules.
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Nous distinguons (cf. [KUN 82]), deux types de réseaux systoliques :

— Les réseauz sems-systoliques, caractérisés par des communications glo-
bales de données soit avec diffusion, soit avec collecteur (figure 2.2).
Dans les réseaux avec diffusion, une donnée est envoyée & plusieurs cel-
lules qui peuvent alors I'utiliser simultanément. Dans les réseaux avec
collecteur, le résultat est calculé & partir de ses résultats partiels calculés
gimultanément dans des cellules différentes.

— Les réseauz systoliques (purs) sont caractérisés par I’absence de com-
munications globales. Chaque ressource (donnée ou résultat) circule de
cellule en cellule ou est locale & une cellule.

REMARQUE. — Nous ne nous intéressons pas dans I'étude qui suit
aux réseaux semi-systoliques avec collecteur.

Les réseaux semi-systoliques avec diffusion présentent I'inconvénient de
n'étre pas facilement extensibles en raison de la présence de bus pour les
communications globales de données, ce qui crée des problémes de temps
d’accés aux données par les différentes cellules (ralentissement de I’horloge
du systéme, risque d’asynchronisme).

Au contraire, dans les réseaux systoliques purs, les communications lo-
cales simplifient les problémes de synchronisation et de contréle. Lorsque
le résultat est local & une cellule, il est calculé par accumulations succes-
gives sur cette cellule. Il faut donc ajouter un chemin de sortie systolique
supplémentaire pour extraire chaque résultat de sa cellule aprés calcul.

De maniére classique, on peut dire qu'un algorithme est la description de
la composition d’opérations de base. Sa mise en ceuvre nécessite un inter-
préte qui utilise cette description pour enchainer les calculs élémentaires
pour une valeur des données. Sur une machine de type Von Neumann
classique pour laquelle 'architecture est simple (une unité centrale, une
unité de contrdle), l'interpréte associé & I'algorithme est important. Par
contre, sur une machine systolique, l'architecture est beaucoup plus com-
plexe (nombreux opérateurs parall¢les interconnectés) mais l'interpréte est
trés simple, réduit aux signaux de synchronisation permettant le fonction-
nement simultané correct des différents opérateurs.

La démarche de conception d’architectures systoliques se situe & 1'op-
posé de celle de programmation classique. Habituellement, on utilise une
architecture existante “figée” sur laquelle on peut réaliser de nombreux al-
gorithmes par V'intermédiaire d’une structure de contréle complexe. Dans
I'approche systolique, on cherche au contraire  réaliser une architecture
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spécialisée adaptée 3 un seul algorithme. Dans ce cas, la structure de
contrdle est quasi inexistante.

Ce type d'approche n’a de sens qu’en raison :

— des progrés technologiques au niveau de circuits intégrés qui permettent
de réaliser efficacement ces architectures.

— des contraintes imposées aux structures systoliques qui sont composées
nombreux processeurs identiques connectés localement, ce qui limite
I'effort de conception des circuits grace 4 leur reproduction en nombreux
exemplaires.

Notons, qu’en raison de la structure réguliére des architectures systo-
liques, tout probléme ne peut s’exprimer par un algorithme systolique.
Dans la suite, nous appelons probléme systolisable un probléme pour le-
quel il existe un algorithme systolique.

Nous allons présenter :

— un ensemble de réseaux systoliques linéaires solution du produit de

convolution.
— un ensemble de réseaux bidimensionnels pour le produit matriciel.

II. Un exemple de réseaux linéaires : le produit de convolution

Le calcul du produit de convolution est défini par : étant donné la suite
de réels (2;)i=o,...,n et la suite de coefficients réels (wk)k=0,...;m, calculer
la suite (ys)i=0,...,n—m 1 > m, avec

m
yi = Z W X Titk
k=0

On prend, pour les exemples donnés ci-dessous, n =7 et m = 2.
Le probléme peut g'exprimer par la relation de récurrence

{ =yt xz i=0,...,n-m k=0,...,m

vt =0

avecl=koul=m—k.
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Le choix [ = k correspond au calcul dans I'ordre croissant de P'indice & :
Yi = WoZi + W1Tit1 + 0+ UmZitm

tandis que le choix ! = m— k correspond au calcul dans I’ordre décroissant
de 'indice k :

¥i = WinTitm + Win—1Titm—1 1+ + we ¢

En raison de la commutativité de ’addition, tout autre choix dans I'ordre
des calculs est possible. Mais les deux seuls intéressants sont ceux retenus
ci-dessus. En effet, les architectures systoliques intéressantes sont celles ol
les données d'une suite, qui transitent sur un flot, circulent dans un ordre
régulier des indices, soit croissant, soit décroissant, afin de faciliter la lec-
ture en mémoire de ces données, généralement stockées en des emplace-
ments contigus. Les exemples présentés dans ce paragraphe correspondent
al=k.

La conception d'une architecture systolique associée & un probléme con-
siste A réaliser simultanément certaines des opérations élémentaires définies
par la récurrence ci-dessus en utilisant des opérateurs (ou cellules). On
distingue deux catégories de cellules :

— les cellules fonctionnelles de la forme :

wy

k-1
y‘. —¥| — y"‘
Zigy » —

Elles réalisent la fonction de récurrence en calculant la valeur de sortie
y* & partir des valeurs d’entrées yf‘l,wl,z.-.;.z. Une cellule de cette
catégorie peut éventuellement étre munie d'une zone de mémoire locale
contenant une constante, ici wy (cf. exemple 2) ou z;4;. Si une donnée
wy ou z;1; doit étre réutilisée plus tard par un autre opérateur, on
ajoute & Ia cellule une sortie restituant la valeur de la donnée d’entrée :

wy — w

k-1 k
y; — Y
ZTit+i |*+ Titl
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La valeur initiale d’une donnée y; sur le flot, avant d’entrer dans le
réseau, correspond 3 l'initialisation de la récurrence, c'est-3-dire ici 0.
—— les cellules & mémoire de la forme :

La fonction de récurrence & calculer est appliquée sur la zone de mé-
moire locale utilisée comme variable : son contenu est modifié & chaque
activation de la cellule (cf. exemple 1). Pour ces cellules, chaque résutat
élémentaire y; & calculer reste dans leur mémoire locale (représentée en
pointillé sur le dessin ci-dessus). Lorsque la cellule a été k fois active, le
contenu de sa zone mémoire correspond au k-iéme pas de la récurrence,
vt

La valeur initiale de la zone mémoire d’une cellule correspond 2 I'ini-
tialisation de la récurrence, ici la valeur 0.

Quand tous les calculs sont terminés, les résultats 7,4 =0,...,n—m
doivent étre extraits du réseau en utilisant le chemin de sortie supplé-
mentaire visualisé en pointillé sur le dessin ci-dessus. Les données peu-
vent étre utilisées dans plusieurs cellules du réseau. Dans ce cas, elles
transitent sur un flot :

w

Titl

Selon la nature de la relation de récurrence, le réseau peut avoir plusieurs
types d'opérateurs ou cellules. Pour le produit de convolution décrit ci-
dessus, tous les caleuls élémentaires sont les mémes. Les différents réseanx
systoliques associés sont donc constitués d’un seul type de cellules de calcul,
différent selon les réseaux.

Pour une relation de récurrence élémentaire donnée, yf = y:-"l +wy X
Zigr 1 fixé, les pas successifs de la récurrence sont effectués & des instants
successifs. Par contre, l'utilisation du parallélisme, réalisé par la présence
de plusieurs opérateurs ou cellules, doit permettre d’effectuer un pas de
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plusieurs récurrences élémentaires différentes au méme instant, sur des
opérateurs différents.

Déterminer un réseau systolique consiste & composer un ensemble d’opé-
rateurs Oy, ...,0, en associant pour chaque instant ¢ donné, A un opéra-
teur Oy(p = 0,...,q), un terme yf-"'l, un terme w; et un terme ;4 ol
| =koul=m—k, qest une constante dépendant de n et m, p et ¢ sont

définis en fonction de ¢ et k.

Considérons les exemples de composition suivants :

EXEMPLE 1. — Prenons{=k,q=n—m,p=:tett=k On associe
alors, pour un instant ¢ = k£ donné, 4 un opérateur O, les termes yf—l, W
et z;x aveci =0,...,n—met k=0,...,m.

Le réseau correspondant est constitué de g+ 1 =rn —m + 1 cellules. A
un instant ¢ = k donné, la cellule O; utilise le terme y:-"l pour calculer
y¥. Les cellules étant actives simultanément, les k-iéme pas de toutes les
récurrences élémentaires sont calculés en méme temps sur les différentes
cellules. Une cellule O; utilise successivement y‘_l Aat=0,y903¢t=1,
y} 4 t = 2,etc. Elle calcule donc les pas successifs d'une méme récurrence
&lémentaire. Le réseau est alors constitué de cellules 4 mémoire : le contenu
de la mémoire locale de O; & Dinstant k est le résultat des k premiéres

étapes de la récurrence yf‘ = yf 4 wp X Titk

De plus 4 P'instant k, toutes les cellules Oy, i =0,...,n — m utilisent
le terme wy. Ceci se traduit dans le réseau par la diffusion des données
wr,k=0,...,m.

Prenons ¢’ = i—1,k' = k+1. On a alors Ziyx = Zir4kr. OF la donnée z; 4k
est utilisée par la cellule O; & t = k, tandis que la donnée Tk = Titk
est utilisée par la cellule Op = Oj—; 3 t' = k' = k + 1. Les données
(2:)i=0,...,n circulent donc dans le réseau d’une cellule O, vers une cellule
Op_l, p= R

Le réseau ainsi décrit est celui de la figure 2.3(a). Les données win et
24 correspondent aux valeurs de w et z, présentes sur le chemin de com-
munication avant exécution de Popération sur la cellule, tandis que Zout
correspond 4 la valeur de z présente sur le chemin de communication issu
de la cellule aprés I'exécution de P'opération. De méme Yavant (resp Yapres)
représente la valeur de la zone mémoire de 1a cellule avant (resp. aprés)
'exécution de l'opération. L'égalité zout = Zin traduit le fait que les don-
nées z ne sont pas modifiées par leur passage dans une cellule. Les cellules
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FIGURE 2.3. Réseau systolique associé au produit de convolution

étant 3 mémoire, un chemin de sortie, en pointillé, est nécessaire pour ex-
traire aprés exécution le contenu de la mémoire locale & chaque cellule O;.
Ce contenu est ici le résultat élémentaire y™ calculé par récurrence.
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La simulation de I'exécution de ce réseau & la figure 2.3(b) permet de
décrire son fonctionnement et la facon dont circulent les données. Le temps
d’exécution du réseau est de m + 1 unités de temps puisque ¢t = k et
k=0,...,m. Il faut y ajouter le temps d'extraction des résultats y;, tous
obtenus 3 ¢ = m. Les données (z;)i=o,...» D'auront terminé leur transit
dans le réseau qu'a ¢t = m + ¢ + 1 = n + 1. La situation présentée figure
2.3 nécessite bien siir un temps d’amorgage permettant le transit des (z;)
jusqu’s leur position initiale décrite 3 la figure 2.3(a).

EXEMPLE 2. — Prenons ! =k,q=m,p=kett=14+2k On associe
alors, pour un instant ¢ = + 2k, 4 un opérateur O, les termes y?‘l,wk
et zi4x avecti =0,...,n—met k=0,...,m.

A tout instant, l'opérateur Oy utilise le terme w;. Cela signifie que la
donnée w; est constante de la cellule Og. Le réseau est donc constitué de
cellules fonctionnelles contenant une constante locale wy.

Pour la suite de données (%;)i=q,...,n, 0D a les résultats suivants :

— la donnée ;4 est utilisée par la cellule Oy 3 l'instant £ = 1+ 2k. Notons
i =i—1et k' =k + 1. La donnée z;4x = zp4p est utilisée par la
cellule Opr = Op4y 3 l'instant ¢! =4 +2k' =i+ 2k+1=1¢+1. La
suite de données (z;)i=o,...,n transite donc dans le réseau d'une cellule
O, vers une cellule Op41,p=0,...,9—- L.

— 5 linstant t = % + 2k, la cellule O utilise la donnée z;4x tandis qu’a
Pinstant # =t + 1 =4¢'+ 2" avecs’' = ¢+ 1 et k' = k, la cellule Opr =
Oy, utilise 1a donnée ik = Zitr+1. Cela signifie que les données
(#:)i=o0,...,n 800t ordonnées dans I'ordre croissant de leur indice sur leur
flot comme le montre la figure 2.4.

Pour la suite de résultats (y;); = 0,...,n — m, les résultats sont les sui-
vants :

— la donnée yf“l est utilisée par la cellule Oy 4 l'instant ¢ = ¢ + 2k pour

calculer le résultat partiel y¥ = y!H'l)'l qui lui sera utilisé par la cellule
t &

Oipi dVinstant ¢ — ¢+ (k4 1) =4+ 2k 42 =142 Cela signifie que
le flot des (s)i=o,...,a—m transite dans le réseau d'une cellule O, vers
une cellule Op1 mais qu'un résultat partiel calculé sur O, 3 un instant
t n’est utilisé par la cellule adjacente Op4; qu'a Pinstant ¢ + 2. Cette
derniére condition est traduite par la présence de cellules de retard
(petite cellule sur le flot entre deux cellules consécutives sur la figure
2.4). Elle symbolise le fait que le flot considéré avance deux foig plus
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(b) Début de la simulation d’exécution

FIGURE 2.4. Réseau systolique associé au produit de convolution
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lentement que celui des (z;)i=o,....n. Aucun calcul n’est effectué dans
les cellules retard qui restituent en sortie la valeur lue & P’entrée.

— 4 l'instant £ = 1+ 2k, la cellule Oy, utilise le résultat partiel yf -1 tandis
qu’a l'instant ¢’ =t +1 = ¢’ + 2k’ avec i’ =i+ 1 et k' = k, la cellule
O = Op utilise le résultat yf,'—l = yf-‘_,__ll. Les données (¥:)i=o,....n—m
sont donc ordonnées dans ’'ordre croissant de leurs indices sur leur flot.

Le réseau ainsi décrit est représenté i la figure 2.4. Aprés un “temps
d'amorcage” de 2¢ = 2m umités de temps, toutes les cellules du réseau
sont actives & chaque pas et un résultat élémentaire y;,¢ =0,...,n—m
sort du réseau 3 chaque intervalle de temps. Le temps d’exécution total
du réseau correspond 3 : temps d'amor¢age (2m) + nombre de résultats
(n-m+1). Il est donc de n + m + 1 unités de temps.

EXEMPLE 3. — Prenons! = k,q=n,p=k—i+n—mett=1+k. On
associe alors, pour un instant ¢ = ¢ + k donné, & un opérateur Ox—itn—m,
les termes y"-‘_l,wk et z;4p avect=0,...,n-met k=0,...,m.

Toute donnée £, est utilisée 3 'instant t = ¢ + k et cela par plusieurs
cellules. Il y a donc diffusion des données de la suite (z;)i=o,...,n dans
I'ordre croissant des indices.

Pour la suite de données (wg)k=o,...,n, 00 a les résultats suivants :

— 1a donnée wy, est utilisée par la cellule Og—i4n—m & l'instant t =14+ k.
Prenons i = i+1et k' = k, la donnée wy: = wy est utilisée par la cellule
Opr—it4n—m = Ok—itn-m~1 & l'instant =4k =¢+k+1=1t+1.La
suite de donnée (wy )k=o,...,m transite donc dans le réseau d'une cellule
O, vers une cellule Op_1,p = 1,...,g comme le montre la figure 2.5.

— 3 DPinstant t = ¢ + k la cellule Og—j4n—m utilise la donnée w; tandis
quat =t+2=74+k aveci =i+ 1let k' =k+1 lacellule
Okr—it4n—m = Ok—itn—m utilise la donnée wpr = wi41. Cela signi- -
fie que les données (wg)k=o,...,m transitent sur leur flot dans l'ordre
croissant de leurs indices mais avec deux intervalles de temps entre
P'acquisition de deux w: successifs car une cellule donnée utilise un wy
4 Pinstant ¢ et w41 3 l'instant ¢ + 2. Cela est traduit par la présence
du point (.) entre deux wy, consécutifs sur le flot (cf. figure 2.5).

De méme pour la suite des (¥;)i=o,...,n~m , 0D constate que :
— la donnée yf"l est utilisée par la cellule Og_ijn—m & l'instant t =1 +&
pour calculer le résultat partiel y¥ qui est lui-méme utilisé par la cellule
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(b) Début de la simulation d’exécution

FIGURE 2.5. Réseau systolique pour le produit de convolution
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Ok 41—i+n-m = Ok—itn—m+1 & linstant ¢’ = {+k+1 = ¢+ 1. La suite
(¥i)i=o0,...,n—m transite donc d'une cellule O, vers une cellule Op4y,p =
0,...,q—1.

— & Dinstant £ = ¢ + &, la cellule Og—;4n—n utilise 1a donnée yf‘ ~1 tandis
qu'a Uinstant ¢! = ¢ +2 =4'+ k' avecs' =i+ 1 et k' = k+ 1, cette
méme cellule Ogr—j—p—m = Ok—itn—m utilise la donnée yf,"'l =yk,
Cela signifie que la suite (y:)i=o,....,n—m transite dans le sens croissant
de ces indices avec un espacement (.) entre deux y; consécutifs.

Le réseau correspondant est illustré & la figure 2.5. Il est constitué de
cellules fonctionnelles sans constante locale. En raison de I'espacement sur
le flot des (y:)i=o,....,n—m , aprés le temps d’amorgage de ¢ = n unités de
temps, les résultats élémentaires consécutifs sortent du réseau toutes les
deux unités de temps. Le temps total d’exécution du réseau correspond 4 :
temps d’amorgage (n) + 2 X nombre de résultats y; & calculer (n—m+1)
- 1, soit 3n — 2m + 1 unités de temps.

REMARQUE. —  Sur les figures 2.3, 2.4 et 2.5, nous ne faisons pas ap-
paraitre l'indice de récurrence k sur les données (y;)i=o,...,n—~m POUr ne pas
surcharger le dessin. Il est clair que, lorsque yin d’une cellule correspond
au résultat partiel yf-‘"l, alors youe correspond au résultat y¥ qui est utilisé
comme entrée (yi,) par la cellule suivante. Aussi la valeur correspondant
A un y; donné aux instants successifs de la simulation est-elle & chaque fois

différente.

II1. Un exemple de réseaux bidimensionnels : le produit matriciel
Le produit matriciel C = A x B avec A de dimension (m,n), B de

dimension (n,p) et C de dimension (m, p) est défini par

n
c.‘j"—‘Z(l.‘kkaj i=1...,m g=1,...,p
k=1
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Comme pour le produit de convolution, le probléme peut s’exprimer par
une récurrence :

{c:5j=cf5j"1+a.-gxb¢j, k=1,...,n ¢t=1,....m j7=1,...,p

avecl=koul=n—-k+1.

Comme pour ’exemple du paragraphe II, le choix { = k correspond &
P’exécution de la récurrence dans 'ordre croissant de I'indice &, tandis que
le choix [ = n — k + 1 correspond 4 son exécution dans |'ordre décroissant
de l'indice k.

Dans les exemples présentés ci-dessous, on prend m = 2,n =2 et p = 3.

Les réseaux systoliques associés au probléme sont bidimensionnels car
les résultats élémentaires c;; & calculer sont définis par deux indices. Un
opérateur ou cellule est donc caractérisé par deux indices O, , correspon-
dant 3 la position de 'opérateur dans un plan.

Les calculs élémentaires étant tous de la méme forme, un réseau quel-
conque associé au probléme est constitué d'un seul type de cellules, qui
peuvent &tre soit fonctionnelles, soit & mémoire.

Déterminer un réseau consiste 4 composer un ensemble d’opérateurs O, ,
avec r € {1,...,q1} et 8 € {1,...,¢2} en associant pour chaque instant ¢
donné, 4 un opérateur O, ,, un terme c{-‘j_l, un terme a; et un terme by,
avecl=koul=n—k+1, ¢ etqs desconstantesdépendant de n,m,p
et r, 8,t définis en fonction de ¢, 7, k.

EXEMPLE 1. — Prenonsl=k,q1 =m,qgz =p,r=4,8=jett=k.
On associe, pour un instant ¢ = k donné, 3 une cellule O; ;, les termes

fj—l,agk et by;.

On constate qu'une cellule O; 5, 1 et j fixés, utilise successivement c?j a
t=1,c}; 4t =2, c% 4t =3,etc. Le réseau est donc constitué de cellules &
mémoire dont le contenu de la zone de mémoire locale de O;,; correspond
4 la valeur ¢;; aux différents pas de la récurrence.

A un instant £ = k donné, un terme a;x, 4 fixé, est utilisé simultanément
par toutes les cellules de la forme O;;,7 € {1,...,¢2}. 1 y a donc dif-
fusion des données ;. Il en est de méme pour les données bi; utilisées
simultanément par toutes les cellules de la forme O; ;,¢ € {1,...,q1}.

Le réseau correspondant est donc un réseau semi-systolique avec double
diffusion 4 la fois des données a;i et des données by;. Il est représenté 4 la

figure 2.6.
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FIGURE 2.6. Réseau semi-systolique avec double diffusion

Tous les réseaux de ce paragraphe sont représentés dans un plan muni
d'un repére (0,7, 3), (O,f) étant un axe vertical orienté vers le bas et
(O,3) un axe horizontal orienté vers la droite comme le montre la figure
2.6.

D’autres choix pour r,s et ¢ conduisent 4 de nouveaux réseaux systo-
liques qui peuvent étre semi-systoliques avec une diffusion (cf.figures 2.7
et 2.8) ou systoliques purs (cf.figures 2.9 ou 2.10). Leurs cellules peuvent
étre fonctionnelles (cf. figures 2.8, 2.9, 2.10) ou & mémoire (cf.figure 2.7).

Nous ne détaillons pas ici comment sont obtenus et comment fonction-
nent ces réseaux, préférant illustrer cela en détail sur le réseau classique,
appelé réseau hexagonal, proposé par de nombreux auteurs (cf. [KUN 80],
[MEC 80] et [QUI 83]).

EXEMPLE 2. — Obtention du réseau hexagonal (cf. figure 2.11).
Prenons !l =k,q1 =n+p~l,gg=mi+n—-lLr=j5-k+nes=k—i+m
et ¢ = ¢+ 7+ k. Pour un instant £ = 1+ 7+ k donné, on associe, 4 une cellule
Ors = Oj—ktnk~i+m, les termes cf-‘j"l,a,-k et bgj avecs =1,...,m,7 =
L, oy 05 8= g B
Examinons successivement les suites de données.
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Pour la suite (¢i)i=1,...,m,j=1,....p OR 3 :

— la donnée cf-‘,-'l est utilisée sur la cellule O, y = 0j_k4n k—i+m & l'instant
t = i+5+k pour calculer la valeur de cf-‘j, qui est elle-méme utilisée sur la
cellule O;_ (k41)4n,(k+1)—i+m = Or—1,0+1 Ainstant ¢’ = i+5+(k+1)=
t+ 1. Les données ¢,; transitent donc en diagonale dans le réseau d'une

cellule O, , vers une cellule 0,_1,441.

— 4 linstant ¢ = i+7+k, la cellule O, , = Oj—g4n k—i+m utilise la donnée
cfj"l tandis qu'a l'instant ' =t +3=1¢'+ 3’ + k' (avec s’ =4+ 1,5 =
j—,i— Lk = k+1), la cellule Ojr_grynkr—ir4m = Oy, utilise la donnée
":"' = "f+1,j+1'

i.e réseau étant bidimensionnel, la circulation des données d’une suite
est réalisée par un ensemble de flots paralléles permettant de desservir
toutes les cellules du réseau. Chaque donnée d’une suite appartient &
un seul de ces flots. Pour la suite (¢;;) considérée, une méme cellule
utilise les données ¥~ & un instant ¢ et c¥, 1 j41 & Vinstant ¢ + 3. Les
flots paralléles sont (ionc constitués par les diagonales de la matrice C.

De plus, trois unités de temps séparant deux opérations successives
sur une méme cellule, les données sur les flots paralléles associés & la

suite (c;;) sont séparées par deux points (.).
Pour la suite (@ )i=1,...,m k=1,..,n O0 3

— La donnée a;; est utilisée par la cellule O, ¢ = Oj—g 4n k—~i+m & 'instant
t=t+7+k Prenonst¢ =4¢,5' =7+ 1,k =k, la donnée appr = ap
est aussi utilisée par la cellule Oy _pryn k=i 4m = Oj—k+n+1,k—itm =
Or41,0 2 V'instant ¢! =4'+5' + &' =i+ 5+ k+1=t+1. Les données a;x
transitent donc dans le réseau d’une cellule O, , vers une cellule O, ,

— 3 Pinstant ¢t = ¢+ 7 + &, la cellule O, , = Oj—k+4nk—i+m utilise la
donnée a;. tandis qu's linstant ¢! = ¢+ 3 = ¢' + 7' + k' (avec ¢ =
i+1,7 =5+ 1L,k =k+1) lacellule Oy _grynpr—i4m = Oy, utilise
la donnée aypr = @41 k+1. Les flots paralléles correspondant & la suite
(a:x) est donc constitués des diagonales de la matrice 4, deux données
successives d'un méme flot étant séparées par deux points {.) Ces points
symbolisent I’espacement des données sur les flots correspondants.

Pour la suite (bx;)k=1,...,n,j=1,...p OR & :
~— la donnée by est utilisée par la cellule O, , = Oj—k4n,k~i+m 8 l'instant

t=1+7+k Prenons ¢ =4+ 1,57 = 5,k' = k la donnée brrjy = by
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est aussi utilisée par la cellule Oj_grqn p'—it4m = Oj—k+nk—itm-1 =
Or,o—1 3 l'instant ¢ = ¢’ + 5/ + k' = ¢ + 1. Les données by, transitent
donc dans le réseau d’une cellule O, , vers une cellule O, ,—1.

— de plus, en appliquant les mémes remarques que pour la suite (a:x),
on conclut que les flots paralléles correspondant & la suite (bx;) sont
constitués par les diagonales de la matrice B, avec deux points(.) entre
les données successives d’un méme flot.

Le réseau ainsi obtenu est représenté 3 la figure 2.11. Les deux cellules
des extrémités de coordonnées (1,1) et (4,3) dans le repére (O, 7, &) ne sont
pas représentées car aucun calcul n'y est effectué. Les cellules carrées de ce
réseau pourraient étre remplacées par des cellules hexagonales équivalentes
de la forme :

in avec
b
¢
out out a = a
out in
out = bin
c b
¢ =
in in A Cin + a. X bin
a
out

Le réseau serait alors le réseau hexagonal régulier tel qu'il est représenté
dans la littérature.

L’exécution de ce réseau est simulé 3 la figure 2.12. Les flots paralléles
associés & la matrice A sont verticaux orientés de haut en bas, ceux associés
3 la matrice B sont horizontaux orientés de gauche 4 droite et ceux associés
3 la matrice C sont obliques orientés du bas-droit vers le haut-gauche.
Les valeurs initiales des données c?j correspondent & 'initialisation de la

récurrence cf-‘,- = cfj”l + @ X bi;. Elles sont donc nulles.

Une cellule est active lorsque ces trois entrées sont pourvues de valeurs
effectives. Les cellules actives sont visualisées sur la figure 2.12 par des
contours plus épais. Ainsi sur la figure 2.12(b), la cellule (2,2} est la seule
cellule active. Elle effectue le premier pas de la récurrence associée & c11,
c'est-3-dire ¢l; = ¢3; + @11 X b1y Le résultat de 'opération ¢}, n'est pas
indiqué sur le dessin pour éviter de le surcharger. Il apparait par contre
sur la figure 2.12 (c) ot il sert de donnée  la cellule (1,3) qui calcule le
deuxiéme pas de la récurrence : ¢?; = ¢};+a13 X by;. A l'instant £ = 3, trois
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cellules sont actives simultanément calculant respectivement c3,,cly, ¢},
comme le montre la figure 2.12 (c).

Le calcul d'un résultat élémentaire nécessite deux calculs partiels cor-
respondant aux deux pas de la récurrence. Ces deux pas sont effectués &
des instants consécutifs dans des cellules adjacentes (cf. figure 2.12(b) et
2.12(c) pour le résultat élémentaire ¢11). Lorsqu’un résultat sort du réseau,
il est entiérement calculé. Ainsi & l'instant ¢ = 4, le résultat élémentaire
¢11 correspondant au calcul de récurrence ¢?, est disponible 4 la sortie du
réseau.

Notons que lorsqu’une valeur transite dans une cellule non active, sa
valeur n’est pas modifiée. C’est pourquoi l'indice de récurrence d'un ¢;;
n’est incrémenté de 1 qu'aprés passage dans une cellule active. Ainsi &
t =1, la valeur ¢J; en entrée de la cellule (3,1) n’est pas modifiée. Ainsi,
At =2, la valeur d’entrée de la cellule adjacente (2,2) sur le flot est donc
également ¢, . Cette cellule étant active, la valeur de sortie correspondante
est ¢}, = ¢y + a11 X byy que 'on retrouve en valeur d’entrée sur la cellule
(1,8) & t = 3 (figure 2.12 (c}).
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IV. Conclusion

De nombreux problémes peuvent étre traités par des réseaux systoliques.
Pour un probléme donné, il existe un ensemble de réseaux systoliques adap-
tés & sa résolution. Tous n'ont pas les mémes caractéristiques concernant
la nature des cellules, le temps total d’exécution, le nombre de cellules, le
“taux” de parallélisme (rapport entre le nombre de cellules actives & un
instant donné et le nombre total de cellules), etc.

Notons que le nombre de cellules d'un réseau, associé 4 un probléme
donné, dépend des bornes du probléme. Ainsi, pour le produit de convo-
lution, le nombre de cellules d’un réseau est une fonction des données 1 et
m. Cette fonction différe d'un réseau & 'autre. Ceci est une limitation non
négligeable : un réseau systolique donné est adapté & la résolution d'un
probléme unique dont les bornes sont “figées”. Néammoins, si I'on sait
construire un réseau pour un probléme défini par certaines de ces bornes,
on sait également en construire un pour des valeurs différentes des bornes.
La forme des deux réseaux est la méme, seul le nombre de cellules est
différent.

Nous proposons aux chapitres 3 et 4 une méthode permettant de cons-
truire un ensemble de réseaux systoliques associés & un probléme donné.
Le logiciel, basé sur cette méthode, dont nous exposons la structure au
chapitre 5, permet de déterminer les réseaux associés & un probléme dont
les bornes sont fixées.
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CHAPITRE 3

PRESENTATION INTUITIVE DE LA METHODE

Notre objectif est de proposer une méthode constructive permettant de
déterminer, & partir de 1’énoncé d'un probléme sous forme d’équations
récurrentes, un ensemble de réseaux systoliques golution de ce probléme.
Les réseaux systoliques obtenus n'ont pas tous les mémes caractéristiques :
ils peuvent étre systoliques purs ou semi-systoliques avec diffusion; leurs
cellules peuvent étre fonctionnelles ou 4 mémoire; le nombre de cellules
et le temps total d’exécution varient d’un réseau & P’autre; etc. L'intérét
d’obtenir un ensemble de réseaux est de permettre 4 'utilisateur de choisir
le réseau qui lui convient en fonction de ses critéres personnels, qui peuvent
porter sur la nature des cellules, la minimisation du nombre de cellules ou
du temps d’exécution, etc.

Nous ne nous intéressons ici qu'aux problémes dits systolisables, c’est-3-
dire aux problémes pour lesquels il existe au moins un algorithme systo-
lique correspondant.

Dans ce chapitre, nous décrivons de maniére intuitive les idées géné-
rales de la méthode, tandis que dans le chapitre 4, nous en faisons une
présentation compléte et formelle.

Décrivons les principaux points de la méthode que l'on retrouve dans
les deux chapitres.

— La premiére étape consiste & déterminer une spécification du probléme
3 partir des équations.

— Une représentation du probléme est un ensemble de points de coordon-
nées entiéres de R". Un point correspond & un pas d'un calcul de récur-
rence, auquel est associée une abscisse temporelle qui définit l'instant
ol ce calcul est effectué. A un probléme systolisable donné sont associés
un ensemble de représentations différentes. Elles sont obtenues, & partir
d’une représentation initiale, par application d'une suite de transforma-
tions affines. Le but de la deuxiéme étape est de déterminer I'ensemble
des représentations associées & un probléme.

— Une représentation du probléme définit ensemble des calculs élémen-
taires & réaliser et I'instant auquel chaque calcul doit étre effectué. La
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dernidre étape consiste donc 4 définir, pour chaque calcul élémentaire,
sur quelle cellule du réseau systolique correspondant il doit étre effec-
tué. Plusieurs répartitions différentes des calculs élémentaires sur les
cellules d’un réseau sont possibles. On détermine donc, pour une repré-
sentation, un ensemble de “fonctions d’allocation” des cellules. Chacune
de ces fonctions définit sur quelle cellule s’effectue chacun des calculs
élémentaires. On peut alors déduire de cette fonction et de la représen-
tation, le réseau systolique correspondant.

Nous illustrons cette présentation avec I’exemple du produit de convolu-
tion décrit au chapitre 2. Le probléme est défini par le systéme d’équations
de récurrence :

yf:y"."l-}-wlxz,'.'.[, k=0,...,m, i{=0,....n—-m
My
i =0

Nous nous limitons ici au choix [ = k correspondant au calcul de récur-
rence dans 'ordre croissant de l'indice k :

Yi =wWo X T+ Wi X Zig1 + 0+ Wi X Tigm

Dans la suite, nous prenons n =7 et m = 2.
I. Le domaine et la spécification du probléme

Les équations récurrentes associées au probléme définissent un ensemble
d’opérations élémentaires indicées par un r-uplet. Nous appelons l'en-
semble de ces r-uplets le domasne D associé au probléme. Nous le repré-
sentons dans un repére orthonormé de R" par des points de coordonnées
entiéres.

Pour le produit de convolution, une opération élémentaire de la forme
yr= yf“l + wy X Z,4k est indicée par le couple (4, k), et le domaine associé
au probléme est :

D={(ik)cB | 0<i<n-m, 0<k<m}
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Il est représenté dans R? muni de la base orthonormée (3,k) comme le
montre la figure 3.1 (avecn = 7 et m = 2).

T ,

i

y [ ] -]

¢ o 0

) o o

y o o

Jl [ ] -]
i

Y
FIGURE 3.1. Représentation du domaine D

En chaque point de D, 'opération correspondant & ce point est caracté-
risée par la fonction réalisée et par la liste des données utilisées par cette

opération. )
Pour le produit de convolution, la fonction réalisée est la méme en tout
point (i, k) du domaine D :

- k-1 .
g = (¥ ok, zik) = 40T+ Wk X Ttk

La liste des données utilisées au point (i, k) est la liste des paramétres de
cette fonction , c’est-a-dire ici yf‘l,wk et ziyk. Ceci est illustré par la
figure 3.2 ol la fonction réalisée est omise car elle est la méme en tout
point du domaine. Elle est de la forme f(a,b,c) = a+b X ¢ avec a,b,c

réels.
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{V;Iaw0y35} {yg)wlvxﬁ} {yé,‘ll)z,-‘h}

FIGURE 3.2. Représentation du probléme

Le domaine D, la liste des données et la fonction réalisée en chaque point
de D forment la spécification systoligue du probléme.

On peut retrouver les équations récurrentes & partir de cette spécifica-
tion. La fonction réalisée aux points du domaine définit la forme de la
récurrence, le domaine définit les bornes des indices de cette récurrence.

II. L’espace-temps et la base canonique

Une caractéristique des systémes d’équations récurrentes que I'on veut
résoudre par un réseau semi-systolique avec diffusion ou par un réseau
systolique pur est :
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— un résultat élémentaire y; = y™ est calculé par accumulations succes-
sives de ces éléments de récurrence y¥, k = 0,...,m, ces différents y¥
étant calculés A des instants successifs.

— des résultats élémentaires y; et y; différents peuvent étre calculés si-
multanément, c’est-3-dire que deux calculs quelconques de récurrence

vk et yf' peuvent étre simultanés.

Nous introduisons la notion de temps pour établir une relation d’ordre
temporel entre les calculs de récurrence. Pour prendre en compte le fait
que cet ordre est total sur les calculs de récurrence d'un méme résultat
élémentaire (comme l'exprime la premiére remarque ci-dessus), l'axe de
récurrence (O, I_c.) est choisi pour axe des temps. Nous définissons ainsi un
nouveau repére orthonormé, appelé espace-tempa.

L’espace-temps pour le produit de convolution est le repére (0, f, t) avec
0' = O et { = k, comme 'illustre la figure 3.3.

T t

°- &

{yEIaWOaZO} {yg,‘ll)hzl} {y&,ﬂ)z,ﬂ!z}

q '] (]
it wo 2} {¥d w2} {yi w28}

[ [ ] [ ]
(v wo, 22} {93, 01,23}  {y},w2,%4}

[ L] ®
{y7 wo,zs} {93, w124}  {y3, 02,75}

L [ ] L ]
{y:t wo 24} {yd w125} {yl, w226}

L -
{85 ,«)0,-“5} {9’

FIGURE 3.3. Représentation du probléme dans l'espace-temps (T= E)
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Lorsque l'on choisit pour le systéme d’équations (1) I = m —k, c'est que
I'on souhaite exécuter une récurrence élémentaire dans ’ordre décroissant
de I'indice k& :

Yi = Wm X Zigm + Wit X Titm—1 + -+ wo X z;

Dans ce cas, 'espace-temps doit étre défini par £ = —k comme le montre
la figure 3.4.

T

{yalawﬂazﬁ} {yg,W1,Zl} {1/3,"1&,132}

—
I
[ ] L ;

{y7  wo,z1}  {y], 01,22}  |{y}, 02,25}

[ ] [ ] [ ]
{y;l,wg,zg} {ygawhzii} {U%ywz,fh}

[ ] [ ] L
{y;11w01z3} {yg:wlaIM} {yé,wg,zs}

° ® 4
{y;17w0334} {ygawlyzS} {yiaw%zﬂ}

[ ] [ ] [
{ys—law0735} {yg)wth} {yé,W2,$7}

.
[

-

FIGURE 3.4. Deuxiéme choix possible pour I'axe des temps (f'= —k)

2

Une représentation du probléme défiuit un certain ordonnancement des
calculs élémentaires. Chaque point d'une représentation, correspondant &
un calcul élémentaire, est caractérisé par le r-uplet de ses indices de calcul
et par une abscisse temporelle, coordonnée du point sur 'axe (O’ ,{) de
I’espace-temps, qui représente l'instant ol le calcul s'exécute. Les indices
du calcul associé & un point sont les coordonnées de ce point dans une base
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(I;;, Fk) appelée base canonique. Sur la représentation de la figure 3.1, cette
base (b;, bx) coincide avec la base orthonormée (i, ) de Z2.

REMARQUE. — Notons que les réseaux semi-systoliques avec collec-
teur sont caractérisés par le fait que tous les calculs de récurrence yF =
yf"l + 1wy X Ziy1,k = 0,...,m, d'un résultat élémentaire y; sont exécu-
tés simultanément. Ainsi pour le produit de convolution, & un instant ¢
donné, les m produits wg X £;, Wy X ZTit1,...,Wm X Zitm correspondants
au calcul du résultat élémentaire y; sont effectués simultanément sur m
celllules différentes. Les m résultats sont alors envoyés au collecteur qui les
additionne.

Pour prendre en compte cette simultanéité d'exécution, I'axe des temps
doit étre choisi orthogonal & l'axe des récurrences (0,75). Ainsi pour le
produit de convolution, il faudrait prendre 'axe (O, ;) pour axe des temps,
comme le montre la figure 3.5. Les seules ressources utilisées en un point
(,k) de la représentation sont wy et i4x; d’olt la disparition du yf-‘—l de
la liste des ressources associées.

Un réseau avec collecteur correspondant est représenté figure 3.6. A
I'instant t = 1, les 3 cellules sont actives. Elles calculent chacune un produit
du calcul de récurrence de yo, puis envoient ces 3 résultats yJ,yd,y§ au
collecteur qui les additionne pour restituer la valeur de yo. A l'instant
suivant, le méme processus est répété pour le résultat y;, et ainsi de suite

jusqu'd Yp—m.
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FIGURE 3.5. Choix de 'espace-temps pour un réseaun

semi-systolique avec collecteur
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FIGURE 3.6. Réseau semi-systolique avec collecteur
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III. Transformations appliquées & une représentation

Une deuxiéme caractéristique des systémes d’équations récurrentes con-
gidérés ici, est qu'une donnée intervient dans plusieurs calculs élémentaires.
Ainsi pour le produit de convolution, un w; donné est utilisé dans n —m
calculs élémentaires de la forme wy X z;4) associés chacun & un résultat
élémentaire y; différent.

Cette caractéristique peut étre réalisée sur un réseau systolique de deux

fagons :

— les calculs élémentaires utilisant les occurrences d’'une méme donnée
sont effectués simultanément sur des cellules différentes. La donnée
considérée doit donc étre disponible en méme temps sur toutes ces
cellules. Pour cela, elle est diffusée. On obtient ainsi des réseaux semi-
systoliques avec diffusion.

— les calculs élémentaires utilisant les occurrences d'une donnée sont ef-
fectués & des instants successifs. Ces calculs peuvent étre réalisés soit
gur la méme cellule, soit sur des cellules adjacentes. Dans le premier
cas, la donnée est donc utilisée & des instants successifs sur la méme
cellule. Ceci correspond & des réseaux systoliques composés de cellules
fonctionnelles munies d'une zone de mémoire locale constante conte-
nant la donnée considérée. Dans le deuxiéme cas, la donnée est utilisée
4 des instants successifs sur des cellules contigués. Cela signifie que la
donnée doit circuler dans le réseau de cellules en cellules. Les réseaux
ainsi obtenus sont donc systoliques purs.

Notre objectif est d’obtenir un ensemble de réseaux systoliques
solution d'un probléme donné. Ces réseaux ont des caractéristiques diffé-
rentes. En particulier, l'ordre et la simultanéité des calculs élémentaires
peuvent varier d'un réseau a l'autre.

Une représentation du probléme dans l'espace-temps définit un certain
ordre de ces calculs. Pour obtenir des réseaux ol l'ordre est différent, il
faut donc pouvoir considérer une autre représentation du probléme. Pour
cela, nous appliquons des transformations permettant, & partir d'une re-
présentation donnée, d’en obtenir de nouvelles. Nous définissons ainsi un
ensemble d’ordonnancements des calculs élémentaires, et pour chacun de
ces ordonnancements, nous pouvons déterminer un ensemble de réseaux
systoliques.

49




Or l'ordre des calculs peut &tre caractérisé par la fagon dont sont uti-
lisées les données intervenant dans différents calculs. Modifier I'ordre des
calculs consiste done 4 modifier la fagon dont sont utilisées ces données.
C’est pourquoi les transformations que nous allons appliquer dépendent
de conditions sur l'utilisation des données 3 usage multiple.

Appliquer une transformation sur une représentation consiste 4 modifier
I'abscisse temporelle des points, afin de modifier 'ordre et la simultanéité
des calculs, sans pour autant modifier le r-uplet associé aux points. En
effet, ce r-uplet représente les coordonnées du calcul asssocié au point, qui
sont invariantes quelle que soit la représentation. C'est pourquoi les seules
transformations possibles sont celles dont 'effet est de déplacer les points
du domaine D parallélement 3 'axe des temps (0',1).

Du point de vue réalisation d'un réseau systolique par un circuit VLSI,
les réseaux les plus interessants sont les réseaux systoliques purs dans
lesquels il n'y a pas de communication globale de données (comme par
exemple des diffusions), c’est-i-dire ol toutes les données utilisées plusieurs
fois le sont & des instants successifs. Cest pourquoi les seules transforma-
tions étudiées ici ont pour but de transformer une représentation munie
d’une utilisation simultanée d’une donnée en une représentation ol cette
donnée est alors utilisée successivement,.

La condition d’application d'une telle transformation sur une représen-
tation R d’un probléme peut donc s’exprimer ainsi : “il existe pour la
représentation R, une donnée d utilisée simultanément en différents points
du domaine D",

Soyons plus précis et notons (D¢), 'ensemble des points du domaine
de méme abscisse temporelle ¢ pour une représentation donnée. Ce sont
des segments de droite paralléles & I'axe (O' ,1.,") dans P’espace-temps. Une
transformation sera appliquée sur cette représentation si la condition d'uti-
lisation simultanée des occurrences d’'une donnée est observée, c'est-A-dire
s'il existe au moins une abscisse temporelle ¢o telle que plusieurs points de
Dy, contiennent cette donnée dans leur liste associée.

Appliquer une transformation consiste & supprimer la simultanéité d'uti-
lisation des occuirences de la donnée en imposant leur utilisation successive
dans les différents calculs de maniére réguliére. Cela signifie que I'image
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FIGURE 3.7. Représentation initiale dans ’espace-temps avec f=k

de toute droite D, par cette transformation est aussi une droite dans la
représentation image. ‘ ‘

Ainsi pour la représentation initiale du produit de c'onvo,lutlon da&ns
I'espace-temps (cf. figure 3.7), les droites (D;) sont représentées en poin-
tillé. On constate que les occurrences d'une donnée wy,k =0,...,m, sont
utilisées simultanément en tous points de la droite Dy ol t = k. On pe‘ut
donc appliquer une transformation qui associe & toute drmt\e ?, para}lelle
3 'axe (O',1) dans I'espace-temps, une droite non paralléle & I'axe (O ).

On distingue deux types de transformations conduisant & des droites

images différentes : o 0
— une transformation, appelée T, pour laquelle les droites images sont de

pente +p (cf. figure 3.8 (a)). o ¥
-~ une transformation, appelée T4, pour laquelle les droites images son

de pente —p (cf. figure 3.8 (b)).
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ou p est le plus petit entier positif non nul tel que I’abscisse temporelle
des points du domaine, aprés transformation, soit entiére. La valeur de p
est selon les cas 1 ou 1/7, r étant le nombre entier égal & I'ordonnée du
vecteur b dans la base de P’espace-temps (;,ﬂ 7 est supérieur ou égal
4 1 et représente intuitivement ’espacement des droites Dy formées de
I'ensemble des points du domaine de méme indice de récurrence k.

REMARQUE. — On désigne les deux types de transformations par 7,
et Ty pour indiquer que la pente des droites images est croissante (+p)
pour la transformation T, ou décroissante (—p) pour une transformation
Tq.

On se limite aux transformations pour lesquelles les droites images sont
de pente +p ou —p, avecp = 1 ou p = 1/7, car ce sont les “meilleures”. En
effet, appliquer une transformation supprime la simultanéité d’utilisation
des occurrences d’une donnée mais augmente le temps total d’exécution
des calculs. Ainsi, pour la représentation initiale (cf. figure 3.7), le temps
total d’exécution est t = m + 1 = 3 unités de temps, tandis que pour la
représentation issue d’une transformation T, (cf. figure 3.8 (a)), ce temps
est de t = m + (n — m) + 1 = 8 unités de temps. Lorsque la pente des
droites images est *p, deux points d’une méme droite initiale D, d’abs-
cisses consécutives sur 1, ont pour image deux points dont les ordonnées
sur { différent de 1. Cela signifie que ces deux calculs simultanés sont trans-
formés en deux calculs immédiatement successifs. Considérer des transfor-
mations telles que la pente des droites obtenues soit +¢ ou —gq, avec g)p
et ¢ € Q, aurait pour conséquence d'augmenter encore davantage le temps
d’exécution ce qui est sans intérét dans le cadre d’une exécution paralléle,
car le nombre de calculs simultanés serait réduit.

La figure 3.8 montre les représentations images de la représentation ini-
tiale par une transformation T, (figure (a)) ou Ty (figure (b)). Les droites
images des droites (D,) de la représentation initiale sont représentées en
pointillé. Elles sont de pente +1 dans le premier cas, et de pente —1 dans
le second.

Considérons maintenant la représentation de la figure 3.8 (b). Sur cette
représentation, aucune simultanéité d'utilisation d’occurrences d'une mé-
me donnée n'est observée. En effet, les points d'une droite D, paraliéle &
I'axe (0',7) utilisent tous des données différentes. Aucune nouvelle trans-
formation n'est donc appliquée sur cette représentation.
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Par contre, la représentation de la figure 3.8 (a) définit une condition oo ) L 2
sy 3 . 4
d'utilisation simultanée d'une donnée. En effet, comme le montre la figure e g /’
. . . . ’ "y ~ .' 5 ’
3.9, les points de chacune des droites D, (en pointillé) utilisent la méme Lo bitennt e i
donnée ;. 7 e b
7/ ’ 'e
o 7 5 7 4 /
Nous pouvons donc appliquer sur cette représentation une transforma- g T o7 D) i TS
. . . . 0 . ’
tion soit de type T,, soit de type Ty4. Les représentations ainsi obtenues e Vs L’
R _ 3 R i 7] ’ 4 v
sont visualisées figure 3.10. L image des droites (D;), en pointillé, sont Hobmz /)( - P
de pente +1 pour la transformation T, et —1 pour la transformation Ty i ’
(r=1).
Sur les deux nouvelles représeniations obtenues, aucune condition d'uti-
lisation simultanée de données n’est observée. On n’applique donc pas de (b) Transformation Ty
nouvelles transformations.
FIGURE 3.10. Représentations images de celle de la figure 3.9
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Les transformations étudiées ici sont des transformations affines dont
Veffet est de donner pour image aux droites (D), paralléles & I'axe (0', 1)
dans 'espace-temps, des droites de pente +p, avec p =1 ou p = 1/r. No-
tons que leur définition dépend de la nature de la premiére transformation
appliquée & la représentation initiale, comme cela peut étre constaté sur
I'exemple traité ici.

En effet, prenons 'exemple d’une transformation Ty. S'il s’agit de Ia
premiére transformation appliquée & la représentation initiale (comme sur
la figure 3.8 (b)), ou si la premiére transformation est de méme type, la
transformation Ty est définie par :

T;: N2 = N2
(1‘7t) = (':1t_"'+'imax)

Ol tmqs €8t la borne supérieure de l'indice ¢ sur le domaine, ici $pq, = 5.
Dans ce cas, les droites images sont de pente +1.

Si la premiére transformation appliquée A la représentation initiale est
de type contraire, T, (comme sur la figure 3.10 (b)), alors la transformation
T4 est définie par :

Tq: N2 o N?
(6,8) — (t+ k)

ot k est I'ordonnée du point (4,t) dans la base canonique (b;,5;) du pro-
bléme, c¢’est-a-dire I'indice de récurrence du calcul élémentaire correspon-
dant. Dans ce cas, les droites images sont de pente +1/r.

Comme la représentation de la figure 3.9 est telle que 7 = 1, les droites
images des droites D; par la transformation Ty sont de pente ~1/7r = —1
(figure 3.10 (b)).

Une représentation d'un probléme est caractérisée par la base canonique
exprimée dans ’espace-temps. La base canonique définit les r-uplets du
domaine D. Un point g:f, k) dans cette base représente le calcul élémentaire
correspondant, y¥ = y; 4wk X Tigk.

Une représentation peut donc étre définie par la matrice de passage
P de la base canonique & 'espace-temps et par le vecteur de translation

—_
V = 00’ exprimé dans I'espace-temps. O (resp. O') est I'origine du repére
associé 3 la base canonique (resp. 4 I'espace-temps).

Examinons l’exemple du produit de convolution présenté ci-dessus, on
la base canonique (b;, bz ) est exprimée dans l'espace-temps muni du repére
(0",1,1).
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Pour la représentation initiale du probléme (cf. figure 3.7), la base ca-

nonique est égale & la base (;,t‘) de l'espace-temps, la matrice d‘f passage
P est donc la matrice identité et le vecteur V est nul. Pour les différentes

représentations on a :

P= 4 9 et V= 0 pour la figure 3.8(a)
11 0

P =( 11 (1)) et V =(g) pour la figure 3.8(b)

P =(1 0) et V =(0) pour la figure 3.10(a)
2 1 0

7= (i (2)) et V =(g> pour la figure 3.10(b)

IV. Réseaux systoliques associés & une représentation

La derniére étape de la démarche consiste & déterminer, pour une re-
présentation donnée du probléme, des réseaux systoliques correspond'ants.
Une représentation définit un certain ordonnancement des calculs simul-
tanés, indépendamment des cellules. Il faut maintenant choisir comment
ces calculs sont répartis sur les différentes cellules du réseau.

Pour cela, nous faisons le choix, sur la représentation considérée, d'une
“direction d’allocation” £ € R7. Pour le produit de convolution, on a
r = 2. Cette direction définit un ensemble de droites de l'espace R2. Tous
les points du domaine D appartenant & une de ces droites représentent les
calculs effectués sur la méme cellule.

Notons que tout vecteur de R" ne peut étre une direction d’alloca-_'
tion. En particulier, E ne peut étre choisi perpendiculaire au ve'cteur A
de Vespace-temps car dans ce cas, tous les points d'une mér_{Le: droite (%éﬁ-
nie par E ont méme abscisse temporelle. Par définition de £, ils devratlent
stre exécutéds sur la méme cellule en méme temps, ce qui est impossible,

by . I
une cellule ne pouvant exécuter qu'un calcul au plus & un instant donné.

Les points d'une droite définie par la direction d’allocation £ ont donc .des
abscisses temporelles différentes. Les calculs correspondants & ces points
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seront exécutés sur une méme cellule 4 des instants différents, dans I'ordre
imposé par les abscisses temporelles.

A partir de cette direction £, nous déterminons la “fonction d’allocation”
a de D c R" dans R"~! : elle indique la référence de la cellule (repérée
par r — 1 indices) ol le calcul d'un point de D s’effectue. La démarche de
déduction du réseau systolique 3 partir de la fonction d’allocation et de
la représentation du probléme est explicitée dans le chapitre 4. Nous en
donnons quelques idées sur les deux exemples ci-dessous.

EXEMPLE 1. — Considérons la représentation du probléme obtenue
la figure 3.8 (a). Si nous choisissons comme direction d’allocation le vecteur
5-‘ = (1,0)p.c. exprimé dans la base canonique ou 5‘ = (1,1)p.. exprimé
dans D’espace-temps, nous obtenons un réseau systolique avec 3 cellules
comme l'indique la figure 3.11 ol les points des droites correspondant aux
calculs effectués sur la méme cellule sont entourés d’un trait pointillé,

On constate sur cette figure que :

— tous les points correspondant & des calculs effectués sur une méme cel-
lule de numéro k, contiennent, dans la liste des données assocides, le
méme wy. Cette donnée est donc utilisée pour tous les calculs effectués
sur cette cellule : elle est constante de la cellule considérée. Le réseau est
alors constitué de cellules fonctionnelles munies d'une zone de mémoire
locale constante contenant une donnée w;.

—— tous les points ayant méme abscisse temporelle ¢ contiennent dans la
liste des données associées le méme z,. Chaque donnée de la suite
(Z:)i=o,...,» st donc utilisée simultanément dans toutes les cellules con-
cernées : il y a diffusion des données de cette suite dans l'ordre croissant
des indices 2y, 22,23 ..., car la donnée z; est utilisée & V'instant t = 1,
comme le montre la figure 3.11.
une donnée élémentaire y;” 1 est utilisée par un point associé & la cellule
numéro 0, dont le calcul s’exécute & I'instant ¢, tandis que y? est utilisée
par un point, associé & la cellule numéro 1 dont le calcul s’exécute &
instant ¢ + 1 et que y! est utilisée par un point, associé & la cellule
numéro 2, dont le calcul s’exécute & I'instant ¢ + 2. Chaque donnée de
la suite (y;)i=,0,...n—m circule donc dans le réseau de la cellule numéro
0 vers la cellule numéro 2.

Ces constatations se traduisent par le réseau de la figure 3.12.
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FIGURE 3.11. Choix de la direction d’allocation §= (1,0)p.c. = (1,1)E.1
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| | [}
Y5 .. V1Yo — 1 Wo wy Wy
cellule No 0 1 2

FIGURE 3.12. Réseau correspondant 3 la représentation de la figure 3.11

EXEMPLE 2. — Sur la représentation de la figure 3.8 (a}, nous choi-

sissons maintenant comme direction d’allocation € = (0,1)p.c. = (U, )p.T..
Cette direction définit un ensemble de droites. Les points d'une méme
droite, entourés de pointillés sur la figure 3.13, représentent les calculs
exécutés sur la méme cellule.
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Figure 3.14. Réseau correspondant 4 la représentation de la figure 3.13

On constate sur cette figure que :

— pour ¢ fixé, tous les yf‘, k= —1,...,1, sont utilisés sur une méme cel-
lule. Cela conduit donc & un réseau composé de cellules & mémoire.
Un résultat élémentaire y; est calculé par la ¢-éme cellule dans sa zone
mémoire utilisée comme variable.

— comme sur 'exemple 1, les données (£;)i=o,...,, sont diffusées simulta-
nément 3 toutes les cellules du réseau.
une donnée wy, k fixé, est utilisée par la cellule numéro 0 & 'instant
t = k, puis par la cellule numéro 1 & linstant ¢ + 1 et ainsi de suite
jusqu’a la cellule numéro 5. Chaque donnée de la suite (wi)r=o,....m
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circule donc A travers les cellules, de celle numéro 0 vers celle numéro

5.
Le réseau correspondant est représenté figure 3.14.

Notons que le choix de la direction d'allocation ¢ détermine la nature
des cellules du réseau correspondant. En effet, si 'on choisit ¢ paralléle au
vecteur ¢ de Pespace-temps, c'est-a-dire si §= (0,n)p.1.,n € Z, le réseau
systolique correspondant est constitué de cellules 4 mémoire (cf. figure
3.14). Dans les autres cas, le réseau est constitué de cellules fonctionnelles.
Le choix £ = (0,n)p.r. n'est évidemment possible que si les bornes du
domaine sont finies. Dans le cas contraire, un tel choix nécessiterait une

infinité de cellules.

Les réseaux présentés au chapitre 2 sont obtenus en appliquant la dé-
marche esquissée ci-dessus.
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CHAPITRE 4

PRESENTATION FORMELLE DE LA METHODE

Nous présentons maintenant notre méthode de conception d’algorithmes
systoliques de maniére formelle.

Les problémes pris en compte par cette méthode sont les problémes dits
systolisables, pour lesquels il existe au moins un algorithme systolique.
Les énoncés qui caractérisent ces problémes sont définis par des systémes
d’équations récurrentes de certaines formes.

Définir un probléme systolisable, c’est donc déterminer un systéme d’é-
quations récurrentes énoncé de ce probléme. Nous décrivons au paragraphe
I quelle forme peut avoir un tel systéme pour étre ’énoncé d'un probléme
systolisable, puis nous proposons une méthode pour déterminer de tels
systémes. Cette méthode est basée sur la décomposition du probiéme en
modules.

Nous définissons au paragraphe II, la spécification systolique d'un pro-
bléme et sa représentation dans R".

Au paragraphe III, nous définissons les transformations affines appli-
cables sur une représentation et les conditions méthodologiques sur les
données du probléme permettant leur application.

Au paragraphe IV, nous définissons une relation sur les représentations.
Elle permet de déterminer les représentations ayant des réseaux associés
“gsimilaires”.

Au paragraphe V, nous montrons comment déterminer pour chaque re-
présentation une famille de fonctions d’allocation et le réseau systolique
associé & chaque fonction.

Notons que dans la pratique, I'énoncé d'un probléme systolisable s’ex-
prime soit dans R? (réseaux systoliques linéaires), soit dans R? (réseaux
bidimensionnels).
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I. Enoncé d’un probléme systolisable

Un probléme est systolisable s'il peut s'exprimer par un énoncé d'une
certaine forme. Nous décrivons quelle peut étre la forme d’un tel énoncé et
nous proposons une méthode de décomposition du probléme permettant
de l'obtenir.

I.1 Forme de I’6noncé. — Un probléme systolisable est défini par
un énoncé dans R? quand il est résolu par un réseau linéaire et dans R®
quand il est résolu par un réseau bidimensionnel. La forme de ’énoncé
est donnée pour les problémes dans R3, les simplifications pour R? sont
évidentes.

Un énoncé d’un probléme systolisable défini dans R® est décrit par un
systéme d’équations récurrentes dépendant de deux indices. Il est de la
forme :

) vh =1 et a%) a<k<bieljel
yi; =v vER

ot al,...,a" sont des données du probléme, I et J sont des intervalles de
Z, J étant borné, I étant borné inférieurement.

Une donnée a%,q = 1,...,u, intervenant dans les récurrences peut ap-
partenir 4 une suite simple de la forme (8;)1er ou 4 une suite double de la
forme (81,1 )icL,per’ avec L et L' intervalles de Z. Dans ce cas, la donnée
a9 est caractérisée par son ou ses indices qui sont définis par une fonc-
tion h de 1,7 et k. La fonction h choisie est une fonction monotone de la
variable k. Cela signifie que ’exécution de la récurrence ainsi décrite res-
pecte I'ordre d’indigage des données utilisées pour faciliter I'accés mémoire
(¢f. chapitre 2). La fonction k n’est pas forcément unique. Il peut y avoir
plusieurs énoncés associés & un probléme systolisable (voir les exemples
traités ci-dessous).

Le résultat du probléme est une suite double (ri;)ier,jes olt 7y peut
étre défini de deux fagons :

— soit comme étant le résultat de la récurrence, ry; = yf-’j,

— soit par ry; = g(y};,a',...,0") ol g est une fonction donnée.

REMARQUE. — Quand le probléme s'exprime dans R?, le systéme
d’équations est défini par un seul indice : . Le résultat est alors une suite
simple (r;)ier.

64

Les exemples suivants illustrent ces différents cas.

EXEMPLE 1. — Considérons le probléme du produit de convolu-
tion décrit au chapitre 2. Son résultat est une suite simple (¥:)i=0,...n—m-
Chaque y; est le résultat de la récurrence suivante :

{ y!‘: §_1+wl><2i+l OSkSm, i=0,...,n—m
y;l=0

oul=koul=m-—k.

EXEMPLE 2. — Considérons le probléme de la résolution d'un sys-
téme triangulaire inférieur de la forme AX = B avec B de dimension n,
A de dimension (n,n) telle que Vi € {1...n}, ai # 0. Le résultat du
probléme est une suite simple (2;)i=1,...,n. Un résultat z;,4 =1,...,n, est
défini en utilisant la récurrence suivante :

6?=8?—l+aille 1<k<i-1, i=1...,n
s?=0

ot =koul=1i-k, parz; = g(8i*, bi,0:) = (b — 8 1) /aii.

EXEMPLE 3. — Considérons le produit matriciel C = A x B décrit
au chapitre 2 avec A(m,n), B(n,p) et C(m,p). Le résultat est une suite
double (¢ij)i=1,...,m,j=1,....p O chaque ¢;; est le résultat de la récurrence a

deux indices :

3

ck. cf-‘j—l-i-aaxbz,- 1<k<n, i=1,....m , 7=1..4p

oul=koul=n—k+1.

REMARQUE. — Dans les trois exemples, il y a au moins deux énoncés
possibles. Ainsi, pour I’exemple i, I'un correspond & § = & et Pautre &

| = m—k. Ces deux énoncés correspondent aux deux récurrences respectant
l'ordre des indices, soit croissant, soit décroissant. Cela est possible en
raison de la commutativité de I’addition dans R.

1.2 Méthode de décomposition du probléme. — La méth(?de d?
décomposition en modules que nous proposons ici a pour but d’aider 3
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la détermination d'un énoncé d'un probléme. Le probléme sera considéré

comme systolisable si 'énoncé obtenu est un systéme d’équations récur-

rentes de la forme décrite ci-dessus (au paragraphe I.1).

C’est une méthode de type déductive (cf. [PAI 79]) qui est basée sur une
recherche progressive de I'énoncé & partir du résultat & obtenir. Initiale-
ment, le probléme est considéré comme un module caractérisé par le résul-
tat & calculer. Une premiére étape de décomposition consiste & décomposer
le résultat associé & ce module en un ensemble de résultats intermédiaires.
A chaque résultat intermédiaire est associé un module. La décomposition
de chacun de ces modules se poursuit jusqu'a ce qu'aucun résultat inter-
médiaire nouveau n’apparaisse. On obtient ainsi un ensemble de modules
imbriqués, chaque module définissant les opérations permettant le calcul
du résultat associé.

Considérons le résultat d’'un module 4 une étape quelcongue de la dé-
composition. Son type peut avoir deux formes conduisant & deux décom-
positions différentes :

— le résultat est un n-uplet d’objets de méme type. Dans ce cas, le module
considéré est décomposé vectorsellement en n modules. Chacun des n
modules est lié & un des n objets composants le type initial.

Par exemple, un vecteur de dimension n peut étre considéré comme
le produit cartésien de ses composantes. Le module associé & ce vecteur
peut donc étre décomposé en n modules. Le résultat associé & chacun
de ces modules est une composante du vecteur.

— le résultat est défini par une fonction de deux formes possibles,
soit f(z1,...,2m) od f est une fonction et ol les m arguments z;, de
type identique, sont définis par une méme fonction dont les paramétres
sont des données du probléme,
soit de la forme g(f(z1,---,Zm),a',...,a") ol la fonction f est définie
comme ci-dessus et ot al,...,a" sont des données du probléme.

Le module considéré est alors décomposé fonctionnellement, dans le
premier cas en m modules M;,¢ = 1,...,m dont le résultat associé
est ¢;. Dans le deuxiéme cas, il est décomposé en m + 1 modules, m
modules calculant les z; et un module calculant la fonction g.

Lorsque le résultat n'est pas d'une des deux formes décrites ci-dessus,
on ne peut appliquer, ni décomposition vectorielle, ni décomposition fonc-
tionnelle. Le probléme est alors considéré comme n'étant pas systolisable.
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FIGURE 4.1. Arbre des imbrications de modules

Un probléme systolisable décomposé selon le processus décrit ci-dessus
peut étre représenté par un arbre ol apparaissent les différents niveaux de
modules (cf. figure 4.1).

Un module décomposé fonctionellement est donc caractérisé par son (ou
ses) indices d'imbrication dans les différents niveaux de modules décompo-
sés vectoriellement. En pratique, les problémes systolisables sont décompo-
sés en un ou deux niveaux de modules décomposés vectoriellement. Cela
correspond aux réseaux linéaires (un niveau) ou bidimensionnels (deux
niveaux).

Notons que seule la premiére décomposition vectorielle peut éventuelle-
ment conduire 3 une infinité de modules de niveau inférieur, par exemple
si le résultat associé au module initial est une suite infinie. Cela garantit la
terminaison des calculs élémentaires et correspond au fait que l'intervalle
I qui définit le premier indice du systéme d’équations récurrentes peut
n’étre borné qu’inférieurement.

La détermination de I’énoncé du probléme sous forme d'équations ré-
currentes se fait de la maniére suivante.

Considérons les modules décomposés fonctionnellement.
— le ou les indices d'imbrications vectorielles définissent le ou les indices

dont dépend le systéme d'équations.
—la forme de la récurrence est donnée par la fonction f associée & la

décomposition fonctionnelle.
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Le passage de la fonction f & une forme récurrence équivalente est
un processus complexe. C’est le probléme rencontré dans le cas général
de la construction de programme 3 partir d'une spécification. 11 existe
des méthodes permettant, pour certaines formes de f, de déterminer la
forme récurrente équivalente. Nous ne détaillons pas ici ces aspects qui
nécessitent 4 eux seuls une étude approfondie.

Notons simplement que dans le cas simple, que l'on rencontre dans
les exemples cités ici, ot la fonction f est soit I’addition, soit la multi-
plication dans R, on obtient aisément une forme récurrente. Ces deux
opérations étant commutatives, deux énoncés de récurrence sont pos-

sibles :
y* = f(y* )
y=e

1<k<m

ou
v = tmekt)  1<k<m
Y =e

ol e est 'élément neutre de f (¢ = 0 pour I'addition, ¢ = 1 pour la
multiplication).

— lorsque le résultat est défini par f(zy,...,2%m), ’énoncé du probléme
est entiérement défini : les résultats élémentaires A calculer sont les
résultats de la récurrence ci-dessus.

— lorsque le résultat est défini par g(f(z1,...,Zm),a!,...,aP), les résul-
tats élémentaires & calculer sont définis par g(s,a',. .,a?) ol s est le
résultat de la récurrence ci-dessus.

EXEMPLE. —  Considérons le probléme du produit matriciel C =
Ax B avec A de dimension (m, n), B de dimension (n,p) et C de dimension
(m,p). Appliquons la méthode de décomposition proposée.

Premiére étape de décomposition :

Le résultat du probléme est la matrice C, associée au module initial M.
Ce résultat est le p-uplet de p objets de méme type : les vecteurs colonnes
Gl ..., 07 dela matrice C.

Le module M est donc décomposé vectoriellement en une famille de p
modules (M;)i=1,...p- Le résultat associé 4 chaque module M; est le vecteur
colonne C* dont le calcul est défini par CF = A x B*.
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Deuxiéme étape de décomposition :

Considérons un module quelconque M; issu de la premiére décompo-
sition. Son résultat associé est un vecteur C* de dimension m. C'est un
m-uplet de m objets de méme type : les composantes cf,...,c.,. Chaque
module M;, 1 fixé, est donc décomposé vectoriellement en une famille de
m modules (Mj;);=1,...m. Le résultat associé i chaque module M;; est la
composante ¢; du vecteur C¥, c’est-a-dire la composante c;; de la matrice
C. Il est défini par

n
Cij = z aie X bk,'
k=1

Troisiéme étape de décomposition :

Considérons un module M;;,s =1,...,p,7 = 1,...,m issu de la deuxié-
me étape. Son résultat est un produit scalaire défini par une fonction f
d’addition sur R :

n
Ciy = E Ak X b),,'
k=1

Chaque module M;; est donc décomposé fonctionnellement en n modules
identiques (M.-';);,zl,,,_,n. Le résultat associé au module M.’; est le produit
Ak X bkj.

Déterminons 1'énoncé de ce probléme sous forme de systéme d’équations
récurrentes. Pour cela, considérons les modules issus de la décomposition
fonctionnelle : M%,i = 1,...,p,7 = 1,...,m,k = 1,...,n. Ils sont ca-
ractérisés par deux indices d’imbrication vectorielle, ¢ et 7. Le systéme
d’équations dépend donc de deux indices, s =1,...,pet y=1,...,m.

La fonction f associée & la décomposition fonctionnelle est 1'addition

dans R :
n
Z @ik X by
k=1

On a donc deux énoncés de récurrence possibles :

fc:-cn-:c:-‘j_l-{-a;kxbkv; 1<k<n

ic?,-=0

et
{ c:-’,' = c:-‘_,,-—l + @ikt Xbppt1,;  1<k<n

0 _
C"J'—O
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Un résultat élémentaire du probléme est un résultat de la récurrence :

c.-j=c§‘]-,t=l,...,m,_1=1,...,p.

I1. Spécification et représentation d’un probléme systolisable

Comme nous l'avons vu au paragraphe précédent, I’énoncé d'un pro-
bléme systolisable défini dans R® est donné par un systéme d’équations
récurrentes de la forme :

a vk =fyktal,. . 6"), a<k<b, i€l, jeJ
yi=v, veER

Le résultat du probléme est une suite double (r;;)ier,je7-
Un résultat élémentaire r;;,¢ € I, 5 € J peut étre défini
— par rij =y
— ou par ri; = g(yl,at, ..., a%).
Nous déterminons, & partir de cet énoncé, une spécification systolique
du probléme. Cette spécification est définie par
— le domaine associé au probléme définissant 'ensemble de ces calculs
élémentaires,
— la fonction de calcul réalisée et la liste des données utilisées par chaque
calcul élémentaire.
Nous définissons ensuite de maniére formelle ce qu’est une représentation
du probléme.

1.1 Le domaine associé au probléme. — Le domaine D associé
3 un probléme donné est I’ensemble des points de coordonnées entiéres
correspondant aux calculs élémentaires. Il est défini & partir du systéme
d’équations définissant le probléme.

Dans la pratique, D est un sous-ensemble de Z" avec r = 2 ou 3. Dans
Ia suite, on prend r = 3. Les simplifications pour r = 2 sont évidentes.

DEFINITION 1. —  Soit un probléme systolisable défini dans R?, dont
I’énoncé est donné par le systéme d’équations récurrentes de la forme (1).
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Le domaine D associé au probléme est la réunion de deux sous-domaines
D1 et Dz.
Le sous-domaine Dy est ensemble des valeurs des indices définissant le
systéme d’équations récurrentes. Il est défini par :

Dy ={(i,5k)e2® | i€l, jeJ, a<k<b}

Le sous-domaine D, est défini de la fagon suivante :
(i) Si le résultat du probléme est

b
(rij)ierjes tel que rij =4,

alors Dy =0.
(i) Si le résultat du probléme est

(rij)ierjes tel que rij=glyl,a', ... a%),

alors D, ={(i,j,k)€Z® | iel, jeJ, k=b+1}

REMARQUE. — Lorsque le probléme peut étre défini par plusieurs
énoncés de récurrence, le domaine est le méme dans tous les cas. En effet,
les calculs élémentaires sont les mémes, seul leur ordre est modifié.

Considérons & nouveau les trois problémes évoqués précédemment.

EXEMPLE 1. — Un énoncé du produit de convolution est donné par
la récurrence :

{yé‘:y:‘_l+wkxz;+k, 0<k<m, ¢t=0,...,n—m

;' =0

Le résultat est une suite (y;)i=o,....,n—m définie par y; = y;".
Le sous-domaine D; est donc défini par

Di={(6,k)eZ® | 0<i<n-m, 0<k<m}

Le sous-domaine D, étant vide car un résultat élémentaire y; est égal &
un résultat de récurrence, le domaine est D = Dy.
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EXEMPLE 2. — Un énoncé de la résolution d'un systéme triangulaire
inférieur AX = B est :

¥ =sftag xzk, 1<k<i-1, i=1,...,n
88=0
l

Le résultat est une suite (zi)i=1,..n définie par z; = g(8i!,b;,a5) =

(b — 87 1)/ass.

Le sous-domaine D; est donc défini par
Di={(,k)eZ? | 1<i<n, 1<k<i-1}
Le sous-domaine Dy est défini par
Dy={(s,k)€Z? | 1<i<n, k=4}
Le domaine D est alors

D=D|JD;={(i,k) €2 | 1<i<n, 1<k<i}

EXEMPLE 3. — Un énoncé du produit matriciel C = A x B est :

cf‘_,- =cf-‘j_1+a,'k Xbrj, 1<k<n, i=1,....m, j=1,...,p
0?1 =0

Le résultat est la suite (c.;,),--_-l,,,,,m,j_—_l,,,_,p définie par ¢i; = cf}.

On a alors Dy =@, d'ou :

D=D;={(i,5,k) €2 | 1<i<m, 1<j<p, 1<k<n}

Rappclon" que geule la pre emidre vnmpnqnn#n d'an nmnt de D nmrf ne

pas étre bornée. En effet, comme nous 'avons indiqué au pararagraphe
1.1, seul l'intervalle J définissant le premier indice du systéme d’équations
récurrentes, peut ne pas étre borné superleurement

Tout point du domaine D € Z® associé au probléme s ‘exprime de ma-
nidre unique sur la base (B;,b;,b:) ot 5; = (1,0,0), B; = (0,1,0),b =
(0,0,1). Nous appelons cette base la base canonique du probléme.
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I1.2. Spécification systolique du probléme. —  Soit un probléme
systolisable défini dans R®, & partir de p suites de données, par un énoncé
de la forme (1).

Le domaine D associé au probléme définit les coordonnées des calculs
élémentaires du probléme. Ces caleuls sont définis par la fonction réalisée
et les arguments de cette fonction, c’est--dire les données utilisées.

Appelons famille de ressources une suite simple ou double de données
intervenant dans la définition du probléme. La suite de résultats est consi-
dérée comme une famille. Une famille peut étre réduite & un élément (suite
simple & un seul élément).

A chaque point de coordonnées (, 7, k) du domaine D sont associés :

(1) Ia fonction de récurrence f, si ce point est dans Dy, ou la fonction g,
si ce point est dans Dy,

(2) pour chacune des p familles de ressources du probléme, l'indice de
1’élément de cette suite utilisé en ce point. Pour la g-iéme suite (g =1...p),
il est défini par une fonction h, déterminée par :

— (i) si la g-iéme famille de ressources est une suite simple de la forme

(at)ier :
he: Z¥ - Z
(i,7,k) — h(i,5,k) =1
— (ii) si la g-iéme famille de ressources est une suite double de la forme
(8w hieLver
hy: 23— z?
(4,5,k) — h(i,5,k) = (1,V)
— (ii) si la g-iéme famille n'est pas utilisée aux points (%, 7, k) considérés :

he: T - {A)
(iajak) =* h(i,j,k)=A

REMARQUE 1. — Lorsque le probléme est linéaire, le profil des fonc-
tions k cot 72 — A avec A — 7 Z2ou{A} (Vindice 7 n’apparait pas).

wisns 4 CO0 & P

REMARQUE 2. — La fonction h associée & la suite de résultats du
probléme est définie par, '

h: 23 — YA
(‘}j’k) - h‘j’ )_(’.7)
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Cela signifie qu'un résultat r;; est utilisé par tous les points d’indice 4, 5.
Seul son indice de récurrence k différe d’un point 4 un autre.

Nous pouvons maintenant définir ce que nous appelons la spécification
systolique du probléme, c’est-a-dire I'ensemble des informations utilisées
par la méthode que nous proposons pour obtenir des algorithmes systo-
liques solution du probléme, Notons que 'emploi du terme spécification
est un abus de langage, la spécification systolique étant liée 4 la méthode
de résolution proposée.

DEFINITION 2. — La spécification systoliqgue d'un probléme défini
dans R3, 4 partir de p familles de données est caractérisée par :

— le domaine D C Z3 associé au probléme. Il définit les coordonnées des
calculs élémentaires dans la base canonique (5., 5,-, 5;,) du probléme,
— pour chaque point du domaine, la fonction associée 4 ce point et la
liste des données utilisées sous la forme {hy,...,h,} ol les fonctions

hi,t=1,...,p, sont décrites ci-dessus.

Considérons 4 nouveau les trois exemples exposés précédemment.

EXEMPLE 1. — Le produit de convolution est défini par trois familles
de données : (wk)k=0,...m;s (Zi)i=0,...n €t (¥i}i=0,...n—m. Sa spécification
systolique est donnée par :

—le domaine D = Dy = {(,k)€Z? | 0<i<n-m, 0<k<m}
(cf. par.IL.1).
Comme Dy = @, les informations associées & tout point de D sont les
mémes. Ainsi :
— la fonction associée en un point de D est définie par
R — R
(y’waz) =t f(yawaz) =yt+wXxe
— 1a liste des données utilisées en un point de D est définie par I’ensemble
{hy,hw,hs} avec

hy 7z = Z
(3,k) — hy(i,k)=1+

how A Z
(t,k) — ho(i,k)=k

h L R— Z

EXEMPLE 2. — La résolution d'un systéme triangulaire inférieur
est défini par trois familles de données (ai;)i=1,...,n,5=1,...,6s (5¢)i=1,...,n €t
(2i)i=1,...,n- Sa spécification systolique est donnée par :

— le domaine D =Dy UD2 = {(i,k) €2Z? | 1<i<n,1<k< i}

Pour tout point de D; = {(¢,k) €2? | 1<i<n,1<k<i}:
— la fonction associée définie par :

Rrd — R
(s,a,2) — [f(s,a,2)=8+axz

— la liste des données utilisées définie par {hz,hq, he} avec

he: 2?2 — Z
(4,k) — ha(i,k)=k
he: 22 - z?

("vk) - ha(isk)=(i:k)

hy: 22 - {A}
(1,k) — he(i,k)=A
Notons qu'une donnée de la suite des résultats (2:)i=1,...,n est utilisée
comme argument de la fonction f pour calculer son résultat s. Il g’agit
d'un cas particulier de probléme ol les résultats & calculer servent aussi
de données. Dans ce cas, la fonction k, décrit quel élément de la suite est
utilisé comme donnée au point considéré.

Pour tout point de Dy = {(,i) € Z* | 1<i<n}:
— la fonction associée définie par :

g: R* = R
(zaav b) =E g(zaawb) = (b - z)/a

__1a liste des données utilisées définie par {hz, ke, ho} avec

hy: F? — Z
(,8) — hB(i,8) =1
he: Z? — y A

(1,8) — he(4,1) = (4,9)
hy: 22 — Z
() — hli) =i
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EXEMPLE 3. — Le produit matriciel est défini par trois familles de
données (a;;)i=1,...,m,j=1,...ns (bif)iz1,.ni=1,.0p €t (Cis)i=1,..om 5=1,00p-
Sa spécification systolique est définie par :

—le domaine D = Dy = {({,5,k) € 2® | 1<i<m1<j5j<pl<
k<n}
— la fonction associée en un point de D, définie par :

f: R* - R
(¢,a,8) — flc,a,b)=c+axb

— la liste des données utilisées en un point de D définie par {h., ha, hs}
avec

he: 28 - z?
(6,5,k) - ho(i,5,k) = (3,5)
he: Z° — Z?
(3,7, k) = ha(is Js k) = (i’ k)
hy : YA — 72
("])k) e hb(iajy k) = (kaJ)
11.8. Les vecteurs générateurs. — Comme nous I'avons vu au cha-

pitre 3, dans un probléme systolisable, une donnée peut étre utilisée dans
plusieurs calculs 8lémentaires, ¢’est-a-dire en plusieurs points du domaine.
Un algorithme systolique fournit un certain ordonnancement de ces calculs
élémentaires. De cet ordonnancement dépend la fagon d’utiliser la donnée
dans le réseau (diffusion, donnée constante d’une cellule, circulation sur un
flot). La notion de vecteur générateur est introduite pour définir les points
du domaine utilisant la méme donnée et faciliter ainsi la détermination des
réseaux correspondants.

DEFINITION 3. —  Soit un probléme systolisable défini dans R®, &
partir de p familles de données. Soit d une famille de données dont la
fonction associée hg est définie dans la spécification systolique du probléme.

On appelle vecteur générateur associé 4 la famille d et on le note ®4, un
vecteur de Z* de coordonnées &4 = (p:, ¢;, Pk )B.c. dans la base canonique
(B.C.) du probléme, tel que :

— pour un point quelconque (1,7, &) du domaine D on a

hd(i:j) k) = hd(‘i'*" 0.+ @j,k-l- gok)
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Cette définition du vecteur générateur ®, traduit le fait que les points
(%,9,k) et (i+9:,5+9;, k+pr) du domaine utilisent une méme occurrence
de la famille de données d.

Notons que le vecteur ®4 n’est pas unique. Le fait de choisir ®4 tel que
ses coordonnées soient premiéres entre elles (PGCD (i, p;, px) = %1)
permet de limiter les choix possibles pour ®4 et d'obtenir, & partir d'un
point quelconque (4, 7, k) de D, tous les points (i +n X @, 5 +n X 5,k +
n X @i ),n € Z, du domaine D utilisant la méme occurrence de la donnée
d.

REMARQUES .

— Pour un probléme linéaire (dans R?), les vecteurs générateurs sont des
vecteurs de Z2 de la forme ®4 = (@1, ok)B.C..

— pour une famille de données d dont les différentes occurrences ne sont
utilisées qu’une fois, c’est-a-dire quand on a hq(4,7, k) = A, le vecteur
générateur associé &4 est nul.

— considérons la famille de résultats r du probléme. On a h,(3,7,k) =
(¢,7). Soit ®, = (pi,¥;, Pr)B.c. le vecteur générateur associé A cette
famille. On a

hr(ia.j,k) =hr(i+¢i)j+90j)k+§ok) A ("1.7) = (i+W€,]‘+§0j)

Donc p; = p; =0.
La composante ;. peut étre choisie égale & +1. On adopte la convention

que ¢ = 1. Le vecteur générateur associé 4 la famille de résultats est
donc ®, = (0,0,1)p.c..

EXEMPLE. — Pour le produit de convolution, on a :
— (1) hu(i, k) =k
Le vecteur générateur ®,, = (4, & )B.c. vérifie

hw(i,k)= hw(i-i—lp,',l'c-i-gak) FhE=k+ter < pr—0
Comme de plus, la définition 3 impose que PGCD (yp;, px) = %1, on

a p; = *1. Le vecteur générateur ®,, peut donc étre (1,0) ou (-1,0)

exprimé dans la base canonique.
— (@) k(i k) =itk

i




Le vecteur générateur ®, = (i, px)p.c. vérifie
ha(i k) = ha(i+ ik + i) @i+ k=i+k+p; + ¢

CPiter =08 pi=—pi

De plus, on a PGCD (p;, ¢x) = £1. On peut donc avoir &, = (1,-1)
ou &, = (—1,1) dans la base canonique.
— (8) En raison de la remarque ci-dessus , on a ®, =(0,1)p.0.

I1.4. Représentation d’un probléme. — A un probléme donné
défini dans R®, on associe un ensemble de représentations. Chaque re-
présentation définit un ordonnancement des calculs élémentaires. Comme
nous I'avons indiqué au chapitre 3, cette relation ordre temporel entre les
calculs nécessite I'introduction d'un axe des temps. Il est choisi paralléle 3
I'axe de récurrence car cette relation est un ordre total sur les calculs de
récurrence associés 3 un méme résultat élémentaire.

_.(_)‘n appelle alors espace-temps, 'espace R® muni de la base orthonormée
(4,7, 5) ol le dernier vecteur de base { représente I'axe des temps.

Dans la méthode proposée, les seuls ordonnancements autorisés sont tels
que les vecteurs de la base canonique sont conservés dans 1’espace-temps.
D’ot la définition suivante :

DEFINITION 4. — Une représentation d'un probléme dans Pespace-
temps est donnée par

— la matrice de passage P de la base canonique (B.C.) du domaine 4 la
base de 'espace-temps (E.T.).

—
— le vecteur de translation V = O’ O(e.r)) ot O est l'origine du repére
associé & la base canonique et O’ l'origine du repére de 'espace-temps.

Les coordonnées d'un point dans 'espace-temps s'expriment alors en
fonction de ses coordonnées dans la base canonique par :

z 1
y =P | + Vv
Z)er k) pe
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Inversement, les coordonnées d'un point dans la base canonique sont don-
nées par :

i z
j =p-1 ¥ - P_]' V
k) g 2/ emr

Nous appelons représentation initiale d'un probléme que nous notons Ry,
la représentation pour laquelle il y a coincidence entre la base canonique
et la base de l'espace-temps, c’est-A-dire pour laquelle P = I, I étant la
matrice identité, et V le vecteur nul.

Le schéma de la représentation initiale du produit de convolution est
visualisé figure 3-3.

Le probléme peut imposer des conditions de disponibilité des données.

Ces contraintes, liées au probléme, peuvent étre de deux types :

— restrictions sur l'accés aux données. Les seules prises en compte sont
celles imposant des délais sur I'accés aux éléments d'une famille de don-
nées. Par exemple, la suite de données (z;);>¢ est disponible élément
par élément aux instants t,t+6,t+ 26, etc, avec § > 0. Cette contrainte
doit s’exprimer par une information supplémentaire ajoutée & la spéci-
fication systolique du probléme.

— un résultat élémentaire du probléme peut étre utilisé comme donnée
dans le calcul d’un autre résultat élémentaire (cf. 'exemple de la réso-
lution d'un systéme triangulaire). Une telle contrainte s’exprime par la
fonction h associée au résultat. Elle n'est définie par h(s,7,k) = (1,7)
que dans le cas ol le résultat n’est pas utilisé comme donnée. Dans
Pautre cas, elle définit comment le résultat est utilisé comme donnée,
Lorsque de telles contraintes existent, la représentation initiale du pro-

bléme, ainsi que d'autres représentations, peut ne pas les vérifier. Dans

ce cas, les réseaux systoliques associés 4 ces représentations ne sont pas
solution du probléme posé.

On appelle alors représentation valide, une représentation du probléme
pour laquelle toutes les contraintes d’accés aux données liées au probléme
sont vérifiées.

Seules les représentations valides conduisent & des réseaux systoliques
solution du probléme posé. Lorsqu’il n’y a pas de contraintes d’accés aux

79




données, toute représentation du probléme est valide. C’est le cas pour les
exemples du produit de convolution est du produit matriciel.

III. Transformation appliquée & une représentation

Comme nous I’avons exposé précédemment, nous souhaitons obtenir un
ensemble de représentations du probléme, chaque représentation étant ca-
ractérisée par un certain ordonnancement des calculs élémentaires. Notre
objectif est d’obtenir des réseaux différents associés & chacunes de ces re-
présentations.

Ces représentations sont obtenues 4 partir de la représentation initiale,
notée Ry, définie au paragraphe IL.4 en appliquant une suite de transfor-
mations. Une transformation appliquée 3 une représentation R permet de
définir une nouvelle représentation, donc un ordre différent des calculs.
Les conditions méthodologiques d’application d’une transformation sont
étudiées ensuite.

Nous nous situons dans R3 avec (O’ ,f, ;,t') comme repére de l'espace-
temps. Cette restriction 3 R® correspond aux cas pratiques de problémes
résolus par des réseaux linéaires (R?) ou bidimensionnels (R®). Les simpli-
fications pour R? sont évidentes (suppression de la composante sur I’axe

(0'7)).

DEFINITION 5. —  Soit R une représentation définie par P et V dans
I'espace-temps. Une transformation appliquée & la représentation R, notée
Tg, est une application R-affine définie par :

Tr: R3 — R3
(i,5,0)er. — (Jei+Bi+1t+b)er
ox @, 8,7,6 sont des constantes entidres.

Nous employons le terme de R-affine pour indiquer que la transformation
Tg est une application affine paramétrée par la représentation R, et que
l'image de R par Tr doit étre une représentation.
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PROPRIETE 1. —  Soit R une représentation définie par
— une matrice de passage P définissant la base canonique dans l'espace-
temps :

R
P=|8 & 4
BB B

— un vecteur de translation V définissant l'origine du repére assocsé d la
base canonique dans l'espace-temps :

Vi
V=1_uv
V3

Son image par une transformation Tr est la représentation, notée Tr(R),
définse par
— la matrice de passage :

b} b} bi
P = b? b2 b2
ab} + pb2 + b2 ab;- + ﬂb? + '1bg- abl + B2 + b3

— le vecteur de translation :
U1

V= v
avy + Bvg + vz + 6

Démonstration. — Un point de coordonnées (¢, 7,k)p.c. a pour coor-
données dans |'espace-temps sur la représentation R, (¢', j',t)g.r. définies

par :

[ (i [ b+ b+ Bhk+ o\

kj’J =P k:) +V = kb?i+b§j+bik+vz}

30 135013
t Jpr. k) se. bii+b;5 + bk + v
L’image du point (¢, 5/,t)p.7. par une transformation Tr décrite définition
5, est le point (¢',7',¢')p.7. de la représentation Tr(R) avec :
=o'+ 87+t +6 &
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= a(b}i+b}j+b},k+v1)+ﬁ(b?£+b§j+b§k+w)+7(b?£+b§!j+bik+va)+6

Supposons la représentation Tr(R) définie par P! et V'. La transformation
Tr ne modifie pas les deux premiéres composantes des points dans l'espace-

temps. Les deux premiéres lignes de P! et V' sont donc les mémes que celles
de P et V. On a donc :

bbb} v
StEF RNl
AR g

Le point (¢',5°,¢') g.1. de la représentation Tr(R) est donc défini par

U

1 1

-1 — P' . '
J = J +V
!
t E.T. k B.C.

Dout' =43 + b'f}j + U3k +vh (2).
De (1) et (2) on déduit :
¥} = abj + A7 + b}
V'? = ab} + pbZ + b
v} = aby + 867 + 18}
vy = avy + fup + yv3 + 6

d’ol le résultat énoncé ci-dessus.

La transformation affine T est définie par une matrice Mz, et un vec-
teur Vr, définis par :

1 0 0 0
Mr,=|0 1 0 et Vpo=]o0
a B, £

\v/

L'image d'un point (1, 7,t) g.7. du domaine par cette transformation est un

point défini par :
]

) 1
.7" = MTR Xt 71+ VTR
' t
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La représentation Tr(R) image de la représentation R par la transforma-
tion T est définie par P’ et V' avec

P’=I\4"pR x P
V'=MTR XV +Vr,

On constate donc qu’une transformation n’affecte pas les deux premiéres
composantes des vecteurs de P et du vecteur V. Or initialement, la matrice
P est la matrice identité et le vecteur de translation V est nul. Cela signifie
que toute représentation est définie par P et V avec b} = b3 =1 b? =
b;- = b} = b} = v; = vy = 0. On obtient donc les simplifications suivantes
de la propriété 1 :

THEOREME 1. —  Une représentation quelconque R d’un probléme

est définie dans l'espace-temps par :
— une matrice de passage P de la base canonique d l'espace-temps de la

forme

1 0 o0
P= 0 1 0
by by b3

— un vecteur de translation V = (0,0,v)*
Son image par une transformation Tr décrite définition 5 est une repré-

sentation Tr(R) définie par :
— la matrice de passage

1 0 0
P = 0 1 0
a+b f+ab2 b

— le vecteur de translation V' = (0,0,~v + 6)*
ot V* est le vecteur transposé de V.

PROPRIETE 2. —  La composition de deuz applications R-affines Ty
et To définies par

T:: R3 — RS
(5, ) pr. — (5,018 +B15+mnk+8)er.
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Ty R3 — R3
(Lat)er. — (47,020 + fag + ok + 62)p..
est une application R-affine définie par

T20T1 8 R3 — RS

(hter. = (5,7 (172 + a2)i + (B2 + B2)g
+(m2)t + (5172 + 62)) ..

Démonstration. — Considérons une représentation R définie par
1 0 ¢ 0
P=10 1 0 et V=|o0
b]_ bz b3 v

D’apreés la propriété 1, I'image de la représentation R parla transformafion
Ty paramétrée par R est la représentation Ry = Ty »(R) définie par

1 0 0 0
P = 0 1 0 etVy = 0
ar+7bs Pr+ by yibs e+ 6

Ala représex;tation R, ainsi obtenue, nous appliquons la transformation
ill'g paramétrée par Ry caractérisée par les constantes @z, fs,73,02 dépen-
ant des composantes de P; et Vy. La représentation image de R; par

cette transformation est la é i - _
définie par representation Ry =T, (Ry) = (T2 0T1)r(R)

1 0 0
P, = 0 1 0
az +v2(o1 + bt} B2+ 72(B1 + 71ba) Ya(71b3)

B 1 0 0
= 0 1 0 1

Wz +e2) + ()b (i +F2) + (rwe)br (1am2)bs )

et
0 0
Vy = 0 = 0
Yo(miv +61) + 6 (M2)v + (172 + 62)

d’'ott Pon déduit la définition de T; o Ti donnée ci-dessus.
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Comme nous 'avons indiqué lors de la présentation intuitive de la mé-
thode (cf. chapitre 3, par. III), les transformations effectives appliquées
sont des formes particuliéres de la définition générale donnée ci-dessus
(définition 5). Dans R2, les droites (D:) constituées des points de méme
abscisse temporelle pour une représentation R donnée ont pour image par
une transformation des droites paralléles de vecteur directeur i+pt (c’est-
a-dire de pente +p), avec p = 1 ou p = 1/7, 7 étant I'abscisse temporelle
du vecteur b;. De méme dans R®, muni du repére (O’ ,i,7,%) de l'espace-
temps, les plans (P;) constitués des points de méme abscisse temporelle
pour une représentation R donnée, ont pour image par une transformation
Tg sur la représentation Tr(R) des plans paralléles & I'un des plans P; ou
P;, respectivement associés & I'axe (0'3) ou & laxe (O’ 7) et définis comme
suit : un plan P; est engendré par les vecteurs f eti+ pt, un plan P; est
engendré par les vecteurs iet f:l: pt, avecp=1loup=1/r.

Dans R3, on distingue donc deux catégories de transformations, celles
en référence 3 'axe (0'3) et celles en référence & I'axe (0'7). De plus, pour
les transformations en référence 4 un axe, par exemple (O’ ;’), on distingue
deux plans P;, 'un défini par les vecteurs ; et 1+ pt et noté P;,, Pautre
défini par les vecteurs ; et i — pt et noté P;,. Cela conduit & deux types
de transformations :

—- les transformations, dites Tc(O’Z), pour lesquelles les images des plans
(P,) sont des plans paralléles au plan P;,. Cela correspond pour R?
aux droites (D;) transformées en droites paralléles de vecteur directeur

i+ pt':

_ les transformations, dites T4(O'3), pour lesquelles les images des plans
(P,) sont des plans paralléles au plan F;,. Cela correspond dans R?
aux droites (D;) transformées en droites parall¢les de vecteur directeur
$— pﬁ

-,

On définit de méme T,(0'7) et T4(0') en inversant les roles des axes
(0'7) et (0'7).

Nous devons définir ces différentes transformations. Or, comme nous
I'avons constaté au chapitre 3, paragraphe III, 'expression d'une transfor-
mation Tg dépend de la représentation R qui la paramétre, ¢’est--dire
des valeurs des composantes by, bz, b3, v de la matrice P et du vecteur 14
qui définissent R.
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Pour décrire les différentes formes possibles d'une transformation effec-
tive que nous souhaitons appliquer dans cette méthode, nous devons donc
examiner de maniére exhaustive les différentes valeurs possibles des don-
nées by, bz, bs et v associées & R et déterminer, pour chacune de ces valeurs,
la forme de la transformation considérée.

Une représentation R est obtenue par application sur la représentation
initiale Ry d’une suite de transformations notée S. Or, I'étude préliminaire
du chapitre 3, par. III, a montré que I’expression d'une transformation Tg
donnée dépend de la maniére dont on a obtenu la représentation R 4 partir
de la repésentation Ry. Plus précisément, elle dépend de la nature de la
premiére transformation de la suite S appliquée 3 Ry.

Nous donnons donc ci-dessous une définition des tranformations effec-
tives Tr appliquées dans cette méthode en caractérisant une représenta-
tion non pas par ses valeurs by, b2,b3 et v associées, ce qui entrainerait
une suite importante de différents cas, mais par la nature de la premiére
transformation appliquée & la représentation initiale Ry pour obtenir la
représentation R.

Pour cela, nous notons Prem(0'Z), la premiére transformation de la
suite S en référence 4 I'axe (O'Z). Si la suite § ne contient aucune trans-
formation en référence & 1'axe (O’Z), nous notons Prem(0'%) = Id ot Id
est ’application identité.

On peut alors définir les transformations effectives de la maniére sui-
vante :

DEFINITION 6. —  Soit R une représentation définie par
1 0 0 0
P=]10 1 0 et V=10 avec by #0
b by b )

Les transformations, appliquées 3 la représentation R, qui sont utilisées
dans la méthode, sont de la forme

RS - 5
(5t er. = (4,5,)pr

oli la valeur de ¢ est :
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pour T.(0)
si Prem(0%) € {Id,T,(0'D)} ' =i+t
by by . ba+1 1

. ’.= % ,=_—.__ t—--——
si Prem(0') =T4(0%) ¢ b31 b3]+ b bav

pour T,(0'7)
si Prem(0'7) € {Id,T.(0'7)} t'=j+t

si Prem(0']) =Ty(0') ' = ——;i 2 Egoa

pour T4(0%)
si Prem(0'7) € {Id,T4(0'D)}  t'= =i+t +imaz — tmin
by, by. bs+1, 1
si Prem(0%) =T,(0%) #=-ti-2j421%

pour Ty(0'7)
si Prem(0'7) € {Id,T4(0'7)} ' = =5+t + Jmaz — Jmin

. 17h - 3 ? = A, 72 v

si Prem(0'7) =T, (0'5) t bat b3] + b 5

Ol %yqin €t tmaz sont les bornes respectivement inférieure et supérieure de
l'indice ¢ sur le domaine D, jinin €t Jmaz celles de 'indice 7.

REMARQUE 1. — Par définition de D, la valeur de 1,4, peut étre
infinie. Lorsque c'est le cas, la transformation T4(O'5) avec Prem(0'5) =
Id, ne peut donc pas étre appliquée.

REMARQUE 2. — Les transformations décrites ci-dessus déplacent les

points dans I'espace-temps parallélement 3 I'axe des temps (O't), comme
nous ’avons exposé dans la présentation générale de la méthode au cha-

pitre 3.

REMARQUE 3. — Dans R?, les transformations se font toujours en
référence & I'axe (0').
REMARQUE 4. — Notons que la forme des quatre transformations

dans les deuxiémes cas est la méme :

Tr: RS — R3
0, 7 Bl pe bis  ba.s
("Jit)E.T. - (1,5,t— F;;_Ei.]_‘_bl_st_iv)
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Or:
) 1 4
J =P\ - PV = J
Bit  Bas .y 4 1
k) g t) e “bt 8l st 5Y) b

Une autre définition de cette transformation est donc :

TR : R3 —* R.3
(ia ja t)E.T. - (‘.ajv 1+ k)ET

ol k est la composante du point de coordonnées (4, 7,t)p.7. sur le vec-
teur by de la base canonique, c’est-3-dire I'indice de récurrence du calcul
élémentaire associé au point considéré.

Cela signifie que I'effet de cette transformation est d’“écarter” les hy-
perplans constitués des points de méme indice de récurrence dans la base
canonique.

Dans la suite, nous appelons ce type de transformation T...

En appliquant le théoréme 1 aux différentes transformations de la défi-
nition 6, on obtient immédiatement les résultats suivants.

PROPRIETE 3. — Soit R une représentation définie par la matrice de
passage P et le vecteur de translation V avec

1 0 0 0
P=|0 1 0 et V=1|0
bl bz b3 v

Son image par une transformation est une représentation Tr(R) définie
par :
— pour T.(0'1) quand Prem(0'3) € {Id,T.(0'7)}

I BT D IR
SN B b

-, -,

— pour T,(0'7) quand Prem(0'7) € {Id,T,(0'7)}

1 0 0 0
P=1]o0 1 0 et V'=1]0
by By +1 b3 v
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— pour T4(0'%) quand Prem(0") € {Id,Ta(0"})}

1 0 0 0
Rl= 0 1 0 et V'= 0
b —1 by b3 Y+ fmaz — tmin

— pour Tg(0'7) quand Prem(0'7) € {Id,T4(0'3)}

1 0 0 0
P=(0 1 0 et V'= 0
by bp—1 b3 ¥+ Jmaz = Jmin

— pour T.,, c’est-d-dire T,(0'Z) quand Prem(0'%) = T3(O0'Z) avec y €
{e,d} et z € {3, ]}

1 0 0 0
P=lo0o 1 0 et V'=1{0
by by b3 +1 v

La représentation initiale est définie par by = bp =0,bs =1et v=0.
Nous pouvons donc, en tenant compte de cette remarque et de la propriété
3, définir les préconditions sur Prem(0's) ou Prem(O'j) par des conditions
équivalentes sur les valeurs de by, bz, bs et v caractérisant la représentation
R considérée. On a les résultats suivants :

Prem(0')) = Id @ b = 0
Prem(0%) = T.(0%) & b > 0
Prem(0%) = T40%) & b < 0
Prem(0']) = Id & b = 0
Prem(0']) = T.(0'7) & b > 0
Prem(0'3) = Ty0'7) & b < O

Nous pouvons donc résumer effet des différentes transformations sur
les valeurs 8% ,b5,b%, 9" associées & la représentation image par le tableau

4.1.

REMARQUE. — Nous constatons que les valeurs de by, by, bs as-
sociées & une représentation R indiquent la nature des transformations
appliquées sur la représentation initiale pour obtenir la représentation R :

by =0 : aucune transformation en référence a (0%3), Prem(0'7) = Id
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Nous pouvons alors donner une définition des transformations effectives

Condition aYant Effet de 1"} ! appliquées portant directement sur les valeurs de by, bz, bs, v qui caractéri-
transformation transformation sent la représentation R, paramétrant une transformation. Cette définition
T , est équivalente 3 la définition 6.
by >0 bll —b+1
Tc(O';I) i P A . R §
DEFINITION 7. — Soit une représentation R définie par
by <0 by — b3 +1 i
b >0 1 1 0 O 0
. 2 2 by —~ by +1 P=|0 1 0 e V=10 by #0
T.(0'3) by by bs v
by <O b's —bs+1
' Les transformations, appliquées 3 la représentation R, qui sont utilisées
by <0 b b -1 | dans la méthode, sont de la forme
1,(0%) i e ;
a0 R - RS
by >0 s bs+1 (5ter. — (44t)er
by <0 bY by ~ 1 ol la valeur de ¢ est :
- v = ¥+ Jmaz = Jmi
T4(0'7) il i pour T,(0F) si b1 20 =i+t
by >0 b'3*—ba+1 by bs bs +1 1
i <0 te==Ri- T2 g —
| 2 = B TRt T ks

pour T.(0'7) si b2 >0 t'=j+t

TABLEAU 4.1. Effet de I'application d’une transformation siobp<0 t'=—ci-=gt
pour Td(O’;') si by <0 ¥ =—-{+t+imer — tmin
. bi. by. b3+1 1
b>0 t=-—i-2
81 by > bst b3‘7+ s bsv
pour T4(0'7) si b2 <0  t'=—5+t+jmaz — Jmin
by. by. bs+1 1

—Ei—b—s']"' bs t—-b;t)

by >0 : by transformations T.(0'3) avec Prem(0'%) = T,(0'3)
by <O : —b; transformations T4(0'5) avec Prem(0'3) = T4(0')

by = 0 : aucune transformation en référence & (0'5), Prem(0']) = Id
by > 0 : by transformations 7,(0'7) avec Prem(0']) = T.(0'7) s
by <0 : —by transformations T4(0';) avec Prem(0'5) = Ta(0'7)

by >0 =

La propriété suivante indique comment sont modifiées les composantes
. d'un vecteur générateur sur |'espace-temps par application d’une transfor-
bs > 1 : by — 1 transformations dg‘ type T.., sans distinction de celles matioh.
effectuées en référence & (0'3) et (0'7)

bs = 1 : aucune transformation de type T,
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PROPRIBTE 4. — Soit une représentation R d'un probléme définie
par
1 0 0 0
P=|0 1 0 e V=1|0
bl bg b3 v

Pour cette représentation, un vecteur générateur ®; = (wi 5, 0k)B.C. @
pour coordonnées dans Uespace-temps
B4 = (i, 05,01 )B.1. = (Piy 5, b190i + b2 05 + bsr ) ..

Pour ltf représentation Tr(R), image de la représentation R par une trans-
formation Tr décrite 4 la définstion 5, les coordonnées d’un vecteur géné-
rateur dans l'espace-temps sont :

Q4 = (piy sy (@ + vb1)pi + (B + 7b2); + Ybs or) ..
= (¢i, 05, 2pi + Po; + 100 ) .1

Démonstration. — D’aprés le théoréme 1, la représentation Tr(R) est
définie par
1 0 0 0
P - 0 1 0 et V'= 0

a+7by f+qbe Abs 1+ 6

Pour cette représentation, on a donc &4, , = P'®4, . . Notons les com-
posantes de $4 pour cette représentation par (p;, ¢;, ¢} )e.r.. On a donc :
wh = (o +7b1)pi + (B + 7vb2); + b3 ox
= ap; + fp; + 1(bipi + batp; + bapr)

= ap; + Pp; + 1p:

D’ou le résultat énoncé ci-dessus.

Pour les transformations décrites & la définition 6, on obtient, en appli-
quant la propriété 4, les résultats suivants.

PROPRIETE 5. —  Soit une représentation R quelconque, définie par

1 0 O 0
by by b3 v

Soit ®4 = (pi, j,Pk)B.c. un vecteur générateur. Notons (pi, 5, ¢¢)E.1.
ses coordonnées dans 'espace-temps pour la représentation R. Ses coor-
données dans l'espace-temps, pour la représentation image de R par une
transformation sont (@i, 0;,¢})p.1. 0 P, est défini par :

pour T.(0'3) #i Prem(0%) € {Id,T.(0')}, ¥} =+
pour To(0'7) 8 Prem(0'7) € {Id,T.(0'7)}, ) =wpc+p;
pour T4(0'%) si Prem(0'3) € {Id,Ta(0'))}, ¢} =1 — pi

=+

pour T4(0'7) # Prem(0'7) € {Id,Ta(0'7)}, ¢, = e — ¥;

pour Teo, L =1 + ¢k

Comme nous I’avons exposé dans la présentation intuitive de la méthode
au chapitre 3, par. III, nous choisissons de n’appliquer une transformation
sur une représentation que s'il existe, sur cette représentation, une condi-
tion portant sur l'utilisation d’une donnée.

En effet, du point de vue réalisation d’un réseau systolique par un circuit
VLSI, les réseaux les plus intéressants sont les sytoliques purs dans lesquels
il 0’y a pas de communications globales de données (comme des diffusions),
c’est 4 dire o toutes les données utilisées plusieurs fois dans le réseau le
sont & des instants successifs.

(’est pourquoi, dans cette méthode, une transformation T' n’est appli-
quée sur une représentation R que s'il existe, sur R, une condition d’uti-
lisations simultanées d’une donnée d en différents points du domaine. La
transformation T est telle que, sur Tr(R), la donnée d est utilisée succes-
sivement. Ceci se traduit par :

Condition méthodologique d’application d’une transformation

Une transformation T définie par

Tr: R3 — R3
(.5, )ex. — (i,jai+B5+t+08)er.
est appliquée sur une représentation R si et seulement i il existe un vec-
teur générateur non nul & = (ps, ¥;, vk)B.c. dont les coordonnées dans

I'espace-temps pour la représentation R sont ®4 = (pi, 05, pt)E.7. tel que :

e =0 e ap;i+fp;+70t #0
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La condition ¢, = 0 traduit le fait que la donnée d est utilisée simul-
tanément sur une représentation R. La condition ap; + fp; + e, # 0
traduit le fait que la donnée d n’est plus utilisée simultanément sur la re-
présentation Tr(R) puisque ap; +fp; +7p; est la composante du vecteur

générateur sur I'axe des temps pour la représentation Tr(R) (cf. propriété
4).

IV. Relation de précédence de représentations

DEFINITION 8. — Soit Cg(to) 'ensemble des points de la représen-
tation correspondant aux calculs exécutables simultanément & I’instant to.
Cet ensemble est défini par

Cr(to) ={(4,5,k)p.c. €D | bri+bog+bsk+v =1t}
ot by, by, bs, v sont les valeurs liées 3 la représentation R.

Cette définition exprime le fait qu'un point (4, 7, k)p.c. correspond 4 un
point de I'espace-temps défini par :

1 1 1 0 o0 1 0
7 =P|J +V=10 1 0 J]+]0
t) . k B.C. bi by bs k £

)

= j

b1t+b2]+ bsk + v
d’odt t = bys + bog + b3k + v.
DEFINITION 9. — On dit que la représentation R précéde la repré-

sentation R’, ce que l'on note R < R’, si et seulement si

INBEN,A>1 tels que VE>0, Cr(t)=Cri(At+p)
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Figure 42 R= T, (0%)r, (Ro)
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Figure 4.3 R' = (T,(0'7) 0 T4(0') 0 To(0'D))r, (Ro)
EXEMPLE. — Considérons un probléme défini sur R? avec pour do-
maine ‘ o
D={(i,k)eZ® | 0<i<4 0ZKZE}

i i é idé deux repré-
Faisons abstraction des données du probléme et consxdelrons les !
sentations R = T(O)r, (Ro) et B! = (T,(0'7) 0 Ta(0'3) 0 To(0'1))ro(Ro)
visualisées figures 4.2 et 4.3 respectivement. ‘ ' '

Les calculs simultanés des deux représentations R et R’ sont 1de1}t1que’:’, :
Cr(t) = Crs(2t). La représentation R précéde donc la représentation R'.
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PROPRIETE 6. — La relation de précédence ainsi définie est une re-

latson d’ordre strict partiel.

Démonstration. — C’est une relation d’ordre partiel car toutes les re-
présentations ne sont pas en relation. Ainsi, la représentation initiale Ry
n'est en relation avec aucune autre représentation.

C’est une relation d'ordre strict. Elle est :

— non réflexive car A > 1

— antisymétrique. En effet, soient deux représentations quelconques R et
R' telles que R < R' etR' < R, c’est-a-dire

I A p €N tels que VE>0, Cgr(t)=Cri(At+ p)
et Cri(t)=Cr(Nt+p')
On a alors Vt > 0,
Cr(t)=Cri(At+p) = Cr(N (M +p)+ ') = CRANt+ Nm + p')

Donc ¥t > 0, Cr(t) = CrR(ANt+ A'm + p').
Cette égalité est vraie si et seulement si

W=1LMNp+p =08 2=XN=Lp=p"=0

On adonc V&t > 0, Cgr(t)=Cr/(t) & R=R'

— transitive. En effet, soient trois représentations R, R' et R" telles que
R < R' et R' < R", c’est-a-dire

IN N W T EN, N> 1LA >1 tels que

CR(t) = CRI()\’t + [l.’) et CRl(t) = CRH(t\"t + p,")
On a alors Vt > 0,
Cr(t)=Cr(Nt+4)

—_ CRII(A”()\'t 4 #I) + "ll)
— CRH(A'/\"t + )‘”I"’ + l‘")

Posons A = MM p= My + u.
OnaVt>0, Cgr(t)=Cgr(At+p), donc R < R".
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(a) pour la représentation R = To(0'1)Rr,(Ro)

Yoo Y2 Y1 ° Yo Wy [ wy w2 >~

(b) pour la représentation R' = (To(0"3) 0 T4(0'3) 0 T (0'7)) gy (Ro)

Figure 4.4. Réseaux obtenus pour é‘ =(0,1)p.c.

Cette définition, R précéde R’, signifie que les deux représentations R
et R’ ont les mémes calculs simultanés et que deux calculs successifs sont
séparés par plus de cycles de temps dans R’ que dans R. De telles repré-
sentations conduisent donc 4 des réseaux systoliques similaires. Ceux issus
de R’ ont un temps total d’exécution supérieur 4 celui correspondant aux
réseaux issus de R en raison de la présence de cellules de retard sur les
flots. Ces cellules traduisent les cycles séparant deux calculs successifs.

L'intérét de cette relation est donc le suivant : supposons que la représen-
tation R' nouvellement obtenue soit telle qu'il existe une représentation R
préalablement obtenue telle que R < R'. Il est alors inutile de chercher les
régseaux systoliques correspondants & la représentation R’ puisqu'ils sont
similaires & ceux déji obtenus 3 partir de la représentation R.

EXEMPLE. — Considérons 4 nouveau les deux représentations décri-
tes & I’exemple précédent, associées au probléme du produit de convolution.

i 'on choisit une méme direction d’allocation, 5“ = (1,0)p.¢., on obtient
les réseaux de la figure 4.4.
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T.(0')r(R)
T.(0")ri(R')

FIGURE 4.5. Représentations images de R et R' par T.(0'%)

Le réseau associé & R’ correspond 4 celui associé & R ol ont été ajouté
des cellules de retard et des espacements des données sur les flots. Il ont
les mémes caractéristiques physiques (nombre de cellules de calcul, nature
des différents flots). Le temps total d’exécution du deuxiéme réseau est le
double de celui du premier. Le réseau associé 3 R’ ne présente donc pas
d’intérét.

REMARQUE. — Soient deux représentations B et R’ telles que R <
R’. 8i P'on applique une méme transformation T sur ces deux représenta-
tions, les représentations obtenues Tr(R) et Tr/(R') ne sont , en général,
pas en relation de précédence : R < R' #> Tr(R) < Tr(R').

Ainsi, pour ’exemple ci-dessus : supposons que l’on puisse appliquer la
méme transformation T,,(O’f) sur les deux représentations R et R'. Cela
suppose que la condition méthodologique d’application d'une transforma-
tion est vérifiée sur les deux représentations. Les représentations images
obtenues sont visualisées figure 4.5. Elles ne sont manisfestement pas en
relation.
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THEOREME 2. — Soit § une suite de transformations appliquée sur la
représentation initiale Ry. La représentation image obtenue, S(r,)(Ro), est
notée R. Soit T une suste de transformations apppliquée sur la représenta-
tion R. La représentation image de R par Tr est Tr(R) = (T o §)r,(Ro).
Elle est notée R;.

On a R < R; 88 et seulement 85 T est une R-affinité définie par

T § R3 — R3
(iaja t)E-T‘ - (il AL+ I‘)E.T.

avec A, pe N, A > 1.

Comme précédemment, nous employons le terme de R-affinité pour in-
diquer que T est une affinité paramétrée par la représentation R. En effet,
les valeurs des constantes A et p dépendent des composantes de P et V
liées & R.

Démonstration. — Supposons la représentation R définie par
1 0 0 0
P=}10 1 0 et V=10
bl bg ba v

et la suite de transformations Tr, définie par

TR 3 Rs - R3
(5, 4,)er. — (5,08 +B7+t+0)pT

La représentation R, image de la représentation R par T est donc définie,
d’aprés le théoréme 1, par

1 0 0 0
P = 0 1 0 et V'= 0
a+pby f+aba bs v+ 6
D’aprés la définition 9, on a :
R< R, &

INpeENA>L telsque VE>0, Cr(t)=Cr(M+pn) (1)
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Or, d'aprés la définition 8, on a :
Cr(t) = {(4,5,k)B.c. €D | byi+baj+bsk+v=1}
CR:(At + ") = {(‘).7) k)B.C. €D l
(@4 74b1)i+ (B + vba)g + vbsk + yv + 6 = At + p}

d’od
(1) & V(i,5,k) € D,

Ab1s+bag +bsk+v) + p = (a+74b1)i + (B +7b2)5 + Ybsk +yv + 6

Ab1=a+7b1

Aby = B+ 7be

/\b3=’yb3
Atp=qv+§

A= 7
- a = 0

g =0

b =5

La transformation T est donc définie par

TR . R3 - R.3
(iiji t)E.T. d (‘.aja At‘l‘ “)E.T,

EXEMPLE. — Reprenons l'exemple précédent ol I'on considére les
deux représentations
R = T.(0'%)r,(Ro) et
R' = (1.(0'3) e T4(0'3) 0 T.(0"%))ro (Ro) = (T(0'3) 0 T4(0'3))r(R).
La représentation R est définie par P = ({) et V = (J). La représenta-
tion R’ est obtenue, & partir de la représentation R = T.(0'3)r,(Rs), en
appliquant la suite de transformations T = T.(0'%) o Ty4(0'7) définies par

T;00%): R2 R?

(ia t)E.T. i (tyt + k)E.T.
car Prem(0'7) = T,(0'3)(cf. remarque 4 de la définition 6).

T,(0'): R R?
(4 t)gr. — (L,i+t)pr
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ol k est défini par (), , =P ' x () gp — P71 XV,
c'est-a-dire k = —i + t. La transformation T = T.(0'%) o T4(0'7) est donc
définie par

T: R? - R? - R?
(5 )er. — (t+k)=(,2—-14) — (84 (2t-1)) = (4,2¢)

La transformation T est bien une R-affinité, on a donc R < R'.

Supposons la représentation R caractérisée par les valeurs by, bo, b3 et v,
c’est-a-dire définie par

1 0 0 0
P= 0 1 0 et V=10
by b2 bs v

J
Considérons une transformation Tr définie par

Tr : R3 - R3
(iyj’t)E.T. s (iaja ai + ﬂ] + '7t + 6)ET

D’aprés le théoréme 1, la représentation R a pour image par la transfor-
mation Tg, la représentation R, = T'r(R) définie par

1 0 0 0
PP={0 1 0 et Vi=|0
Moo o

avec b = a + by, bl = B + b2, b = b3, v = v + 6.

La transformation T est une R-affinité si et seulement si @ = - = 0.
Cette condition s’exprime directement au niveau des représentations par

bll = ’761 b’lba = bgbl
{ o= by { Bbs = b
car 4 = by /bs.
REMARQUE 1. — Cette condition ne peut étre satisfaite pour la re-

présentation initiale oit by = by = 0 et b3 = 1. Cela signifie que la re-
présentation initiale n'est en relation de précédence avec aucune autre
représentation.




REMARQUE 2. — Si b} = b3 alors b} = by et by, = b,. La transforma-
tion T doit donc étre telle que b5 # bs. Pour cela, il faut qu’au moins une
des transformations Tj,! = 1,...,q, composant T soit de type Te. (cf. la
propriété 3 et le tableau déduit de cette propriété).

REMARQUE 8. — Si by = 0 (resp. b, = 0) alors by = 0 (resp. b} =
0) car bg # 0. Cette constatation signifie que si la suite § ne contient
aucune transformation sur (0'3), c'est-a-dire si by = 0 (resp. (0'7)), alors
la suite T' n'en contient pas non plus. T est donc composée d’une suite de
transformations sur (0'7) (resp. (0%)) vérifiant bybs = bybs.

PROPRIETE 7. — Sost &, = (vi, 05,0k )B.c. un vecteur générateur
de coordonnées (p;, p;,0:)p.r. dans Uespace-temps pour une représenta-
tion R donnée. Soit T une R-affinité définse par

Tr: R3 — R3
(i7 j) t)E.T. - (",j, At + F)E.T.

avec A,p € N X > 1.

Les coordonnées de ce vecteur générateur dans l'espace-temps pour la re-
présentation Tr(R), image de R par T, sont

®q = (pi, 5, Aee)p 1.

Démonstration. — Elle se déduit immédiatement de la propriété 4.

Dans la méthode proposée, une transformation ne sera appliquée sur
une représentation que si la condition méthodologique sur 'utilisation des
données du probléme est vérifiée. Cette condition exprime que
— lorsqu'une utilisation simultanée des occurrences d'une donnée est vé-
rifiée sur une représentation R quelconque, on peut appliquer sur R
une transformation.Elle conduit 4 une autre représentation, soit nou-
velle, soit en relation de précédence avec une représentation obtenue
précédemment.

— aucune transformation ne sera appliquée dés qu'il n'y a plus de contrain-
tes de simultanéité de certaines occurrences de données.

Pour garantir la terminaison du processus de construction des réseaux
systoliques, il faut vérifier que le nombre de transformations applicables &
partir de la représentation initiale est fini. D’ot1 le théoréme suivant.
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THEORBME 3. — Sous I'hypothése qu’une transformation ne peut étre
appliquée sur une représentation R quelconque que 85 une contrainte de
simultanéité eziste sur R, l'ensemble des transformations applicables, pour
tout probléme systolisable, d partir de la représentation instiale, est fini.
L’ensemble des représentations est donc fins.

Nous utilisons les lemmes suivants pour la démonstration de ce théo-
réme.

LEMME 1. — Sotent Ry et Ry deuz représentations. Sost S une suste
de transformations appliquée & Ry telle que Ry = Sgr,(R1). Si les repré-
sentations Ry et R, présentent une simultanésté due au méme vecteur
générateur, c’est-d-dire a'sl existe un vecteur &g = (p;, 5, vk)B.C. tel que
Pt(Ry) = Pty =0, alors Ry < R,.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 2, on a Ry < R; si et seulement
8i § est une Rj-affinité définie par :

S: RS — R®
(6,5, 8)er. — (5,5, 2+ p)e.1.
avec L, p €N, A > 1.

Il faut donc montrer que S est une Rj-affinité.
Supposons la représentation R; définie par :

1 0 O 0
bl bg b3 v

et la suite de transformations S appliquée & R; définie par :
S: R? — R3
(G ater. — (5,084 85+t +6)pr.

Notons &4 = (@i, ¢5, ¥k )B.c. le vecteur générateur qui crée la simultanéité
sur Ry et Ry. D’aprés la propriété 4, on a donc :

wt(ﬂl) = b1¢l + bZPJ + b3tpk = 0
P’(R,) =i O{¢;’ +:Bp1 +’T¢t(ﬂl) = 0

= ap; + fp; =0 )
Or les valeurs de p; et p; peuvent étre quelconques. Donc o = f = 0. La

suite de transformations S est bien une R;-affinité donc R; < R;.
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LEMME 2. — Soient deuz représentations Ry et Ry telles que R, <
Ry. Soit T une transformation telle que, pour la représentation T(Ry), il
y a une simultanéité d'utilisation d’une donnée, c’est-3-dire qu'sl exsste un
vecteur générateur &4 = (p;, 05, pk)p.c. dont la composante temporelle
pour T(Ry), purp,, 205t nulle.

La représentation T(R;) est telle qu'il n'y a pas de simultanéité d'utili-
sations de données, c’est-da-dire que tout vecteur générateur Oy est tel que
86 composante temporelle pour T(R;) , Per(n,) €8t non nulle.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 2, comme R; < Ry, il existe
une suite de transformations § définie par :

S: R3 - R®
(il jv t)E.T. by (i1 ja At + ﬂ)ET
avec A, pp € N, A > 1 telle que R, = S(Ry).

Considérons un vecteur générateur quelconque &4 = (p;, ¢;, k) p.c. €t
notons Pt(r,) 8a composante temporelle pour la représentation R;.

D’aprés la propriété 7, sa composante temporelle pour la représentation
Ry = S(Ry) est Ptryy = )\p,“m.

Supposons la transformation T' définie par :
e R3 — R3
(4,9, )er. = (i,5,0i+B5+4t+6)pr.

La transformation T appliquée aux représentations R; et Ry a la méme
forme dans les deux cas car la précondition portant sur la nature de la
premiére transformation appliquée (Prem) est la méme pour Ry et R,
(puisque Ry < Ry).

D’aprés la propriété 4 on a :

Sot(T(Rl,) = apg * 1999.7 + 7‘pt(nl)

pt(T(R,)) = ayg +ﬂ‘p1 + Aﬂpt(ﬂﬂ) = apq +ﬂp3 + 7A¢t(gl)

— (1) Considérons le vecteur générateur, noté ®9, qui crée une simul-
tanéité sur T(Ry). Il n'en créait pas sur la représentation R; car la
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condition méthodologique d’application d'une transformation est telle
qu’elle doit lever la simultanéité. On a donc :

0 S 0 0 _
Prirry)) = aps +ﬂ9’; + 'ﬁot(nl) 0

Ciinyy 70
Montrons que ce vecteur ne crée pas de simultanéité sur T(Rz). On a :

= 0 0 0
Phircaay = @8+ BOT 7002, .
= 7(A i l)pg(nl)

Or 7 # 0 pour toutes les transformations effectives de la définition 6,

A>1let tp?m) # 0.

Donc y(X ~ 1)502(31) #0= p?(T(R,)) #0. ‘ ~
Le vecteur générateur ®4 ne définit donc pas de simultanéité d'utili-

sations de données d sur la représentation T'(Rz).

— (2) Considérons les vecteurs générateurs, notés ®%,1 # 0, qui ne créent
pas de simultanéité sur T'(Ry). l l
On a donc lpi('r(n,)) = apl + Be; + 1Ptp,, 7 0

l =
Supposons Pt (1 () 0
Ona:
l l l
Prireagy = 4P T P0;+ 1A
{4 i
= Magh + Bej + 704 5,,) = (A = V(g + ;)
= { . - l 13
- Apt(T(Rl)) (A 1)(&‘0' +ﬂ[p])
13 ! = A=1(h0l L
avec A > 1. Done ‘pg('rum) =0& 0, ., =5 lee;+ Bet)
A—1 l l
Orona wi(r(m)) €Z et 27 (aph + Ppl) ¢ Z
Il y a une contradiction. L'hypothése lPi(T(Ra)) = 0 est donc fausse.

l
Les vecteurs générateurs <I>f,,l # 0, sont tels que Phreasy) # 0. Ils ne
définissent donc pas de simultanéité d'utilisations de données sur T'(Rz).




La représentation T'(Rz) ne contient donc aucune utilisation simultanée
de données.

Démonstration du théoréme 3. — Par récurrence sur le nombre de
vecteurs générateurs.

Nous ne prenons pas en compte les vecteurs générateurs nuls, associés
aux données A utilisation unique, car ils ne peuvent induire de transforma-
tions.

Pour un seul vecteur générateur ®; = (pi,¥;, ¥k)B.c., le nombre de
transformations applicables est fini. En effet, sa composante temporelle,
pour la représentation initiale Ry, est Pt(ry) = Pk-

D’aprés la condition méthodologique, une transformation T n’est appli-
cable sur Ry que i @y, , = 0 et on a alors y 7)) # 0.

Donc, on peut appliquer au plus une transformation sur Ry dans le cas
d’un seul vecteur générateur.

Considérons 'hypothése de récurrence suivante : supposons que, pour
n vecteurs générateurs, ’ensemble des transformations nécessaires & la
suppression de toute simultanéité liées & ces n vecteurs est fini.

Montrons qu'il en est de méme pour n + 1 vecteurs générateurs.

Notons ®!,...,®", les n premiers vecteurs générateurs et ®*+! le nou-
veau vecteur.

Considérons successivement chacune des représentations, notée R;, sans
simultanéité due aux vecteurs ®,1 = 1...n. Notons & = (!, gag,, et)s.c..

La représentation R; est définie par

1 0 O 0
P=J0 1 0 et V=ij0
by by b3 v

avec by, bg, b3, v € Z.

D’aprés la propriété 4, on a goi(m) = bipl + boiph + b3l avec, par
hypothése de récurrence, gai(nl) #0pourl=1...n

Considérons le n + 1-iéme vecteur ®" 1! caractérisé par

90';(::, = bt + baitt 4+ by pptt
Deux cas sont & distinguer :
cas 1: Pt #0

t(Rry)
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Il 'y a aucune simultanéité sur Ry, donc pas de nouvelles transfor-
mations applicables. L’ensemble des transformations pour n + 1 vecteurs
générateurs est dans ce cas fini.
cas 2 : 90;'(::) =0

Il y a simultanéité sur Ry due au vecteur " *1. Il faut donc appliquer
une transformation T pour la supprimer.

Notons R la représentation obtenue : Ry = T'(Ry).

D’aprés la condition méthodologique d’application d'une transforma-
tion, le vecteur ®"*! ne crée plus de simultanéité sur la représentation
Ry, c’est-3-dire ! #£0.

t(Ry)

I faut & nouveau distinguer 2 cas :

—1:Vle {1...n},<pi(h) #0

Il 0’y a aucune simultanéité sur Ry. L’ensemble des transformations

applicables est donc fini.
—2:3le{l...n} tel que goﬁum =0

La suppression de la simultanéité sur By due 3 ont1 3 introduit, sur
Ry, une simultanéité due 3 I'un des n premiers vecteurs.

Or, par hypothése de récurrence, le nombre de transformations né-
cessaires pour supprimer les simultanéités dues aux n premiers vecteurs
est fini.

Donc, il existe une suite finie non vide de transformations, notée 3,
telle que la représentation Rs, image de R; par §, ne présente plus
de simultanéité due aux n premiers vecteurs générateurs. On a alors

Phing FOPOUTI=1...10.

On distingue deux sous-cas :

(a) Si ppf
de transformations applicables.

) # 0 alors il n'y a plus de simultanéité sur R3, donc plus

(b) Si ga;‘(*;:) = 0 alors les représentations Ry et Rs présentent une
simultanéité due au méme vecteur générateur " +1. D’aprés le lemme
1, on a donc Ry < Ks.

De plus, la représentation Ry = T'(R;) présente une simultanéité due
3 un vecteur ®,I=1...n.

D’aprés le lemme 2, la représentation T'(R3), image de Rs par cette
transformation T', ne présente plus aucune simultanéité due aux n vec-

teurs.
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Donc, une transformation, appliquée 4 la représentation Rj, supprime
toute simultanéité sur la représentation image. Aucune transformation
n’est alors applicable. L’ensemble des transformations applicables est
donc fini.

V.Détermination des réseaux associés & une représentation

Pour déterminer un réseau associé 4 une representatlon R dans R?,
nous faisons le choix d'une direction d’allocation E , vecteur de coordormées
entiéres de R®, défini dans la base canonique du probléme. Cette direction
définit un ensemble de droites dans I'espace. Tous les points du domaine
appartenant & une de ces droites représentent les calculs effectués sur la
méme cellule.

A partir de cette direction, nous déterminons la fonction d’allocation a
de D c R? dans R? qui indique, pour tout point P du domaine D, dans
quelle cellule référencée par a(P) le calcul associé & P s'exécute.

Les coordonnées du vecteur E = (€1, &2, &3)B.c. sont choisies premiéres
entre elles afin qu’a partir d'un point quelconque du domame D, de co-
ordonnées (3 (', 7, k), appartenant & une droite de direction f, on puisse at-
teindre, par f , bous les points du domaine appartenant aussi  cette droite,
de coordonnées (i + néy, 5 + néy, k + nés),n € Z. Dans ce cas, on dit que
5 est unimodulaire.

Pour définir la fonction d’allocation, nous déterminons une base de Z*
contenant le vecteur §. Notons ({' 3 E" ) cette base. Les points du domaine
sont définis par de nouvelles coordonnées entiéres sur cette base. De plus,
tous les points du domaine, qui doivent étre exécutées sur la méme cel-
lule, ont les mémes composantes entiéres sur les directions définies par les
vecteurs £, £ de cette nouvelle base. Ces composantes peuvent donc dé-
finir les coordonnées, dans le plan ol le réseau est représenté, de la cellule
associée.

La fonction d’allocation définit donc X)our tout point du domaine, ses
composantes sur les vecteurs de base §’ £, cest-a-dire les coordonnees de
la cellule ol s’exécute le calcul associé & ce point.
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Nous présentons les résultats mathétiques utilisés pour déterminer la
fonction d’allocation. On trouve dans [NEW 72] les démonstrations des
différents théorémes énoncés. Ces résultats sont présentés pour n quel-
conque. Ils sont utilisés dans la suite pour n =2 oun = 3.

VI.1. Résultats mathématiques utilisés. — Considérons ’ensem-
ble des matrices carrées de dimension n 4 coefficients entiers et d’inverse
A coeflicients entiers. Ces matrices forment un groupe multiplicatif noté
Gl(n,Z). Une matrice de Gl(n, Z) est appelée matrice unimodulaire.

THEOREME 4. —
ficients entiers. On a :

Soit M(n, Z)'ensemble des matrices carrées & coef-

MeGlnZ) & MeM(n,Z) e det(M)=

Considérons les matrices particuliéres de Gl(n, Z) suivantes :

— (1) Ei;(X) = I 4 AE;j,i # 7 ot I est la matrice identité et E;; est la
matrice & coefficients tous nuls sauf e;; = 1.

— (2)T:; la matrice I ol les i-éme et j-éme lignes sont échangées.

— (3)D; la matrice I ol la i-éme ligne est multipliée par —1.

Nous appelons matrice élémentaire ou matrice de manipulation, et nous
notons E, une de ces matrices particulidres.

THEOREME 5. — Gl(n,Z) est engendré par les matrices élémentaires,
c’est-a-dire que toute matrice unimodulasre est un produst de matrices élé-
mentaires.

Soit une matrice quelconque M € Gl(n,Z). Notons L; (resp. L;) sa ¢-
éme (resp. j-éme) ligne. Considérons la matrice M' obtenue en multipliant
4 gauche la matrice M par une matrice élémentaire E et notons L' (resp.
L’) sa i-éme (resp.j-éme) ligne. La matrice M’ = E x M est définie de la
maniére suivante :

— si E = Ey;(A) alors L} = L; + AL;
—si B =T; elors Ll = L; et I}, = L;

Aa S

— i E=D; alorsL:——

DEFINITION 10. — On appelle base de Z" le n-uplet (&, ...,€,),& €
Z" tel que tout z € Z™ se décompose de maniére unique

Z=a1€L F+ + Gnfn
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aveca; € Z

Notons (€},...,&,) la base canonique de Z".

THEOREME 6. — (é1,...,&) est une base de 2" < la matrice U =
(€1,...,En) est unimodulaire.
DEFINITION 11. — Un vecteur unimodulaire est un vecteur de Z" de

coordonnées premiéres entre elles, c’est-a-dire de PGCD = 1.

THEOREME 7. — Soit  un vecteur unimodulaire de Z. Il eziste une
matrice unsmodulaire U telle que U x & = Z, c'est-d-dire telle que lo
premiére colonne de la matrice U soit le vecteur Z.

La matrice unimodulaire U telle que U x &; = Z, Z donné, est obtenue en
appliquant I'algorithme du pivot dans Z" décrit par BLankinsHIP [BLA
63).

Si le vecteur 7 est la direction d'allocation choisie, 1a matrice U est
telle que ses vecteurs colonnes définissent une base de Z" dont le premier
vecteur est Z. C'est & partir de cette base que nous pourons déterminer la
fonction d’allocation.

Description de ’algorithme du pivot dans Z".
La matrice de départ est

zg 1 O 0

. zo 0 1 0
(Z’I) = 3

z, 0 O 1

composée de n lignes et n + 1 colonnes,

L’algorithme consiste & effectuer des opérations élémentaires sur les
lignes de cette matrice jusqu'a obtenir une matrice dont la premiére co-
lonne soit €7.

Appelons pivot 'un des plus petits éléments non nuls de la premiére
colonne de ia matrice.

L’algorithme s’énonce ainsi :
début
tant qu’il y a plus d'un pivot faire
sélectionner un pivot. Soit ¢ son indice de ligne.
pour toutes les lignes L;, 5 # 1, telles que L;; # 0 faire
déterminer q tel que Ly = g X Liy +r,0 < v < |L; | (division
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euclidienne)
remplacer L; par Ly —q x L;
fin pour
fait
{soit ¢ l'indice de ligne du pivot restant}
si ¢ # 1 alors échanger les lignes L; et L, fsi
fin

La matrice obtenue est de la forme (1, M), composée de n lignes et de
n+ 1 colonnes, la premiére composante étant le vecteur €. Les . derniéres
constituent la matrice carrée M.

La matrice unimodulaire U telle que U x & = Z est la matrice M1,
comme le montre la vérification ci-dessous.

Vérification de P'algorithme.
La terminaison de cet algorithme a été vérifiée par BLANKINSHIP. Nous
montrons seulement que :
— la premiére colonne de la matrice résultat est €.
BLANKINSHIP a démontré que le pivot non nul de la matrice résultat

est le plus grand commun diviseur de z;,...,%z,. Or, Z étant unimo-
dulaire, PGCD (zy,...,%,) = 1. La premiére colonne de la matrice est
donc €.

— M est unimodulaire et M ™! x & = Z.
Cet algorithme transforme la matrice (Z,I) en la matrice (&1, M).
Chacune de ses étapes consiste & multiplier & gauche la matrice par une
matrice élémentaire. Par conséquent, on peut écrire :

Ey...E,(Z 1) = (¢,M)

Notons E = E; ...E,. Onaalors : ExZ=¢ et E xI =M. E éant
unimodulaire, M = E lest aussi et # = E~! x & = M~! x ¢;. La
matrice M~! est bien la matrice cherchée.

V.2. Détermination de la fonction d’allocation associée & une
direction 5 — Dans la pratique, le probléme s'‘exprime dans K? ou
R3. Nous nous situons comme précédemment dans R3. Les simplifications
pour R? sont évidentes.

Dans la base canonique (5.-,17,-,&) du domaine, le vecteur d’allocation
f est choisi unimodulaire et tel que sa composante sur l'axe des temps
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dans P'espace-temps soit non nulle, car des calculs simultanés ne peuvent
s'exécuter sur la méme cellule.

Lorsque le domaine D est infini, la premiére composante des points du
domaine peut prendre une infinité de valeurs. Cette composante corres-
pond 3 la coordonnée du point sur le vecteur 5; de la base canonique.
Pour avoir un nombre fini de cellules, nous nous limitons, dans ce cas, 4
un vecteur d’allocation ¢ paralléle au vecteur b;, c’est-a-dire de la forme

(611070)3.0.-

Lorsque le sous-domaine D, est non vide, le réseau est constitué de
deux types de cellules. Les points de D2 doivent tous s’exécuter sur des
cellules de méme type. C'est pourquoi la direction d’allocation ¢ doit &tre
perpendiculaire au vecteur 5},, c’est-3-dire de la forme (§y, £2,0)5.c..

Pour la représentation initiale, la base de ’espace-temps coincide avec
la base canonique. De ce fait, dans les deux cas évoqués ci-dessus, la com-
posante de f sur I'axe des temps (O'f) est nulle. Ce choix pour f est
impossible. Aucun choix de direction d’allocation n’est donc possible pour
la représentation initiale dans ces deux cas.

En appliquant l'algorithme du pivot, nous pouvons déterminer une ma-
trice unimodulaire U = (£, &, £"). D’aprés le théoréme 6, (€& E") est
une base de Z3. On peut donc exprimer les coordonnées des points du
domaine dans cette base.

Soit un point du domaine de coordonnées (4, 7, k) dans la base canonique

(b:, 5,-, B). Ses coordonnées dans la base (£, &, £) sont (21, 22, z3) définies
par :

Ty 1
Zg | = Ut x J
zg k

ol U est la matrice obtenue par I’algorithme du pivot.

La fonction d’allocation est donc définie par :

DEFINITION 12. — Soit £ une direction d’allocation et U une matrice
unimodulaire constituée par trois vecteurs : U = (£, &, £"). La fonction
d'allocation, a de Z° dans Z2, définit pour tout point du domaine D,
sur quelle cellule du réseau systolique le calcul associé & ce point doit
g’exécuter. Elle est définie par :

6: deZ® - Z?
(ilj-’k) i (52133)
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FIGURE 4.6. Configurations différentes d’'un méme réseau

ol z2 et z3 sont définis par

Ty 1
z2 | =U"1 x 7
z3 k

La matrice unimodulaire U telle que U X €1 = f n'est pas unique. Il
en est donc de méme pour la fonction d’allocation. Par conséque_lnt, la
configuration du réseau correspondant & une direction d’allocation £ n’est
pas unique.

Si I’on se situe dans le cadre de la réalisation d’un réseau systolique par
un circuit intégré, on souhaite que la longueur des communications entre
cellules soit 1a plus constante possible. Or, parmi différentes configurations
d’un’ méme réseau, certaines peuvent étre plus intéressantes que d’'autres
lorsque les longueurs des différents chemins entre deux cellules sont plus
homogénes. Considérons par exemple les deux configurations d'un méme
réseau de la figure 4.6. Appelons flot (1) les chemins de communication
paralldles représentés par les traits gras, flot (2) les autres. La différence
de longueur d’un chemin pour les flots (1) et (2) est plus importante pour
1a configuration (a) que pour la configuration (b). La configuration (b) est
donc préférable car la longueur des différents chemins est plus homogéne.

Notre objectif est de construire un logiciel permettant de déterminer des
réseaux systoliques d’'un probléme donné. Nous souhaitons en particulier le
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doter d’outils permettant d’obtenir différentes configurations d'un méme
réseau. Il convient donc de déterminer comment passer d’une configuration
du réseau & une autre. Pour cela, nous utilisons le théoréme suivant.

TH.EOREME 8. — Soit U et U’ deuz matrices unimodulaires dont la
premiére colonne est €. Il eziste un produst de matrices élémentasres P =
E x- - xXEptelqueU' =P xU.

Démonstration. — Notons U = (£, &3, &), U’ = (,8,8).
OnalUxé =fetU' xé& =§ doaUrxU'xéy=U"1xE=4¢,. La
premiére colonne de la matrice U=2U" est le vecteur &;.

Soit
1 a2 a3
Uttt =10 a2 G2s
0 as2 ass
On a donc
. 1 af, ajy 1 6 0
U-'t'=q0 1 U] X110 aze azs
0 0 1 0 a3 ass
Or
1 ajy ajg
0 1 0 |=Eu(a,) x Eis(als)
0 0 1
Notons V la matrice
0 0
0 a2 a2
0 as2 ass

Les matrices U et U’ étant unimodulaires, U~ U’ est unimodulaire et
son déterminant vaut +1.
Or
det(U™'U") = det(E12(a)y) x Eys(aly) x V)
= det(E12(al,)) X det(Ey3(al;)) x det(V)
= det(V)

car det(Ey2(aly)) = det(E1s(als)) = 1.
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Donc det(V) = 1. V est une matrice unimodulaire qui peut s’exprimer
par un produit de matrices élémentaires: V = Ey X --- X Eg.

On a donc U='U' = P & U' = U x P ou P = Ej2(a},) x E13(a};) x
Ey x ---X Eq avec Eg € {Ei;()),Ti;,Di, # 1,5 # 1}L,k=1,...,q

Appelons a la fonction d’allocation obtenue & partir de U-1 et o' celle
obtenue & partir de U'~1. La fonction a est définie par

Z) N
a(s,5,k) = (z2,28) avec [z |=U"'x|j
I3 k
De méme la fonction a’ est définie par
21 i
a'(i,j, k) = (-’53153) avec z'z —_ U’—l X ]
23 k

La matrice P étant telle que U' = U x P est un produit de matrices
élémentaires noté P = Hi=1 Py, o1 chaque Py est de la forme E;;()) avec
7 # 1, Ty ou D; avec i # 1 et j # 1, examinons 'effet de l'application
de chaque type de matrice élémentaire P, sur la matrice intermédiaire
Ul =P} x i x [ 1 % U1 dont la fonction d'allocation associée est
ag. Notons ao(t, 7, k) = (22, 23).
— () Pe=Ty,s# 1,3 #FLi#)

On peut avoir, soit § = 2,5 = 8, soit ¢ = 3,7 = 2. La matrice U}

vérifie :
U'st =T x Uy ' =Ty x Ug '

La matrice U’y est donc obtenue & partir de Uy ! en échangeant les
lignes L; et Lj. La fonction d’allocation af associée & U’y ! peut donc
s'écrire af (1,7, k) = (23, z2).

Cela signifie que les vecteurs de base Eg et 53 ont été échangés, ce
qui ne modifie pas la configuration générale du réseau, an sens an toute
cellule conserve les mémes cellules adjacentes.

—(2) Pe=Dii#1
Ona:
U'st =D x Uyt =D x Uy




La matrice U’y ! est donc obtenue 3 partir de Uy ! en remplagant la ligne
L; par ~L;. La fonction d’allocation a} est donc définie par ay(,7,k) =
(—22,23) pour Py = Dj et ay(t,7, k) = (z2, —23) pour Py = Ds.

Le vecteur de base E. est remplacé par son opposé —E‘;. Dans ce cas
également, la configuration générale du réseau n’est pas modifiée.

— @) =Ey(A),i #5,5#1
On a:
U's! = E;i(A)! x Ug ! = B (-2) x Uyt

]'.fa matrice U’;" est donc obtenue & partir de Uy en remplagant la
ligne L; par L; — AL;.

Deux cas sont & distinguer.

8i ¢ = 1, la fonction d’allocation af, est égale & ay. La configuration
est donc inchangée.

Si 1 # 1, la fonction d'allocation a}) peut s'écrire

ay(%, 7, k) = (z2 — Az, 23) pour £ = 2,

ag (1, 5,k) = (22,83 — Az2) pour ¢ = 3.

Cela signifie que le vecteur de base é; est remplacé par f-; - ).5.-.
Sl_}pp_.osons que ¢ = 2. Pour_‘pa_gser de la configuration dans la base
(62, &) A celle dans la base (€3, £ — Ady), il faut appliquer sur le réseau
une transformation Ty qui déplace tous les points du réseau afin de
faire coincider I'image du vecteur & — A&, par Ty avec le vecteur £s de
I'ancienne base. Cette transformation est définie par

To : (z2,%3) — (22 — Az3, 23)

C’est une transvection dont la base est la droite (O;).

En conclusion, les seules matrices élémentaires qui influencent la configu-
ration générale du réseau sont de la forme E;;(A),i # 1,5 # 1. En pratique,
pour les réseaux bidimensionnels, on peut passer d’'un réseau & un autre
en appliquant une transvection dont la base est 'une des directions €2 ou
& de R? avec A € Z.

V.3. Création du réseau. — Nous devons compléter la configura-
tion des cellules du réseau obtenues & partir de la fonction d’allocation en
ajoutant les chemins de communications et les données. Les familles de
données sont caractérisées par leur nature :

données constantes de cellules
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— données diffusées
— données circulant systoliquement de cellules en cellules
Dans le cas ot les données circulent soit par diffusion, soit systolique-
ment, les chemins de communications associés sont caractérisés par :
— leur orientation
— Vespacement des données sur un chemin
— le nombre de cellules de retard sur un chemin entre deux cellules de
calcul consécutives
— l’ordre des données sur un chemin
Nous décrivons comment sont déterminés ces différents éléments & partir
de la direction d’allocation, de la fonction d'allocation et des vecteurs
générateurs associés & une famille de données. Puis, nous illustrons cela
avec la détermination de deux réseaux pour le produit de convolution et
du réseau hexagonal pour le produit matriciel.
Considérons,pour une représentation R donnée, une famille de données
(dw )ier,rers dont le vecteur générateur est défini par

O = (pi, 05, pk)B.C. = (Pis 05, Pt) BT

V.3.1. Nature d’une suite de données. — Le vecteur ®4 indique
qu'une donnée élémentaire dy utilisée au point (pr,p2,ps)s.c. est aussi
utilisée au point (py + @i, p2 +;,p3 + ¢ )p.c.. Par conséquent, la donnée
dy est utilisée dans les cellules référencées par a(py,pz,ps) et par a(py +
Pi,p2 + 05,03+ 9x) = a(p1,p2,p3) +a(pi, 05, ox) = alp1,p2,p3) +a(B4),
ou P4 est exprimé dans la base canonique.

Lorsque a(®4) = (0,0), la donnée dy est donc utilisée dans une seule
cellule. Dans ce cas, les données de la suite (di )ieL,rer+ sont constantes
des cellules.

Lorsque a(®4) # (0,0), la donnée dy circule donc dans le réseau, soit
par diffusion, soit systoliquement. Elle est diffusée si elle est utilisée si-
multanément par plusieurs cellules. En raison de la définition d'un vecteur
générateur dans l'espace-temps, ceci est réalisé si ¢, = 0. Par opposition,
elle circule systoliquement de cellules en cellules si p, # 0.

En résumé, les données (dip ier et :

— sont constantes des cellules si a(®4) = (0,0)

— sont diffusées si a(®4) # (0,0) et ©; =0

— circulent systoliquement si a(®4) # (0,0) et ¢, #0




Pour un réseau linéaire, a(®4) € Z, donc les conditions ci-dessus s’ex-
priment par a(®4) = 0 ou a(®4) # 0.

V.8.2. Orientation d’un chemin de données. — On se situe dans
le cas olt les données (duw )ier,ver circulent, soit avec diffusion, soit sys-
toliquement, ¢’est-a-dire ot a(®q4) # (0,0). Lorsqu'une donnée dy circule,
elle est uitlisée dans les cellules Cy(p, p5,p5) € Ca(py,paps)+a(®a)-

a. Cas des données diffusées.

Pour un réseau linéaire, la diffusion est effectuée sur toutes les cellules
adjacentes du réseau.

Pour un réseau bidimensionnel, la diffusion peut étre horizontale, verti-
cale ou oblique. L'orientation de cette diffusion est donnée par a(@,4). En
effet, supposons la fonction d’allocation a définie par :

¢: DcZ® - Z?
(ivj)k)B.O. g (Z,y)

ol z et y représentent les coordonnées de la cellule associée dans le plan
ol est représenté le réseau, muni des axes (OZ) et (Of). Notons a(®q) =
(z0,%0).

— 8i zg # 0 et yg = O alors les données sont utilisées dans les cellules
Calprpaps)  Ca(p1,pa.ps)+(20,0)- La diffusion est donc paralléle & I'axe
(0F).

— Sizg =0 et yg # O alors les données sont utilisées dans les cellules
Cafpy,paps)  Ca(py,paps)+(0,90)- L2 diffusion est donc paralléle  I'axe
(09).

— Si zg # 0 et yo # 0 alors la diffusion est oblique par rapport aux axes
(O%) et (OF). Dans la version actuelle du logiciel SYSTOL, nous avons
choisi de ne pas visualiser des réseaux avec de telles diffusions car les
chemins de communication “chevauchent” des cellules.

b. Cas des données a circulation systolique.

On est dans le cas ot a(®,4) # (0,0) et ¢; # 0. Considérons une don-
née dy utilisée en un point (4,7 klp o, = (1,7,4)p.7. donnéd, sur la cel-
lule Cy(4,j,x), & l'instant . Cette donnée est également utilisée au point
(t+ @i, 7+ @i, t+ o )pr. sur la cellule Co(ijk)+a(ey) 2 I'instant £ + .
L'orientation (ou sens) du flot dépend donc du signe de ¢, :

— 81 ¢y > 0 alors le flot est orienté de la cellule Cy(; ;%) vers la cellule

Cafiyj k) +a(@q)-
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—3i ¢, < 0 alors le flot est orienté de la cellule Ca(.‘,j,k)+.;(q>d) vers la
cellule Cu(i,j,k)-

Pour les réseaux linéaires, les cellules sont définies par un indice : a(t, k) €
Z. Si l'on suppose les cellules indicées par ordre croissant de gauche &
droite, le sens du flot est :

— de la gauche vers la droite si @, > 0 et a(®4) > 0 ou si o < 0 et
a(®4) < 0.

— de la droite vers la gauche si p; > 0 et a(®4) < O ousi g, < 0 et
a(<I>d) > 0.

Notons que lorsque |a(®q)| > 1, le flot ne passe pas & travers toutes les
cellules du réseau. Il “saute” |a(®4)| — 1 cellules. Ainsi, pour une suite de
données caractérisée par @¢ > 0 et a{®4) = 2, le flot correspondant est de

la forme :

Dans la version actuelle du logiciel SYSTOL, nous nous limitons aux
tracé des réseaux pour lesquels |a(®4)| = 1. Il ne permet donc pas de
déterminer un réseau de la forme ci-dessus.

Pour les réseaux bidimensionnels, les cellules sont définies par deux in-
dices : a(i,5,k) € Z*. Notons a(®4) = (2o,y0) et supposons le réseau
représenté dans le plan muni de deux axes (OZ) et (Of) correspondant
respectivement au premier et au deuxiéme indice de numérotation des cel-
lules.

— Le flot est paralléle & I’axe (OZ) si zo # 0 et yo = 0. De plus, pour qu'il
ne “saute” pas de cellules il faut que |zo| = 1.

— Le flot est paralléle 3 'axe (OF) si zo = 0 et yo # 0. De plus, pour qu’il
ne “saute” pas de cellules il faut que |yo| = 1.

— Te flot est oblique par rapport aux axes (OZ) et (Of) si zo # 0 et
yo # 0. De plus, pour qu'il ne saute pas de cellules, il faut que |zo] =1
ou Iyol ==,

Dans sa version actuelle, SYSTOL ne permet de représenter que des
flots qui ne “sautent” pas de cellules.
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V.3.3. Espacement des données sur les flots, — Soit E la direc-
tion d’allocation. Ses coordonnées dans I’espace-temps sont (§;, &5, &) p.7.
avec & # 0 et PGCD (&, 5, €&) = £1 par définition des choix possibles
pour §.

Considérons les données qui circulent systoliquement. Soit un point de
calcul (7, 7,t)g.r. dans 'espace-temps. Ce calcul s’effectue sur une cellule
définie par la fonction a. Les calculs exécutés sur cette cellule sont définis
par (i + véi, 7+ v€;,t + vé)p.r. € D,v € Z. L'abscisse temporelle de ces
calculs, c'est-a-dire I'instant auxquels ils sont exécutés, est ¢ + v¢;. Donc
|é:| intervalles de temps séparent deux calculs consécutifs sur une méme
cellule. Deux données utilisées pour deux calculs consécutifs sur une cellule
doivent étre disponibles sur le flot d’entrée correspondant de cette cellule
aux instants ¢ et ¢ + |&;|. Aux instants intermédiaires tg, t < tp < ¢+ |&],
aucune donnée effective ne doit étre disponible sur le flot. Deux données
effectives consécutives sur le flot considéré doivent donc étre séparées par
[€¢] — 1 données fictives (ou espaces).

L’espacement des données sur les flots est défini par [€;| - 1. Si |&] =1,
la cellule est active & chaque intervalle de temps. Les données sont donc
contigues (sans espacement) sur le flot. Notons que l'espacement est le
méme pour tous les flots de données & circulation systolique.

Pour les flots diffusés, dans les réseaux linéaires associés 4 des représen-
tations valides, il n'y a pas d’espacement entre les données. En effet, si
la représentation considérée est telle qu'il y a au moins un calcul & tout
instant donné, alors les données sont contigues sur le flot. Si par contre,
la représentation considérée est telle que r intervalles de temps, 7 > 1,
séparent deux calculs consécutifs, alors il existe une représentation qui la
précéde pour laquelle les réseaux ont déja été déterminés. La représenta-
tion considérée n’est donc pas valide, c’est pourquoi on ne cherche pas les
réseaux qui lui sont associés.

Pour les flots diffusés, dans les réseaux bidimensionnels, 'existence d’es-
pacements entre les données dépend de la maniére dont sont actives les
cellules assocides & un flot de diffusion. Si toutes ces cellules sont actives
aux mémes instants, il y a |£| — 1 espaces entre deux données diffusées
du flot considéré. Si par contre les cellules associées & un flot de diffusion,
sont actives 3 des instants successifs, il n'y a pas d’espace entre les dounées
diffusées.
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V.3.4. Nombre de cellules de retard sur les flots. — Tous les
flots de données ne circulent pas & la méme vitesse. Pour retarder un flot,
des cellules de retard sont introduites sur le flot entre deux cellules de
calcul adjacentes.

Des cellules de retard ne peuvent apparaitre que sur des flots A circula-
tion systolique. On est donc dans le cas ol a(®4) # 0 et ; # 0 pour une
famille de données (du )icr,rer’ quelconque.

Soit un point de calcul (¢, 7, t) g7, dans ’espace-temps utilisant une don-
née dyp. Les points utilisant cette donnée sont définis par (¢ + vy, 5 +
vp;,t +vp)e.r. € D,v € Z. Leur abscisse temporelle est t + vy;. Donc
.| intervalles de temps séparent deux utilisations successives de cette
donnée, utilisée en deux cellules consécutives sur le flot associé. Cette don-
née, disponible sur le flot associé, en entrée d’une cellule & un instant ¢
donné, doit donc étre disponible en entrée de la cellule consécutive |p;|
intervalles de temps plus tard. Elle doit donc transiter par || — 1 cellules
de retard situées entre les deux cellules consécutives sur le flot.

Le nombre de cellules de retard sur le flot associé & la suite de données
(dw hier,rer est donc de || —1 olt p; est défini par &g = (pirej, )T,

V.3.5. Ordre des données sur les flots. — Il est déterminé & partir
de Ia fonction d’allocation et de la spécification systolique du probléme, en
particulier des fonctions hy définissant comment sont utilisées les données

du probléme aux points du domaine.
11 nécessite la mise en ceuvre d'un algorithme qui considére successive-

ment chacun des cas. Nous n’exposons pas ici cet algorithme qui est réalisé
dans le logiciel SYSTOL.

V.4. Exemples de détermination de réseaux. — Nous utilisons
les résultats énoncés pour déterminer les réseaux systoliques associés au
produit de convolution présentés aux figures 2-4 et 2-5, ainsi que le réseau
hexagonal associé au produit matriciel (¢f. figure 2-11).

V.4.i. Produii de convoliution. — Le produit de convolution est
caractérisé par le domaine

et par trois familles de données (wg)k=o,...2, (%i)i=0,...,7 €t
dont les vecteurs générateurs sont &, = (1,0)p.c., = = (1,~1)B.c. €t
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®y = (0,1)p.c.. La liste des données utilisées en un point de D est définie
par hy(i,k) = k, ho(i,k) =i+ k et hy(i, k) =3.

EXEMPLE 1. — Considérons la représentation R du produit de convo-
lution définie par R = (T4(0'3)oT(0%))r, (Ro) ot Ry est la représentation
initiale. Elle est visualisée figure 3-10(b) et caractérisée par

p=(13) «v-(3)

Choisissons comme direction d'allocation f = (1,0)p.c. = (1,1)g.1.. La
fonction d’allocation est déterminée en utilisant algorithme du pivot.
Pour cet algorithme, la matrice de départ est (&1) = (;é?). Elle est
constituée d’un seul pivot situé sur la premiére ligne. L’algorithme ne mo-

difie donc par cette matrice. La fonction d'allocation est donc définie par :

a: DcZ? - %
(i,k) - I3

ol 25 est défini par (}!) = GH(E) = (). On a donc
V(i k) € D, a(i, k) = k

Le réseau linéaire est constitué de 3 cellules car a(i,k) =ket0< k< 2.
On numérote les cellules dans 'ordre croissant de gauche 3 droite.

L’espacement des données sur les flots de circulation systolique est donné
par |é[~1= 0.1l n’y a donc pas d’espaces entre deux données consécutives
sur un flot.

Considérons successivement chaque famille de données et déterminons
leur position dans le réseau.

— la suite (wg)r=o,....2 est caractérisée par &, = (1,0)p.c.. Les données
sont constantes des cellules car a(®,) = a(1,0) = 0.
De plus, ur point quelcongue {3, %) du domaine D utilise Ia donmnée
Wh, (s,k) = Wk de la suite et s’exécute sur la cellule Co(ik) = Ck. Done
la k-iéme donnée wy est constante de la k-idme cellule Cr.

— la suite (2;)i=0,...,7 est caractérisée par &, = (1,-l)pec =(1,-)pr.
Les données z; circulent systoliquement dans le réseau car a(®,) =
a(l,—-1) = —1# 0 et p, # 0.
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FIGURE 4.7. Réseau systolique correspondant 4 'exemple 1

De plus, on a ¢; < 0. Le flot est donc orienté de la cellule Cota(e,) =
Cp-1 vers la cellule Cp, c’est-dire de gauche & droite dans le réseau
linéaire.

Il n'y a pas de cellules de retard sur le flot associé car |, — 1 = 0.

Un point quelconque (7, k) du domaine D utilise la donnée Th,(ik) =
Tivk sur la cellule Co(;x) = Ok & linstant ¢t = ¢ + 2k, tandis que
le point (¢ + 1, k) utilise la donnée Th,(i+1,k) = Ti+k+1 sur la cellule
Ca(i+1,k) = C & Vinstant ¢’ = 4+ 1+2k = t+1. Une cellule utilise donc
successivement les données z; et 141,/ =0,...,6. La suite (28)i=o,...,7
est donc organisée sur le flot associé dans I’ordre croissant de ses indices.

— la suite (yi)i=o,...,5 est caractérisée par &, = (0,1)p.c. = (0,2)p.1..
Les données y; circulent systoliquement dans le réseau car a(®y) =
a(0,1) =1#0et p, #0.

De plus, on a p; > 0. Le flot est donc orienté de la cellule C, vers
la cellule Cpy4(2,) = Cp+1, c’est-dire de gauche 4 droite dans le réseau
linéaire.

Il y a une cellule de retard sur le flot associé car [p,| — 1= 1.

Un point quelconque (¢, &) du domaine D utilise la donnée y;, ik =
ys sur la cellule Cy (i k) = Cy & l'instant ¢ = £4-2k, tandis que le point (i+
1, k) utilise la donnée Yh,(i+1,k) = Yi+1 sur la cellule Co(iprx) = Cx &
'instant ¢t = 4142k = ¢+ 1. Une cellule utilise donc successivement les
données y; et y141,0 = 0,...,4. La suite (y:)i=0,...,5 est donc organisée
sur le flot associé dans I'ordre croissant de ses indices.

Le réseau ainsi obtenu est visualisé figure 4.7.

EXEMPLE 2. — Considérons la représentation R du produit de convo-

A

lution visualisée figure 3-8 (a) et définie par R = T.(0'i)gr,(Ry) ot Ry est
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la représentation initiale. Elle est caractérisée par

(10 (o
=) < 7-(9)
Choisissons comme direction d’allocation § = (1,1)p.c. = (1,2)p.r.. Ap-

pliquons I'algorithme du pivot pour déterminer la fonction d’allocation.
Les différentes étapes de I'algorithme transforment la matrice ainsj :

110 Lf(1 10
101 0 -1 1
La fonction d’allocation est done définie par:

a. DCZ2 - Z
(t',k) - T2

ol 22 est défini par (3!) = (212)(}) = (—.':-k)' On a donc
V(i,k) € D, a(i, k) = k — §

Le réseau linéaire est constitué de 8 cellules C_5,C-y,...,C0,C1,0;
car a(i,k) =k —4et 0<3<5,0<Ek <2 Onnumérote les cellules dans
'ordre croissant de gauche 3 droite.

L'espacement des données sur les flots de circulation systolique est donné
par |€|—~1=1.1ly a donc un espace entre deux données consécutives sur
un flot.

Considérons successivement chaque famille de données et déterminons
leur position dans le réseau.

— la suite (2;)i=o,... 7 est caractérisée par &, = (1,-1)p.c. = (1,0)p.r..
Les données z, sont diffusées car a(®,) = a(1,—1) = -2 # 0 et o, = 0.
De plus, un point quelconque (3, k) de D utilise la donnée Th, (i) =
Zi4x sur la cellule Ca(ik) = Ck—i & 'instant ¢ = § + k, tandis que le
point (£ + 1,k + 1) utilise la donnée Zh (i) = Zitk4s sUr Ja cellule
Ca(i+1,k+1) = Ck—; & V'instant ' = § + k + 2. Une cellule utilise donc
successivement z; et z;45. La suite (2:)i=0,...,7 est donc diffusée dans
Pordre croissant de ses indices.

— la suite (wk)k=o,...,2 est caractérisée par &, = (1,0)p.c. = (1,)er.
Les données w; circulent systoliquement dans le réseau car a(®,) =
a(1,0) = -1#0et p, #0.
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FIGURE 4.8. Réseau systolique correspondant & V'exemple 2

De plus, on a ¢, > 0. Le flot est donc orienté de la cellule Cp vers la
cellule Cpyo(@,) = Cp-1, c’est-dire de droite & gauche dans le réseau.

Il n'y a pas de cellules de retard sur le flot associé car |p;| ~ 1 = 0.

Un point quelconque (%, k) de D utilise la donnée Wh, (i,k) = Wk Sur la
cellule Cy (i k) = Ck—; & 'instant t = i+k, tandis que le point (i+1, k+1)
utilise la donnée wp,, (i41,k+1) = Wk+1 sur la cellule Cofit1,k+1) = Cr—s
A Pinstant ¢/ = {4+ k42 = t + 2. Une cellule utilise donc successivement
les données wi et wy41. La suite (wi)x=o,...,2 est donc organisée sur
le flot associé dans l'ordre croissant de ses indices. De plus, & l'instant
t =0, la donnée wy est utilisée en entrée de la cellule Ca(0,0) = Co.

— la suite (yi)i=o,...,5 est caractérisée par &, = (0,1)p.c. = (0,1)p.r..
Les données y; circulent systoliquement dans le réseau car a(®,) =
a(0,1) =1#0et ¢, #0.

De plus, on a ¢; > 0. Le flot est donc orienté de la cellule C, vers
la cellule Cp 4 4(@,) = Cp41, c’est-dire de gauche & droite dans le réseau
linéaire.

Il o' y a pas de cellule de retard sur le flot associé car |p,| — 1= 0.

Un point quelconque (7, k) du domaine D utilise la donnée Yh,(ik) =
ys sur la cellule Cyix) = Ci—; & l'instant ¢ = § + k, tandis que le
point (¢ + 1,k + 1) utilise la donnée Yh, (i+1,k+1) = Yi+1 sur la cellule
Co(it1,k+1) = Ck—i & l'instant ¢’ = ¢ + k£ + 2 = ¢t + 2. Une cellule
utilise donc successivement les données y; et y;y1. La suite (yi)i=o,... 5
circule done systoliquement dans Pordre croissant de ses indices. De
plus, & P'instant t = 0, la donnée yy est utilisée en entrée de la cellule
Ca(0,0) = Co.

Le réseau ainsi obtenu est visualisé figure 4.8.
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V.4.2. Le produit matriciel. — Ce probléme est caractérisé par le
domaine

D={(i,/,k)€2® | 1<i<m1<j<p1<k<n}
avecm = 2,n = 2,p = 3 et par trois familles de données
(@i5)i=1,.m,i=1,ns (i Ji=1,0mg=1,.p) (Cif i, ooym it p
dont les vecteurs générateurs associés sont
@, = (0,1,0), & = (1,0,0), ®. = (0,0,1)
La liste des données utilisées en un point de D est définie par

ha(’:: 7 k) = (ir k)) hb(iaj)k) = (kaj)yhc(ivja k) = ('-’.7')

Considérons la représentation R définie par B = (T,(0’ ;) oT,(0'7 ))r, (Ro).

Elle est caractérisée par
1 00 0
P=}J0 10 et V=10
1 11 0

Choisissons comme direction d’allocation E =(1,1,1)p.c. = (1,1,3)p.1.
La fonction d’allocation est déterminée par P'algorithme du pivot qui ef-
fectue les transformations suivantes :

11 00 1 1 00
1 010 — 0 -1 10
1 00 1 0 -1 01

La fonction d’allocation est donc définie par

a: DcZ? - v/
(i)ji k) — (221:53)

avec
I 1 0 0 ) )
Z2 |=1-1 1 0|x{7l=|-t+7
z3 -1 0 1 k —t+k

donc V(f., .7.1 k) € D: ll(’l:,]., k) = (J - ia k- t)
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Le réseau est bidimensionnel. La numérotation d'une cellule est donnée
par (j—1,k—4)oi1 <1< 2,1<7<3,1<k< 2 Supposons le plan muni
d'un repére (OZ,0y). L'axe (OF) correspond & la premiére composante
d'une cellule : pour un point (1,7,k) de D, cette composante est 7 — .
L’axe (Of) correspond & la deuxiéme composante d'une cellule : k —¢ pour
un point (2,7, k) de D.

Appliquée 3 I'ensemble des points du domaine, la fonction d’allocation
prend dix valeurs correspondant donc & dix cellules représentées dans le
plan (OZ, OF) sur la figure 4.9, 1a cellule supérieure gauche étant la cellule
de coordonnées {—1,—1).

L’espacement des données sur les flots de circulation systolique est donné
par || —1=2. 11y a donc 2 espaces entre les données consécutives sur

un flot.

Considérons successivement chacune des familles de données et détermi-
nons leur position dans le réseau.

— 1a suite (ai;)i=1,...,m,j=1,..n st caractérisée par &, = (0,1,0)p.c. =
(Oa 15 l)ET

Les données circulent systoliquement dans le réseau car a(®,) =
a(O, 110) = (1,0) ?é (0,0) et P # 0.

De plus, on a @; > 0. Le flot est donc orienté d’une cellule Cy g
vers la cellule C(p g) +a(2,) = Clp+1,9)» c’est-a-dire dans le sens de 'axe
(0%).

Il 'y a pas de cellules de retard sur le flot associé car || —1=0.

Un point (,5, k) de D utilise la donnée ap, (i,j,x) = i sur la cellule
Cai,gk) = Cj—ik-: 4 l'instant ¢t = 4 4 5 + k, tandis que le point défini
par (1+1,7+1,k+1) utilise la donnée ap, (i+1,5+1,k+1) = Gi+1,k+1 SUr
la cellule Cy(it1,5+41,k+1) = Cj—ijk~i alinstant t =¢+ 7+ k+ 3.

Une cellule utilise donc successivement les données aix et aiy1 k+1-
La suite (aij)i=1,...,2,j=1,...,2 est donc organisée sur les flots paralléles &
'axe (O%) par diagonales dans l'ordre croissant des indices.

— la suite (bij)i=t,..,n,5=1,..p €st caractérisée par &, = (1,0,0)B.c. =
(1: Os 1)ET

Les données circulent systoliquement dans le réseau car a(®Pp) =
a(1,0,0) = (—11_1) # (0,0) et p¢ # 0.

De plus, on a @; > 0. Le flot est donc orienté d’une cellule Cj, g)
vers la cellule Cp g) +a(@,) = C(p—1,4-1), ¢ 'est-a-dire parallélement 4 la
premiére diagonale dans le repére (OZ, OF) de direction (-1, -1).

Il n'y a pas de cellules de retard sur le flot associé car [p¢| — 1 = 0.
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Un point (¢, 7, k) de D utilise la donnée bhy(i,5,k) = bky sur la cellule
Ca(i,jk) = Cj—ik—i A Vinstant ¢ = ¢ + 7 + k, tandis que le point défini
par (i+1,7+ 1,k + 1) utilise la donnée bhy (i41,5+1,8+1) = k41,541 sur
la cellule Ca(i+1,j+1,k+1) = Cj—ik—¢ A Vinstant t = ¢ + 5 + k + 3.

Une cellule utilise donc successivement les données by ; et by1,541. La
suite (bg;)r=1,...,2,5=1,...,3 est donc organisée par diagonale dans I'ordre
croissant de ces indices dans la direction de la premiére diagonale du
repére (OZ, OF).

— la suite (cij)i=1,...,m,j=1,...p €8t caractérisée par ®, = (0,0,1)p.c. =
(0, 0, 1)E.T.-

Les données circulent systoliquement dans le réseau car a(®,) =
a(0,0,1) = (0,1) # (0,0) et @, # 0.

De plus, on a ¢; > 0. Le flot est donc orienté d’une cellule Clp,q)
vers la cellule C(p,g)+a(®.) = Clp,g+1), ¢'est-3-dire dans le sens de I'axe
(09).

Il n’y a pas de cellules de retard sur le flot associé car || — 1 =0.

Un point (¢, 7, k) de D utilise la donnée Ch,(i,5,k) = ¢y sur la cellule
Ca(i,j,k) = Cj—ik—i & l'instant ¢ = ¢ + 7 + k, tandis que le point défini
par (£+1,7 41,k +1) utilise la donnée Cho(s+1,5+1,k+1) = Cit1,j41 SUr
la cellule Ca(l'+l,j+1,k+1) = Cj_,"k_,' 4 linstant t = ¢ + J +k + 3.

Une cellule utilise donc successivement les données cij et cip1 j41.
La suite (¢;5)i=1,...,2,5=1,...,3 est donc organisée sur les flots paralléles
'axe (Of) par diagonales dans l'ordre croissant des indices.

Le réseau ainsi décrit est représenté figure 4.9. Si on applique sur le
réseau une transvection paralléle & I'axe (OF) de longueur —1, on obtient
une autre configuration du réseau hexagonal, représentée figure 4.10.
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Figure 4.10. Une autre configuration du réseau hexagonal
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CHAPITRE 5

PRESENTATION DU LOGICIEL SYSTOL

La méthode de conception d’algorithmes systoliques proposée est mise en
ceuvre dans un logiciel appelé SYSTOL qui détermine, pour un probléme
donné, défini par sa spécification systolique, un ensemble de réseaux sys-
toliques solution de ce probléme. Ce logiciel a été réalisé en Pascal sur SM
90 avec visualisation et simulation d’exécution des réseaux obtenus sur un
écran bitmap Numelec.

Nous décrivons ses différentes fonctions, la maniére dont il est organisé
ainsi que ses limites actuelles et ses extensions futures et nous présentons
un exemple d’utilisation du logiciel avec le probléme du produit de convo-
lution. Quelques unes des procédures constituant le logiciel sont présentées
en annexe.

I. Les fonctions du logiciel

I.1. Saisie conversationnelle de la spécification systolique.

L utilisateur déduit, du systéme d’équations récurrentes caractérisant le
probléme, sa spécification systolique. Cette déduction est immédiate ainsi
que nous I’avons exposé au chapitre 4. Elle n’est qu’une codification de ce
systéme et sert d’entrée dans le logiciel. L'utilisateur doit définir :

—— les bornes du domaine,

— le nom et la nature (donnée simple, suite simple ou double) de chaque
famille de données,

— pour chaque suite de données, I'indice (ou les indices) de ’élément de la
suite utilisé en un point quelconque du domaine de coordonnées (¢, k)
(resp. (i,7, k)) pour un probléme dans R? (resp. R3). Un tel indice est
défini par une fonction h de i,k ou 1, j, k. Cette fonction doit actuelle-
ment étre entrée sous forme d'une expression postfixée.




— la fonction de calcul réalisée en un point quelconque du domaine. Ses ar-
guments sont les noms des différentes familles de données du probléme.
Elle est également entrée sous forme d'une expression postfixée.

I.2. Calcul de ’ensemble des représentations.

Cette phase de travail est totalement automatique et transparente 3
I'utilisateur,

Aprés avoir calculé le vecteur générateur associé & chaque famille de
données du probléme, le programme les utilise pour déterminer les nou-
velles représentations par application de transformations sous certaines
conditions portant sur les valeurs des vecteurs générateurs (cf. chapitre 4).

Il construit une arborescence des représentations. Chaque noeud corres-
pond 3 une représentation, la représentation initiale étant associée & la
racine. Chaque arc correspond & une transformation appliquée du nceud
précédent et qui donne pour image la représentation associée au nceud
suivant.

Pour chaque représentation, caractérisée par les valeurs de by, b2, b3 et v
(¢f. chapitre 4), il mémorise si elle est valide et si elle précéde ou non une
autre représentation déji obtenue.

Dans la suite, chaque représentation R est considérée successivement
par un parcours de cette arborescence. Elle est définie par la suite de
transformations §, telle que R = Sg,(Rp), qui est affichée & I'écran. A la
fin du parcours, 'utilisateur peut en demander un nouveau.

1.3. Choix d’une direction d’allocation.

Pour chaque représentation, I'utilisateur peut choisir par un dialogue in-
teractif un ensemble de directions d’allocation, définies dans la base cano-
nique du probléme. Le logiciel teste si la direction proposée est compatible
avec la représentation considérée, c’est-a-dire si son abscisse temporelle est
non nulle,

Notons que pour un probléme caractérisé par un domaine infini (pas
de borne supérieure 3 l'indice ¢ du domaine), le choix n’est pas possible.

L'unique direction d’allocation autorisée est imposée par le logiciel : E =
(1,0,0)5.c.. Cela permet de garantir que le réseau obtenu est constitué
d’un nombre fini de cellules.
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I.4. Calcul des caractéristiques d’un réseau.

Cette phase de travail est également automatique. Pour une représen-
tation et une direction d'allocation choisie, le logiciel calcule la fonction
d’allocation et détermine les caractéristiques du réseau, selon le processus
décrit au chapitre 4 :

— le nombre et la disposition des cellules,

— la nature des familles de données (données constantes de cellules, don-
nées diffusées, données circulant entre les cellules),

— Yorientation des flots (pour la diffusion ou la circulation systolique),

- P'espacement des données sur les flots,

~ le nombre de cellules de retard sur les différents flots & circulation sys-

tolique,

— P'ordre des données sur les flots.

I.5. Dessin et simulation d’exécution des réseaux.

Pour une représentation et une direction d’allocation données, le logiciel
dessine le réseau au fur et & mesure du calcul de ses caractéristiques.

Une cellule est représentée par une boite, les données sont dessinées :

— dans les boites lorsque elles sont constantes des cellules (le flot de sor-
tie pointillé supplémentaire, nécessaire quand le résultat est constante
d’une cellule, n'est pas représenté),

— sur les fléches correspondants aux flots lorsqu’elles circulent,

— devant le flot correspondant lorsqu’elles sont diffusées.

La simulation d’exécution est réalisée au pas & pas & la demande de
J'utilisateur en déplagant les données sur les flots.

L'utilisateur a également la possibilité de mémoriser I'image point par
point d’un réseau afin de pouvoir en faire une copie sur papier, en utilisant
un programme de “hard-copy” disponible sur le systéme.

II. Organisation du logiciel

Ce logiciel est écrit en Pascal sur SM 90. Il est organisé en modules.
L'ensemble des sources représentent environ 4800 lignes, soit 320 blocs
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SAISIE

TRAITEXPR \
TRANSFO

.

DEFIN
SYSMAIN

TRAITCOND GRAPHIC RESEAU

FIGURE 5.1. Organisation modulaire de SYSTOL

Son schéma général d’organisation est représenté figure 5.1 sur lequel ap-
paraissent des fléches symbolisant les dépendances entre les modules.

Décrivons succinctement les différents modules :

— le module DEFIN définit I’ensemble des types et des variables Pascal
correspondants 4 la spécification systolique du probléme et & I’arbre des
représentations.

— le module SAISIE lit 'ensemble des informations définissant la spécifi-
cation systolique du probléme.

— le module TRANSFO détermine ’ensemble des représentations du pro-
bléme en appliquant toutes les transformations possibles & partir de la
représentation initiale. Chaque représentation est caractérisée par les
valeurs by, b2, b3 et v. Ce module construit une arborescence des repré-
sentations. La racine de 'arbre est la représentation initiale. Chaque
neeud est associé 4 une représentation R donnée. Il a au plus 4 fils
correspondant aux représentations images de R par les transformations
possibles : T,(01), Ta(01), To(03), Ta(0F). Pour les problémes définis
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dans R?, un nceud a au plus 2 fils, associés aux transformations T, et
T lides au seul axe possible : (Of).

— le module RESEAU parcourt I’arbre des représentations et, pour chaque
nceud de cet arbre associé 4 une représentation valide, détermine un
ensemble de réseaux systoliques correspondants. Pour cela, I'utilisateur
indique une direction d’allocation choisie et les procédures du module
calculent le nombre de cellules, les dessinent sur I'écran ainsi que les
flots entre ces cellules et les données sur ces flots. Il réalise également
la simulation d’exécution en déplagant les données sur les flots & la
demande de l'utilisateur.

— le module GRAPHIC définit I’ensemble des procédures de traitement
graphique utilisées pour la visualisation des réseaux sur ’écran. Il utilise
les opérations de base de la librairie graphique du bitmap ainsi que les
opérations de manipulation des fontes de caractéres pour V'impression
des noms et des indices des données sur I'écran.

— les modules TRAITEXPR et TRAITCOND contiennent les procédures
de manipulation des expressions arithmétiques et des conditions défi-
nissant les bords du réseau.

— le module SYSMAIN contient le programme principal.

Nous prévoyons de faire une présentation plus détaillée du logiciel et de
son utilisation dans un manuel d’utilisation rédigé ultérieurement.

III. Limites actuelles

Les limites actuelles du logiciel se situent 4 deux niveaux :

— certains points décrits dans la méthode ne sont pas réalisés.

En particulier, il n’est pas possible de résoudre des problémes avec des
contraintes, soit d’accés aux données, soit de communications (résultat
¢lémentaire utilisé comme donnée pour le calcul d’un autre résultat).
Cela signifie que toutes les représentations obtenues par application de
transformations sont valides.

Le logiciel ne traite que les problémes dont le domaine est défini par
des bornes constantes. De plus, les réseaux qu'il sait déterminer sont
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caractérisés par un seul type de cellules. Cela signifie que les résultats
& calculer sont les résultats de la récurrence, c’est-3-dire que le sous-
domaine Dj est vide {cf. chapitre 4 IL.1).

— l'utilisation d’un écran graphique impose des restrictions.

Le réseau calculé n’est pas visualisé si le nombre de cellules est trop
grand pour permettre son affichage en totalité sur ’écran.

Lorsque la distance entre deux cellules est trop petite pour imprimer
une donnée sur le flot correspondant, les données de la suite ne sont
pas affichées.

Dans les deux cas, un message apparait sur 'écran pour indiquer 3
l'utilisateur que les limites de 'écran ne permettent pas la visualisation,
soit du réseau, soit des données d’une suite.

IV. Extensions prévues

La version de base de SYSTOL existante actuellement peut étre amélio-
rée et enrichie pour permettre une utilisation plus agréable et une extension
4 d’autres types de réseaux.

Pour faciliter son utilisation sont prévus :

— une amélioration de I'interface avec 'utilisateur (menus, commentaires
plus importants, etc),

— des commandes permettant la mémorisation sur fichier de la spécifica-
tion systolique d’un probléme, de I’arborescence des représentations ou
des réseaux obtenus. Ceci évitera & l'utilisateur d’entrer plusieurs fois
les données et au logiciel de recalculer des résultats (arbre ou réseaux).

— pour chaque réseau, le dessin d'une cellule type avec indication de la
fonction de calcul réalisée par une cellule 4 partir des données dispo-
nibles sur les flots d’entrée.

— des outils permettant d’obtenir d'autres formes d'un méme réseau, par
application de transvections (cf. chapitre 4 V.2).

— des outils permettant de grossir un réseau ou une partie d’un réseau afin
de pouvoir visualiser des réseaux non dessinés actuellement en raison
des limitations dues & la taille de P’écran.

136

— I'évaluation des performances d’un réseau (temps d’amorgage, temps
total d’exécution, nombre de cellules actives, etc). Cela permettra a
I'utilisateur de choisir les réseaux qui lui paraissent les plus performants,
en fonction de ses propres critéres.

— Dintégration, dans le logiciel, de la commande de copie d’écran.

Pour étendre son domaine d’utilisation sont prévus :

— de permettre que les bornes du domaine ne soient plus constantes mais
définies en fonction des autres bornes.

—- de traiter des problémes dont le domaine est réunion de deux sous-
domaines. De tels problémes conduisent 3 des réseaux constitués de
deux types de cellules.

De plus, les extensions de la méthode & d’autres classes de problémes
(avec des énoncés différents), & d’autres types de transformations (quasi-
affines) ou 4 d’autres types de fonctions d'allocation (quasi-linéaires), don-
neront également lieu 4 des extensions au niveau du logiciel.

V. Un exemple d’utilisation du logiciel

Le logiciel est appelé au moyen de la commande SYSRUN. Pour 'utili-
sateur, son exécution se décompose en deux étapes.

La premiére étape est la saisie, & partir du clavier, de la spécification
systolique du probléme, réalisée par un dialogue interactif. Le processus
est décrit pour le produit de convolution & la figure 5.2.

La deuxiéme étape est le parcours de l'arbre des représentations et 1'af-
fichage des réseaux. Le logiciel indique sur quelle représentation il travaille
et demande, par un dialogue interactif avec 'utilisateur, de préciser suc-
cessivement les directions d'allocation choisies pour cette representation.
Pour chaque direction, il affiche le réseau obtenu sur I’écran bitmap et de-
mande 3 l'utilisateur s'il souhaite l'imprimer ou en effectuer une simulation
de fonctionnement.

1l indique le cas échéant, que la direction choisie est impossible (abscisse
temporelle nulle), qu'il ne peut pas dessiner le réseau (trop de cellules) ou




un flot (coupure de cellules) ou qu'il ne peut pas afficher certaines données

(espacement entre cellules trop petit).

Cette deuxiéme étape est illustrée figure 5.3. Les réseaux obtenus pour
cette session sont représentés aux figures 5.4 4 5.8 en utilisant un pro-

gramme de “hard copy”.
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$ sysrun

ATTENTION: decrire les expressions directement spus forme postfixee

* %%

HH ¥

¥ H

¥

WX R

Definition de la dimension du probleme
Valeur (2 ou 3) : 2

Definition des bornes sur la composante i
Borne inferieure (terminee par %) : 0%
Borne superieure (terminee par $) : 5%

Definition des bornes sur la composante k
Borne inferieure (terminee par $) : 0%
Borne superieure (terminee par $) : 2%

Detfinition du nombre de ressources
Valeur (1..20) ¢ 3

Detinition des familles de ressaurces (1 lettre minus.)
Nom du resultat : y
Nom et dimension des 2 tfamilles de donnees
Dim =1 donnee simples, =2 suite simple; =3 suite double
1 Nom Tw
Dimension : 2
2 Nam X
Dimensiaon : 2

Definir la fonction d’utiiisation du resultat y
Donner la fonction 1%

Definir la fonctionm d’utilisation de la ressource w
Donner la fonction k%

Definir la fonction d’utilisation de fa ressource x
Oonner la fonction ik+%

FIGURE 5.2. La saisie de la spécification
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wax PUPPIGENTIATION + dnltlnio

Direction d’allacation choisie (unimadulaire}) 1+ 1 -1

Simulatlon du reseau. A chacue demande s’attiche |’etat du rasvau on tst+l..
Voulea=-vous visuallser la cimulation {o/n) + n

fAutre direction d'allocation {(a/n) * o

Oirsction d’allocation cholsle {unimoduialre}l ¢ 0 &

Sleulatlon du reseau. A chaque demande s’atfiche !’etat du reseau an tit+l, .
Voulez=vous visualiser la simulation {a/n} ¢

Autre dirsctlion d’allocation {o/n} v n
#x# REPRESENTATION ¢ TeQi

Directian d’allocation cholsie (unimodulaire) + 1 1

at du reseau en trt+l..

Simulation du reseau. A chaque demande s‘atfiche !’

Voulez-vous visuallser la simulation {a/n) ' o
Voulez-vous contlinuer (o/n) 1 o
Voulez-vous contlnuer (a/n) ' @
Voulez=-vous cantlnuer (o/n) 1 o
Vouleaz-vous cantins {e/n) v o
Voulez-vous centinuer (a/n) * n

Autre direction d’allocation (0/n) 5 n
K#¥ REPRESENTATION 1 TeOl TeOl

Directlon d‘allacatian choisie (unlm;dul-lrl) 10

Slmulation du resesu. A chaque demande s’atfiche |'wtat du rasean en tit+l..
Voulez-vaus visuallser ta simulation (o/n) : n

Autre direction d’aflocation (o/n} t o

Olractian d’allocation choilsle (unimpdulalre) + 0 1

U. A chague demende s’sttiche |‘etat du reseau en titdl.,

Siaulatian du re
Voulez~vous visualiser la slaulation (a/n} *+ n

Autre directlon d’allocation {a/n} 1 n
nur REPRESENTATION 1 TeOi TYec

Direction d’allocation cholsie (unimodulaire) + 1 0
Simulation du resvau. A chaque demande s atfiche 1’2tft du reseau en tit+l,.

Voulez-vous visvaliser la sinulation (a/n} a
Vouiez-vous contlnuer (o/n} v o

Voutez-vous continuer {a/n) t
Voutez-vous contlnuer (o/n) +
Vouler-vous centlnuer (o/n)
Voulwz-vous continver {o/n) ¢

1cea

Autre direction d’allocation {o/n) t n
W% REFRESENTATION » TdOi

Direction d’allocation choisle (unlmodulaire) 1+ 1 0

Slmuiatien du ressau. A chaque demandas s’aftiche [’etat du reseau an trt+l,.
Voulez=vous visuallser la siaulatlon (o/n) t o

Voulez~vous continuer (o/n) 1 o

Voulez-vous continuer (o/n) 1 a

Voulez=vous continuer (a/n) t o

Voulez-vaus continuee (o/n) t n

Autre directlan d’alfocation {a/n) 1 n

#*#¥ Youlex~vous revoir les ditterents resesux (0/n}7 n

FIGURE 5.3. Le traitement des représentations et le dessin des réseaux
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SYSToL

Wa W) Wy T l l
—Yo- Xo Y14 X3 Y2-n X2 LYo %3 |-Ya¥ x4 }-Ysaf x5 N x¢ %y
(a) pour £=(L-1)pc.
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(b) pour
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FIGURE 5.4. Réseaux pour la représentation
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FIGURE 5.5. Réseau pour la représentation Tc(Oz-')Ro(Rg) avec £ = (1, l)p.c.
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SrsTaL

_
¢ W, A 2
(1] n o) PE——
— ———%p t
(a) pour €=1(0,1)p.c.
SYSTaL
= Y Yo 1 n Y2 Y3 N ova 1 vs
—xg—yf °

{(b) pour E: (1,0)m.c.

FIGURE 5.6. Réseaux pour la représentation (T.,(Of) o Tc(Oz_'))RO(Ro)
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FIGURE 5.7. Réseau pour la représentation (T(O4)oTes)r,(Ro)

avec = (1,0)s.c.
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SysTac
— ¥
Yo W) e
—X X 5—h ¥ 6—h—X7-H ———H »
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FIGURE 5.8. Réseau pour la représentation T4(O1)r,(Ro)

avee §'= (1,0)p.0.
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CHAPITRE 6

AUTRES APPROCHES DE LA CONCEPTION

D’ALGORITHMES SYSTOLIQUES

Les premiers travaux de KuNG sur les algorithmes paralléles pour cir-
cuits VLSI ont suscité un trés grand intérét. De nombreux algorithmes
systoliques ont été proposés pour la résolution de problémes tels que le
produit de convolution [KUN 82], le produit matriciel, la décomposition
de matrice sous forme LU, la résolution de systéme triangulaire [KUL 80],
le tri de tableau, l'évaluation de récurrences [KUN 79], les problémes de
connexité [TCM 83], la détection de mots dans la parole continue [AFQ
83], la recherche de sous-chaines [FOK 80], etc.

Outre ces travaux portant sur des propositions d’algorithmes systoliques
adaptés A la résolution d'un probléme particulier, certains auteurs comme
D. MoLpovan, W. MiRANKER et A. WINKLER, P. QUINTON se sont inté-
ressés eux aussi A la conception d’algorithmes systoliques.

Etudions les similitudes et les différences entre ces différentes approches
et celle proposée dans cette thése, en nous appuyant sur les critéres décrits
au paragraphe I.

On peut déja noter que ces trois approches ne s'intéressent qu’a 'obten-
tion de réseaux systoliques purs contrairement & notre méthode qui permet
de déterminer également les réseaux semi systoliques avec diffusion de don-
nées.

Avant de décrire chacune des trois méthodes étudiées, nous définissons
quelques critéres qui vont guider leur comparaison. Nous pourrons ainsi,
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aprés une présentation des différentes méthodes, les comparer (au para-
graphe V), en fonction des critéres définis et mieux cerner I'apport de la
méthode proposée dans cete thése.

Nous distingons deux types de critéres :

— les critéres liés directement 3 la méthode,
. quel est son point de départ?
. quels sont les concepts qu'elle utilise ?
. est-elle constructive?

— les critéres liés & I'utilisation de la méthode,
. est-il possible de réaliser un logiciel d’aide & la conception de réseaux
systoliques s’appuyant sur cette méthode dans sa description actuelle?
. quelle est la diversité des réseaux obtenus par le logiciel, s'il peut
étre construit ?

II. Approche de Moldovan [MOL 83]

La méthode de conception d'algorithmes systoliques proposée par MoL-
DOVAN est basée sur une transformation des algorithmes séquentiels, défi-
nis dans un langage de haut niveau (Fortran ou Algol) et exprimant des
boucles, en un réseau VLSI correspondant.

Les performances d'un circuit VLSI pouvant étre amoindries par des
communications trop complexes, une utilisation efficace est obtenue avec
uniquement des connexions locales. L'auteur se limite donc aux réseaux
systoliques purs et la premiére étape de la méthode consiste & supprimer
les diffusions de données apparaissant dans 'algorithme en pipelinant les
données diffusées. Ainsi pour le produit de matrices carrées de dimension
n dont un algorithme séquentiel en Fortran est :

DOWk=1i,n
DO10¢i=1,n
DO10j=1,n (1)
¢(3,5) = ¢(3,5) + a(i, k) * b(k, j)
10 CONTINUE
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la diffusion est évidente en raison de ’absence dun des trois indices de
boucle sur les variables a,b et ¢. Pour pipeliner les données, on compléte
les indices correspondants et on introduit ainsi des variables artificielles
afin que toute donnée n’ait qu'une utilisation. Le nouvel algorithme est

DO10k=1n
DO10i=1,n
DO10sj=1,n

a?t1(i, k) = a¥ (i, k)
b+ (k, 5) = b (k, 5)
k¥4, ) = ek (4,7) + a7 (3, k) + b (b, 5)
10 CONTINUE
L’algorithme est caractérisé par I'ensemble L™ des indices de n boucles
imbriquées. Ici, on a £% = {(k,1,7) | 1<k<n,1<i<n1<j<n}
I1 correspond au domaine associé au probléme tel que nous le définissons
au chapitre 4.

La deuxiéme étape consiste & déterminer ’ensemble des vecteurs de dé-
pendance de I’algorithme. Si un pas de l'itération, caractérisé par un n-
uplet d'indices T = (1,...,4,) € L", utilise une donnée calculée par un
pas de Ditération, caractérisé par J = (fi,...,5n) € L, avec T < J oit <
est la relation d’ordre lexicographique sur ’ensemble £”, alors on définit
un vecteur de dépendance associé & cette donnée par d = T =T Ces
vecteurs de dépendance peuvent étre constants ou fonctions des éléments
de L".

Ainsi, pour |'algorithme ci-dessus, la donnée c*(3, 5) calculée au pas dé-
fini par le triplet (k — 1,%,7) est utilisée au pas (k,1,7). Ceci définit un
premier vecteur de dépendance dy = (k,1,5) — (k — 1,1,7) = (1,0,0). De
méme, le pas (k,t,7) utilise la donnée a7 (i, k) calculée au pas (k,i,5 — 1),
ainsi que la donnée b*(k, 5) calculée au pas (k,i—1, 7). Les deux autres vec-
teurs de dépendance du probléme sont donc dy = (0,0, 1) et d3 = (0,1,0).

L’étape suivante consiste & appliquer, sur la structure < L", R > ou R
est Pordre imposé par les vecteurs de dépendance sur 'ensemble £L", une
transformation T' définie par T :< L™, R >—< L§, By > monotons &
bijective. La fonction T' est partitionnée en deux fonctions I et S définies

par
m: £~ — [k k<n
§: L0 - gt
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L'entier k, qui dimensionne II et S, est tel que la fonction IT établisse
A elle seule 'ordre Ry. Ainsi, les k premiéres coordonnées des éléments
J € L3 sont liées au temps tandis que les n — k derniéres sont liées aux
propriétés géométriques de l'algorithme. Notons que dans la pratique, il
faut n — k < 2 pour avoir des réseaux planaires.

Dans le cas o 'algorithme, constitué de n boucles, est caractérisé par m
vecteurs de dépendance constants, D = [(—il,(_iz, st ,Em], la transformation
T est choisie linéaire, c’est-2-dire J = T'T Si 'on note 6; le vecteur de
dépendance d; aprés transformation, 6; = Td;, le systéme & résoudre est
TD=AoxA=[b1,2,...,0m]

Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il existe une transfor-
mation T valide pour un tel algorithme sont

(i) 6; = d; modulo ¢;, ¢; étant le PGCD des éléments de d;
(ii) le systéme TD = A a une solution
(iii) le premier élément non nul de 6; est positif.

Ainsi, pour le probléme du produit matriciel défini ci-dessus, les vecteurs
de dépendance sont définis par

1
D=10
0

O = O
-0 O

donc une transformation linéaire T' est telle que T = A. Le premier élément
non nul de §; étant positif, nous prenons Ild; > 0 pour offrir le maximum
de simultaneité. Notons

tir tiz tis
o | e
t21 t22 t23
ts1 ts2 133

on peut prendre k¥ = 1 pour dimensionner IT et §

Done IId; = t;; > 0. On prend donc pour #;4,¢ = 1...3, les plus petites
valeurs positives, c’est-a-dire t;; =12 =13 = 1.

La fonction § est déterminée en tenant compte du fait que 7' est une
bijection dont la matrice est constituée d’entiers, c’est-3-dire det(T') = +1.
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Une solution parmi les nombreuses possibles est

=

[ RN =R
O
-

De cette transformation de ’ensemble des indices, on déduit alors le réseau
systolique associé de la maniére suivante :

— les fonctions calculées par les cellules sont déduites des expressions ma-
thématiques de 'algorithme. Un algorithme de la forme (1) contient
des instructions exécutées 4 chaque point de I’ensemble L". Les cellules
sont donc toutes identiques, excepté bien siir les cellules périphériques
effectuant les entrées-sorties. Si les calculs de la boucle sont trop impor-
tants, la boucle peut étre décomposée en plusieurs boucles plus simples.
Le réseau correspondant nécessite alors plusieurs cellules différentes.

— la géométrie du réseau est déduite de la fonction § : L™ — B}—k.
Le numéro d’identification de chaque cellule est donné par S(I) =
(J¥+1 ... J") pour I € L™. Les interconnexions entre les cellules sont
déduites des n — k derniéres composantes des vecteurs de dépendance
6; obtenus aprés transformation : 5? = §(I+d;)— S(I). Lorsque T est
linéaire 3? = §4d;. Pour chaque cellule, les vecteurs 5? indiquent le nu-
méro d'identification de la cellule destination pour la variable associée
4 ce vecteur.

— le déroulement du réseau dans le temps est donné par IT = £ — L&
Le calcul élémentaire correspondant 4 T € L™ est exécuté & l'instant
M(7). Le temps de communication pour un flot de données associé au
vecteur de dépendance d; est donné par II(T + dj) — T(T) qui se réduit
3 TI(d;) quand la transformation T est linéaire.

En prenant pour l'entier k dimensionnant IT et § la plus petite valeur
possible, on augmente le nombre d’opérations paralléles aux dépens du
nombre de cellules.

REMARQUE. — Aucune précision n’est donnée sur la signification
temporelle de la fonction II dans le cas ot k > 1.
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Ainsi, par le produit matriciel défiui en (1) avec comme transformation
linéaire

la fonction § est définie par

JE) (o 1oy, (B) s
P1T\0 01 ;._j

J

Le réseau est donc un réseau bidimensionnel carré représenté i la figure
6.1 pour n = 4.

Les circulations de données sont définies par s?il-. Pour les données ¢;;, le
vecteur de dépendance est d; = (1,0,0)¢, d’od Sdy = (J). Les données c;;
sont donc constantes des cellules. Le vecteur de dépendance des données
g btant dy = (0,0,1)%, on a Sd, = (?) Les données a; circulent donc
horizontalement de gauche & droite. Pour les données by, on a Sds = ((1,)
Les données by ; circulent donc verticalement de haut en bas.

L’article n’expose pas explicitement comment sont organisées les don-
nées sur les flots (indigage, espacement des données, etc) en utilisant la
fonction II.

Une comparaison de I'approche de Moldovan et de celle proposée dans
cette thése, améne les remarques suivantes :

— le point de départ de la méthode de Moldovan est d’exprimer le pro-
bléme par un algorithme séquentiel alors que nous proposons comme
point de départ une spécification formelle du probléme par un systéme
d’équations récurrentes.

— la notion de vecteur de dépendance de Moldovan est similaire & notre
notion de vecteur générateur. Elle permet de définir les différents calculs
utilisant une méme donnée.

La détermination de ces vecteurs nécessite une transformation préa-
lable de ’algorithme qui supprime la diffusion des données alors que les
vecteurs générateurs sont déterminés directement & partir de la spéci-
fication systolique du probléme.

De plus, il ne propose pas de démarche sytématique permettant d’ef-
fectuer cette transformation antomatiquement.
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FIGURE 6.1. Réseau pour le produit matriciel avec T =[]0 1 0
0 01

— la fonction § est la fonction d’allocation de motre méthode, Elle dé8-
nit la référence de la cellule sur laquelle s'exécute chacun des calculs

élémentaires.

— la fonction II définit les calculs simultanés. Elle correspond 3 I'équation,
dans la base canonique, des hyperplans d’équation t = ¢, ¢ € N, dans
’espace-temps associé & une représentation.
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— sa méthode n'indique pas comment obtenir de maniére automatique
un ensemble de transformations 7' = [g] intéressantes. Elle ne per-
met donc pas dangs I’état actuel de concevoir un systéme d’aide 3 la
conception, contrairement & notre approche.

HI.Approche de Miranker et Winkler [MIW 82]

La méthode proposée par MIRANKER et WINKLER est basée sur I’ex-
pression du probléme par un graphe caractérisant les dépendances entre
les données, sur lequel on applique une fonction permettant de définir
I'instant et le lieu d’exécution de chaque calcul.

Comme Moldovan, le point de départ de leur méthode est de définir le
probléme par un algorithme séquentiel exprimé en langage de haut niveau
(ici Fortran) et de le transformer en une forme canonique qui supprime
la diffusion de données. Pour cela, ils souhaitent eux-aussi indexer chaque
variable avec tous les indices de boucles ol elle est imbriquée.

Ainsi & un algorithme du produit matriciel C = A x B définit par

DO10i=1,n
DO10j=1n
DO10k=1n

e(t, 5) = c(3,5) + a(i, k) x b(k, 5)

10 CONTINUE

est associé la forme canonique suivante :

DO104,5,k=1,n
a(i,j, k)=a(i,j—1,k) {2)
b(i, k,7) = b(s — 1, k, )
c(f,5,k) = (4,5, k — 1) + a(5, 5, k) x b4, k, 7)

16 CONTINUE

REMARQUE. — Cette forme canonique est identique & celle obte-
nue par Moldovan, seul 'indigage est différent.

Comme Moldovan, ils se limitent aux algorithmes constitués de n boucles
imbriquées et déterminent, & partir de la forme canonique du probléme,
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I'ensemble I' € Z" des n-uplets des valeurs des indices de boucles. L’en-
semble I' correspond A ’ensemble £" défini par Moldovan et au domaine
D défini dans notre méthode.

T’ est considéré comme un ensemble de nceuds. Un neeud z de I’ corres-
pond 3 un pas de l'itération. Il utilise des résultats calculés par d’autres
nceuds. IIs appellent domaine de dépendaunce D, de %, 'ensemble des neeuds
y calculant un résultat utilisé par le noeud z et définissent pour le nceud
z I'ensemble de ses vecteurs de dépendance : z pour y € D,. I'* est I'en-
semble de vecteurs de dépendance associés & tous les nceuds de I'. Si I'on
considére I'* comme un ensemble d’arcs orientés sur I', (T',I'*) définit un
graphe orienté.

REMARQUE. — La notion de vecteur de dépendance est similaire
a celle de Moldovan excepté que Moldovan inverse origine et destination
du vecteur.

Lorsque les vecteurs de dépendance sont les mémes pour tous les nceuds
de T, on dit que I'* est une structure systolique. Son implantation physique
est un réseau systolique.

Deux structures systoliques dont les vecteurs de dépendance sont res-
pectivement dy,...,dy et Aj,..., A sont dites isomorphes 8'il existe A €
Gl(n,Z) telle que A x d; = A;;1 <1 <k (Gl(n,Z) est le groupe des ma-
trices inversibles 4 coefficients entiers c’est-a-dire de déterminant & +1).

Le probléme est maintenant de déterminer une réalisation physique
d'une structure, définir pour chaque noeud I' o1 et & quel instant le calcul
correspondant s’exécute. Cela est réalisé par une fonction de la forme

'cz® _4)(t1-"ay11) Z4

olt ¢ représente I'instant oit le noeud est calculé et (z,y, z) les coordonnées
de l'endroit ot il est calculé.

Les dépendances de données imposent des conditions sur la fonction.
Ainsi lorsqu'il y a plusieurs processeurs, ce qui est le cas pour les réseaux
systoliques, la condition suivante doit étre réalisée :

Supposons le noeud I € I' calculé par le processeur (z,y,z) au temps ¢
et le noeud I' € T calculé par le processeur (z',y',z') au temps ¢

Si I' référence I alors il faut du temps pour que l'information transite
de (t,z,y,2) 4 (¢, 2,y 7).
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Ceci est exprimé par I'inégalité suivante appelée "time-like” condition
pour le vecteur de dépendance (At, Az, Ay, Az)® ¢

cAt? — Ag? - Ay? — Az? >0

ol ¢ est la vitesse de la lumiére, At = t'—t,Az=1'—z Ay = v -y, Az =
2 -z

La réalisation d’une structure systolique est un tableau régulier de pro-
cesseurs organisé de fagon planaire. Les connexions correspondent aux
vecteurs de dépendances A;. Ils définissent la forme la plus générale du

tableau systolique & deux dimensions, appelée tableau systolique planaire
universel, comme étant

Tout réseau systolique associé & un probléme est inclus dans ce tableau
systolique planaire universel. Etant donné une structure caractérisée par
ses vecteurs de dépendance vy . .. Uk, 8a réalisation consiste en une fonction
de la forme (vy...v;) — Z3 ot Z% = temps x (z,y), (z,y) étant les
composantes spatiales.

Pour obtenir un réseau inclus dans le tableau systolique universel, ces
composantes spatiales doivent étre de la forme +(0,1)7, +(1,0)T, £(1,1)7.

Pour la forme canonique du produit matriciel donné en (2), les vecteurs
de dépendance sont

-1 0 0
dy = 0 de =] —1 ds = 0
0 0 ~1
Une structure isomorphe est donnée par A € GI(3,2) telle que

A(dy, dy, dg) = (A1, Ag, Ag)
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Par exemple

-1 -1 -1
111 —100 .............
011 0 -1 0 f=f4 _; _3
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1

Les vecteurs A; obtenus vérifient bien la ”time-like” cf)ndition. Leur pre-
miére composante correspond au temps, les deulx defxluéres cqrrespondent
aux coordonnées planaires. Ces vecteurs (g), ('0 ), (__1) traduisent respec-
tivement le fait qu'une donmée est constante de cellule, une tra&sm'z de
droite & gauche et une diagonalement de droite & gauche comme 'indique
la figure 5.2.

_

FIGURE 5.2

—
-

On remarque de nombreuses similitudes entre cette approche et celle
proposée par Moldovan :

— le point de départ est également un algo.rithme séq.uentiel qu"il fe.xut
transformer pour obtenir une forme canonique supprimant la diffusion
de données.

— les vecteurs de dépendance, qui sont déduits de cette forme canonique,
sont aussi les vecteurs générateurs décrits aux chapitre 3 et 4 de notre
méthode.

— 'ensemble des nceuds T’ associé au probléme correspond également au
domaine défini dans notre méthode.

Dans son état actuel, la méthode proposée n’indique‘pa.s con&mer:'t iz-
terminer un ensemble de fonctions A € Gl(n,Z) de maniére systecma' 12}11&
afin d’obtenir une famille de réseaux systoliques correspondants. Ceci
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difficile la réalisation d’un systéme d’aide & la conception d’algorithmes
systoliques.

IIL.Approche de Quinton [QUI 838]

La méthode proposée par QUINTON se décompose en 3 étapes :

— exprimer le probléme par un ensemble d'équations récurrentes uni-
formes sur un domaine de calcul D ¢ Z*, lorsque cela est possible.

— définir 4 partir de cet ensemble d’équations récurrentes uniformes une
fonction de temps permettant d’ordonner les calculs.

— projeter le domaine de calcul sur une machine finie en utilisant une
fonction d’allocation linéaire.

Un systéme d’équations récurrentes uniformes est un systéme de la
forme :

u1(2) = f(ur(z + 01),u2(z + 62),...,up(z + 8)
ug(z) = ug(z+02)

(3)
up(2) = up(z +6,)

ol les vecteurs 0; € ©, appelés vecteurs de dépendance sont indépendants
de z. Ils définissent, pour un point du domaine, en quels points il doit
prendre ses valeurs d’entrée.

L’ensemble D C Z" des points z pour lesquels le systéme ci-dessus est
défini, est appelé le domaine de calcul. La paire (D, ©) est appelée le graphe
de dépendance.

Ainsi, le calcul d'un produit de convolution défini par

K
U:’=Zwk X Zi-kg, 120
k=0
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peut étre défini par le systéme d’équations récurrentes uniformes suivant :
y(, k) =y(i,k— )+ w(t - 1,k) xz(i - L,k — 1)
(4) § w(i, k) = w(i - 1,k)
z(i,k)=z(i -1,k 1)
Les vecteurs de dépendance sont 8, = (0, —1), 0, = (-1,0},0; = (-1,-1)

et le domaine de calcul est D = {(3,k) | ¢>0, 0<k<K}.
Le graphe de dépendance (D, ®) peut étre représenté, pour k = 2, par

Yo Y1 Y2 Y3
T i 1 1
w, — 6 —r & — e —F e —---
) 1 ) 1
vt y? v3 vi
l | ! L/
W > e — e —r & —r & — -
) / 1 / 1 o
Yo Y1 Y2 Y3 ’
| | | |/
Wy — 6 — e — @ — e —---
1 1 1 T
¥ / vl |/ v3 v
zo | zi | z2 | z3 l

Les points () représentent les éléments du domaine de calcul D. Les
fléches entre ces points représentent les vecteurs de dépendance. Ainsi les
vecteurs diagonaux correspondent 4 8, : le calcul de y(¢, k) utilise la donnée
Z;—x qui provient du calcul de y(¢ — 1,k — 1) qui 'utilise également.

Si un autre choix pour la provenance des données est pris, on obtient
d’autres vecteurs de dépendance. Un probléme peut donc étre décrit par
plugieurg gystémes d’équations récurrentes uniformes différents.

Aipsi le produit de convolution décrit ci-dessus peut étre défini par le
systéme d’équations récurrentes uniformes
y(o, k) =y(i, k- 1)+ w(f—2,k) x gt - 1,k - 1)
(8)4 =z(t,k)=2z(i—-1,k-1)
w(i, k) = w(i —- 2,k)
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REMARQUE. — L’algorithme de convolution décrit ici est diffé-
rent de celui proposé au chapitre 3.

La deuxiéme étape consiste & déterminer, pour un systéme d’équations
récurrentes uniformes, toutes les fonctions de temps possibles. Une fonction
de temps est une fonction de D C Z® dans N qui indique 4 quel instant
chaque calcul doit étre effectué. Une telle fonction doit vérifier la condition
suivante :

si £ € D dépend de y € D, c’est-3-dire 8'il existe un vecteur de dépen-
dance §; = zy alors t(z) > t(y).

Les seules fonctions de temps utilisées dans la méthode sont celles ap-
pelées quasi-affines de la forme

t(z)=[ATz~a] A€R", a€R

ot |u] indique le plus grand entier inférieur ou égal 3 u.

Une telle fonction est notée (A,a). Si A € Z" et a € Z, la fonction est
dite affine. En pratique les seules fonctions quasi-affines considérées sont
celles & coefficients rationnels.

Lorsque le domaine D du probléme est convexe, I’analyse convexe per-
met de déterminer toutes les fonctions de temps quasi-affines possibles.
Pour cela, il utilise les définitions suivantes :

~— le domaine D est le sous-ensemble des points de coordonnées entiéres
d'un domaine polyhédral convexe de R™ appelé D

— E?:x i X z¢ est une combinaison positive de points z; ...z, de R" si
B8 =1,...,n, est un réel non négatif

— Z?=1 a; X z; est une combinaison convexe de z; ...z, si c’est une com-
A= - iy N
binaison positive et si ) ;. ;i =1

— 8 est un sommet de D si 8 ne peut étre exprimé comme une combinaison
convexe de 2 points différents de D

— restunrayonde DU si Ve € D,Vpe R, z+purc D)

— un rayon de D est extrémal g'il ne peut étre exprimé comme une com-
binaison positive d'autres rayons de D

— l est une lignede DsiVze D,Vuc R,z +plc D

- si D contient une ligne, D est appelé un cylindre.
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On se limite aux domaines polyhédraux convexes qui ne sont pas des
cylindres. Dans ce cas, 'ensemble des sommets S de D est unique ainsi
que 'ensemble R des rayons extrémaux de D, unique 4 un multiple scalaire
non nul prés.

On peut alors définir D comme le sous-ensemble des points z de R" tel
que z = y+ 2 ol y est une combinaison convexe de sommets de S et z une
combinaison positive de rayons de R.

La paire (5, R) est appelée un systéme de générateurs de D. Elle peut
étre déterminée systématiquement & partir des inéquations définissant D.

REMARQUE. — Le dessin ci-dessous représente un domaine poly-
hédral convexe D de R? défini par 3 sommets § = {sy,82,83} et par un
rayon R = {r}.

La paire (8, R) est un systéme de générateurs de D car tout point de D
peut &tre défini de maniére unique & partir de 81, 82,83 et r.

Le théoréme constructif suivant permet alors de définir toutes les fonc-
tions de temps quasi-affines possibles ¢t = (A, &) :
t = (A, ) est une fonction de temps quasi-affine pour (D, ©) si

(i) -ATé>1 Voe®
() ATr>0 VreR
(1) a<ITs VseS

Ainsi pour le systéme d’équations récurrentes uniformes (4) définissant le
produit de convolution, l"unique systéme de générateurs est

§ =1{(0,0),(0,K)} et R= {(1,0)}

L'application du théoréme ci-dessus permet de caractériser les fonctions
de temps (A, @) par les conditions suivantes :
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AT = (Al,/\z) vérifie A > 1, X221, M+ Ao >1

a0

Une fonction de temps possible est donc définie par AT = (1,1) et @ = 0,
c'est-3-dire ¢(i, k) = i+ k et peut étre représentée par le schéma suivant ot
I'instant d’exécution d'un calcul est indiqué & c6té du temps correspondant,.

Yo 31 ¥2 Ys Y4
1 1 i 1 T

Wy — 0(2) —_— .(3) —_ .(4) — O(s) —— .(e) i
i1 i P

wy - .(1) — 0(2) —} 0(3) —_ .(4) = ak .(5) —:-A
T i Sl

Yo = %0 — W) T e —--

o f"f’?T Y
Zg 1 z2 T3 z4

La derniére étape de la méthode consiste 4 appliquer une fonction d’allo-
cation pour projeter le domaine sur un ensemble fini, les cellules du réseau.
Cette fonction a de D dans un sous-ensemble finj de Z™, ott m est la di-
mension du réseau systolique obtenu, doit vérifier Ia condition suivante :

Vz,y €D a(z) = a(y) = t(z) # t(y)

Cette condition garantit que deux calculs exécutés sur une méme cellule
ne sont pas simultanés,

La méthode se restreint 4 la détermination de fonctions d’allocations
linéaires ou quasi-linéaires : ¢ de D € Z" dans Z™ est quasi-linéaire s’il
existe une fonction a’ de Z" dans Z™ et un vecteur P de Z™ tels que
a(z) = a'(z) mod P.

Lorsque ¢ est une fonction de temps affine, I'idée est de projeter le graphe
de dépendance parallélement & une direction définje par un vecteur d'allo-
cation non nul ¢ de Z" et non paralléle aux hyperplans de temps. Quand
le domaine D est fini, le résultat de la projection a(D) est évidemment
fini. Le seul cas de domaine infini pris en compte ici concerne les domaines
possédant un seul rayon r.

A partir du choix d'une direction d'allocation non nulle ¢ € Z*, on
détermine une fonction a de la maniére suivante :

Supposons €, # 0. Un point (zy...z,) de R" a pour décomposition
(y1...yn) sur la base (e1,...,eq—1, &) avec .

{y.- =T — zn(&/fﬂ)’ pour1<i<n-1,
Yn = Tn/én

La fonction a est définie par a(z; ... 2,) = & (y1 - ..y,,._l) et le tl'léoréme
suivant indique comment construire la fonction d’allocation & partir de a :
Supposons ATr # 0 v
(i) si € = r, la fonction a est une fonction d'allocation linéaire pour (D, 8)
et L.

(ii) si € est non colinéaire & r et AT¢ # 0, considérons P = [(|]ATM¢| +
1)/ATr] et P =p x a(r) ot ‘ '

— [u] représente le plus petit entier supérieur ou égal & u.

— M est tout entier tel que Ve € D,Vn > M,z +nx £ €D.

La fonction a’ définie par

a': It VAR
z — a(z)mod P

est une fonction d’allocation quali-linéaire pour (D, ©) et £.

Un deuxiéme théoréme définit de méme une fonction d’allocation quasi-
linéaire dans le cas ou la fonction de temps est quasi-affine.

A chaque point de a{D) correspond une cellule du réseau. Cl%:i\que cellule
a un port d’entrée noté I(u,) et un port de sortie O(u;) associés 3 chaque
variable u; définie dans le systéme d’équations récurrentes uniformes (3).
Le port I(u;) de la celiule IT est connecté au port O(u;) de la cellule
1T + a(6;) tandis que le port O(u;) de la cellule H efst connecté au port
I(w;) de la cellule IT — a(6;). Le temps de communication entre deux ports
associés est de ¢(6;) unités de temps.

Pour le produit de convolution décrit par le systéme (4), la foncliion d’al-
location associée au vecteur ¢ = (1,0) est linéaire et définie par a{s, 5} = %,
Le réseau correspondant est donc constitué de K + 1 cellules (')ﬁ les don-
nées wy sont constantes des cellules (a(f,) = 0) et ol les données ; et y;
circulent de gauche & droite (a(6;) = a(fy) = —1) avec un retard sur le
flot des z; car ¢(6,) = —2 comme le montre la figure 5.3 pour K = 2.
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Z2 Z1 Zo -
wo . wy ] w2
Y2 ¥1 Yo

FIGURE 5.3. Exemple de réseau systolique

Ainsi la méthode proposée par QUINTON permet, comme celle propo-
sée dans cette thése, de concevoir complétement et automatiquement une
solution systolique d'un probléme & partir d'une spécification en termes
de systéme d’équations récurrentes uniformes et d'un choix pour les fonc-
tions £ et a. L'objectif de Quinton est également d'utiliser cette méthode
dans un systéme de conception assistée d’architectures systoliques appelé
DIASTOL (cf. [QUG 84]).

Une étude comparative des deux méthodes conduit aux constatations
suivantes.

La notion de domaine de dépendance est la méme dans les deux mé-
thodes et représente les indices des différents calculs élémentaires. La dé-
composition en modules abstraits proposée comme point de départ de notre
méthode conduit & des domaines convexes possédant au plus un rayon
(seule la premiére décomposition peut étre infinie). Ceci correspond aux
restrictions proposées par Quinton qui ne donne de théoréme constructif
de détermination de la fonction de temps que dans le cas ol le domaine
est convexe.

La notion de vecteur de dépendance de Quinton et celle de vecteur gé-
nérateur de notre approche sont similaires au sens ol elles définissent les
calculs utilisant la méme donnée. Elles différent néanmoins pour la raison
suivante.

Un vecteur de dépendance implique une relation temporelle entre les
calculs : soit § un tel vecteur. Considérons un point z de D, le calcul du
point y = z + ¢ de D devra nécessairement s’exécuter aprés le calcul du
point z car la fonction de temps doit vérifier ¢(z) < #(y). A partir d'un
systéme d’équations récurrentes uniformes, la méthode de Quinton per-
met donc d'obtenir une “famille” de réseaux systoliques ayant les mémes
contraintes temporelles entre les calculs dépendants. D'ou la nécessité de
pouvoir déterminer d’autres systémes d’équations équivalents qui permet-
tront de déterminer de nouvelles “familles” de réseaux systoliques.
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Notre notion de vecteur générateur, par contre, n’impose pas de contrain-
te temporelle entre les calculs dépendants. Selon la suite de transforma-
tions appliquée, ces calculs pourront étre ordonnés dans un sens ou dans
'autre, voir méme simultanés. A partir de la spécification du probléme,
la méthode permet donc dans ce cas de déterminer plusieurs “familles”
différentes de réseaux.

Pour définir 'ordre des calculs, QuUINTON détermine, en fonction du
graphe de dépendance (D, ®), une fonction de temps ¢ = (A, ), affine
ou quasi-affine. Notons que le théoréme proposé donne toutes les valeurs
possibles de A et a. Il peut y en avoir une infinité. Un systéme de conception
automatique ne saurait traiter une infinité de fonctions de temps. Il doit
ge limiter aux fonctions de temps “intéressantes”. Or Particle de QUINTON
ne précise pas explicitement quelles sont les valeurs “intéressantes” de A

et a.

Dans notre méthode, I'ordonnancement temporel des calculs est imposé
par l'application d'une suite de transformations affines. Ces transforma-
tions correspondent aux fonctions de temps affines de Quinton. Pour avoir
une correspondance avec les fonctions de temps quasi-affines de Quinton, il
faudrait définir dans notre méthode des transformations quasi-affines. Elles
permettraient d'obtenir de nouveaux réseaux comme celui de la figure 5.4
obtenu par Quinton avec la fonction de temps t(, k) = |_~;— + k| appliquée
au systéme d’équations (5). La transformation quasi-affine correspondante
est représentée 3 la figure 5.5.

La notion de fonction d’allocation est la méme dans les deux méthodes.
Notons que dans le cas d'un domaine infini, la direction d’allocation dans
notre méthode est toujours paralléle au rayon du domaine (fonction d’al-
location linéaire). Quinton propose une solution plus générale avec des
fonctions quasi-linéaires qui conduisent & des réseaux en anneaux.

Lorsque le domaine est infini et que la direction d'allocation choisie n'est
pas paralléle au rayon du domaine, 1a fonction linéaire a(z),z € Z" obte-
nue, ne peut étre considérée comme la fonction d’allocation, puisqu’elle ne
projette pas lo domaine sur un ensemble fini de cellules. Tia fonction d’al-
location est alors définie par a/(z) = a(z) mod P ot P est une constante
calculée 3 partir du rayon. Une telle fonction est quasi-linéaire.

Une extension possible de notre proposition pourrait aller dans ce sens
8'il s'avére que de tels réseaux sont intéressants dans la pratique.




FIGURE 5.4. Réseau systolique correspondant & ¢ = l_% + k|
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FIGURE 5.5. Exemple de transformation quasi-affine

‘ Le clllouc de Quinton de définir un probléme par un systéme d’équa-
tions récurrentes uniformes nécessite de disposer de transformations for-
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melles permettant de définir des systémes équivalents pour obtenir un en-
semble important de réseaux différents. Ceci sera résolu, dans le systéme
de conception assistée DIASTOL par l'utilisation d’un systéme de régles
de réécriture permettant de déduire des systémes d’équations récurrentes
uniformes équivalents (cf. [QUG 84]).

Notre approche, par contre, permet d’obtenir des réseaux différents &
partir d’une spécification unique. L'’ensemble des réseaux obtenus est réduit
aux réseaux classiques en raison des restrictions mentionnées ci-dessus sur
les transformations et sur le choix de la direction d’allocation £ dans le cas
d'un domaine infini.

V. Comparaison des différentes approches

Nous pouvons résumer les similitudes et les différences entre ces mé-
thodes et celle proposée dans cette thése par le tableau 6.1, en nous ap-
puyant sur les critéres proposés au paragraphe I.

Les points de départ de chacune des méthodes sont relativement voisins.
Néammoins, il semble artificiel de partir d’un algorithme séquentiel plutot
que d’une définition par des équations.

Les trois méthodes proposées se limitent aux réseaux systoliques purs.
De ce fait, les auteurs souhaitent imposer une absence de diffusions dés
la définition du probléme. Moldovan et Miranker-Winkler le réalisent en
transformant l'algorithme par l'introduction de tous les indices de boucles
dans les calculs. Notons qu'ils n’indiquent pas comment cela peut étre réa-
lisé de maniére systématique. Quinton le réalise par le biais d'un systéme
d’équations récurrentes uniformes, qui impose des dépendances entre les
calculs. De ce fait, les réseaux obtenus appartiennent tous & une méme
famille ot les dépendances entre les calculs sont les mémes. Pour pallier
3 ce fait, il faut donc pouvoir transformer un systéme d’équations récur-
rentes uniformes en un autre systéme équivalent, qui impose d’autres dé-
pendances de données et permet ainsi d’obtenir d’autres familles de réseaux
systoliques. Dans I’état actuel des propositions de Quinton, ce passage qui
doit étre réalisé par un systéme de réécriture n'est pas décrit en détail.
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! Dans toutes les méthodes proposées, la caractérisation des calculs élé-
mentaires par V'ensemble de leurs indices est 1a méme. La notion de vecteur
de dépendance ou de vecteur générateur permet, dans toutes les méthodes,
de définir les calculs utilisant 1a méme occurence d'une donnée. Ils sont dé-
duits du point de départ du probléme (algorithme ou équations).

Systol

Equations récurrentes

L'objectif des différentes méthodes est le méme : définir, pour chaque
calcul élémentaire,

— son instant d’exécution,
—— son endroit d’exécution, c’est-3-dire la référence de la cellule du réseau

ou il est exécuté,

: tion obtenue par application :

: de transiormations sur la

: points pour une représenta- :
; représentation initiale

: Vecteur générateur
: abscisse temporelle des
: fonction d'allocation

: Domaine D

: oui
oui

Quinton

Pour réaliser cela, Moldovan et Miranker-Winkler appliquent & la ma-
trice des vecteurs de dépendance une transformation telle que les vecteurs
de dépendance images vérifient certaines conditions. Ces conditions tradui-
sent le fait que 'ordonnancement des calculs obtenus est compatible avec
leurs dépendances. La transformation est partitionnée en deux fonctions,
'une correspondant au temps, qui définit pour chaque calcul son instant
d’exécution, ’autre qui définit la cellule ol il est réalisé.

: Vecteur de dépen-

: dance
fonctior de temps

: Equations récurren-:
: tes uniformes .
: Domaine D

1 oui
oul

Quinton définit I'instant d’exécution de chaque calcul élémentaire en
déterminant une fonction de temps. Cette fonction est affine ou quasi-affine
et doit vérifier une condition sur les vecteurs de dépendance qui garantit
un ordonnancement correct des calculs. La cellule associée & chaque calcul
est définie par une fonction d’allocation linéaire ou quasi-linéaire.

Miranker -Winkler
;: 2&me partie de la trans-; fonction d'aliocation

: formation définie sur la;
: matrice des vecteurs de:

: matrice des vecteurs de:
: dépendance

: formation définie sur la:
: dépendance

: Vecteur de dépendance
non
: non

: Algorithme séquentiel
: lére partie de la trans-;

: {boucles)
;Ensemble r

Dans la méthode proposée ici, I'instant d’exécution de chaque calcul
est définit par son abscisse temporelle sur une représentation considérée,
obtenue par application d'une suite de transformations affines & partir de
la représentation initiale du probléme. La cellule associée 4 un calcul est
aussi définie par une fonction d'allocation linéaire.

Moldovan

: Algorithme séquena
non

: tiel {boucles)
: Vecteur de dépen-

: dance

: Ensemble .En
: me occurence de donnée:

fonction 11
;: fonction S

:n

#*

Méthode

Les méthodes de Moldovan et Miranker-Winkler ne sont pas des mé-
thodes constructives et ne permettent donc pas de réaliser un logiciel de
construction automatique de réseaux systoliques.

* dans 1'état actuel de la méthode

Critéres

Nous comparons donc la méthode de Quinton et celle proposée ici. La
figure 6.2 résume quels sont les réseaux que chacun des logiciels correspon-
dants permet de déterminer.

Notons qu'une extension de notre méthode & des fonctions de temps
Tableau 6.1 1 ) o j Spv g

quasi-affines et & des fonctions d’allocation quasi-linéaires (¢f. paragraphe

: Caractérisation des

: calculs élémentaires

: calculs utilisant la ma&-
: Définition des calculs

: Définition de la géomé-
: trie du réseau

: Méthode constructive

: Caractérisation des
: simultanés

: Logiciel réalisable

: Point de départ
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DIASTOL SYSTOL

réseaux d'une méme famiile (1) réseaux de familles différentes

réseaux systoliques avec diffusion

réseaux systoliques purs

- de forme classique (2)

- en anneaux

- avec double cheminement
des données (cf. fig. 6.4)

réseaux systoliques purs
- de forme classique

(1) ensemble de réseaux avec les mémes dépendances entre les calculs.
(2) flots linéaires

FIGURE 6.2 Comparaison des possibilités de DIASTOL et SYSTOL

IV), permettraient d’obtenir les réseaux particuliers avec double chemine-
ment des données ou en anneaux.

L’intérét de notre méthode est qu’elle permet de construire un systéme
d’aide & la conception de réseaux systoliques SYSTOL. Ce logiciel déter-
mine, pour une définition d’un probléme, des réseaux semi-systoliques et
systoliques purs de différentes familles.
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CONCLUSION

Notre objectif était de proposer une méthode constructive de conception
d’algorithmes systoliques et de la réaliser dans un logiciel.

Cette méthode détermine, & partir de la spécification systolique d'un
probléme, un ensemble de représentations ou ordonnancements des calculs
élémentaires et calcule, pour chaque représentation, un ensemble de ré-
seaux, semi-systoliques avec diffusion ou systoliques purs, solutions de ce
probléme.

Elle a été mise en ceuvre dans un logiciel appelé SYSTOL qui détermine
les réseaux systoliques associés & un probléme , les affiche sur un écran
bit-map, et donne la possibilité & 'utilisateur de visualiser une simulation
d’exécution, par déplacement pas 3 pas des données sur les flots.

Notons que la méthode se distingue des autres méthodes étudiées es-
sentiellement par le non rejet systématique de la diffusion de données et
par les outils et méchanismes utilisés pour définir 'ordonnancement tem-
porel des calculs élémentaires. Elle doit étre approfondie pour permettre
de résoudre des problémes plus complexes.

Le logiciel réalisé actuellement est un prototype sur lequel il y a encore
beaucoup 3 faire pour le rendre plus facilement utilisable et plus perfor-
mant, comme nous 'avons indiqué au chapitre 5.

Cette thése n’est qu'une étape dans le travail qui peut étre envisagé.
Outre un approfondissement et une extension de la méthode, des pistes
de recherche se dessinent 3 la fois en “amont” et en “aval” de la méthode
proposée.

En amont de la méthode, une étude théorique plus approfondie pourra
étre menée sur le processus de décomposition en modules abstraits présenté
au chapitre 5 1.2. Cela pourrait permettre de ne plus définir le probléme
par un systéme d’équations qui n’est pas toujours simple & déterminer
et d'obtenir directement, 3 partir de cette décomposition, la spécification
gystolique du probléme.

Au niveau de la méthode, des extensions sont envisageables dans les

directions suivantes :
— calculer les directions d’allocation ¢ associées au type de réseaux sou-
haités.




— considérer des transformations quasi-affines et des fonctions d’allocation
quasi-linéaires ainsi que nous l'avons évoqué au chapitre 6.

—- approfondir la notion de performances de réseaux.

— traiter le cas des communications (lorsqu'un résultat sert de donnée
dans le calcul d’un autre résultat élémentaire).

En aval de la méthode, sont & étudier tous les problémes liés 3 la réali-
sation physique des réseaux systoliques obtenus.
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ANNEXE

Nous présentons dans cette annexe quelques uns des programmes du

logiciel :

— le module DEFIN ou systol-definition, qui décrit les structures de don-
nées du probléme.

— le module SYSMAIN, qui contient le programme principal ( PRO-
GRAM systolique).

— e module TRANSFO ou systol-transfo qui définit I’ensemble des pro-
cédures nécessaires 3 la création de I'arbre des représentations.

— une partie du module RESEAU qui permet la construction des réseaux
associés A une représentation donnée.
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MODULE systol_definition;

CONST

TYPE

intini
max_vg

max_ssd

TR

hauteur =
longueur=
bord =

vecteur
t2_3
chaine
nat_symb
P_expr
expr

couple

repres

t_comptvg
arbre

99993

203 { nambre maximum de vecteurs senerateurs =
nombre maximum de tamilles de ressources + 1
car resultat peut communiquer ==> 2 vect. gen )

2; { nombre maxImum de sous-domaines = ens. des
points utilisant la meme fonction et les memes
ressources 0=D1 U D2}

15; nombre maximum de caracteres dans une chaine )

{
7603 { nombre de paints de |la fenetre NUMELEC )
10243 { nombre de points de la fenetre NUMELEC }
100; { nombre de points laisses pour les bords ]

ARRAY [1..3] OF integer;

2k 0353

PACKED ARRAY [1..max_car] OF char;
(ctesnomsop);

fexpri
RECORD

suiv @ p_expri

CASE ns : nat_symb OF

cte t (ent : Integer);

nom 1 (idiwe 20’k )i

op : (pper t char);
END;

{ expr pour memoriser les expresions arithemiques
definissant les fonctions, les bornes de dommaine
sous torme polanaisel

RECORD
infssup 1 p_expr;

END;

{ pour memoriser les bornes int et sup sur une composante
1»J ou k. les bornes peuvent etre constantes (=infini) }

= RECORD

b : ARRAY [1..3] OF integer;

v * integer;
END;

{ une representation est caracterisece par la matrice

de passage P de vecteurs colonnes Bi = (1,0,b1),

Bj = (0,1,b2) et Bk = (0,0,b3) exprimes dans | ’espace

temps et par le vecteur de translation V = (0,0,v) )

= ARRAY [DO..max_vgl OF Integer:

= RECORD
rep I repres;
Interm : baoolean; {a vral si rep intermediaire
entre rep Inlt et rep depart )
equiv : booleans; {a vrai s! rep equivalente a

rep precedente }

comp_t_vg ¢ t_comptvgi {valeur de |a composante sur t
de chaque vg )

TeOi,TdO! Narbre;

Te0Js7d0j : Marbre;
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lien

tonct_ress = RECORD

t_tress

t_vectgen

t_bornes

snus_domaine

ressource

tab_ressource
specit_syst

VAR spasys
arbo
pb_intini

Tecart t Aarbres
END;

= Narbrei { arbre des differentes representatlions J

util ¢ boofeans { a vral si ressource utlilsee )
1,42 + p_expri {f2Z = nil sl suite simple
t1 et 2 = nil si donnee simple 3
timins fimaxyt2min,t2max : integer;
{ valeurs min et max de f1 et 12 sur
le scus—domalne cuncerne }
tlctesf2cte : integer; { les tanctlons f1 et 12 sont
tineaires de la forme al+bj+cktcte )}

END;
ARRAY L[O..wax_vsl OF fonct_ressi
ARRAY [O..max_vgl OF vecteur:

LI I

ARRAY [’'i’..’k’] OF couples
RECORD
bornes t_bornes;
tonction @ p_expri
det_ress ! t_fress;
END

{ tonction vtilisee en tous points du sous-damaine

ress (1) expression def. comment est gtilisee la
leme resource sur le sous-domaine. si elle n'est

pas utilisee; ress (1) = nil.
ress (0) definit le resultat utilise comme donne

quand communication 1}

= RECORD
dim = 1..3:
nom ¢ chari
END;
= ARRAY [0..max_vgl OF ressources
= RECORD
dimension t2_3;
baorn_dom : t_bornes;
nbr_vag : integer;
ress : tab_resspource;
vect_sgen + t_vectgeni
nbr_ssd : integer;
s5_dom ARRAY [1..max_ssdl OF spous_domaine;
cammunic : booleans { a vrai si communication}
contralinte booleans { a vral si contrainte Init }
END3
{ dimension = 2 si pb lineaire; = 3 si ph bidimens.
vect—gen exprimes dans |la base canonique du reseau
vect—gen [0} detinit res. utilise comme dannee qd
communication
ressources = |iste des noms de ressources redults
a 1 caractere ressources [1] = resultat }
specif_systi
tieni
booleani { a vrai si le domaine est infini sur i ]
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FPROGRAM systolique (input,output);
USE sysdetin, traltexprs saisies systransfo, verit, graphic, reseaus;

( sysdetin decrit les donnees du probleme et deflnit deux variables globales
SPESYS lvspectf-syst decrivant la caracterisation du probleme
arbo : lien ppinteur sur la racine de |’arbre des representations )

—

saisle lit les donnees de la caracterisation du probleme : spesys )

-~

systransfo construit [’arbre des representations du probleme }

-

verif definit les procedures de verit provisgires J
{ genere les reseaux }

VAR ch : charj

BEGIN

saisies

imprime (spesys); (¥#%%% verif de saisie ¥KNKX)

construction (arbo);

init_parcours; parcours (arbo,l); (#¥%% verif de creation d’arbre *#Xk%)

{ chargement de !a fonte }
charge_tonte (tont);

(#¥¥%%X  construction des reséaux HRHHAHH )
Init_file (+il_rep);
creat_resesau (arbo);

REPEAT
writeln; writeln;
write (° ##%% Voulez~vous revair les differents reseaux (o/n}? )i tlush (output);

readlni read (ch);
IF c¢h IN [’0’,’0’] THEN
BEGIN
init_tite (fil_rep);
creat_reseau (arbo);
END
UNTIL NOT (ch IN [’g’,’0/1);
END.
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MODULE systo!_transtoi
USE sysdefin, traitexpr;
VAR rep_Init : booleans

PROCEDURE construction (VAR arbo : lien);
{ construction de |’arbre des difterentes representations )

TYPE t_liste = RECORD

r t repres;
s ¢t At_iistes
END
p._liste = At_liste;
inta = RECORD
Tis»Tj *+ ARRAY [’e’..’d’] OF booleans
Te + booieans
END 3
VAR lnf_i)sup_ixinf_JJSHP_J:vk : integer;
liste s p_listei
PremOl:;Prem0Qj : chari
dan - sointoi

{ Til’c’] = booleen indiquant si une transfa TeOl (du type 1) est applicable,
a vral si TeOi applicable (c-a-d si| un vecteur generateur a sa
compusante sur t (comp-t) nulle et sa composante sur i non nulle
a taux sinon . idem pour TIL’d’J3,TJ0’c*3,Ti0’d’] 1}
{ Te = booleen indiquant si une transfo du type S5 (ecartement des hyperpians)
est appllicable: b
a vral si applicable (c-a-d si un vecteur generateur a sa composante
sur t nulle et sa compbsante sur k non nulle ?

PROCEDURE caleul_comp_t (r : represi VAR t : t_comptug);
{ calcul la composante sur t dans la representation r de chaque vecteur
generateur et |la memorlise dans le tableau t J}

VAR i:Jimln : integeri
BEGIN
WITH spesys 0O
BEGIN
IF communic THEN min := O
ELSE min = 13

{ si communication le vg [OJ detinit le resultat utilise comme donnee 1}
FOR { t= min TO nbr_ve DO
BEGIN

tLid = 05

FOR J := 1 TO 3 DO ¢ [i] := ¢+ [iJ + vect_gen L[i jJ % r.b [jli
END;

END;
END ¢ { calcul_comp_t }
PROCEDURE transfo_applic (VAR p : ileni VAR PremOi,Frem0j : char;j VAR don * into}s

{ determinatian des transtos epplicables sur la representation polintee par p }
utilisation d’une variable globale rep_init de type booleenne qui indique

sl la representation est initisle ou non 1}

PremOl definit la premiere transformation sur Oi * c pour Te»
pour aucune )

-

d pour Tdy, v

-~
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VAR camp_tsi,j t integeri

{ comp_t = cumpasgnte sur t dans |’espace temps d’un vecteur generateur vg
= 3eme ligne de P (bl:b2,b3) % vg (base canonique).
les composantes sur | et j sont [es memes que sur Bi et Bj )

BEGIN

{ init a taux des booleans )

den.Ti [’c’] := talsei don.Ti [’d’] t= talse;
dan.7j [’e’] = talse;i don.Tj [’d’] := tfalse;
don.Te = talse;

{ examen de chaque vecteur
generateur. si sa compasante s

:sfta[nes transfos sont applicables } ur toestonvlles
FOR { := 1 TO spesys. nbr_vg DO
BEGIN R

{ traitement du ieme

g a me vecteur generateur. Determination de sa comp sur t }
FOR j t= 1 TO 3 DO comp_t := comp_t + pM.rep.b [jJ % spesys.vect_sen [1,])];

IF comp_t = 0O THEN { transtos applicables }
s5pesys.vect_gen b camp., sur Q== 0i) applic.
IiE s.vect_g C J <> 0 THEN ( <> > { ) 3

CASE PremOi OF
‘e’: don.Ti [’c’] = true;
'd’t dan.Ti [’d’) := true;
‘v’ BEGIN
dan.Ti [’c¢’] t= truej
IF NOT pb_Intini THEN don.Ti [’d’] := true;

END;
END:
END;
IF spesys.dimensicn = 3 THEN { transto sur
J possibles }
IF spesys. {
BEGI; sys.vect_gen [1,2] <> 0 THEN { comp. sur J ¢ 0 ==) T(0j) applic. ]

CASE PremQJ OF
‘e’ don.Tj [’e’] t= true;
‘d*r don.Tj C*d’] = true;
‘v’ BEGIN

don.TJ [’e’] 1= true;
don.TJ [’d’] = true;
END;
END;
END;
IZO:?izy?;v:::;?en Li,31 <> 0O THEN { comp. sur k <> O == don.Tecart app. )
ENDj
END {FOR};

END {transfo-applic 1;

PROCEDURE ajout_liste (VAR | : p_listei VAR p ¢ |ien);
{ insertion en tete de fa liste des representations nan equivalentes pointee
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par | de la representation pointee par p dans |’arbre )
VAR cour ¢ p_liste;
BEGIN

new (cour);

courf.r 1= phorepi

courf.s 1= |j

I := coury

END; { ajout-liste ]

FUNCTION rep_interm (VAR p : lien): boolean;

BEGIN

rep_Interm := talses (RMHHARRHRRRRKARHRKNNN® A FAIRE HERRERRERKRNHERRH KN )

END 3 { rep~interm 1}

FUNCTION rep_equiv (VAR | : p_listeis VAR p ¢ lien)t boolean:

{ determine si la representation pointee par p dans |’arbre est ou non
equivalente a une representation precedemment gbtenues; memorisee dans
la liste pointee par 1 1

VAR cour * p_llistej -

trguve ' bogleani
bplibp2,bp3 * Integeri

BEGIN

bpl = p~.rep.bl[1];

bp2 = pA.rep.bl2];

bp3 1= pA.rep.bl3];

trouve t= talsei

cour = |j

WHILE (ecour <> nil) AND NOT trauve DO
BEGIN

WITH cour”.r DO
trouve t= (b[31%bpl = bL11kbp3) AND (b[3I¥bp2 = b[21¥bp3);

cour = courf.sj
END;

rep_gquiv = trouve;
END; { rep-equiv }

PROCEDURE Insertion (VAR psg ' lleni sens,ret : chari PremOisPrem0) : charid:intol);
{ Insertlon dans |’arbre en § d’une representation dont les caracteristiques
dependent de la representation pere (pointee par p) et du sens de la
transformation appliquee
~couv d ainsi que de |’axe de reterence (i ou J)
- e pour la transfo de type 5 (sens sans importance) ]
VAR aux @ Fleni,
BEGIN
new (aux)i

WITH aux? DO

BEGIN
rep 1= ph.rapi
WITH rep DO
BEGIN

CASE sens OF !
ie?s CASE ref OF
170y bL1TF v= BLLY + 13
7J0e bL2] = BEZY 4 15
- ENDs
'd’t CASE ref OF
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‘17 BEGIN
bCLT := bL1] - 1

v iz v + sup_i ~int_ij
END;
’j’+ BEGIN

bL2] := bL2]1 - 1;

v 3= v + sup_J - int_Ji
END;

END;
‘e’: BL3] := bL3] + 1

END;

END; (WITH)

{ maj de PremOi et PremOj }

IF (PremQi = ’v’) AND (ret = ’{’) THEN PremOi := sens;
IF (PremQj = 'v’) AND (ref = ’j’) THEN Prem0Oj := sens;

Interm := rep_Interm (aux);

1F NOT Interm THEN

BEGIN

equiv := rep_equiv (listesaux);

IF NOT equiv THEN ajout_liste (liste,aux);

END;

calcul_comp_t (rep.,comp_t_vg);
END; {WITHY
transto_applic (aux,PremQi ;Prem0jsd);

g = auxi

IF NOT d.Ti [’c’] THEN g7.Tc0i := nil

ELSE insertion (qiq”.tcOi ’c’,’i’Prem0i Prem0) d)i
IF NOT d.Ti [’d’] THEN q*.Td0i := nil

ELSE insertion (qiqA.TdOi»’d’,’i’;Prem0i ,Prem0J,d)};

IF NOT d.TJ £L’c’] THEN q~.Tc0J := nl!

ELSE insertion (g9s92.Tc0J:’c’s* )’ Preni Pren0),d);

IF NOT d.T7J [’d’] THEN gA.Td0J = nil

ELSE insertion (q,gqn.Td0j,’d’,’j’;Prem0i Prem0J,d);

IF NOT d.Te THEN g%.Tecart := nil

ELSE Insertion (gqiq”.Tecart ’e’s’e’ ;Prem0i Prem0J,d);
END; { Insertion 1

BEGIN { canstruction }
{ determination des valeurs des barnes Int et sup sur i et j pour le ealcul
de v quand les Td sont possibles 1}
WITH spesys DO

BEGIN

int_I := born_dom [’i’].infA . ent; { sur i, bornes constantes ... 1
sup_i = born_dom [’i/J.supM.ent} (== ... Asuiv = nil )

IF dimension = 2 THEN

BEGINI { transfo sur j Impossible }

int_J = 0;

sup_J 3= 0;

END

ELSE { dimension = 3 ]

BEGIN

{ evatuation de la borne inferieure sur j. Cette borne peut dependre de
i et peut-etre de k ( si depend = true ) )

IF dependance (born_dom [’j’].int,’k’) THEN

BEGIN
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eval_expr (born_dom L’k’J.int,born_doml’1’).intr. ent:0:0,vk}s
eval_expr (baorn_dom [?j’1.intsborn_doml?i’].int . ent 0 vksint_J)s
END
ELSE evai_expr (barn_dom [°j’).int,born_dam(’i’J.inf . ent 0,0, inf_j)s
{ evaluvation de |a borne superieure sur Jj. Cette borne peut dependre de
i et peut~etre de k (si dependance) I
IF dependance (born_doml’j’l.sup»’k’) THEN
BEGIN
eval_expr (born_dom [*'k’l.supsborn_doml’i’J.sup”.ent 0:0,vk);
eval_expr (born_dom [’j*].sup,born_doml’i’J.suph.ents0rvkssup_J)i
END
ELSE eval_expr (born_dom [’J'3.suprborn_daml*i’l.supM.ents0,0ss0p_J)s
END;
END;

{ Inlt de la racine arba avec la representation initiale ]}
new (arbo)li
WITH arba® DO
BEGIN
WITH rep DO
BEGIN
b[1]

END;

equiv := false;

interm = rep_interm (arbo);

calcul_comp_t (repscomp_t_vali

liste = nilj { init de la liste des representations non equivalentes )}
IF NOT interm THEN ajout_!iste (!istesarbo}i

{ pour la representatiaon initiale; PrenOi et PremOj sont vides ]

PremQl := ‘v’ PremQj := ’‘v’i

transta_applic {(arbosPremQi PremOj don);
1F NOT don.Ti [’c’] THEN TcOl := nil
ELSE Insertion {arbosarbo”.TeOls’c’s’1’;Prem0iPrem0j,dan);
IF NOT don.T) [’d’] THEN TdO! := nil
ELSE insertion (arbosarbof.TdOis’d’,’1’,Prem0i Prem0jrdon);
IF NOT don.TJ [’c’] THEN TeOj := nil
ELSE Insertion (arbgsarko”r.TeOds’c’s’j’ Prem0i;Prem0jidan);
IF NOT don.TJ [’d’] THEN TdOJ r= nil
ELSE insertion (arbosarbo”.Td0J:’d’»’ ' Prem0i Prem0Jsdaon);
END;
END; .
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MODULE reseaus;

USE sysdefin, traitexpr: traitcand, rasteruses graphics
PROCEDURE determ_reseau (VAR p : lien);

{ variables locales non explicitees ]

BEGIN { determ-reseau 1}
REFEAT
diralloc (ksisa); { lecture de la direction d’allocation et
determination de la tonction d’allocation a }
taille_min = talile_celret ¥ (max_celret * 2 + 1)
contig_cellule (ok)i

IF ok THEN
BEGIN { reseau dessinable sur l’ecran }
contig_+lot; {,representation du sens des tlots et des eventuelles

celiules de retard )

{ calcul de I’espacement des dannees sur les flots = ksi [t] - 1
ou ksi [t] = 3eme ligne de p (b1l,b2,b3) par ksi (dans B.C.) }
WITH pN.rep DO
espac = abs (ksil[1l % bU1TY + ksil2] # bL2] + ksil3] ¥ bLI31) - 13

t o= 0; { t = instant de simulation }
contig_don (tyvid_str); { representation des donnees sur le reseau ]
{ a I’instant t ) -

{ copie d’ecran du reseau dessine )

writelns

write (’ Voulez-vous imprimer ce reseau sur listing (o/n) 7 ’);
tlush (output}s

readin; read {(ch);

1IF eb IN [’0’,’0’] THEN copy_ecrani

writelni

urite (' Simulation du reseau. A chaque demande s’’atfiche |'’etat du ’);
writeln (’reseau en tsttl..’);

uriteln;

write (7 Voulez-vous visualiser la simulation (o/n) : ’); #tlush {output);

readin; read (ch)i
WHILE NOT (ch IN [”n’,’N’]) DO
BEGIN
contig_don (tsvid_not)i { reaftiche les donnees a |’instant t }
{ ==> ettace }
tod ot 4015

cantlg_don (tsvid_str)i { attfiche les donnees au nouvel instant }
wurite ('’ Vgulez~vous continuer {(o/n) ¢ ’)i +lush (output)i
readln; read (ch);
END;
END
ELSE writeln (’##%¥% Dessin sur ecran impossible: trap de cellules *x#%’);
uritein
write (7 Autre directton d’’allocation (a/n) : /)i +lush (output)i

readin; read (ch);
UNTIL eh IN [’n’,’'N’3;
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END; { determ_reseau }

PROCEDURE creat_reseau (VAR p : lien);
BEGIN
IF {(NOT p~.interm) AND (NOT pA.2quiv) THEN
BEGIN
ecrire_file (fil_rep)s
determ_reseau {(p); { recherche des reseaux correspondants }
ENDs .
1IF p~A.TcOi <> nil THEN
BEGIN
entiler (+il_rep:’TcOi’};
creat_reseau (p".TcOi);
detiler (fil_rep)i
END;
IF pA.TdOi <> nil THEN
BEGIN
entiler (fil_rep)’TdOi’);
creat_reseau (pA.TdOi);
defiler (fil_rep)i
END;
IF pM.TeOJ <> nil THEN
BEGIN
enfiler (til_reps’'TcO0j’)i
creat_reseau (p".TcOj);
detiler (fil_rep);
END3
IF p~.Td0j <> nil THEN
BEGIN
entiler (til_rep,'Td0j’}i
creat_reseau (pn.Td0J)}
defiler (til_rep):

END;

IF pA.tecart <> nil THEN
BEGIN

enfiler (fil_reps’Tec’)s

creat_reseau (p/.Tecart);
defiler (ftil_rep)s

END;

END3
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RESUME. — Le travail présenté dans cette thése se situe dans le cadre de la
conception d'algorithmes systoliques.

Les architectures systoliques proposées par H.T. KUNG sont des systémes spécialisés,
caractérisés par une structure planaire régulidre de processeurs élémentaires connectés
localement, & travers lesquels circulent les données de facon rythmée. Ces caractéris-
tiques facilitent leur réalisation par un circuit VLSI.

La conception “a4 la main” de tels systémes n’est pas simple. La méthode proposée
répond i cette difficulté en déterminant automatiquement, & partir de I’énoncé d’un
probléme, un ensemble de réseaux systoliques, solutions de ce probléme.

Une architecture systolique est adaptée & la résolution de problémes pouvant s’ex-
primer par des systémes d’équations récurrentes. On peut, de manidre simple, déduire
- de ces équations ’ensemble des informations constituant la “spécification systolique”
du probléme. Cette spécification sert de point de départ de la méthode.

La méthode présentée dans cette thése permet de déterminer :

— un ensemble de “représentations” —ou ordonnancements temporels des calculs élé-
mentaires-—obtenues par application de transformations affines.

—— puis, pour chaque représentation, un ensemble de réseaux. Un tel réseau est obtenu
en allouant (avec une fonction d’allocation) I’ensemble des calculs élémentaires & un
ensemble fini de processeurs et en déterminant les connexions nécessaires.

Cette méthode est mise en ceuvre dans un logiciel appelé SYSTOL, qui, & partir de
la spécification systolique d’un probléme, détermine un ensemble de réseaux et permet
la simulation pas & pas de leur exécution.

La structure de chaque réseau (processeurs et connexions) est visualisée sur un écran
bitmap sous une forme schématique du type de celle présentée par KUNG : sa configu-
ration initiale est définie par la disposition des données sur les flots d’entrée des boites
représentant les processeurs.

La simulation d’exécution est réalisée par la visualisation du déplacement pas & pas
de ces données sur le graphe de connexions.

Outre 'automatisation de la conception, le logiciel permet donc la sélection par I'uti-
lisateur du “meilleur” réseau selon ses propres critéres : nombre minimal de processeurs,
temps minimal d’exécution, simplicité du graphe de connexion, taux de parallélisme,
etc.

Si cette méthode présente des points communs avec d’autres méthodes existantes, elle
s'en distingue essentiellement par le non-rejet systématique de la diffusion de données et
par les outils utilisés pour définir 'ordonnancement temporel des calculs élémentaires.

MOTS CLES : parallélisme, architectures spécialisées, réseaux systoliques, concep-
tion automatique d’algorithmes.




