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Liidée quia guidé ce travail est l'application 4 la reconnaissance des

structures (de figures en particulier) des méthodes de l'analyse syntaxi-

que. Une conclusion (QUERE) suggérait, pour la description de figures,

l'utilisation d'une structure de diofde, déjA utilisée pour décrire des ra-

mifications. C'est cette conclusion qui fut le point de départ de notre

étude,

Aprés la présentation d'une structure algébrique qui permet de décrire

des Agurds ratte, 1), nous nous intéressons aux ensembles algébriques
de figures qui sont l'équivalent des langages 4 contexte libre dans la struc-

ture du monoide. Le chapitre 2 définit les ensembles algébriques, les

définitions étant abordées sous ltaspect linguistique. Suivant la structure

dont nous munissons un ensemble de figures, nous étudions la classe des

ensembles algébriques obtenus (chap. 3). Puis, nous abordons le problé-

me de l'analyse syntaxique dans le cadre défini précédemment (chap. 4).

Ce travail n-aborde pas le probléme de l'identification d'une image ou

sous -image ; 4 ltheure actuelle, ce sont essentiellement des techniques

particuliéres 4 chaque cas qui sont mises en oeuvre dans ce domaine.

(PAVEL), cependant, apporte une approche mathématique unificatrice du

probléme de la reconnaissance automatique.

Le modéle mis en oeuvre ici paraft semblable 4 celui de (SHAW 1968),

mais la différence essentielle est qutici, nous utilisons des lois de com-

positions sur les figures alors que (SHAW 1968) emploie des opérateurs

décrivant des relations dans des graphes. Une bréve comparaison avec

ce modéle est faite au paragraphe 1, 3.3.

(1) 1.1 et 1.2 reprennent et complétent (MOHR)
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0 RAPPELS

Soit V un ensemble appelé vocabulaire, notons V* le monoide libre engen-

dré par V ; la loi de composition interne de V* est appelée concaténation ;

nous noterons A (mot vide) 1'élément neutre de la concaténation.

Soit a €VTM* nous noterons |al la longueur du mot a.

. n -Pour tout entier n, nous noteronsa le motaa... a. En particulier,
“—~_-_”

al aA. ,
n fois

0. 1 Ramification (PAIR - QUERE) (PAIR 1969)

0.1.1 Définition des ramifications

fl stagit d'étudier algébriquement la notion de graphe arborescent A une ou

plusieurs racines.

Une pseudo arborescence sur V est, a un isomorphisme prés, une arbores-

cence orientée et étiquetée par des éléments de V. On appelle ramification,

toute suite finie de pseudo arborescence sur V (voir figure 0.1). On notera

V, l'ensemble des ramifications sur V.

b

da b c d

d

Ramification r Ramification s

figure 0. 1



a

V est muni:

- d'une loi de composition interne associative : la concaténa-

tion notée +, et ayant un élément neutre : la ramification

vide notée A

- d'une loi de composition externe 4 opérateur dans V :

l'enracinement noté x . On identifiera x €V AxxA ,» donc
“a

V contient V.

La figure 0.2 donne un exemple de concaténation et d'enracinement pourr

et s définis 4 la figure 0.1.

s de la figure 0.1 est égal aA: dx (atbx (dta)tc)

a b :

a lb vc
c d

b

‘\ JS

c a b \c d

c

d

rts 
axr

figure 0.2

0.1.2 Principe de récurrence

Proposition 0.1.2.1: pour tout r €V - {A} » ilexiste a €V, r'etr" €V

uniques tels que: r=ax rt +r!

De cette proposition, on déduit le principe de récurrence suivant

Proposition 0. 1.2.2: soit pun prédicat sur V ; si:

- p(A) est vrai

- p(r) et p(s) =(Wa EV) plaxr +s) est vrai

alors p(r) est vrai pour tout r €V.

0, 1.3 Quelques fonctions de ramifications
a

Nous allons définir par récurrence quelques fonctions sur V.



mot des racines : Soit Pp application de Vv dans V* définie par :

piA)=A

plax r+s)=a p(s)

p(r) est le mot des racines der. Pour la ramification r

(figure 0. 1) pir) = ab

mot des feuilles : Soit © l'application de Vv dans V* définie par :

QA) =A

oaxrt+s)=sir=A alors a Or) sinon or) gs).

Pour la ramification r de la figure 0.1, le mot des feuilles est

Ar) = cdabded

familles de prédécesseur a: Soita €V. On appelle famille de prédécesseur

a dans une ramification r de V les mots de f(r), ou f. est l'application de

V dans & (v* ) définie par:

f(A) = @

f(r +s) =£,(r) U f(s)

£ (bx r) = sib =a alors {P(x} f(r) sinon f(r)

Dans la ramification r de la figure 0.1, il existe trois famil-

les de prédécesseur a: ba, abc,A.

0.1.4 Bilangages grammaticaux (QUERE)

Une grammaire est un quadruplet g = (T, N, :: =,X), ot T est le vocabu-

laire terminal, N le vocabulaire non terminal, X un langage régulier sur

VE=NUT.

2: = est une relation binaire entre V et V* ; si on note Ky l'ensemble des

mots atels que x::= a, :: = vérifie

wf
~~ Vv KA cy ard “4 Ky esi ul langaye répulier

-Vx€ET K, = 1S

Une ramification r sur V est engendrée au sens large par Gg si chacune

des familles w de prédécesseurs A, A EV, vérifie A:: =a,

Notons (g ) ces ramifications.



Les ramifications engendrées au sens strict par 4 sont les ramifications

de X(Q) dont le mot des racines appartient 4 X .

Notons FG ) ces ramifications.

AQ) est le bilangage engendré au sens large par G ;

S(g) est le bilangage engendré au sens strict par Gg ;

On appelle bilangage grammatical tout ensemble de ramification engendré

par une grammaire.

De fagon immédiate, ona:

Proposition 0.1.4: Sir et s appartiennent 4 V et a € V alors :

-rts€ AG) ered(g)ets € L(G)

~axr X&(G) er€d(g)eta::= pr).

Ltensemble des mots des feuilles des ramifications de J ( g) s'appelle

langage engendré par g - Les langages engendrés une grammaire sont les

langages 4 contexte libre.

0.2 Schémas fonctionnels

Nous utilisons ici le vocabulaire de (EILENBERG - WRIGHT) tout en ma-

nipulant des schémas fonctionnels (KREISEL -~- KRIVINE) ; compte tenu de

l'utilisation que nous voulons en faire au chapitre 2, il est inutile d'intro-

duire les théories par les catégories. Les théories définies ci-dessous

correspondent aux théories libres de (EILENBERG -~ WRIGHT).

0.2.1 Théorie et schémas fonctionnels

Une théorie test une famille (FO) n €N d'tensembles disjoints.

Nous supposerons dans la suite que F= UF, (n) 0) est fini.

Soit alors g = (F, {x} » 2:=,X) la C- grammaire définie par :

(Wns 0) (Wa EF ) Mezza ¥®.
-“ n

= >

tout mot engendré par Q est appelé schéma fonctionnel sur la théorie

et nous noterons tT l'ensemble des schémas fonctionnels sur 7.

On ales résultats suivants:

Proposition 0, 2.1.1: Soit a € Fo ; sixay et z2 sont des schémas fonction-

nels sur talors xz y est un schéma fonctionnel sur 1.



Théoréme 0.2.1.2: Pour tout schéma fonctionnel x, il existe un entier n

unique, il existe a € PY et ays---, ay € 7 uniques tels que x =a ayers are

0.2.2 Algébres sur une théorie

Soit m= (Pon € n> une théorie.

Théoreme 0.2.2 : Soit un ensemble E, et, pour chaque n, une application

Pn
Alors, il existe une application et une seule On! T—»E (9 5 (x) = x), telle

2 ay p fa) = ade Pa dans l'ensemble des applications de E” dans E.

que, pour touta € Fo et pour tout x),..., x eF

aX)... = A(Ky, ees x)

Stil nty a pas de confusion possible, nous noterons ¢ au lieu de Pp

Pour a appartenant a Fo, on identifie a et a.

Exemple : Soit E = F*¥;

F *WaeF (a) + (x),-.6, ¥,) —» ax)... x EF

Dans ce cas, l'application Pp x de t dans F* est l'injection canonique de

dans F*¥,

E est une 7 - algébre si on se donne, pour tout n, une application de Pa

dans l'ensemble des applications de ETM dans E. Les éléments de FA Hesse
sentent les opérations n - aires sur la 1 - algébre E,

0.2.3 Morphismes

Par composition des opérations de F = YU Py on peut définir de nouvelles

opérations.

Soit N = { Aj, one te 5 A} un ensemble fini (ensemble des variables) tel que :
NO Fezg,

On définit n(N) comme la théorie (F. UN. F,, Fos... gee tn
a

m(N) est l'ensemble des schémas fonctionnels sur n(N).

Soit E une n - algébre, Xpecees Hn éléments de X; on prolonge l'appli-

cation Po de Fo dans E par une application ®, x? Fo UN-— > E, définie
1° *y

par:

®o (a) =sia € Fy alors o (a)

siasA, EN alors x

On note encore a= 9 (a)

Kypee eX



Dtaprés le théoréme O, 2.2, lapplication ¢ se prolonge en une application

Pe 1X, de n(N) dans E, telle que

Soe a's a ayes ay) = alo, aureus OX (ay),.ee, Oe x (a).1 n 1 n 1 n

Dene w € n(N) définit une application de ETM dans E:

(e)s-025 X)—— Prana,»

“wn 2Nous noterons encore W cette application.

WwW est un morphisme 4 n variables de la théorie n.

0. 2.3. 1 Composition de morphismes

Nous allons définir la composition A l'aide de la substitution sur le monoide

libre. Soit V* le monoide libre engendré par V ; soient A un élément de

Veta €v*. On appelle substitution de a 4 A la fonction définie de la fa-

gon suivante :

S(A; a) (A) =A

(VB EV) S(A; a) (B 8)=siA=Balors aS (A; a)(B)

sinon BS(A; a)(p)

Plus généralement, soient Aj; S's) oJ, AL n éléments de V distincts et

sQys +++, @ nmots sur V. On appelle substitution de Ayre, a

A > Ay l'application définie par:pres

S(Ayseees Als Gyreee,a MA) HA

(VB EV) S(Ays eee ALS pre-e @ UB B) = si (B= A,) alors a S(...)(8)

si(Vk)B#A, alors B S(...)(p)

Soit alors N={A,,..., A} et W, W,...,.0, ETN)

On définit w( Wyreees wi) par:

WC Wysece, WW) = S(Aysece, ALi Wyyeee, w_)(o)

D'aprés la proposition 0.2.1.1, wW( Wrseees w 4) appartient bien 4 T(N).

“NNProposition 0.2.3.1: BS (B j(xj,--., Xreees Bilxyseee, x,))

= W(Wyreees w .) (x),..-, x)

Cette proposition signifie que le diagramme suivant est commutatif :

(E", E) désigne l'ensemble des applications de ETM dans E,

eee..."



(n)= A
m est l'application qui, au schéma ¥ € TN) associe m(¢) = 4. m‘”’ est

ltapplication produit de m(N)" dans (EM E)

GAN))TM wl.) FN)

mi!) Ie

he", ERD _, Me", zy

On reconnait la composition des applications.

Remarque 1: si wo, €q 3, définit une application constante de ETM dans E

et nous identifierons 3, et cette constante (qui est aussi ¢( w.). Dans ce

cas, le diagramme devient :

—n

WT

E

Remarque 2: si McN alors mr(M)c m(N). Nous supposerons toujours que

—_Y>

9Al
Gu.»

les morphismes ont été choisi dans m(N) pour N contenant suffisamment

d'éléments.

0.2.3.2 Degré d'un morphisme

A tout morphisme w associons lui un entier d(w) que nous appellerons

degré de W. Le degré désigne le nombre d'opérateurs qui composent w;

il est défini par récurrence de la maniére suivante :

VWaeé Fo d(a) =1

0"VaeéeN d(a)

(Va €F) (Wa, €7(N)) d(aay a... a) =1 + S d(a,)n i oar) ina

Le degré défini ici est le méme que celui défini par (EILENBERG-WRIGHT)

0. 2.4 1 - homomorphisme

Soit A et B deux mn - aera Soit h une application de A dans B. h est un

T- ee si *

Vn EN’ Wa €F, nlalayseee, a,)) = A(h(a,),..-;h(a_))
Va €Fo h(~, (a)) = ep(a)



On remarquera que ©, est l'unique m-homomorphisme de la t-algébre m7q q A q P &

dans A.

Proposition 0.2.4: soient A et B deux nr - algébres, soit h un 7 - homo-

morphisme de A dans B.

Pour tout schéma fonctionnel a, h o 9, (a) = Pp la)

Procédons par récurrence sur le degré de a.

a= Wa, a an WEF, a, en, d°(a,) < d(a)are

_ n
h(P, (od ayes a,)) =h (WS (@,(ay), mE 5 Pala.)

“S

=W(ho Py la,),- --, ho Pala.)

par hypothése de récurrence

ho Pala) = Ppla;)

donc

“ns

ho P,(Way. z. a) =W (pL (ay),e0e, pla)

= PylWa, ade a)

Le résultat étant vrai pour les schémas fonctionnels de degré 1, est donc

vrai pour tout schéma fonctionnel.
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1 UN OUTIL ALGEBRIQUE POUR LA DESCRIPTION D'tIIMAGES

Nous allons d'abord présenter un outil pour décrire en particulier des fi-

gures, et nous montrerons dans quelle mesure il nous permet de décrire

ou de construire des figures. Nous comparerons cet outil avec ce que dif-

férents auteurs ont fait dans cette voie.

1.1 Figures - Représentations

1. 1.1 Définitions - notations

Un espace de figures (E, F, G) est la donnée de deux ensembles E et F

et d'un groupe G opérant sur E et F, G opérant fidélement et transitive-

ment (1) sur F.

Tout élément g de G définit une application de EV F dans EV F:

Si X—> gx

nous noterons g(x) 1'élément gx et plus généralement si

x= (x), b AE rai » x) g(x) = (g(x,), Bw ae 5 gx).

Soit un espace de figures (E, F, G), une représentation r sur (E, F, G)

est un triplet (K, 0, e) tel que:

KGQE

°0g@ F

e@ F

K est appelé le support der, o l'origine de r et e l'extrémité de r. o et

e sont les pdles de r.

Sir est une représentation, o(r), e(r), supp(r) désignent respectivement

lVorigine, l'extrémité et le support de r.

Soit Be l'ensemble des représentations sur (E, F, G).
G définit sur R la relation d'équivalence “VV;

1 Vr gp Aeec ate) = ry

(1) G opére fidélement et transitivement sur F si et seulement si:

Wx @F, Vy @F ‘Beg G&G, g unique, tel que, glx) =y



Une figure est une classe d'équivalence de at Rin, - ree GY » nous
noterons r la figure, classe d'équivalence de r. Le support d'une figure

f est la classe d'équivalence du support de la représentation r associée ;

nous le noterons supp (f).

Exemples d'espaces de figures

l1E= R q F= R 2 G est le groupe des translations.
Parmi les figures, nous trouvons en particulier les vecteurs libres.

2. Es RR 2 Fs fR 2 - {(0, 0, o)} » G est le groupe des similitudes centrées
en (0,0, 0).

3. E= R 2 F= RR * x Riegr ,» G est le groupe des déplacements du plan.
G opére sur F de la maniére suivante :

si g est le composé dtune rotation d'angle 8 et d'une translation
alors : g((x,y,& )) = (g(x, y), & +0 (271)
Un péle pourra donc @tre schématisé par un point du plan origine d'un

vecteur unitaire dont l'angle indiquera la valeur de K .

Nous verrons l'intérét de cet exemple, qui avec ltexemple 1, nous ser-

vira d'illustration dans la suite.

4. Comme G opére fidélement et transitivement sur lui-méme, (2 ,G,G)

est un espace de figure.

1.1.2 Opérations sur les figures

Nous allons nous servir des péles pour composer les représentations

entre elles. Nous définirons trois opérations binaires : +, 0, X ; et une

opération unaire :~

Soit f = (K,o0, e) une figure ; on définit -f comme étant la classe suivant /V

de (K, e, 0) (échange de l'origine et de l'extrémité).

Définissons f) + f, (f), f, € & ). Soient r, = (Ky, o> e,) une représen-

as | huni é itation de fy et r5 (K,, O5» e5) l'unique représentation de f, telle que

€, = e& (l'unique puisque G opére fidélement et transitivement sur F).

f, + f, est alors définie comme la classe de (K, V K,> O;, en). + corres-

pond intuitivement 4 l'addition vectorielle.

Sion choisit la représentation (K,, S5» e,) telle que On = 7, alors

f, 0 f, est la classe de (kK, uU Kj, > e,) (mise en commun des origines).

Enfin sion choisit Yr telle que e, = e, alors f, Xx f, est la classe de

(K, vu K,; Oy> e,) (mise en commun des extrémités).



La figure 1.1 montre ce que sont ces opérations dans le cas de l'texem-

ple 1, la figure 1.2 dans le cas de l'exemple 3. En 1.1, o schématise

Vorigine et X ltextrémité. En 1.2, les pdles appartiennent 4 R2 x Bon
et l'torigine (x, y,& ) est schématisée par un o muni d'un vecteur unitaire

dont l'orientation indique la valeur de & , et l'extrémité est schématisée

par X aussi muni d'un vecteur unitaire.

a

o——_______4

b

sO
-a

atb ao b axb

figure 1.1

g/ ‘a bo (a+b)
figure 1.2

Nous avons bien défini des lois de compositions internes sur # : en

effet si nous reprenons la construction de f T f, (T E {+, oO; x} ) avec

Ta, et“,
wl r2 ry g(r,) et donc r', = g(r,).

dtot ({K') U K',, 0"), e'y) = g(K, U Ky, 4, e,) et donc

f, Ty f, = (Kt, U Kt), ot], ej) = (KU K,, 0), @,)

Donnons quelques propriétés algébriques :

-~les trois lois +, o, X sont associatives :;

fT 7 £,)=4, 7 £,)7 £, TE {+,0, x}

-o et X sont "idem-potentes" :

fxf=fof=f



1.4

- + posséde un élément neutre, la classe de (o » a, a) que nous note-

rons A;

f+ A=A +f=f

remarquons que ;

fofp= lt, oN) +E,

fy x f, f, + (f, x A)

- X s'exprime en fonction de o et — (et réciproquement o s'exprime en

fonction de x et —):

fy x fy = -((-£,) ° (-£,))

1.1.3 Longueurs d'une représentation, d'une figure

Définition : Soit (E, F, G) un espace de figures. On appelle longueur d'une

représentation r = (K,o0, e) et on note Pr) 1'élément g de G tel que

g(o) =e.

Proposition 1.1: Soit r, une représentation et soit ro = g(r)).

-1
tr) =g tr,) g.

Notons r, = (K); 1, e,) 21> = (K,, 5; e,).
1

Nous avons : e> = gle,)

e, = Ur) (o,)

o, = ge! (05) d'ot le résultat.

Définitions : Soit f une figure sur (E, F, G). On appelle longueur de f et

on note Uf) l'ensemble { g Br) g/g EG, r= t}

Soit 0 un point de F. On appelle longueur de f relative A 0 et on note 2 (#)

la longueur de la représentation de f dont l'origine est en 0.

Proposition 1.2: (f+ f,) = t)(£,) ty (£)

Rf, of,) = z,)

KE, xf,) = E))

. _ =i
i(-£,) = Kf,)

Seule la premiére égalité demande une démonstration.



Seema

Soient r,= (K),0,, e,)> rT, = (K,,0,, e,).r, les représentations de f)> £5,

fy + f ayant leurs origines en 0.

Soit r', = Rr,) To, t', = (K',,0', e',).

o', =e, par définition de t(r,) et donc par construction de fy + f,, l'extré-

mité e', est aussi celle de r.
2

{(r',) = Kr) f(r.) He )7 (proposition 1. 1)

et et, = He,) Mr,) Hr,)7e,)

= Pr,) tr,) Mr,)71 fe) (0) = He, fle) (0) = to (E,) 2ylé,) (0.

Remarque : + muni les figures sur (ff » G, G) d'une structure de groupe :

il suffit de remarquer que -f est le symétrique def: f+ (-f) = A.

Remarquons alors que l'application fy de & dans G: Lo :is:—> £)(#) est

un isomorphisme de groupe.

1.2 Figures obtenues 4 partir d'un alphabet de base

Soient § l'ensemble des figures d'un espace de figures (E, F, G) et R
celui des représentations ; soit A un sous-ensemble de oi appelé alpha-
bet ; soit 2 un ensemble de lois de composition interne sur .

On appelle ensemble de figure engendré par A et on note Si (A, & ) le plus
petit sous-ensemble de contenant A et stable par les lois de 2 .

“$ notera R (A, & ) l'ensemble des représentations des figures de

(A, Z ).

Nous allons montrer dans la suite qu'en choi-
figure 1.3

sissant pour = l'ensemble des lois de com-

position précédemment introduites, on peut

générer toutes les figures connexes compre-

i nant de maniére quelconque des figures de A,
! 2s

les points d'articulation étant les péles.

Par exemple si A est l'ensemble fa, bf} de la figure 1.1, et sion se place

dans le cadre de l'exemple 1, on espére obtenir 4 partir de S tous les "qua-

drillages connexes normés", On obtient par exemple le dessin de la figu-

rel.S avec: 44 ({b 0 a) + (a x ((bo a) + b)))

ane b+ (boa) + a+ (-b) + (-a) +b.
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Nous allons d'abord formaliser la notion de ''toutes les figures connexes

obtenues en ajustant sur leurs péles les figures de A".

Définissons sur R la relation symétrique . :

ry cr r, & 17, et r, ouun pdle en commun.

Définition : On appelle A-représentation tout sous-graphe fini connexe

de (R, . ) dont les éléments sont des représentations de A.

Le support d'une A-représentation est la réunion des supports de ses élé-

ments. Ltensemble de ses pdles est celui des péles de ses éléments.

1.2.1 Théoréme : Soit Z = {+, o, x} . Pour toute A-représentation R de

support K, pour tout x origine (resp.extrémité) d'un élément de K, il exis-

te y tel que:

{K, x,y) é KR (A, 2 ) (resp. (K, Vs x) € R (A, = y).

1.2.1.1 Lemme de décomposition : Soit R une A-représentation et r un

élément de R. Le sous-graphe obtenu en enlevant r est la réunion de deux

A-représentations et dans chacune d'elles, il existe un s tel que s Mx.

Soient o et e l'origine et l'extrémité de r. Pour tout p de R— {,} » comme
R est connexe, il existe un chemin de p ar dont l'avant dernier noeud est

un élément de r ayant un péle en o ou e.

Ltensemble des chemins dont le dernier noeud a un péle en o définit un

sous graphe connexe de R-{r] ; de méme pour e; donc R—{r} a au plus

deux composantes connexes et dans chacune d'elles il existe un s tel que

r [' s (si elle est non vide). Dtot le résultat du lemme.

Démontrons alors le théoréme par récurrence sur le nombre d'éléments

de R. Il est clair que le résultat est vrai si R a un élément.

Supposons que Ken aitnt i. x esi Vorigine de e ci Veairémuité de i ost c.

Dtaprés le lemme, R est égala P VQ U {x} munis de q et pde Pet
q de Q ont un pdle commun avec r. Supposons que x soit origine de p et

e extrémité de q. D'aprés l"hypothése de récurrence il existe y et z tels

que, si K' et K'' sont les supports de P et Q, r! = (K', x,y) et (K",z,e) =r"

appartiennent a (A, 2).



Alors ((r'o r)X r") a une représentation unique ayant son origine en x etP q Yi g

son support est celui de R.

Dans les autres cas : x(resp. e) pdle quelconque de p(resp. q), on reprend

la méme démonstration en considérant les formules suivantes :

x origine de p, e origine deq :((r' oo r) + F")

e extrémité de p, e extrémité de q: (FX(rt+r) ¥")

x extrémité de p, e origine deq :((rX (r' + r)) + rTM)

On refait de m@éme la démonstration dans le cas ot x est extrémité d'un

élément de R.

Nous allons montrer sur un exemple que le choix de y, dans le théoréme

précédentyn'est pas quelconque.

Soit 4 le groupe des translations de R2,
Plagons nous sur l'espace de figures ( R 2 R 2 € ).

Soit {a,b} = A l'alphabet oa

b est la classe de (((0,0), (0,1)), (0,0), (0,1))

a est la classe de ({(0,0), (1,0)) , (0,0), (1, 0)) (voir figure 1.4)

Introduisons alors les notations suivantes : pour toute représentation r :

S(r) est le support der (S(r) ¢ (A 2)

Posons x fF) = inf (x)

(x,y) € S(r)

x, ,(r) = sup (x)

MM" (x,y) € S(x)

y._.(r) = inf (y)

TM (x,y) © S(r)

yy ir) = sup (ty)

ae (x,y) € S(r)

(vr) = (x(t), ¥yglt))

2(r) = (x,,(r), ¥ yg)

3(r) = (x, ,(2), Veni?)



fi 1, 2 5 4igure 4 l(r) 2(r) C vs

HK meeps oe
na x nb {

3(r)e

1.2.1.2 Proposition : Sir € R (s , fa, b} ) et si le support de r est

contenu dans celui de na x nb alors

ou o(r) et e(r) E {i(r), 2(xr)}

ou o(r) et e(r)E 2(r), 3(r)h

et o(r) # 2(r)

La forme de la figure na x nb est indiquée 4 la figure 1.4. Le résultat de

cette proposition indique que les origines et les extrémités des représen-

tations dont le support est contenu dans celui de na x nb sont toutes deux

situées soit sur le segment horizontal fi, 2], soit sur le segment verti-

cal (2, 3).

Cette proposition est vrai si r est une représentation de a ou de b.

Supposons le vrai pour les représentations def, et de f,et montrons le

résultat pour les représentations de f = 0 f, (TE Za (4, O; x} ).

Nous ne ferons la démonstration que pour f = fi + f,. les autres cas étant

sermblables.

Soient r, = (K,; 01; e,) et ry = (K,,05, e,) les représentations de fi et f,
1 1

telles que e) = O,57F = (K Ky5O e,) est une représentation de f./u

ado, € Bir, 3(r)h

xr) > x,(r;) or o, € [2lr), 3(r)} donc

elt) = lr)

donc fa(r,) , 3(r, Pe fis) , 3(ry

par hypothése de récurrence: e, € (r,) ; 3(r)h donc
e, € (2(r), 3(r)] or 0, =e, donc pour r, comme pour ry

e, & [2lr), 3(r,)].
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Dtautre part comme 0, ¢ 2(r,)

oy # 2(r)

d'ot le résultat.

b) la démonstration est la méme si o(r,) E (U(r), 2(r)) dtot le résultat.

1.2.2 Théoréme : Soit = =f ahs -} . Pour toute A-représentation R de

support K, pour tous péles x et y de R,

(K, x, y) € $ (A, 2 )

La démonstration est identique 4 celle que fait Shaw dans (SHAW 1968)

page 57, dans le cadre d'une étude trés voisine.

Par contre, le choix de = = { Py 4} présente un inconvénient : par exem-

ple, dans ( R 2 R*,¢ ) avec les figures de fig 1.1, pour décrire

(bo x a) + a, il faut faire b+ (-a)+tata (fig. 1.5)

clest-A-dire, décrire deux fois une des branches de la figure. Plus géné-

ralement, en utilisant {4, -} toute description de figures ayant au moins
trois "branches", nous obligera 4 parcourir au moins une de ces branches

deux fois.

figure 1.5 (bxa)ta

1.2.3 Autres choixde ©

Nous avons abouti 4 des résultats positifs pour

= = {+,0,x} et = ={+,-} .

fu

M a M »o Led De
> iM

Par contre, pour tout ensemble d'opérateurs = plus petit que l'un des

deux précédents, on montre que l'ensemble des supports de R (A, = )
est strictement content dans celui des A représentations. Par exemple,

avec & = { sh, o} on ne peut pas obtenir de figure dont le support soit
celui dea xb.
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1.3 Comparaisons avec quelques autres travaux

De nombreux chercheurs ont travaillé 4 la reconnaissance des formes. Un

nombre plus restreint a essayé d'utiliser les méthodes linguistiques dans

ce domaine.

Pour cela, en général, on est parti d'un certain nombre de symboles de

base, et on les a combiné entre eux pour construire les figures ou les

analyser. Il faut cependant signaler les travaux de Kirsch (KIRSCH 1966)

qui donne des exemples de grammaires oti le symbole de base est le point

de Z a Ces grammaires, qui se rapprochent des grammaires contex-

tuelles, peuvent en particulier engendrer les triangles rectangles isocéles

(la figure 1. 6 donne les régles de réécriture pour cet exemple).

a € {D, Bvy

: ° a € {p, ByVv

D D A A
= >
F of

D D H D D H

D D A A

> >

B B H B B H
_ 1 4 ‘ = ‘ H :

eX H ef H
Va »

H H H

figure 1.6



i.il

A: bL.. ab =. D ye DH
D DHH

B BHHH

Exemple de dérivation

figure 1.7

Liidée de prendre le point de Z 2 comme symbole de base correspond
ala discrétisation de l'image représentée en mémoire. Mais lourde et

peu intuitive, elle a été peu suivie.

1.3. 1 Construction par raccordement des tangentes

Eden (EDEN 1961, 1962) un des premiers, voulut décrire 4 partir de sym-

boles de bases, des figures, plus particuliérement les lettres latines ma-

uscrites. Les symboles utilisés sont ceux de la figure 1.8, cet alphabet

de base étant enrichi par application des symétries verticales ou horizon-

tales, ou une des deux translations verticales de module 1. Chaque lettre

est définie par une suite de ces symboles qui sont ensuite concaténés,

(figure 1.9).



Il peut ainsi engendrer tout l'alphabet.

Ce procédé fut utilisé pour l'affichage sur écran cathodique (avec en plus

des raffinements techniques). Cependant le probléme, trés complexe, de

la reconnaissance de ltécriture manuscrite ne fut pas résolu.

Plagons nous sur l'espace de figure défini A l'exemple 3 de 1.1.1 ( R 7

muni des déplacements) et considérons l'alphabet fa, b,c, d, < espace}

défini 4 la figure 1.10:

Cx (> a
<espace>

—
a

figure 1.10 d

Nous allons ainsi construire par raccordement des tangentes les mémes

figures ; par exemple : b + ((- a + c) o d) donne la lettre "ot! et

b+ ((- atc) od) + ¢espace) tatdt (- a) + b donne ''gl"' (figure 1.11)g

symboles intervenant pour g /) gl
figure 1. il

Leydley (LEYDLEY 1964) (LEYDLEY et al. 1965) utilise pour la reconnais-

sance des chromosomes, des éléments de base (voir figure 1.12) qu'il

ajuste par raccordement des tangentes en mettant les symboles bout 4

bout. Cette opération correspond au + introduit en 1.1.2 dans le cas de

IR, é muni des déplacements du plan.



Cette construction fut effectivement utilisée pour analyser les chromoso-

mes. Dans une premiére phase, le contour de l'image est décomposé en

ses constituants élémentaires, et on obtient donc une suite d'élément dé-

fini A une permutation circulaire prés. Ensuite on procéde a l'tanalyse

syntaxique.

Une différence fondamentale apparait ici: les éléments de l'alphabet ne

sont pas définis de maniére unique comme dans le cas des langages : ils

appartiennent 4 des classes et un probléme important est la recherche des

différents constituants et de leurs classes. Cette notion de classe présen-

te aussi des dangers ; prenons les éléments décrits Ala figure 1.12:

A courbe convexe, B ligne relativement droite, C courbe concave, D en-

coche, E courbe convexe de "grand rayon". Dans ce cas, le contour d'un

chromosome submédian est codé par BDBABCABDBABCBA (voir fig. 1. 13).

Or, on remarque que le contour de l'objet de la figure 1. 14 admet aussi

cette décomposition ; en fait, ce ''chromosome" est éliminé ensuite par

un traitement numérique (rapport de longueurs de segments,...).

D'autre part, une figure ne se décompose pas toujours de maniére unique

sur l'alphabet : ot starrétent les classes ''segments relativement droits'"'

et "arc de cercle de grand rayon"! ?

figure 1.12

s an

B

pe figure 1. 13 figure 1.14



1.3.2 Exemple de Narasimhan (NARASIMHAN 1966)

Chaque symbole de base (dans R? ?) est muni de péles numérotés, et

est défini A une translation prés.

Si X a nnoeuds, il est noté X(1,..., n) (voir figure 1.15).
1

1 2 3 1

24V(1,2,3)

H(1, 2, 3) c(i, 2)

3 2

figure 1,15

figure l. 16

On définit la concaténation par superposition de deux pdles :

si X(1,..., n) est concaténé 4 Y(1,..., m) par superposition des péles i

et j ; si dans le résultat de cette concaténation les pdles (PC {1, om oy n} )

deX etQdeY(QC {1 tees m) ), sont conservés, on note la concaténation :

X. Y((i,j), P, Q) = ZU1,..., p)

l,..., p étant la numérotation des péles de la nouvelle image. Par exem-

ple, a la figure 1.16:

C(1,2) =H.V (2,2), {1}, {3})

Avec cet outil, Narasimhan décrit une grammaire qui engendre, a partir

de onze symboles, le langage fini des "“caractéres d'imprimerie majus-

cules manuscrits". Inversement, en partant d'un caractére généré, il en

a fait l'analyse syntaxique.

Ce mode de concaténation, lourd A manipuler, est plus général que les

concaténations introduites en 1.1.2 : dans notre modéle, les représenta-

tions ne permettent que la concaténation en deux poies. Cette resiviciiun

1

peut parfois étre génante : si nous voulons générer des squelettes de mo

lécules chimiques, il serait intéressant d'avoir comme symbole de base

des radicaux stables comme le noyau benzénique qui a six liaisons de li-

bres, clest-Ad-dire, six pdles sur lesquels des greffes sont possibles.



1.3.3 Le modéle de Shaw (SHAW 1968, 1970)

Ltoutil décrit en 1.1 est trés proche de celui qu'a développé Shaw. N
ous

allons briévement le décrire ici en utilisant le vocabulaire introduit en

1.1. (En fait, il opére sur un graphe décrivant la figure. )

Les représentations sont des triplets (K,0,e) avec:

Kec RTM, 0 erm’, ee R*”

Une figure est une classe de représentations ; cette classe est définie par

des conditions booléennes et n'est pas nécessairement stable par l
es

translations. La figure a pourrait par exemple désigner la classe 
des

vecteurs 1iés du plan dont l'origine est dans le premier quadran et do
nt

le module est inférieur ou égal 4 1.

Sur ces figures sont définies les opérations +, 0, —, X; introduites en

1.1.2. Sia et b sont des figures, on définit a? b comme la classe
 des

a; T it a; € a, b. € b. Siles conditions booléennes ne permettent pas

la cBideanenation des reprénertations de a et b, le résultat sera la figure

ayant un ensemble vide de représentation. D'autre part, est interdite la

superposition compléte (lors d'une concaténation) de deux représentations.

On remarquera que dans tous les cas ao a # a contrairement au résul
tat

de 1.1.2.

Shaw introduit un autre opérateur binaire, que nous noterons % , et qui

superpose (si clest possible) origine et extrémité :

ax%b= { 0 ofp /% Ea, pe b, extrémité de = extrémité de By

Par exemple, sia désigne une classe d'arcs de cercle et b une classe
 de

segments de droite horizontaux (voir figure 1.17), nous avons une repr
é-

sentation de a *& b (figure 1.18).

Shaw introduit enfin u® indicage : tout nom de figure indicée dans une ex-

pression désigne un représentant et un seul de cette figure ; ce cas auto-

rise la superposition de deux représentations.

Par exemple, a, o(bx a; ) désigne la classe de a % b: en effet l'opérateur

o nous impose que a; et » ont leur origine en commun et lopérateur x les

extrémités. La figure 1,18 nous montre une représentation de a; © (b x a;)
alors que la figure 1.19 nous montre une représentation dea o(b x a). O

n

remarquera que siaoa 4a, a, Oa, =a.



i. lo

b

BNF
a

figure 1.17 figure 1.18 figure 1.19

Ce modéle a été utilisé efficacement pour analyser des photographies de

chambre & étincelles. Si des outils ''contextuels'' comme l'indicage et

lopérateur % ne posent pas de difficultés lorsqu'on les utilise pour ana-

lyser une figure, on peut cependant regretter qutils soient introduits com-

me opérateurs algébriques, car ils compliquent la structure et permettent

plus difficilement une étude algébrique des langages engendrés par des

grammaires.

1.3.4 Les chafnes codées (FEDER 1968)

Si on munit le plan d'un quadrillage suffisamment fin, on peut approcher

toute courbe continue par une chafhe dont les segments sont choisis parmi

les huit indiqués A la figure 1.20. On se raméne donc A des phrases liné-

aires codant des courbes. Si nous nous pla¢gons dans l'espace de figures

R2 muni des translations, cette codification

serait possible en n'utilisant que lopérateur +.

Ltétude de Feder porte sur des classes de lan-

gages : nous avons ici une structure de monoide

et tous les types de grammaires habituellement

définis peuvent l'étre ici. Feder démontre, a

l'aide des automates, que les courbes fermées

convexes forment un langage contextuel qui

n'est pas de Chomsky.

Avec la théorie de Shaw, les courves fermées convexes forment un ensem-

ble algébrique ; il suffit de considérer la grammaire, dont les régles sont:

X 1: =A ® B

Ain=Aj, tA, tA, + A;

A =itA,/’, i= 0,71, 2,3.



w " B, +B, +B3+ B, +B, +B 0

B, 2
i

it B,/x » i=0,1,2,3.

Ad désigne 1'élément neutre de l'addition, iles figures symbolisées en

figure 1.20.

Ceci justifie l'appellation d'opérateurs contextuels" donnée A l'opérateur

et & l'‘indicage introduit par Shaw.

1.3.5 Remarques

Toutes les méthodes décrites ici (sauf celle de Kirsch) consistent a cons -

truire des figures en mettant bout 4 bout des constituants élémentaires.

Ces constituants sont donc articulés entre eux par des points. Or, parfois

dans des figures, interviennent des relations topologiques telles que voi-

sinage, intérieur, contact de surfaces ; ces relations peuvent @tre expri-

mées par des conditions booléennes dans des grammaires transformation-

nelles (voir par exemple (CLOWSE )) ou peuvent étre vérifiées ensuite

lorsque l'analyse syntaxique est terminée.

Comme le montre Feder, les figures ont souvent des structures "contex-

tuelles'". Pour décrire des classes de figures par des systémes, il faudra

donc, soit introduire des opérateurs contextuels, soit définir des classes

plus larges que les ensembles algébriques.
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ensernbles algébriques
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2 ENSEMBLES ALGEBRIQUES

Nous allons, dans ce chapitre, généraliser la notion de grammaire 4 con-

texte libre dans le cadre d'une algébre quelconque. Les ensembles définis

par ces grammaires seront exactement les ensembles algébriques.

Sion se place sur le monofde libre, on peut définir un langage 4 contexte

libre, soit 4 l'aide d'une C-grammaire et des dérivations, soit par un

systéme 4 point fixe, soit par des bilangages grammaticaux. L'utilisation

des dérivations permet de faire le lien avec les autres types de gram-

maires ; les systémes 4 point fixe simplifient beaucoup de démonstrations

les ramifications et les bilangages enfin, sont utiles pour aborder l'ambi-

guité et l'analyse syntaxique. Ces trois notions seront introduites ici.

Notation : Pour tout ce qui se rapporte aux schémas fonctionnels, les nota-

tions utilisées sont celles de 0.2:

On se donne une famille dénombrable dtensembles 1 = (F)

7 désigne l'ensemble des schémas fonctionnels sur T

(NN) désigne l'ensemble des schémas fonctionnels sur

m(N) = (FOUN, Fy, Fy,+++)

mest appelé une théorie

Soit E un ensemble. La donnée, pour tout entier n, d'une application 7

dans l'ensemble des fonctions de E” dans E rmunit E dtune structure de

m-algébre. Nous notons Op (ou » stil n'y a pas dtambiguité) l'unique

11-homomorphisme de 7 dans E.



2.1 Grammaires algébriques

Définition : Soit 7 +(F) une théorie. Une grammaire algébrique G sur 1

(ou encore m1-grammaire) est la donnée d'un ensemble fini N, d'un élément

* de N, et d'une relation finie ::= entre N et T(N). On notera

3 =(N, ::=,X).

2.1.1 Langage engendré par une grammaire algébrique

On définit la m@éme dérivation que pour la C-grammaire (N, F, ::=,X):

Définition : Soit g = (N, ::=,X% ) une t-grammaire. Soient a, 8 €(FU N)}* ;

on dit que a se réécrit B et on note a>—_8 si et seulement si:

(4. €(FU NJ) (Bat € (FU NY) (4 A EN) (3 @ ET(N))

(w=AA dA et B=AGMA? et Ar:=Q)

Proposition 2.1.1: Sia €m(N) et a> —8 alors 8 € n(N)

Ctest une conséquence immédiate de la proposition 0.2.1.1

Soit alors >*— la fermeture transitive de >——
3Sia #8, il existe n > 0 et une suite Ayres tels que Wy Fa a = B

et (@>_or4)5 pour i= 0, l,..., n- 1).

Une telle suite est une dérivation de longueur n et on note:

y>B_p

Soit P(g) = {a en |x Ea}

Définition : Soit A une n-algébre et g une 1 -grammaire.

On appelle ensemble engendré par 3 sur A et on note LAG ) {ou WG) si

aucune confusion n'est possible) l'ensemble 9, (F( g )).

2.1.2 Ensembles algébriques et ensembles engendrés

par des 1-grammaires

2.1.2.1 Systéme Aa point fixe

Soit mune théorie. Soit N l'alphabet des inconnues N= {Aj,..., Aj}

Considérons le systéme d'équations de la forme:

P,

pouri=l,...,n AL=\ SF a. a. € 7(N)
i ;= ij ij

Un tel systéme est dit systéme 4 point fixe.

_



@

Soit A une 1 -algébre et ‘S (A) son ensemble de parties. Soit alors $

l'application de aye dans @ ay? qui transforme le n uple (E,, WY; E,)
en (E'),..., E' ) tel que:

n PeoAw
pouri=1,...,n:E, =\J wij(E,,..., E,)

j=}

Une solution de ce systéme est un n-uple &, tel que € = $ (¢)

Tout systéme a point fixe sur une 1 -algébre A posséde une solution mini-

male (au sens de l'inclusion) qui peut étre obtenue de la fagon suivante :

Soit X)=(f,..., B)

Xiu = Ox)
X= A x; . Ona bien X = d (X). Toutes les solutions du

systéme contiennent Xo donc GX), et donc X est bien solution mini-

male. Pour un résultat sur l'unicité de la solution, on pourra consulter

(LESCANNE).

On dit qu'une partie de A est algébrique si elle est une composante de la

solution minimale d'un systéme 4 point fixe.

Proposition 2.1.2.1 Soit S un systéme et (E), om FG E)) la solution mini-

male de S sur la m-algébre a. Soit (Fy, = Mes EF.) la solution minimale de S$
sur la n-algébre A. Alors Fos o,(E.)

i

En effet (cf. remarque | de 0. 2.3.1), on a le diagramme commutatif sui-
{n)vant (pn désigne l'application produit définie sur 7):

a ijn _

TE ty

(n)| PA PA
->.

an a11 A

A ———

soit plus généralement en prenant les ensembles des parties :

Or)? Sy

of) On
~,

Qrayn_aij_ Way



"Comme 9, (,...,0) (@,...,6)

(n) . (n)oye (U x) = Vo, (x)

ona bien (n) (EA perrts EL) SCF),..-, Fy)
n

2.1.2.2 Systéme associé 4 une grammaire

Soit g = (N, 225, A)) une 1-grammaire (N = fa, wees A.) ). Associons

lui un systéme 4 point fixe S de la fagon suivante :

Siles régles de sont: 1<¢ ign, 1K jk; A,ii= a,

alors les équations de S sont:

k,
. ~\ii

lgig¢n A, s = ij

De la méme maniére, on peut associer 4 tout systéme A point fixe une

grammaire algébrique.

Soit alors A une n-algébre. Notons L (A,) le langage engendré par la gram-

maire (N, ::5, A,).

Théoréme 2.1.2.2: Sur une t-algébre, tout systéme 4 point fixe 4 n incon-

nues Aj,.--, A, posséde une solution minimale formée des langages L (A;)

de la grammaire associée au systéme.

Compte tenu de la proposition 2.1.2.1, on se raméne 4 la seule démonstra-

tion pour la t-algébre 7, or, dans ce cas, nous sommes dans le monofde

libre ot ce résultat est bien connu (GROSS-LENTIN),

Corcliaice . les laigages cugenuds és pat les -@rainwiiair SS Sunt les cuseiinie

bles algébriques et eux seuls.

Nous les appelerons langages algébriques.



2.1.3 Grammaires équivalentes

Définition : Soit A une t-algébre. Soient Gi et GQ. deux 1-grammaires.

On dit que Gi est équivalente a Qo sur A si

Ll Gy) =Ly(Qy)

On dit que Gi est équivalente a Q, si F( Q 4) = F(Q ,). Dans ce cas

(cf. proposition 2.1.2.1), GQ, est équivalente a4 om sur toute t-algébre.

.2.1.3.1 Réduction supérieure et inférieure d'une TTM-grammaire

Qo, est équivalente a G> siles langages engendrés sur le monofde F*

sont égaux. On généralise donc sans difficulté les notions analogues défi-

nies pour les C-grammaires ([BAR-HILLEL, PERLES, SHAMIR]).

Théoréme 2.1.3.1 + Soit G =(N, ::=,X) une n-grammaire. Il existe

Gr =(N', ::=', X) équivalente A Q vérifiant :

a)N' CN, ::2' Coe:

b) (WA EN') (4 we€ 7) Ae a (réduite inférieure)

ce) (WA EN') (3 a, At E(FU N)®) X>-2A \' (réduite supérieuse)
g

Dans la suite, nous supposerons que toutes nos Ww-grammaires sont rédui-

tes supérieurement et inférieurement.

2.1.3.2 Réduite de Chomsky

Dans le cas des C-grammaires, on dit qu'une grammaire est sous la for-

me réduite de Chomsky, si chacune de ses régles est d'un des trois types

suivants :

Ar:= BC, Az:=B, As::=a

ou A, B, C sont des non terminaux et a est un terminal.

Pour toute C-grammaire, il existe une C-grammaire équivalente qui est

sous la forme réduite de Chomsky. Nous allons généraliser ce résultat.



2.6

Définition : Une m-grammaire G = (N, ::=, X) est dite C-réduite si cha-

cune de ses régles est de la forme:

ts= *A::= aa a EN ack

ou A::= B BEN

Une m-grammaire est donc C-réduite lorsque le degré de chaque second

membre de régle est inférieur ou égal 4 1.

Théoréme 2.1.3.2 : Pour toute 1-grammaire Q , il existe une 1-gram-

maire équivalente qui est C-réduite.

Appelons terme de g » tout morphisme figurant dans un second membre

d'une régle de g - Soit n la somme des degrés des termes de 9 dont le

degré est supérieur 4 2.

Procédons par récurrence sur n.

Sin =0 G est elle-méme C-réduite.

Supposons le résultat établi jusqu'au rang n - 1.

Soit aw un terme de G tel que d(aq)> 2:

a €F et il existe Upreees & €n(N) tels que:
m Sn m,

AQys+++, A = ag, & da,) = dlaa)-1

Remplagons dans le systéme associé 4 g le terme aq par le terme

aAtjsees, A‘n et ajoutons les équations

a= Be pour l¢jgm

Nous obtenons alors un systéme équivalent auquel il suffit d'appliquer

ithypothése de récurrence puisque la somme des degrés des termes dont

le degré esi au moins Z, est majurée par

m

n - d(aq) + 2, dba! =n-l
jr

2.1.3.3 Cas de morphismes équivalents

On dit que deux morphismes Ww et w'de T(N) sont équivalents pour la
A A - Zw-algébre A si les applications W et W' associées (0. 2.3) sont égales.



Théoréme : Soit g =(N, ::=, X) une 1-grammaire. Soient A une n-algé-

bre et W et W' deux morphismes équivalents sur A. La 1-grammaire Q!

obtenue en remplagant dans les régles de g le morphisme W par wW'est

équivalente a g sur A.

Le résultat est évident en raisonnant sur les systémes d'équations.

2.1.4 Image par un homomorphisme

Théoréme 2. 1,4 : Soient A et B deux t-algébres et h un mt! -homomorphis-

me de A dans B. Soit g une 71-grammaire. Alors

AIL (G )) = L(G )

En effet : L(G) = e,lF(G ))

L(G) = og(F(Q ))

or hog, = ?p (proposition 0. 2. 4)

donc ho ei (FG )) = Pp ( F( 9 ))

2.2 Structures associées aux grammaires

sDans le cas des langages A contexte libre, les "marqueurs de phrases"

ont leurs noeuds étiquetés par des non terminaux. Les théories algébri-

ques évoquées ici étant plus générales que celles du monoide, il nous fau-

dra, pour plus de précision, étiqueter les noeuds avec les numéros des

régles appliquées dans les dérivations.

Nous supposerons donc que toutes ies réglies des grammaires sont numé-

rotées par des entiers p, p €MCIN.

2.2.1 Bilangage des structures

Soit g =(N, ::=, X) une 1-grammaire (N = { A, + -Ep A,} }. Ses régles

sont numérotées par des entiers p, p €MC WN.



Pour tout A de N, posons:

T(A) = {p €M/ la régle de numéro p est A::=a, @ en}

( T (A) est l'ensemble des numéros des régles "terminales" de premier

membre A)

N(A) = lp €M/la régle de numéro p est A::= a € 7 (N) af

P(A) = N(A) U T(a)

P(A) est donc l'ensemble des numéros de régles de premier membreA.

Soit alors, pour tout A deN, on =(V,—>5, Y 4) la grammaire (au sens

de O.1) ot:

V=M

Y, = P(A)

—> est définie par:

sip est le numéro dela régle A: := % AY @y ose Al. m4, (a, €F*,

Al; €N) alors p——» P(A',). .. P(A',)

En particulier, sip €T(A) alors p— _ 5A.

On appelle bilangage des structures deQ@ le bilangage grammatical engen-
C

dré au sens strict par Gx

Nous le noterons BR g 7 oh

Nous nous intéresserons aussi aux ramifications engendrées au sens large

par 9. et dont le mot des racines a pour longueur 1. Nous noterons

BiG ) ce bilangage.

Toute ramification r de o (Q) se décompose de la maniére unique sous
la forme r =p X (r) tr, +... +r); sip € P(A) alors r € BLUg, A);

de méme r, eR ( 9 ) et donc nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.2.1: pour toute ramification r de B ( g ), il existe p €M,
il existe k €W et Tyreees Ty eS(g ) tels que:

r=pX(r,) +... +r).
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2.2.2 Schémas fonctionnels associés aux structures

A chaque structure r, nous allons faire correspondre le schéma fonction-

nel qui lui est attaché.

Pour toute régle de numéro p, notons w Ww, €T(N)) le morphisme se-

cond membre de cette régle.

. *i = tSoit Me Xo ms Ms OU a; €F’, Al EN

Posons : LL (p KA)= ”,

LL (p X (xy + r5 ti... + r,)) = a ADM, Ven . £2(r,,) %H

est immédiat que :

Vr eBiQ) Or) €F.

Posons X= {Qed fe eB AQ, AD 1 In he MN 3

Proposition 2.2.2: Les Xx; forment la solution minimale du systéme 4

point fixe sur T associé A G ;

Pa
Soit ar or 1 <i gn le systéme associé a G a

Montrons d'abord que (X,) est solution du systéme.

Soit a € X; a= O(n), re BAG, Ay

done r = p X(r, a + r,), WF a AY eee At oy

et r, € BAG, ay)

a= (U(r) = dy S2(r)) eee SU(r,) %

donc a € W (Xpreee, X_) ; comme il existe j tel que a., = W
P n 1 Pp

Pi
donc a € A Maye ey x,)



Réciproquement, soit a = a; (ay, or a.) (ay. € X,)

a, = LL(r,) TY, € BL (G, A,)

Soit ple numéro de la régle A. ::= a@..3 a@.. = W
1 dy ay Pp

= ' t .a Wg ANp se ATL as

a=W at)... at On = QA(px (ry t...¢r'))

m

or pX(r') t..tr!_) € BEG, A) donc

a€X,
1

Done (X), aoe x) est bien solution du systéme.

fl reste A montrer que nous avons bien 14, la solution minimale.

Soit (Y,,..., Y_) la solution minimale et montrons que1 n q

(Kpreees KY Yee YS)

Procédons par récurrence sur la taille des ramifications :

pourr=/A + £ BLG, A;)

r=p xX (ry Boat r,.) et p est le numéro de la régle

par hypothése de récurrence none) € ty l<j¢k

et donc ag Nr,). ae 2x.) a € wl), reey YO)

et done 12 (x) € Y,

Donc : Wi, lgign, Vr eSL(G, A,), (2) cy;

Donec (X), seey x) est la solution minimale.



Définition : Soit A une m-algébre. Pour tout xde L Al ), on appelle

structure associée 4 x toute ramification r de BL g, X) telle que
P, 0 Cllr) =x.

Remarque: L'assertion " G est ambigué" (c'est-a-dire : il existe r, et Yo

appartenant aBlLiG » xX), Ty 7 Tos tels que Pn o(r,) = Oy ofL(r,) est
équivante a

"ltapplication 9, 0 O. définie sur BL( q: X) n'est pas injective. '"'

L'étude de l'ambiguité peut donc se décomposer en:

- injectivité de ., c'lest-A-dire étude de l'ambiguité du langage des

schémas fonctionnels F(G) ; ce qui se raméne 4 un cas particulier de
x

l'étude de l'ambiguité des langages 4 contexte libre : F( q) est un langa-

ge 4 contexte libre mais la classe des langages 4 contexte libre qui sont

des schémas fonctionnels est strictement contenue dans celle des langa-

ges A contexte libre.

- injectivité de CaN restreinte a aF(Q); Pa A ‘Test pas, en Benierell injective

et dans certains cas, pour un élément a € A donné Pa fal contient une
infinité d'éléments : c'est, en particulier, le cas des figures A cause de

la "superposition".

2.3 Ensembles algébriques sur le groupe libre

Comme illustration de ce qui précéde, nous allons faire une courte étude

sur les ensembles algébriques dans le cas du groupe libre. Les principaux

resultats de cette étude nous serviront dans les chapitres suivants.

Nous considérons le groupe libre comme une n-algébre ot 7 = (FL) est

donné par:

ry
N

Nl cn s a
hy " &pour i #0, 2



7 est la loi de composition interne du groupe notée multiplicativement.

Nous abandonnons ici la notation préfixée pour reprendre la notation habi-

tuelle sur les groupes et les monofdes.

2.3.1 Définition du groupe libre (MAGNUS-KARRAS-SOLITAR)

Nous ne nous intéresserons qu'aux groupes ayant un nombre fini de géné-

rateurs.

Soit A un alphabet fini, et A' disjoint de A de méme cardinal et f une bi-

jection de A sur A'. Posons V=AVUA'; f et ge induisent une bijection
-1

de V sur V et nous noterons a l'image de a par cette bijection.

Cette bijection s'étend 4 une application de v* dans v*

* -l -1
x) Xp +++ x, EVO —> xo Xy

Soit E la relation sur V* telle que

Vx, y Eve, Vaev, xaaty EB xy

Soit E* 1a plus petite relation symétrique et transitive contenant E.

Remarque : nous avons préféré introduire dés E la stabilité par concaté-

nation, ceci pour simplifier la démonstration.

E* est une relation d'équivalence sur v* ;Proposition 2.3.1.1:

(x ETM yetzE* th > xz E* yt

Le groupe libre sur A est défini comme quotient de vk par E* :Ge ae e

G est un groupe. G posséde la propriété universelle suivante : pour tout

groupe F, pour toute application f de A dans F, il existe un homomorphisme

de groupe h unique qui rend le diagramme suivant commutatif :

{i désigne l'injection canonique de A dans G)



On notera e 1'élément neutre de G qui est la classe de A .

-1Un mot apsee ay Ev® est dit irréductible si, pour tout i, a; # arg a En

particulier, A est irréductible.

Nous allons construire un opérateur R qui, A tout mot ade ve lui associe

un mot R(qa) irréductible équivalent ; R est défini par récurrence:

R(A)=A

Si R(@) = Yb) R(wa) = sibs ae alors Y sinon R(a) a

|Proposition 2.3.1.2 : Pour tout mot a, R(a) est irréductible.

Démontrons le résultat par récurrence sur la longueur n de a.

Le résultat est évident pourn = 0; aurangn+1:

a= Bassi R(Ba) = val alors R(Ba) = y

sinon R(fa) = R(p)a

Dans les deux cas, comme R(f) est irréductible par hypothése de récur-

rence, R(fa) est irréductible.

Proposition 2.3.1.3: Sia est irréductible, R(a) =a.

La démonstration est immédiate par récurrence sur la longueur de a.

* *
Proposition 2.3.1.4: Pour tout mot a€VTM, Rla) Ea.

Procédons par récurrence sur la longueur n dea.

Le résultat est évident pour n = 0. Supposons le vrai jusqu'au rang n.

Au rangnt+l;:

w=Y%a R(y) E* Y par hypothése de récurrence.

donc R(y)aE* va

or par définition de R: R(ya) E* R(y)a,

donc R(ya) Ee Ya



Théoréme 2.3.1.5 : Pour tout mot qa et B de v* ,» on a l'équivalence sui-

vante :

a E*g # R(a) = R(p)

Lemme 1 : R(a) = R(p) = R(ay) = R(BY)

Procédons par récurrence sur la longueur de y; le résultat est évident

pour Y=A.

Supposons le résultat vrai jusqu'au rangn; au rangn+t1:

yFyta

R(ay') = R(8 ¥') par hypothése de récurrence

et donc R(@ y'a) = R(B y'a) par définition de R.

Lemme 2: R(x a a= y) = R(xy)

Comme R(x a a ty = R(x)

en utilisant le lemme 1

R(x a al y) = R(xy)

Soit E' la relation d'équivalence définie par:

aw E' 6 # R(a) = R(B)

D'aprés le lemme 2, E est contenue dans E'! et donc E * est contenu dans
Er

donc w@E* 8 = R(a) = R(8)

or comme R(a) E* a et R(8) E* 8 (proposition 2.3.1.4)

R(a) = R(p) =a ETM* 8

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

On appelle langage de Dyck sur l'alphabet A VU A' le langage 4 contexte

libre engendré par la grammaire suivante :

Vae€AUA! Di:=aDa iD

D::=A



Proposition 2.3.1.6: R(a) est l'unique élément irréductible de la classe

d'équivalence de a.

Si R(a) = ayers als il existe do, sees ds ED tel que a = dy ay d,. as and,

Comme conséquence immédiate du théoréme qui précéde et des propo-

sitions 2.3.1.2 et 2.3.1.3, nous avons l'unicité de 1'élément irréducti-

ble de la classe de a.

Comme a E* R(q) Im tel que @ ETMR(q);en procédant par récurrence
Sur m il vient de fagon immédiate, d'aprés la définition de EF, que

w= dy ay dj... a) dq.

Dans la suite, nous considérerons R(aw) comme le représentant canonique

de la classe de w suivant E . Nous noterons i l'injection Canonique de

G dans V*, f la projection canonique de V* dans G:

foi est l'identité sur G.

Démontrons une autre propriété de R:

Proposition 2.3.1.7: (Wa, B €VTM*) (R(w8) = R(R(a) R(p))

De plus: (Jy, 6 €v*) (Y§ = R(a8), Y plus grand facteur gauche commun
a R(a) et R(a8), 6 plus grand facteur droit commun A R(B) et R(aw8)

et IR(a)|- | yl=|R(p)1 -1 61)

R(a 8) E* a Bp

R(a) E* a

R(pB) E* g

done R(R(a) R(8)) E* @B et donc, d'taprés le théor&me ci-dessus,

R(a 8) = R(R(a) R(B)).

Soit ¢le plus grand facteur droit de R(a) tel que = soit facteur gauche
de R(8).



rene an

R(a) = ye R(p) = el 5

donc vy §& E* R(a) R(8).

Comme Y65 est irréductible

R(aB) = v5

rau : -l
De plus, si ¢ commence par a, ¢ se termine par a et § ne commence

pas par a, donc y est bien le plus grand facteur gauche commun A R(qa)

et A R(w§8).

De méme pour 6.

Définition : Soient a, B, y € v*. On dit que y se réduit dans le contexte

(a, 8) si:

(38, 8), & ¢ €VTM) (Rio) = 68), R(B) = ¢, €, R(ayB) = 6 e)

Si y ne se réduit pas dans le contexte {o, 8); on dit que Y est irréductible

dans le contexte (a, 8).

Proposition 2.3.1.8: Si y se réduit dans le contexte (a, 8) alors

IR(y)1 ¢ [R(e)| + [R(B)]

Comme R(ay 8) = R(R(a) R(B) R(y)), on peut supposer a, 8, Y irréductibles.

R(ay8) = R(R(a ¥) 8)

diaprés la proposition 2.3.1.7:

R(a y) =a, Yy le} Qe fyp- fy |

et R(a ¥) 8) =a, 8; T= [BF Jer My] - [ay]



ACRE VOCP ich eiptembere tnt —tstsseeent ov a et R(ay)nya, est le plus grand facteur gauche commun

owa, est le plus grand facteur gauche commun a) Y¥, et R(a vB)

B et R(a y 8)pyBy est le plus grans facteur droit commun

Comme y se réduit dans le contexte (a, 8)

R(ay8) =6e § facteur gauche de a

efacteur droit de 8.

Par définition méme de By: 1B) > {el

donc |6} > lo,|

donc a est facteur gauche de a et de oY)

or a, est le facteur gauche le plus grand commun 4 @ et oY donc

\o2 g fo, |

or = fal + (81 - lay} - 1B, I= ty} + fort - Joes{

soit {a} + lel = ly] = 2 leyl + 1B4I - lors |

comme |e,| < lay | : lel + iBt- iyi yY Iai t 1B, I 20

ce qui achéve la démonstration.

Définition : Soit a = ag:++a, un mot sur V. On dit que a est cycliquement

irréductible s'il vérifie une de ces assertions équivalentes :

~a, #az) et (Vie {1,n] ) (a, #az"))

- & esi irréductibie.

Proposition 2.3.1.9: Pour tout mot irréductible a, il existe a, at EV

uniques tels que a" soit cycliquement irréductible et

a= at gl! gent



a ae
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Soit en effet a' le plus grand facteur gauche de a tel qutil existe a" tel

que @ = a! q!! (at) 7},

Comme a! est de longueur maximum, que qa est irréductible, a'' est

cycliquement irréductible.

Pour toute autre décomposition a = Bt 8B"! (pr) 7}, comme a! est de longueur

maximale, a't = 8'¥y et donc

Bt = y att yl

et donc 8" n'est cycliquement irréductible que si y= A, ce qui achéve

la démonstration.

Remarque : en 2.3.2, nous considérons des expressions du type

E,=B oy (a 8, Y irréductibles).

Quitte 4 remplacer 8 par 8 a et Y par (ar)7} Y, On pourra supposer a cy-

cliquement irréductible.

Conséquence : Soit a un mot irréductible non vide,

lim |R(aTM)|= + oo
n> oo

En d'autres termes, tout élément de G distinct de 11él1ément neutre e aun

ordre infini:

a! at gry otuEn effet R(a”)

et donc R(a") =2 a tn a!

Proposition 2.3.1,10: Soient a et 8 deux mots cycliquement irréductibles

et soit Y un mot irréductible. Stil existe un entier n tel que Y se réduise

dans le contexte (oi, 8"), alors, il existe des entiers p et q et un mot ¢«

tels que:

y= (a7lyP e(g7ty4 lel <lal + {gl



Soit p et q les plus grands entiers tels qu'il existe ¢ tel que

y=(a7lPe (g7t)4

Si Y se réduit dans le contexte (a, 8"), il se réduit dans le contexte
+1 +1

(a 7 Bg” ) et on peut donc supposer que n est plus grand que p et q.

me Y go E* oP end

Lemme : si y se réduit dans le contexte (o”, B"), alors ¢ se réduit dans

le contexte (aTM7P, g"~4)

En effet, supposons e¢ irréductible dans (a ~P, g"~4)

R(a®7P ¢ g@"4) = at ct Bt avec

ea le plus grand facteur gauche de a -P

et 6' le plus grand facteur droit de p°~4

ete! F A

Supposons par exemple p # 0 et q #0

@ Faj...ay

ef'=a el

«1
at =a"! b b #a

~ Soit a! = a77P dans ce cas (propesition 2.3.1.7) e¢! 8t = R(eB)

et donc comme y = a P ¢ 8-4 est irréductible

a # ay et donc at est le plus grand facteur gauche de a"' et de R(a yp")

- Soit fal < oP P| et dans ce cas ata ntest facteur gauche ni de a P

. n
nidea.

De méme pour 6!', et donc y est irréductible dans oe, B,
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Donec ¢ se réduit dans le contexte (q”~P, g"~P) et donc il existe c! et e"

tels que

- 7 rycl . n-p
¢= ¢' e et(e')”” est facteur droit dea

et (e7? est facteur gauche de p”~P

comme p et q sont maximum

let] < fo|

Je" x [8 | et donc

le | < Jal* [B|

2.3.2 Une propriété des ensembles algébriques infinis sur G.

On sait que pour tout langage A contexte libre infini, il existe des mots

a, B Y, §, ¢€ tels que 85 A et tels que a Boy 8 ¢ appartiennent au lan-

gage pour tout entier n (GINSBURG). Nous allons donner un résultat qui,

dans une certaine mesure, généralise ce théoréme au cas du groupe libre.

Dans la suite, nous supposerons toujours que nos TM-grammaires seront

réduites supérieurement et inférieurement.

Remarquons qu'il suffit que de A dérive wA 8B (a # e ou B #e) pour conclure

que Xt a z eg" u, mais on ne sait pas si cette famille est infinie.

Prenons, par exemple, la m-grammaire dont les régles sont:

-l ,-1 -1 av b
~ ! » ov » a Bs » o
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fl est clair que:

1-1Pet x (apt aml pyrX ># (a ba b

X > (a ban py b (a gee ot b)” = b

Donec lMensemble engendré par cette grammaire est {o} . On remarquera

quere © at av be et B=ab a & sont tels que a 6 # e.

Théoréme 2.3.2.1 : Pour tout ensemble algébrique infini L sur le groupe

libre G, il existe x, y, z, t, u € Gtels que:

L Nf x 2y7u | n> o} est infini.

Lemme 1}: Soit Gg =(N, ::=, X) une 1-grammaire telle que L(Y) soit

infini. Il existe G' =(N', ::=!, X) équivalente A Q sur G telle que pour

tout A €N', lfensemble des éléments de G qui dérivent de A est infini.

Soit N' l'ensemble des non terminaux dont dérive une infinité d'éléments

de G. N' contient l'taxiome X,

Pour tout non terminal B dr, il suffit de remplacer chaque régle com-

portant une occurence de B par l'ensemble des régles od l'on a substitué

a B chacun des éléments qui en dérivent.

On remarquera que par cette construction de Gysi de A €N!' dérive un

mot aw sur N'U V pour la grammaire g', alors a dérive aussi de A pour

la grammaire 9 .

Or comme L( g” est infini, il existe A €N', oa, 8B EG tels que

A> * was, af#e ou BFe
g'

Ce qui démontre le lemme suivant.



Lemme 2 : Soit g =(N, ::=, X) une n-grammaire telle que L(G) soit

infini- Il existe A EN, oa, B € Gtels que:

- L(A) est infini

-a#e ou Be

-A>F eas

Il en résulte que A > A B"

Démonstration du théoréme :

Ramenons nous dans le cas du monofde libre en faisant correspondre a

tout élément x de G la représentation canonique i(x) dans v* ; f est la

projection canonique de v* dans G,.

Posons a= ila), b= i(p)

(Wy €a(L(A))) A> £(i(a)TM y i(8)”)

Quitte A remplacer i(L(A)) par (ot)7} i(L(A)) B' (cf. remarque aprés la

proposition 2.3.1.9), on peut supposer que a et b sont cycliquement ir-

réductibles.

ler cas :( dy €i(L(A))) (4m €N) (y irréductible dans le contexte(aTM,

bet \aTM| >lyl et [bTM | >Iyl)

+ +
dans ce cas, y est irréductible dans le contexte (aTM P. bTM P)

+

et donc | #aTM Py pp) | pé w } forme un sous-ensemble infini de

L(A).

Or :(4t, u €G) x» tau

donc X ~—_—*_ (aTM'P y bP) a

+ : howexX eX _ ta "P ty) gTM*p u_ qui sont tous distincts pour des
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28me cas : (WV y €i(L(A))) (Jn €IN) (y se réduit dans (a, b®))

donc (proposition 2.3.1.10)y =a Fy ¢ > b-4y ) | < lal + lot

Posons = tk
Py Gy “Sy

a décrit un ensemble fini quand y décrit i(L(A)).

Donc il existe ¢ tel que l'ensemble L(e) = {y € i(L(A)) | e, = e} soit

infini.

Distinguons alors deux sous-cas:

a)(I MEN) (Vy € L(e)) (lk <M)

donc dans ce cas :

(4k €IN) (JL'C Le) (Lt est infini et (Wy €L') k=)

donc poury €L' y= a a ty e b dy

Comme L' est infini, te parcourt un ensemble infin IC IN quand y

parcourt L!

dol: (Vq EI) A pit at e b74)

kXm» * u a oF fe) B71

Ces éléments étant distincts pour deux valeurs de q distinctes.

b) (YM EWN) ( Fy €L(e)) (Li | > TMM)

R. décrit donc un ensemble infini I de Z quand y décrit L(e) ; sans

particulariser le probléme, on peut Supposer que I contient un ensem-

ble infini i d' entiers positifs :

(VK ET) (Fq EN (Wn EN) Ad oP As > Fah sla-d-* ¢ g-4ygh

en prenant n =q A >* a f(¢)

et donc X pZu a fe) t (k EI")

et ces éléments sont tous distincts pour des valeurs de k distinctes,

d'ot le résultat.



Corollaire 2.3.2.2: fa bTM ¢TM | ne n} n'est pas un ensemble algébri-

que sur le groupe libre.

Corollaire 2.3.2.3: {am boca TMpTM | née iN} n'est pas un ensemble

algébrique sur le groupe libre.

Démontrons par exemple le premier corollaire.

Supposons L = { a” pb” cM} algébrique. Il existe x, y, z, t, u tels que

pour une infinité d'indices p, p € I, les = =txP az yP u soient tous dis-

tincts et appartiennent 4 L.

Quitte 4 changer notre choix det, u, 2, on peut supposer x et y cycli-

quement irréductibles (cf. remarque suivant 2.3.1.9).

Soit Le I l'ensemble des indices p tel que:

(Vp €1,) xP se réduit dans le contexte (t, zy? u).

On définit de méme [ ,
y

Comme {w, J pe 1} est infini, I- I ou T- r. est infini. Supposons, par

exemple, que xP ne se réduit pas dans le contexte (t, z yPu) pour p €l',

I' infini et I' contenu dans I.

if] tPosons t reve tyt

KT Ky ree xp

Soit w= ty, -++ &, le plus grand facteur droit de t tel que a7! soit facteur

gauche de xP

* 
'. 

P-p Pwie typ wes t; Hpeee xp] oe. xy) zyrhu

d'autre part, il existe n tel que

we E* at p? oh
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comme pour p €I', xP ne se réduit pas dans le contexte (t, z yP u)

pour n suffisamment grand, on en déduit que

i
ty eee t; =a

et R(w_) = at a yt BY out
P P Y P ® P Pp

L_omtt

ou aw est le plus grand facteur droit de Ryees Xl] eee xp)? Pp

vp est un facteur de z

Br est un facteur de yP

et ul 5 est un facteur droit deu

Distinguons alors deux cas:

1) aie n'est pas borné quand p décrit I',dans ce cas Xpore Xp F at

distinguons deux sous-cas:

a) (4k EN) (Vp El") (p >k »yP se réduit dans le contexte (t x? z, u))

alors R(t xP z yP u) ne peut contenir qu'un nombre fini dtoccurences

de b et c et donc {R(t xP 2 yP u) | p€ 4 ne peut tre qu'une famil-

le finie, ce qui est contradictoire avec nos hypothéses.

b) yP ne se réduit pas pour un sous-ensemble infini d'indices p € I!

- soit B' est borné et le méme raisonnement quten a) nous conduit

Aa une famille finie {R(t xP zyPu) lp € rf ce qui est contradic-

- soit * n'est pas borné et le méme raisonnement qutavec ow nous

conduit & y = c’” et 14 encore, nous n'aurons qu'un nombre fini

d'occurences de:b, ce qui est contradictoire avec nos hypothéses.



2) os est borné quand p décrit I', et donc an ntest pas borné dtot on en

déduit comme précédemment, que y = cTM et donc que le nombre

d'occurences de a et de b dans R(w,,) est fini, ce qui est contradic-

toire avec nos hypothéses.

Donec {a® b” cTM j n'est pas algébrique.

-n,-n ab fi un raisonnement analogue nousnPour l'ensemble fa boca

ws uit _.-m Z _ ee
conduita x=a ety=Aa et par conséquent 4 un nombre fini d'oc-

-1 . ‘ .
curences de betdeb , ce qui est contradictoire.

2.3.3 Le probléme des mots

Probléme : Exixte-t-il un algorithme général, qui, étant donnée une

T-grammaire q, indique si un élément appartient 4 1'ensemble algé-

brique engendré par G?

La réponse est non dans le cas du groupe libre et ce probléme est connu

des algébristes sous le nom de probléme des mots (cf. (MAGNUS-KARRAS-

SOLITAR)).

Nous allons en donner ici une démonstration plus "linguistique" (cf. la

démonstration de (GROSS-LENTIN) pour l'intersection des langages A

contextes libres).

Théoréme 2.3.3 : Le probléme de la reconnaissance est indécidable sur

le groupe libre.

Soient A un alphabet et G le groupe libre engendré par A.

z #
Soient Byres s Bs h), Maa, ho des mots de A (qu'on identifie a des élé-

ments de G),



Soit alors la 1t-grammaire dont les régles sont :

X Sg, Xb] 1 <icn

x —>g, hy! l<dicgcn

Pour savoir si l'élément neutre appartient a l'ensemble engendré par la

grammaire, il est équivalent de chercher une suite press, i. telle que:

or; ~1,-1
Bi, s+ &; = (h; ++. bp)

1 4X k 1

Soit encore: g. ... g. =h, ... h, . Onreconnaftla le probléme de

i |
Post pour les couples (g;, h,). Dtot le théoréme.

2.3.4 Emploi dtun margqueur

Si nous voulons démontrer que {a b” ov cTM a® | nz 0, oO € L} n'est

pas un langage 4 contexte libre, il serait commode de remplacer a, par

un marqueur ou d'introduire un marqueur avant a, 3 ce marqueur,

lorsqu'on passe en groupe, peut &tre choisi tel qu'il ne puisse y avoir

n
de simplification entre a” bTM et cTM dTM (ctest le cas de c dans le corollaire

2.3.2.3).

Avant de démontrer un résultat sur les groupes, nous allons démontrer

un tel résultat sur le monoide.

Définitions :

Soit V et V' deux vocabulaires, un homomorphismeh de ve dans ve

est dit alphabétique si:

(Ya €V) h(a) EV! ouh(a) =A



Soit V et V' deux vocabulaires disjoints et » une bijection de V sur V',

on appelle langage de Dyck d'talphabet V, V', le langage engendré par la

C-grammaire suivante :

a€V D::2aD ola) D

a €V! Di:saD gD

D::= A

Notations : Soit V un alphabet, Vy < V. Posons Vv, =V-V)-

Tout mot ade V_ s'écrit de maniére unique

a= Bas

ou 8 ev*27 3 Evy

Nous allons insérer un marqueur Y avant la premiére occurence d'un

élément de V, :

Soit Yun mot sur un alphabet W. Notons alors

svi (a) = si a s'écrit 8 a 8' alors 6 ya 8B!

sinon si a evs alors a.

: ; ; VvSi aucune confusion n'est possible, nous noterons 8, pour svi.

Théoréme 2.3.4. 1 (1) : Soit L un langage A contexte libre sur V, alors

s{L) est un langage a contexte libre.

Lemme 1:SiVA W = (Met si L est un langage régulier, alors s.{L) est

régulier.

= * *En effet s(L) =h tia) f\ Voy aVovU Vy) en prenant pour h l'homomor-

phisme alphabétique défini par :

Vaev h(a) a

uYa Ew h(a) A

(1) La démonstration de ce résultat est due 4 Monsieur PAIR.
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Lemme 2: SiL est régulier, s (L) est régulier.

*

Soit, en effet, y' € W' tel que W! Nv =f.

Soit ht lthomomorphisme de monoide tel que :

hy!) =

(Va EV) h(a) =a

s{L) =

régulier.

h'o s.,(L) donc d'aprés le lemme l, s(L) est

Lemme 3 : Soit V' un alphabet et soit h un homomorphisme alphabétique

# ¥
deV'TM dans V". Soit vi = {a €V'| hla) €v,}

Vv

ho sy '1(a) = Say) o h(a)

Sia €(V' - val, le résultat est immédiat.

Sia se décompose en fa f' » 8B

Vi

alors 5. (a) =B ya ep
vi

donc hos, 1a) = n(B)

or (8) ev >

h(a) €V,

vy
donc sy (h(B) h(a) h(p')) = h(p)

se
unm sangage ac

gulier sur V et y un mot de D ;

ely - vel aévy

et

h(y) h(a) h(p')

h(y) h(a) h(8")

s(K OD)= s(K) A D
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s (KN Dc s (K) A s(D)

or comme YéeD s,{D) <p

donc s AK ND) es (K) AD

Réciproquement, soit a € s,(K) f\D; distinguons deux cas :

-~soita=Bya Bt:a=s (Ba 8') avec

Ba BECK, Bp evs, a€Vvy;

comme y ED Bap ED

donc Ba Bt €KND.

- soit w= 8 peve et donc

a €KND et donc a= s,(a) Es (KAD)

ce qui achéve la démonstration du lemme.

Démontrons alors le théoréme.

On sait qu'il existe un homomorphisme h, un langage de Dyck D sur un

alphabet V' et un langage régulier K sur V' tels que L = h(K 4 D)

(théoréme de Chomsky-Schutzenberger).

Soit V'U V"' un alphabet disjoint de V et V' tel qu'il existe une bijection

x —>»x de V'' sur V" et une bijection 9 de V sur V".

Prolongeons l"'homomorphisme h 4(V" VU Vuys par:

Vxev h(x) =A

Wx EV" nlx) = p(x)

w mw

Soit 6 = ox) alors y = h(5 5) (1) et posons y! = 6 6.

Notons D! le langage de Dyck sur VI'V (V"UV"); DCD,

nw ~

(1) west l'image miroir dea; siq=abc, a= cba



Comme Kavr*®

KNADI=KAD

donc L =h(K f\ Dt)

en posant vy = no (v,) dtaprés les lemmes 3 et 4

Vv 1 vy vys, (L) = als, (KN py | afe,, (K)f Dt |
vy

or Sy, (K) est régulier (lemme 2)

Vv

donc sy Mn) est un langage A contexte libre (théoréme de Chomsky-

Schtitzenberger, réciproque) ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Nous allons maintenant énoncer un résultat pour les ensembles algébri-

ques sur les groupes.

Dans la suite, m' désigne la théorie (F) avec

Frj=vUfc} (c ¢V) V=AU A (cf. 2.3.1)

0

Fas g i#0, i#2

G est le groupe libre engendré par A U fc} . Gest muni de fagon évi-

dente d'une structure de t'-algébre.

Théoréme 2. 3.4.2 : Soit G' le sous-groupe de G engendré par A, soit

L un ensemble algébrique contenu dans{G! ce" Gti[n zi } alors



En appliquant ce théoréme puis le corollaire 2.3.2.3, on obtient immé-

diatement :

Corollaire 2.3.4.3 : Soit (M,) une suite de parties non vides de iN’.

Dans la m'-algébre G, { a b" es a 4 lat IN, k E m,_} n'est pas

algébrique.

Démontrons le théoréme.

Faisons le lien entre le monofde et le groupe : Bry est muni canonique-

ment dtune structure de m!-algébre et il existe un m-homomorphisme f

unique de Ety dans G qui rend le diagramme suivant commutatif :

OG
7 —- > G

«\opt ; J i

donc tout ensemble algébrique sur G est l'image par f d'un ensemble al-

gébrique sur F').

Soit L un ensemble algébrique contenu dans fer co" Gt \ n 7 1d et soit

Ly un langage 4 contexte libre sur F', tel que f(Li) =L.

Notons D le langage de Dyck sur AV A!

. ' _ n
Soit x sur F'_ tel que f(x) Ayes a, 5 b) ++ B SYer Ie) © 5. a €G!,

b, +... b| €G'. Dtaprés la proposition 2. 3.1.6, il existe
2

d d €D tels queare? State

a,d cdx=d it. e°-0 sail 2, a kh ee dl egah

Soit h l‘thomomorphisme alphabétique de (F', U {a}) dans (Ft VU { a} "

défini par: nic)
A

I

@(Wa,a#c) hla) =
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* *

Soit enfin h' lttomomorphisme alphabétique de (Fr U fa}) dans F')

défini par:

h(d) It oO

MW »Va €Fty h(a)

c}
alors Sq (x) = do Ayres = did c d.ta*** By a _Soyten

tc}
ethos, (x) = dp ay -+- a, ds dpe te doin Ph 2 eae by Sp tqin

soit en posant z=dpti +n

tc) °
hos, (x) = dg ay-+s apd, d2by +++ By 4o4qtn

Cre
h'ohos, (x) = dg apres apd, cz byes by dotgen

cy
v =etfoh ohos, (x) ayes a, oy ay

il est clair alors que \

dc

fohtohos, (Lo) =u!

{ch
or (théoréme 2.3.4.1) foh'oho 84 (Lo) est un langage 4 contexte libre

et donc

L' est un ensemble algébrique.

Remargue | : Nous avons ici donné un énoncé assez simple pour le théo-

reme 2.3.4.2, ceci parce que cet énoncé suffisait pour l'utilisation que

nous voulons en faire au chapitre 3. Il est clair que le théoréme 2.3.4.1

peut conduire 4 des versions plus sophistiquées du théoréme 2.3.4.2.

Remarque 2: A tout élément x d'un groupe libre G, on peut faire corres-



jacent vi Soit Kt la classe des ensembles algébriques sur les groupes

libres et € celle des ensembles algébriques sur le monoide libre. A

un élément LC v* de € on peut lui faire correspondre £(L) contenu dans

le groupe libre engendré par V et io f(L) =L donc CC (Xt .

On peut se demander si cette inclusion est stricte. Un résultat qui mi-

lite en faveur d'une réponse positive est le théoréme 2.3.3. Mais la

n

plupart des classes qui généralisent les C-langages contiennent a bTM c®

or justement ut) ne contient pas cet ensemble. Quelle est la réponse ?
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ensembles algébriques

de figures



3. ENSEMBLES ALGEBRIQUES DE FIGURES

Soit oa un espace de figures. Pour une théorie 1 donnée, F est muni

d'une structure de n-algébre et nous allons comparer suivant le choix de

7m, les ensembles algébriques que nous obtenons.

Dans ce qui suit, les morphismes O-aires W de Tet les éléments ey (w )

de #* seront identifiés si aucune confusion n'est possible. T, en particu-

lier, désignera l'alphabet des figures de base et l'ensemble Fo de nm.

T! désignera {- a/fa€é Th . Adésigne toujours 1'élément neutre pour

ltaddition +.

Considérons alors les théories libres engendrées par les ensembles sui-

vants (dans tous les cas, Fie & pour i> 2):

Théorie 7, F,= {+,0,x§

Fi = {-}

F,= T
vu

Théorie 7, F,= {+,0}

Frei{-j

F o= T



hy
~N

u ws ak ° “Théorie 13

ae)
tl ‘SQ

Fo= tTuTtrufal

Théorie m4, F, = {t,0,Xx |

F,= @

Fos T

Théorie Tes Fy = {+}

Fy = {-}

Fo= T

Théorie m¢ F,= }+

F) = g

Fos Tug

Nous noterons RA, la classe des ensembles de ¥ qui sont algébriques

pour la théorie 1; (i=1, 2, 3, 4, 5, 6).

Nous avons vu (1.2) que pour toute T-représentation R, il existe une re-

présentation r de méme support que R telle que {7} € RK, (i=1, 2, 3,

4, 5, 6). Clest ce qui justifie le choix de ces six structures algébriques.

Nous allons montrer que ca = A, =&, ’ J, = #, » Mais quten géné~
ral Ae, of Tia et A, f Bia - De plus, le support étant la "partie con-



créte'' de la figure, nous nous intéresserons aussi ala classe des sup-

ports des ensembles algébriques.

Si A est un ensemble de figures, on définit supp(A) = U supp (f).
fEA

Nous appellerons S, la classe des ensembles supp (A) pour A € a, :

Bien sér, si A, = J, ; S; = e; » mais la réciproque n'est pas nécessai-

rement exacte.

Nous verrons aussi les limites des ensembles algébriques : en particulier,

un ensemble de figures fermées ne forme pas, en général, un ensemble

algébrique.

1 HK,

Il est clair que HF Cc y: ba réciproque est fondée sur le résultat

suivant (1.1.2):

Vi, €F £, X £, = -((-£,) 0 (-£)))

Donec, dtaprés le théoréme 2.1.2.3, He, = 4, .

ke Ke, = SE, = Hh
fl est clair que: Ge veH,

Ack



La réciproque stappuie sur le lemme suivant :prog p

Lemme : Soit N = fa. wees A_} et Nte= {at, oni omy Ay . Pour

tout morphisme w € Ts (N) (respec. Ts. (N)), il existe deux morphis-

mes w! et w" €7, (NU N!) (resp. 1, (N UN')) tels que:
3 6

n A _V (gy, er € F Wipe sos E,) = WHE), woes Eis Epp ve ey By)

~~

=-w'(f), weeg £ » -f), wee, ~f)
n n

Démontrons ce résultat par récurrence sur le degré de w.

Sile degré de W est nul, W est une projection :

u >Ww =A, et il suffitde prendre wi!

wit = At

Supposons le résultat établi jusqu'au rang n.

Soit w telque d(w)=nt+1

k

ww =alt,,..., ,) avec >, d(¥.)=n, a€F
1 k i=1 i

Soit Ul, et we les morphismes associés de 13(N UN') vérifiant le lemme.

Distinguons, suivant les cas;

lba ET, donc k= 0, dans ce cas, on prend Wwi=a

et w't=.a €T!

2)aze- €F,, done k=1, il suffit de prendre w=)

in =
w Wy

3)az=t, a€F donc k= 22’



Comme AtB=- [-5 +(-A)]

prenons «,' + (utp, uF

agit = + Cy", wy)

Comme Ao Be=~-(-B +Ao }))

prenons wi! o (Yr, ¥"5)

w= + (H, of tps 0)

Nous avons envisagé tous les cas possibles, ce qui établit le lemme.

Dp:
i

Soit L un élément de x, et fa, =U re » i=l, ..., nh un systéme
pal

dont la premiére composante de la solution minimale est L.

Sd
ar

Considérons le systéme : A, = a.

ct
i —

e Cet

‘o
i

AMn,e - @&%. , i=l, ...,n
1 =} Wy

Gute

il est clair que ce systéme est équivalent au systéme

Pi
A; = ae, i=l,...,n

jal u

Pi
At. = a. , 6G zl, eee, n

i jel ij

ouatij et oij sont les morphismes associés 4 aij tels que
JN?

My Hy
YN

ij
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et par conséquent, L est aussi un élément de H,.

De méme pour Ke, et J.

Remarque : Un groupe G est muni canoniquement d'une structure de

tp-algébre et d'une structure de Tg algébre. Le méme lemme peut étre

établi sur G et on démontre de la méme maniére que la classe des en-

sembles algébriques sur la t,-algébre G est égale 4 celle des ensembles

algébriques sur la Tg-algébre G.

3.3 Ack, ae Jb,

Ul est clair que dh, ck.

Nous allons montrer, sur un exemple que cette inclusion est, en général,

stricte.

ff . 2 : :
Prenons pour l'espace des figures IRTM muni du groupe des translations

et soit T= fa, b} l'ensemble des figures définies par :

aest la classe de ( [(o, 0), (1, 0)f, (0,0), (1, 0))

b est la classe de ( [(0,0), (0,1)], (0,0), (0,1)) (cf. figure 3.1)

Soit G, une grammaire algébrique sur 1, définie par :

Xie b+ xX + (-a)

Xi: n b + (-a)

Mest clair que L( qi) = { nb + n(-a) / n>}



x

b

a

nb + n(-a) '

|

figure 3.1

Compte tenu de la proposition 1.2.1.2, L( G 1) dK, .
Cependant, cette démonstration n'est fondée que sur des considérations

portant sur les origines et les extrémités.

Nous allons montrer que supp (L(G 1)) ¢g S4,, ce quinous donnera le

résultat plus puissant :

Théoréme 3.3:S,C S,, S, #58).

Dans cette démonstration, nous allons procéder par l'absurde : nous sup-

posons l'existence d'une 1T4-grammaire Ya telle que

supp (L( )) = supp (L( ))
4 1

et nous arriverons A une contradiction.

Notations : Nous reprenons les notations de 1.2.1:

pour toute représentation r supp(r) désigne son support

o{r) et e(r) son origine et son extrémité.

Posons x,,(r) = sup (x) «x _,(r) = inf (x)

(x, y) € supp (r) (x,y) € supp (r)



Yu (r) = sup (y) a (r) = inf (y)

(x, y) € supp (r) (x, y) € supp (r)

On définit alors: 1 (r) = (x(x), ¥uir))

2(r) = (x) (2), Yyalt))

3 (r) = (x) ,(r), Val?) (voir figure 3.2)

figure 3.2

2 FP Pa
Comme nous sommes dans R”, i et j désigneront les vecteurs de la base

canonique.

Posons h(r) = Xyq(r) = x(t), v(r) = Yyqlt) - Ym?)

a(r) = h(r) - v(r)

Pour toute translation t, h(t(r)) = h(r), vi(t(r)) =v(r) et donc, nous

pouvons passer au quotient : h, v et d sont aussi définis pour les figures.

| Si, par exemple, f = naXx pb h(f) =n wlfl = 4 ale\ -
—\sF be Mya2 n-p

Soitt R= R ({+, Oo, xfe{ as b}) l'ensemble des représentations construi-

tes a l'aide des représeéntations de a et b des opérations +,0, X.

Nous ne considérons que les figures dont le support est contenu dans celui



d'une figure na X nb et dont, par conséquent (proposition 1.2.1.2), pour

une représentation r, les deux pdles o(r) et e(r) appartiennent au méme

"cdté!', clest-A-dire, A1'un des segments [1(r), 2(r)| ou (2(r), 3(r)] .

Pour deux figures f' et f'', nous dirons que le support de f' est contenu

dans celui de f" s'il existe des représentations r' et r'' de f' et f", telles

que supp (r') C supp (r"') et nous noterons supp (f')< supp (f").

I {x ER | (Fn € WN) (supp(r) < supp (na X nb)

A or) € Cal), 32d] A efx) € [atx), a(n] yf

Posons R
=

wy NI {r €R | (Jn € W) (supp(r) < supp (na X nb)

Aolr) € f(r), 2(z)] a e(r) € [1(r), 2(r)] )

Compte tenu de la proposition 1.2.1.2, RY f) Ri = fp.

Notons FY et PL les ensembles de figures dont les représentations ap-

partiennent respectivement a R, et Ri

Définissons sur RR. les fonctions suivantes (qui, par passage au quotient,

sont définies sur les figures) :

O(r) = h(r) - [2(r), o(r)]

E(r) = h(r) - [2(r), e(r) | (voir figure 3.3)

h = 7e4ee2- TUE. 8 us.

lo A. L 1 i 1 2

i

|

d(r) = 7-5 _ |
O(r)=7-22=5 jv(r) = 5

E(r)=7-3=2 e ]

3 V
figure 3.3



De méme, on définit sur Ry :

O(r) = vir) - |2(r), o(r)f

E(r) = v(r) - |2(r), e(r) |

Lemme | : Soitf € FY (respec. f €F)) alors

h(f) > Off) > d(f) (respec. (v(f) O(f) -d(f)

h(f) > E(£) > d(f) v(f) E(f) — -d(£))

D'autre part, la donnée de O(f), E(f), h(f) et d(f) caractérise f.

Les inégalités résultent immédiatement des définitions des fonctions O,

E, h, v et d. L'appartenance a FL et la donnée de h(f) et d(f) caractérise

le support de f et les données supplémentaires de O(f) et E(f) fixent les

poles.

Conséquence : L'ensemble des figures f €F VU F,, telles que h(f) et v(£)

soient majorés par un entier donné, est fini.

Lemme 2: Soient f, f}> f, trois figures de PL U Fy et un opérateur

Le (4,0, %4 tels que f efit f,-

Soient r, rj, r, des représentations def, f, et f, tels que o(r,) = o(r) et
2

e(r5) =e(r).

Si aucun des sunports de fi et f. ntest contenu dans l'autre. alors

Lr) = 1(r,) 3 (3(r) = 3(r5) A 3(r) ¢ supp(r,) A V(r) ¢ supp (r,))

supp(r), supp (rj), supp (r,) sont connexes et supp(r)) U supp (r5) = supp (r)

Supposons l(r) = (r)) et 3(r) = 3(r4) ; comme supp (r) est connexe,

supp(r) = supp (r,) et dans ce cas, donc supp(r,)c supp (r)).



Donec, si I(r) = I(r,), 3(r) ¢ supp (r,) et donc 3(r) = 3(r,). Alors si l(r)

appartenait a supp(r,), on aurait supp (r,) = supp(r) et supp(r))c supp (r).

Lemme 3 : Soit f, fy. f, des figures de FL YU Fh et un opérateur

LE \t, °o, x} tels que f =f) 4 f,. Notons r, r), Tr des représentations

de f, f,, f, telles que o(r) = o(r,) et e(r)= e(r 5).

Supposons qutil existe q > 0 et k> O tels que supp (f,) = supp (ka X qb)

alors :

soit 2(r) = 2(r)) = 2(r,)

soit supp (r,) c (2(r), 3(z)|

soit supp (r,) Cc [1(r), 2(r)|

aL

les trois cas possibles pour To

figure 3.4

iRemarquons que Yyql®) sup (yy_(ry)s Yu 'FQ)) ;

de méme x4 (r) = sup (x, (27), Xy(Fo))

i,) i disiinguons deux cas:

a) a(x) € [2(r), 3(r)]

or 2(r,) = Geyg(t 2) yygltQ)) donc Yu lta) < ¥ y(t)



Soit (x,y) €supp(r') : y < Yplr)

Comme (x,y) € supp(r) = [1(r), 2(r)| U (a(x), 3(r){

Nécessairement (x,y) € (2(r), 3(r)]

Donec supp (r,) <= [2(r), 3(r)}

b) ar) € [1(r), 2(r)| . La démonstration est analogue au cas précédent

et nous méne a:

supp (r,) é (1(r), 2(r)| :

ce qui achéve la démonstration du lemme 3.

Dans ce qui suit, 14 = (N, ::=, X) désigne une m4-grammaire C-réduite

sur l'alphabet T = fa, b} et, on suppose que supp (L( G4) = supp (L( Gy).

Pour tout schéma fonctionnel a de aw 4(N), L(a) désigne l'ensemble des

figures qui dérivent de a dans Ga ; en particulier L(X) = L( G 4).

Définissons alors, pour les symboles non terminaux, les trois propriétés

suivantes ;

Propriété P, : Soit A €N ; on dit que A vérifie P, siet seulement si:

-~ L(A) est infini

- il existe un sous-ensemble fini F, de L(A) tel que :

(42? >0 3P €{0, E})( Vt € L(A)-F (dl) > OA £ EF A Pie) = f)V

(a(£) = OA P(f) > ?))

(O et E désignent les fonctions définies plus haut)



ona

Propriété Po : Soit A €N ; on dit que A vérifie Ps siet seulement si:

- L(A) est infini

- il existe un sous-ensemble fini Fa de L(A) tel que :

(3 £>0)( 3 P EfO,E})( Ve E L(A) - FA) (dl) OnE EFL a P(t) =f)

v (d(f) = 0A P(£)> f))

Propriété P3 : Soit A €N ; on dit que A vérifie P siet seulement si:

- L(A) est infini

- il existe un sous-ensemble fini F, de L(A) tel que :

(Wt € L(A) - F ,) (a(f) = 0).

Les lemmes 4, 4 bis et 5 étudient respectivement les éléments de N vé-

rifiant les propriétés P,, Ps et P3.

La figure 3.5 montre la forme des figures dérivant de A lorsque A vérifie

Pi, P3-
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E(f) > 2 et d(f) = 0
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Olf)> 2 et df) =0

A» *f

ou

A vérifiant P

E(f) =£ et da(f)> 0

{avec P = BE)
1

n

AS SS
a= OH ep

£ |
<---> i

|

|

in

|

i

|

|
36V

ou

A vérifiant Ps

figure 3.5

O(f) =£ et d(f)< 0

(avec P = O)



Lemme 4: SiA vérifie P,, pour toute régle A::=C 1D telle que

L(C 1 D) soit infini, l'une des quatre propriétés suivantes est vérifiée :

a) C vérifie P) et pour tout f! € L(C), pour tout f! € L(D),

h(f" 4 £") = h(£")

b) D vérifie Py et pour tout f'' € L(D), pour tout ft € L(C),

h(f' f'') = h(f!')

c) C (ou resp. D) vérifie P, et pour tout f' € L(C) - F et pour tout

f" €L(D), h(fta fl) = h(ft) = v(ft) = v(f1_b £")

(respec. h(f! L f"') = h(f") = v(f") = v(ft ft)

d) C et D vérifient P3 et pour tout ft €L(C) - Fo et pour tout

f'' € L(D) - Fp: h(fta £") = h(f') = v(ft) = v(ft 4 ft)

ou h(f'a f£") = h(f") =v(#") = v(ft £t)

Lemme 4 bis : Méme énoncé que le lemme 4 en remplagant P, par Pp,

v par h eth par v.

Nous ne démontrerons que le lemme 4 ; la démonstration du lemme 4 bis

est semblable.

Distinguons deux cas ;

premier cas : pour une infinité d'éléments f de L(C L D), d(f)> 0.

Sans particulariser le probl&me, nous pouvons, par exemple, supposer

que P=E et L=+

Notons F_ = [f€L(C 41D) Jnlf)=nadé) so} et P= Ur

Notons Fr fi € LIC) / (4 £" € LID) (fh +" E FYI

et de méme F" = {#" EL(D)/ (Ff €L(C)) (er +" € FY}



C+D>s+—* ft +f" =f. Nous noterons r', r'' et r des représentations de

f', f" et f telles que o(r') = o(r), e(r'') = e(r) (et par conséquent, comme

Lt =+4+, e(r') = o(r")).

Soit M l'ensemble des entiers n tels que Pa #6; comme F est infini,

M est infini (conséquence du lemme 1).

On peut supposer (cf. lemme 2) que pour une infinité d'entiers n €M,C M,

il existe f cF f'éF', f'' €F" tels que f=ft+f", et l(r) = l(r'),

donc comme f € FL h(f) = h(f!).

On notera F', le sous-ensemble de F' dont les éléments vérifient cette

relation.

(Dans l'autre cas : h(f"') = h(t), la démonstration est semblable).

Dans la suite, pour ne pas étre géné par les figures de Pap nous nous

placerons toujours dans le cas ot les figures f € L(A) sont telles que

h(f) > sup (h(f!)) = m |
feF,

De ce fait, nous n'éliminons qu'un nombre fini de figures (cf. lemme 1).

Lemme 4.1: (VW f" €L(D)) (J p € N) (supp (f) = supp (pb))

En effet :

C+D, Xx ftfte=af,

Sile support de f" n'appartient pas 4 {| supp (kb) /k> 1} alors (lemme 2)

2(r') = 2(r") = 2(r).

f'' étant fixé, on peut choisir f' € F' tel que h(f')S sup (h(£"), v(#")) et

par conséquent h(f) = h(£")

de plus, si ft eF', a(ft)S O et donc, comme v(f"l') h(£')

d(f) h(£!) - v(£)

i h(f'!) - sup(f"), v(f!)) > 0



' donc E(£) = @ (d'aprés P,)

donc [2(r") e(r")/ = n(er) - 2

etcomme h(f!) peut parcourir M), cette égalité ne peut pas étre et donc,

supp (f"') = supp (kb) ou supp(f!') = supp (ka), mais comme ft € FL, les

poles de f' sont sur [2(r) 3(r)] et donc supp (£"') = supp (kb)

Lemme 4.2: (4d ¢ € @) ((r" € F' 3 0(r") e(r") = cj)

et (Vf €F') (E(f) = 2 -c))

(We EF) ( Jf" €F") (gr te) EF Soit f= ft +4"

Comme E(f) =?: J2(e) e(r') + o(r") e(r") | =h(ft) - f (2)

Soit c¢c tel que cj = o(r'') e(r")

d'autre part d(f) > 0

donc h(£) - (] 2(r") e(eTM")] + fe(r") 3(r')] ) > al£) > 0

en introduisant (2) :

Je(r") 3(r")] < 2 (3)

Soit, maintenant fy €Fc FL

Posons f, = i) + f'' ; deux cas sont possibles :1

- soit 3(r") = 3(r,) alors si d(f,) =0

E(f) = le(rTM) 3(rt)l < 0 ce qni est conteaine

aux hypothéses. (A vérifie P, et f tF,)

donc d(f;) > 0, donc E(f,) = g

- a ——__——_>

clest-A-dire ; Lacey) erty) tole) ele] = n(e,) - 2

comme E(ft,) = h(f!,) - [2(rt,) e(rt,)| E(ft))=1-6¢

= K(f!)



et donc, en reprenant (2) avec f" quelconque appartenant A F",

—____> =
on trouve or") e(r") =cj.

- soit 3(r')) = 3(r)) mais alors comme a(f')) > 0, on peut reprendre

le raisonnement ci-dessus.

Ce qui achéve la démonstration de ce lemme.

Lemme 4.3: c étant défini au lemme 4.2, pour tout f!' €L(D) - F",

toute représentation r'' de f" vérifie

—___>

( | c''>c) (o(r"') e(r'') = oy

Soit ft eEFtcF

f= ft +f" €L(A) et, de par le choix de f", d(f) = 0

E(f) 3?

VWor f£€F; E(f) = h(f) - /2(r) E(r)|

a

n(f) - |2(r') e(rt) + o(r") e(r'') |

un n(f") - (E(£") - nlf) FF c"'F |

E(£) n(ét) - | CE(E) ~ REED + 0) F|

et, comme E(f!) - h(f') est négatif, que l'expression (4) est égale af si

on substitue c 4c", que E(f) > f, on en déduit que c" 2c

Lemme 4.4: (h(f!)> mA f! € L(B) - F') =(d(f!) = 0A E(f')> @ - c)

Soit f"' €F";

Nécessairement f=f'+f" €L(A)-F et d(f) = 0

si d(f') #0 3(r) = 3(r"') et donc :



—

E(f) = h(£) - |2(r) e(r)| (or J2(r) 3(r)] = n(£) }

=[3(r") - er") <t dtaprés (3) du lemme 4.2; ceci est

contraire aux hypothéses.

donc d(f') = 0 et donc 3(r) = 3(r')

soit f =f'+f" E(f) > 1

donc [3(r') e(r')] = E(£)

| 3(r*) e(r') + o(r") e(r") |

i ji" +c] =I"te > 2

donc I" Dl-c

Remarque : avec =X , la démonstration du lemme 4.4 aurait été un

peu différente car, si ici nécessairement on avait f' € BF on pouvait

avoir dans ce dernier cas f! € BR et e(r') = 2(r'), mais cette derniére

égalité nous donnait avec v(f') = h(f') > 1- c, encore la condition

E(ft)> l-c.

Remarquons enfin que si f= f! +f", f' €L(C) et f" €L(B)

dans tous les cas h(f) = h(£*)

Ce qui achéve la démonstration du premier cas.

Second cas : Sauf pour un nombre fini d'éléments de L(C 1D),

ona: fE€L(C 4D) =d(f) = 0

La démonstration dans‘ce cas, est la méme que celle du lemme suivant.



Lemme 5:Si A vérifie P., pour toute régle A::= C 1D telle que

L(C 1 D) soit infini, l'une des propriétés suivantes est vérifiée:

a) C (ou respec. D) vérifie P, et pour tout f! € L(C), pour tout

f" €L(D), h(f'4 £") = nlf!) (respec. h(f'_1 f'') = h(£'))

b) C (ou respec. D) vérifie P, et pour tout f' € L(C), pour tout

f" €L(D), v(t £") = v(t") (respec. v(f! 1 £') = v(£!"))

c) C (ou respec. D) vérifie P, et pour tout f!' € L(C) - Fo: et pour

f" € L(D), h(fth £") = h(ft) = v(ft) = v(ft jy £')

(respec. h(ft4 f") = h(f") = v(f") = v(ft_t #tt))

d) C et D vérifient P, et pour tout ft € L(C) - Fo: pour tout

f" € L(D) - Fy, Soit h(f'i f") = h(f') = v(f') = v(f1 4 £"), soit

h(f! 4) £") = h(f") = v(£") = v(ft_y ft)

Comme précédemment, pour ne pas @étre géné par les figures de Fas

nous nous plagons dans le cas ot f € L(A) est tel que

h(f) > sup (h(f"))
oer.

Sif=f'1f", nous noterons r, r' et r" des représentations de f, f' et f"!

telles que o(r) =o0(r') et e(r) = e(r').

Premicy cas : Suppusous que © vérifie 3

Supposons L(D) fini.

Sauf pour un nombre fini d'éléments de L(C), nous avons:

f" EL(C) > ht!) > sup (h(f))
fE€L(D)



Soient f' €L(C) et f" EL(D); f'y f'' =f € L(A)

si h(f!)> h(f") et v(f"') > v(f"), comme d(ft)=0 et d(f)=0,

h(f) = h(f') = v(f) = v(f!)

ce qui nous donne le résultat dans le cas c)

Supposons L(D) infini.

Soit f' € L(C) ; pour tout f" € L(D)

f=f'4 f € L(A) et d(f) = 0

Quand f" parcourt L(D) qui est infini, v(f") ou h(f") ntest pas borné

(lemme 1).

Supposons que h(f!') n'est pas borné.

h(f') + h(f") > (ft a £") > h(E")

v(f') + v(é") > v(f!4 £") comme f! 1 f!' € L(A)

v(f' i £") = h(ft 1 £") done

v{£"') > h(f") - v(f'). £1 étant fixé, on voit que si h(f") est suffisamment

grand, v(f"') #0, donc supp(f") sera égal A supp (q aX pb) a> 0, p> 0.

Done (lemme 3), 2(r') = 2(r'") = 2(r)

donc f' étant toujours fixé, h(f' 1 f") = h(f") = v(f") sauf pour un nombre

fini d'éléments de L(D).

Donc, D vérifie P,.

Soit alors Fo et Py les ensembles finis définis par P,

posons m_ = sup(v(f)) my, = sup (h(£))

f€F.U Ey f€F,U Fy



Soit f €L(C 1D) tel que h(f)> m

f= f'4 f"; soit h(ft)> h(£") et alors

h(f) = v(£) =h(£') = v(£!)

si h(f")> h(f!)

h(f) = v(£) = h(£") = v(£"!)

ce qui achéve la démonstration du lemme dans ce cas (d).

Second cas: ni C ni D ne vérifient P

Comme L(C + D) est infini, L(C) ou L(D) est infini.

Supposons, par exemple, L(C) infini; nous noterons F' le sous-ensem-

ble (infini) de L(C) vérifiant :

£€F'=d(f) #0 a sup(h(f), v(£)) > sup(sup(h(£), v(£)))

feF,

[Lemme 5.1: (Wf € LID) (Jk € WN) (supp (f) = supp (kb) V supp (f) = supp (ka))

Soit f" €L(D)

(Wf EF) (£=£4 EL(A) A d(f) = 0)

h(f) } h(f!)

h(£) = v(f) < v(£") + v(£")

h(f') ¢ v(£t) + v(£")

donc, si h(ft) n'est pas borné, v(f!) ne l'est pas non plus et donc

supp (f') est égal 4 supp(q'a xX p'b) avec q'et p' >0.

Supposons le support de f" aussi égal au support de (q"a x p''b), alors

(lemme 3) 2(r') = 2(r) = 2(r"). Or f' peut @tre choisi tel que, par

exemple, h(f')> sup (v(f"), h(£"))



3.23

et donc h(f') = h(£)

et v(f) = sup (v(£"), v(£t))

et donc v(f) #h(f) (car h(£t) #v(£"))

donc d(f) #0 ce qui est contraire aux hypothéses ;

donc, le support de f" est, soit contenu dans celui de ka, soit dans

celui de kb.

Fc FL UF). Supposons qu'il existe une infinité d'éléments de F' con-

tenus dans F_, et de plus, supposons que =X.

|Lemme 5.2: (J ¢ € N)( Vf €L(D)) ((3(£) elf) =c)

Soit fern FY

Pour toute figure f'' €L(D)

CxD > ftxM=f et d(f)=0

comme supp (f"') est un segment vertical ou horizontal (lemme 5. 1)

nécessairement, soit I(r!) =1(r) ou 3(r') = 3(r).

comme f! € Foy l'extrémité de f" est sur le segment [a(r), 3(r)] ,

comme le support de f' est celui de ka ou celui de kb,

si sup (h(f"), v(£')) > k, nécessairement 1(r!) = l(r).

comme d(ft) #0 et d(f) = 0,

donc nécessairement 3(r') # 3(r) 3(r") = 3(r), d(ft) > 0,

supp (f£") = supp (kb)

et {2(r') e(r')] + Je(r") 3(r"){ = n(£t) (5)

et ceci pour tout f' € L(D)

d'ot le résultat du lemime 5. 2.
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Lemme 5.3 : Soit K = sup (kf ( 4 f! € L(D)) (supp (f") = supp (k b)))

(Vf € FY) (nlf!) > K = (£1 EF) E(£!) = c))

Soit f" €L(D) supp(f") = supp (kb)

soit f' €F! d(f') #0 f=f'x f" et d(f) = 0

Si f'eé Fo; le méme raisonnement que pour le lemme 5.2, nous conduit

A l'égalité (5)

i adtot h(f') - |2(r") 3(r')|

Si ft €F, » nécessairement, 2(r) = 2(r'') = e(r')

comme h(f£) = h(f")

v(f) = sup(k, v(£'))

comme h(f') 4 v(h')

h(f')> k

d(f) #0 ce qui est contraire 4 nos hypothéses, donc

nécessairement f! €F..

fl ne nous reste plus qu'a constater que si f' €L(C)-F'

et si sup (h(f'), v(f!)) est supérieur A sup(sup(h(f), v(£)))

f€ Fy

alors d(f") = 0 (par définition méme de F')

Donc C vérifie Py 3

Soit, alors, f=f! f" f' €L(C), f! €L(D)

nécessairement h(f) = h(f') et donc le lemme 5 est démontré (cas a)

Soit N'c N l'ensemble des non terminaux vérifiant Py, Py ou P3 ;X EN,

Pour tout A €N', on lui associe un ensemble fini Fa par la définition de

la propriété P., que vérifie A. Soit F = U F,: F est fini
‘ aen: 4
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Pour tout A E€N'!, notons Pin l'ensemble des éléments f de L(A) tels

qu'il existe une régle C_LD telle que:

- L(C -D) est fini

-A s—-C1iD»>—*¢t

Soit F'= WJ Fark est fini.

AEN!

Posons m = sup (sup(h(f), v(f)))

feF UF!

Lemme 6: Soit A €N! et f € L(A) tels que sup (h(f), v(f)) > m.

Alors pour toute régle A::=C-LD, pour tout f! € L(C), £" €L(D)

si ff yf =f

soit sup (h(f'), v(f')) = sup (h(£), v(£)) et C EN

soit sup (h(f"'), v(f")) = sup (h(f), v(f}) et D EN!

Ql suffit de constater que A et C 1D vérifient les hypothéses soit du

lemme 4, soit du lemme 4 bis, soit du lemme 5.

Si par exemple, A et C...D vérifient les hypothéses du lemme 5, sup-

posons que la propriété a) du lemme 5 soit alors vérifiée :

C vérifieP,, D gN!

et h(£) = h(£!)

v(f') < h(f!) or h(f) = v(f)

donc sup (h(£'), v(£")) = sup(h(f), v(£))

Si par exemple, Aet C1 D vérifient les hypothéses du lemme 4, sup-

posons que la propriété d) du lemme 4 soit alors vérifiée :



C et D vérifient P.

iet soit h(f) = v(f) = h(f") = v(£")

soit h(f) = v(f) = h(f") = v(£")

Traitons encore un cas :

Aet Ci D vérifient les hypothéses du lemme 4 et la propriété b) du

lemme 4 est vérifiée :

D vérifie P,, C gN'.

ona h(f) ¥ v(f) (car d(f) > 0)

h(f") = h(f) — v(£") ¢ h(£")

et donc 14 encore:

supp (h(f), v(f)) = supp(h(£") yv(f"))

Dans tous les autres cas, on démontre de méme que le lemme est encore

vérifié.

Conséquence : Quel que soit A €N, quel que soit f € L(A), quel que soit

n € IN, on ne peut avoir

n

A >——-f et sup(h(f), v(f))> m

Procédons par récurrence sur n : le résultat est vrai pour n= 0,

stil est vrai jusqu'au rangn-1, au rangn:

A>—-CLD>B* fy met or, le lemme 6 nous dit que

soit sup (h(f'), v(ét)) > m

soit sup (h(f"), v(f")) > m

Donc, par hypothése de récurrence, on ne peut avoir A) _f.



Donc, il n'existe pas de grammaire G4 telle que supp (L( G4) soit

infini et contenu dans supp (L( q,)).

Ceci achéve la démonstration du théoréme 3. 3.

3.4 AE H,. ACH,

Il est clair que Ft, < A,

Diautre part, L( Gy) défini en 3.3 appartient a HA, or, L( g)) n'appar-

tient pas a St, » ce qui montre que

56 F 8,

Nous allons maintenant construire qa telle que L{ G4) € K,.

L( ga) tts.

: 2 : :Prenons pons l'espace de figures IR muni des translations, a et b

désignent encore les figures que nous avons déja utilisées, et c sera un

"“marqueur'' qui sera placé "au bout" de la figure. L'origine et l'extré-

mité de c sont confondues : er

ao
5 b Uo ee

ox (natnbtc)o xr

Cc

@—----

figure 3.6



Ya est définie par les régles: X::=(A+t+c)okX

A::=atb

A::=atAtb

Tl est clair que Lgl Gq)={matndtelor|n yj

(cf. figure 3. 6)

Supposons qu'il existe une 1 -grammaire Ye =(N, ::=, X) qui soit

équivalente a Ya sur #. Comme c = -c, on peut supposer qu'il n'y a

aucune occurrence de -c dans les régles de Ge.

Posons T = \a,b,c} et T'= { -a, -b, -c}

Le monoide (T VU T!)* = M ainsi que le groupe libre G engendré par T

sont aussi des tg-algébres. Tl existe un ¢-homomorphisme h de M

dans ¥ , défini par:

h(A )=2X

x€TUT! h(x) =xeF

h(a 8) = h(a) + h(8)

De méme, il existe un 1g~homomorphisme h! de M dans G défini par :

h(A )=e

x €T h(x)=x€G

. 1
~-x EL! h(-x) =x

h(a 8) = h(a) h(p)


