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introduction




L'idée qui a guidé ce travail est l'application a la reconnaissance des
structures (de figures en particulier) des méthodes de l'analyse syntaxi-
que. Une conclusion (QUERE) suggérait, pour la description de figures,
I'utilisation d'une structure de dioide, déji utilisée pour décrire des ra-
mifications. C'est cette conclusion qui fut le point de départ de notre

étude.

Aprés la présentation d'une structure algébrique qui permet de décrire
des figures(l)(chap. 1), nous nous intéressons aux ensembles algébriques
de figures qui sont 1'équivalent des langages A contexte libre dans la struc-
ture du monoide. Le chapitre 2 définit les ensembles algébriques, les
définitions étant abordées sous l'aspect linguistique. Suivant la structure
dont nous munissons un ensemble de figures, nous étudions la classe des
ensembles algébriques obtenus (chap. 3). Puis, nous abordons le probla-

me de l'analyse syntaxique dans le cadre défini précédemment (chap. 4).

Ce travail n-aborde pas le probléme de 1l'identification d'une image ou
sous-image ; d 1'heure actuelle, ce sont essentiellement des techniques
particuliéres & chaque cas qui sont mises en oeuvre dans ce domaine.
(PAVEL), cependant, apporte une approche mathématique unificatrice du

probléeme de la reconnaissance automatique.

Le modéle mis en oeuvre ici paraft semblable 3 celui de (SHAW 1968),
mais la différence essentielle est qu'ici, nous utilisons des lois de com-
positions sur les figures alors que (SHAW 1968) emploie des opérateurs
décrivant des relations dans des graphes. Une bréve comparaison avec

ce modele est faite au paragraphe 1. 3. 3,

(1) 1.1 et 1.2 reprennent et complatent (MOHR)
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0 RAPPELS
Soit V un ensemble appelé vocabulaire, notons V* le monoide libre engen-

dré par V ; la loi de composition interne de V* est appelée concaténation ;

nous noterons A (mot vide) 1'élément neutre de la concaténation.
Soit a € V¥ nous noterons lal 1la longueur du mot «.
A n ’ .
Pour tout entier n, nous noteronsa lemotaa... a. En particulier,
\—\r\_/

2%=A.

n fois

0. 1 Ramification (PAIR - QUERE) (PAIR 1969)

0. 1.1 Définition des ramifications

Il s'agit d'étudier algébriquement la notion de graphe arborescent 3 une ou
plusieurs racines.

Une pseudo arborescence sur V est, 4 un isomorphisme prés, une arbores-
cence orientée et étiquetée par des éléments de V. On appelle ramification,
toute suite finie de pseudo arborescence sur V (voir figure 0.1). On notera

V, l'ensemble des ramifications sur V.

b

D cd / \
g d a

da b c d
d
Ramification r Ramification s

figure 0.1




V est muni :

- d'une loi de composition interne associative : la concaténa-
tion notée +, et ayant un élément neutre : la ramification

vide notée A .

- d'une loi de composition externe a opérateur dans V :
I'enracinement noté X . On identifiera x € V 3 x x A , donc

V contient V.

La figure 0. 2 donne un exemple de concaténation et d'enracinement pour r

et s définis a la figure 0.1,

s de la figure 0.1 est égal a : dx (a+bx (d+a)+c)

a b H
c d a b ¥¢
d a
a b c d
c
d
r+s axr
figureO.Z

0.1.2 Principe de récurrence

Proposition 0.1.2.1 : pour tout r € V - §{A s il existe a €V, rt et r!" €V
P

uniques tels que : r =a x r' + r"

De cette proposition, on déduit le principe de récurrence suivant :

Proposition 0. 1.2.2 : soit p un prédicat sur V ; si :

- p(A) est vrai
- p(r) et p(s) >(Vae€vV) plax r + s) est vrai

alors p(r) est vrai pour tout r € V.

0. 1.3 Quelques fonctions de ramifications

-~

Nous allons définir par récurrence quelques fonctions sur V.




mot des racines : Soit P I'application de V dans V* définie par :
PIAY = A
plax r +s) =a p(s)

p(r) est le mot des racines de r. Pour la ramification r

(figure 0. 1) fJ(r) = ab

mot des feuilles : Soit ¢ I'application de V dans V* définie par :

o(A) =A
olax r +s8)=sir =A alors a olr) sinon o(r) o(s).

Pour la ramification r de la figure 0.1, le mot des feuilles est
®r) = cdabdcd

familles de prédécesseur a : Soit a € V. On appelle famille de prédécesseur

a dans une ramification r de V les mots de fa(r), ol fa est 1'application de
V dans @ (V¥ ) définie par :

f(A)= @&

a

fa(r +s) = fa(r) v fa(S)

fa(bx r) = sib = a alors {F(r)}u fa(r) sinon fa(r)

Dans la ramification r de la figure 0.1, il existe trois famil-

les de prédécesseur a : ba, abc, A\ . \

0. 1.4 Bilangages grammaticaux (QUERE)

Une grammaire est un quadruplét g = (T, N, :: =,X), ou T est le vocabu-
laire terminal, N le vocabulaire non terminal, X un langage régulier sur
vV =NV T,

:: = est une relation binaire entre V et V¥ ; si on note Kx l'ensemble des
mots « tels que x :: = @, :: = vérifie
(w5 ~ AT - . . C I L.
- VvV X AN xxx 3L ULl langage regulier
-V xET K = N}

Une ramification r sur V est engendrée au sens large par % si chacune
des familles o de prédécesseurs A, A €V, vérifie A :: = a.

Notons (% } ces ramifications.




Les ramifications engendrées au sens strict par % sont les ramifications

de .,6(9) dont le mot des racines appartient 4 X .

Notons J’(g) ces ramifications.
az_,(%) est le bilangage engendré au sens large par 9 ;
3(3) est le bilangage engendré au sens strict par 9 5

On appelle bilangage grammatical tout ensemble de ramification engendré

par une grammaire,

De fagon immeédiate, on a :
Proposition 0.1.4 : Si r et s appartiennent 4 V et a € V alors :

-r+s€a{,(g)®r6e1,(9)ets€ né(%)
~axr a(,(%)ﬁréd,((g)eta::?—f(r).

L'ensemble des mots des feuilles des ramifications de f ( 9) s'appelle

langage engendré par 9 . Les langages engendrés une grammaire sont les

langages a contexte libre.

0. 2 Schémas fonctionnels

Nous utilisons ici le vocabulaire de (EILENBERG - WRIGHT) tout en ma-
nipulant des schémas fonctionnels (KREISEL - KRIVINE) ; compte tenu de
1'utilisation que nous voulons en faire au chapitre 2, il est inutile d'intro-
duire les théories par les catégories. Les théories définies ci-dessous
correspondent aux théories libres de (EILENBERG - WRIGHT).

0. 2.1 Théorie et schémas fonctionnels

Une théorie 1 est une famille (Fn) n €N d'ensembles disjoints.

Nous supposerons dans la suite que F = U F (ny 0) est fini.
Soit alors 9 = (F, .{.X} s 1=, X) la C - grammaire définie par :

(Vny 0) (Va€r ) X:::a’\(n.
- n

»

tout mot engendré par 9 est appelé schéma fonctionnel sur la théorie m

et nous noterons T l'ensemble des schémas fonctionnels sur .
On a les résultats suivants :

Proposition 0.2, 1.1 : Soit a € FO ; 8i xay et z sont des schémas fonction-

nels sur malors x z y est un schéma fonctionnel sur .



Théoréme 0.2.1.2 : Pour tout schéma fonctionnel x, il existe un entier n

unique, il existe a € Fn, et Aysenes a € 1 uniques tels que x = a aje..a .

0. 2.2 Algeébres sur une théorie

Soit m= (Fn)n ¢ N » une théorie.

Théoreme 0.2.2 : Soit un ensemble E, et, pour chaque n, une application

P, ta— cpn(a) = 3 de Fn dans 1'ensemble des applications de E" dans E.
Alors, il existe une application et une seule PRt n—5 E (cpE(x) = x), telle

que, pour tout a € Fn et pour tout x),..., x €EF

ax) ... x = a&l,..., xn)
S'il n'y a pas de confusion possible, nous noterons ¢ au lieu de e

Pour a appartenant a Fo» on identifie 2 et 4,

Exemple : Soit E = F ¥ ;

. »*
VaEFn cpn(a)o(xly-'-) xn)——-)axl--. anF

Dans ce cas, 1l'application Pp% de 7w dans F¥ est l'injection canonique de

TTdans F ¥,

E est une 1 - algébre si on se donne, pour tout n, une application de F
dans l'ensemble des applications de E™ dans E. Les &léments de F repré-

sentent les opérations n - aires sur la 7 - algébre E.

0. 2.3 Morphismes

Par composition des opérations de F = \IJ1 Fn, on peut définir de nouvelles

opérations.

Soit N = {Al, oo An} un ensemble fini (ensemble des variables) tel que :
NN F =g,

On définit m{N) comme la théorie (F N, P, Fo.uu N %

&
T{N) est 1'ensemble des schémas fonctlonnels sur mIN).

Soit E une 1 - algébre, x Xpseess X 1 éléments de X ; on prolonge l'appli-

cation ®y de F dans E par une application e x FOU N ~—> E, définie
par : . 1 A,
90 (a) =si a € Fj alors ¢,(a)
Xpeea X

_§_ia=Ak € N alors Xy

On note encore a = QPO (a)

XioooX
1 n




D'aprés le théoréme O. 2. 2, 1'application ¢ se prolonge en une application

® de T(N) dans E, telle que
X1. P Xn

(al)"“’ Y (a )).

x...x(aal"'am)=a(cpx. ks fewe 5E m
1 1 n

oxte 5
n 1 n

Denc w € T(N) définit une application de E" dans E :

Gepsanes xn)—_9 cpxl_ “xn(w).

A - .
Nous noterons encore W cette application.

W est un morphisme a n variables de la théorie m.

0.2.3.1 Composition de morphismes

Nous allons définir la composition A 1'aide de la substitution sur le monoide
libre. Soit V* le monoide libre engendré par V ; soient A un élément de
V et @« €EV* . On appelle substitution de @ & A la fonction définie de la fa-
¢on suivante :

S(A; o) (A) =A

(VB €V) S(A;a) (BB)=siA=Balors oS (A; a)p)
sinon BS ( A; o)B)

Plus généralement, soient Al’ i o oy An n éléments de V distincts et

@ys ++.5 @ nmots sur V. On appelle substitution de opee. @

A . An’ 1'!application définie par :

-
S(Al,...,An; ozl,...,ozn)(/\):/\
(VB EV) S(Ag,eee A @pye-er0 B B) =5i(B =A,) alors o S(...)(B)

8i(Yk) B #A alors B S(...)(B)

Soit alors N =JA_,..,, A et W, w,..., w_ €nN)
1 n 1 n

On définit w( Wiseoo, u)n) par :

Eo)
i

W Wyseees W) =SAL00, A Wy,.., w_)(w)

D'aprés la proposition 0. 2.1, 1, W( Wise--, W )appartient bien a (N,

Proposition 0.2.3.1 G(Gl(xl,..., x )oeen, C\)n(xl,..., x )

o ——

= w(wl,,.., wn) (Xl""’ xn)

Cette proposition signifie que le diagramme suivant est commutatif :

:%(En, E) désigne l'ensemble des applications de E® dans E,

—



— A
m est 1'application qui, au schéma ¥ € T(N) associe m(}) = V. m(n) —
1'application produit de 7(N)™ dans *fa(En, E)

(=633 PR SR B \))

m(n) lm

HE?, BB RUER, E)

On reconnait la composition des applications.

Remarque 1 : si w, €m Gi définit une application constante de E" dans E
et nous identifierons (‘\)i et cette constante {qui est aussi ¢ wi). Dans ce

cas, le diagramme devient :

1 cp(n) ij
e * A

Remargue 2 :8i Mc N alors n{M) c ?r(N). Nous supposerons toujours que
les morphismes ont été choisi dans T(N) pour N contenant suffisamment

dféléments.

0.2.3.2 Degré d'un morphisme

A tout morphisme w associons lui un entier d{w) que nous appellerons
degré de w. Le degré désigne le nombre d'opérateurs qui composent w;

il est défini par récurrence de la maniére suivante :

Ya € FO d(a) =1

1]

Ya €N d{a) = 0

n
(Va €F)) (Va; €T(N) dlaa a,...a)=1+ ?i d(a,)
Le degré défini ici est le m&me que celui défini par (EILENBERG-WRIGHT)

0. 2.4 11 - homomorphisme

Soit A et B deux 1 - algébres. Soit h une application de A dans B. h est un
T - homomorphisme si

+
Vn €EN', Wa € F h(a(a;, ..., a ) = a(h(a,),.. .gh(a )

Va e g hip, (a)) = CPB(a)




On remarquera que ®, est 1'unique m-homomorphisme de la m-algébre m
dans A.

|{Proposition 0.2.4 : soient A et B deux 1 - algébres, soith un 7 - homo-

morphisme de A dans B.
Pour tout schéma fonctionnel a, h o cpA(a) = CPB(a)

Procédons par récurrence sur le degré de a.

a = U.)al a a UJEFn, a, €, d°(ai)< d(a)

PREE
h(CPA(u) aj... an)) =h (B (cpA(al), s cpA(an))
P
=wWi(h o (pA(al),... , ho cpA(an))
par hypothése de récurrence
h o cpA(ai) = ch(ai)
donc

ho CPA(UJal. . an) = (ch(al),. .o, ch(an))

n

CPB(UDal udhe an)

Le résultat étant vrai pour les schémas fonctionnels de degré 1, est donc

vrai pour tout schéma fonctionnel.
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1 UN OUTIL ALGEBRIQUE POUR LA DESCRIPTION D'IMAGES

Nous allons d'abord présenter un outil pour décrire en particulier des fi-
gures, et nous montrerons dans quelle mesure il nous permet de décrire
ou de construire des figures. Nous comparerons cet outil avec ce que dif-

férents auteurs ont fait dans cette voie.

1.1 Figures - Représentations

1.1.1 Définitions - notations

Un espace de figures (E, F, G) est la donnée de deux ensembles E et F

et d'un groupe G opérant sur E et F, G opérant fidélement et transitive-
ment (1) sur F.

Tout élément g de G définit une application de EV F dans EV F :

g X =P gX

nous noterons g(x) 1'élément gx et plus généralement si

x = (xl, ..... s xn) gl(x) = (g(xl), ..... . g(xn)).

Soit un espace de figures (E, F, G), une représentation r sur (E, F, G)

est un triplet (K, o, e) tel que :

Keg E

og F

e g F

K est appelé le support de r, o l'origine de r et e 1'extrémité de r. o et
e sont les pdles de r.

Si r est une représentation, o(r), e(r), supp(r) désignent respectivement
l'origine, l'extrémité et le support de r.

Soit Q I'ensemble des représentations sur (E, F, G).

G définit sur @a la relation d'équivalence /W :

T, NV T, &= Eg&G g(rl)=r2

(1) G opére fidélement et transitivement sur F si et seulement si
%x &Fr, V y & F Hg & G, g unique, tel que, glx) =v




Une figure est une classe d'équivalence de ﬁ‘ =(\-Q‘/ru . TE (S). , nous
noterons r la figure, classe d'équivalence de r. Le support d'une figure
f est la classe d'équivalence du support de la représentation r associée ;

nous le noterons supp (f).

Exemples d'espaces de figures

1. E= R 2, F = RZ’ G est le groupe des translations.
Parmi les figures, nous trouvons en particulier les vecteurs libres.
2. E= (R 3, F R3 - {(0, 0, 0)} » G est le groupe des similitudes centrées
en (0,0, 0).

3. E= RZ, F = R 2 x /DJT » G est le groupe des déplacements du plan.

G opeére sur F de la manig&re suivante :

si g est le composé d'une rotation d'angle 6 et d'une translation
alors : gl(x,y,«& )) = (glx,y), o +8 (2mY

Un pdle pourra donc &tre schématisé par un point du plan origine d'un
vecteur unitaire dont 1'angle indiquera la valeur de &

Nous verrons 1'intér&t de cet exemple, qui avec l'exemple 1, nous ser-

vira d'illustration dans la suite.

4. Comme G opeére fidélement et transitivement sur lui-méme, (& ,G,G)

est un espace de figure.

1.1.2 Opérations sur les figures

Nous allons nous servir des pSles pour composer les représentations
entre elles. Nous définirons trois opérations binaires : +, o, X ; et une

opération unaire 3 -,

Soit f = (K, o, e) une figure ; on définit -f comme étant la classe suivant /V

de (K, e, 0) (échange de l'origine et de 1'extrémité).

Définissons £, + £, (f;, f, € & ). Soientr,
i ot . = Yoy 4 :
tation de f1 et r, (KZ’ 05> eZ) 1'unique représentation de f2 telle que

E (Kl’ . el) une représen-

e = e, (1'unique puisque G opére fidelement et transitivement sur F).

1
f, + £, est alors définie comme la classe de (K, U K_, ., e.). + corres-
- - - L [+

pond intuitivement a l'addition vectorielle.

Si on choisit la représentation (KZ’ 0,5 ez) telle que 0, = o0,, alors

f1 o f2 est la classe de (K1 U KZ’ o> ez) (mise en commun des origines).

Enfin si on choisit T, t;alle que e; = e, alors fl X f2 est la classe de

(K1 V) KZ’ s eZ) {mise en commun des extrémités).




La figure 1. 1 montre ce que sont ces opérations dans le cas de 1l'exem-
ple 1, la figure 1.2 dans le cas de l'exemple 3. En 1.1, o schématise
'origine et X l'extrémité. En 1.2, les pSles appartiennent a R x %‘W
et 1'origine (x,y,o ) est schématisée par un o muni d'un vecteur unitaire
dont l'orientation indique la valeur de & , et l'extrémité est schématisée

par X aussi muni d'un vecteur unitaire.

a
o— X
b
) A—.
-a
&g
athb ao b axb
figure 1.1
b bo(a +b)
figure 1. 2
Nous avons bien défini des lois de compositions internes sur 'ﬁ : en

effet si nous reprenons la construction de f1 T f2 (T € {+, o, X} ) avec
i .

iy wEy rt, = g(rl) et donc r', = g(rz).

d'od (K'1 V) K, o'y, e'Z) = g(K1 V) K,, 05, ez) et donc

)

flT £, =T, U K',, o

1 2° e =K UV K, 0, e

1’ 2
Donnons quelques propriétés algébriques :
- les trois lois +, o, X sont associatives :

7 €T )= 7T )T Te (+,0,x}

3
-0 et X sont "idem-potentes'' :

fXf=fof=f




1.4

- + posséde un élément neutre, la classe de (&, a, a) que nous note-
rons A:
f+ >\ = A +£f=1

remarquons que :

flof2

f1 xf2

(flo>\)+f2

f1+(f2x}\)

- X s'exprime en fonction de o et — (et réciproquement o s'exprime en

fonction de x et =)

£ x1, = -((—fz) o ('fl))

1.1.3 Longueurs d'une représentation, d'une figure

Définition : Soit (E, F, G) un espace de figures. On appelle longueur d'une

représentation r = (K, o, €) et on note P(r) 1'élément g de G tel que

glo) = e.

Proposition 1.1 : Soit r, une représentation et soit r, = g(rl).

fr,) = g Uz ) g7

Notons r, = (Kl, F el) » T, = (KZ’ 0,5 ez).
Nous avons : e, = g(el)

e = ﬂ(rl) (01)

o g—l (0,) d'ol le résultat.

1

Définitions : Soit f une figure sur (E, F, G). On appelle longueur de f et
on note I(f) 1'ensemble { g B(r) g“llg € G, r= f}
Soit 0 un point de F. On appelle longueur de f relative & 0 et on note fo(f)

la longueur de la représentation de f dont l'origine est en 0.

Proposition 1.2 : %,(f; + f,) = t,(f;) 2,(£,)

B(f1 of,) = ﬁ(fz)
o) = M)

: _ -1
i(—fl) = E(fl)

f(f1 x f

Seule la premiére égalité demande une démonstration.




Soient T, = (Kl’ol’ el), r, = (Kz,oz, ez),r, les représentations de fl, fZ’
f1 + f2 ayant leurs origines en 0.
Soit r', = f(rl) r,, r', = (K'Z,o'z, e'Z).

o', = e, par définition de f(rl) et donc par construction de fl +f, lextré-

mité e'2 est aussi celle de r.

f(r'z) = f(rl) f(rz) f(rl)'1 (proposition 1. 1)
etel, = f(rl) f(rz) f(rl)-l(el)

= 1r ) Kr,) B )7 Br)) (0) = 2e ) 2x,) (0) = By(E)) B(5,) (O,

Remarque : + muni les figures sur (ﬁ ,» G, G) d'une structure de groupe :
il suffit de remarquer que -f est le symétrique de f : £+ (-f) = A

Remarquons alors que 1'application fO de 8 dans G : fO 1 fe > fo(f) est

un isomorphisme de groupe.

1.2 Figures obtenues & partir d'un alphabet de base

Soient iﬁ l'ensemble des figures d'un espace de figures (E, F, G) et \‘-,R'
celui des représentations ; soit A un sous-ensemble de T“ appelé alpha-
bet ; soit 2 un ensemble de lois de composition interne sur 3
On appelle ensemble de figure engendré par A et on note :ﬁ' (A, ) le plus
petit sous-~-ensemble de contenant A et stable par les lois de z .
O:;l notera 3{ (A, Z ) 1l'ensemble des représentations des figures de

(A, Z).

Nous allons montrer dans la suite qu'en choi-

[ figure 1.3
sissant pour Z l'ensemble des lois de com-
position précédemment introduites, on peut
’ ] générer toutes les figures connexes compre-
nant de maniére quelconque des figures de A,

les points d'articulation étant les p8les.
Par exemple si A est l'ensemble {a, b} de 1a figure 1.1, et si on se place
dans le cadre de l'exemple 1, on espére obtenir a partir de S tous les '‘qua-
drillages connexes nor‘rnés”., On obtient par exemple le dessin de la figu-

re 1.3 avec : b+ ({(boa)+ (a x ((bo a)+ b))

o b+ {(boa)+ a+ (-b)+ (-a)+ b.
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Nous allons d'abord formaliser la notion de ''toutes les figures connexes

obtenues en ajustant sur leurs pdles les figures de A''.
Définissons sur 5{ la relation symétrique P g

Ty " r, & ryetr,ouun pdle en commun.

Définition : On appelle A-représentation tout sous-graphe fini connexe

de ('R,r\ ) dont les éléments sont des représentations de A.

Le support d'une A-représentation est la réunion des supports de ses élé-

ments. L'ensemble de ses p8les est celui des pSles de ses éléments.

1.2.1 Théoréme : Soit & = {+, o,x} . Pour toute A-représentation R de

support K, pour tout x origine (resp.extrémité) d'un élément de K, il exis-

te y tel que :

(K, X,Y) 6 @ (A, E ) (resp' (Ks V) X) é R (Ai Z ))-

1.2.1.1 Lemme de décomposition : Soit R une A-représentation et r un

élément de R. Le sous-graphe obtenu en enlevant r est la réunion de deux

A-représentations et dans chacune d'elles, il existe un s tel que s M-

Soient o et e 1'origine et l'extrémité de r. Pour tout p de R— {r] , comme
R est connexe, il existe un chemin de p & r dont 1'avant dernier noeud est

un élément de r ayant un pdle en o ou e.

L'ensemble des chemins dont le dernier noeud a un pdle en o définit un
sous graphe connexe de R-{r} ; de mé&me pour e ; donc R——{r} a au plus
deux composantes connexes et dans chacune d'elles il existe un s tel que

r I's (si elle est non vide). D'ol le résultat du lemme.

Démontrons alors le théorédme par récurrence sur le nombre d'éléments

de R. Il est clair que le résultat est vrai si R a un élément.

Supposons que K en ait n T i. x esi i'origine de ¢ oi Veairdmiié de 1 &5t €.
Dtaprés le lemme, R est égala P VU Q U {r} munis de i et pde P et

q de Q ont un pdle commun avec r. Supposons que X soit origine de p et

e extrémité de q. D'aprés l'hypothése de récurrence il existe y et z tels
que, si K' et K'' sont les supports de P etQ, r' = (K',x,y) et (K'",z,e) = r"
appartiennent a R (A, Z).




Alors ((t' o T) X T') a une représentation unique ayant son origine en x et

son support est celui de R.

Dans les autres cas : x(resp. e) pdle quelconque de p(resp. q), on reprend

la mé&me démonstration en considérant les formules suivantes :
x origine de p, e originedeq :((rToT)+T™
e extrémité de p, e extrémité de q: (r X(r' + 1) T
x extrémité de p, e originedeq :H{EX (' +7T))+ 7™

On refait de méme la démonstration dans le cas ol x est extrémité d'un

élément de R.

Nous allons montrer sur un exemple que le choix de y, dans le théoréme

précédent)n'est pas quelconque.

Soit 4 1le groupe des translations de ‘RZ.
Plagons nous sur l'espace de figures ( R 2, R 2, € ).
Soit {a, b} = A l'alphabet od

b est la classe de ({(0,0), (0,1)), (0,0), (0,1))

a est la classe de ([(O, 0), (1, 0)) , (0,0), (1,0)) (voir figure 1. 4)
Introduisons alors les notations suivantes : pour toute représentation r :
S(r) est le support de r (s(r) C R 2')

Posons xm(r) = inf (x)

(x,y) € S(r)

(r) = sup (%)
M7 (x,y) € S(r)

y_ {r) = inf (y)
A (x,y) € S(r)

Vo L) = sup \y)
o (x,y) € S(r)

1(r) = (x_(r), yM(r))
2(r) = (XM(r), yM(r))

3(r) = (xM(r), ym(r))




figure 1.4 1(r) 2(x) C . : 7S

(]

e

na x nb

3(r)é

@

1.2.1.2 Proposition : Sir € @ (¥ , {a, b} ) et si le support de r est

contenu dans celui de na x nb alors
ou ofr) et e(r) (= El(r), Z(r)}
ou ofr) et e(r)E (é(r), 3(r)}

et ofr) # 2(r)

La forme de la figure na x nb est indiquée a la figure 1.4. Le résultat de
cette proposition indique que les origines et les extrémités des représen-
tations dont le support est contenu dans celui de na x nb sont toutes deux

situées soit sur le segment horizontal (1, 2}, soit sur le segment verti-
cal {2, ?a

Cette proposition est vrai si r est une représentation de a ou de b.

Supposons le vrai pour les représentations de f, et de f,et montrons le

résultat pour les représentations de f = flT fz (Te Z= {+, o, x} .

Nous ne ferons la démonstration que pour f = fl + fz, les autres cas étant

semblables.
Soient r, = (Kl’ 5 el) etr, = (KZ’OZ’ ez) les représentations de f1 et fz

telles que e, = o, T = (Kl v KZ’Ol’ ez) est une représentation de f{.

SN I 3(r)
s (1) » % (r))  oro) € [2(r), 3(x)] donc
xpf(F) = 3y glr))
done f2(r)) , 3t} e fio) , 3(x)

par hypothese de récurrence : e € {2(1‘1) ) 3(r1)} donc
e, = {Z(r), 3(1")} or o, = e, donc pour r, comme pour r,
e, ' {2(1‘*), 3(1-1)].
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D'autre part comme o, # Z(rl)
o, # 2(r)

d'ou le résultat.

b) 1a démonstration est la méme si o(rl) & (1(r), 2(r)) d'ou le résultat.

1.2.2 Théoréme : Soit Z ={ +, —} . Pour toute A-représentation R de

support K, pour tous pSles x et y de R,
oy € & (a, =)

La démonstration est identique & celle que fait Shaw dans (SHAW 1968)

page 57, dans le cadre d'une étude trés voisine.

Par contre, le choix de < = { +, -} présente un inconvénient : par exem-
ple, dans ( rRZ, &2, ¢ ) avec les figures de fig 1.1, pour décrire

(b x a) + a, il faut faireb + (-a) + a + a (fig. 1.5)

clest-d-dire, décrire deux fois une des branches de la figure. Plus géné-
ralement, en utilisant {-!-, -} toute description de figures ayant au moins
trois ""branches'!, nous obligera d parcourir au moins une de ces branches

deux fois.

L4
N7

figure 1.5 (bxa)+a

1.2.3 Autres choix de &

Nous avons abouti & des résultats positifs pour

S={+,o,x} et 5::{"’»-} .
alors ‘.ﬁ (A, ) ¢ &(A, z

v VTl Ao Ao
< LN TS T2l

2

M
N
M

; donc pour tout ensemble

w A Adanta MmAane atrmAane Taa »wA8 L
2 ECETCT 2 e >

eE—y an s SN2 -2 gy

mes résultats positifs,

Par contre, pour tout ensemble dlopérateurs X plus petit que 1'un des
deux précédents, on montre que l'ensemble des supports de R (A, Z )
est strictement contenu dans celui des A représentations. Par exemple,
avec = = ( 5, o} on ne peut pas obtenir de figure dont le support soit

celui de a x b.
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1.3 Comparaisons avec quelques autres travaux

De nombreux chercheurs ont travaillé a la reconnaissance des formes. Un
nombre plus restreint a essayé d'utiliser les méthodes linguistiques dans

ce domaine.

Pour cela, en général, on est parti d'un certain nombre de symboles de
base, et on les a combiné entre eux pour construire les figures ou les
analyser. Il faut cependant signaler les travaux de Kirsch (KIRSCH 1966)
qui donne des exemples de grammaires ol le symbole de base est le point
de Z 2. Ces grammaires, qui se rapprochent des grammaires contex-
tuelles, peuvent en particulier engendrer les triangles rectangles isoceles

(la figure 1. 6 donne les régles de réécriture pour cet exemple).

A A
> o € {D, B}
o
D D
> o € (D, B}
e(
D D A A
2, X,
e rd
D D H D D H
D D A A
Se. Y
rd &
B B H B B H
| SO T —
o | H of | H
H H

figure 1.6




A > D =, D pe. D H

D DHH
B BHHH

Exemple de dérivation

figure 1.7

[‘ .
f o1l
&

i

|

|

1

§

|

I

|

r

I

|

|

{

‘1z . 2
L'idée de prendre le point de Z comme symbole de base correspond
3 la discrétisation de 1l'image représentée en mémoire. Mais lourde et

peu intuitive, elle a été peu suivie.

1. 3.1 Construction par raccordement des tangentes

Eden (EDEN 1961, 1962) un des premiers, voulut décrire a partir de sym-
boles de bases, des figures, plus particuliérement les lettres latines ma-
nuscrites. Les symboles utilisés sont ceux de la figure 1.8, cet alphabet
de base étant enrichi par application des symétries verticales ou horizon-
tales, ou une des deux translations verticales de module 1. Chaque lettre

est définie par une suite de ces symboles qui sont ensuite concaténés,

(figure 1.9).

—

T

L

_
i

figure 1.9




Il peut ainsi engendrer tout 1'alphabet.
Ce procédé fut utilisé pour 1'affichage sur écran cathodique (avec en plus
des raffinements techniques). Cependant le probléme, trés complexe, de

la reconnaissance de 1'écriture manuscrite ne fut pas résolu.

Plagons nous sur l'espace de figure défini a 1'exemple 3del.l.1 (R :
muni des déplacements) et considérons l'alphabet {a, b, c, d, <espace>}

défini & 1a figure 1.10 :

(> 7]
£
€—0 Y—>
b. €
Lespace)
W,

figure 1.10 d

—>

a

Nous allons ainsi construire par raccordement des tangentes les m&mes
figures ; par exemple : b + ((- a + c) o d) donne la lettre ng' et
b+ ((-a+c)od + (espacey} +a+ d+ (-a)+ b donne "gl" (figure 1. 11)

M

symboles intervenant pour g \/ gl
figure 1.11

Leydley (LEYDLEY 1964) (LEYDLEY et al. 1965) utilise pour la reconnais-

sance des chromosomes, des éléments de base (voir figure 1,12) qu'il
ajuste par raccordement des tangentes en mettant les symboles bout a
bout. Cette opération correspond au + introduit en 1.1.2 dans le cas de

R 2 muni des déplacements du plan.




Cette construction fut effectivement utilisée pour analyser les chromoso-
mes. Dans une premiére phase, le contour de l'image est décomposé en

ses constituants élémentaires, et on obtient donc une suite d'élément dé-
fini & une permutation circulaire prés. Ensuite on procede 3 l'analyse

syntaxique.

Une différence fondamentale apparait ici : les éléments de 1'alphabet ne

sont pas définis de maniére unique comme dans le cas des langages : ils
appartiennent & des classes et un probléme important est la recherche des
différents constituants et de leurs classes. Cette notion de classe présen-
te aussi des dangers ; prenons les éléments décrits a la figure 1.12:

A courbe convexe, B ligne relativement droite, C courbe concave, D en-
coche, E courbe convexe de '"grand rayon''. Dans ce cas, le contour d'un
chromosome submédian est codé par BDBABCABDBABCBA (voir fig. 1.13).
Or, on remarque que le contour de l'objet de la figure 1.14 admet aussi
cette décomposition ; en fait, ce '"chromosome' est éliminé ensuite par

un traitement numérique (rapport de longueurs de segments, ... )=

D'autre part, une figure ne se décompose pas toujours de manieére unique
sur 1'alphabet : ol s'arrétent les classes ''segments relativement droits"

et "arc de cercle de grand rayon'' ?

a

/
1/

figure 1.12

~
\ g figure 1.13 figure 1. 14




1.3.2 Exemple de Narasimhan (NARASIMHAN 1966)

Chaque symbole de base (dans {R,Z ?) est muni de pdles numérotés, et

est défini 3 une translation preés.

Si X a n noeuds, il est noté X(1,..., n) (voir figure 1.15).

1
1 2 3 1
_ n N 2 4 VI(1,2,3) .
H(1,2,3) C(1,2)
38 o
figure 1.15
figure 1,16

On définit la concaténation par superposition de deux pdles :
si X(1,..., n) est concaténé 3 Y(l,..., m) par superposition des p8les i
et j ; si dans le résultat de cette concaténation les pdles P(P C {1, . oe n} )

deXetQdeYI(Q C 11, cees m} ), sont conservés, on note la concaténation :
X, Y{(i, ), P, Q)= Z(1,..., p)

l,..., p étant la numérotation des pdles de la nouvelle image. Par exem-

ple, 3 la figure 1.16:
c(1,2) =H.V(@,2), {1}, {3}

Avec cet outil, Narasimhan décrit une grammaire qui engendre, i partir
de onze symboles, le langage fini des "caractéres d'imprimerie majus-
cules manuscrits'', Inversement, en partant d'un caractére généré, il en

a fait 1'analyse syntaxique.

Ce mode de concaténation, lourd & manipuler, est plus général que les
concaténations introduites en 1.1.2 : dans notre modéle, les représenta-
tions ne permettent que la concaténation en deux poles. Certve resirviciivn
peut parfois &tre génante : si nous voulons générer des squelettes de mo-
lécules chimiques, il serait intéressant d'avoir comme symbole de base
des radicaux stables comme le noyau benzénique qui a six liaisons de li-

bres, c'est-d-dire, sik pdles sur lesquels des greffes sont possibles.




1.3.3 Le modéle de Shaw (SHAW 1968, 1970)

L'outil décrit en 1.1 est trés proche de celui qu'a développé Shaw. Nous
allons briévement le décrire ici en utilisant le vocabulaire introduit en

1.1. (En fait, il opdre sur un graphe décrivant la figure. )

Les représentations sont des triplets (K,o0, e) avec :
KClR.n,o & [Rn,ee R,

Une figure est une classe de représentations ; cette classe est définie par
des conditions booléennes et n'est pas nécessairement stable par les
translations. La figure a pourrait par exemple désigner la classe des
vecteurs liés du plan dont l'origine est dans le premier quadran et dont

le module est inférieur ou égal a 1.

Sur ces figures sont définies les opérations +, o, —, X, introduites en
1.1.2. Si a et b sont des figures, on définit aT b comme la classe des
aiT bj a; € a, bj € b. Siles conditions booléennes ne permettent pas
la concaténation des représentations de a et b, le résultat sera la figure
ayant un ensemble vide de représentation. D'autre part, est interdite la

superposition compléte (lors d'une concaténation) de deux représentations.

On remarquera que dans tous les cas ao a # a contrairement au résultat

del.1l.2.

Shaw introduit un autre opérateur binaire, que nous noterons ¥ , et qui

superpose (si c'est possible) origine et extrémité :
a¥b= [_0( o3 /& € a, Eé b, extrémité de o = extrémité de B}

Par exemple, si a désigne une classe d'arcs de cercle et b une classe de
segments de droite horizontaux (voir figure 1.17), nous avons une repré-

sentation de a 3% b (figure 1.18).

Shaw introduit enfin u® indicage : tout nom de figure indicée dans une ex-
pression désigne un représentant et un seul de cette figure ; ce cas auto-

rise la superposition de deux représentations.

Par exemple, a, © (b x ai) désigne la classe de a % b : en effet 1topérateur
o nous impose que a. et b ont leur origine en commun et l'opérateur x les
extrémités. La figure 1.18 nous montre une représentation de a; © (b x ai)
alors que la figure 1. 19 nous montre une représentation de a o(bx a). On

remarquera que siaoa# a, a;, 0a; = a.




b
; N >
a
figure 1. 17 figure 1.18 figure 1.19

Ce mod2ale a été utilisé efficacement pour analyser des photographies de
chambre i étincelles. Si des outils '""contextuels' comme 1l'indicage et
l'opérateur % ne posent pas de difficultés lorsqu'on les utilise pour ana-
lyser une figure, on peut cependant regretter gu'ils soient introduits com-
me opérateurs algébriques, car ils compliquent la structure et permettent
plus difficilement une étude algébrique des langages engendrés par des

grammaires.

1.3.4 Les chafnes codées (FEDER 1968)

Si on munit le plan d'un quadrillage suffisamment fin, on peut approcher
toute courbe continue par une chafhe dont les segments sont choisis parmi
les huit indiqués 3 la figure 1.20. On se raméne donc 3 des phrases liné-

aires codant des courbes. Si nous nous plagons dans l'espace de figures

RZ muni des translations,cette codification
serait possible en n'utilisant que 1'opérateur *.
Ltétude de Feder porte sur des classes de lan-
gages : nous avons ici une structure de monoide
et tous les types de grammaires habituellement

définis peuvent 1'&tre ici. Feder démontre, a

1'aide des automates, que les courbes fermées

convexes forment un langage contextuel qui
1i i.¢e0
ERIS oo n'est pas de Chomsky.

Avec la théorie de Shaw, les courves fermées convexes forment un ensem-

ble algébrique ; il suffit de considérer la grammaire, dont les regles sont :

X =A% B

>
f

A0+A1+A2+A3

=i+ A /N, i=0,1,2,3.

>
I




B

B 3-1-B2+B1+B0

B, ¢
i

i+ B, /A, i=0,1,2,3.

)\ désigne 1'élément neutre de 1'addition, i les figures symbolisées en

figure 1. 20,

Ceci justifie 1'appellation d'opérateurs contextuels'' donnée a l'opérateur

et & 1'indicage introduit par Shaw.

1.3.5 Remarques

Toutes les méthodes décrites ici (sauf celle de Kirsch) consistent A cons-
truire des figures en mettant bout & bout des constituants élémentaires.
Ces constituants sont donc articulés entre eux par des points. Or, parfois
dans des figures, interviennent des relations topologiques telles que voi-
sinage, intérieur, contact de surfaces ; ces relations peuvent &tre expri-
mées par des conditions booléennes dans des grammaires transformation-
nelles (voir par exemple (CLOWSE )) ou peuvent &tre vérifiées ensuite

lorsque l'analyse syntaxique est terminée,

Comme le montre Feder, les figures ont souvent des structures ""contex-
tuelles'. Pour décrire des classes de figures par des systémes, il faudra
donc, soit introduire des opérateurs contextuels, soit définir des classes

plus larges que les ensembles algébriques.
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2 ENSEMBLES ALGEBRIQUES

Nous allons, dans ce chapitre, généraliser la notion de grammaire a con-
texte libre dans le cadre d'une algébre quelconque. Les ensembles définis

par ces grammaires seront exactement les ensembles algébriques.

Si on se place sur le monoide libre, on peut définir un langage & contexte
libre, soit d 1'aide d'une C-grammaire et des dérivations, soit par un
systéme & point fixe, soit par des bilangages grammaticaux. L'utilisation

des dérivations permet de faire le lien avec les autres types de gram-

“e

maires ; les systémes a point fixe simplifient beaucoup de démonstrations
les ramifications et les bilangages enfin, sont utiles pour aborder l'ambi-

gulté et l'analyse syntaxique. Ces trois notions seront introduites ici.

Notation : Pour tout ce qui se rapporte aux schémas fonctionnels, les nota-

tions utilisées sont celles de 0, 2 :
On se donne une famille dénombrable d'ensembles m = (Fn)

—ﬁdésigne l'ensemble des schémas fonctionnels sur m
T(N) désigne l'ensemble des schémas fonctionnels sur
m(N) = (FoU N, F, Fo,...)

1 est appelé une théorie

Soit E un ensemble. L.a donnée, pour tout entier n, d'une application ©
dans 1'ensemble des fonctions de E” dans E rnunit E d'une structure de
m-algébre. Nous notons @ (ou @ s'il n'y a pas d'ambiguité) l'unique

m-homomorphisme de T dans E.




2.1 Grammaires algébriques

Définition : Soit m =(Fn) une théorie. Une grammaire algébrique Cé' sur 1
(ou encore m-grammaire) est la donnée d'un ensemble fini N, d'un élément

X de N, et d'une relation finie ::= entre N et 7(N). On notera

% = (N, ::=, X)),

2.1.1 Langage engendré par une grammaire algébrique

On définit la mé&me dérivation que pour la C-grammaire (N, F, ::=,X ) :

Définition : Soit 9 = (N, ::=,X ) une m-grammaire. Soient o, B € (FU N¥*

on dit que o se réécrit B et on note o >——B si et seulement si:
(3 AEFUNF) (A r € (FUN¥) (T A EN) (3 g €T(N))

(d = NA X et B=AgpA' et A::=0)

Proposition 2.1.1 : Si o €T7(N) et  >—p alors B € n(N)

C'est une conséquence immédiate de la proposition 0.2.1.1
Soit alors >X _ la fermeture transitive de >——
Si o »¥ B, il existe n > 0 et une suite Upseess @ tels que ¥y T @ @ = B

et (Oti>.__ai+1, pour i=0, 1,..., n = 1)

Une telle suite est uné dérivation de longueur n et on note :
a>2 8
Soit F(%)={a€?l><>—§"—_a}
Définition : Soit A une m-~algeébre et 9, une T -grammaire.
On appelle ensemble engendré par % sur A et on note LA(% ) (ou L(%) si

aucune confusion n'est possible) 1'ensemble cpA(F( (g, 1.

2.1.2 Ensembles algébriques et ensembles engendrés

par des m-grammaires

2,1.2.1 Systéme a point fixe

Soit mune théorie. Soit N l'alphabet des inconnues N = { A;,..., Al

Considérons le systéme d'équations de la forme :
Yy q

pouri=1,..., n .A_=U1

Un tel systéme est dit systéme a point fixe.

a.. € m(N)
1]




@

Soit A une m -algdbre et *S (A) son ensemble de parties. Soit alors @

1'application de (S)(A)n dans (\SW(A)n qui transforme le n uple (El’ Lo En)
en (E'.,..., E' ) tel que :
1 n P ~
pouri=1,...,n:E'i=U aij(El,..., En)
=

Une solution de ce systéme est un n-uple g tel que % = @ ((E)

Tout systéeme a point fixe sur une m-~algébre A posséde une solution mini-

male (au sens de 1l'inclusion) qui peut &tre obtenue de la fagon suivante :
Soit X, =(#,..., &)

X = $x)

X = n% Xi . On a bien X = @ (X). Toutes les solutions du
systéme contiennent XO’ donc @n(XO), et donc X est bien solution mini-
male. Pour un résultat sur 1'unicité de la solution, on pourra consulter

(LESCANNE).

On dit qu'une partie de A est algébrique si elle est une composante de la

solution minimale d'un systdme & point fixe.

Proposition 2.1.2.1 Soit S un systéme et (El’ cees En) la solution mini-

male de S sur la m-algdbre m. Soit (Fip..., F_) la solution minimale de S

sur la m-algébre A. Alors F, = cpA(E.)
1

En effet (cf. remarque 1 de 0.2.3.1), on a le diagramme commutatif sui-

(

vant (o n_ix désigne l'application produit définie sur ) :

soit plus généralement en prenant les ensembles des parties :

@@ i G

(n)

© A CPA
~,
Cam odi W)




Comme @A(n)(¢,.,.,¢)=(¢,...,¢)
(n) - (n)

) (n) _
on a bien N (El""’ En) —(Fl,..., Fn)

2.1.2.2 Systéme associé a une grammaire

Soit % = (N, ::=,A1) une T -grammaire (N = {.Al’ e ey An} ). Associons

lui un systéme & point fixe S de la fagon suivante :

Siles regles deg sont: 1 ign, 1L jgk, A, ::

alors les équations de S sont :

1L i =Y .
£ign A, U o«

De la m&me maniére, on peut associer d tout systéme i point fixe une

grammaire algébrique.

Soit alors A une m-algébre. Notons L (Ai) le langage engendré par la gram-

maire (N, ::=, Ai)'

|Théoréme 2. 1. 2.2 : Sur une m-~algeébre, tout systéme & point fixe & n incon-

nues Ay, ..., An posséde une solution minimale formée des langages L (Ai)

de la grammaire associée au systéme.

Compte tenu de la proposition 2. 1.2.1, on se raméne a la seule démonstra-
tion pour la m-algébre T, or, dans ce cas, nous sommes dans le monoide
libre ol ce résultat est bien connu {GROSS-LENTIN).

'Cu;&llai;é : les laugages éugt':u\l;c’:s pad les w —g;ahuuai; S5 SUlLL 1ed cudbeiire
bles algébriques et eux seuls.

Nous les appelerons langages algébriques.




2. 1.3 Grammaires équivalentes

Définition : Soit A une m-algé&bre. Soient (%l et (3,2 deux m-grammaires.
On dit que (3,1 est équivalente a (32 sur A si

LA =L1,(g,)

On dit que (3,1 est équivalente a 92 si FY( 9 )= F(%Z). Dans ce cas

(cf. proposition 2.1.2.1), %1 est équivalente a 9,2 sur toute tm-algébre.

-2.1.3.1 Réduction supérieure et inférieure d'une m-grammaire

(31 est équivalente a %2 si les langages engendrés sur le monoide F*

sont égaux. On généralise donc sans difficulté les notions analogues défi-
nies pour les C-grammaires ( [BAR-HILLEL, PERLES, SHAMIR]).

Théoréme 2.1.3.1 : Soit (a = (N, ::=,X) une m-grammaire. Il existe
% ' =(N', ::=",X) équivalente i 9, vérifiant :
a) N' C N, ::=" ¢ 2=

B)(V A ENY(T o €T) A)—:;—, o (réduite inférieure)

) (V AEN)(I A, A €(FU N)*) X)—%—’?\A A" (réduite supérieuse)

9

Dans la suite, nous supposerons que toutes nos m-grammaires sont rédui-

tes supérieurement et inférieurement.

2, 1. 3.2 Réduite de Chomsky

Dans le cas des C-grammaires, on dit qu'une grammaire est sous la for-
me réduite de Chomsky, si chacune de ses régles est d'un des trois types

suivants :
A::= BC, A::= B, A::=a

ot A, B, C sont des non terminaux et a est un terminal.

Pour toute C-grammaire, il existe une C-grammaire équivalente qui est

sous la forme réduite de Chomsky. Nous allons généraliser ce résultat.




Définition : Une m-grammaire = (N, ::=, X) est dite C-réduite si cha-
[=XELEATELION g

cune de ses reégles est de la forme :

e *
A::= axw o €N aEF‘m

ou A::= B B €N

Une m-grammaire est donc C-réduite lorsque le degré de chaque second

membre de régle est inférieur ou égal 3 1.

|Théoréme 2.1.3.2 : Pour toute m-grammaire (3, , il existe une m-gram-

lmaire équivalente qui est C-réduite.

Appelons terme de 9, » tout morphisme figurant dans un second membre
d'une reégle de (} . Soit n la somme des degrés des termes de (3 dont le

degré est supérieur a 2.

Procédons par récurrence sur n.

Sin =0 (3, est elle-mé&me C-réduite.
Supposons le résultat établi jusqu'au rang n - 1.
Soit a @ un terme de %, tel que d(aa)y 2 :

a € Fm et il existe @ m , cszF (N) tels que :
adysee., @ Faaw, E_Id(ozi)=d(aoz)-l

Remplagons dans le systéme associé a (3, le terme a o par le terme

aAli, ..., A'm et ajoutons les équations

A'J.=ozj pour l{jgm

Nous obtenons alors un systéme équivalent auquel il suffit d'appliquer
I'hypothése de récurrence puisque la somme des degrés des termes dont
le degré est au moians 2, est majurée par

m
n-dlag)+ S dla.) =n -1
=t !

2.1.3.3 Cas de morphismes équivalents

On dit que deux morphismes W et wW'de ™(N) sont équivalents pour la

A
m~algebre A si les applications B et &' associées (0. 2. 3) sont égales.




Théoreme : Soit %, = (N, ::=, X) une m-grammaire. Soient A une m-algé-
bre et W et W deux morphismes équivalents sur A, La m-grammaire (%'
obtenue en remplagant dans les régles de (3 le morphisme W par W'est

équivalente a (a sur A.

Le résultat est évident en raisonnant sur les systémes d'équations.

2.1.4 Image par un homomorphisme

Théoréme 2. 1.4 : Soient A et B deux m-algeébres et h un m-homomorphis-

me de A dans B. Soit % une m-grammaire. Alors

h(LA‘% ) LB((} )

il

En effet : LA((}) =(PA(F(9))

Lp(G) = ox(F( Q)
or hoo, = ¢ (proposition 0.2.4)
donc hocPA(F(% ) = CPB(F(g))

2. 2 Structures associées aux grammaires

-4

Dans le cas des langages i contexte libre, les "marqueurs de phrases!
ont leurs noeuds étiquetés par des non terminaux. Les théories algébri-
ques évoquées ici étant plus générales que celles du monoide, il nous fau-
dra, pour plus de précision, étiqueter les noeuds avec les numéros des

regles appliquées dans les dérivations.

Nous suppouserons donc que toute: ies regles des grammaires sont numé-

rotées par des entiers p, p € M £ iN.

2.2.1 Bilangage des structures

Soit % =(N, ::=, X)une m-grammaire (N = { Ajseee, An} ). Ses ragles

sont numérotées par des entiers p, p €M C IN.




Pour tout A de N, posons :
T(A) = {p € M/ la régle de numérop est A ::=q, « GF}

( T (A) est I'ensemble des numéros des régles "terminales' de premier

membre A)

N(A) = ip € M/ la régle de numéro p est A ::= o € 1 (N) ?}

P(a) = N(a) U T(a)

P(A) est donc l'ensemble des numéros de régles de premier membreA.

Soit alors, pour tout A de N, 9A =(V,—, YA) la grammaire (au sens

de O.1) ou :
V=M
YA=P(A)

—> est définie par :
si p est le numéro de la régle A ::= 2, A'1 ap e A'k o (cv0 € FT¥,
k)

Al € N) alors p— P(A'l)' .. P(A!

En particulier, sip € T(A) alors p___yA.

On appelle bilangage des structures de Q le bilangage grammatical engen-
U

dré au sens strict par %X'

Nous le noterons @fy( % , X).

Nous nous intéresserons aussi aux ramifications engendrées au sens large

par (g'X et dont le mot des racines a pour longueur 1. Nous noterons

(93(% ) ce bilangage.

Toute ramification r de (9) (Q, ) se décompose de la mani&re unique sous
(¥4
la forme r = p X (r1 + r, ... +rk) ; si p € P(A) alors r € @z(%, A);

de méme L € (B ( % ) et donc nous avons la proposition suivante :

Proposition 2. 2.1 : pour toute ramification r de (93 (% ), il existe p € M,
il existe k € N et Tiseee, Ty 665((3 ) tels que :

r=pX(r) t... tr ).




2.9

2.2.2 Schémas fonctionnels associés aux structures

A chaque structure r, nous allons faire correspondre le schéma fonction-

-

nel qui lui est attaché.

Pour toute régle de numéro p, notons UJP( Wp € m(N)) le morphisme se-
cond membre de cette régle.
Soit wp = o A'i"(; .A‘k s ou o € F*, A'i €N
Posons : {L(p X A) = wp
L (p x (r1+ r, t...o 4 rk)) =a, ﬂ(rl). . ..Q_(rk) o
I est immédiat que :

Vr 655((3) Q(r) €7.
Posons xi={_Q(r)/r e® i(%;Ai)} 1 £ign

Proposition 2. 2.2 : Les X, forment la solution minimale du systéme &

point fixe sur m associé a C} s
P
)

1
Soit A;= 91 %3 1 €ign le systéme associé a (% 3

J
Montrons d'abord que (Xi) est solution du systéme.

Soit a € X, a=_0.(r),r658i(C},Ai)

doncr=p)((rl+... +r

et r, e BAG, Ay

k)’ (A)p= @y Aty ;... A'kak

a=_(0(zr) = ozoﬂ(rl) .o Q(rk) o

donc a € wp (Xl’ e shy Xn) ; comme il existe j tel que aij = u/p

Py

donc a €j\=Jlozij (Xl"’ e Xn)




Réciproquement, soit a = aij(al’ ceoy an) (a) € X,)

ak=ﬂ(rk) Ty € ££(9, Ak)

Soit p le numéro de la régle A, ::= ., ; a.. = W
1 1j 1) P
= 1 .
LUp @ A'l"' Am @
a=aogaly... a o = _-Q_(px(r'1 oot )
or p)((r'1 +...+r'm) € %x(?, Ai) donc
a €X,
i
Donc (Xl’ EEY Xn) est bien solution du systéme.

Il reste & montrer que nous avons bien 13, la solution minimale.

Soit (Yy,..., Yn) la solution minimale et montrons que

(Xypeees X)) (Yhenn, Y)

Procédons par récurrence sur la taille des ramifications g

pour r = A r%@f(%,Ai)

rEp X (r) t..+r) et p est le numéro de la régle

k

par hypothése de récurrence ﬂ(rj) € Yij 1 {jgk
et donc o, _Q(rl). . Q(rk) o & \,op(Yl, R Yn)

et donc __Q(r) € Yi
Donc : ‘v/i, 1 ig¢n, Vr GC%I(C%, Ai),-o_(r) EYi

Donc (X ., Xn) est la solution minimale.

17




Définition : Soit A une m-algébre. Pour tout xde L ( ), on appelle
structure associée a x toute ramification r de ‘%f( 9 X) telle que

Py © Qir) = x.

Remarque : L'assertion " (? est ambigué" (c'est-a-dire : il existe ryetr,

appartenant E‘L:Bi(g ,» X), T # r,, tels que ©, 0‘()_(1' ) = o,Q..(r ) est
équivante a

"l'application ¢, o Q) définie sur B LI @, X) n'est pas injective. "
L'étude de l'ambiguité peut donc se décomposer en :

- injectivité de L), c'est-i-dire étude de 1'ambiguité du langage des
schémas fonctionnels F(g) ; ce qui se rameéne a un cas particulier de
1'étude de 1'ambiguité des langages a contexte libre : F{( g,) est un langa-
ge d contexte libre mais la classe des langages d contexte libre qui sont
des schémas fonctionnels est strictement contenue dans celle des langa-

ges a contexte libre.

- 1nJect1v1te de (pA restreinte a F( g,) 3 cpA n'est pas, en general injective
et dans certains cas, pour un élément a € A donné (pA (a) contient une
infinité d'éléments : c'est, en particulier, le cas des figures & cause de

la '"superposition''.

2.3 Ensembles algébriques sur le groupe libre

Comme illustration de ce qui précéde, nous allons faire une courte étude
sur les ensembles algébriques dans le cas du groupe libre. Les principaux

résultats de cette étude nous serviront dans les chapitres suivants.

Nous considérons le groupe libre comme une m-algébre od = (F ) est
n

donné par :

"

0=V

» = 1o}

pouri?éO,Z Fi ﬁ

Hy
I

It




i

7 est la loi de composition interne du groupe notée multiplicativement.

Nous abandonnons ici la notation préfixée pour reprendre la notation habi-

tuelle sur les groupes et les monoides.

2.3.1 Définition du groupe libre (MAGNUS-KARRAS-SOLITAR)

Nous ne nous intéresserons qu'aux groupes ayant un nombre fini de géné-

rateurs.

Soit A un alphabet fini, et A' disjoint de A de mé&me cardinal et f une bi-
jection de A sur A'. Posons V= A U A'; f et = induisent une bijection

-1 —_—
de V sur V et nous noterons a  l'image de a par cette bijection.

Cette bijection s'étend a une application de v¥* dans v* 2

-1 -1

¥
xlxz...anV-——é,.- cee X

Soit E la relation sur V¥ telle que

Vx,y—EV*, VaéV, xaa—ly E xy

Soit E¥ 1a plus petite relation symeétrique et transitive contenant E.

Remarque : nous avons préféré introduire dés E la stabilité par concaté-

nation, ceci pour simplifier la démonstration.

Proposition 2.3.1. 1 : E*¥ est une relation d'équivalence sur v ¥ :

(xE*yetzE*t) = X zZ E*yt

Le groupe libre sur A est défini comme quotient de v par E* : G = V/E_* :

G est un groupe. G posséde la propriété universelle suivante : pour tout
groupe F, pour toute application f de A dans F, il existe un homomorphisme

de groupe h unique qui rend le diagramme suivant commutatif :

(i désigne 1'injection canonique de A dans G)




On notera e 1'élément neutre de G qui est la classe de A .

— . : ; -1
Un mot ap .. a ev¥ est dit irréductible si, pour tout i, ai # a4 - En
particulier, A est irréductible.
Nous allons construire un opérateur R qui, a tout mot o de V* lui associe
un mot R(a) irréductible équivalent ; R est défini par récurrence :

R(A) =A
S5i R(@) = vby R(wa) = sib = a-1 alors Yy sinon R(a) a

|Proposition 2.3. 1,2 : Pour tout mot @, R(a) est irréductible.
Démontrons le résultat par récurrence sur la longueur n de a.
Le résultat est évident pour n = 0; au rangn + 1 :

o= Ba;si R(pa) = Ya—l alors R(Ba) =Y
sinon R(Ba) = R(B)a

Dans les deux cas, comme R(B) est irréductible par hypothése de récur~

rence, R(Ba) est irréductible.

Proposition 2.3.1.3: Si o est irréductible, R(a) = o.

La démonstration est immédiate par récurrence sur la longueur de o.

*

Proposition 2.3. 1.4 : Pour tout mot « € V", R(a) E *a.

Procédons par récurrence sur la longueur n de a.

Le résultat est évident pour n = 0. Supposons le vrai jusqu'au rang n.
Au rangn + 1 :

%
o= Ya RV E™ v par hypothése de récurrence.

donc R(¥)a E¥* va

or par définition de R : R(vya) E™ R(y)a,

donc R(vya) g Y a




Théorédme 2.3.1.5 : Pour tout mot o et B de V* , on a l'équivalence sui-

vante :
o E¥8 o R(a) = R(B)
Lemme | : R{a) = R(B) = R(ay) = R(BY)

Procédons par récurrence sur la longueur de Y ; le résultat est évident
pour Y = A.

Supposons le résultat vrai jusqu'au rangn ; au rangn + 1

Y=¥Ya
R(avy") = R(BY') par hypothése de récurrence
et donc R(x v'a) = R(B y'a) par définition de R.

'Lemme 2 :R(x a a'1 y) = R(xy)

Comme R(x a a-l) = R{x)
en utilisant le lemme 1

R(x a a-l v) = Rixy)

Soit E' la relation d'équivalence définie par :

o E'B e R(a) = R(B)

D'apreés le lemme 2, E est contenue dans E!' et donc E * est contenu dans
Er
donc «E* 8 = R(a) = R(B)

or comme R(a) E* o et R(B) E* B (proposition 2.3.1.4)
R(a) = R(B) »a E* B

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

On appelle langage de Dyck sur l'alphabet A U A' le langage & contexte
libre engendré par la gramraire suivante :

VaeaUar D::=aDa_1D

D 2

N




|Proposition 2.3. 1.6 : R(@) est l'unique élément irréductible de la classe

d'équivalence de a.
Si R(a) = ajee. a, il existe do,. .oy dn €D tel que o = do a; dl‘ = andn

Comme conséquence immédiate du théordme qui précede et des propo-

sitions 2.3.1.2 et 2.3. 1,3, nous avons 1'unicité de 1'élément irréducti-

ble de la classe de a.

Comme o E* R(e) I m tel que « EmR(a)/-en procédant par récurrence

sur m il vient de facon immédiate, d'apreés la définition de E, que

a/=d0 a, dl...an dn.

Dans la suite, nous considérerons R(a) comme le représentant canonique

de la classe de ¢ suivant E . Nous noterons i l'injection canonique de

G dans V¥, f la projection canonique de V* dans G :

f o1iestllidentité sur G.

Démontrons une autre propriété de R :

|Proposition 2.3.1.7: (V o, 8 €V™) (R(aB) = R(R(a) R(B))

De plus : ( J vy, 6 €v¥) (v6 =R(aB), ¥ plus grand facteur gauche commun
a R(a) et R(aB), 6 plus grand facteur droit commun a R(B) et R(aB)
et IR(e)-1yl=IR(B)I -1561)

R{w B) E* o B
R(a) E* o

R(B) E* g

donc R(R(2)R(B)) E* op et donc, d'aprés le théoréme ci-dessus,

R(aB) = R{R(a) R(B)).

Soit e le plus grand facteur droit de R(a) tel que & soit facteur gauche
de R(B).




e

R(a) = ye R(B) = ¢ | &

donc v 6 Ej\e R{o) R(B).

Comme Y& est irréductible

R(aB) = v

. -1 . -1
De plus, si ¢ commence par a, ¢ se termine par a et § ne commence
pas par a, donc Y est bien le plus grand facteur gauche commun i R(a)

et & R(oB).

De mé&me pour 3.

Définition : Soient o, B, v € v¥, On dit que Y se réduit dans le contexte

(o, B) si:

(36 8. ¢ ¢ €V') (R(@) =66, R(B) = ¢, ¢, R(ay) =6 c)

Si ¥ ne se réduit pas dans le contexte (o, B)y on dit que Y est irréductible

dans le contexte (x, B).

|Proposition 2.3.1,8 : Si ¥ se réduit dans le contexte (o, B) alors

IRV IR(@)] + |R(8)]

Comme R{av B) = R(R(a) R(B) R(Y)), on peut supposer «, B, Y irréductibles.
R(avyB) = R(R(av)B)

d'aprés la proposition 2.3.1,7 :

R{ay) =(Y1Y1 la'",ali:’YI_IYlf

et R(Q’lYl B) Q’Z Bl 'B,—"Bll=,a1 Yl,-[az'




T P gty ST R STt e "1-'-"

@, est le plus grand facteur gauche commun a o et R(a )

oy

@, est le plus grand facteur gauche commun @) Yy et R(avB)

B et R{wvyB)

(W)

Bl est le plus grans facteur droit commun

Comme v se réduit dans le contexte (@, B)

R(ayB) =8¢ 8 facteur gauche de «o
€ facteur droit de B.

Par définition méme de By ¢ IBI'\ > e

donc |8} > ‘ozzl

donc o, est facteur gauche de o et de @ Yy

or o; estle facteur gauche le plus grand commun i o et %Y donc

‘a2| < ‘Q’l'
or lod + 181 - loy) - 18,1= Ivl+ ley i = Jo,|
soit la) + |B) - I'Y, = Zla’1| + ‘51‘ - la’z‘
comme o, | ¢ log] : lot + (B = |vi > el + lBll = 0

ce qui achéve la démonstration.

Dé&finition : Soit o = ag--+2a un mot sur V. On dit que @ est cycliquement

irréductible s'il vérifie une de ces assertions équivalentes :

._an7£a(-)1 et (Vic [l,nj) (ai%ag_ll)

~ & esi irréduciibie.

{Proposition 2.3. 1.9 : Pour tout mot irréductible o, il existe o'y, o' €V

uniques tels que o' soit cycliquement irréductible et

o= ot o (a/')-1




e iy

Ll 2

Soit en effet o' le plus grand facteur gauche de « tel qu'il existe o tel

que @ = o' " oL,

Comme o' est de longueur maximum, que « est irréductible, o' est

cycliquement irréductible.

. - -1
Pour toute autre décomposition o = B! 8" ('), comme o' est de longueur

maximale, o' = B8'v et donc
B = vy ot 'Y_l
et donc B" n'est cycliquement irréductible que si vy = A , ce qui achéve

la démonstration.

Remarque : en 2. 3. 2, nous considérons des expressions du type

E =8 o™ v (o, B, v irréductibles).

Quitte & remplacer B par B o' et Y par (oz')-1 Y, on pourra supposer o Cy-

cliquement irréductible.

Conséquence : Soit o un mot irréductible non vide,

lim |R(d™M]= + oo
N> oo

En d'autres termes, tout élément de G distinct de 1'élément neutre e a un

ordre infini :

ot ar"n(oz')"1

1

En effet R(")

et donc R(™ =2 o +n o

Proposition 2.3.1.10: Soient o et 8 deux mots cycliquement irréductibles

et soit ¥ un mot irréductible. S'il existe un entier n tel que ¥ se réduise

dans le contexte (oen, Bn), alors, il existe des entiers p et q et un mot ¢

tels que :

v=(a P eph)d el <lel + |8l




Soit p et q les plus grands entiers tels qu'il existe ¢ tel que
-1 -1
v=(a""Pe (7)1

Si v se réduit dans le contexte (czn, Bn), il se réduit dans le contexte
+1 +1
((yn p Bn ) et on peut donc supposer que n est plus grand que p et q.

an v Bn Esk— o!n-p e:n-q

Lemme : si v se réduit dans le contexte (o, Bn), alors ¢ se réduit dans

le contexte (" "F, g7~ 9)

En effet, supposons ¢ irréductible dans (" "P, g?~9)
R(¢"P ¢ g7 9) = o1 ¢ B! avec

o' le plus grand facteur gauche de o™ P

et B' le plus grand facteur droit de 8" 9

et ' # N

Supposons par exemple p #0 et q # 0

= ddjees. A
& 1

n
e = g "
-1
a'= " b b#a
- Soit o' = o7 P dans ce cas (propesition 2.3.1.7) &' B' = R(eB)

et donc comme ¥ = o P ¢ 8”9 est irréductible

a # ay et donc o' est le plus grand facteur gauche de o' et de R(o.fn 'an)
- Soit |af < ]o™"P| et dans ce cas o'a n'est facteur gauche ni de o P
ni de o',

De mé&me pour B', et donc vV est irréductible dans o:n, Bn.
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Donc ¢ se réduit dans le contexte (o' P, 8" P) et donc il existe ¢' et "

tels que
= n vyl . n-p
€= ¢' ¢" et(e')” est facteur droit de o

et (e")—l est facteur gauche de g°~P

comme p et g sont maximum

le'] < |o]
| e 4 ,B, et donc

le | < |t |8]

2.3.2 Une propriété des ensembles algébriques infinis sur G.

Y

On sait que pour tout langage 3 contexte libre infini, il existe des mots
o B, ¥, &, ¢ tels que B8 #A et tels que o Bn\' 5" ¢ appartiennent au lan-
gage pour tout entier n (GINSBURG). Nous allons donner un résultat qui,

dans une certaine mesure, généralise ce théordme au cas du groupe libre.

Dans la suite, nous supposerons toujours que nos m-grammaires seront

réduites supérieurement et inférieurement.

Remarquons qu'il suffit que de A dérive 0 AB (o # e ou B # e) pour conclure
que X>*%1t Mz Bn u, mais on ne sait pas si cette famille est infinie.
Prenons, par exemple, la m-grammaire dont les régles sont :

Bt Xap el

"
I
p
o
o




|

Il est clair que :

1. .-1n a.]

X»>* (aba” b ") X(ab-la

b1 b (a bl a-l )™ =b

b)"
X >* (apal

Donc l'ensemble engendré par cette grammaire est {b} . On remarquera

queo./=aba—l b-1 et B=ab-1 a—lb sont tels que o B # e.

Théoréme 2.3.2.1 : Pour tout ensemble algébrique infini L sur le groupe

libre G, il existe x, y, 2z, t, u € G tels que :

Lﬂ{t x"zytu | n, O} est infini.

Lemme l: Soit 9 = (N, ::=, X) une m-grammaire telle que LG((}) soit
infini. I1 existe Q' = (N', ::=', X) équivalente & 9 sur G telle que pour

tout A €N', 1l'ensemble des éléments de G qui dérivent de A est infini.

Soit N' 1'ensemble des non terminaux dont dérive une infinité d'éléments

de G. N'! contient 1'axiome X.

Pour tout non terminal B #N', il suffit de remplacer chaque ré&gle com-
portant une occurence de B par l'ensemble des régles ol 1'on a substitué

a B chacun des éléments qui en dérivent.

On remarquera que par cette construction de (}',si de A €N' dérive un

mot o sur N'U V pour la grammaire (%', alors o dérive aussi de A pour

la grammaire (3 .

Or comme L( 9') est infini, il existe A €N', o, 8 € G tels que
A>—%¢TQAB, aFfe ou B#e

Ce qui démontre le lemme suivant.




[ILemme 2 : Soit Cz = (N, ::=, X) une m-grammaire telle que L(%) soit
infini. Il existe A €N, @, B € G tels que:
- L(A) est infini

-afe ou B#e

-AS>X oAB

1 en résulte que A >——*- a/n A Bn

Démonstration du théoréme :

Ramenons nous dans le cas du monoide libre en faisant correspondre 3
2 - . . *¥

tout élément x de G la représentation canonique i(x) dans V" ; f est la

projection canonique de V * dans G.

Posons a=ila), b=1i(B)

(Wy € 1L(A)) A>x*_f(i(a)™ v i(B)™)

-1,
Quitte & remplacer i(L(A)) par (a')”" i(L(A)) B' (cf. remarque aprés la
proposition 2.3.1.9), on peut supposer que a et b sont cycliquement ir-
réductibles.

ler cas : ( 3y € {{L(A))) ( d m € N) (y irréductible dans le contexte(am,

et 2™ >yl et (6™ > |yl)
i . . mtp m+p
dans ce cas, y est irréductible dans le contexte (a , b )
et donc {f(am-*-p vy bm+p) l p € IN} forme un sous-ensemble infini de
L{A).
Or:(Jt, ueG) X>* tAnu

donc X o F t f(§m+p v bm+p) u

i i . —
XX +oMPg(y) TP gy qui sont tous distincts pour des

valeurs de p distinctes.




gy

28me cas : (V y € {L(A)) (d n € W) (y se réduit dans (a™, b"))

donc (proposition 2.3.1.10) y =a™Fy ¢ = b~y y k:y\ < al + bl

Poso = + k
SORS Py Ty TRy

X décrit un ensemble fini quand y décrit i(L(A)).

Donc il existe ¢ tel que l'ensemble L(¢) = {y €i(L(a) | B = e} soit

infini.

Distinguons alors deux sous-cas :

a) (M emN) (VyeL(e) (] < M)

donc dans ce cas :

(dk € N) (JL'CL(e) (L' estinfiniet (Vy €L k, = k)
donc poury €L' y=a" a"dy ¢ b Yy

Comme L' est infini, qy parcourt un ensemble infin IC IN quand vy

parcourt L.!

diod: (V q €1) A >* g2k b~ )

X >—* 4 g7k o 9 f(e) 79t

Ces éléments étant distincts pour deux valeurs de q distinctes.

B(VMEMN) ( Jy €L(e) (1ky|>M)

kY décrit donc un ensemble infini I de Z quand y décrit L(e) ; sans
particulariser le probléme, on peut supposer que I contient un ensem-

ble infini I+ d' entiers positifs :
i i 2GS =
(Vi€ (dqemM (VneN) A>KoPagh s K Pyuma-k  gqygn
- % -k
en prenantn = q A >2 o (e)
et donc X >Xuo ™ot (k e1h)

et ces é€léments sont tous distincts pour des valeurs de k distinctes,

d'ol le résultat.




Corollaire 2.3.2.2 :{an b* P { n € IN} n'est pas un ensemble algébri-

que sur le groupe libre.

Corollaire 2.3.2.3 : {an b ca™b ™| nce IN} n'est pas un ensemble

algébrique sur le groupe libre.

Démontrons par exemple le premier corollaire.

Supposons L = { a” p” cn} algébrique. Il existe x, y, z, t, u tels que
pour une infinité d'indices p, p €I, les wp =t xP 2 yp u soient tous dis-

tincts et appartiennent & L.

Quitte & changer notre choix de t, u, z, on peut supposer x et y cycli-

quement irréductibles (cf. remarque suivant 2. 3.1, 9),

Soit IXC I 1'ensemble des indices p tel que :
(Vp € Ix) xP se réduit dans le contexte (t, = yp u).

On définit de mé&me

Comme {Wp | p € I} est infini, I-IX oul - Iy est infini. Supposons, par
exemple, que xP ne se réduit pas dans le contexte (t, =z ypu) pour p € I,

I' infini et I' contenu dans I.
Posons t = tl tk

X=X1'».. Xf

s i -1 .
Soit o = tig1 ¢+ +- 4 le plus grand facteur droit de t tel que o~ soit facteur

gauche de xP

-n!
s P et xj...xﬁ(xl...xE)szypu

d'autre part, il existe n tel que

Wp E’k an bn Cn




et

comme pour p €I', x
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P ne se réduit pas dans le contexte (t, z vP u)

pour n suffisamment grand, on en déduit que

i

ty e ti =a
etR(W)=ai o'y B
P P Y P P P
Lt
ol oz'p est le plus grand facteur droit de X xl,(x1 e xf)p p
Y'p est un facteur de z
B'p est un facteur de yp
et u'p est un facteur droit de u
Distinguons alors deux cas :
1) a'p n'est pas borné quand p décrit I'ydans ce cas X eoe Xp = at

distinguons deux sous-cas :

a) (4 k € IN)( 4 pE€IN(p >k =>y~p se réduit dans le contexte (t x* z, u))

alors R(t xP z yp u) ne peut contenir qu'un nombre fini d'occurences

de b et ¢ et donc {R(t P z yp u) lp € I'?} ne peut &tre qulune famil-

le finie, ce qui est contradictoire avec nos hypothé&ses.

b) yP ne se réduit pas pour un sous-ensemble infini d'indices p € I

- soit B'p est borné et le m&me raisonnement qu'en a) nous conduit

a une famille finie {R(t xP z yP u) I p € I'} ce qui est contradic-

- soit B'p n'est pas borné et le mé&me raisonnement qu'lavec oz'p nous

conduit & y = ¢ et 13 encore, nous n'aurons qu'un nombre fini
H4

d'occurences de'b, ce qui est contradictoire avec nos hypothéses.




2) oz'p est borné quand p décrit I', et donc B'p n'est pas borné d'ou on en
déduit comme précédemment, que y = c¢™ et donc que le nombre
d'occurences de a et de b dans R(wp) est fini, ce qui est contradic-

toire avec nos hypothéses.
Donc {an Sl } n'est pas algébrique.

n. n -n , -n ’
Pour l'ensemble {a b ca b } un raisonnement analogue nous
. N - — -m e ~ . .
conduita x=a ety = a et par conséquent a un nombre fini d'oc-

-1 . 3 .
curences de b et de b , ce qui est contradictoire.

2.3.3 Le probléme des mots

Probléme : Exixte-t-il un algorithme général, qui, étant donnée une
T-grammaire q, indique si un élément appartient 3 l'ensemble algé-

brique engendré par g‘?

La réponse est non dans le cas du groupe libre et ce problédme est connu

des algébristes sous le nom de probléme des mots (cf. ( MAGNUS-KARRAS-
SOLITAR)).

Nous allons en donner ici une démonstration plus "linguistique'' (cf. la
démonstration de (GROSS-LENTIN) pour l'intersection des langages &

contextes libres).

Théoréme 2.3.3 : Le probléme de la reconnaissance est indécidable sur

le groupe libre.

Soient A un alphabet et G le groupe libre engendré par A.
Soient grreees B hl’ " % 5 hn des mots de A% (qu'on identifie & des élé-

ments de G).




Soit alors la m-grammaire dont les reégles sont :

-1
X —>g, X hi 1 <ign
-1 .
X —>g hi 1 <ign
Pour savoir si 1'élément neutre appartient 4 l'ensemble engendré par la

grammaire, il est équivalent de chercher une suite fjseens l_k telle que :

- ~-1,-1
g, +++ g =" ... h )
1 'k k 1
Soit encore : g, ... gik =h, ... h;. Onreconnaftla le probléme de
1 1

Post pour les couples (gi’ hi)' Dtol le théoréme.

2.3.4 Emploi d'un marqueur

Sinous voulons démontrer que {an b af; < at \ nZ 0, o € Ln} n'est
pas un langage a contexte libre, il serait commode de remplacer o par
un marqueur ou d'introduire un marqueur avant @ i ce marqueur,
lorsqu'on passe en groupe, peut &tre choisi tel qu'il ne puisse y avoir

n

de simplification entre a” b™ et ¢ d” (c'est le cas de ¢ dans le corollaire

2.3.2.3).

Avant de démontrer un résultat sur les groupes, nous allons démontrer

un tel résultat sur le monoide.

Définitions :
Soit V et V! deux vocabulaires, un homomorphisme h de V* dans V'*

est dit alphabétique si :
(Va€V)Yh(a) €V! ouh{a) = A




e

Soit V et V' deux vocabulaires disjoints et ¢ une bijection de V sur V!,
on appelle langage de Dyck d'alphabet V, V!, le langage engend_ré par la

C-grammaire suivante :

a €V D::=aDgla)D
a €V D::=aDcp(-:)D
D::= A

Notations : Soit V un alphabet, 2 C V. Posons V2 =V -V,.

Tout mot x de V. s'écrit de maniére unique

o= Bap

ou B GV*

2 a GVI

Nous allons insérer un marqueur Y avant la premiére occurence d'un

élément de vV,
Soit ¥ un mot sur un alphabet W. Notons alors

SZI (o) = si o stécrit g a B! alors B v a B!

sinon si « EV; alors «.

: : : v
Si aucune confusion n'est possible, nous noterons s, pour syl.

Théoréme 2.3.4.1 (1) : Soit L un langage 3 contexte libre sur V, alors

S'Y(L) est un langage 3 contexte libre.

Lemme 1l : SiVA W = ﬁ et si L est un langage régulier, alors SY(L) est

régulier.

- ¥ *
En effet S,Y(L) =h 1(L) N (Vl'Y aV U V) en prenant pour h 1'homomor-

phisme alphabétique défini par :

Vaé€vVv h(a)

a

Ya €W hia) = A

(1) La démonstration de ce résultat est due a Monsieur PAIR.




Lemme 2 : Si L est régulier, sy(L) est régulier.

3
Soit, en effet, y' € W' tel que W! nv =ﬂ.

Soit h' 1'Thomomorphisme de monoide tel que :

h'(y') = v
(Vac€v) h(a) =a
SY(L) =h'o sy,(L) donc d'aprés le lemme 1, sy(L) est

régulier.

Lemme 3 : Soit V' un alphabet et soit h un homomorphisme alphabétique

: P
de V'™ dans V. Soit V! = {a €Vt | hia) €V
1 1

A%

Ve = Sh(lv) o ile)

hos

Sig €(V!' - V'lf, le résultat est immédiat.

*
Si o se décompose en Ba B' ;, B E€V! - V'l\, a EV'l

Vi
alors s, () =8 vap! et
v
e hos, L@ = h(8) h(v) ha) h(g"

or  h(g) EV‘Z*‘
h(a) EVl

Vv
doncsyl(h(B) h(a) h(g") = h(g) h(y) h(a) h(p")

Lemue 4 . S50it D un langage de Dyck d'aphabet V. Scit K un langage rvé-
gulier sur V et v un mot de D ;
sy(K ND)= sY(K)(\ D




sY(Kﬂ D) s\{(K)ﬁ S‘Y(D)
or comme vy €D sy(D)CD

donc sy(K ﬂD)Csy(K) AD

Réciproquement, soit o € SY(K) N\ D ; distinguons deux cas :
-soito=RBva B':Qr:sY(Ba B") avec
*
BaB €K, BEVE, a €V

comme Y €D Ba B €D

donc Ba B EKN D.

- soit @ = B B EV;e et donc
o €K N D et donc o = sY(oz) EsY(KﬂD)

ce qui achéve la démonstration du lemme.

Démontrons alors le théoreme.
On sait qu'il existe un homomorphisme h, un langage de Dyck D sur un

alphabet V' et un langage régulier K sur V' tels que L = h(K N D)

(théoréme de Chomsky-Schutzenberger).

Soit V" V" un alphabet disjoint de V et V' tel qu'il existe une bijection

x —>x de V" sur V' et une bijection @ de V sur V'.
Prolongeons 1'homomorphisme h & (V' {J TR par :
VeV  n® =A

Vx €V hix) = ¢ (x)

>R

onJ
Soit & = o(x) alors v =h(6 8) (1) et posons y' = &

Notons D' le langage de Dyck sur V'U (VU V") ; DC D

ns (a4
(1) o est 1'image miroir de o ; si = abc, o =cba




Comme K C V'é‘f

KND' =KND

donc L =h(K N D)
en posant AN h—l(Vl) dtaprés les lemmes 3 et 4
V1 V'1 V'1
Sy (L) = h[sy, (KN D')]= h[sy, (KYN Dt J
V'l
or s, (K) est régulier (lemme 2)
\%

~

donc sy 1(L) est un langage & contexte libre (théor&éme de Chomsky-

Schiitzenberger, réciproque) ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Nous allons maintenant énoncer un résultat pour les ensembles algébri-

ques sur les groupes.
Dans la suite, 7' désigne la théorie (F'n) avec

o=V U{cl (c ¢V) V=AU A (cf. 2.3.1)
Fr= (e
Froo= g i£0, i#2

G est le groupe libre engendré par A V {c} . G est muni de fagon évi-

dente d'une structure de m'-algebre.

Théoréme 2. 3. 4.2 : Soit G' le sous-groupe de G engendré par A, soit

L un ensemble algébrique contenu dans{G' c"Gt|n > } alors

Lt = {0, cgl (3 q €M) (& cdg EL)} est algébrique.




En appliquant ce théoréme puis le corollaire 2. 3.2.3, on obtient immé-

diatement :

Corollaire 2.3.4.3 : Soit (Mn) une suite de parties non vides de IN+.

Dans la m'-algébre G, {an b ck a lp™ ‘ n €N, k € Mn} n'est pas

algébrique.
Démontrons le théoréme.

*
Faisons le lien entre le monoide et le groupe : F', est muni canonique-
ment d'une structure de m'-algébre et il existe un m-homomorphisme f

unique de F', dans G qui rend le diagramme suivant commutatif :

Yc
m—> G

w*\ /f
F'Oq

donc tout ensemble algébrique sur G est 1'image par f d'un ensemble al-
gébrique sur F',.
Soit L un ensemble algébrique contenu dans {G' P Grln 7 1} et soit

L, un langage a contexte libre sur F', tel que f(LO) = L.,

Notons D le langage de Dyck sur A U A

n

. : -
Soit x sur F' tel que f(x) 3p ... 2, C by ... bqavec SRR € G,
by ... b, € G'. Dtaprés la proposition 2.3. 1.6, il existe

dgse--s dp+q+n € D tels que

x =dga, dy .. dp-l ap dp © dp+1 bq dp+q+n

Soit h 1'homomorphisme alphabétique de (F', U {d}) dans (F'OU { d} )

défini par : hic)

A

a

(Va, a#c) hia)

_
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Soit enfin h! 1Thomomorphisme alphabétique de (F‘O U {d}) dans F'o

défini par :

h{d) = ¢
Va EF'O h(a) = a
{c}
alors s 4 (x)—d0 a - a dpdCdp-H bq e
fet
e’chosd (x)=d0a1... apdpdp'l'l" dp+nb1' bq b tn
soit en posant z = dp_'_1 58 . dp+n
{c}
hosd(x) _dOal"'apddebl"'qup+q+n
N C R
h ohosd (x) -doal. . a dPCZbl"‘ b dp+q+n
{c}
etfohtohos,(x)=a,... a ¢cb; ... b
a 1 p ¢ P1 o

il est clair alors que \
c

foh'ohosd (LO)=L'

icd
or (théordme 2.3.4.1)foh'oh o S4 (LO) est un langage & contexte libre

et donc

L' est un ensemble algébrique.

Remarqgue | : Nous avons ici donné un énoncé assez simple pour le théo-
réme 2.3.4.2, ceciparce que cet énoncé suffisait pour 1tutilisation que
nous voulons en faire au chapitre 3. I est clair que le théoréme 2.3.4.1

peut conduire a4 des versions plus sophistiquées du théoréme 2. 3. 4. 2.

Remarque 2 : A tout élément x dtun groupe libre G, on peut faire corres-

pondre i(x), la représentation canonique de x dans le monoide sous-
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jacent V*. Soit (ﬁ la classe des ensembles algébriques sur les groupes
libres et (3 celle des ensembles algébriques sur le monoide libre. A
un élément L.C V*de % on peut lui faire correspondre f(L) contenu dans

le groupe libre engendré par V et io f(L) =L donc € C i(:ﬁ: ).

On peut se demander si cette inclusion est stricte. Un résultat qui mi-
lite en faveur d'une réponse positive est le théoreéme 2. 3. 3. Mais la
n

plupart des classes qui généralisent les C-langages contiennent a” b ¢

or justement i(J%) ne contient pas cet ensemble. Quelle est la réponse ?
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ensembles algébriques

de figures




3 ENSEMBLES ALGEBRIQUES DE FIGURES

Soit “_f un espace de figures. Pour une théorie mdonnée, ? est muni
d'une structure de m-algébre et nous allons comparer suivant le choix de

m, les ensembles algébriques que nous obtenons.

Dans ce qui suit, les morphismes O-aires W de 1 et les éléments (p:ﬁ (w )
de F seront identifiés si aucune confusion n'est possible. T, en particu-
lier, désignera 1l'alphabet des figures de base et l'ensemble FO de 1.

T! désignera {- a/lac T} . A désigne toujours 1'élément neutre pour

1taddition +.

Considérons alors les théories libres engendrées par les ensembles sui-

vants (dans tous les cas, F, = ¢ pour i> 2):

Théorie m, F, = {+ 0, x§
Fp= |-}
F.= T

Théorie

oy
]
—~——
+
o]
~——

2 2 "

]
-

il
—_,
1
—e




o~
"
—
7
(o}
—

Théorie T4 F

Fo= TV T U
Théorie m, F, = {+,o,x}
F,= 8
Fo= T
Théorie m F, = 4+}
Fp= |-
Fo= T
Théorie Te F2 = %+}
F1 = [}
Fo= TVUT

Nous noterons tﬂfi la classe des ensembles de ¥ qui sont algébriques

pour la théorie T (i=1, 2, 3, 4, 5, 6).

Nous avons vu (1. 2) que pour toute T-représentation R, il existe une re-
présentation r de mé&me support que R telle que {;} EJ%i (i=1, 2, 3,

4, 5, 6). C'est ce qui justifie le choix de ces six structures algébriques.

Nous allons montrer que (7?1 = 67?2 =<‘76Z3 , J—F/S = JZ{) s mais qu'en géné-
ral JZ4 v Ji‘tl et (7?5 #ﬂll . De plus, le support étant la '""partie con-




créte' de la figure, nous nous intéresserons aussi a la classe des sup-

ports des ensembles algébriques.

Si A est un ensemble de figures, on définit supp(A) = U supp (f).
feA

Nous appellerons Si la classe des ensembles supp(A) pour A € (]fl .
Bien siir, si %i = L/ZJ , Si = Sj , mais la réciproque n'est pas nécessai-

rement exacte.

Nous verrons aussi les limites des ensembles algébriques : en particulier,
un ensemble de figures fermées ne forme pas, en général, un ensemble

algébrique.

o T

Il est clair que (7?2 & 1 + La réciproque est fondée sur le résultat

suivant (1. 1.2) :
Vi, £, € F £, X £,= - ((-£,) o (-£;))

Donc, d'apres le théoréme 2.1.2.3, ﬂz = ﬁl .

2 S S S

Il est clair que : (jLZ3C(f2
A= As




La réciproque s'appuie sur le lemme suivant :

Lemme : Soit N = {Al’ “eey An} et N' = {A'l, aws emy A'n} . Pour
tout morphisme ( € FZ (N) (respec. 1—15 (N)), il existe deux morphis-

mes W' et w" E-T—r_,, (N U N (resp. 1_16 (N UNT)) tels que :

n A _ A
Vi, oo £ €F™ Wi, oon, £)= WilE, cun, £, £, vv, of)

_ AH
=-w (fl, e fn, ~f1, 0ee, -fn)

Démontrons ce résultat par récurrence sur le degré de w .
Sile degré de W estnul, W est une projection :
w = Ai et il suffit de prendre (' = A,

i

w = A
1

Supposons le résultat établi jusqu'au rang n.

Soit w tel que d(w)=n +1

k
W o=aly,,..., ) avec 2, d(y.)=n, a€F
1 k =1 i

Soit yr, et ‘I!”i les morphismes associés de ?3(N U N') vérifiant le lemme.

Distinguons, suivant les cas :

1)a €T, donc k=0, dans ce cas, on prend w' =a
et W' =.-a T
2)a = - €F;,donc k=1, il suffit de prendre w' ="
il =
w v

3)a=+, a €F donc k=2




Comme A+ B=-|-B +(-A):l
prenons ' =+ (¥, '1"2)

w' =+ (‘1’"2, ‘L’"l)
a~o, a EFZ
Comme A o B =-(-B+A o 1))
prenons (' = o ““1’ ‘J"Z)

w!' =

(4, olyty, )

Nous avons envisagé tous les cas possibles, ce qui établit le lemmae.

Soit L un élément de 17% et

dont la premiére

Considérons le systéme

il est clair que c

ot o'ij et o'ij

CYij

P;
2 {Ai= g_laij , i=1, ..., n} un systéme
J_
composante de la solution minimale est L.
P;
. Ai = Ozi. y i=1, , N
=1 Y
P;
A'.=U - W i=1, , n
1 . 1
j=1 !
e systéme est équivalent au systéme
Pi
Ai= i 'ij’ i=1, ..., n
i=1
Pi
A'.=U el. 5 i=1, ..., n
i j=1 ij

sont les morphismes associés & «ij tels que
A\t

a..

)

AN
ij
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et par conséquent, L est aussi un élément de (}fy

De mé&me pour «/7 et ‘7%(

5

Remarque : Un groupe G est muni canoniquement d'une structure de
ﬂ5-a1gébre et d'une structure de ﬂé—algébre. Le mé&me lemme peut &tre
établi sur G et on démontre de la mé&me maniére que la classe des en-
sembles algébriques sur la -rr5-a1gébre G est égale A celle des ensembles

algébriques sur la ﬂé-algébre G.

3.3 J‘{‘LCJi, lex# JZ

11 est clair que ng C(]%l .

Nous allons montrer, sur un exemple que cette inclusion est, en général,
stricte.

. : 2 : ;
Prenons pour ltespace des figures TR~ muni du groupe des translations

et soit T = {a, b} I'ensemble des figures définies par :
a est la classe de ( [(0, 0), (1, 0)] , (0,0), (1,00

b est la classe de ( [(O, 0), (o, l)j , (0,0), (0,1)) (cf. figure 3.1)

Soit %l une grammaire algébrique sur 1, définie par :
X::=b +X + (-a)

X

"

b +{-a)

I est clair que L ?l) = { nb + n(-a) /n)l}



= K R - "
b
a
nb + ni-a) |
figure 3. 1

Compte tenu de la proposition 1.2.1,2, L (g ! %(7{4 .
Cependant, cette démonstration n'est fondée que sur des considérations

portant sur les origines et les extrémités.

Nous allons montrer que supp(L((g ) ﬁ{ S,+ ce quinous donnera le

résultat plus puissant :

Théoréme 3.3 :S4C, Sl’ 84 %Sl.

Dans cette démonstration, nous allons procéder par l'absurde : nous sup-
s P

posons l'existence d'une m,-grammaire g4 telle que

supp (L( (},)) = supp (L § 1))

et nous arriverons a une contradiction.

Notations : Nous reprenons les notations de 1.2.1 :
pour toute représentation r supp(r) désigne son support

o{r) et e(r) son origine et son extrémité.

Posons xM(r) = sup (x) xm(r) = inf (x)

(x,y) € supp (r) (x,y) € supp(r)




Y (r) = sup (y) Y (r) = inf (y)
{x,vy) € supp(r) (%, y) € supp (r)
On définit alors : 1 (r) = (xm(r), YM(r))
2 (r) = () 4 (x), i)

3 (r) = (xM(r), ym(r)) (voir figure 3.2)

v(r) figure 3.2

A S
Comme nous sommes dans R”, i et j désigneront les vecteurs de la base

canonique.

Posons hir) xM(r) = xm(r), vir) = yM(r) - ym(r)

h(r) - v(r)

n

d(r)

Pour toute translation t, h(t(r)) = h(z), v(t{r)) = v(r) et donc, nous

pouvons passer au quotient : h, v et d sont aussi définis pour les figures.

Si, par exemple, f = naX ph hif) =n, <{f) =5, 4 - Ln-p
Soit R =R ({v+, o, X},’{ a, b}) l'ensemble des représentations construi-

tes 4 l'aide des représentations de a et b des opérations +, o, X .

Nous ne considérons que les figures dont le support est contenu dans celui
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dune figure na X nb et dont, par conséquent (proposition l. 2. 1.2), pour
une représentation r, les deux p8les o(r) et e(r) appartiennent au mé&me
"cHté!, clest-a-dire, 3 1'un des segments [l(r), Z(r)__’ ou {Z(r), 3(r)].
Pour deux figures ' et ', nous dirons que le support de f' est contenu

dans celui de f'" s'il existe des représentations r! et r' de f' et ', telles

que supp (r') € supp (r'") et nous noterons supp (f') < supp (f'").

Posons R_ {r €ER | (Fn € IN) (supp(r) < supp (na X nb)

A ofr) € [2(r), 3(r)] N elr) € [Z(r), 3(r)j )}

~
]

{r €R | (In € IN) (supp(r) C supp (na X nb)
Aolr) € [1(r), Z(r)J/\ e(r) € [:1(1'), Z(r)])

Compte tenu de la proposition 1.2.1,2, RV N Ry = ,d

Notons Fv et F. les ensembles de figures dont les représentations ap-

h

partiennent respectivement a Rv et Rh'

Définissons sur Rv les fonctions suivantes (qui, par passage au quotient,

sont définies sur les figures) :

O(r) = h(r) - |2(r), o(r)]|

|
} E(r) = h(r) - [2(z), e(r)] (voir figure 3. 3)
h =7
| 4_.*___”(11__“_____)
1‘___; A L L H s 2
M
I I
dir) =7 -5 = ) :
ofr)=7-2= i | v(r) = 5
E(r) =7 -3 = ¢ e !
3

figure 3.3 |




De mé&me, on définit sur Rh H

O(r) = v(r) - |2(r), olx)}

E(r) = vi(r) - |2(r), e(r)l

Lemme I : Soit f € F_ (respec. f EFh) alors
[ h(f) > Off) » d(f) (respec. (v(f) O(f) -d(f)

h(f) 3 E(f) > d(f) v(f)  E@)  -a(f)

D'autre part, la donnée de O(f), E(f), h(f) et d(f) caractérise f.

Les inégalités résultent immédiatement des définitions des fonctions O,
E, h, v et d. L'appartenance a Fv et la donnée de h(f) et d{f) caractérise
le support de f et les données supplémentaires de O(f) et E(f) fixent les

pOles.

Conséquence : L'ensemble des figures f €F_ v F, telles que h(f) et v(£)

soient majorés par un entier donné, est fini.

Lemme 2 : Soient f, fl’ f, trois figures de Fv V] Fh et un opérateur

2
L€ {+,0,ij tels que f = £, 1 f,.

Soient r, ry, r, des représentations de f, f; et {, tels que o(r,) = o(r) et

e(r,) = e(r).
2
Si avecnn des sunports de fi et fz nlest contenu dans 1'autre. alors

1(r) = Lry) = (3(r) = 3(r,) A3(r) fsupp(rl) A L(r) Q’Supp(l‘z))

supp (r), supp(rl), supp (rz) sont connexes et supp(rl) U supp (rz) = gupp (r)

Supposons 1{(r) = l(rl) et 3(r) = 3(r1) ; comme supp (r) est connexe,

supp(r) = supp (r;) et dans ce cas, donc supp(rz)c supp (r;).




Donc, si I{r) = l(rl)’ 3(r) ¢supp(r1) et donc 3(r) = 3(1-2). Alors si l(r)

appartenait 3 supp(rz), on aurait supp(rz) = supp(r) et supp(rl)C supp ().

Lemme 3 : Soit {, fis f2 des figures de Fv V) Fh et un opérateur
1€ {+, o, K; tels que f = fl_J'_ f2 . Notons r, T T, des représentations

de f, f;, f2 telles que o(r) = o(rl) et e(r) = e(rz).

Supposons qu'il existe q > 0 et k> 0 tels que supp (f,) = supp(kaX gb)
alors :

soit 2(r) = Z(rl) = 2(1'2)
soit supp(rz) - [_Z(r), 3(1‘)]

soit supp(r,) & [1(r), 2(1‘)]

leo— 2 —_

Ty

mﬁ]

! )

les trois cas possibles pour T,

figure 3.4

Remarquons que yM(r) = sup (yM(rl), yM(rZ)) ;

1l

de m&me XM(r) sup (xM(rl), XM(I'Z))

\ Crnramroraem = Oy = Mt =2 e Y _a 1% _ .. s
e SUPPOTSOiLS La\.l.zl = 4;.\11] SL disLapguoons aeux cas @
a) 2(x,) € [2(r), 3(r)]

or 2(1'2) = (xM(rZ)"YM(rZ)) dOnC YM(rZ) < YM(r)




Soit (x,y) €supp(r') : vy < yM(r)
Comme (x,y) € supp(r) = [1(r), Z(rﬂ v [2(1‘), 3(1')]
Nécessairement (x,y) € [2(1‘), 3(1')]

Donc supp (rz) C[Z(r), 3(1'):}

b) Z(rz) € Ll(r), Z(r);( . La démonstration est analogue au cas précédent

et nous meéne a :

supp (r,) € [l(r), 2(r)].

ce qui achéve la démonstration du lemme 3.

Dans ce qui suit, 94 = (N, ::=, X) désigne une my-grammaire C-réduite
sur l'alphabet T = {a, b} et, on suppose que supp (L( q4)) = supp (L( gl))‘
Pour tout schéma fonctionnel o de F4(N), L(w) désigne 1'ensemble des

figures qui dérivent de « dans 94 ; en particulier L(X) = L( 94).

Définissons alors, pour les symboles non terminaux, les trois propriétés

suivantes :
Propriété P, : Soit A € N ; on dit que A vérifie P, si et seulement si :
- L(A) est infini
- il existe un sous-ensemble fini F , de L(A) tel que :
(12>00( 3P € {0, E} ) Vi € L(A)-F((d(f) > 0 A £ €F_AP() = DV

(d(f) = 0A P(f) > D))

(O et E désignent les fonctions définies plus haut)




Propriété P2 : Soit A € N ; on dit que A vérifie P, si et seulement si :

2

- L{A) est infini

- il existe un sous-ensemble fini FA de L(A) tel que :
(F32>0( I P {0, E})(VfeL(A) - FOUANOAE EF AP = 1)

v (df) = 0A P> D))

Propriété P3 : Soit A € N ; on dit que A vérifie P3 si et seulement si :
- L{A) est infini

- il existe un sous-ensemble fini F, de L(A) tel que :

(VfeLn) - F, )(df) = 0).

A

Les lemmes 4, 4 bis et 5 étudient respectivement les éléments de N vé-

rifiant les propriétés P,, PZ et P3.

La figure 3.5 montre la forme des figures dérivant de A lorsque A vérifie

P P

g 2"




~ .

3. 14
n n
€ — o = T T m ] = == = Z 5
& QA L-2 —8 A,
1 |
; |
[ {
|
1 n 'n
X _
I ]
i K
T [ /r 3)> :
| .
e |, B ,
| ‘ i
VoV
! ooy
E(f) > P et dlf)=0 ou E(f) =f et d(f)> 0
A > % ¢ A vérifiant P1 (avec P = E)
n
w . eE R B B s e e o -
€ - - - - - - == -> 1_‘?_.0 >2
10——— —4—& A )\
? | £ !
€ - - - > i <7 '
[ |
! [
In 'n
l [
| |
| |
| |
! |
3ty 36V
Offy > £ et d(f) =0 ou O(f) = £ et d(f)< 0
A >—* f A vérifiant P, (avec P = Q)

figure 3.5




Lemme 4 : Si A vérifie Pl’ pour toute reégle A::=C | D telle que

L(C 4 D) soit infini, 1'une des quatre propriétés suivantes est vérifide :

a) C vérifie P, et pour tout f' € L(C), pour tout f' € L(D),

h{f' L ") = h(f")

b) D vérifie Pl et pour tout f'"' € L(D), pour tout f' € L(C),

h(f' L ') = n(f")

c) C (ou resp. D) vérifie P, et pour tout f' € L(C) - F~ et pour tout

f'" € L(D), h{f'.L ") = h(f') = w(f') = v(f' L )

(respec. h(f' L ') = h(f") = v(f") = v(£' L 7))

d) C et D vérifient P; et pour tout f' € L(C) - Fo et pour tout

f'" € L(D) - F, h(f'1 ") = h(f") = v(f') = v(f' L )

D!
ou h(f'L f'") = h{f") = v(f") = v(f1 L ')

|Lemme 4 bis : M&me énoncé que le lemme 4 en remplacant PZ par Pl’

v par h et h par v.

Nous ne démontrerons que le lemme 4 ; la démonstration du lemme 4 bis

est semblable.
Distinguons deux cas :

premier cas : pour une infinité d'éléments f de L(C L D), d(f) > 0.
Sans particulariser le probldme, nous pouvons, par exemple, supposer

que P=E et L=+

Notons F_ = [f€L(C L D) Ih(f)=nAdlf)>0} et F=

s C
r

Notons Pt

i

feren) /(3 enmn (s + 1 e F) ]

et de méme F'"= {f" €L(D)/ (3 £ €L(C) (f' + 1 € F) }




C+D>y> % ft +f" =f. Nous noterons r', r'" et r des représentations de

f1, " et f telles que ofr') = o(r), e(r'") = e(r) (et par conséquent, comme

L =4+, e(r") = o).

Soit M 1l'ensemble des entiers n tels que Fn ##; comme F est infini,

M est infini (conséquence du lemme 1).

On peut supposer (cf. lemme 2) que pour une infinité d'entiers n € M;C M,
il existe f EFn, fr €FY, f'' € F'" tels que f =f' +{", et I(r) = 1(z"),

donc comme f € Fv’ h(f) = h(f").

On notera F'; le sous-ensemble de F' dont les éléments vérifient cette

relation.

(Dans 1'autre cas : h(f") = h(fn), la démonstration est semblable).

Dans la suite, pour ne pas &tre géné par les figures de FA’ nous nous

placerons toujours dans le cas ol les figures f € L(A) sont telles que

h(f) > sup (h(fM) = m
f1EF,

De ce fait, nous n'éliminons qu'un nombre fini de figures (cf. lemme 1).

Lemme 4.1 : (VY " € L(D)) (3 p € N) (supp (f) = supp (pb))
En effet :

C+Dy % fr +ft=¢f,

Si le support de f" n'appartient pas a i’supp(kb) /I k> 1} alors (lemme 2)

2(r") = 2(") = 2(x).

f'' étant fixé, on peut choisir f' € F' tel que h(f') ) sup (h(f"), v({'")) et
par conséquent h(f) = h(f")
de plus, si f! EF'I, da(fr) d 0 et donc, comme v(f") h(f")

d(f)

It

h{f') - v(f)

h(f") - sup(f"), v{(f'}) > 0




donc E(f) =Q (drapres Pl)
donc [2(x™) e(r")] = h(f) -2

et comme h(f') peut parcourir M,, cette égalité ne peut pas &tre et donc,
supp (f'"") = supp (kb) ou supp(f'"') = supp (ka), mais comme f' € F,» les

pdles de ' sont sur [2(r) 3(r)] et donc  supp (f"") = supp (kb)

Lemme 4.2 : (3 ¢ € Z) ((r" € F" 2 0(r") e(r") = ¢ ]

et (VfeF) (E(f) =L - c))
(V£ €FN)( F £ €FM) (£ +f1) €F Soit f = ft + v
Comme E(f) =f: |2(z) e(r?) + o(z') e(r'}] = his') - ¢ (2)

Soit ¢ tel que cj = ofr") e(r")

d'autre part d(f) > 0
donc h(f) - (] 2(z") e + |e(x™ 3(x™]) > d(f) >0

en introduisant (2) :

le(x™) 3(xm)| < 2 (3)
Soit, maintenant f'l € Fr ¢ Fv

Posons fl = f‘] + f'" ; deux cas sont possibles :

- soit 3{(zr") = 3(r1) alors si d(fl) =0
E(f) = ‘e(r”) 3(1‘")} < ? ce qni et coantraire
aux hypothéses. (A vérifie P, et f éFA)

donc d(fl) > 0, donc E(fl) =1

Y —_—
clest-a-dire : l2(e)) e(x) +o(rm e(x] =nier)) -
comme E(f')) = h(f'}) - |2(x7)) e(r'l)‘ E(ft)=1-c¢

= E(fl)




w
—
oe}

et donc, en reprenant (2) avec ' quelconque appartenant & F'',

S =
on trouve o{r") el(r'") =cj.

- soit 3(r'1) = 3(r1) mais alors comme d(f‘1)> 0, on peut reprendre

le raisonnement ci-dessus.

Ce qui achéve la démonstration de ce lemme.

Lemme 4.3 : c étant défini au lemme 4. 2, pour tout f'' € L(D) - F",

toute représentation r' de f'' vérifie

( 3 C"},C) (O(r") e(r") = C"?)

Soit f' GF'C.FV

f=1f+f" €L(A) et, de par le choix de ", d(f) =

0
E(f) > ?

or f E€F ; E(f) =hi(f) - |2(xr) E(r)|

1)

h{f) - |2(z") e(rﬁ + o(r") e(r“7)|

h{f') - [(E(f") - h(fNT+ "7 |

"

B(f) = h(f') - | (E(E) - hif) + e T (4)

1]

et, comme E(f') - h({') est négatif, que l'expression (4) est égale & { si

on substitue ¢ a c', que E(f) > f, on en déduit que c" > c

Lemme 4.4 : (h(f")> m A f* € L(B) - F') = (d(f') = OA E(f')> g-c)

Soit f'"" ¢ F";
Nécessairement f = f'+ f" € L(A) - F et d(f) =0

si d{f*) £ 0 3(r) = 3(¢") et donc :




- ;u..-_w

E(D) =h(f) - [2(r) e(r)]  (or [2(x) 3(x)] =1 |

=]3(r") - e(r | < t d'aprés (3) du lemme 4.2 ceci est

contraire aux hypothéses.
donc 4d(f') =0 et donc 3(r) = 3(r')
soit f = £t + f" E(f)>/1

donc [3(r') e(r™|

i

E(f)

]3(r') e(r") + o(r") el(r™ |

l1mtec) =1m+c > §

donc 1" >1-c

Remarque : avec L = X , la démonstration du lemme 4.4 aurait été un
peu différente car, si ici nécessairement on avait f' € Fv’ on pouvait
avoir dans ce dernier cas f! € Fh et e(r') = 2(r'), mais cette dernidre
égalité nous donnait avec v(f') = h(f') > 1 - ¢, encore la condition

E(f)>1-c.

Remarquons enfin que si f= £' + ", f' € L(C) et f" € L(B)

dans tous les cas h(f) = h(f")

Ce qui acheéve la démonstration du premier cas.

Second cas : Sauf pour un nombre fini d'éléments de L(C L D),

on a : f€L(C L D)=>d(f) =0

La démonstration dans'ce cas, est la m&me que celle du lemme suivant.




Lemme 5 : Si A vérifie P3, pour toute reégle A::= C L D telle que

L(C L D) soit infini, 1'une des propriétés suivantes est vérifide :

a) C (ou respec. D) vérifie P, et pour tout f' € L(C), pour tout

f'' € L(D), h(f'L ") = h(f") (respec. h(f'_L £'') = h(f"))

b) C (ou respec. D) vérifie P2 et pour tout f' € L(C), pour tout

' € L(D), v(f' ") = v(f') (respec. v(f' L ") = v(f"))

c) C (ou respec. D) vérifie P3 et pour tout {f'' € L(C) - FC’ et pour
f'' € L(D), h(f'L £") = h(f') = v(f') = v(f' L ")
(respec. h(f'1 ") =h(f") = v(f") = w(f'_L 1))

d) C et D vérifient P, et pour tout f' € L(C) - F» pour tout
f'* € L(D) - FD’ soit h(ft L ') = h(f') = v(f') = v({f' 4 '), soit

h(f' 3 £") = h(f'") = v(f"") = w(f'_L £")

Comme précédemment, pour ne pas &tre géné par les figures de FA’

nous nous plagons dans le cas ol f € L(A) est tel que
h{f) > sup (h(f"))
f'EFA

Sif=1{'1 f", nous noterons r, r' et r' des représentations de f, f' et "

telles que ofr) = o(r') et e(r) = e(r').

Do mvntmne ~Am o 5 S —~ s e ~—
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Supposons L(D) fini.

Sauf pour un nombre fini d'éléments de L(C), nous avons :

f' €L(C) =hi") > sup (h(f))
f€L(D)




3.21

Soient f' € L(C) et f'" €L(D); f'] f"=1f € L(A)

si h(f') > h{f') et v(f') > v(f"), comme d(f') = 0 et d(f) =0,

h(f) = h(f') = v(£) = v(£")
ce qui nous donne le résultat dans le cas c)
Supposons L(D) infini.
Soit f' € L(C) ; pour tout " € L(D)

f=10 " € L(A) et d(f) =0

Quand {'" parcourt L(D) qui est infini, v(f'") ou h(f") n'est pas borné

(lemme 1).

Supposons que h{f'") n'est pas borné.

h(f') + h(f") > h{(f' L ") > h(f")
vifr) + vl{f'") > v(fra £") comme f' L f" € L(A)
v{ft L ") = h(f' L ) donc
v(f'") > h(f") - v(f'). ' étant fixé, on voit que si h(f'") est suffisamment

grand, v(f") # 0, donc supp(f'') sera égal 4 supp(qaXpb) q% 0, p> O.

Donc (lemme 3), 2(z') = 2(z") = 2(¢)

donc f' étant toujours fixé, h(f' L £f") = h(f") = v(f") sauf pour un nombre

fini d'é1éments de L(D).
Donc, D vérifie P,.

Soit alors F. et F | les ensembles finis définis par P

C D 3
posons m_ = sup (v(£f)) m, = sup (h(£))
f€F.V F fEF-V F

m = sup(mv, mc)




Soit f €L(C L D) tel que h(f) > m
f=1 4 f'; soit h{(f')> h(f") et alors
h(f) = v({£f) =h(f') = v(f')
si h(f'")> h(f")
h(f) = v(£) = h(f") = v(f")

ce qui acheéve la démonstration du lermmme dans ce cas (d).

Second cas : ni C ni D ne vérifient P3

Comme L(C L D) est infini, L(C) ou L(D) est infini.
Supposons, par exemple, L(C) infini ; nous noterons F' le sous-ensem-

ble (infini) de L{C) vérifiant :

f €F'=d(f) #0 A sup(h(f), v(f)) > sup(sup(hl(f), v(f))
fEFA

|Lemme 5.1 : (V£ € L(D) (§ k € IN) (supp (f) = supp (kb) V supp (f) = supp (ka))

Soit f'" € L(D)

(VP eF)(f=f11 ' €L(A) A dlf) = 0)

h(f) > h(f")
h(f) = v(f) < v{f1) + v(f")
h{f')  v(f') + v(f")

donc, si h(f') n'est pas borné, v(f') ne l'est pas non plus et donc

supp (f') est égal & supp(q'a X p'b) avec q'et p' > 0.

Supposons le support de f'" aussi égal au support de (q" a x p'"'b), alors
(lemmme 3) 2(r") = 2(r) = 2(r"). Or f' peut &tre choisi tel que, par

exemple, h{f') > sup (v(f"), h(f'"))
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et donc h{(f') = h(f)
et v{f) = sup (v(f'"), v(f"))
et donc v({f) # h(f) (car h(f') £v(f")

donc d(f) # 0 ce qui est contraire aux hypothéses ;
donc, le support de f'' est, soit contenu dans celui de k a, soit dans

celui de k b.

I Fv UFh. Supposons qu'il existe une infinité d'éléments de F' con-

tenus dans F_, et de plus, supposons que L= X.

|Lemme 5.2 : (F ¢ € N) ( V£ €L(D) (|3(f) e(n)] =c)
Soit f' €F' N\ F_
Pour toute figure f'" € L(D)
CxD>* frxfr=f et d(f) =0
comme supp (f"') est un segment vertical ou horizontal (lemme 5. 1)

nécessairement, soit 1{r') = 1(r) ou 3(r') = 3(r).

comme f! € FV, I'extrémité de f'" est sur le segment [2(1'), 3(r)]}

comme le support de " est celui de ka ou celui de kb,

si sup (h(f'), v(£")) > k, nécessairement 1(r') = 1(r).

comme d{f") #0 et d(f) = 0,
donc nécessairement 3(r') # 3(r) 3{x'") = 3(r), d(f") > 0,

supp (f") = supp (kb)
et (2(r") e(r”)]| + Je(r") 3(z'")| = h(f") (5)
et ceci pour tout f" € L(D)

d'ou le résultat du lemine 5. 2.




Lemme 5.3 : Soit K =sup (k] ( J £ € L(D)) (supp (f'") = supp (kb)))
(V' € F') (h(f") > K = (f' €F_ A E(f) = c))

Soit f'" € L(D) supp(f'") = supp(kb)

soit f' €F d(f') # 0 f=1f1rx ' et d{f) = 0

Si f' GFV, le m&me raisonnement que pour le lemme 5.2, nous conduit

3 1'égalité (5)

1l
(2]

d'ol h(f') - [2(r") 3(r")|

Si f EFh , nécessairement, 2(r) = 2(r") = e(r')

comme h(f) = h(f")

v(f) = sup (k, v(f"))

comme h(f') # v(h")
h{f')> k
d{f) # 0 ce qui est contraire & nos hypothé&ses, donc

nécessairement f1 € Fv.

I ne nous reste plus qu'd constater que si f' €L(C) - F!

et si sup(h(f'), v(f')) est supérieur & sup(sup(h(f), v(£)))

f€ FA
alors da(f) = 0 (par définition méme de F!)
Donc C vérifie P1 s
Soit, alors, f = f'x f" fr € L(C), f" €1L(D)
nécessairement h(f) = h{f') et donc le lemme 5 est démontré (cas a)

Soit N'«~ N lfensemble des non terminaux vérifiant Pl’ P2 ou P3 ; X €Nt

Pour tout A €N', on lui associe un ensemble fini FA par la définition de

la propriété P, que vérifie A. Soit F = \J F, : F est fini.
L Aent A




Pour tout A € N!', notons F'A l'ensemble des éléments f de L(A) tels

qu'il existe une régle C.L D telle que :
- L(C L D) est fini
-A>—C 1D > *¢

Soit F' = \_/ FA:F' est fini.
A ENT

Posons m = sup (sup(h(f), v(f)))
feF UF!

Lemme 6 : Soit A €N' et f € L(A) tels que sup (h(f), v(f)) > m.
Alors pour toute régle A::=C._L D, pour tout f' € L(C), "' € L(D)

si f' L f"'=f
soit sup (h{f'), v(f')) = sup (h(f), v(f)) et C € N!

soit sup (h(f'), v(f')) = sup (h(f), v(f)) et D EN!

I suffit de constater que A et C L D vérifient les hypothéses soit du

lemme 4, soit du lemme 4 bis, soit du lemme 5.

Si par exemple, A et C.LL D vérifient les hypothéses du lemme 5, sup-

posons que la propriété a) du lemme 5 soit alors vérifiée :

C vérifie P|, D ¢Nv
et h(f) = h(f")
v(f') ¢ h{{f") or h{f) = v(f)

donc sup (h{(f'), v(f")) = sup (h(f), v(f))

Sipar exemple, A et CL D vérifient les hypotheses du lemme 4, sup-

posons que la propriété d) du lemme 4 soit alors vérifiée :




C et D vérifient P3 |

et soit h(f) = v(f) = h(f') = v{f")

soit h{f) = v{f) = h{f") = v(f")

Traitons encore un cas :

A et CL D vérifient les hypothéses du lemme 4 et la propriété b) du

lemme 4 est vérifiée :
D vérifie P, C Z N1,
on a hi{f) }, v(f) (car d(f) » 0)
h(f') = h(f)  v(f") L h(£")
et donc la encore :

supp (h(f), v(f)) = supp(h(f") ,v(£"))

Dans tous les autres cas, on démontre de méme que le lemme est encore

vérifié.

Conséquence : Quel que soit A €N, quel que soit f € L(A), quel que soit

n € IN, on ne peut avoir

n

A >r——f et  sup(h(f), v(f))> m

Procédons par récurrence sur n : le résultat est vrai pour n = 0,

s'il est vrai jusqu'au rangn - 1, au rang n :

A>—-ClL D)L_l—f'_L ' =f or, le lemme 6 nous dit que
soit sup (h{f"), v(f')) > m
soit sup (h(f"), v{{'")) > m

Donc, par hypoth&se de récurrence, on ne peut avoir A> > _ f,
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Donc, il n'existe pas de grammaire 94 telle que supp (L( (54)) soit

infini et contenu dans supp (L( 91)).

Ceci achéve la démonstration du théoréme 3. 3.

3.4 ﬁ6¢ﬁ4, Jé¢ﬁ6
Il est clair que JZ)C(}{I

D'autre part, L{ (jl) défini en 3.3 appartient a ﬂ() or, L{ gl) n'appar-

tient pas a ﬂ4 , ¢ce qui montre que

s()qfs4

Nous allons maintenant construire 94 telle que L g4) € (7%4,
L( g4) 4 07%5.
Prenons pourzg 1'espace de figures IRZ muni des translations, a et b

désignent encore les figures que nous avons déja utilisées, et ¢ sera un

"marqueur' qui sera placé "au bout" de la figure. L'origine et l'extré-

mité de ¢ sont confondues :
/
/
n/
= b /Wc
¢——X (na +nb+clo A
Gl
&—
figure 3. 6
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%4 est définie par les régles : X::= (A +c)o )
A::=a+b
A 2T la FA + b

Il est clair que L?( g4):{(na+nb+c)o)\ln>/l}

(cf. figure 3. 6)

Supposons qu'il existe une 1-r6-grammaire %6 = (N, ::=, X) qui soit
équivalente a 94 sur 7 . Comme c = -c, on peut supposer qu'il n'y a

aucune occurrence de -c dans les régles de (gf)'

Posons T = {a, b,clg et T! = g-a, ~-b, —C}
Le monoide (T V T')*= M ainsi que le groupe libre G engendré par T
sont aussi des rré-algébres. I1 existe un‘n6—homomorphisme h de M

dans F , défini par :

h(A ) =2
x €T U T hix) =x €%
h(o 8) = h(w) + h(B)

De méme, il existe un wé—homomorphisme h' de M dans G défini par :

hin )=-e
x €T hix)=x€G
. 1
-x & ! h(-x) = x

h(ea 8) = h(w) h(B)




L=l

Lemme 1 : h(LM((dé)) = LT( (je)

C'est une conséquence immédiate du théoréme 2. 1. 4.

Soit Dn l'ensemble des figures engendrées par ({a, b, c } , ( +, -}) et

dont les supports sont contenus dans celui de na + n b.

Lemme 2 : Si h(e) €D et si h(a) a m&me origine que pa +qb alors
h'(e) = aP ba

Démontrons ce lemme par récurrence sur la longueur n de «.

Le résultat est immédiat pour n = 0,

Supposons le vrai jusqu'd I'ordre n-1l. A 1'ordre n

o= a'd d € {a,b,~a,-b}  h(a) = h(a") + h(d)

distinguons suivant d :

-d = a, comme h(a) € Dn’ nécessairement q = 0
et comme h{e) a mé&me origine et extrémité que pa, h(o') a méme ori-

gine et extrémité que (p-1) a et donc

h'(¢?) = ap_1

et h'(a ) = aP
-d =h hixy) a msme origine et extrimits gue pa *{y-1)L ei donc
P ya-1
hi(a') = a* b
et h( o) = aP p4
- on démontre de méme pour d = -a et d = -b

Ce qui achéve la démonstration du lemme.




Soit maintenant o ELM( 96). Dr'aprés le lemme 1,

(dn €WN) h(e) =(na +nb+c)o A

o contient au moins une occurrence de c (la figure ¢ ne peut pas &tre
engendrée par a et b).

Décomposons « :

oz:ozocozl...cafp aié{a,b,-a,-b}*

h(o) = h(ao) + h(c) + h(ozl) +... + h(ozp)

h(ao) doit avoir m&me origine et extrémité que na + nb pour que le sup-

port de h(ao) + ¢ soit contenu dans celui de (na +nb + ¢) o ), donc
h'(ao) =a" b® dlaprés le lemme 2.

De plus, comme toutes les occurrences de ¢ se superposent, h(ozi) a

méme origine et extrémité que X\ et donc

h'(ozi)=e 1 i <p

Enfin, si on applique le lemme 2 & -g
h'(—ap) = a” b™ et donc

hi(ae )=bp™ o™
p
Corntme (Vn;n(aozELM< %6» (h(2) = (na +nb+c)o )
h'(LM( q,é))={an prcPp™a ™™ | n>1l, p#0, p GMﬂCTN;

Or, d'aprés le corollaire 2.3.4.3, cet ensemble n'est pas algébrique

sur G.
Donc ( ?4) f J%é
donc %4 & ‘7?6
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Remarque : Considérons l'ensemble de figures suivant :
L= {(ka+kb) o(nb *+ na) o(m(-a)+mb)] n> 1, m>1, k> 1}
L appartient a c@ (figure 3. 7)
X
n
k figure 3.7
m
n
m k

supp (L) n'appartient pas 3 86‘ Sans en faire la démonstration, donnons
en la raison intuitive. Les figures de I. sont formées de 3 branches et
si on les décrit 3 1'aide de Tg» quel que soit le choix pour l'origine et
I'extrémité, on devra parcourir dans les deux sens une de ces branches,
par exemple la branche centrale. Ceci suppbse que la grammaire gé-

nére des ensembles de sous-figures du type
natnb-nb-na=(na+nb)onx

ol nous venons de voir qu'un tel ensemble n'est pas algébrique dans 3-’,

muni d'une né-algébre.

3.5 Quelgues ensembles non algébrigues

3.5.1 Conséquences des résultats sur les groupes

Soit P = (E, F, G) un espace de figures.




Munissons ? d'une structure de n3-a1g.ébre et munissons aussi G d'une

structure de 113-a1gébre de la fagon suivante :

Ve, e,€G g t+tg, =g ¢,

g1 8, =8,
Il est clair que les ensembles algébriques sur la n3-a1gébre G sont les
ensembles algébriques de G muni de sa structure de groupe.

Soit alors O un point de E, 10 la fonction qui, & chaque figure, associe

sa longueur relative 4 O (1.1.3) :

. e—>
10.? )

1O est un Ty -homomorphisme.
Pour tout ensemble algébrique L de ’F_, 1O(F) est donc un ensemmble al-
gébrique de G(d'apreés 2. 1. 3).

On peut en déduire, par exemple, que si G est libre, {na +nb+ncin> lf
n'est pas algébrique sur ¥ puisque {lo(a)n lo(b)n lo(c)nl n > 1} n'est

pas algébrique sur G (corollaire 2.3.2.2).

3.5.2 Cas des figures fermées

2 . 2 3 . i
Dans R~ muni des translations, soient a, b, c les figures décrites a la

figure 3. 8.

figure 3.8




- m-—um‘—-ﬂ

———a

La figure na +t+ nb + nc est une '"figure fermaée",

L'ensemble des {n atnbt+nc [n ) 1§ est-il algébrique dans la

T -algeébre ? La réponse est non. La démonstration est du mé&me type

que celle qui est faite pour démontrer le théoréme 3. 3.
Nous avons le méme résultat pour les carrés de c6tés n.
P

Les résultats sont a rapprocher de ceux de (FEDER) : en n'utilisant que
l'opération + introduite ici, il montre que l'ensemble des courbes fer-

mées convexes n'est pas algébrique.
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de la reconnaissance




4.1

4 LE PROBLEME DE LA RECONNAISSANCE

Soit Ji/ = (E, F, G) un espace de figures et ‘R son ensemble de repré-
sentations. Dans ce chapitre, nous ne considérerons, en vertu des ré-
sultats des chapitres précédents, que la ﬂ3-a1gébre 31’/ et des Ty -gram-
maires, c'est-a-dire que 'j{ est muni des lois + et o définies en 1.1. 2
et que pour toute figure f de 1'alphabet terminal T, -f appartient aussi
arT,

g = (N, ::=, X) désigne dans ce qui suit une T3 -grammaire que nous
supposerons C-réduite (sauf en 4. 1). Toutes les rigles de g sont nu-
mérotées par des entiers p, p € P € IN. P, désigne les numéros des

regles de premiers membres A.

Comme dans le chapitre précédent, nous identifierons un élément w de

F3 et sa réalisation ¢ (w ) dans ? .

4.1 Indécidabilité dans le cas général

Théoréme 4.1 : Le probléme de la reconnaissance des figures est indé-

cidable.




Pour démontrer ce résultat, ramenons-nous au cas du groupe libre ou

ce résultat est déja connu (théoréme 2. 3. 3).

Soit G un groupe ; (¢, G, G) est un espace de figures qui, muni de 1'ad-
dition, est isomorphe & G (cf. remarque 1.1.3). Le probléme de la re-

connaissance se pose donc dans les mé&mes termes que pour G.

Ce résultat n'est pas surprenant ; nous sommes placés ici dans un cas
extréme ol les supports vides ne pouvaient pas nous renseigner sur la
"composition' de la figure. Dans la suite de ce chapitre, nous allons

montrer que si 1'on se donne la décomposition de la figure en éléments

de 1'alphabet, 1l'analyse syntaxique devient possible.

Cela revient a partir, non d'une figure ou d'une représentation, mais

d'une T-représentation, c'est-d-dire d'un graphe connexe dont les élé-~

ments sont des représentations de T, la relation binaire : avoir un pdle
L d’ T- é tati 1'union d

en comimun, e support d'une représentation est 1'union des supports

de ses éléments et son ensemble des pdles est l'ensemble des pdles de

ses éléments.

4.2 T-représentation associée a une structure

Montrons d'abord par un exemple quel est le probléme qui se pose.

Prenons comme espace de figures l'ensemble R des réels muni du grou-

pe des translations. Posons :

(0, 1, o, 1]

a

o
1

= (0, 3/2, [0, 3/2])




Soit 91 la m;-grammaire dont l'unique regle est : X1 t:=ata+ta
et soit (g 2 la ﬂ3-grarmnaire dont 1'unique reégle est : X_::=b + b

2

Donnons-nous alors la T-représentation R décrite i la figure 4. 2.

a
G -
0 1 2 3
b
e —X
figure 4.1 figure 4.2

On peut alors se poser le probléme de la reconnaissance de la facon sui-
vante : existe-t-il une représentation r telle que le support de r soit celui
de R, telle que l'origine et l1'extrémité de r soient des pdles de R et telle
quer € L( (%) ? Dans ce cas, la réponse est positive pour nos deux gram-
maires (gl et Caz. Mais si on impose que la "décomposition' de r sur
1'alphabet soit la m&me que R, alors seule gl convient.

C'est ce point que nous allons préciser.
P P

Soit g = (N, ::=, X) une Tr3-gramrnaire. 3 ( g) est 1'ensemble des
structures associées A % et pour un élément s € B (% ), L) (s) est une

figure (cf. 2.2.1),

Soit O un point de 1'espace des p8les F. Nous allons associer & toute ra-

mification s de B ( q ) une T-représentation "fo(s) :

- si s est de taille 1, alors {O(s) est la représentation de (.(s) dlori-

gine O.

-sis=p X (s1 + ... +.sq), distinguons suivant le second membre w de

la régle p :




—

si WwWEN alors q =1 et {O(s)= afo(sl)
2 et %(s)= %po(sl)u Gio(sz)

2 et Fpls)= B ls ) U ylals NF o(s,)

I

si w = AoB alorsq

si wW=A+B alors q

1]

ol BO(.Q(SI)) est la longueur de Q(sl) relativement au point O (cf. 1.1, 3).

Gfo(s) est une T -représentation associée a la structure s

Soit, par exemple, 9'1 définie par: 1 : X::= A+B

2:B::=

[

el

3:A::=A+B
g'l est une grammaire C-réduite de (31.

La ramification s = 1 X (3 X(2 + 2) + 2) (figure 4, 3) appartient & R (gi )
Si on prend pour 0 le zéro de R, C(O(s) est représentée 3 la figure 4. 2.

1

figure 4.3

{(s) est l'ensemble des T-représentations associées a la structure s :

Cis)= {X(s) | 0 eF}.

De méme, on définit CRO(S) comme la représentation de £l (s) qui a pour

origine O.

La question que nous nous posons maintenant est : étant donné une repré-

sentation R, existe-t-il une structure s € %X(g, X) telle que "6’ (s) con-




tienne R ? Quels sont tous les éléments de :b;f(g , X) vérifiant cette

propriété ?

Pour répondre a cette question, nous nous intéresserons aussi aux

T-sous représentation de R, c'est a dire aux T-représentations dont

les éléments sont des éléments de R.

4.3 Analyse syntaxique et reconnaissance pour les T-représentations

L'algorithme que nous allons décrire ici est un dérivé immédiat de 1'al-
gorithme d'analyse syntaxique ascendante globale de Monsieur Younger

{YOUNGER).

Soit R une T -représentation de support S et soit Q son ensemble des pbles.
Nous alions construire le bilangage des structures de g dont les T-repré-

sentations associées sont des T-sous-représentations de R.

Nous allons d'abord construire un tableau booléen B, l'ensemble des in-
dices appartenant 2 (P U T) xQ X Q. Nous noterons + et . la somme et

le produit booléen.B va vérifier :
(1) (Va€eT)(Vi j€EQ)

Bla, i, j)=1le(dr €ER)(F=apnolr) =ina e(r) = j)

2) (Vp er) (Vi jeq)

Blp, i, ) =1=(Is €BGN(Q(s)=p AT ()€ R A (R (s)) =)




Posons, pour touta €P U, pour tout i, j €Q :

Bo(a, i, j)=sia ETA(Tr €ER)(olr) =inelr) =jAT = a)
alors 1
sinon O

Définissons alors Bn+l a partir de Bn :

a€eT: BnH(a, i, j) = B,la, i, j)

p € P : introduisons ici un intermédiaire :

Va €N:B_(A, i, j) = 2. Blp, i, j)
p€PA

d'otu :
Bn_H(p, i, j)= Bn(p, i, j)+

sila régle de numéropest : A::=C + D alors X Bn(C, i, j). Bn(D’ k, j)

e

sila regle de numéropest: A::=C oD alors = Bn(C, i, j). Bn(D, i, j}
pEQ

sila regle de numéropest: A::=a alors Bn(a, i, j)

Lemme : il existe un entier k tel que :

Vn>k B_ =B,

En effet, nous avons une suite de tableaux et le passage d'un rang au sui-

vant se fait par adjonction de 1. Donc il existe k tel que Bk = Bk+l et par

AAncdmirian + marrae o S s n - N
censegueny, pour n 2 X S e

Proposition 4. 3. 1 : Avec les notations précédentes, B, vérifie (1) et (2).

k

B, vérifie (1) par construction mé&me de B

o




Par récurrence sur n, montrons que :

(Vp € P)(B_(p,i,j) =1 =(Js € fB((% Nie(s) =p /\fi(s>CRAe(3{i(s)) = j))

Le résultat est vrai pour n = 0.

Supposons le vrai jusqu'au rang n-1. Au rangn :
Soit Bn_l(p, i, j) =1 et dans ce cas, par hypothése de récurrence, le

résultat est vrai.

Sinon, supposons que la régle de numéro p soit A::=C + D

donc, il existe k tel B 1(C, i, k). B 1(D, k, j) =1

n- n-
donc, il existe p, € Pe et P, € P, tels que Bn_l(pl’ i, k) =1
et B

n__l(pz’ 1, k) =1,

Par hypothése de récurrence, il existe s, et S, appartenant a B Cg )

tels que :

1
P

ls)) =p, et %Z(SI)CR et o(R (s)

i

fls,) =p, et Grfk(ssz et e(®R,(s))

il
[

s=p><(sl+sz) 6533((%) et

Bs) = B ls)) U % ls,) CR et (R () =

Donec, sile résultat est vrai au rang n et il est vrai au rang n+l, donc il

est vrai pour le rang k.

Réciprogquement
(FseBgNipe)=padys) @R AR () =)

:Bk(p’ i, ) =1,




Démontrons ce résultat sur la taille de s. Le résultat est évident si la
taille de s est 1 : en effet, dans ce cas, la régle de numéro p est A::= a

aveca €T, et Bo(a, i, jy=1
et donc B_(p, i, j) =1 {(m >/1)

m

Supposons le résultat vrai jusqu'au rang n-1 ; au rang n :

s=pX(s; +... +sq)

Supposons, par exemple, que la régle de numéro p soit A::=C o D.

Dans ce cas, q = 2. Notons p, = e(sl) et p, = f(sz).

{i(S) = {i(sl) U {i(sz) et donc {i(sl) C R

et {i(sz) < R

e(Ry(s) = (R (s,)) =

comme Fi(s)) ©R, (Jk €Q) (e(R (s)) = k)

Donc, par hypothése de récurrence :

Bk(pl, i, k) =1 et Bk(PZ, i, J) =1

et donc Bk(p, i, j) =1

Ce aqui achéve la démonstration de 1a proposition

Nous allons maintenant construire la grammaire

(gv-_—(prXQ,——)v, P_XQXQ)

qui va définir nos structures (3 une transcription prés).




.\

4.9

—est définie par :

(Vp, n, meP) (Vi j, x €Q)

sila regle de numéropest A::=C + D et si nEPC, m € Py

et si B(n, i, k) et B{m, k, j) alors (p, i, j)=>(n, i, k)(m, k, j)

~ sila regle de numéropest A::=C oD etsin EPC, m EPD

et si B(n, i, k) et B(m, i, j) alors (p, i, j) = (n, i, k) (m, i, j)

- sila régle de numérop est A::=a avec a €T et si B(a, i, j)

alors (p, i, j) —> A

- si la regle de numérop est A::=C avec C €N et si n EPC

et si B(n, i, j) alors (p, i, j) —> (n, i, j).

Nous noterons B ' le bilangage engendré au sens strict par g' et B

le bilangage engendré au sens large.
Soit t la premicre projection de P X Q X Q dans P.

AN
t définit une transcription de ™ X Q X Q dans P,

Froposition 4. 3.2 : t{ BL ') & BL( %, X)

B & 3(9 )
Le résultat est évident : il suffit de constater, pour p, € PA .
Py € PB » Pc EPC que toute famille P P de prédécesseur Pa
vérifie A::= B 1L C (J.E{'!',o}).




Proposition 4.3.3 : R!' est I'ensemble de toutes les structures dont les

T-représentations associées sont des T-sous-représentations de R.

Soit s € B'; il existe p, i, j tels que (p, i, j) = e(s).
Nous allons montrer, par récurrence sur la taille de s, que la T-repré-
sentation Lfi(s) est une T-sous-représentation de R et que la représen-

tation '{i(s) a pour extrémité j.

Si s a pour taille !, alors la régle de numérop est: A::= a .

"(i(s) a un élément : la représentation d'origine i de a

D'aprés la définition de (g', B(a, i, j) =1, cette représentation appar-
tient & R et a pour extrémité j . Donc, ‘g’i(s) est une T-sous-représen-
tation de R et Ri(s) a pour extrémité j (proposition 4.3.1).

Soit s = (p, i, j))((s1 T 5 am +sq)

Supposons, par exemple, que la régle de numéro p soit A::=C + D,

Dans ce cas q = 2.

D'apres la définition de Q}' 3

(In €P)(ImePRI Tk €Q)  fls))=(n, i, ) et f(s))=(m, Kk j)
Tsr = L yte) U (s n F sy

or comme l'extrémité de @i(sl) est k, e i(aQ(sl)) (i) = k
etdonc L (s N F (s)) = Z, (s,

or par hypothése de récurrence 'ﬁﬁ.(s ) et 4. (s,) sont des T-sous-
il k*72

représentations de R, donc, ”éﬂ.(s ) (s.,) aussi.
P itv1 k' 2

D'autre part, l'extrémité de {i(s) est celle de "’fk(sz) qui est, par hypo-
thése de récurrence, égale 3 j.

Ceci achéve la premiére partie de la démonstration.




Réciproquement, soit s € B ( g) tel qu'il existe une T-représentation
associée 4 s qui soit une T-sous-représentation de R. Montrons qu'il
existe s' € B' telle que t(s') = s,

Procédons par récurrence sur la taille de s.

Sila taille de s est 1, s =p €P. Soit A::= a, la régle de numéro p.
Comme il existe i tel que ’fi(s) C R, il existe une représentation de a

d'origine et d'extrémité j dans R et donc (p, i, j) € B

Soit s = p X (s1 o v ., sq). Supposons que la régle de numéro p soit :
A::=C o D.

Dans ce cas, q = 2.
I existe i tel que ‘Zai(s) < R ; or, 75;(5) = {i(sl) v {i(sz)

Par hypothése de récurrence, il existe k, s’ et s'2 tels que

't(s'1)=s1 e(s'l)=((’(sl), i, k)
t(s'z) =s, (’(S'Z) =( e (sz), i, j)

et donc s' = (p, i, j X (s‘l + S'Z) € B

et t(s?) = s,

Ceci achéve la démonstration de la proposition.

Théoréme 4. 3.4 : Il existe un algorithme qui, pour toute T-représentation

R, pour tous pdles i, j de R, permet de décider s'il existe une structure
5 € :B.f(g , X) dont la T-représentation ‘{i(s) associde soit égale a4 R,

dont la représentation fRi(s) ait pour extrémité j.

Le probléme se ram&ne a savoir s'il existe un élément s de 2RY' dont

la racine appartienne 3 { (p, i, ) | p€ PX} et tel que fi(s) = R.




Pour que ‘(i(s) = R, il suffit que le mot des feuilles de s contienne au
moins une occurrence de tout triplet (a, k, 1) tel que la représentation

de a d'origine k, d'extrémité 1, appartienne & R.

Or l'ensemble des ramifications de D f' dont le mot des racines appar-
tient & {(p, i, )l p € P } est un bilangage grammatical et 1'ensemble

des mots de ses feuilles est donc un C-langage L (PAIR 1965).

Dtautre part, le langage formé de tous les mots contenant une occurren-
ce au moins de chacune des lettres d'un sous-ensemble donné d'un alpha-

bet V est un langage régulier K.

Pour qu'il existe une ramification s € DY telle que le mot des feuilles

®(s) appartienne & K, il suffit qu'il existe o, @ € L UK.

Le probléme se rameéne donc a savoir si 1'intersection d'un C-langage
P

et d'un langage régulier est non vide, or ce probleéme est décidable.

Remarque : Ce dernier théoréme ne donne pas un algorithme de recon-
naissance pour l'analyse effective d'une figure. Il faut, en effet, d'abord
pouvoir passer de la figure a une T-représentation, c'est-a-dire recon-

naftre les différents constituants de la figure.
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conclusion




Cette étude peut 8tre poursuivie soit vers des problémes théoriques, soit

vers des applications concrétes.

Dans les chapitres précédents, nous avons soulevé quelques problémes :

a) Comment passer a des classes plus vastes que celles des ensembles
algébriques de figures (comment, en particulier, obtenir tous les
carrés de c3tés entiers ?) et comment formuler des relations topolo-
giques sur les figures ? On peut introduire des "opérateurs contex-
tuels' comme l'opérateur ) dans (SHAW 1968, 1970) ou penser & des
grammaires transformationnelles (CLOWSES). Une solution de faci-
lité serait de se limiter, dans un premier temps, i des m-grammaires,

puis de faire des vérifications sur le résultat de l'analyse syntaxique

(comme, par exemple, dans les langages de programmation pour vé-

rifier le type des identificateurs).

On pourrait aussi introduire la notion de classes de figures et d'opéra-
tions opérant sur ces classes (cf. structures déformées de (PAVEL) ou

définition des ''picture primitives' de (SHAW 1968)).

b

—

Sil'on se restreint & des figures qu'on peut parcourir continiment sans
retour arriére (figure 5.1, mais non figure 5. 2), la classe des ensem-~
bles algébriques sur m est-elle égale a celle des ensembles algébriques
sur g ? Dans 1'affirmative, il serait facile de se ramener aux résultats

de (FEDER) établis a l'aide d'automates.




—

c)

d)

<L

figure 5.1 figure 5.2

Etude de l'ambiguité : certaines figures peuvent avoir une infinité de

structures pour une 7 -grammaire (3 donnée ; on peut alors dire que

-

3 est fortement ambigué. Le problédme de savoir si 9, est ambigué

est indécidable (conséquence du résultat analogue sur le monoide),

mais, on peut se poser la mé&me question pour l'ambiguité forte.

Pour une représentation R, il peut exister une infinité de T-représen-
tations ayant mé&me support que R. Dans ce cas, ce n'est peut-&tre
pas la grammaire qui est la cause de l'ambiguité forte., Nous sommes
donc amenés a nous restreindre d un alphabet terminal T qui soit
"libre'", c'est-a-dire qui nous conduise, & partir d'une représentation
donnée, 3 une unique T -représentation ayant méme support. Mais il
semble que, méme dans ce cas, le probléme de savoir si% est forte-

ment ambigu& est indécidable.

Si T est "libre' et si la détermination de la T-représentation associée
a la représentation r est effective, remarquons que 1'énoncé du théo-

réme 4.2.2.3 devient :
"Il existe un algorithme qui, ayant pour données une représentation r

et une m-grammaire 9 , permet de décider si r EL((} o™

Les chapitres 2, 3 et 4 nous ont montré qu'une bonne connaissance sur

les ensembles algébriques sur les groupes pouvait nous aider dans nos




démonstrations. Il serait, en particulier, intéressant de savoir si les
ensembles algébriques sur le groupe libre sont "'plus riches'" que les en-
sembles algébriques sur le monoide libre, c'est-a-dire si la possibilité

d'effacement augmente la puissance des grammaires algébriques.

Deux applications naturelles d'une telle étude sont la génération et la re-

connaissance d'image.

On pourrait définir un langage de génération graphique qui manipulerait
des figures a 1'aide des lois de composition introduites au chapitre 1.

Les figures seraient présentes en mémoire principale sous une forme
structurée et l'ordre d'affichage provoquerait 1'exécution d'une procédure

graphique dont la donnée serait la structure construite en mémoire.

Un tel langage peut &tre congu comme une extension des langages tels que
FORTRAN ou PL/1 avec des types nouveaux : les figures. Dans le cas des
figures & trois dimensions, on pourrait notamment projeter dans un plan
puis tracer. (Cette projection nous amenerait aussi & étudier des homo-

morphismes entre espaces de figures).

Dans le cadre d'une application physique ou biologique, ou de fagon tout

a fait générale, on peut aussi mettre au point une procédure d'analyse
syntaxique de figures qui soit efficace. Compte tenu de 1'indécidabilité

de la reconnaissance dans le cas général et de ce que nous avons dit au c)
ci-dessus, des précautions seront nécessaires pour le choix de l'alphabet

terminal.

Une méthode consisterait a utiliser l'analyse syntaxique pour guider la
reconnaissance des formes. On peut aussi concevoir que le résultat par-
tiel d'une analyse syntaxique descendante indique les formes possibles de

la partie de la figure qui reste & analyser.
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