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NOTATIONS
é = gisc.rétisayic’m 140
3 : Rzzzlli:i:r;f;i ii f:(;tltii;:jt:;j:ulaire ::: 1 - Symboles généraux de la théorie de la couche limite
REFERENCES F coefficient de viscosité dynamique
- 147 6 masse volumique
Y coefficient de viscosité cinématique
g p forces de pression par unité de surface
U vitesse de l'écoulement libre en amont de 1'obstacle
U vitesse i la frontizre extérieure de la couche limite
- Re nombre de Reynolds
.i. u composante longitudinale de la vitesse dans la couche limite
: v composante transversale de la vitesse dans la couche limite
: \‘fj fonction de courant
v distance & la paroi
5 épaigseur finie de la couche limite
S s épaisseur de déplacement
S‘* épaisseur de quantité de mouvement
& H facteur de forme
’L’O coefficient de forces de frottement & la paroi par unité de
surface
ua, va, Ua, xa, ya, 5§, g*, Ta : variables et grandeurs carac-
téristiques adimensionnelles
% classiques de la couche limite.
g 2 - Notations utilisées pour les universalisations des équations de couche
F fonction caractéristique
= A parametre de forme de Pohlhausen
i fl. fz, 1 TG fk : parametres.de forme de Loitsianski
: . Zjbt fonction associée & 5**
. % variable transversale de Loitsianski
Q variable transversale de Gértler
0 variable transversale de Saljnikov
i_r_"_ ) fonction de courant adimensionnelle, associée 2 pour
= Loitsianski associée & ) dans la premigre généralisation
proposée par Saljnikov,
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fonction de courant adimensionnelle asso
généralisation

mn

ciée & VZs dans la seconde

profil de vitesse adimensionnelle dans la couche limite

o5 e

(=]

facteur de normalisation de Loitsianski
fonction de normalisation de Saljnikov

fonction principale de GSrtler

- T W

5 . =
v (52 onctions servant & utiliser les tables universelles biparametriques-;
12 -g

N.B. 5 )
Les notations et conventions propres a la premitre partie sont pré

cisées au début de celle-ci,
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INTRODUCTION

Une des méthodes modernes de résolution des équations de couche
limite laminaire consiste 2 transformer les équations de Prandtl du proble-
me considéré en une forme "'universelle" ol n'apparaft plus, ni dans 1'équa-
tion, ni dans les conditions aux limites, la vitesse de 1'écoulement extérieur
par laquelle on différencie les problémes.

Loitsianski, Saljnikov et Oka ont proposé diverses formes possi-
bles d'équations universelles en se basant sur 1'introduction d'un ensemble
infini de '"parametres de forme', Toutefois, aucune justification théorique

de la convergence de ces méthodes n'a été avancée jusqu'd présent,

Les idées fondamentales de l'universalisation sont reprises & pro-
pos d'un probléme parabolique linéaire, poursuivant ainsi une idée proposée

par J.L. Peube. On étudie ainsi le probleme :
IN G\
Tox & =t >0
B =0 Yie Jo,T(

"P(x,O) =0 Vx e £ ouvert de RrR®
Nous démontrons : - l'existence et l'unicité de la solution du probleéme
initial

- 1'existence d'une suite de solutions approchées déw-
duites de 1'équation '"universelle" et qui converge, dans un espace fonction-
nel approprié, vers la solution du probleme initial, lorsque le nombre des
'paramdtres de forme'' augmente indéfiniment.
La rapidité de convergence de cette suite est mise en évidence sur quelques
cas concrets,

La méthode d'universalisation est ensuite développée sur l'équation
de Prandil correspandant au cas dc 1'écoulement leminaire plan permanent

d'un fluide & propriétés physiques constantes :

W, PYww Py oa, P
dy ox.dy  ox —byz_ o dy?

A l'instigation de V. Saljnikov, nous avons introduit 3 la place de



la variable longitudinale x 1'ensemble des Yparametres de formes' de

Loitsianski :

2
k-1 de 5**1(
£ =0 T S (T)
dx

En choisissant comme variable transversale la variable de Gurtler |

Qz_U-Y_.___

/ b3
2\)[ U(s) ds
0

on obtient une équation universelle qui généralise I'équation de similitude

de Falkner-Skan et dont 1'approximation au rang N est :

b3§§ P §§ h B@E L k=N

3 +§§r’ Jn2 e 1'(—'5\2_) =2 o
2y »T, By »E
99 905 T I D2

Suivant un conseil de V, Saljnikov nous améliorons ensuite cette

représentation en introduisant la variable transversale :

i Ub/Z.Y
Qs [ X
ao,)L U(E) . ds

La nouvelle équation universelle approchée au rang N a alors la forme :

* * *
¥ &y i b, . 20| A 08y
R ] (S veaahte S ERE ol
s ]

* - k4 3
K 2
s ollis ZN o N ¥ By PEAYS YEx
== =
B k=1 | 9% st,ka afk I |
Ces deux universalisations ont été résolues numériquement dans
leur approximation mono et biparametrique, Nous expliquons la structure
des tables ''universelles' obtenues ainsi que la manidre de les utiliser dans

chaque cas concret ; ce qui met en évidence l'avantage du point de vue pra-

tique de ces deux méthodes sur l'universalisation de Loitgianski,

- 1A =

Pour le cas de 1'écoulement autour d'un cylindre circulaire, les
gradeurs caractéristiques de la couche limite obtenues sont comparées aux
valeurs calculées par Terrill et & celles déterminées par une méthode di-
recte de résolution réalisée 3 partir d'une étude de W, Walter ; en utilisant

la transformétion de Von Mises :
i 2 2
‘fz = ;o w=au ; W=1U
v
1'équation de Prandtl est alors mise sous la forme :

dw Y P -

Dx b \/*2
by




RAPPELS

Bien que les fluides jouent un rdle important dans le monde qui
nous entoure, leur étude, malgré d'illustres prédécesseurs comme
Archimede, n'est sortie de 1'empirisme le plus élémentaire qu'au XVIle
siecle, époque olt des mathématiciens parmi lesquels PASCAL, NEWTON,
BERNOULLI et EULER, commenceérent & énoncer les lois fondamentales

qui régissent 1'équilibre et le mouvement des liquides.

Au siecle suivant le développernent de la balistique conduit 1'Autri-
chien MACH a découvrir l'importance de la vitesse du son pour caracté-
riser les différents types d'écoulement des fluides compressibles, De nos
jours l'astronautique a ouvert & la mécanique des fluides les domainess

des écoulements hypersoniques et des écoulements dans les gaz raréfiés.

Le sujet de notre étude se rapporte 2 la théorie de la couche limite,
partie de la mécanique des fluides qui est née vers 1904 avec les premiers
travaux de PRANDTL et s'est ensuite considérablement développée sous
l'impulsion de nombreux physiciens, comme BLASIUS, VON KARMAN,
POHLHAUSEN,

Nous allons tout d'abord rappeler succinternent les bases de cette
théorie, ainsi que les résultats essentiels qui nous serons utiles ; ensuite

nous exposerons briévement les grandes lignes du présent exposé,

I - VISCOSITE ET COUCHE LIMITE

1 - Fluide réel et fluide parfait

La plupart des recherches en mécanique des fluides étaient fon-
dées sur le concept de fluide parfait, généralement incompressihle et
toujours sans dissipation d'énergie par frottement interne. Au sein d'un
tel fluide en mouvement l'interaction entre une partie quelconque de ce
fluide et le reste de la masse liquide est uniquement constituée de forces
perpendiculaires & la surface de séparation comme en hydrostatique ; il
v a donc glissement sans frottement. Autrement dit, un fluide parfait

n'offre aucune résistance interne a un changement de forme.




Bien que l'hydrodynamique des fluides parfaits donne une représen-
tation satisfaisante du mouvement des fluides réels dans de nombreux
cas, elle tombe complétement en défaut pour rendre compte du mouve-
ment uniforme d'un corps solide dans un milieu "infini", elle indique en

effet 1'absence de sillage, ce qui constitue le paradoxe de d'ALEMBERT

Ce résultat inacceptable est expliqué par le fait que les forces de
cohésion d'un fluide réel en mouvement comportent également des com-
posantes tangentielles li€es aux frottements des couches de fluides entre
elles et caractérisées par la viscosité. En un point d'un fluide réel en
écoulement laminaire, la loi de frotterment de Newton traduit la Propor-
tionnalité entre les forces de viscosité par unité de surface, z , etle

gradient de vitesse :
av
T=p( - )
p étant le coefficient de viscosité dynamique,

Dans le cas d'un obstacle en mouvement relatif par rapport 3 un
fluide réel, ces forces de frottement dues 3 la viscosité obligent le fluide
a adhérer 2 la paroi du corps, alors que la théorie du fluide parfait con-
duit & dire qu'il y a glissement sans frottement du liquide sur 1'obstacle ;

ce qui constitue la seconde différence fondamentale entre fluide parfait et

fluide réel,

2 - Notion de couche limite

Le fait que le fluide réel adhdre 3 Ia paroi d'un obstacle placé
au sein d'un écoulement implique 1'existence des forces de frottement
dans une couche mince au voisinage de la surface du corps. Dans cette
couche mince la vitesse du fluide par rapport & l'obstacle s'accroit, nor-
malement 2 la paroi, de zéro au contact Jjusqu'a une valeur maximale qui
correspond 2 la vitesse de 1'écoulement externe non visqueux. Cette zéne
qui entoure l'obstacle, et ot les actions de 1a viscosité prédominent, est

appelée "couche limite dynamique'' et son concept est du 3 Prandtl,

R

- . -1

L'exemple le plus simple pour étudier la couche limite est celui d'une

laque plane placée avec une incidence nulic dans un €coulement rectiligne
plaq

permanent 2 filets paralleles (figure 0-1),

Y4

Us Uw
7| f Iﬁ - -
===t =]
7 o [ PR uex,y)
: =v-"1$ 2 s
x

Dans le but de simplifier 1'étude mathématique on peut, comme le
montre la figure ci-dessus, diviser 1técoulement en deux régions :

- la couche limite pres de la paroi, dans laquelle les forces de frot-
tement internes doivent &tre prises en compte et qui est le sidge de la
plupart des pertes d'énergie o

- 'extérieur, ou les forces sont petites et peuvent &tre neghgees,'
et donc o le fluide suit avec une bonne approximation la théorie du fluide
parfait.

Remarquons que dans certains cas, par exemple cylindre ou sphere
3 surface lisse, la couche limite s'épaisait considérablement le long de.
1'obstacle ce qui provoque un courant de retour dans la couche limite (ﬁ._

gure 0-2) ; celui-ci en éjecte les particules de fluide ralentj'.es. Celalm-
gnifie que la couche limite n'est plus en contact avec la paroi ; on parle
alors de "décollement de la couche limite',
Ce phénomene est toujours accompagné de la {formation dans le si—s
lage de l'obstacle de tourbillons, de zbdnes de fluide mort c.la.ns Iejqie' e
la répartition de vitesse s'éloigne beaucoup de calie du fluide parfait ;

i S5 way e décolle de la
ce qui explique la grande perte d'énergie causce par ie décollement de

couche limite,
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Figure (0-2 )

La définition de 1'épaisseur de couche limite, & ; est d'une
certaine fagon arbitraire car la transition entre la vitesse dans la couche
limite et celle de 1'écoulement extérieur se fait asymptotiquement comme
le montre la figure (0-3), Cependant cela a peu d'importance pratique car
la vitesse dans la couche limite atteint une valeur qui differe trés peu de

la vitesse extérieure & une faible distance de la paroi,

1 est donc possible de définir 1'épaisseir de couche limite, § , en

un point de l'obstacle comme la distance de la paroi 2 laquelle la vitesse
u (x,y) ne differe de la vitesse extérieure, U (x), que de un pour cent.
Remarquons que cette épaisseur est d'autant plus petite que le caefficient
de viscosité cinématique, P , est plus faible et que la vitesse extérieure
U est plus grande,

tn

U (%, y)

Figure (0-3)

Pour paiier & cette ambiguité on utilisge souvent d'aulres grandeurs,
dites “"caractéristiques', de la couche limite qui vnt uns définition mathé-
matique, en un point de 1'obstacle ; eiles sont au nombre d¢ troia @

- 'épaisseur de déplacement :

(o]
PR o

qui signifie que le débit de fluide réel est le mime que celui d'un fluide
parfait en écoulement & la vitesse U loraqu'on déplace la paroi de la dis-
W2ies O (figure (0-4)).r

b

Figure (0-4).
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- l'épaisseur de quantité de mouvement :
=)
2k
S J L, _u
| u-Fre (0-2)

it : : 7
qui traduit la perte de quantité de mouvement dans la couche limite pa
r

rapport 4 1'écoulement du fluide parfait

- la force de frottement & la paroi par unité de surface :

0 =p ( ay)y =0 (0-3)

i . :
qui traduit la composante tangentielle de la force de résistance 3 1'ava;
n-
ce i i
ment et qui permet de localiser le point de décollement de 1a couch
e

lirnite ; i
ite ; en effet, en ce point, le gradient de vitesse normalement 3 la

paroi s'annule,

Remar r
que : ces formules ne sont applicables que pour les points de 1'obgs

ta U imi
cle ol la couche limite adhdre 3 la paroi et sous réserve de la

convergence des intégrales.

II - LES EQUATIONS DE COUCHE LIMITE

R ) .
eynolds a mis en évidence deux types différents d'écoulement :

- le régi inai U i
régime laminaire, ol les filets de fluide restent paralléles entre

eux ;

- le régi b i
gime turbulent, ol les particules suivent des trajectoires dé-

50
rdonnées qui donnent naissance 3 des tourbillons
.

Le passage de !’
P g un 3 l'autre, en fonction de la vitesse, se fait par une

zdne de transiti
sition mal définie ; mais pour un écoulement de fluide donné
,

1 . . ;
e régime turbulent s'é&tablit pour une valeur constante du nombre de

Re = YL

Reynolds é
3t f 5] (L étant une longueur caractéristique de I'écoulement)

9 | . q

en régime laminaire,

Le mouvement le plus général d'un fluide réel quelcongue est alors
déterminé par la connaissance en chaque point de cinq inconnues : les
trois composantes de la vitesse -W?, la pression p, et la masse volumique

¢- Pour y arriver on dispose de cing équations : les trois équations du
mouvement, 1'équation de conservatrion de la masse, et 'équation d!état

donnée par la thermodynamique, p = f (( ).

La description du mouvement selon Euler, c'est-i-dire par rapport
3 un repere fixe, s'exprime 2 l'aide de :

- 1'équation de continuité qui traduit la conservation de la masse au
cours du temps t, dans un volume élémentaire quelconque prig au sein

du fluide :

2 aiv (g V=0 (0-4)
ot

- les équations du mouvement qui proviennent de la seconde loi de
Newton : P Fext = MF) ., Or pour un fluide en mouvement, l'analyse des
actions extérieures qui s'exercent sur une masse de fluide montre qu'elles
se décomposent en forces de volume, F—?, (que nous supposerons &tre dues

-
uniquement 2 la pesanteur) et en forces de surface, S que caractérise le

tenseur de taux de déformation, Sg En rapportant les forces de volume a

1'unité de masse de fluide et celles de surface 3 1'unité de surface, on ob-

tient le résultat suivant : , |
- - =

e = €F+div(3;)

En réalité nous avons déja vu que les forces de surface se décompo-

saient en forces de pression, normales aux surfaces de séparation, et en
contraintes tangentielles ; on peut donc écrire :
-3
(0-5)

4

e d =
e,:r: pF-gradp+ dr(T)

=%
oh, T, est le tenseur des contraintes de frottement.

—
Remargue : l'accélération en un point du fluide, ', est donnée, selon

Euler, par la formule suivante :

(T T



2 - Cas des flui 3 ;
fluides & propriétés ph ce qui nous amene 2 la constation suivante : un fluide & propriétés physi-

- 2 ques constantes, en écoulement potentisl, se comporte comme un fiuide

Nous allons o i .
! nous limiter & 1'étude des fluides isovolumes 3 e
€8 a vis-

cosité consta
nte, Dans ¢ s
g €8 conditions
. nous n!
tion d' n'avons

plus besoin de 1'équa- Pour en revenir & la couche limite, cela explique la divigion de

1'espace environnant l'obstacle en deux régions, figure (0-5):
- la couche limite, attenante & la paroi, dans laquelle le mouve-

- équati N 3 p . . -
quation de continuité : ! ment est rotationnel ; il est donc déerit par 1'équation de Navier-Stokes

(6-7).

-

ki div V=0 ;
- équation de comportement : (0-6) - Le reste du fluide pour lequel on peut appliquer ' équation
d'Euler (0-8).

—
B
C""— EF-gradp+)1_ LAY

[
i : (0-7) 5 s
ui &
i z porte le nom d'"équation de Navier-Stokes! couche limite
i €marquons au passage ’
i u 5
. Slife ) 8€ que pour un fluide parfait cette équati X | ——
L et devient : quation se sim- v
—
| P — écoulement
i appelée "¢ . ¢ r= €F-gradp potentiel
i pelée Méquation d'Euler", (0-8) Figure (0-5)
| st
| Considérons maint
| enant la relation :
| P — 3 . Couche limite incompressible laminaire bidimensionnelle station-
AV = grad (div V) - => — =3 ......:‘.‘..e _____ ..---_.._..p--..,......-..«.._u ..................... Nl A
Rot (Rot V) (0-9) ! o ife

ell i
€ nous permet de distinguer deux sortes d'

écoulements ;
- 1'éCOuleme 3 =
i =7 ? nt irrotationnel, ol en tout point la viteg ? Nous ne considérerons dans la suite que le cas du fluide a pro-
1 o = 0, On en déduit a1 se V vérifie :
I déduit aisément que le cha priétés physiques constantes en mouvement plan permanent, De plus nous

. o .
fluide dérive d'un pofexliisl p des vitesses au gein du X
ey \P ; d'ol son appelation d'écoulement pot supposerons gque 1'obstacle de forme cylindrique & faible courbure et de

oten-

tiel, souvent utili
il <
isée. De plus P longueur 'infinie! est placé perpendiculairement 3 1'écoulement,

d oI
ur un fluide ncompressible
,

des vite i
8ses est alor . ce potentiel - .
s une fonction harmonique Nous choisissons enfin un systéme de coordonnées locales 1ié 3 la

= Lis géométrie de l'obstacle, figure (0-6) ; x est 'abscisse curviligne mesu-

wdwait adh 1a

coulement rotati 1
ationne » qugnd 1e
e rotati 1
1onnel de la Vitesse n
'est rée de !‘ong de la section aroule u oL Ll du B-J.LLLL Slarsi, Sna

pas nul,
ligne de courant qui sépare les écoulements supérieur et inférisur frappe

En raison de 1z
I orme prise par 1'¢€ . )
relation (0-9) devient ; quation de continuité

ATV - . th (I?o)t ?r) pendiculairve.
rapport 3 ce systéme.

(0-6), 1a Jiobstacle, L'axe des x est tangent 2 la surface et celui des y lui est per-

On désignera par, u et v, les composantes de la vitesse pa
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Figure (0-6)

Dans ces conditions, le rayon de courbure étant grand par rapport

& 1'épaisseur de couche limite, on peut assimiler en un point x le profil

3 une plaque plane ; 1'équation de Navier- Stokes s'écrit alors :

u Jou 1
ug_ +v-§.;=_P-. a +i)(._a_. _&—)

ov d 1 QX a (0—10)
u_x'("v?;:_f 6y+\>( v _d_;)

Dans le but de simplifier encore les équations de couche limite,

Prandtl a introduit les hypothéses suivantes : sous réserve d'une faible

courbure de la surface et d'une vitesse trés peu défléchie dans la couche

limite, on peut négliger les composantes transversales par rapport aux

longitudinales, le gradient de vitesse normalement & la paroi étant pré-
pondérant aux variations de long de 1'obstacle, Cela conduit & négliger

s . . 5 :
la seconde équation de Navier-Stokes et 3 écrire la premigre sous la

forme ;
2
«4p ,ydu
d 2
oy

1
PL-1 Pt > N— 1
e oy ¢ (0-11)

A la frontitre extérieure de la couche limite le fluide se comporte
comme ud fluide parfait et on peut lui appliquer 1'équation de Bernoulli :

L ste
*z("U == (0-12)

ce qui nous donne la relation :

=11 -
jod . g & (0-13)
€ ax dax
et 1'équation de Navier-Stokes se réduit finalement 5.
L g“ cu SL 9@4& (0-14)
S ¥ oy
appelée équation de Prandtl. L'équation de continuité conserve la forme
usuelle :
2u o, Q¥ o (0-15)
dx Iy

11 faut joindre & cela les conditions aux limites qui traduisent 1'adhé-
rence du fluide & la paroi et le raccordement avec 1'écoulement potentiel

loin de la surface, c'est-a-dire :

y=0 u=y=0 (0-16)
y—230 ﬂ-ﬁ’U

Nous conserverons les hypotheses faites au paragraphe précédent
et nous allons en premier lieu établir 1'éqaation de quantité de mouvement
qui se déduit de 1'équation de Navier-Stokes (0-14) et de i'équation de con-
tinuité (0-15).

En prémultipliant 1'équation (0-15) par u et en additionnant membre &
membre avec la relation (0-14), on obtient :

%, v au 5

o, u.v) o g U,y 1

3% + 2y ax ayz

or 1'équation (0-15) s'écrit en la maultipliant par U :
B(Uw) |, AUv) ., U
9x Jy dx

donc en soustrayant membre 3 membre ces deux dernikéres relations :

“au

-aa—x— [u . (U-‘l):l + 53? [ (G- u)] T u) ayz
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intégrons maintenant cette équation par rapport 2 y dans une section
transversale de la couche limite :

[ &

()} dy

et en tenant compte des conditions aux limites

0 e o]
J(; ‘%[u (U—u)] dy + % J;) (U-u)

(0-16), il vient :

dy = ‘)(—33—)}:0

introduisons pour finir les grandeurs caractéristiques de la couche limite
définies par les formules (0-1), (0-2) et (0-3),

soit :
o ©
* 2 sk - J’ - Qu
Uu.§ -J(; (U-u) dy [ Yl ) u (U-u) dy 210 =p ay)y=0
on obtient donc : '
d 2 ok + du T
& (U 0™ +us*, o T
que 1'on peut mettre sous la forme
ok
as 1 du  cx Y
Franlh S A () +5)_€UZ (0-17)

On introduit généralement le facteur de forme de la couche limite, H,
défini par :

M= £

T 0-18)
vy (
§
1'équation de quantité de mouvement prend alorg la forme :
(0-19)

Les équations de couche limite, (0-14)

et (0-15) peuvent atre réduites
& une équation unique, en intégrant 1'¢

quation de continuité (0-15) ; pour
cela on introduit la fonction de courant,

, définie par :

[o (0-0)] ay + U ‘L ® (Uea) g + [1 (0] 5:303-0[&] v

Y

u=ay

et 1'équation de Navier - Stokes devient :
2
-t
dxdy
avec les conditions aux limites :

y=0

y—w

14 : .
naire plane, permanente peuvent s'écrire :

3
vy 27y
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(0-20)

(0-21)

(0-22)

En résumé les équations de la couche limite incompressible, lami-

R

y=0
;v——ﬂo

2%y

.

condition initiale du type :

. 5 2 3 e
Remarque : pour résoudre ces équations, il faut également ajouter u
AEMATUE ©
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III - UNIVERSALISATION DES EQUATIONS DE COUCHE LIMITE

Aprés l'introduction par L, Prandtl de la notion de couche limite et
des hypotheses simplificatrices qui ont conduit aux équations que nous
venons de rappeler, de nombreux mécaniciens ont développé des métho-
des numériques pour les résoudre dans les cas olt la solution mathéma-
tique exacte n'était pas connue ; citons entre autres : H, Blasius, Th,
Von Karman, K, Pohlhausen, V.M. Falkner, S.W. Skan, D,R, Hartree,
A, Walz, L. Howarth. .. dont on peut trouver une synthdse des travaux

dans l'ouvrage de H, Schlichting [1] 6

Bien que chaque nouvelle méthode constituait une amélioration,
c'est au cours des quinze dernidres années que les plus grands progrés
ont été réalisés, tant en ce qui concerne les idées sur la résolution des
équations de couche limite que l'étude des problémes concrets d'une maw
ni¢re aussi simple et exacte que possible, C'est en effet & partir de 1957,
date de la publication des travaux de H, Gortler [2] » que les méthodes
d'obtention de solutions universelles des différents problémes de couche

limite se sont considérablement développés, (Voir les ouvrages de V,

Saljnikov [ 3] et L.G. Loitsianski [4]).

Comme il apparait dans les équations (0-14), (0-19) ou (0-21), les
problemes de couche limite se différencient essentiellement par la vitesse
de 1'écoulement potentiel extérieur U. Une des méthodes modernes de
résolution des équations de couche limite laminaire consiste donc & trans-
former les équations fondamentales de 1'écoulement considéré en une
forme, dite "universelle", qui ne contient plus ni dans les équations, ni

dans les conditions aux limites la vitesse U,

Une série d'auteurs, parmi lesquels V, Y, Chkadov [5] s L.G,
Loitsianski [6] » V. Saljnikov - S, Oka [7] » ont déja proposé des
formes possibles d'universalisation en se basant sur l'introduction de

différents paramdtres de forme 3 la place de la variable longitudinale x,

- 15 -

Nous développons l'étude mathématique des problémes posés par. cette
méthode dans la premitre partie, Devant la complexité des équations de
couche limite qui rend non aisé pour le moment 1'étude directe de leur
universalisation, nous avons été amené 3 considérer un probleme d'évolu-

: e : be.
tion plus simple, suivant ainsi une idée de J.L. Peube

Nous avons choisi & l'instigation de V., Saljnikov, une universa-
lisation & 1'aide des parametres de forme de Loitsianski, La seconde partie
est consacrée, aprés avoir présenté l'origine et quelques propriétés de ces
parametres, 2 1'obtention et & la résolution numérique des équations univer-

selles qui découlent de choix différents de la variable transversale,

Pour le cas d'un obstacle cylindrique de section droite circu-
laix n mparons les ré en 53 méthodes universelles
aire, nous comparons les sultats obtenus par ces odes uni

’

N 3 " 3
3 ceux d'une méthode directe de calcul et & la solution de R. M, Terrill [ ]

considérée comme exacte,




=

S )

FEeg Sl

PREMIERE PARTIE

ETUDE DE LA METHODE D'UNIVERSALISATION
SUR UN EXEMPLE

[ e
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Pour les problémes de couche limite laminaire plane, la méthode
dtuniversaligation consiste & mettre les équations du problémsz considérd
sous une forme universelle qui ne contient plus ni dans l'£quation, ni
dans les conditions la vitesse de 1'écoulement 3 la frontidre extéricure de
la couche limite, U, par laquelle on différencie les écoulements. On subs-
titue, pour cela, 3 la variable longitudinale x, un ensemble de N parame-

tres de formes qui seront précisés ultérieurement,

De nombreuses questions se posent alors :

existence et unicité de la solution du probléme universalisé

. convergence de sa solution vers celle du probléme de départ quand le

nombre de paramdtres N tend vers l'infini,

. Qualité de l'approximation obtenue pour un rang N donné,

Ces probleémes sont 2 1'étude mais nécessitent des résultats
d'analyse fonctionnelle tres délicats concernant les problémes paraboliques
non linéaires. Clest pourquoi, suivant une idée de J, L. Peube, nous allons
développer les principes de cette méthode sur un probleme parabolique Li-

néaire du m&me type.

Dans la premi®re section nous étudierons les problémes mathé-
matiques posés par l'universalisation de 1'exemple choisi. Ensuite, dans
la seconde section, nous appliquerons la méthode sur un cas concret et
nous comparerons les résultats obtenus par universalisation a ceux de la

solution exacte,

Aprés avoir introduit un probleme d'évolution & partir des équations
de couche limite, nous démontrerons 1'existence et liunicité de sa solution ;
ensuite, nous proctderons 2 son universalisation et nous étudierons la con-

vergence de la solution universelle approchée vers sa solution exacte.




-17 -

Pour un fluide & propriétés physiques constantes en mouvement

plan permanent autour d'un obstacle, les équations de la couche limite

B = -‘——_-1

laminaire se réduisent avec les hypothtses de Prandtl & la premidre équa.

tion de Navier - Stokes

u x a“ +V‘ﬁ =U,§£+J—&. (0_14)
dx oy dx d 2
Yy
avec les conditions :
Ju v
3% + oy = 0 {0-15)
y = u=v=20
y—3 @ U-—>3 U (0-16)
x = 0 ua = uo

Dans 1'égquation (0-14) les termes du second membre fixent la na-
ture de 1'équation. 11 s'agit donc d'un probléme parabolique pour la vitesst
u par rapport 3 la variable transversale y, la non-linéarité provenant du

premier membre,

En écrivant 1'équation (0-14) sous la forme :

2% _v.du u.3us_ pav
N A T D ax

nous avons été amené A considérer 1'équation parabolique linéaire :

R L) (1-1)

ou la variable t joue le méme réle que la variable longitudinale x de (0-14)"
la fonction f, qui correspond au terme - %J x g ,» sera donc supposé fonctil

de la seule variable t,

Nous avons introduit un ensemble de codditions initiales et aux

limites et nous considérerons finalement le probléme d!évolution du pre-

mier ordre en t suivant : I

i
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(1-1) AY. k -Qa% = of (k >0)
I (1-2) P/ri=0 Vie ]o,T[
(1-3) Px,0) =0 Vxe 0

o1, L1 est un ouvert borné de an, de frontizre ™ et \{ est une fonction
définie dans le cylindre Q. x] 0, T[ et & valeur dans R,

Nous faisons de plus 1'hypothese suivante sur la fonction f :

(1-4) fed(Jor[)

2 - Rappels d'analyse fonctionnelle :_I_\Igl:e_lt_i_ogf
Soit <\ un ensemble ouvert de iRn, nous définissons les espaces

fonctionnels suivants :

- & (L) : espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables 2

support compact contenu dans £L .,

- L (n) :espace des classes de fonctions réelles définies sur Q. et de
carré sommable pour la mesure de Lebesgue dx.

si on le munit du produit acalaire :

i = 1. gk ax

( g)L2 I

LZ (£1) 2 alors une structure d'espace de Hilbert, on définit la norme
asgociée par :

VAT [_L_sz (x) dx:l e

£ (£, 1)
" “ LZ () LZ (<L)

2
- espace de Sobolev Hl (L) : espace des fonctions de L.” (.{) dont toutes
les dérivées d'ordre 1, prises au sens des distributions sont dans
2
L™ (L),
n
Soit j un multi-indice, c'est-2-dire un élément de N :

§= Gy dgee ,,,jn), d'ordre ou de longueur : |jf 2ty tee Hig

nous désigons alors par D’ l'opérateur de dérivation :




plalh N

)
o

: N J J s ji
DJznlxnzﬂ,,,,D“ ou Dt = 25
n i Ble
1
B - ;
n munit H (. ) du produit scalaire :
@) =3 v, = =
£ (v) 5 = (u,v) 2 + )  (Du, Dv)
H() el Lo(<) L) i=1 ¢ ! LZ(IL)

ce produit scalaire confere a H1 ({1 ) une structure d'espace de Hilbert

1
- H, (£2) : adhérence ded ({1 ) dans ut (<v)
LZ
- (0, T ; X) : espace des fonctions t —s u (t), mesurables, de J0, T[
’ s
a valeurs dans X, espace de Banach, et telles que :

1/2

T
) = ,({ “u (t)' dt soit fini

u |
fluy LZ(O,T- ix

- 4 i 2
W (0, T ; X) espace des fonctions de L (0, T ; X) dont les dérivées d'ordre
1 au sens des distributions sont dans L2 (0,T; X'). (X' désignant ’

l'espace dual de X),

Afin de simplifier 1'criture des formules, nous utiliserons les nota-

tion i i
8§ suivantes pour les espaces fonctionnels, leur produit scalaire et

leur norme :

2

-H=L"(a) : (.,.)H 3 H”H
1

-v=H02(_Q) N CPY N ” “v

-LV =10, T;V) ; (g 3 I|- [

SWEW(O,TV) 5 (L) s “”w

Nous allons utiliser & cette fin un théortme classique des proble-
12 . 1

mes d'évolution [9] dont nous ncus contenterons de vérifier les hypotheses
a - Théoreme

Soient deux espaces de Hilbert séparables, V et H, tels qu'il exig-

te une injection continue de V dans H et que V soit dense dans H

- 20 -

Pour tout t e]O, T[ , T fini, soita (t ; w,v) une forme sesquilindaire
continue sur V x V, satisfaisant aux hypotheses suivantes :

(i) I'application : t —> a (t ; u,v) est mesurable, Vuet Vvev

(i) ] M indépendante de t telle que :

|a (s, v)| € M fuly, - V0 PP tefo,T] , Yy, VveV
(iii) 30()0 et XeR telles que :

2 2
Re [a (t; v,v)] +A "v"H > "v“v p.pté [0, T] ,YveV
Sous ces hypoth¥ses on définit ainsi une famille d'opérateurs, A (t),
de V dans V', tels que :
<A (Bav > el su,v) YA (e DV, V)

(ou, le symbole < .,.> désigne la dualité entre V et V1)
et le probleme :
Trouver u € L2 (0, T ; V) telle que :
u' € Lz (0,T; V'), et
u () +A (L) . u(t)=g(t)p.pte [O,T] dans V', avec g& LZ (0, T;V*

u (0)=\10 uoe H;

admet alors une solution unique.

b - Application au probleéme I

Si nous prenons pour V et H les deux espaces de Hilbert corres-
2 1
pondant aux notations du paragraphe précédent : H =L (LL)yetVs= H0 (),

on sait, en raison de la relation: "u"H< “u“v Yu e V,que l'injection

de V dans H est continue, De plus V est dense daus H, pulsque pa¥ aéfinition
1 2

Hy (L1 ) contient & (£L) qui est dense dans L (<L),

Nous choisigsons la forme suivante !
1 i=n
(1-5) at;u,v)= . E . (DiU, DiV)H Yu, YveVv
i=

2
d'apres les propriétés du produit scalaire dans L (LL), il est évident que
ceci définit une forme bilindaire sur V x V ; de plus étant indépendante du

temps t, elle est mesurable par rapport 3 t pour tout u et v appartenant a V.




=== ,s,..b-'aj
|
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Afin de démontrer la continuité de cette forme, nous partons de sa dé.

finition (1-5) et en prenant les modules de chaque membre, on obtient :

i=n i=n
1 1
a(t;u v)l:— D,u, D £ =
Ae g (D@, Dyvly | € g (D Dyvyy

appliquons l'inégalité de Schwarz dans H, au second membre :

|2 (tsumf< ¢ Z} (XYY R

et en ajoutant A droite le terme positif : "u“Hx"vnH :

1=n
1
a(t;u,v ' £ 7T
l ( =% i§'=_o ||Di“]|H““Di"||H
Appliquons maintenant au second membre 1'inégalité de Schwarz corres-

pondant 3 la norme euclidienne dans Rnﬂ :
R 212 | im 2
a(t;u, = E D 1/2
l 5 ")|<k . " iu"H x| 2 “Div"H
i=0 i=0
1
la norme de HO étant la méme que celle de Hl (L. ), on obtient :

= 5 1
(1-6) |at;uv)| <y Tefox|ivlly ¥ Yvev
ce qui démontre la continuité de la forme a (t ; u,v).

I reste & vérifier la troisi®me hypothese (iii) ; en partant une
nouvelle fois de la définition (1-5), nous obtenons la relation :

i=n

la(t;v,v)‘ =i o
i=1

2
DiV"H ¥veV

or les normes dans V et H sont reliées par :

[ 1 A a1 4

donc :

N R Y A ¥

. 1
11 suffit de prendre A = et 0 LXK % pour vérifier I'hypothese (iii).

bl B

—i
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Posons : (1-8) g=- i‘ . f
Comme f appartient par hypothese 29 ( o, T [_), on en déduit que g est
2
dans l'espace L (0, T ; V'). On peut donc appliquer le théoreme énoncé

ci-dessus :
Pour toute fonction f donnée de & (] 0, T[), il existe une fonction

2
unique, w, dans L (0, T ; V), telle que :

(i) we L (0, T; V)
1 (i) w' )+ AR, w (t)z-.-l%f(t) p.ppourt e]_ 0,T [dans A
(ii1) w(0)=0

En utilisant la formulation variationnelle de (ii), soit :

1
(1) <w,v> talt;wv)=-p <f,v> VveV

et en prenant pour v une fonction de & ( {l), on démontre dans [10] , en
tenant compte du fait que la trace de w est nulle (c'est-a-dire w/rl =0
VFte J 0, T l:), que la solution de I' est la solution du probléme de Diri-
chlet :

1 1 /
Wl AW E - f dans D ()
(1-9) 1™ W/Z =0 (X :{rontitre latérale du cylindre _CLx] 0,T [)

w(0)=0
Nous avons donc démontré que le probleme I avait une solution unique,

\p, dans l'espace W (o, T; V).

4 - Universalisation du probleme [
Au paragraphe précédent nous avons mis en paralléle le probleme
d'évolution I avec 1'équation de couche limite (0-14) en faisant correspondre
la variable t & la variable longitudinale %, la fonction { jouant le m&me rdle

let b4
que le terme -~ D dx-

Par analogie avec les principes énoncés dans l'introduction de

cette partie, nous allons universaliser le probleme I en le transformant de
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fagon a faire disparaltre la fonction f, qui différencie les probitmes

d'évolutions du type I, de 1'équation (1-1). Pour y parvenir, on ast amené

a remplacer la variable de temps, t, par un ensemble de parametre, p,,
i

en définissant une application, Py de l'ouvert ] 0, T [dans IR,M-H :
1-10 = g i
(1-10) t =Py ()= (og (1), g (0 ..y py ()

Nous allons également associer & f une application, F, de RMﬂ dans

R et 2 1a fonction f une application, (15, de .(‘L)(RIVH‘1 dans R, telles que :

(r (P, () 2 £ (1) vtelo, TL

(1-11)
G Py () 2 pt) ¥xe s vie]o,T[

Avec la forrmule de différentiation :

i_ i=M dpi 2 i= M
(-12) <5 -i'z—__o el ‘;0 8! _a—ap.

- 1

nous pouvons effectuer le changement de variable (1-10) dans le probleéme I

1-1) Ay x —%—\fi— =f (k> 0)

1 (1-2) W =0 vte Jo, [
(1-3) Yix,0) = 0 Vxe o
qui s'écrit alors :
i=M
((1-13) 2d-x Yy p 22 g
| i=5 1 OF

Ia. (1-14) @/ﬁ =0 V-PM(t) correspondant 3 t e_.]o, T [

(1-15) } (x, P, (0) =0 ¥x e (n

Nous allons maintenant caractériser les parametres p. en les définis-
i

sant a 1'aide de la fonction f et de ses dérivées :
(1-16) p, = £ ) pouri=03a M

ce qui 2 un sens du fait de l'appartenance de £ 3 l'espace ) ( ]0, T [)

\ —_— - :
L'application PM est donc continue et 1'image de 1'ouvert ] 0, T[ estun

arc de courbe ouvert dans (RMH, q? B

- LG -

L
|

Dtapres (1-11), on en déduit que :

(1-17) Fz P,

De plus, en calculant la dérivée des parametres p, on voit appa-
P P s PP

raftre la relation de récurrence suivante :

o ir= i= N
(1-18) PPy pouri=03aM-1

On remarque que inI ne peut pas &tre définie par cette relation.
En utilisant ces derniers résultats, nous pouvons mettre le pro-

bleme sous la forme équivalente :

i=M-1
d . 29 .
(-19) 8%-x ) _ w L -k By Sh . P

e S AT
i, (1-14) S/ =0 ¥e e P
(1-15) ¢ x, P (0)=0 ¥Yxe .

Le principe de 1'universalisation est alors de remplacer le probleme
Ib par un probléme approché, II, obtenu en introduisant le parametre sup-
défini par :

plémentaire, PM+1’

(1-20) Pyg = f (

M+1)

Son écriture se déduit de celle de Ib, nous allons donc désigner
M+ .
par, Qx, la fonction définie sur -OxR 2 3 valeurs dans R correspondant
*

a (ﬁ ; de méme P!ltd sera l'application de] 0, T [ dans RM+2, 5) étant

1'arc de courbe, image de l'ouvert ]0, T [ .

Nous allons donc remplacer la résolution du probleme I par celle

du probleme II qui représente son universalisation approchée au rang M :

J o M 3 F

- K J(_=_0 t‘j+1 a PJ 0
1 < (-22) &/ =0 Vp’;ie (ol
(1-23) o (x p’;[ (0)=0 ¥xe.Ou
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En effet, 1'équation {1-21) n'est pas équivalente & 1'équation (1-19) puisqu! 3
elle dépend d'un Paramétre de plus, On ne peut donc espérer avoir co:lhci-.:'-
dence de la solution du probleéme II avec celle de Ib que lorsqu'on fera tend}':
M vers 1'infini, le parametre supplémentaire Pral disparaissant alors. Ca‘"
n'est donc que lorsque nous introduisons un nombre infini de parambdtres B
que nous pouvons parler d'universalisation du probleme I, c'est pourguoi

nous désignons le probléme II comme une approximation au rang M de 1'uni.

versalisation de I,

Nous allons chercher la solution du probléme II sous la forme d'un

développement en fonction des parametres P, ¢

. i=M+1 .
{1-24) é(Mﬂ) 3 —Zo - 8

5 -
(Nous montrerons, ay pParagraphe suivant, la convergence de §

(M+1) vers
la solution § du problame Ib).
Nous pouvons tout de suite remarquer, d'apres l'hypothese faite

sur la fonction f, (1-4), et la définition des paramatres p.s (1-6) et (1-20),

.5
i
que ces derniers vérifient :

(1-25) p, (0)=0 pour i = 0 3 M+l
1

nous pouvons donc en dédujre que :

@E‘MH) G, B} (0)) = 0 Yxe.q

d'apres sa forme particulidre, (1-24), 1a solution du probleme II, @?‘MH)
vérifie implicitement 1a condition initiale (1-23),
Nous allons maintenant déterminer les fonctions Qf, de la seule
variable x, en tenant compte de la condition au contour (1-22) qui doit &tre
vérifiée par la solution Q:MH)' nous devons donc avoir :
i=M+1

po- O, =0 Vte]O,T[

i=0
c'est 2 dire :

(1-26) @* =0 pouri =03 M+1

e

P AR | it -.-miﬁj
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: : ifiant
reportant le développement (1-24) dans 1'équation (1-21) et en identifian
en

e TG 5
les coefficients des parametres de mé&me indice des deux membres,

obtient :

définies par la
Les fonctions @f du développement (1-24) seront donc définies pa

résolution successive des probleémes elliptiques suivants :

k -
AQO B sur (L)
* -
Y

ad; = x-§)

(1-27) @,i ~ d g )
M
* _ 3
Mmi T E v
sur (su)

o
i ont donc étre
Etant indépendantes de f, ces fonctions Qi pourr -
on
déterminées une fois pour toutes pour la classe des problemes d'évolu
i 1 L D
du type I ; c'est pourquoi on les appelle "fonctions universelles de IV, De
u 3
i ment
lus, si, dans la plupart des cas concrets, les fonctions f sont lentemen
p 3 E]

. s P
. S
v '] ne calculer que les premieres.
ar1ab1es, on pourra a uste titre

Du point de vue pratique, on limitera le développement (1-24) & un
certain ordre pour une fonction f donnée, et il suffira alors de calculer les
paramatree p. 3 V'aide de (1-1A) et de veporter les réanltata dana 1lexnvea.
;ion de F(kM‘H)’ (1-24), pour obtenir une solution unive.rs.efle approchée dclj5
probléme considéré, dont la qualité dépendra de la rapidité de convergen
de la série (1-24). On peut d‘ailleurs remarquer que le premier terme de

@:k tient déja compte de la fonction £, ce qui n'est pas le cas
f(kM-}-ll) ' Pg Ipr M )




L
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lorsqu'on prend en premitre approximation la solution du probleme sans

second membre,

Il est évident que la validité de cette méthode repose sur la con-
vergence de la série (1-24), c'est 2 dire de la solution du probleéme II, vers
la solution , kf » du probleme I, quand M tend vers l'infini. Clest ce que

nous allons démontrer,

Nous allons d'abord étudier la convergence de la suite des fonc-
tions @:1 qui apparaissent dans la solution du probleme II ; ensuite nous
*

(M+1)
terminer nous établirons que sa limite n'est autre que la golution du pro-

bleme I, L.P .

montrerons la convergence de la série de somme partielle § et pour

>
a2 - Convergence de la suite ﬁm

Les fonctions @1 sont définies par la résolution successive des
probléemes au contour dans fL, (1-27), Or on démontre dans [10] que le

probleme de Dirichlet non homogene :

Au=g
(1-28) {u/rl:O

2
ge H=L (L)

sur QL borné et régulier

1
admet une solution unique dans l'espace V = HO ({1 ) ; on en déduit donc

. * . g .
que les fonctions §m existent et sont uniques dans cet espace fonctionnel,

Afin de simplifier un peu les calculs, nous cousidérerons que

'ouvert 0 est contenu dans 1'hypercube (] 0, IL )n et que le coefficient k

a la valeur 1,

Soit le probleme au contour dans (1 :
% >3 * %
JAQm - i’n-l Qrn et Qm-l ev
(1-29) *
=0
| top

1
i
4
:
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'é i o ot 1668 rons sur ()1
multiplions les deux membres de 1'équation par §m e g
2k
(ce qui prend un sens pour §m—l e V):
* * _ * £ du

[ @ @asf & ®. T 0
en développant le Laplacien du premier membre et en utilisant le fait
que V est dense dans H, ce qui permet d'introduire le produit scalaire
dans H au second membre, on obtient :

i=n %

* 2 ax _ o ak
Z J Qm (w) . Di Qrn (u) o du = (%-1' Qm)I-I
i=1 -

intégrons par parties l'intégrale du premier membre

jﬂ@; (). D} ) (). du [§: B §!:n]/'ﬁ i -I_(L 0, &)

la condition au contour annule le premier terme et on a :

= (u) du

i=n

.7::1 [Di Q: ]2 () du = - @fn-l’ ym)H

en introduisant la norme dans H au premier membre et en majorant le

second membre i 1'aide de 1'inégalité de Schwarz dans H :

il A [ | A

i=1
soit en majorant encore le second membre :

SISl A PR N1 - Y A

2
H

Nous allons établir une autre inégalité en partant de la relation :

* i j * X dv \7] jLan
x X. V.s 000y . .:
@ (X]; DR ) - D]' ?m ( T e ] .'(1) J

en appliquant 1'inégalité de Schwarz au second membre et en élevant le ré-

sultat au carré :

*2
§méxjxj

J * |2
[Dj @m] (i vees Ve % )el,
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intégrons les deux membres sur . _:
x, §

* 2 J i

¢ " (w)ydu ¢ J x, dx, f D % i

L m S 3] fn (u) du h

en introduisant la norme dans H et en majorant le second membre en tena.r.t

i
1
!
i

compte de I'hypothese faite sur <L , on obtient :
2
1-31
(1-31) “an “ 5 <

En minorant le premier membre de (1-30) & 1'aide de la relation ci-dessus :'

G L P R A ol 1
c'est-a-dire :

-2 |l <5 - |2l 5

En majorant le second membre de (1-30) avec 1'inégalité (1-32), on a : ]

P L R L T DA AR L

et en utilisant la relation (1-31) & 1'ordre m-1, on obtient :

@x 2 . .
m'H pour j=14an

on arrive 2 :

(1-33)

* || 2 1 * 2 E

D L = i, i
iQm”H = "Dj Qm-l”H ¥ij=12a 4
Ajoutons membre 3 mernbre les inégalités (1-32) et (1-33) :

o P L o RS HT A R o EX)

en majorant le second membre, on arrive 4 :

LA I S PN T

donc en introduisant la norme dans V :

% % v

cette relation traduit la convergence uniforme de la suite (5}k vers 0 dans |
“m

\

(
< L
3

=1

i=n

D. @}E ‘h
i -1

(1-34) z

1'espace V.

=30 =

*
b - Convergence de la série @m

Nous rappelons que nous cherchons la solution du probleme II,
c'est-a-dire de l'universalisation approchée au rang M du probleme I, sous

3
la forme de la somme partielle d'une série, Q(Mﬂ) 5

% m = M+l +
(1-24) B = m:=; p_ox &

*
Désignons par @m le terme général de cette série :

1-35) @ =p x B

en calculant la norme dans V des deux membres, on obtient :

* n2 2 * 2
”®m n v Pm X”Qm “ v
comme par hypoth2se la fonction f appartient 2 J (]0, T D et que par leur

définition les parambetres p, sont liés aux dérivées de f,(1-16) et (1-20), on
P P 1

en déduit qu'il existe une constante positive L telle que :

(1-36) || Py " o = L ¥m, meWN

donc en intégrant 1'égalité précédente par rapport & la variable t, apres

majoration du second membre par (1-36), on arrive & :
T 2
* n 2 * || 2
}(; ”@m v (yat < Lo T'“Qm“ v

*
En raison de la convergence uniforme de la suite Qm vers 0 dans V on peut
donc dire que l'intégrale du premier membre sera finie pour tout m, ce
*
qui nous permet d'affirmer que le terme général de la série, @m, appar-

2
tient & l'espace LV =1L (0,T; V); donc:

(1-37) u@;"iv < thT. ‘é:‘“ 3 ¥m, me N

*
Calculons dans LV la norme de §(M-‘1) et en utilisant 1'inégalité triangu-

laire dans cet espace, on obtient :

e TReM £ 2
%MH)ILV Smtzo "®m" Ly

done, avec (1-37) :




TR v U L = R o]

=31 =

2 mEMAL s 2
o
E A
“F(kMﬂ) “LV = m=0 Sllv
soit, en utilisant la relation (1-34) au second membre :

m=>M+1

”f(kml)"zv < 1% T*"i’:"xz,— x ::!_:0 (i)m

et en majorant la somme partielle de la série géométrique :

(1-38) ”f&m ”iv é% X L2 T,

B e a a T I E ey

]Q’:u‘zl VM, Me N :

ce qui prouve la convergence uniforme de la série, de terme général @:1 l
* g
dans l'espace LV, mais il reste & démontrer que la limite de Q(MH) quan J’

M tend vers l'infini est la solution\-f’ du probleme I.

>3
¢ ~ Convergence de la solution approchée, Q(Mﬂ) vers la solution

exacte, ‘f

Nous pouvons considérer 1'équation :

=M |
% _ 0%
(1-21) A¢" -k 'j2=:0 Pijn™ 77 P, “Po i

* *
od, @ =Q (x, Pgr Pproven s P'M, PM+1)’ comme une équation dépendant

de M+2 parametres p'j .

En utilisant une transformation, %’J
~ M-1 .
peut définir la fonction _§ g 1

Vxelo |

(1-39) §(X, t, }"M’ pM+1) = @A‘(x: ‘Pyon..., pM_H) Vt GJO,T[ k

, analogue & PM, (1-10), on

et a l'aide de la formule de différentiation correspondante 2 B H

M-1
P T I W = ?
(1-12) ST :%_0 pj)( T

P X ==
d + ,
=0 J BPJ.

on peut mettre 1'équation (1-21) sous la forme équivalente :

———ma) =

(1-40) A D-x a.ﬁ kP, —aa-_P% X,

B e

B2 =

Or la solution, §?M+1)' du probléme II vérifie :

) %*
J—Mﬂ =3 d'apres (1-24)
APy, s

~J
donc la solution correspondante, q(MH)’ du probleme Ha. obtenu & partir
a¥d

de II par la transformation PM-l vérifie 1'équation :

(1-41) A§(M+1) TS tM+1 =k xPpnx FM

Nous rappelons que le probléme I de départ a la forme :

(1-1) ﬂkp-k%:f= (k > 0)

i (1-2) WP =0 V¥te10,TC
(1-3)  (x,0)=0 Vxe O

Introduisons la fonction E'(M-i-l) qui représente l'erreur absolue
commise en prenant pour solution approchée de I la solution universelle de

rang M :

~

(1-42) €y = §(M+1) =&

elle est solution du probleme III suivant :

2%mm) +

(1-43)  AGpy - gy =kary < By

11 (1-44) E(M+1)/|-i =0 ve e Jo, T

(1-45) E(M+1) (x,0)=0 Vxe o

Effectuons maintenant la transformation :

. y -t
&?MH) = &(M+1)X N

ée _ @:E xe-ﬁt

M M

(1-46) avec @ € R

[t

{

on a donc les relations suivantes :

e 2 &)

M+ M ¢

Jt :[(5"88\/&1) t T o ]V e ®
e e gt

. §M+l) = 881 X
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en reportant ces résultats dans l'équation (I- 43), on en déduit que la fonc-

tion £(M+1) est solution du probléme III

e
9 Ema)

e e
(-47) 4 Eoaan) ~ X REagy =% T3¢ =K By - 9:4
m { (1-44) é?Mﬂ)/ﬁ =0 vt e J0, T[
(1-45) aFMH) (x,0) = 0 Vx ¢ 5o

Multiplions les deux membres de 1'équation (1-47) par &eM et
intégrons sur e

R e UL TR S [N

$

é.

1

J Einara) )X 0 E gy au -1 ﬁfﬂ[(Mﬂ)] (b - St j [6 <MT1)J (Zu)%f

= kx PMHf&(M-!-l) Q () x du

intégrons par parties la premitre intégrale :
i=n

& Ee 2 e N e e
FZI,L (as2f ) % Dy E(agay(@) x du g [5(M+1) <Py Coany | e

; ~n/ [ E(M+1 ] * )

il

le premier terme s'annule & cause de la condition au contour (1-44'), et en

introduisant le produit scalaire et la norme dans H, on obtient :

2——-” M+1)“H *kP" +1)"H 2 a ”E(Mﬂ)"H

e
-k Prran ¥ (é(M+1)' '(P:d)H

v |

A= e

en utilisant 1'inégalité de Schwarz dans H au second membre et en majorant I

encore le résultat, on arrive 3 :

2 .k
2

_.L.U

: :T "E(MH) ”H

e

Z;”D (M+1) “H

W e e

- 134 r=
Soit :
i=n
e 2 _I_-l E _d. $ ||
EHDi Sl % (p-z) £ 20 [Een s
A=)

bl

nous choigigsons 3, qui était arbitraire jusque 132, de maniere 2 ce que
le coefficient du second terme soit égal a1 :
L

(1-48) B=1 * 3

on peut alors introduire la norme dans V :

& | 2 + k g € 2
l (M) v 2 7 oat (M+1)

intégrons les deux membres de cette inégalité par rapport & la variable
kLT

tde 02 T:
T
J; ”&'(EMH)”f,(t) at + = 2 ()< B2

? "E(GM-H) ll H

D'apres la définition de Q:/[, (1-46), (@ étant positif, (1-48), on en
déduit que le second membre est fini pour tout M ; on peut donc dire que
&fMﬂ) appartient & 1'espace LV. En introduisant la norme dans cet espace
et en minorant le premier membre on obtient finalement :

kLT

(1-49) “& Mi1) lLV

. X
En raison de la convergence uniforme de la suite Qm vers 0 dans V,
e
comme (3 est positif, la suite QM convergera uniformément vers 0 dans
V pour toute valeur de t appartenant & un intervalle borné. Donc, quand M

tend vers l'infini, la suite e’ converge uniformément vers 0 dans LV,

(M+1)

Nous avons donc démontré que la solution universelle approchée au rang
*

M, @(M-Pl) , converge uniformément vers la solution du probleme I, \f s

dans 'espace L. (0, T ; V) quand M tend vers l'infini,
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II - APPLICATION NUMERIQUE

Nous allons développer la technique d'universalisation en nous limitangt

2 une classe de problémes d'évolution. Apres avoir défini 1'exemple choisi

et expliciter rapidement le calcul de sa solution exacts, nous développerongf

son universalisation et en particulier la détermination des premitres fonc- |

tions universelles, Enfin nous présenterons les résultats obtenus avec dif-

férentes fonctions f,

1 - Choix d'une classe de problemes d'évolution -

i
Afin de limiter les calculs, nous avons choisi d'étudier la méthode }

i

d'universalisation sur la classe des problémes d'évolution du type I, mais i
en prenant pour (. l'ouvert J0,1[ de . Soit, donc : !
2 !

3 e f

(1-51) ~ - 57 c°f j

. |

1 (1-52) P(0,t) = (1,t) =0 vee Jo, T[ !

L

I

I

¥

i

|

i

(1-53) P(x,0) =0 Vxe Jo,1[

La fonction f, qui différencie les problemes d'évolution de cette classe sera

définie ultérieurement, ainsi que la valeur de T,

de la solution dont 1'étude est faite par V. A, Ditkin et A, P, Prudnikov dans |

Nous nous bornerons rappeler les points essentiels de 1'obtention !
l'ouvrage [ll} v !

Nous désignerons par @ la transformée de Laplace par rapport & |

la variable t de la fonction

(S H]
-pt
(1-54) 0 (x,p) = J e Py § o (x,t)x dt ~
0 !
]
et par F celle de la fonction f |
[s o]
(1-55) Flp)= | e Pt(t)ear
0

= 36 =

En appliquant cette transformation de Laplace 3 1'équation (1-51)

et aux conditions aux limites (1-52) on obtient :

2
(1-56) -BL%— -p P=F

1-57)  F@.p=fuLp=0  Vpewr
La solution de cette équation différentielle du second ordre en x

avec la condition au contour (1-57) peut se mettre sous la forme :
1
(1-58) P (x,p) = - J G (x, u;p). F(p)du
4]
oli, G est le noyau de Green de 1'équation (1-56) :

(sh (x Vp) x sh [(1-u) vV pl
VP x Sh VD

Sh (uVp) x Sh [(1-%) V5]
VP x Shy p

d'autre part G est la transformée de Laplace de g définie par :

pour x gu

(1-59) G (%,u;p) =

pourx 3 u

(1-60) g(x,u;t)=% [Vs(iég‘;t)-v?’(xz'ﬂ,t)]

ol V3 est la fonction de Jacobi :

BA® iy =
(1-61) v3 (v,t) = e

n=-om
ces résultats nous permettent d'écrire la solution du probleme I sous la

forme :

t 1
(1-62) ”f(x’t) = _j f(v) x [J g (x,u; t-v) du]x dv
0

0
Afin de pouvoir calculer numériquement cette solution nous avons ex-

pliciter la fonction g & l'aide de (1-61) :
n=+00 _nZ‘_“?. :
(1-63) g (x,u;t) =2 ‘__; sinnfu x sinnTx v e
n=1

la solution du probleme I, s'écrit donc :

j=too X X t
4 sin (2j+1) T x f f{v)xdv
= 2t (2j+1)% Wh(e-v)
(1-64) ¥ (x,t) = 0 e
0 ailleurs

pour x ¢ 10,1[
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i |

on peut remarquer que pour toutes valeurs de t elle est symétrique par L
rapport & 'axe x = 1/2, i
3 - Solution universslle approchée au rang M :

Comme nous 1'avons vu dans la premidre section, la méthode d'unj‘;é

versali i i i ks \P
ligation consiste en pratique 3 approcher la solution eéxacte, du
t

probléme I par un développement ds la forme : :

" m=M+1 i
(1-65) ) = o * i)
. . |
0 mX Im ﬁ
le
s parametres de forme, P+ 2yant encore la méme définition : %
) _(m)
(1-16) pm~f pourm =03 M +1 ﬂi
1 : s i f
es fonctions universelles de I, qfn, étant explicitées par la résolution suc- i
cessive des équations différentielles d'ordre deux 3 valeurs au contour : E
r x" . F
9 = ) i
* *
9 (0) =q; (1) = 0
% 4
9 =9, F
* % '
1-66) < g, (0)=q () =0 ‘
% h 5
RYDIY, f
* * I
Gygr (0 = Gy, )= 0 I
- '

nous obtenons ainsi pour les premieres fonctions :

q: (x) =—zlr (- x)

® 1 4 3
(1-67) q =gy & -2x 4x) pour xe 10,1C pro-

< ’ i
X Yengé nar 0 aillsurd:

i
i
f
I
%
q;: (X)=é‘,. (x°~3x3+5x3-3x) '

.. 1 8 7
q3(x)—8'. (x" = 4x +14x5-28x3+17x) i

U ca 2
ne rapide étude de ces polynémes montre que sur l'intervalle ]O 1 [
k]

!
ils ont leur optimum au point d'abscisse 1/2 et sont situés d'un seul cbté de !

s 38 e

1'axe des x ; de plus on démontre (voir Annexe 1) la relation suivante :

(1-68) ”qfn e < SI;H Vm e

4 - Etude de trois cas concrets

Dans ce paragraphe nous allons appliquer la méthode d'universa-
lisation A trois problemes d'évolution de la classe I. Pour chaque fonction
f choisie, nous avons calculé la solution exacte | et les solutions univer-
selles approchées en prenant plus ou moins de termes du développement
(1-65), et nous comparons les résultats obtenus. Les calculs ont été effec-
tués sur l'ordinateur CII 10070 de 1'Institut Universitaire de Calcul Automa-
tique de Nancy.

a - Exemgle 1

Conformément & 1'hypothese faite sur la fonction f dans 1'étude

théorique, nous avons d'abord choisi pour f une fonction classique de l'es-

pace & ( J0, TC ) appelée "Mollifier" ; soit, avec T =2 :

-1
g f2=t) pour tout t € 10,20
(1-69) f(t)=
0 ailleurs

Afin de simplifier le calcul des premiers parametres de forme, nous

avons fait le changement de variables : y = t-1, et on obtient ainsi pour

ye 3,4 ¢ =l
. 1y2
po(Y)= e =i
2y 1-‘12
P (y):- X e
1 2,2
(1-y7) =7
4_ L
1-10) Yo, ) = 2B o 1Y
2 2,4 1
1-y") '2
6 4 2
by +3y -10y +3) 1-
P3(Y)='4Y(y = 26Y xe' ™
L (r-vy)

ils sont prolongés par 0 en dehors de cet intervalle _] -1, +1[ g

Leurs graphes sont représentés sur la figure (1-1).
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On constate que, bien que la fonction f soit régulitre, ses dérivées
successives n'ont pas cette propriété ; en effet, les fortes variations, qui
sont concentrées aux extrémités de l'intervalle pour les premiers parame-
tres, gagent l'ensemble du support et deviennent de plus en plus accentuées

avec 1'élévation de l'ordre de dérivation de la fonction {f,

Sur les figures (1-2) et (1-3) nous avons représenté, en différentes
abscisses x de 1'intervalle :I 0,1 [ compte tenu de la symétrie par rapport
au milieu, 1'évolution au cours du temps de la solution exacte \]0 et des
solutions universelles approchées en prenant successivement un terme :
@:(to), deux : @E), trois : @’(kz) et quatre termes : (?_}&), du développement
(1-65).

On s'apergoit que les résultats sont homogeénes par rapport a la varia-
ble d'espace x, en effet les courbes varient peu d'une abscisse a 1'autre.
L'augmentation du nombre termes de (1-65) pris en compte améliore 1'ap-
proche de la solution exacte, sauf aux extrémités de l'intervalle ]0, 2[
dans un premier temps. ‘Les fortes variations des parametres de forme se
font alors sentir et il faudrait prendre une approximation universelle d'un
rang plus élevé pour obtenir une estimation satisfaisante de p . En parti-
culier au voisinage de l'origine, t = 0, ol la condition initiale {1-53) provo-
que une perturbation supplementaire, mais la convergence de la série (1-65)

est assurée par la rapide diminution en norme des fonctions universelles

*
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b - Exemple 2

Nous allong prendre une fonction f plus lentement variable que

pi la précédente afin de régulariser les variations de ses dérivées successi-

ves, Pour y parvenir nous définissons f & 1'aide d'un produit de convolu-

{ tion :
‘i g% h (t) _pour -1 te ]0, 3[
i (1-71)  £(t) = {, ailleurs
F avec : -1
l-u.2
| -1 glu)= pouru €]-1, 4]
j; 0 ailleurs
i et 1 pour u E] 1,2 [
(1-71)"  h(u) =
0 ailleurs

Soit en explicitant le produit de convolution :

t-1
i g:th(t)=J g (u). du pour 0 <t ¢ 1
: |

t-2
i (1-72) < gxh (t) = j g (u) . du pour 1& t g2
f t-1
: : 1
. | gxh(t)= ) glu).du pour 2 &t <3
| ! t-2

Cette fonction f appartient encore 2 l'espace gD(] 0, T[ ), avee T =3,

i : Les paramdtres de forme sont alors définis par :

g(m):!:h (t) pour t &]0,3[
;' | (1=73) pm(t) : {0 ailleurs

et leurs graphes sont représentés sur la figure (1-4),

P e arm T —— ATt ey
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Nous constatons une plus grande régularité des premiers para-

metres de forme par rapport & 1'exemple précédent, en particulier aux

extrémités de l'intervalle ol les amplitudes sont bien plus faibles,

Sur les figures (1-5) et (1-6), nous avons tracé, aux mé&mes abscis-
ses que l'exemple 1, 1'évolution au cours du temps de la solution exacte
* * 2* *
et des solutions universelles approchées : et . (Nous
P For oy 9 &)
n'avons représenté que les courbes ou arcs de courbe distinguables les

uns des autres),

I Nous voyons qu'il y a encore une grande homogénéité par rapport
2 la variable d'espace x et que la convergence des solutions universelles

| approchées vers la solution exacte est plus nette que sur l'exemple 1. En
effet 'approximation universelle @’Zh est pratiquement confondue avec ¥
et au voisinage des extrémités de l'intervalle de temps, §!(t3) constitue

i déja une estimation satisfaisante de \P .

Nous vérifions donc, par comparaison avec l'exemple précédent,

que pour &tre sfir d'obtenir une bonne approximation de la solution exacte
en ne calculant que les premiers termes de la série d'universalisation

(1-65), il est primordial d'avoir une fonction f assez régulitre ainsi que

ses dérivées,
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¢ - Exemple 3

Etant donné que peu de phénomenes physiques peuvent &tre repré-
sentés par des fonctions de J ( 10. e [), nous avons testé la méthode
d'universalisation sur une fonction n'appartenant pas a cet espace fonction-

nel. Soit donc f définie par :

[1-(l-t)2_] n pour t E]O,Z[

0 ailleurs

(1-74) £(t)=

Comme cette fonction et ses (n-1) premigres dérivées sont continues
v 2o
a l'origine, pour que l'approximation universelle au rang M’§(M-il)’ véri-

fie la condition initiale (1-53),

(1-53) P(x,0) =0 ¥x e Jo,1[
% m=M+1 *
(1-65) @(M-{-l) = 2, Po* 4

il faut limiter le développement (1-65) aux termes qui vérifient cette condi-
tion ; donc théoriquement il ne faut pas prendre une solution approchée
avec plus de n termes, c'est-a-dire une universalisation de rang M infé-

rieur ou égal 2 (n-2).

En réalité nous avons constaté qu'on pouvait prendre quelques
termes supplémentaires en continuant d'améliorer l'approximation de la
solution exacte et sans altérer la représentation au voisinage de 1'origine.
Ce fait est du & la convergence rapide des fonctions universelles q:l vers

0 pour la classe des problemes d'évolution du type I.

Nous présentons les résultats obtenus pour les valeurs 3 et 5 de
la constante n, pour lesquels nous n'avons calculé que les quatre premiers

termes de la série (1-65),
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ler cag :n=5

4 En faisant le changement de variables, y = t-1, les trois premiers
parametres de forme ont pour expression :
2.5 - -
po ()= -y) poury € -1,
2.4 .
(1-75) P, (y) = -10, y. (1-y) prolongé par 0
2 2.3
P, (yy=10., 9y -1). (1-y") ailleurs
Les graphes, figure (1-7), montrent une assez bonne régularité, Cela
se traduit par une rapide convergence des solutions universelles approchées
de rang croissant vers la solution exacte (figure (1-8)), En effet en prenant
cing termes, f&), on obtient une approximation de \F avec une erreur
relative inférieure & 3 %, la précision étant meilleure au centre de l'in-

tervalle qu'aux extrémités,

2¢me cag :n=3

Avec le méme changement de variables, on obtient pour les premiers

parametres :

Py (v) =01 - Y2)3

p, (v)=-6y. (l-yz)2 poury € J-1,+[
(1-76) <

B 2 2 prolongé par 0 ailleurs
P, (y)=6.(5y -1). (-y)

p, (1) =-24.y. (5y°-3)

v

La discontinuité du quatridme parameéetre, Py, aux extrémités de l'in-
tervalle ]-1, +1 [ est mise en évidence sur la figure (1-9),

Les trois premiers paramsdtres sont plus réguliers que pour n = 5,
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La figure (1-10), analogue i (1-8), montre que la prise en consi-
dération du parametre Py n'altére pas la qualité de l'approximation au
voisinage de 1'origine et améliore la précision obtenue avec trois termes,
@?2), puisque §?3) est pratiquement confondue avec Y , sauf pour les va-
leurs de t proches de 2,

Nous avons également fait le calcul avec cing termes, §?4) B
l'approximation obtenue ne differe de la solution exacte qu'avec une erreur
relative inférieure &4 1%, sauf au voisinage immédiat des extrémités de

'intervalle,

d - CONCLUSION

Sur ces trois exemples nous avons constaté la bonne conver-
gence de la méthode d'universalisation. Cette convergence étant d'autant
plus rapide que la fonction f qui différencie les problémes d'évolution du
type I, est plus lentement variable, Résultat logique, puisque nous avions
vu dans la premidre section que la suite EFMH)’ des fonctions qui carac-
térisaient l'erreur commise par l'approximation universelle de rang M,
convergeait vers 0 dans 1'espace LV d'autant plus rapidement que la cons-

tante L était plus petite ;

(1-49) ”£?M+l) “iv < %_Tx”ﬁd !12'1

or, L est la borne supérieure des modules des amplitudes des parambdtres,

(1-36) “pm lo €L ¥m, melN

Enfin, nous remarquons que dans tous les cas l'universalisation avec
un seul terme, 9_5?0), donne déja une idée convenable du comportement de
la selution exacte, ce qui n'est pas le cas en pfenani en premiere approxie
mation la solution du probléme I sans second membre qui est identiquement

nulle,
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UNIVERSALISATIONS DES EQUATIONS DE COUCHE LIMITE




- 55 -

Les résultats obtenus dans la premigre partie sur un probleme
parabolique linéaire, qui n'est autre qu'une forme tres simplifiée du pro-
bleme de couche limite étudié, constituent un début de justification & 1'appli-
cation de la technique d'universalisation aux équations de couche limite la-
minaire incompressible stationnaire plane, Des études analogues ont déja
été effectuées a Belgrade sur la couche limite thermique, V, Saljnikov - V.
Djordjevic ]_121 , et pour les fluides compressibles, Z, Boricic [13] et B,
Obrovic [14] , et sont en cours & Poitiers pour le cas instationnaire, J.
Nérault [15] .

La question de l'existence et de 1'unicté du probléme de couche li-
mite a déja été étudie par O,A.Oléinik [16] et cette étude est Egalement
poursuivie a Nancy par Chipot [17] . Les probldmes soulevés par l'univer-
salisation sont d'une telle complexité que nous nous contenterons d'appliquer
cette méthode sans pouvoir, pour le moment, démontrer la convergence de

la solution approchée du probléme universalisé vers la solution exacte,

Dans une premigre section nous allons présenter les caractéristiques
communes des méthodes paramétriques du type Loitsianki, Dans les sections
deux et trois, nous étudierons deux extensions de l'universalisation de L, G.
Loftsianski proposées par V., Saljnikov, qui différent par le choix de la va-
riable transversale utilisée. Nous expliquerons également les méthodes nu-
mériques mises en ceuvre pour résoudre les équations universelles obtenues,

en nous limitant aux approximations mono et bi parametriques,

I - LES METHODES PARAMETRIQUES DU TYPE LOITSIANSKI

M. Blasius a été le premier 3 établir une méthode générale permettant
le calcul de la couche limite bidimensionnelle autour d'un obstacle cylindri-
que perpendiculaire au courant, L, Howarth et surtout H, Gérller l'ont con-

sidérablement améliorée tout en élargissant son domaine d'application,

Malheureusement le défaut essentiel de ces méthodes est d'étre

fondées sur la représentation de la répartition de vitesse de 1'écoulement




potentiel extérieur, U, sous forme d'une série enti¢re de la variable x ; e
qui est tout 2 fait inapproprié pour le cas des profils assez minces, tres
sAouvent employés, car la vitesse U augmente tres rapidement au voisinage
du bord d'attaque, pour varier ensuite tres peu le long de l'obstacle ; en
conséquence on doit prendre un grand nombre de termes de la série et on
ne peut calculer 1'épaisseur de couche limite, 8 » avec une précision conyg,
nable que dans une région proche du point d'arrat ; 5 il faut ensuite prendre apy
méthode numérique du type différences finies dont l'emploi est trés délicat

4 cause d'instabilités,

Parallélement en U,R,S.S., V.Y. Schkadov [18] et 1'équipe de
L.G. Loitsianski [-_4] ont travaillé a la simplification de la méthode clas-
sique de Karman-Pohlhausen qui utilise une représentation analytique du
prdfil des vitesses par une famille de fonctions dépendant d'un parametre ,

A, appelé "parametre de forme de Pohlhausen'.

Afin de transformer les équations de couche limite en une forme
universelle, c'est-3-dire ne dépendant pas de la vitesse de 1'écoulement
extérieur, U, on introduit & la place de la variable longitudinale x des para-

metres de forme, et suivant le choix de ces parameétres on aboutit 3 des ap-

proximations universelles différentes (voir V. Y. Schkadov [5_] , L.G, Loit-
sianski [6] » V. Saljnikov - S, Oka [7] ). Or la comparaison des résultats
obtenus dans des cas simples, (V, Saljnikov [3] )s a montré que la méthode
de Loftsianski se rapprochait le Plus des résultats exacts ; ce fait est d au
comportement des premiers parametres le long de 1'obstacle qui pour
Loitsianski sont petits sauf au voisinage du point de décollement et assurent
ainsi une bonne convergence, C'est pourquoi V. Saljnikov a choisi ces para-

metres pour effectuer les universalisations présentées plus loin,

Nous allons donner dans ce paragraphe les idées essentielles qui
ont conduit Loitsianski & choisir ses paramdtres et qui sont exposées dans

sa publication [19] . Nous expliquerons ensuite quelques unes de leurs pro-
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priétés et montrerons les conditions d'écoulement pour lesquelles ils sont

indépendants,

a - Définition des parametres de forme

La notion de similitude en Mécanique des fluides, (voir H.
Schlichting [l] , chapitre 8), a donné lieu & de nombreuses méthodes de
résolution, Postérieurement au travail de Th von Karman [20] , K, Pohl-
hausen [21] , a fond€ la construction de solutions de similitude sur la re-
présentation des profils de vitesse dans la couche limite, sous la forme d'une
famille monoparametrique :

L ¥
CEVE I (R
i’ = 5‘ S)t c:k:': 1
olt, suivant le choix de la largeur caractéristique h: @, @ ou o e pa-
rametre de forme de Pohlhausen, A , devient :
2 *2 *%k2

U‘g ! U'g ou L 5 Les variables 2 et ¥ jouent le réle de

] v ’ U h

coordonnées de similitude et A est le parametre de similitude de la famille

de vitesses.

En effet, si dans deux sections différentes de la couche limite hy
a la mé&me valeur cela signifie que les profils de vitesse dans ces deux sec-
tions sont semblables. Si A est constant dans toute la couche limite, ily a
alors une similarité de mouvement dans 1'ensemble de la couche limite ;
1'équation (2-1) admet alors pour solution la classe des solutions de simili-

tude de la couche limite plane en écoulement potentiel.

Dans le cas général des écoulements a profils de vitesse non sem-
blables, le parametre A est fonction de la coordonnée longitudinale ; dans
les théories monoparametriques, il est solution d'équations différentiellea
simples (voir K, Pohlhausen [2 IJ

L'équation (2-1) peut s'ét‘endre au cas de plusieurs coordonnées

afin de traiter des problémes plus complexes, tels que la couche limite

thermique ou la couche limite tridimensionnelle, En généralisant la notion




habituelle de similitude, le systéme d'équation obtenu constitue alors une

similitude spécifique du mouvement dans la couche limite,

On a d'abord choisi les fonctions kfi des équations (2-1) de fagon |
intuitive en prenant toutes les fonctions classiques du type trigonométriques, :
potentielles, .., et en comparant les résultats obtenus aux solutions exactes
ou aux données expérimentales, Vers 1930 des progres furent accomplis
par utilisation de la classe des solutions exactes de différents problemes
concrets correspondants 3 la répartition de vitesse & la frontidre extérieu-
re de la couche limite de la forme : U = b0 - b1 x (b1 > 0) (voir L, Howarth
[[22] et N.E. Kotchin - L.G. Loitsianski [23]).

Malgré ce choix rationnel il subsistait encore une certaine impré-
cision quant & la détermination de la famille des parametres dans les diffé=
rents cas concrets, Loitsianski propose alors, comme point de départ d'une
solution pluriparametrique de similitude généralisée, la représentation du

profil des vitesses suivantes :

(2-2) % =kp(:§% Pip i)

ol fl' fz, sont les parametres de forme, ce qui constitue une généralisation

de la méthode de Pohlhausen (2-1),

En utilisant cette relation (2-2) on peut définirwe nouvelle fonction

de courant, @, adimensionnelle :

B ,\V
(2-3) N =05 T =
2 u.&**

avec les nouvelles coordonnées de similitude Q et %‘ 5

@(? S 6, L)

B .y
(2-4) §= goxx

ol, BO, est un facteur de normalisation,

Loitsianski a montré que 1'on peut choisir § de cette facon et cons-
truire les parametres fk afin que la vitesse adimensionnelle (2-2) ou la fonc-

tion de courant § (2-3) satisfasse 1'équation de couche limite laminaire
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plane incompressible et stationnaire :

2
(0-21) 2, Q¥

oy ° 9x vy : yz dx d y3
avec les conditions :
oy
= z = =0

y=0 =y

o)
(0-22) y— %‘ —U

Rk F 3

N A

Loitsianski déduit le premier parametre fl de celui de Pohlhausen

en prenant comme grandeur caractéristique 1'épaisseur de quantité de mou-

U'5’E*

@) =

= Bt
nous désignerons souvent dans la suite les dérivées par rapport

vement §** au lieu de § :

(Remarque :

3 la variable longitudinale x par U', U",,..)
On démontrera au paragraphe suivant que 1'équation de quantité de

mouvement (0-19) prend alors la forme :
df

LD, o
(2-6) = v Ftuth
or, en utilisant la relation (2-5) : .
df 5&*
L Ul TR S
— = ——— |F, { +UU"x
(2-7) dx u.f 1 ))2

ce qui donne 1'idée de la forme du deuxidme parametre f2 H
:H:4
s
- 1"
(2-8) £,=0 ., U"—=
)
On peut ensuite définir les autres p r

relation générale :

2
a o dS K
(2-9) fk=Ukl-(§—x“)-("£;‘)
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On constate que le premier parametre, fl' caractérise la variation

de la répartition de vitesse, U, i la frontitre de la couche limite, au point

considéré, Son signe définit 1'augmentation ou la diminution de la vitesge U |

c'est 2 dire que la couche limite a le caractére de 1'écoulement dans un con.

vergent ou dans un divergent,

Le second parambtre, f2, prend en compte la courbure de la vitesge
extérieure U au point considéré et son signe représente la concavité ou la

convexité de cette vitesse,

Les parametres suivants sont liés aux dérivées d'ordre plus &levé
et leur influence est toujours plus petite comme 1'ont montré des calculs
concrets ; par exemple pour un obstacle cylindrique de section droite circu-
laire, on voit que les deux premiers paramdtres sont prépondérants sauf

au voisinage du point de décollement de la couche limite, (figure 2-1),
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b - Transformation de 1'équation de quantité de mouvement

Dans l'introduction nous avons établi 1'équation de quantité de mou-

vement dans la forme suivante :

$ 5 g2
(0199 2 4 (24m) % o s = L
U

et on rappelle que le facteur de forme, H, est le rapport de 1'épaisseur d=
I .
déplacement, 35, 1 i'épaisseur de quantité de mouvement, 5 **, et que ’2,’0

est le coefficient de forces de frottement 2 la paroi par unité de surface :

Au
0-3 = .
(0-3) Yy 3 { Dy y=0
Nous allons transformer la relation (0-19) en introduisant les grandeurs
@
(2-10) T = Q—_‘y“_—
3(5**) y=0
2.u
Fe
(2-11) £=- N

Yy 2
olzm) | v=0
5!&
ces deux quantités peuvent &tre exprimées 2 1'aide de grandeurs déja définies,

En effet :

2
87 2 - ﬁ _3_2‘1
7= (a;)y=0 ot fz--R— v P

or la condition d'adhérence & la paroi appliquée & 1'équation de couche limi-
te (0-14) :

(0-14) u'a_:' +v—gi =U.U'+D—az—‘£
4 Ay
donne la relation :
[ azu‘ . Lo
Loy ‘Y=0 v
donc :
%= éﬂ’fjo
o
(2-12) . Uvg**z y
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On peut tirer 1'épaisseur de quantité de mouvement en fonction de f.
1

et en dérivant par rapport 3 la variable x on obtient :

asT  guf Sy
dx 2 T 2w
soit en reportant dans 1'équation (0-19) :
ST §®ye &
o1 Sy U 7
2t Zor ) S —

1 €U
d'ol 'on peut tirer la dérivée fi g
un U AR
f'=-—£.2(2+I—I)Ufl +2 =21

= N pulist:

et en exprimant le dernier terme 3 1'aide des relations (2-12), il vient :

gn u
fl = — - ur
1 o f1 2 (2+H) — fl + 2 == g

d'ol la forme transformée de l'équation de quantité de mouvement :
UI Ull
2-6 = =
=5 ER T

avec :

(2-13) ¥

[g - (24H) f]

Si on tire F de 1'équation (2- 6) on obtient :
ﬂ g fl

Yy

on peut remarquer que la quantité entre crochets est la dérivée par rapport

4 la variable x de f /U‘

F=U

donc :
f
- e o
F=U ( o )
eén posant : 2
*%*
(2-14) A ST

D

La définition du premier parametre, f1 (2-5), devient :

£=U, 2 ¥
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et on obtient finalement une autre forme transformée de 1'équation de quan-

tité de mouvement :

dz**

(2-15) =

c |

Remarques : 1) la grandeur F ne dépend que de la variable longitudinale

x comme le montre les relations (2-12) et {2-13).
2) en combinant les formules (2-5), (2-14) et (2-15) on obtient :

» U
- Xk
- =%, EF. . ) _ F US§
dov: (O = 35" S © v £
et finalement :
@) ALY . SUE
- *% 201
S 1

¢ - Relation de récurrence

La formule de définition générale des parametres de forme de

Loitsianski peut s'écrire :
(2-9) £ = Uk“lx U(k) % (z”"h)k
si on dérive par rapport & x cette relation, on a :
fik = (1<_1).Uk'2 x U' x U(k)x(z*‘*)k FRTAR U(’“”x(z**)k k. Uk'lxv(k)ﬂ

(L 2%

en utilisant 1'expression (2-15) et en multipliant les deux membres par UZ
on obtient :

X ko (ktl -1 (%
I% £1, = (k1) =l gl () us utet )(z?‘*)k“;»k.uﬂ ]U(,)(zx*)l.
3 l'aide de (2-9)', nous arrivons & la relation de récurrence suivante :

U T 1
l’i_'l AY ' rd ot = c — f L f . _.F f_‘ A r
(@17 g H G Ty T R TR gl

que nous utiliserons au cours de l'universalisation pour simplifier 1'écriture

des équations.




- wu =

-85 -

d - Indépendance des parametres de forme

Nous allons former une combinaison linéaire des n Premiers para.

metres de forme, soit :

k=n k=n k-1
}g"‘k L= kZ=1 By U

en posant :

Nous pouvons considérer que nous avons un polyndme de degré

(n-1) en U, qui est une fonction quelconque, Nous pouvons donc dire que si

ona : e k-1
Py - 6] =0
k=1
cela implique alors que : Bk=0 Vk, k=1an,

*t
Comme la grandeur 2", (2-14), est non nulle Ie long de 1'obstacle

on en déduit que :

A, =0 siU(k);t'O

Yk, k=13n

Nous venons donc de démontrer, Puisque toute combinaison linéaire
nulle de n paramdtres fk implique que ges coefficients soient tous nuls 3
condition que les n premitres dérivées de la vitesse U soient non nulles, que:
""L'ensemble des n premiers paramétres de forme de Loitsianski constitue
un systeme de n fonctions indépendantes de la variable %, sauf quand la vi-
tesse 2 la frontidre extérieure de la couche limite, U, est un polynéme de
la variable x",

En particulier pour certains écoulements du type de Tani [24] R
ol la vitesse U est représentée par des fonctions de la forme :

U(x)=C. x" avec m entier positif

ils ne sont pas indépendants,
Mais un ensemble fini de parametre fk formera un systime libre pour le
cas de 1'écoulement potentiel autour d'un cylindre de section droite circu-

laire, puisque la vitesse U est alors donnée par :
U (x)=2Uw . Sin ’—;1

Uoo étant la vitesse de I'écoulement potentiel amont et R le rayon du cylindre,

- 1 VEC g varia-
8 8 eq 100 C € €
a Transformation des équat: s de couche limite ave 1] 2

bles de similitude . )
N avons vu que l'idée de similitude généralisée des profils
ous

1, ey . . AT
de vitesse en différentes sections de la couche limite avait conduit Loitsians-
| var s ’ § lace de Yy -
O velle variable tranver ale M a pla -]
kia prendre comme nouve
(2-4) ; =

itude étant la nou elle fonction de courant @ H
A s
1'autre COOTdOIleée de similit

s 0t
(2-3) &= v 5=
oment,
la variable longitudinale x est conservée pour le m ' "
N allons tout d'abord transformer les équations de cou
ous

te a ai de ce ouve variaples % @ voir A citsianski
11 bl et ( e} L.G
mite i de ces ni es L

[6] ). Nous partons des équations :

3
2
oy azgf | 3\;’=UU'+D—Q':§~
(-2 3y © Bxay * Y oy
¥
y=0 Y=Sy =0
QY
B R § |
(0-22) y—>® dy
Yoo
T T

P>

) Dy T S

3w 3T T R ) bin 3

(2-18) ‘*_ﬁ_i—;%=(__]:_i)2, ;2, £3= T “‘“‘afs
9y &= oF " 3y & §

n obtient lea équations suivantes :




(

3y _; 28 % _ ume 2’8 v usd 2% &1
v 5N L1 H 3 = 2 = i
SR R
's 1 g** - s%kk! ::-‘
E 5 s Teus™) B U 22 £ iy e
0
22w = i ) g 5= 324
IxJy Qﬁ dxéi- sH D2

en reportant les relations (2-19) dans les équations (0-21) et (0- -22") et

apres introduction de la fonction F par l'intermédiaire de (2-16) on obtient

les équations de couche limite soug la forme :

3 F+2f f Uf i 2
53 1 5 3°¢ @ 1 2% 2 1 a8 %
2-20) 2= 8%3 z ¢ 3 § Bo [1-(33 ] sl | 98 xek -
o -
2
¢ e Q4
dx g 2]
_ 3% §
=0 Q:-a?=o
@-2) (Foe ‘Sﬁ%‘-€>1
«on B,

Pour intégrer 1'équation (2-20) avec les conditions (2-21), nous avons

besoin de connaftre leg grandeurs F et B

La fonction F est définie par (2-13) :

- (2+H) ﬁ] -
(_
B (2-10) T Q)

*t =
3 a<5&;)

qui deviennent apres changement de variables :

(2-13)

avec

(0-18)

y=0

(2-22)

Pour un écoulement extérieur & 1a couche limite constant, le para-

metre fl d'aprés sa définition (2-5),

est identiquement nul, Loitsianski

fait alors 1'hypothese suivante : la solution de l'équation (2-20) avec les

conditions (2-21) doit &tre, lorsque f ést nul, celle de Blasius pour la pla-

que plane 2 incidence zéro, clest-3- d1re B

9’3o 2 %o
‘__—~+
3?3 Q0 ;.)zs—z

(2-23)

=0

- b8 -

%,
=0 8= 5% =0
2%

§—>°° % —>1

(2-24)

or lorsque fl est nul, 1'équation (2-20) devient :

&3§+ F @ﬁ_—.

(2-25) 3?3 ZBz %z

de la comparaison des équations (2-23) et (2-25), on tire la relation :

2
(2-26) pour £1 =0 F=2 ;0 =2 B

0
o= 9,

et avec la définition de Gpar (2-22), on en déduit la détermination du fac-

teur de normalisation B0 5
Zio
BEZ 'g =0

d'apres les calculs de Blasius pour la plaque plane, on obtient :

(2-27) B, = (

(2-28) = 0,470

B
0
Si on part de la définition de 1'épaisseur de quantité de mouvement :

(o]
(0-2) §** =f %(1-%;-)@
0

et qu'on effectue le changement de variables, on arrive & :

@ 2)@ ',)Q o 3§0 c)é

2] STe-dpese] [edt

(2-29) e

i ion du facteur de forme, H
ce qui permet de trouver une autre expressio

1 (®, 28§

g = = 1- ) d

(2-22) H Boé ( ag g )
1 (®,. % L %0 - 28,
=E;J0 (1_3_§)d1}:+B0'§) (3 S

d'ol :
(2-30) H=H0+El—‘ I: lim ( ~§0)j|

avec, d'apres Blasius

(2_31) H_ =2,592,
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b - Obtention des équations universelles

La présence de la vitesse extérieure 3 la couche limite, U,
et de sa dérivée dans le second membre de 1'équation (2-20) implique que
pour chaque cas particulier d'écoulement il faut refaire les calculs. Pour
remédier 2 cet inconvénient, Loitsianski a remplacé la variable longitudi-
nale x par l'ensemble "infini" de ses parametres de forme2 définis par :

) Sk
(2-9) £ = 0", o™ M o (-1 z*‘"=§-D-—

avec la relation de récurrence :

(2-17) EU,- A [kF + (k-1) fl] =0,

Remarque : Loitsianski introduit un ensemble "infini!' de parametres de
forme pour n'étudier ensuite, & juste titre, que les approxima-
tions mono et biparametriques. Il nous a semblé plus strict de ne
considérer qu'un systéme fini de paramsdtres lorsqu'on présentera
les universalisations dans les sections deux et trois, Mais il ne
faut pas oublier que la solution des équations universelles tron-
quéesau rang Nne converge vers la solution exacte du probleme de

couche limite que lorsque N tend vers 1'infini,

Toutes les grandeurs qui étaient fonction de la seule variable longitu-

dinale x deviennent des fonctions des parametres de forme :
G o= G(E, £y ) s H=H(E, £,...)5 F=F(f, f,,...)
la fonction de courant, @, devient elle : § = @ (‘ﬁ ; Il, fZ’ .

En utilisant la formule de différentiation suivante :

k=0 k=0
(2-32) =& = £ -2 . > o . __Z)
O =T o Uy o ko 9y

on met l'équation (2-20) sous la forme universelle de Loitsianski :

35  FHef 2 £ 0%
(aL 1 a§+4[1_(%)2]=

9.3 | gt ope | g2
(2-33) k 0 5 %

P
3
8

P
i
—

1 Rl 2% 28 %%
0 : . }
Bi Z k ;‘)3: c)?Bfk afk STZ

avec les conditions :

'§=0 §=T=0
(2-34) ‘fﬁoo =

Solution de Blasius
§0 pour la plague plane

le point déterminé par f1 = fz*—. ..= 0 est un point singulier de 1'équation
(2-33) et la solution de 1'équation ne peut &tre alors quelconque : d'apres
1'hypothése de Loitsianski ce doit &tre la solution de Blasius pour la pla-

que plane,

¢ - Résolution numérique et exploitation

L'équation (2-33) avec les conditions (2-34) est universelle car
elle est valable pour toutes les vitesses U, Il suffit donc d'intégrer numé-
riquement et de tabuler la solution en fonction des différentes valeurs des
parambtres de forme, Or on trouve dans le premier membre de 1'équation
(2-33) 1a fonction F qui dépend de la solution de cette équation ; mais les
difficultés rencontrées lors de l'intégration sont compensées en parties,
d'apres Loitsianski, par le choix des variables de similitude, ¢ et § 4
en effet, on obtient déja une bonne approche des solutions exactes par la
méthode monoparametrique.

Ensuite, pour chaque cas particulier ; les calculs se réduisent 2
la détermination de 1'épaisseur de quantité de mouvement, 5_**, ou, ce
qui revient au méme, de la quantité Z** (2-14) qui est la solution de 1'équa-

tion différentielle non linéaire du premier ordre :
sk A
. F(UzT,uunet, )

2 f Y.
ol dZM_ -l (fl 2 ~
(2-15) B U - U

Les résultats obtenus par la méthode monoparametrique sont
déja ires salisfaisanis en ce qui concerne le cas de l'écouleinent autoui
d'un cylindre circulaire (voir L.G, Loitsianski [6] ) et sont améliorés
par l'approximation biparamdtrique, puisqu'on obtient pratiquement la so-
lution exacte de Terrill, [81 , sauf au voisinage du point de décollement.

(voir L.G. Loitsianski [19] )
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Les méthodes numériques employées pour résoudre les équationg
mono et biparametrique sont détaillées dans les publications de L. M,

Simuni - N.M. Terentiew [25] et de L. M. Simuni - E.F. Ozerova [ze] :

II - PREMIERE GENERALISATION DE L'EQUATION UNIVERSELLE DE
LOITSIANSKI

Nous venons de voir que la méthode biparamdtrique de Loitsianski
donnait de tres bons résultats sauf au voisinage du point de décollement
de la couche limiite, en particulier pour 1'écoulement autour d'un cylindre
de section droite circulaire, Mais, comme l'indique V. Saljnikov [27] ,
du point de vue pratique cette méthode posside 1'inconvénient de compli-
quer l'obtention des grandeurs caractéristiques de la couche limite dans
chaque cas particulier. En effet il faut chaque fois effectuer une intégration
supplémentaire, celle de 1'équation de quantité de mouvement (2-15) qui
n'est pas linéaire ; or ce calcul a présenté quelques difficultés pour le cas
des cylindres elliptiques (voir I, Nay feld [28] ).

C'est pourquoi, a 1'instigation de V. Saljnikov, nous avons choisi
une méthode qui vise & associer les avantages de la méthode paramétrique
de V. Saljnikov - S, Oka [7] » qui offre dans chaque cas particulier un
calcul rapide mais moins précis des grandeurs caractéristiques de la cou-
che limite & partir des tables universelles sans intégration supplémentaire,
et ceux de la méthode de Loitsianski, c'est-A-dire une convergence rapide

due au choix des paramtres de forme de similitude,

Dans le premier paragraphe nous allons établir la nouvelle équation
universelle ; ensuite nous développerons l'approximation monoparametrique
qui a été testée pour le cas du cylindre circulaire. Dans le troistme para~-
graphe nous expliquerons les raisons qui nous ont conduits & renoncer i la

résolution numérique de l'approximation biparametrique,

1 - Généralisation des équations de solutions affines de Falkner-Skan

a - Choix d'une nouvelle variable transversale

Nous rappelons que les équations de la couche limite lami-
naire pour un fluide incompressible en mouvement plan permanent se ré-

duisent avec les hypotheses de Prandtl & une équation pour la fonction de

courant
2 2 3
Y oY Iy . I 3 oY
(0-21) 3o 0% -3k = @i, v P=t=m
dy = xdy dx d . by
avec les conditions :
Y= %‘L =0 pour y =0
i
(0-22) %‘{,— — U pour y—3 +
=~ 4, pour X =X,

En suivant 1'idée de Loitsianski, [19] , sur la similitude affine géné-
ralisée des profils de vitesse dans différentes sections de la couche limite,
V. Saljnikov a choisi d'introduire & la place de la variable transversale y

la variable de G&rtler, [Z ] B

(2-35) Y = U}'{"
V2 DI U (s).ds
0

qui, dans le cas d'une répartition de vitesse 2 la frontigre extérieure de

la couche limite du type : U (x) = me, se réduit a la variable des solu-

tions de similitude : 1

m-
= mtl). C.x i
A 2p :

elle généralise ainsi l'utilisation de la variable choisie dans le cas des

solutions affines,

En conservant la variable longitudinale x nous définissons la

nouvelle fonction de courant, 5, par :
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AR eadl s

(2-36)  §e o

Nous allons transformer 1'équation (0~ 21) avec les conditions

0-22 k
( ) & I'aide de ce changement de variables, Soient les formules de

différentiations :

2
5o (s + ‘/&—L\,ﬁx . —u | 3

ij U(s)ds zijJm oh
(2-37) 0
2 . U ) i )
aY - X T X a s
VzD{)Uds ? ) ZDJUds a"LZ
;)3 . U3 33

N3 T I a—e
dy [205(; Uds] 3/2 3‘13
avec lesquelles nous obtenons les relations :

2
. 28 Dy, PG oY 3 35
4 = e ——

L =N

oY v’ 2 " % ’ h
2 9y, /qu; Uds o 79,3 Zo%des on?

—-_

a X
(2-38) 9Y_ Wxy x§+‘/2\)J Udsy—g%ary,[gv.. y? :’ D]

Vx = - -
v V2d § 0 as 2 ffvuas | 992

qui, reportées dans (0-21), donnent apres simplification

Dsi 2 2.U' (" Uds
( D3 +§X‘A‘A§ + —%J’OTLX [1 (D@ \2]

02 2
SJ)__ U'X—.a—g..;.[}xii + Ux v Jm U2 \ azi

= " u oy !
(2-39) Zj U ds i
o O 03 2%% Dsﬁ 2§
X T X em— . -t
v oy =Dy " o= D»Z

L ! i v ((: -
orsqu'on exprime l'epa.xsseur de quant1té de mou ement, (0 Z)
]

4 l'aide des nouvellesg variables, on obtient :
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[ X
© 2\7_;0 U ds )‘Jco 9@ . a_§)Xd2
0

*k u u
s 2u-Yey- .
[
0 U U U a /] 3\2
on définit, alors, le facteur de normalisation B, par :

B = Lm a;f x(1 - ag )diZ

(2-40)

Nous pouvons remarquer la différence importante avec la méthode
de Loitsianski, ol BO était une constante déterminée par les relations
(2-27) ou (2-29) et dont la valeur était calculée d'apres Blasius (2-28), A
partir de maintenant la grandeur B sera une fonction continue de la varia-

ble longitudinale x qui ne colncidera avec la constante de Loitsianski qu'
au point d'arrét :
(2-41) B =B (x)
(0) = BO = 0,470,

L'épaisseur de quantité de mouvement s'écrit donc :

X
ok )20]’6 U ds

(2-42) &5 =Bx T

Si nous exprimons le premier parametre de Loistsianski, f] (2-5),

a l'aide de la relation précédente, nous obtenons :
2.0, [Fuds
> X B
U

ol on peut mettre en évidence la fonction principale de Gdrtler [ZJ 7 (3, ]

‘]
0

(2-43) =
£ =

définie par :

(2-44) (5=
ct donc @
2
(2-45) fl = (BxB

En utilisant ces dernidres relations, 1'équation (2-39) s'écrit :
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b‘ff’ oy 2 B oY
(2-46)
Uxd .[_DL,( 0% 28 3%3
U')(BZ a? DXDVZ ax 'a.?_Z
avec les conditions :
=0 E:%:O
28
(2-47) Y—>00 3 —>1
X =x ﬂ —(-Li—)
0 an "'9v o

le premier membre de (2-46) constitue 1'équation de Falkner- Skan dans
la forme de Hartree, [29] 3

2% 223 28
_W% +§HXTVL—ZH- +p([l-(TVZH- ] =0

b - Universalisation

Nous avons indiqué dans la premitre partie que l'universa~
lisation proprement dite d'un probléme donné ne peut &tre obtenue qu'en
introduisant un nombre infini de parametres, mais comme du point de vue
pratique nous sommes obligés de ne considérer qu'une approximation uni-
verselles ne dépendant que d'un nombre fini de parambdtres, nous allons

donc développer 1'universalisation approchée au rang N,

Nous introduisons 2 la place de la variable longitudinale x un

ensemble fini de N parametres :

(2-48) ¢ ey [fl Bl 6 e o (x)]
ol les fk sont leg parametres de forme de Loitgiangki -
2
b k
k-l (k )
(2-91) £=0" "« U( ) [V—] pour k =1a N

1'équation de quantité de mouvement sous la forme (2-15), est indépen-
dante du choix de la variable transversale ; nous pouvons déduire la rela-

tion de récurrence suivante ¢
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U
P t =
o x lyfb gz

out, la fonction F est toujours définie par :

L ko 2
(2-13) F =2, LQ- (24H) fl:l , avec : (2-12) C= :)-f—o“-% = BX[—OD—:L%_\I\?:O

(2-17)! =t .t x[EF = (B-1) fl] pour b=13 N-1

Avec la formule de différentiation :

. g
(2-49) o . U 0« 2 +:*N~——a~—

R Zul AT Dty
1'équation (2-46) s'écrit :
23hy 3 8y Bl %8y 2
———?QS + @NK-—-———a\?’Z 7 5 1—(—-'—,6\2 Y I=
f=N-1 - 2 2
1 28y %Nn 9% . d%dy
(2-50) <—£- x D&X[L:HENA afg»a'z = Dfe’ X 822 +

B L=1

08 [ 28y, 2% 28N, az%}
N

U'.BZ g‘z afN-a2 - ’afN 'BYZZ

D'apres le principe de 1'universalisation exposé dans la premie-
re partie nous devons introduire le paramedtre supplémentaire £N+l afin
de pouvoir exprimer la dérivée, f'N. 3 1'aide de la relation de récurren-
ce précédente, Mais nous allons supposer que ce parameire fN+1 est sans
influence,

La validité de cette hypothése repose sur la constatation qui a
été faite sur le comportement des parametres de forme de Loitsianski
au paragraphe précédent, Nous avons alors vu que leur influence diminue
considérablement lorsque leur indice augmente et on peut raisonnablement

ne prendre en considération que les premiers parametres : (par exemple :

figure (2-1)). Nous avons alors la relation :

U
(2-51) LA

y =9N=£Nx[N.F+(N-l). fl]

N
qui permet d*écrire l'universalisation approchée au rang N du probleme

de couche limite considéré :




3
%
33§N N §x 2% Oy
B3 N a2 * ¥

= 7 9

avec les conditions :

_[aéi,

9

(2-53) ——

Pour alléger 1'écriture des formules,

& par .

Nous allons présenter dans ce paragraphe la méthode de résolu-
tion numérique de 1'équation universelle approchée avec un seul parametre,
ainsi que la manitre d'exploiter les tables universelles dans chaque cas
concret, Nous illustrerons cela en donnant les résultats obtenus pour 1'é-

i . 3 -
coulement autour d'un cylindre circulaire et nous les comparerons 3 ceux

—>1

nous désignerons dans la suite

de la solution exacte de R, M, Terrill [8] !

a - Equation universelle monoparametrique

Lorsque N a la valeur 1, nous obtenons d'apres (2-52), (2-53)

et (2-51) :
I
sz3 * 1}(
(2-54) <
f F
A
BZ

Solution de Bla.
sius pour la pla-
que plane
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avec les conditions : 5
N #.28
L& 1~ 3yg
e
0%
(2-55) V> 37 —1
£=0 & =9 Solution de Blasius
1 1 0
pour lz plaque plane

La fonction caractéristique F ne dépend que du parambeire fl comme

nous allong le montrer ; en partant de la relation :

2.U. X4
(2-16) Fe—2t "'(%1
u &

lorsqu'on exprime la dérivée de 1'épaisseur de quantité de mouvement §  :

*% B y X
=22
§=g /f U ds

0
¢ 2y [Fuds S
(5% = g_ xB'-B"g' V2 i fFuas + B'XV =
v \/20[0 Uds
2
k! B! ocm U ca ). B
: a =__.a _.—-5 1 ———————
soit : (g™ ) B = + Uéﬁ

et en effectuant le changement de variables : x—?fl. on obtient pour F

apres simplifications

£ F
1 dB 2
- —t K ———
F=2x B dfl 2 fl +2B
qui permet d'arriver 3 l'expression suivante :
2.(8% - 1)
(2-56) F= ﬁ-—
"Bl o«

nécessaire pour l'intégration numérique de (2-54),
Remarque : Si on effectue la lecalisation par rapport au parame-

tre fl’ ce qui signifie pour Loitsianski qu'on néglige les
dérivées partielles par rapport 3 fl, l'équation (2-54)




: devient :

e

(2-57) 9@ + B 2 iL e g =L 1_(a§ﬁ)2 )
22 BZ a‘z 0

qui est 1'équation de similitude de Falkner-Skan dans la forme de Hart
Tee

[29] .

b - Méthode numérique de résolution

Nous ne calculerons pas la solution de l'équation (2-54) soys
la forme d'un développement comme nous 1'avons décrit dans la pPremitre
partie, car la non linéarité de (2-54) rend non aisé la détermination de 1a
fonction universelle de ce probléme, Nous 1'avons donc résolue comme une

équation & deux variables : Vz et fl.

i A .
L'équation (2-54) étant du troisiéme ordre par rapport aux déri

vées partiell i
partielles en vz » nous allons d'abord diminuer cet ordre en posant :

(2-58) g= —%

nous obtenons alors :

oy oY p
(2-59 xQr , 1 2
) 322 + @ avz BZ [1 - k-f’ j’ =

a B .
[a_i’ 28 . oy
9% of v

Nous avons choisi pour discrétiser cette équation par la méthode

des différences finies le schéma implicite suivant :

M+1

K K+

Figure 2-2
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en désignant par Ay et Afl les pas du maillage, les coordonnées (¥, fl)

d'un neceud du réseaun sont définies par :

= (M-1) x4 M=1,2,...,N
(2-60) K z
£ =KxAf Ke z

Remarque : - le pas Ay sera fixe, En raison de la définition de 1'épais-
seur de couche limite J nous bornerons convenablement la va-
riation de la variable transversale vZ ; donc, pour chaque valeur
de f., nous avons un nombre d'inconnues fini, N,

- le pas Afl sera, lui, variable ; on est en effet obligé de

le diminuer 2 l'approche du point de décollement de la couche

limite pour éviter la divergence de la méthode.

En supposant que la solution est connue pour une valeur donnée de
fl’ K, nous allons calculer la solution au pas suivant, K+l,
Nous nous plagons au noeud de coordonnées (M, K+l) et nous approchons

les dérivées partielles en ce point par les formules suivantes (différen-

ces centrées) :

(g Pma - fma
i 2.8y
% Pwn -2 v M
o (a)’?

(2-61) K+ K
Nt VIS Y!
afl . Afl

Kil 3K
2%, 8 - %y
afl af

\

ol,nous avons indiqué 1'indice correspondant 2 fl que lorsqu'il avait une
valeur différente de : K+l,

Nous constatons de plus que 1'équation (2-59) n'est pas linéaire,
or la résolution directe de telles équations est difficile, aussi nous allons

la linéariser. Pour obtenir une bonne approximation exacte de (2-59), nous

calculons, 2 f fixé, la solution 2 l'aide d'une méthode itérative, Si nous




(2-63)
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désignons par i l'indice d'itération nous pouvons alors linéariser (2-59)

en utilisant les relations suivantes 4

3\2 av&
L’;Z ‘a\fi-l kPi
(2-62) of  _ gpi-l, Jf
7Sy 2L
98 ¢ 38"l et
f 9 f 2

En reportant les formules de discrétisations (2-61) dans 1'

(2-59) linéarisée A 1'aide de

(M, K+1) & 1'itération i, 1'
pour M = 2 & (N-1) :

équation
(2-62), nous obtenons, au nceud de coordonnées

équation aux différences finies linéaire valable

i i i i
.2 P i i
YR YRR SV R I 4 VR 1=l
(49)° TR S = Rt
9 (B 7)
5 i i-l

£ xFl ) K+l PSS K+l K i
S L LSVEI SYRRE SO 1V o W SV

(B ) M Afl Afl Z,A\z

N i-1 i-1
o B" 7, F et §M sont déterminés par :

[ . £ S ot i
o =<L 9 - g 1)dvz « {Y i-l (l_?l-l)d?

P J Fi-l _ 2 [(Bi-l)Z . fl]

i-1
1.——2i 1"£1" BI™ - By
B af

0 S S TS |
LfM . J() tf . dvl

et avec les conditions aux limites suivantes :

=82 =

=8 =0

(2-65) . Vie N et YKe Z
P =1
Nous pouvons mettre 1l'équation (2-63) sous la forme :
(2-66) a;/'[l % “?;/1-1 -2, b;v'[lkupid + C;v_fl“P;vm = ai/}l pour M = 2 3 (N-1)
les coefficients a.i-1 s bi_l, ci-1 et di-l étant des grandeurs connues
M M M M

avant le début de 1'itération i et dont les expressions sont :
i-1

i-1 K+l K
f] x ¥ éM - éM

x
i-12
(B1 ) Afl

i-1 Ay i-1
=1 - 3 @ 4
iy Fl-7 [ M

2 il i-1

i-1 ()" Py 1y 1y £

By slb———— o | af
2, (8"

i-1 il sk
_ . £.F R G
Cl-l - 4y - [:§1-1 + 1 — - M M

M 2 LTM i &4
2 i1 K
i1 (ay )'x g P x P x gl
dyg == i1z |t bf
(®) 1

A chaque itération nous avons donc & résoudre un systéme linéaire
de N-2 équations & N-2 inconnues, \,f;/i, (2-66). Nous avons utilisé la
méthode du "Progonka' dont 1'étude est faite dans l'annexe 2 et qui est
une forme particuliere de la méthode classique de Gauss (voir J, LEGRAS
[430_.] ) appliquée 3 un systéme lindaire dont la matrice est tridiagonale
On pose :

i i

i i .
(2=88) I T Bt Yua e 8 = s -

et en remplagant kP;vI—l par cette relation dans (2-66), on obtient apres

identification avec (2-68) :
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i-1 i i-1
" a K - d
K1 =5 M. s M-1 M .
M i-1 i-1 i
2.b -a x L
2.6 M M-1
( 9) pour M = 2 3 N-1
Ci-l

i M
L = —_—
M i-1 -l i
M M M-1
la premidre des cond'itions aux limites (2-65) implique pour les coeffi-
cients de Proganka K. etL!
M M

i i
(2-70) K =L =0 ViEN et ¥

La méthode du Progonka consite donc pour résoudre les systémes
linéaires du type de (2-66), 2 calculer d'abord les coefficients de Progonka
K et L par les relations (2-69) avec 'initialisation (2-70) en faisant varier
M de 2 & N-1, et ensuite % obtenir la solution en appliquant la formule
(2-68), M variant cette fois-ci de N-123 2 et l{)i étant déterminé
(2-65). ; ~

No é
us démontrons dans 1'annexe 2 que les relations :

i-1
a.M >0
2. i-1
( 71) CM >0 ) M =2,N-1
i-1 al-l + ci_l
b
M > M . M

constituent des canditions suffisantes de stabilité de cette méthode

Po h Qo A
ur chaque pas en fl, nous initialisons la méthode itérative

en prenant la solution trouvée au pas précédent :

0
YK+ = pK
Y 1
(2-72) : VM, M=13 N
@KH = &K
“ M ~M

et 5 isi i
nous avons choisi comme test de sortie de ces itérations la réalisation

" - -
simultanée des conditions suivantes :
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( i i-l
Max @ - <€
M=2,N-1 ‘ M~ P
2-73] < i j-1
Max by -0 <€
M=2, N-1 IQ i M
i i-1} «
L |t gl <€

ot & est un infiniment petit.

Nous rappelons que d'aprés la condition initiale (2-55), nous
commencerons les calculs pour la valeur nulle de fl' Nous générerons
alors la solution de Blasius pour la plaque plane. Pour passer des valeurs

positives de f1 aux valeurs négatives, il faut repartir de 0,

Nous venons de voir comment calculer la solution pour une va-
leur fixée du paraméetre de forme f-l ; or il ne faut pas oublier que les ta-
bles universelles que nous trouvons doivent nous permettre d'évaluer les
grandeurs caractéristiques de la couche limite dans chaque cas concret ;
le parametre f1 ne pourra donc pas prendre n'importe quelles valeurs, En
effet nous sommes limités d'une part par le point d'arrét et d'autre part

par le point de décollement de la couche limite,

Le choix de la variable de Gortler, 9 , comme variable transver-
sale et la généralisation de la notion de similitude conduisent au fait qu'au
point d'arrét la fonction principale de Gortler, @ , est égale 3 1. (voir H.
Schlichting [1] , chapitre 8) donc :

!

2

— =1 au point d'arrét
B

(2-74) =

et on pourra tester l'approche de ce point en calculant A
Remarque : d'aprés l'expression de F, (2-56), on constate que F doit
gire nulle au poinl d'arrél, ce qui peul constituer wn auire iesi,
Au point de décollement, les forces de frottement & la paroi dis-

paraissent, le coefficient 2’0, (0-3) est donc nul ce qui traduit par la re-

lation :
(2-75) ['—g‘:\;—* =0 = 0 au point de décollement




on testera l'approche de ce point en calculant cette quantité par la

formule :
a9] -39
(2-76) [ J‘ZJVF g = 2.8y

______________________ 1) Pour la variable transversale nous avons
pris comme pas : sz =+ 0,05, et N est déterminé de fagon & obtenir la
solution pour toute la couche limite. Or, d'apres Blasius, la définition de
1'épaisseur de couche limite O correspond & la valeur 5 pour ¥ . Nous

avons donc pris, par mesure de prudence, la valeur 161 pour N,

2) Pour le paramdtre de forme £, nous
avons pris comme valeur initiale du pas : IAfl[ = +0,0005 ; ce pas étant

diminué pour des raisons de stabilité & V'approche du point de décollement

- 0,07 < £< - 0,06 A = - 0,00025
- 0,08 < -0,07 Af, = - 0,000125
- 0,0831254£ < - 0,08 41, = - 0,00003125
£ < - 0,083125 41, = - 0,0000005

3) Les calculs ont été effectuds sur 'ordi-
nateur CII' 10070 de 1'Institut Universitaire de Calcul Automatique de
Nancy,

¢ - Tables universelles monoparamétriques et leur utilisation

Pour chaque valeur du paramétre de forme fl on obtient les
renseignements suivants : - le profil de vitesse adimensionnelle dans
la couche limite :
\PM pour M =13a N
- la fonction de courant adimensiomnelle :
§M pour M=13a N

- le rappdrt : = 1/B2

les grandeurs A,B,H, G :

- 86 -

Azjm(l_xf)xdnz /2 ?max-;ﬁ(\zmaxhs-@N (N=161)
-

max

(2-77)< B=_{)m\f'x(1-\f)xd? # Prll-f).dy

H=A/B

: pB"[g;]w

qui serviront & déterminer les grandeurs caractéristiques de la couche

limite dans les cas concrets. Ces résultats, calculés une fois pour toutes,

. —— .
constituent les tables universelles monoparametriques :

J T s e e

SN | SR, TP S S e e B

fl .
L9
0
0,05 ]
8,0

figure : 2-3

Nous rappelons que ces tables ne sont valables que pour un
fluide incompressible en mouvement laminaire plan permanent. Afin de

el & xk
calculer les grandeurs caractéristiques de la couche limite, § , 5
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et 2‘ .+, dans chaque cas concrets vérifiant les conditions d'écoulement
ci- dessus, il faut déterminer la valeur du parametre f qui correspond 3
une abscisse longitudinale x donnée,

Lorsque la répartition de vitesse & la frontizre extérieure de
la couche limite, U, est précisée, on peut calculer la fonction principale

de Gdrtler, [5 s pour une abscisge xo donnée :

(2-44) [?,(XO) = U (s).ds

et on peut chercher dans la colonne {3 de la premiere table universelle

le terme qui est le plus proche de B (x )i on peut ensuite évaluer,en in-
terpolant les valeurs : A (xo),*B (x ), H (x ) % (x et f (x 0) qui vont
nous permettre de calculer §°, S et o o 2 point de 1'obstacle d'abs-

cisse x

0
L'épaisseur de déplacement, s* (xo), est calculé & 1'aide de
A :
(x,)
(2-78) §* (x,) = « V. uj a
0 T U (s) ds

1'épaisseur de quantité de mouvement 5 (x,), est &valuée par :
*k
(2-42)  §%(x,) = Ty zg (s).ds

et le coefficient de forces de frottement & la paroi par unité de surface,

2‘0 x ), est déterminé par :
U(xo) rg(xo)

(2-12) %, () =p
0 o 5**(::0)
ou 2
= fxU ) N ]
(2-79) T, (%) = x (x,)
P Veue, | 9

K

La valeur fl (xo) permet d'obtenir le profil de vitessa et la fone.
tion de courant dans cette section de la couche limite % 1'aide de 1a se-
conde table universelle,

Nous constatons que nous n'avons pas eu besoin d'intégrer une
équation différentielle supplémentaire comme c'était le cas pour la mé-

thode de Loitsianski,
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d - Cas de 1'écoulement autour d'un cylindre circulaire

Nous allons tester cette approximation monoparametrique
sur le cas du cylindre de section droite circulaire pour lequel, R. M.
Terrill a donné une solution considérée comme exacte, [8] v

Terrill utilise les variables adimensionnelles classiques de la

couche limite :

% m— =X, \/ 1
a L a. L
(2-80) rl .
w = = x VR
a UO a U

ou L et Uo sont une longueur et une vitesse caractéristique de 1'écoule-

ment et Re est le nombre de Reynolds correspondant :
U .L
Re = 0
)

A l'aide de ces variables Terrill donne les valeurs des gran-
deurs caractéristiques de la couche limite, calculées sous la forme adi-

mensionnelle suivante :

[0 0] u
-7 0g e
a 0 a
o U T
2 2
(2-81) J 5 -5 ). dya
0 a a

Nous venons de voir que l'approximation monoparametrique
nous fournissait les valeurs A, B, H, T qui sont calculées avec la varia-
ble de Gértler, \2 , comme variable transversale, Entre cette variable

adimensionnelle et ya, il existe la relation :

U
a

(2-82) 9= h’lx v, avec Xl \/—XO*-_
2 xJ U (s)ds
0 a

et on calculera donc les grandeurs caractéristiques adimensionnelles
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par les formules :

£ A

8,7 Tl
(2-83) g:* = Xl
1

1oy
=U _—
¥, a"Kl’f[a\z Y= 0
Pour 1'écoulement autour d'un cylindre circulaire de rayon R, la
répartition de vitesse 3 la frontidre extérieure de la couche limite est
de la forme :

(2-84) U(x)=2,U . sin X

ot U_, est la vitesse de 1'écoulement établi en amont de 1'obastacle,
o) : A X
La vitesse adimensionnelle, Ua' est alors :

o X oy _
(2-85) Ua (xa) = sin §o=sinx (UO 2. Uoo)

en prenant un rayon unité on peut confondre les absciszes x et x 3 le

coefficient de proportionnalité Xl est donc la fonction :

¥, = —Snx cos =
1 ot 2
2x (1L - cos x)

et la fonction principale de Gortler, (5 » qui sert 3 exploiter les tables

(2-86)

universelles a 1'expression suivante :

2, cosx
(2-87) F5= 14 cosx

Nous obtenons finalement les résultats qui sont représentés sur

les figures (2-4) et (2-5) avec ceux de Terrill,

Nous constatons une bonne approximation jusqu'a l'abscisse 0, 8,
ensuite les résultats s'éloignent des valeurs exactes, la précision s'alté-
rant progressivement jusqu'au point de décollement, Ceci est compré.
hensible lorsqu'on regarde la figure (2-1), o on s'apercoit que le para-
metre fZ n'est plus négligeable & partir environ de l'abscisse 0,7, Cette
approximation monoparametrique danne une moins bonne approche de la
solution de Terrill que celle de Loitsianski ; en particulier, elle conduit
a avancer le point de décollement 2 l'abscisse 1,70, au lieu de 1,77 pour
Loitsianski, la valeur de Terrill étant 1,823, Mais comme nous venons de
le voir, elle présente 'avantage d'&tre plus simple d'emploi que celle de

Loitsianski,

1

i@l

FiSWc. 2-4

1 - i
) X2 % T3
o
A
m-S;
1148
(AR
HS
e 1 i i i 1 _ i 1 i -ﬁ
0 qL 0,!, 6,6 o" ‘i “,zt 4:[‘ "i,‘ "n‘

e Solulion exacte. de Terrill
—o— Rpprosimation momopamme bique .1
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Nous allons généraliser ce qui a été dit dans le paragraphe pré-
cédent au cas de 1'équation universelle ne dépendant que des deux para-
metres de forme fl et fZ. Nous expliquerons ensuite les raisons qui nous
ont conduits & abandonner la résolution numérique de 1'équation discréti-

sée.

a - Equation universelle biparamétrique

En partant de 1'équation universelle approchée au rang N,
(2-52), et en se limitant aux deux premiers parametres fl et fz nos ob-
tenons, gréce & la définition de 91 par (1-17)' et de 02 par (2-51), l'équa-~

tion universelle biparametrique :

1 3 % 2_% *
R +§*,9§2 +-f1—x[1-( aéz)z .
3\23 2 3\22 BZ a? )
-88) fz”rFx[a@;, 29 i afzk, 33 , hreE
B% dy Iy xdf; of avlz B2
2% 2% 20 228
a‘z D‘zxafz ) afz 322

avec les conditions :

. 28

A P
*
(2-89) N— ® %QZ —1
2
fl = f2 =0 @g = §0 solution de Blasius pour

la plaque plane

Nous allons établir une nouvelle formulation de la grandeur F,
Lorsqu'on dérive par rapport 2 la variable x 1'épaisseur de quantité de
ok
mouvement &, (2-42), on obtient :

*% B' c#x U cxm v.B°
(7 =5 .97- 5.9 pe




(2-91)
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€n reportant dans la relation (2-16) :

1
Tt I L PP L B
u.B 11 1 U (gxx)z

et en effectuant le changement de variables : x — s (fl, fz), on arrive
apres simplification a:

_ 2 2 9B QB
F=2(B -fl) + A (fz+f1.F)'< Tfl + fz s (f1+ZF)X ‘;)fL]

qui permet d'écrire F sous la forme :

£

2

B -f+~2>< 9B +fx OB
1 B 2

2,/;.98B E)
Le Bx[fl o, T4y —‘J

cette expression est nécessaire pour l'intégration numérique de (2-88);

(2-90) F=2

ainsi que celle de B, (2-40).
b - Discrétisation
—Lscretisation

Nous nous Proposons de résoun

dre ce probleme comme une
équation dépendant de trojg variables

: \2 s fl et fz. A 'aide de 1a relation

(2-58) on ge ramne 3 une équation dy sec

PP o e A L AT 3% 9
22 +§)¢a? + BZ []»‘f =TX[Y){T£I~-TVS:;L +
£.(f

Afin de pouvoir déterminer 15 solution Pouruncouple donné de

(£1, fz), nous utiliserons la méthode des diff§-
€ma implicite suivant :

valeurs des Parametres,

rences finies avec le gch

ond ordre en ¥ par rapport é?:
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s

~
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oY

§\
M
"q e - -

g
NE:
N\

N
N

o
=
=
i

| Figure : 2-6

Af ] as suivant les trois
Si on désigne par Avl , 4 ‘.‘.'1 et fz es p

axes, un d eau tridimensionnel aura pour coordonnées :
3 noeud du rés 1 sionnel pour ¢

Y = (M-1) x4y M=1aN
_ Ke Z
(2-92) £ =KxAf)
Le z
fz =L foz

g
Au noeud défini par le triplet (M, K+l, L+l), nous approcheron
3 s N . - el-
les dérivées partielles par les formules de discrétisation (2-61) auxqu
es dérivé

les il faut ajouter :

20 . M- 95

9, At
(2-93) L+ _ &L
28 . Om -%wm

gfg A f2

a v i nd para-
La présence de dérivées partielles par rapport au second p
b

de forme u sparaissent pour l'a roximation biparamtrique
s qui di P PP P q
metre de 12




localisée, indique d'apris (2-93) que le calcul de 1a solution Y pour une
valeur donnée de fl du plan (L+1) nécessite la connaissance de la solution

pour la mé&me valeur de fl mais pour la couche précédente, L

On initialisera donc les calculs par la couche, L = 0, clegtud-
dire par les résultats de la méthode monoparametrique. Ensuite, pour
une valeur donnée de fz, on procédera comme pour la méthode monpara-

métrique en faisant varier fl

Nous n'entrerons pas plus dans les détails de 1a méthode numéri.
que, qui sera développée pour la seconde généralisation de 1'équation uni-
verselle de Loitsianski, car nous avons renoncé a obtenir les tables uni-

verselles biparametriques pour les raisons que nous allong expliquer,

¢ - Abandon de 1'approximation biparamgtrique

Notre but en essayant de résoudre l'approximation biparamé-
trique était d'obtenir de nouvelles tables universelles dont 1'utilisation
devait conduire 2 une amélioration des résultats obtenus avec la méthode

monoparametrique.

Afin de constater le gain de précision on aurait fait les calculs
pour 1'écoulement autour du cylindre circulaire. Il nous fallait donc ré-
soudre 1'équation universelle biparamgtrique pour les valeurs des para-
metres fl et fz permettant d'obtenir au moins 1'ensemble de la couche

limite dans ce cas concret,

Avec les variableg adimensionnelles caractéristiques de la cou-
che limite, (2-80), 1a vitesse de 1'écoulement potentiel est sinusoldale

pour l'obstacle cylindrique circulaire
(2-85) Ua. (x) = sinx (pour simplifier x = x si R =1)

Nous allons essayer d'évaluer le domaine de variation de fz né-
cessaire. En partant de sa définition (2-8) et en utilisant 1a relation (2.42)

on obtient aprés simplification :

2

Aok " x 2

£ ’—‘U.U"X(S—')Z =4, it J’ U(s) ds

2 vy 3 0
U L
et donc pour ce cas concret :

4 , l-cosx |2 4 2 x
= - —_—= - B t© £
(2-94) fZ 4 xB it ) 4 xB x ¢ 2

en prenant pour B, les valeurs trouvées au cours du calcul monoparame-
trique on obtient la courbe représentée sur la figure (2-7) ok on a égale-
ment fait figurer les variations de f2 correspondant aux résultats exacts

de Terrill : d'apres (2-83) :

=t 4 2 x
f2=-4'x()(15& ) xtg 3
; X
et comme pour le cylindre circulaire : (2-86) Xl = cos
ona:
g 2
(2-95) £, =-(8a ) xsinx
2T

Comme B est fonction des deux parametres il et fz, les valeurs
de B pour les couples de valeurs (fl' fz) correspondant A des abscisszes
x données du cyclindre circulaire n'ont aucune raison d'Stre égales aux
valeurs de B trouvées dans le cas monoparametrique aux mémes abscig-
ses x,

Le véritable graphe des variations du paramdtre fz le long du
cylindre circulaire se situera donc en princips , pour l'approximation
biparametrique, entre la courbe de Texrrill qui serait obtenue dans le cas
ol la méthode biparam¥trique donnerait la solution exacte, (2-95), et
l'autre courbe, (2-94), qui suppose que l'approximation bipa.ramétrique
n'apporterait aucune amélioration de la détermination de Sn par rapport

au cas monoparametriqgue,
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Méme en pensant obtenir des résultats proches de ceux de Terrill,
on voit que la plage de variation du parambtre iz s'étend de 0 & urne
valeur négative de l'ordre de -0,25, Or pour obtenir des tables univer-
selles assez fines, c'est A dire ne nécessitant pas de grandes interpola-

tions lors de leur utilisation, il faut prendre un pas 4 f petit,

2
En choisissant par exemple Afz = - 0,001, i} faudra faire les
calculs d'environ 250 couches pour aller du point d'arrét au point de décol-
lement. Si de plus on prend un pas en fl de mé&me ordre de grandeur, la
durée des calculs est trés importante : environ 5 minutes par couche en
laissant le pas A fl fixe, ce qui donne une durée total d'une vingtaine

d'heures !

Nous aurions pu entreprendre la résolution de cette méthode
biparametrique malgré ces contraintes ; maig, n'étant pas sfr a priori
de la qualité des résultats, nous avons préféré 1'abandonner, En effet,
avant de résoudre numériquement une méthode biparamétrique, mé&me
d'une manitre partielle comme nous le verrons dans la suite, il faut
déja disposer d'une approximation monoparametrique correspondante au
au moins aussi satisfaisante que celle de Loitsianski. C'est pourquoi
nous nous sommes orientés en premier lieu vers l'amélioration de l'ap-

proximation monoparamétrique que nous venons d'étudier.




III - SECONDE GENERALISATION DE L'EQUATION UNIVERSELLE DE

LOITSIANSKI

Aprés avoir renoncé & exploiter I'approximation biparamétrique de
la premi®re généralisation en raison de la grande durée des calculs sur
ordinateur, xous avons cherché i anfliorer cette généralisation de l'uni-

versalisation de Loitsianski,

Notre but est toujours d'arriver 2 associer les avantages de la
méthode de Loitsianski, (c'est-i-dire faire l'universalisation % 1'aide
des mé&mes parametres de forme dont la convergence rapide vers zéro
nous permet d'obtenir une bonne approche de la solution en ne considé-
rant que les premiers parametres), et ceux de la méthode de Saljnikov -
Oka [7] qui permet une évaluation rapide et simple des grandeurs carace
téristiques de la couche limite & partir des tables universelles dans

chaque cas concret,

La premitre tentative n'est pas une réussite totale malgré ses
avantages. En effet on obtient une précision plus faible que celle de la
méthode de Loitsianski, De plus le calcul des tables universelles ) deux
paramgetres est treés couteux, mais nous n'avons pas de point de compa-
raison avec Loftsianski., Nous avons donc cherché 2 combler ces deux

handicaps et plus particulierement le premier,

A partir d'une constatation faite sur les graphes de la fonction F
obtenus par différents auteurs, V. Saljnikov déduit une nouvelle variable
transversale. Nous suivons pratiquement le m&me plan que pour la sec-
tion précedente, mais les problémes posés par la résolution de 1'appro-

ximation biparametrique seront développés dans le troisizme paragraphe,
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1 - Amélioration de la premigre généralisation

a - Nouveau choix de variable transversale

La fonction F qui a été introduite lors de la transformation
de 1'équation de quantité de mouvement, (I-1-b), se retrouve dans la
plupart des méthodes & un parametre, D'apres les différents auteurs
ayant développé une représentation monoparametrique du type Karman-
Pohlhausen, on s'apercoit que les variations de F en fonction du para-

metre utilisé sont pratiquement linéaires, (voir figure (2-8)),

Nous pouvons donc représenter en premigre approximation F

par :
(2-96) F’:‘-a-bxfl avec a>0ethb >0
ce qui permet de linéariser 1'équation transformée de quantité de mou~
vement :
: LGN PN | LR LA
(2-6) fi:-thFi-E;-fl—a-U +(U,-b U)):f1

et en l'intégrant on arrive & :

1 - X s Ul
f = a't:; Ubl(s).ds + Cx—
& u “0 U

Pour un écoulement autour d'un corps avec point d'arré&t, on
détermine la constante C par la condition que fl doit rester fini en ce
point ol la vitesse U est nulle, La partie principale de U au voisinage de

l'abscisse 0 est alors : x. U'(0), donc :

b-1 '
- U (), U "o +Cx_;~r_'g%__. =%XE:_@)+%,ME)
P u®(0) x°.U(0) vl(o) x° Ul

ce qui implique que C doit &re nulle :

a, Ut

(2-97) f =

¢ x jx Uf’s')l, ds

U 0
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Nous pouvons tout de suite remarquer que lorsque nous prenons
comme variable transversale celle de G&rtler, '2 (2-35), nous obtenons

l'expression de fl :

x
“J U (s).ds
U 0

B
(2-43) .fl =2 x B«

qu'on ne peut retrouver 3 partir de (2-97) qu'en donnant 3 a et b les va-
leurs 2, B et 2, ce qui ne correspond pas 3 la réalité, En effet nous
trouvons pour l'approximation monoparambatrique-1:a = 0,4408 et b =
5,714. (en prenant pour B la valeur 0,470, on obtient a, = 'éz— # 2).
Nous constatons donc la grande différence existant entre la pente
de la linéarisation de F qui découle de l'expression de la variable trans-
versale 7 et la pente réelle du graphe de F linéarisé déterminé d'apres
les calculs effectués avec cette méme variable. Nous allons donc faire

un autre choix de variable transversale afin de retrouver une expression

de fl qui soit en accord avec la quasilinéarité réelle de F.

Pour tenir compte du fait que ¥ n'est pas parfaitement linéaire,

il aurait fallu introduire un terme correctif dans son expression :

(2-98) F:a-bxfl+E(fl)
ce qui aurait compliqué 1'intégration de 1'équation (2-6) et aurait abouti
3 une formulation de il différente de (2-97).

En réalité on modifie 1'expression de f, pour en tenir compte, Si

1
Loitsianski a introduit une correction additive, [6] 3

gefrreq] S | " ) s

V. Saljnikov préfere une correction multiplicatrice :

] x b
Ub xJ’ U 1(.~3).ds (en posant asanBZ) |

o) 0 |

(2-99) £ = aoszx

en effet, B est une grandeur variable déterminée de la méme facon que
dans la premitre généralisation, Cela suppose néanmoins que B soit
considéré comme constant lors de l'intégration de 1'équation (2-6) liné-

arisée & l'aide de :




2
(2-100) F:aoxB -bx fl avec a > 0etb >0

Nous faisons donc le changement de variables suivant :

Ub/2 Xy

s =1/ X b1
ao.D.Jo U(s). ds

(2-101)

et nous définissons la nouvelle fonction de courant adimensionnelle par :

Ub/2-1

@s =1/—_x\b_l'
a .)ij U(s). ds
0

(2-102) x ¥

0

(Pour alléger les formules nous noterons dans la suite \?S par v et §5
par @, sauf quandilyams risque de confusion avec les variables de la

section précédente),

Nous allons transformer 1'équation de couche limite (0-21) avec
les conditions (0-22) & l'aide de ces nouvelles variables v et i Soient
les formules de différentiation :

b/2-1 b
i=(%)+ __Mg*)( b. U' - _U—_ X—ac}—

Ix ] X po
2Na W] U(s).ds
g 0

(2-103) J_a__ y?/? I QZ__ v’ ¥ iz—
T e bo1 ' 2" X Ba 2 °
Y aq'V'J‘ U(s).ds ¢ Iy ao“)‘ U?S)l-ds Iy
0 0
53 y3b/2 »

- x

3 X bl 3/2 0 3,3
Jy [ao.n)J; U(S).dsjl [

avec lesquelles nous obtenons les relations :
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2
20,08 2% oM o 3
T 9y 2 - X Dl
o t ay ’{a W U(s).ds K
%
)3\_‘/:' Ub+l .
D; aou).f U?s& ds
x % bal
a 'U"!; v las ao.,).J U ds
2-104) Y 0 .ﬂ 0 %
Y . ——— = —_ ﬁ—
( N Ix Ub/z 1 x yP/2
b r u®
- —F2 A Ly
z.f Ub'l.ds 5 U T ds
0 0
b/2 _
2 2% y. U Ub
T i iy
X gy . b-1 =
\ 2 ao.ﬂ.L U ds J; U ds

qui reportées dans 1'équation (0-21) r

2 2 3\4/
L SN 2. SR L IV B A R T
(0-21) dy * dx.9y dx ayl y3
donnent apres simplification
(3 a i x B 2§_ aO.U‘
28 o )2 Ubld] x-a—+———x
3‘2_3+2 [l+(2b) beJo s («D E)«LZ Ub
* pel 38 2] %o vjxub'ldsx
(2-105)< ’*L i dse| 1 - ( —2 ) -Ub'l ,
= 2= 1
08 . 9°% 28,978
| Oy xRy T 9x Jv2
Nous définissons la grandeur B par :
® 9% 335, ,
(2-106) B=£ To x (L - Ses )» @ g




- 104 -

avec les propriétés : B =B (x)

(2-41) < 5 () = B, = 0,470
donc en exprimant 1'épaisseur de quantité de mouvement avec les nouvel-
les variables on obtient :

sk B
) 7 ao.\).J U .ds
U (4]

qui permet de retrouver la relation (2-99) & partir de la définition de

(2-107)

fl (2-5) ; le changement de variables transversales (2-101) est donc correct,

L'équation (2-105) s'écrit alors :

3 f a 2 f
5 +[? e R I S

(2-108)

U.f) [i@_ 3% e gh azé]
ur,

avec les conditions :

\?~=0 @: i—%:o
(2-109) )y —so éiyii——‘)l

xex, 8- 8,

b - Universalisation approchée au rang N

Nous procéderons comme pour la premitre généralisation, Soit

donc le changement de variables :

(2-48) x >Fﬁﬁmﬂ@“H,%@q

ou les fk sont les parameétres de Loitsianski :

**2

k
(2.9") fk=Uk-l XU(k)*[ D } pour k =13 N

vérifiant la relation de récurrence :
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(2-17)* %Xflx f‘&—"‘oz =fz+1+f2x[Z.F+(0,-l).fl] pour =13 N-1

Avec la formule de différentiation

§=N-1
3 U L e
(2-49) —a; = U;(fl &= - OE) afb + fl\ff afN

1'équation (2-108) s'écrit :

(Yan [ & b, %0, %y |, & % 2
'E‘l?+[-—2‘*(1-5 +'? NX 822 +B—z'[l-(-—-—) =

~—

B

f=N-1 2 2

1, a8y, Pan %y, %8n

(2-110)< 2 E o@[ 3% X S O 322 ]+

U-h . 38w, 3%8n 2%y, 9%3n
2 TINT| Tdg  Bnxdy T iy d92

Conformément au principe de l'universalisation nous introduisons

maintenant le parametre supplémentaire £ et nous faisons encore l'hy-

N+1

pothese qu'il est négligeable, Ce qui permet de définir, f' , par la rela-

N

tion :

(z-51) f [N.F + (N-1). £1]

U 1

—_ = =0 _=

u' f1 3 N N N
L'universalisation approchée au rang N du probléme de couche

limite considéré est donc définie par :

3 % *
OO [5, b), %] g, 28,0 2% q
T |t g ey T
(2-111) k4 B . . . =
=L'§=—_}i 0 9%y POy 2%y, ¥ Py
82 5IT Kk 5‘2 -y of, DQZ
avec les condition *
' S TR
=0 QN— o
*
(2-112) - ?§N ol
97 5 solution de Blasius
fl=fz = ... =fN=0 @N:QO pour la plaque plane
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(Nous désignerons dans la suite Q; par § afin d'alléger 1'écriture deg . N . . .
formules de discrétisation), renseignements propres a cette nouvelle équation monoparametrique,
Apres avoir abaissé l'ordre de 1'équation grice 2 : (2-58)"
2 - Approximati ttri
__P_P________19{1_1’519_1195’}_1'}_1’{1‘3{1}311_6 ) g % nous appliquons la méthode des différences finies sur le schéma
a - Equation universelle moBoparambtrique implicite (figure (2-2)) avec les formules de discrétisation (2-61). En li-
néarisant & 1'aide des relations {2-62) nous obtenons un systdme linéaire
En donnant la valeur 13 N dans (2-111) et (2-112), et en aéfi- du type :
nissant 0, a l'aide de (2-51), on obtient : 15 B 8.0l i et
- - ” - s @l =g = m
35* ; (2-66) aM'(PM=-1 Z.bM ka M [PMH dM pour M =2 3 N-1
PY I8 b %] o 2E S 23} 2
3t Q- 5 Yt = et L1, 1 1-( 1 ol les coefficients sont déterminés par la connaissance de la solution 2
ov B 2 ISTP 2 pr ) |=
(2-113) | 1'itération (i-1) : "
* % a f. : £ .F
f . F * * . . *
1 ’Dél DZ él - B@l BZQ (3_11=1. —=9=+(1-R)u 1 téz-s 6114-—1—-—«
Y ! M 2 elapme b & | M i-12
B 2 ohdg g 2 (87 (3
avec les conditions : iK-ll K
* k]
_ * Dél z iM B §M
=0 le—TQ =0 —Af_
*
(2-14) Pk 1
\'Z — @ 1 1 2 pi-1
op T : i-1 (Bo) Ty f
f=0 §* solution de Blasiusg bM =1+ ) 1+ T
1 1= @0 pour la plaque plane (2-116) 4 2.(B'7) 1
i-1
; o i-l
La fonction F est déterminée 3 partir de (2-16) en dérivant par i-1 *0 b g oy ! §F" - gk
3 4. [ = — + (la )y ——— |~ v - *
rapport 2 la variable x, 1'épaisseur de quantité de mouvement 5** o M 1T ( 2) (Bl_l)z 2 M (B1_1)2 Afl
la forme (2-107) et en effectuant le cha 2 i-1 K
ngement de variables : x s = i-1
St = il 4. B« £ Ay v fm. v
= - e
a .Bz-b.f M (Bl l) Afl
(2-115) 7= 0 1 ~
1.2 ¢ _dB
B "1° £ Le systeme (2-66) est résolu par la méthode du "Progonka'
(voir annexe 2), Les initialisations et les tests de sortie des itérations
; ; sont les m&mes que pour 1'équation monoparametrique précédente,
b - Résolution numérique et utilisation des tables universgelleg que p q P que p
Les bornes de variations du paramstre fl seront encore déter-
Nous avons employé la méme méthode numérique que pour minées par le point d'arrét et le point de décollement. Ce dernier est
l'approximation monoparametrique précédente. En raison de la grande encore testé par l'annulation des forces de frottement 2 la paroi, (2-76).
ressemblance entre les deux €quations nous ne donnerons donc que les Dlapres de edsrection mmilsiplicastioe-ds f1 introduite par V. Saljnikov,
(2-99), on définit la grandeur (51 :
———
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(2-117) i o7 fx U?-%
- :'—2 = ———— R 8 . ds
(1 5 5 ),

dont la valeur approchée au point d'abscisse nulle, calculée en prenant

la partie principale de U : x.U' (0), est:

a
4]
Sy

ce qui implique, d'aprés (2-115), que F doit &tre nulle au point d'arrét

(2-118) x50

Les renseignements fournis nous permettent de constituer des
tables universelles analogues & celles décrites figure (2-3), il suffit de
remplacer (3 par (51. Leur utilisation est identique : pour chaque cas
concret, U étant précisé, on peut calculer la valeur de la grandeur (51
pour une abscisse xq donnée par (2-117), Ensuite, de la premidre table
on en déduit les valeurs A (xo), B (xo), Z(xo), fl (XO), qui permettent
de calculer les grandeurs caractéristiques correspondantes de la couche
limite :

Alx,) *0 B
(2-119) S*x,) = ———72—Afa .,).j U(s) ds
o' b/2 oY ) (s)

(2-107) 5’“ (%)=
U

T (X ) = %
00 X - = 0
ao.x)-[ 0 U]:Zs% . ds D? _1
0

Le profil de vitesse et la fonction de courant sont obtenus dans

(2-120)

la seconde tablea 2 1'aide de f.l (Xo).

Nous remarquons que nous n'avons pas encore eu besoin d'une
intégration supplémentaire :

Du point de vue pratique : 1) Nous avons pris pour faire les
calculs les valeurs a, = 2 et b = 5,71l qui correspondaient 2 la
représentation approchée de F pour l'approximation monopara-
metrique précédente et qui sont encore valables a posteriori

pour celle-ci :
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2) Le pas du parametre fl, Afl,a été diminué a 1'appro-
che du point d'arrét pour avoir une meilleure précision et progres-
sivement en direction du point de décollement pour limiter le nombre

d'itérations & chaque pas et éviter ainsi une divergence précoce. Soit :

f, »+0,083 &f) = +0,0001

+0,080 < £ <+0,083 &1 = +0,00025
0 £ f<+0,080 Af1=+0,0005

-0,070 <« £ 0 Af = - 0,0005
- 0,075 < £ K- 0,070 Af = - 0,00025
-0,080 & f -0,075 Af) = - 0,0001
- 0,083 < f -0,080 Af) = - 0,00005

£ 0,083 Af) = - 0,00001

3) Nous avons pris pour la variable transversale, le
pas constant AYZ= 0,05, avec 161 points afin d'obtenir toute la cou-

che limite,
4} Les calculs ont également été effectués sur 1l'ordi-

nateur CII 10070 de 1'Institut Universitaire de Calcul Automatique de

Nancy.

c - Casg de 1'écoulement autour d'un cylindre circulaire

Comme la variable transversale Qs et la variable adimen-

sionnelle ¥ sont proportionnelles. b/2
v

a
Qs = XZ‘ ya ENEE 2fZ - X b-1
a ‘j U (s) ds
0 o a

les grandeurs caractéristiques adimensionnelles seront calculées par

(2-121)

les formules :
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of
't:L:Ua'XZR ?)Qs Vas=0

Nous rappelons que la vitesse adimensionnelle, Ua’ est pour
le cylindre circulaire :
oo ¢
(2-25) Ua (xa) = sin T =sin x,

Comme b n'est pas entier, il n'est pas possible de simplifier G et 0

et ils ont été tabulés numériquement, i

Nous avons représenté sur les figures (2-9) et (2-10) les résul-
tats obtenus par cette nouvelle méthode (Approximation monoparamétrique F

- 2) avec ceux de Terrill et ceux de l'approximation monoparametrique - |, .

Nous constatons une nette amélioration par rapport a la généralisation

=111 -

précédente ; en effet les valeurs calculées s'éloignent lentement de cel- Ik ‘_EJ
L 1 A = - < + -
les de Terrill vers le point de décollement, mais la précision est satis- o 0T °l.|l 06 0,3 4 12 4k 4Lé 13
faisante pour l'ensemble de la couche limite, S**
Nous pouvons remarquer que cette nouvelle méthode donne des ]E‘t a

résultats 1égdrement meilleurs que ceux de l'approximation monopara-

metrique de Loitsianski ; en particulier le point de décollement est main-
tenant gitué & 1'abscisse 1,79, au lieu de 1,77 pour Loitsianski, la valeur JQ‘

calculée par Terrill étant 1,823,

Nous avons améliord sensiblement la premitre généralisation,

tout en conservant sa facilité demploi,

|FR,_

!

| : ; \ , o
B 02 % 5% 48 1 R4 46 48

F{gu\re_ 2.9

comm SOIuh‘oﬂ exucl’e &e Term”

— o RFProxi malion monorafnmc'rr{quc. -1

S ﬁﬁar’ox; malion mono[aamme'f'rique -2
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Q - Prévisions pour l'approximation biparametrique

En améliorant la précision, nous avons déja atteint l'objectif
principal que 1'on s'était fixé. Avant de développer 1'approximation bi-
param?trique, nous allons chercher 3 savoir si le calcul des tables uni -
verselles 3 deux paramdtres sera moins couteux que pour la méthode
précédente.

En pensant appliquer une méthode de différences finies analo-
gue 3 celle esquissée pour l'approximation biparametrique - 1, nous sa-
vons que le temps de calcul dépendra essentiellement des plages de va-
riation du second parametre, fz. Afin de pouvoir faire la comparaison,
nous allons évaluer le domaine de variation de fz correspondant & la to-
talité de la couche limite pour le cylindre circulaire.

Dans la définition de f, (2-8), on remplace l'épaisseur de quan-

2
tité de mouvement 5** par la formule (2-107) :

5}&:*2 4 x
2 2 " L
fZ:U.U”,‘( ) =a x-————U .B ‘j Ul(jl.dsz
0

5) 0" 2b-1 )
ce qui donne pour le cylindre circulaire :
2 4
ao 4 B Xg b-1 2
f2=_—.-2_b-z—’f sinu . du
(smxa) 0

nous pouvons évaluer £, en prenant pour a ., b, B les valeurs trouvées

2 0’
pour le calcul monoparametrique, On obtient la courbe représentée sur
la figure (2-11) avec celle déterminée 2 l'aide des résultats de Terrill

a7 ™ 6:*)4"*““2 *a

(2-95) £
Nous constatons que la courbe prévisionnelle est au dessus de

celle de Terrill, Comme la courbe réelle correspondant 2 l'approxima-
tion biparametrigue - 2 sera située en principe entre ces deux courhes,
nous pouvons donc dire que fz variera de 0 & environ - 0,20, 5i nous
prenons un pas en fz assez petit, par exemple : Afz = - 0,001, il fau-
dra alors faire le calcul de 200 couches au maximum, Nous rappelons
que pour l'approximation biparametrique - 1, nous avions évalué un nom-

bre minimum nécessaire de 1'ordre de 250 couches, pour le m&me pas.
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La résolution numérique de 1'approximation biparametrique ~ 2
sera donc plus courte en principe que celle de la méthode précédente.
Bien que la durée des calculs soit encore importante, comme l'approxi-
mation monoparametrique - 2 donne déja de bons résultats, nous pouvons
entreprendre 1a résolution de l'approximation biparametrique - 2 avec

l'espoir d'obtenir une excellente précision,

Dans ce paragraphe nous allons développer la méthode numéri-
que générale permettant de résoudre 1'équation biparametrique - 2. Nous
expliquerons ensuite la manidre d'utiliser les tables universelles & deux
parambdtres. Enfin nous donnerons les résultats pour le cylindre circu-

laire, calculés grace a une résolution partielle approchée,

a - Equation universelle biparametrique

Fn donnant & N la valeur 2 dans 1'équation (2-111) et en ex-
primant 91 par (2-17)' et 02 par (2-51}, nous obtenons 1'équation univer-
selle approchée au rang 2 :
ri§+ f (1__ @ Bf fltl_(Biz)z

PUE iy 2 3?2 B2 29

L4 F 3@: ) Bz§:; ) 3@: BZ @’; . £, . (£+2F)
82 Y opdf 'afz 092 52

T wE % 3%

—3-'-2— N B‘Z'sz T, o2

-
avec les conditions @ =
=0 @x - D@z
EF 2=y T
*
T 2%
—>
1\2 solution de Blasius
fl = fz =0 @2 = §0 pour la plaque plane
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En procédant comme les fois précédentes, la grandeur F peut

étre mise sous la forme :
£
a b.f +2'=£* BB
0 1 B :3

(z-125) F = S
2 B B
1222 0, _J
BT df 2 bfz
cette relations, ainsi que celle définissant B, (2-106), sont nécessaires

pour l'intégration de 1'équation (2-123). Dans la suite nous désignerons

§ par § afin de simplifier 1'écriture des formules.,

b - Discrétisation générale

Nous allons résoudre ce probléeme comme une équation dé-

pendant de 3 variables : 9, fl, IZ' Nous abaissons le degré de 1'équation
(2-123) & 'aide de la relation (2-58) :

XY q b "o:! P 4 [ 2]
= (1-7)+ — |« D= b 1-'f =
o2 * Bz( 2 2 2 ¥ L2 ‘

2T e 38 B e 5 (1.0 o e ) bas P
B2 of Df ol B2 of, Y

A,

Nous avons vu lors des approximations monoparametriques 1
et 2 que la discrétisation associée 3 la linéarisation permettaient de
ramener le calcul de la solution, pour une valeur de fl fixée, & la ré-
solution d'un systéme linéaire du type (2-66). Nous employions alors la
méthode du Progonka pour obtenir sa solution, Cet algorithme simple
et rapide peut tomber en défaut si les conditions de stabilité (2-71) ne
sont plus vérifiées. C'est pourquoi nous avons pris une discrétisation
plus élaborée,

Pour une couple (fl,fz) denné, nous calculons la solution \f par

la méthode des différences finies 2 1'aide du schima implicite ;
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Figure 2-12

i 1
En désignant par A‘?, Afl, Afz les pas sur les trois axes, les

coordonnées d'un nceud du mouillage seront définies par :

‘(Z = (M-l)xb\z M=1aN
(2_92) fl = K+ Af.l Ke 2
fZ - L'\Afz Le Z

Au point défini par le triplet (M, K+, L+1), nous rapprocherons
les dérivées partielles par les formules suivantes ol les indices corres-

indiqué 'ils prennent des valeurs
pondants 2 fl et Iz ne sont indiqués que lorsqu'ils p

différentes de K+l et L+l
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K K
- T+ 08 (P - kfM-l)]

r})TM U] ‘[51,(\f)

E:‘.’ 1., [36'(§M-§§4)+ a- sf)),‘@K

Af,

-@E)}

les coefficients 8 a ¢ étant compris entre 0 et 1,

Nous linéarisons l'équation (2-126) en utilisant les relations

suivantes :

B i-1 Df

\,f?. . \_fl ll \fl

P -1, P
B TR

(2-128) 4 ‘P-—?)% e il (%)1

RERR: ¢ (22 i1 (ﬁ i
Dfl 'bfg 'afl AT
2 8 2% il 20
ST )

ol i désigne l'indice de l'itération en cours,
En reportant les formules de discrétisation (2-127) dans 1'équa-
tion (2-126) linéarisée & l'aide de (2-128), nous obtenons au point (M,

K+l, Ltl) 1'équation suivante, valable pour M variant de 2 & N-1:

W— 2A2 M+l

%g(t&;)z [s (e \fM+TM H-%) (\P;ﬂ‘z'ﬁ +\PN[I{-
%%:'—Alf—l*[s ,@M-§ﬁ)+(1-s4).@;-§§)}
%_%‘“—‘AT“[SS-NP Py (B LPK)]

)
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(89)° “Fren 2y )t (49)* SR VLR (S 8
i i-1pi a .
= -+ |:(Bi—l)2 (- .;z)+_22 @Ml
I L R Y P _
(2-129) 2,40 " M M-V T 2, A’Z My - Lot ®
{ . M pi-1, By o (&f;vx E +(1 - 33)‘(‘{’; _kf{{/{
f2+f1xF M Af .
i-12
(B ) (@1 -1 § (- sy (@ @k 5 kf;/[ﬂ \Pl -1
Af AZ 2, Avg
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£ (542, F ) .
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on B , @1 1, F 1sont déterminés par :
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- 120 -

et les conditions aux limites :

\Pi:ﬁi:o Yie N

= YK, YL

On est donc ramené pour chaque couple (fl, fz), 2 résoudre

(2-65)

un systeme linéaire dutype :

i1 i i-lpi izl i
B ! -2, b -\P +cM "fM-H

i-1 =0l
(2-66) ay, T2 Py iy d =~ pour M =232 N-1

en posant pour simplifier : g
: %0, mi-12 b £+, i £, (2. F h
@-131) == @ 03 RO bt

les coefficients du systeéme soit :

I

i-1 Ay ‘ZI§M +s1xz.[s 611 § 54)@;-%)]
M T %27 i1z

+sz{ (@) + 0esy) @ ]

2.(B
!

f +s, .2 t8. .2

PR 2k ¢v [ ] g

M %2 2. (B2 1783 T8 By 2
z§ +s‘z {s §11§)+(1s)§]" ﬁk}
dlas, 1l 5B )+ (es)). (@ -@‘ﬁ)
M2, el +51‘ZZ'[56‘( M TEM TR B T g
i- K K
™~ o) LVES VR R Y
i-1 K PpL i
e 2 o [83 B L "fﬁ )}
( ‘:L]_-) * ak \DK\—‘

|_+ z, v,"f;;l] {:.55 . “?;\; - (- 5\5);( b UI‘Z'—U

o 1- S o K
2 (Bi-l)Z M+

Le systéme (2-66) avec (2-132) sera donc résolu par la méthode
du Progonka, les parametres 5 a S¢ étant ajustés pour chaque quadrant du

plan £,

1 f2 afin de vérifier les conditions de stabilité de la méthode (2-71),

Nous initialisaons les calculs par la couche L = 0 qui correspond
aux résultats de l'approximation monoparametrique -2, Ensuite, pour chaque
couche L, nous procéderons d'une mani¢re analogue & la méthode monopara-
métrique ; en particulier 1'initialisation des itérations i, le test de sortie
sont les mémes (2-72), (2-73) et les valeurs de fl sont bornées de la méme
facon (2-75), (2-118).

Nous démarrerons les calculs, fZ. étant fixé, pour la valeur dis-
crete de f1 la plus proche de celle annulant 92 = f2 + fl = F, ou F sera pris
en premidre approximation égal a la valeur correspondante de la couche pré-
cédente, En effet les dérivées partielles par rapport & f qui ne peuvent pas
8tre calculées correctement pour toute valeur initiale de fl, seront alors mul-
tipliées par un nombre tres faible, 0.

2
pas sur la détermination de 1l'initialisation de la couche,

; elles n'ilflueront donc pratiquement

Les coefficients 2, et b constituent deux parametres supplémen-
taires du programme ; en effet pour chaque couche ils représentent la linéa-
risation de la fonction F, (2-100), et ne peuvent théoriquement &tre calculés
qu'une fois connue la solution pour la valeur de f2 considérée. Il faudrait donc
recommencer le calcul de chaque couche jusqu'a stabilité de 2, et b, En réa-~
lité, d'apres les résultats de Loitsianski, on constate que les courbes de F
graduées en f, sont quasiment paralltles entre-elles. La pente b est trés peu

2 2 i
variable et 1'ordonnée 2 1l'origine, a_.B ", peut &tre déterminée par une for-

0
mule ampirique simple, En pratique nous n'aurons donc & faire au maximum

que deux passages par couche pour ajuster les valeurs de a, et b,

c - Tables universelles biparamdtriques et leur utilisation

Pour chaque couche, on obtient des tables monoparameatriques
analogues a celles déja décrites (voir figure (2-3)), En conservant pour chague
valeur de fl les renseignements nécessaires pour déterminer les grandeurs
caractéristiques de la couche limite, on crée ainsi les tables universelles

biparametriques, soit :
q
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Ces résultats sont calculés une fois pour toutes et ne sont valables
£ - que pour un fluide incompressible en écoulement laminaire plan permanent,
g Afin de simplifier 1'utilisation de ces tables on peut tracer les cour-
Bg T e b=.u.u.. bes de (:’)2 en fonction de @1 en les graduant en fz 2 partir des deux colonnes
de droite des tables 1, on obtient ainsi des abaques du types :
Table 1 @2
T
f A B H ER
1 . S [ e, | e
s =q ' 1 2 )
1 i ¥ | .
\ ' . 1 t | x
| N
1 ! i 1 i t 3
| ' | 1 ! | t |
, | ! ’ | 5
g""’T’"'_'i'_—'i""':""‘-"“"'“'T:'*'—;—_'f _—— [ ————— €
Table 2 \&_:ﬁ
. ) o
fl = fl =l ] \ //
% | s 2| & S
= B it R S
.f : 1 i :; !: : Figure 2-14
P ' i I M J |
i v It | i b
S (RS L L N L TSR | S (SRS
P I I S Dans chaque cas concret, la vitesse de 1'écoulement 3 la frontiere
extérieure de la couche limite, U, étant précisée, on peut calculer les quan-
Figure 2-13
tités @1 et @Z pour une abscisse xo donnée :
a,.U' >3
0 0 b-1
ou - ‘"P représente le profil de vitesse adimensionnelle dans la couche (2-117) el (XO) = =% * Y (s) * ds
s u 0
limite
2 1" X
- ® caractérise la fonction de courant adimensionnelle e U 0 b-1 2
2 ) B (2-134) (x )= —=—x Ulg) . ds
- les grandeurs de la table 1 sont calculées par : 270 UZb-l 0
Qsma.x Qs max . 3 % : R " ¢ 3 1'aide d b
( A = J' - P » dQ B :j \f (]_.LE) d\’zﬁ ce qui détermine un point du plan (?1, @Z’ et on trouve & l'aide des abaques,
0 8 s 0 s s figure (2-14), la valeur de fz correspondante, f?_, (xo).
(2-133) H = % z = B« ,?:El): Qs =0 Nous pouvons ensuite cherche dans la colonne (:‘)l de la table 1 associée
; g af, (xo) le terme qui est le plus proche de (51 (xo) ; on évalue alors par inter-
e R (32 2 polation les valeurs de A (xo), B (xo), f1 (XO), g (XO), ... qui vont permettre
B B
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d'obtenir les grandeurs caractéristiques de la couche limite au point d'abscis-
se xg. (Remarque : 8i fz (xo) n'est pas une valeur existant dans les tables uni-
verselles, il faudra faire une interpolation entre les tables associées aux deux

valeurs de £, encadrant fz(xo))_

>
L'épaisseur de déplacement, (S x }, est calculée par :
ol

A(x
(2-119) 8 ) = \/ [ s -
(

1'épaisseur de quantité de mouvement, 5 (x,), est déterminée par :

0
(2-107) & (xg) = _b72—°_.\/ao.)).f 0 U?S')l . ds
U (xo) 0

et le coefficient de forces de frottement 2 la paroi par unité de surface,

T, (x.), par :
00 Ulxg)- G ()

(2-12) T (x )=
0o Yo' T 3&("0)

le profil de vitesse et la fonction de courant peuvent &tre déterminés dans cette
section de la couche limite 2 1'aide de f1 (xo) dans la table 2.

Nous constatons encore que nous n'avons pas eu 2 intégrer une équation
différentielle supplémentaire comme dans la méthode universelle de Loitsian-

ski,

d - Résolution numérique partielle approchée

Nous avons essayé d'obtenir des résultats avec l'approximation
biparamétrique pour le cas du cylindre circulaire afin d'avoir une idée de
l'amélioration qu'elle peut apporter aux valeurs monoparametriques.

11 était hors de question d'exploiter complétement cette méthode, en
prenant des pas en fl et f2 assez petits pour obtenir des tables universelles
fines. Nous nous sommes bornés 2 ne faire les calculs que pour le troisidme
quadrant du plan £, f, et en prenant des pas constants cinq fois plus grand que

1" "2
ceux gouhaités, soit : Afl = Afz = . 0,005,
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Nous avons initialisé chaque couche pour la valeur £1 = 0, mais &
cause des dérivées partielles par rapport a fl, nous avons ajouté une phase
itérative entre cette valeur initiale et le pas précédent (11 =+ 0,005)., Pour
les calculs nous avons pris les coefficients 8 a s égaux 2 1, sauf dans la
phase initiale ol 84 et 5y sont nuls pour déterminer la solution au pas positif,
De plus nous avons laissé 2, et b constants et n'avons donc fait qu'un seul

passage par couche,

e - Résultats pour le cylindre circulaire

Nous avons représenté sur les figures (2-15) et (2-16) les résultats
obtenus & l'aide de la résolution partielle approchée qui vient d'&tre décrite ;
nous avons également fait figurer les courbes de Terrill et celles provenant
de 1'approximation monoparametrique =2,

Nous constatons une nette amélioration par rapport 2 cette dernikre
malgré les simplifications importantes faites dans la méthode numérique au
détriment de la précision. Le point de décollement est maintenant situé &
1'abscisse 1,815, au lieu de 1,79 pour 1'approximation monoparametrique -2 3

la valeur de Terril étant 1,823,

Nous pouvons espérer une précision encore meilleure, avec les ta-
bles universelles biparametriques calculées avec la méthode exposée en b.
En effet nous voyons sur les figures (2-15) et (2-16) que le gain de précision
est faible jusqu'a T/2. Or d'apres la définition des parametres de forme de
Loitsianski, pour le cylindre circulaire il et f3 sont nuls et £4 est négligeabl:
devant £, 3 cette méme abscisse (figure (2-1)) ; 'approximation biparametri-
que -2 devrait donc logiquement donner une solution tres proche de la solutio:

exacte.
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22} ————  Solution exacte de Tewill B e /'_.
US| Hvon' malion monopatametrique . 2 ‘ /
2 T —
SO APProximq Fion bipatawetrique .2
4,2 =] -t = e TRy A——f—— e e i A e e o y -
i
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— Solubion exacle de Terrill
v am—avy Appmx'lmah.en monoPamme'h{qw -2

T = l\ppfoﬁmaﬁm bn'pavame'\'n‘quz-z

Figuu 2 .16 .



CONCLUSION

La méthode d'universalisation introduite par Loitsianski pour les
problémes de couche limite laminaire n'a regu jusqu'a présent aucune jus-
tification théorique. Cette étude est en cours mais nécessite des résultats
d'analyse fonctionnelle tres délicats concernant les probledmes paraboliques
non linéaires.

Un début de justification a donc été entrepris sur un probleme pa-
rabolique linéaire plus simple, L'existence et l'unicité de sa solution ont
été démontrées dans un espace fonctionnel approprié, Nous avons ensuite
appliqué les idées fondamentales de l'universalisation : le probleme de dé-
part a d'abord été transformé par un changement de variables mettant en
ceuvre un ensemble de N paraméetres de forme ; puis, en les définissant &
1'aide de la fonction qui différencie les équations de la famille étudiée et en
introduisant un parametre supplémentaire, nous obtenons l'approximation
au rang N de l'universalisation du probleéme initial,

Nous avons montré que la solution du probléme universalisé au
rang N pouvait se mettre sous la forme d'un développement en fonction des
parametres de forme, dont les coefficients sont des fonctions universelles
pour la classe d'équations paraboliques considérée, Nous avons démontré
que cette solution converge vers la solution du probleme de départ lorsque
le nombre de parametres de forme tend vers l'infini, Enfin, l'application
numérique qui a été effectuée a mis en évidence la rapidité de convergence

de cette méthode.

Les résultats obtenus sur ce probléme parabolique linéaire lais-
sent espérer une véritable justification théorique de l'universalisation des
équations de la couche limite laminaire et permettent d'appliquer sans plus
attendre cette méthode 2 divers problemes de couche limite, en particulier

celui de la couche limite plane incompressible stationnaire.

En prenant une variable transversale issue de la mé&me idée de
similitude généralisée qui avait conduit Loitsianski 2 introduire ses para-
metres de forme, nous avons obtenu une premiedre équation universelle, Son
approximation monoparametrique possede l'avantage considérable pac pap-

port & celle de Loitsianski de présenter une grande facilité d'utilisation
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des tables universelles dans chaque cas concret ; par contre elle donne des

résultats un peu moins bon que cette dernidre.

Ceci a été corrigé en introduisant une autre variable transversa-
le. Une nouvelle équation universelle a ainsi été obtenue. Son approxima-
tion monoparametrique donne des résultats légérement plus précis que
celle de Loitsianski, La résolution partielle de 1'approximation biparame-
trique qui a été effectuée, laisse espérer une excellente précision une fois
Jes tables universelles & deux parametres réalisées, tout en gardant la

grande facilité d'emploi qui a été constatée pour la méthode précédente.

La lourdeur des calculs est compensée par le fait qu'ils sont
effectués une fois pour toutes, Il est certain que dans chaque cas particu-
lier on peut développer des méthodes analytiques comme celle de Terrill
pour un cylindre circulaire on des méthodes numériques qui soient plus
précises. Mais il faut alors faire des calculs tres longs ou disposer d'un
ordinateur puissant ; par contre l'utilisation des tables universelles bipa -

rametriques ne nécessite le calcul que de deux coefficients.

Nous pensons, que du point de vue pratique, l'ingénieur préferera
dans la plupart des cas se servir de tables universelles existantes d'une
facon simple et rapide, plfitét que de mettre au point une méthode propre

au probléeme étudié méme si la précision est un peu moins bonne.
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ANNEXE 1

Etude des Fonctions Universelles du Probleme I

Afin de simplifier cette étude, nous avons effectué le changement de
: : 1 .
variables suivant : y = x - 5 - Les fonctions universelles du probleme I sont

alors définies par la résolution successive des équations différentielles d'or-
dre deux 3 valeurs au contour :
r *'l

qy (-1/2) = a5 (1/2) = ©

b3 *
4 "9

(1-66)"
% q} (-1/2) = 4} (1/2) = 0

! *
IMma T Im
® *
| l9Ma (-1/2) = q,, (1/2) = 0
et nous obtenons pour les premitres fonctions :
[ » 1 2 1
9 (=35 . by -3) pour y € ]- 1/2,+1/z[
* 1 4 3 2 5 longé i
q) (y) = e 5 < Zy + —Z) prolongé par 0 ailleurs
(1-67)" 2
®, 1 6 156 4 75 2 61
=g .6 -FT vty - g)
g 2
1 8 6, 175 4 427 2
Q(Y'“T.(Y'7Y+—‘Y-_Y+w)
3 8t 3 4 8
.8 2 2 2

g x
Proposition 1 : a, est un polyndme pair de degré 2m + 2,
Cette affirmation étant vérifiée pour les premigres fonctions, nous faisons
1'hypothese de récurrence suivante :

i=n

q )= Z(; 2 2@
gl =




- L =

le polyndme q, est défini par : q; =a_,
n-
q, (-1/2)=q (1/2)=0
. 2(n-i)+2
i=n a -y
: = +C.y+
donc : q (y) g 2(a-DH] « [ 2(n-i)+2] Cpy F Gy

les constantes d'intégration C1 et C2 sont déterminées par les conditions

aux limites ; C1 étant nulle, la proposition 1 est démontrée.

Proposition 2 : q; a un optimum local unique, en y = 0, sur l'intervalle
172, + 1/2]
En raison des conditions aux limites, cela signifie que qfn est situé
d'un seul c6té de 1'axe sur cet intervalle,

Calculons les dérivées des premigres fonctions :

a5 () =y
q (Y)=§1? y. (Y-:{";)(Y“‘ 325)
gy - gLt D

ce sont des polynémes impairs qui n'ont pas de racines réelles, autres que
0, sur [-1/2, i 1/2] , donc les premikres fonctions vérifient cette propo-
sition,

Faisons l'hypothése de récurrence suivante : a vérifie la proposi-
tion 2, Gréace 2 la paraité, il suffit de raisonner sur [0, + 1/2] . Supposons
par l'absurde que q, ait un optimum local pour une valeur y strictement com-
prise entre 0 et +1/2 ; sa dérivée, q;l , s'annule donc pour cette valeur, en
plus de 0. En appliquant le théoreme de Rolle & q!, on montre que sa dérivée
q‘r;' c'est-a-dire CRE s'annule pour une valeur y  comprise entre 0 et YJE :

ce qui est contraire & l'hypothese faite. La proposition 2 est donc démontrée,

- . x| 1
Proposition 3 : (1-68) )qm ” - < —_Smﬂ ¥YmeN
La solution du probléme au contour : q;_l' =q

q (-1/2) =q (#1/2) =0
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peut se mettre sous la forme :

+1/2
4, (v) =,///2 g (y,u)« o] (w) ~ du POy E] -1/2, + 1/2.[

oli, g est le noyau de Green du probléme considéré :
( (y -1/2}(u+1/2) pour -1/2 L u £y
a) =
g ly:u) (y +1/2)«(u -1/2)  pour ygug1/2
Calculons 'optimum de q sur ]-1/2, + 1/2[
0 +1/2

e 2ntl 2u-1
(o)_-f S0 wq L (uw)adu 4 el (u)»du
Y e f n-1 0 4 " 9na

en effectuant le changement de variable, v = -u, dans la premi¥re intégrale

et en tenant compte de la parité de g 1? on obtient :
n-

7 +1/2
q_(0) = / 2v-1 x g (v) » dv + g Zu-l ® (u) < @
n o 4 n-1 5 4 qn-l 1) = au
d. ]
one +/2
|q =1q (0)| = Zu-l (u) = d
n| o n 5 2 9,1 » du
|

-en majorant la quantité sous le signe intégral :

+1/2
\m,f o -1/2]
0

“ 9 “co < 91
soit ¢
q < 2 |a
nijoo = 8 n-1|j o
ou
< L
”qn" o N 8n ’ qO” [so}
1 3¢
et comme : ” 4q l] = = _8_ s la proposition 3 est démontrée,
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ANNEXE 2

Etude de la Méthode du "PROGONKA"

I - CARACTERISATION DE LA METHODE DU PROGONKA

Nous avons vu que la linéarisation et la discrétisation des approximations
universelles débouchaient sur la résolution d'un systéme linéaire de (N-2)

équations 2 (N-2) inconnues du type :

1o - = =2 % T
(2'-1) aM'VM-I Z'bM'VM+cM'VM+1 dM M=232N-1
avec les conditions :
V. =0
(2-2) 3
VN =1
Ce systéme s'écrit donc sous la forme matricielle :
VZ d2
V3 A
i s 5
(2'-3) . : =
VN-Z dN-Z
VN-1 4N-17 °N-1

Une méthode classique de résolution des systemes linéaires est la mé-
thode d'élimination de Gauss, avec ou sans la technique du pivot maximum,
voir J, LEGRAS [30] . Elle consiste & transformer le systéme (2'-3) en un
systeme triangulaire supérieur (2'-4), en faisant apparaftre des znéros en des-

sous de la diagonale principale et des uns sur cette diagonale :




_ z g
1 v, a
Y 43
(2-4) < Foleln
VN—Z di\I—Z
B : ] Vet | 9Nt

ensuite on obtient la solution de proche en proche en partant de la dérni¥re
équation :

=g
V.N—l dN-l

=d' - A"
VM T M YMma

(2'-5)
pour M variant de N-2 3 2

On constate que nous retrouvons pratiquement la formule de Progonka :

(2-68)" V. =K _+L

M M pour M variant de N-1 az,

M” VM

il suffit de poser :

(2-6) -5 M=23N-2

' =
d N-1 KN-]. * LN-l

Appliquons la méthode de Gauss sans pivoter au systéme (2'-3), Sup-
posons qu'on ait déja fait apparaftre des zéros en dessous de la diagonale

dans les (m-3) premigres colonnes :

= (m-2) s T —- — -
1 -L
b | v, K,
0 1. -L
Rl SN V3 Es
(2'-7) o~ T~ e :
1. =, b
~ 1 «L |
] M-1 x| VM- | = | Bma
S 2yt -2b cyp Vi dys =1 3
~ . \\ \\ == s 7:
~ \\ . .
-2
ez a2 Smez || Vo2 dy-2
-2
AN-1 Pnar || Vet rt=c
- N-1
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nous allons déterminer les coefficients KM et LM en fonction des termes
déjh calculés, Pour faire apparaftre un zéro dans la colonne (m-2) 2 la ligne
(m-1), on retranche 3 cette ligne, la ligne (m-2) multipliée par 29

(m-2)
1 -LM-l . o KM-l
(m-1) 0 -2by, avr T | oM L . dM - aM*KM-l

Pour rendre le coefficient de la diagonale égal 2 1, il suffit de diviser

la ligne (m-1) par (-2 by + 3y LM-I) :

(m-2) | (m-)
- (o]
L LM-I - KM-].
C
- . . M Vi Y YR
. - T - 2
MMM Tbgde WD

nous retrouvons donc les relations :
x K =
L e
M  2b_-a «L
(2-69)" M 5Tl Foup Miwg BN

c
L =

K

M
M ZbM = aM ® LM-I
La premitre équation du systeme (2'-3}

= v =
2b. +C2,~V3 d

2 2 2

peut s'écrire :

2 2
Ve =2 5x SE ¢V
2 sz sz %)
donc dz cz
(2:-8) Ky=-g5 i Ly = 5
2 sz 2 ,-bz

les formules (2-69') pourront &tre appliquées pour M = 2 & condition de poser :

= ' = =0
(2-70) K =L

que 1'on peut obtenir & partir de (2-68)' en utilisant la condition
(2-2) : v, =0.
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1.a méthode de Gauss sans pivoter pour un systéme du type (2'-3)
consiste donc : 1) 2 calculer les coefficients KM et LM pour M variant
de 2 3 N-1 2 1'aide de (2-69)" et (2-70)'

2) & obtenir les valeurs VM par (2-68)" pour M variant
de N-13a 2,

Donc :

Méthode du "Progonka' = Méthode de Gauss sans pivoter appliquée a

un systéme linéaire d'équations dont la ma-

trice est tridiagonale.

Remarques : 1) Nous avons supposé que les divisions étaient possibles, si-
non il faut associer A 1'élimination la technique du pivot,
2) "Progonka'' est le nom donné par 1'équipe de Loitsianski 2
cette méthode ; mais on peut la trouver sous d'autres formes, par exem-

ple dans 1'ouvrage de Richtmyer et Morton [33] v

II - CONDITIONS SUFFISANTES DE STABILITE

En premier lieu si la condition suivante est réalisée :

+ fc

M *M,M:ZAN-I

(2'-9) 2x

M

| >

La matrice du systeéme (2'-3) est 2 dominante diagonale stricte. Elle est donc

inversible d'apres le théoreme d'Adamard et le systeme a une solution unique.

Mais en appliquant la méthode de Gauss sans pivoter, il peut arriver
qu'il y ait un pivot nul au cours de 1'élimination ; dans ce cas la méthode di-
verge quand bien mé&me le systeme est de Cramer.

Nous allons démontrer que les conditions (2'-10) suffisent 2 affirmer
qu'il n'y aura pas de pivot nul pendant les calculs,

0
2y >

2-71)
EZ'-lg) cM >0 VM, M=23aN-1

ZbM>aM+cM
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En effet pour qu'il n'y ait pas de pivot nul il faut et il suffit que la condition

suivante soit réalisée :

(2'-11) 2b M, M=23aN-1

M-aM*LM—l 740
Pour M =2:

(2'-11) se réduit a : sz # 0, ce qui est vérifiée d'apres (2'-10) puis-
que 2b2 > 0. On en déduit, d'apres (2'-8) que :

0L L2<1

Pour M =3 :

- L - x = 2
2by -azx L, > a tcy-a, LZ. 03+a3x(1 Lz)

OF 1 a.3>-0, c3>-0et 0<1-LZ<1

donc i 2b - ay» L, > 0, la condition (2'-11) est vérifiée

<, c
de plus L3 = 25 L < 2
323 Ly c3+a3n(1-LZ)
on en déduit : 0L L3 4 1
Hypothese de ré 2 -
Hypothse d e récurrence YRR VR VI
0 <L < 1

M-1
D'apres (2'-10)

ZbM s Ay LM-l >aM + Sy " M LM-l Teytay (]-LM_l)
comme am >0, Sy >0 et 0L1- LM-l < 1, nous pouvons donc
dire que : ZbM Sagt LM-l > 0
de plus : L = M < CM

M ZbM-aM " LM—l OVRAVE (I-LM_l)
on en déduit : 0L LM< 1.

On vient donc de démontrer que les conditions (2'-10) suffisaient pour que :

2b,, -2, .x L > 0
MM M-
(2-12) g M=23N-1

0<LM<1

ce qui implique que (2'-11) est vérifiée,
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ANNEXE 3

Une Méthode Directe de Calcul de la Couche Limite

Laminaire Plane pour le Cas d'un Cylindre Circulaire

Développant un article de W, Walter [31] » nous appliquons
une méthode directe de résolution des équations de couche limite plane,
Nous établissons une nouvelle forme des équations de Prandtl & 1'aide
de la transformation de Von Mises dans le premier paragraphe, Dans
le second nous expliquons la méthode numérique employée et nous don-

nons les résultats obtenus pour le cas d'un cylindre circulaire,

1 - TRANSFORMATION DE VON MISES

Nous rappelons que les équations de couche limite laminaire pour
un fluide & propriétés physiques constantes en écoulement plan perma-
nent se réduisent, avec les hypotheses de Prandtl, 2 la premikre équa-

tion de Navier-Stokes :

2
(0-14) u.'g—:+v.g_;=U.§‘E+l).—§'Lz'
y

a laquelle il faut adjoindre 1'équation de continuité :

Su , Qv
0-15 ] =0
) 9x vy
et les conditions :
y=0 u=v=0
(0-16) y —> ® u——>U
L X =% us=ug

Nous allons réduire le systime différentiel, (0-14) + (0-15), 2

une seule équation en utilisant le changement de variables de Von Mises,

[32] .




- 139 -

(AR

ot Y est la fonction de courant définie par :

(3'-1)

(0-20) u=ﬂ etV=-ﬂ

Y ox
ce qui permet d'intégrer 1'équation de continuité (0-15).
Nous introduisons de plus les nouvelles variables :

(3-2) { e
wW=U

En partant de :

e 4 age

on obtient les relations :
(
Ju _ _1 . [a‘y v dw

ax_ZVW

Ju 1 dw
Sy 240 BZV

(3'-4)

qui reportées dans (0-14) et (0-16) donnent aprés simplification, 1'équa-

tion a 32
w w _ AW
(3'-5) I -W*a 2 ° Tax
vy
avec les conditions :
=0 W=
'- —_ W
(3-6) {py—> @ W —>
X=X w =W
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On a ainsi défini un probléme au contour du type parabolique.
L'équation (3'-5) est quasiment linéaire, mais n'est pas fortement para-
bolique. La paroi, Vi, & 0, est une ligne singuliére o 1'équation (3'-5)

PR W N s
dégénere ; en effet tant_que = n'est pas nul, elle ne peut 8tre satisfai-

992

L'existence et 1'unicité de la solution de ce probleme est étudiée

te que si le terme est non borné.

par W, Walter [31] ainsi que celle de 1'équation discrétisée 3 l'aide de

la méthode des différences finies,

La nouvelle variable transversale, Y sera notée, \2 , dans la
v

suite -afin d'alléger 1'écriture des formules,

II - RESOLUTION NUMERIQUE

1 - Discrétisation

L'équation (3'-5) avec les conditions (3'-6) est régolue, pour
une abscisse x donnée, par une méthode de différences finies construite

sur le schéma implicite suivant :

N .ZV

N
]

Figure : 3'-1
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En désignant par Ax et A2 les pas sur les deux axes, les

coordonnées d'un nceud du maillage sont :

(31-7) )
Vi,

La solution étant supposée connue i l'abscisse d'indice, K

1"

K % Ax Ke N
(M-l)xa;z M=13&N

?

nous déterminons la solution au pas suivant, (K+l), Les dérivées par-
tielles sont approchées au point repéré par (M, K+l) & l'aide des formules
de discrétisation suivantes ol l'indice du pas ne figure que lorsque sa

valeur differe de K+l :

K
w o, MM
ox Ax
(3'-8)
2w Y it VR T
"2 3
a'l (Az)

L'équation (3'-5) est linéarisée en utilisant une méthode itérative,
ol i sera l'indice de 1'itération en cours, Nous utilisons la relation :

2 : 2 :
(3'-9) ¥w x 3923 — (Ve "aa{z‘& y

qui permet de mettre 1'équation (3'-5) sous la forme discrétisée suivan-

te, valable pour M variant de 2 & N-1:

i i i,
(3'-10) "M~ M 1, e T Mt Mo
- ¥Vw — iz +W
Ax M (A\z)

avec les conditions aux limites :
JW; =0 Vi € N
il
= YK
]\WN WN € N

A 1'itération i du pas K+l, la solution sera donc obtenue par la

(31-11)

résolution du systdme linéaire suivant :

. . i1 3 i1 . i1
(3'-12) a;dl X w;d-l - Z'b;vt M w;vi + C;\d Cwoo= dll-\/I pour M=2 & N-

avec .
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i1 il 1/ 11
Ay T M T Y
2
S UV A T ./
(3113) < by = VWMt T2 Ax
WK
i-1 2 "
l dM el (A\Z_ ) W'NI Ax

Nous avons utilisé la méthode du "Progonka'' et nous constatons

que les conditions suffisantes de stabilité démontrées dans l'annexe 2

gont ici toujours vérifiées, en effet :

a;;ll >0

sk i t VKe N
(31-14) C‘M >0 o ViceNe

i1 al- ~(-c:;vI

=

by > 2

Pour chaque pas en x nous initialisons la méthode itérative a

1'aide de la solution calculée au pas précédent,

0

(3:15) wl;;l = wﬁ M =23 N-1

et nous avons pris comme test de sortie des itérations

i i-1

(3'-16) Max Wi © M
M=2aN-1

2@

ot €' est un infiniment petit,

Les calculs seront démarrés pour une abscisse ou la solution

ard
iné ‘ai es. Ils seront arrétés
pourra &tre déterminée 3 l'aide de valeurs connueés.

au point de décollement de la couche limite dont 1'approche sera testée

en calculant [—%—:ﬂfo

3 la paroi par unité de surface, par :

, qui est proportionnel aux forces de frottement

(3'-17) -%?} ‘2—=0 = Z&]:A—Vl' [300 (wz—w3) + 200.w4-75.w5 +

12, We
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2 - Particularités de cette méthode

Il est évident qu'il faudra une résolution propre & chaque cas
concret, puisque dans 1'équation (3'-5) le terme :;w dépend de la vites-
se de 1'écoulement 2 la frontitre extérieure, U, qui différencie les pro-
blémes de couche limite, Mais on peut espérer mettre au point un pro-
gramme géndral pouvant s'adapter aux divers écoulements ; pour cela
il suffit d'introduire un nombre de paramdtres suffisant pour obtenir

une souplesse assez grande, par exemple : U, U', Ax, A‘?_ , N,...
La condition au contour supérieur :
(3-6}) ,,Lv_%oo w—sW

est approchée, compte tenu de la définition physique de 1'épaisseur de

couche limite 5 » par une condition 2 distance finie, qui donne pour

1'équation discrétisée :

(3'-11) w;I =W Vi, YKe N

oli N est la borne supérieure de l'indice M ; ce qui caractérise donc,
pour un pas A\z donné, le nombre de points de discrétisation utilisés
pour déterminer la solution,
Or, d'apres la définition de la variable \Qv’ on s'apergoit que
la valeur yz » pour laquelle on atteint 1'épaisseur de couche limi~-
vmax
te, dépend de l'abscisse x, La valeur de N va donc varier au cours du

calcul, Nous l'avons déterminée, & chaque pas, en partant de la relation

(3'-18) % =0,99 pour y = )
qui devient ici :
w
1 J L . i
(3'-19) w 0,98 pour \ZV v[v i

N est alors déterminé de fagon & ce que la condition suivante soit réa-

lisée :
i
w

(31-20) N

>1l-2¢ avec &£ £10
WN




Les grandeurs caractéristiques de la couche limite sont calcu-

lées, en un point d'abscisse xq donné, par les formules :

- épaisseur de déplacement :
tv max
* dv ¢vmax
ta =W =
(31-21) & (x) EJO AN
- épaisseur de quantité de mouvement :

Vo~ VU

, sk [ & S -
(3'-22) & (xp) = YWy Qvmax ™ "W (x) )y v

- coefficient de forces de frottement & la paroi par unité de surface :

1 _.__/;"_ ﬂ
IRl i

- le profil de vitesse adimensionnelle est obtenu par le rapport :

i

et la fonction de courant adimensionnelle est calculée par :
(r24) oy = jv&v Yw' d
a W i Vl v

La correspondance entre la variable de Von Mises et celle de

G8rtler est réalisée gréce 2 la relation :

v . d
(3'-25) 7 =Y, ,J} —{—:iv_.l avec Y, = ———t————

U étant la vitesse adimensionnelle caractéristique de 1'écoulement,
a

Remarque : Les intégrales sont calculées sur des supports de points
régulidrement répartis par des méthodes composites ou d'intégration
par arc, (voir J, Legras [30] }. En raison de la condition au contour

pour \2,= 0, l/ﬁn‘est pas défini en ce point ; on calcule donc 1'in-

tégrale :
o oawy
(31-26) 1=} ———‘—N

en linéarisant w au voisinage de la paroi, on obtient alors :

. Z)raﬂ VLV dzv = 7
(31-27) 1 # T +"Z P (w, (x, L\Z))
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3 - Résultats pour un cylindre circulaire

Les calculs ont été initialisés pour l'abscisse x = 0 & l'aide des
valeurs données par R, M, Terrill [8] :
Les grandeurs caractéristiques adimensionnelles de la couche

limite sont calculées par les relations :

(tvmax g
* - v m.
R

. 9v max
(3'-28) ke je —lumeg -l Ve d
Sa. %0 VW(XO) W(xo) "J \Zv

v o(x) = & _M
da( O) 2" Q\Zv‘,\lv=0

En prenant un pa.sA\Z constant égal & + 0,005 et un pas Ax

variable :
0 «x <1,50 Ax =+ 0,005
1,50 £ x < 1,70 Ax =+ 0,002
1,70 £ x £ 1,82 Ax =+ 0,001
x >1,82 Ax =+ 0,0005

nous obtenons avec £ = 107 les résultats présentés dans le tableau (3-2),

La précision est telle que les courbes correspondantes seraient
confondues avec celles obtenues par Terrill, Le point de décollement est
situé plus loin que celui trouvé par Terrill: 1,838 au lieu de 1,823, En
prenant un pas ﬂ? moitié mais avec £ = 10_2 nous obtenons 1, 833, mais
la précision est moins bonne car on n'a pris en considération, pour des
raisons de taille mémoire sur ordinateur, que les valeurs correspondant
a l'épaisseur de couche limite &, sans aller au deld comme pour les
premiers résultats, ce qui nuit 2 la détermination des grandeurs carac-

£ 8 whi )
téristiques autres que Ca
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L3
mm I me

X, Terrill Walter Terrill Walter Terrill Walter Terrill Walter
0,3 c.@mwm 0,661 0,297 0,294 2,220 2,248 0,357 0,339
0,5 0,681 0,683 0,306 0,305 2,226 2,242 o.mmu.n. o,mwmm
0,8 0,741 0,743 0,330 0,330 2,243 2,250 0,755 0,782

1 0, 806 o.mcmm 0,356 0,356 2,263 2,268 0,798 0,777
1,3 0,970 0,975 0,417 0,419 2,327 2,327 0,712 0,699
1,5 H.Hmmm 1,174 0,483 0,486 2,421 2,417 0,552 0, 547
1,65 1,428 1,433 0,555 0, 559 25572 2,565 0,374 0,378
1,73 1,660 1,663 0,607 0,611 2,736 2,723 0,251 0,262
1,78 1,892 1,887 o.m»mm 0,650 2,930 2,904 0,154 0,174
1, 80 2,033 2,016 0,663 0,667 3,067 3,022 0,105 05 A3 1,
1, 821 2,285 2,212 0,681 0,687 3,350 3,221 0,032 0,076
1,823 2,410 2,337 0,684 0,689 3,521 3,248 0,002 0,070

Figure 3'-2
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