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NOTATIONS

généraux de la théorie de la couche limite

coefficient de viscosité dynamique

masse volumique

coefficient de viscosité cinématique

forces de pression par unité de surface

vitesse de l'écoulement libre en amont de l'obstacle

vitesse & la frontitre extérieure de la couche limite

nombre de Reynolds

composante longitudinale de la vitesse dans la couche limite

composante transversale de la vitesse dans la couche limite

fonction de courant

distance & la paroi

épaisseur finie de la couche limite

épaisseur de déplacement

épaisseur de quantité de mouvement

facteur de forme

coefficient de forces de frottement & la paroi par unité de

surface

* ee ‘
va, Ua, xa, ya, 53, a, Ta : variables et grandeurs carac-

téristiques adimensionnelles

classiques de la couche limite.

utilisées pour les universalisations des équations de couche

fonction caractéristique

paramétre de forme de Pohlhausen

gesne rf. : paramétres.de forme de Loitsianski

fonction associée & St

variable transversale de Loitsianski

variable transversale de Girtler

variable transversale de Saljnikov

fonction de courant adimensionnelle, associée a& pour
Loitsianski,associée Q dans la premitre généralisation

proposée par Saljnikov,
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généralisation

fonction de courant adi i i
5 

mensionnelle associée & Qs dans la seconde 
ELAR Ente

profil de vitesse adimensionnelle dans la couche limiteGee tel0 facteur de normalisation de Loitsianski Une des méthodes modernes de résolution des équations de couche

fonction de normalisation de Saljnikov limite laminaire consiste 4 transformer les équations de Prandtl du proble-

fonction principale de Gértler me considéré en une forme “universelle" ot n'apparait plus, ni dans l'équa-

tion, ni dans les conditions aux limites, la vitesse de l'écoulement extérieur“Dp Oo wt foncti 
aneP P2 nections servant a utiliser les tables universelles biparametriques-2

par laquelle on différencie les problemes.

N.B Loitsianski, Saljnikov et Oka ont proposé diverses formes possi-
s 

f

és n s et conventions ropr 
P:

L otation propres a la premiér e parti 
1—_ 6 € sont pré-

cisées au début de celle-ci . infini de 'paramétres de forme", Toutefois, aucune justification théorique

de la convergence de ces méthodes n'a été avancée jusqu'’ présent.

: Les idées fondamentales de l'universalisation sont reprises & pro-
pos d'un probleme parabolique linéaire, poursuivant ainsi une idée proposée

par J.L, Peube, On étudie ainsi le probleme :

Af. x, 2t -Tsk. Sport (> 0)

fir = 0 Yee Jorl

: Pox, 0) =0 Vxeé Q. ouvert de RTM
Nous démontrons : - l'existence et l'unicité de la solution du probleme

| initial
- l'existence d'une suite de solutions approchées dé-

duites de l'équation "universelle" et qui converge, dans un espace fonction~-

"paramétres de forme’ augmente indéfiniment,

La rapidité de convergence de cette suite est mise en évidence sur quelques

| nel approprié, vers la solution du probleme initial, lorsque le nombre des

|

| cas concrets,
; La méthode d'universalisation est ensuite développée sur l'équation

. de Prandil cozrespondant au cas do l'écoulement leminaire plan permanent.

d'un fluide & propriétés physiques constantes :

2 2 3

ay, ot oY oF. Gg wy ov
dy ox.ody Ox Oy? "dx dy?

A llinstigation de V. Saljnikov, nous avons introduit 4 la place de
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la variable longitudinale x l'ensemble des “parameétres de formes'' de

Loitsianski : 2

k-1 ay oF k
{20s SS ( a)

dx

En choisissant comme variable transversale la variable de Gurtler ;

0-

x

4] 2v/ U(s) ds
0

on obtient une équation universelle qui généralise l'équation de similitude

de Falkner-Skan et dont l'approximation au rang N est:

ye a WE k=N
we Oh qe t TE L(V |= tet Daye

oy FG Oh FEN
‘09 + Of, Of, oy?

Suivant un conseil de V, Saljnikov nous améliorons ensuite cette

représentation en introduisant la variable transversale :

b/2
e— Jy

le
Us.

i x
b-1

ayv Vis) . ds

0

La nouvelle équation universelle approchée au rang Na alors la forme:

* ¥ =Y Bn Fl af by, 29 Bt. eet AT, ( o8n "|
20 2 2 2 .) 2 A 2 sN Oy a 0”,

8

& * x ik=N 2.otis” oO, O8N 2 Pen d8sn . YEn
op ee OW "9 OeBO kel Po "e.04, £, ls" |

Ces deux universalisations ont été résolues numériquement dans

leur approximation mono et biparamétrique. Nous expliquons la structure

des tables "universelles" obtenues ainsi que la maniére de les utiliser dans

chaque cas concret ; ce qui met en évidence l'avantage du point de vue pra-

tique de ces deux méthodes sur l'universalisation de Loitsianski,

“y -~ 1A =«

Pour le cas de l'écoulement autour d'un cylindre circulaire, les

gradeurs caractéristiques de la couche limite obtenues sont comparées aux

valeurs calculées par Terrill et & celles déterminées par une méthode di-

recte de résolution réalisée & partir d'une étude de W. Walter ; en utilisant

la transformétion de Von Mises :

Qe ; we ae ; We
v

l'équation de Prandtl est alors mise sous la forme :

dw Ow ey
“Ox



RAPPELS

Bien que les fluides jouent un réle important dans le monde qui

nous entoure, leur étude, malgré d'illustres prédécesseurs comme

Archiméde, n'est sortie de l'empirisme le plus élémentaire qu'au XVIJé

siecle, époque ot des mathématiciens parmi lesquels PASCAL, NEWTON,

BERNOULLI et EULER, commencérent 4 énoncer les lois fondamentales

qui régissent l'équilibre et le mouvement des liquides.

Au siecle suivant le développement de la balistique conduit l'Autri-

chien MACH a découvrir l'importance de la vitesse du son pour caracté-

riser les différents types d'écoulement des fluides compressibles, De nos

jours l'astronautique a ouvert 4 la mécanique des fluides les domainess

des écoulements hypersoniques et des écoulements dans les gaz raréfiés,

Le sujet de notre étude se rapporte 4 la théorie de la couche limite,

partie de la mécanique des fluides qui est née vers 1904 avec les premiers

travaux de PRANDTL et s'est ensuite considérablement développée sous

l'‘impulsion de nombreux physiciens, comme BLASIUS, VON KARMAN,

POHLHAUSEN,

Nous allons tout d'abord rappelér succintement les bases de cette

théorie, ainsi que les résultats essentiels qui nous serons utiles ; ensuite

nous exposerons briévement les grandes lignes du présent exposé,

I - VISCOSITE ET COUCHE LIMITE

1 - Fluide réel et fluide parfait

La plupart des recherches en mécanique des fluides étaient fon-

dées sur le concept de fluide parfait, généralement. incompressible et

toujours sans dissipation d'énergie par frottement interne, Au sein d'un

tel fluide en mouvement l'interaction entre une partie quelconque de ce

fluide et le reste de la masse liquide est uniquement constituée de forces

perpendiculaires & la surface de séparation comme en hydrostatique ; il

y a donc glissement sans frottement. Autrement dit, un fluide parfait

n'offre aucune résistance interne & un changement de forme,



sud
Bien que Mhydrodynamique des fluides parfaits donne une représen-

tation satisfaisante du mouvement des fluides réels dans de nombreux

cas, elle tombe complétement en défaut pour rendre compte du mouve-

ment uniforme d'un corps solide dans un milieu "infini", elle indique en

effet l'absence de sillage, ce qui constitue le paradoxe de d'ALEMBERT,

Ce résultat inacceptable est expliqué par le fait que les forces de

cohésion d'un fluide réel en mouvement comportent également des com-

posantes tangentielles liées aux frottements des couches de fluides entre

elles et caractérisées par la viscosité. En un point d'un fluide réel en

écoulement laminaire, la loi de frottement de Newton traduit la propor-
tionnalité entre les forces de viscosité par unité de surface, v , etle

gradient de vitesse :

tv =p ( =

p étant le coefficient de viscosité dynamique.

Dans le cas d'un obstacle en mouvement relatif par rapport A un

fluide réel, ces forces de frottement dues & la viscosité obligent le fluide

a adhérer & la paroi du corps, alors que la théorie du fluide parfait con-
duit & dire qu'il y a glissement sans frottement du liquide sur l'obstacle ;
ce qui constitue la seconde différence fondamentale entre fluide parfait et

fluide réel,

2 ~ Notion de couche limite

Le fait que le fluide réel adhtre & la paroi d'un obstacle placé

au sein d'un écoulement implique l'existence des forces de frottement

dans une couche mince au voisinage de la surface du corps. Dans cette

couche mince la vitesse du fluide par rapport & l'obstacle staccroit, nor-

malement 4 la paroi, de zéro au contact Jusqu'a une valeur maximale qui

correspond 3 la vitesse de l'écoulement externe non visqueux. Cette zéne

qui entoure l'obstacle, et oh les actions de la viscosité prédominent, est

appelée "couche limite dynamique" et son concept est du & Prandtl,

— welui dlune

L'exemple le plus simple pour étudier la couche limite est celui d'un

z ilione

laque plane placée avec une incidence nulie dans un écoulement rectilignpiaq

permanent & filets paralléles (figure 0-1),

Dans le but de simplifier l'étude mathématique on peut, comme le

montre la figure ci-dessus, diviser itécoulement en deux régions :

- la couche Hmite prés de la parol, dans laquelle les forces de frot-

tement internes doivent étre prises en compte ct qui est le sitge de la

plupart des pertes d'énergie —

- l'extérieur, ot les forces sont petites et peuvent étre Renee

et donc ot le fluide suit avec une bonne approximation la théorie du fluide

parfait.

Remarquons que dans certains cas, par exemple cylindre ou sphere

& gurface lisse, la couche limite s'épaisait considérablement le long =

l'obstacle ce qui provoque un courant de retour dans la =e limite >

gure 0-2) ; celui-ci en éjecte les particules de fluide ralenties. ee

gnifie que la couche limite n'est plus en contact avec la paroi ; on parle

alors de "décollement de la couche limite",

Ce phénomeéne est toujours accompagné de la formation dans le _

lage de l'obstacle de tourbillons, de z6nes de fluide mort ea ene e

la répartition de vitesse s'éloigne beaucoup de calle * ‘ude par “. .

ce qui explique la grande perte d'énergie causée par le décollement de

couche limite.



La définition de l'épaisseur de couche limite, & » est d'une

certaine fagon arbitraire car la transition entre la vitesse dans la couche

limite et celle de l'écoulement extérieur se fait asymptotiquement comme

le montre la figure (0-3), Cependant cela a peu d'importance pratique car

la vitesse dans la couche limite atteint une valeur qui différe trés peu de

la vitesse extérieure & une faible distance de la paroi.

fl est donc possible de définir ]'épaissear de couche limite, & , en

un point de l'obstacle comme la distance de la paroi a laquelle la vitesse

u (x,y) ne différe de la vitesse extérieure, U (x), que de un pour cent,

Remarquons que cette épaisseur est d'autant plus petite que le coefficient

de viscosité cinématique, D , est plus faible et que la vitesse extérieure

U est plus grande,

= a tn

t

3

1

i

i

t

'

!

i (Ks ¥?

0 U(x)

Figure (0-3)

Pour paiier & cette ambiguité on utilise saivent d'autres grandeure,

dites "caractéristiques", de la couche limite qui ont uns définition mathé.

matique, en un point de l'obstacle ; elles sont au nornbre de trois:

- l'épaisseur de déplacement :

oo

qui signifie que le débit de fluide réel est le mame que celui d'un fluide

parfait en écoulement 4 la vitesse U loraqu'on déplace Ia paroi de la dis-

tance 5* (figure (0-4)).,
y*

Figure (0-4).



~ l'épaisseur de quantité de mouvement :

sf"
0

qui traduit la perte de quantité de mouvement dans la couche limite par

rapport & l'écoulement du fluide parfait

a a(=) ay (0-2)

- la force de frottement 4 la paroi par unité de surface :

=p (22)
dy y=0 (0-3)

ait 5 
5qui traduit la composante tangentielle de la force de résistance & l'avan

cement et qui permet de localiser le point de décollement de la couch

limite ; i °‘imite ; en effet, en ce point, le gradient de vitesse normalement a la

paroi s'annule,

Remar éque : ces formules ne sont applicables que pour les points de l'obs

tacle ot la couche limite adhére 3 la paroi et sous réserve de la

convergence des intégrales,

Ii - LES EQUATIONS DE COUCHE LIMITE

Rieynolds a mis en évidence deux types différents d'écoulement :

-1 
ie régime laminaire, ov les filets de fluide restent paralléles entre

eux 5

aij ; 
. 

7e régime turbulent, ot les particules suivent des trajectoires dé

sordonnées qui donnent naissance & des tourbillons,

Le pags: elpassage de l'un & l'autre, en fonction de la vitesse, se fait par une

zOne de transition mal définie ; mais pour un écoulement de fluide donnénn
1 . 

re régime turbulent s'établit pour une valeur constante du nombre de

Reynolds, Re =~yn » Re =~ (L étant une longueur caractéristique de 1' écoulement)
N 

; ;ous ferons & partir de maintenant I'hypoth8se implicite que nous sommes

en régime laminaire,

—
Le mouvement le plus général d'un fluide réel quelconque est alore

déterminé par la connaissance en chaque point de cing inconnues : les

trois composantes de la vitesse v la pression p, et la masse volumique

¢- Poury arriver on dispose de cinq équations : les trois équations du

mouvement, 1'équation de conservation de la masse, et Uéquation d'éta
t

p=f(C).

La description du mouvement selon Euler, c'est-a-dire par rappor
t

donnée par la thermodynamique,

A un repére fixe, s'exprime A l'aide de:

- l'équation de continuité qui traduit la conservation de la mas
se au

cours du temps t, dans un volume élémentaire quelconque pris au sein

du fluide :

Rs aiv(e H=0 (0-4)

- les équations du mouvement qui proviennent de la seconde loi
 de

Newton : 2- Fext = MP . Or pour un fluide en mouvement, l'analyse des

actions extérieures qui s'exercent sur ame masse de fluide montre qu'elles

se décomposent en forces de volume, F, (que nous supposerons étre dues

uniquement & la pesanteur) et en forces de surface, 3 que caractérise le

tenseur de taux de déformation, e En rapportant les forces de volume a

l'unité de masse de fluide et celles de surface A lunité de surface, on 
ob-

tient le résultat suivant: ,

ene ert div ( 3)
En réalité nous avons déja vu que les forces de surface se décompo-

saient en forces de pression, normales aux surfaces de séparat
ion, et en

contraintes tangentielles ; on peut donc écrire :

e- gaage at ®) (0-8)
3s

ot, T, est le tenseur des contraintes de frottement.

>

Remarque: l'accélération en un point du fluide, [ , est donnée, selon

Euler, par la formule suivante :

re av +VgradV



Us allons nous limiter a 1 étude d 
=)

No 
es fluides isovolumes a viscosité constante, Dans ces conditions nous n'avons

Z :

- €quation de continuité -

—>

div V = 0

~ équation de comportement : (0-6)
—>

~p2 >CM= @F-gradptp. av (0-7)
a

qui porte le nom d'"équation de Navier-Stokes!"

Remarquons au passage que pour un fluideplifie et devient : parfait cette équation se sim-

e P92.
; 

= @F- grad p

appelée "équation d'Euler"! 
“

Considérons maintenant la relation :

?~o- >
Vs i Rot

a 
A grad (div V) - Rot (Ret Vj 

(e nou isti 
"

§ permet de distinguer deux sortes d'écoulement ”ents ;

- l'écoulement ir i
3 

rotationnel, ot 

i 

i 
v.

. 

q 
Pp

aly 1
On en dédu ta sément ue le cham des vitesses au sein dufluide dérive d'un potentiel ~3

tiel, souvent utilisée, De plus po

des vite Sses est alors une fonction harmonique,

En raison de la f
orme prise par 1'é : .

relation (0-9) devient : quation de continuité

AV: - Rot (Rot ¥)

(0-6), la

ce qui nous améne 4 la constation suivante | un fluide & propriétés physi-

ques constantes, en écoulement potentiel, se comporte comme un flui
de

parfait.

Pour en revenit 2 la couche limite, cela explique la divigion de

l'egpace environnant l'obstacle en deux régions, figure (0-5):

. la couche limite, attenante 4 la paroi, dans laquelle le mo
uvee

ment est rotationne! ; il est donc décrit par l'équation de Navier-Stokes

(0-7).

- Lue teste du fluide pour lequel on peut appliquer l’équation

d'Euler (0-8).

couche limite

——
Vv

—

écoulement

potentiel

Nous ne considérerons dans la suite que le cas du fluide 4 pro
-

priétés physiques constantes en mouvement plan permanent, De pl
us nous

supposerons que l'obstacie de forme cylindrique & faible courbure et de

longueur "infinie” est placé perpendiculairement 4 écoulement.

Nous choisissons enfin un systéme de coordonnées locales lié 4 la

géométrie de l'obstacle, figure (0-6) ; x est l'abscisse curviligne mesu-

sadaesit om va

rée de long de ja section aroite Bw partis du pout wasrlt, ©

ligne de courant qui sépare les écoulements supérieur et inférieur f
rappe

lobstacle, Llaxe des x est tangent & la surfece et celui des y lui 
est per-

pendiculaire, On désignera par, u et v, les composantes de la vite
sse pa

rapport & ce systeme.
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Dans ces conditions, le rayon de courbure étant grand par rapport t

lépaisseur de couche limite, on peut assimiler en un point x le profil

& une plaque plane ; l'équation de Navier-Stokes s'écrit alors :

gu 3 1 au, ateus tee -e: SE (24 ay

dv, av. 1.2 2 2, (09)u St ¢y Qe. 1 - Op, y (dv, av)
x yey 2 2

Ox oy

Dans le but de simplifier encore les équations de couche limite,

Prandtl a introduit les hypothéses suivantes ; sous réserve d'une faible

courbure de la surface et d'une vitesse trés peu défléchie dans la couche

limite, on peut négliger les composantes transversales par rapport aux

longitudinales, le gradient de vitesse normalement 3 la paroi étant pré-

pondérant aux variations de long de l'obstacle, Cela conduit 3 négliger

la seconde équation de Navier-Stokes et & écrire la premire sous la

forme :

Qu au lid &usSey Shs. f eGR yyou3x Y Sy ae . 
(0-11) i¢ By

Ala frontibre extérieure de la couche limite le fluide se comporte

comme un fluide parfait et on Pes lui appliquer 1'équation de Bernoulli :

1 ste
=e. uv’ ect! (0-12)

ce qui nous donne la relation :

aw

-l-

a ee (0-13)
€ ax ax

et l'équation de Navier-Stokes se réduit finalement ae

a Bh ew 2 eu 2 9 oh (0-14)
ox Y ay

appelée équation de Prandtl, L'équation de continuité conserve 1a forme

usuelle :

Fi + &- 0 (0-15)
y

Il faut joindre & cela les conditions aux limites qui traduisent ladhé-

rence du fluide & ia paroi et le raccordement avec 1'écoulement potentiel

loin de la surface, c'est-a-dire :

5 zv=0yo. vey (0-16)

Nous conserverons les hypothéses faites au paragraphe précédent

et nous allons en premier lieu établir l'équation de quantité de mouv
ement

qui se déduit de l'équation de Navier-Stokes (0-14) et de l'équation de
 con-

tinuité (0-15),

En prémultipliant 1'équation (0-15) par u et en additionnant membre &

membre avec la relation (0-14), on obtient :

ue , dd 2 y wD oy

ox ay dy"

or l'équation (0-15) s'crit en la multipliant par U +

a(uu) , aU), av
ox dy dx

donc en soustrayant membre & membre ces deux dernitres rel
ations :

b aU _ Fu
2 fs cai] Phew] veg «94
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intégrons maintenant cette équation par rapport @ y dans une section
transversale de la couche limite : 

— oY Sty = « 3 
(0-20)

aT; 

=

00 coJ 2 fu (U-u)] dy + a J (U-u) dy + [e (u-u)| an Er a et l'équation de Navier - Stokes eas 8 3= y =0 0 
¥ ay ayy YL ay oY (0-21)dy ~ dxdy " Ox" yi = ay”

et en tenant compte des conditions aux limites (0-16), il vient : 

y

! 
09 

co
au 

hah .

] J fu (U-u)] dy + > f (U-u) dy = v (2 ) y=0 avec les conditions au:: limites :0 
0 

¥ 

Ye .
y=0 Har, FO

introduisons pour finir les grandeurs caractéristiques de la couche limite 

DY 
(0-22)

définies par les formules (0-3), (0-2) et (0-3), soit : 

y— a dy u

. 

ep} 

. 

1 

ibl 

l
a
m
i
-

U 5* = f° (U-u) ay ug _ i u (U-u) dy Ben gu) En résumé les équations de la couche limite incompressible, lami-0 
0 oo? oy'y=0 naire plane, permanente peuvent s'écrire P

i on obtient donc : 

2

du

d_ 2 ox * dU to 

Oy, ly My Scr (0-14)

ae (OU HUS. ae 
BSn TY By TU TG

Qu gv -

que l'on peut mettre sous la forme : 
r 

ox ay =o Meats)
xt

as 1 4aU wk oom Co 
- = prea

= Ss 2 S aS rat 
=0 usv

dx * Uy + ax f +s") eu (0-17) 
a (0-16)

yO w-— U

{ On introduit généralement le facteur de forme de la couche limite, H,
défini par :

st 

ou:

H = ~S— 
(0-18) 

2 Zy au ae
8 

oy 8 oe iy By 2 21)dy" axdy ~ dx "42 x ay

l'équation de quantité de mouvement prend alors la forme 
Hi

Y

yao wa(0-19) 
a ae)y—> 0 seS a| 

Les équations de couche Limite, (0-14) et (0-15) peuvent atre réduites Remarque: pour résoudre ces équations, il faut également ajouter une

{ 

4 une équation unique, en intégrant l'équation de continuité (0-15) ; pour 

condition initiale du type :

cela on introduit la fonction de courant, YY , définie par ; 

ay ao
x=x 

usu, ou [TT =

|
| 0 0 ay oy
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lil - UNIVERSALISATION DES EQUATIONS DE COUCHE LIMITE

Aprés lintroduction par L, Prandtl de la notion de couche limite et

des hypothéses simplificatrices qui ont conduit aux équations que nous

venons de rappeler, de nombreux mécaniciens ont développé des métho-

des numériques pour les résoudre dans les cas of la solution mathéma-

tique exacte n'était pas connue ; citons entre autres : H, Blasius, Th,

Von Karman, K, Pohlhausen, V.M, Falkner, S.W, Skan,

A. Walz, L, Howarth.

D.R, Hartree,

-. dont on peut trouver une synthése des travaux

dans l'ouvrage de H. Schlichting (2 ] 4

Bien que chaque nouvelle méthode constituait une amélioration,

c'est au cours des quinze dernigres années que les plus grands progrés
ont été réalisés, tant en ce qui concerne les idées sur la résolution des

équations de couche limite que l'étude des problémes concrets d'une ma-
nitre aussi simple et exacte que possible, C'est en effet A partir de 1957,

date de la publication des travaux de H, G6rtler [2] » que les méthodes

d'obtention de solutions universelles des différents problémes de couche

limite se sont considérablement développés. ( Voir les ouvrages de V.

Saljnikov 3 et LLG, Loitsianski 4 ‘J

Comme il apparait dans les équations (0-14), (0-19) ov (0-21), les

problemes de couche limite se différencient essentiellement par la vitesse

de l'écoulement potentiel extérieur U. Une des méthodes modernes de

résolution des équations de couche limite laminaire consiste donc X trans-
former les équations fondamentales de l'écoulement considéré en une

forme, dite "universelle", qui ne contient plus ni dans les équations, ni

dans les conditions aux limites la vitesse U,

Une série d‘auteurs, parmi lesquels V.Y. Chkadov [5 } > L.G,

Loitsianski [e] ; V. Saljnikov - 8S, Oka [7] , ont déja proposé des
formes possibles d'universalisation en se basant sur l'introduction de

différents paramétres de forme 3 la place de la variable longitudinale x.

-15-

Nous développons l'étude mathématique des problémes posés par cette

méthode dans la premitre partie. Devant la complexité des équations de

couche limite qui rend non aisé pour le moment l'étude directe de leur

universalisation, nous avons été amené 4 considérer un probleme d'évolu-

tion plus simple, suivant ainsi une idée de J.L. Peube.

Nous avons choisi & l'instigation de V. Saljnikov, une universa-

lisation A l'aide des paramétres de forme de Loitsianski, La seconde partie

est consacrée, aprés avoir présenté l'origine et quelques propriétés de ces

paramétres, & l'obtention et & la résolution numérique des équations univer-

selles qui découlent de choix différents de la variable transversale,

iverselles
?

a io! ill [8& ceux d'une méthode directe de calcul et 4 la solution de R.M, Terri

considérée comme exacte,



PREMIERE PARTIE

ETUDE DE LA METHODE D'UNIVERSALISATION

SUR UN EXEMPLE
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Pour les problmes de couche limite laminaire plane, la méthode

dtuniversaligation consiste & mettre les équations du probleme considéré

sous une forme universelle qui ne contient plus ni dans |'équation, ni

dans les conditions la vitesse de l' écoulement 4 la frontitre extéricure de

ja couche limite, U, par laquelle on différencie les écoulements. On subs-~

titue, pour cela, & la variable longitudinale x, un ensemble de N paramé-

tres de formes qui seront précisés ultérieurement.

De nombreuses questions se posent alors :

- existence et unicité de la solution du probléme universalisé

» convergence de sa solution vers celle du probléme de départ quand le

nombre de paramétres N tend vers l'infini.

~ Qualité de l'approximation obtenue pour un rang N donné,

Ces problémes sont 2 l'étude mais nécessitent des résultats

d'analyse fonctionnelle trés délicats concernant les problémes paraboliques

non linéaires, C'est pourquoi, suivant une idée de J,L, Peube, nous allons

développer les principes de cette méthode sur un probléme parabolique li-

néaire du méme type.

Dans la premitre section nous étudierons les problemes mathé-

matiques posés par l'universalisation de l'exemple choisi, Ensuite, dans

la seconde section, nous appliquerons la méthode sur un cas concret et

nous comparerons les résultats obtenus par universalisation & ceux de la

solution exacte,

Aprés avoir introduit un probleme d'évolution & partir des équations

de couche limite, nous démontrerons l'existence et l'unicité de sa solution ;

ensuite, nous procéderons 3 son universalisation et nous étudierons la con~

vergence de la solution universelle approchée vers sa solution exacte.
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Pour un fluide & propriétés physiques constantes en mouvement

plan permanent autour d'un obstacle, les équations de la couche limite

laminaire se réduisent avec les hypotheses de Prandtl & la premitre équa.

tion de Navier - Stokes

2
ux 4.88 = ued») Oedx Dy 2 (0-14)

oy

avec les conditions :

du vast = =0 (0-15)

y= uz=ave

y—> u—» U (0-16)

X= Xp u = 4%

Dans l'éguation (0-14) les termes du second membre fixent la na-

ture de l'équation. Il s'agit donc d'un probléme parabolique pour la viteast

u par rapport 4 la variable transversale y, la non-linéarité provenant du

premier membre,

En écrivant l'équation (0-14) sous la forme :

2
Ov ov, du ou, du_ Uw

dy y Oy d ox D dx

nous avons été amené A considérer ]'équation parabolique linéaire ;:

~ OP. _—
Ap-k s1 =f (x > 0) (1-1)

ot la variable t joue le méme réle que la variable longitudinale x de (0-14)

ja fonction £, qui correspond au terme - 5 * = » sera donc supposé foncti!

de la seule variable t.

Nous avons introduit un ensemble de corlditions initiales et aux

limites et nous considérerons finalement le probléme d'évolution du pre-

mier ordre ent suivant :

- 18 -

(1-1) AYpek =a = (k >0)

I (1-2) Y/pi= 0 vte jorl

(1-3) P(x, 0) = 0 Vxe

ot, SL est un ouvert borné de R”, de frontitre!TM et 4 est une fonction

définie dans le cylindre 1 x] 0, th et & valeur dans R,

Nous faisons de plus l'hypothése suivante sur la fonction f :

(1-4) £e J(]o,7f )

2 - Rappels d'analyse fonctionnelle - Notations

Soit “. un ensemble ouvert de R’, nous définissons les espaces

fonctionnels suivants :

-G(.) : espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables 4

support compact contenu dans SL.

- L (t.) :espace des classes de fonctions réelles définies sur © et de

carré sommable pour la mesure de Lebesgue dx.

si on le munit du produit acalaire :

(fg) =f £ (x). g () dx
Li (a)

v2 (.0.) a alors une structure d'espace de Hilbert, on définit la norme

associée par:

-Vies “| (x) ax| 1/2

2

~ espace de Sobolev [a (-f.) : espace des fonctions de L’ (-%-) dont toutes

les dérivées d'ordre 1, prises au sens des distributions sont dans

2
i aay

n

Soit j un multi-indice, c'est-a-dire un élément de N :

i= Gp, Jones sod) d'ordre ou de longueur : |jj = J+ jy tees ti,

nous désigons alors par D lopérateur de dérivation :



. od ij ii
Dev), Dy... x D2 22

ox
1 

1

On munit H (.) du produit scalaire :

isn

(u,v) => fav) = (1 ? v) 9 u,v) + (D.u, D.v)H(2) jel |) Lin) Ln) yy ree oa)
ce produit scalaire confére A H (2) une structure d'espace de Hilbert

1
~ Hy (4): adhérence de® (1) dans Hl (1)

2
- L’ (0,T ; X) : espace des fonctions t—su (t), mesurables, de Jo, TL

a valeurs dans X, espace de Banach, et telles que:

T 2 1/2
ey 2 2 ils (w at soit fini

L“(0, T;X) 0 x

- W (0, T ; X) espace des fonctions de i (0,T ; X) dont les dérivées d'ordre
1 au sens des distributions sont dans L” (0,7 ; X'), (X! désignant

l'espace dual de X),

Afin de simplifier l'écriture des formules, nous utiliserons les nota~

tions suivantes pour les espaces fonctionnels, leur produit scalaire et

leur norme:

HLA) bade Ue Hn
9 (2) bole 5 fle ly

-LV=L? (0,T5V) 5 (cs)

- W=W (0,T; Vv) ;

Lv? ||. lw

Cooder te Uae

Nous allons utiliser a cette fin un théoréme classique des problé-

mes d'évolution [9] dont nous nous contenterons de vérifier les hypothtses.

a - Théoréme

Soient deux espaces de Hilbert séparables, V et H, tels qu'il exis-

te une injection continue de V dans H et que V soit dense dans H.

- 20-

Pour tout t ¢]0,T[, T fini, soit a (t ; u,v) une forme sesquilinéaire

continue sur Vx V, satisfaisant aux hypothéses suivantes :

(i) application : t —>a (t ; u,v) est mesurable, Yuet Vv EV

(ii) ] M indépendante de t telle que :

Ja (tv) < M fully - Ivy PP tefo,t] , Vu, ¥vev

(iii) Jox>oet AER telles que :

2 2

Re [alti vv] +alfvll, >« Iv eete [ot] Ye ev

Sous ces hypothéses on définit ainsi une famille d'opérateurs, A(t),

de V dans V', tels que :

<A (Hav > yy 2 (Ev) Ya (tle B(v, Vv!)

(ot, le symbole ¢.,.> désigne Ja dualité entre V et v')

et le probléme :

Trouver u € wv (0, T ; V) telle que :

we ne (0,T;V'), et

ut (t)+ A(t). u(t) =e (t)pepte [0,7] dans v', avec ge L? (0, T;v'

u (0) = u, ugé Hi
0

admet alors une solution unique.

b - Application au probl@me I

Si nous prenons pour V et H les deux espaces de Hilbert corres-
2 1

pondant aux notations du paragraphe précédent :H = L’ (11) et V= Hy (O),

on sait, en raison de Ja relation: |full.,< [lly Vu € V,que linjection

de V dans H est continue. De pius V est dense dans H, puinyue par aéfinition
2

Hy (2.) contient D (0) qui est dense dans L” (1),

Nous choisissons la forme suivante :

i=n

1 ;
(1-5) a(tsuv)=y & (Dx, Diver Yu ¥v ev

iz

2 2 ;
d'aprés les propriétés du produit scalaire dans L (QL), il est Evident que

ceci définit une forme bilinéaire sur V x V ; de plus étant indépendante du

temps t, elle est mesurable par rapport A t pour tout u et v appartenant @ V.
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Afin de démontrer la continuité de cette forme, nous partons de sa dé.

finition (1-5) et en prenant les modules de chaque membre, on obtient :

icn
. zi 1a (tsu,v)|=4 > {D,u, D,v) gc 5 (D,u, D.v)

ped i 1 ‘H k M1 i i‘H

appliquons l'inégalité de Schwarz dans H, au second membre :

Ja(tsuw|< : ze Hef ar* ([Pelhe

et en ajoutant & droite le terme positif : | | all’ :

1=n

2 {|i hes || Devils
i=0

whea (ts a,v)| <

Appliquons maintenant au second membre l'inégalité de Schwarz corres-

pondant 4 la norme euclidienne dans pot :

1 | = a w2 [4a(t;u,v Ca D fe| ( Nex 2 | ole Me (> li
ix0 i=0

1la norme de Hh étant la méme que celle de Hw (O.), on obtient :

23 5 i(1-6) Jattsavl< xe lefyeliyy Ye vvev

ce qui démontre la continuité de la forme a (ts u,v).

Il reste 4 vérifier la troisitme hypothése (iii) ; en partant une

nouvelle fois de la définition (1-5), nous obtenons la relation :

isn

jatesvw)| T a
isl

2

Dave naa

or les normes dans V et H sont reliées par :

Ile bea pole

donc :

an) fateonl sd fel = 2 fe
Il suffit de prendre A = et OcXrke 2 pour vérifier "hypothése (iii),ie

= 226

aIPosons: (1-8) gz-7.f

Comme f appartient par hypothése aD ( Jo, T[), on en déduit que g est
2

dans l'espace L (0,T; V'). On peut donc appliquer le théortme énoncé

ci-dessus :

Pour toute fonction f donnée de D (J 0,T [ ), il existe une fonction
zZ

unique, w, dans L (0,T; V), telle que:

(i) wie L’ (0,7; V')

PS @& w'(t)+ A(t). w (t)=sba(t) p.p pour te] 0, T [dans V'

(az) w (0) = 0

En utilisant la formulation variationnelle de (ii), soit :

]
(ii)! <w',v> ta(tiww)=-7 <fiv> Vv av

et en prenant pour v une fonction de J) ( 1), on démontre dans [10] , en

tenant compte du fait que la trace de w est nulle (c'est-A-dire w/f =0

te 7 0,T [). que la solution de I' est la solution du probleme de Diri-

chlet :

w! -§ ,Awe- = f dans D ()

Q-9) 1 wis =0 (2: frontitre latérale du cylindre O.x| 0,T [)

Nous avons donc démontré que le probléme I avait une solution unique,

Y, dans l'espace W (0, T; V).

4- Universalisation du probleme I

Au paragraphe précédent nous avons mis en paralléle le probleme

d'évolution I avec l'équation de couche limite (0-14) en faisant correspondre

la variable t 3 la variable longitudinale x, la fonction f jouant le méme réle

let eeque le erme - D dx’

Par analogie avec les principes énoncés dans l'introduction de

cette partie, nous allons universaliser le probleme I en le transformant de
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fagon a faire disparaftre la fonction f, qui différencie les problémes

d'évolutions du type I, de 1'équation (1-1), Pour y parvenir, on est amené

& remplacer la variable de temps, t, par un ensemble de parameétre, p.,

en définissant une application, Pup de l'ouvert J 0,T [dans pM :

1-10 = J .(1-10) t—> Py, (t) = (py (Og (ts «0 Dy lt)

Nous allone également associer & f une application, F, de pMa dans

R et 4 la fonction \P une application, ®, de re i dans WR, telles que:

'r@, ett) veelore
(1-11)

$ (, Py, (t)) = yt) Veen yre]or[

Avec la formule de différentiation :

ao _ i=M dp, 9 L= M

(12) 3 = ee dt ‘ Sp ~ Hn
L

iz0@ i im, o

nous pouvons effectuer le changement de variable (1-10) dans le probléme I

(i-l) AY. k of =f (k > 0)
at

I (1-2) Wr = 0 ¥te Jo,r[

(1-3) P(x, 0) = 0 Vxe

qui s'écrit alors :

ab-e Fy 2S1-13 - ! =[ £-* Le 3 P, *

L (1-14) $/p =0 VP, (¢) correspondant A t «|0, T [

(0-15) (PL (0) =0 Wx ee

Nous allons maintenant caractériser les param&tres p, en les définia-
i

sant 4 l'aide de la fonction f et de ses dérivées :

i
(1-16) pp # pouri=0aM

ce qui a un sens du fait de l'tappartenance de f & Vespace J) ( ‘Jo, T L)
' weet 

7 ;L'application Pu est donc continue et l'image de l'ouvert 7 0,T[ est un

arc de courbe ouvert dans pM § :

= 24 -

Dtaprés (1-11), on en déduit que :

1-1 Fs(1-17) 3 Py

De plus, en calculant la dérivée des paramétres Pp, on voit appa-

rattre la relation de récurrence suivante :

J {oo i= z(1-18) P's, = Pray pouri=0aM-1

On remarque que Pu ne peut pas étre définie par cette relation.

En utilisant ces derniers résultats, nous pouvons mettre le pro~

bleme sous la forme équivalente :

isM-1 3 , oF
(1-19) A®-k 2 P. 22 PM 3b, = Py

it} itl oP, ip

L (1-14) $/p =0 YP, € —

(1-15) $ (x, P,, (0)) =o ¥xeé

Le principe de l'universalisation est alors de remplacer le probléme

L par un probleme approché, If, obtenu en introduisant le paramétre sup-

défini par:plémentaire, Put a

1-20) (M+1)
=f

PM4l

Son écriture se déduit de celle de ue nous allons donc désigner

M+2

par, , la fonction définie sur -O#R

a ¢ ; de méme Py sera l'application de ] 0,T [ dans R

l'arc de courbe, image de Houvert ‘]o. T [ .

a valeurs dans (R correspondant

*

plore £ étant

Nous allons donc remplacer la résolution du probleme I par celle

du probléme II qui représente son universalisation approchée au rang M:

— agt 2's , . of.
(i-24) = Pad P; = PG

es * @
I< (1-22) S/H =0 vee S

(1-23) dD (x, er (0)) = 0 Yue Ou
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En effet, 1'équation (1-21) n'est pas €quivalente 4 l'équation (1-19) puisqu!
11 

é
elle dépend d'un paramatre de plus, On ne peut donc espérer avoir cotnci~ |
dence de la solution du probleme II avec celle de

M vers l'infini, le & i
’ parametre supplémentaire Paead disparaissant alors. Ceae 

: 
5

st donc que lorsque nous introduisons un nombre infini de param’tres P.ue n 
i i i

q ous pouvons parler d'universalisation du probléme I, c'est pourquoi ’
nous désignons le problame I comme une approximation au rang M de 1!
versalisation de.I,

uni.

Nous allons chercher la solution du probléme II sous la forme d'un
développement en fonction des paramétres Pp. :A

02 
. 

i=M+]1

~24) Boves2) 7 ps Pie oy

Nous 
i

( montrerons, au paragraphe suivant, la convergence de & vers
la solution @ du probléme 1). 

~~
Nous pouvons tout de suite remarquer, d!

sur la fonction f, (1-4),

aprés l'hypoth’se faite

et la définition des paramétres ps (1-6) et (1-20)ad

: oo ge 

*

que ces derniers vérifient :

(1-25) p, (0) = 0
ly

pouri=0a8 Mtl

nous pouvons donc en déduire que:

(m1) % Py, (0)) = 0 ¥xe OL

*

(M+1)

1 

sacsd'aprés sa forme particulitre, (1-24), la solution du probléme 11, §2
vérifie implicitement la condition initiale (1-23)

Nous allons maintenant déterminer leg fonctions or de la seul.3 
e

a 
c d

variable x, en tenant compte de la condition au contour (1-22) qui doit étre
vérifiée par la i =PB solution Gaany’ nous devons donc avoir :

i=M+41

p,. ©, =0f=; i* Fifa vee Jo, rf
c'est a dire:

*t(1-26) av =0 pouri=QaM+#1

aii = a
L que lorsqu'on fera tend;

~ 26 =

en reportant le développement (1-24) dans 1'équation (1-21) et en identifiant

les coefficients des paramétres de méme indice des deux membres, on

obtient :

Les fonctions o: du développement (1-24) seront donc définies par la

résolution successive des problémes elliptiques suivants :

*
4 = 1% sur (-L)
Boja7°

ae =f, Ld

(1-27) ati fo ens EP)
Va”

ae oe

Gyan =k Ou
sur (<)

Etant indépendantes de f, ces fonctions e pourront donc étre

déterminées une fois pour toutes pour la classe des problémes d'évolution

du type I; c'est pourquoi on les appelle "fonctions universelles de I", De

plus, si, dans la plupart des cas concrets, les fonctions f sont lentement

variables, on pourra 4 juste titre ne calculer que les premiéres.

Du point de vue pratique, on limitera le développement (1-24) & un

certain ordre pour une fonction f donnée, et il suffira alors de calculer les

paramétres p. & aide de (1-16) et de reporter lee réenitatea dana lexnres-

sion de Bovey’ (1-24), pour obtenir une solution universelle approchée du

probléme considéré, dont la qualité dépendra de la rapidité de convergence

de la série (1-24), On peut d'ailleurs remarquer que le premier terme de

Fin) 2 Py oo tient déj& compte de la fonction f, ce qui n'est pas le cas
t
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f
lorsqu'on prend en premiétre approximation la solution du probléme sans

second membre, 
i

Il est évident que la validité de cette méthode repose sur la con-

vergence de la série (1-24), c'est & dire de la solution du probléme II, ver,

la solution , Y , du probléme I, quand M tend vers l'infini, C'est ce que

nous allons démontrer,

Nous allons d'abord étudier la convergence de la suite des fonc-
ae . : 5 5 5tions G.. qua apparaissent dans la solution du probleme II ; ensuite nous

¥ 4

(M+)
terminer nous établirons que sa limite n'est autre que la solution du pro-

bleme I, e .

montrerons la convergence de la série de somme partielle g et pour

ot
a - Convergence de la suite 6

Les fonctions e sont définies par la résolution successive des
problémes au contour dans fL , (1-27), Or on démontre dans f10] que le

probleme de Dirichlet non homogeéne :

Au=g

(1-28) /
u/pfl 0 sur 1. borné et régulier

2
g€&¢ H=-L (fL)

Mi

1admet une solution unique dans espace V = Hy (1. ) ; on en déduit donc
: 2 . f :que les fonctions &. existent et sont uniques dans cet espace fonctionnel,

Afin de simplifier un peu les calculs, nous considérerons que

ouvert O. est contenu dans l‘hypercube (] 0,1, a et que le coefficient k

ala valeur 1,

Soit le probleme au contour dans L:

ak * x

Jag G1 o. * Del ev
(1-29) 5 3

=0

| om

bibleenete

~ 28 -

2 are
multiplions les deux membres de l'équation par Gn et intégrons sur OL

2k .(ce qui prend un sens pour 4 eV):

* * _ * ® a) du

Soe 4 HF ware f Oh). He)

en développant le Laplacien du premier membre et en utilisant le fait

que V est dense dans H, ce qui permet d'introduire le produit scalaire

dans H au second membre, on obtient :

icn

> { Ew. oF Fw). a- GT),
peal Jo ra 1 TMm

intégrons par parties l'intégrale du premier membre

fe = - eid, ufe (u) . De o (u) . du = [s, _D. eh, Sn (DO y wa

la condition au contour annule le premier terme et ona:

icn
*& 12 ae at

~ | [> fo ma-- 8 Hy
i=l

en introduisant la norme dans H au premier membre et en majorant le

second membre & l'aide de l'inégalité de Schwarz dans H:

~ pie z all, « bits
=1

soit en majorant encore le second membre :

PL <2 Saal, * SI.

2

H

i

a

(1-30)

Nous allons établir une autre inégalité en partant de la relation :

*j at Vi, gal B
= = wee Vin cong & J) dv, j, jslanOn (x), eee? x) = J D; Qn (x), ? 5 ’ a) j ,

en appliquant l'inégalité de Schwarz au second membre et en élevant le ré-

sultat au carré ;:

#2

|
J #12 a
[p, 3 | (Kyo eee vs oop i x) i
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intégrons les deux membres sur (L:

J. Ge e gc) aay »{ [Pa]? oe

en introduisant la norme dans H et en majorant le second membre en tenant

compte de l'hypothése faite sur , on obtient :

(1-31) |e.

En minorant le premier membre de (1-30) & aide de la relation ci-dessus

* 2

[P; Sail: pow d=1aslu <

on arrive a:

fon < Sq efety
clest-a-dire :

0-32) Palla <3 |Balla

En majorant le second membre de (1-30) avec l'inégalité (1-32), ona:

x Pehle <3 -deh fe yet fo =2 pet |
et en utilisant la relation (1-31) A l'ordre m-l, on obtient :

(2 1
D 4 =.i on ll TM~ 3 IP

Ajoutons membre & membre les inégalités (1- an et “)(
=n

* 2
+oat 2
i=l

en majorant le second membre, onarrive A:

Uk + Zope, af < Sqier fe +
donc en introduisant la norme dans V:

x 2 L * 2

Sally < 3° |e. l\
cette relation traduit la convergence uniforme de la suite e vers 0 dans

“mM

ifzn

(1-33) 2 | 2

alls ¥Vi,jslan

(1-34)

l'espace V.

D, Os | i

- 30 -

*

b - Convergence de la série @®
m

Nous rappelons que nous cherchons la solution du probléme II,

c'est-a-dire de l'universalisation approchée au rang M du probléme I, sous

a
la forme de la somme partielle d'une série, oxen)

m m = M+lL *

(hee) O41) - 2. 6 Pin X o

*
Désignons par ® le terme général de cette série:

0-35) @hspyx OF

en calculant la norme dans V des deux membres, on obtient :

l@nly seals
comme par hypothése la fonction f appartient 2 JD (Jo, i p et que par leur

définition les paramétres p, sont liés aux dérivées de f,(1-16) et (1-20), on

en déduit qu'il existe une constante positive L telle que :

(1-36) | Pin fl co < 2% Ym, mewW

donc en intégrant l'égalité précédente par rapport 4 la variable t, apres

majoration du second membre par (1-36), on arrive a:

T 2
* | 2 #4) 2

J On, vy Wa < , 7 -(e, Vv
*

En raison de la convergence uniforme de la suite Qn vers 0 dans V on peut

donc dire que l'intégrale du premier membre sera finie pour tout m, ce

*
qui nous permet d'affirmer que le terme général de la série, ®. appar-

2
tient Al'espace LV=L (0,T; V); donc:

* {| 2 2 2

(1-37) @aley <u.t |e, | Vv
x

Calculons dans LV la norme de ce et en utilisant l'inégalité triangu-

¥m, meé WN

laire dans cet espace, on est

2

* Mey <2 <4 ” (e% IIs LVMAL)

donc, avec (1-37):
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m=0Ita [By <P Td, HES
soit, en utilisant la relation (1-34) au second membre : f

m=M+41 |

[ew ftv < eel Se=
et en majorant la somme partielle de la série géométrique :

(1-38) |I8sea) Inv <2 xix THO 2 YM, Me ny

. , ; *ce qui prouve la convergence uniforme de la série, de terme général ®

*dans l'espace LV, mais il reste &A démontrer que la limite de O41) qual

M tend vers l'infini est la solution ¥ du probléme I. {

ae t
c ~ Convergence de la solution approchée, Pees) vers la solution }

exacte, ’

Nous pouvons considérer l'équation :

JEM* of.
(1-21) AG Re 2S Pi oP, =Po

x 4
ot, 6 = G (x, Po? Py afl 6 Pe Paya) comme une équation dépendant

de M+2 paramétres P . |

En utilisant une transformation, BL Y analogue a Paw (1-10), on

peut définir la fonction ci E 1
Vx€ OL \~ se

(1-39) Os th Bape Papas) = Os Pree Pag) vi ejo, rf -

et 4 l'aide de la formule de différentiation correspondante 4 Pe 1:

j=M-1 j=M-l 3
1-12)! a = 7 yo = x =

on peut mettre l'équation (1-21) sous la forme équivalente :

ze , 22 : ag” |(i-40) AP-k Se 7 EP oP,

- 32 ~

Or la solution, Pasay du probleme II vérifie :

28;MH) 297 ataprés (1-24OP yy One pres (1-24)
~

donc Ja solution correspondante, Foany? du probléme qn obtenu 4 partir
ns

de II par la transformation ave 1 vérifie l'équation :

~ 9gOF(MH) _(1-41) 8 bony > = zftk x Pyrny* Oop

Nous rappelons que le probleme I de départ 4 la forme :

(1-1) Ay. xe Shes (k > 0)

I (1-2) Wr =0 Fee JO, TE

(1-3) f(x, 0) = 0 Vxe

Introduisons la fonction =cut) qui représente l'erreur absolue

commise en prenant pour solution approchée de I la solution universelle de

rang M:

ww

(1-42) Engin) = Senenay > ¥
elle est solution du probléme III suivant :

2 Sas)M+) _ 3

(-43) 4 Eun ~ ** Ot = Pa” Ove
I (1-44) Can) /i =0 vt Jo, tf

(1-45) Coe) (x, 0) =0 VeEé Oo

Effectuons maintenant la transformation :

2 i -At
€ = & x €

(1-46) a (Merl) avec BER
€ _ t - Bt

$, = &, xe

on a donc les relations suivantes :

i) gS
MH) Jax € , 2 mas], at

at (1) ot
t

4 = Age 6
Guat) = 2€aany © °
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i

en reportant ces résultats dans l'équation (1-43), on en déduit que la fonc. ;
tion Eos) est solution du probléme mm £

2 Eu :
(l-47) A Ea)” Kp. East) a® el = Beas Oy {

I, < (1-44)! E(ana)/q =0 ¥t €0,TC

(1-45)" Etat) (x, 0) = 0 Vx @ Sh |

Multiplions les deux membres de 1'équation (1-47) par &
(Msi) °*

intégrons sur

Ja &fxee (a)xa (ast) 0) + mc =. ha Fscan ik (u}edu - 2 = (Etsery| i

ae Pretthen Fey) » Oy, (a) «du
intégrons par parties la premiére intégrale :

i=n x 2 ¢ i=n

a f Eomaaf®) * Py Eyeay) xu = 2 [Exe €

fel «Pi Emtss) | Is

~f [P, Ean) | 7 (u) du
le premier terme s'annule & cause de la condition au contour (1-44'), et en

introduisant le produit scalaire et la norme dans H, on obtient :

i=n
€ 2

Dé | + k.ller |r + 4-< |Z| i ©(m41) I el (M41) la? 2” at leGseray ln H
e €

-k * Pari * CE (vesy’ Qn
en utilisant l'inégalité de Schwarz dans H au second membre et en majorant

encore le résultat, on arrive 2:

i

le +3

nn
"at letacas) Wes

«fall 2]IN

~ 346

Soit :

i=n
© 42 L kaye |

ZA Ewen te te. B-3)- Exes ls: # (M+1) li
i=

LL

[Bs
nous choisigsons @ , qui était arbitraire jusque 14, de maniére a ce que

le coefficient du second terme soit égal a1:

(1-48) e=+ + ;

on peut alors introduire la norme dans V:

ee | 2 ,k 4 € 2

(M41) IV 2° a& (M+1)

intégrons les deux membres de cette inégalité par rapport & la variable

tdeOatT:

e 2 <« ie
xlletacenlf cy a 2 le M+1) [n(7S

D'aprés la définition de Oe (1-46), (& étant positif, (1-48), on en

déduit que le second membre est fini pour tout M ; on peut donc dire que

Ea) appartient 4 l'espace LV, En introduisant la norme dans cet espace

et en minorant le premier membre on obtient finalement :

1-49) E =aio) eeanliv < SE U8
: x

En raison de la convergence uniforme de la suite Qn vers 0 dans V,

eas . €comme @ est positif, la suite Our

V pour toute valeur de t appartenant 4 un intervalle borné. Donc, quand M

convergera uniformément vers 0 dans

tend vers l'infini, la suite Ef ) converge uniformément vers 0 dans LV.
M41

Nous avons donc démontré que la solution universelle approchée au rang

M, Deu) » converge uniformément vers la solution du probléme I, 4

dans l'espace L (0,T ; V) quand M tend vers l'infini.
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II - APPLICATION NUMERIQUESSE Ee

Nous allons développer la technique d'universalisation en nous limitant

a une classe de probl@mes d'évolution, Aprés avoir défini l'exemple choisi

et expliciter rapidement le calcul de sa solution exacte, nous développerong!

son universalisation et en particulier la détermination des premitres fonc. 4

tions universelles, Enfin nous présenterons les résultats obtenus avec dif-
|

férentes fonctions f, 
;

Afin de limiter les calculs, nous avons choisi d'étudier la méthode

d'universalisation sur la classe des problémes d'évolution du type I, mais ;

en prenant pour 1. ltouvert 0,10 de JR, Soit, donc: }

2 

|

(1-51) 2h - — sf .
ox

I (1-52) ¥(0,t) = p(l,t) = 0 vee jo, Tl i
(1-53) ‘p(x, 0) = 0 Vxe Jol

La fonction f, qui différencie leg problemes d'évolution de cette classe sera

définie ultérieurement, ainsi que la valeur de T,

Nous nous bornerons 3 rappeler les points essentiels de l'obtention

de la solution dont l'étude est faite par V.A. Ditkin et A.P, Prudnikov dans

l'ouvrage [u} 5

Nous désignerons par b la transformée de Laplace par rapport &

la variable t de la fonction
wo .

-pt 
;0-54) @Gup)= |e Py yp (xt)y at |

0 
'

et par F celle de la fonction f

pt(1-55) Fip)= fe Ptee (yy at

feet

= 86 ec

En appliquant cette transformation de Laplace 4 l'équation (1-51)

et aux conditions aux limites (1-52) on obtient :

2

(1-56) ws -p O=F

(1-57) $ (0,p) = Gp) =0 YpeR

La solution de cette équation différentielle du second ordre en x

avec la condition au contour (1-57) peut se mettre sous la forme :

1

(1-58) ®Gp)=- | Gs usp). F(p) au
0

ot, G est le noyau de Green de l'équation (1-56) :

Sh(x Vp) x sh [(-u) Vp] pour x gu

p= ¥P x Sh Vp

Sh (u Vp) x Sh [(1-x) Vp

VP x ShV Pp

d'autre part G est la transformée de Laplace de g définie par :

(1-59) G (x,u;

pourx > u

xu ( xtu(1-60) g(xu;t)=4 Iv, ( yy v, (8 oy]

ot v3 est la fonction de Jacobi :

Set aging =m
(1-61) V, (vst) = e

n=-@

ces résultats nous permettent d'écrire la solution du probléme I sous la

f
forme :

0

t

(1-62) pest) = - ff (v) x g (x,u ; t-v) an, dv
0

Afin de pouvoir calculer numériquement cette solution nous avons ex-

pliciter la fonction g & l'aide de (1-61) :

n=too nee i

(1-63) g(x,u;t) =2 z= sinnlTux sinnlx ve
n=l

la solution du probleme I, s'écrit donc :

j=too : . t4 sin (2jt+1) 1 x I f(v)xdv
“a 0 2j41 (2541)4 Walt-v)(1-64) ¥ (x,t) = e
0 ailleurs

pour xé yo,10

te jo, TL
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on peut remarquer que peur toutes valeurs de t elle est symétrique par

rapport & l'taxe x = 1/2, sassrentiesstccamal
approchée au rang M

Comme nous l'a i ivons vu dans la premitre section, la méthode uni,

versalisation consiste en pratique 3 approcher la solution exacte ‘p> duae

probléme I par un développement de la forme :

* m=M+1

(1-65) Boe) = ons Pin X an

les paraparamétres de forme, Pi,’ ayant encore la méme définition : j

. _; fm)(1-16) p, =f pour m=0AM#1

1 i i :es fonctions universelles de 4 Gy? étant explicitées par la résolution suc-

cessive des équations différentielles d'ordre deux & valeurs au contour :

"

(* 7x *

Q% (9) = ay (1) = 0

Root
qq 4%

x z(1-66) a; (0) = 4 (1) = 0

oot |
9yen * I i
* ot

yey () = O44) (1) = 0
nous obtenons ainsi pour les premitres fonctions :

£ 2

ap () ge x)

2 1 4 53ei q) (x) = rn (x" - 2x7 +x) pour xe J0,JC pro-
x é 5 longé par 0 aillea (=) (3x7 5x2 3x) “a
*, 1 /8 7 5a3 (x) = 3 (x 4x5 +14x = 28x +17 x)

Une rapide étude de cee polynémes montre que sur Itintervalle Jol,

ils ont leur optimum au point d'absvisse 1/2 et sont situés d'un seul cété de

- 38 -

l'axe des x ; de plus on démontre (voir Annexe 1) la relation suivante :

0-68) a, < =) Ym en

4 4 Etude] deitrots, gag concrete

Dans ce paragraphe nous allons appliquer la méthode d'universa~-

lisation & trois problémes d'évolution de la classe I, Pour chaque fonction

f choisie, nous avons calculé la solution exacte y et les solutions univer-

selles approchées en prenant plus ou moins de termes du développement

(1-65), et nous comparons les résultats obtenus. Les calculs ont été effec-

tués sur l'ordinateur CII 10070 de l'Institut Universitaire de Calcul Automa-

tique de Nancy.

a - Hxemple 1

Conformément A I'hypothése faite sur la fonction f dans 1' étude

théorique, nous avons d'abord choisi pour f une fonction classique de les-

pace S ( J0, TL) appelée "Mollifier" ; soit, avec T= 2:

-1

e (2-1) pour tout t€ 10,2L
(1-69) £ (t) =

0 ailleurs

Afin de simplifier le calcul des premiers paramétres de forme, nous

avons fait le changement de variables : y = t-1, et on obtient ainsi pour

ye H,H0 : —L

Ley?
Po (y)= e

2

Pi ee "
4. hd

(1-70) P, ty) = 2B xe!
(l-y , 4 =

2

(6y" + 3y = 10 y +3) ) lepy (y)= = 4y A SD ta) yg
l-y)

ils sont prolongés par 0 en dehors de cet intervalle | -1, #1[ .

Leurs graphes sont représentés sur la figure (1-1).
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On constate que, bien que la fonction f soit régulitre, ses dérivées

successives n'ont pas cette propriété ; en effet, les fortes variations, qui

sont concentrées aux extrémités de l'intervalle pour les premiers parame-

tres, gagent l'ensemble du support et deviennent de plus en plus accentuées

avec l'élévation de l'ordre de dérivation de la fonction f,

Sur les figures (1-2) et (1-3) nous avons représenté, en différentes

abscisses x de l'intervalle ] 0,1 [ compte tenu de la symétrie par rapport

au milieu, l'évolution au cours du temps de la solution exacte yf et des

solutions universelles approchées en prenant successivement un terme :

Soy deux : Si): trois : %,) et quatre termes : G5) du développement

(1-65).

On s'apergoit que les résultats sont homogénes par rapport & la varia-

ble d'espace x, en effet les courbes varient peu d'une abscisse & l'autre,

L'augmentation du nombre termes de (1-65) pris en compte améliore l'ap-

proche de la solution exacte, sauf aux extrémités de l'intervalle Jo,2[

dans un premier temps. Les fortes variations des paramétres de forme se

font alors sentir et il faudrait prendre une approximation universelle d'un

rang plus élevé pour obtenir une estimation satisfaisante de y . En parti-

culier au voisinage de l'origine, t = 0, ot la condition initiale (1-53) provo-

que une perturbation supplémentaire, mais la convergence de la série (1-65)

est assurée par la rapide diminution en norme des fonctions universelles

x

Seg
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b - Exemple 2

Nous allons prendre une fonction f plus lentement variable que

la précédente afin de régulariser les variations de ses dérivées successi-

ves, Pour y parvenir nous définissons f 4 l'aide d'un produit de convolu-

tion:

g% h (t) -pour. =: te Jo,3.

(1-71) f(t) = 0 ailleurs
avec: “1

Leu?
e =(em) g (u)= pouru <] Ly af

0 ailleurs

ete 1 pour vu €] 120
(i-71)" bh (u) =

0 ailleurs

Soit en explicitant le produit de convolution :

t-1

gth(t)= f g(u). du pour 0<t<¢l
-l

t-2

(1-72) < g xh (t)= J g (u) . du pour 1g t ¢2
t-1

1

gente J g (u). du pour 22t <3
t-2

Cette fonction f appartient encore & l'espace Di ] 0, tl ), avec T= 3,

Les paramétres de forme sont alors définis par :

a eh tt) pour t € ]o,3{(1-73) P(t) = i ailleurs
et leurs graphes sont représentés sur la figure (1-4),



Figuee. 4k
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Nous constatons une plus grande régularité des premiers para-

metres de forme par rapport & l'exemple précédent, en particulier aux

extrémités de l'intervalle ot les amplitudes sont bien plus faibles,

Sur les figures (1-5) et (1-6), nous avons tracé, aux mémes abscis-

ses que l'exemple 1, 1'évolution au cours du temps de la solution exacte

et des solutions universelles approchées : Koy %y 8, et %%): (Nous

n'avons représenté que les courbes ou arcs de courbe distinguables les

uns des autres),

Nous voyons qu'il y a encore une grande homogénéité par rapport

a la variable d'espace x et que la convergence des solutions universelles

approchées vers la solution exacte est plus nette que sur l'exemple 1, En

effet l'approximation universelle & est pratiquement confondue avec f

et au voisinage des extrémités de l'intervalle de temps, %) constitue

déja une estimation satisfaisante de ¥ .

Nous vérifions donc, par comparaison avec l'exemple précédent,

que pour étre sfir d'obtenir une bonne approximation de la solution exacte

en ne calculant que les premiers termes de la série d'universalisation

(1-65), il est primordial d'avoir une fonction f assez régulitre ainsi que

ses dérivées,
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c - Exemple 3

Etant donné que peu de phénoménes physiques peuvent étre repré-

sentés par des fonctions de § ( to, T Dy, nous avons testé la méthode

d'universalisation sur une fonction n'appartenant pas 4 cet espace fonction-

nel, Soit donc f définie par :

h-a-»"] n pour t é jo,z[

0 ailleurs

(1-74) £ (t)=

Comme cette fonction et ses (n-l) premitres dérivées sont continues

a l'origine, pour que l'approximation universelle au rang M, Sayan)’ véri-

fie la condition initiale (1-53),

(1-53) (x, 0) = 0 ¥xe Jo,1[
m=Mt+l +

*

(1-65) Pv) = 24 Pm* Sn

il faut limiter le développement (1-65) aux termes qui vérifient cette condi-

tion ; donc théoriquement il ne faut pas prendre une solution approchée

avec plus den termes, c'est-A-dire une universalisation de rang M infé-

rieur ou égal & (n-2).

En réalité nous avons constaté qu'on pouvait prendre quelques

termes supplémentaires en continuant d'améliorer l'approximation de la

solution exacte et sans altérer la représentation au voisinage de l'origine.

Ce fait est du & 1a convergence rapide des fonctions universelles o vers

0 pour la classe des problémes d'évolution du type I.

Nous présentons les résultats obtenus pour les valeurs 3 et 5 de

la constante n, pour lesquels nous n'avons calculé que les quatre premiers

termes de la série (1-65),
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ler cas: n=5

En faisant le changement de variables, y = t-1, les trois premiers

paramétres de forme ont pour expression :

Py (y) = (1 - yy poury € ]-1, af

(1-75) Py (y) = -10. y. a-y?)4 prolongé par 0

p, (y) 210. (9y'-1). (-y’)? ailleurs

Les graphes, figure (1-7), montrent une assez bonne régularité, Cela

se traduit par une rapide convergence des solutions universelles approchées

de rang croissant vers la solution exacte (figure (1-8}), En effet en prenant

cing termes, G4) on obtient une approximation de ¥ avec une erreur

relative inférieure & 3 %, la précision étant meilleure au centre de l'in-

tervalle qu'aux extrémités.

2eme cas : n= 3

Avec le méme changement de variables, on obtient pour les premiers

paramétres :

2,3
Py y= @-y)

22

p, (y) = - by. (-y") poury € J-1, Hf
(1-76) :

. 2 2 prolongé par 0 ailleurs
Py (y)= 6. (Sy - J). (l-y)

2

P; (y)=- 24. y. (Sy - 3)

La discontinuité du quatritme paramétre, Pa, aux extrémités de l'in-

tervalle de +1 [est mise en évidence sur la figure (1-9).

Les trois premiers paramétres sont plus réguliers que pour n = 5,
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La figure (1-10), analogue & (1-8), montre que la prise en consi-

dération du paramatre Pg» nialtére pas la qualité de l'approximation au

voisinage de l'origine et améliore la précision obtenue avec trois termes,

9 puisque 8) est pratiquement confondue avec Yp » sauf pour les va-
leurs de t proches de 2,

Nous avons également fait le calcul avec cing termes, G4) y

Napproximation obtenue ne différe de la solution exacte qu'avec une erreur

relative inférieure 41%, sauf au voisinage immédiat des extrémités de

l'intervalle,

d - CONCLUSION

Sur ces trois exemples nous avons constaté la bonne conver-

gence de la méthode d'universalisation, Cette convergence étant d'autant

plus rapide que la fonction f qui différencie les problémes d'évolution du

type I, est plus lentement variable. Résultat logique, puisque nous avions

vu dans la premiére section que la suite Eve)’ des fonctions qui carac-
térisaient l'erreur commise par l'approximation universelle de rang M,

convergeait vers 0 dans l'espace LV d'autant plus rapidement que la cons-

tante L était plus petite ;

(1-49) eves) ey s a || 8, ln
or, Lest la borne supérieure des modules des amplitudes des paramatres,

(1-36) Pana llc <b fm, méIN

Enfin, nous remarquons que dans tous les cas l'universalisation avec

un seul terme, Foy donne déja une idée convenable du comportement de
la solution exacte, ce qui n'est pas le cas en prenani en premiere approxi-

mation la solution du probléme I sans second membre qui est identiquement

nulle,



DEUXIEME PARTIE

UNIVERSALISATIONS DES EQUATIONS DE COUCHE LIMITE
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Les résultats obtenus dans la premiére partie sur un probleme

parabolique linéaire, qui n'est autre qu'une forme trés simplifiée du pro-

bléme de couche limite étudié, constituent un début de justification & l'appli-

cation de la technique d'universalisation aux équations de couche limite la-

minaire incompressible stationnaire plane. Des études analogues ont déja

été effectuées & Belgrade sur la couche limite thermique, V, Saljnikov - V.

Djordjevic [12 | » et pour les fluides compressibles, Z. Boricic {13] et B.

Obrovic [14] » et sont en cours & Poitiers pour le cas instationnaire, J.

Nérault [15] .

La question de l'existence et de l'unicté du probléme de couche li-

mite a déja été étudiée par O,A.Oléinik fie | et cette étude est également

poursuivie 4 Nancy par Chipot fi7] . Les problémes soulevés par l'univer-

salisation sont d'une telle complexité que nous nous contenterons d'appliquer

cette méthode sans pouvoir, pour le moment, démontrer la convergence de

la solution approchée du probléme universalisé vers la solution exacte.

Dans une premiére section nous allons présenter les caractéristiques

communes des méthodes paramétriques du type Loitsianki, Dans les sections

deux et trois, nous étudierons deux extensions de l'universalisation de L. G.

Loitsianski proposées par V. Saljnikov, qui différent par le choix de la va-

riable transversale utilisée, Nous expliquerons également les méthodes nu-

mériques mises en ceuvre pour résoudre les équations universelles obtenues,

en nous limitant aux approximations mono et bi paramétriques.

I- LES METHODES PARAMETRIQUES DU TYPE LOITSIANSKI

M, Blasius a été le premier 4 établir une méthode générale permettant

le calcul de la couche limite bidimensionnelle autour d'un obstacle cylindri-

que perpendiculaire au courant, L, Howarth et surtout H, Gérller l'ont con~

sidérablement améliorée tout en élargissant son domaine d'application,

Malheuvreusement le défaut essentiel de ces méthodes est d'étre

fondées sur la représentation de la répartition de vitesse de l'écoulement
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potentiel extérieur, U, sous forme d'une série entiére de la variable x ; ce

qui est tout & fait inapproprié pour le cas des profils assez minces, trés

ceuyen employés, car la vitesse U augmente trés rapidement au voisinage
du bord d'attaque, pour varier ensuite trds peu le long de Jobstacle ; en

conséquence on doit prendre un grand nombre de termes de la série et on

ne peut calculer l'épaisseur de couche limite, a » avec une précision conye,

nable que dans une région proche du point d'arrét ; il faut ensuite prendre uy,

méthode numérique du type différences finies dont l'emploi est trés délicat

a cause d'instabilités,

Parallélement en U.R.S,S., V.Y. Schkadov fis] et l'équipe de

L.G,. Loitsianski [4] ont travaillé & la simplification de la méthode clas-

sique de Karman-Pohlhausen qui utilise une représentation analytique du

prafil des vitesses par une famille de fonctions dépendant d'un paramitre ,

A, appelé "paramétre de forme de Pohlhausen",
|

Afin de transformer les équations de couche limite en une forme

universelle, c'est-a-dire ne dépendant pas de la vitesse de l'écoulement

extérieur, U, on introduit A la place de la variable longitudinale x des para-

métres de forme, et suivant Ie choix de ces paramétres on aboutit & des ap-

proximations universelles différentes (voir V.Y, Schkadov [5] : L.G, Loit-)

sianski [6] » V. Saljnikov - S, Oka [7] ). Or la comparaison des résultats

obtenus dans des cas simples, (V. Saljnikov [3] ), @ montré que la méthode |

de Lottsianski se rapprochait le plus des résultats exacts ; ce fait est di au

comportement des premiers parameétres le tong de l’obstacle qui pour

Loitsianski sont petits sauf au voisinage du point de décollement et assurent

ainsi une bonne convergence. C'est pourquoi V. Saljnikov a choisi ces para-

metres pour effectuer les universalisations présentées plis loin,

Nous allons donner dans ce paragraphe les idées essentielles qui

sont conduit Loitsianski & choisir ses paramétres et qui sont exposées dans

sa publication [19] . Nous expliquerons ensuite quelques unes de leurs pro-
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priétés et montrerons les conditions d'écoulement pour lesquelles ils sont

indépendants,

a - Définition des paramétres de forme

La notion de similitude en Mécanique des fluides, (voir H.

Schlichting [1] , chapitre 8), a donné lieu & de nombreuses méthodes de

résolution, Postérieurement au travail de Th von Karman [20] » K, Pohl-

hausen fai] ; a fondé la construction de solutions de similitude sur la re-

présentation des profils de vitesse dang la couche limite, sous la forme d'une

famille monoparamétrique :

(2-1) oot PCR aA)

i ' isti : 8 5* ic le pa-ot, suivant le choix de la largeur caractéristique hh: 0, 9 ou > p

ramétre de forme de Pohlhausen, A , devient :

2 #2 meeud, us al u é . Les variables =
y v v

coordonnées de similitude et A est le paramétre de similitude de la famille

et 4 jouent le réle de

de vitesses.

En effet, si dans deux sections différentes de la couche limite »

ala méme valeur cela signifie que les profils de vitesse dans ces deux sec-

tions sont semblables, Si A est constant dans toute la couche limite, ily a

alors une similarité de mouvement dans l'ensemble de la couche limite ;

l'équation (2-1) admet alors pour solution la classe des solutions de simili-

tude de la couche limite plane en écoulement potentiel,

Dans le cas général des écoulements 4 profils de vitesse non sem-

blables, le paramétre A est fonction de la coordonnée longitudinale ; dans

les théories monoparamétriques, il est solution d'équations différentielles

simples (voir K, Pohlhausen [2 1] ).

L'équation (2-1) peut s'étendre au cas de plusieurs coordonnées

afin de traiter des problémes plus complexes, tels que la couche limite

thermique ou la couche limite tridimensionnelle, En généralisant la notion



habituelle de similitude, le systéme d'équation obtenu constitue alors une

similitude spécifique du mouvement dans la couche limite,

On a d'abord choisi les fonctions ¥; des équations (2-1) de facon

intuitive en prenant toutes les fonctions clas siques du type trigonométriques,

potentielles,.., et en comparant les résultats obtenus aux solutions exactes

ou aux données expérimentales, Vers 1930 des progrés furent accomplis

par utilisation de la classe des solutions exactes de différents problémes

concrets correspondants 4 la répartition de vitesse A la frontitre extérieu-

re de la couche limite de la forme : U = by - by x (b, > 0) (voir L, Howarth

[ 22] et N.E. Kotchin - L.G. Loitsianski [23] ).

Malgré ce choix rationnel il subsistait encore une certaine impré-
cision quant & la détermination de la famille des paramétres dans les diffé=

rents cas concrets. Loitsianski propose alors, comme point de départ d'une

solution pluriparamétrique de similitude généralisée, la représentation du

profil des vitesses suivantes :

(2-2) PAGES Fie ees.)
ou fe fy sont les paramétres de forme, ce qui constitue une générali sation

de la méthode de Pohlhausen (2-1),

En utilisant cette relation (2-2) on peut définir-ue nouvelle fonction

de courant, g, adimensionnelle :

B «vy

(2-3) =e 0 tek
“ us

avec les nouvelles coordonnées de similitude g et 5 :

6(% er ae

B..o°*

Ss
(2-4) t =

ot, Bo: est un facteur de normalisation,

Loitsianski a montré que l'on peut choisir d de cette fagon et cons-

truire les paramétres t. afin que la vitesse adimensionnelle (2-2) ow la fonc-

tion de courant 6 (2-3) satisfasse l'équation de couche limite laminaire
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plane incompressible et stationnaire :

2
oY ov

Oy
(0-21)

avec les conditions :

oY
= = = 0

y=0 Y a

(0-22)! J ya oo —>uU
sek

x= x) s* 85

Loitsianski déduit le premier paramétre f de celui de Pohlhausen

é ique l'épaisseur de quantité de mou-en prenant comme grandeur caractéristiqu P q

ot 5(2-5) _—_—

; oa

(Remarque : nous désignerons souvent dans la suite les dérivées par rapport

vement §** au lieu de & :

& la variable longitudinale x par U', U",...)

On démontrera au paragraphe suivant que l'équation de quantité de

mouvement (0-19) prend alors la forme :

di u
1 De, UY,

(2-6) ee PUFA ws

or, en utilisant la relation (2-5) : s

seedf §
L. _ut eur

(2-7) a ue FA 2
1 d

ce qui donne l'idée de la forme du deuxieme paramétre f :

eet

2
2

)

On peut ensuite définir les autre

= t(2-8) f£,=U.U

oo]

relation générale :

K k(2-9) gue 4h SH), ()
f
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On constate que le premier paramétre, fs caractérise la variation

de la répartition de vitesse, U, Ala frontitre de la couche limite, au point

considéré, Son signe définit l'augmentation ou la diminution de la vitesse U i

c'est & dire que la couche limite a le caractére de l'écoulement dans un con.

vergent ou dans un divergent,

Le second paramétre, fn) prend en compte la courbure de la vitesge

extérieure U au point considéré et son signe représente la concavité ou la

convexité de cette vitesse,

Les paramétres suivants sont liés aux dérivées d'ordre plus élevé

et leur influence est toujours plus petite comme l'ont montré des calculs

concrets ; par exemple pour un obstacle cylindrique de section droite circu-

laire, on voit que les deux premiers paramétres sont prépondérants sauf

au voisinage du point de décollement de la couche limite, (figure 2-1),

- 61 -

+44 !

i
e

TM,

TM,
(i N.,

_
sy, J

az 4 46 9,8 4 Az 4h 46 7"
5 ’ RO eg SE TE 6 eee we i 43

oT 

\

i \
i XN \

\ \

\, itA \ \

i \

42, \

2

~.— £ PM om, .

” les valeurs de On
+ &

mem fi fa = ~ cn sont données par 8M. Tcl)
6

— Tr f, fs 2 oot Sih Xe « UBX,

Figure 2-4 : Cas du cylin dre de section drole circulave



- 62

b - Transformation de l'équation de quantité de mouvement

Dans l'introduction nous avons établi l'équation de quantité de mou-

vement dans la forme suivante :

oF au to
s"

d

(0-19) ax Ut ek” eye+ (2+H)

et on rappelle que le facteur de forme, H, est le rapport de l'épaisseur de

R oo :déplacement, 5 ~, 3 l'épaisseur de quantité de mouvement, é “s » et que Uy

est le coefficient de forces de frottement A la paroi par unité de surface :

Qu
0-3 = a

Nous allons transformer la relation (0-19) en introduisant les grandeurs

a(e)
(2-10) $= =a

Ot Sx) y=0

2,u
dG)

(2-) £2- |—
MP2

OSes ) y=0

ces deux quantités peuvent étre exprimées & l'aide de grandeurs déja définies,

En effet :

8" auSeo (28

2
2

dy y=0 ce i a =0y ¥ dy ¥

or la condition d'adhérence a la paroi appliquée & l'équation de couche limi-

te (0-14) :

(0-14) a ty Se sus) 22
‘Oy

donne la relation :

( du =. a2
dy’ "y=0 »

donc :

5** To
.U

(2-12) P
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On peut tirer l'épaisseur de quantité de mouvement en fonction de
et en dérivant par rapport a la variable x on obtient :

as Sti Syn
dx” 28 2 uF

soit en reportant dans 1'équation (0-19) :

sek f!
srt yu ease su" + (24H) Su! _ _¥%o£ 2U U 2

eu

d'ot l'on peut tirer la dérivée ff :

-u u'r % ffe 4 -2(H—t 42, 01
U 2

eu ds
et en exprimant le dernier terme & l'aide des relations (2-12), il vient:

un

ts - u ui CO A278

d'ot la forme transformée de l'équation de quantité de mouvement :

Uo uo2-6 1s(2-6) qa Pty &

avec:

(2-13) F=2 [s- (24H) {]

Si on tire F de l'équation (2-6) on obtient :

rev £ ; one

U (ur?

on peut remarquer que la quantité entre crochets est la dérivée par rapport

& la variable x de 4/0

donc :

fi,

Feu (sb)

en posant :

(2-14) al

La définition du premier paramitre, f, (2-5), devient :

a

q
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et on obtient finalement une autre forme transformée de l'équation de quan-

tité de mouvement :

(2-15) aU

Remarques: 1) la grandeur F ne dépend que de la variable longitudinale

x comme le montre les relations (2-12) et (2-13).

2) en combinant les formules (2-5), (2-14) et (2-15) on obtient :

25% ce OFro Dm
owt

aa: (S)= Br - ge Se
1

et finalement :

(2-16) st 204,

c - Relation de récurrence

La formule de définition générale des paramétres de forme de

Loitsianski peut s'écrire :

k-1 k seek
fy fe (ot)

si on dérive par rapport ax cette relation, ona:

k-2 ik) k k-1 k ke!fhe = (eel) 0 ot x 0) (2 EW AF aa ot ye
si k-l ake
(ZY (Zz)

Jk
en utilisant l'expression (2-15) et en multipliant les deux membres par UZ

on obtient :

Al (i), oH og ke | Gictl HL del (teDie es ea) UT yl 2 caigity gu A RL yl ge
ve

a l'aide de (2-9)', nous arrivons & la relation de récurrence suivante :

£f xO af) as
Uo lok k Oki

75 A te fer i tens](2-17 PA PRP ERS |

que nous utiliserons au cours de l'universalisation pour simplifier l'écriture

des équations.
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d - Indépendance des paramétres de forme

Nous allons former une combinaison linéaire des n premiers para.
métres de forme, soit:

ken k=n kel

aX = ~USr oy
en posant : on FA (z**)* . (k)

Nous pouvons considérer que nous avons un polynéme de degré
{n-1) en U, qui est une fonction quelconque, Nous pouvons done dire que siken
ona; 

k-]> Cx: U =0
k=1

cela implique alors que : Bk=0 Vk, k=1a n,

etComme la grandeur Z, (2-14), est non nulle le long de l'obstacle
on en déduit que :

Wek=1an a =0 ai ul) 25

Nous venons donc de démontrer, puisque toute combinaison linéaire
nulle de n paramétres f. implique que ges coefficients soient tous nuls &
condition que les n premiéres dérivées de la vitesse U soient no
"L'ensemble des n premiers paramétres de forme de Loitsianski constitue
un systéme de n fonctions indépendantes de la variable x, sauf quand la vi.
tesse 4 la frontitre extérieure de la couche limite, U, est un polynéme de
la variable x",

En particulier pour certains écoulements du type de Tani [24] 7
ot la vitesse U est représentée par des fonctions de la forme :

m
U (x) = C, x avec m entier positif

ils ne sont pas indépendants,

Mais un ensemble fini de paramétre i. formera un systéme libre pour le
cas de l'écoulement potentiel autour d'un cylindre de section droite circu-
laire, puisque la vitesse U est alors donnée par :

U(x) =2 Uo. sin F

UL étant la vitesse de l'écoulement potentiel amont et R le rayon du cylindre,

n nulles, que!

~vu Ss

= 4 vec les varia-Transformation des équations de couche limite a 
a

a

bles de similitude 
. ,

N ns vu que l'idée de similitude généralisée des profilsous avo

de vitesse en différentes sections de la co vait conduit Loitsians-~couche limite avai ° L s

ki A prendre comme ey tranversale, 5 , ala place de y

S oe t, @:
l'autre coordonnée de ~_ la nouvelle fonction de courant,

(2-3) O= w. GF

la variable longitudinale x est conservée pour le moment. ve couche tt

Nous allons tout d'abord transformer les équations de

ir L.G. Loitsianskiiables et b (voir L,mite a l'aide de ces nouvelles vari F

fe] ). Nous partons des Equations :

ay ay ae a“ ob Poe
(0-21) 35° QJxay ox ay oy

y= y= SF #0
(0-22)! ye or

K =X, ae

on obtient lea équations suivantes ¢



ot i 3 ==53 OV ay 5 ORT 3 et 3G
sim se us st ag(a9) * = 5 * 4 y5*') + + a -F4-02 :

a , 2b P staJey O 2% TU ROE” 5 Oe de
en reportant les relations (2-19) dans les équations (0-21) et (0-22') et

aprés introduction de la fonction F par l'intermédiaire de (2-16) on obtient
les équations de couche limite sous la forme :

3) F+2t, f, Ut, 2ag ly Ve ey + (2 2 1 | o& &(2-20) 555 4 zee 2 OR [3 [ak -5 oF? BE oF *- U'BS g dxdt
ek a
dx" OF2

. ab

Fre O= aE =o
(2-21) ¢—0 $e

Pour intégrer l'équation (2-20) avec les conditions (2- 21), nous avons
besoin de connaftre les grandeurs F et Bo

La fonction F est définie par eam gi
(2-13) F=2[S- (2+) ‘] .

at (2avec (0-18) H= a et (2-10) Ge ay)
3 ( Re )

é
qui deviennent aprés changement de variables :

5-8. (28),
0 ae =0

ag) ay
Pour un écoulement extérieur & la couche limite constant, le para-

metre f. dlaprés sa définition (2- 5),

y=0

(2-22)

est identiquement nul, Loitsianski
fait alors I'hypothése suivante : la solution de 1'équation (2-20) avec les
conditions (2-21) doit étre, lorsque ff est nul, celle de Blasius pour la pla-
que plane 4 incidence zéro, c'est-4-dire :

20

7
(2-23) Pca

+o Q 2 =o

at

~ 6% ~

=0 6, = - =0
(2-24) i : 95

F_s0 Se
or lorsque f, est nul, 1'équation (2-20) devient :

2

Sh, Bg SE
OF3 2 OF2

fF an? F

1

(2-25)

de la comparaison des équations (2-23) et (2-25), on tire la relation :

2
F225)=23B)

g- 9,

et avec la définition de Gpar (2-22), on en déduit la détermination du fac-

(2-26) pour La =0

teur de normalisation By: ;

240 )
oe Mee =0

d'aprés les calculs de Blasius pour la plaque plane, on obtient :

(2-27)

(2-28) = 0,470

Si on part de la définition de l'épaisseur de quantité de mouvement :

3 Oy Mu(0-2) § J BA) dy

et qu'on effectue le changement de variables, on arrive &:

of ee
ce qui permet de trouver une autre expression du facteur de forme, Hcte Aqui pr de tro a xpress

2(2-29) ef 3F {t- $ 2)

(222) ub § a Sa
0 0

fo - 28,1 (° oh 1 5° (220-28.
=> Za) dt +

wea Oops fF oP:
d'ou :

(2-30) HH, +3 [ese ® |

avec, dlaprés Blasius

(2-31) Hy = 2,592.



b - Obtention des équations universelles

La présence de la vitesse extérieure & la couche limite, U,

et de sa dérivée dans le second membre de l'équation (2-20) implique que

pour chaque cas particulier d'écoulement il faut refaire les calculs. Pour

remédier & cet inconvénient, Loitsianski a remplacé la variable longitudi-

nale x par l'ensemble "infini' de ses paramétres de fomme: définis par:

(2-9) f= oh, y®), ek k ee
(2 ")" od (2-14) 2s

avec la relation de récurrence :

(2-27) = he fehl the [xe + (k-1) 4] =

Loitsianski introduit un ensemble "infini" de paramétres deRemarque :

forme pour n'étudier ensuite, 4 juste titre, que les approxima-

tions mono et biparamétriques. I nous a semblé plus strict de ne

considérer qu'un syst®me fini de paramétres lorsqu'on présentera

les universalisations dans les sections deux et trois, Mais il ne

faut pas oublier que la solution des équations universelles tron-

quées au rang Nne converge vers la solution exacte du probléme de

couche limite que lorsque N tend vers l'infini,

Toutes les grandeurs qui étaient fonction de la seule variable longitu-

dinale x deviennent des fonctions des paramétres de forme :

Ge Sfp fs.) HAH (fy fe.) FER (hs fy...)

la fonction de courant, 4, devient elle: $= (F 3 fp fos ae»)

En utilisant la formule de différentiation suivante :

k=@ ; k=o0 )

(232) Weed «ee o. 2
ox fr *° Oh Uh ep kK) oe

on met l'équation (2-20) sous la forme universelle de Loitsianski :

3g F42: 25 £(22. e2t.4)..
i 2% 2B 3 g B

0

1 k=00 2b 2°

2
B

0

(2-33)

2°

~ it

* qu ~~ a =n
ow i

-Tu-

avec les conditions :

=0 te = 0

28!
(2-34) —> © QF >! Solution de Blasius

pour la plaque plane

le point déterminé par { = f)=...= 0 est un point singulier de l'équation

(2-33) et la solution de 1'équation ne peut tre alors quelconque : d‘aprés

I'hypothtse de Loitsianski ce doit étre la solution de Blasius pour la pla-

que plane,

c - Résolution numérique et exploitation

L'équation (2-33) avec les conditions (2-34) est universelle car

elle est valable pour toutes les vitesses U, Il suffit donc d'intégrer numé-

riquement et de tabuler la solution en fonction des différentes valeurs des

paramétres de forme, Or on trouve dans le premier membre de l'équation

(2-33) la fonction F qui dépend de la solution de cette équation ; mais les

difficultés rencontrées lors de l'intégration sont compensées en parties,

d'aprés Loitsianski, par le choix des variables de similitude, q et g :

en effet, on obtient déja une bonne approche des solutions exactes par la

méthode monoparamétrique.

Ensuite, pour chaque cas particulier ; les calculs se réduisent &

la détermination de l'épaisseur de quantité de mouvement, 5TM, on, ce

qui revient au méme, de la quantité gi (2-14) qui est la solution de l'équa-

tion différentielle non linéaire du premier ordre:

wt Flt.) FB (UZ, coment’,

15) Gs uv

Les résultats obtenus par la méthode monoparametrique sont

déja tres salisfaisants en ce qui concerne le cas de l'Ecouleiment auivur

d'un cylindre circulaire (voir L.G, Loitsianski {el } et sont améliorés
par l'approximation biparamétrique, puisqu'on obtient pratiquement la so-

lution exacte de Terrill, [8], sauf au voisinage du point de décollement.

(voir L.G. Loitsianski [29] ).
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Les méthedes numériques employées pour résoudre les équationg

mono et biparamétrique sont détaillées dans les publications de L.M.

Simuni - N.M, Terentiew [25] et de L,M, Simuni - E,F, Ozerova [2°] ‘

Il - PREMIERE GENERALISATION DE L'EQUATION UNIVERSELLE DE

LOITSIANSKI

Nous venons de voir que la méthode biparamétrique de Loitsianski

donnait de trés bons résultats sauf au voisinage du point de décollement

de la couche limite, en particulier pour l'écoulement autour d'un cylindre

de section droite circulaire. Mais, comme l'indique V, Saljnikov [27] ’

du point de vue pratique cette méthode posséde l'inconvénient de compli-

quer l'obtention des grandeurs caractéristiques de la couche limite dans

chaque cas particulier. En effet il faut chaque fois effectuer une intégration

supplémentaire, celle de l'équation de quantité de mouvement (2-15) qui

n'est pas linéaire ; or ce calcul a présenté quelques difficultés pour le cas

des cylindres elliptiques (voir I, Nay feld [28] ).

C'est pourquoi, 4 l'instigation de V. Saljnikov, nous avons choisi

une méthode qui vise & associer les avantages de la méthode paramétrique

de V, Saljnikov - S, Oka (7] » qui offre dans chaque cas particulier un

calcul rapide mais moins précis des grandeurs caractéristiques de la cou-

che limite & partir des tables universelles sans intégration supplémentaire,

et ceux de la méthode de Loitsianski, c'est-A-dire une convergence rapide

due au choix des paramétres de forme de similitude,

Dans le premier paragraphe nous allons établir la nouvelle Equation

universelle ; ensuite nous développerons l'approximation monoparamétrique

qui a été testée pour le cas du cylindre circulaire, Dans le troistme para-

graphe nous expliquerons les raisons qui nous ont conduits & renoncer & la

résolution numérique de l'approximation biparameétrique,

1 - Généralisation des équations de solutions affines de Falkner-Skan

a ~ Choix d'une nouvelle variable transversale

Nous rappelons que les équations de la couche limite lami-

naire pour un fluide incompressible en mouvement plan permanent se ré-

duisent avec les hypotheses de Prandtl & une Equation pour la fonction de

courant

2 2 3,

(0-21) OY Se Me cu ph
y y dy dy

avec les conditions :

= = = pour y =

(0-22) aa — 2 U pour y——3 + wo

av _ -
a = wy pour x Xo

En suivant l'idée de Loitsianski, [19 | ; sur la similitude affine géné-

ralisée des profiles de vitesse dans différentes sections de la couche limite,

V. Saljnikov a choisi d'introduire 4 la place de la variable transvereale y

la variable de Gértler, [2 ] t

(2-35) R= wap

V2 af U (s).ds
0

qui, dans le cas d'une répartition de vitesse 4 la frontiére extérieure de

la couche limite du type : U (x) = cxTM, se réduit 4 la variable des solu-

tions de similitude : 7
m-

_ | (mil). C.x .

yo 2D ;

elle généralise ainsi l'utilisation de la variable choisie dans le cas des

solutions affines,

En conservant la variable longitudinale x nous définissons la

nouvelle fonction de courant, &, par:
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(2-37)

- 73 =

Rida ood! By oe suck

(20 36) é-

6

Nous allons transformer léquation (0-21) avec
(0-22) a1!

les conditions
aide de ce changement de variables. Soient les formules de

différentiations :

Q 9 2

x (9) + = a} vr - —L 2
°° Fapraae |" Tp wal

0

2. U a2 2 2

yp 2 ee et20S vas 2 dy 20) vas Oy?
0

ye u? 3
3 Uo

oy [2 ose U ds] 3/2 843

2

[ ayo. 2, Sy. FE yt gsx 3 = Ko ne,

yay f*u.as Of | dy? 20{" vas v

24. Wu, yf od 2Ox phan b+veyf Uder$= yo" ve , 3
0 2 | uds oy

o* 2
yea turd + le dy |, te

. 2 Y20 $*u ds 2 yu aa aye

qui, reportées dans (0-21), donnent aprés simplification

276 2 2.u'f "ud

x c U Coy)
2 f U ds z

=e =I | 08 o“¢ € 975x; Ce 2U Oy "Ox.09 z dx Oye

L 

Vv 5 -

orsqu' on exprime l'épaisseur de quantité de mow ement, (0 2)
’a l'aide des nouvelles variables, on obtient :
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+ oo a W [20f,"0 as rr 24 og
3 =} uy) = yh By F ay dy

on définit, alors, le facteur de normalisation B, par:

7? 28 28,

Be 3p Oy(2-40) )x dy

Nous pouvons remarquer la différence importante avec la méthode

de Loitsianski, ot Bo était une constante déterminée par les relations

(2-27) ou (2-29) et dont la valeur était calculée d'aprés Blasius (2-28), A

partir de maintenant la grandeur B sera une fonction continue de la varia-

ble longitudinale x qui ne cotncidera avec la constante de Loitsianski qu'

au point d'arrét :

= 0,470,

(2-41) {* = B (x)

0
B(0)=B

Liépaisseur de quantité de mouvement s'écrit donc :

f x
ee 20f, U ds

(2-42) 6 =Bx vu

Si nous exprimons le premier paramétre de Loistsianski, f (2-5),

a l'aide de la relation précédente, nous obtenons :

2.U', f* U ds y
xB

(2-43) :
. 2

i U

ou on peut mettre en évidence la fonction principale de Girtler [2] 5 & ,

définie par :

(2-44) 2 x J
° 0

ct donc:

2
(2-45) f = ea xB

En utilisant ces dernitres relations, 1'équation (2-39) s'écrit :
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(2-46)

UtxB

avec les conditions :

Yeo $
2.

2

(2-47) Y— 0 = 1

le premier membre de (2-46) constitue l'équation de Falkner~ Skan dans

la forme de Hartree, [29] :

o°g 2s
“aye Sa +e +p ¢ att |e

b - Universalisation

Nous avons indiqué dans la premiére partie que l'universa-

lisation proprement dite d'un probléme donné ne peut étre obtenue qu'en

introduisant un nombre infini de paramétres, mais comme du point de vue

pratique nous sommes obligés de ne considérer qu'une approximation uni-

verselles ne dépendant que d'un nombre fini de paramétres, nous allons

donc développer l'universalisation approchée au rang N,

Nous introduisons 4 la place de la variable longitudinale x un

ensemble fini de N paramétres :

(2-48) ss [4 (x), £5 ) wees fy |

ou les f, sont les paramétres de forme de Loitsianski :

2
at k

k-l (ic(2-9') £2U xu! 1. |S pourk=1aN
Véquation de quantité de mouvement sous la forme (2-15), est indépen-

dante du choix de la variable transversale ; nous pouvons déduire la rela-

tion de récurrence suivante :
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(2-17)! Bo xf He ee ath x[er + (8-1) ‘| pour b= 1aN-1
u be

ou, la fonction F est toujours définie par :

7 abe 2%
(2-13) F=2, [5- (2+H) 4 » avec : (2-12) G= ae = » | 23]

Avec la formule de différentiation :

@n-1
32, wv, <p ee

(2-49) ox Wh i % dh fy dh

léquation (2-46) s'écrit:

a — vin, 4 | abn ‘|.

ue FT ce | 22, 27én don x 92 on
N a0 fy 99 Of, Dy

D'aprés le principe de l'universalisation exposé dans la premie-

re partie nous devons introduire le paramétre supplémentaire fat afin

de pouvoir exprimer la dérivée, £1, 2 Maide de la relation de récurren-

ce précédente, Mais nous allons supposer que ce paramétre fnew est sans

influence,

La validité de cette hypothtse repose sur la constatation qui a

été faite sur le comportement des paramétres de forme de Loitsianski

au paragraphe précédent, Nous avons alors vu que leur influence diminue

considérablement lorsque leur indice augmente et on peut raisonnablement

ne prendre en considération que les premiers paramétres : (par exemple :

figure (2-1)), Nous avons alors Ja relation :

(2-51) wey so eh [NF + (Nel). £
ue "1" N ON ON “A

qui permet d'écrire l'universalisation approchée au rang N du probléme

de couche limite considéré :
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(2-52)

avec les conditions :

aonpour = 0 Cm =: oy =0

(2-53) L—> ao
his. ety =0 o =, Solution de Bla-

sius pour la pla.

que plane

Pour alléger 1'écriture des formules, nous désignerons dans la suite

SE par

Nous allons présenter dans ce paragraphe la méthode de résolu-

tion numérique de 1'équation universelle approchée avec un seul parametre,

ainsi que la manitre d'exploiter les tables universelles dans chaque cas

concret, Nous illustrerons cela en donnant les résultats obtenus pour 1'é-

coulement autour d'un cylindre circulaire et nous les comparerons & ceux

de la solution exacte de R,M, Terrill [3] ;

a ~ Equation universelle TMmonoparamétrique

Lorsque N a la valeur 1, nous obtenons d'aprés (2-52), (2.53)

et (2-51) :

: + AL , ( ag ral .Oo Be [ - ae | =
(2-54) 3

~ 78 =

avec les conditions :

eo

Solution de Blasius

pour la plaque plane

La fonction caractéristique F ne dépend que du parametre f, comme

nous allons le montrer ; en partant de la relation :

ef2.U, f s)

FS ee

u 5

lorsqu'on exprime la dérivée de l'épaigseur de quantité de mouvement §**:

(2-16)

(2-42)

sy. [20f* u ds Bxu! byron By

u wv ° v20f*uds

Ose, D8"
u u.sTM

soit :
Bi, gia
B

et en effectuant le changement de variables : x->f,, on obtient pour F

aprés simplifications

oF

Lx 9B as 4a?Peet ag aT

qui permet d'arriver & l'expression suivante :

2 (B? - f)
(2-56) Fe 3 : aB

M3 Aa

nécessaire pour l'intégration numérique de (2-54).

Remarque: Si on effectue la Iccalisation par rapport au param®-

tre £,, ce qui signifie pour Loitsianski qu'on néglige les

dérivées partielles par rapport A f,, 1’ équation (2-54)
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devient :

34% 2%

dG » 9 8 f i
(2-57 x 1L 1 9 :) 393 By te HE ( SEY] -Oy3 2ey” Be ae,
qui est l'équation de similitude de Falkner-Skan dans la forme de Hartree[29] .

b - Méthode numérique de régol

Nous ne calculerons pas las

ution

olution de 1'équation (2-54) sous
la forme d'un dééveloppement comme nous l'avons décrit dans la premiére
arti 

cea eepartie, car la non linéarité de (2-54) rend non aisé la détermination de la

fonction universelle de ce pr obléme, Nous l'avons donc résolue comme une
équation & deux variables : ” et fe

' 
: 

‘L'équation (2-54) étant du troisi:me ordre par rapport aux déri
vées partiell 

imi
partielles en Y s nous allons d'abord diminuer cet ordre en posant :

2-58 ee 3

nous obtenons alors:

oy59) D4 groe, 5(2-59) Op2 * a4 ‘fel
a fot a2. oyeR sf 7 Sg7

B 1 of OW

Nou isi i i
s avons choisi pour discrétiser cette équation par la méthode

des différences finies le schéma implicite suivant :

KKH

Figure 2-2

~ 80 -

en désignant par Ay et at, les pas du maillage, les coordonnées (¥ , £)

d'un nceud du réseau sont définies par:

= (Mel) A M=-1,2,...

(2-60) it tak f£ Ke Z
£ x Af

Remarque : - le pas 4y sera fixe, En raison de la définition de l'épais-

seur de couche limite 3 nous bornerons convenablement la va-

riation de la variable transversale % ; done, pour chaque valeur

de fe nous avons un nombre d'inconnues fini, N.

- le pas ai sera, lui, variable ; on est en effet obligé de

le diminuer 4 l'approche du point de décollement de la couche

limite pour éviter la divergence de la méthode,

En supposant que la solution est connue pour une valeur donnée de

fe K, nous allons calculer la solution au pas suivant, K+tl,

Nous nous plagons au noeud de coordonnées (M, Ktl) et nous approchons

les dérivées partielles en ce point par les formules suivantes (différen-

ces centrées):

NC Ma - fm

ag eae

18k. Puen 2 fe * i
1 Dod 2ae A(2-61) < Kt Me
| OP» Yu Pm
| of, Af

Kil 4K

ae, Su - ou
L df, Aq

ot,nous avons indiqué lindice correspondant & f que lorsqu'il avait une

valeur différente de : K+l,

Nous constatons de plus que l'équation (2-59) n'est pas linéaire,

or la résolution directe de telles Equations est difficile, aussi nous allons

la linéariser, Pour obtenir une bonne approximation exacte de (2-59), nous

calculons, 4 f fixé, la solution & l'aide d'une méthode itérative. Si nous
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désignons par i l'indice d'itération nous pouvons alors linéariser (2-59)

en utilisant les relations suivantes :

oy —> gh

p2 — yi yi .

yx OP _ spit, of

df, of,

(2-62)

ag 27 , ag! gyi
i 09 ot, * Oy

En reportant les formules de discrétisations (2-61} dans l' €quation
(2-59) linéarisée & l'aide de (2-62),

(M, K+1) & litération i, 16

pour M=24 (N-1):

nous obtenons, au noeud de coordonnéeg

quation aux différences finies linéaire valable

J 7

i-t Pema” Peer P fH
4

 

5 

L

-

 

i

-

l

 

i

(2-63) (49) MO BQ hl? | ts 4
al 

i 
i-1

acu 
. KH OK Kil _K ; 

isak x hes Yu” Py ; G x. Bay Yuin 7 Par(pit)? M At Af * 2.40

swirl _i-l i-lot BB, F "et ce sont déterminés par :

inl fied i- MS os
Bi 2 ¥ x(l- *) ay A ft piel (1- th g

a %

2 [epithe(2-64) ge _ [(e ) ‘|
Bil _ 3B

1+ or* Ae
B Af

1

gt - fi. git ay

et avec les conditions aux limites suivantes :

- 82 =

(2-65) : Vie N et VKEZ

=1Pix
Nous pouvons mettre l'équation (2-63) sous la forme :

i-l i i-l i i-l i i-l
eS -2 = E 2(2-66) au * P Mel . bar «Pas + Cue Paes din pour M = 2 & (N-1)

op i-l i-l iel i-]
les coefficients aa? Lv 1 Cy, et dag étant des grandeurs connues

avant le début de l'itération i et dont les expressions sont :

i-1
i-l @ Ki KfxF Oy - &Fjel Ag l i-1

ay, =1- ms @ - “era”-12M 2 M (pi) Af

2 i-l ilth (QQ). Par xf E =
bo = 1+ — 

At
me 2. (Birt? ;(2-67) p , : 4

i-] ky K_ £.F G Kt. @

Stare Mal ats ag §ii) 4
2 i-] K j

ial (4y xf Yu xlu tel
SM =o aa | a

(B’) 1

A chaque itération nous avons donc 4 résoudre un systéme linéaire

de N-2 équations & N-2 inconnues, Y - (2-66), Nous avons utilisé la

méthode du ''Progonka" dont l'étude est faite dans l'annexe 2 et qui est

une forme particuligre de la méthode classique de Gauss (voir J. LEGRAS

[20] ) appliquée & un systéme linéaire dont la matrice est tridiagonale

On pose:

ii i i .

l2=#8) Yu Eu to * Yuca pelts “0s = ita NE

et en remplacant ra par cette relation dans (2-66), on obtient apres

identification avec (2-68) :
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iw] i i-l
a K -

M i-l inl
2.b, 0 -a xh

(2-6 M M-1

-69) pour M= 23 N-1
ciel

L es, Me
M i-l i-l i

2.b, -a L

la premitre des conditions aux limites (2-65)

i

M

i 
implique pour les coeffi-

cients de Proganka Ku et L

2-70 iope(2-70) K = Li =o ViEN et ¥ fi

La méthode du Progonka consite donc pour résoudre les systémeg
linéaires du type de (2-66), & calculer d'abord les coefficients de Progonka
K et L par les relations (2-69) avec initialisation (2-70) en faisant varier
M de 24 N-1, et ensuite & obtenir la solution en appliquant la formule
(2-68), M variant cette fois-ci de N-18 2 et yi étant déterminé
(2-65). 

" ~
Nous dé 'démontrons dans l'annexe 2 que les relations :

inl
ant > 0

(2-71) ce} 50mM 7°. M = 2,N-1

i-l a + at
by => OM - M

constituent des canditions suffisantes de stabilité de cette méthode
Po h 

Tafur chaque pas en fs nous initialisons la méthode itérative

en prenant la solution trouvée au pas précédent :

0
Pp K+1 = K

M Tas
(2-72) : VM, Ms1aN

6 KH = §K

. M =“M

et no 3 isi i
us avons choisi comme test de sortie de ces itérations la réalisation

simultanée des conditions suivantes :
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i i-lMax \“? - Ze
M=2, N-1 M M

(2-73) . ;
x i i-lMax |g = aE
M

M=2,N-1 M

|e! 7 pof <eé

ou € est un infiniment petit,

Nous rappelons que d'aprés la condition initiale (2-55), nous

commencerons les calculs pour la valeur nulle de ie Nous générerons

alors la solution de Blasius pour la plaque plane. Pour passer des valeurs

positives de f aux valeurs négatives, il faut repartir de 0,

Nous venons de voir comment calculer la solution pour une va-

leur fixée du paramétre de forme fy ; or il ne faut pas oublier que les ta-

bles universelles que nous trouvons doivent nous permettre d'évaluer les

grandeurs caractéristiques de la couche limite dans chaque cas concret ;

le parameétre fh ne pourra donc pas prendre n'importe quelles valeurs, En

effet nous sommes limités d'une part par le point d'arrét et d'autre part

par le point de décollerent de la couche limite,

Le choix de la variable de Gortler, ” , comme variable transver-

sale et la généralisation de la notion de similitude conduisent au fait qu'au

point d'arrét la fonction principale de Gortler, a, est égale 21, (voir H.

Schlichting [1] , chapitre 8) donc :
ff

(2-74) p= = =1 au point d'arrét

et on pourra tester l'approche de ce point en calculant pB-

Remarque : d'iaprés l'expression de F, (2-56), on constate que F doit

ire nulle au point d'arréi, ce qui peut coaslituer un auice ies,

Au point de décollement, les forces de frottement 4 la paroi dis-

paraissent, le coefficient eo (0-3) est done nul ce qui traduit par la re-

lation :

OF
ay |=0

(2-75) = 0 au point de décollement



on testera l'approche de ce point en calculant cette quantité par la

formule :

(2-76) [= a

pris comme pas

solution pour toute la couche limite. Or, d'aprés Blasius, la définition de

P ay = + 0,05, et N est déterminé de fagon & obtenir la

l'épaisseur de couche limite

avons donc pris, par mesure de prudence, la valeur 161 pour N,

avons pris comme valeur initiale du pas:

diminué pour des raisons de stabilité a approche

-0,07 <

~ 0,08 <

- 0,083125<

nateur CII 10070 de l'Institut Universitaire de Calcul Automatique de

Nancy.

c - Tables universelles monoparamétriques et leur utilisation

Pour chaque valeur du paramétre de forme fi on obtient les

renseignements suivants :

4
f

ro

f,
1

‘1

4 p~ Sef =
2,49

1) Pour la variable transversale nous avons

a correspond a la valeur 5 pour Vi Nous

2) Pour le paramétre de forme g nous

[As = + 0,0005 ; ce pas étant

du point de décollement :

< - 0,06 Af, = - 0,00025

<- 0,07 Af, = - 0,000125

<- 0,08 Af, = - 0,00003125

< - 0,083125 Ai, = - 0,0000005

3) Les calculs ont été effectués sur l'ordi-

~ le profil de vitesse adimensionnelle dans

la couche limite :

our M=1AaN‘Puy Pou
~ la fonction de courant adimensionnelle :

Due pourM=1aN

~ le rapport : = 1/B2

- les grandeurs A,B,H, Ge

~ 86 -

az] a-$)xay of max 2 (Ymax) = 8 - (N=161)
0

‘max

(2-77) B= fo¥et-9)xey He J pel -f ody
0

Jes
qui serviront & déterminer les grandeurs caractéristiques de la couche

H=A/B

oYGs ox] oY

limite dans les cas concrets. Ces résultats, calculés une fois pour toutes,

5 fyi .

constituent les tables universelles monoparamétriques ;

if A B a] [St
a he >,

er ex. SVs fe Beh Ny oe Lee

f f----

2 |% | ¢
0

0,05

8,0

figure : 2-3

Nous rappelons que ces tables ne sont valables que pour un

fluide incompressible en mouvement laminaire plan permanent. Afin de

halk: = 5
calculer les grandeurs caractéristiques de la couche limite, §,



- 87 -

et z% ++» dans chaque cas concrets vérifiant les conditions d' écoulementci- a sus, il faut déterminer la valeur du paramétre f qui correspond &
une abscisse longitudinale x donnée,

Lorsque la répartition de vitesse & la frontitre extérieure de

la couche limite, U, est précisée, on peut calculer la fonction principale
de Gértler, f> » pour une abscisse i donnée :

t x

(2-44) B (x,) = *S f e U (s).ds
0

et on peut chercher dans la colonne 3 de la premiére table universelle
le terme qui est le plus proche de fe (x9) 5 on peut ensuite évaluer en in-

?
t 1 ierpo ant,les valeurs : A yn © (xp a H (x5 ss (x,) et f (x Xo) qui vont
nous permettre de calculer § : ott et vy au point de ierears d'abs-
cisse x,.

0

L'épaisseur de déplacement, = (xq), est calculé A l'aide de
A(x):

0

. Abi) af
(2-78) & (x,) = Tey" h U (s) ds

l'épaisseur de quantité de ee 5* (x,), est évaluée par:

y=(2-42) 5(x ds0

et le coefficient de forces de frottement & la paroi par unité de surface
% (xp), est déterminé par ;

U(x xona) % pap Litas

ou
2

FeO Oo) fay SE] 0! )(2-79) G, (x) = x
D8 Va0f* ue) ae | 52

t
La valeur t (x9) permet d'obtenir le profil de vitesse et la fonc-

tion de courant dans cette section de la couche limite & l'aide de la se-

conde table universelle,

Nous constatons que nous n'avons pas eu besoin d'intégrer une
équation différentielle supplémentaire comme c'était le cas pour la mé.
thode de Loitsianski,
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d - Cas de l'écoulement autour d'un cylindre circulaire

Nous allons tester cette approximation monoparamétrique

sur le cas du cylindre de section droite circulaire pour lequel, R. M.

Terrill a donné une solution considérée comme exacte, [8 ] ‘

Terrill utilise les variables adimensionnelles classiques de la

couche limite :

- = o Ye, VRe %
eT 72°

(2-80) . y

"a Uy “aU,”

ot Let Uy sont une longueur et une vitesse caractéristique de l'écoule-

ment et Re est le nombre de Reynolds correspondant :

ULL

Re = 0D .

A l'aide de ces variables Terrill donne les valeurs des gran-

deurs caractéristiques de la couche limite, calculées sous la forme adi-

mensionnelle suivante :

wo u

* 2Sach gh ea
0 a

o uv ed
tek a a(2-81) Sa | ; (l-5*). dya

0 a a

Nous venons de voir que l'approximation monoparamétrique

nous fournisgsait les valeurs A, B, H, & qui sont calculées avec la varia-

ble de G&rtler, 9 » comme variable transversale. Entre cette variable

adimensionnelle et va il existe la relation:

UL

2 Vanf utoras 3 (8) ds

et on calculera donc lea grandeurs caractéristiques adimensionnelles

(2-82) a ux i avec %



par les formules :

eA
35 ¥;

(2-83) a = ie
1

. ‘TOPv, = Tax yx eae 0
Pour 1'écoulement autour d'un cylindre circulaire de rayon R, la

répartition de vitesse & la frontitre extérieure de la couche limite est

de la forme :

(2-84) U(x)=2,U. sin =
ot U,, est la vitesse de l'écoulement établi en amont de l'obstacle,

La vitesse adimensionnelle, Us est alors:

(2-85) UL (x,) = sin 2 5 sinx, (Uy =2, U,)bd BX
en prenant un rayon unité on peut confondre les abscisaes x et x5 le

coefficient de proportionnalité yy est donc la fonction ;

(2-86) Bis ce = cos=
: VY 2x(l = cos x) : 2

et la fonction principale de Gértler, ( > qui sert & exploiter les tables

universelles a l'expression suivante :

2. cosx
2+ £08 x

1+cosx

(2-87) B=

Nous obtenons finalement les résultats qui sont représentés sur

les figures (2-4) et (2-5) avec ceux de Terrill,

Nous constatons une bonne approximation jusqu'a l'abscisse 0, 8,

ensuite les résultats s'éloignent des valeurs exactes, la précision s'alté-

rant progressivement jusqu'au point de décollement, Ceci est compré.

hensible lorsqu'on regarde la figure (2-1), o& on stapercoit que le para-

metre {, n'est plus négligeable & partir environ de l'abscisse 0,7, Cette

approximation monoparamétrique donne une moins bonne approche de la

solution de Terrill que celle de Loitsianski 3 en particulier, elle conduit

& avancer le point de décollement & llabscisse 1,70, au lieu de 1,77 pour

Loitsianski, la valeur de Terrill étant 1,823, Mais comme nous venons de

le voir, elle présente lavantage d'étre plus simple d'emploi que celle de

Loitsianski,

2} 4 Xa=i 4.

a= Solulion exace de Terrill

—<— Appronimation monopamme Mque.d
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—-— Approximation monopataméla vet
Figuve 2-5 FF " 1



h-88)

- 92 -

Nous allons généraliser ce qui a été dit dans le paragraphe pré-

cédent au cas de l'équation universelle ne dépendant que des deux para-

métres de forme q et f,- Nous expliquerons ensuite les raisons qui nous

ont conduits 4 abandonner la résolution numérique de l'équation discréti-

sée,

a - Equation universelle biparamétrique

En partant de l'équation universelle approchée au rang N,

(2-52), et en se limitant aux deux premiers parametres f et f, nos ob-

tenons, gr&ce a la définition de 6, par (1-17)' et de 9, par (2-51), équa-

tion universelle biparamétrique :

x3 2

ae 323 arb ( Voz] |
dy3 *@% Jy? eT oe dF

7

fyi, F [3%. G3 983 363 fh te

x oy dyxd, of, Oy? Be
B

[28 282 082 a2
OR Doxd hy . of, dy2

avec les conditions :

« 8
a0 ry

*

(2-89) Y>& 2fe
2

f, = £ =0 a = %, solution de Blasius pour
la plaque plane

Nous allons établir une nouvelle formulation de la grandeur F,

Lorsqu'on dérive par rapport 4 la variable x l'épaisseur de quantité de

wee
mouvement O , (2-42), on obtient :

we B! ct Uw! sek vB?
(STM) = Ho. Zz :S + vee



(2-91)
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©n reportant dans la relation (2-16) :

ULB!Fs 2xoe f-2, £+2x A x Be
u', (6 **)2

et en effectuant le chan,gement de variabiables ; x —_> (£5 f), on arriveaprés simplification 3 ; s

5 ee 2F =2,(B “) +E [le +f .F)x 2BBe OE
+f). (f42F)x OB

1 of,
qui permet d'écrire F sous la forme :

£
2 2 Q B2 BBeat Bef ta 32]1

(2-90) Fea. te]
2 3B1- Sxf¢. 2B a5B rag ta Se

cette expression est nécessaire pour | intégr ation numérique de (2- -88);ainsi que celle de B, (2-40),

b- Discrétisationaiscretisation

équation dépendant de trois Variables : 0 ’ f et f, ~All aide de la relati on2-58( ) on se rameéne & une équation du soweae oats en

ey 
f,+4.F2 ‘a+ Lift y?]e2 zg * pest . 22 12 4a Se S|

£,. (£42+2 [Oe 28 oyz 
of, ~ on”2 2 od

valeurs des paramétres, ( (f> f,)

rences finies avec le schéma im

\P par rapport ay:

- G4-

L 

K_ Kt

Figure : 2-6

et AfSi on désigne par Ay 1; & fi ; 2 les pas suivant les trois

axes, un noeud du réseau tridimensionnel aura pour coordonnées :

= (M-l) xd mE tee 3
(2-92) fo Ky Ag a

f = vot, 
Lé@

Au noeud défini par le triplet (M, K+l, L+l), nous approcherons

les dérivées partielles par les formules de discrétisation (2-61) auxquel-

les il faut ajouter :

” . vie xr Ph

af, oa

(2-93)
_ L+1

ae Ox > Ox
of, A f

La présence de dérivées partielles par rapport au second para~-

métre de forme, qui disparaissent pour l'approximation biparamétrique



localisée, indique d'aprés (2-93) que le calcul de la solution f pour une
valeur donnée de f du plan (Lt1) nécessite la connaissance de la solution
pour la méme valeur de fH mais pour la couche précédente, L,

On initialisera donc les calculs par la couche, L = 0, clest-3-
dire par les résultats de la méthode monoparametrique. Ensuite, pour
une valeur donnée de fs on procédera comme pour la méthode monpara-
métrique en faisant varier i.

Nous n'entrerons pas plus dans les détails de la méthode numéri.
que, qui sera développée pour la seconde généralisation de l'équation uni-

verselle de Loitsianski, car nous avons renoncé @ obtenir les tables uni-
verselles biparamétriques pour les raisons que nous allons expliquer,

c - Abandon de approximation biparamétrique

Notre but en essayant de résoudre l'approximation biparamé-
trique était d'obtenir de nouvelles tables universelles dont l'utilisation
devait conduire A une amélioration des résultats obtenus avec la méthode
Monoparameétrique,

Afin de constater le gain de précision on aurait fait les calculs
pour l'écoulement autour du cylindre circulaire. Il nous fallait donc ré-
soudre l'équation universelle biparamétrique pour les valeurs des para-
métres t et f, permettant d'obtenir au moins l'ensemble de la couche
limite dans ce cas concret,

Avec les variables adimensionnelles caractéristiques de la cou-
che limite, (2-80), la vitesse de l'écoulement potentiel est sinusotdale
pour l'obstacle cylindrique circulaire

(2-85) UL (x) = sinx (pour simplifier x = x, si R = 1)

Nous allons éssayer d'évaluer ie domaine de variation de f, né-
cessaire, En partant de sa définition (2-8) et en utilisant la relation (2.42)

on obtient aprés simplification :

ee” 4sTMTM* 2 U'.Bf = =o =4,4 7 ULU x ( , ) f

et done pour ce cas concret :

( 4 2(2-94) f,=-4 xB. ( SE) =-4 xB xt 2

en prenant pour B, les valeurs trouvées au cours du calcul, monoparamé-

trique on obtient la courbe représentée sur la figure (2-7) ot ona égale-

ment fait figurer les variations de i, correspondant aux résultats exacts

de Terrill: d'aprés (2-83) :

sek 4 2 x
f= - any, Ga)" x tg 2

‘ _ xet comme pour le cylindre circulaire: (2-86) y = cos >

ona:

wea 2(2-95) f, =-(Sa )" xsinx
ar

Comme B est fonction des deux paramétres fi et fo les valeurs

de B pour les couples de valeurs (fs £,) correspondant & des abscisses

x données du cyclindre circulaire n'ont aucune raison d'Stre égales aux

valeurs de B trouvées dans le cas monoparamétrique aux mémes abscis-

ses x,

Le véritable graphe des variations du paramétre f, le long du

cylindre circulaire se situera donc en princips , pour l'approximation

biparamétrique, entre la courbe de Terrill qui serait obtenue dans le cas

ot la méthode biparamétrique donnerait la solution exacte, (2-95), et

l'autre courbe, (2-94), qui suppose que l'approximation biparamétrique

niapporterait aucune amélioration de la détermination de $ par rapport

au cas monoparaméetrique,
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Méme en pensant obtenir des résultats proches de ceux de Terrill,

on voit que la plage de variation du paramétre i s'étend de 0 a une

valeur négative de l'ordre de -0,25, Or pour obtenir des tables univer-

selles assez fines, c'est a dire ne nécessitant pas de grandes interpola-

tions lors de leur utilisation, il faut prendre un pas A i petit,

En choisissant par exemple at, = - 0,001, il faudra faire les

calculs d'environ 250 couches pour aller du point d'arrét au point de décol-

lement, Si de plus on prend un pas en fy de méme ordre de grandeur, la

durée des calculs est tres importante : environ 5 minutes par couche en

laissant le pas A f fixe, ce qui donne une durée total d'une vingtaine

d'heures |

Nous aurions pu entreprendre la résolution de cette méthode

biparamétrique malgré ces contraintes ; mais, n'étant pas sir a priori

de la qualité des résultats, nous avons préféré l'abandonner, En effet,

avant de résoudre numériquement une méthode biparamétrique, méme

d'une maniére partielle comme nous le verrons dans la suite, il faut

déja disposer d'une approximation monoparametrique correspondante au

au moins aussi satisfaisante que celle de Loitsianski. C'est pourquoi

nous nous sommes orientés en premier lieu vers l'amélioration de l'ap-

proximation monoparamétrique que nous venons d'étudier.



Ill - SECONDE GENERALISATION DE L'EQUATION UNIVERSELLE DE

LOITSIANSKI

Aprés avoir renoncé & exploiter l'approximation biparamétrique de

la premiére généralisation en raison de la grande durée deg calculs sur

ordinateur, nous avons cherché 4 améliorer cette généralisation de ltuni-

versalisation de Loitsianski.

Notre but est toujours d'arriver & associer les avantages de la

méthode de Loitsianski, (c'est-A-dire faire l'universalisation & l'aide

des mémes paramétres de forme dont la convergence rapide vers zéro

nous permet d'obtenir une bonne approche de la solution en ne considé-

rant que les premiers paramétres), et ceux de la méthode de Saljnikov -

Oka [7] qui permet une évaluation rapide et simple des grandeurs carac-

téristiques de la couche limite & partir des tables universelles dans

chaque cas concret,

La premiére tentative n'est pas une réussite totale maulgré ses

avantages. En effet on obtient une précision plus faible que celle de la

méthode de Loitsianski. De plus le calcul des tables universelles & deux

paramétres est trés couteux, mais nous n'avons pas de point de compa -

raison avec Lottsianski. Nous avons donc cherché & combler ces deux

handicaps et plus particulitrement le premier,

A partir d'une constatation faite sur les graphes de la fonction F

obtenus par différents auteurs, V. Saljnikov déduit une nouvelle variable

transversale., Nous suivons pratiquement le méme plan que pour la sec-

tion précédente, mais les problémes posés par la résolution de l'appro-

ximation biparamétrique seront développés dans le troisitme paragraphe.
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1 - Amélioration de la premitre généralisation

a - Nouveau choix de variable transversale

La fonction F qui a été introduite lors de la transformation

de l'équation de quantité de mouvement, (I-l-b), se retrouve dans la

plupart des méthodes & un paramétre, D'aprés les différents auteurs

ayant développé une représentation monoparamétrique du type Karman-

Pohlhausen, on s'apercoit que les variations de F en fonction du para-

mttre utilisé sont pratiquement linéaires, (voir figure (2-8)),

Nous pouvons donc représenter en premiére approximation F

par:

(2-96) Fua-bxf avec a>Oetb>0O0

ce qui permet de linéariser l]'équation transformée de quantité de mou-

vement :

von, WM oe a eB(2-6) fe prePt Greg racy +( Gr 7b ue

et en l'intégrant on arrive 4:

x .. 7 ‘i

f= ao ut is). ds Ge me
: U “0 U

Pour un écoulement autour diun corps avec point d'arrét, on

détermine la constante C par la condition que {i doit rester fini en ce

point ot la vitesse U est nulle, La partie principale de U au voisinage de

l'abscisse 0 est alors: x, U'(0), donc:

b-l
~ & U'(x)-U' (0) a U(x) _ 2, ULod yn 5 U'(x

ff b b bob b : b ,b
ut (0) x .U' (0) UNO) x Uo)

ce qui implique que C doit étre nulle :

x

a.U' | { -l(2-97) f = _ es uta . ds
U 0



—— Karman- Pohthausen
(polysme de deqte’ 4)

a--— Motchin - Leitstauske
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2-8



- 101 -

Nous pouvons tout de suite remarquer que lorsque nous prenons

comme variable transversale celle de Girtler, vi (2-35), nous obtenons

l'expression de ff :

x

: } U (s).ds
2 Ul

(2-43) fi =2xBx

qu'on ne peut retrouver 4 partir de (2-97) qu'en donnant A a et b les va-

leurs 2, Be et 2, ce qui ne correspond pas 4 la réalité, En effet nous

trouvons pour l'approximation monoparamétrique-1: a = 0,4408 et b =

5,714. (en prenant pour B la valeur 0,470, on obtient ay = = 7 2).

Nous constatons donc la grande différence existant entre la pente

de la linéarisation de F qui découle de l'expression de la variable trans -

versale Q> et la pente réelle du graphe de F linéarisé déterminé d'aprés

les calculs effectués avec cette m@éme variable, Nous allons donc faire

un autre choix de variable transversale afin de retrouver une expression

de 4 qui soit en accord avec la quasilinéarité réelle de F.

Pour tenir compte du fait que F n'est pas parfaitement linéaire,

il aurait fallu introduire un terme correctif dans son expression :

(2-98) Fra-bxf+&(g)

ce qui aurait compliqué l'intégration de l'équation (2-6) et aurait abouti

& une formulation de i différente de (2-97).

En réalité on modifie l'expression de i pour en tenir compte, Si

Loitsianski a introduit une correction additive, [6 ]

ge [ere [he a

V. Saljnikov préfére une correction multiplicatrice :

' og be
s rf U WeA odia (en posant a=a
U 0

(2-99) i, = a,x Box «B’)
0 0

en effet, B est une grandeur variable déterminée de la méme fagon que

dans la premitre généralisation, Cela suppose néanmoins que B soit

considéré comme constant lors de l'intégration de l'équation (2-6) liné-

arisée A l'aide de:



(2-103)

(2-100) Fea), Bo-by 4 avec a> etd >0

Nous faisons donc le changement de variables suivant :

we,(2-101) =
2s oy * bel

“4, U(s). ds

et nous définissons la nouvelle fonction de courant adimensionnelle par :

ye -1

(2-102) G,= = * ¥
Va of U(s). ds

0
0

(Pour alléger les formules nous noterons dans la suite yg Par y et g.

par @, sauf quandily ami risque de confusion avec les variables de la

section précédente),

Nous allons transformer l'équation de couche limite (0-21) avec

les conditions (0-22) & l'aide de ces nouvelles variables y et $. Soient

les formules de différentiation :

2 (2), ef, wtax 7 (Sy) * ] Spa Pe a “Ww2VayvJ U(s).as f U(s) .ds
0 0

2. wv? 2,2. 8
dy ,/ * bel , 20 Xx be 2°* ag¥e} U(s) de 2 ay ayvef ule) ede oy

00

3 y3b/2 Pe
oO _-C::C.:CCS or OC

J 3 X pel 3/2 dy3y [sof u(s) .ds a

avec lesquelles nous obtenons les relations :
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2ayy ad ey | yb/24l 28

oy oy ty 2 dP et ae 2°
y % oy apd. U(s).ds t

4 
|

yr yet -

3 ayw.f* vla}.as
0

a a fot tes aya] uP las
ay f° o ad, 0 :a-t04)< 5 = yee jx * ye |

|

b wv oba-B.ure = 1 +t jour. x TSE |
2. f ul as J uP ds

0 
0

~ b/2 b 2,ate su 2eyy ao, ye x[b,U'- ah
axa 8 *Ox9) 7 Bal <1 zKorey i gy ag vf ulus {fe ds

qui reportées dans l'équation (0-21) r

2 2 3y

Be Oe ay VY Ly yi gy D8(0-21) Sy ° Deady” x * 22 yy

donnent aprés simplification

3 a ul aa ay

aT [p+ er J U aso. Oye +

ef bk - 3h} a ee(2-105) f U aey[1 ( 9 ) pea 5

ot 28 8, PE]
. dp oxdp 7 Ox 2 |

Nous définissons la grandeur B par :

ad g(2-106) af Siero a ys
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avec les propriétés : (x)

= By = 0,470

=B

(2-41)
(0w ow

donc en exprimant l'épaisseur de quantité de mouvement avec les nouvel-

les variables on obtient :

(2-107) 5% =—2~.Va of uP! as
ye? z 0

qui permet de retrouver la relation (2-99) @ partir de la définition de

ff (2-5) ; le changement de variables transversales (2-101) est donc correct,

L'équation (2-105) s'écrit alors :

3 £ a 2 f
a) l b ola, 1 ad 2| Oy + a (i - )+ “0 @~< Oy? + > [= «$8 |:

(2-108)

U.f, oe 28 - 6 a |

ut? oy 9x.d9 ax oy

avec les conditions :

uve oe Fee2

(2-109) y—3@ >

G= 4,x=xK

0

b - Universalisation approchée au rang N

Nous procéderons comme pour la premiére généralisation, Soit

donc le changement de variables :

>|4 fo fy on |

ot les fi. sont les paramétres de Loitsianski ;

get?

(2-48) x

k

(2.9') £20? x v| | pourk=1AN
vérifiant la relation de récurrence :
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(2-17)! Wk =G tat yer tena] pour P=14N-1

Avec la formule de différentiation

§=N-1 a 9

34, 8
° U'

2-4 =. =(22497 De Oxf,

l'équation (2-108) s'écrit :

o°an | 1 b, , 0 |, din A don |ye asa e? Oy Jy? bah =

a, dfn, ¥Gn dén 9° En(2-0) 2 | Op” dhyay og Oy? +

Unf oon. on aon , 2? dn

ope N"| OQ dtyxdp ” Ofy d9?

Conformément au principe de l'universalisation nous introduisons

maintenant le paramétre supplémentaire fad et nous faisons encore l'hy-

pothése qu'il est négligeable, Ce qui permet de définir, f'|, par la rela-
N

tion :

(2-51) -£.fl sO ef [NF + (N-1). ‘|U

U! 1 N N WN

L'universalisation approchée au rang N du probléme de couche

limite considéré est donc définie par :

3 * *

SOR [4 bt] ge. SAS, 28ny.
Siegal t{ apd - ag) tg On Don taal OS ih S

kai) “ ° x ‘ * = * “ *
2S os oen | Sey doy, ¥ En

Boo ‘Ger CK oO” Oh ON Of, Biya

avec les conditions *
Oe

2 N

ye By * On =i
*

(2-112) 08y
em 5 a]

2 + solution de Blasius
f£eflps... =f. =0 o = §, pour la plaque plane
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(Nous désignerons dang la suite Tn par $ afin d'alléger l'écriture deg
formules de discrétisation),

a - Equation universelle monoparamétrique

En donnant la valeur 1 A N dans (2-111)

nissant 9, & l'aide de (2-51), on obtient :

et (2-112), et en défi-

3B Ps

Sor [rade Bfa. BE AS, oat),;
 

i

mat 
B 

2 B 
oY |

AF] 2S 3 Sf dat yak_—_— ,

Be | 2 Of OF O?
avec les conditions :

DB;
B=? a= a 7°

(2-14) 08)—> © O09 —>l1

solution de Blasius
0 

pour la plaque plane

La fonction F est déterminée partir de (2-16) en dérivant par
rapport & la variable x, l'épaisseur de quantité de mouvement oe sous
la forme (2-107) et en effectuant le changement de variables iXee,f,
Soit : 

*a
a,.B -bif

yj. f. dB
BCL dé,

b - Résolution numérique et utilisation des tables universelleg

Nous avons employé la méme méthode numérique que pour
' 

A 
: 

ss 
‘

l'approximation monoparamétrique précédente, En raison de la grande
essemblance entre les deux equations nous ne donnerons donc que les
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+

renseignements propres 4 cette nouvelle équation monoparamétrique,

Apres avoir abaissé l‘ordre de l'équation gr&ce & : (2-58)!

ofY = Ms nous appliquons la méthode des différences finies sur le schéma
8

implicite (figure (2-2)) avec les formules de discrétisation (2-61), En li-

néarisant & l'aide des relations (2-62) nous obtenons un syst¥me linéaire

du type :

i-] wi i-l wi i-b pi. ick =(2-66) au fd - 2b Pi, ate Ou" Figyra = aug pour M= 2a N-1

ot. les coefficients sont déterminés par la connaissance de la solution &

l'itération (i-1) : 
1

i-
. 

a 

f 

A 

A 

fi 
fF

( jt. O44 22),—1 ,2e, gi, i,
M 2 a FI 2 2 ~Mi-] 

i-12(B) Be)

i-{
K+1 K

. Pan - ae
At

2 pi-l

i-k (AO). fu eh wlby 1+———— 2 i+ Af(2-116) 2 2.(B') ;
i-1

i~l K+ K

dt. 14/2 44.2 “ An gt, At Su mee= 3 "3 in-L.2 2 M i-1,2 AfM 
(B*’) 

(B °) 1
2 

i-l JK ‘
i ONG foes Pu xt?

dy = 7 a |
(Bp) 1

Le systeme (2-66) est résolu par la méthode du ""Progonka"

(voir annexe 2), Les initialisations et les tests de sortie des itérations

sont les mémes que pour l'équation monoparamétrique précédente,

Les bornes de variations du paramétre f seront encore déter-

minées par le point d'arrét et le point de décollement. Ce dernier est

encore testé par l'annulation des forces de frottement 4 la paroi, (2-76).

D'aprés la correction multiplicatrice de f introduite par V, Saljnikov,

(2-99), on définit la grandeur é: :
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ff aU! X pel

(2-7) @saz = — Es] Ule) . as
B U 0

dont la valeur approchée au point d'abscisse nulle, calculée en prenant

la partie principale de U: x.U' (0), est:

*9
2-118 -_—( ) x—>0 a> b

ce qui implique, d'aprés (2-115), que F doit étre nulle au point d'arrét.

Les renseignements fournis nous permettent de constituer des

tables universelles analogues 4 celles décrites figure (2-3), il suffit de

remplacer @ par @.: Leur utilisation est identique : pour chaque cas

concret, U étant précisé, on peut calculer la valeur de la grandeur @

pour une abscisse Xo donnée par (2-117), Ensuite, de la premiére table

on en déduit les valeurs A (xp) B (x9). (x) £ (x). qui permettent

de calculer les grandeurs caractéristiques correspondantes de la couche

limite :

A(x

(2-119) Se worse
0 yP/2y

(2-120) T. (x) =

la seconde tablea & l'aide de i (x,).

Nous remarquons que nous n'avons pas encore eu besoin d'une

intégration supplémentaire :

Du point de vue pratique : 1) Nous avons pris pour faire les

calculs les valeurs ao = 2 et b = 5,71 qui correspondaient A la

représentation approchée de F pour l'approximation monopara-

meétrique précédente et qui sont encore valables a posteriori

pour celle-ci:
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2) Le pas du parameétre fp Afya été diminué a l'appro-

che du point d'arrét pour avoir une meilleure précision et progres-

sivement en direction du point de décollement pour limiter le nombre

d'itérations A chaque pas et éviter ainsi une divergence précoce. Soit:

f pt 0,083 af =+0,0001

+ 0,080 £¢ fi < + 0,083 At = + 0,00025

Oo € f < + 0,080 Ag = +0, 0005

- 0,070 < f < 0 At = - 0,0005

- 0,075 < f <- 0,070 Af = - 0,00025

- 0,080 < fh g-0,075 Af, =-0,0001

- 0,083 < f < 70,080 Af = - 0,00005

fi< -0,083 AL = - 0,00001

3) Nous avons pris pour la variable transversale, le

pas constant AQ= 0,05, avec 16] points afin d'obtenir toute la cou-

che limite,

4) Les calculs ont également été effectués sur l'ordi-

nateur CII 10070 de l'Institut Universitaire de Calcul Automatique de

Nancy.

c - Cas de l'écoulement autour d'un cylindre circulaire

Comme la variable transversale 2s et la variable adimen-

sionnelle Vy sont proportionnelles. b/2

a

(2-121) 2° ox Yo avec BJ, =

les grandeurs caractéristiques adimensionnelles seront calculées par

les formules:
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oP
Try G- Os Y, = 0

Nous rappelons que la vitesse adimensionnelle, UL est pour
le cylindre circulaire :

in X <a(2-25) UL (x) = sin sin x,

Gomme b n'est pas entier, il n'est pas possible de simplifier A et 3?
et ils ont été tabulés numériquement,

Nous avons représenté sur les figures (2-9) et (2-10) les résul-
tats obtenus par cette nouvelle méthode (Approximation monoparamétrique
- 2) avec ceux de Terrill et ceux de l'approximation monoparameétrique - ],
Nous constatons une nette amélioration par rapport 4 la généralisation
précédente ; en effet les valeurs calculées s'éloignent lentement de cel-
les de Terrill vers le point de décollement, mais la précision est satis-
faisante pour l'ensemble de la couche limite,

Nous pouvons remarquer que cette nouvelle méthode donne des
résultats légarement meilleurs que ceux de l'approximation monopara-
métrique de Loitsianski 3 en particulier le point de décollement est main-
tenant situé & l'abscisse 1,79, au lieu de 1,77 pour Loitsianski, la valeur
calculée par Terrill étant 1, 823,

Nous avons amélioré sensiblement la premiére généralisation,
tout en conservant sa facilité d'emploi,

6,2 7) 56

Figuye 2.9

1 £ 4 +

ane 0 oceans Approximation monoparamelrique 2
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| _ Solution exacle de Terrill

Figure 2.40 ag peo Approximation monoparamé lig ue oth

— Approximation monepatamelnque -2
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a - Prévisions pour l'approximation biparamétrique

En améliorant la précision, nous avons déja atteint l'objectif

principal que l'on s'était fixé. Avant de développer l'approximation bi-

parametrique, nous allons chercher & savoir si le calcul des tables uni-

verselles & deux paramétres sera moins couteux que pour la méthode

précédente,

En pensant appliquer une méthode de différences finies analo-

gue & celle esquissée pour l'approximation biparamétrique - 1, nous sa-

vons que le temps de calcul dépendra essentiellement des plages de va-

riation du second paramétre, i). Afin de pouvoir faire la comparaison,

nous allons évaluer le domaine de variation de i, correspondant 4 la to-

talité de la couche limite pour le cylindre circulaire.

Dans la définition de f,, (2-8), on remplace l'épaisseur de quan-

tité de mouvement DS par la formule (2-107) :

=U. on Sey ee sag (° Uta . ds
v 0 2b-1

U u

ce qui donne pour le cylindre circulaire :

2 4

ay~ 8 Xa bel 2

f,=- | sinu . du
inx(sin .)

nous pouvons évaluer f, en prenant pour a); b, B les valeurs trouvées

pour le calcul monoparamétrique, On obtient la courbe représentée sur

la figure (2-11) avec celle déterminée & l'aide des résultats de Terrill

(2-95) foe ( Sy* x din? x,

Nous constatons que la courbe prévisionnelle est au dessus de

celle de Terrill. Comme la courbe réelle correspondant & l'approxima-

tion biparam’trique - 2 sera situ€e en principe entre cee deux courhes,

nous pouvons donc dire que f, variera de 04 environ - 0,20. Si nous

prenons un pas en f, assez petit, par exemple : an = - 0,001, il fau-

dra alors faire le calcul de 200 couches au maximum, Nous rappelons

que pour l'approximation biparametrique - 1, nous avions évalué un nom-

bre minimum nécessaire de l'ordre de 250 couches, pour le méme pas.
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- = tl

War g, = - ast { (fneh a]!
(sine PY

B: yalars de {approximation mono pacamdtrique - &

Figure 2-tt
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La résolution numérique de l'approximation biparamétrique - 2

sera donc plus courte en principe que celle de la méthode précédente.

Bien que la durée des calculs soit encore importante, comme l'approxi-

mation monoparametrique - 2 donne déja de bons résultats, nous po
uvons

entreprendre la résolution de l'approximation biparametrique - 2 ave
c

l'espoir d'obtenir une excellente précision,

Dans ce paragraphe nous allons développer la méthode numéri-

que générale permettant de résoudre l'équation biparametrique - 2, No
us

expliquerons ensuite la manigre d'utiliser les tables universelles & deux

paramétres, Enfin nous donnerons les résultats pour le cylindre cir
cu~

laire, calculés grace 4 une résolution partielle approchée,

a - Equation universelle biparamétrique

En donnant & N la valeur 2 dans 1'équation (2-111) et en ex-

primant @, par (2-17)! et 0, par (2-51), nous obtenons l'équation u
niver-

selle approchée au rang 2:

> B, i 1 By 4 ol et oe AL 28 7
oe t}aeO- 2) + Bye" oye ge Tg? *

gis) ) 2h? oe: ; yes ; we VE . f(Qt2F)

B? Oy DMD, ON? B
ea * *& x

28, 2, Ob ¥ €,
OQ Dyed! Of, Ov?

avec les conditions x
«08;

25 @ = 39 CS

BF
(2-124) Qe 5 —Sl

92 solution de Blasius

a = f, =0 g = 4g, pour la plaque plane
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En procédant comme les fois précédentes, la grandeur F peut

étre mise sous la forme : f >

2 “2 | OB . BAy: BY - bf tae [22 *H 32
(2-125) Fe 5 5

2 B Beo) fe. £2 o ee,‘<3 s of, | fp 32 LH
cette relations, ainsi que celle définissant B, (2-106), sont nécessaires

pour l'intégration de l'équation (2-123). Dans la suite nous désignerons

& par @ afin de simplifier l'écriture des formules.

b - Discrétisation générale 
i

Nous allons résoudre ce probleme comme une équation dé-

pendant de 3 variables : Ys fi {. Nous abaissons le degré de l'équation

(2-123) & l'aide de la relation (2-58)! :

zs Jay » ef aat 4/3-¥]
B

j 1
(2-126 En désignant par Ao Af, Af, les pas sur les trois axes, les

ill eront définies par :ie ‘p of 3s of + iy ({#2.F) e or OF oF coordonnées d'un noeud du mouillage s
oS 

- *2 : 2 
=n3B of of; 22 B Of, Of 02 J = (M-l)xdy M=lawN

. : a_i 
(2-92) f = Ke Af, Keée@Nous avons vu lors des approximations monoparameétriques 1 

1
et 2 que la discrétisation associée & la linéarisation permettaient de 

f, = LeAf, Wa) SalN2
ramener le calcul de la solution, pour une valeur de f fixée, Ala ré- Au point défini par le triplet (M, KH, Ltl), nous rapprocheronssolution d'un systéme linéaire du type (2-66). Nous employions alors la P
méthode du Progon ka pour obteni 1 : C . ~ ‘ :

qe et algorithme 51m: les dériv ées part elles par les formules suivantes ot les indices corres-g ple s 1 Pp

conditions de stabilité 2-7 ondants af et f, ne sont indiqués que lor squ ils prennent des valeurs( 1) ne Pp 1 2
a2 

iffé K+l1 et Ltl
sont plus vérifiées, C'est pourquoi nous avons pris une discrétisation mtememiee ae

plus élaborée,

Pour une couple (f,>£,) denné, noua calculons la solution ¥ par

la méthode des différences finies & l'aide du schema implicite ;
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-

Basen ead 9 Pa Ma

ae ort Eagar fy tH tes) (PE 2th he
(2-127) ar f + [asst (Pi - Pe eae 9) (FP fk)

Seite |e! Gy, - TH +0- 84) + Oy 3)

Yen [ *5° CP - feysa ay ec? ¢k)|

ee Bon | eg Gy BEde 4 9H |

les coefficients 8) a 8% étant compris entre 0 et 1,

Nous linéarisons l'équation (2-126) en utilisant les relations

suivantes :

oy il,
57 —>» § 557

2 — pit 3

re is oF i. ¥ '(5E)
1

Pd i- weibee wr 1 (35(2-128)

2b Of eB in
of 28 ( Of

DE ye

|

ou i désigne l'indice de l'itération en cours,

DB oad wou
(95) « (aq)

En reportant les formules de discrétisation (2-127) dans l'équa-

tion (2-126) linéarisée A l'aide de (2-128), nous obtenons av point (M,

K+l, L+1) l'équation suivante, valable pour M variant de 2a N-1:

- uy -

(— 5.
x( Pi i i K K

(a9) tH 2 PtP) + (apy MA 2.48

4 -l fH By 3
aa pp y z may /a-2) : 1

ey fa i2 129)| [25 ei a7 Pua) * & sat Mi” a *
i K L\ af ey oy + (Yi, PR ea ache PR

ate Ag -

inl?
(Bt) i-l Kk L " i

84Ouq Oy) + (1-24). Gy BE) ) (5). (Baa fu
Af l 2.09

(t-5)( Pry - PX)

eye oe~pi-l Ly sea) el cee ~ PE) st
a

| £,.(G 42.7) 1 gy i x rs
(ely? 56° Oy - Gy) +0 - 8D ‘Ett iat!

At, 2 age

K K\ + (5) (Crea 7 set
. . asap

ot Bil, a, Fl sont déterminés par :

ie max ie . : :

Bil. pela. fh ay: g- Wye ay
0 i oy

: £ BO. B Bet.ay-(B) “bg $2 | "a Ky a *y
(2-130). FA) = x 1 ; mr

p-~Zax[¢, 3 -BK 42 BBLpet E ah 2° AB 4
max max

avec: B, j 1- fi ay et BY = j Y (ie fap
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et les conditions aux limites:

pis @ = 0 Vie N
1 1

itytl

On est donc ramené pour chaque couple (f. fo). & résoudre

(2-65) WK, WL

un systéme linéaire dutype :

i-l pi i-lyi, isl pi, ie 1 pene
(2-66) an * Mel 7 2° Dar tae t a TA diy pour a

en posant pour simplifier : a 7

° ° ay Gel 5 £,+.F : £,.(£,42.F° 4
1- = . ee ee(2-131) 2+ zB ) +(L- 5) 4, 3 z AE 32, BE

les coefficients du systéme soit :

. K

+8. Z x [6 Ge - ou) + (l-s,) Gy - OL )

s. -

i-1,2M 2 2. (Bi 4

1 2

2 pi-l
a (ag sf
By ey t | 1485+ |io12 4° 4 * 8+ %2
M 2 2.(pt7 ,)

i-l in] 2K L xt
Zz -O,, + 8 y+ 2px %4 (Oy, Ou )H(1-s,). G, - oy)

: a] L

fe = Ag - oO + )* “(Pa Ore s . )+ 0-2). i, Bh

i-d AY : K
to =s_ +—>T7," ie-l L, . K .

(2-132)) M2 2. eil? #8, 8 Oy - Oy) + O-s,). Gy 35

4 aye ~ (-s,). aa ~é oe + Ei)
i - up pL ph

ee er fr : [ss - le - (sg) (Po - fe )
4 Kxos py a ok, |we gk.

Bal Lome, > Le

|" Zo 'us if 5 Ey 7 Fs hCT yy ‘M|

gr elAr =2 i-1 2° (tet 7 Lyd
= be. 7 “1 K = 4 eas, . ,, -0-8,) (0)

(Bo)

XQ

Le syst®me (2-66) avec (2-132) sera donc résolu par la méthode

du Progonka, les paramétres s, 4 5 étant ajustés pour chaque quadrant du
1

v fy afin de vérifier les conditions de stabilité de la méthode (2-71),plan f

Nous initialisaons les calculs par la couche L = 0 qui correspond

aux résultats de l'approximation monoparameétrique -2, Ensuite, pour chaque

couche L, nous procéderons d'une manitre analogue & la méthode monopara-

métrique ; en particulier l'initialisation des itérations i, le test de sortie

sont les mémes (2-72), (2-73) et les valeurs de f sont bornées de la méme

facon (2-75), (2-118).

Nous démarrerons les calculs, f, étant fixé, pour la valeur dis-
2

créte de f la plus proche de celle annulant 9, 2 i, + fh x F, ot F sera pris

en premiére approximation égal a la valeur correspondante de la couche pré-

cédente, En effet les dérivées partielles par rapport & fp qui ne peuvent pas

étre calculées correctement pour toute valeur initiale de fe seront alors mul-

tipligées par un nombre trés faible, 0
2

pas sur la détermination de l'initialisation de la couche,

; elles n'ilflueront donc pratiquement

Les coefficients ay et b constituent deux paramétres supplémen-

taires du programme ; en effet pour chaque couche ils représentent la linéa-

risation de la fonction F, (2-100), et ne peuvent théoriquement @tre calculés

qu'une fois connue la solution pour la valeur de f considérée, Il faudrait donc

recommencer le calcul de chaque couche jusqu'a stabilité de ao et b, En réa-

lité, d'aprés les résultats de Loitsianski, on constate que les courbes de F

graduées en fy sont quasiment paralléles entre-elles, La pente b est trés peu

variable et l'ordonnée a l'origine, ay:Bo peut étre déterminée par une for-

mule ampirique simple, En pratique nous n'aurons donc A faire au maximum

que deux passages par couche pour ajuster les valeurs de a9 et b,

c - Tables universelles biparamétriques et leur utilisation

Pour chaque couche, on obtient des tables monoparamétriques

analogues & celles déja décrites (voir figure (2-3)), En conservant pour chaque

valeur de f les renseignements nécessaires pour déterminer les grandeurs

caractéristiques de la couche limite, on crée ainsi les tables universelles

biparameétriques, soit :q
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f_=....
2

Ag Freres bz ..eee

Table 1

Qs co B, ts €s ie Bs

“o- mech ee eee te Re be wee eR He ee rere 4 -- ee

Figure 2-13

ou - ¥ représente le profil de vitesse adimensionnelle dans la couche
s

limite

- ® caractérise la fonction de courant adimensionnelle
s

- les grandeurs de la table 1 sont calculées par :

( Ys max.
B= fa.A B j r- 4) ay,

of
(2-133) / He & G “Ms Qs =0

ls max
{ (- f). an,

1k Bx

i £

Qr or Ge
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Ces résultats sont calculés une fois pour toutes et ne sont valables

que pour un fluide incompressible en écoulement laminaire plan permanent,

Afin de simplifier l'utilisation de ces tables on peut tracer les cour-

bes de 6 en fonction de g, en les graduant en f, @ partir des deux colonnes

de droite des tables 1, on obtient ainsi des abaques du types :

=P

= _

—
ia

Figure 2-14

Dans chaque cas concret, la vitesse de l'écoulement A la frontiére

extérieure de la couche limite, U, étant précisée, on peut calculer les quan-

tités @ et 6 pour une abscisse xq donnée :

aU Xd(2-117) 0 (x») = ‘| U(s) + ds
b 8

U

2 x

(2-134) j= = ” ybst ag |?=i P, & SS: (s) . ds
2b-2° 0 peel 0

ce qui détermine un point du plan oe GC,” et on trouve 4 l'aide des abaques,

figure (2-14), la valeur de fy correspondante, {5 (x9).

Nous pouvons ensuite cherche dans la colonne 6 de la table 1 associée

a f, (x9) le terme qui est le plus proche de e (x9) ; on évalue alors par inter-

polation les valeurs de A (x ), B (x,)s f (x5), ¢ (x0 ), ... qui vont permettre
0
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d'obtenir les grandeurs caractéristiques de la couche limite au point d'abscis-

se Xp. (Remarque : si fo (x_) n'est pas une valeur existant dans les tables uni-
0

verselles, il faudra faire une interpolation entre les tables as sociées aux deux

he)

L'épaisseur de déplacement, & (x9)s est calculée par :

A(x.) Xo

(2-119) S («,.) = = | ON @
0 yee, * , (s) - “8

0

valeurs de f, encadrant f.

l'épaisseur de quantité de mouvement, = (xq), est déterminée par :

B(x,) x bel
(2-107) STM (.) = =a 4p of ou. as

0 v4) 0 i (s)

et le coefficient de forces de frottement 4 la paroi par unité de surface,

Tp 9)

(2-12) T,, (x) =P

; par:

U .(4)- 3 xp)

wok

Sx)

le profil de vitesse et la fonction de courant peuvent étre déterminés dans cette

section de la couche limite a l'aide de f (x9) dans la table 2,

Nous constatons encore que nous n'avons pas eu 4 intégrer une équation

différentielle supplémentaire comme dans la méthode universelle de Loitsian-

ski.

d - Résolution numérique partielle approchée

Nous avons essayé d'obtenir des résultats avec l'approximation

biparamétrique pour le cas du cylindre circulaire afin d'avoir une idée de

l'amélioration qu'elle peut apporter aux valeurs monoparametriques.

Il était hors de question d'exploiter complétement cette méthode, en

prenant des pas en i et f, assez petits pour obtenir des tables universelles

fines. Nous nous sommes bornés 4 ne faire les calculs que pour le troisieme

quadrant du plan fe f, et en prenant des pas constants cing fois plus grand que

ceux gouhaités, soit: St = Af, =- 0,005,
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Nous avons initialisé chaque couche pour la valeur f = 0, mais &

cause des dérivées partielles par rapport 4 ie nous avons ajouté une pha
se

itérative entre cette valeur initiale et le pas précédent (f, = + 0,005), Pour

les calculs nous avons pris les coefficients s) a 86 égaux 21, sauf dans
 la

phase initiale ot 83 et 84 sont nuls pour déterminer la solution au pas positif.

De plus nous avons laissé a et b constants et n'avons donc fait qu'un seul

passage par couche,

e - Résultats pour le cylindre circulaire

Nous avons représenté sur les figures (2-15) et (2-16) les résultats

obtenus 3 l'aide de la résolution partielle approchée qui vient d'étre décrit
e ;

nous avons également fait figurer les courbes de Terrill et celles prov
enant

de l'approximation monoparamétrique -2.

Nous constatons une nette amélioration par rapport & cette dernitre

malgré les simplifications importantes faites dans la méthode numérique au

détriment de la précision, Le point de décollement est maintenant situé &

l'abscisse 1,815, au lieu de 1,79 pour "approximation monoparamétrique -2 ;

la valeur de Terril étant 1,823.

Nous pouvons espérer une précision encore meilleure, avec les ta-

bles universelles biparamétriques calculées avec la méthode exposée en b.

En effet nous voyons sur les figures (2-15) et (2-16) que le gain de précision

est faible jusqu'a T{/2, Or d'aprés la définition des paramétres de forme 
de

Loitsianski, pour le cylindre circulaire f et i, sont nuls et fy est négligeabl:

devant f, % cette méme abscisse (figure (2-1)) ; l'approximation biparamétri-

que -2 devrait donc logiquement donner une solution trés proche de la solutio
:

exacte,
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Solution exacte de Terrill

Approximation monoparametnque -2

A pptox imation bi parame trique ae

Figuve 2.46 .



CONCLUSION

La méthode d'universalisation introduite par Loitsianski pour les

problémes de couche limite laminaire n'a regu jusqu'a présent aucune jus-

tification théorique. Cette étude est en cours mais nécessite des résultats

d'analyse fonctionnelle trés délicats concernant les problémes paraboliques

non linéaires,

Un début de justification a done été entrepris sur un probléme pa-

rabolique linéaire plus simple, L'existence et l'unicité de sa solution ont

été démontrées dans un espace fonctionnel approprié. Nous avons ensuite

appliqué les idées fondamentales de l'universalisation : le probléme de dé-

part a d'abord été transformé par un changement de variables mettant en

ceuvre un ensemble de N paramétres de forme ; puis, en les définissant &

l'aide de la fonction qui différencie les équations de la famille étudiée et en

introduisant un paramétre supplémentaire, nous obtenons l'approximation

au rang N de l'universalisation du probléme initial.

Nous avons montré que la solution du probléme universalisé au

rang N pouvait se mettre sous la forme d'un développement en fonction des

parameétres de forme, dont les coefficients sont des fonctions universelles

pour la classe d'équations paraboliques considérée, Nous avons démontré

que cette solution converge vers la solution du probléme de départ lorsque

le nombre de paramétres de forme tend vers l'infini. Enfin, l'application

numérique qui a été effectuée a mis en évidence la rapidité de convergence

de cette méthode.

Les résultats obtenus sur ce probléme parabolique linéaire lais-

sent espérer une véritable justification théorique de l'universalisation des

équations de la couche limite laminaire et permettent d'appliquer sans plus

attendre cette méthode 4 divers problemes de couche limite, en particulier

celui de la couche limite plane incompressible stationnaire.

En prenant une variable transversale issue de la méme idée de

similitude généralisée qui avait conduit Loitsianski 4 introduire ses para-

metres de forme, nous avons obtenu une premiére équation universelle, Son

approximation monoparamétrique posséde l'avantage considérable par pap-

port & celle de Loitsianski de présenter une grande facilité d'utilisation
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des tables universelles dans chaque cas concret ; par contre elle donne des

résultats un peu moina bon que cette dernitre.

Ceci a été corrigé en introduisant une autre variable transversa-

le, Une nouvelle équation universelle a ainsi été obtenue. Son approxima -

tion monoparamétrique donne des résultats légérement plus précis que

celle de Loitsianski, La résolution partielle de l'approximation biparame-

trique qui a été effectuée, laisse espérer une excellente précision une fois

les tables universelles A deux paramétres réalisées, tout en gardant la

grande facilité d'emploi qui a été constatée pour la méthode précédente.

La lourdeur des calculs est compensée par le fait qu'ils sont

effectués une fois pour toutes, Il est certain que dans chaque cas particu-

lier on peut développer des méthodes analytiques comme celle de Terrill

pour un cylindre circulaire on des méthodes numériques qui soient plus

précises, Mais il faut alors faire des calculs trés longs ou disposer d'un

ordinateur puissant ; par contre l'utilisation des tables universelles bipa-

ramétriques ne nécessite le calcul que de deux coefficients.

Nous pensons, que du point de vue pratique, l'ingénieur préférera

dans la plupart des cas se servir de tables universelles existantes d'une

facon simple et rapide, plitét que de mettre au point une méthode propre

au probleme étudié méme si la précision est un peu moins bonne,
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ANNEXE 1

Etude des Fonctions Universelles du Probléme I

Afin de simplifier cette étude, nous avons effectué le changement de

: ; 1 ‘
variables suivant : y = x - z- Les fonctions universelles du probleme I sont

alors définies par la résolution successive des équations différentielles d'or-

dre deux A valeurs au contour :

{ 3"

G =}

x x

gp (-1/2) = a5 (1/2) = 0

av ok

4 = Io
(1-66)! 4 2 Z

q, (-1/2) = q, (1/2) = 0

et * ues

Ivit1 ~ IM

* 1 201dg Y= gr. -g) pour y € |-1/2,+1/2[
x =a 4 3 2,5 prolongé par 0 ailleurs

aq, veg. -Zy¥y +)

(1-67)! :
yo b go. By. BY. oH)

Wis ee ay ay "16

* 1 8 6,175 4 427 2
a@)= e.g ty + AB yt. BE y's BE)

2 2 2

Bw x
Proposition 1: Qin est un polynéme pair de degré 2m + 2,

Cette affirmation étant vérifiée pour les premiéres fonctions, nous faisons

l'hypothése de récurrence suivante :

a_,v)= >| a yeni)
-1n io i
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le polynéme qa, est défini par: : = qi

_(-W/2) = 4, (1/2) = 0

Len ay “abo i)+2
donc : q (y) = 2 aay SSA + Gey + cy

les constantes d'intégration CG et Cc, gont déterminées par les conditions

aux limites ; c étant nulle, la proposition 1 est démontrée.

a a un optimum local unique, en y = 0, sur lintervalle

[1/2 + 1/2|

En raison des conditions aux limites, cela signifie que Gan est situé

Proposition 2 :

d'un seul cdté de l'axe sur cet intervalle,

Caiculons les dérivées des premiéres fonctions :

do (y}ey

ce sont des polynémes impairs qui n'ont pas de racines réelles, autres que

0, sur [-12, + 1/2] ; donc les premitres fonctions vérifient cette propo-

sition,

Faisons l'hypothése de récurrence suivante : Qal vérifie la proposi-

tion 2, Grace a la paraité, il suffit de raisonner sur fo, + 1/2 | . Supposons

par l'absurde que qn ait un optimum local pour une valeur y strictement com-

prise entre 0 et 41/2 ; sa dérivée, a ; stannule donc pour cette valeur, en

plus de 0, En appliquant le théortme de Rolle 4 q!, on montre que sa dérivée

que ctest-&-dire qe s'annule pour une valeur y comprise entre 0 et ob ;

ce qui est contraire A lthypothése faite, La proposition 2 est donc démontrée,

bys . —i_Proposition 3 : (1-68) < mil YmeN

La solution du probléme au contour : qi = qi

(-1/2) = 4, (41/2) =
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peut se mettre sous la forme :

41/2

( } = . yU)« uj* daua, YY L g(ysu)e qa (usd
ot, g est le noyau de Green du probléme considéré :

pour y é | -1/2, + val

-1/2)e(u+1/2) pour -1/2 du gy

9 U} =g (y.u) heaslifea -1/2) pour yXusi/2
Calculons l'optimum de q_ sur Jaz, tial

0 41/2

a, (0) = on ap ta. (ue du + l At + ay (a) du

en effectuant le changement de variable, v = -u, dans la premiére intégrale

et en tenant compte de la parité de q_ ,, on obtient :
n-1

f +1/2 +1/2
_ Zy-l 2u-lq_ (0) = J, Sq vw) adv +f, a, (a) «du

+

1/2 2u-l
= 2 aq (u) » du

0

donc :

4, (0)a] 2
}

‘en majorant la quantité sous le signe intégral :

+1/2

| 4 0 < soap f Ju -1/2[+ du
soit:

q < 2+ lq
1 | CO 8 n=l} co

ou

< iL
[a a gt 4% | oo

1 ae
et comme: | Gp | oe 7B? la proposition 3 est démontrée,
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ANNEXE 2

Etude de la Méthode du ''PROGONKA"!

I - CARACTERISATION DE LA METHODE DU PROGONKA

Nous avons vu que la linéarisation et la discrétisation des approximations

universelles débouchaient sur la résolution d'un systéme linéaire de (N-2)

équations 4 (N-2) inconnues du type :

Ve - . = =23N-(2'-1) au: Y_-i 2. die Vag tony Vara diy M=22a4N-l

avec les conditions :

Vv, =0

(2!-2) =
Vy!

Ce systéme s'écrit donc sous la forme matricielle :

v, a,

V, 4,
teat ‘ .

(2'-3) ml § = :

Vy-2 4y.2

Vyea ane oN

Une méthode classique de résolution des syst#mes linéaires est la mé-

thode d'élimination de Gauss, avec ou sans la technique du pivot maximum,

voir J, LEGRAS [30] . Elle consiste & transformer le systéme (2'-3) en un

syst@me triangulaire supérieur (2'-4), en faisant apparaftre des zéros en des-

sous de la diagonale principale et des uns sur cette diagonale ;
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v, a
v, at

(2-4) ~ fl lel:
,

Vy-2| | 4n-2
\

Vea} |4N-1

ensuite on obtient la solution de proche en proche en partant de la dérni¥re

Equation :

vi i=@wer = Sy
=a v

Yue FM ous Yt
(2'-5)

pour M variant de N-2 a 2

On constate que nous retrouvons pratiquement la formule de Progonka :

(2-68)! Yue =K_ +L« Vv. pour M variant de N-1a 2,
M M = Ml

il suffit de poser :

M=2aN-2

(2-6) ch =k

' =

a N-1 Kya * Ty

Appliquons la méthode de Gauss sans pivoter au systéme (2'-3), Sup-

posons qu'on ait déja fait apparaftre des zéros en dessous de la diagonale

dans les (m-3) premieres colonnes :

m-2)

1 Ly

0 1. Ly

0. ssa oS

(2'-7) ~
——— = a
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nous allons déterminer les coefficients Ky et yy en fonction des termes

déja calculés, Pour faire apparaftre un zéro dans la colonne (m-2) & la ligne

(m-1), on retranche & cette ligne, la ligne (m-2) multipliée par au?

(n-2)

1 ty | ° Kye

(m-1) 0) 2h Ea | oe a= yg" Kyg

Pour rendre le coefficient de la diagonale égal 21, il suffit de diviser

la ligne (m-1) par (-2 by, + ype Lay)!

(m-2) | (m-1)

d MA he Ma

-.- M_M M-1

nous retrouvons donc les relations :

ang* Ky

K=

M 2b Ay

(2-69)! pour M=3aN-l

L.=

M 2b, - 3

La premitre équation du systéme (2'-3)

~2b,4V) te,x Vz = 4,

peut s'écrire : 4 c

ee st + uv
2b, 2b, 3

done 4 c

(2'-8) Ke-3- 5b, =
2°” 2b, 2 ~ 2b,

les formules (2-69') pourront @tre appliquées pour M = 2 & condition de poser :

= " 2 =(2-70) K=L,=0

que l'on peut obtenir & partir de (2-68)' en utilisant la condition

(2-2) : Vv, = 0.
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La méthode de Gauss sans pivoter pour un systéme du type (2'.3)

consiste donc : 1) a calculer les coefficients vi et Ly pour M variant

de 2 & N-1 & l'aide de (2-69)! et (2-70)!

2) A obtenir les valeurs V,, par (2-68)' pour M variantPB
M

de N-18 2,

Donc :

Méthode du 'Progonka'' = Méthode de Gauss sans pivoter appli uée ag P+1q)

un systéme linéaire d'équations dont la ma-

trice est tridiagonale,

1) Nous avons supposé que les divisions étaient possibles, si-Remarques :

non il faut associer A l'élimination la technique du pivot.

2) "Progonka" est le nom donné par l'équipe de Loitsianski 4

cette méthode ; mais on peut la trouver sous d'autres formes, par exem-

ple dans l'ouvrage de Richtmyer et Morton [33] A

Il - CONDITIONS SUFFISANTES DE STABILITE

En premier lieu si la condition suivante est réalisée :

a tyM cM YM 5 M=2aN-l(2'-9) 2x a >

La matrice du systéme (2'-3) est & dominante diagonale stricte, Elle est donc

inversible d'aprés le théoréme d'Adamard et le systeme 4 une solution unique.

Mais en appliquant la méthode de Gauss sans pivoter, il peut arriver

qu'il y ait un pivot nul au cours de l'élimination ; dans ce cas la méthode di-

verge quand bien méme le systeme est de Cramer.

Nous allons démontrer que les conditions (2'.-10) suffisent a affirmer

qu'il n'y aura pas de pivot nul pendant les calculs,

ang > 0

(2-71)!
Pei) cy > YM, M=23N-l

2 dap > Ang t oe

- lai -

En effet pour qu'il n'y ait pas de pivot nul il faut et il suffit que la condition

suivante soit réalisée :

(2'-11) 2b - an Lay 70 YM, M=2AN-1

(2'-11) se réduit a : 2b, 7# 0, ce qui est vérifiée d'aprés (2'-10) puis-

que 2b, > 0. On en déduit, d'aprés (2'-8) que:

o< L,<1

Pour M=3:

- L - * = z,2b, - aa% 2 > 8,46, a, Ly 6, + a,x (I L,)

or: a, > 0, c, > 0 et O<1-L,<1

donc: 2b, - a,» L, > 0, Ja condition (2'-1l) est vérifiée

£3 °3
de plus L,= <

3 2b, -a% L, cyt a,*(1-L,)

on en déduit : Og L, <i,

Hypothése de ré 2 :Hypothése de récurrence Bed = Fay * yg > ©

0 L< M-1 <i
Diaprés (2'-10)

2b. - » L < =
M7? a Pe Oe tea am Pen > om tA * Oy)

comme an > 9, Cur >0 et O<1- Lyd <1, nous pouvons donc

di E -ire que 2biy aay” ve > 0

“M “mM
de plus : Je. <

2 -a =M oy mM * Lag-t Cur + aut x (1 Lary)

on en déduit : 0g bus 1.

On vient donc de démontrer que les conditions (2'-10) suffisaient pour que :

2b,,- a, «x L > 0
M M M-

(2'-12) : M=24N-1
och <i

ce qui implique que (2'-11) est vérifiée,
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ANNEXE 3

Une Méthode Directe de Calcul de la Couche Limite

Laminaire Plane pour le Cas d'un Cylindre Circulaire

Développant un article de W. Walter [21] » nous appliquons

une méthode directe de résolution des équations de couche limite plane,

Nous établissons une nouvelle forme des équations de Prandtl & l'aide

de la transformation de Von Mises dans le premier paragraphe, Dans

le second nous expliquons la méthode numérique employée et nous don-

nons les résultats obtenus pour le cas d'un cylindre circulaire,

I - TRANSFORMATION DE VON MISES

Nous rappelons que les équations de couche limite laminaire pour

un fluide & propriétés physiques constantes en écoulement plan perma-

nent se réduisent, avec les hypotheses de Prandtl, 4 la premiére équa-

tion de Navier-Stokes :

2

(0-14) du yy 22-5 Vey, 2Hu. pa om By yy

a laquelle il faut adjoindre l'équation de continuité :

(0-15) Ou + 2% 29
ox Oy

et les conditions :

y=o u=ve0

(0-16) yu mw u— >U

l x= Xp usu,

Nous allons réduire le systéme différentiel, (0-14) + (0-15), a

une seule équation en utilisant le changement de variables de Von Mices,

[ 22] .
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y

(3'-1) ve
wD

ot pest la fonction de courant définie par :

oY oY
- eau etvt-(0-20) Bes, Sx

ce qui permet d'intégrer l'équation de continuité (0-15).

Nous introduisons de plus les nouvelles variables :

Ww a”
(37-2) \ 3

we=U

En partant de:

tt

G3) J any

on obtient les relations :

c

su_ ity, E v , _dw
ox 2yw

(3'-4) <

au _ 1, dw
poo ax 2

qui reportées dans (0-14) et (0-16) donnent aprés simplification, l'équa-

tion 5 =a

wou tw .
(3-5) yy PW ae

Wy

avec les conditions :

= =0

Ww"? w
‘- ——> W(3'-6) Ww? @ w—>

xox ww
0 0
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On a ainsi défini un probléme au contour du type parabolique.

L' équation (3'-5) est quasiment linéaire, mais n'est pas fortement para-

bolique. La paroi, ie & 0, est une ligne singulitre ot 1'équation (3'-5)

dégénére ; en effet tant_que ey n'est pas nul, elle ne peut @tre satisfai-

te que si le terme est non borné,

ay?
v

L'existence et l'unicité de la solution de ce probléme est étudiée

par W. Walter [32 | ainsi que celle de l'équation discrétisée & l'aide de

la méthode des différences finies,

La nouvelle variable transversale, vy? sera notée, ” , dans la
v

suite afin d'alléger l'écriture des formules,

II - RESOLUTION NUMERIQUE

1 - Discrétisation

L' équation (3'-5) avec les conditions (3'-6) est régolue, pour

une abscisse x donnée, par une méthode de différences finies construite

sur le schéma implicite suivant :

Te

7
M ae

M-l [oo

x

K K+

Figure : 3'-1
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En désignant par Ax et Ay les pas sur les deux axes, les

coordonnées d'un noeud du maillage sont :

x=K x Ax Ke N

(3'-7) te (M-1) dy M=1ANn

La solution étant supposée connue & l'abscisse d'indice, K,

nous déterminons la solution au pas suivant, (K+1), Les dérivées par-

tielles sont approchées au point repéré par (M, K+l) a l'aide des formules

de discrétisation suivantes ot l'indice du pas ne figure que lorsque sa

valeur différe de Kil:

Ww, - a
aw y “mM” M
Ox Ax

(3'-8)
2 -2.w. +
ew wy “MH? eM * MA

2 2oy (ay)

L'équation (3'-5) est linéarisée en utilisant une méthode itérative,

ot i sera l'indice de l'itération en cours, Nous utilisons la relation :

2 : 2 ji

(3-9) 4 on —> (vin x ( oe y

qui permet de mettre l'équation (3'-5) sous la forme discrétisée suivan-

te, valable pour M variant de 24 N-1:

i K i ii
- -2

(3'-10) “M7 mM Past, “mn * Yi * Ye wiMIM Mil __*_M Mel
Ax M ( )

avec les conditions aux limites :

Jn =0 Vie w

i
= ¥\"s Wy KE WN

A l'itération i du pas K+l, la solution sera donc obtenue par la

(3'-11)

résolution du systéme linéaire suivant :

. . inl i tel A tel

(3'-12) rs x Wed - 2.bi7 x ar + ou Ww. =d@ pour Ms2 a N-

avec:
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il dl ft
au = uM = WM

2

ia far , ant
(31-13) 4 Py = YM * 2Ax

a:

inl a.
ay = 7 (AQ) ae

Nous avons utilisé la méthode du "Progonka"’ et nous constatons

que les conditions suffisantes de stabilité démontrées dans l'annex
e 2

sont ici toujours vérifiées, en effet:

a >0

is i t VKe N(3-14) Car >0 ; vie Ne

l at + a
i-

Mm > 2

Pour chaque pas en x nous initialisons la méthode itérative a

l'aide de la solution calculée au pas précédent,

0

(3415) wictl = wie M= 2a N-l

et nous avons pris comme test de sortie des itérations

i i-l
(31-16) Max Wu” YM

M=2aN-l

Ze

ot €! est un infiniment petit.

: y .

Les calculs seront démarrés pour une abscisse ou la solution
ae

inée @ lai ues, Ils seront arrétéspourra étre déterminée 4 ltaide de valeurs conn

oint de décollement de la couche limite dont l'approche sera testée

en calculant fe

ala paroi par unité de surface, par :

au p

, qui est proportionnel aux forces de frottement

(3'-17) =| 20 = Text’ [300 (w,-W4) + 200.w,-75.w, +

12, We
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2 - Particularités de cette méthode

Il est évident qu'il faudra une résolution propre & chaque cas

concret, puisque dans l'équation (3'-5) le terme Pd dépend de la vites-
se de l'écoulement 4 la frontitre extérieure, U, qui différencie les pro-

blémes de couche limite, Mais on peut espérer mettre au point un pro-

gramme général pouvant s'adapter aux divers écoulements ; pour cela

il suffit d'introduire un nombre de paramétres suffisant pour obtenir

une souplesse assez grande, par exemple: U, U', Ax, ay » N,..

La condition au contour supérieur :

3'-6 oo w Ww( } ww —_>

est approchée, compte tenu de la définition physique de l'épaisseur de

couche limite 5 » par une condition 4 distance finie, qui donne pour

l'équation discrétisée :

ot N est la borne supérieure de l'indice M ; ce qui caractérise donc,

pour un pas Ay donné, le nombre de points de discrétisation utilisés

pour déterminer la solution,

Or, d'aprés la définition de la variable Ye on s'apercoit que

la valeur 0 » pour laquelle on atteint l'épaisseur de couche limi-
vmax

te, dépend de l'abscisse x, La valeur de N va donc varier au cours du

calcul, Nous l'avons déterminée, & chaque pas, en partant de la relation

(3'-18) 3 = 0,99 some

qui devient ici:

wny aw = :

(3'-19) W 0,98 pour Vy ‘lv max

N est alors déterminé de fagon & ce que la condition suivante soit réa-

lisée :

(3'-20) N 31-2¢€ avec E— €10



Les grandeurs caractéristiques de la couche limite sont calcu-

lées, en un point d'abscisse Xo donné, par les formules :

- épaisseur de déplacement :

Wv max
' x _ d2v ‘Cvmax

Giz) 8 yO J Vw ~ Wwe)
- €paisseur de quantité de mouvement :

5% Ge) = voy ve
0 V We) ‘Uv max W (x4) 0 Qv

- coefficient de forces de frottement & la paroi par unité de surface:

' __A_,| dw

- le profil de vitesse adimensionnelle est obtenu par le rapport :

(3'-22)

Ziq
et la fonction de courant adimensionnelle est calculée par :

1 Vv we(31-24) Y= Sr - f wed
a YW 4 1 v

La correspondance entre la variable de Von Mises et celle de

Godrtler est réalisée grace 4 la relation :

ayy

w
(3'-25) ” =X J" Ve avec % = ele qe

U_ étant la vitesse adimensionnelle caractéristique de ]'écoulement,
a

Remarque: Les intégrales sont calculées sur des supports de points

régulitrement répartis par des méthodes composites ou d'intégration

par arc, (voir J, Legras [30] }. En raison de la condition au contour

pour ye 0, Vy yn est pas défini en ce point ; on calcule donc l'in-

tégrale :

i =F ue
0 Yw

en linéarisant w au voisinage de la paroi, on obtient alors :

i. Gurl wv ea wi, Hw (x(3'-27) 1 Re “og eo (wy (x, Ay ))

(31-26)
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3 - Résultats pour un cylindre circulaire

Les calculs ont été initialisés pour ltabscisse x = 0 A l'aide des

valeurs données par R,M, Terrill [8 } 3

Les grandeurs caractéristiques adimensionnelles de la couche

limite sont calculées par les relations :

stays) Ge. heme
0

;, &- = a
e 0 Vw(x,) W (x

wix,)

(3'~28) * (= —tumax - We) ft Vw. ayy
7 %

5 za
t, %) "2°

au
a | wea

En prenant un pashy constant égal 4 + 0,005 et un pas Ax

variable :

0 ax <1,50 4x =+ 0,005

150< x <1,70 Ax = + 0,002

1,70 < x <1, 82 Ax =+ 0,001

x 231,82 Ax = + 0,0005

nous obtenons avec € = 107* les résultats présentés dans le tableau (3-2),

La précision est telle que les courbes correspondantes seraient

confondues avec celles obtenues par Terrill, Le point de décollement est

situé plus loin que celui trouvé par Terrill: 1,838 au lieu de 1,823, En

prenant un pas Ay moitié mais avec & = 107" nous obtenons 1, 833, mais

la précision est moins bonne car on n'a pris en considération, pour des

raisons de taille mémoire sur ordinateur, que les valeurs correspondant

a l'épaisseur de couche limite O, sans aller au dela comme pour les

premiers résultats, ce qui nuit a la détermination des grandeurs carac-

ZB Neh: vy

teristiques autres que oe



Ja Sa” H Vax. Terrill Walter Terrill Walter Terrill Walter Terril Walter0,3 0,659, 0,661 0,297 0,294 2,220 2,248 0,357 0,3390,5 0,681 0,683 0,306 0,305 2,226 2,242 0,557, 0,535,0,8 0,741 0,743 0,330 0,330 2,243 2,250 0,755 0,7321 0, 806 0, 808, 0,356 0,356 2,263 2,268 0,798 0,777I3, 0,970 0,975 0,417 0,419 2,327 2,327 0,712 0,6991,5 1, 168, 1,174 0,483 0,486 2,421 2,417 0,552 0,5471,65 1,428 1,433 0,555 0,559 2,572 2,565 0,374 0,3781,73 1,660 1,663 0,607 0,611 2,736 2,723 0,251 0,2621,78 1,892 1,887 0, 645, 0,650 2,930 2,904 0,154 0,1741, 80 2,033 2,016 0,663 0,667 3,067 3,022 0,105 0,1311, 821 2,285 2,212 0,681 0,687 3,350 3,221 0,032 0,0761, 823 2,410 Pig DOU 0,684 0,689 3,521 3,248 0,002 0,070Figure 3'-2
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