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Q - INTRODUCTION

Depuis les articles de FLOYD [FLO] et de HOARE [HOA], les systémes de

preuve et les méthodes de preuve concernant les programmes rencontrent un

intérét considérable dans tous les domaines de l' informatique, En effet, 1'é-

laboration et la validation de programmes sont 1iées, puisque les algorithmes

sont implantés dans l'environnement de 1' individu et i] est donc indispensa-

ble d'offrir a 1'informaticien un cadre méthodologique d'études et de concep-

tion des programmes en vue d'une plus grande fiabilité. Cette voie tracée par

FLOYD [FLO], poursuivie par HOARE [HOA) et BURSTALL [BUR], conduit a la con-

ception de logiques de programme basées sur des Togiques anciennes et 4 pre-

migre yue adaptées 4 1'étude des propriétés de programmes. Les propriétés de

programme qui sont les plus intéressantes sont classées en deux groupes : les

propriétés d'invariance, comme, par exemple, la correction partielle, 1'exclu-

sion mutuelle, c'est-a-dire qu'une assertion représentant la propriété est

vraie a partir d'un instant et le reste par la suite, et les propriétés de

fatalité qui expriment 1'accomplissement plus ou moins Prompt d'un événement,

comme par exemple, la terminaison d'un programme ou l‘accessibilité en section

critique. La logique modale de MANNA et PNUELI [MP1, MP2, MP3], la logique

temporelle de PNUELI [PNU] sont deux logiques permettant d'exprimer et de prou-

ver ces deux propriétés. D'autres logiques modales apparaissent simultanément :

il s'agit de la logique dynamique de PRATT [PRA] et de la logique du processus

introduite par Kit CHKP]. L'école pulunaise a contribue au

développement de la logique algorithmique autour de SALWICKI [SAL]. Ces logi-

ques ont fait l'objet de résultats abondants et intéressants quant 4 leur ex-

pressivité,complétude et décidabilité. Cependant, si nous prenons l'exemple de
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la logique temporelle, on ne garantit pas toujours que chaque propriété puisse

s'exprimer dans ce formalisme et l'article de WOLPER [WOL] est significatif dj

ce besoin d'ajouter des axiomes pour exprimer une propriété ; SISTLA et Co

{SCFG] montrent 1'impossibilité de caractériser les tampons infinis avec la

logique temporelle linéaire.

Notre intérét se porte maintenant sur une distinction que l'on peut faire

au niveau des logiques temporelles. Suivant deux hypothéses trés distinctes, ]

Flot d‘exécution est considéré comme linéaire ou comme arborescent ; c'est-a-

dire que le temps de référence devient soit linéaire soit arborescent. LAMPORT

[LAM4] fait cette distinction pour montrer que Je choix d'un modéle tempore]

conduit 4 une classe de programmes donnée, ceci nous parait surprenant et

EMERSON et HALPERN [EMA2] reconsidérent l'argumentation de LAMPORT [LAM4],

pour déduire que la logique temporelle linéaire n'est pas close et peut s'ex-

primer dans un modéle de temps arborescent plus important.

Ces logiques du temps ont fait l'objet d'une thése de KAMP [KAM], qui

montrait Ta nécessité d'ajouter un opérateur de durée, Mais nous distinguerons

deux politiques d'utilisation de ces logiques temporelles.

Une premiére politique d'utilisation de ces logiques est la spécification
des propriétés de programmes, en yue d'une meilleure adéquation de la solution

au probléme informellement posé et une seconde concerne 1'étude des mécanismes

d'induction et de raisonnement, 4 partir d'un ensemble d'axiomes.

La premiére politique fait l'objet de nombreux papiers concernant 1'ex-

pressivité, Ja complétude et décidabilité des logiques tem

Tes articles de CLARKE et SISTLA [SIC], EMERSON et HALPERN [EMA1], LEMAZ],

BEN-ARI, MANNA et PNUELI [BMP], CLARKE, EMERSON et SISTLA [CES]. De plus, Te

formalisme de la logique temporelle est utilisé pour spécifier des application

au Hardware, BOCHMANN [BOC], les propriétés des programmes distribués, SCHWARTZ

et MELLIAR-SMITH [SCM1], les propriétés des processus communiquant, MANNA et

WOLPER [MAW], les protocoles, SCHWARTZ et MELLIAR-SMITH (SCM2}.

La seconde politique demande 1'élaboration de systémes et de méthodes de

preuve. Cette voie est celle suivie au début par FLOYD [FLO], puis HOARE [HOA]

et BURSTALL [BUR] donnent des méthodes de preuve pour programmes séquentiels.

MANNA [MAN] et PNUELI [PNU] ont poursuivi cette politique, en utilisant la lo-

gique temporelle. De nombreux articles concernant des systémes axiomatiques ont

été donnés dans cette voie : MANNA et PNUELI [MAP1], [MAP2], [MAP3] et on cite-

ra les Togiques de HOARE adaptées pour le cas de systémes paralléles ou non-

déterministes : APT [APT1], APT, FRANCEZ,DE ROEVER [AFD], NISHIMURA CNIS],

APT et PLOTKIN [APP], LAMPORT et SCHNEIDER [LAS], SCHLICHTING et SCHNEIDER

[SCS]. Mais ce qui nous parait important c'est la notion de régles de preuve,

comme par exemple, COUSOT et COUSOT [COC1, COC2] qui étudient 1'invariance et

la fatalité, et GRUMBERG et FRANCEZ [GRF] dans un cas particulier de déduction.

Dans toute cette politique, il s'agit de donner un ensemble de régles d'infé-

rences et d'axiomes pour prouver des propriétés dans un cadre particulier.

Ce bref historique et les diverses références a ce qui est fait nous con-

duit 4 notre sujet d'étude actuelle. Nous nous intéressons aux programmes pa-

ralléles et plus précisément au cas de processus séquentiels non-déterministes

partageant des variables communes avec hypothése d'équité faible. La notion

d'équité faible a fait l'objet de développements antérieurs notamment par APT

ev OLOLRGG [APOI, qui prernent en compte cette hypothése par le biais d'une

transformation syntaxique et pour des programmes DO, 4 1a DIJKSTRA et pour la

notation de HOARE [HOA]. Leur étude se borne aux propriétés de terminaison de

tels programmes. L'hypothése d'équité forte nous semble plus vague dans son
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axiomatisation. La méthode proposée par APT, PNUELI, STAVI [APS] introduit ex)

plicitement des variables de retard, Nous voulons étudier 1'hypothase d'équite

faible et en donner une axiomatique pour les propriétés de fatalité de progra

mes paralléles. Notre point de départ est T'article d'OWICKI et LAMPORT LOWL)

qui prend en compte ta notion d'équité faible, de facgon axiomatique. Cependant

exceptée la logique tenporelle, la base formelle nous manque dans ce cas et

ceci devient indispensable, si l'on veut s'assurer de la complétude sémantique

et de la correction de telles méthodes. Ainsi, le systéme proposé par OWICKI

et LAMPORT [OWL] est incomplet car il ne poss@de pas de régle d'induction. Ce

qui nous pousse 4 développer un tel systéme, c'est la notion de treillis de

breuve, qui permet de schématiser et de simplifier les preuves. Bon nombre

d'imprécisions sont contenues dans cet article et nous pensons qu'une étude

ensembliste et opérationnelle est plus adaptée que la notion de logique tem-

porelle qui nous semble manquer de développement. Le probléme des assertions

est crucial dans ce genre de probléme et i] nous parait trop ébauché par

OWICKI et LAMPORT [OWL]. De plus, la notion d'équité a été étudiée par KUIPER

et DE ROEVER [KUD] pour CSP et leur étude nous parait mélanger les deux con-

ceptions du temps,

Nous allons donner une base formelle 4 l'étude des propriétés de fatalité

sous hypothése d'équité faible, en spécifiant la classe des programmes paral-

Téles concernés ; puis nous enrichirons le systéme formel d'OWICKI et LAMPORT

[OWL], afin d'assurer sa correction et sa complétude sémantique. La méthode de

treillis de preuve sera ensuite nrouyée correcte et compléte ct une illustrat!

de cette méthode pour un programme complexe montrera son utilisation facile.

Il serait intéressant d'étendre cette méthode 4 des programmes communicants

par envoi asynchrone de messages et nous montrerons ce que peut &tre un syster

de preuve adapté pour ce genre de programmes. Mais nous donnons maintenant le

détail de notre exposé,

Le chapitre I est une étude de 1a notion de structures abstraites sur des

langages infinitaires et son utilisation pour caractériser les propriétés de

fatalité. Le langage d'assertions est spécifié et les notions de point fixe,

d'opérateur monotone et d‘ordinal de cléture sont introduites.Ainsi on appli-

que les résultats au cas o¥ la structure abstraite considérée est celle que

l'on peut associer a un programme considéré comme entité abstraite. La fatalité

est définie par l'introduction des traces de PP, un programme donné que}lconque

et on montre que, pour un programme IP sans hypothése d'équité, on caracté-

rise chaque fatalité par un opérateur monotone sur la structure abstraite as-

sociée 4 P et on associe un ordinal dit de fatalité a chaque fatalité.

L'étude du chapitre précédent ne permet pas de généraliser facilement au

cas de la fatalité sous hypothése d'équité faible pour des programmes parallé-

les formés de programmes séquentiels non-déterministes partageant des variables

communes. Une étude particuliére a ce type d'hypothése exige de spécifier tout

d'abord la syntaxe et la sémantique opérationnelle des programmes paralléles

étudiés, puis la notion de traces, d'assertions de contrdle et d'actions ato-

miques. L'hypothése d'équité faible est caractérisée a l'aide des actions ato-

miques, des assertions de contréle et de Ja notion de modéle de fatalité. On

généralise alors les résultats obtenus dans le chapitre I pour 1'étude de la

fatalité sous hypothése d'équité faible. On associe ainsi 4 toute assertion un

opérateur monotone, un ordinal et une suite d'assertions qui conduisent fatale-

ment @ Q sous hypothése d'équité faible. Nous supposons qu'il y a un mécanisme



de synchronisation et d'exclusion mutuelle au niveau des yariables du program;

Dans le chapitre III, nous enrichissons le systéme axiomatique de OWICKI

et LAMPORT [OWL] ; le systéme axfomatique obtenu, noté OL, est prouvé correct

et sémantiquement complet 4 partir des résultats du chapitre II. La preuve de.

complétude sémantique est trés complexe et demande la construction préalable

d'une suite d'assertions indicée par les ordinaux et stable 4 partir de lord:

nal de fatalité.

A partir du systéme axiomatique OL, on énonce, dans le chapitre IV, la mé

thode des treillis de preuve, La preuye de correction et la Preuve de complét,

de de cette méthode est faite facilement a partir des résultats précédents sur

OL. Nous illustrons notre méthode par 1a preuve d'une propriété de fatalité re

lative 4 l'algorithme du ramasse-miettesproposé par BEN-ARI [BEN2], dans Tequé

nous avons trouvé une erreur par cette méthode. L'hypothése d'équité faible

avait été caractérisée par un modéle particulier de fatalité et nous donnons

une implantation de 1'équité faible par 1'intermédiaire de structures bien for

dées. Enfin nous donnons une approche abstraite 4 la notion de treillis de pre

ve, en tentant de caractériser les régles et axiomes par des opérations et

objets abstraits.

Le chapitre V est une généralisation de OL pour le cas de programmes dist

bués communiquant par envoi et réception, de facon asynchrone, de messages dar

un tampon. Nous considérons les propriétés d'invariance relatives 4 ce type de

programe et &tendons 1a méthode d'invariance d'OWICKI et GRIES (OWG}. OL est

ensuite augmenté d'axiomes prenant en compte les primitives d'envoi et de récé

tion de messages et nous donnons une illustration de ces deux méthodes avec

l'algorithme amélioré de RICART et AGRAWALA : on donne les preuves

d'exclusion mutuelle et d'accessibilité en section critique.

Notre exposé se termine par une conclusion, suivie de la bibliographie.

Quelques directions futures sont données pour la suite de nos recherches.
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I - PRELIMINAIRES LOGIQUES
Oe

Nous donnons dans cette partie des résultats relatifs aux structures lo-

giques abstraites mises en jeu dans les sémantiques opérationnelles des pro-

grammes. MOSCHOVAKIS [MOS] étudie les notions de structures abstraites et

d'induction sur ces derniares : ses résultats généralisent ceux obtenus par

SPECTOR [SPE] et KLEENE [KLE]. Cependant, i] raisonne sur un langage des pré-

dicats du premier ordre simple et, afin de garantir une expressivité 4 nos

langages d'assertion, i] nous parait nécessaire de donner une version "langage

infinitaire" de ses résultats et d'adapter:ses études 4 la nétre.

Notre volonté ici est de généraliser le résultat de APT et PLOTKIN [APO]

a des structures abstraites, qui, nous le rappelons, prouvaient que les ordi-

naux mis en jeu au cours de preuves de terminaison de programmes non-détermi-

nistes sont récursifs, si on se restreint au domaine des entiers pour Tes yva-

riables du programme et a des fonctions et relations effectivement calculables.

Ce résultat n'illustre pour nous nullement le désir de ses auteurs qui étudient

le non-déterminisme dénombrable sur des structures dénombrables mais plutét le

non-déterminisme récursif, La suite de notre exposé comprend une définition des

langages infinitaires ainsi que de 1a notion de structure abstraite. Les résul-

tats de MOSCHOVAKIS [MOS] sont ensuite adaptés a notre étude. De plus, les

notions de codage sont examinées.

I.1.- LANGAGE INFINITAIRE ET STRUCTURE ABSTRAITE

Définition [1.1].1 :

Un langage &% est une collection de symboles formée de trois classes
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de symboles :

- la classe des symboles de constantes, notée ©.

- la classe des symboles de relations, notée Hl.

- la classe des symboles de fonctions, notée “F.

je: Y= (Cy/i € I} u {Rij € J} U EF/k € KI.

On étend le langage & en lui ajoutant les symboles suivants : (,),

«+. (varia~
:

a(conjonction), ¥(quantificateur universel), ~(négation), Vogoresa¥

bles).

n

A l'aide de o&, on définit l'ensemble des termes sur of , noté GIL)

l'ensemble des formules atomiques, noté dt [¢%], et l'ensemble des formules

sur of, noté Fi]. On désignera abusivenent le quadruplet (Lt [%),

HiL1, FlL1) par %& et on parlera du langage &X.

= désigne le symbole de l'implication et = le symbole d'égalité.

Définition [T.1]}.2 :

Soit of un langage.

(1} Ge] est le plus petit ensemble contenant les variables et les cons-

tantes de & et stable par application finie de la r€gle suivante :

si fe, tyaeeot, € GIL], alors F(tys....ty) € GIsé],

(2) HILk] est le plus petit ensemble contenant les objets du type t,t,

ou ty et t, sont des termes de ef et stable par application finie

de la réqle suivante :

si RER, tyoty,....t, des termes de Gl], alors
n

R(tys--.sty) € Blob].

-ll-

(3) Fle] est le plus petit ensemble contenant #[X] et stable par

application finie des régles suivantes :

- si Op EFL], alors pal, ~9 € FIG].

- si ge F[%], v une variable de &, alors wo € FIX].

Nous définissons maintenant la notion de langage infinitaire Zag? en

ajoutant une régle supplémentaire de construction aux formules. On note JAj,

Te cardinal de l'ensemble A.

Définition [T.1}.3 :

Un langage infinitaire eos of ap sont des cardjnaux infinis est

un langage tel que :

- GIL 6] est défini comme ci-dessus.

- #10] est défini comme ci-dessus.

- Feo] est défini par les mémes conditions et mémes ragles que dans

le cas ci-dessus et on ajoute les deux régles suivantes :

- si @ est un ensemble de formules de o og tel que [91 <a,

alors Ade Floh 31.

- si GE FlL ie] et WU est un ensemble de variables de cardinal

IVi<p, alors (vt)p € HS ig).

Définition [I.1].4 :

Soit un langage of. On appelle Tangage du second ordre un langage dans

lequel on autorise une quantification sur les relations. On notera &, un

tel langage.

Un exemple de langage infinitaire est & w gui autorise les unions
L
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ajoutons comme d'habitude les formules V4, ov, 3Xy.

fagon

(a)

{

Soit A un ensemble infini. On associe 4 A un langage ye tel que i

~ &A posséde un ensemble infini de variables.

- GA posséde une constante C pour chaque élément de A.

- fA posséde un ensemble infini de variables de relations n-aires,

pour chaque n> 1,

- A posséde un symbole de relation constante pour chaque relation Ry

sur A, en particulier les symboles =, ~, a, Vy 4, 3; V.

Les formules de FIZ] peuvent étre interprétées naturellement de la

suivante :

- chaque constante de % relative 4 une constante de A est interpré-

tée comme la constante de A,

- chaque symbole de relation sur A est interprété par la relation A

correspondante.

- chaque symbole de fonction sur A est interprété par la fonction

sur A correspondante.

- chaque terme (resp. chaque formule atomique, resp. chaque formule) est

interprété de facon structurelle en utilisant les 3 points ci-dessus.

Définition [1.1].5 :

Soit A un ensemble infini ; opr un langage sur A dont les seules

constantes sont =, Ryreee aR.

On appelle structure abstraite UU sur A relativement au langage of

Je &+l-uplet (AsRy >... Ry).

(b)

(1)
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Soit 4% une structure abstraite sur A,

® une formule de of

(la définition reste correcte pour ae un langage du second ordre).

On dit que les occurrences de Ja variable de relation S sont monotones

dans (SS) relativement a {L, si, dans l'interprétation naturelle

sur ‘{b,

o(S) A SES! + y(S').

On dit qu'une relation n-aire R sur A est A monotone et LA in-

ductive sur 1, ou inductive sur t, s'il y a des constantes Ay see say

dans A et un opérateur

rs Peaktny , Pr_ktny

élémentaire sur % tel que R(x) « (a,x) € Ip.

a est le k-uplet (ay o-+sa,) et x est le n-uplet (Xp y++-9X,)-

I, est le sous-ensemble de aktn désignant la cléture de l'opérateur TI.

Un opérateur PT: P(A") > P(A"), no est élémentaire sur UW, s'il

y aune formule » de fh telle que :

Om o(x5$) Foe) (Ky 2+ ++ Xp oSs=aRy a+. sR)

(i) Les occurrences des constantes de relation dans o(x,$) sont

parm HoRy oe ee Ry.

(ii) les occurrences des symboles de relation Ry pees Ry appa~

raissent dans (x,S) de facon monotone.
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(iii) La seule variable de relation de o(x,S) est la variable

n-aire S.

(iv) Les variables individuelles libres sont parmi Xp ores oXye

(v) La formule (x,5) définit TI

Pour chaque SCA", T(S) = { : O(x,S)}.

Dans le cas b-3, on notera I, = I,

T et vice versa. I, est construit de facon inductive par les méthodes de

construction de point fixe.

Théoréme [1.1].1 :

Soit A un ensemble infini, T un opérateur monotone sur CP(A"),

in I, tels que :

1% = TC u 15) et I.-uI%; a, a, 8 des ordinauxqT pea 2 T al’ amo?

(1) si ag 8, alors IP c 18.

tel que ;(2) 11 existe un plus petit ordinal a,

- a) < IAI* od IAI* est Te plus petit ordinal de cardinalité stricte-

ment plus grande que celle de A.

G
-I,= I, .

Oo
- VOR), i = if

On note a, = ITH, l'ordinal de cléture de r sur A.

(3) L'ensemble I, est le plus petit ensemble tel que :

T(Ip) = Ip et Ip=nf{S : 1(S) = Sh,

Preuve : On verra par exemple MOSCHOVAKIS [MOS] ou HINMAN [HIN]. o

et on dira que est associée a |

-~ 15 -

On peut donner quelques caractérisations de la notion d'inductivité

et ceci est l'objet du théoréme suivant qui n'est donné que pour préciser

cette notion.

Théoréme [1.1].2 :

Soit A un ensemble infini,

R,Q,:Q,:-.. des relations sur A.

wb , |a structure suivante (A).

(i) Les relations x= y, x #y,x-=c (c un élément fixe de A), x 4c

sont inductifs (sur %,}.

(ii) Si R est inductive sur (A,Q,5---5Q,) et chaque Q a une occurrence dans la

liste Q ay « Qin » alors R_ est inductive dans pores aQ.

(iii) R est inductive sur (A,R).

(iv) si P(x) R(x) AR, (x)

Q(x) @ R(x) VR,

alors P et Q sont inductifs sur (A,R,.R,).

< ma — ba ~~

(v) si P(x) @ vyR(y,x)

Q(x) # 3yR(y,x)

alors P et Q sont inductifs sur (A,R).

Preuve :

On suppose que l'on dispose d'un langage pour la structure ahstraite

(AsR5Q,5.--5Q5--+) noté fh. Les preuves sont triviales. o

Nous poursuivons nos innovations par quelques définitions relatives a la



définissabilité inductive sur une structure abstraite.

Définition [1.1].6 :

(1)

(3)

(4)

-16-

——

eS
Soit = (A,R,,...sR,) une structure abstraite,

ZA un langage sur WW.

Une relation élémentaire sur WW est une relation définie par une for-

mule du langage WA,

Une relation R sur W% est un point fixe, s'il y a une formule

= (x,5) monotone en § dans le langage gh telle que R = I

Une relation R est £4 monotone, ot inductive et LA .detinissable,

ou inductive sur &, s'il y aun point fixe ty et des constantes

a = (a,+-+28) dans A telles que : R(X) # (a,x) € I.

Une relation R est coinductive sur Ww, si R est inductive sur ‘UW.

Une relation R est hyperélémentaire sur , si R est inductive

et coinductive sur W.

Une fonction f ; AP + AM act élémentaire (resp, hyperélémentaire),

si sa relation de représentation Ge(x.y) # f(x) = ¥ est élémentaire

(resp. hyperélémentaire),

Théoréme [1.1].3 (de transitivita) :

Soit A un ensemble infini, RQ s+. 50J des relations sur A. Si R

est inductive sur (AsQ,Q, 9+. - Qn) et Q inductive sur (AsQ)5---50,)5 alors

R est inductive sur (A,Q,-..50,).

= iy -

Preuve :

On verra essentiellement MOSCHOVAKIS [MOS]. o

Ce résultat va nous permettre de définir et déduire les propriétés de

cléture simples de la classe des relations inductives ou hyperélémentaires.

Une relation P(x) est définie a partir d'une relation REY. 3+ ++ Yq)

par substitution hyperélémentaire, s'il y a des fonctions hyperélémentaires

F(x) 00s F(X) telles que :

PCR) o RUF, (R) 9+ sf A(X).

La classe des relations inductives sur une structure W est fermée

sous les opérations a,v,3,¥ et les substitutions hyperélémentaires.

La classe des relations hyperélémentaires sur une structure % com-

prend toutes les relations élémentaires et est fermée par toutes les opérations

“sAsVesdev et substitution hyperélémentaire.

Preuve :

Conséquence du théoréme précédent. 0

Le langage du second ordre xh est obtenu en autorisant les quantifi-

cations sur les variables de relation dans yA Le langage du second ordre

ae pour une structure abstraite 1b posséde ses formules dans yh dont

les (symboles) constantes de relation sont parmi FAR see oRy (U = (A.Ri >.

++ 9Ry))- Les relations définissables sur wh sont appelées du second ordre.
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Définition [I.1}.7 :

Oe te a(1) On dit qu'une relation R sur &% est Ty $i

R(x) # (VS,)... (VS, )O(S, 9+ ++ 4S) 9X)

ol est une formule (élémentaire) sur ath langage de W,

(2) On dit que R est ri, si ~R est Th:

(3) On dit que R est A si R est 1 et x.

Nous caractérisons les relations inductives et hyperélémentaires sur

une structure abstraite par nm} et al ;

Théoréme [1.11.5 :

(1) Toute relation inductive Sur une structure abstraite % est q}

(2) Toute relation hyperélémentaire sur une structure abstraite UW est ry

Preuve ;:

SiR est inductive, alors i] existe une Formule (u,x,S) et des cons
tantes a telles que :

R(x ax) el. ;(X) @ (8%) € 1,

I, est le point fixe d'un opérateur défini par o :

R(x) # (YS)E (Wa) (WX" ES (ix o(G,X',S)] => $(a,x)]

CQFD. o

Si A est égal a IN, alors réciproquement toute relation m {resp.

Aj] est élémentaire [resp. hyperélémentaire] (on verra HINMAN [HIN], SHOENFIE
[SHO], ROGERS [ROG], MOSCHOVAKIS [MOS]). On note parfois IN par w.
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On peut préciser la nature des ordinaux mis en Jeu dans les opérateurs

définissant des relations inductives ou hyperélémentaires. Nous avons associé

a tout opérateur monotone sur A un ordinal de cardinalité au plus celle de

A. Si T est un opérateur élémentaire sur A, on lui associe une formule

sur oh et on note lf T'ordinal iri, appelé l'ordinal de cléture de T

défini par o:

Kell = Sup( 1X1, 5+1 : KE I) ou XI est l'ordinal associé 4 x dans

la construction de Ig

Etant donnée une structure abstraite 4% = (AR, +++ sRy) et un langage

BA pour W.

L'ordinal de cléture de &, noté cv est tel que : ei = Sup{llpt/les

occurrences de S dans sur x sont monotones}.

Par exemple, soit t&, Ja structure (IN yg). ch = LIN? = lwt*, le pre-

mier ordinal non-dénombrable encore noté W,-W, n'est pas le premier ordinal

non-récursif noté w°K ou x par APT et PLOTKIN [APP].

Théoréme [1.1}.6 (de cléture) :

Soit % une structure abstraite gh un langage pour W,

oo w(x ,S) une formule of les occurrences de S$ sont monotones 5 I le point

Fixe de w, est hyperélémentaire sur % ssi pl < ch,

Preuve :

On consultera MOSCHOVAKIS [MOS]. o

Ca résultat étend les résultats de l'arithmétique donnés par SPECTOR [SPE]

et KLEENE [KLE] of hyperélémentaire est en fait hyperarithmétique. Mais notre

intérét se portera sur les opérations inductives et pour cela on introduit la

notion de norme.
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te

Définition [1.1].8 :

Soit A un ensemble et «a un ordinal.

(1) On appelle norme sur un ensemble A une fonction o:A>+a3;a est };

Tongueur de g.

(2) Une norme o : A>a est inductive sur Wh, s'il y a des relations

J,(%5¥) J (X57) telles que :

(1) Jy et ~d, sont inductives,

(2) Si YEA, alors (vk) {IK € Ano(x)<o(¥) Jed ,(X,9)e0 (X,Y) }-

Théoréme [1.1].7 :

Soit b une structure abstraite.

YA un langage pour 4b.

Toute relation inductive sur %& admet une norme inductive.

Preuye :

I] suffit d'utiliser le résultat suivant : en affectant un ordinal 4

chaque élément de I, on définit une norme inductive (cf. MOSCHOVAKIS [MOS]).

Théoréme [1.1].8 :

Soit YW une structure abstraite,

P une relation inductive sur 4b,

ca kh,

o;P > &% une norme inductive sur P.

(1) agk,

(2) a<« ssi P est hyperélémentaire sur W.

emg -

Preuve : cf MOSCHOVAKIS [MOS]. o

Les relations inductives sur une structure abstraite %% sont notre

centre d'intérat et 1'étude des propriétés de fatalité se raméne 4 1'étude

d’opérateurs et de relations sur des structures abstraites.

Nous n'avons pas mentionné explicitement les résultats du second ordre

car nous n'en avons point besoin.

Cette notion abstraite nous semble intéressante car elle ignore la

structure véritable et nos résultats peuvent @tre anoncés de fagon plus for-

melle et plus générale.

Si nous appliquons notre étude a l'arithmétique IN, les relations élé-

mentaires sont arithmétiques et les relactens hyperélémentaires sont hyperarith-
métiques. On a en particulier le théoréme de Souslin-Kleene.

Théoréme [1.1].9 :

(1) Toute relation hyperarithmétique est A et réciproquement.

(2) Toute relation arithmétique est ut) et réciproquement.

Ces théorémes sont dis 4 SPECTOR [SPE], KLEENE [KLE], SOUSLIN

La notion de codage est nécessaire, on peut consulter la preuve dans

SHOENFIELD [SHO], HINMAN [HIN], MOSCHOVAKIS [MOS] ou ROGERS [ROG].

1.2.- STRUCTURE ABSTRAITE DE PROGRAMME

Nous définissons une structure abstraite adaptée 4 l'étude des program-

mes ; cela revient 4 formaliser et abstraire la notion de sémantique opération-

nelle. Mais il faut faire attention 4 la notion de variables de programme.

Nous considérerons les variables de programme comme des constantes pour

un certain ensemble de base et la valeur d'une variable sera en fait l'image

de cette variable pour une certaine fonction.
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Nous supposons qu'il existe un ensemble dont les objets sont des pro- —Pp

grammes, sans préciser la notion de programme.

Cependant, 4 chaque programme on associe un ensemble de variables de I

programme IP *[P], un ensemble domaine de IP noté QP], un ensemble

de relations {P] ainsi qu'un ensemble de fonctions notée FIP] sur

SDP] u VIP]. Nous verrons dans le Paragraphe suivant comment justifier

de telles hypothéses.

Définition [1.2].1 ;

ote
Soit P un programme, YIP], DIP], FLIP] comme ci-dessus. On

appelle structure abstraite de IP et on note WIP], la structure abstraite

<V[IP] u DUP], Ry area > ou Reeve aR, sont des éléments de “RUIP].

A l'aide de W{IP], on définit la notion d'états de IP et on notera }

Srp ytP ls l'ensemble des états de IP de nombre n.

On supposera que DIP] contient un sous-ensemble [IP] d'éléments.

:appelés des étiquettes dont le nombre est dénombrable. On distinguera, de

plus, les fonctions de VIP] dans QP] \of[IP] et on les notera m.

Définition [1.2].2 :

On appelle état de P d'indice n, tout ntl-uplet noté s, tel que

S$ ® (Sy s+++9Sn47) ow les S; sont tels que :

(vi € {1,....n}.s; € BIP ]als.., € VIP] > (DQUPIN ¥[P}))Ia

Lv1 € {1,.-.sn}s; = 8 )v(vi € {1,...,nh,vd € {1,....n}, (iad) (s5#5;)

On note SurP EPI l'ensemble des états de P d'indice n.

Sup yPl est un sous-ensemble de (YIP] u Dep),

= 9310

Soit n un entier naturel, WIP] une structure abstraite de P.

SpE?! est inductif sur W[IP] et est un point fixe sur WP].

Preuve ;

Notons A= VIP] u DUP]. soit %* un langage sur W[IP], et

(X,S) la formule suivante :

0(X,8) = ( 18) | Al (s,-5,°--=5,)vV Gswean, spl se [IP]

(v(4,d)etni?,55485) fatsyyy = £08)

ol f est une fonction de %[IP] dang DIPI\YP].

Les occurrences de $ dans @ sont monotones et i] suffit de considérer

comme a l'ensemble des variables de JP que nous supposons en nombre fini.

On vérifie alors d'aprés la définition de la notion d'états que

vs € Sip? (Vas) € 15-0

Nous allons associer a Supp iP} une relation de transition notée

t[P] et elle nous permettra de modéliser l'exécution abstraite de IP sur

Sturp ylP} pour l'indice n.

Définition [1.2] .3 :

Sojent s,s’ deux éléments de Sup yiP On suppose qu'il existe des

relations binaires sur (P], notées suC;, j€ {1,...,n}, t,[P l(s.s') ssi
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i

Esa) als pan FCF) nue (5,98; )4. + a8UE gg oSp (WCF ADELNT? sed

aC Sigg7F! (HACE (W)=F())I

v

[(st=.. -=S))A(Siy=f! (v) suc, (s, 2S, )A.. -ASUC) (SoS, )a(W(isd)eLn]?,

85455) A(Si44=F(¥) A(T! (V)=F(¥))]

: 
v imme arenas

— a(WC IDELNI? (85485 )a(s}483))asuc, (S,581)a.. asc, (Sq St)A

* '

(Pret (Spa ?Spe1)) I ;
* yrs 

-r é i i
ntl désigne la transformation de la fonction Sez en Shad?

fk

Dans cette définition, on distingue trois parties entre crochets corres
}

pondant respectivement 4 1'initialisation de IP, l'action accédant a la finahieiatisation ocrron accecant a ta fin
de IP et T'exécution d'un pas de IP. Nous aurions pu utiliser une disjonc-

tion infinitaire dénombrable pour les définitions relatives a

et

SUC, 5... 9SUC
n

* :
rit] Mais nous supposerons que le nombre des fonctions et des relations

est au plus dénombrable. Ceci nous permet de nous limiter a un langage
|

Sus

Théoréme [1.2].2 :

Soit IP un programme, Suppl un ensemble d'états de IP
>

ti [PI une relation de transition comme ci-dessus et

TP) la fermeture transitive de t,fP 1.

tir] est inductive sur WIP],

Preuve :

n . .Supp ytP} est inductive sur WIP]. La définition de t UPJ ne
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met en jeu que des relations (inductives) élémentaires de W%[P]. La transi-

tion t [Pl(s,s') peut s'écrire par une formule (x,$) of w est élémen-

taire sur WIP] u SurPylPl- tr[PI(s,s') est la plus petite relation

transitive contenant t{P].

Soit © tel que I(S) = Syp(¥,S). Alors I, définit

n n(s © S4, rp fPl « Styrpy!P 2)

tir] sur StyrptP I. Puisque Syrp Pl est inductif sur WP],

r

par transitivité (cf MOSCHOVAKIS [MQS]), t UP] est inductive sur W[IP]. a

Soit IP un programme, Sty pp yt un ensemble d'états de IP.

UIP] une structure abstraite de IP possédant un nombre dénom-

brable de relations et de fonctions.

1 n ; -Alors {s € Say pp yt P I/t,[P I(s,s )} est dénombrable, pour tout s

de Sup UPI:

Preuve :

Trivialenment, le nombre des fonctions et relations sur [IP] est dé-

< t n tnombrable. Si I{s € Sapp yl P lt LP l(s.s i} est plus grand que w, alors

11 existe un nombre non dénombrable de relations et fonctions dans W[P],

puisque la définition de t,[P] met en jeu un nombre non dénombrable de ces

individus. Ceci est contraire 4 1'hypothése. o

Nous avons besoin d'étudier l'ensemble formé par Sure lP! et t CP I

et pour cela il nous faut définir la notion de langage d'assertions de PP.



~ 26 ~

Définition [1.21.4 :

Soit IP un programme ; WIP] une structure abstraite de P ;

Sur py Pl comme ci-dessus.

On appelle langage d'assertions de IP relativement 4 &[IP] et on

note @LIP], tout langage tel qu'il existe deux fonctions d'abstractions

e[P] et de concrétisation PLP]

6.

# elP] Dich io. - .[Pj Ss (Seer py PD vérifiant les hypothéses suivantes

ol P] eee aoe
cpyren

True €#1P] et p[P](E) + True, SS ee(2) wee @[P], 
:

~ n 
;pIPI(P) cSt of Pd. 
f

(3) SL Plop[P] ol

(4) 1+ pfP1..tP]. 
'

{5) Pour toute famille (Aa) aga, de Pig p yl P 1) telle que a, < 4, :

oP ICA Ay) = gy oLP1(A,)
ALOy

(6) Pour toute famille Pa aga, de #IP] telle que a, < Wy i
Mem ai VAL Rp" 

fipl Moga, Pa) < aga PLP 1(P,)

On remarquera que plIP] et SIP] sont croissantes toutes deux pour —

les ordres partiels < et =.

=I <

Ceci revient 4 exiger une certaine condition d'expressivité du langage

WIP]. On définit la notion d'assertions de #LP] comme celle de formules.

La notion de validité change quelque peu.

Définition [1.21.5 ;

Soit IP un programme, #L[P] un langage d'assertions.

f] . n .On dit que A est vraie en 5s de Supp ylP i. si

$s € SLIPI(A) et on note A(s).

Les fonctions sont supposées toujours exister mais une question intéres-

sante serait de savoir si de telles fonctions et done de tels langages existent

toujours.

Nous supposerons disposer de tels langages dans le cadre de notre étude.

Soit TWIP l'ensemble des suites finies d'éléments de Supt?!

tels que :

n 7
<8, ++ +Sp> ETP] ssi TEP I(s, 58, )a..-atylP ](s,_458,)-

Théoréme [1.21.4 :

Soit IP un programme, WIP] une structure abstraite de IP,

Supp fF] un ensemble d'états de IP.
n ; :
"UEP | est inductif sur WP].

Preuve :

Sutp P 1 est inductif sur (P},

t UP} est inductif sur [IP].
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Soit [ T'opérateur défini par la formule :

(X,S) = Sv(As € S,5(s)at*[IP](s,x))

= n
XE Sapp pil Pl.

afane omeetg 5 . 
. n 

. . 4On définit ainsi 1, = Ih ; on en déduit que Tat] est inductif sur

n *(WiPISiyp (PI .ttP1),

Soit sur WLP], par transitivité. g

Nous donnons quelques rappels relatifs aux mots sur un alphabet donné.

Ces rappels seront nécessaires pour la suite de notre exposé dans ce chapitre

et dans les prochains.

Définition [1.2],6 :

. 
. 

:Soit E un ensemble non-vide. 
H

i
1 - On appelle mot sur E toute application w de Nt dans E telle que

dom(w) = IN* ou dom(w) = {1,,..,7} pour un i de INT, dom(w) est |

appelé le domaine de w et i la longueur de w.

. 

t

2- |wl est ja longueur de w, Si Iwi est finie, on dit que w est un

mot fini et sinon on dit que w est infinie.

3.- L'ensemble de tous Tes mots sur E est noté, FE. L'ensemble des mots

Finis est noté E* et celui des mots infinis FY; &~ = E“UETM,

4+ Etant donnés deux mots w et w' sur E.

W<w' ssi (dom(w) < dom(w'))a(¥i < Iwi, w(i) = w'(i)).

5 - Si w est un mot sur E et i € dom(w), j € dom(w), i <9, wli,jl est

le mot sur E tel que dom(wli,jl) = [j-i+1] et

vk € (j-i41], (wli,gl)(k) = w(itk-1),

I

- 29 -

On note €& le mot vide,

Tete] est un sous-ensemble de l’ensemble des mots sur

n wrt waded n n 7 * ' ielSart IPy : C'est-d-dire Tac y c (Surry) . La relation d'ordre partie

n

U[P]

note 1", un sous~ensemble quelconque de TLR] et ip le sous-ensemble de

et inductive sur %(IP]. Ons

n as : T

< sur Ty tPy est élémentaire sur

n : ae nTwrep] dont ies mots commencent par s off s est élément de Sapp yt P i. Nous

considérons un langage d'assertions #{IP] et, 4 l'aide des notions ci-dessus,

nous définissons la relation de fatalité relativement 4 un sous-ensemble T"

n
de Top

Définition [1.2].7 :

Soient P et Q deux assertions de #[P] ;

H ‘ é d b ;Sypp yf Pd l'ensemble des états de IP de nombre n ;

T" un ensemble de traces de IP de nombre n.

On dit que P conduit fatalement 4 Q sur 1", si T'énoncé suivant est

vrai:

{vs € Siypp yf P1.P(s) + | vw) (w € T),(aw')(w! € 1),

[(w ¢ w')a(3i){(i € dom(w'))a

caw" (ay) 01].

On note : T? Pw>Q.

Etant donné une assertion Q de [IP], on définit la classe de toutes

les assertions P de # IP] conduisant fatalement 4 O sur T” et on la

note (Taw 0]. On munit cette classe de l'ordre partiel -.
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Théoréme [1.2].5 :

7
Soit IP un programme, SurPrP) un ensemble d'états de IP sur 7

WIP] une structure abstraite de IP, T" tout 1'ensemble THeUIP 1 AP]

un langage d'assertions pour IP. *

(1) ([T. awQ]; 9 ) aun sup noté Q.

(2) Si le langage de WIP] est de type Lag? a> WEP B > ws

pour toute assertion P de [T?. ww» Q], il existe un ordinal O(P.Q),

UP]plus petit que « et un opérateur inductif T nll sur uIPy

tels que: 
:

-I = SCP] (Sup({t". anwr>Q])) 
;ppl) uP :

O(P,Q-~ Ps PLP (Cp aaa? ( ),

- 0(P,Q) < IT_,tail <x.
T

~ si on suppose que ttP) est dénombrable, alors que] que soit Te

langage ae Wf Qi <,, pourvu que azw,.

Preuve :

Soit Pi ,tQl l'opérateur sur si

n n

aw" € T2,(w < w')a(w'(2) € S)]vQ(s)}.

Tous les éléments de T_[Q] sont inductifs sur WLIP] : par transitil
yn [

té, on déduit que © nl Ql est un opérateur inductif sur UIP] ;Pr est
n

WUIP] 'donc tel que Ar a <« ; d'aprés le théoréme [1.1].8.

Soit P, = elIP] (1, [qi)+ Po € &(P] et par construction de
n

n

Ten Q]? Pp € IT we Ql.

wep tP! suivant : é
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Supposons qu'il existe P, dans [T", aw>Q] tel que PoP, et

P, #P,. Ceci revient a é

PoP, et PL¢P, of P, = S[IP](P.),i=0,1.

crire :

Soit s, € P, tel que S, eP,

we Tl, aw! € TEs (wg w')A(3i © dom(w') Q(w'(4))).
1 1

Soit weTe et w' ety tel que we<w' et ai € dom(w'),0(w'(i)).
1 Al,

Supposons que Q(w'(i,)). Pour tout état w'(j) tel que je {1,...,i},

w'(j) ¢ Ps pour tout i<i,.

sinon w(1) €P.

On a prouvé qu'il existe s€Q tel que s ¢ P

Or, {S} ~~*Q, ce qui est en contradiction avec T'hypothése. Tn]

est maximal.

5 n a : mSoit P€ [T . ~~. >Q]. Pour tout état s de TrentQ)? il existe un plus

petit ordinal a(s) tel que

SE (Croatoa) et s¢ (1, » VB < a(s).Ni

Tra]

Posons O(P,Q) = Sup(a(s) /P(s)).

Par contradiction, O(P,Q) WP fii.

Supposons que t[P] soit dénombrable :

I{s' € S$") 5[P] /t,[P I(s.s')}1 <u,

Soit UT [AW sw Tl avicta our fy ys tat nnle . qa" wy tt ee bee’ woe VT lQ1) cr yuo

7 *Yo<u,+ ug (11101) . Par construction de Tromtgy?
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t,(Pi(u.u') | =» {u' € Tr ,tanea(s < w,)}.

uleé "ra nf Ql

Soit Vy T'ordinal suivant :

Yy = Sup(e/t CP 1(usu')a(u' € 101),

-Yy <4, car B est dénombrable et t,(P ] est aussi ceonbabe)

Or par définition des ordinaux dénombrables (cf ROGERS [ ROG] ) Ty est

dénombrable.

On en déduit que Yy =,» puisque w, était le plus petit ordinal me pea a
pour u. Done w, <W,» ce qui est absurde. On en déduit le résultat suivani

Ir yt Qt <u, 9

Ce théoréme ci-dessus est 4 rapprocher des résultats obtenus par APT |

et PLOTKIN [APP] au sujet du non-déterminisme non borné et, en particulielll
dénombrable. Nous pensons que notre résultat est plus adéquat au probléme @

non-déterminisme dénombrable que ceux de APT et PLOTKIN LAPP] qui se restra

a des structures abstraites telles que l'ordinal est récursif (ie : noté

« par APT et PLOTKIN [APP]) ; toutes les relations et fonctions sont réclif

oe ee

: ; 7 = 
essives et les domaines sont dénombrables. Notre résultat ne suppose rien 4 pr

du nombre cardinal de successeurs de chaque élément pour cette relation de

transition. Cependant, les résultats de APT et PLOTKIN [APP] ne concernant

qu'une certaine classe de propriétés de fatalité qui sont la terminaison de!

programmes séquentiels non-déterministes, alors que nous considérons une prt

priété quelconque de fatalité. Dans un premier temps, nous voulions abstrail

au maximum la notion de fatalité sous hypothése d'équité faible, en ne men”

’
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tionnant I'hypothése d'équité faible que par le seul choix d'un ensemble,

maximal pour cette propriété, de traces d'exécution et en donnant une version

généralisée du théoréme précédent pour toute partie de MCP"

Une remarque critique et pertinente de APT, me permit de comprendre que

le probléme de la fatalité sous hypothése d'@quité faible exigeait une abstrac-

tion moins forte au niveau de la notion de programme : la notion d'action ato-

mique n'est pas prise en compte explicitement par la notion de structure abs-

traite de IP, notée WEIP] et les assertions de contréle associées a chaque

action atomique ne sont pas spécifiées dans le langage d‘assertions UP}.

Nous avons préféré donc reporter le résultat relatif 4 la fatalité sous hypo-

thése d'équité faible et ces quelques préliminaires au chapitre suivant. Nous

noterons dans le théoréme précédent le rdle joué par le langage Log:

Nous n'avons pu construire un opérateur monotone pour chaque assertion

d'un langage d'assertions d'un programme donné sous hypothése d'équité faible.

Ceci nous contraint 4 spécifier la classe des programmes concernés et

la notion d'action atomique ; notre prochaine étude consistera 4 généraliser

le théoréme précédent pour le cas of l'ensemble des traces est restreint a

celles obéissant a I‘hypothése d'équité faible. Nous considérerons des relations

de transition dénombrables par la suite et ceci nous imposera un langage infi-

nitaire de type Vu mais nous reviendrons sur ce probléme en temps oppor-

tun.
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TI - PROPRIETES DE FATALITE DES

PROGRAMMES PARALLELES

eee

Les résultats précédents sont maintenant généralisés 4 1'étude des pro-

grammes paralléles. Dans le chapitre précédent les relations et les notions

abstraites avaient un sens 1ié a I'exécution du Programme ; cependant i]

convient de présenter formellement la classe des programmes. De plus certaines

notions comme action atomique, assertion de contréle nous seront, par la suite,

trés utiles.

Cette étude veut définir la notion d'équite faible, en utilisant la

notion de structure sémantique de fatalité qui sera explicitée. Le point de

vue adopté par OWICKI et LAMPORT [OWL] exprimait par la logique temporelle

linéaire les notions de fatalité et d'équité faible ; ils utilisaient comme

modéle d'interprétation, un ensemble de suites d'exécution noté = 3 les no-

tions d'assertions d'états et d'assertions de suite d'états nous paraissent

confuses et cette confusion si claire dans leur esprit aboutit dans l'article

de KUIPER et DE ROEVER [KUD] a une méconnaissance dangereuse des deux notions :

ainsi, ils expriment 1a notion d'équité faible pour une affectation atomique

xr=t par ofat x:=t) » (after xist) et ceci n'est pas correct car le o

porte sur les suites et sur les états, sinon cela signifie que at xist

et after x:=t peuvent se produire en méme temps. On peut corriger cette no-

tation en utilisant O((at x:st) = Q(after x:=t)). Nous préférons oublier ces

étudier jes propriétés de tatalité sous hypothése d'équité

faible par le biais d'opérateurs et d'ordinaux.
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II.1.- SYNTAXE DES PROGRAMMES PARALLELES

On désigne par W, un ensemble dont les éléments sont appelés variab},

B. un ensemble dont les éléments sont appelés expressions booléennes, @, ;

ensemble dont les éléments sont appelés expressions, 2, un ensemble dont rT:

éléments sont appelés valeurs. Nous supposons que UF est un ensemble dénom

brable, ce qui nous parait &tre suffisant et réaliste pour notre étude.

Dans la suite on désignera un élément de U par les lettres y, Yoo

Vooee+5 Un élément de B par 8, 8,,B,,..., un élément de € par e,e eee me..; un élément de QD par d,dy,....

Intuitivement, un programme paralléle est un ensemble de programmes sé-

quentiels non-déterministes partageant des variables communes. Nous donnons

formellement la définition des programmes séquentiels non-déterministes et

ensuite des programmes paralléles, Oe ee et ene ee
Définition [II.1].1 ;:

La classe des programmes séquentiels non-déterministes, notée Sf, est

la plus petite classe telle que : ea ee~ pour tout élément y de v, pour chaque élément e de €,

[v:=e] et [v:=?] sont des éléments de TS.

- [skip] est élément de PP,

et S&F est stable par application finie des régles suiyantes :

~Réglel: si Pe P,P, € P, BER,

alors [if B then P, else BP, fi} eM,

~Regle2:si Pe, peB,

alors [while B do IP od) ef,
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-Régle3:si PeP?, Re P,

alors [IP ;P,1é€.

Définition [1.1].2 :

La classe des programmes paralléles, notée , est la plus petite classe

contenant SS et stable par application de la r€gle suivante :

- Régle 4: si Pis--yP, ef, née IN, n>], alors

[Cobegin P, ,--HIP, coend] € G.

Afin de localiser les différentes parties de chaque objet de & ou G

jie le contréle, nous définissons une relation d'étiquetage notée Jab et T'en-

semble des étiquettes associées 4 J’ ou G : on note ef un ensemble d'é-

tiquettes, dénombrable.

On notera 1'équivalence syntaxique de deux objets 0 et 0! par T'ex-

pression 0 = 0'.

@) si 2,2" €%, fel", P = [Inst] of Inst est vise, v:=?, skip,

alors Jab(IP) = [2;Inst;2':],%[IP] = {£,2'}, end(P) = 2",

(2) si 2,2' €X, ssn’, P = Lif B then P, else BP, fi),P,eP,P,eP,

LE CIP, WLP, 1,2! ¢ LCP lu SCP ,1,eP IN¥(P,] = 2,

alors lab(P) = [%:if B then lab(P,)else lab(P ,)fi;2'],

ft] = (2,2'}uetP ju LEP,

end(P} = 2°,

© et niet © BP nant th =
SOK See TH gab =

2eegU(w' ie ¢¥ Up! os

alors lab(IP) = [2:while B do lab(P ')od32":],

&{P] = {2,2'}u ¥(P'],

end(IP) = 9°,
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@) si P=(P,:P,],Pe P,P, €P, Y(P,] n¥IP,) = 6,

alors lab(P) =o lab(P,) of (a32':slab(P,}) et 2'send(P, ),

LP] = LP ,1\ {end(P,)} uP),

end(IP) = end(P,).

(5) si P = {Cobegin Pt... coend],(Vi€{1,...,n},P, €P),
nBo2' ES sparse EC \ U SUP slot! eX \ Ue(P 1,

j= i=l

V(iad)EC1s.--om)?, ((isd) + SOP 1 NLP 3) = 9),

alors lab(P) = [2:Cobegin Jab( IP , }l ++ ll 1ab(IP _)coend;2':] 3

ee erst neen

[P] = {2,2'} yu USIP i
y=

end({P) = 2°. i

'
,

Definition [1I.1].3 : 
f

tSoit IP un objet de la classe G.¥[P] est l'ensemble des étiquetl

associées @ IP avec lab. |

Comme IP est fini, %[IP] et lab(P) satisfaisant les régles 1, 2)
¢

4, 5 existent toujours. La condition faite sur of est toujours satisfaite,

on suppose que & est infini dénombrable ; On peut toujours choisir une ati,

quette dans la partie restante de car elle est infinie.

Définition [I11.11.4 :

On appelle programme paralléle tout objet de la classe ©, Pour chaque:

programme paralléle IP de ©, YIP] est l'ensemble des variables de IP.

I1.2.- SEMANTIQUE OPERATIONNELLE DES PROGRAMMES PARALLELES

Dans ce paragraphe nous noterons CIP un programme paralléle quel conqut
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et IPS un programme séquentiel non déterministe quelconque. Nous associons

une sémantique opérationnelle d'abord 4 IPS puis nous ]'utilisons pour en

associer a P. DIpsl désigne le domaine des variables de IPS.

Définition {II.2].1 :

Un état s de IPS est un couple formé d'une étiquette £ de of[PS]

et d'une application de [IPS] dans 2 [PS] je:

S= (£m) et 2 € [PS], me [¥ [PS] +D(PS]].

On note S[IPS] l'ensemble des états de IPS et il est équivalent 4

L[IPS]x{ VIPS] +» Q [IPSJ]. 11 nous reste a définir une relation de transi-

tion t{IPS] sur S[PS] qui va modéliser l'exécution de PS.

Avant de donner la relation de transition t[IPS], nous donnons quelques

notions préliminaires. Pour chaque variable v de IPS on définit DY

comme étant le domaine des valeurs de vy et dans ce cas 2 [IPS] = U dD.
yvey[PS] Y

Pour chaque application m de UPS] dans QDLIPS] on définit

mle/v] comme étant l'application de {IPS} dans Q[IPS] telle que :

w' € VIPSI,(v'+v) = mle/y](v') = my‘)

(v'=v) » m[e/v](v') =e

Si B est une expression booléenne de IPS, alors, B[m} désigne la va-

leur booléenne de B pour m off m évalue les valeurs des variables v

de IPS : BEmJe[Q[PS]]-+{T,F} of {T,F} est l'ensemble des valeurs boo~

léennes true et false.

Définition [11.2].2 :

Soient s,s' deux états quelconques de S[IPS].

s = (2m), s' = (2',m') of 2,2' € ¥[PS], mm'e PLIPS] >D(Ps}.
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Alors t{PS] est une relation binaire définie par ;:

t[PS](s,s') si, et seulement si,

((1ab(IPS)sak:v:=e;2':8)a(m'=mfe/y]) Iv

[(lab(IPS)=sog:vi=?32':p)a( V (m'=m[x/y]) }]v
xeDy

[(Jab( PS)=so2:skips2':8)a(m=m') Jv

[(lab(IPS)=02;if B then 2,:a,else 2,:0, fisB)a(m=m')a

{(BIm]a(£'=2,))v(~BEm]a(2'=2,))}]v

[{(lab(PS)sa:if B then @, sL:else a, 32, :fis2':p)v

(lab(PS)sa:if B then 52, :else a, s2:fi52':B) }a(m=m')]yv

[(Jab(PS)=an:while B do £,:a, ods2,:8)a(m=m')a

{(Bim]a(2'=2, ))v(~BEm] ('=2,))}]v

[(Tab( IP S}sa:while B do £, +0, 3220052, :B)a(m=m')a

{(Bim}a(2"=2,) )v(~BImIa(2"=2,))#]

Définition [11.2.3 :

Le couple (S[PS], tIPS]) est appelé sémantique opérationnelle de 1
’

Nous étendons cette notion aux cas de programmes paralléles. Ainsi nous,‘ 

:
modélisons 1'exécution de tout programme paralléle CIP en mélangeant de fag

non déterministe les transitions.

Modélisant 1'exécution de chaque programme séquentiel composant CP &

Supposant qu'd tout instant de 1'exécution de CIP un seul programme séque.

tiel peut &tre activé, nous Supposons que tes problémes de synchronisation et

mantique du programme. Cependant aucune hypothése d'équité n'est faite a ce

niveau.
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Un état de CP (CP € G) est un couple formé d'un état de contréle

Z et d'un état des variables m tel que :

-LeE (2, .8,)0 1 L0PS;1 of £8, € LUCPI\ veeLPS)).

-m est une application de Y¥{[CIP] dans W[CIP} telle que

VICIP] = PLPS.1, vi € {1,...,n}.

On note S[CP] l'ensemble des états et il est équivalent a

n

[{2,.8,}u m SPS VicP] + Dicwyy.
~ isl

Si nous avons fait I'hypothése Y[CP] = VIPS.1, c'était pour exprimer

le fait que PS; partagent ses variables avec les autres PS; : ceci revient

a étendre T'ensemble des variables de chaque PS; de facon artificielle. On

peut maintenant définir une relation de transition t{CIP] sur S{[CIP}.

Définition [11.2].5 :

Soient s,s' deux éléments quelconques de S{cIP} :

s=(gam), s'=(Z',m'),

t[CIP}{s,s') si, et seulement si,

f(lab(CIP )=[2, :Cobegin 4, to,f...[%, ta, coends2,:1)a

(R22, )a(m=m" )a(E'=(2, 5--52,))Iv

[(Jab(CIP )={£, :Cobegin a, 32:1. «lla, 32":coends2, 1),—

rat(is & peeve") )a(mem )ACEo=2" J dy

[(lab(CP )=[2, :Cobegin Oy $2478, 521 20+. Loy 52, 2B, 5hn scoends2, 2] )a

(BAL, )ACREL, )A(E#( 21 5-0 200) )ACRE(L, vee oak p))A

(atelL,.. am}, (C(I S51((25 9m) (24 sm'))a(WiE(1,...4n} ST4}5 (25-24) )a
4

(8'= (2) 506+50"))})1.
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-~ 42 -

Définition [11.2].6 :

le couple (S[CP], t{CP]) est appelé sémantique opérationnelle de 1

L'hypothése d'équité ne peut @tre exprimée directement 4 l'aide de Tas

sémantique opérationnelle ; ceci nécessite 1' introduction d'une notion perma!

tant de définir rigoureusement la fatalité. Dans cette définition, on Suppose

que les variables ne sont pas modifiées par effet de bord,

TI.3.- ACTIONS ATOMIQUES DE cpS
e
e
 a

 Pe

Nous précisons dans cette partie le “grain” de l'action que nous utilis

%La sémantique opérationnelle permet de discrétiser ]'exécution de CP. intuil

vement, les actions atomiques de CP sont les tests atomiques et les af feces

tations atomiques. Nous ajoutons 4 cet ensemble quatre autres types d' actions!

atomiques : Start, Finish, Out-ifl, Out-if2, Les deux premiéres permettent |

ve

respectivement de simuler le passage du contréle depuis le début de CP

le début de chaque programme séquentiel composant CP et Je passage du con-)

tréle depuis la fin de chaque programme séquentiel composant CP vers la fie

du cobegin. Les deux suivantes simulent la fin d'une partie du if suivant ®

l'on se trouve dans 1a branche B positive ou B négative. La définition de.

la sémantique opérationnelle aurait pu explicitement donner 1! action atomiquel
2

exécutée lors d'une transition simple entre deux états de CP. {

rFormellement nous définissons l'ensemble des actions atomiques de CP,

:noté A[CP], par induction sur Ta syntaxe,

7

I

L'ensemble des actions atomiques de CP, A[CP], est construit a parti,

des régles suivantes :
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si CPe {Iv:=e],[skip],[v:=?]},then AICP] = {CP}.

si CP = [if B then CIP, else CP, fi], then

ALCP] = {<B>,Out-ifl, Out-if2}uAICP, JUAICP, ]

QOEO OO si CP = (CP, ;CIP,], alors A[CP] = ALCP, ]UAICP, ].

si CP = [while B do CP' odj, alors A{CP ]={<B>}UAICP '}.

si CIP = [Cobegin CP, i...NCIP coend], alors

n

A[ CIP J={Start, Finish u AICP 5).

isl

On note <B> pour signifier que le test B est atomique.

Les actions atomiques seront nécessaires pour définir plus loin la notion

d'équité faible,

Soit S une partie quelconque de CP,

AV(S) est le sous-ensemble de S[CIP] défini par

(s € AY(S)) ssi (S=((2, +++ 2%,) sm) )a(Tab(CP )=032:S8)a(3i€ln] ,2=2,),

AP(S) est le sous-ensemble de S[CP] défini par

(s € AP(S)) ssi (s=((25.+.58,) sm) )a(lab(CP )203S32:8)a(Si€ln] 2-2).

En utilisant les ensembles AV(S) et AP(S), nous définissons pour cha-

que action atomique a de A[CIP] les sous-ensembles de S[CP], notés

AV(a) et AP(a), par :
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s € AV(a) ssi [{(Sa)a(aetv:=esv:=?,skip})a(CP saSp)} > {sEAV(S)}]a

[{(a=Start)a(CP <Cobegin PS,q...[IPS, coend)} » {seav(CP )}]

[{(a=Finish) ( CIP sCobegin PS,U...0PS, coend)} +

{seAP(IPS, )n.. .nAP(PS, )}],

[{(a-Out-if1)a(CP soif B then S, else S, fi B)a

(aeALif]\ (ALS, 1UALS,1))} = {s€AP(S,)}]a

[{{a=Out-if2)(CP =a if B then S, else S, fi B)a 4

(acALif] \ (ALS, JUAIS, 1))} = {sEAP(S,)}]a

[{(a=<B>)a(S=if B then S, else S, Fi)a(CP =aSB) >{s€AV(S)}]a

[{(a=<B>)a(Sewhile B do S* od)a(CIP=oSp) o(seAV(S)UAP(S')}].

Sis € AV(a)

a et que a peut étre exécuté ultérieurement au cours de 1'exécution. De 18

méme facon, on peut exprimer le fait d'étre aprés une action atomique et cecil

est l'objet de la définition suivante,

> cela signifie intuitivement que le contréle est juste at

:
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s€ AP(a) ssi [{(Sea)a(actv:=e5v:=?,skip})a(CP saSp)} = {seAP(S)}]a

{{(a=Start)a(CIP=Cobegin IPS.) -.-PPS, coend)} =

{seAV(PS,)n...nAV(IPS,)}]a

[{(a=Finish}a(CIP =sCobegin PS,0..-0PS, coend)} = {seap(CP )}]a

[{(a€Out-ifl Out-if2})n (CIP=a if B then S, else S, fi B)a

(aeALif] \ (ALS, JVALS,1})} = {s€AP(if)}JA

[{(a=<B>)a(Seif 8 then S, ome S,)A(CP =aSB)} =

{seAV(S, )UAV(S, )}]A

[{(a=<B>)a(Sawhile B do S' od)a (CP =0SB)} =

{s€AV(S')UAP(S)}].

Nous pouvons alors donner une relation entre la sémantique opérationnelle

et la sémantique de chaque action atomique a de CP :

Pour tout a de A[CIP], pour tout état s,s' de S[CIP],

tlal(s,s') ssi (s € AV(a))a(s' € AP(a))atICP1(s,s').

Les actions atomiques caractérisent t[CIP] par :

t{CIP](s,s‘) ssi aa € A[CIP], tlal(s,s')a(s € AV(a))a(s' € AP(a)).

On note tla] la relation de transition définie pour a et elle est a

comparer au modéle utilisé par MANNA et PNUELI [MAP1, MAP2, MAP3] notamment.

L'approche structurée nous parait la plus intéressante mais nous aurons besoin
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par la suite de faire référence 4 une action atomique. Notons que, au niveaj

des ensembles AV, AP, il y a certaines relations d'inclusion qui permettron

de passer d'une approche 4 l'autre modulo Ja sémantique opérationnelle. La 4

preuve du dernier énoncé nous paraft simple et laborieuse et nous préférons -

la Taisser de cété,

II.4.- STRUCTURE SEMANTIQUE DE FATALITE

J
A l'aide de la sémantique opérationnelle de CP et des notions relatj”

£

ves aux mots sur un alphabet, nous introduisons un cadre capable de prendre f

compte la notion de fatalité sous certaine(s) hypothése(s). 5

f

{
i

Définition [1I.4].1 : :

Sofent E un ensemble non-vide et r une relation binaire définie sur

E. L'ensemble des traces sur E£ engendré par r est le sous-ensemble de ef

=noté T(E,r), défini par

weETM, (we T(E,r)) @

[(Iwl = O)a(w = & )}v '

[(Iwl = Wa(w € E)]v

[(vi < Iwi sr(w(i),w(i#1)))aClwi > 2)], .

Definition [11.4}.2 ;

Soit CIP un programme paralléle (CP € 6),

(SICIP1,41CP1) ca sémantique opérationnel}

On appelle structure sémantique de fatalité de CP tout triplet

(S[CIP],tICIP],T) of T est une partie de T(SICIP],t{CIP]), noté TICP] 8
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Notre définition est restreinte au cas de programmes paralléles mais

reste valable pour d'autres couples (E,r), La notion de trace est utilisée

pour définir correctement le caractére arborescent du temps ; cette notion

est considérée par BEN-ARI, MANNA et PNUELI [BMP] sous le nom de chemin et

une axiomatique compléte est donnée. Nous ne considérons pas Ja notion de

possibilité qui est plus faible que la fatalité, son étude a un intérét philo-

sophique respectable mais n'a que peu d'importance pour le cas des programmes .

II.5.- PROPRIETES DE FATALITE

Notre but ici est de lier les notions du I.1 et les notions des paragra-

phes précédents, afin de formuler correctement Ta notion d'équité et de fata-

1ité.

Etant donné un programme paralléle CP de G. On lui associe une struc-

ture abstraite YWICIP] telle que toute transition élémentaire est présente

sous forme d'une relation. Ceci revient 4 associer 4 toute action atomique de

CIP une relation, On suppose de plus avoir construit de facon inductive la

structure sémantique de fatalité associée 4 CIP comme il a été fait au cha-

pitre I. Ces opérations ont été réalisées 4 l'aide d'un langage que nous note-

rons OPP.

Soient ICP] et & {CIP] tels qu'il existe deux fonctions d'abs-

traction (*) p[CP] et SLC] entre ces deux langages d'assertion pour CP.

On suppose que AICP] est l'ensemble des parties de SICIP].

(*) et de concrétisation.
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Définition [11.5].1 : f

On appelle modéle de fatalité pour #[CP] un objet UG tel que : i

{pour toutes assertions P,Q de #ICP],

UG = P med (ie: UG valide P ~>Q)}

si, et seulement si,

{pour toutes assertions B, Q de #ICPI,

(S{CIP1,tICP],T) H PowsQ of Te TICP]}.

Dans cette définition, (SICP],t[cP] wT) P nm 0) est équivalente

aTE P mare définie au chapitre I, Ainsi, si A> est un modéle de “

1ité pour icp, on étend les fonctions d'abstraction et de concrétisatiot

aux traces de CP et nous définissons maintenant Ta notion de fatalité re-

lative 4 un modéle de fatalité Ub.

Définition [11.5].2 ;

Soit CIP un programme paralléle (ie : CP € €),

ICIP] un langage d'assertions pour CIP,

JG un modéle de fatalité pour #icP],

plCP],5{CIP} les deux fonctions comme ci-dessus,

WICP] la structure abstraite associée a CP ;

P,Q deux assertions de #[cCP], |

Ao un modéle de fatalité pour CP.

On dit que ub valide P ~r>Q ou que P conduit fatalement 4 0

pour Mo, si ICP ](b) H Pane ot P= plCP](P) et Q = picP}(Q).

Remarque : La structure sémantique de fatalité est un modéle pour le Tangage

P(S[CP]).
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Cette définition est 4 rapprocher de 1a logique temporelle du temps ar-

borescent proposée par BEN-ARI, MANNA et PNUELI [BMP] et en fait nous avons

"caché" l'opérateur "wa". La définition donnée par OWICKI et LAMPORT {OWL 7

est équivalente car elle porte sur les suites d'exécution. Nous pensons que

la logique temporelle est un outil intéressant pour spécifier de telle relation

mais elle nous semble manquer d'expressivité et nous ne citerons que 1'exemple

de WOLPER [WOL] qui augmente l'expressivité de cette logique, afin de prendre

en compte plus de phénoménes. Notre langage est suffisamment général pour ne

pas souffrir des mémes inconvénients mais nous allons le spécifier davantage

notamment par les assertions de contréle.

Remarquons que les assertions de &{CP] sont interprétées naturelle-

ment par les fonctions d'abstraction et de concrétisation,

Pe ICP]: s € SICP],

P(s) ssi s € SICP](P).

Définition [11.5].3 :

Soit CP un programme paralléle,

S une partie de CP je une instruction,

a une action atomique de CIP

1- at S = p[CIP}(AV(S)).

2- after S$ = p[CP1(AP(S)),

3- ata = p[CPJ(AV(a)).

4- after a = p[CP](AP(a)).

5- jafter a = pICP]({s€SICP ]/As€SICP ],(at a)(s)a

(vs'€SECIP1,(t* [CIP 1(s,s')at* [CIP 1(s',s))

(at a)(s'))a(after a)(s)}).
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6- jat a= p[CP }({seS(cP i/U(a=Start)o(at a)(s)]a

[{(asStart) }»{(abeA[CP ],(b+a) :

a(Jafter b)(s)a(at al
(at a = after b)(s))}

A l'aide des assertions ci-dessus, nous définissons Tes assertions ja

et jafter pour le cas d'une instruction de CP,

Définition [11,51.4 et Propriété ;

1- S$ € {[vise,vi=?,skip} et a =S§

jat S = jat a, jafter S = jafter a

2- S$=S,3S,

Jat S = jat S|, jafter S, = jat S,, jafter $ = jafter S,.

3- Ss if B then S, else 5, fi

= jat<B>, jat S, = jafter<B>nat S,,
at S

jat S, = jafter<B>aat S., Se art ae PT eer ele mpeetinn dyer tem,jafter s@) = (jafter S)ajafter S.>

fijafter s{°) = (jafter S)ajafter S,

4- $= while 8 do S' od

jat Se Jat<B>aat Sr

jafter S = jafter<Boaafter Ss

jat S' = jafter<B>aat S',

jafter S' = jat<Boaafter S', ¢

ae A te
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5 - $§ = Cobegin PSi0...0PS, coend

jat S = at $

jafter S = after S$

jat PSia...ajat PS, = at PS,a,..aat PS ajafter Start.

Les assertions définies ci-dessus sont appelées assertions de contréle

de CIP ; OWICKI et LAMPORT [OWL] ne disposaient que des assertions de con-

tréte at S et after S$ et nous avons ajouté jat et jafter, afin de pou-

voir exprimer le fait que l'on venait d'exécuter a T' instant précédent telle

ou telle autre instruction atomique. Ces deux assertions supplémentaires nous

sont indispensables pour garantir la complétude sémantique de notre systéme de

preuve et nous noterons au passage la complémentarité de ces deux assertions.

Une illustration ultérieure de l'utilité de ces assertions sera faite plus

tard. Nous allons maintenant appliquer les résultats du chapitre précédent 4

notre cas particulier de programme.

Théoréme [II.5].1 :

Soit CIP un programme paralléte,

#@ ICIP] un langage d'assertions pour CP,

MG un modéle de fatalité sur HCP] tel que

eICIP]
—_—

plc P

[CIP] une structure abstraite pour CP

(SicP},t(cP],TIcP 1)

cantiana une, Sssemiiion cua Prem
Ww ivi de

Pour toute assertion P de #ICP] telle que We Pan-sQ, i]

existe un opérateur monotone TY sur SICP] tel qu'il existe un ordinal,

noté O(P,Q), vérifiant :



= 6c

- 0(P,Q) < rt < eH CP]

-vs € scp 1,(P « rep y(r°(?2))\s),

vs € S[CP1,(Q # p[€P](r°)})(s).

vB < 0(P,Q), as € S[CP],P(s)a~pfCP }(r®),

Preuve :

Elle est immédiate en appliquant le théoréme [1.2].5 et la définition

de la fatalité selon un modéle de fatalité Wo. En fait pr dépend de Ub 4

non pas de P. On en déduit de m@éme le résultat suivant : |

Théoréme [11.5].2 :

On suppose les mémes hypothéses que Te théoréme [I.2].1. On ajoute Thy

pothése suivante : tiCP] est dénombrable.

Alors, pour toute assertion P de ICIP] telle que Ube P w+),

il existe un opérateur monotone fr sur S[CP] tel qu'il existe un ordinal

O(P,Q) vérifiant ;

- O(P,Q) = Ari.

- O(P,Q) <u

- vs € SICP1,(P + plcr fl) \\is),

- vs € SICPI,(Q plcr i(r°)\s).

- vB < 0(P,0), a8 € SICP], P(s)a~pICP I(r*),

Preuve :

On applique ici le théoréme [1.2].5 qui précise que l'ordinal de fermet”

est dénombrable dans ce cas. ao
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Notre étude se limite a 1'étude du non-déterminisme dénombrable et

l'hypothése faite sur tiCP] est suffisante dans le cadre de notre étude.

Ii serait intéressant de généraliser 4 des cardinalités réguliéres comme

Wy Wy... (Cf COUSOT-COUSOT [COCZ]}, Nous pensons, come nous 1'avons déja

précisé, que l'aspect dénombrable du non~déterminisme est mis en évidence,

alors que APT et PLOTKIN [APP], qui donnent un résultat plus fin avec d'autres

hypothéses, montrent que l'on peut se suffire des ordinaux récursifs {ie :

<K<w,). Cependant, la notion de récursivité implique le dénombrable et dans

ce cas i] s'agit de non-déterminisme récursif. Ces deux derniers théorémes

sont de simples application du théoréme [1,2].5 et donnent une caractérisation

des régles d'induction et principes d'induction que T'on utilise au cours de

preuves de propriétés de fatalité sans hypothaése. Ces résultats reprennent

les méthodes de terminaison de FLOYD [FLO] et de HOARE [HOA] et i] nous faut

envisager intuitivement que, si on ajoute I'hypothése d'équité faible, l'uti-

lisation d'ensembles bien fondés ou d'ordinaux est nécessaire, ce qui revient

a construire un opérateur monotone [ comme nous I'avons fait ci-dessus.

T1.6.- HYPOTHESE D'EQUITE FAIBLE

A l'aide de la notion de mod&le de fatalité, nous caractérisons T'hypo-

thése d’équité faible : toute action atomique préte & @tre déclenchée attendra

un temps fini arbitraire sa prise en compte par le "scheduler". APT et

OLDEROG [APO] caractérisent la notion d'équité faible au niveau de la validité

par le biais de transformation syntaxique ; nous pensons que cette approche

est intéressante mais préconise plus ou moins une implantation. Intuitivement,

ils considérent une propriété de terminaison a la HOARE comme {P} P{Q}

sous hypothése d'équité faible et montrent que ceci est équivalent a
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{P} Tye (P ){Qh sans hypothése o@ Typ OP ) est la transformation faiblement

équitable de IP. Nous choisissons. une autre solution plus sémantique qui

est la restriction de l'ensemble des traces aux traces faiblement équitables
3

ce qui revient 4 définir un mod@éle de fatalité faiblement équitable. i

Définition [11.6}.1 :

Soit CP un programme paralléle,

ICIP) un langage d'assertions pour CP,

A[CP] l'ensemble des actions atomiques de CP,

Ub un modéle de fatalité pour CIP.

On dit que Uo est faiblement équitable, si, pour toute action a day

AICP],

dG at anw> jafter a.

Parmi les modéles de fatalité faiblement équitables, on note be le]

modéle de fatalité faiblement @quitable, le plus grand au sens de 1' inclusion

modulo les fonctions pICPJ] et pIcIP] pour Tes ensembles de traces. Ce )
choix revient 4 considérer Je plus grand ensemble de traces vérifiant 1 hypos

thése de la définition [II.6].1. On notera T, le plus grand ensemble de

traces, associé a Wb. par les fonctions p[CP] et S([CP].

A l'aide de owes nous pouvons définir formellement la notion de fatal)

sous hypothése d'équité faible. 
;

Definition [II.6].2 ;

Soient CIP un programme paralléle,

#& (CP un langage d'assertions pour CP >
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P,Q deux assertions de SICP].

On dit que P conduit fatalement & Q sous hypothése d'équité faible

dans CP, si Why Pweg.

Nous étudions maintenant la propriété de fatalité sous hypothése d'équité

faible a l'aide d'opérateur monotone approprié, afin de généraliser le théoré-

me [1.2].5 pour le cas ot le modéle de fatalité est Ge.

Théoréme [11.6}.1 ;

Soient CIP un programme paralléle,

AICP] un langage d'assertions pour CIP,

Ub Te modéle de fatalité faiblement équitable pour CP,
Q une assertion de @[CP].

Il existe un opérateur monotone ° sur S[CIP] tel que :

1 - Pour toute assertion P telle que SI[CP](P) c In ;

Ub F Paw,

2 - Pour toute assertion P telle que Wb F Paw>Q,

p(CIP}(P) Ing

Pour toute assertion P de #{CP] telle que Oye FE Paw ed,

il existe une famille de multiensembles Mp telle que

1 = Mp = {a(s)/P(s) est vraie} et a(s) est un multiensemble formé

d'actions atomiques de CP,

2- VWs € SICPI],(P(s)a(a(s)#0)) » (3a € a(s},(at a}(s))

et vs € S[CPJ,(P(s)a(a(s)=B))=Q(s)
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3 - vs € S[CP], va € a(s),

[(at a)(s)at*ICP I(s,s')a(at a)([s,s'L)a(jafter aj(s')] =

Avant de commencer la preuve, nous remarquerons que les actions atonis

ques de a(s) sont critiques car elles permettent de faire progresser la fa

talité faiblement équitable. La relation < est une relation bien rondée,
ce que nous recherchons en fait dans ce type de probléme (cf. [FLO]). L ‘opé-

rateur IT est un opérateur d'élagage des branches non équitables de arbre

d'exécution. Nous donnons maintenant la preuve du théoréme.

Preuve :

Notre preuve est en quatre points, qui sont les suivants

Q) Construction d'un opérateur monotone TIQ:

(2) Preuve du point a-1 du théoréme.

SeratoGB) Preuve du point a-2 du théoréme.

@) Preuve du point b du théoréme.

@) Construction de T

L'opérateur "9 est défini sur S[CP] et nous supposons tout au Tont:

ae eee ae es per =
de la preuve que deux fonctions d'abstraction et de concrétisation permettent,

:de raisonner tantit sur les assertions, tantét sur des wating at by tt
Es rcrens u Pel Gles U CSI ed,

considérées comme des assertions mais plus intuitives. Nous notons Z la

variable de " utilisée. Soit Ty l‘opérateur suivant Z € P(SICP ])

petabe>
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Dans la définition de Ts nous avons utilisé une notation permettant

d'exprimer le fait que le contrdle reste devant une action atomique entre

deux états inclus :

(at a)([s,s'])at*[s,s'] ssi vs"eS[CP ],

(t*[CIP ](s,s")at*ICP }(s",s'))

* (at a)(s")

h. désigne l'ensemble des traces faiblement équitables commencant pal

s o0 s € S{CP].

Soient X,Y deux parties quelconques de S{CIP] telles que Xa Y.q

L'opérateur % peut s'écrire plus simplement sous la forme :

vZ € P(SICP ]), T9(Z) = {s € SCIP 1/9(s)vC(Z)(s)}

of C(Z){s) est la relation vérifiée par s dans Tp:

Soit s€ Ty (X) s alors Q(s) ou C{X)(s) sont vraies.

Si Q(s) est vraie, alors 5 € Mp (¥).

Si C{X)(s) est vraie, alors, par la forme de C(X), C(Y)(s) est vrai

puisque XcyY,

On en déduit : s € Ml). 
:

Ty est un opérateur monotone sur SICP]. :

\Mais avant de l'utiliser, il faut montrer les points @ et @) }

afin de prouver que " vérifient les hypoth@ses du théorame a démontrer.

(2) Soit P une assertion de #(CP] telle que SICIP](P) c Ing:

Pusisqua tq esl un opérateur monotone sur SLCIP], 77 existe un ordi!

dit de cléture, noté " > tel que : 
|

Tol =

Q Tq" |

Oo
gut(1) - va > IT ols r
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_ LICP ] a
(2) - Tgll < oo W{CP] est la structure abstraite de référence.

(3) WS E Tn, + Sas) < HGH {vB < a(s).(s € TO)}atvB > a(s),(s € 78)3

a) Soit s un état de pICIP}(P).

Par hypothése, s € 1D et par (3), on en déduit qu'il existe a(s) tel

que a(s) <IIgl et (va <a(s),(s ¢ rq) )a(ve >a(s),(s € r§)).

On fait une preuve par induction transfinie, pour montrer que s conduit

fatalement 4 Q sous hypothése d'équité faible.

a-l.- Cas of a(s) = 0

Par définition de a(s), cela signifie que s valide Q.

On en déduit que s conduit fatalement a Q.

a-2.- Cas of a(s) > 0

Dans ce cas, a(s) < IT, par convergence de tq et on Suppose que :

nw 2vs' € S{CIP],fa(s')<a(s)] > [WET 1 saw'ET. s (wew')A(Si€dom(w') ,Q(w'(i})]

Par définition de a(s), 5s € rg(*) et par construction de lg Ss ne

valide pas Q, puisque a(s)>0O et

JaecA(CP ],[as'eS{CIP],(at a)(s)atICIP](s,s')a(jafter a)(s')a(s"€rg)a(Baa)

alys"eS[CP ],{t*{CIPP ](s,s")a(at a)([s,s"I)}

> {as'€S(CIP],t{CP](s",s')a(at a)(s")a(jafter a}(s')a

(s'erb)alpea)}]
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Cas 1: Iwl =1

Par hypothése faite sur s, toute action atomique préte 4 étre exécut

le sera fatalement,

On en déduit qu'il existe w' de T, tel que : pour toute action ata
mique a de CP,

(wew' )aziédom(w'),at a(w' (1,70)a(jafter a)(w'(i)).

Puisque s € Tq? il existe a€ A[CP] qui est préte en s et qui

vérifie :

vs"€S[CIP ],{t*[CIP ](s,s")a(at a)({s,s"L)a(jafter als) Pol (S"6P,) (Ba

Il existe une trace w' commencant par s tel que, pour cette action

atomique a de CP:

(wea )a( 3t€dom(w' (at a)({w'f1,i-1 ])a(jafter a)(w' (1) )a(w' (4 er, )al ge

On a prouvé que :

(i) WweT,,(Iwl=1) = (2¥" et, aw Ja(edom(w") (v" (4}er®)a(8ea)))

Par hypothése, si w'(i) € r, pour 6 <a, alors, a(w'(i)) <a, et

(3) WET + (4) 23V ET 1 (4) 2 (vey! )a(Bjedom(v') ,0(v'(5))).

On en déduit en combinant (i) et (j) que ;

WweT.(Iwi=1) = (Aw'€T, , (wegw' )a(3i€dom(w') .Q(w'(i))).

Cas 2: 1< Iwl < +2

Cas 2.1 : 3i€dom(w), Q(w(i)).

Cas 2.2 : viedom(w),~Q(w(7)).

OPar hypothése, w{(1) € Tg.

en
——E

Cas 2.2.1 : 31 € dom(w), w(i) € T:
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B

On utilise alors l'hypothése :

w(i)...w(lwl) est un mot commengant par wi) et élément de T (en-

semble des traces faiblement équitables) car sinon w ne serait pas élément

de T,

Aw’ ET gy 9 (W(F).» w( Tw sw! )a(ai€dom(w') Q(w' (4))).

On considére alors : w" = w(1),..w(i-1).w', w" vérifie I'hypothése sui-

vante :

(wgw")a(ajedom(w") ,Q(w"(j)).

Cas 2.2.2 : vi € dom(w),w(i) ¢ rp

Dans ce cas, chaque w(i} est un élément de "9 par construction de

Tg : en effet, a partir de $s, toute transition conduit 4 un état o les actions

atomiques activables en s et non activées en s, le sont encore en le succes-

seur de s par t{CIP] et dans notre cas w(2) n'est pas dans rf pour

8 <a, donc une action atomique reste encore activable en w(Z). On poursuit ce

raisonnement pour chaque i de dom(w).

Puisque w(lwi) est un élément de T° on applique le cas 1 :

AMET cil 2 ( (WC Tw sw") a(3i€dom(w") ,Q(w"(4)).

Soit wi € T, tel que w' = w.w". On vérifie que

(Bi€dom(w'), Q(w'{i)) atw< w')).

Cas 3: Iwl = +@,

Cas 3.1 : 3i € dom(w), Q(w(i)).

Dans ce cas, w<w et w vérifie la propriété.
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Cas 3.2 : vi € dom(w),~Q(w(i))

Or par définition de mot sur un alphabet donné, le seul mot plus gran

que w est w. Puisque s €1r%, i] existe a € AICP] vérifiant la proprij

décrite au début de @) et : 
4

(at a)(s) est vraie, ainsi que Sw'€T. , (wew' )a(3iedom(w') , (jafter a)il

On en déduit que w' =w et que

37 € dom(w),(jafter a)(w (i)).

Par propriété de l'action a, on déduit la propriété :

3i€dom(w), (jafter a) (wi) )a(w(4)er®)a (Ba).

On déduit alors par hypothése de récurrence que

ai € dom(w), (w(i) € Q).

Ce qui contredit l'hypothése faite sur w.

On a prouvé que s conduit a Q sous hypothése d'équité faible pour

chaque a(s} > 0, en supposant cela pour s' tel que a(s') < a(s), donc,

pour chaque s de Ing? S conduit fatalement 4 Q sous hypothése d'équité

faible.

b) Soit P de WCP] vérifiant SICP}(P) c1 j

La propriété démontrée dans a) nous permet de généraliser pour les

assertions p

vs € S[CP],P(s) ese pICIP 1(P) (par définition de la validité),

vs € S[CIP],P(s) + (s € I, ) (par hypothése sur P).
“Y

vs € S{CIP],(s € Ing) = Ww € T..5w'€T. , (wew')a(aiedom(w') ,0(w'(4)))

(par a)). eg ee ee ee eee
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On en déduit :

VseS[CIP ] ,P(s)-+(wweT, ,3w'€T. ,(wew')a(siedom(w') Q(w'(i))).

Ce que T'on écrit encore :

Ub Powe Q,

@ Soit P une assertion telle que Wop F P ow.

I] suffit de raisonner sur un état 5s tel que

we € Taw" € Tors (w < w')a(3i € dom(w') ,Q(w'(i))).

L'opérateur " permet de construire l'arbre d'exécution de CP sous

hypothése d'équité faible par rapport 4 Q : en fait, nous avons coupé les

branches non @quitables.

Par construction de Tg et de "T » S appartient nécessairement 4

Tg? sinon cela signifierait qu'il existe s' de Q tel que s' ¢ "Tg ce

qui est absurde.

En effet, au cours de la construction de Tos nous n'avons considéré que

les traces faiblement équitables de CIP,

Soit Pe #&ICP] telle que Wve k= P aw.

Alors

VsES(CP J ,P(s)-=L¥weT, ,aw'€T, , (wew')a(3i€dom(w') .Q(w'(4)))

vs€S[CIP],P(s) « s€ SICIP](P).

WseSICIP ],(sep[CIP 1{P) }>lWweT, ,aw'eT, , (wew' )a(Si€dom(w') Q(w'(F))]

VseSICIP 1. (seiCIPI(P}) = (se T. )

"9
Diol : BECIP](P) c Tr!
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(4) Soit P une assertion telle que db Fe Pawr> QQ.

1) Nous raisonnons sur un élément quelconque s de plCP ](P).

On définit pour chaque état de pICP ](P) un multiensemble d'actiong

de CP appelé multiensembte d'actions critiques de CIP relativement a 4

noté a(s).

Pour cela, nous utilisons une induction structurelle pour construire ~

a(s} :

Pas 1: Vs € p[CIP1(Q), a(s) = 9.

Pas général : s € D{CP](P) et s ¢ SICPI(Q).

a(s)= a(u')]U{aeAICIPY (at a)(s)a~Q(s)a
U

tICIP](s,u') 
3

(vu'€SICP ],[ (at a)([s,u'L)at* {cP 1(s,u!

~Q([s,u'[)a(jafter a)(u')]

[(a(u') © a(s))Ia

(VWET, 1 53W'ET, 4 (Wegw')A

(Fi€dom(w') ,Q(w'(i))))I

Cette construction est basée sur "q dont ja définition est telle qu!

action atomique est préte & @tre activée ou on est dans un état validant 4.

Nous avons considéré des multiensembles car une action atomique peut étre

critique plusieurs fois.

Done on considére Mp = {a(s)/P(s)} pour i- du b).

Nous prouvons maintenant le point 2 - b).

;

;

4

‘

eta: ob

ee tet ne eee
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2) Soit s un état tel que P(s) et Q(s) + @.

Cas 1: a(s) = {a}.

Par construction de a(s), alors (at a)(s) est vrai et ~Q(s) est

vrai.

Cas 2 : On suppose que

v S'ESECIP I (s#s')a(WweT, ,aw'€T. , (wew' )a(Si€dom(w') .Q(w'(i))) J

>

[(a(s' )ca(s) )»(Sa€a(s'),(at a)(s'))}.

Soit s' € S[CIP] quelconque tel que t{CP](s,s'), Puisque P(s)

est vraie, alors :

WET. AW'ET. 4» (WEw' )A(AIEdom(w') .Q(w'(i))).

Nécessairement a(s') c a(s) et, par hypothése, {1 existe une action

atomique a de a(s') telle que (at a)(s') est vraie. On distingue deux

cas :

Cas 2.1:

Au cours de la transition tICP](s,s'), a n'a pas été exécutée, alors

{at a)(s) est vraie et a € a(s),

Cas 2.2:

Au cours de la transition t{CPl(s,s‘), b a été exécutée et b est

distincte de a. On distingue deux sous~cas : ou bien, b est une action cri-

tique pour s et dans ce cas

(jafter b)(s') = (at a)(s) et b € a(s),(at b)(s).
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ou bien, b n'est pas critique et puisque a(s') ¢ a(s) aucune action cri

de a(s) n'a &té exécutée et donc il existe c de a(s) telle que (at 4

On remarquera l'utilisation des assertions jafter, qui nous paraissen

indispensables pour les preuves de fatalité.

3) Cette propriété est due essentiellement a la forme de a(s) et 4

construction. o

Corollaire [II.6].1 :

Soit CP un programme paralléle,

ICIP] un langage d'assertions pour CP,

UbWF le modéle de fatalité faiblement équitable pour CP,

Q une assertion de Kcr}.

Pour toute assertion P de cry telle que Me F P w>Q, jl

existe un plus petit ordinal noté One(P5Q), tel que :

pICPI](P) ¢ 1 ou Ty est l'opérateur relatif 4 Q et

Oye (P»Q) ¢ ilTgl.

Preuve :

Elle est immédiate, du fait de T'opérateur "9 monotone et du théorét

précédent :

Ove (P.O) = Stnfa(s\/<e € OF
agar nlacs }y 22 a oo ‘dg at a oO rane ~ ag

Sve Me
wo
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Soit CP un programme paralléle,

HCP] un langage d'assertions pour CP,

Ub le modéle de fatalité faiblement équitable pour CP,

Q une assertion de HCP],

P une assertion de #(CP} telle que Wb ie Ff Pow Q.

On appelle ordinal de fatalité de P relativement 4 Q pour Wb

Vordinal 0,-(P,Q).

Nous n'avons pas voulu surcharger le théoréme [11.6].1 d'hypothéses sup-

plémentaires restrictives mais nous donnons maintenant une restriction aux

ordinaux dénombrables comme pour le cas du modéle de fatalité sans hypothése

cité au chapitre I.

Théoréme [11.6].2 ;:

Soit CIP un programme paralléle,

cP] un langage d‘assertions pour CP,

Wb le modéle de fatalité faiblement équitable pour CP,

Q une assertion de (CP).

I] existe un opérateur monotone Pg tel que :

Z Ir < eVicr] ot WZICIP] est la structure abstraite de CP.
- si t{CP] est dénombrable, alors ITI <u.

Preuve :

La preuve du premier tiret est une conséquence de 1a monotonie de 1
Q

et ce point a été largement utilisé au cours de la preuve du théoréme [II.6].1.
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Supposons que t[{CP] soit dénombrable : pour tout s de S{CIP],

\{s' € SICP]/t[CPi(s,s')}1 <u.

Supposons que IIT gH >u,. Alors soit s€ Ty .

Puisque t[{CP] est dénombrable,

I{s' € SICIP1/t*[CIP](s,s')}1.¢w. Soit a € ALCP] tel que (at a)(s|
4

J

et a vérifie :

[(at a)(s) » t{CIPI(s,s')a(jafter a)(s')]

[esr a)(s)at*£CP 1(s,s')a(at a)([s,s'[)a(jafter a)(s')]

> (s'€F®)a(aew, ) :

alvs‘€S[CP],t{[CP](s,s')of J},

vs'€SICP ], (at a)(s)atTM[CP ](s,s')a(at a)({s.s'{)a(jafter a)(s’)

= (s'€Iq) (o<w,)

Pour chaque état s' de S[CP] vérifiant (s' € Tq) aac, ) on note

a, cet ordinal.

a(s) = Sup(a,./s' comme ci-dessus) et puisque t[CIP] est dénombratl

a(s) est dénombrable. Or a(s) = w, et donc a(s) = w, <w,. Ce qui est abi

surde, 9

Ces deux théorémes constituent une généralisation utile et constructive

pour Ta méthode d'OWICKI et LAMPORT, On remarquera notamment la notion de

multiensemble d'actions critiques qui est en fait un ensemble muni d'un ordrt

bien fondé. La preuve est constructive en ce sens qu'elle donne une suite d'é

sertions intermédiaires utiles pour la preuve de complétude sémantique .

Afin de donner une illustration, considérons T'exemple standard :
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CP, = Cobegin b:p:=false Dc:while p do d:skip od coend

Précondition : p

Sous hypothése d'équité faible, b est une action critique intuitivement

et formellement. En effet si S, est un état d'entrée, a(s,) = {b,c,d} mais

c et d ne sont critiques que par rapport a b.

Nous avons utilisé des multiensembles d'actions critiques car une action

critique peut @tre critique plusieurs fois au cours du rapprochement de Q.

Considérons 1'exemple suivant noté CP,.

CP, = Cobegin

a, twhile p do

a,iq:=false

od

0

b,:while q do

b,:Skip

od;

b,:q:=strue

U

c,twhile q do

c,:Skip

od;

c,:p:=false

coend

Préconditions d'entrée : paq

a, est une action critique car d'elle dépend la terminaison des bouctles
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b, et c, ; mais si on exécute a,, puis b, alors a, devient & nouves

critique si b, est exécutée.

a, a done un degré critique d'ordre 2 pour certains états d'entrée, |

Donc on associe a chaque assertion d'entrée une famille de nut ensen
¥

d'actions critiques qui décrivent en fait l'exécution 4 partir des états val

dant T'assertion d'entrée.

Théoréme [11.61.3 : (de décomposition)

Soit CP un programme paralléle,

ICP] un langage d'assertions pour CP 7

Ub, le modéle de fatalité faiblement équitable pour CP,

P,Q deux assertions quelconques de @#{CP],

On suppose que b,. Fe Pow,

Alors i] existe une suite d'assertions de @ICP], notée (R()) ul

<

ot WICIP] est la structure abstraite de CIP, telle que :

(1) Joe ke Pp mone FOR(a)

(2) va>0, ag eWiCPI

Uo ye KE R(a) mmm 3B < aR(B)

(3) Uae & R(0) > 9,

———Preuve :

On considére l'opérateur monotone Ty qui permet de construire Ja suitl

R(a) de la fagon suivante ;

A chaque élément s de Tg » On associe un ordinal noté a(s). On a
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montré que S(CP](P) c 1M et qu'il existe un ordinal Ove (PsQ) appelé

ordinal] de fatalité de P relativement 4 Q,

Cas a= 0

plCP ](R(0)) = {s € S[CIP1/(s € Ty )ata(s) = 0)}

plCIP1(R(0)) = {CIP 1(Q) = re,
Q

Posons ; R(0) Q.

Cas général 1: a>O et ag ITI

PIC ](R(a)) = {s € SICIPI/(s € Tyg )atats) =a)

cPCas général 2: a > IITgll et ag gt ]

On pose : R(a) = R(IIT oll) -

Par construction de Pg et par le théoréme [I11.6].1, les assertions ci-

dessus vérifient trivialement les points (1), (2), (3).

(1) Puisque Ub Fe Pow>Q, alors par le théoraéme [II,6].1,

U {s € S[CIP]/a = afs)}etc a(P) « "Tg * Ty all Pol

en supposant que a(s) est défini pour s € Ty’

On en déduit :

In = U BIC ](R(a)).Tq age VICP J

Diod : PICPI(P) ¢ Usrerp jPLCIP 1(R(a)).
ak
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On en déduit : p{[CP ](p{CP })(P) + p{CIP }( WICP PCP 1(R(a))
ask

D'ot par définition de SICP],p[CiP] et de la validité

vs € SICP J, P(s) » (3oR(a))(s) ; on en déduit trivialement ;

Ub Pam SoR(a),

(2) Soit a>O et ag cRECP I]

Soit s tel que R{a)(s) soit vrat.

Alors 5s € T% 3 or

wee Tos Iw! € Tyo {w < w' )a(3i € dom(w'),Q(w'(i))).

On en déduit que s conduit 4 un Ty ob B <a sous hypothése d’ Equip

faible :

We F R(a) “> 38 <a, R(B) car R(C) =Q.

(3) R(0) =Q et donc R(0} +0 est vrai,

D'ot trivialement

Ub i FE R(O) ama Q, a

Ce théoréme permet de donner une suite d'assertions intermédiaires qué

l'on a besoin pour les preuves de teTles propriétés mais nous n'avons donné

qu'une décomposition sémantique et pour le cas d'une preuve il faut que le

systéme de preuve contienne des régles et axiomes pour prouver chaque point

ia Correction dis ceci est iobjet du prochatny

chapitre. Mais revenons sur les résultats de ce chapitre liés 4 cet opérateul!

monotone Ny 3 la preuve du théoréme [I1.6].1 met en évidence les conditiontl
que doit remplir un systéme de preuve pour qu'il soit correct et seontiqu®|
ment complet. De plus, 1a preuve donne une stratégie de preuve : trouver

= 7g1%

les actions critiques. Notre étude est liée aux ordinaux et aux structures

bien fondées, ce qui nous parait normal du fait des études antérieures

[LPS], [FLO], [HOA], [P], [MAP1], [MAP2], [MAP3].

Nous nous limitons aux ordinaux dénombrables {ie < w,) c'est-d-dire, 4

une relation de transition dénombrable.

L'utilisation des ordinaux revient 4 linéariser le temps d'exécution

en le représentant par une suite d'ordinaux ; en fait, on utilise une rela-

tion d'équivalence et on raisonne sur le quotient dont Je temps est linéaire.

L'approche complémentaire revient 4 considérer le temps comme arborescent ;

ces deux approches sont équivalentes et EMERSON et HALPERN [EMA2] en donnent

une étude intéressante,

Le raisonnement est d'autant plus simple, s'il est linéaire et la mé-

thode d'OWICKI et LAMPORT [OWL] permet de mélanger les deux conceptions du

temps, ce qui est apparu avec les multiensembles a(s) et les ordinaux a(s).

Nous devons ajouter quelques régles pour compléter Te systéme d'QWICKI et

LAMPORT [OWL].

Nous ajouterons enfin que le fait de se limiter au cas of ta relation

de transition est dénombrable est un choix de cadre d'étude et que nous aurions

pu choisir de ne pas faire de telles hypothéses mais nous aurions dQ alors

considérer un langage infinitaire pouvant prendre en compte de telles cardi~

naux :

- pour notre cas, vt suffit amplement.
ww

- dans un autre cas, 2 of @ = j H(CP), est le cardinal de
rr)

, VicP] aurait di étre utilisé pour garantir 1l'expressivité des

disjonctions de ao éléments.



= 74 =

ILI ~ SYSTEME AXIOMATIQUE

DE PREUVE OL
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III ~ SYSTEME AXIOMATIQUE DE PREUVE OL

TI1.1.~ PRESENTATION DE OL

A partir du systéme axiomatique Proposé par OWICKI et LAMPORT [OWL], nous

construisons un syst@me axiomatique enrichi de régles d'inférence supplémentai-

res et en nombre minimal.

Ce systéme nous permettra de prouver des propriétés de fatalité sous hypo-

thése d'équité faible. Notre objectif dans l'enrichissement était la correction

et la complétude sémantique.

OL est composé de trois parties que 1'on décrit briévement comme suit :

- une premiére partie formée d'axiomes permettant de spécifier 1'hypo-

thése d'équité faible.

~ une seconde partie composée de quatre régles d'inférence dont I'une

d'elles autorise 1' induction ordinale dans les preuves. OWICKI et

LAMPORT [OWL] ne donnent aucune régle d' induction et la preuve de ter-

minaison devient impossible ; leur systéme est incomplet.

- une derniére partie permettant de prouver certains prémisses de régles

de la deuxiéme partie, En effet, nous aurons besoin de déduire des

propriétés d'invariance et des implications pour établir certaines pro-

priétés. Ainsi, nous utilisons un systéme de preuve d'invariance sdr

et sémantiquement complet et ceci n'était pas réalisé par OWICKI et

LAMPORT [OWL].

Tl nous reste maintenant 4 énoncer le systame axtomatique OL.

Soit CP un programme paralléle,

RiCP}] un langage d‘assertions pour CP,

Ord, 1'ensemble des ordinaux dénombrables.
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On suppose que t{CP] est dénombrable,

P, Qs Rs R(a),R(B), I, S désignent des assertions de CP : je

P,Q, R, R(a), R(B), I, S ERICH),

Partie 1: Axiomatique de 1'équité faible

Fl: (at[vi=e]) w.»(jafter[v:=e]) of ve VicP],ec €,

F2 : (atlv:=?]) m->(jafter[v:=?2]) od ve ICP],

F323: (atiskip]) »~->(Jjafter[skip]),

Fa: (at 4) mmm (((Jjat i, )aB)v((Jat i, )a~B))

od t= [if B then i, else i fil, BEB, i,,i, «P.

FS: (after i,) an > (jafter 1) oa isi comme ci~dessus.
2row-> (jafter i! oa i,,1 comme ci-dessus,Fo: (after i,)

F7 : (at[while B do i' od)}) a-> ((jat i')aB)v(jafter[while B do i! od)a~B)

o i' est un élément de f,

F8: (after i') a (((jat i')aB)v(jafterlwhile B do i' od])a~B))

ou i' est un élément de &.

F9.: ((at[Cobegin PS.D...0PS, coend])aP') ow >(jat IPS,A...Ajat IPS, AP)

of P' = Plat[Cobegin,. ~COeNdI/ 54 PS, y.-sdat ps JsPsP' e ICP).

F10 : Pour tout j de {1,...,n},

(after PS a...aafter PS. jajafter PS.aafter PS. . -Aafter PS fi— GATS OM jt

~w> ((jafter[Cobegin PS... .0 IPS coend] )aP 3)

od PasP. € [CP 1,Pi=P [after PS,,...,after PS rf
n’ jafter[Cobegin.. .coe

|
oF

i

On note Pilu/yed la substitution dans P; de u & u' eten me
nous permet de parler d'assertions de variables libres de tout contréle ;
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On notera, dans la suite, “OL "pour signifier que la partie droite

a 6té déduite 4 partir de OL.

On écrira, "IOI en s € S{CP]", pour exprimer l‘assertion suivante :

Vs,s' € SICIP], I(s)at{CP](s,s') » I{s').

Partie 2 : Régles d'inférence

Régle 1: Si op bP 29 alors oy bP we Q.

Ragle 2: Sig KP oda,

31 € RICP],PaR = 1,

a — a, an }TAQ = S

i

|

op! I +01,

1

alors OL L— (PAR) awr> (QaS).

Régle 3: Si pL P nw FoR(a),

Va € Ord, a> 0, OL L- R(a) ~~ 38 < a,R(a),

L L- R(0) ~~ Q,

alors OL L Powe

Régle 4: Si gph Pow Q, op AR,

alors Gi L- Panw>R
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Partie 3: Régles auxiliaires

Régle 1A: Si PQ est vraie pour CIP, c'est-a-dire,

vs € S{CIP],P(s) = Q(s),

alors OL KP =Q.

Régie 2A: Si S est invariant par rapport 4 PaR et Q, c'est-d-dire

vs,s' € S{CP],(PaR)(s)at*[CIP](s,s')aQ(s') = S(s'), alors

I

t

op i I= 01 |
{

i IAQ = S$

Régle 3A: Si Pow>Q est une hypothése de travail, alors out P awe 0),

Nous allons maintenant donner quelques explications au sujet des diff®

rentes régles et axiomes donnés ci-dessus. Les axiomes formant la premiére i

tie spécifient I'hypothése d'équité faible faite au niveau de la structure #

mantique de fatalité. Les axiomes d'équité faible au début et a la fin du

Cobegin sont corrects indépendamment de T'hypothése d'équité faible et nous

avons, en fait, distingué le début du programme paralléle et le début de chat

programme séquentiel ainsi que la fin des programmes séquentiels et la fin dil

programme paralléle ; pour cette raison, nous avons dd ajouter ces deux axi :

contrairement 4 OWICKI et LAMPORT [OWL] qui ne distinguaient pas ces deux al

de contréle. Cette remarque vaut aussi pour la fin d'une instruction condi- J

[
tionnelte : en effet, nous distinguons 3 points : la fin de l'’instruction cé
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pondant 4 la condition vraie, la fin de l'instruction correspondant 4 la con-

dition fausse et la fin de I'instruction conditionnelle, Ce choix est dO au

choix de Ta sémantique opérationnelle, qui distingue ces trois points de con-

tréle. On voit ici que la notion d'action atomique joue un réle trés conséquent

pour la notion de fatalité.

La deuxiéme partie permet de définir, dans un cadre général, la relation

amr sur les formules ou assertions d'un langage #(CP] pour CP. La ré-

gle 1 &tablit que T'implication est incluse dans la relation de fatalité et on

notera que cela est vrai quelle que soit I'hypothése faite sur la structure

sémantique. La régle 2 permet d'enrichir les assertions de fatalité Pow sQ,

en utilisant une assertion invariante pour CIP et cette assertion lie de

fagon explicite les deux notions de fatalité et d'invartance. De méme ici en-

core, l'hypothése d'équité faible n'est pas nécessaire pour ta correction de

cette régle. La régle 3 est une régle d'induction sur Tes ordinaux et on pour-

rait la remplacer par une régle sur une structure bien ordonnée, voire méme

bien fondée, Les ordinaux nous sont apparus nécessaires et ceci conduit a 1'u-

tilisation de variables auxiliaires dans les preuves de fatalité. De méme ,

pour cette régle, aucune hypothése n'est nécessaire sur la structure sémantique

de fatalité. Enfin, la régle 4 fut ajoutée car nous avions besoin de prouver

la transitivité de ~~» et ceci n'était pas possible sans cette régle.

Les régles de la troisiéme partie nous sont trés utiles pour déduire

les prémisses des régles 1, 2, 3, 4 de la partie 2. En effet, nul n' ignore

que toute extension axiomatisée de l'arithmétique est incompléte (voir, par

exemple, SHOENFIELD [SHO}) et ce résultat est connu sous le nom de "théoréme

d'incomplétude de Gddel" ; devant cet obstacle, nous avons préféré utiliser

une sorte d'oracle pour y remédier. Nous supposons donc pouvoir dire si une
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implication est vraie ou fausse et, dans ce cas, on déduit cette assertion.

dans OL.

Le deuxiéme obstacle, que nous pouvions rencontrer, concernait le Tang

d'assertions, qui devait &tre suffisamment expressif au sens de COOK (coo),

afin d'assurer la complétude sémantique de la méthode de preuve d" invariance,

Notre régle est correcte modulo le choix d'une méthode de preuve d' invariance

correcte et sémantiquement compléte et un choix raisonnable est la méthode ~

axiomatique d'OWICKI et GRIES [OWG], dont Te seul grief, que l'on puisse Tui

porter, est de ne pas axiomatiser Ja notion d'interférence, Enfin, une bien

curieuse régle semble étre la régle 3 ; celle-ci permet d'ajouter des hypotae

ses supplémentaires pour faire la preuve. En fait, elle nous est apparue com

nécessaire dans les preuves pratiques que nous avons réalisées, en particulie

pour des programmes incomplétement spécifiés, Dans un algorithme destiné a

réaliser l'exclusion mutuelle, si on veut prouver que toute partie du systéme

désirant entrer en section critique, y entrera fatalement un jour, i] faut

supposer que toute partie en section critique en sort un jour ; cette hypotlg

est a4 considérer 4 l'aide de la régle 3.

Aprés cette bréve justification du systéme OL, nous voulons expliciter

les raisons qui nous poussent 4 utiliser OL pour les preuves de fatalité sous

hypothése d'équité faible. Ce systéme nous permet de développer forme] lement

des preuves de fatalité de programmes paralléles sous hypothése d'équité fail)

APT et OLDEROG [APO] traitent Te cas de programmes DO sous hypothése d'équil

faible mais leur méthode demande une transformation du programme considéré. &

méme, APT, PNUELI et STAVI [APS] donnent une méthode qui utilise explicitemetl

des variables dites de délai pour prendre en compte cette hypothése d'équitéy
I

Cette approche nous parait intéressante formellement mais est difficile 4 anit
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quer en pratique. La méthode utilisant OL permet implicitement d'implanter

des variables de délai, sans s‘y référer. Enfin, toutes les propriétés de

fatalité sont ainsi traitées dans ce cadre.

Avant d'examiner les questions de correction et de complétude sémantique

de OL, nous donnons des exemples de preuve avec OL de propriétés de fatalité

sous hypothése d'équité faible,

Exemple 1

CIP, = Cobegin{p:=false] llwhile p do{Skiplod coend

Propriété : OL K ((at CP, jap) ww-» ( (after CP, )a~p)

Preuve :

at CP, ap = at(Cobegin...coend)ap (par définition de cette assertion de

contréte)

(1) ot f (at(Cobegin...coend)ap) nw> (Jat[p:=falsejajat[while p do[Skipjod]ap)

(par l'axiome F9, de la partie 1 de OL)

(2) (jatlp:=falseJajat[while p do[Skiplodiap)+(jat[p:=false]ap)

(par propriété de = et a}

(3!) OL t— (jat[p:=false]ajat[while p do[Skiplod]ap)=({jat[p:=false]ap)

(par la régte 1A avec (2))

(5) (jat[p:=false)ap)o(at[p:=falsejap)

{par définition de jat et at)
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(6) ob (jat[p:=false]ap)+(at[p:sfalse]ap)

(par la régle 1A avec (5))

(7) out (jat(p:=falsejajatiwhile p do[Skiplod]ap) ~~-> (at[p:=false}ap)

(par la régie 4 avec (4) et (6)) :

}Nous démontrerons ultérieurement la régle de transitivité de ~.> déd

a partir de OL :

Régle 5: Si oy / Pwd et op H& UR, alors oy fh Perm R.

(8) oy, Ke ((at CIP, Jap) -m-> (ati p:=falselap)

(par la régle 5 avec (1) et (7))

(9) (atip:=falselap)=at[p:=false]

(par propriété de = et a)

(10) OL t— (at[p:=false]ap}sat[p:=false]

. (par la régle 1A avec (9))

(11) o,f {at CP, ap) ~~ at[p:=false]

(par la régle 4 avec (8) et (10))

(12) ot (at[p:=Ffalse]) > (jafter[p:=false])

(axiome Fl)

(13) (jafter[p:=false]) = (after[p:=false])

(par definition de jafter et after)!

- 83 -

(14) op b- (jafter[p:=false]) =» (after[p:=false])

(par la régle 1A avec (13))

(15) on F (at[p:=false]) m.—» (after[p:=false])

(par la régle 4 avec (12) et (14))

L'assertion suivante : [after[p:=false]= ~ p] est invariante pour

CIP, 3; on utilise la régle 2A et la régle 2 pour prouver

(16) oy b atlp:=false] w->(after(p:=false)a~p)

en effet, ( (at[p:=false]) = fafter[p:=falsej+~p],

lafter[p:=false]»~p] =» Olafter[p:=false]=~p],

[after[p:=false]+~p]aafter[p:=false]a~p

(15)

(17) OL I (at CIP, ap) ~~ [after[p:=falsela~pl

(par la régle 5 avec (11) et (16))

L'assertion suivante : [(at[while p do skipJs{after[p:=false]+~p])

a(at skip + [after[p:=falsela~p])

a(after skip + [after[p:=false]a~pl)

a(after[white p do skip od}sfafter[p:=falsela~pl)]

est invariante pour CP, ; on la note P.

at CIP ap =P,

P = OP
(



= B < 
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(23) a ((after skip)aafter[p:=false]ap) n> (after while)a(18) ((after[p:=false] )a~p)=f (after[p:=falseJa~paat while) — —— _

(after[p:=falsela~p)v(after[p:=falsela~paat skip) 
——

(par la régle 2 et l'axiome F8v(after[p:=falsela~paafter skip)

comme pour (20))v(after[p:=falsela~paafter while) ]

(par analyse par cas) Nous démontrons 1a régle suivante :

Régle 6 : Si gp HP > 0 v...vQ; et Vj € {1,...,1},(19) gy ((after[p:=false] )a~p)af(after[p:=false]a~paat while) z

v(after[p:=false]a~paat skip) 
J

v(after[p:=false]a~paafter skip) : ales OL f= Re

v(after[p:=falsela~paafter while) ] On ta déduit 4 l'aide de la r&gle 3.,

(after[p:=falsela~ paat while) = P ;

(24 t~ (at skipaafter[p:=false]a~p) am—» (after whileaafter(p:=false]a~p
P = OP OL £ SUES IE Gier Sele

[(jat Skipaafter[p:=falselap) > false] ; (par la régle 5 avec (22) et (23))
(jafter whileaafter[p:=falsela~p)=~p

(25) og '~ (after[p:sfalsela~p) ~~» (afterlp:=falselaafter whilea~p)

(20) o F (Lafter[p:=false]}atat while},~p) mw->[after[p:=false]la (par la régle 6 avec (20); (24), (23))

after[while]a~p]

(26) g) (at CP, a~p) mm» (after[p:=falselaafter whilea~p){par la régle 2 avec les axiomes Fi.

1 (par la régle 5 avec (25) et (17))
OL t— false > R oli R est quelc

(27) OL I~ (after[p:=falselaafter whilea~p) aw» (after CP, A~p)

(21), F (at skip) ~—(after skip) 
(par 1'axiome F10)

(par la régle 4 et par définition dé

after et jafter) (28), F (at CP, ap) m—» (after CP) a~p)

(par la régle 5 et (27) et (26))

(22) o. F— (ataskipsafter[p:=false]a~p) aw+(after skipa~ paafter[p:=false) COFDSeana
(par la régle 2 et en utilisant T'i!

variant P)

a eee
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Cet exemple illustre le fait que I'hypothése d'équité faible est cont.

dans 1'axiomatique de OL. Nous n'avons fait que reprendre l'exempte d' OWICK)

et LAMPORT [OWL] en en donnant une preuve détaillée : CP, termine sous hyp,

thése d'équité faible.

Exemple 2

CIP, = Cobegin[p:=false]Q [x:=7] O while p dofx:=x+1]od coend

Propriété ; OL b— (at CIP, ap) a» (x=7)

La propriété de fatalité relative a CIP, exprime que la variable x =

contient la valeur 7 au cours de l'exécution de CP, . Le systéme proposé par

OWICKI et LAMPORT [OWL] utilise des assertions de contréle qui portent sur "

points de contréle physiques du programme et ces assertions sont utilisées

pour montrer que l'affectation [x:=7] est exécutée mais on ne peut prouver |

que la valeur de x est 7 & ce moment car le fait d'étre aprés [x:=7] fe

précise pas si on est juste aprés ou si d'autres actions ont été exécutées,

alors que le contréle est juste aprés [x:=7]. Cet aspect du systéme d' OWICKI:

et LAMPORT [OWL] est a l'origine de l'incomplétude de leur systéme ; 71 nous

a fallu introduire deux autres types d'assertions de contréle portant sur 1'8)

cution du programme et spécifiant qu'une action désignée vient d'étre exéeutee
L'assertion jafter[x:=7] signifie que, dans chaque état of elle est |

vraie, x vaut 7 5 l'assertion after[x:=7] signifie que le contréle est

aprés I[x:=7] mais ne donne aucun renseianement sur la valeur de ¥ car, si

p est vrai, on a pu exécuter l'affectation [x:=x4+l] et changer la valeur

de x.

La preuve de la propriété est déduite a partir des régles et axiomes dé

notre systéme OL, ee
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(1) OL f- (at CP, Ap) ww (jat[p:=falselajat{x:=7]ajatIwhile...odJap)

(par T'axiome F9)

(2) (jatIp:=false]ajat[x:=7]ajat{while...odJap) » jat[x:57]

(par propriété de 1'implication et

la conjonction)

(3) jatfx:=7] + atlx:=7]

(par définition de jat)

(4) on b= {at CP, ap) ~~» at[x:=7]

(par application de la régle 1A

a (2) et (3), puis de la régle 4

avec (1))

L'assertion suivante [jafter{x:=7] = (x=7)] est invariante pour CP,

et on l'utilise dans la régle 2 pour prouver :

(5) g, / atlx:=7] ow-> jafter[x:=7]a(x=7)

(par Ta régle 2 et axiome Fl)

(6) gy tat CIP, ap > jafter[x:=7]a(x=7)

(par la régle 5)

(7) gt jafter[x:=7]a(x=7) = (x=7)

(par les propriétés de 1' implication

et la régle 1A)
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(8) ot (at CP, ap) > (x57)

{par la régle 4 avec (6) et (8)

Ceci termine la preuve de la propriété et nous noterons que le fait a

X vaut 7 juste aprés l'exécution de ]'affectation est crucial pour ja

“bonne marche" de la preuve, Rappelons aussi que le systéme d'OWICKI et

LAMPORT [OWL] ne repose pas sur une méthode de preuve d'invariance sure et

5

sémantiquement compléte.

Les assertions de contréle jat et jafter sont 4 utiliser dans les

assertions intermédiaires de la méthode d'OWICKI et GRIES [OWG]. Nous poursit.

vons notre étude par la correction et Ta complétude sémantique de OL.

TI].2.- CORRECTION DU SYSTEME AXIOMATIQUE OL

Théoréme [111.2].1 :

Soit CIP un programme paralléle,

#(CIP} un langage d'assertions pour CP,

Jo le modéle de fatalité faiblement équitable,

P.Q deux assertions de @#(CIP] quelconques.

Sig, Ke PQ, alors A ie Prov :

La preuve de ce théoréme occupera la suite de ce paragraphe et se décol

rErcvesera comme suit :

~ notion de validité.

- validation des axiomes pour Te modéle db. :

~ correction des régles d'inférence pour Ab ie
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- justification des régles auxiliaires ajoutées au systéme.

III.2.1.- Validité des assertions

Cette partie permettra de préciser certaines notions de validité utili-

sées par la suite et permettra de considérer de fagon unifiée une interpréta-

tion des formules d'états ou des formules de traces.

Soit CP un progranme paralléle quelconque (ie : CP €G),

ICP] un langage d'assertions pour CIP,

UG un modéle de fatalité pour CP.

Etant donnée une assertion quelconque P de AicP).

On suppose qu'il existe un couple de fonctions

(pICP1,[CP]) telles que J = (SICP],t{CIPI,T).

Ao P ssi SICP1(m) EF SICP1(P)

je vs € S{CP], SICP](P)(s)

On a ainsi étendu Uo en une interprétation des assertions de AICP]

et de fatalité de CIP. On remarquera que le sous~ensemble de S[CIP] formant

la troisiéme composante de [CIP J(uG) n'a aucun effet sur la validité de Bis

assertions de CIP. Ces précisions sont nécessaires pour la suite car nous al-

lons considérer 1'implication et son interprétation sur U6.

Nous poursuivons notre preuve en trois parties et nous procédons comme

d‘habitude en prouvant la validité des axiomes et ta correction des régles

TS Me ac) ae Bin,

lf gdssei cium yraic.

On parle d'assertions valides pour WG ou vraies pour Ub,p
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IT1.2.2.- Validité des axiomes

Soit Ub, le modéle de fatalité faiblement équitable pour CP.

Cas des axiomes Fl, F2, F3

Les parties entre crochets sont dans chacun des cas une action atomi :

pour CIP ; puisque notre modéle de fatalité est Woe, il valide, par cer

tion, les axiomes Fl, F2, F3. On en déduit les expressions ;

WG atlviselaw-> jafterlvice] od ve VIcP],ec%.

Uoye atlv:=?] aw jafteriv:=?7] of ve VICP].

Yb atiskip] m~» jafter[skip].

Cas des axiomes F4, F5, F6

I] s'agit ici des axiomes relatifs 4 1' instruction conditionnelle ; on

distingue trois actions atomiques :

a, = <B>, a, = Out-ifl, a, = Out-if2 et

= [if B then P, else P, fi],

Dans le modéle Wo es db f= at a;wr> jafter a,, i € {1,2,3}.

D'aprés la définition II.5 -4, on déduit les équivalences suivantes :

tis at<B>; jafter<B>=(jat P\AB)v(jat P,a~B) ;

jafter iW) = (jafter Out-ifl)aafter i = jafter Out-ifl,
2

jafter i) = (jafter Out-if2)aafter i = jafter Out-if2,

jafter Out-iflvjafter Out-if2 = jafter |

liat Out-ifl = after RS ;

at Qut-if2 = after P. ;

(2) at Out-ifl wm» jafter Out-ifl est valide dans Ut
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@) at<B> nw jafter<B> est valide dans We

On en déduit que Wb b= at i mw (jat P,aB)v(jat P,a~B).

WF *

db F after P,~- > jafter iW)

G) at Out-if2 > jafter Out-if2 est valide dans Wb

Wb F after Pi,we> jafter a@),

Cas des axiomes F7, F8

On s'attache au cas of I'instruction est un while : w:while B do P od ;

je l'action atomique concernée est le test <B>. On déduit de la définition

[11.5],2 les équivalences suivantes :

at<B> = at wvafter P

jafter<B> = (jat PAB) (jafter wA~B),

De plus, on établit aisément les implications suivantes :

Up Fe at w= at<B>, Ub, k= after P = at<B>,

Puisque Jb. E at<B> nw» jafter<B>, on en déduit :

vs € SICIP], (at<B>)(s) + As(s} o& As est la partie droite dans la dé-

finition de la fatalité. Pour chaque s de S[CP] on établit ais@ment 1! impli-

cation :

(at w)(s) *As(s) et (after P)(s) + As(s), par transitivité de ]‘impli-

cation. Ceci est fait pour chaque s :

vs € SICIP], (at w)(s) = As(s)

vs € SICIP], (after P)(s) + As(s),
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Mb F at www>(jat PaB)v(jafter wa~B)

Wb Fe after P ww->(jat PaB)v(jafter wa~B).

Cas des axiomes F9, F10

Il s'agit ici de donner Je comportement des actions atomiques Start d

Finish, qui commence, resp. termine, le Cobegin. Au regard de la sémantiquel

opérationnelle, & la suite de T'exécution de Start, les compteurs de progran!

se positionnent simultanément au début de chaque processus composant le

Cobegin et de méme pour Finish, qui termine simultanément chaque processus.

A priori, i] n'y a aucune raison de blocage 4 ces deux actions atomiques.

On déduit de la définition [II.5].2 que :

at Start = at[Cobegin);

jafter Start = Jat PSja...ajat PS,3

ot [Cobegin] = [Cobegin PS.0...0IPS, coend].

Vs€SICIP ],((at Start)aP")(s )eo( (at Start )aPfat Start /jat PS,,...sjat Py

or Ube f= at Start ~~ »jafter Start :

Vs € SICP1,((at Start)aP')(s)*(at Start)(s)

(at Start) (s)wweT . 2aW'€T. , (wew' )a(Si€dom(w') ,(jafter Start) (w'(i

si (at Start)(s) est vrai, alors 5 = (2, .m} or d'aprés ci-dessus il

|existe i tel que W < w'a(jafter Start) (w'(i)).

Nécessairement, i = 2 d'apras la sémantique opérationnelle et t[{CP jf

[>]t Gs (Fagen sok att) ou (jat IhS,)(s').

D'ol, seul je contréle change :

VseSICIP ],(at StartaP')(s)=LwweT., aw'€T. (wew' )

i

|
A(3i€dom(w'), (jafter StartaP)(w'(i)))].
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On déduit : Wo. I= (at CobeginaP') mm (jat PS..--ajat PS,aP).

Un raisonnement semblable conduit 4 la validité de F10.

TI1.2.3.- Correction des régles d'inférence

Régle 1 :

On suppose que Ub = P=Q, of P,Q sont deux assertions de #IcP).

D'aprés notre préliminaire III.2.1, Ub permet de valider les assertions de

cP] et dans le cas présent PQ est une assertion de @#lcp]. Par dé-

finition de la notion de validité pour WO. 5

(Wo = PQ @ vs € SCIP], P(s) + Q(s)}

De plus, on note plCPi(w,,) = (SICIP},t(CP],T) of TeT(CP].

{vseSICP 1{P(s}=Q(s)}} o{vseS[CP ] »P(s)-o(wwET. .Q(w(7))) }

* {¥sESICPP ] ,P(s)-(wweT,, , (ww) aQ(w(i)))}

- {Vs€SICP } ,P(s (wwe, o3w' ET. (wew' )a(Ai€dom(w') .Q(w'(i))))}

o {Ub Powe dh.

On en déduit :

si UO io P=>Q, alors Ub ie E Prm—e Q.

Régle 2 :

On suppose que Wb F Paw>Q, P,Q deux assertions de g@ICP] et

IOI, InQ =},a9 
’

Uo ke far eH ICP 1, pap mt

ol R,S sont des assertions de #ICP].

L'expression entre accolades signifie que chaque implication est valide

pour be
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até @ICP}, ye PaR =I, (1)

Ube IOI, (2)

Uo IaQ>S (3)

Ue ep E PawmQ (4)

On traduit Tes points (1), (2), (3), (4) par : j

V(8,8,5',8) € SECPI*, (PAaR)(s) = I(s) (1")

I(s)at{CP}(s,s') = 1(s') (2')

(1nQ)(S) = S(5) (3')

(4) VseSECP ],P(s)-+(vweT, ,3w'€T., (wew' )a(ajedom(w' ),Q(w'(J))).

Soit s un élément quelconque de S[CIP] tel que (PaR)(s) est vrai:

D'aprés (1'), I(s) est vrai ; d'apras (2'), I(s') est vraie pour chaque i
de S[CP] tel que t*[CP](s,s').

Soit w un élément quelconque de T..

Puisque (PaR)(s) est vrai, P(s) l'est aussi ; il existe w' de I

tel que wew' et aj € dom(w'), Q(w'(j)).

Or t*ICP 1(s,w'(4)): par définition des mots, d'ot I(w'(i}) est vrai

On utilise alors (3') pour déduire que S(w'(j)) est vraie.

On a prouvé :

Ub F= PaRewe>QaS a partir des hypothéses,

Régle 3

On suppose que : |

(1) Ub e P rm > Fak (a)

(2) Wie F Ra) o> 3B < o5R(B), va € Ord, g > 0.
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(3) be F R(O)a~>Q of P,Q,R(a) sont des assertions de HCP] et

a € Ord.

Soit s un @lément quelconque de S[CIP] tel que P(s) est vraie.

Soit w un mot, commencant par s, quelconque.

A partir de (1) et puisque P(s) est vraie, on en déduit la propriété

suivante :

Il existe une trace w' de qT. telle que :

(W< w')a(3j, € dom(w'), (3aR(a)}(w'(5,))).

Soit a, € Ord tel que Ra, )(w'(5,)).

(1') aw' € To sw <w')a(aj, € dom(w"} ,R(a, )(w' (5, )))

3a, € Ord,

Supposons que a, n'est pas nul. Puisque (2) est vérifiée, on en déduit,

pour toute trace commencant par w'(j,), notée Whe

I] existe une trace w} de Ww) telle que :

(my < wi (Ai, € dom(wi), (3B < a, ,R(a))(w!(J,)).

On en déduit l'encadré suivant :

(2') aw! € Wd)? Fo, € Ord, (a, > a, )a(w 1 < ))

a (Aj, € dom(w!).R(a, )(w!(3,))

On notera : v, = wilj,Jiv, = v,.wi}lj,],... et a, >a, >...>

On construit ainsi une suite en supposant que a, est non-nul chaque fois.

Puisque (Ord,<) est un ensemble muni d'une relation bien-fondée, Ia suite
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{a,) ne peut 6tre décroissante infinie ; i] existe k de N_ tel que

Oy =

On en déduit par construction de (v5) que : ;

VG) valide R(O) : on utilise alors (3) et on en déduit que, pour.

toute trace commencant par Ve Cig) v , il existe v' telle que

(¥ < v')A(3z € dom(v'), Q(v'(%)). !

Soit w' = vp lad.v' fe). w' est une trace commencante par s et w 4

Posons j = Ith alors : Q(w'(j)) est vraie :

YSESICP ],P(s) > {YWET. ,3w'€T. . (wew')a(ajedom(w') ,Q(w'(j))}

soit Ube F Pm» Q. Ce qui termine 1a correction de cette régle.

Ragle 4

On suppose que Ub Fe Paw (1)

wie Q=R (2).

A partir de (1), on établit la propriété :

VSES[CP ] ,P(s )*[WwET, .3w'€T. , (wew')a(3j€dom(w') Q(w!(5))}]

et 4 partir de (2) :

Ys € SECIP] Q(s) + R(s).

On en déduit que :

(3j € dom(w'), Q(w'(5))) > (aj € dom(w') ,R(w'(j)}).

Soit

VSESICIP ],P(s I WweT. ,aw'€T. , (wew' )A(3j€dom(w') -R(w'(5})J

Ce qui s'écrit de la facon suivante :

ubyp FPR,
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Nous terminons ce paragraphe par la remarque qui suit : dans la correc-

tion de chaque régle ci-dessus 1'hypothése d'équité faible n'a pas été utile

et notre correction aurait pu @tre faite avec un modéle de fatalité de CIP

quelconque.

III.2.4.- Justification des régles auxiliaires

Notre preuve ici consistera en fait en une justification s'appuyant sur

certaines notions et certains choix que nous avons faits. En fait, nous avons

voulu écarter de OL la déduction de propriétés comme celles d' implications

ou celles d'invariance.

Ragle 1A

Nous voulons construire un systéme de preuve qui soit correct et complet

mais nous ne pourrons résoudre 1'incomplétude relative a ]'implication car

Gddel a démontré que toute théorie axiomatisée de IN (et toute extension)

est incompléte (cf. SHOENFIELD [SHO]). De plus, notre régle est correcte 4

cause de l'extension de la notion de validité suivant un modéle de fatalité ;

en effet, si {vs € S[CIP], P(s) + Q(s)}, alors Ub. P+Q. Cette ragle

fous semble utile pour distinguer la déduction dans OL de 1'établissement de

1'implication.

Régle 2A

La méthode proposée par OWICKI et LAMPORT [OWL] utilisait des propriétés

d'invariance et la preuve de ces propriétés était déduite par 1'intermédiaire

de la méthode de LAMPORT [LAM2] et un"savant amalgame” de propriétés exprimées

par l'opérateur modal tempore] o. Nous pensons que de préconiser l'emploi d'un
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systéme intuitivement correct et complet comme celui de LAMPORT [LAM2] cela

conduit & un pseudoformalisme peu fiable. Afin d'assurer une comp]létude a

Nous supposons que gt ICIP] est suffisamment expressif au sens de COOK 0

et, plus simplement nous supposons qu'il existe toujours une assertion inva:

riante pour établir T'un des prémisses de la régle 2, d'ailleurs 1'étude de

COUSOT-COUSOT [COC1], COUSOT [COU] explique clairement la condition de 0004

[COO]. La validité de notre régie est équivalente 4 la complétude sémantique

de notre systéme de preuve ; cette régle permet d'abstraire la preuve d' inva.

riance indépendamment d'un systéme de preuve, Notre choix se portera, en pra

que, vers la méthode d'OWICKI-GRIES [OWG] qui a le mérite d'avoir été justif

en détails.

Ragle 3A

Comme les deux précédentes régies, celle-ci est, en quelque sorte, inde

pendante du systéme proprement dit et est utilisée en pratique pour tenir ¢@

d'une hypothése. On peut remplacer de fagon équivalente par la notation

{Ho --C o@ H est une hypothése du type P»~*Q et C une conclusist

déduite 4 partir de H et de OL, Cette régle permet de prendre en compte une)

hypothése comme, par exemple, pour Te cas d'un algorithme d'exclusion mutuele

on Suppose que tout processus en section critique en sortira un jour. Mais l2

validité de cette régle repose sur la notion d'hypothése et celle-ci doit ate

cohérente et adéquate au cas considéré.
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Ti1.3.- COMPLETUDE SEMANTIQUE

Théoréme [III.3].1 :

Soient CP un programme paralléle quelconque,

icP] un langage d'assertions pour CP,

db le modéle de fatalité faiblement équitable,

P,Q deux assertions de @#ICP].

Si Ubyp = Powe, alors 9) L- Powe Q.

La preuve de ce théoréme nécessite de donner des assertions intermédiai-

res telles que l'on puisse utiliser les régles et axiomes de OL. Cette preuve

a 6té ébauchée dans les théorémes [11.6].1, [11.6].2, [II.6].3.

Soient P, Q deux assertions de #ICP] telles que :

Wb F Pew». D'aprés le théoréme [I1.6].3, i] existe une suite d'as-

sertions (R(a)) WICP ] telles que :

agk

(1) Hye EP amem aah (a).

(2) bye Ra) mm 3B <a,R(B), va > 0.

(3) be R(0) am» Q,

et cette suite d'assertions dépend de 1'opérateur "9 dont 1'étude a été

faite dans le théoréme [II.6].1 et le théoraéme [11.6].2.

Notre preuve consiste 4 prouver les trois lemmes suivants :
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Lemme 1 :

oy b> P -> BaR(a)

Lemme 2 :

UCP }Va>O,a<k

oL f— Rla) me 3B < oR(B).

Lemme 3 :

ot R(O) ~~ > Q.

On fera dans ce qui suit la preuve de chaque lemme mais nous donnons ‘di

a présent la fin de la preuve du théorame de complétude sémantique en utiliss

ces lemmes :

En utilisant la régle 3 du systéme OL avec comme prémisses 4 cette régi

les lemmes 1, 2 et 3 on en déduit op F Pow®Q. 0

IfI.3.1.- Preuve du lemme 1

Par construction de (R(a)) UIC] et Par hypothése (UG. be Pret
agk

on en déduit que :

vs € SECIP], P(s) = (V yrop gRla) (5)
ask

ce que l'on écrit de facon Bauiva ene :

vs € S(CP], P(s) + (SaR(a))(s).

On exprime ainsi que P= SuR(u) est vraie pour cr.

Par la régle 1A, on en déduit : ol t— P =» JaR(a).

Par la régle 1, on en déduit ensuite :

OL LL P ww Fa R{a).
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TIT.3.2.- Preuve du lemme 2

Nous aurons besoin de résultats supplémentaires pour démontrer ce lemme 2

et ils seront prouvés ultérieurement mais leur signification est trés intuitive.

) Transitivité de la relation de conduite(1

Régle 5 :

si OL L- Uwe, et, OL L. VomwW, alors OL L- Unw> W.

(2) Propriété de localisation

La propriété suivante est vraie pour le programme CiP :

fat Start}vfat Finish]v[after Finish]v \/ [at aja...aat ay]
(aqonne 2a, JeA, [CP Ix... xA ICP ]

ou A{CP] est l'ensemble des actions atomiques constituant le iame

processus formant CIP (A[CP J = ALPS,]).

La disjonction est exclusive,

(3) Equité faible des actions atomiques de CIP

Pour chaque action atomique a de CP {ie :ae AICP ]),

OL ff at a~~> jafter a

(4) Propriété d'exclusion de Start

va € AICP], (a + Start)+»~ (at aaat Start) est vraie pour CP.

(5) Propriété d'exclusion de Finish

va € A[CP], (a + Finish)o ~ (at aaat Finish) est vrate pour CP.
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(6) Régle de convergence (Régle 6)

Soit I un ensemble au plus dénombrable.

(Rs)iey une famille d'assertions de WICP}.

Régie 6:

Sip, Fe Rowell V Re]

iel 1’

et op be Ri ww > T, vie I,

alors OL Kt Rom >T,

Nous pouvons commencer la preuve : soit. a un ordinal plus petit que

WIcPr ]
« et non nul.

R(aps| (at StartaR(a))v(at FinishaR(a) )v(after FinishaR(a) )v

Vo (at aya...aat anaR(a))) |
(24-0 s2g)EALD 8, Juve AUS, ]

est vraie pour CP. On en déduit 4 l'aide de 1A,

af: R(ade| (at StartaR(a))v(at FinishaR(a)v(after FinishaR(a))v

(at aja.. vat anaR(a)))
(a, s+-+s8 JEALPS Ix... xAL PS]

n

En appliquant la régle 1, on en déduit :

ot Ra) | (at StartaR(a) )v(at FinishaR(a))v(after FinishaR(a) }yv
ra La 1
(al ajA...aat aak(a)))

(a,5--+28,)€ALPS, ]x...xAEPS,]

Nous allons procéder par cas comme nous le permet Je théoréme ci-dessus

et la propriété préliminaire (6).
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Cas 1:

gy / Eat StartaR(a)] n> (3p < a,R(a)).

Nous utilisons dans ce cas la régle 3 qui nécessite l'emploi de la régle

3A et l'invention d'un invariant.

~

pLCP ](Ioy nt) oo Istart est tel que :alleeart
~

Issart = {SESECP 1/(as€SICP J, (t*(CP l(s,s)lalat StartaR(a))(s)]

al(at StartaR(a))(s)=(vs'eS(CP 1,t(CP 1(s,s')a(s'€rg))]

al(jafter Start) (5 )>(s€rp) (<a) I}.

On vérifie que :

(1) (at StartaR(a)}) = Loeart est vrai pour CIP par construction de Ng

et de R(a).

(2) Start est la seule action a exécuter et si on T'exécute, par construction

de lp et de R(a),on décrémente strictement l'ordinal et l'état obtenu

conduit Q, mais si l‘on fait n'importe quelle transition ensuite jafter Start

est faux et le reste :

¥(s,s') € SCP ] {Ic pag (S)At(CP 1(s,s')] @ Topapt(s')-

2.1: Soit s tel que

aseS(CP ],{t* {CP 1(s,s)]alat StartaR(a))(s)]

al{ at StartaR(a))(s}o(vs'€S(CH ].t(CP I(s,8' }(s'erh)))

al(jafter Start) (s}=(selg .8<a)

et (at StartaR(a)}(s) est vrai.
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ou

2.2 &

2x3

(3)
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Soit s' € S[CP] tel que t{CP](s,s'} : on distingue deux cas

(jafter Start)(s').

Alors

t*ICP ](s,s')a(at aaR(a))(s)a(at Start)(s')aR(a)(s')

tTICP I(s,s')a(at aaR(a))}(s)a(jafter Start) (s*)a(Bea)a(s'€rp).

Ce qui revient a Topart(S')-

On suppose que I,,,,4(S) est vrai et (jafter Start)(s). Dans ce cas,

(s€rg)a(B<a)

Soit s' € S[CP} tel que t{CP](s,s'). Dans ce cas (jafter Start)ff

est faux et (at Start)(s') aussi.

De plus, ase€S{CIP],t (CP 1(s,s')a(at StartaR(a)(s).

On a établi Ictapt(S')-

On suppose que Iopart(S) et (at Start)(s),(~jafter Start)(s).

Alors toute transition ne modifie pas Iotart:

atabl4 I 
aoe, is ;On a €tabli que Start etait invariant.

{1 aafter Start] = (3B < a,R(a))
Start

car V R(B) = V pcr 1(15).
B<a B<a

On utilise la régle 2A pour déduire :

at StartaR(aj = 7
Start

=» OFgit Istart Start

jafter Startal cp ant = 3B < a,R(B)
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De plus, on dispose de propriétés préliminaires et nous utilisons la

propriété (3) :

OL E- at Start m+ jafter Start

On déduit avec la r€gle 2 que :

op to (at StartaR(a)) a> jafter Starta(ap < a,R(B)).

or

ot b (jafter Start)a(ap < a,R(B)) + (4B < a,R(B)).

Par la régle 4, on déduit :

oy be at aaR(a) an» a8 < o,R(B).

On aurait pu utiliser T'axiome F9 et prouver directement ce lemme.

Cas 2:

gyt- (at FinishaR(a)) a> (4B < a,R(B)}.

On utilise ici l'axiome F10 et la régle 6 :

R(a) est nécessairement R(1), sinon :

~ si a> 1, cela signifie qu'il reste plus d'une action atomique 4 exé-

cuter or c'est faux ; dans ce cas

a> 1, at FinishaR(a) > false

et false + 38 < a,R(B}

ce qui prouve Te cas 2.

- si a= 1, par T'axiome F10 et la régle 6:
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D'oa :

oe {at FinishaR(a)) mw» 3g < a,R(0).

Cas 3:

on (after FinishaR(a)) ——» 3p A a,R(B).

Dans ce cas, after Finish est vrai et R(a) aussi : il reste des acti)

atomiques 4 exécuter, ce qui est absurde :

o. / after FinishaR(a) + false

D'oa :

op b- (after FinishaR(a)}a—» 3g < a,R(B).

Cas 4:

OL - (at ajA...aat a aR(a)) —-——» (38 < a,R(B)).

Par construction de " et de R({a%), nous déduisons qu'il existe une

,

action atomique a dans {ay a..+,a)} telle que, en 5

fas‘€S[CP],(at a)(s)at{CP](s,s')a(jafter a)(5')aR(a)(s)a(s'€Pg)A (8a)

“Ivs'€SiCP 1,{(at a)(s)at"LCP ](s,s')a(at a)([s,s'L)aR(a)(s)}
>

{(B<a)a(s'er® yH

L'action a conduit 4 une décrémentation de a, si elle est exécutée e

dans un autre cas, stagner et ne point décrémenter, a est distincte de Start

et Finish, sinon on utilise les nraliminaires :

(at aja...aat aaR(a)) =» (at aaR(a)) (par propriété de = et A}

og, Fe (at aya.--aat a,aR(a)) + (at aaR(a)) (par la ragle 1A)

gu fe (at aya..aat a, AR(a)) wm» (at aaR(a)) (par la régie 1).
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Nous prouvons & l'aide des ragles 2 et 2A que

ot f— {at aaR(a)) mn» 38 < o,R(B).

Pour cela, i] nous faut inventer un invariant i tel que :

1 at aaR(a) ne

I og aUs > Ol,

1

$

’

1

U

L'invariant que nous proposons exprime le fait que l'on provient d'un

état qui satisfait at aaR(a) et que l'on va atteindre un état satisfaisant

jafter a, ou qu'on atteint ou que l'on a atteint,

13(s) = [ 3(s,s')eS?(CP ],t*(CP 1(s,s')at*{CP 1(s,s) a [(at aaR(B))(Ls4s'C)a(B¢a)]

al(jafter a)(s')aR(B)(s')a(B<a) Ja

Al (t*{CIP 1(s,s)at* LCP 1(s,s') (at aaR(B)a(Bga))(s)]A

alt" ECP 1(s',s)a(Jjafter a)(s)a(s#R(B)a8<o)=false ]

alt" [CP (s',s)a(jafter a)(s)a(s€R(B))a(B<a)=(s=s')]

Nous vérifions que iC réalise les trois conditions du rectangle { 7.

(1) Par construction de R(a}, i] existe s' tel que

(jafter a)(s')atTM [CIP ](sys')a(at a)([s,s'[)aR(a)(s)

A(R(B)(L[s58'L)aB<a)a(R(B)(s')aBsa).

D'od : at aaR(a) = 1" est vraie pour CP.

Le fait d'avoir false signifie que l'exécution de CIP peut se poursuivre
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. 4 Dans ce cas, (jafter a)(s') est faux et i] existe s,,s, tel queau dela de Q, sans garantir Q sous hypothése d'équité faible par la suite} (jafter a)(s') 1982 q

t*[CI 1(s, 58')a(jafter a)(s,)a(B<a)aR(B) (Ss, )

(2) 11 faut prouver que 1 > org est vraie pour CIP. At*ICIP1(s, ys, )a(at aaR(B)aBsa)([s, 55, [).

Pour cela, on distingue les différents cas : Ce qui conduit 4 déduire IMs),

Cas 1: 
4 Cas 3:

a 
‘ —=

(at aaR(B))(s)A(B<a)al(s), | (jafter a) (s)4(s£R(B) )a(Bga)aIe(s)
Soit s' quelconque de SICIP] tel que t{CP](s,s'). i Dans ce cas, ceci est équivalent 4 false ; or false implique ns")

Q) (Jafter a)(s') est vrai d pour tout s' tel que t{CPI(s,s').

Dans ce cas, on en déduit :

Cas 4;
uw 2 * * 1" }) Fs

4(SoS")ES*(CP],t°(CP ](s,s)at' ICP 1(s,s")a i I] existe s, tel que t[CIP](s,,s)a(jafter a)(s,)a(R(p)ap<a)(S, )alS(S)-
[(at aa(R(8)))([S,5"C)aBga]a é Soit s' tel que tlCPl(s,s‘).

(Jjafter a)(s")at{CP 1(s,s')a(s'=s")a i Dans ce cas, s' vérifie encore 18(s') par transitivité de t*(CP].

(jafter a)(s')aR(B)(s')a(B<a) On en déduit que :

Ce qui implique IMs‘). v(s,s'JeS?(CP ], 12(s)at ICIP 1(s,5") = its"):

@ (at a)(s') est vrai (3) Tajafter a + 3B < a,R(B).
Puisque (at aaR(B))(s)a(Bga)alo(s), alors : En effet, ou (jafter a)(s) a (R(B)A(B<a))(s) est vrai ou

(at aaR(B))(s')a(Bga), a n'a pas été exécuté, donc a stagne. Of Gafter a)(s)a(~ R(B)aBga)(s) est vrai.

en déduit Ih(s'). Dans les deux cas, cela implique 38 < a,R(s).

al A l'aide de la propriété (3) citée au début et de ie on déduit avec la

@ Ces deux cas @ et @ sont Tes seuls, 4 cause de la stagna régle 2:

de a,
ay FR (at aaR(a)) —~—» jafter agg < aR(B)

Or :Cas 2: 7

(Jafter aaR(B))(s)a(B<a)alo(s). jafter an3B < a,R(B) > 3B a a,R(B).

Soit s'eS{CIP] tel que t{CP](s,s').
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Par la régle 1A et la régle 4 on déduit :

op bat aaR(a) ~~» 3B < a,R(B)

A l'aide de la propriété (1), on en déduit :

or Kat aya. Aat a AR(a}o~—> 3B < 0 ,R(B).

A l'aide de la régle 6, en utilisant les cas 1, 2, 3. on déduit :

ob R(a) ~~ 3B < o,R(B),

II].3.3.- Preuve du lemme 3

R(0) = "% = Q,

On en déduit :

OL t R(0) = Q par la régte 1A

OL }— R(0)~*Q par la régle 1.

TII.3,4.- Preuves des propriétés intermédiaires

Nous résumons ces propriétés dans quelques lemmes.

Lemme 2.1 (Régte 6)

Si I est un ensemble dénombrable, P', Q', R;

si ot FP ae I Re, OL

Preuve du lemme 2.1

G', SC} = Ri, pour i ei,
Docone
Posons 4aiAvd

(w)

On vérifie les relations :

iva) Pi et Va > W> S(a) = P'.

= Ri o> ', alors o, FP Q'.

des assertions de #11
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P' = Sw)

jen utilisant les propriétés de ]'implication.
Phe Vo S(o)

aeOrd

Diol P' = 30S(a) et par la régle 1A et 1, on déduit

(1) gy Fe P's 3a Sa).

Soit a>O0 et a€ 0rd:

Par hypothése :

si a=W, OU azo, OL t S(a)nnwe V S(a')
a! <u

ce que I'on écrit encore oL S(a) n> 3B < o S(B).

si a>O et a<ua, ot S(a)——> S(0)

et S(0) = V Sfa')
a’ <a

d'oi par la régle JA et 4, on déduit

OL fF S(o)a—> 3p < a S(B).

(2) VWa>O0, «a € Ord, oy b Sa) ~~» 48 < «S(p).

et trivialement :

(3) ot / S(8)-~-> 9".

On applique la régle 3 avec les prémisses (1), (2), (3) pour déduire :

1 !

go, bP >.

Fin de Ja preuve du lemme 2.1,

Lemme 2,2

Soit P,Q, R,,R,»R des assertions de @ICP].

1- Si ot Paw >R, ot Rao~ >], alors o,f Paw >.



Preuve du lemme 2.2
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2- St gy FP mmne®(RyvRy)s gi FRAO, gy) FR Q,

alors OL kK Pw,

1 - On applique le lemme 2,1, pour I = {1}.

2- On applique le lemme 2.1, pour I = {1,2}.

Fin de la preuve du lemme 2.2.

Lemme 2.3

1- va € AICP], (a + Start) »~(at aaat Start)

2- Wa € ALCIP], (a + Finish) + ~(at aaat Finish)

8, - V ata est vraie pour CP
acA[CP ]

4- (a,b) € AICP ]*, [(a * Start)a(b + Start)a(a + Finish)a(b + Finish)]

7

[~(at aaat b) # (31 € [n],(a € ALPS; J)a(b € ALPS.3)]

5 - g Fat a~~> jafter a, va € AICP].

6- at Finishvat Startvafter Finishv[ \/ [at aia,..aat an] ]
~~ (a, 5+++54,)€ATPS, Jx..xALP SJ

est vrai pour CP.

Preuve du lemme 2.3

1 - Les assertions de contréle at a pour chaque action atomique a de |
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ont été définies par :

at a = p[CIPJ(AV(a)).

Soit ae A[CIP] telle que a+ Start et se S[cP].

(at anat Start)(s) ssi s € AV(a)nAV(Start).

s€AV(a)nAV(Start) ssi (s=(£, sm) )al((s=((£, 5--+s%,) sm)) )v(s=(Z, m))]

Or 2,42, et &. # (s...58)),

On en déduit que AV(a)nAV(Start) = @.

D'ou ~(at aaat Start) est vraie pour tout état s de S{CP].

On procéde de méme en remplacant Start par Finish et i, par 2., 2,

par &,.

3 - Cette propriété est vraie, si on suppose que @tre aprés CP c'est étre

avant skip, Dans cette condition-1a, on en déduit que pICIP](SICP])

est vraie pour tout état de CIP. On peut décomposer e{CIP }(SICP }}

suivant les étiquettes : p[CIP]1(SICP]} = Vata.
acA[CIP]

4 - Soient a, b deux actions atomiques de CIP distinctes de Start et Finish.

(at aaat b){s) ssi s € AV(a)nAV(b).

Supposons que a et b appartiennent au méme programme séquentiel com-

posant CIP,

s € AV(a)NAY(b) ssi s = ((2, 205+ 28,) sma

S = (2) see058h) sm)

(vj € IM] N{i},25 = 2.)a

(2; # £3).

On en déduit : AV(a)nAV(b) = Q.



5.1

ba2

5.3

5.4

D'ot ~(at aaat b)

5 - On procéde par cas.
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est vrai pour CP.

a € {v:i=e,v:=?,skip}

Par définition de at a et jafter a:

etazatS et jafter a= jafterS of SE {v:=e,v:=? skip}.

OL tf at Som jafter S$ est un axiome.

a= <B> et S = if B then S, else S, fi

atasatS et jafter a= jat S,pBvjat S,a~B.

On en déduit par ]‘axiome F4,

OL be at a~- > jafter a.

a= <B> et S = while B do S' od

at as at Svafter S' et jafter a = jat S'aBvjafter SaA~B.

D'aprés les axiomes F7 et FB:

OL t— at Sm jafter a

OL L- after S'~.~—» jafter a.

Or at a= at Svafter S', soit

OL fF at a ~~» at Svafter S'.

D'aprés Te lemme 2.2, on en déduit :

oy‘ at a~~ > jafter a.

((a = Out-if1) ou (a = Out-if2)) et S$ = if B then S, else S, fi

at a = at Out-ifl (resp. at Out-if2) et jafter s(*) © jafter a.
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Par les axiomes F5, F6, on en déduit :

OL f- at a we» Jafter a.

5.6 (a = Start) et CIP = Cobegin PS,J...0IPS, coend

atasatCP et jafter a= jat IPS,a...ajat Psi.

OL t~ at an»->jafter a par l'axiome F9.

il5.7 (a = Finish) et CIP = Cobegin PSI... IPs, coend

n

V lafter PS,a...ajafter PS;a...after PS]om + ov Ml

jafter a = jafter CP

On applique Je lemme 2.2 et T'axiome F10 :

OL t— at a ~~ Jjafter a,

6 - On utilise le point 3 de ce théoréme, en décomposant n fois puis on

simplifie 4 l'aide des points 1, 2, 4.

IITT.4.- QUELQUES REMARQUES AU SUJET DE OL

Les ordinaux dénombrables se sont révélés nécessaires dans la preuve de

complétude sémantique ; ces ordinaux, en fait, constituent des variables auxi-

liaires de démonstration, Notre preuve de complétude sémantique considére tous

les ordinaux dénombrables a priori ; ce résultat peut paraftre plus faible que

celui de APT et PLOTKIN [APP] mais nous objecterons que la solution de APT

et PLOTKIN [APP] ne répond pas au probléme que nous nous sommes posés. En effet

APT et PLOTKIN [APP] étudient Te non déterminisme récursif et 4 cette fin ne

considérent que des objets récursifs : prédicats, fonctions et domaines.
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Notre probléme est celui plus général du non déterminisme dénombrable. Cert

une amélioration de ce résultat pourrait consister a utiliser des objects te

cursifs et une étude ultérjeure sera menée dans ce sens. 4

Le probléme de la minimalité déductive des régles de OL est intéressamh

explorer, Les axiomes F1,.,.,F10 constituent 1' image axiomatique de "equip

faible et sont en nombre minimal par le choix méme de la syntaxe. Nous envie

geons maintenant quelques sous-systémes de OL et regardons s'ils sont compte

malgré tout.

Notons O11, OL,, OL;, OL, les sous-syst@mes de OL sans la régle 1, }

régle 2, la régle 3, la régle 4,

(i) Cas de OL,

Sous hypothése d'équité faible on peut envisager la propriété

at x:st ~~ > after x:=t,

La preuve de cette propriété exige l'utilisation de la régle 4:

OL f— at x:=t a> jafter x:=t et OL t— jafter x:=t safter x:=t

ou l'utilisation de la régle 2 ou 3.

Dans chacun des cas on a besoin de prouver une propriété liée 4 1‘ impli?

cation :

Régle 2 :

i= jafter as after a of a= x:=t est invariante pour CIP.

Done », -- at an» jafter anafter a

et jafter aaafter a > after a, et on est bloqué,

Régle 4:

oL at x:=t ~-> jafter x:=t, OL k— jafter x:=t = after x:=t
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On est encore bloqué.

Régle 3:

ob at a> FaR(a)

OL L- Rla} wn» 3B < oR(B)

o / R(0) ~—» after a

On se bloque aussi parce qu'on a besoin de l'implication pour établir

chaque prémisse.

Résultat_} : OL, est sémantiquement incomplet.

(2) Cas OL,

La régle 2 est essentielie pour déduire et enrichir les assertions de

fatalité. Soit i une assertion invariante pour CIP. Supposons que

Paw *>Q soit vraie pour CP.

Alors sémantiquement (Pai) ~~~»(Qai) est vrai aussi.

On ne peut le déduire 4 partir de P>~~»Q et de i,

Si (par exemple), i s‘écrit (jafter a+R) et P=ata, Q = jafter a.

On ne peut déduire (at ani) ~~» jafter aaR a partir de OL..

La seule régle applicable est la régle 3 et dans ce cas on ne peut obser-

ver la transition a qu'au travers de l'axiome de fatalité et, nécessai-

rement, on utilisera une régle du type 2 pour prouver cela.

Résultat 2: OL, est sémantiquement incomplet.
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Cas OL,

Le systéme d'QWICKI et LAMPORT ne contenait pas de ragle d' induction,

Or pour prouver la terminaison d'un programme, une induction est neces.

saire.

Cas OL,

La relation w> est transitive et afin de prouver la transitivité de

ow-> i] faut utiliser la régle 4.

Afin de prouver la transitivité de aws, on utilise une suite

(Slo) ceord telle que :

OL Li P awe® JaS(a),

Va > 0, a € Ord, OL L— S(a) > 3B < a,5(6)

oF S(O) > Q.

La régle 4 est nécessaire pour déduire :

ou f— S(a) ~—» 38 < aS({B), pour a> 2.

Car on a besoin de OL tL S(1) = 3B < a,S(B).

L'autre fagon est d'utiliser la régle 2 et, dans ce cas-la, aucun inva-

riant n'est manifeste :

On suppose OL L- S(2)——-—» S(1) et OL LL S(1) = Ji < 2,S(i),

On en déduit que :

S(2)(s)at “(CP I(s,s')aS(1) (s') = 34 < 2,S(7)(s') est vrai pour tout

couple (s,s') de S[CP]?,

Dio par la régle 2:

al b~ $(2) o> S(1) aati < 2,S(i),

et on ne peut plus poursuivre car i] manque la régle 4.
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Résultat 4: OL, est sémantiquement incomplet.

D'un point de vue sémantique, OL est donc minimal.

TII.5.- REMARQUES A PROPOS D'AUTRES TRAVAUX

L'étude de la correction et de 1a complétude sémantique du systéme OL

conduit @ 1a mise en évidence de certains ordinaux. Cette étude des propriétés

de fatalité distingue deux philosophies temporelles : une philosophie linéaire

et une philosophie arborescente, Notre systéme de preuve mélange ces deux as-

pects du temps d'exécution : chaque axiome d'équité faible linéarise 1'arbores-

cence due au choix du processus 4 activer 4 tout instant, Ces deux philosophies

du temps conduisent 4 deux logiques temporelles : la logique temporelle linéaire

et la logique temporelle arborescente. BEN-ARI, MANNA et PNUELI [BMP] étudient

cette logique temporelle arborescente et I'approche d‘OWICKI et LAMPORT [OWL]

se veut étre une logique linéaire temporelle mais leur argumentation reste philo-

sophique et informelle, VAN BENTHEM [VAN] offre un panorama important de ces

logiques du temps notamment pour ce qui concerne la densité du temps, la dis-

crétion ... mais ceci est une étude de l'expressivité et non de la déductibilité

des phénoménes temporels. De plus, les régles de déduction ne sont pas adaptées

aux programmes, MANNA et PNUELI [MAP1], [MAP2], [MAP3] tentent d'axiomatiser

les notions de fatalité, d'invariance, d'équité, de justice, mais le cadre tem-

porel est trop informellement utilisé. Nous pensons que le but des auteurs ci-

dessus, est de définir un cadre unique pour déduire, exprimer et prouver des

propriétés de programmes. Cette démarche nous narait encore tro nN atvrantimnanen
Enon aueniudeuce

car a priori on n'a pas précisé toutes les propriétés des programmes.

Cette volonté d'étendre un formalisme conduit a des systémes sortant du

cadre primitif de ce formalisme : par exemple, le syst@me d'OWICKI et GRIES
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([OWG] étend 1a logique de HOARE [HOA] aux programmes paralléles mais nous.

mes paralléles, alors que la logique temporelle arborescente est adéquate f bu

l'étude des programmes non déderministes 3 cette argumentation est revue et

corrigée par EMERSON et HALPERN [EMA 2).
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IV - METHODE DES TREILLIS DE PREUVE
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IV - METHODE DES TREILLIS DE PREUVE
ena 

a TET

Le systéme de preuve OL étend celui d'OWICKI et LAMPORT [OWL] et comme

celui d'OWICKI et LAMPORT on peut lui associer une méthode pratique basée sur

OL et permettant de représenter les preuves sous forme de diagrammes appelés

treillis de preuve, Ce point nous parait intéressant a développer formellement

car dans les exemples pratiques les preuves de fatalité sont complexes.

IV.1.- METHODE DES TREILLIS DE PREUVE

Nous exposons 1a méthode et donnons un résultat de complétude et de cor-

rection relatif 4 cette méthode. Mais avant tout i1 convient de préciser la

notion de treillis de preuve.

Definition [IV.1].1 :

Soit CIP un programme paralléle,

#icP) un langage d'assertions pour CP,

yp le modéle de fatalité faiblement équitable de CP,

P,Q deux assertions de ACP].

On appelle treillis de preuve pour CIP de noeud entrant P et de noeud

sortant Q, et on note TP(P,Q), tout diagramme fini acyclique dont les noeuds

sont étiquetés par des assertions de #ICP] et dont les flaches sont telles

que:

1.- Pour tout noeud d'étiquette R de TIP

Q>R n'existe pas.

2.- Pour tout noeud d'étiquette R de TP(P,Q), distinct de P, la fléche

R-+P n'‘eniste pas.
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Ue a * a

3.- Si les fléches issues de R dans TP(P,Q) sont R= Ry

k € {1,...,2}, alors Moye RawelV RI.

ke(2]

Une preuve dans OL peut &tre schématisée par un diagranmme tel que Chas!

que fléche puisse étre prouvée 4 l'aide de OL. Cette remarque constitue ]a_
.

description informelle de la méthode des treillis de preuve.

iit Mik
Méthode des treillis de preuve

Soit CP un programme paralléle,

g#{cP} un langage d'assertions pour CP,

P,Q deux assertions de [CP],

bye le modéle de fatalité faiblement équitable de CP.

Pour prouver db P ~->Q, on construit un treillis de preuve

TP(P,Q) tel que :

si Ro Ree k € {1,...,2} sont les fléches de R 4 Rees

alors OL HK R wm (Riv... VRp).

Cette méthode nécessite le systéme OL mais elle constitue un suppdsaTM

graphique intéressant pour utiliser OL. Nous donnerons plus tard une illus-

tration de cette méthode, qui sera en méme temps une illustration de preuve

avec OL. En effet nous prouverons que 1'algorithme corrigé de BEN-ARI (BEN2||

du ramasse-miettesest tel que toute miette est ramassée fatalement au bout

d'un temps fini. Cet exemple expose la difficulté des preuves et surtout

montre les problémes liés 4 une automatisation de telles techniques.

Cependant avant d'étudier la correction et la complétude de cette méthor

- 124 _

nous 1'illustrons par un exemple simple que nous avons exploité au chapitre

précédent. Nous donnons le programme CIP, et la propriété qui 1'accompagne

sous forme du treillis de preuve qui suit.

Rappelons CIP,

CP, = Cohegin [p:=false} while p do [Skip] od coend

Propriété : q) F— (at CIP) ap) (after CP, a~p)

On se reportera a Ja figure représentant le treillis de preuve associé a

la preuve. Nous justifions chaque lien existant dans Je treillis de preuve,

en se repérant par des numéros cerclés et la justification est dans la preuve

formelle faite précédemment :

D'aprés (1)

D'aprés (7) et (9), par transitiyité de

D'aprés (16)

D'aprés (19), en utilisant la régle 1A,

D'aprés (22

D'aprésSCISIOIOIOIOIOlS (22)

(23)

D'aprés (20)

D'aprés (27).

Une remarque est 4 faire au sujet des deux preuyes : le treillis de preuye

dépend de la preuve formelle mais i] permet d'ébaucher une preuve formelle. De

plus, le treillis de preuve permet de renseigner l'informaticien sur 1'état

d'avancement de sa preuve et lui permet aussi d'avoir une vue globale du pro-

bléme.
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at CP, ap

Jat[p:=false]ajat[while p do Skiplap

at{p:=false]

after[p:=falselaxp

@
at Skipaafter[p:=false]axp

@

after Skipaafter[p:=falselavp

@

at{while]aafter[p:=false]a~p

after[whilelaafter[(p:=falsela~p

after CIP, a~p

Treillis de preuve pour CP,

TP(at CIP, ap, after CIP; a~p)
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La méthode des treillis de preuve se justifie et ceci est T'objet du

théoréme suivant. Nous pourrons par la suite con sidérer le cas plus conséquent

du ramasse-miette de BEN-ARI [BENZ].

Théoréme [IV.1].1 :

La méthode des trejllis de preuye est correcte.

Preuve

Soit CP un programme paralléle quelconque,

AICP] un langage d'assertions pour CIP

P,Q deux assertions de #I[CP],

Jo. le modéle de fatalité faiblement équitable de CIP.

On suppose qu'il existe un treillis de preuve TP(P,Q) construit a l'aide

de Ta méthode ci-dessus. TP(P,Q) désignera indistinctement le treillis de

preuve et l'ensemble des assertions, On définit sur TP(P,Q) une notion de

longueur d'un noeud quelconque de TP(P,Q),R, & Q par 2(R,Q) : 2(R,Q)

est définie pour tout noeud de TP(P,Q) par :

~ £(Q,Q) = 0

- WR € TP(P;Q)-{Q}, 2(R,Q) = Max(2(R',Q)/(R' € TP(P.Q)) a (R +R‘) +1.

En procédant & une induction sur Ta Tongueur du noeud R au noeud Q, on

montre que, pour tout noeud R de TP(P,Q), HOE R wer Q. On appliquera

cette propriété 4 P. La preuve s'inspire de celle d'OWICKI et LAMPORT
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Q) a(R,Q) = 0 et R€ TP(P,O

Seul Q vérifie cela et évidenment, bie = Q ~~>Q,

(2) Supposons que 2(R,Q) =n, Re TP(P.Q) et, pour tout entier k strict,

plus petit n, pour toute assertion R' de TP(P,Q) telle que a(R'.Q) =)

Hip RI anor Q,
Notons Im-Suc(R), le sous-ensemble de TP(P,Q) défini comme suit : |

Im-Suc(R) = {R' € TP(P,Q)/R + R'}. Puisque TP(P,Q) est fini, on peut

mérer Im-Suc(R) :

Im-Suc(R) = {R,s.+.5R,} of £ = {Im-Suc(R) I. oe

Soit R; € Im-Suc(R) (i € {1,,..,8}).

(RQ) = Max(2(Rj.Q)/J € {1,...,8})+1 = n.

On en déduit que : £(R, 2Q) <n, vie {1,...,2}.

D'aprés I'hypothése d'induction, pour tout i de {1,... 2},

wb ai R, sm->Q. Par complétude de OL, on déduit que

(1) Vi€ {1.++s&bag) E- Ry wre Q.

D'aprés le point 3 de la définition des treillis de preuve,

Jb i= .

i€{1,...,2}

- Par complétude de OL, on en déduit alors :

(2) op RR we R

T€{1,... 52}

On applique alors la régle 5 prouvée dans la preuye de complétude pour

1 = il,...,8}. On en déduit que og, b&—- R me>Q et par correction

Wye R wed

vR € TP(P,Q), ya Raw,

En particulier, si R= P, dbo Paw. o
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Nous examinons maintenant la complétude de cette méthode qui, du reste,

est triviale.

La méthode des treillis de preuye est compléte.

Preuye :

Soit CP un programme paralléle,

AICP] un langage d'assertions pour CP,

Jb un modéle de fatalité faiblement équitable,

P,Q deux assertions de @[CP] telles que bye Pwnr>Q,

Par complétude de OL, on déduit ot P nwr>Q,

Soit alors le treillis de preuye suivant :

TP (PsQ) est un treillis de preuye de noeud entrant P et de noeud sortant Q

construit d'aprés la méthode. o

La complétude de la méthode des treillis de preuye est triviale car nous

utilisons grossiérement mais correctement le systéme axiomatique OL correct

et sémantiquement complet. Cette méthode ya étre maintenant illustrée par le

ramasse-mietteserroné de BEN-ARI [BEN2].
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5

IV.2.- APPLICATION DE LA METHODE DES TREILLIS DE PREUVE =

La méthode des treillis de preuve a 6té précédemment illustrée a l'aide |
ae

de l’algorithme CIP; dont nous avons montré la correction totale. CP, e

un programme paraliéle trivial et nous donnons maintenant une preuve de fable

1ité concernant le deuxiéme algorithme du ramasse-miettes proposé par BEN-ARy

[BENZ]. La preuve nous a permis d'y déceler une erreur : nous voulions prouye

que toute miette est fatalement ramassée un jour. L'algorithme a été modifié,

afin de le rendre correct pour cette propriété de fatalité. Dans un premier

temps, nous donnons une description du probléme du ramassage de miettes et

l'algorithme du ramasse-miettesen paralléle. Puis quelques définitions prélj-

minaires sont données pour étre utilisées par la suite dans la preuve, que no}

décrivons en terme de treillis de preuve commentés.

IV.2.1.- L'algorithme du ramasse-miettesde BEN-ARI

Le probléme du ramassage des miettes se pose, lorsqu'on considére des

systémes comme un interpréteur LISP, dans lequel des manipulations de pointeir

entrainent que certains noeuds du systéme deviennent inaccessibles a partir

d'une racine donnée. Cette situation conduit 4 une classe de noeuds du syste
appelés miettes ; de tels noeuds doivent étre identifiés et ramassés, afin

qu'ils puissent étre utilisés ultérieurement par le systéme a sa discrétion.

Dans un tel systéme on distingue deux types de noeuds a un instant donné quel

conque :

- les noeuds accassiblas & partir d'!

- les noeuds inaccessibles 4 partir d'une racine ou miettes.

Les solutions envisagées pour ce type de probléme sont de deux types :

- une solution séquentielle, c'est-d-dire que l'activité du systéme est
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momentanément stoppée et le ramasse-miettes est activé. Cette opération

est faite chaque fois que le systéme parvient 4 un état critique au

niveau des noeuds disponibles.

- une solution paralléle, c'est-a-dire que l'activité du systéme se fait

en paralléle avec celle du ramasse-miettes. Cette solution améliore no-

toirement la précédente mais pose le probléme de l'identification des

miettes.

Notre étude se classe dans le choix de la solution paralléle et cette so-

lution est source d'erreurs fréquentes, DIJKSTRA [DLMS] en citent notamment

une non triviale a détecter, Nous décrivons tout d'abord la structure de don-

nées, sur laquelle s'exécutera ]'algorithme proposé :

M est un tableau de noeuds dont la dimension est Number-of-Nodes ; parmi

ces noeuds, certains sont appelés racines et leur indice associé est élément

de {1,...,Number-of-Roots}, on distingue une racine particuliére que l'on

dénote FREE (FREE € {1,...,Number-of-Roots}). Le nombre de racines est Number-

of-Roots. Un noeud est un objet structuré dont ces champs sont :

- un tableau qui désigne ses fils ; ce tableau est de dimension Number-of-

Sons.

- une variable contenant une des trois couleurs possibles : blanc, gris

ou noir, qui sera utilisée pour identifier les miettes.
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Formellement, on décrit la structure de données par Je diagramme suj

DATA STRUCTURE

TYPE HUE is (WHITE, GRAY, BLACK);

TYPE INDEX is new INTEGER range 1. ,Number-of-Nodes ;

SUBTYPE ROOTS is INDEX range 1. .Number-of-Roots;

TYPE SONS is new INTEGER range 1. .Number-of-Sons;

TYPE NODE is record

SON:ARRAY(SONS) of INDEX;

COLOR:HUE :=BLACK;

end-record;

M:ARRAY (INDEX) of NODE;

Nous poursuivons par ja description informelle de l‘algorithme propremeti

dit. L'algorithme du ramasse-miettes en paralléle sera désigné par le symbole

INC ; IMC est composé de deux Programmes séquentiels IM et ¢ partageant

Ja structure de données ci-dessus.

IM est le mutateur, qui simule T'activité du systéme : i] détruit un Tid

d'un noeud accessible vers un autre noeud accessible ou établit un lien d'un

noeud accessible vers un autre noeud accessible : i] crée les miettes.

€ est le collecteur, qui doit identifier les miettes (c'est-a-dire, les

noeuds qui ne sont plus accessibles a partir d'une racine) et les ramassor

pour les mettre dans le réservoir des noeuds disponibles, que nous appelons

liste libre.

La relation paralléle doit @tre telle que l'activité d'identification dé
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miettes par le collecteur n'est pas génée par l'activité simultanée du mutateur.

Une solution utilisée déja par DIJKSTRA [DLMS] et reprise par BEN-ARI [BEN1] [BENZ]

consiste 4 utiliser des couleurs pour identifier les miettes : on ramasse les

noeuds blancs. Mais il faut introduire 3 couleurs : gris, blanc et noir. A l'ini-

tialisation tous les noeuds sont noirs et un noeud qui devient gris est suspec-

té d'étre miette ; une opération de propagation du blanc permet de savoir, si

c'est véritablement une miette. Nous décrivons plus formellement IM et C.

(1) M_ est constitué de deux actions atomiques exécutées en séquence et a la

discrétion de M. L'activité de I est cyclique.

AO : M(M(R).SON(S)).COLOR:=GRAY;

Al : M(R).SON(S):=T;

IM s'assure que R et T sont accessibles 4 partir d'une racine.

(2) @€ est constitué de 3 phases exécutées en séquence et a la discrétion de

C. L'activité de € est cyclique.

SI, 5

S26

$3 ;

> S1 blanchit les noeuds gris, qui sont suspectés étre des miettes (inacces-

sibles 4 partir d'une racine) et propage la couleur blanc 4 tous les des-
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cendants de ces noeuds gris blanchis,

S2 rétablit la situation des noeuds blanchis abusivement et qui sont

fait encore accessibles 4 partir d'une racine. S2 propage le noir et a

fin de S2, tous les noeuds blancs sont des miettes,

S3 est la phase de ramassage des noeuds miettes blancs et on tes adjone

a Ja liste libre, aprés les avoir noircis BEN-ARI [BEN2] faisait d' abord

T'adjonction du noeud blanc miette et noircissait seulement ensuite cee

noeud. Cette inversion d'opérations conduit a une erreur : en effet, si |

on fait d'abord T'adjonction de 1a miette blanche 4 cette liste libregl

notée m-b, et si € se bloque alors, m-b est accessible a partir de

la racine FREE et peut étre utilisée par IM ; M crée un lien ayec _

m-b, puis détruit ce lien en grisant m-b d'abord ; € se réveille et

noircit m-b, qui est noir alors ; € ramasse la miette précédemment

faite 4 la suite de la création du lien avec m-b et M crée un lien

avec cette miette recyclée : m-b devient alors noire et inaccessiblea

Aucune partie de ¢€ ne peut Ja blanchir, elle devient inaccessible pau

toute exécution de M@, 4 partir de cet instant,
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©

ys

Fo:

m-b :

=a Nr

: noir

: noir

: noir

: blanc

: noir

: gris

: noir

: blanc

: noir

: gris

noir

, : blanc

: noir

: gris

noir

: noir

; noir

: noir

noir

: noir

: noir

: noir

noir

noir



$1

S2

C6

$3

= CO

a

c4

{Black-count: Integer :=1;01d-Black-count: Integer:

BO:

Bi

B3

B4

B10 :

Bil :

BIZ i

B13 :

B14 ;

B15 :

B16 :

B17 :

B18:

> end-loopB19

C7:

C8:

co:

cid :

Cll:

C12
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: For I in INDEX loop

C1:

C2:

C3:

: end-Toop;
C5 :

if M(I1).COLOR=GRAY and I#M(R).SON(S)

then M(I).COLOR:=WHITE;

end-if

Propagate-White;

O}u

Begin

: For I in ROOTS Joop

B2 : M(I) .COLOR:=BLACK;

i end-loop;
: While Black-count >01d-Black-count loop

BS :

B6 :

B7 :

B8 :

Bo :

O1d-Black-Count:=Black-count;

For I in INDEX loop

if M(1).COLOR>=GRAY

then For J in SONS Joop

if I#R or Jes

then M(M(I).SON(J)}).COLOR:=BLACK:

end-if

end-for;
Black-count:=0;

For I in INDEX loop

if M(1).COLOR>=GRAY

then Black-count:=Black-count+1;

endaleag

For I in INDEX loop

if M(). COLOR=WHITE

then M(I).COLOR:=BLACK;

APPEND~TO-FREE( 1);

end-if
: end-loop.

- 136 -

Propagate-White et APPEND-TO-FREE(I) sont des parties laissées non précisées

et ceci est volontaire, afin de montrer l'utilisation de la régle 3A de OL.

Nous terminons cette partie et nous nous intéressons 4 la preuve de la

propriété de fatalité suivante : toute miette est ramassée fatalement un Jour.

IV.2.2.- Préliminaires 4 la preuve

Nous aurons besoin au cours de la preuve de certaines assertions portant

sur 1'état de M€. On notera s un état quelconque de IMC.

(1) Pour chaque élément k de {1,...,Number-of-Nodes},

(G(k))(s)

(B(k))(s)

(W(k))(s)

Ces trois assertions permettent d'exprimer 1'état du champ COLOR de chaque

(M(k) .COLOR=GRAY) (s)

(M(k) .COLOR=BLACK) (s)

tt (M(k) .COLOR=WHITE) (s)

noeud : gris, noir ou blanc.

(2) MC est &tiqueté par les lettres indexées suivantes :

B.,C,,D_ of i€ {0,1}, j € {0,...,20}, 2 € {0,...,12}, me f0,...,8}.Ais J? 2? om
On écrit (at e)(s) pour signifier que, dans T'état $, le contréle est a

l'instruction étiquetée e.

(3) A chaque partie $1, S2, $3, nous associons des assertions de contréle

dont le sens est évident :

(at S1)(s)

(at S2)(s) = (at C6)(s)

(at S3)(s) = (at €7)(s)

i (at CO)(s)
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(in S1)(s) #V (at Ci)(s)
ie{0,...,4}

(in $3)(s) = at C5

(in $2)(s) = ¥ (at Bj)(s) Ei
je{0,...,20} 3S}

(in C5)(s} = V = (at Di)(s)

i€{0,.,,,8} =

(in $3)(s) = V (at Ci)(s)

i€{7,..,,12}

{after $1)(s) = (at $2)(s)

tAAe)

erly

(after $2)(s) = (at $3)(s)

Soient k et k' deux noeuds je k,k' € {1,...,Number-of-Nodes},

On dit que k est accessible a partir de k' dans 1*état S, Si T'asser

tion ACC(k,k') est vraie en s:;

ACC(k,k‘}(s) = [pals (1,2..-+245) © {1,.,.,Number-of-Nodes},

(4, =Kla(Tprk" )a(W5E(2,..- .p},32€Sons (i; 1),

(is=M(i5_7)-Son(2)1)I1(s).

On note Sons(75_4) Tes fils de ij-1-

Intuitivement, ACC(k,k') signifie que k' est accessible a partir de 4)

je il y aun cheminde k a k',

Nous définissons ici 1'assertion P(k) qui signifie que k est une mie

ou non : toute racine ne peut @tre une miette et tout noeud inaccessible

partir d'une racine ou accessible a partir d'une miette est une miette
or

a condition de n'étre accessible 4 partir d'aucune racine.

Soit k € {1,...,Number-of-Nodes},

(6)
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P(k)(S) = [(kEROOTS)(s)a [ (WREROOTS ~ACC(R,K))(S)1]

Nous donnons une définition de 1'assertion qui précise qu'un noeud est

dans la liste des noeuds disponibles.

FREE(k)(S) = [VREROOTS-{FREE},~ACC(R,k)(s)]A

ACC(FREE ,k) (s)aLB(k)(S)IA

[vee{2,.,.,Number-of-Sons},(M(k).Son(2)=NIL)(s)}]

Au cours de la preuve de fatalité, nous aurons besoin de quelques asser-

tions supplémentaires, notamment pour les inductions,

(G-APRES)(s) = ({(in S})a(I>k) IvLin $7]

vE(t=k)ain Shacat Clwat C2])(s)

Intuitivement, cela signifie que, si k est gris et miette, i] ne sera

identifié qu'au prochain cycle aprés,

(G-MAINT)(s) = ({(in S})a(Isk)]

vi (I=k)a(at Clvat €2)1)(s}

Intuitivement, cela signifie que, si k est gris et miette, i] sera iden-

tifié dans ce cycle maintenant.

(I-BLANC(m)){s) = V [P(k)aG(k)a(Lin S'a(I+k) ]vE (I=k)aat Cliv[(Isk)aat C2])

k-I<m
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IV.2.3.- Preuve de fatalité @ propos de IMC

Théoréme [IV.2.3].1 :

Soit k un élément de {1,.,.,Number-of-Nodes},

oy be P(k) “we FREE(k)

La preuve consiste en la construction Progressive et descendante du

treillis de preuye avec P(k) comme noeud entrant et FREE(k) comme noe
+

sortant. Nous accompagnerons nos diagrammes de commentaires permettant de Sus]

tifier chaque diagramme, Chaque partie cerclée est justifiée directement et>

chaque partie carrée est justifiée ultérieurenent par un treillis de preu

Etape 0

P(k)

© ;

P(k)aB(k) i

| P(k)aG(k) :
P(k)aW(k)

fe
P(k)aB(k)a(I=k) at. CIO

|@

FREE(k)

Treillis de preuve n° 0 5,
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Commentaires sur le treillis de preuve n° 0

P(k) = [(P{k) aG(k) )v(P(k) AW(k) ) v(P(k)AB(K))] est vrai pour cet algorithme

car les seules couleurs sont gris, blanc ou noir : G(k)vB(k)vW(k) est inva-

riant pour cet algorithme.

on F PCk) = £(P(k)aG(k) )v(P(k) all(k)) v(P(k)aB(k))] (par la régle 1A)

orf PCK) > £(P(k) AG (k) )v(P(k)aW(k))v(P(k)aB(K))] (par la régle 1)

G.2.8

On se reportera aux treillis de preuve n° 1, 2, 3.

@
On suppose que k est une miette noire et que le contréle est en C10 et

que I contient k.

Nous utilisons la régle 2 et, 4 cette fin, nous exhibons une assertion

10) permettant de prouver que P(k)aB(k)a(I=k) est inyariant, tant que le

contréle est en C10 :

10) {E(P(k)aB(k)aat C10) = O((P(k)AB(k)aat C1OM(FREE(k)ajafter C10))]
al(jafter C10) > ([( @ (P(k)aB(k)aat C10) -» FREE(k)JA

[~@ (P(k)aB(k)aat C10) = false])j

ol 0 et © sont des opérateurs temporels définis par :

Soit A une assertion quelconque de at [CP],

(OA)(s) ssi [vs' € SICP], tICP1(s,s‘) = A(s')].

(@A)(s) ssi [vs' € S[CIP], t{CP](s',s) A(s')].
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On vérifie les assertions suivantes :

10) = or),

(1) at CLOAP(k)AB(k)a(I=k) + 1?) g
1), jafter C10 =» FREE(k).

La régle 3A est utilisée pour déduire que la phase d'adjonction a la

liste libre termine toujours :

L k— at C10 w->jafter C10.

Par application de la régle 2A a (1), puis de la régle 2 on en déduit };

fl@che du schéma,

Etape 1 =

P(k)aG(k)ain S2

@)
P(k)aG(k}ain S3

SS ~~ PK) AG( k) AG-MAINT

P(k)aB(k)a(I=k)aat C10 |

Treillis de preuve n° 1
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Commentaires sur le treillis de preuve n° 1

P(k)aG(k) =» [(P(k)aG(k) AG-APRES }v

(P(k)aG(k)ain S2)v

(P(k)aG(k)ain S3)}v

(P(k)aG(k)AG-MAINT)]

est vraie, puisque G-APRESvin S2vin S3vG-MAINT est invariante pour cet algo-

rithme : Le contréle se trouve toujours en un point de contréle du collecteur.

ot be (P(K)AG(k)) ~w->E(P(k)aG(k) AG-APRES ) v

(P(k}aG(k)ain S2)v

(P(k)aG(k)ain S3)v

(P(k)AG(k)AG-MAINT) ]

(par Ta régle 1A, puis la régle 1).

On se reportera au treillis n° 1,1.

©)
Remarquons que P(k) est faux, si k est une racine ; P(k)aG(k) est

invariant pour la phase S2 dite de marquage, Nous utilisons ici encore les

opérateurs temporels 0 et @ pour exprimer une assertion 1?)

1(4) 2 ((P(k)a6(k)ain $2) =» OL(P(k)aG(k)ain $2)v(P(k)aG(k)ajafter s2)1)

/ z =~
a{(dafter $2) =| ( @ (P(k)aG(k)ain $2) =

C a @ (P(k)AG(k)ain S2) = false ) a 1)
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On vérifie que 1) est tel que:

1 (2) = oy (2) obi iW
(2) (in S2aP(k) a G(k)) 1(2)

(1) ,jatter s2) +
ee)

Sala((P(k)aG(k))vfalse)

On utilise la régle 2A pour (2), puis la régle 2, en utilisant le fait

que S2 termine :

ot in S2 o> jafter $2, que l'on prouve par la régle 3.

©)
Cette preuve est la méme que celle ci-dessus : dans le cycle $3, P(k)agi

est invariant ; pour le prouver, i] suffit de considérer 1'assertion 10)

tenue a partir de 1(7) en substituant $3 a S2. De méme, on déduit ta termi
naison de $3 par la régle 3 : op fin S3 w> jafter $3.

Ceci nous permet de déduire :

(4), H in S3AP(k)aG(k)) mv» (Jafter S3aP(k)aG(k))

On déduit par définition de jafter que

(47) g, F (dafter S3aP(k)aG(k)) = (after S3aP(k)AG(k)).

Par Ja régle 4 avec (i) et (ii), on déduit :

(iii) o FH Cin S3aP(k)aG(k)) ~w-»(after S3P(k)aG(k))

On peut déduire a partir des définitions des assertions de contréle que}

oy b after S3 o>jafter $1 (€ est un programme cyclique).

De nouveau, P(k)aG(k) est invariant pour ce changement. de noint de cant

ce qui nous permet de déduire :

(iv) 9, K (after S3aP(k)AG(k) ~m—m(Jat S1aP(k)aG(k)).
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Par le choix de jat S1, on se trouve au début de Si, on en déduit que

T'assertion suivante est vraie :

(v) (gat SLAP(k)aG(k)) = (P(k)AG(k) AG-MAINT)

: on se trouve au début de la boucle et I <k.

On notera l'utilité de l'assertion jat dans les preuves :

(vi) oy t (after S3aP(k)AG(k)) ww» (P(k)AG(k)AG-MAINT)

(par la régle 1A avec (v),

puis la régle 4 avec (iv) et (v) déduit).

ott (in S3aP(k)AG(k)) we>(P(k)AG(k) AG-MAINT)

(par la régle 5 avec (iii) et (vi)).

Etape 1.1

P(k)a G(k)AG-APRES

ae
P(K)AW(kK)ain S2 P(k)aG(k)ain S2

1.1.1

P(k)AW(k)ain S3 P(kK)AG(kK)aG-MAINT

P(k)aB(k)a(I=k)aat C10

Treillis de preuve n° 1.1
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Commentaires sur le treillis de preuve n° 1.1

Pour cette partie nous utilisons la régle d'induction, en décomposant —

tout d'abord in Sl:

in $1 [at COvat Clvat C2vat C3vat CAjvfat C5]

Lin Stiviin 41.

Nous prouvons alors :

(1) gp H (P(k)aG(k)ain S{aG@-APRES) vr» (P(k)AG(k) ain S4AG-APRES)
et

(2) g, F (P(k)AG(k) nin S4AG-APRES) >| (P(k).AG(k) ain $2)

Lvoreatiy $2)
(@) Preuve_de_(1)

Pour cette preuve nous utilisons une induction et nous proposons la pro-

priété suivante ; yn € {0,.,.,N-k},

1G(n) = P(k)aG(k)ain Sta(N-1 = nal (k<I)v((k=I) nat Cla~at C2) Ja(kI)
oU N désigne le nombre maximal de noeuds (ie : Ns Number-of-Nodes) .

0

(P(k)AG(k)AG-APRES in St) » V IG(n) of no = Nek.
ngn,

On en déduit que :

oy F (P(k)G(k)AG-APRESAIN St) (an <n, 16(n))

(par les régles 1A,1).

Soit n€ {1,...,n,}.

in si = at COvat Clvat C2vat C3vat C4 est une propriété invariante pout
cet algorithme.

= M6:=

IG(n) = ((at COaIG(n))v(at ClalG(n))v(at C2aIG(n)})v(at C3aIG(n))v(at C4aIG(n)

est vraie pour ce programme.

o,f 1G(n) we [(at COnIG(n) )v(at ClaIG(n) )v(at C2aTG(n) )v

(at C3aIG(n))v(at C4aIG(n)) 1.

at COaIG(n) + false car nm est supposé compris entre 1 et nj» ce qui

signifie que I>k et IN.

o, + false ~»sn'' <n, 1G(n') est déduit par le fait que false impli-

que toute propriété et on’ poursuit par les régles 1A et 1.

at ClAIG(n) = (at CLAP(k}aG(k)a(k < I)a(I = N-n)) par définition de

IG(n) et choix de n. ;

oy bo at C1 me» (j-at C2a(M(1) .COLOR=GRAY))v

(j-after C3,(M(1)..COLORZGRAY) )

v(s.s') € SEMC] , (at C1aP(k)AG(k)a(k < I))(s)a

t*[AL}(s,8')aj-after<M(J) .COLOR:=GRAY>(s')

= (P(k)aG(k)a(k < I))(s').

P(k)aG(k)a(k < I) est invariant entre Cl et C2 ou C3: cette asser-

tion n'est pas modifiée tant que le test n'est pas évalué et exécuté.

On applique alors Ta régle 2:

op be (at C1AP(k)aG(k)a(k < I)) ~->[(j-at C2a(M(I).COLOR=GRAY) A

P(K)AG(kJA(k < I))v

(j-after C3a(M(1).COLORZGRAY))

P(kK)aG(k)a(k < I))].

De plus :

[j-at C2n(M(I).COLOR=GRAY)aP(k)aG(k)a(k < 1) * Lat C2aP(k)aG(k)a(k < I)]

est vrai pour cet algorithme.
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oy > [rat C2aP(k)aG(k)a(k<I)a(M(1) .COLOR=GRAY)] ~~

ew>lat C2P(k)AG(k) ack < I)](Par les régles 1A, 1).

On déduit de méme ;

oy + [d-after C3aP(k)aG(k)a(k < I)a(M(1).COLORZGRAY)] «+

aw>lafter C3aP(k)AG(k)A(k < I)].

On utilise la régle 6 :

op F- Lat CLAP(k)AG(k)A(k < I)] mmm E(at C2aP(k)AG(k)A(k < I))v

(after C3aP(k)AG(k)a(k < 1))].

On procéde comme ci-dessus en utilisant l'axiome ;

OL L~ at IM(1).COLOR:=WHITE] ow > jrafter[M(1).COLOR:=WHITE]

Ce qui est équivalent a :

gL fat (C2 ~wj-after c2 et

jrafter C2 = j-at C3

Par le fait que P(k)aG(k)a(k <I) est invariant entre ¢2 et C3, one

déduit :

OL H- [at C2aP(k)aG(k)a(k < I)] we [j-at C3AP(kK)aG(k)a(k < I)]

Or

j-at C3 > at C3 3 on en déduit :

oL fat C2AP(k)AG(k)a(k < 1)] nw-> Lat C3AP(k)AG(K)A(kK < I)].

On utilise maintenant l'axiome d'équité relatif a 1a sortie de ta condi-

tionnelle :

OL L at C3 ~e>i-after 62.

On reconmence le méme raisonnenent :

gL 1 Lat C3aP(K)AG(k)A(I < k)] mm Ej-after C3AP(k)AG(k)a(I > k)].
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On rassemble les différents résultats pour déduire :

op Fo Lat ClaP(k)AG(k)a(I < k)] we [after C3aP(k)AG(k)a(I > k)

oy t— Tat ClalG(n)] wat C4aP(k)aG(k)A(I > k)].

N-I =n.

On distinguera le FOR comme un While ; ainsi on a l'axiome suivant :

OL F- at C4 mI ((I' ¢ N)aj-at C1)

ou J' = [41
v(I' > N)ajeafter FOR]

K~ (at C4aP(k)aG(k)a(I > k)) a» (at C4alG(n))}.
OL _ ~

On a prouvé :

OL F at ClAlG(n) ww at C4aIG(n)

n=N-I.

Tant que le contrdéle est en C4, IG(n) est vrai et le reste Jursqu'a ce

que la transition se fasse.

OL F- at C4alG(n) ~~ > 1G(n-1)

On @ prouvé que :

og Fo at C4alG(n) ean" <n, 1G(n')

ot br at C1AIG(n) ~~» an' <n, IG(n').

gy > at C2alG(n) ~~ an' < n, IG(n').

oy bo at C3AIG(n) ~w>an' <n, 1G(n').

D'od :

ab 1G(n) ~-> Sn' <n, [G(n').

16(0) + [P(k)aG(k)ain STACI=N)a(k < Ia

E(k < N)v((keN)awat Clawat €2)]].
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On prouve de m@me, par cas, que :

oy, t— 16(0) > (after StaP(k)AG(k)AG-APRES)

On en déduit que :

oF (P(K)AG(K)AG-APRESAin $3) a> (P(k)AG(k) aafter S}aG-APRES)

oy t+ (after STAP(k)AG(k)AG-APRES) = (in SEAP(k)AG(k) AG-APRES)

oy Fe Cin STaP(k)AG(k)AG-APRES) (in SEAP(k)AG(k)AG~APRES)

(par la régie 3, puis Ta régle 4).

(b) Preuve de_(2)

ot FP (K)AG(k)ain SSaG-APRES) ———>1(P(k)AG(k) ain Sy)v

(P(k)aW(k)ain So)

En fait, un noeud miette gris peut @tre accessible 4 partir d'un noeud

blanc miette et il faut donc distinguer ces cas par l'implication suivante ;

(P(k)aG(k)ain S4AG-APRES) > [(P(k)AG(k)Ain SEAG-APRESA(3k",

(k#K' }aP(K' Jali(k') AACC(k' k)))

v(P(k)AG(k)ain S&aG-APRESA(vk,

(P(K' )aW(k' )a(k#k') ~ACC(k',k))]

est vraie pour ce programme.

oy Fo (P(K)AG(k) AG-APRESain $4) mcf (P(k) AG (Kk) ain SinG-APRES) A

(3k ', (kek )AP(K")AW(k' JAACC(K! yk)

v(P(kK)AG(k)Ain S7AG-APRESA

(vk' ,P(k' )aW(k' )a(k#k' )-~ACC(k' k))]

(par les régies 1A, 1).

in Sf = at DOvat Divat D2vat D3vat Dévat Divat 06
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opt in sé swr> j-after S est déduit par la régle 3 et est fait en uti-

lisant les diverses hypothéses d'équité comme pour la preuve (1) ci-dessus.

P(k)aG(k) est invariant pour a

On en déduit :

gy te (P(k)AG(k)ain S4AG-APRESA(WK" sP(i' )a(k#K" Jal (k*) =~ ACC(k' sk)))
2

1)
®) anne (P(k)aG(k)ain So ).

(P(k)aG(k)aj-after S

or Fo (P(K)aG(k)aj-after S

On prouve maintenant que :

oy Fe (P(K)AG(k) ain S4nG-APRESA( 3K" (k#K") AP(K')aW(K*) AACC(K' k)))

wn> (P(K)aW(k)ain Sp)

Au cours de la phase de propagation du blanc (S%), k devient fatalement

blanc car k' est blanc au début de cette phase.

1.1.1

On prouve tout d'abord que cette phase S2 termine et ceci est fait a

l'aide de l’induction de la régle 3.

Puis on utilise le fait que P(k)AW(k) est invariant pour la phase S2 :

par la régle 2:

oy Fe PC K)AW(K)ain S2 ~->P(k)aW(k)ajafter $2.

Ceci permet d'obtenir(i.1.1), en ajoutant que

o. bo (P(K)AW(k)agj-after $2) = (P(k)aW(k)aafter S2)

D'oti :

ot (P(k)AW(K)Ain S2) ~——»(P(k)AW(k)aafter $2)
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Or :

oL be P(K)AW(k)aafter S2 = P(k)AW(k)ain S3 :

on utilise la régle 4, pour déduire ( 1.1.1

[1.1.2 : On considére le treillis de preuve n° 1 et on extrait ce treillis
1.1.2] , a l'aide de (.2) et 4.3) .

Sik est une miette blanche lorsque le contréle est en $3, k était

blanche au début de $3: On utilise a nouveau le fait que P(k)aW(k) est

invariant pour 1'exécution du programme de 0 a k et on utilise une in-

duction qui permet de montrer que k devient noir et miette en C10.
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On verra le treillis de preuve n° 1.1.4.

Etape 1.1.4

P(k) aG(k) AG-MAINT

|
I-BLANC(0)

|
P(k)aW(k)aafter $2

P(k)aW(k) ain $3

|
P(k) aB(k)a(I=k) at C10

1.1.4.2

1.1.4.3

= m is°

Treillis de preuve n° 1.1.4

: on verra le treillis de numéro 1.1.4.0.

> Par la définition de I-BLANC(0), on en déduit que la boucle et

S2 se terminent, en ayant mis k 4 blanc.

: after S2 = in S3 ; on en déduit avec la régle 1A ce point.

: On verra le treillis 1.1 et le lien (1.1.3).
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Etape 1.1.4.0 Etape 1.4

Ce treillis de preuve est justifié par je treillis de preuve

déja justifié et qui lui est équivalentP(k) AS(k) AG-MAINT

Etape 2

P(k)AW(k)

é

P(k)aW(k)ain S1

1-BLANC(n)J | | Y ©
P(K)AW(k)Ain $2

@)

Wales
I-BLANC(0)

P(k)AW(k}ain $3

Commentaires sur le treillis de preuve n° 1.1.4.0 ;

Ce treillis représente 1" ind! ceees : P(kK)AB(k)a(L=k)aat C10
Sércvion - vt —

I-BLANC(n). I] suffit de prouver :

ot F (P(K)AG(k)AG-MAINT) wom ak, ¢ ky I-BLANC(k, )

oy Fe I<BLANC(k,) “> 3k, < k,, I-BLANC(k,)

Treillis de preuve n° 2

>0 a
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Commentaires sur le treillis de preuve n° 2 ns

© 
i

L'assertion suivante in Sivin S2vin $3 est invariante pour cet algo.

rithme ; on en déduit que :

PCK)AW(K) > £(P(KJAW(k)ain S1)v

(P(K)AW(k)ain S2)v

(P(K)sW(k}ain S3)},

oL F~ P(K)aW(k) mmf (P(K)AW(kJain $1)v

(P(K)AW(k)ain S2)v

(P(kK)aAW(k)ain $3)].

(par Ja régle 1A, puis Ta régle 1).

@9
I suffit ici d'utiliser le fait que P(k)aW(k) est invariant pendant

la phase S1. En effet, au cours de cette phase, on blanchit ce qui est alors

gris et on propage le blanc.

Trivialement, OL -- in $1 ww>j-after Sl est prouvé 4 l'aide de deux

inductions successives. On utilise enfin, un invariant i" obtenu par substi-
tution de S1 4 §2,

D'oa oy > im SIAP(k)AW(k) “> j-after SIAP(k)AW(k),
or oy > Jrafter S1AP(k)aW(k) => after SIAP(k)AN(k).

D'oti, en utilisant la régle 4, on en déduit la partie 2,2.

Méme conmentaire que dans
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Méme commentaire que dans F

Etape 3

P(k)aB(k)

A2

«<<. <_

toe

~~ ae

P(k)aB(k) a(I=k)aat C10

Treillis de preuve n° 3
aWemi bis de preuve ns
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Commentaires sur_le treillis de preuve n° 3

Al = P(k)aB(k)a(3k" (kek )aP(k')aG(k! )AACC(k' 4k) Ja@vat Cl0v(Iek))

AZ = P(k)aB(k)a(3k" y(k#k' )aP(K" )aW(k" )AACC(K' 4k) JA@wat C10v(I#k) )

AB = P(k)AB(K)A(BK'4(K k")aP(K" )aW(k! )AACC(K? 5k) Jafvat ClOv(I#k) ain §)

A4 = A2nin $2

A5 = A2ain Sl

Si on considére le fait d'@tre une miette noire, on constate que ce ¢as

se présente si on se trouve juste avant l'ajout de cette miette a la liste

libre, ou si on considére une miette accessible a partir d'une miette grise

ou blanche.

| Par la régie 1A:

op b— P(k)aB(k) = (P(k)aB(k)aat C10a(I=k))

v(P(k)AB(k)a(ak! 4 (k'#k)a(P(k' )aW(K') )sACC(K' yk)

v(P(k)aB(k)a(ak! s(k'#k)a(P(k')aG(k')) AACC(K' yk)

On utilise la régle 1 pour déduire G.9

@)
On a prouvé que op Fe (KM )AG(K") we P(KTMDAW(K") 5

P(k)aB(k)a(wat Cl0v(Isk)) est invariant pendant la phase qui modifie k' :

ot FH PUCK )AG(K') ~~ P(k!)AW(k'),

q> iS $

ou
n

te Sauit par la régie 2 que :

oy F (P(k}aB(k)aak', (k#k' )AP(K")AG(k*) )a(eat ClOv(I#k))

crm P(K)AB(K)A(3K' (kek! )aP(k' aW(k') Jalwat C10v(I+k))
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@2
Il s'agit ici encore d'une analyse par cas et elle s'opére autour de

la définition du contrdle :

[P(k) aB(k)a(3K" , (k#k")aP(k' )aW(k') Ja(wat C10v(I#k)] =

E(P(k)aB(k)a(ak" (kek! )aP(k")aP(k' )aN(k')a(wat C1Ov(I#k)Ja(in Slvin S2vin $3)

On en déduit G2) par les régles 1A, 1.

&) &)
Ces deux cas impliquent i'assertion false : l'algorithme IMC propage

la blanc complétement et une miette accessible d'une miette blanche ne peut

étre noire, lorsque le contréle est en $2 ou S3.

@)
P(k)aB(k)ain Sla(ak',(kek' AP(K' )AW(k')AACC(K' yk) )A

(wat C1Ov(I#k)}) = A(k).

Nous prouvons que k devient blanc au cours de la phase de propagation.

Ceci est di au fait que ou bien k' est blanchi au cours de la pré-phase st

ou k‘ est blanchi pendant la phase de propagation et tout élément accessible

est alors blanchi.

OL L- at (5 ~~ j-after C5 et

k devient blanc.

=

(3.6)

Il s'agit du treiltis| 2|
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IV.3.- IMPLANTATION DE L'HYPOTHESE D'EQUITE FAIBLE PAR DES ENSEMBLES BIEN ae

ORDONNES

Nous voulons donner ici un cadre général pour définir une implantatign

au niveau de la sémantique opérationnelle afin que l'ensemble des traces

d'exécution soit exactement l'ensemble des traces équitables. En se référany

a T'article de PLOTKIN [PLO], celui-ci parle d'une sémantique positive ou

génératrice ; contrairement 4 APT et OLDEROG [APO], nous transformons la

sémantique et non la syntaxe ; notre étude a pour but de justifier certains

types d'ordinaux dans les preuyes comme les ordinaux polynomiaux simples

(<w”). Nous donnons d'abord quelques rappels préliminaires 4 notre étude.

IV.3,1,- Préliminaires

Définition [IV.3.1}.1 :

Soit W un ensemble, < une relation binaire bien fondée sur W. On

dit que W est un ensemble bien ordonné par <, si < est telle que :

l.- < est antiréflexive (ie vx € W, non (x < x)).

2.- < est transitive, antisymétrique.

3.- < est connexe : V(x,y) €W?, (x < y)v(x > y)v(x = y).

Définition [1V.3.1].2 (et propriété) :

Soit (W,<) unensenble bien ordonné. I] existe un unique élément w,

dans W, appelé minimum de W :

Wee Ws, wt Wy > Wy < W.
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Justification de la définition ci-dessus

Unicite :

Soient w, et Ww tels que w EW, w # wow, <W

t !

We Wi eW) < WwW.

Donc Ww, <w, et wy < W,- Par antisymétrie on en déduit que Ww, = Wi.

Supposons qu'il n'existe pas de tel w dans W.

Alors ww, € W, aw, € W, (w, + w,)anon(w, sw )

Puisque w, < WovW, <W,vw, = Ww, et que Ww +W, alors wi <w,.

On construit a partir de W, une suite décroissante infinie

W, > s+. >W. >... ce qui est absurde car < est bien-fondée,
i

Un objet comme (W,<) est appelé un arbre par Chang et Keisler

et w, est la racine de l'arbre.
a

Définition [IV.3.1].3 :

Soit (W,<) un ensemble bien ordonné. On associe 4 tout élément w

de W un ordinal noté o(w) et {WI est l'ordinal de (W,<) défini

ainsi :

(1) o(w,) = 0

(2) o(w) = Sup(o(w')#1/w' < w)
(3) o(W,<) = Sup(o(w)/w € W),

Citons quelques exemples d'ensembles bien ordonnés.

QQ) (N,<) l'ensemble des naturels munis de 1'ordre habituel est bien fondé

et o{N,<) =o.

@) (N?,<} l'ensemble produit de N et N muni de l'ordre lexicographique
lex 5

est bien ordonné et o(N?,<) = w?.



Definition [1V.3.2].1 :
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En fait, on peut associer réciproquement 4 tout ordinal un ensemble

bien ordonné. Nous nous restreindrons aux ordinaux dénombrables. w, est lee

premier ordinal non-dénombrable. =

On définit sur (W,<) deux opérations de facon inductive, en renarouag

le fait suivant : =

Soit Ord l'ensemble des ordinaux dénombrables.

Ord est construit par les 3 opérations suivantes :

1.- 0 € Ord

2.- si a € Ord, ot] € Ord

3.- si (5) ger est une suite croissante dénombrable de Ord,

Sup(a,/i€I) € Ord.

Suc et Pred sont deux opérations définies sur Ord et a valeurs

dans Ord :

(1) Suc(o) = 1 et Pred(o) = 0,

(2) Suc(atl) = Suc(a)+1.

(3) Suc(Sup(a,;/i€I)) = Sup(Suc(a,/i€1)),

(4) Pred(atl) = a.

(5) Pred(Sup(a;/4€I)) =O, 7€T,

(6) Pred(a) = a, Va > o(W.<),

IV.3.2.- Sémantique générative

Soit CP un programme paralléte,

RicP] un langage d'assertions pour CP,

AG un modéle de fatalité de CIP,

AlcP] l'ensemble des actions atomiques de CP.

(1)

(2)

(3)

(4)
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ind est une bijection de AICP] dans {1,...,/AICIP]|} ie elle associe

un fuméro 4 chaque action atomique.

enabled(a) est un prédicat défini pour chaque action atomique a de

AICP] par :

s € S[CP]

enabled(a)(s) ssi (at a)(s)

Soit i un élément de {1,...,1AICP JI}.

enabled'(i) ssi enabled(indTM*(i))(s).

Pour chaque état s de S[CP], on définit une fonction non déterministe,

notée 2° qui associe de facon non déterministe un élément de W 4 a,

ac ACCP].

25a) EW.

Nous transformons la sémantique opérationnelle (S[CP], tiCP], TICP ])

en une autre sémantique (shicr], thier 1, Tricr J).

f signifie équitable oi Hb = (SICP], tICP], TICP]).

Définition [IV.3.2].2 :

f est une application de S[CIP] dans SfICP ] qui permet de définir

tfc] sur sficr ] et Ticpd :

(5) f: sicpisftcr).

s € S(CIP], s = (£1 20+ 92, am)

F(S) = (WyovessWyrky vere oka) of £ = IAICP II et

vi € {1,.,.,2}, ala € AICP], ind(a) = i.

Soient s,s' deux états quelconques de S[CP].
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ther 1(f(s),#(s')) =

[siete s(enabled(i) (8) )a(wy=min(w./(J+i )senabled(j)(s)))

a(indTM°(H)EALPS; I)A(viety Rg=h4)A
tiCP J(s,s')a

(vie{1,,..,2},(enabled(j)(s)) = (wyePred(w;)) Ja

(vjJet1,...,2} enabled(j}(s) + (wy=ws))a

K(w,))a(kon) Iaenabled( i) (s!)a

)

[(wj=Sue

(viet1,...,2}\ (i), enabled(j)(s) = enabled(3)(s")) |.

Théoréme [IV.3.2].

f est une application réalisant 1'équité faible : ie

Tier] = TyplCP 1.

Preuve :

Soit a une action atomique quelconque de

s un état de CP tel que ata est vraie en s.

(at a)(s) ssi (at a)(F(s)).

f(s) = (Wy ose esWy sh oeee 08, om). On suppose que ind(a) = 1 et que 2

est 1'6tiquette juste devant a dans CP sinon on permute.

Soit w un mot de Trepy commencant par f(s).

Notons w{i) = (Woes apent see sel ms),

On associe & chaque transition ticP1(s,4s,) une action atomique

b(s,.8,) qui est celle qui est effectivement exacytie

Pour tout i < Iwi, b(w(i),w(i+1)) = b(i).

Supposons qu'il existe un mot w' tel que w <w' et w' infini avet

vi € IN, b(i) + a. On a prolongé la définition de b a w'.
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Cela signifie que :

vi € IN, 3 € AICP], (b(i) = b)ACWS 4) <wi).

On déduit de la sémantique tficr], que wi > wit >... est une chaine

décroissante infinie.

Puisque < est bien fondée, on déduit que Ji € N, Wi =W

Diol Vi Bi, Ww = "G) = W,. Puisque le nombre d'actions atomiques est

0°

fini, il existe k>2i tel que Vj zk, CW 5) >w,). Ce qui est une contra-

diction.

Diod JT EN, bli) =a.

On en déduit que J'on peut modéliser les suites équitables d'un programme

CIP par la fonction f,

Théoréme [IV.3.2].2 :

Soit CIP un programme paralléle,

(W,<) un ensemble bien ordonné,

f une application d'équité faible.

Alors (sficr}, tier), Tftcr]) est la structure sémantique de fata-

Tité faiblement équitable.

Preuve :

D'aprés le théoréme ci-dessus. a

1V.3.3.- Implantation équitable

Définition [1V.4.3],1 :

On appelte implantation équitable pour CP une application f sur un

ensemble bien-ordonné (W,<). On note o(f) J'ordinal de (W5<), o(We<).
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Théoréme [I¥.3.3].1 :

Soit CIP un programme paralléle,

(S(CP], t{cP], TypiCP 1) a structure sémantique de fatalita

faiblement équitable.

Alors i] existe une implémentation imp telle que :

(1) si we TypICIPI, i1 existe w' € TTMPtcP] tel que w' = imp(w).

(2) si wee Ti" tcp 1, il existe we TyriCP] tel que w' = imp(w).

(3) Pour tout P,Q de o&, P ~->Q sous hypothése d'équité faible

ssi (STMTM?, tcp], TLC) bm Pt mpg!

si P'#P et Q's0O,

(4) ofimp) = I(SICP], t(CPJ, TypfCP })1.

Preuve :

Déduite des définitions précédentes et résultats précédents. o

L' implantation ci-dessus décrit précisément la situation mais en pratiqe

tout est implanté sur des structures telles que (N,<) et l'ordinal n'est que

polynémial simple (<w”). Cette remarque se traduit par le résultat suivant }

Fhéoréme [IV.3.3].2 :

Soit CP un programme paralléle,

P,Q deux assertions de pour CP,

imp une implantation sur (W,<).

Alors

si (Scr) ,tTM (copy, TCP 1) KP am->Q,

o(P,Q) < o(imp).
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Ainsi, si on considére une implantation imp sur N= on obtient

o(imp) = ow! pour un certain j et on déduit le résultat suivant :

Théoréme [IV.3.3].3 :

Soit CIP un programme paralléle,

imp une implantation sur W telle que o(imp) < wy”.

P,Q deux assertions sur of,

Alors

(sTM cp 1, tTMcp3, TM rcp) H prmeg ssi
ane IN, A{m, sm 5... ,m,} cl,

P vmod am P, (m,)

P, (m) mm-> P, (0)

P(0) > Q.

On la déduit du théoraéme de complétude et du théoréme ci-dessus en posant :

Ry(n) = Av R(a) et a < o(P,Q).

a=w! .n4B

On terminera par quelques remarques sur ces résultats.

En fait nous avons voulu montrer que les programmes pratiques n'étaient

& envisager que dans des structures polynémiales et ceci a pour effet de sim-

plifier et de donner des éléments constructifs de preuve dans OL. Aucun ordi-

nal n'est apparu dans la preuve du ramasse-miettes ceci étant dd a un raisonne-

ment polynémial.
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1V.4.- ABSTRACTION DES TREILLIS DE PREUVE

Nous donnons maintenant une caractérisation formelle abstraite de la

méthode utilisée ; cette caractérisation conduit 4 lier directement les ops

dinaux, les preuves dans OL et les treillis de preuve. Nous introduisons dey

notions abstraites dont nous donnons des interprétations.

Définition [IV.4].1 :

Soit d& un langage d'assertions, @ Ja classe des ordinaux.

On appelle diagramme ordinal tout objet de la forme P <a] Q ou P,Q

sont des assertions de Rk, a un membre de la classe @.

On notera O[7t], la classe des diagrammes ordinaux sur #. A cette no-

tion abstraite, nous associons une interprétation au modéle ordinal.

Définition [1V.4].2 :

Soit #% un langage d'assertions, O[#] Ja classe des diagrammes ordi-

naux sur %#&, E un ensemble non-vide, r une relation binaire sur E, T une

partie de T(E,r).

Une interprétation sur [#1], notée J, est un objet tel qu'il existe uh

couple de fonctions p et 6 telles que :

nm

ko PE)
p

(1) wee #, ve € E, P(e) ee € DIP).

(2) vP.Qe #, WE P<} Q) « (*)

ae @€

- 168 -

sve €E,(P(e) + (vt eET,, at' €T,, (t < t')a(ai € dom(t'),0(t'(i)))))
(*

— et altri of fT est l'opérateur associé 4 cette propriété.

On remarquera de plus que Card(a) < Card(S). Cette d@finition généralise

la notion de modéle de fatalité introduit auparavant,

Définition [IV.4].3 :

Soit @& un langage d'assertions,

O(#1 1a classe des diagrammes ordinaux sur #.

Une interprétation J sur O[#] est dénombrable, si la relation bi-

naire r relative 4 J est dénombrable. .

Etant données deux jinterprétations J et J' sur O[d#], on dit que

J est plus faible que J', et on note J —~< J', si SeS',TeT',rcr'

ot S,S',T,T',r et r' sont relatifs 4 J et J’.

On peut citer un exemple utilisé souvent auparavant ; le modéle de fata-

lité est une interprétation sur W{#ICP]]. Comme précédemment nous déduisons

quelques propriétés au sujet des ordinaux associés 4 des diagrammes ordinaux

pour une certaine interprétation.

Théoréme [I¥.4].1 :

Soit #& un langage d'assertions, J une interprétation sur UO[#].

l.- Si Jd est dénombrable, alors, pour tout ordinal a, toutes assertions

PQ de #, si {Je P <G]Q, alors a<u,}.

2.- Si, pour tout ordinal a, pour toutes assertions P,Q de #, {si

JE P <a Q, alors a < w,, alors il existe une interprétation J'

sur d& telle que :



nt
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-J' me J.

- La classe des diagrammes ordinaux validés par J est la méme que celle —

validée par J‘. :

- J' est dénombrable.

Preuve :

l.- Puisque J est dénombrable, on applique les résultats du chapitre 1 ~

a (E.r,T) et on en d&éduit que est dénombrable.

2.~ Supposons que J valide une classe de diagrammes ordinaux attachés a—

des ordinaux dénombrables. On définit une interprétation, notée J'

en posant :

(E,r,T}, (E'ar',T').

(1) E=E',

(2) Soit e,e' deux éléments quelconques de 5S,

soit T, l'ensemble de tous les opérateurs associés aux diagrammes ordi:

valiaés par J. d'aprés i'hypothése, tout element fr de rest

tel que IIT} < Oy

On pose alors :

r'(ese') ssi r(e,e')a(ar € yaa ¢ ATHS(e € Tale! € T8)alg < a)
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(3) T'=TAT(Esr).

On vérifie que J' réatise les trois conditions :

() J'—< J

@) Soient v(J),v(J') les classes respectives de validation de J et

de J'. Puisque T'cT,r'cr, S'S, v(J') cv(d).

Soit P <Q] tel que Jk P <@l a. -

Soit T J'opérateur associé 4 P <a] ‘a,

v(e,e') € (Ip)*, r(e,e') ssi r'(e,e').

Diod J' P <@] Q,

GB) Soit suc(e) = fe' € S'/r'(e,e")}.

Soit e€ 1%, pour rer et agit}.

Card(suc(e)) < Card(p € ord/ar € P(e & 1 )a(e! € rey a(g < a))

<W. .

Diou r' est dénombrable.

Définition [IV.4].3 :

Soit gt un langage d'assertions,

J une interprétation sur (UI[d#],

On appelle ordinal de J, et on note |Jl, tel que

iJ] = Sup{a/(P.0 €d )a(d HP <Q Opt.

Théoréme [IV.4].2 :

soit #& un langage d'assertions.

1,- Si d est une interprétation sur YI[#] telle que

fo — E, alors lJl = Sup(ltril/r € Ty) ot Tj est l'ensemble des

opérateurs associés 4 OL#] interprété par Jd.



2.- Si d est dénombrable, alors |J] <€ W,,

3.- Si J est une interprétation telle que lJl <,, alors il existe im

interprétation dénombrable J' telle que

J'—< J, lu'l = tJ! et pour toutes assertions P,Q de &,

JEP <@IlQ ssi JEP @o.

Preuve :

1.- I] s'agit tout simplement d'une autre formulation de la définition cay

a tout diagramme ordinal P <| Q valide pour J on associe un opé-

rateur T tel que P= p(T),

2.- Si J est une interpraétation dénombrable, alors tout diagramme ordinal

valide pour J est tel que son ordinal est dénombrable, donc (JI <u,

Supposons que [JI = w,,

Dans ce cas, pour tout a<w,, il existe Q de # tel que IG =o

oi in! est l'ordinal calculé 4 partir de 0, en arriére.

Soit Q,,Q, telles que Q,,0, € #.

On remarque que "Q, U ", c "9, v0,

et TQ va, ! 2 Tf.

2 IT t.

Pour tout a < Wy» il existe Qe tel que Qe ek et MQ =a,

soit Q= YV Qo On doit examiner les différentes hypothéses au sujet de fi
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a€0rd

(1) @ est expressibie dans vt ie dt est de type Lae of a> wy:
@) Q n'est pas expressible dans d# jie tt est de type.

Si Q n'est pas expressible dans #, alors l'opérateur lg a pour
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ordinal de cléture, par définition &,. Nous avons supposé J dénombrable,

donc |Jl < w,.

3.- Soit J une interprétation telle que [J < w,.

J valide les diagrammes ordinaux attachés aux ordinaux dénombrables et,

par le théoréme IV.4.1, on en déduit qu'il existe J' dénombrable tel que

J' —<{ d. Puisque J' valide les mames diagrammes ordinaux, alors lJ'| = qd.

On note Ol #1; l'ensemble des diagrammes ordinaux valides pour J. On

supposera J appartenant 4 un sur-ensemble noté I. On définit alors deux

ensembles : ~

0, [#1 = {OTAI;/9 € Mw.)}

I(w,) = {J € I/|di < w,}-

On en déduit la propriété suivante 4 propos de T(w,) et de 0 td.
1

Soit J un langage d‘assertions.

I] existe une surjection de I(w,) dans 0, tb).

Preuve :

1] suffit, pour cela, de définir la relation d'équivalence suivante

noté *:

Jd J' ssi J et J' valident les mémes diagrammes ordinaux.

Soit I{w,)/,, T'ensemble des classes d'équivalences de T(w,)

modulo *,

Soit si 1(w,) +0, (61

J ~s(J) of s(J) = oO [#1). 0
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Cette bréve étude des diagrammes ordinaux et de leurs interprétations:

dénombrables, nous permet de donner une correspondance existant avec les

treillis de preuve précédemment utilisés. L'interprétation J d'un diagrams

ordinal sur un langage & esta comparer avec les modéles de fatalité. Les

modéles de fatalité s'intéressent 4 des programmes et a des langages d'assap.

tions tr ] associés a ces programmes.

Théoréme [1V.4].4 :

Soit CP un programme parallaéle,

ICP] un langage d'assertions pour cP,

ub

1.- Jb, est une interprétation sur icry.

WF le modéle sémantique de fatalité faiblement équitable.

2.- Oe Ne est l'ensemble des assertions de fatalité valides

pour Ub.

3.- I] existe trois applications $,55,,1 telles que

- $1.8, soient des surjections.

- i est une bijection.

- GICPIAICP I] > FLOP Ny,

Sy i

GCICPIIAICP]]

ol GICPI[ AICIP]] est i'ensemble des treillis de preuve relatifs a CP

construits avec la méthode et ~ est une relation d'Gquivalence telle que :

TP(P.Q) ~ TP(P',Q') ssi P= P' et Q=Q',
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Preuve :

Elle se déduit immédiatement des résultats précédents.

On peut identifier les classes de treillis de Preuves aux diagrammes

ordinaux dont l'ordinal est plus petit que lb yel- On &crira donc :

PQe ICP),

P < Q of ag lye.

Nous terminons ce paragraphe par une remarque globale entre la méthode

P,Q

Se it

des treillis de preuve, le systéme formel OL et les assertions de fatalité

valides pour Ub

Oe @

Se : Th(OL)

: GICP MIcP ]]

: OLAICP J]
Hove

Th(OL) désigne l'ensemble des théorémes du systéme OL.

t permet de translater une preuve dans OL en une preuve par la méthode

des treillis de preuve : c'est la m@thode.

© est obtenue par correction et complétude de OL 4 l'aide des autres

fonctions,
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0, est une abstraction au niveau de OL et qui existe par complétugy | 2
ahs

est une opération inverse de 0 qui existe par correction de

0, est une abstraction au niveau de la méthode.

0, est une opération inverse de 0,. On écrira les propriétés suiy

P,Q E& ICP). >

to. te P any) = = TP(P,Q)

E(TP(P,Q)) = (g, KE P av->Q).

0,(TP(PsQ)) = (oye P >).

0, (Wye FP we Q) = TP(P,Q)

0, (g, bP Q) = (ye Pam Q).

0, (bye PQ) = (g) HP mroQ).

On utilise dans 1a preuve de correction de la méthode des treillis de

preuve souvent ce diagramme qui représente le raisonnement. On justifie ainsi

la méthode et son énoncé. on peut récapituler les diverses régles de OL en

un tableau qu'il faut comprendre de la fagon suivante : tout ce qui est 4

gauche est & prendre pour hypothése et a droite comme conclusion de la partié

gauche.
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Gus
P <@]a, Q=R

P<alar< P, a,8 € Ord, otp = y
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V - GENERALISATION AU CAS DES

PROGRAMMES DISTRIBUES
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V - GENERAL'SATION AU CAS DES

PROGRAMMES DISTRIBUES

V.1.- PRESENTATION

L'étude des programmes a été, jusqu'ici, menée pour le cas de programmes

paralléles formés de programmes séquentiels non-déterministes partageant des

variables communes. Le mécanisme de “partage de variables communes" est un

des mécanismes de communication rencontrés dans la littérature ; parmi Tes

autres mécanismes de communication, on peut citer 1a notion de rendez-vous

rencontrée dans CSP et qui a été étudiée d'un point de vue axiomatique

par APT et CO CAFD], APT [APT2] et la notion d'envoi de messages dans un tam-

pon de fagon synchrone ou asynchrone. Ce dernier cas nous intéressera parti-

culiérement dans ce chapitre et notre point de départ sera l'article de

SCHLICHTING et SCHNEIDER [SCS] qui donnent notamment une méthode de preuve

d'invariance de style HOARE [HOA] pour ce genre de programmes. Notre probléme

est de considérer le mécanisme d'envoi asynchrone de messages dans un tampon

pour le cas des propriétés de fatalité et un exemple intéressant sera 1'étude

d'une de ces propriétés dans le cas de la version améliorée de 1'algorithme

d'exclusion mutuelle dans un réseau de N sites de RICART et AGRAWALA [RIA],

due 4 CARVAHLO et ROUCAIROL [CAR]. Nous présentons une variante de la méthode

de SCHLICHTING et SCHNEIDER [SCS], en la justifiant a l'aide d'une sémantique

opérationnelle et en T'illustrant par la preuve d'exclusion mutuelle de 1'al-

goriime précédemmeni cité. En supposant queiques nypotheses, nous introduisons

un systéme de preuve de fatalité adapté a ce type de programmes et la méthode

des treillis de preuve appliquée 4 ce cas est utilisée pour prouver que toute

requéte de section critique dans le réseau fait par un site est satisfaite
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fatalement. Nous spécifions d'abord la syntaxe des programmes distribués,

V.2.~ SYNTAXE ET SEMANTIQUE DES PROGRAMMES DISTRIBUES

Précédemment, au chapitre Il, @ désignait la classe des progranmes

séquentiels non-déterministes. Nous enrichissons cette classe, en lui adjoy_

gnant deux structures de base Correspondant 4 l'envoi et a la réception d'yp

message :

[Send mes to dest] et [Receive mes when cond]

On note PI++], la classe obtenue.

Définition [V.2}.1_ :

Pl] est la plus petite classe de programmes telle que ;

(1) [vise], [v:=?], [Skip], [Send mes to dest],[Receive mes when cond]

sont éléments de Pl],

oi vet ee €, mes €[+], dest € UW’, cond EB,

(2) Pl] est stabie par application finie des régles suivantes :

(2.1) Si $,,8, EPL], alors [5,55] €Prat,

(2.2) Si S,,8, Plo], BEB, alors Lif B then S, else $,)] ePIi,

§ EPla] [while B do $ od] Ee P[4],

Vitresp. €1, Cresp. [++], [resp. u”], [resp.3]} est l'ensemble des variatlé

{fresp. des expressions], (resp. des messages], [resp. des noms de sites oul

de noeuds], [resp. des expressions booléennes]}}.

On définit trivialement GI] comme &, A partir de Pl],
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DéFinition [V.2].2 :

Soit P+] la classe définie c-dessus.

‘Gix+] est la plus petite classe contenant [+] et stable par appli-

cation de la régle suivante :

si PLE Plo],...,P, € Pls], alors [Cobegin PiO...0P, coendje Cie]

A l'aide de G[++], on définit YD 1a classe des programmes distribués.

Définition [V.21.3 ;

® est la plus petite classe contenant [+] et stable par application

de la régle suivante ;:

si CP, 2-+ CP, € Glo], alors (Disbegin CP,0...0CP, disend] ¢ D.

Tout élément de G[++] sera appelé un processus et tout élément de

Pi<+] apparaissant dans un processus sera un sous-processus de celui-ci.

Nous avons ainsi précisé la nature des objets concernés par cette étude, con-

trairement 4 SCHLICHTING et SCHNEIDER [SCS] qui disposent de "processus" sans

aucune définition formelle de ces objets.

On étend ja fonction d'étiquetage 4 , notée Jab par :

1.- DIP = [Cobegin PS.1--.0PS, coend]

Jab(DP) = (2,:Cobegin lab(IPS,)1...{1ab(PS, )coend 5 ¢,) 0d

a, ¢ UY0PS,), a, € Be0PS1, REC L EL

Ving) € In], i + j = SIPS.] nSUPSs] = 9.

SDP] = (2,58,} u UUPS)),

2.- ODP = [Disbegin CP q...9CP,, disend]

Jab(DP) = (g:Disbegin Jab(CP, )I...Qlab(CP )disend 3 2')
n m

ob get, e2'eX et o¢ U SCP 1, 2! ¢ u Zicw J, Regi,
j=l j=l
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n

¥ DP] = {2,21} u uselCP iI,
T=

V(i.d) € Im], (i # J) =¥(CP 5] nv (CP 5] =.

A chaque processus cP, de DP, on associe un ensemble de variables

noté Vcr £1, on supposera que :

v(isd) € [ml], (i+ jj) > VICP «J n ICP 5] = Q.

Avant de donner une sémantique 4 chaque programme distribué, nous défj-

nissons, au préalable, une notion auxiliaire, celle de multiensemble.

Définition [V.2].4 :

(1) Un multiensemble M est un couple formé d'un ensemble IM! et d'une

application m de IMI dans IN dont le domaine est IMI. On notera

M(x), pour x € IML, of M(x) = m(x).

(2) Soient M, et M, deux multiensembles.

(i) M, @M, symbolise le multiensemble de domaine

IM, {UIM,1 et d'application m=m,tm, sur IM,IUIM,1.

(ii) On dit que M,cM, ssi IMlciM,I et m, <m,

(iii) si M, CM), on définit M, @M, Je multiensemble M tel que

IMI = IMjIUIM,1 et m(x) = m,(x)-m,(x) pour tout x de IMI.

Un ensemble E est un multiensemble, si on lui associe l‘application

e telle que :

Wy € Eo afv\ = 1 at dam
"Sle, Of * a

’ oy

Soit IP un processus de DIP ; on lui associe la notion d'état par 18

définition suivante.
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Définition [V.2].5 :

Soit P un processus de DP (DP €D) ; PS.---PS, les sous-pro-

cessus de P ; SUPS.] (i € {1,...,n}), l'ensemble des étiquettes associées

a PS, ; VIP] l'ensemble des variables de P.

On appelle état de IP, et on note s, le 3-uplet formé d'une multi-

atiquette 2 de YIP], d'une application m de VIP] dans UIP] et

d'un multiensemble appelé tampon de JP, noté ct.

&{P] est un ensemble dont les éléments sont des mul tiétiquettes
n

ie: ReS[P] ssi (R= 2, ou =, ou Le 1S(PS.]}.
~ ~ jal

4G[P] désigne l'ensemble des valeurs des variables de P.

On note S[IP] l'ensemble des états de BP. On définit une relation

sur S[{P], appelée relation de transition qui décrit 1'exécution pas-d-pas

de chaque élément de IP. Les sous-processus PS),...,PS, partagent des

variables communes. En fait, nous définissons un état en précisant l'état du

tampon associé au processus IP, sans se référer 4 des processus qui pourraient

éventuellenent communiquer ; nous introduisons la notion d'environnement de

IP pour un programme DP contenant P.

Un environnement de IP, noté £, est tel que :

si DP est un programme distribué de 2 contenant P,

E(IP,DIP) = {1,...,n} of

(DP = Disbegin P, H.-P, disend) et ai € {1,...,n}, P = P..

Nous définissons une relation de transition t[IP]/p pour un environne-

ment donné quelconque de IP.

Soient s,s' deux éléments quelconques de S[IP],

EF un environnement quelconque de JP.



- 183 -

tiP ]/,-(s.s') si et, seulement si,

[ ab(aP )=2, :Cobegin Q,ta,0.- 02 sa, coends2,:)a(s=(2, sm.) )a

(5'=((t, 5.9%) met) |v

| (1ab(P ex, :Cobegin O32, :..-a, 2% :coend;2,:)a

(5=( (24 5.- 984) smst) )a(s!=(Z, amyt)) fv

[ (=cobegin PSH. UPS,coend)a(s=((2,5.++52,) smst)a(s'=((2! 5.402) sm! yt!)
M3l¥eLn] (VENI) (24°24) )a(1abUIPS, )aarse, 2952428). .

(S#{Receive mes when cond])a(S¥[Send mes to dest])a

((Se{{v:=e] ,[v:=?] ,[Skip]}})v(Se{<B>[[if B then «- Fij})

v(S€{<B> [while B do S" odJ}))a

tPS,1((t, sm) (24.m"))a(x=e") bv
[(5=((0, 5-8 q) mst )A(s!=((R! 5+. 508) sm ye") alm’ =m[”TM/mes})a

3i€[n] , (vJeIn]\{i} 2525 )a(lab( PS, )=a;2:Receive mes when conds;2':g)

A(£i=2)a(2i=2') }acond[ vm]a(r=t! ® (vm) |

Wf (S=( (by 52+ oq )amet)a(s'=((RE s+ 98!) am ye") altima
(3i€(n], (vje(n]\{i},25=£5)a(lab( IPS, )=ast :Send mes to dest;2':B)a

(2g2R)a(Rj=8")v(aldeE, (dested)a(ctaty @ {mesin}}))

On note mes[m], ]'évaluation de mes dans 1'état mémoire m de P

et Tqstq désignent les tampons de d respectivement avant livraison de

mes[m] et aprés livraison de mes{m] a d.

On appelle sémantique opérationnelle de P dans l'environnement £

le couple (S[P], t{Pi/¢). On définit une telle sémantique pour tout DIP

de D,
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Définition [V.2].6 :

Soit DIP un programme distribué, P ++ les processus composant1? m

DIP.

On appelle état de DP, et on note s, tout m-uplet $s = (Sy s-++9S,,)

ott S; est un état de P..

S{DIP] est l'ensemble des états de DP et est égal a

oP u {SinoSeaqt ou si, et Sei, sont les états tels que le contréle

se trouve avant Disbegin et aprés disend respectivement.

On définit alors une relation de transition t(DPj sur S{DP] par:

soient s,s' deux états de DP :

E, = —, =... = E> {1,...,m} = E.

tIDP](s,s') si, et seulement si,

| (1ab(OP )=2:Disbegin Ry tog. MR a, Coend;2':)a
(wick, ( j= (24 9g 4) )a(WIEE, (Ss= (Lm, ,7)))a

(5*(5,5+++95g))AC8"=(5$4-+954)) fy

[ (lab(OP =2:Disbegin O52, iH. .lo sk, :coends2':)a
(ViEE,( gr (2" omy sty) )a(WiEE,S;=(24 4m, ,7;))a

(s=(s,5.. +98.) )a(s'=(Si5-.. 150) |v

(Set) tLP jp(s5 55} )a(vkeE\ Ci,5},5,=s))

ACC + J) = (25-25 )a(myams)a(tg=t, © {mes{m,]})
J

a((isd) = (tj=T, ® imestm,1}) |

On appelle sémantique opérationnelle de DP le couple (S{DP], t{0P]).

Ainsi peut-on associer 4 tout programme distribué une sémantique. Nous ayons

supposé que tout message envoyé est immédiatement délivré 4 son destinataire 3

ceci revient & supposer que le moyen de communication est complétement fiable
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+ aU 
wa

et de plus cela revient a supposer cette opération comme atomique. LAMPORT..

[LAM3] définit une méthode d' approche de Ja correction de programme sans

considérer la notion d'atomicité et i] serait intéressant de regarder si Sa

méthode peut se généraliser ici.

Nous supposons ici encore qu'il existe deux fonctions que

l'on peut utiliser chaque fois que l'on a besoin d'une assertion et que T'on

dispose d'une définition ensembliste de celle-ci. La notion d'action atomi-

que est liée 4 la sémantique opérationnelle et comprendra deux nouveaux cas

possibles : l'‘envoi et la réception. Notre intérat se portera sur deux types

de propriétés de DP ; l'invariance et la fatalité.

Comme pour le cas des programmes paralléles, on &tend les notions de

langage d'assertions, de traces, de modéle de fatalita pour le cas des pro-

grammes distribués,

En fait, les notions restent identiques modulo la substitution de

t[DP] a t[{CP], de S{DP] & S[DP,

Avant d'entreprendre 1'étude de l'algorithme cité auparavant, nous

précisons la méthode de preuves d'invariance que nous utiliserons. Elle

sera appliquée 4 la preuve de l'exclusion mutuelle dans l'algorithme amélioré

par CARVAHLO et ROUCAIROL [CAR] et dd a RICART et AGRAWALA [RIA]. Nous i1]us-

trerons le systéme OL étendu ace type de programme, en prouvant que tout

site demandant sa section critique 1'obtiendra fatalement.
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V.3.- PREUVES DE PROPRIETES D' INVARIANCE

V.3.1.- Généralités

SCHLICHTING et SCHNEIDER [SCS] donnent une méthode 4 1a HOARE, pour

prouver des propriétés d'invariance de programmes distribués dans le cas of

ja communication est asynchrone via un tampon. Nous exposons de facon con-

densée les trois points de cette méthode :

- annoter séquentiellement chaque processus de DP.

~ prouver la satisfaction des assertions figurant devant les primitives

de communication ; ie montrer que Jes communications se font correc-

tement par rapport aux assertions.

- prouver T'absence d'interférence.

Cependant nous ne considérons pas la méme décomposition de 1'invariant

global et le point 2 sera un point particulier du point 3. L'axiome sur la

primitive de réception (receive) nous parait trop grossier et nous 1 ‘avons

quelque peu modifié en tenant compte du tampon comme variable partagée par

chaque processus de DP et de la sémantique opérationnelle de DIP. Notre

langage d'assertions @#(DP] est supposé suffisamment expressif au sens

de COOK [C00]. Notre méthode est une extension de celle d'QWICKI et GRIES

[OWG] en utilisant les compteurs (at, in, after) a la place des variables

auxiliaires ; nous pensons que l'axiome “miraculeux" du receive complique la

preuve et ja rend plus longue.

Nous proposons alors la méthode suivante issue d'un compromis entre

celle d'OWICKI et GRIES [OWG], COUSOT R. [COU] et SCHICHTING et SCHNEIDER

[SCS] :
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Annoter séquentiellement le programme DIP en tenant compte de Tassent,

I a prouver invariante. /
Prouver les absences d'interférences.

Pour le point @) , utiliser les axiomes et régies a Ta HOARE -OWICKy.

GRIES,

P,Q, Pi, . P,P, € HID],

Al : {P} Skip{P}

A2 : {Ple/y]}v:=e{P}

AZ: {Pl ef{mes}/_ ]}Send mes to dest{P}
dest dest ~~ _

A4 ; {P{t o{mes}/_Ja(mes € t)acond [mes] }

Receive mes when cond

{Pacond}

ot TsTdacge SOnt des tampons (considérés comme mul tiensemb1es)

{PaB}S1{Q}, {Pr-B}S2{Q}

{P} if B then S1 else $2 Fi{Q}

R1 :

{Plwhile B do S od{Pa~B}

{P, }S1{P,}, {P,}S2{P,}
R3 ¢§ =

{P, }S1;S2{P,}

P = P, »{P,}8{0;}.0; > Q

(PIS{Q}

Il nous reste 4 préciser la notion d'interférence relative A ces propel
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Définition [V.3.1].1 :

Soit P une assertion de l'annotation séquentielle de DP.

S une instruction de DP telle que [v:=e], [v:=?], [Skip],

[Receive mes when cond], {Send mes to dest], une partie séquen-

tielle s'exécutant atomiquement.

On suppose que P et S sont concurrentes dans DIP jie ils n'appartien-

nent pas au méme processus ou méme sous-processus.

On dit que S n'‘interfére pas ayec P, si

{Papré(S)}S{P} est vrai, of pré(S) est l'assertion de I‘annotation sé-

quentielle se trouvant devant S$.

Définition [V.3.1].2 :

Soient PSy.-..5PS, les programmes séquentiels constituant CP un

processus de DP, On dit que {P,}PS,{Q,},.-- {PPS {0,3 n'interférent

pas, si, pour chaque i de {1,...,n}, pour chaque instruction $ de PS;

ol j + i, S n'interfére pas avec chaque annotation de PS,.

Soit la régle suivante proposée par OWICKI et GRIES [ONG] :

{Pi}PSi{Qi},.. {PPS (0,} n'interférent pas

n n

{AP,}Cobegin PS,Il...1IPS, coend{ AQ.}
3 0 ee a

i=l i=l

Cette régie nous permet de déduire des propriétés au niyeau du processus

et i] nous faut ensuite prouver que ces propriétés vérifiées localement par

processus restent vraies au niveau du programme distribué.

Ainsi nous proposons une régle relative a l'interférence possible entre

processus.
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Définition [V.3.11.3 :

Soient P,,...,P, les processus de DP. On dit que

{P,}P, {Q,},--..{P }P {01} n'interférent pas si, pour chaque i de

{1,...,m}, pour chaque instruction § d'un autre processus, S n'interfére -

pas avec chaque annotation de P..

_ {PPP {Q},-..5{P}P {Q n‘interférent pas
m m

{A P; iDisbegin P,i...UP,, disend{ A Q,)
1= j=l

V.3.2.- Preuve de l'exclusion mutuelle pour 1'algorithme de RICART et

AGRAWALA [RIA] amélioré par CARVAHLO et ROUCAIROL [CAR.]

V.3.2.1.- Description de l'algorithme

RICART et AGRAWALA [RIA] présentent un algorithme permettant de réaliser

T'exclusion mutuelle dans un réseau de N sites communiquant par des messages

de fagon asynchrone. Leur algorithme exige 4 chaque invocation de section cri-

tique exactement 24(N-1) messages et ils en donnent une preuve informelle,

quant aux propriétés exigées pour de tels algorithmes. Le principe de cet

algorithme est le suivant ; afin de garantir une certaine priorité au niveau

des requétes de section critique, on définit localement un systéme d'estampil-

lage de style LAMPORT ; cet estampillage local posséde une référence globale

1iée aux messages recus ; globalement, tout site, qui demande sa section cri-

tique et qui n'y est pas encore, est ordonné totalement par rapport aux autres

sites faisant Ta méme requéte, La priorité ainsi définfe est stricte et perine:

de garantir l'exclusion mutuelle et l'absence de famine. CARVAHLO et ROUCAIROL

[CAR] proposent une amélioration de l'algorithme de RICART et AGRAWALA [RIA]}
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en diminuant le nombre de messages par invocation de section critique et

ce nombre est alors inférieur ou égal @ 24(N-1). En effet, i1s remarquent

que, si un site i a obtenu l‘autorisation d'entrer en section critique de

la part d'un autre site j et sice dernier j n'a pas demandé la sienne,

alors le site i peut se passer de l'autorisation de Jj. Nous adopterons

alors cette nouvelle version qui ne demande que de considérer un nouveau

type de message supplémentaire. Nous décrivons plus précisément 1'algorithme

et ja structure de donnée utilisée par la suite.

Nous désignons par RA J'algorithme, qui se compose de N processus

paralléles appelés noeuds et on dit que RA est un réseau. Chaque noeud du

réseau RA contient la méme copie des processus qui invoquent la section

critique, la rendent ou traitent Tes messages,

Chaque noeud de RA se référe 4 son numéro ME ; chaque noeud ME dis-

pose d'une copie du méme processus paralléle noté CP(ME) qui est composé de

deux processus qui bouclent indéfiniment et qui se partagent les variables

OSN, HSN et WAITING permettant d'établir l'ordre de priorité : OSN est le

numéro accordé au site ME, HSN est le plus grand numéro accordé aux sites

ayant envoyés un message 4 ME et tel que ME l'ait recu, WAITING signale

que ME attend sa section critique. Le premier processus est composé de deux

parties : une qui demande la section critique et une qui 1a rend. Le second

processus traite les différents messages présents dans le tampon du site ME.

Le scénario de demande de section critique est alors le suivant :

Le noeud ME demande sa section critique et, pour cela, initialise OSN

et WAITING, Puis i1 envoie des messages de requétes aux autres sites, qui ne

lui ont pas auparavant accordé 1'entrée et pour cela on utilise le tableau

(ALj1) jeME qui est vrai en Jj, si j a autorisé ME, ME attend les N-l
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réponses ie il attend que A soit vrai. Au cours de cette attente il dif fay fe
~~ 3

les requétes de noeuds de priorité moindre, en utilisant ]'ordre total dies. |

tampillage défini par OSN et ME car chaque message contient un numéro gt

un numéro de site ; i] positionne ainsi un tableau (R-OL5]) 5 ame vrai en j

si ME différe sa réponse 4 j. Enfin, si ME entre en section critique, 4)

positionne USING 4 vrai, Au cours de la restitution de sa section critique,

ME envoie des réponses 4 tout noeud j tel que R-D[j] est vrai et POSi ting

ceci a faux. Ceci permet 4 j de progresser vers sa section critique. Nous.

donnons quelques remarques sur 1'algorithme de CARVAHLO et ROUCAIROL [CAR]

relatifs a sa correction, Une premiére tentative de correction nous a conduit

a un algorithme conduisant 4 un blocage total et ceci était di a une mauva ise

spécification de l'embottement des divers processus qui n'avait pas été pré-

cisé par CARVAHLO et ROUCAIROL [CAR] . Nous avons donc modifié la présentation

de l'algorithme RA pour utiliser notre syntaxe ; nous proposons 1'algorithme

suivant.
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CP(ME)::= Cobegin

while true do

REQUEST-RESOURSE ;

C-SEME] ;

RELEASE-RESOURSE

od

0

while true do

Receive mes when \, (mes='Reply(j)')
(mes="Reply-Request(HSN,j)')

(nes='Request (HSH,3)') |;

if(mes="Reply(j)')then REPLY-MESSAGE

else if (mes="Reply-Request(HSN,j)')then

REPLY -REQUEST-MESSAGE

else REQUEST-MESSAGE

fi

On note ME un site quelconque du réseau de N_ sites.
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Structure de donnée au noeud ME

CONSTANT MEN

INTEGER OSN initial (0) ;

HSN initial (0) ;

BOOLEAN AL1..N] initial false ;

USING initial false ;

WAITING initial false ;

R-DE1,.N] initial false ;

Nous ne donnerons pas les parties en caractéres Majuscules, mais nous

les préciserons dans les annotations séquentielles par ia suite.

V.3.2.2.- Preuve de l'algorithme ; exclusion mutuelle

Un premier critére de correction pour cet algorithme est 1'exclusion

mutuelle. I] s'agit de prouver que l'assertion suivante est invariante pour

cet algorithme :

MUTEX = . /\ [~ (CS; a CS.)} ot CS) signifie que k est en
(4,j)eEN]2 J

i#j

section critique et, en se reportant aux preuves ci-aprés et notations, on dé

finit CS) par :

CS, = [(in C~SEk])v(at,18)v(at,19)v(at,20)v(at, 21)

at,S signifie que le contréle est devant T'instruction S du site k.
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V.3.2.2.1.- Preuve séquentielle de RA

Nous divisons la preuve séquentielle et donnons dans la suite la preuve

séquentielle associée aux diverses parties de RA.

On notera MME VR? le multiensemble contenant les messages recus par ME

et MME Ss? le multiensemble contenant les messages envoyés 4 ME. L'état du

tampon t de ME est donc tel que :

T= Myc s © Me p

Au cours de notre propos, nous utiliserons les prédicats suivants :

We 5 Uwe > Ave > R-Dyar dont le sens est :

Wap est vrai ssi (WAITING = True)

Uye est vrai ssi (USING, = True)

N

Aue est vrai ssi A | Aye 1 = True].

jae

N

R-Dyp est vrai ssi . [RD = True].

J#ME

{N] dé@signe le sous-ensemble de IN, {1,...,N}.

Afin de repérer chaque variable de chaque site ME, nous indiquerons

celle-ci a l'aide de ME, si ME est le numéro du site concerné : SNe

désignera la variable du site ME, lorsqu'on T'utilisera comme variable dans

tes assertions.

V.3.2.2.1.1.- Preuve séquentielle de RA

On définit les notations auxiliaires suivantes pour Tes assertions dont

nous aurons besoin de définir par la suite.

M-RQvp est un multiensemble qui contient les numéros de sites n‘ayant
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pas autorisé ME a4 entrer en section critique mais a qui ME a envoyé une

requéte qui est dans le tampon du site :

1 EM-RQye 881 ~ AyplilA(REQUEST(OSN,ME) EM, 5 @ My p)

M-RP ye est un multiensemble contenant Je numéro des sites n'ayant pas

autorisé ME 4 entrer en section critique et a qui ME n'a pas autorisé a

entrer en section critique mais la réponse de chaque site est & traiter par

ME:

TE M-RPyp S81 ~ Aye li T~A;[ME]A(REPLY(i) € Mes © Mye p)

M-AUTy, est un multiensemble contenant le numéro des sites qui ont

autorisé ME 4 entrer en section critique et desquels ME a recu le message

de réponses :

i€ M~AUT ye ssi Aue li Jaf (REQUEST (OSN ME) EM; pi+(REPLY (i) € Mwe Rid

M-RRye est un multiensemble contenant le numéro des sites a qui ME

a envoyé une réponse-requéte 4 la suite d'une priorité inférieure a celle

d'un site demandant sa section critique :

TE M-RRue SSi (REPLY-REQUEST(OSN,ME) € Mais 3 Mi op)

M-RDye est un multiensemble contenant le numéro des sites diffayrant

leur réponse 4 ME et 4 qui ME a autorisé 1'entrée en section critique :

i€ M-RDyye ssi R-DjEMETA~ Aye LiJAA, [ME].
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M-TRATT ye est un multiensemble qui contient le numéro des sites qui

ont répondu 4 ME et dont on traite la réponse ou a qui ME a envoyé une

requéte traitée par ce site ou 4 qui ME a envoyé une réponse~requéte traitée

par ce site:

TE M-TRAITy ssi {L(REPLY(J) € Myp p)a(J=i) lv

[(REQUEST(OSN,ME) € M, »)a(TSN=OSN)a(J=ME)]

vE(REPLY-REQUEST(OSN,ME) € M, )a(TSN=OSN)a(J=ME)1}

Nous utilisons les assertions suivantes dans Ya preuve séquentielle :

aIye = CIM-RPye = M-RQye = MrAUTyp = M-RRye = M-RDye = M-TRAIT ye = Bla

~ ReDypa~ Uyea~ Wyeal V2E0NI-{ME} ,Wo-(ME © M-RD,)]A

[VRELN] \ {ME}, (2 ¢ M-RPypU M-AUT ye UM-RRye)JACMye p = Bla

[V2EIN] \ {ME} ,Wy-(REQUEST(OSN, 2) ¢ Mur pd!)

Cette assertion décrit les conditions initiales du processus de chaque

site ME de RA.

#1, = {IM-RP yy = M-RQue = M-AUT ye = M-RRye = M-RDye 5 M-TRAIT ye = Qla

~ R-Dypa~ Uyea~ Wye ALWEE LNT \ {ME} ,Wo*(ME g M-RDp) 1a

[WREEN]\ {ME}, (2 £ M-RPyeU M-AUTY. UM-RRye) 1}.
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Cette assertion décrit les variables du sous-processus de RA, qui

demande la section critique, au début du cycle : aucune demande n'a été Fait,

encore,

N
#1, = {(Mye p = Pai’ ~ AyIME})}

I, décrit Tes variables du deuxiéme sous-processus de RA qui traite

les messages et avant tout traitement, aucune autorisation n'est accordée.

«I, = {[(mes = REPLY(j)) + (K=J)]a

[(mes = REPLY-REQUEST(n,j)) = (TSN=n)a(J=d)JA

[(mes = REQUEST(n,j)) =» (TSNen)a(J=J)]}.

1, décrit l'état des variables aprés réception d'un message et ayant

son traitement par ME.

N
«I, = {[(mes = REPLY(j)) = ((WhperU yey ZN Aye LS }0~ Hye ~ Ue) )

= (J € M-AUTye))IA

[(mes = REPLY-RE j \ aties = -R QUEST 55) }>E(Cyp yer ( ZN ALITA~ yen ~ Use)

= (jE M-AUTy¢ ) )A(Ws-o(ME € M-RD;))]Ja

[(mes = REQUEST (1, J) )=>(Wagp-o(ME M-RQ;)) It.

I, décrit 1'état des variables, aprés réception et traitement des

messages.

On propose alors la preuve séquentielle suivante globale décriyant tout fh
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N

Or /\ [My p=My g2B) AWA JA~R-D yA(OSNJ=HSN j=0) AWW AUT}
Jel eh Ss

DISBEGIN
f

9

ME: {(OSNyge=HSNyp=0) A~ Wye Am Une A~ Aye A~R-DygeA(Mye p=) Alyce}

COBEGIN
1:{(OSNyp=O0)A~ Wye A~ Uyer~ Ayea ~R-Dye ll , }

while true do

{REQUEST-RESOURSE};

C-SIME];

{RELEASE-RESOURSE }

od

01: {false}

Q
2:1 (HSNye=0)A~ Ayea~ R-Dypa~ Uyeal

while true do

:{(HSNy-=Sup)}21:4 (HSNye=SUP yr
Receive mes whenf \ / [ (mes=REPLY(j))v(mes=REPLY-REQUEST (n,j) )v

J=1

j#ME (mes=REQUEST(n,j) J};
+

22:1 (HSNyge=Supyr )AT, }

If mes=REPLY(J)then 2210:REPLY-MESSAGE

else if mes=REPLY-REQUEST(n,J)then 2220:REPLY-REQUEST-MESSAGE

else 2230:REQUEST-MESSAGE

fifi
23: { (HSNje~Supye )A1,,)

od

02:{false}

COEND

0.ME: {false}
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V.3.2.2.1.2.- Preuve séquentielle de {REQUEST-RESOURSE}

Comme précédemment nous aurons besoin de notations auxiliaires et nous

Tes donnons dans ce qui suit,

+I, = I, (cf : la preuve précédente).

xI ttt
li

{IVREEN] \ {ME}, (Wpa(OSNye sME) < (OSN, 52)

(ME @ M-RP,U M-AUT, UM-RR, )JA

[RECN] \ {ME}, (NpA(OSNy 42) < (OSNyye sME)) =

(2 MeRPye UM-AUT, U M-RR, )JA

[(M-TRAIT yp = MeRP ype = M-AUT ye = M-RQue = M-RRyp = M-RDye = f)]}

I,, permet de décrire 1'état, aprés que ME a fait sa demande de sec-

tion critique et ajusté son numéro OSNye« A ce moment, aucune requaéte n'est

envoyée et on établit ME dans l'‘ordre total d'estampillage.

xl, .[0] = {EVR€0N] \ {ME} ,E(WoA(OSNye ME) < (OSNy,2)) =

(ME ¢ M-RP, UM-AUT,, U MRR, )Ja

[(2€fJ]) = (LEM-RQye U M-AUT ye UN-TRATT yp U M-RPyye UN-RRye) 1 Ja

[WRe[N] \ {ME}, (Wp A(OSN, 2) < (OSNyge »ME)) =

((2 ¥ MRP yp UM-AUT ye U M-RRyge )A

((2EL0] (LMR U M-RDye UM-TRAIT ye) )) JA

[(M-TRAI Ty U MRP yp UM-RRyge UM-AUT ye U M-ROsee U MRO f.1] N {ME}

Cette assertion décrit 1'état d'avancement des envois de requéte par NE

aux sites [J] et l'ordre total est toujours valable.
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#ly, = (Lvee(N] \ {ME}, (WyA(OSNye ME) < (OSN, ,2)) =

((ME € N-RP, UM-AUT, UM-RR, JA

(2E(M-ROye UM-AUT yp UM-RRye UM-RPiye) \ M-TRAIT ye) ]

ALVREIN] \{MET, (Wy A(OSNy 2) < (OSNye ME)) =

[(2 € M-RPyp UM-AUT yp UM-RRige )A

(2 € M-RQye U M-RD ye U M-TRAITy) 11

AL(M-TRATT yp UM-RQye UM-RRyge UM-AUT ye U M-RPyge UM-RD ye = (N]-{ME}]}.

Tous les messages de requéte sont envoyés par ME aux autres sites et

celui-ci attend les réponses modulo l'ordre total d'estampillage.

N

ly = £C/\ Aye Ld] ]ALVR€IN] \ {ME}, (Wy = (OSNye sME) < (OSN, s£))JA
J=1

[v2e[N]\ (ME}.(W, + (ME ¢ (M-RP UM-AUT, UM-RR,)))JA

[ (M-AUTyye = [NJ \ (MEP) A(M-RQye = M-RRye = M-TRAIT pe =

M-RDye = M-RQye = @)JaLWyr I}.

ME n'attend aucune réponse ; i] les a toutes eues. I] lui reste 4 entrer

effectivement en section critique.

Nous donnons maintenant 1a preuve séquentielle suivante 4 l'aide des

assertions ci-dessus,

11 if ~WypA~ Uypa~ R-Dye Al, 9}

WAITING: =TRUE;

OSN: =HSN+1 ;



le

I £

18:

19:

1.10

V.3.2.2.1,3.- Preuve séquentielle de {RELEASE-RESOURSE}

aurons besoin dans l'annotation séquentielle de RELEASE-RESOURSE.

*Iis

: (Wypa~Uyea~ ReDye Aly 1}
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for Ji=1 to N do

13: {Wyea~Uyeal, -[0-1]}

Af (d#ME) and not ALJ] then

4: {WypA~ Uyed “Aye Ld ]Ar; [0-11

Send REQUEST(OSN ,ME) tod;

15; {WypA~ Uye AT 2 EIT}

fi

16: {Wyea~Uyeal, ,[9])

end-for

(WyeA~ Uyeal 3
N

wait for (/\ALd]);
J=1

{Wypa~Uyeal,

WAITING:=false;

iMypa~ Uyeal,

USING: =true;

2 fly AUye al, ,}-

Comme pour les cas précédents nous donnons quelques assertions dont nous

= | VEEIN] \ (MET, (NpAL(REQUEST(OSNy 58) € Myr ¢ © Myr p)

v( (REQUEST (OSN, 52) € Mue Ria (ME € M-TRAIT,))1)

= (ME ¢€ M-AUT » UH-RP, UM-RQ, UM-TRAIT,) |.
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Le site ME n'utilise plus sa section critique ; il en est sorti.

Les messages de requéte traités alors sont favorablement recus et

ME répond alors au site demandant :

afi = {{A ~RoDye KI |p
K=1

[vee 9-1] {HE}, (Wyal (SNe sME) < (OSNp81))) =

((NE € M-RP, UM-AUT, UH-TRAIT, UM-RQ, )a(ME ¢ N-RD,))

1 veetd-1) NIME}, 2 € MRPye UN-RRyge U N-AUTye |}.

Cette assertion décrit l'ayancement des réponses aux sites bloqués a

cause de ME au niveau de J,

Nous proposons alors Ja preuve séquentielle suivante de la partie

RELEASE-RESOURSE.
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1.11: {WyeAUyge al}

USING: =false;

N
1.12: (Myer ~Uyen *S ER-Dye LI] > ((MEEM-RD y) Aye LJ1) Jal, , 3

for J:=1 to N do
N

1.13 ; Fllyes~ Uyen A [R-Dyge KI = ((MEEM-RD)) Aye fK]) JAI, 91}

if R-Dypfd] then

N
1.14 {Wye a~Uyer oO ER-Dyye EK] (MEEM-RD,) Aye EK] Jal, .(d]}

A{J}:=false;

N
115 “Mae Uyer A ER-Dye LKI=( (MEEM-RDy) Aye LK1]4~ Aye]

A(MEEM-RD })AR-DyrLJ]AI, , [041]

R-DIJ]:=false;
~~ N

1.16 :{ “Myer ~Uyen 1[RDyel Klm{ (MEEH-RD,) Aye TKI JA, (940

Send REPLY(ME) to J;

— N
1.17 if “Nyes ~Uper VA | ERDye KI (MEEM-RD, ) Aye [K] ]a

4

(Wy + (MEEM-RD) UM-AUT, UM-TRAIT,))al, ,{d+1]

fi .
N

1.18 :{ Nye Uyer ZA ER-DyeLK>( (MECM-RD,) Aye KI} ]AT, gfJ411}

end-fors

119 ff Wea Uys ~R-Dy eal}

V.3.2.2.1.4.- Preuves séquentielles relatives aux parties traitant les messages

Suit Supye = Supin € IN/((n,j) € Me p)ACI © UNI UME) }

et SUP ye = Suptn' € IN/((n',j) € Mae plas € [NI S{ME}) a(n! an)a( jae)!
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22.1.0 2 {(K=j)a(J4ME)a(JEM-TRAIT ye) a(HSN=Supyee ) a

(REPLY (J )eMye p)?

Aue lk] :=true;

2.2.1.1 : {(K=j)A(REPLY (3 )€Myr 9) A(HSN=Supye)

(Wye > (JEM-AUT ye) 3
ME

Ceci constitue la partie traitement des REPLY et nous donnons maintenant

ta partie concernant le traitement des REPLY-REQUEST.

2.2.2.0: €(d=§)a(TSN=n) a(REPLY-REQUEST(n,,3)€Mye a)

(HSN=Supiye)A(JEM-TRAIT ye )a(J4ME) F.

HSN: =Max (HSN, TSN) ;

AlJ]:strue;

R-D[J]:=false;

2.2.2.1 : {(d=J)a(TSN=n)a(REPLY-REQUEST(n,J)EMyr p)A

(HSN=Supyye) A (Wyge=>( JEM-AUT, iwe)?

Enfin, il nous reste 4 donner Ja partie traitant les messages de REQUEST.

Nous utilisons les instructions await afin d'exprimer l'atomicité choisie et

le fait d'avoir true revient 4 exiger que l'instruction a l'intérieur soit

exécutée atomiquement.



2.2.3.0 : {(J=j)a(TSN=n)a(REQUEST(n, 5 )EM

2.2.3.1. : {(d=d)a(TSN=n (REQUEST (J) EMhye g)A(HSN=Supyye)

prouver que les autres sites et processus n'interférent pas avec cette nreuve

séquentielle :
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ME RIA
(HSN=Supiye)4(MEEM-TRAIT , )}

HSN:=Max (HSN TSN) ;

OUR-PRIORITY :=[ (OSN<TSN)OR( (TSN=OSN)and(ME<J)1;

Jf USING QR(WAITING AND OUR-PRIORITY) then

R-D[ J] :=true;

fis

iff~ USING and~WAITINGIJORIWAITING and~ALJJand OUR-PRIORITY Ith

AlJ]:=false;

Send REPLY(ME) to J;

fis

Af WAITING and A{J] and ~ OUR~PRIORITY then

A[J]:=false;

Send REPLY-REQUEST(OSN ,ME)to J ;

(W y°(MEEM-RD 1 )v(MEEH-RP 5 )v(MEEM-AUT 3) v (MEeM-TRATT ,)v(MEEM-RR 5) )}

Ceci constitue la preuve séquentielle de RA et i] reste maintenant 4

ce sera le propos du paragraphe suivant.

¥.3.2.

V.3.2.
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2.2.- Preuves d'absence d'interférence

Nous allons prouver deux types d'absence d'interférence :

- une interférence locale au noeud ME.

- une interférence globale au réseau RA pour ME.

Ceci revient d considérer deux types possibles d'interférence ;

- interférence due au partage d'une variable
i

- interférence due 4 une communication.

2.2.1.- Interférence locale a ME

I] s'agit du méme type de preuve que celui d'OWICKI et GRIES [OWG],

plus des axiomes sur les communications.

CP(ME) est formé de deux processus paralléles notés Pp, et P,

tels que :

IP, demande et rend la section critique.

RP, traite les messages dans le tampon.

IP, est formé de quatre instructions atomiques :

N

~ Styl = Receive mes when \/ [(mes=REPLY(J) )v(mes=REPLY-REQUEST(n.J))
BESEINS MM we

JeME
v({mes=REQUEST (n.J)]

7 SL = REPLY-MESSAGE ;

St,3 REPLY=REQUEST-MESSAGE 5

7 sto4 = REQUEST-MESSAGE ;

'

u

tt

Afin de prouver que IP, n'interfére pas dans la preuve de P,, on

prouve les relations suivantes :
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We AwUye A ~R-Dyp A Tyg A pre(Stok)}

Stok

(Wye aw Uyen ~R-Diye amlTyiots k € {1,2,3,4}

{ Wag Aw Uy A~R-Dyp aw Tay A pre(Stok)t

Stok

{ We A~ Ue A~ReDye A 144}

{ We 4~ Une A TyolJ-1] a pre(Styk)}

Stok

{ Wye A~ Une A Ty9[d-1]}

{ Wye Aw Uye Aw Aye ld} Aly ofd-1] a pre(Styk)t

Stok

{ Wyge A~ Une A~ Aye EJ] A 1,,l3-11}

{ Wp A~Uye A I, ,lu] A pre(Stk)}

Stok

{ Whe A> Une A I, ,fuJ}

{ Wye A~Uye & Tyg A pre(Styk)}

Stok

©
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€ Wye aUpe A Tyg a pre (Stok)}

Stok

{ Woe A~ Ue A Tyqt

tye sw Ue A Iyq A pre (Stok)}

Stok

(Wye Aw Ue A T14}

Wye A~Uye A Iyq 4 pre (Stok)}

Stok

Wy }Ee’ Une * Tq

iye yer (R-DyelJ] = ((neeH-RDs)afyel01) AI gApre (Stok)}

Stok

N

fle A~U ye {\ (ReDyg ld] ( (MEEM-RD 1) Myyptd1) JAI}

N

(Nye A~U ye A (RD (EEH-RO, ayeTK] Jag 9}}Apre (Stpk)}

Stok

N

{ye AU ye A ((e-dyett = (NEEM-RD,) Aye LK] Jal 61)

N

bie wena N (Roget = ((HEEN-RD) Aye Lic] )aAye id]

A(MEEM-RD j) AR-D[J JAI ¢ [U4] apre (Stok)}

Stok



- 209 -

N

(Wye reyes ZA (R-Dye Ci] = (MEEM-RD,) Aye [k]

Aye Cd] A(MEEM-RD 7) aR-D[J Jal gfJ+1]}

N

(lye polygs ON (R-Dyp lk] = ((MEEM-RD}) Myo LkI)) Aly gLd+IJapre (Stok)

Stok

N
{Wye ww Uyen AA (R-Dye tk] > (MEEM-RD) ) Aye [k]) a1, {d+1]}

N

Wye AwUyeh A (ReOye lk => (MEEM-RD,)AAye fk ]) a

[W'y =» MEEM-RP ) UN-AUT, UM-TRAIT ) Jal, [J+] Japre (Stpk)}

Stok

N

{Wye Ayer ZN (R-Dye Ck > (MEEM-RDp) Aye Lk]) a

[Wj > (ME@M-AUT, UM-RD, UM-TRAIT)) Jal, g{J+1]}

N

{Myer anllyen, /\ {POET = (MEEM-RO,)aAyelk] aly ¢[d+L]apre (Stok)}

Stok

N
(lye Ao Uyen A (ReDyp Lk] = (MECM-RD, )hye KI )alygfd41]}

tye A~Uye A~R-Dye al apre (Stok)}

Stok

foyer Uve a~R-Dypaly
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Nous prouvons maintenant que P, n'interfére pas avec la preuve de’P, .

Les instructions atomiques de IP, sont notées St)k et définies comme suit :

WAITING: =true;

oty! = [ OSN:<HSN#1

St,2 = Send Request (OSN,ME) to J

N

St,3 = Wait-for Ane! a)

st,4 = WAITING:=false

St15 = USING:=True

St,6 = USING:=false

Stj7 = A[J]:=false

St,8 = R-D[ J] :=false

St,9 = Send Reply (ME) to J

Soit k€ {1,...,9,

€(k=d)a(Reply(J)EMiye p)A (JME) (HSN-Suphye )A(JEN-TRAIT ye-)apre (St, k)}

Styk

{ (KJ) (Reply( 5 )eMyeg)A(J=ME)A(HSN=Sup pe )A(JEM-TRAITyyp)}

*

{(k=J)a(Reply(j )EMye p)A(S#ME)A (HSN=Supye )A (Wye > JEM-AUT ye )Apre (St,k)}

Styk

{(k=J)a(Reply(J)eMye p) (JME) a(HSN=Supye)A( Myr “> JEM-AUT pe )}
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ett * a

{ (J=J)A (J#ME)4 (TSN=n)4 (Reply-Request (nj )EMye R)

4 (HSN=Supyge )A (JEM-TRAL Tye )apre (Syk)}

Styk

{ (J=3)a (J#ME)a (TSN=n)a (Reply-Request (nj )EMye Ris
?

+ :
(HSN=Supye Ja (JEM-TRAL Typ )}

{ (J=j)a(J#ME)a(Reply-Request (nj )EMye pis
3

* :
(TSN=n)a (HSN = SUP ye )A (Wye > JEM-AUT ye )Apre (St, k)}

Stjk

{(J=j)A(J#ME)a(Reply-Request (nj )EMyr pis
,

*

(TSN=n)a(HSN=Supiye )A (Wye => JEM-AUT ye) }

{(J=j)a(TSNen)a (Request (n.J)EMye. g)A(HSN=Supjye)4(MEEM-TRAIT ; )Apre (St,k)}

Styk

{ (J=J)a(TSN=n)a (Request (nj )EMye sp CHSN=Supjye)4(MEEM-TRAIT ,)}

{(Jeg)A(TSN=n)A(Request(n,J)EMye. @)A(HSN=SuPye)

(i; = (MEEN-RD; UM-RP UM-AUT; UM-TRAIT; UM-RR, )apre (Styk)}

Styk

{{Jeg)a(TSNen)a(Request (nF)eMae 4)ACHSN=Sun |

FR EM-RD. UM-RO. ° 7 - a -RR.A(W, = (MEEM-RD; UM-RD; UM-AUT; UM-TRAIT ; UM-RR.) )1

=m 2

*

{(HSNye=Supye Al zapre (St,k)}

Stik

*

{(HSNye=Supye JALg}

*

{(HSNye=Supye AT ,Apre (St, k)}

Styk

*

{(HSNye=Supyp) Aly}

*

{(HSNye=Supye)Apre (St,k)}

Styk

*

{(HSNyp=Supye) }

{(HSNy-=0) Aw Age A~R-Dyge A~UyeaT gapre (Styk)}

Stik

{(HSNye=O) av Aye AWR-Dyp AUpe A Ty)

{(OSNye=0) AwWye AwUye a~Aye A~R-Dyp a Ty a pre (Stok)}

Stok

C(OSNye=0) aw We A~Uve Aw Aye A~R-Dye A I}
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V.3.2.2.2,2,.- Interférence globale de RA

Soient ME, ME' deux noeuds distincts de RA. On doit montrer que

l'envoi d'un message de ME' n'interfére pas avec toute assertion de ME

et la réception d'un message de ME' n'interfére pas avec toute assertion

de ME.

Nous utilisons les notations suivantes :

Stl = Send Request(OSN,ME') to ME

St,2 at Send Reply(ME') to ME

St,3 = Send Reply(ME') to ME

St34 = Send Reply-Request (OSNyr »ME') to ME

*

@ {(HSNye=Supye)apre (St3k)}

Stk

*

{(HSNyge=Supye) }

(2) ((HSNyp=Supye)apre(Stgk)}

Stak

*

€(HSNye=Supye) }

On prouye la méme chose de ME vers ME', en utilisant ME a ME!

et ME' @ ME dans @) et (2) 3

¥.3.2.2.3.- Exclusion mutuelle

L'assertion d'exclusion mutuelle peut s'exprimer de la facon suivante :

- 214 -

N

MUTEX' = [ate € INTs] A\ascka [ali v Uy v (wt, m5) |]
Kel

af signifie "il existe au plus un" “tel que”.

On vérifie aisément mais longuement que chaque assertion de l'annotation

implique MUTEX’. Donc MUTEX' est invariant pour RA.

V.4.- PREUVE DE PROPRIETES DE FATALITE DE PROGRAMMES DISTRIBUES

V.4.1.- Présentation

Dans 1a partie ¥.3, nous avons donné une méthode de preuve de propriétés

d' invariance que nous avons ensuite utilisée pour le cas de l'algorithme de

RICART et AGRAWALA. Cependant, les propriétés d'invariance décrivent partielle-

ment l'exécution et le comportement du programme et nous porterons notre atten-

tion sur les propriétés de fatalité qui ont été définies pour DIP € D dans

la partie V.2, Une propriété intéressante au sujet de l'algorithme RA est

l'accessibilité en section critique pour tout noeud de RA qui la demande.

Cette propriété peut s'exprimer en utilisant la terminologie de la fatalité :

Soit IRA] un langage d'assertions pour RA,

Ub un modéle de fatalité pour RA.

ME un noeud de RA ; on exprime cette propriété par :

Ub & WAITING. www USING ye

ou WAITING). signifie que WAITING est vrai pour ME,

USING, signifie que USING est vrai pour ME.



- 215 -

Cette propriété est exprimée dans un modéle de fatalité Uo que nous

voulons faiblement équitable.

Nous utiliserons dans notre étude I'opérateur temporel o dont la Sign}.

fication est la suivante :

Ho oP ssi ve € S[DP], P(e) = [ve' € S{DIP], t*[DP ](e,e') = P(e')]

Nous supposons que tout message sur le point d'@tre envoys: le sera au
bout d'un temps fini, que tout message envoyé est délivré et que tout message

en attente de réception pendant un temps arbitrairement grand est recu au

bout d’un temps fini. Nous allons maintenant donner une axiomatique adaptée

a ce genre de programmes sous ces hypothéses,

V.4.2.- Systéme de preuve de fatalité TD

Comme QL, TD est composé de trois parties dont nous présentons succine-

tement le contenu :

~ une premiére partie contenant les axiomes propres 4 exprimer 1'hypo-

thése d'équité faible et de fiabilité.

~ une seconde partie pareille 4 celle de OL contenant les régles de

déduction qui permettent de construire les preuves et, donc, la

relation ms.

- enfin, une troisiéme partie disposant des mémes régles auxiliaires

que OL.
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Partie 1 : Equité faible et fiabilité

Dl: at[v:=e] ~.» jafter[v:=e] o§ ve [DP], ec €.

D2: at{v:=?] sw sjafter[v:=?] of ve [DP].

D3: at{skip] nw.>jafter[skip]

D4: at{if B then S; else Sp fi] mw» (jat SyaBvjat Soa~B)

ob Be B, Sy,5,€ P.

D5 : after Sj ww jafter[if B then $1 else So fiJ!!)

D6: after Sp mw»Jafterlif B then S1 else Sp Fay (?)
D7 : atlwhile B do S od} ».-»(jat SaB)v(jafter[while B do S$ od))

D8: after S ~v»(jat SaB)v(jafter[while.B do S odj,~B).

D9: at[Send mes to dest] wore Jafter[ Send. ..dest]a(meseTy..4)

D10 : (at[Receive mes when cond]aagl[ (mes€T)acond{mes]])~-- -

~w(jafter[Receive mes when cond]acond).

Dll : at[Cobegin PSyl...UIPS_ coend] ~w-»(jat PSya...ajat PSp).

D12 : (after PSyn...nafter PS,) —>Jjafter[Cobegin IPSzh...IIPS, coend].

D13 : at{Disbegin CIPyN...1CIP,, disend] m-»(jat CP js...ajat CP).

D14 : (after CP yq...,after CIP, sadafter CP jq...aafter CP.) ww ----

wn» jafter[Disbegin CP yh...1CP disend].

Partie 2 : Régles d'inférences : P, Q, R, S, R(a), R(B) sont des assertions

de & (DP).

RT «© cf Lp g, alors t D anneal
Mee wa 1) To! ‘ Oe
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a ae ee

1-34 € (DP), PaR i,

1D s i= 01,

: Qai = S$

alors

TD L- PaR awe DAS,

RB: Si tp bP mw>FaR(a),

va € Ord, o > QO,

tp ( R(a) ~~» (38 < a, R(8)),

Tp b R(0) ~~,

alors Tp bh Pow Q.

R4: si Tote P ~>O, tpt QR,

alors Tp be P we>R,

Partie 3 ; Régles auxiliaires

RIA: si P»Q est vrai pour DP alors Tob P= 9.

R2A : si v(s,s')eS*(DIP], (PaR)(S)at* [DIP ](s,s'}aQ(s') = S(s'),

alors

R3A : si P ~*Q est une hypothése de travail, alors

Tp Fe PQ.
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Les axiomes Dl a D14 expriment jes propriétés des suites ou traces

d'états considérées. Nous appellerons Ub ie le modéle de fatalité validant

l'ensemble de ces axiomes et nous ne considérerons que je plus grand modéle

vérifiant cette propriété, Notre propos ici n'est pas de prouver ni la cor-

rection, ni la complétude sémantique de TD mais de donner une généralisation

de la méthode d'OWICKI-LAMPORT. I] nous parait raisonnable de généraliser la

méthode des treillis de preuve 4 TD de facon a l'utiliser par la suite pour

prouver la propriété que nous avions donnée au paragraphe V.3.1. La méthode

reste la méme, si ce n'est qu'il faut remplacer OL par TD. Nous donnons main-

tenant les treillis de preuve correspondant 4 la preuve de l'accessibilité

de ME en section critique :

Me {1,....N}

WAITING, «m-> USING.
ME ME

WAITING,
E

in met CaWAITING,

@

atypl7AWAITING-

(______.,
| atycLBAWAITING - |

Treillis de preuve : TPl
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Commentaires sur TP1

@

O®

(iNypl2 = atypl2vatyp13vatyr14vaty,15vatye 16) .

Nous avons prouvé précédemment que RA réalise 1l'exclusion mutuelle.

Ceci a été mené par T'intermédiaire d'un invariant I = A (at a=]

o€ [RA]

of [RA] est l'ensemble des points de contrdle de RA.

WAITING est vraie en 3 points, on en daduit :

WAITING => (inypl2vaty p17 vaty, 18 )AWAITINGye .

Par les régies 1A, puis 1 on en déduit Q@) .

On verra TP1.1

On verra TP1.2.

(atyyp18) AWAITING

| (atyp19) 9 ~WAITINGye

Q |
(atye1 10) AUSING yp |

Commentaires sur TP2

@ 1] = (@typl8 = WAITING). )a(atye19 + ~ WAITINGyr)

est invariant par RA (on le déduit de l'invariant plus fort de la

a!
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preuve d'exclusion mutuelle).

aty 18 mw jafter 18 est un axiome de TD.

De plus, Jafter,-18 wee aftery,18 est trivial par définition de jafter

et after.

On utilise la régle 2 pour déduire alors Q) .

On fait le méme raisonnement que ci-dessus et on considére T'invariant

1p = (@tyel9 > ~ WAITING ye) a(atye1 10 » USINGye)

Puisque (atyp1.10)AUS ING. => USINGy ey on en déduit par la régle JA

puis I, (3) .
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atypl2awAITING

TP 1.1

atye12aINV(i)

atye13AINV(i)

atyp SAINV(4)

atyp16,INV(i)

[ inv(o

atypa WAITING ye
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Commentaires sur TP1.1

@

®

Inv(m) = Latyp13a(J=N-m)a(d<N)alyo(J-1)]v

fatyye 14a (d=N-m)a(d<N)a~ALD]A(JeME) aly 9 (J-1) Iv

Latypl5a(J=N-m)a(deN)a(d<N)aly5(J)]v

Latypl6a(J=N-m)a(J<N)al4 (J) Iv

Catye12a(J=0)a(m=N) al, 1]

INV(u) = v= Inv(m).
meu

Lorsque le contrdéle est mye l2 les. états de RA sont caractérisés par

My et Tl], soit par INV(N) de fagon grossiére,

L' implication suivante est donc évidente :

Anyp12AWAITING => INV(N).

D'ot par Tes régles 1Z et 1, on déduit @ :

On utilise les axiomes d'équité pour chaque point en transformant le

for en while. Ainsi l'entier i sera décrémenté.

I] suffit pour cela d'utiliser l'axiome du while pour ce cas.
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| typ 17 AWAITING.

Z

TP 1.2

2 29m =

Commentaires au sujet de TP1.2

On utilise pour cette preuve les notations suivantes :

IM-RQI est le cardinal de M-RQ,

IM-RP! est le cardinal de M-RP,

IM-AUT! est le cardinal de M-AUT,

IM-RER[ est le cardinal de M-RER,

M-RER est l'ensemble qui contient les numéros de tout noeud distinct

de ME tel qu'un message REPLY-REQUEST a &té envoyé par ME 4 ces noeuds.

IM-RED| est le cardinal de M-RED,

M-RED est l'ensemble suivant :

J €M-RED ssi (j # ME)a(R-D [ME] = true).

Nous utilisons les variables d'entiers suivantes :

Ng My +My Mg oNg et nous définissons alors ]'assertion suivante :

P (Ng 4N3 Mo yy Np) = [hygenatye7A( IM-RO=n4).

(IM-REP | =n, )a(ng=N-1-[M-AUT ye | )a

(IM-REDi=no)a({M-RER|=n3)a

(M-RQ UM-REP UM-AUT UM-RED UM-RER =

[NT \ {ME} )a(ngtngtnotny+ng=N-1)a

(ngeIN-AUT ye )A(ng=N=1=n5) |

On définit alors une suite de 5 types d'assertions : pour i € {0,...,4},

P.(n.) = Vv P (Ng sMg Mp My ao)
TT (ngotg fg ony sng EL (4)

[(i)} = €(Ngmgomp sy sMp)EIN?/ (sot sn =0)a(Vigi snj<Ne1)}

Ce qui permet de donner un ordre lexicographique pour Ja preuve et ceci

constitue une notion de variable auxiliaire qui explicite les ordinaux néces-
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saires. Dans le cas présent, les ordinaux sont :

@

4 j |
a= 5 nw.

i=0 )

La justification de cette fatalité est a@vidente 4 cause du choix des

différentes variables auxiliaires et de la définition de Pi(n;). Ainsi, |

|
quoiqu'il advienne, au pire des cas, si on se trouve en 17, il reste |

|

N-1 réponses en attente de sollicitation ie des requétes.

D'o on en déduit :

atyel7 AW ye > v Py (ny).MET OME ngs-1 aya

Par les régles 1A et 1, on déduit @) .

I faut utiliser la régle 3 et prouver que le nombre de requétes en

attente décroit strictement. Pour cela, soit j¢ MRO telle que

j + ME.

On utilise l'axiome d'équité relatif 4 la réception du message :

(at; [Receive] )a o OffmeseT ; )a(mes=REQUEST (OSNye sME) ] An

o~> (Jafter [Receive] )s(mes=REQUEST (OSNyr »ME) )a(mes ¢ Ty).

Donec :

[(at,Receive)a 2O(-~— )aPy(n)] ww~-—> [Jafter ReceiveaPy(n' )an'<n]

par la régle 2, en utilisant le fait que Py(n' )an'<n est invariant

par rapport 4 at ;Receivea Oo Qe )aPy(n) et Jafter Receive.

océde de inGiwe pour chaque j et on prouve que n décroit. On en

angPy(nq) “~>P4(0) et P4(0) = angP4(0).

On utilise les régles 1A, 1 et la régle de transitivité pour déduire @
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ORORC
Ces preuves sont identiques 4 celles ci-dessus et utilisent notamment

T'hypothése suivante ;

in C-S(j) ~~» after C-S(j) pour chaque j de INI.

Par la régle 3A, ceci devient une hypothése.

(6) Enfin, la preuve de cette propriété repose sur T'hypoth@se a ajouter comme

régle supplémentaire :

(atyer7)a( A Ayel 31) > (atye8 Aye.

Ceci est une hypothése raisonnable puisque nous avons montré 1' exclusion

mutuelle auparavant.

V.5.~ REMARQUES COMPLEMENTAIRES

V.5.1.- Absence de blocage

Puisque nous avons prouvé que tout noeud, qui demande sa section critique,

l'obtient au bout d'un temps fini, i] ne peut y avoir blocage global ou mutuel.

Ainsi, le seul point de blocage est le point 17 et dans ce cas le noeud concerné

demande sa section critique ; nous avons prouvé qu'il se trouvera un jour fata-

Tement en 18.

¥.5.2.~ Complexité des preuves

Les preuves de fatalité comme celle d'invariance sont fort complexes et

demandent des efforts considérables. Nous pensons qu'une assistance pseudo-

mécanisée serait bien venue pour ce type de problémes. Les difficultés sont
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plus importantes car elles exigent un outil interactif pour le cas des pro-

priétés d‘invariance. La schématisation offerte par les treillis de preuve

facilite considérablement la résolution du problame.

V.5.3.- Correction et _complétude sémant ique |

Nous n'avons pas exposé le probléme de la correction et de la compl étude |

sémantique de TD mais nous pensons que c'est un probléme trop complexe pour

étre exposé briévement. Une étude future nous permettra éventuellement de

compléter TD, afin d'assurer complétude et correction de TD.

Le probléme de fiabilité a été facilement résolu et il reste de nombreux

choix et cas 4 considérer. La logique temporelle a été utilisée pour spécifier

de tels programmes notamment SCHWARTZ et MELLIAR-SMITH [SCM1] en font une

démonstration.

j YI - CONCLUSION
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VI ~ CONCLUSION

Au terme de ce travail, il convient de faire le point sur les principaux

résultats obtenus et d'esquisser les perspectives que nous envisageons pour nos

travaux futurs.

La notion de structure abstraite pour des langages infinitaires nous a

permis d'associer des ordinaux plus petits que ]'ordinal de la structure abs-

traite 4 toute propriété de fatalité abstraite sans hypothése d'équité faible,

c'est-a-dire pour tout l'ensemble de traces du programme abstrait. Le probléme

qui nous parait important est celui du choix du langage d'assertions, qui doit

étre suffisamment expressif, afin de garantir l'expression de toute propriété

dont nous aurions besoin : les fonctions d'abstraction et de concrétisation

utilisées antérieurement pour ce type de probléme par COUSOT R. [COU] sont ici

essentielles pour garantir un formalisme propre. La notion de modéle de fatalité

permet de prendre en compte de nombreuses hypothéses et, comme OWICKI et LAMPORT

[OWL], nous caractérisons cette propriété que nous appelons 1'équité faible,

en spécifiant, tout d'abord, la classe des programmes paralléles, 1a sémantique

opérationnelle, les modéles de fatalité déduits de la sémantique opérationnelle

et des traces, les assertions de contréle, les actions atomiques ; notre dé-

marche est indépendante de la logique temporelle qui n'offre pas toutes les

hypothéses requises pour une base formelle 4 cette étude. Cependant, les résul-

tats obtenus pour les propriétés de fatalité sans hypothése ne purent @tre gé-

néralisés systématiquement 4 celles avec hypothése d'équité faible. Nous avons

mis en évidence un opérateur monotone "9 pour chaque assertion Q de CP,

un programme paralléle quelconque et nous avons donné, a I'aide de Tq une

suite d'assertions intermédiaires pour prouver que P conduit 4 Q fatalement
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sous hypothése d'équité faible. Des actions atomiques semblaient jouer un réjp

essentiel pour conduire 4 Q sous cette condition et nous avons défini 1 ten.

semble des actions critiques en un état donné par un multiensemble ; cette

approche suggére de chercher quelques actions déterminantes au cours d'une

preuve de fatalité sous hypothése d'équité faible. Ainsi on mis en évidence

l'existence de l'ordinal de fatalité sous hypothése d'équité faible pour deux |

assertions P et Q telles que Ub FE Paw->Q, en supposant la relation

de transition dénombrable, on prouve que l'ordinal de fatalité est au plus dé. |

nombrable (ie : <w, ) et dans le cas général, l'ordinal était plus petit que

celui de la structure abstraite,

L'étude préalable nous a permis de prouver la correction et 1a compl étude,

sémantique du systéme de preuves de fatalité de programmes paralléles (apparte-

nant 4 la classe définie) sous hypothése d'équité faible, La correction est

faite par le biais du modéle de fatalité faiblement équitable défini antérieu-

rement et 1a notion de validité est spécifiée, La preuve de complétude sémanti-

que est déduite de 1'étude préalable et le choix du langage d'assertions est

trés important quant 4 l'existence des assertions nécessaires pour la preuve.

Ces résultats ont été obtenus par un enrichissement du systéme axiomatique

d'OWICKI et LAMPORT [OWL] mais nous y avons ajouté une régie d'induction et un

systéme de preuve d'invariance correct et sémantiquement complet, ce qui n'avait

pas été fait par OWICKI et LAMPORT [OWL].

Cette preuve est constructive dans 1a mesure of elle propose une suite

d'assertions intermédiatres pour la ragl TiGUCtION tiais Ces assertions sont

inutilisables en pratique et il n'y a pas, comme APT et DELPORTE [APD] le pro-

posent, de véritable heuristique associée 4 la preuve. Le point original de 1a

méthode d'QWICKI et LAMPORT [OWL] est la notion de treillis de preuve et nous
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avons trivialement donné la complétude de cette méthode. La correction de cette

méthode avait été faite par OWICKI et LAMPORT [OWL] pour leur systéme et la gé-

néralisation fut aisée. Cependant l'illustration de cette méthode par la preuve

d'une propriété de fatalité du ramasse-miettes de BEN ARI [BEN2] montre 1'élé-:

gance de cette technique de preuve due particuliérement 4 T'aspect schématique

des preuves. Cette technique permet de simplifier les preuves de fatalité de

programmes trés complexes et le ramasse-miettes n'en est pas un des moindres,

d'autant plus que nous y avons trouvé une erreur,

Au lieu d'impltanter des variables auxiliaires, afin de transformer un

programme paralléle sous hypothése d'équité faible en un programme paralléle

faiblement Equitable, comme APT et OLDEROG [APO], nous implantons, au niveau

de la sémantique, des variables auxiliaires, sans Tes mentionner dans la syn-

taxe du programme, ayant valeur dans des structures bien fondées et telles que

le modéle de fatalité soit faiblement équitable. Notre approche permet de met-

tre en évidence un fait rencontré en pratique : au cours d'une preuve de fata-

Tité, les ordinaux sont toujours polynomiaux (<w”) et ceci est di au choix de

la structure bien-fondée, domaine des variables auxiliaires d' implantation.

Nous n'avons fait qu‘'esquisser une étude formelle des treillis de preuve

dont le nom formel est diagramme ordinal et, sur ce point, nous n'avons donné

que quelques résultats symboliques intuitifs. I] nous reste a poursuivre afin

d'étendre la structure mathématique de ces objets. L'algorithme de RICART et

AGRAWALA [RIA] amélioré par CARVAHLO et ROUCAIROL [CAR] nous’a conduit a géné-

raliser la méthode de preuves d'invariance d'QWICKI et GRIES [OWG] et 1a métho-

de des treillis de preuve précédemment étudiée, 4 une classe de programmes dis-

tribués communiquant par message de facon asynchone dans un tampon.

Les propriétés prouvées nous ont montré que la méthode des treillis de
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preuve facilitait considérablement la vérification et la compréhension de tels 3

programmes complexes ; elle permet d'introduire la notion de modularité dans |

Tes preuves, ce qui est suggéré par OWICKI et HAILPERN [HAQ1]. Ce type de

programmes est trés complexe a cause de la présence du tampon et des hypothases

supplémentaires de fiabilité qu'il faut émettre a4 son intention. Cependant les

méthodes proposées offrent un cadre de base au développement de méthodes cor- |

|
|

|
|

|

|

rectes et sémantiquement complétes pour des programmes distribués et une étude

future consistera en ]'étude de tels systémes de preuve,

|
|

Nous n'avons pas donné de systéme de preuve prenant en compte la présente

de sémaphore dans la syntaxe des programmes et une étude compléte basée en pay-

tie sur les embryons donnés par OWICKI et LAMPORT [OWL] reste a faire par la |
|

suite. Cette étude nous permettra d'envisager les instructions await d'OWICKI

et GRIES [OWGJ]. La notion de rendrez-vous est une technique de synchronisation

qui nous semble plus intéressante que celle de communication par messages de

fagon asynchrone dans un tampon et nous voulons généraliser notre étude des

propriétés de fatalité 4 ce type de synchronisation. Nos preuves ont été longue

et difficiles ; i] convient donc de construire un outil d'aide & la preuve qui

sera interactif. Ce projet sera, sans doute, long 4 réaliser mais permettra de

constituer un ensemble d'algorithmes paralléles ou distribués, corrects.

Nous avons parlé d'équité faible et APT et OLDEROG [APO] traitent la ques:

tion de 1'équité forte dont la définition ne nous parait pas assez générale et

est 4 étudier formellement, Cette voie est 4 suivre en paralléle avec les pro-

jets cités ci-descus Certains s'attardent surr la logig:

voulons mener dans cette voie une recherche approfondie, afin de donner un cadr

équivalent nouveau de spécification et de preuves de propriétés quelconques de

programmes quelconques.
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symbole de constante $a ry

symbole de relation cence cece cceccceees

symbole de fonction — vee eeeecec env eeeeseece

symbole de conjonction

Parenth€seS — ieee eeceverececcecesevenees

symbole de quantificateur universel tee eeee

symbole de négation — ne eee cece cece eee eeee

symboles de variable =. cece eee e eee veceee

ensemble des termes sur o&%

ensemble des formules atomiques sur w

ensemble des formules sur oft 5

symbole de 1'implication

eee nen wane

seem ewes eres

Steve teers

symbole de 1'égalité ae

symbole de relation Ryo. oe Ue, . Le

symbole de fonction ww s

symbole de termes Ao ooh

symbole de formules sees

langage infinitaire de cardinaux a et 8

cardinal de l'ensemble A

ensemble des termes sur © os

Cheer verte
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ensemble des formules atomiques sur A ap

ensemble des formules sur x

conjonction des formules de 6 ARE SE ae

formule quantifiée par les variables de v

langage du second ordre #1 + WIGIBIONS & + GTEEETE § 5 BIE

langage infinitaire of o = w, et Bw

quantificateur existenciel +60

ou logique th ans + of). R Re WF . Seni Ss ew... .

disjonction des formules de ©

langage associé 4 A MIG» sPas tae « TOES = open 5

eh HY, « » iekows +. ae Rs i. Joy. . 22 Mi ege Sloat

formule of S est libre AGT) 9S) 5 3 5 (IWS TaN AONE

inclusion de relation o-. PE... .5 Au.- §..

opérateur défini sur CPA”)

ensemble, cléture de fr

ensemble, étape a de la construction de I

Te plus petit ordinal dont la cardinalité est

strictement plus grande que celle de A

ordinal de cléture de l'opérateur Tf

structure abstraite triviale UW = (A)

araphe de renrésentation de Ff

relations sur une structure abstraite

langage du second ordre sur A

classe des relations —_,...... r

Botnet

ensemble de formules de Zag se a. 6 a;
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classe des relations «—-— se eee cece ecccucaes

classe des relations xt et A} ferns » ues 0

ordinal de cléture associé 4 » ..............

ordinal associé 4 x dans la construction de

Toa pions sondfens 8 ane pee eneeee Levee encores
Y

ordinal associé 4 la structure abstraite %&

premier ordinal non dénombrable Pie = Far

7 » ne P c
premier ordinal non récursif, Wy>Wy tee

= tk
K 1 Ta Eee ete eens ee

norme sur un ensemble A vecacceeveeeeeees

relation sur t& associée 4 o bee eeeeeee

relation sur t& associée A o fila fad « cas «

programme forme] age Madekese: aU ann ane 6 0 ayenapane «seme

ensemble des variables de IPs... qr.

domaine de P emsgoys « ptbogape © + emene « ays yofenn» « »

ensemble des relations de IP sx... eee

ensemble des fonctions sur VIP]UQLIP]

structure abstraite de IP «Meal, «Pi... :

ensemble des états de P sur WLP] de

nombre n PUAN + GEN: TNS. ony Foi.

ensemble des 6tiquettes de Po we. ee cues

relation de transition de nombre n associé

BP rene be cone oe eunleaje suerersieie cannes ea

relation binaire sur © [P] wee ere ecw cees

transformation de fonctions

fermeture transitive de t,UP ] 5, B.En. >.
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langage d'assertions de Pow. eee cece eee

fonctions d'abstraction et de concrétisation

au Wt W

complémentaire de £ oe oils Raw, « Shoory.

n
ensemble des mots sur Sy pp iP J sUTeIIS 3

ensemble de traces de IP oc eeveevseeeee

7 12. = 7%, EEG, OEE. Ss »6-£ 2.9...

ensemble des traces commencant par s

ensemble des assertions conduisant 4 Q pour

n
T TEI) ¢ SLE aS GEE + S GWE" S « SUSTENS SW SWereWever? Ayers

Sup o@ Q est une assertion Be +e eyeseyt lens

ensemble des suites d'exécution =... .. 00a '

opérateurs modaux kee eee eeeeecvececes

ensemble des variables cece cca ceeeeeeaee

ensemble des expressions booléennes —...... .

ensemble des expressions ke vce e eee eeeuas

ensemble des valeurs 2] 25 DMN OI G SEND Bs SEENON

ensemble des programmes séquentiels non déter-
ministes

a

expression booléenne eee cece ceca

ensemble des programmes parall€les —........

ce Syritaxique N00 axel. SPS

programme DP €tiquet@ ese e sec c cece cece

ensemble des 6tiquettes de P =... cae eee

étiquette de finde P ...,. ot ICES) 9+ IS 3

26

26

26

26

27

29

29

29

29

30

35

35

36

36

36

36

36

36
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37

37
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VIP] ensemble des variables du programme IP

PS programme séquentiel non déterministe Maya).

DCPS! domaine des variables de PS 9 ....eseeenss

o& [PS] ensemble des étiquettes de IPS olor: 5. Tel

S{PS] ensemble des tats de PS wo... eee ee eee

ttiPs] relation de transition eee eee eee eee

VIPS] ensemble des variables de PS ..ve.ceeaee

CIP programme paralléle REY, ote thong» © arcWOW 5, Tie. ic

of [CP] ensemble des étiquettes de CP ..........

Lok, @tiquettes de début et de fin de CP

i multiétiquette associée au contréle de CP

m application de VICP] dans DICP]

ticr] ensemble des variables de CP ee ees SPs

YIicP] ensemble des valeurs des variables de CP

S{CIP ] ensemble des 6tats de CIP... eee ee sees

t{cP] relation de transition de CP +e Moet, «a 5

Start action atomique marquant le début du Cobegin

Finish action atomique marquant la fin du Cobegin

Out-ifl action atomique marquant la fin de la sere
branche du if § AS 7 TANT 2 FG EDN SEAS vere

Out-if2 action atomique marquant la fin de la 267°
branche du if —...... me + epeeTeN ES © « oroWoWs » syns]

<B> action atomique correspondant au test B du

while ou du if erste vs Ree eo netalMhn ope opel oo 0 AIS

AICP 1] ansemhle das actions atomiquas deo CP

S une partie d'un programme meee. Bao. 8.

om } ensemble d'états situant le contréle de S$
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39
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i,i,,i,,i' instructions d'un programme séquentiel see 76
AV(a) ensemble d'états situant le contréle sees 43 rs

de a avant | Ord Classe des ordinaux sucess cece cee eee eens 77
j

AP(a) ensemble d'états situant le contréle —s......,, 43 i cP, nom d'un programme exemple wees eee eee e eee 81
de a aprés |

j cP, nom d‘un programme exemple 86
tla] symbole relation de transition ama 45 i ww

db modéle de fatalité pour la sémantique opéra-
ia ensemble des mots finis ou infinis sur E 7 46 j tionnelle 2 LWLALN ole «roLsTsi6(g lsIeIs & & STOTETATS 5 SIeTeISTS + 89

T(E,v) ensemble des traces engendrées par E et v 46 N ens des naturels sees Byes -PeEeays « ayeqers » » 97

TICP] ensemble des traces de CP ss ov wigterajale 46 Totart assertion invariant de CIP pour 1'action Start 103

icp) l ' : a A ae . ta Mes- langage d'assertions de CP —.... eee 47 ny assertion invariant de CIP pour l‘taction a
aicrl f a l'ordre g 107

Ub modéle de fatalité sis GEG 48 OL1,0L2,0L3,0L4 systémes de preuve obtenus 4 1'aide de OL 115

ats TP(P,Q) treillis de preuve de noeud entrant P et de

noeud sortant Q RE AGT FTES 7 NIA? 122
after S

TP(at CIP, ,p,after(CIP a~p) treillis de preuve pour 1'exemple
ata * | , cP. : 125as assertions de contréle we eeeee eee eeee eee 49 1
after a TP ,(P.Q) treillis de preuve canonique PET.» ares 128

Jafter a M tableau des noeuds de la structure de données 130

Ss 50 Number-of~Nodes nombre entier désignant 1a nombre de noeuds de

. la structure M see . 130

Jats
jattersf{o Sere eeeneseeereserenseseneereetees 50 FREE numéro du noeud racine de la liste libre des
“ noeuds de la structure Mo .useaseeeeeeeees 130

oP i ité .(P,Q) Grdinal de -fatatite 51 Number-of-Sons nombre entier désignant le nombre maxi de fils
we modéle faiblement équitable =... eee eee 54 de chaque noeud — veveveveereeesereeeeceess 130
T Operateur, eee ccceeecceneeeceeesceeees 55 HUE type des couleurs " 131
Mp ensemble de multiensembles associés a P . 55 INDEX ensemble des numéros de noeuds de M weeee 131

i i ; ati ROOTS sous-ensemble de Index donnant les numéros desa(s) multtensenble d'actions atomiques critiques i eaninee de la structure Mo Lee 131,
pour ¢ * 

35

Oye(P.Q) ordinal associé 4 P et Q pour équité faible 66 SONS ensemble des numéros des fils d'un noeud . 131

Rla) assertion indicée par l'ordinal g servant NODE noeud de la structure wv eee eeeeee eee eeeee 131

dans Tes preuves aa 70 me symbole désignant le couple mutateur-collecteur 131
P,Q,R,R(a)sR(p).S,1 assertions de CP 75
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assertion signifiant que k est dans la liste
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