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0 - INTRODUCTION

Depuis les articles de FLOYD [FLO] et de HOARE [HOA], les systémes de
preuve et les méthodes de preuve concernant les programmes rencontrent un
intérét considérable dans tous les domaines de 1'informatique, En effet, 1'&-
laboration et la validation de programmes sont liges, puisque les algorithmes
sont implanté&s dans 1'environnement de 1'individu et i1 est donc indispensa-

ble d'offrir & 1'informaticien un cadre méthodologique d'études et de concep-

tion des programmes en vue d'une plus grande fiabilité. Cette voie tracée par

FLOYD [FLO], poursuivie par HOARE [HOA] et BURSTALL [BUR], conduit & la con-
ception de logiques de programme basées sur des Togiques anciennes et a pre-
migre vue adaptées a 1'étude des propriétés de programmes. Les propriétés de
programme qui sont les plus intéressantes sont classées en deux groupes : les

propriétés d'invariance, comme, par exemple, la correction partielle, 1'exclu-

sion mutuelle, c'est-a-dire qu'une assertion représentant la propriété est
vraie @ partir d'un instant et le reste par la suite, et les propriétés de
fatalité qui expriment 1'accomplissement plus ou moins prompt d'un &vénement,
comme par exemple, la terminaison d'un programme ou 1‘accessibilité en section
critique. La Togique modale de MANNA et PNUELI [MP1, MP2, MP31, 1la logique
temporelie de PNUELI [PNU] sont deux logiques permettant d'exprimer et de prou-
ver ces deux propriétés. D'autres logiques modales apparaissent simultanément :

il s'agit de la logique dynamique de PRATT [PRA] et de la Togique du processus

développement de la logique algorithmique autour de SALWICKI [SAL]. Ces logi-
ques ont fait T'objet de résultats abondants et intéressants quant & leur ex-

pressivité,complétude et décidabilité. Cependant, si nous prenons 1'exemple de
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Ta logique temporelle, on ne garantit pas toujours que chaque propriété pu1ss
s'exprimer dans ce formalisme et 1'article de WOLPER [WOL] est significatif dﬂ
ce besoin d'ajouter des axiomes pour exprimer une propriété ; SISTLA et Co
[SCFG] montrent 1'impossibilité de caractériser les tampons infinis avec la
logique temporelle lingaire.

Notre intérét se porte maintenant sur une distinction que 1'on peut fair;
au niveau des Togiques temporelles. Sujvant deux hypothé&ses trés distinctes, T
flot d'exécution est considéré comme lingaire ou comme arborescent ; c'est-a-l
dire que Te temps de référence devient soit linéaire soit arborescent. LAMPOR(
[LAMA4] fait cette distinction pour montrer que le choix d'un modgle temporel
conduit & une classe de programmes donnée, ceci nous parait surprenant et
EMERSON et HALPERN [EMA2] reconsidérent 1'argumentation de LAMPORTv[LAM4],
pour déduire que Ta logique temporelle linéaire n'est pas close et peut s'ex-
primer dans un modéle de temps arborescent plus important.

Ces logiques du temps ont fait 1'objet d'une thése de KAMP [KAM], qui

montrait 1a nécessité d'ajouter un opérateur de durée, Mais nous distinguerons:

deux politiques d'utilisation de ces logiques temporelles.

Une premiére po1itiqde d'utilisation de ces logiques est 1a spécification
des propriétés de programmes, en vue d'unemeilleure adéquation de la solution
au probléme informellement posé et une seconde concerne 1'étude des mécanismes
d'induction et de raisonnement, & partir d'un ensemble d'axiomes.

La premiére politique fait 1'objet de nombreux papiers concernant 1'ex-
pressivité, la complétude et décidabilité des logiquae +em
les articles de CLARKE et SISTLA [SIC], EMERSON et HALPERN [EMA11, [EMAZ],
BEN-ART, MANNA et PNUELI [BMP], CLARKE, EMERSON et SISTLA [CESI. De plus, le

formalisme de 1a logique temporelle est utilisé pour spécifier des application

au Hardware, BOCHMANN [BOC], les propriétés des programmes distribués, SCHWARTZ
et MELLIAR-SMITH [SCM1], les propriétés des processus communiquant, MANNA et
WOLPER [MAW], les protocoles, SCHWARTZ et MELLIAR-SMITH [scM23.

La seconde politique demande 1'@laboration de systémes et de méthodes de
preuve. Cette voie est celle suivie au début par FLOYD [FLOJ, puis HOARE [HOA]
et BURSTALL [BUR] donnent des méthodes de preuve pour programmes séquentiels.
MANNA [MAN] et PNUELI [PNU] ont poursuivi cette politique, en utilisant la lo-
gique temporelle. De nombreux articles concernant des systémes axiomatiques ont
éte donnés dans cette voie : MANNA et PNUELI [MAP1], IMAP2], [MAP3] et on cite-
ra les Togiques de HOARE adaptées pour le cas de systémes paralléles ou non-
déterministes ; APT [APT1], APT, FRANCEZ,DE ROEVER [AFD], NISHIMURA [NIS],

APT et PLOTKIN [APP], LAMPORT et SCHNEIDER [LAS], SCHLICHTING et SCHNEIDER
[SCS]. Mais ce qui nous parait important c'est la notion de régles de preuve,
comme par exemple, COUSOT et COUSOT [COCI, COC2] qui étudient 1'invariance et
la fatalité, et GRUMBERG et FRANCEZ [GRF] dans un cas particulier de déduction.
Dans toute cette politique, i1 s'agit de donner un ensemble de régles d'infé-

rences et d'axiomes pour prouver des propri&tés dans un cadre particulier.

Ce bref historique et les diverses références a ce qui est fait nous con-
duit & notre sujet d'étude actuelle. Nous nous intéressons aux programmes pa-
ralléles et plus précisément au cas de processus séquentiels non-déterministes
partageant des variables communes avec hypoth&se d'équité faible. La notion
d'équité faible a fait 1'objet de développements antérieurs notamment par APT
et OLDIRGG [APGI, qui prennent en compte cette hypothése par le biais d'une
transformation syntaxique et pour des programmes DO, & la DIJKSTRA et pour la
notation de HOARE [HOA]. Leur &tude se borne aux propriétés de terminaison de

tels programmes. L'hypothése d'équité forte nous semble plus vague dans son
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axiomatisation. La mé&thode proposée par APT, PNUELI, STAVI [APS] introduit ex:
plicitement des variables de retard, Nous voulons &tudier 1'hypothése d'équit{
faible et en donner une axiomatique pour les propriétés de fatalité de progra:
mes paralléles. Notre point de départ est 1'article d'OWICKI et LAMPORT [OHLji
qui prend en compte 1a notion d'équité faible, de fagon axiomatique. Cependani.
exceptée 1a logique temporelle, la base formelle nous manque dans ce cas et
ceci devient indispensable, si 1'on veut s'assurer de la complétude sémantique
et de la correction de telles mé&thodes. Ainsi, le systéme proposé par OWICKI
et LAMPORT [OWL] est incomplet car i1 ne posséde pas de régle d'induction. Ce
qui nous pousse & développer un tel systéme, c'est la notion de treillis de
preuve, qui permet de schématiser et de simplifier les preuves. Bon nombre
d'imprécisions sont contenues dans cet article et nous pensons qu'une étude
ensembliste et opérationnelle est plus adaptée que la notion de logique tem-
porelle qui nous semble manquer de développement. Le probléme des assertions |
est crucial dans ce genre de probléme et i1 nous parait trop ébauché par
OWICKT et LAMPORT [OWL]. De plus, la notion d'équité a &té étudiée par KUIPER
et DE ROEVER [KUD] pour CSP et teur &tude nous parait mélanger les deux con-
ceptions du temps. .

Nous allons donner une base formelle & 1'étude des propriétés de fatalité
sous hypothése d'équité faible, en spécifiant 1a classe des programmes paral-
Teles concernés ; puis nous enrichirons le systéme formel d'OWICKI et LAMPORT

[OWL], afin d'assurer sa correction et sa complétude sémantique. La méthode de

treillis de preuve sera ensuite nrouvde correcte et com
de cette méthode pour un programme complexe montrera son utilisation facile.
11 serait intéressant d'étendre cette méthode & des programmes communicants

par envoi asynchrone de messages et nous montrerons ce que peut &tre un systét

de preuve adapté pour ce genre de programmes. Mais nous donnonsmaintenant le

détail de notre exposé.

Le chapitre I est une &tude de Ta notion de structures abstraites sur des
langages infinitaires et son utilisation pour caractériser les propriétés de
fatalité. Le langage d'assertions est spécifié et les notions de point fixe,
d'opérateur monotone et d'ordinal de cldture sont introduites.Ainsi on appli-
que les résultats au cas oll 1a structure abstraite considérée est celle que
1'on peut associer & un programme considéré comme entité abstraite. La fatalité
est définie par 1'introduction des traces.de P, un programme donné quelconque
et on montre que, pour un programme P sans hypothése d'équité, on caracté-
rise chaque fatalité par un opérateur monotone sur la structure abstraite as-

sociée & P et on associe un ordinal dit de fatalité a chaque fatalité.

L'étude du chapitre précédent ne permet pas de généraliser facilement au
cas de Ta fatalité sous hypothése d'équité faible pour des programmes parallé-
Tes formés de programmes séquentiels non-déterministes partageant des variables
communes. Une &tude particuliére & ce type d'hypothése exige de spécifier tout
d'abord la syntaxe et la sémantique opérationnelle des programmes paralléles
étudiés, puis la notion de traces, d'assertions de contrdle et d'actions ato-
miques. L'hypothése d'équité faible est caractérisée a 1'aide des actions ato-
miques, des assertions de contréle et de Ta notion de modéle de fatalité. On
généralise alors les résultats obtenus dans le chapitre I pour 1'étude de la
fatalité sous hypothése d'équité faible. On associe ainsi & toute assertion un
opérateur monotone, un ordinal et une suite d'assertions qui conduisent fatale-

ment & Q sous hypothése d'équité faible. Nous supposons qu'il y a un mécanisme



r

|

|
i

de synchronisation et d'exclusion mutuelle au niveau des yariables du programé
!

Dans le chapitre III, nous enrichissons le systéme axiomatique de ONICKI:

et LAMPORT [oWL] ; le systéme axiomatique obtenu, noté OL, est prouyé correcé
et sémantiquement complet & partir des résultats du chapitre II1. La preuve de;
complétude sémantique est trés complexe et demande la construction préalable :
d'une suite d'assertions indicée par les ordinaux et stable i partir de l'ordf

nal de fatalité.

A partir du systéme axiomatique OL, on énonce, dans le chapitre IV, la mi
thode des treillis de preuve, La preuve de correction et la preuve de compléty
de de cette méthode est faite facilement i partir des résultats précédents sur
OL. Nous illustrons notre méthode par la preuve d'une propriété de fatalité re
lative & 1'algorithme du ramasse-miettesproposé par BEN-ARI [BEN2], dans Tequ¢
nous avons trouvé une erreur par cette méthode. L'hypothése d'équité faible
avait été caractérisée par un modéle particulier de fatalité et nous donnons f
une implantation de 1'équité faible par 1'intermédiaire de structures bien for
dées. Enfin nous donnons une approche abstraite & la notion de treillis de pré
ve, en tentant de caractériser les régles et axiomes par des opérations et

objets abstraits.

Le chapitre V est une généralisation de OL pour le cas de programmes dist
bués communiquant par envoi et réception, de fagon asynchrone, de messages daf
un tampon. Nous considérons les propri&tés d'invariance relatives & ce type d¢
programme et &tendons Ta méthode d'invariance d'OWICKI et GRIES [OWG]. OL est

ensuite augmenté d'axiomes prenant en compte les primitives d'envoi et de réce

tion de messages et nous donnons une illustration de ces deux méthodes avec
1'algorithme amélioré de RICART et AGRAWALA : on donne les preuves

d'exclusion mutuelle et d'accessibilité en section critique.

Notre exposé se termine par une conclusion, suivie de 1a bibliographie.

Quelques directions futures sont données pour la suite de nos recherches.
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I - PRELIMINAIRES LOGIQUES

Nous donnons dans cette partie des résultats relatifs aux structures lo-
giques abstraites mises en jeu dans les sémantiques opérationnelles des pro-
grammes. MOSCHOVAKIS [MOS] &tudie les notions de structures abstraites et
d'induction sur ces derniéres : ses résultats généralisent ceux obtenus par
SPECTOR [SPE] et KLEENE [KLE]. Cependant, i1 raisonne sur un langage des pré-
dicats du premier ordre simple et, afin de garantir une expressivité & nos
Tangages d'assertion, i1 nous parait nécessaire de donner une version "langage
infinitaire" de ses résultats et d'adapter ses &tudes a la nétre.

Notre volonté ici est de généraliser le résultat de APT et PLOTKIN [APO]
d des structures abstraites, qui, nous le rappelons, prouvaient que les ordi-
naux mis en jeu au cours de preuves de terminaison de programmes non-détermi-
nistes sont récursifs, si on se restreint au domaine des entiers pour Tes va-
riables du programme et & des fonctions et relations effectivement calculables.
Ce résultat n'jllustre pour nous nullement le désir de ses auteurs qui étudient
Te non-déterminisme dénombrable sur des structures dénombrables mais plutét le
non-déterminisme récursif, La suite de notre exposé comprend une définition des
langages infinitaires ainsi que de 1a notion de structure abstraite. Les résul-
tats de MOSCHOVAKIS [MOS] sont ensuite adaptés a notre étude. De plus, les

notions de codage sont examinées.

I.1.- LANGAGE INFINITAIRE ET STRUCTURE ABSTRAITE

Définition [I.1].1 :

Un langage & est une collection de symboles formée de trois classes
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de symboles :

- la classe des symboles de constantes, notée 6.

- la classe des symboles de relations, notée .
- la classe des symboles de fonctions, notée . i

je: = qCyieny {Ry/3 € J} U {f/k € K}.

i
On étend le Tangage & en lui ajoutant les symboles suivants : (,),

A{conjonction), V(quantificateur universel), ~(négation), Vgoeo sV, -..(varia-

n
bles).
A 1'aide de o0, on définit 1'ensemble des termes sur <& , noté °G[&‘3]§
1'ensemble des formules atomiques, noté ®1£L], et 1'ensemble des formules :
sur of, noté F[&£]. On désignera abusivement le quadruptet (&£,€ (L],
®1L1,FL1) par & et on parlera du langage &2 .

= désigne le symbole de 1'implication et = le symbole d'égalité.

Définition [1.1].2 :

Soit o0 un Tangage.

(1) CIL1 est le plus petit ensemble contenant les variables et les cons-
tantes de o et stable par application finie de la régle suivante :

si feF, tyaat, € CIL 1, alors ftys...ot,) € GILI.

(2) HIL] est le plus petit ensemble contenant les objets du type t1=t2

ol tl et tz sont des termes de of et stable par application finie

de la régle suivante :

si ReNR, t1sty,y. st des termes de T[L], alors

n
R(ty,....t,) € L],

- 1l

(3) “FlL] est le plus petit ensemble contenant #[¥L] et stable par
application finie des régles suivantes :
- si @, €F[L], alors gap, ~p € FD]
-si @eFL], v une variable de of, alors wyp € F[B].

Nous définissons maintenant 1a notion de langage infinitaire °$ch’ en
ajoutant une régle supplémentaire de construction aux formules. On note |A|,

le cardinal de 1'ensemble A.

Définition [I.1].3 : )
Un Tangage infinitaire ai’aB ol a,p sont des cardinaux infinis est
un langage tel que :
- "G[QCO‘B] est défini comme ci-dessus.
- ﬁ:[%aﬁ] est défini comme ci~dessus.
—’—F[n‘l}aB] est défini par les mémes conditions et mémes régles que dans
Te cas ci-dessus et on ajoute les deux régles suivantes :
- si 9 est un ensemble de formules de o‘ﬂw tel que I[9] < a,
alors A% ¢ Fll 1.

-si 0E 'F[e‘&aB] et U est un ensemble de variables de cardinal
1¥1 <8, alors (Y¥)o € ’F[é&QB].

Définition [1.17.4 :
Soit un langage of. On appelle ltangage du second ordre un langage dans

lequel on autorise une quantification sur Tes relations. On notera 032 un

tel langage.

Un exemple de langage infinitaire est ozm o 9Qui autorise Tes unions
1




— =

dénombrables et 1'utilisation d'un nombre fini de variables quantifiées. Nous

ajoutons comme d'habitude les formules Vo, qvy, .

facon

r

z Jg =

Soit A un ensemble infini. On associe & A un langage QZA tel que ¢

e

- &LA posséde un ensemble infinj de variables,

A posséde une constante C pour chaque &lément de A.

- LA posséde un ensemble infini de variables de relations n-aires,

i

pour chague n 3 1,

- £ posséde un symbole de relation constante pour chaque relation R:

sur A, en particulier les symboles =, ~, A, Vv, =, 3, V. !
Les formules de “F[$] peuvent &tre interprétées naturellement de la {
suivante : :
- chaque constante de < relative  une constante de A est interpré{

tée comme la constante de A, ;
- chaque symbole de relation sur A est interprété par la relation A

correspondante. _
- chaque symbole de fonction sur A est interprété par la fonction :

sur A correspondante.

- chaque terme (resp. chaque formule atomique, resp. chaque formule) est

interprété de facon structurelle en utilisant les 3 points ci-dessus.

Définition [I.1].5 :

constantes sont =, Rl,...,R

(a)

Soit A un ensemble infini ; &ﬁA un langaqe sur A dont les seules

0
On appelle structure abstraite U sur A relativement au langage e$“

le 2+l-uplet (A,Rl,...,Rz).

i

(b)

(1)
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Soit W une structure abstraite sur A.
¢ une formule de éﬁA.

(1a définition reste correcte pour éﬂA un langage du second ordre).

On dit que Tes occurrences de la variable de relation S sont monotones

dans  ©(S) relativement & i, si, dans 1'interprétation naturelle

sur W,

O(S) A S8 »0(s').

On dit qu'une relation n-aire R sur A est égA-monotone et SﬂA-in-
ductive sur W, ou inductive sur W, s'il y a des constantes aseeady

dans A et un opérateur

T fP(Ak*") - (3(Ak+n)

gélémentaire sur U tel que R(X) & (3a,k) € Ip.
a est le k-uplet (ag,-..53;) et X est le n-uplet (Xp5ene0Xp)e

Ir est le sous-ensemble de Ak+n désignant la cl8ture de 1'opérateur T.

Un opérateur T : P(A") » P(A"), n» 1 est &lémentaire sur W, s'i

y a une formule ¢ de de telle que :

@ o @(;,S) o (D(Xl,...,Xn,s,=,R1,...,R£)

(i) Les occurrences des constantes de relation dans o(X,S) sont

parmi =,R1,...,R£.

(i1) les occurrences des symboles de relation =,Ry5...sRy  appa-

raissent dans ©(x,S) de facon monotone.



E
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On peut donner quelques caractérisations de la notion d'inductivité
iii jable d jon d XS t la variable .
g (if) lair el Eripblende wehgiion de [WURR) E g et ceci est 1'objet du théoréme suivant qui n'est donné que pour préciser
DSIrE 8. cette notion.
(iv) Les variables individuelles 1ibres sont parmi XpsveesX . ﬁ
3 o )
(v) La formule o(X,S) définit T Théoréme [1.1].2 :
= - i : -
Pour chaque S < A", T(S) = {X : ©(X,S)}. H Soit A un ensemble infini,
k)
i R,Q,,Q,,... des relations sur A.
Dans le cas b-3, on notera I,=1p etondiraque o est associée a ; %bo la structure suivante (A).
I' et vice versa. I est construit de fagon inductive par les méthodes de } (i} Lles relations x =y, x +y, x =c (c un &lément fixé de A), x # ¢
construction de point fixe, i sont inductifs (sur 4U,).
) PO . :
3 (ii) Si R est inductive sur (A,Ql,...,Qm) et chaque Q4 @ une occurrence dansla
Theoréme [1.1).1 : liste Q; o Qé , alors R est inductive dans Q;,...,Q&.
Soit A un ensemble infini, I un opérateur monotone sur QP(A"),
a (iii) R est inductive sur (A,R).
IF’ IF tels que : : )
I% 5 P(BU I%) et I.=u Ig 3 o, a,, B des ordinaux, ! (iv) st P(x) e R (x) A R,(x)
<ax = = -
, a1 Q%) R, (%) ¥ R, ()
(1) si ags, alors Ineln. : =

alors P et Q sont inductifs sur (AR, 4R, ).
(2) 11 existe un plus petit ordinal a, tel que :

v) si P(X) @ VYR(y,X
- oy < IAIY ou 1AL est Te plus petit ordinal de cardinalita strictes ) (x) (¥x)

! Q(x) = 3yR(y,X
ment plus grande que celle de A. i ) o
&y alors P et Q sont inductifs sur (A,R).
-1.= Ir .
a
- Vo a, IPO = I?

Preuve :
On note o, = ITt, 1'ordinal de clture de T sur A. -

On suppose que 1'on dispose d'un langage pour la structure ahstraite
(3 L'ensemble 1. est le plus petit ensemble tel que : .
W) ) P g e (A,R,Ql,...,Qi,...) noté éﬁA. Les preuves sont triviales. o
P(IF) =1p et Ip=n{S; 1(S) = sk

Nous poursuivons nos innovations par quelques définitions relatives a la
Preuve : On verra par exemple MOSCHOVAKIS [MOS] ou HINMAN [HINI. o
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définissabilité inductive sur une structure abstraite.

D&finition [I.1].6 :

i i

Soit W = (AsR5...5R)) une structure abstraite,
A un Tangage sur .

(1)  Une relation &lémentaire sur % est une relation définie par une for-

mule du tangage L.

(2)  Une relation R sur U est un point fixe, s'il y a une formule

@ =~ o(x,5) monotone en S dans le langage &ﬁA telle que R = Iw.

(3) Une relation R est dﬂA-monotone, 2P inductive et &ﬁA-définissab1e,i
ou inductive sur %, s'i] Y a un point fixe I(p et des constantes

a= (a5...53,) dans A telles que : R(X) & (3,X) € I
(4) Une relation R est coinductive sur W, si R est inductive sur U.

(5) Une relation R est hyperélémentaire sur W, si R est inductive

et coinductive sur W.

(6) Une fonction £ : A" > AT est élémentaire (resp. hyperélémentaire),
si sa relation de représentation Ge(Xs¥) @ f(X) = § est &lementaire

(resp. hyperélémentaire),

Théoréme [1.1].3 (de transitivita) :

Soit A un ensemble infini, R,Q],...,O

n des relations sur A. Si R

est inductive sur (A,Q,Q ,...,0p) et Q inductive sur (AsQys--200,) a]or{

R est inductive sur (A,Ql,...,Qm).

- 17 -

Preuve :

On verra essentiellement MOSCHOVAKIS [MOS]. g

Ce résultat va nous permettre de définir et déduire les propriétés de
cldture simples de Ta classe des relations inductives ou hyperélémentaires.
Une relation P(x) est définie a partir d'une relation R(yl,...,ym)
par substitution hyperélémentaire, s'il y a des fonctions hyperélémentaires

fl(i),...,fm(i) telles que :

P(X) & R(FL(X)s-..f (X)).

La classe des relations inductives sur une structure % est fermée
sous les opérations a,v,3,v et les substitutions hyperélémentaires.

La classe des relations hyperélémentaires sur une structure WU com-
prend toutes les relations &lémentaires et est fermée par toutes les opérations

~iAsvs=s3,v et substitution hyperélémentaire.

Preuve :

Conséquence du théoréme précadent. o

Le Tangage du second ordre &ZQ est obtenu en autorisant les quantifi-
cations sur les variables de relation dans éﬁA. Le Tangage du second ordre
U pour une structure abstraite U posséde ses formules dans Sﬁf dont
Tes (symboles) constantes de relation sont parmi =’R1""’R1 (W = (AR, 5.

-+sR;)). Les relations définissables sur éﬂA sont appelées du second ordre.
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Définition [I.17.7 :

(1)  On dit qu'une relation R sur @ est m
R(X) & (v5)... (vsk)w(sl,...,sk,i)

ol ¢ est une formule (&lémentaire) sur o‘f)A, langage de .

, Si

e e

(2) Ondit que R est 5!, si ~R est .

(3) Ondit que R est Ai, si R est ni et Zi.

Nous caractérisons les relations inductives et hyperélémentaires sur

une structure abstraite par nl et Al

Théoréme [1.11.5 :

(1} Toute relation inductive sur une structure abstraite U est ol.
1

(2)  Toute relation hyperélémentaire sur une structure abstraite U est all=

Preuve :

ST R est inductive, alors i1 existe une formute o(u,x,5) et des cone

tantes a telles que :
R(x a,x :
(X) » (3,x) € I,
Iw est le point fixe d'un opérateur défini par ¢ ;
R(X) & (YS)L(VE) (VR )IS(0,%")o(T,R,S)] = $(3,%)]

CQFD. o

Si A est égal & N, alors réciproquement toute relation "i [resp.

A;] est élementaire [resp. hyperélémentaire] (on verra HINMAN [HIN], SHOENFIE.";

[SHOJ, ROGERS [ROGT, MOSCHOVAKIS [MOS1). On note parfois IN par .
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On peut préciser la nature des ordinaux mis en jeu dans les opérateurs
définissant des relations inductives ou hyperélémentaires. Nous avons associé
a tout opérateur monotone sur A un ordinal de cardinalité au plus celle de
A. Si T est un opérateur &lémentaire sur A, on lui associe une formule ¢
sur R et on note [l¢f T'ordinal ITl, appelé 1'ordinal de cl8ture de T
défini par o :

ol = Sup(lilwﬂ P XE€ I(p) oll I)'(Iw est 1'ordinal associé & X dans

la construction de Iw'

Etant donnée une structure abstraite 4 = (A,Rl,.,.,RZ) et un langage

A pour W

L'ordinal de cl18ture de W, noté Ku‘, est tel que : W s Sup{llpt/les
occurrences de S dans ¢ sur oﬁA sont monotones}.

Par exemple, soit W, Ta structure (IN,g). «% = |INiY = juit, Te pre-
mier ordinal non-dénombrable encore noté w,.w, n'est pas le premier ordinal

non-récursif noté me ou x par APT et PLOTKIN [APP].

Théoréme [1.1].6 (de cléture) :

Soit WU une structure abstraite 5 %A un langage pour W,
© =~ o(X,S) une formule ol les occurrences de S sont monotones ; ILP’ le point

fixe de ¢, est hyperélémentaire sur U ssi ol < W,

Preuve :

On consultera MOSCHOVAKIS [MOS]. o

Ca résultat étend les résultats de 1'arithmétique donnés par SPECTOR [SPE]
et KLEENE [KLE] ol hyperélémentaire est en fait hyperarithmétique. Mais notre

intérét se portera sur les opérations inductives et pour cela on introduit la

notion de norme.
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Définition [I1.1].8 :

Soit A un ensemble et « un ordinal. A

(1)  On appelie norme sur un ensemble A une fonction ¢ : Ao o ; a est ﬂ

longueur de .

(2) Unenorme o : A-a est inductive sur W, s'i1 y a des relations
Jc(i,§), 30(2,9) telles que :
(1) J, et ~50 sont inductives,

(2) S1 § € R, alors (W) {IX € Ano(%)<0(F) Id (%7 (5,3 }.

Théoréme (1.1].7 :
Soit W une structure abstraite.
LA un langage pour 4.

Toute relation inductive sur % admet une norme inductive.

Preuve :
IT suffit d'utiliser Te résultat suivant : en affectant un ordinal a

chaque élément de I(D on définit une norme inductive (cf. MOSCHOVAKIS [MOS1):

Théoréme [1.1].8 :
Soit % une structure abstraite,
P~ une relation inductive sur 4,
k=W,

0P > o une norme inductive sur P.
(1) a«agk,

(2) o<k ssi P est hyperélémentaire sur U .
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Preuve : cf MOSCHOVAKIS [MOS]. a

Les relations inductives sur une structure abstraite % sont notre
centre d'intérét et 1'étude des propristés de fatalité se raméne i 1'étude
d'opérateurs et de relations sur des structures abstraites.

Nous n'avons pas mentionné explicitement les résultats du second ordre
car nous n'en avons point besoin.

Cette notjon abstraite nous semble intéressante car elle ignore la
structure véritable et nos résultats peuvent &tre énoncés de fagon plus for-
melle et plus générale.

Si nous appliquons notre étude a 1'arithmétique 1IN, les relations &la-

mentaires sont arithmétiques et les relations hyperélémentaires sont hyperarith-

métiques. On a en particulier le théoréme de Souslin-Kleene.

Théoréme [I.1].9 :
(1)  Toute relation hyperarithmétique est A; et réciproquement.
(2) Toute retation arithmétique est n{ et réciproquement.

Ces théorémes sont dis & SPECTOR {SPE], KLEENE [KLE], SOUSLIN

La notion de codage est nécessaire, on peut consulter la preuve dans

SHOENFIELD [SHO], HINMAN [HINI, MOSCHOVAKIS [MOS] ou ROGERS [ROG].

1.2.- STRUCTURE ABSTRAITE DE PROGRAMME

Nous définissons une structure abstraite adaptée @ 1'étude des program-
mes ; cela revient & formaliser et abstraire la notion de sémantique opération-
nelle. Mais i1 faut faire attention & la notion de variables de programme.

Nous considérerons les variables de programme comme des constantes pour
un certain ensemble de base et la valeur d'une variable sera en fait 1'image

de cette variable pour une certaine fonction.
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]
Nous supposons qu'il existe un ensemble dont les objets sont des pro- i

grammes, sans préciser la notion de programme.

Cependant, & chaque programme on associe un ensemble de variables de |

programme P Y*[PP 1, un ensemble domaine de IP noté DI[IP], un ensemble
de relations RIP] ainsi qu'un ensemble de fonctions notée “F[IP] sur

DIPI u Y[P]. Nous verrons dans le paragraphe suivant comment justifier

de telles hypothéses.

Définition [I.2].1 :

Soit P un programme, W[IP], D[P, F[IP] comme ci-dessus. On

appelle structure abstraite de PP et on note WIP ], 1a structure abstraite

<VIPTUDIPL, RyseoiR> 00 Rbuo )R sont des elenents de RIP].

A 1'aide de W[IP], on d&finit 1a notion d'Gtats de 1P et on notera |

n ; " 4
Sw[]P][IP]’ 1'ensemble des &tats de IP de nombre n. ;

On supposera gque 9 [IP]1 contient un sous-ensemble <L{PP] d'éléments
appelés des étiquettes dont le nombre est dénombrable. On distinguera, de

plus, les fonctions de W[IP] dans 2P N[P] et on les notera m.

T e i

Definition [1.2].2 :
}
On appelle état de P d'indice n, tout n+l-uplet noté s, tel que

s = (s],...,snﬂ) ol les S; sont tels que :

Vi € {1y0o0an}ys; € IP Nalsy, € (VIP] - (DIPINZL[P]))IA |
HV1 € (1,0 .ndess = s Yy(vi € {1,...,n},v] € {1,...,n},(i2d) = (51-#Sjl-&

n ] 2 e g |
On note S‘LL[]P][IP]’ 1'ensemble des états de P d'indice n. ;

Sr;,(,[IP]“P] est un sous-ensemble de (Y [IP] u @[P])ml‘ f

H—— —— gt -

= 93n

Théoréme [1.2].1 :
Soit n un entier naturel, W[PP] une structure abstraite de IP.

S"'“IP][IP] est inductif sur W[PP] et est un point fixe sur Y (P].

Preuve

Notons A = V[P] u Q[P]. Soit uZA un langage sur WUI[IP], et

o(X,S) 1la formule suivante :

o(k.S) = [ie{l,\.(.,n}[ SGX\PJ(SFS)]]A[(Sl:Sz:”'=Sn)v

(V(T',j)E[n]2,5i¢sj)JA[sn+1 = f(x)]

ol f est une fonction de ¥[PP1 dans D[PINL[P].

Les occurrences de S dans ¢ sont monotones et i1 suffit de considérer
comme a 1'ensemble des variables de IP que nous supposons en nombre fini.
On vérifie alors d'aprés la définition de la notion d'é&tats que

Vs € sf‘mp]m], (V,s) € I, o

Nous allons associer a S?b[lP ][P] une relation de transition notée
tn[IP] et elle nous permettra de modéliser 1'exécution abstraite de IP sur

Sr‘l]b[]P]“P] pour 1'indice n.

Définition [I1.2].3 :

Soient s,s' deux é&léments de SQMIP][IP]. On suppose qu'il existe des

relations binaires sur <4[IP], notées sucs, je{l,...,n}, t [P 1(s.s') ssi
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[(s,=.. .=sn)A(sn+1=f(\7))ASU61 (5,057 )A-0 .Asucn(sn,s,;),\(v(i »J)elny? ,s%ﬂ.

AlSpeq=F' (V))A(F' (V)=F(¥))]
v
[(s}=.. '=sr'1)"(sr|1+l=f' (\'/))/\sucl(s1 2S1)A -ASUC (5,5 )A(V(1,d)€ln]?,

$5#83)A(sp,1=F(V))A(F (V)=F(V))]

v

[(v(i,j)E[n]z,(si*sj)/\(s%*sj))/\sucl (5555])A.. .ASUCn(Sn,Sr'])/\
(r:+1(sn+1’sy:|+l))]‘

* = e . .
nel désigne la transformation de la fonction Spep €N sr'1+1‘

A T S s g

Dans cette définition, on distingue trois parties entre crochets corre

P

pondant respectivement & 1'initialisation de IP, T'action accédant & la fin
= . N . ]
de P et 1'exécution d'un pas de IP. Nous aurjons pu utiliser une disjone-

tion infinitaire dénombrable pour les définitions relatives & suc 5o eeSUC f
1 n

%* .
et l‘n+1 mais nous supposerons que le nombre des fonctions et des relations

est au ptus dénombrable. Ceci nous permet de nous limiter a un langage

<

mlm

Théoréme [1.2].2 :

Soit P un programme, S';L“P][IP] un ensemble d'états de 1P,
tn[]P] une relation de transition comme ci-dessus et
ti[P] Ta fermeture transitive de t [Pl

t:[IP] est inductive sur W[IPJ.

Preuve :

n . .
Su,[lP]“P] est inductive sur WIP). La définition de tn[IP] ne

=25 -

met en jeu que des relations (inductives) élémentaires de ([P ]. La transi-
tion t [P](s,s') peut s'écrire par une formule o(X,S) ol ¢ est &lémen-
taire sur W[IP] u Sr{[,[p]””' ta[P1(s,s') est la plus petite relation
transitive contenant t[P].

Soit T tel que TI(S) = Syp(V,S). Alors I, définit

n n
(s SN S Su[IP]“P])

t:[IP] sur S"‘“P][IP]. Puisque Sr‘:b[IP][IP] est inductif sur WIIP],
par transitivité (cf MOSCHOVAKIS [MOSI), t:[IP] est inductive sur W[IP]. o

Soit TP un programme, Sr?:b[IP][IP] un ensemble d'états de 1IP.
WI{P] une structure abstraite de IP possédant un nombre dénom-
brable de relations et de fonctions.
1 n ] -
Alors {s € S%[IP][]P]/tn[IP](s,s )} est dénombrable, pour tout s

de s’{wp][m].

Preuve :
Trivialement, le nombre des fonctions et relations sur W%[IP] est dé-
: t n i
nombrable. Si |{s € Sw[IP][IP]/tn[IP](s,s )}l est plus grand que , alors
i1 existe un nombre non dénombrable de relations et fonctions dans W[IP],
puisque la définition de t,[P] met en jeu un nombre non dénombrable de ces

individus. Ceci est contraire a 1'hypothése, o

Nous avons besoin d'étudier 1'ensemble formé par Sril,(,[IP][IP] et tn[IP]

et pour cela i1 nous faut définir la notion de langage d'assertions de IP.




Définition [1.21.4 :
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note

plP]

(5)

(6)

les ordres partiels < et =.

Soit IP un programme ; W[ P] une structure abstraite de IP

SQL[IP][IP] comme ci-dessus.

On appelle Tangage d'assertions de TP relativement & WI[IP] et on§

®LIP1, tout langage tel qu'il existe deux fonctions d'abstractions

et de concrétisation BIIP]

[
o

PPl :
— (PN YT N .
®rP] = !(Su“p][]P]j vérifiant Tes hypothéses suivantes
olP

VvE € (P(sr’l[n)][lp])’

True €RIP] et o[P](E) = True.
vPe [P,

= n
p[P](P)cSw[IP][DJ].

BlP1op[P] 1
1s p[PIIP].

Pour toute famille (Ay),., de ’_(’(Srfu[n,][lP]) telle que o, < w,,
1}

olPI(NI A) = V olPI(A)

ago, ol T oga,

e g = i i i < s L e sy B i oS TS SRR

)
Pour toute famille (Pa)cxsoto de #IP1 telle que a, < w, '
Y I f
pwuqzauru) c %op[IP](Pu).

On remarquera que olIP]1 et BIIP] sont croissantes toutes deux pour

R o TN P

s

= -

Ceci revient & exiger une certaine condition d'expressivité du langage
#LIP]. On définit Ta notion d'assertions de #[P1 comme celle de formules.

La notion de validité change quelque peu.

Définition [1.21.5 ;
Soit IP  un programme, # [IP] un langage d'assertions.
. . n N
On dit que A est vraie en s de S%[Ip][IP], si
s € BLIPI(A) et on note A(s).

Les fonctions sont supposées toujours exister mais une question intéres-
sante serait de savoir si de telles fonctions et donc de tels langages existent

toujours.

Nous supposerons disposer de tels Tangages dans le cadre de notre &tude.

: n \ : etz BT n
Soit T%[IP] T'ensemble des suites finies d'éléments de Su,[IP]“P]
tels que :

<51"'5p> T

WPl ssi tn[IP](Sl,Sz)A...Atn[]P ](sp_l,sp).

Théoréme [1.21.4 :

Soit P un programme, WP ] une structure abstraite de IP,
n s
Suum“” un ensemble d'états de IP.

Tr;l,[lP] est inductif sur W[IP].

Preuve :

Snw[P][IP] est inductif sur W[P],
t:[IP] est inductif sur WIIP].
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Soit T T1'opérateur dé&fini par 1a formule :
©(X,S) = Sv(3s € $,5(s)at [ P1(s,%))

= n

X € S%[P][JP].

On définit ainsi I = I, ; on en déduit que TQ“IP] est inductif sm:t
n * ¢
(wp1.syy p e eirp).

Soit sur WIPI, par transitivité. o

Nous donnons quelques rappels relatifs aux mots sur un alphabet donné.

Ces rappels seront nécessaires pour la suite de notre exposé dans ce chapitra

et dans les prochains.

Définition [I.21,6 :

Soit E un ensemble non-vide.

1 - On appelle mot sur E toute application w de Wt dans F telle qu__::
dom(w) = N* ou dom{w) = {1,,..,i} pour un i de WY, dom(w) est:E
appelé le domaine de w et i 1la longueur de w. |

2 - |wl est Ta Tongueur de w, Si |wl est finie, on dit que w est un i
mot fini et sinon on dit que w est infinie. '

]

3 - L'ensemble de tous Tes mots sur E est noté, E. L'ensemble des mots =
finis est noté E* et celui des mots infinis E¥ : £° = EUE®, '

4 - Etant donnés deux mots w et w' sur 28 !

-

wgw ssi (dom(w) = dom(w'))A(vi < lwl, w(i) = w'(i)). {

{

5- S w estunmotsur E et i€ dom(w), j€ dom{w), i < j, wli,jl esf;

Te mo* sur E tel que dom(wl1,j[) = [j-i+1] et 1

vk € [3-i411, (wli,30)(k) = w(itk-1).

e i i
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On note € Tle mot vide,

Tr{L[]P] est un sous-ensemble de 1'ensemble des mots sur

Sr{“n,] : c'est-d-dire TQ,L[IP] c (sr&m])ﬁ La relation d'ordre partiel
< sur Tr‘\u,[]P] est &lémentaire sur Tril,{,[IP] et inductive sur Y%[IP]. On
note T", un sous-ensemble quelconque de T?L[[P] et T: le sous-ensemble de
TEL[CIP] dont les mots commencent par s ol s est &lément de S';;LUP][IP]. Nous
considérons un langage d'assertions #[IP] et, & 1'aide des notions ci-dessus,
nous définissons l1a relation de fatalité relativement & un sous-ensemble T

n
de Tu,[IP]'

Définition [1.2].7 :
Sofent P et Q deux assertions de #[P] ;

Sril.b[IP][]P] 1'ensemble des états de P de nombre n ;

T un ensemble de traces de P de nombre n.
On dit que P conduit fatalement & Q sur T, si 1'8noncé suivant est
vrai

{vs € Sy p [P 1P(s) = [(vw)(w €D, (" )(w' € T,

[(w g w)a(31){(i € dom(w'))a
Q' ()]
On note : " = P Q.
Etant donné une assertion Q de #[P1, on définit la classe de toutes
Tes assertions P de #[IP1 conduisant fatalement 3 0 sur T et on 1a

note [Tn.fwv->Q]. On munit cette classe de 1'ordre partiel .
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s Supposons qu'il existe P, dans [Tn. ~wr>Q]  tel que Py =P, et
Théoréme [1.2].5 : 1 P, # P,. Ceci revient a écrire :

. n ' x ' 5 &, B By ~ o~
Soit P un programme, S%[P][IP] un ensemble d'états de P sur ﬁ B, P, et P ¢ P, ou P1‘ . p[IP](P.i),'i=0,l.

| W[P] une structure abstraite de IP, T" tout 1'ensemble T s ﬁ[lP}_: - ~
Wir] F Soit s, € P, tel que s, £ P,
un langage d'assertions pour [P,

n - W€ 72 > '€ Tg > (W wA(FT € dom(w'),Q(w'(i))).
(1) (IT". ~w>Q], =) aun sup noté Q. 3 1

; Soit weTl et w' et tel que wgw' et 3iedom(w'),Q(w'(i)).
(2)  Si le langage de WI[IP] est de type étaB’ o K%[Ip], B> ws { 5 Sy
: Vs T . .
pour toute assertion P de [T". s> Q1, 11 existe un ordinal o(P.q) Supposens que Q(w'(i,)). Pour tout état w'(j) tel que j € (1,...,i},
plus petit que « LIPD ot yn opérateur inductif PTn[Q] sur S'{bm]-j W'(3) £ Py, pour tout igi.

tels que : sinon w(l) € P

On a prouvé qu'il existe s € Q tel que s ¢ 'f"o.

SRS

“ I 1q) = AP (S:p([Tn. am01))

Or, {s} ~~>Q, ce qui est en contradiction avec 1'hypothése. IFTn[Q]

‘ P p[P]((IPTn[Q])O(P’Q))‘ est maximal.

Soit P € [Tn. ~a>Q]. Pour tout état s de Ir n[Ql? il existe un plus
O(P.0) < T[N < V. |' T

petit ordinal a(s) tel que

s € (IFTn[Q])u(S) et s ¢ (IFTn[Q]>B’ VB < ofs).

si on suppose que tn[IP] est dénombrable, alors quel que soit le

langage 6806’ IITTn[Q]II < @, pourvu que o > o, .

i s

Preuve : ' i Posons 0(P,Q) = Sup(a(s)/P(s)).

Soit l‘Tn[Q] 1'opérateur sur S"]u,[IP][P] suivant : PaF BontYauigtien, WP, “PTn[Q]"‘

Ml

Supposons que t[P] soit dénombrahle :

_ n n
rTn[Q](s) =SU{s¢€ su[p][lp}/[w €T,

=il

¥ n 1
W' E T (0 < WA (2) € S)IvQ(s)] : 1s" €57 p )P T /4 [P1(s,s')3 < .
£ w
| Tous Tes &léments de T'_ IQ] sont inductifs sur WIIP) : par transitil Soit U7 [QM »w, . 11 existe u ¢ flr YU ket que
[ ' I ™ \ Tn[Q]}
té, on déduit que T n[Q] est un opérateur inductif sur UWUlP] ;T est 1l d
Ulp] ™ g Vo < u¢ <I ) Par construction de I
donc tel que ||1“Tnll < WP , d'aprés le théorsme [1.1].8. i s I‘Tn[Ol : rniQ)°

Soit P, = plIP] (Ir [Q])' P, € RIpl et par construction de
n

n
IrTn[Q]s PD €T ."""">Q]
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tn[]P,](U,U') = {u' € IrTn[Q]BA(B < (01)}'

R Y

Soit y, 1'ordinal suivant :
Yy = Sup(B/t [P 1(u,u')a(u' € r?nm])).
S Y, <w car B est dénombrable et tn[B’] est aussi dénombrab]g

Or par définition des ordinaux dénombrables (cf ROGERS [ ROGI) Y, est
dénombrable. |

On en déduit que Y, =w,» puisque w  &tait Tle plus petit ordinal

pour u. Donc w, <w , ce qui est absurde. On en déduit le résultat suivanls

HPTn[Q]H <w, .8

Ce théoréme ci-dessus est & rapprocher des résultats obtenus par APT%

et PLOTKIN [APP] au sujet du non-d&terminisme non bornéd et, en particulier

dénombrable. Nous pensons que notre résultat est plus adéquat au probléme &

non-déterminisme dénombrable que ceux de APT et PLOTKIN [APP] qui se restfﬂ
\

« par APT et PLOTKIN [APP]) : toutes les relations et fonctions sont réclf

a des structures abstraites telles que 1'ordinal est récursif (ie : noté

sives et Tes domaines sont dénombrables. Notre ré&sultat ne suppose rien i 9%
du nombre cardinal de successeurs de chaque é&lément pour cette relation de |
transition. Cependant, les résultats de APT et PLOTKIN [APP] ne concernant {
qu'une certaine classe de propriétés de fatalité qui sont la terminaison dé%
programmes séquentiels non-déterministes, alors que nous considérons une pﬁﬁ
prigté quelconque de fatalité. Dans un premier temps, nous voulions abstraiﬁ

au maximum la notion de fatalité sous hypothése d'équité faible, en ne men=
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tionnant 1'hypothése d'équité faible que par le seul choix d'un ensemble,
maximal pour cette propriété, de traces d'exécution et en donnant une version
généralisée du théoréme précédent pour toute partie de TQL[P]'

Une remarque critique et pertinente de APT, me permit de comprendre que
le probléme de la fatalité sous hypothése d'équité faible exigeait une abstrac-
tion moins forte au niveau de Ta notion de programme : la notion d'action ato-
mique n'est pas prise en compte explicitement par la notion de structure abs=-
traite de IP, notée W[IP] et Tes assertions de contrdle associées & chaque
action atomique ne sont pas spécifiges dans le langage d'assertions & [P].
Nous avons préféré donc reporter le résultat relatif & la fatalité sous hypo-
thése d'équité faible et ces quelques préliminaires au chapitre suivant. Nous
noterons dans le théoréme précédent le rdle joué par le langage &iaa.

Nous n'avons pu construire un opérateur monotone pour chaque assertion
d'un langage d'assertions d'un programme donné sous hypoth&se d'équité faible.

Ceci nous contraint & spécifier la classe des programmes concernés et
Ta notion d'action atomique ; notre prochaine &tude consistera & généraliser
Te théoréme précédent pour le cas ol 1'ensemble des traces est restreint a
celles obéissant & 1'hypothése d'équité faible. Nous considérerons des relations
de transition dénombrables par la suite et ceci nous imposera un langage infi-
nitaire de type walm mais nous reviendrons sur ce probléme en temps oppor-

tun.
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[I - PROPRIETES DE FATALITE DES
PROGRAMMES PARALLELES

: Les résultats précédents sont maintenant généralisés & 1'étude des pro-

i grammes paraliéles. Dans le chapitre précédent les relations et les notions
: 1

i abstraites avaient un sens 1ié & 1'exécution du programme ; cependant i1
| :

| " convient de présenter formellement la classe des programmes. De plus certaines
i

5 j! notions comme action atomique, assertion de contrdle nous seront

-g trés utiles.

» par la suite,

Cette étude veut définir la notion d“équité faible, en utilisant 1a
notion de structure sémantique de fatalité qui sera explicitée. Le point de
|

: vue adopté par OWICKI et LAMPORT [OWL] exprimait par Ta logique temporelle
I

Tinaire les notions de fatalité et d'équité faible ; ils utilisaient comme
! i‘ modéle d'interprétation, un ensemble de suites d'exécution noté ¥ ; les no-
: H tions d'assertions d'états et d'assertions de suite d'états nous paraissent
ii ' |4 confuses et cette confusion si claire dans leur esprit aboutit dans 1'article
i de KUIPER et DE ROEVER [KUD] a une méconnaissance dangereuse des deux notions :
ainsi, ils expriment la notion d'équité faible pour une affectation atomique
”i x:=t par ofat x:=t) - ¢(after xi=t) et ceci n'est pas correct car le o
'E porte sur les suites et ¢ sur les états, sinon cela signifie que at x:=t
'f et after x:=t peuvent se produire en méme temps. On peut corriger cette no-
E tation en utilisant o((at x:=t) = ¢(after x:=t)). Nous préférons oublier ces
; notaticns modales et &tudier jes propriétés de tatalité sous hypothése d'équité
.i faible par le biais d'opérateurs et d'ordinaux.
'
i

R e ]
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IT.1.- SYNTAXE DES PROGRAMMES PARALLELES

On désigne par W, un ensemble dont les &léments sont appelés variab],

P, un ensemble dont Tes &léments sont appelés expressions booléennes, &, i

ensemble dont les &léments sont appelés expressions, @, un ensemble dont ]f-

&léments sont appelés valeurs, Nous supposons que UF est un ensemble dénmﬁ"'.
brable, ce qui nous parait &tre suffisant et réaliste pour notre &tude.
Dans la suite on désignera un &lément de I par les lettres v, Yis

Vysewes un &lément de B par B, B,B,,..., un elément de € par e, e

i
.., un &lément de 2 par d, d;

Intuitivement, un programme paralléle est un ensemble de programmes sé-
quentiels non-déterministes partageant des variables communes. Nous donnons |
formellement la définition des programmes séquentiels non-déterministes et

ensuite des programmes paralléles,

Définition [II.11.1

La classe des programmes séquentiels non-déterministes, notée G, est
Ta plus petite classe telle que :
~ pour tout &lément 'y de U, pour chaque élément e de &,
[vi=e]l et [v:=?] sont des &léments de </°,

- [skipl est &lément de P,

o [ . R FE

et 97 est stable par application finie des régles suiyantes :

~Réglel :si P e P, P, e P, BeR,

alors [if B then P, elce P, fil € <P,

7

~Regle2 :si PeP,BeB,

alors [while B do IP od] € P,

M
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-Regle3:si P,e®, Pe P,

alors [IP 3P, 1 € 7.

Définition [1.13.2 :

La classe des programmes paralléles, notée ¢, est la plus petite classe

contenant > et stable par application de la régle suivante :

-Regled :si P ,...,P €%, nelN,n3xl, alors
[Cobegin P ji,..ITP, coend] € G.

Afin de localiser les différentes parties de chaque objet de <& ou B
ie le contrdle, nous définissons une relation d'étiquetage notée lab et 1'en-
semble des &tiquettes assocides & &° ou € : on note «f un ensemble d'&-
tiquettes, dénombrable,

On notera 1'équivalence syntaxique de deux objets 0 et 0' par 1'ex-

pression 0 =0'.

it

(D it e, w4, P = (Inst] od Inst est vi=e, vi=?, skip,
alors 1ab(IP) = [£:Inst;2':1,&[P] = {£,2'}, end(P) = &',

@ si 2,0 €, wi', P = [if B then P, else I, fil,P,eP,P,cP
LELIP JUEIP, 1,0 ¢LIP JuL(P,1,LIP InE(P,] = 0,
alors 1lab(P) = [2:if B then 1ab(IP,)else lab(P,)fise'],
L) = (2,0 &P JuLIP ],

end(lP) = &',
i 2 - <
(B st g2t € ¥, gD = [while B do ' wdi, F' € T

LELIP ], gLIP],
alors Jab(IP) = [g:while B do Tab(IP ')od;a':1,

JIP] = {2, £[P '],
end(P) = g¢'.
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® si P=(P;P,L,PeP, P, P, LIP,]ndIP,] =0,
alors 1ab(P) = « lab(P,) o (a32':=Tab(P ) et 2'=end(P, ),
LIP] = LIP 1\ {end(P )} uLIP,], _
end(IP) = end(IP,). 1

(® si P = (Cobegin P 1..0P, coend], (Vi€{1,...,n}, P, € P),
n n
2t €'t ed N\ ulQ’,[IPi],z' €L\ UuLIP,],
i= i=1

(1,31, . ,n}2, ((isj) = aZ[IPi] n~Z[IPJ.] = p),
alors 1ab(IP) = [2:Cobegin Jab(P ) ...Illib(IPn)coend;!L':],

n
IP] = {2,2' v .”1"”“"11’
1=

end(P) = &',

Définition [11.11.3 :

s e .

Soit P un objet de 1a classe B . <L[P] est 1'ensemble des étiquet

associées 3 IP avec lab.

!
4, 5 existent toujours. La condition faite sur of est toujours satisfaite,
on suppose que & est infini dénombrable 5 on peut toujours choisir une étf'E

Comme 1P est fini, &/ [IP] et lab(P) satisfaisant les régles 1, z,t
¢
quette dans la partie restante de <& car elle est infinie. 1

Définition [I1.11.4 :

On appelle programme paralléle tout objet de la classe G, Pour chaque_i

programme paraligle P de €, YIIP]1 est 1'ensemble des variables de IP'

I1.2.- SEMANTIQUE OPERATIONNELLE DES PROGRAMMES PARALLELES

Dans ce paragraphe nous noterons CIP un programme paralléle quelcongif
i
i
|
!
i
§

&
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et IPS un programme séquentiel non déterministe quelconque. Nous associons
une sémantique opérationnelle d'abord & IS puis nous 1'utilisons pour en

associer & IP. QIPs] désigne le domaine des variables de IPS.

Définition [II.2].1 :

Un &tat s de IPS est un couple formé d'une Etiquette £ de <LI[PS]
et d'une application de {#[PS] dans D [PS] e :

s = (e,m) et g eod[PS], me [F[PS]~DIPS]].

On note S[IPS] 1'ensemble des états de IPS et il est équivalent 3
IPSIx[VIIPS] » @ [IPS]]. 11 nous reste a définir une relation de transi-
tion t{IPS] sur S[PS] qui va modéliser 1'exécution de IPS.

Avant de donner la relation de transition t[IPS], nous donnons quelques
notions préliminaires. Pour chaque variable v de PS on d&finit D,

comme &tant le domaine des valeurs de v et dans ce cas -9[IPS] = U D55
yepr[IPS] Y

Pour chaque application m de #[IPS] dans .‘/)[IPS] on définit
mle/v] comme &tant 1'application de Y [IPS] dans DIIPS] telle que :
w' € PIPSI,(v'+v) = mle/y1(v') = m(v')

(v'=v) = mle/v]({v')

e
Si B est une expression booléenne de IPS, alors, B[m] désigne la va-

Teur booléenne de B pour m ol m é&value les valeurs des variables v

de IPS : BmIE[D[PSI] »{T,F} o0 {T,F} est 1'ensemble des valeurs boo-

1éennes true et false.

Définition [11.2].2 :

Soient s,s' deux états quelconques de S[IPS].

s = (M), s' = (2'.m') ot 2,0' € ¥X[PS], mm'e PIPS] »ID[PS].
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Alors t[IPS] est une relation binaire définie par :
t[PS]I(s,s') si, et seulement si,
[(ﬂ(PS)aaQ:vwe;z':B)A(m'=m[e/v])]v
[(ab(IPS)=og:v:=232":8)A( V (m'=mx/,1))]v

XeDy

[(1ab(PS)=on:skip;2' :B)a(m=m")]y
[(@(IPS)EO(JL;E B then 2 :a else 2,t0, fisB)a(m=m')a
{(B[m]/\(!&'=ll))v(~B[m]A(JL'=12))]]v

[{(1ab(PS)=a:if B then o ;e:else a,30,:Fise' :B)v [
(lab(PS)=a:if B then o3, else o, 5250 1g) Ia(m=m" )]y l

[(1ab(PS)=az:while B do %) :a; od;%, :B)a(m=m')A
{(BImIA(2"=2))v(~B[m] (2'=2,))11v
[(1ab(IPS)=a:while B do 2 00030:0d30 B)a(m=m' )a
{(B[m]A(JL'=Ql))v(~5[m]/\(£'=£2))}]

Définition [11.21.3 :

l
|
]
Le couple (SIPS], t[PS]) est appelé sémantique opérationnelle de I?
i

modélisons 1'exécution de tout programme paralléle CIP en mélangeant de fa_';é

Nous &tendons cette notion aux cas de programmes paralléles. Ainsi nols

non déterministe les transitions.

[

Modélisant 1'exécution de chaque programme séquentiel composant CIP &
supposant qu'a tout instant de 1'exécution de CPP  un seul programme séqu'é/;'
tiel peut 8tre activé, nous supposons que tes problémes de synchronisation et}

& 30At résvius par programmation, et non pas d'aprés la 52
[

mantique du programme. Cependant aucune hypothése d'équité n'est faite 3 ce

|
niveau. [
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Définition [11.2],4 :

Un état de CP (CP € ‘6) est un couple formé d'un &tat de contrdle

L et d'un &tat des variables m tel que :

n = n
-Le g0, EIPS] o g,8, € LICPIN UolIPS,].
- i=1 N i=1

- m est une application de 9 [CIP] dans D[CPP)] telle que
Yicr] = PIPs;1, vi € {1,...,n}.

On note S[CP] 1'ensemble des &tats et il est équivalent &

n
2,8, u m LIPS IVICPT » DICPII.
t2 M

Si nous avons fait 1'hypothése ¥ [CP] = V’[Psi], c'était pour exprimer
le fait que IPSi partagent ses variables avec les autres IPSJ. 1 ceci revient
d étendre 1'ensemble des variables de chaque IPSi de fagon artificielle. On

peut maintenant définir une relation de transition t[CIP] sur S[CIP].

Definition [11.21.5 :

Soient s,s' deux éléments quelconques de S[CIP]
s=(2.m), s'=(1',m").

t[CIPI(s,s") si, et seulement si,
[(1ab(CIP)=lg, :Cobegin llzalﬂf...ﬂln:a
(5=£1)A(m=m')/~(9'~'=(21,---:fln))']v

[(1ab(CIP)=[2, :Cobegin ql;zl:m...nqn;znzcoend;izj)/\

o coend;Z,:1)a

= . Ny, gy mE e
F=(8T 58Ty a(m=m YA (R =2 ) by

[(1ab(CIP )=[2,:Cobegin a;32,:8,32):0 . . Loy 3818y 54, scoend; T, :1)a

(R DA DA (25 s 80 AR 00 52, ) )
(aie{l,-..,n},{t[H’Si]((zi,m),(z; 'Y A(VIELL,. .. ,n} NN
(2'=(850- 82N
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Définition [11.2].6 :

Le couple (SI[CP], tICP]) est appelé sémantique opérationnelle de _

L*hypothése d'gquité ne peut &tre exprimée directement & 1'aide de 1a:
sémantique opérationnelle ; ceci nécessite 1'introduction d'une notion pe et

tant de définir rigoureusement 1a fatalité, Dans cette définition, on suppos

que les variables ne sont pas modifiges par effet de bord,

IT.3.- ACTIONS ATOMIQUES DE CIP

Nous précisons dans cette partie le "grain® de 1'action que nous utili

]
La sémantique opérationnelle permet de discrétiser 1'exécution de CIP. Intumﬁ

vement, les actions atomiques de CP sont les tests atomiques et les affacs
tations atomiques. Nous ajoutons a cet ensembie quatre autres types d' act1onsi
atomiques : Start, Finish, Out~ifl, Out-if2, Les deux premiéres permettent i
respectivement de simuler le passage du contréle depuis Te début de CIP

le début de chaque programme séquentiel composant CIP et Je passage du con-

tréle depuis Ta fin de chaque programme séquentiel composant CIP  vers la fi_é
{

R

du cobegin. Les deux suivantes simulent 1a fin d'une partie du if suivantq}
I'on se trouve dans 1a branche B8 positive ou B négative. La définition d&
Ta sémantique opérationnelle aurait pu explicitement donner 1' action atom1quah

exécutée lors d'une transition simple entre deux &tats de CIP.

Formellement nous définissons 1'ensemble des actions atomiques de CIP,

noté A[CP1, par induction sur Ta syntaxe,

Définition [II.3],1

E
I
F
i
I
i
I
[

L'ensemble des actions atomiques de CP, A[CP], est construit & par-tﬂ‘

des régles suivantes :

@ 006

A[CP]
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si CPe {l[v:=el,[skipl,[v:=?1},then A[CP] = {CP}.

si CP = [if B then CP, else CP, fil, then
= {<B>,0ut-ifl, Out-if2}UA[CIP, JUAICP, ]

si CP = [CP,;CP, 1, alors A[CP] = A[CP, JUALCP, ].

si CP = [while B do CIP' od}, alors A[CP 1={<B>}UA[CP '].

si CIP = [Cobegin C]P]II...IICIPn

n
A[ CIP J={Start, Finishj 'Ul A[CIPi].
i=

coend], alors

On note <B> pour signifier que le test B est atomique.

Les actions atomiques seront nécessaires pour définir plus loin la notion

d'équité faible,

Définition [II.3].2 :

que action atomique a de A[CP]

AV(a)

Soit S une partie quelconque de CIP,
AY(S) est Te sous-ensemble de S[CIP]
o 12n) m))A(

défini par

(s € AV(S)) ssi (s=((2,, Yab(CP )=o;2:58)A(3i€InT ,2=¢5).

AP(S) est le sous-ensemble de S[CP] défini par

(s € AP(S)) ssi (s=((%, Rn),m))A(Lab_(C]P)EG;S;R:B)A(B’EE[H],9,=’?,_i).
En utilisant les ensembles AV(S) et AP(S), nous définissons pour cha-
les sous-ensembles de S[CIP], notés

et AP(a), par :
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s € AV(a) ssi [{(S=a)A(ae{v:=e;v:=?,sk1’p})/\(C]I‘saSB)} = {seAV(S)}1a
[{(a:Start)A(ClPsCobegin IPSI[]...][IPSn coend)} = {s€AV(CP )}]

[{(a=Finish)a( CPP =Cobegin PS1...1PS coend)} =
{seAP(IPSl)n...nAP(lPSn)}]A
[{(a=0ut-if1)A(CP =oif B then S, else S, fi g)a
(a€Alif]\ (R[S, JVALS,1))} = {s€AP(S ) }1a [

[{(a=0ut-1f2)A(CP =a if B then S5, else S, fi p)a i
(a€ALIfIN (ALS,JUALS, 1))} = (S€AP(S,)}]n i

[{(a=<B>)A(S=if B then S, else s, Fi)A(CP=aSB) }+{s€AV(S)}IA

[{(a=<B>)A(S=while B do §' 0d)A(CP =aSB) }o{SEAV(S)UAP(S" )}].

Si s € AV(a), cela signifie intuitivement que le contrdle est juste ay
a et que a peut &tre exécuté ultérieurement au cours de 1'exécution. De Té&

méme fagon, on peut exprimer le fait d'étre aprés une action atomique et cec-‘f
est T'objet de 1a définition suivante. i
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s € AP(a) ssi  [{(S=a)a(ae{v:i=e;v:=?,skip})A(CP =0Sp)} = {3EAP(S)}1a

[{(a=Start)a(CIP=Cobegin PS,1...0PS, coend)} »
{seAV(IPSI)n...nAV(JPSn)}]A
[{(a=Finish)a(CIP=Cobegin IP S5;L...0PS, coend)} = {s€AP(CP )}1a

[{(a€f0ut-if1,0ut~if2})a (CP=a if B then S, else S, fi B)a
(a€ALIf] \ (ALS,1UALS, 1))} = {SEAP(if)}]a
[{(a=<B>)a(S=1f B then S else S, )a(CP=0SB)} =

{SEAV(S, JUAV(S,)} 1A
[{(a=<B>)a(S=while B do S' od)a (CP=aSR)} =

{SEAV(S')UAP(S)}],

Nous pouvons alors donner une relation entre la sémantique opérationnelle
et Ta sémantique de chaque action atomique a de CIP :

Pour tout a de A[CIP], pour tout état s,s' de S[CIP],

tlal(s,s') ssi (s € AV(a))a(s' € AP(a))atICPP1(s,s").

Les actions atomiques caractérisent t[CIP] par :

tICIP](s,s") ssi 3a € A[CP], tlal(s,s')a(s € AV(a))a(s' € AP(a)),

On note tlal 1la relation de transition définie pour a et elle est a
comparer au modéle utilisé par MANNA et PNUELI [MAP1, MAP2, MAP3] notamment.

L'approche structurée nous parait la plus intéressante mais nous aurons besoin
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par ta suite de faire référence & une action atomique, Notons que, au nives

des ensembles AV, AP, il y a certaines relations d'inclusion qui permettro'.

de passer d‘une approche & 1'autre modulo la sémantique opérationnelle. La :

preuve du dernier &noncé nous parait simple et laborieuse et nous préférons

4

Ta laisser de cété.

IT1.4.- STRUCTURE SEMANTIQUE DE FATALITE

A 1'aide de la sémantique opérationnelle de CIP et des notions re]a{i
ves aux mots sur un alphabet, nous introduisons un cadre capable de prendre ¢

compte la notion de fatalité sous certaine(s) hypothése(s).

Définition [1I.4].1 :

Sofent E un ensemble non-vide et r une relation binaire définie sur
E. L'ensemble des traces sur FE engendré par r est le sous-ensemble de E”ﬁ
noté T(E,r), défini par

W€ E”, (weE T(E,r)) e

[(iwl = 0)a(w = ¢ )lv

[(Iw] 1)A(Q € E)lv

u

Lvi < dwl,r(w(i),w(i+1)))a(lwl 2 2)].

e

Définition [11.4].2 :
Soit CIP un programme paralléle (CIP € €y »
(STCP1,+ICPT)  <a sémantique opérationnelle. }

On appelle structure sémantique de fatalité de CP tout triplet ;‘
(SICIP1,tICIP],T) ob T est une partie de T(S[CIP],t[CIP]), noté T[C]P].%

kT i e
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Notre définition est restreinte au cas de programmes paralléles mais
reste valable pour d'autres couples (E,r), La notion de trace est utilisée
pour définir correctement le caractére arborescent du temps ; cette notion
est considérée par BEN-ARI, MANNA et PNUELI [BMP] sous le nom de chemin et
une axiomatique compléte est donnée. Nous ne considérons pas la notion de
possibilité qui est plus faible que la fatalité, son &tude a un intérét philo-

sophique respectable mais n'a que peu d'importance pour le cas des programmes .

I1.5.- PROPRIETES DE FATALITE

Notre but ici est de lier Tes notions du I.1 et les notions des paragra-
phes précédents, afin de formuler correctement la notion d'équité et de fata-
Tité.

Etant donné un programme paralléle CP de 6. On lui associe une struc-
ture abstraite WICIP]1 telle que toute transition &lémentaire est présente
sous forme d'une relation. Ceci revient d associer a toute action atomique de
CIP une relation. On suppose de plus avoir construit de fagon inductive la
structure sémantique de fatalité associée & CIP comme il a été fait au cha-
pitre 1. Ces opérations ont &té réalisées & 1'aide d'un langage que nous note-
rons ¥,

Sojent #ICIP1 et .'71-, [CIP] tels qu'il existe deux fonctions d'abs-
traction (*) plCP1 et E[CIP] entre ces deux langages d'assertion pour CIP.

On suppose que #ICP] est T'ensemble des parties de SI[CIP],

(*) et de concrétisation.
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Définition [I1.5].1 :

On appelle modéle de fatalité pour #[CP] un objet Jh tel que :

{pour toutes assertions P,Q de #[CP],
o= P w>Q (i : b valide P ~w>Q))

si, et seulement si,

~

de #LCPI,

{pour toutes assertions '13', Q
(SICIP1,tICP],T) = P mw>Q oo Tec TICIPT}.

Dans cette définition, (SICP],tICP],T) &= P ,Wv_),b‘ est équivalente

a TE 'va—)-b' définie au chapitre I, Ainsi, si ol est un modéle de faty
1ité pour 0?:[CIP], on étend les fonctions d'abstraction et de concrétisati:;]

aux traces de CIP et nous définissons maintenant Ta notion de fatalité re-

lative & un modéle de fatalite Ms.

Définition [11.51.2 :

Soit CIP un programme paralléle (je : CPP € G),
#ICIPT un langage d'assertions pour CIP,
Jo un modele de fatalite pour #[CP],
olCP1,5ICIP] Tes deux fonctions comme ci-dessus,
WICIP] 1la structure abstraite associce & CPP,
P,Q deux assertions de d[CPP],
Mo un modele de fatalité pour CIP.
On dit que Jb valide P ~mw>0Q ou que P conduit fatalement 3 0

pour Mo, si GICPIW) = P am>Q oi P = pICPI(P) et § = plcPI(0).

Remargue : La structure sémantique de fatalité est un modéle pour le langage
PSICPT).

- e pr—
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Cette définition est & rapprocher de la logique temporelle du temps ar-
borescent proposée par BEN-ARI, MANNA et PNUELI [BMP] et en fait nous avons
"cachg" 1'opérateur "v3". La définition donnée par OWICKI et LAMPORT [OWL ]
est équivalente car elle porte sur les suites d'ex&cution. Nous pensons que
Ta Togique temporelle est un outil intéressant pour spécifier de telle relation
mais elle nous semble manquer d'expressivité et nous ne citerons que 1'exemple
de WOLPER [WOL] qui augmente 1'expressivité de cette logique, afin de prendre
en compte plus de phénoménes. Notre langage est suffisamment général pour ne
pas souffrir des mémes inconvénients mais nous allons le spécifier davantage
notamment par les assertions de contrdle, .

Remarquons que les assertions de @ [CP] sont interprétées naturelle-
ment par les fonctions d'abstraction et de concrétisation,

Ped®ICP] : s €es[CP],

P(s) ssi s € BICP ](P).

Définition [I1.5].3 :

Soit CPP un programme paralléle,
S une partie de CP ie une instruction,

a une action atomique de CIP
1- ats=pICPI(AV(S)).
2 - after S = p[CP1(AP(S)).
3 - ata=p[CPI(AV(a)).
4 - after a = p[CPI(AP(a)).

5 - Jafter a = p[CP I({s€SICP ]/3s€SICIPI,(at a)(s)A
(Vs'€SICIP T, (t¥ICIP 1(s,s ' )at T ICIP I(s",s5))
=(at a)(s'))a(after a)(s)}).




s 51 -
- 50 -

5 - S = Cobegin IPSIU...II]PSH coend
jat S=ats

6 - Jat a = p[CP ]({s€S[CP }/[(a=Start)=(at a)(s)]n

[{({a#Start) J={(3beA[CIP ],(bsa)
jafter S = after S

jat PS A...Ajat ]PSn =at PSA...aat ]PSnAjafter Start.
(at a

n
o
p=
[ag
1]
-5
o

~—
—
w
~—
s
oo

Les assertions définies ci-dessus sont appelées assertions de contrdle

A 1'aide des assertions ci-dessus, nous définissons Tes assertions dat

= de CIP ; OWICKI et LAMPORT [OWL) ne disposaient que des assertions de con-
et jafter pour le cas d'une instruction de CIP. 3
| . ) trole at S et after S et nous avons ajoutd jat et jafter, afin de pou-
| -':f voir exprimer le fait que 1'on venait d'exécuter a 1'instant précédent telle
Définition [11.57.4 et Propriété : 34
i ou telle autre instruction atomique. Ces deux assertions supplémentaires nous
1- S€{[vi=e,vi=?,skipl eta =5

: sont indispensables pour garantir la complétude sémantique de notre systéme de
jat S = jat a, jafter S = jafter a :

preuve et nous noterons au passage la complémentarité de ces deux assertions.

- SmSub Une illustration ultérieure de 1'utilité de ces assertions sera faite plus
Jat s = jat S,, jafter S, = jat s,, jafter S = jafter S,. _._ tard. Nous allons maintenant appliquer les résultats du chapitre précédent a
3- S=ifBthens, else S, fi : notre cas particulier de programme.
= S iy 1 Sobigeie AT

jat S = jat<B>, jat S, = jafter<B>aat S,,
= ST 0229, = JALLErSOPALL 5, Théoréme [11.5].1 :
at S,

= jafter<B>aat SZ,

Seit CIP un programme paraliéle,
- 1 i3 :
Jafter s) o (jafter S)ajafter S, #ICP] un langage d'assertions pour CP,
jafter S(z) = (jafter S)ajafter S3 _7?'_ S un modéle de fatalite sur W[CP] tel que
1 olcrpl
4- S=while BdoS' od - Mo T (SICPI,tICP1,TICP )

ST

jat S = jat<B>aat S, % [CP] une structure abstraite pour CIP

jafter S = jafter<B>aafter S, 9 une

jat s' = jafter<B>aat S', Pour toute assertion P de RICP1 telle que b= P amrsQ, il

jafter S' = jat<B>aafter §', existe un opérateur monotone I sur SICP] tel qu'il existe un ordinal,

noté 0(P,Q), vérifiant :

S e S N e T




Preuve :

Théoréme [I1.5].2 :
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- 0(P,Q) < Iipl ¢ k WICP)

-vs € S[CIP],(P 5 prcml(ro(p’Q)))(S)-
- vs € S[CPI1,(Q & plCPI(T°))(s).
~ VB < 0(P,Q), 35 € SICP J,P(s)a~pICP 1(rP).

Elle est immédiate en appliquant le théoréme [1.2].5 et la définitioﬁ
de la fatalité selon un modéle de fatalité JMy. En fait T dépend de Jb eq

non pas de P. On en déduit de méme le résultat suivant : 1

On suppose les mémes hypothéses que Te théoréme [I1.2].1. On ajoute 1'hﬁ
pothése suivante : t[CP] est dénombrable.

Alors, pour toute assertion P de ®[CIP] telle que Ull= P am> |
il existe un opérateur monotone © sur S[CP] tel qu'il existe un ordinaﬂ
0(P,Q) verifiant :

- 0(P,Q) = lirl.

- 0(P,Q) < w,. ' |

- vs € S[CP1,(P o p[C]P]é"O(P’Q)))(s),
- Vs € SICPT,(q e p[CIP](I‘°))(S).

B < 0(P,0), 3s € SICP1, P(s)a~plCPI(rP).

Preuve :

est dénombrable dans ce cas. g

et a—

[

On applique ici Te théoréme [1.2].5 qui précise que 1'ordinal de ferme
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Notre &tude se limite & 1'&tude du non-déterminisme dénombrable et
1'hypothése faite sur t[CP] est suffisante dans le cadre de notre &tude.
I1 serait intéressant de généraliser a des cardinalités réguliéres comme
W, ,Wy5. .. (cf COUSOT-COUSOT [COC2]), Nous pensons, come nous 1'avons déja
précisé, que 1'aspect dénombrable du non-déterminisme est mis en éyidence,
alors que APT et PLOTKIN [APP], qui donnent un résultat plus fin avec d'autres
hypothéses, montrent que 1'on peut se suffire des ordinaux récursifs (ie :
<xk<w,; ). Cependant, la notion de récursivité implique le dénombrable et dans
ce cas i1 s'agit de pon-déterminisme récursif. Ces deux derniers théorémes
sont de simples application du théoréme [I,2].5 et donnent une caractérisation
des régles d'induction et principes d'induction que 1'on utilise au cours de
preuves de propriétés de fatalité sans hypothése. Ces résultats reprennent
les méthodes de terminaison de FLOYD [FLO] et de HOARE [HOA] et i1 nous faut
envisager intuitivement que, si on ajoute 1'hypothése d'équité faible, 1'uti-
Tisation d'ensembles bien fondés ou d'ordinaux est nécessaire, ce qui revient

a construire un opérateur monotone T comme nous 1'avons fait ci-dessus.

I1.6.- HYPOTHESE D'EQUITE FAIBLE

A 1'aide de la notion de modéle de fatalité, nous caractérisons 1'hypo-
these d'équité faible : toute action atomique préte & &tre déclenchée attendra
un temps fini arbitraire sa prise en compte par le "scheduler". APT et
OLDEROG [APO] caractérisent la notion d'équité faible au niveau de la validité
par le biais de transformation syntaxique ; nous pensons que cette approche
est intéressante mais préconise plus ou moins une implantation. Intuitivement,
ils considérent une propriété de terminaison a la HOARE comme {P} P{Q}

sous hypothése d'équité faible et montrent que ceci est équivalent a
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(P}Tr(P){Q} sans hypothese o Tup(P) est la transformation faiblement
équitable de IP. Nous choisissons une autre solution plus sémantique qui
est 1a restriction de 1'ensemble des traces aux traces faiblement équitable;

ce qui revient & définir un modéle de fatalitd faiblement équitable.

Il
Définition [11.6].1 : 1

Soit CIP un programme paralléle,
#®ICP) un langage d'assertions pour CIP,
A[CPP]  1'ensemble des actions atomiques de CIP,
JG un modéte de fatalité pour CIP.
On dit que (> est faiblement équitable, si, pour toute action a da

AlCP],

o E at a~w> jafter a.

Parmi les modéles de fatalité faiblement équitables, on note "K’wF 1e
modéle de fatalité faiblement &quitable, Te plus grand au sens de 1incTusor
modulo les fonctions p[CPP] et BICIP] pour Tes ensembles de traces. Ce

choix revient a considérer le plus grand ensemble de traces vérifiant 1" hypo-

thése de la définition [I1.6]1.1. On notera T, le plus grand ensemble de

!

traces, associé a "K’WF par les fonctions p[CIP] et BICP]. |

A T'aide de "K’wf-” nous pouvons définir formellement 1a notion de fatal

sous hypothése d'équité faible.

.

Définition [I1.6].2 :

Soient CIP un programme paraliéle,

#ICP] un langage d'assertions pour CP,
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P,Q deux assertions de 4 [CP].
On dit que P conduit fatalement & Q sous hypothése d'équité faible

dans CIP, si JQWF# P A,

Nous étudions maintenant la propriété de fatalité sous hypothése d'équité

faible & 1'aide d'opérateur monotone approprié, afin de généraliser le théoré-

me [1.2].5 pour le cas ol le modéle de fatalité est ‘X’NF'

Théoréme [I11.6].1 :
Soient CIP un programme par'aﬂéle,

RICPI un langage d'assertions pour CIP,

‘l'WF e modéle de fatalité faiblement &quitable pour CP,

qQ une assertion de ®[CP].

a - Il existe un opérateur monotone FQ sur S[CIP] tel que :

)

1 - Pour toute assertion P telle que B[CPI(P) I,
J(’WF = P Nw-—)-Q,

2 - Pour toute assertion P telle que J(’NF P amqQ,
CPIP) < 1y

b - Pour toute assertion P de AICP] telle que wa,_. = P Aan>(,
il existe une famille de multiensembles MP telle que
l- MP = {a(s)/P(s) est vraie} et a(s) est un multiensemble formé
d'actions atomiques de CIP.

2 - ¥s € SICIP1,(P(s)a(a(s)#0)) = (3a € a(s),(at a)(s))

et vs € S[CPJ,(P{s)a(a(s)=p))=Q(s)
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3 -vs €S[CP], va € a(s),
[(at a)(s)At*[ClP](s,s')A(gz_a)([s,s'[)A(jafter a)(s')] =

ques de a(s) sont critiques car elles permettent de faire progresser la ﬁ;

talité faiblement Equitable. La relation < est une relation bien fondée, j

b
ce que nous recherchons en fait dans ce type de probléme (cf. [FLO]). L'opé%-
i
rateur T est un opérateur d'élagage des branches non équitables de 1'arbr%i
d'exécution. Nous donnons maintenant la preuve du théorame. ?

Preuve :

Notre preuve est en quatre points, qui sont les suivants :
(:) Construction d'un opérateur monotone FQ.
(:) Preuve du point a-1 du théoréme. :
(:) Preuve du point a-2 du théoréme. 1

(:) Preuve du point b du théoréme.

(:) Construction de FQ |

L 'opérateur TQ est d&fini sur SICP] et nous supposons tout au 1qh5

de Ta preuve que deux fonctions d'abstraction et de concrétisation permetten%

A tn Ame ek o ' }
antdt sur des parties d'ensembies,

de raisonner tantdt sur les assertions, t
considérées comme des assertions mais plus intuitives. Nous notons Z IE!

variable de FQ utilisée. Soit FQ 1'opérateur suivant Z € <P(S[CP ) Z
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Dans la définition de PQ, nous avons utilisé une notation permettan
d'exprimer le fait que le contréle reste devant une action atomique entre

deux états inclus :
(at a)(Is,s'1)at™(s,s'] ssi vs"eS[CP],
(t*ICP 1(s,s") At [CP I(s",s"))
> (at a)(s") ,
Ts désigne 1'ensemble des traces faiblement équitables commengant pé

s o0 s € S[CIP]. il

Soient X,Y deux parties quelconques de SICIP] telles que X < Y.
I
L'opérateur FQ peut s'écrire plus simplement sous la forme :

vZ € P(s[eryy, To(Z) = {s € SICP1/9(s)vC(Z)(s)}

ol C(Z)(s) est la relation vérifise par s dans T,.

Q
Soit s € FQ(X) s alors Q(s) ou C(X)(s) sont vraies.
S1 Q(s) est vraie, alors s € PQ(Y).
S C(X){s) est vraie, alors, par la forme de C(X), C(Y)(s) est vral
puisque X < Y. I
On en déduit : s € PQ(Y).
FQ est un opérateur monotone sur S[CP].
Mais avant de 1'utiliser, i1 faut montrer les points (:) et (:) .I

afin de prouver que TQ vérifient les hypothéses du théoréme & démontrer.

(:) Soit P une assertion de R[CP] telle que BICPI(P) < IFQ' L

Puicon

Puiseus FQ esl un opérateur monotone sur SICIPI, i1 existe un ordiril

dit de cldture, noté FQ » tel que :

(]
- G = Q =
(1) va > ITgl, Ty Iy~ = II,Q.
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KQL[CE’] =

(2) - HTQH £ od WICP] est la structure abstraite de référence.

(3) -vse IFQ » 3a(s) S ITGl, {¥8 < als),(s ¢ rg)}A{vB > afs),(s € rg)}

a) Soit s wun état de BICPI(P).
Par hypothése, s € IFQ et par (3), on en déduit qu'il existe afs) tel

que a(s) < ITgl et (vB < afs),(s ¢ rg))A(ve >a(s),(s € rS)).

On fait une preuve par induction transfinie, pour montrer que s conduit

fatalement & Q sous hypothése d'équité faible.

a-l.- Cas o0 a(s) =0
Par definition de a(s), cela signifie que s valide Q.

On en déduit que s conduit fatalement 3 Q.

a-2.- Cas ol a(s) >0
Dans ce cas, a(s) g HFQH par convergence de FQ et on suppose que :
vs' € S[CIP],[a(s" )<a(s)] = [VWETS.,Sw'ETs.,(wsw')A(EiGdom(w'),Q(w'(i))]

Par définition de a(s), s € Fg(s) et par construction de FQ, S ne

valide pas Q, puisque a(s) >0 et

3a€A[CIP1,[3s'€S[CIP Y, (at a)(s)atlCP1(s,s')a(jafter a)(S')A(S'EFB)A(BAG)
at — Q

Alvs"€S[CP 1,{t*[CIP I(s,5")a(at a)([s,s"])}
= {3s'€SICPT,tICPI(s",s")a(at a)(s")a(jafter a)(s')a

(S'FFS)A(B<H)]]
ol a = a(s).

Soit w une trace commencante par s et faiblement équitable pour CIP.
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Cas 1 : [wl =1
Par hypothése faite sur s, toute action atomique préte & &tre exécut
Te sera fatalement,

On en déduit qu'il existe w' de TS tel que : pour toute action atg

mique a de CPP,

(wgw')a3iedom{w'),at a(w' [1,i[)a(jafter a)(w'(i)).

Puisque s € FS, il existe a € A[CP] qui est préte en s et qui

vérifie : .
VS"€S[CIP]’{t*[CIP](S,S")A(EE>a)([S,S"[)A(jafter a)(s")}¢{(s"€rB)A(B<@¥

IT existe une trace w' commencant par s tel que, pour cette actinn

atomique a de CP :
(WsW')A(EiEdOm(W'),(EE a)(lw'[1,i-1 1)a(jafter a)(w'(i))A(w'(i)era)A(@1
On a prouvé que :
(1) weT,(Iul=1) » <HW'ETS,(wsw')A(31€dom(w'),(w'(i)EFB)A(B<a))
Par hypothése, si w'(i) € rB, pour B < a, alors, a(w'(i)) < a, et
(J) VvETw.(i),HV'ETW.(i),(vsv')A(Hjedom(v'),Q(v'(j))).
On en déduit en combinant (i) et (j) que :

WWET L (lwi=1) = (3w'€T_, (wew' Ja(Fiedom(w'),Q(w' (1))).

Cas 2 : 1 < |wl < 4=
Cas 2.1 : 3iedom{w), Q(w(i)).
Cas 2.2 : viedom(w), ~Qw(i)).

a k

Par hypothése, w(1) € FQ‘

Cas 2.2.1 : 3i € dom(w), w(i) € .

- 61 -

B

On utilise alors 1'hypothése :
w(i)...w(lwl) est un mot commengant par w(i) et &lément de T (en-
semble des traces faiblement équitables) car sinon w ne serait pas &lément

de T.

aw'eTw(i),(w(i)...w(le)sw')A(31€dom(w'),Q(w'(i))).

On considére alors : w" = w(l),..w(i-1).w', w" vérifie 1'hypothése sui-
vante :

(wsw" )a(3jedom{w") ,Q(w" ().

Cas 2.2.2 : vi € dom({w),w(i) ¢ Pg.

Dans ce cas, chaque w(i) est un élément de Fg par construction de
Tq @ en effet, a partir de s, toute transition conduit a un état od les actions
atomiques activables en s et non activées en s, Te sont encore en le succes-
seur de s par t[CIP] et dans notre cas w(2) n'est pas dans Tg pour
B < a, donc une action atomique reste encore activable en w(2). On poursuit ce
raisonnement pour chague i de dom{w).

Puisque w(lwl) est un &lément de Fg, on applique le cas 1 :

3w'€T ((w(lwl)sw")A(Fi€dom(w"),Q(w" (1)),

w(lwl)®
Soit w' € T, tel que w' = w.w". On vérifie que

(3i€dom(w"), Q(w' (1)) a(w g w')).

Cas 3 : lwl = +e,
Cas 3.1 : 3i € dom(w), Q(w(i)).

Dans ce cas, wgw et w vérifie la propriété.
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Cas 3.2 : vi € dom(w),~Q(w(i))
Or par définition de mot sur un alphabet donné, le seul mot plus grap
que w est w, Puisque s € I%, i1 existe a € A[CIP] vérifiant 1a propri
décrite au début de (:) et ¢ _
(at a)(s) est vraie, ainsi que aw'ETs,(wsw')A(aiedom(w'),(jgfjgﬁ a)|
On en déduit que w' =w et que
31 € dom(w),(jafter a)(w (i)).
Par propriété de 1'action a, on déduit 1a propriété : H
Jiedom(w), (jafter a)(w(i))A(w(i)ErB)A(B<u).
On déduit alors par hypothése de récurrence que
3i € dom(w), (w(i) € Q).
Ce qui contredit 1'hypothése faite sur w.
On a prouvé que s conduit & Q sous hypoth&se d'équité faible pour{
chaque a(s) > 0, en supposant cela pour s' tel que a(s') < afs), donc,

pour chaque s de ITQ’ S conduit fatalement 3 Q sous hypothése d'équite
faible.

b) Soit P de WICP] verifiant FICPI(P) c I i

La propriété démontrée dans a) nous permet de généraliser pour les

assertions p

vs € S[CP1,P(s) & s € E[CIP](P) (par définition de 1a validite).
vs € S[CIP],P(s) = (s € T ) (par hypothése sur P).

‘v
vs € S[CIP1,(s € ITQ) = W € Ts,aw'eTs,(wsw')A(aiedom(w'),Q(w'(i)))

(par a}).
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On en déduit :

VSESICIP 1,P(s)=(WWeT_, 3w" €T, (wgw' Ja(3i€dom(w' ) ,Q(w' (1))).

Ce que 1'on écrit encore :

Jre = Pame>q,

(:) Soit P une assertion telle que dwa = P aw>Q.

IT suffit de raisonner sur un état s tel que

W € Ts,aw' € TS.,(w < wA(3i € dom(w'),Q(w'(i))).

L'opérateur FQ permet de construire 1'arbre d'exécution de CP sous
hypothése d'équité faible par rapport & Q : en fait, nous avons coupé les
branches non équitables.

Par construction de PQ et de IFQ » S appartient nécessairement a
ITQ’ sinon cela signifierait qu'il existe s' de Q tel que s'¢ Ip  ce
qui est absurde.

En effet, au cours de Ta construction de PQ, nous n'avons considéré que
les traces faiblement équitables de CIP,

Soit P e ®[CP] telle que ‘X’wr*= P aw—qQ.

Alors
VSESICIP 1,P(s)=[WET_,3w' €T, (wsw' )a(Fi€dom(w') ,Q(w' {1)))]
VsES[CIP1,P(s) « s€ HICIPI(P).
VsES[CIP],(SEE[CIP](P))=>[Vw€TS,3w'€TS,(wsw‘)A(El'iedom(w'),Q(w‘(’i))]
vSESICIP 1, (SERICIPI(P)) = (s ¢ )

Q
Dol : BICIPI(P) < IFQ.
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@ Seit P une assertion telle que "wa = Peav> (.

1) Nous raisonnons sur un élément quelconque s de olCP1(P).
On définit pour chaque état de B’[CIP](P) un multiensemble d'action it
de CIPP appelé multiensemble d'actions critiques de CPP relativement & ‘.-,
noté a(s).
Pour cela, nous utilisons une induction structurelle pour construire

a(s) :
Pas 1 : Vs € BICIP1(Q), a(s) = @.

Pas général : s € GICPI(P) et s ¢ pICIPI(Q).

a(s)=L a(u')Ju{a€AlCPY (at a)(s)a~Q(s)A

t[CI;](s,u') 3
(vu'esICP1,[(at a)([s,u'r),\t*[cm(s,u?fg
~Q(Ls,u' Dasafter a)(u)] |
-

[{a(u") S a(s))la
(VwETu. ,Eiw'ETu. s (wWsw ')A
(3i€don(u') ,Q(w' (1))))]
._«l
Cette construction est basée sur I‘Q dont Ta définition est telle qu'fl{
action atomique est préte & &tre activée ou on est dans un état validant (.
Nous avons considéré des multiensembles car une action atomique peut &tre
critique plusieurs fois. i
Donc on considére My = {a(s)/P(s)} pour 1- dub),

Nous prouvons maintenant le point 2 - b).
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2) Soit s un état tel que P(s) et Q(s) # 9.

Cas 1 : a(s) = {al.
Par construction de a(s), alors (at a)(s) est vrai et ~Q(s) est

vrai.

Cas 2 : On suppose que
v s'eS[CIP ],[(s#s')A(vweTS,aweTs,(wsw')A(En'edom(w'),Q(w' (iynl
=

[(a(s')ca(s))=(32€a(s"'),(at a)(s'))1.

Soit s' € S[CIP] quelconque tel que t[CP)(s,s'). Puisque P(s)
est vraie, alors :

VWET 3w €T, (wew' )a(Ii€dom(w' ), Q(w' (1))).

Necessairement a(s') c a(s) et, par hypothése, il existe une action
atomique a de a(s') telle que (at a)(s') est vraie. On distingue deux

cas ¢

Cas 2.1 :
Au cours de la transition t[CPI(s,s'), a n'a pas &té exécutée, alors

(at a)(s) est vraie et a € a(s),

Cas 2.2 :

Au cours de la transition t[CP1(s,s'), b a &té exécutée et b est
distincte de a. On distingue deux sous-cas : ou bien, b est une action cri-
tique pour s et dans ce cas

(Jafter b)(s') = (at a)(s) et b € a(s),(at b)(s).
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ou bien, b n'est pas critique et puisque a(s') < a(s) aucune action crj
de a(s) n'a &té exécutée et donc il existe c¢ de a(s) telle que (at|
On remarquera 1'utilisation des assertions Jjafter, qui nous paraisse

indispensables pour les preuves de fatalité.

3) Cette propriété est due essentiellement & la forme de a(s) et a_'

construction. o i

Corollaire [II.6].1 :

Soit CIPP un programme paralléle,
R#ICP] un langage d'assertions pour CP, |

!)wa le modéle de fatalité faiblement équitable pour CIPP,

Q une assertion de %[CIP].
Pour toute assertion P de ®[CIP] telle que W = P>, ]
existe un plus petit ordinal note OwF(P’Q)’ tel que :

BICPPI(P) IFQ ol I‘Q est 1'opérateur relatif a Q et

0r(P,0) < Iyl | |

Preuve :
Elle est immédiate, du fait de 1'opérateur T
précédent :

O, (P.Q) = Sup(a(s)/s € BICPI(P}). o

0 monotone et du théorék
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Définition [11.6].3 :

Soit CIP
#icrp)
JOWF Te modéle de fatalité faiblement &quitable pour CP,

un programme paralléle,

un langage d'assertions pour CIP,

Q une assertion de '-)%[C]P],
P une assertion de ®[CP] telle que "K'NF k= P o> Q.

On appelle ordinal de fatalité de P relativement Q pour "H'NF
'ordinal 0,.(P,Q).

Nous n'avons pas voulu surcharger le théoréme [I1.6].1 d'hypothéses sup-
plémentaires restrictives mais nous donnons maintenant une restriction aux
ordinaux dénombrables comme pour le cas du modéle de fatalité sans hypothése

cité au chapitre I.

Théoréme [11.6].2 :

Soit CIP un programme paralléle,
F P un langage d'assertions pour CP,
“KJNF le modéle de fatalité faiblement équitable pour CIPP,
Q une assertion de H [CPP].

I1 existe un opérateur monotone FQ tel que :

-l < «Uiep]

o WICIP] est la structure abstraite de CIP.

- si tI[CIP] est dénombrable, alors III‘QH < W,

Preuve :
La preuve du premier tiret est une conséquence de 1a monotonie de TQ

et ce point a été largement utilisé au cours de la preuve du théoréme [11.6].1.
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! CP, = Cobegin b:p:=false Dc:while p do d:skip od coend
Supposons que t[CP] soit dénombrable : pour tout s de S[CIP],

Précondition : p
[{s" € SICP1/tICPI(s,s")} < w.

Sous hypothése d'équité faible, b est une action critique intuitivement
Supposons que IIFQI > w,. Alors soit s € FQ .

et formellement. En effet si s est un &tat d'entrée, a(s,) = {b,c,d} mais

Puisque t[CP] est dénombrable, ¢ et d ne sont critiques que par rapport a b.
* : : -
I{s' € SICPI/t'ICIPI(s,s' )} gw. Soit a € AICP] tel que (at a)(s Nous avons utilisé des multiensembles d'actions critiques car une action
et a vérifie : critique peut &tre critique plusieurs fois au cours du rapprochement de Q.
[(at a)(s) A tICPPI(s,s')a(jafter a)(s')]

Considérons 1'exemple suivant noté CIP,.
[A[VS'ES[CIP],(a_t a)(s)At*[CP](s,s')A(a_t a)(Is,s'[)a(jafter a)(s‘)] CP, = Cobegin
| = (S'EI‘G)A(GQJI) a, :while p do
‘ AlVs'€S[CP],tICP ] (s,s' )=l 11, a,:q:=false
vs'€S[CP 1,(at a)(s)At*[CIP](s,s')A(a_t a)([s,s'[)a(jafter a)(s") od
= (S'EF(QX)A((XQ)JI) ﬂ_
Pour chaque &tat s' de S[CIP] vérifiant (s' € I‘S)A(uqnl) on notﬁ b, :while q do
dg , cet ordinal. b,:Skip
afs) = Sup(as,/s' comme ci-dessus) et puisque t[CPP] est dénombrab! od;
afs) est dénombrable. Or a(s) = w, et donc as) = w <uw. Cequi est elﬁi b,:q:=true
surde, O 3 I
¢, uhile g do
Ces deux théorémes constituent une généralisation utile et constructiv c,:Skip
pour Ta méthode d'OWICKI et LAMPORT, On remarquera notamment Ta notion de od;
multiensemble d'actions critiques qui est en fait un ensemble muni d'un ordri c,:p:=false
bien fondé. La preuve est constructive en ce sens qu'elle donne une suite d-’:é coend

sertions intermédiaires utiles pour la preuve de complétude sémantique .

Préconditions d'entrée : pag

Afin de donner une illustration, considérons T'exemple standard : E a, est une action critique car d'elle dépend Ta terminaison des boucles
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b, et ¢, ; mais si on exécute a,, puis b1 alors a, devient & nouvea:

critique si b, est exécutée.
a, a donc un degré critique d'ordre 2 pour certains &tats d'entrée, |
Donc on associe & chaque assertion d'entrée une famille de multiensen

d'actions critiques qui dacrivent en fait T'exécution a partir des états va

dant 1'assertion d'entrée.

Théoréme [11.6].3 : (de décomposition)

Soit CIP un programme paraliéle,
#[CP] un Tangage d’assertions pour CP,
°K’wF le modéle de fatalité faiblement equitable pour CP, ;

P,Q deux assertions quelconques de %[CP].

On suppose que wa_. = P awsq,

ATors 11 existe une suite d'assertions de F[CP1, notse (R{a)) 3 wl
e
o0 WICP] est la structure abstraite de CIP, telle que : B IF
(1) ‘l’wr = P v J0R(a)
(2) va > 0, a g WICPT

“(’wF E R(a) mv 38 < a,R(B)

(3) o = R(0) > g,

|
i
Preuve : f
On considére 1'opérateur monotone I‘Q qui permet de construire la su"f"G‘L

R{a) de la facon suivante :

A chaque élément s de II‘Q » On associe un ordinal noté afs). On a
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montré que pICPI(P) IFQ et qu'il existe un ordinal ONF(P’Q)’ appelé

ordinal de fatalité de P relativement 3 Q,

Cas a=20
PICPI(R(0}) = {s € SICIP1/(s € IFQ)A(a(S) = 0)}
BICIPI(R(0)) = BICPI(Q) = I,

Q
Posons : R(0) = Q.

Cas général 1 : a >0 et « < ||1"Ql| ‘
BICIPI(R(a)) = {s € SICIP1/(s € ITQ)A(a(s) = a)}.
Cas général 2 : a > III‘QII et ag Ku’[C]P]

On pose : R{a) = R(III‘QII).

Par construction de FQ et par le théoréme [II,6].1, les assertions ci-

dessus vérifient trivialement les points (1), (2), (3).
(1) Puisque ‘X)WF = P o~>Q, alors par le théoréme [11,6].1,

U {s € SICIP1/a = a(s)}

SIEPI(P) = Ir‘Q ¢ IFQ= agll Tyl
S

en supposant que «fs) est défini pour s € IFQ'

On en déduit :

I. = U BICIPI(R(a)).
GSK%[CIP]

Ty

D'od : BICIPI(P) < Ugtem ]B'[CIP](R(cx)).
O(QK
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On en déduit : p[CP 1(BICP 1)(P) =» p[CIP]( BICP )(R(a))
GSKUJCP]

D'olt par définition de E[CF’],p[CIP] et de Ta validite

Vs € S[CP 1, P(s) = (30R(a))(s) ; on en déduit trivialement :

L‘ﬁMF E P v 3aR(a),
(2) Soit a>0 et asn‘“cp]. |
Soit s tel que R(®)(s) soit vrai.

Alors s € Tg 3 or
WE T, M€ T (w < w)A(Fi € dom(w'),0(w' (1))).

On en déduit que s conduit & un Pg ol B <a sous hypothése d ' equj
faible :
e R(o) m>38 < a, R(B) car R(0) = Q.

(3) R(0) =Q et donc R(0) =Q est yrai.
D'ol trivialement

Jc = R(0) ma> E

Ce théoréme permet de donner une suite d'assertions intermédiaires que
T'on a besoin pour les preuves de telles propriétés mais nous n'avons donnéd
qu'une décomposition sémantique et pour le cas d'une preuve i1 faut que Te
systéme de preuve contienne des régles et axiomes pour prouver chaque point
a correction mais ceci est 1'objet au prochaif
chapitre. Mais revenons sur les résultats de ce chapitre 11és & cet opératelf
morotone PQ 3 la preuve du théorzme [I1.61.1 met en &vidence Tes conditions
que doit remplir un systéme de preuve pour qu'il soit correct et seémantique-

ment complet. De plus, la preuve donne une stratégie de preuve : trouver

= 7g1s

les actions critiques. Notre étude est Tiée aux ordinaux et aux structures
bien fondées, ce qui nous parait normal du fait des études antérieures
(LPS], [FLOJ, [HOAI, [P], [MAP11, [MAP2], [MAP3].

Nous nous Timitons aux ordinaux dénombrables {(ie <w,) c'est-a-dire, &
une relation de transition dénombrable.

L'utilisation des ordinaux revient & lindariser le temps d'exécution
en le représentant par une suite d'ordinaux ; en fait, on utilise une rela-
tion d'equivalence et on raisonne sur le quotient dont le temps est linéaire.
L'approche complémentaire revient & considérer le temps comme arborescent ;
ces deux approches sont équivalentes et EMERSON et HALPERN [EMA2] en donnent
une &tude intéressante.

Le raisonnement est d'autant plus simple, s'il est Tindaire et 1a mé-
thode d'OWICKI et LAMPORT [OWL] permet de mélanger les deux conceptions du
temps, ce qui est apparu avec les multiensembles a(s) et les ordinaux «fs).
Nous devons ajouter quelques régles pour compléter le systéme d'OWICKI et
LAMPORT [OWLI.

Nous ajouterons enfin que le fait de se Timiter au cas ol la relation
de transition est dénombrable est un choix de cadre d'&tude et que nous aurions
pu choisir de ne pas faire de telles hypothéses mais nous aurions dd alors
considérer un langage infinitaire pouvant prendre en compte de telles cardi-
naux :

- pour notre cas, éﬁw , Suffit amplement.

1
- dans un autre cas, d’m o o= |KU[C]P]

l(‘t(,[cn:]

I est le cardinal de
aurait di &tre utilisé pour garantir 1'expressivité des

disjonctions de o &léments.
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I11 - SYSTEME AXIOMATIQUE DE PREUVE OL

ITI.1.- PRESENTATION DE OL

A partir du systéme axiomatique proposé par OWICKI et LAMPORT [OWL], nous
construisons un systéme axiomatique enrichi de régles d'inférence supplémentaf-
res et en nombre minimal.

Ce systéme nous permettra de prouver des propriétés de fatalité sous hypo-
thése d'@quité faible. Notre objectif dans 1'enrichissement était la correction
et la complétude sémantique.

OL est composé de trois parties que 1'on décrit briévement comme suit :

- une premiére partie formée d'axiomes permettant de spécifier 1'hypo-

thése d'équité faible.

- une seconde partie composée de quatre régles d'inférence dont 1'une
d'elles autorise 1'induction ordinale dans les preuves.OWICKI et
LAMPORT [OWL] ne donnent aucune régle d'induction et la preuve de ter-
minaison devient impossible ; leur systéme est incomplet.

- une derniére partie permettant de prouver certains prémisses de régles
de la deuxiéme partie, En effet, nous aurons besoin de déduire des
propriétés d'invariance et des implications pour établir certaines pro-
priétés. Ainsi, nous utilisons un systéme de preuve d'invariance siir
et sémantiquement complet et ceci n'était pas réalisé par OWICKI et
LAMPORT [OWL].

I1 nous reste maintenant & énancer le systame axiomatique OL.

Soit CP un programme paralléle,

A ICPT un langage d'assertions pour CIP,

Ord, 1'ensemble des ordinaux dénombrables.
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i " " ignifier que la partie droite
On suppose que t[CP] est dénombrable, On notera, dans la suite, oL " pour sig q p

P, Q. R, R(a),R(B), I, S désignent des assertions de CP : ie a été deduite & partir de OL.

écri " w imer 1'assertion suivante :
P, Q. R, R(a), R(B), I, S € [CP]. On écrira, "I = 0I en s € S[CP]", pour exprimer rti

¥s,s' € SICIPI, I(s)AtlCPI(s,s') = I(s').

Partie 1 : Axiomatique de 1'équité faible ‘
F1 ¢ (at[v:i=e])} m~>(jafter[vi=el}) o v € Vicp1, ec €. E Pantie 2.:iRegles d Wnférefice
F2 i (atlvi=?]) mm>(Jafterlvi=?]) o v e $CP]. 4 Regle 1437 g =P =0 alors g b= Pan>Q.

F3 i (atlskipl) ~w->(jafterlskip]).
Fo s (8t 1) nonm> ({2t §,)AB)V((J2t 1,)a~B)) ! Be2:51 g b= P>,

o0 1= [if B then i, else i fil, B €B, i,,i, €P.

1
F5 @ (after i,) am—>(jafter 1‘)( )oﬁ i »i comme ci-dessus. A ERICPLPR ST,

i
(2) 1—5 I =01,
1
|
1

F6 - (after i,) mws(jafter 1) ‘o0 i,,1 comme ci-dessus. : oL ’
' F7.: (atlwhile B do 1' 0d]) ~w—>((jat i')aB)v(jafter[while B do i’ od]a~Hj VIR o o

ol i' est un élément de <,
F8 . (after i') > (((Jat i')AB)v(jafterwhile B do i' odl)a~B))

N ala 12
o i' est un &lément de °f°. . [
Régle 3 : si oL P > 3R(a),

F9 : ((atlCobegin IPSll]...[fIF’Sn coend])aP') o> (Jat IPS,A...Ajat IPSnAP]-__

: Va € Ord, a > 0, oL — R{a) m~> 38 < o,R(a),
o P' = PlatiCobegin...coend)/; , PS,,....dat IPS“],P,P edrcrl,

- - i | oL b= R(0) ~~>q,
F10 : Pour tout j de f{1,...,n} '

L4

alors OLl—PMQ
(after IPSIA...Aafter IPSJ._IAjafter IPS;nafter PS;,qA- - -aafter PS AP

~w>((jafter[Cobegin IPSl[I...lHPSn coend])APj) Regle 4 : Si il F— P A0, o Q0=R,
ol PJ.,PJ. € [CIP],PJ.EPJ.[after PS,,...,after Ps./

| Jafter[Cobegin. .. coend _ e P aldanad

On note Pj[u/un] la substitution dans PJ. de u a u' eten faiti
‘ nous permet de parler d'assertions de variables libres de tout contréte.
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pondant & Ta condition vraie, la fin de 1'instruction correspondant i 1a con-
Partie 3 : Ré&gles auxiliaires

dition fausse et la fin de 1'instruction conditionnelle, Ce choix est dd au

. choix de Ta sémantique opérationnelle, qui distingue ces trois points de con-
Régle 1A : Si P = Q est vraie pour CP, c'est-3-dire,

; tréle. On voit ici que la notion d'action atomique joue un rdle trés conséquent

vs € S[CIP],P(s) = Q(s), 3
L pour la notion de fatalité.
alors oL —P=Q.
| La deuxiéme partie permet de définir, dans un cadre général, la relation
*1 aw~>sur les formules ou assertions d'un Tangage @ [CIP] pour CPP. La ré-

Régle 2A : Si S est invariant par rapport & PR et Q, c'est-d-dire =]

K gle 1 &tablit que 1'implication est incluse dans la relation de fatalité et on
vs,s' € S[CP1,(PAR)(s)At [CIPI(s,5')AQ(s') = S(s'), alors

notera que cela est vrai quelle que soit 1'hypothése faite sur la structure

sémantique. La régle 2 permet d'enrichir lTes assertions de fatalité P am—>Q,

en utilisant une assertion invariante pour CIP et cette assertion lie de
i

0 fagon explicite les deux notions de fatalité et d'invariance. De méme ici en-
t IAQ = S

I
1
oL i 01 |
#
I

core, 1'hypothése d'équité faible n'est pas nécessaire pour 1a correction de

: cette régle. La régle 3 est une régle d'induction sur les ordinaux et on pour-
Régle 3A : Si P aw>(Q est une hypothése de travail, alors o= P10

rait la remplacer par une régle sur une structure bien ordonnée, voire méme

. . . ] bien fondée. Les ordinaux nous sont apparus nécessaires et ceci conduit & 1'u-
Nous allons maintenant donner quelques explications au sujet des diffe

3 tilisation de variables auxiliaires dans les preuves de fatalité. De méme,
rentes régles et axiomes donnés ci-dessus. Les axiomes formant la premiére [i

) pour cette régle, aucune hypothése n'est nécessaire sur la structure sémantique
tie spécifient 1'hypothése d'équité faible faite au niveau de la structure L

de fatalité. Enfin, la régle 4 fut ajoutée car nous avions besoin de prouver
mantique de fatalité. Les axiomes d'équité faible au début et i 1a fin du

1a transitivité de ~~-» et ceci n'était pas possible sans cette régle.

| Cobegin sont corrects indépendamment de 1'hypothése d'équité faible et nous
Les regles de la troisiéme partie nous sont trés utiles pour déduire

avons, en fait, distingué le début du programme paralléle et le début de cha

S

Tes prémisses des régles 1, 2, 3, 4 de la partie 2. En effet, nul n'ignore

programme séquentiel ainsi que la fin des programmes séquentiels et la fin dil
J que toute extension axiomatisée de 1'arithmétique est incompléte (voir, par
programme paralléle ; pour cette raison, nous avons di ajouter ces deux axidh
* exemple, SHOENFIELD [SHOI) et ce résultat est connu sous le nom de "théoréme
contrairement & OWICKI et LAMPORT [OWL] qui ne distinguaient pas ces deux pof
d'incomplétude de Godel" ; devant cet obstacle, nous avons préféré utiliser
de contrdle. Cette remarque vaut aussi pour Ta fin d'une instruction condi-

une sorte d'oracle pour y remédier. Nous supposons donc pouvoir dire si une
tionnelle : en effet, nous distinguons 3 points : 1a fin de 1'instruction cd’




- 80 -

implication est vraie ou fausse et, dans ce cas, on déduit cette assertion
dans OL. .

Le deuxiéme obstacle, que nous pouvions rencontrer, concernait le 1aqL
d'assertions, qui devait &tre suffisamment expressif au sens de COOK [COO],j
afin d'assurer la complétude sémantique de la méthode de preuve d'invariang§
Notre régle est correcte modulo le choix d'une méthode de preuve d'invarian;
correcte et sémantiquement compléte et un choix raisonnable est la méthode d
axiomatique d'OWICKI et GRIES [OWG], dont le seul grief, que 1'on puisse Tui
porter, est de ne pas axiomatiser la notion d’'interférence, Enfin, une bien
curieuse régle semble étre la régle 3 ; celle-ci permet d'ajouter des hypot:
ses supplémentaires pour faire la preuve. En fait, elle nous est apparue c 4
nécessaire dans les preuves pratiques que nous avons réalisées, en particulis
pour des programmes incomplé&tement spécifiés. Dans un algorithme destiné a
réaliser 1'exclusion mutuelle, si on veut prouver que toute partie du systém:
désirant entrer en section critique, y entrera fatalement un jour, i1 faut
supposer que toute partie en section critique en sort un jour ; cette hypotﬁ
est 3 considérer a 1'aide de la régle 3.

Aprés cette bréve justification du systéme OL, nous voulons expliciter
les raisons qui nous poussent & utiliser OL pour les preuves de fatalité soé

hypothése d'équité faible, Ce systéme nous permet de développer formellement

des preuves de fatalité de programmes paralléles sous hypothése d'équité faib!
APT et OLDEROG [APO] traitent le cas de programmes DO sous hypothése d'éun
faible mais leur méthode demande une transformation du programme considéré.';
méme, APT, PNUELI et STAVI [APS] donnent une méthode qui utilise explicitej;
des variables dites de délai pour prendre en compte cette hypothése d'équité

Cette approche nous parait intéressante formellement mais est difficile i 3W¢
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quer en pratique. La méthode utilisant OL permet implicitement d'implanter

des variables de délai, sans s'y référer. Enfin, toutes les propriétés de

fatalité sont ainsi traitées dans ce cadre.

Avant d'examiner les questions de correction et de complétude sémantique

de OL, nous donnons des exémples de preuve avec OL de propriétés de fatalite

sous hypothése d'équité faible,

Exemple 1

CH% = Cobegin{p:=false] |lwhile p do[Skiplod coend

Propriété : o+ ({at CIP, }ap) ~rm—>((after CP, )a~p)

(2)

(3)

Preuve :

at CP ap = at(Cobegin...coend)ap (par définition de cette assertion de
contrdle)
oL+ (at(Cobegin...coend)ap) ~n>(jatlp:=falselajatwhile p do[Skip]od]ap)

(par T'axiome F9, de Ta partie 1 de OL)

(jatlp:=falselajatlwhile p do[Skiplodiap)=(jatlp:=falselap)

(par propriété de = et a)

oL F (Jatlp:=false]ajatiwhile p do[Skiplod]lap)=(jat[p:=falselap)

(par 1a régle 1A avec (2))

oL (— {(jat[p:=falsejajat[while p do[Skip]od]Ap)ra~e>(j3£[p;=fa1se]Ap)

{(Jatlp:=falselap)=(at[p:=false]ap)

{par définition de jat et at)
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(6) g b (Jatlp:=false]ap)+(at[p:=falselap)
(par Ta régle 1A avec (5))

(7)o (Jatlp:=falselajatwhile p do[SkipJod]ap) mw—> (at[p:=false]ap)

Nous démontrerons ultérieurement Ta régle de transitivité de ~w-> dé'r

a partir de OL :

Régle 5 : Si OLl—P'vvv-bQ et OL{—QMR, alors OL}—Pw-bR.

(8) g+ ((at CP )ap) mn>(atlp:=falselap)

(par la régle 5 avec (1) et (7))

(9) (atlp:=falselap)=at[p:=false]

(par propriété de = et a)

(10) oL I (atlp:=false]ap}eatlp:=false]

(par la régle 1A avec (9))

(11) oL (at CP, Ap) ~~—> at[p:=false]

(par la régle 4 avec (8) et (10))

(12) 4 (atlp:=falsel) m~—(jafter[p:=falsel)

(axiome F1)

(13) (jafterlp:=falsel) = (after[p:=false])

(par définition de jafter et after)
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(18) o F (Jafter[p:=false]) » (after[p:=false])

(par la régle 1A avec (13))

(15) oL b (atlp:=falsel]) mn—> (after[p:=false])
(par la régle 4 avec (12) et (14))

L'assertion suivante : [after[p:=falsels ~ pl est invariante pour

CIP, ; on utilise la régle 2A et la régle 2 pour prouver

(16) oL F atlp:=false] mn>(after(p:=false)a~p)

en effet, ( (at[p:=false]) = [after[p:=falsel=~p],
[after[p:=falsels ~p]l = O[after[p:=falsel=~p],
[after[p:=false]s ~plaafter[p:=falsels~p
(15)

(17) oL — (at CIP, Ap) ~mw~> [after[p:=falsela~np]
(par 1a régle 5 avec (11) et (16))

L'assertion suivante : [(at[while p do skipl={after[p:=falsel=~pl)
Alat skip = [after[p:=falsela~p])
~(after skip = [after[p:=falsela~pl)
~(afterwhile p do skip odl=[after[p:=falsela~pl)]
est invariante pour CPP, ;5 on la note P.
at CIPlAp =P,

(F:GP
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(23) oL — ({after skip)aafter(p:=false]ap) mw— (after while)a
(18) ((after[p:=falsel)a~p)=l(after[p:=falsela~paat while) —_— = =

(afterlp:=false]la~p)
v(after[p:=falsela~paat skip) —

(par la régle 2 et 1'axiome F8
v(after[p:=falsela~paafter skip)

comme pour (20))
v(after[p:=falsela~paafter while)]

(par analyse par cas) Nous démontrons la régle suivante :

| Régle 6 : ST =P aw>Q v...vl; et Vi€ {1,...,13,

(19) o ((after[p:=false])A~p)=a[(after[p::fa]se]A~pAat while) 4
| ; oL J !

v(after[p:=falsela~paat skip) ]
v(after[p:=falsela~paafter skip) " e oL =& B
v(after[p:=falsela~paafter while)] On la déduit a 1'aide de la régle 3.,

(after[p:=falsela~ paat while) = P /

i (24 — (at skipaafter[p:=falsela~p) amn—a (after whileaafter[p:=falsela~p
P = 0P | oL £ UL GILEr aTRIET|
[(jat Skipaafter[p:=falselap) = false] ! (par 1a régle 5 avec (22) et (23))

(jafter whileaafter[p:=falsela~p)=~p
(25) g b= (afterlp:=falsela~p) ~~—> (after[p:=falselaafter whilea~p)

(20) ot (1after[p:=false]]a[at whileJa~ p) mm—> [after[p:=false]a (par Ta regle 6 avec (20), (24) (23))
after[while]a~p]

(par Ta ragle 2 avec Tes axiones PR (26) oL F (2t CP, A~p) ~mn—s (after[p:=falselaafter whilea~p)

(par la régle 5 avec (25) et (17))
oL = false ~ma>R 00 R est quelcor

(27) oL F (afterlp:=falselaafter whilea~p) am (after CP, A~p)
(21) g b= (at skip) ~w~s(after skip) (par 1'axiome F10)
(par la régle 4 et par définition dé
after et jafter) (28) g b= (at CP, ap) ~~—> (after CPy a~p)
(par 1a régle 5 et (27) et (26))
(22) oL F— (ataskipaafter[p:=falseja~p) ~(after skip/\~p/\M[p.=false}i COFD.
(par la régle 2 et en utilisant 1'il

variant P)
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dans 1'axiomatique de OL. Nous n'avons fait que reprendre 1'exemple d'OWIC h.

et LAMPORT [OWL] en en donnant une preuve détaillée : CP; termine sous hy

thése d'équité faible.

Exemple 2
CIp, = Cobeginlp:=falsell [x:=7]D0 while p dolx:=x+1lod coend

Propriété : — (at CPP, Ap) mn—s (x=7)
Tropriete 4 at L,

La propriété de fatalité relative & CP, exprime que la variable x ?
contient Ta valeur 7 au cours de 1'exécution de CP, . Le systéme proposé paﬁh
OWICKI et LAMPORT [OWL] utilise des assertions de contrdle qui portent sur Jg
points de contrdle physiques du programme et ces assertions sont utilisées f’
pour montrer que 1'affectation [x:=7] est exécutée mais on ne peut prouveﬁ
que la valeur de x est 7 & ce moment car le fait d'étre aprés [x:=7] e
précise pas si on est juste aprés ou si d'autres actions ont été exécutées,ﬁ
alors que Te contréle est juste aprés [x:=7]. Cet aspect du systéme d'OWIQ&
et LAMPORT [OWL] est & 1'origine de 1'incomplétude de leur systéme ; i1 nous?
a fallu introduire deux autres types d'assertions de contréle portant surl?ﬁ
cution du programme et spécifiant qu'une action désignée vient d'étre exécutf

L'assertion jafter[x:=7] signifie que, dans chague état oli elle est i
vraie, x vaut 7 ; 1'assertion after(x:=7] signifie que le contréle est

]
Fl

aprés  [x:=71 mais ne donne aucun renseianement sur 1a valeur de v car, s

2

p est vrai, on a pu exécuter 1'affectation [x:=x+1]1 et changer 1a valeur |

de x.

La preuve de la propriété est déduite a partir des régles et axiomes de

notre systéme OL,
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(1) g = (at CP, ap) mn> (jatlp:=falselajatix:=7]ajatlwhile. . .od]ap)

(par 1'axiome F9)

(2) (jgg[p:=Fa1se]AjEE[x:=7]Ajg£[whi1e...gg]Ap) = jatix:=7]
(par propriété de 1'implication et

la conjonction)

(3)  Jatlx:=7} = atlx:=7]

(par définition de jat)

(4) oL (at CP, Ap) ~nsatx:=7]
(par application de la régle 1A
a (2) et (3), puis de la régle 4
avec (1))
L'assertion suivante [jafter[x:=7] = (x=7)] est invariante pour CP,

et on 1'utilise dans la régle 2 pour prouver ;

(5) oL — atlx:=71 ~mw~>jafter[x:=71a(x=7)

(par la régle 2 et axiome F1)

(6) oL Fat CIP, ap A jafter[x:=7]a(x=7)

(par la régle 5)

(7) OLF_.jafter[x:=7]A(x=7) = (x=7)
(par les propriétés de 1'implication

et Ta régle 1A)
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(8) g F{at CP,ap) ma (x=7)

(par 1a régle 4 avec (6) et (8)

Ceci termine la preuve de la propriété et nous noterons que le fait__iq
x vaut 7 juste aprés 1'exécution de 1'affectation est crucial pour la
“bonne marche" de la preuve, Rappelons aussi que Te systéme d'OWICKI et
LAMPORT [OWL] ne repose pas sur une méthode de preuve d'invariance sure et,‘:

sémantiquement compléte.

Les assertions de contréle jat et jafter sont & utiliser dans les
assertions intermédiaires de la méthode d'ONICKI et GRIES [OWG]. Nous pour_;_ﬁ#

vons notre &tude par la correction et la complétude sémantique de OL. = |

I11.2.- CORRECTION DU SYSTEME AXIOMATIQUE OL

Théoréme [111.2].1 :
Soit CIP un programme paralléle, 2
#ICP] un langage d'assertions pour CP,

"“’wF le modele de fatalité faiblement équitable,

P,Q deux assertions de 7 [CIP] quelconques.

i gL = P ~>0, alors dﬂwFr: P Q,

La preuve de ce théor&me occupera la suite de ce paragraphe et se décé‘lfg
sera comme suit : i

- notion de validité.

- validation des axiomes pour le modéle ‘X'WF'
- correction des régles d'inférence pour "’K’WF'
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- Justification des régles auxiliaires ajoutées au systéme.

I111.2.1.- Validité des assertions

Cette partie permettra de préciser certaines notions de validité utili-
sées par la suite et permettra de considérer de fagon unifiée une interpréta-
tion des formules d'états ou des formules de traces.

Soit CP un programme paralléle quelconque (je : CP €6),

RICP] un langage d'assertions pour CIP,

J6 un modate de fatalité pour CIP,
Etant donnée une assertion quelconque P de Ricp).
On suppose qu'il existe un couple de fonctions

(p[CP1,3[CP1) telles que oMb = (SICPI,t[CIP1,T).

Jol= P ssi FICP (o) = BICP1(P)
ie vs € S[CP], BICPI(P)(s)

On a ainsi étendu JO en une interprétation des assertions de & [CIP]
et de fatalité de CIP. On remarquera que le sous-ensemble de S[CIP] formant

la troisiéme composante de B[CIPI(Ubp) n'a aucun effet sur la validité de P,
assertions de CIP. Ces précisions sont nécessaires pour la suite car nous al-
Tons considérer 1'implication et son interprétation sur Jb .

Nous poursuivons notre preuve en trois parties et nous procédons comme
d'habitude en prouvant la validité des axiomes et la correction des régles

B o | R T
Ucdut L JiIT ad33ei LIV yialc.

On parle d'assertions valides pour b ou vraies pour .
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111.2.2.- Validité des axiomes

Soit "“’NF le modele de fatalité faiblement equitable pour CIP.

Cas des axiomes F1, F2, F3

Les parties entre crochets sont dans chacun des cas une action atomigy!

pour CIP ; puisque notre modéle de fatalité est 'waF’ il valide, par défi
tion, les axiomes F1, F2, F3. On en déduit Tes expressions :

J(’NF E atlvi=elaw—~jafter(vize] o0 v e ¥*[CP], ec €.

1

doye b= atlv:=2] ams jafterlv:=?1 o0 v e ¥[CP]. E

W b= atiskip] me—s jafter[skip].

Cas des axiomes F4, F5, F6

I1 s'agit ici des axiomes relatifs & 1'instruction conditionnelle ; on
distingue trois actions atomiques :
a, = <B>, a, = Qut-ifl, a, = Qut-if2 et

i = [if B then P, else P, fil,

Dans le modéle ‘K"WF-’ ul(’WF = at a; ww~>jafter a,, i € {1,2,3}.

D'aprés la définition II.5 .4, on déduit Tes équivalences suivantes I

at 1 = at<B>;jafter<B>=(jat P,AB)v(jat P,aA~B) ;

jafter i(l) = (Jjafter Out-ifl)aafter i = jafter Out-ifl,

jatter 1*) = (jafter out-if2)ratter 1 = jafter out-if2,
jafter Out-iflvjafter Out-if2 = jafter i

at ut-ifl = after P

at Out-if2 = after p_ ;

s 91 =

@ at<B> ma>> jafter<B> est valide dans "«’NF i

On en deduit que b k= at i~ (jat P,AB)V(jat P,a~B).

(@ at Out-ifl > jafter Out-if1 est valide dans S,

&WF = after P~ jafter i(l)

@ at Out-if2 ~> jafter Out-if2 est valide dans V%WF s

‘X’NF k= after P, > jafter i(z).

Cas des axiomes F7, F8

On s'attache au cas o 1'instruction est un while : wiwhile B do P od ;
ie 1'action atomique concernée est le test <B>. On déduit de Ta définition
[11.51.2 les équivalences suivantes :

at<B> = at wvafter P

Jafter<d> = (jat PAB)v (jafter wa~B),

De plus, on établit aisément les implications suivantes :

'}(@F = at w= at<B>, J’WF = after P = at<B>.

Puisque ‘K’NF = at<B> s> jafter<B>, on en déduit :

¥s € SICIP], (at<B>)(s) = As(s) ol As est la partie droite dans la dé-
finition de la fatalité. Pour chaque s de SICIP] on &tablit aisément 1"9mpli-
cation :

(at w)(s) = As(s) et (after P)(s) = As(s), par transitivité de 1'impli=
cation. Ceci est fait pour chague <

Ys € SICIP1, (at w)(s) = As(s)

Vs € SICIP], (after P)(s) = As(s).
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Hor = at waw>(jat PAB)v(jafter wa~B)

IX’WF B after P am~>(jat PAB)v(jafter wA~B).

Cas des axiomes F9, F10

IT s'agit ici de donner le comportement des actions atomiques Start &t
Finish, qui commence, resp. termine, le Cobegin. Au regard de 1a sémantiqué:fg
opérationnelle, & Ta suite de 1'exécution de Start, les compteurs de progr_._:
se positionnent simultanément ay début de chaque processus composant le .
Cobegin et de méme pour Finish, qui termine simultanément chaque processus,
A priori, i1 n'y a aucune raison de blocage a ces deux actions atomigues.
On deduit de Ta définition [I1.5].2 que :

at Start = at[Cobegin);

Jjafter Start = jat PS)a...Ajat Ps.;

ol [Cobegin] = [Cobegin IPS,I]...DIPSn coend].

VSES[CIP],((EStaY‘t)AP')(S)”((gi Start)aP{at Start/jat PS,,....Jat IF':
or %WF = at Start ~>jafter Start :
¥s € SICP1,((at Start)aP')(s)=(at Start)(s)

(at Start)(s)sweT ,au' €Ty, (wew' )a(3iedon(u' ) , (jafter Start) (w'(l

si (at Start)(s) est vrai, alors s = (2,sm) or d'aprés ci-dessus il
existe 1 tel que w g w'a(jafter Start)(w'(i)).

Nécessairement, i = 2 d'aprés 1a sémantique opérationnelle et t[C]P](ﬁ

[#]

t s5'= (21,,..,/"vn,m) ol (Jat s )(s').
D'oll, seul le contréle change :
vseSICIP],(at StartAP')(s)=a[vweTS, €T, (W)

A(3Fiedom(w' ), (jafter StartaP)(w'(i)))1.
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On déduit ”‘(’wp = (at CobeginaP') ma—s (jat S a...ajat PS aP).

Un raisonnement semblable conduit & Ta validité de F10.

II1.72.3.- Correction des régles d'inférence

Régle 1 :
On suppose que VK’NF l= P=0Q, 00 P, Q sont deux assertions de FEICP).

D'aprés notre préliminaire T 2.1 "“’NF permet de valider les assertions de
R CP1 et dans Te cas présent P = Q est une assertion de #ICPI. Par dé-
finition de la notion de validité pour JJWF 5

{.Xaw = P=Q « vse€SICPI, P(s) = Q(s)}

De plus, on note 'E[CIP](JJNF) = (S[CIP1,t[CP1,T) oa T < TICPI.

{VSESICIP 1{P(s)=Q(s )} »{Vs€SICIP ], P(s)=(WWET_,Q(u(i))) }

@ {VsES[CIP],P(s)=(VW€TS,(wsw)AQ(w(i)))}
= {Vses[c:lP],P(s)»(VwETs,aw'eTS,(WsW‘)A(aiedom(w'),Q(w'(i))))}

o {JGWF = Paw(].

On en déduit :

si JGWFI: P=Q, alors JJHFI: Prm—Q.

Regle 2 :
On suppose que J(wa E Pan>Q, P, 0 deux assertions de #I[CP1 et

o= ar eR e, PR a1, 101, 14 - 53

ol R,S sont des assertions de F[CP].
L'expression entre accolades signifie que chaque implication est valide

pour JGWF'
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a e RICP), S = PAR = 1, (1)
b= 1201, (2)
J:NF;= Q=S (3)
o b= P (4)

On traduit les points (1), (2), (3), (4) par :
¥(s.5,5,3) € SICPIY, (PAR)(s) = I(s) (1)

ol
=

I(s)AtICP I(s,s') = I(s') (2')
(1a0)(5) = S(5) (3')
(4" VSESICPP 1,P(s)+(WeT ,3n" €T, (wew' ) a(3j€dom(n' ) ,Q(w' (J))).

Soit s un élément quelconque de SICP] tel gque (PAR)(s) est vraﬁL
D'aprés (1'), I(s) est vrai ; d'aprés (2'), I(s') est vraie pour chaque sl
de SICP] tel que t*[CPI(s,s').

Soit w un élément quelconque de TS. |

Puisque (PAR)(s) est vrai, P(s) 1'est aussi ; il existe w' de T
tel que wgw' et 3je dom(w'), Qw'(3)).-

Or t*[CP1(s,w'(§)) par definition des mots, d'o Iw'(3)) est vral
On utilise alors (3') pour déduire que S{w'(Jj)) est vraie.

On a prouvé :

JéhF = PAR ~a>(QaS & partir des hypothases,

Régle 3

On suppose que :

(1) 'X,WF = Prvsy BO(R(O()

(2) Py R(a) > 38 < a,R(B), Vo € Ord, g » 0.
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(3) JGWF F R(0)~a>Q ol P,Q,R(a) sont des assertions de #[CIP] et

a € Ord.

Soit s un &lément quelconque de S[CIP] tel que P(s) est vraie.

Soit w un mot, commengant par s, quelconque.

A partir de (1) et puisque P(s) est vraie, on en daduit la propriété
suivante :

I1 existe une trace w' de T, telle que :

(W W')A(33, € dom(w'), (30R(a))(w'(3,))).

Soit a, € Ord tel que Ria, ) (w' (3,)).

(1%) 3" € T, (w g w')a(3], € dom(w'),R(a,)(w' (3,)))
aql € Ord.

Supposons que a, n'est pas nul. Puisque (2) est vérifiée, on en déduit,
pour toute trace commengant par w'(j,), notée Wy

IT existe une trace w; de T telle que :

w'(i,)
(W, g Wy )A(Elj2 € dom(w;), (3B < oy 5R(@) ) (wy(4,)).

On en déduit 1'encadré suivant :

(2') 3w € T, ) Jo, € Ord, (o > a,)A(w, € w!)

A(35, € dom(w}) R0, ) (! (3,))

(3,

On notera : v, = wilj lv, = vi.wjl3,1,... et o >a >...>
On construit ainsi une suite en supposant que aj est non-nul chaque fois.

Puisque (Ord,<) est un ensemble muni d'une relation bien-fondée, Ta suite
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(aj) ne peut étre décroissante infinie ; il existe k de I tel que
o = 0.

On en déduit par construction de (vj) que :

vk(jk) valide R(0) : on utilise alors (3) et on en déduit que, pour

i

toute trace commencant par vk(jk), v, il existe v' telle que

(v.g v')a(32 € dom(v'), Q(v'(1)).

Soit w' = vk[jk].v‘[kl. w' est une trace commengante par s et W4
Posons j = jk+2, alors : Q(w'(j)) est vraie :

VSESICIP ],P(s) = {vweTs,aw'eTs,(wsw')A(Sjedom(w'),Q(w'(j))}

soit JGWF B P~ Q. Ce qui termine la correction de cette régle.

Regle 4
On suppose que d('wF = Poavm—>(Q (1)
‘”wr E Q=R (2).
A partir de (1), on é&tablit la propriéts :
vSes[cpJ,P(s)aIVWETS,BW'ETS,(wsw')A(HJEdom(W'),O(W‘(J‘)))J
et @ partir de (2) :
vs € S[CIP] Q(s) = R(s).
On en déduit que :
(33 € dom(w'), Q(w'(3))) = (35 € dom(w') ,R(w' (3)).
Soit
VsES[CH’],P(s)»[VwETS,Bw’ETS,(wsw')A(ajédom(w'),R(w'(j))]
Ce qui s'écrit de la fagcon suivante :

b
i PR,

At
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Nous terminons ce paragraphe par la remargue qui suit : dans la correc-
tion de chaque régle ci-dessus 1'hypothése d'équité faible n'a pas été utile
et notre correction aurait pu &tre faite avec un modéle de fatalité de CIP

quelconque.

ITI.2.4.- Justification des régles auxiliaires

Notre preuve ici consistera en fait en une justification s 'appuyant sur
certaines notions et certains choix que nous avons faits. En fait, nous avons
voulu écarter de OL la déduction de propriétés comme celles d'implications

ou celles d'invariance.

Régle 1A

Nous voulons construire un systéme de preuve qui soit correct et complet
mais nous ne pourrons résoudre 1'incomplétude relative a 1'impiication car
Gddel a démontré que toute théorie axiomatisée de IN (et toute extension)
est incompléte (cf. SHOENFIELD [SHO]). De plus, notre régle est correcte &
cause de 1'extension de 1a notion de validité suivant un modéle de fatalité :
en effet, si {vs € S[CIP], P(s) = Q(s)}, alors "‘GWF = P = Q. Cette régle
nous semble utile pour distinguer la daduction dans OL de 1'établissement de

1'impTlication.

Régle 2A

La méthode proposée par OWICKI et LAMPORT [OWL] utilisait des propriétés
d'invariance et la preuve de ces propriétés était déduite par 1'intermédiaire
de la méthode de LAMPORT [LAM2] et un"savant amalgame" de propriétés exprimées

par 1'opérateur modal temporel o. Nous pensons que de préconiser 1'emploi d'un
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systéme intuitivement correct et complet comme celui de LAMPORT [LAM2] ¢

conduit & un pseudoformalisme peu fiable. Afin d'assurer une complétude

et, plus simplement nous supposons qu'il existe toujours une assertion invé
riante pour &tablir 1'un des prémisses de la régle 2, d'ailleurs 1'étude . deat
COUSOT-COUSOT [COC11, COUSOT [COU explique clairement la condition de CO%

[C00]. La validite de notre régle est équivalente & la complétude semanthu :

bt "-.i-,

de notre systéme de preuve ; cette régle permet d'abstraire la preuve d' mu .
riance indépendamment d'un systéme de preuve. Notre choix se portera, en pra
que, vers la méthode d'OWICKI-GRIES [OWG] qui a le mérite d'avoir été Justifs

en détails.

Régle 3A

g

Comme Tes deux précédentes régles, celle-ci est, en quelque sorte, 1ﬁ

pendante du systéme proprement dit et est utilisée en pratique pour tenir ¢a

d'une hypothése. On peut remplacer de fagon équivalente par la notation

{H}OL C ol H est une hypothése duy type P am=>0Q et C une conc]us‘iﬂf

on suppose que tout processus en section critique en sortira un jour. Mais W
validité de cette régle repose sur la notion d'hypothése et celle-ci doit &

cohérente et adéquate au cas considéré.
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II11.3.- COMPLETUDE SEMANTIQUE

Théoréme [I11.3]1.1 :

Soient CP un programme paralléle quelconque,
RICPT un langage d'assertions pour CIP,
d. le modele de fatalité faiblement equitable,

P, q deux assertions de T [CP].
si b

= P aw>(Q, alors LL—vaw->Q.

WF
La preuve de ce théoréme nécessite de donner des assertions intermédiai-
res telles que 1'on puisse utiliser les régles et axiomes de OL. Cette preuve

a été ébauchée dans les théorémes [11.61.1, [11.61.2, [II.61.3.

Preuve :
Soient P, Q deux assertions de #ICP] telles que :
d’wF k= Pam> Q. D'aprés le théoréme [I1.6]1.3, i1 existe une suite d'as-
sertions (R(a)) WICP] telles que :

agk

(1) My b= P s 30R(ar).

(2) by = R(a) s> 38 <a,R(B), Vo > 0.
(3) ‘X’wr = R(0) mn3Q.

et cette suite d'assertions dépend de 1'opérateur I‘Q dont 1'étude a été

faite dans Te théoréme [II.6]1.1 et le théoréme [I1.6],2.

Notre preuve consiste & prouver les trois Temmes suivants :
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Lemme 1 :

oL = P~n—>30R(a)

Lemme 2 :
ULCP ]

Yo >0, agk

oL — R{a) mnm> 38 < o,R(B).

Lemme 3 : i

oL = R(0) a0 4

On fera dans ce qui suit la preuve de chaque lemme mais nous donnons i
@ présent la fin de la preuve du théoréme de complétude sémantique en utﬂ*f_".
ces lemmes : !
En utilisant Ta régle 3 du systéme OL avec comme prémisses a cette régI

Tes lemmes 1, 2 et 3 on en daduit oL P >0, o |
|

II1.3.1.~ Preuve du lemme 1

Par construction de (R(a)) WICP] et par hypothése (JGWF = P-v§4
. agk i

on en déduit que :

vs € S[CIP], P(s) = (V/ u[CP]R(a))(s)

(XSK

ce que 1'on écrit de facon équivalente :

vs € S[CP1, P(s) = (3aR(a))(s).

..... prime ainsi que P = 3uR{u) esi vraie pour Ci .
Par la régle 1A, on en déduit : oL P = 3aR(a).

Par Ta régle 1, on en déduit ensuite :

oL = P~ 30 R(U).

- 101 -

IIT1.3.2.- Preuve du lemme 2
Nous aurons besoin de résultats supplémentaires pour démontrer ce lemme 2

et ils seront prouvés ultérieurement mais leur signification est trés intuitive.

) Transitivité de la relation de conduite

(1
Régle 5 :

si oL — Unw>V, et, oL F— Vel alors oL b U~ W,

(2) Propriété de localisation

La propriété suivante est vraie pour le programme CIP :
lat Start)vlat Finishlv[after Finishlv \/ [at aA...Aat ap]
(al,...,a;)'EA![CIP]L..xAn[C]P]

ol Ai[C]P] est 1'ensemble des actions atomiques constituant le jéme
processus formant CIP (A1.[CI'P] = A[IPS;]).

La disjonction est exclusive.

(3) Equité faible des actions atomiques de CIP

Pour chaque action atomique a de CIP (je : a ¢ ACIP]),

gL 2t a ~—>jafter a

(4) Propriété d'exclusion de Start

va € A[CP], (a + Start)=~ (at anat Start) est vraie pour CPP.

(5) Propriété d'exclusion de Finich

va € A[CIP ], (a + Finish)= ~ (at arat Finish) est vraie pour CPP.
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(6) Régle de convergence (Régle 6)

Soit I un ensemble au plus dénombrable.

(Ri)jer unme famille d'assertions de R [CP].

Régle 6 :
Si —Ram>[ V R,],
oL iel !

et 0L|~—R}.--—>T, viel,

alors oL — R AT,

Nous pouvons commencer la preuve : soit o un ordinal plus petit que

Ku[CP] et non nul.

R(cx):»’-(a_t StartaR(a))v(at FinishaR(a))v(after FinishaR(a))v

V' (at aa...nt anAR(u)))]
(al,...,an-EA[]PSl]x...xA[IPSn]

est vraie pour CP. On en déduit 4 1'aide de 1A,
o R((x){(ﬂ StartaR(a))v(at FinishaR(a)v(after FinishaR(a))v

\/ (at aja...nat an/\R(a)))J
(al,...,anTEA[PSI]x...xA[]PSn]
En appliquant la régle 1, on en déduit :
. R(ot)'wv-)-[(ﬂ StartaR(a) Jv(at FinishaR(a))v(after FinishaR(a))v
s 1 1
(3t a;A...A3T apAR(a)))
(al,...,an)EA[PS]]x...xA[IPSn]
Nous allons procéder par cas comme nous le permet le théoréme ci-dessis

et la propriété préliminaire (6).
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Cas 1 :

oL H [at StartaR{a)] mw> (38 < a,R(a)).

Nous utilisons dans ce cas 1a régle 3 qui nécessite 1'emploi de la régle

3A et 1'invention d‘un invariant.

~

IS‘tart = olCP ](IStart) ot IStart est tel que :

IStart = {sesicPp ]/(3§€S[CIP],[t*[ClP I(s,s)Iallat StartaR(a))(s)]

Al(at StartaR(a))(s)=(vs'€S[CP ],t[cp](s,s')-.(s'erg))]

Al{jafter Start)(s)»(serg)/\(%a)]}.

On vérifie que :

(1)  (at StartaR(a)) = IStart est vrai pour CPP par construction de I‘Q
et de R(«).

(2) Start est la seule action & exécuter et si on 1'exécute, par construction

de T, et de R(a),on décrémente strictement 1'ordinal et 1'atat obtenu

0
conduit Q, mais si 1'on fait n'importe quelle transition ensuite jafter Start

est faux et le reste :

v(s,s') € S[C]P]’[Istart(s)/\t[mp](S’SI)] = Igpape(s').

2.1 : Soit s tel que

3s€SICP 1, (" (CP 1(s,5)Ialat StartaR(a))(s)]
Al{ at StartaR{a))(s)=({vs'eSICP 1.tICP ](<:<')-_-,(°:'Fr_'g))]
al(jafter Start)(s)=(s€r‘g,s<a)]

et (at StartaR(a))}(s) est vrai.




(at Start)(s')

ou

2.2 I

23! 13

(3)
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Soit s' € S[CP] tel que t[CP](s,s') : on distingue deux cas
ou (jafter Start)(s').
Ators
t*[CBDJ(i,s')A(gE aaR(a))(s)a(at Start)(s')aR{a)(s")
rep 1(s,s')a(at aaR(a))(s)a(jafter Start)(s‘)A(B<a)A(s‘€P8).
Ce qui revient & Ierart(s').
...'I‘.
On suppose que IStart(s) est vrai et (jafter Start)(s). Dans ce caﬁl

(serg)/\(e«x) : |L
Soit s' € SICP] tel que t[CPI(s,s'). Dans ce cas (jafter Startﬂ

est faux et (at Start)(s') aussi. ﬁ
De plus, 3seS[CP1,t"[CP 1(s,s")a(at StartaR(a)(s). 3
On a etabli Ig...4(s'). h

On suppose que IStart(S) et (~at Start)(s),(~jafter Start)(s).

Alors toute transition ne modifie pas IStart‘

stabli I o 1 -
On a établi que start Ctait invariant.

(1 rafter Start] = (38 < a,R(x))

Start
car V R(B) = Vp[cp](rg).

B<a B<a

On utilise la régle 2A pour déduire :

faiia

at Stariak{u) = IStart

= 01

oﬂ"_ IStart Start

jafter StartA]Start = 3B < a,R(B)
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De plus, on dispose de propriétés préliminaires et nous utilisons la

propriété (3) :

oL b at Start ~w—>jafter Start

On déduit avec la régle 2 que :

oL F— (at StartaR(a)) aw—> jafter Starta(3g < a,R(B))

Or
oL F— (Jafter Start)a(3g < a,R(B)) = (38 < a,R(B)).

Par la régle 4, on déduit :

oL t— at aaR(a) ~w> 38 < o,R(B).

On aurait pu utiliser 1'axiome F9 et prouver directement ce lemme.

Cas 2 :

o (8t FinishaR(a)) an— (38 < o,R(B)).

On utilise ici 1'axiome F10 et Ta régle 6 :

R(a) est nécessairement R(1), sinon :

= si o> 1, cela signifie qu'il reste plus d'une action atomique & exé-
cuter or c'est faux ; dans ce cas
a > 1, at FinishaR(a) = false
et false = 38 < a,R(B)

ce qui prouve lte cas 2.

- si o =1, par 1'axiome F10 et la régle 6 :

oL & (et FinishaR{g) ) v (Gafter Minishal'),
ol P'= R(u){jafter/EE Finish]
Par définition de R(o)(a = 1), P' = R(0),
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Nous prouvons & 1'aide des régles 2 et 2A que
D'od :
oL (8t aaR(a)) ~mm— 38 < o,R(B).
oL (at FinishaR(a)) m~> 38 < a,R(0).

Pour cela, il nous faut inventer un invariant I: tel que :

Cas 3 : == e e ceceam s
o I at aaR 1% i
— (after FinishaR(a)) ~ma3 38 A o,R(B). , At aa (a) = a !
oL — ! ra o !
oty = org ;
Dans ce cas, after Finish est vrai et R(a) aussi : i1 reste des actiyl - ' l:
1%\ jaft 3 R !
atomiques & exécuter, ce qui est absurde : E ( aMatier 3) » (3 < a,R(B)) :
oL F— after FinishaR{a) = false
D'od : g L'invariant que nous proposons exprime Te fait que 1'on provient d'un

.. état qui satisfait at aaR et que 1'on va atteindre un état satisfaisant
oL = (after FinishaR(a)} 38 < o,R(B). Quil 1Sa at aaR(a) q

Jafter a, ou qu'on atteint ou que 1'on a atteint.

fas & Ig(s) = ”El(i,s')Esz[CIP],t*[CIP](5,5')At*[C]P](§,s) Al(at aaR(B))([s,s'[)a(Bsga)]
oL (at 3 Ac.ndt @ aR(a)) ~m—m(38 < a,R(B)).
f Al(jafter a)(s')aR(B)(s")a(R<a)]la
Par construction de PQ et de R{a), nous déduisons qu'il existe une:

* * i
action atomique a dans {ay,..00a;) telle que, en s AL(tTICIP I(s,5)at"ICP 1(s,5" ) )=(at aAR(B)A(Bga))(s)1A

3

{ * , . w
[35'€SICP 1, (at a)(s)atCP 1(s,s')a(dafter a)(s')AR(a)(s)A(slerg)A(m}}Jl AETICPI(s" s)a(Jafter a) (s)a(sER(B)aBsa)~false ]

I * ) . =({c=c!
r A[\/s'es[CIP],{(a_t a)(s)At*[CIP](s,s')A(ﬁ a)([s,s'[)AR(a) (s)} AETICP (s s )alJafter a)(s)a(sER(B))a(B<a)=(s=5")]

{(13<cl)/\(s'€1"B

3y i Nous vérifions que l: réalise Tes trois conditions du rectangle { .
L'action a conduit a une décrémentation de o, si elle est exécutae &

. - L. (1)  Par construction de R(a), il existe s' tel que
dans un autre cas, stagner et ne point décrémenter, a est distincte de Starl,

c i * ¥ ]
et Finish. sinon on utilise les nréliminaires : (Jafter a)(s')at [CIPI(s,s")a(at a}([s,s'[)aR{a)(s)

(at & A...a3t a AR(a)) = (at aaR(a)) (par propriété de - et A) ARB)([ss")aB<a)a(R(B) (s }aB<a).

D'oll : at aaR(a) = Ig est vraie pour CIP.
at a,a...aat a_aR t aaR égl :
oL (2t 1he oA At (a)) = (at ak{a)) (par 12 Fegle AR Le fait d'avoir false signifie que 1'exécution de CIP peut se poursuivre

oL H (2t aja..aat anAR(a))M(_al asR(a)) (par la régle 1).
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Dans ce cas, (jafter a)(s') est faux et il existe s,,s, tel que

au deld de Q, sans garantir Q sous hypothése d'équité faible par la suaié -
t [CP1(s,,s")a(Jafter a)(SI)/\(B«])/\R(B)(Sl)

o a .
(2) 11 faut prouver que I, = 0I, est vraie pour CIP. At*[CIP](Spr)"(EE anR(B)aBsa)([s,,s,[).

Pour cela, on distingue les différents cas : Ce qui conduit & déduire I“(S')
5 :

las 1: Cas 3 :

(Jafter a)(s)A(SER(B) )A(BSo)ATS(s)

(at aAR(B))(s)A(B<)AILS(s).

Soit s' quelconque de SICPP1 tel que tICPI(s,s'). Dans ce cas, ceci est &quivalent & false ; or false implique I:(s')

@ (jafter a)(s') est vrai o pour tout s' tel que t[CPI(s,s').
Dans ce cas, on en déduit : B '3
H(E’S")esz[cp]'t*[CIP](E’S)At*[cml(i’s")“ Ij‘! IT existe s, tel que t{CIPI(s ,s)a(Jafter a)(s,)a(R(B)ap<a)(s,)al2(s)-
[(at aa(R(B)))([s,s"[)rBgalA Soit s' tel que tICPI(s,s').
(Jafter a)(s")at[CP I(s,s')a(s'=s")a i Dans ce cas, s' vérifie encore I:(s‘) par transitivité de t*[CP].

(Jafter a}(s')AR(B)(s")A(B<a) On en déduit que :

PR 3 a 1

Ce qui implique 13(s'). . V(s,s')ES2ICP ], I3(s)AtICP1(s,s") = 13(s*).
@ (at a)(s') est vrai : (3) I:Ajafter a = 3B < o,R(B).

Puisque (at aAR(B))(s)A(Bga)AIZ(S), alors ! En effet, ou (jafter aj(s) a (R(B)a(B<a))(s) est vrai ou

(at aaR(B))(s')a(Bga)» @ n'a pas &té exécuté, donc o stagne. O Jafter a)(s)a(~ R(B)ABLO)(s) est vrai.

en déduit Ig(s‘). ' Dans les deux cas, cela implique 3B < o«,R(B).

| A 1'aide de la propriété (3) citée au début et de I: on déduit avec la

@ Ces deux cas @ et @ sont les seuls, a cause de Ta stagnaf.’.g régle 2 :

B % o F—= (at aaR{a)) ~m~—> jafter an3g < «,R(8)

Or :

Cas 2 :

(jafter aAR(B))(S)I\(B<a)/\I:(S). SR i< qulfiE) = SP e aRR{B)E

Soit s'eS[CIP] tel que t[CP I{s,s"').
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P' = S{w)
}en utilisant les propriétés de 1'implication.
2 N 8 Pt = V 5(q)
Par 1a régle 1A et la régle 4 on déduit : o€Ord

oL F— at aaR{a) ~~>38 < o,R(B) D'ol P' = 305(a) et par la régle 1A et 1, on déduit

iz Wi

A 1'aide de la propriété (1), on en déduit :

oL F 2t a4 At a AR(a) w36 < o ,R(B). (1) oL P'= 3aS(q).

A 1'aide de la régle 6, en utilisant les cas 1, 2, 3 on déduit : S0t 9>0 et w€dlrd

oL — R(o) ~~>38 < a,R(B), Par hypothése :

A I i s

sioa=w ol apw g S{a) s V oS(o)
o' <w
I11.3.3.- Preuve du lemme 3 ce que 1'on écrit encore oL S(a) ~~> 38 < o S(B).

=70 = - '
R(0) = Tp = 0. - si a>0 et a<uw, g + S(a)m—>5(0)
On en deduit : :

et S(0) » V S(a')
oL — R(0) = Q par la régle 1A 1 a'<a

d'ol par la régle 1A et 4, on déduit
oL — R(0)»*Q par la régle 1.

oL S(a) m~—>38 < a S{B).

II1.3.4.- Preuves des propriétés intermédiaires

(2) Ya>0, a€0rd, 5 +— S(a)~~—>38 < a,5(p).

s ré iété -
Nous résumons ces propriétés dans quelques Temmes. et triviaienent :

Lemme 2.1 (Régle 6) ' (3) o+ S(0)~—>0'.
Si I est un ensemble dénombrabie, P', Q', R;. des assertions de ’ﬂ’-[_t-’:i On applique la régle 3 avec les prémisses (1), (2), (3) pour déduire :
s ] i ) ' ' 1 U !
si OLI——P--—>1_\€/IR1.,OL1_R1.~W->Q,a]ors oL Plam>0. oL F P2

Fin de Ta preuve du lemme 2.1,

Preuve du lemme 2.1

....... ) ) =Q S(?) =R1-, pour i 21, Lemme 2,2
S(w) =P et vazu, S(a) = P'. Soit P, Q, R,, R,,R des assertions de #[CIP].

On vérifie les relations : i
1 - Si oL+ P AR, oL+ R~~—=>1(Q, alors oL P A Q.
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ont été définies par :
2 - Si OLI'-—PN‘N—)(RIVRZ)s OL'_RLMQ’ OLP—RZ""“—* Q! EEGED[CIP](AV(a)).

alors o+ P rv—>Q, Soit a € A[CIP] telle que a # Start et s € S[CP].
(at aaat Start)(s) ssi s e AV(a)nAV(Start).

Preuve du lemme 2.2 seAV(a)nAvV(Start) ssi (s=(g, ,rn))/\[((s=((£l,...,!Ln),m)))v(s=(f,2 M)

Or 2 48, et & = (2)5.00500).

1 - Onapplique le Temne 2,1, pour I = {1}. On en deduit que AV(a)nAV(Start) = 9,

D'ol ~(at anat Start) est vraie pour tout &tat s de S[CP].
2 - On applique e lemme 2.1, pour I = {1,2}. 1

Fin de 1a preuve du lemme 2.2. i

2 - On procéde de méme en remplacant Start par Finish et £, par 2.5 2

par %,.

Lemme 2.3
3 - Cette propriété est vraie, si on suppose que &tre aprés CIP c'est étre

1- va€AICP], (a+ Start) =~ (at anat Start) avant skip. Dans cette condition-1a, on en déduit que pICIPI(SICP 1)

2 - va€AICP], (a # Finish) = ~(at anat Finish) ’[ est vraie pour tout état de CP. On peut décomposer o[CIPI1(SICP 1)
3 - V @msa esuian son EF | suivant les étiquettes : p[CPI(SICP]) = V  ata.
a€A[CPT P a€A[CIP]
|
I . . . . s s
4 - v(a,b) € MCPIZ, [(a + Start)a(b + Start)a(a + Finish)a(b + Finish)] 5:- 4 - Soient a, b deux actions atomiques de CIP distinctes de Start et Finish.

- J (at anat b)(s) ssi s € AY(a)nAV(b).
[~(at arat b) @ (31 € [n],(a € ALPS,1)a(b € ALPS;1)] T

|
5 - oL |— a3t a ~~—>jafter a, va € A[CPP]. posant CIP,

Supposons que a et b appartiennent au méme programme séquentiel com-

s € AY(a)nAV(b) ssi s = ((gl,.,.,gn},m)/\
6 - at Finishvat Startvafter Finishvl \/  [at aia...sat an 1 ]

(@ys-0-52,)€ATPS, Ix. . XALPS, ] S = ({21500 a2p)am)a
est vrai pour CP. (vj € [n] N {1'}.23 = 2A
(Z.i ¥ l.;).
Preuve du lemme 2.3 | On en déduit : AV(a)nAV(b) = @.

[
‘ 1 - Les assertions de contrdle at a pour chaque action atomique a de I




D'ol ~(at aaat b)

5 - On procéde par cas.

5.1

5.2

53

5.4
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est vrai pour CP,

a € {vi=e,vi=?,skip}

Par définition de at a et jafter a :

eta=2ats et jafter a = jafter S ol S € {v:=e,v:=?,skip}.

oL F—at Saw->=jafter S est un axiome.

a=<B> et S=ifB then S, else S, fi

ata=3atS et jafter a = jat S;aBvjat S,a~B.
On en déduit par 1'axiome F4,

oL - at a ~~»jafter a.

a=<B> et S=whileBdoS' od

at a = at Svafter S' et jafter a = jat S'ABvjafter Sa~B.
D'aprés les axiomes F7 et F8 :

oL b= at S~~~ jafter a

oL I— after $' ~w— jafter a.
Or at a = at Svafter S', soit

oL b= at a ~~»at Svafter S'.

D'aprés le Temme 2.2, on en déduit :

oL F at a~~—>jafter a .

((a = 0ut-if1) ou (a = Out-if2)) et S = if B then S, else S, fi

at a = at Out-ifl (resp. at Out-if2) et jafter s(*) = jafter a.

LIS RE =

5.6

5 7
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Par les axiomes F5, F6, on en déduit :

oL = 2t @~ Jafter a.

(a = Start) et CIP = Cobegin PS,0...0IPS, coend

at a = at (PP et jafter a = jat IPS,a...ajat PS..

oL b— at a ~w~>»jafter a par 1'axiome F9.

(a = Finish) et CIP = Cobegin IPqu... ﬂIPSn coend

n
at a = 1_\=/1[after IPS A Ajafter IPSi/\...Aafter Ps ]

jafter a = jafter CP
On applique le Temme 2.2 et T'axiome F10 :

oL b— at a ~m~»jafter a,

On utilise le point 3 de ce théoréme, en décomposant n fois puis on

simplifie & 1'aide des points 1, 2, 4.

Fin du Jeme 2.3

I1I1.4.- QUELQUES REMARQUES AU SUJET DE OL

Les ordinaux dénombrables se sont révélés nécessaires dans la preuve de

complétude sémantique ; ces ordinaux, en fait, constituent des variables auxi-

1iaires de démonstration, Notre preuve de complétude sémantique considére tous

les ordinaux dénombrables a priori ; ce résultat peut paraftre plus faible que

celui de APT et PLOTKIN [APP] mais nous objecterons que la solution de APT

et PLOTKIN [APP] ne répond pas au probléme que nous nous sommes posés. En effet

APT et PLOTKIN [APP] étudient Te non déterminisme récursif et & cette fin ne

considérent que des objets récursifs :

prédicats, fonctions et domaines.
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Notre probléme est celui plus général du non déterminisme dénombrable. Ce
une amélioration de ce résultat po.urrait consister @ utiliser des objects rel
cursifs et une étude ultérieure sera menée dans ce sens. .
Le probléeme de Ta minimalité déductive des régles de OL est intéressa}

explorer, Les axiomes Fl,...,F10 constituent 1'image axiomatique de l'équ}fg;

faible et sont en nombre minimal par le choix méme de la syntaxe. Nous env_i:-

geons maintenant quelques sous-systémes de OL et regardons s'ils sont compjﬁ
malgré tout. ;

Notons 0L, OL,, OL,, OL, Tles sous-systémes de OL sans la régle 1,'-1-1'.'
régle 2, la régle 3, la régle 4, .

(D Cas de oL,
Sous hypothése d'équité faible on peut envisager la propriété

at xi=t ~~—> after x:=t,
La preuve de cette propriété exige 1'utilisation de la régle 4 :

o at x:=t an~>jafter x:=t et oL jafter x:=t = after x:=t

ou 1'utilisation de la régle 2 ou 3.
Dans chacun des cas on a besoin de prouver une propriété lige a 1‘1'mpi'!_*

cation :

Régle 2 :

1= jafter a = after a ol a = x:=t est invariante pour CIP,

Donc o t— at a ~w>jafter axafter a

et jafter asafter a = after a, et on est bloqué,

Régle 4 :
oL F at xi=t ~w->jafter x:=t, oL Jafter x:=t = after x:=t
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On est encore bloqué.

Régle 3 :
oL = 2t @~ 30R(a)

oL R{a) ma~> 38 < a,R(B)
oL R(0) m~—> after a

On se bloque aussi parce qu'on a besoin de 1'implication pour &tablir

chaque prémisse.

Résultat 1 : OL, est sémantiquement incomplet.

(@) cas o1,
La régle 2 est essentielle pour déduire et enrichir les assertions de

fatalité. Soit i une assertion invariante pour CIP. Supposons que

P awv~>»Q soit vraie pour CIPP.

Alors sémantiquement (PAi) ~~~(QAi) est vrai aussi.

On ne peut le déduire & partir de P~~>( et de 1.

Si (par exemple), i s'écrit (jafter a = R) et P=ata, Q= jafter a.
On ne peut déduire (at ani) ~~—sjafter asR a partir de OL,.

La seule régle applicable est la régle 3 et dans ce cas on ne peut obser-
ver la transition a qu'au travers de 1'axiome de fatalité et, nécessai-

rement, on utilisera une régle du type 2 pour prouver cela.

Résultat 2 : OL, est sémantiquement incomplet.




(:) Cas OL,

(:) Cas oL,
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Le systéme d'OWICKI et LAMPORT ne contenait pas de régle d'inductiongﬁ
Or pour prouver la terminaison d'un programme, une induction est néces,|

saire.

La relation aw> est transitive et afin de prouver la transitivite de
~> i1 faut utiliser la régle 4.
Afin de prouver la transitivité de aw-—, on utilise une suite

(5(0))a€0rd telle que :

oL = P ~>3aS(a),

va > 0, a € Ord, oL I— S(a) ~— 38 < a,5(B)
oL F S(0)~—>qQ.

La régle 4 est nécessaire pour déduire :
o S(o) > 38 < aS(B), pour a » 2.

Car on a besoin de o S(1) = 38 < «,S(B).

L'autre facon est d'utiliser la régle 2 et, dans ce cas-14, aucun jnva:

riant n'est manifeste :

On suppose y k= $(2)~—>S5(1) et oL —S(1) = 31 < 2,5(i).
On en déduit que :

S(E)(s)At*[CDD](s,s')AS(I) (s') =31 < 2,S(i)(s') est vrai pour tout
couple (s,s') de S[CPI2.
D'ol par la régle 2 :

oL F S(2) s> 5(1)A31 < 2,5(1),

et on ne peut plus poursuivre car il manque la régle 4.
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Résultat 4 : OL, est sémantiquement incomplet.

D'un point de vue sémantique, OL est donc minimal.

IT1.5.- REMARQUES A PROPOS D'AUTRES TRAYVAUX

L'étude de la correction et de la complétude sémantique du systéme OL
conduit & 1a mise en évidence de certains ordinaux. Cette &tude des propriétés
de fatalité distingue deux philosophies temporelles : une philosophie Tin&aire
et une philosophie arborescente. Notre systéme de preuve mélange ces deux as-
pects du temps d'exécution : chaque axiome d'équité faible linéarise 1'arbores-
cence due au choix du processus a activer & tout instant. Ces deux philosophies
du temps conduisent & deux logiques temporelles : la Togique temporelle linéaire
et Ta Togique temporelle arborescente. BEN-ARI, MANNA et PNUELI [BMP] étudient
cette logique temporelle arborescente et 1'approche d'OWICKI et LAMPORT [OWL]
se veut &tre une logique linaire temporelle mais Teur argumentation reste philo-
sophique et informelle, VAN BENTHEM [VAN] offre un panorama important de ces
logiques du temps notamment pour ce qui concerne la densité du temps, la dis-
crétion ... mais ceci est une étude de 1'expressivité et non de la déductibilitée
des phé&noménes temporels. De plus, les régles de déduction ne sont pas adaptées
aux programmes, MANNA et PNUELI [MAP1], [MAP2], [MAP3] tentent d'axiomatiser
lTes notions de fatalité, d'invariance, d'équité, de justice, mais le cadre tem-
porel est trop informellement utilisé. Nous pensons que le but des auteurs ci-
dessus, est de définir un cadre unique pour déduire, exprimer et prouver des
propriétés de programmes. Cette démarche nous naraft encore tron avontuwousce
car a priori on n'a pas précisé toutes les propriétés des programmes.

Cette volonté d'étendre un formalisme conduit & des systémes sortant du

cadre primitif de ce formalisme : par exemple, le systéme d'OWICKI et GRIES
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[OWG] étend la Togique de HOARE [HOA] aux programmes paralléles mais

ble étre un pseudo-systéme formel & cause de la régle du Cobegin qui exig

1'étude des programmes non déderministes ; cette argumentation est revue et

corrigée par EMERSON et HALPERN [EMA 27.
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IV - METHODE DES TREILLIS DE PREUVE




- 122 -

IV - METHODE DES TREILLIS DE PREUVE

Le systéme de preuve OL &tend celui d'OWICKI et LAMPORT [OWL] et comme
celui d'OWICKI et LAMPORT on peut lui associer une méthode pratique basée sur
OL et permettant de représenter les preuves sous forme de diagrammes appelés
treillis de preuve., Ce point nous parait intéressant & développer formellement

car dans les exemples pratiques les preuves de fatalité sont complexes.

IV.1.- METHODE DES TREILLIS DE PREUVE

Nous exposons la méthode et donnons un résultat de complétude et de cor-
rection relatif & cette méthode. Mais avant tout il convient de préciser la

notion de treillis de preuve.

Definition [Iv.1]1.1 :

Soit CIP un programme paralléle,

AICP] un langage d'assertions pour CP,
'}(’WF le modéle de fatalité faiblement &quitable de CP,
P.Q deux assertions de 7 [CIP].

On appelle treillis de preuve pour CP de noeud entrant P et de noeud
sortant Q, et on note TP(P,Q), tout diagramme fini acyclique dont les noeuds
sont étiquetés par des assertions de #[CP] et dont les fléches sont telles
que :

1.- Pour tout noeud d'étiquette R de TPIP 0}, dictinct de

2 s

Q ~ R n'existe pas.
2.- Pour tout noeud d'étiquette R de TP(P,Q), distinct de P, la fléche

R =P nexiste pas.
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nous 1'illustrons par un exemple simple que nous avons exploité au chapitre
3.- Si les fléches issues de R dans TP(P,Q) sont R - Rk pour H P ple q J P

récédent. Nous donnons le programme CIP, et la propriélé qui 1'accompagne
K€ {10058}, alors dhycie RamwlV R 1. e £ ! RAPERIEESY pag

kel2] sous forme du treillis de preuve qui suit.

Rappelons CIP,

- CIP, = Cohegin [p:=false][while p do [Skip] od coend
que fléche puisse tre prouvée & 1'aide de OL. Cette remarque constitue 1a R Dunlle p do [Skip] od coend

: Propriété : at ClP ~e»(after CIP A~
description informelle de la méthode des treillis de preuve. i oo F—(at 1AP) (-———- 1A~P)

= On se reportera & la figure représentant le treillis de preuve associé &
Méthode des treillis de preuve

. - la preuve. Nous justifions chague Tien existant dans Te treillis de preuve,
Soit CIP un programme paralléle,

en se repérant par des numéros cerclés et la justification est dans Ta preuve
#ICP1 un langage d'assertions pour CP, P P e P

i formelle faite précédemment :
P,Q deux assertions de O%[CIP], = P

3 oy 2] B .. D'aprés (1)
JGHF le modéle de fatalité faiblement équitable de CIP.

D'aprés (7) et (9), par transitiyité de
Pour prouver dwaF= P ~~>Q, on construit un treillis de preuve e () (9), p

D'aprés (16
TP(P,Q) tel que : prés (16)
X D'aprés (19), en utilisant la régle 1A,
si R- Rk’ k € {1,...,8} sont Tes fléches de R & Rk,
D'aprés (22)
alors oL F— R~ (Ryv.. vR ).

(
D'aprés (23)
(

D'aprés (20)

@OEO®EE

! D'aprés (27).
Cette méthode nécessite Te systéme OL mais elle constitue un support P (27)

: 5 vrs Y i Une remarque est & faire au sujet des deux preuves : le treillis de preuye
graphique intéressant pour utiliser OL. Nous donnerons plus tard une illus- 9 J AL P

y dépend de la preuve formelle mais il permet d'ébaucher une preuve formelle. De
tration de cette méthode, qui sera en méme temps une illustration de preuve: P P P P

e lus, le treillis de preuve permet de renseigner 1'informaticien sur 1'état
avec OL. En effet nous prouverons que 1'algorithme corrigé de BEN-ARI [BEHﬂ. e d P g

d'avancement de sa preuve et lui permet aussi d'avoir une yue globale du pro-

du ramasse-miettesest tel que toute miette est ramassée fatalement au bout
L. o ; biéme.

d'un temps fini. Cet exemple expose la difficulté des preuves et surtout

montre les problémes 1iés & une automatisation de telles techniques.

Cependant avant d'€tudier 1a correction et la compiétude de cette mét:h!:lﬁki
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at CPyap
Jatlp:=falselajatlwhile p do Skiplap
atlp:=falsel

after[p:=falsela~p

at Skipm ®
®
v

after Skipaafter[p:=falselap

\ at[whﬂe]/\after[p =falsela~p

after[whﬂe]/\after [p:=falsela~p

l

after CPP, a~p

Treillis de preuve pour CP,

TP(at CIP, Ap, after CIP; a~p)
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La méthode des treillis de preuve se justifie et ceci est 1'objet du
théoréme suivant. Nous pourrons par la suite con sidérer le cas plus conséguent

du ramasse-miette de BEN-ARI [BENZ2].

Théoréme [IV.1].1 :

La méthode des treillis de preuve est correcte.

Preuve
Soit CP un programme paralléle quelconque,
#ICP 1 un Tangage d'assertions‘ pour CIP
P,Q deux assertions de #[CP],

VK?WF le modéle de fatalité faiblement équitabie de CP.

On suppose qu'il existe un treillis de preuve TP(P,Q) construit & 1'aide
de Ta méthode ci-dessus. TP(P,Q) désignera indistinctement le treillis de
preuve et 1'ensemble des assertions. On définit sur TP(P,Q) une notion de
Tongueur d'un noeud quelconque de TP(P,Q),R, & Q par &(R,Q) : %(R,Q)
est définie pour tout noeud de TP(P,Q) par :

- 2(Q,Q) = 0

- YR € TP(P,Q)-{Q}, 2(R,0Q) = Max(2(R*,0)/(R" € TP(P,Q)) o (R >R') +1

En procédant & une induction sur Ta longueur du noeud R au noeud Q, on
montre que, pour tout noeud R de TP(P,Q), \KIWFI.= R ans0Q. On appliquera
cette propriété @ P. La preuve s'inspire de celle d'OWICKI et LAMPORT
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(D 4(R,Q) =0 et R € TP(P,0)

Seul Q vérifie cela et &videmment, “E’NF‘: Q ~m~>1Q,

@ Supposons que £(R,Q) = n, R € TP(P,Q) et, pour tout entier k strj
plus petit n, pour toute assertion R' de TP(P,Q) telle que (R',Q)
Hp R,

Notons Im-Suc(R), le sous-ensemble de TP(P,Q) d&fini comme suit : = |

Im-Suc(R) = {R' € TP(P,Q)/R - R'}. Puisque TP(P,Q) est fini, on peut

mérer Im-Suc(R) : i
Im-Suc(R) = {Rl,...,Rg‘} ol 2 = {Im-Suc(R)|. -_::
Soit Ri € Im-Suc(R} (i € {1,,..,8}).
2(RsQ) = Max(2(R;,Q)/5 € {1,...,23)+1 = n.

On en déduit que : Q(Ri,Q) <n, vi € {1,...,8}.
D'aprés 1'hypothése d'induction, pour tout i de {1,....4},

\LWFF—‘- R; ~~>Q. Par complétude de OL, on déduit que
(1) Vi € {1, addig e Ry s,

D'aprés le point 3 de la définition des treillis de preuve,
VK’WF!: R sV Rs . Par complétude de OL, on en déduit alors : i
i€{l,...,2}

(2) oL = R sV Ry
i€{1,...,2}
On applique alors la régle 5 prouvée dans la preuve de complétude pout
L=il,...,%}. On en déduit que OLI"_ R ~ma=( et par correction

Brypi= R >,

vR € TP(P,Q), ‘X’wF’: R Q.

En particulier, si R =P, "‘{’NF}: P a3, o
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Nous examinons maintenant 1a complétude de cette méthode qui, du reste,

est triviale.

Théoréme [IV.1].2 :

La méthode des treillis de preuve est compléte.

Preuye :
Soit CP un programme paralléle,
R ICP1 un langage d'assertions pour CIP,
"b'.wlF un modéle de fatalité faiblement équitahle,
P,Q deux assertions de #[CP] telles que JéwFI= P amn>Q.

Par complétude de OL, on déduit o P A @,

Soit alors le treillis de preuve suivant :

P
l = TP,(P.Q)
Q

TP (P,Q) est un treillis de preuve de noeud entrant P et de noeud sortant Q
construit d'aprés la méthode. o

La complétude de la méthode des treillis de preuye est triviale car nous
utilisons grossiérement mais correctement le systéme axiomatique OL correct
et sémantiquement complet. Cette méthode va &tre maintenant illustrée par le

ramasse-mietteserroné de BEN-ARI [BEN2].
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IV.2.- APPLICATION DE LA METHODE DES TREILLIS DE PREUVE

La méthode des treillis de preuve a &té précédemment illustrée a 1‘ai:g:?i

de 1'algorithme CIP, dont nous avons montré la correction totale. CIP, esl]
e
un programme paralléle trivial et nous donnons maintenant une preuve de fqﬂﬁq

1ité concernant Te deuxiéme algorithme du ramasse-miettes proposé par BEN-ARf;l

[BEN2]. La preuve nous a permis d'y déceler une erreur : nous voulions pruwéﬁ

que toute miette est fatalement ramassée un jour. L'algorithme a été modifiéﬁ
afin de le rendre correct pour cette propriété de fatalité. Dans un premier:
temps, nous donnons une description du probléme du ramassage de miettes et ;
1'algorithme du ramasse-miettesen paralléle. Puis quelques d&finitions préli~
minaires sont données pour &tre utilisées par la suite dans la preuve, que mé

décrivons en terme de treillis de preuve commentés.

IV.2.1.- L'algorithme du ramasse-miettesde BEN-ARI

Le probléme du ramassage des miettes se pose, lorsqu'on considére des
systémes comme un interpréteur LISP, dans lequel des manipulations de pointeir
entrainent que certains noeuds du systéme deviennent inaccessibles i partir
d'une racine donnée, Cettevsituation conduit & une classe de noeuds du systé|
appelés miettes ; de tels noeuds doivent &tre identifids et ramassés, afin
qu'ils puissent &tre utilisés ultérieurement par le systéme & sa discrétion.
Dans un tel systéme on distingue deux types de noeuds & un instant donné qué'
conque : !

- las noends arcassibles 3 partir d'unc r
- les noeuds inaccessibles & partir d'une racine ou miettes.

Les solutions envisagées pour ce type de probléme sont de deux types ¢

- une solution séquentielle, c'est-a-dire que 1'activité du systéme est
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momentanément stoppée et le ramasse-miettes est activé. Cette opération
est faite chaque fois que Te systéme parvient & un état critique au

niveau des noeuds disponibles.

une solution paralléle, c'est-a-dire que 1'activité du systéme se fait
en paralléle avec celle du ramasse-miettes. Cette solution améliore no-
toirement la précédente mais pose le probléme de 1'identification des

miettes.

Notre étude se classe dans Te choix de la solution paralléle et cette so-
Tution est source d'erreurs fréquentes, DIJKSTRA [DLMS] en citent notamment
une non triviale & détecter, Nous décrivons tout d'abord la structure de don-
nées, sur laquelle s'exécutera 1'algorithme proposé :

M est un tableau de noeuds dont la dimension est Number-of-Nodes ; parmi
ces noeuds, certains sont appelés racines et leur indice associé est &lément
de {1,...,Number-of-Roots}, on distingue une racine particuliére que 1'on
dénote FREE (FREE € {1,...,Number-of-Roots}). Le nombre de racines est Number-
of-Roots. Un noeud est un objet structuré dont ces champs sont :

- un tableau qui désigne ses fils ; ce tableau est de dimension Number-of-

Sons.
- une variable contenant une des trois couleurs possibles : blanc, gris

ou noir, qui sera utilisée pour identifier les miettes.
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Formellement, on décrit la structure de données par le diagramme su

DATA STRUCTURE

i

TYPE HUE is (WHITE, GRAY, BLACK);

_'"‘LII_!

..

TYPE INDEX is new INTEGER range 1. .Number-of-Nodes;
SUBTYPE ROOTS is INDEX range 1..Number-of-Roots;
TYPE SONS is new INTEGER range 1. .Number-of-Sons;
TYPE NODE is record

SON:ARRAY(SONS) of INDEX;

COLOR:HUE :=BLACK;

end-record;

M:ARRAY (INDEX) of NODE;

Nous poursuivons par 1a description informelle de 1'algorithme propramﬁh
dit. L'algorithme du ramasse-miettes en paralléle sera désigné par le symbﬂé
IMC ; MEC est composé de deux programmes séquentiels MM et ¢ partageant
la structure de données ci;dessus.

M est le mutateur, qui simule T'activité du systeme : i1 détruit un 1fd
d'un noeud accessible vers un autre noeud accessible ou établit un Tien d'un
noeud accessible vers un autre noeud accessible : i1 crée les miettes. .

€ est le collecteur, qui doit identifier les miettes (c'est-a-dire, 1€
noeuds qui ne sont plus accessibles i partir d'une racine) et les ramasscr
pour les mettre dans le réservoir des noeuds disponibles, que nous appelons

liste Tibre.

La relation paralléle doit &tre telle que 1'activité d'identification dﬁ
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miettes par le collecteur n'est pas génée par 1'activité simultanée du mutateur.
Une solution utilisée déja par DIJKSTRA [DLMS] et reprise par BEN-ARI [BEN1][BENZ2]
consiste 3 utiliser des couleurs pour identifier les miettes : on ramasse Tes
noeuds blancs. Mais i1 faut introduire 3 couleurs : gris, blanc et noir. A 1'ini-
tialisation tous les noeuds sont noirs et un noeud qui devient gris est suspec-
té d'étre miette ; une opération de propagation du blanc permet de savoir, si

c'est véritablement une miette. Nous décrivons plus formellement IM et C.

(1) M est constitué de deux actions atomiques exécutées en séquence et & la

discrétion de M. L'activité de M est cyclique.

A0 : M(M(R).SON(S)).COLOR:=GRAY;
Al : M(R).SON(S):=T;

M s'assure que R et T sont accessibles & partir d'une racine.

{2) € est constitué de 3 phases exécutées en séquence et & la discrétion de

C. L'activité de € est cyclique.

S 3
S
S3 3

5 S1 blanchit Tes noeuds gris, qui sont suspectés &tre des miettes (inacces-

sibles & partir d'une racine) et propage la couleur blanc & tous les des-
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cendants de ces noeuds gris blanchis,
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N1 : noir
@ @ @ N2 : noir
F : noir
m-b : blanc
»  S2 rétablit la situation des noeuds blanchis abusivement et qui sont g
s e

fait encore accessibles a partir d'une racine. S2 propage le noir et 3 y|
i i @ e N1 : noir
fin de S2, tous Tes noeuds blancs sont des miettes, m-b) JN2 : gris
F : noir
: m-b : blanc
3

- S3 est la phase de ramassage des noeuds miettes blancs et on les adjq‘iﬁ .

a la liste libre, aprés les avoir noircis BEN-ARI [BEN2] faisait d'abu‘ﬁﬁ!‘ _"

T'adjonction du noeud blanc miette et noircissait seulement ensuite ce

(%)

. m-b : blanc
noeud. Cette inversion d'opérations conduit & une erreur : en effet, si

N1 : noir
G N2 : gris
F : noir

ikl

on fait d'abord 1'adjonction de la miette blanche a cette liste Tibre, '

N1 : noir
notée m-b, et si C se bloque alors, m-b est accessible a partir de @ @ ° N2 : gris
NG @ m F : noir
la racine FREE et peut &tre utilisée par IM ; M crée un lien avec -b : noir
m-b, puis détruit ce lien en grisant m-b d'abord ; € se réyeille eﬁtf:_"'
noircit m-b, qui est noir alors ; € ramasse la miette précédemment @ @ @ N1 ; noir
2 N2 : noir
faite & 1a suite de la création du lien avec m-b et M crée un 1ien o F : noir
2 ﬂ’ -b : noir
avec cette miette recyclée : m-b devient alors noire et inaccessible.
Aucune partie de € ne peut la blanchir, elle devient inaccessible patif
: ® @ (v2) NL : noir
toute exécution de MM, & partir de cet instant, . o N2 : noir
5 F : noir
(m-b) -b : noir
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S1=C0 : For I in INDEX Toop
Cl:  if M(I).COLOR=GRAY and IsM(R).SON(S)
c2 : then M(I).COLOR:=WHITE;

€3:  end-if
C4 : end-loop;
C5 : Propagate-White;

S2

{Black—count:Integer:=1;O]d—Black-count:Integer:=0}

C6 = B0 : Begin
Bl : For I in ROOTS loop
B2 : M(1).COLOR:=BLACK;
B3 : end-loop;
B4 : While Black-count >01d-Black-count Toop
B5 : 01d-Black-Count:=Black-count;

B6 : For T in INDEX Joop

B7 : if M(I).COLOR>=GRAY

B8 : then For J in SONS Toop

B9 : if IR or J#S
then M(M(I).SON(J)).COLOR:=BLACK:
end-if

B10 : end-Toop

B11 : end-if

B12 : end-for;

B13 : Black-count:=0;

B14 : For I in INDEX loop

B15 : if M(I).COLOR>=GRAY

B16 : then Black-count:=Black-count+1;

B17 : end-if

R18 ﬂd_—'!_cgg

B19 : end-loop

$3 = C7 : For I in INDEX loop

8 : if M(T).COLOR=WHITE

€9 : then M(I).COLOR:=BLACK;
€10 : APPEND-TO-FREE(I);
€11 :  end-if

€12 : end-Toop.
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Propagate-ihite et APPEND-TO-FREE(I) sont des parties laissées non précisées
et ceci est volontaire, afin de montrer 1'utilisation de la régle 3A de OL.
Nous terminons cette partie et nous nous intéressons & la preuve de la

propriété de fatalité suivante : toute miette est ramassée fatalement un Jour,

IV.2.2.- Préliminaires & la preuve

Nous aurons besoin au cours de la preuve de certaines assertions portant

sur 1'etat de MC. On notera s un &tat quelconque de IMC.

(1) Pour chaque élément k de {1,...,Number-of-Nodes},
(G(k))(s) = (M(k).COLOR=GRAY)(s)
(B(k})(s) = (M({k).COLOR=BLACK)(s)
(W(k))(s) = (M(k).COLOR=WHITE)(s)
Ces trois assertions permettent d'exprimer 1'&tat du champ COLOR de chaque

noeud : gris, noir ou blanc.

(2) MC est &tiqueté par les lettres indexées suivantes ;

A:»B.,Co, D od i€{0,1}, j€{0,...,20}, £ € {0,...,12}, m € {0,...,8}.

12737 72 "m
On &crit (at e)(s) pour signifier que, dans 1'&tat s, le contrdle est &

1'instruction étiquetée e.

(3) A chaque partie S1, S2, S3, nous assccions des assertions de contrdle
dont le sens est évident :
(at S1)(s) = (at CO)(s)
(at 52)(s) = (at C6)(s)

1]

(at $3)(s) = (at C7)(s)
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1 P(k)(s) = [(KEROOTS)(s)A [ (VREROOTS ~ACC(R,k))(s)]]
(in S1)(s) =V (at Ci)(s)
i€{0,...,4}
(in s§)(s) = at Cs

(in S2)(s) =V  (at Bj)(s)
j€{0,...,20}

(in C5)(s) =V (at Di)(s)
i€f0,.,.,8}

(in $3)(s) =V (at Ci)(s) _
i€(7,...,12} =

(after S1)(s) = (at S2)(s)

(6) Nous donnons une définition de 1'assertion qui précise qu'un noeud est
dans Ta liste des noeuds disponibles.
FREE(K)(s) = [VREROOTS-{FREE} ,~ACC(R,k)(s)1a
ACC(FREE, k) (s)a[B(k)(s)]A
[vle{Z,...,Number—of—Sons},(M(k).Son(z):NIL)(s)]]

= (7) Au cours de la preuve de fatalité, nous aurons besoin de quelques asser-
(after S2)(s) = (at S3)(s) o - .
- = tions supplémentaires, notamment pour les inductions.

(6-APRES)(s) = ([(in S})A(I>k)IvLin 2]
(4) Soient k et k' deux noeuds ie k,k' € {1,...,Number-of-Nodes}.
- = vi(I=k)ain SiA~E£ Caat C21)(s)
On dit que k est accessible a partir de k' dans 1'état s, si 1'asse . . 2 : :
HE Intuitivement, cela signifie que, si k est gris et miette, il ne sera
tion ACC(k,k') est vraie en s :
identifié qu'au prochain cycle aprés.

(G-MAINT)(s) = ([(in S!)a(I<k)]
vI{I=k)a(at Clvat C2)1)(s)

ACC(k,k")(s) = [apzl,(il,...,ip) < {1,...,Number-of-Nodes}, =
L3, =0A(i=k" Ja(VIE(2, ... ,p} 39€Soms iy ) ]
[ij=M(1'J._l).Son(l)])]](s).

Intuitivement, cela signifie que, si k est gris et miette, i1 sera iden-
On note Sons(ij_l) Tes fils de i

J-1°

= tifié dans ce cycle maintenant.
Intuitivement, ACC(k,k') signifie que k' est accessible a partir de ||

(I-BLANC(m))(s) =V [P(k)AG(k)A{Lin S a(I+k)Iv[(I=k)aat ClIv[(I=k)aat C2])

ie il y a un chemin de k a k'. k~1<m

(5) Nous dé&finissons ici 1'assertion P(k) oqui signifie que k est une mie|
ou non : toute racine ne peut &tre une miette et tout noeud inaccessible
a partir d'une racine ou accessible a partir d'une miette est une mietfé

d condition de n'étre accessible a partir d'aucune racine.

Soit k € {I,...,Number-of-Nodes}.
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IV.2.3.- Preuve de fatalité & propos de IMC

Théoréme [IV.2.3].1 :

Soit k un &lément de {1,...,Number-of-Nodes},
oL = P(k) mw>FREE(K)

La preuve consiste en la construction progressive et descendante du f
treillis de preuve avec P(k) comme noeud entrant et FREE(k) comme noeu@i
sortant. Nous accompagnerons nos diagrammes de commentaires permettant de.ﬁ&

tifier chaque diagramme. Chaque partie cerclée est justifiée directement et

chaque partie carrée est justifiée ultérieurement par un treillis de preuve

Etape 0

P(Kk)aB(K)

3 P(k)AG(K)
P(K)AW(K)

5

P(k)AB(k)a({I=k)aat CI0
l@

FREE (k)

Treillis de preuve n° 0
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Commentaires sur Te treillis de preuve n° 0

©

P(k) = [(P(k)AG(K))v(P(k)AH(Kk))v(P(K)AB(K))] est vrai pour cet algorithme
car les seules couleurs sont gris, blanc ou noir : G(k)vB(k)W(k) est inva-

riant pour cet algorithme.

oL 1= PUK) = [(P(k)AB(K))v(P(K)AH(K))v(P(k)AB(K))] (par la régle 1A)
oL F— P(k) ~ma~> L(P(k)AG(K) v (P(k)AH(K))v(P(K)AB(K))T (par la régle 1)

W.=.0

On se reportera aux treillis de preuve n° 1, 25 3k

@

On suppose que k est une miette noire et que le contrble est en C10 et
que I contient k.

Nous utilisons la régle 2 et, & cette fin, nous exhibons une assertion
I(l) permettant de prouver que P(k)AB(k)a(I=k) est inyariant, tant que Te
contrdle est en C10 :

10) < ({(P(K)AB(K)nat C10) = O((P(k)AB(K)aat C1OM(FREE(K)ajafter C10))]

Al(jafter C10) = ([( & (P(k)aB(k)aat C10) = FREE(k)1a
[~ o (P(k)aB({k)rat C10) = falsel)]

ol 0 et & sont des opérateurs temporels définis par :

Soit A une assertion quelconque de h{CIP].

(0A)(s) ssi [vs' € S[CPPI, tICPI(s,s*) = A(s')1.

(®A)(s) ssi [vs' € S[CIP], tICPI(s',s) = A(s')].
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Commentaires sur le treillis de preuve n° 1

P(K)AB(K) = [(P(k)AG(k)AG-APRES)v
(P(K)AG(k)Ain S2)v

On vérifie les assertions suivantes :
I(l) = 01(1)’

(1) at CL0AP(k)AB(K)a(I=k) » 1(*)

10)sjafter €10 » FREE(K). w (P(K)AG(K)ain S3)v

La régle 3A est utilisée pour déduire que la phase d'adjonction 3 1a g (P(k)AG(Kk)AG-MAINT)]

liste libre termine toujours : est vraie, puisque G-APRESvin S2vin S3vG-MAINT est invariante pour cet algo-

oL at €10 v>jafter CI0.

rithme : Le contrdle se trouve toujours en un point de contrdle du collecteur.

Par application de 1a régle 2A & (1), puis de la régle 2 on en déduit J; oL F= (P(K)AG(K)) ~~—>[(P(k)AG(k)AG-APRES)v
flache du schéma, (P(K)AG(K)Ain $2)v
Etape 1 (P(K)AG(K)ain S3)v

(P(k)AG(k)AG-MAINT)]
(par la régle 1A, puis la régle 1).

On se reportera au treillis n® 1,1.

O

Remarquons que P(k) est faux, si k est une racine ; P(k)aG(k) est

P(K)AG(K)

P(k)AG(K)AG-APRES

P(K)AG(K)ain S2

®

invariant pour la phase S2 dite de marquage, Nous utilisons ici encore les
opérateurs temporels 0 et ® pour exprimer une assertion I(z).

1(2) o ((P(k)AG(k)Ai_n $2) = OL(P(K)AG(K)Ain S2)v(P(k)AG(K)ajafter 32)])

P(k)aG(k}ain S3

P(K)AG(K)AG-MAINT | af(Jafter S2) = ( @ (P(k)aG(k)ain S2) = (P(K)AG(K)))
\ K Al~ & (P(K)AG(k)ain S2) = false )

P(K)AB(k)a(I=k)aat C10 |

Treillis de preuve n° 1
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On vérifie que I(z) est tel que :

1) 4 p(2)

(2) (in S2AP(k) A G(K)) » 1(2) -
(102 gafter 52) = ((P(I)AG(K))vFalse)
On utilise la régle 2A pour (2)s puis 1a régle 2, en utilisant le fait .

que S2 termine :

oL F— 1dn S2 ~»—»jafter S2, que 1'on prouve par la régle 3.

€

est invariant ; pour Te prouver, il suffit de considérer 1'assertion I(ajzﬁi

Cette preuve est 1a méme que celle ci-dessus : dans le cycle S3, P(kJnGw

tenue & partir de I(Z) en substituant S3 & S2. De méme, on d&duit la tem
naison de S3 par Ta régle 3 : oL F— in S3 ww-> jafter S3.
Ceci nous permet de déduire :

(i) oL F— (in S3aP(k}aG(k)) ~n(Jafter S3aP(k)aG(k))
Cn déduit par définition de Jafter que

(i1) oL F— (Jafter S3AP(k)¢G(k)) = (after S3aP(k)AG(k)).
Par 1a régle 4 avec (i) et (i), on déduit :

(111) oL F— (in S3aP(k)aG(k)) ~w>-(after S3aP(k)AG(k))
Qn peut déduire & partir des définitions des assertions de contrdle que
gL t— after S3 ~pjafter S1 (€ est un programme cyclique).
De nouveau, P(k)aG(k) est invariant pour ce changement de npnint de cmnﬂd

ce qui nous permet de déduire :

(1) g b= (after S3AP(K)AG(K) ~n—s(jat SIAP(K)AG(K)).
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Par le choix de jat S1, on se trouve au début de S1, on en daduit que
T'assertion suivante est vraie :

(v) (Jat SIAP(k)aG(K)) = (P(k)AG(K)AG-MAINT)
: on se trouve au début de Ta boucle et I < k.
On notera 1'utilité de 1'assertion jat dans les preuves :
(vi) oL F (after S3aP(K)AG(K)) ~w—> (P(k)AG(K)AG-MAINT)
o (par Ta régle 1A avec (v),
puis Ta régle 4 avec (iv) et (v) déduit).
oL F= (dn S3AP(k)AG(k)) ~w>(P(k)AG(k)AG-MAINT)

(par Ta régle 5 avec (iii) et (vi)).

Etape 1.1

P(K)AG(K)AG-APRES

P(K)AH(K)ain S2 P(k)aB(K)ain S2

1.1.1 1.1

P(k)AW(k)ain S3 P(K)AG(K)AG-MAINT

P(k)AB(K)a(I=k)aat C10

Treillis de preuve n°® 1.1
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Commentaires sur le treillis de preuve n° 1.1

Pour cette partie nous utilisons la régle d'induction, en décomposanﬁ

tout d'abord in S1 :

in S1 = [at COvat Clvat C2vat C3vat C4Jv[at C5]

Lin S{Iviin 21
Nous prouvons alors :

(1) oL — (P(k)AG(K)ain S%AG-APRES) M- (P(k)AG(k)Aain S%AG'APRES)
et

(2) g = (P(K)AG(K)ain SZAG-APRES) ] (P(K)AB(K)Ain 52)
v(P{k)aW{k)ain S2)

(@) Preuve de_(1)
Pour cette preuve nous utilisons une induction et nous proposons la pro-|
priété suivante : wvn € {0,.,.,N-k},
IG(n) = P(k)AG(k)Ain SiA(N-I = n)A[(k<I)V((k=I)ﬁﬁ§£ Clr~at C2)1a(kgl)

oi N désigne le nombre maximal de noeuds (ie : N = Number-of-Nodes) .

(P(k)AG(K)AG-APRES in S1) = v I&(n) od n = Nek.

0
ngn, 5

On en déduit que :

D) s (30 ¢y, 16(n))

oL F= (P(k)AG(k)AG-APRESAiN $
(par les régles 1A,1).

Soit € {I,....n}.

in S% = at COvat Clvat C2vat C3vat C4 est une propriété invariante pour

cet algorithme.
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IG(n) = [(at COAIG(n))v(at ClAlG(n))v(at C2AIG(n))v(at C3aIG(n))v(at C4AIG(n)
est vraie pour ce programme.
oL F 16(n) ~ma—x[(at COAIG(n))v(at CIAIG(n))v(at C2AIG(n))v
(at C3aIG(n))v(at C4AIG(n))1.
at COAIG(n) - false car n est supposé compris entre 1 et Ny» Ce qui
signifie que I >k et I gN.
oL - false ma>3n''< n, 16(n') est deduit par le fait que false impli-
que toute propriété et on’poursuit par les régles 1A et 1.
at CIAIG(n) = (at CIAP(k)aG(k)a(k < I)A(I = N-n)) par définition de
IG(n) et choix de n. )
oL 2t C1 ~mws(j-at C2a(M(I).COLOR=GRAY))v
(j-after C3a(M(I).COLORAGRAY))
v(s,s') € SIMC] , (at CIaP(k)AG(K)a(k < I))(s)a
t*[AL1(s,s")aj-after<M(J).COLOR :=GRAY> (s’ )
= (P(k}AG(k)a(k < I))(s").
P(K)AG(k)A(k < I) est invariant entre C1 et C2 ou C3 : cette asser-
tion n'est pas modifigée tant que Te test n'est pas évalué et exécuts.
On applique alors la régle 2 :
oL F= (@t CIAP(K)AG(K)a(k < 1)) ~w—s[(j-at C2A(M(I).COLOR=GRAY)A
P(K)AG(k)a(k < I))v
(j-after C3a(M(1).COLORAGRAY))A
P(K)AG(k)a(k < I))1.
De plus :
[j-at C2a(M(I).COLOR=GRAY)AP(k)AG({k)A(k < I) = [at C2aP(k)aG({k)a(k < I)]

est vrai pour cet algorithme.
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On rassemble les différents résultats pour déduire :
oL = [3-at C2aP(K)AG(k)A(K<I)A(M(I).COLOR=GRAY)] ~~~

oL b [at CIAP(k)AG(k)A(I < k)1 s—>[after C3AP(K)AG(K)A(T > k)
~>[at C2aP(k)AG(k)Aa{k < I)1(Par les régles 1A, 1).

On déduit de méme : oL F— [at CIAIG(n}] ~~—>[at C4AP(k)AG(K)A(I > k)].

oL F— [3-after C3aP(K)AG(K)a(k < I)A(M(I).COLORAGRAY)] ~n~ N-TI =n.

r~>[after C3aP(k)aG(K)A(k < I)].

On distinguera le FOR comme un While ; ainsi on a 1'axiome suivant :

On utilise 1a régle 6 : oL - at C4 mw[((I' g N)aj-at C1)

or = [at CIAP(K)AG(K)A(k < 1)] ~mw—>T(at C2aP(k)AG(K)A(k < I))v v(I' > N)aj-after FOR] ot
(after C3aP(k)AG(k)a(k < I))]. - F— (at C4aP(K)AG(K)A(T > k)) ~mn~> (at C4AIG(n)).

On procéde comme ci-dessus en utilisant 1'axiome : On a prouvé :

o F atIM(I).COLOR: <WHITE] ~w—> j-after[M(I).COLOR:=WHITE] oL F— 3t CIAIG(n) aw> at C4AIG(n)

Ce qui est équivalent 3 : n=N-I.

oL = at €2 ~~>j-after €2 et Tant que Te contrdle est en C4, IG(n) est vrai et Te reste Jursqu'a ce
j-after C2 = j-at C3 que la transition se fasse.

Par Te fait que P(k)AG(k)a(k < I) est invariant entre C2 et (3, on e oL F at C4alG(n) ~~~>16(n-1)

deduit : ' On a prouvé que :
oL F [at C2aP(K)AG(k)a(k < I)] ~~—>[j-at C3aP(k)AG(k)a(k < I)] i g - at C4aIG(n) ~w—>an' < n, IG(n')
or

oL F 3t CIAIG(n) ~w>3n' < n, 16(n').

j-at C3 = at C3 ; on en déduit :
Ty N en dedul oL F— 3t C2AIG(n) ~w>3n" < n, 16(n').
oL F [at C2aP(k)AG(k)A(k < 1)] ~w>-[at C3aP(k)aG(k)A(k < I)1.

2 oL = at C3AIG(n) ~w—>3n' < n, IG(n').
On utilise maintenant 1'axiome d'équité relatif & la sortie de la condiz
| Dol :
| tionneile : ¢

b— at C3 ~w>j-after £3 o = 16(n) s> 30" < n, I6(n").
| oL Al Anafier 5. :

' : IG(0) = [P(k)aG(k)ain S}/\(I=N)/\(k < I)a
i On recommence le méme raisonnement : .

[(k < N)v((k=N)aat Cla~at C2)11.
oL F—= at C3AP(K)AG(K) A < k)] A== [§-after C3aP(K)AG(K)A(T > k)1. (k < N)v((k=N)r-at Clr-at C2)
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On prouve de méme, par cas, que :

oL F— T6(0) ~w>(after S1AP(k)AG(k)AG-APRES)

On en déduit que :
oL = (PUK)AG(K)AG-APRESAIN 57) awv- (P(K)AG(K)nafter SIAG-APRES)

oL = (after SIAP(K)AG(K)AG-APRES) = (in SEAP (k) AG( k) AG-APRES)
oL = (in SIAP(K)AB(K)AG-APRES) ~n—>s(in SEAP(K)AG () AG-APRES)

(par 1a régle 3, puis la régle 4).

(b) Preuve de_(2)
oL PUAG(K)ATN SEAG-APRES) v [ (P(K)AG(K)Ain Sp)v

(P{k)Al(k)ain S,)
En fait, un noeud miette gris peut &tre accessible & partir d'un noeud
blanc miette et i1 faut donc distinguer ces cas par 1'implication suivante t
(P(k)AG(K)ain SfAG-APRES) = [(P(k)AG(k)Ain sza-APREsA(ak',
(k#k " JAP(K' JAN(K " )AACC (K" ,k)))
V(P(K)AG(K)in SEAG-APRESA(vK",
(P(K")AH(k")a(k#k') = ~ACC(k',k))1
est vraie pour ce programme.
oL = (P(K)AG(K)AG-APRESAin S%)M[(P(k)AG(k)Ain S%AG-APRES)A
(3K, (k" )AP (K ')Al (k' JABCC (K" k) )
v(P(k)AG(K)ain S2AG-APRESA
(VK" 5P(K")AW(K ' )A(kek " }=~ACC(K' k)]
(par les regles 1A, 1).
in s{ = at Dovat Dlvat D2vat D3vat Divat DSvat D6

- 1801=

oL in S% aw> j-after Si est déduit par la régle 3 et est fait en uti-

Tisant les diverses hypothéses d'équité comme pour 1a preuve (1) ci-dessus.
P(k)AG(k) est invariant pour Si.
On en déduit :
oL F= (P(k)G(k)ain SEAG-APRESA(Vk',P(k')A(k#k')AN(k') =~ACC(K",k)))
(P(K)AG(k)aj-after sf).

oL F (P(K)AG(K)aj-after S2)ms (P(K)AG(K)nin Sp ).
On prouve maintenant que :
oL F (P(k)AG(k)ain S%AG'APRESA(Bk'(k#kI)AP(k')AW(k')AACC(k',k)))
> (P(k)AH(Kk)Ain Sp)
Au cours de la phase de propagation du blanc (Si), k devient fatalement

blanc car k' est blanc au début de cette phase.

11
On prouve tout d'abord que cette phase S2 termine et ceci est fait a
1'aide de 1'induction de la régle 3.
Puis on utilise le fait que P(k)aW(k) est invariant pour 1a phase S$2 :
par la régle 2 :

oL F= PK)AM(K)aTn S2 ~avP(k)AW(K)ajafter S2.

Ceci permet d‘obtem‘r, en ajoutant que

oL F— (P(K)al(k)aj-after S2) = (P(k)aW(k)aafter $2)
D'oll :

oL = (PIK)AH(K)AIN S2) ~mnes(P(k)AH(K)nafter S2)
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Or :

oL F— P(K)AH(K)aafter S2 = P(k)AH(K)ain S3 :

on utilise la régle 4, pour déduire ( 1.1.1 ). ‘w

|
,1.1.2 : On considére le treillis de preuve n° 1 et on extrait ce tre11]h

1.1.2| , & 1'aide de (:::) et (:::)

Si k est une miette blanche Jorsque le contréle est en S3, k était
blanche au début de S3 : On utilise & nouveau le fait que P(k)aW(k) est
invariant pour 1'exécution du programme de 0 & k et on utilise une in-

duction qui permet de montrer que k devient noir et miette en C10.
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On verra le treillis de preuve n° 1.1.4.

Etape 1.1.4

P(K)AG(K)AG-MAINT

|

1-BLANC(0)

I

P(k)AW(k)rafter S2

P(k)AH(K)ain $3

|

P(k)AB(K)A(I=k)Aat C10

Treillis de preuve n® 1.1.4

: on verra le treillis de numéro 1.1.4.0.

: Par la définition de I-BLANC(0), on en déduit que la boucle et

S2 se terminent, en ayant mis k & blanc.

1.1.4,2) : after S2 = in S3 ; on en déduit avec la régle 1A ce point.

=
=
rS
=)

: On verra le treillis 1.1 et le Tien ((1.1.3 ).
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Etape 1.1.4.0

P(k) AG(k) AG-MAINT

I-BLANC(n) %

I-BLANC(n-1)

1-BLANC(0)

i

Commentaires sur le treillis de preuve n° 1.1.4.0

Ce treillis renrésenta 1'induction st 5 A 'assertion
I-BLANC(n). 11 suffit de prouver :

oL F (PUOAG(K)AG-MAINT) ~vws 3k, < K, I-BLANC(K,)

oL F— I-BLANC(k,) ~w>3k, < k,, I-BLANC(K,). k. > 0
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Etape 1.4
Ce treillis de preuve est justifié par le treillis de preuve

déja justifié et qui lui est &quivalent.

Etape 2

P(k)AH(K)
\

@y
| P(k)A(k)ain S1
/@

P(k)AW(k)Ain S2

&)

P(k)AH(K)ain S3

P(k)aB(k)a(I=k)rat C10

Treillis de preuve n° 2
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Commentaires sur le treillis de preuve n° 2

3

rithme ; on en déduit que :
P(K)AW(K) = [ (P(kJAW(k)ain S1)v
(P(k)AN(k)Am S2)v
(P(k)AW(k)ain S3)7.
oL F= PCK)AW(K) ~as-[ (P(K)AW(K)ain S1)v
(P(k)aW(k)ain S2)v
(P(k)aM(k)ain $3)7.

(par la régle 1A, puis Ta régle 1}.

€

I suffit ici d'utiliser le fait que P(k)aW(k) est invariant pendant
la phase S1. En effet, au cours de cette phase, on blanchit ce qui est alars
gris et on propage le blanc.

Trivialement, oL t— in S1 ~w>j-after S1 est prouvé 3 1'aide de deux
inductions successives. 0n.ut1'h'se enfin, un invariant i" obtenu par substi

tution de S1 & S2.

D'od oL = 10 SIAP(K)aM(k) ~~—= j-after SIAP(k)AM(K).
or oL F— J-after SIAP(K)AN(K) = after S1aP(k)aM(k).

D'oll, en utilisant la régle 4, on en déduit la partie 2,2.

Méme commentaire que dans

L'assertion suivante in Slvin S2vin S3 est invariante pour cet algo-
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Méme commentaire que 1.1.8 dans

Etape 3

P(k)AB(k)

¢.9

A2

P(k)AN(k)

[
—

P(K)AB(k)A(I=k)aat C10

Treillis de preuve n° 3
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Commentaires sur le treillis de preuve n° 3 :%ﬁ'

AL = PUIAB(KIA(K'» (kek'JAP(K )AG(K'DAACC(K' k) Jaleat CIOV(Iek))
A2 = P(K)AB(K)A(ZK' , (ke JaP(K')H(K' JAACC(K' k) Jafuat CL0V(Isk))
A3 = PUOAB(KIAGK' (K K')AP(K')aH(K' JMACC(K! 1K) Jaeat CLOV(L4k) )i 3
M = A24in S2

A5 = A2ain S1

Si on considére le fait d'étre une miette noire, on constate que ce ¢
se présente si on se trouve juste avant 1'ajout de cette miette & la liste
libre, ou si on considére une miette accessible & partir d'une miette grise

ou blanche.
Par Ta régle 1A :
oL 1= P(k)AB(k) = (P(k)aB(K)aat C10a(I=k))
V(P(k)AB(k)A(ak',(k'#k)A(P(k')AW(k'))AACC(k',k)
V(P(k)AB(k)A(Ek',(k'#k)A(P(k')AG(k'))AACC(k',k))
On utilise 1a régle 1 pour déduire (g;»

&)

On a prouvé que oL = PK")AG(K") ~vaam P(K")AW(K") 3
P(k)aB(k)a(~at C10v(Ik)) est invariant pendant la phase qui modifie k' :
oL F= POK')AG(K') ~asP(k')aH(K'),
&auit par la régie 2 que :
(

oL = (P(K)AB(K)A3K" , (kek' JAP(K' JAG(K') )abvat C10v(I+K))

> PK)JAB(K)A (k" (kek! JAP(K' ) AU (K" ) Ja(~at C10v(Ik))
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&2

I1 s'agit ici encore d'une analyse par cas et elle s'opére autour de
la définition du contrdle :
[P(k)AB(k)A(ak',(k*k')AP(k')AW(k'))Aoggz ClOv(Izk)] =

[(P(K)AB(K)A(3K" , (ksk')AP(K'JAP(K')AW(K' )a(~at C10v(I+k))a(in Slvin S2vin $3)

On en déduit (::) par les régles 1A, 1.

Ces deux cas impliquent 1'assertion false : 1'algorithme M( propage

Ta blanc complétement et une miette accessible d'une miette blanche ne peut

&tre noire, lorsque le contrdle est en S2 ou S3.

D)

P(k)AB(K)Ain S1a(3K',(kek')AP(K')AW(K' JARCC(K" ,K))A
(~at C10v(I+k)) = A(K).

Nous prouvons que k devient blanc au cours de la phase de propagation.
Ceci est dii au fait que ou bien k' est blanchi au cours de la pré-phase S%
ou k' est blanchi pendant la phase de propagation et tout &lément accessible
est alors blanchi.

oL b at €5 ~w—>j-after C5 et

k devient blanc.

e

IT s'agit du treﬂh‘s
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1v.3.- IMPLANTATION DE L'HYPOTHESE D'EQUITE FAIBLE PAR DES ENSEMBLES BIEN
ORDONNES

Nous voulons donner ici un cadre général pour définir une imp]antat;:;

au niveau de la sémantique opérationnelle afin que 1'ensemble des traces b

d'exécution soit exactement 1'ensemble des traces squitables. En se référant

a T'article de PLOTKIN [PLO], celui-ci parle d'une sémantique positive oy

génératrice ; contrairement & APT et OLDEROG [APO], nous transformons la

sémantique et non la syntaxe ; notre étude a pour but de justifier certains

types d'ordinaux dans les preuyes comme les ordinaux polynomiaux simples

(<ww). Nous donnons d'abord quelques rappels préliminaires a notre &tude.

1V.3.1,- Préliminaires

Définition [IV.3.1].1 :

Soit W un ensemble, < une relation binaire bien fondée sur W. On
dit que W est un ensemble bien ordonné par <, si < est telle que :

1.- < est antiréflexive (ie vx € W, non (x < x)).

2.- < est transitivé, antisymétrique.

3.- < est connexe : V(x,y) € W, (x < y)v(x > y)v(x = y).

Définition [1V.3.1]1.2 (et propriéte) :

Soit (W,<) unensemble bien ordonné, 11 existe un unique &lément w;
dans W, appelé minimum de W :

W E W, w4 Wy = W, < W.
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Justification de la définition ci-dessus

Unicite :
Soient w, et w; tels que ww e W, w+ Wy W, < W
) 1
W W= W< W

Donc w, < w, et Wy < W,. Par antisymétrie on en déduit que W= W

Supposons qu'il n'existe pas de tel w dans W.
Alors ww, € W, aw; € W, (w, + wg)anon(w, +w/)

H t 1 L. 1 t
Puisque w, < wivw, < WovW = W ethue wos alors w; < W,

On construit a partir de W, une suite décroissante infinie
Wy > oo > Wy > L ce qui est absurde car < est bien-fondée.

Un objet comme (W,<) est appelé un arbre par Chang et Keisler
et w, est la racine de 1'arbre.

Définition [IV.3.1].3 :

Soit (W,<) un ensemble bien ordonné. On associe & tout &lément w

de W un ordinal noté o(w) et I[W| est 1'ordinal de (W,<) défini

ainsi :
(1) o{w,) =0
(2) o(w) = Sup{o(w')}+1/w' < w)
(3) o(W,<) = Sup(o(w)/w € W),

Citons quelques exemples d'ensembles bien ordonnés.
(}) (N;<) 1'ensemble des naturels munis de 1'ordre habituel est bien fondé
et o(N,<) = w.
(:) (N23<) 1'ensemble produit de N et N muni de 1'ordre lexicographique
ex

est bien ordonné et o(N2,<) = w?.
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J3.'1 (1) ind est une bijection de AICP] dans {1,...,IAICPP ]I} je elle associe
En fait, on peut associer réciproquement a tout ordinal un ensemble

. . un numéro & chaque action atomique.
bien ordonné. Nous nous restreindrons aux ordinaux dénombrables. w, est

(2) enabled(a) est un prédicat défini pour chaque action atomique a de
premier ordinal non-dénombrable.
A[CP] par :
On définit sur (W,<) deux opérations de facon inductive, en remarq'g%

3 s € S[CP]

& enabled(a)(s) ssi (at a)(s)

le fait sujvant :

Soit Ord 1'ensemble des ordinaux dénombrables.
(3) Soit i un &lément de {1,...,IAICP ]I}.
Ord est construit par les 3 opérations suivantes : -t
enabled' (i) ssi enabled(ind™ "(i))(s).

1.- 0 ¢ Ord
(4)  Pour chaque état s de S[CP], on d&finit une fonction non déterministe,

2.-si a€0rd, o+l € Ord u

notée 7% qui associe de fagon non déterministe un élément de W i a,
3.~ si (ﬂi)iel est une suite croissante dénombrable de Ord,

a € AlCIP .

Sup(oti/iEI) € Ord.
75(a) € W.

Suc et Pred sont deux opérations définies sur Ord et & valeurs

Nous transformons la sémantique opérationnelle (S[CP 1, tICP ], TICP])
dans Ord :

en une autre sémantique (Sf[ClP], tf[CIP 1, Tf[ClP I
(1) Suc{o) =1 et Pred(o) = 0,
f signifie équitable oi J0 = (SICP1, tICP1, TICP 1),
(2)  Suc{a+l) = Suc(a)+1.

(3) Suc(Sup(ui/iEI)) = Sup(Suc(ai/iel)).

(@) Pred(ol) = o Definition [Iv.3.2].2 :
ed{o = o,

f est une application de S[CIP] dans Sf[CIP] qui permet de définir
(5) Pred(Sup(a_i/1‘€I)) =05, 1€l

(6) Pred(a) = a, Vo » o(W,<).

tf[C]P] sur Sf[ClP] et Tf[CIP]:
(5) f:slcpl-sfierl.

s € S[CIPI, s = (JLI,...,!Ln,m)
IV.3.2.~ Sémantique générative

f(s) = (wl,...,wz,zl,...,ln,m) ol £ = |A[CP ]I et

vi € {1,.,.,2}, 3la € A[CP ], ind(a) = i.
Définition [IV.3.2].1 :

(6) Soient s,s' deux états quelconques de S[CP].
Soit CP un programme paralléle,

RICPI un langage d'assertions pour CIPP,
Mo un modéle de fatalité de CIP,

AICPP]  1'ensemble des actions atomiques de CIP.
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tFICP 1(F(s) . F(s")) =
[aie[ﬁ],(enab]ed(i)(s))A(wi=min(wj/(j*i)Aenabled(j)(s)))

,\(ind'l(i)éA[PSio])A(Vj*io, 25°23)n

tICP I1(s,s')a i
(vi€ell,, .. 2}, (enabled(i)(s)) = (wjePred(wj))]A
(vie{l,...,2} ~enabled(j)(s) = (W3=Wj))A =
[(wi=Suck (w;))a(lon) Invenabled(1) (s )a
(Vie{l,...,2}\ (i), enabled(j)(s) = enab]ed(j)(s'))}.

Théoréme [1V.3.2].

f est une application réalisant 1'équité faihle : ie

Tery - T&P[cm.

Soit a une action atomique quelconque de

s un état de CP tel que ata est vraieen s.

(at a)(s) ssi (at a)(f(s)).

f(s) = (wl,...,wl,zl,...,zn,m). On suppose que 1ind(a) = 1 et que 3
est 1'étiquette juste devant a dans CP sinon on permute.

Soit w un mot de Tf[CIP] commencant par f(s).

Notons w(i) = (wj,...,w;,zj,...,z;,mi).

On associe & chaque transition tf[CH’](sl,sz) une action atomique
b(s:,sz) qui est celle qui est effectivement exécutée

Pour tout 1 < Iwl, b(w(i),w(i+1)) = b{i). _

Supposons qu'il existe un mot w' tel que w <w' et w' infini avet

vi € IN, b(i) + a. On a prolongé la définitionde b & w'.
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Cela signifie que :

vi € N, 3 € AICP1, (b(i) = b)a( g(i) <wl).

On déduit de l1a sémantique tf[CDD], que w; > w;+1 > ... est une chaine
décroissante infinie.

Puisque < est bien fondée, on déduit que 3i € NN, w; =W,
a

fini, i1 existe k > i tel que Vj >k, (wg(j) > w,). Ce qui est une contra-

D'odl ¥jzi,w = wg(j) = W,. Puisque le nombre d'actions atomiques est

diction.
D'od 3§ € N, b(i) =a. o
On en déduit que 1'on peut modéliser les suites équitables d'un programme

CIP par la fonction f,

Théoréme [IV.3.21.2 :

Soit CIP un programme paralléle,
(W,<) un ensemble bien ordonné,
f une application d'équité faible.
Alors (sf[cn>], tf[CB’], Tf[CH’]) est la structure sémantique de fata-

1ité faiblement équitable.

Preuve :

D'aprés Te théoréme ci-dessus. o

1V.3.3.- Implantation &quitable

Définition [IV.4.3],1 :

On appelle implantation équitable pour CP une application f sur un

ensemble bien-ordonné (W,<). On note o(f) 1'ordinal de (Wy<), ofW,<).
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Théoréme {IV.3.3].1 :

Seit CIP un programme paralléle, b
(SICP ], tICPT, TyplCP 1) 1la structure sémantique de fataHté_'_':
faiblement &quitable.

Alors i1 existe une implémentation imp telle que :

(1) si weTgICP, i1 existe w' € T™P[CP] tel que w' = imp(w).

(2) si w'e TimPep 1, il existe we Typ[CP1 tel que w' = imp(w).

(3) Pour tout P,q de &, p ~a>( sous hypothése d'équité faible
ssi (5™, tM™rep], TMPICP) = P s ("

si P'=mP et Q' x0,

(4) o('imp) = |(S[C]P]s t[CP], TwF[CIP])I-

Preuve :

Deduite des définitions précédentes et résultats précédents. g

L'implantation ci-dessus décrit précisément la situation mais en préatig

tout est implanté sur des structures telles que (N,<) et 1'ordinal n'est q&

polyndmial simple (<w”). Cette remarque se traduit par le résultat suivant

Fhéoréme [I1V.3.31.2 :

Seit CP un programme paralléle,
P,Q deux assertions de <& pour CP,
imp une implantation sur (W,<).
Alors
si (SR 1, t™PICRT, T™CP]) = P s,

o(P,Q) < o(imp).
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Ainsi, si on considére une implantation imp sur N on obtient

o(imp) = o’ pour un certain j et on déduit le résultat suivant :

Théoréme [1V.3.3].3 :

Soit CIPP  un programme paraligle,
imp une implantation sur W telle que o(imp) < .
P,Q deux assertions sur of,
Alors
(S™PICP 1, t™ICP T, TR ]) = P A ssi
In € N, H{m,,mz,...,mn} <N,
P avsam Py (m,)
Py(m) ~w~> P, (0)

P (0) >0

On Ta déduit du théoréme de completude et du thaoréme ci-dessus en posant :
Rj(n) = v R(a) et o g o(P,Q).
o=’ .n+B

On terminera par quelques remarques sur ces résultats.

En fait nous avons voulu montrer que Tes programmes pratiques n'étaient
& envisager que dans des structures polynémiales et ceci a pour effet de sim-
plifier et de donner des &léments constructifs de preuve dans OL. Aucun ordi-
nal n'est apparu dans la preuve du ramasse-miettes ceci étant dl & un raisonne-

ment polyn8mial.
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1V.4.- ABSTRAETION DES TREILLIS DE PREUVE

Nous donnons maintenant une caractérisation formelle abstraite de 1a=

méthode utilisée ; cette caractérisation conduit & lier directement les of:s

dinaux, les preuves dans OL et les treillis de preuve. Nous introduisong ﬂe; ;

notions abstraites dont nous donnons des interprétations.

DEfinition [IV.4].1 :

Soit o un langage d'assertions, 0@ la classe des ordinaux.

On appelle diagramme ordinal tout objet de la forme P Q Q ou P,
sont des assertions de #, o un membre de la classe 0.

On notera @[# 1, la classe des diagrammes ordinaux sur 7. A cette o:

tion abstraite, nous associons une interprétation au modéle ordinal.

Définition [I1V.4].2 :

soit & un langage d'assertions, @[#]1 Ta classe des diagrammes ordi
naux sur &, E un ensemble non-vide, r une relation binaire sur E, T Ui
partie de T(E,r).

Une interprétation sur O[# ], notée J, est un objet tel qu'il existedl

couple de fonctions p et 5 telles que :

~

# 2 P

P
(1) wwe®, ve€E, Ple) »e € p(P).
(2) W0ed, (0= P<G] Q) (%)

a €
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[ Ve € E,(P(e) = (Yt €T, 3t €T, (t<t)a(@i € dom(t'),0(t'(i)))))

et axlrTh od I est 1'opérateur associé d cette propriété.

~—
—

On remarquera de plus que Card{a) g Card(S). Cette définition généralise

la notion de modéle de fatalité introduit auparavant,

Définition [IV.4].3 :

Soit ¢t un langage d'assertions,
Of[#1 1a classe des diagrammes ordinaux sur .
Une interprétation J sur Q[#] est dénombrable, si 1a relation bi-
naire r relative & J est dénombrable.
Etant données deux interprétations J et J' sur @ [(#1, on dit que
J est plus faible que J', et on note J —< J°', si Scs', TeT', rer'

ol S,8',T,T',r et r' sont relatifs @ J et J'.

On peut citer un exemple utilisé souvent auparavant : le modéle de fata-
Tité est une interprétation sur O[A[CP1]. Comme précédemment nous déduisons
quelques propriétés au sujet des ordinaux associés & des diagrammes ordinaux

pour une certaine interprétation.

Théoréme [IV.4].1 :

Soit & un Tangage d'assertions, J une interprétation sur @[d].
1.- S J est dénombrable, alors, pour tout ordinal o, toutes assertions
P.0 de #, si{iE P 4] 0, alors o < w,},
2.-  Si, pour tout ordinal a, pour toutes assertions P,Q de A, {si
JEP @ Q, alors a <w,, alors i1 existe une interprétation J'

sur & telle que :



m—

169 - 170 -

3 T'=TnT Eyr).
-J —<< J. ( ) ( )
On vérifie que J' réalise les trois conditions :

D1 —<

@ Soient v(J),v(J') les classes respectives de validation de J et

- La classe des diagrammes ordinaux validés par J est la méme que celle

validée par J°.

- J' est dénombrable. __

__j de J'. Puisque T'<T,r'cr,S' S, v(J') cv(J).
_ it 0 J e

Preuve : | Soit P @ ) tel que J k= P @ Q: .
= Soit T 1'opérateur associé & P s

1.-  Puisque J est dénombrable, on applique les résultats du chapitre 1 ! EFIbEIR SSSat @ 9

V(ese') € (Ip)2, rle,e') ssi r'(ese’).
Do J' k= P <G| 0.
@ Soit suc(e) = {e' € S'/r'(e,e")}.

Soit e €% pour T €T et aglly.

a (E,r,T) et on en déduit que est dénombrable.

2.~ Supposons que J valide une classe de diagrammes ordinaux attachés é’

des ordinaux dénombrables. On dé&finit une interprétation, notée J'

en posant : !
Card(suc(e)) g Card(p € ord/ar € r,(e € ™Ma(e' € I‘B)A(B < a))
g . '

Dol r' est dénombrable,

Définition [IV.41.3 :

Soit ¢ un langage d'assertions,

J une interprétation sur @[],
On appelle ordinal de J, et on note |JI, tel que

(Esr,T), (E',r',T'). 101 = Sapla/(P.0 € & Ja(d &= P <} 1.

1y E=©E".
2 Soit e,e' deux éléments quelc de S,
Vr ot EE Lttt b Théoréme [1V.4].2 :

soit T, 1'ensemble de tous les opérateurs associés aux diagrammes ordic .
i i Soit & un langage d'assertijons.

validés par J . d'aprés 1'hypothése, tout eiement I de I est .
ides pa P yP 2 1.- Si J est une interprétation sur O[#1 telle que

tel que ITH < w,. ~
* . > E, alors 131 = Sup(iri/r € Ig) ot T est 1'ensemble des
p

On pose alors :

r'(e,e') ssi r(e,e')a(ar € r,3a < AT, (e € T9)A(e' ¢ TB)A(B z 4 opérateurs associés & O [#1 interpréte par J.




2.- Si J est dénombrable, alors |J] < Wy,

3.-  Si J est une interprétation telle que J| < wy, alors i1 existe I
interprétation dénombrable J' telle que
J'"—<J, W'l = 13l et pour toutes assertions P,Q de o, ;f

I P <g|Q ssi 3= P <] 0.

Preuve :

1.- 11 s'agit tout simplement d'une autre formulation de la définition cap
d tout diagramme ordinal P <::] Q valide pour J on associe un Opé-
rateur T tel que P = p(Ta). |

2.- S1 ) est une interprétation dénombrable, alors tout diagramme ordin
valide pour J est tel que son ordinal est dénombrable, donc 1J1 g @j
Supposons que 1Jl = w,,

Dans ce cas, pour tout @ < w,, il existe § de & tel que HFQH Eﬁ
ol HPQ! est 1'ordinal calculé & partir de Q, en arriére.
Soit Q,,Q, telles que 0,,Q, € &,
On remarque que T’Q1 U PQz = Pvaoz
et HFQ,VQZH > "FQIH'
> "eru'
Pour tout o < w,, i1 existe Q, tel que Q € & et "PQQH = a,
soit Q = aegrd Qa' On doit examiner les différentes hypothéses au sujet EIB;l
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(D 4 est expressibie dans ie @ est de type 6£&B ol « > u

&/
(:) Q n'est pas expressible dans 7t ie # est de type.

Si Q n'est pas expressible dans 7, alors 1'opérateur FO a pour
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ordinal de cl6ture, par définition w,. Nous avons supposé J dénombrable,
donc |J] < w,.
3.- Soit J une interprétation telle que [J] < w, .
J valide les diagrammes ordinaux attachés aux ordinaux dénombrables et,
par le théoréme 1V.4.1, on en déduit qu'il existe J' dénombrable tel que
J' —<C J. Puisque J' valide les mémes diagrammes ordinaux, q]prs [d' = {Jdi.
On note ¢ [d%]J, 1'ensemble des diagrammes ordinaux val;des pour J. On
supposera J appartenant & un sur-ensemble noté I. On définit alors deux
ensembles : -
0, [#] = (OIR1H/I € I(w,))
Ho,) = {9 € /131 <w).

On en déduit la propriété suivante & propos de I[{w,) et de Om [41.
1

Théoréme [IV.4].3 :

Soit & un langage d'assertions.

IT existe une surjection de I{w,) dans 0uJ ().
1

Preuve :

I1 suffit, pour cela, de définir la relation d'équivalence suivante
noté = :

J=J" ssi J et J' valident les mémes diagrammes ordinaux.

Soit I(w,)/,, 1'ensemble des classes d'équivalences de I(w,)
modulo =,

Soit st I(wy) - 0, (1

J - s(d) o s(J)=d [d%]d. )
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Cette bréve &tude des diagrammes ordinaux et de leurs mterpretatwnsh- :

dénombrables, nous permet de donner une correspondance existant avec les , i
treillis de preuve précédemment utilisés. L'interprétation J d'un diagramg '

ordinal sur un langage R oesta comparer avec les modéles de fatalité. Les .

modéles de fatalité s'intéressent a des programmes et & des langages d' assep.

tions 71’[ ] associés & ces programmes.

Théoréme [1V.4].4 :
Soit CP un programme parallsle,
O%[CIP] un langage d'assertions pour cP,

e

WE le modéle sémantique de fatalité faiblement équitable.

Ie= L'K’WF est une interprétation sur F[CIP].
2.- 01 & [CIP]]& est 1'ensemble des assertions de fatalité valides
pour «b
3.- Il existe trois applications $,55,,1 telles que
- 51,5, soient des surjections.
- 1 est une bijection.
- BLePIALCP]] — L Iigiery,

GICPIIRICP ]

ol GICPIIRICPI] est 1'ensemble des treillis de preuve relatifs § CP
construits avec la méthode et ~ est une relation d'équivalence telle que !

TP(P,Q) ~TP(P',Q') ssi P =P' et Q=qQ'.
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Elle se déduit immédiatement des résultats précédents.

On peut identifier les classes de treillis de preuves aux diagrammes
ordinaux dont 1'ordinal est plus petit que "‘K’NFI' On &crira donc :
P, e FICPI,

TP(P,Q) uz P<g 0 o ag iyl

Nous terminons ce paragraphe par une remarque globale entre la méthode
des treillis de preuve, le systéme formel OL et les assertions de fatalité

valides pour J’WF

OX ®

=+

(::) : Th(OL)

@ . CLPIRKCP 1]
: GIkicP 1
©, e

®

Th{OL) désigne 1'ensemble des théorémes du systéme OL.

t permet de translater une preuve dans OL en une preuve par ta méthode
des treillis de preuve : c'est la méthode.

% est obtenue par correction et complétude de OL & 1'aide des autres

fonctions,
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0, est une opération inverse de 0 qui existe par correction de p|

0, est une abstraction au niveau de la méthode,

P.Q ekICP]. -
t(g b= P Q) = 56 = TP(P,Q) '

HIP(P,0)) = (g F— P >0,
0,(TP(P,Q)) = (S = P ).

0, (e = P wrQ) = TP(P,Q)

0, (o = P ~~>0) = (o = P Q).

U, (oyp = P am>0) = (o — P ~wr>0).

On utilise dans Ta preuve de correction de 1a méthode des treillis de
preuve souvent ce diagramme qui représente le raisonnement. On Justifie ainsf
1a méthode et son &noncé. On peut récapituler les diverses régles de OL en
un tableau qu'il faut comprendre de 1a facon suivante : tout ce qui est &

gauche est & prendre pour hypothése et i droite comme conclusion de Ta partie

gauche.
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Sh=0:P <0 ega

, est une opération inverse de 0,. On &crira les propriétés suivﬁﬁ;_

Il

P <g|0o, a=R

P{]Q,RQ} Py a,B € Ord, o4p = v

vielcN, pi Q et a=Tima,
i€l

P<q] o

gls = Pl
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V - GENERALISATION AU CAS DES
PROGRAMMES DISTRIBUES
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V - GENERALTSATION AU CAS DES
PROGRAMMES DISTRIBUES

V.1.- PRESENTATION

L'étude des programmes a &té, jusqu'ici, menée pour le cas de programmes
paralléles formés de programmes séquentiels non-déterministes partageant des
variables communes. Le mécanisme de "partage de variables communes" est un
des mécanismes de communication rencontrés dans la littérature ; parmi les
autres mécanismes de communication, on peut citer la notion de rendez-vous
rencontrée dans CSP et qui a été gtudige d'un point de vue axiomatique
par APT et CO [AFD], APT [APT2] et la notion d'envoi de messages dans un tam-
pon de fagon synchrone ou asynchrone. Ce dernier cas nous intéressera parti-
culiérement dans ce chapitre et notre point de départ sera 1'article de
SCHLICHTING et SCHNEIDER [SCS] qui donnent notamment une méthode de preuve
d'invariance de style HOARE [HOA] pour ce genre de programmes. Notre probléme
est de considérer le mécanisme d'envoi asynchrone de messages dans un tampon
pour le cas des propriétés de fatalité et un exemple intéressant sera 1'étude
d'une de ces propriétés dans le cas de la version améliorée de 1'algorithme
d'exc1u§ion mutuelle dans un réseau de N sites de RICART et AGRAWALA [RIA],
due & CARVAHLO et ROUCAIROL [CARI. Nous présentons une variante de la méthode
de SCHLICHTING et SCHNEIDER [SCSI, en la justifiant & 1'aide d'une sémantique
opérationnelie et en T'illustrant par la preuve d'exclusion mutuelle de 1'al-
yoriiime précédemment cité. En supposant quelques nypotheses, nous introduisons
un systéme de preuve de fatalité adapté & ce type de programmes et la méthode
des treillis de preuve appliquée & ce cas est utilisée pour prouver que toute

requéte de section critique dans le réseau fait par un site est satisfaite
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fatalement. Nous spécifions d'abord 1a syntaxe des programmes distribuas, o

V.2.- SYNTAXE ET SEMANTIQUE DES PROGRAMMES DISTRIBUES

Précédemment, au chapitre 1I, @ désignait la classe des progranmmeg
séquentiels non-déterministes. Nous enrichissons cette classe, en lui adjgﬁ'-‘
gnant deux structures de base correspondant & 1'envoi et a la réception d'yy
message : .

[Send mes to dest] et [Receive mes when cond]

On note PL+1, 1a classe obtenue.

Définition [V.2].1

P[] est la plus petite classe de programmes telle que ;
(1) Iv:=el, [v:=?], [Skip], [Send mes 1o dest],[Receive mes when cond]

sont &léments de Ple],

o veW ec &, mes €[, dest € &, cond € R .
(2) Prleo] est stable par application finie des régles suivantes :

(2.1) i 5,5, €Ple1, alors [5,35,] €Pres].

(2.2) 51 5,5, €PL], B € B, alors [if B then S, else s,] €Dl

S €P1] [while B do S od] € P[],

{ilresp. &1, [resp. (=11, [resp. o], [resb.@]} est 1'ensemble des variabé
{[resp. des expressions], [resp. des messages], [resp. des noms de sites ol
de noeuds], [resp. des expressions booléennes]}.

On définit trivialement B[] come £, & partir de Plesq.
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Définition [V.2].2 :

Soit P[] 1la classe définie c-dessus.
Gl++] est la plus petite classe contenant P[«] et stable par appli-
cation de la régle suivante :

si Pe G’[*—»],...,]Pn € P+, alors [Cobegin IP, 0...1P, coendle Gl

A 1'aide de G [+, on définit < 1la classe des programmes distribués.

Definition [V.21.3 :

& estla plus petite classe contenant % [«] et stable par application
de la régle suivante :

s CP,,....CPy, € G, alors [Disbegin CP,1...[CP, disend] € 9.

Tout élément de G[+] sera appelé un processus et tout &lément de
Pl«]1 apparaissant dans un processus sera un sous-processus de celui-ci.
Nous avons ainsi précisé la nature des objets concernés par cette étude, con-
trairement & SCHLICHTING et SCHNEIDER [SCS] qui disposent de "processus" sans
aucune définition formelle de ces objets.

On étend Ta fonction d'étiquetage 3 &, notée Tab par :

.- DP = [Cobegin PS...[PS, coend]

1ab(DP) = (2,:Cobegin 1ab(IPS,)I...L1ab(PS Jcoend ; 7,) o

2, ¢ igfzmsi], 7, ¢ igfznpsi], 2, €, 2, €8

V(1,3) € Inl, i+ § = LIPS;T nL(PS;) = 9.

LOP] = (2,0} v 1?{‘*”’51‘]’

2.-  DIP = [Disbegin CP 1...1CP disend]
1ab(DP ) = (g:Disbegin ]Q(CPI)H...ELa_b(CIPm)disend HEA!

n m
o 2eol, 2 € et o ¢ U o%’[clpil, g ua‘ftcpi],z¢z',
i=1 i=1
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n
LIP] = {£,8'} UICP I,
1=

V(1,d) € [n], (1 # §) ~¥ICP,] N [CP;] = .

A chaque processus CIP~i de DIPP, on associe un ensemble de variab]e{:

noté ?/"[CIPi], on supposera que :
v(i,j) e [ml, (i#+J)= IY[ClPi] n zr[cmj] = p.

Avant de donner une sémantique & chaque programme distribué, nous défi

nissons, au préalable, une notion auxiliaire, celle de multiensemble.

Définition [V.21.4 :
(1)  Un multiensemble M est un couple formé d'un ensemble IMl et d'une

application m de IMl dans N dont le domaine est IMI. On notera

M(x), pour x € M, o0 M(x) = m(x).

(2) Soient M, et M, deux multiensembles.
(i) M, o M, symbolise le multiensemble de domaine

IM,IUIM, 1 et d'application m = m+m, sur IM IUIM,I.
(1) On dit que My =M, ssi IMlciM,l et m, €m,

(iii) si M, = M,, on définit M, e M, Tle multiensemble M tel que

Ml = M, 1UIM, 1 et m(x) = m,(x)-m,(x) pour tout x de IMI.

Un ensemble E est un multiensemble, si on Tui associe 1'application
e telle que :

vy £ F, e(v\ -1 et dom! } =r,

= D

Soit P un processus de DIPP ; on lui associe la notion d'état par 13

définition suivante.
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Définition [V.2].5 :

Soit P un processus de DPP (DPP €9) ; IPSI,...,]PSn les sous-pro-
cessus de P ;bZ[IPSi] (1 € {1,...,n}), 1'ensemble des é&tiquettes associées
E ]PS1. s WIP] 1'ensemble des variables de IP.

On appelle &tat de PP, et on note s, le 3-uplet formé d'une multi-
étiquette L de <L[P], d'une application m de WI[P] dans JMG[P] et
d'un multiensemble appelé tampon de IP, noté .

o [{P] est un ensemble dont les &léments sont des multiétiquettes

ie:2el[P] ssi {I=¢g

A

n
ou L=3% ou ie€nIPS,I).
R & !

J6[P1 désigne 1'ensemble des valeurs des variables de IP.

On note S[IP] 1'ensemble des &tats de IP. On définit une relation
sur S[IP], appelée relation de transition qui décrit 1'exécution pas-a-pas
de chague &lément de IP. Les sous-processus IPSI,...,]PSn partagent des
variables communes. En fait, nous définissons un &tat en précisant 1'&tat du
tampon associé au processus IP, sans se référer & des processus qui pourraient
éventuellement communiquer ; nous introduisons la notion d'environnement de
P pour un programme DP contenant PP,

Un environnement de [P, noté E, est tel que :

si DIP est un programme distribué de <) contenant P,

E(IP,DP) = {1,...,n} oi

(DP = Disbegin I, ... disend) et 3i € {l,...,n}, P = ]P]..

Nous définissons une relation de transition t[IP1/¢ pour un environne-
ment donné guelconque de 1P,
Sofent s,s' deux &léments quelconques de S[IP],

E un environnement quelconque de IP.
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Definition [V.2].6 :

t[IP]/E(s,s') si et, seulement si,

_ Soit DIP un programme distribué, P,s...,P_ Tes processus composant
[(l_a_b(IP)a&]:Cobegin % :aln.l.uzn:an coend; £, :JA(S=(8, sM5T))A m

DIP.
(s‘=((11,...,zn),m,r)]v S ) 1
= n appelle &tat de DIP, et on note s, tout m-uplet s = (s ,....s

[(l_alz(P)s&:Cobegin 01;2.;1[]-.-(xn;lr'licoend;!?,z:)/\ o :p e B (e "‘)

- s. est un &tat de n,
(5=((8}5 o20) ) )a(s = (B ) |y SO Frese e

est 1'ensemble des &tats de DIP et est égal &
[(]P=Cobeg1‘n PSI...0PS coend)/\(s=((9,1,...,!Ln),m,T)A(s'=((£.1',..,zr'l).m',T')
’ : ; . MSIP.Ju{s, ,sc.} ol s; et s.. sont les &tats tels que le contrdle

A{B!'lE[n]s(VJe[n]\{'l],(£j=23))l\(_1ib_(lpsi)5(x;£i:S;Z%:B)A jo1 1 in>>fin in fin

(SélReceive mes when cond])(SALSend mes to dest])a se trouve avant Disbegin et aprés disend respectivement.

) . : On définit alors une relation de transition t[DP] sur S[DIP] par :
((Se{lv:=el,[v:=?],[Skip}})v(S€{<B>I[if B then ..fi]})

soient s,s' deux états de DIP :
v(S€{<B>[[Eh_iLe B do S" 0dl}))a
1:[IPSi]((Li ,m),(z%,m'))/\('rw')}]v

[(s,=((;z1 s o2 L T)A(S =((8)40 08, ) o0 st ))a(m =0 mes])a

E,=E,=...= En = {1,...,m} = E.
tIDPPI(s,s") si, et seulement si,
[(@(D]P)sz:msbegin Lpiaglle e ta coend;e’:)a

Ei1'€[n],(VjE[n]\{i},ch:z\;.)A(E(!Psi)sa;z:keceive mes when cond;s':g)
(vieE,( %=(!Li,mi,Ti)))A(ViEE,(si=(£,mi,Ti)))/\

A(!!,1.=2)A(2%=L')}Acond[vm]/\(r=r' ® {vm})]
v[(s=((£1,...,ln),m,r)/\(s'=((£1',...,zﬁ),m',r'))/\(m=m')/\ (S=(515-..95m))l\(5 =(51;-.-:5m)):,v
(Bie[n],(vj(—:[n]\{i},lfﬁj)A(E_Q(IPSi)sa;z:M mes to dest;2':g)a

(Qi=z)A(z%=£‘)v(a!dEE,(dest=d)A(td'=rd ® {mes[m]}))}

[(J_altl(DlPEL:Disbegin o‘l;SLI':II...Ichm;Jlr;,:coend;l':)A
(vi€E,( _'i=(£',m_i,Ti)))A(ViEE,sf(JL%,mi,'r_i))/\

(s=(s,,- ..,sm))/\(s'z(s;,...,sr;]))]v

On note mes[ml, 1'évaluation de mes dans 1'état mémoir de P i

L e [GEE) ELP {Tp(51,53)AVKEE N (1,),5,=s)
et Td’T& désignent les tampons de d respectivement avant 1ivraison de
Al{i +J) = (2j=25)A(mj=mj)A(Tj=Tj ® {mES[mi]})

mes[m] et aprés livraison de mesim] a d.
A1) = (Ti=, @ fnestng 1) .

On appelle sémantigue opérationnelle de P dans 1'environnement E

Te couple (SIP], t[P1/g). On définit une telle sémantique pour tout DIF
de 9 On appelle sémantique opérationnelle de DP le couple (S[DPI, t[DP1]).

Ainsi peut-on associer & tout programme distribué une sémantique. Nous avons
supposé que tout message envoyé est immédiatement délivré & son destinataire 3

ceci revient & supposer que le moyen de communication est complétement fiable
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* I &

=i

et de plus cela revient 3 supposer cette opération comme atomique. LAMPORf;
[LAM3] définit une méthode d'approche de la correction de programme sans :
considérer la notion d'atomicité et i1 serait intéressant de regarder si sz
méthode peut se généraliser ici. :

Nous supposons ici encore qu'il existe deux fonctions que
1'on peut utiliser chaque fois que 1'on a besoin d'une assertion et que lf;;
dispose d'une définition ensembliste de celle-ci. La notion d'action atomi;
que est liée a la sémantique opérationnelle et comprendra deux nouveaux cas
possibles : 1'envoi et la réception. Notre intérét se portera sur deux types
de propriétés de DIP : 1'invariance et la fatalité.

Comme pour le cas des programmes parallales, on &tend les notions de
langage d'assertions, de traces, de modale de fatalite pour e cas des pro-
grammes distribués,

En fait, les notions restent identiques modulo Ta substitution de
t[DP) & t[CPP], de S{DP] & S[DPP],

Avant d'entreprendre 1'etude de 1'algorithme cité auparavant, nous
précisons la méthode de preuves d'invariance que nous utiliserons, Elle
sera appliquée & la preuve de 1'exclusion mutuelle dans 1'algorithme amélioré
par CARVAHLO et ROUCAIROL [CAR] et di & RICART et AGRAWALA [RIA]. Nous 1i17us
trerons le systéme OL étendu & ce type de programme, en prouvant que tout

site demandant sa section critique 1'obtiendra fatalement.
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V.3.~ PREUVES DE PROPRIETES D'INVARIANCE

V.3.1.- Généralités

SCHLICHTING et SCHNEIDER [SCS] donnent une méthode & la HOARE, pour
prouver des propriétés d'invariance de programmes distribués dans le cas ol
Ta communication est asynchrone via un tampon. Nous exposons de fagon con-
densée Tes trois points de cette méthode :

- annoter séquentiellement chaque processus de DIP.

- prouver la satisfaction des assertions figurant devant les primitives
de communication ; ie montrer que les communications se font correc-
tement par rapport aux assertions.

- prouver 1'absence d'interférence.

Cependant nous ne considérons pas la méme décomposition de 1'invariant
global et le point 2 sera un point particulier du point 3. L'axiome sur la
primitive de réception (receive) nous parait trop grossier et nous 1'avons
quelque peu modifié en tenant compte du tampon comme variable partagée par
chaque processus de DP et Ae la sémantique opérationnelle de DIP. Notre
langage d'assertions #[DP] est supposé suffisamment expressif au sens
de COOK [COO]. Notre méthode est une extension de celle d'OWICKI et GRIES
[OWG] en utilisant les compteurs (at, in, after) & la place des variables
auxiliaires ; nous pensons que 1'axiome “miraculeux" du receive complique Ta
preuve et la rend plus longue.

Nous proposons alors la méthode suivante issue d'un compromis entre
celle d'OWICKI et GRIES [OWG], COUSOT R. [COU] et SCHICHTING et SCHNEIDER
[SCS]
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Annoter séquentiellement le programme DIP en tenant compte de 1'assﬁiﬁ
I & prouver invariante. _,T
Prouver les absences d'interférences. :
Pour le point (:) , utiliser Tes axiomes et régles & la HOARE-OWICK].
GRIES, 3
P, Q, P, Q, Py, P, e EIDP],

Al : {P} Skip{P}

A2 . {Ple/y1}v:=e{P}

A3 : {P[7

ofmes}/  1}Send mes to dest{P}

dest dest

A4 : {P[t Q{MGS}/T]A(MES € T)acond[mes]}
Receive mes when cond
{Pacond}
ol TrTqest SONt des tampons (considérés comme multiensembles)

Rl : _PABIS1{Q}, (Pr-B}S2{Q}
{P} if B then SI else S2 £i{Q}

{Pwhile B do S od{Pa~B}

{P,IS1{P,}, {P,}S2{P,}
{P,1s1;52{P,}

R3 :

P=P,,{P;}5{0,},0, = @

{P}s{qQ}

R ~

IT nous reste & préciser 1a notion d'interférence relative a ces proprﬁg'
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Définition [V.3.1].1 :

Soit P une assertion de 1'annotation séquentielle de DIP.
S une instruction de DP telle que [v:=e]}, [v:=?], [Skip],

[Receive mes when cond], [Send mes to dest], une partie séquen-
tielle s'exécutant atomiquement.

On suppose que P et S sont concurrentes dans DIP ie ils n'appartien-

nent pas au méme processus ou mdme SOUS-processus.
On dit que S n'interfére pas avec P, si
{Papré(S)}S{P} est vrai, ol pré&(S) est 1'assertion de 1'annotation sé-

quentielle se trouvant devant S.

Définition [V.3.1].2

Soient IPSl,...,]PSn les programmes séquentiels constituant CIP un
processus de DIP, On dit que {PI}DDSI{QI},...,{Pn}D’Sn{Qn} n'interférent
pas, si, pour chague i de {1,...,n}, pour chaque instruction S de B’Sj
ol j#+ 1, S n'interfére pas avec chaque annotation de IPSi.

Soit la régle suivante proposée par OWICKI et GRIES [OWG] :

(P1IPS{Qu},.., (P }PS Q) n'interférent pas

RS : =
{/R P;3Cobegin PS,Il...IIPS_ coend{ A 0;}
i=1 i

i=1
Cette régle nous permet de déduire des propriétés au niveau du processus
et i1 nous faut ensuite prouver que ces propriétés vérifiges localement par
processus restent vraies au niveau du programme distribué.

Ainsi nous proposons une régle relative a 1'interférence possible entre

processus.
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Définition [V.3.11.3 :

Sofent TP, ,...,P"] les processus de DIP. On dit que
{P,}P, {Ql},...,{Pm}DDm(Qm} n'interférent pas si, pour chaque 1 de -
{1,....m}, pour chaque instruction S d‘'un autre processus, S n'interférg;}

pas avec chaque annotation de DDi.

- {Pl}lPl{QJ},...,{Pm}Pm{Qm} n“interférent pas

m m
{/\lPi}Disbegin Pyll...IP, disend{ A Q;}
i= i=1

V.3.2.- Preuve de 1'exclusion mutuelle pour 1'algorithme de RICART et

AGRAWALA [RIA] amélioré par CARVAHLO et ROUCAIROL [CAR]

V.3.2.1.- Description de 1'algorithme

RICART et AGRAWALA [RIA] présentent un algorithme permettant de réalise
de fagon asynchrone. Leur algorithme exige & chaque invocation de section cri-
tique exactement 2«(N-1) messages et ils en donnent une preuve informelle,
guant aux propriétés exigées pour de tels algorithmes. Le principe de cet
algorithme est le suivant ; afin de garantir une certaine priorité au niveal
des requétes de section critique, on définit Tocalement un systéme d'estampil-
lage de style LAMPORT ; cet estampillage local posséde une référence globale
Tiée aux messages recus ; globalement, tout site, qui demande sa section cri-
tique et qui n'y est pas encore, est ordonné totalement par rapport aux autres
sites faisant la méme requéte, La priorité ainsi définie est stricte et perfet
de garantir 1'exclusion mutuelle et 1'absence de famine. CARVAHLO et ROUCAIR(-
[CAR] proposent une amélioration de T'algorithme de RICART et AGRAWALA [RIA:
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en diminuant le nombre de messages par invocation de section critique et

ce nombre est alors inférieur ou égal @ 2%(N-1). En effet, ils remarquent
que, si un site i a obtenu 1'autorisation d'entrer en section critique de
la part d'un autre site j et si ce dernier j n'a pas demandé la sienne,
alors le site 1 peut se passer de 1'autorisation de j. Nous adopterons
alors cette nouvelle version qui ne demande que de considérer un nouveau
type de message supplémentaire. Nous décrivons plus précisément 1'algorithme
et Ta structure de donnée utilisée par la suite.

Nous désignons par RA 1'algorithme, qui se compose de N processus
paralléles appelés noeuds et on dit que RA est un réseau, Chaque noeud du
réseau RA contient la méme copie des processus qui invoquent la section
critique, la rendent ou traitent Tes messages.

Chague noeud de RA se référe & son numéro ME ; chaque noeud ME dis-
pose d'une copie du méme processus paralléle noté CP(ME) qui est composé de
deux processus qui bouclent indéfiniment et qui se partagent les variables
OSN, HSN et WAITING permettant d'é&tablir 1'ordre de priorité : OSN est le
numéro accordé au site ME, HSN est le plus grand numéro accordé aux sites
ayant envoyés un message & ME et tel que ME 1'ait recu, WAITING signale
que ME attend sa section critique. Le premier processus est composé de deux
parties : une qui demande la section critique et une qui la rend. Le second
processus traite les différents messages présents dans le tampon du site ME.
Le scénario de demande de section critique est alors le suivant :

Le noeud ME demande sa section critique et, pour cela, initialise OSN
et WAITING, Puis i1 envoie des messages de requétes aux autres sites, qui ne
Tui ont pas auparavant accordé 1'entrée et pour cela on utilise le tableau

(AL31) 4ME qui est vrai en j, si Jj a autorisé ME. ME attend les N-1
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réponses ie i1 attend que A soit vrai. Au cours de cette attente il difﬁgg'{ﬁ

Tes requétes de noeuds de priorité moindre, en utilisant 1'ordre total d‘egﬁ I
tampillage défini par OSN et ME car chaque message contient un numéro gt
un numéro de site ; i1 positionne ainsi un tableau (R-D[j])j¢ME vrai en ﬁ;'
si ME différe sa réponse & j. Enfin, si ME entre en section critique, §1
positionne USING & vrai. Au cours de la restitution de sa section critique,
ME envoie des réponses & tout noeud j tel que R-D[j] est vrai et positihﬁi
ceci a faux. Ceci permet & j de progresser vers sa section critique. Nous
donnons quelques remarques sur 1'algorithme de CARVAHLO et ROUCAIROL [CAR]
relatifs & sa correction. Une premiére tentative de correction nous a conduﬁ;
a un algorithme conduisant & un blocage total et ceci &tait dii i une mauvafsa
spécification de 1'emboitement des divers processus qui n'avait pas été pré-
cisé par CARVAHLO et ROUCAIROL [CAR] . Nous avons donc modifié 1a présentation
de 1'algorithme RA pour utiliser notre syntaxe ; nous proposons 1'algorithue

suivant.
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CP(ME)::= Cobegin
while true do
REQUEST~RESOURSE ;
C-SIMET;
RELEASE~RESOURSE

od
I
Receive mes when ;gg (mes="Reply(j)')

(mes="Reply-Request(HSN,j)"')
(mes='Request(HSN,j)')];
if(mes="Reply(j)')then REPLY-MESSAGE
else if (mes="Reply-Request(HSN,j}")then
REPLY-REQUEST-MESSAGE
else REQUEST-MESSAGE
fi

On note ME un site quelconque du réseau de N sites.
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Structure de donnée au noeud ME % V.3.2.2.1.- Preuve séquentielle de RA
CONSTANT ME,N ; i. Nous divisons la preuve séquentielle et donnons dans la suite la preuve
INTEGER OSN initial (0) ; — séquentielle associée aux diverses parties de RA.

HSN initial (0) ; On notera Mvg.g: 1e multiensemble contenant les messages regus par ME
BOOLEAN Al1..N] initial false ; et MME g» le multiensemble contenant les messages envoyés & ME. L'Gtat du

USING  initial false ; tampon T de ME est donc tel que :

WAITING initial false ; T Mye,s o My -

R-DI1..N] initial false ;
— Au cours de notre propos, nous utiliserons Tes prédicats suivants :

Nous ne d i j i
onnerons pas les parties en caractéres majuscules, mais nous wME 5 UME , AME , R-DME dont le sens est :

les préciserons dans les annotations séquentielles par la suite.
Wyp est vrai ssi (NAITINGME = True)

Uyg est vrai ssi (USINGME = True)
N

V.3.2.2.- Preuve de 1'algorithme : exclusion mutuelle

Un premier critére de correction pour cet algorithme est 1'exclusion | Aye est vrai ssi 523 [AME[j] = IE!S}'
mutuelle. I1 s'agit de prouver que 1'assertion suivante est inyariante pour j*”ﬁ
cet algorithme : R-Dyp est vrai ssi {} [R-DME[j] = I[gg].

, Jon
MUTEX = (i,;;Z[N]}RJ(CSi A csj)] ol csk signifie que k est en | [N] désigne le sous-ensemble de IN, {1,...,N}.
%] Afin de repérer chaque variable de chaque site ME, nous indiquerons
celle-ci a 1'aide de ME, si ME est le numéro du site concerné : OSNME

section critique et, en se reportant aux preuves ci-aprés et notations, on d& désignera la variable du site ME, lorsqu'on 1'utilisera comme variable dans

finit €S par : les assertions.

CS, = [(in C-S[k])v(at,18)v(at, 19 t,20 t
k (—“ )V(*—k )V(——k )V(E—k )V(E—kZI)] V.3.2.2.1.1.- Preuve séguentielle de RA

| On définit les notations auxiliaires suivantes pour les assertions dont

at S signifie que Te contrdle est devant 1'instruction § du site k. ;
nous aurons besoin de définir par la suite,

M-RQur est un multiensemble qui contient Tes numéros de sites n‘ayant
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pas autorisé ME & entrer en section critique mais 4 qui ME a envoyé uﬂg'_

requéte qui est dans le tampon du site :
i€ M-RQyg  ssi ~'AME[i]A(REQUEST(OSN,ME) EM; g o MRl

M-RPME est un multiensemble contenant le numéro des sites n'ayant mﬁ-
autorisé ME & entrer en section critique et 3 qui ME n'a pas autorisé i
entrer en section critique mais la réponse de chaque site est i traiter par

ME :
ieM«mEsﬁ~AmHMM#mhmwuﬁ)€WLse%Lﬁ

M-AUTye  est un multiensemble contenant le numéro des sites qui ont
autorisé ME & entrer en section critique et desquels ME a regu le message

de réponses
ie M-AUTME s$si Ayel 1AL (REQUEST (OSN,ME) eMi’R)—(REPLY(i) € MME,R)]' |

M—RRME est un multiensemble contenant le numéro des sites & qui ME
a envoyé une réponse-requéte a la suite d'une priorité inférieure & celle
d'un site demandant sa section critique :

| € MRy ssi (REPLY-REQUEST(OS,ME) € M, ¢ o Mi g

M-RDyr est un multiensemble contenant le numéro des sitac différant

Teur réponse @ ME et & qui ME a autorisé 1'entrée en section critique :

ieg M—RDME ssi R-Di[ME]Ar«AME[T]AAi[ME].
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M-TRAITME est un multiensemble qui contient Te numéro des sites qui

ont répondu & ME et dont on traite la réponse ou 3 qui ME a envoyé une
requéte traitée par ce site ou & qui ME a envoy& une réponse~-requéte traitée

par ce site :

i€ M-TRAITy.  ssi {[(REPLY(J) € My p)a(d=i)lv
[(REQUEST(OSN,ME) € M, o)a(TSN=0SN)a (J<ME)]
VL (REPLY~REQUEST(OSN,ME) € M, o)A(TSN=OSN)A(J=ME)1}
3

Nous utilisons les assertions suivantes dans la preuve séquentielle :

slyp = {IM-RPy = M-RQy: = M-AUTyp = M-RRye = M-RDyp = M-TRAIT) = @la
~ R-DMEAA-UMEAfvaEA[VlelN]-{ME},wg¢(ME € M-RDy) 1A
[v2€INI~ {ME}, (% ¢ M-RPyU M-AUTye UM-RRHE)]A[MME’R = Pla
[VAEINI \ {ME}, W =(REQUEST(OSN, ,2) £ MME’R)]}.

Cette assertion décrit les conditions initiales du processus de chaque

site ME de RA.
#[, = {[M-RPME = M-RQME = M-AUTME = M—RRME = M—RDME = M-TRAITME = @la
~ R-DMEAfvUMEA«vaEA[VQEIN]\ {ME],WQ»(ME |4 M—RDQ)]A

[vReINI~{ME}, (2 ¢ M-RPyeY M-AUTME UM-RRye) 13,



Cette assertion décrit les variables du sous-processus de RA, qui

demande 1a section critique, au début du cycle : aucune demande n'a &té faféf

encore,

N
*Ia & {(MME,R = ¢)/\(J/_\1 ~ AJ{ME])}

I,

Tes messages et avant tout traitement, aucune autorisation n'est accordée.

#1, = {[{mes = REPLY(J)) = (K=j)1a

I,

son traitement par ME.

£

Iy
messages.

On
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décrit les variables du deuxiéme sous-processus de RA qui traite

[(mes = REPLY-REQUEST(n,j}) = (TSN=n)a(J=j)1x
[(mes = REQUEST(n,j)) = (TSN=n)a(J=j)]}.

décrit 1'état des variables aprés réception d'un message et ayant

N
= {[(mes = REPLY(j)) = ((wMEvuMEv(QAME[j]A~wMEA~uME))

= (3 € H-AUTy)) I

N
[(mes = REPLY-REQUEST(H,J))=>[((HMEVUMEv(j/:\lA[j]A~NMEA~UME))
= (j€ H-AUTy ) JA (W (ME € M-RD;)) 11
[(mes =

REQUEST(n,J))=(NME=(ME ¢ M-Roj))]}.
décrit 1'état des variables, aprés réception et traitement des

propose alors la preuve séquentielle suivante globale décrivant tout M
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N
0:{J/:\l[MJ’R=MJ’S=ﬂ)ANAJA~R-DJA(OSN‘]=HSNJ=O)ANWJANUJ]]

DISBEGIN

b

P Nyyeo= = ~ ~ ~ ~B- of
ME: {(0SNy=HS Ny =0) A~ Myye n~ Uy w~ Ay A~ R-Dye (Mg 0=0)aTyye}
COBEGIN
1:{(OSNME=0)A'VWMEA'*UMEA’“AMEA’“R‘DMEAIl}
while true do
{REQUEST-RESOURSE};
C-SIMET;
{RELEASE-RESQURSE}
od
01:{false}
I
2:{(HSNME=0)ArvAMEA~«R—DMEAf«UMEAIZ]
while true do
*
21:{ (HSNy=Supyye )}
Receive mes when{ \ / [(mes=REPLY(Jj))v(mes=REPLY-REQUEST (n,j))v
J=1
J#ME (mes=REQUEST(n,j)1};
+
1 (HSNye=Supy- ) AT}
If mes=REPLY(J)then 2210:REPLY-MESSAGE
else if mes=REPLY-REQUEST(n,J)then 2220:REPLY-REQUEST-MESSAGE

2

na

else 2230:REQUEST-MESSAGE
fifi
*
23: { (HSNy=Supye )AL}
od
02:{false}
COEND
0.ME:{false}
o
§
DISEND
00:{false}
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V.3.2.2.1.2.- Preuve séquentielle de {REQUEST-RESOURSE} =

Comme précédemment nous aurons besoin de notations auxiliaires et noug:
les donnons dans ce qui suit,
xl;0 =1, (cf : la preuve précédente).

*I

]

11 = {IVREINT\ {MEY, (WA (OSNy, ,ME) < (SN, ,2)) =
(ME ¢ M-RP,U M-AUT, UM-RR,)]IA

[VREINI\ {ME}, (oA (0SN, 1) < (OSNy. ,ME)) =
2 ¢ Ma-RPME u M-AUT2 u M—RRl)]A

[(M-TRAITye = M-RP. = M-AUT, = M-RQye = M-RRyc = M-RDy. = 2)1}

I;; permet de décrire 1'état, aprés que ME a fait sa demande de sec-

tion critique et ajusté son numéro OSNME' A ce moment, aucune requéte n'est

envoyée et on établit ME dans 1'ordre total d'estampillage.

«L1,[91 = {IVReINI \ {ME},I (WyA(OSNye ME) < (OSN,,2)) =
(ME ¢ M-RP, UM-AUT, U M-RR,)1a
[(2€La]) = (2€M-RQyc 1 M-AUTye UN-TRAIT, U M-RPy: U M-RRy: )11
[VREINT \ (HED, (HyA(0SN, ,2) < (0SNy,c ,ME)) =
((% £ M-RPye U M-AUTye UM-RRy ) A
((S€LIT)>(REM-ROy U M-RDye U M-TRAIT, ) ) )1
[(M-TRAITye U M-RPyc U M-RRyy- U M-AUTyye U M-ROp- UM-RDL_<[17\ {ME}]

Cette assertion décrit 1'état d'avancement des envois de requéte par NE

aux sites [J] et 1'ordre total est toujours valable.
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#1y5 = {IVAEINT \ (ME}, (oA (OSNy: ME) < (OSN,2)) =
[(ME £ M-RP, UN-AUT, UM-RR )r
(£6€ (M-RQyg U M-AUTy: UM-RR, UM-RPyc) \ M-TRAIT, ;)]
ALVAEIN] N (ME}, (WoA(OSNy ,2) < (0SNyp ME)) =
[( € M-RPe UM-AUT UM-RRy: )A

(& € M-RQy U M-RDye UM-TRAIT, )11

ue)
AL (M=TRAT Ty UM-Rye U H-RRye UM-AUT, e U N-RPy UM-RD,e = [NI-(ME}I}.

Tous Tes messages de requéte sont envoyés par ME aux autres sites et

celui-ci attend Tes réponses modulo 1'ordre total d'estampillage.
N
I,, = {[J/=\1AME[J]]A[V1€[N]\{ME},(WE > (OSNME,ME) < (0SN;,2)}1a

[VEEINI\ (ME}, (W, = (ME ¢ (M-RP UM-AUT, UM-RR,)))]a
[ (M-AUTye = [N]N\ {ME})A(M-RQue = M-RRyc = M-TRAIT) =

M-RDyp = M-RQup = 8)Inlly 1.

ME n'attend aucune réponse ; il les a toutes eues. I1 Tui reste & entrer
effectivement en section critigue.
Nous donnons maintenant la preuve séquentielle suivante & 1'aide des
assertions ci-dessus.
11 :{ ~Hyph ~ Uypr~ R-Dyely o)
WAITING:=TRUE;
OSN:=HSN+1;
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12 : {wMENVUMEA'vR’DMEAIII}
for Ji=1 to N do
13 ¢ {WMEA~UMEA112[J~1])
if (J4ME) and not A[J] then
14 {WMEA’“UMEA’“AME[J]Alxz[J‘ll}
Send REQUEST(OSN,ME) tod
15 ¢ {WypA~lyeal, LT3
fi
16 : {NMEA’“UMEAllz[J]}
end-for
17 : {WMEAn«UMEAIla}
N
wait for (/\A[J]);
J=1
18 : {WMEA"VUMEAIIH}
WAITING:=false;
19 : {HMEA'VUMEAII“}
USING:=true;
110 % LVWMEAUMEAIIM}'

V.3.2.2.1,3.- Preuve séquentielle de {RELEASE-RESOURSE}

Comme pour les cas précédents nous donnons quelques assertions dont nolls

aurons besoin dans 1'annotation séquentielle de RELEASE-RESOURSE.

I = [V%[N]\{ME},(NzA[(REQUEST(OSNz,Z) € Myp g © My o)

v{ (REQUEST (0SN;,2) € Mye o)A (ME € M-TRAIT,))1)

~ (ME € H-AUT, UM-RPQUM-RQRUM-TRAIT;L)].

- 202 -

Le site ME n'utilise plus sa section critique ; il en est sorti.
Les messages de requéte traités alors sont favorablement regus et
ME répond alors au site demandant :

el
N ~R-DME[K]]A

ol [0 = {[K=l

[VAETa-111 (HED, (M, (0SMye ME) < (05K, ,9))) =
((ME € -8B, UH-AUT, UH-TRAIT, UM-RQ,)A(ME ¢ H-R0,))

/\[V,Q,E[J-l] NMEY, o ¢ M-RPyc UM-RRyg U M-AUT,, ]}

Cette assertion décrit 1'avancement des réponses aux sites bloqués a
cause de ME au niveau de J,
Nous proposons alors la preuve séquentielle suivante de la partie

RELEASE-RESOURSE.
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1.11 ¢ {NNMEAUMEAIH}
USING:=false;
N

112 « {~WMEA~UMEAJ/=\1[R-DME[J] = ((ME€M-RDJ)/\AME[J])]AI”}

for J:=1 to N do
N
1.13 : {~wMEA~uMEAK/=\J[R-DME[KJ = ((MEEM-RDy }AR, K1) AL, (131}

if R-DME[J] then
N
114 s{~Wyen~Uyea I(/=\J [R-DME[K]=((MEEM-RPK)AAME[K]]AI,S[J]}

AlJ}:=false;
N
1.1?7:{ ~WMEArvUMEAK;G:l[R-DME[K]=((ME€M-RDK)AAME[K]]A~JAM51J

A(MEEM-RD ;) AR-Dyc [31AT ( [3+1]
R-D[J]:=false;
N .
1.16 :f ~wr1EA~uMEAK:<]\1L 1[R-DME[K]==-<(MEeM-RoK)AAME[KJ]Ax,swm
Send REPLY(ME) to J;

N
1.17 i ~gea ~UMEAK=J/\+1 [R-Dyg [K1=+( (MEEM-RD, ) AAy [K1 1A

\

(W = (MEEM-RD) UM-AUT; UM-TRAIT,))AT, ( [3+1]
il _
N
1.18 :f ~wMEA~uMEAK4\+1[R-DME[K]=((MEeM-RnK)AAME[Kl)mls[am}
(RN

119:{~W4A~U A ~R=D

£~ Uye et

Il

V.3.2.2.1.4.~ Preuves séquentielles relatives aux parties traitant les messages

Suil Supge = Sup{n € B/{{n,j) € Fgg )A(D € ININAMER)

1]

et SupaE

Supin' € IN/((n',3) € Mye o)A € INT N{ME})a(n'sn)(J4MEN
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2.2.1.0 1 {(K=j)A(J+HE)A(SEM-TRATT) ) A(HSN=Suppyc ) a
(REPLY(§)ely o)}
AME[K]:=true;

2.2.1.1 & {(K=3)A(REPLY(3)eMye o )a(HSN=Supy:)

(WME = (jEM-AUTME)}.

Ceci constitue la partie traitement des REPLY et nous donnons maintenant
Ta partie concernant le traitement des REPLY-REQUEST.
2.2.2.0 : {(J=j)A(TSN=n)A(REPLY-REQUEST(n,j)eMME R)A
?

(HSN=SupﬁE)A(j€M-TRAITME)A(j#ME)}.

HSN:=Max (HSN,TSN) ;
Ald]:=true;
R-D[J]:=false;
24221 5 ((J-‘-j)A(T5N=n)A(REPLY'REQUEST(n,j)mME’R)A
(HSN=SupaE)A(wME=>(JGM—AUTME) )
Enfin, i1 nous reste & donner la partie traitant les messages de REQUEST.
Nous utilisons les instructions await afin d'exprimer 1'atomicité choisie et

le fait d'avoir true revient & exiger que 1'instruction a 1'intérieur soit

exécutée atomiquement.
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2.2.3.0 ¢ {(J=§)A(TSN=n)A(REQUEST(n, j)€Myc o)A

(HSN=Supye ) A(MEEM-TRAIT NE

HSN:=Max(HSN,TSN);

OUR-PRIORITY:=[(OSN<TSN)OR( (TSN=0SN)and (ME<J)1;

If USING PR(WAITING AND OUR-PRIORITY) then
R-D[J]:=true;

fis

ifl~ USING and~WAITINGJORIWAITING anda~A[J]andOUR-PRIORITY]m%

ALJ):=false;
Send REPLY(ME) to J;
fi;
If WAITING and A{J] and ~ OUR-PRIORITY then
ALI]:=false;
Send REPLY-REQUEST(OSN ,ME)to J 3

2.2.3.1. ¢ {(J=3)A(TSN=n)A(REQUEST (n, )€ty o) A(HSN=Supsr:)n
?
(W j=(MEEM-RD ;) v (MEEM-RP, ) v (MEEM-AUT ;) v (ME€M-TRALT ;) v (MEEM-RR ) )}

Ceci constitue la preuve séquentielle de RA et i1 reste maintenant &
prouver que les autres sites et processus n'interférent pas avec cette preuve

séquentielle : ce sera le propos du paragraphe suivant.

v.3.2.

v.3.2.
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2.2.- Preuves d'absence d'interférence

Nous allons prouver deux types d'absence d'interférence :

- une interférence locale au noeud ME.

- une interférence globale au réseau RA pour ME.

Ceci revient & considérer deux types possibles d'interférence :
- interférence due au partage d'une variab]F

- interférence due & une communication.

2.2.1.- Interférence locale a ME

11 s'agit du méme type de preuve que celui d'OWICKI et GRIES [OWGI,

plus des axiomes sur les communications.

CP(ME) est formé de deux processus para]léies notés P, et P,
tels que : ‘
P, demande et rend la section critique.
P, traite les messages dans le tampon.
P, est formé de quatre instructions atomiques :

= Stzl

IME | (mes=REQUEST(n,d)]

]

- St,2 = REPLY-MESSAGE;
- St23 = REPLY-REQUEST-MESSAGE;

i

If

- St24 = REQUEST-MESSAGE;

Afin de prouver que IP, n'interfére pas dans la preuve de P,, on

prouve les relations suivantes :

N
Receive mes when \/ [(mes=REPLY(J))v(mes=REPLY-REQUEST(n,J))




@
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@ Wy A~ Uye A Ipq & pre (Stok)}

Stzk

{NWME ANUMEA "'R'DME A 110 A pre(Stzk)} ==

Stzk

{wM }

EAUpg A 11g
Elgp A~ Uygen ~R-Dy AT b k € {1,2,3,8)

bbye e lye A Ty A pre (Stok)}

St k

{ Hyg A~Uye A~R-Dyp A~Tqq A pre(Stzk)}
Styk

Uy A~Upe A T, ,)
e+~ e A T14
€ Mg A~ Uygg A~ReDyg # 1pq)

j (@ Blygalye 2 1, 4 pre (Styk))

Stok

{ Hye A~ Uye A 19500-11 A pre(St,k)}

Stok

{NWME A~ }

e A 11g
{ Wy A~Upe A Tq,[0-112

N
oy e ANUMEAJ/__\l (R-DME[J] = ((ME€M-RDJ)AAME[J]))AIlSApr‘e (Stzk)}

Stok

{ Wy A Uy A~ Ay [9) AL1o[d-11 A pre(Stok)}
Stk N
AU AN (RAD,, 0] °<(MEEM-RD ) AA [J]))AI }
ME T UME" /Y ROy 3/ ME 15
{ WMEAN'UMEA"'AME[J].A 1,,l0-11} J=1

N
QD My a~U A A (R-D {k]a((MEeM-RD )Ry (K] JAL, _[3)Apre (Stk)}
ME
{ Hyyg A~ Uy A 112[\]] A pre(Styk)} g M S ) 1 ?

Stzk ! Stzk
N
- Uy Al < -D - )
g el A 13,0003 | e MEAéﬁa (R-Dyg[K] = (MEEM-RD, ) Ay [k] Al £ [91))
_ G2 Ly liyen A (R-Dyg i3 = { {HEGH-RD ) Ay (K1) Ay 19
{ Wy A~Uye A Tyg A pre(Stzk)} k=J+1 K
Stk A(MEEM-RDJ)AR-D[J]AIIG[J'I-l]l\pl"e (Stzk)}

{ Wye rUye A 15} Stk
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N
Ty A~Uygn, _/J\+ L ROy [T = (MEEH-RD ) Ay [K]

Ay [IIA(MEEM-RD ;) AR-D[J]Al 169+11}

N

by "NUMEAk=/J\+1 (R-Dyg (k1 = ((MECH-RD, ) aye [k1)) ALy Lo+ 1npre. (Stok)

Stzk

N
{~Hye ANUMEAk=/J\+1(R-DME[k] = (MEEM-RD) ) Ay k1) ALy [3411)

N
By A~UMEAk =/J\+1(R'DME[ k] = (MEEM-RD, ) Al [k])A

[W)y = MEEM-RP UM-AUT ) U M-TRAIT ;) Il s [3+11apre (Styk)}

Stzk

N
Wy A~UMEAk=/J§1(R-DME[k] = (MEEM-RD ) Ay (k1) A

W) = (ME€M-AUTJ UM-RDJ UM-TRAITJ)]AIIG[JH]}

N
Eobye A~UMEAk =J/\“(R-D,_,"_:[k] = (MEEM-RD, ) Ay [K]) AT, ¢ [J+1]pre (Styk)}
Stk .
Loty A~UMEAk:G\+1(R-DME[k] = (MEEM-RD, ) ARy [K1)AL [J+1]}

{~wME a~Uyp A~R=DyeAl; apre (Styk)}

btzk

{NWMEA UME A~R=DMEA11}
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Nous prouvons maintenant que P, n'interfére pas avec la preuve de’PP, .

Les instructions atomiques de IP, sont notées Stlk et définies comme suit :

St,1 =

[ WAITING:=true;
1

OSN:=HSN+1

]

St12 = Send Request (OSN,ME) to J

N
St;3 Wait-for{ /_\AME[J
- J=1
Sti4 = WAITING:=false

Stls = USING:=True

St16 = USING:=false
St17 = A[J]:=false
St18 = R-D[J] :=false

)

5t49 = Send Reply (ME) to J

L

Soit ke {1,...,9),

{(k=j)A(Reply(j)EMME’R)A(j#ME)A(HSN:Sup;IE)A(jEM-TRAITME)Apre (Stlk)}

Stlk

{(k=3)r(Reply () ety o)

* »
(J=ME)A(HSN=Supye )A(JEM-TRAITy,: )}

*
{(k=3)A(RepTy(I)EMye p)A(IHME)A(HSN=Supye ) A (W= JEM-AUTy ) Apre (Stlk)}

Stlk

{(k=3)A(RepTy (3)etye o) a(J+ME)A(HSN=Supy Y (Hyye = JEM-AUTy )}
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{(J=j)A(j*ME)A(TSN=n)A(Rep]y-Request(n,j)€MME,R)
A(HSN=Supye JA (JEM-TRATTy )apre (S;K)}
Stlk
{(J=j)A(j*ME)A(TSN=n)A(Reply-Request(n,j)EMME’R)A
(HSN=Supyy: JA (JEM-TRAIT,yc )}

{(J=j)A(j#ME)A(Reply-Request(n,j)EMME R)A
H
* .
(TSN=n)a(HSN =SupME)A(wME=»J€M~AUTME)Apre (St1k)3

stk
{(J=j)A(j#ME)A(Reply-ReqUGSt(":j)EMME,R)A

*
(TSN=n A (HSN=Supy: A (Hye = JEN-AUTe )}

- - . "
{(J—J)A(TSN-H)A(ReqUESt(n,J)EMME’R)A(HSN—SUPME)A(MEeM-TRAITj)Apre (St{k))
Stlk

{(J:j)A(TSN=n)A(Requgst(n,j)€MME’R)A(HSN=Sup;E)A(MEEM-TRAITJ.)}

&t - *
{(J=J)A(TSN=n)A(Request(n,J)€MME’R)A(HSN=SupME)
A(Wy = (MEEM-RD; UN-RP; U N-AUT; UM-TRALT; UH-RR  )apre (St;k)}
Stlk
{(=1)A(TSN=n)A(Request (n, i )€ R\A(H%sup;

AW = (MEEH-RD; U H-RD ; U H-AUT ; U M-TRAIT ; U H-RR ;) )}

=22 =

*
{(HSNME=SupME)AI3Apre (Stlk)}
Stlk

*
{(HSNME=SupME)AI3}

*
{(HSNME=SupME)AI4Apre (Styk)}
Stlk

*
{(HSNME=SupME)AI4}

*
{(HSNy=Supyc)Apre (Stqk)}
Stlk

*
{(HSNME=SupME)}

{(HSNME=0) Ao Pyg A~ R=Dye A~ Uyenlonpre (Stok)}

Stlk

[(HSNyg=0) AAye A~R-Dye AUy A T}

{(OSNME=O) Aecklye AUyp a~Aye A~R=Dye A T7 A pre (Stok)}

Stzk

{(0SNyyp=0) A~ Wy AUy A~Ayg A~R-Dye A Il}
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V.3.2.2.2,2.~ Interférence globale de RA

Soient ME, ME' deux noeuds distincts de RA. On doit montrer que
T'envoi d'un message de ME' n'interfére pas avec toute assertion de ME
et la réception d'un message de ME' n'interfére pas avec toute assertion
de ME.

Nous utilisons les notations suivantes :

St3l = Send Request(OSN,ME') to ME

w
ot
~n
Ht

Send Reply(ME') to ME

St33 = Send Reply(ME') to ME

St34 = §gggARep]y—Request(OSNME.,ME') to ME
@ ((HsNye=Supye)apre (tyk)}

Stak

*
{ (HSNME=SUPME) b

(@ ((HSNye=Supy)apre(stok))

St3k

ES
{(HSNME=SupME))

On prouve Ta méme chose de ME vers ME', en utilisant ME 3 ME!

et ME' & ME dans (:) et (:) 3

V.3.2.2.3.- Exclusion mutuelle

L'assertion d'exclusion mutuelle peut s'exprimer de la facon suivante :
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N

MTER (310 € 03[ A R W[y v Uy v (b a0 ]|
K=1

3% signifie "i1 existe au plus un" “tel que”.

On vérifie aisément mais longuement que chaque assertion de 1'annotation

implique MUTEX'. Donc MUTEX' est invariant pour RA.

V.4.- PREUVE DE PROPRIETES DE FATALITE DE PROGRAMMES DISTRIBUES

V.4.1.- Présentation
Dans la partie V.3, nous avons donné une méthode de preuve de propriétés
d'invariance que nous avons ensuite utilisée pour le cas de 1'algorithme de
RICART et AGRAWALA. Cependant, les propriétés d'invariance dacrivent partielle-
ment 1'exécution et le comportement du programme et nous porterons notre atten-
tion sur les propriétés de fatalité qui ont &té définies pour DIP € 9 dans
Ta partie V.2, Une propriété intéressante au sujet de 1'algorithme RA est
1'accessibilité en section critique pour tout noeud de RA qui la demande.
Cette propriété peut s'exprimer en utilisant la terminologie de la fatalité :
Soit T [RA] un langage d'assertions pour RA,
Jo un modéle de fatalité pour RA.
ME un noeud de RA ; on exprime cette propriété par :

Jo = WAIT INGy ~nnrsr USTNGe

ol WAITINGME signifie que WAITING est vrai pour ME,
USINGME signifie que USING est vrai pour ME.
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Cette propriété est exprimée dans un modéle de fatalité > que nous
voulons faiblement équitable.

Nous utiliserons dans notre étude 1'opérateur temporel o dont la signi.
fication est 1a suivante :

Jo= oP ssi ve € SIDPI, P(e) = [ve' € SIDP], t*[DP I(e,e') = P(e')]

Noﬁs supposons que tout message sur Te point d'8tre enVoyé, Te sera au
bout d'un temps fini, que tout message envoyé est deélivré et que tout message
en attente de réception pendant un temps arbitrairement grand est regu au
bout d'un temps fini. Nous allons maintenant donner une axiomatique adaptée

a ce genre de programmes sous ces hypothéses,

V.4.2.- Systéme de preuve de fatalité TD

Comme OL, TD est composé de trois parties dont nous présentons succinc-

tement Te contenu :

- une premiére partie contenant les axiomes propres & exprimer 1'hypo-
thése d'équité faible et de fiabilita.

- une seconde partie pareille & celle de OL contenant les régles de
déduction qui permettent de construire les preuves et, donc, la
relation A,

- enfin, une troisiéme partie disposant des mémes régles auxiliaires

que OL.
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Partie 1 : Equité faible et fiabilite

D1 : at[vi=e] ~n» jafter[v:i=e] o v e WW[DP], ec &.
D2 : at[vi=?] ~~>jafter[v:=?] ol v e YF[DP].
D3 @ at[skip] w->jafter[skip]
D4 : at[if B then S; else Sy fi] v (jat SyaBviat Sya~B)
ol B €W, 51,5, € P.
D5 : after Sy mwe» jafter[if 8 then 51 else sp fi1(!)
D6 : after Sp mw jafter(if B then 5 else Sy £i1(%)
D7 : at[while B do S od] mw—(jat SaB)v(jafter[while B do S od])
D8 : after S ~m~==(jat SaB)v(jafter[while.B do S odja~B).

D9 : at[Send mes to dest] ~Ann>jafter[8end...dest]A(meserest)

D10 : (at[Receive mes when cond]aogl (meseT)acond[mes]]) - -
~>(jafter[Receive mes when condlacond).

DI1 : at[Cobegin PSyl...HPSy coend] ~w>(jat PSia...ajat PS,).

D12 : (after PSya...nafter PS;) ~w—>jafter(Cobegin PS1k...IPS, coend].
D13 : at[Disbegin CPyl...ICP  disend] me—>(jat CPPya...ajat CPP ).

D14 : (after CPyn...nafter CIP; jajafter CP i...aafter CP ) e -

~—>jafter[Disbegin CP1fi.. ICP - disend].

Partie 2 : Régles d'inférences : P, Q, R, S, R{a), R(p) sont des assertions

de ®[oP].
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R2 : si ppt—P w0,
T ‘}
1 3 e RIOPL PR =, |
] |
1 . : 1
TDI—-: i=0i1, i
1
: Qi = S i
alors

) — PAR ~->QaS,
R3 ; si 10— P > 3aR(a),

Vo € Ord, a > 0,

1p = R(@) > (38 < a, R(8)),
1p + R(0) ~~>q,

alors TDf——PMw-)Q.

R4 : si TD{»——vaw-)-Q, TD}—QsR,

alors ™ }— P ~m~—>R,

Partie 3 : Régles auxiljaires

RIA : si P = Q estvrai pour DI alors o P=Q,

R2A : si v(s,s')eS?[DP], (PAR)(s)At*[DIP1(s,s')aQ(s') = S(s'),

alors
T S ST S e e S "
\ ale [DP], PRI |
! .
0+ I =0l ;
i |
i Qal = S I

R3A : si P aw>( est une hypothése de travaijl, alors

1p F= P 0.
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Les axiomes D1 & D14 expriment les propriétés des suites ou traces
d'états considérées. Nous appellerons JOWF le modéle de fatalité validant
T'ensemble de ces axiomes et nous ne considérerons que le plus grand modéle
vérifiant cette propriété, Notre propos ici n'est pas de prouver ni la cor-
rection, ni la complétude sémantique de TD mais de donner une généralisation
de la méthode d'OWICKI-LAMPORT. I1 nous parait raisonnable de généraliser la
méthode des treillis de preuve & TD de fagon a 1'utiliser par la suite pour
prouver la propriété que nous avions donnée au paragraphe V.3.1. La méthode
reste la méme, si ce n'est qu'il faut remplacer OL par TD. Nous donnons main-
tenant Tles treillis de preuve correspondant & la preuve de 1'accessibilité
de ME en section critique :

Me {1,...,N}

NAITINGME ~w~>USINGME.

WAITING,

ME

in MEIZ\N'AITINGME @

®

at:llel7Al‘ll\ITINGME

©)

| atMEIBANAITINGME

Treillis de preuve : TP1
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Commentaires sur TP1
(inMElz = atMElZVEEME13Y3§ME14V§§ME1SVEEMEI6)'

Nous avons prouvé précédemment que RA réalise 1'exclusion mutuelle.
p

Ceci a été mené par 1'intermédiaire d'un invariant I = & at
a€[RA]

olt [RA] est 1'ensemble des points de contrdle de RA.
WAITING est vraie en 3 points, on en déduit :

WAITINGME = (inMElZVEEME17vg§MEIB)AWAITINGME.

Par les régles 1A, puis 1 on en dé&duit (:) .
On verra TP1.1

On verra TP1.2.

©@®

| (atyg1e)inITiNG . |

@
| (atye19) ~HAITING, |
@

[ (etue

10)AUSINGMEJ

4
USINGME

—

Commentaires sur TP2

@D 1y = (aty18 = WAITINGyc )A(atye 19 = ~ WAITINGy)

est invariant par RA (on le déduit de 1'invariant plus fort de la

(at a =

;
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preuve d'exclusion mutuelle).

EEMEIB nnr>jafter”E18 est un axiome de TD.

De plus, jafteq|E18 ~Mf»after”E18 est trivial par définition de jafter

et after.
On utilise Ta régle 2 pour déduire alors (:) .
On fait le méme raisonnement que ci-dessus et on considére 1"invariant

Ip = (atyg19 = ~ WAITINGy: ) A(atye1.10 = USING,.) .

Puisque (g_tMEl.lO)AUSINGME = USINGME, on en déduit par la régle 1A

puis 1, (:) .
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atyp 12AWATTING

aty 12AINV(i)

aty 13AINV(1)

aty 14AINV(i)

aty e 15AINV( i)

atyc16AINV (1)

| (o

‘\\\\\\‘\*ﬂ EEMEAWAITINGMéA]

- 222 -

Commentaires sur TP1.1

Inv(m) = [at,c13(d=N-m)A(JSN)AL 5(d-1) Iv
[QEME14A(J=N-m)A(JsN)Aw«A[J]A(J*ME)AIlZ(J—l)]v
[atye15A(I=N-m)A(JN)A(I<N)AT 1, (J) Tv
2ty 16A(J=N=m)A(JSN)ATy(3) Iv

[a_tMElZA(J=0)A(m=N)AIn]

INV(u) = v Inv(m).
mgu
@ Lorsque le contrdle est inME12, les Etats de RA sont caractérisés par
I11 et Ilz[J], soit par INV(N) de fagon grossiére.
L'impiication suivante est donc évidente :

EMEIZAWAITINGME = INV(N).

D'oll par les régles 1Z et 1, on déduit @ .
@ On utilise les axiomes d'équité pour chaque point en transformant le
for en while. Ainsi 1'entier i sera décrémenté.

@ IT suffit pour cela d'utiliser 1'axiome du while pour ce cas.
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©,
| E"‘4"4{("4) |
|®
| angpgny) |
®

L an,P(n,) |

‘ aanl(nl) I

TP 1.2
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Commentaires au sujet de TP1.2

On utilise pour cette preuve les notations suivantes :
IM-RQl est Te cardinal de M-RQ,
IM=RP1 est le cardinal de M-RP,
[M-AUTI est le cardinal de M-AUT,
IM-RER| est le cardinal de M-RER,
M-RER est 1'ensemble qui contient les numéros de tout noeud distinct
de ME tel qu'un message REPLY-REQUEST a &té envoyé par ME & ces noeuds.
IM-RED| est le cardinal de M-RED,
M-RED est 1'ensemble suivant :
J € M-RED ssi (j # ME)A(R'DJ[ME] = true).
Nous utilisons Tes variables d'entiers suivantes :
NgaNysMyshiasn, et nous définissons alors 1'assertion suivante :
P(n4,n3,n2,n1,n0) = [NMEAEEME17A(IM‘RQ|=H4)A
(|M-REP|=nl)A(n0=N-1-IM-AUTME|)A
(1M-REDI=n,)A( IM-RER[=n3)a
(M-RQ UM-REP uM-AUT UM-RED yM-RER =
[NIN {ME})A(n4+n3+n2+n1+né=N—l)A
(n6=[M-AUTMEI)A(n0=N-1-n6)}
On définit alors une suite de 5 types d'assertions : pour i € {0,...,4},

P.(ni) =

i Pngang,n,,ny,0)

v
(n4,n3,n2,n1,n0)€[(i)]
[(i)] = {(n4,n3,nz,nl,no)ems/(vj>1',nj=O)A(vjsi,nj<N-1)}

Ce qui permet de donner un ordre lexicographique pour la preuve et ceci

constitue une notion de variable auxiliaire qui explicite les ordinaux néces-
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saires. Dans le cas présent, les ordinaux sont :
4

o= I oniw.
i=0
(:) La justification de cette fatalité est évidente 3 cause du choix des
différentes variables auxiliaires et de Ta dé&finition de Pi("i)‘ Ainsi,
quoiqu'il advienne, au pire des cas, si on se trouve en 17, il reste

N-1 réponses en attente de sollicitation ie des requétes.

D'ol on en déduit ;

atyel7ahe = v Py(ng).
Aty 17y g1 4"

Par les régles 1A et 1, on déduit (:) .
(:} I1 faut utiliser la régle 3 et prouver que le nombre de requétes en
attente décroit strictement. Pour cela, soit j € M-RQME telle que

J o+ ME.

On utilise 1'axiome d'équité relatif & la réception du message :
(at;[Receive] )a o OfmeseT ;)a(es=REQUEST (0N ME) | o l
An~>(jgf§gﬁ[Receive])A(mes=REQUEST(OSNME,ME))A(mes ¢ Tj).

Donc :

[(gEjReceive)A UO(/*~)AP4(H)] n-w¥[jgjjgrdReceiveAP4(n')An'<n]

par la régle 2, en utilisant Je fait que Pg(n')an'<n  est invariant

par rapport & g}dReceiveA o 00-)AP4(n) et jafterjReceive.

Ae -
Vil pr

oC&de de idise puur chaque J et on prouve que n décroit. On en
déduit que : ;
angPy(ng) AP (0) et Pp(0) = angP4(0). {

On utilise les régles 1A, 1 et la régle de transitivité pour déduire (:)E
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ORONO,

Ces preuves sont identiques & celles ci-dessus et utilisent notamment
1'hypothése suivante ;
in C-S(j) ~mw> after C-S(j) pour chaque j de [NI.
Par la régle 3A, ceci devient une hypothése.
(:) Enfin, Ta preuve de cette propriété repose sur 1'hypothése & ajouter comme

régle supplémentaire :

(a_tMEN)A(J/ZI\l AME[J]> ~v—><a_tME18)AWME.

Ceci est une hypothése raisonnable puisque nous avons montré 1'exclusion

mutuelie auparavant.

V.5.- REMARQUES COMPLEMENTAIRES

V.5.1.- Absence de hlocage

Puisque nous avons prouvé que tout noeud, qui demande sa section critique,
1'obtient au bout d'un temps fini, i1 ne peut y avoir blocage global ou mutuet.
Ainsi, Te seul point de blocage est le point 17 et dans ce cas le noeud concerné
demande sa section critique ; nous avons prouvé qu'il se trouvera un jour fata-

Tement en 18.

¥.5.2.~ Complexité des preuves

Les preuves de fatalité comme celle d'invariance sont fort complexes et
demandent des efforts considérables. Nous pensons qu'une assistance pseudo-

mécanisée serait bien venue pour ce type de problémes. Les difficultés sont
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plus importantes car elles exigent un outil interactif pour le cas des pro-
priétés d'invariance. La schématisation offerte par les treillis de preuve

facilite considérablement 1a résolution du probléme.

V.5.3.- Correction et complétude sémantique

Nous n'avons pas exposé le probléme de la correction et de 1a complétude
sémantique de TD mais nous pensons que c'est un probléme trop complexe pour
étre exposé briévement. Une &tude Future nous permettra éventuellement de
compléter TD, afin d’assurer complétude et correction de TD.

Le probléme de fiabilité a &t& facilement résolu et i1 reste de nombreuy
choix et cas a considérer. La logique temporelle a &té utilisée pour spécifier
de tels programmes notamment SCHWARTZ et MELLIAR-SMITH [ SCM11 en font une

démonstration.
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YI - CONCLUSION
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VI - CONCLUSION

Au terme de ce travail, i1 convient de faire le point sur les principaux
résultats obtenus et d'esquisser les perspectives que nous envisageons pour nos
travaux futurs.

La notion de structure abstraite pour des langages infinitaires nous a
permis d'associer des ordinaux plus petits que 1'ordinal de la structure abs-
traite @ toute propriété de fatalité abstraite sans hypothése d'équité faible,
c'est-a-dire pour tout 1'ensemble de traces du programme abstrait. Le probléme
qui nous parait important est celui du choix du langage d'assertions, qui doit
&tre suffisanment expressif, afin de garantir 1'expression de toute propriété
dont nous aurions besoin : les fonctions d'abstraction et de concrétisation
utilisées antérieurement pour ce type de probléme par COUSOT R. [COU] sont ici
essentielles pour garantir un formalisme propre. La notion de modéle de fatalité
permet de prendre en compte de nombreuses hypothéses et, comme OWICKI et LAMPORT
[OWL], nous caractérisons cette propriété que nous appelons 1'équité faible,
en spécifiant, tout d'abord, la classe des programmes paralléles, la sémantique
opérationnelle, les modéles de fatalité deéduits de la sémantique opérationnelle
et des traces, les assertions de contrdle, les actions atomiques ; notre dé~
marche est indépendante de la logique temporelle qui n'offre pas toutes les
hypothéses requises pour une base formelle & cette étude. Cependant, les résul-
tats obtenus pour les propriétés de fatalité sans hypothé&se ne purent étre gé-
néralisés systématiquement & celles avec hypothése d'équité faible. Nous avons
mis en évidence un opérateur monotone TQ pour chague assertion Q de CIP,
un programme paralléle quelconque et nous avons donné, & 1'aide de FQ, une

suite d'assertions intermédiaires pour prouver que P conduit & Q fatalement
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sous hypothése d'équité faible. Des actions atomiques semblaient jouer un rila

essentiel pour conduire & Q sous cette condition et nous avons défini 1'ep.
semble des actions critiques en un &tat donné par un multiensemble ; cette

approche suggére de chercher quelques actions déterminantes au cours d'une

preuve de fatalité sous hypothése d'équité faible. Ainsi on mis en évidence
T'existence de 1'ordinal de fatalité sous hypothése d'équité faible pour deuy
assertions P et Q telles que J(’wr E P aw—>Q, en supposant la relation
de transition dénombrable, on prouve que 1'ordinal de fatalité est au plus dé-
nombrable (ie : <w, ) et dans le cas général, 1'ordinal était plus petit que i

celui de la structure abstraite,

L'étude préalable nous a permis de prouver la correction et la complétude

sémantique du systéme de preuves de fatalité de programmes paralléles (apparte-
nant a la classe définie) sous hypothése d'équité faible, La correction est |
faite par Te biais du modele de fatalité faiblement équitable défini antérieu-
rement et la notion de validité est spécifige. La preuve de complétude sémanti-
que est déduite de 1'étude préalable et le choix du langage d'assertions est
trés important quant & 1'existence des assertions nécessaires pour la preuve.
Ces résultats ont &té obteﬁus par un enrichissement du systéme axiomatique
d'OWICKI et LAMPORT [OWL] mais nous y avons ajouté une régle d'induction et un
systéme de preuve d'invariance correct et sémantiquement complet, ce qui n‘avéﬂ
pas été fait par OWICKI et LAMPORT [OWL].

Cette preuve est constructive dans 1a mesure o elle propose une suite

' : s P . . - -
d'assertions intermédiairas iNduction dais Ces assertions sont

régle d'
inutilisables en pratique et il n'y a pas, comme APT et DELPORTE [APD] le pro-
posent, de véritable heuristique associée 4 la preuve. Le point original de 12

méthode d'OWICKI et LAMPORT [OWL] est la notion de treillis de preuve et nous
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avons trivialement donné la complétude de cette méthode. La correction de cette
méthode avait €té faite par OWICKI et LAMPORT [OWL] pour leur systéme et la gé-
néralisation fut aisée. Cependant 1'illustration de cette méthode par la preuve
d'une propriété de fatalité du ramasse-miettes de BEN ARI [BEN2]} montre 1'@lé-:
gance de cette technique de preuve due particuliérement & 1'aspect schématique
des preuves. Cette technique permet de simplifier les preuves de fatalité de
programmes trés complexes et le ramasse-miettes n'en est pas un des moindres,
d'autant plus que nous y avons trouvé une erreur,

Au lieu d'implanter des variables auxiliaires, afin de transformer un
programme paralléle sous hypothése d'équité faible en un programme paralléle
faiblement équitable, comme APT et OLDEROG [APO], nous implantons, au niveau
de la sémantique, des variables auxiliaires, sans les mentionner dans la syn-
taxe du programme, ayant valeur dans des structures bien fondées et telles que
Te modéle de fatalité soit faiblement équitable. Notre approche permet de met-
tre en évidence un fait rencontré en pratique : au cours d'une preuve de fata-
1ité, -les ordinaux sont toujours polynomiaux (<w™) et ceci est dd au choix de
Ta structure bien-fondée, domaine des variables auxiliaires d'implantation.

Nous n'avons fait qu'esquisser une étude formelle des treillis de preuve
dont le nom formel est diagramme ordinal et, sur ce point, nous n'avons donné
que quelques résultats symboliques intuitifs. I1 nous reste & poursuivre afin
d'éte?dre la structure mathématique de ces objets, L'a]gorithme de RICART et
AGRA“ALA [RIA] amélioré par CARVAHLO et ROUCAIROL [CAR] nous'a conduit & géné-
raliser la méthode de preuves d'invariance d'OWICKI et GRIES [OWG] et la métho-
de des treillis de preuve précédemment étudiée, & une classe de programmes dis-
tribués communiquant par message de facon asynchone dans un tampon.

Les propriétés prouvées nous ont montré que la méthode des treillis de
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i
preuve facilitait considérablement la vérification et la compréhension de te1si
programmes complexes ; elle perme; d'introduire la notion de modularité dans
Tes preuves, ce qui est suggéré par OWICKI et HAILPERN [HAO1}. Ce type de |
programmes est trés complexe & cause de la présence du tampon et des hypothése
supplémentaires de fiabilité qu'il faut émettre a son intention. Cependant Tes
méthodes proposées offrent un cadre de base au développement de méthodes cor-
rectes et sémantiquement complétes pour des programmes distribuds et une étude .
future consistera en 1'étude de tels systémes de preuve,

Nous n'avons pas donné de systéme de preuve prenant en compte Ta présence
de sémaphore dans la syntaxe des programmes et une &tude compléte basée en par-

tie sur les embryons donnés par OWICKI et LAMPORT [OWL] reste & faire par la

suite. Cette &tude nous permettra d'envisager Tes instructions await d'OWICKI
et GRIES [OWG]. La notion de rendrez-vous est une technique de synchronisation |
qui nous semble plus intéressante que celle de communication par messages de
fagon asynchrone dans un tampon et nous voulons généraliser notre étude des
propriétés de fatalité & ce type de synchronisation. Nos preuves ont &té longus
et difficiles ; i1 convient donc de construire un outil d'aide & la preuve qﬁ
sera interactif. Ce projet‘sera, sans doute, long & réaliser mais permettra de
constituer un ensemble d'algorithmes paralléles ou distribuds, corrects,

Nous avons parlé d'équité faible et APT et OLDEROG [APO] traitent la quﬁf
tion de 1'équité forte dont la définition ne nous paraft pas assez générale et:
est & étudier formellement. Cette voie est & suivre en paralléle avec les pro- |
jets citdg ci-descus Certains s'attardent cur 1z logigue tomporelle ot nous i
voulons mener dans cette voie une recherche approfondie, afin de donner un cad@
équivalent nouveau de spécification et de preuves de propriétés quelconques de%

t
i

programmes quelconques.
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NOTATIONS UTILISEES

N/ langage, notation générale N YIS + BRI
6 classe des symboles de constantes —  .........
R classe des symboles de relations v 8 GLSIoWISIS ¢ 5
F classe des symboles de fonctions vee s o o
Ci symbole de constante & SIALSIEITET6TS WISTS § ¥ GISIFTE 816 &
Rj symbole de relation ............... .
fk symbole de fonction  ..... TOIIE SRR » SeTEIIETE .
A symbole de conjonction  ........eii.iie.... .
(5} parenth@ses ....iiiiieeiinerieriincenns LY 6
v symbole de quantificateur universel .oyt N
~ symbole de négation  ............ T SR AT « 5
ViseeosVpse symboles de variable  ............. . 27T .-
L ACA ensemble des termes sur & ..... e,
g@[éﬁ] ensemble des formules atomiques sur NA
F L ensemble des formules sur o0 ..iivieieni..
= symbole de 1'implication ST, , . N,
= symbole de 1'égalité o7 § & SIUTETSTS E WITSTE § Joo
R symbole de relation e . YN, . L AL ) ..
f symbole de fonction o8 SLEIOaLIE 416 (ST & e BIOXeTE
tosennty symbole de termes Y Y N, Pl cio XY -
w1 symbole de formules e
QfaB langage infinitaire de cardinaux o et B
IAL cardinal de 1'ensemble A SIIIS 3 SISIER § 3 § BT 3

YZ[QfaB] ensemble des termes sur quB « TGN . v,
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ensemble des formules atomiques sur of a

]
ensemble des formules sur °€fqa oI » S STENE +
ensemble de formules de QﬁuB ‘o an i g > .
conjonction des formules de o NG SRR

formule quantifiée par les variables de v

langage du second ordre o15 + SIVIEIIG § « GIATE 5 5

langage infinitaire ol o = w, etp=uqw

quantificateur existenciel & GIOIENT 316 GTTE 618 m
ou logique Avmg ey SR P W LR A B, L
disjonction des formules de &  ...... T

langage associé & A WS 0y eai®ge o SISO « o Wiae o o

N2 . o Wy — . e 7 Qg . LB

formule o S est libre VSRR  § § RO BT

inclusion de relation
opérateur défini sur (?(An)
ensemble, clBture de S
ensemble, 8tape o« de la construction de Ir
Te plus petit ordinal dont Ta cardinalité est
strictement plus grande que celle de A
ordinal de cléture de 1'opérateur T
structure abstraite triviale U = (A)

graphe de renrésentatien de f ... ...,

relations sur une structure abstraite ..
langage du second ordre sur A S

classe des relations TTTERAER .

D R I T S IR o

11
11
11
11
11
12
12
12
12
12

12
13
13
13
13
14

14
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15

s
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17
18

n+l
*
tnllpl
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classe des relations et .
classe des relations Z; et A} e o - aFome 2V,
ordinal de cl8ture associ@ & @ ........ee.n..

ordinal associé @ x dans la construction de
I o B ageseBTois™s eend®ose o speranie v wrememars o v upuiys € o SWLSTE o
2]

ordinal associé a la structure abstraite %W

premier ordinal non dénombrable (R
premier ordinal non récursif, w1>me .....
ced® e,
norme sur un ensemble A Geesetriteaneaaas
relation sur % associée & ¢ e
relation sur % associée & ¢ ook o ot o
programme formel s1e Dlotohe oL e exe v s spenagens o s 50 o
ensemble des variables de 1P N TR )
domaine de P R N

ensemble des relations de P ............
ensemble des fonctions sur UV [PIUDIIP]
structure abstraite de IP o TTally AT o e s
ensemble des états de P sur H[IP] de
nombre n LT o XY, STail? o omo s o« Bass w...
ensemble des étiquettes de P ...........

relation de transition de nombre n associé

8 P e Eemere e e s senmee sememeis o b e
relation binaire sur & [P] o e ami s o .
transformation de fonctions —  ............. .
fermeture transitive de t [P] SR

18
18
19

19
19
19
19
19
20
20
20
22
22
22
22
22
22

22
22

23
23
24
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langage d'assertions de PP

fonctions d'abstraction et de concrétisation

complémentaire de E

ensemble des mots sur SO

w

ensemble de traces de P

(p P

expression de la validité de P ~~>Q pour

n

T T L TR R T Ty LS,

ensemble des traces commencant par s

ensemble des assertions conduisant & Q pour

Sup ol Q est une assertion

ensemble des suites d'exécution .2

opérateurs modaux

ensemble des variables

ensemble des expressions booléennes

ensemble des expressions

ensemble des valeurs

ensemble des programmes séquentiels non déter-

ministes .,........
expression booléenne

ensemble des programmes
Equivalence syntaxiyue
programme P étiqueté

ensemble des &tiquettes

étiquette de fin de P

26
26
26
26
27

29

29
29

29
30
35

35

36
36
36
36

36
36
37
37
37
37
37

Yir]
PS

9 [(Ps]
& [Ps)
S[IPS]
tiPS]
YIIPS]
crP

A

ticP]
9 [cP)
sicp]
tiCP]
Start

Finish

Out-ifl
Out-if2
<B>

ATCTIP 1
S

AV(S)
AP(S) }
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ensemble des variables du programme IP
programne séquentiel non déterministe
domaine des variables de PS o ThTole + 8

ensemble des étiquettes de IPS v¥ons 5

ensemble des &tats de PS ... ...l

relation de transition

ensemble des variables de IPS ereseeeaas
programme paraliéle XX, ole ofhoss o § il Y, T, P
ensemble des étiquettes de CP ......... .

étiquettes de début et de fin de CP
multiétiquette associée au contrdle de CP

application de V[CP] dans DICP)

ensemble des variables de CIP &3 EISIINE & PG

ensemble des valeurs des variables de CIP
ensemble des états de CIP

relation de transition de CIP R N %

action atomique marquant le début du Cobegi

action atomique marquant la fin du Cobegin

action atomique marquant la fin de la 16re

branche du if % BTES 3 SRRTY S 5 § B ATGGT JLTYTS snTe

action atomique marquant la fin de 1a 25™

branche du if ....... (T « SLOFTRYES « « YWY & syPNE]s

action atomique correspondant au test B du

while ou du if o e I S A SR

ensemhle des actions atomiq

une partie d'un programme R B e o

ensemble d'états situant Te contrdle de S

cevee

Ceae

n

e

38
39
39
39
39
39
39
40
0
41

41
41
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42
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42
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43

43
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ensemble d'états situant le contréle  .....
de a avant

ensembie d'états situant le contrdle ...
de a aprés

symbole relation de transition cobInER D ERLE

ensemble des mots finis ou infinis sur E

ensemble des traces engendrées par E et v

ensemble des traces de CP T,
langage d'assertions de CP .............
modéle de fatalité SIS § S8 T8 £ SIS of6 AT :
assertions de contréle ... ... ...,

ordinal de fatalité

modéle faiblement équitable  ..... 5% TR T
opérateur .
ensemble de multiensembles associés & P

multiensemble d'actions atomiques critiques
noatiy <
pour ettt rasaas T SSEREE 3

ordinal associé & P et Q pour équité faible

assertion indicée par 1'ordinal ¢ servant
dans les preuves 3.

P,Q.R.R{a),R(p),S,1 assertions de CIPP e O o ¢ 5o o0

43

43

45
46
46
46

47

48

49

50

50

51
54
55
55
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instructions d'un programme séquentiel we
classe des ordinaux IC W T K N . R
nom d'un programme exemple ......ieii.aann
nom d'un programme exemple KNK - SR N W

modéle de fatalité pour la sémantique opéra-~
tionnelle £ ¥ GO ¢ “BEERE SRR § § SRR § SRRITs -

ens des naturels

assertion invariant de CIP pour T'action Start

assertion invariant de CIP pour 1'action a
d 1'ordre ¢ P U ——

systémes de preuve obtenus & 1'aide de OL

treillis de preuve de noeud entrant P et de
noeud sortant Q 7% MGEGEERRT: § ARG § 5Ya 37

TP(at CIPlAp,after(CIPlA»up) treillis de preuve pour 1'exemple
(i

TP, (P,Q)
M

Number-of~Nodes

FREE

Number-of-Sons

HUE
INDEX
ROOTS

SONS
NODE
Me

1 crverurae tesreesrasaeen

treillis de preuve canonique TN, ... o1
tableau des noeuds de 1a structure de données

nombre entier désignant Ta nombre de noeuds de
la structure M

numéro du noeud racine de Ta liste libre des
noeuds de 1a structure M

nombre entier désignant le nombre maxi de fils

de chaque noeud 37 AT 5.5 O B T FRTY. « oLl
type des couleurs B N VO B R
ensemble des numéros de noeuds de M .y,

sous-ensemble de Index donnant Tes numéros des
racines de 1a structure M

ensemble des numéros des fils d'un noeud
noeud de 1a structure PO00 00 obo0 ) I £ »

symbole désignant le couple mutateur-collecteur

76
77
81
86

89
97
103

107
115

122

125
128
130

130
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130
131
131
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131
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enabled(a) prédicat associé @ a = ..iiiiieinen. D 162
M symbole désignant le mutateur  ............ 2 enabled'(a) prédicat associé & a ATEIeTs BT Tosd 56 1T % THT 162
g Synbole, dEsgnant  PeraelIGEtEF  mosss s = | ?S(a) fonction non-déterministe associé & s et. a . 162
,52,5 i | g e g g 1
$1,82,S3 parties composant @ 32 .\ Sf[CIP],
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