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Ir Introduction

rr atid =

la transmission de 1'Information, que ce soit par la voix

humaine, par les journaux, la radio, la télévision, ou par tout autre

moyen, est un des aspects de notre vie de tous les jours. Nous pou—

vons ainsi comminiquer des renseignements, des opinions, des idées oo. .«

Devant une telle importance et une si grande variété de communications,

une théorie est alors capitale.

1° Bases de la Théorie de 1'Information

Il faut pouvoir mesurer et chiffrer l'information, la

théorie doit done étre quantitative. Il sera nécessaire :

~ de définir les ensembles sur lesquels nous travaillerons :

ensemble de messages possibles.

- de ne pas vouloir donner une "valeur" au message transmis 3s

ainsi si l'ensemble de travail est celui des mots, les deux messages :

"l'Energie est égale A la masse maltipliée par le carré de la vitesse

de la lumiére" et "il pleut a Nancy depuis le début du mois : ctest

le climat normal de cette ville" auront la méme importance sau point

de vue transmission de 1'Information (l'un et l'autre seront fornés

de 21 mots).

- de définir une mesure de 1'Information : soit une

situation oi N événements sont possibles 3 la quantité moyenne

d'information attachée & cette situation sera basée sur la possibilité

pour ces événements de se réaliser 3 et la connaissance des proba~

bilités P, .... Py » & priori de ces éléments permettra de donner
4

une mesure de la quantité moyenne d'information apportée par cette



L'incertitude initiasle liée 4 une telle situation sera

caractérisée par la fonction [4] 8
N

= - WN PH oe Ps log, 4

izt

(le logarithme est le logarithme & base 2)

H est appelée entropie ou incertitude moyenne, ou quantité

moyenne d'information. L'unité d'entropie est un nombre sans dimension

le bit-

2° Systéme de Communications.

Nous pouvons schématiser tout systéme de communications en

le séparant en trois parties essentielles ¢

| CANAL DE
SOURCE TRANSMISSION RECEPTION

Fig. 1

- lea source ou générateur de messages est un appareil

qui sélecte et émet des suites de symboles appartenant & un certain

alphabet X.

Nous supposerons notre systéme de communications discret.

Toute suite de k symboles sera appelée séquence ou message.

X sera un ensemble finide n éléments ou symboles,

chacun dtentre eux ayant une probabilité p(x, ) dtoccurence.

L'ensemble de ces probabilités définit entiérement la Source. Nous

calculerons son entropie ¢

ms
= = » %H(X) = Y- p(x, ) 1B, P(x, )

on appelle aussi H( X ) incertitude quand au caractére qui sera

e
&



- 4 la Réception On regoit des séquences formées de

symboles qui peuvent étre différents de ceux de la source. Ces

symboles appartiennent A un alphabet Y » alphabet de la réception.

Y est un ensemble fini comprenant m éléments 5 chaque élément y;

est regu avec une probabilité P(y;)s Lrensemble des probabilités

p(y;) définit entiérment la réception. Son entropie est

8

H(Y)= - - P(y,) log, Py.)
j=

On appelle aussi H (Y¥) incertitude quand au caractére qui sera regu.

~- Le Canal transmet les messages émis par la source. Hous

le supposerons bruyant gj donc 4 chaque couple de symboles x5 émis,

v4 regu est attaché la probabilité s

P ( xX» y;) = Probabilité d'tavoir x émis et Y5 regu.

nous considérons aussi les probabilités conditionnelles ¢

P( x <—y;) = probabilité pour que y, ayant été reou,
on ait envoyé x i J

P( ui ¥;) = probabilité pour que x ayant été envoyé,
on regoive v5

Ces probabilités sont liées aux probabilités P( x 4)?

ag
P(y;) et P( x i? y;) par les relations

"
PC x45 ¥;) =P Cy). PC x, 4 y,) P . P . — yy.j (v5) ( xy & y,)

Done l'ensemble des probabilités P( x a) 9 Pf y.) >

P( x9 y;) suffisent pour définir complétenent le systéme de
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Nous pouvons caleuler les différentes entropies

Ia n

H(X, Y) = = >, 2, PG 0 y;) log, P( %9 y.)

jel ist

= entropie relative au couple Source et Réception, ou

incertitude moyenne quand au moment ott X sera transmis et Y regu.

m a
H(X«—Y=+-N = P(x .sy.) log, P(x, «<— y,)

Set. “Ga tog a * J

entropie conditionnelle de la Source we de la

Réception, ou incertitude moyenne du récepteur du message quant 4 ce

qui a été réellement envoyé.

n n

H(X¥—-Y)= - > > P( x_,¥,) log, P(x,» y.)
' a4 fat ig 2 ss J

= entropie conditionnelle d'tincertitude ou incertitude

moyenne de la personne qui envoie quant & ce qui sera regu.

Etant données les relations existant entre leg probabilités

nous avons 3

H(X, Y) = E (X) + B (X—+=s¥) = H (Y) + H (xe-——yY)

3° Capacité -— Téhoréme de Shannon.

On définit alors pour un tel systéme 1’information moyenne

transmise, ou rythme de transmission de l'information, ou information

relative (cf RENYI)

I
|

- cr far sr far\ fa ws |
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Et soit oe ia durée du symbole xq 5 ctest le temps pendant

lequel x i est transmis et c'est en général le méme, & pour tous

les symbolés Xz 5 on appelle alors capacité du_canal la grandeur

C telle que

max (R) » ce maximum étant pris par rapport

& la variation des probabilités P( x4) des symboles de la source ;

on suppose ici que ces probabilités sont indépendantes.

G@ étant le méme pour tous, nous le prendrons dans la

suite égal & l'tunité.

Soient des messages de longueur n =: ils sont formés de

n symboles et soit N(n) le nombre de messages différents de

longueur n émis par la source, une autre définition de C est C2] g

1 . 1 .
Cc = = lim ( — log, ay (n) )

On montre f3| qu'il existe des canaux qui n'ont pas

de Capacité. Pour la plupart des canaux "raisonnables" C existe 3

nous voulons chercher & réduire l'importance des erreurs pour ces

canaux» Nous savons que cela est possibles et le Théoréme de Shannon

nous dit dans quelles conditions ¢

Soit un canal de transmission de Capacité C, si on

veut envoyer des messages de n éléments A un rythme R

de transmission tel que R < C, alors pour n grand, il

est possible de transmettre en rendant la probabilité

de mal reconnaftre un message aussi faible que possible.

* Si R> C , ceci est impossible.
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4° Le Codage est le moyen qui nous permettra de minimisor l'erreur :

on codera un message émis par la gource 3 la réception connatt la

méthode utilisée pour ce codage et celui~ci est fait de telle sorte

gu'a la réception, aprés décodage, on retrouve le message émis, la

probabilité de mal interpréter stant aussi faible que possible.

Nous ne considérerons que le cas d'une source ayant deux

symboles différents. Ces symboles seront noté 0 et 1. Le canal de

transmission utilisé sera dit binaire cst les symboles appelés digits-

Distance de deux mots ; définition 3 La source binaire émet des mots

de n digits. Soient deux messages (ou mots) émis (V4) et |V5|-

Et soit le not \w\ |v, | +) I. | ot &) désigne le somme modulo
r2 de \v,| et ¥p | gs on appellera distance de ka et Iv. Le

nombre de symboles égaux A 1 dea ci

Nous allons considérer dans ce qui suit deux types de

codage binaire e

a) La source émet des messages de longueur n qui sont

envoyés 4 travers le canal 3 Si nous voulons un bon codage il faut que

R rythme de transmission soit inféricur aC 3: il doit done y avoir

au maximum 2% © messages différerts (C = max R = lin (4 log, N(n)) )

NPs

Ces messages seront répertoriés dans un"dictionnaire" ou cahter de

code conmu par l'émission et la réception 3 le décodage sera une simple

comparaison du message avec tous les mossages du dictionnaire =: on

cherchera le mot le plus "proche" (distance minimum) du message regu.

Crest le code "“dictionnaire".

b) Codage linéaire Tout mot de code est un vecteur deaoe 
eee re
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Définition ¢ Soit Wun espace vectoriel de dimension Hy défini

sur le corps K. Ici K sera le corps des entiers modulo 2? 3 on

appelle code linéaire G (n, k) un sous espace vectoriel de W, de

dimension k, Tout vecteur de G sera un mot de code et une combi-.

naison linéaire de k vectcurs indépendants formés sur K;,

Le corps K est le corps des entiers modulo 2.

Donc toutes les opérations se feront modulo 2.

On appelle la matrice (| dont les lignes sont les k

vecteurs de génération de G, matrice de Génération du Code.

Pour engendrer tout le code G nous avons k coefficients
. ; kqui peuvent prendre chacun deux valeurs, Ga done 2 mots de code

kde longueur n différents et le rythme R de transmission est égal & ne

Ces k coefficients sont appelés digits d'information ; ils forment un

vecteur \I | » Tout mot de code \v| de longueur n sera tel que 3

(Vi = Irj-ie | (modulo 2) IT | et (VW | sont des vectours
lignes. .

Le codage se fait de la manitre suivante : 1G | matrice de

génération est connue par 1'émission et la réception 3 la source

émet un mot iri de longueur k 3 on calcule le message iV Jae longueur
nh qui sera envoyé & la réception on cherchera & retrouver le motwee

co(I | émis. Pour R“<C nous pourrons le faire avec une prvbabilité de
mal reconneftre I laussi faiblo que possible, si n est suffisamment
Srand.

Nous nous proposons d'étudier un certain canal de transni s-

sion ¢ canal binaire & sffacement ou B. E. C. 5 cette étude sera

faite en simulant le canal, la source, la péception sur ordinateur,

ainsi que les méthodes de codage et décodage utilisées.

Pa Abe nee nL we Fw yuclles sya 27 ah wt fe? a:Wil UlictGitutla UdiiS YucllesS meSures 24 est PUBL
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If Définition du Systéme

de communications simlé. |

1° Canal binaire & effacage — Capacité.

Le canal binaire 4 effagage ou 3B. BE. C. est un canal qui

a deux symboles d'entrée et trois de sortie.

La source a les symboles 0 et 1

la réception 0, 1 et E

Si un symbole (G ou 1) est envoyé, la probabilité pour

que ce méme symbole (0 ou 1) soit regu est 1 -— P 3 la probabilité

pour que l'on regoive E est P. La figure 2 précise les différentes

probabilités conditionnelles. Dans la suite nous parlerons indif-

féremment de symboles ou de digits pour O ot 1; E sera l'effacage.

ow '7F , Yo
Sp

P E

~ 41—P

wy [e} p. ct MRM i probabilité d'émission de 1

probabilité d'émission de 0= t Qsoa It

Calculons le rythme de transmission R (‘A ) et cherchons
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Mettons dans un tableau les probabilités P(x, 9 vy)

RECEPTION : !

symbotes 0 { | EB P(x, ) |
i —_

| 0 (1-2) (1-0) 0 | (1-)P Tm A |

fo G | &(1-P) Po! om |

| i \
| PY; (1-P) (1="4)| o.(1-P) | P

H(X) = - (1 ~<A) log, (1-a)-4 Log, (A)

H(Y) = — (1-P)(1-) Log,(1- A) (1-P) ~ A(1-P) log, A(1-P)~ P log, P

H(X,Y) = -(1-P)(1-<\) Log, (1-P)(1-*A) - =< (1-P) log, % (1~P)

~ (1- %) P log, (1- A) P - AP log, &P

R( A) = H(X) + HCY) ~ B(K,Y) = - (1- A )leg,(1- A) ~A Log RX

+ (1-A)P 1085 (1+ %)P + AP log, AP-— P Log,P

R( A) = (P-1) (1- X ) log, (1- &) + eat |

R(® ) est maximum pour R! (4) = 0

Rt( oo) =(P = 1) ) log ,A - log (4 =X yt
oes 2 |
A

, iR'(A4 ) = 0 pour TI = 1 soit OR 5

alors R($)= cet -P

hous trouvons le résultat intéressant : La capacité est

égale au pourcentage des digits d'entrée qui ne sont pas effacés

et cccl nous permet de commenter le théoréme de Shannon en nous en

montrant clairement sa puissance 3 on envoie WNW digits ; W (1 - P)

sont regus , N P perdus aprés effagage ; sans codage on récupere

bien N(1 ~ P) digits mais au départ nous ne savons pas quels seront

ceux qui vont &tre perdus et le hasard frappe aveuglement parml les

N digits.



Shannon dit ¢ on pout déchiffrer en envoyant un peu

moins que # (1 ~ P) digits plus une redondance d'un pen plus de h P

digits. Clest & dire que dams un certain scns on peut s'arranger

pour que ce soient les N(1 - FP) digits bien déterminés qui puissent

TMStre retrouvés. En fait, le codage permet de préciser sur leg &

digits, les N(1 ~ P) qui seront conscrvés.

2° Codage.

Nous allons chercher par le codage & réduire le nombre

de messages mal recus ; nous savons que cela est possible pour

n grand et R<C.

Nous utiliserons un code linéaire G (n » &) de

matrice de génération |G]. Par des combinaisons de lignes et de

colounes sur |G] nous obtenons la matrice [ar| de la forme

aseee ODay eves By nek | - ob (TZ,
~ . fe -——, | est “lalo] = 1 er ae | =) | ostSo 0 s 44 ig nek] «= Ly. 5 {2} natrice

“lL Bp vem 8 ee — lunité deL ke ky nx rang k

iar| est appelé forme réduite de iG | et les k vocteours ligmes de
cr(ari sont indépendants et cngendrent le mame espace vyectoricl G.

La matrice de génération utilisée sera | ar plutét que iG | °

: ivr | . - ae 1 VetSoit [I}un mot d'information émis et IVi le message

envoyé g ; . TO

Ml fe) - eR . Bl -|a, ia
ou le vecteur ligne ic lest composé des k digits crlculds de la
maniére suivante 3s

lc | = | x a | BI ces opérations se fnaisant modulo 2.
Soit [Al la matrice transposéc de | 3B]

|Alest dite motrice de parité du code , elle a k colonnes et n —k
lignes toutes composées de digits { ai4 5 0 ou 1} elle permet

ke

S

de naleuler tea veeteanur! CG! . ani avec 7 a vastain LT [4 Masfoarmatinon
| of eo
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Posons m= n-k

2} = oT] qy oe I. | sont les digits d'informations

te Cy eves C., ] sont dits digits de paritécis

r

[Aj étant la metrice de parité du code G (n, &) utilisé

A = a | &k colonnes[A] [ il
et m lignes

a k
U

Cc. = YO Oa. dC: i= 1, »0. , m (mod 2)
1 fe, 1g J

c=

Jn message ainsi codé est envoyé & travers le canal.

Ala réception certains digits sont effacés, Soient K, parmi les

digits d'information et my parmi ceux de parité. Pour décoder

nous aurons 4 résoudre un systéms linéaire de m ~ my équations A

ky inconnues sur le corps des entiers modulo 2.

A partir de cette considération nous pouvons retrouver

la capacité C du canal s: P étant la probabilité d'effagage, la

valeur moyenne de kK, est Pk, celle de m, 5 P(n ~ k). Il faut
4

done pour pouveir résoudre le systéme précédent que m — Ty 2 Pk

Soit n-k -~P (1m+k) »S Fk

ou nm-ks. P

ko * TOP

. BoN 4 2 1
a 5 + =

ear ko 7 — P T-P
; : le

Yr le rythme de transmission est R = i

Un aura done |B K Jo. P ce qui permet de retrouver C sachant
que R « 6,

TSS mau de astm stapes ts mf meee Te nee ee Oe - —Se YMG LUE S cb wld PMA bOOUMUAU Lo wy OP UuGinuG We dag Se

equations A ky inconnues, nous aurons retrouvé le message de

ft ongueur k émis par la gource.
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IfIl Simulation du B. E, Cc.

1° Emission et Codage,.
SSR 

Gt Oa Be

Toute information 6mise est une suite de k digits. On

ce
suppose que les probabilités d'émission de 0 et 1 sont les mémes

. j ; .soit 3 35 dans ce cas R, rytize de transmission pourra 6tre

maximum et égal a C.

Noo
On veut envoyer cette information A travers le canal

il y aura des digits effacés et la probabilité d'teffacage est P.

Nous utiliserons un codage linéaire of les k premiers digits du mot

codé sont ceux d'information 5 8i nous voulons un codage efficace, il

faudra prendre m=n-k digits de perité, tel que = x 1~—P.

Pour effectuer le codage on se donne la matrice i Ay de

parité du code ; | Aldépend du type de codage linéaire étudié et A

m lignes et k colonnos . \Alest connue par le codeur et le déccdeur
et ne contient que des O ou des 7.

Soit |x| le vecteur information ; \Tla k digits

On calcule le vecteur jc | des m digits de parité ¢

{xi
I | sont des vecteur colonnes et les opérations

ci = lal
ot [c | ot

effectuéss modulo 2. Le message émis

dans le vectour || 5
Le message envoyé & travers le canal sera le vectour |Z }

| est gardé en mémoire
|

i.

fq

suivi du vecteur {ol

2° Transmission

Au cours ds la transmission certairs digits sont effacés 3

scient K, dans |Ijet a, dans C| > On suppose que lieffagage est
alcatoire, donc qu'il uty a pas de liaisons entre les digits du
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3° Décodage ct Réception

On essaie de retrouver le vecteur

digits effacés dans

I) émis, donc les

i! , connaigsant la matrice \a\ de parité

du code.

Soient ° » pEoRe 2 Lt
dl k

C, eoaeae © ccux de parité

tls sont liés par la relation

le} = (A) |Z]

les digits d'information

9
°

(riodulo 2)

k

S j= 4 ) 1soit C, = > Ass I, J = 1, e+. 5 m (mod. 2) (1)

nous avons m= my digits de parité non effacés

T 2 Blage 5 I, les digits dtinformation offacés
14 “Kk

soient ~F

C, coon. C ies digits de parité non offacés
i] in—my

posons my, =m — m,

et ne gardons dans les équations (1) que celles pour lesquelles

e, n'est pas effacé. Cela nous donne le systeme d'équations =

c = @25 % I,} 1, aj 15,4 i (mod 2)

\a = 1, pes yg Ro

4

est l'tindice de digit de parité non effacé

J

Dans ces Séquations certains dés I, gont inconnus et
i

en changeant la forme d'écriture nous pouvons les faire apparattre °

a
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Ky k~k
% pa NT I, } (moa 2)= - \ a i + a «“a. . = kyo, 2 “Le Los my 1. ats! nsJ 7 dg + i ST J

j = tgec. 9 Mo

1, = indice de i digit dtinformation effacd

1

1 = indice de I, digit d'information non effacéd
s

s

en faisant passer d'un méme cSté du signe égal tout ce qui est

connu, on obtient ¢

k-k
Ky nl

Z r ; . " 7 ; \

ZL Po AL) = Y /__,\ "4.41." T1_! (a0a2)
i = 1 J + 7 J s=1 J S s

Jo= 1, eee g M

e kek,
{tS 7 Cc +\ eet HO (mod 2)

pesens J ~ ae Jj°.8s

| al = aoa al

dot Las a

nous obtenons le systéme (2) de Bn équations a k, inconnues

a © a) do a sur le corps des entiers modulo 2.

1 k
1

—

\ (a, Goh ) = or (mod 2) j= 1,50. , My (2)
oe i
i=1

sous allons cherchor 4 résoudre ce systeme ¢ nous savons

qu'il a une solution ¢ les valcurs initiales des digits i.

ae n fan. . -
oF aS Ley OG SLA Yai ss

ft om mrt + - 7H wsoar na U us t6 SysOo
ay. ala,

did 9 AAG LLGy
=

GSOw
~ STA nan
wo hb Was

impossible ; i1 pourra @tro indéterminé si Dy nombre d'équations est’

inférieur a kK, nombre dtinconnues ou s'il oxiste trop do combinai-~



L'opération de décodage se traduira par une transformation

de la matrice Al et du vecteur [Clen une matrice | ar (a n, lignes
et k, colonnes) et en un vecteur [cr (a Mo digits). Pour résoudre

le systéme (2) nous chercherons & triangulariser la matrice far\ 8

- Stil y a plus d'inconnmves que d'équations ceci sera

impossible 3 soit Ky le nombre d'inconnues en trop ; nous prendrons

la décision d'affecter aux Ky premiereres inconnues, la valeur O ou

1 aléatoirement. Nous reconstruirons (At qui aura alors autant

de lignes que de colonnes. Nous reconstruirons aussi | Ch

- 5i il y a trop de combinaisons linéaires entre les

6quations, cela se traduira au cours du calcul par une ligne nulle

et la colonne de m8me indice nulle (ou en partie 3: A partir de la

diagonale principale) § nous prendrons la décision dtaffector A

l'inconnue de méme indice, aléatoirement la valeur O ou 1. Nous

reformerons alors |A'\ et |C1| correspondants et continuerons le

calcul.

La mnatrice {at étant triangularisée nous calculerons
les inconnues. Nous aurons une solution possible du systéme (2).

Nous replacerons ces digits dans | | et comparerons | =| décodé au

mot (U| réeliement émis.

4° Sous Programme FN G EB.

Le sigle ENGH vient du verbs engendrer.

Suivant les cas nous cherchons A avoir aléatoirement ¢

- ou N digits avec une égale probabilité d'apparition

pour O et 71;

- cu des effacemonts dans un message de longueur n3 la

probabilité d'effacgage étant P.

Nous utiliserons le m@me sous programme ENGH car dans legs

Sac Noe tail. a. 0
La SUL GSD Livni oS UWE UV

5 compris entre O et 71 et suivant leur
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valeur, dans le premier cas par rapport & 0.5 nous obtenons le

digit O ou 1, dans le deuxiame cas par rapport & P nous avons

ou niavons pas effagage.

5° Organigranme de Simulation

Il utilise le sous programme défini ci-dessus.

Sous en donnons .1'organigrarno a la page .suivante



2¢

Lecture du nombre de séries de calculs a effectuer et du nombre

aléatoire de départ nécessaire pour engendrer les digits.

Lecture du nombre de messages & envoyer, de la iongueur de
£
f ces messages, du nombre initial de digits de parité, du nombre

: final de digits de parité.

i] ) Mise au zéro des compteurs de messages bons et
mauvais - Calcul ou lecture de la matrice de parité

:

On effectue le rroduit |

des digits d'information

non effacés par les

colonnes de A corres=

pondartes et on somme

(mod, 2) les colonnes

obtenues & [C] . En

méme temps on élimine

ces colonnes dans [ A".

Tl y a plus d'inconnued_

que d'équations. On af-

fecte aux ky = mo pre=

Mlers digits O ov 1 a“rs . 5 
Oealéatotrement. alors

ky = Moe

Se

On ve trianguieriser | A? = ee .

| ~ i
yp tr ne ee ce!

oH |

=p}



oo” ”

@ jéme colonne de

nuls.

a-teelle 4 partir du jéme

digit tous ses digits

ed

:
t .

4 On ne @eut resoudre. ce *
$ . ESTs Ho
; |systéme. On affecte au jome ron

-jdigit © ou 1 aléatolrement_

$]ky = ky - 1. On refornme’

| t
i ~
; On combine la 3¢Me colonne aux suivantes,

pour faire appuralitre des zéros aprts lo jeme
' digit dans la j&TM° colonne de a4

[ pa S

i On Lfelimine Oui Z .
} _ Y aete2ll une
: mg = mo~ i 4: .
' ligne nulie

: 
lien

i os kyel
&

NonOn recommence avec

la Ligne suivante ;Tree, =p Titeoctmeies
Oat.

Mal» To

7 =e a+ 2
i 3 

~

f 
2

. 
Sul! On affecte aux ky 7 Mp a

: dernicres ineconnues O ou l

: aléatolrement ky = mp

a

i
} On caleule Les mo incomnues
& et on les replace dans
& 

es

5
¥

‘

é
-

f
S

£
F

| bien deeodéis

[on augnenta Le
Re a

m2l décodés.~

~—



A»teon envoyé tous les messaj;es

écrit les

résultats

oWr

abv metres
on va envoyer un

gubtre message

-teon atteint le nombre final de

digits de parité ?Wet vodi wsin
On augmente ce

nombre o

rRneE tiie eS Seipirhe Abheme shia ie
fait toutes les sériecs

atexpérience ?ae

perch Nich inode
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IV Etude des codes aléatoires

de parité var blocs.

1° Définition

Définition + On appelle Code aléatoire de parité par

bloc un code linéaire tel que la matrices {Aide parité du code

soit construite aléatoirement avec une égale probabilité d'lappa-

rition pour 0 et 1.

Oo

a _ [ a. | et a,. = avec P(0) = P(i) = 0.5
43 14

Shannon \4| et Elias , 5 ont montré que le codage aléatoire est

aussi bon que tout autre moyen de codage pour des rythmes voisins

de la Capacité, mais que pour des rythmes de transmission trés

faibles il existe des codes qui sont meilleurs.

Hous voulons par cotte simulation vérifier les

propriétés des codes aléatcires

Pour chaque valeur de k, n, P rous avons émis un

certain nombre de messages et lesavons envoyés & travers le canal

un compteur de messages mal décodés nous donne une évaluation des

performa.ces du code, mesurées par 4 , pourcentage de messages

mal décodés. La méthode de Décodage utilisée est colle définie au

chapitre précédent.

2° Variations de @ak , FP fixés

R= RY étant le rythme de transinissicn (k = longueur

de l'information, » longucur totale du message),C = 1 —- P (P

-probabilité d'effagage) étant la capacité, nous avons fait une



li wn

PDA Nhe et Fert
WTP P err an creer it

TSP nee eerie,2

Mammy

ee H Peete era ates

gia pourcentage d'ery | sstistte)

ee périenee Ge 10d 3 . 1 pi} |
pie probabilité | dtet OH ia
a bss: pie Is oe at ey t ga Hse Hi

ete cherie? stbiteg : [shih]

pst | Jcreetistet
Siete weep pees _: Jse ies

| psegeiih ae 2 decege eyes hes alt Ho eae es

+k longueur de L'infermation = 50...

| cuben el Seat at ap Sy USE
5 ok Longueur db c1ta formation = -20.-. “=

| settialix, ob ai Jia era ties
i 2! be oe Ger

me = Ltt t
fa odie meeote

Bites eee

3 AA 42 43 Ae A5
a

‘

: Fig. 3

n= kk R/C Q -k R/C a F

€ 1.5% 0.99 2G 1.28 9,99

8 1.43 9.98 30 1.25 0.99

19 1.33% Dis Die 32 1.h2 0.07
12 1.25 0,89 3h 1,19 0.96

1h 1,18 0.86 3G 1.1€ 0,0)

16 1.12 0.79 a6 Leld 0.92
18 1.056 . 0.C7 ho 1.11 0.85

20 1. O49 yo 1,09 0.80

20 0.95 Oud Lh 1.06 0.79
2h O?7901 0,38 hE 1.04 0.79

2c 0.57 0.26 he 1.02 0,C0

2! 0.83 O28 50 i. 0.5€

30 0.5 0.11 5° 0.98 0,42
32 0.77 0.08 54 0.9€ 0.28

3h 0.74 0.04 56 O,904 0.32
58 O?92 Ose

k= 20 60 0.91 0,84 xe a k
ce Ue oy UeLe
GY 0.58 0.05

Tableau 1 (P = 0,5) 66 0.86 0.08

} 68 0.85 0.906
JO 0,83 9,01

LD 0.82 0,00

bk- 2s
SS 3 5 SSeS.
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k et P étant fixés, nous avons pour chaque valeur de n

construit la matrice Al de parité qui a été utilisée pour coder

100 nessages é6mis par la source.

ous avons pris P = 6.5 et deux valeurs de k ¢

k = 20, R/C varic do O74 Aa 1.54: k = 50, R/C varie de 0.82

& 1.23 . Nous avons comparé les résultats obtenus (Tableau 1) en

tragant les courbes @ en fonction do R/C (Fig.3).

On peut lisser lcs points obtenus pour chaque valeur

de k par une courbe ; dés que R< 06 > @ décroit assez rapidement

vers des valeurs faibles. Nous voyons de plus que la pente de la

courbe pour R/C = 1 est plus raide pour k = 50 9 que pour k = 20 ;3

cela ne contredit pas le théoréme de Shannon : pour R<¢ GC quand

n augmentc, le pourcentage de messages mal décodés tend vers 0.

“cus remarquons, surtout pour k = 20 que pour

“

O8<¢ R/C < i des matrices de code peu performantcs peuvent

augmenter considérablement Q (c'est le cas de (n-~k = 28 - .

R/C = 0.83)) qui se trouve donner de moins bonnes performances que

(n-~k = 26; R/C = 0.86 )

Il serait intéressant de savoir comment se comporte

lterreur aprés décodage ou probabilité de mal interpréter un

message regu.

3° Origines de l'orreur aprés décodage.

Diaprés la méthode utilisée nous voyons que l'erreur

apres déccdage a deux crigines.

atoirewsa) Origine due au fait guc l'effacenent est al:

Les mots sont de longucur n et ont k digits d'informa—

tion 3; la probabilité d'offlagage est P 3; cn ne pourra décoder

s'il y a plus de n ~ k effagages dans un mot(ou message). Done

l@ probabilite minimum de mal décoder est

Ss 3 i n~j
Quin = S . cP (4 = FP)

jen~k+1



im fait nous avons réduit cette probabilité par la

méthode de décodage utilisée 3 chaque fois qu'il y a plus de

n-~ k effagages, nous ne rejetons pas le message mais affectons une

valcur (0 su 1 avec une égirle probabilité) aux digits quii ont

été effacés en trop.

Soit j effagages et gj >» n-k

nous choisirons done aléatoirement j-n+t+k digits ; la probabilité

(4 ) Jaa alors la
j-ntk

dtavoir les j ~n+k digits justes est
4

1 Neeprobabilité de se tromper pour ces digits est 1 - (>

donc la probabilité minimum de mal décoder est pour notre méthode

de décodage

Me —— f 4) gyraiastle . . n-j

(3) ( @ = > (1-@ /Oo . Pe 4 mei yo 2 n

jan-k+1

b) Origine due & la nature de la matrice A

Suppesons que dans le mot de longueur nm, nous ayons

ala réception , n -k effacenents au plus; il ¥Y en aura k, parmi
i

Les digits d'information et my parm ceux de parité.

En décodant il faudra réscudre un systéme linéaire de

k, inconnues & ky (et pout stro plus) equations, sur le corps des

entiers module 2. Il faudra donc pour gue ce scit possible gqulil

SNy ait kK, équaticus indépendantes. Cela se +sraduira pour la matrice

jay que Lfcn cherche & triangulariser, par uno indépendance
linéaire de ses kK, colounes, ou par une indévendance linéaire de

k, de ses lignes.

Hn conclusion si nous voulons uz code qui corrige de uns

&@ % crreurs dans l'information (AP, k fPixés, on a calculé n de

s

= ||

4 
F ; : 

oe “itelle sorte gua cect soit noasiblc PULLS Lu Mave iue |
Q



( s colonnes) de combinaisuns linéaires nulles de +t

lignes (ct colonnes) sur le corps des cntiers module 2 clest-A~dire

de velle sorte que toute sous matrice carrée de dimension + de lal

soit réguliere.

4° Comportement de Q@aR. P Fixés quand n auginerte

Nous avons une borne inféricure @° de Qs il reste A

a trouvé une borne
trouver une borne supériecurc. Shannon r4

supérieure de Q pour les codes aléatoiros et Blias {5 a montré

que cette borne était la méme pour les codes aléatoires de parité

par blocs.

Rle "codage aléatoire"” signific que oe (R vythme do

s
transmission, n longueur du message) wessages sont scloctionnés

: mt = n a . -parmi les 2° séquences possibles gj les séquences sélectionnéos

sont indépendantes les unes des autres et la sélection se fait

au hasard avec une égale probabilité assignée & chaque séquonce.

Cay moyenne des probabilités Q pour tous ces codes est certai-

nement supérieure A la probabilité eh de mal décoder du meilleur

d'tentre eux. Dans les références citées ci-dessus, Shannor: ot Elias

ont évalué 9

\

nk k A Pk { (
a i oe Py G ¢ +b =Say ’ - G ayy “Ie | n-k-nP 4 (ese dick | ®,

‘ P ok

On a les relations

ay y r, ” ew ‘

a ~ Se wo Qwv uN &,

: x} ; .Soit > / los i 1°° A = lin Lope © | A «dan | a2 87 | .
yn é es n :n aes, ES Qo-povd /

Loe

Cg ( -°82 % |tha = bLini \ 7 Yi

oe
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nous avons aussi aX 23 “aA ma A
ns aussi CAS Ay <A

et nous allons chercher si A et fy tendent vers une limite

quand no - > , aR = = > © fixése

ch Calcul de_ a*

n-k+1
n . n k—1
— jantk .. nj C P , (1-P)x 4) 4 od n—k+1a= (1 - @) )-c2 PH(i-P) >
es 

2

j-k+1

a Ro
Qo= N (termes positifs) | est en particulier supérieur ou

jen-k+1 égal au premier terme.

a*) P on ke (1_- py pn
4 NTE 4 7

“ 2(1 - P) ums nk + 1

On utilise l'inégalité de Stirling

ss a ~nR -n(1-R) nH(R)
~ =u R 1--R _ 2

Smee = Sn(te-ny ~ ee Ee
, : Ve tT n(1 ~ RB) R er nR(i ~ R):

ot H(R) = #8 (1-R) =-R Log,R - (i-R) 106, (1 ~ R)

quand R varie entre 0 et 1, H(R) croft de 041 (pour R = 0.5) et

deoroft ensuite jusqula 0.
_

ask k n : log,P + R Log, see |
P G= R= Pk = J

we | ae )
log, Q 4_p Log, { 2li nR(1~R) /

alors - S H1-R) + log.,P + R log -
n v 2 2 - on

Pklog a Log,
2 2(i-P) 2

n

(n-k+1)



! z:

i

ae Sloe, ——_P ENf quan n LY S85 2(1—P) _. 6 3

rh .

; log ( 2 if R(4-R) } log, a log, (n-k+1) log, n
. a ‘ caw 2 —>Cet oe my eo -—>O
; 2n 2n n rh

eo | 1 -—P ee
et Ay H (1 -R) + log, P + R log, a OU A

- Calcul do Ay

Nous utilisons la relation (4)

n { H(1-R) + log,P + R log 1P |
2 2 P&P Pk i

alors Q@, : +
{ Se n(1~P)-k q-P\ on-k /\? ru (1—-R)R ( ) i- a) Ga)

log, Q
, ; 2“ . 5 — 4 -=Pet A, = lim —-* |. H (1 — RB) + Log,P + R 10, So

Ns OO

Xf «' 

x / alous avions A < A‘¢ A ¢ i x A,

XX
Or A, = A

Done A = A. = iH (1 ~ R) + log.P + BR log ae Af : “av b 
= P ~ ee P

Signe do A

:
Pour notre canal la capacité cst C = 1-P < 1

exprimons dans A , P onfonction de C.

1 \ 1—P - \
A= EH (1 =~R) + LegoP +R log, Bo = H (1-R) + Log, (1-C)+ R log

aa . € , Jc
soit A =R log, B+ (1 - R) leg, TR

CG est fixé, nous avons R< C si nous voulons un bon codage

2 1-C
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. aa C R
Soit TR 108, a7 log, TR

’ . 1 \ 1
R«C alors 1-C Ff 1-R et Tre ¢° PTR

A

ae — >0 et A croft quand Rvarie de 0 Aa C,

Pour R=C A est donc maximum A(C) = O 3

A cst pour R¥ C négative

Q, 9 Oy se comportent comme des exponenticlles de - n quand n> =>

Ce théoréme fondamental a été démontré par Shannon pour des codes

aléatoires 2

fa R<c fixé, il existe pour un canal donné

des codes de longueur n, tels que lterreur au décodage

@ tende vers O comme une exponentiecllie de - n quand

n augmente indéfiniment | 1 |.

5° Résultats expérimcntaux ct discussicns.

Nous allons, aprés cette évaluation de l'erreur, étudier

. Z & : a x -la différence Q- Q en fonction de R/C, pour k fixé. Qa” stant

xla probabilité minimum de mal décoder, la différence Q - Q” mesure

donc les performances du code é6tudiéd.

2) Variations de Q, k étant constant.

les tableaux 2, 3, 4 ecntiennent les résultats obtonus

pour P=0.6 (k = 20, 26, 30) , P = 0.5 (k = 20,26,30) et

P= 0.4 {k= 26, 30); a chaque valeur de n - k nous avons construit

aléatoiremont une matrice de parité de code et codé 100 messages

différonts. Ensuite ces messages furent transmis ct décodés.

Remarques les courbes correspondantes sont en Figures 5, 6,7.

-> Les courbes Cbtenues sont en dents de scie 3 ceci est

dad au fait que 100 messages émis pour chaque valeur de k, n, p ne

permet pas de donner une bonne évaluation de l'crrour Q 3
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BQ a @gTMs astination tds porfornhnces aes ‘co
des

of a prs OsG;probpbiliné d'effaqase i

0.8) | 0.97 =xpérdiesxce de 100 nesyages

0.78 | 0.85 a

0.7L | 0.76 kK (infornatien)= 20
0.64 | 0.77 k (information)= 2G Loin
0.56 | 9.70 rk (information) 30 ie aks ge
O.40 | 0.60 |
0.40 | 0.6% i : |

0.33 | 0.43 
f

0.27 | 0.38 | ; i

0.21 | 0.32 |

0.1¢ 229 | |

0.12 | 0.26 \

0.09 | 0.14 ! i } i

0.07 | 0.2 O90 rt
|

k = 26 i

Ry /e qeck] cf C

209 0.52 0.92

o10 | 9.76 | 0.86

203 | 0.70 | 0.73 \

ell | 0.63 | 0.34 |
o18 | 0.55 | 0.73 220)...
221 | 0.49 | 0.70 {

217 | 0.42 | 0.55 {

ol) | 0.34 | O.L8 |
w1T | 0.28 | 0.45 |

220 | 0,22 | 0.42 '

o2L | 0.15 | 0.39

ook Jo.th | 9,28
10 0.11 O.al

205 0.05 0.12

k = 30 {

0,10

r/o | ono | o*

1.79 ]0.01 | 0.99

1.66 |0.00 | 0.98

1.56 |0.03 | 0.9€

1.4@ jo.06 | 0,93

1.34 [0.98 | 0.90

1.32 |0.08 0.54 
:

1.25 |0.10 | 0.75 
4

ae 0.11 | 0.70 
:

9 C vo einen 4 
qostiaie

on ia ae 98 os 4 44 42

1.04 [0.20 | 0.45 '

1. 0.20 0.3 '

O.9€ |0.20 | 0.28 
aI

0.925 [0.15 | 0.2

0.89 10.15 | O.1

o86 |0.22 | 0.2
0.835 |0.12 | 0.0

0.805 19,15 0.0)

9.7% [7.05 | 0.04 k= 0 2=- P= on



q T T T rf . oSr Q@ + Q* = estimatign des nerFormanaps jdu code |.
i te Probebiliné d'effachee (ok lb...

n/c | Q- 0% Q* Q lxpéricnge de 100 messaads | | f

eS 0.02 | 0.98 | 1.00 k (information) = 26 |-—— + rl
1.35 0.05 | 0.95 | 1.00 kfinforbation <3.) ae ee :
7.28 0.09 | 0.90 | 0.99 ile fait i ‘ et beet. Her bi t
1.2 O.11 | 0.82 | 0.93 L ie i i i

1.24 0.15 | 0.70 | 0.85 \ |
1.08 0.19 | 0.56 | 0.75 f i
1.03 0.16 |o.ke | 0.58] % t TH
0.985 0.19 | 0.30 | 0.49 i !

0.94 0.18 | 0.19 | 0.37 i

0.9 0.20 | 0.12 | 0.32

0.87 0.13 | 0.07 | 0.20

0.835 0.07 | 0.04 | 0.12

0.8 0.11 | 0.02 | 0.13

0.775 0.05 | 0.01 | 0.06

: k = 26

I

R/C Qa] CRO

1.39 0.00 | 0.98 | 0.98

1.32 0.01 |0.96 | 0.97

1.25 0.07 | 0.91 | 0.98

1.19 0.07 | 0.83 | 0.90
1.13 0.12 | 0.73 | 0.87
1.08 0.12 | 0.60 | 0.73
1.04 0.20- | 0.47 | 0.67
le 0.26 | 0.35 | 0.51

O.e6 9.20 10.24 | O46

0.925 0.17 | 0.16 | 0.33

0.89 0.06 |0.10 | 0.16
0.86 0.06 |0.06 | 0.12
0.835 0.16 | 0.03 | 0.19
0.81 0.02 | 0.02 | 0.04

kh | 0.785 0.02 | 0.02 | 0.03 iy

| }

= 30 4 - 4 . 4 —| 9

ees ° 08 03 4 AA 42 Ke

A

Tableau bk P= 0.4

Figs 7
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cela devient trés not dés que R devient gal A C 5 nous avons

alors Q qui deviont inféricur & 0.5 et décroft tras rapidement 3

en méme temps l'importance d'un message mal regu, augmente quand

on veut évaluer 9. il nous faudra donc prendre un nombre do

mess2ges plus grand.

f
eo, x LkPour une valeur de 3—- Q” on peut assimilcor une3 d

"largeur” & ces courbes et la comparer ; il semble quo cette

largeur pour Q@- Q° faible, décroft lorsque k augmente (donc

quand n augmente) -

' 

oo. 

o—>: Pour toutes ces courbes au voisinage de R/C S\ 1, alors
. . yr . .que Q décroft rapidement @Q - Q reste important et il paratt

judicieux de chercher & réduire ces causes d'errours.

b) Ces premiéres courbes ne nous pernettant pas de

conclure, nous avons cherché & avoir dus résultats plus probants 3

nous avons alors fait deux sérics d'expériences of nous emottions

3 > P fixés 3 ccs

et k = 20, 50.

1000 messages pour chaque valeur de k 5

expériences ont &té effectuées pour P tt

© 9* G,Comme précédemment nous avons tracé Q =~ en fonction de R/C °

courbes sur laHH o ta
les résultats sont dans le tableau 5 ot

figure 8,

Cette fcis le "largeour”des courbes, pour une mémo

valeur do Q@~ Q° , décroft quand n augmente.

Hous avons eussi tracé sur la figure 8 la probabilité @

(pour R/c ¢ 1) » ceci nous pormet de voir que d@s que R/C est

inféricur & une valour (R/C) (valeur qui dépend de k) Q est

inférieur @ 10 z 3 ee seuil (R/C), augments et tend vers 1 quand
n-—- =< (k —+m) ; ceci ne contredit pas lo théeoréme de Shannon ;

a1iser, sams viaindeu de lrop wauvaises

e@ aléatoire quand (R/C) ¢ (R/C),@preformances, un co



Figure &
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R= 20

q* @ nek R/C Q= OF | Q* a

0.978 d 0.992 C 15k 0.018 0.966 0.98%
0.964 0.995 8 1.43 0.035 0.932 0.9C9
0.9k2 0.970 10 4.334 0.061 0.875 0.936
0.912 0.958 12 1.25 0.122 0.792 0.614
0.872 O.9h1 ay 1.18 G.150 0,688 0,228
0.822 0.915 16 1.42 BO, 17C 0.570 O.7EC
0.762 0.838 & 1.056 0.212 O.uha 0.662
0,60h 0.825 2 ie, 0.19% 0.337 0.531
0.620 nT S55 22 0,952 9.165 O.2h1 nN. L06
O.5h2 O.C7TL ay 9.910 0.154 0.164 0. au
O.4C 0.585 OG O87 9,234 0.107 0.342
0, 388 0.553 2b 9,824 O.141 0,067 0,205
Oe 31E 0.421 20 o.€ 0.032 0.04 O,122
0.256 0.395 32 9.77 0.058 0,02) O,08P
G.200 0.324 3h Osh 0.035 0.013 o,0L8

0.153 0.230 BL O.7L2 0.027 0.007 9,030

O.115 O.1€5 35 O,69 0.022 0,00h 0.028

o.08h O.lbh Lo 0.066 0.012 0.002 0.014
9.060 0.061 ua Oethe 0.011 0.901 9,012

= 0.043 0.074% 4d 0.024 0.000 0.000 0.000
0,029 0.071

0,020 0.001

9.008 -

Tableau 5 ( P = 0,5 LOO vd toiG u he ie —Sages em

aed
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2—= Nous voyons quc ces courbes restent en donts de scie 3

cela a deux origines ¢

» 1000 messages ne permettent pas une bonne Svaluation

de Q@ 5 quand Q tend vers O.

a chaque valeur de n et k nous construisons aléatoirce->

ment une matrice de code (Al s nous connaissous les propriétés

moyennes des codes aléatoires ot savons qu'ils sont en moyenne bons ;

mais une fois un code choisi nous n'avons aucune garantie sur ses

performances et nous ne savens pas de combion ses propriétés peu-

vent s'écarter des propriétés moyennes 3; par contre nous pouvons

dire gue la plupart sont bons : en effet soit un ensemble de H

quantités positives dont la moyenne est % il y en.aura

M ; ey oo: : - .
au plus A ee pouvent étre supérieures A ns: . Ceci

4

nous permet d'affirmer que la plupart des codes aléa—

toirss ont des performances qui ne s'éloignent pas trep

des porformances moyennes donc gont bons.

atsles résultats obtenus précédemment no sont pas des résult

"moyens" pour les codes aléatoires ; én offet & chaque valeur de

ny, k, P on étudie les performances d'un seul code choisi au

hasard parmi les codes pessitles. Fn changennt de code 4 chaque

message envoyé, nous aurions pu avoir une meilleure évaluation dos

propriétés moyenncs des ecdcs.

ualheurcusemcnt tcus cos ¢essais prennent énormément

de temps machine ct nous atavons pu Les recommoncer dans dc tollos

k > 50. Déj& pour cotte valeur,conditions, ni on cnvisager pour ! &

nous avions utilisé une I. B. M. 360-60 ct certains points ont

demandé plus d'une heure desalcul. Tous les autres essais ont été

faits sur I. B. M. 1130 o& le temps de calcul a2 varié d'uno demi-

30 5 n-k faible) jusqu'é plus de 3 heures pour n

30).

heure (k

I tIgrand (n= 70: k
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c) Variations A R = k/a constant <C¢

.

ilNous avons pris P 0.5 4, R=O4de C= O05 et avons

fait varier k de 684 2& digits. Les résultats so trouvent dans

le tableau 6. Nous avors tracé sur la Figure 9, Q on fonction den ¢

les coordonnées sont semi-logarithmiques. A chaque message émis

nous avons construit un nouveau code aléatcira,

Remarques

A partir de n = 40 les points pour Q@ et 9” semblent

se répartir autour d'une droite. Ceci vérifie la loi du décroissance

en exponentiellie -—- n de @. Qa été calculé &@ chaque valeur de

sk, P.Y1

d) Conclusions

Ces divers résultats nous montrent qu'il serait souhai-~

table de sc placer dans l'intervalle: (R/C), < R/C 1 ,

avec des valeurs de n grandes et de cherchor si l'utilisation do

codes performantos peut réduire Q ct de quslisc quantité.

Nous allens donc cssayer de construire dos codes

performants, ensuite rous comparerons leurs résultats A coux

des codes aléatoires.
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V Construction systématique

de Codes currigcant jusquia T cffacements.

fous avons vu précédemment qu'un code corrigera

jusqu'a t effacements s'il n'oxiste pas entre les lignes et les

cclonnes de fAl, sa matrice dc parité, de combinaison linéaire

nulle impliquant de i & t vectcurs.

Nous construirons done la matrice Lal de la maniere

suivante ¢ si la longueur des lignes est plus grande que celle des

colonnes, nous prendrons les n —~ k colonnes de telle sorte qulil

n'y ait pas de combinaisons linéaires nulics impliquant av plus t

dtentre elles ; dans le cas contraire nous ferons cctte opération

sur les lignes.

1° Méthode

Nous cherchons k vectours de longuour m= n-k tels

que la matrice formée par ces vecteurs, comme veotours colonnes,

soit celle d'un code corrigcant jusquia t effacomcnts : Pour ecle

il faut que toute sous matrice carréd dco dimension + de |Al soit

réguliére 3; nous chorchons a exprimer cotte condition sous unees

autre forme s

— >» suppesens qu'il y eit 1 effacement parmi les k digits

d'information eb t- 1 parmi les m de parité. On a dene un

systéme 1 inconnue & m - t + i équaticns & résoudre ; il faut

donc que la colonne de iA| , oorrespondant au digit effacé, ait au

moins un 71 dans une pesition qui ne soit pas commune a celles

des t-— 1 digits de parité effacés ; il faudra done que cette

colonne ait au moins +t 1.



définition

; Soit un vecteur {V| formé

\V{ son poids le nombre do

dans EV,

n

; Vv! = y Vv. (

j=T 7

ss
rd

nous supposons maintenant

digits d'information et t- 2 dans lL

Ai

de n digits, on appellie

digits égaux & 1 existant

v; est un digit de iV)

poids supéricur

e effacements dans les

a parité ; les digits

. . - _ ene _eme .
dtinformation effacés sont is i, et le lo » Nous devrons

donc résoudre un systéme de 2 inconnues 4 m— t + 2 équations.

En le résolvant nous formons la combinaison linéaire (ou somme
éme .eme ,

moduic 2) des iy et 15 colonnes de A =; il faudra que is

vectcur obtenu ait au moins un digit égal 4

3

i dans une position

om 2
différente de celle d'un digit de parité effacé ; donc le poids

de ce vectcur devra 6tre supéricur ou éfai1 at—-1.

-» Si nous considéroens maintenant 3,4, ... et t effaccments

dans l'information,alors qu'il y ena +t répartis dans l'informa-

tion et la parité,nous arrivons aux conditions suivantes que

devront remplir les colcnnes de [Al 6
- ene eae _ a

On app elle ah. la u me ocoBonns de LA | -et aB. son poids.
1 =" 1

a. <a, désignera le vectcur somme modulo e des

F vectours 2. oct a,
1 J

(5) | ja,iat jos tyson y k

a -\ ~ ii og ww Kk
\ 85, 2 “G5 \>* : S J4 6 do 8

an (+) a. iF) o ° o (Ha, > 1 4 ed J4 < Jo wo as S) C dy & k
uy Jo J+



2° Construction da tels vecteurs. Fonction " LINTE

) Définition ¢ nous dirons que r vecteurs sont +t linéairement
indépendants, s'il n'existe pas entre eux de combinaigsons

linéaires nulles impliquant au plus + vecteurs.

Les k vecteurs de longueur m qui forment {A} devront -
done tre t linéairement indépendants.

a) Test de "t linéarité" do r__vecteurs

Soient r- 1 vecteurs de longueur men—-k
t linéairement indépendants. Ils forment les r-~ 1 premiares
colonnes de la matrice | Al ° Soit un vecteur | ¥ | de longueur m ;
nous allons tester si il est 4 linéairement indépendant avec les
précédents. Si oui il formera la 28me colonne de [Al et on testera
un autre vecteur jusqu'a ce que [Aj soit formée de k vecteurgs +
linéairement indépendants.

Soit +t, = min (t,r) 3 les conditions (5) s'écriront
en réalité pour les r — 1 colonnes de | A | » et le vecteur | yb

ly| > +

(5) la, @ {yl | S Bal je My ona, t,- 1

Ing, @ *j, Or Ma, @ Za, 4 SIS dort4_4

gt, 1

Nous devrons donc tester toute somme (mcdulo 2) de Jj colonnes
xde lA] j variant de 1 & + : soit pour chaque valeur de J1-1

tester leg of 4 Sommes possibles
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Soit Pv le poids de tout vecteur somme de j colonnes de ja

et de | ¥ 2 OL {¥| est t linéairement indépendant avec les r —- 1
premiers vecteurs de |A| alors /Pv > + - j | 5 si Pv ne remplit

pas cette condition alors |X| he oonvient pas.

(4 Méthode pour _obtenir toutes les combinaisons linéaire:;
\

de j vecteurs parmi r — 1

—» Pour avoir toutes les sommes de j vecteurs colonnes

de fA] pris parmi r- 1 nous agirons de la maniére suivante ¢
. ca Ble . — .emenous appelerons J; itindice dans la matrice |A| de la i

colonne intervenant dans la somme de j colonnes ¢ Soit \Vicette

sommes.

\Vi = Bi (Hose GF) a,
i

Ces indices varieront de la mniére suivante 3

34 varie de 1 a r-j

}j5 Varie de j4 + 4 r-j+i

i “varie de j. +1 A r-1li, J5—4

Montrons que nous avons ainsi testé toutes les sommes

de j vecteurs parmi r - 1 ¢: goit

cd = —@= 1
r-1

jf! (r-gj- 1)!

Par la méthode exposée précédemment nous testons-

r~J r-j+1 r-1 , combinai sons
B = oS, ‘ NN : © 8 © @ o NS ‘ ( 1} :

a ey a différentes
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il nous faut montrer que B 4
r=

r-1
NT ‘ 4° Si a = 1 B= Lf ; ( ij= rs 1 = c.. {

r—1 r-2 ro

Si j= 2 B= > > ( i) = 2 ri - i)
1=1 j=14+1 Ist

r—-i

Be(r-1)(r-2)~ > 4 ~-~GoD(e2) _ 42
; 2 r=

il=1

>» Supposons que:

r-jt+l r-j+2 r~4sams ALAN — on. onl .SS Ss Lee OS ( aj. od7?oa Ly ae ilJ4=1 Jord 441 J3-179 5,0"

Calculons . .
ra r-j+1 r-1 re

Be > See OSL SsZo ia ee i 1
i= j =4 +1 =a =

r-j+1 raj+2 rr

a _ \ \ .ou B = | Z es 7 ( 1)
: =l+1 

gant ra 

=Jo J3=d 5+ J 755471

r—j+1—1 r-j+e _r-1

B= >» tee N | ( 1)1 / 4 p i
=1 = } =4Jp J37J pte Jy gar"

r-l—j+1 qe = j-1

B= > 7 ce ( ij=c -
: eo 7 re-l~Joe J3=d5*1 3.73 4



Ww

ri . : :a j-1 j-1 Jatt iDone B = S , B, = ¢ + ¢ too o + C + ¢

utilisons la formule ; p Pp P_4

C = ¢ + C

= n—1 n-1

dil J
¢ = 7 ¢
j-1 i

j-1 j-~1 5 ‘a o o
= B Se 

= + ss +et B= Cd * + es + If C8 + j+t jt+l
Se 

Ne ee

cd j
44 C

J j+2

soit en regroupant les termes 2 par 2

j-1 J J
B= ¢ + C6 = C

r-2 r-2 r-1

7" : * 2 4 :Nous aveng donc montré que par notre méthode nous testions

toutes les oe 4 combinaisons linéaires de colonnes de !Al possibles.

- 1 il faudra savoir si j. 4, 2r- 2 oor
J7

—> sij o=zar

lgcces J) sont égaux A r ~j + i -1 alors

vecteurs formés sur les

si tous indices j (i =
i

nous avons testé toutes les sommes de

—

de A).

i

r- 1 promigéres cclonnes

Nous associerons & chaque vecteur colonne a- un

Ji
entier i k, égal & 0 gi jy =r-jt+i-t et égal A 1 dens le

cas contraire,

ead colonne de la somme \vI scit——» Supposons que la 1

<j) mais que pour i=1 + Ig cre g J
teile que Jy, <P -jr+i-i(ig
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nous sommes dans le cas suivant et nous supposons que fy | est +t

linéairement indépendant avec les J vecteurs considérés <: nous avons:

1 ik. = 1
an

49 a

| ty 0

j ik = 0

a)

[Y] étant t linéairement indépendant avec les Jj vecteurs formant iv}
nous avons & considérer une autre somme de J vecteurs colonnes de | A) 3

les 1-1 premiers vecteurs seront les mémes que précédemment 3;
éme . tae .nous prendrons pour 1 vectour celui dont l'indice sera Jy + 1 $5

tae éme 
4sdone le nouvel indice du l vecteur sera avgmenté d'une unité

<

(ay = jy + 1) , pour les vecteurs suivants on aura eg

(i = 1+1,... ,j) j, = jy +i-i1 3 il faudra savoir si

dy J Si oud jy

si non d.= i (is 1+1,.., 3)
oo i

> @inei lorsque ik. = 0 (i = 1, ... , j) nous aurons testé
1

toutes les ommes de j vecteurs formées sur les r - 1 premiers

vecteurs colonnes de |A;

b) Fonction "LINTE
ae ee)

la méthode exposée précédemment est le corps de la

fonction "LINTE" , LINTE = 1 si le vecteur \¥ | convient, O dans le

cas contraire.

yw

be sigie LINTE veut regrouper les trois mots 2 1inéairc,

T , effacement. L'organigramme est sur la page suivante.



ORGAN IGRAMME

t, = min (t,r)

Gi 2

|
| * . . . > .

Initialisation des indices

_——— LT ittCwCt ;
iky = a lyecos J

|
On construit :

= : : : 3—$ $Y B51 @ aso @---@Oaj5_y

|

ne convient
pas

convient

Y a=teil un indice L tel que
ik =1?

On augmente l'indice 3 dtune unité

gd = 9 + 1 et on calcule l'indice des

vecteurs suivants dans la some {V1

Ji = dye + 2 (4 = 41,...,3-1)

is ae 
:

l’indice j ie. = (i= P41,.. 34)
est-il gal 4 kaj +2 2

On va tester la

=>—————=| somme suivante.
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c) Construction de [A

nous agirons de deux fag-.is différentes s

cAJnous ne connaissons pas de vecteurg t linéaire—

ment indépendants de longueur m=n-—k 3 alors nous partons de

1 = a ee | eo 2 © e O ;
\y4\ \ oO 7] que nous affectcons & la

5 arpremiere cclonne de {A | j nous testerons tous les vecteurs de

longueur nm ; nous passerons d'un vecteur au suivant en consisidérant

(yx | comme un nombre binaire et en lui ajoutant 1 modulo 2. On starréte
dés que l'on a obtem 50 vecteurs (ce nombre est 1ié aux dimensions

de (Al qui sont elles-mémes limitées par le nombre de mémoires de
l'Unité Centrale de l'ordinateur utilisé) ou dés que le vecteur

}¥| t linéairement indépendant avec les précédents est de la forme 3:

Y = e © 0 © 1 © © «© 1 cen wo 1 ~"| [: ; ~ | Ss > m-t+2

en effet tout vecteur avant | ¥1{ aura un poids ¢ t

et toute somme fre] 4 [x | (\¥ [étant aprés \y2|) aura un poids
< t-1.

(4.0u nous connaissons r vecteurs (r<k cherché)

de longucur m, t linéairement indépendants 3; nous affectons aux

r premiares colonnes de [a] ces valeurs et testons les vecteurs
a partir de [yi| jusquta [Yo].
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Lire le nombre de calculs différents
TNs se itdésiris KY ; ITE =

5Lire mn, ky t 3 intervertir m ct k si3 9
k€m3 reudl <i

ire r 3; lire les r . /i ° Connaiteon Jes veeteursvecteurs 3; les plece< a ee he = © at Mg
a 

iincalrement indépendantsdans

lon

|
oo " - 

2 

{= Lire 3 i@ piacer dans

Oui

non

5

mie

OU

|4 ur y

Id est-1i de la forpyr

r No

oo ul
Oui

7 =e = r 50 5Fl mt Tf <
~

ON

| Lerire La matrice [A] a |

i



50

VI

Comparaison de divers Codes

I Comparaison entre Codes par Blocs.

Nous avons pris un canal ayant pour probabilité d'effa-
gage P= 0.25 (soit C = 0.75) et avons étudié ce qui se passait
pour trois rythmes de transmission :

JB S075

RYO0.6

ls = 0.5

Dans les trois cas nous avons fait varier k , longueur
de l'information de 4 4 30 (sauf pour R= 0.5 of nous nous sommes
arrétés & k = 24).

Nous avons fait ces expériences avec des codes aléatoires
par bloc, ce qui nous a donné une estimation de l'terreur Q

——

Nous avons fait ces expériences avec deux types de codes
construits systématiquement =

1/ nous avons essayé de construire des codes performants
en utilisant la procédure précédente : n » kK et P sont fixés ;
il nous fallait calculer + » le nombre dteffacements parmi
l'information que devait corriger le code, nous avons done pris
t = Entier | (1 - R) ic | ou R rythme de transmission est égal
a k/n jy nous avons cherché s'il existait une matrice [Al ayant
k colonnes de longueur m=n-k » t linéairement indépendanteg, -

En général, pour t = Entier [1 -~Rk |&june telle
matrice n'existait pas 3 alors nous avons fait décroftre t jusqu'a
ce que nous puission construire fa] °
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la recherche de k vecteurs de longueurm=n-k,

t linéairement indépendants devient trés longue quand la longueur

des vecteurs augmente 3; ceci explique pourquoi nous nous sommes

arrétés, dans nos expériences Am = 14.

Lrutilisation de tels codes nous donne une évolution de

l'erreur au décodags ¢« goit Q, » De tels eodes ont été appelés

codes linéaires systématiques.

e/ nous connaissons d'excellents codes dont les matrices
de parité ont les propriétés ,gue nous cherchons. Ce sont leg Codes
de Boose - Chandhuri — Hocquendhew [6]. Malheureusement, ces

codes n'existent que pour des valeurs den » kK , t bien définies.

Comme nous savons que les vecteurs colonnes de tels

codes ont une certaine indépendance, nous avons repéré parmi ces
codes, dont la construction est rapide [6 | 9 CeUux qui avaient

des colonnes de longueur m(ou des lignes de longueur m; quand nous

ne trouvions pas de colonnes de longueur m) et avons choisi k

colonnes (ou lignes) parmi celles qui formaient la matrice de
parité du code. Ainsi, nous avons construit Al 5 t 4 indépendance

linéeire des colonnes de [Al était inférieur a tier (1 ~ R) k |.

Ces codes nous ont donné une autre estimation de lterreur
au décodage : soit Qsqq °

OSNous avons de plus, calculé dans tous les cas Q 5

probabilité minimum de mal décoder.

Résultats

Nous avons eu trois séries a'expériences.

f _ Rw 0.75 les résultats sont répertoriés dang le
tableau 6 et les courbes tracéeos sur la figure 9

-~-R oF as° correspoud au tableau 7 et & la figure iv

| - R = 0.5 correspond au tableau 8 et & la figure 11
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= = — Déja nous voyons que pour R ~ 0.75 (tableau 6) les

différentes probabilités Q, 5 Q. » Qnany 9 Y restant a peu prés

constantes 3; elles auraient méme tendance & augmenter guand n

croit 3 ceci s'explique par le fait que Rw C Capacité du

canal 3 cr pour R> C les différentes probabilités tendent vers

1 quand n —s sco (cf théordme de Sharon).

Le coefficient A = limpog, 2 est positif pour R> C et
nN Sco en

pour R= C il est nul. Nous n'avons plus une décroissance en

exponentielle de n pour Q (probabilité de mal décoder) quand n

tend vers l'infini.

—> Pour R 0.6 (tableau 7) les différentes probabilités

décroissent quand n augmente R n'tétant pas tout & fait constant

et égal & 0.6 nous remarquons que Q”* décrott par paliers, nous

n'avons pu avoir pour R = 0.75 et R= 0.6 une valeur constante
1

du rythme ; en effet R =: 5 ouk et n sont entiers ; R et k

étant fixés nous avions rarement k/R entier.

——> les expériences effectuées & R= 0.5 (tableau 8)

permettent de garder R rigoureusement constant. Pour cette valeur

de R, les différentes probabilités décroissent rapidement quand n

augmente ; 4 partir de k = 24 >» 1000 messages émis étaient

correctement décodés pour le code aléatocire utilisé.

Pour les deux premiéres sérics d'éxpériences ( R 2 0.75

et R 0.6) Rn'étant pas constant nous avons tracé les différences
Q - er, Q - a 5 Q, ~ Q* en fonction den » Ces différencesa S CH

nous donnent une évaluation des performances des codes utilisés.
KA

Pour R = 0.5 nous avons tracé Q°** en5 Ws Ws Gon
fonction den et sur papier semi ~ logarithmique, dans ce seul cas

nous pouvions vérifier la décroissance exponentielle des diffé—

rentes probabilités.
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: 
n Q” Q, Cs QBCH R .

k

4 6 |. 0.095 | 0.143 0.667
6 8 0.193 

0.758 11 0.177 | 0.463 0.374 / 0.73
10 aa 0.163 | 0.402 0.361 | 0.347 0.72
12 16 O.2kk | 0.557 O.455 | O46) 0.75
1h 19 0.222 | 0.519 0.435 | 0.435 0.74
16 22 0.202 | 0.479 0.390 | 0.372 0.73
18 ah 0.274 | O.4OL 0.479 | 0.495 0.75
20 27 0.250 | 0.495 O.4LE | 0.472 0.74
22 30 0.230 | 0.462 0.430 0.73ah 32 0.295 | 0.488 0.487 | o.k72 0.7526 35 0.271 | 0.509 0.485 | oO. 0.74528 38 0.250 0.486 O.458 | o.455 0.7%
30 ho 0.310 | 0.490 0.515 | 0,482 0.75

Tableau 6. R 0.75 (C = 0.75)
O
T

(1000 méssages pour chaque valeur de ny k, R)

Rw 0 i ted i | igo es h- @

P + 0.25 R = d.75 (1000 nessages émis| par expérience) +f, = oF

Q + Q* “mesure lgs performances du code hot E

Q3 |-—+-.--- ] SE ~

e332 ae

0,2 F+ 7 =

§ 10

\w
i '

' ' \ +
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k a ae ag Ca oer R a

4 7 0.039 0.179 0.224 0.185 0.57
c 10 6.044 0.150 0,226 O.1k5 0.C
& 13 0.047 0,.15€ 0.201 0.16E 0.€1

10 17 0.024 0.090 9.132 0.105 0.59
12 20 0,024 0.091 G.1e1 0.091 0.6
1h ok 0.013 0.067 0.087 0.057 9,58
1¢ “PT 0.013 9.0¢0 0.087 0.08 G59
18 30 0.013 9.060 9.082 0.003 0.6
20 3h 0.007 9.013 0,045 0.59
22 37 0.007 0.05€ 0.595
2k 40 0.007 0,0k9 0.045 oO.
ac 4 0.004 0.029 0,015 0.59
26 LT 0,008 0.013 0.595
30 50 0.004 0.06% Ob

Tableau 7 R 0.0 (C = 0.75)

“mesure lés pebfornances du code ‘
25 RX0,C (1000 essages var expérience }



n iQ? hs Q Caen

5 0.015 0.182 0.077 0.083

12 0.008 0.090 0.05€ 0.045

1€ 0.004 0.07€ 0.028 0.065
20 0,002 0.030 0.018 0.019
ak 0.002 0.020 0.012 0,009
28 0.0005 0.007 0.010 0.009
32 0.00% 0.008

36 4 0.005 0.000

ka < 4.2107 0.005
uh 0.901

48 0.000 0.000

wi

40 45 20 Fig 4125

wn
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Btudes des combes ~ Conclusions

x
- R= 0.5 les différentes probabilit és Q. 5 Q 4, a. et

30H se répartissent ene de droites. Les valeurs de Q étant
rapidement faibles (£107 2) nous voyons que les points sbtemts
s'éloignent un peu de la droite moyenne (1000 messages émis ne
permettent pas dans ce cas une bonne évaluation de a ). Les trois

réseaux de courbes ( Pig 9 » 10, 411) nous montrent que dans tous

les cas les codes linéaires systématiques ( des deux types) sont
meilleurs que les codes aléatoires quand n est faible. Quand n

devient grand (derniers points des différentes courbes) nous avons
& peu prés les mémes, performances pour les trois types de codes.

Si nous comparons les codes linéaires systématiques
construits par la procédure du chapitre “V , aux codes construits
sur des codes BC H » nous voyons que leurs performances sont
équivalentes ; mais les codes systématiques semblent donner des
réqultats plus réguliers d'un point & un autre (Fig 10).

Ces réseaux nous montrent que dés que n devient de l'ordre
40 , nous n'avong pas intérét & construire un code linéaire systé-
matique. Les codes aléatoires permettent une assez bonne précision 3

i si nous voulons que celle-ci soit meilleure il suffira de diminuer
la vitesse. De plus, une étude deg propriétés asymptotiques (7!
des codes BC H a montré que ceux-ci devenaient trés mauvais
lorsque n augmente 3 alors les codes aléatoires sont meilleurs.

| IT Comparaison avec le "Code Dictionnaire"|

Nous avons voulu comparer les trois types de codes définis
précédemment au code suivant appelé "Code dictionnaire!he te tionnaire
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Tous les mots de code possibles sont répertoriés dans

un cahier (ou dictionnaire) ; un de ces mots est émis : le

décodage est la recherche du mot qui est le plus "proche" du mot

regu les mots de code étant tous distants les uns des autres de +

positions,

Pour pouvoir effectuer une Comparaison valable, il

fallait se placer aux mémes valeurs de n » RP. Il a done fallu

dans une premiére étude savoir combien de mots de codes appartenaient

au maximum &@ un "code dictionnaire"TM de longueur n , de distance mini —

mum t.

1° Nombre de mots de Code maximum d'un "code dictionnaire"

Soit G un code de mots de longueur n , comptrenant k

digits d'information.

Tout mot de code est une combianison linéaire de k mots

de code indépendants. Soit [ay la matrice ayant pour

lignes ces k mots de code ; \Gl est dite matrice de

génération du cede et a k lignes et m=n~k

ccolonnes.

Le code G est un espace vectcriol de dimension k dont

les éléments sont des vecteurs de lcongueur n formés sur le corps

des entiers modulo 2. Il ya & mots de code (ou vecteurs)
différents appartenant A G. G est un code linéaire.

a) Somme des poids des mots du code Q

Soit {ar | la matrice dont les vecteurs colonnes sont tous
les mots de longucur k possibles ; [a | est une matrice & k lignes

et ox colonnes.

Soit Io a matrice de génération du code 3 la a k lignes
et n colonnes.

Soit \k jie matrice & ee lignes et n colonnes, dont



[| || | c| (|i désigne la matrice

transposée de [if

Soit |K\ une colonne de ({K | (i = 1,-.05n)4 
_)

Kl = par} Ll, ot le], est la jome colonne de (c |

donc chaque élément de [xy]. est une des pas combinaisons linéaires
(modulo2) des k éléments de Tal.

Supposons que {at jait j élément égaux A O: pour former
les éléments de [xl aidatervi enaront que les ad combinaisons
linéaires (modulo 2) différentes des k - j éléments non mils de (Gi,
Elles feraiont apparaftre 2 ~J-! 1 et ok-j-1 0 si elles
n'intervenaient chacune qu'une seule fois.

Soit une de ces combinaisons > 3 elle correspond & une

ligne de (27° qui a des digits bien déterminés dans les k ~ j
positions correspondant aux 1 de (Gl, et des valeurs quelconques
dansV3 autres positions 5 une telle combinaison apparaftra 2 fois
dans le calcul Ti éléments ae|K], a Ky aura donc geet digits
égaux & 1 et ot — égaux a 0.

La somme des poids des mots du code’ sera la somme do tous

les éléments de [K] «

Scit _n. 27!

Le code !G a2 x mots différents et 4 sont 4 poids
non nul. Soit d le poids minimum alors ¢

oe Se

aa n. a1

7) ns x 4
b) Nombre de mots appartenant & G de poids minimum a

Supposens que G soit un code linéaire dont les mots

sont de longueur n et de poids minimum d 3; G est un code Ak

digits d'information.
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Scit B(n , d) le nombre de mots de code de G. Soit H

le scus-ensemble de G tel que le dernier symbole des mots anparte-

nant a H soit O 3 H est un sous espace voctoricl de G : en effet

Si ov, 5 V5 9 mots de code, appartiennent & H alors v, @v,

appartient & H ainsi que A vy (ob Nest O ou fl Ne

les éléments de H sont ceux pour lesqueis 1'élément

de la derniére colonne de|K| est O; il y a done gel éléments

de G qui appartiennont A H 9 soit la moitié. De ce qui précéde,

nous voyons que H est un code linéaire de longueur n—- 1 ( la

derniére composante n!intervenant pas, on peut la supprimer) et

de poids minimum d ; il pevt se trouver d'autres éléments qui sont

nuls pour tous les mots de H; on ne changera pas d , poids minimun,

en changeant ces éléments,

alors Bin-1,a) > Bin. 4)LE

soit la relation (8) ao B(n~ 1,4) > B(n,a)
Pe

La relation (7) peut s'écrire

4ayaxX_p,&gL

soit 2d > x (2d ~ n)

le code Ga k digit; d'information ; dono B(,n,d) = a

et 2a > Bin , d) .(2a - n)

; t !An7n3 Gy 2ce qui peu Ss‘ ecrircac B (n , a) & meses

== (9)
Ctlest la borne de | si 2d-n> 0
Plotkin [41

Soit i= ed - 14 3 ed ~i = 1 et on peut appliquer (9)
tr rtd ts

nous avons BG , ADE 2a (10)
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Utilisons n- 1 fois de suite (8)

Bon Bin, 4) ¢ 2" B (i, a)

ou Bin , 4) < og, grade! (11)

La relation (11) donne le nombre maximum de mots de

code appartenant & un code linéaire @ de longueur n et de poids

Minimum d.

2° Codage utilisé — Comparaison avec les codes par bloc.

Nous avons un "code dictionnaire' qui a la propriété

suivante 2: tous les mots de code sont distants de t + 1 positions

et_ont pour longueur n.

Le premier mot étant le mot CS: ewe 0), tous les autres

mots ont un poids au moins égal a4 t+ 1. Soit GC, un tel code

et soit G le code linéaire de longucur n et de poids minimum

tb +H+is G, est inclus dans G.

Pour comparer G, aux codes par blocs étudiés précédemment

ii fallait se placer en des points ayant méme valeur dek >» P et R.

soit R, le rythme de transmission 1ié au code G P étant la4 9

probabilité d'effagage.

ayMethode de décodago.

aLNous avons émis un des mots possibles du code G. et

a

i'avons envoyé & travers le canal. A la réception nous avons compté

le nombre d'’ecffacements 3 si ce nombre était inféricur a t,; nous

avons pris comme mot émis celui qui était identique au mot regu dans

ies positions non cffacées ; dane lo cas contraire nous avons pomparé

ie not regu & tous leg nots de G, et avons noté tous lus nets qui

lui’ étadent’ senblables dans les positions non effacées 3; nous en

avons pris un au hasard parmi eux, comme étant le message envoyé 3
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Me Rythme maximum de transmission de G,

Nous avons cherché quel. était le rythne nau code G
linéaire qui contient le code G

1ye

Ga pnk 6 mots de code
done MF” _ Ba, a) K 2a, reat

cae i 2nk é ott 2d+ 2 tlog.d

TM~

Soit Row é n- 2+ 24 log, a

Nw (12)n

ou n est la longueur des mots de code et d le poids

minimum égal 4 t + 1.

Cf Expériences

Nous avons fait les essais en chcoisissant t de telle
x 5 . 2sorte que R D 0.5 et avons & chaque fois noté le nombre de

mots du code G, pour avoir la valeur exacte ide R, rythme de trans—

mission 1ié au code G,
2

GnCes ossais ont été fait pour trois valeurs de

n(n=8, 12, 16) et B= 0,25 3 pour des longueurs plus grandes
des messages de tels essais ne furent pas envisageables ; en effet

pour stocker les mots de code G, 5 il 2 fallu utiliser les mémoires

périphériques et le temps de calcul s'ten est trouvé considérabl ement

augmenté.

Pour n= 20 (t= 6) 8 heures de caleul sur I Bi 1130

ne permettent pas de construire ontidrment G i

les résultats se trouvent dans le tableau 9.

le tableau 10 nous donne les performances correspondantes
n WI =~des codos par blac.



n t ay B(n,d) Pak Realculé

8 3 0.026 1€ 0.5 0.5

12 4 0.00€ 16 0.333 O52.
16 5 6.009 126 0.437 0537

12 3 0.061 128 05835 O'ae:

Tableau 9 . Code dictionnaire

P = 0.25 R 0.5

n Ry R OL Gy Q, gc QF

8 On 0.5 0.0207 0.182 0.077 0.983 0.915

12 0.333 0.5 0.006 9,900 9.05€ Oo0h5 0,008

16 O.437 0.5 0.009 Q.076 c,028 0.065 0,004
20 0.533 O61 0.061 0.201 0.158 9.166 0.047

(13)

1 ai

Tableau 10 : Comparaison entre les différents codes

P = 0.25 -
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Pour n = 12 nous avons fait deux expériences =: une avec

t = 4 qui nous a donné une valeur de R, trés inférieure 4 0.5

et une avec t = 3 qui a donné une valeur de R, supérieure a 0.5 et

voisine de 0.6 ; nous pouvons dans ce ces comparer les performances

du "code dictionnaire" (m = 12 pte 3) & celle des codes par bloc

de rythme de transiission 0.6 ; malheureusement aucun essai uta 6té

effectué pour ces codes avec n = 12 3 nous avons des résultats pour

n = 13 3 ils nous serviront de point de comparaison (le théoréme

de Shannon dit que ces résultats sont meilleurs que ceux obtenus

pour n = 12 avec des mémes valeurs de Capacité et de rythme de

transmission). Soit Q, le pourcentage de messages mal décodés

donné par les "codes dictionnaires".

Nous voyons que les valeurs obtenues pour le "code

dictionnaire"” sont bien meilleurgs que celles obtenues & ‘l'aide

des codes par blocs. Il serait bon d'tavoir une comparaison entre

les différents temps de calcul avant de conclure.

3° Temps de Calcul.

a) nombre d'opérations élémentaires (asditions et

multiplications

Nous avons utilisé pour la simulaticn des "codes diction

naires" des mémoires périphériques, mais pour la gimulation des

codes par blocs nous n'avons travaillé qu'tavec les mémoires centrales

comparer les temps dc calculs de ces deux méthodes ntaurait donc

guere de sens.

Nous appelons cpération élémentaire l'taddition ou la

multiplication ; leur temps de calcul sera i peu prés Squivalent

car toutes nos opérations se font modulo 2.

o

f
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Nous devons dans une premiére phase construire, ou le

dictionnaire ot sont répertoridés tous les mots de code, ou la

matrice |A| de parité : les calculs nécessaires A cette opération

sont un investissement feit une fois pour toutes. Dans une seconde

phases, nous devons décoder tout mot regu. Nous comparerons le

nombre d'opérations élémentaires pour l'une et l'autre phase. Cette

comparaison se fera pour R (rythme de transmission du canal) et P

(probabilité d'effagage) fixés , n (longueur totale des messages }

variant.
——

———»| Construction des codes.

éatcire

Soit WN Ce le nombre d'opérations élémentaires nécessnires

a la construction de la natrice | A! de parité.

Soit k = y»R = nombre de digits d'information.

|A\ est une matrice & k - cclonnes et n ~ k lignes, il

faudra construire aléatoirement k (n ~k) digits.

Pour chaque digit émis aléatcirement (cf sous programme

ENGE) il faut au plus 4 opérations élémentaires.

4. k (n - k)Soit | NC = |

luc = 4n°R( 1-2)!
a |

« Code dictionnaire

Tilya 2" mots distincts. Soit NG a le nombre d'cpérati ons

élémentaires nécessaires pour déterminer les ook mows distincts de

code.

Chaque mot a pour longueur n et tous les mots sont

distincts de t + 1 positions done ont un pcids > t + 1 (sauf pour le

wob nul). Poue calculer le poids de chacun de ces 2” vecteurs, on
. Fhe. s . : Ob , mol 2 oaura n additions 4 faire doné en tout n.2° opérations élémentaires.



Les mots de code serant pris parmi les mots de poids
-t~ t+>t + 1 3: ces mets sont au nombre de a el cit 3 chacun

n

de ces mots sera comparé au moins & un mot déj&a répertorié ; la

comparaison de deux mots nécessite 2 n cpérations ( on forme le

vecteur somme et on calcule son poids).

n n—t-1 +t + 1
alors NCd S n2 + 2n. 2 C.

Wd > m2 & Gy gt

d'aprés les études précédentes nous savons que

t<n-k (k étant le nombre de digits d'information)

alots WCd \ n. Min &
“

Soit NO >on (20 4 2mRy _ HC,

Dés que n croft NG, devient rapidement supérieur & WC .
a3

HC, est une fonction exponentielle den 5 mn est une fonction
e

puissance de n.

——|[Péeodeze

» Code aléatoire

Scit ND le nombre d'op4rations élémentaires moyen
nécessaire pour pouvoir déccder un mot regu.

Il faudre en moyenne résoudre un systeme linéaire (modulo 2)
de k P incennues & (n ~ k)(1~P) équations.

Posoms m=k P-=n. RP = nombre d!inconnues.

1 I (n-k)(1-P) = n(1-R)(4-P) = nombre d'équations

Tl y a deux phases pour la résclution ;
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- triangulariser une matrice & 1 lignes et m colonnes 3:

cette opération se fait sur le corps des entiers modulo 2 et chaque

digit a une probabilité 4 d'8tre le digit ml.

~ résoudre le systéme alors cbtenu.

Scit Ba le nombre d'topérations élémentaires nécessaire

4 la triangularisation et BL. celui nécessaire & la régs luv.

Au cours de la triangularisation, suppesons que nous en

soyons & la jTM° ligne (j=1,-0+, 1-1) 3 la 3°” ligne aura son

jome digit égal & 1 (dans le cas contraire il y aura en permutation
avec une des lignes suivantes) ; on deceit combiner cette ligne aux

1~j lignes suivantes ; il y a combinaison si le some digit de ces

lignes est égal 4 1 et chaque combinaison (somme de deux vecteurs

de longueur m+1-j) nécessitera m+1-—j sommes. I1 y aura en moyenne
1-3 A ~ 7. .| = eombinaisons & effectuer. Ces corsidérations permettent de

calculer Bn ° ast.

1 ’ .Br = 3 a (1-3) (m-3+1)
j=i

en tenant compte de ce que ¢

4 i
— .2 n(n+1) (2n+1) NO, n(n+1)
/ J = 5 a J = =~
= 6 —__
J= 

j=1

il vient ¢

i-] 1-1

: % 2 NT,2 Bo s PDP. do- Y j(m#141) + 1 (1-1) (m + 1)

jut j=1

z 6 2

eae (3m - 1 + 2)
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Résolvons le systéme ainsi obtenu : les j ~ 1 premieres

. na . .eme
racines étant connues, il faut pour caleuler la j » effectuer

| j -1 multiplications et j - 1 additions (le calcul de la tére

racine ne nécessite aucune opération : clest une affectation)

it

BL = 2 S - (jg -1) +1 (1-1)
jae

1(1 - 1) ae
et ND =BLi+B = ——— + (3m-1+4+ 14) <a5- (3m ~ 1 +14)

aT r 49

remplagons 1 , m par leurs valeurs en fonction den, R » P

r né 2 2
ND ¢ —— (1 -R)° (1 -P)* (Qn RP-n (1 -R) (1-8) + 14)

& 12

« Code dictionnaire

Comme peur le code aléatvuire nous allons supposer que

nous ne pouvens faire les intersections logiques de deux mots sur

les machines : & chaque fois nous construisons le vecteur somme

et calculons son poids.

Soit ND, le nombre moyen d'opérations élémentaires

nécossaires pour déccder un mot. Le mot regu a pour longueur n ¢

il y 2 en moyenne n(1 - P) digits non effacés 3 il faut comparer

ce mot & tous les mots répertoriés dans le dictionnaire ¢ on

somme les deux vecteurs & comparer ; dés qu'un digit de la somme

est 1 on arréte la comparaison et on teste le mot suivant du
a . ; ; ; n(1_ = P)dictionnaire. Chaque eomparaison nécessitera en moyenne

2

opératicns. Jl faudra en moyenne comparer chaque mot regu @

oak 7 1 motem AR anrn a
= Me eG Ue Vr ys

nk -— 1
ND = n({i -~ P 5

d 2

nk - 2
AD, = n(1-P) 2



b) Comparaisons et limites d'utilisations du ccde diction=

naire

Il est intéressant de voir 4 partir de quelles valeurs .

den WO. ° NC t+ ND. >> ND .pg @ MO et MD 2e ND,
Les nombres ue, et ue correspcndent au temps de calcul

nécessaire & la construction deu code utilisé s ctest un investis—

sanent, il peut 6tre trés élevé 3; ce qui importe c'est le temps de

calcul nécessaire au décodage.

Nous supposons que nous avons 4 notre disposition une

machine possédant un grand nombre de méncoires centrales : le mise

en place d'un code dictionnaire se fera en n'utilisant aucune

mémoire périphérique (il faut n(1 ~ R) R mémoires pour le code

aléatoire et n oNR pour le code dictionnaire). Wous avons vu
précédemment que pour des messages de méme longueur n, transmis

au Rythme R & travers le canal de capacité © , les cedes dicticn-

naires étaient plus performants que les codes aléatoires. Les

formes de ND, et NDS mous digant que ND, eroft plus vite que ND
a

quand n augmente ; nous allons nous fixer comme limite d'utilisation

d'un code dictionnaire la valeur n telle que pour n x n, ND,
aote < 106

ND
a

Les codes dictionnaires étant plus performants que les

codes aléatoires, on peut admettre un temps de décodage plus grand.

Au dessus de cette valeur, malgeré leurs performances, nous ne

pourrons nous permettre d'utiliser les codes dicticnnaires, leurs

temps de calcul nous Ltinterdisant.

Dans le tableau 12 , ncus avons caloulé NC. , NC. , ND
a d a

ND, pour P= 0.25 (Probabilité d'effagage) et pour R= 0.5, 0.6,

0.75 (rythme de transmission) , n croissant de 24n1°

Dans le cas ot la dimension de notre machine nécessite

l'emploi de mémoires périphériques pour l'utilisation du code

dictionnaire, nous choisirons le code aléatoire.



{ oH NCy Ca MDa NDa

ro 4 2h 1 1
4 16 160 2 3
G 36 864 6G 9
8 64 4352 12 2

10 100 21120 Le GO

12 ahh 998k eu Ed
ih 196 462336 32 336°
1€ 256 2105344 2 768
18 32h Ob5561E 53 L72e
20 400 4198000 GE 3240
22 L8h LSyteohea FO G4L2 R= 0,5

| 2 4 25 1 L
h 5 170 eC 4
6 35 Lk iy Ly
8 ol L5ho 7 ke

10 a6 2LT6O 12 nE9)

12 te 101633 LT sat
14 1388 LGE210 oh 384

J 1¢ Oho 212198C 31 aga
18 311 9501368 hi COLT Re O.6

| 
J

&

2 3 27 1 ra
) 4 12 192 1 6 ig.
I 6 2T 1940 2 25
# 8 LG 5120 2 o€
W190 75 24100 5 ha
i) 12 108 110592 8 1152 R= 0,75

|

Tableau ll ( C = 0.75 3; P= 0.25 )
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A° Conclusions

a nous Voyons que dés que ny longueur des messages

émis, est grand, les performances des codes aléatoires sont

excellentes ; de plus au point de we temps de calcul, ils sont

préférables aux codes dictionnaires gui ont des performances

Oeilloureg mais des temps de calcul beaucoup trop longs.

b Dans les diverses méthodes de décodage utilisées

nous avons "relancé" le décodage : chaque fois qu'il y avait trop

de digits 4 déterminer, nous en avons "deviné" un certain nombre Z

il serait intéressant de chercher ce que vaut l'information apportée

par cette détermination arbitraire d'ur ou piusieurs digits.

Soient m digits effacés sur un mot de longueur n 3

il est possible de corriger efficacement + digits. Nous supposons

m > t sil faudra donc"deviner" m — + digits. On peut représenter

l'topération de relance définie ci~dessus comme un canal a

entrées et 2" sorties chaque symbole d'tentrée, ou de sortie,

correspond &@ un wot possible de longueur n.

Pour pouvoir décoder correctement il nous faut "deviner”

m- t digits ; suppcsons tout d’abord m -~ +t = 1 > CN aura & deviner

1 digit (cn le place en 1ére position) : s'il est juste on aura &

la sortie du canal le mot correctement requ, s'il est faux il y

aura gue mots possibles. Cette opéretion correspond au canal
teprésenté par la Figure 13. On a placé en premiere position le

message émis.

les seules liaisons possibles sont celles de la figure

13 et les prcbabilités conditionnelles gsnt

P( KX sy) = ) i/2 si le digit est bien deviné



oaSs © >

Fig. 12

te

m~syn4 .
ormets ae premier
digit 0

Message Gmis

4O--+-. 0

f Message
emis

Ae

amd : aT,
4 2 dont le premier digit

est 0
i

L O.. J

Bic ee m-A : ak
2 dont le premier digit

est 1
>

A. 5

Fig. 13

message regu juste

messages possibles

mais mal recus
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Si lfon doit deviner m ~ t digits on peut représenter le

canal comma une succession de m — t canaux ¢ clest le schéma de

la figure 14. et on peut schématiser le canal qui doit deviner

m~ t digits par la Figure 15.

Soit N = nombre de messages possibles mal recus.

& la détermination du 1% digit il y

m-2 mots possibles& la détermination du 2e digit il y a 2

; ; AE t& la détermination du m-t digit il y a 2

m~t m—t ju
SS a yoo =

v= ganJ agree “Ss ' G4)
e / oct
j= j=)

m—1 at—m 1A t
N= fet = do 2 2

1- 3

On cherche 1'Information I transmise par le canal

I = 8(X) + H(Y)-8( x,y)

Les mots ont & 1l'émigsion ct & la récepticn les mémes

probabilités d'’apparition ¢ am pour chaque mot -
m

2 . —m

H(X) = H(y) 2 - N\ 2a" leg, 2 = m

Jz

i =I Ui

| 2 (2 ) si le message est bien regu -
Pix, y) =

-M th :\e 2 si le message est mal regu.
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m

<— $-2m t-2n mt _
H(X,Y) = - (2 log, 2 + 252 og, 27 etygt) L_, 2 pom 2

j=l

m t—em 2m i

H(X,Y) = 2 ( 2 (t+ - 2m) + 2m 2 (2° = 2t))

H(X,Y) = 2m — + 2°

t-—-m

et I= t 2

les m ~ t digits que l'on est forcé de deviner,

ntapportent, méme si on a deviné juste, aucune information. Par

contre les t restants sont de l'information communiquée par la

résolution des équations complétes (décodage & faire ensuite), mais

la probabilités d'avoir deviné juste ces m — t digits nécessaires

pour effectuer le décodage est gin dtot

T= t oem que l'on retrouve.

Ce calcul pese le probléme suivant : peut-on coder

ce nouveau canal que nous appellerens super-canal, pour lui

appliquer le grand Théoréme de Shannen ; chaque message d'entrée

serait en fait un groupe de messages de lengueur n qui peuvent

étredécodés (assez d'équations) ou pas (pas assez a'!équations) ;

le canal ainsi obtenu serait un canal binaire et noug envisagerons

dans des études ultérieures de 1'étudier.

c Le canal binaire 4 effagaga est la représentation

théorique d'un canal physique qui a deux niveaux +A 5 ~Asg

correspondant aux digit:0 et 1 3 la durée d'un digit est %, 3

on @ effagage lorsque l'amplitude du signal regu est inféricur:a

un seuil A (Figure 16)



GT SSTOTOTITOT xndoz TeuPtsac. TSE we ee Se -~ = - = - ~ = ae , - =



Si nous niavions pas imposé de seuil, la valeur du signal

sur l'intervalle de temps G@ donne la valeur du digit (0 ou 1).

Dans le cas de la figure 16 on aurait regu 1001010 3; et la repré~

sentation théorique du canal physique aurait été celle du "canal

binaire symétrique" ou B.S.C (Figure 17)

Une autre voie de recherche serait la comparaison

de ces deux canaux, BEC et BS C, lorsque l'on travaille a

énergie constante son chercherait, suivant la valeur du seuil S
pour le BEC , et le test qui permet d'affecter une valeur au.

digit pourle BSC » quelle représentation denne la capacité

maximum.
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