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i Introduction

La transmission de 1'Information, que ce soit par la voix
humaine, par les journaux, la radio, la télévision, ou par tout autre
moyen, est un des aspects de notre vie de tous les jours. Nous pou-
vons ainsl commniquer des renseignements, des opinions, des idées ooo
Devant une telle importance et une si grande variété de communications,

une théorie est alors capitale.

1° Bases de la Théorie de 1'Information

I1 faut pouvoir mesurer et chiffrer 1t'information, la
théorie doit donc &tre gquantitative. Il sera nécessaire

— de définir les ensembles sur lesquels nous travaillerons s
ensemble de messages possibles.

- de ne pas vouloir donner une "valeur" au message transmis
ainsi si l'ensemble de travail est celui des mots, les deux messages 3
"1'Energie est égale & la massce multipliéde par le carré de la vitesse
de la lumidre" et "il pleut & Nancy depuis le début du mois : clest
le climat normal de cette ville" auront la méme importance au point
de vue transmissior de 1l'Information (1'un et 1'autre seront formés
de 21 mots).

-~ de définir une mesure de 1l'Information : soit une
sl tuation olt N événements sont possibles 3 la quantité moyenne
d'information attachée & cette situation sera basde sur la possibilité
pour cesg événements de ge réaliser ;5 et la connaissance des proba~
bilités P, .s.. PN 5 & priori de ces éléments permettra de donner

1
une mesure de la guantité moyenne d'information apportée par cette

situation.
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L'incertitude initisle 1liée & une telle situation sera

caractérisée par la fonction [1] 8
N
= < P. 1lo P
B = e 5 g2 3
izt
(1e logarithme est le logarithme & base 2)

H est appelée entropie ou incertitude moyenne, ou quantité

moyenne d'information. L'unité d'entropie est un nombre sans dimension

2° Systéme de Communications.

¥ous pouvons schématiser tout systéme de communications en

le séparant en trois parties essentielles s

 CcAwAL DE | . [
[ SOURCE ‘—_u-__] TRANSMISSIOH% | RECEPTION

Fig. 1

- la source ou générateur de messages est un appareil
qui sélecte et émet des suites de symboles appartenant & un certain
alphabet X,

Wous supposerons notre systéme de communications discret.
Toute suite de k symboles sera appelée séguence ou message.

X sera un ensemble fini de n éléments ou gymboles,
chacun d'entre eux ayant une probabilité p(xi ) dfoccurence.
L'ensemble de ces probabilités définit entidrement la Source. Nous

calculerons gon entropie s

q(X) = p(x, ) log, P(xi)

:%féjﬁ

i

on appelle aussi H( X ) incertitude quand au caractdre qui sera

transmis

°
°




- & la Réception On regoit des séquences formdes de

symboles qui peuvent &tre différents de ceux de la source. Ces

symboles appartiennent 3 un alphabet Y , alphabet de la réception.

Y

Y est un ensemble fini comprenant m &1éments : chaque élément yj
est regu avec une probabilité p(yj). L'ensemble des probabilités

p(yj) définit entidérment la réception. Son entropie est

m
) P(y. P
H (Y) >—°r' (yJ) Log, (yj)
j:

On appelle aussi H (Y) incertitude quand au caractdre qui sera regu.

~- Le Canal transmet les messages émis par la source. lious
le suppeserons bruyant 3 donc 2 chaque couple de symboles x. émi g,
i

yj regu est attaché la probabilité s

P x5 s yj) = Probabilité d'avoir x émis et Y5 Tegu.

nous considérons aussi les probabilités conditionnelles

probabilité pour que y ayant été recu,

P( :{j S ‘s j)
on alb ellvoye .

P( X, —— yj) probabilité pour que x, ayant &té envoys,

on regoive yj

Ces probabilitds sont lides aux probabilités P({ x )9

ao

P(yj) et P( x 17 Y ) par les relations

It

P " .) =P N o O Ply.) - S
( x 12 7 ) ( =) ( 5 ] yj) (yJ) P ( x g & JJ)

Donc 1tensemble des probabilités P( x 2 s B( v.) s
("
P( %9 v.) suffisent pour définir complétewent le systéme de
J

communications.
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Yous pouvonsg caleuler les différentes entropies

mn Il

H(Xa Y) = - >:-J Z‘L P( xi’ YJ> 1082 P( X:-L? y,j)
J=1 i=1

entropie relative au couple Source et Réception, ou

il

incertitude moyenne quand au moment ol X sera transmis et Y regu.

m o
H(Xe—Y) == P(x .,y.) log, P(x. <«— y.)
o o 4 2 1 J

entropie conditionnelle de la Source vue de la
Réception,; ou incertitude moyenne du récepteur du message quant 3 ce

qui a été réellement envoysé.

m n
B (E——>71) = - ;i—ﬁ > . P( zzi,yj) log, P(x:iﬁ_—+ yj>
j: D=

= entropie conditionnelle d'incertitude ou incertitude
moyenne de la personne qui envoie quant & ce qui sera regu.
Etant données les relations existant entre les probabilités

nocus avons g

HX, ¥) = E (X) + H (X—=¥) = H (Y) + H (Xe——7)

3° Capacité - Téhoréme de Shannon.

On définit alors pour un tel syst2me 1'information moyenne
transmise, ou rythme de transmission de lt'information, ou information
relative (cf RENYI)

I
i

— v /N N T L w\l
Li = oAy + i (1) = n L4y L)[

E

= mmee R 2 OE - J——




Et soit C& la durée du symbole x4 ; clest le temps pendant

lequel x 5 est transmis et c'est en géndéral le méme, & pour tous

les symbolés x; 5 on appelle alors capacité du canal la grandeur
C telle que

¢ = -—=— max (R) , ce maximum étant pris par rapport

& la variation des probabilités P( ;;k) des symboles de la source
on suppose icli que ces probabilités sont indépendantes.

G étant le méme pour sous, nous le prendrons dans la
suite égal & 1'unité.

Soient des messages de longueur n 3 ils sont Tormés de
n symboles et soit N(un) le nombre de messages différents de

longueur n émis par la source, une autre définition de C est [QJ H

Ot montre Y3] qu'il existe des canaux qui n'ont pas
de Capacité. Pour la plupart des canaux "raisonnables" € existe 3
nous voulons chercher 3 réduire 1'importance des erreurs pour ces

canaux. Nous savons que cela est possibles et le Théoréme de Shannon

nous dit dans gquelles conditions
T

Soit un canal de transmission de Capacité C, si on
veut envoyer des messages de n éléments & un rythme R
de transmission el que R < C , alors pour n grand, il
est possible de transmettre en rendant la probabilité

de mal reconnaitre un message aussi faible que possible.
Si R C

;s cecl est impossible.

[P
§ o
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4° Le Codage est le moyen qui nous permettra de minimiser 1'erreur :

on coders ur message émis par la source : la réception connaft la

méthode utilisde pour ce ccdage et celui~ci est fait de telle sorte

qu'ad la réception, aprds décodage, on retrouve le message émis, la

probabilité de mal interpréter &tant aussi faible que possible.
Nous ne considérerons que le cas d'une source ayant deux

symboles différents. Ces symboles seront noté O et 1. Le canal de

transmission utilisé sera dit binaire et les symboles appelds digits-

Distance de deux mots 5 définition s La source binaire émet des mots

—

de n digits. Soient deux messages (ou mots) émis tV1j et szi»

Et soit le mot \EE\: }Sqﬂ (+) }521 oli +) désigne le somme modulo

2 de \izg et

%;} s on appellera digtance de Ygl\ et {%;‘ le

nombre de symboles égaux & 1 de Lif'

Nous allons considérer dans ce qui suit deux types de
codage binaire :

a) La source émet des messages de longueur n qui sont
envoyés a travers le canal 5 Ss1 nous voulons un bon codage il faut que
R rythme de transmission soit inférieur & C s il doit donc y avoir

. n ¢ ] < .
au maximum 2 nessages différents (C

It

max R = linm (% log2 N(n)) )

>t

Ces messages seront répertorids dans un"dictionnaire" ou cahier de

code connu par 1'émigssion et la réception 5 le décodage sera une simple

comparaigon du message avec tous les mossages du dictionnaire : on
cherchera le mot le plus "proche" (distance minimum)} du message Tegu.

Clest le code "dictionnaira'.

b) Codage linéaire Tout mot de code est un vecteur de
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Définition ¢ Soit W un espace vectoriel de dimension n, défini
sur le corps X . Tei K sera le corps des entiers modulo 2 ; on
appelle code linéaire € (n, k) un sous espace vectoriel de W, de
dimension K. Tout vecteur de G sera un mot de code et une combi--
naison lindaire de k vectours indépendants formés sur K.

Le corps K est le corps des entiers modulo 2.

Donc toutes leg opérations se feront modulo 2.

On appelle la matrice \E\ dort les lignes sont les k

vecteurs de génération de G, matrice de Génération du Code.

Pour engendrer tout le code G nous avons k coefficients

. - k
qui peuvent prendre chacun deux valeurs, G a deuc 2 mots de code

o

. .k
de longueur n différents et le rythme R de transmission est égal & &

Ces k coefficients sont appelés digits d'information 3 ils forment un

vecteur gij . Tout mot de code {i} de longueur n sera tel que s

kg
i

v = !Ii'faj (modulo 2) I | et ;ﬁiﬁsont des vectours

lignes.

génération est connue par 1'démission et la réception 3 la source

T . ]
émet un mot 1L\ de longueur k 3 on calcitle le message | Vide longusur

n qui sera envoyé 3 & la réception on cherchera & retrouver le mot

(};]émiso Pour R < C nous pourrons le faire avec une prohabilité de
mal reconnaftre {E}aussi faible que possible, si n est suffisamment
grand.

Nous nous proposons d'étudier un certain canal de transmis-
sion s canal binaire & offacement ou B. E. C. : cette étude sera
faite en simulant le canal, la source, la réception sur ordinateur,
ainsi que les méthodes de codage et décodage utilisédes.

e D i A i R . _1"! g% e e mim oy Rl L T o Tad
WL vlrod Cliodld WolllB JuioliledS mERUTS L4 Q55U PUSBLULE

4

d'améliorer le codage.
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II Définition du Systéne

de communications simuléu;

1° Canal binaire & effacage — Capacité.

Le canal binaire a effagage ou B. B, C. est un canal qui
a deux symboles d'entrée et trois de sortie.

La source a les symboles O et 1

Lz réception 0, 1 et B

Si un symbole (O ou 1 ) est envoyé, la probabilité pour
que ce mdme symbole (O ou 1) soit regu est 1 — P 5 la probabilité
pour que l'on regoive B est P. La figure 2 précisc les différentes
probabilités conditionnelles. Dans la suite nous parlerons indif-

féremment dc symboles ou de digits pour O et 1 ; E sera l'effagage.

0 l=f. 2%
\~ P
P B
e o1
Pig. 2
Soit A = probabilité d'émission de 1
1— &0 = probabilité d'émission de O

Calculons le rythme de transmission R (A ) et cherchons

sor maximum C quand X varie
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ol
Mettons dans un tableau les probabilités P(xi 9 yj)
RECEPTION ‘ . |
lSymboles 0 1 ! B | P(xi) '
| o | =2y (1-x)] R B
! l
| 1 | 0 j o (1-P) ; Py %, |
I Py g (1_P)(1—rx)‘ o\ (1-P) 1 P
H(X) = = (1 =:4) log, (1 - &) - d~10g2 (A )
H(Y) = - (1-P)(1=72) log,(1-A)(1-P) - A(1-P) log, A(1-P)~ P log, P
H(X,Y) = ~(1-P) (1-<) log, (1-P)(1-<) - =« (1-P) log, % (1-P)
~ (1= ) P log, (1= o) P - AP log, = P
R(A) = H(X) + 51(Y) - E(X,Y) = - (1= o Jlog,(1- o) ~atlog
+ (1= A) P log, (1= R )P + AP log2 AP~ P log,P
R( &) = (P=1) { (1- « ) log, (1= &) + c&log2ckj

R( = ) est maximum pour R' ( o\ ) = O
R(o) =(P - 1) % 1og20& = 1032 (1 - & )2

- O\ 1 .tj I/ l
0 pour T - soi A = )

R' (A )

1t

alors iR ( % )= ¢ =1 - P{

lious trouvons le résultat intéressant : La capacité est
égale au pourcentage des digits d'entrée qui ne sont pas effacés
et cccl nous permet de commenter le théoréme de Shannon en nous en
montrant clairement sa puissance 3 on enveie N digits 3 ¥ (1 - P)
sont regus , N P perdus aprés effagage ; sans codage on rdcupdre
bien N(1 ~ P) digits mais au départ nous ne savons pas quels seront
ceux qui vont &tre perdus et le hasard frappe aveuglement parmi les

K digits.
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Shannon dit ¢ on pout déchiffrer en envoyant un peu
moins que ¥ (1 — P) digitsplus une redondance d'un peu plus de X P
digits. C'est & dire que dans un certain scns on peut s'arranger
pour que ce soient les ¥(1 - P) digits bien déterminés qui puissont
N

8tre retrouvés. En fait, lc¢ codage permet de préciser sur les N

digits, les N{1 = P) qui seront conscrvés.

2° Codage.

Nous allons chercher par le codags & réduire le nombre
de messages mal regus ; nous savons que cela est possible pour
n grand et R<C.

Nous utiliserons un code lindzire G ( n , k ) de

matrice de géndration [gj - Par des combinaisons de lignes et de

colounes sur Bg] nous obtenons la matrice [Eﬂ de la forme
leweee 0 by eoee by n_kz - oﬂ;k
! = 1 caoo I ) o8
l~9~l o i bi1 bi, n-k | = !I \ . ’B} matri
~1 b g oceee bk e - — lunité
) k -7 . rang

iEﬂ\ est appcelé forme réduite de }Gl et les k vocteours lignes de
1

>

{G'! gont indépendants et cngendrent lo ménme ¢cspace vectoriel G .

La matrice de géndération utilisdc sera [G' plutét que ¥z;10

. = . . o A ey
Soit |Ijun mot d'information émis et | V| le messance
= ) AV g

envoyé ¢ ] =

- @i - @ IE s 3 -] Al iw

ot le vecteur ligne Ealost composé des k diglits calcoulds de la

maniere suivarte s

\C \ = !I \ . i Bf ces opdrations sc faisant modulo 2.

Soit]iﬁj la matrice transposéc de Eg]

!éjest dite motrice de parité du code ;, elle a k colonnes et n — k

lignes toutes corposées de digits ( a4 = 0 ou 1) ellc permot

3
— K =
de ecalenler Te vaatanr | 01 . i aver la vantenmr I T
' v “w k]

A mParmatinor

forme le message envoysé.
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Posong m = n - k
Eij = {11 o She I ! sont les digits d'informations
cl= [og «.nn €] sont dits digits de parits

\?fiétant la wetrice de parité du code G (n , k) utilisé

'A = a ,~’ 84 k colonnes
l~i) [ ij J
et m lignes
& k
v
c., = AL, I i=1, coo 3 m (mod 2)
1 / 1] J
j=1

Un message ainsi codé est envoydé & travers le canal.
A la rdception certains digits sont effacés. Soient k1 parmi les
digits d'information ot m, rarmi ceux de parité. Pour décoder
nous aurouns & résoudre un systims lindaire de m — ™, gquations 2a
k1 inconnues sur le corps des entiers modulo 2.

A partir de cette considération nous pouvons retrouver
12 capacité C du canal : P étant la probabilité d'effagage; la
valeur moyenne de kT est Pk, celle de my o P(n - k). I1 faut

done pour pouveir résoudre le systénc précédent que m - m, » Pk

1 -
Soit n-k -P(n-k) > Pk
ou n -k P
k # T -P
. ooy 2 1
s > + =
soit r & T - P -~ P
s s
Or le rythme de transmission est R = ==
Un aurs donc {R S‘ 1 - P i ce qui permet de retrouver ¢ sachant
que R g G, '
T imem e —nefe B aoe b g moi wnelh cwen Sl aaa Dl o Y- U a - .
BULDBUUS LUWS cidd wi1dd M L oouvudd v Lo DY D vC LIS Wl e

e
1
éguations a k1 ingonmics, nous aurons retrouvé le message de

longueur k émis par la source.
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ITT Simulation du B. E. C.

1° Emission et Codage.

Toute information émise est unc suite de k digits. On
suppose que les probabilités d'émission de O et 1 sont les mémes ¢
soit % ; dang ce cas R rythme de transmission pourra &tre
maximum et égal a C.

On veut envoyer cette information a travers le ocanal ;

il y aura des digits effacés et 1a probabilité d'effacage est P.
Nous utilisercns un codagelinéaire o les k premiers digits du mot
codé sont ceux d'information 5 8i nous voulons un codage efficace, il

faudra prendre m = n ~ k digits_de parits, tel que %~ { 1 - P.

Pour effectusr le codage on se donne la matrice tAy de

-

parité 4u code ; {Ajdépend du type de codage lindaire étudid et &

m lignes et k colonnes . |Alest connue rar le codeur et le décodeur
et ne contient que des O ou des 1.

Soit |I| le vecteur informetion - lija k digits

7

On calcule le vecteur iCj des m digits de parité

. 11}

ELETY

on [T o

I[ sont dus vecteur colonnes et les opérations

| est gardé en mémoire

effectuées modulo 2 . Le message Smis

|
=

dans le vectour | U]

Le message envoyé 2 travers leo canal sera le vectour iI}

suivi du vecteur \Cj
2° Transmission
=Sl 550 on
Au cours ds la transmission certaing digits sont effacéds ¢

soient k dans (iﬁet m, dans Lg] « On suppose gue l'effacage est

1
aléatoire, donc qu'il =n'y a Pas de lialsons entre les digits du

NesSSaZC.
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3% Décodage ¢t Réception

On cssaie de retrouver le vecteur ]I] dmis, donc les

digits effacés dans I{ s connaigsant la matrice \éﬁ e parité

du code.

soit

solent

posons

et ne

Soient 11 sosens Ik les digits d'information

C1 cooo e Cr ccux de parité
l’l

Ils sont 1iés par la relation :

S - 1) 3] Gotte 2
k
N o=
Cj = :) Ay I J=1 ceo 3 m (mod. 2) (1)

i=1

nous avens m -~ my digits de parité non effacés

I oB oo I
14 lk1

les digits d'information offacés

C csono Cl les digits de parité non effacdés
[ m—m1
B, = I = my

gardons dons les équations (1) que celles pour lcsquelles

Cj n'est pas effacé. Cela nous donne lc systéme d'équations :

{
|
© = 2 = g s I . J
) 1 s 1, i (med 2)
Vi = 1y cos my
lj est l'indice de C1 digit de parité non effacé
J

Dans ces équations certains des I. sont inconnus et
i

en changeant la forme d'deriture nous pouvons les faire apparaftre s
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K, k-k

{ T , . "‘\ ~1 / N
I - S { - 1 + ! a . I mod 2
(1 Cl. ;_1‘" v, L. 11. i e \a]_ 1 1 /J( )
| J = 3y L 1 —S-=T J s S
AN oJ = Tgeee m,
j li = indice de Il digit d'information ecffacd

i
\ 1 = indice de I1 digit d'information non effacd

s
s

en faisant passer d'un méme c8té du signe égal tout co qui est

connu, on obtient

k-k
/ k *___1
) r:—i . g \\ 7 7 \
AR al.sl.- 1-) = Mg ¥ / Y ( al.sl ’ 1/ (mod2)
2 e i 1 J g j’s s
J = 19 coo g M
2 K-k,
/
J CrJ = C + N\ (% 1 I, ) (mod 2)
posons J Te=1 JF 1B =
] a' = a
. 1
J?l 1']9 i

nous obtenons lo systéme (2) de m, ¢égquations & k, inconnues

T o ook L sur le corps des cntiers modulo 2.
L k
1
5
\ ‘ 1 = 1 2 = ;
. (a.J X Ili) = C'y (mod 2) §= 1yees 4 my (2)
de=

hous allong chercher 3 résocudre co systéme : nous savons

qu'il o une solution ¢ les valours initiales dos digits Ik

P A 2 el o [y I S D -
is b Ve Clid s wounalG 4 L

r Al /N - D
B,y S UsS s \<) e Bela jawuads

n
(6
Ct
[

sons lindaires entre les dquations.

:
3
- SRS ;’%‘Z‘b—— — = =

impossible ; il pourra 8tre indétermind si m, nombre d'équations est

inférieur a k1 nombre d'inceonnues ou s'il existe trop do combinai--




L'opération de décodage se traduira par une transformation
de la matrice Eg{ et du vecteur |C|en une matrice {E}( (a m, lignes
et k, colonnes) et en un vecteur [gf\ (a n, digits). Pour résoudre
le systéme (2) nous chercherons & triangulariser la matrice [@F\ 8

- S'il y a plus d'inconmues que d'équations ceci sera
impossible ; goit k2 le nombre d'inconnues en trop ; nous prendrons
la décision d'affecter aux k, premierares inconnues, la valeur O ou
1 aléatoirement. Nous reconstruirons [gj[ qui aura alors autant
de lignes que de colomnes. Nous reconstruirons aussi{}iﬂ

- 51 i1 y a trop de combinaisons lindaires entre les
équations, cela se traduira au cours du calcul par une ligne nulle
et la colonne de m8me indice nulle (cu en partie : 3 partir de la
diagonale principale) 3 nous prendrons la décision dt'affecter &
l'inconnue de m@me indice, aldatoirement la valeur O ou 1 . Nous
reformerons alors ﬁ%i‘et iET\correspondants et continuerons le
calcul.

La matrice \EZ‘ étant triangularisés nous calculercns
les inconnues. Nous aurons une solution possible du systéme (2).
Nous replacerons ces digits dans[‘f} et comparerons rf] décodé au

mot {U| réellement émis.

4° Sous Programme B N ¢ E.

Le sigle ENGE vient du verbe engendrer.

Suivant les cas nous cherchons & avoir aléatoirement s

- ou N digits avec une égale probabilité d'apparition

pour O et 1 ;
—- cu des effacements dans un message de longueur n 5 la

probabilité d'effacage étant P.

~ - IR, | gy N . a .
Leux cagy no G Ged nohvices e v

chiffres significatifs (* ) , compris entre O et 1 et suivant leur

KGLANNESINI Thése (Oct 62) — "Présentation et mise au point d'un
test non paramétrique . Générétrice de nombres pseudo - aléatoires".
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valeur, dans le prsmier cas par rapport & 0.5 nous obtenons le
digit O ou 1 , dans le deuxidme cas par rapport & P nous avons
ou n'avons pas coffagage.

5° Organigramme de Simulation

I1 utilise le sous programme défini ci-dessus.

Lcus en donnong «1l'organigrannoe & la page.suivante




2¢

Lecture du nombre de séries de calculs & effectuer et du nombre
sléatoire de départ nécessaire pour engendrer les digits.

|

Lecture du nombre de messages & envoyer, de la longueur de
du nombre initial de digits de parité, du nombre

T

ces messages,
final de digits de parité,

|

ilise au zEro des compteurs de messages bons et
Calcul ou lecture de la matrice de parité

mauvais -

j

= Emission d'un méssage . Calcul des
digits de parité [CJ [I] est gardé dans » Le mes-
sage est envoy€ & travers le canal. On détermine lesky
& digits d'information effacés et les m ~ Ty digits de

£ parité non effacés. On &limine dans les lignes

correspondant aux digits de paritZ effacés,

On effectue le »roduit
des digits d'information
non effacés par les '
colonnes de @ corres=
=! pondartes ot on somme
(mod. 2} les colonnes

obtenues & [C] ., En

| I ¥ a plus &'inconnuet
£ tque d'équations. On af-

= |fecte aux ky - mo pre-
m:ers digits O ou 1 \\J/ méme temps on &limine
i aléatoirement. slors ces colonnes dans 1A’la
I 1‘:1 = M.
——y #

i &

H
: i

e SR~ . ———— ]

On va triangulsriser }A’I -

e




.

On ne-geut résoudre. cg
systfme. On affecte au ;j¢0€
digit O ou 1 aléatoirement
ky = kg = 1. On reforne’

2 jéme colonne de
a=~t=elle a4 partir du jéme
digit tous ses digit

15,

S

4
(=]

P
L e —

Cn combine la jUNe colonne aux suivantes
; pour faire apparaltre Ges zéros apris lco jome
! dipit dans la j¢M€ colonne de

On 1'elininc

3"‘.3""

ne =~ 1

Y a=t=11 unc
ligne nulle

b

.
<

On recommence avec
la ligne suivantc

1+ 1

(%

?r._.H.gr'..—,\.r-_-_—-.—_-‘—_ B Py

TR il

§
i
|
i

'l

4 On affecte aux k) - mp
x dernicdres inconnues O ou 1

@ aléatolrement ky = rp

E

{

f Or calcule les n

1§ et or les rerlace dans
5 )
!

¥

< Jul

i

l bien dicodis
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On augmentoe Le

e
A — i :
&= Romesses Cuamapolal Qo Modlapns
mal gegcodes.
N




|
|

It

ﬁu1va envoyer un
gutre mnessage

=
v

é_i
|

e ey e o yuni

“fi-t—on atteint le nombre final de

On augmente ce
noribre .

R T AT b

T P o 1 b e

vy

e v

:!‘
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Oy éecrit les
resultats

digits de parite ?

fait toutes les séries
dfexpérience ?
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" IV Etude des codes aléatoires

de parité par blocs.

1° Définition
Définition ¢ On appelle Code aléatoire de parité par
bloc un code lindaire tel que la matrice {Aide parité du code
soit construite aldatoirement avec une dgale probabilité d'appa-—
rition pour O et 1.
0

\A i = ( a, } et a;, = i1 avec P(0) = P(1) = 0.5

i Shannon &41 et Elias iE] ont montré que le codage nléatoire est
aussi bon que tout autre moyen de codage pour des rythmes voisins
de la Capacité, mais que pour des rythmes de transmission trés
faibles il existe des codes qui sont meilleurs.

Hous voulonsg par cette simulation vérifier les

propriétés des codes aldatoires

Pour chaque valeur de kK, n, P rous avons émig un
certain nombre de messages et lesavons envoyéds & travers le canal |

: un compteur de messages mal décodés nous donne une évaluation des

performarces du code, mesurées par @ , pourcentagc de messages
mal décodés. La méthode de Décodage utilisde est colle définie au

-

chapitre précédent.

X

2° Voriations de Q & k , P Ffixds

R = = ¢&tant le rythme de transmission (k = longueur

de l'information, » longucur totale du rnessage), C = 1 = P (P

probabilité d'effagage) Stant la capacitd, nous avons fait une

pPremiére série d'expériences pour voir comment variait Q en

fonction de R / C.
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et P étant fixés; nous avons pour chaque valeur de n

Iz
été utilisée pour coder

construit la matrice [A| de parité qui a

100 nmessages émis par la source.
1 &

Yous avons pris ¥ = 0.5 et deux valeurs de k ¢

k=20, R/C varic de 0.74 & 1.54 ; k = 50 , R/C varic de C.82

1.28 . lous avons comparé les résultats obterus (Tabloau 1) en

-

a
tragant les courbes @ en foncticn do R/C (Fig.3).

On peut lisser lcs points obtenus pour chaque valeur
de k par une courbe 3 dés que R { C , Q décroit assez rapidement
Fous voyons de plus que la pente de la

courbe pour R/C = 1 est plus raide pour k = 50 ;, que pour k = 20 ;
¢ pour R < C quand

cela ne contredit pas le théorérce de Shannon :

n augmnentc, le pourcentage de nmessages mal décodés tend vers O.
Lous remarquons, surtout pocur k = 20 gque wour

des matrices de code peu performantcs peuvent

vers des valeurs foibles.

e
0.8¢ R/GK 1
augmenter considérablement Q (c'est le cas de (n -k = 28 5
R/C = 0.83)) qui se trouve donnmer de moias bonnes performances gue

(n -~k =263 R/C = 0.86 )
Il serait intéressant de savoir comment se comporte

llerreur aprés décodagce ou probabilité de mal interpréter un
message regi.

3° Origines de¢ l'srreur aprés décodage.

Dlaprés la méthode utilisée nous voyons que 1'erreur

apres décodage a deux crigincs.
a) Origine due au fait que 1'effacenent cst

<)

atoire

Wy

ali

Les nots sont de longucur n et ont k digits d'informa-

tion 5 la probabilité d'offacage est P ; on ne pourra décoder

§'il y a plus de 1 ~ Kk effagages dans un mot(ou message). Donc

le probabilive minimum de mal décoder est
n . . .
X J J oy 2=J
. = N C P 1 - F
len . n ( )
J= n—k+1




T TT———
|

I

e —

En fait nous avons reduit cette probabilité par la

méthode de décodage utilisde : chaque fois qu'il y a plusg de

n - k effagages, ncus ne rejetons bas le message nmais affectons une

e

: valeur (0 ou 1 avec une égnle probabilité) aux digit qui ont
: été effacéds en trop.

¥ 3oit  j effacages et J > n-k

nous choigirons done aldatoircment J - n+ kdigits ; la probabilité

! d'avoir les j — n + k digits justes oot ( %-) j—n+kﬂ ; alors la
probabilité de se tromper pour ces digits est 1 - ( é-)J_n+k

(o8

donc la probabilité minimum de mal décoder est pour notre méthode

R s

de décodage

E . )
k ~ — / 1.7 —n+k . . n-—-j
" Gy Lat- S (1 - (3 o) Bl (1 - p

f 3:;1—}{+1

b) Origine due & la nature de la matrice A

I Suppcsons gue dans le mot de longueur un, nous ayons
& la réception s n ~ k effacenents au plug;il ¥ cn aura kJJ rarmi

| les digits dtinformatior et my parmi ceux de parité.

' En décodont il faudra réscudre un systéme lindaire de

j k, inconmues 2 k, (et peout &tro plus) dquations, sur le corps des

| entiers modulc 2. I1 faudrs donc pour guc ce scit poseible qu'il
equaticns indépendantes. Cola sg traduira pour la mabrice

. 1
i%’j guc 1'cn cherche & triangulariser, par unc indépendance

y ait k

i lindaire de ses k1 celonnes; ou par une indévendance iindaire de

k1 de scs lignes.
Hn conclusion si nous voulons un code qui corri

& t orreurs dons 1'information (a P, k fixés; on a calculd n de
hlas)
= /

ge de ung

v ~ ~ <7 e T S T d e T
o) il jelesatond 1L —4 Gt OONMBUILILTS L mavisow S

0

te ooanrho gz coed

de parité du code de telle sorte qu'on ne pulsgse
q
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lignes (et ses colonnes) de combinaisons lindaires nulles de i
lignes (ot colonnes) sur le corps dos cntiers modulc 2 c'egt-a—-dire

de tello sorte que toube sous matrice carrée de dimension + de fA}
soit réguliere.

4° Comportement de @ & R . P fixdés quand n auvgmnente

Yous avons une borne inféricurc Q*' de @ 3 il reste &
trouvé une borne
Elias {5] o montrs

aléatoires de parité

trouver une bhorne supérieurc. Shannon f4] a
supérieure de Q pour leg codes aléatoirecs et

que cebte borne était la méne pour les codes

par blocs.
Le "codage alcatoire" signifiec quc o (R rythme dc
s

transmisgsion, n longueur du message) messages sont cloctionnés

. T = 5 - . . -
parmi les 27 séquonces possibdles 5 les séquences séloctionnédos
sont indépendantes les unes des aubtres et la sélection se fait

au hasard avec une égale probabilitd assignée & chaque séguonco.

Q%v meyenne des probabilitds Q@ pour tous ces cuodes est cortai-
nement supérieure & la probabilitd Qb de mal décodcr du meilleur

d'entre eux. Dans les référencoes citdes ci-dessus, Shanncon ot Elias

ont évalué § .

v
R
n-k k o s Pk 1 (
l/ + — T‘\ U ¢ '}" -
Qav N P £S w Y } n=k-nP s (l ~P\ n—k f 9
' P 2k
On o leg relotions
Ll g e S \
VY Lo, O g
XY
\ . I 1
Soit D 1im log, @ T Log, Q. ) ?
. n < Tav o Y n ’
n s, N—p Y /
. [ togy @ |
Fis 1 = \ “”"“*n““‘“"“
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N
. ra
nous avohs aussi

e
N

< 4

tendent vers une limite

Ir et nous alleas chercher si A et P.,l

guand 1 — = 4 & R = %f— s P fixés.

2 Calcul do_ AXA
n-k+1
3! . n k-1
< j—ntk L n-j C (1-P)
! X 1, J978F 3 n—k+1
| Q- \ (1 = &) )-cd p(1-p) Ty
I L 2 5
] J-—k-i-']
I YA ._rl_.__
} Q = \/ (termes positifs)/ est en particulier supérieur ou
i j;_n—k;il égal au premier terme .
k _n-k
; SB Yy B ot k. (1 - p)< "7
\ . y
i 7 2(1 - P) n n~k + 1
E Or utilisc 1'indgalité de Stirling
k = i -nR -n(1-R) nH(R)
E ~ A R (1"R) —_ 2
LR T T Cn(’l-R) i o 7 '
§ 7 : \v/217 n(1 = R) R \/z'n nR{1 ~ B):
ot H(R) = H (1-R) = - R log,R - (1-R) log, (1 - R)

r quand R varie entre O et
”i. dewvroft ensuite jusqu'a O.
f - 1-p |
i a-k k n long + R log, _ﬁlf_ l
: P (4 -P) =2 L ¢ < J
| Y — }
| log, Q _p log,| ZHnH(L-R)/
; alors - > H(1-R) + log.P + R log - :
1 z 2 2 P
2n
Pk (n=I+1)

tos, 2(FY

1 5 H(R) croft de 0 4 1 (pour R = 0.5) et

log2

n




Lanriat L SN

e

quand 1 oy 105;2 Wﬂ

ro
O

Pk

(@]

I

log,. n
€5

e —20

/ 207 R(H—R)) log, o .logg (n=k+1)

log2
; "o - -
§ 2n b ek n g n
X — e X

ot A" 3 H (1 - R) = log, P + R log, s— =4
[
- ~ Calcul deo A1
i T
T Nous utilisons la relation (4)
i n {H(’L—R) + log,P + R log, -1—;;}-)} ( ] \
| alors Q, °2 = el +
: = 1 — 3 n(1-P)-k 1P, /n~k /
\/2 Nz (1 -R)R ( ) T }-;—)(—21—(—-)
f " log., @ )
f o 2, ™ . \ 1 -7
| ot 4, = lim ( - )= I(1 -R) + log,P + R log, =
] n-—3 00 '
N . - X \ s ~
| lous avions A < ¢ 4 L Aav < A1
B N
¢ Or A,I = A7
: . . _ ; 1 - P
i Doric Aav = Ab = I (1 -~ R) + log, P + R log, —p=— =
Signc_do &
; . ,
} Pour notre canal la capacité cet C = 1 - P ¢ 1
E exprimons dans A , P cnfonction de C.

A=H (1 -R) + lego,P + R log, 1§£ = H (1-R) + 1og2(1-0)+ R 1og2

Soit 4 = Rlog9%+ (1 - R) logz"}:—g

R { € si nous voulons un bon codage

C est fixé, nous avons <

1-C
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—=nEnr

i d A C
i : [ - P e =] =
g Bedd g tog, =5 °8, TR
l . - 1 N 1
R{Calors 1 --C ¢ 1 ~R et CR— # TR
: A
g done %—5 >‘O et A ocroit guand R wvariec de O & G,
: Pour R =C A est donc maximum A(C) = 0
{ 4 c¢st pour R ¢ C négative
Qb 9 Qav se comportent comme des exponcnticlles de — n quand n.—s =o
Ce théoréme fondamental a été démontré par Shannon pour des codes
aléatoires ¢
? l'a R<C Tixé, il existe pour un canal donné
£ des codes de lengueur n, tels gue l'erreur au décodage
f Q tende vers O comme une exponentielle de - n quand
I = =1
| n augmente indéfiniment | 1|.
i Lo
f 5° Résultats expérimcntaux et discussicns.
f Nous allons, aprés cette évaluation de 1'erreur, étudier
la différence Q - @ en fonction de R /’Cy pour k fixé. Qy &tant
v la probabilité minimumw de mal décoder, la différence Q - Qﬁ'mesure
F donc les performances du code étudid.
E a) Variations de Q, k étant constant.
i
i Les tablcaux 2, 3, 4 conticnnent les résultats obtonus
£ pour P = 0.6 (k = 20, 26, 30) , P = 0.5 (k = 20,26,30) et
#
| P=20.4 (kx = 26, 30): 4 chaque valeur de n - k nous avons construit
' aléatoirement une matrice de parité de code et codé 100 messages

différcents. Ensuite ces messages furent transmis ot décodés.

Remarqueg Les courbes coerrespondantes sont en figures 5 , 6 5
cecli est

—> Les courbes Cbtenues sont en dents dc scie g
dd au fait que 100 messages émis pour chaque valeur de ky, n, p ne

Qs

¥
vermet pas de donner une bonne évaluation de 1'crrour
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L bt dbe parEdtuanced ok bade |31
ol ol Q el et Ty e ) (T L et C LB ol S
0“02 2 ;T BT CPiE 6,5 probabllite’d éﬁfﬁgagef“}:'{'7' {
0.05 | 0.93 | 0.98 __DapExience de 100.mespagos: ] - 1 i
1,334 | 0.05 | 0.87 | 0.92 % | information) = 20 SAE
0.10 | 0,79 | 0.89 e A e ey g
0.17 | 0.69 | 0.86 4"‘5“”“¥ﬁf6?ﬁ5ﬁ103?g=”2“ , AR b |
0.22 | 0.57 | 0.79 v ( dinformetion) = 30| _...po.i. - !
1,056 | 0.22 | 0.45 | 0.67 A e et el e b S et e
0.15 | 0.34% | 0.k49 I i .
i 0,05 0.20 | 0.24 | O bk [ ] ; | 5 :
£l 0.91 0.22 | 0,1€ | 0,38 ; J e
# o0.07 0.15 | 0.11 | 0.26 ; i ;
i 0.83k | 0.21 |o0.07 | 0.28 1 : : :
| 0.8 0.07 | 0.0k | 0.11 | g ' ;
I ni77 | 0.06 |o0.02 | o0.08 i ( Yreteedl
il 0.7% | 0.03 |o0.01 | 0.0.%
, k = 20 !
: ] R&/C =% T o
1.22 0.06 | 0.84 | 0,93
1.18 0.02 | 0,76 | 0.85
1.13 0.15 |0.67 | 0.82
1,08 0.19 | 0.5C | 0.75
1.0k 0.20 | 0,45 | 0.65
) 0.17 | 0.35 | 0.52
LaC 0.17 | 0.26 | 0.k3
«03 0.1€ |0.19 | 0.35
9 0.17 |0.13 | 0.30
LOCE | 0,07 | 0.09 | 0.16
<l 0.08 | 0.,0€ | 0.14
ko= 26
R/C Q= 0o @
w25 0.06 | 0.80 | 0.95
oD 0.08 |0.82 | 0.90
«35 0.15 |0.75 | 0,90 ; H
s 1! 0.12 | 0.65 | 0,78 i ek
.07 0.14 | 0.5€ | 0.70 L . in %
03¢ | 0,18 |0.4€6 | 0.65 o o8 3 é Ad fik Ve
0.21 |0.36 | 0.55
0.07 0.20 | 0.28 | 0,48
ol 0.1T | 0.20 | 0.37
0,01 .12 | 0,15 | 0,27 .
.88 1 ana laan ! Tig. &
86 0,10 | Q.07 | 0.17
0.832 | 0,07 |0.04% | 0,11
k = 30

Tableau 3 P = 0,5




;l;—f < 3 2 *Q;a*%éﬁﬁﬂaémfﬁsrdfwﬂ@w&#mmFW%ﬁ
"Qﬂfi_ s q a p- = 036 probabilité dleffagage - ey
| W 0.07 0. 0% 0.07 sxpibrdence de 100 nesgages i [ te sl
f 1.20 |0.07 | 0,73 | 0.85 - '
§ 1016 |0.05 | 0.2 | 0.7€ k (information)= 2 i
1,12 | 0.13 | 0.€4 | 0.77 i (information)= 20 L
102 | 0.l | 0.5¢ | 0.70 A . (information)= 30 [ .
1.05 {0.20 [ 0.k2 | 0.60
Ton |owek | ouso | o.ch | i
0,90 |[0.10 | 0.33 | 0.43 ! '
0.9¢ |0.11 | 0.27 | 0.38
5,02 0,11 | 0.21 | 0032
0.0 0.12 | 0.1C | 0.29
0.%% [ 0.1€ | 0,12 | 0.28 ‘
0.3¢ |o0.05 | 0.05 | 0.1k ' ’ |
0.835 | 0,08 | 0,07 | 0.15 30 T o= f
]. j A oG !
)
|
E‘ R/C oc®| 0% A
r .22 |0.00 | 0.62 | 0.0
1.17 10,10 | 0.7C | 0.36
E 1.1k | 0,03 | 0.70 | 0.73
F el 011 | 0.C3 | 0.3k
| 1.07 [o0.18 |o0.55 | 0.73 020
f| 1.04 lo.21 | 0.k0 | 0.70 '
1.015 |0.17 | 0.41 | 0.58
0,090 10,14 | 0.3% | 0.L8
0.0 10.17 | 0.28 | 0.L5
0,0k 0.20 | 0,22 | o.b2
0,02 |n.o1 | 0.158 | 0.39
: 0.2 lo,oLk | 0.,1h | 0,18
g 0,27 {0.10 | 0.11 | 0.21
! 0.25 |0.05 | 0.0 | 0.1%
I 20
! O/’IO W
{-y =®m/C =¥} o¥ o
i 1.79 |o0.01 | 0.0 | 1.00
1.66 10.00 | 0.92 | 0,08
1.5¢ |0.03 | 0.9¢ |a.0%
1.X8 {0.0¢ | 0.03 | o0.00
1,3% [0.03 | 0.00 [@.o° |
1.37 lo.08 | 0.8 | 0,00 E
1.25 |0.10 | 0.78 {6,209 ‘ ;
1.19 |0.11 | 0.0 | 0.82
1.1k |o.19 | 0.61 | 0.80 i = - -
1,08 (0,18 | 2.52 |0.80 oy o9 ! d )
1,05 [0.20 | 0.43 | 0.03
1. 0.20 | ©.35 | 0.55
0,06 | 0,20 28 o,ig 2
0,925 |0.15 | 0.23 0.3C h
0.820 |0.15 |0.1€ |o0.3z2 i ©
0.8¢ 0,12 | 0,12 | 0.24
0.935 | 0,12 | 0.08 | 0.20
0,805 | 0.1 0,06 | 0,11
| 0.78 |7.05 0,04 |0.00 | k=20 Tgblean 2 = T = 0.C
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cela devient trés net d42s que R devient égnl & C 5 nous avens

al ors R qui deviont inférisur & 0.5 ¢t déeroft trés rapidement ;
en méme temps 1l'importance d'un message mal regu,; augmente quand
on veut évaluer Q. il nous faudra donc prendre un nombre do

messages plus grand.

o
m

Pour une valeur de 4 - Q;\ s on peut assimiloer une
"largeur” & ces courbes et la comparer ; il semble que cette
largeur pour @ - Q?? faible, décroit lorsque k augmente (dono
quand n augmente) -
—> Pour toutes ces courbes au voisinage de R/C.g 1, alors
que @ décroit rapidement @ - Qi— reste important et il paraft

Judicieux de chercher & réduire ces causes d'errours.

b) Ces premidres courbes nc nous permcttant pas do
conclure, nous avons cherché & avoir dos résultats plus probants ;
nous avons alors fait deux sérics d'expériences ofl nous emettions
s P fixés 3 ccs

1000 messages pour chaque valeur de k s N
0.5 et k = 20, 50 .
Q7

il

expériences ont &été effectudes pour P
Comme précédemment nous avons tracé Q — * on fonetion de R/C :
les résultats sont dans le tableau 5 ¢t les courbes sur la
figure 8.

Cotte feois la "largour’des courbes, pour unc mémo
valour de @ ~ @, décroft gquand n augmento.

lous avons aussi tracé sur la figure 8 1la probabilité @
(pour R/C ¢ 1) ; ceci vous pormet dc voir que d2s que R/C  ost

inféricur & une valcur (R/C) (valeur qui dépend de k) Q cst

inférieur & 10°° ; co scuil (R/C), augmente et tend vers 1 quand
n — & (k——m) ; ceci ne contredit pas lc théoreme de Shannon 5

. g o .- ) - ' . .
sy Bl cialadie du LLOP uaduvaLses

Iy
preformances, urn code aldatoire quand (R/C) < (R/C),




Figure 8

-ad

;5 1000

par expérience

o
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mes Sag
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R = 50 R = 20
Q- qF ¥ o n -k R/C Q-0 Q* o
0.014 0.978 ) 0.952 C 1.54 0.018 0.966 0.98%L
0.03% 0.9Ck 0.995 8 1.43 0035 C.932 0.9C9
0.028 0,942 0,970 10 1.334 0.001 0.875 0.036
0,0LG 0.912 0.958 i2 1.25 0,122 0.792 0.61h
0,066 0,872 0.9h1 1L 1.13 .150 0,688 0,828
0,003 Q. 322 0,915 16 1.13 2.17C 0.570 0.7LC
0,076 @s 702 0.338 13 1,056 0.213 00 4lo 0,562
0,13k 0,50k 0.325 2 i, 0,19k 0.337 0.531
0.135 0,620 OETSS 22 0,052 0,165 0.2h1 D hoE
0.220 0.5k2 0.C71 2l 0.910 B 0.1k 0.318
0,124 0, 4Ch 0.538 20 0.87 0,234 0,107 0.3%1
0,165 0.388 0.553 28 D824 0.1h1 0,007 0.205
0.203 0. 315 O.h21 30 @S 0.032 0.0L1 0,123
0143 0.250 0. 390G 32 0.T7 0.053 0,02k 0,080
0,124 0. 200 0.32L4 34 2,7k C.035 0,013 0,0L2
0.077 0,153 0.230 3¢ C.712 0.027 0,007 0,030
0.070 0,115 0.185 35 0,60 0,022 .00k 0.02¢€
g 0.080 0,084 0o 10k Lo Q. CEC 0.012 0.002 0,01k
0,019 0,060 0.031 4o 0.Che 0.011 0.001 0,012
| 0,031 0.0L3 0.07h Ll 0,024 0.000 0,000 0,000
0.0k3 0.020 0.071
0.020 0,020 0,001
- 0,008 -

Tableau 5 ( P = 0,5 1000 messages &mis)

===

= PO
— L TN e = =
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- Nous voyons quc ces courbos restent en donts de scie g
cela a dcux origines s

. 1000 messages ne permettent pas une bonne dvaluation
de @ 4 quand Q tend vers O.

« a chague valeur de n et k ncus construiscns aldatoire—
ment une matrice de code |4l : nous connaissons les propriétés
moycnnes des codes alédatoires ot savons qu'ils sont en moysnne bons
mais unce feis un code choisi nous n'avons aucunc garantie sur ses
performances et nous ne savons pas de combien ses propridtés peu—
vent s'écarter des propriétés moyennes ; par contre nous pouvons
dire gue la plupart sont bons ¢ en effet soit un ensemble de M

quantités positives dont la moyenne e¢st © il y en.aura

au plus % qui pouvent &tre supériesures &4 n: . Ceci
nous permet d'affirmer que la plupart des codes aléa-—
toires ont des performances gui ne s'éloignent pas trep
des porformances moyennes donc sont bouns.

Les résultats obtenus précédemment nc sont pas des résultats
"moyens" pour les codes aléatoires 3 en coffet & chaque valeur de
n,; ky; P on étudie lecs performances d'un scul code cheisi au
hasard parmi les codes pcssibles. En changennt de code & chagquoe
message envoyé, nous aurions pu  avoir une meillourc &valuation dos
propriétés moyenncs des codes.

lalheurcusemont tcus ces essais prenncnt énormément
de temps machine ot nous a'avous »u les rocommencor dans de teollos
conditions; ni on cavisagor pour k > 50. Déjd pour cotte valeur,
nous avions utiligé unc I. B. M. 360-60 ot certains points ont
demandé plus d'une houre desalcul. Tcus les autros cssals ont &té
faits sur I. B. M. 1130 ol 1e temps de calcul & varié d'unc demi-
heure (k = 30 ; n - k faible) jusqu'2 plus deo 3 heures pour n

3

grand (n = 70 ; k =
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c) Variations 3 R = k/n constart < C

5

Nous avens pris P 0.5 ;, R=0.4< C =05 et avens

fait varier k de 6 & 28 digits. Les résultats sc trouvent dans
le tableau 6. Hous avons tracé sur la Figure 9, Q@ con fonction de n
les coordonnées sont semi-logarithmiques. A chaque message émis

nous avons construit un nouveau code aléatcire.

Repargques
A partir de n = 40 les points pour Q@ et Q7 semblont
se répartir autour d'une droite. Ceci vérifie la loi dco décroissance
en exponentielle - n de Q. Qaéa €té calculé a chaquc valeur de
s k4 P

n

d) Conclusions

Ces divers résultats nous montrent qu'il serait soubai-
table de sc placer dans l'imtervalle: (R/C), < R/C 71
avec des valeurs de n grandes et de chercher si 1'utilisation do
codes performantes peut réduirec Q ot do quzellce quantité.

Fous allens donc cssayer de consitruire dos codes
performants, censuite rous comparercrs lours résultats A coux

des codes aléatoiroes.

s
g
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V  Construction systématique

de Ccdes corrigecant jusqu'da T cffaccmendis.

fious avons vu précdédemment gu'un code corrigera
Jusqu'ad t effacements s'il n'coxiste pas entre los lignes ot les
colonnes de {Kl, sa matrice de parité, dec combinaison linédaire
nulle impliguant de 1 & 1 vectours.

'ous construirons donc la matrice {Xﬁ de la maniére
suivente ¢ si la longueur des lignes est plus grande que celle dos
colonnes, nous prcndrons les n - kX colonnes de telle sorto qu'il
n'y ait pas de combinaisons lindaires nulles impliquant av plus %
d'entre elles ; dans le cas contraire nous ferons cotte opération

sur les lignes.

1o Héthode

Nous cherchons k vecteours de longuour m = n ~ k  tels
que la matrice formée par ces Vecteurs, comme vectours colonnes,
soit celle d'un code corrigeant jusqu'a t effacemcnts : Pour cela

il faut que toute sous matrice carrdd do dimension + de |A|l soit

réguliére ; nous cherchons & cxprimer cotbe condition sous une
autre forme :

—> suppousons qu'il y ait 1 effacenent parmi les k digites
d'informaticn e% © — 1 parmi les m de parité. On a dene un
systéme 1 incommue &3 m - © + 1 é&quaticns & résoudre 5 11 faut
donc que la colonne de 3K7§ccrrespondant an digit effacé, ait au
moing ua 1 dans une pcsition qui ne wmoit Pas comrune a celles
des t - 1 digits de parité effacéds ; il faudra done gue cette

colonne ait au moing + 1
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définitiin

Scit un vecteur {?I formé de n digits, on appelle

\V| son poids le nombre dec digits égaux & 1 existant
dens ’Ljf
| m _
V= S V4 ( vy est un digit de V)
=

Les colonnes de (K! devront donc avoir toutes un poids supérieuxr

-—z hous supposons maintenant 2 effacements dans les

4

digits d'information et t - 2 dans la parité ; les digits
d'information effacés sont lo i?me et 1o 19’2‘“9 . Nous devrons

donc résoudre un systéme de 2 inconnues &2 m — t + 2 équations.

Bn le résolvant nous formons la combinaison linéaire (ou somme
. eme .&me
modulc 2) des i, ot i,

colonnes de A ; il faudra quc le

vectcur obtenu ait au moins un digit égal & 1 dans une position

vy »

différente de celle dtun digit de parité effacé ; donc le poids

de ce vecteur devra 8tre supériecur ou égal &4 t - 1 .

-+ 31 ncus congidérens maintenant 3,4; ... et t effaccments

dans lt'information,alors qu'il y en a I répartis dans l'informa-

tion et la parité,nous arrivons aux conditions suivantes que

devront remplir les colonnes do (A! 5

i sno . B .
On appelle ay la %€ eenns doilbl.et a. sonr poids.
== i

&y \}\ a. désignera le vectour somme modulo 2 des
vectours a. et a,
1 J
la.iy t = 1,500 k
3 J 5 9
+) - 1 & "§ou &5 -k
qa1 = ajz g% —1 S dy $dp <
a, D a, e . .Pa, | > 1 L PR PRI PR
1 2 Jt




2° Construction ds tels vecteurs. Fonction " LINTREY

Définition : nous dirons que r vecteurs sont + linéairement
indépendants, s'il n'existe pas entre eux de combinaisons
linéaires nulles impliquant au plus % vecteurs.

Les k vecteurs de longueur m qui forment {gj devront

donc &tre t 1linéairement indépendants.

a) Test de "t lindarité" de o vecteurs

Soient r -~ 1 vecteurs de longueur m =n - k
t lindairement indépendants. Ils forment les r - 1 premidres
colonnes de la matrice [E] o Soit un vecteur }Ej de longueur m ;
nous allons tester si il est <+ linéairement indépendant avec leg
précédents. Si oui il formera la 22me colonne de [@] et on testera
un autre vecteur Jusqu'a ce que ]gwsoit formée de k vecteurs +
linéairement indépendants. h

Soit b, = min (t,r) ;5 les conditions (5) s'écriront

en réalité pour les r - 1 colonnes de Léj s et le vecteur [31

il s ¢

5 R BN .

(5) ‘aj @ o > ¢ - J= 5 eeey b -
a. (H) a +) oo (F Y] 3t-t, +1 13 o003 p
3, @ @ @ (T, SIS FERCH

T1_1

<t1—1
Nous devrons donc tester toute somme (modulo 2) de j colonnes
de lA{ 5 J variant de 1 3 t1~1 ¢ soit pour chaque valeur de J

tester les Ci 1 Sommes possibles

. s J .
(si r» %t sinon ce sera les (VY sommes possibles).
o,
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o\ fest de linéarité

Soit Pv le poids de tout vecteur somme de j colonnes de |A

ot de Ef] . Si Efl est t lindairement indépendant avec les T — 1

premiers vecteurs de [A| alors ’P v 2 t -3 |3 si P vone remplit

pas cette condition alors |Y| ne vonvient pas.

(% E§§gggg_gggg_ghjggig toutes les combinaisons linéaire:;

A
de J vecteurs parmi = - 1

—> Pour avoir toutes les sommes de J vecteurs colonnes
de sg] pris parmi r - 1 nous agirons de la manidére suiv?nte g
nous appelerons J; 1'indice dans la matrice [E] de 1a i°™M®
colonne intervenant dans la somme de J colonnes ¢ Soit {Eﬂcette

somme.

Tl - sy @ ® .

Ces indices varieront de la mnidre suivante :
3y varie de 1 3 r -

/dp, varie de j, + 1 r -3+ 1

1j_h varie de j. +1 &a <1
J .

liontrons que nous avons ainsi testé toutes les sommes

de J vecteurs parmi » — 1 ¢ soit
Cj - (}\—D!
-1

jt (r=3 = 1)1

Par la méthode exposée précédemment nous testons :

r—j Lidl re1 ) . combinaisons
B = = " 5 amge = ( 1]
(-—f i e -%;v—J<+1 différentes
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il nous faut montrer que B = Ci y
r—1 1
° Si J =1 B = / , K 1}: r - 1 = CI‘—1
=T
r-1 -2 -1
> N 5
Si j =2 B - \, > (1)=/ r-—‘i—i)
1-1 i=1+1 e
r-1
B=(r-1)(r-2) - > i oo Ax=)(z2)
— 2
1=1
. Supposons que:
r-j+1 r-j+2 e
pY AL L LA E N .
> N o e N ( 1)= ¢3-1
_4_7/ _(___/ - , r—-1
J1=1 32=J1+1 Jj—1=Jj—2+1
Calculons s it 1 -
B = > N 2 a . N (1 LS o
o s ped ayd
- j =3 +1 Ja=3. =
Jy 1 I3y Jj Jj—1 1=1
r—j+1 r=j#2 -1
ol B. = . s o o > ( 1 )
iy l p . /. g
i =1+1 e P
Jo=1+ Jy=do*T 35735 4%7
r—j+1-1 r—-j+2 r-1
B, = N AN ( 1)
1 / / :" Vi
s = D s s 1
32 1 3y 32+l+1 Jj Jj—1+
r—1-j+1 ?{1—7‘-%2 <~1-’| -1
B = > B cee e > ()=
=] 33 SEEIS =
2 392 j “3-1

\




o
U

-1
= =1 =1 j=1 j=1
Donc B = ; B, = C + C + 6 o o + C + C
S U7 1 . .
1=1 -2 r-3 ] J=1
utilisons la formule : P P P
C = C + C
n n—1 n—1
J-1 J
¢! = 1 (0
J=1 h]
J=1 J=-1 J J-1 J-1 Cj
e Jo = + 5% L
et B = Cr—2 + + Cj + Cj Cr—2 + Cj+1 5+1
\__—.\:,—--—/ \_#__\/,—\_r
¢d 3
. C
J j+e

solt en regroupant les termes 2 par 2

- V e - 4 -
Woug aveons donc montré que var notre méthode nous testions

toutes les Ci_1 combinaisons linéaires de colonnes de !A) possibles.

—> 81 j =1r -1 il faudra savoir si J. g =T - 2 e
J J=
si tous indices j (i = 1,..., j) sont égaux & r ~j + i =1 alors
i
nous avens testé toutes les sommes de J vecteurs formés sur les
r - 1 premidres cclonnes de fA].
lous associcrons & chaque vecteur colonne a . un
Ji
entier ik, 8gal 4 0 gi Jiy =T -3 +1 -1 et égal a3 1 dens le
1
cas contraire.
. eénme = .
—— Supposons que la 1 colonne de la somme ,Xj scit
telle que << -3 +1 -1 (1¢ j) mais que pour i = 1 + I g

on ait ji =r - 3j+4i-1,
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nous sommes dans le cas suivant et nous supposons que [Yj ast

linéairement indépendant avec les J vecteurs considérés : nous avons:

1 ik = 1
]
. _
1+ 1 1.{1+1 0]
J ik =0
9

[g] étant t lindairement indépendant avec lesg J Vvecteurs formant (Eﬂ
nous avons & considérer une autre sommc do J Vecteurs colonnes de E@ H
les 1 - 1 premiers vecteurs seront les m8mes que précdédemment 3

nous prendrons pour g ae vectour celui dont 1l'indice sera jl + 1 5
donc le nouvel indice du 1°%¢ vectour sera auvgmenté d'une unité

(jl =J, + 1), pour les vectours suivanbs op aura ¢

1 E
(i=1+1,... ,3) i = jl + 1 -1 3 il faudra savoir si
jl =T - j+1 -1 si oui jl = @
si non Jo=1 (1 =1+ 1,.. , 3)
— i
——> &lnei lorsque ik = 0 (i = 1, ... , j) nous aurons tests
1

toutes les ommes de J vecteurs formées sur les 1 — 1 premiers

vecteurs colonnes de [4;

b) Fonction "LINTEM

La méthode exposée précédemment est le corps de 1a
fonction "LINTE' ; LINTE = 1 si lc¢ vecteur ﬁg] convient, O dans le
cas contrairec.

Le sigle LINTE veut regrouper les Ttrois mots @ linéairc,

T , effacement. Ltorganigramme est sur la Page suivante.




Ay

ORGANLIGRAIRIE

t; = nin (t,r)
Jist 2

Initialisation des indices

H ji =1 - . i
iki'—‘l i l,oov,J

On construit :

m:: ajl @ ajg ®coa®ajj-l E

1

on forme

S

E]ne convient

pas

convient

J estei

€gal ou

supérieur
- tl

a~t=il un indicec l tel que
ik =1 %

On augmente 1l'indice ; d'une unité
J =] + 1 et on calcule 1'indice des

vecteurs suivants dans la sorme
Ji= dge1 1 (4 =041,...,5-2)

B

1'indice
est=1il €gal I k=] +8 2

On va tester la

1{i= g +1,00,54)

=== somme suivante, =3

L
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c) Construction de Al

nous agirons de deux fag-.is différentes :

¢A/nous ne connaissons pas de vecteurs t lindaire-—
ment indépendants de longueur m = n - k 3 alors nous partons de
\Y 1\ = [ 1T e 6 666 10+ .. .0 ] gque nous affectons 3 la

——

s e |
premiere colonne de [§] ; nous testerons tous les vecteurs de

longueur m ; nous passerons d'un vecteur au suivant en consisidérant
(f} comme un nombre binaire et en lui ajoutant 1 modulo 2 . On s'arréte
dés que 1l'on a obtenu 50 vecteurs (ce nombre est 1ié aux dimensions
de [E] qui sont elles-mémes limitées par le nombre de mémoires de
1'Unité Centrale de 1l'ordinateur utilisé) ou dés que le vecteur

[i] t linéairement indépendant avec les précédents est de la forme

Pol = [eect vvvten i 1] o3 mowe2
‘\\-—_—ﬁ/——‘——-‘
S
en effet tout vecteur avant | Y1\ aura un poids ¢ 1t

et toute somme @iﬂ QE)[E] (ri]étant aprés {iél)aura un poids
<t -1

{3.0u nous connaissons r vecteurs (r<k cherché)
de longucur m ; t lindairement indépendants § nous affectons aux
r premidres colonnes de [Kj ces valeurs et testons les vecteurs

& partir de [EZ} Jusqu'a (YZQ.
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ORGALIGRAMIIE

i . Lire le nombre de calculs différents
| = = .

désires K7 ;5 ITE = 1

E Lire m, k, t 3 iutervertir m ot k si
E<Lmnm g r =1 -

Connalt=on icvs veeteurs
lindairement indépendants

lire r 3 lire les v |ould
vecteurs ; les plecery=
dans

3y le rlacer dans

A=t—cn

- les calculs 7
“—H.__""'-\_.\N\\h =
I _ o
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VI

Comparaison de divers Codes

I Comparaison entre Codes par Blocs.

Nous avons pris un canal ayant pour probabilité d'effa—
eage P = 0.25 (soit C = 0.75) et avons étudid ce qui se passait

pour trois rythmes de transmission g

}Réws
R ~0.6

e

| Dans les trois cas nous avons fait varier k , longueur
de 1l'information de 4 a 30 (sauf pour R = 0.5 ol nous nous sommes
arrétés & k = 24).

Nous avons fait ces expériences avec des codes aléatoires

par bloc, ce qui nous a donné une estimationr de 1'erreur Qg

Nous avons fait ces expériences avec deux types de codes

construits systématiquement s

1/ nous avons essayé de construire des codes performants
en utilisant la procédure précédente ¢ n s K et P sont fixés $
il nous fallait calculer + s le nombre d'effacements parmi
l'informatigp que devait corriger le code, nous avons donec pris
| t = Entier L (1 = R) k_} ou R rythme de transmission est &gal

a k/h ; nous avons cherché s'il existait une matrice ]A[ayant

k colonnes de longueur m = n - k » t linéairement indépendanteg,
En général, pour + = Entier [(1 - R) k J@)une telle
matrice n'existait bas 3 alors nous avons fait décroftre t Jusqu'a

| C€ que nous puission construire }A} o

(¢)Entier (1 - R) k désigne la partie entidre de (1 - R ) k
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La recherche de k vecteurs de longueur m = n - k ,
t linéairement indépendants devient trés longue gquand la longueur
des vecteurs augmente 5 ceci explique pourquoi nous nous sommes
arrétds, dans nos expdriences & m = 14.

L'utilisation de tels codes nous donne une évolution de
1'erreur au décodags ¢ goit QS - De tels eodes ont &té appelés

codes linéaires systématiques.

2/ nous connaissons d'excellents codes dont les matrices
de parité ont les propriétés ,que nous cherchons. Ce sont les Codes
de Boose — Chandhuri -~ Hocquendhem {6] - Malheureusement, ces
codes n'existent que pour des vaeleurs de n s K 3 ¥ bien définies.

Comme nous savons que les vecteurs colonneg de tels
codes ont une certaine indépendance, nous avons reréré parmi ces
codes, dont la construction est Tapide [5 I s ceux gui avaient
des colonnes de longueur m(ou des lignes de longueur m ;. guand nous
ne trouvions pas de colonnes de longueur m) et avons choigi k
colonnes {ou lignes) parmi celles qui formaient la matrice de
parité du code. Ainsi, nous avons construit [g{ 5 t , indépendance
lindaire des colonnes de [A| &tait inférieur 3 Entier{}1 ~ R)Ic]-

Ces codes nous ont donné une autre estimation de 1'erreur

au décodage s soit QBCH'

Tous avonsg de plus, calculé dans tousg les cas _Q‘Xb 9

probabilité minimum de mal décoder.

Résultats

Nous avons eu trois séries d'expériences.
| = R = 0.75 les résultats sont répertoriés dans le
tableau 6 et les courbes tracdes sur la figure 9
- R 27 0,4 correspond au tableau 7 et & la figure iU

L -= R = 0.5 correspond au tableau 8 et & 1a figure 11
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----- > = D&ja nous voyons que pour R 22 0,75 (tableau 6) les
différentes probabilités Q, s Qs » Qpagy 9 T  restent 2 peu prés
constantes 3 elles auraient méme tendance a augmenter quand n
croft 3 ceci s'explique par le fait que R > C Capacité du
canal 3 or pour R;} C les différentes probabilités tendent vers
T quand n —» oo (of théordme de Shannon).

Le coefficient A = liméog*-ﬁ est positif pour R> C et
n —e0 2 a

pour R = C il est nul. Nous n'avons plus une décroissance en
exponentielle de n pour @Q (probabilité de mal décoder) quand n

tend vers 1'infini.

—— Pour R X 0.6 (tableau 7) les différentes probabilités
décroissent quand n augmente R n'étant pas tout & fait constant
et égal & 0.6 nous remarquons que Q7 décroit par paliers, nous

n'avons pu avoir pour R = 0.75 et R = 0.6 wune val eur constante

1
du rythme ; en effet R = % o k et n sont entiers ; R ot k

étant fixés nous avions rarement k/R entier,

——> les expériences effectuées & R = 0.5 (tableau 8)
rermettent de garder R rigoureusement constant. Pour cette valeur
de R , les différentes probabilités déeroissent rapidement gquand n
augmente ; & partir de k = 24 s 1000 messages émis étaient

correctement décodés pour le code aldatoire utilisé.

Pour les deux premidéres séries d'expériences ( R 240,75
et R 27 0.6) R n'étant pas constant nous avons tracé les différences
Q - %, @ - %, Qpo — @ en fonotion de n . Ces différences

a s CH
nous donnent une évaluation des performances des codes utilisés.
N
Pour R = 0.5 nous avons tracé QX en
5 V9 8, Gy
fonction de n et sur papier semi - logarithmique, dans ce seul cas
nous pouvions vérifier la décroissance exponertielle deg diffé-

rentes probabilités.




k n Q™ s Cs QBCH R
4 6 0.095 | 0.1L3 0.667
6 8 0.193 0.75
8 11 0,177 | 0.463 0.374 0.73
10 1k 0.163 | o.ko2 0.361 | 0.347 0.72
12 16 0.24k 0.557 0.455 0,464 0.75
1L 19 0,222 | 0,519 0.435 | 0,435 O.Th
16 20 0,202 | 0,470 0.390 | 0.372 0.73
18 24 0.274 | 0,401 0.479 | 0.kgs5 0.75
20 27 0.250 | 0,495 0.446 | 0.k71 0.74
p2 30 0,230 | 0. k62 0.430 0.73
24 32 0.295 | 0.488 0,487 | 0.471 0.75
26 35 0.271 | 0.509 0.485 | o, 0.7hs
28 38 0.250 F0.486 0.L458 | 0,455 0.7k
30 Lo 0.310 | 0.490 0.515 | 0.482 0.75
Tableau 6. R 0,75 (C = 0.75)

(1000 méssages pour chaque valeur de n, k, R)
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Q» o resuz-c lgs ?erfomgnces; du qode'_ 3 ,r ....'.....“_m%{i.”g?‘;__
i > | : ! s
] /F\-._ : ? . ; I ! ; .
@ : S i
l .
(I
N A
PET SN, A |
FOUNS
Y ! |
: /,;.ﬁ—
0,2 |t g =
Sl ot 1 _P—ﬂ_i c/:
Wi A [
f ! | { -
i k f
i {! ’ |
DUt 071 11 SR L ’
; i
§ B
il il e
| ol
| fr|
0.1 — .
S 70 75
IiE. 2




k n Q¥ 08 Qa, OBCH R

l 7 0,039 0.179 0.22L 0.155 QRSIT
& 10 0.0k 0.150 0.22¢ 0,148 0.C

8 18 0.0L7 0.158 0,201 0.1CC 0.€1
10 17 0.024 0.090 0.132 0.105 0.59
2 20 0,024 0.091 0,1€1 0.091 0.6
1h 2k 0,013 0,007 0.037 0.057 0,53
1< = 0.013 0.0L0 0.087 0.0(8 0,59
18 30 0,013 0,060 0,082 0,003 0.5
20 34 0.007 N.013 0,045 0.59
el 37 0.007 0.05¢€ 0.525
24 L0 0.007 0.,04o 0.0L5 0.¢
2C 33 0.00k 0.029 0.015 0.50
28 b7 0.00k 0,013 0.505
30 50 0.00h 0.0Ch 0.0

(1000 messages émis pour chaque valeur dc n,lk,R)

+§

lgis
»

R=0,C

o
9
o]

L
rJ
1

¢¥ mesure 1lés perforriances du code

(;

LCOO messages var expéri
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ftudes des combes — Conclusions

X_
R= 0.5 les différentes probabilit és Q% s Q@ QS et

QBCH se répartissent autour de droites. Les valeurs de Q étant
rapidement faibles (<10~ ) nous voyons que les points obtenus

s'éloignent un peu de la droite moyenne (1000 messages dmis ne
rermettent pas dans ce cas une bonne évaluation de Q ). Les trois
réseaux de courbes ( Fig 9 , 10 , 11) nous montrent que dans tous
les cas les codes lindaires systématiques ( des deux types) sont
meilleurs que les codes aléatoires quand n est faible. Quand n
devient grand (derniers points des différentes courbes) nous avons
& peu prés les m8mes, performances pour les trois types de codes.

31 nous comparons les codes linéaires systématiques
construits par la procédure du chapitre 'V, aux codes construits
sur des codes B ¢ H » nous voyons que leurs performances sont
équivalentes ; mais les codes systématiques semblent donner des
réqultats plus réguliers d'un point & un autre (Fig 10).
Ces réseaux nous montrent que dés que n devient de 1'ordre

40 , nous n'avong Pas intérét i construire un code linéaire systé-
matique. Les codes aléatoires rermettent une assez bonne précision g
si nous voulons que celle—ci soit meilleure il suffira de diminuer
la vitesse. De plus, une étude des propriétés wsymptothues[
des codes B C H a montrd gue ceux-—ci devenaient trés mauvais

lorsque n augmente ; alors les codes aléatoires sont meilleurs.

IT Comparaison avec le "Code Dictionnaire"

Fous avons voulu comparer les trois types de codes définis

précédemment au code suivant appelé "Code dictionnaireV
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Tous les mots de code possibles sont répertorids dans
un cahier (ou dictionnaire) ; un de ces mots est dmis : le
décodage est la recherche du mot qui est le plus '"proche" du mot

regu les mets de code étant tous distants les uns des autres de

positions.
Pour pouvoir effectuer une comparaison valable, il
fallait se placer aux mémes val eurs de n s ByP . I1 a donc fallu
dans une premidre étude savoir combien de mots de codes appartenaient
au maximum & un "code dictionnaire" de longueur n , de distance mini -

mum t.

1° Nombre de mots de Code maximum d'un "code dictionnaire"

| Seit ¢ wun code de mots de longueur n , comptrenant k
digits d'informationo
Tout mot de code est une combianison linéaire de k mots
de code indépendants. Soit Bg] la matrice ayant pour
ligrnes ces k mots de code 5 [@j 8t dite matrice de

génération du code et a k lignes et m = n - k

cclonnes.

Le code G est un espace vecteriel de dimension k dont
les éléments sont des vecteurs de longueur n formds sur le corps
des entiers moduloc 2. I1 y a 2 nots de code (ou vecteurs)
différents appartenant 3 G. Q est un code linéaire.

a) Somme _des poids des mots du code G

Soit {M‘ la matrice dont les vecteurs colonnes sont tous

les mots de longueur k possibles [ia est une matrice & k lignmes
et 2k colonnes.

Soit [E:lla matrice de génération du code 2 %G a k lignes
et n colonnes.

Soit YEZ\la matrice & 2k lignes et n colonnes, dont

chaque ligne est un mot de code progsible.

1l
1
i
H
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fﬁj = {ﬂfr (@1 ([ﬁ]ﬁ désigne la matrice
o o B transposdée de [ﬁD

Soit fiw_ une colonne de(?\ (i =150004n)
£ - )

@ig ) [Eﬂt [Eji &d i?]i est la i°™® colonne de Eg}

donc chague &8lément de [Ej_ est une des ék combinaisons lindaires
(moduloZ) des k éléments de [E}i

SuppOSdns que [gieit J élément égaux & O 3 pour Fformer
les éléments de [E}i n'interviendront que les 2k-J combinaisons
linéaires (modulo 2) différentes des k — J éléments non nuls de [@]ie

Elles feraient apparaftre 25 9~ 1 o oI~

O si elles
n'intervenaient chacune qu'une seule fecis.

Soit une de ces combinaigons ; elle correspond & une
ligne de [ﬁ]t Qui a des digits bien déterminés dans les k — 3
posit%ons correspondant aux 1 de [Eai et des valeurs qu9109nques
dané$§ autres positions ; une telle combinaison apparaftra 2 fois
dans le calcul des &léments de[gji 3 Ezy aura donc 25 digits

Sgaux & 1 et 25 dgaux & O.

La somme des poids des mots du codec sera la somme de tous
les éléments de {Kl 2
Scit m, 257
Le code !¢ o &£ mots différents et 2k~1 gont 4 poids
non nul. Soit d 1le poids minimum alors s
= - on, KT
\7) CFI
2 _ 1

b) Nombre de mots appartenant & G de poids minimum 4

Supposcns que ¢ soit un code linéaire dont les mots
sont de longueur n et de poids minimum d 3 ¢ est un code & k

digits d'information.
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Seit B(n , d) le nombre de mots de code de G. Soit H
le sous—ensemble de G tel gue le dernier symbocle des mots avrparte-
nant & H soit C 5 H est un sous espace voctoricl de G s en effet

si vy, v, , mots de code, appartienasnt & H alors V1Eﬁ‘V2

appartient & H ainsi que A vy (ot M est O ou 1),

Les éléments de H sont ceux pouz lesquels 1'é8lément

= -1
de la derniére colonne det&J est O 3y i1 y a dono Zk

¢léments

de G qui appartienncnt & H, soit la moitié. De ce qui précéde,
nous voyons que H est un code lindaire de longueur n — 1 ( la
derniére composante n'intervenant pas, on peut la supprimer) et

de poids minimum d ; il peut sc trouver d'autres éléments qui sont
nuls pour tous les mots de H ; on ne changera pas 4 , poids minimumn,

en changeant ces éléments.

alors B{n -1, 4) ) Eﬁz%?LJi)

soit la relation (8) 2. B(n ~ 1,4) > B(n,d)
La relation (7) peut s'écrire
d > 4 & _
soit 2d 7\ o (ed = n)
le code G a k digit;d’informetion ; done B(,nm,d) = a
et 2d > B(n, 4) .(24d - n)

2 + ¥ A et = P a7
ce gqui peu s'ecrirc B (1’1 , d) \< ca

S s (9)
Clest la borne de } si 2d-un > 0
Plotkin |5
Soit i = 24 - 1 3 24 =1 =1 et on peut appliquer (9)
nous avons ‘B(i s W) & QdJ (10)




O
(&}

| Utilisons n - 1 fois de suite (8)

Soit

n-i
| _ B(n , 4) 4; 2

B (i, d)

! ou Bn, 4) £ 2q, oPm2d+ (11)

La relation (11) donne le nombre maximum de mots de

code appartenant & un code linéaire € de longueur n et de poids

minimum d.

2° Codage utilisé — Comparaison avec les codes par bloc.

Fous avons un "code dictiocnnaire" qui a la propriété

sulvante : tous les mots de code sont distants de t + 1 positions

et ont pour longueur n.

Le premier mot étant le mot (0 ... 0), tous les autres
| mots on?t un poids au moins égal & t + 1 . Soit G1 un’ tel code
et soit G 1le code lindaire de longucur n et de poids minimum
t+ 1 G1 est inclus dans G.
Pour comparer G1 aux codes par blocs étudiés précédemment
s P et R.

P &tant 1a

il fallait se placer en des points ayant méme valeur de k
Soit R1 le rythme de treznsmigsion 1ié au code O
probabilité dreffagage.

1 b

q/Methode de décodage.

Nous avons émis un des mots possibles du code G1 et

l'avons envoyé & travers le canal. A 1a réception nous avons compté
le nombre d'effacements ; si ce nombre &tait inférieur & t, nous
avons pris comme mot émis celui qui é&tait identique au mot regu dans
les positions non cffacées ; dans lo as contrairTe nous avond conpard
ic mot regu & tous les nmots de G, et.avons ncté tous los uets qui
iui'é%hi@nt’semblables;&ans les positions non effacées ;3 nous en

avons pris un au hasard parmli eux, comme étant le message enveyé s

c'est ce gque nous avions aussi fait dans le décodage par bloc.
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b/r Rythme maximum de transmission de G1

Nous avons cherché quel. &tait le rythme Raedu code G

linéaire qui contient le code G1

_){.
G a 2nR - mcts de code
donc 2nR = B (n, d) < 2 d. 2n~2d+1
2 _ )
2nR ¢ o 24+ 2 +log2d
o N
Soit X ¢ n-24d + 2+ 1og2 d
~N

(12)

n

ot n est la longueur des mots de code ot d le poids

minimum égal 4 t + 1.
¢/ Bxpériences

Nous avens fait les essais en choigissant t de telle
s
sorte que R 2 0.5 &t avons & chague fois noté le nombre de
mets du code G1 pPour avoir la valeur exacte le R1 rythme de trans—

mission 1lié au code G1

Ces cssais ont 4té fait pour trois valeurs de
n(n=28, 12, 16) ot P = 0.25 ; pour des longueurs plus grandes
des messages de tels essais ne furent pas envisageables ; en effet
pour stocker les mots de code G1 s 1l 2 fallu utiliser les mémoires
périphériques et le temps de calcul s'en est trouvs congidérablement
augnmenté.

Pour n = 20 (¢t = 6) 8 heures de caloul sur I B ¥ 1130
ne permettent pas de congtruire ontidrment G1 f

Les résultats se trouvent dans le tableau 9.

Le tableau 10 nous donne les performances correspondantes
%

e Tk T~
LTS I S v LOUCe




¢2
’ n t Gy B(n,d) i R:alculé
‘ 8 3 0.02¢ 1€ 0.5 0.5
12 L 0.00C 16 0.233 0.51
1 16 5 $.009 1268 0.5k37 0.537
12 3 0,061 128 RIS ORS
Tableau § ., Code dictilonnaire
P = 0.25 ERCN
n Ry R 01 Ca O “BCE o
8 055 0.5 0,087 o182 0.077 0,083 0,015
12 0333 0.5 0.00C 0,000 0,05C 0.045 0,008
1€ 0. 437 0.5 0,009 0.07C ,028 0,005 0,00k
20 0,532 0,61 0.,0€1 L. 201 0,158 0,160 0.0hT
(13)

ad

Tableau 10 : Comparaison cntre les différents codes

P = 0,25 =
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Pour n = 12 nous avons fait deux sxpériences : une avec

i T = 4 qui nous a donné une valour de R1 trés inférisure a 0.5
et une avec t = 3 qui a donné uns valeur de R1 supérisure a 0.5 et
veisine de G.6 ; nous pouvons dans ce cos comparer les performances
du "code dictionnaire" (n = 12 ; t = 3) & celle des codes par bloc
de rythme de transmission 0.6 ; malheurecusement aucun essai n'a été
effectué pour ces codes avec n = 12 ;3 nous avons des résultats pour
n = 13 3 ils nous serviront de point dec comparaison (le théoréme
de Shannon dit que ces résultats sont meillcurs que ceux obtenus
pour n = 12 avec des mémes valeurs de Capacité et de rythme de
transmission). Soit g1 le pourcentage de messages mal décodés
donné par les "codes dictionnaires.

Nous voyons que les valeurs obtenues pour le '"code
dictionnaire" sont bien meilleures que celles obtenues & "1'aide
des codes par blocs. Il serait bon d'aveir une comparaison entre

les différents temps de calcul avant de conclures.

3° Temps de Calcul.

a) nombre d'opérations élémentaires (additions et

multiplications

Nous avons utilisd pour la simulaticn des '"codes dicti on—
naires" des mémoires périphériques, mais pour la simulation des
codes par blces nous n'avous travaillé gqu'avec les mémoires centrales s
comparer les temps dc calculs de ces deux méthodes n'aurait donc
guére de sens.

Fous eppelons cpération dlémentoire 1'addition ocu la
multiplication ; leur temps de colcul sera & peu prés dquivalent

car toutbes nos opérations se font modulo 2.
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Nous devons dans une premiére phase cconstruire, ou le
dictiomnaire ol sont répertorids tous les mots de ccde, ou la
matrice |A| de parité : les calouls nécessaires & cebte cpération
sont un investissement fait une fois pour toutes. Dans une seconde
phases, nous devons décoder tout mot regu. Nous comparerons le
nombre dfopérations &lémentaires pour 1'une et 1'autre phase. Cette
comparaison se fera pour R (rythme de transmission du canal) et P
(probabilité d'effagage) fixés , n (longueur totale des messages )

variant.

—»| Constructicn des codes.

. Code alédatcire

Soit W C'1 le nombre d'opérations élémentaires nécessaires
2 la construction de la matrice Al de parité.
Soit k = n R = nombre de digits d'information.
|£) est une matrice & k - colonnes et r - k lignes, il
faudra construire aléatoirement k (n - k) digits.
Pour chaque digit émis aléatoirement (cf sous programme

ENGE) il faut au plus 4 opérations élémentaires.

4. k¥ (n = k)

w2
O

'.J .
ok
=
Q
]

| /.].nZR(‘I—R)‘I
& |

i
Q
Il

. Code dictionnaire

I1 v a 2" mote distincts. Scit NCd le ncmbre d'cpérati ons
¢lémentaires nécessaires pour déterminer les 2HR modts distincts de
code.

Chagque mot a pour longueur n et $ocus les mots sont
distincts de vt + 1 positions donc ont un pcids > t + 1 (sauf pour le
wol nmul). Pour calouler le poids de chacun de ces 20 vecteurs, on

. M. N . g noo L e 2 3
aura n additions & faire doné en tout n.2 opérations &ldmentaires.




3
3
|

Les mots de code seront pris parmi les mots de poids

—-t-1 t+1
+ 1 5 ces mcts sont au nombre de g i ¢t

W
oF

s chacun
n

de ces mots sera comparé au moins & un mot déja répertorid s la

comparaison de deux mots nécessite 2 n opérations ( on forme le

vecteur somme et on calcule son poids) -
n n-t-1 t + 1
alors NCd > n 2 + 2n. 2 Cn

mea n. 2" 4 on Bt

d'aprés les Studes précédentes nous savons que

t {n-k (k étant le nombre de digits d'information)

alots NCd N\ n, 2% 4+ p X
Ve

Soit M. > n R e,

Dés que n croit NC1 devient rapidement supérieur 3 NC .
g ¢

HC1 est une fonction exponentieclle de n g NC% est une fonction

puissance de n.

—‘——alf%EEEEEE'

.« Code aléatoire

Scit NDa le nombre d'ovpirations élémentaires moyen
nécessaire pour pruvoir déccder un mot recl.
I1 faudre en moyenne résoudre un systéme linéaire (modulo 2)
de k P inconnues & (n - k) (1-P) équations.
Posons m=%kXP=n, R. P = nombre 4'inconnues.
4

it

(r=k)(1-P) = n(1-R)(1=P) = nombre d'équations

I1 y a deux phases pour la résclution ¢
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~ triangulariser une matrice & 1 lignes et m colonnes :

cette copération se fait sur le corps des entiers modulo 2 et chaque

digit a une probabilits '% d'8tre le digit nul.

~ résoudre le systéme alors cbbenu.

Scit BT le nombre d'opérations élémentaires nécessaire
4 la triangularisation et BI_oelui nécessaire & la rés lu:.-n,

Au‘cours de la triangularisation, suppcsons que nous en
soyons & la j°°° ligne (3=T50005 1=1) ; 1la §°°° ligne aura son

eme . ., . N . . .
J digit égal & 1 (dans le cas contraire il ¥y aura en permutbtation

avec une des lignes suivantes) ; on dcit combiner cette ligne aux

me

1~j lignes suivantes ; il y a combinaison si le je digit de ces

lignes est égal & 1 et chaque combinaison (somme de deux vecteurs

de longueur m+1-j) nécessitera m+1-j sommes. Il ¥y aura en moyenne

1-3 e F . o ap .
—EL combinaisons & effectuer. Ces considérations permettent de

calculer B_ .
B 1-1
1 ~ ) .
By = 35 £ (1-3)(w-j+1)
=1

en tenant comptc de ce que s

n I
< 2 n(n+1) (2n+1) N n(n+1)
J ;¢ = 5 7 d= =
e =1 -
Il vient
1-~1 1-1
5 BT = t} ‘ 32 - \7 Jmt141) + 1 (1-1)(m + 1)
321 ;}-:‘-1
2B, - LAl = 1)el = 1)  L(l - T)um + 1 + 1) +1(1 = 1)(m + 1)
IS 2
2 By i) (3m - 1 + 2)
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Résolvons lc systéme aingi obtenu ¢ les j — 1 premierss

. .y . .&me
racines étant connues, il faut pour calculer la j ; effectuer

j =1 multiplications et j - 1 additions (le calcul de la ldre

racine ne nécessite aucune opération : c'est une affectation)

1
B, =2 > ., (3 -1)=1(1-1)
j=2
2
- 1
t WD - B, +3B = 20 -1) (Gn =1+ 1) 55 (Bm =1 +14)
a 12

remplagens 1 , m par leurs valeurs en fonction de n , R P

?

2

¥ ¢ 2= (1 -Rr)® (1 - p)2 3uRP=-n (1 =R) (1-P)+14)
a 12

o Code dictionnaire

Comme pcur le code aléatoire nous allons supposer gue
nous ne pouveng faire les intersections legiques de deux mots sur
les machines : & chaque fois nous construiscons le vecteur somme

et calculons scon poids.
Scit EDd le nombre moyen d'opérations &lémentaires

nécossaire! pour déccder un mot. Le mot regu a pour longueur n 5

il y a en moyenne n(l1 - P) digits non effacés ; il faut comparer
ce mut & tous les mots répertorids dans le dictionnaire 3 on
somme les deux vecteurs & comparer ; des qu'un digit de la somme
est 1 on arréte la comparaiscn et on teste le mot suivant du

— . . . : n(1 - P)
dictionnairc. Chaque ocmparaison nécessitera on moyenne 5

opératicns. I1 faudra en moyenne comparer chaque mot regu A&

SR = 1 .

.
mcts de code g

3 - 2

¥, = a( 1 =~ P) iR~ 2
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D) Comparaisons et limites d'utilisations du ccde dictiocn—

naire
I1 est intéressant de voir & partir de quelles valeurs

NC_ I ND_ > ED .
de n, NG, > »Ca et de,/ Dﬁ

a

Les nombres NCd et NCa correspcndent au temps de calcul
nécessaire & la constructiocn deu code utilisé $ clest un investis—
sement, il peut 8tre trés dlevé ; ce qui importe c'est le temps de
calcul nécessaire au décodage.

Nous suppeosons que nous avons & notre disposition une
machine possédant un grand nombre de mémoires centrales 3 la mise
en place d'un code dictionnaire se fora en n'utilisant ancune
mémoire périphérique (il faut n{l -~ R) R mémoires pour le code
aléatoire et n ZNR pour le code dicticmnaire). Hous avons vu
précédemment que pour des messages de mdme longueur n, transmis
au Rythme R 3 travers le canal de capacité C y leos ceodes diction-

naires étaient plus performants que les codes aléatoires. Les

d

quand n augmente ; nous allons nous fixer comme limite d'utilisation

formes de ND& et NDa nous disent que ND, croft plus vite que ND
a

d'un code dictionnaire lo valeur nl telle que pour n 4 ny NDd
A
— ;:‘100
XD
a
Les codes dicticnnaires étant plus performants gue les
codes aléatoires, on peut admettre un temps de décodage plus grand.
Au dessus de cette valeur, malgré leurs performances,; nous ne
pourrons nous permettre d'utiliser les codes dicticnnaires, leurs
temps de calcul noug 1L'!'intcrdisant.

Dans le tableau 12 , ncus avons calculé NC_ , NC_ , 1D

a a a
Dy pour P = 0.25 (Prcbabilité d'effagage) et pour R = 0.5 , 0.6 5

°

0.75 (rythme de transmission) , n croissant de 2 & ny
Dans le cas ol la dimension de notre machine nécessite
l'emploi de mémoires périphériques pour 1l'utilisation du code

dictionnaire, nous choisirons le code aléatoire.




) ¢o
{u NCq HCq 1D, 1Dy
B 4 2k 1 1
L 16 160 2 3
G 36 86L € 9
8 Gh k352 11 z
10 100 21120 1€ %!
12 ahh © 998ko 2k 1L
1k 196 L62336 32 33C
1€ 256 210534k Y2 768
18 32k oL55C1¢ 53 1728
20 L00 41584000 GE 33Lo
22 L8k 18420k 79 auha R = 0,5
] 2 Y 25 1 1
L A5 170 2 i
¢ 35 01k i 1k
8 | 61 Lsho 7 L2
10 96 21760 12 120
12 38 101633 17 331
1h4 138 L(E210 nh 384
llc 24¢ 212198C 31 232%
118 311 95013G8 L1 6oLT no= 0.0
1 v
F-3
2 3 27 1 1
i 4 1» 102 1 ¢ .
il & 27 10L0 2 25
fl 8 L§ 5120 3 oC
{10 75 24100 5 3L0
12 108 110502 8 1152 R = 0,75
Tableau 11 ( C = 0.7% 3 P = 0,25 )
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4° Conclusions

a nous voyons que dés que ny longueur des messages
¢mis, est grand, les performances des codes aléatoires sont
excellentes ; de plus au point de vue temps de calcul, ils sont

référables aux codes dictionnaires gui ont des erformances
°}

meilloureg mais des temps de calcul beauccup trop longs.

EL Dans les diverses méthodes de décodage utilisdes
nous avons 'relancé" le décodage : chaque fois qu'il y avait trop
de digits & déterminer, nous en avons "deviné" un certain nombre g
il serait intéressant de chercher ce que vaut 1'information apportée
par cette détermination arbitraire d'ur ou plusieurs digits.

Soient m digits effacés sur un mot de longueur n
il est possible de corriger efficacement t digits. Nous supposons
m >t sil faudra donc"deviner" m — % digits. On pout représenter
ltopération de relance définie ci-dessus comme un canal & 2%
entrées et 2% gorties : chaque symbole d'entrée, ou de sortie,
correspond & un mot possible de longueur n.

Pour pouvoir décoder correctement il nous faut "deviner!
m - t digits ; supposons tout d'aberd m - t = 1 s on aura & deviner
1 digit (on le place en 1ére position) : s'il est juste on aura &
la sortie du canal le mot correctement recuy, s'il est faux il y
aura 2m—1 wots possibles. Cette opératiun correspond au canal
représenté par la Figure 13. On 2 placé en promidrc position le
message émis.

Les seules liaisons possibles scnt celles de 1o figure
13 et les prcbabilités conditionnellas sont o

Bz s j 1/2  sile digit est bien deving

it

) ("]/9\m sinnn.




5 ;"_message émis : 4/2 O A 1 T T R 5

i »
: i m-4 : P
l ! y 2 dont le premier digit
i : est O
z ' |
: @ . .
! ; . oy e s
j ! 2 dont le premier digit
| ! est 1
| >
; ri 12 !
{ Fig. 12 b
L 1., _ ]
i
|
|
i m - m-)-4
p— ——A—y
O..... O 10......
. E
! m-y-2
I 2 4
;
| 2 mo : b3
digit 1 :
{ <
] 2"’ 3-2 <
l
|
3 1.... \
¢ D= Ty
<
t, i o.. 0+4/ canal
~y~d . i
2MEs ae premier !
digit O ! o......
i
| < é
! Fig, 13
i
i
! o......
| A

Message €nis message regu Jjuste

messages possibles
mais mal recus

Fige 1k

e i ¢
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Si lton doit deviner m - t digits on peut représenter 1le
canal comma une successiocn de m ~ t canaux : c'est le schdéma de
la figure 14, et on peut schématiser le canal qui doit deviner
m~ t digits par la Figure 15.

Soit N = nombre de messages possibles mal regus.

m-1
[ 2 la détermination au 1% digit il y &
) & la détermination du 2e digit il v a 2m—2 mots possibles
__ i ok d E t
1 & la détermination du m-t digit il y a 2
n-% mn—1 31
— -
N o= O =] <=t N p iy
Z . s
J:J[ j=1
mee] t-m n t
N - Eadd =2 2 -2
= 5
On cherche 1'Information I transmise rar le canal
I =HX)+ HE(@¥) -23(Xx, Y
Les mots ont & 1'émission ¢t & la récepticn les mémes
probabilités d'apparition : 2 pour chague mot -
m
2 _ ~n
H(X) = 5(Y) = = S o log, 2 = m
<
j::1
-1 Ui

2 (2 ) si le message est bien regu .

~-m - .
)2 2 si le message est mal regu.
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m
E— ot t-om T
H(X,Y) = (2 log, 2 228 q5g, 27
STy , i Zan €2
'=1
m t=-2m -2m o
H(X,Y) =2 (2 (t+ = 2m) + 2m 2 (27 = 2%))
H(X,Y) = 2m - ¢ 2070
t ~m

et I = t 2

Les m ~ ¥ digits que 1l'on est forcé de deviner,
n'apportent, méme si on a devind juste, aucune information. Par
contre les t restants sont de 1l'information communiquée par la
résolution des équations compldtes (décodage & faire ensuite), mais
la probabilités d’avoir deviné juste ces m -~ t digits nécessaires
pour effectuer le décodage est 2t—m dtol

I =1t 2ﬁ—m gque lton retrouve.

Ce calcul pese le probléme suivant s peut—on coder
ce nouveau canal que nous appellercns super-canaly pour lui
appliguer le grand Théoréme de Shanncn ; chague message d'entrde
serait en fait un groupe de messages de longueur n qui peuvent
8tre>décodés (assez d'équations) ou pas (pas assez d'équations) ;
le canal zinsi obtenu serait un canal hinaire et nous envisagerons
dans des études ultérieures de 1!étudier.

c Le canal binaire & effagage est la reprdsentation
théorique d'un canal physique qui a deux niveaux + A , = A

correspondant aux digit:0 et 1 ; la durde d'un digit est ‘) 3

on & effacage lorsque 1'amplitude du signal regu est inférieursa

un geuil A (Figure 16)
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S1 nous n'avions pas imposé de seuil, la valeur du signal
sur l'intervalle de temps ¥ donne la valeur du digit (0 ou 1),
Dans le cas de la figure 16 on aurait regu 1001010 3 et la repré-~
sentation théorique du canal physique aurait été celle du "canal
binaire symétrique" ou B.S.C (Figure 17)

Une autre voie de recherche serait 1a comparaison
de ces deux canaux, B E C et B S C, lorsgue 1l'on travaille a
énergie constante ; on chercherait, suivant la valeur du seuil S
pour le B EC , eiuiga%2st qui permet d'affecter une valeur au
digit pour le B 5 C , quelle représentation denne la capacité

maximumn.
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