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La transformée de Fourier constitue un puissant instrument d'analyse,
En calcul numérique, elle est utilisée sous une forme discrdte qui présente
l'avantage de posséder des propriétés analogues & celles de la transformée
intégrale. Malheureusement, la méthode est coiiteuse en raison du nombre
€levé d'opérations nécessaires, ce qui en limite les applications. Depuis long-
temps des recherches ont été entreprises pour remédier 3 cet inconvenient.
Un algorithme, non le premier, fut présenté en 1965 par Cooley et Tukey [1],
algorithme qui suscita aussitdt un grand intéréat : il réduisait notablement le
nombre des opérations dans le calcul de sommes semblables 3 celles utilisées
pour la transformée de Fourier discrbte, et par 13 diminuait le temps de calcul
et l'influence des erreurs de chute, et cela, sans nécessiter, en calcul automa-
tique, plus de place en mémoire. La méthode est, depuis, largement connue
sous le nom de '"fast Fourier transform' ou FFT, c'est-i-dire '"transformée

de Fourier rapide''.

Nous nous proposons ici d'exposer la méthode d'abord dans un cas
- . ” ” . ~ . Pl Lo
simple. Puis nous généraliserons. Et aprds avoir apprécié les avantages de
cette technique au moyen d'exemples, nous l'utiliserons au cours de la résolu-

tion d'un probléme de déconvolution particulier.
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La transformée de Fourier rapide calcule la transformée de Fourier
discreéte par itérations et plus rapidement qu'une méthode directe. Aussi con-
vient-il de définir la transformée discréte avant toute étude de la transformdée

rapide,

I - TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE

Soit X (t) une fonction 3 valeurs réelles, ou complexes de la variable réel-
le t. Considérons la transformée de Fourier, lorsqu'elle existe, de la fonction

X (t) sous la forme
+o0 .
T ()= j X {t) e72imft g¢
~ 00
T (f) est une fonction & valeurs réelles ou complexes de la variable réelle

f. Si X {t) e L, (espace des fonctions sommables), T {f) est définie.

Dans un probléme numérique, X (t) n'est connue que sur un intervalle fini

[A,—BJ . Alors on ne peut obtenir qu'une valeur approchée de T (f) :

B .
S (f) = j & ey, oF ML 4,
A

En dehors de l'intervalle [ A, B], ou la fonction X (t) est nulle ou on peut admet
tre qu'elle est nulle. Un tel intervalle existe car une fonction admettant une

transformée de Fourier tend vers zéro a l'infini.

En partageant l'intervalle [ A, B] en N intervalles de longueur At, on a

encore :

{k+1)At - CAt

=l =2ipft
S (f) = ; X (t) e~ at, v
=0

kat - Cat
C étant une constante entidre quelconque.

En outre X (t) n'est connue sur [ A, B] ou [ -CAt, (N-C)At] qu'en des points
tyo k=0,1,...,N-1, en général équidistants., Soient donc X (tk) ou X (k), avec

t, = At (k-C), les valeurs connues de la fonction numérique X (t).
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En supposant que le produit X.{t) e~ i1t

les [kat - Cat, (k+l) At - Cat], k = 0 & N-1, et qu'on puisse le remplacer par
sa valeur au début de l'intervalle il vient :

varie peu sur chacun des interval-

N-1 i ke
S-(f) = 3 X (k) e “'Mk ¢
%=0
2imfCat =l 2infkAt
soit S (f) = At e E X (tk) e’ 7
k=0
1

Ceci montre que S {f + -AT.) = 8 (f). S.(f) pourra donc &tre calculée pour

f= ﬁJA—t" i=0,1,...,N-1. Finalement, en posant W = e-zln/N (1) devient :

k4

: . ® N-1 .
Sk = ot 2IMIC/N S7 o g wik
k=0

S (I—\I—ZT), noté plus bridvement S.{(j), est le j-iéme "coefficient" de la trans-

formée de Fourier discréte de X (t).

Il est toujours possible de se ramener au cas At = 1 et C =0, c'est-a-dire
N-1 K
SG) =2 __ X (k) W (2)
k=0

expression dont la forme générale de S (j) ne diffare que par un coefficient, En
conséquence nous ne considérerons désormais que cette écriture sans que cela

nuise & la généralité de ce qui suit.

Le calcul direct des N coefficients S {j), j = 0,1,...,N-1, au moyen des N
égalités du type (2) requiert N2 opérations, une opération comportant une mul-
tiplication complexe et une addition complexe. Dans le cas particulier oii N = Zn,

la méthode de la transformée de Fourier rapide réduit sensiblement le nombre

de ces opérations, sans nécessiter, en calcul automatique, plus de place en

mémoire.




II - TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE DANS L CAS N = 2"

Nous adopterons pour cet exposé la présentation de la transformée de

Fourier rapide donnée dans [ 2], présentation plus adaptée & la programmation,

II,1 Des cription de la méthode

Comme N = Zn, il est possible de considérer dans la suite des N va-
. -1 .
leurs connues de la fonction X, d'une part les 2" valeurs de rang pair et

-1 . 3 : pE 3
d'autre part les 2" valeurs de rang impair. Alors S (j) s'écrit :

N/2-1 ' N/2-1 . ;
S () = ; X (2k) e~ HmIK/N X (2k+l) o~2iM @KFI/N
=0 =0
N/2-1 . .. N/2-1 .
_ X (2k) -4injk/N + -2imj/N X {2k +1) e-411-er/N
k=0 k=0

Or la premiédre somme est le j-iéme '"'coefficient" B9 de la transformée de
Fourier discréte des N/2 points de rang pair X (2k), k=0,1,...,N/2-1; la deu-
xitme est le j-idme "coefficient" le de la transformée discréte des N/2 points

de rang impair X (2k+l), k= 0,1, ..., N/2-L.

Donc S (j) = B? + W Bj.' pour j =0,1, ..., N/2-1
Comme
0 __0 1 .1
By =B ymra ot By T Bomyyss

nous avons

S(j+N/2)=B;) + withN/2 31 =

sformdbes disecrdtes de

opérations,

Si nous considérons maintenant, dans la suite des N/2 points X {2k), les
N/4 points de rang pair et les N/4 points de rang impair, BJQ peut s'écrire sous

la forme suivante :




- o .

- .

]

= 5=
N/4-1
. 3 - ﬂ..’!_l'-
B = E X (41 e SMIRN 5 12 (2] m 3T @KHI/N
k=0
N/4-1 N/4-1
= E X (4k) ~8imikiN - -4imj/N E X (4k + 2) ¢ BIMIk/N
=8 : k=0

pour j =0, 1, ..., N/2-1,
La premidre somme n'est autre que le coefficient d'ordre j, C?, de la
transformée discréte des N/4 points X (4k) ; et la deuxiéme est le coefficient

d'ordre j, C;, de la transformée discr&te des N/4 points X (4k+2).

Nous avons donc : BjO = C;J + WZJ C;
et de méme : B} = Cf' + WZJ C?

pour j = 0 & N/4-1,

Cj étant le j-idme coefficient de la transformée discrate de la fonction compo-
sée des N/4 valeurs X (4k+l) ; et C:?, le j-idme coefficient de la transformée

discrete de la suite des N/4 valeurs X (4k+3),

Lies relations

o _ .0 1 _ 1

€ 7 Ciansa ot G5 = Cinya

et des relations analogues pour Cj2 et Cj3 entrafnent :

0 0 2j+2N/4 1 0 2j Al

B, =C., +W C., =C, -Ww C.
jtN/4 7 i i ]
1 2 2j .3

B, = C. - .

et +N/4 CJ =3 S CJ

1
J

j~idmes coefficients des transformées discrétes des 8 suites de N/8 valeurs,

A 1'étape suivante, les C‘?,v C., CJ.Z,' C?, seront exprimés en fonction des

n Pd P -~ P Pl e - - ” . .
Comme N = 27 le procédé peut &tre répété n fois. A la dernidre étape on utilise
les transformées discrétes des valeurs initiales groupées deux par deux ; et la

décomposition s'arréte 13, puisque les valeurs initiales sont i elles-mémes leur
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transformée de Fourier discrédte.

Les avantages de ce procédé apparaitront mieux au moyen d'un exemple.

Soient S (0), S (1), ..., S (7), les coefficients de la transformée de
Fourier discréte de la fonction dont sont connues 8 valeurs X (0), X @), % e
X (7) ; ils peuvent &tre exprimés en fonction de

= Bg R B(l)’ Bg, Bg, coefficients de la transformée discréte de la suite des 4

valeurs d'indice pair,
1 1 1 1 . . P . <4 : .-
- BO’ Bl’ BZ’ B3, coefficients calculés & partir des 4 valeurs d'indice impair.

Les BJQ (G=0,1, 2, 3) sont exprimés au moyen des Cg, C(l)’ C(l), Ci, coef-
ficients de la transforimée discrate de 2 points, et les B? au moyen des
2 2 3 3
Cg» C|» Cp Ci-

‘;.2, C:_” (j =0,1) sont calculés & partir de 2 des valeurs données
J

Par exemple, Cf, comme Cg,, s'exprime en fonction des termes de rang pair

Enfin, les cJ‘.), c?, o
dans la sous-suite des termes de rang pair de la suite des données, c'est-i-
dire X (0) et X (4).

Nous pouvons schématiser le calcul d'un coefficient, S (1) par exemple,

comme suit -

0
X | B, S (0)
X B S (1)
2 1
\J 0
X B, S (2)
X BS S (3)
x B, \ S (@)
X Bl H s ()
2
% W Bl S (6)
1
X B, S {7




2 q =

Le calcul comporte 3 étapes :

-sw=8Y%+w!s!
1 1
0, 5 _1_ _0 1 i . )
Remarquons que S (5) = B+ W' B, = B, - W B et peut donc &tre calculé en
. méme temps que S (1).
0_ 0 2 1 ly . 22 2 .3
-Bl—Cl‘l‘W Cl et B1-C1+W Cl
0
- C0 =C =X {0) - wP X (4), puisque CO =X (0) + wP X (4)
1 0+1 0
1 1 0 . 1 4 0
C;=Cp4y =X (2) - W” X (6), puisque Co=X(2)+W" X (6), etc...

Mais pour faire apparaftre le processus itératif, qui sera la base de la
programmation de la méthode, il est nécessaire de procéder & un réarrange-

ment des données, ainsi que le montre le nouveau schéma ci-dessous :

0

S (6)
s (7

Réarrangement des données.

Ce réarrangement est dii au fait de la décomposition, & chaque étape, de
chaque suite en deux sous-suites. Pour l'exemple considéré. au cours du pro-
cessus nous avons opéré les transformations suivantes sur l'ensemble des in-

dices des données :




E # ) L 1 - hillca 22 S
n 4 B B B { !

= 8=
0 0 0
1 2 4
2 4 2 |
3| le] e
4 "1 11
5 3 5
6 5 Ei
‘' 7 7

Numérotons & chaque étape les différentes suites :

- 3 la premidre étape les données de rang pair seront dans l'ensemble 0 et les

données de rang impair dans 1l'ensemble 1 ;

- a4 la deuxi®me étape, l'ensemble 0 se subdivisera en 00 et Ol et 1'ensemble

1l en 10 et 11 ;

et ainsi de suite.

Ce qui se schématise par :

Ecrivons 1'indice d'une donnée sur 3 chiffres binaires (n dans le cas géné-

ral), soit abec.

)
5

Si abc est de la forme ab0, il est pair et se place dans la suite 0 ;

S'il est de la forme al0,; il est de rang impair dans la suite 0 et se place

dans la suite 01 ;

S'il est enfin 110, il se place en 0ll, C'est-a~dire qu'il y a inversion de

l'ordre des 3 chiffres binaires.




4

Py n- .
Dans le cas général o N = 27, le réarrangement des données consistera

n-linoz <=+ i i 3 la position

a placer X (i), sil'écriture binaire de i est i
JE g e a2 tnnre
Remargue; Il serait possible de ne pas réarranger les données. Mais en con-

servant le processus itératif, il serait alors nécessaire de réarranger

les valeurs finales.,

Le calcul de tous les coefficients de la transformée de Fourier discréte par

la méthode rapide est représenté ainsi :

X, X X. =8
X (0) . 0. %

Le vecteur Xl est calculé en fonction du vecteur X, puis X2 en fonction de

Xl’ et enfin X3 = S en fonction de XZ'

Pour le calcul d'un terme plaéé au noeud d'une colonne, les quantités appor-»
tées par chacune des deux fldches sont multipliées par Wl, i étant le nombre

situé sur la fldche, puis additionnées l'une i 1l'autre.
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Nous avons par exemple :

Xy (1) = X (0) wo + X (4) w? = x (0} - w? X (4) = X {(0) - X-(4)
X, ()= 52 =X, @) + w? X, (6).

3

A partir de ce graphe précis, nous allons faire des remarques générales

sur la méthode.

IL.3. Remargues

1. Occupation en-mémoire

Tous les résultats intermédiaires et les résultats finaux peuvent
étre écrits successivement en mémoire & la place des données originales ; en
effet, a chaque étape, deux quantités sont calculées au moyen de deux quantités
évaluées a 1'étape précédente et qui ne servent pas au calcul d'autres termes.
Par conséquent, a 1'étape i, les résultats seront calculés deux par deux et
rangés a la place des deux résultats de 1'étape i-1 qui auront été utilisés pour le
calcul. Donc en dehors du tableau des N valeurs initiales, il suffit d‘_avoix; en

mémoire deux places auxiliaires.

De plus, lors du réarrangement des données, deux valeurs sont échangées
entre elles. Ce qui ne nécessite pas plus de place en mémoire. ‘Au point de vue
occupation de mémoire la méthode étudiée est donc identique 3 une méthode

directe de calcul de la transformée de Fourier discrte.

2. Nombre d'opérations

A chaque étape, le calcul d'un terme ne nécessite qu'une multipli-
cation complexe puisque W~ =1 ; le calcul de tous les termes demande N multi«
plications complexes, nombre qui se réduit a -21\1 par le fait que W' = - W1+N/2;

et N additions complexes.

I1 y a n étapes, donc n %I—&' %— N log2 N multiplications au lieu de N2 pour

WE 2 "
ia méthode directe, et Nn = N lc)g2 N additions au lieu de N, Par conséquent le
temps de calcul est réduit dans un rapport qui peut &tre considérable lorsque N

est grand.
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lii - COUNCLUSION

La transformée de Fourier rapide présente un intérét certain puisquielie
est moins coliteuse qu'une méthode directe de calcul de ia transformée de
- . . : . : . n PR
Fourier discr@te. Mais le fait que N soit de la forme 2 ne permet pas dlatiein-

dre beaucoup de nombres et restreint les applications de la méthode.

La technique peut aussi &tre employée pour un nombre N égal 3 une puis-
sance n d'un entier quelconque, tout en conservant les mémes avantages., Ce-
pendant, les cas d'utilisation seraient encore limités. C'est pourquoi dans le
chapitre suivant nous généraliserons cette étude en considérant le cas ol N

peut &tre mis sous la forme d'un produit quelconque d'entiers,
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CHAPITRE 1II

LA TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE

CAS GENERAL
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Nous nous intéressons a présent au cas plus général ol N se met sous la

forme d'un produit de n facteyrs :
N=A1xA2xA3x... xAn.'

Nous verrons que les Ai doivent &tre les plus petits possible. Aussi nous

considérerons en fait la décomposition de N en facteurs premiers.

I - DESCRIPTION DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE

Nous nous proposons d'établir une méthode de calcul rapide des
N-1
S () =) X (k) exp (-2imjk/N)
k=0

pour j=0, 1, ..., N-1, quand N = A1 X AZ X eoe X An. Les S {(j) sont les "coef-
ficients' de la transformée de Fourier discrate de la fonction dont on connalt N

valeurs X (k) en des points équidistants,

@ Considérons la suite des N valeurs X (k) comme An suites de N/An = A1 5 o¥e
A, _1 valeurs : la suite d'ordre r est composée des éléments X (k A+ rn) ol

r, =0, l,..g,An-l et
k =0,1 ..., NJA -1
n

S (j) peut s'écrire :
N/A_ -1
n

sG = T XAy e (amika ...
k=0
+ X (k A tr ) exp (-2imj (k A +r )/N+...

+ X (k A+ An-l) exp (-2inmj (k A+ An-l)(N)_}

ou en posant W = exp (-2im/N)




- E W N OE N R N N N B AN B S EEEe.
[
]

- 13 .
: 1
-1 -1
An N/An jk An iry
S5} =, > > X (kA +x) W W
r =0 k=0

La somme "'entre crochets' est le j-i®8me coefficient de la transformée de

Fourier discréte de la fonction composée des N/An points X (k A+ rn), soit

rm
B .
jy
Nous avons :
Ayl (r. ) jr'
S () = E B. 7 w pour j = 0, l,.j..’_Al_\I_._l,
r =0 J n
(r_) (rn)
et comme Bj+u. N/A = Bj avec u_ = 0,1, ..., An-l
Al e g
+u —)r
. N,_ < Tn U n Ahb' 'n
T S w
n rn—O

® Chaque suite X (k A+ rn) , k=034 N/A,n-l, peut &tre partagée en A, sui-

tes de N/An An-l points : la suite d'ordre Tl dans la suite d'ordre r. obtenue

lors de la décomposition précédente, comprend les points X (An (k An LT 1)
+ rn) our = 03a An-l-l
N
et k =03 ——— =1
AnAn-l
)
Bj s'écrit alors :
A KA A
By . 7 > {X(A kA D+r) w B0 40
J k=0 n n-1 n
jA_ (kA 1 +r 1
+X (A (kA +r V4 ryw B n- n-1"

NV N D N AU
tX A kA J+tA D +r )W »

soit encore :

r ) Aaatl JAP-Ay kA A | jA_r
B, = rz _ §k=0 X(kAnAn_l+Anrn_l+rn)W w
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. pour j =0, 1 ..., N/An—l.
S
. La somme '"'entre crochets' que nous noterons Cj , est le coefficient
: d'ordre j de la transformée discréte des N/An An-l valeurs X (k An An-l +
l A, r. ;tr ). Par conséquent :
-1
(r ) An1 r_ ;) jA
. B.n=: C:‘n-ann-l
j F—, i
n-1
0 . .
pour.j = 0,1,..., -1,
An An-l
. (r__4) 6 ey
n-1 n-1
et puisque C. = C, N N = 2 .
J jeika g, —ou u_ 4, =0, 1, ch, A -l
. 1 An An—l n-1 n
A -1 . N
() n-1l e ) G | ,
Bj+1111 N - cj ‘n-1 W n-1- A Apn n n-l 2"
. n-1 An An-‘l rn_le
() ‘, e )
. En remplacant Bj par son expression en fonction de Cj dans (1),
nous obtenons :
. N N
. An-l § +un——A +un—17A A )1-n
S G tu, o tu | oD )=ZW n n “aal
Rt s n n-1 r_=
. n.
] N
Apa! (rn_l) G Ay P 1A 1 ) Tl
. z Cj w L
rn_1=0
. pour j ='0,1,..., i 1
, n n-1
. ® En partageant chacune des A A, suites du type X (k A A A T
l r ) en A _, suites de N/An An-l An_2 éléments X (An An-l (k An-Z + rn‘z) +
- An T + rn), il vient :

+
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- (r n-l) An_z"l Alo . An-3-l
| Cj ) r =0 k=0 s An An--l An-2—+ An n-1 *n-2 & An rn-lfh'n
: n-2
jkA_A A JA_ A r
- < W n-1 2 w B n-1 "n-2
. pour j =0, 1,..., N/An An-l -1
: (rn_z’)
. ' Soit Dj la somme "entre crochets'. C'est le j~idme coefficient de
‘ la transformée de Fourier de la suite X (k Ap A 1A tA A ro.»t
. At 7 rn). Nous avons donc :
(rn—l) An-Z-l (rn-Z) AL AL ¥
' C. e z D. w A
J v =0 J
n-2
: N i
. pour j=0,1, ..., -1,
An An-l An-Z
. » (&_,.) (x_ )
Puisque D, n-z D, g N pour u =0, 1, ..., A -1
J-i-un_2 A A -2 n-2
. n n-l"n-2
N
et j=0a4 -1
. An An-l n-2 ’
5 nous avomns :
A o) . (j+u N YA A r
(r_ ) n-2- (r ) N n-2 A_ A, A n n-l1"n-2
n-1 4 _ n-2 n n-l1""n-.2
cj‘l’u N - = E Dj W:
. Nne2 A.n An'l-l An—Z T 2=0
D'apr2s (3), en remplacant j par j + u 2 S (j) peut
P ] P g Jp J n_z A A A ]
n n-l n-2
. (rn—z-) N
. s'exprimer ainsi en fonction de Dj pour j=0,1,.., A A = -1:
. ; n n-l"n-2
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N N N
S+tu, —4—+u +tu_ ) =
n An n-1 An An—l n-2 An An-l An—Z
. N N . N
A -1 G+u + u + u ) r
s noAy n-l- A, An-1 F ~Z A AL Aoz
w
rﬂ=0
e N N_ .
An1l G Ap tuny A + Yno2 A& A ) Tn-1
Z n-1 n-1 ""n-2
W
Tn-1"
N
App7! ry o) Ga, Anytyu, A, ) Tho2
E DJ w
1‘n-2=0
@ Comme N = A x Ay x .-+ X A, le procédé peut &tre répété jusqu'a
1'obtention de A, X A3 X -«. x A suites de A, points. A la (n-1)-idme étape

1 (r )
les coefficients, du type Pj , de la transformée de Fourier discrte de suites

de Alﬁ\}ermes, s'expriment par :

A -1 A-1

(ry) 2 1 kA .. A,
Pj B rE " kEZO X (k AL Ayt A . .A3 Tt tA T+ r‘n) w
2
kKA ..A, T
< W n 372
ouj=0,1 ..., N/An An-l A3-l, soit j =0, 1,..., A2 Al—l

A 1'étape suivante les suites de Ay valeurs sont considérées comme Ay
suites de une valeur, qui sont donc & elles-mé&mes leur transformée de Fourier

discrte. C'est-a-dire que la quantité "entre crochets' dans l'expression de

(r,)
PJ.‘ s'écrit :
At jA A, Ty
X(A..A r, +A A, r_ + +A_ r +r )| W
= n 271 n 372 -1
r.=0
1
avec j = 0, 1, , A=l
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Et I'on obtient comme expression finale de S en fonction de toutes les

données initiales (en remplagant j par u, par souci d'homogénéité des notations) :

N N N
S{u —+u - t...tu, ——— +tu_ A +u)=
nAn n-1 AnAn-l 3 An"°A3 21 1
Ap-t fu_ A A+ Py A, + +u, A, +u)r
i W nn-1°" Sp T a1l Ppipce Tl S B
r =0
n
An-l-1 {u A A +u A A 4+, .. 4u, A, +u) A T
Z W n-1"mn-2 """ 1 n-2 “n-3 1 2 71 1 n -1
5170
An-—Z_l {u A A, + +u, A, +u,) A A r
W n-2 n-3 1 271 1 n " n-l1 -2
rn-Z_O -
A -1
1 u, A_ A eeos A T
Z Wl n  n-1 271
r1=0
xX(rl ALA - A, tr, A A .. Az teoatr An+rn)

avec u; ~ 0, 1, ..., A;-1 pouri=14an.

Pour préciser le procédé de calcul et ses conséquences nous allons

considérer un exemple,

II - EXEMPLE : N=2 x2 y 3 =12

Nous noterons S (0), S (1), ..., S {i1), les "coefficients'" de la transformée
de Fourier discrdte de la fonction dont on connaft douze valeurs X (0), X (1),

«so, X (11) en des points équidistants,

Nous nous proposons de dégager de la méthode exposée ci-dessus le sché-

ma du calcul de S (1) par exemple.

(0) {2)

1 . .
S (1) s'exprime en fonction de B/, Bl( ) et By ", qui sont les coefficients
d'ordre 1 de la transformée de Fourier discr¥®te des A3 = 3 suites de A1 X A2 =4

éléments, ces suites étant numérotées 0, 1, 2. En vertu de 1'égalité {1), S {5)
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et S (9) s'expriment en fonction de ces mé&mes coefficiencs,

Liorsque chacune de ces trois suites est partagée en A2 = 2 sous-suites de

{0) (1)
1 G

N/A3 A_ = 2 points, Bl(o) peut &tre calculé au moyen de C , qui sont

2
les coefficients d'ordre 1 des transformées des deux sous=-suites de la suite

1(0) et Dl(l), coef-

o = . . ; 2
ficients des transformées des deux suites résultant de la suite 1 ; et B]F ) e

(0)

1
fonction de E1 et El( ), coefficients des transformées des deux sous-suites de

1 :
notée 0 a 1'étape précédente. De méme Bl( ) est fonction de D

st

la suite 2. Notons qu'il résulte de (2) que

Bgo) s'exprime au moyen de C]fo) et Cl(l) comme Bfo)
(Y (0) ) (L)
B3 u i Dl et Dl it Bl
(2) (0) (1) (2)
B3 1 i El et El 1B Bl .
. - (i) i) () , . 2
Enfin les coefficients Cj , Dj , Ej sont fonction des valeurs données

X (0), ..., X (11). Dans le calcul de chaque coefficient n'entrent en compte que
Al = 2 de ces valeurs. Mais comme dans le cas N = Zn, par suite du procédé
de calcul, il faudra, pour faire apparaitre le processus itératif, procéder a

un réarrangement de ces données.

Nous obtiendrons le schéma suivant ou a ~»-—x signifie que x peut &tre

exprimé en fonction de a :
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N=2x2x3

» S (0)

S oS {)
e S (2)
o S (3)
.D(()O) B(()l) :
X (1)« - = T . >-0 e S (4)
\\\ - /7‘,
Dl(o) ‘\\ 5 Bl(l
X (7) o— > g > : >—3% S (5)
D) “p
X (4) o 0‘/_’.--__--- -_----}’_\.‘_‘ ® S (6)
V) o @)
D i B
X {10)y L __ N3 , e S(7)
B(()z)
X.(2) ® e S (8)
Bf/ \:
X (8) o > = ’i - ~ % S (9)
Béz) '
- X (5) e ® s S (10)
E pl2) |
X (11) - & s NG o S (1)
0 1 2 3
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Les N coefficients S (j), j = 0 4 N-1, sont donc obtenus en n phases ; &
chaque phase,. N quantités sont calculées au moyen des N résultats de la phase
précédente. Les abscisses auxquelles est calculée la transformée de Fourier
d'une fonction sont fixées par le nombre N de valeurs connues de la fonction et
la longueur At de l'intervalle entre deux valeurs consécutives ; en général, cela

ne constitue pas un inconvénient,

A partir de cet exemple, nous pouvons faire les remarques suivantes rela-

tives au cofit de la méthode.

III - COUT DE LA METHODE

1, Occupation en mémoire

Numérotons 0, 1, 2, 3 (plus généralement 0, 1, 2, ..., n) les colonnes

successives du schéma ci-dessus,

A la premi@re étape, Al = 2 quantités de la colonne 1 sont calculées au
moyen de 2 quantités de la colonne 0 qui n'entrent pas en compte pour le calcul
des autres quantités de la colonne 1. Donc les 2 quantités de la colonne 1, une
fois calculées, peuvent &tre rangées en mémoire i la place des 2 quantités de

la colonne 0 qui ont été utilisées pour le calcul,

D'une manidre générale,' d la i-3me étape, A éléments de la colonne i-1
servent au calcul de A éléments correspondants de la colonne i ; ceux-ci seront
donc rangés en mémoire 3 la mé&me place que ceux-la, A chaque étape nous au-
rons seulement besoin, en plus du tableau 3 N termes ol seront rangés succes-
sivement les données, les résultats intermédiaires et les résultats finaux, d'un

tableau auxiliaire de A; termes pour le calcul.

2. Nombre d'opérations

A cha
nies, pour le

phase nécessite N Ai opérations.

Pour arriver aux résultats finaux, il y a n phases ; nous effectuerons par
n
conséquent N y > A, opérations. Or une méthode directe de calcul de la
i=1
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transformée de Fourier discrdte requiert N x N opéraricns. Par la méthode de
calcul rapide nous avons donc un gain de i}r=£1 Ai/N. Cette réduction du nombre
des opérations se traduit par un gain de temps dans le mé&me rapport
et par une diminution des erreurs de chute.

n
Il est alors évident que 2__ A, doit &tre minimum, c'est-a-dire que N
doit 8tre décomposé le plus 1=l ossible. D'une part, ceci est obtenu
pos p P part,
par la décomposition de N en facteurs premiers. D'autre part, les nombres N

"hautement décomposables!' offrent un intérét certain.

Aprés cette étude, il est possible d'établir un organigramme destiné 3 la
P , P ganig

programmation de la transformée de Fourier rapide.

IV - ORGANIGRAMME DE LA METHODE

Quelques remarques concernant l'organigramme :
q

L. En général les valeurs connues de la fonction dont on calcule la trans-
formée de Fourier sont réelles. Mais les résultats des différentes étapes sont
complexes, Aussi les données et les résultats successifs seront rangés dans un
tableau X de N éléments réels pour la partie réelle et dans un tableau Y de

méme dimension pour la partie imaginaire.

2. Réarrangement des données

IL.es données sont notées X (0), X (l),.. ++, X (N-1). Nous avons vu plus

haut qu'il est nécessaire de les réordonner.

Pour N =2 x 2 x 3, voici quels sont les changements de position des

données au cours des décompositions successivess
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0 0 0
1 3 6
2 6 3
3 9 9
4 1 1
| |t
6 7 4
7 10 10
8 2
9 5 8
10 8 5
11 11 11
1 suite de 3 suites de 3x2 suites

2x2x%3 termes 2%x2 termes de 2 termes

puis 3 x 2 x 2 suites de 1 terme,

Plus généralement, une donnée 3 la position k An + o, ot k=0,1,...,
N/A -letr =0,1, ..., A -1, se placera en r =N k apr&s la décomposi-
n n n n An

tion de la suite initiale en An sous-suites de N/An points. En effet les premiers

termes de ces sojis-suites se placent en r r  caractérisant l'ordre de la

n A °’
voed n
sous~suite dans l'ensemble des sous-suites ; k indique la position de la donnée

dans la sous-suite considérée,

A 1'étape suivante, c'est-a-dire lors de la décomposition de chacune des

A suites de N/An points en An..,l sous~suites de N/An Anml points, le terme de

position k A An~l tA r o+ r s ouk =0,1,..., N/An An_l—l etr =0, 1,
. N N
see, A -1 iraenr —— +1r —_—t ko
n-1 n An n-1 An An-l
N PN r | - ~ z
~ TR caractérise la suite de N/An éléments a laquelle appartient la
n
donnée considérée ;
-r mtl caractérise l'ordre de la sous-suite de N/A A
n-1 An An-l n  ne-l

termes dans la suite précédente,
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- k indique la position de la donnée dans cetie sous-suite.

En fin de processus le terme de position

rlAnAn—l"' A2+r2An"'A3+"'+rn-lAn+-rn
our =0, 1, ..., Ai—l pour i =1 & n, sera en position
N N N
rn———A +rn_l A A -l-...+r2 A A +r1
n n  n-1 n 2

T, est le reste de la division de T An An-l' : A2 + ...+ ro-1 An + r, par A

r .1 est le reste de la division de ce m&me nombre par Ay A etc...

n-1°

Pour obtenir les r, T -y Ty, il suffit d'effectuer n divisions sur ce

n-1*"°"

nombre.

3. - Un indice I (qui correspond 3 i de la théorie), variant del 3 M

(correspondant & n) décrira les étapes du processus.

- L'indice Jl variant de1 A N/JA (I) ... A (1) correspond au nombre

de suites i chaque étape.

- Dans chaque suite les termes sont calculés A (I) par A (I) (premigre
boucle de l'organigrarnme indexée par Z) a l'aide de A (I) termes de 1'étape
précédente (boucle indexée par J), puis rangés i la mé&me place (deuxidme hou-
cle indexée par Z). Or dans chaque suite il y a.

N N

A (M), . A(31]) termes ; par conséquent —ggy——ryA(y)” Phases seront
nécessaires pour le calcul de tous les termes d'une suite (boucle indexée par J2
¥
4. Nous avons }vu qu'd.1'étape i, nous avons besoin d'un tableau auxiliaire
de Ai termes complexes. Pour l'ensemble du calcul nous utiliserons un seul

tableau auxiliaire B de u éléments, avec u = sup A,
i=},... ,n
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X (V) - %(2,4)
Viv) = B2,




. - - -\ ﬁ . “ ly | | 1
§ 1 4 ]

- 25 -

V - CONCLUSION

L'étude théorique de la transformée de Fourier rapide nous a montré
qu'elle présente - par rapport A une méthode directe - un gain de temps qui
peut &tre considérable et un gain de précision, sans nécessiter plus de place

en mémoire. Nous pourrons mieux apprécier ces avantages par l'application i
quelques exemples.
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Dans ce chapitre, nous allons étudier les résultats numériques obtenus
par la transformée de Fourier rapide. Pour cela, nous appliquerons la métho-
de & des fonctions dont la transformée de Fourier est connue mathématiquement.
Si les résultats sont satisfaisants, les avantages théoriques observés dans le

chapitre précédent prendront alors toute leur importance.

Probldmes posés par la méthode au niveau de l'applicationnumérique.

Ce sont en fait les probldmes posés par la définition de la transformée
de Fourier discrédte, i partir de laquelle est construite la théorie de la trans-

formée de Fourier rapide,.

1. Au premier chapitre, nous avons vu que nous ne pouvons calculer

numériquement qu'une valeur approchée,

B .
J X {t) e—met dt, de la transformée de Fourier de la fonction X {t). En par-
tageant 1'intervalle [ A, B] en N intervalles de longueur at, nous avons écrit

cette valeur approchée :

(k+1)at - Cat Nat-Cat
NEL - 2irft ~2inft
Z X (t) e” <" dt = X {t) ™™ gt
k=0 kat - Cpt -Cat

oli C est une constante quelconque.

L'intervalle [ -Cpt, Nat - Cat] devra &tre tel que l'on puisse admettre

sans erreur notable que la fonction X (t) est nulle en dehors de cet intervalle.

2. Nous avons ensuite approché, pour chaque valeur de f, la fonction

X (t) e-ziﬂft par une fonction en escalier en la considérant comme constante
sur chaque intervalle de longueur At. Apré&s avoir fixé la longueur L = Npt de
l'intervalle sur lequel sera calculé l'intégrale définissant la transformée de
Fourier, il faudra choisir N et At tels que l'approximation de la fonction

-2imft

X (t) e soit la meilleure possible.

3. D'autre part, sila fonction X (t) est connue en N points équidistants de

' 2 . . PR . 1
At, sa transformée de Fourier discréte sera périodique, de période I et
pourra &€tre calculée en N points équidistants de T\IJA-‘E .
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Par conséquent, le choix de N et de At détermine & la fois la ""définition' de
la fonction et la '"définition' de sa transformée. Ce choix dépendra de la fonc-
tion considérée. Comme la transformée ne sera définie que sur un intervalle de
longueur —l—-, il faudra pouvoir admettre qu'elle est nulle en dehors de cet in-

At
tervalle.

Premier exemple.

Nous avons considéré tout d'abord la fonction

_tZ,
X{t)=e ™ | teg] -0, 0 [.

C'est une fonction paire. Sa transformée de Fourier l'est donc aussi, et elle.

nous est connue :

+oo 2 . 2
J o THE e_21Tth dt = e"TTf

- Q0

Nous avons défini de la méme manilre la fonction et sa transformée sur

l'intervalle [ -5, +5] en prenant At = 107! et N = 100.

_m(5)% -34

Le choix de 1'intervalle [ -5, +5] est convenable puisque e ‘o 0, 77x10
L'erreur systématique due au fait que l'intervalle d'intégration | -co, + o] est

remplacé par [ -5, +5] est négligeable car

400 2 : +oo 2
J. et e_ZITrtf dt | < J LT
5 5

intégrale dont la valeur est trds faible. Ce n'est qu'au moyen des résultats que

nous verrons si la valeur de At est suffisante.

Sur les pages 29 et 30 figurent les résultats en simple précision
sur 1l'intervalle [ 0,5] ; les résultats sur [ -5, 0] sont obtenus par symétrie.

Pour chaque abscisse sont données :

- dans une colonne, la valeur de la transformée calculée par la méthode
de la transformée de Fourier rapide : partie réelle et au-dessous partie imagi-

naire ;
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- dans la colonne suivante, la valeur de la partie réelle calculée 4 partir
de l'expression mathématique de la transformée de Fourier, la partie imaginai-

re &tant nulle ;

- dans la dernidre colonne, la différence : valeur FFT - valeur exacte.

Compte-tenu des erreurs de chute, les résultats obtenus sont bons. La
partie imaginaire est inférieure 3 8 x 1077 et peut donc &tre considérée comme
nulle. L'erreur sur la partie réelle est du méme ordre de grandeur. 1l est a
noter que d&s que la valeur exacte atteint 10‘6,' 10-7, c'est-a-dire est de l'or-
dre de l'erreur, les résultats n'ont aucun sens : ceci se produit vers le point
d'abscisse 2. En fait on ne perd pas d'information sur la définition de la trans-
formée.car e'"(Z)Z = 3 5 10.6 et on peut donc admettre que la fonction

enﬂt est nulle pour f > 2.
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» 0000003 0E 00
+3I6307181FE 00
e21457674F =06
« 881310328 00
*3U4DEIKTE=D7
+75371283E 09
244703439 F =04
e 50492146EF 00
+76830007E=06
+ 45593786F 00
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=2 10132794F =046
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e21171991F=02

~e11324886E=06 .

= 35129752F=03
s 476R3727FE=07
«32114377€-03
«19073491E=06
«11392834E-03
e 2R510236E=056
e 376%58217E=04
e 35367454FE=-07
e11193754F =04
-2 95 367454E=07
0 PEHLYRBRE=0D
25364 4192F~06
«D0O0300D0E 09
=0 3635884 7E=06
+Z2B610236E=-04
=e75101872E=06
~219073491E=06
=2 /5101872E=05%
¢ 19073491E-06
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VALEUR EXACYE
+1000000VE 01
+96907253E 00
«88191175E 00
»75371289E 00
©60492265E 00
< 45593%22€ 00
+32271928E 00
+21451408E 00
+13390577E 00
+78497350E~01
«43213923E=01
«22341236E-01

«10846753E=01

e 4IUEHELUE=DP

«21175067E=02
+85143861E=03
¢32151397E-03
+114C01305E~03
e373638610E~-04
«11874194E-04
e 34873383E-05
961 842493E-06
0 24912653E<06
2 60D97984E-07

°©13841902E-07

SIEFERENCE
=«53644180E=06
-+ 77486038E=06
-+14305115E=05
<+ 59604645E~07
-«11920929E=05
=9 35762787E=06
«+29892322E=06

+00000000E 0C
~e¢2384185&E =06
~e41723251E=06

«11920929E~06
«+17881393E-06

«10058284E-06
~e31664968E=06
- +30756928E-06
-+ 14109537E=06
-+370P0072E~06
=+ 84706699E=07
~+31039235E£-06
=+ 68043937E=06
-+ 62035451E-06
= 42540057E=06
«e51271510E=06
=+81161670E~06

=9 764R6060E~06
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2e 600
Rc?OQ
ce#DL
2e900
36000
2100
3620
3370
3e 400
3eB05
3 AN
30790
3800
3900
40000
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YALFUR FFT

«a14901167E=06
s 29802329€=-07
=210132794FE~=06
=e15497216E=06,
o DIANLHLES5OE=DR
- «359604659E-038
- +19669540F 06
= 265565132607
=~ 20R6558RE=06
- 295367454E=-07
»s11324886F=056
«11920932E-07
- 17P85356E=064
~es 1 7881398E=-07
=~+13113026E=06
«83446480E-07
»e ] 36984 NOE-05
=~eJ7486106E=07
e 23206285F =06
=+ 11324886E=06
~e178R1399E=06
047683727E=07
- 40B31171E=06
e 172253350E~06
235367454 F«07
017881398E=07
= 35330709E=06
e 285610236E~05
= B37220473E=06
«000ND00NDE 00
=e35%330703E=06
¢ 23h10236E=05
=eD7RPNU473E=05
=6]19N73491E€=06
s 66757218806
s 28610236E=06
© 0190373491 =06
=e33974658E=«06
«»64373035E=06
=~ 25630004E~-06
=« 23834 1864E=06
=a53644193E~07
= IB36T7454FE=07
=eR33407024F =07
229802329 =07
=v2384418645=-07
e 3TOENLEHIE =R
= o33446537F=07
e 53644193E=-07
=] 3709075F=06
+13113021E=06
s 1RER3I7R1E=07

VALEUR EXACTE
«?9692719E <08
+59816663E-09
<11316137E-09
+20104737E-10
«33543064E=11
eB2555432E =12
“77330449E-13
 10685463E-13
. 13865889E =14
0 16897116E-15
+19336981E-16
20782053E=17
©20974545E=18
 19879884E=19
©17694550E=20
+14790271E-21
»11610650E=22
« 85589594E =24
59251 096E =25
385208 48E~26
e 23516876E=27
. 13483857E-28
«72595434E-30
+36710935E-31
©17431281E=32

«77730907E-34

SYFFERENCE
20151 9ROBRE=06
=»10192610E=06

+58473013E~08
=e19671546E=06
- 20265924E-06
-+ 11324937E-06
-017285362E=06
=+13113026E=06
«s 1966954 0E =06

=0 29206285E=06

=+17881399E~06

<+ 40531171E~06
»-9536?4545-07
=+85830709E=06
=e57220473E-06
-+35830709E=06
=e57220473E-06
=e66757218E=06
=»19073491E=05
=9 64373035E=0¢6
o P3841864E~06

«+35367454E~07

" «29802329E=07

e 59604652E=08
e 533644193E=07

e13113021E-06
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&0
« 900
1.00¢
le100
1200
1300
16400
1eB00
16600
16700
1+30¢C
1490GL
t.')o oQC
ce 100
e 20U
e 300

Zee

vai FUR FFTY

+29929994D 00
« 000000000 00
« 369072372 00
«33569656D=06
+38191144D 00
«27086210D=06
+ 753713327 00
e 487546950=06
1604922690 00
«17491037D«06
+ 455938100 00
«12431276D=06
0322719150 00
+32235365D=07

214314110 00

+115010230=06
» 133908860 00
«14040339D0=07
0 78497507D=01
«221028160=07
« 43214000001
«35104715D=07
«22341173D-01
«17079590D=07
« 10846783001
«13323762D=07
249455005002
+28516609D=08
021176581002

«654404530-07 -

«2851511710=03
«24167086D-08
+32158726D=03
+77887619D=08
+114090690=03
+16394112D=07
«381060750=04
+61553868D=07
+ 12006733004
+71963506N=07
< 358270560=0%
«692R1280D=07
«10542453D=05
«67129471D~07
«376515650=04
+95744031N=07
+173331650=06
«868675390=07
«109782440D=06
« 76573497007

-0 2h3ERIF4D=0T

5652542720 =07

= B =

VALEUR ExaCVE
«100000000 0i
«96307242D 00
+88191137D 00
¢753713190 00
»60492253D 00
.455933090 00
+32271894D 00
$21451394D 00
+13390569D 00
«7%497356D=01
«43213903D=01
22341094 =01
«10R46705D=01
c49454260D=02
«21174933D0-02
+851437680-03
¢3P151123D=03
e114012350-03
«37968210D=04
«11874103D=~04
«348733750=05
«96183787D=06
«24912523D=06
e 605966050=07
«13841761D=07

2 P36925060=-08

NYFFERENEE

weBG1 spEGD=07

=s53427824D=07

¢ 78168455D=07
+130115452=06
 16571773D-06
+138592830-07
+207565939D=06
+17800640D=06
+165281310=06
«15004768D=06
¢96911126D=07
«84271317D=07
«77473096D=07
«74783614D=07
P 16479657D=06
«74035078D-07
2760312630=07
» 78340871007
¢ 13786458D=06

»132629570=06

I
+35368104D=-07

«92412381D~-07
+127790425=06
011273504006

¢35960675D=07

«e¢27337£05D=07
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Nous présentons aussi les résultats en double précision sur l'intervalie

[0, 2.5]. Nous pouvons remarquer une amélioration.

Nous avons ensuite défini la fonction X {t) sur ll'intervalle [ -2.5, + 2.5]
avec At = 10“1 et N = 50, ce qui est suffisant puisque X (2.5) =2 3 x 10—9. Effec-
tivement, les résultats obtenus sont satisfaisants {page suivante) ; le fait de
prendre N = 100 ne peut que contribuer & augmenter la part des erreurs de chute.
A la suite de ces résultats,r figurent les valeurs de la transformée de Fourier
de la fonction X {t) obtenues avec At = 0, 25 ; nous constatons que les résultats

sont encore trés valables,

Sur cet exemple particulidrement favorable, nous allons confirmer numéri-
quement les avantages qui étaient apparus lors de 1'étude théorique de la trans-

formée de Fourier rapide.

Vérification des avantages de la transformée de Fourier rapide

l. Le fait que la méthode n'exige pas plus de place en mémoire qu'une
méthode directe de calcul de la transformée de Fourier discrdte a été mis en

valeur au moment de 1'établissement de 1'organigramme.

2. Nous avas vu dans le chapitre précédent que si N = Al X A2 X oon X An’

les temps de calcul par les deux méthodes (rapide et directe) sont dans le

n
rapport Ai/N’
i=1
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1000
l1e200
leaDy
l.620
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2o GOU
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2600
2ed0y
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#ogﬁu
+e B0

e (3D,

VALEUR FFT

« 93999994 KE 00
«00000000E 00
«3819106%E 0C
¢ 11920932E=07
«60422146F 0D
2+ 76890007€-08
e 32271874E 00
+10621588F =056
«+1339205%3E 00
«16950071E=05
«+3213941€F~01
«11920932E~07
+» 10346853F=01
«71525562E=07
+21171335F=02
= 14305118E-06

«32114377E=-03

+19073491E=06

0 37950274F =04

295367454E=07

v CEHEIFEIREXQS

+476R3727FE=06
-+ 16689307E=06

«+00000000E 00
-e7510187PF=06
0 19073491F=06
e 95367454E=07
¢ 183477448E~06
¢ 19569540E=006
«65565132F =07
2+ 1PRL9H12E~05
e 298D2329F=07
+13113026E~06
e 33446480F=07
+28014193E=056
137090756 =06
+4(0531171E=06
¢ 1728%350E=06
« 2722047 3E=06
«Q0000000F 0C
0 35R30709F =05
s 28610236E=06
=4 7RR3727F =06

eIDILTH54E«07
- e ALITINRRF = NA
» s 25630004E=06
= 76%3727E=07
- 113P0938E=06

15840465908
= e 33446D37E=07

«13113021E=05%
= 92043280F =05
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VALEUR EXACTE
+10000C00E 04
«88191175E 00
«60492265E 00
+32271928E 00
«13390577E 00
«43213923€-01
¢10846753E=01
«P1175067E=02
¢32151397E~03
+37968610E=04
«34873383E-05
«24912663E-06
«13841902E=07
«59816663E=-09
+20104737E=10
«52555432E-12
«10685463E-13
+16897116E-15
«20782053E-17
¢ 198798R4E=19
©14790P71E=-21
¢ 85589594F -4
«BREPDRGRE =26
«13453257£-28
e36710935E-31

«77730807E=34%

SIFFERENCE
©e53646180E=06
~210728836E=05
=211920929E~05
«e53644180E~06
=+ 23841R58E-06

¢ 18626451E~07

e 10058284E=0¢
=e37372752E~0¢
-+37020072E=04
©e18335413E=-07
«s62035451E=06
-« 41601970E=06
- 76426060E=06
«e95965618E=-07
=e19671546E=06
s 12889864E-06
=213113026E-0¢
-s28014193E~06
=e40531171E=06
~e57220473E=06
=+85830709E=06

«e47683727E-06

"= eb4373035E-06

“e47693727E=07
*59604659E-08

+13113C21E=-06
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VALEJK FFT

« 399033528 00
«J0020000E GO
«A69NT1B7E OO
-2 894D6967E=07
«28191080FE 0C
2 74505806E=07
«75371283E 0C
2 s 17851393E~06
2 60492206F 00
+55593733F 00
~e17881393E=06
«32271K38E 00
s 26822090E-06
«214%51342E 0O
~2319371510F=06
¢«13330493E 0O
«14901161E=06
e 78096397E~01
44703484607
s 43213823E-01
«39A604645E=07
«22341251F~01
= ¢298023220 =06
«10846913E£~01
=4¢11920922E~06

e 59453676607

=e22351742E-06
e 21176487807
»10430813E-06
08514 374HE=03
+134110458E=06
»321018572€E~03
s 74505R06E=07
-11320017F=03
«14901161E-07
+37334048F =04
«10430813FE-056
«12755394E~04
2 25321974F =06
0 70035458 E=-0%
¢ 70218052€=07
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VALEUR EXACTE
*«10000000E 01
+96907258E 00
+88191175E 00
+75371789E 00
«60492265E 00
¢ 45593R22E 00
«32271928F 00
»21451408F 00
<13390577E 00
«78497350E=01
. 43213923E-01
$22341236E<01
«10846753E=01
c49454644E =02
«21175067E=02
+85143R61E=03
«32151397E-03
+11401305E-03
+37968610E =04
«11874194E-04

+34873383E=05

NIFFERENCE
- 47683716E=06
-+71525574E-06
=e95367432E-06

+D000000CE 00
"59604645E'06.
=834 46503E-06
=e89406967EL~06
=e65565109E~06
«+33446503E=06
-e05367432E=06
~993132257E=07

¢ 14901161E-07

«16018748E-06
«296857548E=-07

014202669806
=e11641532E=08
-+ 4I8PSTSRE-0E
2e21287997E~0¢
-+ 13456156E~06

«38120032E=06

¢35162075€=05
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Nous dunnons dans le tableau ci-dessous ies temyps o =xecution sur

ordinateur CII 10 070 pour différentes valeurs de N :

temps FFT temps temps FFT/
N Al X AZX" o X An en minutes m-directe " m-direc. ZAi/N
100 2x2x%x5%x5 0,016 0, 098 0,163 0, 140
150 253 x5y5 0, 025 }0’214 _ 0,116 0,100
150 2x3x25 0, 048 0,224 _ 0,200
200 2x2x2x5x%x5 0, 035 0,374 0, 093 0, 080
800 2%x2%X2X2X2X5x5 0,155 5,932 0, 026 0, 025
temps FEFT

Nous constatons que le rapport est supérieur au

temps méthode directe

rapport £ A,/N. Cette différence s'explique ainsi :

- d'une part, la phase de réarrangement des données dans le cas de la

méthode rapide est comptée dans le temps d'exécution ;

-~ d'autre part,' nous indiquons en fait, dans les deux cas, le temps total
d'exécution du programme qui fait appel au sous-programme de calcul de la
transformée de Fourier, et de ce sous-programme, Quand le temps de calcul
est plus important, c'est-d~dire quand N devient grand, le temps d'exécution

du programme est négligeable devant celui du sous-programme.

Remargueu Dans la décomposition de N, on peut remplacer 2 x 2 par 4 : la
n
valeur de A, reste inchangée, Nous avons d'ailleurs vérifié que les temps

. 1= . :
d'exécution sont identiques.

3. Une autre conséquence du nombre moindre des opérations dans le
méthode de calcul rapide est la réduction des erreurs de chute, Les résultats
obtenus sont de ce fait plus précis. Mais ceci ne peut apparaitre nettement

qu'apr@s un nombre élévé.d'opérations, c'est-d~-dire avec N grand,

A la page suivante figurent quelques résultats obtenus avec N = 3000 et
At = 10»2 toujours pour le calcul de la transformée de Fourier de la fonction

-Trtz., La valeur obtenue par la méthode rapide est notée VR ; celle donnée par

7

e
la méthode directe est notée VD ; enfin la valeur VE est calculée & pariir de

l'expression mathématique de la transformée de Fourier,

o - = N oo, — . o . s
3 :
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06373
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VR~ VE

« e H5565109E=06
~e536441830E=06
- 16093254F =05
e 774R6038E=06
=2 20861626E=05
~e11920929F=05
«e 1| 6H5I3D1E=05
= 13709068E=03
~+11374883E=05
~+35762787E=06
=e14901161F=05
©012516975E=05
33446503 =06
=e12516975E~05
- B83446503E~06
» o 3344#6503E=05
“s12516975F =05
- 65565109E~06
e e 346967 F =04
« s 1072RB83ARE=0D
e 4 76HR3716E=06
~e11324883E-05
~e11920929E=05
« e 39406967E=05
eon35441R0OE=05
< 565565139E~-06
-071525574E’0ﬁ
~e65565109F=06
ve 715257 74E =06
=+ 774%6038E-046

«10303342F =06
= 64074993E~0H
««e394R83077F=05
- 22351742E=05
~e 363803740 =06
wel4156103E=06
- 2P 154064E=07
=937997861E=06

e 37252903F=08
«25633729935F=07
©s 23795P932E-06
- 16693957E-06

e 3755 6040F=-07
~s1367301RE=06
.03 24PP088Ee07
e e JIRAVYLLIE=Q/
we23073517E=06
©e12316741E-06
=a11478531F=0F
o 715P2663E=07

g WE

©2 50006038 <048
= { 7940998804
=e18119812E=04
=0 16987324E=04
=e 16272068E=04
=+ 1811981 2E=04%
«e1R84774540E~04
~e18417835E=04
«e19430713E~04
s 16033649E-04
«216748905E~04
=e16331673E=04
= 14603133E=-04
=s14245510E~04
=9 13974045E=04
=014543533F~04
=e15735626E=04
w1 4662743E=04
«s14781952E=04
~e11861324E-04
=+ 15377998E=04
=2 15318394E=04
=e 1472234 7E-04
-+56028366E~05
= 47087669E=05
~033974648E~05
=¢36358833E=05
=019669533E=05
=e29206276E-05
=e17533370E=05
=+ 19408762E~05
~01080334EE'05
=+13895333E=05
ceB56624413E=06
=+13597310E=05
=e 428408338E-06
«011883676E-05

e 26822090E-06
=e47311187E=06

e31664968E-06
- e B545E52P20E =06

e 43143518K-0¢
= o B443B8DLE=CE

032945536E-06
=4 1490421E=046

e 433257532~00
=e39581P09E-06

e 41746534E-06
=s 47124922806

o 47143840E=06




La diminution des erreurs de chute doit se tvaduizr: .2

| VR - VE| < | VD - VE |.

C'est ce que nous constatons en général.

Deuxiéme exemple

Nous avons choisi comme deuxidme exemple d'application la fonction
X ()=t et pour t = 0,

Nous connaissons mathématiquement sa transformée de Fourier :

oo ¢ inft | 1-4gf° - 4inf
e P = 7 0
0 (1+4" £7)

Pour la calculer numériquement,‘ nous avons d'abord essayé les valeurs
N = 400 et At = 10_1, L'intervalle de définition de la fonction X {t) était_ convena-

. £ ~ ~ "3'
pour la partie réelle, l'erreur observée étant alors de l'ordre de 10 .

Nous avons ensuite pris N = 4000 et at = 10=2. Une partie des résultats est
présentée sur les deux pages suivantes : l'erreur obtenue est de l'ordre de 1077
pour la partie réelle, plus faible pour la partie imaginaire, ce qui est satisfai-

sant,

Troisidme exemple.

Nous envisageons maintenant le cas d'une fonction moins "'régulidre

que celles considérées précédemment et dont la ""définition' sera plus délicate :

\

X (t) = et pour t = 0
Sa transformée de Fourier s'écrit :

(e ¢ _zint 1 - 2igd
o™t THME at = ST
] 1441

Nous avons appliqué la méthode de la transformée de Fourier rapide a la
fonction X {t) avec N = 4000 et pt = 5 x 10':3, L'intervalle sur lequel est définie

- N =0
la fonction est alors [0,20], ce qui est suffisant puisque e"“Y 2 w1077,

m ble ; mais les résultats obtenus ne nous ont pas semblé acceptables au moins
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e 50U
s 600
« 700
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10006
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1200
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VALEUR FFT

2999990228 00
+«00000000E 00
+31108826E 00
~e64594436E 00

=e37070823E~01

-+37752496E 0D
-.12316388E 00
-.18185461F 00
-+99323809E=01
»+.93898118F=01
-+75080216E~-01
~+53120265E01
-+e57102311E-01
-+32581698E«01
-+ 44329796E=01
=e21253180E=01
~e35181426E-01
«:14571089E=01
-0 28492905F =01
~¢10399088E-01
- e23492150E-01
.0 76694861E=02

~+19672312E-01.
. me58117919E-02

e 16697060E-01
s 45060292802
=e14339265E=01
=¢35623075E-02
«012441542E-01
=e28637743E-02
=+10893110F-01
= ¢23359733E=02
©e19296794E=02
=+ 35458271E=02
=016125152E=02
= 764580817E=02
=413610558E=02
o s bETREBLVE~D2
2s11521455E«02
=252218197E=02
=0299521549F~03
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Mais nous avons obtenu des résultats médiocres {page: U et 41),

Nous avons alors cherché & améliorer 1'approximation de la fonction
-2inf . X
X (t) e 2im t, non pas en jouant sur la valeur de At, mais en changeant la nature .

de la fonction d'approche,
Or nous avions écrit (chapitre I, paragraphe I) :

=-2imft

J (iktl) pt-Cat 2infty

X (t) e dt = Aot X (tk) e out, =At (k-C),

kAt - Cat

ce qui revient, lorsqu'on calcule la transformée de Fourier de X (t) sous la

forme
N-1 (k+1) At -Cat PO
> X (t) e” <7 di
0 kat - Cat :

-2inft

3 approcher X (t) e par une fonction en escalier,

Nous avons donc considéré dfautres méthodes d'intégration numérique
pour le calcul des intégrales partielles du type

(k+1) At - Cat ~2inft

X (t) e dt.

kat - Cat

Nous avons d'abord utilisé la méthode des trapzes qui consiste & rempla-

cer chacune des intégrales partielles par ¢

-2inft

) e k+l
k+1

at (X ) e 2k 4 x (¢ /2.

Nous avons pu noter une nette amélioration des résultats (pages 43 et 44).

Nous avons encore affiné l'app-roximation par une méthode composite,
c'est-d~-dire que pour calculer chaque intégrale partielle nous avons interpolé
puyant sur l'intervalle [kt - Cat, (k+l) At - Cat].

par un polyndme de degré p sur un intervalle de longueur p At s'ap-

Remarque, La méthode des trap@zes, comme une méthode composite,

- 2infti dans 1!

revient 4 pondérer les termes X (tk) e expression de

la transformée de Fourier discrate :
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= e 8772930RE=01
e 734R9243E=02
=985373163E=01
e 6970025&E=02
o sR3156824F=01
066194981E=02
e e B1052065F=01
«62968R01F=02
0 79050362F=01
«59933290F =02
2277144504E=01
+57130009F=02
»075327635E=01
2 54520369E=-02
=5 735923855F=01
e 52083507€=07
e 71937561F=01
e 498070208 =02
=e70353806F=01
e 47675893E=07
2068R83770°PF=01
2 45678313FE=02
ceb673854353E=01
o 4380857 7F=02
0 e65962594F=01
o 204 269RE=07
c0686356019E=01
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VALFUR EXACTE

' e15952770€=01
w1 PS5R9278E OO
+14767010E01

" we1P061900E 00

13708126801
0el11627644E 00
e 12758736E=01

2e11223167E 00

e11904284E=01
e 10845536E J0
+11132579E=-01
@ e104927P06E 00
s 10433305E-01
«¢101609729E 00
e97977038E=02
s 9R49721PE-01
+92182904E=07
=0 95568359F =01
s 86RREK1NDE~D?
229780711 4E=01
«87032AR1E=D?P
e 90199590E=01
e 77573434E=02
«e¢R7733807E=01
e 73467344E=07
=6 85397661FE=01
v69678091E=07
=0 83182096E-01
0661 74008E=07
=081077814E=01
«6P927231E=D7
©e79076707E=01
e59913711E-02
«s77171385E=01
e87110P65E=07
e 753557232E=01
eS4499172E=07
c97367PP108E=01
e BP06PRIPE~D?
©e71966469E =01
e 497R6009E=07
o 703R3R10E=01
s 7655143E=07
= 6RR68N41E=01
2e67416751E=01
s 43783A35E=07
co660P81R4E=01
s 6P0PPPHIE=02
aobBAHRRMNEE=01

: &
gy, e S g
Db & R isiee

«18378428E~05
0 16629695E=04
e 18775463E~05
017166138E~04
+18291175E~08
e17821789E-04
2 1832842BE~05
«18417835E-04
« 204 89097E+~08
¢+19371810E=04
«P21345913E~-05
e P014637CE=04
2 14752150E=05
e P0742416E-04
¢ 1974403%E=05
2 21457672E=-04
¢ 18253922E~05
e 220537192E=04
«21979213E=05
2 P282857%E=04
eP3171306E=05
«23186207E=04
¢21830201E-05
«eP4199486E-04
¢21904707E=05
e 24497509E-04
e 22165477E=05
e 25272362E~04
«20973384E~05
0 25749207E~04
021569431€=05
2 P6345253E=04
e P0079315€=05
aP6BR1695E=04
019744039E-05
¢ 27596951E~04
2e21196902E=05
0 28252602E=04
¢ 20675361E~05
0 PR90R253IE=04
«”1010637E=05

"0 29504293E~-04

e 20749867E°05
2 30338764E=04
. 2020283PE-08
030815&401E~0%
0P1941960E-0%
¢ 31590462E=04
0?0451 844E~05
0321 86508E=04
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N1 - 2irit
At z X (tk) e k
k=0
est remplacée par
N—l : "Zi'n'ft
At D a, X {t,) e k.
=0 k k

I1 suffit de substituer ay X (tk) ax (tk) avant de calculer la transformaée.

En fait, seuls les termes extrémes sont concernés,

Les premigres valeurs de la transformée sont améliorées par une méthode
composite, Le tableau suivant permet la comparaison entre les errcurs, sur la
partie réelle et sur la partie imaginaire, obtenues par la méthode des trap@zes

et par la méthode composite avec p = 3 et p = 5.
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METHADE
DES TRAPFZES

295367432E-06
+00000000E 00
¢16589301E=05
e72717667E=08
e 191 852485E~05
+133530254E=04
«21345913E«05
e20146370E-04
e21569431E=05
2 26345253E=04
+20787120E=05
¢32782555E«04
e19564759E=05
e39462000E=04
«20151492E~05
+45R91851E=04
+205100%1E =05
e 52557670k =04
»206171%53E«05
«59053302E=04
¢20083371E=05
s 656850791E=04
¢20992011L=05%
s72073191E=04
e20416919E=05
e 78652054E=04
e2074PBR2E«08
28524581 8€=04
e 20863954E=05
e91731548E=04
207591 80E=05
09834021304
«18312130E-05
«10511279E=03
e21362212E=05
«11152029E=03
e 21334272E=05
211807680F=03
«21203652E=05
e124648218=03
e21150336E-05
¢131130P2E-03
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METHBDE CHEMPESITE

P=3

~e11324883E-05
« 0N000000E. 00
cs 4 7683716E=06
bBRA5109E =06
-e 18P5392PE~06
e 41723251E~06
e 1RAPBLHRIE-(QT
«B3ALLHLROFE-06
¢ 633P9935F =07
s 17R81393E=06
ce14901161E=07
«11920929E=06
=011A1R24DE~CH
2 P4959445E~06
-eb61467290FE=07
e 16763806E=~06
e PR172508E=C7
«e31A6494BE=06
e bu703484FE=G7
e 33155084E=06
+591389R3E=07
«43P13367E~06
PINWT7RIVDE=CH
+3911854R8F =06
e 237132168F =06
0 B0A6394BE =06
e 3I50R25768BE=6
e 65937638E~06
s 4901 0850E=C6
0 704079R7F~056
e 6HPH3IRI11IF =06
+ BRPBI3ROE=CH
«HRUR7DRSE=(6
2. 12P86205F =058
s 10KR01748E=05
e 12P9348RE=05
«13397075€=05
¢ 13R65333F =05
¢ 1609097P6E=05
e 156R3472E=05
e19713771E=058
e 168775428 =08

NEYHBOE CuMPHSYITE

Pz5

weal0728836E-058
«00000000E 00
= e 47683716E=06
e 71525574E-06
=e18626451E=06
e 41723251E=06
0 18626451E=07
+53644180E~06
e 6332993%E=07
¢11920923E=06
=e37252903E-07
+59604645E=07
~014272518F=06
0 18998381E=06
=210104850E=06
¢ 70780516E=07
e 26309863E~07
°17881393E~06
=¢36321580E-07
«13411045E=06
=e57742000E-07
«17136335E=06
e47730282E=07
+37252903E=07
¢ 97788870E=08
e 558793545=07
«60768798E=07
2968575485 =07
2103376815 =056
e 74505806E=08
212759119E-06
el 703884E=07
= 500583RRE=07
+?30968N0E~-06
°30058436E=06
+59604645E=07
e 36647543E=06
0o P6077032E=07
W 42375177E=06
=e37252903E=08
«54C16703E=06
=913038516E=06




| ] 4.
|
| Mais pour des abscisses élevées, les résuiiats s’ erronds. En effes

=2ipft - . . -2i :

| pour f assez grand, e “" ", donc en général X (t) e met, peut varier beaucoup
| g sur chacun des intervalles de longueur At. L'approximation de la fonction

e "'Zi ft -~ -~ P P

X (t) e”“™" par un polyndme, mé&me de degré élevé, est alors défectueuse, car

la fonction est insuffisamment définie,

o
3 j

Il faut donc que pour de telles valeurs de f, la transformée de Fourier

soit 3 peu prés nulle et ainsi 1'allure de la courbe transformée sera conservée.

Il suffit pour cela de choisir une valeur de pt convenable,

!

Finalement, les erreurs observées sont constituées par :

- les erreurs de chute qui sont amoindries par la transformée e Fourier

m

rapide.

- l'erreur due au fait que nous ne définissons pas la fonction X {t) sur

ﬂ
[ B
4 i

] =00, + ©[, mais sur un intervalle borné. Il est possible de réduire cette

erreur au moyen d'un intervalle convenable.

—

- l'erreur due 3 l'approximation plus ou moins correcte de X (t) e-zlﬂﬁ,

Remarque

L'emploi d'une méthode composite généralisée donnerait de meilleurs

résultats. En effet une étude antérieure [ 3] a montré que dans une méthode

composite ordinaire, telle que nous venons de l'utiliser, l'erreur est fortement

majorée par rapport & une méthode composite généralisée, qui consiste d inter-
N enZiﬂ'ff '

poler seulement X {t) et & conserver i ¢ son écriture mathématique, Il

~2ipft

n'y a dans ce cas aucune perte d'information sur e . De plus, sila fonc-

tion X (t) est suffisamment Yrégulidre!, la méthode nécessite moins de points,

car il suffit de définir seulement cette fonction, Mais la technique de calcul

rapide étudiée ici ne peut s'appliquer a une telle méthode.

Cependant, sur le matériel dont nous disposions {CII 10070) nous avons pu
atteindre le nombre de points nécessaire pour obtenir des résultats satisfaisants,
sans que cela constitue un handicap au point de vue du temps {pour N = 4500, le

temps d'exécution est d'une minute environ), ni au point de vue de la précision.

En définitive la méthode nous semble avantageuse, C'est pourquoi nous en-
visageons de l'employer au cours de la résolution de problémes nécessitant un

calcul ‘de transformée de Fourier.

[.s
g
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CHAPITRE IV

[ e e e

APPLICATION : RESOLUTION D'UN

PROBLEME DE DECONVOLUTION
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I - POSITION DU PROBLEME

Le problé@me que nous proposons de résoudre est le suivant : connaissant
les lois de probabilité de deux variables aléatoires Z et YV, il s'agit de déies -

miner la loi de probabilité de la variable aléatoire X telle que Z = X + Y.

Dans l'hypothése ou X et Y sont indépendantes, si nous désignons par

F (x) la fonction de répartition de X,
G (y) la fonction de répartition de Y,
H (z) 1la fonction de répartition de Z,

F (x) est solution de 1'équation de convolution :
H (=) =J' F (z-y) 4G (y) =f G (z-x) d Fix)
R R

Nous sommes ainsi conduits 8 résoudre un probléme de déconvolution

particulier,

Nous nous plagons ici dans le cas ou on ne connaft que la loi de probabilité
empirique de la variable aléatoire Z et ou Y suit une loi normale de moyenne
nulle et d'écart-type connu, Ceci se présente généralement en pratique lorsque
la méthode expérimentale permettant d'obtenir un échantillon de valeurs extrai-
tes de la loi de X comporte une erreur Y : on obtient en fait un échantillon de

valeurs extraites de la loi de Z.

II - RESOLUTION

Soient :

t) = eltz d H(z) la fonction caractéristique de Z,
Pz 5 q

P {t) la fonction caractéristique de X,

Py (t) la fonction caractéristique de Y.

L'équation de convolution considérée précédemment est équivalente 3
q p q

Pz (t) = Px (t) . Py {t)

Lia variable aléatoire X est alors définie par sa fonction caractéristique

P {t) = Pz )/ Py {t),
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et sa fonction de répartition est obtenue par inversic: - .= cosncilon cavaciizis-

tique.

Ceci est valable quelle que soit la variable aléatoire X indépendante de Y.
Cependant nous ne pouvons pas espérer obtenir ainsi des résultats satisfaisants
la fonction ©z {t) n'est pas connue exactement mais elle est calculée au moyen
de réalisations de la variable aléatoire Z, et il s'introduit en outre des erreurs
a chaque étape : calcul de g, (t), puis calcul de ox {t) et enfin inversion de

Dans le cas ou X est une variable aléatoire absolument continue, une étude

de résolution numérique du probld&me a été faite encore récemment Taq.,

Maintenant nous supposons que X est une variable aléatoire discrdte, Nous
allons essayer de donner une solution au probl@me posé en deux phases -
nous déterminerons d'abord les x. tels que P (X = xj) 0

- puis nous préciserons les valeurs P (X = xj)‘,

Remarque : Z est une variable aléatoire absolument continue.

Soit g {y) la densité de probabilité de Y. C'est une fonction positive ou
nulle telle que j g ly) dy = 1L,
R
D'autre part, F (x) est une fonction non décroissante telle que . dF {x)=1
Par conséquent le produit de convolution J g (z-x) dF {x) est défini, Or
ce n'est autre que la dérivée par rapport a z de B JR G (z-x) dF {x), et nous

savons que

H (z) =j G (z-x) dF {x).
‘R

Donc la dérivée de H (z) existe et la variable aléatoire Z admet une densité

de probabilité,

I Détermination des points de probabilité non nulle
Enp a q
de probabilité de Z. La fonction T




