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La transformée de Fourier constitue un puissant instrument d'analyse.

En calcul numérique, elle est utilisée sous une forme discréte qui présente

l'avantage de posséder des propriétés analogues 4 celles de la transformée

intégrale. Malheureusement, la méthode est cofiteuse en raison du nombre

élevé d'opérations nécessaires, ce qui en limite les applications. Depuis long-

temps des recherches ont été entreprises pour remédier A cet inconvenient.

Un algorithme, non le premier, fut présenté en 1965 par Cooley et Tukey [1],

algorithme qui suscita aussitét un grand intér&t : il réduisait notablement le

nombre des opérations dans le calcul de sommes semblables A celles utilisées

pour la transformée de Fourier discrtte, et par 14 diminuait le temps de calcul

et l'influence des erreurs de chute, et cela, sans nécessiter, en calcul automa-

tique, plus de place en mémoire. La méthode est, depuis, largement connue

sous le nom de "fast Fourier transform" ou FFT, c'est-a-dire 'transformée

de Fourier rapide",

Nous nous proposons ici d'exposer la méthode d'abord dans un cas

simple. Puis nous généraliserons. Et aprés avoir apprécié les avantages de

cette technique au moyen d'exemples, nous l'utiliserons au cours de la résolu-

tion d'un probléme de déconvolution particulier.

=_= ae = |= aid
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CHAPITRE I

LA TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE DANS

UN CAS PARTICULIER.
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La transformée de Fourier rapide calcule la transformée de Fourier

discréte par itérations et plus rapidement qu'tme méthode directe. Aussi con-

vient-il de définir la transformée discréte avant toute étude de la transformée

rapide.

I- TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE

Soit X (t) une fonction 4 valeurs réelles, ou complexes de la variable réel-

le t. Considérons la transformée de Fourier, lorsqu'elle existe, de la fonction

X (t) sous la forme

+a .

T (f) = J X tt) e7Zinft at
<0

T (£) est une fonction 4 valeurs réelles ou complexes de la variable réelle

f. Si X (t)e Ly (espace des fonctions sommables), T (£) est définie,

Dans un probléme numérique, X (t) n'est connue que sur un intervalle fini

[A,B] . Alors on ne peut obtenir qu'une valeur approchée de T (£) :

B d

S (f) = J X tt) eT 2iet at,
A

En dehors de l'intervalle [A,B], ou la fonction X (t) est nulle ou on peut admet

tre qu'elle est nulle. Un tel intervalle existe car une fonction admettant une

transformée de Fourier tend vers zéro a l'infini.

En partageant l'intervalle [A,B] en N intervalles de longueur At, ona

encore :

We] (k+l)At - Cat

S. (f) = f X (t) WTF ae, (1)
ee kat - Cat

C étant une constante entitre quelconque.

En outre X (t) n'est connue sur [A,B] ou [-CAt, (N-C)At] qu'en des points

tyes k= 0,1,...,N-l, en général équidistants. Soient donc X (t,) ou X (k), avec

t, = At (k-C), les valeurs connues de la fonction numérique X (t).
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2inftEn supposant que le produit X(t) e varie peu sur chacun des interval-

les [kat - Cat, (k+l) aAt- Cat], k=08a N-1, et qu'on puisse le remplacer par
Sa valeur au début de l'intervalle il vient :

Nel -2inft
S-(f) = ST X Ue) eo UTM gt

k=0

2infCAt = -2infkAtsoit : S () =Ate x (t,) e

k=0

Ceci montre que S (f + +! = S (f). S.(f) pourra donc &tre calculée pour

f= Nar: j= 0, 1,...,N-l. Finalement, en posant W = e 2in/N (1) devient : ©

Zinjcs/n We jkS(t) = At e >_ Xk) wNat a0

S (wa. noté plus briévement S (j), est le j-i&me "coefficient" de la trans-

formée de Fourier discréte de X (t),

Il est toujours possible de se ramener au cas At = l et C= 0, c'est-a-dire

N-1 “te

Sj) => X (k) WS, (2)
k=0

expression dont la forme générale de S (j) ne diffare que par un coefficient. En

conséquence nous ne considérerons désormais que cette écriture sans que cela

nuise 4 la généralité de ce qui suit.

Le calcul direct des N coefficients S G), j = 0,1,... ,N-l, au moyen des N

égalités du type (2) requiert Nn? opérations, une opération comportant une mul-
tiplication complexe et une addition complexe. Dans le cas particulier ott N = Or.

la méthode de la transformée de Fourier rapide réduit sensiblement le nombre

de ces opérations, sans nécessiter, en calcul automatique, plus de place en

mémoire,



I]- TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE DANS LE CAS N= 2"

Nous adopterons pour cet exposé la présentation de la transformée de

Fourier rapide donnée dans [2], présentation plus adaptée A la programmation.

II1 Des cription de la méthode

Comme N = 2", il est possible de considérer dans la suite des N va-
: -1 :

leurs connues de la fonction X, d'une part les 2°7" valeurs de rang pair et
-1 : ‘ ; 22%

d'autre part les 27" valeurs de rang impair. Alors S (j) s'écrit :

N/2-1 , N/2-1 a eas
S j) = X (2k) e7AiTIKIN x t2Ktn @7 27d (2R/N

=0 =0

N/2-1 _. ane N/2e-l _.

= > X (2k) e AITKIN .-2inJ/N X (2k +1) e7tiTIK/N
R=0 £0

pour j = 0,1,..., N-l.

Or la premiére somme est le j-iéme "coefficient" Bo de la transformée de

Fourier discréte des N/2 points de rang pair X (2k), k=0,1,...,N/2-1; la deu-

xiéme est le j-iéme "coefficient" B; de la transformée discr&éte des N/2 points

de rang impair X (2k+1), k = 0,1, ..., N/2-l.

Donc_ S (j) = Bo +w Bi pour j= 0,1, ..., N/2-l.

Comme

0 0 1 1
. & : . = B&B,

Bi = Bigny2 et Bj jtN/2?

nous avons :

S Gj + N/2) = BY + witN/2 i z

Nous nous sommes donc rame

N ,2
=)

calcul des transformé4es discrates de

opérations,.

Si nous considérons maintenant, dans la suite des N/2 points X (2k), les

oF
N/4 points de rang pair et les N/4 points de rang impair B; peut s'écrire sous

la forme suivante :



. aa q yg

mH HE
=

~-5.

N/4-1
. * 

co a2Tt =

By= X (4k) eT BIKIN 4 x 62 (aictiy] ev SY @RH)/N
k=0

N/4-1 N/4-1

2 > X (4k) e7SiMJKAN 4 .-4inj/N > X (4k + 2) eSinik/N
E=0 | k=0

pour j= 0, 1, ..., N/2-1l.

La premiére somme n'est autre que le coefficient d'ordre j, co de la
transformée discréte des N/4 points X (4k) ; et la deuxiéme est le coefficient

d'ordre j, ee de la transformée discréte des N/4 points X (4k+2).

Nous avons donc : By = G? + wd a,

et de méme : Bi = CF + wd G;

pour j = 0a N/4-l,

C; étant le j-iime coefficient de la transformée discr&te de la fonction compo-
sée des N/4 valeurs X (4k41) ; et ee, le j-iéme coefficient de la transformée
discréte de la suite des N/4 valeurs X (4k+3).

Les relations

Oo _ 0 1 _ ol

©) > Sanya et SF F Cunyg

et des relations analogues pour GF et Cc entrainent :

0 0 2jt+2N/4° 21 0 2j AlB. =C. + W C, =C. - Ww Cc,j+N/4 00 j j j J J

1 2 2] 3
B. =C. - W .et jtN/4 C; a

A l'étape suivante, les Ge Ge C8, e, seront exprimés en fonction des

j-iémes coefficients des transformées discrétes des 8 suites de N/8 valeurs,
n ” ~ 2 Yue > > 2 oyeComme N = 2° le procédé peut étre repété n fois. Ala derniére étape on utilise

les transformées discrétes des valeurs initiales groupées deux par deux ; et la

décomposition s'arréte la, puisque les valeurs initiales sont A elles-mémes leur
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transformée de Fourier discréte,

Les avantages de ce procédé apparaitront mieux au moyen d'un exemple,

IIl,2. Exemple : N = = 8

Soient S (0), S (1), ..., S.(7), les coefficients de la transformée de

Fourier discr éte de la fonction dont sont connues 8 valeurs X (0), X (1), ...,

X (7) ; ils peuvent étre exprimés en fonction de

s Bo ; Br, By, Bs, coefficients de la transformée discréte de la suite des 4

valeurs d'indice pair,

1 1 1 1 . os 2. . sg: ; .- Bo Bi, B,, B., coefficients calculés 4 partir des 4 valeurs d'indice impair.

0 1Les BY (j = 0, 1, 2, 3) sont exprimés au moyen des Ce, eo’, €., Gv coef-1’ O°

ficients de la transformée discréte de 2 points, et les B; au moyen des

2 2 3 3
Co, Cy; Co, Ci.

Enfin, les Cc, C; c?, 3 (j = 0,1) sont calculés 4 partir de 2 des valeurs données
Jj

Par exemple, cy, comme Co, s'exprime en fonction des termes de rang pair
dans la sous-suite des termes de rang pair de la suite des données, c'est-a-

dire X (0) et X (4).

Nous pouvons schématiser le calcul d'un coefficient, S (1) par exemple,

comme suit -

x £6 Bo S (0)

0° 0
x : By

x 1 WwW pn?

0 2

x BS
2 1

x 0 Bo

X (5) eh Bi
2

x (6) ce W BS

x (7) Cc B3



Boece wec! a Blac

Le calcul comporte 3 étapes :

-SQ)=Bl+w' Bi

0 0Remarquons que S (5) = By + w> 1 = By - w By et peut donc @étre calculé en

. méme temps que §S (1).

0 2 1 2 2 3

yy 1 j Oy a

0- cy =Co,, =X (0) - wo x (4), puisque on =X (0) +w?x (4).

1 1 0 . L_ 0C) =Co,, =X (2) - WX (6), puisque Co = X (2)+ WX (6), etc...

Mais pour faire apparaftre le processus itératif, qui sera la base dela

programmation de la méthode, il est nécessaire de procéder Aun réarrange-

ment des données, ainsi que le montre le nouveau schéma ci-dessous :

0 0
X (0) ao -aqhiz=-Cg Bo S (0)

X. Bic S (1)
0

x 2
0

x 3
2 1

x ne SO Bo

x 6) Ww Ge B}
1 1

3 g 1
X (3) Co By

-W 3 1X mane B3
Réarrangement des données.

xCe réarrangement est di au fait de la décomposition, A chaque étape, de

chaque suite en deux sous-suites. Pour l'exemple considéré. au cours du pro-

cessus nous avons opéré les transformations suivantes sur l'ensemble des in-

dices des données :
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0 0 0

1 2 4

2 4 2

3] te] fe

4 1 ]

5 3 5

6 5 3 |

7 7 7

Numérotons 4 chaque étape les différentes suites :

- Ala premiére étape les données de rang pair seront dans l'ensemble 0 et les

données de rang impair dans l'ensemble 1 ;

- 4 la deuxiéme étape, l'ensemble 0 se subdivisera en 00 et 01 et l'ensemble

len 10 et ll ;

et ainsi de suite.

Ce qui se schématise par :

Ecrivons l'indice d'une donnée sur 3 chiffres binaires (n dans le cas géné-

ral), soit abc. :

Si abc est de la forme abO, il est pair et se place dans la suite 0 ;

S'il est de la forme al0, il est de rang impair dans la suite 0 et se place

dans la suite O01;

Stil est enfin 110, il se place en Oll. C'est-a-dire qu'il y a inversion de

l'ordre des 3 chiffres binaires,.

ae ~ te = a



a e n . .Dans le cas général oi N = 2’, le réarrangement des données consistera

a placer X (i), si l'écriture binaire deiest i, ji, ace tio, ala position
J= Fo trees tne2 ner

Remarque. Il serait possible de ne pas réarranger les données. Mais en con-

servant le processus itératif, il serait alors nécessaire de réarranger

les valeurs finales.

Le calcul de tous les coefficients de la transformée de Fourier discréte par.

la méthode rapide est représenté ainsi:

Le vecteur x) est calculé en fonction du vecteur X, puis X, en fonction de

Sy, et enfin X = S en fonction de X5.

Pour le calcul d'un terme placé au noeud d'une colonne, les quantités appor-

tées par chacune des deux fl&ches sont multipliées par w', i étant le nombre

situé sur la fléche, puis additionnées l'une A l'autre.
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Nous avons par exemple :

0 0+X (4) w* = x (0) - wo x (4) = x (0) - X-(4)Xx) (1) = X (0) W

S (2) = x, (2) + we X, (6).Xx (2)

A partir de ce graphe précis, nous allons faire des remarques générales

sur la méthode.

II. 3. Remarques
ae eee

1, Occupation en-mémoire
ee es ere

Tous les résultats intermédiaires et les résultats finaux peuvent

étre écrits successivement en mémoire 4 la place des données originales ; en

effet, A chaque étape, deux quantités sont calculées au moyen de deux quantités

évaluées 4 l'étape précédente et qui ne servent pas au calcul d'autres termes.

Par conséquent, a l'étape i, les résultats seront calculés deux par deux et

rangés 4 la place des deux résultats de l'étape i-1 qui auront été utilisés pour le

calcul. Donc en dehors du tableau des N valeurs initiales, il suffit davoir en

mémoire deux places auxiliaires.

De plus, lors du réarrangement des données, deux valeurs sont échangées

entre elles. Ce qui ne nécessite pas plus de place en mémoire. ‘Au point de vue

occupation de mémoire la méthode étudiée est donc identique A une méthode

directe de calcul de la transformée de Fourier discr ate.

2. Nombr e d'opérati ons

A chaque étape, le calcul d'un terme ne nécessite qu'une multipli-

cation complexe puisque w? = 1; le calcul de tous les termes demande N multi-
plications complexes, nombre qui se réduit a = par le fait que wi = - witN/2:
et N additions complexes,

ILy an étapes, donc n = + N log, N multiplications au lieu de né pour
ia méthode directe, et Nn = N log, IN additions au lieu de N’, Par conséquent le

temps de calcul est réduit dans un rapport qui peut étre considérable lorsque N

est grand,
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Wii CONCLUSION

La transformée de Fourier rapide présente un intér&t certain puisguelie

t moins cofiteuse qu'une méthode directe de calcul de ia transformée de

Fourier discréte. Mais le fait que N soit de la forme 2" ne permet pas d'attein-

dre beaucoup de nombres et restreint les applications de la méthode,

La technique peut aussi étre employée pour un nombre N égal a une puis-

sance n d'un entier quelconque, tout en conservant les mémes avantages. Ce-

pendant, les cas d'utilisation seraient encore limités. C'est pourquoi dans le

chapitre suivant nous généraliserons cette étude en considérant le cas ot N

peut étre mis sous la forme d'un produit quelconque d'entiers.
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CHAPITRE II

LA TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE

CAS GENERAL
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Nous nous intéressons 4 présent au cas plus général ot N se met sous la

forme d'un produit de n facteurs :

N= A, x A, x Ag x-e- x A).

Nous verrons que les A; doivent étre les plus petits possible. Aussi nous

considérerons en fait la décomposition de N en facteurs premiers.

I - DESCRIPTION DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE

Nous nous proposons d'établir une méthode de calcul rapide des

N-1

S Gj) = > X (k) exp (-2injk/N)
k=0

pour j= 0, 1, ..., N-l, quand N = Ay x A, X++- x AL. Les S G) sont les "coef-

ficients'' de la transformée de Fourier discréte de la fonction dont on connait N

valeurs X_(k) en des points équidistants.

@ Considérons la suite des N valeurs X (k) comme AL suites de N/A, = A Sowa

A,,_) Valeurs : la suite d'ordre r, est composée des éléments X (k A,t ri) ou

r= 9, 1, «6-, A,-l et

k =0, 1, ..., N/A -l
n

S (j) peut s'écrire :

N/A_-1
n

S Gj) = > {x (k A,) exp (-2in j k A,,/N) ti...
k=0

+X (kA, +4) exp (-2inj (k A, tri)/N)t...

+X (kA, + Al-D exp (-2inj Uc A, + A, DIN)

ou en posant W = exp (-2in/N)
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Az7} N/A,-1 jka jr
s@- Do | SU xatry wo Mw?

r_=0 k=0
n

La somme "entre crochets''-est le j-igme coefficient de la transformée de

Epler discréte de la fonction composée des N/A, points X (k A, + ry), soit
(r :

B”TM,
J

Nous avons :

SG) = WwW pour j=0, 1, ¢.., =~ -l,
n

@,)
et comme B iu N/A avec u. = 0,1, ..., A -l

n n

A_-l . N(r_) Gtu )r: Ny. 2 n An’ onSGtu w= DO B, Ww Q)
n r,=0

@ Chaque suite X (k A, t+ r,) » k=08a N/A,-1, peut tre partagée en An-l sui-

tes de N/A, And points : la suite d'ordre Top dans la suite d'ordre rh obtenue

lors de la décomposition précédente, comprend les points X (a, (k Ant ry)

+ r,) our, =0 a A, 7}

N
et k =oa ——-l

Ay An-1

(r_)

By D stécrit alors:

tr) N/A,A, 17} jk Ani A,
B, = 2 5 {x (a, & AL) + r,) W tee.

jA_ (kA, ytr »
+R (kA tr tr woR Re mh a,
ag Re " JA, OAL tA, DE

+X (A KA, FAL tr) Ww

soit encore

@,) Anat | Ars An-2t fe
B; = . - =o X (k A, Aull + A, The ae r,) WwW |"

n-l ~
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pour j= 0, 1, ..., N/A, -1.

(r_ ,)
n~-1 oerLa somme "entre crochets' que nous noterons ce , est le coefficient

d'ordre j de la transformée discr&te des N/A, A-l valeurs X (k An An-l +

An Tat ri). Par conséquent :

(r_) Ay (r _p iA Tel
B = Cc WwW; p=.

n-l

. N
pour j= 0,1,..., ——-—_ - 1,

AL Ane

et puisque oon’ = otal’ N
j ~ jtuly opt u_.) = 0, 1, » Ade)!

n-l A, Ant n-1 n

A, ,-1 . N(r_) n-1 (ie 5) (Gt u zs) Ar ; ;Bee N - > c, n-l w n-l- Ay An-1 non-l- . (2)°

n-l An An-l r-179

(r_) . Ary)
En remplacant = par son expression en fonction de C; dans (1),

nous obtenons : :

. N NA,7l (j + Uw-z + Wot SAD A ) r,

Oe. Shep. = n~ n-l r =
n

: N

Ay 17! (rp Gj A, # Un-l A 1 ) Fn-l
Y C, Ww =
a

oe N
pour j = 0,1,..., 2. a -l

n“n-l

@® En partageant chacune des A, An_) Suites du type X (k A, Ani + A, nit

rj) en A,,_2 Suites de N/A, Anu A? éléments X (AL, An-l (k An_2 + ry-2) +

A rnT n-l + ri), il vient:

|
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(4) Ay27t Ay Ag_3-}

G; ~ + =0 pe 0 x {k A, Ant An.2t A, Ani rh2t A, Ty-ltty
n-2

jkA A A 2 jA. r
x Ww n-1 “"n-2 w 2 n-lon-2

pour j=0,1,..., N/A, An-1 -1

(2)
Soit D; la somme "entre crochets". C'est le j~i&me coefficient de

la transformée de Fourier de la suite X (k An An-1 An-2 t An Ant Fn-2t

A, Tat ri Nous avons donc :

(r_ 4) A. 4-1 :n-l n-2 (xr ) jA_ A r ;
C. = > D. n-2 w 2 n-=1 n-2

J r =0 J
n-2

: N ipour j= 0,1, ..., -l.
, Ay asl A, 2

: (r (r__ 5)
n-2 n-2

Puisque D. =D. N pouru, ,=0, 1, ..., A -1j Jtu,_> ZX xT n-2 ? n-2

n-1 “n-2

: N
et j=Oa -1

An Any Ag 2. ,
nous avons :

: N

(r_.) Aguas (r ) Gto -2 AA” ,A dA, An iF ne2n-l _ n-2. n“n-l “n-2
Cites Bom tyne2 A, Ant An_2 Dat 2-0

D'aprés (3), en remplacant j par jtu N S (j) peutPp /y piag JP J n-2 A A A ’ P
(r ) nn-1 n-2

s'exprimer ainsi en fonction de D; nei pour j=0,1,.., 7a nN rN a1:
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N N N
SG tu, —tu tu )=n A, nel A, An-1 n-2 An An-1 Ay?

; N N : NAl«1 Gotu tu tu )r
8 n Ay ail Ay A8n-1 arg A, Be] An_2> WwW

ry=0

A ,-l G A. tu tu a jrn-l n n-l A n-2A A n-l=I) n-l ““n-2
> ow
r-1-9

N

Ano! (r,_>) GA n-1 * Un-2 Ay? ) rn-2
S Dd; W

Fy.279

@ Comme N= Ay x A, Keer X Ay le procédé peut étre répété jusqu'a

l'obtention de A,xA x A, suites de A, points. A la (n-1)-i&me étapeKees

3 (r_)
les coefficients, du type EF , de la transformée de Fourier discr&te de suites

de Ay termes, s'expriment par:

) A,-l A,-l
(r, 2 1 jkA,..A,

Pi 2 = 2 X (kA... AZ + AQ. Ag rote tAgr a ptr) W
, =

jk A... AL fr
x W n 3° 2

ouj=0, 1,..., N/A, Anil -:: A,-l, soit j= 0, 1,..., A, A,-1

A l'étape suivante les suites de Ay valeurs sont considérées comme A,

suites de une valeur, qui sont donc 4 elles-mémes leur transformée de Fourier

discr&te. C'est-A-dire que la quantité "entre crochets" dans l'expression de
(r,)

Pp, ~ stécrit:

Se jA,- 4 A, ry
Z X (A,.-A, 71) + A,..A3 7, +...4AD ry + 4,) Ww

r,=0

avec j = 0, 1, 7 A,-l
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Et l'on obtient comme expression finale de S en fonction de toutes les

données initiales (en remplagant j par u, par souci d'homogénéité des notations) :

N N N _
St, aT tne AAT, fe tty Boe te Ate) =

n -1 n 3

Ayah (ul A A + A A, + + A,+u)rn ree An FUL os eae u,A,tu => Ww n ~““n- n-2 1 2 1

r =0
n

Anat ow iA A,tu.,A A, +...4u,A,¢u) Ar
5 Ww n-l ““n-2°°°* 1 n-2 ~n-3 1°" 2° 1 1 n -l1

Ty-179

An_27} tu A A, + tu, A, tu,) A_A r
W n-2 n-3 1 5 2° 1 1 n-l “n-2.

r,-270 .

A,-l
1 u, A_A eo. AUT> Ww 17n “"n-l 2°51

ry = 0

x xX (r) A, Ane: A, t+ ro AL Ante A, t... tr Att.)

avec u, ~ 0, 1, ..., A,;-l pouri=lan,

Pour préciser le procédé de calcul et ses conséquences nous allons

considérer un exemple,

Il- EXEMPLE:N=2,2y,3=12

Nous noterons S (0), S (1), ..., S (il), les "coefficients! de la transformée

de Fourier discréte de la fonction dont on connaft douze valeurs X (0), X (1),

eee, X (11) en des points équidistants.

Nous nous proposons de dégager de la méthode exposée ci-dessus le sché-

ma du calcul de S (1) par exemple.

S (1) s'exprime en fonction de pi ; BY et pi4) qui sont les coefficients
d'ordre 1 de la transformée de Fourier discr®te des A, = 3 suites de A, 4 Ay = 4

éléments, ces suites étant numérotées 0, 1, 2. En vertu de l'égalité (1), S (5)
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et S (9) stexpriment en fonction de ces mémes coefficiencs.

Lorsque chacune de ces trois suites est partagée en A, = 2 sous-suites de

N/A, A, = 2 points, Bi? peut @tre calculé au moyen de c() ; ers qui sont

les coefficients d'ordre 1 des transformées des deux sous~suites de la suite

(1) (0) (1)
1 l

notée 0 4 l'étape précédente. De méme By est fonction de D et D,', coef-

(2) 7
1

ficients des transformées des deux suites résultant de la suite 1; et B st

(0) (1)
fonction de E; et E,, coefficients des transformées des deux sous-suites de

la suite 2. Notons qu'il résulte de (2) que

Bl) s'exprime au moyen de ef et eM comme B.)

(i) (0) (L) (1)
B, ut fl D, et dD, ut By

(2) (0) (1) (2)B3 "I tt Ey et EY tt B, .

. a (i) @) .W& . 2
Enfin les coefficients C; > 5; ; a sont fonction des valeurs données

X (0),...,X (ll). Dans le calcul de chaque coefficient n'entrent en compte que

A, = 2 de ces valeurs. Mais comme dans le cas N = 2", par suite du procédé

de calcul, il faudra, pour faire apparaftre le processus itératif, procéder a

un réarrangement de ces données.

Nous obtiendrons le schéma suivant o0 a —}—x signifie que x peut étre

exprimé en fonction dea:
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N=2x2y3

(0)(0)

Cg 0

if

o S (0)

» S (Ll)

“0 0
X (1) erro on poe eee He +> 8 e S (4)

Not A :

Net 7

po) SO sf

X (Te > xe s (5)

pi. Sp?
X (4). eae i IS weno eee e S (6)

(1) (1)
D B

X (10), Z SS 2 8 (7)

p 2)

X_(2) ° e S (8)

BY} ,
x (8) . > id : > \ S (9)

.X (5)e 2 S (10)

X (ll)» 5 S (il)

0 l 2 3
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Les N coefficients S (j), j = 0 a N-1, sont donc obtenus enn phases ; &

chaque phase, N quantités sont calculées au moyen des N résultats de la phase

précédente. Les abscisses auxquelles est calculée la transformée de Fourier

d'une fonction sont fixées par le nombre N de valeurs connues de la fonction et

la longueur at de l'intervalle entre deux valeurs consécutives ; en général, cela

ne constitue pas un inconvénient.

A partir de cet exemple, nous pouvons faire les remarques suivantes rela-

tives au cotit de la méthode,

It - COUT DE LA METHODE

1, Occupation en mémoire

Numérotons 0, 1, 2, 3 (plus généralement 0, 1, 2, ...,n) les colonnes

successives du schéma ci-dessus,

Ala premiére étape, Ay = 2 quantités de la colonne 1 sont calculées au

moyen de 2 quantités de la colonne 0 qui n'entrent pas en compte pour le calcul

des autres quantités de la colonne l. Donc les 2 quantités de la colonne l, une

fois calculées, peuvent étre rangées en mémoire Ala place des 2 quantités de

la colonne 0 qui ont été utilisées pour le calcul.

D'une maniére générale, ala i-&me étape, A; éléments de la colonne i-1
servent au calcul de A; éléments correspondants de la colonne i ; ceux-ci seront

donc rangés en mémoire 4 la méme place que ceux-lA, A chaque étape nous au-

rons seulement besoin, en plus du tableau A N termes oa& seront rangés succes-

sivement les données, les résultats intermédiaires et les résultats finaux, d'un

tableau auxiliaire de A, termes pour le calcul,

2. Nombre d'opérations

(DNA chaque 4&tape, il faut MS Nopérations', telles gue nous lee avons défi

nies, pour le calcul d'une quantité. Comme il y a N valeurs A calculer, chaque

phase nécessite N x A; opérations.

Pour arriver aux résultats finaux, il y a n phases ; nous effectuerons par
n

conséquent N x > A; opérations, Or une méthode directe de calcul de ia
i=1
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transformée de Fourier discr&te requiert N x N opératicns. Par la méthode de

calcul rapide nous avons donc un gain de s A,/N. Cette réduction du nombre

des opérations se traduit par un gain de temps dans le méme rapport

et par une diminution des erreurs de chute.

n

Il est alors évident que > _ A; doit 6tre minimum, c'est-a-dire que N

doit &tre décomposé le plus ~*~ ossible. D'une part, ceci est obtenupos. Pp Pp part,

par la décomposition de N en facteurs premiers. D'autre part, les nombres N

"hautement décomposables"' offrent un intérét certain.

Aprés cette étude, il est possible d'établir un organigramme destiné Ala

programmation de la transformée de Fourier rapide.

IV - ORGANIGRAMME DE LA METHODE

Quelques remarques concernant l'organigramme :q

l En général les valeurs connues de la fonction dont on calcule la trans-

formée de Fourier sont réelles. Mais les résultats des différentes étapes sont

complexes, Aussi les données et les résultats successifs seront rangés dans un

tableau X de N éléments réels pour la partie réelle et dans un tableau Y de

méme dimension pour la partie imaginaire.

2. Réarrangement des données

Les données sont notées X (0), X (1), . ++, X (N-1). Nous avons vu plus
haut qu'il est nécessaire de les réordonner.

Pour N = 2 x 2 x 3, voici quels sont les changements de position des

données au cours des décompositions successives:
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0 0 /o |

1 3 6

2 6 3

3 9 9

4 1 1

>} —./*/—.b
6 7 4

7 10 10

8 2

9 5

10 8

il ll 11

1 suite de 3 suites de 3,2 suites

2x2y3 termes 2x2 termes de 2 termes

puis 3 x 2 xy 2 suites del terme,

Plus généralement, une donnée a la position k An + ry ou k= 0,1,...,

-1 = ore - — é i-
N/A, et. 0, 1, ; AL 1, se placera en rh A, +kaprés la décomposi

tion de la suite initiale en A, sous-Suites de N/A, points. En effet les premiers

termes de ces sofis-suites se placent en r r, caractérisant l'ordre de la
N

nA”
wae n

sous-suite dans l'ensemble des sous-suites ; k indique la position de la donnée

dans la sous-suite considérée.

A l'étape suivante, c'est-A-dire lors de la décomposition de chacune des

A, Suites de N/A, points en Aye sous-suites de N/A, Ani points, le terme de

position k A, Ane + AL Fel + ry? ou k= 0,1,..., N/A, A,.17) et roel 0, 1,

. N Narene gt As -l, iraenr ~—+tr ————- +k:n-l n A, n+l An Ani

N a : Boe » :-TLZ caractérise la suite de N/A, éléments 4 laquelle appartient la
n

donnée considérée :

-r — caractérise l'ordre de la sous-suite de N/A An-l An Aol n “nel

termes dans la suite précédente,
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- k indique la position de la donnée dans cette sous-suite.

En fin de processus le terme de position

ry AL, Anlieee A, tr, A,--- Agt--. tr, A, try

ou r, = 0, l, wa, A,-1 pour i=14n, sera en position

N N N

TMn A tfa-l AA fot t%2 Ta tt
n n n-l n 2

ry, est le reste de la division de ry A, Ani ; A, t+i..t ry-l A, + r, par A

ri-1 est le reste de la division de ce méme nombre par An A etc...
n-1?

Pour obtenir les ry? tee Ty, il suffit d'effectuer n divisions sur ce
n-l’

nombre.

3. - Un indice I (qui correspond 4 i de la théorie), variant delaM

(correspondant 4 n) décrira les étapes du processus.

- L'indice Jl variant de 1a4WN/A (I)... A (1) correspond au nombre

de suites 4 chaque étape.

- Dans chaque suite les termes sont calculés A (I) par A (I) (premiére

boucle de l'organigrarnme indexée par Z) 4 l'aide de A (I) termes de l'étape

précédente (boucle indexée par J), puis rangés A la méme place (deuxi&me hou-

cle indexée par Z). Or dans chaque suite ily a.

N . Fs _N.
A (MM)... AU) termes ; par: cons équent AW)... AD AW phases seront

nécessaires pour le calcul de tous les termes d'une suite (boucle indexée par J2
i

4. Nous avons'vu qu'a.l'étape i, nous avons besoin d'un tableau auxiliaire

de A. termes complexes. Pour l'ensemble du calcul nous utiliserons un seul

tableau auxiliaire B de u éléments, avec u = sup A;

izl,..0,n
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V - CONCLUSION

L'étude théorique de la transformée de Fourier rapide nous a montré

qu'elle présente - par rapport 4 une méthode directe - un gain de temps qui

peut 6tre considérable et un gain de précision,. sans nécessiter plus de place

en mémoire. Nous pourrons mieux apprécier ces avantages par l'application a

quelques exemples.
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Dans ce chapitre, nous allons étudier les résultats numériques obtenus

par la transformée de Fourier rapide. Pour cela, nous appliquerons la métho-

de & des fonctions dont la transformée de Fourier est connue mathématiquement.

Siles résultats sont satisfaisants, les avantages théoriques observés dans le

chapitre précédent prendront alors toute leur importance.

Problémes posés par la méthode au niveau de l'applicationnumérique.

Ce sont en fait les probl&mes posés par la définition de la transformée

de Fourier discréte, 4 partir de laquelle est construite la théorie de la trans-

formée de Fourier rapide.

1. Au premier chapitre, nous avons vu que nous ne pouvons calculer

numériquement qu'une valeur approchée,

B .

f X (t) e7 Zimit dt, de la transformée de Fourier de la fonction X (t), En par-
‘tageant l'intervalle [A,B] en N intervalles de longueur at, nous avons écrit

cette valeur approchée :

Nel (k+l)at - Cat Nat-Cat

> J X (t) en cintt dt -| X tt) e7 Zinit dt
Rat) kat - Cat -Cat

ou C est une constante quelconque.

L'intervalle [-Cat, Nat - Cat] devra étre tel que l'on puisse admettre

Sans erreur notable que la fonction X (t) est nulle en dehors de cet intervalle.

2. Nous avons ensuite approché, pour chaque valeur de f, la fonction

Zinft : : ;’" par une fonction en escalier en la considérant comme constanteX (t) ea”

sur chaque intervalle de longueur jt. Aprés avoir fixé la longueur L = Nat de

l'intervalle sur lequel sera calculé l'intégrale définissant la transformée de

Fourier, il faudra choisir N et at tels que l'approximation de la fonction

-2inft
X (the soit la meilleure possible.

3. D'autre part, sila fonction X (t) est connue en N points équidistants de

; z : : « gle Rye oo: 1
At, Sa transformée de Fourier discréte sera périodique, de période aE? et

pourra étre calculée en N points équidistants de Nat .
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Par conséquent, le choix de N et de at détermine 4 la fois la "définition" de

la fonction et la "définition" de sa transformée. Ce choix dépendra de la fonc-

tion considérée. Comme la transformée ne sera définie que sur un intervalle de

longueur =. il faudra pouvoir admettre qu'elle est nulle en dehors de cet in-
At

tervalle.

Premier exemple.

Nous avons considéré tout d'abord la fonction

ie
X(t)=eTM |, te] -aw, to f.

C'est une fonction paire. Sa transformée de Fourier l’est donc aussi, et elle

nous est connue :

+oo 2 . 2f evtt a7 2int£ dt = ent

Nous avons défini de la méme maniére la fonction et sa transformée sur

l'intervalle [-5, +5] en prenant at = 107! et N = 100.

= (5)7 34Le choix de l'intervalle [-5, +5] est convenable puisque e ‘~ 0, 77x10

L'erreur systématique due au fait que l'intervalle d'intégration ]-oa, + co[ est .

remplacé par [-5, +5] est négligeable car

+00 2 ; +oo 2

f ent e7 Zintt dt] < df eT at
5 5

intégrale dont la valeur est trés faible. Ce n'est qu'au moyen des résultats que

nous verrons si la valeur de at est suffisante.

Sur les pages 29 et 30 figurent les résultats en simple précision

sur l'intervalle [0,5] ; les résultats sur [-5,0] sont obtenus par symétrie.

Pour chaque abscisse sont données :

- dans une colonne, la valeur de la transformée calculée par la méthode

de la transformée de Fourier rapide : partie réelle et au-dessous partie imagi-

naire ;
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. dans la colonne suivante, la valeur de la partie réelle calculée 4 partir

de l'expression mathématique de la transformée de Fourier, la partie imaginai-

re étant nulle ;

~ dans la derniére colonne, la différence : valeur FFT - valeur exacte.

Compte-tenu des erreurs de chute, les résultats obtenus sont bons. La

partie imaginaire est inférieure 4 8 x 107? et peut donc étre considérée comme

nulle. L'erreur sur la partie réelle est du méme ordre de grandeur. Il est a

noter que dts que la valeur exacte atteint 107°, 107", clest-a-dire est de l'or-
dre de erreur, les résultats n'ont aucun sens : ceci se produit vers le point

d'abscisse 2. En fait on ne perd pas d'information sur la définition de la trans-

formée. car eon (2)? *#3,5x 1076 et on peut donc admettre que la fonction
eTM est nulle pour f2 2.
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Nous présentons aussi les résultats en double précision sur l'intervalie

{0, 2.5]. Nous pouvons remarquer une amélioration.

Nous avons ensuite défini la fonction X (t) sur l'intervalle [-2.5, + 2.5]

avec At = 107! et N = 50, ce qui est suffisant puisque X (2.5) TM 3 x 1077, Effec-
tivement, les résultats obtenus sont satisfaisants (page suivante) ; le fait de

prendre N = 100 ne peut que contribuer 4 augmenter la part des erreurs de chute.

A la suite de ces résultats, figurent les valeurs de la transformée de Fourier

de la fonction X (t) obtenues avec At = 0, 25 ; nous constatons que les résultats

sont encore trés valables.

Sur cet exemple particuliérement favorable, nous allons confirmer numéri-

quement les avantages qui étaient apparus lors de l'étude théorique de la trans-

formée de Fourier rapide.

Vérification des avantages de la transformée de Fourier rapide

1. Le fait que la méthode n'exige pas plus de place en mémoire qu'une

méthode directe de calcul de la transformée de Fourier discréte a été mis en

valeur au moment de l'établissement de l'organigramme.

2. Nous avons vu dans le chapitre précédent que si N = Ay x As X eee X Ay

les temps de calcul par les deux méthodes (rapide et directe) sont dans le

n

rapport > A,/N.
i=l
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Nous’dunnons dans le tableau ci-dessous iés temps S execution sur

ordinateur CII 10 070 pour différentes valeurs de N :

temps FFT temps temps FFT/
N Ay x Ag xe °° X Ay en minutes m-directe " m-direc. ZAi/N

100 2x2x5 x5 0, 016 0, 098 0, 163 0, 140

150 2x3x5x5 0,025 fo, 214 0,116 0,100

150 2x3x25 0, 048 0, 224 0, 200

200 2x2x2x5y5 0,035 0,374 0, 093 0, 080

800 2x2x2x2x2xK5x5 0,155 5, 932 0, 026 0,025

temps FFT
Nous constatons que le rapport est supérieur au

temps méthode directe

rapport 5 A,/N. Cette différence s'explique ainsi :

- d'une part, la phase de réarrangement des données dans le cas de la

méthode rapide est comptée dans le temps d'exécution ;

- d'autre part, nous indiquons en fait, dans les deux cas, le temps total

d'exécution du programme qui fait appel au sous-programme de calcul de la

transformée de Fourier, et de ce sous-programme,. Quand le temps de calcul

est plus important, c'est-a-dire quand N devient grand, le temps d'exécution

du programme est négligeable devant celui du sous-programme.

Remarque. Dans la décomposition de N, on peut remplacer 2 x 2 par 4: la

n

valeur de A; reste inchangée, Nous avons d'ailleurs vérifié que les temps

. i= : .
d'exécution sont identiques.

3. Une autre conséquence du nombre moindre des opérations dans le

méthode de calcul rapide est la réduction des erreurs de chute. Les résultats

obtenus sont de ce fait plus précis. Mais ceci ne peut apparaitre nettement

qu'aprés un nombre élévé,d'opérations, c'est-a-dire avec N grand,

A la page suivante figurent quelques résultats obtenus avec N = 3000 et

At = 10 en toujours pour le calcul de la transformée de Fourier de la fonction
aont*. La valeur obtenue par la méthode rapide est notée VR ; celle donnée par
la méthode directe est notée VD ; enfin la valeur VE esi calcuiée 4 partir de
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La diminution des erreurs de chute doit Se traduiy: byhe

| VR - VE| <|VD- VE |.

Crest ce que nous constatons en général.

Deuxiéme exe mple

Nous avons choisi comme deuxitme exemple d'application la fonction

X (t) =te pour t= 0.

Nous connaissons mathématiquement sa transformée de Fourier :

c> et -2inft _ 1-4_“f* = 4inf
cs ©& = 7

0 +47,° £°)

Pour la calculer numériquement, nous avons d'abord essayé les valeurs

N = 400 et at = 107}, L'intervalle de définition de la fonction X (t) était convena-
ble ; mais les résultats obtenus ne nous ont pas semblé acceptables au moins

3
pour la partie réelle, l'erreur observée étant alors de l'ordre de 10°77.

; ; o2 : 2
Nous avons ensuite pris N = 4000 et at =10 ~. Une partie des résultats est

. -5
présentée sur les deux pages suivantes : l'erreur obtenue est de l'ordre de 10

pour la partie réelle, plus faible pour la partie imaginaire, ce qui est satisfai-

sant.

Troisiéme exemple.

Nous envisageons maintenant le cas d'une fonction moins "réguliére"

que celles considérées précédemment et dont la "définition" sera plus délicate :

X (t) = aut pour t= 0

Sa transformée de Fourier s'écrit :

pt 8 azine i = Zing
ent init gp = = Zint

0 Ll+4nf

Nous avons appliqué la méthode de la transformée de Fourier rapide 4 la

fonction X (t) avec N = 4000 et at = 5 x 107: L'intervalle sur lequel est définie
an wi

la fonction est alors [0,20], ce qui est suffisant puisque e OT 2"2 g TOT Ws
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~ 42.

Mais nous avons obtenu des résultats médiocres (pages: 0 et 41),

Nous avons alors cherché 4 améliorer l'approximation de la fonction

X (t) ew Zintt

de la fonction d'approche.

» non pas en jouant sur la valeur de at, mais en changeant la nature .,

Or nous avions écrit (chapitre I, paragraphe I) :

-2irft - 2inft,
(k+1) at-Cat

J X (the dt = at X (t,) e out, = At (s-'C),
kat - Cat

ce qui revient, lorsqu'on calcule la transformée de Fourier de X (t) sous la

forme

Nel (k+1) at -Cat pit

> X (tt) WOT dt

iv kat - Cat

=2inft
a approcher X (t) e par une fonction en escalier.

Nous avons donc considéré d'autres méthodes d'intégration numérique

pour le calcul des intégrales partielles du type

(k+1) at - Cat _2inft
X (t)e dt.

kat ~Cat

Nous avons d'abord utilisé la méthode des trapazes qui consiste 4 rempla-

cer chacune des intégrales partielles par ;

= 2ipit k+l

at (X(t,) e“inftk i x (de )/2.
k+l

Nous avons pu noter une nette amélioration des résultats (pages 43 et 44).

Nous avons encore affiné l'approximation par une méthode composite,

c'est-Aa-dire que pour calculer chaque intégrale partielle nous avons interpolé

X (t) e 2init
puyant sur l'intervalle [kat - Cat, (kt1) at - Cat].

par un polynéme de degré p sur un intervalle de longueur pAt s'ap-

Remarque. La méthode des trapézes, comme une méthode composite,

~2inftk dans l'revient 4 pondérer les termes X (t,) e expression de

la transformée de Fourier discréte :
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N-1l o- Ziypit
at 2 X tte K

k=0

est remplacée par

N-1l -2inft

at > a, X (t,) e a
kz0 k k

Il suffit de substituer a, X (t,,) aX (t)) avant de calculer la transformée.

En fait, seuls les termes extrémes sont concernés.

Les premiéres valeurs de la transformée sont améliorées par une méthode

composite. Le tableau suivant permet la comparaison entre les erreurs, sur la

partie réelle et sur la partie imaginaire, obtenues par la méthode des trapézes

et par la méthode composite avec p = 3 et p = 5.
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a Mais pour des abscisses élevées, les résultats s»

-2ipft -2inft .7 ein peut varier beaucoup

onés., En effet

pour f assez grand, e , donc en général X (t) e

sur chacun des intervalles de longueur at. L'approximation de la fonction

~2inft a is sé ZX (the 2in par un polynéme, méme de degré élevé, est alors défectueuse, car

; la fonction est insuffisamment définie.

Il faut donc que pour de telles valeurs de f, la transformée de Fourier

soit A peu prés nulle et ainsi l'allure de la courbe transformée sera conservée.

Il suffit pour cela de choisir une valeur de At convenable.

Finalement, les erreurs observées sont constituées par :

- les erreurs de chute qui sont amoindries par la transformée de Fourier

rapide.

- l'erreur due au fait que nous ne définissons pas la fonction X (t) sur
S t

] -o0, + o[, mais sur un intervalle borné, Il est possible de réduire cette

erreur au moyen d'un intervalle convenable.

~ erreur due 4 l'approximation plus ou moins correcte de X (t) en Zintt,

Remarque

L'emploi d'une méthode composite généralisée donnerait de meilleurs

résultats. En effet une étude antérieure [3] a montré que dans une méthode

composite ordinaire, telle que nous venons de l'utiliser, l'erreur est fortement

majorée par rapport 4 une méthode composite généralisée, qui consiste 4 inter-
= -2inft ayn . ‘poler seulement X (t) et A conserver ae ain: son écriture mathématique. IL

~2inft
n'y a dans ce cas aucune perte d'information sur e > De plus, sila fonc-

tion X (t) est suffisamment "'réguliére", la méthode nécessite moins de points,

car il suffit de définir seulement cette fonction, Mais la technique de calcul

rapide étudiée ici ne peut s'appliquer A une telle méthode,

Cependant, sur le matériel dont nous disposions (CII 10070) nous avons pu

atteindre le nombre de points nécessaire pour obtenir des résultats satisfaisants,

sans que cela constitue un handicap au point de vue du temps (pour N = 4500, le

temps d'exécution est d'une minute environ), ni au point de vue de la précision.

En définitive la méthode nous semble avantageuse. C'est pourquoi nous en-

visageons de l'employer au cours de la résolution de problémes nécessitant un

calcul'de transformée de Fourier.HDmamrmaeeaeEReaEE eB eB ees &
4 \ \ \



CHAPITRE IV

APPLICATION : RESOLUTION D'UN

PROBLEME DE DECONVOLUTION
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I - POSITION DU PROBLEME

Le probléme que nous proposons de résoudre est le suivant : connaissant

les lois de probabilité de deux variables aléatoires Z ct Y, il s'agit de déter-

miner la loi de probabilité de la variable aléatoire X telle que Z =X + Y.

Dans I'hypothése ot X et Y sont indépendantes, si nous désignons par

F (x) la fonction de répartition de X,

G (y) la fonction de répartition de Y,

H (z) la fonction de répartition de Z,

F (x) est solution de l'équation de convolution :

H (2) =f F (z-y) dG (y) =f G (z-x) d F(x)
R R

Nous sommes ainsi conduits 4 résoudre un probléme de déconvolution

particulier.

Nous nous plagons ici dans le cas ot on ne connait que la loi de probabilité

empirique de la variable aléatoire Z et ot Y suit une loi normale de moyenne

nulle et d'écart-type connu. Ceci se présente généralement en pratique lorsque

la méthode expérimentale permettant d'obtenir un échantillon de valeurs extrai-

tes de la loi de X comporte une erreur Y : on obtient en fait un échantillon de

valeurs extraites de la loi de Z.

II - RESOLUTION

Soient :

Oz (t) = J. gp d H(z) la fonction caractéristique de Z,

Ox (t) la fonction caractéristique de X,

Py (t) la fonction caractéristique de Y.

L'équation de convolution considérée précédemment est équivalente A

Gz (t) = Ox (t). Py (t)

La variable aléatoire X est alors définie par sa fonction caractéristique

ex ft) =o ()/ py ©),
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et sa fonction de répartition est obtenue par inversion -° + son ction caractiris-

tique.

Ceci est valable quelle que soit la variable aléatoire X indépendante de Y.

Cependant nous ne pouvons pas espérer obtenir ainsi des résultats satisfaisants

la fonction 07 (t) n'est pas connue exactement mais elle est calculée au moyen

de réalisations de la variable aléatoire Z, et il s'introduit en outre des erreurs

a chaque étape : calcul de Oz (t), puis calcul de Ox ({t) et enfin inversion de

Dans le cas ot X est une variable aléatoire absolument continue, une étude

de résolution numérique du probl&me a été faite encore récemmeni [4].

Maintenant nous supposons que X est une variable aléatoire discréte. Nous

allons essayer de donner une solution au probléme posé en deux phases :

-~ nous déterminerons d'abord les x. tels que P (X= x,) #0

- puis nous préciserons les valeurs P (X = x;)e

Remarque: Zest une variable aléatoire absolument continue.

Soit g (y) la densité de probabilité de Y. C'est une fonction positive ou

nulle telle que hh g fy) dy =1.
R

D'autre part, F (x) est une fonction non décroissante telle que dF (x)=1

. “8

Par conséquent le produit de convolution f g (z-x) dF (x) est défini, Or

ce n'est autre que la dérivée par rapport 4 z de = f G (z-x) dF (x), et nous

Ssavons que 7

H (gz) =f G (z-x) dF (x).
R

Donc la dérivée de H (z) existe et la variable aléatoire Z admet une densité

de probabilité.

Ill Détermination des points de probabilité non nulle

En pratique on connaft n valeurs indépendantes z, extraites de la loi
J

de probabilité de Z. La fonction caractéristique de Z est alors approchée par


