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[NTRODUCTION

La théorie des langages est un vaste domaine oll de nombreux chercheurs ont déjd travaillé. Suivant
les écoles, ceux-ci ont cherché & démontrer des théor2mes de plus en plus fins sur les langages classiques
considérés comme des sous ensembles d'un monofide libre, d'autres ont eu pour but de sortir du cadre des monoTdes
pour généraliser les théories classiques. C'est plutdt dans cette deuxidme catégorie que se place ce présent
travail.

La premigre généralisation qui est apparue historiquement en théorie des langages est le passage aux
langages d'arbres [40) (541 [ 12]. Nous n'échappons pas & cela et les trois premiers chapitres de cette thase
sont consacrés & 1'étude de ces langages d'arbres. Cependant notre uppFoche est assez différente de celle
des auteurs classiques essentiellement 3 cause des toutes premiires définitions qui permettent de formaliser
1a notion d'arbre. Cette formalisation due d Pair et Quéré [63] est particulidrement bien adaptée aux problémes
concernant les arbres syntaxiques et tous les problémes touchant de pres ou de loin la syntaxe. En revanche,
elle semble moins performante pour 1'étude de problémes plus proches de la sémantique comme, par exemple,
les théories sur les schémas récursifs. Cette approche différente conduit A utiliser une terminologie propre
qui, nous 1'espérons, ne génera pas Te Tecteur.

Aprés avoir fait, dans un chapitre 0, quelques rappels succincts de théorie des langages, nous abor-
dons au chapitre 1 la théorie des Tangages d'arbres nommés ici bilangages. On s'apercoit trds vite que ces
bilangages sont une généralisation des langages parenthésés de Mac Naugthon [ 59] et des “tree regular systems"
de Brainerd [ 12]. La généralisation que 1'on obtient est comparable & celle qui ferait passer des langages
finis aux langages réguliers en théorie classique des langages. Dans ce cadre con obtient un théorame intéressant
de réduction des grammaires réguliéres d'arbres (appelées ici bigrammaires). Le théorgme (1 5.3.1) est typique-
ment un résultat de 1a formalisation de ia notion d'arbres utilisé dams ce travail. On obtient dans cette voie
des résultats similaires mais plus puissants que ceux &noncés par les auteurs cités plus haut.

En particulier, on construit de manigre effective des grammaires canoniques associés aux bilangages réguiiers.
Par rapport aux autres auteurs 1'idée nouvelle est de donner une structure algébrique 3 1'ensemble des non ter-
minaux des grammaires ainsi construites de fagon & obtenir une généralisation exacte de la construction du
monofde syntaxique. D'autre part au cours du texte nous redémontrons par des méthodes plus élégantes des résul-
tats prouvés par ailleurs (par exemple la décidabilité de 1'équivalence structurale ou la décidabilité du
probléme de 1'ambiguité pour les grammaires parenthésées (67]).

La justification d'une nouvelle théorie peut &tre trouvée & 1'intérieur d'elle méme par ses résultats
propres, mais i1 est mieux de montrer que cette théorie & des retombées sur les th&ories classiques antérieures.
Le chapitre 2 a &t& écrit dans ce but. On y trouvera une suite d'applications diverses de 1a théorie des
bilangages & la théorie des langages. Deux paragraphes (2.4 et 2.5) sont consacrés aux problémes de 1'anbiguité

inhérente. L'un deux (2.4) prouve que 1'ambiquTté inhérente d'un langage algébrique est due & la structure
des arbres syntaxiques mais pas & leur 8tiquetage. L'autre paragraphe (2.5) propose une nouvelle méthode de
démonstration de 1'ambiguité inhérente d'un langage. (Cette méthode bien que fonctionnant sur un exemple ne
peut étre considérée comme cpérationnelle dans son €tat actue) et devra Etre améliorée dans un travail ulté-
rieur). Le paragraphe 2.2 donne des équivalences décidables sur les grammaires impliquant 1'équivalence des
grammaires. On retrouve 13 encore 1a décidabilité de 1'Bquivalence structurale et on ohtient un résuttat
strictement plus puissant que 1'équivalence structurale pour les grammaires réduites sous forme de Greibach.

La deuxiéme généralisation de la théorie des langages a été d'étudier cette théorie dans le cadre
des algdbres libres. Nous abordons ces problémes aux chapitres 3 et 4. Au chapitre 3 nous &tudions la cons-
truction de 1'équivalent du monoide syntaxique pour les sous ensembles des algébres libres possédant un sys-
téme d'axiomes égalitaires quelconques. Ces méthodes ne sont pas complétement originales, cependant les
constructions des objets manipulés sont plus “"syntaxiques’ que celles d'autres auteurs et permettent plus
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facilement de faire des démonstrations 3 leurs propos. En particulier nous obtenons des résultats de décidahi-!

1ité pour la construction des algebres minimales indépendant de 1a décidabilité du probléme des mots dans la |

structure d'algebre considérée. Le dernier paragraphe de ce chapitre &tudie la variation des algébres minima]zq

en fonction de Ta variation des systimes d'axiomes. i
Le chapitre 4 est consacré & 1'&tude d'une transformation des structures d'algebres qui conduit & l

des procedés automatiques de construction de higrarchies pour les sous ensembles algébriques. L'idée premisre ﬁ

a été découverte en analysant deux exemples de hiérarchies :

celle de Chamsky (les tangages réguliers sont une sous-classe stricte des Tangages algébriques)

et une hidrarchie analogue dans les langages d'arbres qui avait fait 1'objet d'un précédent travail.

On découvre dans ces deux exemples des points communs qui sont susceptibles d'&tre généralisés dans le cas

des algébres Jibres.

Au cours de T'&laboration de ce chapitre, nous avons &té amens 3 utiliser trés largement les résultats
obtenus par d'autres auteurs sur les systémes de réécriture, et d'autre part des recherches biblisgraphiques
ont montré l1a confluence de ces théories avec celles développées en particulier par TURNER { B84 ] et DAMM {197

Dans ce chapitre aprés avoir fait de larges rappels sur les systémes de rédcritures et avoir introduit
& ce propos quelgues notians originales, nous &tudions une transformation sur les structures d'algébres.
Cette transformation a la particularité trds intéressante de conserver les objets universels des structures
d'algébre (ceci independamment de toyte hypothése sur tes axiomes de cette structure). De plus elle laisse
stable Tes sous ensembles recomnaissables et sous quelques hypothases raisonnables, elle fait croftre stric-
tement 1'ensemble des sous ensembles algébriques. Comme de plus cette transformation peut étre réTtérée sur
une méme structure, on a 13 un moyen de construire des hierarchies. L'étude de ces higrarchies nous a conduit

d nous intéresser & 1'&volution des sous ensembles reconnaissables quand la base d'une algabre libre augmente.

Ce probleme est banzl sur les structures d'algeébre sans axiome, mais i1 se complique dés que 1'on introduit
des axiomes et en particulier des axiomes effacants. Les systémes de réécriture sont alors un outil trés
utile pour étudier ces problemes dans des cas particuliers,

Par ce présent travail, nous n'avons pas la prétention d'avoir amené les théories présentées ici
Teur point ultime de perfectionnement. Dans les premiers chapitres, nous avons travaillé & la limite du connu
en reformulant et en redémontrant de manizre plus élégante des résyltats connus et en ajoutant quelques
contributions. Le dernier chapitre est plus navateur et s'@loigne des sentiers battus. En fait nous avons
1'impression d'avoir ouvert plus de portes que d'en avoir fermées, mais est-ce un mal ?

Dans la conclusion, nous essayerons de montrer certains prolongements possibles de ce travail.

CHAPITRE O

QUELQUES RAPPELS DE LA THEORIE DES LANGAGES ET
DE LA THEORIE DES ARBRES

Un vocabulaire est un ensemble fini V . On appelle mot sur ¥ une suite finfe d'éléments de V .

;iéme 3
On note a = 3)35...8, la suite finie de longeur n dont le i &lément est a . Par d&finition

n est 1a longueur du mt o . Pour n =0 on obtient le mot vide noté A . On note V* 1'ensemble
des mots sur V . On définit dans V* une loi de composition interne appelée concaténation définie par
= = ign= ¢, =a
& = aqa,...a et B = ble"' hp -(ap = C1Cp-0-Cp et k=nip et lgignm= i q

et (ntl <1 <« ntp =~ = bi-n

Cette loi est associative et admet A comme &lément neutre .

Définition_1.1. ¢

Un monoTde est un ensemble muni d'une loi de composition interne associative et possédant un &1é-

ment neutre.
L'ensemble V* muni de la concaténation est un monoTde.

Définition_1.2. :

Soit M et N deux monoTdes, un homomorphisme est une application ¢ : M~ N  telle que

o) = o(x) oly) et ofe) =e’
(e et e' sont les éléments neutres respectifs de M et N).

V* est le monoTde libre de base V c'est & dire que pour toute application @ : VM o0 M
est un monoide, 11 existe un unique homomorphisme @ : V*¥aM tel gue BV =g

Définition_1.4. :

On appelle langage sur V un sous-ensemble de V*

Définition 1.5. :

Un langage L est dit reconnu par Te triplet (w, Mi M) o @ :V* oM est un homomorphisme
de monoide et M' <M si et seulement si L= ¢ (M) .

Soit L un langage sur V , i1 existe un triplet (xpL, ML,M”_} reconnaissant L tel que pour

tout triplet (@, M, M') reconnaissant L 11 existe un unique morphisme y : @(V*) » W sur-
Loy o (Y
Jectit tel que  xap = g et x ) =R (V)
Démonstration :
On définit classiquement 1'application C o2 Vro ? (V* x V¥} en posant CL(LX) ={(B,y) s Bar €L}
On pose alors M = { CL(u) 3 a€EVe} «oL(rx) = CL(a) et

Mi = {CL(cx) 3 (A A} E CL(a) 1




On appelle automate sur V un quadruplet CB = (s, So» -2 S') tel que :
1) S est un ensenble appelé ensemble des états de o

ii) sp €S

111) . est une application de S x v dans S (on note s, a 1"image de (s, a) par )

v) $'es . .

A un automate sur V on peut assacier une application notée aussi , de S x v# dans §
en posant

S-a=s et s.{m2) =(s.q).a
Par définition le langage reconnu par & est L) ={a; s.a€ $'}
Un Tangage L < V* est dit régulier si et seulement si L = o
des &tats est fini (automate fini),

L(G®) pour un automate && dont 1'ensemble

On appelle morphisme d'automate entre Cg = (S, Sg» +1 S et
application partielle ©:5-+0Q telle que

i) Te domaine de définition de ¢ oest 5= {s; (3ae v¥) {s =s_.a))
1) ¢ est surjective °
111) ofsy) = 9%

iv) o g = s;nst .

& = (0 95 -5 Q') une

Soit L un langage sur V , i1 existe un automate CX,

g N L canoniquement associs a L reconnaissant
et tel que pour tout autre automate C% reconnaissant L il existe un unique morphisme »

de CF dans (XL . Par définition CXL est T'automate minimal de L

Classiquement on définit 1'application D,
posant D (a) = {8 ; apetl} .
L'automate Or,  est alors défini en posant CZL = (Sy 555 ., 8') avec

Lt VP~ B(V*) appelée contexte & droite pour L en

S = : = .
B (o) ;aecvy So = DL{A) s D la).a = D (o2) et s' = 0 (a) 5a € Dy (o)}
On note Reg(V) 1'ensemble des tangages réguliers sur v

GRAMMAIRE ALGEBRIQUE :

On appelle grammaire algébrique sur V yn quadruplet G = (N, V, - » K} tel que
i) N et V sont deux vocabulaires finis.
i) X eEN

111) > est une relation entre N et (N uv)x
Ky=Aa ;s A»al est fini g

tel que pour chaque A T'ensemple

{on obtient les mémes propriétés que ci-dessous si on suppose que les ensembles KA sont des

langages réguliers sur NyV et que X est aussi un Tangage régulier sur K Uy

on parlera de grammaire algébriques généralisges).

On définit 1a relation “se régcrit" notée >— en posant

U=V e (3u', ", A, a) (u=yu" Au gt v=u'au" et Aaaq )

La relation "derive" est 13 fermeture réflexive transitive de
engendré par G est L(G) = {a; a€T* ot X>—£— al} .

. Dans ce cas

»
’-G— et se note >G— . Le Tangage

Un langage dit algébrique si et seulement si L peut &tre engendré par une grammaire algébrique,
On note Alg(V) 1'ensemble des Tangages algébriques sur V .

Definition 3.2. :
Soit Vv et V deux vocabulaires en bijection par 1'application a-=a . On appelle langage de
Dyck ou langage des parenthdses sur V le langage engendré par la grammaire
X — aX ¥ X1a (2 €V) .
on note P(V) ce langage.

G €P(V) et afae (a€V)(a ' €NV)(A a"EP(YV))(a=aa' T o)

Un langage L sur T est algébrique si et seulement s'il existe un vocabulaire ¥, un langage
réguiier K sur VUV et un homomorphisme h : (VOV)* = T* tels que L = h{P{V) n K)

4.~ STRUCTURE DE_BINQIDE. BINOIDE UNIVERSEL. [63] .

Définition 4.1. :

On appelle V-binoTde un ensemble B muni d'une loi de monoide notée + et d'une loj externe sur V
notée x . Si Bl et 82 sont deux V-binoTdes, on appelle homomorphisme de BI dans B2 une

application ¢ : Bl -+ BZ telle que

1) elxiy) = @(x) + oly)
1) oleg) =e, (e et e, sont les &léments neutres de By et By pour +)

i1i) ola x x) = a x @(x)

Définition 4.2. :

On appelle V-binoide universel un binoide V vérifiant les propri&tés suivantes (a est 1'&1é-
ment neutre de + ) .
1y (vrel)(ria =@aev)@Er eN@Erefr=axr +rm)
i) 3v: Tan tel que  vu(a) =0
(va € V)(wr' € (v € D(ula » r' + #) > sup(9(r')+1, S(r7)]) .

Dans un binoide universel, on a le principe de raisonnement par récurrence suivant :
(vr)(P(r))e=(P(a) et (va € V)(vr' e V)(Yr" € V)(P(r') et P(r") = Pla xr' + r*)))
De plus s1 E est un ensemble quelconque et si f : V" ~ £ et g:V xV x"; x Ez +E
sont deux applications, i1 existe une et une seule application ¢ fl"” -+ £ vérifiant
@lrys rpaeees Ty A) = Flxg, e, X))
w(rl, Toaeevs T axr'+r") = g(r],..., L T R “’(rl"“’ o r'y, “’('1"“‘ res r™))

La proposition ci-dessus permet de démontrer facilement la proposition suivante :

si 0 est un V-binoide universel et si B est un V-binoTde. i1 existe un et un seul morphicme

P V -+ B . En particulier deux binoTdes universels sont isomorphes.

Intuitivement une réalisation du V-binoTde universel est une fagon de représenter 1'ensemble des
arbres 3 zéro, une ou plusieurs racines dont les noeuds sont &tiquetés par des &léments de V et dont
les racines et les successeurs d'un point sont ordonnés,

Le Yangage des parentheses P(V) sur V peut &tre muni d'une structure de binoTde universel en
pasant :
a+B=aB
axa=agd




CHAPITREL

ETUDE DES PROPRIETES DES BILANGAGES,
COMPARAISON AVEC LA NOTION DE GRAMMAIRE PARENTHESEE.

Cette représentation du h1noYde universel correspond & 1a représentation parenthésée infixée des
arbres. Ici les éléments de ¢ seront nommés “ramification",

Fonction standard sur les ramifications :

.
a
]
— e
.
~
3

Toutes ces fonctions sont définies par récurrence en utilisant 1a proposition 4.3,
~ mot_des_racines | 1. INTRODUCTION

0 : Q~ v+ définie par Dans ce chapitre nous développons une théorie similaire & celle des langages réguliers et des lan-
| gages algébriques. Les premiers résultats de ce chapitre ne sont pas houveaux et &taient déja énoncés dans

[53] 4 [54]. Ces résultats serviront essentiellement d'exemples dans les chapitres ultérieurs.

pla) = A et plaxr+s) =ap(s)

"""" e : D'autre part, on compare dans ce chapitre la notion de bigrammaire avec celle de la grammaire
@t V- Vx définie par parenthésée (§ 5.4) [ 591, [ 26 ] et on obtient des résultats similaires mais plus puissants que
@(a) = A et laxr+ s)=si r=a alors ap(s) sinon ofr) @fs) ceux énoncés dans (59 ] , en particulier sur 1'éxistence de grammaires canoniquement associées & une
- fanille do prédecesseur 3 gpma e panghttecee. ‘

. Foi¥ =8 (aen) dstinte par 2. Binoide libre_sur_T . Polynéme.

Fala) =@ et Filbxr+s)=si b=a alors {p(r)} u Fa(r) u Fyls) sinon F(r) uF,(s)

"""" PR Sment V et T deux ensembles disjoints. On appelle V-binoTde libre sur T le V<binoTde
ch: ¥+ T(v¥)  définie par {1 ter que
| ch(a) = {x} et chlaxr+s)=a ch(r) u ch(s) iy le V(T)
2 - hauteur i3) Pour tout V-binoTde B et toute application ¢ : T— B i} existe un et un seul
------- morphisme @ : V(T B tel que IT=
R ¥ N définie par | F & S g @ o
h(a) =0 et hia xr+s)=sup(h(r) + 1, h(1)) - Proposition 2.2.
- IEEEEE!IL’EiQ! Pour chaque couple d'ensembles disjoints V et T , {1 existe un et un seul V-binoTde Tibre
T Ve V‘ définie par Ta donnée d'une application © : Y o V' et <(n) = 0 et sur T & un isomorphsime prés. En particulier V(T) ={r;revuT etvac T(F {r) < (a1)}

axr+s)= t(a) «t(r) +(s) est un V-binotde libre sur T

Définition 4.

On appelle bilangage un sous-ensemble de V . Un bilangage L est dit régulier si et seulement Vu la propriété univerfelle i1) de la définition 2.1. )'unicitd d'un V-binoide libre sur T
si i1 existe un binoide fini 8 et un sous ensemble B' de B tel que L = W- (B'I) 00 v est immédiate. Le fait que V(T) ={r;reVuT et {va € T)(Fa(r) < {a}})} est un V-binoide libre

»
est 1'unique homomorphisme de V dans B . sur T est & peu pras évident.

Soit G = (N, V, », X} une grammaire algébrique (généralisde ou nonj, soit ae (N y T)s
note B(G, a) le bilangage défini par
r €B(G, a) mep(r) =aet (vace VI(Fy(ry e a) et (VAEN) (vae Falr)) (Asa))

~
» Of Soient V et T deux ensembles disjoints,achaque r € V(T} on peut assccier une application
rg: BT -+ B en considérant r comme 1'écriture d'une composition des opérations assocides 3 la

A : structure de V-binoide.
En particulier le bilangage engendré par G noté B(G) est B(G, X)

Intuitivement B(G, a) est 1'ensemble des arbres symtaxiques associés aux dérivations de G Renonstrstion’s
commengant par a . Soit b e BT (b est donc une application de T dans B )
Théoregme 4.7, : (53] Soit hg : V(T) -+ B 1'unique homomorphisme tel que hb 1T=5

Un bilangage est régulier si et seulement si j1 est 1'image par une transcription d'un bilangage On fpose"e]ors rﬂ(b) : hg(r)
engendré par une grammaire algébrique généralisée, En particulier si r=a+b (2€T ,beT,a#b)alors rg est la loi + de B et si
rg=hzxa (AeV,2¢€T) alors rg(b) = A x b ; donc quant A varie dans V , on retrouve

la Toi externe de 8




Avec les notations de la proposition 2.3., si B = V , on notera T 1'application de (\?)T
dans V associde @ r et on dira que T est un polyndme & variables dans T .

Remargue :
Les opérations T correspondent a des greffes d'arbres . Dans la suite on utilisera essentielie-

ment des Eolynémes & variables dans N ou tout du moins dans un sous ensemble fini de N . On notera
A ~
V(1] et V[1,n] les ensembles V[{l}] et V{[1,n]] .

Ce qui suit est une généralisation au cas du binoide universel de la théorie des grammaires sur
le monoide 1ibre.

Définition 3.1. :

On appelle bigrammaire un quadruplet G = (N, T, - , X) tel que N et T sont deux vocabu-
laires disjoints, X est un sous ensemble de N’U\T en général réduit & un élément de N
(Dans ce cas on confondra cet &lément est X ) et = est une relation binaire dans N?T [N]
telle qu'un nombre fini de couples soient en relation.

Définition

N\
La relation dans Ny T “se réécrit" se note »—G-. et est définie par

~ ~ A~ ~
TS - I ENYTII) aueNuTI(l,n) Fuys Ype.s U ENUT Ut €RUTLN]

(r =?~"(G‘(u1,..., Uy et s = U (ugseens u)) et vty
La relation "derive" se note >§— et est définie comme 1a fermeture réflexive transitive de
la relation "se réécrit". On notera >>-£—- Ta puissance piéme de la relation >-§- . En particulier

*

»—G—= v >
P30

Remarque :

Par rapport @ une version antérieure (54 } on doit remarquer que dans Ta définition 1'&lément
r' de NUT[L] permettant de repérer une occurrence d'un premier membre de régle de G peut avoir
dans son mot des feuilles plusieurs occurrences de 1, donc on peut faire en paralléle plusieurs appli-
cations d'une méme régle, cependant cela ne change rien 3 1a suite. En effet Te fait de pouvoir faire
des réécritures en paralléle ne change pas la puissance d'une grammaire s'il est possible aussi de les
faire une par une,

N\

Eay
Soit B = (N, T, %, X) une bigrammaire . Soit r e Nu T[1, n] , T P, T, ERUT,

n
Fis Torees Tp ENUT alors

(vi € {1,n]) (ri»;_r;) - ’F(rl, Foaeees Ty) »;—'F(rl'...‘, ]

Définition 3.4, :

On appelle bilangage engendré par une bigrammaire G = (N, T,~», X) T1'ensemble
Be) ={riref et (et}
Les langages engendrés par G sont :
1e langage des mots des feuilles LF(G) ={ o(r) ; r€ B(G)}
le langage des mots des racines LR(G) = { Alry s reB(6)}
le langage des chemins LC(G) = v chir) .
r € B(G)

Exempies :
Considérons une régle de la forme suivante :

] > a b
7/'\b N A A

[
1 1 1 2
Considérons la ramification r = A/a\B
/ \, ‘(\\
a

‘I‘ a/A\b tlala\a

En employant les rotations de 1a définition 3.2., on peut appltiquer la r2gle en utilisant

r'=a.u1=A,u2- A B
] AN
1 FANA
a
On obtient alors roo»—s = a/\b
& 'OWEN
f
L N
A A A B
AWA
a b a

On peut aussi appliquer cette méme régle en utilisant

= 3 up= oA ,u2=ba
o
a/ b A 1
2 a
On obtient alors r%—s' = A/ \‘B
: 2 Ng AP
Az b
< ANA
Abpy

Soit T, T et T' trois vocabulaires disjoints, T et T étant en bijection par 1'application
a -3 , on définit les expressions parenthésées sur ces vocabulaires comme &tant les mots engendrés
par la grammaire

6= (X ,TuTuT, +,X) avec X »a' X aXiX | a
o0 a' est un &lément quelcongue de T' et a un élément quelconque de T .

Lte langage de Dyck sur T noté P(T) (cf 1.3.2.) corredpond au cas od T' est vide. Remarquons
que 1'ensemble des expressions parenthésées sur T, T et T' peut se plonger injectivement dans le
langage de Dyck P{TV T') en utilisant )'homomorphisme h : (T vTu T'y*s (Tu fur uTye
défini par

a€T » hf{a) =2 et h{ad) =%
a€T = h{a') =2'd
Nous utiliserons ultérieurement cette remarque pour travailler uniquement dans des langages de Oyck.

Une grammaire parenthésée est un sectuplet
G=(N, T, T, T, +,% tel que
i) N, T', T, T sont quatre vocabulaires deux 3 deux disjoints T et T étant une
bijection pour a -3 .
§1) 6' = (N, T' UTUT, », X) estune grammaire algébrique dont les régles sont de
la forme A-+ac3d avec AEN, a€T et a€ (NUT)*
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Le langage L(G) engendré par G est le Tangage engendré par G' . Il est évident que L(G)
est formé d'expression bien parenthésée sur T, T et T' . Un Tangage parenthésé est un
langage qui peut étre engendré par une grammaire parenthésée.

Suivant Tes auteursy T est réduit & un &lément (Parenthésis grammar [531[41]) ou bien & chaque
régle de G est associé un type de parenthdse (Bracheted context free langages [26 1.
Bien que d'apparence différente, les grammaires parenthésées sont en fait un cas particulier de
bigrammaire. En effet considérons 1'application g:T 7] — (Ty Tu T')* définie par
8(a) = A
a€T =g(axr+s)=asé(r)3e(s)
a' €T w8(a" +s) =a' a(r)
On obtient ainsi une bijection entre ?[T‘] et les expressions parenthésées sur T, T et T' .
Si on considére maintenant Jes bigrammaires G de la forme G = (N, TUT', #>, X) avec
usut e ueN et w e Tx( T (T U NPT U N)b...4(T" U )
w0 i fols
il est tout 2 fait évident que modulo la bijection 6 la bigrammaire G est équivalente 3 la
grammaire parenthésée 6' = (N, T', T, T', ~ , X} telleque A - agTesA -» u' et 8(u') = agd
Nous expliciterons plus complétement cette &quivalence quand nous aurons défini une classe
particulidre de bigram'aires qui généralisent Ta notion de grammaires parenthésées.

On appelle C -bigrammaire une bigrammaire G = (N, T, 4>, X) telle que
-XEN
cuwv = uEN et veTN)
Clest & dire que les seconds membres des régles d'une Co-bigram-naire sont des polyndmes
sans variable sur N u T (d'od 1'indice o) et de plus les non-terminaux n’apparaissent qu'aux
feuilles.
Les co-higrarrmaires sont la généralisation naturelle des grammaires
algébriques dans le cadre de la théorie des binoTdes. Nous reviendrons ultérieurement sur les proprigtés
et 1'intérét de ces bigrammaires, pour 1'instant nous allons étudier Tonguement un cas particulier
appelé bigrammaire régulidre.

Definition 5.1.2. :

On appelle bigrammaire réguligre une Combigrammaire & = (N, 7, =, X) telle que
A->r w op(r) € T*(NU{a}) 0

Donc dansune bigrammaire réguliére la racine est constituée d'un mot sur le vocabulaire terminal
suivi &ventuellement d'un non terminal. Remarquons qu'en dessous de ce non-terminal figure seulement
la ramification vide.

C'est facile de voir que le langage des mots des racines engendrés par une bigrammaire réguliére
est régulier de méme que Tes langages obtenu en “coupant” & un niveau donné fixe les ramifications
engendrées. C'est seulement si on examine les mots figurant 4 une profondeur arbitrairement grande et
en particulier aux feuilles que 1'on obtient des langages algébriques. C'est gréce & cela que 1'on
va obtenir de nombreuses propri&tés de décidabilité.

Remarque :
La terminologie invite & penser que Tes bigramaires régulires engendrent les bilangages réguliers
c'est effectivement le cas comme on le verra au paragraphe 5.5. proposition 5.5.13.

Soit T, T et T' trois vocabula,vas disjoints deux & dewx, | ot T &tant un bi3

T'application a -3 . O nete RIT', T} ig tangage swr T v . o ergecd g Lo
algébrique Gp={X, Y, Z} , Tu Tyt o, 5 telle gue
X - Ya' 1y {pour tour &'
Y= aZ&dYia (pour towt a de T}
Za Ya'lZia (pour tout &' de T° )

Comme Te montre la proposition 5.2.2. sufvante C‘R engendr de penidre nan amnd g tes repré-
sentations parenthésées infixaes des seconds membres des régles des bigrasmaires.
On montre facilement que GR n'est pas asbigie.
Eropesition 5.2.2. :
soit 0 : TIT'] = (TuTuTys detini par
8(A) = A
6(axr+r') =a6fr) 3aar) {pour tout & de T )
8(a' +r') =a'o6(r) {pour tout a* de 1’}
L*image de 9 est exactement ies expressions parenthésées sur 1es votstuieires 7, Toen oqe N
de plus 8 est une injection et enfin on obtient 1'Bquivalence suivente
GER(T, Ty e (3L reTIT'I(0(r) = u et p(r) € THN U {n) ]}
La démonstration de cette proposition ect ure suite de récurrepie triviele.
On appelle grammaire parenthésée un sevtuplet
G=(N, T, T, T,»,X) tal que
=N, T', 7T, T sont des vocabulatias deux 3 deux disioirts
-T et T sont en bijection par 1'application & s 3
- Le quadruplet 6' = (H, 7' uTuT, o, X) est une qrewmaire slodbriqua telle que

si A-a alors o sppartient 3 R(NUT', T) Le fangage wazendré par 4 osr le
langage engendré par ia grammaire G' Un lanqage est Wit paronthése s°§i fraut Elpe
engendré par une grammaire parenthésée.

Remarque 1 :
Lla définition 5.2.3. est Bvidemment beaucoup plus générale que celle donnde en 4.1.. Mous
appellerons grammaires parenthésées classiques les grammaires d&finies en 4.1..

Remarque 2 :

Soft G=(N, T, T, T, «, X) une grammaire parenthésée, un peut construire une gra

thesée 6" = (N, ¢ , T, Tl,'-—«, X) équivaleate 3 € en un ce

ziv gans, §1 surfit pour o

choisir un vocabulaire T' en bijection avec T', de poser Tl =Tyl et T} = F ot et de dafinir
A—— a e (30') (A —a' et o'=h (a))

o h est I'homomorphisme de (NUT uT ¢ T)m s (NuT uT uTuTi* d&fini per
AEN  wh(h) =A
3€T  =h(a)=a
FeT =h(@
a' €T' wh(a')=a"3" .

[
»

L'homomorphisme h remplace donc chaque &l&ment de T' par un couple de parenthéses suceessives, I

est trivial de démontrer que
h(L(8)) = L(G")
et que de plus h est une bijection de L{G) sur L(G")
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Dans toute la suite nous supposerons donc T' = ¢
un quintuplet G = (N, T, T, s, X)
de Dyck construit sur T .

et une grasmaire parenthésée, sera donc
- Remarquons que dans ce cas L(G) est contenu dans 1a langage

Soit N, T, T trois vocabulaires

» 11 existe une bijection entre les bigrammaires réguiigres
ayant comme vocabulaires N et

T et les grammaires parenthésses ayant comme vocabulaires

N, T et T telle que si G = (N, T, o, X} et G'= N, T, T, =, X') sont associges
*

alors & et G' ont le méme axiome et A m— p o As 2t 8{r)
8 |

Soit G = (N, T, =, X) une bigrammaire régulidre et G' =

(N, 7, T, >, %'} une grammaire
parenthésée. On dira que 6 et g

¢! sont associées si et seulement si elles ont le méme axiome et
(VAER) (vveNuU T) (A —or e A — 8(r))
G G

Cette association est évidemment bijective. I1 est facile de démontrer par récurrence que si & et

&' sont associes alors
(VAEN) (v e NUT) (A R —— ()

On en déduit que L(G") et BL(G) sont liés par la relation

6(BL(G) = L(k)

(L'application 6 sur BL(G) est d'

de BL(G)) .

On peut donc passer de fagon biunivoque des grammaires

Dans Ta suite nous ferons les démonstrations en t
contenterons de traduire |

ailleurs dans ce cas la représentation infixée des ramifications

parenthésées aux bigranmaires régulieres.
ermes de bigrammaires régu)isres et nous nous
es résultats en termes de grammaires parenthésées sous forme de corollaires.

5.3. Réduction_des b

Deux bigrammaires sont gquivalentes si et seulement si elles engendrent le méme bilangage.

o

Soit 6= (N, T, >, X} une bigrammaire réguliare, i1 existe une bigrammaire régulisre
6" = (N', T, m, X) équivalente i G et dont les regles sont de 1a forme
Ar—r ou Ar>axB+( (A,B,CEN',aGT)

Démonstration :

Nous donnerans seulement le schéma de 1a réduction
Tout au cours de la réduction si on rencontre des régles
empioyant la méthode utilisée pour Tes grammaires.

» la démonstration compléte se trouve dans [s3].
de la forme A -> B on les supprime en

ler pas : On peut trouver une bigrammaire &quivalente & 6 o toutes les régles sont de "a forme

I1 suffit de remplacer lec régles A=>r par A= r 4 A'
nan terminal. Supposons cette condition réalisde.

A—wr+8 ou A -—n A avec p(r) € Tx

et A" 9> A o0 A' estun nouveau

2%me pas : On peut trouver une bigrammaire &quivalente 3 g ol toutes les régles sont de Ja forme
A waxr+B . Il suffit pour cela de remplacer chague régle de la forme

A->a1xr1+a21r2+.,.+aerk+8 par

A axrptA, Ao &) xryt Ayyie, Ak-l >3 xr, +B ol Aps Agsenn,y A1
sont de nouveaux non terminaux.

Supposons cette condition réalisée.

3éme pas : On peut trouver une bigrammaire &

quivalente & 6 ol toutes les régles sont de la forme
A->ax (A1+A2 ot A+ B

- 11 suffit pour montrer cela de trouver un procédé permettant d'abais-

ser 1a hauteur d'une ramification qui est dans e second membre d'une régle. Or si

|
i
|

-

d . la-
Ao>ax (r1 +rp bt rk) + B est une régle de G , on obtient une grammaire gquivalente en rempla
cant cette régle par A -+ a x (AI + Az o4 Ak) +8, Al-> Fiseees Ak = 0l A, Ay, Ak
sont de nouveaux non-terminaux. En réitérant ce procédé on obtient la condition annoncée que 1'on
suppese réalisée.
48me pas : Les trois premiers pas &taient triviaux, celui-ci 1'est moins.
Pour arriver au r&sultat annoncé dans le théorgme i1 suffit maintenant de trouver un procédé permettant
de diminuer le nombre kG défini par
kg = Sup(t p(r)1 ; (3A) (3B)(3a)(A +» a x r + B)) .

St kg =1 la réduction est teminge.

Supposons ko 3.2 . Soft Py 1'ensemble des régles de G de la forme
A->axr+B avec | pry = ks que T'on numérote de 1 & r , soit P, 1'ensemble des autres
régles de G , pour les i compris entre 1 et p on considére des vocabulaires N1 disjoints de N,
disjoints entre eux et en bijection avec N par les applications T3 ¢ Ny» N . On définit alors une

bigrammaire P
G'=(Nu(uU Ni}s T, > , X) équivalente & G, en posant
i=1

(As>r)€P) = Awr
(R g x (R + A2+ r) + 8) € Py Ao 2y x (3HAD) + 1) 4 B
L R A (- Rl B
(hor e B ePy = A er+riie)
Bo—en e ) > A2
On obtient alors une grammaire G' telle que kG' = kG -1 et pour laquelle il n'est pas trés difficile

de montrer qu'elle est &quivalente & G .

Corollaire 5.3.2.

Pour toute grammaire parenthésée il existe une grammaire &quivalente dont les régles sont de la
forme
A »aBalC ou Aans

Dans ce paragraphe on caractérise de maniére effective les granmaires parenthésées définies en
5.2.3. qui sont équivalentes aux grammaires parenthésées classiques définies en 4.1.

Definition 5.4.1. :

N Soit G = (N, T, «», X) une bigrammaire régulidre. On associe & cette bigrammaire la grammaire
réguligre Gp = (N, T, +, X} telle que
As o e (Ar)A»r et p(r)=a ) ‘ )
On dit que & est non récursive & 1'horizontale (en abrégé NRH) si et seulement si tous les
langages L(Gp, A) = {a ; A >GL a et a€T*¥} sont finis.
P
Remarque :
1°) On montre facilement que L{Gp, A) = p(B(G, A)) . '
2°) Le fait que G soit NRH est décidable car cela signifie simplement que Gp n'est
pas récursive & droite.

Les langages engendrés par les grammaires parenthésées au sens classique sont les représenta-
tions parenthétiques des bilangages engendrées par les bigrammaires réguliéres NRH et dont les
régles ayant 1'axiome en premier membre sont de la forme X +a x r avec a¢€ T
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§i G est une grammaire parenthésée au sens classique, alors pour chaque A de N on a
L(Gp, A} réduit 2 des mots d'une lettre dans 1a bigranmaire réguliare correspondante.

Réciproquement, soit G une bigrammaire régulidre vérifiant Tes conditions du théorame, on
peut remarquer que la construction de la réduite de G ne change Pas son caractére NRH. Donc suppasons
G réduite (pour la suite de 1a démonstration 11 suffit d'ailleurs d'atler jusqu'au 3idme pas de la
réduction). Soit A -+ r une régle de G , Soit F1» ¥oaeeen 1y les ramifications qui dérivent de r

en appliquant des réécritures uniguement sur 1a racine et tels que p(r,‘) € T¢ ; 1'hypothase

" " ;

G est NRH" est nécessaire et suffisante pour que ces ramifications seient en nombre fini. On obtient
alors une bigrammaire équivalente en remplagant chaque régle A - r par les ragles

A= rpiral.d ri - Numérotons ces nouvelles régles sauf celles de premier membre X et celles de

second membre A . Soit Ai = r; la régle de numéro i avec ry = a;xr‘} +o.4 al ® r'I
K
. . N
: s 1
pour chaque i, k,i nouveaux terminaux Al"‘ A;' et on remplace G par la bigrammaire

. i i y
G' = (X} u k]J (Al,..., Ak{} » Ty, X) telle que XAwr' wme  (IP)(X +r et r'e hir})

i . i
A‘j"-or' - €a;xh(r})

! N
o0 hestlafonctionde NuT dans S (0 u(y L. AIUT) definte par
i i

h{a} = a
h{x x P +r") = 5i x€T alors x x h(r') + h(r"y

stno