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[NTRODUCTION

La théorie des langages est un vaste domaine oll de nombreux chercheurs ont déjd travaillé. Suivant
les écoles, ceux-ci ont cherché & démontrer des théor2mes de plus en plus fins sur les langages classiques
considérés comme des sous ensembles d'un monofide libre, d'autres ont eu pour but de sortir du cadre des monoTdes
pour généraliser les théories classiques. C'est plutdt dans cette deuxidme catégorie que se place ce présent
travail.

La premigre généralisation qui est apparue historiquement en théorie des langages est le passage aux
langages d'arbres [40) (541 [ 12]. Nous n'échappons pas & cela et les trois premiers chapitres de cette thase
sont consacrés & 1'étude de ces langages d'arbres. Cependant notre uppFoche est assez différente de celle
des auteurs classiques essentiellement 3 cause des toutes premiires définitions qui permettent de formaliser
1a notion d'arbre. Cette formalisation due d Pair et Quéré [63] est particulidrement bien adaptée aux problémes
concernant les arbres syntaxiques et tous les problémes touchant de pres ou de loin la syntaxe. En revanche,
elle semble moins performante pour 1'étude de problémes plus proches de la sémantique comme, par exemple,
les théories sur les schémas récursifs. Cette approche différente conduit A utiliser une terminologie propre
qui, nous 1'espérons, ne génera pas Te Tecteur.

Aprés avoir fait, dans un chapitre 0, quelques rappels succincts de théorie des langages, nous abor-
dons au chapitre 1 la théorie des Tangages d'arbres nommés ici bilangages. On s'apercoit trds vite que ces
bilangages sont une généralisation des langages parenthésés de Mac Naugthon [ 59] et des “tree regular systems"
de Brainerd [ 12]. La généralisation que 1'on obtient est comparable & celle qui ferait passer des langages
finis aux langages réguliers en théorie classique des langages. Dans ce cadre con obtient un théorame intéressant
de réduction des grammaires réguliéres d'arbres (appelées ici bigrammaires). Le théorgme (1 5.3.1) est typique-
ment un résultat de 1a formalisation de ia notion d'arbres utilisé dams ce travail. On obtient dans cette voie
des résultats similaires mais plus puissants que ceux &noncés par les auteurs cités plus haut.

En particulier, on construit de manigre effective des grammaires canoniques associés aux bilangages réguiiers.
Par rapport aux autres auteurs 1'idée nouvelle est de donner une structure algébrique 3 1'ensemble des non ter-
minaux des grammaires ainsi construites de fagon & obtenir une généralisation exacte de la construction du
monofde syntaxique. D'autre part au cours du texte nous redémontrons par des méthodes plus élégantes des résul-
tats prouvés par ailleurs (par exemple la décidabilité de 1'équivalence structurale ou la décidabilité du
probléme de 1'ambiguité pour les grammaires parenthésées (67]).

La justification d'une nouvelle théorie peut &tre trouvée & 1'intérieur d'elle méme par ses résultats
propres, mais i1 est mieux de montrer que cette théorie & des retombées sur les th&ories classiques antérieures.
Le chapitre 2 a &t& écrit dans ce but. On y trouvera une suite d'applications diverses de 1a théorie des
bilangages & la théorie des langages. Deux paragraphes (2.4 et 2.5) sont consacrés aux problémes de 1'anbiguité

inhérente. L'un deux (2.4) prouve que 1'ambiquTté inhérente d'un langage algébrique est due & la structure
des arbres syntaxiques mais pas & leur 8tiquetage. L'autre paragraphe (2.5) propose une nouvelle méthode de
démonstration de 1'ambiguité inhérente d'un langage. (Cette méthode bien que fonctionnant sur un exemple ne
peut étre considérée comme cpérationnelle dans son €tat actue) et devra Etre améliorée dans un travail ulté-
rieur). Le paragraphe 2.2 donne des équivalences décidables sur les grammaires impliquant 1'équivalence des
grammaires. On retrouve 13 encore 1a décidabilité de 1'Bquivalence structurale et on ohtient un résuttat
strictement plus puissant que 1'équivalence structurale pour les grammaires réduites sous forme de Greibach.

La deuxiéme généralisation de la théorie des langages a été d'étudier cette théorie dans le cadre
des algdbres libres. Nous abordons ces problémes aux chapitres 3 et 4. Au chapitre 3 nous &tudions la cons-
truction de 1'équivalent du monoide syntaxique pour les sous ensembles des algébres libres possédant un sys-
téme d'axiomes égalitaires quelconques. Ces méthodes ne sont pas complétement originales, cependant les
constructions des objets manipulés sont plus “"syntaxiques’ que celles d'autres auteurs et permettent plus
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facilement de faire des démonstrations 3 leurs propos. En particulier nous obtenons des résultats de décidahi-!

1ité pour la construction des algebres minimales indépendant de 1a décidabilité du probléme des mots dans la |

structure d'algebre considérée. Le dernier paragraphe de ce chapitre &tudie la variation des algébres minima]zq

en fonction de Ta variation des systimes d'axiomes. i
Le chapitre 4 est consacré & 1'&tude d'une transformation des structures d'algebres qui conduit & l

des procedés automatiques de construction de higrarchies pour les sous ensembles algébriques. L'idée premisre ﬁ

a été découverte en analysant deux exemples de hiérarchies :

celle de Chamsky (les tangages réguliers sont une sous-classe stricte des Tangages algébriques)

et une hidrarchie analogue dans les langages d'arbres qui avait fait 1'objet d'un précédent travail.

On découvre dans ces deux exemples des points communs qui sont susceptibles d'&tre généralisés dans le cas

des algébres Jibres.

Au cours de T'&laboration de ce chapitre, nous avons &té amens 3 utiliser trés largement les résultats
obtenus par d'autres auteurs sur les systémes de réécriture, et d'autre part des recherches biblisgraphiques
ont montré l1a confluence de ces théories avec celles développées en particulier par TURNER { B84 ] et DAMM {197

Dans ce chapitre aprés avoir fait de larges rappels sur les systémes de rédcritures et avoir introduit
& ce propos quelgues notians originales, nous &tudions une transformation sur les structures d'algébres.
Cette transformation a la particularité trds intéressante de conserver les objets universels des structures
d'algébre (ceci independamment de toyte hypothése sur tes axiomes de cette structure). De plus elle laisse
stable Tes sous ensembles recomnaissables et sous quelques hypothases raisonnables, elle fait croftre stric-
tement 1'ensemble des sous ensembles algébriques. Comme de plus cette transformation peut étre réTtérée sur
une méme structure, on a 13 un moyen de construire des hierarchies. L'étude de ces higrarchies nous a conduit

d nous intéresser & 1'&volution des sous ensembles reconnaissables quand la base d'une algabre libre augmente.

Ce probleme est banzl sur les structures d'algeébre sans axiome, mais i1 se complique dés que 1'on introduit
des axiomes et en particulier des axiomes effacants. Les systémes de réécriture sont alors un outil trés
utile pour étudier ces problemes dans des cas particuliers,

Par ce présent travail, nous n'avons pas la prétention d'avoir amené les théories présentées ici
Teur point ultime de perfectionnement. Dans les premiers chapitres, nous avons travaillé & la limite du connu
en reformulant et en redémontrant de manizre plus élégante des résyltats connus et en ajoutant quelques
contributions. Le dernier chapitre est plus navateur et s'@loigne des sentiers battus. En fait nous avons
1'impression d'avoir ouvert plus de portes que d'en avoir fermées, mais est-ce un mal ?

Dans la conclusion, nous essayerons de montrer certains prolongements possibles de ce travail.

CHAPITRE O

QUELQUES RAPPELS DE LA THEORIE DES LANGAGES ET
DE LA THEORIE DES ARBRES

Un vocabulaire est un ensemble fini V . On appelle mot sur ¥ une suite finfe d'éléments de V .

;iéme 3
On note a = 3)35...8, la suite finie de longeur n dont le i &lément est a . Par d&finition

n est 1a longueur du mt o . Pour n =0 on obtient le mot vide noté A . On note V* 1'ensemble
des mots sur V . On définit dans V* une loi de composition interne appelée concaténation définie par
= = ign= ¢, =a
& = aqa,...a et B = ble"' hp -(ap = C1Cp-0-Cp et k=nip et lgignm= i q

et (ntl <1 <« ntp =~ = bi-n

Cette loi est associative et admet A comme &lément neutre .

Définition_1.1. ¢

Un monoTde est un ensemble muni d'une loi de composition interne associative et possédant un &1é-

ment neutre.
L'ensemble V* muni de la concaténation est un monoTde.

Définition_1.2. :

Soit M et N deux monoTdes, un homomorphisme est une application ¢ : M~ N  telle que

o) = o(x) oly) et ofe) =e’
(e et e' sont les éléments neutres respectifs de M et N).

V* est le monoTde libre de base V c'est & dire que pour toute application @ : VM o0 M
est un monoide, 11 existe un unique homomorphisme @ : V*¥aM tel gue BV =g

Définition_1.4. :

On appelle langage sur V un sous-ensemble de V*

Définition 1.5. :

Un langage L est dit reconnu par Te triplet (w, Mi M) o @ :V* oM est un homomorphisme
de monoide et M' <M si et seulement si L= ¢ (M) .

Soit L un langage sur V , i1 existe un triplet (xpL, ML,M”_} reconnaissant L tel que pour

tout triplet (@, M, M') reconnaissant L 11 existe un unique morphisme y : @(V*) » W sur-
Loy o (Y
Jectit tel que  xap = g et x ) =R (V)
Démonstration :
On définit classiquement 1'application C o2 Vro ? (V* x V¥} en posant CL(LX) ={(B,y) s Bar €L}
On pose alors M = { CL(u) 3 a€EVe} «oL(rx) = CL(a) et

Mi = {CL(cx) 3 (A A} E CL(a) 1




On appelle automate sur V un quadruplet CB = (s, So» -2 S') tel que :
1) S est un ensenble appelé ensemble des états de o

ii) sp €S

111) . est une application de S x v dans S (on note s, a 1"image de (s, a) par )

v) $'es . .

A un automate sur V on peut assacier une application notée aussi , de S x v# dans §
en posant

S-a=s et s.{m2) =(s.q).a
Par définition le langage reconnu par & est L) ={a; s.a€ $'}
Un Tangage L < V* est dit régulier si et seulement si L = o
des &tats est fini (automate fini),

L(G®) pour un automate && dont 1'ensemble

On appelle morphisme d'automate entre Cg = (S, Sg» +1 S et
application partielle ©:5-+0Q telle que

i) Te domaine de définition de ¢ oest 5= {s; (3ae v¥) {s =s_.a))
1) ¢ est surjective °
111) ofsy) = 9%

iv) o g = s;nst .

& = (0 95 -5 Q') une

Soit L un langage sur V , i1 existe un automate CX,

g N L canoniquement associs a L reconnaissant
et tel que pour tout autre automate C% reconnaissant L il existe un unique morphisme »

de CF dans (XL . Par définition CXL est T'automate minimal de L

Classiquement on définit 1'application D,
posant D (a) = {8 ; apetl} .
L'automate Or,  est alors défini en posant CZL = (Sy 555 ., 8') avec

Lt VP~ B(V*) appelée contexte & droite pour L en

S = : = .
B (o) ;aecvy So = DL{A) s D la).a = D (o2) et s' = 0 (a) 5a € Dy (o)}
On note Reg(V) 1'ensemble des tangages réguliers sur v

GRAMMAIRE ALGEBRIQUE :

On appelle grammaire algébrique sur V yn quadruplet G = (N, V, - » K} tel que
i) N et V sont deux vocabulaires finis.
i) X eEN

111) > est une relation entre N et (N uv)x
Ky=Aa ;s A»al est fini g

tel que pour chaque A T'ensemple

{on obtient les mémes propriétés que ci-dessous si on suppose que les ensembles KA sont des

langages réguliers sur NyV et que X est aussi un Tangage régulier sur K Uy

on parlera de grammaire algébriques généralisges).

On définit 1a relation “se régcrit" notée >— en posant

U=V e (3u', ", A, a) (u=yu" Au gt v=u'au" et Aaaq )

La relation "derive" est 13 fermeture réflexive transitive de
engendré par G est L(G) = {a; a€T* ot X>—£— al} .

. Dans ce cas

»
’-G— et se note >G— . Le Tangage

Un langage dit algébrique si et seulement si L peut &tre engendré par une grammaire algébrique,
On note Alg(V) 1'ensemble des Tangages algébriques sur V .

Definition 3.2. :
Soit Vv et V deux vocabulaires en bijection par 1'application a-=a . On appelle langage de
Dyck ou langage des parenthdses sur V le langage engendré par la grammaire
X — aX ¥ X1a (2 €V) .
on note P(V) ce langage.

G €P(V) et afae (a€V)(a ' €NV)(A a"EP(YV))(a=aa' T o)

Un langage L sur T est algébrique si et seulement s'il existe un vocabulaire ¥, un langage
réguiier K sur VUV et un homomorphisme h : (VOV)* = T* tels que L = h{P{V) n K)

4.~ STRUCTURE DE_BINQIDE. BINOIDE UNIVERSEL. [63] .

Définition 4.1. :

On appelle V-binoTde un ensemble B muni d'une loi de monoide notée + et d'une loj externe sur V
notée x . Si Bl et 82 sont deux V-binoTdes, on appelle homomorphisme de BI dans B2 une

application ¢ : Bl -+ BZ telle que

1) elxiy) = @(x) + oly)
1) oleg) =e, (e et e, sont les &léments neutres de By et By pour +)

i1i) ola x x) = a x @(x)

Définition 4.2. :

On appelle V-binoide universel un binoide V vérifiant les propri&tés suivantes (a est 1'&1é-
ment neutre de + ) .
1y (vrel)(ria =@aev)@Er eN@Erefr=axr +rm)
i) 3v: Tan tel que  vu(a) =0
(va € V)(wr' € (v € D(ula » r' + #) > sup(9(r')+1, S(r7)]) .

Dans un binoide universel, on a le principe de raisonnement par récurrence suivant :
(vr)(P(r))e=(P(a) et (va € V)(vr' e V)(Yr" € V)(P(r') et P(r") = Pla xr' + r*)))
De plus s1 E est un ensemble quelconque et si f : V" ~ £ et g:V xV x"; x Ez +E
sont deux applications, i1 existe une et une seule application ¢ fl"” -+ £ vérifiant
@lrys rpaeees Ty A) = Flxg, e, X))
w(rl, Toaeevs T axr'+r") = g(r],..., L T R “’(rl"“’ o r'y, “’('1"“‘ res r™))

La proposition ci-dessus permet de démontrer facilement la proposition suivante :

si 0 est un V-binoide universel et si B est un V-binoTde. i1 existe un et un seul morphicme

P V -+ B . En particulier deux binoTdes universels sont isomorphes.

Intuitivement une réalisation du V-binoTde universel est une fagon de représenter 1'ensemble des
arbres 3 zéro, une ou plusieurs racines dont les noeuds sont &tiquetés par des &léments de V et dont
les racines et les successeurs d'un point sont ordonnés,

Le Yangage des parentheses P(V) sur V peut &tre muni d'une structure de binoTde universel en
pasant :
a+B=aB
axa=agd




CHAPITREL

ETUDE DES PROPRIETES DES BILANGAGES,
COMPARAISON AVEC LA NOTION DE GRAMMAIRE PARENTHESEE.

Cette représentation du h1noYde universel correspond & 1a représentation parenthésée infixée des
arbres. Ici les éléments de ¢ seront nommés “ramification",

Fonction standard sur les ramifications :

.
a
]
— e
.
~
3

Toutes ces fonctions sont définies par récurrence en utilisant 1a proposition 4.3,
~ mot_des_racines | 1. INTRODUCTION

0 : Q~ v+ définie par Dans ce chapitre nous développons une théorie similaire & celle des langages réguliers et des lan-
| gages algébriques. Les premiers résultats de ce chapitre ne sont pas houveaux et &taient déja énoncés dans

[53] 4 [54]. Ces résultats serviront essentiellement d'exemples dans les chapitres ultérieurs.

pla) = A et plaxr+s) =ap(s)

"""" e : D'autre part, on compare dans ce chapitre la notion de bigrammaire avec celle de la grammaire
@t V- Vx définie par parenthésée (§ 5.4) [ 591, [ 26 ] et on obtient des résultats similaires mais plus puissants que
@(a) = A et laxr+ s)=si r=a alors ap(s) sinon ofr) @fs) ceux énoncés dans (59 ] , en particulier sur 1'éxistence de grammaires canoniquement associées & une
- fanille do prédecesseur 3 gpma e panghttecee. ‘

. Foi¥ =8 (aen) dstinte par 2. Binoide libre_sur_T . Polynéme.

Fala) =@ et Filbxr+s)=si b=a alors {p(r)} u Fa(r) u Fyls) sinon F(r) uF,(s)

"""" PR Sment V et T deux ensembles disjoints. On appelle V-binoTde libre sur T le V<binoTde
ch: ¥+ T(v¥)  définie par {1 ter que
| ch(a) = {x} et chlaxr+s)=a ch(r) u ch(s) iy le V(T)
2 - hauteur i3) Pour tout V-binoTde B et toute application ¢ : T— B i} existe un et un seul
------- morphisme @ : V(T B tel que IT=
R ¥ N définie par | F & S g @ o
h(a) =0 et hia xr+s)=sup(h(r) + 1, h(1)) - Proposition 2.2.
- IEEEEE!IL’EiQ! Pour chaque couple d'ensembles disjoints V et T , {1 existe un et un seul V-binoTde Tibre
T Ve V‘ définie par Ta donnée d'une application © : Y o V' et <(n) = 0 et sur T & un isomorphsime prés. En particulier V(T) ={r;revuT etvac T(F {r) < (a1)}

axr+s)= t(a) «t(r) +(s) est un V-binotde libre sur T

Définition 4.

On appelle bilangage un sous-ensemble de V . Un bilangage L est dit régulier si et seulement Vu la propriété univerfelle i1) de la définition 2.1. )'unicitd d'un V-binoide libre sur T
si i1 existe un binoide fini 8 et un sous ensemble B' de B tel que L = W- (B'I) 00 v est immédiate. Le fait que V(T) ={r;reVuT et {va € T)(Fa(r) < {a}})} est un V-binoide libre

»
est 1'unique homomorphisme de V dans B . sur T est & peu pras évident.

Soit G = (N, V, », X} une grammaire algébrique (généralisde ou nonj, soit ae (N y T)s
note B(G, a) le bilangage défini par
r €B(G, a) mep(r) =aet (vace VI(Fy(ry e a) et (VAEN) (vae Falr)) (Asa))

~
» Of Soient V et T deux ensembles disjoints,achaque r € V(T} on peut assccier une application
rg: BT -+ B en considérant r comme 1'écriture d'une composition des opérations assocides 3 la

A : structure de V-binoide.
En particulier le bilangage engendré par G noté B(G) est B(G, X)

Intuitivement B(G, a) est 1'ensemble des arbres symtaxiques associés aux dérivations de G Renonstrstion’s
commengant par a . Soit b e BT (b est donc une application de T dans B )
Théoregme 4.7, : (53] Soit hg : V(T) -+ B 1'unique homomorphisme tel que hb 1T=5

Un bilangage est régulier si et seulement si j1 est 1'image par une transcription d'un bilangage On fpose"e]ors rﬂ(b) : hg(r)
engendré par une grammaire algébrique généralisée, En particulier si r=a+b (2€T ,beT,a#b)alors rg est la loi + de B et si
rg=hzxa (AeV,2¢€T) alors rg(b) = A x b ; donc quant A varie dans V , on retrouve

la Toi externe de 8




Avec les notations de la proposition 2.3., si B = V , on notera T 1'application de (\?)T
dans V associde @ r et on dira que T est un polyndme & variables dans T .

Remargue :
Les opérations T correspondent a des greffes d'arbres . Dans la suite on utilisera essentielie-

ment des Eolynémes & variables dans N ou tout du moins dans un sous ensemble fini de N . On notera
A ~
V(1] et V[1,n] les ensembles V[{l}] et V{[1,n]] .

Ce qui suit est une généralisation au cas du binoide universel de la théorie des grammaires sur
le monoide 1ibre.

Définition 3.1. :

On appelle bigrammaire un quadruplet G = (N, T, - , X) tel que N et T sont deux vocabu-
laires disjoints, X est un sous ensemble de N’U\T en général réduit & un élément de N
(Dans ce cas on confondra cet &lément est X ) et = est une relation binaire dans N?T [N]
telle qu'un nombre fini de couples soient en relation.

Définition

N\
La relation dans Ny T “se réécrit" se note »—G-. et est définie par

~ ~ A~ ~
TS - I ENYTII) aueNuTI(l,n) Fuys Ype.s U ENUT Ut €RUTLN]

(r =?~"(G‘(u1,..., Uy et s = U (ugseens u)) et vty
La relation "derive" se note >§— et est définie comme 1a fermeture réflexive transitive de
la relation "se réécrit". On notera >>-£—- Ta puissance piéme de la relation >-§- . En particulier

*

»—G—= v >
P30

Remarque :

Par rapport @ une version antérieure (54 } on doit remarquer que dans Ta définition 1'&lément
r' de NUT[L] permettant de repérer une occurrence d'un premier membre de régle de G peut avoir
dans son mot des feuilles plusieurs occurrences de 1, donc on peut faire en paralléle plusieurs appli-
cations d'une méme régle, cependant cela ne change rien 3 1a suite. En effet Te fait de pouvoir faire
des réécritures en paralléle ne change pas la puissance d'une grammaire s'il est possible aussi de les
faire une par une,

N\

Eay
Soit B = (N, T, %, X) une bigrammaire . Soit r e Nu T[1, n] , T P, T, ERUT,

n
Fis Torees Tp ENUT alors

(vi € {1,n]) (ri»;_r;) - ’F(rl, Foaeees Ty) »;—'F(rl'...‘, ]

Définition 3.4, :

On appelle bilangage engendré par une bigrammaire G = (N, T,~», X) T1'ensemble
Be) ={riref et (et}
Les langages engendrés par G sont :
1e langage des mots des feuilles LF(G) ={ o(r) ; r€ B(G)}
le langage des mots des racines LR(G) = { Alry s reB(6)}
le langage des chemins LC(G) = v chir) .
r € B(G)

Exempies :
Considérons une régle de la forme suivante :

] > a b
7/'\b N A A

[
1 1 1 2
Considérons la ramification r = A/a\B
/ \, ‘(\\
a

‘I‘ a/A\b tlala\a

En employant les rotations de 1a définition 3.2., on peut appltiquer la r2gle en utilisant

r'=a.u1=A,u2- A B
] AN
1 FANA
a
On obtient alors roo»—s = a/\b
& 'OWEN
f
L N
A A A B
AWA
a b a

On peut aussi appliquer cette méme régle en utilisant

= 3 up= oA ,u2=ba
o
a/ b A 1
2 a
On obtient alors r%—s' = A/ \‘B
: 2 Ng AP
Az b
< ANA
Abpy

Soit T, T et T' trois vocabulaires disjoints, T et T étant en bijection par 1'application
a -3 , on définit les expressions parenthésées sur ces vocabulaires comme &tant les mots engendrés
par la grammaire

6= (X ,TuTuT, +,X) avec X »a' X aXiX | a
o0 a' est un &lément quelcongue de T' et a un élément quelconque de T .

Lte langage de Dyck sur T noté P(T) (cf 1.3.2.) corredpond au cas od T' est vide. Remarquons
que 1'ensemble des expressions parenthésées sur T, T et T' peut se plonger injectivement dans le
langage de Dyck P{TV T') en utilisant )'homomorphisme h : (T vTu T'y*s (Tu fur uTye
défini par

a€T » hf{a) =2 et h{ad) =%
a€T = h{a') =2'd
Nous utiliserons ultérieurement cette remarque pour travailler uniquement dans des langages de Oyck.

Une grammaire parenthésée est un sectuplet
G=(N, T, T, T, +,% tel que
i) N, T', T, T sont quatre vocabulaires deux 3 deux disjoints T et T étant une
bijection pour a -3 .
§1) 6' = (N, T' UTUT, », X) estune grammaire algébrique dont les régles sont de
la forme A-+ac3d avec AEN, a€T et a€ (NUT)*
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Le langage L(G) engendré par G est le Tangage engendré par G' . Il est évident que L(G)
est formé d'expression bien parenthésée sur T, T et T' . Un Tangage parenthésé est un
langage qui peut étre engendré par une grammaire parenthésée.

Suivant Tes auteursy T est réduit & un &lément (Parenthésis grammar [531[41]) ou bien & chaque
régle de G est associé un type de parenthdse (Bracheted context free langages [26 1.
Bien que d'apparence différente, les grammaires parenthésées sont en fait un cas particulier de
bigrammaire. En effet considérons 1'application g:T 7] — (Ty Tu T')* définie par
8(a) = A
a€T =g(axr+s)=asé(r)3e(s)
a' €T w8(a" +s) =a' a(r)
On obtient ainsi une bijection entre ?[T‘] et les expressions parenthésées sur T, T et T' .
Si on considére maintenant Jes bigrammaires G de la forme G = (N, TUT', #>, X) avec
usut e ueN et w e Tx( T (T U NPT U N)b...4(T" U )
w0 i fols
il est tout 2 fait évident que modulo la bijection 6 la bigrammaire G est équivalente 3 la
grammaire parenthésée 6' = (N, T', T, T', ~ , X} telleque A - agTesA -» u' et 8(u') = agd
Nous expliciterons plus complétement cette &quivalence quand nous aurons défini une classe
particulidre de bigram'aires qui généralisent Ta notion de grammaires parenthésées.

On appelle C -bigrammaire une bigrammaire G = (N, T, 4>, X) telle que
-XEN
cuwv = uEN et veTN)
Clest & dire que les seconds membres des régles d'une Co-bigram-naire sont des polyndmes
sans variable sur N u T (d'od 1'indice o) et de plus les non-terminaux n’apparaissent qu'aux
feuilles.
Les co-higrarrmaires sont la généralisation naturelle des grammaires
algébriques dans le cadre de la théorie des binoTdes. Nous reviendrons ultérieurement sur les proprigtés
et 1'intérét de ces bigrammaires, pour 1'instant nous allons étudier Tonguement un cas particulier
appelé bigrammaire régulidre.

Definition 5.1.2. :

On appelle bigrammaire réguligre une Combigrammaire & = (N, 7, =, X) telle que
A->r w op(r) € T*(NU{a}) 0

Donc dansune bigrammaire réguliére la racine est constituée d'un mot sur le vocabulaire terminal
suivi &ventuellement d'un non terminal. Remarquons qu'en dessous de ce non-terminal figure seulement
la ramification vide.

C'est facile de voir que le langage des mots des racines engendrés par une bigrammaire réguliére
est régulier de méme que Tes langages obtenu en “coupant” & un niveau donné fixe les ramifications
engendrées. C'est seulement si on examine les mots figurant 4 une profondeur arbitrairement grande et
en particulier aux feuilles que 1'on obtient des langages algébriques. C'est gréce & cela que 1'on
va obtenir de nombreuses propri&tés de décidabilité.

Remarque :
La terminologie invite & penser que Tes bigramaires régulires engendrent les bilangages réguliers
c'est effectivement le cas comme on le verra au paragraphe 5.5. proposition 5.5.13.

Soit T, T et T' trois vocabula,vas disjoints deux & dewx, | ot T &tant un bi3

T'application a -3 . O nete RIT', T} ig tangage swr T v . o ergecd g Lo
algébrique Gp={X, Y, Z} , Tu Tyt o, 5 telle gue
X - Ya' 1y {pour tour &'
Y= aZ&dYia (pour towt a de T}
Za Ya'lZia (pour tout &' de T° )

Comme Te montre la proposition 5.2.2. sufvante C‘R engendr de penidre nan amnd g tes repré-
sentations parenthésées infixaes des seconds membres des régles des bigrasmaires.
On montre facilement que GR n'est pas asbigie.
Eropesition 5.2.2. :
soit 0 : TIT'] = (TuTuTys detini par
8(A) = A
6(axr+r') =a6fr) 3aar) {pour tout & de T )
8(a' +r') =a'o6(r) {pour tout a* de 1’}
L*image de 9 est exactement ies expressions parenthésées sur 1es votstuieires 7, Toen oqe N
de plus 8 est une injection et enfin on obtient 1'Bquivalence suivente
GER(T, Ty e (3L reTIT'I(0(r) = u et p(r) € THN U {n) ]}
La démonstration de cette proposition ect ure suite de récurrepie triviele.
On appelle grammaire parenthésée un sevtuplet
G=(N, T, T, T,»,X) tal que
=N, T', 7T, T sont des vocabulatias deux 3 deux disioirts
-T et T sont en bijection par 1'application & s 3
- Le quadruplet 6' = (H, 7' uTuT, o, X) est une qrewmaire slodbriqua telle que

si A-a alors o sppartient 3 R(NUT', T) Le fangage wazendré par 4 osr le
langage engendré par ia grammaire G' Un lanqage est Wit paronthése s°§i fraut Elpe
engendré par une grammaire parenthésée.

Remarque 1 :
Lla définition 5.2.3. est Bvidemment beaucoup plus générale que celle donnde en 4.1.. Mous
appellerons grammaires parenthésées classiques les grammaires d&finies en 4.1..

Remarque 2 :

Soft G=(N, T, T, T, «, X) une grammaire parenthésée, un peut construire une gra

thesée 6" = (N, ¢ , T, Tl,'-—«, X) équivaleate 3 € en un ce

ziv gans, §1 surfit pour o

choisir un vocabulaire T' en bijection avec T', de poser Tl =Tyl et T} = F ot et de dafinir
A—— a e (30') (A —a' et o'=h (a))

o h est I'homomorphisme de (NUT uT ¢ T)m s (NuT uT uTuTi* d&fini per
AEN  wh(h) =A
3€T  =h(a)=a
FeT =h(@
a' €T' wh(a')=a"3" .

[
»

L'homomorphisme h remplace donc chaque &l&ment de T' par un couple de parenthéses suceessives, I

est trivial de démontrer que
h(L(8)) = L(G")
et que de plus h est une bijection de L{G) sur L(G")
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Dans toute la suite nous supposerons donc T' = ¢
un quintuplet G = (N, T, T, s, X)
de Dyck construit sur T .

et une grasmaire parenthésée, sera donc
- Remarquons que dans ce cas L(G) est contenu dans 1a langage

Soit N, T, T trois vocabulaires

» 11 existe une bijection entre les bigrammaires réguiigres
ayant comme vocabulaires N et

T et les grammaires parenthésses ayant comme vocabulaires

N, T et T telle que si G = (N, T, o, X} et G'= N, T, T, =, X') sont associges
*

alors & et G' ont le méme axiome et A m— p o As 2t 8{r)
8 |

Soit G = (N, T, =, X) une bigrammaire régulidre et G' =

(N, 7, T, >, %'} une grammaire
parenthésée. On dira que 6 et g

¢! sont associées si et seulement si elles ont le méme axiome et
(VAER) (vveNuU T) (A —or e A — 8(r))
G G

Cette association est évidemment bijective. I1 est facile de démontrer par récurrence que si & et

&' sont associes alors
(VAEN) (v e NUT) (A R —— ()

On en déduit que L(G") et BL(G) sont liés par la relation

6(BL(G) = L(k)

(L'application 6 sur BL(G) est d'

de BL(G)) .

On peut donc passer de fagon biunivoque des grammaires

Dans Ta suite nous ferons les démonstrations en t
contenterons de traduire |

ailleurs dans ce cas la représentation infixée des ramifications

parenthésées aux bigranmaires régulieres.
ermes de bigrammaires régu)isres et nous nous
es résultats en termes de grammaires parenthésées sous forme de corollaires.

5.3. Réduction_des b

Deux bigrammaires sont gquivalentes si et seulement si elles engendrent le méme bilangage.

o

Soit 6= (N, T, >, X} une bigrammaire réguliare, i1 existe une bigrammaire régulisre
6" = (N', T, m, X) équivalente i G et dont les regles sont de 1a forme
Ar—r ou Ar>axB+( (A,B,CEN',aGT)

Démonstration :

Nous donnerans seulement le schéma de 1a réduction
Tout au cours de la réduction si on rencontre des régles
empioyant la méthode utilisée pour Tes grammaires.

» la démonstration compléte se trouve dans [s3].
de la forme A -> B on les supprime en

ler pas : On peut trouver une bigrammaire &quivalente & 6 o toutes les régles sont de "a forme

I1 suffit de remplacer lec régles A=>r par A= r 4 A'
nan terminal. Supposons cette condition réalisde.

A—wr+8 ou A -—n A avec p(r) € Tx

et A" 9> A o0 A' estun nouveau

2%me pas : On peut trouver une bigrammaire &quivalente 3 g ol toutes les régles sont de Ja forme
A waxr+B . Il suffit pour cela de remplacer chague régle de la forme

A->a1xr1+a21r2+.,.+aerk+8 par

A axrptA, Ao &) xryt Ayyie, Ak-l >3 xr, +B ol Aps Agsenn,y A1
sont de nouveaux non terminaux.

Supposons cette condition réalisée.

3éme pas : On peut trouver une bigrammaire &

quivalente & 6 ol toutes les régles sont de la forme
A->ax (A1+A2 ot A+ B

- 11 suffit pour montrer cela de trouver un procédé permettant d'abais-

ser 1a hauteur d'une ramification qui est dans e second membre d'une régle. Or si

|
i
|

-

d . la-
Ao>ax (r1 +rp bt rk) + B est une régle de G , on obtient une grammaire gquivalente en rempla
cant cette régle par A -+ a x (AI + Az o4 Ak) +8, Al-> Fiseees Ak = 0l A, Ay, Ak
sont de nouveaux non-terminaux. En réitérant ce procédé on obtient la condition annoncée que 1'on
suppese réalisée.
48me pas : Les trois premiers pas &taient triviaux, celui-ci 1'est moins.
Pour arriver au r&sultat annoncé dans le théorgme i1 suffit maintenant de trouver un procédé permettant
de diminuer le nombre kG défini par
kg = Sup(t p(r)1 ; (3A) (3B)(3a)(A +» a x r + B)) .

St kg =1 la réduction est teminge.

Supposons ko 3.2 . Soft Py 1'ensemble des régles de G de la forme
A->axr+B avec | pry = ks que T'on numérote de 1 & r , soit P, 1'ensemble des autres
régles de G , pour les i compris entre 1 et p on considére des vocabulaires N1 disjoints de N,
disjoints entre eux et en bijection avec N par les applications T3 ¢ Ny» N . On définit alors une

bigrammaire P
G'=(Nu(uU Ni}s T, > , X) équivalente & G, en posant
i=1

(As>r)€P) = Awr
(R g x (R + A2+ r) + 8) € Py Ao 2y x (3HAD) + 1) 4 B
L R A (- Rl B
(hor e B ePy = A er+riie)
Bo—en e ) > A2
On obtient alors une grammaire G' telle que kG' = kG -1 et pour laquelle il n'est pas trés difficile

de montrer qu'elle est &quivalente & G .

Corollaire 5.3.2.

Pour toute grammaire parenthésée il existe une grammaire &quivalente dont les régles sont de la
forme
A »aBalC ou Aans

Dans ce paragraphe on caractérise de maniére effective les granmaires parenthésées définies en
5.2.3. qui sont équivalentes aux grammaires parenthésées classiques définies en 4.1.

Definition 5.4.1. :

N Soit G = (N, T, «», X) une bigrammaire régulidre. On associe & cette bigrammaire la grammaire
réguligre Gp = (N, T, +, X} telle que
As o e (Ar)A»r et p(r)=a ) ‘ )
On dit que & est non récursive & 1'horizontale (en abrégé NRH) si et seulement si tous les
langages L(Gp, A) = {a ; A >GL a et a€T*¥} sont finis.
P
Remarque :
1°) On montre facilement que L{Gp, A) = p(B(G, A)) . '
2°) Le fait que G soit NRH est décidable car cela signifie simplement que Gp n'est
pas récursive & droite.

Les langages engendrés par les grammaires parenthésées au sens classique sont les représenta-
tions parenthétiques des bilangages engendrées par les bigrammaires réguliéres NRH et dont les
régles ayant 1'axiome en premier membre sont de la forme X +a x r avec a¢€ T
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§i G est une grammaire parenthésée au sens classique, alors pour chaque A de N on a
L(Gp, A} réduit 2 des mots d'une lettre dans 1a bigranmaire réguliare correspondante.

Réciproquement, soit G une bigrammaire régulidre vérifiant Tes conditions du théorame, on
peut remarquer que la construction de la réduite de G ne change Pas son caractére NRH. Donc suppasons
G réduite (pour la suite de 1a démonstration 11 suffit d'ailleurs d'atler jusqu'au 3idme pas de la
réduction). Soit A -+ r une régle de G , Soit F1» ¥oaeeen 1y les ramifications qui dérivent de r

en appliquant des réécritures uniguement sur 1a racine et tels que p(r,‘) € T¢ ; 1'hypothase

" " ;

G est NRH" est nécessaire et suffisante pour que ces ramifications seient en nombre fini. On obtient
alors une bigrammaire équivalente en remplagant chaque régle A - r par les ragles

A= rpiral.d ri - Numérotons ces nouvelles régles sauf celles de premier membre X et celles de

second membre A . Soit Ai = r; la régle de numéro i avec ry = a;xr‘} +o.4 al ® r'I
K
. . N
: s 1
pour chaque i, k,i nouveaux terminaux Al"‘ A;' et on remplace G par la bigrammaire

. i i y
G' = (X} u k]J (Al,..., Ak{} » Ty, X) telle que XAwr' wme  (IP)(X +r et r'e hir})

i . i
A‘j"-or' - €a;xh(r})

! N
o0 hestlafonctionde NuT dans S (0 u(y L. AIUT) definte par
i i

h{a} = a
h{x x P +r") = 5i x€T alors x x h(r') + h(r"y

stnon s x =4 alors h(r'ju u Al st Al + h(r")
. 1 k
1 tel que i
Ai = x
sinon u AI PP L h{r")
i tel que ks
A,i = X
avec la convention u A{ oot Al =X .
1

i tel que
Aj=X

On obtient alors une bigramaire réguliére &quivalente a 6 et qui correspond & une grammaire
parenthésée au sens classique.

€= (06, A, B} , {a,b,ch,, %) avec
X +ax(A+B) |IbeBl axX

A +axA+B | a

B ~cxA|a

Exemple :

On a Gp = ({X, A, B}, {a,b, ¢} ,o, X) avec
X = alb A~ aBla B cla .
n'est pas récursive d droite et donc G est NRHM.
On obtient une bigrammaire équivalente 4 G en remplagant les régles de & par
X +ax(A+B)IbxBlaxX
A svaxA+cexAil]laxAl2la
B »cxA |31 A
13 grammaire G' est alors

D
onc Gp

3 1
Xvalaxg Iax(AI+A%)Iax(A%+A%+Bi]]axngxaxl(§+8“]’ b1 bx B3 aax
Apealex (A4 Al ax a2
Aé»clcx(A}m;)[c.Ag
2
Az-alax(n}m%nax/\g

sf~c|cx(A{+A%)|ch§ .

. On introduit,
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En quelque sorte on peut dire que la généralisation que nous présentons ici des grammaires paren-
thésées et du méme type que celle qui fait passer de 1'étude des langages finis & 1'étude des langages
réguliers.

Mc Naughton [59] introduit la notion grammaire parenthésée inversible (backwards - deterministic
parenthesis grammar). Une grammaire parenthésée est dite inversible si deux régles distinctes ont des
seconds membres distincts. Dans la théorie classique, on déduit de cette définition qu'une grammaire in-
versible est non ambiglie, De plus, pour ce type de grammaire on peut commencer 1'analyse syntaxique
d'un mot par celle d'un facteur quelconque 1imité par deux parenthéses associées. Ces résultats ne se
généralisent pas immédiatement 3 la forme générale des grammaires parenthésées. En effet, la non-ambiguité
d'une grammaire inversible est due en particulier au fait qu'il est impossible, vu la forme particuliére
des régles dans la cas classique de reconstruire un second membre de régle en utilisant d'autres régles.
Ce n'est pas le cas avec les définitions données ici et méme si on impose 2 une grammaire parenthésée
générale de vérifier que des rdgles distinctes ont des sec.onds membres distincts, cette grammaire peut
étre ambigiie. Pour obtenir des résultats comparables & ceux de Mc Neaughton i1 est donc nécessaire
d'imposer une forme particuliere au second membre des régles d'une grammaire parenthésée. Nous choisirons
ici de prendre come forme particulidre 2 AT B ou A ; cette forme semble particulirement adaptée
vu le théoréme 6.3.1.. On peut alors définir dans ce cadre une nouvelle notion de grammaire parethésée
inversible et obtenir des résultats comparables & ceux de Mc Naughton {59] mais plus puissants et plus
généraux. Au paragraphe 5.7. on donne des définitions plus générales de 12 notion de grammaire inversible
qui recouvre le cas particulier traité par Mc Naughton et le cas traité ici.

Soit G = (N, T +>, X) une bigrammaire réguliére, on dit que G est inversible si elle vérifie
les conditions suivantes :
i} 1'axiome X n'apparait pas en partie droite des régles
i) (VREN)(VBEN)(Va€e NUT)(AR+>aet Bo>a = A=X ou B=X ou A=B)
iii1) 6 est réduite au sens du théoréme 5.3.1.
Les conditions 1) et ii) sont légérement différente de celles introduites par Me Naughton [ 59 }
ceci est dG au fait que pour cet auteur une grammaire peut avoir plusieurs axiomes.

Soit G = (N, T, =, X) une bigrammaire réguliére inversible alors G n'est pas ambigle
(c'est & dire que la grammaire parenthésée &' = (N, T, T, », X) n'est pas ambigiie).

Démonstration :

Soit P le langage de Dyck sur T et soit g : P @(N) défini par gla}) = (A ; A >G'_‘—— a}.

est non ambigiie i1 suffit de montrer que
ou gla) = {A, X} ) .

Pour démontrer que G'
(1) (va € P)(34 € N)(g{a) = ¢ ou gla) = (A}
Oémontrons (1) par récurrence sur o .

Si a=a jg{a) = {A;AEN et A=a} . D'aprés 1a condition ii) de la définition 5.5.1.,
un seul non terminal différent de X et éventuellement X vérifient A - A . Donc (I) est vérifié
pour o = A . Supposons (I} vérifié pour «' € P et o €P et démontrons (I) pour e=aa' 3 o

Si g{a) £#¢ , i1 existe une dérivation de la forme A>— aB3 C - ; donc B € g{a') et
G G

C€g(a"} . D'aprés la condition i) ona B#X et C#X ,donc B et C sont détermings de maniére
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On peut remarquer qu'une telle bigrammaire est en particulier inversible.
unique grdce & 1'hypothése de récurrence et donc A est &gal & X oy 4 est déterminé de maniére unique
par a, B et C, d'od le résultat pour a .

Remarque : Pour toute bigrammaire G = (N', T, >, X') i1 existe une bigrammaire &' = (N U (X}, T =, X)

Soit a€P delaforme a= o a a7 " équivalente @ G et associée & une T-algabre diadique.

of a et ¥ sontun couple de parenthése asso-
: cige, s1 o« est engendrs par G' alors i1 existe certainement une régle de G de la forme

A +aBEIC telleque B >+ @ .Deplusona Beg(a") . Ceci signifie que pour faire 1'ana- Demonstration
G On peut supposer G réduite, prenons alors N = 5"(N’) et posons
lyse de o on peut commercer par celle de  o" qui nous donnera un non terminal B # X et faire en- t Fa(E, E') ={A; AEN et (BeE)aCe E') (Av>a x B+ C)}
suite 1'analyse de o' aBa o - Dans le cadre des d&finitions de Mc Naughton [4] , on peut aller S .
un cran plus haut en trouvant B° tel que B'+aB3F . On munit ainsi N d'une structure de T-algébre diadique.
La suite du paragraphe va 8tre consacrée a la construction de grammaires inversibles Equivalentes Soit Eo SASREN et A woal) o
& une grammaire donnée, les grammaires obtenues étant de plus en plus structurées Jusgu'a obtenir une E=(E;E€N et X' €E}

grammaire canoniquement associée au langage parenthésé considérd. Av passage nous démontrerons des

résultats sur 1'équivalence des bigrammaires régulisres et sur Te problame de T'ambiguitd des bigrammaires
régulidres, '

Prenons pour G' la grammaire définie pour
X »axE+E os falE, E) €8 '

mhamiads s

Evaxb +E e f(E,E) =€

o
o
=1
B
&
2
)
S
@
o
s

E 44 “E:EO

—_—

: . : i '
On appelle T-algabre diadique un couple (E, (fa)y ¢ 7) fomé d’un ensemble € et de card(T) De facon évidente G' est associée & une T~algabre diadiue et i1 faut montrer maintenant que &

est quivalente & G . Pour cela il suffit de remarquer que .
(ref) [Esr e E={A;AEN et At
&

opérations binaires sur E en bijection avec T .

Exemple :

le T-binoTde universel T peut &tre muni d'une structure de T-algébre diadique en posant
falrs t') =a x4y

&quivalente qui se démontre triviaiement par récurrence sur r .

quand an parlera de la T-algabre diadique ? c'est 3 cette structure que V'on fera reference. Cette demonstration est trés proche de celle donnée par Mc Naughton (591 de 1'existence d'une

grammaire parenthésée inversible équivalente & une grammaire parenthésée donnde, 1'idée nouvelle et

i d‘introduire la notion de structure algébrique qui va nous conduire & des recherches de structure )
ST E et E' sont deux T-algabre diadiques , un homomorphisme de £ dans €' est une appli- 5' algébrique mininale. On trouve dans [63 ) une démonstration tout & fait similaire mais avec des défini-
cation h:E— ' telle que | tions Tégérement différentes. Cette notion de T-algebre diadique n'est pas trés loin non plus de la
h{f,(x, y)) = falh{x), h(y)) pour tout a de T et tour «x et y de E . | notions d'automate d'arbre travaillant des feuilles vers la racine étudiée par Thatcher [80].
2 2 1
s ) |
Proposition 5.5.5. ! Corallaire 5.5
La T-algebre diadique T est Tibre de base (s} c'est a dire que si E est une T-algébre i Un bilangage L sur T est engendré par une bigrammaire régulitre si et ?eu‘lement s'11 existe
diadique et si e est un &lément quelconque de £ alors 11 existe un et un seul homomorphisme une T-algébre diadique finie N , une partie N; de N et un homomorphisme de T-algebre
a b,
h de T dans E tel que h{a) = e * diadique h: T ~N tel que h l(Nl) =L
.
Démonstration E Bémonstration
Cela est une trivialitd en effet h doit vérifier b Si L= h'l(nl) alors L est engendré par la bigrammaire réguligre
h(a) =e et hlaxr+r)= fa(h(r}, h(r')) 1 G = (NU{X} , T, », X) définie pour
~
et i1 existe une et une seule application de T dans E vérifiant ces conditions. ! X waxA+B wf, (A 8) € Ny
!
; R 92 s B+C e f(8,C)=h
: 1
. . . | A wa =h{s) = A
Soft 6= (NU{X}, T, =, X) une bigrammaire, on dit que G est associde a une T-algébre | I est en effet facile de démontrer par récurrence que
. - ; 3 : A 9 . . £
diadique si et seulement s1 c'est une bigrammaire réqulidre vérifiant les conditions suivantes : 1 (wrel), (A*—o)r) - (h(r) = A) . '
exdiely Réciproquement si L est engendré par une bigrammaire réguligre alors 11 existe une bigrammaire
* X n'intervient pas en partie droite d'une régle f réguligre G' = (N U {X}, T, -, X) engendrant L et associé & une T-algebre diadique. Soit
-G est réduite

h:Ta K 1'homomorphisme de T-algébre diadique tel que h(,\)1= A o2 A est 1'unique élément de N
tel que A A . Il estalors facile de montrer que L = h (Nl) o0 Np=(A; (3, B, C)(X+axB+C)

N a une structure de T-algabre diadique pour une famille de Toi (f

SR EN)(VaET)(VBENIVCEN(AwasxBsC m 4= f,(B, C))
S (3L AENY(A )

adaer

et A= f (8, C) )

T e




BV

Corollaire 5.5.9. : [ 63])

La classe des bilanges engendrées par les bigrammaires régulidres est stable par les opérations
bootéennes et les homomorphismes inverses. D'autre part si L et L sont des bilangages

engendrés par des bigrammaires réguliéres, a xL et L 4 L' le sont aussi.

IT suffit pour 1a premiére partie de calquer Ya démonstration faite pour Tes langages réguliers
considérés comme image inverse de parties de monoTdes finis. Pour la deuxigme affirmatfon i1 est

axL et L+L' & partir de celles engen-
- Remarquons que ces constructions sont effectives,

trivial de xonstruire des bigrammaires régulisres engendrant
drant L et L'

L'&galite , 1'inclusion sont des problémes decidables pour Jes bilangages engendrés par les
bigrammaires régulisres.

Si L et L' sont des bilangages engendrés par des bigrammaires réguligres, on sait construire
de maniére effective une bigrammaire engendrant 1a différence symstrique L a L'
Ln s,
Or L=l' o

L'gl e

et une autre engendrant

Lat' =4
L'n [ fls=p
Donc ces deux problémes sont décidables,

Ce corollaire a &té démontré dans un cas particulier par Mc Naughton [ 59 ] et dans un cas plus
général par Paull et Unger [ 67 1, ce problame a &t& repris dans toute sa généralité et en terme de
bilangage par Pair [64][65 ] . Dans (65Jon trouve une autre application astucieuse des bilangages aux
morphismes de grammaire. Remarquons que cette fagon d'aborder le probléme de 1'égalité de deux bilangages
de ce type est beaucoup plus efficace que celle rencontrée dans ]a littérature. En effet, en général
on traite ce probléme en construisant une grammaire canonique associée 2 un langage parenthésé donné
qui n'est pas nécessaire pour ce probléme. Par exemple, pour comparer deux langages réguliers i1 n'est
pas nécessaire de calculer les automates minimaux de ces deux Tangages.

Les réductions conduisant & la forme réduite énoncée au théordme 3.1.1. ne changent pas e
caractére amgigil ou non d'une bigrammaire sauf peut tre la toute premizre réduction qui consiste &
supprimer les régles de ia forme A >—B et qui peut supprimer 1'ambiguité d'une grammaire, Mais
si T'ambiguité provient de cette réduction elle est facile & tester directement. Conc on peut se
contenter de traiter le cas ol § = (N, T, »> , X) est séus forme réduite, Pour chaque A € N
notons 53(A) ={r;A >>;r et re ﬂ . Pour qué & soit ambigile 11 faut et 11 suffit
que G verifie 4

(32 € T)(30)(3B)(3B°)(3C) (3" }{A 2 x B+ C ei Awra x B' + C-
et (@xBB +BO) n(aBE) D)) £y ) .
Or la verification de cette condition peut se faire de manidre effective car elle revient 3
tester si des bilangages réguliers sont vides ou non, et d'aprés le corollaire 5.5.9. la construction
de ces bilangages est effective.
Ce corollaire a &té énoncé et démontré dans [67 ] & propas des grammaires parenthésées clas-

siques & un seul type de parenthése. La technique de démonstration proposée dans [67 ) est beaucoup plus
tourde que celle mise en 8vidence jci.

et axB4+C#axB' +(

- 19 -

Nous allons voir maintenant que 1'on peut enrichir la structure algébrique associée a une bigrammaire
réguliére en montrant que ce qui a &t& fait plus haut en utilisant des T-algébres diadigques peut &tre
recommencer en utilisant des structures de T-binoTdes (§ 0.4).

- Soft G =(Nu{x}, T, » X) une bigrammaire régulidre, on dit que G est associée & un T-binovde
si et seulement si G vérifie les conditions suivantes :
- XEN et X n'intervient pas en partie droite d'une ragle
- G est réduite
= N a une structure de T-binoTde, 1'&l&ment neutre de + &tant E
S (VREN)VaETHWMB EN) (VCEN)(As>a x B+ Coe A=axB+C)
A sA e A=E .

Un bilangage L sur T est engendré par une bigrammaire régulidre si et seulement si i1 existe

~
un T-binoTde fini B et une partie B8' de B telle que pour 1'homomorphisme p:T -8
on ait
L= ol
Démonstration :
Si L= qfl(B') » on peut définir sur B une structire de T-algdbre diadique en posant

f(bsb') =axb+b . Soit h: T -8 1'homomorphisme de T-algdbre diadique défini par
a(bs

h{(a) = e (e est 1'élément neutre de B pour + ) , alors il est facile de montrer par récurrence
. Donc

L=n"lY

que h =y

Réciproquement, si L est engendré par une bigrammaire réquliére d'apr?s le corollaire 5.5.8.,
2 1 2k 1
il existe un T-algébre diadique B, h: T -B et B' cB tel que L=h""(8") . Soit

B B , soit e = h(a)

B1 =B 1'ensemble des applications de B dans , on définit dans Bl la
structure de T-binoYde suivante
F+ G =Fo6 (composition des applications)
(a x F)(b) = f,(F(e), b)
- -
I1 existe alors un unique homemorphisme de T-binoTde ¢ : T =~ By . Montrons que y(r)(e) = h(r)

en faisant une récurrence sur r
¥{a)(e) = e = h(a) .
W@ xr+rt)e) = (axu(r) +9(r)i(e) = (axplr)) oy(r)e)
= (@ x p(r)}(h(r')) = f(u(r){e), n(r'))
=y (h{r), h(r')) =h{a x r+r)
=10,
Soit Bi = {F, F(e) € B'} , on obtient alors L = ¢ (Bl)
Cette proposition peut aussi s'énoncer : "Un langage est régulier si et seulement s‘1:l peut étre
engendré par une bigrammaire réguliére” et donc Ta terminologie est cohérente comme i1 1'avait &té
annoncé au paragraphe 5.1.

Corollaire 5.5.14 :

Pour toute bigrammaire G = (N, T, => , X) 11 existe une bigrammaire G(N U {X}, T, - , X)

équivalente & &' et associée & un T-binoTde.
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Soit L 1le bilangage engendré par G

S Solt B un T binofde tel que L= y g} ayec
B' <B et y: T .p

» alors L est engendré par 1a bigrammaire ¢ = (BU (X}, T, ~, X}

avec

K+axs5+5 o sep ot S'E€B et axs+gtgpe
S*2 x5’ +c'ms SEB et s' g et s"e€B et axs'+s%=g
S A “* S =e=1'élément neutre de B pour 4

Nous allons montrer Que parmi les bigrammaires inversibles associges & une T-algébre diadique
(respectivement & un T-binoide) et engendrant un bilangage réqulier donné, i1 en existe une canoniquement
associée & ce bilangage régulier et associée 2 une T-algebre diadique {respectivement a un T-binoTde). Ces
constructions sont des généralisations de 1a construction de 1'aytomate minimum de reconnaissance d'un

un Tangage. D'ailleurs ces constructions sont

le cas des Tangages, en particulier on introduit
ent & faire les constructions dans le cas des
Tangages. Cependant les définitions que nous allons donner vont paraitre, pour certaines d'entre elles,
pas trés naturetles ; d'ailleurs, dans un travail précédent [57 1. V'auteur, bien Gue présentant 1'exis-
tence d'un tel objet, &tait passé & cité de sa définition dans le cas des T-algabres diadiques. On
retrouve la méme impression dans Tes divers articles ol sont présenté des
Comme on le verra au chapitre suivant,
général et celles qui vont suivre dans
d'autres .

résultats similaires (591113 3.
ces constructions peuvent se faire dans un cadre beaucoup plus
e présent paragraphe ne seront plus alors que des exemples parmi

Commengons par examiner le cas des T-algebres diadiques.

Soit 1 un objet qui n'apparait pas sauf m
dans le suite . On pose
T ={r;refil] et

ention du contraire dans aucun des vocabulaires manipulés

o(r) € TH(1, a}) et (vae THva € Fy(r))(a € Tx(¢1, A}

?{l} muni des lois fa(r, S)=axr+s  estune T-algébre 1ibre de bage {as 1}

IT faut déja démontrer que les lois définies sur f(l}

sont internes ce qui se fait sans
difficulte. Ensuite si £ est une T-

algebre diadique quelconque et si ey et e, sont deux éléments
distincts ou confondus de E i1 faut montrer qu'il existe un unique homomorphisme h : T {1} €
te) que h{a) = € et h(1) - 8 . Ld encore la vérification est presque immédiate.

Soit h: 7T +E un homomorphisme et soit re ?(1} » ON peut associer & r ype application

Tt E 4 E en utilisant Je Procédé suivant : soit e ¢ s Soit he 1'unique homomorphisme
de T{1} dans £ tel que h {A) = h{a) et h (1) = e, on pase alors mie) = heir)

On utilisera souvent dans la suite le cas particulier od h est soit 1
1'injection canonique de T dans {1}
r obtenue,

identits de T soit
- Dans ces deux cas on notera ¥ 1'application associse E

" p—

——
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Lemme _5.6.4. :

Soft h:T+E et k:Eo E' deux homomorphismes et soit r e T{1} alors Thohok = Koy

= it donc de comparer les deux
on a rkqh(k(e)) = (koh)k(e)(r) et k.,rh(e) ko(h}(r) . 11 suff:lt h P.IC mpa
homomorphismes (k"h)k(e) et ku(he) sur 1a base {a, 1} ce qui est immédiat.

péfinition 5.6.5. :

Soit L un bilangage, on appelle contexte i droite pour L 1'application :
b : T+ @(fy) cefinte par

D(s)= (rirefll et F(sjel}

i L de T-algébre diadique de
L'ensemble SL = (DL(s) 38 € T} peut &tre muni d'une structure gi

fagon que ﬂL =7 o D L soit un homomorphisme surjectif.

Démonstration :

----- l:;';;;;;ctivité de D, est évidente par définition. Pour démontrer le reste de la propesition, i1
??;ﬁfv:ead:;‘?::,res?ui', st e ?)(DL(r) T O (r') et 0 (s) = D (s") = Dfaxr+s)s= O (axr +s')
Une fois (I) démontré, 11 suffira de poser fa(DL(r), DL(s)) = DL(a x r+8) pour réaliser les résultats
de 12 proposition 5.6.5.. D&montrons (1). On suppose donc que D (r) =D (r') et D (s} = D(s'}
on obtient alors la suite d'&quivalence suivante :
ted(axres)lmEarres)el estaxl+s)(r)el estlax L+5) €D (r) o

faxl+s)e D{r)emtlaxr +s)ELosElaxr +1)¢ 0 (s) =

Tlaxr + 1} € DL(s‘)-?(a xr'+s')ELeste DL(a xr' +s') COFD

Considérons le triplet (DL’ QL’ 3;_) avec DL et 9,_ définis comme ci-dessus et
2 _pl
Bi-tnods) sseT et 1en(s) L alors L= o))

On obtient immédiatement _
3 L .
SEID) = 0(S) €D = LED(s) mT(s) ELens €

g i ivante : si (h, £, E') est
Le triplet (D, ® L OL) Joult de la propriété universeile suivante (h,

a
triplet formg d'us homamerchicme surjecti® W antre les deux T algebies diadigues 7 el €
un plet formg &'un homamorchicme gu ) .
et si L= h'l(E‘) alors 11 existe un unique homomorphisme XiE =~ @L tel que
i) DL = Xohl

1) D= y(EY)




Pour démontrer 1) 11 suffit de montrer que
(vs,s' € ?)(h(s) = h{s') =D (s) = 0 (s'))
On posera alors x(h(s)} = b (s) .

Supposons que h(s) = h(s') . On obtient alors 1a suite d'équivalence suivante

€D, - F o h( P el —
FER() = F(s) €L h(F(s)) € £ oleme 5.6, M(h(s)) € E' . ny (h(s') € 0

~ h(F(s')) e £ = Ts') €L e rep (s')
La démonstration de i1) est évidente. :

Commentaire :

Le théoréme 5.6.8. affirme donc 'existence d’une T-algébre diadi
On a donc reaiiser dans ce cas 1'analogue de 1a construction du monot

Un bilangage L et régulier si et seulement si :DL est un ensemble finj

D'autre part, si L est un bilangage régulier,

du corollaire 5.5.8 et en utilisant le théoreme 5.6.8
T-algébre diadique D

en suivant 1a méme démarche que pour 1a démonstration
: > On obtient une bigrammaire régulidre associge & 1a
] L et qui est donc canoniquement associge a L.
assons maintenant au cas des bigrammaires pequli

? gulidres associées § des T-binoTdes. L, i
vont &tre tout 3 fait similaires ainsi que Tes résultats obtenus e

Dein

Soit L yun bilangage sur T . On appelle contexte pour |

Viapplication ¢, : T, @ 1)
définie par sy = (rsre ?H] L | )

et F(s) e L}
Cette notion a &ts introduite dans

[59) sous un aspect 1aqe i 3 i
v oy oy gerement différent et a ats réintroduite inds-

L - . a
ensemble tL (CL(s) ;5T peut &tre muni d'une structure de T-binoide telle que
L

soit 1'homomorphisme da T dans 6 De -1
. De pl - ' :
L plusona | ) ('GL) avec 8 = ©(r) ;1¢ C(r) .

l:’our 1a premiére partie de la démonstration, i1 suffit de montrer que
i) € (r) = C(r') et G (s) = Gls') - Clr+s)= Clr +s")
)6 (s) = ¢ (s') w Claxs)=caxsy
Hontrons 1) tNE CGUrts) e Fres)el _.ﬁl\;’s)(r) €L =flesyec (r)
-.:(l+s)ecl_(r‘) =P 4 5) €L em Hr' 4 1) e ¢ (s) )
=tr' +1) € CL(s') -~ te Clr' +s')
Hewe type de demonstration pour ii).
La deuxiéme partie est triviale,
On obtient alors 1analogue du théorame 5.6.8 dans 1e cas de T-binoTde.
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Le triplet (€. ‘GL, ‘@[) Jjouit de la propriété universelle suivante : si (h, B, B'} estun

triplet formé d'un homomorphisme surjectif entre les deux T-binoTdes T et 8 etsi L= h'l(B‘)
alors 11 existe un unique homomorphisme X :B— fL tel que
i) CL = xoh
i) 8; = @)
La démonstration est la méme mutatis mutandis que celle du théoréme 5.6.8.
Corollaire 5.6.13 :
Un bilangage L est régulier si et seulement si 'Gl_ est fini.
On peut dans ce cas aussi expliciter une bigrammaire réquliére canoniquement associée au bilangage
régulier L en posant
Définition 5.6.14 :

Si L est régulier, "gL est le T-binoTde minimal associé 2 L
E=(B U (X}, T,=, X

avec
K+ axC+C = axCtCe B
C + axC' +C" e axC +C =¢C

3 de plus 1a grammaire

C - a “C‘CL(’\)

est appelée granmaire minimale de L associé & ua T-binoTde.

I1 se pose Te probléme de savoir si la construction de ces objets minimaux est effective & partir
de 1a donnée d'un bilangage régulier L par une bigrammaire régulizre queicanque. C'est effectivement le
cas, Nous ferons l1a démonstration uniquement pour 1a structure de T-binoTde 2 titre d'exemple, en effet au
chapitre suivant nous montrerons que ce type de probléme est toujours décidable.

Le T-binofde minimal associé 8 L peut étre construit de maniére effective 4 partir d'une bigrammaire

réguliére engendrant L .

Demonstration :

Tout au long des démonstartions les constructions ont &té faites de maniire effective sauf la construc-
tion de ‘GL . Donc & partir d'une bigrammaire réguliére engendrant L , 11 est possible de construire de
. a
maniére effective un T-binoTde B et une partie B' de B tel que L =h 1(B‘) avec h: T —B .,
Commengons par construire h(?) . Or h(f) est le sous-ensemble de B formé des &léments que 1'on peut
obtenir & partir de e en appliquant 1a loi externe.

Posons
B, = {e}
Bn+1 = (ax Bn + Bn] u Bn
On obtient immédiatement u.(?) = n R
nz0
Mais comme B est fini, on a, pour le premier n, tel que B, = Bn 410 h{T} = Bn
0 0 3

On ne change rien au probléme en supposant que B est égal & Bn et que B' est égal 3 B'n Bn
] 0
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C'est & dire que 1'on est ramens au cas o
relation d'équivalence
b~b' e x(b) = y(b')
ol x:B = SL est 1'homomorphisme tel que yoy= € + L'ensemble quotient B/
au binoTde minimal de L , op obtient
b~ b' e (3r € T)(3s € Fy(h(r) = b et h(s) = b et

b g b Xoh(r) = yoh(s))
= ErenNEs €Nhir) = b et (s = b
b
b

et O (r) = & (s)

et h(s) = b et (vt e Tr1a)(E(r) ¢ Lestls) € 1))

et h(s) =b' et (vt e Tru)(n(e(r) € B'esh(t(s)) € 8'))
8 dans B associee ay pelynome t on a
(vr € F(ve € Ty (e = t(n(r))

= (2r € F)(3s € Ty(h(r) =
= (reT)(as e Nn(r) =
Or si on appelle t, 1'application de

On en déduit donc que b ~b' = (vt ¢ Tt ) € 8' = (') € 8)
Notons Ly, e bilangage sur Ty {1} définf par
L=t tef) et to(b) € B'}
Or a donc b~ b' -oLb = Lhl
effective, i1 suffit done maintenant de montrer que L

>

l p €St un bilangage régulier. Or ty(b) = hp(t)
| d'ol Ly = hp (B') et donc Ly est un bilangage regulier

Dans ce paragraphe on pose quelques définitions
sibles plus générales que celles étudia
fnversibles sont non=-ambigiles.

qui permettent de dafinir des grammaires parenthésses

Soft r une remification de ?[N] - Soit n le nombre d'occurrences d'gléments de N dans r
On numérot i
umerote entre 1 et n ces occurrences. On note f_ la fonction de (?)" ~ T telle que

fr("l' Faseees Fo) o est 1a ramification de 7 obtenu en remplagant pour chaque i

; . g o
d'un élément de N Par ry . On dit que r est injectif sur X i 1a restriction de f. sur

X" est une fonctfon injective.

Exemple :

~St r=axA+B ,r est injectif sur T

TStor=ax (A e, e A) s roest injectif sur X = (p ; Io{r)I= 1}

Une condition nécessaire et suffisante pour que r soit injectif sur T est que
au plus un &lément de N et que deux &1éments d
on obtient :

rinjectif e« (va € Tj(va € Falri}{a € T+ (Nu (a} )T*)

p(r) contienne
e N n'ait pas le méme prédecesseur. Fortellement

et p{r) € T+ (Nu {a}) T*

est alors isomorphe

- Pour montrer que cette relation d'equivalence peut se calculer de manigre

€S au paragraphe 4. On montre en particulier que ces graimafres

Ta i2me occurrence

ey

e ot 4 s
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Supposons que r ne vérifie pas cette condition. Soit i et j le numéro de deux occurrences d'élé-
ment de N dans r apparaissant toutes les deux dans la racine ou toutes les deux dans une méme famille
de prédécesseur a . Soit r' la ramification qui est entre ces deux occurrences dans r et ' la rami-
fication obtenue en remplagant dans r' tout &lément de N par a

S r" est non vide on obtient :
(A Ay oo 5 Agiiy Arenl A J&="tlnsae 8 19 Agesers ;",... A
iéme place jidme place iéme Jiéme
place place

donc r est non injectif.

Si r" est vide alors on obtiendra le méme résultat que ci-dessus mais en utilisant une ramification
s quelconque & 1a place de "

Réciproquement si la condition est vérifise par r on montre que r est injectif en raisonnant par

récurrence sur r

Définition 5.7.3. :

Soit 36 un ensemble de ramifications de ‘F[N] , on dit que B est indécomposable sur X si et sey-
lement si

(vr e ®j(vr' e &)(fr # f; = Ve, € Xwri,..o., r“) € Xfr(rl,..., rn) # fr'(rll""’ r“:))

(n et p sont respectivement le nombre d'occurrence d'&lement de N dans r et r' s cf définition 5.7.1.)

Si reR = r=a ou r=axh+B ,alors R est indécomposable sur T .

=S reR w r=ax (A + Ay 4ot An) alors & est indécomposable sur X = {rs (p(ry=1}

Soit G = (N, T, 5, X) une bigrammaire réguliére (ou une Co-bigramaire) posons

)(G = U {r;A >>1r et r €T} .6 estdite {nversible si et seulement si

AEN
1) X n'apparait pas en partie droite des régles
ii}A->r et Bor = A=X ou B=X ou A=8

ii1) Pour chaque A de N 1'ensemble ’J'LA ={r; A+ r} est indécomposable sur XG et chaque

second membre de régle est injectif sur XG

iv) 11 existe au plus un non terminal différent de X dont dérive a .

Une bigrammaire inversible est nan ambigie.
Soit g: T — ®(N) defini par
g{r) = (A ;A»—’-r et re?} .
Montrons que
tvr € T)(an e W) (gr) & (A, X))
Pour cela faisons une récurrence sur te nombre de peint nlr} do r . 8 Ay}« 0
et 1'hypathése (iv) donne le résultat. Supposons (I) démontrer pour n{r) < k et supposons que n{r) =k + 1.
Soit A€ g(r) . Ona ki
Done 1= fi(r, rpuiil, Ty} et comme Foy est indécomposable et f

Ao,
@I073 ¥ o= A

A>—s>—r
s injectif fs s PP Tosens [

sont déterminés de manidre unique donc en appliquant 1'hypothése de récurrence a Fls Toaeees 1y eteen

utilisant 1'hypothése 1). On obtient que s est déterminé de manidre unique et donc grace i) et ii}) on
en déduit (I) pour r
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Pour démantrer que 6 est non ambiglie, 11 suffit de montrer que :

Le but de ce chapitre était de généraliser dans le cas des bilangages réguliers les théories connues
Ax2r et ref = a‘s)(a'rl,..., rk)(A s et f [rl,.,,. ‘"k’ =r)

pour Tes langages réguliers. On obtient des résultats comparables en plus fort$ que ceux de Mac Naugthon.
Cela se fait aisément par récurrence sur 1a longueur de la dérivation en employant le méme type de raisonne- De plus, Tes théaries obtenues ont des retombées en théorie des langages classiques comme va le prouver
ment que pour démontrer (1). Te chapitre 2. Enfin les résultats de ce chepitre fournissent des exemples aux théories développées aux
chapitres 3 et 4.

Les grammaires inversibles de Mc Naughton [53] et celles définies au paragraphe 5.5 sont des cas
particuliers de la définition 5.7.4..

6.- C -bigrammaire et Cozbilangage.

Rappelons la définition déjd donnée au paragraphe 5.1 des Co-bigrarrmaires.

On appelle C0~bigrammaire une bigrammaire G = (N, T, ->, X) telle que

i) XeN
ium>veuen et ve TN
Un bilangage L est un co-bilangage si et seulement si L peut &tre engendré par une : ' '

Co-bigrammaire . 2

Ces bigrammaires on €té introduites dans [ 54) et y sont longuement &tudiées. Rappelons simplement quel-
ques propriétés immediates de ces bigrammaires et des bilangages associés.

Seit G = (N, T, = , X) un Cu-bigramaire, il existe une Co-bigramaire G' = (N, T, », X)

équivalente & G dont les régles sont de la forme
Ae>B8+C ou A 2axB (A, B, CeN et aeT)
Si L estun C.-bilangage alors

i) a(ly = Up(r); rel}l est un langage algébrique quelconque
1) (L) = {o(r) ;3 rel} estun langage algébrique quelconque i
ifi)eh(l) = v chir) est un langage régulier quelconque W
7 g I
En particulier la classe des Co-hﬂangages contient strictement celle des Hﬂangages réguliers sur tout

vacabulaire & au moins deux lettres. J

Les Co-bigramnaires correspondent exactement aux "Balanced Grammars" introduites par Knuth [ 41] . ‘:
Dans cet article Knuth se pose le problgme de savair si un Tangage engendré par une "balanced grammar" il |
ast un langage parenth&sé (au sens classique) ou non. On démontre effectivement que ce probléme est décidable.
On peut se poser la méme question & propes des C -bigrammaires et des bilangages réguliers mais 13 le résul tat |
obtenu est différent. En effet :

Le probléme de savoir si une C°~b1‘grarmnaire engendre ou non un bilangage régulier est indécidable.

Démonstration :

Le probléme contient en effet le probleme de savoir si une grammaire algébrique engendre ou non un
langage régulier et ce probléme est connu comme indécidable. Comme nous 1'avons déjad dit la généralisation I
qui consiste & passer des grammaires parenthésées aux bigrammaires réguliéres est du méme type que celle qui b
permet de passer des langages finis aux langages réguliers. Chaque médaille a son revers ! J
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CHAPITRE I

QUELQUES APPLICATIONS DIVERSES DES RESULTATS PRECEDENTS,

Nous allons appliquer le théorme 5.3.1. de réduction des bigrammaires réguliéres pour donner une
nouvelle démonstration simple d'un résultat connu sur les réduites de Greibach.

On démontre que toute grammaire algébrique est équivalente & une grammaire G = (N, T, >, X) of
les régles sont de la forme A -+ a ala avec a€ 7T et a € N* . Cette forme réduite est appelée réduite
de Greibach. I1 est bien connu que 1'on peut améliorer cette réduite en imposant en plus que A+ age ol = 2

On va donner une démonstration utilisant le théoréme 5.3.1 du passage de la forme générale & la forme améliorée.
des réduites de Greibach.

Démonstration :

Soft &= (N, T, -, X) une grammaire sous forme réduite de Greibach. Associons & G la grammaire
parenthésée 6' = (N, T, T,0» , X) avec — dafini par
Asaades Anaa
Aoa - Ao
I1 est évident que L(G) = h(L(G')) avec h : (Tu f)* - T+ defini par h(a) =a et h(3) =a .
D'aprés le théoréme 5.3.1, &' est équivalente & une grammaire G" = (N', T, T, aems ; X) dont les régles
sont de la forme A~ a B EC | A onen déduit donc que L(G) = h(L{G")) est engendré par la grammaire
6" = (N', T, o, X} ol — est défini par
A 4w22aBC oo AmraBiacC
A oA PR —
D'oll 1'existence de la réduite de Greibach amé)iorée.

2.- Application au probléme de 1'éguivalence des grammaires algébriques :

I1 est bien connu que le probleéme général de 1'équivalence de deux grammaires algébriques est indécidable.
En revanche on sait que 1'équivalence structuiale des grammaires algébriques est décidable ([67], [64] et
corolTaire 5.5.10). On connait d'autre part des classes de grammaires algébriques pour lesquelles Te problame
de 1'équivalence est décidable, par exemple pour la classe des grammaires simples daterministes [15 ). Le
but de ce paragraphe est de donner des moyens algurithmiques pour tester dans des cas particuliers 1'8quiva~
lence de deux grammaires al gébriques. Ces outils permettent de résoudre ce probléme quand Tes deux grammaires
ne sont pas trés éloignées de |'gquivalence structurale.

Le principe commun des méthodes exposées ci-dessous est le suivant :
&tant donné une grammaire algébrique G = (R, T, =, X} on lui associe de manidre algorithmique une bigrammaire
régulidre v(G) de fagon gue

©6) ~ T(6') = G~G

(Te signe ~ entre deux grammaires ou bigrammaires signifie que ces deux grammaires ou bigrammaires engendrent
le méme langage ou bilangage).

On &crira alors G~ G' [r] .

1&re methode : (&quivalence structurale).
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Définition 2,1, :

Soit G= (N, T, =, X) une grammaire algébrique

telle que Tstruc(G) =N TUHY, >, X) avec

A *AIAZ cee B e A fx (A1+ﬁ2 oot Ak)

De fagon &vidente ‘struc(G) engendre le bilangage régulier formé de 1'ensemble des structures de G

c'est & dire 1'ensemble de tous Tes arbres syntaxiques de G o0 toutes les étiquettes non terminales
ont &t& confondues en une seule notée # .

11 est immédiat que Tstpucl®) ~ Tstrucl®') = G~6

En effet on & L(G) = @(B(Tg4 o (6)) = LF(rgy, o(6)) (définition 2.3.4) .
On retrouve 1a décidabilité du probléme de 1'équivalence structurale déja étudié dans [67], [64]

2éme_méthode :

(&quivalence structurale)

Soit G = (N, T, », X) une grammaire algébrique mise sous forme réduite de Greibach, T;t;ruc(ﬁ)

est par définition la bigrammaire réguliere telle que T;truc(ﬁ) =(N, T, %, X) avec
A -+ a Alt\z...Ak e A o> ax (Al + A2+...+Ak)

A » A - A o> A
(Cette transformation nous a déja servi au paragraphe 1 en terme de grammaire parenthésée).

On obtient alors facilement la proposition :

L@ = h(B(T;truc

h(a) = net h{axr+s)=a h{r) h{s)

()} o h:f 4T¢ est defini par

s | f
. En particulier Tstruc(G) v Tetruc

En fait cette deuxitme méthode n'améliore pas la ‘premigre, en effet i1 est facile de démontrer que
pour deux grammaires réduités saus forme de Greibach on a

66 lrgyped = B~ [l 0]

(6') = G~@'

struc

3&me_méthode :

Soit G=(N, T, -, X) une grammaire algébrique mise sous forme réduite de Greibach, TO(G) est
par définition 1a bigrammaire réguliére telle que TD(G> = (N, Ty >, X)) avee
A sahby A e A>ax (A + Aorerth y) + Ay
A oA - A a> A
Avec cette définition on démontre trivialement que
L(G) = h{B{t,(G}) avec h défini comme en 2.3. En particulier TO{G) ~ rofG') - 6~6

Théoréme 2.6. :

St 6 et G' sont deux gramaires algébriques sous forme réduite de Greibach alors
G~6 I Togrued * G~ 6L o)
La réciproque est fausse.

Ce théoréme signifie donc que 1'équivalence modulc T, est meilleure que 1'&quivalence structurale.
o

o

TStF’UC(G) est par définition ta bigrammaire réguHém'i

|
|

T

pémonstration

Soit G = (N, T, =, X)

Considérons 1°application
k(A) = A

xETUN,a€T, rs,s' € ?[N] = k{rex) = k{r)+x et k{ra (s+xxs')) = k(rj+ax k{s)+k{x xs')

Remarquons que k(r+axs) = k(r) + k(axs)

et que plus généralement  k(r+s) = k(r) + k{s)

Seit rpoetor, deux ramifications de TIN] telles que r, = k(rl) » soit d'autre part A-a

une grammaire algébrique réduite sous forme de Greibach.
Kk« TIN - TN defini par

une régle de G qui donne la ragle A —»a;  (respectivement A —»a, ) dans Topryct®) = 6y

(respectivement dans TO(G) = 62 ). Appliquons ces deux régles A — « et A — g, respectivement dans

T et rp et ceci & 1a méme place. {Cette Tocution "& la méme place" signifie qu'avant d'appliquer k &

ry pour obtenir Ty , ON a marqué une occurrence de A dans ryo puisque T'on a effectué la transformation
k et que c'est sur 1'occurrence de A marquée dans r, que 1'on a appliqué la régle A — o }. On obtient
ainsi deux ramifications r'l et ré et on va montrer que ré = k(r‘l) . C'est 3 dire que le diagramme sujvant

est commutatif

ry r'l

{
|
?'2 >>—GE—— 7‘2
Remarquans déji que k{ay) = a, d'aprés les définitions de G = TS‘tTUC(G) et G, = ro(G)
D'autre part soit a un &lément quelconque de T , appliquons toujours & la méme place la r&ale A»_az
dans  k(a=x rl) » an obtient une ramification r; . Démontrons par récurrence sur ry que
- k(r'l) et k{ax r) = r‘z' (1)

(1°) rpEaA- r2=ri=ré=/\ et r§=a=k(ann)

(2°) rp=r+x
ler cas : x # A ou ce n'est pas cette occurrence de A qui est sélectionnée
Ona rp=r'+x,kiax ry) = k(ax(r' + x))
=axk(r') +x
k(anrl) =k{ax(r+x)) =axk{r) +x
On obtient alors Te résultat en appliquant 1'hypothdse de récurrence
ar .
2eme cas : x = A et c'est cette occurrence de A qui est sélectionnge.

Ona rp=r+ ap s rp =Tt a, et en tenant compte de k(ay) = %,
an en déduit k(r'l) = ré . D'autre part a x rp = (r+4) ,

donc k(ax {r+A)) = axk{r) + A , d'od

rp = axk(r) + ay = kfax (r+a1)) = k{axr})
(3°) ry=r+b (s+xxs')=r+bxr dans ce cas ry = k(r) + bxk(s) + k(xxs'} = k(r) + k(bxr')
Commengons par comparer k(axr'lj et r;

k(axry) = k(ax(r+bxr)) =axk(r) + k(bxr')
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En appliquant 1'hypothase de récurrence soit & r soit 3 r' suivant 1a place de 1'occurrence de A
sélectionnée, on en déduit que k{ax ri) = rg

Pour comparer ry et k(ry)  suivant la place de T'occurrence de A selectionnée, on applique

1'hypothése de récurrence soitd r, soitd s, soit s s’ et on traite directement e cas x = a .
CQFp

De cette Tongue récurrence , on déduit inmédiatement que

BITo(6)) = k(B(rly el

D'0d Te premier résultat du théoreme.

La réciproque est &videmment fausse s en effet, considérons une bigrammaire réguligre G = (N, T, =, X)
dont toutes les ragles sont de 1a forme A -»ax (B + C)+D ou A 4. 0n saft que G est &quivalente
& une bigrammaire réguliere G' dont toutes les régles sont de la forme A' -+ ax B' +C' ou A aa
(Théordme 5.3.1).

S1 on considére les deux grammaires G1 et Gi telles que

dans 6y A 5 380D e A > ax {B+C)+D dans G .

A = oA LYY dans G
et dans Gl A = aB'C' e Ao axBl4C dans G
A - 4 - A > A dans @'

0 é = - '
n a évidemment 1Q(G1) G et TO<G'1) = G' et donc Gl-le(-ro) . D'autre part Gl et Gi ne

sont pas équivalentes structurellement en effet, les arbres syntaxiques de G1 sont quaternaires alors que
ceux de Gy sont ternaires.
Quand les méthodes précédentes ont échoué pour montrer 1'équivalence de deux grammaires, on peut
essayer des variantes d 3 i i
ay es de la méthade dérivée de la transformation Ty - Par exemple, on peut remarquer que,

pour les deux transformations TS‘tTUC et 15,5t A > est une régle de la bigrammaire obtenue par
ces transfermations alors i1 existe une régle A-a de la grammaire initiale G telle que « = hir) .
On peft alors remplacer 1a régle A -sr par une autre régle A 4> r' ayec h{r') = h(r) =« et

r' € TIN] et ofr') € TH(N v {a}) . On obtient une nouvelle bigrammaire réguligre G' vérifiant toujours
L(G) = h(B(6')) . En procedant de cette fagon sur deux grammaires algébriques GI et G2 si on arrive &

trouver deux bigrammaires G'l et Gé 2quivalentes alors Gy et G, sont équivalentes. Ce procédé devient

hautement combinatoire et risque d'étre inapplicable dans la pratique. Cependant ce type de transformations
peut &tre intéressant sur le plan théorique et 11 n'est pas impossible qu'en affinant ces méthodes, on

L'&8tude complete de ces idees fera 1'objet d'un travail uTtérieur.,
Traitons un exemple d'utilisation de 1'équivalence 1
o

Considérons les deux grammaires G et G, définit par

G = (%Y, Zh, {a, b} ,4,x

X+ a¥bX |bZaX| a
Y - a¥b¥la
Z . bZaZia
G = (X v, 2, T, vy, {a, b} , », X"
X' aY'ZoxXt T uX | A
Y' s a¥y'z'ivia
Z' 5 aY'2'blb
T' > bT'U'V' A
U* - bT'V'ala
Vs s

- . = "L

.32 -

Remarquons que si on cherche les grammaires engendrant LG )-{a} et L(G;)- {a} on n'obtient pas

des grammires simples déterministes et donc la méthode de Courcelle [15 ] n'est pas applicable directement.
D'autre part ces deux grammaires ne sont évidemment pas structureilement &quivalente.
Les deux bigrammaires Tol68y) et 1,(6;)  sont
67 = 1,(G)) = ({X, ¥, Z} , {a, b} ,»», X)
X»/a\x’ /b\ X1 a Y-n/a\ Yia s /b\ ZiA
Y b Z a Y b 7 a

Gy = TolBy) = (X', Y, 2, T UL V'), (3, b}, =, X')

- ' ! ! . .
X' > A X /b\ X'la Y' o a_ V'ia '+ 2 bib
Y T IS ¥z Yoz
T w b V'ia U b ala Vs a

VS <N
[T o

I faut maintenant montrer que les deux bigrammaires ‘régulidres Gi et Gé sont équivalentes. Pour

cela on peut utiliser la suite d'algorithmes qui a conduit & 1'énonce du corollaire 5.5,10. C'est 3 dire
on utilise le théoreme 5.3.1. ou plutdt sa démonstration pour réduire G‘l et Gé puis la démonstration
de 1a proposition 5.5.7 pour trouver les bigrammaires inversibles associées i des {a, b} -algébres
diadiques et équivalentes respectivement a G'1 et Gé . On en déduit facilement une bigrammaire inversible
associée @ une {a, b} ~algébre diadique engendrant BL(G'I) A& BL(Gé) et on vérifie que ce bilangage est
vide par une technique classique de réduction inférieure et supérieure de grammaire. Cette démarche va étre
trés pénible & effectuer & lamain. Pour montrer que cet exemple est correct, contentons-nous de dévoiler
la fagon dont il a &té construit.
De fagon évidente le bilangage L1 engendré par G1 est de la forme L1 = (LY u LZ)' ol

0 q " opEration ®

Ly et L, sont les bilangages dérivant de /a\ et /b\ respectivement et ol 1'opération
Y b 7.
est 1'itéré de 1'opération de monoTde de (a/,\b} . De méme LZ engendré par G2 est de 1a forme
sont des bilangages dérivant de P et /b\
Yooy Ty

respectivement. On s'apercoit que Ly et LZ sont en bijection par la transcription échangeant a et b .

Ly = (LY'Z' U LT.U.)' oo LY’Z' et LT'U'

D'autre part, i1 n'est pas difficile de démontrer que

rely ws p(r) =a et Fb(r) = {a} et Fyrlc ab

De méme Ly'Z' et LT'U' possédent les mémes propriétés, d'ou L1 et L2 sont égaux. En fait 1'exemple
a &té construit en décrivant dans Gé la ramification en-dessous de a dans LY par des régles racursives
allant de gauche & droite alars que 1'on va dans 1'autre sens dans Gi

Remarquons que dans G, figure une régle V' - A qui peut facilement &tre supprimée, mais alors on

aura par exemple la régle Y' - a¥'Z' qui donnera dans la transformation 1 la régle V' -»? 20
7
et la méthode &échouera. Dans ce cas pour prouver 1'équivalence des deux grammaires, il faudra suivant

les régles de G, appliquer la transformation Ty OU T;h_uc . c'est & ce genre de situations auxquelles

nous faisions allusion ci-dessus.




On rappelle que tout bilangage régulier est 1'image par une transcription de 1'ensemble des arbres
syntaxiques engendrés par une grammaire algébrique généralisée (théoreme 0.4.7). D'autre part, on obtient
facilement la proposition suivante :

Soit L un bilangage régulier sur T ,parmi les gramzires algébriques 6 = (N, T, » , X) telles que
TWB(G)) = L , i1 existe des grammaires telles que,si P(B) est 1a représentation parenthétique de B(G) ,
alors P(G) est 1'intersection du langage de Dyck sur N U T et d'un langage régulier sur NuTuRuT .,

On peut se demander si en fait les bilangages réguliers sont aussi de 1a forme Pk
semble confirmée par la forme réduite des bigrammaires régulidres énoncées au théoréme 5.3.1.

Malgré cela, cette premiére impression est fausse comme Te montre 1'exemple suivant :

. Cette opinion

Exenple :

Le langage L = {a"a"aPaP 3030, p>01} estun langage parenthésé qui n'est pas de la forme P n K .
La demonstration de ce fait sera donnée aprds le théoréme 3.2 & titre d'exemple d'utilisation de ce théoréme.
Le lecteur pourra facilement faire une démonstration directe de ce fait.

Théoréme 3.2. :

Soit L un bilangage réqulier. Une représentation parenthésée de L est de la forme P n K si et
seulement si le T-binoTde minimal '6L de L vérifie

(30 : T € (3B : T8 )va e (Ve € G )(ax €= 0(a) + C + B(a))
En particulier {1 est décidable de savoir si un langage parenthésé est de la forme P 0 K

Démonstration :

La deuxigme affirmation est évidemment une conséquence de 1a premidre.
Soit L un bilangage régulier et L' 1le Tangage parenthésé associé, supposons L' de la forme
PAK . Soit M unmonoide fini, v: (TUT)*s M et Mo M tel que K= yigw)
L' est engendré par la grammaire parenthésée G = (X UM, T, T, -, X) telle que
X—as' Ts" e wa)+s' +y(@ +s"¢M
S —2as' Ts" ew Y(a)+s' +yE) +s" =g
S— 4 e« s=e (e est1'&lément neutre de M) .
Donc si on munit M de la structure de T-binoide définie par
axs = yla)+s+¥(a)
Ta loi + &tant la méme que dans M , on démontre facilement que L= ‘PEI(B) ol ¥y gl est

1'homomorphisme de T-binoTde de 7 dans B et comme le T-binoTde minimal de L est homomorphe & tout
T-bing¥de permettant de reconnaitre L , on en déduit le théoréme dans ce sens.
Réciproquement si le T-binaTde minimal ‘GL de L vérifie la condition du théoréme, soit
B' < GL et ¥, T ==9 € telque L= ‘(/;1 (B') , considérons la structure de
mnoide de € , soit v (TuT)xra 6, 1'homomorphisme de monoTde tel que ¥(a) = 8(a) et

¥(8) = §(a) . 11 est facile de montrer que L' = P n v Y8
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Reprenons Te bilangage L associé au langage parentéhsé
a" la remification r=axax ... xaxa.
;

L' = (a"a""aP} . oans T, on note

n fais
On a-donc L = (a" + aP in»0,p>0) . Dnen daduit facilement que

Ga) = {rie(r) et} =0, avec ¢ T[11 =T défini par (1) = a

(3> 0)(r = oK) w (i =@"x1+aP;ns0,ps0) via"+aPx 15030, p50
UM 14 15np0,p500 =

(3> o)k > 0)(r = ak a4 ¢ (- 1) - i

1

51 r est d'une autre forme que. ci-dessus alors CL(r) =0 = C3

Danc €L admet Ta structure de binoTde décrite par les deux tableaux ci-dessous

GGG |G £l a
0 I ¢, ’ 6, 114 [ s G| &
il G J & | e [ & b1 &
iz_{ ¢ [ G| { =2 G| G
Gl el le [ EL

Si L &tait de la forme P n K on devrait avoir

(31 € 10,31)(3j € [0,3])(vk € [0,3]) (C.i + 0+ Cj =axG)

En prenant k = 0 on en déduit que nécessairement f =j =1 etenprenant k = 1 on en déduit
une contradiction . Donc L n'est pas de Ta forme P n K

Les langages de 1a forme P n K sont évidemment des langages déterministes. Ce qui précéde permet
de tester 1'6galité de deux langages de ce type. On obtient de ce point de vue des résultats moins puissants
que ceux démontrés par L. Valiant [82], [83) mais 1a demonstration est beaucoup plus simple. D'autre part,
il serait intBressant de caractériser parmi les bilangages réguliers ceux dont la représentation parenthésée
sont des langages algébriques déterministes, on obtiendrait ainsi une classe de langages algébriques deter-
ministes pour laquelle le prabléme de 1'&quivalence serait résolu de manidre €légante.
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Classiquement on dit qu'un langage algébrique présente une ambiguité inhérente si et seulement si
toute grammaire algébrique qui 1'engendre est ambigtie. Nous altons rontrer en particulier qu'une condition
nécessaire et §ufflsante pour qu'un langage algébrique L présente une ani:iguite inhérente est que pour
tout bilangage régulier L' tel que (L") =L alors Ta fonction ¢ L' ~L n'est pas injective.
Cette propriété montre que le phénoméne de 1'ambiguité inhérente est 11& aux structures des marqueurs
de phrase et mon 3 leur &tiquetage (cf. en particulier le corollaire 4.6). En effet, la classe des bilan-
gages réguliers est stable par transcription. Ce résultat n'est pas Surprenant, car le principal outil
dont on dispase pour démontrer sur des exemples T'ambiguité inhérente de langage algébrique est le lemme
d'Ogden [62] qui précisément permet de construire pour un mot du langage plusieurs arbres syntaxiques asso-
ciés a ce mot et de structures différentes. ' -

Nous montrerons d'autre part que les degrés d'ambiguité des langages algébriques sont conservés en
prenant comme ensembles de marqueur de phrases les bilangages régulidrs. N

Ces résultats peuvent se déduire des résultats de [59] en généralisant les théordmes de cet article
& des grammaires algébriques généralisées.

Le Temme qui suit servira dans a démonstration du théoréme 4.3.

Soit L un bilangage régulier sur T . I existe un T-binoTde B tel que L= v'l(n') avec
YV B et B' cB vérifient 1a condition suivante :

(va € V){vs € B)(vs' €Ble faxs+ s')
ou e désigne 1'élément neutre de B

Soit B un T-binoide et soit B =B u {8} oi & est symbole qui n'est pas dans B . Donnons 2
B une structure de T-binoTde en prolongeant les lois de B par
(vs€B)(E+s=54Fa5)
(vaeT){(ax&=axe} od e est)'&l&ment neutre de B .
Il est évident que B vérifie 1a condition du lemme 4.1.

On montre facilement par récurrence sur r que si ¥ est 1'unique homomorphisme de ? dans B

ona
V{A) =g
rEa = Fry= ¥ (Y:7~8)
Donc si B' est contenu dans B on a
efB - ¥iey - ¢l

ecd - ey @)= vl
On en déduit alors de fagon immédiate le lemme anmnoncé.

Définition 4.2,

Soit L un bilangage régulfer et L' = (L) 1'ensemble des mats des feuilles des ramifications de L .
Le degré d'ambiquité AL(u) d'un mot de L' par rapport 3 L est le nombre de ramification de L

ayant o comme mot des feuilles. Si G est une grammaire algébrigue engendrant L' on définit
AG(u) par
AG(a) = “B(G)(“) (B(G) est Te bilangage régulier engendré par G )} .

Si L est un bilangage régulier sur T, si G = (Ns T', +, x) est une grammaire algébrique et si
T:NUT — T estune application conservant les &léments de T' et telle que L = 1(B(G)) alors
o(L) et L(G) sont &gaux et pour tout a de L(G) ona AG(u) > Al(u) *

Théoréme 4.3. :-

Sait L un bilangage régulier de i et L' =pfl}
L' telle que
(va € L") (Ag(o) < A (a})
Ce théoréme signifie que pour tout bilangage régulier L il existe une grammaire engendrant le langage
wfL) et diminuant ou conservant le degré d'ambiguité de chaque mot de (L)

. 11 existe une grammaire algébrique G engendrant

Démonstration :

Comme L est un bilangage régulier i1 existe un T-binofde finl B et une partie B' de B tel que
pour 1'unique homomorphisme ¢ : V -B onait L= \v'l(B') . On peut de plus imposer @ B de vérifier
la condition du Jemme 5.3.1. Considérans la grammaire

G= (8,7, »,8")
ol 1a relation -+ est définie par
$—5's"  ew(ET)(s=axs' +35" et
(e est 1'€lément neutre de B et le calcul
S»as'emszaxe+s"

s' £e)

2 xs' +s" esteffectud dans B )
e~ A

11 est facile de montrer par récurrence que

*
§ >—— a et

G

GET* = (rel) (olr)=a et ¥(r)=s )
(on fait une récurrence sur ol paur démontrer 1a proposition dans le sens direct et une récurrence sur r
pour démontrer la réciproque).

D'oll on en déduit que G engendre L'
sidérons 1'application ¢ : T

. Montrons que
T - BUuT définie par
9(a) = e 3

G veérifie Tes conditions du théorgme 5.3.3. Con-

glaxr +r') =sir £a alors ¥la x r' + ") o« (g(r') + g(r))
sinon  ¥(a + r')x (a + g(r"))
On remarque que g{r) = r' et rfa = ofr) = w(r') et p(r') = ¥(r)
Soit G' la grammaire (B, T, -+, B) avec - défini come dans G on montre facilement par

récurrence sur r dans le premier cas et sur r'
glr) ='r' = ¢ €B(G')
r' € B(G) = {IreL)(g(r) =r")
D'ol on en déduit que B(G) = g(L)
Comme g conserve le mot des feuilles,il est alors immédiat que Te nombre de ramification de 8(G)
ayant o comme mot des feuilles est inférieur ou &gal au nombre de ramification de L ayant «
mot des feuilles.

dans le deuxigme que

comme

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un langage algébrique L' présente une ambiquité inhérente
est pour que tout bilangage régulier L tel que L' =@(L) 1'application @ : L — L’
injective.

ne soit pas
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Démonstration :

Ceci est une conséquenice immédiate du théoréme 4.3.

DEfinition 4.5, :

Soit 6= (N, T, ::=, X) une grammaire algébrique géniralisée, on appelle ensemble des structures
de & le bilangage régulier sur TU { %} , o # estun symbg]_s qul n'est pas dans T , qui est obtenu
par transcription & partir de B(6) par la transcription ©: NUT « Tu{g ) définie par

t] T= IdT et (vAe N){(t{A) = 4) .

Le terme de structure est justifié par le fait que cette transcription &limine compl&tement 1'&tique-
tage des arbres syntaxiques engendrés par G en ne gardant que leurs structures.

Corollaire 4.6. :

Soit L' un langage algébrique présentant une ambiguité inhérente et G wne grammaire engendrant L'
alors pour au moins un mot o de L' deux &l&ments au moins de 1'ensemble des structures de G ont @
comme mot des feuilles.

nstration :

Comme 1'ensemble des structures d'une grammaire est un bilangage régulier le corollaire 4.6. est un
cas particulier du corollaire 4.4.
A propos de ce corollaire montrons comment on peut le déduire des théorgmes de Mc Naughton [59](Démanst. due & Peri

Soit G une grammaire engendrant L' , soit L 1'ensemble des structures de G « L est un langage paren~
thesé et donc {1 existe une grammaire inversible, &' = (N, {4, F} UTuT, =, X} ausens de [59] engen-
drant L . La fonction o : L« L' est 1'homomorphisme défini par o(#) = o(F) = ofd) =a et p(a)=a .
Donc si o est injective alors la grammaire " = (N, T, ., X) définfe par

A va e (38) (A spet oB)=a)

engendre L' et est non ambigué. Donc L' n'a pas d'ambiguité inhérente. Remarquons que cette démonstration

n'est valable que si G n'est pas une grammaire généralisée, et que pour obtenir le résultat général du corollain’

4.6, 11 est nécessaire de démontrer indépendamment que si L' est engendré par une grammaire génédralisée
non ambigué alors L' 1'est aussi par une grammaire non généralisée non ambique.

Le théoreme 4.3 peut aussi se déduire des résultats de Mc Naughton en employant un raisonnement similaire
& celui qui précéde, mais 12 pour obtenir le résultat dans toute sa généralite il est nécessaire de généraliser
tes résultats de [59] au grammaires généralisées. Cela ne pose pas de gros probleémes, mais i1 faut remarquer
que si on conserve Ta forme des régles des grammaires parenthésées de Mc Kaughton, on introduira des grammaires
parenthésées avec une infinité de régles pour lesquelles i1 sera impossible de trouver une grammaire parenthésée
équivalente de 1a méme forme avec un nombre fini de ragles.

Définition 4.7. :

On appelle degré d'ambiguité d'un langage algébrique L' 1'entier A{L'), é&ventuellement infini, défini
par
AL') = Inf (sup ~ (Agfa)))
G o€l

o0 G parcourt la classe des grammaires algébriques engendrant L' et AG(a) désigne le degré

d'ambiguité de o par rapport d G .
On peut définir de méme un entier A'(L') en posant
A'{L') = Inf ( sup (A (a)}}
L a€l!

ol L parcourt Ta classe des bilangages réguliers tels que (L'} = L . On obtfent alors la consé-
quence immédiate suivante du théoréme 4.3.

=138 =

Pour tout langage algébrique L' tes deux entiers AL} et A'(L') sont égaux.

5.- Une autre application_au_probléme_de 1'ambiguTté inhérente : notion_de bon

_langage .

Si on examine dans 1a littérature consacrée a ce sujet et en particulier dans les articles les plus
anciens, les exemples de langages algébriques ayant une ambiguTté inhérente, on constante qu'ils sont
presque toujours construits de 1a fagon suivante :

On considére deux langages algébriques L et L' tels que L nL' n'est pas algébrique et on
démontre que. L U L' posséde une ambiguité inhérente.

Ce phénoméne parait général et améne naturellement 2 proposer 1a conjecture suivante ¢

St L et L' - sont deux langages algébriques n'ayant pas d'ambiguité inhérente tels que L n L' ne
soit pas algébrique alars 1é Tangage algébrique L U L' posséde une ambiguTté inhérente.

Cette conjecture d'apparence banale se révele & 1'examen trés difficile & aborder en particulier parce
que 1'hypoth&se "L n L' n'est pas un langage algébrique" est particuligrement difficle & utiliser. Ce qui
va suivre ne permet pas de résoudre cette conjecture et il semble & 1'auteur que les différentes notions
introduites dans cette thése sont encore bien insuffisantes pour aborder le problame de front.

Dans ce paragraphe, rous avons 1'intention de poser quelques définitions qui permettent de démontrer
cette conjecture dans un cas particulier et de fournir une ncuvelle méthode de démonstration de 1'ambiguite
inhérente de langages algébriques sur des exemples.

pefinition_5.1. ¢

Soit L un langage algébrique, soit L' un langage algébrique tel que L' est contenu dans L ,
on dit que L' est un bon sous langage de L si et seulement si pour tout bilangage régulier L1

tel que w(.Ll) =L , il existe un bilangage régulier Li tel que Li est contenu dans L1
et p(Lj) =L

‘Théoréme 5.2. :

ST L et L' sont deux bons sous langages de Lu L' etsi LnlL' n'estpas algébrique alors
Lu L' admet une ambiguité inhérente.

Démonstration :

Supposons que L U L' n'ait pas d'ambiguTté inhérente i1 existe donc un bilangage régulier L" tel
que L") =LUL' et @:L" «LuL" estune application injective. Comme L et L' sont de bons
sous langages de L u L' , il existe deux sous bilangages réguliers Ly et L, de L' tels que

ofty) =L et ofty) =L' . Grace & 1'injectivite de @ sur L" on en déduit que L L' = oLy nLy)
et donc que L nl' estalgébrique. D'el Te théoréme.

It serait évidemment trés intéressant que tout scus langage alyébrigue d'un langage algébrique soit
un bon sous langage ou que 1'on ait un procédé général de démonstration du fait qu'un sous Tangage algébrique
odt U bep=sou

igage d'un langage alglbiique. Comme on 07t s'y atlendre, ces deux asseriivis Suni Tausses
i

comme le prouve la proposition suivante :
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Le fait qu‘un sous langage algébrique d'un langage soit un bon sous langage est une propriété indéci-
dable. ’

Avant de démontrer cette proposition établissons d'abord deux lemmes :

Soit K un langage réqulier, soit L un langage algébrique alors L & K est un bon $ous langage de L ,

Démonstratio

Soit Ll,\ un bilangage régulier tf} que L= w(Ll) . Il existe un T-binoTde fini B , une partie B'
de B et y: T-+B tels que Ly = ¥ 7°(B') . On peut supposer de plus que 1'é1ément neutre e de B
vérifie 1a condition :

(va€T) (v, b' €B) (efaxb+b') (leme4.1),

Scit d'autre part un monoide fini M , une partie M' de M et un homomorphisme k : T* =M tels
que K = k'l(M) . Considérons sur BxM la structure de T-bino¥de défini par

(b, m) + {b*, m') = (b+b', m')

ax(b,m=si bfe alors (axb, m sinon (a x e, kia)) fsi

Soit y* T 2l 1'homomorphisme de T-binoTde, 11 ést alors facile de démontrer que
' (r) = (w(r), k(w(r))} . Posans L= w‘"l(a' x M), L] est un bilangage régulier comme image
réciproque d'une partie d'un T-binoTde fini. On obtient Li < L1 et xp(Li) =LnkK

Soit K un 1ang$ge régulier et L un sous langage algébrique de K . L est un bon sous langage de
K si et seulement si L est régulier.

Démonstration :

St L est régulier et LK ,enécrivant L =L nK eten appliquant e lemme 5.4., on obtient que
L est un bon sous langage de K

Réciproquement, si L est un bon sous langage de K , comme K est régulier, on peut considérer K
comme un bilangage régulier formé de ramifications réduites & leurs mots des racines. En appliquant la définition
5.14 L eta ce bilangage régulier, on en déduit immédiatement que L est régulier.

Démopstration de ta proposition 5.3. :

Appliquons le lemme §.5. au cas particulier o K = T* . On en déduit que L < T* est un bon sous
Tangage de T* si et seulement si L est régulier. Or cette propri&té est connue comme indécidable.

I1 nous faut maintenant mettre en @vidence des procédés pratiques pour démontrer dans des cas particu-
Tiers que tel langage est un bon sous langage d'un autre. Le lemme 5.4 donne un procédé général pour engen-
drer des bons sous langages, mais malheureusement le cas traité par le lemme o'a pas d'intérét en vue de
1'application du théoréme 5.2,

Comnengons par généraliser légérement la définition 5.1. de facon & obtenir des hypotheses plus simples
d vérifier pour le théoréme 5.2,

Béfinition 5.6. :

Soit & une classe de bilangage régulier tel que
+ 1) Pour tout langage algébrique L' i1 existe L e @ tel que oL) = L'
i) Pour tout langage algébrique L' non ambigii i1 existe L € % tel que o{l) = L' et
9 L-sL' estinjective.
On dira que & est un générateur de la classe des langages algébriques.

= St
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Exemples :
On pourra prendre pour & une des classes de bilangage suivant
- ‘q, = la classe des bilangages grammaticaux
-‘ﬁ‘g = la classe des bilangages grammaticaux engendrés par des grammaires réduftes sous forme de
Greibach
~‘§‘5 = la classe des bilangages grammaticaux engendrés par des grammaires réduites sous forme de
Chomsky

- "g Inf = Ta classe des bilangages grammaticaux engendrés par des grammaires telles que de tout non
terminal autre que 1‘axiome dérive un langage infini.

Définitien 5.7. :

Soit & un générateur de la classe des langages al gébriques. Soit L et L' deux langages algébri-
ques tels'que L" oL . Onditgue L' est un bon sous langage de L modulo & et on &crit L' el
si et seulement si pour tout bilangage L1 de & tel que go(l.l) =L i) existe un bilangage

régulier Ly tel que L’I ng et m(Li) = L' . (Remarquens que cette définition n'impose pas que
L} soit dans # ).
La méme démonstration que pour le théor2me 5.2. permet alors d'énoncer :

Théoréme 5.8. :

soit & un générateur de 1a classe des langages algébriques. Soit L et L' deux langages algébriques
tels que
i) L et L' sont des bons sous langages de L U L' modulo b
i) Ln L' n'est pas algébrique
Alors L U L' a une ambiguité inhérente
Remargue :
La définition 5.7, et le théoréme 5.8 ne sont en fait que des généralisations artificielles de la
définition 5.1 et du théoréme 5.2 en effet, il semble bien que dans la plupart des cas les notions de bon
sous langage modulo i et de bon sous langage tout court coTncident. La démonstration dans le cas o

ES % est d peu prés évidente et dans les autres cas cités en exemple, cette démonstration ne doit pas
&tre trés difficile.

Démontrons maintenant quelques lemmes techniques :

S35 »

Le bilangage I.Ln ={r; lo{riig n} est régulier.

Démonstration :

Soit [(n] =1{0, 1,..., n, 4} e V-binoTde dont les lois sont définies par

x@y=s1 xAL et y#1l et x+ygn alors x+y sinon L fsi
axx=si x#1 alorssi x#0 alors x sinon 1 fsi
sinon 1 fsi
Seit ¢ : Va Onl 1'homomorphisme de binoTde, on obtient alors inmédiatement par récurrence sur r

que
v(r) =31 lolr)l ¢ n alors {o(r)| sinon L fsi
bone Wy = ¢ 10, L., n}) est un bilangage régulier
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Definition 5.10, :

La fonction deb : V - @(!7) est définfe par

deb(a) = {a)

deb(a = r + s} = (& + deb(s)) U (a x deb(r) + deb(s))
Si L est un bilangage on pose deb(L) = rg L deb{r)

Lemme 5.11. :

ST L est un bilangage régulier, L' = deb(L) est aussi régulier.

Supposens L engendré par la bigrammaire G = (N, T, »>, X) que 1'on peut supposer sous forme
réduite. Soit G' = (N, T, =>, X) définie par

A +>axB+C e+ Ar>a+CJaxB+C

A o> a - A A

Montrons que 6' engendre deb(L) . Posons L' = BL(G') , {1 faut donc démontrer que

i) rel w-deb(r)gl’

ii) r' €L » (3reL)(r € ded(r))
Pour prouver i) i1 suffit de montrer plus généralement que

Ti1) (vA € N) (A »a'- r o= (vr* € deb(r))(A >;Lr~))

Or Ta proprigté iii) résulte trivialement d'une récurrence sur r .
Pour prouver i1} i1 suffit de montrer plus généralement que
V) (VA € N)(A > ' = (3r)(A>»—r et r' € deb(r})
6 G

La aussi la démonstration de iv) est immédiate par récurrence sur r'

Lemme 5.12. :

Soit L .un bilangage régulier alors L' ={r ; deb(r} nL # @} est réguiier.

Démonstration

Supposens L engendré par la bigrammaire G = (N, T, >, X} . On peut supposer que A £ L {dans
le cas contraire, on fait la démonstration pour L-{a} ce qui démontre que L'-{s} et donc L' sont
réguliers). De méme on peut supposer que G est sous forme réduite. Soit
Nl ={A; AEN et A->a} etsoit N'1 un vocabulaire en bijection avec Hl par 1a bijection

-

A« A" . Modifions 1égerement G en remblagant les régles A -» a » B+ C telles que B¢ MI

par A-> ax B' +C et en rajoutant les rdgles B' «> o . On obtient une nouvelle bigramﬂ:e
G1 = (N U NII’ T, +>, X) qui engendre encore L . Soit maintenant une bigrammaire engendrant T , par
exemple G0 = (X'}, T, w, X') avec X' 4> a x X' + X'|aA . On suppose que X' ¢ Ny N'l . Considé-~
rons maintenant 12 bigrammaire G' = (Nu N‘1 U {X'}, T, =, X) telleque G' contient toutes les
régles de G1 et de Go ains{ que toutes Tes ragles

B' > axX' +X 8' quelconque dans N,

Une démonstration un peu longue mais triviale de bout en bout montre que G' engendre L'
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Soit !.1 et L, deux langages algébriques tels Ly L, . 5t pour tout bilangage régulier Lé
tel que w(Lé) = Lz » On peut trouver deux entiers n et k et un sous bilangage régulier

Ly de L ={r;le(r)ie n} tels que

i) @€l et ldl ;k-(arEL;',) (deb(r)nLh £9 et ofr) =a )

) {vre L) (deb(r) n Ly £9 =olr)eLy)

alors Ll est un bon sous langage de Lz

Dans le cas ol 1'on veut prouver Ll § L 11 suffit de démontrer i) et i1) pour tout Ly de < .

Soit Ly ={r; deb(r)n L;" @ et re Lé} u Lé = L'i uty od Lo‘ est un bilangage fini contenu
dans L; et vérifiant w(ly) ={a; a€ Ly et lal <k} . On a évidemment Ly = oLy} et List,
i1 suffit donc de démontrer que L‘1 est un bilangage régulier et comme L", est fini et donc régqulier,
il suffit de démontrer que L] est régulier. Or Ly =Ly n{r; deb(r)n Ly £ 2 et le lemme 6.5.12
donne alors immédiatement le résultat cherché.

Rema!gue :

Le théoréme 5.13 n'est pas surprenant, il signifie simplement que si on considare un bilangage régulier
L; ayant L, comme langage aux feuilles et si on peut tester simplement en regardant un début "pas trop
large" d'une ramification de L'2 1'appartenance du mot des feuilles i L1 et cecl pour tout Lé alors

Ll est un bon sous langage de L2

On peut améliorer le théoréme 5.13 en remarquant que dans la démonstration seul le fait que L‘r'l

soit un bilangage régulier est intervenu. En faisant 1a méme démonstration on obtient alors le théoréme
suivant

Théoréme 5.14 :

Soit L1 et L2 deux langages algébriques tels que l.l ng . Si pour tout bilangage régulier
Ly tel que o(ty) = L, » on peut trouver un entier k et un bilangage régulier L] tels que
fla€ly etlalyk = (3rely) (deb(r)nLi#P et ofr)=a)
1) (vr € Ly) (deb(r) n L1#0 =o(r) €Ly
alors Ly ‘est un bon sous langage de L,

Dans le cas ol 1'an veut prouver L1 < L2 i1 suffit de prouver 1) et i1) pour tout Lé de b
-4

Remarque :

On pourrait énoncer un théoréme analogue od n'intervient pas une constante k en remplacant la
condition i) par la condition
(va€ly)(5r € Ly){deb(r) 1 L] # 6 et o(r) =a )

Le théoréme obtenu serait equi\}alent 3 5.14 mats d'usage moins facile.
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Pour prouver que Tes notions introduites dans ce paragraphe ne sont pas purement gratuites, appliquons
Tes pour démontrer 1'ambiguité inhérente d'un langage bien connu.
Soft Ly = {a"PP s n>0, 550 sl =@ s ns0,p50) et L=tjul, il est bien

connu que L possdde une ambiguTté inhérente. Nous allons le redémontrer en prouvant que L1 et L2

sont des bons sous-langages de L modqug inf. Soit G = (N, T, », X) une grammaire algébrique engen-
drant L . On suppose que G est sans A et que pour tout A de No Ly ={a; A 2 ¢} est
G

un langage infini. Soit L' le bilangage des arbres syntaxiques de G .
Considérons le langage Ly, défini par
GEL, =maENUT)* et X>* o
12 G

et (38), 8,)(8; € Lty et B, € Ll eta P B eta o 8,)
G ]
Pour a €{N U T)* , ImlN est par définition le nombre d'occurrence d'éléments de N dans o

Montrons le Temme suivant :

aELlZ »IGIN-I

Supposons que kulN 23 et a€ le s 0nadonc o= “1“1“2“2"' u"A avec «; € T,

n n+l
Ai €N et nx3 . Vula forme des éléments de L nécessairement un des langages LA. est contenu
1

dans  a*-{a} ou b*-{a} ol c*-{a} . Soit A, ce non-terminal. Donc dans une dérivation dans &
]
de ad B avec B € T* on peut en modifiant les réécritures sur Ai changer le nombre d'occurrences
0

d'une des lettres sans changer le nombre d'occurence des deux autres. Ceci est immédiatement contra-
dictoire avec le fait que « € le et que G engendre L

Supposons maintenant que lal, =2 et a€ L » donc  a = a,A,6,Aa, et pour la mime raison
P N 12 171%"%%

que ci-dessus on a nécessairement LAC a*b*-a* et LA & b*c*- b* . Soit B un mot quelconque de
1 2

T* dérivant de « , on a B = °l°l1°2°é“3 et peL . Si Nys My et e sont les fonctions
donnant pour un mot quelconque de T* les nombres d¢'cccurrences de a, b et c respectivement, on
obtient alors

n,(8) = ny(B} ou ny(8) = n (B}
c'est & dire

nafay) + naleq) = npla) + mpfay) + nylas)
ou

"b(ai) + "b‘“Z) + nh(u'z) = nc(ué) + nc(u3)

c'est & dire que pour tout cauple o} , a) dérivant respectivement de A, et A, , on obtient des
1 2 1 2

Equations qui peuvent s'écrire
nyley) - nb(ai) = nplay) + K (K= "b(“z) = ng{ay))
ou

nb(a‘l) = nc(aé) - nb(ué) + K (K' = nc(aa) - nb(uz))

-84 -

On voit apparaitre des ensembles semi-linéaires utiiisés par exemple par Ginsbourg { ], mais nous
n'utiliserons pas les résultats de cette théorie.

Suppasons que "b(“é) puisse prendre deux valeurs distintes ny et n, correSpondant & des valeurs

m et m, de nc(a‘z) on en déduit immédiatement que pour tout cz'l dérivant de ‘l ona
"a(“i) - nb(ai) =n) +K “a(“i) - "b("i) =n, +K

et ol et
mof) = 1y =y + K

Donc Te langage L“l serait fini ce qui est contraire aux hypoth2ses.

"b(“i) =mpo-np K

Donc ny(a;) est une constante pour tous les mots dérivant de Az . De méme on démontre que

”b("i) est constant pour tous les mots dérivant de Al ce qui démontre que
nb(u‘l) et "c("é) sont aussi constants. D'od L“1 et LAZ sont finis, on obtient donc une contradic-

tion et le résultat annoncé par le Temme, en effet Iu[N =0 est incompatible évidemment avec o € L

=
aely, et (va)()(>—'—e>—a.m|"=1)- ol g k
o0 k est une constante ne dépendant que de G .
Ce lemme signifie que si un mot o de le a &t obtenu en utilisant seulement des régles linéaires

de G alors sa longueur est majorée par une constante ne dépendant que de la grammaire G .

Démonstration :

Comme  a € le 3 on a donc

x By = @ B)a, €L -4
X o = alllnz <
G 8y = oy Béaz eLz-Ll
Remarquons gue cela implique que o) € asb* et a, € brex
Choisissons k tel que
“lal >k - 3y, Uy Vis Voo Wpu W, €T 3B e N
X =2 ujBu, =t uy¥y8v,U, = ulvlwlAluszuz =a et Vv, éa
(ceci est un Temme de paires itérantes particuliérement simple).
On en déduit que
(v e W)ty = uvpiuiu, €L =L u L, et t = Vi BaN,vHu € L e Ly v L)
D'autre part d'aprés la forme de langage L on a nécessairement v €t v, dans a* y b¥ y c* .
Si Vi Ou v, est le mt vide on obtient inmédiatement que t, ou té n'est pas dans L , donc
v, et v, sont non vides. D'autre part 2] et Yy €tant des facteurs de a et oy respectivement,
on en déduit

vy € (a% U b*)-{a} et Vo € (b* U c*)-(a}

12 ;
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Examinons tous les cas possibles.
a*-{a} b¥{a} c*-{a)
vy Vo ty€L = tIEL d'od une contradiction
vy v, t) € L = ty g1 d'ol une contradiction
vy v, L d'od une contradiction
vy t" pour n  assez grand n'est plus dans L
v d'oll une contradiction
2

Le Temme L est donc démontrs.

D'aprés les lemmes 1 et 2 si r est une ramification engendrée par G on peut savoir si
o(r) € Ll ou  ofr) € L2 en connaissant un début de r suffisamment large. Donc le théordme 6.5.13
donne le résultat :

Corollaire :

L possdde une ambiguTté inhérente.

L'auteur est conscient que dans 1'état actusl de ce paragraphe celui-ci n'est pas trads performant
vis & vis des méthodes classiques du type Lemme d'Ogden. Les théordmes 5.13 et 5.14 ne sont pas
suffisanment algorithmiques pour guider une démonstration d'ambiquité inhérente utilisant la méthode
décrite ici. Cependant, i1 n'est pas illusoire de penser que cette notion de bon sous langage peut &tre
utile & la théorie de T'ambiguité inhérente & Ta condition de trouver de nouveaux critéres plus performants.
Ceci fera 1'objet d'un travail ultérieur.

Une notion comparable & celle de bon sbus-langage a déja &t& introduite dans la littérature. Dans
Tarticle de Nivat [61 1, on dit qu'un langage algébrique L' est la restriction modulo G d'un langage
L engendré par G s'il existe un morphisme non terminal (conservant les terminaux) d'une grammaire 6'
engendrant L' dans G

I1 n'est pas bien difficile de voir que ces deux notions sont reliées par la propesition suivante :

L' est un bon sous-langage de L modulo 9 si et seulement si pour toute grammaire G engendrant
L, L' est une restriction de L modulo G

6.~ CONCLUSION.

La théorie des bilangages et en particulier des bilangages réguliers est intéressante en elle-méme.
Cependant, 1'auteur pense qu'une nouvelle théorie .n'est vraiment Justifiée que si elle se rattache aux
théories classiques et permet d'y montrer de nouveaux résultats. Ce chapitre, avec ses limitations, veut
gtre la preuve que Ya théorie des bilangages est un bon outil pour 1'2tude des langages algébriques.
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CHAPITRE III

L ENSEMBLES RECONNAISSABLES ET ALGEBRIQUES DANS LES ALGEBRES LIBRES,

CONSTRUCTION D'ALGEBRE MIN IMALE,

Dans ce chapitre nous allons &tudier quelques propriétés des ensembles reconnaissables dans les algébres
libres. Les ensembles reconnaissables sont la généralisation naturelle des langages réguliers quand on
travaille sur une autre structure que la structure de monoTde. Ils sont définis comme images réciproques
par des homomorphismes de parties d'objets finis de cette structure.

Nous commencerons par introduire ces notions en utilisant des congruences et en montrant comme dans le
cas du monoTde, qu'une congruence est canoniquement assotide & un sous enserble d'une algébre. Ensufte nous
donnerons une méthode pour construire cette congruence, cette méthode pouvant étre qualifiée de Syntaxique.
En particulier on montrera que la construction est effective méme dans le cas o0 le probléme des mots est
{ndécidable pour la structure d'algebre considérse.

Ensuite nous &tudierons les propri&tés des ensembles reconnaissables quand on faft varier la structure
sur laquelle on travaille.

Nous commencerons cette étude dans le cadre des algebres & un seul type dobjet et ensuite nous &tendrons les
résultats au cas des algébres h&térogénes ayant un nombre quelconque de types d'objets,

Ce chapitre se termine par 1'&tude rapide des sous ensembles algébriques d'une algdbre libre, notion qui nous
servira au chapitre 4,

2.~ DEFINITIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES.

Soit K= (Fos Floeees Fn) une suite finie d'ensembles deux & deux disjoints. oOn appelle ¥-algébre
un n+2 -uplet (A, Fg. F';‘,..A, Fﬁ) tel que

< A est un ensembie
- FOA, F‘;,.... Fn sont des ensembles de lois de composition sur A respectivement O-afres, unaires,

..» n-aires et i1 existe une application f -fA surjective de chaque F’i sur F? .
Quand i1 n'y aura pas d'ambiguité on confondra une & -algébre (A, F:. SO0 F:) et A .

Definition 2.1.2. :
Soit (A, Fg,..‘, F:) et (B, Fﬁ,.... Fﬁ) deux 4 -algibres on appelle ‘¥ -morphisme une application
v s As B telle que
VE 00 Vi, a) €A FEF  wfia.., a) - Slefay)s. ., 0le) -

I1 est trivial de montrer que Tes %-algabres forment une catégorie.
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Soit B une petite.catégorie (c'est-i-dire une catégorie qui est une sous-catégorie de la catégorie
des ensembles). On dit qu'un objet A est libre de base X si et seulement si Xc A et pour toute
application ¢ :'x +B o) B estunobjet quelconque de € , i1 existe un et un seul morphisme
©:A-B tel que @X=o

Dans la catégorie des ¥-algdbres, i1 existe pour chaque ensemble X un objet libre 4(X) de
base X défini & un fsomorphisme pras.

Démonstration : |

S h
Cette proposition n'est pas nouvelle. On trouvera en particulier dans [60] des définitions équiva-
lentes en terme de ¥-magma et de %-magma libre. Contentons nous de donner une construction de 4(X)
en utilisant les bilangages. Considérons le bilangage engen::h-é par 1a bigrammaire réguliére
A—s> x| fx(A+As...+A)
i fois .
avec x quelconque dans X et f; queTconque dans Fy . Ce bilangage muni des lois évidentes est

alors une réalisation de  %(X)

Soit. Y un ensemble disjoint de Fa' Fl""’ Fn » on appelle “F-axiomes, un &1ément de
F o« S

Soit r € K(Y) et A une §-algébre , on peut associer 3 r une fonction rai Aaa
par le procédé suivant :
Y
Soit  a€ A" (donc « est une fonction de Y dans A ), soit 9, 1'unique % -morphisme de
%(Y) dans A tel que @Y =a . On pose alors rale) = @ (r)

On notera ¥ 1'application obtenue par ce procédé quand A = ?(X)

Soit A une F-algebre, on dit que A est une ‘§.%-algtbre si et seulement si <t est un ensemble
de  F-axiomes et

(v(ry s) € Jb) (ry = 5p)

Un %k -morphisme est par definition un % morphisme entre “4i-algibre . De fagon &vidente pour ¥

et ok fixés les §dt-algdbres forment une catégorie.

Pans les ‘&’a’c—a'lgébres, on peut imposer par un axiome que deux termes sojent égaux, mais on ne
peut pas imposer qu'ils soient différents. Donc, au sens strict de la logique, l1a théorie des ‘ﬁcﬂ‘-algéhres
est toujours consistante, cependant si un axiome est du type 678 ¥p) o ¥y et y, sont deux variables
distinctes ou si on peut déduire des axiomes une telle égalité, alors toutes les ‘?Jbalgebres de ce type

seront réduites & un point. Dans ce cas, on dit que Jes Fdk-aigebres de ce type sont inconsistante.
Dans Ta suite, nous SUPPOSONS que NOUS ne sommes jamais dans ce cas.
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Pour tout ensemble X {1 existe dans la catégorie des #Fs-algebres un objet Vibre de base X
unique & un isomorphisme prés. Cet objet est noté  FA(X)

Ce genre de théordme est bien connu, Redonnons le schéma de la construction d'une telle algébre X .
On considére la  F-alggbre #(X) 1libre de base X . On considére ensuite sur %(X) la plus petite
relation d'équivalence ~ sur (X} qui soit compatible avec les lois de & et telle que

(o ey e k) (vae (H0)) (e~ ri(e)
L'ensemble quotient $(X)/~ muni des Tois que 1'on obtient en passant au quotient est 1'algébre
jibre cherche. Ce modale d'une algabre Tibre est en général désignée sous 1e nom de moddle de Herbrand.
Explicitons un peu plus cette démonstration pour introduire des notations dont nous aurons besoin
plus loin.

en pasant

ou (r,s)€h

re>ses (r,s)€R
On définit alors une relation x> s 4(X) en posant

@ o> o >>— B
x B e =
&

La retation A ud est symétrique et la relation itérée de x> notée <-‘i->

petite relation d'équivalence sur #(X) qui soit compatible avec les lois définles sur F(X) et
vérifiant

est 12 plus

(v(rs sy € &) { va € () (r(a) <> slo))

La démonstration de cette proposition n'est pas bien difficile, en particulier 1a compatibilité de

<—4L> vis 4 vis des lois définies sur (X) résulte de la proposition 1.3.3. Cette proposition signifie
que la relation d'équivalence ~ utilisée ci-dessus est la relation <;->

- le fait que X c BA(X) provient du fait que nous ne considérons que nous ne considérons que
des FA-algébres consistantes. 11 est facile de voir que si X e X' alors d un isomorphisme pras, on a

FR(X) < FA(X) .
- quand X = @ on parle d'objet universel piutdt que d'objet libre de base §

On rencontre de multiples exempies de 4k -algebre dans les &tudes sur les langages de mots et les
Tangages d'arbres ainsi que dans 1'étude des structures algébriques. En particulier toutes les structures

algBbrigues ol tous les axiomes utilisés sont du type
YX1s Xgaees Xy (t(xl,.... x") = t'(xl..... xn))

ol t et t' sont des termes construits & partir des opérations de base de la structure considérée, entrent

immédiatement dans le cadre des $dt-algebres.
En revanche dans Tes #%M-algébres on ne peut pas tenir compte d'axiome du type

Plrgseeen Xg) = [t{xpseens %) =t (xl,.‘.., )1

ol p est un prédicat.
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De méme des axiomes s'écrivant
t[xl,..., Kl ' (Kgaees Xg)

ne peuvent pas se traduire en terme de 4dt-algebre.
Par exemple la structure de corps n'est pas une structure du méme type que celle des 4t-algebres

car 1'un des axiomes s'écrit XA O0=xx =% x=1 L
Donnons maintenant quelques exemples de 'fct-ﬂgébre et d'objet 1ibre.
2) On appelle V-algébre monadique une F-algébre telle que

%= (Fg» Fy) et card(F) =1 et Fy=V

Liensemble ¥* des mots sur V est la V-algabre monadique universelle quand on munit V*

du point distingué a et de Ja loi externe afa) = aa
De méme (V*} U (X V*) est 1'objet Tibre de base X
Une V-algébre monadique finie est ardinairement appelée un automate fini sur V

b} Les monoides sont des f&-algébres si on pose
G (Fa P Fp) Fy=led , Fi=@ , Fp=(4) _
R of (les vy +l5ge 1) (Hles ¥1hs ¥y) » (H(3gs #yg0 93), 43y v)s v |
L'ensemble V* des mots sur ¥ est le mono¥de libre de base V quand on muni V* du point
distingué a et de la loi binaire
+a, B) = b .
¢) On appelle V-binoTde une 'fil'-algébre telle que
F o (F P Fp) et Fosle) et Fy=V et Fp= ¢
X = {(se, yp), +lyps ) (lew yp)s y1) o (olyp #lpe ¥3)) + (yge )y vaD) | -

A . A
L'objet universel de cette catégorie est V , tandis que 1'objet 1ibre de base X est V(X]
les lois &tant la concaténation (+) et 1'enracinement (ax} .

d) On appelle V-algébre diadique une %-alg2bre telle que
§ o= (Fu FluFp) et card(Fp) =1 et Fp =9 et Fp=V

Les arbres binaires &tiquetés par des &léments de V., y compris 1'arbre vide est un modéle

de la V-algdbre diadique universelle.
Remarquons que muni du point distingué a et des Tois a(r, r') = (a x r} + r' est un autre

moddle de 1a V-algabre diadique universelle. L'isomorphisme entre ces deux modeles est 1a fagon classique

de coder un arbre quelconque par un arbre binaire.
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Soit A une F-algébre (ou une f.}!’-ﬂgébre), on dit qu'une relation d'équivalence sur A est
une & -congruence si et seulement si cette relation est campatible avec les lois définies sur A .
Par exemple 1a relation <> utilisée & 1a proposition 2.2.5 est une 4 -congruence sur $(X)

On obtient alors imédiatement la proposition suivante :

soit A une $it-algebre , soit une %-congruence notée = , alors 1'ensemble quotient Ma
peut &tre muni d'une structure de ##-algébre en faisant passer au quotient les lois définies sur A

C'est & dire que si T est la classe d'équivalence de a pour = on pose pour f € Fk

Mo (@ ) = Plagan, )
De plus 1'application n, A A/, telle que n {2) =& estun A #-norphisme appelé projec-
tion canonique de A sur A/,
Réciproquement s1 y : A~ B8 est un @cb-morphisme surjectif, la relation = définie par
a =2 e yla)= y (a') est une ¥ -congruence et il existe un unique 4 -isomorphisme
x: A —8
b= xemy, .

Définition 3.3 :

On dit qu'une 'J‘-congruence ® sur A est plus grossigre (ou plus petite) qu'une autre
'f-conqruence « si et seulement st

va, a' € A amxa = awma'

On notera = g o cette propriété.
Cette relation qui est &videmment une relation d'ordre sur les G-congruences sur A peut
trivialement se traduire de diverses maniéres données par la proposition sujvante :

Soft ~ et = deux “F-congruences sur la §#-a1gebre A, les propriétés suivantes sont
équivalentes :
i) sgwe
ii) Pour tout a de A , n(a) est une union de classe d'équivalence d'éléments de A
pour = . (un tel ensemble est dit saturé pour = ),
i11) 11 existe un % -morphisme x telque m = yomn,

Théorame 3.5 :

Les §-cangruences sur une alggbre A forme un treillis complet pour la relation d'ordre < .

Démonstration :

Soit (=) une famille de - -congruence sur A , i1 faut montrer que cette famille admet

el
une borne supérieure et une borne inférieure pour 1a relation d'ordre «
Soit = la relation définie par

X2y e (AED (xnyy)
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De fagon évidente la relation : posséde tes propriétés suivantes :
i) & est une & -congruence
i) viel =g =
iii}) pour toute :ﬂ‘—congruence = on obtient

(Viel) (=50) wigm .

Donc = est la borne supérieure de la famille (=1)j ¢ 1 .
Cherchons maintenant la borne inférieure de la famille ('i)i €1
Soit I* 1le monoide libre engendré par I, soit a« = il"Z"‘ ik un élément de I* on notera . ta

relation produit i oo® om0 = ik . Soit v la relation définie par
1 =

11 n'est pas difficile de démontrer que v posséde les proprigtés suivantes :

i} v est une %-congruence
i) (viel){ys =)
1ii) pour toute & -congruence = on obtient
(ViEI)(ssai)-a-gl E
Donc v est la borne inférieure des & -congruences = pour la relation d'ordre ¢ .

En particulier la plus grande congruence sur A est 1'&galité et la plus petite est celle o2 A
tout entier forme une classe d'équivalence.

Soit A une %ck-algebre, soit A' un sous-ensemble de A , on dit qu'une % -congruence =
reconnait A' si et seulement si A' est un ensemble saturé pour la 4 -congruence =

Cette définition peut se traduire de diverses fagons résumées par la proposition évidente suivante :

Soit A une faﬁ‘-a]géhre, soit A’ un sous-ensemble de A et soit = une @»cangruence .
les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) 1a & -cangruence = reconnait A'
i1} A' est saturé pour =
iii) (va' € A') (va" € A) (2' = 3" » a* € A')
iv) A' est une union de classe d'&quivalence pour =
v) i1 existe une St-algebre B , un morphisme surjectif ¢ : A - B un sous-ensemble B' de
B tel que
ama e yla) = yla')
A=yl
Dans ce dernier cas on dira que le triplet (B, B', ¢} seconnait A'

L'8galité &tant une ‘F-congruence, celle-ci reconnalt o s ensemble quelconque de A et donc

1'ensemble des “¥-congruences reconnaissant un sous-ensemble de A n'est jamais vide.
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Soient A une Gut-algebre et A' un sous-ensemble de A . L'ensemble R(A') des &-congruences
reconnaissant A' est un sous treillis complet de 1'ensemble des ﬁ-congruences sur A .

Démonstration :

I1 suffit de démontrer que si ('i)i e 1 est une famille de ’3—congruence reconnaissant A'

alors la borne supérieure = et la borne inférieure ¥ de cette famille reconnaissant A' . Remarquons que
si = et ' sont deux G-congruences alors

m€R(A') et mgm' = 3" €R(A') .

Donc la propriété est immédiate pour la borne supérieure 2 . D'autre part, en utilisant les notations intro-
duites dans la démonstration du théor2me 3.5, on cbtient immédiatement

{va € I*) (va' € A') (va" € A) (a* = 2" - a"€A') .

D'ol, en utilisant la caractérisation iii) de la proposition 3.7, i1 découle que 1a & congruence Loest
dans R(A') .

Corollaire 3.9 :

Sofent A une %ob-algebre et A' un sous-ensemble de A , parmi Tes & -congruences reconnaissant
A' i1 en existe une plus petite que toutes les autres . Cette ¥ -congruence canoniquement associée
& A' sera notée =g

Démonstration : .

Comme 1'ensemble R(A') des 4 -congruences reconnaissants A' est un treillis complet, cet
ensemble admet un plus petit &lément qui est la congruence =, cherchée.

L& aussi ce corollaire peut se traduire de diverses fagons, suivant que 1'on utilise des congruences
ou des morphismes d'algébres. En particulier, on peut énoncer ce méme résultat sous la forme suivante :

Sofent A une éFot'—algébre, et A" un sous-ensembie de A , parmi les triplets (B, By ) reconnais-
sant A' (c'est & dire formés d'un Sb-morphisme surjectif y , d'une 4A-algebre B et d'un sous-
ensemble B' de B tel que A' = w'l(B') } 11 existe un triplet (Bgis B'A., by} defini a

un isomorphisme prés et reconnaissant A' jouissant de la propriété universelle suivante :

Paur tout triplet (B, B', ¥ ) reconnaissant A' , i1 existe un unique Fh-morphisme
x i BBy tel que
-1
V= XV et X (B'ge) = B .
En particulier BA' s'appelle 1'algdbre minimale de A' et BA‘ est isomorphe 3 A/:A.

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons montrer une méthode de construction de ce triplet mini-
mal associée & un sous-ensemble A' d'un algebre A dans Te cas des algebre libres. L'originalité de cette
méthode par rapport & celles déja utilisées par d'autres auteurs {par exemple Steinby [78]) est d'&tre
"syntaxique" en ce sens que 1'on fait une construction formelle des objets que 1'on manipule et que 1'on
montre 1'effectivité des constructions.
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La théorie des §-cungruences peut servir zussi & démontrer 1'existence d'objets libres dans la
catégorie des %ob-algebres. Pour cela on considére sur 4(X) les congruences qui vérifient les axiomes
c'est & dire les congruences = vérifiant

Y(a, B) € &, (vaps...s 2, ey A)) (ay = 3 = ap(agn.., 23,) = Bplagse.., ap))

La congruence, oft tous les &léments de ﬁ(X) sont équivalents, vérifie cette condition. I1

suffit de démontrer que 1'ensemble de ces congruences forment un sous treillis complet de 1'ensemble des

congruences sur G(x) et le plus grand élément permet, en passant au quotient, de construire 1'algébre
libre cherchée.

4.- Construction de la__#k-algebre minimale d'un sous-ensentl FAX) .

Dans ce paragraphe & et A sont fixés une fois pour toute, on parlera d'algébre au 1ieq de
S R-algebre et on notera  &(X) au Tieu de FA(X) 1a FA-algebre libre de base X .
Le but de ce paragraphe est de construire un tripiet (A, A', p) reconnaissant un sous-ensemble
L de 1'algebre libre &£(X) et qui soit minimal.
Soit  I(x u (1}) 1'algébre libre sur Xy {1} o2 1 est unobjet qui n'est pas dans X .

Soit red(Xu {1}) , soit v LX)+ A un morphisme, on peut associer & r une application
rat A = A en interprétant r comme un schéma de calcul & une variable 1.

Soft a€ A, soit ¥y ¢ L(Xu (1) +a 1'unique morphisme tel que ba(l) = a et
bat® = gIX . On pose alors rA(a) = wa(r)

Dans le cas o ¢ est 1'injection canonique de L(X) dans Z(XU (1)) on notera ¥ 1'applica-
tion obtenue. Notons que ¥ laisse LX) stable.

Ce type d'opérations a d&jd &té introduit par exemple dans 1'article de Goguen [30] sous e nom d'opé-
rateur dérivé. .

Fo () bz (y(r) » FF)S) = wglF(r) = ygo wy ()

Donc i1 suffit de prouver que pour tout r' et s Tes deux morphismes w?.(s) et you,

sont €gaux. Pour cela, il suffit de les comparer su base X U {1} ce qui est trivial.

Lemme 4.3 :

Soit o L) A et red{Xu {1}) alors
wo?:rnow
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Démonstration :

Du méme type que pour Te Temme précédent.

Definition 4.4 :
On appelle contexte pour 1a partie L de d(X) 1'application
¢ o At -~ L xu )
définie par
Cls) ={r;F(s)eL)

soit r' ed(Xu{l}) alors
Culs) = G (s') = € (F(s)) = C(F'(s*))

Démonstration :

lavd —~
reC(F(s) = FOF (s) € Lo F(r)(s) € L F(r') € C(5) o
r~ "
F(r) € OL(s') o F(r'){s') € LemFoF'(s') € Lom r € € (s)

Soit A ¢ {C(s) ise DXy A peut Btre muni d'une structure d'algébre en posant pour

FIELIS) » Clsp)sens CLUsyI) = CLUF(S s Spaeeny 53)0)

Pour cette structure de AL , V'application CL est un morphisme de (X} dans AL

I suffit de montrer que 1'application CL est compatible avec les lois de 1'algdbre c'est a dire

25k o S 5y € DX )
H R e T = CUS oy 50) = GUF(S] ey L))

C(sy) = CL(si) et ...et C (s} = CL(S"()

Pour démontrer cette implication, i1 suffit d'utiliser k fois le lemme 4.5 en prenant successive-
ment avec les notations de ce Temme :

r'o= f(1, Sgreeen Sp) s=s et s =si
r'o= sy, Lias) » s=35, et s' = s,
r' o= Fsysees sp s s = Sy et s' =5
11 est alors trivial de démontrer la proposition suivante :

Le triplet (A, Al, C) o1 A' = (C(s) ;s€ d(X) et 1€ c (s) reconnaft L .

Lemme 4.8 :

Soit (A, A', ¢) un triplet reconnaissant L ,

B(s) = 9ls') = Cls) = G (s")
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Supposons que ¥{s) = ¥(s') . On obtient
reC (shes F(s) € Lo G(F(s)) €A e ry(h(s)) € A" o ral¥(s')) €A e
W(F(s')) ER = F(s') €L reg(s)

D'od 1'égalité de CL(s) et de CLs') .

Tnéoréme 4.9 :

Soit Lo &(X) . Le triplet (AL, Ail.‘ cL) » qui recannaft L , est minimal en ce sens que si

(A, A", ¥ ) est un autre triplet reconnaissant L alors i1 existe un morphisme
x 2 AnylE (X)) AL surjectif tel que y oy = CL . De plus, un tel morphisme est unique et

x(A' ay (HX))) = AL . Enfin, le triplet (AL, A':, CL) est & un isomorphisme prés le seul
vérifiant cette proprigté. :

Démonstration :

L'unicité de y est évidente, en effet x doit vérifier
x(a) = cL(s) avec (s} = a .

De méme, x(A' 0 (£ (X)) = A,'_ est une trivialité, I reste donc 4 montre que la définition

de y donnge par  y(a) = G (s) avec ¢(s) =a a un sens.

Pour cela i1 suffit de montrer que
W(s) = (') = G (s) = € (s')
Cette implication a &té démontrée au lemme 4.8.

L'unicité du triplet (AL. Al:’ CL) a un isomorphisme prés résulte immédiatement de sa propriété
universelle.

L'algebre A est par définition 1'algébre minimale de L .

1°) Dans le cas des V-algébres monadiques, un triplet reconnaissant L c V* est un automate fini
le théereme 4.9 prouve 1'existence d'un automate minimal reconnaissant L

2°) Dans le cas de monoTde, 1'algébre minimale de L v* = (V) est e monoide syntaxique de

Le théoréme 3.9 résulte d’une idée trés simple qui, une fois émise, conduit & la solution sans pro-
bléme, I1 s'agit en fait, de savoir comment généraliser Ja notion de contexte d'un mot. Si on examine ce qui
est fait ici, on remarque qu'une bonne généralisation consiste & faire des greffes d'arbres en utilisant un
marqueur (noté 1 ici), mais de plus, on ne met pas le marqueur n'importe o, en effet, i1 faut tenir compte
des opérations dont on dispose. La deuxiéme idée est de définir les greffes en termes d‘hornomorphisme ce qui
permet de faire des démonstrations propres.

Cette notion d'algébre minimale d'une partie L de £(X) a2 8té aussi introduite de fagan indépendante dans
d'autres travaux. Par exemple dans 1'article de Steinby [ 78] la définition de A191 correspond exactement

aux fonctions r définies a la proposition 3.1 et les définitions qui suivent dans ce méme article donnent
des résultats comparables & ceux présentés ici. I est & remarquer cependant que la présentation de Steinby
est mofns "syntaxique" que la notre et se préte moins bien 2 des démonstrations comme celles qui vont suivre.

Lk
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5.- EFFECTIVITE DES_CONSTRUCTIONS DANS LE CAS DES PARTIES RECONNAISSABLES.

Soit Led(X) , un triplet (A, A', y) reconnaissant L est dit fini si et seulement si A est
un ensemble fini, On dit que L c &(X) est reconnaissable si et seulement si L peut &tre reconnu

par un triplet fini.
Le but de ce paragraphe est de démontrer que, si L est reconnaissable on peut construire de manidre
effective le triplet (AL, Al G ) &partir d'un triplet (A, A',y) fini reconnafssant L

Lenme §.2 ¢

Soit .y : &H(X) — A un porphisme. La construction de  w(D(X}) n A est effective & partir
de ¢ si A est fini.

Démonstration :
Soit Au' Al""’ Ai"" la suite de sous-ensembles de A construite par la récurrence suivante
Ay = WF U X)
n

A i =A u(u u flA:se s AL)) .
(52 S B S Fi 1 i

De fagon évidente on a
Ay 2R et (Aiski“-(kem(A“k=A1)) 0

De plus, ¢(£(xy) nA= U ll.I . Comme A est fini, on obtiendra effectivement 1'ensemble
i30

V(& (X)) n A en calculant 1a suite A; et en s'arrétant au premier rang i tel que A= Ay

Soit L1 et L2 reconnus respectivement par les triplets finis (A‘, A‘l, "'1) et (AZ, Aé, “’2)
La différence symétrique L1 A L2 de L1 et de L2 est reconnue par un triplet fini

(A A3» ¥3) que V'on peut effectivement canstruire 2 partir de (Aps AL wy) et (Ays Agy wy) -

Démonstration :

Vu la forme des axiomes imposés aux algébres, i1 est trivial de vérifier que si A1 et A2
sont deux algébres alors Al x A2 muni des Tois produits est auss-i une algdbre. De plus si
vpr XA et gy LX) A,  sont des morphismes alors ) x g  E(X) = Ay x A,
defini par  (p; x ¥,)(s) = (q)l(s) s ¥p(s)) est aussi un morphisme.

Pour reconnaftre Ly & L, i1 suffit alors de prendre le triplet (Ags A3y yq) avec
et Ay=(AL [ A ([A A xRS )

Ay

AazAlez, b3 = ¥y x Uy A

g

Seit L reconnv par le triplet fini (A, A', ¢) . Le problémg de savoir si L est vide ou non
se traite de manfére effective.
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Démonstration :

Ona L=@« A n ¢(f(X)) =0 doi 1'effectivité du probléme d'aprés le lemme 5.2.

Soient Ll et [‘2 reconnus respectivement par les triplets finis (Al’ A'l, wl) et (AZ, Aé! ‘bz)

Le probléme de savoir si Ly = L, se traite de maniere effective.

Démonstration :

Ona by =lyeslyaly=9 . lonc les lemmes 5.3 et 5.4 montrent 1'effectivité de 1a solution

de ce probléme.

Théoréme 5.6 :

Soit L e #(X) une partie reconnaissable de £(X) reconnue par le triplet fint (A, A, y)
la construction du triplet minimal (AL, Al'. CL) est effective & partir de (A, A', ) .

D'aprés le lemme 6.2 on peut supposer ¢ surjectif. Pour construire A  ou plutét un objet iso-

L
morphe & AL » 11 suffit de construire dans A 1a congruence ~ définie par

gy~ ayeway = w(sl) et 3, = w(sz) et CL(SI) v CL(SZ)
Sofent a € A et s tel que ¢(s) =a . On obtient
re CL(s) = F(s) € Leme §(Fs}) € A" o= rA(w(s)) €A e rA(a) € Alems ma(r) €A

(“’a est 1'unique morphisme de & (X v {1}) — A te) que balX = ¢ et \ya(l) =a , cf proposition 4.1).

Pour a € A posons La ={r; 'pa(r) €A}, L, est reconnu par le triplet fini (A, A', wa)

a
Or, la relation ~ définie ci-dessus est aussi définie par
3y~ Ay e L =L
1 2 3y ay
Donc d'aprés la proposition 4.5 la vérification de cette relation est effective.
Comme i1 est facile de le voir un objet isomorphe & AI'_ est A'/~

Dans 1'introduction, nous avons affirmé que le probléme de la construction effective de 1'algébre
minimale d'une partie reconnaissable de #(X) était indépendant du caractére décidable ou non du probléme
des mots dans cette structure d'algebre. Cela peut paraitre paradoxal, en effet on peut poser le probléme
ainsi en reprenant les notations générales des paragi-phes pricédents :

0 “ FRO) —— A

@ = projection canonique

morphisme de §ct-algabre
= A& -algebre fini

L = w'l(A') avec A ¢ A .

» <
n
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Alors i1 faut construire (AL, AL, wL} de mani2re effective. Ceci est évidemment impossible si la

% -congruence t = t' ew p(t) = @(t') n'est pas décidable.

Posons nous te probléme d'une autre fagon. On se donne une G.ﬁ-algehre finie, une partie A'
de A et une application ¢ : X - A

Soit ¥ : ’5'-)1’(X) + A e prolongement de ¢ et L = ;;'1(»\') . Le calcul de § peut ne pas
étre effectif mais ce n'est pas cela qui est en cause dans le théorgme 5.6. Celui-ci affirme qu'avec Tes
données ci-dessus on peut construire effectivement 1a ¥ot-alqebre Ay = w(FR(X) (Temme 5.2, puis
une FR-algébre Ao isomorphe & AL , une partie Aé de A, » une application Yy X—+An

et un F& morphisme x : A - "u tels que le diagramme suivant est- commutatif

f—¥ . p
N
4]

De plus si by fd't()() -vAO est le prolongement de Vo s alors (Ac, Aclx’ q;o) reconnaft L et cet

objet est 3 un isomorphisme prés 1'objet minimal (AL, Ai. wL)
11 est d'ailleurs assez facile d'adapter 1'algorithme proposé par exemple par AHO, HOPCROFT, ULLMANN [ 1 ]
pour les automates finis de terministes, pour traiter le probléme posé ici. Mettons en place cet algorithme.
On calcule déjé Ap gréce au lemme 4.2 ce qui ne pose pas de difficulté.
Dans la suite on suppose que A = Ay
Pour chaque a € A soit v, < FA(X U (1)) — A défini par g, (x) = y(x) et wa(1)= a ,
Soit
o ¢ F(Xu (1) - FAu 1)) la projection canonique et soit

¢!

a s BXu (1) — te % morphisme Yao@ . D'aprés la démonstration du théoreme 5.6

on obtient

a~alem (vrE FRNXU (1)) G, (r) €A = u,.(r) €A")
= (vs€ FXu (1) s €A e y(s) €A
Commengons par montrer qu'il n'est pas nécessaire de vérifier ceci pour tout s de “F(Xu {1}) mais
seulement pour tous s de (XU [1}) contenant une et une seule occurrence de 1 . Soit

-’"1(’5, Xu (1}) Tles eléments de §(X u (1)) contenant une et une seule occurrence de 1 et supposons
que

{vs € ’31(‘3, KU (13) (eg(s) € A" = \y;.(s)sA') (1)
Soit s un &lément quelconque de B (X U {1}) , on peut trouver un entier n et un &lément de t de
G(X u {1, n]) contenant exactement une occurrence de chaque entier i de [1, n] tel que
s EIRIL s pd, 1)
n fois

Soient d'autre part un &lément t, € “¥(X} et un &lément ta. € ®(X) tels que aa(ta) =a et

wa.(tﬂ.) =a' . En utilisant (I} on obtient la suite d'équivalence suivante :
UE | I
Upls) €A e l(F(L Lo, D) €A e (R, e, t)) €AY e
w;.(?(l, tyrooon b)) € Rlem 0l (Bt b B €A -

s 3 ta) €A o

¢;(T(t;, tareens ty) € Ales V;(?(ta,, 1, t,,.
»a;.(”t'(ta.,l, Taeeees E)) €A e i, P
U (E(tyes by t)) € A e D (L, L, 1)) E A -

Ypels) €A .
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Ce que 1'on vient de démontrer prouve que 1'on aurait pu utiliser les éléments de 5’1(5, Xu (1)}
pour définir la fonction contexte.
Dans une toute premiére version de ce chapitre, nous étions parti sur cette voie, mais, on s'apergoit que
Tl(ﬁ » Xu {1}} est d'un usage mal commode car cet ensemble n'est pas stable par composition et son uti-
lisation pour définir les contextes demande de nombreuses manipulations techniques sans intirét.

Nous allons maintenant calculer la relation d’équivalence ~ par approximation successive. Pour cela,
commengons par définir une suite croissante de sous ensembles de '31(5 s Xu {1}) . On pose

k
Fos v v v (F(te, t) s G eFX UM et (o), = 1)}
1§ ey

il c rgé. (F(s) 5 s es,)

i
11 est facile de voir que t ¢ ’3“1. = t e?l(‘y, XU {1}) et la Tongueur du chemin de t
d'extrémité 1 est i+l au plus.
Onen deduit donc & Fy, et 1' ;u Fo- S %, xu )
Posons a4 a' e (vs € &) (ba(s) € A" =y u(s) € A')
On obtient immédiatement

a~al e (vi)a 4 a')

i+l i i
a~atemanat et (vsed) (u(s) ~ yuls)) .
D'ol on en déduit que iblod - d o= 1.11 et donc la suite A est stationnaire das que deux termes

consécutifs de cette suite sont &gaux. Oonc en raisonnant sur card(A/i) on en déduit que cette suite
est statjonnaire avant le rang n-2 ol n est le cardinal de A . Si on particularise cet algorithme
en prenant toutes les fonctions f d'arité 1 on obtient 1'algorithme de réduction des automates finis de
terministes décrit dans £1 1. On peut remarquer que dans le cas ol les fonctions f ont une arité plus
grande que 1, 1'algorithme proposé ici est trés combinatoire puisqu'd chaque &tape connaissant [ pour

calculer 111 on doit vérifier la propriété suivante
a £ g ala et (vFviva a; 1,3 a, € A)(f(a a a, a a)en
FAARERS £ S0 £ S ISR S SR £ SRR e 3 -

f(al,‘., 3 p» a', A e ak) € AR

IT ne semble pas que, de maniére triviale, on puisse dans le cas général améliorer cet algorithme. Cepen-
dant dans des cas particuliers en tenant compte des propriétés des fonctions f modulo les axiomes, on
peut améliorer trés fortement cet algorithme. En effet si on trouve un sous-ensemble P de

BUE . xu ) verifiant T8, X v () e o N0lP)) avec

o Fu (L)~ (XU (1}) alors on aura

2a~a' e (VsEP) (w,(s) € A" o= by {s) € A')

S P peut 8tre engendré par une suite de sous-ensemble Pi possédant de bonnes propriétés de récurrence

1*algorithme sera fortement amélioré.
Prenons par exemple la construction du monoide syntaxique. On a donc comme structure

B0t 1) et e [ aexsxa -x 2o {y.z) = (xy).z }
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Donnons un algorithie de construire un monotide syntaxique d'un langage régulier L sur V reconny par
e triplet (M, M', ¢) (M est un menotde fini),
Soit PW. la suite croissante de sous ensemble de 4(Vu {1}) da&fini par

Po= 1)

Pr= (Ul A ioaeviuL AL ia e V)
1 a a 1

Pi+1=(7(s) sTEP; et sep ) .

Comme Ta loi . est associative et Gue A est un €lément neutre de . on en déduit que P = y P,I
120
vérifie la condition énoncée ci-dessus, on obtient alors la construction suivante de  ~ en posant

Rlal e e (e B -y () e R
m2 o e (s EP) (yy(s) €M U (5) € M)

= (mEM et m eM) ou (MgM et a g M)
et donc Mo, =(M'.ml)

T

et (vs €Pp) (y(s) ~ wpils))
i

Lo et (va€V) (y(a).m ~ y(a).m' et my(a) ~ m'.p(a))

On obtient alors 1'algorithme classique de calcul du monoide syntaxique de L

Si les axiomes de Ta structure sont orientés (voir chapitre 4 systémes de réécriture}, on pourra
chercher P en tenant compte des formes normales des termes de F(X) si elles existent.

Dans ce paragraphe, on applique les théorémes 4.9 et 5.6 au cas des automates et des monoides de
fagon & montrer que 1'on obtient les mémes résultats que dans les démonstrations classiques. Le cas de mo-
nofde réserve une petite surprise.

Classiquement, on travaille sur 1'cbjet universel Y* de cette catégorie (exemple a §.2.3).
Pour L= V* on construit 1'automate minimal de L en introduisant la notion de comtexte @
droite défini par

Dla) = {8 BEVE et apel } .

On montre ensuite que

Ofa} =D (a') = D (oB) = D (e’ 8)
et on construit 1'automate minimal de L qui avec les notations employées ici est un triplet (D, D', y)
avee D= (e} 5 w€Ve} . D' =(0fa) 5 aeV et aeDla)} et y

est 1'unique morphisme de  V-algébre monadique, de V* dans D

Si onapplique les théories développées ici, on construit déji 1'objet 1ibre L)) de
cette catégorie, on obtient B({1}) =Vv*u (1} v* .
Ensuite, on construit 1‘'application C.L et on démontre facilement que

Glad= (B 5  peVey {1} v et Blaetl) = Lu (1} Do) .
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Donc on retrouve pratiquement les mémes objets que dans la théorie classique. Le fait que L g CL(u) est

dd & Ta définition de CL » On peut 1'éviter en posant en général

Gl =frsred(Xu (1) et r¢ £(x) et F(s)el} ]

Cette nouvelle d&finition plus complexe n'apporte rien,

On travaille en général sur 1'cbjet Tibre de base Y qui est V* muni du point distingué A
et de la concaténation, Classiquement, pour construire le monoTde syntaxique de L € V* , on construit
Tes classes de contexte des mots de L en posant

Cla) = {(Bv) 5 Bavyel} .
L'ensemble des Ci(a) est alors muni d'une structure de monoide en posant

Clle) - C(B) = ¢ (at)
Si on applique ce qui est fait ici, on construit le monoTde Tibre de base Yu {1} c'est a dire

(VU {1}))* et on obtient

Cla) ={p s8€(vu {1})* et Bla) €L}

={51152 133 ..Aakq lak i kx0 et Bluuzu...sk_luekeL}

On obtient donc des objets Syntaxiquement assez différents 3 mais puisque T'on a 12 deux constructions
du monoide syntaxique d'un langage, on en déduit que

Cla) = C/(8) = Cy (o) = € (p)
La demonstration directe de ce faitest d'ailleurs facile par récurrence,

On peut chercher quelle est la structure que 'on doit mettre sur v+ pour que 1'application
contexte définie dans cet article, corresponde 1itéralement 3 CL . On est alors amené & poser la défi-

nition suivante :

On appelle bi-algébre monadique sur V une @J%-a]gébre telle que
i)y & = (For FD) s Fo=fet v F=vu 7 o0 T esten bijection avec v par a< 3

Wk = (b)), baw)) L (ale) . 3fe))
Il est facile de montrer que 1'objet universel de cette structure d’algdbre est V*  muni du
point distingus A et des lois
ala} = aa et aa) = aa
De méme 1'objet libre sur X est y+ (XU {a} )V  muni du point distingué A et des lois comme
ci-dessus.
Pour cette structure on obtient pour L cyx

Clad =08y peveu W (i} v et fla) € L}
= LU {ply; aByel}

On retrouve donc 1'analogue de C]: dans cette structure.

Remargue :

En modifiant 1égérement les définitions ci-dessus, on peut voir apparaftre des objets Etudiss
par ailleurs sous Te nom d'automates 2 deux bandes,
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Définition 6.2.2. :

Soient V et W deux ensembles finis disjoints. On appelle (V, W) algébre monadique 1a
structure d'algébre suivante

B (e}, VUM, Bo= (v (x)) =wv()) ; VEV et wel }.

Avec cette définition on obtient facilement 1a proposition suivante :

L'objet universel de la structure de (V, W)~ algébre monadique est & un isomorphe prés V* x W*
muni des lois sujvantes :

e = (A, A)
(vv € V) v(a, B} = (av, 8)
(vw € W} wla, B) = (a, Bw)
Sion n'y prend pas garde, i1 est tentant de penser que Tes objets reconnaissables pour cette
structure sont les sous-ensembles de V* x W+ reconnus par les diagrammes clos introduits par Bird [6 ]
En effet si on reprend la définition de cet auteur on obtient :

Définition 6.2.4 :

On appelle diagramme clos sur (V, W) un quadruplet (S5 Sgr P sf) tel que

S est un ensemble d'état
s, est 1'état initial

s¢ est 1'état final
PeSx(VUuMW) xS et P vérifie les deux conditions
i) (vs € §- {sgh) (vx e VuM) (Is') ((s, x,s") €P)
(c'est & dire que P est le graphe d'une relation ternaire fonctionnelle en sa dernidre variable)

1) (vs€5) (wevV) (weW) (vs1 €5) (V52 €3} {{s, v, 51) €P et (s, w, Sl €P =

(353 € S)((sl, W, 53) €P et (sz, v, 53) €P)
{11 y a donc commutation des lois définies sur S par les &léments de V et W)

A premigre vue les diagrammes clos, mis & part 1'&tat final, semblent &tre les algébres finies de
la structure de (V, W) -algébre monadique. Mais 12 on commet une erreur, car nul part dans sa définition,
Bird n'impose que les fonctions x d&finies dans § en posant x(s) = s' «s (s, X, $') € P soient
partout définies, ce qui est fondamental pour appliguer les résultats présentds ici.

La définition syivante de Bird montre bien d'ailleurs ce phénoméne puisque pour cet auteur un
schéma est un diagramme clos vérifiant

(vs €S) {vv €V} (vwe W) (v(s) est défini e w(s) n'est pas défint)

I1 existe d'ailleurs une preuve détournée de 1'impossibilité de formaliser exactement 1a théorie
des diagrammes, schéms et autres automates i deux bandes dans le cadre des structures d'algdbres et de leurs
sous-ensembles reconnaissables. En effet, Bird démontre une équivalence entre la théorie des schémas et celle
des automates & deux bandes et d'autre part, dans Rabin et Scott [ 71] est énoncé un théoréme d'indécidabilité
pour le probleme de savoir si 1'intersection de deux ensembles reconnus par des automates & deux bandes est
vide ou non. Or ce phénoméne ne se produirait pas si on pouvait transcrire ce probleme dans Ta théorie des
sous-ensembles reconnaissables d'une structure algébrique (cf Temme 5.4).

St on revient aux (V, W)=~algébres monadiques, et si on considare les algabres finies de cette
structure, on obtient donc des diagrammes clos particuliers vérifiant & la place de Ta condition i} de la
définition 6.2.4, 1a condition i') suivante :

i') (¥ys€SP(vxevuW (3ls') ((s, x,s')eP)
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De plus, on ne particularise pas un &tat final Sg mais un sous-ensemble S' de S . De tels diagrammes

paurraient &tre nommés “diagrammes clos complets”.

Pour les diagrammes clos complets, la théorie développge ici s'applique immédiatement et en particulier

11 est possible de trouver algorithmiquement un diagramme clos complet minimal associé & un diagramme
clos complet donné (cf §.5).

Toutefois ces diagrammes clos complets ont perdu beaucoup de la puissance des diagrammes clos généraux,
en effet, on peut démontrer qu'un sous-ensemble L de V# x W* est reconnaissable pour la structure de
(V. W) VE x Wx i et seulement s'il existe un langage régulier L'
tel que

algebre monadique universelle de

L'evw et L= { (28] ;a0€V* et BEW et ag € L'}

(Indication sur la démonstration : le sens direct est é&vident. Pour démontrer 1a réciproque, on considere

un L' g V* W et on le transforme en L" < (Vu W+ en pesant

o€ L" —-a=a181u232...ukﬁk et aiGV‘. et ﬁiEH" et al..,ukelaz...BKEL‘

On montrer facilement que L" est régulier si L' 1'est, On montre que T'automate minimum de L" a
structure de (V, W) algébre monadique qui reconmait L
utiliser le thzoreme 7.2.6)) .

une
- (Pour ce dernier résultat on peut en particulier

Si on considére les structures de T-algébre diadique ou de T-binoTde, on obtient des objets uni-
versels qui ont méme ensemble sous-jacent T et qui ne sont différents que par leurs lois de compasition.
Le paragraphe 1.5.5 montre que les ensembles reconnaissables pour ces deux structures coincident et sont les
bilangages réguliers. Le paragraphe 1.5.6 donne pour ces deux structures la construction de 1'atgébre mini-
male dans le cas des parties reconnaissables des objets universels. Le lecteur pourra constater que les
définitions de DL (définition 1.5.6.5) et de CL (définition 1.5.6.10) sont exactement des cas particuliers
de la définition 4.4.

Le but de ce paragraphe est d'étudier la liaison existante entre les propriétés d'un langage L et
celles de son algébre minimale AL

et que Te monoTde syntaxique de L soft commutatif ou bien soit un
groupe, que peut-on dire de L 7 Réciproquement, que faudra-t-i1 vérifier sur L pour &tre sar que AL soit

Par exemple, supposons que L < y*

un monoide comnutatif ? Nous commencerons par étudier le cas général puis nous appliquerons Tes résultats
obtenus pour donner une caracterisation des langages algebriques qui sont réguliers.

Dans ce paragraphe % et X ne sont pas fixés, nous serons donc obligés d'utiliser les notations
générales,
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Tnéoreme 7.2.1 :
soient ¥ o & et A, soit Le FA(X) , si A peut étre muni d'une structure de
L= i) @ v est
IX = Tdy .

s A -algébre prolongeant sa structure de 'stﬂ'—a]gébre, alors

1unique %A -morphisme de FR(X) dans  4' A'(X) tel que

Démonstration :

Soit (AL. Als €) Tle triplet minimal reconnaissant L . Par hypothese A a une structure de

4' A -algebre, i1 existe un 4' A" -morphisme © de 4'A'(X) dans A tel que o@lX =CIX .
De fagon évidente, on a voy =G
sa—Y 5 A0

C\A /,

Dans tous les cas on a &videmment L c \u_l(w(L)) . Montrons ta réciprogue.
X B ST P .
oma L= chw) = wow i) = M@ A L 11 suffit donc de montrer que
Sladz ey Lor

s'E Yll) = s'= p(s) et sel = ofs') = poy(s) et sel mofs') = C(s)

et osel = o(s) €N = s €9 ()

Soient & ¢ F' et
1*unique morphisme de

A &', sofent Le SAM) et v &AM & A0
SR S'RUX) tel que  wIX = IdX .5 AL peut gtre muni

%' R'-algabre prolongeant sa structure de 4 -algébre et si ¢

dans

est
d'une structure de

surjectif alors AL = (L) & un isomorphisme prés.

Démonstration :

Le theoréme 7.2.1 prowve que L =  J(y(L)) . donc le triplet By » Ay » Sy W

reconnaft L de plus, et y sont surjectif, donc {théoréme 4.9} i1 existe un unique morphisme

Yt
i di e suivant
x de A‘H‘-) dans A rendant commutatif le diagramm
FAN) — ¥ S8R
@ K10)
At

Prouvons que (AL. Ai, %0 cw(L)) reconmnaft  y(L)

X
ALF_‘

On cbtient :

S (x 0 Gy ) A e X0 Gy (8D €A e (385 = uls) et

X0 G0 Wls) €A e (3S)(s' = u(s) et (s ER))

(3s)(s' = y(s) et sel) «= s' € p(L)
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Donc, i1 existe X' unique rendant commutatif le diagramme
S0 ——Y 5 4 x(0)

L S

X
A& =]

Onadone xox' o G =C e xoyxo c\p(L) = CW-) car toutes ces applications sont

surjectives.
Donc xoyx' = Ich et x'oy-= Idc ) et donc & un isomorphisme prés AL = A\p(L)

Le théoréme 6.2 montre que e fait que y : FA(X) » 4'A'(X) soit surjectif semble important,
Etudions ce que 1'on peut déduire de ¢ surjectif et quelles hypothéses il faut supposer sur
%' et &' pour que p soit surjective.

Soient ¢ §' et Agh' et y: AR(X) B A'(X) . On suppose ¢ surjectif. Soit
fle § -8 tel que 1'arite de ' soit au plus card(X) , alors dans A A(X) on
peut exprimer f' en utilisant uniquement les opérations de &

Demonstration :
Le lemme est évident, en effet soit n 1'arité de ' et Xys Xgaiees X, des &léments distincts
de X , alors f'(xl"“’ xn)e ’E'A'(X) et donc il existe un s Eﬁ-.;t()() tel que f‘(xl,,.., xn) = p(s})

et de fagon &vidente y(s) s'exprime uniquement par des compositions d'&léments de F .

Re

Si 1'hypothse sur 1'arité de ' et card{X) n'est pas vérifide, on ne peut pas dire grand chose
sur f' . En particulier, on ne pourra pas affirmer que f* s'exprime dans tous les cas par une méme compo-
sition d'éléments de & . Par exemple, prenons 1a & -algebre telle que 4 - (Fg} et Fo = (a, b}

et la §' ' -algebre telle que &' = (For Fy) 5 Fp = (f'} et

A = {{f'(a), b) . (flb), a)} , dans ce cas ¢ : F(P) ~ E'A () est videmment surjective
et éviderment f' n'a pas d'expression en fonction des &l&ments de & . Remarguons que dans ce cas pour
card(X) » 1 le morphisme ¢ : F(X) » F'A'(X) n'est pas surjectif.
Béfinition 7.2.4 :

On dit que la structure de G'.:\'-a]gébre est une image surjective de la structure de ﬁ'u‘t-algébre
si et seulement si pour tout X le morphisme ¢ :FA(X) » ' &'(X) est surjective.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la structure de 4 'A'-algébre soit une image
surjective de 1a structure de ¥ok -algébre est que tout &lément £ de % '-% s'exprime par
des compositions d'éléments de & .

La condition est évidemment suffisante et le lemme 7.3 prouve qu'elle est nécessaire,
Grace & ces définitions on peut donner une réciproque partielle au théordmes 7.1 et 7.2.
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Théoréme_7.2.6. :

Soit une structure de G‘ﬁ'-a'lgéhre qui soit une image surjective de la structure de &.f-algabre.
Soit ¥ @ FR(X)» T A'(X) tel que pIX = Idy et LedR(X) .si L= w'l(w(L)) alors

AL a une structure de §'cA‘'-algébre isomorphe a celle de %(L) .

Démonstration :

Comme dans la démonstration de 6.2, on obtient 1'existence d'un x : Aq;(L)"’AL tel que le

diagramme suivant soit commutatif

FA(X) LB 2]

L Cy(L)

L w(L)

De plus, grdce aux hypothéses toutes ces applications sont surjectives.
Lthypothése sur la structure ‘3'ch'-algébre implique que, pour f' €4'-4' . f' s'exprime uniquement
3 1'aide d'élément de § . Donc, comme ‘J‘oc"‘(L) est surjectif, on peut définir sur AL une structure
4'R'-algébre prolongeant la structure de Bok-algébre simplement en transportant par %%(L) la structure

de %'dt'(X) . Le théoréme 7.2.2 prouve alors que AL et AW[U sont isomorphes.

Corollaire 7.2.7 :

Seit une structure de %' A'-algdbre qui soit une image surjective de la structure de @.&-a]gébre.
sait L :?Jk(x) , les propriétés suivantes sont équivalentes :

URORTS)
) A et Ay, sont isomorphes

1i1) A a une structure de ¥ 'cA'-algabre prolongeant sa structure de &-algebre,

Voici un autre exemple prouvant que la condition ¢ surjective est importante si on veut pouveir
déduire quelque chose de 1'hypothése L = w_l(w(L)) . Si on considére les deux structures de monoTde et de
groupe, § dans ce cas n'est pas surjective mais au contraire est une injection, donc pour toute partie L
du monofde l1ibre V* ona L = Qfl(w(L)) bien que le monoTde minimal de L ne soit pas toujours un
groupe.
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Nous allons utiliser dans ce paragraphe une idée comparable & celle déji émise au paragraphe 2.3
pour tester des équivalences de grammaires.
A
Dans ce paragraphe nous avons utiliser 1'application y : V— ¥ définie par

Yla) =a
plas e ey < ay(r) y(r)

Nous allons considérer deux structures d'algabres telles que la seconde soit une image surjective
de Ta premigre, qu'elle admet respectivement comme algebre universelle ? et ¥ et que
morphisme d&fini au théoréme 7.2.1.

La premigre structure est celle de V-binoTde ; 1'algébre universelle est V i

La deuxidme structure est celle de monoide 18g2rement modifise, plus exactement on pose

soit le

A - ( {alu V, Vo {+} ) o0 V et V sont deux ensembles en bijection par la bijection a % I et
on considére conme ensemble d'axiomes A' les axiomes suivants
x.(y.2) = (x.y).2
AX = XA =X
a(x) = a.x
en particulier on a & = a(a) et donc les Tois Q-aires de la deuxigme structure qui n'existent pas dans
la premiére s'expriment avec les lois de la premidre structure. De fagon évidente V* est 1'algdbre uni-

verselle de cette structure quand on munit V* des lois suivantes

i) 1a loi . est la concaténation
i) A est le mot vide
iii) @ est lemot a de Tongueur un
iv) a(x) est 1'adjonction en téte de la lettre a .

De fagon toute aussi évidente, 1'application y : V—o v
ces deux structures.

D'autre part 11 est facile de montrer que les objets reconnaissables pour cette structure de V* ne
sont autres que les langages réguliers.

est 1'unique morphisme de binoTde entre

On obtient alers la proposition suivante qui donne une caractérisation des Tangages algébriques
qui sont réguliers.

Un Tangage L sur V est algébrique si et seulement si L = $(L'}) pour un certain bilangage régu-
Tier L' . De plus une conditions nécessaire et suffisante pour qu'un langage L algébrique sur V soit
en faft régulier et que parmi les bilangages réguliers L' vérifiant

'R -algbre,

$(L') =L T'un d'entre eux ait un

binoTde syntaxique BL' ayant une structure de

Démonstration :

La premidre partie de la proposition a déj3 &6té vue et résulte par exemple du paragraphe 2.1. La
deuxiéme partie se déduit immédiatement du corollaire 7.2.7.

Cette proposition ne donne évidenmeni pas un procédé efiectif pour tester ia régularite d'un langage
algébrique, ce probléme &tant connu comme indécidable. Dans certains cas trés particutiers et peu fréguents
on pourra cependant 1'utiliser pour démontrer effectivement la régularité d'un langage algébrique, en effet
& partir d'une grammaire G engendrant L on sait construire des bigrammaires réqulidres G' engendrant
L' telles que (L'} =L
St L' répond aux conditions imposges par la proposition 7.3.1, cela démontrera que L est régulier. En
fait les conditions imposées par la proposition 7.3.1 sont trés fortes, ce qui fait que ce procédé est inéffi-
cace.

On peut espérer obtenir d'autres résultats dans cette voie en utilisant une autre méthode. On part
d'un bilangage L' tel que ¢(L') =L , on calculer le bineTde syntaxique de L' et on modifie la struc-
ture de ce binoTde de fagon & essayer de réaliser 1'axiome a{x) = a{s).x . On obtient alors un bilangage
L" tel que y(L%) est régutier et 11 suffit de vérifier que L = W{L"} . Quelques essais ont donné des
résultats encourageants mais encore trop fragmentaires. Ceci fera 1'objet de recherches ultérieures.
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RESULTATS AU_CAS_DES_ALGEBRES HETEROGENES.

Jusqu'd présent, on a travaillé sur des algébres n‘ayant qu'un seul type d'objet. En informatique,
on travaille essentiellement sur des structures ayant plusieurs types d'objets (exemple
de table, de liste, d'arbre, ect...).

Pour rendre compte de ce type de structure on peut poser les définitions suivantes :

© structure de pite,

Définition 8.1. :

Soit (n, P,%) un triplet tel que

i)nen - {0}
) Pall, al*« (1, n)
iit) % = (Fy s pepl

(en général P sera fini dans la suite)
les ensembles Fp &tant deux d deux disjoints.

On appelle ¥ -algébre un couple (A, '?:A) tel que
a) A est un n-uplet d'ensembles (Al,..., An) appelés respectivement sortes 1, 2,..., n

b) GA = 2 F;‘ s pE Pf et pour chaque p € P {'1 existe une application f --fA surjective
A
de Fp sur Fp

c} Si Aer et p= {1, 15500y 1, ) alors  est une application de A, x ... A,
] 1° 2 k i i
dans Aj

Commentaire :

L'entier n est Te nombre de sortes de 1'algébre hétérogZne. L'ensemble P est 1'ensemble des
profils. L'ensemble ¥ est un ensemble d'ensembles chacun d'eux &tant un ensemble de symboles de lois hété-
rogénes (ici, nous parlerons plutdt de fonctions d'acces). Une § -algebre hétérogéne est une réalisation.

D'autre part, quand dans 1a Tittérature on utilisz les algébres hétérogénes dans un but pratique
(type abstrait, sémantigue des langages de programmation...) on a intdrét & ce que les sartes de 1'algebre
hétérogéne aient des noms qui ne soient pas des entiers comme ci-dessus et qui en particulier aient un conte-
nu mnémonique non nul,

Définition 8,2 :

Soient (A, ’&P') et (B, *?rB) deux & -algébres hétérogénes. On appelle & morphisme, un n-uplet
d'application g = (wl,..., ¥y) tel gue pour tout profil p = (1‘1, {2,..., 1'k, J) et tout f

de Fp on ait
8
R R S
J “‘11 i, 1k

11 est maintenant facile de généraliser aux cas des algebres hétéroganes la notion d'algebre libre

de base X = (Xpsvee , ensuite de définir des

N Xn) , puis de définir des axiomes égalitaires de sorte 1

1’&'-algébres hé&térogenes et enfin de construire les objets libres de cette cat&gorie.

En introduisant la notion de congruence, on obtient les mémes résultats qu'au paragraphe 4 et en
suivant pas & pas Tes définitions des paragraphes 5 et 6 on obtient exactement les mémes résultats. La seule
difficulté est d'introduire des notations pour deésigner de maniére synthétique des n-uplets. Cette générali-
Fatfen ¥ Ste—e™fivpmmons Yo T VIR UOETEEE daiis fnm [ 56]. COMUEITON; | AGUS LT S0ANER exenpie

trés simple.

On appelle algébre hétérogéne "pile” 1'algdbre hetérogéne définie ainsi :
- i1 y a deux sortes : 1 = état de pile, 2 = sommet
- les fonctions d'accés sont
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L i ——s &tat de pile (etat de pile indéfini )
A 1 -—s &tat de pile  (&tat de pile vide)

& ¢ — sommet (sommet indéfini)

empile : &tat de pile x sommet - &tat de pile
depile : état de pile - état de pile
sommet : état de pile - sommet
- Les axiomes sont classiquement
depile (1) = 1
axiome de depile (a) = L
la sorte 1 empile (L, yz) =L

depile (empile(y,, ) = y,
sommet(L) = 1L

sommet{a) = L
sornmet(empﬂe(yl, ¥a)) = Yy

axiome de
Ta sorte 2

On appelle pile sur X , 1'algabre hétérogéne libre de base (8, X) et on appelle compteur la pile
sur {1} . On notera (E(X), S(X)) la pile sur X . De fagon évidente E(X) = {1} U E'(X) ot E'(X) est
1'ensemble des &tats de pile différents de L modulo les axiomes. De méme S(X) = (L4} U S'(X) . Les
ensembles E'(X) et S'(X) constituent ce que 1'on pourrait appeler les ensembles de “termes permis" pour
la structure de pile. On peut reconnaftre (E'(X), S"(X)} , en utilisant

b (E(X, S()) » (E(1), S(1))  tel que (vx € X) (ho(x) = 1) ,
en effet E'(X) = hzl (E'(1)) et $'(X) = h;l(s'(l))
Intuitivement, il est &vident que 1'on a construit 1'algebre hétérogane minimale de (E'(X), $HXy) .
Les théories développsas ci-dessus peuvent avoir des applications par exemple en théorie des types
abstraits ol 1'on a souvent 3 définir des ensembles de terms (Ensemble de termes permis, ensemble de termes

interdits, ensemble de terme ayant une forme normale...). En utilisant ce qui précéde on peut les définir
par leurs algébres minimales.

9.~ S0US_ENSEWBLE_ALGEBRIQUE D'UNE__% A -ALGEBRE

Les définitions qui vont suivre généralisent dans le cas des 'Sdi‘—a]gébres la notion de langage
algébrique défini sur 1a structure de monoTde. Nous ne ferons dans le présent paragraphe qu'un survol rapide
de cette théorie en introduisant seulement les définitions et propriétés dont nous aurons bescin au chapitre 4

3 ° g
Soit une structure de f-algéhre %= (Fo, Fl""’ F") , s0it G = (N,(TEJ0 Fi)U Xy =, )

une grammaire algdbrique, on dit que G est une @-grammaire si et seulement gi
(VAER) (A » a = ae §(XUN))

I est alors-trivial de démontrer 1a propesition suivante :

Soit G une @‘-grammaire

(V& €N) (A%a - o€ $XuN)

et en particulier le langage engendré par & est contenu dans '5()()

Un sous ensemble L de B(X) est un sous ensemble algébrique de & (X) si et seu ement si L
est engendré par une % -grammaire.

En fait dans Ye cas de (X} , les sous-ensembles algébriques sont trés simpies comme le prouve le
théorame suivant.
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Théorame 9.4. (Eilenberg[251) :

Un sous ensemble de  &(X) est algébrique si et seulement s'il est reconnaissable.
Passons maintenant au cas des 4Jt-algébres.

Définition 9.5 :

Considérons une structure de 4 -algebre et soit ¢ : £(4) -p’f,/t(X) e & -morphisme tel que
phx = Idy , un sous ensemble L de §R(X) est dit algébrique si et seulement si L = @ (L)

o L' est une partie algebrique de % (X) .

En général le théoreme d'Eilenberg n'est plus vérifié dans le cas des $cft-algebres (cf [431)
d'autre part dans le cas de la structure de mono¥de les sous ensembles algébriques (i.e, las langages
algébriques) peuvent se définir comme les composantes de 1a plus petite solution d'un systéme & point fixe,
en revanche dans le cas général cette définition ne subsiste pas. Cette définition par systéeme & point fixe
est correcte si et seulement si pour toute 'f'-ﬁ-a‘lgébre A , V'ensemble des parties @(A] peut &tre muni
d'une structure de Fot-algebre (cf Lescanne [ 45 1) .

Le théoréme 9.4 joint & la définition 9.5, donne la caractérisation triviale suivante des sous
ensemb es algébriques de FoR(X) .

Un sous ensemble L de FA(X) est algébrique si et seulement si L = @(L') o L' estun
sous ensemble reconnaissable de &(X) et ¢ F0) - £A(X) est 1'unique F-morphisme tel que
wiX = 1d,

Cette notion de sous ensemble algébrique n'est pas toujours celle qui est adoptée dans 1a littérature.
En particulier les auteurs traitant des langages d'arbres 42 ]{79] définissent les fordts algébriques en uti-
lisant des grammaires d'arbres beaucoup plus puissantes utilisant en particulier des greffes d'arbres. I1
nous semble que Ta définition donner fci est la bonne, d'abord parce que si on T'applique & la structure
classique de monoide, on retrouve bien la notion de langage a  gébrique et ensuite parce que la définition
donnée ici permet de retrouver les définitions données par les autres auteurs 3 la condition de changer de
structure d'algébre. Voir & ce propos le paragraphe 4.2.2.

Sofent L et R deux sous ensemble de $A(X) qui sont respectivement algébrique et reconnaissa-
ble alors L MR est un sous ensemble algébrique de ‘!?J?(X)

Demonstration :

Par définition L = ¢(L') avec L' algébrique (et donc reconnaissable) dans '&(X) . D'autre
part R' = w'l(R] est un sous ensemble reconnaissable de % (X) . On démontre aisément que

L'nR = ofl'n m'l(R)) et L'n q;'l(R) est reconnaissable dans “¥(X) dom¢c L n R est algébrique
dans FA(X)
A titre d'exercice d'école utilisons cette proposition pour redémontrer de maniére originale le
théoréme disant que 1'intersection d'un langage algéhrique et d'un langage reconnaissable est alaéhriaue
Si on utilise les definitions ci-dessus, on obtient la définition suivante des langages algébriques.
définition
L est algébrique sur V ==+ | est un sous ensemble algébrique de 4A(V) .

Avec
B (A L8, L) et R={x(y.z)=(0y)z, AX=%A =%} .




-72 -
-71
C'est & dire L =o(l') ol L' est un sous ensemble reconnaissable de 4 (V) et (V) est 1'ensemble des
arbres binaires dont les noeuds internes sont &tiquetés par . et les feuilles par des &léments de V U {a}
Tout cela revient & dire que 1'on engendre les langages algébriques sur V par des grammaires réduites sous CHAPITRE 4.

forme de Chamsky , les régies de ces grammaires &tant de la forme A - BC la |a . X
) S1Aon considére un sous ensemble reconnaissable R de_IEJ,(V) , alors @ (R} estun sous-ens?m- CONSTRUCTION AUTOMATIQUE DE HIERARCHIE DANS LES ALGEBRES LIBRES.
ble reconnaissable de #(V) . D'autre part L0 R= o(L' f o (R)} et donc on raméne le probléme de 1'in-
tersection d'un algébrique et d'un reconnaissable & Ta démonstration du caractdre reconnaissable de 1'inter-
section de deux sous ensembles reconnaissables dans une autre structure algébrique.
Remarquons que $i on explicite cette derniére démonstration, on va reconstruire la grammaire algébri-
que que 1'on utilise classiquement pour démontrer ce théoréme et qui consiste & "décorer” les arbres syntaxi-

ques de la grammaire engendrant L & 1'aide des calculs dans le monoide recomnaissant R .

1. INTRODUCTION :

10.- CONCLUSION :

Le but de ce chapitre est de donner un méthode de construction automatique de hiérarchie dans les
algébres Tibres. L'idée de cette méthode a &t& découverte en analysant finement deux exemples 1'un trés
classique sur les langages et 1'autre correspondant & certaines des canstructions effectuées au chapitre 1.
En particularisant ces constructions on retrouve celles utilisées par Daumm {13](20] .
syntaxiques. Ce chapitre commence par 1'étude de deux exemples gqui ont modivé cette &tude. Ensuite aprés avoir fait des
rappels sur les systdmes de réécriture qui nous servirons d'outil dans 1a suite, nous définissens une trans-
formation sur les structures d'algébre. Cette transformation a comme caractéristique de conserver les objets
universels, de conserver les sous-ensembles reconnaissables et de faire croftre strictement 1'ensemble des

Ce chapitre prouve que 1a notion de monoide syntaxique peut se généraliser trés facilement dans
le cadre des algébres libres. Les théories introduites ici doivent pouvoir déboucher sur de mombreux thémes
de recherches en particulier en se posant des problemes comparables & ceux d&jd &tudiés pour les monoTdes

~ A quelles conditions une algébre peut-elle 8tre 1'algdbre syntaxique d'un sous ensemble ?

~ Y-a-t-it comme dans le cas du moncTde des algebres qui sont & la fois des atgébres syntaxiques sous ensembles algébriques. L'it&ration de cette transformation conduit donc & 1a construction de hiérarchies
de sous ensembies algébriques et de sous ensembles non algébriques. pour Tes sous ensembles algébriques.

D'autre part le paragraphe 7 esquisse Ta fagon suivant laquelle varie une algébre syntaxique quand
on change de structure d'algébre. [1 n'est pas impossible que des problémes difficiles dans une certaine

structure se simplifient dans une autre. Par exemple, il serait intéressant d'aborder les problémes d’ambi- angages :

guité inhérente de langages algébriques en les considérant comme des images de bilangages réguliers par un En théorie des langages, on travaille essentiellement sur deux structures d‘algabre

homomophisme et de regarder si les théories développées par Perrot [68] et Sazkarovitch [75] ne se simplifient

pas avec ce point de vue. - la structure de V-algdbre monadique (ou mémoire sur V )(3.2.3 exemple a)}.

- la structure de monoTde (3.2.3 exemple b)) .

Examinons les analogies et les différences entres ces deux structures du point de vue des objets
Tibres, des ensembles reconnaissables et des ensembles algébriques.
Pour 1a structure de V-algdbre monadique on chtient

i) Un modéle de 1'objet universel est V* munt du point distingué A et des Tois ala) = a2
ii) Les ensembles reconnaissables de V*  sont les langages réguliers

1i1) Les ensembles algébriques de V* sont les langages engendrés par les grammaires linéaires
gauches, ce sont donc encore les langages réguliers (cas trés particulier du théoréme d'Eilenberg3.9.4)

Pour la structure de monoide, on obtient :
i) Un mod2le de 1‘objet libre de base V est V*# muni de la concaténation,  étant 1'é&lément neutre.
i{}) Les ensembles reconnaissables sont encore les langages réguliers.

iii) Les ensembles algébriques sont les langages engendrés par les grammaires algébriques, ce sont donc
les tangages algébriques dont 1'ensemble contient strictement 1'ensemble des langages réguliers.

On remarque alors les phénoménes suivants :

i) Les &léments de V dans la structure de V-algdbre menoTdique sont des opérations unaires alors
que pour la structure dé monoTde 1'objet Vibre ayant méme ensemble sous-jacent que 1'objet universel
de la structure de V-algébre monadique, ces &léments de V sont devenus O-aires.
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i : péfinition 2.2.1 :
i1) 11 y a dans la structure de monofde une nouvelle loi binaire associative et ayant un &lément neutre | = STomomTooomoiTES

qui est dans Ta structure de V-algébre monadique un &lément O-aire sur lequel ne porte pas On appelle structure de dioide, Ja structure algébrique définie par
d'axiones. (P Fla ) Fo=ia, 1} F =@ ,Fp=(+,0
i1i) 11 y a identité des ensembles reconnaissables (1angages réguliers) dans les deux structures. f=sfa+r=rea=r ; (res)+t=zr+(s+t),18r=r9lecr
iv) En revanche 1'ensemble des ensembles algébriques pour la structure de V-algébre monadique est re(sety=(r@s)8t, A@r=a ,(r+t)es=r0s+tds}

strictement incluse dans 1'ensemble des ensembles algébriques pour la structure de monoTdes.

------------------------------------ Une réalisation du diofde Tibre de base V est V(1] nuni des lois suivantes :
Au chapitre 1 ol nous avons longuement &tudié les bilangages réguliers, nous avons utilisé principale-

- + est la concaténation habituelle
ment deux structures d'algébres :

~r@s=TFs) (F:V[{l] - V[1] est la fonction polyndme définie dans la propo-
- Les V-algébres diadiques {définition 1.5.5.3 et 3.2.3 exemple d}) sition L.2.3)
- les V-binoTdes (définition 0.4.1 et 3.2.3 exemple c)) (ne pas oublier que dans {111 Tes sléments de V sont en fait & x A y .

Pour la structure de V-algébre diadique on obtient A "
Démonstration :

11 faut déja vérifier que V[l] muni de ces lois possdde une structure de dioide ce qui se fait
sans difficulté. Ensuite i1 faut montrer que si D est un diofde et h : V<0 une application

alars i1 existe un unique prolongement de h & V(1] tel que

n{a) = Ay s n(l) = 1 s hir + s) = h{r) + h(s} et h(r @ s) = h(r) @ h(s)

i) un modéle de 1'objet universel est ¥ muni du point distingué , et des lois binaires
alrys)=axr+s

i1} les ensembles reconnaissables de v pour cette structure sont les bilangages réguliers (corol-
laire 1.5.5.8).

1i1) les ensembles algébriques de V pour cette structure sont les bilangages engendrés par les bi-

: ; . . A h doit donc en particulier vérifier :
granmaires réguliéres, ce sont donc exactement les bilangages réguliers (cas particulier du

théoréme d'Eilenberg 3.9.4) h(a) = (1}
Pour la structure de V-binoide on obtient : h{a x r+s) = h(a) @ h(r) + h{s) (11)
: @ 7 . . h{l + s} = I+ h(s) {111)
i) un modéle de 1'objet universel est V avec la loi de concaténation admettant  comme &lément

neutre et 1'enracinement. On en déduit donc que,si h existe, h est unique et doit vérifier les trois relations [, II et III.
Vérifions maintenant que h ainsi défini, convient.

A
i1) les ensembles reconnaissables de ¥ pour cette struct t les bila s réguliers (défini-
) p ucture son langages régu ( ni ah & h(a) = - grice 2 (1)

tion 0.4.5 et proposition 1.5.5.13)
.. - - . h(1}) = 1D gréce & (I) et (III)
111} les ensembles algébriques de V pour cette structure sont les bilangages engendrés par les

Co-bigrammaires dont 1‘ensemble contient strictement 1'ensemble des bilangages réguliers (propo- Pour démontrer que h{r + s} = h(r) + n(s) faisons une récurrence sur r

sition 1.6.9). - pour r=a c'est évident

i 1 - supposans le résultat pour r et r' et démontrons le pour a x r+r' et 1+’
On remarque alors des phénoménes tout 3 faft similaires @ ceux de 1'exemple 2.1.

. e . On obtient :
1) Les opérations de \7 dans 13 structure de V-algdbre diadique sont binaires alors qu'elles sont

unaires dans la structure de V-binoide i{a « 4+ r' 45s)=h(a) @ h(r) + h(r' +s) = h{a) 8 h(r) + h(r') + h(s) =
y o v o o h{a x r + r') + h(s)
1) 11 y a dans Ta structure de V-binoTde une nouvelle loi binaire associative et possédant pour B(L+ v % s) = Ip + h(r + ) = 1p + h(r') + h(s) = h(1 + r') + h(s) .

‘€1 i i 12 - fadique. :
1'€1ément neutre A qui est 1'€1ément O-aire de 1a structure de V-algabre diadique Pour derontrer que H(F @ s) = h(r] 8 H(s) prdcedons adssl par récurrence SUF T

i1i) 11 y a, dans le passage de la structure de V-algébre diadique & la structure de V-binoTde, con-
servation exacte des ensembles reconnatssables (bilangages réguliers) et augmentation stricte de
1'ensemble des ensemble algébriques.

- pour r = clest évident
- supposons le résultat pour r et r' et démontroris le pour aaxr+r' et 1+ ¢

On obtient :
Nous allons poursuivre cet exemple en introduisant une nouvelle structure algébrique o se produi- h((axr+r')8s)=hiax(r@s)+r 05)
sent les mimes phénomines avec suffisamment de qénéralités pour que 1'on puisse en daduire naturellement = hia) 8 i{r 8 s) + h{r* 8 3) = h{a) 8 w(v) & h{s} + K{r'} his}
Ta méthode de construction qui sera mise en &vidence dans la suite de ce chapitre. = (h(a) @ h(r) + h{r')) ® h(s) = h{a x r + r') @ H(s)

h((1+7r')@s)=h({s+r" 8s)=nh(s)+h(r')8hn(s)=
= (Ip + h(r')) 6 h(s) = h(1 + r') 8 h(s}
COFD.
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F ~
Un bilangage L contenu dans V[1] est régulier si et seulement s'il existe un triplet (D, D', )
tel que D est un dioTde fini, 0' est une partiede 0, g : \'I‘[I] -+ D est un homomorphisme de dioTde

et L =

v o)

Démonstration :

Si L est reconnu par (D, D', ¢) , on peut mettre sur D une structure V-binoTde en posant

axd=a8d

De fagon évident ¢ : V(1] =D est 'homomorphisme de V-binoTde tel que (1) = 15 et donc L

reconnu par (D, D', $) dans la structure de V-binoTde.

a
¢ : V[1] » B est un homomorphisme de V-binoTde. Posons D = BE (ensemble des applications de B dans

Réciproguement, supposons t < V[l] est reconnu par (8, B', w)' ol B8 estun V-binoTde et

B ) et définissans dans D Ta structure suivante :

- ap est 1'application coastante y(a)

<1 est 1'application identité de D dans D
-deD et d €D = (d+d')(b) = d(b} + ¢'(b)
-deD et deD = d@d = dod

IT n'est pas difficile de montrer que 1'on obtient ainsi une structure de diofde sur D

Vérifions par exemple le dernier axiome qui est le moins évident

et donc

(d+d'} 8 d"(b) = (d+d')(d"(b}) = d(d"(b)) + d'(d"(b}}
=d8d(b)+d 8a()
= (d 8§ d" +d' 8 d")(b)
11 existe alors un unique morphisme de dioide ' : V1] -0 tel que y*(a)(b)=axb
Montrons alors que  (vr & VIII)(4' (1) (W(1)) = w(r))
Pour cela il suffit de faire une récurrence sur r
-r=a Pr) (1)) = wa) (B(1)) = Aplel1)) = wula)
- Y@+ s)u(1)) = (e'(a) 8¢’ (r) +u'(s)) (v(1))
= (') 8 ¢'(r)) ((1)) + 9" (s)(w(1))
=9 (@) (6 (r) (1)) + ' (s) (¥(1))
=axy{r) +y(s) = ¢(a xr+s)
= oyl s) (u(1)) = 1p(u(1)) + ' (s) (1)) = p(1) +u(s) = ¢(l+s)
On en déduit donc que
reLes 'r) (6(1)) = y{r} eB
L est reconnu par le tripiet (D, D', y') avec

D= {d ; d{y(l)) €8}

11 existe des bilangades contenus dans V[l] algébriques pour la structure de dioTde et qui ne le

sont pas pour la structure de binofde.
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Démonstration :

11 suffit de construire un contre exemple. Considérons tout simpiement la grammairé algébrique G

suivante

X —agXxebll
De manidre évidente, cette grammaire engendre des ramifications & un seul chemin, ces chemins formant Te
langage L = {a"™" s n2 0} . Comme L n'est pas régulier, le bilangage engendré par G ne peut pas &tre
engendré par une COAbigr'amnaire (proposition 1.6.2).

Si on examine maintenant la définition 2.2.1 et les trais propositions qui suivent, i1 est impossible
de ne pas remarquer les analogies avec les constatations faites au paragraphe 2.1 et au début du paragraphe
2.2. On retrouve en particulier les points suivants

i) baisse de 1'arité de certains opérateurs

i) introduction d'un nouvel opérateur du monofde (ici 8 )
iii) conservation ensembliste de 1'objet universel

iv) conservation des ensembles reconnaissables.

v} augmentation stricte de la classe des ensembles algébriques:

Les paragraphes qui suivent vont montrer que la transformation sur les structures d'algebres faites ici
sur deux exemples sont en fait trés générales.

Si on examine les ensembles algébriques pour la structure de dioTde on remarque que 1'on obtient des
objets tout & fait comparables aux fordts algébriques étudiées par exemple dans (421 [79]
A notre avis ce n'est donc pas dars une structure de magma que 1'en peut définir ces objets algébriques mais
dans une structure plus compliquée ol existe déjad un opérateur correspondant & 1a greffe d'arbres. Remarquons
que dans la thdorie des magmofdes introduite par Armold [ 2 1 et Dauchet [21] existe cet opérateur de greffe
et 13, & notre avis la définition donnée par ces auteurs des foréts algébriques cofncident avec notre point
de vue.

Jusqu'd présent quand on travaillait sur une structure de % f-algebre, nous n'avions introduit que
la relation ‘1—) et son jtéré 4}"‘—> . 11 est souvent plus facile de considérer une relation non symétrique ?

elle que = 1'on obtient ientant les axiomes.
t q w TU:IT et que 1'on obt en orientant les ax

Commengons par rappeler gquelques définitions sur les relations (36) [37 1}

Definition 311 :
Soient £ un ensemble quelconque et - une relation binaire dans E
i) On appelle forme irréductible un &lément x de E tel que
yix-yl =8
Dans Ta suite on notera N(E) 1'ensemble des formes irréductibles de E pour la relation -
i1) La relation =+ est noetherienne si et seulement si 11 n'existe pas de suite infidie &y en

telle que
Xg AP Xy e Xpo% Xpg
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iii) La relation - est confluente si et seulement si

* *
VX VY Yz (x'—~y et x5 2 - (3t) {y=—t et z— t)) .

iv) la relation —s est Tocalement confluente si et seulement si et seulement si

VX ¥y VZI(x-oy et x-z -o(at)(y*—»t et z:t))

La définition 3.1 a quelques conséquences immédiates qui sont :

12

*
i) Si Ta relation -~ est noetherienne, pour tout x 11 existe un y irréductible tel que x-y
ii) 51 la relation -~ est confiuente, pour tout x 11 existe au plus un y irréductible tel que

x oy
ii1) §i la relation ~ est noetherienne et confluente, pour tout x i1 existe un et un seul .y

* :
irréductible tel que x —— y . Dans ce cas on dira que y est la forme normale de x
On obtient aussi le lemme un peu moins @vident suivant

Lemme 3.1.3 {36]:

Une relation noetherienne est confluente si et seulement si elle est localement confluente.

Démonstration :

La confluence locale est évidente, une condition nécessaire pour la confluence sans que d'ailleurs
le caractdre noetherien de - n'intervienne .
La réciproque se démontre aisément en utilisant un raisonnement par récurrence noethériemne (cf [ 361).

Definition 3.1.4 [361) :
Soient E un ensemble muni d'une relation d'équivalence notée ~ et d'une relation binaire notée »
i) la relation - est confluente modulo ~ si et seulement si
(¥x, ¥s %', ¥') {(x~y et 2 n etysy - @%, 'y')(x'ii' et y'Li et x~y))
ii) 1a relation ~+ est localement confluente modulo ~ si et seulement si Jes deux conditions
suivantes sont vérifiges

(¥x, ¥, 2) {(x+y et x-z »(au,v)(y:u et zav et U~ V)
(¥, ¥, 2) (x+ 2z et x~y -.(au,v)(y:u et z.‘.v et u~v)) .

Ces deux notions de confluence et de confluence locale modulo ~ se visualisent mieux sur les
diagrammes ci-dessous.
Confluence modulo ~

VX, Yo %'y Y x o~

Confluence locale modulo ~ :

Y ¥y 2 X X
VA = 3, v / \
¥y Z
¥ 2
N
U~y
et ¥X, ¥, 2 X~y X~y
u, v
l - / \t
z Ix
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Définition 3,1.7 :

Soit E un ensemble muni de deux relations - et~ , ~ &tant une relation d'équivalence. On
dira que -+ est fortement confluente modulo ~ si et seulement si
(Vs Y EE}X { > Ue Um ¥y = (3x', y')(x 5 x' et xSy et ¢ ~y' .

On obtient alors immédiatement le lemme de transitivité suivant.

Soit E un ensemble muni de trois relations — —> et ~ s ~ éetant une relation d'équi-
valence. 5i —» est fortement confluente module ( - U « U~ )* et si —s est fortement
confluente modulo ~ , alors —» U — est fortement confluente modulo ~

Revenons maintenant au cas qui nous intéresse, c'est & dire le cas ol les relations manipulzes sont
{ssues de systémes d'axiomes.

On appelle systéme de réécriture un couple formé d'une structure de & -algdbre et d'un ensemble
R o H(Y) x F(Y)
Remarquons que cette définition est syntaxiquement identique & celle d'une structure de ¥oft-algebre,
1'utilisation que 1'on va en faire est différente.

befi

Soit (& ,%) un systéme de réécriture. On définit sur la f—algébre libre & (X) Ta relation
T en posant
rg s Bl ed) Gue F UG, e ty)
(r=U@E(t),-.. t)) et s =TUE(t,.... t})
o n=card(Y) et U, & B sont les fonctions associes 3 u, « et g

Si on veut préciser 1'axiome utilisé, on écrira

r o lonB),

1°) Dans un systéme de réécriture la relation n'est pas symétrigue puisque 1'ordre {(a, @)
des deux membres d'un axiome intervient explicitement dans 1a définition.

2°) Plutdt que d'écrire (o, B) € Jt nous &crirons o - B{R)
Le probléme maintenant est de savoir pour un systéme de réécriture (%,R) sila relation 5

est noethérienne, confluente, localement confiuente...
On utitise pour cela les propositions suivantes [ 22] [48].

Soit (F . ) un systéme de réécriture, pour que la relation T soit noetherienne i1 suffit

de trouver un ordre bien fondé < sur &(X) (ordre noetherien ) tel que

5 = r >s




=1
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Dans [36 ] on trouvera la démonstration du Temme suivant. Cette démonstration est fondée sur le méme
principe que celle du lemme 3.1.3 en plus difficile.

$1 Ta refation — est noetherienne, pour toute reldtion d'équivalence ~ la confluence modulo

dst &quivalente & 1a locale confiuence modulo ~ .

Dans la suite nous aurons & utiliser ces notions sur des systémes d'axiomes ot ; les axiomes d‘un
sous-ensemble ot " de oft seront orientés et donneront une relation T et le compismentaire eA* de A"

dans % fournira une relation d'équivalence A—T- . 11 sera évidemment utile de savoir calculer 42%9
J *
en fonction de T et :F—» s pour cela on utilisera deux propriétés indiquées dans Te Tenme suivant,

Suppasons que — normalise E , (c'est 3 dire que
Alors la relation — est confluente modulo
vantes est vérifiée

V) (3y) (x 2oy et yeNE) .
~ si et seulement si une des deux propriétés sui-

) (V6 Y vu, VENE)(X(+UeU~)ty et xu €t ySv w u~y)

1) (v, yH( » U « U~ )y = (30, v)(x—'—ou et ylov et u~v)) .

De fagon évidente on obtient :
i) = i) - -+ est confluente modulo ~

il suffit donc de démontrer que si - ‘est confluente modulo ~ alors la proprieté
i) est vérifige

Soit X, ¥, u et v tels que
M+ U «U~)ty et xhu et y Sy et ueNE) et ve NE)

Soit Xg = X Xps ceny X =y tels que

{vi € (1, n)) x1_1R1- Xy avec R1€{~,<- s~} .

Soit Uy = Uy Uppewes Up = ¥ tels que

¥ *
vi € [1, n] Xj = U

En utilisant 1'hypothése *

et u € N(E) 3
- est confluente modulo ~ " et le fait que tous les termes i

sont irréductibles, an en déduit immédiatement

Y Ry
/0
= U ~ U
17 Y
Y1 Y

Donc par transitivité on obtient Ue v

La propriété 11) du lemme 3.1.6 est trés utile dans la pratique, i1 ne nous semble pas gue cette
propriété aft fait 1'objet d'une définition dans la littérature. Je propose la définition suivante.
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Definition 3.2.4. :

Soit < un ordre sur F(X) , soit %(X)* les suites finies & valeurs dans 4 (X) , la relation

< est 1'ordre sur $(X)*
lex

d&fini par

(tl,..., tn) 18x (sl,u., Sp) - n=p et
(33 € (1,n]) (vk < J)(t, = 5,) et t;< 5

J
et (k3 3)(ty s s)

2.

tolg
Soit < une relation d'ordre sur les &léments de &

sur  $(¥) est un ordre bien fondé

qui est fini, alors 1a relation suivante

f<g et viefl,n) r:a s

1

rE e rdas s alse sp) e § Frg et (rpe ) gy (spr0ees Sp)

f>q et 3i € {1,n) roas;

De plus cet ordre est compatible avec la composition des termes et la substitution.
Ce type d'ordre est connu sous le nom de "recursive path ordering”.

Nous ne ferons pas la preuve de cette proposition qui est loin d'@tre évidente mais qui n'a pas de
rapport strict avec les théories développées ici. La preuve se trouve dans (48].

Pour tester maintenant la confluence locale de la relation T , nous ne savons jusqu'a présent

le faire qu'en appliquant 1a définition 3.1.1 qui est valable pour une relation quelconque. En fait quand la
relation utilisée est issue d'un systéme de ré&criture, la preuve de la confluence locale est beaucoup plus
simple, i1 suffit en effet de tester cette propriété au niveau des régles. Pour ne pas alourdir 1a rédaction,
et pour ne pas introduire des notions qui seraient utilisées dans ce seul paragraphe, nous nous conténterons
d'une description approximative et non formalisge du procédé permettant de tester la confluence locale dans
le cas des systéme de ré&criture, Les définitions correctes et completement formalisées se trouvent par
exempie dans [37] , (38} .

Soit T la relation définie par un systéme de réécriture %,k ). . Pour tester la confluence
lTocale de = il faut et i1 suffit que le procédé suivant soit applicable.

Pour chaque couple de régles de réécriture a' —— g' on construit les termes
t tels que Tes deux axiomes soient applicables & t en deux "endroits" différents de t et tel que 1'on ne
puisse pas construire de terme "plus petit" que t vérifiant cette condition. Si on applique & ¢ les
deux axiomes respectivement & chacun des deux "endroits" on obtient alors deux termes 1:1 et t2 tels que

o — B et

¢l B), ty et t M)_.tz . On doit alors trouver un terme t, tel$ que
* *
tl T t3 et tZ 7:-' t3

Suivant 1a forme des exiomes au des régles de ré&criture, on obtient des propriétés trés différentes.
Dans ce paragraphe nous introduisons quelques définitions qui nous serviront en particulier pour 1'étude des
sous-ensembles reconnaissables.
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Un axiome a =g est dit non effagant si et seulement si toute variable apparaissant dans a ou B
apparalt aussi dans 1'autre terme. Une structure d'algébre $Hf est dite non effagante si et seule-
ment si les axiomes de Jt sont non effacants,

Les conséquences de cette définition sont multiples, en voici quelques unes.

3.3.2:

soit Bdt une structure d'algdbre non effagante. Pour t € (X} notons v(t) les &léments de X
qui ont une occurrence dans t , alors

(vt, t' € F(X) (t ‘I"” £ e v(t) = v(t)) .

On pourra danc parler des variables d'un terme t de FR(X) en posant v(t) égal & w(t') ol
t' est un représentant quelconque de t dans F(X)

Proposition 3.3.3
Soit 4t une structure d'algebre non effagante. Soit E un ensemble quelconque, 1'ensemble
A- A(E) peut atre muni d'une structure de 424 -algebre en posant

n
H(Eqseens ) = ji1 E;

Démonstration :

Cette proposition résulte immédiatement des propriétés d'associativité de commutativité et d'idem-

potence de la réunion.

Coroliaire 3.3.4 :

Une structure d'algbre non effacante est toujours consistante.

Corollaire 3.3.5

Soit ek une structure d'algdbre non effagante. Pour tout X et Y tel que Xg¥ , FANX)
est reconnaissable dans HR(Y) .

Démonstration :

Soit  y : FR(Y) - F(Y) défini par p(t) = ¥(t) , ¢ estun % -morphisme, quand on
minit ®(Y) de sa structure de %A -algibre definie de Ja proposition 3.3.3. Donc Fk(X) est reconnu
dans AA(Y) par Te triplet (g, F(Y), X))

L'algebre minimale de AA(X) dans FR(Y) est en fait plus petite .
En effet si onprend A= {0, 1} = (P () muni des Tois
f(cl, Epsnens 5.1) =1 s (vj€[l,11}) (EJ' =1)
et si on définit le morphisme ¢ : #FAR(Y) » A en posant
yeEX = yly) =1
yEY-X = yly) =0
11 est évident que A J(X) est reconnu par le triplet {ys A, {11}
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Definition 3.3.6 :

Un axiome o =B est dit lingaire si et seulement si une variable a une occurrence au plus dans
chacun des membres. Une structure d'algébre est dite linaire si ét seulemerit i ses axfomes sont
linéaires.

Les axiomes lingaires sont d'une manipulation beaucoup plus facile que les axiomes quelconques, en
effet le test pour saveir si un axiome est applicable a un terme est local car on n'a jamaié tester
1'€galité de deux sous-termes avant d'appliquér 1'axiome. Plus formellement on obtient facilement
ie Temme suivant, =

-

Soit Bt une structure d'algébre lindaire. Soit ve H(Xu (1, n}) et ¥: (F(X)" + 4(X)
défini en posant V(tysooos t) = h(v) o h: AU 1, n) -+ F(X) estle % morphisme
obtenu & partir de h(x) = x et h{i) = t; . Soft d'autre part yj,i..,y, des variables dis-

tinctes ou non alors

U=y ¥y) T U e 3Vt e B(XU [T, n])u = TS gaeeen ) €t ¥ :F )

Démonstration ¢

Le sens réciprogue de 1'équivalence est &vident sans que le caractdre linéaire de A n'intervienne,
Examinons le sens direct. Soit o - g un axiome de & et supposons que u = v(yl,.... y") T u'

en utilisant cet axiome, on a donc

us aft, b)) et w = B(t,, b))
Comme o est lindaireona v = u(ti,..., t"() et donc en posant ' = ﬁ(ti,..., ti)
on obtient

u'=7‘(yl,...,yn) et Ve v 3

&

1°) On a seulement utiliser le fait gque o est linéaire, cela nous servira quend on énoncera un
Terme similaire pour les systémes de réécriture (cf Temme 3.3.12)

2°) On obtfent immédiatement la conséquence suivante du lemte 3.3.12
U= vy vp) <7§—> U e (3v'E B (XU I DU = v g, ) et v s V')

3°) §1 & 1a place des variabies Yi s on met des termes t;

Te lemme ne subsiste pas, mai$ si de
plus pour chaque terme t; la racine de ce terme est une fonction sur laquelle ne porte pds d'axio-
me, on obtient facilement la généralisation suivante

u = \T(tl,..., t,) 1&-;-3. U e 3Vt e A(Xu (1, n]) (3t t)(u = vk, t) et sV et

St
vi € [L,n] (ci%q)) .

Un axiome est dit confarme si et seulement si 11 est lingaire non effagant.

Une structure d'algébre est dite conforme si et seulement si ses axiomes sont conformes.

On peut caractériser Tes algbres conformes par le fait que pour toute algebre A, B(A) peut
atre muni d'une structure d'algébre. Plus précisément on obtient
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Une structure d'algébre ke est conforme si et seulement si pour toute 4 cft-algébre A , 1'ensemble
B = ®(A) a une structure de Ff-algebre pour les lois

- Bl Apseees A = 0 PMapaeees a5} 5 (3pseees ) € A Ay x ouw x Ay}

Les notions d'algébre non effagantes, lindaires ou conformes sont souvent insuffisantes pour
gtudier un prabléme car trop restrictive. On peut espérer traiter des cas plus généraux en utilisant des
systémes de réécriture ou un mélange des deux notions en utilisant la confluence Tocale forte ou non modulo
une relation d'équivalence (cf définition 3.1.4 et 3.1.7).

Définition 3.3.10

Un systéme de réécriture est dit linéaire gauche si et seulement si les régles sont de la forme :
G —s§
avec les deux conditions

i) v{g) g vl(a) {toute variable de B est une variable de ¢ ) .

i1} o est lingaire par rapport & chaque variable (une variable apparaft au plus une fois dans « ) .

La condition i) de la définition ci-dessus donne immédiatement 1a proposition suivante

Soit Fekt un systme de réécriture lingaire gauche

(vt, t € 4(X) (t W".t' - v(t') g ¥(t))

Bien que 1'on impose peu de chose sur les seconds membres des régles des syst2mes de réécriture, le
lemme 3.3.7 énoncé @ propos des algébres linéaires subsiste. Plus précisément on obtient si A est un

systeme de réécriture linéaire gauche .

Lemme 3.3.12 :

Soit v ed(Xxull, n) et Yo Ypaeen ¥p des variables distinctes ou non

u = V(yl,“‘, yn)——« u' e 3V € F(Xu (1, n]) (u' = V'(yl,...

g7 ,yn) et v&v').

Démonstration :

La remarque 1°) qui suit le lemme 3.3.7 permet immédiatement d'énoncer le lemme ci-dessus. D'autre
part les remarques 2°) et 3°) sont valables aussi pour les systémes de réécritures linéaires gauches en rem-
plagant <> par — .,

A ft

En mélant les notions d'algébres et de systéme de réécriture, on obtient 1a définition suivante.

Soit et une structure d'algdbre, on dit que & est une structure quasi-non effagante si et seu-
lement si ot veut se partionner en deux sous-ensembles ' et A" tels que

i) A
i) les axiomes de J" peuvent &tre orientés de fagon & obtenir un systéme de réécriture FA"

est un systéme d'axiomes non effagants

tel que

a) la relation T est fortement confluente modutc %»

b) le systeme de réécriture §A" est linéaire gauche quand on écrira

Quand on &crira "Soit Yt = AR' A" une structure d'alglbre quasi-non effacante" cela signifiera
que &' et A" sont la partition de Jf vérifiant les conditions ci-dessus.

I8

C'est essentiellement la définition 3.3.13 qui nous servira dans la suite, on peut cependant imaginer
des définitions similafres en changeant les propriétés des axiomes Jt' pour obtenir des algébres quasi-
linéaires, quasi-conformes, etc...

3.4.- Evolution des parties reconnaissables dans les_algébres libres en_liaison_avec_lz_forme_des axiomes

En théorie des langages i1 est banal de démontrer que si L c V+ est reconnaissable en tant que
langage sur V alors L 1'est aussi en tant que Tangage sur V' pour tout V' contenant V . Ce phénoméne
ne subsiste pas dans le cas général des algbres. En effet on obtient :

Soit X g Y et une structure d'algdbre 4. Notons Rec(Bft(X)) 1'ensemble des sous-ensembles

reconnaissables de FA(X) . Alors

Rec (8A(X)) 2 Rec(§di(Y)) n B BA(X))

et dans certains cas cette inclusion peut &tre stricte.

Si L est reconnu dans §A(Y) par le triplet (x> A, A') et si L A%y alors L est
reconnu dans  FeA(X) par le triplet (x $A(X), A, A') , d'0d 1'inclusion cherchee.

Montrons un exemple ol cette inclusion est stricte. Consfdérons la structure de groupe et pour cette
structure 1'objet universel et 1'objet libre de base 1. On obtient respectivement lés groupes {0} et Z
L'ensemble {0} est &videmment reconnaissable dans lui-méme par (Id, (0} , (b} ) , mats (0} n'ést pas

reconnaissable dans Z car i1 faudrait trouver un triplet (y, G, 6') tel que

~ x:Z +G estun homomorphisme de groupe
- G est fini

-1
- ox (6) = {0y .

or xHEY = (0 = y(0) €6 = Kerly) e x NG') = Kerly) = (0)
et donc x est une injettion et G ne peut Btre fini.

Aprés quelques lemmes triviaux valables dans le cas général, nous allons 8tudier quelques cas parti-
cutTiers ob 1'inclusion ci-dessus est une égalité.

Lemme _3.4.2 :

Soit XY et %A une structure d'a gebre

Rec(f et (X)) = Recthdt (Y)) n B BAX)) o= F (X) € ReclcA (¥)) .

Démonstration :

A A(X) &tant reconnaissable dans Tui-méme en utilisant la 4 ot -algébre réduite & un point, Te sens
direct de 1'8quivalence est trivial. Réciproquement, soit L € Rec(A(X)) , so6it (x, A, A') reconnaissant
L dens 44(X) et soit (x', B, 8') reconnaissant AJA(X) dans ScA(Y) . Pronlongeons y & BeA(Y)
AH(Y) parle

de manigre guelconque pour obtenir un &t -morphisme ¥ »alors L est reconnu dans
triplet (xx x' , AxB, &' «8') .

Corollaire 3.4.3 :

Soit B ek une structure d'algebre et , alors

BAX) € RecHA(Y)) et Ad(Y) € RecthA(2)) »AK(K) € Rec Beh(D)) .

Xefal
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Démonstration_:

11 suffit d'appliquer le lemme 3.4.2.
Examinons maintenant le cas un peu plus complexe des structures quasi-non effagantes.

soit FA = & A'A" une structure d'algébre quasi-non effagante.
soit % et oy, deux variables distinctes alors :

(WX, (XY = Rec(Fek (X)) = Rec(SA(Y)) 1 RS (X)) = Foh ({x}) € RectBoA ((x,, ¥o})) -

Le sens direct est &vident sans d'ailleurs que le caractdre quasi-non effacant de Ak n'intervienne.

Examinons la réciproque.
Soit X< ¥ , 11 suffit en vertu du lemme 3.4.2 de démontrer que

SA(X) € Rec(BeA(Y)) .
Soit s ¢ &(Y) - '2‘(()(0. Y et st A A (Y) ~’3d\({x°, ¥oh)
défini par
sIX=s"1X = %, et s1Y-X = s'|Y-X = Yo
soit @i A(Y) FA(Y) et o 1 Flxg )~ Bk (g0 ¥ph)

Tes projections canoniques. On obtient le diagramme commutatif suivant :

A(Y) 5

F(xgr ¥5)

@ ®'

BAl) —— B Al ¥,)
Soit (x, A, A') un triplet reconnaissant @d(xo) dans ‘!Eoﬁ(xo, yO) , nous allens montrer
que (xos', A, A'} reconnait ¥A&(X) dans B (Y)
soit t e Bh(X) alors s'(t) € RA((x)) et donc xos'(t) € A'
R&ciproquement, Supposons gque y.s'(t) € A' , soit t tel que w(tl) =t , soit
th=s'(t) et t]=s(ty) . Ona donc

ty —— t]

t St X aen

Comme  x(t') € A' , t' € FR((x}) et donc i1 existe un terme t; € @((xo}) tel que
tl o tl
Al
Numérotons les &léments de Y , on obtient Y = { Xy, Xpseeey X} U {(¥ppqaeeos ¥} avec
X2 { X, X3 o 11 existe Bvidenment un Elément v €4([1, nl)} tel que

T2 VXpses X Yoo V)
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(La manipulation ci-dessus a simplement changé le nom de variablesy
On a alors ti a vtxo....,xa. Yoreens yo)

Utilisons maintenant 1'hypothése sur v
*
t) ——> tz‘ - aui et up ti té

& ‘A"\: //a )

1 * 1
N i Y
¢

Le caractére lingaire gauche de T inplique que uy € 4 ({x,}) et comme ,

est non effagant, on a auss{ ui € ’S'r((xo})

De t.l = v(xo,..., Xgs Ygreeos yo) et t'l —-;—;-w di on en déduit que

U] = WlKgreos Xgs Ygreees ¥)  aveC v —=— w  (lemme 3.3.12).

A

D'autre part comme ui € '}((xo}) les variables de [k+l, n] n'apparaissent pas dans w .

Donc
o= 2 st 6B
17 Ve X Vg yn) T w(xl,.... Xe¥pppse e yn) = tz €%(X)
et par suite  t = g(t)) = oft,) est dans Aok (X)

Revenons maintenant aux structures d'algdbre non effagantes pour démontrer un lemme qui nous
servira au paragraphe 6.2.2.

Soit Fob une structure d'algabre non effacante telle que {x} est un sous-ensemble reconnaissa-
ble de  %eA((x}) . Soit t € 4(8) un terme construit avec des fonctions sur lesquelles ne

B (2) %A (D)
((a(t!)} est un sous ensemble reconnaissable de ’3\0%(9)

portent pas 4'axiomes, soit ¢ : la projection canonique. Alors

Démanstration :

Faisons une récurrence sur la complexité de t .

Si tl est réduit a une constante , alors Je lemme est évident car aucun axiome ne porte sur cette
constante et donc elle peut dtre considérée comme une variable. )

Supposons que t) = sy, Sp,..., 5} et que [ @(s1)} seens { 0(sy)} sofent des sous ensembles

reconnaissables de 4.4 (9) . Calculons 1a fonction C( ot )} CBA ) - FA(L)  (cf §.3.4 ).

Comme aucun axiome ne porte sur f , or obtient

.
v € %(9) et f & une nccurrence dans Uy et vy e u‘1 = f a une occurrence dans uil

Jt
(le fait que %t est non effagante est évidemment nécessaire et suffisant pour que 1'implication ci-dessus
soit vraie). Par abus d'écriture pour u € 3A&(P) , on notera f € u , le fait que ¥ a une occurrence
dans tout représentant de u dans 4(@) . D'autre part on obtient

FEue (3g€N) (35 €A ([1, ql)(u = T(F(typaees tydas FEggecon D)

et f¢s

Supposons que f € u , &crivons u = 'é'(f(tu,..., tlk),..., f(tql...., tqk))




28

From a3
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S'il existe un i€ [1, q] tel que LILTRTRRNN ti) # o(ty) alorsona C(w(tl))(u) =9
sinon on peut supposer que ¢ =1 et dans ce cas on a wa(tl)}(u) = C(x} (s(x)}

St f¢u , calculons C{‘p(si)}(u) , on obtient alors

k 1
Yotep W = Feste SR et t= folsy)uens 005y 1) s, 0lsyy)see.s els)

avec s € C(w(51”(u) {

i t
On en déduit donc que { C(w(tl))(u) s ueE £4(0) est fini et donc que @(tl) es

reconnaissable.

Soit %A une structure d'algébre. On dira que cette structure est transformable si et seulement si
‘es conditions suivantes sont vérifiées

1) 4 = (Fys Fpaees Fp)

) vizl Fy=Fluff et F nfi=9

n
est quelconque mais aucun élément de l;1 F:i‘ n'a d'occurrence

iii) La forme des axiomes de & oy

dans les axiomes.
Quand nous &crivons "Soit FA = F'E"R  une structure d'algébre transformable”, ce]a‘signififra
que ¥ - (Fpseees F“) A A (Fos Fis-oes F) et % =(p, Flsees Fp), Tes ensembles Fi» Fi et F§
vérifiant les trois conditions ci-dessus.

Le but de la transformation que nous allons &tudier est de faire baisser 1'arité d'un certain nombre
de fonction d'accés de la structure d'algibre pour cbtenir une nouvelle structure et d'étudier les 1‘1ens )
existants entre les objets libres des deux structures. L'idée sousjacente est d'utiliser 1'isomorphisme bien

conny
Ax ... s A — A = Ax..x A s (A=A
n fois n-1 fois

inai é i i i ications.
d'introduire un nouvel opérateur binaire (noté plus lein + ) qui correspond & la composition des applic

ition 4.1.2 :
Soit A = F'4'F  une structure d'algébre transformable.-la structure 'fldt'l transformée

de FA est definition la structure d'algébre suivante

F = (FuFuw FURLFuRY o, R, Pl U Eps Fo )
dy= Audy

&

avec .

Ux4 (y42) = (x4yMz , Atx = xon “X,a€F = amx=a

fe Fi = f(xl,..., X; )4y = flxg4ya..., Xi4y) } o

{quand cela sera plus agréable, 1'opérateur binaire + sera noté de miniare fonctionnelle X, ¥)) .
Remarquons que les axiomes asx = a Sont un cas particulier des axiomes f(xl...., X Hy = flxpby,..., xjty)
pour i =¢

Remarques sur cette définition :

La structure de flcﬁl—algébre contient deux nouveaux symbolés A et + , tous les noms de

symboles qui sont dans 4 sont aussi dans '3'] » mais ceux de &' ont gardé leur arité alors que ceux

de, %" ont perdu une arits.

Remargue 2 :
Comme les &léments de & n'interviennent pas dans les axiomes, {1 n'y a pas d'impossibilite syn~
taxique & ce que U soit un ensemble d'axiomes pour 1a structire de ﬁl-a'lgebre.

La fonction + introduite dans Foest ue Toi de monaTde. Pour ja compréhension de la suite, 11
est bon de 1'interpréter intuitivement comme une composition d'application ou comme un opérateur de greffes
d'arbres. D'ailleurs on s'apercoit vite que ces deux interprétations cofncident. En effet un terme d'une

g -algébre libre est 1a représentation d'un calcul dans cette catégorie d'algebre et greffer un calcu)
Sous un autre revient i fafre 1a composition des applications correspondant & ces cafculs.,

Les fonctions d'acces qui n'étaient pas affectées par les axiomes de K one te sbnt pas non plus
par les axiomes de &1 . Ceci laisse présager que cette transformation va pouvoir &tre {térée {cf §6).

4.2.- ori

ation_et etude des axiomes Introduits par_la transformation

Dans 1a definition 4.1.2 les axiomes de fr‘!' introduits par la transformation ne sont pas

orientés, Nous allons les orienter pour obtenir yn systéme da rééeriture noethérien, confiuent et de plus
*

confluent moduio T

Pour cela considérons le Systéme de réécriture suivant

A% Rtymdt
l A
‘ﬁl ( atx ™ a pour tout a de Fo
n
Flxpaons x )4y FXphs oy X#y)  pour tout fe y Fi
1 i [C) I 1 i ist i
(x+y)+z RO x+(y+z)

De fagon évidente on a rodt 0

—
A{ L5t 1
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11 suffit d'appliquer la proposition 3.2.5 en supposant que + est plus grand que tous les autres
symboles.

Le systéme de réécriture ('}1, ?) est localement confluent .
1

Démonstration :

Utilisons la proposition 3.2.6 en unifiant tous les couples de régles possibles, on obtient

- (1), (2) Ata 1y A
~—
(2
~ (1), (3) impossible, (1) (4) impossible,
(1)) A
- AtR)+Y 1
T as(e)
a
@3 e B
(3

Py
- (2}, (4) F{xpaeea X;)4A @ Flxgsees %)
(4) : (2)
f(xl *Asees XjHA )

(x+y)+a —1 x+y (x+a)+y _W.ax-ky
) @ 1(5)/2)

x+{y#a) x+{aty)

- (2), (8)

- (3), (4) impossible

- (3), (8) (a+x)ey T’MZ L.
5
(3}
a+{xty)

= (8, (8) (e es Xty Mz~ FOpysee s Xy sz gy Flxpiyhvz,n (tyle)
(5) /(5)

f(xl,..., xi)+(y+z) —-—-ﬂm) f(xl *YtL)seens xi+(z+z))

- (5), (5) ((x+y)+z)+t T—’ (x+y)+(2+t)
(5) (5)
(x+(y+2} )4t x#(y+(z4t))
(5) (5)

x#((y+z)+t)
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D'aprés les lemmes 4.2.1 et 4.2.2 on obtient en appliquant le lemme 3.1.3,
Corollaire 4.2.3 :

Le systeme de régcriture (5, F] est confluent .
1

Lemme 4.2.4 :

La relation ]T’ est localement confluente modulo 4_.;_; .

D'aprés la définition 3.1.4, i1 faut vérifier Jes deux conditions suivante :

(1) (v ¥, 2} (x T gz v)(fv_jT" et z;’.lr-*v et “‘-é-.v))

(I vk v, 2) (x%)y et xm—.l.')z - (vu, v)(y—j—;-)u et gy et “‘I""’”

Le coroflaire 4.2.3 assurant la confluence de 8., implique que 1a condition (1) est
1 A}

vérifige.
Pour la condition (I}, remarquons que les axiomes de o ne contiennent pas d'occurrence de +
et qu'd 1'inverse Tes premiers membres des régles de W contiennent & chaque fois ce symbolé. Donc le
1

seul phénoméne qui puisse se produire est que dans le passage de x 4 y en utilisant la relation tif

on ait muttiplié te nombre de places ol doit s'appliquer Ta régle de F permettant de passer de x i z .
1
On en déduit donc une condition plus forte que II qui s'écrit

(1) (vx, yo 2) (x T);_’y o x gz .(au)(y—“";; u et u.:ﬂ'..;,z)) .

Les lemmes 4.2.1 et 4.2.4 permettent, en utilisant Tes lemmes 3.1.5 et 3.1.6 d'énoncer le corollajre
suivant

La relation }7‘ est fortement confluente modulo *:;t_-’ i
1

Comme le systéme de réécriture 61, W ) est confluent noethérién, chague terme de ’!1()()
1
posséde une forme normale. On obtient facilement une description par une Gl-gramaire de ¢ed formes
normales.

Lemme 4.2.6 :

Soit t wun terme de fl(x) » t est une forme normale pour "(—,,’ si et seulement si t est
1

engendré par la 51- grammaire G suivante

n
Ge{{A A A", U Fruf+ A} UK, -, A} avec o défini par
i=0

A —— f(A,..., A}
i fois
A—asnlalx pour aeFo et x¢eX

pour 1€ (1, n) et fefFiu F;”

A +{A', A )
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Proposition 4.3.2 ' . = }
B —s F(Ay..., A) pour i€ ll,n] et feF Soit Fk = 5 'E°K  une structure d'algebre transformable et ’fld'l s.u éfansfﬁnﬂe.‘ St
i-1 fois une  FR -algebre non vide et a, un elénent quelcangue de A . Soit B = A , on peut munir! B d'un
Al —r x pour x € X | structure de éldtl -algdbre en posant ! ey \
A" — f(A,..., A) pour 1€ [l,n] et f€F%UF‘1'+1 i 1) AB=Ida
i fois ) H) aeFy o alla') =
el Pl Jpety = e ) f€ U Ff w B, ba) = Ay, by(a))
A" —s +(AY, A") §=1
W) feu Bbyaeer by_q)(a) = FAby(atreer by 1(a ), a)
Démonstration : tup | 1 11 1o 1-14%
Une démonstration compléte de ce Temme est longue et sans grand intérét. Bornons nous 3 donner les v) *B(bl' bz) = b1°b2 5 '

propriétés qu'ils faudraient démontrer par récurrence pour vérifier ce lemme.
Posons Démonstration :

* i) * o e L || (e )
Ly={tsA e t} sl =(t;A ot oet L= (A it 11 faut vérifier que B muni de cette structure vérifie bien les axiomes de Jil . On sait que

= » t - :
Par récurrence sur 1a longueur des dérivations on obtient facilement dil Ay .Al o0 A sont des axiomes partant uniquement sur des &léments de &' et o\;. sont ‘les axiomes
ajoutés par Ta transformation. Yu la fagon dont on a déftni les lois £° pour f dans | 1a véritication

1°) tely wtely =«tel
) A A" A des axiomes de o est immédiate. Vérifions maintenant les axiomes de A/

%) telpuemtely - (a) - 48 atant1a composition des applications, & est assoctative et admet AB = Id; conme élément
3°) tely - aucune régle n'est applicable & t neutre.
ot -sl agfF, ,alors st V'application constante a™ et donc a8 est absorbant & gauche pour &

n
tel,, tyeXu(u F2 n
a = #lE) (1'=1 ? -st fe v Fi on obtient
i=1

et
tely téa 3 BBbya.., b) bY(a) = PBibye.s dy)b(a))
ay ge o -,
Des propriétés 1°) 2°) et 3°) résultent que G engendre seulement des formes normales pour A - fA(bl(b(a)),..‘. b‘(b(a)))

Réciproquement par récurrence sur la compléxité d'un terme (c'est & dire sur le nombre de point de 1'arbre f“ B 8
représentant t } on obtient = £ (#7(by, b)(a),...y + (by:b)(a))
4°) ¢ est une fome normale = (A toet (E=4(t, t) - Aot et ATsEot) . = #3048y, v),., Biby b))

n
D'00 1a distribution de +° par rapport d toutes les lofs de y Fi
=1

Quand on transforme une structure d'algébre on obtient une structure plus riche, ce qui se traduit Regardons maintenant le lien entre les %ot -norphisnes et les %k, morphismes .

par 12 proposition évidente suivante.

| Proposition 4.3.1 : Soit y : B B, un Gl‘kl -morphisme, si on munit By et B, de leurs structures de
‘ Soit 4k = §'4"t  une structure d'algebre transformedle et 4, % sa transformée. Soit B 4-algibres définies 2 Ta proposition 4.3.1 alors y devient un ok -morphisme.

une ’51‘R1 -algébre alors B peut &tre muni d'une structure de fdﬁ‘ algdbre en posant
Démonstration :

| L. = B
I fe F FlByaery B:) = £7(bypue, by
i = {by i) (b 1) Cette proposition résulté d¢ verifications triviales.

fe Py o Flbpe by = by, by ) + by
Réciproquement quand on connait une 4ot -algébre A on peut Tui associer une '}l.rrl-algebre, ------------
En utilisant Yes notations de 1a proposition 4.3.2, 1'application £ : B —» A définfe par

£(b) = b(a,) est un  Bk-morphisme (quand Evidement on munit B de sa structure de Aok -algibre).

plus précisément on obtient
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Posons A = FA({a} U X) . D'aprés la proposition 4.3.2 le choix d'un &lément de A permet

Démonstration : N de munir B = A" d'une $tructure de gl'kl -algebre. Choisissons A  comme &lément distingué dans A .

I1 faut démontrer que Soit h: 'SIJII(X) +B le @ld'rl morphisme tel que h{x) est 1'application tonstante x . Soft fina~

2EF, - £(af) = ﬂ.A lement £ : B — A defini par  £(b) = b(s) . On sait que £ est un $dt morphiiae (proposition 4.3.4).

n ¥ ] ! On obtient donc le diagramme suivant
feuw - BAf(oypeun b)) = ALY £ (bl (5)))

¥
0 e FRUAMUX) —— 5§ ()
fe 1_u1 Fi = E(f (bl",:"" byg)+ by) = f (g(bl)...., g(bi_l).g(bi))

‘Tout ceci résulte immédiatement de 12 définition de £ et des lois définies sur B

h
£
©. M- Etude des Mens existant entre les_objets libres d'wne structure d'alggbre et de sa transformée
o : ;P 1 Eemen, : FRa} U X
Quand on transforme ané 'Structurd d'algabre, of infroduit une ndpveﬂe constante A , nous allons A (A} U X) faun
&tudfer des §dU-morpHismes entré des £ of-algébres 1ibres et des bid‘l -algebres Tibre ol un &lément !

particulier de la base de la Q‘Jt‘-n'lgébre se transforme en .. A : h peut etre considéré comme uh & & -morphisme (propasition 4.3.3); si bien que k = &,4h, by
) ) W e ;

— estun AR -morphisme de  FA((a} U X) dans Tui-méme. Or 11 est trivial de vérifier que k(a) = a
Inéoréme 4.4.1 \ - . by T p— et k|X = Idy et donc d'aprés 1a proprieté universelle de FAA({a) U X} on en déduit que k = Id
Soft X un ensenble ne contenant pas A . Soit Fok = £ &K une structure d'algibre trans- Crest 2 dire

‘tormablel'et Bt ! sa transfomee. Soft yy ¢ K( (a} U X) > KA, () le Kok -norphisme
- * bl Sohowy = 102 BRI UK +AR(W U B)
obteny en Ipwniss:antl.’\:".ldtl()() de sa structure de %A -algabre (proposition 4.3.1) et en posant X

,?x)(n);‘gqr et XK= ldy, . mors £t donc  yy est une injection.
ot ! " . b i e La deuxiéme partie du théoréme bien que plus technique est en fait plus facile.
o U A R Montrons que Te diagramme commutatif suivant est commutatif
T 1) Solt ¢ ¢ .’!‘l(x) - $1A1(X) 1a projection canonique, alors 1'image de vy
L est  o)(L(Gy)) od L(Gy) est 1'ensenble engendré par 1a F,-gramnaire A({a} VU X) ___Wx_’ Ee)
CE A L/ n
' Gy = ({A, A A"} L (U PYU {a,+ UX,—,A} avec
~cqatar 1'Y 5o .X': peaterh gt adeB e L
; ; " ® 01
e v pae oo F(As RasoA) ipours i€ [1,'n) et fe Fi U Pl ]
ARy o0 SRR, A Xl pour  x€X et aef, |
v e e i [ Y,
VYR LAy Ay Falr v ) ———F s R
veen A) pour i€ [l et fe T B
a3 W‘:-% L) EhpndE antem gne bencive R INA0IE £ i fanite 00 yy est defini par la récurrence suivante
T O N L T\ S R vhnfgtba e en obfjeal Uhe st :\:\; ni 2 1o v
T S AR T %lﬁ‘.T;,_t:-.SH#‘iJA pour  te tlm &t fe Fiu F'Hl by(a) = A
i fois | x€eX - yylx) = x
Ll ' A'— ajx - pour aeF‘J et xeX

aef, = yyla) = 2

i ﬁui’-‘."‘,“-y Aoy Vet t n . ) ,
e & i dhre rann e st | K . fekgl Fiom wylftas 1)) = f( byltydsees gy(ty))
H‘f') dans Te cas particulier ot X=p , ¥ est un isomorphisme. | n
; ‘ Ty F Wit ) =51 fo=a alors Flyg(ty) e plty )

r - Poade s | 2 1
1 e i
Démonstration : N TR pit T stnon  Flyg(ty)aeens wglty )0t uglty) fsi
Commencons par démontrer que y, est une injlectlian. ST on essaie g'aborder cette démonstration de
: i i h g et T *

WLyt U Bt L ST ] I faut donc montrer que
front elle t¥avére part'lcuii rement deﬂcate, 1'auteur a trouvé une démonstration fondée sur la confluence de 1
:,t:i‘ modullo: ‘-J;—) {cficorollaire 4.2.5), Cette preuve sans dtre difficile est cependant assez lourde. La

YEE B (Al U K) {op uylt) = gyo olt))
demnstration i sult 's €68 T A, Ceci résulte d'une récurrence &vidente sur t
On a donc Imfyy) = oy (Imyy)
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¥,
RN ———— F A (0)
- X est 1‘unique $1&1 norphisme de

Or de fagon &vidente &galement, Im w)‘( é"st formée de termes sous forme normale pour la relation ‘J\—.l.* v
ﬁlcﬁl(ﬂ) dans B = At

11 suffit donc de montrer que In(wi) est engendrd par la ‘51-grama1re Gy definfe dans le théoréme.

L2 aussi des récurrences faciles prouvent ce fait, - E(b) = |’(,«A) = b(x(4)

Remarguons que ce que 1'on vient de montrer revient & dire que Im(yy) est formée des images par A
—————— B=A

gy des termes sous forme normale dans 'S‘I(X) tels qu'une varfable x n'est jamats un argument gauche de

1'opération + , Dans le cas od X = , cette condition est toujours vérifige et donc dans ce cas Y On en deduit donc que g (L) = ey o B - (b s eb) =AMy €Al et donc bolL) est
est une surfection et donc ¥ R R - 'sld\l(ﬂ) est un € ~1somorphisme. reconnaissable dans 51"(1(9) car B est fini si A 1'est.
Commentaire : Cammentaire :

1°) Nous avons vu trots exemples du phénoméne décrit par ce th&oréme au paragraphe 2, le premier Ce theorame généralise donc ce que 1'on avait vu sur les exemples du paragraphe 2 ofi 1'on avait
quand on remarque que la V-algébre monadigue universelle est isomorphe au monoide libre de base V (§2.1), remarqué la conservation des sous ensembles réconnaissables dans trois exemples.
Te deuxizme est 1'{somorphisme entre 1a V-algtbre diadique universelle et e V-binoTde universel et le L'étude de 1'évolution des sous ensembles reconnaissables quand on utilise ses %k -morphisnes by

' - - N : :

troistéme est 1'{somorphisme entre le V-binoTde 1ibre V(1) et le V-dioTde universel. est trés nettement moins simple : nous introduirons & cette occasion des notions qué nous servirons aussi dans

. T
2°) Dams la suite nous allons essentiellement explofter le troisigme résultat de ce théoréme disant &s autres paragraphes.

que vy est un isomorphisme. : |

3°) Remarguons que le point i) du théoréme signifie en particulier gue Im(wx) est un sous-ensemble Avec les notations du théoremes 4.4.1, soit Yy Fh({arux) » Gl'ﬁl‘x) . Soit L un sous
algebrique de ﬁloﬁl()() . Le probléme de savoir si Im(wx] est un sous ensemble reconnaissable sera ensemble reconnaissable de 51"‘1“) , ators w;l(L) est reconnaissable dans %(({a}uX) .

abordé au paragraphe suivant.

Démonstration :

Si (x . B, B') reconnalt L dans '§1dl'l(X) s alors (o 4y, B, B') reconnatt w'l(L) dans
Adr(lar U X)

NNAISSABLES ET_ALGEBRIQUES_DANS_LA_TRANSFORMAT

5.1.- Evolution_dessous-ensembles reconnaissables.

Commengons par étudier 1'@valution des sous ensembles reconnaissable quand on utilise 1'isomorphisme |
' i ) i |
Yg GQue 1'on motera y dans la suite. On notera RectHdt (X)) 1'ensemble des sous ensembles reconnaissables Avec les mémes notations que ci-dessus, pour que tout sous ensemble t recannaissable dans
de AR . FA((s} U X) ait son image par by reconnaissable dans 3‘].,‘\’1()() » 11 faut et i1 suffit que Im(gy)

soit un sous ensembie reconnaissable de Sldtl(x)
Théorzme 5

Soit & = 4'6"A une structure d'algébre transformable, soit %, oh sz transformée. Soit | Démonstration :

bo + F(al) » % A (@) 1'isonorphisme mis en evidence au theortme 4.4.1. Soit La condition est nécessaire car FR({a} U X) est eviderment reconnaissable dans lui-mame (son
Le Fdt ((a } » L est un sous ensemble reconnaissable de &dr ({a}) si et seulement si algébre minimal est 1'algbre singleton 1}, Réciproquement, supposons Im(q,x) reconnu dans ’&ldk'l()()
Yo(L) est reconnaissable dans &, ct;(9) . C'est a dire que 1‘on 2 par le triplet (x , B, B') . Soit L reconnu dans % ok ({a} U X) par le triplet (x', A, A') . On
olRecE ek ((a})) = Rec(F (0)) . choisit Te point x'(a) ¢ A" de A , munissons C = A" d'une structure de % dt; algebre et soft

X sldrl()() +C Tle Glekl morphisme tel que X(x)(a) = x'(x}. soit C' = {c ‘,C(I\A) €A'}

Démonstration :
Montrons que "’X(L) est reconnu par le triplet (x »% , 8 xC, 8" = C') , en effet

1°) Supposons que {x , B, B') soit un triplet reconnaissant Yo (L) dans /51:731(9))

Munissons % o({0) el B de leurs siruclures de Ak -algebre (proposition 4.3.1). Le Ty nerphisie YY) EB x €' es x(t) €B' et F(t) €C e (I’ € FR((a} U Mgty =t et Top ey et
devient un &of -morphisme et de 7 1(a') = UL} on déduit (xe wo)'l(a‘) =L ,donc L est reconnu | - B edA OMuylt') =t et £.Fo yylt') €AY
dans $ ok ({n)) par e triplet Xo Yo B2 B') avec £ i C- A défini par g(c) = C(AA) L 0r Eo%s ¥y =x' et donc on obtient

2°) Supposons que (x, A, A') reconnafsse L dans 4k ({a)) . Le chois de 1'alement A% = y(a) | X xx(t) € B 2 C e (3t € FA((n) U N))oy(t') =t et y'(t') € A') we (At'E L)(E = Uy(t'))

dans A permet de définir sur B = W une structure de 316(’1 ~algébre (proposition 4.3.2). D'autre part,

on sait que le diagramme sulvant est commutatif (proposition 4.3.4)
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Bien qu'il ne soit pas trés facile de construire un exemple, il semble peu probable sans hypothése sur les
axiomes de ot que Im(wx) soit toujours un sous ensemble reconnaissable de ﬁldzl()() (cf la proposition 3.4.1
qui traite un cas analogue mais plus simple). Nous allons voir que cela est vrai dans un cas assez général
qui de plus a le mérite d'@tre conservé quand on itére la transformation (cf §6.1 et 6.2).

Commengons par mettre en évidence une manipulation qui nous reservira ultérieurement sous une
autre forme (cf § 6.2.2).

Soit BR = 45 "R une structure d'algebre transformable, soit X un ensemble de variable et ¥
un ensemble de symboles de fonction unaire en bijection avec X par la bijection x g¥x
Notons F'y X le n-uplet (B, Fju %, F,..., Fp)

La structure d'algébre %'(%" u X}t est transformable. Soit &, ofy et &' (4" u W), A

les transformées de At et de ?'(’ﬁ' "y ¥jk respectivement. On obtient le diagramme suivant

- 7 -
P oD A () —2 8§ v D) ko)
B
SAlavy — % & A

ol et yy sont les A -morphismes définis au théoréme 4.4.1 et oy est te ¥ leﬂ'l-mrphisme

¥o,x

tel que o(x) = x . De plus By est un morphisme bijectif (i1 serait 1égérement incorrect de dire que

7 est un isomorphisme car les deux structures d'algdbres sont différentes. £n fait comme le prouve la

suite cette incorrection se justifie tout & fait !}

Ce lemme d'énoncé un peu lourd est parfaitement &vident une fois qu'il est écrit. En effet X
Etant des fonctions d'arités un , deviennent dans la transformation des constantes sur lesquelles ne portent
pas d'axiome. Ces constantes peuvent donc &tre considérées comme des variables d'ol 1'isomorphisme canonique ey

Corollaire 5.1.5 :

Une condition nécessaire et suffisante pour que Im{y,) soit reconnaissable dans flotl()() B
i1 faut et i1 suffit que "'o—)l((ﬂ)(“"'(wl))) soit reconnaissable dans 4'(%" U X)({a} )
Démonstration :

11 suffit d'utiliser le théoréme 5.1.1 qui est applicable & v, o

En examinant fes termes w;]‘xtex(lm{wxl)) on obtient immédiatement
s

Soit @ : B'(ETUK( (A}) > F 5" UK)H( {a}) la projection canonique. Un terme t est
dans w:x (sx(lm(wx))) si et seulement si i1 existe un terme t' tel que o{t') =t et que dans t'

1'argument d'une fonction de X est toujours A .
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Jusqu'd présent nous n'avons pas introduit d'hypothése supplémentaire suk ot ,Fafons-le maintenant.

Théoreme 8.1.7 ¢
Supposons vérifier les hypothéses suivantes :

iy A

i)  {a} est reconnaissable dans

est une structure d'algdbre quasi-non effagante ( ot
SUB Y X) K ()
iii) Si L Yo sont deux variables distinctes alors Ak ((xo}) est reconnafssable dans
Fk (03, v52)
Dans ces conditions pour tout L reconnaissable dans ¥ ek ({a} U X)4 gx(L) est reconnaissable

dans & () Clest a dire yy(Rec(Het (1)) ¢ Rec( &, ¢k, (X))

se décomposant en A ‘U A* )

Démonstration :

Soit ()(A » A, A") un triplet reconnaissant {a} dans &'(%" u X)Jt ({a})
Soit (x', B, B') une triplet reconnaissant 'H\’({xo)) dans Bk ({x, ¥o}) . Munissons C = A x B

T uRR
Q) el ou Fed” wfllag, b)) (a7 b)) = (Fag,.ens 25)s F(bysenns by))
by xE X =

d'une structure de algébre en posant

x(a, b} = si ae A’ alors (x{a), x' (%)) sinon (x(a), x' (%))

(1a définition a) implique que les axiomes de ot sont bien vérifigs).
soit §: £'(%" U X)X ({a}) » C le morphisme obtenu en posant  g(A) = (XA(A), X'(xo))

Soft t un terme de F ‘(4" y Y)a‘t({,\}) cherchons une interprétation de  R(t) = (XA“)' x"(t})
(d'aprés a) et b) et 1'inftialisation J{a) = ( XA (8) s x'(x)} » 1a premire compusante de %(t)

Xy (1)) Soit o s FUEY uN)((a) )~ F(F uN) R ((a) ) et
o ¥ ((xo. yo}) - ?g}\:((xo, yo}) les projections canoniques, d'aprés a) et b) on obtient immédiatement

est bien

que
(VEIVE) (0l®) =t (8] =y (o' (g (0 D)) b ¢ KAy K)(tad ) » Rl xg0 90
est 1'application définie par

cla) = x5 o FERUE" o (fltyh.., t)) = flglty))oeeen g {t,))

et TEX 2 5(5('(1:1)) =siot) (5{),\ alors %, sinon y,
Montrons alors que L = wafx (e,x(lm(wx))) est reconnu par le triplet (%, C, C') avec €' = A« B'

Une fois ceci montré, le corollaire 5.1.5 et le proposition 5.1.3 donnent immédiatement le résultat cherché.
D'apres le lemme 5.1.6, si tel , il existe un t' tel que o(t') =t et dans t'
d'une fonction X de X est toujours a . Donc c(t') e f(xo) et donc

Xt = (ox (8 xeo' (it eAxs =¢
Réciproquement supposons que F(t) € C' . On en déduit donc que o'(y t')) e ¥ (%)

1'argument

et donc i1 existe
un terme t; de 'S(xa) tel que 7 (t') ﬁ'ﬁ ty o Utilisons Ja derniére hypathése qui n'est pas encore
utitisée. Comme 4'dk est quasi-non effacant on en déduit que

¢ * * B *
z(t') Ttl - At by g (t) i " s *i“?tl
Le caractére Tinéaire gauthe de Fudt] puls le caractére conservant de a—»dl, impliquent que
tj € % (x,)

puis que t" ¢ G(xo) (propositions 3.3.11 et 3.3.2).
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D'autre part, on peut trouver un &lément ve 4 ([1,k]u [ ktl, g J v [ g+l,n )
tel que
TE =Tl X ) Xt X(tgyg)s- s x(t)
k fois
A *
avec ktlgigq -t it
GHlgign = nan(t.i % )
Avec cette notation on obtient
L{t'}) = v(x ,..., Kgr Xgaeees Xgs Yoreren yo)
—_——— A e
k fois (g-k) fois (n-q) fois

* n 3 r '
De z(t") Tt' on déduit t“=V(xu,...,xo, yo,...,_yo) et vﬁv (Temme 3.3.12).

q fois n-q fois
Mais comme t" € 4‘((x0}) »ona v' e $([1,q]) , on obtient alors

eV m W Kt X)) *W.v-(A,..., A X x(t))

donc t' T‘—t ti = V' (Aseans Ay x(tkﬂ)...‘, x(tn)) et comme v' ne contient pas de variable de

[q+1, n] , on en déduit que w(t'l) = @{t') €L (lemme 5.1.6). CQFD

Commentaire sur ce théoréme :

1°) On suppose que {A} est reconnaissable dans &' (4" U X)eR({A} ) par (X, As AY)

Manifestement si cela est possible A' est réduit & un point. Une condition suffisante pour que cela soit
possible est que 1'on puisse trouver une algebre A contenant un &lément a, tel que
(FEF (B 0 D) (Fap s ) £ 2y)
Voir & ce propos le lemme 2.4.1 00 1'on montre un phénoméne de ce genre. D'autre part, toute

algbre ne vérifie pas cette hypothése , par exemple dans Z qui est le groupe libre sur la base 1, il est
facile de voir que {1} n'est pas recommaissable dans Z

2°) C'est la deuxiéme fois que 1'on rencontre )'hypothése vérifiant .’,‘J}({xo)) reconnaissable dans
fﬁ((xo, yo}) (cf proposition 3.4.4). Il serait intéressant de savoir caractériser les algébres vérifiant cette
hypothése ou tout du moins d'avair un assez large éventail de cas, autre que le cas trivial des algébres non
effacantes, ol cette hypothdse est vraie.
On peut remarquer que cette hypothése peut en général &tre remplacéde par la suivante :
FR(D) est reconnaissable dans FA({x,]) et $R(0) £ 9 et une fonction de 4  au moins

n'a pas d'occurrence dans les axiomes (les démonstrations dans ce cas sont du méme genre, mais i1 faut
modifier le Temme 3.3.12 en utilisant Ja remarque 3 suivant le lemme 3.3.7).

5.2.- Evolution des sous-ensembles_algébriques dans la_transform

La définition des sous ensembles algébriques d'une algébre libre a &té domnée au paragraphe 3.8.
Nous allons montrer ici que sous quelques hypothdses raisonnables, la transformation de KA({A}) en
3141(9) fait croitre strictement 1'ensemble des sous-ensembles algébriques. Cette démonstration est

mins simple que celle du précédené paragraphe. On notera .fﬂg('}d(x)) 1'ensemble des sous-ensembles

algébriques de & A (X)

Seit L un sous ensemble algébrique de 'f\ﬁ((,\}) alors
de Bidie) . Cestadire g (RIgER( ) < Mol A 9)

¢O(L) est un sous ensemble algébrique
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Démonstration :

Cette proposition découle immédiatement de 1a commutativité du diagrammé suivant :

i) — ¥ %)

@ L4

¥,
FH) —— 2, &40)
Donc st L est un sous ensemble de &t ({a}}) vérifiant L = W(L(G)) o0 G est une #-grammaire algébrique,
alors Yolb) = 0y(L(¥'(6))) o y'(G) désigne Ta ﬁl-gramire algebrique obtenue & partir de G en
transformant chaque second membre de régle par ¢'
Rappelons que 4" = (@, Fs...s F1) est formée de fonctions sur lesquelles ne portent pas
o't E ({a}) - F A ((A)

d'axiomes, soit la projection canonique.

Sauf dans le cas ol 1a structure d'algébre est fnconsistante, 1'application ¢ est une injection.

Démonstration :

11 suffit de démontrer que si o et p sont deux termes de 4 ({n} ) alors

a(‘T>a - a = 8

Cette implication semble une banalité, On 1'a d'ailleurs utilisée souvent dans le cas particulier od «
est une constante sur laquelle ne porte pas d'axiomes. Malgré cela 1'auteur n'a pas trouvé de démonstration
particuligrement sfmple.
Commengons par démontrer un lemme de confluence.

Supposons qu'un terme o' de %({a} ) s'écrive

a2 WH(ty,.., b)) dvec ue F((a, 1)) et fe 4r

Supposons que 1'on applique sur a' des axiomes dans la "zome” u de @& . On obtiendra

* ~,

u'T v(r(zl,..., t) avec ve F((a 1}) et u «.’—;_v v

Supposons mafntenant que 1'on applique des axiomes sur les t; on obtiendra

L3

o x> WA, 1)) avec t «p> tf

Donc ] ~
a’ ? o = V(f(tl’“ A
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On en déduit immédiatement que 1'on peut en appliquant f%c—i refermer le diagramme pour abtenir

a <_—>Jt o
= |& A *
& s Tf(t]es 1))

Revenons maintenant au probléme initial. Supposons qu'il existe un plus petit terme o  de ({1

tel que 1'on aft (38 € 4"({a})) (u(—*-bﬂ et a #3)
On a donc a = GOTQ].(—?%... qu = B

Grdce au lemme de confluence ci-dessus , oh peut supposer que les premiers axiomes ont &té appliqués en téte
( a étant manipulé globalement) et qu'ensuite seuls des sous termes de o ont &té affectés par les
axiomes,

Soit o le dernier de 1a suite a; obtenue en manipulant o globalement .
o

ler cas :

a4 = a= g"(a'l,..., a;() ,» maintenant les applications des axiomes vont porter sur
0

ai,..., u“( et par hypothése avec ces sous termes de o , on ne peut pas obtenir un &lément “’1’ tel que

] * "
o > aj et

wog o
aj # of

o) € A" et H

Dans ce premier cas on en déduit que o« =4 d'od une contradiction avec at 8

22me cas :
& Fa . Conme o a &té manipulé globalement par les axiomes, pour 1 appartemant & [0, ic]
0
oma a; = ’;1‘(“) ol t; est un terme de %' ({1)) . si pour oy ti contient la variable I, c'est &
o a

dire si a apparait effectivement dans a; , les axfomes de okt en agissant sur des sous termes de o« ne

pourront pas détruire les symboies de § ' apparaissant dans t]. et on ne pourra pas obtenir
[

- On en deduit que a n'apparait pas explicitement dans %
0

t € ‘$‘(¢) . Comme @ a &té manipulé globalement, on obtient en remplagant a  par une variable x
0

a = BE F({a])

A et donc que

*
quelcanque et en appliquant les mémes axiomes que X s> oy
[}

Dans ce cas la structure de Fcft ~algébre est inconsistante.
Dans 1a suite on supposera que la structure de & A& -algébre est consistante et on identifiera

M) et 0" (A(n))

Soit L un sous ensemble algébrique de % cf({a}) contenu dans . 11 existe alors une

4"-gramnaire engendrant L .

F({a1)

Soit G=(N, T, =, X) une % -grammaire engendrant L , i1 faut trouver une 5”»grammaire
équivalente & G . On peut évidemment supposer G réduite inférieurement et supérieurement. Pour chaque
non terminal A€ N considdrons le langage Ly engendré par la  3‘-grammaire GA ={K', TyHN, »,A)

définie par
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N' est en bijection avec N par ta bijection B & B*

fe &' et

(A = A €N ou AiﬂAieﬂ‘) et
est une régle de G et

B' —> f(A;....,Ag) -
B f(Ryaees &)
A; € N= [ 11 existe dans G une régle de
premier membre A; et de second
membre de type F"

Le langage Lp st un sous ensemble de 3Ny, soit Ny 1'ensemble des éléments de N
tels que

BENA-(aaE LA)(B%-#G) .

Seit B un &lément de L(G) , considérons une dérivation de X & B et dans cette dérivation considérons
la premigre réécriture qui utilise une rdgle qui n'est pas de type %" et qui rédcrit un non terminal A .
Perturbons 1'ordre des rédcritures dans cette dérivation de fagon & utiliser d'abord sur A toutes les réécri-
tures de type 4' . On obtient alors un terme 8" de ta forme suivante

avec ue #"(1) (1 &tant un marqueur permettant de greffer v en dessous de u ), ve 4'(N) et
de plus v est dans LA . Comme B' doit par dérivation donner p et que B modulo 1és axfomes de of

est dans F(B) , i1 est nécessaire que v se réduise & une vériable de N modulo les axiomes de (A .
Le phénoméne se poursuit tout au long de la dérivation conduisant & p . Donc finalement on obtient une
grammaire G' équivalente & G en transformant G de la maniére suivante :

i) On supprime dans G toutes les régles de la forme A — f(Al,.... An) avec fe B

i1} On rajoute toutes les régles A+ B avec B¢ NA
111} On supprime & 1'aide 1'algorithme classique sur les gramfaires algébrigques les régles A B
iv) On réduit supérieurement la grammaire obtenue si on désire une grammaire réduite.

La grammaire obtenve est alors de type 4"

Remarque :
Le procédé de construction de G' & partir de G n'est pas effectif malgré les apparences. En
effet 1a construction de NA & partir de LA est dans le cas général non effective,

Théoréme 5.2.4 ¢

F{ contient au moins deux Eléments et si la structure de @a‘-algébre est consistante,

3
RG]

i=1
dlors glglEe(nl)) g Algid Ay (6))
L' dans %, (0) tel que pour aucun L algébrique dars Fd({A}) on ait by = L'

. Ulest @ dire qu1i existe un ensembie aigebrique

L'inclusion au sens large a déja &té vue 3 la proposition 5.2.1. Les Temmes 5.2.2 et 5.2.3
conduisent & travailler dans G"((A)) . Comme Tes sous ensembles algébriques de ﬁ"((,\}) sont engendrés
par des granmaires de type A" et qu'aucun axiome ne porte sur ces fonctions, on én déduit que les
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représentations arborescentes des &léments d'un sous ensemble algébrique de  ¥*({x}) forment un bilangage
régulier. Pour démontrer le théoréme 5.2.4, 11 suffit donc de construire un sous ensemble algébrique L de
‘Sld\'l(ﬂ) tel que y'l(L) soit contenu dans  %°({a}) et ne soit pas un bilangage réquiier.

Seit fe€ F; et ge F; deux fonctions d'accads distinctes (par hypothése, i1 existe deux telles

fonctions). Considérons 1a 1"—granmaire G=(N, T, =, X) telle que

-N= (X
“T={4A f, g}
- la relation » est définie par

X — flaseees a) + X 1 glay..., AL A
(§-1) fois

(i-1) fois
11 est facile de voir que & engendre les expressions

o = (FlAseenr /\):P)n + (+ glas.., A"

On démontre d'autre part que ay = yls,) .

B, &tant représenté par la ramification suivante

n fois

Donc L' = '{f'l(L) = {8, N0} etcebilangage n'est manifestement pas régulier, En effet en utilisant

les notations du paragraphe 1.5.6 on obtient

£
\ | -1 fois
N "{"A g n fois - ,\/QA\ ‘n Lo
l\/ \A f\‘
v /g\ f
2

et donc 1'ensemble ( DL,(u) 3 a€ ?) est infini et L' n'est pas regulier.
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Remarque :
n
1'hypothése du théoréme 5.2.4 disant que U F'.; contient au moins deux &léments est nécessaire
=]

dans le cas général. En effet si on applique tette méthode au V-dlgébres monadiques avec V réduft 2

un Elément, on n'augmente pas 1'ensemble des sous ensembles algébriques puisqu'il est bien connu en théorie
des langages que Tes langages algébriques sur un vocabulaire & une lettre sont en fait réguliers.
L'évolution des sous ensembles al gébriques quand on utilise le %4 -mot-phisme

byt SAURIUX) ¥Ry (X) est plus facile que pour les sous ensembles reconnaissables grice & Ta

proposition suivante

Soit X et Y telsque Xg¥ et 1: §A(X) » HA(Y) 1'injection canonique. Soit L un
sous ensemble algébrique de HA(Y) , alors L est un sous ensemble algébrique de § ok (X) si et seulement
si L est contenu dans & (X)

Démonstration :

Si L est algébrique dans AA(X) , L 1'est aussi dans FA(Y) et est éngendré par Ta méme
grammaire.

Supposons maintenant que L soit algébrique dans $A(Y) et que L soft contenu dans FAX)
Soit G = (N, T, -, x} une & -grammaire engendrant L' tel que L = o{L') avec
@ ¢ A(Y) » FA(Y) . Silagrammaire & ne contient pas de régle de 1a forme A<y avec ye€ Y-X
e probléme est résolu et nous allons montrer que 1'on peut se ramener & ce cas. Supposons donc que la
grammaire G contienne des régles de la forme A - y avec ye€VY-X . Soit te F(Y) engendrs par G,
comme par hypothése L g FA(X) , on en déduit qu'il existe t' € 4(X) tel que t 45‘» t' L Clesta

dire que Tes variables de  Y-X qui apparaissent dans t sont en fait inéffitaces et qu'en utilisant Yes
axiomes on peut les effacer. En remontant la chatne de réécriture de t' 24 t, quand on rentontre le ou
Tes axiomes qui ont fntroduit des variables de Y-X , on péut, sans changer 1'image par ¢ des termes

considérés, renommer cds variables en les remplagant par un x € X (ou si X =@ par une constante de Fo ) -
Donc dans 1a grammaire G , si on remplace toutes les régles Ay avec Y€ Y-X par Ao x avec

x€X (ou As>a avec ac€ Fs) 5 on va générer un langage Lg vérifiant olLg) = L'y = L et donc L
est algébrique dans 4 R (X)

On déduit de cette proposition la généralisation suivante du théoréme 5.2.4.

Théoréme 5.2.6 :

n
Si y F“’ contient au moins deux &1&ments et si la structure de f-ﬂ-algébre est consistante,
i=1

i1 existe un sous ensemble algébrique L de ?:IJ\I(X) contenu dan$ 1'image de
Uyt BAUA UX) o 41cﬂl(x) tel que y)'(l(L) n'est pas algébrique dans

FA({ar U X)

Démonstration :

D'aprés la proposition 5.2.5 le sous ensemble L construit pour démontrer le théordme 5.2.4
répond aux conditions du théoréme.
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La transformation introduite au paragraphe 4 n'introdyit pas d'axiome sur les fonctions dont
1'arité baisse. On peut réitérer cette transformation avec quelques précautions car évidemment les fonctions
dont 1'aritd est arrivée & O ne peuvent plus voir leur arité baisser. Commencons par &tudier les structures
que 1'on obtient en itérant la transformation.

Reprenons,en les modififiant 1&g2rement les notations du paragraphe 4.

Soit f‘onﬁo = §6§B¢KU une structure d'algibre transformable, on a 3-6 = (FO,O’ Fi,o,.., Fro)

et 3‘6 = (P, F;,u""’ Fno) - La transfcryxée 'Eldl de §oa\'0 est Ta structure d'algébre suivante
= " ] ; 3 ) i , R ] u 3
= (o pv Flo v 0 Fo U P30 Fo 0o U (4 o FY g U R gue Py g U FY G Fa,0)

A = dg v :

Si on écrit 51 = 5'1 U 'si avec

% - (F,10 Fi,peos Fpp) et 31 = (g, g Frogpe @) et
Fo,l = Fo’0 u Fi‘o Udap} et (vle [1,n-1) F%,] > F;.,O) et (+1 € Fz',l)

on obtient une structure d'ﬂgébre transformable dont la transformée est fzqz . Comme on le voit on a

prévu que dans la deuxiéme transformation, i1 se peut que certaines fonctions qui ont perdu une arité dans
ta premidre transformation n'en perdent plus dans la deuxiéme.

Plus formellement pour itérer la transformation sur une structure d'algébre, on se donnera les objets suivants :

1°) Une structure d'algabre transformable Bohgs By 4 5y

n
2°) Une fonction d: y F‘i - [0,n] telle que
i=0

n
fefygu (121 sFigl - df) =0

n
feu fo = 1g d{f) g a(f)
i=1
(a(f) désignant V'arité de f) .
La fonctions d donne le nombre d'arité qui va &tre perdu par les fonctions dans les transformations succes-
sives.

A 1'aide de ces deux données on définit une suite ﬁ'k ‘ﬁk g 5‘;‘ 'SL‘ mk de structures d'algébres

grace & Ta récurrence suivante (voir en parallale les explications qui suivent et qui facilitent Ta lecture).

1°) e (Fy e Fokeees P

2°) TR S s Fak)

3°) %y = (Fg semmneees s Fp )

i Fo,0 - Fo,0 e Fyo =9 et par convention 130+l = Fi o=
5°) ksl = FO,k S Fé,k u Fa.k U s}

6°) Kzl = F2k=FékUF%,ku (+k}

7°) ifo ouifz-.Fi,k:F%’kUF;j,k

5 K2l o= Fopmfoper o Ry Uf s fer ) et df)zk)
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9°) k31w Py =Fp 0 (F5fe Foker o d(f) = kel) U (5 b et
Fx= (F3fer | et d(f)»k)
(avec 1a convention {4t =8 )

10°) kploet (140 ou 142) » F =Ff  u(fsf Pl

Fie= (Fsfef, o oet dif)ak)

et d(f) = k-1} et

11°) Ay = d’k-l U Ay ol y est 1'ensemble d'axiomes Suivants

Aty X = X i)
Xy o= x 1)
12°) Ky ae F(‘)k =~ Ak x=a i)
FEF k= flxp x) 4y = FIXgb Youens Xy ¥) iv)
(ty yir 2 = an(ydy 2) v)

Ces 12 definitions sont un peut "indigestes” & premidre lecture, expliguons les plus importantes
pour se persuader que 1'on obtient bien ce que 1'on désire.
Les paints 1°), 2°), 3°) mettent en place les notations.
Le point 4°) correspond & des initialisations.
Aux points 5°) et 6°) on introduit les deux nouvelles fonctions A et tx ajoutées par la transformation.

Aux peint 8°), les fonctions constantes du rang k-1, c'est & dire F0 k-1 "e perdent plus d'arité et
sont absorbantes & gauche pour le nouvel opérateur *y (axiome 141)) . D'autre part, les fonctions d'arite

1 durang k-1 dont 1'arité peut encore baisser fournissent d¢'autres constantes sur lesquelles ne portent pas
d'axiomes.

Les points 9°) et 10°) sont simitaires sauf que dans Fé.k on doit intégrer 1'opérateur +.p introduit a
Ta transformation précédente. Dans les deux cas F%,k contient les fonctions du rang k-1 de méme arité

et qui n'ont pas perdu d'arité au rang k-1 plus les fonctions de F"."k_
d'arité car d(f) = k-1 . Dans F'i',k on trouve les fonctions du rang k-1 ayant une arité supplémentaire

1 qui ne peuvent plus perdre

et qui ont encore le droit de perdre des arités (d{f) » k)
Les points 11°) et 12°) donnent les nouveaux axiomes introduits par la kiéme transformation (cf définitfon 4.1.2).
On peut expliciter complétement les axiomes de &, en effet on obtient immédiatement
dy = Agudjv A5 v, ki
Posons  dty = A v Ci% T Mg - cet ensemble est formé des axfomes suivants ( a(f} désigne
T'arité de f en tant qu'élénent ce 4 )
vie (1, k) Ay X=X
vi € (1, k) X4y oAy = x
(vi € [1,k1(d(f) i1 = f(xl:---t xa(f)-d(f))+i ¥y = f()(14" Yoeens xa(f)-d(f)+i 12}
(vid € (1, kD)(i < = (s y)lfj z = (x+J 2)4y (x+J. 2))
(wi,j € [1, kI){(i <J Aty xs A
vie (1, k) (x+; %) TR XA (Y 4y 2)

On peut orienter ces axiomes pour obtenir un systéme de réécriture = . On obtient
k
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vi € [1, k] Aty X o X

vie[l, K Ky Ay X

(Yi€[1, k) (d(f} < i-1 = f(xl,..., xa(f)-d(y)’*i ¥y~ f(x1+‘. Yarman xa(f)-d(f)"i ¥i)

&
(vi, JE (L, KI)(i<] =» (x#; ”*,j z (x+J. z) + (x+j z))
I\i 5 X —o/\i)

(M ELL K (x4 y) 42— x4y (v 2))

(vi, G €L kI)(i<y

En employant les mémes techniques qu'au paragraphe 4.2, on obtient facilement

Lemme 6,1.1 :

Le systéme de réécriture T—- est Tocalement confluent
k .

Le systéme de réécriture est noethérien

aik

Démonstration :

11 suffit d'appliquer les propositions 3.2.3 et 3.2.5 en supposant H ek

Le systéme de réécriture W est confluent,

D'autre part, en appliquant Te lemme 3.1.8 et le corollaire 4.2.5 on obtient

........ (Wt—}

Les lemmes 6.1.2 et 6.1.3 impliquent que chaque terme de '?k(x) a une forme normale pour le sys-

La reltation B est fortement confluente modulo
. 3

téme de réécriture 4?—' et on peut démontrer comme dans le lemme 4.2.6 que 1'ensemble des formes normales
k

de Gk(x) est engendré par la Gk—gramaire 6 suivante :
n
Gk=({A, Al""'Ak’ Ai,...,A;(} 5 1‘20 qux,a.A)
n
Posons A= {apseeey m b s tpees hl et Fos igo Fi,k"“”'”

Alors les regles de 6, sont

{ A — f(A,..., A) pour fEFk
A — Alx pour AEA et xeX
A — *i(Aw"A%) pour i€ [1, k]

Ay — flA., A) pour  FEF, et € (1, Kkl et d(f) 5

5, Aj — +5(Asa AT} pour Tell, k) et Jell, k] et i<
Ai_'Aj pour Tell, k] et je[l, k] et i<j
Ay~ x pour x€ X
A,} — f{A,..., A) pour fe Fe et iell, K
A —"j(‘j' Aé) pour i€(1, k]l et jeIl, k]

AL — A pour /\E(A‘{Ai)) et te [1, k]

Ai—vx pour X€EX
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(1'arité des fonctions de F, n'est pas précisée dans les ragles ci-dessus, 11 est facile de voir que
1'arité de f appartenant a Fy dans Ta structure de "ék-ﬂget:re est a(f) - Inf(d(f), k) = a(f))
La démonstration du fait que G, engendre bien les formes normale est évidemment longue et

fastidieuse, mais elle n'est pas difficile et est sans grand intérat.
Si on particularise les propriétés de f}tn on obtient alors

1°) si cﬁ:o est un systéme d'axiomes non effagants alors fkdt'k est une structure d'algébre
quasi-non effagante
2°} st ﬁ-o "to est une structure d’algdbre quasi-non effagante alors a‘ko\’k est dussi une

structure d'algbre quasi-non effacante

Démenstration :

est non effagant le

1°) Le systéme de réécriture T est lindaire gauche et donc si do
k

Temme 6.1.4 prouve le caractére quasi-non effagant de 'Sk o!‘k

2°) §i 'So Jfo est seulement quasi-non effagante, i1 suffit d'appliquér en plus le lemme 3.1.8

pour obtenir le caractre quasi-non effagant de % K c7\'k

Pour utiliser Tes isomorphismes mis en &vidence au théareme 4.4.1, nous avons besoin de particu-
lariser un &1ément de la base de la premidre algébre,
On peut procéder de deux manidres différentes. Dans une premidre méthode on oblide 1a transformation elle-méme
& produire cet &1ément particulier. Dans une deuxiéme méthode on introduit cet &lément particulier quand on en
a besain. Explicitons ces deux procédes.

Le théoréme 5.2.4 prouvant la croissance stricte de 1'ensemble des sous ensembles algébrique demande

dans ses hypothéses que deux fonctions au moins perdent une arité. Don¢ si ﬁo”‘o est une structure d'algebre
transformable avec ’50 = (Fo ot Fn o) » e théoréme 5.2.4 ne donnera & priori des résultats que pour

les n premigres transformations. Supposons que 1'on veuille construire une hiérarchie de Tongueur
k (kgn) , on procdde de 1a manidre suivante :

1°) On considére des symboles Ap» Agacer Ay €t ON pose A = (Agaeens A
Par définition

%, 0 e (Fayor2 Fiator Fio

Udaghseees Fjbk—i,o U {aghs Fj+k-1¢l,o""‘ Fn,o)
2°) On part de la structure de (fo g ‘l,k)‘ko algébre, comme Ay est une constante sur
‘aquelle ne porte pas d'axiome, on obtient 1'isomorphisme
Bt (B U AL R0 S5 (B Uk ) ok (ag)
D'autre part, on définit une fonction d : '}0 ghl,k - [0,n) comme au paragraphe 6.1 et

an impose d(l\i) = -1
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3°) On applique la transformation & la structure de (50 UA k)'ﬁo algébre en appelant évidemment |
0 11 |

On cbtient denc ainsi une hidrarchie stricte de longueur k pour lTes ensembles de sous-ensembles

Ay 1'@lément neutre de 1'opération +; introduite par la transformation et d'autre part en faisant baisser | algébriques avec conservation tout au long de cette hiérarchie des sous ensembles reconnaissabjes.

1'arité de chacun des A Pour 132 . On obtient alors en appliquant le théoréme 4.4.1 un 1somorphisme ¥y

by (3__0 ‘{Az,k) ’0(“]” e (3‘1 ¢ ‘2 k)cﬁl(ﬂ) . La hiérarchie de Chomsky Rec g dtlg pour 1a structure de monoVde correspond & 1'application de ce
o I°* théordme pour k=1 en partant de la structure de V-algibre monadique (cf § 2.1).
Comme on le voit immédiatement on peut recommencer sur (51 ”Az,k)‘*lm) le point 2°) | De méme a higrarchie Rec(V) g Mg(V)  pour Ta structure de V-binoTde correspond aussi & 1'appli-
On obtient donc Ta suite d*{sonorphisne suivante y | cation de ce théoréme pour k=1 en partant de la structure de V-algébre diadique. (cf § 2.2).
En revanche, dans Te paragraphe 2.2 quand on a continué la hiérarchie ci-dessus en passant & la
% U )k (8) 8, %y Yok (n) structure de dioTde, on ne procdde pas tout 3 fait de 1a méme fagon. En effet on comménce par créer le
0, "Lk %o 0 ] "2,k/Totry V-binoide 1ibre de base {1} pour le transformer en un dioTde universel. Cette variable 1 n'est pas créée

par la transformation passant de la structure de V-algébre diadique & Ta structure de V-binofde. Cect

¥ correspond & une deuxidme méthode de constructien de hiérarchie que nous allons étudier maintenant.
i "
! 8 -
d Al 2.2, .,
| ) (51 g "2,k)‘k1(”) LINC (,51 Lll As,k)‘ﬁl("z) 6.2.2.~ Deuxidme méthode de construction_de_hiérarchie
i Dans cette méthode on introduit au fur et 3 mesure des besions les variables A
|
: ¥ Soit foﬁo une structure d'algébre transformable et d :‘50 — [0,n] une fonction comme au paragraphe 6.1
o qui contrdle 1'itération de la transformation sur go‘ﬁo . Soit ’5‘1‘&1 la ii!me transformée de la structure
Hyun ek (0) 8, 3,4, . Soit d'autre part I & o (9) —'51"71“141) 1'injection canonigque. On obtient le diagramme
o suivant ol les applications &y sont les isomorphismes contruits gréce au theorame 4.4.1
¢ X R (iag)) 5% 4, 0)
i- 1
i uag @ ==L 6, P A1l lay) | o ;
o s
| g
¥ B () —B 4, 4y 0)
1911} 2k
1
B r 2
4 Y e k) oy (8) — 3
H by
Fi () —5 4y (1)
8
k-1
a1 ¥ ne W @) == Fde : I
9441 %k
¥ Bytilinggh) — ~-aen F 11 () — F (0
|
4k"°‘k(m " On obtient alors le théoréme suivant :

Théoréme 6.2.2.1 :

Avec Tes notations introduites ci-dessus et en supposant que chaque transformation fait baisser

Comme les isomorphismes 8; Pour i appartemant & [0, k-1) sont en fait des isomarphismes ca- 1'arité d'au moins deux fonctions alors

noniques, 11s laissent invariants les sous-ensembles reconnaissables et algébriques. En appliquant les . .
théorémes 5.1.1 et 5.2.4 on obtient immédiatement : 1) E[l’k])(oimec(ﬁi'lai'l((Ai}))) ) Rec('ﬁibﬂi(ﬁ)))

Théoréme §.2.1.1 : ) (e (LKD) 05 (R190F 11y ((a51))) ¢ 10t ;Hy(0)))

Le Tong de la chaine d'isomorphisme ci-dessus 1'ensemble des sous ensembles reconnaissables est

) (e Tk (Ty(Rec( ¥ Ry (D)) 2 Rec(B ok(iag, 1)) 0 B(& (ot (9)))
invariant, en revanche le passage par un isomorphisme b pour 1€ [1, k] fait croitre strictement

1'ensemble des sous ensembles algsbriques & la condition que chague transformation ait fait décroftre i) (Ve (LK1 (1 (Ig(E ;A (B))) = RIg(F (My(la 1)) 0 DIF )
T'arité d'au moins deux fonctions. Autrement dit on obtient
VEETLKD 6 y(Rec((K ;) u Ay e, ) (@))) = Rec(% | VA g iy ((agh) et Démonstration :
° it La propriété i) résulte du théoréme 5.1.1, ii) découle du théoréme 5.2.4, ii{) est une conséquence
b (Rec((% i-1 L{Ai+1,k)ki_1((Ai)))) E Rec((’?i gAhl,k)&i(m) et immédiate de 1a proposition 3.4.1 et iv) se déduit de la proposition 5.2.5.

6 (9E L UA DAL L)) = ATaE . L VAL O L ()
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La propriété i1i) ne peut &tre améliorée dans le cas général comme le prouve la propesition 3.4.1,
Cependant nous allons montrer que dans un cas particulier 1'inciusion indiquée en 1ii) est une ¢cqualité.

Théoréme 6.2.2.2

Avec Tes mémes notations que ci-dessus, si on suppose que la structure fodta est non effacante alors
(A€ TLE-11) (15 (Rec(§  d1,(8)) = ReclF ;i ({ay,10)) 0 F(E ;000 .

Démonstration :

. On va utiliser une méthode similaire & celle de la démonstration du théoreme 5.1.7 ainsi que les
résultats du paragraphe 6.1.

D'aprés le lemme 3.4.2 11 suffit de démontrer que .0 e Rec(‘fio‘}i((r\iﬂ}))

En utilisant les notations du paragraphe 6.1 on obtient

I
(fo 3"1,1)%(”) - . (?o S Al,iﬂ)‘ﬂo(m
o
¥ie B4-g0ceve B30 Y1a 8 ¥io 8jgereee 8o ¥jo B
I e%
Fdt(0) By —— 4, PR

ol I; est simplement une injection canonique. Ce diagramme est bien sir commutatif. Toutes les applications
\"j’ 85 w&, 93 sont des isomorphismes conservant les sous ensembles reconnaissables et done pour prouver le

théoréme 11 suffit de prouver que (’50 U Ay i)o‘ko(ﬂ) est reconnaissable dans (¥ PRI iﬂ)ofto(ﬁ)
o 7 o 7’

Considérons 1'ensemble A = (0,1} et munissons le d'une structure de (30 UA 1.H)Jto-aTgc‘ebre en posant
o b

Ajslegees gg) =0
FEF UM = (fleprng) = 1w (iellpl)leg = 1)
Soit  y : (5D [’} Al H1),7’[0(12)) — A T'unfque morphisme correspondant & cette structure de A
o L

De fagon évidente (4, v Ay )t (9] est reconnu dans ('§D U Ay 41000, (0) par le triplet (y, {01}, (1}).
o ! o

Commentaire :

1°) La démonstration du théoréme 6.2.2.2 est assez bréve ot simple quand on procéde comme ci-dessus.
Si on essaie de 1'aborder autrement, en particulier en essayant de construire directement ~'algdbre permettant
de reconnaftre fid’[i(ﬂ) dans 'S-id\'i((,\“l}) en utilisant 1e contenu du paragraphe 6.1, on s'apercoit trés
vite que la construction est trés difficile. Personnellement n'étant engagé de prime abord dans cette vole je

n'en suis pas sorti | Cependant, sur des exemnles simples colz narche tras bien, par excmple dans le cas des

V-dioides le lecteur pourra vérifier que pour reconnaftre le V-diofde de base X dans le VY-dioide de
base Y avec XY on peut procéder ainsi :

Soit D= ®(Yu {1}) , on munit D d'une structure de VY-diofide en posant

=gy, Lo val= (1) pour zev L 4Py

Ag%B=si leA alors (A-{i})uB sinom A .

Le triplet (x, D, D') avec D' =¥ (Xu (1}) et y défini par y(y) = {y} résoud alors
Te probléme.
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7.~ COMPARAISON_DES_RESULTATS OBTENUS_AVEC_CEUX_D'AUTRES AUTEURS :

D'autres auteurs se sont préoccupés de problémes similaires & ceux présentés fci.
Notre travail présente des originalités et des améliorations Par rapport aux travaux antérieurs. Principalement
on peut retenir deux idées originales dans ce qui précéde :

~ L'idée de partitionner Tes fonctions d'accds en deux sous-ensembles, celles de 1'un d'eux perdant des arités
au cours des transformations et les autres gardant 1a méme arite, n'apparaft pas, il me semble, dans les autres
travaux. Suivant les auteurs les arités restent constantes ou brutalement tombent & 0 (DAMM [19) ).

- Les autres auteurs travaillent essentiellement sur des structures d'algbres sans axtome ce qui &videmment
simplifie considérablement les problames. L'étude des phénoménes dans le cas d'axfomatiques égalitaires
quelcongues puis dans les cas d'axiomatiques non effagantes ou quasi-non effacantes, pour raffiner les
résultats, est aussi originale.

- Remarquons aussi que seuls les sous ensembles algébriques qnt &té &tudiés dans les autres travaux. L'étude
des sous ensembles reconnaissables et en particulier leur évolution dans la transformation et dans les change-
ments de bases d'algebres, n'apparalt pas par ailleurs.

Etudions maintenant succinctement quelques références bibliographiques.

La notion d'opérateur dérivé, utilisée ici sous le nom de polyndme, apparatt dans plusieurs travaux :
TURNER [84] , MAIBAUM [52) , GOGUEN [32] . Cette notfon conduit & la définition des algdbres dérivées et
de la fonction "Yield". Cette derniére fonction "Yield" peut étre retrouyée dans notre cadre par le procédé
suivant :

On part d'une % -algébre sans axiome, on effectue la transformation fondamentale un nombre suffi-
sant de fois pour que tous Tes opérateurs soient devenus d'arité 0. La fonction Yield (ou tout du moins une
fonction qui Tui ressemble fortement) est tout simplement la projection cananique

vield : ¥ (8) — x &0

ol ’Ek est formé des opérateurs de f plus les opérateurs 4 et A, fintroduits par la transformation

i
et ‘Ak est 1'ensemble des axiomes portant sur les opérateurs +oet ay

Dans 1'article de Turner [84] , on trouve une généralisation de cette notion d'opérateurs dérivés
grace & la definition des "Clone Algebras”. En particularisant les définitions données dans cet article
(‘Clone Algebra” d'ordre 2) on retrouve une partie des propriétés des opérateurs + introduits ici {existence
d'un &1ément neutre et associativité). D'autre part la notion de "Clone sequence’ présente quelques analogies
du point de vue des résultats avec les &tudes de hiérarchies faites au paragraphe 6.

Dans 1'article de WAND “an algebra¥c formulation of the Chomsky hierarchy" [85] , cet auteur part
du mdme isomorphisme

Xx¥ 27 x X (1a2)

Mais ensuite i1 utilise 1'opérateur plus petit point fixe qui n’est pas utilisable dans le cas traité ici
quand les axiomes ne sont pas conformes.

DAMM [19] [20] » utilise 1a fonction "Yield" pour construire des hiérarchies. Cet auteur définit
des ensembles de termes grace & des schémas récursifs. De prime abord ces schémas sont plus compliqués que les
¥ -gramaires. Mais per 'intermédiaire des algdbres dérivées [23] 1'auteur raméne ces schémas recursits a
des formes tout & fait équivalentes aux 4 -gramaires, 11 ¥ a 14 indirectement une condordance entre ces
travaux et 1'opinion que nous émettions i la fin du paragraphe 2 et au paragraphe 3.8 & propos de la définition
des sous-ensembles algébriques dans Tes algébres libres.

Les hiérarchies qu'obtient cet auteur correspondent donc au cas ol tous les opérateurs perdent des
arités et ol 11 n'y a pas d'axiomes.




S e

- 115 -

Ce chapitre est certainement le plus important et le plus original de cette thése. Nous avons
1'impression d'avoir considérablement généralisé les travaux antérieurs dans ce domaine et montré d'autre part
T'utilité des systemes de réécriture dans le domaine de 1a théorie des langages. Ce nouveau champ d'applica-
tions de cette théorie semble pleins de promeses.

Par rapport aux travaux antérieurs, les améltorations sont essentiellement 1'introduction d'une
axiomatique quelcongue, 1'€tude des sous ensembles reconnatssables et la possibilité de faire baisser une
par une les arités des fonctions. Il est 2 remarquer que paradoxalement 1'&tude des sous ensembles reconnais-
sables s'avére plus délicate que celle des sous ensembles algébriques et que 1'on est obligé pour énoncer
des résultats de particulariser la forme des axiomes.

Nous avons seulement &tudié le cas des algébres ayant une axiomatique égalitaire. Il se peut que
les résultats puissent s'étendre 3 d'autres cas par exemple au cas d'axiomatique du type
tl = t2 = t'l = té ou plus généralement dans le cas de variétés od Tes théorémes de Birkoff [ 71 prouvent

1'existence d'objets Tibres. D'autre part, il est certain que les résultats se généralisent au cas des
algébres hétérogénes, cette dernidre généralisation &tant probablement du niveau de 1'exercice d'école.
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Quand on doit mettre un point final & un travail de longue haleine, on a toujours quelques regrets.
On se demande en particulier si on en a assez fait, si on a exploité complétement les idées dissemindes dans
Te texte, si non n'a pas fait d'erreurs, si la présentation est suffisamment claire pour intéresser un lecteur
et suffisamment hermétique pour que tout ne paraisse pas banal, etc. La réponse & toutes ces questions est
en général négative mais la contre partie est que cela permet d'écrire une conclusion ouvrant de larges pers-
pectives sur un travail i venir,

Reprenons donc chacun des chapitres de ce travail et donnons pour chacun d'eux ses lacunes et ses
prolongements possibles,

Le chapitre 1 est probablement celui qui est le plus complet sur les questions qui y sont posées.
On peut cependant imaginer quelques prolongements comme .

= Y-a-t-i1 des liens entre les bigrammaires régulidres et les grammaires LR(k) . Une allusion &
ce probléme est faite auparagraphe 1.5.5 en remarque.

- Y-a-t-il des liens entre les bilangages réguliers et les langages algébriques réguliers, dont
les images dans le langage de Dyck sont des langages algébriques déterministes. Au paragraphe 2.3 on étudie
des bilangages réguliers de la forme P n K qui sont évidemment des langages algébriques déterministes.

1 n'y a pas que ceux-13 en effet le langage a"2"aPaP n'est pas de 1a forme P n K et est un langage algé-
brigue déterministe. La résolution de ce probléme permettrait de donner un résultat de décidabilité pour le
probléme de 1'égalité de deux langages déterministes dans un cas assez large.

= I1 est bien connu que Tes langages algébriques sur un vocabulaire & une lettre sont en fait
réguliers, Ce résultat se généralise-t-il dans le cas des Co-bigramaires et des bigrammaires réguliéres

sur le V-binoTde universel dans le cas o0 VY est réduit a un &lément. Sur ce méme théme on peut aussi se
poser le probléme de manidre beaucoup plus général en utilisant la transformation du chapitre 4 sur une
structure d‘algébre ne contenant qu'une seule fonction.

- Le plupart des constructions faite dans ce chapitre sont effectives. La démonstration de 1'effec-
tibitité de ces constructions a &té faites, mais nous n'avons pas écrit explicitement les algorithmes corres-
pondants. Bien que ce travail risque d'étre fastidieux et sans grand intérét dans beaucoup de cas, i1 ne serait
pas inutile en particulier si on le compléte par une &tude de 1a complexité des différents algorithmes.
D'autre part la construction & la main du binoTde minimal d'un bilangage régulier est en général long et
fastidieux ; une implémentation de ces algorithmes serait un utile outil de recherche, car cela permettrait
facilement de valider des idées sur des exemples. Ces remarques valent aussi pour les paragraphes 2.2 et 2.3
du chapitre 2.

Le chapitre 2 est une suite d'applications du chapitre 1. Certains paragraphes (2.1, 2.3, 2.4}
peuvent &tre considérés comme achevés. Les deux autres ne sont en fait que des ébauches et devraient étre
poursuivis ainsi :

- Dans Te paragraphe 2.2 nous mettons en évidence une &quivalence T, SUr les grammaires réduites

sous forme de Greibach strictement plus fortes que 1'équivalence structurale. Ensuite nous parlons de diffé-
rentes Zquivalences qui sont obtenues en mdlangeant la méthode conduisant & 1'8quivalance structurale et celle
. Y-a-t-11 des 1liens entre chacune de ces &quivalences ? Peut-on calculer

conduisant & 1'équivalence Ty

effectivement 1a borne supérieure de toutes ces équivalences 7 Peut-on retrouver dans cette voie les résultats
sur 1'équivalence des grammaires simples déterministes ? L'idée générale de ce paragraphe est d'associer 4
chaque régle A > a d'une grammaire algébrigue une rdgle A —o> r d'une bigrammaire réguliére telle que
h(r) = « avec h{a x r' + r") = ah(r'}h(r") . On peut obtenir d'autres équivalences en utilisant par exemple
h' Vo v defini par h'(a) = et h'(a x r' +r") = ah(r')h(r') , ou d'autres fonctions plus compliquées.,




barzstacos = o
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D'autre part on a seulement transformé les régles A g , si on &tudie des transformations
similaires sur les dérivations AP, ¢ ayec p<n (n fixé) , obtient-on des &quivalences de plus en plus
fines ?

- Le paragraphe 2.5 introduit la notion de bon sous langage en vue de 1'utiliser pour démontrer
1'ambiguité inhérente de langages algdbriques. Si Tes préliminaires théoriques sur cette notion sont simples
et de bon golt, on ne peut pas en dire autant de ces implications pratiques, 11 est nécessaire, pour rendre
concurrentielle cette méthode vis & vis d'autres utilisant des théorémes de paires itérantes rafinés, de
trouver des euristiques permettant de démontrer facilement qu'un langage est un bon sous Tangage d'un autre
langage.

- D'autre part, dans ce chapitre on est certainement loin d'avoir exploité toutes les applications
possibles des bilangages réguliers. En utilisant les automates finis indéterministes Boasson, Courcelle et
Nivat {10} ont introduit une fonction associée & un langage qui mesure la complexité de ce Tangage. On peut
probablement utiliser les bigrammaires réguligres, qui sont en quelques sartes des automates d'arbres ascen-
dants indéterministes, pour obtenir des définitions et des résultats du méme ordre soit sur les langages
algeébriques (en utilisant les arbres engendrés par une grammaire) soit sur les langages d'arbres.

Le chapitre 3 est consacré presque exclusivement & Ta minimalisation des algibres reconnaissant
un sous ensemble d'une algibre libre. Les résultats théoriques de ce chapitre sont assez séduisants mais,
malgré les applications données aux paragraphes 3 et 4, ce chapitre n'a pas assez de conséquences pratigues.
I} faudra pour cela utiliser les idées &noncées dans sa conclusion propre.

Le chapitre 4 est certainement le plus original de ce travail. Les résultats, que 1'on y obtient,
sont trés généraux et plusieurs démonstrations peuvent, je crois, &tre considérées comme astucieuses. Malgré
cela un certain nombre de points sont susceptibles d'&tre améliorés.

~ La théorie des dioTdes a €té introduite pour servir d'exemple 2 la transformation fondamentale.
11 serait intéressant de 1'étudier pour elle-méme et de comparer les résultats obtenus avec ceux de la théorie
des magnodes qui présente des caractres similaires.

- L'idée sous-jacente & la transformation fondamentale est d'utiliser 1'isomorphisme

E"LE s el (E = E) . On peut imaginer d'utiliser 1'isomorphisme E" o F o ek, (Ek - €)

c'est & dire que les fonctions au lieu de perdre une arité, verraient leur arité partitionnée en deux.
Y-a-t-i1 une transformation sur les structures d'algdbres correspondant a cette idée ? Cette nouvelle trans-
1eme
s

formation a-t-elle un rapport avec la itéré de la transformation fondamentale 7

~ Au chapitre 1 la premigre définition d'une bigrammaire réguliére utiiise des seconds membres de
régles beaucoup plus généraux que ceux que 1'on obtient aprés le théoréme de réduction 1.5.3.1. Ceci est-il
génraiisable dans les algzbres quelconques ? On obtiendrait un théordme du genre suivant

Soit g, X ((a}) ’Elsﬂl(w) , les fl—grammaires dont les seconds membres de régles sont

de 1a forme
m
hS
t= *
t/ // \+
I LS
2 Ty
t

PR |

avec tk+1 = A ou tk#l €N

et ie[l.k]:ti:fi(t_il,...,tiki) et f,e4

engendrent exactement les sous-ensembles reconnaissables de  H({a})
Dans le cas des langages ce théoréme est vérifié, mais c'est une banalité.
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n effet, i1 signifie que les grammaires dont les régles sont de la forme A - a B({p ol aet B sont des
pots sur le vocabulaire terminal, engendre Tes langages réquliers. Ce phénoméne est di & 1'arité 0 des
operateurs autres que + . Dans le cas général cela donnerait des moyens trés puissants pour engendrer des

Jsous ensembles reconnaissables dans les algébres 1ibres.

- Dans la transformation &tudife dans ce chapitre, les fonctions dont 1'arité baisse ne peuyent

Lintervenir dans les axiomes de 1'algébre. Si on essaie de se dispenser de cette hypothese en disant qu'une
fonction f(xl,..., xk) perdant une arité sera remplacée par +(f(x1,..., xk-l)’ xk) dans les axiomes ofl

elle intervient, on s'aperoit vite que dans le cas général les résultats ne subsistent pas. En particulier
les morphismes Y, (thoéréme 4.4.4.1) ne sont plus injectifs, cependant ¥, reste surjectif. Il semble

pourtant que, pour des axiomes particuliers (conformes ?) portant sur les fonctions dont 1'arité baisse, on
puisse généraliser les résultats.

D'autre part certaines théories qui jouent un grand rdle en théorie des langages sont complétement
absentes de cette these, alors qu'il est probable que certaines d'entre elles s'inséreraient trés bien dans
le cadre de notre &tude. Citons par exemple :

. La théorie des transductions rationnelles [ 1, qui doit facilement &tre généralisable au
binoide universel. I1 est probable que 1'on obtiendrait des résultats différents de ceux de Arnold et Dauchet
{ 2], [21] vu les grandes différences de formalisation.

. Les ensembles rationnels n'ont pas &té &tudiss.

. Les séries formelles dans le binoTde ou dans les algébres libres sont aussi des objets qui
mériteraient une &tude approfondie.

Toutes les remarques de cette conclusion tendent & prouver que ce présent travail ne conduit pas
& un cul de sac et qu'il est susceptible de recevoir de nombreux prolongements. J'espere qu'au moins certains
d'entre eux verront le jour bientdt. Je remercie le lecteur de m'avoir suivi Jfusqu'au bout.




[
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