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INTRODUCTION

La théorie des langages est un vaste domaine ot de nombreux chercheurs ont déja travaillé. Suivant

les écoles, ceux-ci ont cherché & démontrer des théorémes de plus en plus fins sur les langages classiques

considérés comme des sous ensembles d'un monofde libre, d'autres ont eu pour but de sortir du cadre des monoTdes

pour généraliser les théories classiques. C'est plutét dans cette deuxiéme catégorie que se place ce présent

travail.

La premiére généralisation qui est apparue historiquement en théorie des langages est le passage aux

langages d'arbres [40] [54] [ 12]. Nous n'&chappons pas & cela et les trais premiers chapitres de cette thase

sont consacrés a4 |'étude de ces langages d'arbres. Cependant notre approche est assez différente de celle

des auteurs classiques essentiellement 4 cause des toutes premiéres définitions qui permettent de formaliser

Ja notion d'arbre. Cette formalisation due 4 Pair et Quéré [63] est particuli@rement bien adaptée aux problames

concernant les arbres syntaxiques et tous les problémes touchant de prés cu de loin la syntaxe. En revanche,

elle semble moins performante pour 1'étude de problémes plus proches de la sémantique comme, par exemple,

Jes théories sur les schémas récursifs. Cette approche différente conduit 4 utiliser une terminologie propre

qui, fieus l‘espérons, ne génera pas ie lecteur.

Aprés avoir fait, dans un chapitre 0, quelques rappels succincts de théorie des langages, nous abor-

dons au chapitre 1 la théorie des langages d’arbres nommés ici bilangages. On s'apercoit trés vite que ces

bilangages sont une généralisation des langages parenthésés de Mac Naugthon [59] et des “tree regular systems"

de Brainerd [12]. La généralisation que l'on obtient est comparable 4 celle qui ferait passer des Tangages

finis aux Tangages réguliers en théorie classique des langages. Dans ce cadre on obtient un théoréme intéressant

de réduction des grammaires réguliéres d'arbres (appelées ici bigrammaires). Le théor@me (1 5.3.1) est typique-

ment un résultat de la formalisation de ia notion d'arbres utilisé dans ce travail. On obtient dans cette voie

des résultats similafres mais plus pufssants que ceux énoncés par les auteurs cités plus haut.

En particulier, on construit de maniére effective des grammaires canoniques associés aux bitangages réquiiers.

Par rapport aux autres auteurs |'idée nouvelle est de donner une structure algébrique 4 l'ensemble des non ter-

minaux des grammaires ainsi construites de fagon 4 obtenir une généralisation exacte de la construction du

monoide syntaxique. D'autre part au cours du texte nous redémontrons par des méthodes plus élégantes des résul-

tats prouvés par ailleurs (par exemple la décidabilité de 1’équivalence structurale ou Ta décidabilité du

probléme de l‘ambiguité pour les grammaires parenthésées (67]).

La justification d'une nouvelle théorie peut étre trouvée a l'intérieur d'elle méme par ses résuitats

propres, mais i] est mieux de montrer que cette théorie 4 des retombées sur les théories classiques antérieures.

Le chapitre 2 a été écrit dans ce but. On y trouvera une suite d'applications diverses de la théorie des

bilangages 4 ta théorie des langages. Deux paragraphes (2.4 et 2.5) sont consacrés aux problémes de tT ‘aribiquité

inhérente. L'un deux (2.4) prouve que l'ambiguité inhérente d'un langage alg&brique est due 4 la structure

des arbres syntaxiques mais pas @ leur Stiquetage. l'autre paragraphe (2.5) propose une nouvelle méthode de

démonstration de l'ambiguité inhérente d'un langage. (Cette méthode bien que fonctionnant sur un exemple ne

peut étre considérée comme opérationnelle dans son état actuel et devra &tre améliorée dans un travail ulté-

rieur}. Le paragraphe 2.2 donne des équivalences décidables sur les granmaires impliquant T'équivalence des

grammaires. On retrouve 1a encore la décidabilité de V'équivatence structurale et an ohtient un résuttat

strictement plus puissant que ]'équivalence structurale pour les grammaires réduites sous forme de Greibach.

La deuxiéme généralisation de la théorie des langages a été d'étudier cette théorie dans le cadre

des algébres libres. Nous abordons ces problémes aux chapitres 3 et 4. Au chapitre 3 nous étudions la cons-

truction de ]'équivalent du monoide syntaxique pour les sous ensembles des algébres libres possédant un sys-

téme d'axiomes égalitaires quelconques. Ces méthodes ne sont pas complétement originales, cependant les

constructions des objets manipulés sont plus “syntaxiques” que celles d'autres auteurs et permettent plus
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ifacilement de faire des démonstrations & leurs propos. En particulier nous obtenons des résultats de décidabi-|1ité pour la construction des algébres minimates indépendant de la décidabilité du probléme des mots dans la |structure d'algabre considérée. Le dernier Paragraphe di le ce chapitre étudie la variation des algébres minimaleyen fonction de la variation des systames d'axiomes. 
j

Le chapitre 4 est consacré 4 1'étude d'une transformation des structures d'algébres qui conduit & |des procédés automatiques de construction de hiérarchies pour les sous ensei
a été découverte en analysant deux exemples de hiérarchies ;

celle de Chomsky (les langages réguliers sont une sous-classe stricte des langages algébriques)
et une hiérarchie analogue dans les Jangages d'arbres qui avait fait l'objet d'un précédent travail.
On découvre dans ces deux exemples des points communs qui sont susce
des algébres libres.

mbles algébriques. L'idée premiére |

ptibles d'étre généralisés dans le cas

Au cours de 1'8laboration de ce chapitre, nous avons été amené a utiliser trés largement les résultatyobtenus par d'autres auteurs sur les systémes de réécriture, et d'autre part des recherches bibliographiquesont montré la confluence de ces théories avec celles dévelappées en particulier par TURNER { 84] et DAMM [ 19 ]Dans ce chapitre aprés avoir fait de larges rappels sur les systémes de réécritures et avoir introduit4 ce propos quelques notions originales, nous étudions une transformation sur Tes structures d'algabres.
Cette transformation a la particularité tras intéressante de canserver les objets universeis des structures
d'algébre (ceci indépendamment de toute hypothése sur les axiomes de cette structure).
stable les sous ensembles reconnaissables et sous quelques hypathéses raisonnables, elle fait croftre stric-tement l'ensemble des sous ensembles algébriques. Comme de Plus cette transformation peut étre réTtérée surune méme structure, on a 1a un moyen de construire des hierarchies. L'étude de ces hi€rarchies nous a conduit4 nous intéresser & 1'évolution des sous ensembles reconnaissables quand Ja base d'une algébre libre augmente.
Ce problaéme est banal sur les structures d'algébre sans axiome, mais i] se complique dés que l'on introduit
des axiomes et en particulier des axiomes effacants. Les systémes de ré&criture sont alors un outt) trés
utile pour étudier ces problémes dans des cas particuliers.

Par ce présent travail

De plus elle laisse

» Rous n'avons pas la prétention d'avoir amen@ les théories présentées ici aleur point ultime de perfectionnement. Dans les premiers chapitres, nous avons travaillé a la limite du connu
en reformulant et en redémontrant de maniére plus élégante des résultats connus et en ajoutant quelques
contributions. Le dernier chapitre est plus novateur et s'6loigne des sentiers battus. En fait nous avons
l'impression d'avoir ouvert plus de portes que d'en avoir fermées, mais est-ce un mal ?

Dans la conclusion, nous essayerons de montrer certains prolongements possibles de ce travail.

CHAPITRE 9

QUELQUES RAPPELS DE LA THEORIE DES LANGAGES ET

DE LA THEORIE DES ARBRES

Un vocabulaire est un ensemble fini V . On appelle mot sur VY oune suite finie d'éléments de V .

la suite finite de longeur n dont le jtéme élément est a. . Par définitionOn note a= ay...a i
n

n est Ta longueur du mt a. Pour n= 0 on obtient le mot vide noté ~ . On note V* l'ensemble

des mots sur V . On définit dans Y* une Toi de composition interne appelée concaténation définie par

= 2 j =aO = ya).-.a, et B= byby... b ~ OB = CyCy. 6 Cy et k=ntp et leigns= c; 1
p

et intl <i entp we; = bin

Cette loi est associative et admet «~ comme 6]ément neutre .

Un monoTde est un ensemble muni d'une loi de composition interne associative et possédant un 61é-

ment neutre.

L'ensembte V* muni de ta concaténation est un monoTde.

Définition 1.2. :

Soit M et N deux monoTdes, un homomarphisme est une application o:M-+N telle que

wlxy) = ox) ofy) et ole) =e”

(e et e' sont Tes éléments neutres respectifs de M et N).

v* est le monoTde libre de base V c'est 4 dire que pour toute application go: V+M of M

est un moneTde, 11 existe un unique homomorphisme @: V¥+M tel que GV =o

Un langage L est dit reconnu par Te triplet (w, Ms M) of og: V* aH est un homomorphisme

de monoide et M'cM si et seulement Si L= (M‘)

Soit L un langage sur V , 17 existe un triplet (ms MoM!) reconnaissant L tel que pour

tout triplet {~, M, M') reconnaissant L il existe un unique morphisme y : o(¥*) > Me sur-

Joey oom of Yejectif? tel que now = wy et x (HI) aM A o(VF}

Démonstration :

On définit classiquement l'application C, : V* + 8 (ve x V*) en posant (a) ={ (Bs) ¢ Boy € L}

On pose alors M ={C{a) 3; ae}, ‘9, (a) = C (a) et

M = {C/(a) 3 (a, a) € C (a) }



On appelle automate sur V un quadruplet CB= (Ss Sys. S") tel que :

4) S_ est un ensemble appelé ensemble des états de Ce
ji) so es

14) «est une application de Sx ¥ dans S (on note s. a l'image de (s, a) par.)vy) Stes 

,A un automate sur Von peut associer une application notée aussi
en posant,

S.a=S et 5.(a2) =(s.a).a

Par définition le langage reconnu par QE est W(@) = {a5 5,
Un langage LeV* est dit régulier si et seulenent si L = 1,
des états est fini (automate fini),

« de SxV* dans §

ior FE S"}

(} pour un automate @& dont 1'ensenble

Oéfinition 2.2

On appelle morphisme d'automate entre C& = (Ss Sy, «5 $9
application partielle @:S+Q telle que

i) le domaine de définition de @ est Sp=(s3 (oe VW) (s = Sg. ))
ti) est surjective

Hi) 054) * a9

Wy) OMG") = 5, 05"

et @&' = (0a), 50") une

Soit L un langage sur V , i] existe un automate oy Canoniquement associé a reconnaissantL et tel que pour tout autre automate Ot reconnaissant L i] exfste un unique morphismede dans Of. Par définition %, est Iautomate minimal de

Classiquement on définit 1 ‘application rv
posant D(a)= (8; aBEeL} .

L'automate OC, est alors défini en posant a, = (Ss So, 5 S')

++ 2 (vs) appetée contexte & droite pour L en

avec

S$ {O(a) saevey , Sy = O(a), O(a).a = O(aa) et st = (O(a) in € D (a)}
On note Reg(¥) l'ensemble des tangages réguliers sur V

On appelle grannaire algébrique sur V un quadruplet 6 =
i) Net V sont deux vocabulaires Finis.
HY) KEN

i4i) + est une relation entre N et (Nuys
Ky = {aj A+) est fini

(Ny Vs, X) te? que

tel que pour chaque A ‘ensemble

(on obtient les mémes Propriétés que ci-dessous si ‘OM Suppose que les ensembles x, sont desTangages réguliers sur MUV et que ¥ est aussi un langage régutier sur Huyon parlera de granmaires algébriques général isées).
On définit la relation “se réécrit"

+ Dans ce cas

notée >— en posant
EY om (usu, Ay a) (u= ut Au et veutau" et Ava )la relation “derive” est 1a fermeture réflexive tra

*

nsitive de >= et se note x- . Le 1}
engendré par @ est L(G) = (a; a€T* é HE . Le langage

et Xrda}.

Un langage dit algébrique si et seulenent si L peut @tre engendré par une gramaire algébrique.
On note Alg(V) l'ensemble des Tangages algébriques sur V .

Soit V et ¥ deux yocabulaires en bijection par I'application a+ 4%. On appelle langage de
Dyck ou langage des parenthéses sur V le langage engendré par 1a granmaire

X— aX BKtn (a EV)

on note P(¥) ce langage.

GEP(V) et a # Awe (ala € V)(a! a! EPY)(3E a" EP(V))(a= aa! F a")

Théoréne 3.4. :

Un langage L sur T est algébrique si et seulement s'il existe un vocabulaire Y » un langage

régulier K sur VUV et un homomorphisne h: (VOV)*-+T* tels que L = hiP(v) NK).

EL. (63)

On appelle V-binofde un ensemble B muni d'une Toi de monoide notée + et d'une loi externe sur ¥

notée x. Si B) et By sont deux Y-binoTdes, on appelle homomorphisme de By, dans By une

application : 8, +8, telle que

i) ofxty) = fx) + oy)

44) o(@)) =e, (e, et ep sont les éléments neutres de 8, et By pour +)

iff) ofa « x) = a x w(x)

ition 4.2.

On appelle V-binotde universe! un binofde @ vérifiant les propriétés suivantes (a est 1'81é-
ment neutre de +).

A} (wre Dir Ban ow (ala € V(atr’ € (aint € Hrs a ert + ey)
ii) au: Pan tet que v(s) <0

(va € vytvrt © Fever € Bula a rt + rt) > sup(9(r')41, ¥(r"}))

Dans un binoide universel, on a Te principe de raisonnement par récurrence suivant :

(Yr) (P(r) oe (P(A) et (va E V)(¥r € M(ve" € N)(P(r) et P(e) we Plax re’ + r")))
De plus si £ est un ensemble quelconque et si f: 9" —~ £ et gi: Mave eese
sont deux applications, i] existe une et une seule application o: 9! 46 véritiant
Op tyseees Pye AD = Ase

Ops Tareees Pye @EM HM) = Ory seers Pye Be Os MMs Oy reees Mas TDs Olrysees Mae F))

La proposition ci-dessus permet de démontrer facilement 1a proposition suivante :

ition 4.4.

si Vest un V-binotde universe! et si Best un V-binoTde, {1 existe un et un seu? norphicne
vi? +8 . En particulier deux binotdes universels sont isomorphes.
Intuitivement une réalisation du V-binoTde universel est une fagon de représenter I'ensenble des

arbres 4 zéro, une ou plusieurs racines dont les noeuds sont. étiquetés par des éléments de V et dont.

les racines et les successeurs d'un point sont ordonnés.

Le langage des parentheses P(¥) sur V peut étre muni d'une structure de binotde universel en

posant :

a+B=a8

axazaca



Cette représentation du binoTde universe! correspond & la représentation parenthésée infixée desA

arbres. Ici Yes éléments de VY seront nommés “ramification”.

Fonction standard sur les ramifications :
SOMS LOT aS hanere sur Tes ramirications:

Toutes ces fonctions sont définies par récurrence en utilisant la proposition 4.3.
- mot_des_racines

o: V+ Ve définie par

pla) = a et pax r +s) = ap(s)

ge: fa. Ve définie par
Oa) =a et ofaxrts)=si r=an alors ap(s) sinon g(r) ofs)

famvble oe Eresscesseur ad

F, 2 V+ Bie) (a ev) daéfinie par

Fiala) = et Fi(bxr+s}=si bea alors {p(r)} u Fa(r)u Fy(s) staon FA(r) UF, (s)

« 7 .
ch: V+ S(v*) définie par

ch(a) = {a} et chfaxr+s) =a ch(r) u ch(s)

~ hauteur

Rs FN définie par
h(a) = Q et h(a x r +s} = sup(h(r}) + 1, h(1))

a ia

ti: VV! définie par la donnée d'une application +: ¥4V' et

tia xr +s) = t(a) « t(r) + t(s)

tla) = 0 et

Définition 4.5. :

On appelle bilangage un sous-ensemble de ¥ . Un bilangage L est dit régulier si et seulement
si il existe un binoide fini B et un sous ensemble B' de B tel que L = ye) ob pbA

est T'unique homomorphisme de Y dans B

definition 4.6, :

Soft G-= (N,V, +, X) une grammaire algébrique (généralisée ou non}, soit ae (Ny T)* , on
note B(G, a) le bilangage défini par

r€B(G, a) ee p(r) =a et (va€ V)(Fa(r) co a) et (WAEN) (vo Fa(r)) (A+o ))}

En particulier te bilangage engendré par G noté B(G) est 8(G, X)

Intuitivement B(G, a) est l'ensemble des arbres symtaxiques associés aux dérivations de 6
commengant par a

Un bilangage est régulier si et seulement si i7 est l'image par une transcription d'un bilangage
engendré par une grammaire algébrique généralisée.

CHAPITREI

ETUDE DES PROPRIETES DES BILANGAGES,

COMPARAISON AVEC LA NOTION DE GRAMMAIRE PARENTHESEE,

1. INTRODUCTEO!

Dans ce chapitre nous développons une théarie similaire a celle des langages réguliers et des lan-

gages algébriques. Les premiers résultats de ce chapitre ne sont pas nouveaux et étaient déja énoncés dans

[53] , [54]. Ces résultats serviront essentiellement d'exemples dans les chapitres ultérieurs.

D'autre part, on compare dans ce chapitre 1a notion de bigrammaire avec celle de la gramiaire

parenthésée (§ 5.4) [ 59], [ 26 } et on obtient des résultats similaires mais plus puissants que

ceux énoncés dans [59 ] , en particulier sur l'éxistence de grammaires canoniquement associées & une

grammaire parenthésée. ‘

Soient Y et T deux ensembles disjoints. On appelle V-binoTde libre sur T Je V-binoTde

Vt] tel que
i) Te WT)

ii) Pour tout V-binaTde 8 et toute application go : T—+B8 i} existe un et un seul

morphisme @ : v(T) —B tel que giT=@

Pour chaque couple d'ensembles disjaints V et q » 11 existe un et un seul Y-binotde libre

sur T & un isomorphsime prés. En particulier ¥V(T)={r;reEVUT et vaé TF (r) s {a})}

est un V-binoftde libre sur T

Vu la propriété universelle if) de la définition 2.1. T'unicité d'un V-binotde libre sur T
a

est immédiate. Le fait que V{T) ={r;reéVuT et (wae THE (r) ce {a}}} est un V-binoTde libre

sur T est a peu prés évident.

CroposuGion 2.3 a

Soient_ ¥Y et T deux ensembles disjoints,achaque r€ V(T} on peut associer une application

a 8! +8 en considérant r comme l'écriture d'une composition des opérations associées a 1a

structure de V-binoide.

Démonstration :

soit Beal (b est donc une application de T dans B )
a 

-

Soit hp : V(T} +8 J'unique homomorphisme tet que hg | Teb6

On pose alors ry(b) = hp(r)

En particulier si r=atb (a€T,be€T,a#b) alors rg est la Toi + de B et si

rae Axa (AGV,a€T) alors rab) =Axb 3; donc quant A varie dans V , on retrouve

la loi externe de 8
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O&finition 2.4. :

Avec les notations de ta proposition 2.3., si B= e » on notera TF ‘application de (yt
dans qt associée a r et on dira que Y est un polynéme a variables dans T

Remarque :

Les opérations fF correspondent 4 des greffes d‘arbres . Dans la suite on utilisera essentielle-
ment des polynémes a variables dans N ou tout du moins dans un sous ensemble fini de IN . On noteraaw n ~
V{1] et V{1,n] les ensembles VI{1}] et VEfl,n]] .

Ce qui suit est une généralisation au cas du binotde universel de la théorie des grammatres sur

Te monotde libre.

Definition 3.1. :

On appelle bigrammaire un quadruplet G = (N, T, 2 , X) tel que N et T sont deux vocabu-

latres disjoints, X est un sous ensemble de NUT én général réduit 4 un élément de N
(Dans ce cas on confondra cet élément est X ) et +> est une relation binaire dans NUT CN]

telle qu'un nombre fini de couples soient en relation.

Definition 3.2. :
mTM

La relation dans NuT "se réécrit" se note »—- et est définie par

—s “~ & ws os
res om Br’ ENUT [1] 3uENUT {1,n] Uys Une y Uy E NuT gut é€ Nu T[I1,n)

(ra PF U(up eee ua)? et 5 = FG (uy... uj) et usu),

La relation "derive" se note ~— et est définie comme la fermeture réflexive transitive de

Ja relation "se réécrit". On notera oof Ta puissance piéme de la relation ~: En particulier
*

= UO»eae le ae

Remarque :

Gan rapport 4 une version antérfeure [54 ] on doit remarquer que dans la définition 1'élément
r' de NU T[1] permettant de reperer une occurrence d'un premier membre de régle de G peut avoir

dans son mot des feuilles plusieurs occurrences de 1, donc on peut faire en paralléle plusieurs appli-

cations d'une méme régle, cependant cela ne change rien a la suite. En effet le fait de pouvoir faire

des réécritures en paralléle ne change pas Ja puissance d'une grammaire s'il est possible aussi de les

faire une par une,

os “TM.Soit G= (N, T, +», X) une bigrammaire . Soit re Nu Tfl, n) , Tye Pores THE Rut

Pha Pareees rE NUT alors

(vi € (1,n]) (rye 4) Frys Pyaeees My) a Frpees ry

Définition 3.4. :

On appelle bilangage engendré par une bigrammaire G = (N, T,-», X) T'ensemble

a6) =(rsreT et (eX Qe ri}

Les langages engendrés par G sont ;

le langage des mots des feuilles LF(@) = { o(r) ; r € B(G)}

le langage des mots des racines LR(G) = { A(r) 3 r € B(G)}

le langage des chemins LC(G) = ou ch(r) .
r € B(G)

Exemptes :

Considérons une régle de la forme suivante :

A Boo oa b
/A \ 1 \, Os, i \

1 1 i$
Considérons la ramification r = “s

if \, {Ss
A f\, in

En employant les notations de la définition 3.2., on peut appliquer Ja régle en utilisant

risa yup A ,uys A B
| \1 fs os

a

On obtient alors ros = nd x
/ \ oN

\ a>.
A /\

a Li a
On peut aussi appliquer cette méme régle en utilisant

YS Up = A,Uup=ba

x 7KPa bBA 1
a a

On obtient alors r can sto Ae Ng

a Sb MIN,
AA

Ab

Soit 1, T et T' trois vocabulaires disjoints, T et T étant en bijection par |'application

a +2 , on définit les expressions parenthésées sur ces vocabulaires comme étant les mots engendrés

par ta grammaire

G@=(},TuTutt,+,X) avec X +a! X} aXax ia

oG a’ est un élément quelconque de T' et a un élément quelconque de T

Le langage de Dyck sur T noté P(T} (cf 1.3.2.) correspond au cas od T' est vide. Remarquons

que l'ensemble des expressions parenthésées sur 7,7 et T' peut se plonger injectivement dans Te

langage de Dyck P(TU T') en utilisant I'homomorphisme h: (TuTu Tes (Tutut' uty.

défini par

aeéT + h(a) =a et h(a) =F

ae qT! h(a‘) = a'a'

Nous utiliserons ultérieurement cette remarque pour travailler uniquement dans des langages de Oyck.

Une grammaire parenthésée est un sectuplet

G= (N,T',T, T, +, xX) tel que
i) N, 1', T, F sont quatre vocabulaires deux a deux disjoints T et T étant une

bijection pour a +2

fi) G' = (N, T' UT UT, +, X) est une grammaire algébrique dont tes régles sont de

la forme A+aaa avec AEN, a€T et a€ (NUT)*
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Le langage L(G) engendré par G est le langage engendré par G’ . I] est évident que L(G)

est formé d'expression bien parenthésée sur T, T et T' . Un langage parenthésé est un

langage qui peut étre engendré par une grammatre parenthésée,

Suivant Tes auteurs; T est réduit a un élément (Parenthésis grammar [59][41]) ou bien & chaque

régle de G est associé un type de parenthése (Bracheted context free langages [26 ]).

Bien que d'apparence différente, les granmaires parenthésées sont en fait un cas particulier de

bigranmaire. En effet considérons I'application 6: F(T’) + (TuTuT')* — définie par

Bla) ea

a€T 6(axr+ts) =a 6(r) 3 6(s)

at The bla’ ts) =a a(n)

On obtient ainsi une bijection entre f{T'] et les expressions parenthésées sur T, T et T'.
Si on considére maintenant ies bigrammaires G de la forme G=(N, TUT', >, xX) avec

uur se YEN et ure Te( B (CTU N)+(T! UN)e...4(T! UND)

10 1 fois
i] est tout a fait évident que modulo la bijection 6 la bigranmaire G est équivalente & la

grammaire parenthésée G' = (N,T', T, T', +, X) telle que A +aaZeeA-ou' et €(u') = act

Nous expliciterons plus complétement cette équivalence quand nous aurons défini une classe

particuliére de bigramnatres qui généralisent 1a notion de granmatres parenthésées.

wlitre et _grammsire parenthésée.

5.1. Définitions

On appelte Co-bigrammaire une bigranmaire G= (N, T, «», X) telle que

-~XEN

suv = veEN et veTIN

C'est a dire que les seconds membres des régles d'une Cy-bigranmmaire sont des polynémes

sans variable sur NUT (d'od I'indice 0) et de plus les non-terminaux n'apparaissent qu'aux

feuilles.

Les C,-bigranmaires sont la génératisation naturelle des grammaires

algébriques dans le cadre de la théorie des binoTdes. Nous reviendrons ultérievrement sur les Propriétés

et l'intérét de ces bigrammaires, pour I'instant nous allons étudier longuement un cas particulier

appelé bigranmatre réguliére.

On appelle bigranmaire réguliére une C.-bigrammaire G = (N, T, -©, x) telle que

A-or = p(r) € THN U (a)}

Done dansune bigranmaire réguli@re 1a racine est constituée d'un mot sur le vocabulaire terminal

suivi éventuellement d'un non terminal. Remarquons qu'en dessous de ce non-terminal figure seulement

Ja ramification vide.

C'est facile de voir que le langage des mots des racines engendrés par une bigrammaire réguligre

est régulier de méne que les langages obtenu en “coupant" 4 un niveau donné fixe les ramifications

engendrées. C'est seulement si on examine les mots figurant 4 une profondeur arbitrairement grande et

en particulier aux feuilles que T'cn obtient des langages algébriques. C'est grace a cela que 1'on

va obtenir de rombreuses propristés de décidabilité.

Remarque :

La terminologie invite & penser que Tes bigramaires réguligres engendrent les bilangages réguliers 5

clest effectivement le cas comme on Te verra au paragraphe 5.5. proposition 5.5.13.

5.2, S_et_bigrgumaives requligres.

Definition §.2.1

Soit 1, T et T' trots vocabulaivas disjoints deux a deux, f ot T etant un b!jectinn pas
Vapplication a+@ . On mete T', T) se iangage sur fou se eB ot

algébrique Gp = ((X,Y,Z},Turui s, ¥) telle que

X+ Yay {pour tout a!

Ys aZZYia (pour tout a

Za Ya'Zia (pour tout at de Tr}

Comme le montre la proposition 5.2.2. sufvente & engendre de monidre aon amnég

sentations parenthésées infixtes des seconds membres des régles des bigravmatres.

On montre facilement que Ga n'est pas aabigie.

Proposition §.2

Soit 0: TIT) + (TuTUT)® défi par
8a) =A

Olaxr + r') =a 6(r) 8 afr’) {pour tout 2 de T)

(ai tr) = at afr) {pour tout at de 1")

Ltimage de 9 est exactement ies expressions parenthésées sur las voteou

de plus @ est une injection et enfin on obtient }'&quivalence suivente

GER(T', Theme (a! r€ TET'}}( O(r) =a et pr) € THN U dab J}

La démonstration de cette proposition est ure suite de récurrerce triviele.

0: appelle granmaire parenthésée un sevtuplet

T, >. X) te? que

T sont des vocabulatias deux a deux disjoints

-T et TF sont en bijection par l'application ar. 7

~ Le quadruplet G‘ = (Rh, 7h uTu

si Asa alors a appartient 8 RIN UT, T) . ie Tangag

1 0X) est une gramaire algdbrique tetie que

ended yar & ose le

Tangage engendré par ia grammaire G' lin langage est Wit parenthasé stit pout atre

engendré par une grammaire parenthésée.

Remarque 1 :

la definition 5.2.3. est évidenment beaucoup plus générale que ceile donnée en 4.1.. Nous

appellerons grammaires parenthésées classiques les granmaires définies en 4.1..

Remarque 2 :

Soit G~= (N,T', 7, T, +, %) une grammaire parenthésée, on

thésée G" = (N, ¢ , Ty, Tym, X) Squivalente 3 @ en un certe

eut construire une gra

sees, 47

va peren-

HAIL pone

choisir un vocabulaire T' en bijection avec 1’, de poser Ty = Tut’ et Ty= FyT ct de catinir

A -——+ a os (3a') (A—a" et at=h (a))

od h est I'homomorphisme de (NUT? UT TR > (NUT UT UT u Te

AEN wh(A)=A

a€T h(a) sa

Tet wh(ayea

ae Tt! h(i") =a"

dé Fini per

L'homomorphisme h remplace donc chaque élément de T’ par un couple de parentnéses successives. 1D

est trivial de démontrer que

h(L(g)) = L(G")

et que de plus h est une bijection de L(G) sur L(G")
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= non terminal. Supposons cette condition réalisée.

Zeme_pas ; On peut trouver une bigrammatre Equivalente a

sont de nouveaux non terminaux.

Supposons cette condition réalisée,

Séme pas : On peut trouver une bigrammaire equivalente 4 G od toutes les
Amar (A + Ay +...¢ Ay) +B

ser la hauteur d'une ramification qui est dans le second membre d'une régle. Or st 
\

‘t=

Dans toute Ta suite nous supposerons donc T! =
un quintuplet G = (N, T, T, + , x)

de Dyck construit sur T .

et une granmaire parenthésée, sera donc
+ Remarquons que dans ce cas L(G) est contenu dans Ta langage

Soit N,1,T trois vocabulaires, i] existe une bijection entre les bigrammaires réguliaresayant comme vocabulaires N et T et les grammaires parenthésées ayant come vocabulairesNT et T telle quesi G=(N, 1, -©, X) et G'= (NT, T, +, xX!) sont associéesalors G et G' ont le me axtone et Aw > o gy * o(r) {G 6 j
|

n 

|
Soft @ = (N, T, >, X) une bigrammaire réguitére et G' = (N, 7, T, +, X') une gramaire {Parenthésée. On dira que G et G' sont associées si et seulement si elles ont Te méme axione et

_

(AEN) (Wr EWU) (Aor oe A 5 o(r))
6 @

Cette association est évidemment bijective. 1) est facile de démontrer Par récurrence que si ¢ et |G' sont associés alors 
|(VA EN) (We E KUT) (A>: aor A mgr air)

On en déduit que L(G") et BL(G) sont Tis par la relation
6(8L(6) = L(6)

(L’application @ sur BL(G) est ¢!

de BL(G)) .

On peut donc passer de facon biunivoque des granmaires
Dans la suite nous

ailleurs dans ce cas 1a représentation infixée des ramifications

Parenthésées aux bigranmaires régutieres.
Ferons les dénonstrations en termes de bigramatres réguli@res et nous nous
‘es résultats en termes de granmaires parenthésées sous forme de coro laires.

Deux bigranmaires sont équivalentes si et seulement si elles engendrent le méme bilangage.

Théoréme 5.3.1

(N, Ts ©, X)_ une bigranmaire réguiiére, i1 existe une bigranmaire réguligre
+ Tar, X) équivalente 2 G et dont les ragles sont de 1a forme

Ae—on ou Amare (8, CEN ae) .

Nous donnerons seulement le schéma de la réduction,
Tout au cours de la réduction si on rencontre des r&

employant la méthode utilisée pour les granmaires.

» la démonstration complete se trouve dans [ 53] .

gles de la forme A> B on les supprine en

ler pas : On peut trouver une digrammaire équivalente 4 G of toutes les régles sont de la forme
A—or+B ov A—o A avec p(r) €T*

UT sutfit de renplacer les régles As>r par A-or+A' et Al >a 00 A‘ est un nouveau

G of toutes les ragles sont de 1a formeA +axr+B . Il suffit pour cela de remplacer chaque ragle de la forme
Amarr tarry tt ayer, +8 par

a OA ee a ee ee Ayy Agyees

régles sont de la forme
- Tl suffit pour montrer cela de trouver un procédé permettant d'abais~

Aw» ax(r) +1 +...¢ ry) +B est une régle de G , on obtient une gramaire équivalente en rempla-

gant cette régle par A-o ax (Ay + Ay tect A) + Bs AO Fyscecy Ag ty OD As Ryseees Ay

sont de nouveaux non-terminaux. En réitérant ce procédé on obtient 1a condition annoncée que 1'on

suppose réalisée.

pa i i -ci l'est moins.4éme_pas : Les trois premiers pas étaient triviaux, celui-c:

Pour arriver au résultat annoncé dans le théoréme il suffit maintenant de trouver un procédé permettant
de diminuer le nonbre ky défini par

kg = Sup(i p(n)! s (BA) (3B)(3a)(A-» a x r+ B))

St kg=1 la réduction est terminée.

Supposons kg >2 . Soit Py l'ensemble des régles de G de Ta forme

A-wpaxr4B avec | pir)! = kg que l'on numérote de 14 r , soit P, I'ensemble des autres

ragles de G, pour les i compris entre 1 et p on considére des vocabulaires Nj disjoints de N,

disjoints entre eux et en bijection avec N par les applications 1, : Nj N- . Gn définit alors une

digramaire '
B= (NU(U Nj}, T, > ,X) équivalente 8 G , en posant

i=l

(Amc) ePp 4 Aer

“ql(Ape a (AL + AE tr) 4B) EPL Ayre aye (ry ap tn) +3; ,

et a (Ag) ay = (Gia + ny) #272,
- “1(Aor +B) EP, = o7)(A) vor + 27/8)
2

i

on obtient alors une gramaire &' telle que Ke, =

Ro. 3 aya) > ry

kg - 1 et pour laquelle i1 n'est pas trés difficile

de montrer qu'elle est équivalente 4 G .

Pour toute granmaire parenthésée il existe une gramaire équivalente dont les r&gles sont de la

forme

Dans ce paragraphe on caractérise de maniére effective les granmaires parenthésées définies en

5.2.3. qui sont équivalentes aux grammaires parenthésées classiques définies en 4.1.

Definition $.4.1. :

Soit G= (N, T, ~», X) une bigramaire réguliére. On associe 4 cette bigrammaire la granmaire

réguligre Gp = (N,T,+,X) telle que

Asa oe (arj(Awor et p(r)=a )

On dit que 6 est non récursive & I'horizontale (en abrégé NRH) si et seulement si tous tes

langages L(Gp, A) = (a; A >a et a€T*} sont Finis.
Gp

Remarque :

1°) On montre facilenent que L(Gp, A) = o(B(G, A))

2°) Le fait que G soit NRH est décidable car cela signifie simplement que G> n'est

pas récursive 4 droite.

Les langages engendrés par les granmaires parenthésées au sens classique sont Tes représenta-

tions parenthétiques des bilangages engendrées par les bigrammatres réguliéres NRH et dont les

régles ayant I'axiome en premier membre sont de 1a forme X+axr avec acT ,



~4-

Démonstration :

Si G est une grammaire parenthésée au sens classique, alors pour chaque A de N ona
L(G, A) réduit 4 des mots d'une lettre dans la bigrammatre réguliére correspondante.

Réciproquement, soit G une bigrammaire réguli@re vérifiant les conditions du thécréme, on
peut remarquer que ta construction de la réduite de G ne change pas son caractére NRH. Done suppasonsG réduite (pour la suite de la démonstration i] suffit d'ailleurs d'aller jusqu'au 3iamé pas de la
réduction). Soit A+r une régle de G . Sait Tye Voosses TE les ramifications qui dérivént de r
en appliquant des réécritures uniquement sur 1a racine et tels que a(r;) é€T* ; l'hypothése
"G est NRH" est n&écessaire et suffisante pour que ces ramifications soient en nombre fini. On obtientalors une bigrammaire équivalente en remplacant chaque régle As Pr par Tes ra@gles
A+ rylroleedd r, + Rumérotons ces nouvelles raégles sauf celles de premier membre X et celles de
second membre . Sod . . i salyrlA t Aj - r,; Ja régle de numéro i avec hy taper t...t a," "ky + On introduit,

F 
r i ipour chaque i, k; nouveaux terminaux Ay... AL et on remplace G par la bigrammaire

i. i iG's ({x} u ‘ EAyseres A »7,%, X) telle que Xm rt me (ar}(X +r et rie h(r)})

Amar! ew rie aj x her})

oi fA est la foneti mw g iala est la fanction de NuT dans ({X} ug y fay... MK) UT) définie par

h(a} =a

A(x x rl +r") = si x€T alors xx h(r') + her")

sinon si x +a alors h(r"ju oy Al tat al + h(r")
i tel que ky
A =x

sinon u Ay Ficat Ke + h({r")

avec la convention U Al tit Al 2X
7 tel que
A, =X

On obtient alors une bigrammatre réguliére équivalente 4 G et qui correspond & une grammatre
parenthésée au sens classique.

Exemple : G = ({X, A, B} , fa, b, ch >%,X) avec

X wax (A+B) ibe BE ax X

A +axAtBla

BowcxAla

On a G& = ({X, A,B}, fa, b, ch, +, X) avec

X +alb Awa Bla Bo cla

Donc &, n'est pas récursive 4 droite et donc G est NRH.
On obtient une bigrammaire équivalente 4 G en remplagant les régles de G par

X wax (A+B)l bx BlaxX

A +axAt+coxAl Ll axA lata

Bo+cxA [3ha

Ja grammaire G' est alors

3 1Xoalae By lax (Ap + Rian (Abt abs ey ax ad 18x AS + BF Ibi bx By a xX

Apralax (A+ abi and

Roclex (Alt At cx a
2 1 1Apa alax (A+ Al axa

2Bectex (A+ Abi cx ad

<r
- 15 ~

En quelque sorte on peut dire que la généralisation que nous présentons ici des grammaires paren-

thésées et du méme type que celle qui fait passer de l'étude des langages finis & 1‘étude des langages

réguliers.

Mc Naughton [59] introduit la notion granmaire parenthésée inversible (backwards - deterministic

parenthesis grammar). Une grammaire parenthésée est dite inversible si deux raégles distinctes ont des

seconds membres distincts. Dans 1a théorie classique, on déduit de cette définition qu'une granmmaire in-

versible est non ambiglie, De plus, pour ce type de grammaire on peut commencer 1'analyse syntaxique

d'un mot par celle d'un facteur quelconque limité par deux parenthéses associées. Ces résultats ne se

généralisent pas immédjatement 4 la forme générale des grammaires parenthésées. En effet, la non-ambiguité

d'une grammaire inversible est due en particulier au fait qu'il est impossible, vu la forme particuliére

des régles dans la cas classique de reconstrutre un second membre de régle en utilisant d'autres régles.

Ce n'est pas le cas avec les définitions données ici et méme si on impose @ une grammaire parenthésée

générale de vérifier que des régles distinctes ant des seconds membres distincts, cette grammaire peut
étre ambigile. Pour obtenir des résultats comparables 4 ceux de Mc Naughton il est done nécessaire

d'imposer une forme particuliére au second membre des régles d'une grammaire parenthésée. Nous choisfrons

ici de prendre conme forme particuli@re aA@B ou » ; cette forme semble particultérement adaptée

vu Te théoréme §.3.1.. On peut alors définir dans ce cadre une nouvelle notion de grammaire parethésée

inversible et obtenir des résultats comparables & ceux de Mc Naughton [59] mais plus puissants et plus

généraux. Au paragraphe 5.7. on donne des définitions plus générales de la notion de grammaire inversible

qui recouvre le cas particulier traité par Mc Naughton et le cas traité ici.

Définition 5.5.2. :

Soit G= (N, T->, X) une bigrammaire réguliére, on dit que G est inversible si elle vérifie

les conditions suivantes :

i} l'axiome X n'apparait pas en partie droite des régles

ii) (WA EN)(VBEN)(va ENUT)(Awaet Bora + A=X ou B=X ou A=B)

iii} G est réduite au sens du théoréme 5.3.1.

Les conditions #) et ii) sont légérement différente de celles introduites par Mc Naughton [ 59 }

ceci est d@ au fait que pour cet auteur une grammaire peut avoir plusieurs axiomes.

Soit G= (N, T, >, X) une bigrammaire réguliére inversible alors G n'est pas ambigle

(c'est 4 dire que la grammaire parenthésée G' = (N, 1,7, >, X) n'est pas ambigie).

Gémonstration :

Soit P le langage de Dyck sur T et soit g: P+ G(N) défini par gla} = (A; A ste a}.
G!

Pour démontrer que G' est non ambiglie il suffit de montrer que

(IT) (va € P)(BA EN}(gla) = @ ou g(a} = {A} ou ga) = (A, X}) .
Oémontrons (1) par récurrence sur a .

Si a=a 3; g(a) = {A; AEN et Awa} . D'aprés 1a condition ii) de la définition 5.5.1.,

un seul non terminal différent de X et éventuellement X vérifient A+a_ . Donec (I) est vérifié

pour a= a . Supposons (I[} vérifié pour a' € P et a" €P et démontrons (I} pour a=aca'& a”

Si g(a} 4 , i] existe une dérivation de la forme A>—aBac >a 3 danc BE g{a') et

G &

C € g(a") . D'aprés ta condition i) ona BX et C#X , donc B et C sant déterminés de mani@re
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unique grace & l'hypothese de recurrence et donc A est égal A X ou A est déterminé de mani@re uniquepar a, et C, d'od le résultat pour a.

Remarque :

Soit a€P dela form a= a' a a"Fa" of a et F sont un couple de parenthése asso-ciée, si a est engendré par g* alors il existe certainement une régle de G de la forme
a 

*A +aBZC telleque @ Gro" + Be plus ona Be gla") . Ceci signifie que pour faire Iana-

lyse de a on peut conmercer par celle de a” qui nous donnera un non terminal B#X et faire en-suite I'analyse de + Dans Te cadre des definitions de Mc Naughton [4] , on peut aller
tel que B'saBT

ta suite du paragraphe va étre consacrée & 1a construction de gramaires inversibles &quivalentes2 une granmaire donnée, les gramaires obtenues étant de plus en plus Structurées jusqu'a obtenir unegrammaire canoniquement associée au langage parenthésé con:

a'aBa a"

un cran plus haut en trouvant B!

sidéré. Av passage nous démontrerons desrésultats sur T'equivalence des bigrammaires réguliéres et sur Je Probleme de I'ambiguité des bigranmatresréguliares,

inition §.9.3

On appelle T-algébre diadique un couple (E, (faa e 7) forme d'un ensemble & et de card(T)
opérations binaires sur £ en bijection avec T .

Exemple

le T-binotde universe! 7 peut etre muni d'une structure de T-algébre diadique en posantflrs") = axrert

quand on partera de la T-algébre diadique f c'est a cette structure que 1'on fera référence.

finition §.5.4

Si E et E

cation

Sont deux T-algébre diadiques , un homomorphisme de £ dans €*
hr E—+E telle que

h(Fa(x y)) = f,(h(x), W(y)) pour tout a de T et tout x et y de €

est une appli-

La T-algebre diadique 7 est libre de base
diadique et si

h de F dans

{a} crest a dire que si E est une T-algdbre
& est un élément quetconque de E alors i1 existe un et un seul honomorphi sme
E tel que hla) se

tration :

Cela est une trivialita en effet h doit verifier

Ma) se et haar tr’) = F¢h(rp, h(rt))

et iT extste une et une seule application de T dans € vérifiant ces conditions.

beri

Soft G= (NU{X}, T, ©, x) une bigrammaire, on dit que G est associée & une T-algabrediadique si et seulement si c'est une bigramaire réguligre varifiant Ves condittons suivantes :- XEN

~ X' n'intervient pas en partie droite d'une régle

-G est rédvite

~ Na une structure de T-algébre diadique pour une famille de of (Ouey

~ (WA EN)(Va €T)(VB EE N)(VC EN)(A> a2 B40 me Ae f,(B, C))
~(BIAEN (+A)

ale

On peut remarquer qu'une telle bigrammaire est en particulier inversible.

Pour toute bigramaire G = (N', T, ©, X') il existe une bigramaire G' = (NU {X}, T-o, X)

équivalente & G et associée a une T-algdbre diadique.

On peut supposer G réduite, prenons alors N= S(N') et posons

fa(Ey E') = (AG AEN et (ABE E(aCE E') (Amo ax Bec} .

On munit ainsi N d'une structure de T-algdbre diadique.

Soit E,={A; AEN et Awad

B={E; EEN et X'e€£}

Prenons pour G' a granmaire définie pour

XK saxEt ioe FE EEE

E tard + eto f(er,

E +a oe B= Ey

De fagon évidente G' est associée a une Tealgébre diadique et i] faut montrer maintenant. que G’

est équivalente 4 G . Pour cela il suffit de remarquer que .

(reef) (Eat or me EZCASAEN et Actor) J
q

équivalente qui se démontre trivialement par récurrence sur r

Cette démonstration est trés proche de celle donnée par Mc Naughton [59] de l'existence d'une

grammaire parenthésée inversible équivalente & une grammaire parenthésée donnée, 1'idée nouvelle et

d'introduire la notion de structure algébrique qui va nous conduire 4 des recherches de structure

algébrique minimale. On trouve dans [63 ] une démonstration tout a fait similaire mais avec des défini-
tions légérement différentes. Cette notion de T-algabre diadique n'est pas trés loin non plus de ta

notions d'automate d'arbre travaillant des feuilles vers la racine étudiée par Thatcher [80].

Corollsire 5.5:8. :

Un bilangage L sur T est engendré par une bigrammaire réguli@re si et seulenent s'41 existe

une T-algébre diadique finie N , une partie Hl, de N et un honomorphisme de T-algebre

diadique hf +N tet que n(n) = L

Demonstration :

Si L= AN) alors Lest engendré par 1a Digramaire régul igre

Gi = (NU{X} , 1, +, X) définie pour

X paxh+B oo f(A, 8) € My

A waxBee + f,(B, C) =A

A on hla) = A

Tl est en effet facile de démontrer par récurrence que

(vr € 1), (A*or) = (h(r} = A)

Réciproquement si L est engendré par une bigranmafre réguliére alors {1 existe une bigrammaire

réguligre G' = (NU (X}, T, +, X) engendrant L et associé & une T-algébre diadique. Soit

h To N I 'homomorphisme de T-algébre diadique tel que h(a) ‘e A od A est l'unique élément de N
tel que A-o A . I] est alors facile de montrer que b= hi(N)) od Ny = (A 5 (3a, B, C)(K + anBec)

et A= £,(8, ¢) }.
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- + [ 63)

La classe des bilanges engendrées par les bigrammaires réguligres est stable par les opérationsbooléennes et les homomorphismes inverses. Diautre part si L et L‘ sont des bilangageséngendrés par des bigrammaires réguligres, axl et Ly L' le sont aussi.

Il suffit pour la premfére partie de calquer ta démonstration faite pour les langages réguliersconsidérés comme image inverse de Parties de monoTdes finis. Pour la deuxiame affirmation i] esttrivial de xonstruire des bigrammaires réguliéres engendrant axk et L+L' a partir de celles engen-drant Lo et 4! . Remarquons que ces constructions sont effectives,

Corollaire 6.5.10 : [ 63]

Liégalité , l*faclusion sont des problémes décidables pour Jes bilangages engendrés par lesbigrammaires réguliéres.

Si L et L' sont des bilangages engendrés Par des bigrammaires réguliéres, on sait construirede maniére effective une bigrammaire engendrant 1a différence symétrique LAL" et une autre engendrantUinta.

or L=L' mm Lalteg

ict m Lin § hag

Done ces deux problémes sont décidables,

Ce corollaire a été démontré dans un cas particulier par Mc Naughton [ 59 ] et dans un cas plusgénéral par Paull et Unger [ 67 J, ce problame a ét® repris dans toute sa généralité et en terme debilangage par Pair [64][65 ] . Dans (65Jon trouve une autre application astucieuse des bilangages auxmorphismes de grammaire. Remarquons que cette fagon d'aborder le problame de T'égalité de deux bilangagesde ce type est beaucoup plus efficace que celle rencontrée dans la Tittérature. En effet, en généralon traite ce probléme en construisant une grammaire canonique associée a un langage parenthésé donnéqui n'est pas nécessaire pour ce probléme. Par exemple, pour comparer deux Tangages régdliers #1 n'estpas nécessaire de calculer les automates mintmaux de ces deux Tangages.

Les réductions conduisant 4 1a forme réduite énoncée au théoréme 3.1.1. ne changent pas teCaractére amgigil ou non d'une bigrammaire sauf peut @tre la toute premi@re réduction qui consiste 4Supprimer les régies de ta formé A >—B et qui peut supprimer l'ambiguité d'une grammaire, MaisSi l'ambiguité provient de cette réduction elle est facile 4 tester directement. Done on peut secontenter de traiter le cas cd G = (N, T, >> X} est s0us forme réduite. Pour chaque AENnotons B(A) = {rsa ror et req} . Pour que & soit ambigle 1 faut et i? suffitque G vérifie » E

(3a € T)(9A) (3B) (3B")(3C)(aC')(A wa. B40 eb Aaa x B+ Co et ax B+Cf#axBiect

et (a x B(B) + BlC)) on (a x Beery + Bic) # HY
Or la vérification de cette condition peut se fatre de maniére effective car elle revient &tester si des bilangages réguliers sont vides ou non, et d'aprés le corollaire 5.5.9. la constructionde ces bilangages est effective,

Ce corollaire a été énoncé et démontré dans [67 ] 4 propos des grammaires parenthésées clas-siques 4 un seul type de parenthése. La technique de démonstration proposée dans (67 ] est beaucoup pluslourde que celle mise en évidence ici.

Seay EP EST PEE pet
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Nous allons voir maintenant que T'on peut enrichir la structure algébrique associée 4 une bigramnaire

régul{ére en montrant que ca qui a été fait plus haut en utilisant des T-algébres diadiques peut étre

recommencer en utilisant des structures de T-binoTdes (§ 0.4).

- Soit G= {NU{X}, T, +> X) une bigrammatre réguliére, on dit que G est associée 4 un T-binotde
si et seulement si G vérifie les conditions suivantes :

~X€N et X n'intervient pas en partie droite d'une ragle

- G est raduite

~N a une structure de T-binoTde, 1'élément neutre de + étant £

~ (WA E N)(Va € T)(¥B EN) (WOE N}(Asrax Bt Cee A=axBic)

-h+A om AGE

Un bilangage L sur T est engendré par une bigranmaire réguliare si et seulement sii a

un T-binoide fini B et une partie B' de 8 telle que pour 1‘homomorphisme prt

on ait

b= yer)

Demonstration :

Si L= ol) » on peut définir sur B une structure de T-algébre diadique en posant
FAC, b’}=axb+b' .Soit h: T > B I'homamorphisme de T-alg&bre diadique défini par

h(a) =e (e est 1'élément neutre de B pour +) , alors il est facile de montrer par récurrence

que h=y . Donec

L= hl)

Réciproquement, si L est engendré par une bigrammaire réguliére tenes le corollaine Sacral,

il existe un T-algébre diadique B,h:T +B et B'cB tel que L=h “(B') . Soit

B= Be Tensemble des applications de 8 dans B , soit e = h{a) , on définit dans By, la
structure de T-binoTde suivante

F+G=FoG (composition des applications}

(a x F}(b) = f,(F(e), b)

11 existe alors un unique homomorphisme de T-binolde yp: is 8, . Montrons que y{r)(e) = h(r)

en faisant une récurrence sur r

vla}(e) = e@ = h(a}

yla x rt r')(e) = (ax ylr) + y(r')}(e) = (a x g(r) 0 or’ }(e)

= (ax o(r)}(h(r')) = fa(vlr}le), a(r'))

=f, (h(r), h(r’)) = h(a x rt r')
; VesSoit By) = {F, Fle) €B'} , on obtient alors L= ¥ (83)

Cette proposition peut aussi s'énoncer : "Un langage est régulier si et seulement s'il peut étre

engendré par une bigrammaire réguliére” et donc Ia termindlogie est cohérente comme i? I'avatt été

anrencé au paragraphe 5.1.

Corollaire 5.5.14 :

Pour toute bigrammaire G = (N, T, “> , X) i] existe une bigrammaire G(N U(X}, T, +> , X)

équivatente 4 &' et associée 4 un T-binoide.
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Soit L Te bitangage engendré par 6. Soit B un T binotde te? que L =Bo cB et wif 48

avec

o1B') avec» alors Lest engendré par 1a digramaire G= (BU {x}, T, >, X)

Ks axststme see et step et axs+s'egt
Stans! 

+ ste SEB et stew et greg et axstestasSA > Sse=1'6lément neutre de B pour +

5.6.~ Ci
big

Nous allons wontrer que parmi les bigramaires inversibles associées 4 une T-algébre diadique
(respectivenent 8 un T-binotde) et engendrant un bilangage régulier donné, 11 en existe une canoniquenent
associée & ce bilangage réguiier et associée 4 une Tralgtore diadique (respectivement a un T-binoTde). ces
constructions sont des généralisations de la construction de Mautomate minimum de reconnaissance d'un
langage et de la construction du mnotde syntaxique d'un Tangage. D'aileurs ces constructions sontCffectuées en utilisant te méne type d*idées que dans

res_inversibles minimal

Tangages. Cependant tes définitions que nous allons donner vont paraitre,pas tres naturelles 5 d'ailleurs, dans un travail précédent (57 1, Vautewtence d'un tel objet, était passé 4 cote de sa

Pour certaines d'entre elles,

ry bien que présentant I'exis-
Gefinition dans le cas des T-algebres diadiques. onretrouve 1a nme impression dans les divers articles od sont présenté des résGomme on te verra au chapitre suivant,

sénéral et celles qui vont suivre dans te présent paragraphe ne seront plus ald'autres .

Commengons par examiner le cas des T-algebres diadiques.

Soit 1 un objet qui n‘apparatt
dans le suite . On pose

fa =(rgre Fy et lr) e THO, a3) et (va € Tia € Flr) Ma € T#(41, 0}))

Pas sauf mention du contraire dans aucun des vocabulaires manipulés

Fey munt des lois fal) S) = ax rts est une T-algdbre libre de base {a, 1}
Demonstration :

Tl faut d6j8 démontrer que les lois définies sur TO} sont interes ce qui se fait sansdifficutte. Ensuite si £ est une T-algabre diadique quelconque et si ey et ey sont deux élémentsistincts ou confondus de € i? faut montrer qu'il existe un unique homomorphisme h: 7 (1) 4 €fel que h(a) =e) et (1) =e. LA encore 1s verification est presque innédiate.

position §.6.3

Soit_h:F + un hononorphisne et soit re Fey, on peut associer & + une applicationTh + E +E en utilisant te procédé suivant : soit e € £ » Soit hy T'unique homomorphismede 11} dans E tel que h(a) = hla) et BM) =e, on pose alors mle) = heir)

On utilisera souvent dans 1a suite le cas particulier od h est soit l'identite de fT soitVinjection canonique de dans f() , pans Ces deux cas on notera F l'application associée ar obtenue,
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Soit h: P+ et k: E+E deux hononorphismes et soit re T{1} alors ryopok = kory

Demnstration :

: * it donc de comparer les deuxOna ry an(k(e)) = (Koh), cgy(r) et korple) = ko(hg)(r) . TT suftit done de comp
homomorphismes (Kch),(q) et ko(h,) sur Ta base (a, 1} ce qui est imédiat.

Soit L un bitangage, on appelle contexte a droite pour L 1 'application :

oF 4 Gf) cerinte par

O(s)= (rsrefar et FHspeL}

t " de T-algébre diadique de
Liensenble 3, = {O(s) $s € T) peut étre muni d'une structure de T-algel q

Gt ®D, soit un hommorphisme surjectif.

La surjectivité de 0, est evidente par définition. Pour démontrer le reste de la proposition, iT
suffit de dénontre que . , ; vee
(1) (WE THvry sy ry she T)(OL(r) = Or) et O(s) = Dis") = Olax rts) = O(ax rn 4st)

r I tats
Une fois (I) démontré, i1 suffira de poser f,(0,(r), 0j(s)) = O(a xr +s) pour réaliser les résultats

de 12 proposition 5.6. ++ Demontrons (1). On suppose donc que Dy(r) = O(r*) et O(s}=O(s') ,

on obtient alors la suite d'équivalence suivante :

tsleetaxreshel a taxdts)(r) el atlax L#s)€D(r) =
TED (ax rt sles a )

Uaxlespe O(rjeaxr+s)elortaxr+ ne D(s)

Ua xr +1) €O (sje an rss) eleted(anr' +s!) coro

r > i i-dessus et
Considérons le triplet (, a1) avec Det i définis comme ci-de

* 

mlsPi=( Os) sseF et Led (si , alors L= oP })

Demonstration :

On obtient immédiatement _

se oa; > (5) EDL me LEO (s) ow Us)elLers eb

i i rst (hy ££") est
le triplet (0), D,,®/) jouit de ta propriété universelte suivante : s )

Tealgttres diadiques 7 et &ceux T

Xi E+ Dy tet que

4 tif oh entrvn triplet formé d'un homanorghiene

et si b= AYE") alors 11 extste un unique homomorphisne
i) B= Xoh

WH) Di = xe!)
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Pour démontrer i) il suffit de montrer que
(vs, s' € Fy (n(s) = h{s') = Dj (s) = O(s'))

On posera alors x(h(s))} = Ds).

Supposons que n(s) = h(s') . On obtient alors la suite d' équivalence suivantered om FF, ome PY 7 i Ss

LOS) o> Fs) EL me h(F{s)) € £* oelQMME 5.6.4 ry(Ms)) € E' oe ne chist) © EF 18 sere 2 semen et SE eneo> h(F(s')) € Et mR s') OL me reg (s')La démonstration de ii) est évidente. :

Un bilangage L ast régulier si et seulement si Da, est un ensemble finiD'autre part 
i i

Part, si Lest un bilangage régulier, en suivant la méme démarche que pour la démonstration
U corollaire 5.5.8 et er utilisant le héoréme 5.6. » ON obtient une bigrammaire réguliére associ ala

d 
Te t & 

i g g s0ciéeL

Ss bigrammaires réguliéres associées 3 des T-

Passons maintenant au cas de 

binotd if
vont étre tout a fait Similaires ainsi que Tes résultats obtenus 

eS

Soit Lun bilangage sur T. 0 

ii

M appelle contexte pour Ly application Go: Tt» 9 (tty)definie par G(s)= (rare fi) at Fs) € 1}

u' : Bus (Gli é

ensemble 6, {C(s) 3s} peut @tre muni d'une structur:
Soit T'homomorphisme de T dans % LL + De plus ona Let (G1) avec Bi (Ctr) s De Gry).

Pour la premiére Partie de la démonstration, il suffit de montrer quei) Ci (r) = f(r’) et G(s) = Gis!) = Cr +s) C (r' + 5°)
ti) C (s) =) (s') C {ax s)= C (ax s')

Wontrons i) te Girt s) ee Hras) el oe (IF S)(m eb mF1esye cirates) e gir) om Er ts) ek ae tr’ + 1) € & fs) "
em t(r' + le C(s') oe te C(r' +s'y

Méwe type de démonstration pour fi}.

la deuxiéme partie est triviale,
On obtient alors Tanalogue du théoréme 5.6.8 dans Te cas de T-binofde

triplet formé d'un homomorphisme surjectif entre les deux T-binoTdes 7 et 8 etsi L= hee)
alors i] existe un unique homomorphisme x: B— a tel que

i) C= yor

ii) aay = x({B')

La démonstration est la mame mutatis mutandis que celle du théoréme 5.6.8.

Coroliaire 5.6.13 :

Un bilangage L est régulier si et seulement si e est fini.

On peut dans ce cas aussi expliciter une bigrammaire réguliére canoniquement associée au bilangage

régulier -L en posant

Définition 5.6.14 :

Si L est régulier, e, est le T-binoTde minimal associé 4 L ; de plus ta grammai re

G= (6, U (XI, 7, >, X)

avec

X + axC#l ow axC+rltre e:

Cw ax Cit Co mm ax Ch +e" =C

Caa we Cz © (a)

est appelée grammaire minimale de L associé 4 un T-binotde,

11 se pose Te probléme de savoir si la construction de ces objets minimaux est effective a partir
de 1a donnée d'un bilangage régulier L par une bigrammaire réguliére quelconque. C'est effectivement le
cas, Nous ferns la démonstration uniquement pour la structure de T-binotde 4 titre d'exemple, en effet au

chapitre suivant nous montrerons que ce type de Probléme est toujours d&cidabte.

Saf

Le T-binoTde minimal associé 4 L peut atre construit de maniare effective A partir d'une bigrammaire

réguljére engendrant L .

Démanstration :

Tout au long des démonstartions les constructions ont été faites de maniére effective sauf la construc-

tion de e. « Donc a partir d'une bigrammaire réguliére engendrant L , il est possible de construire de

maniére effective un T-binoTde B et une partie 8' de B tel que L = neat) avec h: TB

Commencons par construire n(t) . Or n(f) est le sous~ensemble de B farmé des éléments que T'on peut
obtenir 4 partir de e en appliquant la loi externe.

Posons

B, = fe}

Bel = (ax 8, + B,) u B.

On obtient immédiatement wht) zon A
ned

Mats comme B est fini, on a, pour te premier nm, tel que BF BL 41 h{T} = By
a ° °

On ne change rien au probléme en Supposant que B est égal a a, et que B' est égal a Bia 8,
0 °



C'est & dire que l'on est ramené au cas of fh
relation d'équivalence

b~ bi os x(b) = x(b*)
ob xy: Bo a est T'homomorphisme tel que

au binoide minimal de L . On obtient

b~ b! we (ar € T)(as € Ty(h(r) = b et
a 4

= (3r € T)(3s € T)(h(r) = b et

b

b

om (3r € Fas € fyner) et
= (3r € T)(as € T)(A(r) et

Or si on appelle t, Vapplication de 8 dan:

(ve € Fy(vt € FLUNy(h(E(r)) = t (nl

On en déduit donc que b~b' oe (vie t

24 -

est surjectif. 11 faut maintenant construire dans B ta

yYOps Cc + L'ensemble quotient B/~ est alors isomorphe

h(s) = 6’ et xoh(r) = yoh(s))
h(s} = b' et C(r) = my (s))

n(s) = bi et (vt € Plin)(Fir) € Lee f(s) € L))
hs) = b' et (ve € Tt1])(n(t(r) € Bi esh(8(s)) € B'})
$ B associée ay Polynome t ona

r)))

(21) (ty(b) € B! oe th(b') € BY)
Notons L, le bilangage sur Tu {1} défini par

Lys tts te fey et tid) e843
On a done bw bi owl =b,

toa liasd'ou Ly = Ny (B'} et donc Ly est un bilangage régulier

- Pour montrer que cette relation d'équivalence peut sé calculer de maniéreeffective, il suffit done maintenant de montrer que L

>

b St un bilangage régulier. Or t)(b) = h(t)

Dans ce paragraphe on pose quelques défini
inversibles plus générales que celles étudiées
inversibles sont non=ambi giles.

Solt r une ramification de T[N) . soit
On numérote entre let n ces occurrences

frrys Vossees rt est la ramification de

d'un élément de N par ry + On dit que

x" ost une fonction injective.

Exemple :

tions qui permettent de défintr des grammatres Parenthésées
au paragraphe 4. On montre en particulier que ces granmaires

A le nombre d'occurrences d'éléments de N dans r
- On note f, la fonction de (TyH" 5 Ff tette que

T obtenu en remplagant pour chaque i la iéme eecurrence

rest injectif sur X si a restriction de f, sur

“Si rzaxA+B8 ir est injectif sur 7
- Si reas (Ay tay t.+A) yr

Une condition nécessaire et suffisante pour
au plus un Slément de N et que deux éléments d
on obtient :

r injectif e» (va € T) (va € Fr) a

et ofr} € T* (NU {al} Te

est injectif sur X= (r; jo(r}l= 1}

que r soit injectif sur 7 est que p(r) contienne
le N n‘ait pas le méme Prédecesseur. Formellement

€ T* (Nu {a} )T#)
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Supposons que r ne vérifie pas cette condition. Soit i et § Je numéro de deux occurrences d'élé-
ment de N dans r apparaissant toutes les deux dans la racine ou toutes jes deux dans une mame familie
de prédécesseur a. Soit r' ta ramification qui est entre ces deux occurrences dans r et r" la rami-
fication obtenue en remplacant dans r’ tout élément de No par a

Sir" est non vide on obtient :

TAS As ces My Ageeeg Ageee A ) = Asc Ag Apeees Praees aj

iéme place jiame place iéme jiéme
Place Place

donc r est non injectif.

Sir“ est vide alars on obtiendra le méme résultat que ci-dessus mais en utilisant une ramification
s quelconque 4 la place de ry’

Réctproquement si la condition est vérifiée par r on montre que r est injectif en raisonnant par
récurrence sur r

Soit 3% un ensemble de ramifications de TIN] » on dit que Best ind&composable sur X si et seu-
lement si

(wr € Be }(vr! € RA A Am Wes ye Weta MDE MR reee ty) # fei(riseees hy)
(n et p sont respectivement le nombre d'occurrence d'élément de N dans r et r'! s cf déftnition 5.7.1.)

-Si reQe ren ou r=axA+B , alors S est indécomposable sur T .
-Si reGw r=ax (Ay + Ay +...4A,) alors S est indécomposable sur X = (r; lo(r}i= 1}

= (N, T, >, X) une bigrammaire réguliére (ou une C,-bigrammaire} posons

Xe ze U {r3A str et ré€T}.G est dite inversible si et seulement siEN

i} X% n‘apparatt pas en partie droite des régles

Vi}A+r et Boar = A=X ou B= ¥ ou Az B

iii) Pour chaque A de N l'ensemble By ={r;A-4r} est indécomposable sur XG et chaque

second membre de régle est injectif sur Xg

iv) I] existe au plus un non terminal different de X dont dérive a.

Une bigrammatre inversible est nan ambigile.

Soit_ g: T+ (Nj) defini par

g(r) = (A; Aw =r et reth.
Montrons que

(wr € F)(A € A) (g(r) & TA, x3)
Pour cela faisons une récurrence sur Je nombre de point n{r} de or . St alr). 0 alors rea

et I'hypothése (iy) donne le résultat. Supposons (I) démontrer pour n(r) < k et supposons que n(r) =k.
Soit AE g(r) . Ona A> <s>%Pr

Done r= Fo(rys Voseses Ty) et comme Bop est indécomposable et f, injectif fos Tye Torre My

Sont déterminés de mani&re unique donc en appliquant T'hypothése de récurrence 4 Tyo Poseees FE et en

utilisant i'hypothése i). On abtient que s ast déterminé de maniére unique et donc grace i) et ii} on
en déduit (1) pour r
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Pour démontrer que G est non ambigle, i] suffit de montrer que :
a

A> —r et ref sais airys es VA +s et fe(rpaees ty) =r)

Cela se fait aisément par récurrence sur la Jongueur de la dérivation en employant le méme type de raisonne-

ment que pour démontrer (1).

Les grammaires inversibles de Mc Naughton [59] et celles définies au paragraphe 5.5 sont des cas

particutiers de Ja définition 5.7.4..

angage.

Rappelons la définition déja donnée au paragraphe 5.2 des C,-bigrammaires .

Définition 6.1. :

On appelle Cy-bigrammai re une bigrammaire G = (N, T, ~>, X) telle que

i} XEN

ii)usrveueN et ve TIN}

Un bilangage = L est un Cy-bilangage si et seulement si L peut étre engendré par une

Cy bigrammaire

Ces bigranmaires on @té introduites dans { 54] et y sont longuement étudiées. Rappelons simplement quel-

Ques propriétés immédiates de ces bigrammaires et des bilangages associés.

Soit G=(N, T, >, X) un Cy-bigrammaire, il existe une Cy~bigrammaire g!

équivalente 4 & dont les régles sont de la forme

Ae> B+C ou A +ax8 (A,B, CEN et a€T)}

Si L est un Cyrbilangage ators

i) e(L) = Co(r)s rel} est un langage algébrique quelconque

ii) (lL) = Cy(r) s r€L} est un langage algébrique quelconque

iiijeh(L) = oy ch(r) est un langage régulier quelconque
re

En particulier la classe des Cy bilangages contient strictement celle des bilangages réguliers sur tout

vocabulaire a au moins deux lettres.

Les Cy-bigrammaires correspondent exactement aux "Balanced Grammars" introduites par Knuth [ 41] .
Dans cet article Knuth se pose le probléme de savoir si un langage engendré par une "balanced grammar"

ast un langage parenthésé (au sens classique) ou non. On démontre effectivement que ce probléme est décidable.

On peut se poser 1a méme question a propos des Cy bigrammaires et des bilangages réguliers mais 1a le résultat

obtenu est différent. En effet :

Le probléme de savoir si une C,-bigrammaire engendre ou non un bilangage régulier est indécidable.

Démonstration :

Le probléme contient en effet le probléme de savoir si une grammaire algébrique engendre ou non un

langage régulier et ce probléme est connu comme ind&cidable. Comme nous 1'avons déja dit la généralisation

qui consiste 4 passer des grammaires parenthésées aux bigrammaires réguliéres est du méme type que celle qui

permet de passer des langages finis aux langages réguliers. Chaque médailie@ a son revers !
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Le but de ce chapitre était de généraliser dans le cas des bilangages réguliers les théories connues

pour les langages réguiiers. On obtient des résultats comparables en plus forts que ceux de Mac Naugthon.
De plus, tes théories obtenues ont des retombées en théorie des langages classiques comme va le prouver

je chapitre 2. Enfin les résultats de ce chapitre fournissent des exemples aux théories développées aux

chapitres 3 et 4.
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CHAPITRE It

QUELQUES APPLICATIONS DIVERSES DES RESULTATS PRECEDENTS.

tion _aux_réduites1.- Application aux rédultes _d e (31) :

Nous allons appliquer le théorame 5.3.1. de réduction des bigrammaires réguliéres pour donner une
nouvelle démonstration simple d'un résultat connu sur les réduites de Greibach.

On démontre que toute grammaire algébrique est équivalente 4 une granmaire G=(N,T,4 , xX) 0

les régles sont de la forme A +a ala avec a€T et o€ Nt, Cette forme réduite est appelée réduite
de Greibach. I] est bien connu que l'on peut améliorer cette réduite en ‘imposant en plus que A+ aa lal = 2
On va donner une démonstration utilisant le théaréme §.3.1 du passage de la forme générale 4 1a forme améliorée.
des réduites de Greibach.

Soit G=(N, T, +, X) une grammaire sous forme réduite de Greibach. Associons 4 G 1a grammaire
parenthésée G’ = (N, T, T,++, X) avec —+ defini par

Awvaatew A+ag

Awa am Aan.

T] est évident que L(G) = h(L(G')) avec h: (TuT}#>T* défini par h(a) =a et h(a)=a .
D'aprés le théoréme 5.3.1, G' est équivalente a une grammatre G" = (N', T, T, a», X) dont les régles
sont de la forme Ax+aBGC1| A onen déduit donc que ((G) = h(L(G")} est engendré par la grammaire

6M = (N', T, es, X} of gv est defini par

Aiw4+aBC wm Anmabac

A won mam Ame

Dio 1'existence de la réduite de Greibach améliorée.

11 est bien connu que le probleme général de T'équivalence de deux grammaires algébriques est indécidable.
En revanche on sait que T'équivalence structuvale des granmaires algébriques est décidable([67], [64) et
corollaire 5.5.10). 0n connait d'autre part des classes de grammaires algébriques pour lesquelles te prob?éme
de 1'équivalence est décidable, par exemple pour la classe des grammaires simples déterministes [15 ]. Le
but de ce paragraphe est de donner des moyens algurithmiques pour tester dans des cas particuliers T'équiva~

lence de deux grammaires algébriques, Ces outils permettent de résoudre ce probléme quand Tes deux grammaires
ne sont pas trés éloignées de 1‘équivalence structurale.

Le principe commun des méthodes exposées ci-dessous est le suivant :

tant donné une grammaire algébrique G = (N, T, +, X) on lui associe de maniare algorithmique une bigrammaire
réguli@re 71(G) de facon que

t{6)~ r(G') = GG!

(le signe ~ entre deux granmaires ou bigrammaires signifie que ces deux granmaires ou bigrammaires engendrent.
Je méme langage ou bilangage).

On écrira alors G~G' [tr]

lére méthode : (équivatence structurale).
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Définition 2.1. :

Soit G=(N, T, >, X) une grammaire algébrique Tet ruc(® est par définition la bigrammaire réguliéne

telle que Tstrucl@ = (N, TU{#} , 95, X) avec

A + AAD _” AL wm Asp Hx (Ay + Ay +... AY

De fagon évidente Tet ruct&) engendre le bilangage régulier formé de l'ensemble des structures de G

c'est 4 dire l'ensemble de tous les arbres syntaxiques de G od toutes les &tiquettes non terminales
ont été confondues en une seule notée #.

I] est inmédiat que Tstruc(®) ~ Tetruck® } = GG

En effet on a L(G} = (BUT. rye (G)) = LF (tot rucl@)) (définition 2.3.4) .

On retrouve la décidabilité du problame de T'équivalence structurale déja étudié dans [67], [64]

(équivalence structurale)

Soit G=(N, T, +, X) une grammaire algébrique mise sous forme réduite de Greibach, TStruc’ 4

est par définition la bigrammaire réguliare telle que Tetruc( 4) = (N,T, >, X) avec

A +a AyAg. + Ay oe A a> a x (Ay + Agt..-4Ay)

A +A om A DA

(Cette transformation nous a déja servi au paragraphe 1 en terme de grammaire parenthésée).

On obtient alors facilement la Proposition ;

Ona L(G) = (Bir, 6) od hs fo 4T* est céfini par

h(a} = aet h(a e r 4s) = a h(r) h(s) . En particulier Ttruc(® v Ttrucl®) =» G~ 6

En fait cette deuxiame méthode n'amé}iare pas la premiére, en effet i] est facile de démontrer que
pour deux grammaires réduités saus forme de Greibach on a

\ , '

Gre ib" (tc Tw G~G Strucstruc }

Soit G=(N, 7, +, %) une grammaire algébrique mise sous forme réduite de Greibach, + G) estof
par définition la bigrammatre réguliére telle que 7,(G) = (N, T, +>, X) 9 avec

A +a Alay. Ay oe A> a x (Ay + Agta tA) + AL

A +A =m Aaa

Avec cette définition on démontre trivialement que

L(G) = h{B(t,(G}} avec h défini comme en 2.3. En particuTier (6) ~ 7,(@') =» G~G

Théoréme 2.6. :

Si G et G' sont deux granmaires algébriques sous forme réduite de Greibach alors

G~G@ [ Teruel ~ G~G [ t,]

La réciproque est fausse.

Ce théoréme signifie donc que 1'équivalence modulo T,) est meilleure que 7'équivalence structurale.

LES OE ETT tpt ome eee
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Démonstration :

Soit G=(N, T, +, X) une grammaire algébrique réduite sous forme de Greibach.

Considérons I'application k : TIN] » TIN} défini par

k(A) =A

xETUN,aE€T, r,s, s' € TIN} =o k(rtx) = k(r)ex et k(rta (+x «5')} = k(r}eax k(s)+k(x xs")
Remarquons que k(rtaxs) = k(r) + k(axs)

et que plus généralement k(r+s) = k(r) + k{s}

Soit hr, et ry deux ramifications de TIN] telles que ry = k(ry) > SOit d'autre part Awa

une régle de G qui donne la ragle A Oy (respectivement A Hoy } dans Tstruc(®) = Gy

(respectivement dans t4(6) = G }. Appliquons ces deux régles A — a et Aa G2 respectivement dans

ny et ro et ceci 4 la mame place. (Cette locution "a la méme Place" signifie qu'avant d'appliquer k 4

ry pour obtenir T) s On a marqué une occurrence de A dans ry» puisque T'on a effectué la transformation

k et que c'est sur l'occurrence de A marquée dans ry que T'cn a appliqué la régle A — Bs }. On obtient

ainsi deux ramifications nm et "% et on va montrer que r = kK(r}) - Clest A dire que le diagranme suivant

est conmmutatif

rE st

{|
rs eo %

Remarquans déja que k(aq) = Go dlaprés les définitions de Gy = Tt ruc(S et G, = T,)(8)

D'autre part soit a un élément quelconque de T , appliquons toujours & la mame place la réqle fa>— a5

dans k(axry) , on obtient une ramification rp. Démontrons par récurrence sur ry que

ry = k(ry) et k{ax nm) = "5 (1)

Q°) rpzas roerhe rhea et ry = a= k(a x a)1 2 1 2 2

(2°) rpertex

ler cas : x #A ou ce n'est pas cette occurrence de A qui est sélectionnée

On a rye roexn, k(axr}) = k(ax (r' + x})

saxk(r') +x

k(axry) = k(ax (r+ x)) = axk{(r) +x

On obtient alors le résultat en appliquant I'hypothase de récurrence

aor

2éme cas : x= A et c'est cette occurrence de A qui est sélectionnée.

Ona rert Os nD *r+ay et en tenant compte de k(ay) =O

an en déduit k(r}) = % . Diautre part a x ry Fax (r+A) ,

donc k(ax (rtA)) = axk(r) +A, d'od

rp = axk(r) + ay = k(ax (r + a)) > k(axry)

(3°) rp srtb (s+xxs')=r+bxer' dans ce cas ry = k(r) + bxk(s) + k(xxs') = k(r) + k(be t’)

Commencons par comparer kK(axri) et "

k(axry) = klax (r+ bxr'}) = axk(r) + k(bxr'}



En appliquant I'hypothése de récurrence soit @ r soit a
sélectionnée, on en déduit que k(ax ry) = Yr

Pour comparer ry et kr)

T'hypothése de récurrence soitd r,soita s , soit a s'

De cette longue récurrence 5

B(Tg(G}) = k(B(ré,.(6)))
D'od Te premier résultat du théoréme.

La réciproque est évidemment

dont toutes les raégles sont de la forme A ->ax (B+ C) +0 ob A wa
4 une bigrammaire réguliere 6°

(Théoréme 5.3.1).

Si on considére les deux gramnai res

dans &) A+ a BCD mAs a

A +a we A a> A

et dans G&A > aB'C’ om Ae a

Ara mA DA

On a &videmment t)(6]) = G et T,(G}) = G' et donc G,~Gi(t,)

Sont pas équivalentes structurel lement en effet,

ceux de &) sont ternaires.

Quand les méthodes précédentes ont échoué pour montrer 1/6
essayer des variantes de la m&thace

Pour les deux transformations

ces transformations alors il existe

On peut alors remplacer la régle A

re FIND et ofr) © T#(N U CA}

L(G) = h¢

trouver deux bigrammaires &)

hautement combinatoire et risque d'étre inapplicable dans 1a
peut étre intéressant sur le plan théorique et {1 n'est pas 7
arrive 4 des résultats comparables a

dont toutes les régles sont de la forme Al‘ + axB' + Cc’

Ttruc et Ty ssi A a> r est une régle de la bigrammaire obtenue par

B{G')) . En procédant de cette facon sur deux grammaires algébriques

et & &guivalentes alors
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r’ suivant la place de l'occurrence de A

» Suivant la place de l'occurrence de A sélectionnée, on applique

et on traite directement ie cas x = a.

CQFD
on déduit immédiatement que

fausse , en effet, considérons une bigrammaire réguliéra 6 = (N, Ts +>, X)

- On sait que G est équivalente

ou Ab aan f

Get a) telles que

x (BHC) +0 dans G

dans G

x B'+C! dans 6°

dans 6°

» D'autre part & et &} ne

les arbres syntaxiques de & sont quaternaires alors que

quivalence de deux grammaires, on peut
dérivée de la transformation Ty + Par exemple, on peut remarquer que,

une régie A-+a de Ja grammaire initiale @ telle que a = h(r) .
cer par une autre régle A> r'! ayer A(r') = A(r) =a et

- On obtient une nouvelle bigrammaire réguliare 6! vériffant toujours

& et G, si on arrive a

G& et G& sont quivalentes. Ce Procédé devient

pratique. Cependant ce type de transformations

mpossible qu'en affinant ces méthodes, on
ceux de Courcelle [15] sur les grammatres simples d&terministes. |L'étude compléte de ces idées fera l'objet d'un travail ultérieur,

Traitons un exemple d'utilisation de T'équivalence 7

Considérons les deux grammaires & et G& définit par

6) = (X,Y, ZF, fa, bb yo

X + aYbX pbZaxy 4

Y ~ aYb¥la

Z + bZaZia

Ga (LY, ZT US vi}

Xs ay'2'X* [ET UX A

Y's av'Z'V' lA

2! 4 aV'2' bib

Th > BTTUY [a

US + bT'U'ata

Viwa

| |
1%) |

> fa, bh ya, X'y

~ 32 -

Remarquons que si on cherche les grammaires engendrant L(G) )-{a} et L(G,)- {a} on n'obtient pas

des grammaires simples déterministes et donc la méthode de Courcelle [15 ] n'est pas applicable directement.
D'autre part ces deux grammaires ne sont évidemment pas structurellement équivalente.

Les deux bigrammaires T) (84) et T (G5) sont

Gy = t4(G,) = (C4 Ys Zb, {a,b} a, X)

ro AK Dd kL Ysa ¥Ia Ts bo Zila
Yb zZoa Y ob Zoa

Gy = to(8) = (CX, Y, ZZ TL UZ Ey fa, b} yao, X4)

X' > a Xt b X"la Yow oa ¥'la Z' +> a bib
aN N en

ve il T ue mlz Y' 2°

T +> ob Via U' a> b alfa Visa“on “TM
Toy ry

I) faut maintenant montrer que les deux bigrammaires réguliares &) et 85 sont équivalentes. Pour

cela on peut utiliser la suite d'algorithmes qui a conduit a t'énoncé du corollaire 5.5.10. C'est a dire

on utilise Te théoréme 5.3.1. ou plutdt sa démonstration pour réduire & et G, puis la démonstration

de Ta proposition 5.5.7 pour trouver les bigrammaires inversibles associées a des {a, b} -algébres

diadiques et &quivalentes respectivement 4 Gy at G&S - On en déduit facilement une bigrammaire inversible

associée 4 une {a, b} ~algébre diadique engendrant BL(&}) 4 BL(&) et on vérifie que ce bilangage est

vide par une technique classique de réduction inférieure et supérieure de gramaire. Cette démarche va étre

trés pénible a effectuer 4 lamain. Pour montrer que cet exemple est correct, contentons-nous de dévoiler

la fagon dont i] a été construit.

De fagon évidente le bilangage Ly engendré par G, est de la forme Lye (lyuts)* of

Ly et L, sont les bilangages dérivant de a et b respectivement et of 1'opération *
o~ oTM

b ZaY

est ]'itéré de l'opération de monotde de res . De méme Ly engendré par Go est de la forme

Ly = {lyse U Lys ye)* ad obyz, et Lorye sont des bilangages dérivant de Ay et i
yoy 1 Oy

respectivement. On s'apercait que Ly et Lz sont en bijection par la transcription échangeant a et b.

D'autre part, i] n'est pas difficile de démontrer que

rely e*p(r) =a et Fi(r) = {a} et Fi(r)c ab

De méme Lyegs et Lory: possédent les mémes propriétés, d'oii Ly et Ly sont @gaux. En fait l'exemple

a été construit en décrivant dans & la ramification en-dessous de a dans Ly par des régles récursives

allant de gauche 4 droite alors que l'on va dans l'autre sens dans &}

Remarquons que dans G, figure une régle V' +a qui peut facilement étre supprimée, mais alors on

qui donnera dans la transformation t
aura par exemple la régle Y' + a¥'2' la régle Y' mal A

ZN

et la méthode échouera. Dans ce cas pour prouver l'équivalence des deux grammaires, 71 faudra suivant

» clest 4 ce genre de situations auxquelles

oO

les régles de Go appliquer la transformation T) ou Tene

nous faisions allusion ci-dessus.
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3.- Caractérisation effective des langages parenthésés gui sont_des intersections de langages_de_Dyck

On rappelle que tout bilangage régulier est l'image par une transcription de l'ensemble des arbres
syntaxiques engendrés par une grammaire algébrique généralisée (théoréme 9.4.7). D'autre part, on obtient
facilement la proposition suivante :

2: (63)

Soit L un dbilangage régulier sur T sparmi les grammaires algébriques 6G = (N, T, +, X) telles que
x(B(G}) = L , i] existe des granmaires telles que,si P(G) est la représentation parenthétique de B(G) ,

alors P(G) est l'intersection du langage de Dyck sur NUT et d'un langage régulier sur NuTuNuT.
On peut se demander si en fait les bilangages réguliers sont aussi de la forme PK

semble confirmée par la forme réduite des bigrammaires réguliéres énoncées au théorame 5.3.1,
Malgré cela, cette premiére impression est fausse comme Te montre T'exemple suivant :

« Cette opinion

Le langage L = {avaTaPaP ; n aO,pe
La démonstration de ce fait sera donnée aprés le théoréme 3.2 a titre d'exemple d'utilisation de ce théorame.
Le lecteur pourra facilement faire une démonstration directe de ce fait.

Théoréme 3.2. :

Soit L un bilangage régulier. Une représentation parenthésée de L est de la forme Pk si et
seulement si le T-binotde minimal 6 de L vérifie

(20: T+ %)(38 : T+ 8 )(va € Ti( wo € & )la x C = O(a) + + a))

En particulier #1 est décidable de savoir si un langage parenthésé est de la forme Pn K

Démonstration :

La deuxiéme affirmation est évidenment une conséquence de la premiére.

Soit L un bilangage régulier et L' Je langage parenthésé associé, supposons L! de la forme
Pak . Soit M un monotde fini, ¥: (TUT}®s M et Mc M tel que k= ylMy

L' est engendré par la grammaire Parenthésée G=(XUM,T, 7, 4, xX) telle que
X—as' Gs" os Wa) +s! + ¥(Z) +s" M

S—as' Gs" wm VYlabe+s' + ¥(A) +5" 25

S—+A om S=e (e est 1'élément neutre de M Ve

Donc si on munit M de la structure de T-binotde définie par

axs-= ¥(a) +s + ¥(a)

Ja loi + &tant la mame que dans M , on démontre facilement que L= ¥3108) aa Y Ta B est .

T'homemorphisme de T-binotde de T dans B et comme le T-binoTde minimal de L est homomorphe a tout
T-binoide permettant de reconnaitre { , on en déduit le théore@me dans ce sens.

Réciproquement si le T-binoTde minimal oy de L vérifie la condition du théorame, soit

Soc 6 oat ¥,: T = @, tel que L = wet (@') , considérons la structure de

monoide de 8 , soit ¥: (Tu Tea G

. Il est facile de montrer que L' =P 4 whe!)

| l'homomorphisme de monoTde tel que ¥(a) = O(a) et

0} est un langage parenthésé qui n'est pas de la forme Pak.
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exemple :

Reprenons Te bilangage L associé au langage parentéhsé Lt = CaaMaPaPy pans F 2 on noten
a la ramification r=axax..cxaxa.

ee LS

i n fois

On a-donc L = {a4 —P +neQ,p30} . Dn en déduit facilement que

Ca) = Urselr) eb} = Cy avec c: Tl] +T défini par (1) =a

(2k > 0)(r =a) G(r) = fax t+ ars ned, peo} ufat+ a? x1 5ne0, ps0}

UfaTMx +a? x13;n30, p50} =C
(ak > 0)(akY > o)(r = ak a) G(r) = a = G

Stor est d'une autre forme que. ci-dessus alors Ctr) =@= Cy

Dane e admet Ta structure de binoTde décrite Par les deux tableaux ci-dessous

+ 1%} & | % |S coin

| 0 1

ff &

Co] f3

C3] 6

Si L était de la forme PAK an devrait avoir

(at € [0,3])(3J € 10,3])(vk © [0,3]) (C, +O + C = ax)

En prenant k = 0 on en déduit que nécessairement { = jf =i et en prenant k= 1 on en déduit
une contradiction . Donc L n'est pas de la forme Pn Kk

Les langages de la forme PK sont évidemment des langages déterministes. Ce qui précéde permet
de tester l'égalité de deux Jangages de ce type. Gn obtient de ce point de vue des résultats moins puissants
que ceux démontrés par L. Valiant [82], [83] mais la démonstration est beaucoup plus simple. D'autre part,
i] serait intéressant de caractériser parm? les bilangages réquliers ceux dont la représentation parenthésée
Sont des langages alg&briques déterministes, on obtiendrait ainsi une classe de langages algébriques deter-
ministes pour laquelle le prabléme de l'équivalence serait résolu de maniére élégante.
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Classiquement on dit qu'un langage algébrique présente une ambiguité inhérente si et seulement si
toute grammaire aigébrique qui l'engendre est ambigtie. Nous ations montrer en particulier qu'une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un langage algébrique L présente une ambiguité inhérente est que pour
tout bilangage régulier L' tel que »(L') = alors 1a fonction @: Lb’ +L d'est pas injective.
Cette propriété montre que le phénoméne de l'ambiguité inhérente est 1i@ aux structures des marqueurs
de phrase et mon 4 leur étiquetage (cf. en particulier le corollaire 4.6). En effet, la classe des bflan-
gages réguliers est stable par transcription. Ce résultat n'est pas Surprenant, car le principal outil
dont on dispose pour démontrer sur des exemples l'ambiguité inhérente de langage algébrique est le lenme
d'Ogden [62] qui précisément permet de construire pour un mot du langage plusieurs arbres syntaxiques asso-
ciés 4 ce mot et de structures différentes. :

Nous montrerons d'autre part que les degrés d'ambiguité des langages algébriques sont conservés en
Brenant comme ensembles de marqueur de phrases les bilangages réguliers. .

Ces résultats peuvent se déduire des résultats de [59] en généralisant les théor@mes de cet article
a des grammaires algébriques généralisées.

Le lemme qui suit servira dans ta démonstration du théoréme 4.3.

Soit Lun bilangage régulier sur T . Il existe un T-binoTde B tel que Le yiiesy avec
ei ¥s B et B' cB vérifiant la condition suivante :

(va € V)(vs € B)(vs' € Ble ans + s'}

ou e@ désigne 1'élément neutre de B

Démonstration :

Soit B un T-binoide et soit B= Bu {é} od @ est symbole qui n'est pas dans B . Donnons 4
B une structure de T-binoTde en prolongeant les lois de & par

(ws € B)(E +s 2548 = s)

(va €T}{ax@=saxe} of e est 1'élément neutre de B.

11 est evident que B vérifie 1a condition du lemme 4.1,
On montre facilement par récurrence sur r que si ¥ est T‘unique homomorphisme de 7 dans B

ona

Ya) ee

ré#a @ Ur) = Yr) (ws T48)

Donc sf B' est contenu dans B ona

ef at» Wey = gla)

eB e Oey (8) = yey

On en déduit alors de facon immédiate le lemme annoncé.

Définition 4.2. ;

Soft L un bilangage réguifer et L' = g(L} l'ensemble des mots des feuilles des ramifications de L.
Le degré d'ambiguité A (a) d'un mt de 1! par rapport 2 £ est Je nombre de ramification de L

ayant a comme mot des feuilles. Si G est une grammaire algébrique engendrant L' on définit
Ag(a) par

Ag(a) = Aggy (0) (B(G) est le bilangage régulier engendré par G) .
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Si L est un bilangage régulier sur T, si G = (N, T', +, x) est une grammaire algébrique et si
7: NUT! —T est une application conservant les éléments de T’ et telle que L = 1{B(G}) alors
w(L) et L(G) sont égaux et pour tout a de L(G) ona Agla) > A (a)

Théoréme 4.3. :°

Soit L un bilangage régulier dé Tet Lt ip(L}

L' telle que

(va € L')(Ag(a) < A (a))

Ce théoréme signifie que pour tout bilangage régulier L i] existe une gramatre engendrant le langage
o{L} et diminuant ou conservant le degré d'ambiguité de chaque mot de {L)

- I) existe une grammalre alg&brique 6 engendrant

Démonstration :

Comme L est un bilangage régulier i] existe un T~binofde fini B et une partie B' de B te? que
pour l'unique homomorphisme ¥ : ¢ ~B onait L= very . On peut de plus imposer a B de vérifier
la condition du lemme 5.3.1. Considérons la grammaire

G*(8,T, +, 8}

ot la relation ~ est définie par

S—+s's" ow (32ET) (s=axs' +s" et 5’ fe}

(e est 1'élément neutre de B et le calcul axs' +s" est effectus dans 8B )

S+as"eszaxets"

C4+A

I est facile de montrer par récurrence que

*

Ss >——— ao et ae Te we (are V) (g(r) =a et
G

¥(r)=s )

(on fait une récurrence sur Jal

pour démontrer la réciproque).

D'od on en déduit que G engendre L' . Montrons que G vérifie Tes conditions du théoréme 5.3.3. Con-
sidérons l'application g : Tos fut définie par

g(a) =e :
gCarriar')ssir'#a alors ¥l(ax r+ ry x (g(r') + g(r")

sinon ¥(a + r") x (a + g(r")})}

On remarque que g(r) =r' et rfa eth) = ofr) et e(r') = ¥(r)

Soit G' la grammaire (B, T, +, B) avec ~ défini comme dans

récurrence sur r dans le premier cas et sur r'

g(r) =r =r € BIG)

r' € B(G) ~ (are L}(g(r) = r')

D'od on en déduit que 8(G) = g(L)

Comme g conserve le mot des feuilles,il est alors immédiat que le nombre de ramification de 8(G)

ayant ao comme mot des feuilles est inférieur ou &gal au nombre de ramification de L ayant a

mot des feuilles.

pour démontrer la proposition dans le sens direct et une récurrence sur r

G on montre facilement par

dans le deuxiéme que

Comme

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un langage algébrique &' présente une ambiguité inhérente

est pour que tout bilangage régulier L tel que L' = o(L) l'application om: LL!

injective.

ne soit pas
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Ceci est une conséquence inmédiate du théoréme 4.3.

Definition 4.5.

Soit G= (N, T, 2:5, X) une grammaire algébrique g&néralisée, on appelle ensemble des structures

de G le bilangage régulier sur Tu( 4} , oD # est un symbole qui n'est pas dans T , qui est obtenu

par transcription 4 partir de (6) par la transcription +: Nut + Tut#) définie par

TI Ts Id et (WAEN)(x(A) = 4)

Le terme de structure est justifié par le fait que cette transcription élimine complatement 1’étique-

tage des arbres syntaxiques engendrés par G en ne gardant que leurs structures.

Soit L' un langage algébrique présentant une ambiguité inhérente et G une grammaire engendrant L'

alors pour au moins un mot a de L' deux éléments au moins de l'ensemble des structures de G ont @

comme mot des feuilles.

nN :

Comme 1'ensemble des structures d'une granmaire est un bilangage réguiier Te corollaire 4.6. est un

cas particulier du coro}laire 4.4.

A propos de ce corollaire mantrons coment on peut le déduire des thorémes de Mc Naughton [59](Démonst. due 8 Pery

Soit G une grammaire engendrant L' , soit 1 l'ensemble des structures de G,L est un langage paren

thésé et donc {1 existe une grammaire inversible, G! = (N, {4.8} UTUTs+4X) au sens de [59] engen-

drant L. La fonction y: L+L' est I'homomorphisme défini par o(#) = (HF) * (3) =a et yla)=a

Done si pest injective alors la gramaire G" = (N,T, +, X) définie par

A +a om (38) (A +Bet o(3) =a)

engendre L' et est non ambigué. Donc L' n'a pas d'ambiguité inhérente. Remarquons que cette démonstration

n'est valable que si G n'est pas une granmaire généralisée, et que pour obtenir le régultat général du coroliain

4.6, il est nécessaire de démontrer indépendanment que si L' est engendré par une grammaire généralisée

non ambigué alors L' l'est aussi par une gramaire non généralisée non anbigui.

Le théoréne 4.3 peut aussi se déduire des résultats de Mc Naughton en employant un raisonnement similaire

a celui qui précéde, mais 18 pour obtenir le résultat dans toute sa généralité i1 est nécessaire de généraliser

les résultats de 59] au grammaires généralisées. Cela ne pose pas de gros problémes, mats i! faut remarquer

Que si on conserve Ta forme des régles des grammaires parenthésées de Mc Naughton, on introduira des gramnaires

parenthésées avec une infinité de ragles pour lesquelles i} sera impossible de trouver une granmaire parenthésée

€quivalente de 1a nme forme avec un nombre fini de régles.

Defines

Qn appelie degré d'ambiguite d'un langage alggbrique L' I'entier A(L'), éventuellement infini, defini

par

A(L') = Inf (sup (Ag(a)))
G ael’

of G parcourt Ta classe des granmaires algébriques engendrant L' et Ac(a) désigne le degré

dtambiguité de a par rapporta G .

On peut définir de méme un entier A'(L') en posant

AN(L') = Inf ( sup (A (a)))
Lael

og L parcourt Ta classe des bilangages réguliers tels que (L’) = L . On obttent alors la consé-

quence imnédiate suivante du théordme 4.3.

Congliaire 4.8. :

Pour tout langage algébrique L' les deux entiers A(L') et A‘(L') sont égaux.

pp) probléne_de 1!
Sion examine dans la littérature consacrée a ce sujet et en particulier dans les articles les plus

anciens, les exenples de langages algébriques ayant une ambiguTté inhérente, on constante qu'ils sont

presque toujours construits de ia facon suivante :

On considére deux langages algébriques L et L' tels que Lal’ n'est pas algebrique et on

démontre que LU L' posséde une ambiguité inhérente.

Ce phénoméne parait général et améne naturellement 4 proposer 1a conjecture suivante :

ambiguTté inhérente : notion de bon sous langage .

Si Let L' -sont deux langages algébriques n'ayant pas d'anbiguité inhérente tels que Lol! ne
soit pas algébrique alors 1é langage algébrique LU L' posséde une anbiguité inhérente,

Cette conjecture d'apparence banale se révéle & I'examen tras difficile a aborder en particulier parce

que I'hypothése "La L' n'est pas un langage algébrique" est particuliarement difficle a utiliser, Ce qui

va suivre ne permet pas de résoudre cette conjecture et 41 semble 4 I'auteur que les différentes notions

introduites dans cette thése sont encore bien insuffisantes pour aborder le probléme de front.

Dans ce paragraphe, nous avons T'intention de poser quelques définitions qui permettent de démontrer

cette conjecture dans un cas particulier et de fournir une nouvelle méthode de démonstration de I'ambiguTté

inhérente de langages algbriques sur des exemples.

Soit L un langage algébrique, soit t' un langage algébrique tel que L' est contenu dans L

on dit que L' est un bon sous Tanage de L si et seulenent si pour tout bilangage régulier Ly

tel que fly) =, il existe un bilangage régulier uy tel que uy est contenu dans ly

et (li) =U

Si_L et L' sont deux bons sous langages de LuL' et si LAL n'est pas algébrique alors

LUL' adnet une ambiguite inhérente.

Supposons que LU L' n'ait pas d'ambiguité inhérente i] existe donc un bilangage régulier L" tel

que g{L")=LuL' et orl" +Lut' est une application injective. Comme L et L' sont de bons

Sous langages de LL’ , i] existe deus sous bilengages régutiers Ly et Ly de LY tels que

(ly) = L et oft) = + Grace & I'injectivite de w sur L" on en déduit que Lal? = (Ly Ato)

et donc que Lf L' est algébrique. D'cd le théoréme.

Tl serait évidenment trés intéressant que tout sous langage algébrique d'un langage algébrique soit

un bon sous langage ou que 1'on ait un procédé général de démonstration du fait qu'un sous langage algébrique

soit in Sous langage d'un langage algébrique. Comme on doit s'y atiendre, ces deux asseiLiuis sunt fausses

comme le prouve la proposition suivante :
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Le fait qu'un sous langage algébrique d'un langage soit un bon sous langage est une propriété indéci-

dable. ,
Avant de démontrer cette proposition établissons d'abord deux lemmes :

Soit K un langage régulier, soit L un langage algébrique alors LK est un bon $ous langage de L ,

Démonstration :

Soit L, un bilangage régulier tel que L = (Ly) . Il existe un T-binofde fini B , une partie B!

de B et yp: +B tels que Ly = wet) . On peut supposer de plus que 1'élément neutre e de B

vérifie la condition :

(va €T) (vb, b' € By} (ef ax b+b') (lemme 4.1),

Soit d'autre part un monoide fini M , une partie M' de M et un homomorphisme k : T* +M tels

que K = lay « Considérons sur BxM Ja structure de T-binotde défini par
(b, m) + (b', m') = (b + b', mm‘)

ax(b, m)=si bf#e alors (a b, m) Sinon (axe, k(a)) fst

Soit pt: ii +E«xM %'homomorphisme de T-binoTde, i1 est alors facile de démontrer que
b'(r) = (wr), k(p(r})} . Posons Ly = oe teg: aM}, uy est un bilangage régulfer comme image

réciproque d'une partie d'un T-binoTde fini. On obtient Liat, et oti) = Lak

Soit K un langage régulier et L un sous Tangage algébrique de ‘K .L est un bon sous langage de

K si et seulement si L est régulier.

Démonstration <

Si L est régulfer et Lek , en écrivant LelLnak eten appliquant le temme 5.4., on obtient que

L est un bon sous langage de Kk

Réciproquement, si L est un bon sous langage de K , comme K est réguller, on peut considérer K

comme un bilangage régulier formé de ramifications réduites 4 leurs mots des racines. En appliquant la définition

5.14 L et a ce bilangage régulier, on en déduit immédiatement que L est régulier.

Appliquans le lemme §.5. au cas particulier o@ K-=T* . On en déduit que LeT* est un bon sous

langage de T* si et seulement si L est régulier. Or cette propriété est connue comme indécidable.

Il nous faut maintenant mettre en éyidence des procédés pratiques pour démontrer dans des cas particu-

liers que tel langage est un bon sous langage d'un autre. Le lemme 5.4 donne un procédé général pour engen-
drer des bons sous langages, mais malheureusement le cas traité par le lenme n'a pas d'intérét en vue de

l'application du théoréme 5.2,

Commengons par généraliser jégérement Ja définition 5.1. de facon & obtenir des hypothéses plus simples

a vérifier pour le théoréme 5.2.

Définition 5.6. :

Soit & une classe de bilangage régulier tet que

i) Pour tout tangage algébrique L' il existe Le ® tel que o(L) =

ii) Pour tout langage algébrique L' non ambigtt i] existe Le &% tel que (lL) =L' et

o:Lat' est injective.

On dira que est un générateur de 1a classe des langages algébriques.
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Exemples :

On pourra prendre pour & une des classes de bilangage suivant

- t = la classe des bilangages grammaticaux

-4% = la classe des bilangages grammaticaux engendrés par des grammaires réduites sous forme de
Greibach

-48 = la classe des bilangages grammaticaux engendrés par des grammaires réduites sous forme de
Chomsky

= 4 Inf = la classe des bilangages grammaticaux engendrés par des granmaires telles que de tout non
terminal autre que ]'axiome dérive un langage infini.

0éfinition 5.7. :

Soit & un générateur de 1a classe des langages algébriques. Soit L et L' deux Tangages algébri-
ques tels que L’ <L . On dit que L' est un bon sous langage de L moduto & et on écrit L' ct
$i et seulement si pour tout bilangage Ly de & te} que {ty} =L i) existe un bilangage

régulier L, tel que Ly sly et (ly) =L' . (Remarquens que cette définition n'impose pas que

L} soit dans = }.

La méme démonstration que pour le théoréme 5.2. permet alors d'énoncer ;

Théoréme 5.8. :

Soit & un générateur de Ja classe des langages algébriques. Soit L et L' deux langages algébriques
tels que

i) L et L' sont des bons sous Jangages de LulLl' modulo &

Ti) LAL’ n'est pas algébrique

Alors LuUL' a une ambiguité inhérente

Remarque :

La définition 5.7, et le théorame 5.8 ne sont en fait que des généralisations artificielles de ta
définition 5.1 et du théorame 5.2 en effet, il semble bien que dans la plupart des cas les notions de bon
sous langage modulo ~, et de bon sous langage tout court cofncident. La démonstration dans le cas od
& = % est 4 peu prés évidente et dans les autres cas cités en exemple, cette démonstration ne doit pas
étre trés difficile.

Démontrons maintenant quelques lemmes techniques :

Le bilangage uy ={r3 lo(r}i< nn} est régutier.

Démonstration :

Soit fm] = {0, 1,..., m, 2} le V-binoTde dont Jes lois sont définies par

x@y=si xAi et y#i et x+ygn alors x+y simon 1 fst

axx=si x#i alorgsi x#0 alors x sinon 1 fsi

sinon 1 fst
Soit p: vo (nl l'homomorphisme de binoTde, on obtient alors inmédiatement par récurrence sur r

que

or) = si

Done WL, = ve {0, 1,..., n}} est un bilangage réqulier

lo(r)l ¢ on ators | p(rj{ sinons fsi
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Definition 5.10, :

La fonction deb: ¥+ ay est définie par
deb(a) = {a}

deb(a x r +s) = (a + deb(s)) U (a x deb(r) + deb(s})

Si L est un bilangage on pose deb(L) = = L deb(r)

Lemme 5.11. :

Si L est un bilangage régulier, L' = deb(L) est aussi réguifer.

bémonstration :

Supposons L engendré par la bigrammaire G = (N, T, #>, X) que't'on peut supposer sous forme

réduite. Soit G' = (N, T, 4>, X) définie par

A wax Be me Areas lax bel

A aa we Ame A

Montrons que G' engendre deb(L) . Posons L' = BL(G') , {1 faut donc démontrer que

ijrel = deb(r) ol’

ti) ri elt (are lj(r’ € deb(r))

Pour prouver i) i] suffit de montrer plus généralement que

Vii) (VAEN) (Aoo= ro (vr € deb(r))(A 2 r'))
G

Or la propriété iii) résulte trivialement d'une récurrence sur r.

Pour prouver ii} i] suffit de montrer plus généralement que

iv) (VA EN)(A >>! =» (ar)(Aoster et r’ € deb(r})
G' G

La aussi Ja démonstration de iv) est immédiate par récurrence sur r’

Lemme 5.12. :

Soit L un bilangage régulier ators L' ={r; deb(r}) nb #91} est régutier.

Supposens L engendré par la bigrammaire G = (N, T, >, X} . On peut supposer que a él {dans

le cas contraire, on fait la démonstration pour L-{a} ce qui démontre que L'-{,} et donc L' sont

réguliers). De méme on peut supposer que G est sous forme réduite. Soit

Ny ={A;AEN et Aw>a} et soit Ny un vocabulaire en bijection avec Ny par ta bijection

A £ A’ . Modifions légérement G en remblacant les ragles A->ax8+C telles que Be Ny

Par Aw~w> ax B'+C et en rajoutant les régles B' +>, . On obtient une nouvelle bigranmaire
2

G = (NU Nis T, +>, X) qui engendre encore L . Soit maintenant une bigrammaire engendrant T , par

exemple 6, = ({X'}, 7, >, X') avec Xi a> ae Xo + XA. On Suppose que X' €NY Ny - Considé~

rons maintenant la bigrammaire G‘ = (NU Ni u {Xt}, T, +>, % }) telle que G' contient toutes les

régles de &) et de & ains{ que toutes Tes ragles

B! a> ax X' + Xx! B' quelconque dans Ny

Une démonstration un peu Tongue mais triviale de bout en bout montre que G’ engendre L'
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Théoréme §.13. :

Soit uy et Ly deux Tangages algébriques tels tyst, + St pour tout bilangage régulier Lb

tel que o(L5) = Lo » On peut trouver deux entiers n et k et un sous bilangage régulier

L, de Li =tra lotr) ¢ a} tels que

i) @€Ly et lol ak» (are 13) (deb(r) 0 in #9 et oft) =a }

Vi) (wr € L3) (deb(r) a Ly #9 se(r) el)

alors ly est un bon sous langage de ly

Dans Je cas of l'on veut prouver by § Ls il suffit de démontrer i) et i4) pour tout lL, de z.

Démonstration :

Soit Ly = (rj deb(r) 0 LY Ag et rela ulj=tyuly oo Lo

w(L,) = {a 5 a€ Ly et lol <k} . On a évidemment Lys o(ly) et lish,

est un bilangage fini contenu

dans Le et vérifiant

il suffit donc de démontrer que ui est un bilangage régulier et comme Lo est fini et donc réguiier,

il suffit de démontrer que Ly est régulier. Or uy = Lon (r 3 deb(r) n Ly # BP} et le lemme 6.5.12

donne alors immédiatement le résultat cherché.

Remarque :

Le théorame 5.13 n'est pas surprenant, i] signifie simplement que si on considére un bilangage régulier
Ly ayant Lo comme langage aux feuilles et si on peut tester simplement en regardant un début "pas trop
Jarge" d'une ramification de Lo V'appartenance du mot des feuilles 4 ly et cect pour tout Lb alors

Ly est un bon sous langage de by

On peut amélforer le théoréme 5.13 en remarquant que dans 1a démonstration seul le fait que La
soit un bilangage régulier est intervenu. En faisant la méme démonstration on obtient alors le théoréme
sut vant

Théoréme 5.14 :

Soit ty et L, deux langages algébriques tels que uy sl, - Si pour tout bilangage régulier

Ly tel que wo(ly) = Ly» on peut trouver un entier k et un bilangage régulier Ly tels que

H)ae€ly ettale k «(are L3) (deb(r) MLE FH et vlr) =a)

fi) (vr € L5) (deb(r) a Ly 4 ® + o(r) € Ly)

alors ty est un bon sous langage de bo

Dans Te cas of 1'on veut prouver Lig by il suffit de prouver 1) et if) pour tout by de b
£

Remarque :

On pourrait énoncer un théoréme analogue od n’intervient pas une constante k en remplacant la

condition i) par la condition

(ae Ly) Gr € L3){deb(r) wlyA@ et or) sa j

Le théorame obtenu serait 6quivalent 45.14 mais d’usage moins facile.
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Pour prouver que les notions introduites dans ce paragraphe ne sont pas purement gratuites, appliquons
les pour démontrer |'ambiguTté inhérente d'un langage bien connu.

Soit Ly = {aTMbPcP ; n> 0 »>p>ol , Ly = CaTMb"cP 5 n> 0, p> 0} et L=t,UL, it est bien
connu que L poss@de une ambigufté inhérente. Nous allons le redémontrer en Prouvant que L, et Ly

sont des bons sous-langages de L modulo G inf. Soit G= (N, T, +, X} une grammaire algébrique engen-
drant L . On suppose que G est sans A et que pour tout A de N, LyastasA $2— a} est

G

un langage infini. Soit L' Je bilangage des arbres syntaxiques de G.

Considérons le langage Ly défint par

2ELy, meae(NUT)# et X>* a

et 3B)» By)(By € Ly-ty et BoE ty-Ly eta at By eta>—*— 6)
G 6

Pour ae (NuTj*, lal, est par définition le nombre d'occurrences d'éléments de N dans a

Montrons le lemme suivant :

a€ bi wlaly = 1

Démonstration :

Supposons que laly23 et a€ Lye »onadonc a= Aj aoA,... oA, ner avec a; € 7,

A; EN et mz3_ . Vu la forme des éléments de L nécessairement un des Tangages Ly est contenu
1

dans a*-{a} gu b¥-{a} oO c¥{a} Sait A ce non-terminal. Done dans une dérivation dans 6G
°

de ad 6 avec 6 € T* on peut en modifiant tes réécritures sur Ay changer le nombre d'occurrences
0

d'une des lettres sans changer le nombre d'occurence des deux autres. Ceci est immédiatement contra-
dictoire avec le fait que a€ Lip et que G engendre L

Supposons maintenant que laly =2 et ae Lio » donc ae a)A,a,A,a, et pour Ja mame raison

que ci-dessus on a nécessairement lyc a*bt-a* et Ly & btc#- b* . Soit B un mot quelconque de
1 2

TTM* dérivant de a, ona Bs 10400503 et BEL . Si Aya My et on, sont les fonctions

donnant pour un mot quelconque de T* les nombres d'accurrences de a,b et c respectivement, on

obtient alors

n,(8) = n4(B)

clest 4 dire

nalty) + malay) = mp(ay) + mylap) + nylag)

ou n,(B) = n.(B)

ou

nylaq) + ny (aa) + nay) = nefag) + ni. (a3)

clest 4 dire que pour tout couple ay . a dérivant respectivement de Ay et Ao s on obtient des

&quations qui peuvent s'écrire

(aj) = mplay) = ny(az) + k (K = my(ap) - n,(0)}
ou

Mylaq) = ng(o5) - mi (a5) + KF (Kt = no(ag) = m(a5))
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Gn voit apparaitre des ensembles semi-linéatres utilisés par exemple par Ginsbourg { J, mais nous
n'utiliserons pas les résultats de cette théorie.

Supposons que nylay) puisse prendre deux valeurs distintes My et fy correspondant 4 des valeurs

m et m de ne(a5) On en déduit immédiatement qué pour tout a, dérivant de Ay ona

malay) - ny(aj) = ny + K njoj) - ny(oi) =n, +k

et 
02 et

mo) myo my

Done le langage hy serait fini ce qui est contratre aux hypothéses.

nyo) =m ony +k

Donc ny, (4) est une constante pour tous les mots dértvant de Ay - De méme on démontre que

ny(a4) est constant pour tous tes mots dérivant de Ay ce qui démontre que

ny (ay) et n. (a5) sont aussi constants. D'od a, et LA sont finis, on obtient donc une contradic-
5 2

tion et le résultat annoncé par le lemme, en effet laly = & est incompatible évidemment avec ae€L
12°

OE Ly et (vB) (Xo p> ae Bly = 1) + ial « k

oi k est une constante ne dépendant que de G .

Ce lemme signifie que si un mot a de bi a été obtenu en utilisant seulement des régles linéaires

de G alors sa longueur est majorée par une constante ne dépendant que de la grammaire 6.

Démonstration :

Comme a € Lio + 0n a donc

*

tot = at oo
= eee

8) F oy Br a, € by - by

“525 a, Bay € y= ty
Remarquons gue cela implique que a, € axb* et a, € b¥c*

Choisissons k tel que

lal > k —, auys Was Vas Vos Wis Wo € T 386€N

Xo uBuy a 4p V4B¥yUy cn UVM AWyYoU, =a et Yy¥o BA
(ceci est un lemme de paires itérantes Particulférement simple}.

On en déduit que

(vn EN) (t, = uv BiWpvgu, € L = Ly Ul, et th = uviwBowvu, eL = Ly u Ly)

B'autre part d'aprés la forme de langage L on a nécessatrement ¥, €t Vy dans a*u bu ce.

Si ¥, OU vy est le mot vide on obtient immédiatement que ty ou tp n'est pas dans L , donc

vy et vy sont non vides. D'autre part vy, et Vp étant des facteurs de a, et G, respectivement,

on en déduit

vy € (a* U b*)-{a} et Vo € (be U cH)-(a}
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Examinons tous les cas possibles.

at-{a} | b% {aA} J em{a}

y Yo trEL « t, £L d'od une contradiction

vy \, tr € L = ty @L d'od une contradiction

rt Vp to el doi une contradiction

vy t, pour nm assez grand n'est plus dans L

d'od une contradiction
Ya

le lemme L est donc démontré.

Ly et Ly sont de bons sous langages de Ly ul, moduto q Ing .

Démonstration :

D'aprés les lemmes 1 et 2 si r est une ramification engendrée par G on peut savoir si
w{r) € L, ou ofr) € L, en connaissant un début de r suffisamnent large. Donc le théoréme 6.5.13
donne le résultat :

Corollaire :

L poss&de une ambiguTté inhérente.

L'auteur est conscient que dans I'état actuel de ce paragraphe celui-ci n'est pas trés performant
vis 4 vis des méthodes classiques du type Lemme d'Ogden. Les théorames 5.13 et 5.14 ne sont pas
Suffisamment algorithmiques pour guider une démonstration d'ambiguité inhérente utilisant la méthode
décrite ici. Cependant, i] n'est pas illusoire de penser que cette notion de bon sous langage peut étre
utile 4 la théorie de T'ambiguité inhérente 4 1a condition de trouver de nouveaux critéres plus performants.
Ceci fera l'objet d'un travail ultérieur.

Une notion comparable 4 celle de bon sous-langage a d&ja &té introduite dans Ja littérature. Dans
Varticle de Nivat [61], on dit qu'un langage algébrique L' est la restriction modulo 6 d'un langage
L engendré par G s'il existe un morphisme non terminal (conservant les terminaux) d'une grammaire 6’
engendrant L' dans &

T1 ntest pas bien difficile de voir que ces deux notions sont reliées par la proposition suivante :

L’ est un bon sous-langage de L modulo g si et seulement si pour toute grammaire G engendrant
{L , L' est une restriction de L modulo &

6.~ CONCLUSION.

La théorie des bilangages et en particulier des bilangages réguliers est intéressante en elle-méne.
Cependant, 1'auteur pense qu'une nouvelle théorie-n'est vraiment justifiée que si elle se rattache aux
théories classiques et permet d'y montrer de nouveaux résultats. Ce chapitre, avec ses limitations, veut
étre Ta preuve que ta théorie des bilangages est un bon outil pour 1'@tude des langages algébriques.
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CHAPITRE Ill ;

ote! ENSEMBLES RECONNAISSABLES ET ALGEBRIGUES DANS LES ALGEBRES LIBRES,

CONSTRUCTION D‘ALGEBRE MINIMALE,

T. INTRODUCTION ;

Dans ce chapitre nous allons étudier quelques propriétés des ensembles reconnaissables dans les algébres
libres. Les ensembles raconnaissables sont la généralisation naturelle des Jangages réguliers quand. on
travaille sur une autre structure que la structure de monotde. Its sont définis comme images réciproques
par des homomorphismes de parties d'objets finis de cette structure.

Nous commencerons par introduire ces notions en utilisant des congruences et en montrant comme dans le
cas du monofde, qu'une congruence est canoniquement associée & un sous ensenble d'une algébre. Ensufte nous
donnerons une méthode pour construire cette congruence, cette méthode pauvant étre qualifiée de syntaxique.
En particulier on montrera que la construction est effective mime dans Je cas of le probléme des mots est
indécidable pour la structure d'algébre considérée.

Ensuite nous étudierons les propriétés des ensembles reconnaissables quand on fait varfer Ja structure
sur laquelle on travaille.

Nous commencerons cette étude dans le cadre des algébres & un seu} type d’objet et ensuite nous étendrons lesrésultats au cas des algabres hétérogénes ayant un nombre quelconque de types d'objets,
Ce chapitre se termine par 1'étude rapide des sous ensembles algébriques d'une algébre libre, notion qui nousservira au chapitre 4,

Soit = (Fos Fyesses F,) une suite finie d'ensembles deux a deux disjoints. On appelle -algébre
A Aun neZ=uplet (A, FA, FR... FA) tel que

+ A est un ensemble

- FA, pers FA sont des ensembles de lois de composition sur A respectivement O-aires, unaires,

sur FA,
peta.

++» feaires et i] existe une application f aff surjective de chaque Fi
Quand i] n'y aura pas d'ambiguité on confondra une # calgébre (A, FA, ay FA

n

Définition 2.1.2. :

Soit (A, Payee FA) et (B, — FA) deux #-algé@bres on appelle “S$ -morphisme une application
ys A+B telle que

WIE (0, nm] (ayy. a) EAT wee F; OR Apreees a4) = Flolay)seess ola,)) -

Tl est trivial de montrer que les @#-alg@bres forment une catégorie.
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Soit 8 une petite.catégorie (c'est-a-dire une catégorie qui est une sous-catégorie de 1a catégorie
des ensembles}. On dit qu'un objet A est libre de base X si et seulemnt si XcA et Pour toute
application »:X+B od B est un objet quelconque de € , iT existe un et un seul morphi sme
Oi A+B tel que giX=o

Dans la catégorie des ¥-algébres, i] existe pour chaque ensemble X un objet libre (x) de
base X d&fini a un {somorphisme pras.

Soit. Y un ensenble disjoint de F,, »F,

SM) « Sy)

Soit re $(¥j et A une -$-algebre , on peut associer & r une fonction ry an

+ On appelle S-axiomes, un élément de

par le procédé suivant :

¥ ASoit a€ A’ (donc a est une fonction de Y dans A), soit %q ‘Vunique F-morphisme de
(Y) dans A tel que @,|Y =a . On pose alors ral) = alr)

On notera F I'application obtenue par ce procédé quand A= (x)

Soit A une F-algabre, on dit que A est une $.2-algdbre si et seulement si cb est un ensenble
de S-axiomes et

(vires) € Ub) (ry = Sy)

Un 4&c&-morphisme est par définition un“ morphisme entre 4 d-algebre . Oe facon évidente pour F
et H& fixes les $dt-algebres forment une catégorie,

Remargue :

Dans 1es Fet-algtbres, on peut imposer par un axione que deux termes soient égaux, mais on ne
Peut pas imposer qu'ils soient différents. Donc, au sens strict de la logique, la théorte des idt-al gebres
est toujours consistante, cependant si un axiome est du type (yr ¥2) od yy et Yq sont deux vartables

distinctes ou si on peut déduire des axiones une telle Egalité, alors toutes les 4¥k-algebres de ce type
seront réduites 4 un point. Dans ce cas, on dit que les Bdk-algdbres de ce type sont inconsistante.
Dans Ta suite, nous supposons que nous ne sommes jamais dans ce cas,

Pour tout ensemble X {1 existe dans 1a catégorie des 4¥t-algabres un objet libre de base X

unique & un isomorphisme prés. Cet objet est noté $(x)

Ce genre de théoréme est bien connu, Redonnons le schéma de la construction d'une telle algebre X .

On considére la $-alg&bre +(x) libre de base X . On considére ensuite sur (x) 1a plus petite

relation d'équivalence ~ sur (x) qui soit compatible avec les lois de $ et telle que

(vrs ry € Ak) (VE (H(K))Y) (la)~ ra)

Lrensemble quotient 4(X}/_ muni des lois que I‘on obtient en passant au quotient est I'algébre

libre cherchée. Ce modale d'une algébre libre est en général désignée sous le nom de mdéle de Herbrand.

Explicitons un peu plus cette démonstration pour introduire des notations dont nous aurons besoin

pius loin.

Definition 2.2.4 :
A

Soit u& un ensemble de 4-axiomes. On associe 4 Jt une bigranmaire Sy" (oe wy FLUX»)

en posant

resee (r,s)€ A ou (re slER

On définit alors une relation <=> sur 4(X) en posant

La relation <-> est synétrique et Ta relation itérée de <Z> notée est 1a plus

petite relation d'équivalence sur 4(X) qui soit compatible avec les lois défintes sur (x) et

vérifiant

(v(r, s)€A) ( va€ (x)")(r(a) > s(a)) .

La démonstration de cette proposition n'est pas bien difficile, en particulier 1a compatibilité de

<fr vis A vis des lois définies sur $(X) résulte de la proposition 1.3.3, Cette propasition signifie

que la relation d'équivalence ~ utilisée ci-dessus est la relation <*>
a

= le fait que Xo @A(X) provient du fait que nous ne considérons que nous ne considérons que

des $a-algébres consistantes. 1] est facile de voir que si XX! alors 4 un isomorphisme prés, on a

FRX) co SAK)

= quand X=9 on parle d'objet universel plutdt que d'objet libre de base

emples

On rencontre de multiples exemples de Sc-algebre dans les études sur les langages de mots et les

Tangages d'arbres ainsi que dans 1'étude des structures algébriques. En particulier toutes les structures

algbriques od tous les axiomes utilisés sont du type

Vaya Xpreeen Xq (EU r eee Ry) Eyres MAD)

ol t et t! sont des termes construits a partir des opérations de base de ta structure considérée, entrent

immédiatement dans le cadre des _ Sut-algébres.

En revanche dans les $dt-algébres on ne peut pas tenir compte d'axtome du type

PURyrevey Hq) (EX, reeee Ky) EE OXqarees XQ]

od p est un prédicat.
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De méme des axiomes s'écrivant

this cs yA EM Rats a my)

ne peuvent pas se traduire en terme de 4dt-algebre.

Par exemple la structure de corps n'est pas une structure du méme type que celle des Sut-algdbres

car \'un des axiomes stécrit ox #Oaxxcbextk el .
Donnons maintenant quelques exemples de Set-algébre et d'objet libre.

a) On appelle V-algébre monadfque une %-algabre telle que

S= (Fy. Fy) et card(Fj) = 1 et Fy =¥

L'ensemble V* des mots sur ¥ est la V-algabre monadique universelle quand on munif V*

du point distingué a et de ta loi externe a{a) = aa

De méme (V*) U (X V*) est T'objet libre de base X

Une Y-algébre monadique finie est ardinairement appelée un automate fini sur V

b) Les monofdes sont des SR-algdbres si an pose

Ae (Fi. Fy Fo) Fo zfeb os Fyped s Fo aie}

Hoh (+(e, yyda Hye V)o (Hes Yds Hy) » (#UYys Hype Ygde HH Yo) Hg) I»

L'ensemble V* des mots sur ¥ est Je monotde libre de base V quand on muni V* du point

distingué « et de la lof binaire

+(a, B) = op.

c) On appelle Y-binoTde une 4 t-algébre telle que

$ = (Fy Fry Fp) et Foz fe) et Fy V et Fy= +

Hal (Hey yyds Hype eds CHO yydo ¥g) + CHlyye Hype ¥)) + (Hoye ¥p)e YS)Y =
A

4 s
L'objet universel de cette catégorie est V , tandis que l'objet libre de base X est V[X]

les lois étant la concaténation (+) et l'enracinement (ax}

d) On appelle V-atgébre diadique une S-algdbre telle que

= (Fy. Fy, Fo) et card(F,) = 1 et Fy =9 et Fo=¥

Les arbres binaires étiquetés par des éléments de V . y compris l'arbre vide est un modéle

de ja V-alg@bre diadique universelle.

Remarquons que muni du point distingué « et des lois a(r, r') = (ax rj) +r’ est un autre

modéle de la V-alg@bre diadique universelle. L’isomorphisme entre ces deux modéles est la fagon classique

de coder un arbre quelconque par un arbre binaire.
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Soit A une ¥-algébre (ou une $d-algabre), on dit qu'une relation d'équivalence sur A est
une $ ~congruence si et seulement si cette relation est compatible avec les lois définies sur A.
Par exemple la relation <> utilisée a la proposition 2.2.5 est une 4 -congruence sur $(X)
Gn obtient alors immédiatement 1a proposition suivante :

Soit A une $A-algébre , soit une $-congruence notée = , alors l'ensemble quotient A/,
peut étre muni d'une structure de t-algébre en faisant passer au quotient les lots définies sur A

Clest 4 dire que si @ est la classe d'équivalence de a pour = on pose pour f € FE

ees B= Mayes ay)

De plus Tapplication np: A—»A/. telle que mn (a) =@ est un &t-norphisme appelé projec-

tion canonique de A sur A/,

Réciproquement si yp: A+8 est un Sut-morphisme surjectif, la relation «= définie par

a mate pla) = wy (a’) est une @-congruence et i] existe un unique 4ut-isomorphisme

x: M8

Céfinition 3.3 :

On dit qu'une €-congruence » sur A est plus grossiére (ou plus petite} qu'une autre

-congruence « si et seulement st

va, a' €A ava’ = asa!

On notera = gem cette propriété.

Cette relation qui est évidemment une relation d'ordre sur les $-congruences sur A peut

trivialement se traduire de diverses maniéres données par la proposition suivante :

Soit ~ et = deux $-congruences sur la $AH-algebre A, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) age

ji) Pour tout a de A , ma) est une union de classe d'équivalence d’éléments de A

pour = . (un tel ensemble est dit saturé pour = }.

iit) Il existe un -morphisme x telque m= yom

Théoréme 3.5 :

Les 4 -congruences sur une alg&bre A forme un trellis complet pour la relation d'ordre « .

Démonstration :

Soit (=:) une famille de S-congruence sur A, 41 faut montrer que cette famille admoti¢€l

une borne supérieure et une borne inférieure pour Ja relation d'ordre <

Soit = la relation définie par

xi y ee (viel) (xe yy)
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De facon évidente la relatian 2 posséde tes propriétés suivantes :

i) est une &-congruence

ii) viel a, ¢ =

iji) pour toute 4-congruence = on obtient

(vie I) (=)s8) wigs

Donec = est la borne supérieure de la famille (i); 61

Cherchons maintenant la borne inférieure de la famille (3); el

Soit I* le monoide libre engendré par I, soit a = ijyiges. ip un élément de I* on notera 5 Ta

relation produit Bio By eo By ee OF i, » Soit vo la relation définie par
1

11 n'est pas difficite de démontrer que v posséde les propriétés suivantes :

i) v est une -congruence

fi) (VIE Ti ve =)

iii) pour toute 4 -congruence = on obtient

(vie I) (2 « 5;) mo 28 ¢¥

Donc v est la borne inférieure des & ~congruences ==; pour ta relation d'ordre «< .

En particulier la plus grande congruence sur A est ]'égalité et ja plus petite est celle od A

tout entier forme une classe d'équivalence.

O&finition 3.6 :

Sait A une Sd-algabre, soit A' un sous-ensemble de A, on dit qu'une -congruence =

reconnait A‘ si et seulement si A‘ est un ensemble saturé pour la $ -congruence =

Cette définition peut se traduire de diverses facons résumées par la proposition évidente suivante ;

Soft A une $A-algebre, soit A’ un sous-ensemble de A et soit = une 4 ~congruence 1

les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) la @-cangruence = reconnait A‘

iij A’ est saturé pour =

iii} (val € A‘) (va" € A) (ai ea" & at € A‘)

iv) A‘ est une union de classe d'équivalence pour «#

v) i? existe une Svt-algabre 8 , un morphisme surjectif »: A+B un sous-ensemble B’ de

B tel que

azales pla) = y(a'}

aes l(a")
Dans ce dernier cas on dira que le triplet (B, B', y} -geconnait A‘

*

L'égalité étant une -congruence, celle-ci reconnatt 3

l'ensemble des “4-congruences reconnaissant un sous-ensemble de A n'est jamais vide.

s ensemble quelconque de A et donc

= §2 +

Théoréme 3.8 :

Soient A une 4Sut-alg@bre et A' un sous-ensemble de A . L'ensemble R(A') des -congruences

reconnaissant A' est un sous treillis complet de l'ensemble des %-congruences sur A.

bémonstration :

Il suffit de démontrer que si (ay); ey est une famille de 4-congruence reconnaissant A’

alors la borne supérieure 4 et la borne inférieure ¥ de cette famille reconnaissant A' . Remarquons que

si = et =’ sont deux 4-congruences alors

wER(A') et w2em' » ws € R(A')

Donc 1a propriété est immédiate pour Ja borne supérieure = . D'autre part, en utilisant les notations intro-

duites dans Ja démonstration du théorame 3.5, on abtient immédiatement

(va € I*} (wa' © A') (va" € A) (at 5 a" ow a" € A’)

D'ot, en utilisant la caractérisation fii} de la proposition 3.7, i] découle que ta & congruence £ est

dans R(A'}

Corollaire 3.9 :

Sofent A une 4et-algébre et A‘ un sous-ensemble de A » parni Tes $-congruences reconnaissant

A' il en existe une plus petite que toutes les autres . Cette 4-congruence canoniquement associée

4 A' sera notée Sy!

Démonstratian :

Comme l'ensemble R(A') des -congruences reconnaissants A’ est un treillis complet, cet

ensemble admet un plus petit élément qui est 1a congruence =, cherchée.

La aussi ce corollaire peut se traduire de diverses facons, suivant que l'on utilise des congruences

ou des morphismes d'algébres. En particulier, on peut énoncer ce méme résultat sous ta forme suivante :

Théoréme 3.10 :

Soient A une #ut-algébre, et A’ un sous-ensemble de A, parmi les triplets (B, B',y ) reconnais-

sant A‘ (c'est a dire formés d'un $4 -morphisme surjectif p , d'une 4A-al gebre B et d'un sous-
ensemble B' de B tet que A! = whe) } f) existe un triplet (Bais Bi ars by) dbfini 3

un fsomorphisme prés et reconnaissant A’ jouissant de 1a propriété universelle suivante :

Pour tout triplet (B, B', ¥ ) reconnaissant A' , 11 existe un unique $t-morphisme

Xi B+ Ba tel que

“115, '
Ya = Xow et x (Big) = B

En particulier Bas s'appelle l'algébre minimale de A' et Bys est isomorphe a Maa

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons montrer une méthode de construction de ce triplet mini-

mal associée 4 un sous-ensemble A’ d'un algébre A dans le cas des algébre libres. L'originalité de cette

méthode par rapport & celles déja utilisées par d'autres auteurs (par exemple Steinby {78]}) est d’&tre

"syntaxique" en ce sens que l'on fait une construction formelle des objets que l'on manipule et que l'on

montre l'effectivité des constructions.
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Remargue :

La théorie des 4 congruences peut servir aussi & démontrer 1' existence d'objets libres dans la
catégorie des 4&d-algebres, Pour cela on considére sur (xX) es congruences qui vérifient les axiomes
c'est 4 dire les congruences =» vérifiant

Via, B) Ek, (¥ayreees Bas Apes ay) (a; 2 ab Gp(Qyree.5 a) 2 Balajae-+» ap))

La congruence, of tous les éléments de A(x) sont équivalents, vérifie cette condition. 11
suffit de démontrer que l'ensemble de ces congruences forment un sous treillis complet de l'ensemble des
congruences sur $(X} et le plus grand élément permet, en passant au quotient, de construire 1'algébre
libre cherchée.

4.- Construction de la $vt-algébre minimale d'un Sous-ensemble de fgt(x)_.

Dans ce paragraphe et o& sont fixes une fois pour toute, on parlera d'alg&bre au lieu de
§ dk-algabre et on notera B(x) au lieu de F(x) Ta Fk-aigdbre libre de base ¥ .

Le but de ce paragraphe est de construire un triplet (A, A‘, ») reconnaissant un sous-ensemble
L de I'algébre libre 2(x) et qui soit minimal.

Soit 2L(X U (1}) Talg@bre libre sur xX U {1} 02 Lest un objet qui n'est pas dans X .

Soit reg(xu{l}) , soit p: 2(X} + A un marphisme, on peut associer 4 r une application
rat A +A en interprétant r comme un schéma de calcul & une variable 1.

Soft ae A, soit ys Q(X u (1}) +A Vunique morphisne tel que y,(1) =a et

HalX = ylX . On pose alors hala) = alr)

Dans Te cas of y est l'injection canonique de L(x) dans £(Xu (1}) on notera ¥ l'applica-
tion obtenue. Notons que ¥ laisse Z(X) stable.

Ce type d'opérations a d&ja été introduit par exemple dans l'article de Goguen [30] sous le nom d'opé-
rateur dérivé. 

.

Lemme 4.2
ed

Fok = BP}

Démonstration

Fo F'(s} HbR egy lM) 2 Fir’ )(s) = wy (F(r") = po ber)

Bonc il suffit de prouver que pour tout r' et 5 les deux morphismes VHS) et yo ve

sont égaux. Pour cela, il suffit de les comparer su base XU {1} ce qui est trivial.

Soit yp: L(X)+A et red(xu {1}) alors

vOoF=rmoy
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On appelle contexte pour la partie L de W(X) l'application

co: day Scheu yy)

définie par

C (s} = {r 5 ¥(s) € L}

Legme 4.5 :

Soit r' ed(xuf{l}) alors

Ci(s) = C)(s'} = CO, (F'(s}} = C.(F'(s*))

Démonstration :
“a. ~~ Ne

r€ C)(¥"(s)) me For'(s) € Lew F(r'}(s) € Loe Fr’) € G(s) =

TT ow

Flr!) € CL(s!) o» Fr" ){s') € Lew (s') EL oe re C(s')

Soit A: { C (s) ,8€ D(X) } A, peut &tre muni d'une structure d'algébre en posant pour

FC (Sy) 5 CL(Sa)o---+ CLCSp)) = CL (F(Sy> Spseeee Sp)

Pour cette structure de AL » l'application Cc est un morphisme de &(X) dans AL

Demonstration :

I) suffit de montrer que t'application C, est compatible avec les lois de l'algébre c'est a dire

que :

fle Fs syor Steer an Syonldt E-L0K) 
;iis kek =O (F(Syreees Sp)} = GUF(Sh sees SED)

C (sy) = C, (84) et... et C)(s,) = C (sp)

Pour démantrer cette implication, i] suffit d'utiliser k fois le lemme 4.5 en prenant successive-

ment avec les notations de ce lemme :

r= FL, Syseeee 8p) » SF S) et sis sy

ris f(s), Lyeees 8) » S=S et s' = sy

ris F(Stacees Spoys ls = 5) et sissy

1 est alors trivial de démontrer la proposition suivante :

Le triplet (A, A/,C,) od Al = (C\(s) ;s€ £(X) et 1€ Cy(s)} reconnatt L.

Lemme 4.8 :

soit (A, A', w) un triplet reconnaissant LL,

v(s) = ls) + C.(s) = ¢ (s')



Supposons que y(s) = ¥(s') . On obtient

TE C(s) ow Fs) € Low ¥(F(s)) € AY me rp(¥(s)) € Al ae ra(¥(s')) € AT oe

V(T(s')) EA om FTs'}ELowre (s')

Droa I'egalite de Cy (s) et de Cs')

Soit Le 2X) . Le triplet (A, Al. C.) , Gui reconnaft L , est minimal en ce sens que si

(A, AY, ©) est un autre triplet reconnaissant L alors {1 existe un morphisme
XE ANW(E(X) AL surjectif tet que xoye C, . De plus, un tel morphisme est unique et

x(A Oy (E(X))) = AL Enfin, Te triplet (A, A's CG.) est & un isomorphisne prés le seul

vérifiant cette proprigte,

Demonstration :

Liuntcité de y est évidente, en effet y doit verifier

ws) =a

iL est une trivialité. 11 reste donc a montre que 1a définition

x(a) = (j(s) avec

X(A' 0 9(8(X)))

x(a) = G(s) avec

De méne,

de x donnée par g{s) = a aun sens.

1°) Dans le cas des V-algebres monadiques, un triplet reconnaissant Lc ¥

Te thEorame 4.9 prouve I'existence d'un automate minimal reconnaissant |.

= £(v)

Le théoreme 3.9 résulte d'une idée trés simple qui, une fois émise, conduit A 1a solution sans pro-
blame. I] s'agit en fait, de savoir comment généreliser Ja notion de contexte d'un mot. Si on examine ce qui
est fait ici, on remarque qu'une bonne généralisation consiste a faire des greffes d'arbres en utilisant un

marqueur (noté 1 ici), mais de plus, on ne met pas le marqueur n'importe od, en effet, 11 faut tenir compte
des operations dont on dispose. Le deuxiéme idée est de définir les greffes en termes d'hornonorphisme ce qui

permet de faire des démonstrations propres.

Cette notion d'algebre minimale d'une partie L de (xX) 2 &t8 aussi introduite de facon indépendante dans

autres travaux. Par exemple dans I'article de Steinby [ 78] Ta définition de Alg, correspond exactenent

est un automate fini

2°) Dans le cas de monofde, 1'algébre minimale de Lo Ve est le monotde syntaxique de

aux fonctions F définies a 1a proposition 3.1 et les definitions qui suivent dans ce méne article donnent
des résultats comparables 4 ceux présentés ici. I] est a remarquer ceperidant que la présentation de Steinby

est moins "syntaxique" que la notre et se préte moins bien & des démonstrations comme celles qui vont suivre.

ug

TIES |

On enploie les ménes notations qu'au paragraphe 4.

Definition §.1 :

Soit Le4(x) , un triplet (A, A’, y) reconnaissant L est dit fini si et seulement si A est

un ensenble fini. On dit que Lc 2X) est reconnaissable si et seulement si L peut étre reconnu

par un triplet fini.

Le but de ce paragraphe est de démontrer que, si L est reconnaissable on peut construire de manigre

effective le triplet (A, Al, C,) 2 partir d'un triplet (A, A'sg) fini reconnaissant L

Soit .y: &(X) +A un morphisme, La construction de y(&(X)) NA est effective a partir

de si A est fini,

Soit Ay, navy Ja suite de sous-ensembles de A construite par la récurrence suivante

Ay = vif, UX)

n

wit Apu(u ou FAs AQ)
ian = Ai i i

kel fF,

De facon evidente on a

Baar 2A, et (AS Any o (K EINI(A = AyD)

De plus, §w(B(x))n A= U A, . Comme A est fini, on obtiendra effectivement }'ensemble
ino

¥(£(X)) 0A en calculant 1a suite Ay et en starrétant au premier rang i tel que Aj

Lenme 5.3

Soit Ly et Ly reconnus respectivement par les triplets Finis (Ay, Ai, ¥) et (Aye Aby ¥p)

la difference symétrique Ll, 4L, de Ll; et de L, est reconnve par un triplet fint

Aly) et (Ape(Ay, Ay, ¥3) que T'on peut effectivement construire a partir de o> V2)»

Wu 1a forme des axtomes imposés aux algebres, i] est trivial de verifier que st A, et A,

sont deux algabres alors A, « A, muni des lois produits est aussi une algébre. De plus st

wy SODA et bys LO) A, yey 2 EK) AL AY

(1 * hs) = (¥4(5) 4 Bos) est aussi un morphisme.

Pour reconnattre Ly 4, 1] suffit alors de prendre le triplet (Ay

Ag = Ay x Ap O32 Wx ¥2 et AS ALE Ay) U (f, AL ® ADD
i 2 Ay

sont des morphismes alors

défini par

1 ¥3) avec

Soit L reconny par le triplet fini (A, A', ¥) . Le probleme de savoir si L est vide ou non

se traite de manfére effective.
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Qémonstration =

Ona L= Geran ¥(L(x)) =H d'ol leffectivité du probleme d'aprés le lenme 5.2.

Sofent Ly et Ly reconnus respectivenent par les triplets finis (Aj, Al ¥4) et (Ags Ajs Yo)

Le probléme de savoir si 1) =L, se traite de maniére effective.

Dénonstration «

Ona ty = lpeely aly =@ . Gone les lenmes 5.3 et 5.4 montrent I'effectivite de 1a solution

de ce probléme.

Soit Le £(X) une partie reconnaissable de £(X) reconnue par le triplet fini (A, A‘, y)

la construction du triplet minimal (A,, Ai, C,) est effective a partir de (A, A', ¥)

D'aprés le lemme 5.2 on peut supposer y surjectif. Pour construire A, ou plutét un objet iso~

morphe & A, , il suffit de construire dans A la congruence ~ définie par

apm agmeay = u(sy) et ay m¥(sz) et CL(54) = f59)

Sotent a€ A et s tel que ¥(s)= a . On obtient

FE Cis) me Fs) € Low ¥fF(s)) € A! ow rply(s)) € AY ow rpla) € New alr) € A!

(vq est Tunique morphisme de G(x u (1}) +A tel que pik =y et y,(1) = » cf proposition 4.1).

Pour a€A posons Lo=irs y(r) EAP 4 L q @St reconnu par le triplet fint (A, A', ¥,)

Or, la relation ~ définie ci-dessus est aussi définie par

a~ ae bh
1~ 2 a * Tay

Done d'aprés 1a proposition 4.5 la vérification de cette relation est effective.

Comme i1 est facile de le voir un objet isomorphe 2 A} est Al /~

Dans I'introduction, nous avons affirmé que le probléme de 1a construction effective de |'algébre

minimale d'une partie reconnaissable de xj(X) &tait indépendant du caractére décidable ou non du probleme

des mots dans cette structure d'algébre. Cela peut parattre paradoxal, en effet on peut noser le probleme

ainsi en reprenant les notations g&nérales des paragiaphes pré-Adents :

Foy) 2 Fax) + A
= projection canonique

=morphisme de Sct-algabre

A = dt -algdbre fini

Loe gh) avec WGA
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Alors il faut construire (A, A), ¥,) de maniare effective. Ceci est évidenment impossible si la

4% -congruence t= t' ee o(t) = w(t') n'est pas décidable.

Posons nous te probléme d'une autre fagon. On se donne une Sut-algdbre finie, une partie A‘

de A et une application »: X+A

Soit W: Fdt(x) +A le prolongement de » et L= way . Le calcul de } peut ne pas
étre effectif mais ce n'est pas cela qui est en cause dans le théoréme 5.6. Celui-ci affirme qu'avec Tes

données ci-dessus on peut construire effectivement la St-algdbre ALS w(F R(X) (lemme 5.2), puis

une Su-algebre A, isonorphe 8 A, , une partie AS de A, , une application y : X—+ A,

et un Sot morphisme x >A +A, tels que le diagramme suivant est- comutattf

x—Yia

4% x

Ay

De plus si s FRX) + A, est le prolongement de » alors (Aj,0 o ¥o) reconnatt L et cet

objet est 3 un isomorphisme prés t‘objet minimal (Bps Als Wy)

I] est d'ailleurs assez facile d'adapter I'algorithne proposé par exemple par AHO, HOPCROFT, ULLMANN [ 1]

pour les automates finis de terministes, pour traiter le probléme posé ici, Mettons en place cet algorithme.

On calcule déja A, grace au lemme 4.2 ce qui ne pose pas de difficulté.

Dans la suite on suppose que A= Ay

Pour chaque a€A soit y,: FA(KU(1}) =A defini par y,(x)

Soit

(x) et y(l)=a,

o : S(Xu (1) + FA(Ku {1)) Ta progection canonique et soit

vt Sku) A le $ morphisme Ye . D'aprés la démonstration du théoréme 5.6

on obtient

awaten (wre FAK U (1) alr) CA om vir) EA’)

om (se Siku Md) als) Ea oe vis) EA)

Commengons par montrer qu'il n'est pas nécessaire de vérifier ceci pour tout s de “S(Xu ({1}) mats

seulement pour tous s de %(Xu {1}) contenant une et une seule occurrence de 1 . Soit

SS, Xu (1)) les elements de (Xu (1}) contenant une et une seule occurrence de 1 et supposons

que

(se BS, Ku OD) WysvE Abe yi(syeat) (1)

Soit s un élément quelconque de @(Xu {1}) , on peut trouver un entier n et un élément de t de

(xu (1, m]) contenant exactement une occurrence de chaque entier i de [1, n] tel que

s#E (Las 1)

n fois

Soient d'autre part un élément t, € -F(X) et un lément t,,€ F(x) tels que ¥,(t,) =a etav

« En utilisant (I) on obtient 1a suite d'équivalence suivante :

Hy(S) EAL ome HEL, Lye I) EAD me EL, tances ty) EA Me

ay (tL,

aR(ty,

Bye(E(tyrs Ly tarees ty) € Al oe

Wyr(Eltyrs tarreeee tad) € Al aed

ser ty) € Atom on (Etgrs t ate Alamta

set) CMe Eta 1, ty

(fH, IE A oe

Wels) € A!
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Ge que t'on vient de dénontrer prowve que Ton aurait pu utiliser les @lénents de (4, Xu (13)

pour définir 1a fonction contexte.

Dans une toute premigre version de ce chapitre, nous étions parti sur cette voie, mais, on s'apergoit que

Sus + Xu {1}) est d'un usage mal commode car cet ensemble n'est pas stable par composition et son uti-
lisation pour définir les contextes demande de nonbreuses manipulations techniques sans intérét.

Nous alions maintenant calculer 1a relation d'équivalence ~ par approximation successive. Pour cela,

commengons par définir une suite croissante de sous ensembles de 6 »Xu (1}) . On pose

k

Sj -Mu yu fF(ty,
Jl Je F,

Sia7 et, (Fs) ss €%,)

t) et, e SX) uc et {atay(ty = 1) >

Tl est facile de voir que te @ a+ teGF, xu (1j) et 1a Tongueur du chemin de t

d'extrémité Lest i+1 au plus.

On en deduit donc Spe $y, et Sy. xu ay

Posons adatom (vs €%;} (y,(s) € A! a War(s) € AY)

On obtient innédiatement

awates (vi}(a 4 a’)

calculer on doit vérifier la propriété suivante

igh
a et (vf vi vay. wy EAM sree A ys as

Fay

+ a) € AY owM1 i it

FB ae Byes EM)

T1 ne semble pas que, de maniére triviale, on puisse dans le cas général améliorer cet algorithme. Cepen-

dant dans des cas particuliers en tenant compte des propriétés des fonctions f modulo les axiomes, on

peut améliorer trés fortement cet algorithme. En effet si on trouve un sous-ensemble P de

FS. Xu () veritiant PS. Xv (1) c wo MylP)) avec

o: Su ()> Taxu cy) alors on aura

a om (VS EP) (y,(S) EA’ om yar(s} € A’)

Si P peut @tre engendré par une suite de sous-ensemble P; possédant de bonnes propriétés de récurrence

Malgorithme sera fortement anélioré.

Prenons par exemple la construction du monotde syntaxique. On a donc conme structure

BeCiR LOG) et ce C neko an =x Hlye2) = (Ry)2}
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Donnons un algorithme de construire un monofde syntaxique d'un langage régulier L sur V reconnu par

Te triplet (M, M', ¥) (M est un monoTde fini),

Soit P; la suite croissante de sous ensemble de (Vu {1}) d&fini par

Po= (lh

Pe MLA so aevyur A sae Vv}
fa 7

Pur? (7s) srep, et sem} .

Comme la loi. est associative et que 4 est un élénent neutre de . onen déduit que P= uv Py

120
vérifie 1a condition énoncée ci-dessus, on obtient alors Ia construction suivante de ~ en posant

nat ow (wer) (als) € AT e+ ys (s) € A")

moe (VS E Po) (Hq(S) EM om vai(s) €M')

om (mem et m'eM') ou (mgm et m ¢M')

et done we acm (8

wt me mb wt at Cy y) pls) 2 vqu(s)) /

mw Amt ct (vaey) (v(a).m 4 ya) et myla) 4 m.y(ay)

On obtient alors t'algorithme classique de calcu! du monovde syntaxique de L

Si les axiomes de la structure sont orientés (voir chapitre 4 systémes de réécriture), on pourra

chercher P en tenant compte des formes normales des termes de 4(X) si elles existent.

Dans ce paragraphe, on applique les théorémes 4.9 et 5.6 au cas des automates et des monofdes de

fagon 2 montrer que l'on obtient les mémes résultats que dans les dénonstrations classiques. Le cas de mo-

no¥de réserve une petite surprise.

6.1.- Cas_des_Vealgebri

Classiquement, on travaille sur l'objet universel v# de cette catégorie (exemple a §.2.3).

Pour Lo V* on construit l'automate minimal de L en introduisant la notion de contexte a

droite défini par

Ota)= (8 i BEve et opel }

On montre ensuite que

O,(a) = D(a!) + 0, (0) = O,(a" 6)

et on construit I'automate minimal de L qui avec les notations employées ici est un triplet (0, 0’, y)

avec D={Olc) s aeve} , D'= (Ola) 3 aev et a € D(a) } ety

est I'unique morphisme de V-algébre monadique, de V* dans 0

Si on applique les théories développées ici, on construit déja l'objet libre £({1)) de

cette catégorie, on obtient 8({1})=V*U (1} ve

Ensuite, on construit I'application C, et on démontre facilenent que

Cia)= (8B + Beveu {1} vw et Bla)eu = Lu Cy O(a)
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Donc on retrouve pratiquement les mémes objets que dans la théorie classique. Le fait que Le C (a) ast

dQ 4 ta définition de C_ , on peut 1'éviter en posant en général

C(s)=trsred(xu (1h) et re L(x) et Fsjet}

Cette nouvelle définition plus complexe n'apporte rien,

On travaille en général sur l'objet libre de base ¥ qui est ¥* muni du point distingué 4
et de la concaténation, Classiquement, pour construire le monotde syntaxique de L € v* + On construit
les classes de contexte des mots de L en posant

Sla)= { (By) 3 Bayel}

L'ensemble des Cia} est alors muni d'une structure de monotde en posant

Cte) « C108) = cas)

Si on applique ce qui est fait ici, on construit le monotde libre de base Vu {1} c'est a dire
(Vu {1})* — et on abtient

Clo) =Ce iBE (VU {l})* et RayeL}

={6) 18,183... 8.18, 5k 30 et By OBy Gc... By) ob, EL }

On obtient donc des objets syntaxiquement assez différents ; mais puisque l'on a 1a deux constructions
du monotde syntaxique d'un langage, on en déduit que

CHa) = C(B} =» (a) = G (8)

La demonstration directe de ce faitest d'ailleurs facile par récurrence,

On peut chercher quelle est la structure que l'on doit mettre sur y* pour que l'apptication
contexte définie dans cet article, corresponde litéralement a cr » On est alors amené 4 poser la défi-

nition suivante ;

On appelle bi-algébre monadique sur VY une $A-algdbre telle que

ie = (Fos Fy) Fy = fe} » Fr = Vu ¥ 00 ¥ est en bijection avec Vv par azG

Fy A = {(a(Biy)) . Blatyyh) (ale), Ble) 4

Tl est facile de montrer que l'objet universel de cette structure d'alg@bre est V* muni du
point distingué a et des lois

a(a} = aa et a(a) = oa

De méme l'objet libre sur X est + (XU fal) Y* muni du point distingué »~ et des lois conme
ci-dessus,

Pour cette structure on obtient pour {t co y*

Clare 08s peveu W Ci et ay e ty

= LU {Bly: aByel}

On retrouve done l'analogue de Cy dans cette structure.

En modifiant légérement les définitions ci-dessus, on peut voir apparaitre des objets étudtés
Par ailleurs sous le nom d'automates a deux bandes.
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Définition 6.2.2. :

Soient V et W deux ensembles finis disjoints. On appelle (V, W) alg@bre monadique ja

structure d'algébre suivante

4=( fe} , Vu), & = { v(w (x}) e wlv(x)) G vVEV eb weW }.

Avec cette définition on obtient facilement Ja proposition suivante :

L'objet universe! de la structure de (V, W)-algébre monadique est a un isomorphe prés V* «W*

muni des Jois suivantes :

e@ = (a, a)

(vv € V) v(a, B) = (av, B)
(vw W) wa, a) = (a, Bw}

Si on n'y prend pas garde, i] est tentant de penser que les objets reconnaissables pour cette

structure sont les sous-ensembles de V* x W* reconnus par les diagrammes clos introduits par Bird [6 ]

En effet si on reprend ta définition de cet auteur on obtient :

Définition 6.2.4 :

On appelle diagramme clos sur (¥, W) un quadruplet (S, Sogo P. Se) tel que

S est un ensemble d'état

Sy est l'état initial

S, est l'état final

PeSx(VuUW)xS et P vérifie les deux conditions

i) (vs € S- {set) (vx € VuW) (Is') ((s, x, $"} € P)

(c'est 4 dire que P est le graphe d'une relation ternaire fonctionnelle en sa derniére variable)

Ti) (vs € S$) (wy € V) (vw € W) (vs; € 5) (VS5 € 5) ({s, ¥, $1) €P et {S, W, So) EP =

(333 ES)((sj,W, 54) EP et (Sos Vs $3) € P))

(1) y a donc commutation des lois définies sur S$ par les éléments de V et W)

A premiére vue les diagrammes clos, mis a part |'état final, semblent &tre les algébres finies de

ja structure de (V, W)-alg@bre monadique. Mais 18 on commet une erreur, car nul part dans sa définition,

Bird n'impose que les fonctions x dé@finies dans $ en posant x{s)} = s' me (s, x, $') € P soient

partout définies, ce qui est fandamental pour appliquer les résultats présentés ici.

La définition suivante de Bird montre bien d‘ailleurs ce phénomane puisque pour cet auteur un

schéma est un diagramme clos yérifiant

(vs € S) (vv € ¥} (wwe W) (v(s} est défint —» ws} n'est pas défini)

T1 existe d'ailleurs une preuve détournée de 1'impossibilité de formaliser exactement la théorie

des diagrammes, schéms et autres automates 4 deux bandes dans le cadre des structures d'alg@bres et de leurs

sous-ensembles reconnaissables. En effet, Bird démontre une équivalence entre la théorie des schémas et celle

des automates 4 deux bandes et d'autre part, dans Rabin et Scott ( 71] est énoncé un théoréme d'indécidabilité

pour le probléme de savoir si l' intersection de deux ensembles reconnus par des automates a deux bandes est

vide ou non. Or ce phénoméne ne se produtrait pas si on pouvait transcrire ce probléme dans Ja théorie des

sous-ensembles reconnaissables d'une structure algébrique (cf lemme 5.4),

Sion revient aux (V, W)=algébres monadiques, et sf on cansidare les algabres finies de cette

structure, on abtient donc des diagrammes clos particuliers vériftant 4 la place de la condition i} de la

définition 6.2.4, la condition {') suivante :

i') (vs € SP (vx Ee VUW) (als) ((s, % s') € P }
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De plus, on ne particularise pas un tat final s_ mais un sous-ensenble S' de S . De tels diagrammes

Pourraient tre nommés “diagranmes cles complets".

Pour les diagrammes clos complets, 1a théorie développée ici s'applique inmédiatenent et en particul ier
{1 est possible de trouver algorithmiquenent un diagranme clos complet mininal associé 8 un diagranne
clos complet donné (cf §.5).

Toutefois ces diagrammes clos complets ont perdu beaucoup de 1 puissance des diagrammes clos généraux,
en effet, on peut dénontrer qu'un sous-ensenble L de V*x W* est reconnaissable pour la structure de
(Vs W) algebre manadique universelle de V¥ x M* si et seulement s'il existe un langage régulier L!
tel que

Lievewe et l= { (0,8) sae ve et pew et ope L' }

(Indication sur la demonstration : le sens direct est évident, Pour dénontrer 12 réciproque, on constdére
un L's V*W* et on le transforme en L"c (Vu W)* — en posant

TEL ww ar ay By ap By... 4, 5, et aye et BLEW et ay... 0, 8 By---B, EL’

On montrer factlenent que L" est régulier si L’ 1'est. On montre que I'autonate minimun de L" a une
Structure de (V, H) algabre monadique qui reconnait L . (Pour ce dernier résultat on peut en particulier
utiliser le théoréme 7.2.6)) .

6.3.- Cas_des_langages_¢! bres:

Si on considere les structures de T-algébre diadique ou de T-binatde, on obtient des objets uni-
versels qui ont néme ensenble sous-Jacent f et qui ne sont différents que par leurs lois de composition.
Le paragraphe 1.5.5 montre que les ensenbles reconnaissables pour ces deux structures coincident et sont les
bilangages réguliers. Le paragraphe 1.5.6 donne pour ces deux structures 1a construction de 'algebre nini-
male dans le cas des parties reconnaissables des objets universels. Le lecteur pourra constater que les
definitions de 0 (definition 1.5.6.5) et de ¢, (définition 1.5.6.10) sont exactenent des cas particuliers
de la définition 4.4.

7.~ PROPRIETE TE oe 40K) OPRIETES OE A

Le but de ce paragraphe est d'étudier la liaison existante entre les propriétés d'un langage L et
celles de son algebre minimale A,

Par exemple, supposons que L<V* et que le’monofde syntaxique de L soit comutatif ou bien soit un
groupe, que peut-on dire de 1 2 Réciproquenent, que faudra-t-f1 verifier sur L pour tre sir que A, soit

un monoTde comutatif ? Nous commencerons par étudier le cas général puis nous eppliquerons Jes résultats
obtenus pour donner une caracterisation des langages algébriques qui sont réquliers,

Dans ce paragraphe & et ct ne sont pas Fixts, nous serons donc obligés d'utiliser les notations
générales.
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Soient 4c 4 et Ac’ , soit Le FAX) , si A, pout @tre muni d'une structure de

-1
4° KR! -algebre prolongeant sa structure de Sdt-algébre, alors L= ~ (p(L)) of y est

Tunique %A-morphisme de $t(k) dans 4! dt'(k) tel que — wIX = Idy

Soit (A. Al, C,) le triplet minimal reconnaissent L . Par hypothése A, a une structure de

4' de -algabre, il existe un 4' ct -morphisme de 4'R'(X) dans A, tel que glk = CLIX

De facon évidente, cna gow = C,

4A() —*, $A)

\ Pa

AL

1 ;

Dans tous les cas on a évidenment Lc y (y(L)} . Montrons la réciproque.

- nHegs nlc leas ‘ona b= cary = ow tay) = w Meal) . 1 suffit donc de sontrer que

oA) 2 wl). Or

s'e€ pL) = s'= y(s) et SEL * gs!) = poy{s) et SEL wy(s') = C(s)

at sete olstved = sew tay

Soient Sq 4' et Ag A’ , soient Le SA(x) et vy: Fat(K) + 4 AK)

V'unique morphisme de $A(X) dans S'sR'(X) tel que ylX = Idy . Si AL peut @tre muni

d'une structure de 4'A'-algdbre prolongeant sa structure de 4A-algébre et si py est

surjectif alors A, = A,i,y & un isonorphisne prés.

Demonstration :

1 ; ‘
Le théoréme 7.2.1 prouve que l= y (y(L)) 4 donc le triplet (Ayuy , ANCL) ‘ Sys? vy)

reconmaft L , de plus, Cy”) et y sont surjectif, donc (théoréne 4.9) {1 existe un unfque morphisme

if le diagramme suivantx Ay dans A, rendant commutatif le diagi

4K) —_Y 6.4400

o rs)

x

4, —— Aw

Prouvons que (Aj, Ay, xo yay) reconnait (Lt)

On obtient :

ee (as)(s' = ys) etSEE GAMA) a xO Gayls'e

xO Ce Ws) EAL) ee (as)(st = p(s) et Cs) EAL) om

(as)(s' = y(s) et sel) # s'€ p(t)
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Donc, i] existe x’ unique rendant commutatif le diagramme

atx) —_*_ 61 (0)

4 Suu)

x

‘1.

Omadonc xox OG =G eb xoxo yy = Cy) car toutes ces applications sont

surjectives.

Aw

Le théoréme 6.2 montre que le fait que y: SA(X) + 4'A'(X) soit surjectif semble important.

Etudions ce que l'on peut déduire de y surjectif et quelles hypothéses 11 faut supposer sur

4 et sR’ pour que yp soit surjective.

Done x ox' eld et xt 0x = Ide wy done a un isomorphisme prés A,
t vl)

Soient Sq 41 et AeA! et ys FAK) BANK). Gn suppose p surjectif. Soit
fle $'-4 tel que l'arite de f* soit au plus card(x) , alors dans BAX) on

peut exprimer f' en utilisant uniquement les opérations de @

Dénonstration

Le Tenne est evident, en effet soit n I'arité de f! et x1, Xpr..+ X, des Eléments distincts

de X 4 alors F'(xpyeoy XE FA (X) et done H1 existe un s EFAK) tel que f(Kys..-5 Hp) = (8)

et de facon evidente y(s) s'exprime uniquement par des compositions d'éléments de

Si Ihypothése sur l'arité de f' et card(x) n'est pas vérifige, on ne peut pas dire grand chose

sur f' . En particulier, on ne pourra pas affirner que f' s'exprime dans tous les cas par une méne compo-

sition d'éléments de & . Par exemple, prenons 1a $ -algdbre telle que 4 = {Fo} et Fy = (a,b)

ot 1a Stat! -atgeore telle que F's (FF) y Fett) et

A = (F(a), b) , (F{b), a), dans ce cas. yt SG) + F'A(B) est Evidenment surjective
et Qvidenment f' n'a pas d'expression en fonction des éléments de 4 . Remarquons que dens ce cas pour

card(x) 21 le morphisme y : S(X) + $'A'(K) n'est pas surgecti#.

Definition 7.2.4 :

On dit que la structure de 'A'-algdbre est une image surjective de 1a structure de 4t-algabre

si et seulement si pour tout X le morphisme y :Sut(X) + F'A'(X) est surjective.

Proposition 7.2.5 :

Une condition nécessaire et suffisante pour que la structure de 4 'dt’-algdbre soit une image

Surjective de la structure de #At-algébre est que tout élément f’ de $'-% s'exprime par

des compositions d'éléments de &

nstration :

La condition est évidenment suffisante et le lemme 7.3 prouve qu'elle est nécessaire.

Grace & ces définitions on peut donner une réciproque partielle au théorémes 7.1 et 7.2.
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Soit une structure de 4'ct'-algabre qui soit une image surjective de la structure de Sdf-algabre.

Soit Ys ACK) + FAX) tel que yIk= Id et Le ed(K) «Si L= wwe) alors

AL 2 une structure de S'ct'-algebre isomrphe & celle de Ay, )

Comme dans la dénonstration de 6.2, on obtient V'existence d'un x : Ay.) >A, tel que le

diagranme suivant soit comutatif

FA) Yi, s'A'(x)

Ny

De plus, grace aux hypotheses toutes ces applications sont surjectives.

Lthypothése sur la structure $'at'-algebre implique que, pour fl e4'-@ . fF! s'exprime uniquement

a Taide d'elénent de F . donc, cone voy. est surjectif, on peut définir sur A une structure

S'A'-algdbre protongeant 12 structure de SA-algebre sinplenent en transportant par yoCy,) Ta structure

de S'ck"(X) . Le théoréme 7.2.2 prove alors que A, et sont isomorphes.Nu

Corollaire 7.2.7 :

Soit une structure de $'s'-algébre qui soit une image surjective de la structure de “vt-algabre,

soit LoHA(x) , les propriétés suivantes sont équivalentes :

es ow)
44) AL et Ay”) sont isonorphes

tii) AL a une structure de 4'eA'-algebre prolongeant sa structure de Get-algebre.

Voici un autre exemple prouvant que la condition y surjective est inportante si on veut pouvoir

déduire quelque chose de I*hypothése L = 9(y(L}} . Si on considare les deux structures de monotde et de

groupe, dans ce cas n'est pas surjective mais au contraire est une injection, donc pour toute partie L

du monotde libre V* ona L-= y!(o(L)) bien que le monotde minimal de L ne soit pas toujours un

groupe.
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Etude d'unexemple : caractérisation des_langages_algébri

Nous allons utiliser dans ce paragraphe une idée comparable & celle d6j3 énise au paragraphe 2.3

pour tester des équivalences de grammaires.

Dans ce paragraphe nous avons utiliser I'application y: 1 —> définie par

Bla) =a

van r+ rt) = aye) ple)

Nous allons considérer deux structures d'algébres telles que 1a seconde soit une image surjective

de la premiére, qu'elle adnet respectivenent conme alg@bre universelle 7 et Ww et que » soit le
morphisme défini au théoréme 7.2.1.

La premiére structure est celle de V-binoTde ; 1'algébre universelle est y .
La deuxiéme structure est celle de monoTde légérement modifiée, plus exactement on pose

= ( thud. ¥, G2) of F et ¥ sont deux ensembles en bijection par la bijection a ¢ i et
On considgre comme ensemble d'axiomes A' Jes axiomes suivants

x.(y.2) = (xy).z

ne

a(x) = Tx

KA 2x

en particulier on a = a(n) et donc les lois O-aires de la deuxidme structure qui n'existent pas dans

la premiére s'expriment avec les lois de la premiare structure. De fagon évidente \# est I'alg&bre uni-

verselle de cette structure quand on munit V* des lois suivantes

i) la lof. est 1a concaténation

ii) a est le mot vide

iii) Z est le mot a de Tongueur un

iv) a(x) est I'adjonction en téte de la lettre a

De fagon toute aussi évidente, I'apptication y: ¥—+ Ve est I'unique morphisme de binoTde entre
ces deux structures.

O'autre part #1] est facile de montrer que les objets reconnaissables pour cette structure de v# ne

sont autres que Tes langages réguliers.

On obtient alors 1a proposition suivante qui donne une caractérisation des langages algébriques

qui sont réguliers.

Proposition 7.3.1 :

Un langage L sur Y est algébrique si et seulement si L = y(L'} pour un certain bitangage régu-

lier L' . De plus une conditions nécessaire et suffisante pour qu'un langage L algébrique sur ¥ soit

en fait régulier et que parm les bilangages réguliers L' vérifiant y(L') = L I'un d'entre eux ait un

binoide syntaxique 8, ayant une structure de $'.A'-algdbre.

Dénor n

La premiare partie de la proposition a déja été vue et résulte par exemple du paragraphe 2.1. La

deuxiéme partie se déduit inmédiatenent du coroliaire 7.2.7.

Cette proposition ne donne évidewneni yas un procédé efectif pour tester ia régularite d'un langage

algébrique, ce probléme étant connu comme indécidable. Dans certains cas trés particuliers et peu fréquents

on pourra cependant I'utiliser pour démontrer effectivenent la régularité d'un langage algébrique, en effet

a partir d'une gramaire G engendrant L on sait construire des bigrammaires réguligres G' engendrant

Li telles que p(L') = L

StL! répond aux conditions imposées par la proposition 7.3.1, cela démontrera que L est régulier. En

fait les conditions imposées par la proposition 7.3.1 sont trés fortes, ce qui fait que ce procédé est inéffi-
cece.

On peut espérer obtenir d'autres résultats dans cette voie en utilisant une autre méthode. On part

d'un bilangage L' tel que y(L')=L_ , on calculer le binotde syntaxique de L' et on modifie la struc~
ture de ce binoTde de fagon & essayer de réaliser l'axfome a(x) = a(n).x . On obtient alors un bilangage
L" tel que y(L") est régulier et {1 suffit de verifier que L= y(L") . Quelques essais ont donné des
résultats encourageants mais encore trop fragnentaires. Ceci fera l'objet de recherches ultérieures.

Jusqu'a présent, on a travaillé sur des algebres n'ayant qu'un seul type d'objet. En informatique,

on travailie essentiellenent sur des structures ayant plusieurs types d'objets (exemple : structure de pile,

de table, de liste, d'arbre, ect...).

Pour rendre compte de ce type de structure on peut poser les définitions suivantes :

O6finition 8.1. :

Soit (n, P,4) un triplet te? que

i) né€N - {0}

Vi) POOL, o}*% C1, n) (en général P sera fini dans la suite)

tit) $= (Fs pe P} les ensenbles F, Gtant deux 2 deux disjoints.

On appelle 4 ~algéore un coupte (A, $4) tel que

a) A est un n-uplet d'ensenbles (Ay,..., A.) appelés respectivenent sortes 1, 2,...5 1

5) @A =frt speEP{ et pour chaque peP {1 existe une application f +f surjective
A

de F) sur Fp

c) Si Aer et si p= (tp, ty igs J) alors est une application de Ay
1

dans Ny

Conmentaire :

Ltentier nm est le nombre de sortes de I'alg@bre hétérogéne. L'ensemble P est l'ensemble des

profits. L'ensenble S est un ensemble d'ensenbles chacun d'eux étant un ensemble de symboles de lois hété-
rogenes (ici, nous parlerons plutdt de fonctions d'accés). Une @ -algabre h&térogane est une réalisation.

O'autre part, quand dans la littérature on utilise les algébres hétérogtnes dans un but pratique

(type abstrait, sémantique des langages de programmation...) on a intérét & ce que les sortes de l'algébre

hetérogene afent des noms qui ne soient pas des entiers conme ci-dessus et qui en particulier aient un conte-

nu mnémonique non nu?.

Sotent (A, 4) et (8, 4°) deux $-algabres nétérogenes. On appelle & norphisne, un n-uplet
Gapplication y= (ys... W,) tel que pour tout profil p= (i,, 4 -» tp, J) et tout f1 n v2 «

de Fy on ait

vyeFh = Boys v +a)i iy My ie

11 est maintenant facile de généraliser aux cas des algebres hétérogénes la notion d'algebre libre

de base X= (Xis...5 Xp) + puis de définir des axiomes égalitaires de sorte i , ensuite de définir des

Act -aigebres hetéragenes et enfin de construire les objets libras de cette categorie.
En introduisant 1a notion de congruence, on obtient les mémes résultats qu'au paragraphe 4 et en

suivant pas 2 pas les definitions des paragraphes 5 et 6 on obtient exactement les ménes résultats. La seule

difficulté est d'introduire des notations pour désigner de maniére synthétique des n-uplets. Cette générali-

sation 2 &ta aercize d'Ecole dans [ 86]. Conitentons nuus de dunner ui exenpie

tras simple.

Exenple de 1a pile :

On appelle algébre hétérogéne “pile” i'alga@bre hétérogéne définie ainsi :

- il y a deux sortes : 1 © état de pile, 2 = sommet

- les fonctions d'accés sont
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1 i —-» &tat de pile (état de pile indéfing )

A t+ état de pile (état de pile vide)

bot sonnet (sommet. indéfini)

empile : Stat de pile « somet + état de pile

depile : état de pile + état de pile

sommet : état de pile + sommet

~ Les axiomes sont classiquement

depile (1) = 4

axiome de | depite (x) = 1

Ta sorte 1) empite (1, yp) = 4

depile (empite(y), ¥)) = ¥

sommet(L) = 1

sormet(n) = 1.

sommet(empile(yys ¥2}) = Yo

axiome de

Ta sorte 2

On appelle pile sur X , l'algébre hétérogdne libre de base (8, X) et on appelle compteur la pile
sur {1}. On notera (E(X), $(X)) la pfle sur X . De fagon évidente E(x) = (4) UE'(X) of E*(X) est
Vensenble des états de pile différents de 1 modulo tes axiones. De mine S(X) = (4) US'(X) . Les
ensembles £'(X) et S'(X) constituent ce que I'on pourrait appeler Tes ensembles de “termes permis" pour
la structure de pile. On peut reconnaftre (€'(X), 5'(X)) , en utilisant

hes (E(K), S(X)) + (E(1), S(1)) tel que (vx € x) (h(x) = 1),

en effet E'(X) = ni! (E"(1)) et S'(X) = n(s'(a))

Intuitivement, i] est évident que 1'on a construit I'algebre hétérogane minimale de (EN(X), SCX)
Les théories développées ci-dessus peuvent avoir des applications par exemple en théorie des types

abstraits 08 1'on a souvent 4 définir des ensembles de terms (Ensendle de termes permis, ensemble de termes
interdits, ensemble de terme ayant une forme normale...) - En utilisant ce qui précéde on peut les définir
par leurs algébres minimales.

SOUS ENSEMBLE ALGEBRI

Les définitions qui vont suivre généralisent dans te cas des Sdt-al gébres 1a notion de langage
algébrique défini sur a structure de monoTde. Nous ne ferons dans le présent paragraphe qu'un survol rapide
de cette théorie en introduisant seulement les définitions et propriétés dont nous aurons besoin au chapitre 4

Definition 9.1 :

Soit une structure de 4 -algtbre 4 = (Fos Fysssoo Fy) s soit G = NC y FAUX +)

une gramaire algébrique, on dit que G est une 4#-granmaire si et seulement si

(VAEN) (A + a @ ae F(x UN))

Tl est alors trivial de démontrer 1a proposition suivante +

Proposition 9

Soit G une 4-granmaire

(va eM) Koko ~ 0€ F(X UN)

et en particulier le langage engendré par @ est contenu dans B(x)

ion 9.3 :

ln sous ensemble L de (x) est un sous ensemble algébrique de (x) si et seulement si L
est engendré par une 4 -granmaire.

En fait dans le cas de ¥(X} , les sous-ensembles al gébriques sont trés simples comme le prouve le

théoréme suivant.
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Théoréme 9.4. (Eilenberg[25 }) :

Un sous ensemble de (x) est algébrique si et seulement s'41 est reconnaissable.

Passons maintenant au cas des Sut-algabres.

Considérons une structure de $dt-algdbre et soit : $(X)-»>SA(X) le 4-morphisme tel que

phx = Idy , un sous ensemble L de ScX(X) est dit algébrique si et seulement si L = y(L')

od L' est une partie algébrique de 4 (x) .

En général le théoréme d'Eilenberg n'est plus vérifié dans le cas des $dt-algebres (cf (431) 3
d'autre part dans te cas de la structure de monotde les sous ensembles algébriques (i.e, les langages

algébriques) peuvent se définir conme les composantes de la plus petite solution d'un systéme a point fixe,

en revanche dans le cas général cette definition ne sudsiste pas. Cette définition par systéme a point fixe

est correcte si et seulement si pour toute $ct-algabre A , l'ensemble des parties GA) peut etre muni

d'une structure de Sut-algebre (cf Lescanne[ 45 ]) .

Le théoréme 9.4 joint a 1a définition 9.5, donne 1a caractérisation triviale suivante des sous

ensembles algébriques de Se(x)

Proposition 9.6 :

Un sous ensemble L de $yt(X) est algébrique si et seulement si t= y(L') ad L' est un

sous ensemble reconnaissable de @(X) et yg: FX) > 4 A(X) est l'unique 4-morphisme tel que

WIX = Idy

Remarque :

Cette notion de sous ensemble algébrique n'est pas toujours celle qui est adoptée dans la littérature.

En particulier les auteurs traitant des langages d'arbres [42 ]{79] définissent les forats algébriques en uti-

lisant des granmaires d'arbres beaucoup plus pulssantes utilisant en particulier des greffes d'arbres. 11

nous semble que la définition donner icf est 1a bonne, d'abord parce que si on I'applique & la structure

classique de monovde, on retrouve bien la notion de langage algébrique et ensuite parce que la définition

donnée ici permet de retrouver les définitions données par les autres auteurs 8 la condition de changer de

structure d'algébre. Voir 4 ce propos le paragraphe 4.2.2.

Sojent L et R deux sous ensemble de $4(X) qui sont respectivement algébrique et reconnaissa-

ble alors LAR est un sous ensemble algébrique de Se4(x)

Par definition L = g[L') avec L' algébrique (et donc reconnaissable) dans (x) . D'autre

part R' = g/(R) est un sous ensenble reconnaissable de %(X) . On dénontre aisément que

Lon = ofl’ a oR) et L'a gw (R) est reconnaissable dans (xX) donc La R est algébrique

dans $.A(x)

A titre d'exercice d’école utilisons cette proposition pour redémontrer de maniare originale le

théoréme disant que 1'intersection d'un langage algéhrique et d'un langage reconnaissahte est algéhrique

Si on utilise les definitions ci-dessus, on obtient la définition suivante des langages algébriques.

définition

Lest algébrique sur V w=eeeme Lest un sous ensemble algébrique de 4(V)

Avec

Se( (0 48, Gh) et Ae C xyz) = (xyz, axe ma ee)
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Ciest a dire (= (L') of L' est un sous ensemble reconnaissable de 4 (V) et S(V¥) est l'ensemble des

arbres binaires dont les noeuds internes sont étiquetés par et les feuilles par des éléments de VU {a}

Tout cela revient & dire que l'on engendre les langages algébriques sur ¥ par des grammatres réduites sous

forme de Chamsky , les régies de ces grammaires étant de la forme A + BC la la.

Si on considére un sous ensemble reconnaissable R de GA(V) , alors oR} est un sous-ensem-
ble reconnaissable de (V) . Diautre part LOR= (Ling (R)} et donc on raméne te probléme de 1‘ in-

tersection d'un algébrique et d'un reconnaissable 4 la démonstration du caractére reconnaissable de |‘inter~

section de deux saus ensembles reconnaissables dans une autre structure algébrique.

, Remarquons que si on explicite cette derniare démonstration, on va reconstruire la grammaire algébri-

que que l'on utilise classiquement pour démontrer ce théoréme et qui consiste 4 "décorer" les arbres syntaxi-

ques de la grammaire engendrant L 4 l'aide des calculs dans le monotde reconnaissant R.

10.- CONCLUSION :

Ce chapitre prouve que la notion de monotde syntaxique peut se généraliser trés facilement dans

je cadre des algébres libres. Les théories introduites ici doivent pouvoir déboucher sur de nombreux thémes

de recherches en particulier en se pesant des problémes comparables 4 ceux d&jé étudiés pour les monoides

syfitaxiques.

~ A quelies conditions une alg@bre peut-elle étre 1'algébre syntaxique d'un sous ensemble ?

- Y-a-t-il comme dans le cas du moncide des algébres qui sont 4 la fois des algébres syntaxiques

de sous ensembles algébriques et de sous ensembles non alg@briques.

B'autre part Je paragraphe 7 esquisse la fagon suivant laquelle varie une algébre syntaxique quand

on change de structure d’algébre. [1 n'est pas impossible que des problémes difficiles dans une certaine

structure se simplifient dans une autre. Par exemple, il serait intéressant d'aborder les problamas d’ambi-

guité inhérente de langages algébriques en tes considérant comme des images de bilangages réguliers par un

homomophisme et de regarder si les théories développées par Perrot [68] et Sakarovitch [75] ne se simplifient

pas avec ce point de yue.
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CHAPITRE 4:

CONSTRUCTION AUTOMATIQUE DE HIERARCHIE DANS LES ALGEBRES LIBRES.

I. INTRODUCTION :

Le but de ce chapitre est de donner un méthode de construction automatique de hiérarchie dans les

algébres libres. L'idée de cette méthode a été découverte en analysant finement deux exemples l'un trés

classique sur les langages et l'autre correspondant 4 certaines des constructions effectuées au chapitre 1.

En particularisant ces constructions on retrouve celles utilisées par Daumm [19](20] .

Ce chapitre commence par |’étude de deux exemples qui ont modivé cette étude. Ensuite aprés avoir fait des

rappels sur les systémes de réécriture qui nous servirons d'outil dans la suite, nous définissons une trans-

formation sur les structures d'alg@bre. Cette transformation a comme caractéristique de conserver les objets

universels, de conserver les sous-ensembles reconnaissables et de faire croftre strictement l'ensemble des

sous ensembles algébriques. L'itération de cette transformation conduit donc & ia construction de hiérarchies

pour les sous ensembles algébriques.

En théarie des langages, on travaille essentiellement sur deux structures d‘alg@bre

~ Ta structure de V-algébre monadique (ou mémoire sur V)(3.2.3 exemple aj}.

- la structure de monoTde (3.2.3 exemple b)) .

Examinons les analogies et les différences entres ces deux structures du point de vue des abjets

libres, des ensembles reconnaissables et des ensembles algébriques.

Pour la structure de Y-algébre monadique on obtient

i} Un mod@le de l'objet universe! est V¥* mun? du point distingué ,« et des lois a(a) = aa

ii) Les ensembles reconnaissables de Y* sont les langages réguliers

iii) Les ensembles algébriques de V* sont les langages engendrés par les grammaires linéaires

gauches, ce sont donc encore les langages réguliers (cas trés particulier du théaréme d'€ilenberg 3.9.4)

Pour ta structure de monoide, on obtient :

i} Un mod&le de l'objet libre de base VY est V* muni de la concaténation, « é@tant |'’élément neutre.

ii} Les ensembles reconnaissables sont encore les langages réguliers.

iii} Les ensembles algébriques sont les langages engendrés par les grammaires algébriques, ce sont donc

les langages algébriques dont l'ensemble contient strictement l'ensemble des langages réguliers.

On remarque alors Jes phénom@nes suivants :

i) Les éléments de V dans la structure de V-algébre monoTdique sont des opérations unaires alors

que pour la structure dé monoTde T'objet Tibre ayant mime ensemble sous-jacent que l'objet universel

de la structure de Y-algébre monadique, ces Gléments de ¥ sont devenus O-aires.
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jij W1sy a dans Ja structure de monofde une nouvelle Ici binaire associative et ayant un élément neutre

qui est dans la structure de V~-algébre monadique un élément O-aire sur lequel ne porte pas

d‘axiomes.

iti) I] y a identité des ensembles reconnaissables (langages régulfers) dans les deux structures.

iv) En revanche l'ensemble des ensembles algébriques pour la structure de V-algébre monadique est

strictement incluse dans l'ensemble des ensembles algébriques pour ta structure de monoides.

Au chapitre 1 ai nous avons lonquement étudié Tes bilangages réguliers, nous avons utilisé principale-

ment deux structures d'alg@bres :

~ les Vealgébres diadiques (définition 1.5.5.3 et 3.2.3 exemple d})

- les V-binoTdes (définition 0.4.1 et 3.2.3 exemple c})

Pour la structure de Y-algébre diadique on obtient

i) un modéle de l'objet universe] est F muni du point distingué , et des lois binaires

a(t, s}=axrts

ii} les ensembles reconnaissables de q pour cette structure sont les bilangages réguliers (corol-
laire 1.5.5.8).

Tit) les ensembles algébriques de VY pour cette structure sont les bilangages engendrés par les bi-

granmaires réguliéres, ce sont donc exactement les bilangages réguliers (cas particulier du

théoréme d'Eilenberg 3.9.4)

Pour la structure de Y-binoide on obtient :

a

i) un mod@le de |'objet universel est V avec la loi de concaténation admettant A comme élément

neutre et }'enracinement.

ii) les ensembles reconnaissables de 9 pour cette structure sont les bilangages réguliers (défini-
tion 0.4.5 et proposition 1.5.5.13}

iii} les ensembles algébriques de v pour cette structure sont les bilangages engendrés par les
Cy-bigranmaires dont l'ensemble contient strictement l'ensemble des bitangages réguliers (propo-

sition 1.6.9).

On remarque alors des ph&noménes tout & fait similaires a ceux de l'exemple 2.1.

1) Les opérations de ¢ dans la structure de V-alg@bre diadique sont binaires alors quielles sont
unaires dans la structure de V-binoTde

ii) Ny a dans la structure de V-binoTde une nouvelle loi binaire associative et possédant pour

T'élément neutre a qui est 1'élément G-aire de ta structure de V-algébre diadique.

iii) 11 ya, dans te passage de la structure de V-algébre diadique 4 la structure de V-binoTde, con-

servation exacte des ensembles reconnaissables (bilangages réguliers) et augmentation stricte de

l'ensemble des ensemble algébriques.

Nous allons poursuivre cet exemple en introduisant une nouvelle structure algébrique of se produi-

sent les mames phénoménes avec suffisamment de cénéralités pour que T'on pyisse en déduire naturellement

Ja méthode de construction qui sera mise en évidence dans la suite de ce chapitre.
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Définition 2.2.1:

On appelle structure de diotde, la structure algébrique définie par

Fe (Fy, Fy, Fo) Fo={a, ls Fp =O s Fy = (+, 0)

WMatrertacr 5 (rts) +tare(s+t),l@rereler

r@(s@tp=(r@sp@t, aGrz=n ,(r+t)@ser@s+tds}

Une réalisation du diotde libre de base V est 0 muni des lots suivantes :

- + est la concaténation habituelle

-r@s=F(s} (FF: VE1}] + VE1] est la fonction polyndme définie dans Ja propo-

sition 1.2.3)

(ne pas oublier que dans ta les éléments de V sonten fait axa } .

Démonstration :

I] faut déja vérifier que fy muni de ces Yois possade une structure de digide ce qui se fait

sans difficulté. Ensuite i] faut montrer que si D est un dioide et bh: ¥+0 une application

alors i] existe un unique prolongement de h 4 II] tel que

nla) = Ap n(l) = In > h(r +s) = h(r) + h(s} et h(r @ 5s) = A(r) @ h(s)

h doit done en particulier vérifier :

h(a) = % (T}

h{a x r+ s) = h(a) @ h(r) + hfs) (11)

h{l + sj = 1) + h(s} (TET)

On en déduit done que,si h existe, h est unique et doit vérifier les trois relations [, II et III.

Vérifions maintenant que h ainsi défini, convient.

Ona h(a} = 4p grace a (1)

h(1) = 1, grfce a (1) et (IIT)

Pour démontrer que h(r +s} = h(r) + h{s) faisons une récurrence sur r

- pour r=a c'est évident

~ supposans le résultat pour r et r' et démontrons le pour axretr' et ler

On abtient :

h(a x r+ r' +s) = h(a) @h(r) + h(r’ +s) = h(a) @ h(r) + h(r') + W(s) =

h(a x r +r‘) + h(s)

h(l 4 rl +s) = ly + h(r' +s) = 4, + h(r') + h(s) = h(l 4 r') + b(s)

Pour démontrer que h(r @s) = h({r) @ h(s) procédons aussi par récurrence sur r

- pour r=, c'est évident

- supposons le résultat pour r et r‘ et démontroris le pour aarer' et Ltr

On obtient :

h({axrdt+r') @s}= hax (r @5) +r @ 8)

= h(a) 6 h{r 6s) + h{r’ Os) <= Ala) & Ar) @ hfs} s Bert} hfs}

= (h(a) @ h(r) + W(r')) @ h(s}) = hla x r+ r') @ K(s)

h((l+r') @s) = h(s + r' @s) = h(s) + h(r') 6 h(s) =

= (1p + A(r')) @ h(s) = h(1 + r'} ® h{s)}

CQFO.
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2 aA

Un bilangage L contenu dans V[1] est régulier si et seulement s'il existe un triplet (D, D', w)

tel que 0 1: un dioTde fini, O' ast une partie de 0, wp: Oru) + D est un homomorphisme de dioTde

et L= yp "(D')

Démonstration :

Si L est reconnu par (0, D', ¢) , on peut mettre sur 0 une structure V-binoTde en posant

axdz=aagd

De fagon évident y : V[1]} +0 est i'homomorphisme de ¥-binoTde tel que (1) = 1p et donc Lb

reconnu par (D, BD’, p) dans la structure de Y-binotde.

Réciproquement, supposons t Vl) est reconnu par (8, B', ) of 8 est un V~binoTde et
we wy ~B est un homomorphisme de V-binoTde. Posons OB = ge

B ) et définissans dans 0 Ta structure suivante :

- Ay est l'application constante ya)

(ensemble des applications de 8 dans

~ 1h est l'application identité de D dans D

(d+ d')(b} = d(b) + d'(b)

=~ d@d' = dod’

-deDd et ded ~

-deod et died

To n'est pas difficile de montrer que l'on obtient ainsi une structure de diofde sur 0

Vérifions par exemple le dernier axiome qui est le moins évident

(d+ d'} @ d"(b) = (d + d?)(d"(b)) = d(d'(b)) + d'(d"(b})

=d 8 d"(b) + d'° @ d"(b)

= (d@d" + d' @ d")(b)

wo: Wy 40

Montrons alors que (vr € VE1I)(p"(r) (w(1)) = vlr))
Pour cela i} suffit de faire une récurrence sur r

w'(r) (HCLY) = oi (a) CCL) = aplW(Q)) = wa)

- wi(ax rt s)(w(l)) = (w'(a) @ g(r) + v's) (H(1))

(wi (a) @ w'(r)) @C)) + ols) @O))

= y'(a) Cw (r) (pC1))) + wis) (HC)

sax yr) +o(s) = plax rts)

- wi( +s) (eCL)) = Lpty()) + w'{s) (e(1)) = oC) + ols} =

On en dédutt donc que

re bee wi(r) (u{1}) =

et donc L est reconnu par le triplet (0, 0',

d(y(1}) € B' }

11 existe alors un unique morphisme de dioide tel que w'(aj(b) = ax b

~T=A

yl +s)

v(r) € B

yw’) avec

Be{d;

It existe des bilangages contenus dans ta algébriques pour la structure de diotde et qui ne te

sont pas pour Ja structure de binotde.
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Démonstration :

Il suffit de construire un contre exemple. Considérons tout simplement la grammairé algébrique G

suivante

X —raGXObI1

De maniare évidente, cette grammaire engendre des ramifications 4 un seul chemin, ces chemins formant le

langage L={a"b"; 20} . Come L n'est pas régulier, le bilangage engendré par G ne peut pas étre

engendré par une C,-bigrammaire (proposition 1.6.2).

Si on examine maintenant la définition 2.2.1 et les trois propositions qui suivent, i] est impossible

de ne pas remarquer les analogies avec les constatations faites au paragraphe 2.1 et au début du paragraphe

2.2. On retrouve en particulfer les points suivants

i} baisse de l'arité de certains opérateurs

ii) introduction d'un nouvel opérateur du monotde (ici 6 )

iii) conservation ensembliste de l'objet universel

iv) conservation des ensembles reconnaissables.

v} augmentation stricte de la classe des ensembles algébriques:

Les paragraphes qui suivent vont montrer que la transformation sur les structures d'algébres faites ici

sur deux exemples sont en fait trés générales.

Si on examine les ensembles algébriques pour la structure de diode on remarque que l'on obtient des

objets tout & fait comparables aux forats algébriques étudiées par exemple dans (42] [79]

A notre avis ce n'est donc pas dans une structure de magma que T'on peut définir ces objets aigébriques mats

dans une structure plus compliquée of existe déja un opérateur correspondant 4 1a greffe d'arbres. Remarquons

que dans la théorte des magnotdes introduite par Arnold [2 ] et Dauchet [21] existe cet opérateur de greffe

et 14, & notre avis la définition donnée par ces auteurs des forats algébriques coincident avec notre point

de vue.

3.- RAPPELS DE _PROPRIETES CONNUES SUR LES SYSTEMES DE _REECRITURE.

Jusqu'a présent quand on travaillait sur une structure de & f-algtbre, nous n'avions introduit que

Ta relation *<_E et son itéré — . I] est souvent plus facile de considérer une relation non symétrique a

telle que «4 = —+uU e— et que l'on obtient en orientant les axiomes.
Fe Rok

une relation binaire dans ESefent E un ensemble quelconque et +

ij On appelte forme irréductible un élément x de E tel que

fyi xry} =$

Dans 1a suite on notera N(E) I'ensemble des formes irréductibles de & pour la relation +

ii) La relation + est noetherienne si et seulement si i] n'existe pas de suite infinie (Ky eN

telle que
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iii) La relation + est confluente si et seulenent si

* *

ve vy v2 (xtoy et x +z « (at) (yet et zt) .

iv) la relation —+ est localement confluente si et seulement si et seulement si

va w vz (x+y et x+z «(at)(y St et 24%))

La définition 3.1 a quelques conséquences inmédiates qui sont :

Si la relation + est noetherienne, pour tout x il existe un y irréductible tel que x+y

4i) St la relation + est confluente, pour tout x il existe av plus un y frréductible tel que

xtey

Si la relation + est noetherienne et confluente, pour tout x il existe un et un seul .y

irréductible tel que x ‘+ y . Dans ce cas on dira que y est la forme normale de x

On obtient aussi le lemme un peu mins évident suivant

136]:

La confluence locate est évidente, une condition nécessaire pour 1a confluence sans que d'ailleurs

i} Je caractére noetherien de + n'intervienne .
La réciproque se démontre aisément en utilisant un raisonnement par récurrence noethérienne (cf { 361).

(36):

Soient £ un ensemble muni d'une relation d'équivalence notée ~ et d'une relation binaire notée +

i) la relation + est confluente modulo ~ si et sevlement si

| (xs ye xy) key et xox! ety Sys GO WSF et yy et x~y))

ii) la relation + est localement confluente modulo ~ si et seulement si les deux conditions

suivantes sont vériftées

(We Ys 2) (x+y et x42 9 (au, YS u et z5v et u~y))

(vx, ys 2) (x42 et x~y (au, vty Su et z4v et u~v)).

Ces deux notions de confluence et de confluence locale modulo ~ se visualisent mieux sur les

diagrammes ci-dessous.

Confluence modulo ~

Vas Ye xt y x~y — wey
op yee v N

x y Ps yt

Nf

Confluence locale modulo ~ :

WXy Ye Z x x

yf St wy J \

Yy /

un

et Wx, ¥. 2 my Huy ¥

nex
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Soit E un ensemble muni de deux relations + et~ , ~ étant une relation d'équivalence. On

dira que + est fortement confluente madulo ~ si et seulement si

(xr YE EK (Ue Um ey ow (ax y'xtet et xy! et xteyt)) .

On obtient alors inmédiatenent le lenme de transitivité suivant.

Lenme 3.1.8 :

Soit E un ensemble muni de trois relations —+—> et ~ , ~ étant une relation d'équi-

valence. Sis est fortenent confluente mdulo ( +U +U-~ )* et si —sest fortenent

confluente mdulo ~ , alors > U—+ est fortement confluente mdulo ~

3.2. Syst

Revenons maintenant au cas qui nous intéresse, c'est a dire le cas al les relations manipulées sont

issues de systémes d'axiones.

Definition 3.2.1. :

On appelle systéme de réécriture un couple formé d'une structure de $ -algdbre et d'un ensenble

Ho Bi) « Fy).

Remarquons que cette définition est syntaxiquement identique a celle d'une structure de ¥dt-algébre,

‘utilisation que Ion va en faire est différente,

Definition 3

Soit (4 ,o%) un systéme de ré€criture. On définit sur la 4-algebre libre $(X) Ta relation

Eh Posant

Fees me (Bos B) edt) (SUE HKU NBs tyreeey ty)

(r= Tlty... t)) et $= TElty,.... ty)

ot card(¥) et ,@, § sont les fonctions associes 2 u, aet B .

Si on veut préciser I'axiome utilisé, on écrira

(a8),

1°) Dans un systéme de réécriture la relation nest pas symétrique puisque l'ordre (a, 8)

des deux membres d'un axiome intervient explicitement dans la définition.

2°) Plutt que d'écrire (0, p) € o& nous écrirons a + Bit)

Le probléne meintenant est de savoir pour un systine de réécriture (A) sf la relation

est noethérienne, confluente, localement confluente...

On utilise pour cela les propositions suivantes [ 22} [48].

Proposition 3.2.3. :

Soit (dR) un systéne de réécriture, pour que Te relation + soit noetherienne il suffit

de trouver un ordre bien fonds < sur (x) (ordre noetherien ) tel que
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Dans [36 ] on trouvera la démonstration du lemme suivant. Cette démonstration est fondée sur le méme

Principe que celle du lémme 3.1.3 en plus difficile.

Si la relation —+ est noetherienne, pour toute reldtion d'équivalence ~ Ja confluence modulo

ast Equivalente 4 ta locate confluence modulo ~

Gans la suite nous aurons a utiliser ces notions sur des systémes d‘axiomes ot 4 les axiomes d‘un

saus-ensemble of " de eft seront orientés et donneront une relation 3 et le complémentaire cA‘ de oA"

dans & fournira une relation d'équivalence 7 - 11 sera évidemment utile de savoir calculer “-
*

_—_>

Bis
en fonction de e et » pour cela on utilisera deux propriétés indiquées dans le lene suivant.

Supposons que —~+ normalise E , (c'est & dire que

Alors 1a relation —+ est confluente modulo

vantes est vérifiée

(wx) (ay) (x Mey ety © N(E))
~ si et seulement si une des deux propriétés sui-

i) (vx, y)(vu, VE NEV (x4 U + Un)ty et x Su et ySv © unv}

44) (vx, y)(xC+U © Un dey @ (au, vik Su et y oy et u~v))

Démonstration :

De fagon évidente on obtient :

i) * ti)e ~ est confluente modulo ~ ,

i il suffit donc de démontrer que si

} i) est vérifiée

> ‘est confluente modulo ~ alors la propriété

yj Soit x, ¥, u et vy tels que

x(+ U «Unjty et xu et yy et ue NE) et ve N(E)

Soit Xy FX Xp vee Ky EY tels que

(vi € (1, m)) x.) Ry x, avec Re € {4,4 s~}

Soit Uy = Ur Wypeeees Ur =v tels que

Vie [lyn] x; —+u; et a € A(E)

En utilisant I'hypothése “ + est confluente modulo ~ “ et le fait que tous les termes u.
i

sont irréductibles, on en déduit imnédiatement

Keay RO

> u ~ OU.
way

yey uy

Done par transitivité on obtient un ¥

La propriété 11) du lemme 3.1.6 est trés utile dans la pratique, i] ne nous semble pas que cette

propriété ait fait l'objet d'une définition dans la littérature. Je propose Ja définition suivante.

7
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Definition 3.2.4. :

défini par

(tyr... ty) 18x (Syreee 8) we ( n=p et

(aj € (1.n}) (vk < §)(t, = s,) et ty <5;

et (kz iit, ¢ s)

Soit < une relation d'ordre sur les éléments de * qui est fini, alors la relation suivante

sur (x) est un ordre bien fondé

f<g et vie fi, a} ras

ou

Perce MOS = Sprees Spe) mw fF 9 eb (Myrerre Py) hy (Syreres SQ)

ou

fog et ai € {1,n) ras;

De plus cet ordre est compatible avec la composition des termes et la substitution.

Ce type d'ordre est connu sous le nom de "recursive path ordering”.

Nous ne ferons pas la preuve de cette proposition qui est loin d'étre évidente mais qui n'a pas de

rapport strict avec les théories développées ici. La preuve se trouve dans [ 48).

Pour tester maintenant Ta confluence locale de Ja relation ~,—» , nous ne savons jusqu'a présent
A

le faire qu'en appliquant la définition 3.1.1 qui est valable pour une relation quetconque, En fait quand la

relation utilisée est issue d'un systéme de réécriture, la preuve de la confluence locale est beaucoup plus

simple, il suffit en effet de tester cette propriété au niveau des régles. Pour ne pas alourdir 1a rédaction,

et pour ne pas introduire des notions qui seraient utilisées dans ce seul paragraphe, nous nous contéenterons

d'une description approximative et non formalisée du procédé permettant de tester la confluence locale dans

Je cas des systéme de réécriture. Les définitions correctes et complétement formalisées se trouvent par

exemple dans [37] , [38] .

Soit er la relation définie par un systéme de réécriture (& ,&). . Pour tester la confluence

locale de x: il faut et i] suffit que le procédé suivant soit applicable.

Pour chaque couple de ragles de réécriture at +» ' on construit les termes

t tels que les deux axiomes soient applicables 4 t en deux "endroits" différents de t et tel que l'on ne

puisse pas construire de terme “plus petit" que t vérifiant cette condition. Sf on applique 4 t les

deux axiomes respectivement 3 chacun des deux "endroits” on obtient alors deux termes t, et ty tels que

a——~B et

+ (8), t) et t os Be . On doit alors trouver un terme t, tels que
* *

ty Ke t, et ty e ty

Suivant la forme des exiomes au des régles de réécriture, on obtient des propriétés trés différentes.

Dans ce paragraphe nous introduisons quelques définitions qui nous servtront en particulier pour T'étude des

sous-ensembles reconnaissabtes.
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Un axiome a= 6 est dit non effacant si et seulement si toute variable apparaissant dans q ou B

apparait aussi dans l'autre terme, Une structure d'algebre Sd est dite non effacante si et seule-

nent si Jes axiomes de dt sont non effacants.

Les conséquences de cette définition sont multiples, en voici quelques unes.

Proposition.3.3.2 :

Soit “dt une structure d’algdbre non effagante. Pour t€ ‘{X) notons v(t) les éléments de X

qui ont une occurrence dans t , alors

(vt, the SX) (beg th + vit) = vit")

On pourra donc parler des variables d'un terme t de SR(X) en posant v(t) égal a v(t') od

t! est un représentant quelconque de t dans “(X)

Proposition 3.3.3

Soit uk une structure d'algébre non effacante. Soit £ un ensemble quelconque, 1'ensemble

A= A(E) peut etre muni d'une structure de 4K -algabre en posant
n

u iEFer Gs eS

Cette proposition résulte itmédiatenent des propriétés d'associativite de conmutativité et 4! iden-

potence de la réunion.

‘ollaire 3.3.4

Une structure d'algébre non effagante est toujours consistante.

Soit ut une structure d'alg&bre non effacante. Pour tout X et Y tel que Xc¥ , Seft(X)

est reconnaissable dans 4¢t(¥)

Soit y:FA(Y) + BY) defini par y(t) = v(t) , y est un Sdt-morphisme, quand on

munit Q{Y) de sa structure de $c-algabre définie de la proposition 3.3.3. Donc $ge(x) est reconnu

dans Set (Y) par le triplet (@ » G(¥), FtX))

Lialgébre minimale de FeA(X) dans Fdt(¥) est en fait plus petite .

En effet si on prend A= (0, 1} = @(@(P)) muni ces lois

Fey, ep» ghee (Wet, 1) (25 = 1)

et sion définit le morphisme y: Sut(Y) + A en posant

yEX = oyp 2

YEVX « gly) = 0

Tl est évident que 4 e(X) est reconnu par le triplet (yw. A, (1})
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Un axiome a = 6 est dit linéaire si et seulement si une variable a une occurrence au ptus dans

chacun des menbres. Une structure d'algébre est dite linéaire si ét seulement si ses axfones sont

Vingatres.

Les axiomes linéaires sont d'une manipulation beaucoup plus facile que les axiomes quelconques, en

effet le test pour savoir si un axiome est applicable a un terme est local car on n'a jamaié tester

T'€galité de deux sous-termes avant d'appliquér 1‘axtome. Plus formellement on obtient facilement

le lemme suivant. -

7: :

Soit Sdt une structure d'algébre linéaire. Soit ve S(Ku (1, ml) et Ve (S(x))" + $(x)
defini en posant v(tys...s tq) = Aly) od hs A(Ku (1, n}) + F(X) est le @ morphisne

obtenu & partir de h(x) =x et h(i) = ty . Soft d'autre part y,is+y Yq des variables dis-

tinctes ou non alors

WE Vere Vy) ow ul ow ave (XU TL, mn) yu’ = V(yyreeee Yq) et ‘SE vi)
ah

Le sens réciproque de I'équivalence est évident sans que le caractére lingatre de ot n'intervienne,

Examinons te sens direct. Soit a =» 8 un axiome de ot et supposons que u= V{¥;s.++ Yq) *- uw

en utilisant cet axiome, on a donc

Ue altyerees ty) et w= Bltyeey ty)

Comme est linéaire ona v= a(tis..., tt) et donc en posant v' = Altiy.s th)

on obtient

Ue Wy Yy) eb Vege!
&

1°) On a seulement utiliser le fait que a est linéaire, cela nous servira quend on énoncera un

Jenme similaire pour les systémes de réécriture (cf lemme 3.3.12)

2°) On obttent immédiatement 1a conséquence suivante du lemme 3.3.12

Ue V(Ypsees Ip) -e wins (ave @(XU EL, my))(u = v(yyreees Yq) eb ¥

3°) $18 1a place des variables y, , on met des termes t, le lemme ne subsiste pas, mats si de

plus pour chaque terme t, la racine de ce terme est une fonction sur laquelle ne porte pas d'axio-

me, on obtient facilement la généralisation suivante

a) - Uae av eg B(KU (1, mI) ath sees th(ut =v" (thee th) et vate’ et
ft

vie {lay (ty <g> ty) a

Definition 3.3.8 £45):

Un axione est dit conforme si et seulement si {1 est linéaire non effacant.

Une structure d'algébre est dite conforme si et seulement si ses axfomes sont confornes.

On peut caractériser les algebres conformes par le fait que pour toute algebre A, B(A) peut

@tre muni d'une structure d'algébre. Plus précisément on obtient
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Proposition. 3.3:

Une structure d'algdbre $e est conforme si et seulement si pour toute Ft-algebre A , l'ensenble

B= @(A) a une structure de Sdt-algdbre pour les lois

- BPMs Agreees A) © CPMQq rece ag) 5 (proces a5) © AL A AQ eee x ASD

Les notions d'algébre non effacantes, linéaires ou conformes sont souvent insuffisantes pour

étudier un probléme car trop restrictive. On peut espérer traiter des cas plus généraux en utilisant des

systémes de réécriture ou un mélange des deux notions en utilisant 1a confluence locale forte ou non modulo

une relation d'équivalence (cf définition 3.1.4 et 3.1.7).

DeFiniti

Un systéme de réécriture est dit linéaire gauche si et seulement si les régles sont de la forme :

as

avec les deux conditions

i) vis) cv(a) (toute variable de g est une variable dea ) .

ii} a est linéaire par rapport 3 chaque variable (une variable apparait au plus une fois dans a ) .

La condition i) de la définition ci-dessus donne immédiatement 1a proposition suivante

Soit $k un systéme de réécriture linéaire gauche

(vt, t' € 4(X)) (t x th = vit") & v(t)

Bien que I'on impose peu de chose sur les seconds membres des régles des systémes de réécriture, le

lemme 3.3.7 énoncé a propos des algébres linéaires subsiste. Plus précisément on obtient si 4¢t est un

systéme de réécriture linéaire gauche .

Tyrer Hq) eb VQ VD

La remarque 1°) qui suit le lenme 3.3.7 permet inmédiatement d'énoncer le lemme ci-dessus. D'autre

part les remarques 2°) et 3°) sont valables aussi pour les systémes de réécritures linéaires gauches en rem-

&t

En mélant les notions d'algébres et de systéme de réécriture, on obtient la définition suivante.

lagant <p> par =>.plag: a?

Soit Set une structure d'algabre, on dit que Sd est une structure quasi-non effacante si et seu-

lement si ct peut se partionner en deux sous-ensembles fA’ et ot" tels que

i) A’ est un systéme d'axiomes non effacants

Gi) les axiomes de ot" peuvent atre orientés de facon 4 abtenir un systéme de réecriture Fut"

tel que

2) Ta relation + est fortenent confluente module ——
FF

b) le systéme de réécriture A" est linéaire gauche quand on écrira

Quand on écrira "Soit 4dét= 44' dt" une structure d'algabre quasi-non effagante" cela signifiera

que st! et ft" sont la partition de dt vérifiant les conditions ci-dessus.
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C'est essentiellement 1a définition 3.3.13 qui nous servira dans 1a suite, on peut cependant imaginer

des définitions similatres en changeant les propriétés des axiomes dt' pour obtenir des algébres quasi-

linéaires, quasi-conformes, etc...

3.4.> & parties reconnaissables dans_les_alg’bres libres en liaison avec la forme des axiomes

En théorie des langages il est banal de démontrer que si Le V* est reconnaissable en tant que

Tangage sur V alors L I‘est aussi en tant que langage sur V' pour tout ¥' contenant V . Ce phénoméne

ne subsiste pas dans le cas général des algébres. En effet on obtient :

Soit X¢Y et une structure d'algabre Sct. Notons Rec(#c%e(X)) l'ensemble des sous-ensembles

reconnaissables de €u%(X) . Alors

Rec @ek(k)) 2 Rec(SALY)) 1 @ MeA(X))

et dans certains cas cette inclusion peut étre stricte.

Dénonstration

Si L est reconnu dans $uX(¥) par le triplet (x, A, A') et Si Leteh(X) alors L est

reconnu dans @eA(x) par le triplet (x|4A(K), As A‘), d'od T'incluston cherchée.

Montrons un exenple od cette inclusion est stricte. Considérons la structure de groupe et pour cette

structure T'objet universel et Iobjet libre de base 1. On obtient respectivement les groupes {0} et Z

Liensemble {0} est Evidemment reconnaissable dans lui-méme par (1d, (0) , (0) ) , mats (0) n'est pas

reconnaissable dans Z car il faudrait trouver un triplet (y, 6, G') tel que

- x :Z +6 est un homomorphisme de groupe

-G est fini

- CNet) = (0

Or NG) = (0 > x0) EG = Keri) YG) = Kenly) = (0)
et donc x est une injection et G ne peut étre fini.

Aprés quelques lemmes triviaux valables dans le cas général, nous allons étudier quelques cas parti-

cutliers o¥ 1" inclusion ci-dessus est une égalité.

Soit Xe¥ et Set une structure d'algebre

Rec(ft (X)) = Rect$et (Y)) 1 PAX) me Sat (XK) € Rect (Y))

@A(X) stant reconnaissable dans lui-méme en utilisant 1a Ft-algébre réduite 8 un point, Te sens

direct de l'équivalence est trivial. Réciproquement, soit L€ RectHet(X)) , soit (x, A, A’) reconnaissant

Lo dans $A(X) et soit (y', B, B') reconnaissant 4t(x) dans Sdh(¥) . Pronlongeons x & FeA(Y)

de maniére quelconque pour obtenir un 4et-morphisme Y¥ , alors L est reconnu dans @ut(¥) par le

triplet (gx y', Ax B, Al ab!)

Soit GeX une structure d'algebre et XeYe2 , alors

BAK) € RecA(Y)) et FAY) € Rect$oh(Z)) »Ady(X) € Rec HeAlZ)) -
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Dénonstration_:

1] suffit d'appliquer Te Teme 3.4.2.

Exeminons maintenant le cas un peu plus complexe des structures quasi-non effacantes.

Proposition 3.4.4. :

Soit FA = & ch'cA" une structure d'algébre quasi-non effacante.

soit x, et y, deux variables distinctes alors

(Wks W(X EY Rec( Sek (X)) = Rec(SACY)) 1 SGA (K))) ae BoA (Cxg}) € Rector (Cx ¥oH)) -

Le sens direct est évident sans d'ailleurs que le caracttre quasi-non effagant de Mek n'intervienne.

Examinons la réciproque.

Soit XcY , il suffit en vertu du lemme 3.4.2 de démontrer que

FH K) € Rec(Bch (Y))

Soit ss BY) + Blix» yo}) et st BA (Y) + BAL. IQ})

defini par

siX=s'|X= iy et SIY-K = StIV-K = y,

Soit o: ALY) +FA(Y) et ot : Blirys Yoh) + Sh ({x5+ Yoh)

Ves projections canoniques. On obtient le diagranme commutatif suivant :

a) = Flr ¥0)

9 cy

BAY) —24Al%,, 9)

Soit (x, A, A') un triplet reconnaissant A(x») dans $eA(x,, y,) » nous allens montrer

que (yos', A, A') reconnatt S.A(X) dans SA (Y) -

Soit te A(X) alors s*(t) € BA((x,)} et donc x05! (t) € AY

Réciproquement, supposons que yes"(t) EA’ , soit t, tel que g(t,)=t , soit

t= s(t) et ty = s(ty) . Ona donc

Sot
ty + tj

| |e
t —S4t) 2. sen

Comme x(t") €A' , t' €FA((x}) et done 11 existe un terme ty € B({x,}) tel que

Nunérotons les éléments de Y , on obtient Y= ( xys Xpseees HF U CYpyyreees Yh aver

+X). I] existe évidenment un élément v €4((1, nl) tet que

tye vis. Iq)er Nea?
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(La manipulation ci-dessus a simplement changé le nom de variables)

On a alors th * Vxyr.+eo%yp Yoreoes Yo)

Utilisons maintenant I'hypothése sur A

thts ty om au}
&

et uy

Le caractére linéaire gauche de implique que uz € 4({x,}) et comme fl

est non effacant, on a aussi uj € S({x.})

De = VUXgsee9 Xgx Vorees Vg) et ty x Uy on en déduit que

Yo) avec ¥ —24 w (lemme 3.3.12).UL Wy a

Diautre part comme uj € 4({xo}) les variables de (kl, n] n'apparaissent pas dans w

+o Xp» Vo

tye Mace Re yggeeeee Yq) ot Wkyeeeee Metggpeeres Yad & ty © UX)
a

et par suite t= (ty) = oft.) est dans ek (X)

Revenons maintenant aux structures d'alg&bre non effacantes pour démontrer un lenme qui nous

servira au paragraphe 6.2.2.

Lemme 3.4.5 :

Soit Sut une structure d'algebre non effacante telle que {x} est un sous-ertsemble reconnaissa~

ble de FA((xd) . Soit te (9) un terme construit avec des fonctions sur lesquelles ne

portent pas d'axiomes, soit : (B) > eA (9)

(o(t,)} est un sous ensemble reconnaissable de 4k (9)

la projection canonique. Alors

Démonstration :

Faisons une récurrence sur la complexité de ty .

Si ty est réduit 4 une constante , alors le lemme est évident car aucun axiome ne porte sur cette

constante et donc elle peut @tre considérée comme une vartable.

Supposons que t; = f(sy, Szs--+s Sy) et que { (5) 4.-+ { @(5,)} Sofent des sous ensembles

reconnaissables de 44 (9) . Catculons la fonction — ¢, ott 4 BA) = SAC) (of 6.3.4).

Conme aucun axiome ne porte sur f , on obtient

ULE FIM) et Fa ume occurrence dans nj et uy <em> ujs fF a une occurrence dans ut

(le fait que tet est non effacante est évidennent nécessaire et suffisant pour que 1'implication ci-dessus

soit vraie). Par abus d‘écriture pour u€ $(@) , on notera feu , le fait que f a une occurrence

dans tout représentant de u dans 4(P) . O'autre part on obtient

FE Umm (3q EN) (35 CHA (LL, aI)(U = Ata peers tyydorees Fltgqeres tad) +

et fies

Supposons que FEU , Gcrivons us BF(tyysoer tyydoroes Atgqeress td)
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Stil existe un f€ [1,4] tel que F(tiys. ty,) # (ty) alors ona Softy) 1)

sinon on peut supposer que q =I. et dans ce cas on a StoctyiY) = Say OD)

Si fg@u , calculons Sos, » on obtient alors

Groce yn : a {este $A(CD) et te FOS) s---> OCS 5p)s fs OS;a eee» 0(5,))1: i=l

avec si € Coos)? {

On en déduit donc que {Cory y(u) sue Fot(a) } — est Fini et donc que (t,) est
1

Soit St une structure d'algébre. On dira que cette structure est transformable si et seulenent si
les conditions suivantes sont vérifiées

1) B= (Fos Fyseeoe Fy)

Foo FPUFE et FL nFt=9
ji) viel .

448) La forme des axiomes de ot est quelconque mais aucun élénent de ju, Fine @toccurrence
Ps

dans les axiomes.

Quand nous écrivons “Soit SA = S'S "dt une structure d'alg’bre transformable”, cela siguifters
que F = (Fy... Fads B= (Fos Fjsves Fa) et $= (8 FL, Fh), Tes ensembles Fi, F} et FY

vérifiant les trois conditions ci-dessus.

Le but de la transformation que nous allons étudier est de faire baisser I'arité d'un certain nombre

de fonction d'accés de la structure d'algabre pour obtenir une nouvelle structure et d'étudier les tiens ;

existants entre les objets libres des deux structures. L'idée sousjacente est d'utiliser 1’ isororphisme bien

connu

Ax eR mk Axe + (A A)

n fois 
n-l fois

d'introduire un nouvel opérateur binaire (noté plus loin + ) qui correspond a 1a composition des applications.

Soit SA = F'Sdt une structure d'algébre transformable.-La structure 44, transformée

de dt est définition la structure d'algébre suivante

4. = (Fy U FEU (a} FLU RR FRU Feu (9), Fao Fy,
ays duds avec

1 U Fae FD

Ay C+ (ytz) = (xyz, Ate = tn =X ,a€F, = ama

fer = FXpreeey xy = Fmt soy xity) 3

(Guand cela sera plus agréable, 1'opérateur binaire + sera noté de maniare fonctionnelle +(x, y)) .Remarquons que les axiones atx = a sont un cas particulier des axiomes f(xy,
pour 4=0

Remarques sur cette définition ;

PMY # Foyt xpty)

La structure de 4,dtj-algebre contient deux nouveaux symbolés 4 et + , tous les noms de
symboles qui sont dans 4 sont aussi dans 4, mais ceux de &' ont gardé leur arité alors que ceux
de 4" ont perdu une arité.

Come Tes éléments de 4" n'interviennent pas dans les axiones, 7 n'y a pas d'impossibilite syn-taxique a ce que oX soit un ensemble d'axiones pour Ta structure de 4 -dloabre,

a fonction + introduite dans 4° est une lot de monaTde. Pour ta conpréhenston de la suite, 11est bon de 1'interpréter intuitivement comme une composition d'application ou comme un opérateur de greffesd’arbres. D'ailleurs on s'apergoit vite que ces deux interprétations cofncident. En effet un terme d'uneFe -algebre tibre est ta Teprésentation d'un calcul dans cette catégorie d'algebre et greffer un calculSous un autre revient & faire 1a composition des applications correspondant & ces cafduls.

Remarque 4 :

tes fonctions d'accés qui n'étaient pas affectées par les axiones de dt ne Te sont pas non pluspar Tes axfones de ct, . Ceci laisse présager que cette transformation Va pouvoir étre iterée (cf §6).

4.2. Orientation et fe

Dans 1a definition 4.1.2 les axiomes de AF Introduits par ta transformation ne sont pas
orientés. Nous allons les orienter pour obtenir un systéme de réécriture noethérfen, confluent et de plusconfluent modulo 7

Pour cela constdérons le systéme de réécriture suivant

Pour tout a de Fy

FFlees AY aT Fx. KAY) pour tout fe afi

(xty)4z Tay e+(y+2)

me

aD” aR! AT
Oe fagon évidente on a
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Le systéme de réécriture (4), a ) est noetherien,

Demonstration +

I] suffit d'appliquer Ta proposition 3.2.5 en supposant que + est plus grand que tous les autres

synboles.

Lemme 4.2.2 +

Le systime de réécriture (4), Gr) est Tocalement: confluent .
1

Demonstration :

Utilisons la proposition 3.2.6 en unifiant tous les couples de régles possibles, on obtient

702) ata ay os

ied

(2)

- (1), (3) impossible, (1) (4) impossible,

“mh wee
= (NG) (ataey Fi

(5) > at (x#2)

Ay 2
~ (2), (3) am 7

Q)
—s

(2s 4) PUK preee Hy) tA (2) Flaps eee Ky)

(4) Y (2)

a ta)Foxy t aves

= (2) (8) Oy). ap HY (ata yy HY

xt(yta) xt(aty)

= (3), (4) impossible

= (3h (5) Corx}ty oe

|:
(3)mc) ‘

= (8bs (BY (FOmyrenen wpdey ez Taye Fxptyen ee KpAUDZ Taye Flxptydtze ees Oxpty)t2)

(5) 5}

FOX xhelyez) Tay Fly + AytZ) seen s xy t(ere))

= (5)s (5) (Qty tz)4t TEP (ery) #(24t)

(5) (5)

(xt (yt2) 4 axt(yt(z4t))

(5) (5)

x+((y+z) +t)
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D'aprés Tes lemmes 4.2.1 et 4.2.2 on obtient en appliquant le lemme 3.1.3,

Le systéme de réécriture (8), ee est confluent .

1

La relation FFP est Tocalenent confluente moduto e .

1

D'aprés la definition 3.1.4, il faut vérifier les deux conditions suivante

a Wu ye 2) Opty et 1G ts Gn YY Fp a et ayy et vee)

(11) (vas yy 2) (wap ex Gs My pe et arty et ug)

Le corollaire 4.2.3 assurant la confluence de (41, * ‘imptique que 1a condition (1) est

verifige,

Pour la condition (II), remarquons que les axiomes de cf ne contfennent pas d'occurrence de +

et quia l'inverse Tes premiers membres des ragles de Gy? contiennent a chaque fois ce synbolé. Donc Te
i

seul phénoméne qui puisse se produire est que dans le passage de x a y en utilisant Ja relation nd

on ait multiplié te nombre de places od doit s'appliquer 1a régle de xe permettant de passer de x az.
1

On en déduit donc une condition plus forte que II qui s'écrit

(IY) (var ys 2) Orage y et ap? eM e wet ueten) .

Les lenmes 4.2.1 et 4.2.4 permettent, en utilisant les lenmes 3.1.5 et 3.1.6 d'énoncer le corollaire

suivant

Corollai

La relation 3e% est fortement confluente modulo et»Ry *

Somme le systéme de réécriture (§,, rr) est confluent noethérien, chaque terme de (x)
1

Posséde une forme normale. On obtient facilenent une description par une ‘,-grammatre de ced fornes

nornales.

Lemme 4.2.6 :

Soit t wun terme de 4, (x) , t est une forme normale pour TR? Si et seulement si t est
1

engendré par 1a $,- grammaire G suivante

n

Ge (fA, AY, ANY 4 UF U ts A} UX, +4 A) avec + defini par
iro

pour fe {l,n} et fer SUFI)

pour a€F, et xeX



At —+ f(A,..., A)

“fel fois

A' —+ x

A" —> f(A,..., A)

“Ty tois

AY —+ al x

Avs (A, AN)

Démonstration :

Une démonstration compléte de ce lemme est longue et sans grand intérét. Bornans nous a donner les

propriétés qu'ils faudraient

Pasons

-9t-

pour i€ [I,n] et fe Fi

pour xéX

; 

8

pour ieé [(l,n] et fe Ft u Feed

pour ae F et xé€X
o

démontrer par récurrence pour vérifier ce lemme.

, * oanInt its Aae ty vty = (ty A= th et Lyre (ts AN OE t)

Par récurrence sur ta longue!

Ie) te ty

ur des dérivations on obtient facilement

ete tan etel,

2°) te Lyn ow te Ly = fa}

3°) tel, + au

et

tela

et

te Lan

Des propriétés 1°) 2°) et 3°

cune régle n'est applicable & t

n

~o(t)e Xu (u Fi)
jal

t#a

) résultent que G engendre seulement des formes normales pour x

Réciproquement par récurrence sur Ja compléxité d'un terme (c'est a dire sur le nombre de point de I'arbre

représentant t } on obtient

et AY > t))

Quand on transforme une structure d'algébre on obtient une structure plus riche, ce qui se traduit

par la proposition évidente

Soit AA = 44"

une 4 Ay -algabre alors

Fe FL + Fb

fe Fi * f(b

Réciproquement qua

Plus précisément on abtient

suivante,

aA une structure d'algabre transformable et Sit, sa transformée. Soit B

B peut étre muni d'une structure de $4 alg&bre en posant

- 48
pores 53) zt (Dy reves 5s)

2 'prree $3) =f (Byssees bi 4) + b

nd on connait une 4et-algabre A on peut Tui associer une $ jst, -algebre,

; ; - 92 ~

Soit F& = S'Fd une structure d'algdbre transformable et Fob, sa transfora

une Set -algébre non vide et a, un élément quelconque de A. Soit 8 = ah » on peut munie

structure de @, eh, -algabre en posant

1) AP = Td

ii) ae Pw aPlaty = aA

fit) fe oi FE PPebyseees Balla) Pid (a)acees bya)
h

WW) Fe UAE Ply sees Byg a) = Ab Cagdavees bya (2y)e a)

v) (by, by} = byeby

Démonstration :

I) faut vérifier que 8B muni de cette structure vérifie bien les axiomes de Ay + On sait que

a = tty AY oo ek sont des axtomes partant uniquement sur des éléments de 3° et ay. sont ‘les axiomes

ajoutés par la transformation, Yu ta fagon dont on a déftni les lois e pour f dans $ la vérification
des axiomes de oA est immédiate. Vérifions maintenant les axiomes de Al

- &tant 1a composition des applications, # est assoctative et admet ab = Td, comme é1ément

neutre.

-sl ae Fy » alors ab Aest T'application constante aTM et donc ae est absorbant a gauche pour +8
hn

-si feu Ft on obtient
ia]

PCy seas Dy)s bla) = #2(by,...5 Dy)(b(a))

= ACD, (b(a}) sees by(b(a)))

= PP Coys BY ade... 4 #4b4,00(a))

= P(B(by, bys. +d, b))Ma)

D'od la distribution de +8 par rapport a toutes les lots de oi Fi

Regardons maintenant le lien entre les Sut -morphismes et les Sid, morphtsmes .

Soit pt Bye B, un $a, -morphisme, sf on munit By et B, de leurs structures de

§.X-algabres définies a 1a proposition 4.3.1 alors @ devient un €ut-morphisme.

Demonstration :

ME

Cette proposition résulté dé verifications triviales.

En utilfsant les notations de la proposition 4.3.2, l'application € :B >A définie par

&(b) = b(a,) est un Svt-morphisme (quand évidement on munit B de sa structure de Set-algebre).
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Demonstration :

11 faut démontrer que

acer, g (a®) = a
,

fe i) Fi - BGP (dy seues bid) = AC & (b)5 6 (bg) 2124: & (by)

eee: 8 Afe A FR ECE (Dysnees Dy a)¥ by) = ACE (by )anees ED, Ds 6 (05))

Tout cect résulte inmédiatement de la définition de & et des lois définies sur 8

a» fous allons

Pecan: it

ate | nh ‘ i Peace SAI

Soit % un ensemble ne contenant pas A . Soit Tot = FS" une structure d'algabre trans-
‘formable'ep Set)! sa transfdmmde. Soit vy Bee tah UX) > By (x) le Fk -morphisme

‘obteny en munissant | 4 ot, (X) de sa structure de $A -algébre (proposition 4.3.1) et en posant

PA, SE aaital Abin Mors

1) by est une injection

te Wat ACY
44) Soit wt (x) ~ Fey (0) la projection canonique, alors l'image de by

est 4 (L(Gy}) oa L{6y) est l'ensemble engendré par la &,-gramaire
£& dew a

n

deter (Ty 2 pee Gy pe tater gy gt MARDI s

P
y
 

R

e

 

A
 
L

a

 

a

t

a

 
A
M
)

AY‘ — f(Ay...5 A) pour je [ln} et fe Fi
= ‘ earcitere 1 SOR erect res: © ics ie

Aa SoS SER Le LTO eae RSS RUPES, SUP SEIS MLE ENTS 9a MALLE SE wed tea

peel teas forke ane viedo a jathie on obfgeat Uae strivegur bio or ay
Be HATA our ote fin} et fe Flu FYHops veywaa se Lian © dace Su U iY ) p € sn} ely i+1

i fots

AY —» apx - pour ae, et xex

BABA ays ed ,

bal vg et ahs Pr aes Se ee ! !tit} dans te ‘cas particulier of Xe Pp , 4g est un isomorphisme.
. 

1

rm “3 ra t ee 1

Demonstration: Re
et 

\ 

j

Commencons par démontrer que y, est une infection. Sf on essaie d'aborder cette démonstration de

front elle $¥avéra! part ieultarement ‘délicate, T'auteur a trouvé une démonstration fondée sur 1a confluence de
a modulo: rad (efi corellaire 4.2.5). Cette preuve sans atre difficile est cependant assez lourde. La

démonstration qui suit m'a été suggérée par Monsieur Pair.
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Posons A = $eA({a} u X) » D'aprés la proposition 4.3.2 te choix d'un élément de A permet
de munir B= AA d' une ¢tructure de id, ~algabre. Choisissons , conme élément distingué dans A.

Soit h: Bi, (X) +B le Sic, Morphisme tel que h(x) est l'application constante x . Soft fina
lement € : B—»A défini par E(b) = bla) . On sat que & est un Ft morphiséme (proposition 4.3.4).
On obtient donc te diagramme suivant

BAC) vx) ———* ds gin

h

5

SACCA) UX)
SA (fa) u X) oy

h peut @tre considéré comme un $e -morphisme (proposition. 4.3.3}, sf bien que k = Eghy by

est un 4d&t -morphisme de ®A({a} u X) dans lui-méme. Or i] est trivial de verifier que k(n) =a
et kX = Idy et donc d'aprés ta propriété universelle de #et({a) u X) on en déduit que k= Id

Crest a dire

Behe vy © 1d: Seta} UX) 4 Sdt(tab ux)

Et donc by est une injection.

La deuxiéme partie du théoréme bien que plus technique est en fait plus facile.
Montrons que le diagramme commutatif suivant est conmutatif

(ta) Ux) ——*# _, 0x)

9 Oy

vy
FAUA} UX} ———-___4 $, Ah, (X)

od by eSt défini par la récurrence suivante

byla) = 4

xe Xx = yl) = x

ae F, ~ bya) =a

nh

fe ol Fm Vy Pty sees ted) = FC wulty tees wy lel)

n

fe Bh Foo wy(F(tyaes t.)) si th =a alors Flyy(ty) sees oy (ty)

asimon F(ye(ty)soe-s W(t a b)# uglt,) fst

11 faut donc montrer que

vte S({a} u xX) ¢ Myo H(t) = pyo w(t) —«

Ceci résulte d'une récurrence évidente sur t

On a donc Ta(py) 2 (Im vy)
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Or de fagon évidente également, Un vy Bst formée de termes sous forme normate pour la relation we .

Il suffit donc de montrer que Ta(yy} est engendré par la ¥, -grammaire & définie dans le théoréme.

La aussi des récurrances facijes prouvent ce fait.

Remarquons que ce que l'on vient de montrer revient a dire que Tm(yy} est formée des images par

®y des termes sous forme normale dans ,(%) tels qu'une var{able x n'est jamais un argument gauche de

l'opération + . Dans le cas o0 X= , cette condition est toujours vérifiée et donc dans ce cas %

est une surjection et donc by FARLAl + $A (8) est un €g{-isomorphisme.

Commentaire :

1°) Rous avons vu trois exemples du phénoméne décrit par ce théoréme au paragraphe 2, le premier

quand on remarque que ta V-algé@bre monadique universelle ast isomorphe au monoide libre de base V (§2.1),

le deuxiéme est 1'{somorphisme entre ta V-algébre diadique universelle et le V-binoTde universe? et le

troistéme est 'isomorphisme entre le V-binoTde libre V{t] et le V-dioTde universel.

2°) Dans la suite nous ations essentiellement exploitar le troisiame résultat de ce théoréme disant

que bg est un isomorphisme.

3°) Remarquons que le point ii} du théoréme signifie en particulier que Imtpy } est un sous-ensemble

alg@brique de BAX) « Le probléme de savoir si Im(yy) est un Sous ensemble reconnaissable sera

abordé au paragraphe suivant.

es.

Conmencons par étudier I'évalution des sous ensembles reconnaissable quand on utilise 1'isomorphisme

bg que l'on notera Yo dans la suite. On notera Rect¥dt (X)) l'ensemble des sous ensembles reconnaissables

de Sot (X) .

Théoréme_5.1.1 :

Soit Sdét = 4°S"A une structure d'algébre transformable, soit = ot sa transformée. Soit

% :SAUal) > & 4,0) l‘isomorphisme mis en éyidence au théoréme 4.4.1. Soit

Loe e& ({a} } , Lb est un sous ensemble reconnaissable de ait ({a}} si et seulement si

H(t} est reconnaissable dans ¥ Ay (9) « C'est a dire que T'on a

Uy(Rec(Fer ({a}}) = Rec( et ())

Demonstration :

1°) Supposons que {x , 8, B') soit un triplet reconnaissant $_(L) dans & Ay (8)

Munissons $c) et 8 de leurs structures de Yct -algébre (proposition 4.3.1}. Le FA y-mer phisme

devient un &cM -morphisme et de he") = Yg(k) on déduit (yo Vp) (8) =L , donc L est reconnu

dans Soh ({a}) parte triplet { x. an

A2°} Supposons que (y, A, A') reconnaisse L dans 4c ({a}) . Le chois de 1'élément a” = x{a)

dans A permet de définir sur B = ah une Structure de Fk, salgéhre (proposition 4.3.2). D'autre part,

on salt que le diagramme suivant est commutatif (proposition 4.3.4)
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¥
FA((4}) ————*__5 4, oh (9)

- Xest lunique oct, morphisme de

$,cf,(9) dans B= ah

= & (b) = B44) = b¢x (4))

A ge 12a

Volt) = x ier) of BY =f b5 E(b) = bye An
reconnaissable dans Fo (a) car B est fini si A lest.

On en déduit done que 
set donc y(L) est

Cammentaire :

Ce thécraéme généralise donc ce que l'on avait vu sur tes exemples du pdragraphe 2 of l'on avait
remarqué Ta conservation des sous ensembles réconnaissables dans trois exemples,

L’étude de l'évolution des sous ensembles reconnaissables quand on utilise ses Fut ~morphismes by

est trés nettement moins simple : nous introduirons a cette occasion des notions qué nous servirons aussi dans

les autres paragraphes.

Avec les notations du théorémes 4.4.1, soit by: BA (CAP UK) + Bary (X) - Soit Lo oun sous

ensemble reconnaissable de FAO » alors yt) est reconnaissable dans Act({a}uX) .

Cémonstration :

Si (y. 8, B') reconnalt £ dans Fy (0) » alors (xo Vy B, 8") redonnatt ott) dans

AB ({4} UX)

Avec les mémes notations que ci-dessus, pour que tout sous ensemble tL reconnaissable dans

SA({A} UX) ait son image par vy reconnaissable dans Fd) + i] faut et i] suffit que Im(y)

soit un sous ensemble reconnaissable de FAO)

Démonstration :

La condition est nécessaire car $dt({a} UX) est éviderment reconnaissable dans lui-mame (son

algébre minimal est l'algébre singleton !). Réciproquement, supposons Im(py) reconnu dans ot (X)

par le triplet (x , 8, B') . Soit L reconnu dans 4% Aa} UX) par le triplet (y's A, AT}. On

choisit le point y'(a) + aA de A , munissons C = A d'une structure de 4 ict, algabre et soit

X: Fy ay () ~C Te 3, oy morphisme tel que X(x)(a) = y‘(x}. soit C! = fc 5 (aA) € A'}

Montrons que y(L) est reconnu par le triplet (yx %,8*C,8' «x C'} , en effet

xx ¥(t)€ Bix Coo ome y(t) EB" et Flt) e Ch oe (at! € HAA} U YO (tet et F

oe (3t © BA ({a} v OMbylt!) = t et EoYo vy(t'} € AY)

avec £ : C +A défini par §{c)} =e (aty Or Eaks vy 2x!

Rye cy
ay

et donc on obtient

xx x(t) € Bie Ch me (ato © FA (Cad UX) (u(t) = t et y(t!) EA!) me (ate L(t = vylt!))
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Bien qu'il ne soit pas trés facile de construire un exemple, il semble peu probable sans hypothase sur les

axiomes de A que Im(¥y) soit toujours un sous ensenble reconnaissable de 4,chy(X) (cf 1a proposition 3.4.1

qui trite un cas analogue mais plus simple). Nous allons voir que cela est vrai dans un cas assez général

qui de plus a le mérite d'étre conservé quand on itére la transformation (cf §6.1 et 6.2).

Commencons par mettre en &vidence une manipulation qui nous reservira ultérieurement sous une

autre forme (cf § 6.2.2).

Soit S& = 4'4"A une structure d'algébre transformable, soit X un ensemble de variable et X

un ensemble de symboles de fonction unaire en bijection avec X par la bijection x gtx

Notons S“uX le n-uplet (9, Fu % Foasese Fa)

La structure d'algebre &'(4" uk) ‘est transformable. Soit #)a, et F(6" UX), Ay

les transformées de Act et de 4'("u Xj respectivement. On obtient le diagranme suivant

PE UT A Ud )— kg Bo Hy AOD

8

falinuy ———_—__, $40)

92 Yyy et Hy Sont les Ft-morphisnes définis au théordme 4.4.1 et ey est Te y-morphisme

tel que 0(x) = x . De plus 0, est un morphisme bijectif (i] serait légérement incorrect de dire que

yz. est un isomorphisme car les deux structures d'algébres sont différentes. En fait conme le prouve Ta

suite cette incorrection se justifie tout 2 fait !)

Ce lemme d'énoncé un peu lourd est parfaitement évident une fois qu'il est écrit. En effet X

&tant des fonctions d'arités un , deviennent dans 1a transformation des constantes sur lesquelles ne portent

pas d'axiome. Ces constantes peuvent donc @tre considérées comme des variables d'ol l'isomorphisme canonique ey

Une condition nécessaire et suffisante pour que Im(yy) soit reconnaissadle dans 4,4) (X)

1 faut et 11 suffit que y, HeylIm{yy))) soft reconnaissable dans 4°" v H(Ca} )

Demonstration

I] suffit d'utiliser le théoréne 5.1.1 qui est applicable 3 y, y

En examinant Yes termes ve/,fey(1m(v,})) on obtient inédiatenent

Ler

Soit @: SE" UX) (al) + FH" uX)A( (a}) 1a projection canonique. Un terme t est

dans vey (8y(Lm(yy)}) si et seulement si il existe un terme t' tel que g(t') = t et que dans t*

Vargument d'une fonction de X est toujours a.
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Jusqu'a présent nous n'ayons pas introduit d'hypothése supplémentaire suk & .Fatsons-le maintenant.

‘Théoréme 5.1.7

Supposons vérifier les hypothéses suivantes :

1) #'dt est une structure d'algabre quasi-non effagante (gt se décomposant en A' u dt” )

BB Yu x) HK (A) )

14) St xq ety, sont deux variables distinctes alors Sek, ({x,}) est reconnatssable dans

FAK» Yo)

Dans ces conditions pour tout L reconnaissable dans Fe ({a} U X)s Yy(L) est reconnaissable

dans Sch y(X) Crest 8 dire yy(Rec($ek (X))) < Rec( 4 of, (X))

ii} {a} est reconnaissable dans

Soit (x, 4 A, AY) un triplet reconnaissant {a} dans &'(S" u Xt ({a))

Soit (x's B, B') une triplet reconnaissant ABA((K)) dans FH ({Ks Yq). Munissons C= Ax B

d'une structure de 4'(}" u X)g& —algdbre en posant

a) FEB ou FE me Hap, Dy )oe ces Cage Di) = (Fayrevey By)e F(Dyseves by)

b)xeX = x(a, b)=si ae A’ alors (x(a), x'(%)) sion (x(a), x"(¥Q))

(la definition a) tmplique que les axiomes de ot sont bien vérifiés).

Soit Fs SUS" UX) ({a}) + C le morphisme obtenu en posant {(A) = (x,lads x" OQ) +

Soft t un terme de $'(4" u X) dt({a}) cherchons une interprétation de Z(t) = (x, (tbe x"(B))

(d'aprés a) et b) et Vinitialisation Za) (Cx,(a) 2 x'Og)) 18 premtére composante de Z(t)

est bien x (t)). Solty: FS" u Xy(Ca) ) > SH" UX) cH (fa) ) et

ot & (x95 Yoh) + Bek ((%qs Yoh) Tes projections canontques, d'aprés a) et b) on obtient imédiatenent

que

(uty(vt') (w(t!) = t yt) = x(e'(c (ENN) ob oP EMS Uy tad 1 > FlCHe ¥Q))

est l'application définie par

gla) =X» FER UB wo co (F(tyseees ty)) = Fle(ty)s +o (ty)

et KEK mg lRty)) = st ty Soa alors x, sinon yy

Montrons alors que L = vox (ey(Im(yy))) est reconnu par le triplet (ZC, C') avec Ci = Ax B!

Une fois ceci montré, le corotlaire 5.1.5 et le proposition 5.1.3 donnent inmédiatenent le résultat cherché.

Diapras le Teme 5.1.6, si tel, iexiste un t! tel que f(t") = t et dans t' 1argument

d'une fonction % de X est toujours m . Donc ¢(t') ~€ (x) et done

Ht) = (x(t) xto og (th) € Ae BY = Ct

Réciproquenent supposons que X(t) € C' . On en déduit donc que o'(z t')) © (x4) et donc il existe

un terme t; de (xq) tel que ¢(t') - t, . Utilisons 1a derniére hypathése qui n'est pas encore

utilisée. Comme 4'dt est quasi-non effacant on en déduit que

<i tygit!) Gu = oat ty g(t!) zr

Le caractére linéaire gauche de Ar + puis le caractére conservant de Prd implfquent que

tre F(x) puis que t" ¢ A(x.) (propositions 3.3.11 et 3.3.2).
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D'autre part, on peut trouver un élément ve 4 ((1,k] u ( kel, q] uf gen })
tel que

oth =F (a, pA a Xt eaprrees x(ty)> X(taydeeees x(t,))

k fois

wee ke igg ty eon

ale ten nan(ty <Z> 0)

Avec cette notation on obtient

BIEL) = VOtgeeses tgs Xouceen top Yorees Yo)

k fois (q-k) fois (n-q) fois

De c(t!) Sot" ondéduit th = (x...et g
Yo) et rund (lemme 3.3.12).

n-q fois

Mais comme t" € #((x}) »ona v' € S([1.q)) , on obtient alors

VR Wares an Ht ggdevees e(tgD) eT occa ns altggydoeees alt)

donc t! ¥ tL eV (nscers as X(teyy)oves> X(ty)) et comme v' ne contient pas de variable de

(al, a], om en déduit que (tt) = o(t') €L (lemme 5.1.6). cQeD

Comsentaire sur ce théoréme :

1°) On suppose que {a} est reconnaissable dans 4'(4" u X)et({a) ) par (xo A A)

Manifestenent si cela est possible A‘ est réduit 8 un point. Une condition suffisante pour que cela soit

possible est que l'on puisse trouver une algébre A contenant un élément a, tel que

WEBCT UR) (lays. ay) # ag)

Voir & ce propos le lemme 2.4.1 00 T'on montre un phénoméne de ce genre. D'autre part, toute

algébre ne vérifie pas cette hypothése , par exemple dans Z qui est le groupe libre sur la base 1, il est

facile de voir que {1) n'est pas reconnaissable dans Z

2°) Clest 1a deuxiéme fois que I'on rencontre }"hypothése vérifiant 4 JA({x,}) reconnaissable dans

FH((Xs ¥g}) (Cf proposition 3.4.4). I] serait intéressant de savoir caractériser les algébres vérifiant cette

hypothese ou tout du moins d'avair un assez large éventail de cas, autre que le cas trivial des algebres non

effacantes, ol cette hypothése est vraie.

On peut remarquer que cette hypothése peut en général &tre remplacée par la suivante :

$A(B) est reconnaissable dans FA((x,}) et FR(0}) # et une fonction de 4 au moins
n'a pas dioccurrence dans les axiomes (Tes démonstrations dans ce cas sont du méme genre, mais 11 faut
modifier Te lenme 3.3.12 en utilisant 12 remarque 3 suivant le lene 3.3.7).

5.2.- Evolution des_ sous:

La définition des sous ensembles algébriques d'une algébre libre a été donnée au paragraphe 3.8.

Nous allons montrer ici que sous quelques hypothases raisonnables, 1a transformation de <A ({a}) en

FAL) fait croitre strictement l'ensemble des sous-ensembles algébriques. Cette démonstration est

moins simple que celle du précédent paragraphe. On notera Alg(#e(X)) l'ensemble des sous-ensenbles
algébriques de Ke (X)

Propo:

Soit Lun sous ensemble algébrique de SA ({a}) alors yo(L) est un sous ensemble algébrique

de FAB). Crest a dire yptctla(Seeitat })) © Hg Ay (9))
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Cette proposition découle immédiatement de la conmutativité du diagramme suivant ;

€(c)) Ve, Soa)

° 1

Y%
FH) —_°_, hy (9)

Donc si L est un sous ensemble de $A({a}) vérifiant t= @(L(G)) oF G est une $+granmaire algébrique,
ators Yo(t) = o(L(v'(G))) od y'(G) designe 1a %,-gramatre algebrique obtenue & partir de G@ en

transformant chaque second membre de régle par y'

Rappelons que 4" = (9, Firss+» Fa) est formée de fonctions sur lesquelles ne portent pas

d'axiomes, soit yo" : E"({a}) + Fe ({a}) la projection canonique.

Sauf dans le cas o¥ la structure d'alg@bre est inconsistante, I'application » est une injection.

I) suffit de démontrer que si a et @ sont deux termes de A"(a}) alors

a ke B - a= 8 .

Cette implication semble une banalité. On }'a d'ailleurs utilisée souvent dans le cas particulier od a

est une constante sur laquelle ne porte pas d'axiomes, Malgré cela l'auteur n'a pas trouvé de démonstratfon

particuligrenent simple.

Commengons par démontrer un lemme de confluence.

Supposons qu'un terme a' de 4({a}) stécrive

oe UF(ty..., ty)) avec ue F({a, 1}) et fe 4”

Supposons que 1'on applique sur a‘ des axiomes dans la “zone” u de a . On obtiendra

ve fel 
.

alee Welty... te) avec ve F(a, 1) et u a

Supposons maintenant que l'on applique des axtones sur les t; on obttendra

a He Tele}, thd) avert, Fe 4

a’ 74 = VFlty en. ty)

alt

TA tp ty) = a,
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On en déduit immédiatement que 1'on peut en appl iquant eS refermer le diagramme pour obtenir

B"(a))
Revenons maintenant au probléme initial. Supposons qu'il existe un plus petit terme a de

tel que l'on ait (ag€ S*({a})) (acm>p et a #8)

On a done a Er Oy Tr 7

Grace au lemme de confluence ci-dessus , oh peut supposer que les premiers axiomes cnt été appliqués en téte

( @ étant manipulé globalement) et qu'ensuite seus des sous termes de g ont été affectés par tes
axtomes,

Soit le dernier de la suite a; obtenue en manipulant a globelement .

ler cas :

a; > a= g"(ajy..., af) , maintenant les applications des axiomes vont porter sur
o

Gjr--++ Oj et par hypothése avec ces sous termes de a , on ne peut pas obtentr un élément of tel que

*

<— ay et af € Afa}) et af A at

Dans ce premier cas on en déduit que a= d'od une contradiction avec a # 9p

2eme cas :

fa. Cone a a 6té manipulé globalement par les axiones, pour i appartenant & (0, ig]

contient la variable 1, c'est &

°

Fla) od t, est un terme ce $'({1)) . Si pour a
lo" ty

dire si a apparatt effectivement dans a; , les axiomes de ek en agissant sur des sous termes de a ne

pourront pas détruire les symboles de 4 apparaissant dans t, et on ne pourra pas obtenir
0

a= BE FC {a}) . Onen déduit que ai 
n'apparait pas explicitenent dans et done que

0

t; © $148). Conme @ a &t8 manipulé globalenent, on obtient en remplacant a par une variable x
0

*
quelcongue et en appliquant Tes ménes axtones que x <-> ay

Dans ce cas la structure de cA -alg&bre est inconsistante.

Dans la suite on supposera que la structure de dt -alg@bre est consistante et on identifiera

S°(AG) et O(N)

Lemme 5.2.

Soit L un sous ensemble algébrique de $cf({a?) . 11 existe alors une

A"-granmaire engendrant

contenu dans $"(CA})

Denonstrati

Soit G=(N,T, *,X) une 4 -granmaire engendrant L , i] faut trouver une $"-granmaire
aquivatente 2 G . On peut évidenment supposer G réduite inférieurenent et supérieurement. Pour chaque

non terminal AE N considérons le langage Ly engendré par la %'-granmaire G_ = (N', Ty, >, A")

définie par
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N' est en bijection avec N par Ta bijection B2 BY

fe # et

(A= AGEN ou AL = ALEN') et

est une ragle de G et

Bi > FATS SAL) ow

Bae FApee ess Ay)

41 existe dans G une ragle de

premier merbre Ay et de second

‘ membre de type ¥*

Le langage Uy est un sous ensemble de $'(N) , soit Ng l'ensemble des éléments de N

ALE Ne

tels que

BEN, o (are Ly) (8 <5 0)

Soft 6 un élément de L(6) , considérons une dérivation de X & B et dans cette derivation considérons
la premiare réécriture qui utilise une régle qui n'est pas de type $" et qui réécrit un non terminal A
Perturbons ‘ordre des réécritures dans cette dérivation de facon a utiliser d'abord sur A toutes les réécri-
tures de type 4' . On obtient alors un terme g' de 1a forme suivante

J
avec ue $*(1) (1 Stant un marqueur pernettant de greffer v en dessous de u}, ve 4'(N) et
de plus v est dans Ly. Comme B' doit par dérivation donner g et que p modulo 1és axiomes de o&

est dans $*(p) , 1 est nécessaire que v se réduise & une variable de N modulo les axiones de a.
Le phénoméne se poursuit tout au long de 1a dériyation conduisant & g . Donc finalement on obtient une

gramaire G' équivalente & G en transformant G de la maniare suivante :

4) On supprime dans G toutes les ragies de ta forme A —+ f(A,» Ay) avec fe 4

ii) On rajoute toutes les régles AwB avec BE Ny

Vii) On supprime a Taide l'algorithme classique sur les gramtaires algébriques les régles A+B

iv) On réduit supérieurement 1a grammaire obtenue si on désire une grammaire réduite.

La gramnaire obtenue est alors de type 4”

Remarque :

Le procédé de construction de G' a partir de G n'est pas effectif malgré les apparences. En

effet la construction de Ny & partir de Ly est dans le cas général non effective,

Théorene $.2.4 :

sod
i=l

Yo(AlaFe(n))) g AiaiF oAy(8))

Lt dans 4H (0) tel que pour aucun L algébrique dans Se((a}) on ait Goll) =k"

Fj contient au moins deux éléments et si la structure de dt-algabre est consistante,

alors « Crest & dire qu'ii existe un ensembie aigebrique

L' inclusion au sens large a déja été vue & 1a proposition 5.2.1. Les lemmes 5.2.2 et 5.2.3
Conduisent @ travailler dans "({a}) . Conme les sous ensenbles algébriques de #*((a}) sont engendrés

par des gramiaires de type 4" et qu'aucun axione ne porte sur ces fonetfons, on én déduit que les
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représentatfons arborescentes des élénents d'un sous ensenble algébrique de *({<}) forment un bilangage
régulier. Pour déwontrer Te théoréme 5.2.4, 11 suffit donc de construire un sous ensemble algébrique L de
Fay) tet que y(t) soit contenu dans $"((a}) et ne soft pas un bilangage régutier.

Soit FEF] et ge FS deux fonctions d'accés distinctes (par hypothdse, {1 existe deux telles

fonctions). Considérons 1a 4'-gramaire G= (Ky T, +, x) telle que

-W=

“Tela fe gd

- la relation + est définie par

X Flas

(i-1) fois

a) +X # a(n, vata

(5-1) ois
Tl est facile de voir que G engendre les expressions

Oy = (Flaseese alt) + (t gareeey a)"

On démontre d'autre part que 9, = ¥(B,) » 8, tant représenté par la ramification suivante

n fois

Done Lt = yy = ¢ Bq» 20} et ce bilangage n'est manifestement pas régulier. En effet en utilisant
Jes notations du paragraphe 1.5.6 on obtient

f

( /\ ‘
0 Annet n foisL aN

iy

f.

. L\ \ trl fois

wN

et donc Tensenble { Osa) s aeT} est infini et L' n'est pas régulier.
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Remarque :

a

Mhypothese du théoréme 5.2.4 disant que u FY conttent au moins deux éléments est nécessaire
fel

dans Te cas général. En effet si on applique cette méthode au V-dlgdbres monadiques avec V réduit &
un element, on n'augmente pas l'ensemble des sous ensembles algébriques putsqu’{l est bien connu en théorie
des Tangages que Tes langages a gébriques sur ut vocabulaire & une lettre sont en fait réguliers.
L'evolution des sous ensembles algébriques quand on utilise le $2 -morphisme

vy? BA(LAP UX) + A(X) est plus facile que pour les sous ensembles reconnaissables grace ala

Proposition suivante

Soit X et Y tels que XcY et 1: $A(xX) + SA(¥) 1'injection canonique. Soit Lun
Sous ensemble algébrique de GuA(Y) , alors L est un sous ensenble algébrique de SA (x) si et seulement
si L est contenu dans 4e4(x)

Demonstration :

Si Lest algébrique dans 4et(x) , L Uest aussi dans TeA(Y) et est éngendré par 1a mine
grammaire.

Supposons maintenant que L soit algébrique dans $el(¥) et que L soft contenu dans FAW)
Soit G=(N,T, +, x) une -grammaire engendrant L' te? que L= w(L') avec
o@ + S(t) + FA) . Si 1a orammaire G ne contient pas de régle de la forme A-~wy avec y € Y-X
Te probleme est résolu et nous allons montrer que 1'on peut se raminer 4 ce cag. Supposons donc que 1a
gramaire G contienne des ragles dela forme Ay avec ye Y-X . Soit te $(¥) engendré par G,
conme par hypothése Le $A(x) , on en déduit qu'il existe t' © 4(x) tel que t ¥ t's Cesta

dire que Tes variables de Y-X qui apparafssent dans t sont en fait inéfficaces et qu'en utilisant les
axfomes on peut les effacer. En renontant 1a chatne de réécriture de t' & t , quand on rentontre le ou
Tes axiomes qui ont introduit des variables de Y-X , on peut, sans changer I'image par. y des termes
considérés, renomer cés variables en les renplagant par un x€X (oust X= par une constante de Fy) .

Conc dans la grammaire G , si on remplace toutes les régles A+y avec ye Y-X par A+x avec
EN (ou Asa avec 2€F,) , on va générer un Tangage L! vériflant o(L{}= lL’) =L et done L

est algébrique dans A(X)

On déduit de cette proposition la génératisation suivante du théoréme 5.2.4.

Théorame §.2.6

n

Si U_ Fi contient au moins deux éléments et si la structure de FA-algdbre est consistante,
11

fl existe un sous ensemble algébrique L de 4 A(X) contenu dang 1"image de

yt FACE UX) + StH) tet que gZ!(L) ntest pas algtbrique dans

FAA UX)

Demonstration :

D'aprés la proposition 5.2.5 le sous ensemble L construit pour démontrer le théoréme 5.2.4
répond aux conditions du théoréme.



La transformation introduite au paragraphe 4 n'introduit pas d'axione sur les fonctions dont
Marité baisse. On peut réitérer cette transformation avec quelques précautions car évidenment les fonctions
dont l'arité est arrivée 8 0 ne peuvent plus voir Teur arité baisser. Comencons par étudier les structures
que l'on obtient en itérant 1a transformation.

6.1.~ 1t6 0

Reprenons,en les modififiant légérement les notations du paragraphe 4.

Soit Bgdy = SySje une structure d'algdbre transformable, on a Fy = (Fog Fh geees Fro)
et 35-0, Flors++ Frio) + ba transfornee 4,0) de Sq dtp est la structure d'algebre suivante

= Fou Fig vp

A= ig UAT

Sion écrit 4,

Fo F207 F2,04F3,0 ¥ (41) + F359 U Fags Faso U Faor Fao)

Siu avec

* (Foy Flac Fy et Br (8 Fhe . Fhe? 9) et

Fo . Fo.0 u Fo U {apd et (vie [1, n-1) Fil 2 Fo) et (tp € Fo)

on obtient une structure d'algabre transformable dont la transfornée est 4 a> . Comme on le voit on a

prévu que dans la deuxiéme transformation, 11 se peut que certaines fonctions qui ont perdu une arité dans
la premiare transformation n'en perdent plus dans la deuxiéme.
Plus formellement pour itérer 1a transformation sur une structure d‘al gébre, on se donnera tes objets suivants :

1°) Une structure d'algebre transformable 4 yy = 4443 Ag

hn

2°) Une fonction d: Fy + [0,n) telle que
i=9

a

FEF oU(U + Fig) = aif) =o

n

* eu IF.Fig 2 1g df) ¢a(f)
i=l

(a(f) désignant I'arité def) .

La fonctions d donne te nombre d'arité qui va @tre perdu par les fonctions dans les transformations succes-
sives.

A l'aide de ces deux données on définit une suite a Ay = Fy ay Ay de structures d'algébres

grace & la récurrence suivante (voir en paralléle les explications qui suivent et qui facilitent la lecture).

1°) Aye

2%)

3)

4") Fo,0 et Fio 7% et par convention i antl «Ft =p

5°) kel os Ok YFG KY Cag)

6) Kolm Poet he URS U (4)

?) f#0 ute? Fa URES

8°) kel Foe Fo ket et Foe CFS PERL et d(f} 2k}
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9°) Rel Feta U CFF FERS Ly et dif) = ke Ul et

Fog (FS FERS | et dif) ak)

(avec la convention {+o} = 9)

10°) kel et (i #0 ov 142) = Feature Fi yey et d(f) = kel et

Par (FIP EPL) yet dflak?

le) A, = Ay u AY 0d AY est l'ensemble d'axiomes suivants

Agty x=X 
)

wy = x 

i)1) 
ah 

AEF, = ah xea 

tt)

FEF gm Frey) He Ye FINE Yoeeee yt WI) )
(ty yt, Zs xt (vty 2) 

”

Ces 12 definitions sont un peut "indigestes” & premi@re lecture, expliquons les plus importantes
Pour se persuader que 1'on obtient bien ce que l'on désire.

Les points 1°), 2°), 3°) mettent en place Jes notations.

Le point 4°) correspond & des initialisations.

Aux points 5°) et 6°) on introduit tes deux nouvelles fonctions a, et +, ajoutées par 1a transformation.

Aux point 8°), Tes fonctions constantes du rang k-1, c'est a dife Fy 1 » ne perdent plus d'arité et

Sont absorbantes gauche pour le nouvel opérateur +, (axiome 1fi)) . D'autre part, les fonctions d'arité

1 du rang k-1 dont l'arité peut encore baisser fournissent d'autres constantes sur lesquelles ne portent pas
d'axiomes.

Les points 9°) et 10°) sont simitaires sauf que dans Fok on doit intégrer 1'opérateur ty.y introduit a

la transformation précédente. Oans Tes deux cas Fi , contient les fonctions du rang kel de meme arité

et qui n'ont pas perdu d'arité au rang k-1 plus les fonctions de Ft) 1 qui ne peuvent plus perdre

dtarite car d(f) = k-l . Dans Fi, on trouve les fonctions du rang k-1 ayant une artté supplénentaire

et qui ont encore le droit de perdre des arités (d(f) ak) .

Les points 11°) et 12°) donnent les nouveaux axiomes introduits par 1a kigme transformation (cf définition 4.1.2).
On peut expliciter complétement les axiomes de ty en effet on obtient immédiatenent

a= dtgudtu As usu aL

Posons dtp = Aju AZ Uw. U ME

Ttarite de f en tant qu'élément de 4, )

vie {1, k)

vi€ (1, k)

(vi € CLK) (d(F) ¢ 1-1

» cet ensemble est formé des axfomes suivants ( a(f) désigne

Ayty XX

KH Apex

= f(x, *aceyd(ay ts ¥* FO Sores Kareycareyt YD)

(Wid EO, kIYG <5 (ty ys ze (xty 2+, (xt5 2))

(wind € My KIT CS may ty x ay)

vie (1, k) (x4py) 4) Ze K+; Cy Hy 2)

On peut orienter ces axiomes pour obtenir un systéme de réécriture On obtient
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vie (1, k] nity X 9X

wie (1, k} Kp aga Xx

(ETL HD) (4A) < FL Faroese Ayeeyegryp ts Y > fly Ye

al
Wy FE CLARIDA < Sm (nt ylty 2 (ny 2) #4 (aj 2D)

0 FEMA <i A 4p X my)

| (iE Ly KD) (Cx yy) 4g Ze xt (4g 2)))
En employant les méms techniques qu'au paragraphe 4.2, on obtient facilement

L:

Le systéme de réécriture Ap’ est Vocalement confluent

Le systéme de réécriture est noethérien

smonstration :

11 suffit d'appliquer Tes propositions 3.2.3 et 3.2.5 en supposant +) < ty < ss < ty

Maire 6.1.3 :

Le systéme de réécriture ay” est confluent.

D'autre part, en appliquant le lemme 3.1.8 et le corollaire 4.2.5 on obtient

La relation -—,~ est fortement confluente modulo <*>
a &

Les lemmes 6.1.2 et 6.1.3 impliquent que chaque terme de 4,(X) a une forme normale pour le sys-

tone de réécriture gr-+ et on peut dénontrer conne dans le lemme 4.2.6 que I'ensenble des formes normales

de (Xx) est engendré par la ,-grarmaire 6, suivante :

= (IA, Ay

Posons A= { vqs

Alors les régles de G, sont

( A — f(A,..., A) pour fe Fy,

} A —+alx pour AEA et xeXx

A 4 (Aye Ai) pour f€ (1, ki

Ay — fA,. pour fe F, et i€ {1,k] et d(f) 24

6 Ay _ +5(Aje pour ie tl, k) et fetlk) et i<j

Ay ay Pour ietl,k} et jetl,k) et i<j

AS — pour xe xX

Aj —* FAs. A) pour = FEF, et FE [1, KI

Ay etsy Aj) pour Ge (1, k) et Je 1, kl

a€ (A ~ {aj}) et fe (1, k)

Ay x pour xx eX

AA pour
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(l'arité des fonctions de F, n'est pas précisée dans les régles ci-dessus, i] est facile de voir que

Varite de f appartenant & F, dans Ta structure de ,-algabre est a(#) ~ inf(d(f), k) = ay(f))

La démonstration du fait que & engendre bien les formes normale est évidemment Vongue et

fastidieuse, mais elle n'est pas difficile et est sans grand intérat.

St on particularise les propriétés de ok, on obtient ators

1°) Si A, est un systéme d’axiomes non effacants alors Fay, est une structure d'algébre

quasi-non ef facante

2) Si Ho dt, est une structure d'algebre quast-non effacante alors 4, ot, est aussi une

structure d'algébre quasi-non effacante

1°) Le systéme de réécriture “H” est linéaire gauche et donc st ot, est non effacant le
k °

Teme 6.1.4 prove le caractére quasi-non effacant de 4, ty

2°) Si at, est seulement quasi-non effacante, il suffit d'appliquer en plus le lemme 3.1.8

Pour obtenir le caractére quasi-non effagant de #y ot,

6.2. jon_de_la_transformation pour, construire des hiérarchies.

Pour utiliser les isomorphismes mis en évidence au théoréne 4.4.1, ndus avons besoin de particu-
lariser un élément de la base de la premire algébre,

On peut procéder de deux manigres différentes. Oans une premiére méthode on oblige 1a transformation elle-méme

3 produire cet élément particulier. Dans une deuxigme méthode on introduit cet élément particulier quand on en

a besoin. Explicitons ces deux procédés.

6.2.1. - Premiere méthode de construction de higrarchies.

Le théoréne 5.2.4 prouvant la croissance stricte de l'ensemble des sous ensembles algébrique demande

dans ses hypotheses que deux fonctions au moins perdent une arité. Done si ct, est une structure d'algebre

transformable avec 4, = ss Fag)» le théoréme 5.2.4 ne donnera & pridri des résultats que pour

les n premi@res transformations. Supposons que I'on vewille construire une hiérarchie de Tongueur

k (kn) , on procéde de 1a maniére suivante :

1°) On considare des symboles Ay Agrsevs Ay eb OM pose Asp = (Aparses ay)

Par définition

F4 ra (Foor Fitior Fig U (ny + Fiekeio Yds Fiseetetor

2°) On part de la structure de (4, y A, Ko algébre, conme ay est une constante sur

laquelle ne porte pas d'axiome, on obtient 1'isomorphisme

8 oY Aig) lO) 5 (BS Y hay) Hy (Kay!)

Diautre part, on définit une fonction d: 4, UA, 7 (on) comme au paragraphe 6.1 et

on impose — d(ay) = i-1
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3°) On applique la transformation & 1a structure de (4) u Ay yoy algébre en appelant évidenment
ol

a, Uélément neutre de V'opération +, introduite par la transformation et d'autre part en faisant baisser

Tarite de chacun des 4; pour {2 . On obtient alors en appliquant le théoréne 4.4.1 un isonorphisne 4

(By Aaa) Bola) — (Ay Udy dt (9)
of

Comme on le voit immédiatement on peut recommencer sur (F, UA ,) o)(8) le point 2°)
ores

Oh obtient donc la suite d'isomorphisme suivante

6,
(BU ny gde(8) o. (, ¥ 2 geal)

41

8.

Gy 4 92,4) (9) a (4, 4 rgd (ag)

%

8,

4, Ua glet (2) 2,

Sinn
Fp v nse Eh Ba vastly aled)

aT

6

(35 Yair do)

) Oked
Bi ne et 1B) oF pe Pee AQ)

Ye

4 hy)

Conme Tes isonorphismes @; pour i appartenant 4 (0, k-l} sont en fait des isomorphismes ca=

noniques, i1s laissent, invariants les sous-ensembles reconnaissables et algébriques. En appliquant les

théorénes 5.1.1 et 5.2.4 on obtient inmédiatement :

Théordme 6.2.1.1 :

Le Tong de 1a chaine d'isonorphisne ci-dessus I'ensenble des sous ensendles reconnaissables est

invarfant, en revanche le passage par un isomorphisme y; pour i € [1, k} fait cro\tre strictement

Vensemble des sous ensembles al gébriques 4 la condition que chaque transformation ait fait décrottre

Tarité d'au moins deux fonctions. Autrement dit on obtient

Vi E CLK] 6; (Rec((# jy BA ety (0) = Rec(S sy YA AH) et

(Rec 51 Aer kd ya (C9) = Rec(t® , UAL) y)dt;(9)) et
oA.

OCIS oy UAL Lote 9))) » ANOS. UAL. debe (a2)

- lo ~

On obtient donc ainsi une hiérarchie stricte de longueur k pour Tes ensembles de sous-ensembles

algébriques avec conservation tout au long de cette hiérarchie des sous ensembles reconnaissables.

La higrarchie de Chomsky Rec ¢ dtlg pour la structure de monoTde correspond a I'application de ce?
thoréme pour kel en partant de 1a structure de V-algebre monadique (cf § 2.1).

De néne 1a higrarchie Rec(i) g dtlg(¥) pour Ta structure de V-binoTde correspond aussi & I'appli-

cation de ce théoréme pour k=l en partant de la structure de V-algabre diadique. (cf § 2.2).

En revanche, dans le paragraphe 2.2 quand on a continué 1a hiérarchie ci-dessus en passant a 1a

structure de diofde, on ne procéde pas tout a fait de 1a méne facon. En effet on commence par créer le

V-binoTde libre de base {1) pour Te transformer en un dioTde universel. Cette variable 1 n'est pas créée

par la transformation passant de la structure de V-algébre diadique 4 la structure de V-binofde. Ceci

correspond & une deuxiéme méthode de construction de higrarchie que nous allons étudier maintenant.

6.2.2.- rarchie.

Dans cette méthode on introduit au fur et & mesure des besions les variables A

Soit Fc, une structure d'algébre transformable et 4 24, > (0,n} une fonction comme au paragraphe 6.1

qui contréle 1'itération de 1a transformation sur aut, . Soit Fyoty 1a 118 transfonée de la structure

Fc, - Soit d'autre part 1, + BA (0) Fat layy) V' injection canonique. On obtient le diagranme

suivant of les applications ey sont les isomorphismes contruits grace au théoréme 4.4.1

>

Boling Fy)

q

@,

FAS 4, cold)

ty

: oO;

5 _ydrj_4 (ag) —S 4404 ()

'

Sel %

B yah (Caggg}) OS oeeee Fi eadh ges (Cyd) oF pc (PD

On obtient alors le théorame suivant :

Théoréne 6.

Avec les notations introduites ci-dessus et en supposant que chaque transformation fait baisser

Tiarité d'au moins deux fonctions alors

§) (WA ECLKI) (04 (Reel # 5 _yAhy_y((a53))) = Rec($ 5A, (B)))

H8) (Fe ELKIN Ces ATOCE 5A g(CaG]I)) g ALG 5; (0)0)

HTH) (VEE CLsk-15) (1p fRec(S Ay(O)}) 2 REE (Engg ph)) 9 FOS joy (B)))

iv) (vie (Lyk 1]) (15 PIGS 5 AG(B})) = LOH pong.) 9 PCH, ADD)

La propriété 1) résulte du théoréme 5.1.1, ii) découle du théoréme 5.2.4, iff) est une conséquence

imédiate de 1a proposition 3.4.1 et iv) se déduit de la proposition 5.2.5.
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La propriété iii) ne peut @tre améliorée dans le cas général comme le prouve la proposition 3.4.1.
Cependant nous allons montrer que dans un cas particulier 1' inclusion ‘indiquée en iii) est une equalité,

Théoréme 6.2.2.2 :

Avec les mémes notations que ci-dessus, si on suppose que la structure Bde est non effacante alors

(vie (Lk 1] (1; (Rect 5 Ay (B)) = ReceS 5 Ay(Cajgy})) 9 PF, ABD)

Dénonstration :

, On va utilfser une méthode similaire a celle de 1a démonstration du théoréme 5.1.7 ainsi que les

résultats du paragraphe 6.1.

D'aprés le lemme 3.4.2 i1 suffit de démontrer que 4 dt, ) € Rec(# Ay ((aj4y}))

En utilisant Tes notations du paragraphe 6.1 on obtient

i

4

(4, UAL 40) ~ (Fy UM syieAg(®)

8

=
Wie Gy.yo-++0 Bo Wyo By =12+++2 Ojo Vyo %

i$a)
8.

FitilOgp) Ee $Y As sa1)etolO)

od Ij est simplement une injection canonique. Ce diagramme est bien sir commutatif. Toutes les applications
¥5> Oj» Whe @} Sont des isonorphismes conservant les sous ensembles reconnaissables et donc pour prouver le

théoreme i] suffit de prouver que (3 5 vay ;)dtg(B) est reconnaissable dans (Fun Jot (0)0 Un itty oY M1 ie to

Considerons T'ensenble A = (0,1) et munissons le d'une structure de (4, UA, j4,)ctyrelgébre en posant
ool

Agarle press eq) 20

FORUMS 9 (Flervey cp) Lo (We ttel (es = 1)

Soit yt ($F, UA) ja) —» A l'unique morphisme correspondant & cette structure de A
es

De facon évidente (4, u Ay qd ,(®) est reconnu dans 4A ouh jap)et) (9) par le triplet (x, {0.1}, (1}).
o” oo”

Commentaire :

1°) La dénonstration du théoréme 6.2.2.2 est assez brave et simple quand on proc&de conme ci-dessus.

Sion essaie de T'aborder autrement, en particulier en essayant de construire directement |'algébre permettant

de reconnattre $4 t;(8) dans 4sdtj((aj,;}) en utilisant Te contenu du paragraphe 6.1, on s‘apercoit trés

vite que Ta construction est tres difficile, Personnellement m'étant engagé de prime abord dans cette yoie je
n'en suis pas sorti | Cependant, sur des exenples simples cole ple dans le cas des
V-dioides le lecteur pourra vérifier que pour reconnattre le V-diotde de base X dans le V-dioide de

rche tras bien, par

base Y avec Xc¥ on peut procéder ainsi :

Soit D= P(Yu{1}) , on munit D d'une structure de V-diotde en posant

wee a= ety pour eev , euread,

AG? B=si LEA alors (Atib)uB sinon A .

Le triplet (x, D, D') avec Dv = P(x (1)) et y defini par yy) = (y) résoud alors
Ve probléme.

D'autres auteurs se sont préoccupés de problémes simiJaires 4 ceux présentés tcl.
Notre travail présente des originalités et des améliorations par rapport aux travaux antérieurs. Principalenent
on peut retenir deux idées originales dans ce qui précéde :

~ L'idée de partitionner les fonctions d’accés en deux Sous-ensembles, celles de l'un d'eux perdant des arités
au cours des transformations et les autres gardant la mme arité, n'apparaft pas, i] me semble, dans les autres
travaux. Suivant les auteurs les arités restent constantes ou brutalement tombent & 0 (DAMM [19) ).

~ Les autres auteurs travaillent essentiellement sur des structures d'algébres sans axtome ce qui évidenment
Simplifie considérablenent les problénes. L'étude des phénoménes dans le cas d'axtomatiques égalitaires
Guelconques puis dans les cas d'axiomatiques non effacantes ou quasi-non effacantes, pour raffiner les
résultats, est aussi originale.

Remarquons aussi que seuls les sous ensembles algébriques qnt été étudiés dans Tes autres travaux. L'étude
des sous ensembles reconnaissables et en particulier leur éyolution dans la transformation et dans les change-
ments de bases d'algdbres, n'apparatt pas par ailleurs.

Etudions maintenant succinctenent quelques références bibl iographiques.

{a notion d'opérateur dérivé, utilisée ici sous le nom de polyndme, apparatt dans plusieurs travaux :
TURNER [64] , MAIBAUM [52} , GOGUEN [32} . Cette notion conduit a 1a definition des alg@bres dérivées et
de la fonction "Yield". Cette derni@re fonction "Yield" peut @tre retrouvée dans notre cadre par le procédé
suivant :

On part d'une # -alg@bre sans axione, on effectue 1a transformation fondamentale un nombre suffi-
sant de fois pour que tous les opérateurs soient devenus d'arité 0. La fonction Yield (ou tout du moins une
fonction qui lui ressemble fortement) est tout simplement la projection canonique

Yield: F,(9) EAA)

ot Fy est formé des opérateurs de ptus les opérateurs +, et aj introduits par ta transformation
et A, est l'ensemble des axiomes portant sur les opérateurs + et ny

Dans Tarticle de Turner [84] , on trouve une généralisation de cette notion d'opérateurs dérivés
grace & 1a definition des "Clone Algebras". En particularisant Tes définitions données dans cet article
(Clone Algebra" d'ordre 2) on retrouve une partie des proprtétés des opérateurs + introdults ict (existence
d'un élément neutre et associativite). D'autre part 1a notion de "Clone sequence" présente quelques analogies
du point de vue des résultats avec les études de higrarchies faites au paragraphe 6.

Dans l'article de WAND “an algebraic formulation of the Chomsky hierarchy" (85) , cet auteur part
du méme isonorphisme

Ku Y sZ on X-4(¥ 472)

Mais ensuite 11 utilise 1'opérateur plus petit point fixe qui n'est pas utilisable dans le cas traité ici
quand les axiones ne sont pas conformes.

DAMM (19) [20], utilise 1a fonction "Yield" pour construire des hiérarchies. Cet auteur définit
des ensembles de termes grace 4 des schémas récursifs. De prime abord ces schémas sont plus compliqués que les
% -grammaires. Mais per I'intermédiatre des algabres dérivées [23] T'auteur raméne ces schemas recursits @
des formes tout 4 fait équivalentes aux 4 -granmaires, 11 y a 18 indirectement une condordance entre ces
travaux et l'opinion que nous émettions 4 1a fin du paragraphe 2 et au paragraphe 3.8 & propos de la définition

des sous-ensenbles algébriques dans les algébres libres.

Les hiérarchies qu'obtient cet auteur correspondent donc au cas od tous les opérateurs perdent des
arités et of 1] n'y @ pas d'axiomes,



coset RS

- 115 -

8.- CONCLUSION

Ce chapitre est certainement le plus important et le plus original de cette thse. Nous avons
l'impression d'avoir considérablement généralisé les travaux antérieurs dans ce domaine et montré d'autre part
T'utilité des systémes de réécriture dans le domaine de la théorie des langages. Ce nouveau champ d'applica-
tions de cette thécrie semble pleins de promegses.

Par rapport aux travaux antérieurs, les am8ltorations sont essentiellement l'introduction d'une
axiomatique quelconque, l'étude des sous ensembles reconnatssables et la possibilité de faire baisser une
par une les arités des fonctions. I] est a remarquer que paradoxalement l'étude des sous ensembles reconnais-
Sables s'avére plus délicate que celle des sous ensembles algébriques et que l'on est obligé pour énoncer
des résultats de particulariser la forme des axiomes.

Nous ayons seulement étudié le cas des algabres ayant une axiomatique égalitaire. I] se peut que
les résultats puissent s'étendre a d'autres cas par exemple au cas d'axiomatique du type
ty = ty => ty = ty ou plus généralement dans le cas de yariétés of les théorémes de Birkoff [7] prouvent

l'axistence d'objets Tibres. D'autre part, i] est certain que les résultats se généralisent au cas des
algébres hétérogénes, cette derniare généralisation étant probablement du niveau de l'exercice d'école.
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CONCLUSION

Quand on doit mettre un paint final a un travail de longue haleine, on a toujours quelques regrets.

On se demande en particulier si on en a assez fait, si on a exploité comp]étement les idées disseminées dans

le texte, si non n'a pas fait d'erreurs, si la présentation est suffisamment claire pour intéresser un lecteur

et suffisamment hermétique pour que tout ne paraisse pas banal, etc. La réponse a toutes ces questions est

en général négative mais la contre partie est que cela permet d‘écrire une conclusion ouvrant de Targes pers-

pectives sur un travail 4 venir.

Reprenans donc chacun des chapitres de ce travail et donnons pour chacun d’eux ses lacunes et ses

prolongemants possibles.

Le chapitre 1 est probablement celui qui est le plus complet sur les questions qui y sont posées.

On peut cependant imaginer quelques prolongements comme

~ Y-a-t-i1 des liens entre les bigrammaires réguliéres et les grammaires LR(k) . Une allusion a

ce probléme est faite auparagraphe 1.5.5 en remarque.

- Y-a-t-il des liens entre Tes bilangages régultiers et les langages algébriques réguliers, dont

les images dans le langage de Dyck sont des langages algébriques déterministes. Au paragraphe 2.3 on étudie

des bilangages réguliers de la forme Pn K qui sont dvidemment des Jangages algébriques déterministes.

Tl n'y a pas que ceux-18 en effet le langage aa"aPaP n'est pas de la forme P nk et est un langage algé-

brique déterministe. La résalution de ce probléme permettrait de donner un résultat de décidabilité pour le

probléme de 1'égalité de deux langages déterministes dans un cas assez large.

- 11 est bien connu que les langages algébriques sur un vocabulaire a une lettre sont en fait

réguliers, Ce résultat se généralise-t-i1 dans le cas des C,-bigrammaires et des bigrammaires régutiéres

sur te ¥-binoTde universel dans le cas of Y est réduit a un élément. Sur ce méme théme on peut aussi se

poser le probléme de maniére beaucoup plus généra} en utilisant la transformation du chapitre 4 sur une

Structure d‘algébre ne contenant qu'une seule fonction.

- Le plupart des constructions faite dans ce chapitre sont effectives. La démonstration de l'effec-

tibilité de ces constructions a été faites, mais nous n'avons pas écrit explicitement les algorithmes corres-

pondants. Bien que ce travail risque d'étre fastidieux et sans grand intéraét dans beaucoup de cas, il ne serait

pas inutile en particulier si on le compléte par une étude de la complexité des différents algorithmes.

D'autre part la construction 4 la main du binotde minimal d’un bilangage régulier est en généra} long et

fastidieux ; une implémentation de ces algorithmes serait un utile outi] de recherche, car cela permettrait

facilement de valider des idées sur des exemples. Ces remarques valent aussi pour les paragraphes 2.2 et 2.3

du chapitre 2.

Le chapitre 2 est une suite d'applications du chapitre 1. Certains paragraphes (2.1, 2.3, 2.4)

peuvent étre considérés comme achevés. Les deux autres ne sont en fait que des ébauches et devyraient étre

poursufvis ainsi :

- Dans Je paragraphe 2.2 nous mettons en évidence une équivalence Ty sur les grammaires réduites

sous forme de Greibach strictement plus fortes que 1'équivalence structurale. Ensuite nous parlons de diffé-

rentes aquivalences qui sont obtenues en mélangeant 1a méthode condutsant a ]'8quivalence structurale et celle

condufsant 4 }'équivalence T + Y-a-t-il des liens entre chacune de ces équivalences ? Peut-on calculer

effectivement la borne supérieure de toutes ces équivalences 7 Peut-on retrouver dans cette voie les résultats

sur l‘équivalence des grammaires simples déterministes ? L'idée générale de ce paragraphe est d‘assacier 4

d'une gramnaire algébrique une régte A —> r d'une bigrammaire réguliére telle que

- On peut obtenir d'autres équivalences en utilisant par exemple

> ou d'autres fonctions plus compliquées.

chaque régle A+» a

R(r) =a avec hax rl + r") = ah(r'jh(r")

ory V* defini par h(a) =a et hi(a xr! + r) = ah(r")h(r'}
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D'autre part on a seulement transform les régles A+a , St on étudie des transformations

similaires sur les dérivations A>P.q avec pen (n fixé) , obtient-on des quivalences de plus en plus

fines ?

- Le paragraphe 2.5 introduit la notion de bon sous langage en vue de |'utiliser pour démontrer

T'ambiguité inhérente de Tangages algébriques. Si les préliminaires théoriques sur cette notion sont simples

et de bon godt, on ne peut pas en dire autant de ces implications pratiques, 11 est nécessaire, pour rendre

concurrentielle cette méthode vis 4 vis d'autres utilisant des théorémes de paires itérantes rafinés, de

trouver des euristiques permettant de démontrer facilement qu'un langage est un bon sous langage d'un autre

langage.

~ D'autre part, dans ce chapitre on est certainement loin d'avoir exploité toutes les applications

possibles des bilangages réguliers. En utilisant les automates finis indéterministes Boasson, Courcelle et

Nivat (10) ont introduit une fonction associée 4 un langage qui mesure la complexité de ce langage. On peut

probablement utiliser les bigrammaires réguliéres, qui sont en quelques sartes des automates d'arbres ascen-

dants indéterministes, pour obtenir des définitions et des résultats du méme ordre soit sur les langages

algébriques (en utilisant les arbres engendrés par une grammaire} soit sur les langages d‘arbres.

Le chapitre 3 est consacré presque exclusivement 4 1a minimalisation des alg@bres reconnaissant

un sous ensemble d'une alg@bre libre. Les résultats thécriques de ce chapitre sont assez séduisants mais,

malgré les applications données aux paragraphes 3 et 4, ce chapitre n'a pas assez de conséquences pratiques.

I) faudra pour cela utiliser les idées énoncées dans sa conclusion propre.

Le chapitre 4 est certainement le plus original de ce travail. Les résultats, que l‘on y obtient,

sont trés généraux et plusieurs démonstrations peuvent, je crois, atre considérées comme astucieuses. Malgré

cela un certain nombre de points sont susceptibles d'étre améliorés.

- La théorie des diaTdes a été introduite pour servir d'exemple 4 1a transformation fondamentale.

1] serait intéressant de 1‘étudier pour elle-méme et de comparer les résultats obtenus avec ceux de la théorie

des magnoTdes qui présente des caractéres similaires.

- L'idée sous-jacente 4 la transformation fondamentale est d'utiliser 1‘isomorphisme

ET Le gy Ent S (E+ €) . On peut imaginer d’utiliser 1'isomorphisme E" 4 Ew aM, cek of),
c'est 4 dire que les fonctions au tieu de perdre une arité, verraient leur arité partitionnée en deux.

Y-a-t-il une transformation sur les Structures d'algébres correspondant a cette idée ? Cette nouvelle trans-

formation a-t-elle un rapport avec Ta if éme itéré de la transformation fondamentale 7

~ Au chapitre 1 la premi@re définition d'une bigrammaire réguliére utilise des seconds membres de

régles beaucoup plus généraux que ceux que T'on obtient aprés le théoréme de réduction 1.5.3.1. Ceci est-il

génralisable dans les algébres quelconques ? On obtiendrait un théorame du genre suivant

Soit vy, i B({ak) + Ft) , les # j-granmatres dont les seconds membres de régles sont

de Ja forme

m

wo WY &= +

/ \
ty ty +

{\«teed

avec teat ZA ou t 1€ N
k+

et Ge(L kw ty = Fy (ty sees tit) et ft, €4

engendrent exactement les sous-ensembles reconnaissables de $({a})

Dans Te cas des langages ce théoréme est vérifié, mais c'est une banalité.
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pots sur le vocabulaire terminal, engendre les langages réguliers. Ce phénoméne est dd a l'arité 0 des

opérateurs autres que +. Dans le cas général cela donnerait des moyens trés puissants pour engendrer des

sous ensembles reconnaissables dans les algébres libres.

~ Dans la transformation étudiée dans ce chapitre, les fonctions dont l'arité baisse ne peuvent

intervenir dans les axiomes de l'aig@bre. Si on essaie de se dispenser de cette hypothése en disant qu'une

; effet, i] signifie que les grammaires dont les régles sont de Ja forme A+a BiB of a et @ sont des

i

i
th

j fonction FX aves X,) perdant une arité sera remplacée par HPUX sees ay) x) dans les axiomes ol

‘elle intervient, on s'apergoit vite que dans le cas général les résultats ne subsistent pas. En particulier
les morphismes vy (thoéréme 4.4.4.1) ne sont plus injectifs, cependant 4, reste surjectif. I} semble

pourtant que, pour des axiomes particuliers (conformes ?}) portant sur les fonctions dont l‘arité baisse, on

puisse généraliser les résultats.

D'autre part certaines théories qui jouent un grand réle en théorie des langages sont complétement

absentes de cette thése, alors qu'il est probable que certaines d'entre elles s*inséreraient trés bien dans

le cadre de notre &tude. Citons par exemple :

. La théorie des transductions rationnelles [ J , qui doit facilement étre généralisable au

binotde universel. I] est probable que l'on obtiendrait des résultats différents de ceux de Arnold et Dauchet

( 2] , [21] vu les grandes différences de formalisation.

. Les ensembles rationnels n'ont pas été étudiés.

. Les séries formelles dans le binoTde ou dans les algébres libres sont aussi des objets qui

mériteraient une étude approfondie.

Toutes les remarques de cette conclusian tendent 4 prouver que ce présent travail ne conduft pas

aun cul de sac et qu'il est susceptible de recevair de nombreux prolongements. J'’esp@re qu'au moins certains

d'entre eux verront le jour bientdt. Je remercie le lecteur de m'avoir suivi jusqu'au bout.
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